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ПРЕДИСЛОВИЕ

В связи с развитием ракетной и космической
техники, запуском космических аппаратов различно-
го назначения, разработкой все более совершенных
электронных вычислительных машин и внедре-
нием в практику вероятностиых методов исследова-
ний широкое развитие получнли вопросы статист-
ческой обработки радиотехнических траекторных
измерений с целью определения движения лета-
тельных аппаратов (ЛА).

Характерной. особенностью современного уровня
развития средств радиотехнических траекторных из-
мерений является тесная связь и взаимовлияние
процессов «измерения параметров движения лета-
тельных аппаратов и математической обработки
результатов измерений. Это обусловило повышен-
ный интерес широкого круга специалистов, зани-
мающихся проектированием н эксплуатацией ра-
диотехнических траекгорных измерительных средств,
к изучению методов определения движения лета-
тельных аппаратов по результатам измерений.

В книге излагаются основные методы статисти-
ческого оценивания параметров по эксперименталь
ным данным. Главное внимание уделяется рассмот~
рению особенностей применения этих методов для
оптимального оценивания движения летательных
аппаратов на основе статистической обработки ра*
ДИОТЄХНИЧЄСКНХ ТРЗЄКТОРНЬІХ НЗМЄРЄНИЙ. ХОТЯ 0С-`
НОВНЗЯ РОЛЬ ОТВОДНТСЯ МЗТЄМЅТИЧЄСКОМУ ИССЛЄДО-
ВЗННЮ РЗССМЗТРНВИЄМЬІХ ВОПРОСОВ. ЭТО НЕ ДЄІІЗЄТ
ПРННЯТЫЙ ПОДХОД ЧНСТО ТЄОРЄТИЧЄСКИЦ. КЗЖДЗЯ ИЗ
ЗЗДЗЧ В ДОСТЗТОЧНОЙ СТЄПЄНРІ ОЁОСНОВЬІВЗЄТСЯ ПО-
ТребнОСТЯэМі ПРЗКТИКН ИСПОЛЬЗОВЗННЯ ТРЗЄКТОРННХ
ІІЗМЄрЄННН.

В 'КОНЦЄ КНИГИ ПРНВОДНТСЯ ОІИЮОК ЛНТЄЧРЗТУРЬІ,
РҐСПОЛЬЗОВЭНІІОЙ ПрП ЄЄ НЗПІІСЗННІІ, а ТІІКЖЄ РЄКО-
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мендуемоіі для более подробного ознакомления
с исследуемыми вопросами.

При написании книги были выявлены следую-
щие трудности: недостаточно разработаны методы
оценивания вероятностных характеристик ошибок
измерений параметров движения ЛА, методы »выяв-
ления и исключения аномальиых результатов из-
мерений, отсутствие общепринятой классификации
и терминологии при рассмотрении методов опреде-
ления движения ЛА по результатам траекторных
измерений и др. При обобщении материала автор
излагал ряд вопросов, используя свой опыт препо-
давания и участия в разработке методов решения
некоторых рассматриваемых в книге задач. Поэто-
му не все определения и термины можно считать
одинаково устоявшимися, некоторые из них, безус-
ловно, требуют обсуждения. Все замечания и поже-
лания читателей будут приняты автором с благо-
дарностью.

Автор считает своим приятным долгом выразить
признательность чл.-кор. АН СССР А. Ф. Богомо-лову, который ознакомился с рукописью книги ивысказал ряд полезных замечанинй и советов. Ав-тор выражает искреннюю благодарность докт. техн.наук, проф. Д. А. Погорелову, кандидатам техн.наук В. П. Коваленко, Г. В. Обрезкову, А. П. Фур-сову. А. А. Яковлеву, В. Д. Ястребову, ценные 33-мечання и рекомендации которых оказали сущест-
ВЄННУЮ ПОМОЩЬ пр" доработке рукописи книги.



1
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

1.1. Постановка задачи определения движения
летательных аппаратов по результатам траекторных
измерений

Целью выполнения радиотехнических траекторных
измерений является определение действительного дви-
жения летательных аппаратов для обеспечения их лет-
ных испытаний и летной эксплуатацииЧ. Поэтому проек-
тирование и эксплуатация измерительных средств, раз-
работка структуры и принципов работы измерительного
комплекса должны проводиться с точки зрения оптими-
зации решения этой задачи.

В постановке задачи определения движения ЛА по
результатам траекторных измерений участвуют следую-
щие основные элементы:
- математическая модель движения ЛА;
- уравнения измерений, определяющие связь меж-

ду измеряемыми функциями и параметрами движения
ЛА;
- условия опыта, описывающие функциональный

вид и статистические свойства ошибок измерений;
- критерий оптимальности оценивания искомых

параметров.
Поясним введенные понятия.
Модель движения. Понятие математической модели

в настоящее время широко используется в кибернетика.
Детальный анализ способов построения и использова-
ния математических моделей проведен В. В. Налицо-
вым [1]. В этой работе, в частности, отмечено. что по-
нятию математической модели можно противопоста-
вить понятие закона в науке. Такое противопоставление
потребовалось, когда пришлось снизить требования,
предъявляемые к математическому описанию наблю~
даемых явлений. Закон в науке имеет характер некото~
рой абсолютной категории на данном уровне знаний. Он
может быть либо абсолютно верен. либо безусловно

'ї Летательными аппаратами будем называть балпстячесхие ра~
кеты, головные части баллистических ракет и искусственные спут-
ники Земли (ИСЗ).
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неверен, и тогда просто отвергается. Иные требования
предъявляются к математическом модели, применяем0и
для описания поведения плохо организованных СИСТЄМ.
которые также иногда называют большими СИСТЄМЗМИ.
поскольку приходится учитывать деиствие очень многихразнородных факторов, задаюшИХ РЗЗЛИЧНЫЄ "О св°еи
природе, но тесно взаимодеиствующие дрУГ С ДРУҐОЧ
процессы. При этом уже не идет речь об абСО-ГІЮТНОИ
категории. Математическая модель может давать лишь
какое-то представление о поведении плохо организо-ванной системы. Одни и те же аспекты изучаемои си-
стемы можно описывать различными моделями, ОДНО-
временно имеющими право на СУЩЄСТВОВНННЄ-

Математическая модель строится на основе всесто-
роннего анализа поведения системы и широкого исполь-
зования результатов проведенных ранее статистическихисследований. Она должна быть достаточно полнои,
чтобы адекватно описывать систему, но также и доста-
точно простой, чтобы получающиеся алгоритмы можно
было реализовать на вычислительных машинах.

Движение ЛА является чрезвычайно сложным, по-
скольку оно происходит под действием системы сил, за-
висящих от параметров движения, свойств среды, в ко-
торой совершается полет, конструкции ЛА, его системы
управления и других факторов. Сложность процесса
движения ЛА затрудняет его изучение в полном объеме.
Поэтому при теоретическом исследовании действитель-
ный процесс движения заменяется некоторой упрощен-
ной моделью. Модель движения ЛА описывается опре-
деленной системой уравнений, выражающих основные
закономерности процесса движения.

Модели движения, используемые при определении
движения летательных аппаратов по результатам ра-диотехнических траекторных измерений, могут бытьподразделены на динамические и кинематические. Дан-ная классификация моделей движения проведена попринципу использования илине использования сведений
об ннертностн (массе) летательного аппарата и силах,действующих на ЛА в полете. Именно это обстоятель-ство, как будет показано ниже, является решающимпри выборе метода определения движения ЛА по ре-зультатам траекторных измерений.

Движение центра масс ЛА считаем известным, еслидля заданного интервала времени Т удается найти за.
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внсимость фазовых координат (параметров движения)
Х= {х1, хг, хз, 12,, 22, іэ}; (ід=сіхд/еіі І=І, 2, З) центра
масс ЛА в некоторой выбранной системе координат от
времени і.

Искомые параметры движения Х (І) = {х, (і) .
х2(2),
соответствующей системы дифференциальных уравне-
ний движения ЛА:

ах/аьдх, А. г), (п)
где А= {7~,, м,
параметров, характеризующих ЛА, его систему управ-
ления и внешнюю среду, в которой совершается полет.
Для решения системы уравнений ( 1.1) необходимо
иметь значения постоянных параметров 1,, 2,2,
начальных условий движения хю, хм, хдд, 12.0, 220, ізд,
соответствующих некоторому моменту времени 1057.
Тогда можно считать, что для любого текущего момента
времени ІЄТ параметры движения хд, хг, хз. і., із, і,
являются функциями начальных условий движения
хдо, ію (]=І, 2, 3) и постоянных параметров м,
1.2, . . ., Ад.

Система дифференциальных уравнений вида (1.І)
представляет собой динамическую модель движения
летательного аппарата.

Разработка динамической модели движения ЛА со-
стоит из следующих основных этапов:
- схематизация ЛА и сил, действующих на него

в полете; ~
- выбор системы отсчета, связанной с материаль-

ным объектом, относительно которого рассматривается
движение ЛА;
- запись исходных векторных соотношений, выра-

жающих основные законы движения;
- выбор системы координат;
- проектирование исходных векторных соотношений

на оси выбранной системы координат н запись скаляр~
ных уравнений движения.

При решении конкретных задач исследования дви-
жения выбирают схемы ЛА и действующих на него сил
такими, чтобы математическая модель движения обес-
печивала заданную точность описания действительного
движения ЛА. Система допущеиий устанавливается на
основе предшествующего опыта исследования полета и
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при необходимости может уточняться в процессе ре-
шеиня данной задачи. Исходиым положением при по-
строении модели является учет в неи основных факто-
ров, определяющих движение ЛА, и исключение второ-
степенных.

В подавляющем большинстве практических задач по
определению движения ЛА на основе математической
обработки траенторных измерений оказывается возмож-
ным принять, что летательный аппарат представляет
собой твердое тело постоянной или переменной массы
и движется так, что во все время полета ось симметрии
ЛА совпадает с вектором скорости его центра масс.
В этом случае движение аппарата можно рассматри-
вать в «схеме материальной точки», т. е. изучать движе-
ние только центра масс ЛА. Данная схема используется
в настоящей работе.

ЛА рассматриваемого класса (баллистические раке-
ты, головные части баллистических ракет, искусственные
спутннки Земли) совершают околоземный полет. По-
этому движение таких ЛА целесообразно определять
в системе отсчета, связанной с Землей. Выбор исходных
векторных соотношеннй-основных законов движения
и систем координат, на оси которых проектируются эти
векторные соотношения, производят, исходя из цели
исследования движения и обеспечения простоты выпол-
нения расчета движения ЛА.

динамическую модель движения ЛА на интервале
времени Т будем называть детерминкєрованной, если все
действующие на ЛА силы описываются известными
детерминированными зависимостями. При этом значе-
ния всех или части параметров м, м,
в формулы для расчета ускорений, создаваемых дейст-
вующими на ЛА силами, могут быть неизвестны или
заданы недостаточно точно.

Детерминированные динамические модели движения

гйаёболее
часто применяют при определении движения

З, головных частеи баллистических ракет и других

лётательных
аппаратов на участке неуправляемого

Ѕкегїжіёисїїтхтевтдсёёкзватлтолета._Влияние
атмосферы на дви-

РНВастся при этом как детермини-
рованное явление. Массовая плотность воздуха, входя-
щая В ВЫРЗЖЄННЄ для аэродинамической силы лобового
сопротивления, представляется, например, в виде зкспо.неициальной зависимости как функция высоты ЛА над
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поверхностью Земли с известными или неизвестными
коэффициентами.

Понятно, что при этих допущениях использование
детерминированной модели не всегда позволяет опреде-
лить движение ЛА с требуемой точностью. Так, напри-
мер, случайные флюктуации плотности воздуха могут
вызвать существенные изменения траектории полета
ЛА, особенно на длительных интервалах. В этих случаях
для определения движения ЛА по результатам радио-
технических измерений, выполненных на достаточно
больших интервалах времени наблюдения за полетом
ЛА, можно использовать динамическую модель движе-
ния, содержащую случайные величины или случайные
функции и называемую стохастической моделью движе-
ния.

Таким образом, если априори до статистической об-
работки измерений принято, что движение ЛА совер-
шается под действием системы сил, хотя бы одна из
которых описывается зависимостью, содержащей слу-
чайные величины или случайные функции, то для опре-
деления движения ЛА по результатам радиотехнических
траекторных измерений должна использоваться стоха-
стическая модель движения ЛА.

Стохастическая динамическая модель движения ЛА
может быть представлена также уравнениями типа
(І.І), но в этом случае те из параметров м, м,
которые характеризуют действующие на ЛА силы, опи-
сываемые в стохастической модели случайными функ-
циями, должны быть заменены постоянными парамет-
рами Ад, $=І, 2,

Интегрирование системы дифференциальных уравне-
ний типа (І.1) не вызывает принципиальных затрудне-
ний. Поэтому можно считать, что при использовании
детерминированной или стохастической динамической
модели движение ЛА определено, если на основе ста-
тистической обработки радиотехнических траекторных
измерений найдены значения начальных условий дви-
жения хш, хдо, хдо, до, 120, і” и неизвестных параметров
из м или А, (і=І, 2, ..., Іе; з=І, 2. т).

Но в практике обработки радиотехнических траек-
торных измерений встречаются случаи, когда до выпол-
нения измерений нет априорных сведений о некоторых
силах, действующих на ЛА в полете. Так, например, при
контроле управляемого движения ЛА (активный



участок траектории баллистической ракеты или ракеты-
носителя космического аппарата, движение на участке
маневра космического аппарата и т. п.) не всегда
имеются априорные сведения о законе изменения управ-
ляющих сил. При этом инерциальными датчиками,
установленными на ЛА, могут быть измерены величины,
пропорцнональные поверхностным силам, к которым
относятся тяга двигательной установки и аэродинамиче-
ские силы. Полученные измерения можно использовать
в динамической модели движения. Случайный характер
ошибок измерений приводит к тому, что динамическая
модель движения становится стохастической.

Если же измеряются координатные или координат-
ные и скоростные параметры движения (фазовые коор-
динаты) ЛА, а априорные сведения о некоторых основ-
ных действующих на летательный аппарат силах отсут-
ствуют или по каким-либо причинам не используются,
то для определения движения может быть применена
кинематическая модель движения. Напомним, что ки-
нематика~это раздел механики, в котором изучаются
геометрические свойства движения материальных тел
в пространстве без учета их инертности (массы) и дей-
ствующих на них сил. Поэтому зависимость вектора
фазовых координат ЛА от времени Х(і)={х1(і),
х2(І),
дений о массе ЛА и действующих на него силах, усло-
вимся называть кинематической моделью движения ЛА.

Наиболее часто эта зависимость представляется
в виде многочленов

"к
х.(1›=2а,.,г*. і=1,2. з, (м)

Іа=0
ИЛИ

П!

хіш: 261119/103- і==1. 2. 3, (І.З)
Ь=О

где (рці) -некоторая система линейно-независимых
функций.

При использовании кииематической модели вида
(12) “д” (13) для Определения движения ЛА по ре-зультатам радиотехнических траекториых измерений не-обходимо установить степени полиномов щ и найти зна-че - ,
“СЗЗ”

КОЭФФИЦИЄНТОВ дм ЩШ Ст этих полиномов, аппро-ирующих измереиныс фазоные координаты для
Ш



установления степени сглаживающего полинома обычно
применяют теорию проверки статистических гипотез.
Значения коэффициентов ад; или Сд находят статисти-
ческой обработкой измерений.

Таким образом, для определения движения ЛА на
основе использования рассмотренных динамической или
кинематической моделей движения необходимо соответ-
ственно найти значения начальных условий движения
хю, хдо, хэо, 2,0, іго, ію, неизвестных параметров 7.;(А,)
или значения коэффициентов аді(См). Условимся на-
зывать перечисленные величины параметрами модели
и обозначать ці.

В зависимости от используемых моделей движения
производится классификация методов определения дви-
жения ЛА по результатам траекторных измерений. Ди-
намическая модель движения используется, как прави-
ло, при определении неуправляемого движения ЛА. со-
вершаемого под действием системы сил, описываемой
известными математическими зависимостями. Кинема-
тическая модель движения наиболее часто используется
при определении управляемого движения ЛА.

Уравнения измерений. Функциональное соответствие
между измеряемыми параметрами и текущими пара-
метрами движения ЛА определяется уравнениями из-
мереиий:

2=д›(х, 1). (м)
где І-т-мерный вектор измеряемых параметров.

Измеряемые параметры физически представляют со-
бой радиальные дальности В, углы места у. азимуталь~
и~ые углы А, направляющие косинусы соз 9,.. соз 0,. ско-
рости изменения радиальной дальности І) и т. д.

Уравнения (ІА) по своему характеру являются гео-
метрическими и кинематическими соотношениями. При-
мем, что они записываются без каких-либо погреш-
ностей по отношению к действительным соотношениям.

Условия опыта. Под условиями опыта в математи~
ческой статистике принято понимать способ комбинации
(связи) ошибок измерений с измеряемыми параметра-
ми и статистические свойства ошибок измерений. В об-
щем случае вектор измеренных параметров Н функцио-
нально связан с вектором измеряемых параметров 2 и
вектором ошибок измерений АН : Н=;(2. АН. П.

Будем рассматривать только такой способ комбини-
П



рования ошибок измерений с измеряемыми параметра-
ми, при котором ;(2, 0. !)=2(і).

В частности, этому условию удовлетворяет наиболее
распространенный в практике аддитивныи способ:
Н(і)=2(і)-}-АН(2).

Исчерпывающей характеристикой статистических
свойств случайных ошибок измерений является закон
распределения ПАіц, Аіц, _... Аіт). Однако ввиду
сложности получения функции распределения случай-
ных ошибок измерений исследователям часто приходит-
ся ограничиваться использованием лишь первых двух
моментов: вектора математического ожидания М[АН]
и корреляционной матрицы Кд ошибок измерений.

Наличие в радиотехнических траекторных измере-
ннях случайных ошибок приводит к необходимости ис~
пользования для решения задачи определения движения
ЛА по результатам наблюдения за их полетом методов
математической статистики. При практическом решении
задачи возможны различные подходы к статистической
обработке результатов измерений. Это различие обус-
ловливается априорно известными сведениями об ис-
комых параметрах, о способе комбинирования ошибок
измерений с измеряемыми параметрами (ошибки из-
мерений аддитивны или представляют собой некоторые
нелинейные функции измерений), о статистических
свойствах ошибок измерений. Степень полноты исполь-
зовання перечисленных сведений определяет выбор кри-
терия оптимальности оценивания искомых параметров
а(Х, Н): по методу наименьших квадратов, по методу
максимальногр правдоподобия, по методу максимума
апостериорнои вероятности и т. д.

Итак, для определения движения ЛА по результатам
траекторных измерений имеется следующая постановка
задачи.

Дано: математическая модель движения ЛА Х=
=ї(х- Ъ і) ИЛИ хдК, і); уравнения измерений 2=
=Ф(х› ї): УСЛОВИЯ ОПЫТЗ н=7;(2, АН) и функция рас-
"ределениямїхйїь МЧ»ожидание = и ко еля
бок измерений; щыборкарчтзмеъїеїзтійаъїаЁ/Еиц: КИ

01:11
и-

* Іп 21 - - м Н}.
Требуется найти оценку ї, Оптима
бранного критерия а(Х, Н).

При определении движения ЛА по результатам трд.екторных измерений в первую очередь должен быть ис
І2

льную в смысле вы-



следован вопрос о существовании и едннственности
решения, т. е. о возможности определения параметров
выбранной математической модели движения ЛА по
имеющимся измерениям.

К решению этого вопроса подойдем с позиций тео-
рии наблюдаемости, представив ЛА как динамическую
систему и используя математический аппарат теории
иаблюдаемости динамических систем.

Напомним, что если процесс в изучаемой системе
является непрерывным и происходящие в ней изменения
определяются производными компонент вектор-функции
состояния, зависящими в каждый текущий момент вре-
мени только от значений этих компонент, то такую
систему принято называть динамической. Процесс дви-
жения ЛА обладает всеми указанными свойствами и,
следовательно, ЛА может быть представлен в виде дн-
намической системы. Тогда движение ЛА может быть
охарактеризовано вектором состояния соответствующей
динамической системы.

Возможность определения состояния динамической
системы по измерениям выходного сигнала системы
принято называть наблюдаемостью динамической си-
стемы. Применительно к определению параметров дви-
жения ЛА (вектор-функции состояния динамической
системы) по результатам радиотехнических траекторншк
измерений (измерениям некоторых функций выходного
сигнала динамической системы) свойство наблюдаемо-
сти характеризует взаимно-однозначное соответствие
между множеством векторов состояний соответствую-
щей динамической системы и множеством выборок из-
мерений. Вполне очевидно, что задача проверки наблю-
даемости системы должна решаться одной из первых
при практическом определении движения ЛА по экспе-
риментальным данным.

Оптимизация выбранного критерия качества оцени-
вания искомых параметров может производиться двумя
способами: статистической обработкой измерений пол-
ной выборки, т. е. после того. как все результаты из-
мерений поступят в заноминающее устройство вычисли-
тельиой машины, или обработкой выборки измерений
нарастающего объема, позволяющей находить оценки
искомых параметров по мере поступления измерений.
Использование первого или второго способа определяет
вычнслительиую процедуру решения задачи.
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Таким образом, решение задачи определения движе-
ния ЛА по результатам траекторных измерений сла-
гается из следующих основных этапов:
- выбор модели движения ЛА;
- проверка принципиальной возможности опре-

деления движения ЛА по данной выборке измерений;
- принятие гипотезы об условиях опыта;
- выбор статистического метода обработки измере-

ний (критерия оптимальности оценивания искомых
параметров);
- выбор способа оптимизации критерия качества

оценивания искомых параметров;
- оценивание искомых параметров и точности их

определения;
- проверка адекватности принятой модели движе-

ния ЛА действительному движению и использованной ги-
потезы об условиях опыта действительным условиям.

При практической реализации перечисленных этапов
решения рассматриваемой задачи возникают две основ-
ные проблемы: І) выбор математической модели дви-
жения ЛА и 2) задание априорных данных об искомых
параметрах модели и о вероятностных характеристиках
ошибок измерений.

Подвергнутые статистической обработке и теорети-
ческому обобщению результаты работ по определению
движения ЛА по экспериментальным данным дают воз-
можность выявить общие наиболее существенные свой-
ства исследуемого процесса движения ЛА, количест-
венно оценить влияние факторов, определяющих это
движение, установить, какие из них нужно учитывать
"Р" ОПРЄЛЄ-ТІЄНИИ движения ЛА, и тем самым правиль-нее

(разрабатывать
модели движения ЛА.

движдёЁдїёетлЁТЖЁТНЅЁЅУЁ:гатодтпределов
не действительного

_ радиотехнических траек-
'Ёїзггх ЗЮМЄРЄНИ” Требует предварительного теоретиче-и чения я, а

НУЮ ПРФГРЗММУ измерений, т. е. определить виды ц и.

злекаемых
измерительных средств, потребцое кодичеіёт-о и шаг дискретиости измерений, установить местарасположения измерительных средств, на основе из -

$321: вдтїнт ОШИбОК Геодезической привязки измери-ых с е ст
Задать треїёоїад]Дїгктгзїдіїётриопдёеделения движения ЛА

,тезнческоъя привязки из.
И



мерительных средств и т. д. Особого внимания требует
проблема определения вероятностных характеристик
ошибок измерений. Составление научно обоснованной
программы измерений, позволяющей эффективно ис-
пользовать все получаемые измерения, является одной
из основных задач теории планирования радиотехниче-
ских траекторных измерений. Эта задача может быть
решена только на основе совместного использования
аппарата технической кибернетики, теории проектиро-
вания и эксплуатации радиотехнических траекторных
измерительных средств, баллистикн ЛА, математической
статистики, вычислительной математики и теории пла-
нирования эксперимента.

В настоящее время еще нет возможности рассмот-
реть в полном объеме все проблемы, которые необхо-
димо решить для оптимизации процесса определения
движения ЛА по результатам радиотехнических траек-
торных измерений. В данной книге делается лишь по-
пытка поставить некоторые из основных задач теории
оптимального планирования и использования радиотех-
нических траекторных измерений и рассмотреть методы
их решения. Проведенная выше классификация этапов
и методов_решения задачи определения движения лета-
тельных аппаратов по результатам измерений определи-
ла содержание и методическое построение книги.

1.2. Оценки и их свойства

Пусть даны результаты М независимых измерений
Іц, 11,, ..., п” некоторой величины а. Примем, что ре-
зультаты измерений представляют собой случайные ве-
личины, причем математическое ожнданне М[Іц]=а.
і=І, 2, . . ., Н.

Оценить истинное значение а измеряемой величины
по выборке измерений Н., Нд.

а) указать такую функцию результатов измерений
ф(п,, #2, ..., Ітд), которая дает достаточно хорошее при-
ближение к значению а (такая функция называется то-
чечной оценкой или просто оценкой значения а);

б) указать границы интервала (ф-єц ф+зд). кото-
рый с заданной вероятностью Р покрывает истинное
значение а. Такая оценка называется доверительной
оценкой, вероятность Р-довернтельиой вероятностью
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оценки, интервал (ф-гтё Ф+а2)~д0В€РИТЄ-7П›НЫМ Ин*
тервалом. __

Оценка д=ф(іц, 112, ..., Нд) представляет собои
случайную величину, зависящую от конкретной выборки
результатов измерений и от вида функции ф (от метода
статистической обработки результатов измерений). Для
сравнения оценок, получаемых различными методами
статистической обработки результатов измерений, обыч-
но используют следующие основные характеристики
оценок.

'

Несмещенность. Если д-оценка величины а, полу-
ченная статистической обработкой выборки измерений
объема М, и если М[д]=а, т. е. математическое ожи-
дание оценки равно истинному значению величины а,
то такая оценка называется несмещенной.

Несмещенные оценки для некоторых параметров ока-
зываются иногда довольно сложными функциями ре-
зультатов измерений. В таких случаях с целью упроще-
ния вычислений используют оценки, у которых абсо-
лютная величина смещения при увеличении объема
выборки измерений М быстро уменьшается, а при
1\'-+оо стремится к нулю, т. е. асимптотически-несмещен-
ные оценки.

Эффективность. Оценка д называется эффективной,
если ее дисперсия минимальна на множестве всех воз-
можных методов статистической обработки данной вы-
борки измерений, т. е. если ВИ] =тіп.

Оценка а называется асимптотически эффективной,
если

Ііт В [Ё] = тіп.
ІЧ-ЮО

Состоятельность. Оценка д называется состоятельной,если при неограниченном увеличении объема выборкиизменений М она стремится по вероятности к значе-
нию а, т. е. при сколь угодно малом значении г>0 вы-
полняется условие

1ітР(і5-<1І<е)=1.
М-кю

Пример. Рассмотрим следующую задачу оцениванияИскусственный спутник Земли совершает полет по кру.говой орбите. При движении над Шсеаном с помощьювысотомера выполнены измерения высоты полета і;
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в А! точках. Примем, что Іи-истинная высота полета,
измсренные значения высоты Іц=І1+бІц, і=1, 2, ..., М.
где математическое ожидание ошибок измерений
/И[о/1]=0, а дисперсия 0[о/1]==о2.

Требуется найти оценку Ії высоты полета спутника.
В качестве оценки Ії измеряемой величины І: возь-

мем среднее арифметическое значение результатов из-
мерений

и
Е-і н__ М В ,,

'=1І

Установим свойства полученной оценки.
Математическое ожидание оценки

м[ї;1={,,-Ём[ь,1=ўЁ/:=л.
і=І І-пі

Следовательно, оценка Ё- несмещеиная. дисперсия одев-
ки/т

н
Зщщ =іївщлд=іїг датой] .-=о,

[э]
. -ЬФ

т. е. оценка іі- асимптотическюэффективная.
Для проверки оценки Ії на условие состоятельности

воспользуемся неравенством Чебышева. Это неравенст-
во утверждает, что, каково бы ни было положительное
число е, вероятность того, что случайная величина Х
отклонится от своего математического ожидания т, ие
меньше чем на е, ограничена сверху величиной 0,432:

Р ( ІХ-т:| га)Ѕддгї
Где В, -дисперсия случайной величины Х.

В рассматриваемом примере случайная величина Е
характеризуется математическим ожнданием М[Е]=І:,
дисперсией В[Іі]==а2/І\І и неравенство Чебышева имеет
вид

`Р(|Ії--ь|>.)<°*/«'Н,
откуда следует, что оцеикі Ії являетсг состоятельиои.
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СТЗТНСТІІЧЄСКІІЄ СВОЙСТВЗ ОЦЄНОК а ВЄКТОРНЬІХ Веди-

ЧНН 8. ОПРЄДЄЛЯЮТСЯ ЗНЗЛОГИЧНО ТОМУ, КЗК ЭТО СДЄЛЗНО

ДЛЯ СКЗЛЯРНЫХ ВЄЛНЧНН.

Несмещенность: М [а]=а. Точность оценивания век-
торной величины характеризуется всеми элементами
корреляционной матрицы оценки. Это приводит к необ-
ходимости сравнения оценок с помощью некоторых
обобщенных показателей. Чаще всего в качестве таких
показателей используются след (сумма диагональных
элементов) или определитель корреляционной матрицы
оценки.

Оценки а`=ііддйд
траиспонирование называются совместно эффективны-
ми, если обобщенная дисперсия (определитель корре-
ляционной матрицы оценок Кд) мииимальна.

В случае, когда компоненты оцениваемого вектора а
имеют различный физический смысл и разные размер-
ности, целесообразно в качестве обобщенного показате-
ля точностн оценивания этих параметров использовать
СКа-ПЯРНУЮ величину В=5тКд×І, где І-некоторый на-
перед заданный вектор, размер которого равен размеру
вектора а. Использование данного критерия позволяет
учитывать влияние на точность решения задачи, харак-
теризуемую дисперсиеи В, каждого из оцениваемых
ПаРдМЄтров а, (;=1, 2, .., п) с соответствующим
«весом».

Так, например, по результатам траекторных измере-
ний оцениваются начальные условия движения центра
масс летательного аппарата хо, уо, го, от, 0,0, ад, для
некоторого начального момента времени го.

А А А І` АОценки начальных условий движения хм у., г., ип, и",д

0,, используются для прогнозирования движения ЛА. Точ-
ность прогнозирования движения можно характеризо-вать дисперсиеи рассеивания точек положения центрамасс ЛА на “траектории в

некоторый момент времени 2.определяемой выражением В=-_.І
а

ГДЕ

дІ. ді. дІ. 01. дЬ .дЬ.І*= а
дл., ду, дг, до, доп, др”

*матртіа частных производных от положения центра масс
18



ЛА на траектории в момент времени і по начальным ус-
ловиям движенижКб -жорреляциоиная матрица оценок
начальных условий движения центра масс ЛА.

СОСТОЯТЄЛЬНОСТЬ. ОЦЕНКИ ї ВЄКТОРЗ а НЗЗЬІВЗЄТСЯ
СОСТОЯТЄЛЬНОЙ, ЄСЛИ ВЬІПОЛНЯЄТСЯ УСЛОВНЄ

~1ітР<{5-а}<@›=1,
где {-} -норма вектора.

Напомним, что нормой вектора а называют действи-
тельное число {а}, удовлетворяющее условиям:

1) {а}>0, если аэЬО и {0}=0;
'

2) {са}=|с| {а} при любом численном множителе с;
3) {а+1›}<{г}+{1›}-
Наиболее часто применяют следующие нормы век-

торов.
І. Первая (кубическая) норма:

нь=пдахиаіъ
Эта норма называется кубической из-за того. что мно-
жество точек действительного пространства, удовлетво-
ряющих условию {а}1<1, образует единичный куб
-1<ад<І (і=І, 2, ..., п).

2. Вторая (октаэдрическая) норма:

1:1

Название нормы объясняется тем, что множество век-
ТОРОВ. для которых {а}2<\. образует п-мерный «аналог
октаэдра.

3. Третья (сферическая, или евклидова) норма:

т; Ё, гаі1*]"2=1=:.
Множество векторов а. для которых {а};<І. образует
в пространстве шар единичного радиуса.
Несложно проверить, что во всех трех приведеННЬІХ
“РИМерах аксиомы нормы выполняются.

Очевидно. что при выборе оценки следует Отдгвгть
"Рёдпочтетхие тому методу статистической обработки
2* 39



экспериментальных данных, который при прочих равных
условиях обеспечивает получение несмещенных, эффек-
тивных н состоятельных оценок.

В практике обработки измерений часто приходится
составлять линейные комбинации из компонент Уд,
Уг.

иіїаі1у]+аі2у2+...+аітут, ії1› 2) °~Ч Ё:

где сід- постоянные величины.
Вводя вектор

п=им=їштуъ ~ 171111”
и матрицу Вшддт, зависимость (І.5) можем записать
в виде

и=ш, (тв)
где Н-линейная векторная функция случайного век-
тора У.

Теорема 1.1. Вектор І.І=ВУ есть Іг-мерный случай-
ный вектор с математическим ожиданием

М[Н]=МП=ВА (1.7)
и корреляционной матрицей

Ки= ВКУВЁ (І .8)
где А-вектор-столбец математических ожиданий ком-
понент случайного вектора У; Ку~корреляционная
матрица случайного вектора У.
Доказательство:

М[Н]=М[Вї] =рмМ: рА,
Кд=М [Ш- ВА) (Ц - ВАГ] =М [В (У _ А) (У - АУІЭТ] =

= ВМ [(У д А) (У 4 АУ] Вт: ЦКУІЭТ,
Результаты теоремы 1.1 можно ириближеино рас-

пространить и на случаи нелинейных функций
0і=іт(Ут. Уг.

если в окрестности вектора У==А уравнения (І.9) допу-
скают лииеаризацию.

Раз-"ОЖЄНИЄ ФУНКПИЙ Ґт ПО формуле Тейлора с точ-
НОСТЬЮ ДО ЧЛЄНОВ ПЄРВОГО ПОРЯДКЕ ДЗЄТ

иіїі; (уп у” м., Ум) ё

Ё іцат* аг* ~-~э дУ; 3-
г=І



Тогда вектор математических ожиданий случайного
вектора П

і» (щ. а..

ММ:
І, (т.

до

іь (т. и..
а корреляционная матрица Ки=РКУР содержит в своем
СОСТЗВЄ ЭЛЕМЕНТЫ

[зі *ч

1,$=1, 2, ..., Ё;

ЁЁІ. Ш ,ЕЕдцІА дт/,А

*ЁЁ
Йа”

Ё:джІА дл,

1.3. Оценивание параметров с помощью
доверительных интервалов

Использование методов математической статистики
позволяет находить по результатам выборки измерений
оценки искомых параметров: математического ожида~
ния, дисперсии и других числовых характеристик слу-
чайных велнчин. Рассеивание значений числовых харак-
теристик, получаемых статистической обработкой из-
мерений, относительно их действительных значений
Характеризуется дисперсией соответствующей несмещен-
ной оценки. Однако знание дисперсии еще не позволяет
установить, насколько значения искомой числовой ха-
рактеристики, определяемые с помощью той или иной
ее оценки, могут при данном количестве измерений
отличаться от действительного значения этой характери-
стики, т. е. какой может оказаться ошибка М;=2,-Х;.

Поскольку оценки искомых параметров являются
случайными вслнчннами. то нельзя точно указать вели~
чину ошибки огд. 0днако если известен закон распре-
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деления результатов измерений, то оказывается воз-
можным сделать об этой ошибке суждения вероятност-
ного характера.

Наиболее полно оценки искомых параметров, рас-
сматриваемые как случайные величины, могут быть
охарактеризованы с помошью их законов распределе-
ния. Зная законы распределения статистических число-
вых характеристик, можно определить вероятность от-
клонений их значений, полученных из эксперимента,
от истинных значений соответствующих характеристик,
т. е. степень достоверности полученных результатов.
Данный подход к определению достоверности найден~
ных числовых значений искомых величин лежит в осно-
ве оценивания параметров с помощью доверительных
интервалов.

Под доверительным интервалом понимают интервал
со случайными концами, который с достаточно высокой
вероятностью Р (доверительной вероятностью) «накры-
вает» неизвестное истинное значение искомого пара-
метра.

Рассмотрим кратко сущность оценивания с помощью довери-
тельных интервалов на простейшем примере определения скалярной
величины х по результатам ее непосредственных измерений х; (і=
=І, 2,
Случайные ошибки измерений распределены по нормальному закону,
независямы и характеризуются дисперсией 0*. Значение дисперсии о*
неизвестно.

Примем, что оценки искомого параметра х и дисперсии о” опре-
деляются соответственно аависимостямтп

ММ

х = 'АГ Е *И °'=хг:ї 201-403*-
1111 [в]

В математической статистике доказывается, что ої есть случай-
ная величина, статистически независимая от х и распределенная как

І
величина ў-Ёд-Тіймд, а дроаь

'~_1=(5`- »#77 /ї ' (мо)
Ргтредедюиа по закону Стыодента с Л/-І степенями свободы (сте.пенью свободы называется число лтзмеретанй минус число оценивае-“х "арїшщювї [д Растттдтие Стьюдшта не зависит от о”
22



в является функцией только аргумента і и числа степеней свобо-
ды М-І.

Знание законов распределения опенокЁ нЁ* открывает повят:-
ность оценивания величин х н а* с помощью доверительных интер-
валов.

Для распределения Стыотдента составлены таблицы, имеющие
два входа: чисяю степеней свободы М-І и вероятность Р [2-4].
Задавшнсь значениями А/-І и Р, из этих таблиц можно ваІггн та-
кое чнсло І», что ,_ --_~

Р(|:,,_,1<:,,›= р(і_грё`/У`ї<х<ї+г,ї/їїі`) =Р. 0.11)

Таким образом. интервал (2 -ІРЁ/р/Тї; ї+ ІДЁ/Уїі] накры-
вает неизвестное значение х с вероятностью Р.

Оцсннвание дисперсии а* производится на основе использования
хдраспределения. Таблица этого распределения (приложение 1), так-
же имеющая два входа: число степевеі свободы р=К--І в вероят~
ность Р, содержит значения у, и уд. которые удовлетворит условию

Р(ї1:<°< їза:р° 0-12,

Отсюда следует, что интервал НЗ; 1,8 вакрнвает истине
значение в с вероятностью Р.

Из приведенных соотношений видио, что метод оценивания е по-
мощью доверительных интервалов требует мало дополнительных вн~
чпслеиий по сравнению с методом точечной оценки.



Часть!

МЕТОДЫ СТАТИСТИЧЕСКОГО ОЦЕНИВАНИЯЧПАРАМЕТРОВ ПО РЕЗУЛЬТАТАМ ИЗМЕРЕНИИ

2

оцєнивАнив пАРАмвтгов методом ндимєньших
квхдмтов

2.1. Сущность оценивания параметров методом
наименьших квадратов

Для того чтобы наиболее естественным образом по-
дойти к применению и анализу метода наименьших
квадратов рассмотрим пример.

Пусть известно, что некоторые переменные х и у
связаны линейной зависимостью вида у=а+І1х. Коэф-
фициенты а и Ь неизвестны, и их необходимо определить
по экспериментальным данным, измеряя в точках
хд, хд, ..., х” значения величии уд, уд,
что в результате измерений получены значения т:
=ує+б/ц, і=1, 2,
измерений.

Если мы попытаемся определить коэффициенты а иЬ, полагая х=хі и у=т, то придем к М уравнениям
ьі=а+дхь і=1, 2, . . ., М,

относительно двух величии а и Ь, причем из-за ошибокизмерений эти уравнения окажутся несовместнымн.Можно использовать любые два уравнения, но в этомслучае ошибки этих двух измерений могут существенноисказить значения коэффициентов. Естественно тогда
24



постараться найти такие значения д и б коэффициентов
а и Ь, для которых абсолютные величины «невязок»
ці=/ц-(д+бх1), были бы в каком-то смысле «малыми
в совокупности».

Способ расчета коэффициентов д н 5 и их значения
зависят от того смысла, который вкладывается в по-
нятие «малость т в совокупности». Можно, например,
искать й и б из условия

Ё І1ьІ=ті1ъ
[:|

т. е. выбора таких значений исвоідщсищффщщеитов
а и д, которые обеспечивали бы с 'у ^
лей невязок (минимум
невяэок). Однако такой ветви
И гроігоадок в вычислительной П; " так ван вво~
дитув траечеігые аналитичвеки
Фтдддтдув) ФуттМожно находить также значении: неизвестных коэф-
*Фддратов невязок (евклидову нориу вектора вевязок),
т. е. о

гъ-Ё дц-дтін. ~ (и)
1:1

Необходимость удовлетворения условия (21) лежит
в основе оценивания искомнх параметров по методу
наименьших квадратов. В данной главе будет показано.
ЧТО. для весьма широкого класса задач предписание
(2-1) в определенном смысле является наилучшим.
бедимся, что расчет оценок коэффициентов д и 6 удо-

бен в вычислительном отношении. Для нахождения
оценок д и б. удовлетворяющих условию (21), составил
уравнения

М
дР ^
' ї* (лІ-їагііїдїїо»

дг "
~-›=-

ар
(пҐ-'д-ддедхго

65 п!



н кт

1:1 ЁБІ

__ к __ к н
а; хд-ЬЕ х*,=2 Іихт- (2-2)

1:1 гы =1
Из (2.2) оценки д и 6 определяются однозначно и

без существенных вычислительных трудностей.
Рассмотрим применение критерия (2.І) для случая

неравноточных измерений. Примем, что измерения неко»
торого параметра а выполнены с использование.
скольких приборов, точность работы которых -
ризуется соответствующими значениями
случайных ошибок измерений. Приет "
работке полученных результатов надо
разно учитывать «веса» измеревпйе *
чтобы в формуле для оценки исков
мерения, характеризуемые боль ^
вали меньшее влияние" нагрев.
характеризуемые малой дне
стичь, если в выражении (21 `*
с коэффициентами, обратно и

[ЦІ

где ші=о*0/о2і--вее -і-го изме іння* ,, ^
безразмерный коэффициент;
мерения. . 1

Критерий (23) по сравнению с акрптерпомїтёдд)
имеет преимущества в том, что при его использовании
учитываются веса измерений и величина Е оказывается
безразмериой. Это удобно в случае, 'когда статистиче-ской обработке подвергаются результаты измеренийразноименных величин.

2.2. Оценивание параметров при некоррелированных
ошибках измерений

Пусть необходимо определить параметры х., хя,
СИМОСТЯМН С ВЄЛИЧННЯМІ! 21, 22, . . ., 21уї

г(їфі(хі› х2г - ~ ч хп): іїІ, 2, .. .,
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В математической статистике н ее приложениях
наиболее часто рассматриваются линейные функции не-
известных параметров. В этом случае решение полу-
чается наиболее простым и наглядным. Поэтому на на-
чальном этапе изучения метода наименьшнх квадратов
нием, что величины г; линейно зависят от парамет-

ІІ

гії-Е ацхі-

_ 1**
у мы: щ, известны точно, а величины

(зы
у ванн в совокупности.

отклонений изнерений от их

^ у. (и)

› сіагаеиое учитывается со
ціоиальпнн точности измере-

їпеізвестннх х; из условия мини-д
х, ....їс,,).

-д,2,,_._,2,,›/д,ё;=о, д=1.2,д. (из)
у Ёйаучаеиые при решении уравнений (28) значения
они): будем называть оценками метода наимень-
Ітш квадратов (МНКоценками).

Таким образом, для получения МНК~оценок иеоб~
ходнио совместно решить уравнения

~ п
2 ші (лі --2

1|`=І І:
или в развернутой форме записи

М

14.2 ш,а,,а,,+х, 2 ш,а,,а,,+....+х,2 шддадр:
1:! ЁІІпІ ЁІІІ

м
==2 шєдпдкї
І-І



и _ Н __ ^'2.2 нов.. +в 2 =~«<=~“~+--~+из =»~=«-«-=
|=| ІЁІ 'ЁІ

Ё

1:2 Шдддьд;
і::| `

...і
. . . .

..:`.;`.

. . . . . . . .

..^..щ'.ІІ 2 шїаіпаіт+хї2 тїадапыъ-
13:1 Ё=1 г:

ЬҐ

22 шіаідпі.

1:1

Система линейных уравнений (2.9) ддЯ ВШЮЖДЄННЯ
неизвестных ЁНЁЁ,
ных уравнений. Количество неизвестных в этой системе
равно числу уравнений.

При решении задачи отыскання оценок исиомых ве-
личии 2,. (Іс=І. 2, __., п) применим иатричнуЮ ФЁРМУ
записи. удобную для представления решений лиНВИНШ
уравнений п изучения их свойств.

Введен векторы и матрицы
А
#1 г,

Ё=їт± ї* ; Іїгні: Т Ё

.-: глии" аь,
дН=Ндд= н:

; 8Н-_8Н - п, -

*о «М» (то)
а" а., .. и",

д=дкгд=
“п ди дал І

“т “на “м”
ш, 0 . 0

\ч=\ч,,,,= ° 'И °
О О



С учетом введенных обозначений выражения (22),
(2.З) и система нормальных уравнений (29) принимают
соответственно вид

2=АХ; Н=2+6Н; (211)

Аччлїъ-лттн. (212)
Если ввести вектор невнзои

о== н-Аїс, (2. 13)
то функцию Р'(Ё,, Ё, .... Ёп), определяемую выражением
(2.7), можно представить в виде ивадратнчной формы

пїсрточуо. (244)
Следовательно, минимизация функции (27) тождест-

нснна минимизации квадратичноїт формы (214).
Введен обозначения

в=нчщ с-зшчн (из)
и ПЄрЄПШЦЄМ СИСТЕМУ НОрМЗЛЬНЬІХ ураВі-ІЄНИЙ В ВИДЕ

в'х=с. (из)
Матрица В представляет собой таблицу *коэффициен-

тов при неизвестных Ё в системе нормальных уравнений
(является обобщенной матрицей Грама для системы
векторов-строк или векторов-столбцы: матрицы А).
а С есть однрстолбцевая матрица свободных членов
этих уравнений.

Для отыскання неизвестных Ё умножнм обе части
Матричного уравнения (216) слева на 8-1 (матрицу.
обратную по отношению к матрице В). При этом полу~
чим

Ё= ВЧС, (217)
так как В~'В=Е. -единичная матрица.

Из (217) следует, что оценки, получаемые по методу
наименьших квадратов, являются линейными функция-
ми результатов измерений, т. е. линейными оценками.

Полезно также отметить свойства системы нормаль-
ных уравнений (216), следующие из анализа формул
(29). (210) и (215).

Матрица В симметрична относительно главной
диагонали.
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2. Формирование элементов матриц В н С системы
нормальных уравнений (2.І6) можно ПрОИЗВОДИТЬ ПО-
слеловательно. по мере поступления на ЭВМ результа-
тов измереннй. Благодаря этому отпадает необходи-
мость хранения в запомннающем устройстве вычисли-
тельной машины коэффициентов ад и свободных членов
седан/ц (і=1, 2,
(216). __Использование этих свойств нормальных уравнений
позволяет рационально организовать~ эетіїнстическухо
обработку измерений на ЭВМ-Так, ваїоснове свойства
симметрнчности матрицы В ддд-тўдуіё;
заключаем, что нет необходимости рассчитывать и хра-
нить в запомннающем устройстве ЭВМ все пХп эле-
ментов матрнцы В, а можно ограничиться лишь
п(г1+І)/2 элементами Ьдд (і, Іг=1, 2, ..., п; і<іг).

2.3. Оценивание параметров при коррелированных
ошибках измерений

Рассмотрим применение метода наименьших квадра-тов для случая, когда случайные ошибки измеренийподчиняются совместному распределению с нулевымматематическим ожиданием М[6Н]==0 и конечнымивторыми моментами Кд=|ІКід||, где Кі/.=М[б/1іоІ1д]-
корреляционный момент случайных ошибок і-го и Іг-гоизмерении.

При этом задача отыскания МНК-оценок состоитв нахождении минимума квадратичной формы

Р(ї)=у' ;' у, (2.18)
Гдг к? -матрица, обратная по отношению к корреля-
ционной матрице Ки. диффереицируя выражение (2.18) по
вектору Й и учитывая обозначение (213), получаем си-стему нормальных уравнений

А'К;'АХ= А*К;'н. (219)
В практике обработки измере

Матрица ошибок измерений частоиостью до некоторого постоянного

ний корреляционная
известна лишь с точ-
миожителя:

к” = <='.Ё,, (220)
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где матрица Кд известна, а величина ода неизвестна.
Это значит, что известны относительные, а не абсолют-
ные значения элементов коррелянионной матрицы.
В этом случае К;'=Ё;,"/Ф', и система нормальных
уравнений (219) приобретает вид

5: А'Ё;'АХ=з: Ачїўн. (221)
Величина сдд, состоящая в обеих частях уравнений,

сокращается, и решение в итоге зависит лишь от отно-
сительной величины элементов корреляцноиной матри-
цы. Матрица

шЕ і;' (222)
называется весовой, а оїд-дисперсътей измерения
с единичным весом. Если, например, принять Кд=о2дЕ.
Где Е-единичная матрица размера КХЛ, то Весовая
Матрица \У=Е-'=Е, т. е. веса всех измерений равны
единице. а их дисперсии одинаковы и равны 020.

Величину о20 можно включить в число оцениваемых
параметров и использовать как критерий согласования
априорных сведений о статистических свойствах ошибок
измерений с апостериорными данными.

Подставим обозначение (222) в (221) и перепишем
систему нормальных уравнений метода наименьших
КВЗДРЗТОВ В ВИДЕ

АтА2=А*\ун. (2-23)
Сравнивая уравнения (2.23) и (212) видим. что они

имеют одинаковую форму записи. Зависимость (212)
Является частным случаем выражения (223). когда
ошибки измерений не коррелироваиы между СОбОЙ-

2.4. Свойства оценок метода наименьших кваДРФТОІ

Решение системы нормальных уравнений (223)
Х= В- ІС_ (224)

где
В=Ачщ сына/н; \М= ,її (125)
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определяет то значение Х, при котором достигается
точка минимума функции Р(х) в п-мерном пространст-
ве. Из (218) и (2.І3) следует, что функция ПЙ) яв-ляется неотрицательной квадратичной формой относи-
тельно Ё Поэтому минимум функции Р`(Х) всегдасуществует, а так как точка минимума обязательноудовлетворяет системе (2.2З), то последняя являетсясовместной, т. е. всегда имеет решение. Однако системауравнений (223) может иметь несколько решений,а именно в тех случаях, когда матрица В является осо-бенной. Для однозначного определения вектора оце-
нок ї из (2.24) необходимо, чтобы матрица В быланеособенной. т. е. определитель этой матрицы не долженбыть равным нулю. Только в этом случае существуетобратная матрица В-ї и однозначное решение (224).Для того чтобы матрица В была неособенной, необ-ходимо и достаточно, чтобы система векторов-строк иливекторов-столбцов матрицы А, участвующая в разложе-нии (22). представляла собой линейно-независимуюсистему. Действительно, если элементы строк ад. и адпри всех і=1, 2,
зависимостью ад=уатд то соответствующие элементыІг-го и І-го столбцов в матрице В пропорциональны друг

Если рассматривать значения оценки Ё на множествевсевозможных результатов измерений Н" 11,, ..., НМ то
оценка Й будет являться случайиьпи вектором, зависящим07 СЛУЧЗЙНЫХ ВЄЛИЧИН Нл, На,оценки можно характеризовать ее вероятностными ха-РЗКТЄРИСШКЗМИ- И В "ЄРВУЮ ОЧЄРЄДЬ математическим
ожиданием МЙЁ] и дисперсией или ее многомерным0б0бщеттием - корреляционной матрицей К? .

Теорема 2.1. Оценки Й для параметров Х, получен-ные статистической обработкой по методу наименьшихквадратов результатов измерений, ошибки которых слу-32



чайны и принадлежат распределению с нулевыми мате-
матическими ожиданиями и конечными вторыми момен-
тами, т. е. 6НЄ(0, а20“/-') Ч, являются несмещенными

мЩ=х (226)
и представляют собой случайный п-мерный вектор
с корреляционной матрицей

Кї=а*,В". (227)

Для доказательства равенства (2.26) запишем реше-
ние системы нормальных уравнений (224) в виде

ї<=в-*А*шн.
Заметим, что в этом выражении лишь Ё и Н яв-

ляются случайными векторами, произведение В~'Ат\\'-
детерминированная матрица. Ввиду этого

м [Х] =м [в- *ми/щ= в- *тум|н1 =
= в-чшмх=в~*вх=х,

ЧТО И ТРЄЙОВЗЛОСЬ ДОКЗЗЗТЬ.
Для доказательства второй части теоремы обозначим

ІЭ=В_'А*\У. Тогда

и= он. (из)
Учитывая, что для линейной зависимости вида (228)

согласно теореме 1.! имеет место равенство
кї= винт,

МОЖЄМ ЗЗПИСЗТЬ

к? = в~ 'Аччоцш- *или (в- *г= <›=,в- *Аччив- 1 ± вцв- и
так как “І и 8** -симметрические матрицы.

Отметим, что при наличии в измерениях неизвестных
систематических ошибок МНК-оценки искомых пара-
метров являются смещенными. Это непосредственно
следует из доказательства рассмотренной теоремы, так
как в указанном случае М[Н]=,±2 и. следовательно.

мщвьх.

*д Запись бНє-(О. наш! ') обозначает. что случайная величина
ОН «принадлежит генеральной совокупности. характернзуемой мате~
матическдтм ожиданнем 0 и корреляциоииой матрицей оддЧ-К
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Докажем теперь теорему Гаусса-Маркова о наи-
лучших линейных оценках.

Теорема 2.2. Для любого закона распределения слу-
чайных ошибок измерений и при линейной зависимости
измерений от искомых параметров оценка для произ-
вольной системы линейных функций параметров, полу-
чаемая по методу наименьших квадратов, имеет мини-
мальные дисперсии среди ,множества ,линейных несме-
щенных оценок.

ї

Рассмотрим произвольные линейные оценки У=ТН, где Т- мат-
рица размера ІгХМ. Потребуем, чтобы оценка ї была несмещеиной
для некоторой системы линейных функций от Х, например У=СХ
(СЗ-известная матрица постоянных коэффициентов), т. е.

м[їг1=мітн1=тлх=сх=у.
Таким образом, равенство ТА=С является необходимым н до-

статочным условием того, чтобы оценка ТН была несмещенной
для У.

для упрощения последующих выкладок примем, что случайные
ошибки измерений накоррелнрованы и имеют нулевые математиче-
ские ожидания, т. е. бНеЮ, аїдН-Ч,
ГДЕ

1*, о о

тд: 0 її, о

о о Зї”
Введен матрицы

Ё=ТШ ії'=›\*2-', (же)
ГДЄ

ї, о

2:” о ї,

о о
ПрИ ЭТОМ НЦЄЮТ МЄСТО ОЧЄВИДНЬІЄ РЗВЄНСТВЭ

22 == ТЕ: ЕЕТ == ,Іду-І;

її=т2<=-'›ч=т^=с. от



Найдем корреляциоиную матрицу оценок ї.
На основе зависимостей (229). (230) и теоремы 1.1. можем

записать К? = вЧПЧ-'ТТ г-їїд Необходимо минимизировать два
ГОНЗЛЬННЄ ЭЛЕМЕНТЫ МЄТРНЦН кг, ЯВЛЯЮІЦНЄСЯ ДНСПЄРСІІЯЦІІ ІЄКТОРІ

оценок 7. Имеет место тождество

к., = 'ї ї* = (с (ХТЪЪ-*Хч [с (Хчїгіт +
+ Гі-с (їпїг її; [ї-соТгї›-=ї=г, (2441)

которое легко проверить, пронзведя умножение в правой части и
воспользовавшись равенствами (230). При записи выражения (231)
использовано свойство симметричностн матрицы (Ё'і)"= 0,3".

Каждое из слагаемых правой части (231) представляет собой
матрицу типа ОШ, днагоиальнне элементы которой являются не-
отрицательными числами. Однако только второе слагаемое зависит

~
ОТ

ДНЗГОНЗЛЬНЬІЄ ЭЛЕМЕНТЫ ВТОРОГО СЛЗГВЄКОГО РЗВНЬІ НУЛІО. ЭТО РІІЄФТ

место при выполнении соотношения ї=С(і*х)-'К*. Отсюда сле-
дует, что

т = 'тв- 1 = с (КТК) -йтв-д: сщв-«Ата-'в- 1 = св-чгч.

Но при этом ў = ТН == СВ-'АЧЧН = СХ= Т. где ї= СХ-
МНК-оиенка вектора У, и

кг: [с (Тпїгчїтд [с (Хтїу-І Хт = тов-ют.

что н позволяет убедиться в справедливости доказнваемой теоремы.
Не представляет труда распространить полученные результаты на

более общий случай коррелпрованннх измерений, приняв И =ї(,ї1==
= ІНІГ-І.

Если С=Е(Е-единичная матрица), т. е. оценивается сам век-
тор Х, тої==х и К7=КЯН

Отметим, что если оцениваемый параметр У является
векторной величиной. то точность его определения ха-
рактеризуется всеми элементами корреляционной мат-
рицы оценки. Это приводит к необходимости сравнения
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оценок с помощью некоторых обобщенных показателей.
Чаще всего в качестве таких показателей используют
след или определитель корреляционной матрицы оценки
искомого вектора. ~

Из проведенного доказательства теоремы 2.2 непо-
средственно следует, что нанлучшая линейная оценка
является оптимальной и втсмьпсле первого критерия:

Ѕр

,Можно показать, что определитель корреляционной
матрицы К? МНК-оценкн не больше определители коррет

ляцпонной матрицы любой другой линейной оценки
[131- .

Использование отмеченных свойств МНК-оценок
позволяет несколько вндонзменить процедуру отыска-
ння оценок. Так, например, если вид функции 120; Рц,
щ, ..., пп), которая может быть принята в качестве
оценки некоторого процесса у(і), по каким-либо сооб-
ражениям оказывается известным (линейная функция,
полнном второго порядка и т. п.), то для отыскания
несмещенной оценки исследуемого процесса для некото-
рого момента і=і' с минимальной днсперсией можно
использовать следующий прием. Применяя к функции
Мг; Іц, Ігд, ...д/тд), записанной в общем виде, операцию
нахождения математического ожидания, получают усло-
вне, которому должны удовлетворять коэффициенты
этой функции для выполнения требования несмещенно-
сти оценки процесса при 2=і'. Затем определяют зна-
чения этих коэффициентов, минимизирующие дисперсию
Оценки 90; дл. де,
условия несмещениости. Именно в такой постановке
рассматривается вопрос о построении сглаживающих
фильтров, используемых для предварительной статисти-
ческой обработки результатов измерений, излагаемый
в гл. 5. '

При использовании данного способа получения оцен-
ки не требуется знания закона. распределения ошибок
измерении. Это позволяет находить несмещенные и эф-
фективные оценк.и в классе линейных оценок при любых
законах распределения ошибок измерений.

'д ЅрА-след матрицн А т. е. с мма нагон
Матрицы к

› У д альных элементов
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Отмеченные свойства МНК-оценок справедливы для
любого закона распределения ошибок измерений.
Если же принять, что ошибки измерений представляют
собой случайные величины, распределенные по нормаль-
ному закону «ЅНЄА/(О, о20\\/*1)*>, то совместная плот-
ность вероятности измерений определится выражением

пт =<2««›*.›““”1 и- ' І *'”×
><е×р [ _дйш -мхуи/(н _- Ах) , (изв)

где ШІ-Ч -определитель матрицы \У-'.
Если находить оценку искомых параметров Ё из

условия минимума функции (Н-АХУЧ/(Н-АХ), то
в данном случае для заданного вектора измерений Н
плотность вероятности (233), рассматриваемая как
функция от Х, при любом значении 020 примет наиболь-
шее значение при Х=7Ё

Таким образом, оценки параметров ї, определяемые
из условия минимума квадратичной формы (218), яв-
ляются прн принятых допущениях об ошибках измере-
ний теми значениями неизвестных величин Х, при кото-
рых наиболее вероятны данные результаты измерений
(совместная плотность вероятности достигает максиму-
ма при тех значениях неизвестных, которые берутся
в качестве оценок по методу наименьших квадратов).
При случайных ошибках измерений, характеризуемых
нормальным законом распределения с нулевым матема-
тическим ожиданнем и конечными вторыми моментами,
оценки метода наименьших квадратов являются несме-
щенными, состоятельными и эффективными, т. е. наи-
лучшими среди всех возможных линейных точечных
оценок.

Рассмотренные свойства МІ-ІК-оценок наряду с про-
стотой алгоритма получения этих оценок свидетельст-
вуют о целесообразности применения метода наимень-
ших квадратов для обработки измерений.

Ч Совокупность нормальных законов принято обозначать
А/(А, Кд), из выражения ХеА/(А, Кд) следует, что случайная вели-
чина Х характеризуется нормальным законом распределения с мате-
матическим ожнданиеи А и корреляционной матрицей Кд.
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1.5. Оценивание величины 020

Для определения корреляцноиной матрицы МНК-оце-
нок К? необходимо иметь значение дисперсии измерения
с единичным весом 0*., и тогда К; будет полностью оп-

РЄДЄЛЄНЗ. ЕСЛИ ЖЄ ВЄЛИЧИНЗ 020 НЄИЗВЄСТНЗ, ТО НУЖНО

иметь несмешенную оценку этой величины ого, и тогда
появится возможность определить несмещениые оценки
элементов корреляционной матрицы кіҐЭто приводит

к необходимости оценивания величины 0% наряду с ис-
комыми параметрами Х.

Покажем, что, обрабатывая методом наименьших
квадратов измерения, ошибки которых аддитивны и ха-
рактеризуются совместным распределением с нулевым
математическим ожиданием М[6Н];=0 и весовой мат-
рицей \\', можно получить несмещенную оценку о',.

Рассмотрим математическое ожидание взвешенной
остаточной суммы квадратов отклонений измерений от
их расчетных значений, полученных при использовании
МНК-оценки искомого вектора ї:

М тики Е «ам пик: и.
где у= Н -- АЁЁ.

дадее УТКЁІУ: ЧТКЁІ (н -- Ах) == ўткїн. поскольку
УЫЮВИЄ ЧТКДІА=О эквивалентно системе нормальных
уравнений (219).

КРОМЄ ТОГО. используя (219), можно показать, что

ї/'Кїн = (н' ~ТЫ) К;' н = нткїн __ ітдткїн с
=Н*К;'н _ іїчгкїлії.

Непосредственной проверкой легко установить спра-ведлнвость равенства

Нткіїін __
ітАткіїіАх

-бї -Х) »Укїлрї-х).



Таким образом,

М1т*ич1==›'./И|<Н ~ Ахгкд” ш -ш _
_ (тї-х) А'К;'А (ї: _- хц. (234)

Так как Н-АХ и Ё-Х представляют собой слу-
чайные векторные величины с иулевыми математическими
ожиданиями и корреляциониьши матргщами К” и Кї:

=(А'К;'А)" ранга Н: п соответственно. то выражение
(234) можно привести к виду

М[7'\ЧУІ=°'. Ш - п)-
Сделать это можно на основе использования следующей
теоремы.

Теорема 2.3 Если У=ІІУ,У,
вектор с нулевым математическим оокиданием и конеч-
ными вторыми моментами (корреляционная матрица Ку
вектора У имеет ранг т). то математическое ожидание
квадратичной формы ТК? У равно т.

Доказательство. Так как М 'ПЖҐЦЕМВр (ТХ
ХКҐУЦ. то, обозначая ҐКҐ=А; У=В и учитывая.
что Ѕр(АВ)=Ѕр(ВА), можем записать
м [зр (т*к;*ч›1 =м [зр (тпгкїл= зр [м (чт) КҐ] =

=Ѕр (К,,К;'›=Ѕр вт-дт.
(Зледовательно. а',=М[7*\\І7].'(Н -п) и весмещеиная
оценка Ё, дисперсии д, определяется выражением

ёї=глиті<~ ~~›. (то
2.6. Влияние систематических ошибок измерений
на точность оценивания параметров.
Оценивение систематических ошибок измерений

Примем. что Іг-м (е: І, 2,
ством М, раз измереио по 1,, параметров. Общее количе-

Р
ство измерений всеми р средствами М=2 10,1, Каж-

ўві
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дый из параметров измеряется с постоянной системати-
Р

ческой ошибкой з,(г=1.2, ..., Ґ; 1=2 [ь - Ошибки 5»
ЁпвІ

между собой статистически независнмы. Вектор измерений
в данном случае может быть представлен в виде

н'=н+ з=23+ан +8, (2-36)
ГДЕ

2=|уд г,
Ѕ=Ѕ~ ,=||з,

' *ті о її
М. Н, Ндрав

2=АтХ,,-вектор истинных значений измеряемых
параметров; дН -вектор случайных ошибок измерений;
Ѕ -вектор постоянных систематических ошибок измере-
ний.

Влияние случайных ошибок измерений на точность
оценивания искомых параметров в значительной степени
удается снизить, используя статистические методы об-
работки измерительной информации.

Оценим влияние постоянных систематических оши-
бок измерений на точность определения искомых пара-
метров, а также выясним возможность выявления и ис-
ключения систематической ошибки в процессе матема-
тической обработки измерений. .

Если принять, что систематические ошибки измере-
ний отсутствуют, а случайные ошибки измерений
611, (і=1, 2, .., М) представляют собой случайные
величины, характеризуемые нулевым математическим
ожиданием и корреляционной матрицей о20Ш-К то оцен-
ки искомых параметров Х могут быть найдены в ре-
зультате обработки измерений пі (і=1, 2,
ЛОМ НЗИМЄНЬШНХ КВЗДРЗТОВ. ИСПОЛЬЗУЄМЫЄ ПРИ ЭТОМ
ЗЗВНСНМОСТІ! ИМЄЮТ ВИД

Й..-=(А'~п\\/Ам›-'А*,,пшн; (231)
К,_п=<=',(А',,д\\/А~,,›-'. ~ (изв)

в РЭССМЗТРНВВЄМОМ СЛУЧЗЄ ВЄКТОР НЗМЄРЄННЙ ОПНСЫ-
Вггтся выражением (236), т. е. кроме случайных оши-
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бок измерений содержит еще и постоянные систематиче-
ские ошибки. При этом оценка вектора искомых пара-
метров, определяемая обработкой измерений по методу
наименьших квадратов, рассчитывается по формуле

Ха, =~. (АТМдЧ/Амд" АЫДШНС (239)

Оценим точность определения по формуле (239) ис-
комого вектора Хп при наличии в измерениях постоян-
ных систематических ошибок. Найдем математическое
ожидание вектора оценок Х',,:

м [Худ=м цаддшамд- * Админ] ==
= (АЁУДШАМпГ ' ТМЧІМ [АМХ, + БН + Ѕ] ==

з:
ХП+ (АтМпшА/*Ігд-

І
АтМпщЅ°

Из выражения (240) следует. что в данном случае
оценка вектора искомых __параметров Х',, оказывается
смещенной.

Для упрощения последующих выкладок целесообраз-
но на данном этапе исследований совместить начало

отсчета компонент оценок искомого вектора Х',. с точ-
кои п-мерного пространства, определяемой компонента-
ми истинного значения вектора Х... Тогда отличие от
нуля выражения

т м [Х',,1,=_(А*~пи/А,,,_›- *Ауди/з (241)

характеризует ВЄЛИЧВНУ СМЄЩЄНИЯ МЗТЄМЗТИЧЄСКОГО ОЖВ-

ДЗНИЯ ВЄКТОРЗ ОЦЄНОК Ка, ОТ ИСТШШОГО ЄГО ЅВВЧЄШІЯ.

учитывая, что при решении данной задачи наиболь-
шии интерес представляют характеристики рассеивания
оценок относительно их истинных значений, условимся
точность полученных по формуле (239) оценок харак-
ТЄРНЗОВЗТЬ МЗТРНЦЄЙ ВТОРЬІХ НЗЧВЛЬННХ ПОЦЄНТОВ кї, _. 'д

Так как за начало отсчета вектора оценок ЁЗ. при-
нято его истинное значение, то матрица вторых началь-
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ных моментов характеризует отклонения вектора оценок
относительно истинных значений искомого вектора:

Ёї, _" =мКХЫЖХІИТ] =м{[(А*!;пшА.мд)` І
Атмпшн ,І Х

>< І(^'.~»п\”^~..)' ' А'~..“/Н'Г}=М {І(АЫ-,.\\/^.~,.> ' ' “МЖ (2 +
+ ан+ 5)] |(А*М_\\ІА~,.›` ' Атмш (2+ дн + эт.

Так как 2 = О при Х, = О, то

×Ацпт (гН + $›Г} = (^*~,.\”^~..)' 'АЭИ/М (ЭН БНЧ ×
× тим (А*,,,д\чА~"›- ' +<А1чдшАмд-= Атмпшзм [ьнт] ×
Х “или (Атмм/Амд)

` І + (АтмдшАдтдГ 1
Атмдшм [дн] Х

Х ЅтшАь'п(Ат1тл`~А~и)" + (АткпшАл/лу І
Х

>< Адпшззчт/АМ (Ауди/АМп) -1'

При записи последнего выражения учтено, что мат
рицы (АЫДЧ/Амд" и “І являются симметрическими.

Принимая во внимание, что М[8Н*]=0; М[6Н]=0;
М [ВНЗНТ] =о',\\і“ ', получаем

Кай ,п
ї

02* (АтА/пшАМп)_
І
+

+ (А'~п\І/А~д)` ' АЫДПЅЅТШАМ" (АЫДШАЬЙІГ '. (242)
Введя обозначение

А =(А'~д\ЧА~п)' ' АЪДШ. (ЗАЗ)
выражение (242) перепишем в виде

Йїдп=а', (Атмдў/Аддд* ' + АЅЅТАЁ (244)

Выясним физический смысл слагаемых формулы (244).
Для этого запишем зависимость для определения кор-

реляционной матрицы искомого вектора К* :
“д

кип:м тїц, _м <›ї',,›| [Яд _- м оддщ=
ї
м {І(АТІЧлшА.Чп)_І Аттїпшн,

_"
(АтМншАА/пу

1
АтА/пшз] ×

><І(^'~,.“/^м.>` ` ^'~..“'Н' - (^'~,.“/^~,д' ' “м” “ЅҐЪ
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Учитывая равенство (236), имеющее в данном случа
вид Н'==6Н+Ѕ. получаем ~

кїг п
їМ {[(АтМпшАЛп)-

І
Атдпшбн] КАТМЬтАМ/І)

_ І
Х

Х Атд/дщанГ} 7:: (АТМп“АтУп)
_ І
АтМп“ Х

>< мин ьнЧ та” (А',,,,,и/А,,,,)"
И ОКОНЧВТЄЛЬНО

КЁІ, п
їа" (АтНпшААїп›' ,'

Таким образом, матрица корреляционных моментов
оценок вектора ХЦ., найденных обработкой по методу
наименьших квадратов измерений, содержащих случай-
ные и постоянные систематические ошибки, остается
такой же, как и при обработке измерений. имеющих
только случайные ошибки.

Анализируя зависимости (241), (244) и (245), при-
ходим к выводу, что первое слагаемое формулы (244)
представляет собой корреляционную матрицу оценок
ЙЗ., а второе слагаемое-квадрат смещения матема-
тического ожидания вектора оценок Х',. относительно
его истинного значения.

Оцеиим точность определения искомого вектора Х.,
при включении-постоянных систематических ошибок
ИЗМЄРЄННЙ В ЧИСЛО ОЦЄНИВЗЄМЬІХ ПЗРЗМЄТРОВ. В ЭТОМ
СЛУЧЗЄ ВЄКТОр ОЦЄНОК ВЫРЗЗИТСЯ ТЗКІ

їщл =<А'~_ ,НШАМ Н, г* А'_,,_ ,Ншн: (мы
где

х',

3:",

- їЗ.
х'д+,__ ЗҐд == а

х,п+\ х”

хІп+І



Х',,-вектор оценок искомых параметров, полученных
совместным оцениванием с снстематическими ошибками
измерений: ЙЁ-вектор оценок систематических ошибок
измерений.

Нетрудно показать, что при этом оценки Х',,+, будут
несмещенными:

м рїунд=м [мы Н, шимлчьд- ' Атмтцшнц =
_.:

(АтМ,п-{-ІщАН,п+І)~
І
АтМп-Ншм

е х..
=Ч(А*,,_,,Ц\\/А,,_,,+,)~'Адщдуухх/Юдьшдодц ї

+
о і = т _+І!о:›\,,_,\| ї (Аммдх/АМЧІ) .×

Х Атм.д+1“,Ан,п-ь1хл+1 = хм:- (2-47)
Где

хШ-дг
Ёз-

т х!

-вектор истинных значений искомых параметров и си-стематических ошибок измерений.
запишет ВЫРЗЖЄНИЄ МИ КОрРЄ-тііїциониой матрицы оце-

нок Й',,+,:

кї'.л+г=мкх,'*+ї “ХННХХІлн *- хмдт] ==М <І<^'~.д+›*/^~...+д~' Атоми (2 + ан + Ѕ› ~мы ><
Х І(АТ”~”'Н“ІА”-И+ІГ

'
АтМп-Нш (2 +5" + 5) "' киа-ЛЧ”-

Учитьквая, что согласно (247)
(1\›(у'ІЙ,\а/А~'п+д-- Атмддш (2 + з) = хм”
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ИМЄЄМ

К; _М шАтмдвд-ІШАА/,гц-гу] Атм/щмідн] КАтм/»н Х',п+і__

Хшдмдьыг
1
Аїм,д+хшбн]т} : (Ат.ч.п+:шА,ч,д+-1)Ц Х

Х Атмдышм [дн днт] “мкм-н (Ат.т=.д+1шд.тцд+1г
' =

=о*, (А"~,"_Н\ЛІА~_,,+,)". (248)

Прнмем за начало отсчета компонент вектора оценок
ЁЁПН в (п-і-Ц-мерном пространстве точку, определяемую
компонентами истинного значения вектора Хин. Тогда
из усаювия несмещенвости оценок ЙМ, следует, что
матрица вторых начальных моментов Ёїтщ оценок 22%,
тождествеъшо равна корреляционной матрвще К? "+1 этих

оценок, т. е.
угкд . (249)

Проанализируем полученное даыраженне (248). Для
этого представим корреляционную матрицу

К? =0*,І' тн Атм 1
“видим/щ ЁАТМдЙЧАл/,і
____._.._.ї_ _____._..__

АтАДп
_|'

ш ЦААцпЁАЧ. 1" ) =

і
ИСПОЛЬЗУЯ правила Обращения БЛОЧНЫХ матриц

ЗЗПНСЫВЯЄМ

кїдп-Н:

кп'+1<п'к.,<к..-
- к..кп'к.,›-* к..кп' гкгдкаисг-кпкп* к..›-*

._.- _.›._...- __..._...._-_-›__-__.-..__|._.__.._..__.__.______._._

” (Ки "" кпкїгктд-І кпкпч (ки "" кпкПІКнУ-І

где
киї ааАттУншАд/п; к”їОІЧіАТКЦЩАКІ;

Ка» = °ачАтшшАмпд ки= °'оАт;\ч“/А1ч1*
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Рассмотрим блок
_) -1 -1 -1 -ї

к^ -Ь-кн
13."

который представляет собой корреляционную матрицу п
оценок искомых параметров ХП, наиденных с оДНОВРЄ-

менным выявлением постоянных систематических оши-
бок измерений.

Учитывая (249) и используя обозначения (250),
развернем выражение (251):

к^ == до {(АтМп\чАМ:-;Г
І
+ (АттдчАтп)-

І
АтІЧпшАА/І Х

їЛ п

Х [Атмтидш `“' А?к1“'А~н(Аткд“/А~д)_
1
АЙШУАМ]

_ я
Х

Х ЫШШАМ, (Ат ,ПЖ/АМТ '}. (252)

Обозначим

О =с*, [А'Ш\УА_,,, - АЦНШАМ, (АТ ,ДЧАМІГ ' АЫДЧ/Ат] ` '-
(2.53)

С учетом обозначений (243) и (253) зависимость
(252) примет вид

к^ = 92- (АтмдшАмп)-
1
+ ААл/ипАтшАї (254)~

Х'.п

Выражение (254) представляет собой матрицу ВТО-
рых начальных моментов оценок искомого вектора Х".
равных в данном случае корреляционным моментам
этих оценок. Первое слагаемое выражения (254) опре-
деляет корреляционную матрицу оценок вектора Ха,
иаходимых без выявления систематических ошибок из-
мерений. Наличие второго слагаемого в выражении
(254) указывает на изменение точности оценок искомо-
го вектора Х” за счет включения в число оцеииваемых
параметров систематических ошибок измерений. Оче-
видио, что поскольку часть информации, содержащейся
в измерениях, затрачивается на определение системати-
ческих ошибок измерений, то в этом случае точность
определения искомого вектора Хп снижается.

Выясним, при каких условиях целесообразно вклю-
чать постоянные систематические ошибки в число оце-
ниваемых параметров. Для этого запишем выражения
для матриц вторых начальных моментов оценок иско-
МОТО ВЄКТФРЗ хп для двух рассмотренных случаев:
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1) систематические ошибки измерений не включают-
ся в число оцениваемых параметров

т -І Т 1.йїдп-дажА м/МАНЛ) +АЅЅ А , (2-55)

2) систематические ошибки измерений включаются
в число оцеииваемых параметров

Ё =е“.(1\'~..\”^~,.>"+Ммдд/лд- (2563~
Х'. п

Выражения (255) и (256) отличаются друг от друга
матрицами

В _-= КМ =-. АЅЅ'А' (257)

Т= ТМ= ААМПА'МА". (253)
Следовательно, на основе сравнения матриц К и Т

можно построить критерий для проверки целесообраз-
ности включения постоянных систематических ошибок
измерений в число оцениваемых параметров. Однако
при этом необходимо иметь в виду, что при практиче-
ской обработке измерений величины систематических
ошибок 31, 5,, ..., з, неизвестны. Поэтому рассмотрим
следующую схему приближеиного оценивания влияния
систематических ошибок измерений на точность оцени-
вания искомого вектора Хп. Приняв гипотезу о наличии
постоянных систематических ошибок в измерениях
всех І параметров средствами, ведущими наблюдение за
движением ЛА, найдем оценки этих ошибок 5,, 5,,
При этом рассчитываются элементы матрицы Кїдпа,
определяемой зависимостью (248). Как следует из
(250), блок матрицы

к: 'Т-(кп _" клкп] 11)"

представляет собой корреляционную матрицу оценок си-
стематических ошибок измерений. Диагональные элемен-
ты матрицы КЗ, І являются дисперсиями г? г соответст~
вующих оценок Ё, г=І, 2, .... І.

Из найденных оценок
А
Ѕ размером М вида (236), где вместо систематических
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А

ошибок 3,, 5,,
Далее_по формулам (243), (257), (253) и (258) рассчи-
ТЫВЁЗЄМ МЗТРИЦЫ Ё И т Н ПРОВЄрЯЄМ ВЬШОЛНЄННЄ НЄРЗВЄН-

СТВЗ

зрїа >зр т. (260)

Если неравенство (260) не выполняется, то это озна-
чает, что влияние систематических ошибок измерений
на оценку искомого вектора Хп пренебрежимо мало.
Для последующего использования целесообразно при-
нять оценки вектора Ёп, найденные по формуле (237),
т. е. без оценивания систематических ошибок измерений.

Если же неравенство (260) выполняется, то это зна-
чит, что влияние"систематических ошибок измерений на
оценку искомого вектора Хп существенно. В данном слу-
чае в качестве оценки вектора Х" целесообразно при-

А

пять вектор ї", найденный по формуле (2.46), т. е.
при совместном оцениванин искомого вектора Хп и си-
стематических ошибок измерений.

2.1. Оценивание параметров по выборке измерений
нарастающего объема

Для решения ряда хтрактических задач представляет
интерес отличная от рассмотренной выше форма записи
алгоритма метода наименьших квадратов, которая обес-
печнвала бы последовательное уточнение оценок иско-
ных параметров по мере поступления измерений.

Пусть имеются оценка ХМ н корреляционная матри-
ца этой оценки Кїш), найденные статистической обработ-
кой выборки измерений Н” по формулам (224), (225),
(227). Индексы А! указывают размер выборки измерений,
по которой _получена оценка Х,

Требуется уточнить оценку ЁШ) и корреляционную
матрицу Кїщ по вновь поступившей выборке измерений
Нт, ошибки которой характеризуются нулевым матема-
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тическим ожиданием и корреляционной матргщей
-Ікд_т= ааошт .

Подставляя суммарную выборку измерений Нщт. в св-
стему нормальных уравнений (224) и решая эту сн-
стему, находим
Х(~+т›=(1\ї,,+т'тш~+;1\~+т_,,›-*А*~+,,__,,ш~+тн~+,,,. (2151)
где

і: А ї Н, М
А їН 1-1 І, ї.

р "*`"""
»її *к .д, |ь 11.5151, Н,~т.Кими: *---~,---1; (262)
НдпМкНдтІ!

__ -1 . ~-1 __ а -1 .
~+т_ кНм/нп* кн.~+т'“° окмщ-т*ї?

~ д:

ФЁКНЩМ и о*,К,,_т"--корре.г\яционные матрицы векторов
измерений Н” и Нм. а аакддм н а'.і(н_пцу_вздиццце
корреляционные матрицы этих векторов. Обозначим]

“її “ІЗ

Матрицы Ёп» Ёп» Ё". К" связаны с матрицамиїї
дгн+т=и

К.. П.,

,__ н. км *
Кндт. Кндпдр Кдт соотношениями [8]

,ч

п" = (кН. тм _ Ёп. дык:шуй
к"ї "" кий”

Н. Пнд-і;

. тМ

~ (2154)
к" == __

КЕІІФАЧЁН. Ники;

п" = ММ_ пн Ён.тк: км -
"Фдстгвив Формулы (2.62)-(2.в4› в (261). получим
х їВ-ц А? }А'І' ЕЦ “ц н __

_! (~+т)т
(дЧ-т)

=в\~+т)
(из)

4-589
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ІЩЄ

Вш-ьм= дтн-нм. лї(17.1~+тА~~\-т И
г АМ:

ї;
1

ч ІАТ
“ІІ “И

"__
$-

= АїтдКнАМд+ АтлшкпАл/п+ АТАЧ-КПАМ+

+ АтпшкпАпш'

Есхш принять допукцение о том, что векторы ИЭМ°Ре'
ний Н” в Н", между собой некоррелированы. т. е. коРР°'

д»
дяцнонвая матрица К,,_ Н", является квааидиагтіддіюй:

_. Кими: ОКнмт- -Щ-ьгом
0 і кН, тт]

в. следовательно.
~ П" і 0
к_'

="'“.._-__'_---ІІ›
"М" 1 0 іпп!

где цп-дкдўкіу; циыїїт, тона <2.вв),(2.в2›и (227)
найден

савыіт)ї 6:0 (АІІІІФ/лйў., НМАА/п+

= г* д. т
)"=к . 2.61)(х.(~,+,,_ АМИШАМ дым, <

Подставив (267) в уравнение (265), имеем
І _. 1 °'

хшчті) їїккїї^ч +їїгАттдшт^тду Х

Х (^'~,.“/~"~ + Аїплштнпд-
Так как

___ 1
Жим "її к? ш Атнтшмнм,

'го
т __ -І

А /»'п“ІЧнМ *сэокї
(М)

ХМ)



и, следовательно,
_ 1Хіщт) -.= кї(м+т)(кїїю ХМ, +ЁАдшттнт). (268)

При испшъзоваиии зависимостей (267), (2.68) прихо-
дится обращать матрицы

К?
и Ёдт, имеющие соответ-

ственно размеры пХп итХт. Если п>т, то целесо-
образно использовать другую форму записи реиурреитннх
соотношений (267), (268), которая может быть получена
на основе использования леммы об обращении матриц:

(в-'+н*и-*н›-*=в _ внчнвнщву* нв. (269)
где В и К-квадратные неособенные матрицы соответ-
ственно размеров пХп и тХт.

Доказательство леммы:
(в-*+н*и-*н)-* [в_внт(нвн*+иг'нв1=

= в +н*и- 'нв_нчнвнді-иг* -
-н*и-*нвн*(нвн*+и)-*нв=

== в+н*и-*нв- нчнвнч-иг*нв-
_- ниг* цнвнч- и) _ и] (нвнч- кг* нв=
= в+н*и-*нв _-н*(нвн*+и›-' нв_
_- нтинв +н*и- *и (нвн* + кг* нв= в,

где Е-единичная матрица размера п>(п.
Использование зависимости (269) позволяет заме-

нить обращение матрицы размера п×п вычислеиием об-
ратной матрииы меньшего размера т×т. Снижение
размера обрашаемой матрицы позволяет сократить рас-
ход машинного времени. ускорить получение результа~
тов. а иногда и несколько повысить, их точность.

Примеиив и (267) лемму об обращении матриц
(269), получим

=К -- к А*
їша-т) їш) їш) т" Х

А к А* = -' -* . 2.70><< ,ш М М+<›.\Ч,,_› АМКМЩ < ›
Подставив (270) в (268), найдем
я ї т тта., КИ, +КМ А тмышкдч, А т.. +

+°Іо щІп-ДГІ (нт`_' Апшхдщъ (271)

4* 5!



Таким образом, уточненная оценка ХШМ, 0ПР€дедя°т'
ся прнбавлением к предШЄСтВУЮЩЄЙ Оценке Кон; “шт”
ного поправочного члена. ВЫЧИСЛЯЄМОГО ПО НОВОЙ ИЙФЩ*

И*. __;
инации Нт, Ат, “Іт , предшествовавшей оцЄНКЄ Х

корреляционътой матрице ее
Кїш).

формулы (258), (267) или (271), (270) МОГУТ Р”сматрнваться как рекуррентные соотношения, позволя-
ющие уточнять оценки искомого вектора Х по выборке
измерений нарастающего объема, последовательно пгРе;
ходи от А! измерений к выборке из М+т

измеРенгкд(т=1, 2, . . .) при условии отсутствия корреляции Ме
ду ошибками измерений используемых выборок.

(д)

В случае, когда т = І, вектор изгиереиий
Нт-становггтсят

СКШШР
ной величиной Н”+1, матрица Атд-равиой вектору-строке а труп”

› __\=[]а~+,_,а~+,_2
равной дисперсии (М + І)-го измерения Моё”+1.Тогда из равенств (271) и (210) имеем

*они = *но + (атннлкі <~Р~+Ь~ +
+ доїаМ-і-д- 1 к? (Щадцдд (нмы _ атА/-уІ,пх(^/)›;

к? (мы) = к? (м›"(ат~+1›дкї(~›а”+'~" +

+ “Ёдн-і-д" Кї(~,ам+1,ддт~+1.п'(ї(~,°
Задача обращения матрицы сведеиа в данном случае к дгдтнїїюна скаляр. Это очень полезный эффективный прием. позволяющийсущественно сократить время рехнення задачи на ЭВМ.При использовании зависимостей (2158), (2.67) или (2.7І), (2-70)на начальном этапе получения оценки вектора искомых параметров

х дУжн° “ме” же) В КХЮ). Если эти значения не заданы. ТО б*
рут выборку измерений объема М д; п, находят оценку Я
ляциониую матрицу этой щетт к
(227) и затеи использ
(2.7О) для уточнения
обработки вновь гюступ
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т) и корре-

ўш, по формулам (224). 935)»
ут соотношения (аївв), (гы) или (211).искомых оценок на основс статистическойнаших измерений.



Рассмотрим возможности учета корреляции между ошибками
измерений при использовании рекурреитиых соотношений метода
наименьших квадратов для обработки выборки измерении, увеличи-
вающейся каждый раз на одно измерение [9]. Пусть ошибки изме-
рений являются несмещеиныии случаіиыми величииами, характери-
зуемыми корреляциоиной функцией

Кд±Не* М. (212)
Для упрощения математических выкладок примем, что измере-

ния производятся через равные промежутки времени Ы=п+т~іа
(і=І, 2, ..., 5-1; в-иоличество измерений в выборке. для кто-
рой справедлива зависимость (212)).

Для корреляцноииоі матрицы. элементы которой определится
выражением (212). обратная матрица КД" является трекдиатовальиоі.
Элементы матрицы К? могут быть зачислены по формулам

1 . .
т* пр! І=\; Ґ_=Ѕ;

КИ): ~( ›
1,1 1+г'

при і=2; 3, ..., 5-1; (173)
Г-1 і __ .К$'Н21;-_-- °,(]__г,) црні==І,2,...,: І,

Ґ _ _ .

К$'|2І=_
при 1:2, 3, ..., 8,

где г = гщ; к,_,,= а=г'^“'"; і. ь= 1, 2,
Пусть имеется оценка искомого вектора Иутіт* "Рібдїид

хм и корреляцноиная матрица этой 011011101 Кїюу Ґ1Р°д"°~"°і"›
что в рассматриваемой выборке содержится і измерений. Тогда в со-
ответствии с (2.68) н (257) можем записать

в

їш= кд, (КЁОҐ/дл + т...т! Но.
_ -І 1 -, .4

кдш_(кх(о)+дт,__кд,ьди)
1 (21)

В том случае, когда выборка состоит из і+І измерениі, полу-
чаем

хиш =- Кит) (Кдщїьгі- ё\'є+т.акїэа+пнє+д›

кїсн-І) '* (КЁОЙ ^'к+\.пКЁ.'г+1^І+\.н)"° (215)
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_ _:Матрицы АТН,,,,,КК",+|Н:+: И ^'і+1.пКн,1+\^і+:.л М°ЖН° “РНР
СТІБНТЬ В виде

Атдыдкўгмнін = [д (1 '- "Л" [дяди + 3і+1дІ+1 +

і і (+1

+0 +»=› 2 акт-г; атм-ГБ анна. то
Ь!Ь==1 Ь=2

Аїіыдъкіїгцддіа-дд = [д (1 _':)1" 3131.: + аі+\аті+1 +

1 і 1+1
+(1+г')2 дать-ЧЕ аьгПш-ч 2 дюйм .

І:=\ Іс~=1 Іе-2

а матрицы АГддКДЁНі и АТддКДЁ Адд соответственно в виде

і-І

Агідвкїііні = [й (\"":)]"' [аж/Н + аіді + (1 +72) 2 аІедІе-'
*ті

і-\ і

-72 аіг/ЧН-"ҐЕ аіа/Чєч 1
я=л ь=2 _

і-І

“МКЕЁ ^1.~=І<=' (1-г'›1"[а.а*1+г1=*1+(1+г*) 2 ан* -
Іс=І

і-І 1

-г2 аьаЧ=+1~г2 адац-, . (2:11)
ЁІ Ё=2

Из сравнения формул (274), (275) и (216), (277) можно за-
писать

_ 1ЖМ): ікїіи) + ЁТТЁТ (аінатгм + дгггт: -
-\

“'°~1”'1+--'°1+-=*є] [Ічїщ ї<.›+А*1.›.Кг7; н: +
1

+ ,І (1_,"Г") (діндъдн: -і-"щ/ц -гад/тц, -га,+,І1,)]. (2.78)

Обозначим

Ч =ЁЁЬў (т: -мы).
І“= їїїгї-(Іщ. чад. (219)
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Тогда
Ё

кїи+1›=[к;:є›+ тїїдї- ('“"ат"" + 'майв

-тапы - г=і+.-п]_`= (ка, +т + віпнг* от)
[°' (1 _ ")1' ' (ді-ыдді +1 + Г'І:д1-'11д1+г-'1к+\д1)=

= [°' (1 _ "Н ` ' Кінщд- тд М+- + Ґ (т: - І:+:)д11=
= Чд! + “Нч-

Подставляя (280) в уравнение (278) н учитывая, что согпасді
(214)

г* 2 А* к-'н =г' .
*(0)

(о)+ І.л 11,1 і їиёй)

ІІІХОШІ

Х“+.›=к к* ідпмим-І-инд. (ипїи+1› ( їш
где

«ты = (Ка) + чт. + «пинг» 0-82)
Таким образом. получены рекуррентнне соотношения, связываю-

Щтг Оценки искомого вектора Х по выборке из і вэмереимі и ре~
зультат уточнения этих оценок по (і+І)-му измерению.

Для удобства дальнейшего аиишза несколько преобразуем по-
лученную зависимость (2.8І). Умножим два слагаемнх порою со-
множнтеля формулы (281) слева на еднннчную матрицу

Е= (К;'ш+чт) <к;'ш+ «ат-ч
При этом получим

*мы == та" +итд* (×;“ї«.›+м.+.›. т»
ЦВ

:' =к-' + г.
їш 'їш ч,

ї1ш= <к;'(,, +миг* (КДПХШ + «т» (НЧ
ФЩЖУМ (283) имеет такую же структуру. как и зависимость

(9-65) Мп случая одного измерения а выборке (ІІ-І). п. следом
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тельно, выражение (2133) преобразуется аналогично уравнению
(2268) к виду (211):

їн+.›= т? +аач+.›-= пк:' + нам. -
_ хит їш

-аач+.›ї<.›+ат+.1 =їн›-<к:' +
Ги)

'і-датнд" ддтімїєп-і- (Кїі +<ігт1+т)"дді+т-
їїш

Итак,

Ён+п=їш + (К: + Фітнд" д (Им '- а'1+1 ат)-
(і)

Представим

2* +чач+.›-'а=і(г+аатт+.к- ›К=' 1-'«1=
їШ їщ їш

_=к; (в-ь-аатшк- ›-=а.
їш їш __

Нетрудно показать, что (Е+аатд_нк__ )-І 41:11 (Е+атд+,|(_ ц)-'.' ' іїш їш
Мдтрщъі Ґц...

ЦК;
, (І имеют соответственно размеры ІХп, пХІІ.

(1)
пХІ. Следовательно, произведение аТд+,К_ с! имеет размер ІХІ.

їш
т. е. представляет собой число. Отсюда Е+дт,+,|(._ а=1+

їш
+3тІ+1к~ а и

їш

2“+1)=-їи)

їш їш

к к
(235)

. = _ ~ 1 = _ -1' “д” ' їШ
( +а

іикїша) кйпаатнікїит).
Аналогичные уравнения могут быть получены для оценки ад)

в корреляционной матрицы этой оценки К..
__ їш

*то їш+ и + анна, (по- 1
кїшо и». _ пиво».

(236)
к-

їш їШ (44, Юля) `кї<пчапкїєтт



Таким образом, алгоритм перехода от оценок исковых параметров
ХП; и корреляциониои матрицы этих оценок

Кїи
к оцеицц

)

Ёди; и корреляционной матрице К
І . уиигнваюпшм еще одно

)'2и+
(і+ І)-е измерение, состоит в следующем:

- По формулам (219) вычисляются векторы-столбцы ч в 6;

-по зависимостям (286) рассчитываются оценки їт и пэрре-у
ляционные матрицы этих оценок К. ;

їш
-по формулам (285) определяаотся искомые оценки Щдн; и

корреляционная матрица`
КЙЬН)

.

Данный алгоритм удобен для использования на ЭВМ, так как не
требует хранения в запомииающем устройстве машины всех измере-
ний т, и коэффициентов ад; (#=І, 2. І; і= І, 2. ..., п). Для
уточнения искомои оценки по вновь поступившему (і + Ц-му измере-
нию от всех предшествовавших измерений используются лишь ранее
найденная оценка ХШ, корреляционная матрица это! Оценка

Кїш
коэффициенты а, и измерение Іц.

прИМЄНЄІ-ІНЄ ІІЄКУРРЄНТНЫХ фОрМУЛ ІІЄТОДЗ НЗИМЄНІг
ШНХ КВЗДРЗТОВ В РЯДЄ ВВЖНЫХ ДЛЯ ПРЗКТИКИ СЛУЧЗЄВ
МОЖЄТ УСКОРИТЬ ПОЛУЧЄНИЄ ОЦЄНОК НСКОМЫХ ПЯРЗМЄТРОВ,
УПРОСТИТЬ РЄЗЛИЗЗЦНЮ ЗЛГОРИТМЗ Н ОЁЄСПЄЧНТЬ СИСТЄНЗ-
ТИЧНОСТЬ КОНТРОЛЯ НССЛЄДУЄМОГО ПРОЦЄССЗ.

2.8. Оценивание параметров при нелинейной
зависимости измеряемых функций от искомых
параметров _

Рассмотренные в предыдущих параграфах алгорит-
мы оценивания параметров основаны на использовании
условия (22) линейной зависимости измеряемой функ-
ции 2 от искомых параметров Х. Однако на практике.
как правило, условие (22) не выполняется. Это приво-
дит к необходимости рассмотрения способов оценивания
искомых параметров методом наименьших квадратов
при нелинейном характере зависимости измеряемой
функции 2 от искомых параметров Х.

При нелинейной зависимости измеряемой функции
2(Х) за МНК-оценку нскомых параметров Х принимают
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такое значение ї, которое УДОВЛЄТВОРЯЄТ сдедУющим
условиям:

І) квадратичная форма

1=<х›=|н __: (хдчи [н -2 (х›] (2-87)
при Х=Й достигает локального минимума;

2) этот минимум не является вырожденным.
Поясним введенные понятия. Условие минимума

квадратичной формы (287) записывается в виде

іпН-2<›ї›г\~п1 -2 <›ї›п=°~ді

или, согласно правилам дифференцирования векторных
функций.

ЩЫЁД.. щ [н 41591: о. (изв)ді
Обозначим

да, дг, да,

дї, д; дЗЕ,А=ШЁ~= . . . . . . . . . . . . . (ага
дї 02,, дгд, дгд

дї, дї, ` ' '
62,,

Тогда система нормальных уравнений (2.88) примет вид
ту [н-г (кд= о. (290)

Полученные п уравнений являются в общем случаенелинейными и должны решаться итерационными мето~
дами. При этом необходимо отметить, что не все її, прикоторых квадратичная форма (2.87) достигает миниму-ма, являются оценками искомого вектора Х, а толькоте из них, значения которых действительно зависят отрезультатов измерений функции 2(Х). Формально этотребование сводится к тому, чтобы матрица (2.89) со-держала хотя бы один минор порядка п с определите-лем, отличным от нуля.

Минимумы квадратнчной формы (287), обеспечивае-
мые оценками ў, называются вырожденными, если при
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этом ранг матрицы А меньше. чем п. Значения *С при
которых достигаются вырожденные минимумы, не яв-
ляются онептками параметров Х.

Наиболее трудная с вычислительной точки зрения
часть задачи получения оценок искомых параметров по
методу наименьших квадратов при нелинейной зависи-
мости измеряемых функций от искомых параметров-
это отыскание локальных минимумов квадратичиой
формы (287). т. е. решение системы нормальных урав-
нений (230).

В настоящее время в [практике статистической обра-
ботки измерений наибольшее распространение получили
метод Гаусса* Ньютона. модифицированный метод ско-
рейшего спуска (метод градиеита) и модифицированный
метод последовательных приближении. Рассмотрим ма-
тематические основы этих методов и особенности их
применения для решения уравнений (290).

Метод Гаусса- Ньютона. Если имеются достаточно
достоверные апрнориые значения исиомых параметров
їд», то для получения необходимого решения уравнений
(290) можно применить метод последовательных при-
ближении Гаусса -- Ньютона.

Запишем систему уравнений (290) в виде

під-о. (291)
Решение этих уравнений можно представитъ в форме

Я=ХМ + АХ. (292)
Подставив (292) в уравнение (231), будем иметь

Ціїы +ні) = о. (293)

Предположив, что функция ЦЁ) непрерывно диффе-
ренцнруема в некоторой выпуклой области, содержащей Ё
н ЁЫ, разложим левую часть уравнения (233) по фор-
муле Тейлора _ в малой окрестности значений вектора хм.
ограиичивщись линейными членами:

і(ї{о) +

ет<ї...›+'”;:” Н АХ=0. (то
а (о)
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Под производной дЦЮ/дїі необходимо понимать мат-
рицу Якоби системы функций Ґ» Ґы --~= іп Относительно
переменных Ё" Ё,,...,ЁЁ,,, т. е.

Ш _.,<×›=
02 ЁЬ ЁЬ дід

дїё, дї, ° ' ' дїд
Лииеаризованиое в окрестности значений вектора хм

уравнение (2.91) в матричной форме принимает ВИД

і(ї(о)) + Ф (ХЬЙАЁ

Отсюда, предположив, что матрица сих) неособгн-
ная, получим

Ах= -ІФ (їодҐ ї (хоп)-
Следоватехъно,

хм =Ё<.›_- [Ф (і<.›)1" ї (ход- (2-95)
УЧИТЬІВЗЯ; ЧТО В 'СООТВЄТСТВИИ С ПРИНЯТЬПИИ 06ОЗН&ЧЄ'

ВВЯМН

Цхы) =-д Атш ш [н * 2 (Жорж _
Ф

зависимость (2.95) перепишем в виде

_я(\)їХОД*- (АТЫ) шАОтЁу-І АТН) ш

Таким образом, если разложение (2.94) справедли-
во, то тем самым задача сведена к линейной, в которой
матрица-А представляет собой матрицу частных про-
изводных первого порядка от измеряемых функций по
искомым параметрам, а в качестве вектора измерений
принимается вектор отклонений измеренных значений
от расчетных значений измеряемых функций:

УЦ) "ъ- н __ 2 (хйап-
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Отклоиения (297) играют роль линейных функций
в рассмотрениом алгоритме метода наименьших квад-
ратов. Для определения поправок АХ решается обычная
система нормальных уравнений. В результате получают-
ся уточиеиные значения искомых параметров їш. Эти
значения используются в качестве новых приближенных
оценок параметров Х для определения расчетных зна-
чений измеряемых функций ІОїШ), которые должны
лучше согласовываться с результатами измерений. чем
предыдущие. Это согласие, однако, может оказаться
еще не столь хорошим, как требуется, и тогда вся про-
цедура повторяется снова. Каждое приближение вы-
полняется так же, как и в линейном случае. Итерацион-
ная процедура продолжается до тех пор, пока измене
ния оценок параметров не станут достаточно малыми,
т. е. на некотором І-м приближении будут выполнены
неравенства

|Аїф|<в, І
для всех ]=І, 2, ..., п, где еу-малые наперед задан-
ные положительные величины.

Последователъное приближение к наилучшему реше-
НИЮ НЗЗЬІВЗЮТ УТОЧНЄНИЄМ ОЦЄНОК ИСКОМНХ ПЗРЗКЄТРОВ.
ПОСЛЄ ТОГО, КЗК УТОЧНЄНИЄ ЗЗКОНЧЄНО, 38 КОРРЄЛЯЦИОН-

ную матрицу найденных оценок искомых параметров ї
может быть принята матрица Кї. определяемая выра-
жением (227).

Отметим некоторые особенности получения МНК-оце.
нок при использовании нелинейных зависимостей из-
меряемых функций 2 от искомых параметров Х.

Рассмотрим функцию гд, изображеииую на рис. 2.1,
в зависимости от параметра хд. Допустим, что наилуч-
шая аппроксимации измерений достигается при наборе
параметров, в котором 2,=а. Соответствующее значе-
ние величины гд. есть ггЁи для упрощения будем счи-
тать, что оно совпадает с нзмереииым значением тд.
Если теперь окажется, что на некотором этапе итера-
циониого процесса оценка параметра і, принимает

_ (д)зндцендде ь, а гд-соответствующее значение г. ,то-
в соответствии с разложением измеряемой функции по
формуле Тейлора

согласиі іідет
улучшаться при воз-

б!
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Рис, 2,1, Рис. 2.2.

растаиии ід, вместо стремления к а. Действительно,
согласие для этой функции улучшится, однако приоэтом.
возможно, ухудшнтся согласие для других функции. Та-
ким образом, уточнение этой функции будет противопо-
ставлено остальным. Если к тому же она обладает
большим весом или если используется несколько ФУНК-
ций одинакового вида, то возможно, что процесс после-
довательных приближений никогда не сойдется к реше-
нию с минимальной дисперсией. При этом можно полу-
чить неверное решение, которое обеспечит лишь относи-
тельиый минимум квадратичной формы (287).

Тенденцию процесса приблнжений сходиться к лож-
ному минимуму квадратичной формы (287) иногда
удается обнаружить, задавая различные начальные зна-
чения параметров Йдд. Если число искомых параметров
невелико, можно эффективно исключить эту опасность.
варьируя значения ХЮ, в различных пределах и прове-
ряя, всегда ли приближения сходятся к одним и тем же
значениям.

Сходнмость к истинному значению оценок искомых
параметров в каждом конкретном случае зависит от
выбора начальных значений Хш, и структуры многопара-
метрической поверхности ошибок измерений в окрест-
ности начальной точки. Тем не менее можно сделать
общее утверждение о том, что сходимость к правиль-
ному решению маловероятна, если значения производ-
ных ац=д2і/д2д (і=І, 2, ..., М; ]=І, 2,
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шого числа измеряемых функций в процессе итерацнй
меняют знак. Данное утверждение для случая л=І
иллюстрируется рис. 2.2. На этом рисунке значение і,
соответствует абсолютному минимуму квадратичной
формы Р(і) и является искомым. Значения 122 и 23 соот-
ветствуют отиосительным минимумам функции Р(2).
Если начальное значение Яд» находится вблизи і, или із,
то в результате последовательных приближений пра-
вильная оценка 2, параметра х, скорее всего. не будет
получена.

Из рассмотрения особенностей определения МНК-оце-
нок при нелинейной зависимости измеряемых функций
от искомых параметров ясна исключительно важная
роль правильного задания начальных значений оценок
До). Поэтому при решении практических задач этому
заданию должно быть уделено соответствующее внима-
ние.

При невозможности получить достаточно хорошее
начальное приближение для искомых параметров или
при обработке измерений низкой точности, когда метод
Гаусса-Ньютона не позволяет найти решение, может
применяться модифицированный метод скорейшего
спуска.

Модифицированный метод скорейшего спуска. Рас-
смотрим модифицированный метод скорейшего спуска.
предложенный в работе [І0]. Идея метода заключается

Ав построении такого алгоритма изменения оценок Х, на
каждом шаге которого это изменение приводит к воз~
можно более быстрому уменьшению текущих значений

вївадратичной
формы ПЙ), определяемой выражением

2.87).
Из вида зависимости (287) следует, что наиболее

быстрое уменьшение функции Ні) достигается при
движении по иормали к поверхности уровня (287). Это
движение описывается дифференциальными уравнения-
ми скорейшего спуска:

ау/а$= _ ч/І/ их), (238)
где

у=н -цху (299)
ее



В малой окрестности некоторой точки это ДВИЖЄНИЄ
может быть также описано конечными формулами

м: _. (тд/их) › Аз, (ялоо)
где АЅ-малое перемещение вдоль градиентной линии.

Однако, ввиду того что М переменных у, связаны М
соотношениями (299) с п переменными Ху, причем
п<І\/, движение, удовлетворяющее формулам (2100).
вообще говоря, осуществить невозможно. І-Іо можно
найти такое направление перемещения относительно ги-
перповерхностн (287), которое, удовлетворяя зависимо-
стям (299), в то же время было бы наиболее близким
кнаправлению движения по градиентной прямой (2100).

Пусть параметры ї получат малые приращения АЁ .
Согласно (299) и (2.89) при этом имеем

АУ'=-ЁЁАЅЕ=,ААЁ. (2101)
дї

Єоставим новую квадратичную форму
Ф=(Аї -АУ')*\Ч(АУ-АУ'). (2102)

Очевидно, что квадратичная форма (2102) в некото-ром смысле характеризует близость малых перемеще-
НИЙ Вдоль градиентной линии гиперповерхности Ф(Аї)
Ъ гЁБ-дь

НЗПРЗВЛЄНИЯ. определяемого соотношениямн
Поставим задачу: для данного АЅ найти такие пере-

мещения АХ, для которых квадратичная форма (2102)принимает минимальное значение. Записывая необхо-

Ёїёаёте условия минимума функции дф/дАў`(=0, полу.п лииеиных алгебраических уравнений для опре-
деления приращеиий Аї:

М*='САЅ/ 1/1* (і), (2103)
гдематрицы В и С находятся из выражений

В=А"\\'А; С=Атшу_
Разделим правые и левы

АЅ и совершим предельный
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В результате получим систему дифференциальных урав-
нений

а

І ._-=___-_ в- 'с. (2. юз,48
1/1” (Ю

Переменная Ѕ служит параметром вдоль кривой
спуска в п-мерном пространстве переменных їдід.
2,, __., 2,,}, так что каждому значению Ѕ соответствует
определенное значение вектора оценок ІЩЅ). Система
дифференциальных уравнений (2.105) определяет харак-

А
тер изменения оценок Х для достижения минимума квад-
ратичной формы (287).

Вычисление матриц В и С в системе (2105) прово-
дится для параметров Ё(Ѕ) по формулам (2104), (289).
(299), используемым и для записи системы нормальных
уравнений метода наименьших квадратов. Система урав-
нений численно интегрируется по Ѕ при начальных
условиях Ѕ=0, Й=ЙЫ.

Для сокращения затрат машинного времени на реше-
ние задачи рекомендуется использовать следующую про~
цедуру изменения шага І: численного интегрирования
уравнений (2105). Если после очередного шага интегри-
рования значение величины

к= ,{,~ Ёсц.
1-1

где АҐ-колнчество измерений. уменьшится. то следую-
щий цикл решения ведется с удвоенным шагом интегри-
рования. При увеличении значения величины К на оче-
редном шаге происходит возврат к предыдущей точке.
величина шага І: уменьшается вдвое и процесс продол-
жается. Интегрированне ведется до значения Ѕ=Ѕ<т›.
при котором К становится меньше заданной малой вели-
чины. Полученные при этом оценки искомых параметров
,ХМ обеспечивают минимум квадратичной формы (287).
т. е. наилучшим образом в смысле метода наименьших
квадратов согласуются с измереииямн.

Модифицированный метод последовательных прибли-
жении. В случае, когда отсутствуют априорные сведения
5-589 65



об оцениваемых параметрах для решения системы нор-
мальных уравнений (2.90), может быть использована
следующая модификация метода последовательных при-
ближений.

произвольным образом выбираются значения иско-
мых параметров нулевого приближения ХМ. Оценки по-
правок к ним АЙЮ, находят. как обычно, решением си-
стемы нормальных уравнений

^Ё<.›=(А'<.› шдоф" Аты “дол (2106)
Где

*ы= н ~ 2 (ход
Далее вводится скалярный множитель0<іёї И

УТОЧНЄННЗЯ ОЦЄНКЗ ИСКОМЫХ ПЗРЗМЄТРОВ ЗЗПИСЬІВЗЄТСЯ
В ВИДЕ

Х`(\Ґ;'Х(о)+1“(1› Аїыў-

Таким образом, квадратичная форма І~`()С,,)=У*(,,\УУ(,›.
Где ї(,›=Н -2 (Ё) является функцией от 2.. Исходной
для следующего приближения будет такая оценка Ёрь
для которой квадратичная форма ЩЙЫ) достигает мини-мума по 1.. Практически наилучшее АЫ удобно находить,
вычисляя Р(Х(д) при 1:0; 0,5 и 1,0 и аппроксимируЯ
результаты параболой. После этого так же проводитсяследующее приближение и т. д. Таким образом, обычноерешение дает направление изменения поправок, а чис-
ленная минимизация величины РОК) по д позволяет по-лучить их значение.

Наиденный минимум может не быть абсолютным.
В ЁОЛЬШИНСТВЄ С-"Учаев судить о том, достигнут абсолют-ныи или относительный минимум приходится на основеанализа физического смысла полученных оценок пара-метров. Если этого сделать не удается, то “диски абсо.лютного минимума проводят из многих начальных точек
Ѕїіёїзгопгї ЅЁЁЁТЅЁМТВЗ» Разбрасывая их случайным об-' ласти определения изме яемых ик-цип их). Р фу
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1.9. Оценивание параметров по выборке измерений
нарастающего объема при нелинейной зависимости
измеряемых функций от искомых параметров

В 5 2.6 приведены рекуррентные формы записи алго-
ритма статистического оценивания параметров, предна-
значенные для обработки выборки измерений нарастаю-
щего объема. Однако эти алгоритмы тождественны соот-
ветствующему методу оценивания по выборке измерений
полного объема лишь в случае линейной зависимости
измеряемых функций от искомых параметров. В то же
время параметры, измеряемые радиотехннческнми траек-
торными измерительными средствами, представляют
собой нелинейные функции оцениваемых по ннм пара-
метров движения летательного аппарата, элементов
орбиты и других интересующих исследователей величин.
Поэтому представляет практический интерес рассмотреть
методику опениьания параметров по выборке измерений
нарастающего объема при нелинейной зависимости изме-
ряемых функций от искомых параметров Х.

Примем, что известны МНК-оценка Хїщ и корреля-
ционная матрица этой оценки

К? Щ
искомого вектора Х.

полученные статистической обработкой выборки измере-
ний Н объема А! по формулам (2.96), (227), (225). Для
упрощения математических преобразований и анализа
получаемых результатов условимся, что производятся
измерения скалярной функции г(Х). Задача заключает-
ся в получении формулы для последовательной линейь
ной оценки вектора Х, оптимальной в некотором уточ-
няемом ниже смысле.

Формула для оценки может быть записана в виде
А

хин-п = Хоп + с [дн-Н " 2~+1 (Хє-Чм* (2108)
где п~+,=г~+,(Х)+оітд+.; О-матрнчный «коэффициент
усиления» формулы оценки; Х-истинное значение век-
тора оцениваемых параметров; о/гщ.. -случайная ошиб-
ка измерения.

Ошибка оценки
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может быть охарактеризована корреляционной матрицей
Кї=М[ее'].

Условимся, что матртща 6 в формуле

оценки (2.108) выбрана таким образом, чтобы минимизи-
ровалась дисперсия 6:1*

Кїд,
где і-любой наперед

ЗЗДЗННЬІЙ ВЄКТОІ), РЗЗМЄР КОТОРОГО раВЄН РЗЗМЄРУ ВЄКТО-

ра Х. Получаемую при этом оценку искомого вектора ї
назовем оценкой с минимальной дисперсией, что для
случая линейной зависимости измеряемой функции г от
искомых параметров Х соответствует, как было показа-
но в 5 2.4, МНК-оценке.

Для линейной функции измерения соответствующие
соотношения приведены в 5 2.6. В методе наименьших
квадратов для линеаризованного варианта формулы
(2.7І) используется зависимость

хм,+,,=хш,+ к ат (атм, к ам, +їш їїш)

+°2~+1)Ц[/1~+к'“ гнн (Хищж (2. І 10)
т. е.

. 6=к7с`и~/›а^'+'-(ат^'+' Кї<~›а~+1+°2~+|)_'› (2111)

где

Т
~+І___ дх, дх,

ц

дтн-дисперсия случайных ошибок измерений функции
2~+1

при этом предполагается, что отсутствует корреля~ция между оцшбками измерений б/ъмн и величинами
И ХМ, г МНТРИЦИ

Кїщ
представляет собой истинную

корреляциоиную матрицу ошибок ет). В противном еду.
чае выражение (2110) не обеспечит оценки с минималь-нои дисперсией. Для того чтобы зависимость (2.ІІІ)обеспечивала вычисление оптимального коэффициента
Усидет” 0 ПРИ Стдующем измерении, необходимо, чтобы
Матрица

Камы)
была истинной корреляциоиной матрицей
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ошибок сын", так как в очередном уточиеиии исковых
параметров матрица

К?
будет использоваться вместо

п(П-Р
матрицы К .

ї и~/›
В соответствии с (2109) и (2108) ошибка новой

оценки

°<~+о =х<~+п _ х =Х<т_ х+

+ О [дн-ы “ гн-н (хищн-
Разложим функцию е(Х) в ряд Тейлора в окрестности

^
точки ХМ:

°<~+І› = “но + а {а?~+1<х" хм)+Ё (х '_ хочу×

><Ёї;-};Щ(х-ХШ,)+...+ вин, }=
= (Е " дат/ЧН) ет) + 6

><ЁЁЁД е(,,,+...+аь,,+,
Если в выражении (2112) пренебречь всеми члена-

ми, порядок которых выше порядка линейного члена по
ет), то новую корреляционную матрицу уточняеиых по
измерению дтн оценок приближение запишеи в виде

=(в -оыщд к*ш (в -оа*,,,+,›*+
+ сад, (г. (2. 1 13)

Подставки в (2113) выражение (2111) для матри-
цы О, получим уже известную формулу

К
ї <~+1›

К --К - К т К
їшн) ї(м)а"*'(а "Н" їцщащц-і-їш)

+0'~+,)"а'~+, К (2114)
ї (н)

'

Если в выражении (2112) сохранить и квадратичині
член, то определим для корреляционной матрицы К? к1 +1)
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приближение более высокого порядка:

= (Е _-
(іа'^,+,)1(ї(~)(Е

- 6а',,,+,)'+

+ сад, оч-Ё- (в~оа'~+,› ><
їшн)

т
д: (х) т т

ХМ (еще (М)
1 т д* (х) т

+Т6м (е (т%°ш›° <~›}×
><<1г-@а*,,+.›'с+%0 ><

т д* <×› * тХМ НеШЩ%;_ ет) } (о. (2115)
Чтобы оценить влияние кдобавочных» членов в выра-

жении (2.115), используем общепринятое допущение
о том, что величина от) имеет симметричиое распреде-
ление. Тогда зависимость (2115) примет вид

К = Е-О т К Е-Св т т
їш+ц ( а

~+д 72(~›(
а
Мн)

+

+ о (еды, +$1ам КцЩЩЁЁет )(г. (2116)
Из анализа (2.116) следует, что выражение (2113)

дает хорошее приближение, если величина

т д=г (х) =
МКЙЩ

мала по сравнению с величиной с'~+,_

Для иллюстрации результатов последовательного применения
формулы (2108) вместе с зависимостями (2111), (2113) рассмот.
рим для примера следующую простейшую задачу.

В качестве оцепиваемого параметра возьмем скачярную вели-
чину х. Пусть измеряемая функция 2(х)=×1; Ё°=1;

КГ
=

(0)
=

а';_(0)=0,01;
а',,==0.0001, т. е. среднее каалратическое откло.

иеиие ошибки ет составляет 10% от Ё... а среднее каадратическое

отклонение ошибок измерений составляет 1% от 2.
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Для моделировании «работы» фориулы оценки была составлена
ВЬІЧИСЛНТЄЛЬНЗЯ ІІРОГрЗММЗ, ОСНОВЗНІІЅЯ На 11010119 СТЗТНСТПЧЄСКОІЮ

моделирования. При получении начальной ошибки е0=і,-х н ошиб-
ки измерений бл в программе использовался датчик случайных чи~
СЄІІ, ИМЄЮЩНХ НОРМЗЛЬНОЄ РЗСПРЄДЄЛЄИПЄ С І-ІУЛЄВЬІИ ІЗТЄІЗТІІЧЄСІШІ

ожнданиеи и заданными днсперсияин ёїт и 0*.. Для каждого зна-
чения х внрабатывалась последовательность значений М, в резуль-
тате чего образовнвалась последовательность снзиеренвъъ м:
=х'+6І1. Каждое из измерении по очереди подвергалось обработке.

Новаи оценка ЁЁШ после одного измерения првнвиалась за ап-
РВОрНУІО ОЦЄНКУ їд) ПП! ПСІІОЛЪЗОІІІШІІ СІЮДУЮЩЄГО ЮЖЁШЯ. АВІ-
логично значение К^ после обработки одного изиерения станови-

х (1)
лось ветчиной К^ для следующего намерения. Пронзводнаа дг/дх

х (0)
вачислялась заново для каждого ¦новэго значения Ёд). величина О
определилась по соответствующим значениям К^ и пронвводвоі

1 (0)
дг/дх.

Результаты моделировании представлены а табл. 2.1.

Таблица 2.1

Кмичгстао 2 а Количестю д __, ,їтш- ї/«Іт Мяьди/чь *Ёж- °^ 40. м: °^,°^шддзі х х х

1 0.938 3,76 7 0,052 1.38
2 0.311 2.46 8 0.044 1.34
3 0.168 1,94 9 0.038 1.31
4 0,112 1.71 1.0 0.032 1.26
5 0,083 1,58 20 0.014 1.10
6 0.064 1.47

Значение дисперсии Ё: оценки Ё, ктриведеиъюе в таблице. в кат
Х

дон опнте получено осреднеииеи 1000 реализаций:
ПШ

с'^ == 011112 (щд) -.×)'.
х [#1

Величина ї* монотоино уменьшается при уве чичеиап количестіаА
Х

обработанных измерении. Значение дисперсии оценка Ё: опредедт
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мои зависимостью (2113), обозначим са. Чтобы судить о досто-
І

верности (в среднем) вычислеииых значений дисперсии за , опреде-
х

лим значения отношения М =Ё`*^_/ с'__ . Если бы величина 0*, Пред-
х х '

Х
/\

ставляла собой истинное значение дисперсии оценки х. ЧТФ СООТВЄТ-
ствует принятому предположению, то в среднем она равнялась бы

'Ё'^. Следовательно. величина М должна быть близка к единице.
Х

Анализ изменения величины М показывает, что значение М равно
3.76 после первого измерения и очень медленно уменьшается до зна-
чения 1.26 после десяти измерений. Это означает, что при обработке
каждого измерения, следующего за первым, формула оценки «счи-
тает», что ошибка оценки значительно меньше, чем ее действитель-
вое значение. Поэтому матричные коэффициенты усиления (2111)
в формуле оценки оказываются заннженными, что приводит к непра-
вильиому учету последующих измерений. В этом случае процесс
отыскаиия оценок по измерениям может оказаться расходящимся.
Для улучшения сходимости процесса оценивания нскомых парамет-
ров разработаны усовершенствования алгоритма оценивания. Неко-
торые из них рассмотрены ниже в гл. 4 и 9 при изложении практи-
ческих задач по оцеииванию динамических систем и определению
движения летательных аппаратов на основе статистической обработки
результатов радиотехнических траекторных измерений.

3
ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ МЕТОДАМИ
МАКСИМАЛЬНОГО ГРАВДОПОДОБИЯ И МАКСИМУМА
АПОСТЕРИОРНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ

3.1. Оценивание параметров методом максимддьндгд
правдоподобия

РЗССУЮГРЄННЫЙ В Гд- 2 МЄТОД наименьших киа чратов
МОЖЄТ бЫтЬ ПРИМЄНЄН для оценки неизвестных параме-тров, если известна функциопальл-лая зависимость междуизмеряемыми величинами и искомыми параметрами.
Этот метод статистической обработки экспернмсчгталь-
ных данных требует минимума априорных сведений 06
ошибках измерений: для его эффективного использова-
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ния достаточно задать первые и вторые моменты слу-
чайных ошибок измерений.

В данном параграфе излагается метод статистической
оценки неизвестных параметров, основанный на предпо-
ложении, что известен закон распределения измеряемых
случайных величин Н., Нд, ..., Нд, зависящий от иско-
мых параметров х., х.,

Обозначим: Н-случайный вектор с компонентами
Н., Нд,
Значения, которые могут принимать случайные величи-
ны Н., Нд, ..., Нд, обозначнм через д., Іц,
чения случайного вектора Н-через Н.

Введем функцию
;(н|х)=і(л,, п.,

Если случайные величины Н., Нд, ..., Нд дискретны,
то (31) означает вероятность того, что они равны п.,
Іц,
ные величины Н., Нд, ..., Н... непрерывны, то (31) - их
совместная плотность вероятности.

Сущность рассматриваемого метода оценивания па-
раметров заключается в следующем. В ПНІХ) подстав-
ляются те значения Н., п.,
ны в результате измерений, и в качестве оценок иско-
мых параметров х., хг,
2., 22,
большее значение, т. е. в качестве оценок неизвестных
берут такие значения параметров х., хз,
торых данные результаты измерений Ік., д...
ются наиболее вероятными.

Функция [,(Н|Х)=І(Н|Х), где Н-результаты изме-
рений, называется функцией правдоподобия. Хотя она по
форме и совпадает с условной плотностью вероятности.
их не следует смешивать друг с другом, так как в ФУНК-
цию правдоподобия подставленыфикснрованные значе-
ния д., 112, ..., п... а в выражении для плотности вероят-
ности фигурируют значения, кото ые могут принимать
случайные величины Н., Н... ..., д. Функция правдо-
подобия является функцией только неизвестных пара-
метров Х, в то время как плотность вероятности --функ-
ция Н и Х.

Те значения искомых параметров, при которых функ-
ция правдчподобня достигает максимума. называются
оценками максимального правдоподобия, а метод их
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\

определения-методом максимального -правдоподо6ня.
Для нахождения точки максимума функции правдо-

подобия І.(Н|Х) нужно, согласно известным правилам
дифференшяального исчисления, приравнять нулю ее
частные производные по х., хг,
максимума 1.(Н|Х) и ІпЦНІХ) совпадают, то для экс-
поненциальных распределении получение решения упро-
щается, если использовать систему уравнений

їдщшїііўо ь=1 2 п (за)
Если искомые параметры оцениваются на основе не-

зависимых измерений, проведенных в одинаковых усло-
виях, то функция -правдоподобня

Ь<Н1х›=1ї1цмкх..
і=І

н уравнения (З.2) принимают вид
~ І` А

і=І дхй

Решая уравнения (З.2) относительно 12,, 22, ..., 2,,
находим оценки искомых параметров как функции изме-
РЄНЧИ 111312.
бд:(г=1, 2, ..., М) являются нормальными случайными
величинами с математическими ожиданиями, равными
нулю, н корреляционной матрицей Кн=д2°\Ч-1_ Тогда
функция правдоподобия выборки измерений Н объема М
может быть записана и виде

ь (н | х) =(21=а=,г”/2 дщ- »д-Н* ><
Хехр ўтёггш-щхцтш [н -2 <х›]}.

а условие максимума функции правдоподобия

3%
или» согддсш* "Равидгм ДИФФЄРЄІ-Іцирования векторных

~%-'%"їч1Н-2<Х›|=0. «щ
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Отсюда следует, что при всяком значении 0% максимум
функции правдоподобия достигается при выборе Ё. ве
зависяшем от 0%.

Используя обозначение А=д[2()ї)]/д)ї, переписы-
ваем систему уравнений правдоподобия (З.З) в виде

ми/ [н _ 2ої›;=о. (зад

Решив (ЗА) относительно вектора Х, найдем оценку
максимального правдоподобия искомого вектора Х.

Сравнивая уравнения правдоподобия (ЗА) с систе-
мой нормальных уравнений (290) метода наименьших
квадратов, полученной на основе минимизации квадра-
тичной формы (287), устанавливаем их полную тов-иде-
ственность. Следовательно. метод наименьших квадратов
является частным случаем метода максимального прав-
доподобия, когда измерения являются нормальными слу-
чаиным-и величинами, а их математические ожидания
связаны с оцеииваемыми параметрами известными функ-
циональными зависимостями. Это значит. что рассмо-
тренные в 5 2.4 свойства оценок метода раименьших
квадратов могут быть распространены и на оценки мето-
да максимального правдоподобия при нормальном законе
распределения случайных ошибок измерений и линейной
зависимости измеряемых функций от искомых параме-
тров.

Кроме того, в математической статистике доказывает-
ся, что метод максимального правдоподобия обеспечи~
вает для широкого класса задач получение состоятель~
ных, асимптотически нормальных и асимптотически
эффективных оценок [І7]. Отсюда следует. ЧТО МЄТОД Как*
симальиого правдоподобия наилучшим образом исполь-
зует всю информацию о неизвестных параметрах. содер-
жащуюся в выборке измерений. Однако применение это-
го метода связано с рядом трудностей. Главная из них
заключена в том. что при использовании метода макси-
мального »правдоподобия приходится предполагать изве-
стным вид распределения вероятности результатов изме-
рений. Это допущение может в ряле случаев наложить
сильное ограничение на применение метода и изучение
свойств полученных оценок. Другой причиной, ограничи-
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вающей иногда применение метода. является сложность
алгоритма получения оценок максимального правдопд.
добня.

3.1. Оценипнио параметров методом максимума
апостериорной вероятности

до сих пор предполагалось. что вектор опениваемых
параметров является неизвестным, но не случайным век-
тором, т. е. при всех измерениях этот вектор принимает
одинаковые значения. Теперь же будем считать, что оце-
виваемый аектор-случайиый и имеет свое распределе-
ние вероятностей.

Прицеп, что случайный вектор Х необходимо оценить
по измерениях некоторого другого случайного вектора 2,
статистически связанного с искомым вектором Х. Пред-
полагается. что при каждом наблюдении случайного век-
тора 2 реализуется некоторое вьтборочиое значение Х
случайного вектора Х. В этом случае по результатам
измерений Н={Іц. 11,.
оценку данного конкретного значении Х.

Каждая выборка измерений Н случайного вектора 2
характеризуется условной плотностью вероятности
ПЩХ) при допушеини. что вектор Х принял определен-
ное для данной выборки значение Х. Примем, что услов~
ная плотность вероятности НЩХ) известна для всех
возможных значений Х.

Случайный вектор Х характеризуется плотностью ве-
роятности НХ). В условиях рассматриваемой задачи
плотность вероятности ИХ). не завнсяшая от результа-
тов измерений Н. называется априорной плотностью ве-
роятности сщгчайиого вектора Х.

Известно, что векторная случайная величина Х пол-
ностью описывается своим аероятностньтм распределе-
нием. Если эта величина статистически связана с какой-
либо другой случайной величиной 2. а случайная вели›
чина 2 в результате испытания приняла какое-либо Опре-
делениое значение Н. то случайная величина Х пол-
ностью опясьтвается условной плотностью вероятности
Пхш) ПРН Х=Х._Тактш образом. вся ииформаппя о сЛУ'
чайной 'величине Х, полутшддая в рсзтльтатс измерений
Н. заключена в плотности вероятности ПХ| Н). которая,
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как функция от Х, называется апостериорной плотностью
вероятности случайного вектора Х.

Итак. Основное при реннсннн задачи оненкн значения
случайного вектора Х по результатам измсрелпий Н-
опрсделение аностернорляой плотности вероятности

НХЁН).ункннп НХІН] определяется грстрмулой Байеса

их 1 н›= ' ўїаўї” =Щдёії. «за
где ИХ) -априорная плотность вероятности слу-
чайного вектора Х; ИХ, Н) -совместная плотность ве-
роятности случайных векторов Х и 2; ННІХ) -услов-
ная плотность вероятности случайного вектора 2;
[(11) -плотность полной вероятности случайного векто-
ра 2, определяемая зависимостью

і<Н›=[н×›і<НІ×›ах, (во
Отметим. что интеграл в (36) многомерный по гіх..

єіхд,
области, гпе НХ) отлнчита от нуля.

Наибсухее распространенными оценками Ё случайного
вектора Х являются следующие.

І. Наиболее вероятная оценка Ё., обеспечивающая то
значение вектора Х, которое может появиться с наиболь-
шей вероятностью (Ёд-мопа случайного вектора Х.
соответствующая максимуму плотности вероятности
І(Х|Н)). Необходимые условия. которым удовлетворяет
точка максимума плотности вероятности ДХІН), нахо-
дим, прнравнивая нулю частные производные от НК] Н)
по Х. Учитывая. что знаменатель и (35) не зависит от
Х. получаем следующую систему уравнений. которым
ДОЛЖНЗ УДОВЛЕТВОРЯТЬ ОЦЄНКВІ

(ШЕЭЬЦНЩ! =одх (М)
Отметим. что решение векторного уравнения (31)

позволяет получить значение Й. вектора Х. имеющее
наибольшую вероятность при ,чанном векторе измере-
ний Н. В этом заклпочается отлг-тчнс данного мстоіш от
метода максимального нрнвдтоноц1обня, где н качестве
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оценкн вектораоерегсятозиагчепшевеню
ра: Х. при котором наиболее иероятеи данный вектор
повторений ІІ.

Для получения ианболее вероятной оценки Х, тре-
буется знать. как это видио нз уравнения (Зїїї. априорд
ную плотность вероятности НХ). Однако на практике
иоапоткнн случаи. когда анриорная плотность вероятно-
сти НХ) неизвестна. При этом приходится делать [грец-
положение. что Функция НХ) не зависит от Х. т. е. все
значения Х равновероктны (нулевые матеиатическне
ожндапя н бесконечные дисперсии при нормальном рас-
пределении случайного вектора Х). При эток уравнения
(31) принимают ван

дНЩ Хд=0
дХ

н совпадают с уравиенняип правдооодобия (32).
Таэпш образом, В случае ранновероятинх значений

случайного вектора Х ыегод максимального иравдоцодо-
боя и петои каксииуиа аиостериориой вероятности при-
водят к одинаковым оценкам.

2..есии оцени:
ности иансишьъной возможной ошибки [Х-ІЙ, щжчен
Ё-иедиаиа случайного вектора ї. Так. если для од-
ИОІЩЖОЮ случая (п=І) провести через 2 прямую. па-
раллельную оси оодииат, то эта прямая раздела-г область
иеід? Пхїт и осью абсписс на две части с одинна-
Іті Шіэщадю. Величина ї, находится из решения урав-пения

і! З5г<×гтдх= ранних.'°° ї.
3. Усщпое иатеиатпеское ожидание Х, относи-

*дію *ЙФЄШІЁ Ё.=МІХІН], так называемое атюсте-
150910* тддег- Отт Ё, определяется соотиоияевиея

ї-=МІЙ'НІ= їхіооюах.
«за



В общем случае оценки этих трех типов (наиболее
вероятиая. минимаксная и апостериорное среднее) отли-
чаются друг от друга. Для нормально распределенных
векторов Х и 2 и линейной зависимости измеряемого
вектора 1 от искомого вектора ї оценки 2,, Х., Х; сов-
падают.

Коикретизишем задачу определения оценки неизвест-
ного вектора Х методом максимума апостериорной_ ве-
роятности. Примем, что известны априорные значения
математического ожидания Ё и корреляционной матриші
К
г

случайного вектора Х. По измерениям Нд-ребуется

найти наиболее вероятную оценку Х, искомого вектора
Х, которую условимся называть байесовой оценкой и
обозначать -Хы

Для получения наиболее вероятной оценки требуется
записать и явном виде и решить систему уравнений (31).
Пусть векторы Н и Х связаны линейной зависимостью

н=^х+біі. (3-8)
где А-прямоутольиая матрица размера ЛІХп; 6!!-
вектор случайных ошибок измерений. распределеНННЙ
по но мальному закону с математическим ожпдниием
М[6Нї=0 и корреляцноиной матрицей Кд.

Необходимые для решения задачи плотности вероят~
ностей і (Х) и [(Н|Х) определяются выражениями

і<х›=<2=г"” гкїн"'”е×р [-ё<х-ї.›*к;' <×-і.›].
пн по =<2-›-”'* т.. г"*×

хехч-ё-(н-Ахукї (н-ахч.
При этом согласно (3.5) и (3.6) имеем

і<х|н›=с ехр Ґ-Ёцх-йдчї (х-іж
+<н-Ах›*к;'<н-^Х›-

_ (н -Аэїдчикї Ач- к,,›' ' (Н -Аїді (ЗМ
где С-постоянный коэффициент. не зависящий от Х.
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лдгдрифм функции правдоподобия

щ (х \ н) =1пс_
+ (н _Ахг к;' (н _ АХ) ~

_ (Н _ Ах
ушкї

АЧ- К,,)' ' (Н ~- АЁЛ-

Отсюда следует, что максимум функции Іпі(Х| Н), асле-
довательно, и функции І(Х|Н) достигается при таком
значении вектора Х, которому соответствует максимум
функции

о (х) = (х_ хдтк; (х_ хд+ (н _Ах)*к;' (н_Ах) _

_ (н _ АхдчккїА*+ кну* (н _ Ах).

Дифференцируя выражение Ф(Х) по вектору Х и при-
равнивая результат нулю, получаем

'3%{9=к;' (х _ х) + Аткд* Ах_ А* К;' Н =0. (3-10)
откуда

(кйі + Аткїд) х= к; х+ Аткд* н.
При этом получаем следующее выражение для байе-

совой оценки вектора искомых параметров:

хз: (к): +тк: Ау* (к: х+жк: н). (з.1 1)
Зависимость (3.Н) можно переписать в ином виде.более удобном для практического использования и ана~лнза. Обозиачим

п; = к;' + гид* А. (з. 12)х
Тогда

к; == в ;' _жк; А. (з. та)



Подставляя (3.І3) в (З.11), имеем

Хв=в~Б (п: _А*к;' А›ї<+пБА*к;' н

ХБ=Я+ взятку* (н_ Ай). (314)
Свойства полученной байесовой оценки рассмотрим

на простейшем примере определения скалярной величи-
ны х по выборке Н={/ц, Нд,
рений о2д=о*, ошибки которых характеризуются нор-
мальным распределением, несмещены и независимы,
а матрица А в (3.8) представляет собой вектор-столбец,
элементы которого есть единицы. Последнее допущение
означает, что измеряется сама величина х, при этом Іц=
=х+Ыц (і=І, 2, ..., М). Предполагаем известными па-
раметры априорного распределения і и аї; случайной
ВЄІІИЧИНН Х. В ЭТОМ СЛУЧЗЄ НМЄЄМ

і (х) = <2~';~›"” <=×р[ ~

г (Н 1 «о = <2~'›*”” е×р [тёЁ (п, - -»›*].
І=І

Определяя апостериорную плотность вероятности
Ґ (ХІН) по формуле (3.5), находим

Маг-Ь ні
і (х І н) = їдїї

Х ехр __ 2,29:

Отсюда получаем, что байесова оценка ЁБ нскОМОЁ Ве-
личины х определяется зависимостью

їгв=
в-ьвэ 81-



Оценка (315) представляет собой среднее аавешеиное двух вс-
М

І _
ЛИЧШІІ ОЦЄПКП МЗКСІІМЯЛЬНОГО ЩІЗВДОПОДОЙІЯ “М” ,Ц И ЯПРИОРНОҐО

[з]

математического ожидания і оцениваемого параметра, причем отно-
шение веса, приписываемого второму слагаемому. к весу первого
слагаемого равно аЁ/Маь. Отсюда следует, что

8

М

ЗЕБ аў п, (з. ю)
І=І

при
.=,_ > «ум (эл)

Х

Неравеиство (317) выполняется. если при фиксированном отно-
шении =н'/а'_, иеогравачеиво увеличивается объем выборки измере-

Х

пай М ища если при фикснрованиом М величина с'__>с*. Первое
Х

условие означает. что при достаточно большом объеме выборки НЗ-
ІЄРЄНПЙ М ФЯЙЄЄФВИ Оценка (315) практически не зависит от пара-

ї

*ЄТЮВ 1 И д.. ЗПРЮРНОГО распределения и совпадает с оценкой
2

максимального иравдоподобия. Из второго условия следует. что при
0*> ~е'_, имеет место асимптотическое соотношение Ёсв 2,12. т. е.

Х

ІІСПОЛЬЗОВЗЛИЄ ВЗИЄРЄВИЁ ПРЗКТИЧЄСКН Не МЄНЯЄТ ЗНЗЧЄНПЯ ІПРІЮРВОЁ
ОЦЄШШ ІІСІЮІЮГО ПВРЕІІЄТРІ.

ВНЧт-“ИІ УЄЛОВНОе математическое ожидание оценки 25 ЩЖфиксированном значении неизвестной х, для чего пронзведем усред-пение только по множеству тех измерений, которые порождецы нет-
Т°РЬШ Фітснрованным значением х; искомог

Из (315) получаем
о параметра х.

1 1 _,
×:+ї-%-х

мҐївідяі= д* . (348)
Чит;

Следовательно. при фиксироммном значении Оденивдемого мрдметрд
х, оценка (315) является смешанной. НоМ [ЗЫ ,д
т. е. оценка (315) при х=х, -асимптотнчески
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Усредпив (318) по всем возможны: значениям х,, получи ба-
УСЛОВБОЄ МИТЄМЗТИЧЄСКОЄ ОЖИДІЦПЄ ОІІЄВКЯ 25

1 с*
т: +

^ їМ Ггы = мт вы ×.1› - і-т- = т..
1 +т;

Найдем дпсперсию оценки (3. 15) при фиксированная значения х,
искомого параметра х:

~

_2м

ТО

и, = щи (1 + 7% Ёду. (349)
Х

из (3-19) следует. что в рассматриваемом случае ЛІСШРСЁ*
байесоаоі оценки д, меньше дисперсии оценки максимального праь
дтюдобпя. равной сЧМ.

Таким образом установлено, что байесова одет! Ё;
является несмещенной оценкой искомого параметрах
б* 83



ТОЛЬКО ПрН УСЛОВИН, ЧТО УСРЄДНЄНИЄ ПРОНЗВОДИТСЯ ПО
ВСЄМ ВОЗМОЖНЫМ ЗНЗЧЄННЯМ КЗК ВЄКТОРЗ НЗМЄРЄНИЙ н.
ТЗК И ОЦЄННВЗЄМОҐО ПЗРЗМЄТРЗ Х. ОДНЗКО ЕСЛИ УСРЄДНЯТЬ

байесову оценку за; только по множеству тех измере-
ний Н, которые порождены некоторым фиксированным
значением х, параметра х, то получаемая величина бу-
дет в общем случае отличаться от хд и байесова оценка
окажется смещениой. Но байесова оценка при этом
характеризуется днсперсией, меньшей, чем соответст-
вующая дисперсия оценки максимального правдоподо-
бня. Отсюда следует, что оценки метода максимума апо-
стериорной вероятности имеют меньшее рассеивание
относительно их условных математических ожиданий,
чем соответствующие оценки метода Мтаксимального
правдоподобия. Но в отличие от последних они имеют
смещение даже при отсутствии систематических ошибок
измерений. Это смешение обусловлено учетом априорной
информации.

Наличие смещении байесовых оценок ие должно все-
гда рассматриваться как снижение их точности по срав-
нению с оценками максимального правдоподобия, пото-
му что величина смещения уменьшается с ростом коли-
чества используемых измерений М и, кроме того.
уменьшение дисперсий оценок дает большой эффект
в точности, чем потери, вызванные смещеинем. Более
того. при наличии систематических ошибок в измерениях
смещение за счет априориой информации может иногда
оказаться полезным. При использовании же недостаточно
достоверной априорной информации и при малых систе~
матических ошибках измерений смешенность байесовых
оценок может существенно исказить результаты стати-
стической обработки измерений.

Запишем выражения для математического ожидания
мїхь] И КОРРЄЛЯционнои матрицы вектора байесовой
Оценки К? В. определяемого зависимостью (3.І!),' для
фиксированного значения Х, случайного вектора Х. Этот
случай представляет значительный интерес в практикеобработки радиотехнических траекториых измерений.Применяя операцию математического ожидания кза-
Ёщмости

(311) и учитывая обозначение (312), полу-
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м [Ява х.1=мтв<к;' ї: +Атї т1=
=пвх; і+ валит: м |н1=

= пвх; 'й+ гъкКї Ах, +пвх; х, -

-И%БК;' Х. = 1:5 <›\'К;' А+К; ›×. +РБК; 01 -Хд
и .

м[ХБ1х,|=х,+(А*к;'А+к; г* К; (і _ хд. (зло)

Корреляционпую матрицу Кї Б вектора баіесовнх

оценок ХВ найдем из зависимости

Кі в=мпіъ~м (ївьхдл пё-М <іы×оП~
Так как

Хв-м (ХБ1х,›=гБ(к;' їц-хкї н) -х, -

-
в-Бк; (і_ хд =1>БА*К;' н_ гвцї х, +

+ пвх; х, =гв рггкїьх, +Ачсїш _-к; д_
-Атїдх, +к; х,| = гвгкї ан.

ТО

Кі в=м цпвщіт) (Рвткїащч=
= гвгкўм рзньнч Кїдгв=

= пБАЖ;'к,.К;'АгБ= вБАЖїАг в
и ОКОНЧЗТЫЪНО

кї в: (к: +Атїдг ' гк;' А ×

>< (Кії +жк; м- '. (МН
за



_:При записи (321) учтено, что матрицы [ТБ и Кд явля~
ются симметрическими. о

В дополнение к сказанному выше полезно отметить
еще одно свойство байесовых оценок. Из уравнений
(311) следует, что учет априорной информации о век-
торе оцениваемых параметров позволяет получить оцен-
ки и для параметров, имеющих линейно зависимые функ-
ции влияния.

Это объясняется тем, что если матрица А'К;'А осо-
бенвая, то прибавление к ней матрицы КЁ может при-

х
вести к тому, что суммарная матрица станет неособен-
ной и решение задачи получения оценок искомого век-
тора Х окажется возможным. В этом преимущество рас-
сматриваемого метода по сравнению с методом макси-
мального правдоподобия.

Заметим, что зависимость (3.ІІ) для получения байе-
совой оценки искомого вектора Х аналогична рекуррент-
ному соотношению (268), определяющему оценку мак-
симального правдоподобия при нормальном законе рас-
пределения ошибок измерений.

Из сравнения указанных выражений следует, что если
в формулу (3.1І) для байесовой оценки вместо априорио
известных значений математического ожидания і и кор-
РЄЛЯЦНОННОЙ Матрицы К~ подставить соответственно ап-

Х

РШЭРНУЮ Оцгнку ЙШ, полученную обработкой по методу
“ЖСИМЗЛЪКОГО Прдвдтірдобия М предихествовавших изме-
РЙШЙ И КОРРЄЛЯЦИОННУЮ матрицу этой оценки К? , то'

(т
ФОРМУ-"а (311) будет определять уточненную по вновьпоступившей выборке измерений оценку максимальногоправдоподобия искомого вектора Х. Корреляционная ма-
ТРШШ ЭТОЙ ОШЭНКН Определяется выражением (267). От-меченное обстоятельство иллюстрирует приведенныйвыше вывод о том, что если все значения случайноговектора Х равновероятны, то уравнения байесова оцени-вания совпадают с уравнениями правдоподобия.



4
оценивдниє сосїояния динАмичєСких систем
по гєзультАтАм измвгєнии

4.1. Оценивание состояния линейных динамических
систем

Пусть изменение во времени состояния некоторой дн-
намической системы описывается совокупностью линей-
ных дифференциальных уравнений *>

Х (о= г ш Х (#›.+и ш. (4. 1)
где ХЩ-п-мерный вектор состояния динамической сн-
стемы (вектор фазовых координат); координаты д-(т
=1, 2, ..., п) вектора Х называются переменными со-
стояния; Пі) -квадратная п×п матрица; \У(І) -век-
тор случайных возмущений размера п. Элементы матри-
цы Ні) - непрерывные функции времени і..

Динамическая система. опнсываемая уравнениями
(4.1), называется стохастической. Если \\І(і)=0, то дн-
намнческая система называется детермнинрованной.

Описание (41) является неполным без определения
выхода 20) системы. 2 (і) может быть т-мерным векто-
ром, коордннаты которого суть линейные комбинации
переменных состояния

2(:)=А<:)х(±), (42)
где АМ) -прямоугольная т×п матрица функций влия~
ния, непрерывных во времени г.

Уравнения (4.І) можно рассматривать как систему
уравнений в варнациях около расчетной (номинальной)
траектории исходной нелинейной системы. Матрица Ні)
представляет динамику системы, А(д) -ограничение на
возможность наблюдения за состоянием системы.

Ч Более точно уравнения (41) записываются в ввде стохастяве-
ских уравнений с вынуждающей функцией. представляющей б у~
новское движение. Следует иметь в виду. что \\!(І) является р-
ивльиой производной от броуновского движения. Решения уравне-
ний

їы;
выражаются через стохастнческие интегралы (ЧМ. *ШПРН-

мер. 21 ).
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Общее решение системы уравнений (4.І) можно за-
писать в форме

І

Х(1)=Ф(1› 1.).Х(1.)+_\'Ф(д =>\Ч(1)<1=. (4-3)
'а

где Ф(і, 10) называется переходной матрицей системы
(4=1)~

Переходная матрица является невырожденной и
удовлетворяет дифференцнальному уравнению

Ф (г, гдЅгЩФ (г, г.) (4.4)
и может быть сделана единственной, если наложить до-
полнительное условие

Ф(і,, І,)=Е для всех 2,, (4.5)

где Е- едииичная матрица.
Матрица Ф(-І, 10) обладает следующими свойствами,

которые вытекают из существования и единственности
решения системы (4.І):

Ф*'_(і,, І,)=;Ф (і, 2,) длядэсехъ 1,, 15,; (4.6)
Ф(і,, І,)=Ф(І,, І,)Ф(і,, 1,) для всех 1,, 1,, 1,. (4.7)

Примем, что в некоторый произвольный момент вре-
пени Ґ выполнены измерения

Н (У) =А (К) Х (У) +оН (У) . (4.8)

где Н(і') --вектор измерений размера т; оН(і/) -век-
тор случайных ошибок измерений.

Для векторов гауссовых шумов “(1) и ОНИ) спра~
ведливы соотношения

. М [ш

ко (і. 1)=м Ш/(ЩЧТ (=)1= км (ї) д (ї _ т):
м [дн щ] =о, (43)

К, (г. =)=М[ан(1)ан'(<)]= К,,1(:)а «__ т),

где б(і-1:) -щельта-функция.
Матрицы Кш(2), Кд(і) -симметрические непрерыв~

но дифференцируемые по і. Кроме того Кш(і) - неотри-
цательно определенная матрица для всех і; Км(і) --по-.



ложительно определенная матрица для всех і.. Послед-
нее условие обозначает, что ни одна составляющая
сигнала 2(і) не может быть точно измерена.

Примем, что известны априорнне значения математи-
ческого ожидания Ё, и корреляционпой матрицы

Кївек-І

тора состояния системы, соответствующие моменту вре-
мени 2,, а также корреляционные функции вектора воз-
мущеиий К, (г) и вектора ошибок измерений Кдд). За-
ДЗЧЗ ЗЗКЛЮЧЯЄТСЯ В ТОМ, ЧТОбН НЗЁТИ НЗИЛУЧШУЮ В СМЫСЛ

МЗКСИМЗІЪНОГО ПРЗВДОПОДОЁЅИЯ ОЦЄНКУ Х ВЄКТОРЗ С0СТОЯ~
ния динамической системы ХЁи корреляциониую матрицу
этой

оценкиїКз
для момента времени і' по нзмеренням,

выполненным в момент времени Ґ.
Сначала получим уравнения для дискретной оценки

вектора состояния Х. Рассмотрим разбиение времени на
приращеиия Аі.

ГДЄ АҐт-Йдд-Ґд, Ё='0, 1, .. .,

Решения уравнения (41) могут быть записаны в ре~
куррентной форме

×<1.+.›=Ф<±.+.. г.›×<1.›+\/<г.›. «т»
где УОд-гауссова векторная случайная Функция, ха-
рактернзуемая математическим ожнданием МП! (Ід)]=0
и корреляционной матрицей

Ку, ,;,= МП* (Ы \/'(Ґ;)1=0 ПРИ НЧ»
(411)

К,_,.=К|\/<±.›1=М|\/<г.›\/'<г.›І=
Ґ= Ё Фи.. =›К,,<«›Ф*<г.. ча»
'Іе-я

Полагая, что измерения производятся в дискретные
моменты времени 1,, можем записать

Н(і,,)=А(ід)Х(!д)-{-8Н(ід), #='0. І..... Н. (412)
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Для сокращения последующих записей введем обоз-
НЗЧЁЁПЯ

хіїхид); ФІ:+1,Ь=Ф(ІІ+1Ф і/а); Уігїуай);

н,=н(г,д; А,,=А(±,,); ан,,=-.ан(:,,).
Тогда уравнения (410) и (412) можно переписать

в виде '

хіє+л=фєів+тдхіа+уіач (дьіз)

ндїАдхд-'ъбнда

ОбОЗНЗЧНМ ЧЄРЄЗ йЬН/ь И їьн/,Нд ОЦЄНКИ ВЄКТОРЗ СО*

стояния системы Х в момент времени іди, полученные
соответственно на основе статистической обработки изме-
реиий. выполненных в моменты времени до 1,, и ІН,
включительно. Через К и К обозначим

ї, ь+нь ї.ь+ць+1
КОРРЄЛЯЦИОННЬІЄ МЗТРНЦЬІ СООТВЄТСТВУЮЩИХ ОЦЕНОК Янд”

п іцл/ы-л-
Так как в промежутках времени между б, и ІН, из-

мерения не выполняются, то, исходя из линейных соот-
ношений (413), можно записать

== ФЬ+1, Ігхдд,

іНН.:Фьмдкяї ш фтп-дм + кщ- (4~ 15)

Заметим, что вектор ЁМ, ,к можно рассматривать как
результат измерения фазового вектора Х(і,,+,) с корре-
ляциовной матрицей К , а НН, есть результат из-

.Л+1/Іг
мерения вектора 2,,+,=А,,+,Х,,+, с корреляционной мат-
рицей Кндд. Согласно методу максимального правдопо-
добия составим функцию правдоподобия для этих двух
измерении:

1 т _
Ь=Сехр{_ 2И[(х"+'/*дх*+') кїўьн/ь Х

Х (хдд/д* хйи) + (нд-н _' Ад-нх/п-Ьдт кдуъдд ×

×<Н.+.~А.+.Х.+.›1 ї,



где постоянная С не зависит от Х,,+,. Искомая оценка
Хин/дм определяется из условия максимума функции І._
Приравнивая нулю производную функцию І. по Х,,+,. по-
лучаем

КЙЁІЁМ/д (Хнык "' іні/ьн) +АТІ+1К;Ґ*+* Х

Х (н#+1 '_ Ай+\ід+1/д+1)__0~

Отсюда следўет соотношение
^

хд+|д+|=4ВІе+1(К;_Ід+д,дЁд_р|/д+ Атімкіўзён нём): Н* 16)

ГДЄ

во.=<К;ў*+|/,+А*.+.К;_'н. Анд-т
^

Векторы Хнцдд, ХдН/д, Нд, можно расматрнватъ
как случайные величины, характеризуемые ношадьиьп
законом распределения с корреляпнониьшш матринами

, _ , соответственно, причем ве-
іднідьн х.ь+1/ь нм-п

личины Йнід и НН, независимы. Тогда из линейного
соотношения (416) на основании теоремы 1.1 можем за»
ПНСЗТЬ

Жим/пн-
= в _* в _* г=

_( 'Н'кї.ь+1;ь)к?.ь+1/п( *Йкііьн/ь

+ (вІнАтМ-х дам) кн, д+| (ВЬ+\АТЬ+дну:

ївд+,к;І* “~втІс+\+ВЬ+\^тЬ-Нк;`д+|АІ4-\втІ-н_;
. +

=ВНАК;Нщ+ Агни ІїинАНІ) вгтН=

=вд+пвддвй+х ==ВЛ+1 г:

(4Ц7)
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В преобразованнях (417) использована формула (4.16)
для В,,_,_,, а также свойство симметрии матриц К

щ,,м
К” Н” Вн, и обратных к ним. Путем элементарных
преобразований из (4.16) и (417) получим

--І
хьынь+1=ін+нь+ вЬнАтинКн. ь+1н1=+= ”'

__; ^
_ Хип/жд*ВНІКЪ дН/їиа-І/к: ь+щ+

_ -1
+ВІ=+1 тІе-нкціьыніен "" В/гм (Вин _

" к;*+ш)ін+1/ь=хь+1/ь+ ВНІАТІІНК/Ёіпындт _

_ Вы'дтнткїд+тАь+тіь+ць=їь+ць+

+віг+т ТЁ+1КЕІ д+| (нд-Н __ АЬ+\хІ;+І/д

Таким образом, алгоритм определения оценки макси-
мального правдоподобия вектора состояния динамической
системы на момент времени дн, по заданным значениям
оценки Йш на момент 1,, (Іг=0,1,....~). корреляцион-
ной матрицы этой оценки

К? и вектора измерениймы
Нд, полученным в момент времени ІН, имеет вид

х/РН/ЁТ. ФЁ+Л ЁЯЁ/й; кї, ЬН/дї-

=Фя+д мкг, шФтьм, ь + КУ. п* (4-19)

хмиь+1=Хл+иь+ кї. ды/имдт/мтки-Ґдн (ним _
" АНІЁ/гн/д), (4-20)

г.: _] т -4 '1
Жн-я/ьн (кЯ.ь+1/ь+А""'К”"'*'А“') `

Применяя к последнему выражению лемму об обращении
матриц, можно записать

=К -~ К '
іїьн/яы Жми/л Жь-ы/дА д” Х

>< (АШКЖНшА'/.+. + КНМ ҐАМКЖШи. (421)
92



Если в некоторые моменты времени ід, измерения
не получены. то оптимальная оценка вектора состояния
динамической системы и корреляцвонная матрица этой
оценки определяются решениями уравнений (419), т. е.
ПРОГНОЗНРУЄМЬІМН ЗНЗЧЄННЯМИ ВЄКТОРЗ СОСТОЯНИЯ хние
и корреляционной матрицы К? . Следовательно, срав-

І=+иь
нивая результаты, полученные при решении уравнений
(419) и (420), можно оценить вклад вектора измере~
ний НН, в повышение точности определения вектора со-
стояния исследуемой динамической системы.

В тех случаях, когда измерения производятся непре-
рывно ил-и дискретно, но достаточно часто, целесообраз-
но использовать другую форму записи рекуррентных со-
отношений для оценки вектора состояния динамической
системы Й`(і) и корреляционной матрицы этой оценки

К?
(1), представленных в виде дифференциальных урав-

ценил [109]

ай (от: = г (о Х (о+ К? о А* (о К: (о [Н и) -
_ А (т) Х (т, (та)

ак? (та:= г (и) К? (г) + к* (г) г* (т) _

- Ка, (о А* (г)К: (г) А (о К, (о+К. со. (4-23)
Система уравнений (423) называется корреляцнонной

и состоит из п(п+ І)/2 (число различных элементов
симметрической

матрицыщКї
(1)) нелинейных дифферен-

циальных уравнений первого порядка.
Зависимости (4.22)-(4.23) являются совокупностью

дифференциальных уравнений фильтра Калмана, аф0р~
мулы (4.\9)-(4.21)-дискретным эквивалентом этого
фильтра. В последние годы этот метод оценивания со-
стояния динамических систем получил широкое распро-
странение в практике статистической обработки радио
технических траекторных измерений. Объясняется это
тем, что алгоритм метода Калмана имеет удобную ,чті
реализации на ЭВМ структуру-рекуррентную форму
и при принятых выше допущениях об ошибках измере-
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ний и линейной зависимости измеряемых функций от
искомых параметров теоретически обеспечивает опреде-
ление оценок с минимальными дисперсиями среди всех
линейных несмещеиинх оценок.

Зависимости (4.19)-(4.21) используются для реше-
ния задачи фильтрации, когда оценивается состояние ди-
намической системы в момент получения измерений.
В случае. если состояние системы оценивается в момент
времени. предшествовавший моменту измерения, то та-
кая задача называется сглаживаиием.

Приведем без вывода систему рекурреитных соотно-
шений для решения задачи оптимального сглаживания
[22|. Предположим, что решение задачи оптимальной
фильтрации ХМ, и

Кіщн
известно, и будем идти в ов.

ратном направлении. чтобы получить іш, для ВСЕХ
Іг<Н:

-1
ХМ” їїЁ/ЁПЪ кї'д/дфтд*'с ~ кў_ »Нд іхдтН/М

__

"' ФНч. дхд/дъ

-1 -1
хь/д: Фц-н, ь хин/ли '_ Фан. ькд “д”

Х АТН; Ёп» 'ним д АтіМхІыІ/лнъ

ІҐ' =К' .--А' КА А »
їд-д-ць 'Ъь-н/ан *М 'ММ *Н

= ~'
кинь Ф'“'"*к1.ь+1/ь К"*НФ'+'*) ( )

Корреляционнвя матрица оценки сглаживания опреде-
ляется выражением

кКь/ч кїкїл/в кїт Н". 1.и~+\.ип[ ТАМ/д

_ к НН с» к 0.25)_
Жми/М [дн/я Н". Яма.

Реияспис задачи сглаживания записано в виде обргг-
ного разностного уравнения. которое начинается с оцен-
ки задачи фильтрации в последней точке (является
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одновременно сглаженной оценкой в этой точке). Затем
вычисление производится в обратном порядке. точка за
точкой, в соответствии с уравиеннями (424), (425),
в результате чего определяются сглаженные оценки век-
тора состояния динамической системы.

Таким образом, для повышения точности получаемых
оценок задача решается в два этапа: І) используется ре-
шение задачи фильтрации (прямое разностиое уравне-
нне)_ для определения оценки фильтрации в каждой точ-
ке, начиная от первой н кончая последней М-й. 2) исполь-
зуется решение задачи сглаживания (обратное разно-
стное уравнение) для определения сглажениой оценки
в каждой точке, начиная от конечной и двигаясь в об-
ратном направлении к первой.

Для иллюстрации роли сглаживания в повышении точности ре-
зультатов оценииания состояния динамической системы рассмотрим
числовой пример [23]. Пусть динамическая система задана уравне~
ннями `

1 І 0.5 0,5
о в 1 1 _

ХЁ+І _"
0 0 І о

хЁ+уІ1

0 0 0 ШЅЙ

Ёдп=ІІ1 0 0 0|ІХа+ддь
где Хт=||:дх,х,хт|І*-вектор переменных состояния системы; ІІ.-
измерения переменной состояния хт; бит-ошибки измерений.

Воемущенття Уд н 60,, представляют собой независимые случай-
ные векторы. характеривуемые нормальным распределением с нуле-
выми математнческими ожиданиями и днсперсиями Нд , == а*,_ , =

== вы , =0; в',_ ,ы 0,63- 10"; Нм = . Начальное условие і.
есть случайный вектор, характеруемый нормальным распределением
с математическим ожиданием Х, и корреляцнониой матрицей

К? о.
Данную динамическую систему можно рассматривать как лииеа-

риэованный вариант описания движения искусственного спутника
Земли по круговой орбите. Движение спутника подвержено влиянию
сопротивления атмосферы с пос-поянной и случайной составляющими
(см. гл. 9). Переменные состояния хт, хд. х, представляют собой
угловую коордннату. скорость н постоянное ускорение соответствен-
но. Величина ха есть случайная составляющая ускорении, порождае-
Мая гауссовым марковсиим процессом первого порядка.



Рассмотрим два варианта:

1000!
100000

,)к__=0100;2)к__=010000.х.о 0010 х.<› 001000
0000.01 0000.01

В каждом варианте производится по 25 измерений, начиная
с 11,. дисперсии оценок переменных состояния системы для вариан-
та 1 приведены в табл. 4.1 как для фильтрованиой, так и для сгла-

Таблица 4.1

Фильтроваиная оценка СМИЖЕШИЯ 01181048
Точка _

“Г” =ї ~. «ї «ї «ї «ї «ї «ї
х! 2 х,3 х,4 х.1 х,2 х,3 х,4

0 1,00 1,00 1,00 0,0100 0,45 0,082 0.0020 0.0094
1 0,69 1,31 0,92 0.0100 0,25 0,053 0.0020 0.0089
2 0,80 1,31 0,54 0,0100
3 0,82 0,96 0,26 0,0100
4 0,79 0.68 0,13 0,0100
5 0,75 0,49 0,07 0,0100 0,14 0,015 0,0020 0.0078

10 0,58 0,15 0,008 0,00995 0,135 0,014 0.0020 0.0078
15 0,50 0,10 0,004 0.0099 0.135 0.014 (1,0020 0.0078
20 0,48 0,093 0,003 0.0099 0,15 0.015 0.0020 0.0078
21 0,15 0,017 0,0020 0,0080
22 ` 0,15 0,023 0.0020 0.0085
23 0,18 0,036 0.0020 0.0091
24 0,26 0,058 0.0020 0.0096
25 0.47 0,089 0,002 0.0099 0,47 0,089 0.0020 0,0099

женной оценки. Из этой таблицы видио, как сглаживаппе уменьшает
дисперсии оценок переменных состояния динамической системы. На
рис. 4.1 показана дисперсия оценок 2, для вариантов 1 н 2. Можно
видеть. что влияние ошибок задания начальных условии (априор-
ной информации о состоянии системы) быстро пропадает.

В начале параграфа было отмечено, что миогомериый
фильтр Калмана теоретически обеспечивает получение
оценок вектора состояния линейной динамической систе-
мы с минимальными днспе сиямн. Однако при практи-
ческой реализацни этого ильтра на ЭВМ пеизбежны
ошибки счета. которые приводят к отклонению маши11-
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Сглаженяая
оценка
ё*

Рис. 4. І.

ного решения от математического. Это объясняется сле-
дующим. Алгоритмы многомерных фильтров обладают
двумя особенностями: І) элементы матрицы

о›.+.=К?_ *дн/Ш
А',,+, ,ўш (ем. 4.20),

условно называемой коэффициентом усиления фильтра.
с течением времени уменьшаются и могут стать соизме-
римыми с ошибками счета; 2) алгоритмы предусматри~
вают многократное обращение матриц. Отмеченные осо-
бенности алгоритма фильтрации могут привести не толь-
ко и значительному отклонению машиного решения от
математического. но и к потере устойчивости машинного
решения: рекуррентные уравнения. описывающие филь~
тры с растущей памятью, устойчивы при вполне опреде-
ленных ограничениях на матричные коэффициенты уси-
ления. которые могут быть нарушены при вырожденни
этих матриц. Этот момент наступает тем быстрее. чем
меньше разрядность используемой ЭВМ. чем больше ча~
стота счета, чем более сложный алгоритм н чем выше
точность измерений. Данные вопросы детально исследо-
ваны в работах [24. 25]. где предложен ряд конкретных
рекомендаций по разработке устойчивых алгоритмов
для векеустоїячъяъзых случаев. а также определены условия.
при которых миогомерная фильтрация нецелесооб-
равна.
7-589 97



4.2. Оценивание состояния нелинейных динамических
систем

Примем, что изменение во времени п-мерного вектора
состояния динамической системы Х(›і) н вектора измере-
ний выходного сигнала Н(і) описываются совокупностью
нелинейных уравнений

ХА+1=Ґ(Х›<, Ею Ю-
. (426)

нд=Ѕ(х|д, Ць, 12),

где Хд=Х(ід); Нд=Н(і,,); у и т. -- независимые гаус-
совскне векторные белые шумы.

Самый простой подход к нелинейной фильтрации со-
стоит в том, чтобы линеаризовать уравнения (426) н
применить соотношения фильтра Калмана к получен-
ным зависимостям.

Линеаризуем уравнения (426), разложив их в ряд
Тейлора относительно некоторой номинальной последо-
вательности векторов состояния Йўт, и 5:0, цд=0 н оста-
вив в разложении лишь члены первого порядка. При
этом получим

×..:.'=1='<›ї.» 0. о+Ф. он - їы+ щ.
(427)

не= Ѕ (хм О» Ё)+ Ал (хь _ хп) + Г»

где Хд-номинальная последовательность Хд; Фд-ма-
трипа¦частных производных от функции Р по компонентам
вектора Х, вычисленных для момента времени 1,, при
ХЁ-ЧХ,д. €д=0. Элемент этой матрицы <р“-_.=д[,/дх,,
стоящий на пересечении 1-й строки и і-го столба, равен
частной производной 1-й компоненты [д функции Р по
і-й компоненте вектора Х. Аналогичным образом опре-
деляются и другие коэффициенты уравнений (427):

дЅ“титі ›
(хд-о-Ё)

._.лді(ў'огй) ~ г
иіівцтёїї` є/т іїІу гп-Итпр

І=1



д дв, (їд, о, ь)_ н”у 9:1, 2, "чт,
ЕЕЄЭ

где иІ-і-я компонента вектора Уд: сД-м-я компонента
вектора І ,,. Предположим. что М[\',,]=0; М[Ед]=0;
Іи [Удуті] -ї- ки пбді; м *Ъ тііїкіх кадр

Введем обозначения

“ь=хь'_їь3 їь=нь'*Ѕ(ііь› 0» ті

в.+.=Х..+,-г<і<1. 0. н. <4.2г›
вТогда зависимости

дь+т=фьдь+уьї Уьї-Аьдь-ттвть (4-29)
являются результатом линеаризацин уравнений (426).

Фильтр Калмана для системы (429) описывается
уравненнем

,еды/ды :Бд+|/д+ оды (їин ” Аінвдд/ду (4-30)

где Ёды/,д-лФдїїд/д, и.' следовательно. в соответствии
с обозначениями (428) оценка вектора состояния дина-
мической системы удовлетворяет уравиеиию

Х,,+,У,,+, = г (й, о, ь) +В,+,,,+,. (431)

Если номинальную последовательность Х, выбрать
так, чтобы она удовлетворяла исходным нелинейиьш
уравнениям (426) в отсутствие возмущений. то п, совпа~
дает с 5,. Если же функции Р и Ѕ лниеарнэоваин в
окрестности Хит а не ХМ то Ё“д=0, поскольку при
этом п,,=Х,,-Хдд.

Тогда

Бдлд/дїадгд/дїо и вд+дд+іїой+туі+г (432)

Определим

Х,+,,,=г<Х,,,, о. ь). (433)
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При этом
= фт , 4.34

кін-Нь Фдкї. ш Ґъ-ки* ( )

В этом случае уравнение.
А

Хд+|Ід+| їїд+1дд+ ай+х ініа+я
"- Ѕ (їд-рі/іг* о*

описывает фильтр Калмана для линеаризованной си-
стемы (427), причем матричный коэффициент усиления
6,4., этого фильтра вычисляется по рекуррентной фор-
ЦУЛЄ

__ т -1
ОІІ+І *кг

н
МА Ё+1 (АІІ+хкї_

Н*
МАТІ2+1 + КВ, [г-і-І)

или
___ т _!

ад+'_кї.иг+чь+їі\ к” В"*+' ї

где
К? ЁЦН/ьН-корреляционная

матрица оценки ХдН/,Нгр
определяемая зависимостью

= к* А* т* А -1 4.36
жди/НЦ

І
ї

Ё+ІШ+ Іг+я ддд+| дн] ( )

или
=К - К А*

ї. г+чь+1 ї.ь+н/< Жь-ьнь д” Х

Х(Ая›аткў'д+ітдтл+т+ кдд; )` 'дьыкї НМ- (4.37)

При рассмотрении фильтра Калмана для оценивания
линейных динамических систем уже* отмечались особен-
ности реализации алгоритма этого фильтра на ЭВМ.
Применение фильтра Калмана для линеаризоианъяой си-
стемы уравнений (427) приводит к тому, что нелиней-
ность динамической системы снижает точность вычисле-
ния корреляцдоиной матрицы оценок вектора состояния,
используемой для статистической обработки последую-
щих измерений. Так, при практическом применении зави-
симостей (4.33)-(4.З6) установлено, что ряд последова-
тельных вычислений, производимых согласно рекуррснт-
ной формуле (433), приводит матрицу

К?
с болыннми

ЗНЯЧЄНИЯМИ ЭЛЄМЄНТОВ К МЗТрНЦЄ, ЧИСЛШІНЫЄ ЗНИЧСНИЯ
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элементов которой становятся очень малыми. Естествен-
но, это сопровождается соответствующей потерей число-
вой значимости, что может привести к утрате корреля-
ционной матрицей

К?
свойства положительной опреде-

ЛЄННОСТН, а СЛЄДОВЗТЄЛЬНО, В ЗНЗЧИТЄЛЬНОЙ СГЄПЄНИ Нару-
ШаЄТ ОПТИМЗЛЬНОСТЬ ОЦЄНИВЗНВЯ СОСТОЯНИЯ ДИНЗМИЧЄСКОЙ
СИСТЕМЫ.

Существует несколько специально разработанных ме-
тодов вычисления корреляциоъшой матрицы Ка. исполь-
зование которых позволяет иа каждом шаге рекуррент-
ного процесса (433) -_(4.З6) сохранять положительную
определеиность матрицы К,“ х

Наиболее удобным представляется метод, предложен-
ный в [26, 27]. Этот метод основан на вычислеиии кор-
реляционной матрицы прогнозированной оценки вектора
состояния динамической системы с помощью дифферен-
циальных уравнений для меняющихся во времени соб-
ственных значений и собственных векторов корреляцион-
ной матрицы.

Приведем алгоритм метода. Из алгебры матриц изве-
стно. что всякую вещественную симметрическую матри-
цу К можно привести к диагональной форме, т. е. пред-
ставить в виде

К=0дАдП*д, (438)
где Ад-диагональная матрица, элементами которой
являются собственные значения матрицы К. а столбцы
матрицы Од-ортогональные собственные векторы. со~
ответствуюшие этим собственным значениям.

Корреляционная матрица К? является вещественной
и симметрической. Поэтому ее можно записать в форме
(4138):

К? = ЕАЕЁ (439)

Собственные значения А; и собственные векторы О,
(]=І, 2, _... 6) находятся интегрированием уравнений

і,=_-о*,кїв-,, і== 1. 2.

ст=пг, (их)
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где

,раті|(?[і/(Ад-2і)
при і>і и ііфід,

гіі: 0 при ]>і и 1,=2.і,
0 . при 1:1,

01.42)

г,і=._г,,; г. 1:1, 2,...,в,
т. е. Г-кососимметрическая матрица.

Дифференциальные уравнения (4.2З), определяющие
изменение во времени корреляционной матрицы оценок
вектора состояния динамической системы, имеют вид

`ї=тшкїинкў Рчш-

- К? (н А* (и К? ш А ш Кї ш + К* ш- <4.43›
Полезно отметить, что при применении рассмотрен-

ной методики дифференциальные уравнения (443) не
интегрируются (что было бы связано с очень большими
затратами машинного времени), а используются лишь
при расчете правых частей уравнений (4.40), (4.4І).

Получив решения уравнений (4.40), (441) для за-
данных моментов времени, т. е. матрицу собственных
значений А и матрицу собственных векторов І), из фор-
мулы (439) можно найти корреляцнонную матрицу

прогнозированных оценок вектора состояния,
їсїмп/ь

а следовательно, и матрицу К .
1і.д+1/ь+\

Применение рассчитанной изложенным способом кор-
реляционной матрицы К? НМ

вместо матрицы, опреде-

ляемой зависимостью _(4.ЗЗ), позволяет существенно
повысить точность рекуррентного оценивания состояния
нелинейных динамических систем статистической обра-
боткой измерений выходных сигналов этих систем.



5
ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СГЛАНСИВАЮЩИХ ФИЛЬТРОВ
ДЛЯ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ
РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ

5.1. Постановка задачи построения сглаживающті
фильтров

Радиотехнические траекторные измерительные сред-
ства могут выдавать результаты измерений параметров
движения летательных аппаратов с большой частотой.
Для передачи значительного объема результатов изме-
рений в вычислительный центр для последующей мате-
матической обработки необходимо использовать каналы
связи с высокой пропускной способностью. Но и при этом
время. необходимое для передачи данных, во много раз
превысит время, затраченное на выполнение измерений.
Кроме того, если использовать при обработке все эти
измерения, то полученные результаты измерений займут
чрезвычайно много места в запомннаюшем устройстве
вычислительной машины и потребуют больших затрат
времени на математическую обработку. Использование
же не всех, а лишь отдельных выборочных измерений
приведет к снижению точности решения задачи отыска-
ния значений неизвестных параметров математической
модели движения ЛА. Так возникает задача о целесооб-
разной статистической обработке результатов измерений
перед использованием их для расчета искомых пара~
метров.

Предварительная статистическая обработка измере-
ний преследует две основные цели: І) повысить точность
экспериментальных данных за счет уменьшения влияния
случайных ошибок, допущенных в каждом отдельном
измерении; 2) редуцировать большое количество экспе-
риментальных ,данных к немногим коэффиииентам сгла-
живающего полинома. Вместе с тем сокращение объема
данных приводит к уменьшению времени передачи н, как
правило, снижает количество сбоев в линиях связи. что
повышает достоверность принимаемых измерений.

Таким образом. предварительная статистическая об-
работка траекторных измерений позволяет использовать
всю полученную информацию о движении ЛА, рацио-
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нально использоватыоперативное запоминаюшес устрой-
ство вычислительнон машины, значительно сократить
время и повысить точность решения задачи определения
движения ЛА по результатам измерений. Кроме того,
применение полиномов, аппрокснмируюших дискретные
измерения, полученные от различных измерительных
средств, позволяет приводить измерения к совпадаюшим
моментам времени и решать другие практически важные
задачи. В частности, как показывается в 5 5.4, при пред-
варительной статистической обработке измерений могут
быть частично выявлены н исключены аномальные ре-
зультаты измерений.

Сглаживание дискретных траекторных измерений
производится не только на этапе их предварительной ста-
тистической обработки. В гл. 8 и 9 показано, как аппро-
кснмирование траекторных измерений принятой мо-
делью движения ЛА используется для статистического
оценивания движения по результатам измерений.

В данной главе рассматриваются математические
основы построения оптимальных сглаживаюших филь-
тров в виде степенных полиномов. При этом, поскольку
нзлагаемый ниже математический аппарат используется
не только для аппроксимации траекторных измерений,
но и для оптимального сглаживания реализаций других
случайных процессов, допускающнх их аппроксимапию
(например. для сглаживания определенным образом вы-
деленных ошибок измерений), то постановку и решение
задачи сглаживания рассмотрим в общем виде для неко-
торого процесса 20).

Итак, если г(і) -исследуемый процесс и МЫ.
МД),
рений этого процесса. произведенных в неравноотстоя-
шнс моменты времени іо, І..
будет определить вид функции ОП; 1100). І1(~!,),

ниже смысле наиболее точное выполнение приближен-
ного равенства

2(І) а ЄІІ: МД), 110,),
Путь к решению вопроса об оптимальном выборе

вида функции определяется:
а) условием, чтобы искомая функция была достаточ-

но простой. непрерывной и днфферениируемой функци-
ей времени;
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б) смыслом, в котором понимается «наибольшая точ-
ность» приближенного равенства (51), т. е. принятым
при разработке алгоритма 0 критерием оптимальности
сглаживания;

в) априорными предположениями о характере про-
цесса ги) и виде ошибок дискретных измерений.

При выборе функции ОП; НЩ), Мп),
можно руководствоваться следующим. Если исследуе-
мый процесс г(і) является монотонной функцией време-
ни, то для его аппроксимации целесообразно выбрать
алгебраический полином или лииейную комбинацию
ортогональных полиномов, которые также представляют
собой монотонные функции. Если же 2(і) имеет колеба-
тельный характер, то можно воспользоваться тригоно-
метрнческими полиномами вида

й

а, +2 (а, сов г1' + Ь, зіп гҐ), (52)
г-І

где г' = 21: (і- і,)/(І~_, - 1,).
Наконец, если г(і) имеет колебательную и монотон-

ную составляющие одновременно, то для аппроксимации
дискретных измерений этого процесса можно использо-
вать полиномы Лежандра

Р...(=)=2-,ї%ЁЁ$-ттї-9Ш, т=0,

где ~==- (21 ~г~-. -г.›/«,,_. -г.›. -1<=<1.
которые обладают как тем. так и другим свойством.

Функции, измеряемые раднотехническими траектор-
ными средствам-и, представляют собой обычно монотон-
ные функции времени. Поэтому при рассмотрении мате-матических основ оптимального сглаживания дисирет.
ных значений результатов измерений основное внимание
УДЄЛНМ ИСПОЛЬЗОВВННЮ ЗЛГЄбРВИЧЄСКНХ МНОГОЧЛЄНОВ Н
ОРТОГОНЕІЛЬНЫХ ПОЛПНОМОВ.
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5.2. Сглаживаниедискретных измерений
алгебраическими многочленами

Пусть имеются результаты измерений Щи), і=0,
1,
зультаты измерений представляют собой сумму

д (ід.= 2.01) + дд (д) (5-4)
значений неслучайного процесса 2(ід) и случайной ошиб-
ки измерений бЩії), характеризуемой нулевым матема-
тнческнм ожиданием и дисперсией о2і=а20/ш;, где ш; -
известные положительные постоянные (веса измерений).
0% может быть и неизвестно.

Необходимо получить математическое выражение
сглаживающей кривой 2(і). Для нахождения этого вы-
ражения примем, что на интервале измерений функцио-
нальная зависимость г(і) может быть аппроксимирована
алгебраическим многочленом Іг-й степени.

Зависимость между 2 и временем д в форме алге-
браического многочлена

ь
г (і) 1-2 11,12 (5.5)

720

где Іе<Ы (М-количество обрабатываемых измерений),
определим, пользуясь методом наименьших квадратов.
Это значит, что среди многочленов вида (5.5) требуется
найти такой многочлен

ї<1›=Ёг/. (до
гз-О

для которого взвешенная сумма квадратов отклонений
его значений от измеренных значений Щі) в точках го,
д.,

Ѕ= Ёнш, Вс.) -1/1 (тг (щ
1-0

имеет иаименьшую величину.
Для построения искомого аппроксимирующего мно-

гочлена (5.6) необходимо определить оценки коэффици-
ентов ад, щ, ..., щ. так, чтобы величина Ѕ была мини-
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мальной. Для решения поставленной задачи найдем
частные производные от выражения

А/-І д 2

5:2 Ш: агїіі-Ґцїд] (5-8)
і=0 г=0

по всем параметрам ао, щ,
ные производные нулю, получим для определения оце-
нок искомых коэффициентов до, дд,
Іг+1 линейных алгебраических уравнений с Іг-Н неизве-
стными:

Л/-І
Ѕ ^ ^ ^ ^-Ё-= 2вшіпщ+амі+амт+ ...+а.:%~н<м›1 =0.

да° і=о
ЛТ-І

ї=22ші 1д.+ д.м+ё,±т+--.+<ї.1*і-п<гд1 п==0.
да" 1=о

і

дз
'И ^ ^ ^ ,с:-=22шла.+а.м+ам*.+-..+а.:*.-›=<г.›1:*н=0.

дл*
ҐЩО

Система (5.9) может быть представлена в виде
^ ^/-І '_ М-І ^ м-І у-:
до

'=0 І==О 1:0 і_0
ІЧ-І

їв

і=0

^ ~"'І _ ^ М-І ~._|

002 шіїії* 012 шдїЁ-Ъа, 2 шҐд-Ъ...
1==0 і=0 [-0

П-І М-І
...+12 шдїН =2 шдцідд, (510)

[Ёп і==0

^ ~Ґ“' ^ “Ч м-з0.2; щщ+ а, 2 шдў* + д, 2 шдї+2+
[но іщо Ёпао

А ^'~\ _, Ач-і
...+ адЕ Шдії*

їх шип (Ідкёі.
І_° _ЁС0
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Введем векторы

і=|1&.<2.--д.н': Н='1п<г.›п<1,›-~п<г _дн' (5-11)
и матрицы

| я 1,, Р. . 1*.,

т__
к 1, н, . . 1*, _

ї 'мы ддт-т - - ~ 'дм-т
ш, 0 . . 0

' О т . . . Ош: ' . (5.12)

С учетом_этнх обозначений система нормальных уравне-
ний (5.І0) может быть записана в виде

в7\=в, (зла)
ГДЕ

в=тччт; в=тчун. (514)
Тогда

Х=в-'г›. (зла)
Многочлеи (5.6) с коэффициентами, полученными из

рецтеигтя системы (513), обладает минимальным квадра-
тическим отклонением Ѕшт и обеспечивает наилучшее
приближение в среднем к нскомой функции.

Точность оценивания коэффициентов сглаживающего
полинома А характеризуется корреляциониой матрицей
Кд, определяемой зависимостью (227), которая в обо-
зиачениях данной задачи имеет вид

к^=а3 (ттштун (ме)
А

дисперсия сглаженного значения 20%) исследуемого
процесса может быть рассчитана по формуле

а* (2
(:)|=Ш(Й:, (5.17)

где Р=ІІІ И*
Иэложенныії метод получения мпогочлсна наилучшие-

го приближения имеет ряд существенных недостатков:
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-- для отыскания коэффициентов этого миогочлеиа
приходится решать систему из Іг-Н алгебраических
уравнений, что при больших Іг сопряжено с громоздкой
вычислительной работой;
- сравнительно сложный алгоритм расчета корре-

ляционной матрицы оценок коэффициентов д, (г=0.
1,
а*[2(і)] сглаженного значения исследуемого процесса;
- если при выбранном значении степени многочле-

на Іг оказалось, что точность оценивания искомой функ-
ции полученным многочленом недостаточна, то. увеличив
степень многочлена, необходимо заново повторить все
вычисления.

Отмеченные недостатки ограничивают практическое
применение алгебраических многочленов для сглажива-
ния результатов дискретных измерений.

5.3. Сглаживание дискретных измерений линейной
комбинацией ортогональных полиномов

Решение задачи сглаживания результатов дискретных
измерений существенно упрощается, если для аппрокси-
мации измеренных значений МЦ), і=0, І;
следуемого процесса г(і) использовать линейную комби-
нацию ортогональных полиномов Чебышева 11100).
ф,(і),

Іг

=<г›=2д,<›,<о. М»
1:0

Ортогональные полиномы Чебьпцева определяются вы-ражениями

90
М-І

, 1 =:_і ,а О д, 21,
ЛІ-І

2 гііўі

*Р- т= *' ~
2 7,1 (ІІ) “ю
(30 -

ті



М-І

2 “т (И)
т.(1)=Ґ'т-%-_Ф,(ї)-

2 «мы
і=0

.\'--І

29 Ізіїт (Ґі) А--І

_%Т_±а,н)_
2 9:1 (ІІ) І=0

г=о
Общий вид полииомов Чебышева

“__

2 Ґпії/п-т (Іі)

2 »мы «д
і=0

Х-І

2 гтттт (т ,ш
г.. І '*
 фш-2

2 'Ргт-г (її) 1:0
і=0

Ортогоиальные полиномы Чебышева при тЭЫ уд0В-
летворяют условиям

М-І

2 ?.п(Й)<Р1“і)=О› (521)
1:0

благодаря чему очень удобны как для техники вычисле-
ний, так н для статистического анализа при использова-
нии их для сглаживания дискретных измерений.

Получим расчетные зависимости для определения
методом наименьших квадратов оценок коэффициентов
СО, 0,,
проксимации результатов равноточиьпх измерений (о2;=
=о2, і=0. І,
ратов отклонеиий значений полииома (518) от измерен-
ных значений ЩІ) в точках Ід, І..

ЅЁЁЪЁ дл, (т Милла. <г›.22›
1:10 1:0

ІЮ



Найдем частные производные от Ѕ по всем параметрам
С", Ё,
для определения искомых коэффициентов Ё, Ё,,.... Ё,
систему Е+І линейных алгебраических уравнений

Н-І

Ё* 2
_ }1(Іі)]?.аг)=0~

(5-23)
М-Ідв __ ^ ^ ^

5-2
- д (ҐдІ Ф. (їд =0-

І › - . › . . . . - . - ц . . . . . - . . . - . . е -
М-І

Ё-Ы
_* д 01)] 'Рь (і1)=0-

ЭТУ СНСТЄМУ УРЗВНЄНИЙ ІІЄРЄПШПЄМ В ВИДЕ

^ М-І
^

~_|

со
20

(РО (ІІ) 90
= к-о

-1 _

+дкё 'Ри “д 9. (31) =Ё 'д (їх) 9. (ддг
І=0 к=о

М-І н-п&2июит+&2ишиш+ш+
І=0 1,9

М-І ~_|

+6 2. т. «д т. <1.›'=2 п «д». (т.
1-01:0

а-ьа . а . ~ л ь - . . . , . . . , _ , . І.

Н И (524)
д-Е Мд<п<1д+д. .ч›.<г.и›.<г.›+...+

_ 1-0
МЧ

1-0
п-І

+62 т. «д т. «д=2 и «д т. ад.
ІпО 4-9

П!



Так как полиномы Чебышева удовлетворяют услови~
ям ортогональностн (521), то система нормальных урав-
нений (524) распадается на Іє-Н независимое уравне-
ние ,

.\'- ІК-І .

д. 2 к., «д = 2110» е. (т,
і=0 і=0

дп Ёг?11 (Ґі)
0і=0 і:

(525)

х-л м-л
д.ё) <гёг<1д=ё0 п (п) «и (м).

Отсюда получаем, Что оценки искомых коэффициентов
С, могут быть рассчитаны по формулам

М-І

2, п и.) э. и»
і=0

ЁҐї ї, Гїо, І,...,Ё.~_

2 92! а І)
і=0

При аппроксимации измеренных дискретных значе-
ний исследуемого процесса с помощью ортогональных
полиномов Чебышева не исключается возможность по-
следующего перехода к алгебраическим полиномам.
Иногда такой переход целесообразно сделать для на-
глядности и удобства практического использования. Как
это можно сделать, рассмотрим на примере многочлена
второй степени.

Запишем выражения для сглаживающей функции
в виде алгебраяческого полинома

› 2 (г) =Ъ. +3; +24* (521)
и в виде линейной комбинации полиномов Чебышева

2<г›=д.+д.«›. выдала» (528)
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В зависимость (528) подставим Выражения дл” “°""н°'
мов Чебышева (5.19):

мы
'

2<:›=ё`.+ё. (1 - 1% ётў”
- ~_1

”

2 їіїт (11) , Аг-І к

Введем обозначения
т

._. 2 т. (ш
1›,=т;~2м.

“О Еїахиі)
і=0

н, подставив их в (529), получим

2(±)=б_+г, _д,ь,+ё,х=_ё,ьд+ё,ь,ь,. (вы)
Приравннвая (527) и (5.3І) и сравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях І, найдем:

го=ёо`_гхьт+гяьаья' зтїст'_баье'

Аналогично можно произвести пересчет коэффициен-
тов и для аппроксимнрующих полнномов более высокой
степени.

Сглаживание неравноточных измерений также можно
произвести используя ортогональные функции. Для это-
го функции должны быть ортогональны с весом тщі), где
ш(і) «положительная непрерывная на интервале изме-
рений [щ им] функция. Последовательность функций
фцї), г=0, 1, ..., Іе, ортогональиа на множестве точек
п, і=0, І, ..., АІ-І. с весом ш(ід), если при тэЬІ имеют
место равенства

ё; (11) фт (да) ф: (Й) = 0- (5-33)
І=0

а-ввэ "д,



Из ортогональности системы {1р,(іі)} с весами и›(іі)
следует обычная ортогональиость системы

{$,<г.››=о/Щф.адъ (то
'ҐЗК Как

М-РІ М-І

2 шєдфтидф, <гд=2 ё" <1,›$.<1,›=0 при тэы.
=0 і=0І

(5.35)

Отсюда следует, что если, например, принять єр,(~ід)=
=<р,(і;), где гр,(ід) -ортогональные полиномы Чебыше-
ва (520), то в качестве ортогональных с весом ш(ід)
многочленов можно использовать полиномы

фг (Й) =<Рг “дл/ш 01)- (5-36)

Итак, пусть на множестве точек і; (і=0, 1, ..., АІ-І)
заданы измерения І1(і;) и система функций фООі),
фд(~і;), ..., фдш), ортогональных с весом ш(іі) на этом
множестве. Составим многочлен

2<о=Ё Эмма в (то
г=0

и подберем коэффициенты д., 5,,
некие

Н-І

Ѕ=2 ш<1.›1/›<1.›-2<п›1' (его
1=0

было минимальным при фиксированном Іє.
Зависимость (5.38) можно переписать в виде

ЬЁЪГш" «м ад -Ё д. 1/7 «д ч», <и›]'. (ме)
ІяпО ппО

ІН



Из условия минимума величины Ѕ
для определениякоэффициентов д, имеем систему из іг-і- ураВНЄНН

М-І
дЅ __

~Ёд.ъ/Щ›ф,<п›]1-г'«тчч<т>1=°~ і=°- '›--- -'*-
г:0

(ЗАО)

После очевидных преобразований система (БАО) прини-
мает вид

4_- _] _
Ёд/'Ё іщїдхд,(їдфд(Ґ;)=Ё0Ш(їдд(ї:)фі“д- (541)
г=0 і=О і=

В силу ортогоиальиости с весом ш(іі) системы (фдід).
г=0, І,
(541), за исключением і-го. обращаются в нуль. Следо-
вательно,

д; ЁІШ (їгуфаіаі =ЁІШ (Іддагийаі) (5-42)
І=0 І==0

и
^ мы у-п ~

Ч;=2, Ш (їг)д(їдф,~(і,›
1=0 і=0

]=0. І, ..., Іг.
Из соотношений (5.37) и (БАЗ) видно. что использо~

вание ортогональных полиномов для сглаживания
дискретных результатов измерений весьма удобно: коэф-
фициенты аппроксимирующего полинома д, выражают-
ся непосредственно через результаты измерений НШ) и
ортогональные с весом полииомы фдіі). Кроме того;
если при выбранном значении степени многочлена І: ока-
залось. что точность приближения функции полученным
многочленом неудовлетворнтельиа. то, увеличив степень
многочлеиа до МН. необходимо лишь рассчитать зна-
чения функции фдщИд) и дополнительного коэффициен-

та ЧН-г

8* на



Далее, удобные выражения получаются для корреля~
цнонной матрицы К^ оценок д.,

О
аппроксимируъощего потшоьаа (5.37). Матрица коэффи-
циентов при неизвестных в системе нормальных уравне-
ний (БАІ)

Вь-АЧУА. (5.44)
где Ш-матрша весов (5.І2); ^

фо ис) ф: из) - - ~ ФК (го)

фо (31) $101) - - - ф/є “ті
- . - . - ь . . . › - ~ е ~ а ц ь о

ф.

в сшту ортогональности с весом ш(і,) полиномов ф,(і,),
г=0.1, ..., Іг, превращается в диагональнуъо матрицу

Хё!

А = (зла)

2 =«›<п›+=.<и› 0 . . - 0
І=0

І Н-І

В__ 0 2'«~<м›ф*.<и› . . . 0_
І=о

. . . . . . . . . . . . . . . ..~;І.._....
И 0 . . . 2 шидфыид

1:0

(546)
Отсюда согласно (227) имеем

к^=
О

І
2*- 0 . . . О

Е шидчелгд
І=0 ' І

0 ;г_:г----* . . . О

=°'- 2 шимчид
и-О

0 0 , ^.__|
І

2 матчи.)
[на

(эт)
НБ



Полезно отметить то обстоятельство, что вычисление
ортогональных полнномов с последующим обращением
диагональной матрицы приводит к меньшим ошибкам
округления, чем при использовании алгебраических по-
линомов (5.6), хотя обе процедуры алгебраически эквн~
валентны.

Таким образом, оценки д, коэффициентов полинома
(5.З7), определяемые по методу наименьших квадратов
при бМІдЄЮ. о20/ш(і;)), независнмы в совокупности и
характеризуются дисперснями

Н-І
о* гид/Е шадцгдд), г=о,1,..., ь. (зла)

^Г°' 1=о

На основе выражений (537), (547) можно записать
зависимости для определения оценок сглаженных зна-
чений измерений, пронзводных от них по времени и
дисперсии этих оценок для некоторого момента време-
ни іп, принадлежащего пнтервалу измерений:

2011): Ё дгфг «д»
г=0

Ё

ЭЁМ,

г=0

Іє

°*1ї<1,.›1= 2 е? у. (м.
г=0

І:
* ^(т›; __: 1 дтФудд) *ч: ы]

т=1,...,Ё.

Использование формул (549), (550) позволяет нетолько рассчитать производные для момента времени 1,.
и оценить их точность, но »и выбрать начало отсчета вре-
МЄНН так. чтобы дисперсии оценок производных ітіип),
т=1. 2,

Ванизтєанвгпргізмер,
если задаться Іг=2, то при использо-

ных чеР
НО ЧНЫХ (ш(і<)=ш=1) измерений, выполнен-

рез равные промежутки времени, для момента
НТ



времени і,,=0, соответствующего середине интервала на-
блюдения. имеем

^ м-г
^ ^ с: а
2(0)'="-С._

і=о
9 А ^ м-І М-Іг<<››=С.~С,2 ггткид/ 2, чат). <Б.г›1›

і=0 і=0

Ё(0)=2б,,
^ 1 к-л ,

о |г(о)1=а 604. 7231,) от,
(552)

к-п г
^ 2 11191 (11)

с*
[2(0)]=а'ъІ-[-

їЁї-і ом,

2 н. (т
, !=0

а* [г (0)]=4о2^.
св

Из анализа зависимостей (5.50) и (552) следует, что
при равноточных измерениях точность определения сгла-
женною значения измеренного процесса 2(0) и произ-
водных 2<т?(0) повышается при выборе начала отсчета
времени в середине интервала наблюдения по сравне-
нию с произвольным расположением начала отсчета
времени.

5.4. Особенности сглаживания дискретных
коррелированньях измерений

Рассмотренная в предыдущем параграфе методика
аппроксимации результатов дискретных измерений ис-
следуемого процесса может быть распростраиена на
случай. когда ошибки измерений представляют собой
коррелироваиные случайные величины. При этом, обра-
батывая измерения методом наименьших квадратов, 'по-
лучаем следующее выражение для вектора оценок коэф-
НЗ



фициентов Со, 01.
(518):

Ас=в-'п,
_

(553)
ГДЄ

в:А*к;'А, (5-54)
р=А*к;'н, (5-55)
її. д (д)

^ г, н (ы _
С ї ' ' ї ' '

6,, д (Чья)
т, а.) т. и.) . . . п (д)

А ї Ъ (Й) . 91 (11) ~ - - 'д 01)
, _ _ . , . . , . . . ь › с а п ц о с

Иди-я) Ради-д - - ~ Иди-д

Кн-корреляционная матрица ОШНбОК ИЗМЄРЄННЙ;
м-ім-н - М-І Н-І
2 2к$7'>9,(:д9,(1,) . . . 2 2 К$ў"т.(1д1ь(1г)
г=о ;=о г=о 1-0
М-ІМ-І ІФІ-ІМ-І

в: 2 2 К$7"т.<гдт.(гд - - -2 2 К$ї"т- 0021411) _
І=0 ]=0 Ё=0 [-0

“дм . . . . . . . . . ЪІЪА. .
2 2 1<$7'>т.<и›т.<и› . . - 2 2 Кіїчмгдмид
І=о у=о є=о 1..0

(556)

ДНСПЄРСИЯ СГЛЗЖЄННОГО ЗРЮЧЄНИЯ ИССЛЄДУЄМОГО ПРО-
ЦЄССЯ ОПРЄДЄЛЯЄТСЯ ЗЗВНСНМОСТЬЮ

ы [їщд =.- а (г) в-т (1), (вы)
где

а(г)=ііч›.(г› м» - -чпшН- (5-58)
При учете коррелированностн ошибок измерений

процедура сглаживания дискретных результатов измере-
ний оказывается значительно сложнее, чем при незави-
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симых ошибках измерений, что обусловлено в первую
очередь необходимостью обращения корреляционной ма-
трицы ошибок измерений Ка. Это приводит к тому, что
при аппроксимации результатов коррелированных изме-
реиий часто пренебрегают влиянием коррелироваиности
ошибок хтзмеренътй и получают заведомо неоптимальные
оценки.

Рассмотрим, насколько снижается точность результа-
тов сглаживания, когда не принимают во внимание
имеющую место коррелированность ошибок измерений,
и как следует учитывать коррелированность ошибок
измерений, чтобы получать удовлетворительные резуль-
таты наиболее простым способом. Для простоты анали-
за примем, что ошибки измерений представляют собой
стационарный случайный процесс с нулевым математиі
ческим ожиданием и автокорреляцнонной функцией вида

_.,1<,,(1)=а=е-“ "1, . (5:59)

где (тд-дисперсия ошибок измерений; а-постоянный
параметр.

В этом случае матрица кг, обратная корреляционной
матрице ошибок измерений, представляет собой трех-
диагонахтьную матрицу

1-4 о о ...о о о
-ы1+а= -л о ...о о

гцмдм о -и 1+а= -а;...о о о
кіно-тн)

о о о...-«1х+а=-а
о о о о.. 0-41

(мо)
где с1=е'°'“; Аі=і,+,-і,, і==0,1,..., АІ- 2.

Кроме того, примем, что сглаживание результатов
измерений производится с использованием ортонормиро-
ванных функций 1,04), г=0, І, ..., Іг, удовлетворяющих
условиям

”"' «к І при т=І1 І 1. і = ' 5.61ё мы ,ы {0 притэы, < ›
1-20



а исследуемый процесс г(і) на интервале измерений
По, ды] представляет собой полином степени іс:

г ш=Ё 5,141). (2162)
Гзо

Аппроксимируем измерения МЦ). і=0, І,
на интервале іо<ііёїьы многочленом

їщ=Ё 3114:). (553)
3:0

коэффициенты которого Ё: найдем по методу наименьших
квадратов. Используемые при этом зависимости (5.5З)
в обозначениях данной задачи имеют вид

ії=в-ч>, (5154)
ГДЄ

в=А*к;'А, (зов)
в =А*к;'н, (ме)

Б=1|Е ё. - - - М. (шт
Н=ІІН(#.› Мг.) - - - /=(1~_.>І'.

| ми.) ма.)
^=' .^Ґ(Ґ'Ё . . .^ї(Ё”. .

дчим-м) Нины) - -- МЩ/д)
Элементы матрицы В могут быть рассчитаны по фор-

мул ам

Н-І

ьт! їьітї-дёїіїў
1-0

ІУ-З
__ (і 2 МИР! (ІІ-Н) 11-1 (ІІ) + 101-1 (ІІ) 11-1 (гі-НЛЧ”

і-О
ІЧ-Ё

+а'21т-:“1)11_,(Ґд}~ т. 1==1, 2,..., Ё+1. (559)
ОІ
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Корреляционная матрица оценок коэффициентовЁ
определяется зависимостью

к^==в-Ы (зло)
3

Как следует из (5.70), (5.69), при некоррелированных
опшбках измерений (гі=0) все оценки ,Ёп г=О, І,
независимы и характеризуются дисперсией а'(Ё,)=о'.
При коррелнрованных ошибках измерений дисперсии
коэффициентов Ё, зависят от порядка г ортонормиро-
ванного полинома, степени аппроксимирующего много-
члена Іг н количества используемых измерений М. Для
дисперсий первых трех коэффициентов справедливы
формулы:

а'€0-.:Ё-:Ь'Ёїа'
при Іг=0 и Іг=1;

1-(1-7,~)а

с: = 1-19 а:

при Іг=1 и Іг=2;

_
(1+д){|-2(х-%)а+

+[,_,0±^1:іЩіЬ_] д* а^/(”+1)(^/+2)
_ш~шш-от-от “

^/(~+1)(^'+2)
при Ь=2;

2(п-ач 1- 1--~ а
“а = 4 [ (ш _-^;))(~]- 4)52 І-3(І--^Т)сІ+З кі'-

*__ (м-2)(~-з)(~-4) р
°" (5.7І)

~тїтїПГ“'
Математическое ожидание суммы квадратов откло-

нений сглаженных значений исследуемого процесса от
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соответствующих истинных значений найдем на основе
использования зависимостей (5.6І)--(5.63). Разделив
полученное выражение на количество измерений М, опре-
делим дисперсию сглаженных значений в среднем по
всем точкам, в которых получены измерения:

д= =і ** . 5.72о
А/ьоїг

( )
Еїь

г=О

ЕСЛИ ЯППРОКСИМИРОВЗТЬ ИЗМЄрЄНИЯ МНОГОЧЛЄІІОМ

А
г(:)=2 5,1, (т), (513)

г-О

коэффициенты которого р, найти по методу наименьших
квадратов без учета коррелированности ошибок изме-
рений, то дисперсия сглаженных значений в среднем по
всем точкам определится выражением

я
огїьў/іївцгї”

(514)
Г=0

ГДЕ

«ц г["+а~і<'<1~а^'› =
9.0 і~<1 щн-ат `

д [мы вмт-ащ т-
її \=\1-«і_ М (п-аг 'їїцт- 1) (1 -аух

×І2~<~+ 1›<1“-'+<~- 1›<1^'*'1 }
. __І1+а 1о.1(\-а^`›
д, -\т_г"щпт.т+

+~тм .,{Ё$д,~<;т12<~* - «о - 4<~* + 2ш+
+2(~'~4›«1'+~(~+1›(1~/+2)а“~'_-
~-2(^'+1>(~'-4)«і*"-2<~'- 4)<1“*'+

+2(^/-1)(~'-4)<1"“ ~Мш #1)(М»2›а”*°| ¦ы.

О

(эт/з)
І23



Из выражений (5.71) и (575) следует, что с увели-
чением количества используемых измерении (АІ-+оо)
дисперсии оценок коэффициентов аппроксимнрующего
полинома как оптимальных (Ё), так и неоптимальных
ф.) стремятся к одному пределу:

0*, -›о2 ~›]+ао2.Ё, Ё, 1-д
Таблица 5.1

А,

Ц Ё
5 10 20 І 40 Ю

О 1,842 2,050 2,188 2,2581,808 2,111 2,222 2,218
1,511 1,885 2,051 2,180°›4 ' 1,555 1,088 2,100 2,222 2'333

0 1,294 1,885 1,044 2,1211 1,809 1,120 2,021 2,181
О 8,401 5,000 0,429 1,500Ьз,021 5,420 1,028 8,000

2,100 8,315 4,808 8,811°'8 ' 2,190 3,112 5,540 1,015 9›°°°
2 1,552 2,558 4,111 5,8881,580 2,935 4,330 0,283

Таблица 5.1 характеризует дисперсии сглаженных значе-
ний при оптимальной и неоптимальной процедурах
аппроксимирования измерений. Значения дисперсий даны
в единицах соответствующих дисперсий при независимых
ошибках измерений (сі==0), когда формулы (572) и
(574) оказываются равными:

02
=0*,__~±=(Іе-|-І)о'/І\/ при 4:0.

21

Для каждого значения 41, Іг, А! в таблице приведены зна-
чения отношений

1 °І^ (ве хнее исло Ё5~ °і~ ( иж-д __: г, д р ч ) и _.. ,_ ,, н
(йі-І/Ще* (іг+1/1\/)с'

нее число).
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В последнем столбце помещены предельные значе-
ния этих отношений (при М--›эо), которые нс зависят
от порядка аппроксимирующего полинома Іе.

Из анализа табл. 5.1 можно сделать следующие вы-
воды. Чем больше величина (і, тем медленнее сходятся
дисперсии сглажеиных значений измерений к своим пре-
делам. При фиксированных значениях с! и Іг величины Ё*
и о* растут с увеличением количества используемых
измерений М, стремясь к единому предельному значе-

Таблица 5.2

ду
а л в І то І 20 | ю

о ~ 1,4 1,2 0,8 0,4
0,4 1 1,4 1,5 1,3 0,8

2 0,6 1,6 2,1 1,1

0 2,3 4,2 5,3 3,3
0,8 1 2,1 4,9 «из 5,4

2 0,3 5.1 4,2 5,4

нию. Величины б* и 6* уменьшаются с увеличением сте-
пени аппроксимирующего полинома Іе при постоянстве
остальных параметров. дисперсии сглаженных значений
при коррелированных ошибках измерений всегда пре-
ВОСХОДЯТ соответствующие дисперсии при некоррелиро-
ванных ошибках изме ений, но не более, чем в пре-
дельное число раз (ІісЦ/(І-сіу И наконец. отметим
момент, наиболее существенный с точки зрения практн~
ческого применения полученных результатов. Как и сле-
довало ожидать, погрешности сглаженных значений
измерений при неоптимальной процедуре сглаживания
выше. чем при оптимальной. Величина б* всегда пре~
ВОСХОДИТ соответствующую величину од. Однако этоПревышение практически невелико.

В табл. 5.2 представлены значения А-относнтельно-Ю уведшчент* СРЄДНЄГО Квгдратического отклонения
їглаженных

значений, обусловленного неоптнмаль-
*ШТЫО ПРОЦЄДурЫ сглаживания:

їЫ 1000:?
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Из таол. 5.2 следует, что для рассматриваемого при-мера уївеличение погрешностей аппроксимированныхзначении измерений за счет неоптимальности процедурысглаживания иесущественно и практического значенияне имеет. Это позволяет сделать важный для практикиобработки радиотехнических траекторных измерений,
корреляцнонная функция ошибок измерений которыхописывается зависимостью (5.59), вывод о том, чтов случае коррелированных ошибок измерений аппро-ксимацню результатов измерений можно выполнять про-стейшей процедурой метода наименьших квадратов, неучитывающей коррелированность ошибок измерений,без существенного снижения точности получаемых ре-зультатов.

При оценке точности сглаженных значений исследуе-
мого процесса коррелированность ошибок измерений
обязательно должна учитываться, ибо в противном слу-
чае дисперсии получаемых результатов окажутся неоп-
равданно заниженными. При этом полезно иметь в виду,
что поскольку дисперсии аппроксимированных значений
несушественно различаются при иеоптимальном и опти-
мальном сглаживания измерений, то для оценки точно-
сти результатов сглаживания по методу наименьших
квадратов можно использовать зависимости (571),
(512), требующие меньшего объема вычислений, чем
соответствующие формулы (574), (5.75) неоптимальной
процедуры сглаживания.

Отметим. что приведенные выше выводы о практиче-
ской целесообразности неучета коррелированности оши:бок измерений при сглаживания результатов измерении
по методу наименьших квадратов получены в предполо-
жении, что автокорреляциониая функция ошибок изме-
рений описывается выражением вида (5.59). ОдцаК0.
как следует из общих соображений, эти выводьыможнораспространить также на случаи статистическои обра-
ботки измерений. ошибки которых характеризуются дРУ'
гимн видами автокорреляционных функции, 'то крайней
мере таких. функции автокорреляции которых монотонно
убивают, оставаясь всюду положительными.

Рассмотренная задача решена в предположений, что
исследуемый процесс представляет собой на интеРВЩе
сглаживания І0$ІЅІ~4 полином Іг-й степени. В ден-ствнтельностн же зависимость измеряемых радттгтін*
тюскдми траскторнымтт средствами функций параметров
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движения летательного аппарата от времени более
сложная и лишь с некоторым приближением может
быть принята в виде полиномиальной. Это приводит
к необходимости проведения специальных исследований
для выбора порядка аппроксимирующего полинома при
фиксированном интервале сглаживания измерений или
установления интервала сглаживания при фиксирован-
ном порядке полинома. Методика выбора порядка сгла-
живающею полинома излагается в следующем пара-
графе.

5.5. Выбор степени полинома. сглаживающего
измерения

5.5.1. Ошибки сглаживания результатов
дискретных измерений

Определение порядка полинома для аппроксимации
дискретных измерений исследуемого процесса является
основным принципиальным моментом методики сглажи-
вания измерений.

Примем, что измеряемый процесс г(2) представляет
собой полином Іа-го порядка

ь
го) = 2 Си, (о. (ддт

г==0

а ошибки дискретных измерений 6110,), і=0, І, _. _. М-і.
являются независимыми нормально распределенными
случайными величинами. характеризуемыми нулевыми
математическими ожиданиями и дисперсией оді=дї

При фиксироваином порядке полинома (518) чем
больше интервал сглаживания То (а следовательно. и
количество измерений Н), тем в большей степени можно
уменьшить влияние случайных ошибок измерений. По-
этому для повышения точъпостнопределеъкия результатов

Ёглаживаиия
было бы желательно увеличивать интер~

ад а. Но при этом нужно иметь в виду. что с ростом
интервала сглаживания То при фиксированном значении
П0РЯдка п полииома (518) увеличивается методическая

їзііибка
аппроксимации. Если же увеличивать порядок

проксимируютцсго полинома. то методическая ошибка
В результатах сглаживания уменьшится. а случайная
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ошибка возрастет. Поэтому окончательному назначению
порядка п аппроксимирующего полпнома и интервала
сглаживания Тд должен предшествовать тщательный
анализ зависимости (518) с тем, чтобы при проведении
операции сглаживания обеспечивался минимум суммы
методической и случайной ошибок.

Аппрокснмируем совокупность измерений Щід), і==0,
І,

дщ=Ё@%ш шт
г==0

При этом из (5.4) и (526) имеем

д=ц+щ шт
Где

^ ~~| М-Іс, = 2, п ад т, он) / 2 «гг (т.
Ґ=0 ' ІІ=0

М-І М-І

Ргї 2
І==0131]

ТОГДЗ ОТКЛОНЄНИЄ ИЗМЄРЄННОГО ЗНЗЧЄНИЯ ИССЛЄДУЄМО-
ГО ПРОЦЄССЗ ОТ ЗППРОКСИМИРОВЗННОГО ЗНЗЧЄНИЯ ОПРЄДЄ-
ЛЯЄТСЯ ЗЗВИСНМОСТЬЮ

Іе п

илгдыид-2п<гд=гп<гд+ 2 Смгд-Е Рмон).
Г=гП+| ГБО

(519)
Возводя (519) в квадрат и суммируя по всем точкам,

получаем
У-І А/-І й

Ё аіп
І=О І=0 п=п+І

п Ь п

п-О г-п-ў-І гяО

+[ Ё Є,Ч›,<І.›]І+[Ё Р,«›.<1.›Т}. <г›.80›
11110г-ІЦ-І
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Проанализируем полученное выражение (5.8О). Так как

М-І М-І

2 г*~<м›э,<м›-=Р, 2 М». «=0. 1.
І===0 1-0

ТО

Л/-ї І: д

2
І==0 г=п+І гига-Н
Н-І й М-І

Х2

І==0 г=п+І і=0

ЛІ-І п
у

п М-І

2
і-«О гя=0 п=0 І=0

п ІЧ-І
=2Рї2фщу дю)

г-О 1:10

Далее,

ЛІ-І д п

2 2 Сгфг
іво :=п+\ г-о

ПА М-= 2 0,2 Р; 21 ч», (п) т, (1д=0. (эт)
Ґ=ІІ+І ,то 'во

так как г=;!=і.
Кроме того,
“Ч * і к к к-п
2 [ 2 сгфг ад] = 2 0,612 (Р, (Ґдфі (Ц):
“Чт """+1 . г-п+І/=и4-І ,до

ь м-л= 2 0*, 2 чМгд (из)
и

гид-Н І=0

~"' д і п п І\'-\

Ё; Ртдд]*йогоРҐР; 12 =:›,<г.м~,<1.›=
7- -0

д П-

=2Рї2#щт шт)
730 І во
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Подставляя (5.8І)-(5.86) в (5.80), находим
_: ь 1 'М-І А! М-

Е ааа
ІяпО] і-О І=т+І івО

п Н-І Іе д-і
__

2 Ргг 2 (Ріг (іі)+ 2 сїг 2 9201»
г==0 ІпО г=л+І і==0

Обозвачим
Н-І

шзпї 2 ани ([І)_:'У2п+ Ад»
1:10

М-І п Ч~І

к=,= 2 канал* » 2 Ра 2 «мы» (ваз)
І-пО г=0 і==0

й .'\'-І іг ~-\

А,,=2 2 с,Р, 2 ф, (д) + 2 с=, 2 910,). (539)
г=п+1 1:0 г=п+І і=0

Величина 111,, представляет собой сумму квадратов
отклонений измерений от их сглаженных значений для
случая, когда А,,=0, т. е. степень аппроксимирующего
полннома не менее действительной степени измеряемой
функции (пЗ/г). Она имеет распределение 0294” с М~п-І
степенями свободы и характеризуется математическим
ожиданием

М [У*,,]=(1\/ - п- І)<›* (590)
и дисперсией

В[У”,,]=2(М~п-- 1)с'. (5.9І)
Случайная величина А, распределена нормально с мо-

ментами
ь ду-х у-п м_1М|Ап1=ип= 2 си 2 <Ра<о= 2 ст 2 то.

г==л+І 1-0 г-п-Н І-Ю
(5.92)

поскольку Сд+І=Сд+2=
ІЭ[А,.]=4а,.о2. (5.93)

Суммарная случайная величина 072,, имеет так на-
зываемое нецентральное 0212 распределение [З0. 32]
с моментами

М ВУЗ] =(”- д- 1) °ї+ а".а (5.94)
В [шип-д 2 (М - Ц - Но* -|›-_4а,,с',
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Величина ап называется параметром нецецтрально-
сти. Для рассматриваемого случая а.. определяет ту
часть спектра исследуемого процесса, которая прихо-
дится на степени, превышающие степень аппроксими-
рующего многочлена.

Найдем отклонение сглаживающей кривой от истин-
ной функции в точке д:

11 Ё

гл
г=О Н!!!

Возводя (595) в квадрат и суммируя по всем М точ-
кам, получаем

Ѕіп $151
І-»О гы! г-О г-з-н-І

' д І п тЧ-І+[ 2 снеид] }=%Р=, жми +
гад-Ы Г і=0

І: М-І п ,Ч-І

+ 2 ст 2тї<гд=2 Р: 2 шина". (то
гшп+і І==0 11:10 'н-О

Величина 32,.. характеризующая качество сглажива-
ния, является случайной, поскольку она представляет
собой сумму случайной (первое слагаемое) и иеслучай-
иой (второе слагаемое) величин. При увеличении степе-
ни аппроксимирующего многочлена первое из слагаемых
возрастает, а второе убывает (точнее, не возрастает, ибо
при г>Іг С,=0). Поэтому для каждого конкретного
случая, когда определен спектр исследуемого процесса
2(і) и спектр мощности реализации помехи (совокуп~
ность значений Р,). найдется по крайней мере одно зна-
чение пот, при котором величина 32,. минимальиа. Это
значение под, и определит наилучшую степень аппроксн~
мирующего полинома.

Из (5.96) следует, что значение пош- не может прево-
сходить истинную степень Іг функции г(д). Действитель-
но. при п>іг слагаемое а" равно нулю и 5*" становится
иеубывающей функцией п.

Случайная величина 32,. имеет распределение ду*
с п+І степенью свободы и моментами

Аіпїм [ул] 201 + Це+ат

0[$'я1т=2(д+ ')°`- (537)
13190



Практическое использование выражения (596) для
определения степени сглажнвающего полинома невоз-
можно из-за незнания величин Р, и а". Поэтому возни-
кает задача об установлении критериев выбора степени
сглаживающего полинома, основанных на использовании
априорных данных и результатов измерений.

5.5.2. Критерии выбора степени сглаживающего
полинома при известной дисперсии ошибок измерений

Пусть имеется последовательность измерений МЦ),
і=0, І,
мом (576) степени Іе. Относительно степени полинома
г(і) известно лишь, что Іг<1\/-І. Ошибки измерений
бЩід-жезависихиые нормально распределенные слу-
чайные величины, характеризуемые нулевым математи-
ческим ожиданием и дисперсией 02. Требуется выбрать
степень сглаживающего полинома так, чтобы на интерва-
ле измерений обеспечивались наилучшие оценки 2(і)
исследуемого процесса 20). Смысл понятия «т-таилучшие
оценки» уточняется ниже.

Возможны два подхода к выбору степени сглажи-
ваюшего полинома. Первый из них ставит задачей
найти такую степень аппроксимирующего миогочлена,
при которой ожидается минимальная дисперсия сгла-
женных значений. Поскольку эта дисперсия является
мерой качества аппроксимации, такой подход можно
назвать прямым решением задачи сглаживания.

Используя зависимости (594) и (597), записываем
следующее выражение для дисперсии М., совокупности
сглаженных значений:

А',,=М [та] - [Н -.2 (п +:І)] о". (5.98)

Сумма квадратов отклонений измерений от сглажегт-
ных значений (5.87) при п=Іг представляет собой ие-
смещенную оценку математического ожидания величи-
ны т". Поэтому случайная величина

Е*,,=\г/*,,_|~_-2<п+ ща (5-99)
является иесмсщенной оценкой дисперсии АЦ. Степень
гітт, при которой опсика (599) минимальна. можно
считать наилучшей для сглаживания. поскольку
М[й,,,,,,]=гї,0п,, где тот-степень аппроксимирующг-
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го полинома, при которой обеспечивается минимум
дисперсии сглаженных значений.

Критерий, лежащий в основе рассмотренного реше-
ния, условимся называть первым критерием сглажива-
ния и обозначать щ.

Второй подход к выбору степени аппроксимирующе-
го полинома не ставит явно целью минимизациюднспер-
сии сглаженных значений, поэтому будем называть его
косвенным решением задачи сглаживания. Этот подход
реализуется в двух схемах решения в форме проверки
статистических гипотез о значимости коэффициентов
аппроксимирующего полинома.

Одна схема решения состоит в проверке относитель~
но совокупности коэффициентов сглаживаюшего поли-
нома гипотезы о равенстве нулю всех соответствующих
коэффициентов функции г(і). Так как принято, что г(і)
представляет собой полином степени Іг. то в соответст-
вии с (578) С.-=Р, для г=Іг+І, Іг+2, ..., М-І.

М-І Н-І

Случайная величина 2 С*, 2 920,) распределена
г==Ь+І І=0

в этом случае как одх* с ЛІ-Іе-І степенями свободы.
Отметим, что при этом нет необходимости вычислять все
коэффициенты 0,.. поскольку при аппроксимации изме-
рений полиномом степени М-І имеем

М-І М-І п Аг-І

2 <='~_.<1,›= 2 итд-г 2%, 2 мпммы ~
і~0 1=0 г-о є=0

М-І Н-І п ^ ,У-І

~2 2 г, 2 ››<г.›т›,<гі›+2 с: 2 шин
г-л+І мы) г-о 1-0

н-п ^ м-н м-т и ^ ч-т

+ 2 0*, 2 тнид= 2 ›='<1.›-~2 0*, 2 шл-
Г-'чл л-о мо: то п-о

М-І ,_ М-і~ 2 0*, 2 т',<т›=0.
Г_п+І 1:0

Отсюда
М-І М-І

2 д, 2 т',(1д=\1”',,. двлоо)
г-п-Н 1-0

ІЗЗ



Следовательно, проверка на значимость коэффици-
ентов аппроксимации выше п тождественна проверке
гипотезы о том, что статистика ті" имеет распределе-
ние 0212 с АІ-п-І степенями свободы. Такая операция
в [2] называется проверкой гипотезы о наличии парабо-
личесиой регрессии п-го порядка.

Выбор степени сглаживающего полинома по рассма-
триваемой схеме осуществляют следующим образом.
Аппроксимнруя измерения Іцід), і=0, І, ..., 1\/-І, мно-
гочленами возрастающей степени л, вычисляют стати-
стику

.\'-І п М-І

ии= 2 ты -2 0*. 2 ета» <5-101›
у і=0 г=0 1-10

И ПрОВЄрЯЮТ КЗЖДЬІЙ раЗ ВЬШОЛНЄНИЄ НЄРЗВЄНСТВЗ

как «вирт/_ и_ 1 ;, (з. 102)
где хїрфУ-п-Ц-табличное значение распределения
у* с М-п-І степенями свободы при доверительной ве-
роятности р. В качестве подходящего сглаживающего
полинома принимают тот, при котором впервые выпол-
няется условие (5102). Такой критерий будем называть
вторым критерием сглаживания и обозначать (12. Полу-
ченную при этом степень сглажнвающего полинома обо-
значим щ.

Другая схема решения состоит в проверке относи-
тельно каждого в отдельности коэффициента аппрокси-
мирующего полинома С” г=0. 1, ..., М-І, гипотезы
о равенстве нулю соответствующего коэффициента Ст-
Если гипотеза верна, то случайная величина С2»=Р2г
имеет распределение аїх* с одной степенью свободы-
Проверяемый коэффициент считается значимым и вклю-
чается в аппроксимацию, если выполняется условие

А/-І

д12 «›*,<п››~'×*,.<1›. (5403)
1-0

где ×2,(1)-табличное значение распределения Х”
с одной степенью свободы при доверительной вероятно-
сти р. В противном случае проверяемый коэффициент
считается незначимым и не включается в аппроксими-
руюцшй многочлен. Последний критерий будем назы-
ВЗТЬ ТРОТЬНМ КрНТЄрНСМ СГЛЗЖНВЗННЯ И ОСЭОЗНЗЧЗТЬ 113
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Проанализируем введенные критерии сглаживания.
с тем чтобы найти по возможности наилучшее решение
задачи сглаживания. Имея дело со случайными величи-
нами, принципиально невозможно построить такое ста-
тистическое решение, которое давалобы наилучший ре-
зультат в каждом конкретном случае. Сами статистиче-
ские решения являются случайными, так что сравнивать
их можно лишь с помощью неслучайных параметров.
которыми они характеризуются. В рассматриваемом
случае в качестве параметра, характеризующего каче-
ство сглаживания. может быть принята дисперсия сгла-
женных значений Ад". Поэтому под оптимальным будем
понимать такое решение задачи сглаживания, которое
в среднем по множеству реализаций обеспечивает ми-
нимальное значение случайной величины зїп. В терми-
нах теории статистических решений величина 32,, назы-
вается потерей. а ее математическое ожидание АЁ. при
некотором статистическом решении-функцией риска
этого решения. Оптимальным является решение с мини-
мальной функцией риска.

Перечисленные решения задачи сглаживания по
существу состоят в том. что относительно каждого из
ортогональных полиномов так или иначе решается
вопрос о его включении или не включении в состав
аппроксимирующего многочлена. Первый и второй кри-
терии. устанавливающие подходящую степень аппрокси-
мирующего полинома. включают в сглаживание все те
полиномы, порядок которых не превосходит этой степе-
ни. Третий критерий индивидуально решает вопрос
о включении в сглаживание каждого ортогонального
полинома.

Из анализа дисперсионных характеристик различных
критериев следует, что они дают практически одинако-
вые результаты, если разложение функции 20) содер-
жит только большие коэффициенты

ІФІ-І І/2

С! ( 2 фаг
1-0 1

>5<=. г=о.1`1ч_1,

Однако для случаев. представляющих наибольший прак-
тический иитерес. когда изменчивость процесса 20) ие
очень велика по сравнению с ошибками тазмеренгтй. ре-
зультаты сглаживания по различным критериям могут
иметь значительные расхождения.
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Сравним достоинства и недостатки различных кри-
териев сглаживания. Критерий д, является наиболее
эффективным, когда в спектре исследуемого процесса
велика несуществениая часть (высокочастотная состав-

~_:
ляющая, в которой величины С', 2 <р',(іі) не превосхо-

і-Ёо

дят сд).
Недостатком критерия яляется его «смещенностьы

при используемых обычно больших значениях довери-
тельной вероятности критерий в среднем дает заиижен-
ную степень полинома, как бы «пересглаживает» изме-
рения.

Достоинство критерия д, в том, что он не имеет столь
явной єсмещенности», как дг. Однако проверка стати-
стических гипотез прн д, производится начиная с мини-
мального числа степеней свободы, в то время как при
дг-начиная с максимального их числа. Поэтому для
указанных выше случаев критерий д, менее эффективен.
Общим недостатком критериев д, и д, является то. что
они включают в аппроксимацию все ортогональные по-
линомы до степени, на которой сработал критерий.
Однако существенная часть спектра исследуемого про-
цесса г(і) может быть весьма иеравномерной и содер-
жать среди больших коэффициентов значительное коли-
чество малых. Включение последних в аппроксимацию
ведет к неоправдаиному увеличению дисперсии сглажен-
ных значений. От этого недостатка свободен критерий
дэ. Зато критерий дв мало эффективен на несуществен-
иой части спектра.

Критерий д, имеет перед остальными критериЯМИ
большое преимущество, которое являясь по существу
техническим, тем не менее чрезвычайно важно. Степени
аппроксимнрующих полиномов в практике статистиче-
ской обработки радиотехнических траекторных измере-
ний сравнительно невелики, в то время как количество
измерений Н может быть весьма большим. Если априор-
ные сведения о спектре исследуемого процесса отсут-
стиуют. то критерии д, и дз, п принципе. трсбУтт ПР”верки всех ортогональных полиномов до НЧ~П4`0 "°'
рядка включительно, поскольку они не содержат ника-
кой информации о степенях, превьннаютних проверяе-
мую. Вместе с тем известно. что применениеортогональ-
ных полиномов высоких порядков весьма нежелатеЛЫЮ-
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так как погрешности вычислений на ЭВМ быстро растут
с увеличением степени полинома. Статистика тп, на
использовании которой основан критерий (12, несет всебе
информацию о всей оставшейся части спектра исследуе-
мого процесса-от гы-Н до г=Л-1. При срабатыва-
нии критерия 112 мож-но получить оценки относительно
этой части спектра. Поэтому при аппроксимации по
критерию 112 практически не приходится вычислять поли-
номы очень высоких порядков.

На основе проведенного анализа может быть разра-
ботана методика решения задачи сглаживания измере-
ний процесса с неизвестными параметрами. Такое реше-
ние должно предусматривать использование комбинации
рассмотренных критериев, применяемых последователь-
но. Сначала выполняется сглаживаиие по критерию д,
при выбранной довернтельной вероятности р (получен-
ный результат может представлять самостоятельный
интерес, поскольку он характеризуется фиксированной
надежностью: с вероятностью р полученные вариации
исследуемого процесса не обусловлены случайными
ошибками измерений). Величина р должна быть доста~
точно большой с тем, чтобы можно было пренебречь ве-
роятностью а=І-р ошибки первого рода; когда отвер-
гается правильная гипотеза. Это означает, что практи-
чески критерий будет срабатывать при степени п, не
большей, чем степень Іг полинома г(1), т. е. измерения
МЦ), і=0, 1,
ваться» (а,.>0).

Если степень п находитсяза пределами существенной
части спектра исследуемого процесса г(!), т. е. вели-
чина а,, состоит из малых значений слагаемых С',×
м-г

к-о
не может быть улучшено путем повышения степени ап-
проксимации. Если же в сумме а, среди первых слагае-

АІ-І
мых имеются величины 0*, 2 920,), большие а', то д".

а-о
проксимация может быть улучшена за счет включения со-
ШВЄТСТВУЮЩИХ Ортогональиьж полииохчов в сглаживаиие.
ВЮІЮЧЄННЄ В ЗППРОКСНМЗЦНЮ КЗЖДОГО Г-ГО пртогонадь.ного полинома уменьшает дисиерсию сглажеътных значе-
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М-і
ний соответственно на величину 0*, 2 920,) и увели-

і=0

чивает эту дпсперсию примерно на величину с'. Поэтому
по величине ад можно определить, сколько дополнитель-
ных полиномов (после степени п) следует проверить для
возможного включения их в сглажнвание. Нетрудно
видеть, что это количество І равно целой части отноше-
ния аду/ай ибо как бы ни были распределены значения

Х-І

С*, 2 910,) в составе ад, при степени аппроксимации,
і=0 '

большей Іе-Н, дисперсия сглаженных значений только
возрастает.

Для определения оценки сверху величины а, в рабо-
те [31] рекомендуется использовать формулу

2д=°=Ё-у; (5104)
где р=М-п-І; ир- квантиль нормального стандартно-
го распределения, отвечающая уровню вероятности Р.
Зависимость (5104) справедлива при р>50.

Для оценки величины дп при числе степеней свободы
р<50 могут быть использованы следующие приближен-
ные зависимости:

при Р=О,9О 2,,=3о', если р.< 10;

д=[з+о,оз<р_то)1ь=, если ю<ь<б0з
при Р=О,95 12:58, если р<і0г

Ъ,=|з+о,оа(р-1о)1<г, если ю<р<50.
С увеличением доверительной вероятности Р значе-

ние І возрастает. Поэтому вероятность Р для критерия
д, нельзя брать чрезмерно близкой к единице-это при-

ведг;
к существенным потерям за счет больших значе-

ний .
Для проверки І дополнительных степеней самым под-

ходящим является критерий 41; ввиду его относительной
иесмещенности (по сравнению с 112) н эффективности на
существенной части спектра (по сравнению с сіз). ПРО*
верка по критерию д, начинается со степени п+1› СТЄ*
пеиь й, при которой в последний раз срабатывает ЭТОТ
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критерий (п<я<п+!), принимается в качестве наи-
лучшей.

Если существенная часть спектра исследуемого про-
цесса 2(д) (от тд до г=?і) содержит значительное ко-
личество малых коэффициентов. то решение задачи
сглаживания может быть улучшено за счет исключения
ортогональиых полиномов с малыми коэффициентами
путем применения критерия (13. Поэтому в качестве за-
ключительного этапа решения задачи сглаживания
целесообразно производить проверку по критерию 4,.
По этому критерию аппроксимации выполняется ло
максимальной степени й с проверкой на необходимость
включения в сглаживание слагаемых с коэффициентами
С, (г=0. І.

Таким образом. алгоритм решения задачи сглажива-
ния дискретных измерений исследуемого процесса при
известной дисперсии о* ошибок измерений строится сле~
дующим образом.

1. Проверка по критерию ф. Аппроксимируют изме-
рения Мід (і=І, 2.
стающей степени п (п=О, І, ...) и проверяют каждый
раз выполнение неравенства

т,,<о'Х',, (~-- п-І), (5105)
ГДЄ

-~1 и ,_ ІЧ-І

ш'п=: 2 н,
1:0Іп=0 І=0

×*,,(М-п-1) -выбираемое из таблицы Хїраспределе-
ния по уровню вероятности р значение распределения 1*
с М-п-І степенями свободы.

В качестве подходящего значения п, степени сгла-
живающего пол-инома принимается та степень. при кото-
рой впервые выполняется условне (5105).

2. Определение количества дополнительно проверяе-
мнх ортогональннх полиномов:
1:0. если ред 10:
І:

І: {иР І р/2}тцс.чая чпстъ ' если Р*
щ

50» (5-

где ц=і\/--пд-І-чнсло степеней свободы: и,.=\.282;
4=3. если доверительная вероятность Р=0.9О и
=1.545; є/=5, если Р==0,95.

ІІІЁТ.
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3. Проверка по критерию 11, начинается со степени
=п2+І н заканчивается при п±п2+І. Степень полино-

ма т, при которой в последний раз выполняется нера-
венство

Ё <Р1ид>2<~+1мт о-Юо
г=л,+І І=0

принимается в качестве наилучшей.
4. Проверка по критерию «із предусматривает про-

верку всех коэффициентов С,, г=0, 1,
ных в аппронснмацню, по критерию (5103):

м-т
д: 2 фгидеїигр<1ъ <5-108›

ІвО

Если условие (5108) выполняется, то слагаемое ,<р,(і)
включается в аппроксимирующий многочлен (5.77):

ІІ;

Эт=2 д», (о,
г=О

В ПРОТІІВНОМ СЛуЧ8Є-~НЄ ВКЛЮЧЗЄТСЯ.

5.5.3. Критерии выбора степени сглаживающего _,полинома при неизвестной дисперсии ошибок измерении

Решение вопроса о выборе степени сглаживающего
полииома при неизвестной дисперсии о* ошибок измере-
ний основывается на использовании статистики 121. [30]

М-2

2 клад-гимн[/›<м+1›-Т~д<м+,›л
р __'&_= '==°

0*"
ра"

~__| а

2 шт -їд или
Ь-О

(в. 109)
представляющей собой оценку коэффициента автокор-
реляции при единичном сдвиге для отклонений измерен-
иых величин от их сглаженных полиномом степени
п значений. Величина К” определяет взаимную корре-
лированность отклонений, взятых из одной совокупно-
сти. а хшснно коррелнрованность вссх пар соседних зна~
чсннй [/1(Ід)-2,,(і,)].
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В случае равноотстоящих измерений (І;+\=1і+АҐ:
Аьдсопы; і=0, 1,
деления случайной величины Кп имеют вид

+1 __(АІ-п-2)'(А'+п+І)МІКНІ э-їт: дідпі-
(5.І 10)

Если степень анпроксимирующего полинома і(і)
равна степени исследуемого полинома г(і), т. е. п=іг, то
а,,==0 и распределение статистики 12,. не зависит от вели-
чины 02. С увеличением числа степеней свободы р.=
=1\/-п-І распределение К, стремится к нормальному.
Строя для статистики К, приближенный доверительный
интервал, как для нормального закона, можно прове-
рять гипотезы о порядке уравнения исследуемого про~
цесса.

ГИПОТЄЗЗ Ё==д ПРННИМЗЄТСЯ, ЄСЛИ ВЬІПОЛНЯЄТСЯ УСЛО-
ВИЄ '

к,,>м[Іг,,]+ы,,1/ІЛК,.]»
`

'(5111)

где ир-квантиль нормального стандартного закона
распределения при уров-не вероятности Р.

_ Критерий выбора степени аппроксимирующего поли-
нома, основанный на использовании статистики К...
обозначают 43, поскольку он эквнвалентен критерию ф.

В работе [30] доказывается. что критерий (13 асимп-
тотически (при р._›ое) мощнее критерия (12, т. е. при
равной вероятности ошибки первого рода а=І-Р он
обеспечивает меньшую вероятность ошибки второго рода
(принятия гипотезы. когда она неверна). Это означает.
что при больших значениях числа степеней свободы р
критерий Ш, срабатывает в среднем ближе к действи-
тельной степени Іг, чем критерий 112. Следовательно, не~
случайный остаток а" в статистике т, при срабатыва-
нии критерия Ш, в среднем меньше. чем при срабатыва-
нии критерия 112. Это позволяет после выполнения усло-
вия (5.ІІІ) величину ~

?,=и'./<~-~-1›е а (бтъ
принять за оценку ,дисперсии опшбок измерений оїПри
етом среднее квадратнческое отклонение о находится
в пределах доверительного интервала [под \=;Ёт,.], где

Н!



величины у, и тд определяются из табл. 1 приложений
по задннному уровню вероятности Р и числу степеней
свободы р=А/-п-1.

Таким образом, процедура сглаживания дискретных
измерении исследуемого процесса при неизвестной ди-
сперсии ошибок измерений од отличается от рассмотрен-
ной выше лишь тем, что на первом ее этапе вместо кри-
терия «12 (проверка условия (5105)) используется кри-
терий 113, т. е. проверяется условие (5111). Все
остальные этапы решения задачи, рассмотренные
в п. 5.5.2, остаются без изменения. '

Однако при этом полезно иметь в виду следующее.
При высоком уровне доверительной вероятности Р кри;
терий (13, подобно критерию 112, в среднем занижает зна-
чение степени сглаживаюшєго полинома, т. е. в среднем
а,.>0. Величина 3%. является несмещенной оценкой
дисперсии ошибок измерений о” лишь в том случае,
когда неслучайное слагаемое ап в статистике 1172” равно
нулю, т. е. при отсутствии методической ошибки сглажи-
вания (п=Іє). Поэтому при вычислений оценки диспер-
сии оэп с использованием аппроксимирующего полннома
степени п'2, найденной из условия (5111). получается
в среднем завышениая оценка дисперсии 02". Целесооб-
разно уточнить эту оценку путем повторного применения
критерия д.: после нахождения степени п, по условию
(5107) следует вычислить снова оценку дисперсии
з2пд=оэп по формуле (5112) и повторить проверки до-
полнительных степеней по критерию д, с использовани-
ем уточненной оценки Ѕгпд дисперсии ошибок изме-
рений.

5.6. Исключение из обработки аномальных
результатов измерений

Практика статистической обработки радиотехниче-
ских траекторных измерений показывает, что среди
множества результатов измерений имеются отдельные
значения, которые резко отличаются от всех остальных.
Такие измерения называют аномальными. Появление
аиомальных результатов измерений на входе ЭВМ, ве-
луъдей статистическую обработку измерений. обусловле-
но машинными сбоями при предварительной математи-
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ческой обработке измерений, сбоями при передаче
данных по линиям связи и сбоями работы самого изме-
рительного средства. Возникновение сбоев определяется
внешними и внутренними факторами. Влияние внешних
факторов (колебание питающих напряжений, воздейст-
вие вибрационных и ударных нагрузок, нзменеиие_темпе-
ратуры окружающей среды и т.д.) взначительнои степе-
ни может быть исключено применением стабилизирую-
щих устройств, различного рода амортизаторов и систем
кондиционирования воздуха. Внутренние факторы
(флюктуации параметров радиоэлементов, постепенное
изменение граничных значений параметров радиоэле-
ментов за счет их старения и т. п.) в основном характе-
риэуются постепенными отказами, которые проявляют
себя через сбои. При оптимальной организации перио-
дичности и качества профилактических работ постепен-
ные отказы могут быть сведены к минимуму. Сбои в ра-
боте измерительных средств также зависят от перечис-
ленных факторов, но главным образом обусловлены
неправильным устранением иеоднозначности измеряемой
функции (наклонной дальности, на-правляющих косину-
сов и т. п.) при первичной математической обработке
результатов измерений.

Аномальные измерения, нарушающие статистический
характер информации об изучаемом по эксперименталь-
ным данным процессе, необходимо исключить из после-
дующей обработки. Ниже на простом примере показано,
как учет аномальных измерений может существенно
исказить результаты статистической обработка изме-
рений.

Способы отбраковки измерений базируются на апри-
орных данных о характере изменения измеряемых функ-
ций во времени. Вместе с тем известно, что по нормаль-
ному закону при устойчивых условиях наблюдений
возможны весьма большие отклонения результатов от-
дельных измерений от их истинных значений, хотя веро-
ятность таких отклонений очень мала. Это свойство
измерений исключает возможность достоверното реше-
ния вопроса о принадлежности данного измерения. рез-
ко отличающегося от других, к имеющейся выборке.
Теория вероятностей может дать только вероятностную
оценку аномальности данного измерения.

Исключение из совокупности траекторных измерений
аномальных результатов целесообразно осуществлять
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в процессе их получения и математической обработки.
При этом можно использовать комбинацию закономер-
ностей измеиения измеряемых параметров движения ЛА.

Проверку результатов измерений на аномальность
в процессе их получения проводят по условию нахожде-
ния измерений в допустимых пределах изменения:

ітшёяёиаис. (5-113)
где Іц-измеренное значение параметра движения ЛА
в текущий момент времени іі; ддт, Нико-допустимые
минимальное и максимальное значения измеряемого па-
раметра для данного типа траектории ЛА.

дополнением к критерию (5113) может служить про-
верка модуля разности двух соседних во времени изме-
рений одного и того же параметра:

іпі+і"_ді|<|ёмаксі([і+т'чіі|*

где ідвкс~макснмальное значение скорости изменения
параметра для данного типа траектории ЛА.

Исключение аномальных измерений можно произво-
пить также в процессе предварительной статистической
обработки измерений на ЭВМ, используя так называе-
мую опорную выборку измерений. Опорной выборкой
измерений условимся называть у измерений, не содер-
жащих аномальных результатов. Объем выборки »уста-
навливается заранее, исходя из условия, чтобы на ин-
тервале выполнения этих измерений (і,, 1*) измеряемую
функцию г(і) можно было представить полнномом
п-го порядка. Примем, что ошибки измерений от (і=1.
2,
распределенные случайные величины, характеризуемые
нулевым математическим ожидаиием и дисперсией 0*.

Проверка измерений на аномальность ведется в сле~
цуюшей последовательности.

А. Получение опорной выборки измерений.
1. Составляют выборку из первых полученных

у измерений.
2. ВЫЧІІСЛЯЮТ СГЛЗЖЄНІІЬІЄ ЗНЗЧЄІІНЯ ІІІЗМЄРЄННЙ

їЁї Ё

І=°
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ГДЄ

Ёітді дЙРЦїд) Ё 911 ад* (3116)

*ы@мт=ЁЁ
Ё ддт, (д) 2 П»

“пдд/й ,_ ~==1 <,›,__(г,,) -...-%. (5-117)
2 эт-. ин
Ь=І

Ґ^

3. Рассчитывают оценку 0 СРЄДНЄГО Квддрат"ческ°г°
отклонения ошибок измерений

±и-и.
Іг-ІЗ`== ттїї" (5113)

4. УЧИТЬІВЗЯ, ЧТО СЛУЧЗЙНЗЯ ВЄЛИЧНІІЗ

1
в

^ 3›ї2ш-т
ДЅІ

распределена как Х"_д_,, составляют доверительный
интервал

1= 11,3; їы, (5119)
где величины у, и уд определяют из табл. І приложе-
ния по заданному уровню вероятности р и числу степе-
ней свободы р=~\›--п-1.

5. Проверяют выполнение неравенства

уДБ<°<ЪЄ (5120)
Если условие (5120) выполняется. то это свидетель-

ствует о правильности определения оценки о среднего
квадратического отклонения ошибок измерении, что воз-
можно для случая, когда в выборке отсутствуют ано-
мальные измерения. Данная выборка может быть приня-
та в качестве опорной. Если же неравенство (5120) не
выполняется, то к взятой выборке добавляется следую-
щее по времени измерение и исключается первое изме-
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рение. Полученная новая выборка из т измерений обра.

ная выборка по.
) выполняется, то считают, чтоопор-

лучена. В противном случае первое изме-рение включается в выборку, а второе-исключается из
нее и проверка повторяется заново. Так последовательно
проверяются на аномальность первое, второе, ..., ч-е
измерения. При первом выполнении неравенства (5120)
СЧНТгЮт. Что опорная выборка измерений найдена. Вслу-
чае, если неравенство (5120) не выполнено ни разу, то
ЭТО ОЗНЗЧЗЄТ. что среди проверяемой выборки имеетсяболее одного аномальиого измерения. В этом случае
исключают первое измерение. добавляют еще одно оче-родное намерение и обрабатывают составлеииую выборку
измерении рассмотреиным выше способом по формулам(51152-(5119) с проверкой неравенства (5120). Опи-
СЗШШН Процесс продолжается до первого выполнения
неравенства (5320), Выборка, обеспечивающая выпол-
иение этого неравенства, считается опорной.

Б. Проверка поступающих измерений

1. Исключают из опорной выборки первое измерение
и добавляют очередное измерение.

2. По формулам (5.115)-(б.119) рассчитывают сгла-
женные значения измерений 2,., оценку Ё среднего квад-
ратического отклонения ошибок измерений и довери-
тельный интервал ПБ; 1,31.

3. Проверяют выполнение неравенства (5120). При
удовлетворении этого неравенства считают, что прове-
ряемое измерение достоверное и может быть использо-
вано в последующей статистической обработке. В каче-
стве опорной выборки принимают о последних измере-
иий и переходят к проверке следующего измерения.
Если же условие (5120) не выполняется, то очередное
измерение считается аномальным и исключается из об-
работки. Далее аналогично проверяется следующее
измерение и т. д.

В случае. если количество аномальиых измерений.
следующих друг за другом, превзойдет некоторое напе-
ред заданное число т, то переходят к отыскаиию новой
опорной выборки. На этапе смены опорной выборки по-
лезно включить проверку критерия контроля правиль-
ности раскрытия иеоднозначности.
МБ



ІІоясннм приведенный метод исключения аномальных результа-
тов иэмерений на примере.

По заданным коордииатам точек траектории центра масс ЛА и
положению радиодальномерной станции относительно траектории на
ЭВМ были рассчитаны значении наклонной дальности В. для семи
точек траектории, соответствующих времени измерения п.. После
этого в ЭВМ с помощью датчика псевдослучайиых чисел вырабаты-
вались независимые «случайные» ошибки измерений, распределенные
по нормальному закону и характеризуемые средним квадратическнм
отклонением о=30 м. При сложении этих «ошибок измерениіь с по-
лученными величинами В, были определены так называемые изме-
ренные значения наклонной дальности Іц. В точках Іг=4 и іг=7
имитировано получение аиомальных результатов измерении (см.
табл. 5.3).

Таблица 5.3

г 1 2 в 4 з в 1

1,, с 0.0 0.1 1.4 2.1 2.в 3,5 4.2
од. и вв: ваз сет 221 ап т тв звз азот ее:щ то оао
п, м вва по шт ета вов о ваозп ева зов зао хоп
Ід-їїе -м --о,1 о од м _ _.
3,» взятки жен 536524 атзщ нози
ё

дд-Пд м 6 07 615 135282 -473 434 ЧПОЅЮ - _

На рассматриваемом интервале в 4.2 с можно считать, что изме~
ряемая функция г(і) изменяется по лииейному закону. Примем
=5. При заданных условиях сглаживанне измерений Іц (!е=1,

2. Н.. 5) может быть произведено полииомом первой степени, Тдгдд
зависимости (5.ІІ5)-(5.Н7) примут ццд

ТО

(ат)

с°±ёвды
бдёдьтъ-її

ЕОь-ЙЧ
1** ь-н

тИ. +г. и». -до-
ш. 147



По формулам (5121) рассчита11ы значения параметров ї=1,4 с;
а1=536523,8 м; Ё1=-90128,7 м/с, а по зависимости (5118) --
Оценка среднего квадратического отклонения ошибок измерений 11а-

нлонной дальности Ё=326 700 и. После этого по выбранным из
табл. 11 приложения значениям нижней у, и верхней у, границы дове-
рительного интервала хї-распределения при уровне вероятности р=
=0,95 и числе степеней свободы »р.==3 был составлен доверительный
интервал [0.566~326 700; 313-326700] м='[184912; 1218591] м.

Проверка неравенства (5120), которое для рассматриваемого
примера имеет вид (184912$30$1 218 591) м, показала, что среди
имеющейся выборки измерений имеется аиомальиый результат. Это
говорит о тон, что первые пять измерений заданной выборки ие
составляют опорного интервала.

В соответствии с приведенными выше рекомендациями из ана-
лпзнруеиой выборки из пяти первых измерений исключаем первое
в добавляем шестое. т. е. исследуем выборку измерений Іц. при іг=
=2, 3, 4, 5. 6. В результате статистической обработки этих нзмсре
ний по формулам (5121) получаем приведенные в табл. 5.4 данные.

Расчетои по формуле (5118) получена оценка среднего квадра-

тического отклонения ошибок измерений 6`=349 268. Проверка ие-
равеиства (197 686$30$І 302 770) м показала наличие аиомальиого
результата измерений. После этого анализируются измерения 11,. при
Е=І. З, 4, 5. б. Для этого случая неравенство (5120), имеющее вид
(197 354<30<1 300584) и, также не удовлетворяется.

Таблица 5.4

ь 2 з 4 в в

г.. с 0,1 1,4 2,1 2,8 3,5
т.. м вет 229 611906 о азот веззов
ц-Іі, с -1,4 -о,1 о 0,1 1,4
6,.. м 5319511 536521 541093 545 ыв 550 209

лтд-б.. м 135211 1зз2а5 -в-новз 135228 135299

Проверяем намерения п. пр11 Іг=1. 2, 4. б, 6. Получающессн
при этом неравенство (І965З2<304І 295168) и также не выпол-
няется.

Проводим обработку измерений с индексам %1. 2, 3. б, б.
В результате находим Ст=673625,4 и; С.=6 509.3 м/с: ?=1,68 с;

Ё==29Ь м. Остальные данные приведены в табл. 5.5. Неравсиствс
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(5120), имеющее в данном случае вид (Ібіёїюіі 10) К. УдОШЮТЮ
ряется, что свидетельствует об отсутствии в рассматриваемых изме-
рениях аиомальных результатов.

Таблица 5.5

ь 1 2 з 4 6 6

1,, с, 0,0 0,1 1,4 2,1 2,6 6,6
12,.. м 662666 661221 611161 616666 660919 666464
п, м 662110 661229 611606 _ 660614 666606

гд-П с ._1,6в _0,9в -0,26 0,42 1,12 1.82

6,, м 662690 661246 611606 1616669) 660916 666412
16-62, м 20 -11 з - -42 12

Таким образом, измерения в точках Іг=І. 2, 3, 5. 6 могут быть
приняты в качестве опорной выборки. Используя опорную выборку.
проверяем очередное седьмое измерение (см. табл. 5.3.). Для этого
по формулаи (5121), где Іг=2, З. 5. б. 7, рассчитываем сглажениое
значение измерения Ё для Іє=7 (табл. 5.6), оценку среднего квад-
ратического отклонения ошибок измерений Ё=39 352 и и довери-
тельный интервал [0566-39 352: З.7З-39 352] м=~[22 273; 146 783] н.

Таблица 5.6

ь 2 з`
1,., 6 0,1 1.4 2,6 6,6 4,2

12,., м 661221 611161 660919 666464 690060`
11,.. м 661229 611606 660614 666606 690100
гд-ї. с ~ -1,62 -1,12 0,26 0,96 1.66

' В., м 666499 614116 666360 646961 666664
пдд-Ъ., м -16210 -2610 26624 69641 -46464

Проверка неравенства (22 27З<З0$146 783\ м пока-
зывает, что анализируемое измерение пт является ано-
мальным н должно быть исключено из последующей
статистической обработки.

Отметим, что при необходимости для последующей
обработки могут быть использованы сглажепныс значе-
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ния измерений вместо нсключенных аномальных измере-
ний в точках Іа=4 (в табл. 5.5 записано в скобках) и
Іг=7 (экстраполироваиное по данным табл. 5.5 значение
В1=69О 029 м). Это иногда целесообразно делать в свя-
зи с тем, что алгоритмы статистической обработки рав-
ноотстоящих по времени измерений значительно проще,
чем алгоритмы обработки иеравноотстоящих измере-
ний.

Кроме того, рассмотренный метод исключения ано-
мальных измерений удобен для использования в процес-
се предварительного осреднения измерений, когда для
последующей статистической обработки используются
лишь средние на некотором интервале из у точек изме-
рения. В этом случае вычисленное после исключения
аномальных измерений по формуле (5115) сглаженное
значение измерения для момента времени, соответствую-
щего середине интервала осреднения, может быть ис-
пользовано в дальнейшей обработке. Однако рассмо-
тренным способом не удается полностью исключить из
обработки все аномальные измерения. Поэтому выявле-
ние аномальных измерений необходимо вести и в процес-
се последующей статистической обработки измерений.
Методика проведения анализа измерений на аномаль-
ность при определении движения ЛА по результатам

радиоёехнических
траекторных измерений рассмотрена

в гл. .

6
ОЦЕНИВАНИЕ ВЕРОЯТНОСТНЬІХ ХАРАКТЕРИСТИК ОШИБОК
ИЗМЕРЕНИЙ ПО ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЬІМ ДАННЫМ

Для эффективного использования результатов изме-
рений, получаемых от радиотехнических траекторных
измерительных средств, с помошью которых ведется на-
блюдение за движением ЛА. должны быть достаточно
достоверно известны вероятностные характеристики
ошибок измерений.

Проектные значения характеристик точности работы
измерительных средств в большинстве случаев лишь
приближение отражают фактическую картину ошибок
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измерений. Поэтому использование при статистической
обработке измерений проектных значений точностных
характеристик измерительных срЄдСТВ Не ПОЗВОЛЯЄТ д°'
стоверно определять движение ЛА.

Для определения значений вероятностных характе-
ристик ошибок измерений используются как теоретичес-
кие, так и экспериментальные данные. Так, на стадии
разработки измерительного средства теоретическими
исследованиями устанавливаются основные факторы,
определяющие точность измерения параметров движе-
ния ЛА, и находится функциональная зависимость из-
меряемых параметров от этих факторов. Это дает воз-
можность использовать для определения вероятностных
характеристик ошибок измерений результаты анализа
экспериментальных данных, полученных при испытани-
ях других средств, но имеющих идентичные звенья. Так.
например, различные измерительные средства могут
иметь близкие по параметрам генераторы, регистрирую-
щие устройства, аппаратуру службы единого времени
и др.

Таким образом, установив на основании теоретичес-
кого анализа основные определяющие точность измере-
ний факторы и рассчитав по данным экспериментов их
вероятностные характеристики, можно определить иско-
мые характеристики ошибок измерений.

Однако наиболее надежные данные о вероятностных
характеристиках ошибок измерений могут быть получе-
ны лишь на основе экспериментально-теоретического
анализа работы измерительного средства в реальных
условиях- Это приводит к необходимости рассмотрения
методов определения вероятностных характеристик оши-
бок измерений параметров движения ЛА на основе ста-тистической обработки экспериментальных данных.

В данной главе излагается один из возможных ме-
тодов определения вероятностных характеристик оши-
бок измерений. Рассматриваемый метод предназначен,
в первую очередь, для обработки результатов измере-
ний параметров движения ЛА радиотехническими тра-екторными измерительными средствами, но может быть
использован также н для обработки измерений другихсредств наблюдения за движением ЛА, к которым при-менимо принятое в главе представление о характере исоставе ошибок измерений.
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6.1. Ошибки измерений. Задача оценивания
вероятностных характеристик ошибок измерении

На основе анализа работы траекторных измеритель-
ных средств установлено, что ошибки, сопровождающие
измерения параметров движения ЛА, зависят от пара-
метров наземной н бортовой аппаратуры, от условий
распространения радиоволн, способов регистрации и ме-
тодики дешифровки результатов измерений и других
факторов. Ошибки измерений являются случайными
функциями времени наблюдения за движением ЛА.

При исследовании случайных функций в качестве их
вероятностиых характеристик могут быть использованы
смешанные начальные и центральные моменты. Из них
наиболее широко используются такие числовые харак-
теристики, как математическое ожидание, дисперсия и
корреляционная функция. Знание этих характеристик
ошибок измерений необходимо для осуществления
эффективной статистической обработки эксперименталь-
ных данных и оценки достоверности получаемых резуль-
татов.

Объективио существующие закономерности наблюде-
ний, с кеторыми связаны случайные функции ошибок
измерении, проявляются при массовом воспроизведении
процессов наблюдения за движением ЛА. Поэтому инте-
ресующие нас вероятиостные характеристики случайных
функций ошибок измерений должны определяться на
основе статистической обработки результатов экспери-
ментов. _

Вероятностные характеристики случайных функций.
полученные статистической обработкой эксперименталь-
ных данных, имеют случайный характер и отличаются
от истинных значений соответствующих вероятностных
характеристик, поскольку используемые для их опреде-
ления результаты экспериментов являются выборкой
случайных величин ограниченного объема. Поэ-тому по-
лученные по экспериментальным данным вероятностные
характеристики называют статистическими вероятност-
иыми характеристиками, или оценками вероятностиых
характеристик.

Одна и та же статистическая характеристика случай-
иой функции ошибок измерений может определяться
различными методами, но все эти методы должны да-
вать в среднем (в смысле всроятностного осреднехгия)
значения, близкие к соогмегстнуюяцгям втстииным значе-
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ниям вероятностных характеристик. С увеличением ко-
личества экспериментальных данных статистические ве-
роятностные характеристики должны приближаться
к истинным значениям этих характеристик.

В теории математической статистики разработаны
методы получения оценок вероятиостных характеристик
случайных функций на основе экспериментальных дан-
ных [38-40]. Для того чтобы можно было воспользо-
ваться этими методами для оценивания вероятностиых
характеристик ошибок измерений параметров движения
ЛА, необходимо в первую очередь выделить ошибку из-
мерения как функцию времени

АНяьт(і)=ї1(і)-2(1). (51)
Где Мі) и г(і) -соответственно измеренное и истинное
значения измеряемой функции в момент времени ті.

Однако выделение ошибок измерений не во всех
случаях представляется возможным, и основные труд-
ности в получении статистических вероятностных харак-
теристик случайной функции АІМИЦІ) определяются
именно этим обстоятельством. Дело в том, что нахожде-
ние ошибок измерений А/тдс-Ці) по формуле (6.І) воз-
можно при наличии истинной зависимости измеряемой
функции от времени 2(і). Ясно, что в действительности
истинные значения измеряемых параметров неизвестны.
Поэтому для выделения ошибки АМІ) в практике об-
работки измерений иногда используется способ сравне-
ния результатов измерений Мг) с результатами изме-
рения этой же функции другим, более точным средст-
вом. которое называют эталонным. При этом к эталон-
ным значениям измеряемых параметров предъявляются
СдЄдующг-те требования:

-несмещенносты т. е. значения этих параметров не
ДОЛЖНЫ содержать систематических ошибок;- измереиные величины должны наиболее тесно груп-
пнроваться около своих истинных значений. т. е. их дис-
персни должны быть минимальными.

ТЗК, Например, при определении ошибок измерений
УГЛОВЫХ координат радиолоканнонными станциями ука-занным требованиям наиболее полно удовлетворяют па-
РЗМЄТРЫ. определенные путем соответствующего пересче-
Ёмоёпытътых

значений координат, полученных по даннымреинй кинотеодолитов. Как показывает опыт экс-
ддУдтдїдиїі Киттеодолитных станций. тщательное вве-
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дение поправок в результаты измерений сводит до ми-
нимума инструментальные систематические ошибки.
Практически можно считать, что величина ошибки ки-
нотеодолитиых измерений в основном определяется слу-
чайными погрешностями со средними квадратическимн
отклонениями, на порядок меньшими, чем средние квад-
ратнческие отклонения измерения угловых координат
раднолокапионной станцией. Кроме того, статистической
обработкой результатов кинотеодолитных измерений
можно существенно уменьшить случайные ошибки в по-
лученных координатах.

То обстоятельство, что дисперсии огьдуі) эталонного
значения измеряемого параметра существенно меньше
дисперсий о2;.(і) непосредственных ошибок измерений,
позволяет использовать в формуле (6.1) значения 1130)
ВМЄСТО ИСТИННЫХ ЗНЗЧЄННЙ ИЗМЄРЯЄМЫХ ПЗРЗМЄТРОВ, Т. Є.
СЧИТЗТЬ, ЧТО

М: (-І)=І1(і) ~І13(і). (62)
При последующем рассмотрении методики определе-

ния статистических характеристик ошибок траекторных
измерений примем. что зависимость ошибки измерений
параметра г от времени і известна. (Для сокращения
записей условимся в последующем называть ошибками
измерений ошибки измерения параметров движения ЛА).
В общем случае ошибки измерений АЩі) представляют
собой нестацнонарные случайные функции. Для полу-
чения статистического математического ожидания, ста-
тистической дисперсии и статистической корреляционной
функции случайной функции АЩІ) необходимо обрабо-
тать данные значительного количества экспериментов
(сеансов наблюдения), проведенных в одинаковых усло-
виях.

При очень большом количестве опытов можно быть
уверенными в том, что полученные оценки вероятност-
ных характеристик (статистические характеристики)
практически совпадают с их истинными значениями.

Так, например, если определить днсперсию случай-
ной функции АМІ) по результатам статистической об-
работки данных 51 опыта, то относительное среднее
квадратическое отклонение равно 20%, при использо-
вании для нахождения дисперсии данных 80! опыта от-
носительное среднее квадратическое отклонение состав-
ляет 5%.
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Однако в практике статистической обработки траек-
ториых измерений с целью оценивания вероятностиых
характеристик ошибок измерений приходится ограничи-
ваться малым количеством опытов. Объясняется это,
в первую очередь, сложностью получения «эталонных»
значений измеряемых параметров.

Так, например, использование кииотеодолитных изме-
рений в качестве эталонных ограничено малой даль-
ностью наблюдения ЛА с помощью кинотеодолитов нза-
висимостью работы этих средств от условий погоды.
Поэтому возникает задача определения статистических
характеристик случайных функций ошибок траекторных
измерений по результатам слежения за ЛА в течение
одного сеанса наблюдения с последующим уточнением
полученных значений статистических характеристик на
основе обработки экспериментальных данных всех про-
водимых впоследствии сеансов наблюдения, где име-
ются «эталонные» значения измеряемых параметров.

Рассмотрим один из возможных методов оценивания
вероятностных характеристик ошибок измерений.

Изучение ошибок измерении показывает, что постро-
енные по экспериментальным данным различных сеан-
сов наблюдения графики функций АМІ) имеют общую
характерную особенность. Она состоит в том, что для
каждой функции АМі) можно провести некоторую сред-
нюю кривую, относительно которой по обе стороны
сравнительно равномерно группируются опытные зна-
чения ошибок измеренъхй. На рис. 6.1 в качестве приме-
ра показан характер изменения ошибок измерений на-
правляющего косинуса в функции времени.

Сами же средние кривые от одного сеанса наблюде-
ния к другому для одного и .того же измеряемого пара-
метра одной и той же измерительной станции изменя-
ются и, следовательно, не являются математическим
ожиданием случайной функции АМІ).

Проведенный анализ случайной функции АМІ) пока-
зывает, что для последующего исследования ошибок
измерений целесообразно разделить их на две состав-
ляющие:

А/1(І)=6і1(і)+б7і(›і), (6.З)
где 6/1 (!)-быстроменяющаяся случайная функция с мате~
МЗТНЧЄСКНМ ОЖНДЗНИЄМ М
ФУНКЦНЄЙ Кддап 30950: ЁЁДд-медлениоменяющаяся
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Рис. 6.1.

случайная функция, для которой в общем случае мате-
матическое ожидание М[6Ё(і)]#=О и корреляциоиная
функция КЙЦд, І,,)=,ЬО; і, и 2,,-моменты времени на ии-

тервале набшодения.
Приведенное разделение ошибок измерений на две

составляющие обусловлено характером возмущений, при-
водящих к появлению этих ошибок. Основными причи-
нами возникновения быстромсняющнхся составляюЩИХ
ошибок радиотехнических траекториых измерений явля-
ются шумы следящсй системы и приемного устройства.
шумы теплового характера, образующиеся в атмосфере.
флюктуания мощности сигналов на входе бортового
приеиоответчика и т. п. Анализ характера опытных дан-
ных об ошибках еЅ/Ці) и физической сущности причин,
определяющих их возникновение. позволяют считать
случайную функцию МО) эргоднческой стационарной
слабо коррелированххой случайной функцией.

Вторую группу составляют возмущения, приводящНЄ
к возникновению сильно коррелироваътных составляю-
щих ошнбок измерений. Поскольку скорость изменения
этих составляющих невелика. они получили название
медлеииоменяющихся. Эти составляющие ошибок изме-
рений в каждом і-м (]=1, 2, ..., т) сеаисе наблюдения
являются функцией, определяемой в основном началь-
ными возмущеииями. Для траекторных радиотехничес-
ких средств-зто ошибки юстиронки, калибровки ан-
тенньхх баз, разброс параметров аппаратуры передатчи-
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ка и приемника относительно их номинальных значений,
изменение условий распространения радиоволн от одного
сеанса наблюдения к другому и т. п. При этом случай-
ный характер функция бЩі) имеет лишь для разных се-
ансов наблюдения, т. е. можно считать. что медленноме-
няющаяся ошибка является функцией номера сеанса
наблюдения і. Эти детерминированные для каждого се-
анса наблюдения функции 67550) (иногда их называют
систематическими ошибками измерений) различны для
разных сеансов наблюдения н являются реализациями
случайного процесса 6Щі, і).

Равенство (63) с учетом зависимости входящих в не-
го выражений от номеров сеансов наблюдения і можно
переписать в виде

Аіид(і)=біи(і) +о7ід(і). (6.4)
Условимся считать, что любая частная реализация

ошибки А/Щі) (]=І, 2, ..-, т) принадлежит рассматри-
ваемой случайной функции АМі, і), если в процессе
выполнения измерений условия работы измерительного
средства соответствовали требованиям, предусмотрен-
ным техническими условиями. При выполнении этих
требований каждая реализация ошибки АЩЦ), получен-
ная при наблюдении за движением любого ЛА, может
быть использована для определения статистических ха-
рактеристик ошибок измерения параметра г.

Однако при этом необходимо иметь в виду следую-
щее обстоятельство. Истинная ошибка измерения функ-
ции 2(!) определяется выражением (61). Использова-
ние же в качестве истинных значений измеряемой функ-
ции расчетных значений 11,0), полученных на основе
статистической обработки измерений зталонных измери-
тельных средств, ведущих наблюдение за движением
ЛА, приводит к появлению некоторой дополнительной
оншбки АНЦІ) в функции АМІ), т. е.

Ам..н<о=пи›-н.<о +м..<о. (вы
Отличие расчетного значения МЭШ измеряемой функ-

ции от истинного значения 2(~І), т. е. возникновение
ошибки АІЫІ), обусловлено ошибками эталонных из-
мерений, неточным знанием используемых в обработкевероятиостиых характеристик ошибок измерений, иесо~вершенством методики обработки измерений, неточным
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знанием возмущений, действующих на ЛА в полете,
ошибками геодезнческой привязки измерительных
средств н др.

С. учетом формулы (6.3) выражение (6.5) можно пе-
реписать в виде

Аішст(і)=бі1(і)+бїї(і) +Аіъэ(і). (6.6)

На основе определения математического ожидания и
корреляционной функции случайного процесса, исполь-
зуя формулу (6.6), можем записать

М [МЮш] =М 1м<о1+М Іёї1<о1+М ІМ.ш] (т)

кипит Ц)=Кд,.(ї1. Ыдгкъдбт» їьРгКАИЗЄІ- Ы +
+2Кыьй “Ь ііг)+2къд_д;дэ (би ііг)+2кдї м. (111 і/дг

где Куда” 1,), КЙЩ, ід), КМ (ц, їд-соответственно
Э

корреляционные функции случайных функций 6110), б-ІЦҐ).

реляционные функции связи соответствующих случай-
ных функний- Проанализируем выражения (6.7) и (6.8).
Ранее было принято, что математическое ожидание бы-
строменяюндихся составляющих отнибок измерений
М[оІ1(і)]=0. Следовательно,

М ІМмл1=М1гЪ<л1+МІА/ьал- (бы
На основе анализа ошибок измерений установлено.

что случайная функция 6/1 (1) не коррелирована со слу-
чаиной функцией ЗМІ), т, е,

КМ й (д, 1,) =0.

Корреляционные функции КМ (д, 1,), КМ м (д, 1,)
э ' э

Каждый” ід) и математическое ожидание М[АІ:,(і)]
могут быть вычислены лишь приближеино. Поэтому на-
дежное определение искомой корреляшюиной фунКЦИИ
Кыдтад. ід) и математического ожидании М [АНЕЦОІ
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возможно лишь в случае, когда для рассматриваемого
промежутка времени 1,, іі имеют место неравенства

'Князев їк)+2къь. ма (Й- їь)+2кдд_ддэ(іі› ІЬН<

<|Км(Ґг› їьН-Кдат- Щ!- (5-10)

М ІМ. (01 <М Іёї(01- (в.1 1)
Использование условий (610), (611) позволяет вы-

работать практические рекомендации о том, в каких
случаях возможно применение расчетных значений 1:80)
измеряемых параметров для определения вероятност-
ных характеристик ошибок измерений.

Так, например, при статистической обработке резуль-
татов измерений параметров движения центра масс го-
ловной части баллистической ракеты, полученных на
небольших интервалах времени наблюдения за движе-
нием ЛА на безатмосферном участке траектории, рас-
четные значения измеряемых параметров могут быть
определены достаточно точно. Это объясняется тем, что
отклонения расчетных значений сил, действующих
в полете, от их действительных значений не приведут
к существенным погрешностям в расчетных значениях
измеряемых параметров. определяемых также для не-
больших интервалов времени.

Если же для определения вероятиостных характе-
ристик ошибок измерений используются данные наблю-
дения за полетом искусственного спутника Земли в те-
чение нескольких суток, то ошибки в принимаемых при
расчете орбиты значениях действующих на спутник силы
притяжения и аэродинамнческой силы могут привести
к недопустимо большим ошибкам АЩЩ в расчетных
значениях измеряемых параметров. При этом условия
(610). (6.1 І) могут не выполняться.

При выполнении условий (6.І0), (611) математичес-
кое ожидание и корреляционная функция ошибок изме-
рения параметра 2 определяются по формулам

м [ддт (01 * М 1517(01 (512)

Кытктиг» дл) * Кьдиь ік)+кд(іх» ҐН- (6-13)
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Корреляцненная функция Кщ ,(і,, 1,) случайной функ-
ции АІ1_;(І) для каждого і-го (]=1, 2,
ванного сеанса наблюдения, как следует из определе-
ния корреляцнонной функции

Кмд ,до Ёгд-тм “МЧ “д” ты., ,иен Х

Х [Ад] (Йа) ”” тм, ,иди (6-14)

н выражения (64), равна корреляционной функции
КМЩ, 1,) стационарной случайной функции 6/1 (і), которая
в силу стацнонарности зависит только от разности мо-
ментов временн т=іі-!;,.

Таким образом, рассматриваемая случайная функция
131110) имеет перемениое во времени математическое
ожидание тыл ,(1) и корреляцноиную функцию КМ, (1). СО-
ответствуюшую эргодической стационарной случайной
функции б/тЦ). Следовательно, разделение случайной
функции ошибок измерений одного сеанса наблюдения
АМН) согласно формуле (6.4) на неслучайнуто функцию
6Б;(І) н эргоднческую стацнонарную случайную функЦНЮ
МЦ) позволяет решать задачу определения статисти-
ческих характеристик случайной функции АІЩІ) по экс-
периментальным данным одной реализации. При этом
должны быть вычислены неслучайная для данной реа-
лизации функция бБШ) и корреляцнонная функция
КМ (т) эргодической стационарной случайной функ-
ции бМІ). Для определения статистических характерис-
тик эргодической стационарной случайной функции
ЫЦІ) можно ограничиться одной ее реализацией на
достаточно большом интервале времени.

Таким образом, приведенное разделение ошибок из-
мерений на две составляющие бМі) и 6720) позволяет
наметить следующий путь для оценивания их вероят-
ностных характеристик.

1. На основе статистической обработки данных каж-
дого отдельного і-го сеанса наблюдения определить
'ШСТНУЮ реализацию медленноменяющейся составляюЩЄЙ
Очтбок измерений 6/1] (і) и статистическую корреляциті-
ЙУЮ ФУНКЦНЮ ЁЩ/(т) быстромтиюгцейся составляющей
ошибки измерения МЦ).
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2. Обработав реализации случайной функции БЁ (і=
=1, 2,..., т) по всем т сеаисам наблюдгНИЯ. Опргдг-

лить математическое ожидание М[б7:(І)] и статистиче-

скую корреляциониую функцию КЛ (11. 11.) ЄЛУЧЗЙН°Й ФУШ"
ции ЅЩІ).

3. Найти осредненные по всем сеансам наблюдения зна-

чения статистической корреляниониой функции 165,, (11. 11.)-
4. По формуле (6.13) определить значения статистиче-

ской корреляциониой функции 121,, (і,, 1,) сущдгртй
ошибки измерений А/Ці).

Последующие параграфы данной главы посвящены
рассмотрению каждого из указанных этапов определе-
ния вероятностных характеристик ошибок измерений.

6.2. Определение частной реализации
медленноменяющейся составляющей ошибок
измерений '

Для нахождения частной реализации ЫЫІ) медлен-
номеняющейся составляющей ошибок измерений, являю-
щейся, как было указано в 5 6.1. математическим ожи-
данием ошибок измерений параметра движения 2(І) на
і-м сеансе наблюдения, необходимо провести сглажива-
ние погрешностей измерений на данном сеансе наблю-
дення.

Чтобы найти условии. при которых метод сглажива~
ния ошибок измерений может дать достаточную точ~
ность, необходимо получить математическое выражение
сглаживаюгцей кривой. Для нахождения этого выраже-
ния примем. что на интервале То функциональная за-
висимость АМО) может быть аппрокснмнроваиа степен-
ным полиномом п-го порядка. Сделать это можно на
основе теоремы Вейерштрасса [4І]:

Если І (х) -любая непрерывная в замкнутом конеч-
ном промежутке а<х$д функция, то можно построить
последовательность полиномов Р±(х), Рд(х), __., Р..(х).
которая стремится равномерно к і(х) во всем замкнутом
промежутке (а, Ь).
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Рассматриваемая функция АМИ) удовлетворяет
условию этой теоремы.

Зависимость между А/ц и 2 в виде (БАЗ)

Агни =Ё т, ш. «по
где п<М (М-количество обрабатываемых однотипных
измерений), определим, пользуясь методом наименьших
квадратов. В этом случае задача сводится к следующе-
му: провести через совокупность экспериментально по-
лученных значений суммарных ошибок измерений
А/цШ). і=0. І,
бы сумма квадратов отклонений кривой, определяемой
выражением (6.І5), от заданных точек была минималь-
ной, и определить порядок п этого полинома. Методика
решения данной задачи рассмотрена в гл. 5.

Осреднеиное значение функции АІЫІ) можно при-
нять приближенно равным медленноменяюшейся состав-
ляющей ошибки измерения в і-м сеансе наблюдения,
т. е.

Ай, (г) == аїт, (н. (але)

6.3. Оценивание статистической корреляционной
функции быстроменяющихся составляющих ошибок
измерений по данным одного сеанса наблюдения

Используя эргодическое свойство стационарной слу-
чайной фуикции быстроменяъотттнхся составляющих оши-
бок измерений 6І1(~І), получим расчетные формулы для
вычисления ее статистической корреляционной функции.

Из теории вероятностей известно, что если стацио-
нарная случайная функция УЦ) является эргодической
по отношению к корреляциоягъяой функции. то среднее
значение произведения отклонений [У(І)-е-М,,] и [У(і+
+т)-М,,] функции УЦ) от математического ожидания
М, на неограинченио иоирастающсм интервале времени
сходится по вероятности к сс коррелякн-поиноіі функции
кий). Это свойство эрголтічсскєтіі стацногнтрной случшй-
ной функции позволяет находить ее статистические ве-
роятиостиые характеристики но одной эксперименталь-
ной записи.
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На основании изложенного и учитывая. что матема-
тическое ожидание М[бІ1 (і)]=0, за оценку корреляци-
онной функции быстроменяющихся составляющих оши-
бок измерений б/ЦІ) параметра движения 20) можно
принять среднее значение произведения ЬМЦЫЦІ-і-т)
на интервале времени наблюдения за движением ЛА:

Т -т

Тот): ' аыцаьаччуш. (дл)
0

Тд-ъ

Здесь. как и далее, переменная интегрирования І от-
считывается от начала сеанса наблюдения.

Функция ЙЫІЫ является несмещенной оценкой кор-
реляционной функции Кш (т):

Ти-т

м[_іїь,_(ти=м[-ддїї-
б;
а/ццаьич-ддч:

'
Тн-к

1 т ,
=ш7ддд

0

Выражение (6.І7) может быть испшъзовано для опре-
деления статистической дисперсии д” быстроменяющнх-
ся составляющих ошибок измерений.

Поскольку ОМ=КБ,І(О). то, положив в (6.І7) 1:0.
получим

Т

Вы,
0

Для того чтобы можно было судить о достоверности
полученных значений статистической корреляциоиной функ-
ции ї\'д,'(-:) и статистической дисперсии Ём, произведен
оценку точности их определения. Точность оценивания
корреляцнонной функции ЁМЬ) можно характеризовать
средним квадратическим отклонением ода) статистичес-

к
кой корреляциоинои функции Ё” (1) от истинного значе-
ния корреляционной функции Кир).
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Из определения среднего квадратического отклонения
случайной функции следует, что

'дак (")=м “Кит (д "'“ Как (Чт=М [Кати (т "_ Кант (Ч-
(6. 19)

Используя формулу (617). выражение для М [Ё*ьд(ъ)]
можно записать в виде

м [Кіыд
Т -1Т -1

×
0

Учитывая, что математическое ожидание случайной
функции 6110) равно нулю, можно заключить, что с ве-
роятностной точки зрения подынтетральная функция
выражения (6.20) представляет собой центральный мо-
мент четвертого порядка. -

Примем, что случайная функция быстроменяющихся
составляющих ошибок измерений біъ(і) распределена по
нормальному закону. Тогда, учитывая, что для нормаль-
но

распределенных
процессов имеет место зависимость

М13<<1.›а3<<±,›і<1.›і<<і.›1=М1Х<±.›ҐХ<×.›1М і›?<±.›3«г.›1+
-і-МІХО*.)Х(Ґ.)ІМІХ(Д)Х(Є)І+м[Х(і.)Х(ї.)1 М [Х (д)ХМ]-

, (621)
Где Х(і,,)=Х(!,,)-М[Х(І,,)], определяющая связь цен-
тральных моментов четвертого порядка с центральными
моментами второго порядка, подынтегральное выраже-
ние формулы (620) можно переписать в виде

МІд/1(1.)ё/1(ї,+ =)д/1(ї.)ё/1(ї.+ *Л=
=1<=М дН-КЪ, (г, -1,)-|-1<а,, (г, _ 1,4- т) км (г, -ц_ т).

Следовательно.

М1К*.,.<=›1=1<'.т<=›+
ТІ-т ТІ-т

+а? Ѕ 5 [Кац (1: “іь)+кьь (І: _

_І\+1)КМ“І '_іт "" 1)] штаіг



Подставляя (622) в (6.19), имеем
Тв-ъ Т -1

ФЗІТ(1)=Й у .ї[кзъь(ія_іъ)+кьь(іг_
0 0

_"'ія+т›къд(ія'_'іх*ълділаівї
Тн-т Тн-ъ-ід

= 5 Щц 5 [каьд(ія_ія)+кад(із_'ія+

+=›1<,,.<±.-±,-`=›1<1г.. тв)
Преобразуем формулу (623) к виду, удобному для

практического использования. Обозначим

і=І,-І,,

іауткаъд (ІІ"`і1)+К15д(і:-'[1+1)Кьд (І:""І111)

и запишем формулу (623) в виде
Тв-т Тн-т-І,

ыкмддёт
уж, 5

ішдг. (625)

Область интегрирования выражения (625) представ-
лена на рис. 6.2. Изменив порядок интегрирования
в (625) и выполнив его получим

Тн-Ю Ти-т-Д

ыї(=)=вї~

тп-ї тнїъ!

о

0

-(Тн-<:)

Ти-т Тн-т

>< ЅШФ=Щ5ҐІ Ѕ <т..-=-±›і<г›т+
0

0+ ї <т..-~+г›іа›аг}.
-Щ-ч
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д

_(тн_ї) тнмг а РІРС. 6.2.

Так как і (Ц-фуикция четиая, то
Т -т

«учат-її 5
(т,,_=_г)і(г)а±

И ОКОНЧЗТЄЛЬНО
Тн-т

“Штїчг 3] <Т'-`=~1›11<з,.<1›+
0

+ кидц-мкм (г _ъ›| м. (626)
Из (626) следует, что для определения дисперсии

оценки корреляционной функции 01 (т) необходимо знать
к

саму корреляциониую функцию КМ. Это приводит к тому
что оценивание точности определения корреляциоииой
функции быстромсняющихся составляющих ошибок из-
мерений можно произвести лишь после получения оцен-
ки корреляциоииой функции. Кроме того. сама диспер-
сия

д?
(т), рассчитанная по формуле (6.26) с исполь-

зоваиием оценок Ёы, является случайной величиной.
Положив в формуле (6.26) 1:0. получим выражение

для дисперсии, характеризующей отклонгние статистиче-
ской дисперсии ЁМ случайной функции быстромеияющихся
тов



составляющих ошибок измерений 6І1(І) от истинного зна-
чения дисперсии Вы:

Т

«ї (о) =з; =%2:
К В

Отметим, что если быстроменяющиеся составляю-
щие ошибок измерений представляют собой случайный
нормальный процесс, характеризуемый корреляционной
функцией

Ки <=› = 1>е'“*".
то из (627) будем иметь

саб
г: В: (гад-н ___ І +е-2сїн)/аэтан'

ЄСЛИ ЖЄ

Ки. <=› =Нет” ее и,
ТО

гб _-= в* (гиг, _ 1 + е~*“н)/2«=т'*, +

+Ш” сов* <р/2о'Т“,,) [2аТн- сов «р + е_2"тн сов (2аТнід 9 +
+ 2401»

где 13 <р = 371.
Приведенные зависимости для оценки точности опре-

деления корреляционной функции ЁМ (т) основаны на фор-
муле (617), использование которой предполагает зна-
ние случайной функции б/Ці) на всем интервале на-
блюдениятТн. Однако при наблюдении за полетом ЛА
траекторные измерительные средства регистрируют зна-
чения параметров движения в дискретные моменты вре-
мени. В этом случае и значения ошибок измерений так-
же известны лишь для фиксированных моментов вре-
мени. Это приводит к необходимости замены интеграла
в (647) приближениой суммой значений подынтеграль~
ной функции, соответствующих моментам времени і..
(/г=1, 2.
пізмерений.

Таким образом. для определения статистической
корреляцноъклкой функции быстроменяющихся состав-
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ляющих ошибок измерений МИ) может быть использо-
вано выражение

М-п

КМ (=..› = ТЬЕ д/иидг/игтн). (его
Іг=І

где М --количество равноотстоящих во времени измере-
ний; Т,/1\І'=Аі-интервал времени между двумя после-
довательными измереннями; 1,,=пАІ, п==0, 1, .... АІ-І;

г*

Приняв в (628) п=0, получим зависимость для опре-
деления статистической дисперсии быстроменяъощихся
составляющих ошибок измерений

_ Н

бы. =%12 и/нлдг- (его
й=і

Очевидно, что

М1Къ,.<<,.›1=1<ъп<«л›. (его
т. е. определяемая по приближенной формуле (628) ста-
тистическая корреляционная функция 725,1 (тд) в среднем
при большом числе экспериментов равна истинному зна-
чению корреляционной функции КВЦ-пп).

Найдем среднее квадратическое отклонение
аки-в)

ста-

тистической корреляционной функции ЙМЬ) от ее истин-
ного значения

Ф? (т=М 11%. <±,.›1 ~ <М то. «или (чт)
Подставляя в (6.ЗІ) соотношения (6.28), (6.З0) н

учитывая. что математическое ожидание случайной
функции б/ЦІ) равно нулю, получаем

М-п М-л<›*ї<~,.›=<~-~›-' 2 2 М1г/1'<±,.›ап<г.+=д›×
І:==І І==І

×
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Используя формулу (621) для центральных момеіЬ
тов четвертого порядка случайных величин, распреде-
ленных по нормальному закону, полученное выражение
для

из?
(тп) можно переписать в виде

АІ-л М-п

«*К<~д›=<~-~›-= 2, 2 11<=,^а.-1.›+
Ё-І ІвІ

+1<м<ц~п+=д1<м<гі-а-ъді- <6.з2›
Сравнение формул (623) и (632) показывает, что

они аналогичны, разница состоит лишь в том, что опе-
рация интегрирования, используемая в (623), заменена
операцией суммирования в (632). С помощью описан-
ных выше преобразований формула (623) заменена бо-
лее удобной для практического использования зависи-
мостью (626). Подобные преобразования могут быть
проведены и для формулы (632). В результате полу-
чим

«#2 <=,.› = <~ ~ пт*
АІ-п

+гё (1 - ,,і ,,) мы. (о +1<г.. оддкы. <=Н›1}.
(633)

Положив в выражении (633) п=0, найдем зависи-
мость для среднего квадратического откяюнения ов ста-

тистической дисперсии ЁМ случайной функции быстроме-
няющихся составляющих ошибок измерений ЗМІ) от ис-
тинного значения дисперсии Вы:

Ё (1 _
ь-х

(634)
В работе [42] приводятся следующие рекомендации

по приближенному выбору величин Ад, п, Т, для иссле-
дования случайного процесса, вид корреляцнонной фунн~
нии которого до проведення соответствующего изуче-
ния неизвестен.

е? <0› ==из= 7%
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Выбор промежутка между соседними измерениями
А! осуществляется из условия, при котором на интерва-
ле времени длиной в один период наиболее высокочас-
тотной гармоники, иаблюдаемой в записи исследуемого
случайного процесса, располагалось бы не менее 5-›10
точек измерений. При установлении максимального чис-
ла п следует учесть, что оно не должно быть больше
примерно М/4. При этом интервал наблюдения Ти дол-
жен быть достаточно большим, чтобы оценкаКддПїді/М)
была близка к нулю для всех п, близких к АІ/4.

6.4. Осреднение корреляционных функций
быстроменяющихся составляющих ошибок измерений,
полученных по нескольким сеансам наблюдения

Для повышения точности и достоверности определе-
ния статистических характеристик быстроменяъощихся
составляющих ошибок измерений целесообразно провести
осреднение результатов определения статистической кор-
реляционной функции Китс) и статистической дисперсии
І'\Вы. полученных на основе обработки экспериментальных
данных всех проведенных т сеансов наблюдения. При
этом примем, что все эксперименты независнмы н про-
ведены в одинаковых условиях. Сеансы наблюдения
считаем независимыми, если при проведении измерений
вероятности появления ошибок измерений и вероят-
ностиые характеристики этих ошибок в каждом сеансе
наблюдения не зависят от результатов других сеансов
наблюдения. Для удовлетворения этого требования не-
обходимо при организации измерений в каждом сеансе
наблюдения провести некоторые специальные мероприя-
тия, например уточнить привязку начала сеанса наблю-
дения к единому времени, проверить юстнровку антен-
иои колонки и др.

Перед осреднением полученных оценок вероятност-
ных характеристик целесообразно провести проверку
принадлежности их одной генеральной совокупности.
Для проверки оценок дисперсии достаточно эффектив-
ным является критерий Фишера [5, 20].

В общем случае интервалы времени наблюдения ле-
тательного аппарата в каждом сеансе различны. Обо-
значим их через ТШ, Тиц, ..., Тцт.
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При записи формул для получения осредненных зиа
ченнй статистической корреляциониой функции и статис
тической дисперсии быстроменяющихся составляющих
ошибок измерений естественно принять условие, чтобы
«вес» каждой отдельной осредияемой величины Ёщіф)
и Ёъп і(]=1, 2, .. ., т) в формировании средних значе-
ний корреляциоиной функции Т(,Ш(т) и дисперсии ЁМ был
пропорционалеи времени соответствующего і-го сеанса
наблюдения.

Обозначим коэффициент веса через

2і=(Тні
-т)І(Ё Тні-тт)

. (635)
і=л

Принимая во внимание выражение (617) для статис-
тической корреляционной функции Км(т) и статистичес-
кой дисперсии Вы! получим следующие формулы:

Ка, (чї

т тніг*

2
э

алдцвпіи-д-да:

1ї1 д

2 Тні-ІИІ

І=І

т тиі
2

` Б,,_=.1:*іт___ . (637)
Ё д:
]_|

При обработке дискретных измерений формулы (6.35)-
(6.37) принимают вид ~

АІ=(АІ,-п)/(Ё МҐ-тп). (6.38)
[д]
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т А/і-п

2 2, ё/=мч›г/цит+д›
Капри): "' '*=' , (639)

тд;
2 2 вт, т.)

__ -=1 ь=1Вы, _~=%~7,Ґ--_- . (6.40)

2 “11:1
Если же для каждого сеанса были рассчитаны зна-

чения Ёдд ,(131) и 'дым І, то для нахождения средних зна-
чений этих характеристик более удобны формулы

2 (Мі '_ д) Кыд, 10%)

к,,,<«д›=Ш;---. (ден
2 Ні-тп
]=1

т П!

Бад-дв при, і /
2 1\/,. (642)

/= 1=1
Значения ЁМ І н дыр] определяются соответственно

с помощью зависимостей (6.28) и (629).
Выше была найдена формула (6.3З) для оценки точно-

сти определения статистической корреляционной функции

Йъмргп) по данным одного і-го сеанса наблюдения при
использовании дискретных измерений, полученных в мо-
менты времени 1,, 152, ..., 2~=Тн. Учитывая независимость
случайных величин быстроменяющихся составляющих
ошибок измерений, полученных в различных сеансах
наблюдения біщі), ЫЩІ),
выражения (6.ЗЗ) на множество измерений, полученных
во всех т сеансах, запишем формулу для дисперсии
«БК (тп), характеризующей отклонение среднего значе-
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ния статистической корреляциониой функцииїмфп) от
ее истинного значения Канта):

І°';,ї('”,,)=_тг_-_-т><
[Е А/і-тп]
Іг-І

ХЁ (Мі дл) {кгдд_і(о)+кяьд,і(тд)+
1..1

+2 Е (1_"1%)ІКЗъьЁҐь)+Къь.1("ь+д)Каь.1('ь-ь)]
ь-х

(6-43)
Выражение (бАЗ) может быть приведено к виду

2 (м, _ при? (д)
в 1-1

. І
с ї (ъ,,)=ї----*- , (6:44)(Ё.

где величина ЫЁ
І(-:,,)

определяется формулой (633).

Соотношение (644) позволяет находить дисперсию
среднего значения статистической корреляшюъшой функ-
ции Кд,,(ъ") по известным значениям дисперсии о'ї,(<,,)
статистической корреляционной функции Ёщдтд), полу-
ченной обработкой измерений і-го сеанса наблюдения

Если принять, что интервал времени наблюдения и ко-
личество измерений на каждом сеансе набтодения оди-
наковы. то из (6.44) получим

са? (тп) ==
о'ї'І(1д)/т.

(6.45)

Из (6.45) следует, что в рассматрииаеьюм случае ис-
пользование экспериментальных данных т сеансов наблю-
дения позволяет уменьшить в т раз дисисрсию. хара к-
теризующую отклонение статистической корреляционноі
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функции Ёыктп) от ее истинного значения, по сравнению
с дисперсией с'ї_(ъп), полученной на основе обработки

І

измерений одного сеанса наблюдения.
Полагая в (6114) п=0, имеем выражение для оценки

точности определения среднего значения статистической
дисперсии:

т ш ` 2

аъ/2~тт(2мд.
ющ

;=1 1:1
Величины о*д_ определяются по формуле (634).

І

6.5. Оценивание вероятностных характеристик
медленноменяющихся составляющих ошибок измерений
по данным нескольких сеансов наблюдения

Примем, что для определения статистических харак-
теристик сильно коррелированных составляющих оши-
бок измерений (случайной функции бБ(-І)) используют-
ся данные т независимых сеансов наблюдения. Обо-
значим через 67350), где і-время, отсчитываемое от
начала сеанса наблюдения-значение медленноме-
няющейся составляющей ошибки измерений параметра
г в і-м сеансе наблюдения.

'Тогда статистическое математическое ожидание
Ё/Ід, (І), статистическая дисперсия 727,0), статистическая
корреляционная функция Ігдйд, Ід) и статистический ко-
эффициент корреляции Ёдіщ, і,,) могут быть найдены из

ФЮРМУЛ

и<1д=$ 2 гїтмгд, (641)
;=1

Ё)

ди (т=їы <т=Ё2 М, (т ~ та,юг. они
і=п

Ёьїтаі* [/=)=т_ї| в [5`Іі/(11)'“мдЪ(і1)]Х
/.=1

>< М, «и е~ Ми ил. «На
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Ёыї (Ґі- іь)

Ёяттїтядд
кеторые следуют из определения соответствующих ста-
тистических характеристик случайной функции.

При оценивании дисперсии и корреляинониого мо-
мента для практического использования более удобны
формулы

А

гдї. (Ґі- 1:): (650)

_-т-І тднид- "' ё2дидя=тйдадіт то
;=1

Киа» 1.›= "' ±2ёї,<м›г›ї,<1.›-т- І
,Ы

»тн (ыИн. (ы . (1152)
основанные на соотношеииях между начальными и цен-
тральными моментамн. При применении зависимостей
(651), (6.52) во избежание использования разностей
близких чисел рекомендуется заранее перенести начало
отсчета по оси ординат ближе к математическому ожи-
данию.

Оценку точности полученных значений математнчес~
кого ожидания. дисперсии и корреляционных моментов
можно произвести по зависимостям, аналогичным при-
веденным в 5 6.3 для оценки точности вероятностиых
характеристик быстроменяющихся составляющих оши-
бок нзмерений. При этом надо иметь в виду, что ука-
занные зависимости, основанные на применении цен-
тральной 'предельной теоремы теории вероятностей.
справедливы лишь при использовании достаточно 6оль~
шого количества экспериментов. когда полученные из
этих экспериментов числовые значения статистических
характеристик (оценки вероятностиых характеристик)
можно приближение считать равными их истинным зна-
чениям.

Статистические числовые характеристики случайной
функции сами являются случайными функциями. Наибо-
лее полно они могут быть описаны с помощью их зако-
нов распределення. Зная законы распределения стати~
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стических характеристик, можно определить вероятность
отклонения полученного из эксперимента их значения
от истинного значения соответствующей характеристи-
ки, т. е. степень достоверности полученного результата.

Если количество экспериментов достаточно велико
(т>30), то законы распределения полученных на осно-
ве статистической обработки результатов наблюдений
оценок вероятностных характеристик ошибок измерений
оказываются близкими к нормальному. В этом случае
определить степень достоверности полученных оценок
можно, например, по вероятности того, что ошибка из-
мерения АІ1(І) примет значение, заключенное в задан-
ном интервале [ММШ/г» М,,,,(Ґ)+г]-

Указанная вероятность может быть вычислена но
формуле

Р{|А/1(і)-Мдд(і)] < є}= 2Ф(є/сА/1(І)), (653)

ГДЄ Є-ЗЗДЗННЗЯ ПОЛОЖНТЄІЪНЗЯ ВЄЛИЧИНЗ;

И

Ь Ѕеччгаіі-функция Лапласа.
у2т: _

0

Для оценки результатов статистической обработки
сравнительно малого числа экспериментов, данные ко-
торых могут быть использованы для получения стати-
стических характеристик медленноменяющихся состав-
ляющих ошибок измерений, применять зависимости
(6.26), (6.27) и (653) нецелесообразно. Способ вычи-
сления вероятностей приближения оценок к соответст-
вующим вероятностным характеристикам, в основе ко~
торого лежат указанные зависимости, оказывается
в этом случае слишком грубым. Поэтому при определе-
нии достовериости оценок, полученных при использо-
вании сравнительно небольшого количества опытов, не-
обходимо применить точные законы раснределения оце-
иок.

Рассмотрим, как можно оценить достоверность значе-
ний статистического математического ожидания ІЙЙЦ),

Ф(и)=

статистической дисперсии ЁЙЩ и статистического ко-

эффициента корреляции 'и (д, 1,) медленноменяющейся
составляющей ошибки измерений в предположении, что
По



случайные функции 0120). 0011:),
НОРМЗІІЬНОМУ ЗЗКОНУ РЗСПРЄДЄЛЄНИЯ.

Условимся характеризовать достоверность значения
статистического математического ожидания Иди) дове-
рительной вероятностью математического ожидания, т. е.
вероятностью того. что истинное значение математичес-
кого ожидания Мда) находится в заданной сбласти.
охватывающей значение статистического математического
ожидания

Р.=Р1т,1.<1›-=%1.<#›<М.1<0<т0<±›+ё0<01. 10.50
Где 8--32Д2НН21Я ПОЛОЖИТЄЛЬНЗЯ ВЄЛИЧИНЗ.

Таблица 6.!

__ .

іє 0.01 |0.02 | 0.00 | 0.10 0.10 | 0.20[0,20| 0.з0|0.40] 0001000] 0.10| 0.00] 0.001 1.00
1 0,01 0,02 0,04 0,00 0.10 0,10 0, 0.20 0, 0, 0,40 0,00 0,04 0,01 0,002 0,01 0.02 0,00 0,12 0,10 0,24 0, 0,04 0. 0, 0. 0,00 0. 0,14 0.11г 0.01 0.00 0.01 0.14 0,22 0,20 0. 0.410. 0, 0, 0.14 0, 0, 0,004 0.02 0.03 0,00 0.11 0,20 0,32 0. 0,40 0, 0, 0.14 0,010, 0, 0,015 0.02 0.04 0.00 0,10 0,21 0,30 0. 0,00 0, 0. 0,00 0,00 0, 0, 0,040 0.02 0,04 0.10 0.20 0.20 0,00 0. 0.04 0. 0, 0,00 0,00 0. 0,04 0.001 0,02 0.04 0.11 0.22 0.02 0,41 0, 0,01 0, 0, 0. 0010.04 0. 0,010 0,02 0,00 0.12 0.20 0,00 0,43 0, 0,00 0. 0, 0. 0. 0, ~ 0,0: 0,009 0.02 0,00 0.12 0,24 0,00 0,40 0, 0.03 0.1 0. 0010.04 0, 0.- 0.9910 0.00 0.00 0.13 0,20 э1 0.40 0, 0,00 0, 0,01 0, 0. * 0, 0, 0.0012 0,03 0,00 0.14 0.20 0,40 0.01 0, 0,10 0,02 0. 0. 0,01 0,00 0. 0.00М 0.00 0,00 0,10 0,00 0.40 0.00 0. 0.10 0.00 0.02 0. 0. 0, 1, 1.0010 0.00 0,00 0.10 0.01 0.40 0,00 о, 0,10 0.00 0.04 0, 0. 0,18 0,00 0,01 0,11 0.зз 0.40 0,01 0,11 0.10 0.00 0.00 0,00 0. 1,20 0.04 0,01 0.10 0.00 0,00 0.00 0,10 0.01 0,01 0,00 0, 0.20 0.04 0.00 0.20 0,00 0,00 0.00 0,10 0,00 0.00 0.00 0, 1.30 0.04 0.00 0,22 0,42 0.00 0,12 0. 0,00 0,01 0, 1.00 0.00 0,10 0.20 0.40 0.00 0,10 0,00 0,02 0, 0,40 0.05 0.10 0.20 0.41 0,00 0,10 0.00 0.04 0, 1.46 0.00 0.11 0.20 0.00 0,00 0,01 0, 0,00 0,00 0.00 0,11 0.20 0,02 0,11 0,00 0.02 0,00 0.00 0.00 0.12 0.00 0.50 0.10 0.81 0.96 0.911.10 0.01 0.10 0.02 0.00 0.10 0,00 0,00 0.0000 0.01 0,14 0,00 0,03 0.02 0.02 0.00 0,0090 0.00 0,10 0,01 0,00 0,04 0.04 0.00 0,00100 0.00 0,10 0.00 0,00 0.01 0.00 0001.00

Значение искомой вероятности Р, может быть опре-
делено из формулы

д:
25

где 1==1Мн <±›-Мн (01/2010:
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Ѕтч (у -І/дї-г
ния Стьюдента.

)-д11фференц11альны1і закон раснределее

Выражение (655) позьоляет, задавшись величиной в
и количеством сеансов наблюдения т, по данным кото-
рых определяются аначения 1916710) и 0,710), найти дове-
рительную вероятность Р, того, что истинное значение
математического ожидания ММЦ) лежит в области
20% (І). симметрично расположенноймотносительно ІЙЙ (і)*>.

0.001 І 0.002І 0,005 0,010 0,020 0,040| 0.0001 0.030 0,100 0,150

РЁ 0,002
0,003
0,004
0,004
0,005
0,005
0,006
0,000
0,001
0,001
0,003
0,003
0,009
0,009
0,010
0,011
0,012
0,013
0,014
0,015
0,010
0,011
0,019
0,020
0,021
0,022
0,023
0,032

Р? 88СО*

.РРР ЁЁЁЁ

ЭРРРРРРРРРФ2

о

ы

ыёёаёёёгёё

ті-І

'

--›--._-_

ЗЁЁЗЁЁЁЁЁЁЁЁЁЁ®т›ю5ютчтш#ыю~

од

`

ЪЪос \І`І

0,005
0,007
0,009
0,011
0,012
0,013
0,015
0.016
0,017
0,018
0,019
0,021
0,022
0,024
0,025
0,028
0,031
0,033
0,036
0,038
0,040
0,044
0,047
0,050
0,053
0,056
0,069
0,080

0,010
0,015
0,019
0,022
0,024
0,021
0,029
0,031
0,033
0,035
0,039
0,042
0,045
0,041
0,050
0,050
0,001
0,001
0,012
0,010
0,030
0,031
0,094
0,101
0,101
0,112
0,131
0,153

0,019
0,029
0,031
0,043
0,049
0,054
0,053
0,002
0,000
0,010
0,011
0,033
0,039
0,095
0,100
0,112
0,122
0,133
0,142
0,150
0.153
0,113
0,131
0,200
0,211
0,222
0,211
0,311

0,039
0,059
0,074
0,086
0.097
0,107
0,116
0,125
0.132
0,140
0,155
0,166
0,177
0,188
0.198
0,221
0,242
0,202
0,219
0,295
0,303
11,339
0,304
0,387
0,403
0,428
0,500
0,576

0.053
0.033
0.111
0.129
0,140
0.100
0,114
0,130
0.191
0,203
0.223
0,240
0,203
0,219
0,293
0,321
0,350
0,334
0,403
0,431
0,452
0,439
0,522
0,552
0,519
0.004
0,101
0,109

ЮЪЬЪЪЪЪЪаш-ючь-чтсыьючтч
ФФФФФСЭФФФ ,201
0,215
0,301
0,325
0,340
0,300
0,334
0,420
0,402
0,491
0,525
0,552
0,510
0,019
0,050
0,033
0,110
0,141
0,333
0,333

0,091
0,141
0,134
0,214
0,241
0,204
0,230
0,305
0,323
0,340
0,311
0,399
0,425
0,443
0,410
0,513
0,559
0,591
0,023
0,051
0.032
0,120
0,102
0,192
0,310
0,340
0.914
0,951

0,145
0,219
0,213
0,311
0,355
0,303
0,411
0,444
0,409
0,491
0,532
0,501
0,599
0,021
0,052
0.100
0,149
0,131
0,315
0,340
0,300
0,393
0,911
0,935
0,949
0,959
0,930
0,995

*1 Формула (655) приведена здесь без вывода. Обоснование изло-
женного полхола к оценке достоверности статистических вероятност-
инх характеристик и подробный вывод формулы (655), а также
НСПОЛЬЗУЄМНХ ННЖО ЗЗВІІСІІМОСТСЙ
в [39] и [40].
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В табл. 6.1 приведены значения вероятности Р, для
различных значений величин є и числа экспериментов
т, рассчитанные по формуле (6.55). Используя данные
этой таблицы, можно, задавшись величинами Р, и е,
определить количество сеансов наблюдения т, необхо-
димое для получения требуемых значений доверитель-
ного интервала для математического ожидания медлен-
номеияющейся составляющей ошибок измерения пара-
метра г (случайной функции ЭМО).

Так, например, задаваясь уровнем вероятности Р,=
=0,9 и величиной е, определяем, что истинное значение

Таблица 6.2

І 0,200, 0,250! ЩЗСЮІ ОАЮІ 0.5(ЮІ ОЬЮ 0,700 0.800І 0.9113! ІДЮОІЗДШ

0,193 0,241 0,289 0.379 0,458 0,520 ЩЖ 0,579 0.599 0,617 0,739
0,290 0,358 0,423 0,538 0,623 0,675 0.707 0,734 0,759 0,779 0,895
0,359 0,440 0,515 0,636 0,714 0,759 0,792 0,819 0,842 0,861 0,953
0,414 0,504 0,583 0,703 0,774 0,815 0,847 0,872 0,893 0,910 0,979
0,461 0, 0,637 0,752 0,816 0,865 0,885 0,908 0,926 0,940 О,9Ю
0,501 0,599 0,681 0,791 0,849 0,886 0,913 0,933 0,948 0,959 0,995
0,536 0,636 0,717 0,821 0,874 0,908 0,932 0,950 0,963 0,972 0,998
0,567 0,669 0,748 0,845 0,895 0,926 0,948 0,963 0,974 0,981 0,999
0,595 0,697 0,774 0,865 0,911 0,940 0,960 0,972 0,981 0,987 0,999
0,620 0,722 0,797 0,882 0,925 0,951 0,968 0,979 0,986 0,991 1,009
0,664 0,764 0,833 0,909 0,946 0,968 0,980 0,988 0,993 0,996
0,701 0,798 0,862 0,929 0,960 0,978 0,988 0,993 0,996 0,999
0,733 0,826 0,885 0,944 0,971 0,985 0,992 0,996 0,998 0,999
0,760 0,849 0,903 0,955 0,980 0,990 0,995 0,998 0,999 0,999
0,784 0,868 0,918 0,964 0.984 0,993 0,997 0.999 0,9991,(Ю0
0,832 0,905 0,944 0,979 0,992 0,997 0,999 1,0001,000
0,867 0,930 0,962 0,988 0,996 0,999 1,000
0,093 0,944 0,969 0,990 0,997 0,999
0,913 0,957 0,978 0,994 0,999 1,000
0,929 0,967 0,984 0,996 0,999
0,942 0,974 0,988 0,998 0,999
0,960 0,984 0,993 0,999 1,000
0,972 0,990 0,996 1,000
0,980 0,994 0,998
0,986 0.996 0.999
0,990 0,997 0,999
0,998 1,000 1,000
1,000

МЗТЄМЗТНЧЄСКОГО ОЖНДЗННЯ ОТЛНЧЗЄТСЯ ОТ СТЗТИСТІІЧЄС-
КОГО МЗТЄМЗТНЧЄСКОГО ОЖИДЗННЯ Не 607196 ЧЄМ На

±єЁыї (і): при а=0,20, если т=71; при є=0,50, если
т=13; при є=1,00, если т=5.
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Выражение, аналогичное (6.55), может быть запи-
сано и для оценки достоверности значения статистического
среднего квадратического отклонения ада):

Р,=Р|(1-е)ёд(х)<аьд(г)<
^ І/І-а

щц-грддад: у іищаы, (вы)
|/\+\

где мод-дифференциальный закон распределения слу-

чайной функции І1=Ёд,(і)/аь71(і), определяемый соотно-
шением

т-І я

іиш)= (иут; 1
,ные

г
їчт)

°° 'і
Г 2

Формула (6.56) определяет вероятность того. что ис-
тинное среднее квадратическое отклонение адд(і) отлича-
ется от статистического среднего квадратического от-
клонения ЄЅЪ (і) не более чем на ± 156710).

Используя формулу (6.56) или табл. 6.2, данные ко~
торой рассчитаны с использованием (6.56), можно най-
ти необходимое количество сеансов наблюдения т для
получения требуемого значения доверительной вероят~
ности Рг при заданной величине г.

Так, например, задавшись уровнем вероятности Р,=
=0,9 и различными значениями величины є, получим сле-
дующие значения т -количества экспериментов, необхо-
димых для того, чтобы истинное значение среднего квад-
ратического отклонения ада) отличалось от статисти-
ческого средиего квадратического отклонения ом (і) не

более чем на ± єЁЙО): при г==0.20 необходимо 38 экс-
периментов, при г=О.50 необходимо 9 эксперимеп-хтов,
при е=1,00 необходимо 5 экспериментов и т. д.
180



ДЛЯ ОЦЄНКИ ДОСТОВЄРНОСТИ ОПРЄДЄІЮВИЯ СТІТЦСТИЧЄС-
кого коэффициента корреляции 'Ёд(ід, 1,) всполвуется
завпсимостр: А _5

-

отклонения о, случайной ве~

і!" І+ЁҐ
01-

Й),
\-ги.- (Ц, Ц)

а также значения величин а, н 6,.
. ІІ]



#6. Аппроксимация статистической корреляционной
функции

При обработке измерений, полученных на достаточ-
но протяженном участке траектории, корреляцнонная
матрица ошибок измерений может содержать десятки
тысяч элементов. Ввод такой матрицы в запоминающее
устройство современной ЭВМ и обработка ее чрезвы-
чайно затруднительиы. Поэтому возникает необходи-
мость сжатия информации о корреляционной функции
Кд (1, І+т). Это сжатие может быть осуществлено путем
аппроксимации значений статистической корреляцион-
ной функции Кл(і, і+т), заданных на дискретном мно-
жестве переменных -І и т.

Нахождение подходящего в определенном смысле
аппрокснмирующего выражения для К›.,(т) может быть
осуществлено при помощи линейной комбинации конеч-
ного числа функций

К. <=› =Ё см <-›. (зло
1=°

где фд(т)-заданная система линейно независимых
функций; Сд-некоторые постоянные вещественные
числа, определяемые из условия минимизации суммы
квадратов разностей между К;.(т) и Кд(т) на всем ин-
тервале задания величины т. При этом возникает про-
блема выбора наиболее целесообразного вида аналити-
ческой зависимости, которая должна удовлетворять сле-
дующим требованиям:

1. Аппроксимирующие функции фу(т) по возможнос-
тн ,должны представлять собой семейство ортогоиальиых
функций. Ортогоиальность функций срд(т) обеспечивает
простоту контроля ошибки приближения в среднеквад-
ратическом смысле.

2. Аппроксимирующие функции фд(т) должны удо-
влетворять предельному соотношению

1іт<и<-›=0. от)
і-ЪФ

Это условие вытекает из аналитического поведения
корреляцнониой функции при больших значениях аргу~
меита т, Требование (659) будет выполняться, если
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аппроксимирующие функции труп) содержат в качестве
МНОЖИТЕЛЯ ЗЗТУХЗЮЩУЮ ЭКСПОНЄНТУІ

а, (е) =Е” "';, (е), (ооо)
где ету-положительные вещественные числа.

З. Аппроксимирующие функции должны отражать
колебательный характер изменения корреляниониой
функции. Для этого в качестве функции І;(т) в выра-
жении (6.60) обычно берут тригонометрнческие функ-
ции, в частности

[](е)=соз 5,1.
'

(6.61)
Подставляя (6.61) в (6.60), получаем в общем слу-

чае следующее выражение для наиболее общего вида
аппроксимирующих функций:

в, (е) =е”“і і" соз 5,1. (6152)
При выборе вида аналитической зависимости для

аппроксимации значений статистической корреляцнонной
функции К›.(т) ошибок траёкторных радиотехнических
измерений надо учитывать результаты предшествующих
теоретических и экспериментальных исследований.

Так, например, установлено, что входной случайный
сигнал, состоящий из большого числа импульсов, дей-
ствующих в случайные моменты времени с независимы-
ми случайными амплитудами с нулевым математическим
ожиданием и конечной дисперсией, после прохождения
через КС-фильтр, преобразуется в случайный сигнал
с экспоненциальной затухающей корреляционной функ-
цией. Случайные возмущения фазы сигнала приводят
к тому, что корреляциоиная функция вместо экспонен-
циальной становится экспоненциально-косинусной.
Флюктуации амплитуды и фазы радиолокацнонного сиг-
нала, отраженного от ЛА, вызываемые возмущеииями
атмосферы, изменениями положения антенн бортового
приемоответчика и внутренними шумами в радиотехни-
ческой аппаратуре, также приводят к ошибкам измере-
ний, корреляциоиная функция которых определяется
экспоненциально-косинусиой зависимостью.

Для практических целей использование выражения

К,,(е)=2 Ср-“іщ сов 3,1. (653)
[на]
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как правило, удовлетворяет приближению Ёдъ).
Рассмотрим методику аппроксимации значений стати-

стической корреляционной функции Й,,(і, Н-т) нестационар-
ного случайного процесса линейной комбинацией затуха-
ющих косинусов вида (6153), где Сі, аІ, @,~параметры,
зависящие от времени і и подлежащие определению.

В качестве исходной информации служат значения
статистической корреляционной функции Йід: Ё,,(І,, 1,4-
+т,,), і== І, 2, ..., Н; Іг=1, 2, ..., п. Параметры ар 0,, В,
найдем из условия минимизации функции

Р
п
к

т
Ст “РМ ш

2

і-ЕІ

“дїх

Индекс і у параметров Сі, аі, р, означает, [что эти па-
раметры вычнсляются для момента времени іі.

і ' іДифференцнруя функцию Р, по С; ›, сну), 32) и при-
равнивая нулю полученные производные, получаем систе-
му траисцендентных уравнении:

п
“РР/д ш -

2 ІЁПЙЫЄ 0053, 'ь=0›
вы
п

“фцтгі Н)2 іт(*ь)|"ьі е 005% '”ь=0›
ьл
п -и.“) т
2 ітЁ/дтье І іыэіпруцг=д (6-64)
мы

її 1, 25-1., т,

где

гт<=.›=К.~-Ё гі'*е'“їц"*'<=<›згў“«т- то
1:1

Для решения системы уравнений (6.64) могут быть
использованы метод Ньютона, метод граднентов н др.

Рассмотрим применение метода І~Іьютона к решению
системы (6.64) при т=2 [45].
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Первое уравнение системы (6.64) для і=І н і=2 за-
писывается с учетом (665) соответственно в виде

п и) п н)^ *Ч ИД (1) и) -2Ч І* І
2 Кі/де СОЅ В! 1* -"С| 2 Є * ×
мы ь=1
я ш сш

д
-<*=Ё“+“ЁИН':Н ш шХсоз В, ъ,,- 2 2 е созр, 1,, созр, 1,,=0,

Іе==І

(655)
шП ІІ (і) (Ё)^ -ч 11 І -( +<=2 н 12 Кане 2 д °°53Ёц'ь-“С:І) 2 е Ч т* Х

гы ь=я
п (і). _2 ! | .Хсозрїщ, сОЅВЅЧд-СЁҐЁ е и? т* соз' ;“:д=0.
мы

1

Обозначив

ш
п ^ -еїцїчд шд, ==2Кде сов р, тд,
ь=т

Іг=І

<г›_ д *ефщі 1 ш 667а” -2 е соз ,ть (_ )
А>=І
п (і)а -тг 1*! иаёз): * соз' 2,1»
Ісчі

ш+=2 ) щ (

и решив уравнения (6.66) относительно Сі" н СЁ", внра~

зим СУ* и Су) через остальные неизвестные её", её".
ш (п.1 43. °

<;,__ 09019- »$949 ш ШИН* - *Ре-Ёї*“І (все)
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(1) (1) (і)
ІИскомые параметры а, . а2 , , 2," удовлетворяют

следующей системе уравнений:

_ ~ _,<щ .гі"=2г.<=,,›\=.,\е ' '*'с<›Ѕвї“~,.-=0.
Ё=І

_ п
_и$і) т _

д;')=2 і,(ъ,,)]-:,,'е ' '*'соз$;')ъ,,=0,
т= (вез)

_ " __ Ш .
ЄЁЦ-дв іаЙї/дтье

Ч
ЩІЅШ р:Ц'“в=0›

ь=1
_ п __ (і)

д:“=2і,(1д)1д€3 “2 І1ЁІЅіП[З;“тд=0.
д=т

Алгоритм вычисления неизвестных СР, Су), аъі",
п г; «ша; , В] . 92 строится следующим образом.
Обозначим

Т
в

'___ Г) Ґ) (І (І)оиынч] ч; ча* чт г; с<~=цгъ~ д: и" е”
где

г›__ ш. г›__ и. <'›__,<'›. <'›___ шЧтІ “аіі * 92, “аги Чз, "_ 311* 94! _” 2 '

Пусть ОУЦ-І-е приближение вектора ат. Вычисле-
ние следующего (І+1)-го приближения этого вектора
согласно методу Ньютона ведется по формуле

0*" =0}“ ~А;'о{“, (610)[+1

ҐДЄ

ф” дяїї дгї” двїї
ддўї ,др ,Тдм до

А.:
дай” дві" «її М"
04%" ди” ща” дл”
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ш ш ш шПолучив из (6.70) значения ции, ци” дым, ММ.
по формулам (6.67), (6.68) вычнсляют СИМ, СШ”

Из рассмотрения полученного алгоритма следует оче-
видная целесообразность использованного приема пред-
ставления неизвестных СЁ" и Са" через остальные пара-
метры аї", её". ў), рё", ибо это позволит составлять
и обращать матрицу А; не размера бхб, а размера 4×
><4, что существенно упрощает решение задачи.

Окончание последовательных приближении произво-
дят при выполнении неравенства

и” › г) -_ЬНІ-оі:І|<ві, 1_1, 2, ..., 6,

где 4ЁЦ=СҐЁ 4ЁИ=СЅЁ єігзаданные положительные
малые величины.

Выбор значений величин з] можно осуществить следу-
ющим образом. Необходимо сравнить результаты расчета
значений корреляционной функции Кдт) по формуле (663)
при использовании параметров ОЪЗАН-Ц-го приближения
н параметров 621" І-го приближения. Если отклонения со-
ответствующих значений корреляцнонной функции не
превосходят среднего квадратнческого отклонения оце-
нок корреляционной функции, то процесс последователь-
ных приблнженнй можно считать законченным. В про-
тивном случае сближения необходимо продолжить. Изу-
чая при -этом характер изменения значений нскомых па-
раметров ОШ, можно назначить величины допустимых
отклонений этих параметров.

Приведем один из возможных способов выбора значе-
ний искомых параметров нулевого приближения

(1) (5) П) (ї) (і) '
С2.о~ “мг “во 1.0* 2.0*

В качестве начального приближения для неизвестных
СШ, СЦ, ил. 31% можно принять следующие значения:

(І)__ (і)___ Іі)____ (і1___Сдо-Кд т). С,_0.._0. атщО, рад-О, причем индекс
МО) такой. что т,,(,,~.=0.
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Пусть «Шу-интервал времени от нуля до первого
прохождения через нуль иорреляционной функции

КЦ!" і,+-:). Тогда можно, например, принять

аж: 1/ 1%, 1 (ел)

їЁ3=~=/21~..<.›І. (от
Иногда оказывается возможным аппроксимировать

статистическую корреляционную функцию Кдфід, ігІ-т)
зависимостью вида

к, (д, 1, +1; =с<*›е*““) "' «из рт, (ваз)
приняв в формуле (6.6З) т=1.

В этом случае коэффициент СШ можно положить
равным дисперсии исследуемого процесса в момент п,
т. е. С<0=Кд. Параметры от и ВШ находятся из условия
минимизации функции

Ф
п ^ *#11 Ії/ді 1 д

ії-Е (ҐІлд-*е СОЅ

%І

Дифференцируя функцию (674) по от и рт и приравни-
вая нулю полученные производные, получаем систему
уравнений

(г) п -еш Ігді
дп =2 <Р("/:)]"л| е с°$р(і)"ь=о›

мы

а;”=2 <,›(»,,›1,,е`““' "*' нарды, =о, (вуз)
Ігч!

^ (1)
где <р(-:,,)==г,,-е_“ "дсозддїщ, Используя метод Нью-
тона для решения уравнений (6375), находим

(11 __ (1) П) (і) (ї) (д)
аН_1..._аІ -фпсід 44212112 ),
ш__ ш ш ш ш шНг-Ґї, -012141 л-дпдг )›

(та)
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ГДЕ
ш ши›__ “22 ш_ <1›__ “т ш_ “Н

д __* ь|2*"ь21 _ “_"* две “їїїіщА А
(д) Ґ) Ґ) .

А=ап “за _” (дна у*
даі” " -шцц(1›_ _ я 1а" -тд-шї--Е [2е созрї Н, _-

у ы
_ .^ *Чи п~м.1='.е"“ * «<›=в<'>=,.: (611)

дл" даё” т д. д

ь:
^ “Н І _*' Пи] 'Ч дне-ц *ь Ѕтдшдгд

дєїи) п -вНЦт | ^ш 2 __.422 =;Щ°__ [29 Ё °°$5(і)"/г"гь]*'ь×
д=1

_ (іўд І п __? (111 д
Хе “ т* созршъдд-Егде ц 1*.

Нч!

Начальные приближения за" а 33" можно вычислить
по формулам (6.71) н (612).

Пример. На рис. 6.3 представлены графики статистической кор~
реляционной функции К(т) (сплошная линия) и аппроксимации этой
функции выражениями следующего вида:

а) Се-д І т І сов Вс; (6178)

б) С,е_“*1'|со$В,т+С,е"'“""соз Вд. (б.79)

'Анализ этих графиков показывает. что для рассиатриваенон
реализации аппроксимации коррелиционных функции является впол~
не удовлетворнтельиой. При использовании зависимости (6378) о6ес~
печивается высокая точность аппроксимации на небольшом интер-
вале 1:. С увеличением интервала. на котором производится аппро-
ксимации. растет влияние отклонении отдельных гарноник от
среднего периода. Уменьшение этого влияния может быть достигнуто
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Рис. 6.3.

путем увеличения числа т (например, применяя зависимость (619)).
Но и при этом с ростом т погрешность аппроксимации возрастает.
Однако, если учесть. что аппроксимации производится применитель-
но к оцеикам статистических корреляционных функций, точность ко-
торых с ростом т также уменьшается, следует рассматривать при~
ведепиую аппроксимацию как целесообраэную для применения на
практике при аппроксимации корреляциояпной функции на сравни-
тельно небольшнх ннтервалах времени изменения т.

Рассмотренную методику аналитического представле-
ния статистической корреляционной функции применя-
ют для аппроксимации корреляционных функций неста-
ционарных случайных процессов. Однако при этом при-
ходится затрачивать очень много времени на расчет ко-
эффициентов аппроксимирующих зависимостей для раз-
личных моментов іі начала отсчета т. Кроме того, ис-
пользование множества аппроксимирующих функций
К;.(тіі, іі+т), і=1, 2,
с тем часто на основе предварительного анализа случай-
ной функции А/г (1) удается установить, что ее математи-
ческое ожидание примерно постоянно, дисперсия несуще-
ственно меняется со временем, а значения элементов ма-
трицы нормироваиной корреляционной функции вдоль
параллелей главной диагонали, соответствующих т=
=сопзі, примерно постоянны.

Если некоторые отступления характеристик случай~
ного процесса МИ) от закономерностей изменения со-
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ответствующих характеристик стационарного случайного
процесса незначительны и не имеют сколько-нибудь за-
кономерного характера, а следовательно, могут быть
объяснены ограниченным количеством обработанных ре-
ализаций, то можно принять допущение о стационарно-
сти случайного процесса МО). В этом случае целесооб~
разно провести осреднеиие значений математического
ожидания, дисперсии и нормированной корреляцнонной
функции, а затем аппроксимировать нормированную кор-
реляцнотгную функцию аналитической зависимостью вн-
да (6153).

6.1. Определение интервала корреляции

Корреляцнонная функция случайного процесса Х (І)
характеризует степень зависимости между двумя сече-
ниями процесса ХП) и ХЦ-Н). Мерой протяженности
этой связи, называемой корреляцнонной, выступает ин-
тервал (время) корреляции ткщ., под которым понимает-
ся расстояние между сечеииямн ХП) и ХЦ-і-т), начиная
с которого можно считать практически некоррелирован~
ными случайные величины Х(І) и Х(І+т), тгтщ»

В практике используется несколько определений ин~
тервала корреляции [20, 43. 441.

І. Пусть е-некоторая малая положительная вели-
чина. Интервал корреляции ты", определяется как такое
значение аргумента иормированпой корреляционной
функции г(т), начиная с которого выполняется условие

|г(т) І<в для всех тўтщ». (630)

Недостаток такого определения интервала корреля-
ции состоит в неопределенности выбора уровня а и в зна-
чительной зависимости величины тщ, от принятого уров-
ня е. .

2. Определение тянтервазна корреляции, рекомендуе~
мое для использования прн выборе шага днскретносття по
времени непрерывной измеряемой функции, ведется по
формуле

“З
ткор-д:

0
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Применение этого определения позволяет получить
следующие зависимости для расчета интервала корреля-
ции типовых корреляционных функций:

при г(т)=е`°"' тщ,=І/и; (632)

при г(ъ) =е-и [т] СОЅ Вт ъюр=їптъ
на) [І

+ ре-н/гидъ

+Ё2Ё (е-в/2р+2е-:/2р+е-3х/2ц

где н=Р/“-
При разработке программы измерений и изучении

свойств оценок параметров, найденных статистической
обработкой результатов радиотехнических траекторных
измерений, необходимо знать статистические свойства
ошибок измерений. В частности, очень важным является
вопрос о характере корреляционной зависимости посту-
пающих измерений. Знание интервала корреляции ткор
позволяет выбрать интервал т между последовательными
измерениями таким, чтобы полученные измерения можно
было считать практически некоррелированными и ис-
пользовать достаточно простой алгоритм статистической
обработки этих измерений. Если же по каким-либо при-
чинам необходимо использовать измерения с шагом т<
<тиор, то статистическая обработка полученных измере-
ний должна вестись с учетом коррелироваиности этих
измерений.



Часть ІІ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЛЕТАТЕЛЬНЬІХ АППАРАТОВ
ПО РЕЗУЛЬТАТАМ ТРАЕКТОРНЬІХ ИЗМЕРЕНИЙ

1
УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ И МЕТОДЫ
ИХ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Интегрирование дифференциальных уравнений дви-
жения летательных аппаратов лежит в основе решения
следующих задач: расчет иелеуказаний измерительиым
средствам, ведущим наблюдение за полетом ЛА; опреде-
ление параметров траектории на основе статистической
обработки измерений; прогнозирование движения ЛА;
коррекция движения ЛА; расчет момента включения
тормозной двигательной установки, траектории спуска,
координат точки приземления ЛА и др. Это обусловли~
вает необходимость записи дифференциальных уравне-
ний движения ЛА и рассмотрения методов их интегри-
рования.

В данной главе вводятся системы координат, исполь-
зуемые для записи уравнений движения ЛА. анализиру-
ется система сил, под действием которой ЛА совершает
движение, записываются основные соотношения невоз-
мущеиного (кеплерова) движения, а также уравнения
возмущеиного движения, наиболее широко используе-
мые при статистической обработке траекторных измере-
ний и прогнозировании движения ЛА. Рассматриваются

меагоды
численного интегрирования уравнений движения

Л .

1.1. Системы координат

Для записи уравнений движения ЛА и алгоритмов статистиче-
ской обработки траекториых измерений наиболее часто используют-
ся прямоугольные, сферическхте и цилиндрические системы коордъь
нат. В зависимости от выбора начала отсчета сие-гены координат
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можно классифицировать на геоцентрическне (с началом отсчета
в центре масс Земли А) и топоцентрические (начало отсчета связано
с некоторой точкой О поверхности Земли). Геоцеитрические системы
координат, в свою очередь, подразделяют на экваториальиые и
и эклиитическтпе, в зависимости от того, какая плоскость принимает-
ся за опорную при определении орбиты ЛА. Если в качестве опор-
ной выбрана плоскость экватора Земли, то система называется эква-
торнальиой. При выборе за опорную плоскости эклнптики, т. е. пло-
скости, в`которой находится орбнта Земли при ее движении вокруг
Солнца, система координат называется эклаптической.

Кроме того, геоцегттрпческие системы координат классифицируют
на относительные, оси которых жестко связаны с Землей и вращают-
ся вместе с тяей, и абсолютные, сохраняющие неизменным положение
своих осей в пространстве «неподвижных» звезд.

7.1.1. Геоцентрические системы координат

Геоцентрическая относительная система координат АХ,У,~2.-. Ось
АІ, направлена по оси вращения Земли к Северному полюсу, ось
АХ.- проходнт через точку пересечения начального мериднина с пло-
скостью экватора. а ось АУ,- проведена так, чтобы образовалась
правая прямоугольная система координат. Если в качестве началь-
ного мерндиава выбран Гринвнчскгтй, то система координат назы-
вается трннвичской. .

Геоцентричссиая абсолютная система координат АХмУгида. Ось
АІ" направлена по оси вращения Земли к Северному полюсу, ось
АХН-в точку весеннего равнодеиствия, а ось АУ". --так, что со-
ставляет с АХ.. и 112,, правую прямоугольную систему координат
(рис. 7.1).

Связь между параметрами движения центра масс ЛА в геоцен~
трической абсолютной системе координат АХпУгДгд и гриивнчской
относительной, системе координат АХҐУГІ, определяется формулами

їг хга ах; ах, га Ё/г
уг = Атга, г уга ' "уж а Атга, г ду, га + дэ “хг І
:2г

(7- ї)
сов у -зіп ї 0

Аг” = він т сов 1 0 . (72)
;оо1

где у=Ѕи+9и(!~~А!..),-угол, отсчитываемый в плоскости немного
экватора от оси АХ” гсоцспгтрттчсской абсолютной системы коорди-
нат до оси АХ, гринвнчской системы координат; Ѕи-нссмирное
звездное время на пуль часов грннвичского времени даты сеанса
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Рис. 7.1.

тшблнодєнлтя (в соответствующих единицах измерения), определяе
мое из Астрономического ежсгодника ~[53]; Ѕ2,=0,72921І-І0-* с"'-
угловая, скорость вращения Земли; і-вреия от нуля часов носков-
ского времени даты сеанса наблюдения; ,.=3 ч-поправ-
ка для перехода от московского к грннвптчскону времени; \І=
=]|У×. ы У,,_ г.. У, ,днт-'вектор абсолютной скорости центра масс ЛА:

==|Іи,_ год, гш, гіі" -вектор относительной скорости центра пасс ЛА.
При необходимости учета хтутацни и прецесснтя вращения Зем-

ли используют формулы

хг
у

С Цхгвї ддт Ч Ё УдгаІЁ ўїп ї
уг іёсАгщк-Ёїугді

' итг =^гал~ «УШ МЖЪЗЗА. у""1' (73)
2г І

Где
созт -$іп1 дсоз (6+т) 1

А'га. гг: Ѕіпї СОЅТ "ды" (а+ї) к; (7-4)
-в°0Ѕ(0+т) вЅтЮ +т) 1 ті

і-зіпї
созу двіпЮ

+01А'= а:
1

-созу -зіпї дсо$(6+ї)
І 0 0 О

уё-Ѕо-і-ОцЬ-Аіц) (і-ЪЪҐ); р'=0,0О273781 19;
д, О-«релукциониыс величины. с помощью которых учитываются
мутация и прсцсссия вращения земной оси. через 3 обозначается
угол между земной осью данной эпохи н земной осью для заданной
даты: О-угол между плоскостью АХ..2.. и плоскостью, содержа-
щей угол д.
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Геоцентрическая вклпптпческая абсолютная система координат
АХЛЅИ.. Ось АІ, совпадает с иормалью к плоскости эклиптики и
направлена в сторону Северного полюса, ось АХг-в точку весен-
иего равиоденствия, а ось АУЭ дополняет систему до правой.

Связь между лтараметрамът движения центра масс ЛА в геоцен-
трической абсолютной системе координат АХ,-.У.-.2г. н геоцеитрн-
ческой эклиптической абсолютной системе координат АХЦЪЪ, опре-
деляется зависимостямп

хга
Ѕ/га = Ага. э І/э і ' уц, га =^га. э Уу. э › (75)
гга 39 уг, га уг, э

ГДЕ
1 0 0

Агдд= 0 СОЅ: -Ѕіпе ,
0 зіпе сова

а- наклонеиие эклиптнки.
Орбитальиая система координат АХ.У,2,. Ось АХ, направлена

по радиусу-вектору ї текущего положения центра масс І) ЛА; ось
АУ, расположена в плоскости, проведенной через вектор скорости
центра масс ЛА и ось АХ, и направлена перпендикулярно радиусу-
всктору ї в сторону движения; ось АИ, проведена так, чтобы обра-
зовалась правая прямоугольная система координат. В некоторых
случаях начало орбитальной системы координат совмещают с цент-
ром масс В ЛА.

Положение орбитальной системы координат относительно абсо-
лютной геонетттрическои системы определяется долготой восходяще-
го узла 9, наклоиением орбиты і. углоаым расстоянием и (аргумен-
том широты) ЛА от линии узлов. Физический смысл величин 52, і
н и поясияется в 5 7.2.

Текущие координаты 1,, у" 2, и проекции Ух, г, У,,_ г, Уд, век-
тора абсолютной скорости ЛА в орбитальной системе координат мо-
гут быть пересчитаиы в геоцентрическую абсолютную систему коор-
динат по формулам

хга
уга І =Ага,г уг г уу» га =Ага, г уу» г и (7-6)
ггг гг Угг то уг» г

где
создсози- -совіівіп н- єіпдзіпі

-ЅІпЭЅІписовІ -зіп9созисозі
А,,_ ,= в1п9сояи+ -зіп9зіпи-і- -создзіпі

+соз9з1писозі -і-создсовисозі
віпи він! сози зІпІ сов!

0.1)
лев



Рис. 7.2.

-матрина направляющих косинусов связи между орбитальной и
геоцентрнческой абсолютной системами координат.

Перигейиая система координат АХдУД., получается фиксирова-
иием орбитальной системы координат в момент, когда ЛА находит-
ся в пернгее, т. е. и=о›.

Матрица направляющих косинусов связи между перигейной и
геоцеитрнческой абсолютной системами координат определяется за-
висимостямн (7.7), в которых необходимо принять и=ю.

Цилипдричесиая абсолютная система координат г, и, С опреде-
ляется следующим образом. За основную плоскость принимают пло-
скость орбиты в начальный момент времени го. Положение этой
плоскости относительно абсолютной геоцентрпєческои системы коор~
динат АХтУгфг. задается начальной лолготой восходящего узла
орбиты 9., и начальным иаклоненисм іо.

Цилиндрические координаты: г-расстояние от центра Земли
до проекции центра масс В летательного аппарата на основную
плоскость; и-угол, отсчнтываемый в основной плоскости по на-
правлению движения точки В от направления на восходящий узел
орбиты до направления на проекцию центра масс ЛА на основную
плоскость; С-аппликата-тасстоянне от основной плоскости до
точки В (рис. 7.2).

Преобразование текущих значении координат г, и, С и проекций
вектора абсолютной скорости центра масс ЛА на радиус-вектор Р
(И). нормаль к із основной плоскости (Ум) и на перпенликухтяр
к основной плоскости (Уд) в теоцентрическую абсолютную систему
координат АХгЖМІг. может быть произведено по формулам
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м, = г(сов 9, сови - сов і, віп 9, віп и) + Ёвіп і, він 9,, (7.8)
31,, = г (віп9, сова+ сов і, сов 9, віп и) - С віп і, сов 9,,

гг, = г віп і, віпи + С сов 1,;
н, = ищи, н, = гаи/ні, г, = аС/аг; (т)

\/,_ г, = \-', (сов 9, сов и- сов і, віп 9, вїп и) -
- И, (сов9, віп и + сов і, 51:19, сов и) + Г, віп і, віп 9,.

\~",_ г, == У, (зі п 9, сов и + сов і, сов 9, віп и) +
+ У, (сов 9, сов і, сов и _ віп 9, він и) - Уд віп і, сов 9,, (7 .І0)

І/д ,,= У, віп і, віпи+\/,, віп і, сови+Уд сов і..

7.1.2. Топоцентричгские системы координат

Местная система координат ОХцУді... Ось ОУ. направлена но
внешней иормали к поверхности земного эллнпсоида; ось ОХ. рас-
положена в плоскости, касательной к земному эллнпсонду в точ
ке О, и составляет с плоскостью меридиана начала системы коор-
динат угол Аг-геодезический азнмут, отсчнтываемый по направ-
лению движения часовой стрелки от направления на север; ось 02,.,
проведена так, чтобы получилась правая прямоугольная система
координат.

Измерительная система координат ОХ.У.2.. Ось ОУ. направ-
лена по отвесной линии от земной поверхности; ось ОХ., располо-
жена в плоскости, перпендикуляриой отвесной линии в точке О, и
составляет с плоскостью меридиана начала системы координат угол
Ад-астроиомическнй азимут, отсчнтываемый по направлению дви-
жения часовой стрелки от направления на север; ось 02,. проведена
так, чтобы образовалась правая прямоугольная система координат.

Естественно, что для строгой математической обработки резуль-
татов измерений параметров движения летательных аппаратов отно-
сительно земного эллипсоида, полученных с использованием измери-
тельных средств, у которых осн антенн ориентированы относительно
направления отвесной линии, необходимо учитывать уклонение
отвсснои линии.

Уклотяеиие отвесной линии определяют как угол между направ-
лением иормалн к поверхности земного эллипсонда и направлением
отвесной линии в точке О. Оно зависит от распределения массы
Земли и ориентации используемого эллипсонда. уклонение отвесных
линии в какой-либо точке О определяется двумя параметрами: ве-
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личинои угла уклонения, обозначаемого обычно и, и азпиутом пло-
скости, в которой расположен этот угол, обозначаемьш 6. Однако
чаще уклонения отвесннх линии определяются двумя другими ве-
личинами: -проекпнеи полного уклонения отвеснои линии и на пло-
скость первого меридиана, называемой слагаюшехй уклонения в ие-
рмдиане и обозначаемой Е, и проекцией и на плоскость первого
вертинала данной точки-слатающей уклонения в первом вертика-
ле, обозначаемой ц. При этом под плоскостью первого вертнкала
понимают плоскость, проведениую через рассматрнваемую точку О
перпендикулярно мерипнональной плоскости этой точки.

Между величннамн и, 8 и 5. ц существует однозиачпан
связь \[54]:

шее; «+т,,.,=иї=«~е+--
Зная уклонение отвесиой линии, можно осуществить точный

переход от измеренного астрономического азимута А, к геодезиче-
скому азнмуту А. при помощи уравнения Лапласа:

Ад=А,-(А-І.) зіпр,

где А=Ь 11 вес ср; <р=В+5; 1., В-геодезичесште долгота и широ-
та точюн О; А, «тв-астрономические долюта и широта точки О.

Таким образом. гишожение местной системы координат
0ХмУм2м относительно теопезттрической системы определяется рас-
стоянием К., точки О от центра Земли, геодезической долгогой І.,
широтой В и азимутом А... а положение измерительной системы
координат ОХ.У..2,, относительно геоцентричсской системы-ра-
диусом Ко, астрономическишт долготой 2., широтой кр п азиму~
том А... _

Формулы для пересчета текущих параметров относительного
движения центра масс ЛА х., у., 2,., 0,, д. от... од .. из местной
в геоцеитрическую относительную систему координат имеют вид

хг хм І хто
уг =Агц

уці

+ ум т
д! Ош г

= Аг" 0,. д ,
гг 2:4 гго і 9:. г "г, м 1

где Агм-матрииа направляющих косинусов связи между местной
и гсоцентрпческой относительиымът системами координат. опрелеляс~
мая по значениям геодезнческой долготы І. и широты В начала
местной системы координат, а также азнмутл А... залаюшето на-
правление оси ОХ".
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Элементы матрицы А". могут быть вычнслены по формуле

- зіп Ь зіп А” - сов Ь сов В -зіп Ь сов Ам+
-сов Ь зіп В со: Ад +соз Ьєіп ВзіпАм

АП, = совЬзіп Ад- зїпЬсоз В со: Ьеоз АМ + ;
-зіп ЬзіпВсоз АМ +зіпЬ зіп ВзіпАм

сов В сов А, Ѕіп В -соз В зіп АМ
(712)

Ігд, угс, Згд-КООРШШЗТЬІ 88113118 МЄСТВОЙ СИСТЕМЫ КООРДННЗТ В ГЄО-

ЦЄІІТРНЧЄСКОЙ СИСТЕМЕ, ОПрЄДЕЛЯЄІ/ІЬІЄ ЗЗВХНСІІМОСТЯМИ

хп, = (М + до) сов Ь сов В,
уг, = (М + Нд) зіп Ь со: В, (713)
2го= [М (І _9'э) + по] 5!" В;

19І=а,/У'1 -еЪ він* В, Ід-превышенне начала местной системы
координат (точки О) над поверхностью эллипсонда КрасовскогоЧ;
а., еа-параметрн эллипсоида Красовского-большая полуоеь
эллипсоида и первый эксиеитрисгхтет мерндианного эллипса. опре-
деляемый выражением е2э=(а*;,-Ь”,,) /а”;,, да-малая полуось
эллипсовкда Красовского.

В случае задания начала местной системы геодезическнмн коор-
динатами Ь, В, 110 относительно эллнпсоида Красовского и необхо-
димости определения движения ЛА в местной системе координат
относительно общего земного эллнпсоида производят пересчет геоде-
зических координат точки О ато формулам [54] *"'>:

ї=ь+м, Е=в+Ав. їДыд-д-Ап,
ІАЬ=-^ЁБ;Ъ-(дусозЬ -дх зіп Ь),

АВ=*ї{-дх$!пВсозЬ-ВувіпВз!пЬ-|-дгсовВ-і-

у” - м 2- =1=в _ П
-і-[І (папа из) е*+ ( Іїіп ) (ц-чц] зіпВсозВ}~

АІ1=6хсо5Всо$Ь+дуеоЅВЅіпЬ-і-дгзіпд-

,__“ іЕ-е)віп=в,

'ї На основании постановления Совета Министров СССР от
7 апреля 1946 г. в геодезических работах СССР используется земной
эллнпсоид вращения, называемый эллипсоидом Красовского.

"ї Эллнпсоид, наилучшим образом нредстанляюплдгай фигуру н
ГрашіТііііНдўНіОе ПОЛЄ -ВСЄЙ ЗСМЛИ В ЦЄЛОМ, ІІЗЭЫВНЄТСЯ ОЙІІЬНМ З€М'
“Н” ЭЛЛИПСОИДОМ,
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Рде Ё, Е, Ёо- гебдеаические Долгота, широта и Ііревьішеине тон-
ки О относительно общего земного эллнпсоттда; ох. бу, бг-вроек-
ции центра эллипсоида Красовского на оси геопентрической (грин-
вичской) системы координат; связанной с общим земным эллннсоп-

дом; М=д;.(І--е*)/у (1-е=зіп”В)”; 6,, а е-большая полуось,
полярное сжатие и эксцентриситет общего земного эллипсоида; а=
=(аз-Ь,)/а.-полярное сжатие эллипсоида Красовского.

После этого, используя параметры общего земного эллипсоида
и геодезические координаты Е,' Е, 710. по формулам (712), (713)

иересчитывают матрицу д.. и координаты х", угн, 2,., начала мест~
ной системы в геоцентрической системе координат, имеющей начало
в центре общего земного эллнпсоида.

Пересчет текущих параметров х., у., г., ад.. 01.1, ад. отно-
сительного движения центра масс летательного аппарата из измери-
тельной в геоцентрическую относительную систему координат может
быть выполнен по формулам (711), (712), в которых углы І.,В,А.
,должны быть заменены соответственно на углы А, ф, А..

7.2. Необходимые сведения из теории кеплерова)
движения

Неуправляемое движение ЛА совершается под действием силы
притяжения Земли, сил притяжения других небесных тел (Сынша.
Луны и др.), аэродинамических сил, силы светового давления и др.
Однако основной силой, определяющей движение ЛА по околозем-
иым траекториям, является сила притяжения Земли.

Наиболее простая модель иеуправляемого движения ЛА полу~
чается в предположенни, что аппарат представляет собой материаль-
ную точку массой т н совершает полет под действием единственной
силы Во-основной силы притяжения Земли. нрниимаемой за шар
радиуса К с концентрнческим распределением плотности. Такое дан-
женпе принято называть невозмущенггхым, или кеплеровым, даи~
жсннем.

Ускорение Во, создаваемое основной силой земного притяже-
ния. направлено к центру Земли н его абсолютная величина опре~
делается формулой Ньютона

Ьд=р/г*. (714)
где и- коэффициент, равный произведению гравитацнонной по-
стоянной на массу Земли; г- расстояние ЛА от центра Земли.

исследованию кеплерова движения ЛА посвящены [55-58
и др.]. В данном параграфе приводятся без вывода основные поло-
ЖЄНИЯ ТЄОРНН КЄТШЄРОВВ ДВИЖЫПІЯ, НОПОЛЬЗУЄЖЬІЄ В ПОСЛЄДУЮЩЕМ
ІІЗЛОЖЄНІІИ.

201



Йвижение материальной точки под действием основной силы
притяжения Земли является частным случаем ,движения ЛА в за-
данном поле сил. Как известно, такое движение описывается век-
ториым уравнеиием

ач/агъ-ьо (из)
или системой обыкновенных дифференциальных уравнений шестого
порядка. Отсюда следует, что для определения движения мате-
риальной точки необходимо задать шесть независимых параметров.
В качестве таких параметров могут быть приняты начальные усло-
вия движения, т. е. координаты и проекции вектора скорости на
оси выбранной системы координат, соответствующие некоторому
заданному времени 10, или шесть других независимых величин, свя-
занных взаимно однозначными соотношениями с начальными усло-
виями движения. Такая система параметров полностью определяет
ДВНЖЄНВЄ ЗППЄІРЗТЄІ, Т. С. пОЗВО-ПЯЄТ НЕІХОДНТЬ ЗПЗЧСННЯ КООР/ППІЗТ

и составляющих вектора скорости ЛА для заданного момента вре-
мени І.

Кеплерово движение ЛА происходит в плоскости, проходящей
через центр Земли. Лннню пересечения плоскости орбиты с 'плоско-
стью экватора называют линией узлов. Точку, в которой ЛА, дви-
гаясь по орбите с юга на север, пересекает плоскость экватора,
называют воєходящим узлом н обозначают 52 (см. рис. 7.2). Проти-
воположную относительно центра Земли .точку орбиты называют
нисходящим узлом. Для определения движения ЛА необходимо за-
дать параметры, характеризующие положение плоскости орбиты,
форму, размеры, ориентацию орбиты иа плоскости, а также времен~
нўю привязку движения аппарата.

В качестве параметров ориентации плоскости орбиты исполь-
зуются: Ѕ2-прямое восхождение, или долгота восходящего узла,-
угол, отсчитываемый в плоскости экватора против направления двп-
жения часовой стрелки (если смотреть со стороны северного полю-
са) от начального направления (оси АХ" ' геоцентрнческой
абсолютной системы координат) до линии узлов; і-наклонение ор~
биты-угол 5520 (рис. 7.2), образованный на поверхности Земли
двумя дугамн большого круга, получающимътся при пересечении
Земли плоскостями экватора и орбиты. Отсчет угла ведется от пло-
скости экватора против движения часовой стрелки. Наклонеиие
орбиты изменяется в пределах от 0° до 180".

В зависимости от величины иаклоиепия і орбиты подразделяют
на экваториальиые (і=0°), полярные (і=90°) н иаклонные. Если
0°<І<90°, орбиту называют прямой (движение спутника совпадает
с направлением вращения Земли), при 90°<і<І80° орбита обрат-
ная (движение спутника происходит противоположно направлению
вращения Земли).
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Рис. 7.3.

Форма орбиты определяется величиной эксцентрнситета е. При
е=О -- орбита круговая, е<1 - эллиптическая, е=І - параболи-
чєская и е>1 -гиперболическая Заметим, что летательиые аппара-
ты рассматриваемого класса (искусственные спутники Земли и го-
ловные части баллистических ракет) совершают движение по эллип-
тическим или круговым орбитам (0<е< І).

Размеры эллиптаческой орбиты характеризуются фокальиым па~
раметром р или большой сполуосью а (рис. 7.3), которые связаны
между собой зависимостью

р=а(І-е*). (716)

Ориентацию орбиты на плоскости определяют аргументом пери-
гея о), представляющим собой угловос расстояние иеригея л орбиты
от восходящего узла ЅЗ. отсчитываемое по направлению движения
ЛА. Временная привязка движения ЛА осуществляется заданием
времени т птрохожденття аппаратом пернгся орбиты.

Положение ЛА при его движении по траектории характеризует-
ся истинной аиомалией 'д или аргументом широты и-угловым рас~
стоянием ЛА соответственно от перигея или восходящего узла орби-
ты, отсчнтываемым по направлению движении аппарата (рис. 7.3).

Уравнение траектории в полярной системе координат г, 0
имеет вид

г= Тгёївїї. (7.І7)

Зависимость (717) с геометрической точки зрения представляет
собой уравнение конического сечения с фокальным параметром р
н эксцеитрнситетом е.
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Связь между положением ЛА на орбите и временем опреде-
ляется уравненнем Ксплера

Е-е Ѕіп М=М, (718)

где Е -эисцеитрнческая аномалии, физический смысл которой по-
ясиен на рис. 7.3; М-средняя аномалня-утловое расстояние, на
которое удалился бы аппарат от перигея, если бы он двигался рап-
иомерно по круговой орбите с периодом ТП, равным периоду обра-
щення ЛА по эллиптической орбите:

м = (г-<), 0.19)
т,,=21=\/а=/п.

“ (то
Связь между истинной аномалией 0 н эксцеитрической Е опре~

ДЄЛЯЄТСЯ ЗЗВИСЕМОСТЬЮ

Е ~ І-е В
*гїЧ/пггтт т”

При определения величины Е по этой формуле следует иметь
в виду, что углн Е/2 и 6/2 всегда находятся в одной четверти.

проекции вектора скорости У ЛА в произвольной точке орбиты
на радиус У, и нориалъ к нему У" (рис. 7.3) определяются выра-
жениями -

у, = УП» ин б, (122)
т/,ЁІ/Шы-т-еема). (та)

В последующем изложении используется переход от известных
значений параметров орбиты к параметрам движения аппарата
в геоцентрнчесиой абсолютной системе координат АХМУПІЫ. При
этом в качестве аргумента, определяющего положение ЛА на орби-
те, как правило, принимается время І.

Приведем схему расчета координат х", ум, 2,. н проекций
Удд, 11,, м, Ума, вектора скорости ЛА для момента времени і
по заданным значениям параметров орбиты.

І. Решая уравнение Кенлера (718), находят значение эксцен-
трической аномалии Е, соответствующее заданному времени г.

Для решения уравнения Кеплера можно использовать метод
последовательных приближении, по которому значения эксцентри-
ческой аномалии определяются с помощью рекуррентного соотно-
шеиия

Ед+,=М+ез!пЕ;, (724)
где І-иомер приближения. В качестве первого приближения прини-
мают Е, == М, где М: І/ц/а” (і --:).

Последовательнне приближения сходятся, если е<І.

204



2. Рассчнтывают значения параметров ,твнження ЛА в перн-
гейной системе координат:

хд==а(созЕ-е).

=д|/1-г=ыдв,1
'

0.25)
-о
ї зіпЕ

“=.«-=- їгтгєг
*І/І-ёсовЕР-

ут=уїттгаїг› “Щ
щ ,,= о.

3. Пересчитывают полученные значения параметров движения
из пернгейной в геоцентрическую абсолютную систему координат

*га хп І
"

удга Руди
уп: = Агщп уп Ё уддга = Агдп ууд - (ЦТ-т
гг: Ёр _у:,га , угла

Элементы матрацы направляющих косанусов связи между пе-
ригейной и геоцентрнческой абсолютной системами координат вн-
числяют по завнсниостям (71), в которых необходнио принять
и=со.

Если же требуется найти параметры движения ЛА а геоцентри-
ческой абсолютной системе координат при использовании в качестве
ЗрГУМЄНТЗ ИСТИННОЙ ЗНОМЯЛИИ о, ТО ПРЄДПОЧТІІТЄІІЬНЄЄ С-'ІЄДУЮЩЕЯ
СХСМЗ РЗСЧЄТШ

Р=д('-г')»
Р

'=(І+есо$5)'
11=Ф+5.

Е ї Ґ:_ 8±2~2~= д-Ёц; 5. 0.28)
""

Е- іЕ

У, = Иїїре зіпо, у" =
х" = г (соа9сози -ЅіпЕЅіписоЅіЪ

уп, = г (зіп9 сов и + созііаіп и со: і),

гд=гз!пизіпі; (729)



Удгд= У, (соЅЅЗ сози-эіпдзіпи сов і) -

-Уи (соЅЅЅіпи-і- зіпЅгсозисоз і),
Удд= У, (Ѕіпд соЅ и + соз9 зіпи сов і) -

-У,, (зіпЅгзіпи-созЅгсози со: і),
Угд= У, зіпиєіп і + И, сози зіп і.

Приведенные формулы позволяют, зная параметры орбиты (2, і,
со, а, г, т, рассчитывать однозначно параметры абсолютного ЛА для
заданного момента времени 1 или значения истинной аномалии і).

Рассмотрим теперь обратную задачу определения параметров
орбиты по заданным на момент времени і значениям параметров
движения хп. уп, 2,., Удг., Уши, Уд". Для решения этой зала-
чн используются формулы -

С: = І/гаудга '_ ггауд/,гаг С: = ггаихл-а '_ хгаугдат

С: = хгаууда_ угаудгн» С = УСЗІ + СЧ: + Сад; (730)
С Сі29=---с{-и соєі=Ё, 0 <і (н,

у = Уилл-а + туда + Идти 7 = ухзга + і/'га + дга-

С І
905 в = Ёп 519 9 = 'ўї (дгаудгв “ч” угаууда + ггаудгдг

ь = гт/ги. = г/г (1 _- ь), г = У: - 41: їГ-ї дҐозїе,

єіпд=%зіп Осов О. соз0=-%(Іг сов” 6-1),

1зіпи=Ґ:;Ёі, сози= ~Г(хп, соз9 +уга зіп9),

› *_
Е І-е 0

“Ы-Ид/Ёг» *ГїЧ/Гїїдгї»
1=!-(Е-ез!пЕ)/1. (7231)

При вычисленнях по формулам (731) необходимо учитывать.
что знак віпі! совпадает со знаком величины Сд, а знак сов Ѕ2 про-
тивоположен знаку величины Сг. Кроме того, углы Е /2 и 0/2 долж-
нн находиться в одной четверти.

Зависимости (731) позволяют однозначно определять парамет-
ры орбиты (2, і, а, е, т, т по заданным в момент времени І значо-
ниян координат н проекций вектора скорости движения ЛА в гео-
нентрической абсолютной системе координат. уловлетворяюхцнь:
условию эллнптнчности траектории

Іє=гУ2/2}1<І.
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Йа (930), (531) следует, что при использовании этих завнёіі-
мостей не может быть найдено значение истинной аномалии 0 при
е==0 (для круговых орбит) и аргумента широты и при і-=0 (для
экваториальных орбит).

Для круговых орбит положение пернгея не определено. Поэтому
можно принять, что ш=0 и круговая орбита будет характеризо-
ваться долготой восходящего узла 9, наклонеияем орбиты і, радиу-
оом г, а положение ЛА на орбите-углом и, причем игбъ-ЕЬМ
и г=а. Так как скорость движения ИСЗ по круговой орбите по-
стоянна, то '

ц= 72%: --:,,), (132)
где Тд~период обращения ИСЗ по орбите, определяемый по фор-
муле (7.20); І-заданный момент времени; !9- время прохожде-

ния ИСЗ через восходящий узел.
Для экваторнальных орбит, когда і=0 или і=я, положение

восходящего узла становится неопределенным. В этом случае при-
нимают, что 9=0, т. е. за начало отсчета аргумента широты и вы-
бирают направление оси АХМ геоцентрической абсолютной системы
координат.

1.3. Уравнения возмущенного движения
летательного аппарата

Для получения уравнений движения ЛА, рассматриваемого
в «схеме материальной точки» (см. гл. І), необходимо спроектиро~
вать на оси выбранной системы координат основное уравнение ди-
намики свободной материальной точки, запнсанное в векторной
форме

аут ед- г, (та)
где У-вектор абсолютной скорости точки; Р-равнодействующая
сил, действующих на точку.

7.3.1. Силы, действующие на летательный аппарат
в полете

Летательный аппарат совершает иеуправляемое движение под
действием силы притяжения Земли и других небесных тел. силы
сопротивления атмосферы, силы светового давления и других сил.
Основной силой, определяющей движение ЛА по околоземной орби~
те, является сила земного притяжения. Сила притяжения является
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консервативной, т. е. имеет снлбвую функцию. Ґїод силовой фунт
цнеи, или потенциалом, понимают такую функцию координат пе-
теицъкального силового поля, частные производные от которой по
координатам равны проекииям силы на осн этих координат.

Потенциал (снловую функцию) земного притяжения, действую-
щего на точку единичной массы, представляют в виде разложе-
ния [59]:

ї

ип=$ (1 + встЁїур (на ›+
п=2

+Ё Ё (Ёїу Рад, (мы ф) [ст сов тщ- а,,,,,на та] . (134)
п=2 т=і

где р=іМ-произведенне гравитационной постоянной на массу
Земли; аг-среднни экваториальный радиус Земли; г, 1., ф-гео-
центрнческяе радиус, долгота и широта рассматриваемой точки;
Р, (зіпф) -полином Лежандра п-го порядка; Рт.. (зіп ф) -при-
соединениые сферические функции; Ст, СМ., кіпт-бсзразмерные
постоянные, характеризующие форму н гравитациоъ-кхгое поле Земли.

Первое слагаемое формулы (734) определяет потенциал Зем-
лн, прннимаемой в виде тела сферической структуры. Слагаемые,
содержащие Р, (зіп ф), называются зонааьпыми гармоникамн. Они
характеризуют Землю как тело вращения. Нечетнтые зональные гар-
моники и долготные члены, для которых п+т иечетно, характери-
зуют асимметрню Земли относительно плоскости экватора.

Параметры фигуры н гравнтациоииого поля Земли определяют
путем наземных астронома-геоіхезических н гравиметрических изме-
рений. В последние годы все большее значение приобретают новые
геодезические методы, основанные на использовании наблюдений за
полетом искусственных спутников Земли.

у Смнтсонианской астрофизической обсерваторией (США) в сбор-
никах «Стандартная Земля» регулярно публикуются результаты
исследований по уточиению данных, характеризующих гравитациотп-
ное поле Земли. В табл. 7.1 приведены значения зоиальпіых коэффи-
циентов СМ, а в табл. 7.2-зпачения иормировапиых коэффициен-
тов СМ. и ЕМ. гравитациоииого поля Земли, эанмствоваииые на
сборника «Стандартная Земля 111» 1973 г. Нормированные коэфф-н-
циенты Си... н дм.. связаны с Ст.. и 11"". формулами:

бит = Смт/Млт- *пт : ддт/Мини (735)

причем А/,т = У 2 (п - т)! (211 + І)/(п + т)!.
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Ё этой же радоте рекомендуется при проведении исследований
использовать следующие значения постоянных [122]:

а.==6378 140 и; ц=0,398б013~10*° ндс-Ё

О=0,7292115085~10“* 11": 1/0=293.255-

целесообразность учета тех или иных возиущающих гравита-
ционных воздействий зависит от требуемой точности расчета дви-
жения ЛА и определяется видом траектории, интервалом времени,
на котором рассматривается движение, и точностью задания грави-
тациоиных констант.

Тіаблвїпа 7.1

,, сдали ,, смш-
І

,, сило-

2 -1082,637 7 0,345 ІІ -0,317
3 2.540 8 0.204 12 0,196
4 1,619 9 0.162 13 0,336
5 0.230 10 0,232 14 д-0,101

_ в -о,5з2

Та банда 7.2

,, ,д 'дтлт 'ЕМ-нот ,, 5,, "ддт-пт 'ЕМ-го-

2 2 2.3799 -13656 5 3 -058429 -0,16338
3 1 1.9977 022337 5 4 -0.115З8 --0,045393
З 2 0,77830 -0,75519 5 5 0,ІЗ956 -0,8б841
3 З 0,49011 1.5283 б 1 -0,072166 0,О17756
4 1 -0,51748 -0,48140 6 2 0,024670 -0,40654
4 2 034296 _ 0,67І74 6 3 0004-1139 0,029055
4 3 1.0390 -0,1192З 6 4 -0.1000З 43.3029?
4 4 -0,10512 0335661 6 5 --0,13504 -0,60964
5 1 -0,053667 -0,07997З 6 6 --0,0291З6 -026327
в 2 одэеєэ -щзээю

Как следует из вида формулы (734), наиболее простые выраже-
ния для составляющих вектора ускорения силы притяжения Ь по-
лучаются при разложения этого вектора на раднальную составляк»
щую 11,, направленную по раднусу к центру Земли. мериднанальлтую
составляющую оф. лежащую в плоскости мернднана рассматривае-
мой точки и направленную перпендикулярно раднусу в сторону
1 4-589 209



ёКёё-іёрвхіжльноё плдёкостві, и на іібрмалъііую составзіяюіцуло Ьд, іігі-
ПРЗВЛЄЁНУЮ По ИОРМЗЛН К ПЛОСКОСТИ МЄРНШНЗНЗ На ВОСТОК:

_ Фщ, ~
ь,=ї-=_%-[1-Е(п+цс,,.(%) Р,,($яп~ь›+

пп=2
ї 'І

п

+ В 2 (п+ І) Р", (Ѕіп Ф)
І3=2т==1

0.36)
ї

П

ч. = Ёдід/ї = -Ёг
п=2

ї д
п

_
2

2 Ст,
7

п=2т=1
. 1 __ дид _
ЬЪ = г 90: Ф дЬ

_

ІІ
а " Р'" (зіпФ) _---% Е (її) -і--- т Ь-Сдтєяптімі-єідт созтІ.).сов Ф

п=2 т=І

Функции Лежандра и их производные вычнсляются с помощью
следующих рекуррентъяых формул:

Рд (Ѕіп Ф) = 7% [- (л- І) Рд-, (зіп Ф) + (2п- І) зіп ФР,,_, (эіп Ф)].

Р',, (зіп Ф) = зіп ФР',,_, (зіп Ф) + пР,,_, (зіп Ф). (7.З7)
двтпЁІпф) _ 1 Ртп-а (Ѕіпф)

созФ -п-т ["_(п+т-1)~_`ЪЁҐ_+

+(2п-1)Ѕ1пф--_-Рт”“'(ЅШФЧ.
Ртт (зіп Ф)

сов Ф

созФ

=1-З~. . .~(2т-- І) (со$Ф)'"-',

РДХЅШФ) созф= (п+ І)зіпФЕ-'Ё%%Ь-

- и» - т + 1›
с начальнымн значениями функций

Р, (зіп Ф) = Р', (зІп Ф) = І, Р, (зіп Ф) = Ѕіп Ф,
Ртт-, (зіп Ф)

со: Ф э 0'
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Использование частного Р"^.. (зіп ф) дюзф позволяет избежать
значительных вычислительных трудностей, связанных с расчетом Ь;
при больших значениях широты.

ПОЛЕЗНО ОТМЄТИТЬ 'Ґ8КЖ8, ЧТО Пр" ВЬІЧНСЛЄННЯХ СИНУСЬІ Н КОСІЩУ-
СЫ ДОЛЖНЫ ОПРЄДЄЛЯТЬСЯ НЄПОСРЄДСТВЄНВО, НЗПРПМЄР, С ПОМОЩЬІО

формул вида зіп Ф ± 2,/ 5,10,- + ф, + 22,. и сов Ф = хг/ І/х”г+у*,+г*г,
что позволяет избежать 'тригонометрических вычисленнїи потерь
в точности, присущих выражениям типа совФ= 1/1 -зіп' Ф.

Сила тяжести. При изучении движения ЛА в_ системе кордннат,
связаннойс вращающейся Землей, необходимо учитывать действие
переносной центробежной силы. Равподействующая этой снлы и
силы притяжения Земли называется силой тяжести.

Цептробежное ускорение направлено »перпендикулярно оси вра-
щения Земли. величина его определяется выражением

г..=оё г сов е, (таз)
2 СООТВЄТСТВУЮЩНЙ ПОТОПЦИЗЛ

І _
иц =Т 95 г= сов* ф, (739)

где 93 -утловая скорость вращения Земли.
Потенциал силы тяжести определяется зависимостью

итї и||+и|р

Радиальная, меридианальная н нормальная составляющие уско-
рения силы тяжестн могут быть вычислены по фориулам

ді/ [ди ! дПгг=тд гтгттнь» гьт-щятїё- 0-41)
Силы притяжения Луны и Солнца. При использовании абсолют-

ной геоцентрнческой системы координат для записи уравнений дан-
жеиия ЛА учет возмущающего воздействия Луны и Солнца можно
осуществить на основе применения пертурбационной функции [56]

ІР* = *”" [г/(хг- о* + (и. - т* + (а- гг-

цщьшіазъ (742,Ґ;

где нд=6Мд--пронзнедентте гравитацноттнон постоянной на массу
небесного тела; х.. у., г, -- координаты центра масс небесного
тела; х. у, г-коордннаты центра масс ЛА; гд-расстоянтте от
центра Земли до центра Іг-го небесного тела. Индексы обозначают:
Іг=С-Солнце. іє=Л-Лу:на.

Ускорення, соотвстствуюнкнве действию сил притяжения Іїупы и
Солнца н проекцнях на осн геоцеъатрнчссїкой абсолютной системы
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координат, определяются формулами. иолучениьями дифференциро-
ваиием зависимостей (7.42) по коордниатам х, у, г:

__ хсіх Хс 15л""'х хл

хсдатрс Т_$;с~ +9" "пл _"Ал '

.. ус-ЕІ Ус ул_!/ Ул
ущ=рс "вс _"Ас +9" "пл -Слл `

__ / гс-г гс\ гд-г гл

гсл=рс(\ "ос _Г'АС/+Нл "пл _"Ал ' ПАЗ)

где хд. уд, ад, кс, ус, гс-соответствеино координаты центров масс
Луны и Солнца в геоцентрической системе координат;

'ИС = їдхс- 1)” + (ис- 14)” + (гс- ")'
- расстояние между ЛА и центром масс Солнца;

'пл = І/(їл '_ д): + (Нд '- И* + (гл '- 2)'
-расстояние между ЛА и центром масс Луны;

не = І/їдїїїїё
-расстояние между центрами Земли и Солнца;

'м=1/
- расстояние меікду центрами Земли и Луны.

Эти возмущения приводят к вращению (прецессии) плоскости
движения НСЗ относительно полюса эклиптики с угловыми скоро-
стями ЅІС и 9,, и к изменению фокального параметра орбиты
искусственного спутника брс и ВрдЧ.

Для величии дрсд и Эсд в работе [61] приводятся следую-
щие оценки. Для круговой орбиты, удаленной на 800 км от поверх-
ности Земли, за один оборот: брс ....<°=25.6 см, брд ,Ще =57,5 см.
Суммариое отклонение за счет влияния Солнца и Луны: бреда
=83 см. При тех же условиях ИСЗ, удаленный на «суточную» орби-
ту (г=42 112,3 км), испытывает возмущения. приводящие к откло-
неяиям: брдшт=783 щбрс ммтс=3і3 м и бред шкс=1096 м. Ско-

Ч Плоскость. я которой происходит движение Земли вокруг
Солнца, называют гслиоцеитрической плоскостью эклиптики. Полюса
эклиитики образуются при пересечении прямой, проведенной через

ЦЁТрЙЗеМлът
перпендикулярно плоскости эклиитики, с небесной

с ро .
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рость перемещений восходящего узла относительно полюса эклнп»
тики: Ѕ2д=0,63~І0*'° с", Ѕ2с=0,28-10~*° с-'.

Возмущающее действие Луны в некоторых случаях может су-
щественно менять картину движения ИСЗ. При определенных на-
клонениях плоскости орбиты спутника к плоскости движения Луны
время существования ИСЗ уменьшается. Так, например, вследствие
возмущающего влияния Луны время существования спутника
«Эксплорер УІ» 1959 б; (параметры орбиты: большая полуось а0=
==4З 446 км, начальное значение экспентрионтега ед=0,760 4, аа-
чальное наклонение і°=47,І0°) сократилось более чем в 10 раз.

Фактическое определение эволюции орбиты спутника «Аван-
гард І» 1958 В, (параметры: высота апогея над поверхностью Зем-
ли Нд ==3948 км, высота перигея Іад=658 км, і0=34,3°, е°=0,І9.
кеплеровский период обращения Тд=І34",І8, масса 60=2 кг) за
счет возмущающего влияния Солнца показало такие величины:
Ѕ2с=0,І8° в год, брс=56,6 см. Влияние Луны на эволюцию орбиты
было в 2,2 раза больше [!І4].

Л
Таким образом, неучет на интервале в одни сутки водмущаю-

щего влияния Луны и Солнца при изучении ИСЗ. движущегося,
например, на среднем удалении до 3-4 тыс. км от поверхности
Земли, приводит к ошибке в определении положения спутника, рав-
иои нескольким сотням метров, для спутников с апогеем около
40 тыс. км на этом же интервале времени ошибка достигает ве›
скольких десятков километров (главным образом ва счет погрешно-
сти в определении положения плоскости орбиты).

Аэродинамическая сила сопротивления. Движение искусственных
спутников Земли происходит на высотах, где воздух сильно разре-
жен и поэтому оказывает малое сопротивление этому движению.
Однако длительное воздействие сопротивления. несмотря на его
малость, может привести к существенным изменениям параметров
движения спутника. Именно атмосферное торможение-основная
причина того, что искусственные спутники Земли имеют ограничен-
ное время существования.

При изучении поступателыюго движения ЛА рассматриваемого
класса обычно учитывают лишь ту компоненту аэродинамических
сил, направление которой протнвоположно вектору относительной
скорости. 'п

Под действием аэродинамической силы лобового сопротивле-
иия (2 энергия движущегося ЛА непрерывно уменьшается. Тормоза-
щее влияние атмосферы характеризуется ускорением

ЬО =3бР0'отп9°отн. (754)

где пвп-скорость движения ЛА относительно воздуха; Ф...-
еднничныі вектор относительной скорости ЛА; р-плотиость воо-
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духа; Ѕд=ЅтС,/2пх-баллнстнческнй коэффициент ЛА; Ѕт -пло-
щадь миделева сечения ЛА; СҐ-аэродниамическнй коэффициент
силы лобового сопротивления; т -масса ЛА.

Принимая. что атмосфера вращается вместе с Землей. считают
о.,тд=о, где о-скорость движения ЛА относительно вращающейся
Земли.

Баллистгтческнй коэффициент является исчерпывающей аэроди-
намической характеристикой принятой схемы ЛА. Коэффициент С:
для конусообразных и выпуклых тел, движущихся в верхних слоях
атмосферы, может быть взят равным 2,2. Величина площади миде-
лева сечения Ѕ... в случае неориентированиого движения ЛА в сред-
нем в течение больших промежутков времени может быть принята
также постоянной н равной одной четвертой величины площади
внешней поверхности тела [62].

Распределение плотности воздуха по высоте определяется вы-
ражением

риі) =Ад ЄХР [Ёц (ҐІ-Ґідг-Ёи

Значения коэффициентов Ад, Ігц, ігм для каждого і~го слоя
атмосферы выбираются как функции высоты 11 из специальных таб-
лиц, составленных в соответствии с принятой моделью атмосферы.
Так, например, в табл. 7.3 приведены значения этнх коэффициентов,
рассчитанные с использованием «Таблицы стандартной атмосферы
ҐОСТ-440І-64› и «Временной стандартной атмосферы ВСА-ЅО» [63].

Для того чтобы дать представление о величине возмущения от
влияния атмосферы, приведем некоторые результаты расчетов [63].

Таблица 7.3

1 ді<д<ді+г “ дг “Г/“а *гг “" "гг “"

1 о<н<2оооо 1,225 -о,2аз9.1о-~ одвзв-юч
2 20000<Ґ1<60Й00 0,89|-10'2 0,4407-\()'° 0,\6375-10"
З 60000<Л=2\00000 2,578-\0'4 -0,2560-10"“ ЩБЁЮЁШ"
4 ІОООООЅ/І 11150000 4,061-Н1°7 Й,14б9-|0'д 0,|787-10':
5 ІЮОООЅ/ІЅЗООООО 2,І30-10'° 0,8004-10"° 0,3734~І0"
Ё ЗОООЄЙЄ/ІЄБҐЮОЙО 4,764-10"' 0,7Н|-|0`“ 0,1547-І0`°
7 500000<ҐІЄ900000 8/725-10-'2 0,183|-10"" Й,928-|0'5
8 900000<Н 6,357-Ю"" 0 035440"

На рис. 7.4 представлены графики, определяющие
время существования ісущ ИСЗ, рассчитанные при зна-
чении баллистнческого коэффициента Ѕд=0,00З4 мї/кг и
наклонении орбиты і=6З°26'. Анализ этих графиков по-
казывает, что в диапазоне высот до 300 км от поверхно-
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Рис. 7.4.

сти Земли атмосфера существенно влияет на движение
ИСЗ; В целом ряде случаев (особенно при изучении дви-
жения ИСЗ на сравнительно большом интервале време-
ни) это воздействие обязательно должно приниматься
во внимание. Однако при этом необходимо иметь в виду,
что использование при расчетах движения ИСЗ стан-
дартной модели атмосферы, учитывающей зависимость
плотности воздуха р только от высоты над поверхностью
Земли, может привести к существенным ошибкам
в прогнозируемых значениях параметров движения
спутника.

В результате проведенных в последние годы исследо-
ваний околоземного пространства установлено, что плот-
ность воздуха зависит не только от высоты, но и от гео-
графических координат ЛА, времени суток н года, по-
ложения Солнца и физических процессов, происходящих
на Солнце. Причем для этой зависимости характерна
периодичность изменения, связанная с суточным и годич-
ным периодами обращения Землн, периодом вращения
Солнца вокруг его оси (около 27 сут) и периодом изме-
нения солнечной активности (около ІІ лет). Для высот
перигея орбит ИСЗ І1д<250-З00 км плотность воздуха
мало зависит от расположения Солнца относительно пе-
ригея (участка орбиты, где сильнее всего проявляется
действие атмосферы). Для высот пернгея свыше 300 км
плотность воздуха существенно меняется от того, на
освещенной или иеосвещениой стороне Земли находится
пернгей. На высотах 400, 500, 600 и 700 км плотность
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воздуха в дневное время больше, чем в ночное в 1,6; З;
5; ІІ раз соответственно. На высотах свыше 500 км про-
является зависимость плотности воздуха от широты.

Колебания плотности воздуха с периодом 27 сут свя-
заны с количеством н активностью солнечных пятен на
видимой стороне Солнца. Амплитуда колебаний плотно~
сти с таким периодом на высоте 200 км может составлять
20%, а на высоте 600 км 70% от средней плотности. Са-
мые большие вариации плотности воздуха связаны с 11-
летннм циклом солнечной деятельности. Плотность воз-
духа днем возрастала между 1958 г. (максимум активно-
сти) и 1964 г. (минимум активности) на высоте 300 км
примерно в 3 раза, а на высоте 600 км в 20 раз. Кроме
того, имеются еще нррегулярные изменения плотности
воздуха, связанные в первую очередь также с активно-
стью Солнца. Эти непредсказуемые изменения могут
длиться от нескольких часов до нескольких суток н до-
стигать достаточно большой величины. Таким образом,
плотность воздуха имеет весьма сложную зависимость от
времени. '

Изучение закономерностей изменения параметров
атмосферы, главным образом на основе данных о тормо-
женин спутников, позволило приступить к составлению
эксперимеитально~статистнческих моделей атмосферы,
учитываюших отмеченные выше вариации плотности воз-
духа. Так, в работе [121] приведены таблицы и форму-
лы, позволяющие находить значения плотности воздуха
в зависимости от высоты и широты точкн, а также мест-
ного солнечного времени.

Сила светового давления. Световое поле Солнца ока-
зывает силовое воздействие на космический ЛА [65, 57].
Возмушающее ускорение светового давления определя-
ется выражением

т=_»$,; хгрсщ. (та)
где где-единичный вектор направления на Солнце; Ѕг-
площадь поперечного сечения ЛА, псрпендикулярного
световому потоку; т-~масса ЛА; /е-коэффицнент. за-
висящнй от характера отражения света, а также от рас-
пределения теплового излучения по поверхности ЛА;
рс-световое давление в районе земной орбиты; \›-
коэффициент, равный единице, если ЛА освещен Солн-
цем, и равный нулю, если ЛА находится в земной тени.
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Рис. 7.5.

По данным [65] ре=4,5~ІО~" кг/мд; І.00<І:<!,44.
В качестве величины Ѕ., в [57] рекомендуется брать некоторую

характерную для данного ЛА площадь (например, для ЛА. сохра-
няющих постоянную ориентацию относительно направления на
Солнце.-площадь поперечного сечения, нормального к саетовому
потоку; для неориентнрованиых выпуклых ЛА-площадн равную
1/4 величины полной поверхности ЛА).

Для определения значения коэффициента ъ- прннпмают. что
тень Земли представляет собой круговой цилиндр радиуса К (К-
среднии радиус Земли), ось которого совпадает с направлением
Земля-Солнце. Задача сводится к определению моментов пересе-
чения летательным аппаратом этого цилиндра.

Обозпачив (рис. 7.5) у-угол между направлениями центр
Земли-ЛА н центр Земли-Солнце; х-угол между направле-
ниями центр Земли-ЛА п касательной к поверхности Земли, про-
веденной на ЛА, можем записать условие пересечения ЛА тени
Земли

у=1, (7117)

при этом, если уж, то ЛА находится в тени (\~=0), если т<1.
то ЛА освещен Солнцем (\›= І).

Равенство (757) можно записать в виде

сов у=соз х
или [57]

зіп 8 він Вс + со: 8 со: Вс сов (ад-а) =
= _ Иіїїёїўї (на)
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где б, а-склонение н прямое восхождение ЛА; бо, ао-СКЛОНЄНИЄ
и прямое восхождение Солнца; г-расстояние ЛА до центра
Земли.

Велнчины бе и щ; берутся но астрономическнм данным, а зна-
чения 6 и а определяются по формулам

а=Ѕ2+агсІ3 (іє и сов і); б=агсвін (він и він і).

Возмущенътя ,твнжетлтяя ЛА под воздействием светового давле-
ния рассмотрены довольно подробно в [65, 57]. При этом путем
сравнения влияния возмущеиий от действия атмосферы и светового
давления установлено, что на высотах менее 700 км преобладает
влияние атмосферы. а на больших высотах_влиян|-те светового
давления. Наиболее сильно световое давление воздействует на дви-
жение легких спутников с величиной Ѕд/60>2,5 мЧкг.

Давлениесолиечных лучей на ПСЗ, движущийся по круговой
орбите, приводит к смещеиню геометрического центра орбиты [65].
В качестве примера укажем, что если бы Солнце находилось в пло-
скости орбиты американского спутника «Эхо-І» (начальные пара-
метры орбиты: высота аногея /1“=І750 км; высота пернгея І1п=
=І6ЗЗ км; период обращения Т=І2І"',6; Ѕп/(ї0=12,5 мї/кг). то
геометрический центр орбиты смещался бы на 7 км в сутки. Факти-
чески (і==47°) скорость смещения, но данным [І14], составляла
2-3 км в сутки.

После того как рассмотрены необходимые зависимости для рас-
чета сил, под действием которых совершается движение ЛА, имеет-
ся возможность записать в уравнении (733) развернутое выражение
для результирующей силы Р и приступить к составлению уравнений
движения ЛА.

7.3.2. Уравнения движения летательного аппарата

Примем. что выбрана система прямоугольных коор-
динат АХУ2 с началом в центре Земли А. Проектируя
на оси этой системы основное уравнение динамики (733),
получаем

,пуХ-ірх! тўуъ; ру» 'тўг'='ё_ Ргу

где Р, Г . Р,'-- проекции результирующеўїсилы Р.
Конкретный выбор используемой системы координат

и составляющих силы Р обусловливается типом орбиты
и необходимой точностью определения движения ЛА.
Так, например, для расчета неуправляемого движения
головных частей баллистических ракет и »искусственных



ІЧ (Ёг) 5

Рис. 7.6.

спутников Земли, высота полета которых не превышает
1-2 тыс. км, часто используют уравнения движения
в гринвичской системе координат, в которых учитывает-
ся действие на ЛА силы тяжести, силы аэродинамиче-
ского сопротивления, а также силы инерции Кориолнса.
поскольку рассматривается движение в относительной
системе координат.

Запишем эти уравнения.
Прнмем, что при расчете движения ЛА указанного

выше типа на интервалах времени порядка нескольких
часов в формулах (741) можно ограничиться учетом
только зоиальных гармоник до п=4-8. В этом случае
потенциал силы тяжести Пт не зависит от долготы І.
рассматриваемой точки, а вектор ускорения силы тяже-
сти 3 всегда лежит в плоскости мерндиана рассматри-
ваемой точкн. Следовательно, вектор 3 полностью может
быть охарактеризоваи двумя составляющими: радиаль-
ный г, и меридиотталытой ы.

Для удобства последующего использования целесооб-
разно несколько Ґпреобразовать выражения для д, и дф.
Равложнм ускорение рф на составляющие 3' н 39 в на-
правлении радиуса АВ н оси вращения Земли Ані
(рис. 7.6).

Из треугольника ЅВС имеем
дъ-ддгфідф, дд=дф/созф.
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Составляющая ускорения силы тяжести 2' действует
в направлении, противоположном направлению вектора
3,. Их можно объединить в одном выражении

ян _; Ёг _” 22

Таким образом, при составлении уравнений движения
ЛА используют двеїсоставляющие ускорения силы тяже-
сти: у, и 22. При этом направление действия 3', к цент-
ру Земли, а дд-обратио направлению вектора угловой
скорости вращения Земли.

Єила инерции Кориштиса определяется зависимостью

РК=-та,<, (7.49)

где
й

аК=2(Ѕ2,Х\/) (7.50)

-- вектор ускорения силы инерции Кориолиса; у -век-
тор относительной скорости центра масс ЛА.

Векторное равенство (7.50) можно представить
ВВНДЄ

ї е о о ї*К т з:х.г з;у,г з:г,гъд'
і.

1» 01.? ”у.г изд іі _

0.51)

где х',. у',, 2°,~- единичные векторы осей гриивичской
системы координат; $231 ды, 523” г, 93” г- проекции век.
тора угловой скорости вращения Земли на оси гринви-
чской системы координат, причем Идут: 9уиг=0,
52 -9 '

3$2,І' 3'

Проектируя равенство (7.5І) на оси АХг, АУГ, АД.,
получаем

ак; д. г;- _' 2Ѕ23иу' г; ак; у, І. 'і 293ихд; а о.К: г. г ї

СОСТЗВЛЯІОЩИЄ УСКОРЄНИЯ СИЛЫ ЗЭРОДІІНЄІМНЧЄСКОГО
СОПРОТНВЛЄІІНЯ ПОЛУЧЗЄМ, ПРОЄКТНРУЯ НН ОСП ГРПНВНЧСКОЙсистемы координат вектор Ьд, определяемый выражени-
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ЄМ (7-44)- СИСТЄМЗ дИФФЄРЄНЦИалышх уравнений дви-
жения ЛА в данном случае имеет вид

ддт_; Ёг 'Ёі "_ Ѕдршхд + 293ї7ддг,
. _ у `
От* “Ёг Та _" Ѕоршшг_ Дгздпг*

дгдїгг _? *Ѕдуршгд--і-Ёя* (752)

гы: охд»

у”= 00.1"
2г:'=: изд*

где оїу-иіх,г+и'у,г+о'а_г; г: х,г+у г+2*г; р*
плотность воздуха, определяемая по зависимости (7.45);
Л-превышение над поверхностью Земли, рассчитывае-
мое по формуле

п=г-гї3 ]/1~Ё*3/1/І-Ё'Зсоз'ф;

03. Ёз -большая полуось и первый эксцентриситет обще-
го земного зллнпсоида: созф=т,/г; г,=]/х',+ у',.

Начальиыми условиями для интегрирования системы
(752) являются координаты хю, ум, 2,0 н проекции век-
тора скорости ЛА цю, пдд-о, От, соответствующие неко-
торому заданному времени 10.

Знание полученных при решении этих уравнений па-
раметров относительного движения ЛА позволяет по
простым аналитическим зависимостям определить рас-
четные значения измеряемых траекториымн средствами
функций, установить зоны видимости ЛА измерительны-
мн средствами, рассчитать трассы ИСЗ, иелеуказаиия
измерительным средствам и решить ряд других практи-
чески важных задач. Поэтому уравнения движения
(7-52) широко используются для определения парамет-
ров траектории неуправляемого движения ЛА на основе
статистической обработки траекториых измерений и для
прогнозирования движения ИСЗ на сравнительно ие-
большие интервалы времени. Использование уравнений
типа (7.52) для определения движения ИСЗ на продол-
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жнтельиои: тяитервале времени нецелесообразно нз-за
большого расхода машинного времени и значительного
накопления ошибок при численном интегрирования этих
уравнений.

Более удобными параметрами для описании долго-
срочного двнжения ИСЗ являются цилиндрические кг ор-
динаты или оскулирующие элементы орбиты. Система
дифференциальных уравнений движения ИСЗ в цилинд-
рической абсолютной системе координат имеет внд [66]

ўг ї'%уіц`_ бРшг_`Аг+0і:С›

7,,=_- 7ї ї/,Уи- Ѕброии+Вг, зіп і, соз и,
(753)

;'==У,, гі=7ьут Ё=Уд,

Где А=В[1+С(3Ґ,-1)],
._. __ 3 а: а.в_;:%, с_їс,,

і,=-;: (г зіпі, зіп и+Ссозі,), В: 2ВСі,,

і,=%(ёзіпі,зіпи - г созі,), г,=1/г*+ Р,
о, ==У, _ 93С зіп і, соз и, и" =У, + Ѕёзді,

од =Уд+ 93; зіп і, сов и, =1/0',+ 0*” + 01.
При интегрирования системы уравнений (7.5З) при-

нимают следующие начальные условия: при і=і0 :\/т=
-'=у,-0, уп: ушу, Усі, Г=Г0, и=Ц0,

Для широкого класса орбит ИСЗ с малыми эксцен-
трнситетами (е<0,1) система уравнений (7.5З) может
решаться с большим шагом численного интегрирования,
что существенно повышает быстродействие рассета дви-
жения спутника в сравнении с использованием системы
уравнений (7.52).

При долгосрочном прогнозировании движения ИСЗ
по орбитам с эксцентриситетом е>0,І наиболее часто
используются системы дифференциальных уравнений
в оскулируюших элементах.

Поясним сущность понятия «оскулирующие элементы
орбиты». Из-за действия возмущающих сил реальная
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орбита отличается от кеплеровой. Однако каждой точ-
ке реальной орбиты можно поставить в соответствие
кеплерову орбиту, по которой двигался бы ИСЗ, если бы
начиная с данной точки движение стало невозмущенным,
т. е. начиная с момента времени пребывания спутника
в данной точке на него стала бы действовать только
основная сила притяжения Земли, а все возмущающие
силы прекратили воздействие. В рассматриваемой точке
реальная и кеплерова орбиты имеют общий радиус-век-
тор г, проведенный из центра притяжения, и одинаковый
вектор скорости У. Иными словами, если эту точку счи-
тать за начальную, то начальные условия движения
(а следовательно, и параметры орбиты 9, і, ш, а, е, т) по
возмущенной и невозмущенной орбитам должны быть
одинаковыми. Но для невозмущенной кеплеровой орбиты
параметры орбиты остаются постоянными во все время
движения, а для возмущенной орбиты параметры 9, і,
ш, а, е, т представляют собой функции времени.

Кеплерова орбнта, соответствующая в данной точке
в указанном выше смысле реальной орбите, называется
оскулнрующей орбитой, а ее элементы Ѕ2, і, ш, а, е, 1-
оскулирующимн элементами орбиты.

В рассматриваемом случае задача определения дви-
жения ИСЗ сводится к отысканию значений элементов
орбиты для заданных моментов времени или другого
аргумента. При известных значениях оскулнрующнх эле-
ментов орбиты_по формулам (7.24)--(7.27) могут быть

Ірїаёёчнтаъты
координаты и проекции вектора скорости

Уравнения движения в оскулнруюших элементах
обычно записываются в виде [56, 57, 71]

гІш ~соз0 ~І г - __“і_ -
,___._3

е +Т?(1+_Ъ~)ып&
Ш рсідізти

49
__ў

'г зїпи (754)гл"- 7
Щ __ ~ г
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Ѕ, Т, ІУ-проекции возмущающего ускорения на ради-
ус-вектор, перпендикуляр к нему в плоскости орбиты и
на нормаль к плоскости орбиты соответственно.

Иногда при определении возмущенного движения
ИСЗ оказывается более удобным использовать диффе-
ренциальные уравнение в оскулнрующих элементах, запи-
санные по аргументу широты и. Переход к аргументу и
осуществляется путем умножения правой и левой частей
первых пяти уравнений (7.54) на функцию

а:
(уд:гїїїї

Г,

и заменой последним выражением шестого уравнения
системы (754).

При этом будем иметь

Ґ
ў . .

)'"3-7 сідєзяпи

(%і=2гїг,
де . ~ . ~ ,
дї==_ ЁЅШЁН-ТКІ-{-%)_соз8+е-ЪЁН,

ЁЁ=Р[~Ё°°Ё°+ТЫ1+-Ь)Ѕ1нэ_ 0.55)
~ г . 119 ~ г зіпи-Уїсідізший

Л~=РЕУТЕБТ
(ІІ
аіи

Используемые в уравнениях (754) и (755) проекции
возмущающего ускорения Ѕ, Т, 17 представим в виде

3=$1+32+$з+3а.
Т=Тх+Т2+Тз+Тм
ї7=ї7х+ш2+шз-і-шь

где 8,, Тд, М-проекции возмущающего ускорения из-
за нецентральности и аномалий силы притяжения Земли;
82, Тд, іУг-проекнии возмущающего ускорения, созда-
ваемого аэродинамнческой силой лобового сопротивле-
ния; Ѕд, ТЗ, “УЗ-проекции возмущающего ускорения,
создаваемого притяжением летательного аппарата
Солнцем и Луной; Ѕь 71» шгг-проекнни возмушающего
ускорения, создаваемого световым давлением.

Днфсререннируя выражение (734) для потенциала
силы земного притяжения по г, ф, Ь и проектируя со-
ставляющие ускорения на оси орбитальной системы ко-
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ординат Ѕ, Т и ІУ, получаем формулы для определения
проекций возмущающего ускорения Ѕ., Тд, 17,:

дІІ
81%-
ї,

__д0 1 сова І 611,, сов!д-і т же? *М+Жї авт
'_дФ г соЅФ гсоЅФ дҐ со:17 зіпі,

где ф, Ь-геоцентрическая широта и долгота подспутни-
ковой точки.

Для определения проекций возмущающего ускорения
силы сопротивления воздуха необходимо знать проекции
вектора относительной скорости летательного аппарата
у на оси орбитальной системы координат. Вектор отно-
сительной скорости ЛА определяется выражением \г=
=\/-уд.,р, где У-вектор абсолютной скорости ЛА;
удар-вектор переносной скорости ЛА, обусловленной
вращением Земли, равный -

х°г у.: 1.!
Утр=9,)(г=9, зіпизіпі соіизіпі сов! .

г 0 0 І
где х°,, у°,, 20,- единичные векторы соответствующих
осей орбитальной системы координат.

Следовательно, проекции вектора относительной ско-
рости у на оси орбитальной системы координат имеют
вид

дхд-їуг*
о,`,=У,, -ЅЗЗг соз і,
о, ,=Ѕ2зг созиеіпі,

откуда на основе (7.44) может записать
Ѕ =- Ѕброї/д
Т, ›_= _ Ѕбро (И, _- ЅЗЗг сов і).
Ш,= - 8690931* сов и зіп і,

где
9==у0 х,г '{"0.у,г +0 :,г~

Проекции ускорения силы притяжения Луны и Солн-
ца на оси орбитальной системы координат 3:. Та. т:
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определяются зависимостями (743), где положение цен-
тров масс ИСЗ, Луны и Солнца должно быть задано
в орбитальной системе координат [5З].

Проекции возмущающего ускорения светового давле-
ния Ѕд, 71, 117. на оси орбитальной системы координат
получим, спроектирован выражение (746) на оси АХ”
АК., 112,:

хФ-Ёг
Ѕ4ї-~ Чсд

--гос
о

Т4т__-Чсд.д.7БЄ_,
гс, -- 2,

Худ-__; _-
Чсд

где 4сд=\›(Ѕ,,/т) Ігрс; гдс- расстояние между ИСЗ и цент-
ром масс Солнца; хс,, ус” гс, - координаты центра масс
Солнца в орбитальной системе координат.

Для определения положения спутника относительно
тени Земли проверяется условие (7.47). Углы у и х
в рассматриваемом случае могут быть вычислены по
формулам

хснгг+уоуг+гщгд
ГГАС

,

'.=агс соз(-]/ч
Таким образом, получены все необходимые зависи-

мости для расчета проекций возмущающих ускорений
из-за нецентральиости и аномалий силы притяжения
Земли и ускорении, создаваемых аэродинамической си-
лой лобового сопротивления, притяжением спутника Лу-
ной и Солнцем, а также ускорением, создаваемым свето-
вым давлением. При необходимости аналогичным же
образом могут быть записаны выражения для учета воз-
действия других возмущающих сил.

ї=агс сов

1.4. Методы решения уравнений движения

Для определения движения ЛА необходимо решить
записанную в предыдущем параграфе систему диффе-
ренциальных уравнений (752), (753) или (7.54) с за-
данными иачальными условиями, т. е. решить задачу
Коши для системы обыкновенных дифференциальных
уравнений. При этом наиболее ящелесообразно было бы
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иметь такие методы решения дифференциальных уравне-
ний, которые позволяли бы получать общие решения
интересующих нас уравнений в аналитическом виде.
Основное достоинство этих методов заключается в том,
что возможность интегрирования уравнений в аналити-
ческом виде позволяет с помощью общего решения ана-
лизировать интересующие нас свойства решения и непо-
средственно выяснять зависимость результатов интегри-
рования от параметров, характеризующих условия
задачи.

Однако область применения аналитических методов
ограничена. К настоящему времени они разработаны
только для некоторых классов обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, самым широким из которых явля-
ется класс линейных дифференциальных уравнений с по-
стоянными коэффициентами; Общее решение в аналити-
ческом виде удается записывать только в результате тех
или иных допущеиий, упрощаюших уравнения. Так, на-
пример, для получения аналитических формул теории
кеплерова движения были сделаны допущения о том, что
Земля-тело сферической структуры, поле силы притя-
ження-центральное атмосфера отсутствует, а ЛА
представляет собой материальную точку.

Для более сложных моделей движения ЛА прибли-
жеиное решение в аналитическом виде удалось получить
лишь в результате использования такого вида функции,
аппроксимирующей гравитационное поле Земли, которая
допускает решение диф еренцнальных уравнений движе-
ния ЛА в квадратурах 67]. Существующие приближен-
ные аналитические методы решения уравнений движения
ЛА не могут рассматриваться как универсальные мето-
ды интегрирования систем дифференциальных уравне-
ний, описывающих движение летательных аппаратов.

Поэтому для расчета движения ЛА широко исполь-
зуются численные методы, которые в большинстве случа-
ев оказываются вообще единственными методами, с по-
мощью которых могут быть получены решения задач
баллистического обеспечения запусков и функциониро-
вания ЛА. В настоящее время численные методы реше-
ния являются, по существу, основными при расчете дви-
жения ЛА и вопросам их развития и эффективного ис-
пользования придается большое значение.

Рассмотрим основные из применяемых на практике
численных методов интегрирования уравнений движения
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ЛА с точки зрения выбора наиболее удобных из них при
использовании цифровых вычислительных машин и
обеспечивающих требуемую точность и оперативность
расчета движения ЛА.

Метод Адамса. Пусть требуется найти решение диф-
ференциального уравнения

(іу/ііх=у'=і (Х, у), (756)
удовлетворяющее начальным условиям х=хд, у(х0)=
їуо,

Численное решение задачи Коши для этого уравнения
состоит в определении значений функции у(х), удовлет-
воряющей уравнению (756) и заданным начальным
условиям, для некоторых фиксированных значений аргу-
цента хд, хг, ..., х,, которые принято называть узлами.

Расчет значения искомой функции у в узловой точке
хц, по известному ее значению в предыдущей точке х;
и известных значениях производной (756) в точках хі,
хм, ..., хм., можно выполнить по формуле

т

уг+г=ут+д2 чтит-.. (7-57)
ь-о

называемой экстраполяционной формулой Адамса.
Для повышения точности интегрирования дифферен-

циального уравнения вычисляют первое приближение
для уин по экстраполяционной формуле (757), подсчи-
тывают по зависимости (756) значение производной
у'є+1, а затем находят второе приближение для уд., по
более точной иитерполяционной формуле Адамса

унъ=уі+дв Віьё/'є-н-п- (7-58)
ь-о

При тс=7 коэффициенты «Ди В, имеют следующие
значения:
а, = цззвээзвзз- 10 р, = 0304224531
«,=._о,9з2з2оввз. 10 р,= 0,1 15615906- 10
а,= о,1воз4ззз1.1о= р, == _ 0,1оов919в4-1о
а, = _ одвогтвзо- ю* з, -.= о,1о119в4в1 . ю
а,= о,1тз19вз44- 10 д_=_о,1з2озззз4
а,= __ о,вв12 1 2191- 10 р, = о,з4зоаозв1
д: одмыєзвэ- 10 9,: _ 0938409392- 10*
д, = 0304224531 р, = 0,1 1зв1зч42. ю- к
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Мгт0д Рунге-Кутта Примем, что в рассматривае-
мой области изменения аргументов функция Нх, у) име-
ет непрерывные частные производные до некоторого по-
рядка т.

Выбрав фиксированное приращенне-шаг интегри-
рования Ах=і1 независимого переменного 2- и последо-
вательно дифференцируя уравнение (756), можем найти

у"_=:є1'у/сіх', у'“=<і'у/еіх',
и записать разложение функции у в ряд Тейлора в окре~
стности точки (хі, уд):

АН: =!/ (х:
(7.59)

В зависимости от того, сколькими членами разложе-
ния мы ограничимся в формуле (7.59), получим ту или
иную точность приблнжеиного искомого решения. Если
принять, тчто в разложения (7.59) удерживается т чле-
нов, то для определения искомого приращения Ауі не~
обходимо вычисление производных до порядка т, что
для т>2 при интегрировании уравнений движения ЛА
чрезвычайно затруднительно. Поэтому на практике ис-
пользуется предложенная Рунге вычислительная схема,
в которой приращенне Ауі представляется в виде линей-
ной комбинации

Ау, а 12,152, +с,/г, +
где
ігҐ=лі (хІЁ 111)»
ідв=йі (хі+аат у! +ьпьдт

г, =ьі (яд-ад у, + для, +
ь.поо-гаооац-ьцьььць-аясппвс

ётїні(хі+атп; уі`+дтхйх+"'+ьтрьр+"'+ь -Іьт-І»

с,,а,, Ь,,,(]=.-_І, 2,
_ постоянные коэффициенты; т-число обращений
к вычнслению правой части уравнения (756), необходи-
мых для расчета Аує.

Выбор постоянных коэффициентов сд, ад, д), произ-
водится так, чтобы разложения (7.59) и (7.60) по сте-
пеням Іт соппадалн до возможно более высоких степеней
І: при произвольной функции і(х, у) и произвольном
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шаге интегрирования н. Для определения коэффициен-
тов составляются соответствующие уравнения, нз реше-
ння которых и находятся значения сд, ад. Ьдр. В случае,
когда число неизвестных (нскомых коэффициентов) всн-
стеме уравнений больше числа уравнений системы, до-
пускается некоторый произвол в выборе значений одно-
го или нескольких коэффициентов. В результате для
формулы одного н того же порядка т получаются раз-
личные зиачення коэффициентов [68]. Так, например,
четырехчлек-пиые формулы метода Рунге-Кутта наибо-
лее часто записывают в виде.

Аи=%«н+@ь+гм+а» <гЫ›
где _

Ётїпі (хіт уі)›

ь,=ы (хгьёчн, уПЬ-Ё а), (162)

н=н(м+$м.и+$в+
Ёсїн! (хі'+ п* уі-Ъйд-

В последние годы опубликованы работы, где на осно-
ве метода Рунге-Кутта проведен вывод оптимальных
в некотором смысле значений коэффициентов формулы
(7.60) численного интегрирования дифференциальных
уравнений [ІІ1-113].

Так, в работе Шенкса [Н2] рекомендуется использо-
вать следующие значения коэффициентов ад, сд, Ьдр для
формупчы (7.60) седьмого порядка:
а,=1/192; а,=1/6; а,=І/2; а,=1; а,=5/6; а,=І;
с,=14/З00; є,=0; с,=8І/300; с,= 110/300; с,=0;
с,=8І/ЗОО; с,=І4/300; Ь,,=1/І92; Ь,,=-15/6;
Ь,,=16/6; Ь,,=_4867/186; Ь,,';-5072/І86;
д,,=298/І86; дн=~ 19 995/31; Ь,,=2О 896/31; (7.6З)
Ь,,=-1025/ЗІ; Ь,,=155/ЗІ; Ь,,=-469/5022;
Ь,,=490 960,Б 022; Ь,,==-22 736/ 5 022; Ь"=5 580/5 022;
Ь,,=186/5022; Ь,,=_914ЗІ4,2604; дп:

=-955136/26О4; Ь,,=-~47 983/2604; 6,4:
=- 6_510/2 604; Ь,,=-558/2 604; ЬП=2 5! 1/2 604.
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Приведем некоторые рекомендации по применению
рассмотренных численных методов интегрирования диф-
ференциальных уравнений при расчете движения ЛА.

Быстродействие и точность расчетных методов опре-
деления движения ЛА определяются главным образом
полнотой учета всех известных факторов, определяющих
движение ЛА, выбранной формой записи уравнений дви-
жения, используемым методом и величиной шага числен-
ного интегрирования. Все эти факторы между собой тес-
но связаны.

Необходимость учета того или иного фактора, от ко-
торого зависит движение ЛА, выбор системы координат
для записи уравнений движения и метода их решения
определяются в каждом конкретном случае характером
решаемой задачи. Так, если ведется статистическая об-
работка траекторных измерений, полученных на сравни-
тельно коротком временном интервале, то для определе-
ния расчетных значений измеряемых параметров целе-
сообразно использовать уравнения движения ЛА в грин-
вичской системе координат (752). При этом, если
рассчитываются значения параметров движения для вы-
сот свышеІ00км над поверхностью Земли, где влияние
атмосферы на полет ЛА в течение короткого времени
практически не сказывается, система уравнений (752)
может быть упрощена за счет исключений ускорений,
создаваемых аэродннамической силой лобового сопро-
тивлення. Если же обрабатываются измерения, получен-
ные на больших интервалах времени наблюдения, то для
определения расчетных значений измеряемых парамет-
ров лучше использовать сочетание системы дифференцн~
альных уравнений в цилиндрической системе координат
(7.53) или системы уравнений в оскулттрующих элемен-
тах (7.54) и системы уравнений в гринвичской системе
координат (752). При этом уравнения (752) интегри-
руются на интервале выполнения измерений, а уравне-
ния (7.53) или (7.54) -на остальных участках орбиты.

Еще большее значение имеет выбор нелесообразиой
формы записи уравнений движения при прогнозировании
движения ЛА. Так, при обработке измерений н прогно-
зировании неуправляемого движения головной части
баллистической ракеты целесообразно получать началь-
ные условня и вести расчет движения и коордтідт ТФЧК"
падения в гринвичской системе координат. Форма запи~
си уравнений движения (752) наиболее проста и ком~
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пактна. Расчет движения ведется на небольшие интер-
валы времени полета.

При выборе метода численного интегрирования систе-
мы дифференциальных уравнений движения ЛА необхо-
димо исходить из условий наименьшей затраты машин-
ного времени при удовлетворении заданной точности
вычислений.

Алгоритмы вычислений методом Руиге-Кутта отно-
снтельно просты для программирования, остаются неиз-
менными от начала и до конца расчетов и позволяют
организовать цикличиость расчетов. Кроме того, правые
части формул Рунге-Кутта содержат только значения
аргумента и искомой функции в предыдущей точке. Это
очень удобно при реализации метода на ЭВМ, так как
позволяет в нужный момент легко изменить шаг интег-
рирования в зависимости от вида интегральной кривой.
Однако при интегрирования дифференциальных уравне-
ний методом Рунге- Кутта т-го порядка точности при-
ходится для определения очередного (Н-Ц-го значения
искомой функции вычислять т раз значения правых ча-
стей дифференциальных уравнений, что приводит к зна-
чительным затратам машинного времени.

Метод Адамса имеет то преимущество перед методом
Рунге-Кутта, что он требует меньшего количества
вычислений при определении прирашения искомой функ-
ции на каждом шаге, так как правые части дифферен-
циальных уравнений необходимо при этом вычислять
лишь один раз. Недостаток метода Адамса состоитвтом,
что для начала вычислений с использованием формул
Адамса т-го порядка точности необходимо иметь зна-
чения искомой функции в т-і-І точках. Эти значения
определяют, интегрируя исходное дифференциальное
уравнение другим численным методом, чаще всего мето~
дом Рунге-Кутта. При этом необходимо иметь в виду.
что «начало решения» должно быть вычислеио с боль-
шей точностью, чем требуется для всего решения, по
крайней мере в 10 раз. Если для начала решения при-
меняется метод Рунге~Кутта, то величину шага Ах==Н
для него надо брать меньшую, чем для метода Адамса.

Второй недостаток метода Адамса заключается в том,
что приего использовании изменение шага интегриро-
вания Іт не может быть осуществлено так легко, как при
методе Рунге-Кутта. Действительно, формулы (757),
(758) содержат значения правых частей уравнений в т

года; _-~ Д,



предшествующих равноотстояших точках. Следователь*
но, изменение шага интегрирования на некотором этапе
вычислений потребует дополнительного определения зна-
чений функций в промежуточных точках, что может быть
выполнено наиболее просто с использованием формул
метода Рунге- Кутта.

Указанные недостатки метода Адамса приводят к то-
му, что программа решения задачи по методу Адамса
должна быть дополнена программой определения на-
чальных решений и программой интерполяции функций
для промежуточных точек, что приводит к увеличению
загрузки запоминающего устройства ЭВМ. Несмотря
на это метод Адамса находит широкое применение при
решении уравнений движения ЛА, так как обеспечивает
значительную в сравнении с, методом Рунге-Кутта эко~
номию машинного времени при довольно высокой точно-
сти. Объясняется это тем, что при расчете движения ЛА
приходится сравнительно редко менять шаг интегриро-
вания, особенно когда производятся массовые расчеты,
для которых известна оценка шага.

Методические ошибки численного интегрирования
системы дифференциальных уравнений движения ЛА
зависят от принятого метода интегрирования, количества
членов, учитываемых в формулах для расчета прираше~
ний т, шага численного интегрирования Іх, а также от
вида траектории.

Так, при расчете движения ИСЗ по орбите, характе-
ризуемой в начальный момент времени величннами: пе-
риод обращения спутника Т=90,2 с, высота перигея На:
=210 км, высота апогея іац=З75 км, эксцеитриситет е=
=0,О1, на основе интегрирования уравнений (752) ме-
тодом Адамса при т=4, /:=З0 с ошибки А! в определе-
нии положения ИСЗ вдоль орбиты составляют около 10
и 300 км при прогнозировании соответственно на 3 и 15
сут. Применение формул более высокого порядка позво~
ляет повысить точность численного интегрирования и
сократить расход машинного времени на решение задачи.
При т=8 и іъ=б0 с ошибка АІЁОЛ км при длительности
прогнозирования 15 сут, а время, затраченное на расчет
движения, уменьшилось примерно в 1,5 раза в сравне-
нии с соответствующими расчетами при т=4 и 11:30 с.

В работе [63] рекомендуется при расчете движения
ИСЗ по орбите с эксцентриситетом е<0,2 применять ме-
тод Адамса при т=7--9 и І:=90--І20 с, а при е>0,2

233



применять метод Адамса с автоматическим выбором
шага численного интегрирования Іг.

В заключение рассмотрения методов решения урав-
нений движения ЛА отметим, что практика использова-
ния ЭВМ показывает, что все расчеты должны обяза-
тельно вестись с контролем. Вследствие этого но ходу
вычислений должны быть предусмотрены специальные
способы контроля правильности счета. Наиболее эффек-
тивно при этом использовать контрольные соотношения.
Идея этого способа состоит в следующем. Если полу-
чаемые в процессе решения задачи результаты должны
удовлетворять какому-нибудь соотношению, известному
заранее и ненспользуемому для получения этих резуль-
татов, то через определенные промежуткн вычислитель-
ного процесса должиа производиться проверка, удовлет-
воряют лн получаемые результаты с заданной точностью
этому контрольному соотношению.

Для контроля правильности вычислений при числен-
ном интегрировании дифференциальных уравнений неуп-
равляемого движения ЛА широко используетсявкачест-
ве контрольного соотношения выражение, которое полу-
чается из условия постоянства интеграла энергии ЛА на
траектории:

С І

(1-Ѕ%и:іі-%ї=п,=сопэ1. (7-54)
г.

где І/-значеиие потенциала силы притяжения в рас-
сматриваемой точке траектории; и-скорость ЛА в рас-
сматриваемой точке траектории. Под знаком интеграла
стоит выражение для элементарной работы, совершен-
ной силой лобового сопротивления О.

При использовании контрольных соотношений для
проверки точности получаемых результатов нужно иметь
в виду, что вычисления на ЭВМ ведутся с ограниченным
количеством разрядов. Поэтому даже при правильных
результатах контрольное равенство абсолютно точно ни-
когда не будет выполняться. Коитрольным соотношени-
ям нужно придавать вид неравенств. Например, выраже-
ние (7.64) записывается в виде

І

Ы_Ѕ%иаг __ Ъ; __ н, <., (таз)
*а
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где є-~ допустимое отклонение величины Іь. от ее на-
чального значения 11,0.

достоинством рассматриваемого способа контроля
является возможность выявления как случайных, так и
систематических ошибок ценой незиачительного увели-
чения расхода машинного времеии. Метод контрольных
соотношений может быть с успехом применен не только
для проверки правильности работы ЭВМ, но и для от~
ладкът программ решения задач, а в некоторых случаях
и для оценки точности получаемых результатов. Дан-
ный метод контроля является наиболее рациональным и
его нужно применять при решениях всех задач, допуска-
ющих такую проверку.

7.5. Особенности расчета движения ИСЗ на большие
интервалы времени

При решении ряда практических задач, таких, как
определение времени существования искусственного
спутника Земли, определение эволюции орбиты ИСЗ за
время его существования, долгосрочное прогнозирование
движения спутника и других, требуется находить реше~
ние системы дифференциальных уравнений, описываю-
щих движение ИСЗ, для больших интервалов времени.
В этих случаях наиболее широко используются уравне-
ния в оскулирующих элементах орбиты (755). Для нн~
тегрнроваиня этих уравнений чнслениыми методами тре-
'уется весьма большое время работы ЭВМ. Объясняет-
ся это тем, что изменения оскулнрующих элементов на
протяжении одного оборота гнмеют колебательный харак-
тер н шаг интегрирования не может быть большим.
В связи с этим в работах [69, 70] было предложено
гяерейти от обычно используемой системы уравнений
в оскулирующих элементах по аргумеиту широты" и
к системе уравнений, получающейся в результате ннтег~
рироваиия первой системы за период, равный 2:1.

Левые части получаемых при этом уравнений пред-
ставляют собой значения отклонений оскулъпруюшнх
элементов орбиты за один оборот. В силу малостн этих
отклонений в указанных работах они были приближение
приняты равными производиым от оскулътрующих эле-
ментов по числу оборотов М. Вместо исходной системы
уравнений (755) но аргументу широты и интегрирова-
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лась система дифференциальных уравнений но М. Пра-
вые части таких уравнений представляют собой некото-
рую совокупную систему интегралов. Эта система инте-
гралов может быть заменена соответствующей системой
дифференциальных уравнений. В таком случае решение
преобразованной системы уравнений сводится к двухци-
кловому алгоритму: внешнему интегрированию но аргу-
менту А* и внутреннему интегрированню по аргументу
широты и за период 2п, т. е. за один виток, причем по-
следнее необходимо производить каждый раз при вычис-
лении правых частей внешней системы уравнений.

Однако рассмотреиный метод двухциклового интегри-
рования не является вполне корректным, таким, напри-
мер, как изложенные выше методы численного интегри-
рования обыкновенных дифференциальных уравнений.
Действительно, заменой приращений оскулирующнх эле-
ментов за один оборот производными от этих элементов
по числу витков вносится ошибка методического характе-
ра. Очевидно, что такая методическая ошибка тем боль-
ше, чем меньше шаг интегрирования внешней системы
уравнений. По этой причине вместо указанной внешней
системы дифференциальных уравнений следует использо-
вать решение системы в конечных разностях относительно
оскулирующих элементов орбиты, правые части которых
представляют собой некоторую совокунную систему ин-
тегралов. Применением методов численного решения не-
посредственно уравнений в конечных разностях указан-
ная выше методическая ошибка полностью устраняется.

По аналогии с методами численного интегрирования
обыкновенных дифференциальных уравнений в [71]
разработаны два типа методов численного решения урав-
нений в конечных разностях: методы типа Адамса и ме-
тоды типа Рунге ~ Кутта.

Приведем формульные зависимости для численного
решения уравнений в конечных разностях обобщениым
методом типа Рунге- Кутта.

Пусть имеем уравнение в конечных разностях перво-
го порядка

Ау1=у1+1"“у1=і(~хи 1/1): 3:1» 2- ---› (7-66)

где хт+д=хі+іъ; І(х, Ш-дифференцируемая функция.
Примем, что уравнение (7.66) удовлетворяет началь-

ноиу условию: при х=х0, у=уа
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Задачу численного решения уравнения (7.66) сфор-
мулируем следующим образом: найти значение искомой
функции у, удовлетворяюшей уравнению (7.66) при х=
=хд+Н (Н=1\П1, М -положительное целое число), если
значение искомой функции у при х=хі известно.

І/Іскомую функцию у представим в виде разложения
с помощью интерполяционного полинома Ньютона

у (х. +Н›=л+т.+ 'Шдёї и. +
ппц;+^/(^ї-~;В(~-2) д:іІ+^/(^/~ї1)ф$ё-2)(~¦-3) даіі+

0.61)
где

їг=ї (хр уд-'Ё
діг=пхі унд-“Нхп 111)»

(758)
5, 1:7 (хі+2,'= уі+я)_' 2Нхі 'Нд !/1+1)`+І:(х1~ 111)- _

в ъ ~ ~ о а : а - - - › ~ ц - ц - › 1 ь ~ а а ц ь о о а ь ц › н е

По аналогии с методами Рунге-Кутта четвертого
поридка численного интегрирования обыкновенных диф-
ференциальных уравнений приращенне искомой функции
у представим в виде комбинации четырех выражений

д. =`~Г (хр и).
Іг,=І\/і(х,+а,Н, у,+'р,іг,),

іг.=дїі(хг+°чн› угі-Ёд/д-і-ЁЪ/гд» (7-69)
д. =^/і(х1+«.Н. у1+Р./г{+Р.д=.+$./г.)-

Параметры а., ад, щ, 5,, м, ра, Вт, ра. В.: и весовые
функции К” Ка, Ка, Кт, зависящие от М, подбираются та-
КНМ ОбраЗОМ, ЧТОбЫ С ТОЧНОСТЬЮ 110 ЧЛЄНОВ ЧЄТВЄРТОГО
ПОРЯДКН (К КОТОРЬІМ ОТНОСЯТСЯ СЛЗГЗЄМЬІЄ, СОДЄРЖЗЩНЄ

І

выражения типа ідхті даїд. ...) выполнялось равенство

ду: =у (х: + Н) - у (т) =ддд+ 13.1114-д.*.+ 131%- (7-70)
2:1



Конечные разности біт, 6%,
формулами (7.68) через функции Нхі, уі), Дхі-і-Н, уі~|~
ід),

2, 3, 4) в ряды Тейлора по двум переменным в точке
(хд, уд), ограничиваясь членами четвертого порядка и
сравнивая коэффициенты при одинаковых производных
в равенствах (7.7О) и (7.67), получаем алгебраическую
систему уравнений четвертого порядка для определения
параметров щ, щ, ..., 3.; и весовых функций К; (]=1,
2, 3, 4).

При исследовании полученной системы уравнений ус-
тановлено, что параметры а, и В, должны быть связаны
соотношениями ад=і5ц «а2=В2+|33; а3=рд+|35+|5ы а два
из искомых параметров могут быть заданы произволь-
ным образом.

Если принять щ=а2 и рд=(1\ї-З)/2М, то формулы
(7.7О) и (7.69) примут вид зависимостей (7.61) и (7.62)
метода Рунге-Кутта интегрирования . обыкновенных
дифференциальных уравнений:

ы/Ртёд1<~+1›/г.+2<~-2›~.+
+2<~-2› 1«.+ <~+1›/«.1. тп

где

іг.=^їі (хр т).
к=~і (х.+Щін; ундді а).
›=.=~і(х.+їдін; учўиы-їду-ї/а),
Ёъ==~і

(її-ї) 07-2)
+ ~(~+|)

При применении данного метода для численного ре~
шения уравнений в конечных раэностях очень важно пра-
вильно выбрать шаг Н=АІЬ, а для этого необходимо
иметь возможность оценивать величину погрешности
искомой функции.
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Если в выражение (7.70) вместо 131, Ю, Ка, д; под;
ставить значения весовых функций Ей, 125, 85, КЦ,
определяемых зависимостями
иных/И» К*.=1›./1›, е*.=1›./1›. т.=1›./1›.

Где

0.='ї2;;і1<2~ ~ о е, - «д от. -«.в.› -
'_а1ра1›(а1 451)

Х (из дал) (а: '_ дтп*

цдїдиі І<=.«.<~- 2› е. -~«.›;+«.«.@. <2~- 1› -
'дав

11. =“* (25 " 1<«.в.+ «ад <2~ - 1› +«.<~-2› (и. - «и
0.=1%,€-91«.<«. -=.› <~б-2› ~«.в,<2~- 1›1.
Вї ада: (д: "' дл) (ага: + 11504” 321415: (ат '_ из),

то ЗЗВИСПМОСТЬ

~Ауі= *1Ё1 +13*2Ё2+Ё'з/гз+13*еда (712)
будет содержать лишь члены третьего порядка малости
и еще некоторые члены более высокого порядка. Таким
образом, можно считать, что выражение (732) позво-
ляет определить величину члена разложения (7.67)
третьего порядка малостн, которая характеризует по-
грешность решения.

Рассмотрим, как приведенные зависимости могут
быть использованы для расчета орбит искусственных
спутников Земли.

Для этого перейдем от исходной системы уравнений
(7.55) к системе уравнений, которая получается в ре~
зультате интегрирования по и за один оборот (т. е. за
период 211) системы (7.55). В результате получим сн-
стему уравнений в конечных разностях относительно
оскулирующих элементов орбиты и времени і вида

6р=<р,(и, р, е, ш, 9, і; і).
бег-ф, (и, р, е, ш, 9, і: Ґ).
8ш=<р, (и, р. е, т. 9. і: і). (713)
6Ѕ2=гр` (и, р, е, Ф, 9.121).
6і=<р (и, р, е, ш, 9, і; і).
ы=;щддццец
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где др, де, ат, 69, бі, ы-изменеиия оскулируюших эле-
ментов орбиты р, е, ш, 52, і и времени і за один оборот,
т. е. при изменении и на 2:1.:

чз+2=
а

щ+2в
а' Р . ___ 9 .

ф`їз
та", СРд-~ Ѕ гаи,

до
1402ид+2к ид+ я

ан _ = не _фдї у Жди, фд=~1
3

-Еї-Ііи,

“о до
Іц-ЪЁІ

*Р-=Ѕ г* *РҐЗ 7117”-
до до

Пронзводные под знаками интегралов определяются
уравненнямн (7.55).

Примем, что система уравнений (7.73) является ре-
шением системы (7.55) для начальных условий и=щ:

рїро: еїеі): Фдт-'Фіїт

Ѕ2=Ѕ20, і=і0, і=Ґ0.

Система уравнений в конечных разностях (7.73),
правые части которой выражены через значения сово-
купной системы интегралов, описывает изменение эле-
ментов орбиты спутника с течением времени. Решение
этой системы представляет собой дискретную последова-
тельность оскулнрующих элеменов орбиты для целых
значений А! или для значений аргумента широты и=ио+
+2пІг, /г=1, 2,

Переход от решения системы дифференциальных
уравнений (755) к решению системы уравнений в ко~
нечных разностях (7.73) показан геометрически на
рис. 7.7. _

Сплошными линиями изображены кривые изменения
оскулнрующих элементов р и е некоторой орбиты, опи-
сываемые системой уравнений (7.55) в продолжение
первых четырех оборотов. Штриховыми линиями изобра<
жены значения тех же оскулирующнх элементов, соот-
ветствующие системе разностных уравнений.

Интегралы в правых частях уравнений (7.73) следу-
ет заменить соответствующими дифференциальными
уравнениями. В таком случае решение системы уравне-
ний в конечных разностях (7.73) сводится к двухцнкло-



р,км
0.045 6850

0,040 6800

0,035 6750~ щ»
Рис. 7.7.

вому алгоритму: внешнему-численному ' интегрирова-
нию по аргументу Н (І: должно быть в данном случае
равно 2л) и внутреннему-интегрированию по аргумен-
ту и, причем последнее необходимо производить в каж-
дой точке внешнего алгоритма при вычислении правых
частей уравнений.

Шаг Н=АП1 численного решения системы уравнений
в конечных разиостях (7.73) выбирается таким, чтобы
погрешность в определении искомых функций не превы-
шала бы заданных величин (при условии, что шаг инте~
грирования внутренней системы (7.55) выб ан соответ-
ствующим образом). Шаг интегрирования может быть
переменным, однако следует иметь в виду, что величина
Н должна быть такой, чтобы функции Іг, (]=І, 2, 3, 4).
определяемые зависимостямн (7.69) и служащие для рас-
чета приращений искомых функций (7.7З), вычнслялись
для синфазных точек относительно аргумента и, напри-
мер для точек и+2ліг, где І: -- целое число.

Приведем рпзвериутую схему и некоторые результаты примене-
ния метода двухцнклового интегрирования уравнений в конечных
разностях для расчета орбит НСЗ.

При начальных значениях оскулъпруюнднх элементов для и=
=Ц0==02

у,,.= р.=12вв2,оєо км у,_.=0.=3.1З5\2100
у,_.==:.=-о.12ннов1 у,_.=1.=1.І3202000
у” = ш, = 437461300 у., = д. = 0.00 С
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система уравнений (755) интегрировалась но формулам Шенксн
(см. 5 7.4) с шагом Іх=0,02п до щ=2л. При расчете возмущаю-
шнх ускорении учнтывалось влияние сжатия Земли (в формуле
(734) для потенциала силы притяжения Земли учитывались сла-
гаемые с коэффициентами С” и Сю). В результате были получены
значения оскулнрующих элементов орбиты р,, е., (щ, 9,, і; и време-
ни 1,, т. е. удд (і=І, 2, ..., б).

По формуле (756) определялись значения і;(и0, у;,0)=у,_;-
-удд и іг;,,=1\/ід(и°, удо), ]=І, 2, ..., б. Далее согласно (7.7І)
рассчитывалнсь значения и, и уд 2 по формулам

Щ=доЁ+ Мин] н» уі,а=уі,о+і%%ді,хе

где Н =1\'2я.
Велнчниы ад, уд, 1 принимались за начальные условия для интег-

рирования системы уравнений (755) 'с шагом 11 на интервале от щ
до ид==ид+2л. Пра этом были получены значения уж, (і=І,
2, ..., б). После этого были найдены І3(и,, уд,,)=уі_3-у,_; н
121. :=~Ґ;(и2. удд). Затем рассчитывалнсь значения

П-І І Н-Зщ=_щ + *т- Н» у/,.= у;,.›+ їїдід +-дт'- Іг/,ь
которые принимались за начальные условия для интегрирования
системы уравнений (755) с шагом І: на интервале от щ до иг=
=щ+2п. В результате интегрирования были получены значения
уід. Далее определялись величины ўдщ, у;,4)=у;.в-!/і.4 и Ігдд=
=1Уі;(щ, уд, д). После этого находились значения

ис=ио+
М

М
1
Н.

І 2 ~- _ -
уі-'=уі~°+7ч`*і.1+ малы-ї */.=+(~^~(2(ї1)2›*1.=

и ннтегрнровалась система дифференциальных уравнений в оскулн-
рующих элементах (7.55) с шагом І: при начальных условиях щ.
Ш. а на интервале от и. до ц,=д,,+2д,

В результате были получены значения оскулирующнх элементов
и времени Ш. 1, что позволило определить ідщ, у;,е)=у;,1-у4.а И
Ё1.4=М›(Ив. ума)-

После этого по формуле (771) были найдены приращения эле-
ментов орбяты и времени Ау; к начальным значениям этих величин,
а затем рассчитаны значения оскулнрующнх элементов орбиты и
ВРЄИЄНИ. Стттгтствующгяс моменту завершения спутником М-го обо-
рота вокруг Земли:

Иі=Нло+Ауь }=1, 2, ..., 6.

= м!



Результаты расчета значений оскулируюших элементов, соот-
ветствующих коицу бі-го витка, представлены в табл. 7.4, где в ка-
честве варианта М: 1 приведены результаты интегрирования урав-
нений в оскулнруюших элементах (755) методом Рунге-Кутта
с коэффициентами (753), а в качестве варианта Не 2-результаты
решения уравнений в конечных разностях.

Т а 6 л и 11 а 7.4

Номер
ватт., р. км в а

1 12662060 0.121 409656 4366581212 таввяово олгмоовзг мзввзвтво
вдгжд 2 І 1.1:

1 злэвзизэт кызяогооо авоызвдо2 здэваизээ ызговооо вєоызвмз
Сравнение результатов, полученных решением уравнений в ко-

нечных разностях. с соответствующими значениями оскулъгруюшнх
элементов и времени. найденными решением дифференциальных
уравнений (755) методом Рунге-«Кутта с коэффициентами (753).
которые могут быть приняты за эталонные значения, показывает
Хорошее совпадение результатов.

Однако при использовании зависимостей (7.7І) необходимо
иметь в виду, что они справедлнвы лишь для нечетных значений
числа витков М, определяющих шаг внешнего интегрирования систе-
мы уравнений в конечных разиостях. Объясняется это следующим.
При задании четкого значения числа витков М функция Ни, у),
представляющая собой согласно (756) конечную разность значений
элементов орбиты. рассчитывается при определении коэффициентов
122, д: в формулах (7.71) для значений аргумента и. иекратттнх
целым чнслам количества витков М. Это противоречит основному
"Ргтципу решения уравнений в конечных разностях, заключающему~
ся в использовании конечных разностей для синфазнык значений
аргумента.

Поясиим сказанное на примере определения эксцеитрнситета
орбиты е. Если принять щ=ин==0. ут=ед н четиое значение М. то
при вычисления коэффициентов Іг, и й, по формулам (711) ЗНЅЧФ-
ние аргумента

и.+%]#г1=«.+ “г ' (ы
не будет кратным числу оборотов.
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Вместе с тем, как следует из 7.7, действительные значения
эксцентрнситета е (сплошная линия на рис. 7.7), имеющие периоди-
ческие колебания, совпадают с соответствующими значениями ко-
нечных раэностей, учнтывающих лишь вековые изменения эксцеитрвь
снтета (штрнховая линия на рис. 7.7), только для значений аргу-
мента и, кратных целому числу оборотов. Поэтому, если вычисляя
коэффициенты 1:2 и Іг, по формулам (7.7І), использовать значения
аргумента и, не кратные числу витков М, то конечные разности
будут найдены «внутренним интегрированием» для других орбит,
имеющих действительные значения эксцентрнснтетов в этих точках,
равные значениям эксцентриситета, найденным при использовании
конечных разностеи для исследуемой орбиты. Аналогичные резуль~
таты получаются и для других элементов орбиты.

Для иллюстрации рассмотренного явления в табл. 7.5 приведе-
ны результаты интегрирования уравнений (7.55) по семичленным
формулам метода Рунге-Кутта (вариант Ме І) н результаты при-
менения формул (7.7І) для решения уравнений в конечных разно~
стях при М=60.

Из анализа данных табл. 7.5 следует, что в рассматриваемом
случае имеют место существенные ошибки в определении І-време-
ин полета ИСЗ, (тв-аргумента перигея н других элементов орбиты.

Если же принять в качестве М нечетное число витков, то все
коэффициенты Іг, (г-=1, 2, 3, 4) в формулах (7.7І) рассчитываются
для значений аргумента и, кратных целым числам витков. В этом
случае наблюдается совпадение результатов интегрирования диффе-

Таблица 7.5

ЁЁЁЁЁЪ а Ш г ~

1 12662060 0,721409728 4.866 718 78
2 12662102 0,721412889 4,8б671505

ваърїїаїъїа ° 1 1- 5

1 356924392 1,13202000 255878984
2 3,б6925555 _ 1,13202077 2559807,72

ренцнальиых уравнений в оскулирующнх элементах и решения урав~
иений в конечных разностях (см. табл. 7.4).

Таким образом, использование зависимостей (7.7І) позволяет
получать значения элементов орбиты с высокой точностью лишь при
иечетнои числе витков М, определяющем шаг вщ-ццтго иитегриро
вания уравнений в конечных разностях (713). Если же необходимо



решать уравнения (773) с четиьтм значением Н, то вместо формул
(7.71) можно использовать зависимости

М+1 (М-2 М+ м- _
^Ш=є(М-1ут+ з1\/(%-1)Ц/г,+( зМ22А$ї1)ц*«+

-і-Ёт/Ёу/г.. (114,
где

*1=~і(хІ' уі):

І ІІгд=АІІ (хд-і-ТН, уд-і--ї/є, ),

а=~(м+~}н.т+гЕтм+д%ЕЁди)-
Ё«=~Ґ[×і+І:-дїі Н» Нє+_1:7д1+  дя+

Ш-тт+и"ї" таз/м) д]-
Результаты решения уравнений в конечных разностях (733)

ПРИ 1У=б0 методом Г. П. Таратыновой с применением формул
(7.74) представлены в табл. 7.6 вариантом Ш 2. Эти данные пол-
ностью совпадают с результатами интегрирования дифференциаль-
ных уравнений (7.55) методом Рунге-Кугта с коэффициентами
(7.63) (вариант М; І).

Таблица 7.6

так Р» 101 І С

1 126621360 0,721409728 436671878
2 12 662,060 0,721 409729 586671877

55:51:33 я І І. С

1 3,669 243 92 І,ІЗ202000 255878934
2 3,669 24393 І,І32О2000 255878934

Учитывая, что при использовании метода Г. П. Тара-
тыиовой на решение задачи расчета движения ИСЗ на
ЭВМ затрачивается примерно в М/4 ,раз меньшее время.
чем при численном интегрнровании дн ференциальных
уравнений в оскулнрующих элементах ( .55) ОДНОЦНКЛФ
вым методом Рунге-Кутта, можно рекомендтддтъ ЗІ-
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внсимости (771) при нечетных значениях М и формулы
(714) при четных Аї для практического использования
при долгосрочном прогнозировании движения искусст-
венных спутников Земли.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЛЕТАТЕЛЬНЬІХ АППАРАТОВ
НА ОСНОВЕ КИНЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ

В практике определения движения летательных аппа-
ратов по результатам радиотехнических траекторных из-
мерений часто встречаются случаи, когда некоторые из
основных сил, действующих на ЛА в полете, неизвестны
или известны недостаточно точно. При этом, как показа-
но в гл. 1, определение движения ЛА может быть выпол-
нено на основе использования кинематической модели
движения, записываемой на основе статистической обра-
ботки и анализа измерений.

Если в каждый фиксированный момент времени име-
ется достаточно большое количество измерений коорди-
натиых и скоростных параметров движения ЛА, то ста-
тистической обработкой этих измерений можно найти не-
которые средние значения положения и вектора скорости
ЛА. Однако чаще измерения рассредоточеиы на доволь-
но протяженном интервале времени, а в каждый фикси-
рованный момент времени ее недостаточно для статисти-
ческого оценивания параметров движения. В этом слу-
чае для определения движения ЛА на интервале
измерений необходимо иметь, как минимум, измерения
трех координат ЛА в каждый фиксированный момент
времени. Скоростные параметры движения ЛА на интер-
вале измерений могут быть определены численным диф-
ферениированием измеренных координат или дифферен-
цнрованием аналитической зависимости, аппроксимиру-
ющей измеренные координаты. В последнем случае вся
информация о движении ЛА, полученная обработкой из-
мерений, содержится в коэффициеитах апироксимирую-
щих зависимостей, характеризующих локальное (на
интервале измерений) изменение координат ЛА во пре
мени.
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Методика оптимального аппроксимироваиия траек-
торных измерений детально рассмотрена в гл. 5. В дан-
ной главе приводятся наиболее часто применяемые на
практике алгоритмы определения параметров движения
ЛА по минимально необходимому количеству траектор-
ных измерений и численного дифференцирования изме-
ренных траекторными средствами координат ЛА. Эти
алгоритмы могут быть использованы для определения
как управляемого, так и иеуправляемого движения ЛА.
Однако наиболее широко они применяются для опреде-
ления параметров управляемого движения ЛА, когда
неизвестен закон изменения сил, действующих на аппа-
рат в полете.

8.1. Определение параметров движения
летательного аппарата по минимально необходимому
количеству измерений

Для определения положения ЛА в пространстве в ие-
который момент времени і достаточно иметь измерения
трех коордииатных параметров, соответствующие этому
моменту времени. Рассмотрим часто встречающиеся на
практике случаи определения положения ЛА по измере:ниям, полученным с использованием радиолокациоинои
станции, радиодальномера и фазового пеленгатора, двух
фазовых пеленгаторов, трех радиодальномеров.

Наиболее простые зависимости для определения ко-
ординат ЛА в измерительной системе координат
ОХЦУНІ., с началом в точке стояния измерительной стан-
ции получаются при использовании радиолокационных
измерений наклонной дальности В, угла места у и ази-
мутальиого угла А:
х,,=0 созусозА, уд=В зіпт, 2..=В созузіпА, (8.І)

а также при использовании измерений наклонной даль-
ности О и направляющих косинусов сов 8; Н сов 8:, по-
лученных с измерительного комплекса радиодальиомер-
фазовый пеленгатор:

«чи-і В

где о
сов0,=1/ І -- соз' О, - 009 ё:-
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Запишем зависимости для определения координат ЛА
по измерениям направляющих косинусов, полученным
с двух фазовых пеленгаторов. Примем, что заданы точки
стояния фазовых пеленгаторов 01 и 02 в геоцентриче-
ской гринвичской системе координат соответственно ко-
ординатами хп, у", 2,1 и хгд, 51,2; ггг. Свяжем с точками
О] н О, измерительные системы координат О1Х;У,2д и
О2Х2У222, положение которых относительно гринвичской
системы координат зададим матрицами направляющих
косннусов Аг, и Ад. Элементы этих матриц представле-
ны соотношением (712).

Пусть в момент времени і первым фазовым пеленга-
тором измерены направляющие косинусы сов 0,1 и
созбд, а вторым фазовым пеленгатором-направляю-
щие косинусы соз 8,2 и соз Эд (рис. 8.1).

Очевидно, что х1=ддсоз 9:1, у1=В1со$ бы, г1=
=В, соз 911. где

_соз Єу, =]/І - сов* 6,, - сов” Эд.
Таким образом, для решения поставленной задачи

необходимо определить величину 01 - расстояние между
летательиым аппаратом Ѕ и точкой стояния первого фа-
зового пеленгатора 01.

ҐІрименяя к треугольнику 01802 (рис. 8.1) теорему
синусов, можем записать (зіпу)/Ь=(зіп Ы/Вд. Отсюда
0,=Ь зіп р/зіп у.

Получим формулы для расчета величин Ь, зіп В,
зіпу. Расстояние между точками О. и 02 может быть
рассчитано по соотношению

ьїъ/(хг: “_
хп): + (уп

_"
уп): + (гг:

_"
ану-

Из треугольника 0,80, имеем
зіп 1 = зіп П80° - (а + 13)] == зіпа сов В ~{- сов а зіп В,

(83)
соз а = Б°,Ь°,, соз 3 = І)°,Ь°,.

где 17,, ВЦ,
На ЁЩ-едииичные

векторы соответствую-
щих направлена см. рис. 8.1).

Векторы т, и 002 заданы соответственно составляю-
щими по осям координат О,Х,У,2, и О2Х2У222:

В',=соз9,,,х°,+соз9,,у°,+созЄ,,2",,
ВР, = сов Єдх", + сов Є,,у°, + сов Є,,1°,. (8.4)



Рис. 831.

Векторы Ь°1 и Ь°2 наиболее просто могут быть выраже-
ны через составляющие по осям гринвичской системы
координат:

Ь°1=";" “хп _” г1)х°г+(угя _'уп) у.г+ (гг: фгп) 1.11*

(8.5)

”°==тЁ~І<хг.-хг,›×н+<уг. -у,.›ун+(гг. -гг.›='.1-
Подставив (8.4) и (8.5) в выражение (8.3), получим

сови: *Ё- [(хг, - хп) (сов 9,,х°,х', + сов 6,,у°,х', +

-І- 005 9212112) + (и. - уп) (608 9×.×'›У'г+
-{- сов 6,,у°,у°г+ сов 9,, 2',у',) + (гг, - гп) Х

Х (сов 9,,х°,2°, + сов Єшўд", + сов ЄЫІЁҐГЛ- (8-5)

Учитывая, что

×".×°г=с<›Ѕ(×°.. ×°д=°ЁҐ=
І`1.у°іх°г= 005012, х°г)=_-_а2| Н Т. д.,
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зависимость (8.6) можно представить в виде

сов а: = -ЁТ [(х,, - хп) (сов Эдик -1- сов Єшаьг

+ сов Єыаы” + (уп_ уп) (сов Єдаьг+ сов Эта; +

+ сов 9,415; + (гг, - гп) (сов Єдаь”
+ сов Єшаёд” + сов 9,,а;д')],

или в матрнчной форме
сова = В-°,А*,_,Ь°,,

где
І1~°,=1|сов 9,, сов Ви, сов ВИП.

І *гг-хпо _..
Ь к-"Т І/га-'Ё/п °

ггг-'гп

Аналогично получается зависимость для определения
сов р:

совр=- В~°,А*,_,Ь°,.
где

І}°,= “сов 6,, сов 9,, сов Вин.

Необходимые для решения задачи віпа и віпр находятся
по формулам

віпаь=у І-соўа; віпВ=1/1-сов'$.

Таким образом, получены все необходимые зависимо-
сти для определения координат хд, у., г, ЛА по резуль-
татам сннхроннзнрованллых измерений направляющих
косинусов двумя фазовыми пеленгаторами.

Рассмотрим, как могут быть определены координаты
ЛА по значениям трех наклонных дальностей 0,, 132, дв.
измерениых в момент времени І радиодалыломерами,
расположенными соответственно в точках О\{хг1. уп. гыї
О2{хг2, уп, гт), О3{х,3, ум, гы. Геометрнчески эта задача
сводится к отысканию точки пересечения трех сфер ра-
диусов П., 02, Вд, каждая из которых имеет своим нен-
тром точку стояния соответствующего радиодальлломера.

Для удобства вычислений виедем условную систему
координат ОХуУу2у, лкачало которой совпадает с точкой
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стояния одного из радиодалытомеров (например, 0,),
а оси ОІХУ, Одїу, 0,2, параллельны соответствующим
осям гринвичской системы координат.

Координаты измерительных средств в условной си-
стеме координат определяются формулами

хуя ї О; хуя 7*: хг: _" хп; хуя їхп _" хп;

уутТ-О; Ё/у:-:уга""уг1; ууаїугэдугт;

гухїо; гуаїггздггн; гуаїггҐ-'ггг
Получим уравнения для определения нскомых коор-

динат ху, уу, 2,. ЛА в момент измерений І в условной си-
стеме координат. Уравнения сферических поверхностей
в этой системе имеют вид

(Ху '_ хуіу+ (уу _ ууі): + (гу *гуіу їдап і: І» 2* 3'
(37)

Учитывая, что х2уі+у2уі+22уі=172,і, где Вы- расстояние
от начала условной системы координат до точки стоя-
ния і-го радиодальномера, систему уравнений (8.7)
можно переписать в виде

хз+и, + г:= т..
хуіху+уугуу +2у22у= 1* (83)
хугху+ уэпуу+ Іуггу=ЧР

Где 02=(В21+д212-д22)/23 0% (д21+В213"`В2=) ,а
Последние два уравнения системы (8.8) предСтаВИМ

в виде
уу=дтху+ья› гу=дэхг+ьт (89)

ҐДЄ
Худгуд - Худгуд , Чагу: "' Чзгу: _

'_ Ітгл - шагу: ' ' 9у=гу= "` 994*

__ хуй/у: _ хуй/у! . д = “у” _" едуїї... _
а, ф Ууагуэ "" ууагу:

'
ў

я
уїігУд _ уїдзї*

Подставив (8.9) в первое уравнение системы (з-ЅЪ “°'
лучим

А.т=,+ 2вх,+ с==0, (з. но)
где
А==1+а2 +02; В-тщід-І-(Ідддї С=ЬЁ+ЬЁ '_ 0,1”
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Решение квадратного уравнения (8.ІО) находим по из-
вестной формуле

в= -ае 1/ (%)'~і-~
Подставляя полученные решения для ху в уравнения

(8.9), определяем значения остальных неизвестных уу и
гу. После этого можно рассчитать координаты центра
масс ЛА в гринвичской системе координат: х,~=х,д-|-ху;
уг=уп+ууі ггггк-ГЁ-гу-

Однако найденные при этом координаты соответству-
ют либо действительному положению ЛА, либо его зер-
кальному отображению относительно базисной плоско-
сти, проходящей через точки стояния радиодальномеров.
Для выделения истинного решения из двух полученных
необходимо вычислить геоцентрические радиусы точек,
определяемых найденными координатами. Если базисная
плоскость не проходит через центр Земли, то истинному
решению соответствует больший радиус.

При определении скорости ЛА необходимо иметь из-
мерения координат и составляющих скорости. В качест-
ве примера рассмотрим, как по результатам измерения
в_момент времени і параметров В, созЭх, сов 6,, В,
сов 6,, сов 62 могут быть найдены проекции вектора ско-
рости ЛА на оси измерительной системы координат. За-
пишем очевидные соотношения

ІЭ*=х',+у*,,-}-г“,,; соз Є, = хи/І); соз Є, =2,,/В:

13=(х.і..+у.гіи+2.ід/'0= (8-“3
сов 6,, == (х;,ІЭ - хп В')/В';
соз 8, = (іиІЭ - г,,Ё)/В'.

Их можно переписать также в виде
а,,х,,+а,,у,+вид: 15;
а,,х,,+а,,у,,+а,,±,= сдз 6,; (8-12)
них, + а,,у,,+ диз” = гдз э,

где коэффициенты 111, (і, ]=1, 2, З) могут быть опреде-
лены из сравнения соответствующих уравнений (8.ІІ) Н
(812). Эти коэффициенты представляют собой частные
производные от измеряемых параметров но проекциям
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вектора скорости ЛА в измерительной системе коорди-
нат:

_ дд __хд_, _д соЪО, _І_ х*._
дҐ-Ші-І!
ї

В
в
аддїтгї

а ___дсоз 9, __ 4.2.“т” В*
и т. д.

Коэффициенты сіід являются функциями координат
ЛА. Поэтому для определения проекций вектора скоро-
сти агд, уп, і, должны быть выполнены измерения не
только скоростных, но и коордннатных параметров дви-
жения ЛА. Для определения значений ід, ўв. ія Н€0бХ0~
димо решить систему линейных алгебраических уравне-
ний (812). Получаемое при этом решение будет гдННСт-
венным, если определитель матрицы

дп дл: дп
в ї ан дп ди

дп да: дп

Не РЗВЄН НУЛЮ.

8.2. Определение составляющих скорости летательного
аппарата численным дифференцированием
измеренных координат

Рассмотренный в предыдущем параграфе метод Опре-
деления параметров движения ЛА по результатам тра~
екторных измерений не позволяет найти значения скоро-
сти ЛА при отсутствии в составе измерений скоростных
параметров. В этом случае для решения задачи опреде-
ления движения может быть проведено численное ,ЦИФ-
фередцироваъхие измеренных координат-

Однако при чнсленном днфференцнрованнн измерен-
НЫх функций часто оказывается, что обычные разност-
ные формулы не обеспечивают необходимой точности
Определения хтроизводных. Это объясняется тем. ЧТО для
уменьшения остаточной погрешности этих ФОРМУЛ НУ*
но либо уменьшать шаг изменения аргумента, ~1И50 "О"
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вышать порядок используемых разностей. Но и в том и
в другом случае резко возрастают погрешностидзызывае
мые случайными ошибками измерения дифференцируе-
мой функции. Поэтому возникает задача получения та-
ких формул численного дифференцироваиия, которые
были бы свободны от этих недостатков.

Рассмотрим некоторую функцию г=2(і) и примем,
что путем измерений в точках і; (]=0, І, 2, ..., М-Ц
получены соответствующие опытные значения этой функ-
ции іц=гу+бі1д где бит-величины случайных ошибок
измерений.

Допустим, что при этом удовлетворяются следующие
условия: функция г(~і) имеет ограниченную п-ю произ-
водную; ошибки измерений біц являются некоррелиро-
ваннымн епучайиымгт величинами, характеризуемыми ну-
левымн математическими ожиданиями и дисперсиями
під; измерения коордннатиого параметра г выполнены
через равные промежутки времени Ад. '

Требуется определить г(г)-оценку первой производ-
ной по времени от функции г(г), среднее квадратическое
отклонение ад, обусловленное случайными ошибками из-

2

мереннй и выбрать оптимальный интервал численного
дифференцировання.

Для численного диффереицироваиия функций, полу-
ченных в результате измерений, целесообразно приме-
нять метод скользящего диффереицирования, при кото-
ром производная вычисляется только для одной (сред-
ней) точки выбранного интервала измерений. Вычисле-
ние производных для следующих точек производится на
основе математической обработки данных соответствую-
Щнх интервалов.

Первую производиую функции 2(і) в некоторой
опорной точке з, являющейся серединой интервала
[Ь-ь, І,+;.], можно определить по формуле

±,=2+д_ (гдз)

где 2,-приближенное значение производной; К~оста-
точный член.

^

Для получения расчетных зависимостей для величин 2,
и К разложим функцию 2(І) в окрестности точки з в ряд
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Тейлора, приняв, что величина (іАі), где і=І, 2, ..., Е,
является малой:

23,, =г.+ аім+
(т) ПН+ 2:, (ім)^+_їёг_(іьг)'+..., (ам)

алщг-глмд;«мг-»ёаьпч
ато ,от ц

+ 1, (гы)*~-%им›*+.... (виз)
Вычтем (8.15) из (814):

2,+,-г,-,=2±ды+2%<гм›'+
гг”+2 з, (жму-дтн (в.1в›

Отсюда

28= ___Ё. “му __
,М

- г! (іАі)'-..., і==І, 2, Ь. (817)

ЕСЛИ ПРННЯТЬ, ЧТО ПРНбЛІІЖЄННОЄ ЗНЗЧЄННЄ НСКОМОЙ
ПРОНЗВОДНОЙ ОПРЄДЄЛЯЄТСЯ ЗЗВИСИМОСТЬЮ

і? __~ ___3$+І""2:-!2$“'2~,"“ вы: '
ТО ОСТЗТОЧНЫЙ ЧЛЄН МОЖЕТ бЬІТЬ ПрЄДСТЗВЛЄІ-І РЯДОМ

(ї)
1г=К,=~[-Ё,Ё(ии›'+3;, (іМ)'+---]° (8-19)

Из выражения (8.І7) следует, что при линейной или
Квёдратической зависимости измеряемого параметра 2
от аргумента і использование формулы (818) позволяет
находить значение искомой производной із. ие содержа-
щее методической ошибки численного днфференцщЮВа-
ния. Далее, из формул (813), (818) и (819) вытекает,
что ошибка определения хтроизводъіой і, зависит от слу-
ЧЗЙІІЫХ ошибок измерений процесса 20) в точках Ѕ+1 И
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з-і, вызывающих так называемую случайную ошибку
дифференцнрования, и от неучета остаточного члена Ні,
приводящего к ошибке, называемой методической.

Известно, что

|І2,| <
где Т,='2ІАІ; аёкы-ьтаксимаатьное на рассматриваемом
интервале Ті значение третьей производной по времени
от измеряемой функции. Отсюда следует, что с увеличе~
нием интервала Ті между точками з-І-і и з-і методиче-
ская ошибка растет.

Для уменьшения методической ошибки получим фор-
мулу численного дифференцирования, остаточный член
которой не содержит третьей и четвертой производных
по времени от дифференцируемой функции. Разложим
измеряемую функцию 2(і) в ряд Тейлора, приняв, что
величина 2іАі является малой (і=І, 2, .. ., т; т-Целая
часть числа іг/2):

=.+.т=:.+±.21м+
ПУ) (У)+ Ё! (вшучьід-(аємуч-

г,_,,=г, -±,21ы+ Ёетму -Ё (жму-ъ
,то ,М+ 1! (иыу- Ё! (ими-ш. (822)

Внчнтая (822) из (821), получаем

га-ні _ 23-11:ЪДА: + 2 ё? (шАіУЧЬ

гр"+2 Ы (зшучг
Из совместного решения уравнений (8.16) и (823) имеем

ё: = Тіьї [в (гвн_ гз-І) "" (гг-ні ""'гв-яі)+

,по+48д- <єыу+ - (824)



~ Для удобства последующего сравнительного анализа
зависимостей (817) и (824), содержащих одинаковый
индекс ті, но с различными пределами его изменения, за-
меним в последнем выражении индекс і на І. Из (8.24)
следует, что методическая ошибка приближенной фор~
мулы

ізїёз! д: (ІЛЖАІ) [8 (2: ы _"2:-1) *ем-ні _ з-ии (8-25)

может быть окарактеризована зависимостью

щкдгщсіцльту/зо, 1:1, 2, т. (мы
При математической обработке траекторных измере-

ний можно принять, что 2:3) =О, и не учитыватъїмето-
дической погрешности формулы (825).

Полагая результаты измерения коордннатиого пара-
метра г: в точках з-і-і и з-і (з-Н и 3-4) некоррелнро-
ванными и равноточными (одз+а=пг.Ѕ-є=о,,т=о,,,_;=о),
за-писываем формулы для определения дисперсии слу-
чайных ошибок оценок скоростного параметра, найденно-
го численным дифференцированием измеренных коорди-
нат, по формулам (818) и (8.25):

я ___ На. з+і + “дэ-і __ _ў___аїў_ў_н_
.-_І .

О?'ЅІ.__----іМ2іАІ)'
__.

(821)
д ___64°'г,з+І +64"':.з-! + “згд-Ьи + азгдч! ___°
Ё м* 144 (шт “'

175 ,ї І, 2, ..., т.

Из соотношений (827) и (828) следует, что диспер-

сия оценки производной 2, пропорциональна дисперсии
ошибок измерений, возрастает с увеличением числа при~
влекаемых для численного диффереицирования измере-
ний и уменьшается при увеличении интервала между
используемыми измерениями.

В случае коррелированиых ошибок измерений дис-
персия оцеикп производной зависит от корреляционной
функции ошибок измерений. Так, при использовании для
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численного дифференцирования формулы (8.18) диспер-
сия оценки производной определяется выражением

А
з. з!

І=м [ЁПК (дтн: _ щ/їя-ъіддз-є + бдвз- в) 1:

с = М

__ ____ ~ ча* _ кдтдгд, (829)

где Кг. (т) - корреляциоиная функция оцшбок измерений.
При уменьшении интервала іАі между измерениями

дисперсия оценки производной стремится к величине
второй производной корреляциоииой функции ошибок
измерений при т=О, взятой с противоположным знаком:

пт а; = _ кто).
ІАІ-»О і. 53

Это означает, что если ошибки измерений сильно кор-
релироваиы и значение второй производной их корреля~
ционной функции при т=0 близко к нулю, то ошибки из-
мерений практически не влияют на оценку производной.
В частности, постоянная снстематическая ошибка изме-
рений не вызывает ошибок в оценке производной, что
наглядно видно из формулы (8.18).

Для снижения влияния случайных ошибок измерений
функции г(і) на точность производной г, применим много-
кратное определеиие производной 5,, при і ==1, 2,.... Іг

или 2,, при І=І, 2,..., т. Определив Іг раз производ-
ЁУЮ 28,, МОЖНО НЗЙТИ СРЄДНЄЄ ЗНЗЧЄНПЄ ЗМ С УЧЄТОМ ВЄ-
сов отдельных определений:

4 д *г д

23112 шігяі 2 ШР
і=ї І=І

ГДЄ

ш,=1/а^ =2иыщаа (вы)
Ё, Ц



В этом случае дисперсия среднего значения производной
может быть найдена по формуле:

і
І

Д

2' 31 Ё=| 1:1

Подставив (8.З1) в (8.З0), получим
Ё Ё

2 (му и2 під 2 3,,
І:і=Ігзїтіы: *ї

«22 (му 2, г* 2 п
і=І і=І

Учитывая, что ї
В

Вс: Ё~г<ь+1д2д+ 1),
І=|

ОКОНЧЗТЄЛЪНО НЗХОДНМ

4 ь 4
гп=6 2 і*г,д-'Іг(Іг-[- І)(2іг+ І), (833)

і=1

а: =з<›'*/(А1)*ь(ь+ 1)(2ь+1). (834)
2. д:

Аналогичным образом могут бьггь получены зависимости
для определения среднего значения производной 2,, и дис-
персии этой оценки о'^ при использовании соотношений
(але) н (зову г” 52

Ё,,=в2 12,11” (т +- ц<2т+ п. (835)
І=1

, 65 а*т-гттчгттгтг* (836)
И при этом случайная ошибка производной Ё, тем

меньше. чем больше интервал измеренных значений функ-
ции г(2), используемых для численного днфферешдирова-
ния.
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, а с »ь
При однократном определении производной 2,, мето-

дическая ошибка Кд определяется зависимостью (820).
При получении среднегоївначения производной а, по І: вы-
числениям методическая ошибка найдется из формулы
(8133), где вместо 28, необходимо подставить величины
ЖД, определяемые зависимостью (820). В этом случае

й І:

я2 с ни 62 с идти г* оч*
І=І__ Ё=І

їщЁ ьиг-д-нтзьч-ц < згь(ь+н(2ь+ц <
І:

лана (МЕ и
Ё=1< /=(/=+1)(2ь+1››

где ўршё-гиаксихиадаьное на всем используемом интер~
вале измерений значение третьей производной по времени
от измеряемой функции. Учитывая, что

Ё г~=ыь+1)(2/г+1)(з/г°+зьй1›/з0.
і=І

получаем

11%, < {±;,ш| (му (з/г* + за_ ц/зо. (837)
Из (8.37) следует, что чем больше взят интервал чис-

ленного дифференцирования координат, тем больше ме-
тодическая ошибка |К|.

Таким образом, установлено, что выбор количества
точек 2Іг, измеренные значения функции 2(І) в которых
используются для численного дифференцирования, дол-
жен осуществляться из услоиий удовлетворения двух
противоречивых требований. -

Если известны оценки величин їгмшд и с, то, поль~
зуясь полученными завнсимостямтк, можно подобрать та-
кие значения АІ и Іг, которые обеспечат заданную точ-
ность определения производной і.. Отметим, что на прак-
тике невозможно беспредельно уменьшать шаг измере-
ния Аі, получая при этом взаимно-некоррелироваиные
измерения. Поэтому, задавшись определенным значени-
ем величины АІ, выбирают так называемое оптимальное
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значение интервала диффереицировання или количество
точек 2Іг. Если необходимо использовать измерения,
ошибки которых коррелированы между собой, то при
проведении исследований за основу должны быть взяты
зависимости типа (8.29).

В качестве величины, характеризующей суммарную
ошибку оценки производной а, возьмем сумму квадратов
максимальной случайной ошибки дифференцнрования и
методической ошибки

іин=<зд ›*+1г*- (его
2,5

Будем искать оптимальное значение Іеощ количества
пар значений измеряемой функции, используемых для
определения производной і, по формуле (833), из усло-
вия минимума функции (8.З8), которая с учетом (834)
и (8.З7) может быть записана в виде

_ 27 = 1ї (Щ-иё- Пдтгтг*
4. [

Обозначим

А=21ыды>ц в=[±;,;,,,(м›=;зог. (зло)
Тогда

і(1г)=«4//г(#+1)(2*+1)+В(3/г'+3*~1)*-
Из условия ді(Ь)/дІе=0 находим

__ +ав(ыд=+9д*+ь_ 1)=0.(ж + зь* + щ*
Отсюда с учетом (840) имеем

(от + он* + 1:- 1) (2/е* + з» +11? __: 40%* _ (ЅАІ)б? + б* + 1 (му (гшсу
Таким образом, получено выражение (8.4І), исполь-

зуя которое можно подобрать целое число Конт. обеспе-
чнвающее значение функции (8.39), близкое к минимуму.

При вычислениях значение ам, берут из РдЄЧЄТЄ
требуемой траектории движении ЛА. Если же требуемое
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движение неизвестно, то значение ёмш находят числен-
ным дифференцированием намеренных координат. Так как
величина аж, используется лишь для установления длины
интервала дифференцирования, то погрешности определе-
ВИЯ ПРОНЗВОДНОЙ Знжс Не ДОШКНЬІ СУЩЄСТВЄННО СКЯЗЫВЗТЬ-
СЯ На ТОЧНОСТІІ РЕШЕНИЯ ЗЗДЗЧН.

Отметим, что формулы (8.26) и (835) практически
не содержат методической ошибки дифференцирования,
но несколько сложнее и определяют произиодную с боль-
шей случайной составляющей ошибки, чем формулы
(8.18) н (833). Поэтому, определив с помощью зависи-
мости (8.41) величину Конт, полезно проверить, исполь-
зование какой из формул- (833) или (8.З5) позволяет
найти значение производной і, с большей точностью.

Таблица 8.1

2:3 де Ь. и 0. м д. м/с 17. . МКС*

1 0,0 685411 685 430 -3 310,5 61,42
2 0,8 682816 682802 -3 261,1 62,14
3 1,6 680217 680213 -3211,1 62,85
4 2,4 677644 677 664 --3160,5 63157
5 3,2 675141 675156 -3109,4 64,28
6 4,0 672 706 672 689 --3 057, 7 64 ,99
7 4 ,8 670 260 670 264 -3 005 ,4 65,70
8 5,6 667 889 667 881 --2 952,6 66.41
9 6,4 665 538 665540 -2899,2 67,12

10 7 , 2 663 237 663 242 -~2 845 , 2 67 ,82
11 8,0 660 955 660988 -2790,7 68,52
12 8,8 653775 653 777 -2 735,6 69,21
13 9,6 656588 656611 -2 679,9 69,90
14 10,4 654463 654490 -2 623,8 70.58
15 11,2 652 385 652413 -2567,0 71.26
16 12,0 650391 651) 364 -2 509,8 71 ,94
17 12,8 648 356 648 354 -2 452,0 72,61

Поясинм сказанное на примере. В табл. 8.1 приведены значе-
ния наклонной дальности В, радиальной скорости О и ускорения д.
полученные из расчета требуемой траектории, а также результаты
измерений наклонной дальности І: до ЛА, днижущегося по требуе-
мой траектории, на интервале от 0 до 12,8 с. Ошибки »измерении
взаимно нскиррелвяроваътяя, распределены по нормальному закону
с нулевым математическим ожидаиием и средним квадратнческим
отклоиеинем о=20 м. Требуется определить значении: раднальной
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скорости числеиным дифференпированием таэмеренных дальиостей
для середины интервала наблюдения (09).

Используя формулу (833) для численного дифференцироваиня
заданных значений ускорении, находим величину третьей производ~
ной Ё;.,кса1:7;=0,8756 м/сд. После этого из условия (841) можно
определить оптимальное количество измерений. обработка которых
по формуле (833) позволит найти нскомую производную 0. с мн-
нимальной суммарной ошибкой (8.З8). Для рассматриваемых усло-
вий А = 0,168 75-10*; В = 0,348 9-104; 4050о'/(А!)°(Ё:..,)1 =
=0,806~І0'. Прнмеи Іг=7. При этом

(вт +91е+ь-1)(2ь* +зь=+ьу

Если І: = 8, то

(619 + 9/2* + Іє- І) (218 + Зіг* + Іг)'
бдд+бд+д г=.-І.265~І0'.

Из сравнения полученных результатов следует, что уравнение
(841) приближение удовлетворяют Іє=7 н Іе=8. проверим. какая
из этих величин обеспечивает меньшее значение функции (838):

І; (7) =29.8І98; І; (8) =29,9147.

Таким образом, использование Іе==7 и Іг=8 обеспечивает при-
мерно одинаковое значение критерия і(Іг). Примем Іг.,п,=7.

Используя
зависимости

(818). (833). (834). (837) а (838)

последовательно находим Ё,_,= --2 897.9 м/с; д, == 233214 м*,/с*;
09.1

059]
=1.494 м/с; \К|==3,1І95 м/с; у г, (7)=5,46! м/с.

Расчет нскомой производной д, я ее дисперсии по формулам
(826), (835), (836) соответственно дает

0,_,=-2905,7 м/с; Н, =4О.3026 м',/с'; в. =6.З48 м/с.
09.2 дэ.:

Существенное увеличение среднего каадратпческою отклонения

059 2
в сравнении с

«БЧ І
объясняется тем. ЧТО пр! ПРЯМОМ!!! ЗІ-

виснмостеи (825). (835) в рассматриваемом примере не использу-
ются измерения при г=0.8; 2,4; ІОА; 12.0 с. т. е. сокращается объ~
ем используемой выборки измерений, в то время как при внчисле~
нии производной по зависимостям (818). (833) обработке полигр-
гаютя все измерения, содержащиеся и табл. 8.).
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Если принять, что случайные ошибки лтзмеретнтй отсутствуют
(о=0), то при применении формул (833) и (835) соответственно
получим Вт ×=--2896,6 м/с; дв, ,=-2899,2 м/с.

Сравнение этих результатов с точным значением производной.
приведенным в табл. 8.1 (В9=-2899,2 м/с), показывает, что при
отсутствии случайных ошибок измерений использование зависимости
(835) позволяет получать значение производной практически без
методической ошибки численного днфференцнровання. Это дает воз-
можность приближение принять методическую ошибку численного
двфференпнрования нзмсрснных координат по формуле (835). рав-
ной нулю.

тогда Уу, тыза, = 19,044 ще.
двд

Из сравнения величии і. и ід, характеризующих суммарные
ошибки определения производной 1)., следует, что в рассматривае-
мом примере из-за преобладающего влияния случайной составляю-
щей ошибки нецелесообразно использование формулы численного
днфференпнрования (8.35), учитываюшей все производные от изме-
ряемой функции по времени до четвертой включительно. Более вы-
сокая точность определения нскомой производной достигается при
использовании менее сложной формулы (8.33), учнтываюшей лишь
первую и вторую производные от измеряемой функции по времени.

Исследование ошибок определения вторых произ-
водных проводится аналогично. Вторые производные
в средних точках выбранных интервалов вычнсляются по
формулам

ёкіїия-і“2гз+гз+І›/(ім)і* іїі» 21-"1 Ё;

3:! ='_("“2:-:І + Ібгг-І _ 302з+ Ібгзн “2з+п)/ 12 “Ада

І==І, 2, ..., т. (8.42)

Методические ошибки К(2;,) и К(і,,) вычисления вто-
рых производных измеряемого процесса г(і) по прибли-
женным аависимостям (8.42) определяются соответствен-
но выражениями

Ігпу) |т@н<~%ї4шж
(И)| г
$35- (ІАҐ)°.|Н@т<



дисперсии оценок вторых производных в случае не-
коррелированных случайных ошибок намерений соответ-
СТВЄІ-ШО РЗВНН

а; Ёеы/(іму,
2.5!

е* І=11з<›'/1з(мгу.3. з

Применяя критерий типа (8.З8), можно рассмотрен-
ным способом установить оптимальное количество изме-
рений, необходимых для оценивания второй производной
по времени от измеряемой функции.

Методика, изложенная в данном параграфе, позволя~
ет находить значения скоростных параметров движения
ЛА по результатам измерения координат, используя
оптимальную длину интервала численного дифференци-
рования измерений. Если же, кроме скоростных парамет-
ров, необходимо еще знать и сглажеиные значения изме-
ренных координатных параметров, то эта задача может
быть решена на основе аппроксимации измерений много-
членамн по методике, рассмотренной в гл. 5.

9
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЛЕТАТЕЛЬНЬІХ АППАРАТФВ
НА ОСНОВЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ

9.1. Постановка задачи

Сущность определения неуправляемого движения ЛА
на основе статистической обработки результатов радио-
технических траекторных измерений заключается в сле-
дующем. Как отмечено в ё 1.1, движение ЛА, рассматри-
ваемое в «схеме материальной точки», будет определено,
если удастся найти зависимость координат хд, ха, х, и
проекций вектора скорости ан, 12,, із центра масс ЛА
в некоторой выбранной системе координат от времени І.
Для определения движения ЛА с малыми методически-
ми ошибками в качестве этой зависимости целесообраз-
но использовать решение соответствующей системы диф-
ференциальных уравнений движения. интегрирование
этих уравнений можно выполнить, если известны значе-
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ния всех параметров математической модели движения
ЛА, т. е. параметров траектории (начальных условий
движения) и параметров, входящих в расчетные зависи-
мости для ускорении, создаваемых действующими на ЛА
силами.

Обозиачим шесть начальных условий движения ЛА
через 4,, 42, ..., 176 и Іг параметров, входящих в выраже-
ния, описывающие ускорения движения ЛА, через чт,
45, ..., т; І=6+Іг. Тогда можно считать, что для любого
момента времени і параметры движения хд, х2, хз, пгт, 13,,
і; являются функциями системы параметров математи-
ческои модели движения ЛА сд, 42, ..., 4,:

хїїхїкі; 411 42» ~ 'ч ада

±Тїі7(і; ЧН 42: ~ 'ч 41): ГЁІ» 21 3”

Задача определения начальных условий движения 41,
112, ..., 4.; может быть решена на основе математической
обработки измерений, полученных от радиотехнических
траекториых измерительных средств, ведущих наблюде-
ние за движением ЛА. Так, если радиотехническая си-
стема в каждый фиксированный момент времени изме-
ряет три координаты и три компоненты скорости ЛА
(например, В-наклонную дальность до ЛА, у-утд
места ЛА, А -азимутальный угол, В-радиальную ско-
рость, у и А-скорости изменения угла места и азиму-
тального угла), то за начальные условия движения мож-
но принять соответствующим образом пересчитанные ре~
зультаты измерений в некоторой точке траекторИН. ПР*
нимаемои за начальную.

Если же в каждой точке измеряется по три коорди-
наты ЛА, то для получения начальных условий ДВИЖ*
ния можно иитегрированием выбранной системы дИФфе'
ренциальных уравнений движения решить краевую Эг-
дачу, приняв за граничные условия соответствующие
результаты измерений в двух выбранных точках. Рас-
смотренные задачи имеют единственные решения н если
бы измерения выполнялись без ошибок, то в результате
расчетов получались бы одни и те же значения парамет-
ров движения ЛА. В действительности же с помошью
измерительных средств получают не истинные значения
измеряемых параметров в определенные моменты вре-
мени, а величины, представляющие собой значения неко-
торых функций неизвестных истинных значений этих ПЯ-
раиетров и неизвестных ошибок, т. е. І1=ў(2, 6/1).
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Поэтому, если для определения начальных условий
движения использовать описанный выше прием, то на-
личие ошибок в» измерениях приведет к тому, что полу-
ченные значения нскомых начальных условий могут су-
щественно отличаться от их истинных значений.

Для того чтобы хотя бы частично компенсировать
случайные ошибки измерений, обычно берут количество
наблюдений значительно большим, чем требуется для
определения неизвестных параметров, т. е. используют
избыточную информацию. При этом появляется возмож-
ность находить значения и некоторых других параметров,
знание которых необходимо для определения движения
ЛА. Так, если некоторые из параметров 41. 48,
контроля движения известны с точностью, недостаточной
для решения поставленной задачи, и могут быть опре~
делены по результатам траекторных измерений, то эти
параметры можно включить в число оценнваемых пара-
метров и уточнять в результате статистической обработ-
ки траекторных измерений. Например, можно принять
47:56, где Ѕб-баллистическнй коэффициент, входящий
в выражение для ускорения, создаваемого аэродинами~
ческой силой лобового сопротивления, и уточнять этот
коэффициент по результатам радиотехнических траек-
торных измерений.

Поэтому, не ограничивая общности постановки зада-
чи, будем считать, что необходимо определить параметры
41, 42, ..., 4,., где І>п>6. Примем, что для получения
значений искомых параметров 41, 42,
использованы результаты траекториых измерений т
функций параметров движения ЛА в М точках на тра-
ектории.

Для удобства дальнейшего изложения введем одно~
типные обозначения для всех измерений следующим об-
разом: гі-истинные значения измеряемых функций;
Іц-измеренньхе значения этих функций; і-номер из-
мерения. _

Поясним введенные обозначения. Пусть радиотехни-
ческая станция измеряет в каждой у~й точке траектории
(у=І, 2,
дальность В, угол места у, азимутальный угол А. При
этом будет получено М=т,М, измерений.

Если используется к станций, каждая из которых из-
меряет соответственно т., та.
Мг, ..., Мд точках на траектории, то общее количество

267



ь
измерений ~=2 тімг Все измерения -пронумеруем

І=І
по порядку, начиная с первого измерения первого изме-
рительного средства.

Под решением задачи определения иеуправляемого
движения ЛА будем понимать нахождение по выборке
Н={І1,, 112, ..., тд результатов траекторных измерений
п неизвестных параметров модели а., 112,
и вычисление с помощью зависимостей (9.І) координат
х., хз, хз н проекций скорости від, м, лёд, ЛА для заданных
моментов времени і.

К вопросам определения параметров а., 42, ..., 11,.
естествениее всего подойти с позиций нахождения веро-
ятностных оценок искомых параметров, т. е., подвергнув
результаты измерений статистической обработке, найти
из семейства интегральных кривых, заданного системой
дифференциальных уравнений движенияЛА, ту инте-
гральную кривую (среднеопытную траекторию), которая
наилучшим образом. в смысле выбранного вероятност-
ного критерия, удовлетворяет имеющейся выборке из-
мерений.

Таким образом, перед началом обработки измерений
необходимо выбрать систему дифференциальных уравне-
ний движения ЛА, т. е. математическую модель движе-
иия ЛА.

Наземные радиотехнические траекторные средства
измеряют некоторые функции параметров относительно-
го движения ЛА, т. е. движения ЛА относительно вра-
шающейся Земли. Поэтомунелесообразно при об аботке
измерений использовать уравнения движения Л , запи-
санные в проекциях на оси относительной системы коор-
динат. Наиболее часто используются уравнения (752)
движения ЛА в гринвичской системе координат. Ренне-
ния этих уравнений с помощью зависимостей, приведен-
ных в гл. 7, достаточно просто могут быть пересчитаны
в измерительную систему координат, связанную с соот-
ветствующим измерительным средством, а затем и в рас-
четные значения измеряемых функций, используемые
в алгоритме статистической обработки измерений. Кро-
ме того, правые части уравнений (7.52) определяются
довольно простыми расчетными зависимостями, что так-
же обусловливает удобство их использования и ие тре-
буется больших затрат манлиниого времени.
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При статистической обработке траекторных измере-
ний, полученных при наблюдении за полетом ИСЗ типа
«Молния» в течение нескольких суток, более экономич-
ным по затратам времени решения задачи на ЭВМ ио-
жет оказаться использование уравнений движения ЛА
в цилиндрической абсолютной системе координат (753).

Поэтому выбор математической модели движения
ЛА, используемой при оценнвании параметров 4,. 17,,

измерений. должен проводиться днфференцированно для
каждой конкретной практической задачи и учитывать
количество измерений, интервалы времени, на которых
они получены, тип траектории ЛА и некоторые другие
факторы.

Основными методами нахождения значений искомых
параметров 41, (12, ..., 4,., определяющих при выбранной
модели движение ЛА, являются статистические методы,
использующие как априорную информацию об этих па-
раметрах, так и результаты измерений, проводимых сред-
ствами наземного командно-нзмернтельиого комплекса и
бортовыми измерительнымнсредствами.

Из математической статистики известно, что одним из
эффективных методов для отыскания оценок параметров
по данным выборки, требующим минимума априорной
информации об оцениваемых параметрах и ошибках из-
мерений, является метод наименьших квадратов.

Рассмотрим применение этого метода для определе-
ния параметров 41, 112, ..., 4,. по результатам радиотех-
нических траекторных измерений. Примем, что ошибки
измерений аддитивны, не имеют систематических состав-
ляющих М [6іц]=0. і=!, 2, ..., М и являются случай-
ными величинами, характеризуемыми матрицей корреля-
ционных моментов Кн=сг*о\\7°", где ого-НЄНЗВЄСТННЙ
коэффициент; “І - известная весовая матрица.

Указанные донущения об ошибках измерений объяс-
няются следующим. В практике обработки радиотехни-
ческих траекторных измерений часто встречаются
случаи, когда ткзвестны лишь приближенные значения дис-
персии и хюрмированиоіі корреляцногіъаой функции оши-
бок измсрсъпий. При этом целесообразно уточнять веро-
ятностные характеристики ошибок измерений в процессе
статистической обработки наблюдений совместно с опре~
делением нскомых кшраметров. Так, например. еслипрн-
пять допущение о некоррелировалтности ошибок измере-
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инй и задаться значениями весов измерений ил, считая-2т; равными вы , где одм-номинаттьное значение дис-
персии ошибки і-го измерения, задаваемое в формуляре
на данное измерительное средство, то, определив значе-
ние величины 0%. можно уточнить значение дисперсии
едг-=о*ьшї` , характеризующей реальную точность изме-
рений в данном опыте, т. е. произвести апостериорную
оценку точности измерений.

Итак, требуется определить значения параметров а.,
4,,
=2д(і, 4,, 42,
и произвести оценку точности полученных результатов.

9.2. Оценивание неизвестных параметров
математической модели движения летательного
аппарата по результатам траекторных измерений

Расчетные зависимости для определения оценок иско-
мых параметров на основе статистической обработки
экспериментальных данных методом наименьших квад-
ратов приведены в гл. 2. В данном параграфе рассмот-
рим особенности применения этих зависимостей для оце-
нивания неизвестных параметров математической моде-
ли движеиня ЛА по результатам радиотехнических тра-
текториых измерений.

Функции, измеряемые траекторнымн средствами.
представляют собой нелинейные зависимости от иско-
мых параметров модели О. Система нормальныхурав-
нений для отыскания МНК-оцеиок этих параметров за-
писана в 5 2.7 и в обозиачениях данной задачи имеет вид

хм: |н _ і(0›]=0, (92)
где А=д2(Ё)/<Й-матрица частных производных изме-
ряемых функций по искомым параметрам ъюделн-т; Н-
вектор измерений.

Методы решения системы нормальных уравнений рас-
смотрены в ё 2.7. Применение этих методов предусма-
тривает лииеаризацню измеряемых функций в окрестно-
сти, определяемой предварительиыми приблнженнымн
значениями искомых параметров математической моде-
ли движения ЛА. которые услопимся называть парамет-
рами нулевого приближения.
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При проведении контроля точности пусков ЛА в ка-
честве начальных условий движения нулевого приближе-

<0› (2› н»ния ц, , 4, . ..., 46 могут быть использованы значении
СООТВЄТСТВУЮЩИх величин на момент отделения ЛА от
ракеты-носителя, полученные расчетом при подготовке
исходных данных для пуска. При регулярном слежения
за ЛА в качестве параметров нулевого приближения

(0) (0) (0)Д! , 42 , ...у Чб МОЖНО ПРИНЯТЬ ПРОГНОЗИРОВЗННЫЄ На ИО-
мент 'начала очередного контроля за движением ЛАзна-
чения величин (д, 42, ..., 46 (координат и проекций ско›
рости ЛА или оскулирующнх параметров орбиты в за-
висимости от используемых при обработке измерений
уравнений движения).
В тех случаях, когда действительная траектория ЛА

существенно отличается от расчетной или отсутствуют
какие-либо априорные сведения о траектории, шачения
(т), цёщ, ..., 4ё°2 могут быть определены на основе ста-
тистической обработкн части полученных результатов
траекторных измерений (например, на основе аппрокси-
мирования измерений полиномами способом, рассмотрен-
ным в 5 5.2).

В качестве параметров нулевого приближения для
других уточняемых величин 41, (д, ..., 4,. принимают их
соответствующие номинальные значения.

Решение системы нормальных уравнений (9.2) дает
значения оценок искомых параметров б-_=;|ц, ,...2;`,,;д'.

ОЦЄНКУ ТОЧНОСТН ПОЛУЧЄНПЬІХ ОЦЄНОК НСКОМНХ Пара-
МЄТРОВ МОЖНО ПРОИЗВЄСТН На ОСНОВЕ ИСПОЛЬЗОВЗНИЯ З2П3Н~
симости (227):

кб
='5',в- ', (93)

Где

мых параметров; ЁЦ-оцеика дисперсии векторного фик-
тивного измерения, вес которого равен единице, опреде-
ляемая по формуле (230), имеющем при используемых
в данной задаче обозначеннях вид

д:
27!



В рассматриваемом случае величина а., характеризу-
ет меру разброса измерений относительно среднеопытиой
траектории, определяемой параметрами О, полученными
в результате решения задачи.

Изложенная методика оценивания вектора парамет-
ров О по результатам измерений основана на предполо-
жении, что траекторные измерения содержат лишь слу-
чайные ошибки. В действительности же не всегда удает-
ся специальными мерами исключить из результатов из-
мерений систематические ошибкн. "

В 5 2.7 приведена методика совместного оценивания
исномых параметров и систематических ошибок измере-
ний при обработке измерений методом наименьших квад-
ратов. Рассмотрим на примере, как эта методика может
быть использована при оценивании начальных условий
движения ИСЗ но результатам радиотехнических траек-
ториых измерений, содержащих случайные и постоянные
систематические ошибки.

Для иллюстрации работы указанной методики был
смоделирован на ЭВМ процесс получения и обработки
измерений. При этом было принято, что пятью радИ0~
дальномернымн станциями ведется наблюдение за поле-
том ИС3, движущегося по орбитесэксцентриснтетом е=
=О,04 и периодом обращения Т=90 мин. Каждая стан-
ция проводит измерения в зоне видимости спутника с ча-
стотой одно измерение в 3 с. Всего получено около 500
измерений Результаты измерений искажены независи-
мыми случайными ошибками, характеризуемымн нуле-
выми математическнми ожиданиями и средними квадра-
тическнмн отклонениями о=ЗО м.

При моделировании принято, что известны точные
значения начальных условий движения и начальные
условия нулевого приближения, соответствующие момен-
ту времени і., (табл. 9.1).

Измерения обрабатывались методом наименьших
квадратов. Полученные при этом оценки начальных усло-
вий движения, средние квадратические отклонения этих
оценок и разности между соответствующими оценками и
точными значениями начальных условий движения при-
ведены в табл. 9.1 (вариант І). После этого к измерени-
ям каждой станции были прибавлены постоянные для
данного измерительного средства систематические ошиб-
ки 60,. (Іг=1, 2,
в табл. 9.2.
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Таблица 9.1

кї-Іулеаое
Шрвиєгр ,Дж прближе- Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3

ние

их". м/с --7 098, -7 ОЅЅАЮ ~7 093.73 -7 (М. -7 $816

от. и/с 2231.61 2240.00 2231153 2230, 2231.63
сим/с 593.51 605,00 593,51 592.7 58.51
х..м дкзэзаввдъ пввоощо тзэзвеом язвтаеыз взеєаззд
у.. м 3 7814545 3 ТЫ ОЮЮ 13 7814495 3 7814593 37814665
2.. И 5157 761 4 5 130 000.0 5157 758.9 5157 823,4 5157 786,3

п. - М/С - - 0.01 - 0.04
р; 19

<1^ . ІІ/С _.. _. 0,03 - 0,13
а: у.
и . п/с - - 0.04 - 0.16

7» 20 .
о” и - _ 2,54 - 13,06
до«к и - _ 4,01 _ года
П:

0,0 м - - < 5,02 -- 14,79
до

Мп. п/с - -І3.73 ОД) --0.41 0,13

душ. м/с - 4,39 -0,02 0.8 0,12
мг.. м/с - -ндэ 0.00 0,15 0.00
Ах., и - 5 858.6 -1,8 72,3 -7.3
Ад.. и - -а 545.4 5.1 -зд -пз
Аг.. м _- 21 161,4 2,5 є2,о -4,9

Эти измерения были вновь подвергнуты обработке по
методу наименьших квадратов с оценнваннеи шести на-
чальных условий движения (вариант 2) и с оценнваииеи
одиннадцати величин: шести начальных условий движь
н-ия и пяти постоянных систематических ошибок измере-
ний (варнант 3). Результаты оценивания начальных
условий движения приведены в табл. 9.1, а результаты
оценивания систематических ошибок измерений-
в табл. 9.2.

Таблица 9.2

Номер шиоратыыизя спвшт
пашмт я 2 а 1 1 | з

во. м 5.0 -вьв 117.0 -31.1 106.0
дБ, м з.з -1в.в 104,8 -эт 106.2
двд, м 11,1 в,2 13.8 12.0 14.3

18-589 273



Далее по зависимостям (257) и (258) были рассчи-
таны матрицы Т и Ё, затем найдены значения сумм дис-
перснй оценок проекций начальной скорости движения
исз: Ѕр'к(о›=о,єпз; зрт(и›=о,0402.

В соответствии с рекомендациями, сделанными в 5 2.5.
при выполнении неравенства Ѕр Ё`(о)> ЅрТ(и) целесооб-
разно в качестве оценок искомых начальных условий
движения принять оценки, найденные при совместном
оцениваннн начальных условий движения и постоянных
систематических ошибок измерений. Сравнительный
анализ результатов оценивания начальных условий дви-
жения и отклонений их от точных значений начальных
условий показывает, что при наличии в измерениях по-
стоянных снстематических ошибок совместное оценива-
ние начальных условий движения и систематических
ошибок измерений позволило в рассматриваемом приме-
ре получить оценки начальных условий движения, близ-
кие к их точным значениям. Таким образом, постоянные
систематические ошибки измерений в случае необходи-
мости могут быть включены в число оцениваемых пара-
МЄТРОВ И ОПРЄДЄЛЄНЬІ СОВМЄСТНО С ИСКОМЬІМИ НЗЧЗЛЬНЫМИ
УСЛОВНЯМН ДВИЖЄННЯ.

Для определения искомых параметров 4,(]==І, 2....›
п) и величины а, по изложенной методике могутбыть
использованы разнотипные измерения (О, В, А, у, А. ї.
соз 9, и др.), полученные с помощью одного или не-
скольких измерительных средств. Приведения измерений
к единым моментам времени не требуется. Необходимо
лишь, чтобы расчетные значения измеряемых парамет-
ров соответствовали моментам измерений. Этими свой-
ствами рассмотрениого метода обработки измерений, На-
ряду с высокой точностью получаемых результатов, объ-
ясняется то обстоятельство, что в настоящее время опре-
деление движения ЛА основано на применении данного
метода для статистической обработки траекторных изме-
рений.

Заметим, что изложенная методика получения иско-
мых параметров основана на линеаризацин измеряемых
функций. Неучет производных второго и более высокого
порядков от измеряемых функций по искомым парамет-
рам приводит к необходимости решения системы нор-
мальных уравнений (9.2) методами последовательных
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приближении или скорейшего спуска (см. 5 2.7). Сходн-
мость процесса сближений зависит от степени соответ-
ствия параметров нулевого приближения их истинным
значениям, состава, точности и количества измерений,
вида траектории, а также от расположения измеритель-
ных средств относительно траектории.

Метод скорейшего спуска применяется при отсутст-
вии достаточно хорошего нулевого приближения опреде-
ляемых параметров или при обработке измерений низ-
кой точности, когда метод Ньютона не дает решения за-
дачи. Однако при этом необходимо иметь в виду. что
метод скорейшего спуска в статистической задаче обра-
ботки траекторных измерений существенно повышает на-
дежность методики обработки, но уступает по скорости
решения задачи методом Ньютона. Поэтому при реше-
нии задачи целесообразно совмещение обоих методов,
в котором методу Ньютона, как более быстродействую-
щему, должно быть отдано предпочтение. Метод скорей-
шего спуска привлекается лишь в случае нарушения
нормальиойсходимости процесса приближении, которое
проявляется в росте среднего квадратического отклоне-
ния Ёо на з-м приближении в сравнении с значением его
па ($--1)-м приближении. Это означает. что полученные
на з-м приближении оценки искомых параметров уводят
от требуемого минимума квадратичной формы (2.87) и
в этом смысле являются ошибочными. Используя оценки
искомых параметров, полученные в ($-І)-м приближе-
нии, привлекают метод скорейшего спусна для опреде-
ления направления движения к минимуму. Таким спосо-
бом делают один или несколько шагов и вновь продол-
жают процесс решения системы нормальных уравнений
методом Ньютона.

В тех же случаях, когда не удается получить началь-
ные условия движения ЛА нулевого приближения, т. е.
отсутствуют априорные сведения об онениваемых пара-
метрах. может быть использован модифицированный ме-
тод последовательных прнближений (см. 5 2.7).

Как отмечалось в гл. 5. отдельные результаты изме-
рений, кроме случайных и систематических ошибок, мо-
гут еще содержать и грубые ошибки. Эти измерения па-
зывают аиомальиыми и стремятся исключить из общей
совокупности измерений. Методика выявления и исклю-
чения аномагтьиых результатов,тязмереягтяй на этапе пред-
варительной обработки измерений приведена в 5 5.4.
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Однако рассмотренным способом не удается полностью
исключить из обработки все аномальиые измерения. Так.
например, невозможно в процессе получения измерений
скорректировать или исключить измерения, имеющие
ошибку во временной привязке, или измерения, содержа-
щне грубую снстематическую ошибку. Поэтому выявле-
ние аномальных измерений необходимо вести и в про-
цессе последующей статистической обработки измерений.

Осуществляется это следующим образом. В каждом
приближении решения задачи по определению искомых
параметров производится отбор измерений, подлежащих
обработке. Это достигается тем, что в формировании ма-
триц системы нормальных уравнений (92) участвуют
ЛНШЬ ТЄ НЗМЄРЄННЯ 123, ДЛЯ КОТОРЫХ ВЬІПОЛНЯЮТСЯ УСЛ0~
ВИЯ

'ад-і 25

где г,(б)-расчетное значение измеряемой функции, по-
лученное при использовании параметров сд, 17,,
дыдущего приближения; Адощ-допустимое отклонение
для соответствующей измеряемой функции.

Величины допустимых отклонений определяются из
приблнжеиной формулы

И`

Адш=3°т<ар (ее)
ГДЄ бі-ЗПРНОРНО ЗЗДЗННОЄ ЗНЗЧЄННЄ СРЄДНЄГО КВЗДРЗ"

ТИЧЄСКОГО ОТКЛОНЄНИЯ і-ГО НЗМЄРЄННЯ; Бот-'ОІІЄНКЗ СРЄД"
НЄГО КВЗДРЗТНЧЄСКОГО ОТКЛОНЄІІНЯ НЄКОТОРОГО ИЗМЄРЄНИЯ;
ВЄС КОТОРОГО РЗВЄН ЄДНННІІЄ.

А

В процессе последовательных приближении величина а,
УМЄНЬШЗЄТСЯ ВСЛЄДСТВИЄ УТОЧНЄНИЯ ПЭРЗМЄТрОВ др ,др ...а Чд

и исключения аномальиых измерений. Анализ практики
обработки измерений показывает, что осуществление
рассмотренных этапов проверки измерений на аномаль-
ность позволяет достаточно надежно выявить и исклю-
чить из обработки результаты аномальиых измерений.
что приводит к повышению точности и достоверности по-
лучаемых оценок искомых параметров.

Из рассмотрения методики определения параметров
О следует, что в каждом приближении при использова-
пин для решения хюрмальных уравнений метода после-
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довательных приближении или на каждом шаге инте-
грирования уравнений (2105) при применении метода
скорейшего спуска производится вычисление матрицы
С, содержащей разности между измереиными и расчет-
ными значениями измеряемых функций, и матрицы В.
включающей производные от измеряемых функций по
искомым параметрам. Таким образом, можно заключить,
что решение задачи определения иеуправляемого дви-
жения ЛА по результатам статистической обработки из-
мерений слагается из следующих этапов:

1) определение значений искомых параметров нуле-
вого приближения (в тех случаях, когда это возможно);

2) получение расчетных значений измеряемых функ-
ций для всех моментов измерений при каждом прибли-
жении;

З) вычисление частных производных от измеряемых
функций по искомым параметрам на все моменты изме-
рений;

4) уточнение оценок искомых параметров решением
системы нормальных уравнений;

5) определение параметров движения ЛА для задан~
ных моментов времени на основе решения уравнений
движения с использованием полученных оценок пара-
метров дд, 42.

Общее количество измерений, используемых для оп-
ределения параметров цд, 42,
большим. Прогнозирование движения ЛА также может
вестись на продолжительное время. Эго приводит к тс-
му, что время, затрачиваемое на ЭВМ для решения за-
дачи определения движения ЛА на основе статистиче-
ской обработки траекториых измерений, может оказать
ся недопустимо большим. Поэтому возникает задача
выбора таких алгоритмов решения перечисленных выше
частных задач. которые при условии обеспечения задан-
ной точности решения требовали бы минимальных за-
трат машинного времени.

Задача оценивания параметров О решгнг В дтттд
параграфе с учетом этих требований, но в прЄДПШЮЖФ
нии, что известны расчетные значения иакгеряемых функ-
ций г,=г,(ў,. 71,.
=1, 2,
ряемых параметров определяют интегрировИННЄМ Ура*
ІЮНнй движения ЛА и пересчетом полученных пират*

277



ров движения в нзмеряемые функции по зависнмостям,
приведенным в гл. 7.

Получению зависимостей, с помощью которых могут
быть определены значения частных производных от из-
меряемых функций по начальным условиям движения
4., 4,,

9.3. Определение частных производных
от измеряемых функций по искомым параметрам

Разработке методов расчета частных производных от
измеряемых функций по оцениваемым параметрам

д . ' .а,,=% 1:1,

необходимых для решения задачи определения искомых
параметров О и оценки их точности, в практике обработ-
ки траекторных измерений придается очень большое зна-
чение. Объясняется это тем, что время работы ЭВМ, за-
трачиваемое на решение задачи определения движения
ЛА на основе статистической обработки результатов
траекторных измерений, в основном определяется време-
нем вычисления частных производных (9.7) и парамет-
ров двнжения ЛА. При этом, как показывают исследова-
ния, на расчет производных (9.7) может иногда затра-
чиваться до 80% общего времени решения задачи. Перед
рассмотрением конкретных методов расчета искомых
частных производных (9.7) остановимся на некоторых
общих положениях, используемых во всех этих методах.

При известном законе движения для определения па-
раметров движения центра масс ЛА рд (Іг=1, 2,
достаточно задать численное значение некоторого пара-
метра », непрерывно изменяющегося в процессе движе-
ния ЛА. В качестве этого параметра может быть выбра-
но, например, время полета і, угловое расстояние от не-
которого фиксированного направления и т. п. Основным
условием, которое должно удовлетворяться при выборе
параметра ч, является требование однозначного соответ-
ствия между положением ЛА и величиной м.

При м=і в качестве величин рд обычно принимают
координаты и составляющие вектора скорости ЛА в Ка-
кой-либо системе координат. Если в качестве параметра
у принята одна из координат, то ведичиидми р, могут
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быть остальные две координаты, составляющие вектора
скорости и время.

При известных параметрах траектории 4, (]=І, 2,. ..
..., 6), задавшись значением параметра ч, интегриро-
ванием соответствующих уравнений движения ЛА, при-
веденных в гл. 7, можно определить величины р; (Іг=
_-=1, 2.

Если считать вариации параметров движения Арт.
(Іг=1, 2, ..., 6) и параметров траектории Ад; (і=І, 2,...
..., 6) малыми, то с точностью до малых высшего по-
рядка можно записать

А,р,= (Ёду Ац,+ (Ёі-і А4,+...+(Ё-Е1-)' Аа..
дЧс

др дР ' щА,р,=(ддї- 'Акд +( дч: )'А<1,Ґ+-.
. . -І-(дч. )'А4,, (9.8)

А,р,= (%)у А4,+ ( -Ёёш Аа,;І-. . . + <%)' 114,.

Индекс т в вариацнях Аида и частных производных
(дЙ/дЧ/Х указывает на то. что варьирование и диффе-
ренцирование ведется при фиксированных значениях т:
=сопэ±. При использовании матрнчной формы записи
зависимости (9.8) принимают вид

__ дл. рт.. п.

Где

Аурв АЧ:

АуРа 59:

Ар,= ~ : АЧ= - г

Ацрі Ачд

ш дР- шд (чт). вы. (дед.
и дч"ч""" т '

дрд
др. дуг 5(т. ( д. (дчдл
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др в р г НЧ рДопустим; что известна матрица “-->----'' ° І04.- чт, -~-› Ч:
связывающая вариации параметров движения Ри С т*
риациями параметров траектории кд при у=Є0ПЅЪ И 303*
инкает необходимость в составлении аналогичной матри-
цы для какой-то другой системы параметров движенияр',, (Іе=І. 2,
=1, 2,
воспользуемся тем, что вариации рассматриваемых пер-
воначальных и измененных величин связаны зависимо-
стями вида:

Э

1 І І У^І›'=\|%'±%#%Н^Р; <9^°>
___ дЧр Чи ~--І Че І

Умиожая левую н правую части уравнения (9.9) слева
1 І 7 7

на матрицу  ІЛ и используя зависимости
(9.10), находим

:_І {дР'н Ріг- -И- Р,в дРп Ра: --~› Ри. ~~Ар "Иди ди.
__ ' 04,. 4, ..., 4*<

Входящие в выражение (911) матргщы частных произ-
водных

н*+--”'~0.0.» т.
/дЧ1- Чт ~--› Че
0%- чн.

определяют путем соответствующего преобразования па-
раметров движения ЛА из одной системы координат
в другую (см. 9 7.1). , =

ля расчета частных производных от текущих пара-
метров движеиия ЛА по параметрам траектории в вы-
бранной системе координат, т. е. матрицы

дРн Ра» -Нт РІ а.. 4,.
используются следующие методы: метод конечных раз-
ностей; метод вариаций; методы, основанные на приме-
нении аналитических зависимостей теории кеплерова
движения.
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Рассмотрим сущность этих методов с тем, чтобы мож-
но было оценить достоинства и недостатки метода и
установить области его целесообразного использования.

9.3.1. Метод конечных разностей
При использовании этого метода частные производ-

ные (912) определяются численным дифференцирова-
нием по следующей схеме.

Задаются начальными условиями

5,=4;°*+А<2, і=1.
где 4:0) -начаіъные условия нулевого приближения в ис-

пользуемой системе координат; АЭдЬО; АЁ,=АЭ,=АЁ,=
=АЁБ=АЪ=О при вычисления производных

. 1 1,

(ь==1,
=А44=А<д=щд=0 при вычисления производных (ї)

я 1.
и т. д.; М-количество точек на траектории, в которых
получены измерения.

По начальным условиям (913) интегрированнем си-
стемы уравнений движения ЛА рассчитываются значе
ния параметров движения ўш (Іг, 1:1, 2,
=1, 2, . . ., М). После этого принимаются новые началь~

ные условия сд=ц°;-Ас;і, і=І, 2,
ляются так же, как и начальные условия (913). При
этих начальных условиях снова интегрируется система
уравнений движения ЛА и для тех же моментов време-

ни определяются параметры движения рт. Расчет про-
изводных ведется по формулам

д.:

(ЁЗЩ =Ёшдїї (914)
дўі Р.

В результате получаются все требуемые производные
от параметров движения ры по начальным условиям а;
(1, Іг=1, 2, ..., 6; І=І, 2.

Однако рассмотренный метод определения частных
производных (912) связан с большими затратами ма-
шинного времени, так как для получения расчетных
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значении параметров движения и определения величин
этих параметров. соответствующих плюсовым и минусо-
вым приращениям начальных условий, требуется 13 раз
интегрировать систему уравнений движения. Поэтому
в целях сокращения расхода машинного времени для
расчета частных производных часто используют более
простую зависимость

(ддт)
__ Рыг-РЁЁ) ,дч; 1. д,

где рЁР-значения параметров движения, рассчитанные
при начальных условиях нулевого приближения.

Проведенными исследованиями установлено, что при
тщательном подборе величин приращений начальных
условий Ад, погрешности расчета производных, обуслов~
ленные применением формулы (935), практически не
сказываются на точности оценивания параметров траек-
тории. В то же время применение для расчета производ-
ных формулы (915) позволяет уменьшить примерно
вдвое время, затрачиваемое при использовании (914).

9.3.2. Метод вариаций

(эль)

Для расчета частных производных от параметров
движения по начальным условиям можно использовать
уравнения в вариациях. Рассмотрим этот метод приме-
нительно к изучению движения ЛА в гринвичской систе-
ме координат.

Обозначим матрицу частных производных от текущих
параметров движения по начальным условиям через

д», дх.. і дх.. дх, А дл,
дхто дуга дгго дХг,
дуг дуг
дхга

› - . . - в а с ь . 1 я а д ц ь
дёГо' дг, дг,

дхг.
о - в - ц а с о ь ~ ь о с ~ . ь

діГв

0:: ддгг дхг . (9.

2/1. ,
дхго

І ~

дэ, дгг дэ, дэ, да, діг
дх" ду" д!" ддег! ду" діго
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Выведем Сиётёму дифференциальных уравнений.
интегрирование которых позволит определить искомую
матрицу производных 0. Для этого введем вектор-стол-`
бец

Іт,
хг

т! уг

м:
І

Хгт» и
ат. ЬГ

н запншем уравнения движения ЛА (752) в виде

“Эт хр ї тд

т: уг
і

ті

м: "И = *г = -~ "'~ 9.18
д. 'іг х,.(т,. т,

ф, Ъ, уг(т›- т»
т, г, 2,. (тн 01,. ..., т.)

Пользуясь методом малых отклонений, представим
дифференциал вектора (9.18) в виде:

т.
в м».

Али, Атг
м, 6 ^”"

_ ді
_ Ата

дм= = 'ї (зло)_
дуг

Али, в бйТ М"
1:1

6
д.._ 2

Ат, Е дїё- Ат:
ї

Отсюда получаем следующее векторио-матргкчное
соотношение между АМ и АМ:
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в котором квадратная матрица шестого порядка 00)
имеет вид

о (:›= 0 ВР; и
ГДЄ О3-НУЛЄВЗЯ КВЗДРЗТНЗЯ МЗТРИЦЗ ТРЄТЬЄГО ПОРЯДКЗ;
Ез-ЄДНННЧІІЗЯ МЗТРИЦЗ ТРЄТЬЄГО ПОРЯДКЗ;«в и за щ,

ддг дуг дгг діг дўг дэ,-

__ дў дў дў . __ д" д" д"гр- йдіїдї,ги__уд_е_ед.(э.ги
діг ду, дэ,

1 ддт дуг дгг
Справедливость (920) можно проверить путем непо-

средственного умножения матрицы (Ні) на вектор АМ
и сравнения с (9.І9). .

Матрица 0(1) может быть определена аналитически
с помощью уравнений движения ЛА, записанных вгл.7.
Так, например, при использовании уравнений движения
ЛА в гринвичской системе координат (752) производ~
ные, являющиеся элементами матрицы 6(І), определя-
ются зависимостями

62, дё, . дё,
дхг дуг дгг

дЭЗ _ 1 ' 1_ мы ад ___«ні ~ггвїоо+К^*г*г)ї' я, -°'
дї __ д-.ду: _(А-д,д ) Ґ, . дўгщоз.
2*: =(А~@+-15гг«)ее= %е-=°:г 2,.

тдў __ 1 ы. дё _ .їі_(А-д,~дн)діг. Ё__2з2з.
і_ 1 и* І . дў __ .ддД-(А-Єгї) ,Ёс-Ітдгї* Ъй-От

;;5=(А_д,-}д_1ь1=,;)2%; ёёьы;
Ґ

дё __ 1 и м, аї _Ё.. А-д,..г--_15 Дідг. 5Ё=0,



.›д.. І _ дді=(А-д, г-лз
дуг

Ё=(А"ЄҐЁ~ 15%) її +г»-Ё~
-з 5% (в

гг
где .
А=2 _; + З

При записи уравнений (923) ввиду шалости опущеиы
составляющие от ускорения силы лобового сопротивле-
ния и слагаемые, имеющие коэффициент Ст, получаю-
щиеся при дифференцированни проекций ускорения си-
лы тяжести.

Рассмотрим соотношение (920), которое представим
в виде

Разделим левую и правую части последнего выраже~
ния на постоянное приращение начального значения
Атдо, так что

1 «1Ам__ ам
щгттщмі.

или, поскольку Аті, постоянно,
с! АМ АМ .
щ ЕЕГ-(ЦЦЕ-тт,

1-1, 2,..., 6. (924)

Так как АМ есть вектор-столбец, определяемый как
дифференциал (917), то при Атд-Ю отношения конеч-
ных разностей стремятся к точным значениям производ-
ных АМ/Атіочдм/дтд., или же (в скаляриой форме)
Аті/Аттдтд/дтдо для всех соответствующих значений
индексов і и і. Следовательно, выражение (924) можно
представить в виде

3.119.: д" 9.25д, дтп таит. ( )
Отметим. что (925) при і==І представляет собой

вектор-столбец, компоненты которого суть уравнения



относительно скоростей изменения тд, т2, ..., тв по
тю-дхю, т. е. относительно

д», щ дг, дз, дд, де..
дхго, дхго, дхго, дхгв, дхго, дхго.

Если ]=2, то (925) представляет собой другой вектор-
столбец с компонентами, являющимися уравнениями от-
носительно скоростей изменения тд, тд,
=ую и т. д. Следовательно, индекс 1:1 соответствует
первому столбцу матрицы І), определяемой выражением
(916), индекс і=2-второму столбу матрицы В и т. д.
Таким образом, можно заменить (925) матричным урав?
НЄНИЄМ

в= [о ш] о, (926)
НЗЗЬІВЗЄМЫМ ОбНЧНО ВВРНЗЦІЮНННМ ураВі-ІЄННЄМ ПО ОТНО-
шению к системе (9.18).

Начальные условия для интегрирования (9.26) можно
получить, если непосредственно рассмотреть формулу
(916) при 1:1" т. е. при х,=х,,, у,==у,,, и т. д. Так
как д:с,.,/дхг,= 1, дхп/дуг,=0 и т. д., то Г,±[ (Д):
=Е, и, следовательно, начальные условия для числен-
ного интегрирования системы уравнений (926) принима-
ются в виде единичной матрицы шестого порядка.

Таким образом, если задаться начальными условиями
для интегрирования уравнений (9.26) в виде единичной
матрицы шестого порядка и начальными словиями щит.
ищю, ищю, хю, ум, ат для уравнений (7. 2) и совместно
проинтегрировать эти уравнения, то для заданных мо-
ментов времени можно непосредственно получить значе-
ния искомых частных производных (дрдр/дцдд, (Іс, і===
=1, 2,
ного времени, необходимого для расчета частных произ-
водных, оказывается существенно меньшим, чем при ис-
пользовании метода конечных раэностей. Однако приме-
нение рассматриваемого метода расчета производных
(912) связано с необходимостью решения на вычисли-
тельной машине системы дифференциальных уравнений
в варианиях. Это приводит к тому, что в оперативное
ЗгІЮМИНгЮЩее устройство вычислительной магнины 11011*
жна быть введена дополнительная программа решения
этих уравнений. Для расчета же частных производных
методом конечных -разностей ъ-яспользуеття ктрограммг
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решения системы уравнений (752), что позволяет более
экономно использовать запоминающее устройство ЭВМ.

целесообразность применения метода расчета произ-
водных (9.12) решением дифференциальных уравнений
в вариациях или методом конечных разностей определя~
ется в каждом конкретном случае возможностями ЭВМ,
используемой для решения задачи статистической обра-
ботки траекторных измерений, а также целями решения
этой задачи. Если вычислительная машина имеет боль-
шое оперативное запоминающее устройство, то предпоч-
тение при расчете частных производных (912) должно
быть отдано методу решения уравнений в вариациях;
если же быстродействие ЭВМ велико, а оперативное за-
поминающее устройство имеет сравнительно небольшое
количество ячеек, то для вычисления производных более
удобным может оказаться метод конечных разностей.

9.3.3. Методы, основанные на применении теории
кеплерова движения

Использование теории кеплерова движения (си. 5 7.2)
позволило получить аналитические зависимости для рас-
чета частных производных от текущих параметров дви-
жения ЛА по начальным условиям движения.

Приведем формулы для расчета частных производ-
ных от текущих параметров движения г, и. С. И. И., У!
в цилиндрической системе координат Ага; по начальным
условиям движения го, но, До, ИО, Що. Уд. при і=С0ПЅї
[57]:

д ЗУ, І Г р ___ __угупд,Ё=“[-а:”+нгї(2хи+'“Т “МЁ Т
5%* {-ЁХЧн/їії Г

+і(1+ ' )Ѕіпт›\,'о р

%%.=
[__-
їёїїег- 1)! -ў--ёї- зіп<р+

У У р У У++-»-:+Т(ег:~+\1=Г



ду" _“у/ 13711 ъ/Ёї[,уд_їд. -.'_.
у

_.. 1
ЁС-Т Мао

,__
Т 'а 'о +7ор(уг уп)

щ

- уио-ёїф + -%)$1п <р}-~-Б-(І -соз<р),

дУд* о, 4:0,діў = дг.
д, ди ду, __ ди, __д\/<_ 05 __
'ББГ-їо,

їкў“'їэ:."” ос.. "вс, _ ' дс.
ду 1 'ч

_732%- = -Т (У, -Уп+

ддй=а[_їъўгг+дїї(гуп-ду,›+ -Е-ЅіШРЪ
$;=%~т-ёі+<1+іь›созф-

'о г рь-л»

1- -ії (І -соз<р),

Ёїєд 17 __ угуго
,2 'Г І

Р.
я

ди, _ щи, зу,дт-Є-Г [721-(1 +9 )со$9+

+22* с, ЬЁ--І ї-зіпт

д! __ д с
ду" -д-з =О_ (927)



О:
%ї:=-2-[-%(-іі- 1): +$ (1+%)ьіп<д+

+14/дг-ЭІ»гг:.=тте»~к1+а<т+~г›зтт-
*'›*Ы('+*%>'-”~-(*+% 'ИВ-

-5=+(1+1;)с°ы.
дС ду: о дЁ г;
Щ=т= 510%

дї/д ,
5%-

-
їП-созф).

Использованные в (927) обозначения поясненн
в 5 7.2. Зависимости (927) определяют матрицу част-
ных производных (912), которая в данном случае имеет
вид

и

дг, и. С. И. 1*". Уд

пддт до» со» угог учет 910

Для решения задачи статистической обработки измере-
ний необходимо иметь матрицу частных производных от
измеряемых функций по параметрам траектории.

Пусть, например, радиотехинческим траекторным
комплексом измеряются наклонная дальность В и на-
правляющие косннусы сов 6, и соз 0,. Для описания
движения ЛА принята цнлиндрнческая абсолютная сп-
стема коордннат. В этом случае искомая матрица част-
ных производных от измеряемых функций по парамет-
рам траектории (начальным условиям движения ЛА
в цилиндрической абсолютной системе координат) мо-
жет быть найдена из выражения

дО. со: 9,, соз 0,. сов

0,?ъ
дП. со: 0,. со: 0,, сов 9, __]

__.
ф: и! с! УГ. Ъ,ЁІ *ъ-дгп до» сп уц. Рим УФ І

дїв до (1 УР* УШ РІ

ю-ызэ янв



производные сов 6,, по параметрам траектории дописа-
ны для удобства выполнения выкладок, а для обработ-
ки измерении не используются.

Для решения поставленной задачи необходимо полу-
чить зависимости для расчета матрицы частных произ-
водных от измеряемых функций 1), сов 6,, сов В",
совЄ, по текущим параметрам движения ЛА г, и, Д,
И, УЦ, У: в абсолютной цилиндрической системе коор-
ДИНЗТІ

5
=і _ (939)

дг. а, С, И, 11", Уд

Наиболее просто измеряемые функции выражаются
через параметры движения ЛА в измерительной системе
координат:

В= І/ х*,,Ч: у',,-|- 22,; сов 9,,= хп/В, сов Эд ==уи/В,
сов Є, =г,,/0. (930)

Поэтому целесообразно текущие параметры движения
ЛА пересчитать из цилиндрической абсолютной системы
координат в нзмерительиую относительную систему ко-
ординат.

Введем обозначения

“ж”

Х,
І

ХНА

під
уп І, Ґїї угкї,

из: унд ,

іт гуд ї. г 2! М : 211111.

где В-вектор-столбец координат ЛА в измерительной
системе координат; г_вектор-столбец координат ЛА
в орбитальной системе координат; На -- вектор-столбец
координат центра Земли А в измерительной системе кО-
ординат.

Координаты ЛА в орбитальной системе координат
АХ,У,.2', выражаются через цилиндрические координаты
г, и, ё соотиошеииями

х,=г сов и; у,=г віп и; 2,.={1. (9-39)
Используя [введенные обозначения, можем записать

Ё = Ашг+ ка., (9-33)



где Ат-матрица направляющих косинусов связи меж-
ду измерительной и орбитальной системами координат,
ОПРЄДЄЛЯЄМЗЯ ЗЗВНСИМОСТЬЮ

Анг г: АтгмАд га Ага, г”

Матрицы Аж, Аша, АЩ, могут быть рассчитаны со-
ответственно по формулам (712), (7.2) и (7.7).

Из зависимостей (9.30)-(9.3З) следует, что измеряе-
мые координатные параметры не зависят от текущих
значений проекций вектора скорости ЛА. Поэтому ма-
трицу искомых частных производных (929) можно пред-
ставить в виде

дО дВ дІЭ
Йдг (Ё- Ёї о О о

д соЅ О, _Еоз О,
д! да дС

д сов Эд д сов Эд д соЅ О” _
` дг ди ЦЁЁС
д сов 0 д со: 9 д со: 9
“ат ' " ж* Мас* ° ° °

(934)

ГДЄ

(д _
[$311

92
ЧЕ"'и д! ди д! *

д соз 8,, д со: 9, д соз О,
дг ди дС

а, _ за» °~ ззггі вез*
дг дп дС

д со: 9, д со: 9, д сов О,
*дїї

Задача стыскания нскомой матрицы О может счи-
таться решвнной. если получены зависимости для вычис-
ления матриц О, н 03.
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Как следует из (932) и (933), для вычисления ма-
триц Сц и 62 целесообразно представить эти матрицы
в виде

6 "“` ---дв~- г:
дв

“_ дг, и. С дщ, у,, г, дг, и. С

_ дсов 9,, сов 91,, сов 9, :“-= фтп*- в

=
дсов9,,, сов9 , сов 9, дхп у" д,

|І'дм. уг- гг дг- 11- д
где

-ЁЁ-

дхг» уг- -г ___ дуг дуг дуг ,__
у

І
дп а,

-
ідг -Г -_-д<

- віпи гсови 0

дг дг, дг,
ї 'вт т ° ° '

Получим выражения для вычисления матриц
др

І (га/_
дсов 9,, сов 91,, совд,

дхгг уп гг
. __

ддт: уп гг

Учитывая обозначения (9.ЗІ) и используя правила
векторного дифференцирования, можем записать

о'=| . (ваз)

О, дІЭ дБ дВ _22_ дх, ду, да,
_

дг *

сов 9, ХЬ х.
= у _ І __ І) __ .сов 91, ._Ё.

___
~б у” -

-д
-- Ьд, (9-36)

гсов 9, Б г,

где Кд- единичный вектор направления О,
д сов 9х д сов Ох Ёўсов 9,
р-'дщ -ыїїўїц дгг

6,, ___: дсов 9” дсов 9” дсов 9”
(937)

дхг ду; д2г
'

д сов 9, д сов 9, д сов 9,
дл, ду, дв,



так как 0=1/(Бў=(пт)'” и
до _дв до __їэгтэїіїэї* °*-^~'+“г›

ТО
дБ д д . 20* _дї=дї (птщщ д? (Анд+ 33).: д: -

=% <А..,г-1-н;мг=$~1гвъ+въ›м.
Поскопьку А;=А;', то последнее равенство можно пе-
реписать в виде

'їд'%=~5<=*^;'+в;› =-5<«*+н;^.›=
=Т2-111›«, у,2,11+11.=.,,. у., 2,,.11А.›. 19.3211

При применении зависимости (938) полезно иметь
в виду, что использование теории кеплерова движения
дает возможность считать С=2,=0, хм=0, ум:
=-Кт гид ==0 (КЗ- средний радиус Земли). Тогда

<1'=Ё,%=$д<11×,у, 011-110 НЗ 0111.». 19391
Получим матрицу производных (9.37). Пользуясь

правилами днфференцирования вектора по векгору и
выражениями (9.З6), (9.З7), получаем

дКд дКд д..._ до Е.. (мо)

дкд д о _ 1 1т1ї=т (їдгддь +°дь (ї)=ї Е*-
д _ 1 00* І 00*

Дифференцирудо (#33) по вектору г, находим

9д2~=е;*;<^.,г+в3›=›\.. от
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Подставим (9.4І) и (942) в равенство (940):

дкв 1
(Е

во*д, =ї --в-)^»=~Ь~[^ш~
-5- (Аа-еды (т: +в; › Аш]={,- [Аш-

-Ёї (индия: +азии: + Ашгкд-ъ- как;т]=

72- [м-1; <мге+1гзе+мг1гзАв+И3Нъ›м›]=
1=ї [м- 3: <А.,г+в3› <г*+ къА..,›].

Учитывая обозначения (9.ЗІ) и (9.37), находим
х, 0

0"=7Ё~[Ав-$г(м и. - КЗ )(Нх, у, 0іі~
0 0

40123 Оман]-
Таким образом, искомая матрица (934) частных про-

изводных от измеряемых функций по параметрам ДВИ-
жения ЛА в цилиндрической абсолютной системе коор-
динат получена.

Аналогично, используя формулы (7.3)-(7.ІІ) и 00-
ответствующие зависимости типа (811). можно записать
выражения для матриц частных производных измеряе-
мых параметров г, (г=1, 2, ..., б) по текущим пара-
метрам движения в геоцентрической относительной сн-
стеме координат.

Применение аналитических зависимостей теории кеп-
лерова движения для расчета частных производных 01”
измеряемых функций по начальным условиям движения
целесообразно при обработке большого объема измери-
тельной информации, полученной при наблюдении 321
ЛА, движущимся по орбите, близкой к кеплеровой.

Отметим. что при определении параметров движения
ЛА по результатам траекторных измерений преимущест-
венно используются изохроиные производные, связываю-
Щне вариации текущих и начальных параметров движе-
ния при фиксированиом времени 10. Однако н ряде слу-
чаев более удобным может оказаться применение ДРУГИХ
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Рис. 9.1. Вд

типов производных. Так, например, при обработке изме-
рений, полученных в течение длительного промежутка
времени, оказывается целесообразным задавать началь-
ные условия движения не по времени 10, а как парамет-
ры, определяющие движение ЛА при фиксированной иа~
чальной широте фо. Текущие параметры движения нахо-
дятся при этом обычным способом. т. е. по времени. Это
вызывает необходимость использования формул для пре-
образования частных производных (дрд/дцдФ при пере~
ходе от параметра ф, фиксирующего положение текущей
точки В на траектории, к другому парамет у 5.

Запишем необходимые зависимости [Юг
Рассмотрим участок невозмущениой траектории Во.

В и мало отклоняющуюся от нее возмущенную траекто-
рию (рис. 9.1). Обозначим через фт. Ь. рт значения па-
раметров ф, ё, рд (Іг=І, 2, . . ., 6) в текущей точке В ие-
возмущениой орбиты. На возмущенной орбите точке В
при фикснрованном значении ф соответствует некоторая
точка П, а при фиксированном значении ё-точка В".
Параметры ф. ё. рд в этих точках принимают значения:

ф(І>')-=ф.: €(0' =€.+А$= р.(0')=р..+^,р.=
(9.43)

ч›<1>"›=~в›.+^=~›= г<1>"›==.= Р~<0"›=Р~-+АЕР~~
где Афр, и АФЕ-вариацнпи величии р, и Е при ф=соп$і;
Адрд и Адф-вариациъі величии р, и ф при Е=соп$\.
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Отсюда с точностью до малых высшего порядка по-
лучаем

и (д)= Р» (т)+ АФЁ<1РьІФіЁ~ (9-44)
где значение производной сірд/сіё определяется на не-
возмущенной траектории.

Подставляя в (944) выражения (9113) для рд(В')
и рд(В"), получаем

АФР/г = АдРь+ АфЕдРь/дї
Разделив левую и правую части последнего уравне-

ния на приращения параметра Ацд (]=1, 2,
перейдя к пределу, запишем

Ш = Ёгз __ Её. Ш 9 5
(дЧдє (мдф (дді )4› 45 ' ( А )

где (дЕ/дсудф представляет собой частную производную
дЕ/дц, при ф=соп$±.

Использование выражения (9.45) позволяет, зная ма-
трицу частных производных от текущих параметров дви-
жения по искомым параметрам Ёіііїдїід! ПРИ

ддт: 4:» -И- Чо
ф=сопзі, рассчитать значения элементов матрицы

дрірвгП да" чт", ч. п при Е-сопзі

9.4. Уточнение влияния атмосферы на движение ИС3
по результатам траекторных измерений

Определение начальных условий движения ИСЗ на
основе статистической обработки результатов радиотех-
нических траекторных измерений методом наименьших
квадратов производится путем минимизации суммы
квадратов взвешенных разностей между измереннымн
значениями некоторых функций параметров действитель-
ного движения ИСЗ и расчетными значениями этих
функций. Для нахождения расчетных значений измеряе-
мых функций используются решения уравнений двннсе-
ния ЛА. Если бы при этом были известны точные зна-
чения снл. действующих на спутник в полете, то ошибки
полученных параметров траектории определялись бы
только ошибками измерений. Однако вследствие неточ-
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ного знания параметров атмосферы Земли значение си~
лы лобового сопротивления известно с ошибкой. Это
приводит к ошибкам в решениях уравнений движения.
Следовательно, расчетные значения измеряемых функ-
ций также искажены погрешностями.

Наличие ошибок в расчетных значениях измеряемых
параметров приводит к дополнительным ошибкам в зна-
чениях параметров траектории 4,, 42, ..., 4,, поскольку
эти значения подбираются так, чтобы на измеряемом
участке расчетная траектория 'наилучшим образом
(в смысле выбранного критерия оптимизации статисти-
ческой обработки результатов измерений) согласовыва-
лась с измерениями.

Для уменьшения влияния ошибок в используемых
значениях параметров атмосферы на точность прогнози-
рования движения ИСЗ по результатам измерений целе-
сообразно уточнять параметры атмосферы на основе ста~
тистической обработки измерений. При этом, как
отмечалось в гл. 1, могут быть использованы детерми-
нированная или стохастическая модели движения лета-
тельных аппаратов.

Рассмотрим, как может быть уточнеио влияние ат-
мосферы на полет ИСЗ при использовании для обработ-
ки измерений и прогнозирования движения спутника де~
терминированной модели движения.

Расчетное значение ускорения, создаваемого аэроди-
намической силой лобового сопротивления, определяется
из выражения (7.44)

Ь9%6р (И) 0*,

где Ѕд=ЅтС,/2т-баллистический коэффициент силы
лобового сопротивления; р(І1)-плотность воздуха на
высоте І: над поверхностью Земли.

Аэродинамический коэффициент С, силы лобового
сопротивления О определяется с некоторой погрешно-
стью бСх. Значения плотности воздуха р(і1) находят из
таблиц, соответствующих принятой модели атмосферы,
и, следовательно, отличаются от истинного значения
плотности на некоторую величину брОп). Это приводит
к тому, что ускорение 119 определяется с ошибками.

Считая баллистическни коэффициент Ѕд параметром
согласования расчетных данных с опытными, принимаем.
что ошибки определения ускорения Ьд, создаваемого
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аэродииамической силой лобового сопротивления, обус-
ловлены ошибками задания коэффициента Ѕд:

метр

В этом случае, принимая величину баллнстического
коэффициента постоянной на некотором интервале опре-
деления движения ИСЗ, уточним значение коэффициента
Ѕб наряду со значениями начальных условий движения
(д, 42,
нить значение баллистического коэффициента Ѕб по
методике, рассмотренной в 5 9.2, необходимо знать част-
ные производные от измеряемых параметров по коэффи~
циенту Ѕд.

Анализ влияния атмосферы на полет ИСЗ показыва-
ет, что периодические возмущения параметров движения
пренебрежимо малы по сравнению с вековыми возмуще-
ниями. При этом наиболее существенные значения име-
ют вековые возмущения вдоль орбиты. Так, например,
для почти круговых орбит возмущения вдоль радиуса
увеличиваются примерно пропорционально числу витков.
в то время как вековые возмущения вдоль орбиты воз-
растают пропорционально квадрату числа витков. На
суточном интервале времени вековые возмущения вдоль
орбиты примерно на порядок превышают периодические
и вековые возмущения положения спутника в других на-
правлениях. Аналогичная картина наблюдается н в слу-
чае эллиптических орбит [57].

Приведенные соображения позволяют при нсследова~
нии влияния атмосферы на полет ИСЗ учитывать только
вековые возмущения параметров движения вдоль
орбиты.

Используя формулу (9.43), выразим нскомые изохрон-
ные производные (дрд/дЅб), через изоугловые:

211 __Ш ._.._2!_ Ш __(дЅ6),._(дЅ6}8 (дздвщї, 12-4,
Для рассматриваемого случая можно пренебречь

в формуле (9.46) в соответствии со сказаниым выше изо-
угловыми производными от параметров движения по
баллистнческому коэффициенту Ѕд. При этом получим

Щ =_. В.: 4/2;
(735 І 036 5111 '
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В теории полета космических аппаратов даются сле-
дующие выражения для изменения периода обращения
ИСЗ под влиянием сопротивления атмосферы за один
виток [57]:

АЬ-ёёзбрфат [1+ ёї+ёд+дд+
+...+”г(ї+ їёдїїёїтпл ПРИ -<2,

61: 5 -ід
___

АТ=--ў-;_=Ѕбрпа”
Ё-ЕІ/І -е Ґ, при ч>2,

` (947)
Где \›=ае/К:_ а и е-болъшая полуось и эксцентрвси-
тет орбиты;

(из)1![Іпр(и)]д=дп “_
=_ ___ЗТ`; '

пгт-превышение перигея орбиты спутника над поверх-
ностью Земли; рШд) -плотиость воздуха на высоте На;
рс,,=р((І:,+І:,,)/2); Ітв-превышение апогея орбиты над
поверхностью Земли;

о 1 9 75
ї.=1

РЗСПРЄДЄЛЄННЄ ПЛОТНОСТН ВОЗДУХЗ ПО ВЬІСОТЄ ОПРЄДЄ-
ЛЯЄТСЯ ВЫРЗЖЄНИЄМ

.°(Ґ1)=-4; ФХР РдАд-їиУ-*ьт (д т- 71:31- (9-49)
Значения коэффициентов Аі, Іец. ігм для каждого і-го

слоя атмосферы выбираются как функции высоты Р: из
специальных таблиц. составленных в соответствии с при-
нятой моделью атмосферы (например. из табл. 7.3).

Используя зависимости (949) и (948), получаем

К==

где т-иомер слоя, в котором находится перигей
орбиты.

Изменение времени прихода спутника в точку орбн~
ты. фнксированную с помощью заданного углового рас-
стояния 0, через п витков полета под влиянием сопро~
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тивления атмосферы можно характеризовать [57] зави-
симостью вида

АІ8=АТ п'/2. (9.50)
Варьируя выражение (9.50) по 56, получаем

[“3д%?]8а$6=Р; д
Из (9.47) имеем

д (АТ)/дЅб= АТ/Ѕб. (952)
Полагая (ді/дЅб)в==[д(Аі)/дЅб]д и учитывая выраже-

ние (952). приведем зависимость (9.5І) к виду
д! п* АТ(Еда=Тд, (азз)

Подставляя (953) в (952), получаем искомые выраже-
ния для нзохронных частных производных от парамет-
ров движения спутника по баллистическому коэффици-
енту Ѕб:

(ді'*)=_її*“р* /г=1 2... в. (954)
І

Принимая
532 2 3273?

1-1, _ і___ ,і 1/Ё.
Тп І0=0_. Ти

_.
2* д,

,

где Тп-период обращения ИСЗ, и учитывая (9117), вы-
ражение (9.54) можно записать в виде

дг __ 4 __ . _(Ё)д-~›д5*г*. 1_1,2,/«_1,2,...,6. (МЫ
где при м<2

пї

т~=~ЁІ/%~ер[1+ё{~+ё+ёёд+-~+
+«›е (1+_;+1%+...)],

__3_ І 1+е гїъ*"=_ 2 1/ а Рпдгд "ггг"
Полученные выражения (954), (955) удобны для

практического использования, так как величины сірь/дї
(Іг=1, 2,
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ференциальных уравнений движения, вычисляемые на
каждом шаге численного интегрирования уравнений.

При использовании для записи уравнений движения
спутника системы уравнений в оскулирующих элемен-
тах (7.54) выражение (9.55) имеет вид

др дедсодЅЗдІ д0'__
"її їёЁ ЁЅЁ її ЁЅЁ

_Чш±и2и®“т Іаг а: а: а: а: ТЯІГ
Отметим, что для уточнения значения коэффициента

Ѕд необходимо иметь измерения на участках орбиты, как
правилоі разнесенные во времени не менее, чем иа
сутки. _

На движение ИСЗ, совершающего полет на сравни-
тельно небольших высотах (~200-ЗО0 км), заметное
влияние оказывают случайные флюктуацни плотности
атмосферы. Поэтому при прогнозировании движения та-
кого спутника целесообразио вместо детермииированной
модели движения использовать стохастическую модель,
в которой ускорение ИСЗ, создаваемое аэродинамиче-
ской силой лобового сопротивления, представлено слу-
чайной функцией.

Примем, что средние значения плотности воздуха
с высотой изменяются по экспоненциальной зависимости,
описываемой выражением (949). Любые дополнитель-
ные изменения плотности воздуха могут быть наложены
на эту модель. Так. например, предположим, что случай-
ные флюктуации плотности атмосферы характеризуются
стационариым процессом Гаусса-Маркова первого по-
рядка:

М [Вр (і)] = 0, цм іар(г)ар<т+<)1=з=ре-“"і, (956)
где о: и а-дисперсия и коэффициент затухания авто-
корреляцнонной функции стохастической модели измене-
ния плотности воздуха.

Прп этом статистические характеристики флюктуа-
ции плотности воздуха определяются двумя велнчииами,
имеющими определенный физический смысл: дисперсией
(насколько они велики) и коэффициентом затухания
автокорреляционной функции (насколько они прщолжтт-
тельиы).



В этом случае движение спутника может быть опре-
делено восемью параметрами, в число которых входят
средние значения шести параметров орбиты, некоторый
седьмой параметр, характеризующий постоянное среднее
значение сопротивления атмосферы, и восьмой параметр,
характеризующий мгновенное значение сопротивления
атмосферы, вызванное стохастнческим процессом изме-
нения плотности воздуха.

Положение и скорость движения спутника в любой
момент времени могут быть определены на основе ис-
пользования результатов интегрирования уравнений дви-
жения в оскулирующих элементах, например, вида
(754). Тогда, если принять допущение о том. что изме-
нения средних значений элементов орбиты ИСЗ можно
приближение заменить изменением соответствующих
оскулирующих элементов орбиты, то уравнения (754)
будут определять характер изменения средних элементов
орбиты во времени.

Процедура оценки для стохастической модели отли-
чается от процедуры оценки для детерминированной мо-
дели тем, что влияние случайных возмущений сопротив~
ления атмосферы учитывается в первом случае путем
вычисления случайной флюктуации плотности воздуха
в каждой точке траектории. При задании случайных
флюктуаций плотности воздуха в виде (9.56) оценивае:
мыми параметрами являются шесть начальных значении
оскулирующнх элементов орбиты, среднее квадратиче-
ское отклонение ар и коэффициент затухания а автокор-
реляционной функции стохастической модели изменения
плотности воздуха.

В работе [77] приведены числовые результаты ста-
тистического оценивания движения ИСЗ по результатам
радиолокационных наблюдений при использовании сто-
хастической модели атмосферы описанного выше типа
и детерминироваиной модели атмосферы. Сравнение по-
лученных оценок с результатами высокоточных оптиче-
ских измерений положения спутника, принимаемых за
эталонные, позволило авторам указанной работы сде-
лать вывод о том, что применение стохастической моде
ли атмосферы при определении движения низкоорбн-
тальных ИСЗ позволяет существенно уменьшить откло-
нения вдоль орбиты в сравнении с нспользоваттием
дстерминттроъъапкиой модели атмосферы.
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В заключение отметим, что в случае необходимости
стохастическую модель атмосферы можно обобщить и
на случай процесса более высокого порядка или сделать
нестациоиарной. Например, ее можно распространить
на процесс второго порядка с учетом как длинноперио-
дических, так н короткопериодических случайных флюк-
туаций или же ее можно сделать переменной во времени,
чтобы оценить влияние суточных колебаний плотности
воздуха.

9.5. последовательное совместное оценивание
параметров движения летательного аппарата'
и корреляционной матрицы ошибок траекторных
измерений

При последовательном оцениваиии параметров дви~
жения ЛА по результатам траекторных измерений мето-
дом, рассмотренным в гл. 4, обычно предполагают, что
известны априорные статистические характеристики
ошибок параметров движения ЛА в начальный момент
времени (начального состояния динамической системы)
и ошибок измерений. Принимают, что распределение
ошибок измерений имеет нулевое математическое ожида-
ние и некоторую известную корреляционную матрицу.
Однако в силу различных причин истинная корреляци-
онная матрица ошибок измерений может значительно
отличаться от априорно задаваемой. Использование же
при статистической обработке неправильной корреляци-
онной матрицы ошибок измерений может привести к зна-
чительному отклонению полученных оценок параметров
движения ЛА от их истинных значений.

Рассмотрим методику одновременного оценивания
параметров движения ЛА (состояния динамической си-
стемы) и корреляционной матрицы ошибок измерений
по критерию максимального правдоподобия.

Введем п-мериый вектор Ад, представляющий собой
разность между истинными значениями параметров дви-
жения ЛА (вектором истинного состояния) Х; и векто-
ром расчетных значений параметров движения ЛА,
определяемых по начальным условиям нулевого прибли~
жения (номинального состояния) Й; для некоторого за-
данного момеита времени Ід. Если абсолютная величина
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вектора А; достаточно мала, то вектор А, связан с нею
'ҐОРОМ А); СООТНОШЄННЄМ

А,=а› (д, 1,) А.. (эт)
где Ф(і;, ід) -матрица перехода состояний.

Примем, что р-мериый вектор Уі=Ні-ЁЁ представ-
ляет собой разность между измерениями и расчетиыми
значениями измеряемых в момент времени іі функций,
рассчитанными для номинальнойтраектории. Если ве-
личины У; достаточно малы и если Ёі=<р(Хі, 11), то
связь между переменными Уі и Аі приближенно описы-
вается линейным выражением

удїАцАі-'І-'ди

где А,Ё=:(-Ё%)
ї.

а р-мерный вектор ошибок изме-
= 1

рений является элементом случайной некоррелирован-
ной совокупности, распределенной по нормальному зако-
ну с нулевым математическим ожиданием и диагональ-
ной корреляционной матрицей К, т. е. ЩЄА/ (0, К).
Предполагается, что матрица К неизвестна, но на протя-
жеиии периода измерений ц<і<ід постоянна. Если вве-
сти матрицу

ВҐї-'АІФ (ІІ, 1.),

то уравнение (958) можно записать в виде

Величины У, условимся называть измерениями.
Итак, имеется следующая постановка задачи. Дано:

последовательность измерений У, У,,..., Ум соотноше-
_ние У,=В,А,, 0,, где величина О, имеет расп едёле-
иие вида А/(О, ), причем постоянная матрица неиз-
вестна, и априорные вероятностиые характеристики от.
КЛОНЄННЯ ВЄКТОра СОСТОЯНИЯ СИСТЄМЫ ДЛЯ НЄКОТОРОГО н3'

чальиого момента времени 1,: М[Ё°]=0 и м],ї°2°'] ==Р,.
Требуется найти на основе принципа максимального
правдоподобия наилучшие оценки 2,, н Ё вектора А, И
матрщы В.
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Логарифм функции правдоподобия от А, и Ё опреде-
ляется выражением
щи, к)=1я1.(А,,, нп, 1,,

Н

“"%в (у: '"' 3115011? І (у: "' 311304*
131

+ (м- Ко* Рді, (м- Ко. (его
где С- постоянная;

Агїфиіи 10) Аа; рдо їфат із) РоФт (іт 11)*
Для получения оценок максимального правдоподобия

требуется максимнзнровать функцию ЛА» К) по пере-
менным А, и К.

Чтобы обеспечить максимум функции Р(А,,, В), нужно
удовлетворить следующим условиям:

дг/да,,=о, дг,/ди=о. (авг)
Днфференцируя выражение (9.6І) по вектору Ад. полу-
чаем

М

5% =_ в (у: _Візьпг 'Вт+
іпп!

-1-(3, - Е,,)*Р;;=0. (нов)
Перегруппировывая члены в транспонированном соотноше-
нии (9.63), находим

м и
(2 В',К"В, + Рї/з) Ад= 2 В',К"Уд+Р;ЁА,,. (954)
І-вІ ІІ-І

Учитывая, что Ёд=Ф(І,,. 1,) Ё,=0 при Ё,=0 и пред-
полагая. что матрица коэффициентов размерности пХп
при Ё, в выражении (9.64) неособенная. получаем следу-
ЮЩЄЄ СООТНОШЄНІІЄ ДЛЯ Ѕдї

М -І М

Ад

1111 1-1
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Гїри решении уравнения дЁ/дЁ-=0 воспользуемся тож-
деством \\'=Ё". Если матрица К неособенная, то из
однозначнэсти матрицы “І следует однозначность матри-
пн К. Тогда необходимое условие максимума функции
правдоподобия І.(А,,, К/Уп У, ..., Ум) можно записать
в виде дР/д\Н=О или дР/дтлі,,=О, і, 1:1, 2, ..., р.

Отсюда получаем следующее условие:
Ё..._.2 ЁІ. ___* ЁЁШ..
дШН; [2

м- $- 2 от ~ ВЪтЪд оі” - Вітїгл.
Ё==1

где у? обозначает і-ю компоненту вектора їд, аВуд- і-ю
строку матрицы Ві. Множитель 2 появляется потому.
что шд=ш,і. Замечая, что

Р
'т

І=|

Где А” обозначает адЪюнКТу элемента Ш", Получаем

Тогда из равенства дР/дш,,=0 вытекает условие
А ^' ^ ^м т* =

і=1 '

Аналогичным образом, если і=І, то из равенства
дР/дш,,=0 следует

м

І=І

Учитывая, что дд/ЩЦ представляет собой іі-й эле-
МЄНТ МЗТРИЦЫ Ш", и комбинируя уравнения (9155)
и (9.67), получаем

м
“І- І

=7:7_в “Г” 8131:) (ї: _ валу
1:11
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Н, СЛЄДОВЗТЄЛЫІО»

Л/

Ё=% 2<*.-В.їм›н.-в.2.›г ню
1:1

Оценки вектора 2,, и матрицы Ё, определяемые фор-
мулами (9.65) и (9.68), предусматривают использование
полной выборки измерений У, У, . . ., їд. Искомые ве-
личины Ёд и Ё входят в зависимости (9155), (958) нели-
лейным образом. Поэтому для их определения необходимо
использовать итерационные формулы, а именно для каж-
дой номинальной траектории нужно выполнить цикл ите-
раций, чтобы получить искомые значения оценок 1.3* и Ё.
удовлетворяющих уравнениям (955) и (9.68). Для выпол-
нения итерационного цикла нужно задать начальное зна-
чение матрицы В и затем вычислить Ё, и Ё. После это-
го выбирается новая номинальная траектория, скорректи-
рованная с учетом оцененной ошибки Д, и весь процесс
повторяется, пока он не сойдется. Оценка, к которой схо-
днтся итерационный цикл, удовлетворяет неравенству
І Ё2')-Ё:'"|<е, где в -вектор-стоапбец, компонентами
которого являются малые наперед заданные числа.

Выражения (9135) _н (9158), определяющие оценки Ё,
и Ё по полной выборке измерений, можно привести к ре-
куррентной форме. Если заменить индекс Іг на М и ввес~
ти обозначение

~ -1

рїдкв втгйїівг+ РЁЦ ›
[ї] І

то матрицу Р? можно выразить следующим образом:

М-І

Р; =в*~н;'в_,+ 2 в*,ії7'в,+ Р;;0=
Ёвї

=в=_\.ії;'ві,,+їт', (нов)
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где
мы

Р;'= 2) в*,н;'в,:+1›;;0.
і=1

Из уравнения (9139) следует, что

РМ: (її +в*),їі;'в~)-1. (зло)
Используя лемму об обращении матриц (269),

уравнение (9.70) можно представить в следующем виде:

Р~=Ё~ -КМВІЧЁМ (9.7І)

где
К” = 1ї~в*~ (вддвд, +й,,) - '.

После некоторых алгебраических преобразований
уравнения (9.65) можно привести к виду

3,, = Р~в*^,н;'ч,, + Рдўд-'Ъш (912)
где

ІМ.-

; А~=Ф(:~, г,,_,) А,,_, =Р~ 2 вдїїу,
і=І

т. е. вектор їд, представляет собой оценку вектора АМ
полученную по М-І наблюдениям. Подставляя в уравне-
ние (9.72) матрицу РА, в виде (971), получаем

3,, = 3,, + к), (ум _ ВМБА). (913)

Для вывода последовательного алгоритма оценива-
ния матрицы К соотношения (9.68) представим в виде

її~=~ДГ<Ч~-В~2\~><У,,-в~3~›*+
М-І(М _ 1) ^ ,сдуш-дуЕ (т, _- вдим) (ч, _- в,А,,,,)*, (914)
Ґці

где

в,/Ѕ,,=Ар (д, 1,) 3,, = ддт/_



Если второй член правой части выражения (914)
аппроксимировать оценкой матрицы К, полученной для
Н-І точек выполнения измерений, т. е. величиной
Кд_,(1\/-1)/1\', то соотношение (974) можно выразить
в последовательной форме следующим образом:

Е,= (1 - 1%)Щ-. +ё-щ-ВмїиЩ-Вдит (915)
Уравнения (9.73) и (9.75) вместе с (9.71) и

Еь=Ф(1/ь› їь-дЕь-тї

гь=фєв~ ія-дРн-тфтаь» іь-т)

образуют алгоритм последовательного оценивания. Пре-
имущество использования выражения (9.75) по сравне-
нию с формулой (9.68) состоит в том, что в каждый
момент измерения надо обрабатывать лишь последнюю
экспериментальную точку, в то время как при использо-
вании соотношения (958) требуется для каждого зна-
чения А! обрабатывать всю последовательность экспери-
ментальных данных.

Когда М мало, то оценка матрицы К сильно зависит
от начальной оценки состояния. Так как в этом случае
оценка состояния может быть недостаточно точной, что
может привести к большим колебаниям оценки матрицы
К. Поэтому желательно модифицировать весовую функ-
цию І/АІ. ҐІри модификации нужно обеспечить возмож-
ность стабилизации последовательной оценкн состояния.
прежде чем эта последовательная оценка будет исполь-
зована для коррекции начальной оценки матрицы К.
В работе [78] предложено выражение (9.75) предста-
вить в виде

Ём= (1 “" їмуйм-т + Та (ум_ впал) (уп_ вики”
(916)

т”=(~- 1) (М-2) . . . (М-ь)/М**'; (9:17)
Ь-целое число.

Весовая функция у равна нулю при всех 199, а при
М-»ьо функция у стремится к І/Н. Следовательно, при
М<Іє матрица їїд совпадает с апрнорно заданной ма-
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трицеи Ко. Выбор числа Іг зависит от того,_насколько
хорошо известна матрица Ко; а именно, чем более точна
матрица Ко, тем большее значение Іг можно взять.

Таким образом, оценка вектора Ё” и матрицы Ё про~
иаводится на основе выполнения следующих этапов:

1) выбрать Р,, Ё., Ё.. іг;
2) принять Н=Ід
3) вычислить Й~=Ф(і~› їдьдзмд;

4) рассчитать у" и Ё” ПО ФОрМУ-ІІЗМ
а) т,,=(м_1›(м~2›...(М-І:)/М*+';
б) Ё_у=(1 -*'ї,,)Ёдц +1" (ж/“вмзд “М” В/«Хмуд
5) вычислить Ё” по формулам

а) Ънъ-Фил" Ґ~-1)р1у-1ФТ([А'* іМ-І);

б) км ЗЁЧВТМ (Вм-рмвтгч
В) дл: Би+ км (ум _" Визы);

б) вернуться ~к п. 46 и уточнить оценку 'ЁМ заменив

Е” на Ёдд
7) повторить счет по пп. 56 н в;
8) повторять пп. 6 и 7. пока величины Ёд, и Ё” не пе-

рестанут изменяться;
9) положить М=ЛІ+І и вернуться к п. З.
После того как обработана вся совокупность измере-

ний, можно получить новый номинал, заменив Й, на Йдї-
+Ё,, и вновь подвергнуть всю совокупность данных ста-
тистической обработке, чтобы исправить ошибки из-зг
нелинейности соотношений, описывающих распростране-
ние состояний, и зависимостей, связывающих измереНИЯ
с переменными состояния системы.

Рассмотрим пример, нллюстрируютцттй применение пзложеяитои
МЄТОДІІК" РшЧ/Рреитного оценивания вектора состоянии Х/т И КОРР*
гляцъяоппъпой матрицы ошибок измерений К.
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Гїрнмеи, что радиолокационная станция, нзмерапошая наклон-
ную дальность В, угол места у и азимут А с шагом Аі==6 с, ведет
наблюдение за ИСЗ, движущиися по низкой околоэециоі орбите.
Для моделирования измерений использовалось решение уравнений
движения спутника типа (752) с начальники условиями

×.=4є1 351,3 м і,=75ы,ое м/е
у, = -56355045 м ў, = 1514.23 м]с
г.= 32191383 м і, =1522.вз м/е.

Средняя высота орбиты составляла 177 хм.
Результаты расчета измеряемых дальностей, углов места и ази-

иутов искажались путем прнбавлеиня-модедшрованных независимых
случайных ошибок измерений, характеризуемых иулевыми матема-
тнческими ожиданиями н днсперсиями о2д=37,5 112; 0*., =о*,\=
=0,б25-10-3_ градї Полученная совокупность данных содержала
42 вектора измерений, каждый из которых состоял из одиночных
измерений дальности, угла места и азимута.

Использованные для расчета номинальной траектории началь-
ные условия движения спутника на 305 м превышали каждую из
приведенных координат положения и на 1,51 м/с кансдую из проек-
ций скорости. Для начала процедуры оценивания в качестве на-

чальной оценки вектора Ё., был выбран нулевой вектор. начальные
дисперсии ошибок оценивания положения были приняты равными
037240* м', а начальные дисперсии по скоростям бьши выбраны
равными 2,8 мд/сї. Начальные значения коррелвциоииых моментов
приняты равными нулю.

Кроме того, требовалось ыбрать начальную оценку Ё для мат-
Ртш К. Если принять ввачеиие ІІ, значительно меньшим. чем
Кд-истиниое значение матрицы К. то величина матрицы Р будет
быстро уменьшаться. По мере того как величина матрицы Р стре-
мится к нулю, алгоритм оценивания иреиебрегает последующими
данными измерении. Однако при игнорнрованин измерении могут воз-
никнуть большие ошибки в оценке состояния. Чтобы избежать это-

ГО. матрицу 'Ёп следует выбирать достаточно большой. с гарантией.
Что ее величина больше величины матрицы Кг-ИСТПННОЁ. 110 т*
известной величины матрицы ІІ.

В рассматриваемом примере матрица ІІ. соответствует значению
матрицы В. принятому для моделирования ошибок намерений. Было

использовано несколько значений матрицы Ё, и при этом обваруже~
но. что оценка состояния сравнительно иечувствительва к Ё, в д-
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Рис 9.2.

апааоне Щ<Ё<4І2г Поэтому здесь приведены результаты ддЯ
Ё,= 1511,.

Ошибки оценивания средних квадратическнх отклонений измере-
ния дальности ад и угла места иї приведены на рис. 9.2, где араб-
скими цифрами отмечены номера нтераштй. График ошибки оцени-
вания среднего квадратнческого отклонения он измерения азиму-
тального угла полностью тождественен графику ошибки оценивания
величины 01. Показаииые на рис. 9.2 ошибки определились Как
разности между истинной величиной среднего квадратичесітгт
отклонения соответствующего измерения и оценкой этой величины.
Как видно из рис. 92, процесс вычисления сходятся за четыре нте-
РЗШШ.

Каждая итерация выполняется путем обработки всех данных.
затем следует возвращение к первому этапу вычислительного алго-
ритма. После этого результаты измерений вновь обрабатываются
с использованием в качестве Ё., последнего значения матрицы Ёп
ИЗ предыдущей итертшн. После каждой итерацнн начальные У°д°'
вия для номинальной траектории уточияются, чтобы улучшить спра-
ведливость лннеарнзации.

ГРЗФНКИ. характеризующие ошибки по положению н скорости
для первой и пятой нтерацнй, приведены на рис. 9.3 н 9.4. Ошибки
определялись по формулам

Аг== Ум* + Ад* + М. во = 1/ м* + Ад* +м.
зю
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На рнс. 9.3 н 9.4 приведены результаты при К=Пд (сплошные ли:
нии), Е=І5К. (отмечены точками) и для значения К. полученного
с помощью процедуры последовательной оценки по уравиевиг

(916) при Іг=2 и ЁБ= ІЅІІ.. (штрпховые линии).
Исследование уравнений алгоритма последовательного оценива-

ния состояния системы позволяет сделать вывод. что малые диспер-
сии ошибок измерений заставляют алгоритм оценки придавать боль-
ший вес результатам измерений, чем предыдутцсй лучшей Оценке
состояния. Алгоритм оцпияваапгкя придает больший вес рыультатам
»измерений до тех пор. пока матрица коэффициентов усиления К ис
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приблизится к нулю. Наоборот, если матрица В достаточно велика,
то на фильтр большее влияние оказывает предыдущая наилучшая
оценка состояния. Приведенные на рис. 9,3 и 9.4 результаты демон
стрируют эту особенность, так как ошибки Аг и Аи для тех случаев,
когда К=ІІ., значительно более чувствительны к индивидуальным
измеренням, чем когда К=І5Кд.

Наконец. как было отмечено выше. при выборе параметра І:
в уравненни (917) надо учитывать, насколько хорошо пізвестна

/\матрица Ко. а именно, чем более точно известна Ко, тем большее
значение Іє нужно выбирать. Было установлено, что для данного
примера достаточно хорошие результаты получаются при Іг=2-~З,
если Ё; находится в диапазоне Кн<Ё`д<І5Пш

В заключение следует подчеркнуть, что итерацнонный
процесс обработки совокупности измерений нецелесооб-
разно осуществлять в реальном масштабе времени при
текущем слеженни за движением ЛА. Рассмотренный
метод последовательного оценивания параметров движе-
ния ЛА и дисперсий ошибок траекторных измерений
может быть эффективно использован для послеполетных
исследований.

9.6. Определение управляемого движения ЛА
совместной статистической обработкой результатов
измерений траекторных средств и инерциапьньях
датчиков

Определение управляемого движения центра масс ЛА
по результатам измерений некоторых функций парамет:
ров движения его имеет ряд специфических особениостеи
в сравнении с определением неуправляемого движетт-
Основная особенность состоит в том, что для управляе-
мого движения ЛА характерно существенное нарушение
детерминированности траектории, обусловленное ДЄЙСТ*
вием управляющих сил. Поэтому определить управляе-
мое движение ЛА можно, лишь замерив с помоЩЬЮ
инерцнальных датчиков (акселсрометров) ускоренИЯ.
создаваемые поверхностными силами (тягой двигатель-
ной установки, аэродинамической силой, солнечным дав*
лением) [79].

Примем, что рассматривается движение центра МИСС
ЛА с управляющим ускорением. описываемым непре~
рывиой или кусочно-хкепрерытапіой функцией.
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Введем некоторую абсолютную систему координат,
начало которой совместим с центром Земли. Движение
центра масс летательного аппарата в этой системе ко-
ординат описывается уравнениями

“%=Ь<г›+р,
єі .д}=у, (9.7в;

где \/, г-соответственно вектор абсолютной скорости и
радиус-вектор ЛА; Ь (г) -ускорение силы притяжения;
р-ускорение, создаваемое действием поверхностных
сил и зависящее в общем случае как непосредственно от
времени (в соответствии с программой управления), так
и от параметров движения и различных факторов слу-
чайного характера.

Примем, что с центром масс ЛА связана вершина
трехграиника, вдоль осей которого установлены оси чув-
ствительности акселерометров. Направления ребер трех-
гранинка неизменно совпадают с направлениями осей
выбранной системы координат. При этом предполагает
ся, что поддержание точной ориентации осей акселеро~
метров осуществляется с помощью гиростабилнзирован-
ной платформы, телескопической системы слежения за
звездами или каким-либо иным способом. В этом случае
р=р (т) - вектор-функция времени, компоненты которой
определяются по показаниям соответствующих акселеро-
метров.

Определение г и \І путем интегрирования уравнений
(978) подобно решению задачи прогнозирования не-
управляемого движения ЛА. Основное отличие состоит
в том, что одна из компонент р полного вектора уско~
рения, нспытываемого ЛА. известна лишь на интервале
измерений. Это отличие обусловливает принципиальную
возможность получения решения лишь для моментов
времени 1, удовлетворяющих неравенствам

ти<т<тт<гм (919)
где ін-время начала измерений; іт-текущее время;
йтг-нремя окончания измерений.

Второе отличие заключается в том. что функция р(і).
определяемая в рассматриваемом случае по показаниям
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акселерометров, известна с ошибками. Это значит, что
при интегрирования уравнений (9.78) приходится при-
нимать р(і)=р,,(і), где рці) -измеренное ускорение.

Определение параметров движения центра масс ЛА
для моментов времени, удовлетворяющих неравенствам
(9.79), может быть произведено численным интегрирова-
нием уравнений движения ЛА на универсальной ЭВМ.
Для этого информация, поступающая от акселерометров,
может, например, преобразовываться устройствами пред-
варительного интегрирования н запоминаться в виде ве-
личин, соответствующих приращениям вектора скорости
за счет действия поверхностных сил

Ґі-Ъді

АУдш, = Ѕ
р” (т) (11.

і
Интервалы времени Аі могут соответствовать дли-

тельности импульса тяги или шагу интегрирования диф-
ференциальных уравнений (для случая непрерывного
действия поверхностных сил). При этом для решения
задачи должны выбираться такие методы численного
интегрирования дифференциальных уравнений (9.78),
которые позволили бы ввести в алгоритм величины
АУМ” Данному условию, например, удовлетворяет
экстраполяционный метод Адамса (см. 5 7.4).

Представим приращение вектора скорости М/і На
каждом шаге интегрирования А! суммой двух слагаемых
АУМ и АУР, д, первое из которых обусловлено действием
ускорения земного притяжения, а второе-действием
измеряемого ускорения, создаваемого поверхностными
силами. Тогда в силу линейности экстраполяционной
формулы Адамса (7.57)

т

уг+т=ук+ых “ЬЕ/'г-І: (931)
11-0

решение системы дифференциальных уравнений ДВИЖЄ*
ния центра масс ЛА (9.78) в некоторой точке і+1, С0°Т'
ВЄТСТВУЮЩЄЙ ВРЄИЄНН і:+:=і1+Аі. запишется в виде

ҐІ-РІ-ї- ГІ+АГІІ

УЬНїУІ-ъАУІї-УІ+АУЬ'І+АУІДП
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ГДЕ
Іі+ Іін

'і
Агд= ніж/Идёт; АУ,,_,= у Ь(г)сі1;А\Ір_,=

1
'гы

=
і

р (ддт.
є

Вместо АУрд при расчете используются поступающие
для обработки величины Аїрді. определяемые по зависи-
мости (9.80), а величины Агі н АУМ рассчитываются по
формулам (9.81), где уЦ, 512.4, .. ., ддт-соответствен-
но значения вектора абсолютной скорости \І и вектора
ускорения силы притяжения Ь в точках, соответствую-
щих моментам времени и, ІН, . . ., ддт.

Другой способ учета измерений акселерометров свя-
зан с рассмотрением движения ЛА при действии по-
верхностных снл в качестве возмущенного по отношению
к опорному движению, для которого принимается, что
р=0 (поверхностные силы отсутствуют).

9.6.1. Способы использования решений уравнений
движения ЛА в вариациях

При решении задачи определения управляемого дви-
жения центра масс ЛА в качестве опорной может при-
ниматься траектория, определяемая в результате инте-
грирования уравнений (918) для двух вариантов пред-
ставления ускорения р(і), создаваемого поверхностными
силами І) р(-і)=0 и 2) р(і)=р,,(!).

Предположим, что коррекция ориентации трехгранни-
ка акселерометров достаточно точна и введем в рассмо-
трение функцию ошибок собственно акселерометров
бра), которая может также приближенно учитывать
ошибки других видов. Функция бр(і) есть векторная слу-
чайная функция с математическим ожиданием М[бр (01
и корреляционной функцией КРИ, Ґ)-

В соответствии с двумя принятыми способами ио-
строения опорной траектории возмущающимн ускорения-
ми соответственно будут

и м,<1›=р<±›=:›.<о-гг (0 (933)
И (вы)2) др(і)=-6Р(ї)~

зп



Тогда уравнения в отклоиеииях от опорной траекто-
рии запишутся в виде

Ё%бГ;=8У,

%ау=ь (г-ьаг) _ мг) + р, (г). (9.85)
Благодаря наличию кинематической зависимости

между положением и скоростью ЛА удобно использовать
понятие шестимерного фазового пространства, координа-
ты которого представляют собой компоненты отклонений
по положению и скорости центра масс ЛА от опорной
траектории, зависящие от времени. Каждая точка этого
пространства определяется своим шестнмерным векто-
ром отклонений

м<о=ч т. (егоп” (г) т
Вектор бч(і) определяет динамическое, или фазовое,

состояние центра масс ЛА в момент времени г.
Составим вектор

О

_ Рра)й
и матрицу гравитационного граднента 601), элементы
которой представляют собой производные от Ь(г, і)
в некоторой точке опорной траектории по координатам
этой точки:

'ч (ї) = (9-87)

дьдо ддт) дьдг)
дх дх дх

___ дьщудь (Одьдг)00).. й-й-дў- . (938)

дьдг) ддт) дьдг)
дг дг дг

После лииеаризации (9.85) получаем следующие
уравнения, движения ЛА в вариациях:

дЁІЮг-В (1) дЧ-т-Ч 0)» (9-39)
где 6510) =$~ дч 0);
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В(ті) --матрица переменных коэффициента, оцредедяе.
мая через 60) и единичную матрицу Третьего порядка,
т. е.

10 Е і
1 1 о 9:

*ЩО 0 .. ( Ю)
Пусть ФМ, 10) --матрица перехода (фундаменталь-

ная нормализованная матрица решений уравнений
(9.89)), полученная интегрированием системы (9.89) при
ц(2)=0 и матрице начальных условий, равной единич-
ной матрице Е шестого порядка.

По физическому смыслу элементы матрицы Ф(і, 10)
представляют собой частные производные от некоторого
Іе-го параметра движения в момент времени і по і-му
начальному условию движения (Іг, 1:1, 2,

Используя свойства решений линейных дифференци-
альных уравнений, записываем решение неоднородной
системы (9.89) в виде

МШ=Ф (д ҐддЧЄд-і- 50)- (9-91)

В (1) =Ф (Ґ, 1,)
до

в (г):

ГДЄ

При использовании сферической модели гравитапнонного под:
Земли переходная матрица Ф(!_ го) относится к классу симплекти-
ческнх матриц.

Напомним, что матрица четкой размерности А называется сим-
ПЛЄКТИЧЄСКОЙ, ССІШ ВЬІПО-ЩІЯЄТСЯ РЗВНІСТВО

Атмы. (933)

1
0
В!

=' _ в о '

Е - еднннчная матрица.
Так как .Р=-Е. то можно считать матрицу 1 аналогом мин-

Где

мой единицы і= у: в алгебре комплексных чисел.

На определения (9.93) следует. что симнлектнческая матрица
обладает такими же свойствами по отношению к матрице .І. как н
эртогоаиалывая матрица по отношению к еднничной матрице Е.
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Принадлежность матрицы А к классу симплектических матриц
облегчает ее обращение. Умножив уравнение (993) справа на А*
и слева на .І, получим

'

А-1=-1Ач, (вы)
так что обращение снмплектъяческой матрицы сводится к переста-
новке ее элементов.

Для того чтобы показать, что перехолная матрица Ф(і, го)
является симплектической, заметнм следующее:

Ф*(ід, І0).ІФ(І0, І0)=.І,

так как ФИО, 20) равна единичной матрице. Следовательно, необхо-
димое доказательство будет получено, если удастся показать, что

Ё" [от (г. 1.) з Ф (г. 1,); = о.
Поскольку

~%о(г,гд= вимвоцгд.
то, учитывая зависимость (9.90), имеем

1%* [Фт (І, 1,) ІФ (І, Ід] = Ф* (І, 1,) В1'(і) 100, 1,) +

ІЁ “ЅШІНЬЁ "ЁІІ×
-Ё 'ЁНН ° в |І°<~~>=

+Ф*(1-1«\3В(1)Ф(і. ід= Ф* (д іь)

ХФЄ-ід ФЧШд са) о
=Ф*<±.1.› ГГ” Ёноамд +Ф*<±.±.›×

×||“0(° і [ои.:.›=0~
Справедливость последнего шага вытекает из того, что О*(І)=

=6(!), т. е. матрица гравитационного градиеъпта при использова-
ини сферической модели гравитационного поля Земли является сим-
метрической.

Наконец, если переходную матрицу Ф(т, 10) разбить на блоки
таким образом

Ф (изо) =:
гФп-(Т-Іів)

Фпкїдд)

гфаіхтьіо) Фп (1:10)
|. того
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то ее обращение выполнится по формуле

фтп (11 Ёп) "" Фтн (д

-Фти (11 із) Фтн (1130)
что следует иазависимостей (933), (9.94).

Ф-'І (310) = Фан: 1): Щи»
При применении первого способа построения опорной

траектории (р(і)=0)
В(0=Вр(0+Вь(0› (9-97)

а второго способа (р (і) = р, (і))- _
В (1) = В, (і). (9-98)

где 5,0) а ВЬЮ-соответствеино результата преобразо-
вания (9.92) для ~<~›=›1,.ъп «щ
И

" “Ёп-зі <=› ' (МОО)
Ддя В,,(і) на основании (932). (996) и (939) теги

ррщ=ф (г, г.) а, (г, 1,); ада, 1,):
І

=
ч -Фтп (11 ІІЙРІЁ) _

Ь Фп. о. «мы т (9 )
Ошибка 560) определяется через Бра) по форпудагд.

аналогичным (9101):
рь (1) =Ф (г, 1,) ад (і, 2,); о, (і. і.) =

і

і
а математическое ожидание ошибки $,,(І)-по формудг

М [да (І)] =Ф (І, г.)М [об (г, І,)].

МИ, (І, і,)]=

Год.
(т- г.) М [до (1))

21-539 3**

-Фтн (130) а? Ё) д , .ю2«этно» 1.) гг о) 1 (9 )

де.
0*" (т- д) М їдг (01

д-Єіъп



Корреляционнуто матрицу функции 560) можно полу-
чать, используя зависимости (9102) и (І.8):

ки (г) =а> (г, 1,) КМ (г, 1,) Ф* (г, тд.
УЧИТЬІВЗЯ ОЧЄВНДНЫЄ раВЄІ-ІСТ88

__ ох = Ф _
УЛІРХІІ ігнх

___
Ф

ї
ФКХФТ

кУ-'н Р І КХНФТ РТН_Ё Ркхо* РкХРт а
и формулы (9102). записываем выражение для корреля-
ционной матрицы КЛ (і, 2,):

кд (гг го) г"

її ў
іог

*Фгц (ъ із) кїсї- 7,) Фш (д Ґощ , 9
Фтп (11 (о) кїй: Ґ) Фп (т: (о)

Таким образом, задача определения параметров
управляемого движения центрамасс ЛА решена в пред-
положении, что известны параметры движения ЛА по
опорной траектории и имеются зависимости для вычис-
ления матрицы Ф(і, 20).

9.6.2. Последовательная оценка параметров
управляемого движения центра масс летательного
аппарата в точках измерений (динамическая
фильтрация)

Для* определения управляемого движения центра
масс ЛА большое значение имеет последовательная
оценка параметров движения для моментов времени из-
мерений, что позволяет, но-первых, отказаться от запо-
минания результатов измерений; во-вторьхх, использо-
вать для решения задачи определения движения ЛА по
результатам измерений более простые ЭВМ и, в-третьих.
управлять движением ЛА, используя текущие, система-
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тически уточняемые результаты статистической обработ-
ки измерении.

В качестве опорной траектории при этом может ве-
пользоваться:

1) траектория, определяемая по априорным данным
без учета действия поверхностных сил;

2) траектория, определяемая с учетом только данных
инерциальных измерителей;

3) траектория, определяемая с учетом измерений всех
средств, ведущих наблюдение за движением ЛА.

Применение первого варианта ограничивается опре-
деленными максимально допустимыми начальными от-
клонениями от опорной траектории и величиной управ-
ляющей силы. Для второго варианта сохраняется лишь
первое из ограничений. Наиболее благоприятными свой-
ствами обладает третий вариант построения опорной
траектории, одного он сложен для практической реали-
зации.

Пусть в качестве опорной взята траектория, при рас-
чете которой учитываются лишь гравитацнонные силы.
Оценка параметров движения центра масс ЛА в точке
1,, +,› по известным значениям оценки 6Ё|`(і,,)=б'сі,д,д откло-
нений параметров движения от опорной траектории в точ-
ке ід, корреляционной матрицы этой оценки

Кїаьдппо-
лученным в момент времени ІН, векторам траекторных
измерений Н(І,,+І)=Н,,,,, и измерений р,(ід+,)=р._.д+,.
поступившим от акселерометров, может быть выполнена
по зависимостям (4.35)-(4.З7). В обозначениях данной
задачи эти зависимости имеют вид

5ад+ыь+1=дад+ыь+ амп [ньн "' 2 (админ (9' 104)

^ ї ~ *а А ' ,я

“Нд/дм кгчды/д *+1 *+1 *мы ( _)

где ББНЩ-предваргттезтьная (до использования траек~
горных измерений. полученных в момент времени тыл)
оценка вектора отклонений параметров движения ЛА от
опорной траектории, определяемая на основе зависимо-
стей (9.91), (9101) выражением

батрі/дї"Ф “дн” 111) [ба/д+ а? (ҐК-Н,

91: 323



К*энд/ь
ки бцмгщ, определяемая по формуле

ДЬНІЁ=Ф (ддт Ґд) [Кь1йдг+каа(ід.рп 11)] Х

ХФТ(ҐІ:+1І ііг);

-корреляционная матрица предварительной оцен-

(ЁЬН з КЙЬНМАТІІ+І
(АЬНкд-(ЭНІХДАТЬН

+
КНННУ

т;

Анг-матрица частных производных от измеряемых тра-
екторнькми средствами в момент ЕМ, функций по иско-
мым параметрам движения в этот же момент времени;
Кдн -корреляциоиная матрица ошибок траекторных из-, _
мерений в момент времени ідм; Цддм/д) -вектор рас-
четных значений измеряемых в момент времени »щи
траекторными средствами функций, полученных с ис-
пользованием предварительных оценок параметров дви-
жения пдд/д.

Рассмотрим возможные способы расчета матриц Ф(і,,+,.
т» др “мы Ёп) и кдъиь-ьт Ы-

В случае полета ЛА с малой тягой в пределах опре-
деленных интервалов времени опорную траекторию мож-
но считать достаточно близкой к кеплеровой. Тогда, раз-
бив исследуемую часть траектории на маловозмущенные
участки (ід, щи), можно для расчета частных производ-
ных от текущих параметров движения в точке грн по
параметрам движения в момент времени ід воспользо~
ваться соответствующими зависимостями кеплеровой
теории. Путем соответствующего преобразования возмо-
жен переход к частным производным в исследуемой си-
стеме координат и составление матрицы Ф(ід+4, ід). По~
сле этого, применяя соотношения для подматрнц
Финны, Ґд) И Фщиррн, Ґд) МЗТРНЦЬІ Ф(Ґд+|, Ґд), МОЖНО
по формулам (9101), (9.І0З) определить матрицы
ар (ІІНП ііс) и км сем* [ду

Другой способ расчета матриц Ф(і,,+,. 1,), сі,,(ід+,. И.)
И кддбц.. 1,.) основан на представлении матрицы Ф(і,,+,.
Ґп) В пределах небольших последовательных отрезков
времени Ш, ци] разложеннем по формуле Тейлора.
Для этого рассмотрим способ непосредственного пред-
ставления решения системы уравнений (9.89) матричной



формулой Тейлора, позволяющей получить выражения
для Ф(і;,+,, п.) и д, (дн, 2,.) в удобном для практическо-
го использования виде.

Запншем приближенное решение матричного уравне-
ния (9.89) в окрестности точки п, при т|(1)=0 в виде
суммы М+І членов формулы Тейлира:

М

шо= ` “:%м<~› (ы. (это
Іп=0

где 8ц<"'1(1',)-вектор производных по времени текущих
параметров движения, отнесенных к моменту времени 1,.

Приняв в (9.89) ц(і)=О и последовательно диффе-
ренцируя, получим

ме” <о=ї Съ.-.В<'> (омтс” (о. (что
і=0

т==1, 2, ..., М,

где СЦДЧ-биномиальные коэффгшиенты; Вт (0-матрн-
цы, получаемые г-кратньпи днфференцированием матргщы
В(і).

полагая в (9107) :=:,,; ац«'›(1,,)=ацї*; в<"(:д=
=ВГ и последовательно выражая все производные
бог) через бчд. после подстановки в (9106) получаем
требуемый результат.

Так. например. приняв М=3. будем иметь

т” (і) =ВЮ5<І (02
м<'››<о=в<'› (оманщо гч*'›<о=в<'*<і›гч<г›+

+ во о и (о =1В<° (о+ Вс* «и и (о:
М” (1) = В (д) щ” (ї) + 23"* (0И” (0 + 5*" (1) 5110) =
= 13"* (0 + 23"* (0 В (0 + В (0 3*" (0 + В' (01 дч (1)

м<:›=[Б+«-г.› В.+~<%Ш<В1“+Ві›+
+
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Подставляя в (9108) выражение (9.90) для 8,, и при-
нимая во внимание. что В<1(І,,+Ж)=Ф(І,,+,. Ыбчд. получа-
ем следующее представление Ф(і,,+,, ц) через первые
члены формулы Тейлора

Фан.. г~›= Ё_Ё[|+<±»+.~г~› 0 Е
0::

_дд): ЪО/д 0 'І

053) ат
02) 01;

+ (їьы ~Ґь)'
- о? +02 2053з! . (9109)

Подставляя в (9101) подматрицы ФЁ, и ФЦ, матрицы
Ф(ід+,, ц), определяемой выражением (9.109), полагая
і,=і,,, і=іь+, и учитывая симметричность матрицы О»,
получаем формулу для расчета матрицы арии, 1*) на ии-
тервалах Ш, Ід+,]:

оч», -[<= - гиг + ітї от] рт
ад «Ё-і-І* іідї 5 (.д__1й): (.С__Цдз

кіъ.
тд Р5+Т0и+ 3. 052)] »вы

(91 но)
Необходимо еще получить рскуррентную зависимость

для определения корреляционной функции Кд в прОЦессє
поступления и статистической обработки измерительной
информации.

Для этой цели можно воспользоваться зависимостями
(9.І09), (9110) и представлением случайных векторов
ошибок измерений бр(і) приближенными каноиическимн
разложеииями

гр <±› =Ё тм. (о. <9.111›
чві

где -д-некоррелироваиные случайные величины с дис-
ПЄРЄНЯМИ °',,; бр,(і)-известиьле вектор-функции.

На основе зависимостей (9110), где вместо й,,(ід+,,
1,) и р,(т) подставляются соответственно сіь_(і,,+,. И.)
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и ЗМІ). получим рекуррентуто формулу для расчета зна-
чеиий

ад, (ід+п а) 'т

ил. -[<т-идг+
дт.

1,, [Етпщагі-щёзх- 02)] 39.11)

Например. для др,(^=)=6р,. где брг-постояввьтй век-
тор, получаем

об, (іьн, тд*
-

*Ішёі Е + 3% (АҐ/дцїь] дР:

[Аша + % (Акты, +Ё (мдчзщвр,

где
`

Адгтіры-Іг

В соответствии с (9111) для корреляциоътной натри-
Цы к,д(ід+,, 1*) имеем формулу

кд (ІНШ 115) =Миз “дар д) (га “ддт 15)] =
1

2-12 0,165,
«ьдд»

\›=І

Таким образом, получены все необходимые зависимо~
сти для оценивания по формулам (9.ІО4)-(9.1О5) откло-
нений параметров движения центра масс ЛА от опорной
траектории на основе статистической обработки измере-
ний траекторных средств и инерциальиых датчиков. При-
бавив найденные поправки к параметрам движения цен-
тра масс ЛА по опорной траектории, получим оценки
параметров действительного движения. В случае, если
время, отведенное на решение задачи определения управ-
ляемого движения ЛА, позволяет повторить решение по
алгоритму сглаживания, тязложенному* в 5 4.1. то целе-
сообразно это сделать. Процедура сглаживания позво-
ляет, как показано в гл. 4 на примере оценивания ие-
управляемого движения ЛА, существенно повысить точ~
ность определения движения ЛА по результатам изме-
рений.
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Методика оценивания управляемого движения ЛА,
рассмотренная в данном параграфе, предусматривает
использование траекторных измерений и измерений, по-
лученных от акселерометров, установленных на борту
ЛА. При наличии только траекторных измерений задача
определения управляемого движения ЛА может быть
решена на основе использования кинематической модели
движения ЛА по методике, изложенной в гл. 5 и 8.

10
ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НЕУПРАВЛЯЕМОГО
ДВИЖЕНИЯ ЛА ПО РЕЗУЛЬТАТАМ ТРАЕКТОРНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ

10.1. Постановка задачи

Задача определения неуправляемого движения ЛА
на основе статистической обработки траекторных изме-
рений решается в два этапа. На первом этапе произво-
дится статистическая обработка результатов траектор-
ных измерений с целью определения параметров траек-
тории (начальных условий движения ЛА) (д, 42, ..., Че-
На втором этапе, используя уравнения движения и п0-
лученные оценки параметров траектории, рассчитывают
параметры движения ЛА для заданных моментов вре-
мени. При решении этой задачи исходными данными для
расчета движения ЛА являются результаты траекторных
измерений 11, (і=І, 2, .. ., М) и принятая модель ДВИЖЄ-
ния.

Результаты траекторных измерений искажены ошиб-
ками, обусловленными несовершенством измерительной
аппаратуры и методики учета условий, в которых произ-
водятся измерения. Кроме того, при обработке измере-
ний имеют место ошибки за счет погрешностей привязки
измерений к единому времени и геодезической привязки
измерительных средств к центру общего земного эллип-
соида, за счет неточиого задания вероятиостных харак-
теристик ошибок траекторных измерений н т. п. Пара-
метры, входящие в формулы для расчета действующих
на ЛА сил, известны недостаточно достоверно. В силу
этого найденные значения параметров движения ЛА



также содержат ошибки. Для оценки точности опреде-
ления движения ЛА необходимо установить основные
факторы, от которых зависят ошибки определения дви-
жения ЛА, и оценить влияние каждого из этих факторов
на точность определения параметров движения.

Анализ результатов практического применения алго-
ритма определеиия неуправляемого движения ЛА на ос-
нове статистической обработки траекторных измерений,
изложенного в гл. 9, позволяет сделать вывод о том, что
точность определения движения ЛА и основном зависит
от следующих факторов:
- состава, количества и точности траекторных изме-

рений; _- точности геодезической привязки измерительных
средств;

_ точности параметров атмосферы и гравитационио-
го поля Земли, используемых при расчете сил, действую~
щих на ЛА в полете.

Алгоритм оценки точности определения параметров
траектории на основе статистической обработки траек-
торных измерений, позволяющий проанализировать как
состав, точность и количество измерений, а также взанъь
ное положение измерительных средств и траектории ЛА
влияют на характеристики точности оценки этих пара-
метров, приведен в гл. 9. В данной главе рассмотрим
методы оценки влияния перечисленных выше факторов
на точность определения движения ЛА с тем, чтобы обо-
сновать рациональные требования к точностным харак-
теристикам проектируемых измерительных средств и вы~
работать рекомендации по оптимальному использованию
существующих и разрабатываемых траекторных изме-
рительных средств, точности их геодезической привязки
и использованию методов статистической обработки ре-
зультатов измерений.

10.2. Оценка точности определения
неуправляемого движения ЛА

Текущие значения параметров движения рт. ра. _ - "Не
ЛА связаны с параметрами траектории 01, 0:. .. .. Че т*
линейиыми соотношеннями

рдьтрд и; (Д, (13, . . ., (15), Ё==1, 2, . . ., 6,
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Номвнальвыв Воамутхдевпыо ИНТЄГРИРОВПІИВ
параметры -ь параметры -> УРНВНОШІЙ
траектории траектории ДВИЖЄНШ

Блок выработки
параметров
траектория

4
Вероатноотные
характеристики

ошибок параметров
траектория

Рнс. 10. І.

представляющими собой решения одной из систем днф~
ференциальных уравнений движения ЛА, рассмотренных
в 5 7.3. Использование при интегрировании уравнений
движения ЛА не истинных значений начальных условий
движения, а их статистических оценок, полученных ма-
тематической обработкой реаультатов траекторных из-
мерений, приводит к тому, что результат прогнозирова-
ния движения ЛА является случайной величиной даже
при детерминированиом задании всех сил, действующих
на ЛА.

Достаточно строгую оценку влияния ошибок задания
начальных условий на точность прогнозирования, т. е.
на точность определения параметров движения ЛА для
некоторого момента і, можно произвести лишь на основе
статистического моделирования исследуемого процесса.

Схематическая структура алгоритма исследования
влияния ошибок параметров траектории на точность
определения движения ЛА представлена на рис. 10.1.

Нормальный закон распределения ошибок в оценках
начальных условий движения (параметров траектории)
и числовые характеристики этого закона служат входны-
ми данными для блока выработки случайных ошибок
параметров траектории. На основе этой информации
в нем вырабатываются значения случайных ошибок в па-
раметрах траектории, подчиняющихся нормальному за-
кону распределения с заданными характеристиками.
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-ь ТОВ ОПРМІШЮЕНЯ -› окоячапв

Статистическая
обработка роаульта- Проверка на

а
пдд,

параметров “аудыдтш
движения ЛА “д”

дет"

Ошибки, вложенные с номинальиыми значениями пара-
метров траектории, образуют так называемые возмущен-
ные значения параметров траектории, которые и исполь~
зуются при интегрирования уравнений движения ЛА.
Таким образом, каждое решение представляет собой
случайную реализацию.

Задаваясь числовой характеристикой достоверности
результата (доверительными границами), можно найти
необходимое количество случайных реализаций. удов~
летворяющих параметрам траектории, выдаваемых бло~
ком А. Статистическая обработка этих решений (условно
принимается, что они также подчиняются нормальному
закону распределения, хотя, строго говоря, вследствие
иелннейности решений уравнений движения этот закон
видонзмеияется) позволяет определить математическое
ожидание и матрицу вторых моментов параметров дви-
жения ЛА, соответствующих времени і.

Такой путь решения задачи связан с чрезвычайно
большой затратой машинного времени (например, для
получения результата с достоверностью примерно равной
0.9 необходимо обработать около 50 реализаций). Вме~
сте с тем очень часто требуется получить результаты
с меньшей достоверностью, имеющие более грубый ха-
рактер, но достаточно просто.

Для приближениой оценки точности определения па-
раметров движения ЛА р,, ра. ..., р; примем, ЧТО СВЯЗЬ
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между малыми отклонениями параметров траектории
64,(]=І, 2, ..., 6) и текущих параметров движения
брд (Іг=1, 2, . . ., 6) задается линейной зависимостью

д

8рд=21%д4,, или в матричной форме записи
[г]

__ дрп 172» › - -г Ёп б .ав._"---_-дЧпч”
где

ддт дЧт
аРа ада

8Р= ~ ; 60: - .

ада дЧв

-матрица частных производных теку-дч.. 4:.
щих параметров движения ЛА по параметрам траектории.
вычисляемая по формулам, приведенным в 59.3.

А Для оценки точности определения движения ЛА не-
обходимо найти матрицу математических ожиданий Мы,
И МЗТРИЦУ КОРРЄЛЯЦИОННЬІХ МОМЄНТОВ

Кёмёр» Кдгтёр. ' ° ' Кбит

карї КЬРІъРІ кьРзъРя ° ' ' КЪРІЪР:

Ката. Кёиёр. Кдрм.

ошибок оценок текущих параметров движения ЛА.
Для нахождения матрицы Ми, применим к выражению

(102) операцию определения математического ожида-
ния. При этом, полагая, что частные производные от те-
кущих параметров движения ЛА по параметрам траек~
тории известны точно, можем записать

дрн ра! °' " РаМ
Ю дЧп Че. .- -- Чо 'мат

где МЮ- матрица математических ожиданий ошибок оце-
нок параметров траектории.
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Рис. 10.2.
О

МЫ р* '

На основании (102) и теоремы 1.1, учитывая, что
ошибки 64, (]=1, 2, .. ., 6) определяются как зависимые
случайные величины, получаем

кар?"кбдан 421 '~ -І Че дЧи Чр - - г

или в соответствии с (93)
кьр=гд

чт. 4.-
В шестнмерном пространстве параметров движении

Р» (іг=1, 2. .. ., 6) область их возможного разброса от-
НОСНТЄЛЬНО МЗТЄМЯТИЧЄСКНХ ОЖПДЗНРІЙ С ЗЗДЗННОЙ ВЄРО*
ЯТНОСТЬЮ Р! ІЮПЗДЗННЯ В ЭТУ ОбЛЗСТЬ ОГРЗВНЧЄНЗ ПО*

верхностью эллипсоида ошибок. Эллипсоид ошибок
определяется корреляциониой матрицей Кдр. Центр эл-
липсоида совпадает с концом вектора математических
ожиданий параметров р,, рд, _. ., ра.

В наиболее наглядном случае Іг=1. 2 ПРОСТРЗНСТЮ
параметров р., р; представляет собой плоскость, а эллип-
соид ошибок-эллипс ошибок (рис. 10.2). Вероятность
Р; попадания конца вектора Р (рт, ра) ВНУТРЬ 111114110*
определяется выражением

Р: 7:1 - едчзо

333



где С=а/о,,,=Ь/с,,,; а и Ь-соответствеино большая
и малая полуоси эллипса ошибок.

Из формулы (1О.4) следует, что при С==І РдаО,З9:
при С=З Р:-=О,99. Заметим, что Р, =0,-З9 определяет
вероятность попадания вектора Р в среднеквадратиче-
ский (единичный) эллипс ошибок, Р3ъ0,99-вероят-
ность попадания в полный эллипс.

Параметры единичного эллипса (большая полуось
ат, малая полуось Ь, и угол от между направлением
большой полуоси а, и осью координат рд) при известных
значениях элементов корреляцнониой матрицы

І
!кар=ц

дар.: Кар" ър. 2
їЁкъргърд °'ър.2

могут быть вычислены по формулам
якар. Ібдй

*Є За: г" д: _ ,а 1
6р.І др, 2

аі: =°'ьр. 1+ Кар, 1ър,г їЁЩЁ
17.1 =°:ър, 2 + Кар. хьр. 21% “г

Рассмотренный случай может быть использован, на-
пример, для определения эллипса ошибок прогнозиро-
вания точки падения головной части баллистической ра-
кеты, обусловленных ошибками задания начальных
условий движения.

10.3. Влияние ошибок геодезической привязки
измерительных средств на точность определения
движения ЛА

При статистической обработке результатов измерений
уменьшается влияние случайных ошибок измерений на
точность оценивания искомых параметров. Однако ошиб-
ки геодезической привязки измерительного средства при
этом не исключаются и целиком входят в оценки иско~
мых параметров. Так возникает необходимость рассмо-
трения влияния этих ошибок иа точность определения
движения ЛА по результатам наблюдения за ЛА назем-
ных траекторных измерительных средств.

Ошибки геодезической привязки азимутальиого иа-
правления бА и точки стояния измерительного средства
дм



По долготе 61,, широте ФВ, высоте БН, т. е. измеритель-
ной системы координат ОХ.У,2., к общему земному эл-
липсоиду, параметры которого используются при опреде-
лении движения ЛА, слагаются из ошибок триавгуляци-
оннои привязки измерительного средства на эллипсоиде
Красовского и ошибок привязки эллипсоида Красовско-
го к общему земному эллипсоиду.

Эти ошибки приводят к возникновению дополнитель-
ных погрешностей 6/1” при определении используемых
в алгоритме статистической обработки измерений разно-
стей между расчетными значениями измеряемых функ-
ций, определяемых в измерительной системе координат,
и их измеренными значениями.

Величины 6/1" (і=1, 2,
с помощью приближенных зависимостей вида

д; д; д дап,,=ъї-аь+йав+д%ан+-адм.
Ошибки геодєзической привязки измерительной си-

стемы координат 61., оВ, бН, «ЗА являются случайными
величинами и могут быть охарактеризованы математиче~
скимн ожиданиями

мы* миг Ман* мы ааа
н корреляцнонной матрицей

Кеш. Кшв Каши Каша
'

к К ъ

кг: давал. Кавьв авън
Кавм _ (105)

Канат. Канев Кшън тм
Кама Киев Камн Ким

В [54] указывается, например, что точность опреде-
ления астрономических широт, долгот и азимутов перво-
го класса характеризуется средними квадрдтітескнд"
отклонениями: (0,3-0.7)".

Если известны вероятностные характеристики ошибок
геодезнческой привязки (І0.5) и (ЮЮЪ 'Ю "Ожт ддт"
математическое ожидание МММ и коррелЯШЮННУЮ т*
рицу Как” вектора ошибок ВН, вьвваиных ошибками гео-
дезической привязки измерительной системы коордтіітї

мы г ==Фг Н мььмъвмънмм г;

ка".
г
ї- ФГКГФТГ:



РДЄ
'Рп 'Ри - 4 ~ 'Ри

ФГ; 9:1 Та: - ~ - 924

ТМ 'Мг - - - Тт

- матрица частных производных от измеряемых траек-
ториыми средствами параметров по координатам І., В,
Н измерительного средства и азимутальному направле-
нию А соответствующей измерительной системы коор-
дииат причем ср,,=дг,/д1., 9і,=дг,/дВ, ср,,=дг;/дН, 9,.:
=дг,/дА; і=І,2,..., М.

Знание корреляционной матрицы Кит ошибок измере-
ний, обусловленных случайными ошибками геодезическоі
привязки измерительной системы координат, позволяет
найти матрицу В,=А'К;;'ГА, рассчитать корреляциониую
матрицу ошибок параметров траектории К^Г=ВІҐ' и по
формуле (10.З) определить корреляционную матрицу
ошибок текущих параметров движения ЛА, вызванных
ошибками геодезической привязки измерительной систе-
'мы координат:

дРп 172» ~~ -1 Радр. р. ..., р
к

=___`

я а с
БР” дЧп Чт - ° -г Че

т
дЧп Чи ~ - -› Чи ІдЁг

Задача оценки влияния ошибок геодезической привив-
ки измерительной системы координат на точность опреде-
ления движения ЛА решена в предположеиин, что из-
вестны зависимости для частных производных от текущих
параметров движения по параметрам траектории дрд/дсі,' д .(элементов матрицыІІ , частных произ-
водных от измеряемых функций по параметрам траекто-
рии дгъ/дц, (элементов матрицы А) и частных производ-
ных от измеряемых функций по геодезнческим коордИ-
натам Ь, В, Н, А (элементов матрицы Фг).

Формулы для расчета элементов матриц

др! РІ* І ' ч р;

дЧІ Ча- - - ч Че

и А приведены в 5 9.3.
ззв



Вывод фориул для определения частных производ-
ных от измеряемых функции по геодезических коорди-
натам І., В, Н измерительного средства покажем иа при-
мере дифференцировании зависимости для наклонной
дальности, измеряемой радиодальиомером:

и=у(хг "' хг.пу+ (Уг” уг.цу+ (гг "' гг.д" (103)

где хг. уг. гг-текущие координаты ЛА в гриивичскоі
системе координат; хп", удщ, ггд-коордииат-ы шве-
ратешюго средства в гриивичсиой систапе кооршщат.
вычислиемые по формулам 0.13).

іишренцдРУі
Выражение (10.8) и учитывая (7.13),по-

Ё-=%<хгуг.. - тмдг
%=%
+(у,-у,__)$1п1.1$іпв_[“' _ш'3+н]×

0.3

)((гг-гг__) созВ};

др = _ -Ії [(х,.--хг__) созЬсозЩ-(уг-угдёді- °°$3+

+ (г, -г,.__,) зіпВ].

Формулы для расчета частных производных от ,тру
гих измеряемых функций могут быть получены аммо-
гичныи об азом на основе использования зависимостей
типа (811 .

Таким образом. изложениая методика позволяет со~
ставить полный алгоритм для проведения после .
влияния погрешиостеи геодезической привязки цемент
тельных средств на точность прогнозирования димжегшк

по результатам траекторных измерении Зга метод*
ка позволяет также решать задачи по «мгновенно ж*
Пустнмых ошибок геодезнческой привязки мзмчітдёїі*
ных средств при заданной точности определении НР*
метров траектории ЛА.
22-539 36%



10.4. Влияние ошибок в расчетных значениях сил,
действующих на ИСЗ в полете, на точность
прогнозирования движения ИСЗ по результатам
измерений

На движение ИСЗ действует целый ряд возмущающих
факторов, важнейшими из которых являются сопро-
тивление атмосферы, несферичность Земли, притяже-
ние Луны и Солнца, световое давление. Однако наиболь-
шие возмущения в движении близких спутников обу-
словлены сопротивлением атмосферы и сжатием Земли
(второй зональной гармоникой Ст потенциала притяже-
ния Земли). Поэтому рассмотрим влияние этих возму-
щений на движение ИСЗ н возможности уточнения пара-
метров атмосферы и гравнтациоттттого поля Земли по на-
блюдениям за движением спутников.

Плотность атмосферы быстро уменьшается с увеличе-
нием высоты над поверхностью Земли. Поэтому спутник,
движущнйся по эллиптической орбите, испытывает эф-
фект торможения главным образом на небольшом участ-
ке орбиты, который расположен ближе всего к Земле.
Следовательно, в первом приближении воздействие
атмосферы сводится к торможению спутника всякий раз
при прохождении им перигея. Вследствие этого высота
перигея остается почти постоянной, а высота апогея
уменьшается, т. е. каждый последующий апогей менее
удален от Земли, чем предыдущий. Орбита спутника все
более приближается к круговой (рис. 10.3). При этом
монотонно уменьшается большая полуось а и эксцентри-
ситет е орбиты, а следовательно, и период обращения
спутника, связанный с величиной большой полуоси за-
висимостью

Тп= 21: І/(Ґ/р. .
Прогнозирование движения ИСЗ обычно осущест-

вляется на основе статистической обработки результатов
измерений параметров его движения, полученных за вре-
мя, равное нескольким периодам обращения спутника по
орбите, которые позволяют определить параметры орби-
ты и скорость изменения периода 0. Затем эти величи-
ны прогнозируются на п оборотов вперед, для того что-
бы предсказать время н-го экваторнального пересечения
при движении спутника из южного в северное полуша-
рие. При прогнозировании скорость изменения периода
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Рис, 10.3.

В обычно предполагается постоянной. При этом если
пренебречь всеми возмущениями, кроме лобового сопро-
тивления, то спутник пересечет плоскость экватора на
л-м витке через интервал времени

АТ, == пТ, +(п'/2) П,

Где Тг- начальный период.
Однако действительная скорость изменения периода

колеблется около найденной из измерений оценки
скорости изменения периода и эти флюктуацин вызыва-
ют ошибки в АТ". Задача заключается в определении
Среднего квадратического отклонения величины АТ. за
счет флюктуаций ускорения ИСЗ, вызываемого дейст-
вием силы лобового сопротивления. '

Анализ характера изменения параметров атмосферы
во времени показывает. что флюктуапви плотности воз~
духа имеют синусоидальиую составляющую с 27-дНг8~
ным периодом и случайную составляющую. Поэтому
ускорение силы лобового сопротивления также целесо-
образно разложить на сннусоидальную и случайную со-
ставляющие.

Функция распределения случайных флюктуаиий за-
висит от высоты перигея. эксцентриситета. МЄСТНОЮ
времени прохождения спутником перигея. подоЖенііі
Солнца н других факторов и в настоящее время неиз-вестна. Поэтому ошибку преДЄКИЗЗШЮГО ВРЄЩШ* “в”
торналыюго пересечения. вызваиную случайными флюк~
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туацнями плотности атмосферы, определим для двух
различных случаев, которые определяются физическими
границами задачи.

На верхней границе случайные флюктуации лобово-
го сопротивления предполагаются независимыми от обо-
рота к обороту. На нижней границе предполагается, что
флюктуации постоянны на каждом интервале сглажива-
ния длиной Іг оборотов, но случайным образом изменя-
ются от интервала к интервалу.

Рассмотрим. как могут быть определены ошибки ор-
бнтального прогнозирования, вызванные случайными
флюктуациями для двух указанных случаев.

Предположим, что времена экваториального пересе-
чения прогнозируются при допущенни постоянства ско-
рости изменения периода. однако существуют случайные
флюктуации относительно осредпенного изменения пе-
риода. Обозначим эти случайные флюктуации через рт.
рг, ..., 9,.. Тогда после п оборотов ошибка предсказан-
ного времени

6Тя=пр1+(п~1)р:+

Если случайные`велнчнны р,(]= І, 2. ..., п) незавясимн
и характеризуются средним"квадратическим 'отклонением
ар,=ор, то среднее квадратическое отклонение случай-
ной величины БТ" выразится так:

В рд=ср
ра!

Приняв допущение о том, что флюктуации лобового
сопротивления постояннн на интервале сглаживания
длиной Іг оборотов, но случайны от интервала к интер-
валу, имеем

ъ.='а.=...=э,,=ъ,;
ро+ъїрц+ії

рц+іг+т=рц+іг+я=
ит. д.
Возможные значения 4 лежат в интервале от І 110 *-

При отсутствии конкретных данных всем значениям а
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приписываются равные веса. Когда і=І, 6=р;; когда
]=2,рІ=- рд, ЄСШ~12<Ч<Д и рІ= рв, ещщ 4:1, Кдгдд
1:3, рІг-рд, если 3<Ч</г, и рі=рв, если 4:] щщ
2 и т. д. Равное взвешивание Іг величин 4 может бьггь
выполнено путем осредненвя по множеству возможных
значений:

Рлїрд;

___ (ь-нД-і-Д _И-р* -
- и~-2›Ъ]+ їгв
Р-=*'т_*

и т. д.
Ошибну отсчета времени, осредвенную по ьщожеству

возможных значений 4, обоеначим 67,. Она находится
подстановкой величин р, в уравнение (І0.9).

Окончательиые выражения для среднего квадратиче-
ского отклонения ошибки прогнозирования времени
экваторнального пересечения в рассматриваемом случае
имеют вид

п (п + 1) с-
ад =--ёГ-г-|9ь*_вь(д_ 1›+2(я-1)'|'” при п</:.

аїїёнмечн1›*<з~-1«+1›*+='с-1›'×
×<=+1›'+12/=<~'-1›+~›<1+6Ь=-»'›1'›'” при ~>'=›

00.11)
где Е=п-р.Іг. -=Е+Іг; 4=0, если п<2ігд 4=35*°×
ХЕІ (п-т/еў, если лёд; р-наибопьшее целое час-

МЩІ

т. для которого пгъдё>0г Фї* среде* квддратпчес`
кое отклонение среднего значения Іе независимых 1185110*
дений случайных флюктуацнй ошибок ПрОПЮФРФОВ*
ния времени экваторнального перЄСЄЧЄНІІЯ-
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Если взять пределы выражений (10.10) и (10.11) при
п-ню, то получим

Іігпаътп=сР]/п'/3 (1О.12)

И

пт «тгтаїъ/Р 1/ ги/з . 00.13)

Таким образом, выражения для независимых и кор-
релированных ошибок имеют одну и ту же асимптоти-
ческую форму. Асимптотическая форма представляет со-
бой удобную форму аппроксимации среднего квадрати-
ческого отклонения ошибок прогнозирования времени
экваториального пересечения, вносимых случайными
флюктуациями плотности атмосферы.

Из сравнения зависшиостей (10.12) и (10.13) шиеем
ар=уіго._, что соответствует положению теории

Р
ошибок, согласно которому среднее квадратическое от-
клонение среднего значения Іг независимых наблюдений
равно среднему квадратическому отклонению одного
наблюдения, разделениому на корень квадратный из Іг.

На основе анализа флюктуаций ускорений, испыты-
ваемых спутником за счет изменения параметров атмо-
сферы при движении по орбитам, имеющим высоты пе-
ригея от 220 до 650 км, в работе [84] установлено, что
среднее квадратическое отклонение

ої(в
минутах за

оборот), вычисленное по данным наблюдений, сглажен-
ных на интервалах 25 оборотов, выражается эмпиричес-
ким соотношением

=;=2,2-1о-'л,,|15|,

где ігп-высота перигея, км; Ё-сглаженная скорость
изменения периода обращения спутника, мин/оборот.

В ЭТОМ СЛУЧЗЄ ВЫРЗЖЄНИЄ ДЛЯ СРЄДНЄГО КВ8Др8ТИЧЄС'
КОГО ОТКЛОНЄНИЯ ОШИбОК ПРОГНОЭИРОВЗНИЯ ВРЄМЄНИ ЭКВ8~
ТОРИЗЛЬНОГО ПЄРЄСЄЧЄНИЯ

<›,,,,,=11.1о-*п,,|б|1/п~/з' 00.14)
СПРЗВЄДЛНВО МЄЖДУ ДВУМЯ ГРЗНПЦЗМН СЛУЧЗЙПЫХ фЛЮЮ
ТУЗЦИЙ, УСТЗПОВЛЄНІІЫМН ВЫШЄ, При 6ОЛЬШНХ П.
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Ёклад синусоидалъного колебания лобового сопро-
тивления в ошибку прогнозирования на п оборотов вре-
мени экваториального пересечения исследован в работе
[84], где получено следующее выражение для среднего
квадратического отклонения ошибки прогнозирования:

идёт-Ё?
{ [ І - сов (тп) -Ш%Г+

+ [тп- зіп (тп)]* її [мии], 00.15)

Где т =32%%; Тп- период, мин; А=І,85І1,!Ё| Ю°'.

Если принять, что начальные условия движения ИСЗ
известны точно, то ошибку прогнозирования времени
п-го экваториальиого пересечения можно характеризо-
вать средним квадратическим отклонением

о*п.д± у
сити-Ь

02%. (1016)

В действительности же начальные условия движения
и скорость изменения периода обращения спутника опре-
деляются на основе статистической обработки данных,
содержащих ошибки измерений..

Для упрощения решения задачи примем. что измере-
ния равномерно распределены на интервале сглажива-
ния. Пусть производится М независимых измерений на
интервале сглаживания длиной і оборотов. Допустим,
что существуют три независимых источника ошибок при
расчете периода и скорости изменения периода: 27-днев-
ные сниусоидальные колебания скорости изменения пе-
риода, случайные флюктуацнн скорости изменения пе-
риода, независимые для отдельных оборотов. и ошибки
измерений параметров движения ИСЗ. Ошнбку прогно-
зирования времени экваторнального пересечения пред~
ставим как функцию числа оборотов п после начального
момента. выбнраемого в центре интервала сглаживания.

Ниже приводятся результаты. полученные в [84].
Вклад сглаженного сннусоидального колебания лобо-

вого сопротивления в среднее квадратическт ОТКЛОЧЄ*
ние времени зкваторнального пересечения при прогнози-

348



ровании на л витков от начального момента определяет-
ся выражением '

-. _ ,4 ___-д .
31 уаз-РВ[Минъ

где
а = соз (тп) -

><[1-соз

р=зіп(тп)-тп+8п[і(і-|-2)т["[соз

__1+
Рт*

В случае, когда интервал сглаживания измерений і
приближается к нулю, уравнение (10.17) аппроксимиру-
ет уравнение (10.15) для синусоидальной ошибки без
сглаживания.

Вклад сглаженных случайных флюктуацнй в сред-
нюю квадратическую ошибку прогнозирования времени
экваториального пересечения выражается зависимостью

«.<~›=5«,:
ш 16 (іЁСУ-і- ,мы/г > 1.

Вклад сглаженных ошибок измерений в среднюю
квадратическую ошибку прогнозирования времени эква-
ториального пересечения определяется выражением

°' <")=°°
. і* 4 * -. А/ 8 ~+2 ___+32'”[т-~і2]+'6<'">“[гп“з"т'

___2~ \|,«2«ҐГРЪ '
где предполагается, что все измерения имеют одно и то
же среднее квадратическое отклонение по, выраженное
через экваториальную ошибку времени в минутах.
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Принимая, что ошибки измерений, синусондальиые
ошибки и случайные ошибки незавнсииы, можно пред-
ставить в следующем виде:

~,т,=1/
где ани-среднее квадратическое отклонение (в пшну-
тах) прогнозированного времени п-го экваториальиого
пересечения после начального момента в случае, когда
элементы орбиты и скорость изменения периода получа~
ются статистической обработкой измерений.

На рис. 10.4 дано сравнение результатов. полученных
по формуле (1018), со средними квадратическими от-
клонениями ошибок действительного прогнозирования на
одну-две недели (А -теоретнческая ошибка, О-дей-
ствительная). Наклонная линия на рисунке соответству-
ет ошибкам прогнозирования, когда доминирующую
роль играют флюктуапии лобового сопротивления. Го-
ризонтальная лииия соответствует случаю, когда преоб~
ладают ошибки измерений. Прогнозы, основанные на из-
мерениях различного типа, точности и количества, ха-
рактеризуются различнымн горизонтальными линиями.

Рассмотрим влияние ошибок в задании гравнтацнон-
ного поля Земли на точность определения движения
ИСЗ.

Определение значений констант, характеризующих
гравитапнонное поле Земли, а также вероятностных
характеристик ошибок значений этих констант является
одной из основных задач гравиметрин и теории фигуры
Земли. Появление искусственных спутников Земли по-
зволило существенно уточнить гравнтаннонное поле Зем-
ли. Это объясняется тем, что параметры. ХЗРЗКТЄРИЗЭЮ*
Щие гравитацнонное поле Земли, могут быть ВКЛЮЧЄПН
в число неизвестных величин 44, 4,,
Наряду с параметрами траектории на основе статисти-
ческой обработки результатов измерений параттр”
движения ИСЗ, движущихся по высоким орбит!!!
(2500>І1>І0О0) км. В диапазоне этих высот обесиечи~
вается высокая точность измерений, сравнитМЬНО 011150
сказывается на движении ИСЗ сопротивление атМОСФ*
ры и в то же время достаточно велико влияние неодгт-
родностей гравитационного поля на параметРн Орбтн
спутника.
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Наибольшее значение в формуле (7134), определяю-
щей потенциал притяжения Земли, имеет коэффициент
С», обусловленный поляриым сжатием Земли. Его чис-
ленное значение имеет порядок 104, в отличие от всех
последующих коэффициентов, имеющих порядок 104 и
менее.

Особенности гравитационного поля, обусловленные
сжатием Земли, приводят в основном к изменению двух
элементов орбиты: долготы восходящего узла 52 и
аргумента пернгея ы, т. е. угла между восходящим уз-
лом и перигеем, отсчитываемого вдоль орбиты в направ-
лении движения спутника.

Плоскость орбиты вращается вокруг оси Земли в на-
правлении, противоположном движению спутника. так
что при наклоиении орбиты і<90° долгота восходя-
щего узла 52 непрерывно уменьшается, а перигей пере-
мещается по орбите навстречу спутнику. Скорость изме-
нения долготы восходящего узла определяется зависи-
мостями (7.54) или приближеиной формулой

. 3 ї;- а, ' соєієгёїсд/ дїдчі.. , (1049)
где аз-экваториальиый радиус Земли.

Большая ось орбиты вращается, оставаясь в орби-
ТЗЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ, ТЭК ЧТО ЗРГУМЄПТ ПЄрИГЄЯ (0 ИЗМЄ'
НЯЄТСЯ СО СКОРОСТЬЮ

. д) т" д е* атак-я“' ё “' "ДС"
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Вековое движение узла достигает максимума при і=
=0°, 180° (экваториальные орбиты) и обращается в нуль
при і=90° (полярные орбиты), а вековое движение пе~
ригея достигает максимума при і=0°, 180° и обращается
в нуль при і=63°26' (случай критического наклоиения
орбиты).

Использование зависимостей (1019), (1020) при ста-
тистической обработке результатов траекторных измере~
ний позволило определить коэффициент Ст с относи-
тельной ошибкой до 091%, тогда как до появления ИСЗ
относительная ошибка определения этого коэффициента
по

ёгоаземным
измеренням составляла величину порядка

0,1 .
На основе анализа вековых и долгопериодических

изменений элементов орбиты спутников систематически
проводится уточнение и других коэффициентов. харак-
теризующих гравнтациоиное поле Земли. Подробно эти
вопросы рассматриваются в работах [47, 57, 72, 851.

При расчете движения искусственных спутников Зем-
ли потенциал притяжения Земли обычно представляют
в виде разложения в ряд по сферическим функциям
(734). Полное представление гравитационного потен-
циала требует при этом бесконечного количества членов
в разложении (734). При практическом использовании
это разложение ограничивают конечным числом членов,
которое считают «достаточными В этом слїчае шддб"
в расчетных значениях параметров ДВИЖЄНИЯ ИСЗ д3`3а
неточното задания силы притяжения Земли определяют-
ся неучетом отброшенных членов разложения силы при~
тяження. а также ошибками в значениях используемых
констант.

В работе [85] приведены результаты исследовдніівлияния на точность расчета ДВИЖЕНИЯ "СЗ неїшт*
ваемой части гравитационного потенциала. Исследова-
ния выполнены с помощью теории линейной оцЄНті.

ЦЕН:мененной к результатам гравиметриЧЄСКИХ Расчтв д:
ула [1І7, 1181, экстраполированным до ВНС°Т "МЁТ
спутников для класса полярных и первоначально

эёругївых орбит. Наклонение орбиты выбрат Рады” * 30
скольку в этом случаи влияние НЄСФЄРШШМТ" и Ёп*
малий силы притяжения Земли является наиболее
чнтельным. _В табл. 10.! приведены значения сРе-дмх квадрата
ческих отклонений ошибок нр0гН03"Р°°а""“ "д щи" са"



Таблица 10.1
Компонента. км

Значения п. читы-
“емне в 1 '341 радиальная боковая продольная

4 1 ,07 0,57 44,4
6 0, 26 О , 24 2 ,О

12 0,157 0,139 1,13

ки вперед положения ИСЗ, движущегося по полярной
орбите с высотой 185 км, при использовании для расчета
движения неполных моделей гравитационного поля
Земли.

Анализ приведенных данных показывает, что для по-
лучения достоверных оценок параметров движения ИСЗ
необходимо тщательное изучение всех факторов, опре-
деляющих движение и измерения параметров движения.
Только совместный учет всех этих факторов, и в первую
очередь ошибок траекторных измерений, погрешностей
геодезической привязки измерительных средств к обще-
му земному эллипсоиду, возмущений атмосферы и оши-
бок задания гравитационного поля Земли, позволит пра-
вильно выбирать математическую модель движения ЛА
и модель измерений, получать достоверные значения ха-
рактеристик точности оценивания движения ЛА по ре-
зультатам траекторных измерений и обосновывать ра-
циональные требования к точностным характеристикам
вновь разрабатываемых радиотехнических траекторных
измерительных средств.

11
ОСНОВЫ ПЛАНИРОВАНИЯ ТРАЕКТОРНЬІХ ИЗМЕРЕНИЙ

11.1. Постановка задачи

Целью выполнения радиотехнических траекторных
измерений является определение действительного дви-
жения ЛА. Поэтому проектирование и эксплуатация из-
мерительных средств, разработка структуры и принци-
пов работы измерительного комплекса должны прово-
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диться с точки зрения оптимизации решения этой
задачи.

На стадии проектирования измерительных средств и
разработки структуры измерительного комплекса:

-устанавливается класс траектории ЛА, параметры
движения которых будут измеряться;

-изучается характер изменения измеряемых пара-
метров при движении ЛА по траектории;

-исследуются основные факторы, определяющие
точность измерения параметров движения, и находится
функциональная зависимость измеряемых параметров от
этих факторов;
- устанавливается требуемый состав измеряемых па-

раметров и требуемая точность измерений на основе
оценки влияния ошибок измерений иа точность опреде-
ления движения ЛА по результатам радиотехнических
траекторных измерений;

-разрабатывается при необходимости алгоритм рас-
крытия неодиозначностн отсчета измеряемой величины
и т. д.

Кроме того, при организации измерительного ком-
плекса определяются:

-состав средств, включаемых в измерительный ком-
плекс;

-места оптимального расположения измерительных
средств комплекса;

-требования к точности геодезической привязки из-
мерительных средств на поверхности Земли;

-требования к точности привязки измерений к еди-
ному времени и др.

Для успешного функционирования измерительного
комплекса необходимо решение следующих задач:
- определение интервалов времени и зон радиовидд-

мости обслуживаемых ЛА измерительными средства!!!
комплекса;

-распределение измерительных средтв М* “М”
деиия за ЛА; _- расчет пелеукаэаний измерительиым средствам,

-установление оптимальной продолжительности се-
анса связи с ЛА;

-определение оптимального расположения измеряе-
мых интервалов на траектории, ПЄРНОда “Редтнтд "
темпа выдачи измерительной инфо машт:

-выбор моделей движения Л. . тїюдтїеіыд "Р"
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обработке измерений и на этапе прогнозирования дви-
жения ЛА;

-выбор метода решения уравнений движения ЛА;
-оценивание вероятностных характеристик ошибок

измерений по экспериментальным данным.
Перечисленный перечень вопросов, исследуемых при

создании и в процессе работы измерительного комплек-
са, является, естественно, неполным и содержит лишь
некоторые из тех задач, которые можно решить только
на основе широкого использования теории проектирова-
ния и эксплуатации измерительных средств, баллистики
ЛА, технической кибернетики, математической статисти-
ки, вычислительной математики и теории оптимального
эксперимента.

Разработке теории планирования эксперимента в по-
следние годы уделяется много внимания. Сушественный
вклад в развитие этого нового научного направления
вносят работы, выполненные в лаборатории статистичес-
ких методов МГУ, руководимой докт. техи. наук, проф.
В. В. І-Іалнмовым. Результаты исследований В. В. Нали-
мова, В. В. Федорова, Н. ҐІ. Клепикова, С. Н. Соколова
и др. обобщены в работах [І, 19, 86-91] Ряд интерес-
ных книг по данной тематике выпущен за рубежом
[92-95, 119, 120].

Усиление внимания к оптимальному планированию
эксперимента обусловлено тем, что исследования в са-
мых различных областях науки и техники требуют по-
становки сложного и дорогостоящего эксперимента. По-
этому проблема получения наибольшего количества ин-
формации об изучаемом процессе при ограниченных
затратах средств и времени является в настоящее время
весьма актуальной.

Ранее аппарат математической статистики использо-
вался лишь для обработки результатов наблюдений при
заданном способе проведения эксперимента. Теперь же
требуется широкое применение математических методов
для оптимальной организации эксперимента с учетом
особенностей той конкретной задачи, которую необходи-
мо сшить.

ля оптимизации процесса определения движения
ЛА по результатам радиотехнических траекторных из-
мерений необходимо выбрать математическую модель
движения ЛА, состав измеряемых функций и програм-
му измерений, а также метод статистической обработки
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измерений, обеспечивающие требуемую точность д да.
дежность определения движения ЛА при минимальных
затратах времени и средств.

Использование математической теории планирования
эксперимента позволяет разработать стройную логичес-
кую схему и выработать оптимальные условия для ре-
шения всех перечисленных этапов задачи определения
движения ЛА по результатам траекторных измерений.

11.1. Наблюдаемость

При планировании траекторных измерений для опре-
деления движения ЛА в первую очередь должен быть
исследован вопрос о существовании решения. Рассмо-

ЁЁЁТ
эту задачу с позиций теории наблюдаемости [92,

Если представить ЛА в качестве некоторой дииащь
ческой системы, поведение которой во времени описы-
вается диффереициальными или аналитическими зави-
симостями, характеризующимися той или иной степенью
неопределенности. а измерения-в качестве выходов
этой системы, то может быть поставлена задача опреде-
ления состояния динамической системы на основе ив-
формацни о ее выходном сигиале. Отмечеиная неопредєь
ленность системы может состоять, например, в том, что
неизвестно начальное состояние ее (начальные условия
движения ЛА), или какие-либо параметры уравнений
состояния, либо то н другое.

В исследуемой задаче определения движения ЛА по
измерениям, выдаваемым траекторными нзыерительны~
ми средствами, наиболее характерным является оцени-
вание начальных условий движения. При этом необхо~
димым условием решения данной задачи является воз-
можность получения вектора начального СОСТОЯНИЯ
динамической системы по ее выходному сигналу.

Напомним. что возможность восстановления началь-
ного состояния динамической системы по некоторой из-
мерительной информации о выходиом снгнале системы
принято называть наблюдаемостью дШИМИЧЄСКОЁ с*
стемы.

Методика оценивания наблюдггмттд днндтїчесті
системы детально отработана для линейных стациоиаР*
ных и нестационарных систем [92 1051-
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Рассмотрим детерминированную динамическую си-
стему, описываемую системой линейных дифференциалы
ных уравнений

х (1) =т) х (1).
І(!)=А(І)Х(І), (111)

где Х(і) -п-мерный вектор состояния системы (его
компоненты хі, хг,
мы); 2(і) -1\І-мерный вектор, элементы которого явля-
ются линейными комбинациями фазовых координат;
Ні) -матрица размером пХп; А(і) -матрица разме-
ром ЛХп. Элементы матриц Ні) и А(!) являются не-
прерывными действительными функциями времени.

Примем, что компоненты вектора 20), рассматри-
ваемого как выходной сигнал системы, измерены на ин~
тервале времени іо<і<ї Требуется определить началь-
ное значение Х(і0) по измерениям вектора-ФУНКЦИИ
2(і).

Из теории линейных дифференциальных уравнений
известно, что решения этих уравнений выражаются че-
рез фундаментальную матрицу решений:

х (1) =Ф“(1, 1,) х (1,),, (112)
2 (1) = А (1) Ф (1, 1,) х (1,). (113)

Умножая левую и правую части равенства (НВ) сле-
ва на матрицу Ф*(і, :і0)А'^”(і) и интегрируя по і в пре-
делах от 10 до Т, получаем

т
Ѕтф* (1, 1,)'А*;(1) 2 (1){<11=Иот, 1,) А'(1)А(1)<г› (1, 1,)а1}Х(#.›~
1. ° 01.4)
Обоаиачив

Т

м (1,, т) -_= фо* (1, 1,) А* (1) А (1) о (1, 1,) 111.

ц (1,, т) = ЁФ* (1, 1,) А* (1) 2 (1) 111,

зависимость (ПА) перепишем в виде
м(1,,т)х(1,)=п(1.. т). (11-5)
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Если ранг матрицы МИ. Т) равеи п, т. е. матрица
ММ, Т) неособенная, то существует обратная матрица
м"(їо. Т), и тогда уравнение (ІІ.6) может быть раз-
решено относительно Х(і0): -

Х <г.›=м* и.. г» ц и, т). л ка;
Таким образом, система (Н.1) наблюдаемая на отрезке
По. 7`], если ранг матрицы М(і0, Т) равен д_

Методика определения наблюдаемости нелинейных
динамических систем в настоящее время еще только раз-
рабатывается. Рассмотрим, следуя в основном [96. 1071,
один из возможных путей решения этой задачи. Пустъ
поведение детерминированной динамической системы
описывается системой дифференциальных уравнений

Х (г) =|= (г, х, и), х (д) =х,
2(1›=Ч'(:. х), (1 1.7;

где Х(І) -л-мерный вектор состояния системы; 11-
Ьмерный вектор управляющих воздействий; І-т-мер-
ный наблюдаемый вектор выходного сигнала системы:
і-время.

Примем, что множество Х={Х}ЄВ"-область всех
физически возможных состояний системы в п-мерном
пространстве 11": Множество Хо={хо}-область возмож-
ных начальных состояний системы; ПЫЩЄІР-мно-
жество допустимых управляющих воздействий; 2=
={2}еК"'-множество функций выхода. представляю-
щее собой отображение множества Х в пространство К".
Управление І/(і) предполагаем известной функцией вре-
мени.

Условие. при котором измерение функции выхода си~
стемы 2 на некотором отрезке времени тєТ обеспечи-
вает получение всей информацивк. необходимой для одно-
значного определения вектора состояния Х системы, на-
зывается условием наблюдаемостн.

Для проверки выполнимостн условий наблюдаемости
должен быть построен некоторый критерий. с помощью
которого по известным уравненням вида (ІІ.7) может
быть решен вопрос о наблюдаемостт: или ненаблюдае
мости системы в смысле данного выше определения.

Условимся рассматривать только такие функции вы-
хода динамической системы, значения которых одиознач~

23-589 353



но определяются текущим вектором Х и моментом вре-
меня і. Отметим, что в стохастической модели движения
это условие невыполнимо из-за случайности функции
выхода. Обычно предполагается, что правые части урав-
нений (І1.7) удовлетворяют условиям существования и
единственности решений уравнений, чем обеспечивается
взаимно-однозначное соответствие областей Х и Хо. При
этом условия наблюдаемости системы в области Х и Хо
эквивалентны.

Установим условия взаимно-однозначного соответст-
вия между множеством Хо векторов начального состоя-
ния Хо и множеством 2 функций выхода 2(і).

_ Выберем произвольный вектор ХоеХо и рассмотрим
Іа-ю составляющую г;о(ї)=ф;,[і, Х(і, Хо)] вектора-функ-
ции выходного сигнала 2(і). Вектор Хо определяет един-
ственную функцию гд(і). На отрезке Т выберем п раз-
личных моментов времени ід, і=1, 2,
<
времени ііеТ программой измерений функции 2(і) на
отрезке Т.

В работе [107] показано, что динамическая система
(І1.7) локально наблюдаема в области ХХТ при задан-
ной программе измерений функции 2,,(і) в том и только
в том случае. если выполняется условие

ранг Ад=п, (113)

где Ад-матрица частных производных, определяемая
выражением

дфІгад/дхцо

думы/дм..
Термин «локальная наблюдаемость» в данном случае

указывает на то, что при выполнении условия (1І.8) си-
стема наблюдаема лишь в некоторой достаточно ма-
лой окрестности точки Хо на вполне определенном, за-
даваемом программой измерений множестве точек
идёт.

рЕСЛИ ТЄПЄРЬ СОСТЗВНТЬ МЗТРИЦУ А, ОбЪЄДНННВ В-Є МЗ-

триды Ад для Іг=1, 2, ..., т, т. е. все частные производ-
НЬІЄ ОТ ИЗМСРЯЄМЫХ фуНКЦИЙ ПО КОМПОНЄНТЗМ ВЄКТОРИ-'т

НЗЧЗЛЬНОГО СОСТОЯНИЯ СНСТСМЫ, ТО УСІіОВНЄ ЛОКЭЛЬНОЙ На*

блюдаемости системы в области ХХТ при заданнои
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программе измерений вектора-функции 2(і) состоит
а том, чтобы ранг

==п. (113)
Таким образом, задача исследования наблюдаемости

динамической системы (1І.7) в области Х., сводится
к задаче определения ранга матрицы частных произ-
водных измеряемых функций по вектору начального со-
стояния системы.

Рассмотрим применение сформулироваииого крите-
рия наблюдаемости динамической системы для выбора
радиотехнических траекториых измерительных средств и
мест их расположения для определения параметров ор-
биты искусственного спутника Земли. примем, что в ка-
честве параметров орбнты 4,, 92, .. ., 4; используются ве-
личины

чт=р; ч:=г; что: чь=і; чэ=9г 4о=М.
(1110)

где р-фокальный параметр орбиты; е-эксцеитриси-
тет орбиты; ы- аргумент перигея; і-наклонение орби~
ты; Ѕ2-долгота восходящего узла; М-срсдИЯЯ 880-
малия.

Для упрощения выкладок условимся, что движение
ИСЗ на участке одного сеанса наблюдения можно счн~
тать кеплеровым (см. 5 7.2). Тогда текущие параметры
движения спутника в геоцеитрической абсолютной св-
стеме координат можно определить с помощью зависи-
мостей (729). Частные производные от измеряемых
функций по параметрам орбиты 4; (і=1. 2. ---. б) МОГУТ
быть вычислены по формулам

6

___<?3±_- 21.21 11.11
а" _ дчі -ЬІ дтн д4і ' ( )

где рд-текущиер параметры движения ИСЗЗ

Рн=хгд6 Рп=угдяї Рп=2гы3
рд=\/,,,_,; р,,=\/,.-,_д3 дд=уг то (1112)

Введем фундамеитальную матрицу

д? , ;д;=1,2____,є (1113)
І0:" дл; Н» Єи1='Т_
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и матрицу градиентов

=цг,,,||. г,,,=
(нм)

Тогда
А==К(і. (І 1.15)

Из выражений (11.1І)-(І1.15) следует, что для из-
мерительного комплекса любого состава фундаменталь-
ная матрица (і является общей и ее свойства определя-
ют общие свойства решений системы уравнений (1115).
Граднентная матрица соответствует выбранной структу-
ре измерительного комплекса и ее свойства характери-
зуют свойства решений, определяемые видом измеряе-
мых функций. Элементы градиентной матрицы К могут
быть получены дифференцированием измеряемых функ-
ций по текущим параметрам движения.

Определим элементы фундаментальной матрицы О.
Наиболее простые зависимости для расчета элементов
матрицы О получаются при использовании так называе-
мой вспомогательной геоцентрической абсолютной си-
стемы координат АХВУД., которая получается при по-
вороте системы координат АХГЦС-,Дд вокруг оси 112,., на
угол 52 так, чтобы ось АХ, проходила через восходящий
узел орбиты.

При использовании введенной вспомогательной систе-
мы координат формулы для расчета нскомых частных
производных имеют вид

дх, _ сози _ ду, __ созізіпи _
др __ І+есоз6 ' др ц І+есо$0'
дг,,_ зіпізіпи _
др _ І+всозЁ'
дУ І ,-ЁЁ-=-дї(С,,з1пи-еС,сози);
дУ сов! _ _д; а -

-тїї- (Си соэц-ЪеС, эти);
дУ з! і .
д?

= __-д%-(С,,с=›зи+еС,зт и);

Ёь;г(С со$и~ С зіпи)' Щд--ЦС зіпи+де ' ” ' пе __ '

+С,сози)созі;
356



дг,
де = г (С, зіп иі+С, соз и) зіп і;

ды Тцзіпаьс а - -
-й-гд 7

дсози-соз $1пи],

душа р. . . . _Т-= 7[(Ѕ1П0-С,) $1пи+со$0со$и]соз:;

дум д . .
де = -5-[Єнпё-Сдзппи-ў-создсози]зіпі:
д . д . _ ,їЁ-=-гзтщ -%=гсозъсози; і; ь-гыгцсдзц;
дум., ї _ _
ды =- -ў-[П+есоз9)сози+езхп8з1пи|;

дум Т . . .
дю ==- ТК!+есо$$)з1пи-ез1п$сози]созц

душе ' Т . . . .
до =- ТЮ-|-есо$$)зши-езхпїёсозлдзпп;
д . . _ . .дд: =0; -%-=-гзтизхп и; Та? =гсоз:з1пи;

дУ _ дУ _ _ _%=0; д? =-(еС,$1пи+С,,сози)зяпі; (1116)

ди.. `
. .

дд =(еС,зши-|-С,,сози)созя;

аха . дуг дгв дуг, в.
дд-=-гсозізти; -її-=гсози; -а-=0; -ї-=(Ъ
д . .
%=-(еС,зши-{-С,,сози)созц

дУШ,
дв =еС, сози -С,, зіп и;

ё-ЁЁ- =гС,, (С, соз и -$іп и); г-Ёіъ-гц, (С, зіпи+
+сози) созі;

д . . .
~ї=гСн (С, эши+соз и)з|т;
дМ
ад.. д:- _



душа Т.- . . ауди
_-дм=-С,, -їсозиыпщ -_дм

=- С,, -% зіп і зіп и.

Для сокращения записей в (ІІ.І6) использованы обо~
значения

С,=соз9зїпи+злп9созісози;
С,=зіп9зіп и _ сов 9 созі сов и;1

езіпб
И + е созд) '

С5=2зіпМ+ -ТЁеЅіпШИ-Ъ-ЁЁ-(ІЗЅіпЗМ-ЗЅіпМ);

созб _"
_

сдїсдсд- ў
СҐ-їИ-Іўыїїэ;

сд:

С,=соз$2сози--эіп9 созізіпи;
С,,=5іпЅ2сози-|~со$€2созізіп и;

Сп=зіпізіпщ С"=/%(1-|-ес0Ѕ8);

с,,=д%-=1+2ес0$м+ чё~е=соз2м+

С,=зіпісоз и; С,<==

(ил)

+2; (13 сов ЗМ -- сов М).

Из (І1.І6)-(11.17) следует, что изохронные частные
производные представляют собой периодические функ-
ции времени, основная гармоиика которых имеет период
То, равный времени обращения спутника вокруг Земли.

Продолжительность сеанса наблюдения за ИСЗ с од-
ного измерительного пункта составляет небольшую часть
периода То. Поэтому приближенно можно считать, что
НЗОХРОПНЬІЕ ПРОНЗВОДНЫЄ ОСТЗЮТСЯ На ЭТОМ ННТЄРВЗЛЄ
ПОСТОЯННЫМН, Т. Є.

др _`_ др .___ _ .__-дЁ-~-д-#. /г,;_1.2,...,в,±_1,2,...,1\1, (1118)
где А/==пт-общее количество измерений.
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Тогда частные производные от измеряемых функций
г по параметрам траектории 4. определяемые зависи~
МОСТЯМИ (1111). для рассматриваемого случая могут
быть найдены по формулам

6
__ дг; _ да, дрд

іїІг 21 "ч

где производные дрд/дц, рассчитываются по зависимос-
тям (ІІ.16)-(1І.І7), а дгі/дрд-дифференцироваиием
выражений для измеряемых функций по текущим пара-
метрам движения х,, у., 2,, У,_,, У", Ум.

В случае, если измеряются только координатиые па-
раметры движения ЛА, частные производные измеряе-
мых функций по параметрам траектории, определяемые
зависимостями (!І.1б)-(ІІ.І9), могут быть найдены по
формулам

_ дг; ___ да, г 02; і" .12,, __ї_7;:7сози+--дуз р со$із|пи+

-|- дгі ізіпізіпи-
дав р

,

д д . д .а,,= д? =7д-%г(С,сози-С,зти)+ д: г(С,з1пи+

+С,сози) со$і+ -Ё-ЦС, зіп и+С,соз и) зіпі;

дг д . дг~а,,=7Ё=- д? гзчпи-І--Ё-гсгтзісоеи-Ъ

+ з” гзіпісози; (1120)
г:

д д . . дг- - - _ад=%=__б%.г51піыпц+ її-гсозъзппи.
дг д . - дгг .а,,=7дЁ=--

д: дг - д?
а” їїй-їїйїсн(сдсоЅи-Ѕїпи)+ ду; ГСЦХ

)((С,зіпи+сози)созі+ з: гС,,'(С,зіпи+сози)зіпі.
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Для случая использования измерений скоростных па-
раметров движения частные производные измеряемых
функций по параметрам траектории определяются зави-
симостями
а,,=-_=-%%-5%-(С,,з1пи-еС,сози)--

дгі созі_
Ёт 37 (С,, сози+ еС, зіп и) -

+ дг* созЫ--іїэіпі Кзіпё-Сдзіпъц-душ дт 2,8

+ соз6сози]}+а,,; (1121)

«- дг- __ дг; Г , ,
и: -двіг- -- 1/ % [тп

д - дг . . г . . _-І-
2,8

- д д - д: .ад: 79%: (-ъйз1пі+ -дўід созіуеС, вт и+ -

+ сп соз и) + ан;

ЁД,=%= --б%(еС,зіпи-}-С,,сози) созі+

-І-ії (еС сов и-0,, зіп и) +а,,;дї/дд, 7

" 62; ___ дгд дг; _а ї і.:- С 1*; ___.и д т» р (дима сози+ душ, созізхп
и+

+ да” зіпізіп и) +а,,.
гдз

На основе качественного исследования структуры ма-
трнны А можно проанализировать возможность опре-
деления параметров орбиты (ІНО) при различных ва-
риантах взаимного расположения орбиты ИСЗ и изме-
ритсльного пункта, оснащенного средствами измерения
коордииатпьгх и скоростных параметров двинюния ИСЗ.
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11.21. Анализ использования измерений
координатных параметров движения ИСЗ
для определения параметров орбиты

Рассмотрим, как расположение измерительных
средств сказывается на решении задачи определения
орбиты ИС3.

І. Середина наблюдаемого участка орбиты располо-
жена над зкватором (тО или и==п).

В этом случае из (1120) имеем ад=дгд/ді=.~0, что
приводит к тому, что в матрице А близки к нулю эле-
менты строки и столбца, содержащие частные производ-
ные ад., следовательно, матрица А близка к особенной.

2. Середина наблюдаеыого участка орбиты располо-
жена в районах, где иъл/їг или иъ3п/2. Тогда

дг- дг- .
дд=ї а -Тдёгсозь

Для орбит, близких к полярньщ (ішт/2), матрица А
становится особенной вследствие близости к нулю эле-
ментов строки и столбца, содержащих производные 11,5.

3. Середина наблюдаемого участка орбиты располо
жена в районе перигея (0=М===0) ШШ ЗПОГЄЯ (д:
=Мьп). При этом С4=0 и

___ 021 дгі ~ дгі '
а,,__-д-д=- дм гзтпи+ дув гсозвсози-Ь

023 - - _-І- де. гзпнсоэи,
да ___ дг - дг: -а,_=-Л;--- дл: С,,гз1пи+ї;-С,,гсозвсози+

+
Отсюда а,,=С,,а,, н, следовательно, 0190101 И "Олд

цы матрицы А, содержащие производные по средней
аномалии М и аргумеиту перигея о. “Рїїіюіддтшдддшц
а матрица А-особенная.

4. Для орбит, близких ккруговыщпонятие пеРдгея 1`°`
ряет смысл. Парамет ы ш и М сливаются. В самом дё-
ле, при е==0 Сдъі, г-ъ-О.

Тогда аюьац, что приводит к плохой обусловленное-
ти матрицы А.

5. Орбита полярная (і=›л/2)- ПР" т"
02 д3` ° . ._-'.,_._дгі =ЕДус05|д

ДН==ЧТЁ-:=-ЁГЅІПЦ,
ад*- да ду*
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Рис. 'Н.1.

Если середина наблюдаемого участка орбиты распо-
ложена в районе, где и=(2п+1)п/4, п=О,~ 1,

|зіпи|=соз|и| и |ад|=|щ5|.

Матрица А получается плохо обусловленной, а опреде-
ление поправок к параметрам орбиты оказывается прак-
тически невозможным.

Рассмотрениый случай образования особенной ма-
трицы А можно пояснить следующим образом. Прнмем,
что производится измерение наклонной дальности В.
В этом случае (рис. 11.1) изменение наклонной даль-
ности на наблюдаемом участке примерно одинаково как
для орбиты, несколько отличающейся от полярной орби-
ты (іо, 9,0) по долготе восходящего узла 01%, Ѕ2д=
=Ѕ20+~АЅ2), так и для орбиты, отличающейся от той же
полярной орбиты по наклонению (і2=і0+Аі, 92=Ѕ2о).

При расположении измерительного пункта (ИП) на
полюсе

кр, = и, = ё- . а,,.=%-=д"-ЪШШ г сов и=0.
а абсолютная величина

д” __: І: ёіїьїыт
,-

(ув, удо-коордитіаты соответственно центра масс ИСЗ
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и точки стояния измерительного средства) достигает
своего максимального значения.

При расположении измерительного пункта на эква~
торе ф0=и0=0. наоборот, ад=д2і/ді=0, а величина ад:
=(у.-у,,ш)г/В достигает максимального значения.
Это говорит о том. что характер изменения измеряемого
параметра В при изменении параметров орбиты 9 и іза-
висит от взаимного расположения измерительного пунк-
та и орбиты. Следовательно, и возможность определе-
ния параметров орбиты 92 и і зависит от этих факторов.

Если совместно обрабатывать результаты измерений
наклонной дальности, полученные от экваториального и
полюсного измерительных пунктов, то результирутощая
матрица А уже не будет особенной, и это может дать
возможность определения искомых параметров орбиты.
так как наблюдения экваториального измерительного
пункта обеспечивают возможность определения долготы
восходящего узла орбиты 52, а измерения высокоширот-
ного пункта создают условия для определения наклоне-
ния орбиты і.

1 І .2.2. Анализ использования измерений
координатных и скоростных параметров движения ИСЗ
для определения параметров орбиты

Примем, что измеряются координаты положения
ИСЗ: наклонная дальность В, направляющие косииусы
сов е, и соз в, между направлением на спутник и соот-
ветствующими осями ОХ.. и 02. измерительной системы
координат. а также производные по времени от этих
функций. т. е. раднальная скорость 0 и скорости изме~
нения направляющих косинусов соз 0; и создь ИЗНЄРЯ*
мые параметры положения ИСЗ выражаются через ко-
ординаты измерительного пункта и спутника во вспомо~
гательнои геоцентрической абсолютной системе координат
АХ.У,,2., следующим образом:

Вї г/ (хз '_ хщип), + (уп '_ умы). + (21 '_ 21-53.:
.

СОЅ е, == ["'“ (хд “_ хцдп.) Ѕіп ф! СОЅ ч
_.

- (у, -- у,_,,,) зіпф, зіп у+ (д-гтд СОЅШЮЁ (1132)

сов е,=[- (×.-:.,..)$іп »+ (угг/»ШКОЅ *1 Ід-
где х., у.. д-текущне коордтідтН исзі хІ-Ш» 91""
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25дш~К00рДНН8ТЫ ИЗМЄРНТЄЛЬНОГО ПУНКТЗ, ОПРЄДЄЛЯЄ-
МЫЄ ЗЗВИСИМОСТЯМН

х,,_.,,=1?,,созф,созч, увдш=дисозфизіпч, (11.2З)
гвдпїКиЅіпфн, угд-Ѕ-ЪАИ-ЅЪ

Дифференцируя зависимости (1122) по времени, полу-
чаем

Вїкхв _'хв,ш1)(у×,в+ув,нп93) + (у: “Ё/влт) (уд/,а*

"'-^д››,ии9з)+(га-_гь,тд УдВІ/дё (1134)
сов 9,: 16.0;

Эх. э со59г=Ё=Ё_Едг_ь, (1125)
где

хп=- (Ум -|-у,_,,,,Ѕ23) зіп ф" соз ч -|- (х, - х,,_,,,,) Х
Х 523 зіп ф, эіп ч - (Ум- хвмпЅёз) зіп ф, зіп ч --
`-' (ув1 увдш) 93 Ѕіп фи СОЅ у+удв 605 фи:

Ё,,=- (У,,_в+у,,_,,п93) зіп ч- (хз «- хип) 93 сов ч+
+07”- хВдШЅЗЗ) соз ч- (у,,- уши) 923 зіп ч.

Для исследования влияния взаимного расположения
измерительного пункта и орбиты проанализируем част-
ные производные скоростных измеряемых функций по
параметрам орбиты, определяемые зависнмостямн
(1121).

1. Середина наблюдаемого участка орбиты распо-
ложена над экватором (иъО). В этом случае аідъО н
из (11.21) получаем

~ __ _ дз, . . дед .а,,-С,,( щ-зппъ-і--дўпсозъу

Отсюда следует, что если д2;/д\/,,_,,=;Ь0 н д2;/д,_,.\/=#=0.
то ни при каких значениях наклонения орбиты і произ-
водная дл, в нуль не обращается. Однако эта производ-
ная может быть близкой к нулю вследствие малости
производных дгд/дУид, и дгі/дУдв. Так, например, при
использовании координатных функций В, сов 8,, сов Є:
и радиальной скорости В значения производных

дЬ ___1/п-'ун:\1ж1_ дЙ їїтушони., а ' ок” Ш о



близки к нулю для экваториального измерительного
ПУНКТг (увчуьдд. гдъгъш). Следовательно, гнал нма-
трица А будет плохо обусловленной.

Если же использовать еще и измерения скорости ив-
меиения направляющих косннусов соз9, в совдг, то.
как'видно из (1125), производные тіддї/“ОІ . ї-ддущог

2.5 2.!

личны от нуля, что приводит к неособевностн матрицы А.
2. Середина наблюдаемого участка орбиты располо-

жена в районе, где и=п/2. При этом для орбит, близ-
ких к полярным (іъл/2). производные ада-О н
дВ/дІ/МъО. так как уВъуЕШъО. что следует из формул
(729), (1123) при фга-имт/ї

Отсюда получаем, что при использовании измерений
координатных функций и радиалъной скорости матрица
А для рассматриваемого случая является плохо обу-
словленной. Аналогичным образом может быть проведен
анализ эффективности использования измерительных
средств различного состава и расположения относитель-
но орбиты.

Рассмотрение характерных «вариантов взаимного рас-
положения орбиты и измерительного пункта, оснащен-
ного различными измерительными средствами. можно
было бы продолжить. но уже и на основе проведенного
качественного анализа свойств матрицы А для приве-
денных выше примеров можно сделать некоторые об-
щие выводы.

При использовании измерений одного из координат-
ных параметров В. сов 8,. соз 8,. у. а и т. п., получен-
ных в течение одного сеанса наблюдения. для РЯССМО*
тренных выше типовых и близких к ним схем взаимного
расположения орбиты и измерительного средства матР*
Ца А оказывается практически особенной. Причиной
этому может быть или одинаковое изменение измеряе-
мого параметра для орбит, различающихся некоторыми
параметрами, или отсутствие изменения нзмерЯЄМОГО
параметра при изменении того или иного Пгтттд
орбиты. Возможность определения параметров орбиты
по измерениям одного параметра на одном сеансе на-
блюдения существенно зависит от взаимного располо-
жения орбиты и измерительного средства.

иЭффективным средством обеспечения
возможностиопределения параметров орбиты является
объединеёіыхизмерении одного и того же параметра. ПОЛУЧЄ”
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С ДВУХ НЛП бОЛЄЄ НЗМЄРНТСЛЬНЬІХ ПУНКТОВ, МЄСТОПОЛОЖЄ-
ние которых выбрано соответствующим образом. Также
целесообразно оснащение измерительного пункта траек-
торными средствами, измеряющнми координатные и
скоростные параметры движения ИСЗ.

11.3. Критерии оптимальности планирования
процесса определения движения по результатам
измерений

В предыдущем параграфе рассмотрена методика ка-
чественного исследования влияния состава измеряемых
функций, взаимного расположения измерительных
средств и траектории ЛА на решение задачи определе~
ния движенияи ЛА по результатам измерений. Исполь-
зование этой методики позволяет выработать некоторые
практически важные рекомендации для организации из-
мерительного комплекса и планирования его работы.

Основные положения рассмотрениой методики могут
быть использованы и при разработке количественных
критериев, позволяющих оценивать влияние состава и
расположения измерительных средств, количества и
точности хтзмеренхтй, модели движения ЛА и другНХ
факторов на эффективность решения задачи определе-
ния движения ЛА по результатам измерений. Оценка
влияния перечисленных факторов на точность опреде-
ления движения ЛА является одной из основных
задач, которые должны быть исследованы при планиро-
вании работы траекторных измерительных средств. Для
решения этой задачи может быть использован матема-
тический аппарат планирования эксперимента.

Крнтерииоптимальностн решения задачи в теории
планирования эксперимента являются более общими.
чем рассмотренные ранее в гл. 2 и 3 критерии оптималь-
иости в теории оценивания. Если в теории оценивания
эффективность рстиеиия задачи определения движения
ЛА по наблюдениям за его полетом определяется только
выбором метода статистической обработки результатов
измерений, то в теории гнлаиироваиия эксперимента
эффективность решения, кроме того, зависит от выбран-
ной модели движения ЛА. от состава и программы из-
мерений, от взаимного расположения измерительных
средств, наблюдаемого участка траектории и других
366



факторов. Совокупность перечисленных факторов опре-
деляет условия проведения эксперимента. Решение за-
дачи определения и анализа движения ЛА по резуль-
татам траекторных измерений состоит из ряда этапов.
основными из которых являются: составление модели
движения ЛА, разработка программы измерений. выбор
статистического метода обработки измерительной ин-
формации.

Наиболее естественным является оптимальное плани-
рование каждого из перечисленных этапов с точки зре-
ния единого критерия. При решении задачи определения
движения ЛА по результатам измерений в качестве та-
кого критерия часто принимают какую-либо характерис-
тику точности оценивания вектора параметров модели
О=.-{<71, 172,
ный момент времени.

После выполнения измерений вся информация о век-
торе О заключена в плотности вероятностей его оценки
ртАЁ), которая в общем случае зависит от условий про~
ведения эксперимента. Поэтому в качестве критерия
оптимальностн эксперимента целесообразно выбрать
плотность вероятности нахождения оценки в заданных

пределах рт (б)=Р(| 6-0 І < г)-
План эксперимента ЙЄ {\7}. ДЛЯ К0Т°Р0Г0

р; (0)
=грдў

ре (0).

является оптимальным по вероятности.
Если вероятности векторов оценок р, (Й) принадле-

жат нормальному распредгттт» 'Ю ТОЧБОСЪ шт*
оценок б полностью характеризуется математическим
ожццаиием МЮ) И КОРРЄ-ҐШЦЮШОЁ _ НТГРЩЄЁ кб.:
=||Кд (Мн, элементы которой зависят от плана экспери-
мента. Однако непосредственное использование матрщъ!

Кб
в качестве критерия оптнмальности эксперимента за-
труднительно, так как при оценнванин п параметров мо-
дели до результатам радиотехнических траекторных из-
мерений матрица Ка

состоит из (пХп) элементов (ИЗ

>6). Поэ-гому в качестве критерия оптнмальности экс-
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перимента обычно используют различные скалярные ха-
рактеристики матрицы К ь

д

В ТЄОРНИ ПЛЗНИРОВЗННЯ ЭКСПЄРИМЄНТЗ ИСПОЛЬЗУЮТСЯ
СЛЄДУЮЩИЄ ПОНЯТИЯ ОПТИМЗЛЫЖОСТИ ПЛаНа.

А-оптимальность. План; _называется_;А-оптимальным,
если корреляциониая матрица К^ имет минимальный след

о
тм зр ,к^. (1126)
уж) о

Этот план минимнзирует сумму дисперсии оценок
параметров (величину диагонали прямоугольного парал-
лепнпеда, описанного около корреляционного эллип-
соида).

Д-оптимальность. План называется Д-огттимальным,
если ему соответствует корреляционная матрица К

б`
С НЗИМЄНЬШИМ ЗНЗЧЄННЄМ ОПРЄДЄЛИТЄЛЯ

тіпаеі К__. (1127)
НЧ Ч

Этот план минимизирует обобщенную дисперсню оце-
нок искомых параметров О, или объем корреляциоино-
го эллипсоида.

Е-оптимальность. План называется Е-оптимальным,
если максимальное характеристическое число соответст-
вующей ему корреляционной матрицы минимально

тм 1,,_,(к^›. (1128)
М Ф

Этот план мннимизирует максимальную ось корреля-
ционного эллипсоида.

При планировании процесса определения движения
ЛА по результатам наблюдений за его полетом с по-
мощью радиотехнических траекторных измерительных
средств в качестве критерия оптимальности плана экс-
перимента наиболее часто используют величину

^ = * , 11.29(ЦО)
ІКҐІ

( )

где І-некоторый наперед заданный вектор, размер-
ность которого равна размерности искомого вектора О.

В качестве вектора .І обычно принимают вектор част-
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ных производных от положения ЛА на траектории или
от времени прохождения летательным аппаратом не-
которой точки на траектории по искомым параметрам
О. В этом случае величина ДО) представляет собой
дисперсию соответствующей оценки координаты или вре-
меии.

Использование критерия (1129) позволяет учиты-
вать влияние на точность решения задачи каждого из
оцениваемых параметров 4, (г=1, 2,
ствующим «весом». В выражении (Н29) корреляцион-
НЗЯ МЗТРИЦЗ ОЦЄННВЗЄЫЬІХ ПЗРЗІІЄТРОВК^ХЗРЗКТЄРИЗУЄТ

О
модель и программу измерений, а также способ ста-
тистической обработки результатов измерений, а матри-
ца .І характеризует модель движения ЛА. Условия про-
ведения эксперимента подбирают так, чтобы минимизи-

ровать величину еНб).
Рассмотрим некоторые основные положения, которые

необходимо иметь в виду при оптимизации процесса
определения движения ЛА по измерительной информа-
ции. Существенно важным является вопрос о том. какие
параметры должны оцениваться по результатам Нет*
рений. Ранее указывалось, что в число оцениваемЫХ
параметров могут быть включены начальные условия
движения, баллистический коэффициент аэродинами-
ческой силы лобового сопротивления, действующей На
ЛА в полете, некоторые параметры атмосферы, КОЭФФ*
циеиты гравитациониого потенциала. СИСТЄМЗТНЧЄСКИЄ
ошибки измерений И другие параметры. ОДМКФ ПР” Рё*
шении каждой конкретной практической задачи опРед°°
ления движения ЛА по резулЬтгтдд НЗІЄРЫШЙ "УЖНР
знать, какие из перечисленных параметров являются с)-
щественными в данной задаче и ДОЛЖНЫ бы” тдежшн*
а влияние каких параметров на точность решения ПР*
иебрежимо мало и, следтггтгдьт- *Щешївакде “х “еде
лесообразно.

ых па амет-Предположим, что о векторе оцетівгед
ровОиМеется априорная информация вида ОЕМ мюд
Ка] или цдщ<чг<чгмт. г=1. 2, ..., п.

Влияние каждого параметра на величину критерті
. пе -

оптнмальности плана экспеРшдетд Д? пзводнь
вом приближении опредгддгїся зндчшие” ро ж
24-589



дсЦО) [дєд и мерой разброса возможных значений этого
параметра, характеризуемой средним квадратическим
ОТКЛОНЄННЄМ 04”- ИЛН РЗЗНОСТЬЮ Чтмдкс-_Чтмд5.

Поэтому в качестве показателей влияния можно вы-
брать соответственно величины '

д =дд (0)
дЧг

или аІг ї (чгмыкс *Чгмшдг Г: 11 2* "" п'

аг

Разбросівеличин ДО) относительно номинального зна-
чения в первом приближении может быть охарактеризо-

ІІ

ван днсперсией а*д=2 (Р, или максимальным размахом
ГІІІ

п
Ад=2 |2і',|. а относительное влияние каждого парамет-

71:11
ра-коэффшдиеитом у,=11,/о,, или ~(',=|±і',|/А,,.

Если, исходя из требуемой точности решения зада-
чи, задаться малой положительной величиной е, то все
параметры 4,, которые удовлетворяют условию тг>е или
?'г>є, г=І, 2, ..., п, следует считать существенными и
включать в число оцениваемых параметров.

Вопросам оптимальной организации процесса измере-
ний при проведении экспериментов в настоящее время
уделяется много внимания. Опубликован ряд работ
[96-105], в которых делаются попытки разработать
методы оптимального проведения измерений при слеже-
нии за движением ЛА. Интересный подход к решению
задачи оптимального управления процессом измерений
изложен в работах [98, 99]. Рассмотрим основные поло-
жения указанных работ применительно к задаче опре-
деления движения ЛА по результатам траекторных из-
мерений.

При последовательном оценивания параметров дви-
жения ЛА по результатам траекторных измерений мето-
дом, изложенным в гл. 4, используется алгоритм филь-
тра Калмана. Уравнения (422) и (423) этого фильтра
позволяют находить оценку максимального правдопо-
добия вектора состояния динамической системы ЙЦ) н
корреляционную матрицу этой оценки К?

(І). На основе
использования уравнения (423) рассмотрим задачу
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оптимизации процесса наблюдения для динамической
системы, опнсываемой днфференциальннми уравнениями
(4.1), где матрицы Ні), А(і), КиШ, КНО) соответ-
ственно размера пХп, тхп, пХп, МХМ преддоддгдт.
ся известными. Введем обозначение

Р<г›=А*<1›К;'«›^<:› 111.31»
и перепишем уравнение (423) в виде

д? (0/41 =Р (1) К? (1) + її (і) РИ) - КГШ РИ) ×
>< К? (г) +К. (1).

к? (д) -дкїы (1131)
и Матрица Р(і) имеет размер лХп и, как матрицы
кги), КНС). К? (і), обладает свойствами симметрии и
положительной определеиности. Она характеризует про-
цесс измерений (Р(і)=0, если вмомеит времени 1 изме-
рения не производятся). Матрица РЦ) зависит от того.
сколько и какие функции измеряются (это определяется
матрицей А(і)) и с какими ошибками они измеряются
(это характеризуется матрицей КиШ). Матрица Кп-(і)
характеризует возмущения, действующие на систему.

Если в процессе измерений можно изменять выбор
измеряемых функций или точность их измерений. то ма-
трица Р(2) в уравнении (11.31) может рассматриваться
как управляющая функция. Роль фазовых координат
в системе (1І.З1) играют элементы иорреляциониой
функции

КїЦ). Число различных алеменюв в силу сим~

метрин матрицы
К?

(І) равио п(п+1)/2.
На управляющую функцию РЦ) могут быть наложе»

ны ограничения:
01.32)треба), 1,<1<:,,,

где ЙІ) - замкнутое множество матриц. характеризукг
щее возможности измерений.

Введем в рассмотрение функционал
'х

д: у два), 11111. (1133)
ї.

2~1~ з"



где скалярная функция і определена при всех ІЄШ,
ід] и Р(і)ЄР(і). Функционал 10 характеризует стои-
мость или длительность процесса измерений, а функция
і есть стоимость измерений в единицу времени.

Пусть, например, в любой момент времени можно
либо вести измерения фиксированным способом (с ма-
трицей Ро), либо вообще не производить измерений. Тог-
да множество Р при любом і состоит из двух матриц:
РО и 0. Если принять в (11.З3) ПРО, і)=І, ((0, ї)=0, то
функционал 10 будет равен длительности наблюдения.

Процесс измерений обычно ведется для получения
с заданной или с минимальной дисперсией значений не~
которых функций от фазовых координат системы (пара-
метров движения ЛА) в определенные моменты време-
ни. Пусть д, 12,
тервале По, ід-], а ут, уг,
интересующие исследователя в эти моменты времени.
Ограничиваясь, как и в системе (4.1), линейнымупри~
ближением в окрестности некоторой номинальной тра-
ектории, положим параметры лииейными функциями фа-
зовых координат

уд=.І'іХ(іі), (І 1.34)
где Щі-п-мерный ненулевой вектор (см. пояснения
к формуле (1 І.29)).

Тогда в соответствии с теоремой 1.1 можем записать
выражение для дисперсии величины уд:

1171::
РІК?

(Д) 1= Ё К” (Д) г, (Ід) гд (Д), (1135)
іь-ж

где Кддід-элемеиты матргщы
Кї;

г,(і,),гд(І,)-ком-

поненты заданного вектора 3, в фиксированный момент
времени 1,, причем і,<!,<і~.

Теперь можно поставить различные задачи об опти-
мизации измерений. Можно поставить задачу об опреде-
лении управления Р(і), удовлетворяющего при всех
ІЕ По, ід] ограиичеииям (1132) и минимизирующего
функционал (1133) при условии, что функциоиалы
(1 1.35) принимают заданные значения. Фазовые коорди-
наты

К?
(і) определяются уравнеииями (11.З1). Постав-

леииая задача является обычной задачей оптимального
управления с интегральным фуикциоиалом, ограниче-
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нием на управление и линейиыми многоточечинми крае-
выми условиями. Число фазовых координат и управляю-
щих функций, т. е. число элементов матриц К? и Р, рав-
но пг, но в силу симметрии этих матриц можно рассма-
тривать лишь п(п+ 1) /2 их компонент.

Вместо минимизации функционала 1. (стоимости на-
блюдения) можно потребовать мииимума одного из
функционалов Ві из (11.35), т. е. минимизировать дис-
персию ошибки определения одного из параметров
(1134). Остальные фуикциоиалы (1135), а также функ-
ционал (11.ЗЗ) при этом могут быть заданы.

Можно поставить задачу об оптимальном выборе мо-
ментов времени і, из интервала [щ ід] с тем. чтобы
добиться минимума одного из функционалов вида (1135)
(возможно, при заданных значениях других функциона-
лов). Существуют и другие постановки задачи об опти-
мизации процесса измерений.

Решение поставленных вьше задач. жпкно (упроствтъ.
если нелииейиуло систему '(1131) свести к линейной пу-
тем эамеиы переменных Кї=В". ДПЮЄРЄЩЧУУЯ т*
дество

К:
В°'=-_.Е (Е-единичиая матрица). ПО-'Ччдед

«Ш“в втё в. (ИзоТГ:
Подставив в (11.З6) зависимость (11.З1). “те”

%'}=__вг-г*в+г-вк,в. В(#.)=К;,'- 111377
где подразумевается. что все матрнШ-І ЯЫЯЮТС* Ши”
днями времени. иТеория оптимального планировании экспеРЁШЁЗІТЪАметоды использования ее для определения ДВИЖЄ"
по результатам радиотехнических ТрЗЄКТОРЁХ 33:61:51:
ний в последние годы бурно развиваются. РН~

_ 1 ЁЦЬэтих методов позволяет правильно записыватьпачьа±ет_движения ЛА, выбирать состав измеРяемых р ^
РОВ. оптимальное расположение нзмеРте-“мых сївдїдї:
устанавливать необходимое количество И “ме” аботымерений и обосновывать требУЄМУЮ Ючтстёаіаниыд
проектнруемых измерительных средств

ВОТ ах траек.значениям допустимых отклонений в
паіїажидения ЛАтории или в параметрах пр0гН03НРУе“°"° д”
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Приложение

нижние т, и вєпкнив т, гРАницы доввритвльного
гштвРвАлА т, ї<. <т$

Т а б лица П.1

Р

,, о 99 0.95 0,90
11 І 1: Ти 1 7! ТІ 1 1:

1 0,356 159 0,446 31,9 0,510 15,9
2 0,434 14,1 0,521 6,28 0,578 4,40
3 0,483 6,47 0,566 3,73 0,620 2,92
4 0,519 4,39 0,599 2,87 0,649 2,37
5 0,546 3,48 0,624 2,45 0,672 2,090
6 0,569 2,98 0,644 2,202 0,6Ю 1,916
7 0,588 2,66 0,661 2,035 0,705 1,797
8 0,604 2,440 0,675 1,916 0,718 1,711
9 0,618 2,277 0,688 1,826 0,729 1,645

10 0,630 2,154 0,699 1,755 0,739 1,593
11 0,641 2,056 0,708 1,698 0,748 1,550
12 0,651 1,976 0,717 1,651 0,755 1,515
13 0,660 1,910 0,725 1,611 0,762 1,485
14 0,669 1,854 0,732 1,577 0,769 1,460
15 0,676 1,806 0,739 1,548 0,775 1,437
16 0.683 1,764 0,745 1,522 0,780 1,418
17 0,690 1,727 0,750 1,499 0,785 1,400
18 0,696 1,695 0,756 1,479 0,790 1,385
19 0,702 1,666 0,760 1,460 0,794 1,370
20 0,707 1,640 0,765 ' 1,444 0,798 1,358
21 0,712 1,617 0,769 1,429 0,802 1,346
22 0,717 1,595 0,773 1,416 0,805 1,335
23 0,722 1,576 0,777 1,402 0,809 1,326
24 0,726 1,558 0,781 1,391 0,812 1,316
25~ 0,730 1,541 0,784 1,380 0,815 1,308
26 0,734 1,526 0,788 1,371 0,818 1,300
27 0,737 1,512 0,791 1,361 0,820 1,293
28 0,741 1,499 0,794 1,352 0,823 1,286
29 0.744 1,487 0.796 1,344 0,825 1,279
30 0,748 1,475 0,799 1,337 0,828 1,274
40 0,774 1,390 0,821 1,279 0,847 1,228
50 0,793 1,336 0,837 1,243 0,861 1,199
00 0,808 1,299 0,849 1,217 0,871 1,179
70 0,820 1,272 0,858 1,198 0,879 1,163
80 0,829 1,250 0,866 1,183 0,886 1,151
90 0,838 1,233 0,873 1,171 0,892 1,141

100 0,845 1,219 0,878 1,161 0,897 1,133
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