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АННОТАЦИЯ 

В книге излагаются основные факты из теории 
бесконечных матриц. Указаны связи теории бес
конечных матриц с теорией функций, алгеброй, 
топологией, математической физикой. Основное 
внимание уделено применению бесконечных мат
риц к суммированию расходящихся рядов и по
следовательностей. 
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ОТ РЕДАКТОРА И ПЕРЕВОДЧИКА 

Настоящая книга, предлагаемая вниманию советского читателя, 
написана английским математиком Р . Г. Куком. 

Основное содержание книги посвящено изложению некоторых 
фактов иа теории бесконечных матриц, суммирования рядов и после
довательностей и теории гильбертоных матриц. 

Наибольшее внимание уделено общим вопросам суммирования 
рядов и последовательностей с помощью бесконечных матриц. 

Следует отметить ,  что в 1 95 1  г .  у нас была издана книга Г .  Харди 
«Расходящиеся ряды» ,  в которой весьма обстоятельно дано изложе
ние многих конкретных методов суммирования . В этой же книге 
помещена обзорная статья С .  Б. Стечкина , относящаяся к методам 
суммирования Бернштейна- Рогоаинского. 

Что касается вопросов , относящихся к общей теории суммирова
ния, то монография Кука является , насколько это нам известно ,  
первой попыткой систематического совремеиного изложения этой 
теории .  В силу этого настоящая книга будет весьма полезной тому, 
кто заинтересуется общей теорией суммирования рядов и последова
тельностей .  

Само собой разумеется , что читатель сможет эдесь также найти 
ряд сведений иа теории бесконечных матриц. 

В ряде мест редактором, иногда переводчиком, сделаны подстроч 
ные примечания , которые поясняют изложение автора или же испра
вляют некоторые неточиости доказательств . 

В конце книги пряложена наша обзорная статья «0 некоторых 
новых результатах по общей теории суммирования рядов и после
довательностей» .  Объем статьи не позволил нам изложить все то , 
что хотелось бы изложить .  О том , какие вопросы рассматриваются 
в обзорной статье , можно судить по оглавлению . И. И. Волковым 
н аписаны §§ 1-4 обзорной статьи , а П .  Л. Ульяновым-§§ 5-10. 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Несмотря на большое количество работ по теории матриц, до 
настоящего времени ни на одном языке нет книги , посвященной 
теории бесконечных матриц в целом . Такое положение создает из
вес;ные трудности для лиц, желающих ознакомиться с каким-либо 
вопросом теории бесконечных матриц, так как при этом приходится 
собирать и объединять разрозненную литературу или же обращаться 
к научным работникам в данной отрасли .  Поэтому желательно дать 
обзор результатов , относящихся к свойствам бесконечных матриц и 
их применению , известных к настоящему времени.  

В данной книге рассматривается применение бесконечных матриц 
главным образом к суммированию расходящихся рядов и последова
тельностей . Этим вопросам посвящены все главы книги ,  начиная 
с четвертой ; первые три главы предназначены для ознакомления чита
теля с аппаратом бесконечных матриц. 

Я надеюсь написать второй том , в котором будут рассмотрены 
функциональные и абстрактные гильбертовы пространства , примене
ние бесконечных матриц в квантовой механике , линейные операторы 
и математическая теория спектра, разработанная Неймэном и другими 
авторами.  Второй том явится естественным продолжением настоящей 
книги и будет иметь целью рассмотреть другие важные вопросы 
nрименения теории бесконечных матриц, подробно не затронутые 
в данной книге . 

Я старался избежать, насколько это возможно,, рассмотрения 
отдеJlЬных свойств специальных матриц. Так , различные матрицы , 
хорошо известные в теории суммирования , например матрицы 
Эйлера - Кноппа , Хаусдорфа, Балле-Пуссена и др . ,  только упоми
наются в тексте или же просто содержатся в приложении и библио
графии .  Наоборот , главное внимание в этой книге будет сосредото
чено на изучении бесконечных матриц в целом или некоторых 
классов их. В этом имеется пекоторая аналогия с теорией функций: 
мы имеем общую теорию для широкого класса функций и теорию 
специальных функций - гамма-функций , дзета-функций,  функций 
Бесселя ,  эллиптических функций, гипергеометрических функций, 
функций Матье и т .  д. Изучивший общую теорию бесконечных 
матриц без затруднений может читать работы по специальным ма
трицам .  



1 0  IIРЕ ДИСЛОВИЕ 

Необходимо учитывать ,  что дисциплина ,  являющаяся предметом 
данной книги , находится только в своем становлении: все изложен 
ные здесь результаты по,1учены за последние 37 лет , а многие из 
них совсем недавно. Поэтому нельзя надеяться на полное единство 
изложенной теории ,  как это сделано, например , в теории функций 
действительного или комплексного перемениого или в теории чисел; 
многие вопросы будут рассмотрены изолированно и разобщенно .  
С другой стороны , ясно ,  что эта дисциплина охватывает большой и 
важный раздел математики .  Создание связующего звена между 
отдельными разделами математики всегда представляет большой ин
терес .  Как мы увидим , теория бесконечных матриц связана с теорией 
функций ( см . ,  в частности , гл . 8), с современной алгеброй 
(см . § 3 . 5), с топологией (см . гл . 9 и 1 0; более отчетливо это 
проявится во втором томе) ,  с математической физикой (в вопросах , 
относящихся к квантовой механике и спектральной теории). 

Наибольшие трудности , которые возникают в любом разделе 
современного анализа , происходят от двQйных предельных переходов. 
Трудно себе представить какой-либо раздел математики ,  который 
давал бы лучшие основы для изучения таких процессов , чем беско
нечные матрицы и пространства последовательностей. 

Поскольку эта дисциплина является совершенно новой, она 
богата интересными научными проблемами .  Мы надеемся , что настоя 
щая книга будет способствовать исследованию в данной области .  

В конце каждой главы даны примеры , включающие многие инте 
ресные результаты . Некоторые из этих результатов были опублико
ваны после того, как книга была сдана в печать , так что оказалось 
невозможным включить их в основной текст . 

Мне удалось привлечь внимание нескольких моих коллег к ру
кописи настоящей книги или к отдельным ее частям ; многие ориги
нальные теоремы , представленные различными авторами , публикуются 
здесь впервые . 

Прежде всего я должен сердечно поблагодарить проф . Динса, 
привившего мне интерес к этому предмету несколько лет назад. 
Проф. Дине прочитал всю рукопись, сделал много ценных замеча
ний .  Ему принадлежат первоначальная разработка вопросов об обра
щениях и гранях матриц (§§ 2 . 2, 2 . 3) и введение в теорию били
неИных форм в § 9 . 4 .  Моя зависимость от главы XI I его книги 
«The Taylor Series» (Оксфорд, 1 93 1 )  является очевидной. 

Я благодарю д-ра Аллена ,  который предоставил мне многие ма
териалы для главы 1 0  настоящей книги до опубликования некоторых 
из них,  а также новые результаты о гранях матриц и замечания 
о ядрах последовательностей . Кроме того , я должен поблагодарить 
д-ра Аллена за чтение корректур этой книги . 

Я благодарю проф. Тернбулла , прочитавшего рукопись и сде
лавшего много полезных замечаний, особенно в части , относящейся 
к матричным обозначениям . 



ПР ЕДИСЛОВИЕ 1 1  

М -р  Ле-Бо сделал ценные замечания по расnоложению материал:1 
в главах 1 ,  2 и 9 и nроявил большой интерес к остальной части 
книги ; ему также nринадлежит nервоначальное доказательство тео
ремы (9.4, I I I) ( I I ) о билинейных формах. 

Д- р Купер сделал несколько полезных замечаний . 
Я благодарю проф. Жулиа и Готье-Вилляра (Париж) за nозво

ление исnользовать в § 9 . 3  настоящей книги некоторые доказа
тельства ,  nриведеиные в книге nроф. Жюлиа «Theories Quantiques» ,  
часть I I .  

Кроме того ,  я благодарю за представленные доказательства тео
рем д-ра Робинсона - теоремы (6.4 ,  1 1) ,  (6.5 ,  I) и (6.5 , I I )  о ядрах 
последовательностей ,  д-ра О. Тауски - теоремы § 3 . 5 ,  д-ра Хеи 
стока - теоремы (4.2, I )  и (8.3 ,  I I ) ;  д -ра Вермса - теорема (5.6 ,  I I ) . 
Оригинальные примеры представили д-р Аллеи , проф . Дине ,  
д-р Берме ,  д -р  Робинсон , м-р Мелвин-Мелвин , д-р Роджерс ,  м - р Оуэн 
и м-с М. Барнетт . 

В заключение я хочу выразить свою признательность м -ру Мак 
миллану з а  его участие в создании этой книги и м -ру Мак-Лехоузу 
за его высокое печатное мастерство .  

Беркбекекий колледж, 
Лондонский университет 

Р. Ky�t 



ОБОЗНАЧЕ НИЯ 

Каждая глава делится н а  параграфы, которые имеют двойную 
нумерацию.  Например , § 4 . 5  обозначает § 5 главы 4 .  

Теоремы имеют тройную нумерацию.  Например, (8.2 ,  IV) обозна
чает теорему IV § 8 . 2 . Номера в квадратных скобках после фамилии 
автора указывают ссылку на библиографию в конце книги . 
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ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ 

1.1.  Различие между теориями·  конечных и бесконечных матриц 

Бесконечной матрицей называется двойная таблица А= (alj) 
(i, j = 1 ,  2 ,  . . .  ) действительных или комплексных чисел alj. Пер
вый индекс i указывает номер строки , второй индекс j - номер 
столбца , на пересечении которых находится элемент alj. 

Сложение и умножение бесконечных матриц определяются соот-
ношениями: 

г де Л- любое действительное или комплексное число (скаляр). 
Таким образом , если АВ= (c1i), то 

OJ 

Cti = � atkbkj 
k = l  

только в том случае , к о  г да эта сумма существует . 
Нетрудно убедиться, что операции над бесконечными матрицами 

существенно отличаются от операций над конечными матрицами . Для 
этого имеются некоторые основания: 

(!) В теории конечных матриц основную роль играют определи 
тели ;  в теории бесконечных матриц и х  роль в значительной степени 
теряется. 

( I I )  В теории бесконечных матриц часто встречаются проблемы· 
существования, которые не имеют аналога в теории конечных матриц. 
Например , если даны две бесконечные матрицы А и В, то их про
изведение АВ может не существовать , так как ряды 

могут расходиться для всех или некоторых значений i и j .  
В то  время как теория конечных матриц является частью алгебры , 

теория бесконечных матриц составляет раздел анализа . Это само по 



1 4  ОПР ЕДЕЛЕН ИЯ И ПРЕДВАР ИТЕЛЬН ЫЕ ПОНЯТИЯ [гл. 1 

себе говорит о различном содержании этих двух дисциплин; можно 
наде}tться (как и есть на самом деле) , что теория бесконечных 
матриц будет иметь тесную связь с общей теорией функций . 

( I I I) Для конечных квадратных матриц n-ro порядка установлено 
большое количество теорем . Казалось бы ,  можно ожидать , что, 
устремляя в этих теоремах n к оо, мы получим соответствующие 
теоремы для бесконечных матриц. Однако , принимая во внимание 
препятствия , связанные со сходимостью рядов, и другие, это удается 
сделать лишь в исключительных случаях (см . Тернбулл [ 2), [3], где 
некоторые результаты получены таким путем , а также Гёрр [ 1 ] ) .  

( IV) Вообще , как мы увидим , типы проблем , решаемых при по
мощи бесконечных матриц, имеют совершенно другой характер, чем 
Проблемы ,  решаемые С ПОМ ОЩЬЮ КОН еЧНЫХ матриц. 

1.2. Некоторые вопросы,  связанные с применением 
бесконечных матриц 

В качестве иллюстрации к § 1 . 1  ( IV) рассмотрим несколько за
дач , при решении которых встречаются бесконечные матрицы . 

(а) Пусть дана бесконечная система линейных уравнений с бес
конечным множеством неизвестных х1, х2, • • •  , например 

со 

� alkxk= Yt· k=1 
( 1 .2 1 )  

Коэффициенты a1k (i , k = 1 ,  2 ,  . . .  ) ,  расположенные в виде двойной 
таблицы , образуют бесконечную матрицу. Если мы положим xk1 = xk, 
xk1= 0 для j > 1 ,  у11=у1, у11= 0 для j > 1 ,  то система ( 1 . 2 1 )  
может быть записана в матричной форме АХ= У с условием , что 
мы  рассматриваем только те решения Х последнего уравнения, 
в котором все элементы , кроме расположенных в первом столбце, 
равны нулю .  

Предположим , что все  элементы в р-й  строке матрицы В равны 
нулю ,  кроме элемента bpq• который равен 1 ;  тогда р-я строка 
матрицы ВС будет такой же, как q -я  строка матрицы С. Ана
логично, если все элементы q - го столбца матрицы С равны 
нулю ,  кроме элемента cpq• который равен 1 ,  то q-й  столбец ма
трицы ВС будет таким же,  как р-й столбец матрицы В. Следова
тельно, если через 1 обозначить матрицу, в которой все элементы, 
расположенные на главной диагонали (au, l = 1 ,  2 ,  . . .  ) ,  равны 1 ,  
а все другие элементы равны нулю,  то 1 А= А/= А. Матрица 1 на
зывается единич,ной .матрицей ; элементы ее обозначаются символом 811, 
так что 

8iJ = О , если j + l, 8u = 1 .  

Предположим теперь , что существует матрица -lA такая , что 
-1АА = 1. В этом случае матрицу -l А называют левосторонней об-
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pamfloй к матрице А .  Если при 1lаличии определе1l1lЫХ условий 
мы умножим слева обе части уравнения АХ= У на матрицу -1А ,  то 
получим 'решение этого уравнения в виде Х= -1АУ (см . § 3 . 2) .  
Этот пример указывает на необходимость рассмотрения матриц, 
обратных к данным бесконечным матрицам (см . гл . 2), которые 
также будут встречаться и по другому поводу .  С обращением матриц 
также связаны вопросы, близкие к решению линейных уравнений 
в бесконечных матрицах более общего типа . Такие вопросы будут 
рассмотрены в гл . 3 .  

(б) Весьма важное применение бесконечные матрицы имеют в тео
рии суммирования расходящихся последовательностей и рядов; эти 
вопросы с различных точек зрения будут рассмотрены в гл . 4-1 0 . 

Наиболее простым примером применения бесконечных матриц 
к суммированию расходящихся последовательностей является метод 
средних арифметических для последовательностей zn • т. е. преобра -
зование вида 

n 
1 1 � zп=п � zk . 

k=l 
( 1 . 2 2) 

Этот пример является частным случаем более общего иреобразования 
1 последовательности zn в последовательность Zn с помощью беско-

нечной матрицы (апk) ,  а именно: 
00 

Z�= � ankzk . 
k=l 

( 1 . 2 3) 

Сравнивая ( 1 .22) и ( 1 . 23 ) ,  мы видим ,  что суммирование средними 
арифметическими равносильно иреобразованию с помощью бесконеч
ной матрицы 

1 о о о о 1' _!_!о о о 2 2 
1 1 1 о о ( 1 . 21) 

333 
1 1 1 1 о . J 4444 

t . . . . . . 

1 т. е .  матрицы (апk). где ank = n при 1 <: k .<: n и ank =о при 

k>n. 
В § 4 . 1  будут даны необходимые и достаточные условия того , 

чтобы преобразование, совершаемое с помощью матрицы (апk) ,  пере
водило всякую последовательность zn• сходящуюся к z при n � оо, 
в последовательноет ь z� . сходящуюся к z1, причем в общем случае 
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z =!= z'. Эти условия следующие: 
ао 

(а)' � 1 ank 1 <М для любого п > п0 , 
k = l  

(б)' lim ank = ak для любого фиксированного k ,  n +ao 
ао 

(в)' � ank = An--+ а при п--+ оо . 
k=l 

[гл. 1 

Матрица (апk), удовлетворяющая этим условиям , называется .ма
трицей Кожи.ма или К-матрицей , а числа ak и а называются 
характеристическими числами матрицы .  Если , кроме того , z' = z, 
т. е .  nредел иреобразованной nоследовательности z� nри п--+ оо 

совnадает с nределом nервоначальной nоследовательности zn, то 
ak =О, а= 1 .  В этом случае К-матрица называется .матрицей Теп
лица или Т-матрицей .  Таким образом , матрица ( 1 . 24) является Т-ма
трицей ; все Т -матрицы обладают свойством регулярности , т. е .  
всякая сходящаяся nоследовательность иреобразуется такой матрицей 
оnять в сходящуюся , nричем предел остается тот же.  Т-матрицы 
и К-матрицы будут обычно nрименяться для иреобразования расхо
дящихся nоследовательностей в сходящиеся. Перенесение nолучен
ных nри этом результатов на ряды (вместо nоследовательностей) не 
nредставляет больших затруднений. 

После доказательства уnомянутых выше основных теорем будут 
nриведены связанные с ними многочисленные результаты (см. гл . 4- 1 0) . 

Другое важное nрименение бесконечные матрицы имеют в теории 
Гейзенберга - Дирака , относящейся к квантовой механике (Френ
кель [ 1 ], т. I I ,  гл . 1 1 1; Кембл [ 1 ], гл . Х и далее , Бертуисл [ 1 ], 64 ,  
88 ,  1 О 1 ,  134, 264) . Здесь основные nроблемы заключаются в реше
нии двух линейных уравнений , элементами которых являются беско
нечные матрицы: (1) АХ - ХА=!, где А - данная матрица , а 1-
единичная матрица ; это так называемое уравнение «квантования» ; 
( I I )  АХ - XD = О , где А- данная матрица , а D - диагональная 
.матрица , т. е. матрица , все элементы которой равны нулю, кроме 
элементов d1(i= 1 ,  2, 3, . . .  ) ,  расnоложенных на главной диагонали .  
Эти уравнения будут рассмотрены в гл . 3. Метод Шредингера ре
шения задач квантовой механики с nомощью данных им уравнений 
связан с теорией спектра (Нейман [ 1 ], Стоун [1] , Купер [ 1 ], [2]). 
Для этой цели необходимы сведения о пространствах Гильберта , 
введение в которые дано в гл . 9 .  

1.3. Некоторые основные определения 

Читателю хорошо знакомо понятие конечной прямоугольной 
матрицы из т строк и п столбцов ,  т. е .  порядка т Х п .  Матрица , 
состоящая только из одной строки:  т= 1 ,  называется вектор-стро-
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J<,Ой и обозначается х = [х1 , х2 , • • •  , хп] или х = [х1] (i = 1 ,  2 ,  . . .  , п) . 
Матрица , состоящая только из одного столбца: п = 1 ,  назы
вается вектор-столбцом. и обозначается х = { х 1 , х2 , • • •  , хт} 
или х = {х1} (j = 1 ,  2 ,  . . .  , т); такое обозначение вектор-столбца 
мы считаем более удобным , чем обозначение 

Х = 

xl 
х2 

_Xm_ 
Термины вектор-строка ,  вектор-столбец и принятые здесь их обо
значения введены Тернбуллом (Тернбулл [ 1 ] , 6, 149; [2], 1 07) .  

Система уравнений ( 1 . 2 1 )  в .матричном. обозначении может 
быть записана в виде Ах= у , где А - бесконечная матрица (ац), 
а х и у - вектор-столбцы с бесконечным множеством элементов :  
х =  {х1 } ,  У= {у1 } U = 1, 2 ,  . . .  ) .  Вектор-столбец с бесконечным 
множеством элементов мы будем называть .матрицей порядка 
оо Х 1 и соответственно вектор-строку с бесконечным множеством 
элементов .матрицей порядка 1 Х оо .  

Таким образом , .матрица Х вектор-столбец= вектор-столбец , 
если произведение в левой части этого равенства существует . 

Матрица , полученная из матрицы А взаимной перестановкой строк 
и столбцов, называется матрицей , транспонированной к А , и обо
значается через А' , так что для элементов матрицы А' имеет место 

1 равенство ali = a1l. 
Таким образом , если х - вектор-строка , то х' - вектор-столбец, 

и наоборот. Аналогично, если х - вектор-строка, то А' х' - вектор
столбец, а если х - вектор-столбец ,  то х' А' - вектор-строка . 

Матрица , у которой все элементы равны нулю,  т. е .  aiJ = О для 
всех l и j, называется нуль -матрицей и обозначается 0: очевидно ,  
что О А  = А О  = О .  Однако если АВ= О ,  то отсюда еще не  сле 
дует, что А или В обязательно будут нуль-матрицами . Это даже 
неверно для таких простейших типов матриц, как диагонапьные 
матрицы D, 6. .  

Положим , например , в матрице D = (dl) d1  = О при l четном и 
di =1= О при l нечетном и в матрице 6. == (8д 81 = О при l нечетном 
и 8i � О при l четном . В соответствии с правилом умножения двух 
матриц получаем (di) (8д = (dt8д, так что произведение двух диаго 
нальных матриц является диагональной матрицей . В нашем 
случае мы имеем D6. = (dl8l) = О , хотя ни D, ни 6. не являются 
нуль-матрицами .  

Всюду в этой книге J будет обозначать единичную матрицу. 
Диагональная матрица Л!, где Л- скаляр ,  называется скалярной 

2 Зак. 1223. Р. l{ук 
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.матрицей ;  все ее элементы , расположенные на главной диагонали. 
равны Л. 

Если каждая строка матрицы А содержит только конечное число 
отличных от нуля элементов , то А называется .матрицей с конеч
ными строками; если аналогичное свойство имеет место по отно
шению к столбцам , то А называется .матрицей с конечны.л1и 
столбцами . Таким образом , если А- матрица с конечными стро
ками ,  то а0 =О для j >-qt• где ql- пекоторая функция от i . 
Если aiJ =О для j >-q , где q не зависит от l, то А называется 
матрицей , ограниченной по строкам.  Аналогично если А- матрица 
с конечными столбцами ,  то alJ =О для l >-rj: если же а;1 = О  
при t>-r. где r н е  зависит от j ,  то А называется матрицей, огра
ниченной по столбцам .  Если aiJ =О при j > l ,  то А называе1ся 
нижней треугольной •(или просто треугольной) матрицей; если же 
ali =О при j < i , то А называется верхней треугольной матрицей. 
Таким образом , нижняя треугольная матрица является матрицей с ко
нечными строками ,  хотя в общем случае и не является матрицей. 
ограниченной по строкам , а верхняя треугольная матрица является 
матрицей с конечными столбцами ,  хотя не обязательно ограничен
ной по столбцам . Матрица ( 1 . 24) средних арифметических является 
примером нижней треугольной матрицы . 

Матрица А называется си.м.метричной ,  если alJ = ail• и косо
си.м.метричной ,  если al} =-aJl для всех l и j .  

Матрица А== (ац) называется комплексно сопряженной матрице А, 
если alJ комплексно сопряжено числу atj· 

Матрица ,  транспонированная и комплексно сопряженная к А, 
обозначается через А*, так что А*== А'. Такая матрица коротко 
называется сопряженной к А. 

Матрица А называется ар.митовой , если А*= А, и косоар.мито
в ой , если А*=-А. 

Из приведеиных выше определений мы видим ,  что 

А= А, А"=А, А**= А, АВ= АВ, 

(АВ)'= В' А', (АВ)*= В* А*, 

причем эти р авенства надо понимать в том смысле, что если суще
ствует одна часть какого-либо равенства , то существует и другая 
и они равны между собой . Первые три равенства очевидны; чет
вертое следует из того факта , что ряды � ck и � ck оба одновре
менно сходятся или расходятся .  Пятое равенство устанавливает, что 
транспонированное произведение двух .матриц равно произве
дению транспонированных .матриц ,  пере.множенных в обратном 
порядке . Доказательство этого факта вытекает из следующих ра-
венств : 

00 00 
(AB);J = (AB)il = � a1�bkl = � ь;k a�J =(В' A')li , k=1 k=1 



1.4) Н ЕСКОЛЬК О ХАРАКТЕР НЫХ СВОЙСТ В  БЕСКОНЕЧН ЫХ МАТ Р ИЦ 1 9  

где (AB)lf означает элемент произведения матриц АВ, расположен 
ный в строке с номером l и в столбце с номером j. 

Ulecтoe равенство доказывается аналогично . 
Эрмитова матрица , состоящая только из действительных элемен

тов , является действительной симметричной матрицей ; косоэрмитова 
матрица ,  состоящая только из действительных элементов , является 
действительной кососимметричной матрицей. Отсюда следует , что все 
теоремы об эрмитовых матрицах включают как частный случай тео 
ремы о действительных симметричных матрицах . 

Если АВ = /, то В называется правосторонней (п .  с . ) обратной 
для А и обозначается А-

1
, а А называется левосторонней (л . с . ) 

обратной для В и обозначается -1В. Если А и В - обе отличные 
от О матрицы и АВ = О, то В называется правосторонним (п . с . ) 
нуль-делителем А и обозначается А0, а А называется левосторон
ним (л. с. ) нуль -делителем В и обозначается 0В. 

00 
Сумма ряда � au в случае его сходимости называется следом 

i=l 

матрицы А и обозначается через Sp А. О применении следов матриц 
в квантовой теории излучения см . Хейтлер [ 1 ] ,  87, 1 5 1 ,  183 ,  
� в вопросах , связанных с математической теорией механики атома ,
Неймаи [ 1 ], 93- 1 О 1 .  

1 .4. Нес колько характерных свойств бесконечных матриц 

Так как произведение двух диагональных матриц (dt) и (ot) 
является диагональной матрицей (dtot)• то мы имеем (dд (од= (од (dд, 
откуда следует , что умножение диагональных .матриц коммута
тивно . Таким образом , диагональные матрицы дают пример класса 
матриц, удовлетворяющих коммутативному закону .  В общем же 
.:лучае произведение двух .матриц не является коммутативным , 

00 00 
так как � alkbkJ может оказаться не равной � btkaki для каждого i k=l k=l 
и j даже при условии, что оба ряда сходятся при всех l и j. 
Более того , АВ .может не существовать , хотя ВА и существует. 
Например , если blf = О при j > 1 ,  то ВА = (Ьнаl}) существует при 

00 

произвольных Ьн и А; что касается АВ, то (AB)tJ = � atkbkJ =О k=l 
00 

nри j > 1 и равно � atkbkl• когда j = 1 (l = 1 ,  2 ,  . . . ) .  Отсюда k=l 
сл едует , что АВ не существует , если последние ряды расходятся . 

Сумма двух .матриц всегда существует и 

2* 
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Дистрибутивный закон 
А(В+С)= АВ+ АС, (В+С) А = ВА+СА 

' 
имеет .место в том смысле , что если АВ и АС существуют, 
то существует и А(В+С), равное АВ+АС. Но А(В+С )  
.может существовать ,  в то время как АВ и АС не  существуют. 
Например,  такой случай имеет место для матриц (а 11), (bi1) и (с11). 
где au = 1 для любого l и j, biJ = d1 + 1 , ciJ = d1 -- 1 для любого j 
и ряд � d1 сходится. 

Из сделанных выше замечаний о диагональных матрицах следует, что 
произведение любого конечного числа диагональных .матриц яв-
ляется ассоциативным . Например , если ( d�1>), ( d�11>), ( d\3>)- три про
извольные диагональные матрицы и произведение ( d\1>) ( d)2>)x ( d\3>) 
рассматривается в том смысле ,  что сначала находится произведение 
( d�l))( d\2>), а затем этот результат умножается на ( d�3>), то мы будем 
иметь : 

Обобщим эти результаты на нижние треугольные матрицы . 
Если (aiJ) и (biJ) - две нижние треугольные матрицы , 

(aiJ) (Ь11) = (eiJ) , где 

и 

i 

eiJ = �- aikbkJ 
k =J 

(l :> j) 

(l < j). 

то-

Следовательно , произведение двух нижних треугольных .ма
триц является опять нижней .треугольной .матрицей . 

Далее, если (сц) - третья нижняя треугольная матрица , то мы 
имеем : 

где 
(aiJ) (biJ) (ciJ) = (fiJ) , 

!iJ = � � a1pbpqcqJ• 
и суммирование распространяется на все значения р и q , для кото
рЫх l :> р :> q :> j. Отсюда получаем : 

(aiJ) (biJ) Х (ciJ) = (aiJ) Х (biJ) (с 11), 

т. е. умножение нижних треугольных .матриц ассоциативно . 
Относительно других примеров ассоциативных матриц см .  (2.3 , 1 1 1). 
В общем же случае умножение бесконечных .матрuц не ас

социативно . Например,  если aiJ = 1, с11 = 1 для любого l и j и 
если 

( 1 . 4 1) 
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то (АВ) С =1= А (ВС), ибо (АВ) С и А (ВС) равны соответственно 
левой и правой частям ( 1 . 4 1 ) .  В качестве примера матрицы , удо
влетворяющей условию ( 1 . 41) ,  можно взять матрицу (Ьц). где 

ь - (i-j) {l+j-З)I (i > 1, 1> 1 ) ,  ц- 21+ }-З (i-l)!(j- 1 )! 
Ьн = 2-(l-1) (l > 1 ) , · bli = -2-U-1> (} > 1 ) , Ь11 = О. 

Легко показать, что в атом случае 

Мы будем говорить, что произведение бес�tонечных .матриц 
ассоциативно , если : (а) при любой группиров�tе входящих в него 
.множителей без изменения их поряд�tа произведение всегда су
ществует;  (б) все получающиеся та�tи.м образом произведения 
равны .между собой .  

Если .множество S бес�tонечных .матриц удовлетворяет 
условиям : (а) S содержит с�tалярные .матрицы ; (б) любое произ
ведение �tонечного числа .матриц из S существует и является 
ассоциативным; (в) S зам�tнуто по отношению 1l �tонечны.м 
суммам и �tонечны.м произведениям (т. е .  сумма любого �tонеч
ного числа и произведение любого �tонечного числа .матриц, при
надлежащих S, принадлежат S) , то та�tое .множество назы
вается ассоциативным полем *) .  

Диагональные матрицы , матрицы с конечными строками и мат
рицы с конечными столбцами образуют ассоциативные поля . 

В самоассоциативном поле может быть определена по индукции 
целая положительная степень матрицы А: 

А2 = АА, АЗ = АА2=А2А, ... , A"=AAn-1 = A"-1A. 

Если А2 =А =1= О, то матрица А называется идемпотентной.  
Если r - наименьшее положительное целое число ,  такое, что 

Аг= О (А =1= 0) ,  то матрица А называется нильпотентной с инде
�tсом r. 

Таким образом , матрица 1 является идемпотентной ; матрица А. 
в которой а21- единственный отличный от нуля элемент , является 
нильпотентной с индексом 2. Менее тривиальные примеры идемпа
тентных и нильпотентных матриц приведены в конце главы (см . при
меры 1 ,  9- 1 2  к гл. 1 , а также Г�рр [ 1 ] ) .  

Если ИИ* = И* И = /, то И называется унитарной матрицей .  
Если АА' = А' А = /, то А называется ортогональной матрицей. 

*) См. сноску на стр. 39. 
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Очевидно ,  что действительная ортогональная матрица является 
действительной унитарной матрицей и наоборот, однако комплексная 
ортогональная матрица может не быть унитарной. 

Если А и В- ортогоflальflьtе матрицы, а произведеflия АВ (АВ)' 
1l (АВ)' АВ существуют и ассоциативflьt*) , то АВ также является 
ортогоflальflой . Действительно ,  из данных условий, принимая во 
внимание, что (АВ)'= В' А', получаем: 

АВ (АВ)'= АВВ' А'= АА' = / 
и 

(АВ)' AB=B'A'AB = B'B=l, 

откуда и следует требуемый результат. 
Если А- симметричная и ортогональная , то А2 = !. В самом 

деле , в этом случае А= А' и АА' = /. 

1 .5.  Некоторые специальные матрицы 

(I) Пусть строки матрицы Р в их естественном порядке являются 
р-й, q -й ,  . . .  строками единичной матрицы /, где р, q , . . .  - пере
ставленная последовательность чисел 1 ,  2 ,  . . . Тогда строки мат
рицы РА в их естественном порядке будут соответственно р-й ,  
q -й ,  . . .  строками матрицы А, т .  е .  РА получается и з  А переста 
новкой порядка ее строк .  Матрицу Р мы назовем пермутатором. 

Если в l-й строке матрицы Р единица расположена в k1-м 
столбце , т .  е .  P t ,k t= 1 ,  а все остальные элементы этой строки равны 
нулю, то РА получается из А перестановкой ее строк в порядок 
k1, k2, k3, • • •  , где k1, k2, k3, • • •  - переставленная последователь
ность чисел 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  

Если вместо произведения РА рассмотреть АР, то действие ма
трицы Р в этом случае сведется к перестановке столбцов в матрице А. 

( I I )  Пусть S == (s11)- матрица , где s11 = 1 ,  s1, н1 = 1 (l � 2), 
а все остальные элементы равны нулю. Тогда матрица SA пред
ставляет собой матрицу А без ее второй строки , а AS' является 
матрицей А без ее второго столбца. Действительно, если обо
значить элементы матрицы SA через 1�]>. а элементы матрицы AS' 
че рез 1�,>. то будем иметь : 

1�1) = � slkakf = { alj 

1 k=1 al+l. J 
� , { all 1��> = ."-1 alks kf = 

1 k=l al. J+1 

-откуда и следует требуемый результат. 

( l = 1 ), 

( l � 2) ;  

U= 1 ), 

(j � 2). 

*) Здесь так же, -как и в ряде других мест, в действительности пред
полагается ассоциативность не тройного произведения, а произведения всех 
участвующих сомножителей. (При.м. ред.) 
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Матрица такого типа ,  как S, называется селектором. Вообще 
если S- матрица , полученная из единичной матрицы вычеркиванием 
из нее р-й ,  q-й ,  r-й ,  . . . строк , то м атрица SA получается из А 
вычеркиванием строк с этими же номерами . 

Только что сказанное может быть обобщено следующим образом. 
Пусть 1 (l) - однозначная , строго возрастающая функция натураль
ного аргумента l, примимающая целые положительные значения. Если 

st.J<t>= 1 (l = 1 ,  2, . . . ) ,  

а все  остальные элементы матрицы S равны нулю ,  то S называется 
селектором для строк. В этом случае SA получается из А вы
черкиванием всех строк А с номерами, не являющи.мися зна
чениями функции 1 (i) . 

В случае , если s 1 (}). 1 = 1 (j = 1 ,  2 ,  . . .  ) , а все остальные эле
менты матрицы S 1 авны нулю ,  то S называется селектором для 
столбцов . В эт9м случае AS получается из А вычеркиванием всех 
столбцов А с номерами , не совпадающими со значениями функ
ции 1 (j) . 

Найдем матрицу S, удаляющую строки с номерами j, (r = 1 ,  2 ,  . . .  ) 
из матрицы А. 

Согласно· требованию элементы матрицы S должны удовлетворять. 
условию 

где 

itJ = alJ 

itJ = ai+p.J 

00 

� 8tkakJ = 1 i j• 
k=l 

( 1 < i < jl), 
Up -P+ 1 <,. l < jрн-Р) (р = 1 , 2 , . . . ). 

Отсюда следует, что su = 1 , siJ =О (j =1= l) ,  когда 1 <,. i < j1, и 
s1, l+p=1, s11=0 U=l=t+p) , когда jp-P+ 1 <,.t<jp+l-P 
(р= 1 ,  2, . . . ) .  

( 1 1 1) Матрица С называется комбинатором, если все е е  отлич
ные от нуля элементы расположены на главной диагонали и имеется 
только один отличный от нуля элемент, не лежащий на главной 
диагонали. 

Если в С все элементы, лежащие на главной диагонали ,  
равны 1 и алемент cmn равен r, то .матрица СА получается 
из А добавлением ко  всем алементам т-й строки соответствую
щих алементов п-й строки, умноженных на r. В самом деле. 
элементы матрицы СА в этом случае будут : 

(l =1= т) , 
(l = т). 
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Понятие комбинатора может быть обобщено .  Заменим в единич
ной матрице все элементы r-й строки соответственно числами с1, 
с2 , • • •  Мы получим tсомбинатор С (для строtс) в том смысле, что 
все строки матрицы СА будут такими же, как и в матрице А, аа 
исключением r -й  строки ,  элементы которой будут соответственно 
равны суммам 

U = 1, 2 . . . .  ) . ( 1 .51) 

Числа cl в этом построении выбираются достаточно малыми, чтобы 
ряды в ( 1 .5 1 )  абсолютно сходились. В этом случае все суммы су
ществуют и не аависят от порядка слагаемых. 

Обоаначая сумму в ( 1 .5 1 ) череа е1, мы будем иметь (в матрич
ном обоаначении) сА = е, где 

с = [с1, с2, • • •  ], е= [е1, е2, • • •  ]; 
это равенство является частным случаем более общего соотношения: 
веtстор-строtса Х матрица = веtстор-строtса, при условии, что про
наведение слева существует. 

Таким обрааом , комбинатор С для строк получается иа 1 ааменой 
г-й строки строкой с = [с1 , с2, • • •  ], при этом матрица СА полу
чается иа матрицы А ааменой г-й строки на строку сА .  Комбина
'Горные матрицы употребляются , в частности , для обрааования нуле
вой строки в матрице А при наличии линейной однородной аависи
мости между строками , скажем : 

(j = 1 ,  2 , . . . ). 

Если матрица С обрааована иа матрицы 1 ааменой всех элементов 
в г-м столбце соответственно числами с1, с2, • • •  , то она нааывается 
комбинатором для столбцов .  В этом случае матрица АС отли
чается от А тем , что элементы ее в г-м столбце ааменены соответ
ственно суммами 

(l= l , 2 ,  . . .  ) .  

1 .6. Структура м атриц 

Иа определения суммы матриц и пронаведения на  число вытекает, 
что 

А+ЛI = (atJ +Л8lJ). 
Отсюда следует, что Л прибавляется толhко к каждому диагональ-
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ному элементу матрицы А , так что 

(А+ Лl)ц = alf (l =1= j), 

(A+ЛI)jj = aii+Л. 
Принимая во внимание , что целая положительная степень матрицы 

уже была определена , можно определить полином f (А) от мат
рицы А в самоассоциативном поле. В теории конечных матриц важ
ную роль играют характеристические корна матрицы . Пусть. 
(ац) - квадратная матрица и det (А) - ее определитель *) .  Тогда 
характеристическим корнем матрицы А называется корень уравнения 
det (Л/- :.4) = О , которое представляет собой уравнение п-й степени 
относительно Л, а именно : 

Л-а11 -а12 -als -aln 
-а21 Л-а22 -азs -a2n 

/(Л) = -asl -аsз Л-ass -asn = 0 . 

-апl -ап2 -апз Л-апп 

Это уравнение называется характеристическим уравненаем для 
матрицы А, а функция f (Л) - характеристической функцией 
матрицы А. 

В этом направлении имеется классическая теорема Гамильтона
Кэли ,  утверждающая , что всякая конечная матраца удовлетво
ряет своему характеристическому уравнению ,  т .  е .  f (А)= О. 
Справедливо также утверждение, что всякая конечная матрица удо
влетворяет уравнению Ф (А)= О более низкой степени ,  где Ф (А)
делитель многочлена f (А) или совпадает с f (А); в случае скаляр
ной матрицы оно может быть сведено к уравнению первой степени 
(см . Жюлиа [ 1 ) ,  ч. I , 8 1 ;  Веддерберн [ 1 ] , 23; полностью теорема 
по существу доказана Жорданом ; см . Жордан [ 1 ] ,  1 1 4) .  

Известна еще классическая теорема о структуре конечной ма
трицы А, заключающаяся в том , что если характеристические корни 
матрицы А различные ,  то А может быть выражена через эти корни 
и определенные идемпотентные матрицы , связанные с А. 

Эта теорема обобщается на случай кратных корней характеристи
ческого уравнения . В этом случае матрица А может быть выражена 
через корни характеристического уравнения и основные идемпотент
ные и нильпотентные элементы А, соответствующие корням харак
теристического уравн ения (см. Веддерберн ( 1 ) , 25-30). 

Эти результаты желательно обобщить ,  где это возможн о , на  
бесконечные матрицы . Единственной попыткой , предпринятой до 

*) Мы обозначаем определитель матрицы А символом det (А) (см .  
Жюлиа [1], часть 1, 6 1 )  вместо обычно распространенного обозначения 1 a1j 1 
или 1 А 1 во избежание путаницы с обозначением граней матриц (см. § 2.3). 
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настоящего времени в этом направлении, является проведеиное Г�рром 
{1] непосредственное обобщение некоторых результатов для конеч
ных матриц на  класс бесконечных нижних треугольных матриц, 

00 

nричем им рассматриваются матрицы , для которых ряды � 1 a�tl 
i=l  

сходятся . 
Первым и ,  возможно, наиболее серьезным затруднением , которое 

встречается при попытке обобщить структурные теоремы на общие 
бесконечные матрицы , является вопрос , связанный с понятием , соот
ветствующим понятию характеристического корня для конечных 
матриц. Можно было бы определить характеристический корень 
бесконечной матрицы А как некоторый скаляр Л, для которого 
Ах = Л.х , где вектор-столбец х = {х1 , х2 , • • •  } отличен от нуля, 
но это ведет к рассмотрению вопросов теории спектра (см . Неймаи [1], 
Стоун [1]), предмет которой не так прост. 

В случае нижних треугольных матриц А характеристические 
корни лi могут быть определены равенствами лi = au (i = 1 '  2, . . . ), 
так· как det (Л/- А) в этом случае равен нулю, каков бы ни был 
qорядок определителя . 

1 .7.  Показательная функция от  бесконечной нижней 
треугольной м атрицы 

Выше мы установили понятие многочлена от бесконечной матрицы 
в самоассоциативном поле . Для соответствующим образом подобран
ных классов бесконечных матриц можно определить функцию от 
матрицы ,  более общую , чем многочлен , например показательную 
функ цию . 

Хорошо известно ,  что показательная функция Е (z) = ez не имеет 
нулей в комплексной плоскости z. Этот результат был значительно 
обобщен Динсом [3]. Им показано, что по!(,азательпая фун,!(,ция 
не имеет пулей в линейных ассоциативных алгебрах с !(,Онеч
ны.м базисом и не имеет самоассоциативных пулей в !(,ОНечных 
неассоциативпых линейных алгебрах . 

Сейчас мы докажем следующую теорему, также принадлежащую 
Дин су: 

( 1 .7 ,  1 ) От вСЯ!(,Ой нижней треугольной .матрицы существует 
по!(,азательпая фун,!(,ция; все ее значения являются нижними 
треугольными .матрицами , и в поле нижних треугольных .ма
триц  она выпус!(,ает все нильпотентпые значения. 

( 1) Так как нижние треугольные матрицы образуют ассоциатиf3-
ное поле и ,  в частности , являются самоассоциативными,  показатель
ная функция может быть определена как 

А А2 Ап 
Е(А)=I+тг+2Т+ ... +nт+ ... , 
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где матричные элементы {Е (А))11 определяются равенством 
i 

[E(A)) li = 811 + ai1 + �� � a1kak1 + ... 
k=j 
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... + �! � aik � akl ... � apqaqJ + . . •  
k l q 

Пусть Ь- наибольшее значение модуля из множества модулей всех 
элементов , расп оложенных в первых l строках матрицы А; тогда 

ь tb2 ikьk+1 . 1 {Е(А) }IJI< I + тг+2Т+ ... +(k+l)'+ . . . -<: еtь. 

Отсюда следует, что Е (А) имеет вполне определенное значение 
в поле нижних треугольных матриц. 

( I I) При умножении Е (А) и Е (В) по правилу Коши однородные 
члены п- го порядка относительно А и В в полученном произведении 
имеют вид 

вn 
+-,. n. 

В ассоциативном поле и при условии, что А и В коммутативны 

(т. е .  АВ = ВА) , это выражение равно (А +,B)n 
n. 

( I I I )  Из ( 1 1 )  следует, что Е (А + В)= Е (А) Е (В) , когда АВ = ВА; 
из определения же функции Е (А) имеем Е (О) = !. Полагая В = - А 
и учитывая, что Е (-А) также является элементом из поля нижних 
треугольных матриц, из предыдущих равенств получаем : 

1 = Е(О) = Е(А)Е(-А). 
Это показывает, что функция Е (А) не может обращаться в нуль .  

Положим теперь Е(А) = Х, так что Е(пА) = Хп, где п-целое 
положительное число .  В силу того, что Е (пА) не может обращаться 
в нуль, Е (А) не может принимать значение Х, для которого xn = О. 
Таким образом, Е (А) выпускает все нильпотентные значения в поле 
нижних треугольных матриц (о распространении на К7- и Кс-матрицы 
см. пример 1 8  к гл . 2, на матрицы Гильберта - пример 4 к гл . 9).  

1 .8. Полунепрерывные и непрерывные матрицы 

Часто бывает удобно пользоваться оператором, полученным заме
ной целых положительных n в бесконечной матрице (ank) непрерыв 
ной положительной переменной величиной, скажем ю. В этом случае 
вместо a"'k мы обычно б у де м употреблять символ а k ( ю) (см. § 4.1 
и далее) . Если оба целых положительных числа n и k одновременно 
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заменяются непрерывными положительными переменными, скажем х 
и у ,  то мы будем употреблять запись а (х ,  у) вместо аху · Последний 
оператор часто рассматривают как «непрерывную матрицу» , хотя 
он не является в строгом смысле матрицей . Этот оператор упо
требляется в квантовой теории и математической статистике (см . 
об  этом также § 3 .5). 

Оператор типа ak ((u) может быть назван «nолунепрерывной 
матрицей». При этой терминологии обычную матрицу ank есте
ственно называть «дискретной матрицей» . Последний термин мы 
будем употреблять только в исключительных случаях , когда необхо
димо установить различие между ank и ak (ш) , например в (5.4, J I I } ,  
(5.5 ,  I I I ) ,  (5.5 ,  IV) . Во всех остальных случаях «дискретная матрица» 
будет называться просто «матрицей» . 

Примеры к r лаве 1 

1 .  Показать, что действительная диагональная матрица является идем
потентной тогда и только тогда, когда все ее злементы О или 1, причем 
хотя бы один отличен от нуля. 

2. Доказать, что нижняя треугольная матрица будет ортогональной 
тогда и только тогда, когда она диагональна с злементами ± 1 .  

3 .  Показать, что если все злементы н а  главной диагонали нижней тре
угольной матрицы А равны О, то первые k диагоналей матрицы Ak состоят 
полностью из нулевых элементов. 

4. Доказать , что если (и- !) А = О , где А и и - нижние треугольные 
матрицы, и au =1= О для любого i, то и является единичной матрицей. 

5. Доказать , что если А' является транспонированной матрицей какой
либо матрицы А, а АА' и А' А существуют, то АА' и А' А являются сим
метричными. 

6. Доказать, что для всякой матрицы А, для которой существуют 
АА� и А•А, оба эти произведения АА* и А 'А являются зрмитовыми 
матрицами. 

7. Доказать, что любое конечное произведение пермутаторов на произ
вольно данную матрицу ассоциативно, если А встречается в этом произве
дении только один раз. 

8. Доказать, что всякое конечное произведение пермутаторов и двух 
данных матриц ассоциативно, если: (1) А и В встречаются в произведении 

00 
только по одному разу; (11) А предшествует В и ( I I I) ряд � aikbr , j  aбco-

k = l  k 
лютно сходится, где r1, r2, • . • - любая перестановка чисел 1 , 2, 3, . . . и rk 
различные для различных значений k. 

9. В матрице А все отличные от нуля злементы находятся только в 
одной строке (столбце) . Доказать, что А является идемпатентной тогда 
и только тогда, когда элемент, лежащий на пересечении главной диаго
нали с этой строкой (столбцом), равен 1. Показать также, что А будет 
нильпотентной с индексом 2 тогда и только тогда, когда этот злемент 
равен нулю.  

10 .  Доказать, что конечная матрица (: � ) ,  где Ь и с не равны одно
временно нулю, является идемпотентной тогда и только тогда, когда : 
(1) а +  d = 1; (11) ad - Ьс = О. 
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1 1 .  Если 
( а Ь а13 а14 • • •  ) 

А == � . 
d
. 

�2� . 
а�4 : . : • 

где все строки после второй состоят исключительно из нулей и Ьс =1= О, то 
доказать, что А будет идемпатентной тогда и только тогда, когда: (1) a+d=O; 
(11) элементы первой строки находятся в постоянном отношении с соответ
ствующими элементами второй строки. 

12.  Если матрица А в примере 1 1  такая, что bd =1= О, то А является 
нильпотентной с индексом 2 тогда и только тогда, когда : (1) а + d = О; 
(11) элементы первой строки находятся в постоянном отношении с соответ
ствующими элементами второй строки. 

13. Доказать, что если Х- какая-либо диагональная матрица, а Е (Х) 
показательная функция, то Е (Х) = J тогда и только тогда, когда элементы ,  
лежащие на главной диагонали матрицы Х, кратны 2ni. 

14. Показать, что если Х - действительная нижняя треугольная матрица ,  
то Е (Х) = J тогда и только тогда, когда Х - нуль-матрица .  

15 *) . Пусть Xnk = О  (k =1= kп), Xnk = an (k = kп) и xk k = О (k =1= п), n' 
1 xk k = - (k = n), где an =f= O . В этом случае  X2 = f, так что, давая 

n' an 
an (п = 1 , 2, . . . ) все возможные не нулевые значения, мы  получим все 
возможные значения квадратного корня из J, в ко горых один и только один 
отличный от нуля элемент находится в каждой строке и каждом столбце **). 

16. Уравнение У2 = D, где D - диагональная матрица, имеет класс 
решений, определенных равенствами 

(n = 1 , 2, . . . ) , 

а все другие элементы У равны нулю. В частности, когда D = - I, мы 
получаем У =  J, где 

(n = 1 , 2, . . . ), 

а все остальные элементы J равны нулю. В специальном случае, когда 
an = i, J может быть обращена в скалярную матрицу il; в общем случае 
J = iX, где Х - квадратный корень из I. 

17 .  Пусть Z = хА + у В, где х и у - действительные постоянные числа, 
А2 = А,  В2 = - А ; АВ = ВА = В (что такие матрицы существуют, показы
вает пример: А = I, В =  J, где ]2 = - 1) . Тогда Z __ Z (z), где z = х + iy, 
называется матрицей Арганда. 

Показать. что Z (z1 + z2) = Z (z1)+Z (z2), Z (z1z2) = Z (z1) Z (z2), а также 
что произведение матриц Арганда ассоциативно и существует полная ана
.югия между матрицами Z = xl + yJ и векторами z = х + iy в схеме 
Арганда. Доказать «теорему Муавра» для матриц Арганда, а именно: для 
любого рационального n имеет место равенство 

cos n'f · А + s!n П'f · В = ( cos 'f · А + s!n 'f · В)п, 

*) Примеры 15-17 даны Мелвин-Мелвином. 
**) Предложенная задача поставлена не корректно. Автор считает, 

что n = 1, 2, . . . и Xnk = О (k =1= kп), Xnk = an (k = kп). В силу этого 
матрица Х уже полностью определена, и поэтому второе условие на xk k n' противоречит первому (достаточно взять, например, an == 2). Это же замеча-
ние относится и к примеру 16. (При.м. перев. и ред.) 



30 ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ [гл. 1 

J!_ 
где Z q ( р  и q - целые положительные) представляет собой матрицу, кото
рая при возведении в степень q дает zP; показать также, что 

cos Ч' • А + sin Ч' • В = А - 1  + Е (ер В), 

где Е - показательная функция, и, в частностИ, что 
cos Ч' . [ + s!n Ч' • J = Е  (cpJ). 

Вывести соотношения: 
1 cos Ч' · 1  = "2 [Е (ер/) + Е (-cpJ)] , 
1 sin Ч' • J = 2 [Е (ер/) - Е (-cpJ)] . 



Г Л А В А 2 

ОБРАЩЕНИЯ БЕСК ОНЕЧ НЫХ МАТРИЦ 

2. 1 .  Обращения нижних треугольных м атриц 
и некоторые простые результаты для общих м атриц 

В соответствии с определением , данным в § 1 . 3 ,  матрица , право
сторонняя обратная (п. с .  обратная) для матрицы А,  является реше
нием )( линейного матричного уравнения 

A)(= f. (2 . 1 1 )  

а матрица ,  левосторонняя обратная (л . с .  обратная) для А, - реше
нием уравнения 

)(A = l. (2 . 1 2) 

Общая проблема решения уравнений (2 . 1 1 ) и (2 . 1 2) включает в себя 
решение системы бесконечного множества л инейных уравнений  с бес
конечным множеством неизвестных.  Однако в некоторых частных 
случаях можно найти обратную матрицу или установить ее существо
вание , не прибегая к общей теории решения указанных уравнений. 

Рассмотрим класс нижних треугольных матриц. 
(2. 1 ,  1 )  Нижняя треугольная .матрица А не имеет n .  с. обрат

ной , если au = О хотя бы для одного значения i . Если же au=f= O  
для каждого l ,  то А имеет единственную n .  с .  обратную , кото 
рап  будет нижней треугольной .матрицей , и все алементы ее ,  
лежащие на главной диагонали , соответственно равны -1- . au 

Так как А - нижняя треугольная матрица , то (2 . 1 1 ) можно 
записать в виде 

l 
� alkx kj = olj .  

k = l  
(2 . 1 3) 

Когда l = 1 ,  мы получаем а1 1х11 = 1 ,  a11x1J = О при j > 1 .  
Если а11 = О, то первое уравнение не имеет решения для х11 , 

так что в этом случае )( не существует . Если а11 =1= О ,  то 

1 
х 11 = -, х11 = О для j > 1 .  

ан 
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При l = 2 получаем : 

а21х11 + а22х21 =О, а22х22 = 1 , а22х21 =О для j > 2 . 

[ гл . 2 

Если �2 = О ,  то второе уравнение не имеет решения для х22 
и, следовательно , Х не существует. Если а22 =1= О, то из этого 

1 1 
уравнения получаем х22 = - .  Так как х11 = - ,  то из первого 

аа2 а н  
уравнения можно определить х21 , а из третьего уравнения следует , 
что когда а22 =1= О, тогда х21 = О для j > 2. 

Продолжая таким путем от строки к строке , мы определим 
матрицу Х, которая будет единственной (см . также § 2. 2 ,  замеча
ние (а) после (2.2 ,  1 )  ) . 

Рассмотрим , например ,  матрицу средних арифметических (см . §) . 2) 
ац = � ( 1  <: j <: t) , ац =О и >  i). Рассуждая , как и выше , можно 

показать,  что ее единственной п .  с .  обратной будет матриuа с эле 
ментами 

Хц = О и о�= t, j oj= i - 1 ), Xu = l , xl . t - 1 = - (l - 1 ). 
Нижняя треугольная матрица Эйлера 

(- 1 )}- 1 (i - 1 ) !  
ац = (i - j) ! (J - 1 ) !  

( 1 <: j <: t), ац =О и >  l) 

является как п .  с . ,  так и л .  с. обратной для самой себя (Гурвиц 
и Сильвермаи [ 1 ], 5, Дине [ 1 ] , 4 1 7 ; см . также § 5.3  настоящей 
книги).  

Действительно,  если j < l , то 

i . i k - 1 � - j-1 (! -- 1 ) ! � (-1 )  (k - 1 ) ! 
� aikakJ - (- 1 ) 

(J - 1 ) !  � ( i - k) ! (k - 1 ) ! (k - j) ! 
k = }  k = j  
- (i - 1 ) ! [ 1 - ( i - j) 

+
(i - j) (i - j - 1 ) - +(- 1)i - J] -

- (i - j) ! (j - 1 ) !  1 !  2 ! . . . -
( i - 1 ) ! i- j 

- (i - j) ! {j - 1 ) !  ( 1 - 1 )  = 0. 
l 

При j > l эта сумма,  очевидно ,  равна О. При j = l сумма � a1kakJ 
k = j  

состоит и з  одного слагаемого , равного 1 . 
Иногда возможно распространить этот метод на общие матрицы 

с IСОflечн,ы.ми cmpoJCa.мu .  В этом случае (2 . 1 1 ) можно записать в виде 

'l 
� atkxkJ = 8ц , 
k = 1  

и во  многих случаях мы можем решить эти уравнения, переходя 
последовательно от одного к другому или от группы к группе . 
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(2, 1 ,  1 1 )  Если .матрица А имеет строку из нулей , що А не 
имеет п. с. обратной; если А имеет столбец из нулей ,  то А 
не имеет л .  с .  обратной .  

Пусть ank =О для некоторого фиксированного n и любого k ;;;::. 1 . 
со 

Тогда равенство � aпkxkj = опj при j = п приводит к пр отиворе
k = 1 

чию 0= 1 ,  откуда и следует , что А-1 не существует . Аналогично 
доказывается случай ,  когда А имеет столбец из нулей . 

(Относительно теорем (2. 1 ,  I l) - (2.2 ,  1 ) ,  (2.2,  IV) ,  (2.4 ,  1) и (2.4 ,  1 1) 
см . Дине [ 2] . )  

(2. 1 ,  I I I )  Если эле .менты какой-либо строки (столбца) в А 
равны соответствующим элементам другой строки (столбца) , 
умноженным на некоторое число , то А не имеет п .  с .  (л . с . )  
обратной .  

ДейСТВИТеЛЬ�О , если а11 ' k = са12., k •  МЫ имеем Oil' j = СО/2, j •  ЧТО 
при j = i 1 приводит к противоречию 1 = О. В случае пропорцио
нальности столбцов доказательство проводится аналогично. 

2.2. Некоторые общие замечания относительно 
обращений матриц 

Отметим сначала ,  что если А -1 является решением уравнения (2.  1 1 ) ,  
то  А-1 + А0 также будет решением ,  и при этом любое решение 
может быть представлено в такой форме. Отметим также , что в одном 
и том же ассоциативном поле матрица А не может иметь одновре-
менно п .  с .  обратной А-1 и л .  с .  нуль-делителя 0А, а также не  может 
иметь одновременно л. с. обратной - 1А и п. с. нуль-делителя А0• 

В самом деле ,  (0АА) А-1=0, но 0А (АА-1) = 0А # О, и (- 1АА) А0 = 

= А0 =!= О, но -1А (АА0) =О. 
Связь между л .  с .  и п .  с .  обратными матрицами выражается 

следующей теоремой . 
(2.2 ,  1) (1) Если А - 1  я"Вляется единственной п .  с .  обратной 

для А и АА-1 · А ассоциативно , то А-1 является также л. с . 
обрат.чой для А, и притом единственной , для которой - 1  ААА - 1  

ассоциативно. Если - 1А - единственная л .  с .  обратная для А 

и А ·  - 1
АА ассоциативно , то - 1А является также п .  с .  обратной 

для А , и притом единственной , для которой - 1ААА- 1 ассо
циативно *) . 

*) Мы всюду будем обозначать через А - 1 . В произведение А -l  на В 
и через А · - lв произведение А на - 1в. Если мы обозначим просто А - 1в, 
то невозможно будет установить, к какому из этих двух множителей отно� 
сится индекс обращения . 

3 За к. 1223. Р. !(ук 
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( 1 1 )  Если А имеет как n .  с .  обратную А-1 ,  так и л .  с. обрат
ную - 1 А и - 1 ААА - 1 ассоциативно , то - 1 А =  А - 1 и А не имеет 
другой двусторонней обратной , для которой -1ААА-1  ассо
циативно . 

( 1 )  Если g - решение уравнения АХ= В, то все другие решения 
имеют вид &! + А0• В частности , все · решения уравнения АХ = А  
имеют вид I + А0• Если А - 1 - единственная п .  с .  обратная для А ,  
т о  А0 НЕ' существует , ибо А-1 + А0 была бы другой п .  с . обратной 
для А. Поэтому Х = I является единственным решением уравне
ния АХ= А . Если АА-1 · А  ассоциативно , то A (A-1 · A)= (AA- J ) A = A . 
так что А - 1 • А =  l, и ,  следовательно , А - 1  является также л .  с .  
обратной для А. Кроме того , если В - л .  с .  обратная для А ,  такая , что 
ВАА-1 ассоциативно , то мы получаем В = В (АА- 1)= (ВА) А- 1 = А- 1 • 

Аналогично доказывается второе утверждение из ( 1 ) .  
( 1 1 )  Из - 1  АА = 1 и АА -1 = 1 мы имеем:  

(-1АА) А- 1 = А-1 и -1А (АА- 1) = -1А. 
- 1ААА-1 - 1А А-1 Отсюда следует , что если ассоциативно , то = . 

Зафиксировав , например , А-\ мы видим , что всякая -1А (такая , 
что - 1ААА- 1 ассоциативно) оказывается равной этой фиксирован 
ной А- 1 , т .  е .  - 1А является единственной в этом ассоциативном поле. 
Часть (11) теоремы доказана . 

3 а м е ч  а н и я .  (а) Пусть А - нижняя треугольная матрица , 
для которой au =F О для всех i , так что согласно (2. 1 ,  1) А имеет 
единственную n .  с .  обратную Х. Тогда Х является также л. с .  
обратной для А и будет единственной двусторонней обратной 
для А .  

Действительно, пусть АХ= /, т . е .  АХА = А или А (ХА-!) = О. 
Так как Х = А - 1 - единственная п .  с .  обратная для А ,  то А0 
не существует , и поэтому ХА - 1 = О. Отсюда следует , что Х 
является также л .  с .  обратной для А.  Ассоциативность ,  которой мы 
пользовзлись выше , имеет здесь место,  так как А и Х являются 
нижними треугольными матрицами , и поэтому в рассматриваемых 
произведениях матриц фигурируют только конечные суммы . 

Однако очень важно отметить следующее : ниоткуда не следует, 
что Х является е д и н с т в е н н о й  л .  с . обратной для А.  

Например ,  если единственными отличными о т  нуля элементами 
матрицы А являются al, l - 1 и au для любого i ,  то равенство ХА = 1 
в этом случае имеет вид 

x1, j+ lai+ 1. i + xliaii = oii . (2 . 2 1 ) 
Фиксируя i и изменяя j ,  из этого уравнения можно определить все 
элементы i-й строки матрицы Х при произвольно данном ее первом 
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столбце . Таким образом , эта матрица имеет единственную п , с .  
обратную и бесконечное множество л .  с .  обратных (см . Дине [2 ] , 26 1 ) . 

(б) Как следует из (2.2 ,  1 ) ,  если в соответствующем ассоциатив
ном поле ff матрица А имеет единственную А-1, то эта А-1 
является двусторонней обратной для А, единственной в поле ff. и 
если в поле ff матрица А имеет как п .  с .  обратную А-\ так и 
л . с .  обратную - 1А, то А-1 и - 1А совпадают и образуют единствен
ную (двустороннюю) обратную для А в поле ff. Следовательно , 
в рассмотренном выше примере в замечании (а) одним из решений (2 . 2 1 )  
должна быть единственная А -1, но ,  кроме того ,  существует беско
нечное множество других решений , не принадлежащих к полю ff, 
в котором - 1ААА-1 ассоциативно. 

В самом деле , выражения вида А-1 + 0А составляют бесконечное 
множество других решений и ,  как мы уже видели , 0ААА-1  не является 
ассоциативным .  

(в) Если условия теоремы (2.2 , 1) не выполняются , то может 
случиться , что А не имеет А-\ но  имеет бесконечное множе
ство - 1 А, или не имеет -1  А, но  имеет бесконечное множество  А -1 • 

Так , рассмотрим селектор S (§ 1 . 5  ( 1 1) ) ,  г де 

s11 = 1 ,  s1, l+ l = 1 (i �  2) , 
а все другие элементы S равны нулю.  Так как второй столбец 
матрицы целиком состоит из нулей , то согласно (2. 1 , 1 1 )  S не имеет 
л. с. обратной. Однако S имеет бесконечное множество п. с . об
ратных. 

Действительно ,  из (2 . 1 1 ) получаем : 

откуда 

и 

1 х1 1 = - =  1 , х11 = 0  sн U > 2) 

1 хн1  1 = --- = 1 ' St, l + l  
(l � 2), х1н. 1 = 0 и =1= i, i � 2) . 

Таким образом , х21 остается произвольным для любого j. Если х21 
положить равным нулю для всякого.j, мы получим S' , транспони 
рованную для S ,  как одну из п .  с .  обратных для S .  Следовательно, 
все п .  с .  обратные для S даются формулой S' + S0, где so - п .  с .  
нуль-делители S .  

Аналогично S' имеет бесконечное множество л .  с .  обратных, но 
не имеет п. с .  обратной; все  л .  с .  обратные для S' даются форму
лой S + OS' ,  где ОS' - л . с .  нуль-делители S'.  

(г)  Матрица может иметь единственную л.  с .  обратную и един
ственную п .  с .  обратную и не иметь л .  с .  или п .  с .  нуль-делителей. 

3* 
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т. е .  матрица может иметь единственную (двустороннюю) обратную 
не только в ассоциативном поле Т. и не иметь других обрат
ных вне поля Т (ер .  с аамечанием (б) ; см.  также примеры 1 и 3 
к гл .  2) . 

Так , рассмотрим пермутатор Р (§ 1 . 5 (1) ) ,  где Рц = О для всех j, 
кроме j = rl (ri пробегает все положительные целые аначения, раа
�ичные для рааличных l) , и Pt, rz  = 1 . Тогда , если Р' - матрица ,  
транспонированная к Р ,  так что 

(k =1= rz) , 

�о очевидно ,  что PP' = I  и P'P = I. Кроме того , Р не имеет ни  
п . с . , ни л .  с . нуль-делителей . Ассоциативность пронаведения - 1РРР-1 
в этом случае выполняется автоматически , так как все суммы ,  полу
чающиеся при умножении матриц, конечны.  

Подводя итог скааанному выше, мы видим , что бесконечная 
матрица А может : 

(1) иметь едиflствеflную п .  
i:твуют обе - 1А и А- 1  такие ,  
ни 0А , flи А0; 

с . и л .  с .  обратную, т. е .  суще
- 1А А-1 Что = , и не существуют 

( I I) иметь eдиflcтвeflflyю двустороflflЮЮ обратFtую в поле Т. 
в котором - 1ААА- 1 ассоциативflо , и бec�ofleчfloe .мflожество - 1А 
или А-\ fle приflадлежащих полю ff; 

(1 1 1 )  fle иметь flи л. с . , flи п .  с . обратflой;  
( IV) fle иметь л .  с .  обратFtой , flO иметь бескоflечное множе

ств.о п .  с .  обратflых; 
(V) не иметь п .  с .  обратной , но иметь бесконечное .множе

ство л .  с .  обратных. 
Следующие :rеоремы ,  принадлежащие Динсу (публикуемые эдесь 

впервые), покааывают, что если при рассмотрении матрицы А огра
ничиться данным ассоциативным полем , то чйсло этих воаможностей 
уменьшится . 

(2.2 ,  I l) Если А - .матрица данного ассоциативного поля ff. 
то: или (1) А имеет единственную двустороннюю обратную 
в rfТ, или ( l l) А не имеет в поле ff обратной матрицы 
с одной стороны , а с другой стороны она или также не имеет 
Dбратной в поле ff, или имеет их бесконечное множество 
в этом поле . 

Нуль-матрица или диагональная матрица, в которой по крайней 
мере один иа · диагональных элементов равен нулю, покааывает, 
что А может не иметь обратной матрицы ни с какой стороны . Также , 
как мы уже видели ,  А не может иметь одновременно в поле ff 

л .  с. обратной А -1 и л .  с. нуль-делщеля 0А . Следовательно, 
когда А-1 существует в ff, то А имеет или единственную л . с . 
.рбратную в . ff.. или не имеет ни  одной. Если А имеет как п .  с . , 
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так и л . с .  обратную , каждую в поле ff, то (- 1 АА) А-1 = А-1 и 
- 1А (АА-1) = -1А, которые показывают ,  что - 1А = А- 1 . В этом 

-1А А- 1 t::r случае как , так и являются единственными в <17' , так как 
из рассуждений , проведеиных ранее , следует , что всякая -1 А равна 
любой фиксированной А-1 . 

Покажем , наконец, что когда А не имеет п .  с .  обратной в поле ff. 
но имеет л .  с .  обратную в ff, то А имеет бесконечное множество 
л. с . обратных в ff. Предположим , что АХ= 1 не имеет решения 
в ff, а решением У А = 1 в rfТ является У. Отсюда следует, что 
для всякого Х из r!Т мы имеем АХ = 1 + Z. где Z =F О и принад
лежит ff, В частности , AY = I + Z. и следовательно , из УА = ! 
с учетом ассоциативности мы имеем А =  А +  ZA, т . е .  ZA = О. 
Следовательно , формула У + cZ при различных значениях постоян 
ной с дает все различные л .  с . обратные для А в поле ff. 

Теорема доказана. 
(2.2 ,  I I I) Если А и В имеют n .  с .  обратные такие , что 

Авв-1 А-1 в-1 А-1 б v . ассоциативно , то · является n .  с .  о ратнои 
для АВ. Если существует л. с. обратная для А и n. с. обрат
ная для АВ такие ,  что - 1ААВ (АВ)- 1 · А  ассоциативно , то 
(АВ)-1 · А является n.  с .  обратной для В.  Из условий имеем : 

(АВ) В- 1 · А- 1 = А (вв-1) А-1 = АА-1 = !, 
что и доказывает первое утверждение. 

Для доказательства второй части теоремы умножим АВ (АВ)-1 = 1 
на -1А слева и на А справа; тогда получим В [(АВ)- 1 .  А] = !, 
откуда следует, что (АВ)- 1 • А является п . с .  обратной для В.  

С л е д с т в и е . Если А и В имеют л .  с .  обратные такие , 
что - 1В · -1ААВ ассоциативно, то - 1В · - 1А является л . с . 
обратной для АВ. 

Справедливо также утверждение , что если А и В принадлежат 
к одному и тому же ассоциативному полю ff. а А-1 и в- 1 - един
ственные п .  с . обратные в ff. то в-1 • А- 1 является единственной 
п .  с. обратной для АВ в ff. Действительно, в этом случае А -1 
и в-1 являются также л .  с .  обратными согласно (2.2 ,  1 ) ,  а из (АВ) Х = 1 
вытекает , что Х = -1 В . -1 А. 

(2.2 , IV) Если существуют А-1 и (1 + ВА-1)-1 , а 

(А + В) А-1 • (I + BA-1(1 

ассоциативно , то А- 1 (1 + ВА-1)-1 является n. с .  обратной 
для А + В. Если существуют - 1А и - 1(1 + -1АВ) , а 

-1(! + -1АВ) • -1А (А + В) 
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ассоциативно , то -1 (1 + -1 АВ) . - 1А является л . с .  обратной 
для А + В . В этих утверждениях А и В .можно поменять 
.местами . 

Из условий теоремы имеем :  

(А + В) А- 1  • (1 + ВА-1)- 1 = (1 + ВА-1) (1 + ВА-1)-1  = 1 
и 

- 1(1 + - 1АВ) · - 1А (А + В) = - 1(1 + -1АВ) (l + - 1АВ) = 1, 

откуда и следует требуемый результат . 
Заметим , что если А-\ в-1 ,  (I + AB- 1)- 1  и (l + BA-1(1 

являются двусторонними обратными в ассоциативном поле 3"'. со
держащем А и В, то 

в- 1 • (1 + АВ-1) - 1 = А-1 · (1 + ВА-1)- 1 • (2 .22) 
Действительно ,  так как 

(1 + АВ-1) В = А + В =  (1 + ВА -1) А ,  
то ,  умножая ЭТО равенство справа на в-\ мы получим: 1 + АВ-1 = 
= (l + BA-1) AB-\ или (l + BA-1)- 1 • (l + AB- 1) = AB-\ или 
A-1 (1 + BA-1)- 1 · (l + AB-1) = B-\ откуда и следует (2 .22) .  

2.3. Грани М:атриц 
Прежде чем перейти к дальнейшему изложению, мы введем по

н�тие грани .матрицы . (См .  Х�лли ( 1 ] ,  6 1 ,  Дине [2 ] ,  256 . Данное 
здесь определение принадлежит Динсу , но несколько отличается от 
приведеиного им в [2 ] . )  

Рассмотрим сначала пример . Положим 
00 00 

Nj= � l alj l • 1 = 1 
когда ряды сходятся .  Точная верхняя грань чисел М1, если она 
конечна ,  называется Кг-гранью матрицы А ;  точная верхняя грань 
чисел Nj, когда она конечна, называется Кс·гранью А *) . 

Пусть / А 1 и 1 В 1 обозначают соответственно Кг- грани матриц 
А и В .  Тогда очевидно , что 

и 

*) См.  опреде.1ение К-матриц, данное в § 1 .2. Индексы r и с являются 
начальными буквами соответственно строки (row) и столбца (column).  
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Кроме того , если с - любое действительное или комплексное число ,  
то 1 сА 1 = 1 с \ 1 А \ ;  Кг-грань единичной матрицы /, очевидно, равна 1 , 
т .  е .  1 1 1 = 1 . Так же очевидно , что для Кг-грани матрицы А спра
ведливо неравенство 1 alJ 1 < 1 А \ .  

Легко видеть , что Кс- грань также обладает всеми этими свой
ствами . Практически и все другие встречающиеся грани ,  определен
ные для специальных классов матриц, обладают свойствами , пере
численными для Кг- граней . Чтобы дать общее определение  грани ,  
нужно указать такую операцию , которая относила бы каждой 
матрице А из данного класса в качестве ее грани некоторое неот
рицательное число 1 А j . До настоящего времени не найдено такой 
операции , при помощи которой можно было бы определить конеч
ную грань для всякой матрицы и которая удовлетворяла бы всем 
указанным ниже требованиям как неотъемлемым свойствам грани .  
Несколько находящихся в употреблении частных определений отно
сятся только к ограниченным, частично перекрывающимся классам 
матриц. КаждоИ данной операции соответствует класс матриц, 
для которого указанная операция имеет смысл . Применением этой 
операции определяется грань в соответствующем классе .  

Если класс матриц ff содержит скалярные матрицы и 
замкнут по отношению к конечным суммам и конечным произ
ведениям матриц, то мы будем говорить , что ff является 
полем *) . Мы предположим,  что грань 1 А J в поле ff удовлет
воряет следующим условиям (когда А и В принадлежат полю ff. 
с - любое число и 1 - единичная матрица): 

(1) 
( 1 1) 

( I I I) 

(IV) 

\ сА \ = 1 с 1 1 А \ .  1 1 \  = 1 ; 
\ A + B I < I A I + I B I ; 

J AB \ < I A J \ B ! ; 
j aii J < \ А \ . 

-�<) Нужно заметить, что так определенное поле для бесконечных матриц 
не является 4:ПОлем:.> в том смысле, в каком этот термин употребляется 
в современной алгебре, потому что оно может не иметь обратного эле
мента (обратной матрицы) (см. § 3.5 и Альберт [ 1 ] ,  27) . Однако, несмотря 
на это, термин t<поле» является наиболее подходящим для употребления . 

Можно было бы использовать термин «кольцо» . Однако Кёте и Теп
лиц [ 1 ]  в своем опреде11ении кольца бесконечных матриц требуют: чтобы (а) 
для любых двух матриц из кольца ряды 

00 

� J antbtk 1 i = l 
сходились для любых n и k; (б) для любых трех матриц А, В и С из кольца 
выполнялся ассоциативный закон А (ВС) = (АВ) С. 

Условие (а), являющееся существенным при доказательстве теорем Кёте 
и Теплица [ 1 ]  и Вебера [1 ] ,  может оказаться весьма стеснительным для 
более общих целей. Кроме того, мы будем часто пользоваться сполями:.> 
матриц, которые не являются ассоциативными, так что условие (б) тоже 
может быть стеснительным. 
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По определению поля , А + В и АВ также принадлежат полю ff, 
Если ff - ассоциативное поле ,  то грань называется ассоциативной. 

Пусть имеется бесконечная последовательность матриц В1 , В2 , • • •  , 
принадлежащих ff. Мы скажем , что Bn --+- В, если (Вп)ц имеет 
пределом Вц при п --+- оо для любого l и j. Такая сходимость 
является примером так называемой "оординатной сходимости 
(см. § 1 0 . 2) .  

Пусть Bn --+- В и 1 Bn 1 < М для любого п ,  где М - положитель
ное число. Тогда если В принадлежит полю ff и 1 В 1 < М, то 
грань называется полуза.м.ю-tутой относительно поля ff. Это опре
деление и следующая теорема (2.3 ,  1)  принадлежат П . Динсу. 

(2.3,  1 )  Если :  ( 1 )  А1 , А2 , • • • принадлежат · полю ff и грань 
я в-ляется полузам"нутой относительно этоw поля ; ( I I )  ряд 
� 1 еР 1 1 АР 1 сходится, где с 1 , с2, • • •  - не"оторые постоянные *), 
р 00 

то � сРАР существует и принадлежит ff и ,  "ро.м.е того. 
p= l 

�p�l 
сРАР \ < 

p�l l ер 1 1 АР 1 ·  
n 

Действительно, Bn == � сРАР принадлежит полю ff. и по свой-
о = !  

ству (IV) граней имеем : 
n оо 

i (Bп)lJ 1 < � 1 еР 1 1 (Ap)lJ 1 < � 1 еР 1 1 АР 1 = q · p = l p = l 
Отсюда следует, что � еР (Ap)lJ абсолютно сходится для любых 

р 
l и j и ,  значит , Bn стремится к пределу В. Так как 

n 
1 Вп 1 -<: � 1 сп 1 1 АР 1 < q , 

p= l 
а по условию теоремы грань полузамкнута относительно поля ff. 
то получаем , что В принадлежит полю ff и 1 В 1 < q , что и дока
зывает теорему. 

При определении граней матриц можно , конечно, потребовать. 
чтобы они удовлетворяли дополнительно к упомянутым еще и другим 
требованиям . Например, часто оказывается полезным следующее тре
бование * *) :  

(V) если 1 Ь11 1 < 1 au 1 для любого l и j и А принадлежит 
полю ff. то В принадлежит ff и 1 В 1 < 1 А 1 · Такие грани будут 
называться нормальными . Грани К, и Кс• очевидно ,  являются нор
мальными. 

*) См.  примеры 1 8, 19  к гл .  2. 
**) См. ,  например, (2.3, I I) .  
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Если в дополнение к условиям (1) � (IV) грань обладает свой-
ством:  

(VI)  1 D 1 = d для любой диагональной матрицы D == (dд, 
где d - конечная точная верхняя грань чисел 1 di 1 . то грань 
называется регулярной *) .  Таким образом , если d конечно ,  то 
всякая регулярная грань соответствующей диагональной матрицы D 
в точности равна d. Например,  Кг- и Кс-грани ,  очевидно ,  регулярны .  

Мы будем рассматривать требования (1) - ( IV) как неотъемлемые 
свойства граней , без которых никакое определение грани не может 
быть принято ; если грань является нормальной или если предпола
гается выполненным какое-либо другое дополнительное свойство, то 
это будет дополнительно оговорено .  

Следующий результат принадлежит Аллену. 
(2.3 ,  1 1) Если грань нормальная, то ее поле ff содержит 

все ограниченные диагональные матрицы и грань является регу
лярной. 

Пусть D = (dд - диагональная матрица , элементы которой di 
ограничены ,  и d - точная верхняя грань чисел 1 di 1 · Тогда D при
надлежит ff. ибо скалярная матрица (d) принадлежит ff. что сле 
дует из  свойства ( 1 ) ,  а так как  грань нормальная , то  и (di) принад-
лежит ff. По свойству (IV) , 1 di 1 -<:  1 D 1 и, значит, d -<: 1 D 1 ·  С дру
гой стороны ,  если S == (d) , то из свойства (V) следует , что 1 D 1 -<:  I S I .  
а так как , п о  свойству ( 1) ,  1 S 1 = d ,  т о  1 D 1 -<: d. И з  полученных 
неравенств .окончательно получаем t D 1 = d. 

Приведем пример , принадлежащиП также Аллену, который пока
зывает , что предел граней бесконечноli. последовательности матриц 
не обязательно равен грани предельной матрицы (предполагается , 
что пределы существуют) * *) .  

Пусть D(n) - диагональная матрица , в которой d�п> = 1 ,  а все 
остальные э.11ементы равны нулю. Поле с любой гранью содержит / ,  
и если мы предположим , что грань нормальная, т о  поле будет 
содержать D<n> . Дал ьше , по свойству ( IV) , 1 D(n) 1 � 1 , но ,  согласно (V) , 
1 D<n> 1 < I I ! = 1 ;  следовательно, 1 D(n) / = 1 для любого п , так что 
l im ! lJ(n) 1 = 1 .  Но l im D(n) = О * * *) , и поэтому J l im D(n) J = О . 

n � oo  n�oo n�oo 
Т а�,  им  образом , последовательность 1 D(n) 1 (п = 1 ,  2 ,  . . . ) схо-

дится , причем D(n) и предельная матрица О принадлежат полю с любой 

*) Дине [2] ,  256. Второе условие, данное Динсом, используется здесь 
как определение, а его первое условие сейчас берется как свойство (IV) 
общего определения граней. 

*-�') Если потребовать непрерывность для граней, то мы должны исклю
чить из рассмотрения большинство определений граней. 

""*�·) Здесь снова пример координатной сходимости. 
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нормальной гранью , а в то же время предел граней не равен грани 
предельной матрицы . 

+ 
Пусть А обозначает ( 1 ank 1 ) . Если А принадлежит полю ff 

+ 
(с комплексными элементами) , то мы имеем 1 ank 1 = 1 ank 1 ;  таким 

+ 
образом , если грань нормальная , то и А принадлежит ff. а так 

+ + + 
как / A I < I A I и / A I < I A / . то I A I = I A I . Следовательно , если 
грань н ормальная , то мы без ограничения общности можем рассма

+ 
тривать А вместо А *) .  

(2.3 ,  I l l) Поле ff с любой нормальной гранью ассоциа
тивно **) . 

+ 
Если А , В и С принадлежат ff. то ff принадлежат также А, 

+ + + + +  +- + + + + +  
В и С и выполняется соотношение А (ВС) = (АВ) С. Но (А (ВС))пk== 
== � 1 anl l  �� 1 bli l l cjk 1 сходится для любых n и k, т .  е. � anl � bljcjk t t J 
сходится абсолютно ,  и значит, мы  можем переменять порядок сум
мирования . Следовательно , А (ВС) = (АВ) С, что и требовалось 
доказать . 

В качестве другого примера грани ***) может служить нижняя 
грань Р (А) чисел М , удовлетворяющих неравенству 

� �l�l xlaliyi \ < M, где � l xl /2 = 1 ,  � 1 Yi 1 2 = 1 .  
Р (А) называется гранью Гильберта или Н-гранью Н-матрицы А. 
В дальнейшем �ы увидим (см . § 9 .5, непосредственно перед (9,5 ,  I I I)) , 
что Н- грань является нормальной * * * *) . 

.Матрицы , обладающие конечными К,- или Кс· гранями , будут на
зываться соответственно К,- и Кс·матрицами ; как следует из (2.3 ,  I I I) ,  
К,- и Кс-матрицы образуют ассоциативные поля . 

2.4. Две общие теоремt>I об обратных матрицах 

Возвратимся снова к вопросу об обращении матриц, а именно 
к случаю , когда матрица не имеет формы ,  приводящей к простым 
уравнениям для определения элементов обратной матрицы . .Мы огра
ничимся в этом параграфе рассмотрением полей с полузамкнутой 
ассоциативной гранью . 

*) Это замечание принадлежит Аллену. 
**) Поле с любой нормальной гранью в действител ьности является 

матричным кольцом (см. Кёте и Теплиц [ 1 ] , Вебер [ 1 )) .  
***) Ср.  § 9.4. 

****) См .  пример 20 к гл. 2. 
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(2.4 ,  1) Если А - .матрица из поля Т с полуза.м�нутой ассо
циативной ?ранью и 1 А 1 < 1 , то .матрица, определенная рядо.м 

00 
1 + � (- 1 )Р АР ,  существует и принадлежит Т; она является 

р = 1 
единственной , приче.м д вусторонней обратной для 1 + А в поле Т и 

QO 

1 +
1
J A I ..<; / I + � (- 1 )Р АР l -< 1 -� A I " 

р=1 

Так как 1 АР j ..<;  1 А IP. из (2.3 ,  1) следует, что если В тоже при
надлежит Т и ряды 

"СХОДЯТС Я ,  ТО 

00 QO 

� l cp / 1 A IP = С И � l gp i / B IP = g  p = l  р = 1 

00 QO 

с - � с Ар и а = � g рвр - p=l р p = l  

являются матрицами и з  ff такими ,  что 1 С 1 -.< с ,  1 а / ..<;  g. И з  свойств 
граней имеем : 

1 (Ca)ij 1 -<  1 са 1 -< 1 с 1 1 а 1 -< cg. 
Следовательно , члены произведения 

00 00 

� с
Р
АР � gqBq 

р = 1 q = 1 

можно" группировать произвольным образом без изменения результата . 
00 

Применяя это к C = I + A и a = I + � (- 1 )PAP , мы получим до-
р = 1 

казательство первых двух утверждений теоремы .  
Далее , так как 1 А 1 < 1 ,  т о  и з  (2.3, 1 )  следует : 

( 1  - 1  А 1 ) I I + �1 (- 1 )Р АР / -.< ( 1  - 1 А 1 ) ( 1 + �1 1 А /Р ) = 1 . 

Отсюда , так как 1 А 1 < 1 ,  получаем : 
00 

1 + � (- 1 )Р АР -"' 1 � � 1 - J A J ' 
р = 1 

Полагая B = (l + A)-\  мы получим l = (l + A) B = B + AB; по
этому, если учесть свойства ( 1 1 )  и ( I I I) граней , то 

1 = 1 В +  АВ 1 ..<;  1 В 1 + 1 АВ 1 -.<  1 В 1 + /А 1 1  В 1 = ( 1  + 1 А 1 )  1 В / . 
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и , следовательно *) ,  
1 

/ В ! >  1 + / A J ' 

[гл .  2 

(2 . 4 1 )  

Непосредственным обобщением только что доказанной теоремы 
с учетом (2 .2 ,  IV) является следующий результат: 

(2.4, 11) Если матрицы А и В из поля ff с полузамuнутой 
ассоциативной гранью таковы, что существует п. с . обратная А-1  
для А и 1 ВА �1 1 < 1 ,  то 

А -1 [!+ �
1 
(- l )P (BA- 1)P ] 

является п .  с .  обратной для А+В в ff, Если A-- l  является 
единственной п . с. обратной для А в ff и 1 ВА - 1 1 < 1 , то 

А-1  [1 + i: (- 1 f(BA - 1)Р ] будет единственной , причем двусто· 
р - 1 

ранней обратной для А + В  в ff. 
Если d > О - точная нижняя грань 1 dn  / . то диагональная матрица D 

имеет единственную обратную и всякая регулярная грань матрицы D-1 
равна � • Следовательно , если 1 В 1 < d, то 1 BD-1  1 -<  1 В 1 1  D-1 1 < 1 
и из (2.4, 1 1) следует, что D +В имеет единственную двустороннюю 
обратную в ассоциативном поле с полузамкнутой регулярной гранью, 
содержащем D и В. Этот результат (Дине [ 2] ,  262) был первона· 
чально доказан для случая , когда В является одновременно К,· и 
Кс·матрицей , при помощи теории линейных уравнений с бесконечным 
множеством неизвестных (Кук [ 1 ]  ). Такой же результат доказан и 
для случая , когда В является матрицей Гильберта , а D - едини.11ной 
матрицей (Ф. Рисе [ 1 ) , 1 1 3) .  Отсюда следует, что если в ассоциативном 
поле ff с полузамкнутой регулярной гранью для матрицы А выпол· 
няется условие О < d -<  au -<  d' и 1 А(о) 1 < d, где А(о) получена из А 
заменой нулями всех элеj'dентов ,  лежащих на главной диагонали ,  то 
А имеет единственную, причем двустороннюю обратную в ff, 

2.5. Теорема Пойа 

Теория систем бесконечного множества линейных уравнений с бес
конечным множеством неизвестных развивается в различных напра
влениях (см . ,  например, Ф .  Рисе ( 1 ]  ) . Следующая теорема,  принадле
жащая Пойа , по-видимому, не  относится к такой теории ,  однако она 
дает простые достаточ�ые условия , которые могут быть полезны , 

*) Доказательство неравенства (2-41 )  принадлежит Оллдриджу; оно избе

гает ограничения J А 1 < � , которое требуется в доказательстве (2.41 ), данном 

Динсом [2] ,  262. 
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чтобы установить в некоторых важных случаях существование л. с. 
и п. с. обратных для общих бесконечных матриц. 

(2.5 , 1) Пусть дана бес�tонечная система линейных уравнений 
00 

(i = 1 , 2 , . . . ) . ( 2 . 5 1 )  

где { Ь1 } - произвольпая последовательность , а (aij) уд.овлетворяет 
условиям : 
(1) первая стро�tа а11 содержит бес�tонечное множество отлич· 
ных от нуля элементов ;  

(II) 1 . l atJ I + I aзj l +  . . .  + l ai- t , j l _ 0 (t - 2 3 ) tm 
j a · · l  - - • ' . . . . 

j + oo t} 

Тогда существует бес�tонечная последовательность { и1 } ,  удовле
творяющая условиям (2 . 5 1 )  и та�tая, что все ряды в левых ча
стях уравнений (2 .5 1 )  абсолютно сходятся. 

Докажем сначала следующую лемму: 
Л е м м а .  Если (aiJ) удовлетворяет условиям (!) и ( 1 1 )  теоремы , 

то матрица, образованная из первых п стро�t (alj) с удален
ными первыми q столбцами , имеет ранг *) п для любых п и q. 

Действительно , если после удаления п ервых q столбцов ранг 
матрицы , образованной из первых п строк, оказался бы меньше , 
чем п, то существовали бы постоянные с 1 ,  с2 , • • •  , сп , не все равные 
нулю и удовлетворя}<>щие условию 

с1а11 + с2а21 + . . .  -\- cnanJ = О 
при j > q. Пусть теперь j -+  оо .  Тогда из усл овия (1 1) получаем 
сп = О , затем аналогично cn _ 1 = cn -z = . . .  = с2 = О и ,  наконец, 
из условия (1) следует , что и с1 = О .  Полученное противоречие до
казывает лемму. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы . Последовательность { и1 } .  удо
В,7Iетворяющую условиям (2 .5 1 ) ,  мы будем конструировать от группы 
к группе ,  причем п-я группа будет состоять из тех и1 , для которых 
qn _ 1  < j < qn • где 1 < q 1 < q2 < q3 < . . . - соответствующим образом 
подобранная последовательность целых чисел . Первые п групп обра
зуют конечную секцию и1 , и2 , • • •  , иq последовательности { и1 } . Мы 

n 
начнем с предположения, что первые п групп удовлетворяют п урав-
нениям, .полученным из первых п уравнений (2 .5 1 ) ,  в которых все и1 , 
не принадлежащие к первым п группам , заменены нулями .  Таким 
образом,  

qn 
� а11и1 = Ь1 
}= 1  

(l = 1 , 2 , . . . , п) . 

*) О рангах матрицы см. ,  например, Тернбулл [ 1 ] , 73. 

(2 . 52) 
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Вычитая подобные уравнения для первых n - 1 групп (п :> 2) , по
лучим : 

и (2 . 53) 

где 

(2 . 54) 

так что последние уравнения в ( 2 . 52) и (2 . 53) совпадают. 
1 Обозначим для краткости qn - l • qn и bn соответственно через q , 

q' и Ь и покажем , что для данных n ,  q и Ь и произвольно выбранного 
малого s > О при выполнении условий теоремы можно подобрать целое 
число q' > q и числа uq+ l •  uq+2 ,  . . . , Uq • такие, что 

q ' { Ь при i = n ,  
(а) � a . .  u .  = 

j= q+l ц J О при i =  1 ,  2 ,  . . . , n - 1 ; 
q ' 

(б) � j ai ·U · ! < s  при l = 1 , 2, . . .  , n - 1 . 
j�q+ l J J 

Перепишем условие (а) , которое есть не что иное , как (2 .53) ,  
в виде 

где 
xn = Ь - aпq' uq" xi = - aи,uq , 

\ ( 2 . 55) 
(i = 1 ,  2, . . .  , п) , 

(i = 1 , 2 ,  п - 1 ) .  J 

Согласно  лемме существует n целых чисел k1 ,  k2 , • • •  , kn , где 
q < k 1  < k2 < . . . < kn , таких , что определитель системы 

n 

� ai, kгukr = Xl 
Г = l 

(i =  1 ,  2 ,  . . .  , n) (2 . 56) 

(считаем неизвестными uk, • . . .  , ukп) отличен от нуля. Если рассмат
ривать xi как независимые переменные, то ukr будут однородными 
линейными функциями от этих переменных. Следовательно,  можно 
указать такое о > О , что 

n � 1 ai, krukr 1 < ; s , когда 1 х, 1 < о  (i , � = 1 , 2 , . . .  , п). (2 .57) 
r = l 
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Согласно условию (1 1) теоремы для этого 8 мы можем подобрать 
q' > k11 такое ,  что 

/ :::: 1 < min ( 8, � е) для 

Оnределив 8 и q' , мы положим 

и1 = 0 для q < j < q' ,  j=/=k7 

i = 1 , 2 , . . .  , n - 1 . (2 .58) 

(r =  1 , 2 , . . .  , п) , (2 . 59) 
и таким обра::;ом , уравнение (2 .56) будет совnадать с (2 . 55) .  Кроме 
того , положим xn = О. Тогда , согласно (2 .55) , мы будем иметь :  

Ь ba;q • Uq, =  anq ' , Xi = - -- (i =  1 , 2 , . . .  , n - 1 ) .  anq' 

Из уравнений (2 . 56) мы можем найти иk. • . . .  , ukn • которые также 
будут удовлетворять уравнениям (2 .55) , т .  е. условию (а) . Принимая 
во внимание условие (2 .58) й указанные выше значения для xi , мы 
имеем 1 xi 1 < 8 для i = 1 , 2, . . .  , n , так что имеют место неравен
ства (2.57). Кроме того , при этих значениях из (2 .58) следует, что 

1 1 a;q . u  q ' 1 < 2 е для i = 1 ,  2 ,  . . .  , n - 1 . Следовательно , учитывая 

(2 .57) и (2 . 59) , мы видим , что условие (б) также удовлетворяется . 
Теперь мы будем строить решение и1 от группы к группе.  Для 

n = 1 первая строка из (ац) содержит бесконечное множество отлич
ных от нуля элементов . Один из них,  например первый ,  возьмем 
в качестве а1 , q. · Таким образом , q1 определено .  Положим теперь 

bt Uq. = at,q. ' 
так что условие (2 .52) удовлетворяется для n = 1 .  Пусть уже опре
делены q1 , q2 , • • • •  qn - t и и 1 •  и2 , • • •  , uq для n .:;> 2. Определим , п - 1 
как и выше, q11 и uq11_ 1+1 , • • •  , Uq11 (п-ю группу) так, чтобы они удовле-

творяли условиям (2 . 53) (ь� . согласно (2 .54) ,  уже определено при 
помощи первых n - 1 групп) и условию 

( 1 -< i < п). 

Так как условие (2 .52) выполняется для n = 1 ,  а ( 2 . 53) выполняется 
для n = 2,  3 ,  . . . , то отсюда следует , что (2 . 52) удовлетворяется 
для n = 1 , 2 , 3 , . . . Последнее неравенство также показывает , что 
ряды в левых частях (2 . 5 1 ) абсолютно сходятся для фиксированного 
i ,  i < n. Для n .:;> i условия (2 .52) показывают, что частичная сумма sq11 
ряда с номером i из (2 .5 1 )  равна bl . Следовательно , бесконечное 
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множество частИчных сумм абсолютно сходящегося ряда а1 1и1 + 
+ а12и2 + . . .  имеет значение Ь1 , которое в силу этого и будет сум 
мой ряда . 

Теорема доказана. 
С л е д с т в и е .  В условиях теоремы (2.5 , 1) система уравнений 

(2 .5 1 )  имеет бес"оtичное множество линейно независи.м,ых решений . 
Действительно , если Ln - решение ,  в котором и 1  = и2 = . . .  

. . . = иn- t = О , а ип =f= О (оно может быть получено отбрасыванием 
в системе первых п - 1 столбцов), то L1, L2 , • • • линейно незави
симы и все они будут решениями системы (2 . 5 1 )  *) . 

При.м,енение " обращениям, матриц.  Заменяя в (2 .5 1 )  и1 на иJk • 
а Ь1 на 1\tk • мы видим , что решения и1k (k = 1 ,  2 ,  . . . ) будут зле
ментами п. с .  обратной матрицы для (ац) · Для получения л. с .  обрат-

оо 
ной мы  должны решить систему � иk1а11 = 1\kl • которую можно за

} = 1 00 
писать в виде � a;i и;k = 1\1k , где (a;i) является транспонированной 

j-1 
для (ац) · Эта система может быть решена при помощи теоремы (2.5 , 1) 
с заменой в ней alJ на а;1 всякий раз , когда выполняются соответ
ствующие условия. 

В качестве примера рассмотрим матрицу Миттаг-Леффлера 
(см .  § 4 . 3  (IV) и §§ 8 . 1 -8 . 3),  элементы которой 

00 

g (j +  1 ) il+ 1 alJ = E (i) ' 

где Е (z) = � g (j) zl - целая функция . 
j-0 

Мы буде .м, предполагать ,  что g (j) > О для любого j **) .  
Мы имеем : 

l im at-t , J = l im ( 1 - �)
J+1

в f (l
)

1 ) = 0 (i = 2, 3 , . . . ) , 
} + оо  au } + со  l l -

так что условие ( 1 1) теоремы (2.5 , 1) удовЛетворяется . Так как усло
вие (1) также выполняется ,  то отсюда следует , что все эти матрицы 
имеют бес"онечное множество линейно не зависимых п .  с . обратных. 

Дальше , 
, 

1 .  ai - 1,} _ 1 .  aJ, i - 1  _ g (i) 1 .  1 0 1m -,- - 1m -- - ( "
+ 1 ) 1m -:- =  , 

} + со aij J+ oo а11 g l } + со  J 

*) Здесь предполагается, что не все Ь1 равны нулю; если все Ь1 = О, 
то метод Пойа приводит только к тривиальному решению. Однако следствие 
справедливо и в этом случае, ибо разность двух независимых решений си
стемы (2.51 ), когда не все Ь1 равны нулю, будет решением этой системы, 
когда все Ь1 равны нулю. 

* "") Ср. § 4.3 (IV) и замечание к (2. 1 ,  1 1) . 
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так что выполняется условие (1 1)  теоремы (2.5 , 1) с заменой ац ' 
на Щj· Принимая во внимание, что первый столбец матрицы (ац) 
содержит бесконечное множество отличных от нуля элементов , .  мы 
получим, что .матрица Миттаг-Леффлера имеет та�tже бес�tо
нечное .множество линейно независи.мых л . с . обратных. В част
.ности, .матрица Бореля (§ 4 . 3 ,  пример ( I I I )  ) , .матрица Линделёфа 
(§ 8 . 2 , пример ( 1) )  и .матрицы , образованные из фун�tции Мит
таг-Леффлера Еа. (z) (§ 8 . 3 ,  примеры ( 1 1 1) и ( IV) ) , являющиеся част
ны.ми случаями .матрицы Миттаг-Леффлера, имеют бес�tонечное 
.множество �ta�t n .  с . , та�t и л . с .  обратных.  

ti Легко также видеть,  что .матрица Абеля aii = ·н имеет 
(i  + 1 )1 

бес�tонечное .множество линейно независи.мых ·n . с . обратных . 
О некоторых результатах ,  относящихся к обращению матриц 

Гильберта, см.  (9.6 ,  V) и (9.6 , VI) . 
О дальнейших предложениях об обращении бесконечных матриц 

см.  примеры 1 ,  2, 7, 8 к гл . 7, теорему (7.6 , 1 1 1) ,  примеры 8 и 9 
к гл . 8 и пример 1 8 к гл . 5 .  

Примеры к главе 2 

1 .  Провести доказательство утверждения в § 2 . 1  относительно п. с.  
обратной матрицы средних арифметических. Показать, что в этом случае 
п .  с .  обратная является и л .  с . обратной и что эта л .  с .  обратная является 
также единственной. 

2. Матрица А определена следующим образом: а11 = а21 = а12 = 1 ,  
au = ан 1, 1 = 1 для l > 1 ,  а все другие элементы равны нулю. Показать, что 
А не имеет п. с .  обратной, но имеет бесконечное м ножество л. с.  обратных.  

3.  Доказать, что комбинатор С (§ 1 .5 ( 1 1 1)  ) , в котором все отличные от  
нуля элементы расположены на главной диагонали, а вне  ее расположе н 
тол ько один отличный от нуля элемент Cmn• не имеет ни левых, ни правых 
нуль -делителей и и меет единственную двустороннюю обратную матрицу (Xzj): 

Xmj = O  

xz1 = 0 (i =1= n, j =1= n, 

(j=f= m, j=f= n), Xzn = О 

i =1= }), 
1 . 

xu = - ,  си 
(i =l= m, j=f= n), 

C mn 
Хтп = - --

СттСпп 

Показать, что для - 1ссс - 1  автоматически выполняется ассоциативный закон. 
4. Если А имеет п .  с .  обратную А - 1 

и если Р - пер мутатор, то пока
зать, что (РА) (А - 1 . р-1) = 1 и (АР) (Р- 1  · А  - l) = 1 всегда, когда произве
дения в левой части написанных равенств ассоциативны. Показать также. 
что если В - матрица, для которой (Р А) В = !, где произведение в левой 
части равенства ассоциативно, то А (ВР) = l .  

5 .  Если S - общий селектор для строк (§ 1 .5 (I l) ) и f( i) =f= i, т .  е.  S =F l, 
то показать, что S не имеет л. с. обратной, но имеет бесконечное м ноже
ство п .  с .  обратных, благодаря тому что э лементами тех строк, номера ко
торых не совпадают со значениями f (i) ни для какого i, могут быть произ 
вольные числа. Если эти произвольные числа взять все равными нулю, то 
соответствующая п. с. обратная будет селектором для столбцов; обозначим 

4 Зак.  1223. Р. Кук 
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ее через s- 1• Показать, что если А имеет п. с. обратную А - 1, то А - 1 · s - 1  
будет п .  с . обратной для SA .  

б. Доказать, что общий комбинатор для  строк С ( §  1 .5 (III) ) имеет 
только одну п. с. обратную, а именно матрицу с- 1, которая получается из 
единичной матрицы, если в последней элементы г-й строки заменить чис-

(k =1= г), 1 
е" = 

с, 
(k = г). 

7. Если А, Q и - 1Q = g - 1 принадлежат к одному и тому же ассоциа
тивному полю :Г, то g - 1 · AQ называется !2-трансфор.мацией А в !Г. Эта 
трансформация имеет важное значение в ква�:�товой механике. Доказать, что 
если Q ортогональная, то Q- 1 · AQ симметричная при условии, что А с и " 
метричная, и кососимметричная, если А кососимметричная. 

8. Если А имеет п. с . обратную А- 1, то показать, что транспонирован
ная к А - 1 является п .  с. обратной для А' (т. е. для матрицы, транспони-
рованной к А) в поле, в котором (А- 1)' А' (А ')-

1 
ассоциативно. 

9. Доказать, что если А имеет п. с. обратную А - 1 и если А1 - матрица, 
полученная из А изменением порядка некоторых ее строк, то соответствую
щая перестановка порядка столбцов в А - 1 приводит к п. с .  обратной А1 1 
для А1• Показать также, что если А имеет п. с. нуль-делитель АО, то полу
ченная таким же путем матрица будет п. с. нуль-делителем А� для А1• 

Доказать аналогичные результаты для л .  с .  обратных и л . с. нуль-дели-
телей *). · 

1 0. Доказать, что если А имеет п. с. обратную А-1, то комплексно 
сопряженная к А -1 будет п. с. обратной для А

-
(А

-
- комплексно сопряжен

ная к А); показать также, что (А - 1)* будет л. с .  обратной для А\ где А� 
матрица, сопряженная к А. 

1 1 .  Обобщить первую часть (2.2, l l l )  на произведение трех и более 
матриц, т. е. найтИ:,Достаточные условия, при которых (АВС)- 1=С- 1 ·В- 1 · А- 1 
и т .  д. 

12. Показать ,  что след конечной квадратной матрицы А является инва
риантным  к иреобразованию вида В = g-1 • A�l. где Q - конечная квадрат
ная матрица. Найти достаточные условия, чтобы этот результат Lыл верен 
для случая, когда А и !..! - бесконечные матрицы. 

13. Бесконечная матрица называется крест-матрицей, если существует 
такое положительное целое число г, что alj = О, когда одновременно i > г 
и j > г. Показать, что крест-матрица не имеет ни п. с . , ни л. с. обратных **). 

14. Доказать, что если А имеет п. с. обратную Х и Х, Х' ,  А и А' при
надлежат к одному и тому же ассоциативному полю !Г, то: (l) если А сим
метричная, то и Х симметричная; ( l l )  если А кососимметричная, то и Х косо
симметричная. Показать, что в обоих случаях Х является единственной 
обратной для А в :r. 

1 5. Пусть L - поле нижних треугольных матриц, х принадлежит полю L 
и Е (х) - показательная функция. Доказать, что Е (х) имеет единственную 
двустороннюю обратную в L и что 1- ее единственное идемпотентное зна
чение. 

*) См. Дине [2] ,  258. Простое доказательство может быть подучено, 
если записать А1 = РА, где Р - соответствующим образом подобранный 
.пер мутатор. 

*-�<) См .  Дине [2] , 260. 
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1 6. Конечная квадратная ма трица вида (Ь0 Ct 0 0 

d1 Ь1 с2 О С := 0 d2 Ь2 Cs 
о о d, ь , 
. . . . . . . 

0 . . .  ) 
о . .  . 
0 . .  . 

.с4.' ·: 

5 1  

называется континуанто.м. Показать, что если f - первый элемент в мат
рице c- l (т. е .  CiJ.1), ТО 

где n + 1 - порядок матрицы С. 
Исследовать возможность обобщения этого результата на бесконечные 

контин у анты. 
17 �) . Пусть: 

( 1)  Н- матрица, имеющая л .  с.  обратную - 1н; 
( 1 1 )  А - матрица, удовлетворяющая условию А2 = (Н + /) А; 
( 1 1 1 )  - 1ННА и - 1НАА ассоциативны. 

Доказать, что -1НА - 1 является л .  с.  обратной для А - 1. Рассмотреть 
частные случаи, когда: (а) А =  UF и UFU = (Н + /) U; (б) А :=(bicj)-

oo 
матрица спарных произведений» (т. е. aii = b1cj). � Ь 1сi = Л + 1 (Л =1= 0), 

i = l  
а Н - скалярная матрица Л/. 

18.  Применяя (2.3, 1 ) , показать, что: 
(1) к,- или Кс·Грани Полузамкнуты относительно всего поля к,- или Кс· 

матриц соответственно; 
( 1 1 ) теорема ( 1 .7, 1 )  о показательной функции справедлива, если в ней ниж

ние треугольные матрицы заменить К,- или Кс·матрицами. 
1 9 '· �) . Пусть A<m> - матрица Kr с конечными строками, для которой 

ai":;{ = �2 , а все другие элементы равны нулю, и пусть 3' - поле К,-матриц 

n 
с n:онеrtн ы.ми строка.ми. Показать, что Bn == � А(т) имеет пределом мa

m = l  
трицу В, которая является К,-матрицей, н о  н е  с конечными строками, так 
что К,-грань не будет полузамкнутой относительно поля 3'. 

20. Доказать, что грань Гильберта полузамкнута относительно всего 
поля Н-матриц, но не относительно поля Н-матриц с конечны ми строка ми. 

*) Пример дан Роджерсом; см. пример 14 к гл. 3 . 
**) Пример принадлежит. Х енстоку. 

4* 
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ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ В БЕСКОНЕЧНЫХ МАТРИЦАХ 

3. 1 .  Введение 

Во второй главе нами были рассмотрены два простых примера 
линейных уравнений в бесконечных матрицах, а именно АХ = 1 
и ХА = 1. В настоящей главе будут рассмотрены дальнейшие при
меры таких уравнений , в частности два уравнения , имеющие осе•  
бенно важное значение в квантовой механике ,  а именно : AX-XD = О 
и АХ-ХА = /, где D - диагональная матрица , а А - данная бес
конечная матрица .  Первое из этих уравнений АХ- XD = О имеет 
важное значение в вопросах эквивалентности матриц, которые будут 
рассмотрены в гл . 5. Мы  ограничимся здесь рассмотрением случаев , 
не  требующих применении теории решения бесконечного множества 
уравнений с бесконечным числом неиа;вестных. 

3.2. Уравнения АХ= В, ХА = В  

Эти уравнения встречаются наиболее часто.  Для них очевидны 
следующие два результата : 

(3.2 ,  1) Если А имеет п .  с . обратную А -1 , то Х = А -1 • В 
является решением уравнения АХ= В при условии, что АА -1 • В 
ассоциативно . Если А - 1 единственная в та"ом ассоциативном 
поле 3"'. то А -1 • В будет единственным решением уравнения 
АХ= В в 3"'. 

(3.2 , 1 1 ) Если А имеет л . с . обратную -1А , то Х= В .  -1А 
является решением уравнения ХА = В при условии , что В · - 1 АА 
ассоциативно. Если - l А - единственная в та" ом ассоциативном 
поле 3"'. то В ·  - 1А будет единственным решением уравнения 
ХА = В  в 3"'. 

Отметим ,  что если Q является решением уравнения АХ = В, 
то все другие решения имеют вид Q + А0; аналогично если Q 
решение уравнения ХА = В, то все другие решения имеют вид 
Q + OA .  
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В том случае , когда А и В - llOfleчн,ыe квадратные матрицы 
одного порядка , произведение АА -1 • В автоматически является ассо
циативным и решение Х = А -1 • В уравнения АХ= В эквивалентно 
применению правила Крамера для детерминантов .  Если же А и В 
бес!lонечн,ые матрицы , то (3.2 ,  1 ) дает предельную форму правила 
Крамера при стремлении порядка определителя к бесконечност�.  

Рассмотрим теперь систему уравнений (Дине [ 2] , 263) 

00 

� atkxk = bt . k = 1 
(3 . 2 1 )  

Если положить xkl = xk • xkj = о для j > 1 ,  Ь н  = ьl . blj = о  ДЛЯ 
j > 1 ,  то система (3 . 2 1 )  может быть записана в в иде АХ= В , при
чем рассматриваются только те решения этого матричного уравнения,  
в которых все .элементы , отличные от элементов первого столбца . 
равны нулю (см .  § 1 . 2) .  

В условиях теоремы (3.2 , 1) матрица А-1 · В будет решением , так 
как все элементы ее, кроме расположенных в первом столбце , равны 
нулю. Это решение единственно в поле �. в котором АА-1 · В  
ассоциативно ,  если А - 1 единственная обратная в �. Например , 
если А является К,-матрицей с К,-обратной А-\ а { Ьп } ограничен
ная , то А -1 • В существует и xk = (А - 1 • B)k1 является решением 
системы (3 . 2 1 ) , причем {xk } будет ограниченной.  

Действительно, 
00 

(А-1 • в)lJ = � aii/Ьk1 = о k = 1 
(j > 1 )  

и 

для любого l ,  где 1 bk 1 -< М для всякого k . 
Если А является К с-матрицей с К с-обратной А -1 и если � 1 bn 1 

сходится , то xk = (А-1 • B)k1 будет решением системы (3 . 2 1 )  таким. 
что ряд � J xk 1 сходится .  Действительно , в приведеином выше выра-

оо 
жении для (А-1 • В)11 мы имеем � 1 aii/ 1 -<  N для любого k , так что 

l = 1 
-

1 aii/ 1 -<  N для любых l и k , а поэтому 
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00 00 00 со 
� \ xt \ <: � � i ai/ \ ] bk i <: N � I bk i <: N' . l = 1 k = 1 i = 1 k = 1 

[ гл .  3 

113менение порядка суммирования в двойном ряду в последней строке 
во3можно в силу абсолютной сходимости .  

3 .3 .  Трансфор мация бесконечных матриц 
в диагональные матрицы 

Рассмотрим уравнение АХ-XD = О , упомянутое в § 3 . 1 ,  где 
А - данная (бесконечная) матрица , а D- диагональная . 

В общем случае мы будем требовать, чтобы решение Х уравнения 

AX-XD = O (3 . 3 1 )  

ИМеЛО единственную двусторОННЮЮ обратную Х-1 В ПQ.!Ie i}"', 
в котором -1ХХх-1 ассоциативно . Так ,  в квантовой механике основ
ной проблемой является нахождение при данной матрице А матриц Х 
и D таких, чтобы выполнялось равенство 

(3 . 32) 

{Френкель [ 1 ] ,  т . 1 1 ,  гл . I I I  и IV;  Бертупел [ l ] ,  гл . XI,  1 00- 1 02 . )  
В то же время в вопросах эквивалентности обобщенных пределов 
(§ 5 . 3) важно уметь находить Х и D такие , чтобы D было Х-транс
формацией А (см . пример 7 к гл . 2) ,  т .  е .  

x-1 . AX= D. (3 . 33) 

Уравнения (3 . 3 1 )-(3 . 33) эквивалентны ,  если х-1 является един
ственной двусторонней обратной для Х в 3' при условии, что все 
входящие в эти уравнения прои3ведения существуют и для них выпол
няется ассоциативный 3акон . 

Если А - нижн,яя треугольн,ая .иатрица , то 3адача решения 
уравнения (3 . 3 1 )  является простой.  Это пока3ывает следующая теорема: 

(3.3 , 1 )  Если в н,ижн,ей треугольн,ой .иатрице А все эле.иен,ты au 
различн,ы, то существует таtlая н,ижн,яя треугольн,ая .иатрица Х, 
что АХ-XD = О, где dt = а11 , а все диагон,альн,ые эле.иен,ты xkk 
в Х произвольн,ы . 

В нашем случае уравнение АХ-XD = О равносильно системе 
уравнений 

t 
� atkxki = хцd1 . k = j 

(3 . 34) 

Для j = l auxu = xudt, так что d1 = au удовлетворяет этому урав
нению при прои3вольном 3начении xu; если Xu + О , то au является 
единственно во3можным 3начением для d1• Мы предположим , что 
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di = aii• а xu - произвольно заданные числа .  Тогда из (3 .34) при 
i = 2,  j = 1 получаем а21х11 + а22х21 = x21d 1 ; так как d1 = а11 =1= а22 , 
то для х21 получаем : 

а21х11  Xz1 = • 
ан - а22 

где х1 1 произвольно . Дальше, для l = 3 ,  j = 2 мы имеем а32х22 + 
+ а33х32 = x32d2 , откуда 

аз2Х22 Хзz = • 
а22 - азз 

где а22 =1= а33; при i = 3, j = 1 получаем : 

аз1Х11 + aзzXzl + аззХзi = Хз1d1 . 

Отсюда определяется х31 , так как х21 уже определено и а1 1  =1= а33 • 
Таким образом , все элементы Х могут быть определены один за  дру
гим , причем в выражение для них войдут произвольно выбранные 
эл ементы xkk · 

Если мы перейдем от нижней треугольной матрицы к общей бес
конечной матрице А, то уравнение АХ- XD = О в этом случае 
равносильно системе 

00 
� aikxki = xiidi , k = l 

которая содержит бесконечное множество однородных линейных 
уравнений с бесконечным множеством неизвестных. Нахождение не
тривиальноzо решения такой системы (т . е .  для которого не все  
элементы из Х равны нулю) представляет значительные трудности 
(см . ,  например , Ф .  Рисе [ 1 ) , 63) .  

Однако можно пос.троить некоторые классы бесконечных матриц А, 
которые могут быть трансформированы в диагональные посредством 
матрицы Х, имеющей единственную двустороннюю обратную .  Такое 
построение можно провести на основании следующего замечания 
(Кук [2 ] ) .  

Рассмотрим уравнение ВХ - XD = D,  где В - данная бесконеч
ная матрица , а D -- диагональная . Предположим , что существует 
решение Х :1того уравнения и что существует другая матрица С такая, 
что СХ = D. Вычитая это уравнение из уравнения ВХ- XD = D, 
м ы  получим AX- XD = O , где А = В - С. Уравнение CX= D удо-
влетворяется матрицей С =  D · -1Х, так что предположение о суще
ствовании С эквивалентно предположению , что существует - l Х. 

Приведем три теоремы ,  при доказательстве которых используется 
это замечание. Первая из них будет доказана , доказательство двух 
других (проводится аналогично первому) предоставляется читателю 
(см . примеры 1 и 2 к гл .  3 ;  о некоторых дальнейших результатах, 
касающихся уравнения АХ- XD = О, см . примеры 4 ,  8 ,  9 ,  1 2- 1 5 
к гл . 3). 
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(3.3 , I I) Пусть ft , gi , hi - даюtые числа, такие ,  что: (1) S == 
00 00 

== � ftgi сходится; ( I I) ряд 11 == � fthi •  где !1 =1= О и h1 =1= О для 
i = 1  i = 1 

любого i ,  сходится и 11 =1= 1 .  Тогда бесконечная матрица А, эле
менты которой определяются со отношениями :  

f ( + htdn ) ( ) } anl = - n gi ll - 1 i =1= п • � 

ann = - fп (gn + llhпdl ) + d, J 
трансформируется матрицей Х с элементами 

x1k = /1hk (i =1= k) ,  xkk = f klzk - 1 
s диагональную матрицу D, элементы кот·орой 

d - gk s k - -т,; - . 

(3 . 35) 

Кроме того, Х обладает обратной х - 1  (единственной в поле , 
в�котором - 1ХХХ- 1 ассоциативно), имеющей своими элементами 

х -1 _ fпhz (i =1= n) , х -1 _ fпhп _ 1 ni - ll - 1 nn - ll - 1 
00 

при условии , что � 1 f1h1 1 сходится . 
i = 1  

Уравнение ВХ- XD = D может быть записано в виде 

00 

(k = п) , 
(k =1= п) . 

00 

Пусть теперь bnl = -fпg1 , Ytk = fthk ; тогда - f nhk � ftgl + f ng k -i = 1  
- fпhkdk = О . Таким образом , dk = %: - S и элементы Х опреде

ляются р авенствами 

xlk = fthk 
Теперь мы найдем матрицу С, удовлетворяющую уравнению СХ = D, 
т. е . 

(k = п), 
(k =1= п). 
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00 

hk � Zпtft - Znk - dпf nhk = О. 
i = l  

00 

Запишем Znt в виде zn1 = h/Jn; тогда бп � f1h1 - бп - dпfп = О. 
l • 1  

откуда , учитывая , что п о  условию /);. =1= 1 , получаем fJ n = :пfп 1 • 
Поэтому 

( -'- ) dnfпhn d l -т- n , cnn = L\ - 1 - n 

и ,  следовательно ,  А = В - С определяется равенствами (3 . 35). 
Сейчас мы докажем , что Х имеет единственную двустороннюю 

обратную в поле , в котором - lxxx-1 ассоциативно; л .  с .  обратная. 
если она существует, определяется из соотношений 

00 

� - lxntYtk - -lxnk = 8nk · 
l = l  

Положим - 1xn1 =  unl (i =1= n), - 1xnn = unn  - 1 ; тогда 
00 

hk � untft - Unk - fпhk = О . 1 = 1  
Полагая unl = qr nh1 , получаем: 

00 

qrn � /lh l - Wn - fп = О , 
l = l  

Таким образом , 

- lx _ fпhl 
пl - L\ - 1 (l =1= n), 

'т• _ fп 
ИЛИ � n - L\ _ 1 , 

- lx _ fпhп - 1 · nn - L\ - 1 • 

п .  с . обратная , если она существует, определяется из уравнений 
00 

� YnlXi1/ - x;;i = 8nk " 1 = 1  
Положив X{i/ = v1k ( l  =1= k), xkk1 = vkk - 1 ,  получим: 

00 , 

fп � hlvlk - fпhk - vnk = О . 
l = l  

Запишем v111 в виде v111 = Л11/1; тогда Л11 = L\ hk 1 . Таким образом. 

xik1 = -lxtk · Но - lxxx-1 ассоциативно, если сходится ряд 
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Б нашем случае этот ряд сходится, если сходится ряд 

ПоследниИ же ряд сходится по условию . Теорема доказана . В этой 
теореме матрица В имеет форму FnOi ,  т. е. ее элементами bnl являются 
парные произведения f ng 1; в следующих двух теоремах такое ограни
Чение на В не накладывается. 

(3.3 ,  I I I) Пусть d1 - данные числа , а Yni - бес"онечная .мат
рица, удовлетворяющая условиям : 

со 

� Упi diylk = О , 
i = l 

со 

� YпiYik = O. 
i = l  

Тогда бес"онечная .м1трица А =  (ап1) , где 

трансформируется .матрицей Х = (x1k) ,  где 

xtk = Yik (i =1= k) ,  xkk = Ykk - 1 , 

в данную диагональную .матрицу D == (dk) . 

(3 . 36) 

(3 . 37) 

Кроме того , Х имеет двустороннюю обратную Х-1 , един
,ственную в поле , в котором - 1ХХХ-1 ассоциативно , и опре
деляемую равенствами 

х;;/ = -y1k (i =1= k) , x"kk� = - ykk - 1 

при условии ,  что двойной ряд 

абсолютно сходится. 

со со 

Очевидно ,  что уравнения (3 . 36) и (3 . 37) тесно связаны с теорией 
нуль-рядов . В час�ности , мы можем в теореме положить 

1 (- 1 )1 n�i2J., ( х vnт:t=f2 } ( 1t ) 
dk = k2 и Yni = ) 1 ,r-- }' О < Х < 2 ' 

t 2 х r n2 + i� 

где J, - функция Бесселя порядка v .  Тогда условия (3 . 36) и (3 . 37) 

удовлетворяются при v > � (Фокс ( 1 ] ,  484). Кроме ТОГО , -lx = x-l 
17  является единственной, если v > б ,  как это видно из асимптоти-

ческого представления функции Бесселя (Ватсон [ 1 ] ,  1 99). 
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(3 .3, IV) Пусть е1 ,  !1 - данные числа и пусть (ип1) - бес�онеч 
ная .матрица ,  �оторая удовлетворяет условиям 

и 

00 00 

� иnleiиlk = иnk � иuei i = 1  i = 1  

00 00 

� ип tftиlk = иnk � иuft , l = 1  l = 1  

(3 . 38} 

(3 . 39). 

где ряды в левых частях сходятся при любых п и k. Кро.ме 
того , сходятся ряды 

00 

S =: � иuе1 , 
l = 1  

00 

и А =1= 1 . Тогда бес�онечная .матрица А = (ап1) ,  где 

трансформируется .матрицей Х == (xik) ,  где 

xik = иtkfk 

в диагональную .матрицу D, эле .менты �оторой dk = S - ;: ,. 
если f k =1= О для любого k .  

Кро.ме того , Х обладает двусторонней обратной x-t, един
ственной в поле , в �оторо.м -1ХХХ-1 ассоциативно ,  и определяе
мой равенствами 

х-1 - utkfk 
ik - А - 1 (l =1= k) ,  ·и +" 

х -1 - � - 1 kk - А - 1 
при условии , что двойной ряд · 

абсолютно сходится . 

00 00 

� � ипtftиtkfkиkh i = 1  k = l  

Если обозначить через и матрицу (ип 1е1) , то  в частном случае .. 
когда S = 1 ,  условие (3 . 38) примет вид и2 = и,  т .  е .  и будет идем
потентной матрицей . Если и имеет п .  с .  обратную и и2 и-1  ассоциа
тивно, то и = 1 (где / - единичная матрица) является единственным 
решением уравнения и2 = и . Если же и не имеет обратной , то это 
уравнение имеет бесчисленное множество решений. Например ,  если 
и - матрица «парных произведений» Pnqi , это уравнение имеет вид. 

00 

Pnqk � Ptql = Pnqk l = l  
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и ему удовлетворяют любые последовательности {Pk } и { qk } •  для 
которых 

В . общем случае , когда S не ограничивается этим условием , урав
нение (3 . 3 8) удовлетворяется любыми Pt и ql , для которых ряд 

00 

� Ptqi сходится к S. Из этого можно заметить ,  что (3.3 ,  1 1 )  вклю
i = l 
чается в (3.3 ,  IV) ,  так как (3 . 39) также удовлетворяется любой мат-
рицей «парных произведений» . 

Сейчас мы приведем теорему, исходный пункт ' доказательства 
которой несколько иной , чем в рассмотренных выше теоремах . Вместо 
уравнения ВХ -XD = D мы будем исходить из уравнения ВХ -XD = !. 
Предположим , что для данных В и D оно имеет решение ·х, которое 
обладает единственной двусторонней обратной х-1 • так что x-l . х = !. 
Вычитая это выражение из уравнения ,  получим AX- XD = O,  где 
А =  В - х-1 • Это замечание используется при доказательстве сле
дующей теоремы .  

(3.3 , V) Пусть dk =!= О , hk =!= О,  fk и gk таковы , что сходятся 
00 00 

ряды � ftgt = A и � dtftht === S =!= l ,  причем последний ряд 
i=l i=l 

сходится абсолютно . Тогда бесконечная .матрица А, элементы 
которой 

( l  =1= п) , 

трансформируется .матрицей Х = (xik) , где xlk = fthk (i =1= k) , 
1 

xkk = fkhk - dk
, в одну из диагональных .матриц , определяемых 

равенствами 

Кроме того , при заданных условиях Х имеет единственную 
двустороннюю обратную х-1 ==. (х;;/) в поле , в котором - txxx-1 
ассоциативно ; при это.м 

(l =1= п) , 

Доказательство  этой теоремы проводится таким же путем, как и 
в (3.3, I l) ,  и предоставляется читател10 (см . пример 3 к гл . 3) . 
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{I) 

(I I) 

УРАВНЕНИЯ АХ- ХВ = С и АХ- ХА = / 

П р и м е р ы  к т е о р е м е (3.3,  V) 

1 
fп = e -n , gt =-п· 

6 1  

hk = �!
k
, dk = � [е� - 1 ± V ( е� - 1 У- � e-k] . 

(_!_ )•+2l 1 2 z /11 = n! ' gl = 1' (v + l + 1 )  ' 

1 . 
hk = Г (v + k + 1 ) ' 

dk = � (p • .  -- /, (z) ± -{(p. - I. (z) )2 + 4 ( � z)•+2k] . 
Re (v) > - 1 ,  

( ; z )" rде Pv = Г (v + 1 ) и /, (z) - модифицированная функция Бесселя 

(Ватсон [ 1 ] , 77) . 

( I I I )  e-k fп = en , gt = --:г •  hk = - -k, ' l .  . 

dk = ; [ее - 1 ± V<ee - 1 )2+ 4ek] ,  

Пример (I I I) является интересным в том смысле , что эдесь dk не 
00 

ограничены и ряд � ant расходится ; он покаэывает , что cxoди
Jz = l  

мость � ant п о  столбцам и ограниченность dk н е  являются необхо
димьi м и  для трансформации А в D. 

3.4. Уравнение АХ- ХВ = С и уравнение 
«квантования» АХ- ХА = 1 

В этом параграфе мы рассмотрим уравнение АХ- ХВ = С и как 
частный случай уравнение «квантования» АХ -ХА = /, встречаю
щееся в теории Гейзенберга - Дирака механики атома .  

(3.4 , 1) Пусть A = D+A<0> , В = 8 +В<0> , С = Г+С<0> , где 
D, Н, Г - диагональные матрицы dп = апп • 6п = Ьпп • iп = спп • и 
предположим , что: (I) 1 dn - вk 1 .:> d > О  для любых п и k и (I I )  1 С 1 
существует, а 1 А(о) 1 + 1 в<о> 1 = е <  d, где грань в каждом случае 
берется регулярной и полузамкнутой (§ 2 .3 (VI) ) . 

00 
Тогда Х =А + �  x<s> яв�яется решением уравнения АХ-

S = l  
� ХВ = С, где диагональная матрица А и матрицы x<t> , х<2> , . : . 
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определяются последователыю из уравнений : 

(D - 8) /l = Г , 

Dx<1> - х(l>в = с< о> + llв<o> - А<о> ll ,  

Dx<2> - х<2>е = х<1> в< о> - А <о> х<1> .  (3 . 4 1 ) 

Кроме того , 
(3 . 42) 

(Дине [ 2] ,  265). 
Первое из уравнений (3 . 4 1 )  дает оп = d____l__!!_б , где il = (оп) . Из п - n 

второго уравнения получаем : 

С(О) + � Ь(О) - а(О)� 
x(l) = nk n nk nk k , nk dп - 6k 

так что в соответствии со свойством грани 1 АВ 1 < 1 А 1 1 В / . и прини-
мая во внимание ее регулярность ,  будем иметь *) : 

1 Х(1) 1 < 1 С(О) 1 t \ � 1 е • 

Из общего уравнения (3 . 4 1 ) следует : 

так что 

X(s+1) _ 1 ( � X(s) Ь(О) _ � а(О) X(s)) nk - dп - 6k 
� т tk � т tk , 
i = l  i = l  

1 х<н t> 1 < 1 x<s> 1 � < 1 x<s- l) 1 ( � У< · · · < 1 x<1J 1 (�У · 

(3 .43) 

причем опять использовано свойство грани 1 АВ 1 < 1 А 1 1 В j .  Прини
мая это во  внимание , из (3 .43) п олучим: 

1 X(s + 1) 1 < 1 С�О )  1 ( � )s + 1 /l l ( � )s+1 
• 

Так как по условию грань полузамкнута ,  то ,  следовательно, 
оо 1 (О) 1 1 X l  < 1 il J + � 1 x<s> 1 < 

dc е + 1 ll l d d е ; 
S = l  

* )  Для вывода этого неравенства нужна, п о  всей видимости, нормаль· 
ность грани. (При.м. ред.) 
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из первого же уравнения (3 .4 1 )  мы имеем 1 11 1  <: 1 Г /  d-1 ,  так что 

1 Х 1 <: 
1 Г 1 :�;(О) 1 , 

и неравенство (3 . 42) доказано.  
Складывая уравнения (3 . 4 1 ) ,  мы получим : 

A(/1-t--�1 x<s>)- (11 +
8
� х<�>)в = С, 

со 
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так что Х = 11 + � x<s> является решением уравнения АХ- ХВ = С 
S = l  

nри выполнении условий теоремы .  
Теорема доказана . 
Если Г = О , первое уравнение (3 . 4 1 )  дает 11 = О при условии ,  

что D =1= е *) .  
Если С = О (т .  е .  уравнение однородное) , то этот метод приводит 

тоJiько к тривиальному решению Х = О при D =1= 8;  если же D = 8 
и С = О ,  то первое уравнение в (3 . 4 1 )  удовлетворяется при всяком 11 .  
При этом частный случай , когда в<о> = О , соответствует уравнению 
АХ- XD = О. Теорема (3.4 ,  1) в этом случае неприменима , так 
как / dn - 6k i = O при k = n , т . е .  d = O . 

Обращаясь теперь к уравнению АХ - ХА = /, мы отметим , что 
метод , примененный в доказательстве (3.4 ,  1 ) ,  также неприменим и 
к этому случаю , так как мы имеем А<0> = в<0> , D = 8, Г = !, с<о> = о  
и , значит , d = О . ' 

Если А - нижняя треугольная матрица , то уравнение 
АХ - ХА = 1 не имеет решения, которое являлось бы нижней 
треугольной матрицей .  В самом деле ,  уравнение в этом случае 
может быть записано в виде 

n 

� (aп lXik - Xnialk) = ank • 
i = k 

и п рн k = n оно приводит к противоречию annx nn - х nnann = 1 .  
Если А - общая матрица , то уравнение АХ- ХА = ! не 

и.иеет решения , которое являлось бы диагональной матрицей . 
Действительно , если Х = (dn) ,  то уравнение обращается в ankd.� 
- dnank = 8nk • которое противоречиво при k = n. 

•) Утверждение не точно, ибо первое уравнение в (3.41 )  для диагональ
ных матриц дает (dп - flп) 1Jn = ln · Поэтому если Г = О, то (dп - flп) 1Jn = О. 
Стало быть, если D =1= !1, но хотя бы  для одного номера n0 справедливо 
dп. = fln,• то в качестве 1Jno мы можем  брать любое число, и поэтому урав
нение (D - 8) А =  О будет иметь бесконечно много различных решений по А ,  
хотя и D =1= !1.  Единственным решением уравнения (D - 8) А = О  будет А = О 
лишь в случае, если dn = flп при всех n. (Прим. ред.) 
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В частных случаях уравнение может быть решено шаг за шагом . 
Например , если единственные отличные от нуля элементы А суть 
an, n+l (n = 1 ,  2 , . . .  ) ,  то мы имеем : 

(k > 1 ) . 

Таким образом , первая строка матрицы Х остается произвольной ; 
другие элементы k-го столбца (k > 1 )  определяются из равенств :  

Xkk = Xk- 1, k- 1  = · · · = Х11 ,  k Xk+1, k =  , ak, k+1 

а так как Х111 = 0 для n > 2 . то получаем Xk+J, k = O  U >  1 ) . Эти 
формулы определяют элементы k- го столбца через элементы (k - 1 ) -ro 

1 
столбца для k > 1 ;  для k = 1 мы имеем х21 = - , Xn1 = О при n > 2 

а12 
(Дине [2 ] , 266) . · 

Мы сейчас дадим некоторые решения уравнения АХ- ХА = 1 
для специально построенного класса матриц А,  у которых первый 
столбец an1 и диагональ а11_ 1, n произвольны ,  причем а11_ 1, n =!= О  
(Кук [3 ] ) .  

(3.4, 1 1 )  Пусть А == (а11д удовлетворяет условиям: 

( 1 ) lan, tнan - 1, n - (n - 1 )  an- 1, l а;, i+1 = О для i =!= n , i :> 1 ,  n :> 2 ;  

( 1 1 )  ан = О для l :> 3 , 

где ап1 и an-1, n выбраны произволь но , причем ап-1 , 11 =!= О для 
любого n. 

Тогда решением уравнения АХ- ХА = 1 является матрица. 
алементы которой 

k Хkн, k = ak+1, k + --- . ak, k+1 
Уравнение в нашем случае имеет вид 

00 

� (aпixlk - Xnlalk) = 8nk · 
i · l  

(3 .44) 

(а) Пусть k =1= n , k � 1 , n � 2. Тогда при нaillИX значениях а111 и x1k 
уравнение (3 . 44) обращается в 

откуда 

k n - 1 
--- an, k+1 - а an- 1, k = О , 
ak, k+1 n - 1, n 

kап , k+lan-1, n - (n - 1) an- 1, kak, k+l = О, 

что совпадает с условием (1) . 
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(б) Пусть k=n':;? 2. Тогда ( 3 . 44)  обращается в тождество n-(n - 1 )  = 1 . 
(в) Пусть n = 1 ,  k ':;? 1 .  Тогда (3 .44) дает 

k --- а1 , k+1  = 81k · ak, k+1 

При k = 1 это равенство обращается в тождество ,  при k =1= 1 оно 
дает а1, k+ 1  = О для любого k ':;? 2 или a1k = О  для k ':;? 3 ,  что. 
представляет собой условие ( I I ) .  Теорема доказана .  

Исследуем структуру матрицы anl • которая удовлетворяет усло
виям (1) и ( I I )  теоремы (3.4, 1 1) .  Полагая в условии (1) поочередно. 
n = 2 , 3, 4, . . . , мы получим , согласно условию (1 1 ) ,  anl = О  для 
i ':;? n + 2. Полагая теперь в (1) i = n - 1 ,  получим ann = an - 1, n - L 
(п ':;? 2) , т .  е. ann = а1 1 , так что все элементы , расположенные на 
главной диагонали ,  одинаковы . Положим теперь в условии (1) по 
очередно i = 1 ,  2 , . . .  , n - 1 ;  l = 1 дает 

(п > 2) . 

Элементы an - 1, 1 произвольны так же, как an - 1, n . причем последние 
подчинены лишь условию an - 1, n =1= О для любого n .  Введем обозна
чение an -1 , n == Bn _ 1 ; тогда 

где 
(n - 1 ) an - 1 , 1 

1-'-п = 

Аналогично 

и 

n - l  6162 
апз = -2-

1 
- -6 - f!-n-1  (n ':;? 3)  

n- 1  

_ (n - l ) (n - 2) . . . (п - i + 2) 6 1 62 . .  · 6 i- 1 
anl - (l' - 1 ) ·' 6 6 6 fl-n - i+2  n - 1 n - 2 · • • n - l+ 2  

для 2 <: i <: n - 1.  Из этой формулы также получаем ann = а1 1 , что 
мы уже показали другим способом * ) . Таким образом , все элементы anl 
определяются через произвольные элементы an1  и an - 1 , n · 

В качестве примера положим an - 1, n = an , n - t = V n - 1 , а все 
другие элементы aif = О . Тогда условия (1 ) и (1 1) удовлетворяются . 
и поэтому решением уравнения является матрица (хц) , где 

Xk- 1, k = Vk - 1 ,  Xk + 1, k = 2 Vk.  

а все другие хц = О. 
Как видим , уравнение АХ- ХА = 1 не имеет решения, являю

щегося диагональной матрицей .  Отсюда следует , что оно не имеет 

*) В формуле для an l можно брать i не только в пределах 2 < i < n - l , 
но и в пределах 2 < i < n. Поэтому, беря i = n, мы получаем равенство 
ann = 61f1a = а11 . (При.м. ред.) 

5 З ак. 1223. Р. I(ук 
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решений в некотором ассоциативном поле, которое яв;Iяется транс
формацией диагональных матриц (Дине [2] ,  266) . Действительно, 
если Х = g-1 • DQ. является таким решением , то мы имеем: 

AQ-1 • D9 - Q-1 • DQA = I, 

и , умножая это равенство слева на Q, а справа на g-\  мы получим 
fl.AQ-1 • D - DQA9-1 = /, предполагая , что ассоциативность имеет 
место. Но в таком случае D будет решением уравнения ВХ- ХВ = /, 
где В =  9Af2 -1, ЧТ() невозможно (см . также примеры 5-7, 1 0  и 1 1  
к гл . 3) .  

3.5. «Ал rебраическая» теоре ма для уравнения АХ - ХА = 1 
В заключение мы приведем теорему О .  Тауски *) о несущество

вании решений уравнения АХ- ХА = 1 при некоторых определенных 
условиях. Эта теорема доказывается в терминах «групп» и «колец» , 
употребляющихся в современной алгебре (см . ,  например , Альберт [ 1 ] , 
гл. 1 ) . Поэтому мы сначала дадим краткое описание употребляющихся 
в доказательстве теоремы понятий . 

Непустое множество О элементов , а ,  Ь ,  с, . . .  образует группу 
относительно операции О,  если каждой паре (а ,  Ь) элементов из О,  
взятых в определенном порядке , посредством этой операции ставится 
в соответствие определенный элемент с из О, обозначаемый аОЬ. 
Кроме того , выполняются условия: ( 1 ) в О имеет место ассоциативный 
закон , т .  е .  аО (ЬОс) = (аОЬ) Ос для любых а .  Ь и с из О;  ( 1 1 )  для 
любых а и Ь из О существуют решения х и у уравнений аОх = Ь ,  
уОа = Ь,  также принадлежащие О .  

Для удобства символ операции О часто обозначается знаками ( )( )  
или (+) . Таким образом , вместо аОЬ = с , когда а Е О . Ь Е О  (а Е О  
означает , что а принадлежит 0) ,  мы будем писать аЬ = с Е О или 
а + Ь = с Е О . 

Из ( 1 1) следует (см . Альберт [ 1 ] ,  8-9) ,  что О содержит ней
тральный элемент , который обозначается 1 ,  ко г да О означает ()( ) ,  
и О (нуль) , если О есть <+) . так что а = а 1 = 1 а  и а + О = О + а = а  
соответственно; каждый элемент из О имеет обратный,  обозначаемый 
через а- 1 , когда О является ()( ) , и - а, когда О есть (+) . так что 
аа- 1 = а- 1а =  1 и а - а = - а + а = О в зависимости от операции.  

Операция О не обязательно коммутативна ,  однако для любой 
группы справедливы следующие соотношения : 

если аЬ = 1 ,  то Ьа = 1 ,  и если а + Ь = О, то и Ь + а = О. (3 . 5 1 )  

Так , действительные числа ,  исключая нуль ,  образуют группу, когда О 
является обычным умножением ; действительные числа с включенным 

*) Публикуется здесь впервые. 
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нулем образуют группу ,  когда О является обычным сложением . Анало
гичный результат имеет место и для комплексных чисел . 

Кольцо R представляет коммутативную группу относительно сло
жения, замкнутую по отношению ко второй операции ,  называемой 
умножением ( Х ) . Обе операции ассоциативны , и, кроме того , имеет 
место дистрибутивный закон : 

а (Ь + с) = аЬ + ас , (Ь + с) а= Ьа + са 
для любых а, Ь и с из R. 

Кольцо не обязательно содержит единичный элемент относи 
тельно ( Х ) .  а если даже и содержит, т о  н е  обязано иметь 
обратный элемент относительно ( Х ) для каждого элемента из R. 
В случае ,  когда имеется единичный элемент по отношению к ( Х )  
и каждый элемент , отличный от О (нейтрального элемента по 
отношению к сложению) , имеет обр атный по отношению ( Х ) .  
кольцо называется полем (см . сноску н а  стр .  39) . Например,  множе
ство всех целых четных чисел образует кольцо , а множество всех 
действительных или комплексных чисел образует поле .  

Групповым кольцом Ос групnы О мы будем называть кольцо , 
состоящее из множества всех формальных конечных сумм � 'lКt • где 

l 
коэффициенты rl - элементы кольца, в качестве которого мы здесь 
возьмем кольцо С комплексных чисел , а gi E  а. Операции в кольце 
определяются равенствами: 

� rtgt + � slgl = � (rl + sд gt , 
i i l 

� rtgl Х � slgt =  � � rlsJglgJ. i i l j 
Единичный элемент группы отождествляется с комплексным чис

лом 1 .  
Две группы а1 и а2 называются изоморфными , если между их 

элементами можно установить взаимно-однозначное соответствие , кото
рое сохраняется при групповой операции ,  т. е .  если а1 соответствует а2 ,  
а Ь1 соответствует Ь2 , то а1Ь1 соответствует а2Ь2 •  

В частности , группа, элементами которой являются матрицы 
(с комплексными числами) с обычным матричным умножением в каче
стве групповой оnерации ,  изоморфная групnе а , называется точным 
представлением груnnы а. Точное представление любой группы 
в терминах бесконечных матриц может быть получено следующим 
путем . Предnоложим , что элементы груnпы могут быть nеренумеро
ваны , наnример g0 , g1 , • • •  , gn , . . .  Мы отнесем каждому элементу 
группы gn матрицу т<п>, оnределяемую равенствами:  

5* 

1�j> = 1 ,  если gngi = g1 ; 

1 
(3 . 52) 

1�j> = О , если gngi =1= gj "  
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Например , бесконечная циклическая группа g0 = 1 ,  g n = тп с обра
зующим элементом Т может быть представлена множеством матриц, 
у которых все элементы ,  расположенные по линии , параллельной 
главной диагонали ,  равны 1 . Эта идея может быть применена для 
получения точных представлениИ произвольной группы в терминах 
«обобщенных» (непрерывных) бесконечных матриц, ко г да множество 
«строк» и «столбцов» нельзя перенумеровать. 

Таким образом , при упомянутом выше представлении в каждой 
строке и каждом столбце матрицы т <п > имеется лишь единственный 
отличный от нуля элемент , который равен 1 .  Поэтому здесь не возни
кают трудности , связанные со сходимостью рядов , которые полу
чаются при умножении двух матриц. Доказательство изоморфизма 
проводится непосредственно. Это представление называется регуляр
ным представление.м группы О . 

Изо.морфиз.м двух 1Солец определяется так же, как и дл я групп, 
и аналогично определяется точное представление �еольца. 

Матрицы , определенные равенствами (3 .52) ,  очевидно ,  обладают 
тем свойством , что любое конечное множество их является линейно 
независимым по отношению к комплексным числам. Следовательно, 
конечные суммы матриц � zn т<п> , где zn - комплексные числа , обра
зуют множество матриц, являющееся точным представленнем груп
пового кольца Оо с комплексными коэффициентами .  Такое представ
ление называется регулярным представление.м группового �еоль
ца Оо . (3.5 ,  1 )  Уравнение АХ- ХА = 1 не и.меет решения для .мат
риц А и Х, принадлежащих регулярному представлению �еа�еого
либо группового �еольца .  

Действительно, предположим,  что для некоторых матриц А и Х, 
принадлежащих регулярному представлению группового кольца, имеет 
место равенство АХ - ХА = /. Матрицы А , Х и 1 будут отожде
ствляться с соответствующими элементами абстрактного группового 
кольца . 

Пусть 

где g1 E О , а а1 и х1 - комплексные числа . 
Тогда 

АХ= � �  a1xkglgk = � bfgf , 
i k J 

ХА = � � a1xkg kgl = � cfgf . 
i � J 

Если теперь АХ- ХА = /, то по крайней мере одно из gt равно 1 ,  
скажем , g1 = gigk = 1 . В этом случае, согласно условию (3 .5 1 ) ,  мы 
также имеем gkgt = 1 .  Дальше , коэффициент при g�k в ХА такой же, 
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что и коэффициент при gkg1 в АХ, и каждый равен a1xk . Это спра
ведливо для всех произведений g � k = g1 = 1 ,  так что коэффициент 
при 1 в АХ - ХА необходимо равен нулю.  Полученное противоречие 
доказывает теорему. 

Примеры к главе 3 

t .  Доказать (3.3, I I I ) .  
2. Доказать (3.3, IV) .  
3. Доказать (3.3, V) .  
4,  Показать, что условия теоремы (3.3, V) выполняются, когда fп, g1, hk 

и d�t определяются равенствами: 

{'Де 

i +1 ( 
1 

)
• + 2i 

1 (- 1 ) 2 z 1 
fп = п! '  gl = l' (i + v + 1 ) ' hk = l' (k + v + 1 )  ' 

. dk = {  [l, (z) - p, ± V(r. - J, (z) )2 - 4 (- 1 )k ( � z)'+2
k
] •  

Re (v) > - 1 , 

( �  z)' 
р, = l' (v + 1 ) , а J. - функция Бесселя порядка v. 

5. А = (atj) определяется следующим образом :  

ak, k+ l = О (i > 1 ) , ak, k+ 1 = k, akk = ао, 

ak, k- 1 = а1 (k > 1 ) , ak, k- l  = а1 (k > i) . 

В А заменим а1 на а1 + 1 .  Доказать, что эта новая матрица является реше
нием уравнения АХ-ХА = !. 

6. Показать, что если an - t , n =1= О (n = 2, 3, 4, . . . ) ,  а все другие эле
менты alj = О, то условия теоремы (3.4, 1 1 )  выполняются и, следовательно, 

n 
матрица (Xtj). где xn-1, n = an - 1, п• xn+ t , n = , а все остальные an , n +1 
xu = О, является в этом случае решением уравнения АХ- ХА = !. Срав
нить с аналогичны м примером, приведеиным непосредственно перед (3.4, 1 1 ) .  

7. Доказать методом индукции, что если � �  удовлетворяет уравнению 
А Х - ХА = l и А и (l принадлежат к одному и тому же ас"социативному 
полю,  то ��  также удовлетворяет уравнению АХп - xn А = nxn- t при 
любом целом положительном n. 

8 *). Если Х- нетривиальное решение уравнения АХ- Х D = О (§ 3.3) 
и Е - какая-нибудь диагональная матрица, то по казать, что Х Е является 
другим таким решением. Однако ЕХ, вообще говоря, не является решением. 

9. Показать,  что результат, доказанный в (3,3, 1 1 ) относительно обратной 
матрицы Х -1 , где Х- решение уравнения АХ-Х D = О , может быть 
получен как предельный случай правила Кра мера, т.  е .  как решение системы 

т � (т) _ !\  � Xn tYtk - nk i = 1 
(п = 1 , 2, . . .  , т) 

*) Этот пример дан Вермсом. Ср. с примерам 13, являющимся незначи
тельным обобщением данного. 
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для у\�> по правилу Крамера, где в полученном результате т -+ со (прк 

фиксированных i и k).  Проверить тем самым, что I Im У\�> = хи/. как 
m � oo  

зто дано в (3.3, 1 1 )  *) . 
10 **) . Доказать, что когда АХ- ХА = 1 имеет решение Х1, тогда ( 1}  

если А - симметричная матрица, то уравнение имеет кососимметричное 

решение, являющееся кососимметричной компонентой � ( Х 1 - Х�) матри-

цы Х1, в то время как симметричная компонента � ( Х 1 + Х�) матрицы Х1 
коммутативна с А; (1 1) если А кососимметричная, то уравнение имеет сим
метричное решение, которое является симметричной компонентой матрицы Х1 , 
в то время как кососимметричная компонента матрицы Х1 коммутативна 
с А;  (ll l) если А - действительная матрица, то Х = Re (XI) является реше
нием, а У = I m (Х1) коммутативна с А; (IV) если А чисто мнимая, то 
Х = Im (Х1) является решением, а У = Re (Х1) коммутативна с А. 

В случае (1) классом решений являются матрицы 

Х = � (Х1 - Х�) + СВ (Х1 + Х�) . 
1 

где В - любая м атрица, коммутативная с А, если А, Хр Х 1 и В принад-
лежат ассоциативному полю ОТ. 

В случае (1 1)  классом решений являются матрицы Х = � ( Х1 + Х�)+ 
+ СВ ( Х1 - Х�). где В коммутативна с А и матрицы А, Xl' Х�. В принад
лежат ассоциативному полю ОТ; в обоих случаях множитель С - произволь
пая постоянная. 

В случае ( l l l ) , если Х1 - действительная матрица, то Х = Х1 + СУ 
является решением тогда и только тогда, когда У коммутативна с А. 

В утверждениях примера термины 4 Симметричная� и «кососимметричнаяJ> 
могут быть заменены соответственно на « зрмитоваJ> и «косоэрмитова)) .  

1 1 .  Показать, что в следующих случаях уравнение АХ- ХА = l не 
имеет решения *'�<*) : 
( 1)  п-я строка и п-й столбец матрицы А состоят исклю чительно из нулевых 

элементов; 
(11) А - идемпотентная матрица и А и Х принадлежат ассоциативному 

полю ОТ; 
( 1 1 1 )  А - ортогональная и симметричная (или кососимметричная) и А 

и Х принадлежат полю ОТ; 
(IV) А - нильпотентная матрица порядка r > 1 и А и Х принадлежат полю ОТ. 

Кроме того, показать, что: 
(V) если А симметричная, то уравнение не имеет симметричного решения; 
(VI) если А кососимметричная, то уравнение не имеет кососимметричного 

решения; 
(VII) если А эрмитова или косозрмитова, то уравнение не имеет решения, 

являющегося соответственно эрмитовой или косоэрмитовой матрицей. 

*) Этот метод, как и следовало ожидать, является более длинны м по 
сравнению с данным в (3,3, 1 1 ) ,  но он представляет интерес, показывая, что 
матрицы , обратные для бесконечных матриц, можно получить путем пре
дельного перехода в правиле Крамера .  

**) Примеры 10 и 1 1  принадлежат Мелвин-Мелвину. 
***) Для двух первых случаев см .  основной текст перед (3.4, 1 1 ) .  
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12  *) . Предположим, что D, Е, F, О ,  Н. К.  L - диагональные ма
трицы, и - общая матрица и существует -l L = L - l .  Если: 

(1)  иЕи = ио, 
(1 1)  иFИ = НИ, 

( l l l )  FD = OF - Е, 
(IV) К (Н- !) = 1 (1- единичная матрица), 
(V) А =  и Е - DKиF + D, 

(VI) X = UFL - L, 

(V!I) - 1 X = L - 1
· KиF - C 1 , 

то показать, что АХ - XD = О  и -1ХХ = 1. 
Дальше, если 

(Vl l l) HUKF = иКНF и 
( IX) L -1 . иКF = Г1 · KUF, 

то показать, что Х · -lx = 1. 
Доказать, что (3.3, I l l ) ,  (3.3, IV) и (3.3, V) являются частными слу

чаями сформулированной в этой задаче теоремы. 
13. Пусть: 

(1) А, Х и D, где D - диагональная матрица, удовлетворяют уравнению 
AX - XD = O; 

(!l) L - матрица, коммутативная с D **) ; 
(I II) AXL, XDL,  XL D ассоциативны; 
(IV) У =  XL. 

Показать, что А У - YD = О. 
14 .  Пусть: 

(!) Х- матрица, имеющая л .  с .  обратную -1Х ; 
(!I) В - общая матрица и D - диагональная матрица; 

(Ill) XD . -1 ХХ и ВХ . -1хх а;ссоциативны;  
( IV)  А определяется равенством А = XD . -lX + В  (Х . -1Х - 1). 
Показать, что АХ - Х D = О  (применить (2.2, 1 1) и пример 17 к г л. 2). 

15. Предположим, что: 
(1) D - диагонадьная матрица; 

(11) Е, F, О, Н- матр ицы (относитедьно простые) и и - общая матрица; 
(111) иЕи = UO; 
( IV)  иFИ = НИ; 

(V) FD = OF - E; 
(VI) I<. (H- 1) = 1; 

(VI I )  I<.ИFиF (= I<.HиF), I<.иF и иЕИF (= иОF) ассоциативны; 
( Vll l)  А определяется равенством А =  и Е- DI<.иF + D; 

(IX) Х определяется равенством Х = иF - 1; 
(Х) -1х = !(UF - 1 по определению. 

доказать, что -1ХХ = 1 и что АХ - XD = О. Если, кроме того, иFDI<.иF, 
иEI<.UF и UEUFI<.иF (= иOFI<.иF) ассоциативны, то показать, что 

А =  XD · -lx + иЕ (I- Х ·  
-1Х) . 

*) Примеры 1 2-15 даны Роджерсом. 
**) Есди D = dn удовлетворяет усдовию dn =!= dk, когда n =!= k, то L 

должна быть диагональной; см .  (5.3, 1 ) .  
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РАСХОДЯЩИЕСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ 

4.1. Ос новные теоремы Кожима- Шура и Сильвермана- Теплица 

В настоящей главе мы рассмотрим одно из наиболее важных при
ложений бесконечных матриц, приводящее к обобщению понятия 
предеJ1а с применением его к расходящимся последовательностям и 
рядам . 

Пусть sn (х) - частичная сумма ряда , который сходится при lx 1 < 1 
и расходится при 1 х 1 > 1 .  Рассмотрим новую последовательность 

00 
an (х) = � ank sk (х) ,  

k = l  
(4 . 1 1 ) 

т. е .  последовательность , полученную в результате преобразования 
последовательности { sп (х) } матрицей А = (апk) . Мы будем предпо
лагать ,  что при фиtlсироваюtом х все ряды (4 . 1 1 ) сходятся для 
п = 1 , 2, 3, . . .  или во всяком случае для любого п > п0 • Тогда 
может случиться , что an (х) стремится к пределу, когда п � оо для 
любого или некоторых значений х , удовлетворяющих неравенству 
1 х 1 > 1 ,  т . е .  для одного или некоторых значений х , для которых 
{ sп (х) }  не имеет предела. Если такой случай имеет место , то мы по
лучаем искусственный метод , позволяющий приписывать расходящейся 
nоследовательности { sn (х) }  определенный предел . Обычно встречаю
щиеся методы обладают также свойством регулярн.ости ,  т. е .  если 
мы возьмем значение х , удовлетворяющее не равенству 1 х 1 < 1 ,  так 
что sn (х) стремится к пределу s (х) при п � оо ,  то an (х) должна 
сходиться к тому же самому значению s (х) или же , если сходится 
к другому значению , должно быть известно соотношение между 
s (х) и l im an (х) . 

n + oo  
Некоторые примеры таких матриц и их индивидуальные свойства 

были известны раньше, чем были открыты свойства класса матриц, 
удовлетворяющих этим требованиям . В частности , это относится 
к средним арифметическим , средним Чезаро и матрицам Бореля 
(см.  § 4 . 3) .  
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Заменяя { sn (х) } общей последовательностью { zn } , мы предполо
жим, что в выражении 

( 4 . 1 2) 

все ряды справа при п > п0 сходятся. В этом случае мы будем 
rоворить , что к последовательности { zп } применимо преобразование А,  
а последовательность { z� }  будем называть А-преобразованием по-
�ледовательности { zп } · 

Если (1) z� - z всякий раз, когда zn - z ,  и (I I) преобразованная 
последовательность { z�} сходится для некоторой расходящейся после
довательности { zп } , то мы будем приписывать этой расходящейся 

1 
последовательности {zп }  предел последовательности { zп } в качестве 
ее обобщенного предела и называть его пределом { zп } • полученным 
при помощи А-преобразования , или, более к ратко ,  А-пределом 
(A-Iim Zп) *). 

Приведеиные выше рассуждения сразу наводят на мысль поста
вить две задачи : 

(I) определить множество К таких матриц, чтобы при соответст
вующих иреобразованиях сходимость последовательностей не нару
шалась ; 

( I I )  определить такой подкласс матриц класса К, который не из
меняет величину предела всякой сходящейся последовательности . 

Решение обеих задач будет дано теоремами (4. 1 ,  1) и (4. 1 ,  I I) ,  
которые имеют весьма важное значение. Теорема ( 4. 1 ,  I )  была пер
воначально доказана Ко жима [ 1 )  для нижних треугольных матриц и 
затем обобщена Шуром [ 1 ]  на общие бесконечные матрицы . Доста
точность условий теоремы ( 4. 1 ,  II) была первоначально установлена 
для нижних треугольных матриц Сильверманом [ 1 ) .  Необходимость и 
достаточность условий были затем доказаны для матриц с конечными 
строками Теплицем ( 1 ] , и наконец, во всей полноте для общих бес
конечных матриц теорема была опубликована Шуром [ 1 ) .  Однако ,  
как мы увидим ,  теорема (4. 1 ,  I I ) ,  несмотря на ее важность, является 
только частным случаем теоремы ( 4. 1 ,  I ) .  

Обе теоремы были несколько обобщены Динсом ( [ 1 ) , 385 ,  399) 
н а  полунепрерывные матрицы а.,, k == ak (w) , где w - непрерывная 
действительная положительная переменная . (Из ранней истории сум
мирования расходящихся последовательностей см . Смэйл [ 1 ) , [3 ] ;  
Гурвиц [ 1 ) ; Форд [ 1 ) ,  [2) ;  Сильвермаи [ 1 ] ;  Кармайкл ( 1 ] ; Мур [ 1 ] ,  
[ 2) ;  обобщения н а  матрицы ak (w) вместо ank см . Тамаркин [ 1 ] ;  
Агнью [9) ,  726-727;  Роджерс [ 1 ] ,  [ 2] . ) 

:>"""'' *) В этом случае также говорят, что последовательность {zп } сумми
руется матрицей А. (Прим. перев.) 
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(4. 1 ,  1) Теорема Кожи.ма - Шура. Для того , чтобы 
CIO 

z' (w) = � ak (w) zk k = l 
стремилась " «-о�tеч�tо.му пределу при w - оо вся«-ий раз, К-огда 
{ zk } сходится ,  �tеобходимо и достаточ�tо, чтобы 

(а) 
(�) 

(j) 

CIO 

� 1 ak (w) 1 -< М �tезависи.мо от w > w0; 
k = 1  

l im a k  (w) = ak для любого фи«-сирова�t�tого k ;  
w + oo  

CIO 

� ak (w) = A (w) - a  при w - oo. k = 1 
Кроме того , если при этих условиях zk - z,  то 

CIO 

(8) l im z' (w) = az + � ak (zk - z). 
а> + оо  k • 1  

(1) Докажем сначала достаточность условий. Согласно условию 

р 
(сх) � 1 ak (w) 1 -<  М для любого w > w0; следовательно , по условию k = 1  

р 
(�) � 1 cxk 1 -< М, так что ряд �cxk абсолютно сходится . 

k = l 

Если z11 - z ,  мы можем положить z11 = z +· е11, г де в11 - О. Таким 
Е 

обраэом , для всякого е >  О найдется число р такое , что 1 е11 1 < ЗМ 
для k > р, и число q такое ,  что 

р 1 
l � {ak (w) - cx11} s11 / < з e для w > q. k = 1  

Следовательно, 
00 

� �  { ak (w) - ak } ek l <  k = 1 
р CIO 

-< 1 � {ak (w) - cxk } ek J +  � { J ak (w) l + l cxk i } J ek l <  
k = 1  k =p+ 1 

Это докаэывает , что 
00 CIO 

l im � ak (w) e11 = � ak ek ·  а>+оо k = 1 k = 1 
(4 . 1 3) 
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Мы имеем : 
00 00 

z' (m) = � ak (т) zk = A (т) z + �  ak (т) ek; k = l k = l  

�ледовательно,  и з  условия (j) и (4. 1 3) получаем : 

00 00 
l im z' (m) = az + � ak ek = az + � ak (zk - z) , 

Ш + ОО  k-1 k a l  

.а это есть утверждение (8) . Достаточность условий доказана. 
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(1 1 )  Докажем , что условия теоремы необходимы .  Возьмем после
довательность zk = O (k =l= p) ,  Zp = 1 ; очевидно , zk --+ 0  и z' (m) =  
= аР (т) . Таким образом , чтобы z' (т) могло стремиться к пределу, 
когда т --+ оо, необходимо, чтобы выполнялось условие (�) .  

Возьмем теперь последовательность zk = 1 для всех k .  Тогда 
00 

zk --+ 1 ,  z' (m) = � аk (т) = А (т) . Следовательно , А (т) должно cтpe
k = l 

миться к пределу при т --+  оо, т .  е .  условие (j) необходимо .  
Остается доказать необходимость * )  условия (а) (см . также § 1 0 .9) . 

Отметим сначала ,  что если ряд � 1 uk 1 расходится, то существует 

последовательность { zk } • zk --+ О, такая , что \_± uk zk 1 --+ оо при n --+  оо. 
l<p k = l  

Действительно ,  записав u k  = 1 uk 1 е k и выбрав r > 1 ,  мы определим 
� � 

р0 из условия � 1 uk 1 > r , затем определим р1 из условия � 1 uk 1 > r2, 
k • l  k = p.+ l 

Ps 
затем р2 из условия � 1 uk 1 > r3 и т. д. 

k =p,+ l  
e-1'1'k 

Положим zk = e - 1'1'k для 1 < k < Ро• zk = -- для р0 < k < Р1 • r 
e-1'1'k zk = --;:г  для р1 < k < Р2 и т. д. Тогда 

оо Ро р, Р• � uk zk = � l иk l + ; � l иk l +  )2 � l иk l + · · ·  > 
h a l k = l  k =Po+ l k=p,+l 

> r + r + r+ 

что и доказывает упомянутое выше утверждение . 
00 

= 00, 

Отсюда следует , что ряд А1 (т) == � 1 ak (т) 1 должен сходиться 
k = l 

для всякого фиксированного т > ro0, в противном случае найдется 

*) Доказательство необходимости усяовия (а) явяяется rяавной частью 
теоремы (4. 1 , 1) .  (При.м. ред.) 
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n 
последовательность { zk } , zk � О, такая, что 1 � ak (ш) zk 1 � оо при k = l  
n � оо , что противоречит предположению , что А применимо для лю-
бой сходящейся последовательности. Предположим теперь ,  что усло
вие (а) не выполняется. Тогда l im А1 (ш) = оо , и если мы положим 

(I) + <XJ  
ak (ш) = bk (ш) + ick (ш) , где Ьk (ш) и сk (ш) действительные ,  то най
дется последовательность { V11 } , для которой одна из сумм 

или обе стремятся к оо . Обозначим bk (vn) = snk и предположим , что 
<XJ 

� / snk 1 = Sn � оо . k = 1 
( 4 . 1 4) 

Построим действительную последовательность { xk } ,  xk � О, / xk \ -<. 1 
со 

для любого k ,  обладающую тем свойством ,  что х� = � snkxk имеет 
k = 1  

подпоследовательность, стремящуюся к оо .  Это и будет доказыватi> 
необходимость условия (а) . 

По условию (�) . при фиксированном р последовательность 

(n = 1 , 2 , . . .  ) 

имеет наибольший член СР, зависящий от р.  Условие (4. 1 4) показы
вает, что можно подобрать n и q,  скажем n1 и q1 , такие , что 

для фиксированного r > 1 . 
Зафиксировав n1 ,  подберем теперь по заданному в > О число 

р1 � q1 такое , что 
00 

� 1 S11 1 '  k / < в . k -p,+1  
(4 . 1 5) 

o.J 
Это возможно,  так как ряд � J snk / сходится . ·  Вводя в рассмотреk = 1 н ие функцию 

при х > О, 
при х < О , 
при х = О 
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l 
и полагая xk = r sgn (sп" k) для 1 <;. k <;. р1 , мы получим : 

р, 00 

х�. = � � /sn. , k 1 + � Sn, . k xk , 
k = l k =p.+ l  

а так как 1 xk  1 <;. 1 для любого k ,  то  из (4 . 1 5) следует: 

l x�. l > r - e. 

Определим теперь числа п2 > n1 и q2 > р 1 так , чтобы 

q, 

r12 � / sn,, k / > Cp, + r2 , 
k =p, + l  

и ,  фиксируя n2 ,  найдем р2 > q2 такое , что 

00 

� / sп, , k / <;_ e . 
k-Pa+1 

77 

(4 . 1 6) 

(4 . 1 7) 

l Тогда , положив xk = rз sgn (sn,, k) для р1 < k <;_ p2, мы будем иметь,: 

р, ' l � х = - s n, r п •• k 
k = l 

р, 00 

sgn (sп" k) +)з � / Sn, , k / + � Sn,, k xk .  
k �p. +l  k = p.+l  

Так как 1 xk 1 < 1 для любого k ,  то из условий (4 . 1 6) и (4. 1 7) по-
луч им :  

Продолжая таким путем построения , мы определим последователь
ность { xk } • xk � o . такую , что х� � оо  по некоторой подпоследова
тельности значений n , т.  е .  получим противоречие.  Таким образом , 
условие (1Х) необходимо .  Теорема доказана. 

Если z = О, то условие ("( ) излишне . Это непосредственно видно 
из проведеиного доказательства . 

В случае , когда действительная положительная переменная (w) 
заменяется целым положительным n , теорема формулируется следую
щим образом : 

Для того чтобы 

( 4 . 1 8) 
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.етремилась fC fСонеч.ному пределу при п 4- оо всяFСий раз, FСогда 
{ zk } сходится, необходимо и достаточно , ч.тобы 

(а)' 
00 
� 1 ank 1 <: М для любого п > п0 ; 
k = 1  

(�)' l im ank = ak для любого фиFСсированного k ; 
n + oo  

00 

(j )' � ank = An 4- а при п 4- оо .  k = l 
Кроме того , при этих условиях , если zk 4- z, то 

(о)' 
00 

z' = l im z� = az + � ak (zk - z) . 
n + oo  k = 1  

Как уже говорилось в § 1 . 2 ,  матрица , удовлетворяющая условиям 
(а)' - (j)' , называется К -матрицей , а ak и а - ее хараFСтеристи
ч.есFСими числами ; подобная терминология употребляется и для ма
триц , удовлетворяющих условиям (а) - (j ) .  Матрица , удовлетворяющая 
условиям (а) ' или (а) , называется кr.:матрицей (см . конец § 2 . 3) .  

"" 
Как было уточнено Агнью ( [9] , 726-727), условие � 1 ak (w) 1 <: М k = 1  

независимо о т  w > О  (вместо w > w0 в условии (сх) теоремы (4. 1 ,  1)) 
не является необходимым для справедливости (4. 1 ,  f ) .  Положим 

1 
a0 (w) = -;- • a[wJ (w) = l , ak (w) = O (k � O. k � [w] ) , 

где (w] - целая часть w ; тогда 

z' (w) = � zo + Z[wJ (w > O) ,  z' (w) = Z0 (w = O) 

являются Т -преобразованием *) ,  для которого упомянутое выше ус-
оо 

ловие (т. е .  � 1 ak (w) 1 < М независимо от w > О) не выполняется . 
k = 1  

Однако всегда существует положительная константа w0 , зависящая 
от матрицы (ak (w) ) , так что условие (а) является необходимым для 
справедливости (4. 1 ,  1) . Эта трудность не возникает в случае усло
вия (а)' , где w заменено целым положительным п . Агнью отмечает 
(А гнью [9 ] , 726), что два условия 

00 
� Jak (w) l < oo k = 1 

00 
и \ im � 1 ak (w) 1 = М < оо (w > О) 

W + OO k = 1 
являются необходимыми (вместо условия (а) в ( 4. 1 ,  1 ) с w > w0) .  

* )  О Т-преобразованиях см. конец этого параграф а. Отметим, что здес ь  
включается член с k = О (см. конец § 4.3 (11)) . 
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(4. 1 ,  1 1) Теорема Сильвермаuа - Теплица. Для того чтобы 
00 

z' (ю) = � ak (ю) zk k = l  
стремилась " f{он,ечн,ому пределу z при ю --+  оо вся"ий раз, "огда 
zk --+ z, н,еобходимо и достаточн,о , чтобы : 

(а) 
00 

� l ak (ю) I � M  для любого ю > ю0; k = l  
(б) l im ak (ю) = О  для любого фи"сирован,н,ого k; 

00 
(в) � аk (ю) = А (ю) --+ 1 при ю --+ 00. k = l  

Полагая в (4. 1 ,  1 ) Cl k  = О  и Cl = 1 ,  мы сразу видим , что условия (а)
(в) являются достаточными . Необходимость условий (а) и (в) доказы
вается точно таким же путем , как и необходимость условий (а) и (j) 
в (4. 1 , 1 ) .  Если ak =F О для какого-либо частного значения k ,  то для 
последовательности Zn = О (п =F k) , zk = 1 ,  которая стремится к нулю,  
имеем , согласно утверждению ( о) теоремы (4. 1 ,  1) ,  l im z' (ю) = Clk =F О , 
так что z' (ю) не стремится к нулю. Следовательно , условие (б) яв 
ляется необходимым. Теорема доказана .  

Если z = О , то условие (в) излишн,е .  
В том случае , когда ю заменено целым положительным числом п ,  

теорема ( 4. 1 ,  1 1 )  формулируется следующим образом : 
00 

Для того чтобы z� = � ank zk стремилась " z при n --+  оо k= l  
вся"ий раз, "огда zk --+ z ,  uеобходимо и достаточн,о , чтобы :  

00 
(а)' � 1 ank 1 � М для любого п > п0; k = l  
(б)' l im ank = О для любого фи"сирован,н,ого k;  

n � oo  
00 

(в)' � an ll = An --+  1 при п --+  оо. k = l  
Как было сказано в § 1 . 2 ,  матрица , удовлетворяющая условиям 

(а)' - (в)' или (а) - (в), называется Т -матрицей . 
Преобразование последовательности при помощи Т -матрицы часто 

называют регуляриым преобразован,ием (особенно это принято 
американскими авторами) . Мы будем называть его просто Т -преоб
разован,ием *) . 

*) Термин €регулярный• иногда употребляется в другом смысле. См.  
сноску на стр.  1 37. 
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4.2. Аналоги для рядов ;  �- и у-матрицы 

В этом параграфе мы рассмотрим аналоги теорем ( 4. 1 .  1) и 
(4. 1 ,  1 1 )  для рядов . 

Возьмем преобразование 
ro 

ro 

ряда � ck ; здесь также требуется , чтобы преобразование не нapy-
k = l  

шало сходимость и его сумма оставалась без изменения или же 
должно быть известным соотношение между суммами первоначального 
и преобразованного рядов .  

Мы будем предполагать , что 1 (w) существует для любого 
(1) > Wo. 

Теорема (4.2 ,  1 ) ,  доказанная Боаанкет (см . Дине [ 1 ] ,  394) ,  
является аналогом (4. 1 ,  1 ) ;  ее доказательство основано на леммах 
Абеля и Адамара . Приведеиное здесь доказательство основано 
на лемме Хенстока ,  которому также принадлежит модификация дока
зательства необходимости условия А теоремы (4.2 ,  1) .  

Теорема (4.2 ,  1 1 )  является аналогом теоремы (4. 1 ,  1 1 ) .  Достаточ 
ность условий (4.2 ,  1 1) первоначально была доказана для нижних 
треугольных матриц Бором [ 1 ]  (см. Агнью [ 1 6 ] , 25 1 -252) и затем 
для обrцих матриц Кармайклом [ 1 ]  и Перроном [ 1 ) .  Необходимость 
условий , а также полное доказательство теоремы было впервые 
опубликовано Ханом [ 2 ]  и Такенака [ 1 ) ,  и независимо от них дока
зательство необходимости условий было дано Боаанкет (см . Дине 
( 1 ] .  396) *) . 

(4.2 , 1) Для того чтобы 

ro 
"( (w) =  � gk (w) ck (w > w0) 

k = l  

стремилась u uon�чnoмy пределу при w -+ оо всяuий раз, uогда 
00 

ряд � ck = s сходится, nеобходимо и достаточnо , чтобы : k = l  
00 

(А) � \ gk (w) - gн 1 (w) 1 -<:  М для любого w > w0; 
k = l  

(Б) lim gk (w) = �k для любого фиuсироваnnого k; 
оо + оо  

*) В связи с теоремами (4. 1 ,  1) , (4. 1 ,  I I) ,  (4,2, 1) , (4.2, I I )  интересно 
�равнить даты различных работ, упомянутых в тексте. 
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кроме того , при этих условиях 

(В) 
k 

00 
l im i (ю) = �1s + � (�k - �нд (sk - s) ,  0> � 00 k = l  

8 1  

где sk = � с,, и существование одной и з  частей равенства (В) ra l 
влечет существование другой . 

00 
Л е м м а .  Е ели � g k ( ю) с k сходится для �аждого фи�сированk = 1 

нога ш > ш0 при любом сходящемся ряде � ck • то J gk (ю)J огра
ничены при k � оо для �аждого фи�сированного ю > ш0 . 

Предположим ,  что это не так .  Тогда существует последователь 
ность { k, } такая , что 1 g k r  (ю) J > r2 ( r  = 1 , 2 , . . .  ) для некоторого 
фиксированного ю > ш0• Пусть 

(r = 1 , 2, . . . ) ,  

где для комплексного *) числа z 

Тогда 

sgn (z) = И (z =1= 0) ,  sgn (О) = О .  
z 

k = l  

00 00 � 1 ck 1 = �r12 = � ,  
k = l  r = l  

T = l 
= 00. 

Мы получили противоречие, что и доказывает лемму. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м ы . Докажем сначала достаточность 

условий ** ) .  
Из леммы , условия (А )  и и з  sk � s следует : 

00 00 
� gk (ш) ck = sg1 (ш) + � {gk (ю) - gн1 (ш) } (sk - s) k = l k = l  
для любого фиксированного ю > ш0• 

(4 . 2 1 )  

*) Если z - действительное число, то это обозначение совпадает с об о
значением sgn (х), данным на стр. 76. 

**) Полезно заметить, что из условий (А) и (Б) вытекает, что 
СХ) 

� 1 �k - �k+ l  1 -<  М. (Прим. ред.) 
k = l 

6 Зак. 1223. Р. I(ук 
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Выберем число р таким , что 1 sk - s 1 < � для k > р (е > 0) , и 

запишем (4 . 2 1 )  в виде 
00 
� gk (w) ck = sg1 (w) + 
k - 1  

+(� + � )  {gk (w) - gkн (w) } (sk - s) = sg1 (w) + �1 + �2• k = 1  k = p+1 

Тогда по  условию (Б) 
р 

�1 - � (�k - �н 1Hsk - s) , k = 1  
когда w - оо ,  а по  условию (А) 

1 �2 1 < е для любого w > w0, 
так как 

Согласно условию (Б) lim g1 (w) = �1 • и таким образом , мы по-
ш + оо 

лучаем : 
00 00 

Достаточность условий доказана . 
Докажем теперь необходимость.  Предположим , что 1 (w) стре

мится к пределу ,  как только ряд � ck сходится . Тогда , положив 
ck = О  (k =1= q) ,  cq = 1 ,  мы  получим 1 (w) = gq (w) ; следовательно, 
условие (Б) необходимо. 

Далее мы  имеем : 

n n 
= � gk (w) (sk - sk - д  = � gk (w) { (sk - s) - (sk_ 1 - s)} = 

k • 1  k - 1  
n - 1  

= � {gk (w) - gk+ l (w) } (sk - s) + sg1 (w) + (sп - s) gп (w) *). k = 1  
Но , согласно лемме , 1 gn (w) 1 -<:  О при n - оо для любого фикси
рованного w > w0; таким образом , 

l <sп - s) gп (w) \ -<: O i sn - s l - 0  при п - оо. 

*) Здесь предполагается, что s = О  (При.м. ред.) 
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n 
По предположению , � gk (w) ck стремится к пределу i (w) при 

k = l  
n -+  оо ,  СJtедовательно, 
n - 1 
� {gk (w) -- Kkн (w) } (sk - s) + sg1 (w) -+ j (w) при  п -+ оо  (4. 22) 

k = 1 
для всех { sk } таких , что sk -+ s, и для любого фиксирован 
ного w > w0• 

Кроме того, по предположению: 

l im j ( w) существует . (4.23) 
со + оо 

Следовательно ,  из (4. 1 ,  1) и условий (4 . 22) и (4 . 23) вытекает , что 
условие (А) необходимо ,  так как sg1 (w) -+ s�1 при w -+ oo  по усло
вию (Б) *) .  

Теорема доказана .  
{4.2 ,  1 1 )  Для того чтобы 

00 

j (w) = � gk (w) ck k = l  
сходилась " uонечному пределу s при w -+  оо всяuий раз, uогда 
00 
� ck = s, необходимо и достаточно , чтобы : 

k = l  
00 

(А)' � ! gk (w) - Kkн (w) \ -<.  М для любого w > w0; 
k = l  

(Б)' lim gk (w) = 1 для любого фиuсированного k .  

Согласно (4.2 ,  1) эти условия являются достаточными . Они также 
являются и необходимыми. Действительно ,  если �k - �н 1 =1= О для 
какого-либо значения k ,  то числа 

(l < k) , ck = е ,  сн1 = -е, ck+ t = О (l > 1 )  

образуют ряд, сумма которого О , но 

l im т (w) = е (�k - �н1) =1= О ; 
m + oo 

.следовательно ,  необходимо , чтобы �k - �k + l  = О для любого k . 
Поэтому, по условию (В) теоремы (4.2 ,  1) , мы имеем l im j ( w) = �1s , 

w o+ oo  
следовательно, необходимо �1  = 1 и ,  значит, �k = 1 для любого k .  

* )  Теорема Кожима - Шура (4. 1 ,  1 )  является, таким образом, основной 
из теорем, которые служат отправным пунктом при суммировании после
довательностей и рядов. 

6* 
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Таким образом , условие (Б)' является необходимым *) . Доказатель
ство необходимости условия (А)' ==: (А) проводится в точности так же . 
как и в (4.2 ,  I ) .  Отметим , что условие (А)' = (А) удовлетворяется � 
если О ..:::;;;: gk+ l  (ro) ..:::;;;: gk (ro) ..:::;;;: 1 (см . Перрои [ 1 ] ) .  

Если (IJ принимает только целые значения n ,  мы положим. 
gk (n) = gnk • и (4.2 ,  I) и (4.2 ,  I I )  остаются справедливыми и в этом. 
случае . 

Матрицу (g k (ro) ) , удовлетворяюLЦую условиям (А) и (Б) , назовем. 
� -матрицей; матрицу (gk (ro) ) ,  удовлетворяюLЦую условиям (АУ 
и (Б)' , назовем & -матрицей. 

4.3. Примеры Т- и r-матриц 

(I) Сред�tие арифметические . Нижняя треугольная матрица сред
них арифметических представляет собой матрицу с элементами 

1 
ank = n (k ..:::;;;: n) , ank = O (k > n) (cм . § 2 . 1 ) . 

Очевидно , что условия теоремы (4. 1 ,  I I) выполняются , если поло
жить ro = n.  

( I I) Сред�tие Чезаро .  Нижняя треугольная матрица средних Чезар() 
любого действительного порядка r (r =!= - 1 , -2,  -3 ,  . . .  ) опре
деляется следуюLЦим образом : 

где 

Ar-1 
ank = �;

k (О ..:::;;;: k ..:::;;;: n) , ank = О (k > n) , 
n 

А� = 
(r + 1 ) (r + �� . . . (г + п) (n :> 1 ) ,  А� = 1 .  

Мы имеем : 

( 1 - z)-(p+1) ( 1 - z) - (r+l) ==: ( 1 - z)- (p+r+2> , (4 . 3 1 ) 
и если 1 z 1 < 1 ,  то 

00 (Х) 

( 1 - z)- (r+ 1) = 1 +  � (r + 1 ) (r +;[ · · · <r + n) zn ==: � A�zn . 
n = l n = O  

Приравнивая коэ:}>фициенты при  zn в (4 . 3 1 ) , получаем : 
n 

� АР Ат - Ap+r+ 1 
� n-k k - n • 
k = O  

*) Необходимость условия (Б) ' легко выводится без ссылки н а  (4.2, 1). 
(Х) 

В самом деле, взяв ряд � с1 = 1 = s, где с1 = О  при i =!= k и ck = 1 ,  мы 
i� l 

получим, что 1 (оо) = ckgk (оо) = gk (оо) обязательно стремится к s = 1 , т. е. 
необходимо �k = 1 при каждом k . (При.м.. ред.) 
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Так как Ag = 1 , то, полагая r = О и заменяя р через r- 1 ,  при r � () 
будем иметь: 

-

(4 . 32} 

n 
Равенство � ank = 1 остается верным и для - 1 < r < О ,  но 

k = O  
n 

� 1 ank 1 =!=- 1 ; более того , условие (а)' теоремы ( 4. 1 .  1 1) не выпол� 
k = O  

няется , так что (апk) не является Т-матрицей ( и  даже Кr·матрицей),. 
когда - 1  < r < О.  

Кроме того , 
1 r+n+-A� Г (r + п + 1) e-r -n-1 (r + п + 1) 2 

? = Г (r +  1) Г (п + 1) пr � n+.!_ 
Г (r + 1 )  e-n-1 (n + 1 )  2 пr 

согласно асимптотической формуле для Г (х) (см . ,  например , Дине [ 1 ] ,.  
1 40) ; таким образом , 

т. е .  

А� e-r 
пr- �  Г (r + 1 ) 

следовательно, 

1 1 r+n+ 2 ( r )r+ n+ 2 
(n + 1 )  1 + п + 1 

1 n+-
(n + 1 )  2 пr 

для любого фиксированного k .  

(4 . 33)1• 

Из (4.32) и (4 . 33) следует, что условия теоремы (4. 1 .  1 1 )  удов
летворяются , если положить ш = n ,  при условии ,  что r � О, так что 
средние Чезаро любого порядка r � О  являются Т -матрицами .  

Заметим , что матрица средних Чезаро порядка r может быть 
также записана в виде 

Во многих примерах (включая средние Чезаро) k изменяется от О·  
вместо 1 ,  так что в этом случае дополнительно имеются элементы 
ао, о • ai, о• а2, о • · · · 
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( I I I )  Матрица Бореля. 06ll(eй (или «квадратной:.) матрицей 
Бореля называется матрица, элементы которой определяются равен-
· СТВОМ 

Здесь 
00 со 00 � ak (ro) = � 1 ak (ro) 1 = е-"' � :� = 1 

k=O  k�O  k=O 

.для любого ro > О *) и 
-(J) k 

l im � - 0 
W ··)- CO  k ! -

для любого фиксированного k . 
Таким образом , матрица Бореля является Т-матрицей. В частности , 

мы можем взять ro = n , где n целое положительное. 
Как уже говорилось в предисловии ,  изучение частных свойств 

·отдельных матриц не входит в задачу настояtЦей книги; по этим 
вопросам , особенно по матрицам средних арифметических, матрицам 
Чезаро и матрицам Бореля, имеется обширная и легко доступ
ная литература (см . ,  например , Гобсон ( 1 ] ,  т . I I ,  40-43 ,  65-98, 
384-388 ,  557-573 и т .  д . ;  Когбетлянц [ 1 ] ; Борель [ 1 ]  ) . Мы только 
отметим как хорошо известный факт, что упомянутые выше три 
Т -матрицы применяются к преобразованию некоторых важных типов 
расходяtЦихся последовательностей в сходяtЦиеся . Так , средние ариф
метические и средние Чезаро применяются к последовательно
стям частичных сумм расходяtЦихся рядов Фурье * *) (и других рядов) 
(см . ,  например , Гобсон [ 1 ] ,  т .  1 1 ,  557-573 и далее) , матрицы Бореля 
применяются к последовательностям частичных сумм рядов Тэйлора 
внутри многоугольника суммируемости , т .  е . внутри области, которая 
включает круг сходимости ряда и в обtЦем случае больше его (см . 
Борель [ 1 ] ,  гл . IV) . 

( IV) Матрицы Миттаг-Леффлера * * *) .  Возьмем целую фунд -
ЦиЮ ОТ ro :  

со 
E (ro) = � g (k) rok , 

k=O 

*) Мы можем здесь взять ro 0  = О. 
**) Методы суммирования применяются не только к расходящи.мся 

рядам Фурье, но и к рядам Фурье, о сходимости или расходимости кото
рых мы ничего не можем сказать. Так, например, до сих пор неизвестно, 
существует ли непрерывная функция, ряд Фурье которой расходится на 
множестве положительной меры. Но мы можем утверждать, что ряды Фурье 
от непрерывных функций всюду суммируются методом средних арифме
тических. (При.м.. ред.) 

***) См. § 2.5. 
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где g (k) d:- О для любого k ,  и рассмотрим матрицу 

, g (k + 1 ) rok+ l  
ak (w) = 

E (ro) 

87 

Условия (а) и (в) теоремы (4. 1 ,  I l ) ,  очевидно ,  выполняются *). 
Условие (б) выполняется тогда и только тогда , когда 

00k+1 
lim -Е ( ) = 0.  

<О + ОО  00 

Последнее условие , очевидно ,  выполняется , если в дополнение к тому. 
что g (k) d:- О для всякого k, предположить , что g (k) > О  для беско
нечного множества значений k .  

Эти матрицы играют важную роль в проблеме «эффективности:. 
матриц по отношению к рядам Тэйлора (см . гл. 8 ,  а также Миттаг
Леффлер [ 1 ] ) .  

1 Если g (k) = ii! '  то Е (w) = е"' и матрица Миттаг-Леффлера обра-

щается в матрицу Бореля . 
1 Если g (k) = О, когда k =1= тr, и g (k) = тт ,  когда k = mr 

(r целое положительное , т = 1 ,  2 , . . .  ) ,  то E (w) = e"'' и получаю
щаяся при этом матрица известна как обобщенная э"споненциальная 
матрица Бореля. Несколько других специальных случаев будет 
рассмотрено в гл . 8 .  

(V) Фун,.циональная матрица Бесселя . Эта матрица имеет вид 
ak (w)  = 2Л+• (w) ,  где v - какое-либо действительное число; приме
няя обычные формулы из теории функций Бесселя , м ожно показать. 
что она является Т-матрицей (см . Кук [4) и [5 ] ) .  

Последовательность ,  сходящаяся после иреобразования посред
ством такой матрицы , называется (1, v) -суммируемой (см . примеры 
1 5-- 1 7  к гл . 4) . 

(VI) Экспоненциальный метод Борели может применяться также 
к иреобразованию рядов .  Рассмотрим выражение 

IJ) 

gk (w) = it J e -ttk dt . 
о 

Интегрируя по частям , получим : 

*) Здесь нужно предполагать, что хотя бы для одного k0 > О спра
ведливо g (ko) > 0, так как иначе ak (ro) не удовлетворяют условию (в) 
теоремы (4. 1 ,  11) или же ak (ro) не имеет смысла. (Прим. ред.) 
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так что выполняется условие (А)' теоремы (4.2 ,  1 1) . Условие (Б)' 
.этой теоремы также удовлетворяется , так как 

Таким образом , gk (ro) является "( -матрицей . 

70 

Можно показать , что если 
00 � Sn шn s (w) = -1 - ,  

n. 
n = O  

В (w) = e -ws (ro) ,  
� ron 

u (w) =  сп -, , n. 
n=O 

ос J e-xu' (х) dx = - с0 + J e -xu (х) dx 
о о 

при условии, что интеграл слева суrцествует . (Доказательство легко 
может быть проведено ,  и мы его опускаем ; см. Дине [ 1 ] , 40 1 -403.) 

Мы ,  таким образом ,  получаем Uflmeгpaл Бореля 

l im В (w) = J e -xu (х) dx .  
w + oo  0 

Этот интеграл , напоминаюrций выражение для матрицы Бореля , сум 
мирует ряд Тайлора внутри многоугольника суммируемости .  Однако 
может случиться , что В (ro) не стремится к пределу. Например, если 

и (х) = ех cos (х2) ,  
то интеграл 

00 00 00 

J e-xu (x) dx = J cos (x2) dx = � J �� dt 
о о о 

.суrцествует, но 

.rде 

w 
B (ro) = c0 + J e-xu' (x) dx = f (x) + f' (w), 

о 
w 

j (ro) = J e-xu (x) dx, 
" 
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т. е .  
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"' 

B (ro) = J cos (x2) dx + cos (ro2) ,  
о 

и отсюда следует , что В (ro) не имеет предела при ro ---+ оо . 

8� 

Таким образом, интегральный метод Бореля является более· 
общим, чем матричный метод Бореля. 

Если интеграл Бореля сходится к s ,  то мы будем говорить ,  что· 
ряд � ck суммируем (В) к s .  

Борелю принадлежит также и следующее определение суммиро-
вания : ряд � ck наэывается абсолютно суммируемым (В) , если 
все интегралы 

00 

f е-х / dr;;x) 1 dx 
А 

(r = O , 1 ,  2 ,  . . .  ) (4 . 34} 

(где А - положительная константа) существуют. В случае r = О 
выражение (4. 34) покааывает, что ряд , абсолютно суммируемый (В) ,. 
будет суммируемым (В) ; в случае r = 1 получаем ,  что ряд, абсолютно. 
суммируемый (В) , суммируем матрицей Бореля . 

(VI I) Средние Рисса .  Если r > О ,  то матрица 

( k )r ( k + 1)7 ak (ro) = 1 - -ro - 1 - -
00

-

является Т-матрицей ; матрица 

gk (ro) = ( 1 - � )' 
является 1 -матрицей. Ilействительно ,  

( k )r ( k + l )r 
1 - � - 1 - -

00
- > О. 

следовате л ь н о , 

� 1 ( 1 - � )r - ( 1 - �)r 1 = 
k+ 1<w  

когда k +  1 < ro , 

� { ( 1 _ � )т _ ( 1 _ 
k � 1 )r} = ( 1 _ � )r 

_ ( 1 _ : )r � 
k+l < ro  

где n = [ro] - целая часть от ro . 
Таким обрааом , когда r > О , тогда 

� l ak (ro) i <: 1 k+1  < ro  
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для любого w > w0 и 
l im � ak (w) = 1 . 

ш +оо k+1 < ш  

Кроме того,  l im ak (w) = О для любого фиксированного k .  Следо· 
ш+оо 

вательно, (ak (w) ) является Т -матрицей. Также л�гко видеть , что 
при r > О (gk (w) ) является т -матрицей . 

Эти (равносильные) матрицы приводят к методу суммирования 
.средними Рисса, важному в теории рядов Дирихле (см . Харди и 
и Рисе [ 1 ]) .  

(VI I I) Преобразование Абеля. Воэьмем gk (w) = ( m � 1 )
k
, кото

рая, очевидно,  является т -матрицей; тогда 

00 00 
� gk (w) ck = � cktk , где 
k = O  k = O  

так • что t -+  1 п р и  w -+  оо . Таким образом , обобщенный предел 
00 

в этом случае равен l im � cktk для О < t < 1 ,  и он существует 
t + 1  k = O  

00 
всякий раз , когда функция f (z) = � ckzk имеет предельное эна-

k = О  
чение п р и  z -+  1 - О вдоль действительной оси . Если � c k  сходится, 
то вышеуказанное преобраэование в этом частном случае сводится 
к применению хорошо известной  теоремы Абеля о степенных рядах. 
По этой причине рассматриваемое эдесь преобраэование рядов назы
вается преобраэованием Абеля.  (Обобщение этих преобраэований 
см. Сильвермаи и Тамаркин [ 1 ] . )  

( IX) Матрица Вороного *) .  Матрица Вороного представляет собой 
нижнюю треугольную матрицу с элементами 

an ll = Pp-k • Pn =Po +Pl + · · · +Рп (O <: k <: n), n 
ank = O  (k > n) , 

где {р1 } - любая последовательность положительных чисел , подчи

ненная одному условию �n -+ О при n -+ оо . Матрица Вороного, очеп 
00 

видно ,  является Т -матрицей , причем � ank = 1 (см . Хилл [3] , 
k = O 

Пиранян [ 2 ] ,  Сильвермаи и Сас [ 1 ]) . 

*) Автор называет эту матрицу матрицей Нерлунда, что не совсем 
правильно, так как на 18 лет ранее Нерлунда такие матрицы рассматривались 
Вороным. Поэтому в переводе эта матрица будет называться матрицей 
Вороного. (Пра.м. ред.) 
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4.4. Некоторые свойства Т- и у-матриц. 
Теорема UUтейнгауза 

Матрица (апk) называется положительной *),  если все ее эле
менты пол ожительны;  в случае полунепрерывной матрицы (ak (w) ) 
ak (w) > О  для k = 1 ,  2 ,  . . . и для всех w > w0• 

(4.4, 1) Пусть zk = xk + tyk (xk и Yk действительные) при k > k0. 
лежат внутри угла а. <  'lt' комплексной плоскости с вершиной 
в начале координат и пусть \ im 1 zk 1 = оо. Если положительная k � oo  
Т-матрица (ak (w) )  преобразует zk в z' (w) , то lim l z' (w) l = оо. 

CI)�CQ  
(1) Пусть zk = xk - действительные числа при любом k и пусть 

00 
xk :;> О  при k > k0• По предположению , А (w) == � ak (w) --+ 1 при 

. k = l  
w --+ оо ,  так что А (w) > 6 для w > w0 , где О < 6 < 1 .  Каждому дан
ному сколь угодно большому положительному числу п соответствует 

п n 
число р такое, что хk > т при k > p. Положив xk = lJ + 'IJk• мы 

получим 'IJk > о для k > р и 
р со 

х' (w) =  : А (w) + � ak (w) 1Jk + � ak (w) 'IJk · 
k= l  k = p+l 

Все члены в последней сумме положительн ы ,  и кроме того , мы имеем 
\ im ak (w) = О для любого фиксированного k и А (w) > 6 для w > w0• 

Q) �  00 
Следовательно , все предельные точки х' (w) при w --+  оо лежат на 
действительной оси и имеют абсциссы большие ,  чем п .  Но так как 
п - произвольно выбранное число , то + оо является единственной 
предельной точкой .  

В случае,  когда xk < О  для k > k0 , доказательство проводится 
аналогично . 

Для действительных последовательностей теорема доказана .  
(1 1) Когда { zk } - комплексная последовательность,  то , умножая 

все ее члены на  подходяще выбранное число e1'f , мы можем добиться 
такого положения ,  что положительная часть действительной оси 
станет биссектрисой угла а. .  Тогда бу;:�м иметь xk :;> О  для k > k0 

00 
и xk --+ оо ,  а в таком случае из (1) следует , что х' (w) = � ak (w) Xk --+ оо 

k = l  
вместе с w и ,  таким образом ,  1 z' (w) 1 --+  оо вместе с w .  

*) В литературе чаще всего nод положительн.ы.ми матрицами пони
мают такие, все элементы которых н.еотрицательн.ы. Это определение более 
удобно, так как ему удовлетворяют многие классические методы суммиро
вания, наnример метод средних арифметических, методы Вороного и др. Сам 
же автор недостаточно точно nридерживается данного им оnределения (см., 
наnример, теорему (4,4, IV) ). (При.м. ред.) 
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(Эта теорема была установлена для действительных последова
-тельностей Шуром [ 1 ]  и обобщена на  комплексные последователь
ности Динсом [ 1 ) ,  390 .  См . также Гурвиц [ 2 ] . )  

Мы показали также , что расходимость действителыюй после
довательности k + оо или - оо не нарушается действительным 
положительным Т -преобразование.м .  Это утверждение не верно для 

1 
К-преобразований, как видно из следующего примера : ank = k8-
·(все строки этой положительной К-матрицы одинаковы), zk = k ;  
в этом случае мы имеем z� = 1t; для любого п ,  так что { z� } является 

сходящейся последовательностью. 
Аналогом (4.4 ,  1 )  для 1 -матриц является следующая теорема :  
(4.4 ,  1 1 )  Пусть ck = ak + lbk (ak и bk - действительные числа) 

.при k > k0 лежат в углу а < '7t �о.мrtлексной плоскости с вер
шиной в начале �оординат и пусть 

l im 
1 ± сп 

1 
= оо

. k + oo  n = 1  
Если положительная 1 -.матрица (gk (ш) ) преобразует 

� ck в j (ш) , то l im l i (ш) l = oo.  
Ф + ОО  

(1) Если ck действительные и ck ::);:. О для k > k0, то для р > k0 
вторая сумма в правой части равенства 

00 р 00 
� gk (ш) ck = � gk (ш) ck + � gk (ш) ck k = 1  k = 1 k =p+1  

неотрицательна ,  а предел первой суммы (справа) при ш -+ оо равен 
р 
� ck = sP. Таким образом , все предельные точки суммы в левой 

k = 1  
части н аписанного равенства (при ш -+ оо) действительны и имеют 
абсциссы не меньшие , чем sP. Но так как , по предположению ,  
l im 1 sk 1 = оо ,  то  отсюда и следует требуемый результат. Аналогично 

k + oo  
доказывается случай , когда ck < О для k > k0 . 

( 1 1) Если ck комплексные ,  то ,  умножая их на соответствующим 
образом подобранное число e l'P , мы можем расположить оси так , 
чтобы положительная часть действительной оси являлась биссектри
.сой угла а .  Поэтому ak ::);:. О для k > k0, где ak = R.e (ck) . Тогда , 

1 1 
.если бk = arg (ck) , мы имеем - 2 а < бk < 2 а ,  так что при k > k0 

1 
найдем ak = 1 ck 1 c o s  бk > 1 ck 1 c o s  2 а; следовательно , 

k k 
� an > cos � а � 1 сn 1 
n = 1  R = l  
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и ,  используя условия теоремы ,  получаем : 

k 

l im � an = + оо .  
k + oo n = l  

Отсюда , согласно п . ( 1 ) ,  получаем : 

и ,  значит , 

когда ш � оо . 

00 
� gk (ш) ak � + oo 

k = l  

93 

Следующий важный результат принадлежит Штеtlнгаузу [ 1 ]  (ер . 
{ 1 0.7 ,  Vl) , (4.5 ,  1 ) ,  (4.5 ,  I I I ) ,  (4.5 ,  IV) и (4.5 ,  Vl) с (4.4 ,  I I I) ) :  

( 4.4, I I I )  Для любой данной действительной Т -.матрицы А 
.существует оzраниченная последовательность , не имеющая 
А-предела * ) . 

Пусть (ank) - действительная Т -матрица и { zk ) - последователь
ность такая , что О <  zk < 1 для любого k ;  (а)' - (в)' будут обозна
чать соответствующие условия теоремы ( 4. 1 ,  1 1 ) .  

00 
Выберем п1 , согласно условию (в)' , такое, что � ал,, k > � , 

k = l  

и затем,  используя условие (а)' , выберем т 1  такое , что 

00 � 1 an, , k 1 < 214 • 
k = m1 + 1  

Тогда , если zk = 1 для 1 < k < т1 , мы имеем : 

оо m1 со 

z�, 
= � an, , kZk :> � an. , k - � \ an, ,  k 1 > ; . 

k = l  k � l  k = m, + l  

т, 
� . 1 Выберем теперь n2 > n 1 такое , что � 1 an,, k 1 < 6 '  
k = l  00 

что возможно 

в силу (б) ' ,  и затем выберем т2 > т1 такое, что � 1 а л , ,  k 1 < � , 
что по условию (а)' также возможно .  

*) Как будет видно из доказательства. в качестве такой последовательности может быть найдена последовательность , состоящая из одних нулей 
и единиц. (Пра.м. ред.) 
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Тогда , если Zтг = О для т1 < k < т2,  мы получим : 

m m1 оо 

z�. = � ал., тгZтг < � 1 ал., k 1 + � 1 ал •.  k 1 < { · 
k = l  k = l  k � m.+l 

00 

[гл .  4 

Выберем теперь п3 > п2 такое ,  что � ал •. тг > { , это возможно по 
k-1 т. 

условию (в)' , и � 1 ал •. тг 1 < i4 , это возможно по условию (б)' ; 
k = l  

00 

затем выберем т3 > т2 так , чтобы � 1 ал., тг 1 < 4� , это вoз-
k = ma + l  

можно по условию (а)' .  
Тогда , если  Zтг = 1 для т2 < k < т, мы будем иметь : 

00 00 � 00 

z�. = � ал., тгZтг > � ал., k - � 1 ал., k 1 - 2 � / ал •. k 1 > ; . 
k = l  k = l  k = m1 + 1  k- m3 + 1  

П родолжая построения таким путем , найдем последовательность { zтг } • 
все элементы которой О или 1 ,  и { Zь } не стремится ни к какому 
пределу.  Теорема доказана .  

С л е д с т в и е .  Теорема справедлива для любой f(,Омплеf(,сной 
Т -матрицы (см. пример 7 к гл . 4, а также (4.6 ,  1) как аналог (4.4, I I I) 
для 1 -матриц) .  

(4.4, IV) Любая f(,Онечная или бесконечная предельная точf(,а 
последовательности { zтг }  является обобщенным пределом {z11 }  для 
неf(,оторой положительной Т-матрицы (Дине [ 1 ) ,  390 , ( IV) ) .  

( 1 )  Если  z - конечная предельная точка последовательности { zтг } , 
то найдется подпоследовательность Zmk

-+ z . Возьмем положительную. 
Т - матрицу (ап 11) , определенную следуюrцим образом :  

ал, mk = 1 для т11 < п < ттгн 
алk = О в других случаях . 

Тогда для ттг < п < ттг н получим: 

00 

z� = � aлkzk = Zттг · 
k = l  

(k = 1 , 2 ,  . . . ) . 

Следовательно,  при k -+ оо мы будем иметь z� -+ z. 
( I I )  Е сли  J im 1 z 1 = оо, мы выберем подпоследовательность {zmk

} 
k ->;- oo  

такую , что 1 Zmk 
/ -+  оо и arg (zmk ) -+ � · где � - «направление плот-

ности» для {zтг } .  т .  е .  направление,  образуюrцее с положительным 
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направлением действительной оси такой угол ([1 ,  что для любого про
извольно малого е > О угол ( ([� -· е ,  ({1 + е) содержит бесконечно 
много элементов zk (см . Дине [ 1 ) ,  83) . Обозначим эту подпоследо
вательность через { Ck j , так что 1 Ck 1 -+ оо и arg Ck -+ ({1; тогда , со
гласно (4.4, 1 ) ,  матрица ,  построенная в п .  (1) настоящей теоремы,  
преобразует как { Ck ) , так и {zk } в {z� } .  где j z� l -+ oo. 

Аналогичная теорема для рядов доказана Возанкетом (см . Дин е 
{ 1 ) , 39 7 ,  (IV) ) и заключается в следующем : 

(4.4,  V) Любая IСонечная или бесiСонечная предельная точ/Са 
.множества частичных сумм ряда � ck является обобщенноа 
t:у.м.мой этого ря.да для неiСоторой положительной т - матрицы. k 

Если s - конечная предельная точка сумм sk = � сп , то най
n = 1 

дется подпоследовательность {smk } , sm -+ s; если l im  1 sk 1 = оо ,  то k k � oo  
найдется подпоследовательность { smk } такая , что J Smk 1 -+ оо и 

arg smk -+ ({1 для некоторого действительного значения ([1 .  В обоих 

случаях 1 -матрица gnk = 1 для 1 < k < тп , gnk = О для k > тп 
00 

(п = 1 , 2 ,  . . . ) преобразует � ck в � gnkck = Sm , что и доказы-k = 1 n 
вает теорему .  

Для действительных последовательностей имеет место следующий 
результат: 

(4.4,  Vl) Любое число х , заiСлюченное .между верхним и ниж
ним пределами и и L действительной последовательности { xk ) •  
является обобщенным пределом этой последова.тельности для 
не которой положительной Т -.матрицы * ) .  

(1) Предположим ,  что и и L конечны * *) .  Выделим и з  { xk } две 
подпоследовательности { ak } и { bk } такие , что ряды 

00 
� l и - ak l = a, k = 1 

сходятся . П олагая ak = и + ek , bk = L + 1lk • и - х =р ,  x - L = q 
и принимая во внимание, ' что 

n � (qek +P1lk) < aq + bp , 
k = l 

и 
р 

*) См. ,  Дине [ 1 ) , 391 ; приведеиное здесь доказательство случаев (Il), 
( l l l )  и (IV) принадлежит Вермсу. 

**) Здесь предполагается, что И =1= L. В противном случае утверждение 
очевидно. (Пра.м. ред.) 
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стремятся к нулю при n -+ со, мы получим: 

n n 
� qak + � pbk k = l  k = l 

n (р + q) 
при n -+ со. 

n n 
� qek + �P'IJk k = l  k = l  

n (p + q) -+ Х  

[ гл. 4 

( 4 . 4 1 ) 

Построим теперь строi<у с номером n матрицы (апk) . Положим 
ank = О , если xk не равно ни  одному из чисел а1 ,  а2 , • • • , an или 
bl , ь2 • • • • • bn ; ank = 

n 
(р � q) . если xk равно хотя бы одному из 

чисел а1 , а2 , • • •  , an ; ank = n (р � q) 
, если xk равно хотя бы одному 

со 

И3 чисел bl , ь2 .  • • • • ьп . Тогда � ank = 1 для любого n и 
k = l 

l im ank = О для любого фиксированного k ; следовательно , (апk) 
n + oo  
является положительной Т -матрицей и теорема для случая конечных 
и и L следует из  ( 4 . 4 1 ) .  

( I I )  Предположим , что и = + со, а L конечно.  Выберем из  { xk ) 
подпоследовательность { uk ) такую , что х < и 1  < и2 < . . . , где 
иk -+ + оо  при k -+ oo, и подпоследовательность {b1l ) из { xk ) такую , 
что х > bk , bk -+ L и bk - L = ek • где 

ek 
l ek l < uk - x  (0 < 6 < 1 ) .  

Положив uk - х = Pk • х - L = q, мы получим : 

n n n 
� quk + � Pkbk = � { q (x +pk) +Pk (x - q + ek) ) = k = l k = l k = l 

Из ( 4 .42) следует: 

n n 
� ekpk -<: � 6k < М  для любого n ,  
k = l  k = l 

следовательно , при n -+ со 

n n 
� quk + � Pkbk k = l k = l 

n 
nq + � Pk 

k = l  

-+ Х. 

(4 .42) 

( 4 .43) 
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q Определим теперь (апk) • положив ank = ---=--n-- • если xk coдep-

nq +  �Pk k = l 
pk жится в {и . } . где 1 < '1 < n; ank = --�n-- ·  если xk содержится 

nq +  � Pk k = l  
в { Ь, } , где 1 < '� < n ;  ank = О в о  всех других случаях * ) . Тогда 
(апk) - положительная Т -матрица ,  и условие ( 4 .43) доказывает тео
рему в случае , когда и = + оо , а L - конечное . 

( I I I )  В случае , когда и конечно ,  а L = - оо, доказательство про
водится так же , как и в ( 1 1) .  

(IV) Если и = + оо  и L = - oo, мы выберем из {xk }  подпо
следовательности х < и1 < и2 < . . . < иk < . . . и х > v1 > v2 > . . . 
. . . > vk > . . .  такие , что иk --+ + оо, vk --+ - оо при k --+ оо . Поло
жив иk - х = Pk • х - vk = qk • мы получим:  

n n 

� qkиk + � PkVk =  k = l  k = l 
n n 

= � { qll (Pk + x) +Pk (x - qk) }  = х � (Pk + qk) . k = l  k = l  
(4. 44) 

Определим матрицу (апk) , положив qk ank = --"-n -�-- , если  xk co-

держится в ( и. } ( 1  < v < n) ;  

в {v. } ( 1 < v < n) ; anll = О в 
положительной Т -матрицей и 
в этом случае. 

� (Pk + qk) 
k = l  

Pk ank = n , если х k содержится 

� (Pk + qk) k = l  
других случаях. Тогда (апk) является 
равенство ( 4 .44) доказывает теорему 

Аналогичная теорема для рядов , приведеиная ниже, доказана 
Перроном [ 1 ] . 

(4.4, VII )  Любое число s ,  заилюченяое .между верхпим и пиж-
н и .и пределами и и L частичных су.м.м sk ряда � ck с действи
тельными члепа.ми , является обобщенпой су.м.мой этого ряда для 
неиоторой положительной т -матрицы . 

*) Выбор ank для случая xk Е {Ь" } сделан не точно, tак как индекс k, 
для которого xk Е { Ь, }  с v ..,;;: n, может быть больше n. Правильно можно 
сделать так: если xk совпадает с Ь 1  Е { Ь" } '  где 1 ..,;;: v ..,;;: n, то полагаем 
ank = Pl Это же самое замечание справедливо и для случая (IV). n 

nq +  � Pk 
k = l  

(При.м. ред.) 

7 Зак. 1 223. Р. Кук 
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(!) Предположим , что и и L конечны . Возьмем последовательно
сти чисел k11 и тп. > k11 такие , что sk -+ L , sm -+ и, и определим n n 
; -матрицу следующим образом : g11,_ = 1 для 1 < k < k11 , gnk = +Р р q 
для k11 < k < т11 ,  g11k = 0  для k > т11 , где р = s - L, q = и - s. 
Тогда 

�оо р ;qskп + PSmп qL + p U  
g с - s + -- (s - sk ) - -+ --,----nk k - k11 Р +  q тп n - р + q  р + q ' 

k = 1  
00 

т. е .  � qnkck -+ s ,  когда n -+ оо .  
k = 1  

( 1 1 )  Если и = +  оо ,  L = - оо (один или оба) , то доказательство 
может быть сведено к соответствующим случаям теоремы (4.4, VI) 
(см . пример 8 к гл . 4). 

4.5. Некоторые теоремы Агнью 

В теоремах этого параграфа , принадлежащих Агнью (2 ] , рас
сматриваются две последовательности (обладающие различными свой
ствами) и в каждом случае определяется Т -матрица , преобразующая 
одну последовательность в другую . 

(4.5 ,  1) Для uаждой расходящейся ограниченной последова
тельности { s11 }  и для uаждой ограниченной последовательно
сти { а11 } существует соответствующая общая (uвадратная) 
Т -.матрица , uоторая преобразует { s11 }  в { а 11 } . 

Любая ограниченная расходящаяся последовательность { 811 }  должна 
иметь по крайней мере две различные предельные точки , скажем z1 
и z2 • Выберем последовательность индексов fl-1 < v 1 < fl-2 < v2 < fLs < 
< v3 < . . . такую , что s ... -+ Z1 , s, -+ Z2 , s ... =!= s, (n = 1 ,  2 ,  . . . ) . гn n гn n 
Тогда преобразование 

(4 . 5 1 )  

переводит { s11 }  в { а11 } . 
Матрица преобразования (4 . 5 1 )  является Т-матрицей . Действитель

но ,  условия (б)' и (в)' теоремы (4. 1 ,  I I) ,  очевидно,  выполняются:  
(а)'  выполняется в силу того ,  что { а11 }  ограниченная и sl" =!= s, n n 
(п = 1 ,  2 ,  . . .  ) * ) . Теорема доказана .  

Нижняя треугольная матрица может н е  обладать таким свойством ; 
это видно,  если положить s1 = О, а1 =!= О . 

*) Здесь полезно заметить, что условие (а) ' выполнено не в силу того, 
что s"' =!= s. , а в силу того, что различные последовательности sl'- и s,11 

n n n 
сходятся к разным пределам. (При.м. ред.) 
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(4.5 ,  I I )  Для каждой расходящейся ограниченной последова
телыюсти { sп } и любого ограниченного замкнутого .множества А 
ко.мплеtссной плоскости существует соответствующая общая 
(квадратная) Т -.матрица, которая преобразует { sп } в последова
тельность ,  множество предельных точек которой совпадает 
с А. 

Так как А замкнуто , то в нем существует счетное подмноже
ство В: Ь1 ,  Ь2 ,  Ь3 , • • • , такое , что множество В0, состоящее из всех 
точек В и всех его предельных точек , совпадает с А *) . Пусть 
{ crп J - последовательность, состоящая из элементов 

. . .  , 
т. е .  cr 1 = Ь1 , cr2 = Ь1 , cr3 = Ь2 , cr4 = Ь1 , crr; = Ь2 , cr6 = Ь3 , • • • Тогда 
множество предельных точек последовательности { сrп }  совпадает с во 
и ,  следовательно , совпадает с А.  Применяя теперь  (4.5 ,  1 ) ,  получим 
требуемый результат. 

С л е д с т в и е. Теорема справедлива для нижних треугольных 
матриц. 

Действительно ,  преобразование 

х� = О 
s, - ап ап - s,L 

х' - n х + с-п х k - s - s �'-п s - s ·•п •п 1'-n •n 1'-n 

похоже на (4 . 5 1 ) , однако матрица его является уже треугольной 
Т -матрицей; при этом { sп }  преобразуется в последовательность,  
состоящую из нулей в начале последовательности и элементов из { ап } 
с повторениями . 

Если { sп }  и А действительные ,  то указанное выше преобразова
ние  также будет действительным . 

Если в I<ачестве замкнутого множества А взять одну точку а ,  
то мы получим следующую теорему :  

(4.5 ,  I I I) Для каждой ограниченной расходящейся последова
тельности { sп } и любого иомплексного числа а существует 
соответствующая квадратная или треугольная Т -матрица, ко
торая ареобразует { sп } в последовательность , сходящуюся к а. 

В последних трех теоремах матрицы не могут быть всегда дей 
ствительными ; действительные матрицы преобразуют действительные 
последовательности обязательно в действительные , тогда как {ап } 
может не быть действительной . 

(4.5 ,  IV) Для каждой ограниченной последовательности { sп } • 
1.:оторая имеет в комплексной плосиости по крайней мере три 
различные предельные точки , не лежащие на одной прямой ,  

* )  Это равносильно утверждению, что комплексная плоскость и любое 
ее ограниченное замкнутое множество сепарабельны (см .  стр. 267). 

7* 
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и для каждоа ограниченноа последовательности {ап } существует 
д еllствительная квадратная Т -.матрица , которая преобразует { sn } 
в { ап } · 

Пусть z 1 , z2 , z3 - три различные предельные точки ,  не лежащие 
на одной прямой.  Выберем последовательность индексов 

"( 1 < О 1 < е1 < "( 2 < О2 < е2 < "( з < Оз < ез < . . . 
такую, что s1 . --+ z1 ,  s3 --+ z2 , s. --+ z3 и при любом п точки sт , S0n n n n n 
и s. не лежат на одной прямой.  Для каждого п в треугольнике n 
с Ее[  шинами s1n , s8n ' s.n выберем одну из вершин (скажем , Sтп) 

т а кую , что прямая, соединяющая s1n с "п • пересекает противоположную 

сторону s8ns•n в точке Уп • лежащей на сегменте ,  соединяющем 

вершины s8n и s.n . 
Пусть a:n и �n таковы , что 

Yn = a:nsan + ( 1 - a:n) s.n И an = ( 1 - �n) 8rп + �пУ11 ·  

Тогда действительное преобразование 

Х� = ( 1 - �п) Хт + a:n�nxo + �n ( 1 - а:п) х. (4 .52) n n n 

пере водит { sп J  в ( ап } ·  
Матрица преобразования (4 . 52), очевидно ,  удовлетворяет усло

в иям (б)' и (в)'  теоремы (4. 1 ,  I I ) .  
Из расположения точек у , s, , s и соотношения, определяю -л оп •n 

щего a:n , следует, что О <  a:n <. 1 .  Так как Sr , s3 , s. приближаются n n n 
к трем различным точкам ,  а {ап } по  предположению ограничена , 
то из соотношения , определяющего �n • вытекает , что последователь
ность { �п }  ограничена .  Таким образом , матрица преобразования (4 .52) 
удовлетворяет условию (а)' теоремы (4. 1 ,  I I )  и , следовательно, является 
Т- матрицей .  

Используя предыдущую теорему и метод доказательства (4.5 ,  1 1) ,  
получаем следующую теорему: 

(4.5 ,  V) Для каждоа ограниченной расходящеася последова
тельности { sп } , и.меющеа в ко.мплексноа плоскости по крайней 
.мере три различные предельные точки , не лежащие на одной 
прямой , и для каждого ограниченного замкнутого .множества А 
ко.мплексноа плоскости существует деllствительная квадратная 
или треугольная Т-матрица, которая преобразует последова
тельность { sп }  в последовательность ,  имеющую А .множеством 
св оих предельных точек . 

Как и в ( 4.5,  I I I ) ,  множество А может состоять только из одной 
точки а .  
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4.6. Некоторые общие с войства К-, Т-, �- и у-матриц 
(Дине [ 1 ] ,  399, 406-409) 

1 0 1  

(4.6, 1) Сумма и произведение двух К-матриц существуют и 
являются К-матрицами . К-матрицы образуют алгебру, в uото
рой сложение ассоциативно и uоммутативно , а умножение 
дистрибутивно и ассоциативно, но в общем случае не uоммута
тивно . 

Утверждения относительно сложения очевидны ,  и мы  видели (§ 1 . 4) , 
что умножение подчиняется дистрибутивному закону в том смысле, 
что если АС и ВС существуют, то АС+ ВС = (А+ В) С. 

Докажем,  что произведение двух К-матриц А и В является 
К-матрицей . 

00 

Так как А и В суть К-матрицы , то z� = � alkzk стремится к п ре-
1 k=l 

00 
делу z' при n--+ оо и z: = � bn1z1 стремится к пределу z" при n--+ оо, 

l=l 
если {zk) -- сходящаяся последовательность .  Кроме того , если М и N 
являются Кт- гранями (§ 2 . 3) матриц А и В, то 

00 00 

1z:1 -<:�/ bnl\ �� aik 11 zk 1-<:NMg, 
i=l k=l 

где g- какое-либо число , не меньшее , чем любое из чисел \ zk 1 · 
00 00 

Следовательно , в двойном ряде � bnl � alkzk мы можем переменить 
i=l k=l 

порядок суммирования без нарушения сходимости и изменения суммы .  
Таким образом , 

Jim � ( � bnialk) zk = lim � bni � aikzk = 
n �со k=l i=l n �оо· i=l k=l 

00 
1. �ь ' 1· " " = 1m ..,;;..; n.Z.= 1m zn= Z . 

n +oo i=l 1 1 n+oo - (4.61) 

Так как это имеет место для любой сходящейся последователь
ности { zk), то матрица 

со 

cnk = � bnlalk i=l 
иреобразует любую сходящуюся последовательность опять в сходя
щуюся. Следовательно , по теореме (4.1, 1 ) ,  (cnk) является К-матрицей и 

00 

� l cnk\<:MN k=l 
для любого n , 'Г. е .  ее Кт-грань не превышает MN. 
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Для того чтобы доказать ,  что умножение К -матриц ассоциативно , 
мы должны показать ,  что если А, В и С- какие-либо три 
К-матрицы , то 

Мы имеем : 

00 00 00 00 

� � \ ant// blj 1 1 cjk / <: Мз � � 1 ani 11 bij 1 <: 
1=1 j=l i=l j=l 

OJ 

(4 .62) 

<: М2М3 � j ani 1 <: М1М2Мз. 
i=l 

где М1, М2, М3 суть К,-грани соответственно матриц А, В и С. 
Отсюда следует , что изменение порядка суммирования в ( 4 .62) 
оправдано .  

Наконец, как мы видели (§ 1 . 4) , бесконечные матрицы (в общем 
случае) не  коммутативны ; нетрудно построить пример двух К- )Iатриц, 
которые не  являются коммутативными .  

(4.6, II) Произведение двух Т -матриц всегда существует и 
является Т -матрицей ; их умножение ассоциативно, одна"о 
Т -матрицы не образуют алгебру. 

В обозначениях (4.6, I), если А и В являются Т-:v1атрицами, то z� 
и z� оба стремятся к z = lim zk, т .  е .  z" = z. Следовательно ,  co

k+oo 
гласно (4 . 6 1 ) ,  произведение матриц С= ВА есть также Т-матрица . 

Доказательство ассоциативности умножения Т -матриц произво
дится так же ,  как и доказательство этого факта в ( 4.6, 1) для К -матриц. 
Сумма же двух Т -матриц не  является Т -матрицей , так как она 
не удовлетворяет условию (в)' теоремы (4.1, Il) и ,  таким образом , 
Т -матрицы не образуют алгебру.  

(4.6, III) Если при любом r (а��) является К-матрицей 
с К,- гранью М, и характеристически.ми числами IX�J и r;,(r) и если 

00 00 
ряд � 1 с, 1 М,= Ь сходится, то С� с,а�� будет К-матрицей 

r=1 r=l 
OJ = 

с характеристичес:.;ими числами � с IX(r) и � c,
IX(r) и ее К,-грань 

r=l r k 
r=l 

не превосходит Ь. 

Положив 
= 

А�) = � a�l , мы  имеем : 
k=l 
\. (r) (r) 1m ank = ak , 
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00 
ряд � 1 с, 1 М,= Ь сходится,  то ряды T=l 

00 

� с  a<rk =с k сходятся при любых n и k, так что матрица С= (спk) т =l r n n 

существует. Кроме того ,  так как 

мы видим , что 

00 00 00 

� � � crJI a�k\-< � 1 c,J М,= Ь , r=l k=l r=l 
оо оо ею оо 

An == � cnk = � � Cra�k = � с,А�>. k=l k=l r�l r=l 
Докажем , что •· An и cnk стремятся к определенным пределам , 

когда n --+ оо. 
Для любого е > О можно укаэать число р такое, что 

r=p+l 
00 

Поэтому иэ неравенства 1 А�)\-<� 1 a�k 1-< М, следует : k=l 

� с,А�) 1-< � 1 с, 1 М, < ; Е 
r=p+l r=p+l 

для любого n , а так как 1 a.<r> 1-< М,, то и 

00 

00 � c,a.<r) < ; е . 
r=p+l 

Таким обраэом, � с,а.и является определенным числом и r=l 

(4 .63) 

(4 .64) 

00 00 11 00 00 

�CrA�>--�Cra.(r)=� cr{A�>-a.�r)}+ � с,А�)- � с,а.И, r=l r=l r=l r=p+l r=p+l 
поэтому, согласно (4 .63) и (4 .64) , 

1 
r
� с,А�)-r

� c,a.<r> 1 < 1 �1 с, {А�) -a.(r)} 1 +в. 

Когда n--+ оо, сумма в правой части стремится к нулю , так что все 
предельные числа в левой части меньше (по модулю) , чем е .  Так 
как е проиэвольно,  то мы получаем : 

00 00 
lim � с,А�> = � с,а.И. 

n+oo r=l r=l 
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Аналогично 

00 00 
lim � с a<r> = � с (X(r) n + оо r-1 r nk r•1 r k ' 

[ гл . 4 

ибо J а�� J-< М,, и потому предыдущее доказательство можно про

вести без изменения . 
Таким образом , мы доказали ,  что 

00 
\. А � (r) 1m n =�С1(Х , n +оо r=l 

00 
lim cnk = � с,(Х�) n +оо r-1 

и также то ,  что С= (сп") является К-матрицей,  причем Кr·грань 
не иревосходит Ь. Теорема доказана . 

(4.6, IV) Если для любого r (а��) является Т-матрицей 
00 00 

с К,- гранью М, и если ряд � 1 с, 1 М, = Ь сходится и �с, = 1 ,  r=1 r=1 
00 

.,, то � с аИ является Т -матрицей и ее r=1 r nk 
сходить. 

к,-грань не прево-

Доказательство 
ремы (4.6, III), где 

этой теоремы сводится к доказательству тео
(Х�) =О и (X(r) = 1 ,  причем для того , чтобы lim An 

n+oo 
00 

был равен 1 ,  необходимо учесть дополнительное условие � с,= 1.  r•1 
Результаты последних четырех теорем легко могут быть рас 

пространены на  случай, когда п заменено непрерывной положительной 
переменной w. 

Так как сумма бесконечного ряда � ck есть,  по определению, 
предел s последовательности частичных сумм sk = с1 + с2 + . . . + ck• 
то возникает вопрос,  могут ли  и при каких условиях обобщенная сумма 

00 00 
lim �gk(w)ck ряда � ck и обобщенный предел \im �ak(w)sk w+oo k=1 w+oo k=l 

частичных сумм sk быть равными между собой . 
Следующие две теоремы отвечают на  этот вопрос .  
(4.6, V) Всякой К-матрице (ak(w)) соответствует �-матрица 

00 k 
g" (w) = �аР (w) такая , что K-lim sk последовательности sk = �еР p=k p=l 
равен � - сумме ряда �с" при условии , что частичные су.имы sk 
ограничены. Еслu (ak (w))- Т -матриt{а. то (gk (w)) будет 
j-матрицей. 
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Положив s0= О, мы  будем иметь : 
00 т 
�ak(w)sk= lim �ak(w)sk= k=1 т+оо k= 1 т 

= lim �{gk(w)-gk+l(w)}sk= т�оо k-1 
= liш [ �gk(ш)(sk- s1l_ 1)- gт+ 1 (w)sт] = т+ 00 k=1 

00 

00 

1 05 

при усJювии ,  что lim gk (w) sk_ 1 = О. Но из сходимости А (w) = � ak (w) 
k+oo k=1 

следует , что gk (w)-+ О, когда k-+ оо . Следовательно, если {sk} 
ограничена ,  то мы имеем : 

00 00 
� ak (w) sk = � gk (w) ck. k•1 k=1 

Кро�1е того ,  gk(w)- gн1 (w)=ak(w), поэтому условие (А) тео
ремы (4.2, 1) следует из  условия (а) теоремы (4.1 , 1). Далее , 

lim gk(w)= lim [A(w)- a1 (w)- a2 (w)- ... -ak_ 1 (w))= Ф+ОО Ф+ОО 
= а - а1 -а2- • • •  -ak-t• 

где а и ak- характеристические числа (ak (w) ), так что условие (Б) 
00 

теоремы (4.2, 1) выполняется и ,  таким образом , gk (w) = � ap(w) p=k 
является �-матрицей. 

Если (ak (w))- Т -матрица , то ak =О для любого k и а =  1 ,  так 
что lim gk (w) = 1 и ,  таким образом , (gk (w)) является �-матрицей . 

w+oo 
(4.6, VI) Пусть (gk (w))- � -матрица; тогда, чтобы матрица 

ak (w) = gk (w)- gk-н (w) .могла быть К-матрицей, необходимо и до
статочно ,  чтобы существовал предел функции g(w) = lim gk (w) 
при w -+ оо .  k+oo 

Из соотношения ak(w)=gk(w)- gk+t(w) мы видим ,  что усло 
вия (а) и (�) теоремы (4. 1, 1) следуют из условий (А) и (Б) тео
ремы (4.2, 1) с ak = �k- �нt· Из сходимости ряда 

00 
� {gk(w)-gн1 (w)} = lim {g1 (w)- gk(w)} k�1 k+oo 

следует, что lim gk (w) существует и ,  таким образом ,  k+oo 
00 00 

А (w)= � ak(w) = � {gk (w)- gн 1 (w)} = g1 (w)-g(w). (4 . 65) k=l k=l 



1 06 РАСХОДЯЩИЕСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ [гл .  4 

Согл асно условию (Б) теоремы (4.2, 1) g1 (w) � �1• следовательно , 
А (w) стремится к пределу тогда и только тогда , когда g(w) стре
мится к пределу при w � со . Это не следует из условий (А) и (Б) 
теоремы (4.2, 1), которые только показывают, что g(w) ограничена 
для w > w0• Теорема доказана . 

С л е д с т в и е*) . Если в теореме (4.6 ,  Vl) � -матрица является 
1-матрицей, то, для того чтобы (ak(w)) была Т-матрицей ,  не
обходимо и достаточно условие 

-o.\im g(w) = lim lim gk (w) = О. 
w � оо • �w + oolk + оо 

Действительно ,  в этом случае мы имеем �1 = 1, и результат 
вытекает из (4 .65) .  Из последних двух теорем получаем, что соот-
ношения 

00 

lgk(w)= � ap(w) и ak(w)=gk(w)-gн1(w) 
p= k  

н е  обязательно эквивалентны: второе следует и з  первого,  н о  не 
наоборот. Например ,  матрица О, элементы которой определены ра
в енствами : 

( 1 <:k <: 2n - 1 ) ,  

( 1  <:k < 2п) ,  

g2n-1,k = О  
1 

g2п.k=2 

(k > 2п - 1 ) ,  

( k  > 2n) , 

является 1 -матрицей . Однако матрица А, образованная из нее при 
помощи второго из упомянутых выше соотношений , т. е .  ank = 

00 
= gnk- gn, k+I• не  есть даже К-матрица , так как liш � ank не n+ook=1 
существует. Здесь lim g"k не  стремится ни  к какому пределу 

k+ 00 
при n�co. 

Теорема показывает , что в известном смысле обобщенные суммы 
являются более общими,  чем обобщенные пределы .  Всякому К-пре
образованию последовательности соответствует �-преобразование ряда , 
но  обратное не всегда верно .  Так , существуют 1 -преобразования, 
не  обладающие соответствующими Т -преобразованиями. Возникает 
вопрос ,  существуют ли т-матрицы, эффективные для всех рядов 
с ограниченными частными суммами .  По теореме (4.4 , 1 1 1 ) ,  т-матрицы, 
определяемые так , как это сделано в (4.6,  V), не могут быть эф
фективными для всех таких рядов , так как существует взаимно-одно
значное с оответствие между эффективностью или неэффективностью 
такой 1-матрицы для ряда и соответствующей Т -матрицы (ak (w)) 
для последовательн ости частичных сумм этого ряда . 

"') Сдедствие и приведенный ниже пример принадлежат Вермсу. 
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В общем случае этот вопрос был расс�ютрен Нигамом (2] ,  ко
торый доказал следующую теорему *) : 

Для того чтобы r- .иатрица gk(ш) была эftфективна для всех 
расходящихся рядов с ограни ·tенны.ми части rты.ми су.м.ма.ми , не
обхода.\tо и достаточно, чтобы 

1im gk(ш)= O (ш фи;аировано) 
k�oo 

(4.66) 

00 
1im � lgk(ш)-gнr(ш)I= O. "'+оо k = l  

(4.67) 

Легко видеть ,  что (4 .66) и условие (Б)' теоремы (4.2, II) вместе 
противореrtат (4 .67), т. е. класс r-матриц, удовлетворяющих (4.66) 
и (4.67), пуст. Таким образом , доказательство Нигама фактически 
показывает , что не существует r-матриц, эффективных для всех рядов 
с ограниченными частичными суммами.  Следовательно , мы  получаем 
такую теорему типа теоремы Штейнгауза 'для r-матриц: 

(4.6, VII) Для любой данной r-.матрицы G всегда существует 
ряд с ограниченныJ..tи ч астичными су.м.ма.ми , uоторый не сумми
руется эти-и .методом. 

4.7. Теорема об ограниченных расходящихся 
�последовательностях 1 

(Теорема впервые была доказана А .  Л .  Брудно ( 1 ] ,  236, тео 
рема 11; приведеиное здесь доказательство принадлежит Эрдешу 
и Розенблуму (1].) 

(4.7, 1) Пусть {хп} -расходящаяся ограниченная последователь
ность .  Предположим, что {Уп} суммируема любой Т-матрицей, 
uоторая суммирует { хп)· Тогда {Уп} представима в виде { схп+ап } • 
где { ап } сходится . 

Пусть { xk } (n= 1 ,  2 , . . .  )- какая-нибудь сходящаяся подпо-
п 

следавательность из { х n}. Тог да { х n} суммируется матрицей (апk)• 
где ankn = 1, ank = О  (k =1= kn)• и следовательно , -{Ykn} также схо
дится .  

Пусть 1 k�} и / k:}- последовательности целых чисел такие , что 
k � + k: для всех n и 

1im Xkr = А , 
n+oo 11 

lim х " = В А =1= В; 
n+oo kn 

' 

в дальнейшем lk�} и {k:} будут считаться фиксированными.  Тогда {у • } и {У " } т а к же сходятся к а и � соответственно.  Пусть 1 х k } -kn kn n 

*) В формулировке теоремы под матрицей gk (ro) следует понимать об
щую матрицу. которая применяется к рядам (см. § 4.2). (При.м. nepe�J. и ред.) 
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произвольпая подпоследовательность последовательности { xn } . схо
дящаяся к С; если { хп) имеет только две различные предельные 
точки , то С будет совпадать с А или В. 

Определим Л и р. из уравнений: Л+р. =  1 , ЛА+р.В= С. Тогда 
матрица (Ьпk), определенная условиями: Ь k, = Л (п - четное) , n, n 

Ьп'' k" = f1. (п - четное) , bn, kn = 1 (п - нечетное) , bnk =О для всех ' n 
остальных значений k, суммирует { хп} к значению С и является 
Т-матрицей. Следовательно , она также суммирует { Уп } •  т .  е . 

- ilim yk = lim ',{ АУ· +P.Yk· }= Л�+t..t.�, � n+oo n n + oo  1 1  n .  

где n - нечетное в первом пределе и четное во втором. 
Далее , Л и р. зависят только от С и не зависят от частной 

подпоследовательности (xk } , сходящейся к С; следовательно , lim yk n n+oo n 
также зависит только от С и является фактически линейной функ
цией от С. 

Определим постоянные т и а из уравнений 

� = тА+а. � = тВ+ а. 

Пусть (1tп }- произвольная. последовательность целых положительных 
чисел и пусть ( k�' j - подпоследовательность последовательности ( 1:} n} 
такая , что {xk�' } сходится , скажем , к С. Определ им /. и р., как 

и выше.  Тогда  

lim {Yk"'- тхk"' } = Л�+ll� -тС = 
n+ оо n n 

= Л  (тА+ а)+ р. (тВ+ а)- С т =  а. 

Таким образом , любая подпоследовательность последовательности 
{ Уп - тхп ) содержит подпоследовательность ,  сходящуюся к а, что 
и доказывает теорему. 

С л е д с т в и е . Если { хп ) и { Уп ) - ограниченные расходящиеся 
последовательности и {Уп) суммируема любой Т -матрицей ,  ко
торая суммирует fхп)• то {хп ) суммируема любой Т-матрицей, 
которая суммирует {Упl· 

4.8. Теорема Качмажа об ортогональных рядах 

Следующая теорема ,  принадлежащая Качмажу [ 1 ] ,  дает интерес
ное пр именение Т -матриц в теории ортогональных рядов ;  она является 
обобщением теоремы Колмогорова ( 1 ]  для рядов Фурье *) . 

*) В теореме Колмогорова речь идет о рядах Фурье по тригонометри
ческой системе. (При.м. ред.) 
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Система функций <р11 (t) (п = 1 ,  2 ,  . • .  ) называется ортогоuалыtой 
на (а, Ь), если 

ь 
о f <f'm (t)rp11 (t) dt = { 
Л 

(т =F п), 

(т = п), 

где Л-постоянная *) ; система называется ортон,ормальuой н,а (а , Ь ) ,  
если Л = 1 ,  т .  е. 

ь 

f <f'm (t) <р/1 (t) dt = атп · 
а 

� 2""" 
(4.8, 1) Пусть ряд � an (а11-действительuые числа) сходится 

и <р11 (t) (п = 1 ,  2 ,  . . .  ) - действительuые  фун,"ции, ортоuормаль-
00 

н,ые ua (0 ,  1 ) . Тогда если ряд � а11<р11 (t) суммируем почти всюду 
n=1 

ua (0 ,  1 )  действительuой Т -матрицей (Ь11��.). то существует по
следовательuость иuде"сов { п1}, зависящая толь"о от матрицы 
(b11k), та"ая , что последовательuость 

nl 
Sn1 (t) = � ak<pk (t) 

k =1 

сходится почти всюду н,а (0 ,  1 ) . 
Положим **) 

00 1 
cr11 (t) = � b1111.Sk (t), 1., = J { 811 (t)- ::111 (t) }2 dt. 

k=l о 

*) Приведеиное определение не общепринято. Обычно под орто го
нальной системой на [а, Ь] понимают систему функций {'f'n(x)} , для 
которой 

ь J 'f'm (t) 'f'n (t) dt = О  при всех п =1= т. (Прим. ред.) 
а 

00 
**) По определению суммирования , равенство а11 (t) = �bnksk (t) нужно 

k=1 
00 

nонимать в смысле сходимости nочти всюду на [0, 1) ряда � bnksk (t) 
k =1 

к функции а11 (t). (При.м. ред.) 
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Тогда *) 

S11 (t)-::з11 (t) = 
n 

= � ak'fk(t)(1-bnk-bn ,k+l-bn.k+2-. . . ) k=l 
00 

[ гл .  4 

- � ak'fk (t)(bnk+bn,k+l +bn,k+2 + · · . ), k=n+l 
и следовательно, 

n 
1п = �1 a�(l-bпk-bn, k+l-... )2+ 

00 

+ � а�(Ь11k+ьп.н1+ ... )2• k=n+1 
Так как (b11k)-Т -матрица , то мы можем записать : 

1-bnk-bn,k+l- ... =Ьп1+Ьп2+ ... +bп,k-l+sп,(4.81) 
где е11--+ О при n--+ оо, 
{nt} такую , что: 

и можно найти последовательность индексов 

(1) 

(II) 

(III) 

r � bn1,k < + для r<n1_1 (n0 = 1); 
k=1 

r 
1 -� bn1,k < + для r �пн1• 

k=l 
Тогда мы имеем: 

� ln1= �� [�1 а� (Ьп1, 1 +Ьп1, 2 + ... +Ьп1k-1 +sп1)2 + 
00 

+ � аньп1,k+ьп1.kн+ьп1,kн+ . . .  у). k=n1+1 

*) В нижеследующих рассуждениях неявно предполагается, что 

�
1 
Sk (t) bnk = 

k
�

1 
ak'fk (t) (,� bni) 

00 
для по чти всех t Е [0, 1 ] ,  т . е. в ряде � sk (t) bnk сделана соответствующая 

k=1 
разгруппировка членов, которая не всегда возможна. Ввиду этого приводи
мое доказательство корректно лишь для конечнострочных методов Т. 

Что касается случая произвольных методов суммирования, то теорема 
также остается верной, только в приводимом доказательстве функциональ
ные равенства следует понимать в смысле сходимости по норме L2 (0, 1 ). 
(При.м. ред.) 
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Используя свойства ( 1) и (11) последовательности { n1}, получим:  

: п  ni-1 � � аНЬп1,1+Ьп1.2+ 
i=l k=1 

со со со 

1 1 1 

<� � а� ( ; )2 <К� � а�< К1• 
i=1 k=1 k=1 

со 
где К1 и К�- некоторые постоянные , а так как � 1 bnk 1 <М для k=1 
любого n, то 

оо nl 
� � аНЬп1.1+Ьп1,2+ . .. +Ьп,. k-1+вп1)2:-< i=1 k=nгt+1 

со nl со 

-<<M + l)2 � � а�=(М+1)2 � а�<К2• i =1 k=n1_1 +l k=2 
Используя свойства (1) и (III) последовательности {n1} и (4 .8 1), 

получим: 

и 

00 00 00 00 

� � а��(Ьп1.�k+Ьп1,kн+ ... )2-<� � а�( � У <Кз 
i =1 k=nt+t+1 i=1 k=l 

оо ni+l со nl+ 1 оо 
� � аНЬп1,k+Ьп1,k+1+; . . . )2-<М2� 1: а:-< М2�а�<К4• l=1 k=n1+1 l=1 k-n1+1 k=1 
где К2, К3, К4- положительные постоянные. 

со 
Следовательно , ряд � ln1 сходится .  Отсюда следует , что i= 1 

д:1я любого N. 

N 1 N 

� ln1= J � {sп1(t) -crп1(t)j2dt <К 
i=1 о 1=1 

со 
Таким образом , � {sп/t)- crn1 (t) )2 сходится почти всюду на  

l-1 
(0 , 1), так что Sn1 (t)-crn/t) �О при i �со почти всюду на (0, 1). 

Но , согласно предположению , crn1 (t) стремится к пределу почти 
всюду на (0 , 1) ,  и следовательно , то же самое имеет место и для 
S111 (t), что и доказывает теорему .  
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Примеры к главе 4 

Г(kt+1) (J) 1. Показать, что gk ((J)) = Г (k + 1), где t = (J) + 1 , является "(-матри-

цей. (Эта матрица известна под названием матрицы Ле-Руа; об обобщении 
ее см.  Виньо [1].) 

2. Показать, что если 
(J)((J)+ 1) ... <(J)+ k-1) go((J))=1• gk((J))=((J)+r)((J)+r+1) ... ((J)+r+k-1) (k>-1>· 

где r >О, то (gk ((J))) является т-матрицей. 
3. Пусть g (х)- действительная возрастающая функция, причем суще

ствуют пределы 

... нm g (х) =А и lim g (х) =А+ 1, 
Х+О Х+оо 

и пусть 'ak ((J)) = g (бk(J))- g (Ok+t(J)), где последовательность чисел Ok мо
нотонно стремится к нулю при к-+ со. Показать, что (ak ((J))) будет Т-ма
трицей. 

00 
4. Пусть Q = ( а�1�) -положительная матрица, такая, что � а�1� = 1. До

k=1 
казать, что сумма элементов любой строки матрицы gn, где n- любое це
лое положительное число, равна 1. 

5. Если Т-матрица (апk) удовлетворяет условию lim kaпk =О для люk+оо 
бого фиксированного n, то показать, что 

00 00 

� ank = � bnk• 
k=1 k=1 

где bnk = k (апk- an, k+l>· Доказать также, что если 1 Zt + zз +
k 

... + zk 1 < N 

для любого k, то при тех же условиях на (апk) 
00 00 

z� = � ankZk = � bnk ( Zt +z2 � ... +zk )
, 

k=1 k=1 
00 

и если дополнительно � 1 Ь nk 1 < М для любого n, то 1 z� \ будут ограни
k=1 

чены. Дальше, если Zt + z2 + 
k · · · 

+ zk-+ z, то при тех �же условиях на 
' (апk) и (Ьпk) последовательность Zn-+ z. 

Таким образом, когда А ::= (апk) удовлетворяет указанным условиям, 
то А «эффективна), по крайней мере, так же, как и матрица средних ариф
метических *) . 

*) См. § 8.7 после (8.7, lll). 
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6. Если Т-матрица (апk) удовлетворяет условию lim k�ank =О .цля лю
k�со 

бого фиксированного n, то показать, что 

со со � ank = � � k (k + 1) (ank- 2an, k+l + an, k+2)• 
k=l k=l 

Если, кроме того, 

со 
� k2Taпk-2an.'k+1 + an,'k+al <М 

k=l 

для любого n, �то показать, •что А ::= (апk) эффективна, по крайней мере, 
как метод {С, 2), т. е. если положить 

�k k 
z�1> = � Zn, z�2> = � z�1) и если � z�) -+ z, 

n =l n=l 
со { {2) } то z�:=� aпkzk-+ z; если же z;2 ограниченная, то и {z�J ограни-

k�l 
ченная *). 

7 **) . Обобщить теорему Штейнгауза (4.4,111) на любую комплексную 
Т-матрицу. 

(Если ank = a�k + ia;k-Т-матрица и 

со 
,An= � ank=A�+iA;• 

k=l 
! 11 /  H u  1 11 

где ank• �nk• An, An деиствительные, то An-+ 1 ,  An-+ О. Легко видеть, что 

(a�k) является Т-матрицей и результат следует из (4.4,111).) 

8. Провести доказательство (4.4, VII) для случаев, когда И=+ со, 
L = - оо (один или оба). 

9. Иллюстрировать (4.4, 1), когда (ak (ro) ) - матрица Бореля и 

(!) zk = k [ 1 + t1( -l)k]; (II) zk = k + i cos kx (х фиксировано). 

10. Иллюстрировать (4.5, IV) и (4.5, V), взяв в качестве (sп} посл еда-
nl" 
в- n� . 2n� 

вательности: (!) е ; (II) cos 3 + t cos Т . 

*) См. § 8.7 после (8.7, 111). 
**) Примеры 7 и 8 даны Вермсом. 

8 Зак. 1223. Р.  Кук 
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11. Показать, что для любого е, удовлетворяющего условию О< е < 1 ,  
имеют место соотношения 

e-w 

[w (1-•)] k 
e-w � �! -+0, 

k=O 
со � (J)k 

� kТ -+О, когда оо -+ оо, 
k=[w(l+e)] 

[w (1+•)] 
k 

и, следовательно, e-w � �! -+ 1 ,  где [х]- целая часть х. 
k=[w(l-•)! 

12 Ф) . Доказать, что последовательность будет сходящейся, если суще
ствует Т-матрица, которая суммирует все ее подпоследовательности. (Пред
положим ,  что данная расходящаяся последовательность {sп} является дей
ствительной и ограниченной. Положим 

Sп- lim Sn 
1 n +со 

sn = 
lim Sn- _lir_n Sn

' 
n�co n+co 

так , что lim s � = О, lim s� = 1 .  Показать, что ( s� J содержит подпоследова-
п + со  n•�co 

тельность {s� ) . которая не суммируется никакой заранее заданной Т-матп 
рицей, в противном случае это противоречило бы доказательству (4.4, III) .) 

13 · .;:) . Пусть А- Т-матрица и {хп}- ограниченная комплексная по
следовательность. Доказать, что существует подпоследовательность {Уп} после
довательности {хп} такая. что множество L у предельных точек А-преобра
завания {Уп} последовательности {Уп} содержит множество Lx предельных 
точек {хп}· 

со 
14 i'.;: <) .  Если А �применима к ряду � zk, то положим an = � ankZk· 

k = l 
00 

Если � an сходится к s, то мы будем называть s обобщенной су.м.мой 
n�l 

ряда � zk, полуrtенной в результате преобразования ряда в ряд, и обозна-

чать ее через А � zk, т . е. 

при условии, что двойной ряд сходится. 

·�) Бак [1] .  
*-!<) Агнью [10]. Результат Агнью является обобщением результата Бака, 

данного в примере 12. 
><-!<) Относительно примеров 14-20 см. Берме [5]. 
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n 
Если а и А связаны соотношением g nk = � a1k, то показать, что пре-

1=1 
обра зование ряда в ряд при помощи матрицы А равносильно преобразова
нию ряда в последовательность при помощи матрицы а. Доказать также, 
что, для того чтобы прео5разование ряда в ряд при помощи А преобразо
вывало всякий сходящийся ряд в ряд, сходящийся к той же самой сумме,  
необходимо и достаточно, что5ы а была у-матрицей. Матрицу А, удовле
творяющую этому условию, назовем а-матрицей. 

15. Показать, что а-матрица является �-матрицей, где �k = О , т. е . она 
прео5разует всякий сходящийся ряд в нуль-последовательность . Показать 

00 
также, что для а-матрицы � ank = 1 д.�я любого k. Построить пример мa

n=l  
трицы А ,  которая удовлетворяет условию 

00 

00 
� 1 aпk-an,k+tl< М 
k=l  

для любого n и � ank = 1 (и следовательно, lim ank = О для любого фи-
n=l n+oo 

ксированно k), но которая не является а-матрицей, так как соответствующая 
00 

матрица а, определенная равенством gnk = � a1k, не является у-матрицей. 
i=1 

16. Для того чтобы аА б ыла у-матрицей для любой у-матрицы а, не
обходимо и достаточно, чтобы А была а-матрицей. Доказать . 

Отметим, что произведение Аа а-матрицы А и у-матрицы а может и не 
существовать . 

1 7. Показать, что произведение двух а-матриц существует и является 
а-матрицей. 

18. Если С- а-матрица, все столбцы у которой одинаковы, а А и 
В- а-матрицы, то доказать, что С (А - В) =О . 

19. Для того, чтобы ХВ была �-матрицей для любой �-матрицы В, не
обходимо и достаточно, чтобы Х была К-матрицей. Доказать . 

20. Для того чтобы ВХ была �-матрицей для любой �-матрицы В, не
обходимо и достаточно, чтобы У, где Yjk = x1k + x2k + ... + Xjk• была 
�-матрицей. Доказать .  

21  *) . Доказать, что расходящаяся последовательность zk = cos k1, где 
'f=l=2m1t, т- целое число или нуль,  суммируема (J, О) (§ 4.3 (V)) к значе
нию О; показать, что это согласуется с суммой (С, 1 ). 

22. Доказать, что расходящаяся последовательность (-1 )k ( k + ; ) не 

суммируетсц матрицей (С, 1 ) , суммируется матрицей Бореля к О и не сум

мируется методом ( J, ; ) , кроме того случая, когда оо пробегает последо-

1 
вательность 2n7t (п = 1 ,  2, 3, . . . ) ; в этом случае последовательность сум-

мируется (1. i) к О. Таким образом, 2Ji+ � ( ; n1t) суммирует последова

тельность, которая не суммируется (С, 1 ) . 

*) Относите.1ьно примеров 21 -23 см . Кук [4]. 

8* 
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23. Доказать, что ряд Фурье функции f(x) суммируется (1. �) к зна-
1 чению 2 {f (х +О) + f (х-О)} для любого х, для которого это выражение 

имеет смысл,  и что он суммируем (1. ; ) к f(x) в любой точке Лебега 
и, значит, почти всюду. 

24 *). Для того чтобы произведение матриц АО могло существовать 
и быть -r-матрицей для любой -r-матрицы О, необходимо и достаточно, 
чтобы А была Т-матрицей. 

25. Показать, что произведение ОА r-матрицы О и Т-матрицы А не 
обязательно будет -r-матрицей и может даже не существовать .  Взять в ка
честве А матрицу средних арифметических, а в качестве О использовать 
матрицы: (1) gnk = 1 ( 1 < k < п), gnk =О (k > n) и (11) gnk = 1 для лю
бых n и k. 

*) Относительно примеров 24 и 25 см.  Берме [ 1). 
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СОВМЕСТНОСТЬ, ВЗАИМНАЯ СОВМЕСТНОСТЬ 
И АБСОЛК>ТНАЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 

Положим 
5. 1 .  Определения 

00 
z;l = � ankzk , k = 1 

(5 . 1 1) 

где матрицы А и В суть Т-матрицы , а {zk} - расходящая последо 
вательность. Если z� и z� стремятся к пределам при  n � оо, мы 

будем говорить , что А и В сравнимы для {zk} · 
Обозначим через С* (А , В) множество расходящихся последова

тельностей ,  для которых А и В сравнимы.  Тогда: 
(!) если существует последовательность { zk } , принадлежащая 

С* (А , В), для которой 

то А и В называются несов.местными; 
(11) если A-lim zn = B-\im Zn для любой последовательности { zn } 

из с• (А, В), то А и В называются совместными . 
Если с�:= с� (А , В) пусто , то А и В несравнимы . 
Пусть А* и В* обозначают множества расходящихся последова

тельностей { zn } • для которых существуют A-\im zn и B-lim Zn соот
ветственно, и предположим , что А и В совместны . Тогда ,  если С* 
непусто, то могут представиться четыре возможности : 

(1) А* и В* частично совпадают; тогда С* будет множеством 
расходящихся последовательностей ,  которое является общей частью 
А· и в�. 

(2) А• включает в�. тогда С"= В*, и мы будем это обозначать 
А::::>В .  Таким образом, включение А:::>В означает, что : (а)  каждая 
последовательность, суммируемая В, суммируется А ; (б) каждая та
кая последовательность суммируется А и В к одному и тому же 
значению . 

(3) н• включает А*, т .  е .  В:::>А ; в этом случае С* = А*. 
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(4) А* и В* совпадают; в этом случае С*= А*= В*. А и В на

зываются взаu.Jutо-сов.местны.ии для какого-либо данного класса 
00 

последовательностей zk, если всякий раз , когда � ankzk стремится k=l 
00 

к пределу при n-+ оо, � bnkzk стремится к тому же пределу,  и нak=l 
оборот; это мы будем записывать А,._, В. 

Мы видим , что в случае (4) имеет место А,._, В. Но ни в слу
чае (2) , ни  в случае (3) в отдельности А и В не являются взаимно
совместными ,  а будут просто сов.местны.ми. Конечно ,  если имеют 
место одновременно случаи (2) и (3), т.  е. А ::::> В и В::::>А ,  то это 
совпадает со случаем (4) и тогда А и В будут взаимно-сов\1естнювt. 

П римеры пар взаимно-совместных Т-матриц хорошо известны. 
Например , (С, k) и (Н, k), т .  е .  средние Чезаро и Гёльдера целого 
положительного порядка k, как известно ,  взаимно-совместны (Гоб
сон [ 1 ] , т .  I I, 67); то же самое имеет место и для средних Чезаро 
·и Рисса любого положительного порядка r (Гобсон [ 1 ] ,  т .  11, 90--98; 
Гобсон употребляет термин «эквивалентные» вместо «взаи:�<tt-ю-совме
стные» (стр. 86); см .  также (5.4, III) настоящей книги). 

С другой стороны ,  легко построить примеры Т-матриt{ А и В ,  
.котор ые являются несовместными .  Например, определим А и В усло-

2k виями an, 2k-l = n2 (1 <: k <: n): 
an. 2k-l =О (k > n), an, 2k =О для любых n и k, 

2k ьn.2k=fl2(1<:k<:n), bn,2k=0 (k > n), 
bn, 2k-l =О для любых n и k, 

и пусть {zk}- расходящаяся последовательность 

Тогда 

но 

1, О, 1 ,  О, 1 ,  О, . • .  

А l. 1. 2 (1 + 2 + ... + n) = 1 ,  - 1m zп= 1m 2 n+oo n 

B-\im Zn =О. 

Очевидно ,  что А и В будут Т -матрицами .  
В обозначениях (5 . 1 1 ) матрицы А и В называются абсолютно 

Эllвивалентны.ми для данного класса последовательностей zk, если 
z' - z" -+  О при n -+ оо , т .  е . z' и z" стремятся в отдельности n n n n 
к одному и тому же значению , или же ни  одна из них не стремится 
к пределу, но их разность стремится к нулю (Кук [6 ]  и [7 ]  ) .  

Ясно ,  что А и В в этом случае н е  обязаны быть сравниil'tыми. 
Е сли А и В взаимно-совместны для (zk}• то они абсолютно эквива
лентны для { zk ] , но обратное может быть не верно .  
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(;5.2. Совместность и gом мутативность 

Мы рассмотрим сначала совместность и покажем , что между 
совместностью А и В и их коммутативностыо существует тесная 
связь (Дине [ 1 ] ,  412-418). 

(5.2, 1) Если Т -матрицы А и В коммутативны , то А и В 
совместны, по крайней мере, для ограниченных последователь
ностей"') . 

' ' - -
Действительно , если А (zп) = Zn � z и В (zп) = Zn � z при п � оо, 

то мы имеем В (z�) = z: � z' и А (zп) = Z: � z, ибо /z�) и {zп}
сходящиеся последовательности . 

Для ограниченных последовательностей 

(5 . 2 1 } 

(5.22} 

Перемена порядка суммирования здесь допустима , так как двойные 
ряды в обоих случаях абсолютно сходятся для любого п, если А 
и В суть Т-матрицы . 

Таким образом , 

(5.23} 

Но так как ,  по предположению, АВ = ВА , то правые ч асти в (5.21) 
11 (5.22) равны между собой,  так что (ВА) (z11) =(АВ) (zп)· Следона
тельн�, В (z�) = А (zп), т. е .  z� = Z:. и п�лаrая п � 'YJ, получим 
z '  = z. Теорема доказана .  

(5.2, II) Если Т -матрицы А и В с конечными строками комму
тативны, то соответствующие Т -пределы сов.местны всякий 
раз, когда они существуют. 

Доказательство этой теоремы проводится аналогично доказатель
сгву (5.2, 1); перемена порядка суммирования в этом случае допу
.:пша дш1 любых { zk}, так как все встречавшиеся выше суммы будут 
конечными. 

Мы будем обозначать через (АВ) преобразование данной после
довательнос1и , совершаемое посредством матрицы , представляющей 
собой произDедение матриц АВ , и через А [В] - преобразование А ,  
п ри мененное к последовательности , полученной в результате преобра-

'-·) Часто бывает желательно рассматривать совместность А и В дла 
класса последовательностей, например для ограниченных последовательно
стей, в�tесто всего множества последовательностей С (А, В). Относительно 
не�о.оторых результатов, связанных с материалом этого параграфа, см. при
меры 11-15 к гл. 5. 
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зования данной последовательности матрицей В; таким образом, 
(5.22) может быть записано в виде 

А [B,(zп)l = (АВ) Zn. (5.24) 

Если А и В имеют бесконечные строки ,  то равенство (5.24) может 
и не иметь места для неограниченных последовательностей , так как 
перемена порядка суммирования может в этом случае привести к раз
личным результатам . 

Рассуждения в предыдущих двух теоремах остаются сп раnедди
выми ,  если для { zп} имеет место равенство 

В [А]= (ВА) = (АВ) = А [В]. 

Таким образом , получаем следующую теорему : 
(5.2, I I I) Если две коммутативные Т -.матрицы А и В приме

няются к { zk}• для которой 
В [A�zk)] = (ВА) (zk) и А [В (zk)] =(АВ) (zk), 

то А и В совместны для {zk } · 
Опишем метод , позволяющий иногда установить наличие условий 

(5.2 ,  I I I ) .  
00 

Если  А есть К,-матрица ,  то ряд � J ank 1 сходится и ,  сдедова
k =l 

00 
тельно, 'радиус сходимости Pn степенного ряда �ankzk будет, по k=l 
крайней мере , 1 для любого n. 

Величина р = lim Pn называется радиусо .ч круга (при.иенения) 
iJrn+oo 

К,-матрицы (ank) (Дине [ 1 ] ,  409). Очевидно , что Р> 1 . Положим, 
далее ,  

r = lim \ V zk 1. 
k�oo 

(5 .25) 

Будем говорить , что последовательность {zk } лежит внутри круга 
матрицы А , если R < р, и вне круга матрицы А, если r > р. 

(5.2 ,  IV) К,- .иатрица при.иени.иа ко всякой последователь
ности, лежащей внутри круга , и непри.иени.ма ни к какой по
следовательности , лежащей вне его. 

Согласно определению (5.25) для любых положительных чисел 
в< 1 и "fj > 1 можно указать такое р ,  что при k > р будем иметь: 

(5.26) 

Также для любого положительного 1: < 1 найдется число т такое , 
что при n >т будет выполняться Pn > l:p. Если теперь R < р, то 
существует 1: < 1 ,  причем С так близко к 1 , чтu R < l:p, и анало-
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гично существует 7J > 1 такое близкое к 1 ,  что 'YjR < �р < Pn для 
n >т, где т зависит от �-

Следовательно, z = '1/R лежит внутри круга сходимости каждого 
из степенных рядов 

(п >т), 

и значит, все степенные ряды 
00 
� 1 an�tl ('1/R)k k=1 

(n>т) 

сходится .  Первая часть теоремы вытекает теперь из неравенства 
(5. 26 ) .  

Далее ,  для любого 7J' > 1 найдется бесконечное множество зна
чений n i  (l  = 1, 2,  . . .  ) ,  для которых Pnl < 7J'p. Если r > р, то суще
ствует такое 7J', что 7J' р < r ,  и такое положительное 6 < 1, что 
Or > 7J'p. Следовательно ,  z = 6r лежит вне круга сходимости каж
дого из  рядов 

00 

� anl,kzk 
k=1 

(i = 1, 2, . . . ) . 

Таким образом , в каждом из этих рядов имеется бесконечное мно
жество членов,  которые при z = 6r по модулю больше 1. Такое же 
явление имеет место и для рядов 

0,) 

�al:t,kzk k=1 
(i= 1, 2 , . . . ) ; 

это следует из неравенства (5 . 26). Следовательно ,  все эти ряды рас
ходятся , откуда и вытекает второе утверждение теоремы . 

Последовательность {zk) называется лежащей внутри круга двух 
00 

последовательных преобразований В [AJ, если Pn = � 1 ankzk \ нaxo
k=l 

00 
дитсн внутри круга м атрицы В, т .  е .  если ряд � 1 bnt l Pt сход_ится 

i=1 
длн каждого n > n0 -�"). 

"') Пояснение не корректно, исо расположение последовательности {Рп} 
00 

внутри круга матрицы В и сходимость рядов � 1 bntl Pl при n >по не экви
i=l 

1 
валентны. Так, например, если bnl = 12 при всех n и Pk = 1 при всех k, то 

указанные ряды сходятся и тем не менее последовательность {Pk} = {1} 
не лежит внутри круга матрицы В = (Ьпд. радиус которого равен 1 . 
(При.м. ред.) 
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(5.2 ,  V). Если {zk} находится внутри кругов преобразований 
А [В] и В [А], где А и В - коммутативные Т -матрицы , то А
и В-пределы { zk} совместны всякий раз, когда они существуют. 

Действительно , так как {zk} находится внутри круга В [А], то 
ряд 

00 00 

�� Ьпt/ �latkzki l = 1  k = 1  
сходится для любого п � п0 и ,  следовательно , 

В [А (zk)] == � bni�1 
alkzk = �1 с� bnlatk) zk = (ВА) (zk). 

Аналогично, так как {zk} находится внутри круга А [В] , то 
А [В (zk)] =(АВ) (zk). 

Но, по предположению,  АВ = ВА, и следовательно, две последов а-
тельности 

" -
Zn =В [А (zk)] и Zn =А [В (zk)] 

с овпадают. Результат следует теперь из (5.2 ,  Ш). 
5.3. Коммутативность бесконечных матриц 

Теоремы § 5 . 2 по существу основаны на  коммутативности двух 
бесконечных матриц. В этом параграфе будут изложены все те не
многочисленные  результаты , которые известны по этому вопросу. 

(5.3 ,  1) Все диагональные матрицы коммутативны между 
собой; диагональная матрица с различными элементами*) ком
мутативна только с диагональными матрицами . 

Действительно , если D и D' - две диагональные матрицы, то 
DD' = D' D приводит к равенству dnd� = d�dn, которое, очевидно,  

справедливо.  Если А - какая-нибудь матрица , то AD = DA приво
дит к равенству ankdk = dnank или ank (dk- dп) = О. Если D - диа
гональная матрица с различными элементами ,  то dk =1= dn , когда k=f=п, 
и следовательно , ank =О для k =1= п, так что А- диагональная ма
трица . 

Вопросы коммутатявности матриц связаны с трансформацией дан 
ной  матрицы А в диагональную матрицу D. 

По определению (см . пример 7 к гл . 2), матрица А называется 
Q-трансформацией матрицы D в поле F, если А= g- 1 • DIJ., где D, 
Q и -lg = g-l принадлежат одному и тому же ассоциативному 
полю F. 

*) То есть диагональная матрица, у которой: все элементы на главной: 
диагонали различны. 
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Если В -какая-нибудь матрица , коммутативная с А, то 

(5 .31 } 

Сл ·�дующие шаги являются чисто формальными и требуют обосно
вания . Предположим , что D- диагональная матрица с различными 
элементами;  тогда , умножая обе части равенства (5 .3 1 )  слева на  Q 
и справа на g-1, получим : 

Следовательно, согласно (5.3 ,  I), gвg-t = D1 является диагональной 
матриц�й . Это приводит к равенству QB = D1Q или В= Q-1 

· D1Q, 
т. е. В (подобно А) является Q-трансформацией диагональной ма
трицы . 

Обратно , если А= g-1 · DQ и В= g-1 · D1Q, то 

АВ= Q-1 · DQQ- 1 • D12 = g-1· DD1Q = 

= g-1. DpQ = g-1. D1Qg-1. DQ = ВА. 

Следоrштельтю (при условии, что проведеюtые выше формальные 
преобразования справедливы), если А является Q-трансфор.ма
liией диагональной .матрицы с различными элементами , то , для 
того чтобы АВ= ВА, необходимо и достаточно, чтобы В была 
2-трансфор.мацией диагональной .матрицы . 

Формальные преобразования будут оправданы , если все рассмо
тренные произведения матриц существуют и для них выполняется 
ассоциативный закон . 

Как известно , произведение двух матриц с конечными строками, 
К,-матриц или Н-матриц, является соответственно матрицей с конеч
ными сrроками ,  К,-матрицей или Н-матрицей . (Доказательство для 
Н-матриц см . (9.4, 11).) 

Следовательно ,  проведеиные выше рассуждения оправданы , если: 

(а) А, В, Q, g-1- матрицы с конечными строками ,  ибо в этом  слу
чае все встречающиеся при умножении матриц суммы будут конеч
ными, или если (б) А, В,  Q g-1 суть К,-матрицы , а D и D1 огра 
ничены, или если (в) А, В, Q, Q-1 суть Н-матрицы , а D и D1 
ограничены .  

Возьмем , например, случай (б). Если АВ= ВА =С, то 

00 00 

(2ABQ-1)1j = (2с2-1)ц = � � w1kckmw;;;} k=1 m=1 
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и двойной ряд абсолютно сходится при любых l и j, так как !2, 
С и g-1 являются К,-матрицами. Действительно ,  так как j ш;;;j 1-<. М' 
для любых т и j, то 

00 00 ос 00 
� Eшtk J � 1 Ckmш;;;j 1 -<.М'�� шtkl � J Ckm 1 -<.ММ' М". 

k=l m�l k=l m=l 

Аналогично тройной ряд , соответствующий произведению 
2-1• DQQ-1 • D1!2 , абсолютно сходится , так как D 1и D1 ограничены .  

Таким образом, мы поJiучаем следующий результат: 
(5.3 ,  1 1 )  Пусть А - &!-трансформация ограниченной диагональ

ной матрицы с различными алементами и пусть матрlll�Ы А, 
В, !2, g-1 или все с конечными строками , или все К,-матрщ,ы, 
или все Н-матрицы . Тогда В будет коммутативной с А в то.1t 
и только в том случае, если В будет &!-трансформацией диа
гональной матрицы, которая должна быть ограниченной, если В, 
Q и g-1 - все  К,-матрицы или все Н-матрицы . 

Относительно последнего пункта только что сформулированной 
теорем ы  отметим ,  что если В, !2, g-1 - все К,-матрицы или все 
Н-матрицы , то D1 = gвg-1 будет того же типа и, таким образом , 
необходимо будет ограниченной. 

Если А - нижняя треугольная матрица , то проведеиные рассужде
ния упрощаются, ибо в этом случае, согласно (3.3,  1), А необходимо 
будет &!-трансформацией диагональной матрицы D, где dn = ann при 
условии , что ann различны .  Таким образом, мы приходим к следую
щему результату : 

(5.3 ,  III) Пусть А - нижняя треугольная матрица с различ
ными элементами, лежащими на главной диагонали. Тогда: 

( 1)  существует нижняя треугольная матрица &!, такая, что 
А является &!-трансформацией диагональной матрицы D, але
менты которой dn = ann ;  

( 1 1 )  нижняя треугольная матрица В комNутативпа с А тогда 
и только тогда, когда В является !2-трапсформацией диагональ 
пой матрицы ; 

(11 1) А-1iш zn и В-1iш zn• если опи сущест11уют, совместпы при 
условии, что А и В суть Т -матрицы и В является !2-трапс
формацией диагопальной матрицы .  

Если А-матрица средних арифметических (1.24), то  легко в iщсть, 
что равенство &!А= D&! выполняется в случае , когда g- матрица 
Эйлера (§ 2. 1 ; см . пример 1 к гл. 5) , которая является п. с. и л. с .  
обратной для самой себя . 

Следовательно ,  как частный случай (5.3, 1 1 1) получаем такой ре
зультат (Гурвиц и Сильвермаи [ 1 ]  ) : 

(5.3,  IV) Нижняя треугольпая матрица А ко.имутативпа 
с матрицей М средпах арифметических тогда и только тогда, 
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когда А является трансформацией диагональной .матрицы , со 
вершаемой при помощи .матрицы Эйлера или .матрицы , получен
ной заменой всех алементов главной диагонали в .матрице Эйлера 
произвольны.ми числами . Все нижние треугольные Т -.матрицы , 
коммутативные с М,  совместны . 

В той же работе Гурвица и Сильвермана приведен частный  слу
со 

чай теоремы (4.6, IV), а именно: если функция f (z) = � cnzn aнa-
n = t:! 

литическая внутри и на границе круга 1 z 1 = 1 и f ( 1 ) = 1 ,  то 
f (М) является Т-матрицей. 

Ими также получен следующий результат: 
(5.3, V) Если f (М) - .матрица (Ani) ,  то числа Anl опреде

ляются через f (z) по фор.муле 
n 

... _ � k- l  (n - 1) ! ( 1 ) Апi - � (- 1 ) (n - k) ! (k - i) ! (i - 1) !  f k '  
k = i  

Обобщением этого результата является следующая теорема : 
(5.3 ,  Vl) Пусть .матрица А является g- 1 -трансфор.мацией 

диагональной .матрицы D, такой , что О < 1 dn 1 -<. 1 , где 
Q и g - l  являются К,-.матрица.ми . (5.32) 

со 
Пусть также f (z) = � cnzn , где ряд 1� 1 сп 1 сходится. Тогда 

n = O  

матрица f (А) = (Апд определяется через f (z) по  формуле 
со 

en l = � (J)пkf (dk) ());/ . i k = l  
(5 . 33) 

Мы докажем этот результат сначала для f (z):== z' (r - целое 
положительное число) , так что f (А) = Ar. Обозначим матрицу А' 
через (а�{) · Мы должны показать ,  что в этом случае 

(5 . 34) 

По  предположению , А = QDQ-1 .  Следовательно , 

А' = (&ШQ - 1)' = !;;:шg- 1 . QDQ-1 . . .  [JDQ - 1  = QDrQ - 1 , 

так как ассоциативный закон имеет место в силу условия (5 . 32) .  
Поэтому элемент п -й строки и l - ro столбца матрицы (а�{) имеет вид 

со 
(r) "' d(r) - 1  

an i = ..0:.. illnk k illki ' 
k = 1  
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что совпадает с (5 . 34) .  В силу (5 .32) этот ряд абсолютно сходится. 
со 

Следовательно,  f (А)= � c,Ar, т . е .  
r=O 

со со (Х) 

Hnl = � с,а}:/ = � � c,wnkd�w i/ = 
r • O  r=O k=1 

со со (Х) 
= � wnkwi/ � c,d'k = � wпkf (dk) wi/ , 

k=1 r=O k=1 

что совпадает с (5 . 3 3) . 
Перемена порядка суммирования в двойном рнде оправдана ,  так 

как он абсолютно сходится в силу предположения , что J dk [ -<. t ,  
сходимости � 1 с, 1 и условия (5 .32) .  Теорема доказана . 

В заключение мы  заметим , что имеется способ построения даль
нейших примеров коммутативных матриц, связанный со степенными 
рядами от коммутативных матриц. Примерам такого построения может 
служить следующий результат (Дине [ 1 ] , 4 1 5) : 

(5.3, VI I) Если А и В - коммутативные К,-.матрицы с К,-гра
ня.ми М и N соответственно и если ряды 

m (Х) 
� � еР !  МР= с 

Р=О 
и � � eP I NP = e  

Р=О 

сходятся , то .матрицы 

ко.м.мутативны и являются К,- .матрица.ми с К,- граня.ми, не пре
вьииающи.ми с и е соответственно. 

Так как А - К,-матрица ,  то мы  имеем : 

00 00 со со 00 
� � 1 ant \ 1  aik 1 = � 1 anl l � \ alk 1 -<. М �  1 ar.i 1 -<. М2 k=1 i=1  i=l k=l 1=1 

и т . д. для любой степени А и аналогично для В. Следовательно , 
если матрицы АР и ВР обозначить через (a�f'd) и (b�f'J) , мы получим : 

так что 

со 
� � a�d \ -<. MP, 

k=1 

со со 

� � 1 с р 1 / a�d \ -<.  с . 
k=1 P.=0 

со 
� � b�d \ -<. NP, 
k=1 

(Х) со 
� � 1 еР 1 1  ь�J \ -<. е . 

k=1 р = О  
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Таким образом , С и Е являются К,-матрицами с К,- гранями , не пре
вышающими с и е соответственно .  Но 

00 00 со 

1 (CE)nk 1 < � � 1 еР 1 1  а�) 1 � 1 eq 1 /  Ь�%) \ -<: се , i = l р=О q = O  

так что мы можем переставлять члены ряда для (CE)11k любым образом 
без изменения его суммы .  Сгруппировав члены , для которых 
р + q = т, мы получим :  

со 
СЕ=� (c0emBm + c1em_ 1ABm-! + m = O  

ибо коэффициенты с, и е, , так же как и матрицы А и В,  можно 
менять местами ,  отчего значение общего члена ряда не  изменится. 

Из (4.6 ,  IV) , (5.2 ,  III) и (5.3 , VII) вытекает следующий результат : 
(5.3, VI I I) Предположим, что:  
(I) А а В - коммутативные Т -матрацы с К,- граняма М а N 

соответственно; 
00 00 

(II) ряды � 1 ер / МР = С, � � ер / NP = е  сходятся а 
р = О р = О 

Тогда 
00 

С- � с АР - р = О  р 

совместны для {zk ) при условии,  что 

5.4. Абсолютная эквивалентность 
для ограниченных последовательностей 

(5.4, 1) Для того чтобы Т -матрицы А а В были абсолютно 
эквивалентны для всех ограниченных последовательностей , необ
ходимо и достаточно, чтобы 

00 

Sn == � J cn k l -+ 0  k = 1 (n -+ оо) , (5 .4 1 ) 
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00 
(1) В соответствии с обозначениями (5 . 1 1 ) имеем � с  kzk = z' - z".  k = l  n n n 

Если 1 zk 1 < М для любого k ,  то 

1 k�l cnkzk 1 < Mk�1 1 cnk 1 ·  

Следовательно ,  если выполняется (5 .4 1 ) , то z� - z: -т О ,  так что 
условие (5 . 4 1 )  является достаточным . 

00 
( I I )  Наоборот, пусть z� - z: -т О ,  т. е .  � cnkzk -т О при n -т оо 

k � 1 
для любой ограниченной последовательности { zk } ·  Покажем , что то гда 
Sп -т О. 

(а) Пусть (спk) - действительная матрица . Если Sп не стре
мится к нулю ,  то она должна стремиться к положительному пре
делу,  например а ,  или иметь несколько конечных предельных точек , 
включая , быть может, нуль ,  ибо для любого n .';;;? n0 

00 00 

sn < � 1 ank 1 + � 1 bnk 1 < к. k =  1 k =  1 
Предположим сначала, что 

(5. 42) 

Тогда мы построим действительную последовательность { zk } (ер. 
с ( 4.4, III) ) , такую ,  что 

- 1  < zk < 1 ,  (5 .44) 

причем z� - z: не стремится к нулю. 

В соответствии с условием (5 .43) мы можем выбрать n1 такое , 
что для любого n .';;;? n1 

и затем выбрать т1 такое , что 

что возможно в силу (5 .42) .  
Определим ,  как и в (4.1, 1) ,  функцию sgn (х) (х - действитель

ное) : sgn (х) = 1 (х > 0), sgn (х) = - 1 (х < 0), sgn (О)= О. Тогда , 
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если zk = sgn (сп" k) для 1 -<: k -<: т1 , то в соответствии с усло
вием (5 .44) имеем : 

z�, === 1 
k
�-

1
Сп,, k Zk > 

k
�

1
1 Сп, , k 1 - 2 � 1 Сп,,  k 1 > j а. 

k = т1 + 1  
Так как А и В суть Т -матрицы , то 

lim С п ,  k = О 
п + оо 

для любого фиксированного k. 
Следовательно, мы можем подобрать n2 > n1 такое ,  что 

и затем т2 > т1 ,  чтобы 

т, � 1 Сп,, k 1 < � а, 
k = 1 

00 � 1 Сп,, k 1 < i а, 
k = т, -t- 1  

что возможно в силу (5 . 42). 
Тогда ,  положив zk = О  для т1 < k -<: т2, мы получим: 

z�, == 1 � Сп,, kZk -<: � 1 Сп,, k 1 + � 1 Сп,. k 1 < { а. 
k= 1 k =  1 k = т,-t- 1  

(5 . 45) 

Дальше, принимая во внимание условия (5 . 43) и (5. 45), выберем 
n3 > n2 такое , чтобы 

00 т, � 1 Сп,, k 1 > � а, � 1 Сп,, k 1 < iв а, 
k= 1 k=1 

и затем выберем т3 > т2 такое ,  чтобы 
00 � 1 Сп,, k 1 < iв а, 

k • т8+1 
что возможно в силу (5 .42). 

Тогда ,  положив zk = sgn (сп., k) для т2 < k -<: т3, мы  получим : 
оо оо m'J оо 

z:, =  � Cп,, kzk >� l cп,, k l - 2 � J cп,, k l - 2 � l cп,, k l > '; a . 
k= 1 k = 1 k= 1 k • т3 + 1  

Продолжая этим путем , мы построим последовательность { zk } такую , 
что все ее элементы равны О или ± 1 ,  а z* (r = 1 , 2 ,  . . .  ) , т. е .  п, 

1 " z - z , не стремится н и  к какому пределу. n, n, 

9 Зак. 1223. Р. !(ук 
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Если {Sп )  имеет несколько предельных то�ек, одна из которых, 
скажем , et, то найдется последовательность индексов п; (r = 1 ,  2 , . . .  ) 
такая , что lim S • = et. Следовательно , если заменить в предыдущих 

r +  оо n, 
рассуждениях п соответственно на п' ,  то получим доказательство 
теоремы и в этом случае. Таким образом , условие (5.4 1 )  является 
необходимым , если (спk) - действительная матрица . 

(б) Если (сп11) --· комплексная матрица, то мы напишем cnk = rnke18nk 
и положим zk = e- tвn,, k для 1 -<:  k -<:  т1 ,  zk = О для т1 < k -<: т2, 
zk = e - tвn,, k для т2 < k -<: т3 и т. д . ;  остальные рассуждения про
водятся так же , как и выше. Следовательно,  условие (5.4 1 )  необхо
димо и в том случае , когда (спk) - комплексная матрица. Теорема 
доказана. 

Понятие абсолютной эквивалентности легко распространить и на 
случай , когда одна или обе матрицы А и В полунепрерывные (см. § 1 .8) .  

Пусть п = [w] - целая часть непрерывной переменной w ; тогда, 
nоложив 

00 

z" (w) = � b11 (w) zk ,  
k = l  

мы скажем , что Т-матрицы (апk) и (bk (w) ) абсолютно эuвивалентны 
для данноzо uласса посл�довательностей { zk ) ,  если z� - z" (w) �о 
при w � оо .  Определение абсолютной эквивалентности в случае , 
когда А и В обе nолунеnрерывны ,  становится теnерь очевидным. 

(5. 4, I I )  Нижняя треугольная .матрица В и общая .иатрица А 
не .могут быть абсолютно э�tвивалентны для всех ограниченных 
последовательностей ,  если не выполняется соотношение 

00 
lim � i aпk i = O .  

n -? oo k = n+ 1 

Действительно , в обозначениях теоремы (5.4, 1)  

n оо 
Sn = � J cnk l +  � i aпll l • k = l  k = n + l  

где члены nоложительны или нули. 
В качестве примера к (5.4 , 1) nриведем следующий результат 

(nримеры 2 и 3 к гл. 5 иллюстрируют эту теорему) : 
(5.4,  1 1 1) Средние Чезаро любого положительного порядuа r 

и «дисuретные» средние Рисса того же самого порядuа *) абсо-

*) См. § 5.6, а также М. Рисе [1 ) ,  [2] и Агнью [3] .  
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лютпо а"вивалептпы для всех ограниченных последовательностей .  
Полагая в этом случае k изменяющимся от О до n , получаем :  

n-1 
S _ _  r _ � � n! rГ (r + n - k) - ( 1 _ !!_')r 

п - r + п + � (n - k) I Г (r + n + 1 ) n + 
k = 1  

+ ( 1 _ k + l )' l
+ 

n! Г (r + l )  
n Г (r + n + 1 )  • 

Первый член справа стремится к нулю при n ---? оо ;  то же самое 
имеет место и для последнего члена в силу формулы Стирлинга 
для Г (х) .  

Далее , 

nl rГ (r + n - k) ' r ( k )' 
(n - k) ! Г (r + n + l ) = n - k 1 -п  { l + <fп - н) ,  

где <fп- k ---? О при  n - k ---? оо . 
Покажем сначала ,  что 

n-1  � n 
r 

k 
( 1 - � )' 1 <fn - k 1 ---? О при n ---? оо . 

k = 1  

Разобьем эту сумму н а  две : о т  1 до n -- вп и от n - вп + 1 
6 до n - 1, где вп ---? оо и -.!!.. ---? О при n ---? оо . Тогда в первой сумме n 

1 <fn-k 1 -<: en ---? О при n ---? оо (так как тогда n - k ---? оо ) , а во второй 
сумме 1 <fn-k 1 < К1 (К1 - постоянная). Учитывая это , получаем : 

n-1  + rK1п-r � (n - k)'- 1 -<: K2eп + rK1 ( �n)' ---? 0 при n -? oo , 
k = n- 8n+ 1  

6 так как _!!:_ ---? оо. n 

Следовательно , для доказательства ТОГО , что sn ---? о при n ---? оо. 
достаточно показать ,  что 

� 1 1 r ( k )' ( k · r ( k +1 )' 1 S� :s  � n
- k 1 - п  - 1 - п) + 1 - -

n
- ---? 0 . (5 .46) 

k= 1 -

9* 
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Так как ( 1 -
k � 1 )r 

= ( 1 - � )r ( 1 - n 1 k )r , мы имеем : 

r 
( 

k ' r  
( 

k
)
r 

( 
k +

1 )
r 

n - k 1 - п) - 1 - п  + 1 --n- = 

= ( 1 - � )
r
[ r

(
r;- 1

)
. (n� k)2+ 0 {(п 1 k)s}] = 

= 

r (r -
1
) + O [

(n - k)r-з ] = О
(п-

s
)
, 

2nr (n- k)2 -r пr 

где s = min (r ,  2). n- 1 

( гл . 5 

(5. 47) 

(а) Если r > 2, то , согласно (5 .46), S� = � О (п-2) � О при 
ka 1 

п � оо. 
п-1 

(б) Если 1 < r < 2, то S' = � О (п-r) � О при п � оо. n k = 1  
(в) Если r = 1 , то непосредственным подсчетом в (5 . 46) убеждаемся . 

что S� = O . 
(г) Если О <  r < 1 , то , согласно (5.47) : 

S� = O [ �
r 
�1 pr-2] � о при п � оо. 
р � 1  

00 
так как ряд � pr-2 абсолютно сходится.  

р к 1 
Теорема докааана. 

5.5. Абсолютная эквивалентность 
для неограниченных последовательностей 

Обратимся теперь к н.еогран.ичен.н.ым последовательностям. Выбе
рем сначала неограниченную последовательность { Ok ) такую , что 

(5.5 1 ) 

' существуют для любого п .  
(Это условие автоматически выполняется, если А и В- обе ниж

ние треугольные матрицы . )  Будем рассматривать класс неограничен
ных последовательностей { zk ) ,  для которых 

i zk \ <. \ Ok i ·  (5 .52) 

(5.5 ,  1) Для того чтобы Т-матрицы А и В были абсолютно 
а�вивален.тн.ы для всех (н.еограниченн.ых) последовательностей, 
'удовлетворяющих условиям (5 .5 1 ) и (5 .52) ,  необходимо и доста
точно , чтобы Rn � О  при п � оо. 
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( ! ) Условие является достаточным. Действительно , 

R� == � ! cnkzk \ <  � \ cnkek J = Rn ,  k = 1 k = 1 
так что R� � О, ибо Rn � О  при n � оо . 

00 
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( I I) Обратно, пусть z� - z� � О, т.  е . � cnkzk � О  при n � оо k = l  
для всех { zk } •  удовлетворяющих одновременно условиям (5 . 5 1 )  
и (5.52) *) . 

Покажем , что в этом случае Rn � О  (и следовательно , R� � О) .  
Предположим , что Rn не стремится к нулю.  Тогда или Rn � а, 

где а - положительное число , или Rn имеет н есколько конечных 
предельных точек , включая , быть может, О или Rn � оо . 

(а) Если Rn � а, мы можем , как и в (5.4 ,  1) ,  построить последо
вательность {vk } ,  удовлетворяющую (5 .52) и такую , что соответсвую
щая последовательность z' - z" не стремится к О .  n п 

Предположим сначала ,  что (спk) действительная. Без ограничения 
общности мы можем считать ,  что последовательность { 6k } в (5.5 1 )  
действительная и положительная . Тогда , употребляя те же обозначе
ния , ЧТО И В (5.4, f ) ,  МЫ ПОЛОЖИМ : 

и т . д. 

vk = ek sgn (сп,. k) для 
vk = О для 
vk = ek sgn (сп., k) для 
Vk = O  для 

1 -<: k -<: m1 , 
m1 < k -<: m2, 
m2 < k -<: m3, 
m3 < k -<: m4 

Как и в (5.4 ,  1 ) ,  мы будем иметь: 

*) Более точно это означает, что для всех 1 Zk 1 -<:  6k (где Rn = 

=- � / (апk - Ьпk) бk 1 < оо) , для которых z� = � ankZk и z� = � bnkZk k = 1  k = 1 k = l  
1 " 1 

существуют и zп - zп -+  О при n -+  оо, Rn -+ О. Вопрос существования zп 

и z� автор не рассматривает. Дальнейшее доказате.�ьство ведется так, как 
будто из одного условия 1 zk 1 < \ бk 1 (см . построение vk) вытекает, что су-

' " 
ществуют z11 и zn. Это, конечно, неверно, в чем легко убедиться на при-
мере. Доказательство теоремы (5.5, 1) будет корректным, если потребовать, 

ro 
ч тобы ряды � aпkek k = 1 
n > n0) . (При.м. ред.) 

00 
и � b11k0k а 5солютно сходились для всех n (или 

k• 1 
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Таким обраэом , все элементы { vk } будут О или ± Bk , так что {vk } 
удовлетворяет условию (5 .52) ,  и требуемый реэультат для случая , 
когда Rп � а и (спk) действительная , докаэан . 

Случай ,  когда { Rп } имеет несколько предельных точек,  приводится 
к раэобранному так же ,  как это сделано в (5.4, 1 ) .  

Бели (спk) комплексная , то мы  эапишем спk = r пkifпk и в этом 
случае воэьмем : 

- l'f' 'Vk = Bke п l, k 

'Vk = о 

- i'f' vk = Bke пз, k 

'Vk = о  

для 1 -<: k -<: m1 , 

для m1 < k -<: m2 , 

для m2 <  k -<: m3 ,  

для m3 < k -<: m4 

и т. д . ; остальная часть докаэательства проводится,  как и выше . 
(б) П редположим теперь ,  что Rn � оо .  Тогда мы построим дей

ствительную последовательность { xk } • 1 xk 1 -<: 1 , xk � О , такую ,  что 
00 

х' == � cпkBkxk п 
k= 1 

содержит подпоследовательность , стремящуюся к оо; Bk предпол агаются 
действительными и положительными .  

Так как А и В суть Т-матрицы , то 

(5.53) 

для любого фиксированного k . 
Следовательно , если р - фиксированное число , то последователь-

н ость 
р 
� 1 спkвk 1 

k= 1 
(n = l ,  2 ,  . . .  ) 

имеет наибольший член (э ависящий от р); мы обоэначим его череэ СР. 
Так как Rп � оо , то для последовательно выбранных n и р ,  ска

жем для n1 и р� . мы имеем : 
. 

р1 
� 1 сп" kвk 1 > � 2 , 
k = 1 

где � > 1 - некоторое фиксированное число. 
Когда n1 выбрано , подберем число р1 > р� такое , что 

CIO 

� 1 Сп, ,  kбk \ -<: e, k -p, +l 
где е - данное положительное число. 
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Предnоложим сначала ,  что (спk) действительная . 
1 

Возьмем xk = "f sgn (сп, , k) для 1 <: k <:р1. Тогда 
Pt оо 

Х�1 = � � 1 Сп,, k Bk 1 + � Сп1, kBkxk , k = l  le =p, + l 
т. е .  1 х� . 1 > � - е , так как 1 xk 1 <: 1 . 

Определим теперь n2 > n1 и р� > р 1 так , чтобы 
. 

р2 

�2 � l cп,, k Bk i>Cp, + �2• 
k =p,+ l  

и ,  фиксируя n2 , определим р2 > р; ,  чтобы 
00 
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(5 . 54) 

� 1 сп,, kвk 1 <: е .  (5 .55) k =Po+ 1 
1 

Положим xk = �2 sgn (сп,, k) для р 1 < k <:р2; тогда 
� � 00 

x�. = t � cп,, kвk sgn (cп , , k) + �� � l cп,, kBk l +  � Cп,, kвkxk; 
k = l  k =p, +l k =p,+l 

следовательно , согласно (5 . 54) и (5 .55) ,  х' > А2 - е . п, t' 
Продолжая таким путем , м ы  определим последовательность {xk } ,  xk --+- О ,  такую , что для определенных значений  n х� --+- оо , т .  е .  м ы  

определим последовательность вkxk (удовлетворяющую (5 . 52) ) ,  для 
которой соответствующая последовательность z� - z: содержит под
последовательность , стремящуюся к оо . 

В случае , когда (спk) комплексная , доказательство можно про-
вести аналогично ,  _полагая только спk = r пkifпk и выбирая х k = 
= �- l e- l'Pп, , k для 1 <: k <:Р1 и т. д . 

Случаи (а) и (б) показывают, что условие Rп --+- О необходимо .  
Теорема доказана .  

(5.5 ,  I I )  Нижняя треугольная .матрица В и общая .матрица А 
не .могут быть абсолютно ан;вивалентны для всех (неограничен
ных) последовательностей , удовлетворяющих (5 . 52) вместе с (5 . 5 1 ) , 
без того чтобы 

Действительно , 

00 
lim � 1 апkвk 1 = o . -n � оо  k = п+ l  
n оо 

Rп = � 1 спkвk \ +  � 1 апkвk 1 .  k = l k = n +l 
где члены положительны или нули .  
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В связи с теоремой (5.5 ,  I) отметим следующее : 
(I) М .  Рисе обратил внимание на различие между пределами 

где п - целое положительное,  а ill - непрерывная положительная пере
менная; может оказаться , что существование одного из этих пределов 
не  влечет существование другого (М . Рисе [ 1 ]  и [2 ] ; см .  также Агнью 
[3 ] ) . Второй из пределов определяет метод суммирования средними Рис 
са (§ 4 . 3  (VI I )  ) , первый же предел определяет метод суммирозания 
<<дискретными» средними Рисса (см . (5.4 , I / 1) ) .  Рисе показал , что 
в общем случае , когда { zk } не обязательно ограниченная ,  оба метода 
эквивалентны (т. е .  взаимно -совместны) при О <  г < 1 , но не эюшва
лентны при г =  2 или г = 3,  хотя их эквивалентность сохраняется и в 

n - 1  п - �  
этом случае , если в первом и з  методов сумму � заменить на � . 

k = l k = l 
Можно показать ,  что имеет место следующий результат (доказа 

тельство см . Кук [7 ] ) :  
(5.5 ,  I I I )  Полунепрерывные 

порядка г > О абсолютно 
и дискретные средние Рисса любого 
эквивалентны для всех {zk ) , та-

ких , что 
zk = о (k) ,  если г:>- 1 ; zk = о (kr) ,  если О < г < 1 . (5 . 56) 

Этот результат «наилучший из возможных»*) . 
Из определения абсолютной эквивалентности (§ 5 . 1 )  немедленно 

следует , что если А, В и С суть Т-матрицы (дискретные или полу
непрерывные) и попарно (А , В) и (А , С) абсолютно эквивалентны 
для всех ограниченных последовательностей ,  то матрицы (В , С) 
также абсолютно эквивалентны для всех ограниченных последова
тельностей . Из этого замечания и (5.5,  I I I) вытекает , что в (5.4 ,  1 1 1 )  
«дискретные» средние Рисса .могут быть заменены на полу
непрерывные средние Рисса .  

( I I )  Следующий , подобный предыдущему, результат относится 
к средним Бореля (доказательство см.  Кук [7 ]  ) : 

(5.5 ,  IV) Дискретные и полунепрерывные 
абсолютно эквивалентны для всех { zk ) ,  таких , 
Этот результат «наилучший из возможных» .  

средние Бореля 
что zk = о( V'k). 

5 .6. Транслятивные и абсолютно трянслятивные Т - пределы 

Вопросы взаимной совместности и абсолютной эквивалентности 
близко соприкасаются с вопросами транслятивности и абсолютной транс
лятивности предельных преобразований и методов суммирования . 

� ) То есть теорема становится неверной, если в (5.56) заменить о на О. 
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. 
Для того чтобы объяснить эти понятия , мы  отметим основное 

различие между обычной сходимостью и обобщенной (обобщенная 
сходимость - это сходимость последовательности , полученной в ре
зультате матричного иреобразования первоначальной последователь
ности). В первом из этих случаев любая подпоследовательность дан 
ной последовательности {zп ) сходится к тому же самому пределу, 
что и данная ; это , в частности , верно и в том случае ,  если мы  до
бавим или удалим конечное число элементов .  Аналогично ,  если ряд 
�сп сходится к s , мы можем прибавить или вычесть сумму s' , 
например сумму конечного числа членов , без нарушения сходимости , 
причем сумма нового ряда бу.ziет равна s ± s' . Что же касается 
второго случая , то он м ожет и не обладать этими свойствами ,  т .  е .  
если данная последовательность {zп ) иреобразуется Т-матрицей 
в последовательность {z� J . сходящуюся , например ,  к s , то ни
откуда не следует , что любая подпоследовательность последователь
ности { zn } также иреобразуется этой матрицей в последователь
ность , сходящуюся к s . Это происходит потому, что в преобразо
ваппой последовательпости {z� J любой але.мепт зависит от 
всех але.мептов Zn первопачальпой последовательпости . 

Т -предел (или Т -преобразовапие) называется транслятивны.м, 
если существовапие Т -предела для од пой из последовательпо
сте а {z1 , z2 , z 3 ,  • • •  } или {z2 , z3 , z4 , • • •  ) влечет существование 
Т -предела для другой и опи равны *) . Таким образом , иреобра
зование А (zп) , где А - Т -матрица , является транслятивным в том 

"" "" 
и только в том случае ,  если (1) или � ankzk + l• или �an, k+ l zk+ l k = 1  k = l  

"" 
стремится к пределу при п � оо и (1 1 )  � aпk (zk - Zk+ 1) � О 

k = l  
при п � оо. 

Так как an1z1 � О  при п � оо, то условие (1 1) эквивалентно 
условию 

"" 

� (апk - an, k+ 1) zk+ l � О  при п � оо ; 

k = 1  
таким образом , обе последовательности в (1) должны стремиться 
к пределам при п � оо и эти пределы будут равны .  

00 00 

Положим z� = � ankz k+ 1 ,  z� = � an, k+ 1z k+  1 ,  где А - Т -.ма-k = 1  k = 1  
трица;  Т -преобразовапие А (zп) называется абсолютпо транс ля-

) Автор, следуя Динсу [ 1] , 418, называет такое иреобразование €регу
лярным) . В русском переводе мы будем всюду уnотреблять для этого 
преобразования термин €Транслятивное} , введенный Хиллом [2] .  (При.м. 
перев .) 
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тивны .м , если z' - z" -+ O;i пpи п -+ со  (Кук [6 ] , 1 23- 1 25) , т. е .  n n ... -
как z' , так и z" стремятся к одному и тому же пределу, или ни одно n n ы . -.. -
из них не  стремится к пределу, но их разность стремится к нулю. 

Если рассматривать вместо последовательностей ряды , то мы 
00 

будем называть .метод & - суммирования ряда � ck транслятив 
k = l  

00 00 
ны.м, если & - су.м.мируе.мость одного из рядов � ck или � ck k = l  k = 2 
влечет то же самое для другого и 82 = 81 - с1 , где 82 есть 
& -сумма последнего из рядов ,  а 81 есть & -сумма перв ого из них. 

00 00 
Иными словами, если 8 (w) = � gk (w) ck+ 1 , o (w) = � Kн1 (w) ck+ 1  k • l  k � l  

и если один и з  пределов l im 8 ( w) или l im о ( w) существует,  то су -
w-+oo 

ществует и другой и оба предела равны. Действительно ,  

00 
8 (w) - o (w) = � {gk (w) - gk+ 1 (w) } ck+ 1 = 

k = l  
ro 

= � gk (w) (ck+ l - ck) + c1g1 (w) -+  82 - 81 + с1 = О 
k = l 

Из определений немедленно следует , что : 

(w -+ со). 

( 1) Если Т -преобразование А (zп) транслятивно , то соотно-
ш ение 

влечет за собой 

A-I im (zp, zp+ t •  . . . ) = z 

(р - любое целое положительное число) , и наоборот. 
( 1 1 )  Если О (ck) - транслятивный метод & -суммирования и 

ro 
О-сумма ряда � ck равна 8 , то "огда вставим в ряд любым 

k = l  
образом новые члены с� . с� • . . .  , с� , тогда новый ряд будет О-
суммируем " значению s+ c� + с� + . . .  + с� . 

В качестве примера можно отметить ,  что средние Чезаро и 
Рисса любого поряд"а r > О и метод суммирования Абеля 
транслятивны (см . Перрои ( 1 ] ,  Дине [ 1 ] ,  4 1 9 ; см . также примеры 
6 и 7 к гл. 5 и Сильвермаи [3] ) . 

(5.6 ,  1) Э"споненциальный метод суммирования Бореля не 
является транслятивны м ,  одна"о абсолютно Ежспоненциальный 
метод транслятивен (Д ине [ 1 ] ,  4 1 9) .  
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et sln t2 
Пусть f (t) = 1 + t 

и пусть коэффициенты ck определены 

из соотношения 
00 
� cнltk+1 -

' � (k + 1)1 - f (t) - f (t) . 
k = O  

(5 . 6 1 ) 

По определению экспоненциального метода суммирования (§ 4 . 3 (VI)), 
., 

gk (w) = ;1 J e- ttkdt . 
о 

Следовательно ,  из (5 . 6 1 )  получаем : 
., 00 J e- t lf' (t) - f (t)] dt = �gk+ 1 (w) cн 1 == a (w) . 

о k - o  
Интегрирование по частям показывает , что 

т .  е. 

Но 

a (w) = e -u:>f (w) - f (O) = e-u:>f (w) - 1 , 

sln ro2 a (w) = -- + e-w - 1 -+ - 1  при W -+ 00. 
ro 

00 00 Cll 

s (w) = � gk (w) ckн = � с��1 J e - ttkdt = 
k =O k = O  О 

= j e- t (� ck��tk ) dt , 
о k = O  

или, согласно (5 . 6 1 ) ,  

так как 

., 

s (w) = J e-t [/" (t) - f' (t)] dt = e-w f' (w) - 1 , 
о 

/' (t) = et ( sl� tз + 2 cos t2 - sl� tз ) 
и /' (0) = 1 .  

Следовательно ,  
s in  ro2 sln ro2 s (w) = -- + 2 cos w2 - -- - 1 

оо 

ro2 

и s ( w) не имеет предела при w -+ оо . 
00 

Рассмотрим теперь функцию и (w) ,  связанную с рядом � ck co
k � o  

отношением , указанным в § 4 .3 (VI) ;  функция,  имеющая аналогич-
оо 

ную связь с рядом � ck , является и' (w) .  k = 1  
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00 

Из сказанного в § 4 .3 (VI) следует , что если � ck суммируем 
k = l  

00 
экспоненциальными средними к значению s , то � ck также сумми-

k = о 

руем этим методом к значению s + с0 • Следовательно , добавление 
к ряду члена не нарушает суммируемость ряда экспоненциальными 
средними , но приведенный выше пример (принадлежащий Харди) 
показывает, что удаление члена ряда может нарушить суммируемость. 
Этот факт мы  выразим следующим образом : экспоненциальный ме
тод суммирования Бореля транслятивен слева .  

Абсолютная суммируемость (В) есть частный случай суммируе 
мости (В) . Следовательно ,  из сделанных выше замечаний для до
казательстВ'а второй части теоремы достаточно показать , что если 

00 00 
ряд � с k абсолютно 

k = O  
суммируем (В) , т о  � c k  также абсолютно cyм 

k = l  
мируем (В) . 00 

По определению , ряд � ck абсолютно суммируем (В) , если 
k = O  

все интегралы 

(r = О ,  1 , . . . , А >  О) 

00 
существуют. Но как мы уже видели ,  функция и (w) для � ck обра

k = О 
со 

щается в и '  (w) для � ck ; следовательно, условия для абсолютной 
k = l  

00 
суммируемости (В) (которую мы обозначим через 1 В 1 ) ряда � ck 

k = O  
со 

содержат также условия для суммируемости 1 В 1 ряда � ck . 
k = l  

Остается только доказать , что 

00 00 
1 В / - сумма ряда � ck = с0 + 1 В / - сумма ряда � ck . 

k = O  k = 1  

со 00 

(5 .62) 

Условия для / В 1 -суммируемости ряда � ck или � ck включают, 
k = O  k = l  

в частности,  существование интеграла 
00 J е -хи' (х) dx . 
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Следовательно,  согласно § 4 . 3  (VI) ,  равенство (5 . 62) имеет место 
и теорема тем самым доказана. 

Эксnоненциальный метод Бореля является частным случаем ире
образований , транслятивных только слева или сnрава . Общее опре
деление таких преобразований следующее . 

Если существование А-nредела последовательности { z 1 ,  z2 , • • •  } 
влечет существование А-предела для { z0 , z 1 , z2 , • • •  } и если оба 
эти предела равны ,  но обратное утверждение не  верно , то А-nре
дел называется транслятивны.м слева (Хилл ( 2] , Дине ( 1 ] ,  420; 
Дине называет его «nолурегулярным слева») .  Если существование 
A-l im { z0 , z 1 , z2 , . . . } влечет существование A - J im { z 1 ,  z2 , . . . } и 
ати пределы равны , а обратное утверждение не верно , то 
А-предел назы вается транслятивны.м справа (Хилл ( 2 ]  ) . 

В связи с (5.6 ,  1) представляет интерес следующий результат , 
nринадлежащий Вермсу (3 ] :  

(5.6 , 1 1 )  Э"споненциальный .метод суммирования Бореля 
транслятивен для всех степенных рядов в .многоугольни"е су.м
.мируе.мости . 

Если D - многоугольник суммируемости для степенного ряда 
00 

f(z) = � cnzn и z0 - какая-либо точка внутри D, то 
n = O  

со 

l im � gk (ш) ckz� = f (z0) , 
w�oo k =O 

(5 . 63) 

где 
"' 

l(k (ш) = �! J e - ttkdt 
о 

1 
Функция � (z) ==·-z (/ (z) - с0] имеет особенности в тех же конеч-

ных точках , что и f (z) ,  и не  имеет других особых точек . Следова
тельно , ее многоугольник суммируемости будет тот же самый,  
а именно D. 

a:J 
Далее , ряд Тэйлора 

этому если (5 .63) имеет 
для <р (z) , т .  е . 

функции <p (z) будет � cn+ lzn , no-
n = O  

место , то метод О прим�ним к ряду 

00 

l im � gk (ш) ck+ lz� = <р (z0) = ...!.... (f (z0) - с0] . 
w +ro k = O 

Zo 

Умножая на z0 , мы nолучим: 
со 

(5 . 64) 
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Таким образом , (5 . 64) является следствием (5 .63) ,  откуда и следует 
требуемый результат , ибо обратное также верно в силу (5.6 ,  1) .  

Как мы видели ( (4.4 ,  IV) , (4.4 ,  VI) ) , различные обобщенные пре
делы последовательности не  вегда равны между собой . Поэтому 
желательно выбрать один из них,  который можно рассматривать как 
«правильное» значени е  обобщенного предела при надлежащем опре
делении этого термина .  

Для последовательностей частичных сумм ряда Тэйлора такой 
выбор может быть эффективно проведен следующим путем. Возь-

00 
м ем ряд Тэйлора � спzп , представляющий собой известную функ-

п=о 
цию f (z) или ее определенную ветвь ,  и рассмотрим последователь
ность частичных сумм этого ряда в точке z0 вне или на границе 
круга сходимости и внутри главной звездной области , включая вер
шины (Дине ( 1 J , 308) .  «Правильное» значение обобщенного предела 
этой последовательности мы определим равным J im /(z) (где 

I�Zn 
z --+- z0 вдоль радиуса- вектора,  проведеиного из начала координат 
в точку z0) , если этот предел существует. Если z0 является регу
лярной точкой функции / (z) , то lim /(z) может быть заменен 

н а  /(z0) .  
s�z0 

(5.6 ,  1 1 1) Если транслятивный или трансляти вный слева ме-
со 

тод • - суммирования суммирует расходящийся ряд � zп , то его 
п-о 

j - сумма будет «nравильным» значением -- (Дине [ 1 } ,  4 1 8 ; см. 
l - z 

также примеры 1 6 и 1 7 к гл. 5) . 
00 

Действительно,  если мы  обозначим 1 -сумму ряда � сп череа n =l  [ � сп] , то , согласно предположению, будем иметь : 
п = l  т 

[ � zп ] = [ � zп ] - 1 = а - 1 , 
п = l  т n = O  т 

г де а == [ � zп ] • 
n = O  т 

Но 

[z � zп] = z [ � zп] = za , 
n = O т n = O т 

1 
Следовательно ,  а - 1 = za , так что а = -1 - . 

- z  
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В заключение этого параграфа приведем некоторые результаты ,  
относящиеся к абсолютной транслятивности Т -пределов . 

А (zп) будет абсолютно транслятивным Т -пределом тогда и только 
тогда , когда 

00 
� (апk - an ,k + 1) Zk + 1 --+  О при п --+ оо . 
k = 1  

Так как сейчас (ank) является Т -матрицей , т о  и (а п о  k + 1) будет 
Т -матрицей. Используя доказательства теорем (5.4, 1) и (5.5 ,  1 )  с за
меной в них bnk на ал , k + 1 ,  мы получим следующие результаты 
(Кук [6 ) , 1 23- 1 25) : 

(5.6 ,  IV) . Для того чтобы Т -преобразо вание А (zn) было абсо 
лютно транслятивным для всех ограниченных последовательно 
стей {zп } •  необходимо и достаточно , чтобы 

00 

0n == � 1 ank - an , k + 1 / --+ О при п --+  оо . 
k = 1  

Обращаясь к неограниченным последовательностям {zп } •  мы 
рассмотрим только такой класс из них ,  для которого 1 zk 1 < ek 
(6k - действительные положительные возрастающие числа) , где 

(5 . 65) 

существуют для каждого п. 
Так как условия (5 . 65) получаются из (5 . 5 1 )*) заменой в послед

них bnk На ал , k + 1  И 8� на 8k + 1 •  ТО МЫ ИМеем : 
(5 .6 ,  V) Для того чтобы Т -преобразование А (zп) было абсо

л ютно транслятивным для всех (неограниченных) последователь 
ностей {zk } , удовлетворяющих условию 1 zk 1 < ek вместе с (5 . 65) ,  
необходимо и достаточно,  чтобы Pn --+ О при п --+  оо .  
(В качестве упражнения к (5 .6 ,  IV) см . пример 1 0  к гл . 5 . )  

Следующий результат иллюстрирует (5.6 ,  V). 
(5.6, VI) Матрица БореЛfl абсолютно транслятивна · для всех 

(неограниченных) последовательностей { zk } , для uоторых 
zk = о  (VIi) . Этот результат «наилучший из возможных».  

* )  См .  сноску к доказательству теоремы (5.5, 1). (При.м. ред. )  
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Мы имеем : 

n - 2  оо -n � [ пk + 1  пk J (У - � [ пk пk +l J (У-) = е � (k + 1 ) ! - """"k! о k)+е-п � т -
(k + 1 )! о k = 

k = O  k = п 

пk J ( 1 ) � [nk пk +l J 7i! + е-п о У n � k! - (k + 1) ! k = k = п 

+ е-по (�) [ �+ О (еп) ] = е-по (еп) + Vn (n - 1 ) ! 

+ е-по ( V1
n ) [О (епуn) + О  (еп)] = о ( l )  + о ( l )  при  n --+ оо ,  

(5 .66) 
что и докаэывает первое утверждение .  

Для докаэательства второго утверждения эаменим во втnрой 
строке выражения (5 . 66) для Рп величину о (Vk) на Yk; этого 
достаточно, чтобы покаэать , что Рп в этом случае не стр емит ся 
к нулю.  Обоэначив полученные после эамены две суммы во второй 
строке (5 . 66) соответственно череэ s1 и s2 . мы видим , что s1 � о  
для любого n ,  в то время как 

Сдедовательно , Рп не стремится к нулю при n --+  оо. 
Теорема докаэана. 
(5.6 , VII) Средuие Чезаро любого поряд"а r > О абсолютн.о 

тран.сляти н-tы для всех последовательн.остей {zk ) •  для "оторых 
zk = o(kr) , если О < r < l ; zk = о (k) ,  если r � l .  Этот резуль
тат «н.аилучший из воз.можн.ых».  
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Если (апk) - матрица средних Чезаро порядка r > О ,  мы 
как и при  доказательстве (5.4, 1 1 1 ) ,  для 1 < k < n - 1 : имеем, 

а - а _ nlrГ (r + n - k) ( 1 - n - k ) _ nk n . k + l - (n - k)IГ (r + п + 1 ) r +  n - k - 1 -

= r�_=-; > ( 1 - � у  (r + n - k - 1 ) -\ 1 +cp�-k ) = 
r ( k )r- 1 [ r - l  { 1 }] ' = п 1 - n n - k + о (n - k)'.l ( 1 + cpn-k ) . 

где cp�- k --+ 0 при n- k -+ oo. 

(5 . 67) 

Так как для k = 1 , 2 ,  . . . , n - 1 каждый из членов ер' и n- k  
О ( п 1 k ) есть О ( 1 ) , мы получаем : 

ank - an . k + l = О [п-' (п - kY-2) , 
когда r=F l ;  при r = 1 разность слева равна нулю .  Но известно ,  что 

п - 1 
an . n l zп i + � n' (,!��)� r = 0 ( 1 )  при n -+ 00 ,  

k = l  
когда z11 = о (k) при r > 1 или когда z11 = о (k') при О < r < 1 (см . 
доказательство (5.4 ,  I I I) ) . Из того же доказательства следует , что 
последняя сумма не стремится к нулю при n --+  оо, если мы возьмем 
z11 = k (r > 1 ) . z11 = k' (О < r < 1 ) . 

Таким образом , согласно (5 .67) ,  этот результат «наилучший из 
ВОЗМОЖНЫХ» .  

С л е д с т в и е .  Аналогич,ный результат (та"же «flаилуttший 
из возможных») имеет место для средних Рисса любого по
· · яд"а r > О . 

Действительно ,  если (ап11) - матрица средних Рисса порядка r ,  то 

( k )' ( k + 1 )' (' k + 2 )' ank - an . k + l  = 1 - n - 2  1 - -n- + 1 - -n- = 

= ( 1 - � )' [ 1 - 2 ( 1 - n 
1 

k )' + ( 1 - n 
2 k YJ = 

= ( 1 - : )' о [ (п_2_ k)2 ] = о [п-r (п - k)'-2] ,  

и дальше доказательство продолжается так же ,  как  и в теореме. 

5.7. Сравнение произведений различных 
методов суммирования 

Мы приnедем здесь некоторые теоремы Агнью о сравнении произ
ведений различных методов суммирования (Агнью [5)  ) ;  несколько 
простых результатов дано в примерах 22-26 к гл .  5. То, что 
·. 1 ы называем «совместностью» и «взаимной совместностью» ,  А гнью 

1 О Зак. 1223. Р .  l(ук 
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называет «взаимной совместностью» и «эквивалентностью» соответ
ственно . 

В § 5 . 2  мы указали различие между А [В (zk) ]  и (АВ) (zk) ;  А [В} 
и (АВ) могут не быть взаимно -совместными или даже совместными. 

Для этих произведений Агнью употребляет другие обозначения ; пер
вое он называет итерацион.н.ым произведен.ием методов и обозначает 
через АВ (zk) , второе - композицион.н.ым и обозначает А · В (zk) . 
Мы всюду будем употреблять обозначения А [В] и (АВ) , так как они 
лучше отображают заключенный в них смысл . Таким образом , итера
ционное произведение методов определяется так :  

00 00 00 00 

и n = � ank � bkpzp = � � ankbkpzp, 
k = 1  р - 1 k = 1  р = 1  

и {zп } суммируема А [В) к L ,  если lim и n = L .  
n +oo 

Композиционное произведение двух методов определяется так : 

vn = � (� ankbkp) zp =  � � ankbkpzp , 
p = l  k = l  р - 1  k = 1 

и {zп } суммируема (АВ) к L ,  если lim Vn = L . 
n + co  

В рассмотренных произведениях А [В] и (АВ) м ы  н е  будем обяза-
со 

тельно предполагать ,  что ряды � bnkzk сходятся для любого n :> 1 ; 
k = l  

может случиться , что V n стремится к пределу, в т о  время как И" 00 
не имеет предела по той причине , что � bnkzk будет расходиться для . 

k = l  
некоторых или всех значений n (см . (5.7 ,  1 1) и пример 2 7  к гл . 5). 

(5.7 ,  1 )  Если А и В суть Т -матрицы и А - матрица с "он.еч
н.ыми строками , то (АВ) ::::::> А [В] . 

Теорема будет доказана,  если мы покажем , что из существова
ния  ип следует существование vn и ип = vn . 

со 
Если и n существует , то все ряды � bkpzp (k = 1 ,  2 , . . .  ) cxo

p = l  

дятся ; следовательно, если ank = О для k > qn ,  то 

иn = � ank � bkpzp = � (� ankbkp) zp = Vn ;  
k = 1  р- 1  р = 1  k = l  

изменение порядка суммирования здесь, очевидно ,  допустимо. Но , как 
будет показано при  доказательстве теоремы (5.7 ,  1 1) , существова
ние V n не обязательно влечет существование и n ;  равенство 

�
1 
( �1 ankbkp) Zp = �1 ank �

1 
bkpzp 
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.может не иметь места из-за расходимости некоторых или всех рядов 
со 
� bkpzp , в то время как левая часть этого выражения может суще
Р = 1  
ствовать . 

Таким образом , (АВ) и А (В] , где А и В удовлетворяют усло
виям теоремы (5.7 , 1 ) ,  сов.м.естн.ы , но они не обязательно взаи.м.н.о
.сов.м.естн.ы , как это видно из следующей теоремы : 

(5.7 ,  1 1 )  Существуют н.еотрицательн.ые Т-.м.атрицы А и В , где 
А - с IСОн.ечн.ы.м.и стро!Са.м.и , и последовательность (zk} та1еая , 
что {zk }  су.м..м.ируе.м.а (АВ) ,  н.о н.е су.м..м.ируе.м.а А (В] . 

Пусть р1 , р2 , р3 , • • •  - взятые по порядку простые числа 
:2 ,  3 ,  5 ,  . . .  Определим матрицы (ank) и (bnk) . П оложим 

1 а = а 2 = -n, pn n , pn 2 (n = 1 , 2 , . . . ) , 

ank = О (k =/= Pn•  k =1= Р�)· 

Если n не является простым числом или квадратом простого числа , 
то положим bnn = 1 ,  bnk = О (k =/= n) и пусть , далее , 

ьр k = о.  когда n• 
bpn, k = 2-" , когда 

Ь 2 k = О , Pn' 
когда 

k =/=  3 5 7 Pn •  Pn •  Pn • Pn • 
k имеет вид р�"- 1  
k =/= 2 4 6 Pn •  Pn • Pn •  · • • • 

(а = 1 , 2 , . . . ) , 

ь 2 k = 2-" ,  
Pn• 

когда k имеет вид р�" (а = 1 ,  2 , . . . ) . 

Эти матрицы А и В удовлетворяют условиям теоремы.  Отметим , что 
.ank = bnk = О при n > k. 

Определим { zk } ,  положив 

2"+1 
zk = -a- '  когда k имеет вид р�"- 1 (а = 1 ,  2 , . . . ) , 

2"+ 1 
zk = - -a- ·  когда k имеет вид р� (а = 1 , 2 , . . .  ) , 

zk = О во всех других случаях. Тогда 
f (С<+1) 2tx- 1  2- если Р = Рп 

= 1 ил� если р = р�"'. 
� а Ь = а Ь + а 2 Ь 2 = 
k = 1 

nk kp n, Pn Pn• Р n, Pn Pn • Р О во всех других 
случаях, 

так что 

10* 
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00 
Однако � bkpzp = О , если k не является ни  простым числом , ни квад-

Р •l 
ратом простого числа *) ;  эта сумма не существует , если k - про-
стое число или квадрат простого; в последних двух случаях указан
ные ряды обращаются соответственно в ряды 

00 00 
2 � � ИЛИ -2 � ..!.  

� сх ' 
a = l  

которые расходятся . 

Следовательно,  U n = � ank ( � bkpzp) не существуют. Таким· 
k = 1  р = 1  

образом , указанная выше последовательность {zk ) суммируема (АВ) 
к О и не суммируема А (В] , что и доказывает теорему . . 

Матрица В в этой теореме не может быть с конечными строками , 
так как если бы обе матрицы А и В были с конечными строками , 
то Un = Vп для любого п , и тогда (АВ) и А (В] были бы взаимно
совместны .  

Как будет показано в (5.7 , IV) , существуют неотрицательные 
Т -матрицы А и В, для которых А [В] и (АВ) несовместны.  Тем не 
менее существует широкий класс последовательностей (включающий 
все ограниченные и односторонне ограниченные последовательности) . 
для которых А (В] и (АВ) взаимно-совместны .  

Мы будем говорить , что последовательность ( sn ) лежит в углу 
комплексной плоскости , меньшем 'lt' ,  если существуют точка z0 • 

угол 60 и положительный угол <р < ; такие , что для каждого п 

Sn = zo + Pпe1 (8•+8n) , где Pn ::> O , J f.ln J -<: <p . (5 .7 1 ) 

(5. 7 ,  I I I) Если А и В - неотрицательные Т -матрицы, то А (В ] 
и (АВ) взаимно-совместны для любой последовательности ( sп) �  
которая лежит в углу , меньшем 'lt' .  

П редположим сначала , что { sп ) удовлетворяет (5 . 7 1 )  и является. 
такой , для которой существует Vп . Тогда 

*) Это утверждение неточное, так как если, например, k = р�, то 

00 

00 2+ 1  � Ь 4 Zt = b 4 4 z 4 = 1 - z 4 = - � = - 4 =f= 0. 
. Р,., i Pn• Pn Pn Pn 
l • l  

(5 .  72) 

Сумма � bk,Zt равна нулю, если k не является степенью простого числа. 
1 = 1 

(Прим. ред.) 
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tв и если еР и 1Jp - действительная и мнимая части рре Р, то 
00 00 00 00 

V n = z0 � � ankbkp + е10• � � an11b11P (ер + l1Jp) · p= 1 k = 1  p - 1 k = 1  
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(5 .73) 

в нашем случае ер � о. так как 1 бр 1 < (j:l < ; . и ,  кроме того , 

1Jp действительные , ank � О  и bnk � О  для любых n и k ; следова 
тельно , условие (5 . 73) влечет сходимость ряда 

со со 
� � ankbkpep. 

p = l k = l  

Но I 7Jp 1 < ер tg (j:l .  так что этот ДВОЙНОЙ ряд будет сходиться и в ТОМ' 
случае , если е

Р 
заменить на I 'Yip 1 • Отсюда следует , что оба двойных 

ряда в (5 .73) абсолютно сходятся , и поэтому двойной ряд в (5 . 7 2) 
абсолютно сходится. 

Следовательно ,  
со со 

и n = � � ankbkp (zo + Ppel (Во+Ор)) 
k · 1 p = l  

существует и ип = Vn. Таким образом , из Vn --+ L следует , что ип  -+ L.  
Аналогично и n --+ L влечет V n --+ L .  Теорема доказана .  

(5.7 ,  IV)  *) Существуют две неотрицательные Т -матри-

цы А и В (в с "онечными столбцами и � ank = 1 ,  � bnk = 1 дл�t 
k = l k = l  

любо·го n) и nоследовательность { sp} та"ие ,  что 
со 

Т 11 = � b11PsP = О (k = 1 ,  2 ,  . . : ) ,· 
p • l  

00 00 00 
иn = �ankTk = � �ankbkpsp = O , 

k = l  k = l p = l  

00 00 
vn = � � ankbkpsp = 1 

p = 1 k = 1  
(n = 1 ,  2 ,  . . .  ) .  

Будем рассматривать целые положительные числа 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  как 
двойную последовательность hnk• такую , что 

h11 = 1 ,  h21 = 2 , h12 = 3 ,  h31 = 4 ,  

h22 = 5 ,  h13 = 6 , h41 = 7 и т . д .  

* )  Агнью отмечает, что для доказательства (5. 7 ,  I V )  е м у  не удалось. 
найти более простого примера, чем приведенный ниже, однако можно по
строить более простые примеры, если не требовать неотрицательностИI 
матриц А и В; (5. 7, VII) является таким примером. 
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Положим 
ank = О (k =F hпt . hn2 • hпз • • • •  ) , 
ank = 2 -r (k = hпr • r = 1 ,  2 ,  . . .  ) . 

00 
Тогда (апk) - неотрицательная Т-матрица и � ank = 1 для лю

k=1 
-бого n .  

Двойной ряд в определении un и vn после удаления строк с нуле
выми элементами имеет вид 

Положим 

bh k = O  nr• (k =F hnr • hп, r+1 • hп, r+2 • • · · ) ; 

(5 .74) 

-тогда двойной ряд (5 . 7 4) после удаления столбцов с нулевыми эле
ментами будет иметь вид 

1 1 1 
2 bhnl ' hnt8hn1 + 2 bhnl '  hп28hп2 + 2 bhnl' hns8hnв + 

+ о 1 1 + Т bhn2' hп28hп2 + 4 bhn2' hns8hnз + · · · ' 

+ о + о + � ьhпз· hn3shn3 + . . .  

Рассмотрим теперь двойной ряд: 

1 1 1 1 - 2 + о - 4 + О - 6 + О - О + О - О +  
1 1 1 + О - О + з - О + О - О + 0 - 8 --t- 0 - 10 + . .  . 

+ 0 - 0 + 0 - 0 + � - 0 --t- O - O + O - O + . .  . 

(5. 75) 

+ о - о + о - о + о - о + � - о + о - о + (5.  76) 

•мены которого определены следующим образом : если k нечетно , 
1 1 то unk = k при n = 2 (k + 1 )  и unk = О в противном случае; если k 

1 
·четно , то unk = - k при n = nk и unk = О в противном случае . 

Здесь nk - наименьшее иа n , для которых ип1 + ип2 + . . . + Un, k- 1 -
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1 - т > О; наnример , nk = 1  для k = 2 , 4 ,  6 ,  1 2 , nk = 2  для k = 8 . 

1 0 ,  1 4 ,  28 ,  840 и т .  д. 
Теnерь каждая строка в (5 . 76) содержит только конечное число 

отличных от нуля элементов , и для фиксированного k существует 
одно и только одно значение n, для которого unk =1= О . Также для 

1 
каждого n unk = О nри k < 2n - 1 ,  unk = 2n _ 1 для k = 2n - 1 .  

а все nоследующие отличные от нуля элементы в строке с номе
ром n отрицательны . 

Следовательно , частичные суммы по строкам образуют убываю
k - 1 

щую nоследовательность (k > 2п - 1 ) .  Так как � un1 - -} :> О, эта 
l= 1 
СХ) 

nоследовательность не отрицательна , так что � unk сходится для 
k = 1  

любого n.  П редnоложим , что для частного значения n этот ряд схо-
1 

дится к s > О . Пусть k 1 - наименьшее из целых чисел , больших s .  
Так как частичные суммы образуют убывающую nоследовательность . 

1 
стремящуюся к s ,  то они больше s и ,  следовательно , больше k для. 

k - 1  

любого k > k1 • Но это невозможно , так как для n = 1 � unl > k 
l = l  

тол ько для k = 2 , 4 ,  6 ,  1 2 ; в действительности это невозможно ни 
для какого n ,  так как в каждой строке содержится только конечное 
число отличных от нуля элементов . Следовательно , nредnоложение. 
что s > О ,  неверно и ,  значит, s = О. 

Таким образом , двойной ряд (5 . 7 6) имеет nовторную сумму 
по строкам , равную О , и nовторную сумму по столбцам , равную 

1 1 1 I n 2 = 1 - 2 + 3 - 4 + . . .  

Оnределим теnерь (bnk) и { sk }  так , чтобы члены двойных рядов (5 . 75) 
и (5 .76) ,  расnоложенные на одних и тех же местах , были соответ
ственно равны .  Это можно сделать , nолагая равными нулю те из эле
ментов (bh h ) . для которых соответствующие члены в (5 . 76) равны n r' n s  
нулю,  а элементы , отличные от нуля среди элементов 

могут быть взяты (по nорядку) равными 

- -- -.-
1

- ,  где d - .!._ + _!__ + 
2dг 

' 22dг 
' · · . ' 2"гdг 

г -
2 22 

1 +-о- ·  
2 г 
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Последовательность sh , sh , sh , . . • может быть определена nl n2 пз 

теперь элемент за элементом.  
Таким образом , мы получаем элементы матрицы В,  удовлетворяю

щие условиям теоремы . Из тождественности (5 .  75) и (5. 76) и того 
факта , что сумма элементов каждой строки в (5 . 76) равна нулю , 
следует , что Т k = О для любого k .  Так как (5 .  76) и ,  следовательно, 
(5 . 75) имеют повторную сумму по строкам , равную нулю , и повтор
ную сумму по столбцам , равную ln 2 , мы имеем Ип = О ,  Vn = 1n 2 . 

Если ,  наконец, мы разделим каждое sk , определенное выше, 
на  l n  2 ,  то Т k • И n и V n также окажутся разделенными на ln  2 , и мы 
получим требуемый в теореме результат . 

Следующие два утверждения получаются как следствия из только 
что доказанной теоремы . 

(5.7 , V) Существуют неотрицательные Т- матри цы А и В и 
.последовательность { sk }  такие , rtтo В и (АВ) несов.мест ны для { sk } . 

(5.7 ,  VI) Существуют неотрицательные Т -.матрицы А и В и 
последовательность { sk } такие ,  rtт o А [В] и (АВ) несов.местны 
для { sk } . 

Можно построить более простой пример , чем в (5.7, IV) ,  если не 
требовать , чтобы А и В были обязательно неотрицательными . При
ведем такой пример , оставляя доказательство читателю (см . при
мер 26 к гл . 5). 

{А) 
и 

(В) 

(5.7, VI I )  Если r - ко.мплеuсное rtисло, О < 1 r 1 < 1 , то 

1 r 
Tn = -�-- Sп - 1 - -�-- sn - r - r 

являются таиими Т -преобразования.ми , rtтo А [В] и (АВ) несов 
.мест ны . Последовательность sk = ( 1 - r) г k суммируется .мето
дом А [В] u О и .методом (АВ) u 1 . 

Если О < r < 1 , то все ank � О, но некоторые из элементов bnk < О ; 
если - 1 < r < О , то все bnk > О , но некоторые из элементов ank < О . 
Если r не является действительным ,  ни одно из условий ank � О, bnk � О  
не выполняется . Метод (А)  в (5.7, VI I )  эквивалентен сходимости для 
каждого r, удовлетворяющего условию О < 1 r 1 < 1 . 

(5. 7, VI I I) Если А и В - неотри цательные Т -.матрицы и если В (sk) 
имеет вид 

n+ � 
Tn = � bnk8k • k = n-fJ.  

zде сх и � - целые неотрицательные rtисла, то А [В] :::> (АВ). 
Возьмем s

р
= О для р < 1 и Ьkр = О для р < k - сх и для р > k + �· 



5 .7 ] ПРОИЗВЕДЕНИЯ РАЗЛИЧНЫХ МЕТОДОВ СУММИРОВАНИЯ 

Предполагая { sp} такой последовательностью , для которой 
оо оо оо р+"' 

vn = � � ankbkpsp == � � ankbkpsp p = 1 k = 1  p � 1 k •p-�  

существует , мы получаем для каждого фиксированного n: 
Q 00 00 Q 

V n = l im � � ankbkpsp = l im  � � ankbkpsp = Q+oo p = 1 k = l  Q + co k = 1 p = 1  
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(5 . 77) 

{ Q-� Q Q+"' Q } 
= l im  � ank � bkpsp + � ank � bkpsp Q )оо- 00 k =1 р=1 k •Q- �+1  р = 1  

и ,  следовательно , { Q-�  Q Q+"' Q } 
vn = \ im � ank � bkpsp +  � � ankbkpsp • Q+co k=1 p = l  k• Q- �+l p=Q-.. - �+1 

(5 . 78) 

Действия под знаком предела обоснованы , так как э.r.ем �нты Ьkр
при р < k - сх и р > k + � равны нулю.  

Из сходимости первого ряда в (5 . 77) следует: 
00 

I:J.P == � ankbkp / sp / -+ О  при р -+  оо. k•l  
Но так как ank >- О, bnk >- О, то мы имеем О -<.  ankbkp / sp / -<.  I:J.P дл& 
каждого фиксированного k .  Следовательно , 

1 :t"' � ankokpsp \ -<  
k=Q-H1 p=Q-.. -�+1 

Q+"' Q Q 
-<. � � I:J.P = (сх + �) � I:J.P -+ О при Q -+ оо. k=Q-�+1 p=Q- a- �+1 p=Q-a- �+ 1  

Отсюда и из  (5 .  78) получаем:  
00 00 00 k+ /1 

и., = � ank � bkpsp == � ank � bkpsp 
k = l  р = 1 k = 1  p = k-(1.  

существует и и n = V n , что и доказывает теорему. 
П римеры показывают , что включение (АВ) ::::> А [В)  в рассмотрен

ном случае невозможно (см . пример 27 к гл . 5) .  
Предположим теперь , что А, Х, В , У являются Т-матрицами и 

существует такое число N, что ank = xnk • bnk = Упk при n >- N. 
Тогда очевидно не только то ,  что А ,___ Х и В ,_,  У, но что (А,  Х) 
и (В, У) представляют собой две пары абсолютно эквивалентных 
матриц для всех последовательностей , для которых эти матрицы при 
менимы.  

Сейчас мы  сравним А [В]  с Х [ У] и (АВ) с (ХУ) при упомянутых: 
выше условиях для А ,  В , Х и У. 
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(5.7 , IX) Пусть 
00 

sn = � anksk , k = l  
00 

Тп = � bnksk , k = l  

00 

S� = � xnksk , k = l  
00 

T� = � Ynksk k = l  

(А , Х) 

(В, У) 

[гл.  5 

- четыре Т -преобразования и пусть существует тalloe N, что 
.ank = xnk • bnk = Ynk для n � N. Тогда два метода суммирования 

00 00 
А [В] : U4 = � ank � bkpsp , k = l p = l 

00 00 

Х [У] : и� = � Xnk � Ykpsp . k = l p= l  
абсолютно Эllвивален,тн,ы для всех { sp } •  для llOтOpblX Un и и� 
.сущ ествуют для llаждого n, а два метода: 

00 00 
(АВ) :  V n = � � ankbkpsp , p = l k = l  

00 00 

(АУ): v� = � � XnkYkpsp , p = l k = l  
абсолЮJтн,о аllвивален,тн,ы для всех { sp} , для llоторых V 11 и V � 
.существуют для llаждого n .  

Пусть е,. - функция о т  а и е,. � О при а �  оо . Тогда 

ип = �:ankTk +k;aпk {  ]:Ьkpsp+p�NbkpSp } = 

00 00 
и� = е11 + � хпk � Ykpsp . k =N p =N 

Но в пределах суммирования этих двух рядов мы имеем для n ;> N 
Xnll = ank и Ynk = bnk • следовательно , ип = еп + и� .  т. е .  и,l-и� � о  
при n � оо , что и доказывает первое утверждение. 

Так как xnk = ank • когда n � N,  мы  можем записать для n ;> N 

V n = � (�1ankbkpsp + � ankbkpsp) ,  p= l  k = l k =N 
V� = � (�1ankYkpsp+ � ankYkp8p) • p = l  k=l k =N 
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Поскольку Ykp = bkp при k .'> N, то отсюда следует , что для п ."> N 
со N- 1 

Vn - V�= � � ank (bkp - Ykp) sp . 
р- 1  k = 1  

(5 . 79) 

Но , по предположению , Тп и Т� существуют для каждого п, поэтому 

существует для 
Jim ank = О для 

n + co  
что Vn - V� � о  

со 

� (bkp - Ykp) sP 
р = 1  

k = 1 , 2 , . . .  , N - 1 .  Следовательно , так как 
этого множества значений k , из (5. 79) получаем , 
при п � оо .  Теперь теорема доказана полностью . 

5.8. Некоторые результаты Брудно 

Перед тем как закончить эту главу ,  мы должны  упомянуть поя
вившуюся недавно в русской литературе работу А .  Л.  Брудно [ 1 ] .  

Основной результат Брудно (теорема 1 )  следующий: 
(5.8 ,  1) Если всякая ограниченная последовательность , су.м.ми

руе.мая Т -.матрицей А, су.м.мируется и Т - .матрицей В , то А и В 
совместны для этих последовательностей . 

Брудно отмечает , что в то время , когда его работа находилась 
в печати ,  он обнаружил , что такая же теорема была опубликована 
раньше (Мазур и Орлич ( 1 ] ;  см.  также Мазур [ 1 ]) .  Оба метода дока
зательства , как Мазура и Орлича , так и Брудно , сложны,  и было бы 
интересно найти более короткое и простое доказательство этой 
теоремы *) . 

Брудно называет множество всех ограниченных последовательно
стей , суммируемых матрицей А ,  ограниченным поле.м для А и обозна
чает через %{ = %{ (А) ; вообще говоря , может быть несколько Т -матриц 
с одним и тем же ограниченным полем . Нор .мой Т -.матрицы А он 
называет ее К,- грань (§ 2 . 3) . Нормой ограниченного поля %{ Брудно 
называет точную нижнюю грань норм Т -матриц, для которых � является 
ограниченным полем , и обозначает ее 1 1 %{ 1 1 · 

Некоторые из дальнейших результатов А .  Л.  Брудно следующие: 
( 1)  Для любого ограниченного поля %{ существует нижняя 

треугольная .матрица А с au =1= О для любого l , такая , что � 
является ограниченным поле.м для А .  

( I I )  Для любого числа N > 1 существует ограниченное поле %{ 
с I I %I I I  = N. 

(Ш) %l с: !Б влечет 1 1 � 1 1 -<:: 1 1  !Б 1 1  (знак с: включает и равенство) . 

*) Простое доказательство этой теоремы дано Питерсеном и приведено 
в обзорной статье. (При.м. перев). 
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(IV) Ограниченное поле � определяет единственный предел для 
каждой последовательности из этого поля , 1t uоторо.му после
довательность суммируется любой Т -.матрицей , имеющей �{ своим 
ограниче нны.м поле .м .  

Докааательство этих и других реаультатов читатель найдет в ра
боте Брудно .  

Примеры к r.паве 5 

1 .  Если А - матрица ( 1 .24) средних арифметических, D - диагональная 
матрица (au) . то показать, что равенство QA = DQ. удовлетворяется, если 
в качестве '� взять нижнюю треугольную матрицу Эйлера (§§ 2. 1 ,  5.3) . 

2 *) . Применяя (5.4, 1), показать, что (С, 1 ) и (С, 2) не являются абсо
лютно эквивалентными для всех ограниченных последовательностей. 

3. Применяя (5.4, 11), показать, что средние арифметические и средние 
Борели не являются абсолютно эквивалентны ми для всех ограниченных по
-следовательностей **). 

4. Доказать (5.5, 111) .  
5. Дока зать (5.5, IV) . 
6. Доказать ,  что методы суммирования Чезаро и Рисса любого порядка 

r > О и метод суммирования Абеля транслятивны. (См. § 5.6; матрицы в этих 
трех случаях будут соответственно 

T (ro + 1 ) T (ro + r - k + 1 ) 
gk (ro) = T (ro + r + 1 ) T (ro - k + 1 )  (l <: k <: (ro]) ,  gk (ro) = O  (k > (ro])  

gk (ro) = ( 1 - : )r 
( 1 <: k < (ro]),  gk (ro) = O (k :;;;.. [ro) ) ,  

gk (oo) = C ; oo )\ 
показать, что соответственно в каждом из случаев 

где 

{J) 
а ( оо) = -+ s ( ro - 1 ) ,  "' r 

( 00 1 )г а ( оо) = 00 s ( оо - 1 ) ,  

(J) 
а ( оо) = 00 + 1 s ( оо ) , 

00 00 
s (oo) = � gk (oo) ck ' 

k = l  
а (ro) == � gk+ l (ro) ck .) k = l  

*) Доказательство предложений в примерах 2 и 3 с м .  Кук [6] .  
**) Классически'>!: примером ряда, суммируемого (С, 1 )  и н е  суммируемого 

� 8t vп 
матрицей Бореля, является ряд � Vn (Харди и Литтльвуд [ 1 ] ,  15). 

n= l  
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7 *) .  Показать, что матрицы 
(1) ( (1) + 1 ) (  (1) + 2) . . . ( (1) + k - 1 )  

go ((l)) = 1 • gk ((l)) = ((l) + r) ((l) + r + 1 ) . . .  ((1) + r + k - 1 ) 
(k ::;;;:.. 1 ,  r > О) ; 

(б) ak ((1)) = g (Ok(l)) - g (ek+ i(l)) (О < 6 < 1 ), 
где g (х) - та кая действительная возрастающая функция, что 

lim g (x) = A и lim g (x) = A + 1 ,  
х � о :t + oo  
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триводят к транслятивным преобразованиям. 
8 **). Если T-lim Zп существует и является транслятивным,  то T-lim Сп = О, 

еде Zп+ I  = со + CJ + . . . + Сп, и наоборот. 
Следовательно, для того чтобы Т-предел мог быть транслятивным для 

�анной последовательности { zп } , необходимо и достаточно, чтобы 
T-lim (zп+ 1 - Zп) = О 

при условии, что T-lim Zп существует. 
9. Предположим, что: 
(1) А и В - коммутативные Т-матрицы с К,-гранями М и N соответ

-ственно ; 
00 00 00 00 

(11) � 1 gp 1 МР и � 1 hp 1 NP сходятся и � gp = 1 ,  � hp = 1 ;  
р -0 р = О р =О р = О 

00 00 
( I I I)  матрицы а = � gpAP и Н = � hp BP иреобразуют обе последова-

р -о р = о 
тел ьности {zk+ l } и {zk } в сходящиеся последовательности и а транслитив-
пая для {zk } · 

Доказать, что Н будет также транслятивной для { z k } при условии, что 
O [H(ck)J = (aH) ( ck) и H[a (ck) J = (Ha) (ck)' где ck = zн 1 - zk. (Исполь
зовать пример 8 и (5.3, VII I) .) 

10 ***). Доказать, что средние арифметические и средние Борели абсолютно 
транслятивны для всех ограниченных последовательностей . 

1 1 .  Если А и В - такие Т-матрицы, что АВ и ВА абсолютно эквива
лентны для всех ограниченных последовательностей, то доказать, чтu соот
ветствующие А- и В-пределы совместны для всех ограниченных последова
тельностей. (Продолжить рассуждения в (5.2, 1) ,  начиная с (5,23) .) 

12 .  Если Т-м атрицы А и В абсолютно элвивалентны для всех ограничен
ных последовательностей, то АВ и ВА абсолютно эквивалентны для всех 
ограниченных последовательностей. 

13. Если нижние треугольные Т-матрицы А и В абсолютно эквива.чентны 
для всех (неограниченных) последовательностей {zп } , для которых 1 Zn 1 < 6n, 
где { 6n} - положительная монотонно возрастающая последовательность, то А В 
и ВА абсолютно эквивалентны для всех таких последовательностей. 

14 .  Если (общие) Т-матрицы А и В абсолютно эквивалентны для всех 
(неограниченных) последовательностей {zп}, для которых 1 Zn 1 < Оп, где {Оп}
положительная монотонно возрастающая последовательность,  и ряды 

*) См. Перрои ( 1 ]  и Дине [ 1 ] , 419. 
**) Относительно примеров 8 и 9 см. Дине [1 ] ,  422. 

***) См. Кук (6], 1 24. 
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' -

сходятся для каждого n, и если zn = А  (Z ) . z = В  (z ) такие, ЧТ() 
1 n n n 

j zn 1 <(: М6п , 1 � 1 <(: М'6п, где М и М' суть К,-грани А и В соответственно,. 
то В [А (zп )] - А [В (zп)] -+  О при n -+  со. 

15 *) . Если А и В абсолютно эквивалентны для всех ограниченных по
следовательностей и если С и D обладают этими же свойствами, то АС и BD, 
обладают этими свойства ми (А , В, С и D суть Т-матрицы). 

00 
16  **) . Пусть crn - транслятивная слева &-сумма ряда � ( n + Z - 1 ) zk,. 

k = O  
где n - целое положительное число. Доказать, что если crn существует длst 
данного значения z, то crn-l •  crn_2, . • •  , cr1 также существует для того же 
самого z (n :;;;.. 2) . Отсюда вывести, что если транслятивный слева 1-метод 00 
суммирует расходящийся ряд � ( n + Z - 1 )zk (n :;;;.. 1 ), то его обобщенная. 

k = O  
сумма будет «правильным»  значением ( 1 - z)- n. 

17 .  Если &-матрица О суммирует все расходящиеся ряды 
00 � ( п + z - 1  ) zk 

k = O  
для n :;;;.. 1 ,  каждый к его «правильному» значению ( 1 - z) - n , то показать� 
что О определяет транслятивный слева метод &-суммирования для всех таких. 
рядов (транслятивный в случае n = 1 ) .  

18 .  Пусть В - матрица Бореля ( е -;,
пk ) , а в<•> - матрица, полученнаst 

из нее заменой нулями всех элементов, за исключением тех, для которых 

(1 - Е 1) n <(: k <(: ( 1  + Е2) n, 

где О < е 1 < 1 ,  О < Е 2 < 1 . Показать, что в<•> абсолютно эквивалентна В для 
всех ограниченных последовательностей и что в<•> имеет бесконечное мно-

б 
u 1 1 ( 

жество л . с . и п . с. о ратных. Рассмотреть случ аи Е 1 = 3 ,  Е 2 = 3 с м. при-

мер 1 1  к гл. 4). 
19. Доказать ,  что матрица R = (rпk) (n, k = О, 1, 2, . . .  ) ,  удовлетворяющая 

условиям О < Г по < 1, lim Г по = 1, Гnk = (rпo)k+ l (k = О, 1, 2, . . .  ) ,  является n+oo 
транслятивной &-матрицей, которая суммирует любой степенной ряд во  всех 
регулярных точках, лежащих на границе его круга сходимости, к «nравиль
ному» значению. Рассмотреть в качестве примеров случаи, где Гnk равно: 

(!) 

(11) 

k+ l  
в n+l (0 < 6 < 1) ;  

p (k + l) (п + 2)
- !i+l (р > О) ;  

1 n+l 
здесь х n + l - главное значение fx. 

*) Пример дан Робинсоном. 
**) Примеры 1 6-21  даны Вермсом; пример 1 6  является обобще

нием (5.6, ll l) ,  а пример 17 является обратным результатом к (5.6, I I I) и при
меру 1 6. См.  Берме [ 1 ] , [2] и [3] . 
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00 - Л s 
20. Если ряд Дирихле � ake k (О < Л.k < Лн t. Лk -+ =· s = cr + it), 

k = l  
nредставляющий функцию / (s) ,  имеет конечную абсциссу сходимости cro, 
то "(-матрица L с элемента ми 

lnk = е 

-рЛk 
n (р > О, n, k = 1 , 2, 3, . . . ) 

.суммирует этот ряд во всех точках s0 = cr0 + it ее линии сходимости, когда 
j (sо + О) существует. Суммой ряда будет / (s0 + 0), т .  е . предел для f (so + •) 
при е -+ О по положительным значения м. Для частного случая ряда Дирихле 

00 р � :� мы имеем lnk = k - п. Матрица L для ряда Дирихле является анало

,k = l  
гом матрицы R для степенного ряда в примере 19 .  

21 .  Пусть Н = А С/, где А есть Т-матрица, а О есть "(-матрица. Если 
lim gnk _ gn стремится к пределу g при n -+ =· то показать, что 

Jl+ oo 
lim hпk - hп k+oo 

-стремится к тому же самому пределу g. Показать также, что Н совместна 

с О для любого ряда Z = � zk, для которого произведение А О  Z ассоциа
k 

·rивно; это применимо, в частности: (а) если А - матрица с конечными стро-
оо 00 

ками; (б) если двойной ряд � � an1g Jkzk сходится абсолютно. В качестве 
/ = 1  k = l  

nримера рассмотреть случай, когда А есть Т-матрица Бореля ( е-;п
k ) , 

(] есть "(-матрица Бореля 

Область суммируемости для двойного иреобразования А (OZ) будет более 
широкой, чем дJIЯ одного иреобразования OZ, а именно Re (z) < 1. 

22 -�) .  Дать примеры двух неотрицательных Т-матриц А и В с конечными 
строками, не удовлетворяющих ни одному из соотношений А ::::> В, В ::::> А,  
А "'  В, т .  е .  А и В несовместны. 

23. Дать примеры двух неотрицательных Т-матриц А и В с конечными 
строками и последовательности {zп ) , которая суммируется методом А к z' 
и методом В к z" =1= z' .  Так как {zп} суммируется А [В)  к z", то отсюда 
сле :1;ует, что А и А [В] будут несовместными, и таким образом, нельзя до
казать, что А ::::> А [Н], А [В] ::::> А или А "'  А [В] .  

24. Построить простой пример, показывающий, что включение В ::::> А [В] 
может не иметь места, и следовательно, В и А [В]  не обязаны быть взаимно
совместными даже в том случае, когда А и В - неотрицательные Т -матрицы 
с конечными строками. Однако если А и В суть Т-матрицы, то А [В] ::::> В, 
т.  е. В и А [В] совместны для всех последовательностей, которые суммируем ы  
методом В.  

*) Относительно примеров 22-28 см.  Агнью [5] ; о примере 25 с м .  
Агнью [4] . 
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25. Показать, что существуют Т-матрицы А и В с конечными строками, 

для которых не имеет места включение В :::> (АВ); следовательно, В и (АВ) 
не обязаны быть взаимно-совместными. Путем построения последовательности, 
суммируемой В и не суммируемой (АВ), для соответственно подобранных 
Т-матриц А и В показать, что включение (АВ) :::> В может не иметь места. 

26. Доказать (5. 7, VII). 
27. Положим для n = 1 ,  2, . . .  : 

ank = О (k =1= n2, n4, ns, . . . ) , 
ank = 2 -a  (k = n2a , кроме n = k = 1 , G = 1 , 2, . . . ) , 
а1 1 = 1 

и для n = 2, 3, . . . : 
bnk = О (k =1= n, k =1= n - 1 ), 

1 
bnk -= 2 (k = n, k = n - 1 ) ,  

Ьн = 1 ,  b1k = О  (k > 1 ) .  
Показать, что последовательность sn = (- 1 )n log n суммируема А [В] к О и 
не суммируема  (АВ). Следовательно, включение (АВ) :::> А [В] не имеет места 
для неотрицательных Т-матриц А и В. 

28. Показать, что в условиях теоремы (5.7, 1Х ): (1) А (В] и Х [В) ;  
(11) (АВ) и (ХВ) абсолютно эквивалентны для всех {sp}, для которых суще
ствует Tk для любого k .  

1 1 
П')ложим ап1 = - (n = 1 , 2, 3, . . . ), ann = 1 - - (n = 2, 3, 4, . . . ) , n n 

ank = О (k =1= 1 , k =1= n), 

blk = 2-q . 
blk = о, 
Ylk = 2- q . 
Ytk = 0, 

и для любого n > 1 

когда 
когда 

когда 
когда 

k = 4q - 3  (q = 1 , 2, 3, . . .  ) . 
k =l= 4q - 3  (q = 1 , 2, 3, . . .  ), 
k = 4q - 1 (q = 1 , 2, 3, . . .  ) . 
k =l= 4q - 1 (q = 1 ,  2, 3, . . .  ) 

ank = Ynk = 1 , когда k = n; bnk = Ynk = О, когда k =1= n . 
Доказать, что если sk = (- 2)q, когда k = 4q - 1 ,  и Sk = О, когда 

k =1= 4q - 1 , то Ип и Vn (в обозначениях (5.7, 1Х ) ) обе расходятся, если 
n -+ оо, пробегая последовательность 4q - 1 (q = 1, 2, . . .  ) , но А [В] и (АВ) 
абсолютно э квивалентны для последовательностИ {sk}, а в действительности 
для всех {sk}, для которых Tk существует для каждого k. 

Доказать еще, что последовательность {sk}, где sk = (- 2)q при 
k = 4q - 3; sk = О при k =1= 4q - 3, не суммируется А [ У) или (АУ), но (АУ) 
и А [ У ]  абсолютно эквивалентны для данной последовательности {sk} и в дей

' 
ствительности для всех {sk}, для которых Tk существует для любого k. 
( Т k и Т� имеют тот же смысл, что и в (5. 7, IX).) 

29. Показать, что Т-матрица, соответствующая -r-матрице Абеля 

(§ 4.3 (VIII)) gk (oo) = ( +00 1 )k 
(k = 0, 1 ,  2, . . . ) , будет ak (oo) = ook

k + l  00 (оо + 1 )  , 
(использовать следствие теоремы (4.6, Vl) ). Показать также, что эта 
Т-матрица абсолютно транслятивна для всех ограниченных последователь
ностей (см. § 8.7). 
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ЯДРА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

6. 1 .  Теорема Кноппа о ядрах 

Понятие ядра последовательности введено Кноплом [ 1 ] ,  ему при
надлежит основная теорема о ядрах последовательностей и их Т-пре
образований.  

Мы определим ядро R комплексной последовательности { s 11}  сле
дующим образом . 

Как известно ,  множество точек называется выnу!Слы.м, если оно 
полностью содержит отрезок прямой линии , соединяющей любые
две точки этого множества.  (Полное изложение теории выпуклых: 
множеств см. Боннезен и Фенхель [ 1 ] . ) 

Пусть Rn - наименьшая выпуклая замкнутая область комплексноВ 
плоскости , содержащая точки sn , sn + l •  sn +2 , • • •  , т. е. выnуi(..Д.(;tЯ. 
оболоч/Са этого множества точек ; тогда , оч�видно ,  

R1 => R2 => Rs => • • . • 
где R1 ::::> R2 означает (как обычно) , что R1 содержит R2 или совпа
дает с R2 • 

Пусть R = R1R2R3 • • •  - общая часть множеств R1 , R2 , R3, • • • , 
т. е. их пересечение . 

Область R содержит .мпожество D предельпых точе/С после
довательности { sп } ·  Действительно , пусть в - предельная точка { sп}  
и предположим , что lim sn 1 = s .  Возьмем любое положительное число р ,  

l+.oo . 
фиксируем его и определим. q  так , что(iы пq>р; тогда snq • snq+t , snq+2 , • • •  
принадлежат ·RP . Так как RP замкнуто , то оно содержит все предель
ные точки этой · последоватеJiьности , и следовательно, s принад
лежит RP. Так как р - произволькое число , то отсюда· и следует 
требуемый результат. 

Множество R, которое не9бходимо будет выпуклым и замкнутым, 
называется ядром последовательности { sn } . 

Если R состоит только из одной точки , то { sп }  сходится . Если 
R пустое (т. е .  не содержит конечных точек) , то последователь
ность { sп }  называется определенно рарходящейся, и в этом случае, 

1 1  Зах. 1223. Р. Кук 
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�ы будем обозначать Sn ,_, оо . Например *) ,  если sn равно n или ln , 
'Смотря по  тому, четное или нечетное n ,  то каждое множество Rn 
-содержит часть первого квадранта комплексной плоскости , остающуюся 
\"!осле удаления треугольной области с прямым углом в начале коор
динат; в этом случае легко видеть , что ядро R последовательности { sп } 
пусто , и следовательно , sп --- оо. Также,  если Sn = n + (- 1 )n ln2, 
то sn ,__ оо . Но если sn = пln , то любое Rn содеnжит все точки 
комплексной плоскости,  и в этом случае уже не имеет места соот 
ношение sn ,__ оо; если sn = ( - 1 )n , то каждое Rn состоит из отрезка 
действительной оси между - 1 и + 1 , так что в этом случае также 
не  будет sn ,__ оо . 

Если А - Т -матрица , то ядро R' А-преобразования каждой схо
дящейся последовательности { sn J совпадает с ядром R самой после 
довательности { sп }  и каждое из ядер R и R' состоит из одной точки ,  
являющейся пределом последовательности { sn } . 

Основная теорема,  принадлежащая Кноппу, о которой мы упоми
нали выше , заключается в следующем : 

Если А - неотрицательная Т -матрица, то ядро R любой 
последовательности { zп } ,  к которой применимо преобразова-
ние А,  содержит ядро R' последовательности {z� J .  полученной _ 
в результате А-преобразования последовательности { zп }  (Кнопп 
(1] , 1 1 5) .  

Доказательство этой теоремы,  данное ниже в (6. 1 ,  1 )  и (6. 1 , 1 1) , 
принадлежит Динсу (публикуется здесь впервые); теорема сначала
доказывается для действительных последовательностей и затем об
общается на  комплексные. 

Ядром действительной последовательности {хп } является отрезок 
т = (а , Ь) между верхним и нижним пределами а и Ь последовател, 
ности { хп } ·  

(6. 1 , 1 )  Если (апk) - неотрицательная Т -матрица, то ядро 
т ' = (а' ,  Ь') преобразованной последовательности { х� } ,  где 

00 

х� = � ankxk • содержится в ядре т = (а, Ь) действительной по 
k = 1 

следовательности { х n } . 
Мы должны показать,  что а -<: а' и Ь :;р Ь' .  Докажем последнее . 

. . Если Ь = оо, то это очевидно. Если Ь =F оо ,  то имеется не более 
•конечного числа значений п, для которых xn > Ь + е (е >  0), и 
.поэтому найдется положительное число т,  такое, что х k < Ь + е 
при k > т. Так как 

т 00 
х� = � ankxk + � ankxk • а l im ank = О 

k = 1  k = m + 1  n + оо 

*) Эти примеры даны Аrнью [6] . 
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для любого фиксированного k , то мы видим,  что х� и х; = � ankxk k � m + 1  
имеют одно и то  же nроизводное множество ,  и 

"" 
х; <: (Ь + Е) � ank � b + E nри n � oo. 

k = m + 1  
ибо (апk) - неотрицательная Т -матрица. Поэтому абсцисса любой 
nредельной точки nоследовательности х; не будет иревосходить Ь + Е. 
Принимая во внимание, что Е nроизвольно ,  мы  nолучаем Ь' <:: Ь. 

Далее , -а является верхним nределом nоследовательности ( -xk } и 
"" 

� ank (- xk) =-X� . k = 1  
Но, п о  только что доказанному, имеем - а' <:: - а, где - а' - верх
ний nредел 1- x� J , и следовательно , а <:: а' . Теорема доказана .  

Другое оnределение ядра комnлексной nоследовательности , данное 
Кноnnом , заключается в следующем . Всякая nрямая линия L дел.и.т· 
nлоскость на две nолуплоскости . Если множество точек S лежит 
полностью в такой полуnлоскости (несколыш или все точки могут 
лежать на самой линии L) ,  то мы будем говорить, что L является 
барьерной линией для S. В том случае , когда S не имеет барьерных 
линий , ядром множества S является вся nлоскость . Когда S имеет 
барьерные линии, ядром множества S является общая часть всех. 
полуnлоскостей ,  содержащих множество D nредельных точек S. 

Покажем , что оба определения ядра э"вивалентны *) . 
Пусть х - nоследовательность , Е - ядро х в nервом оnределении � 

D - производное множество х , F - общая часть всех nолуnлоско 
стей , содержащих D. 

1\\ы знаем , что Е ::> D и ,  очевидно ,  F ::> D; nокажем ,  что Е = F. 
(1) Пусть а не nринадлежит Е; тогда а не nринадлежит мно

жеству Rn (для некоторого фиксированного п) , и м ы можем nро
вести барьерную линию L ,  отделяющую а от Rn . Так как Rn ::> D 
(Rn замкнуто) , то L отделяет а от D. Следовательно, а не nринад
лежит F, и nоэтому Е :;, F .  

( 1 1 )  Ра3Делим nлоскость прямой L на  две части так, чтобы одна 
из nолуплоскостей , которую обозначим через Р, содержала D. 
L будет барьерной линией для D. Все точки nоследовательности {хп } • 
исключая , быть может, конечное число их,  лежат с той же стороны 
от  L ,  что и точки множества D, ибо  в противном случае нашлась бы , 
по крайней мере , одна nредельная точка , лежащая с противоnолож
ной стороны от L ,  чем множество D. Следовательно, существует 
такое т ,  что xm, xm+l • . . . nринадлежат Р. Значит, Rm лежит в Р, 

*) Доказательство и замечания после (6. 1 ,  I l )  о связи ядер с производ- · 
ными множествами даны Алленом. 

1 1 * 
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так что и Е лежит в Р. Таким образом , F :::> Е. Из включений Е :::> F 
Jf F :::> Е следует, что Е = F, и требуемый результат доказан *) . 

(6. 1 ,  1 1) Если (апk) - неотрицательная Т -матрица ,  то ядро R' 00 

тоследовательности { z� } . z� = � ankzk • содержится в ядре R 
k = l  

·комплексной последовательности { Zn } .  
Если R - вся плос кость, то  нечего доказывать . Если {zk } имеет 

барьерную линию вида х = а,  например , если l im xk = а, то 
k + oo 

00 
(6. 1 , I) показывает, что l im � ankx k � а, так что прямая х = а  

n + oo k = l  
являет ся барьерной линией и для ( z� } ·  Отсюда с.1едует , что если 
какая-либо прямая L, образующая угол е с положительным направле
нием мнимой оси, является барьерной для { zп } , то { e - tOzп } имеет 
·барьерную линию вида х = а, которая также является барьерной 
.линией и для { e - t6z� } · и таким образом , L является барьерной линией 
для { z� } · 

Следовательно , любая полуплоскость, содержащая D, содержит 
также и D', где D и D' - множества предельных точек соответ
ственно последовательностей { zn } и { z� } · Это и доказывает теорему. 

Мы видим ,  что : 
( 1 )  Если две последовательности имеют одно и то же про

азводное множество,  то они имеют одно и то же ядро (со
гласно второму определению) * *) .  

(2) Две последовательности могут иметь одно и то же ядро, 
но различные производные множества; например , последова н :ль-
ности { 1 , 0 , 1 , 0 , 1 , 0 , . . . } и { 1 . 0 ,  � ·  1 , 0 , . � . 1 , 0 ,  � ·  . . . } 
имеют ядрами отрезок [0 ,  1 ] .  

* )  Это доказательство справедливо тол ько для ограниченных последо
вательностей. В случае неограниченных последовательностей приведеиное 
здесь второе определение ядра является неполным, так как не введено 
nонятие барьерной линии производиого множества D в том случае, когда 
оно содержит бесконечно удаленную точку или состоит из нее одной, в то 
время как для самого множества S барьерные линии имеются. В силу этого 
все дальнейшие результаты этого параграфа, которые получены на основа
нии второго определения ядра, нужно считать доказанными только для 
ограниченных последовательностей. Что касается теоремы (6. 1 , 1 1 ) , то она 
справедлива для любых последовательностей, хотя приведеиное здесь дока
зательство нуждается в уточнении. См. , например, Х а р  д и, Расходящиеся 
ряды, стр. 7&:----79. (При.м. перев.) 

**) Для неограниченных последовательностей это неверно. Например, 
последовательности sn = (- l )n n, s� = (- l )n in, рассматриваемые в ком
плексной плоскости, имеют одно и то же производное множество, которое 
-состоит из одной бесконечно удаленной точки, однако ядром первой из них 
является вся действительная ось, а ядром второй - вся мнимая ось . 
.(Прим. перев.) 
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Возникает вопрос: если две последовательности имеют одно- и 
то же ядро, что можно сказать о их провзводных множествах? 
Ответ может быть выражен двумя способами , а именно в терминах 
первого и второго определения ядра . Мы дадим сначала ответ, исходя 
из второго определения . 

Две последовательности имеют одно и то же ядро тогда и 
только тогда, когда каждая полуплоскость, содержащая произ
fЮдное множество одной из последовательностей ,  содержит 
производное множество и другой .  

Действительно , предположим, что последовательности х и у 
имеют одно и то же ядро Е. Пусть D и D' - их производные мно
жества и пусть Р - полуплоскость , содержащая D. Тогда, по вто· 
рому определению , Р содержит Е, но так как Е �  D', то отсюда 
следует, что Р ::::> D'. Обратно,  пусть каждая полуплоскость , содер
жащая D ,  содержит также и D' и наоборот . Если а пр инадлежит Е, 
то а принадлежит любой полуплоскости , которая содержит D ( в  соот· 
вететвин со вторым определением) , и поэтому любой полуплоскости , 
которая содержит D'; следовательно , а nринадлежит Е', так что 
Е' ::::> Е. Аналогично Е �  Е', и таким образом , Е = Е' . 

Две последовательности имеют одно и то же ядро тогда и 
только тогда, когда любая выпуклая область , содержащая про
азводное множество одного из них,  содержит также производ
н.ое множество другого . 

Действительно , предположим , что х и у имеют одно и то же 
яр.ро Е и Р - выпуклая область , содержащая D. Если Р не содер 
жит D'. то найдется , по крайней мере, одна точка а из D', лежа
щая вне Р, и значит, существует барьерная линия, отделяющая а 

от D. Иначе говоря, существует полуплоскость , содержащая D, но 
не содержащая D' . Это противоречит предыдущему результату, 
т.ак как, ПQ предположению , х и у имеют одно и то же ядро. 

i Обратно,  пусть любая выпуклая область , содержащая D, содер
Жит т'акже и D' и наоборот. Тогда любая полуплоскость , содержа
щая D, содержит также и D' и наоборот; следовательно , х и у 
имеют одно и то же ядро . 

6.2. Некоторые теоремы Аrнью о ядрах 

Приведем некоторые теоремы Агнью о ядрах (Агнью [2 )  ) . 
В теории суммирования иногда рассматриваются Т-матрицы , удо-

влетворяющие условиям 00 

(г) lim � l ank 1 = 1
; n � oo k = l  

(д) для -каждого k a"k = О почти для всех п (т. е .  для каж
дого k элементы a"k = О , кроме конечного числа значений п) ; 

(е) 
00 

� a"k = 1 для любого n 
k = l  
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(см . Агнью [ 1 ] , [2 ] , Гурвиц [2 ] , [3 ]  ) . Ясно, что эти условия содер
жат в себе условия (а)' - (в)' теоремы (4. 1 , 1 1 ) .  Для дей.ствительных 
матриц имеет важное значение условие 

(ж) a"k � О для любых п и k. 

В теоремах (4.5 , 1 ) - (4.5 ,  Vl) матрицы удовлетворяют условиям (д) 
и (е) и не обязательно удовлетворяют (г) или (ж} . 

Следующие результаты указывают на некоторые свойства действи
тельных Т-матриц, удовлетворяющих условиям (д} , (е) и (ж). 

(6.2 ,  1) Для каждой последовательности { s" }  и каждой по
следовательности { z" }  точек из ядра { s" }  существует действи
тельная квадратная Т -.матрица ,  удовлетворяющая условиям. (д} . 
(е) и (ж) , которая преобразует { sk }  в последовательность ( а" }  ' 1 такую ,  что 1 z" - а" 1 < n (n = 1 , 2 ,  . . . ) . 

Пусть R"P - наименьшая выпуклая замкнутая область , содержа
щая точки s" ,  sn + t • • . • • sn+p • и пусть Rnoo - сумма множеств 
Rnt • R"2 Я."з • . . . ; тогда Rnp с R" ,p+ 1  с Rnoo для любого р . 

Можно показать , что Rnoo с Rn (Rп определено в начале пре
дыдущего параграфа) и что Rn с R�oo. где R�oo - множество , состоя
щее из точек Rnoo и предельных точек множества Rnoo· Учитывая. 
что Rn замкнуто , имеем : 

(6 . 2 1 )  

Так как Zn является точкой и з  R .  т о  zn Е R" для любого п. 
поэтому, согласно (6. 2 1 ) ,  мы можем выбрать а" и номер Pn такие. 

1 
что 1 Zn - а" 1 < n и а" Е Rn. pп для любого п. 

Так как R", Pn - замкнутый выпуклый многоугольник , вершинами 
которого являются все или некоторые из точек sn , sn+ t • . . •  , sn +pn • 

то мы можем взять три вершины ,  скажем sn +l'-n ' sn+Yn ' sn+"n' так . 
что�ы полученный при этом 10реугольник содержал an в качестве 
внутренней или граничной точки . Если s" , sn+ t • . . . , sn +p" лежат 
на одной прямой или совпадают, то многоугольник обращается в от
резок прямой линии или точку и вершины треугольника будут нахо
диться на одной прямой или совпадут. 

и 

Теперь 1\fЫ можем выбрать an и ��� такие , что 

O -<: an -<: 1 , O -<: �n -<: 1 

an = ( 1 - �") sn �" + an�nsn + •  + �n ( 1 - ап) sn+" • гп n n 
П реобразование 

хп' = ( 1 - �п) хп+ ... + ап�пХп+•  + �п ( 1 - ап) Хп+" гп n n 
удовлетворяет всем требуемым свойствам , что и доказывает теорему. 
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Отметим , что может не суuцествовать Т -матрицы , удовлетворяю
uцей условиям (е) и (ж),  при помоuци которой { sп }  преоб раэуется 
непосредственно в { zп } • даже в предположении ограниченности { sп } ·  

Применяя (6.2 ,  1 )  и метод докаэательства (4.5 ,  1 1 ) ,  м ы  п олучим : 
(6.2, 1 1 )  Для каждой последовательности { sп } и каждого зам

кнутого .множества А,  содержащегося в ядре { sп } •  существует 
действительная квадратная или треугольная Т -.матрица, удо
влетворяющая условиям (д) , (е) и (ж) ,  которая преобразует { sп }  
в последовательность , имеющую А_  .множеством своих предель
ных точек. 

Так как ядро любой последовательности является эамкнутым мно
жеством , то множество А может совпадать со  своим ядром .  Ваяв 
в качестве А одну точку, мы получим : 

(6.2 ,  I I I) Для каждой последовательности { sп }  и любого по 
стоянного числа а из ядра { sп }  существует квадратная или 
треугольная Т -.матрица ,  удовлетворяющая условиям (д) , (е) и (ж) , 
«оторая преобразует { sп }  в последовательность , сходящуюся к а .  

(См . также примеры 3-6 к гл . 6 . )  

6.3. Определенно рас ходящиеся последователь ности 

Нашей ближайшей эадачей будет рассмотрение условий, при кото
рых ядро последонательности или ее преобраэования при помоuци 
Т-матрицы будет пустым (Агнью [6] , 1 78- 1 84) .  

Мы сначала эаметим , что если sn ,_, оо, то 1 sn 1 --+ оо. Действи
тельно, sn ,_, оо оэначает, что ядро R последовательности { sп } пусто . 
·так как R является обuцей частью монотонно убываюuцей последова
тельности R1, R2 ,  R3 ,  • • •  эамкнутых множеств , то отсюда следует , 
что для каждого г > О мы можем выбрать соответствуюuцее N,  
такое, что RN не содержит ни  одной точки круга 1 sn 1 -< г . Тогда 
1 Sn 1 > г при п .>- N и, эначит, 1 sn 1 --+  оо . 

Пример sп = (- 1 )п п покаэывает, что условие l sп ] --+ oo  не влечет 
sn ,_, оо. Если все точки sn лежат внутри угла ,  меньшего 'lt ,  и 
1 sn 1 --+  оо ,  то sn ,_, оо , однако обратное утверждение не верно , как 
это видно иэ примера sn = п + (- l )n ln2• В этой последователь
ности 1 sn 1 --+ оо и sn ,_, оо ,  однако не суuцествует угла ,  меньшего 'lt, 
в котором лежали бы все точки этой последовательности. 

(6.3, 1) Для того чтобы последовательность { sп }  была опре
iJеленно расходящейся (sп ,_, оо ) , необходимо и достаточно, чтобы 
существовал такой угол �. что 

l im Re (sпel�) = + оо . (6.3 1 ) 
n :.. oo 

Если условие (6 . 3 1 )  выполняется , то для любого М > О можно 
выбрать такое N , что Re (s�el'�') > М при n .>- N. Таким обраэом,  
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ядро {sпе1'1' } не  может содержать точек с действительной частью , 
меньшей М ,  так что ядро последовательности { sпе1'1' } пусто . 

Так как ядро последовательности { s n }  представляет собой повер
нутое ядро последовательности { sпе1ч> } , то ядро { sп } также пусто ,  
т .  е .  sn ,.._, оо , что и доказывает достаточность условия . 

Докажем необходимость.  Пусть sn ,.._, оо . Тогда , в силу выпук
лости Rn , в Rn существует единственная точка Р п • ближайшая к на
чалу координат О ,  и если мы положим Pn = Pne1'�'n, где Рп > О и 
- 'lt < f.Pп � 'lt, то l im Рп = + оо . Выберем такое N, чтобы Рп > О 

n + oo  
при п > N. Когда п > N. прямая Ln, проходящая через середину OPn 
и перпендикулярная к ОР п • не может пересекать Rn , в противном 
случае из выпуклости Rn вытекало бы ,  что Р n не  является ближай
шей к началу координат точкой из Rn . Следовательно , точка О и 
область Rn лежат по разные стороны от прямой Ln. 

Рассмотрим сначала случай, когда существуют такие n и n' , что 
при n > п' > N f.Рп =F f.Pn' .  В этом случае прямые Ln и Ln• делят 
плоскость н а  четыре области (клина) и область Rn лежит в клине W, 
вертикально противоположном клину, содержащему О. Если мы 
возьмем в качестве r.p угол , на который должны быть повернуты 
точки плоскости для того , чтобы биссектриса угла W совпала по 
направлению с положительным направлением действительной оси. 
ТО МЫ ВИДИМ , ЧТО 

lim Re (sпе 1'1') = + оо . n + oo  
Если f.Рп = f.Pn' для всех n ,  n' , для которых n > n' > N, мы 

возьмем r.p = - f.Рп для фиксированного n ,  удовлетворяющего условию 
n > n' > N. и придем к тому же заключению . 

(6.3 ,  1 1 )  Если две последователыюсти {sn } и { s�} удовлетво-
ряют условию 

l im j s n - s� J = О, 
n + oo  

(6.32) 

то их ядра R и R' совпадают. 
Это будет доказано. если мы установим, что 

R' c. R  и R c. R' .  
Для дqказательства включения R'  c:. R  мы возьмем точку z' из  R' 

и предположим , что z' Е R. Тогда найдется такой номер р , что 
z' Е Rp. Пусть z" - точка (единственная) из RP ' ближайшая к z'. 
Положим 

сх = z' + �- (z" - z') , 

и пусть 1 z" - z' 1 = 3d; тогда 

2 
� = z' + з <z" - z') . 

1 сх -
z' 1 = 1 � - � 1 = 1 z" - � 1 = d. 
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Выберем q > р так , чтобы 1 sn - s� 1 > d при п > q. Пусть Lu. 
и L� - прямые, проведеиные в точках et и � перпендикулярно к пря
мой z'z" . Тогда точки из RP и, следовательно , все точки sq , sq+ 1 ,  

sq+2, • • •  отделены от  z' прямой L�;  отсюда следует , что все точки 
· '  ' ' ' й L С ' - R

' sq'  sq+ 1 , sq+2 '  • • •  отделены от z прямо и.· ледовательно,  z Е q 

и ,  значит, z' Е R' .  . 
Полученное противоречие показывает, что R' с R. Аналогично 

R c R' , и теорема тем самым доказана .  
(Как обобLЦение этого результата с м .  пример 1 к гл . 6 . )  
В следуюLЦих теоремах этого параграфа Т-матрица будет пред

полагаться нижней треугольной и комплексной . 
(6.3 ,  I I I) Для того чтобы нижняя т ре угольная f -матрица А 

обладала тем свойством , что sn ,_, оо влечет crn ,_, оо , где crn 
есть А-преобразование последовательности { sn } , необходимо 
и достаточно , чтобы существовала положительная константа К, 
такая, что 

(6 . 33) 

для любого п и любого k > К. 
Достаточность условий немедленно следует из того факта , что 

теорема Кноппа о ядрах остается справедливой и в том случае ,  если 
условие неотрицательности (апk) для любого п и k заменить усло
В,Ием (6 . 33) (см . доказательство (6. 1 , 1) и (6. 1 ,  1 1 )  * ) .  

Для доказательства необходимости нам потребуется несколько 
лемм . 

Л е м м а 1 .  Если нижняя треугольная Т -матрица А обладает 
СВОйСтВОМ, что Sn ,__, 00 влечет crn ,...., 00, то найдется ЧиСЛО К1 
такое , что 

(6 . 34) 

для любого п и для k ;> К1 • 
Пусть А - нижняя треугольная Т-матрица ,  для которой условие 

(6 . 34) не имеет места . Тог да мы построим последовательность 
sn = xп + iYn • для которой хп --+ + оо. так что sn ,__, oo, в то время 
как соотношение о п  ....... оо не будет иметь места . 

Чтобы указать , как определяются элементы этой последователь
ности , мы предположим , что нами уже определены номера 

1 = по <  "'1 < п1 < . . . < "'р- 1  < пр- 1 •  
и предположим , что sk уже определены для 1 <;: k <;: nP _ 1 •  

*) Ссылка н а  доказательство теоремы (6. 1 , II) н е  корректна Си. сноску 
переводчика перед теоремой (6. 1 ,  1 1 ) .  (Прим. ред.) 
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Выберем '�р > пР _ 1 таким , чтобы 
np - 1  

� а, k sk � р' k� l 

'р 
1 - � а,Р ' k < 2р 1 Р � ip2 1 , 

k = np-l + l 

и положим sk = p + tp2 для пР_ 1 < k -<. '�p· Тогда 

так что 

np -l Р 
а, = � а, , k sk + (p + tp2) � а, , k • Р k = l  Р k = np _1 + l Р 

np-l 
1 а,Р - (р + lp2) \ -<. � а.Р ' k sk + 

k = l  
'р 

[ гл .  6 

� 1 1 1 
+ I P  + lp2 i • 1 - � а!р · k < 2jj + 2Р = Р • 

k = np - l + l 

В,ыберем теперь kP и пр так , чтобы для них выполнялось нера
венство 'IP < kP .<,. пР и а пр. kp = Ь + lc (с действительное) , где с < О. 
Положим sk =P ('�р < k .<,. пР,  k =l= kp) ,  skp = p + x + ly,  где х 
и у - действительные числа , подлежащие определению. 

Полагая 
'р пр 

et + i� = � anp· k sk +Р � anp• k 
k = l  k = vp+l 

(et и � действительные) , мы видим, что 

anp = et +  l� + <b + ic) (х + ty) = (et + bx - cy) + l (� + сх + Ьу). 
Воаьмем действительное число V Р так , чтобы оно удовлетворяло 

условиям vp .<,. -р и cVP - bet - с� > О , и определим х и у И3 
уравнения 

anp ==: (а + Ьх - cy) + i  (� + сх + Ьу) = lVP. 
Тогда 

так что 

(Ьх + а.) cx = Vp - � - b -с- , 
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или 

ОПРЕДЕЛЕННО РАСХОДЯIЦИЕСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

(Ь2 + с2) х 
= cVP - (Ьа. + с�) .'> 0. 

1 7 1  

Таким образом , х ."> О, и следовательно,  R. e  ( skp) :?:-р .  Продол

жая таким путем , мы построим последовательность целых положи-
7ельных чисел (номеров) 

1 = п0 < v1 < п 1 < v2 < п2 < . . . 
и последовательность 

{
sk

} 
так , что 

R.e (sk) > р (пр- l < k <: пр) .  (6 . 35) 

Последовательность fап } •  полученная от преобразования последо
вательности { sп } при помощи матрицы А,  будет удовлетворять усло
виям 

(р = 1 ,  2, . . .  ) ,  (6 . 36) 

где ер --+- 0  и VP <: -p. 

Из (6 .35) мы имеем sn "__ оо . Но из (6 .36 ) ,  (6.3, I I )  и того факта , 
что ядро последовательности содержит ядро каждой ее подпоследо
вательности , следует , что ядро R' последовательности { ап J содержит 
ядро последовательности r �p } . где 

-r:p =P + lp2 (р = 1 , 3, 5, . . .  ), �p = lVP (р = 2, 4, 6 ,  . . . ) . 

Так как 1 �Р 
1 --+- оо и {�р } имеет бесконечное множество точек 

на полупараболе z = х + tx2 (х :;;;::. О) и бесконечное множество точек 
на отрицательной части мнимой оси , то отсюда видно, что ядром { �п } 

является замкнутая полуплоскость R.e (z) ."> О. Следовательно , ядро R' 
содержит эту полуплоскость, и таким образом , соотношение an '""' оо 
не имеет места . Лемма доказана .  

Если нижняя треугольная Т -матрица А обладает таким свойством , 
что sn "__ оо влечет an "__ оо , то комп.лексно сопряженная матрица 
(апk) также обладает этим свойством , и тогда , по лемме 1 ,  найдется 
такое к2 > к1. что 

Im (апk) .'> О  для любого п при k > К2 , 
т. е .  

Im (апk) <: О  для любого п при k > К2• 

Из сопоставления этого результата с леммой 1 следует 
Л е м м а 2. Если нижняя треугольная Т -матрица А обладает 

свойством., что sn """' оо влечет an """' оо , то существует та«ое 
число К2 , что 

Im (апk) = О для любого п и k > К2 • (6 . 37) 

Мы завершим доказательство теоремы (6.3 ,  I I I ) ,  если докажем 
следующую лемму. 
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Л е м м а 3 .  Если нижняя треугольная Т -матрица А удовле
творяет условию (6 . 3 7) ,  но не удовлетворяет условию (6 . 33) .  
то существует действительная последовательность { sп } из не 
отрицательных элементов ,  такая , что sn -+ + оо .  в то  время 
_как ядром R' последовательности { ап } • полученной в результате 
А-преобразования последовательности { sп ) , является вся дей
ствительная ось . 

Выберем К2 так , чтобы выполнялось условие (6 . 37) ,  и положим 
sk = о для 1 -< k< к2 .  

Предположим , что уже определены номера 

к2 = по < v1 < п1 < v2 < п2 < . . . < vp- 1 < пр- 1 

и s11 для 1 <: k <: пр- 1 " Выберем vP > пР_ 1 таким , что 

и положим sk = р для пР_ 1 < k <: '�р· 
Тогда 

так что 

а = •р 

np-1 'р 
� � 1 1 1 J a,P - p J <:  � a,p , k sk +Р 1 - � a,p, k < 2p+2ji = p ·  
k�l k�np-l +1 

Выберем теперь kP и пР так, чтобы vP < kp <: пР и anp• llp < О . 
Положим sk = P для vp < k <: пp (k =F kp) , s11P = p + x. где х 

выбрано таким ,  что х � О и 

'р 11р 
апр = � anp. k sk +P � an , k + anp• kp x < -p. k = l k = •p +l р 

Продолжая таким же образом дальше, мы определим последова
тельность номеров К2 = п0 < v1 < п1 < v2 < п2 < . . . и последова
тельность { sп } действительных неотрицательных чисел , дли которых 
s�� �p:  

1 (пр_ 1 < k <: пр) ,  а,р >Р- р • апр < -р (р = 1 , 2 , . . .  ) . 

Легко видеть ,  что sn -+ + оо и что ядро R' последовательности 
{ ап } состоит из всей действительной оси .  Это доказывает лемму 3 . 
откуда окончательно следует (6.3 ,  I I I ) .  
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При доказательстве теоремы (6.3 ,  I I I) было показано,  что если 
нижняя треугольная Т -матрица не удовлетворяет условию (6 . 33) ,  то 
найдется последовательность { s11 } ,  для которой Re (s11) -+ + оо , в то 
время как соотношение а11 ,___ оо не имеет места . Из этого замечания 
и того факта , что Re (s11) -+ + oo влечет s11 --- oo ,  получаем : 

(6.3 ,  IV) Для того чтобы нижняя треугольная Т -.матрица :А 
.могла обладать те .м свойством , что Re (s11) -+ + оо влечет а11 ,__, оо ,  
uеобходи.мо и достаточно , чтобы существовало такое число К. 
что 

(6 . 38) 

для любого п и k > К. 
Из (6.3 ,  1 1 1) и (6.3 ,  IV) следует (и это можно показать непосред

ственно с помощью (6.3 ,  1) ) ,  что класс нижних треугольных Т -ма
триц, обладающих тем свойством ,  что Re (s11) -+ + оо влечет а11 ,___ оо . 
совпадает с классом нижних треугольных Т -матриц, обладающих 
свойством , что 811 ,___ оо влечет а11 ,._, oq, 

Условие (6 .38) не я вляется необходим.ым ,  если рассматривать. 
только действительные последовательности { s n }  . . П римером может 
служить Т-преобразование 

(6 . 39) 

где матрица преобразования является диагональной ; если 

и следовательно, а11 ,___ оо , хотя (6 . 38) и не  имеет места . 

6.4. Теорема о ядрах ограниченных последовательнос тей 

При доказательстве теоремы Кноппа о ядрах ,  приведеином в (6. t ,  I) 
и (6. 1 ,  1 1 ) ,  была установлена только достаточность условий того . 
чтобы ядро А-преобразования последовательности { z11 }  содержалось. 
в ядре первоначальной последовательности ( z11 } ; в этом параграфе 
будут даны необходимые и достаточные условия для некоторых 
классов матриц и последовательностей . 

Приведем сначала результат , относящийся к произвольны.м по
следовательностям , но  только к нижним треугольным .матрицам 
(Агнью [6] , 1 34) .  

(6.4 ,  1 )  Для того чтобы нижняя треугольная Т -.матрица А 
обладала таки.м свойством, что ядро R любой последователь
ности ( s11 } содержало бы ядро R' последовательности {о11 } ,  по
лученной в результате А - преобразования { s11 } , необходимо и 
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достаточно , чтобы существовало такое число К. что 

ank = R.e (апk) :;> О 
для любого n и для k :;> К *). 

(гл. 6 

(6 .4 1 )  

Достаточность условий следует из доказательства теорем (6. t ,  I) 
и (6. t ,  I I ) . Чтобы доказать необходимость , мы заметим , что если 
условие (6 .4 1 )  не имеет места , то , как это было показано при до
казательстве (6.3, Ш), найдется последовательность { sп J с пустым 
ядром R, в то время как R' содержит , по крайней мере , одну точку, 
так что включение R' c. R не имеет места . 

Только что упомянутая последовательность { sn } была неограни
ченной .  Если рассматривать только ограниченные последователь
ности , то условие (6 . 4 1 )  не является необходимым для того , чтобы 
ядро последовательности { sn J содержало ядро А-преобразования . 

, В самом деле ,  матрица преобразования (6 .39) не удовлетворяет 
условию (6 . 4 1 ) , однако , '  согласно (6.3 ,  I I ) ,  ядро всякой ограниченной 
последовательности совпадает в этом случае с ядром преобразован 
ной последовательности . 

Следовательно, для ограниченных последовательностей должна 
быть отдельная теорема .  Впервые она была доказана Агнью ( (6 ) , 1 84) 
только для нижних треугольных матриц ,  причем его доказательство 

, основано на некоторых результатах Гурвица ,  установленных для 
нижних треугольных матриц. Но эти результаты легко распростра
нить на общие бесконечные матрицы , так что доказательство Агнью 
теоремы о ядрах также может быть распространено и на эти матрицы . 
Способ доказательства указан в примерах 1 0- 1 3  к гл . 6 и осно
вывается на примере 9 к этой же гл аве (см . также Агнью [ 1 4] ) .  

Мы приведем здесь доказательство этой теоремы (для общих 
бесконечных матриц) , принадлежащее А. Робинсону **) .  

(6.4 ,  I I) Для того чтобы Т -.матрица А была такой , что ядро 
любой ограниченной последовательности ( sп J  содержит ядро по
следовательности ( crп J , полученной в результате А-преобразова
ния [ s" } ,  необходимо и достаточно, чтобы 

00 
l im � 1 ank 1 = 1 . 

n + oo  k = 1  
(6 .42) 

(!) Для того чтобы установить достаточность , нам потребуется 
следующая лемма : 

Л е м м а  1 .  Если в комплексной плоскости любой круг , со
держащий данное замкнутое выпуклое .множество S, также 

*) В настоящее время теорема доказана во всей полноте, т. е. получены 
необходимые , и достаточные условия, которым должна удовлетворять произ
вольная Т-матрица А, чтобы ядро любой последовательности содержало ядро 
А-преобразования. См. обзорную статью в конце книги. (При.м. перев.) **) П убликуется здесь впервые, 
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содержит другое данное выпуклое .множество .Е, то .Е содер
жится в s. 

Действительно , предположим , что существует точка  а Е .Е *) , 
не принадлежащая S. Тогда , по свойствам выпуклых множеств , су
ществует прямая линия 1 ,  отделяющая а от S, т. е .  а лежит в одной 
иа полуплоскостей , определенных при помощи 1 ,  а S находится 
в другой полуплоскости и 1 не имеет общих точек с S. Мы дока

жем , что существует круг С, касающийся 1 и содержащий S. Тогда С 
не может содержать а ,  и лемма тем самым будет докааана . 

Так как S - аамкнутое множество, то оно находится на некото � 
ром расстоянии 8 от 1. Пусть 11 - прямая,  параллельная 1, отстоящая 

. � 
от 1 на расстоянии 2 и находящаяся от нее с той же стороны ,  что 

и S. Так как S ограничено ,  то оно может быть ааключено в квад
рат ABCD, имеющий одной иа сторон , например AD, часть линии 11 •  
На продолжении АВ (АВ перпендикулярна  к AD) выберем точку Е 

4а2 - !12 
такую , что АЕ = d > 411 , где а - длина стороны квадрата . 

Тогда круг С- с центром в Е, касающийся 1, будет искомым.  
Действительно , если r - радиус окружности � С, мы имеем 

1 -
r = d +2 8 ;  точки А и В лежат, очевидно ,  внутри С. Также 

DE = Va2 + d2, но d8 > a2 - � 82, так что r2 = (d +{ ау > 

> a2 + d2, т .  е .  r2 > DE2• Таким обрааом,  D (а поэтому и С) ле
жит внутри С. Следовательно , С касается 1 и содержит S, что и до
кааывает лемму. 

Д о к а а а т е л ь  с т в о д о с т а  т о ч н о с т и у с л о в и я (6 . 42) .  
Пусть ядро последовательности { sn } содержится в круге радиуса R 
с центром в начале ,  т. е. для любого ааданного е >  О 1 sk 1 <;: R + в.  
при всех k > k (е) . По данному 8 > О м ы  выберем п = п (8 ,  е) такое , 
что 

!1 
1 ank 1 -<  k (е ) max 1 sk 1 k <,k (о) 

( 6 . 43) 

для любого k <;: k (е) и п > п (8 , е) * *) .  Если условие (6 . 42) выпол 
няется , то найдется число п0 такое , что 

00 
� 1 ank 1 < 1 + а  для любого п > по .  

k = 1 
(6 . 44) 

*) а Е :Е означает (как обычно), что а принадлежит :Е. 
**) Правая часть неравенства (6.43) равна оо, если sk = О  при k -<  k (е ) . 

Во избежание дальнейших осложнений вместо max 1 sk 1 лучше взять 
max { 1 sk 1 + 1 }. (При..м. ред.) k <, k (•) 
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Следовательно , _для любого п > max [п0 , п (а . е)] мы имеем из (6 .43) 
и (6 . 44): 

/ 0п / = 1 � an11sk l < l k'f aпksk i+ J � anksk l< k � 1  k � 1  k-k (•) + 1  
<: a + ( l + aHR + e) = (R + e) + a ( l + R + e) .  

Но для фиксированного е величина а ( 1  + R + е) -+  О вместе с а ,  
а так как е произвольно , то  отсюда следует. что любая предельная 
точка последовательности { ап } содержится в круге 1 z 1 = R; то же 
самое верно и для ядра последовательности { ап } ·  

Рассмотрим теперь круг радиуса R с центром в произвольной 
точке z0 , содержащий ядро последовательности { sп } ·  Тогда круг 
радиуса R с центром в начале координат будет включать ядро по-
следовательности {sп } .  где sn = sn - Zo · Следовательно,  ядро после· 
ловательности { �n } ,  являющейся А-преобразованием последовательности 
{� } . будет также содержаться в круге / z 1 = R. Но 

CXJ CXJ сх: 

an = � anksk + zo � ank = �n + zo � ank • k � 1  k � 1  k � 1  
откуда , принимая в о  внимание , что А есть Т -матрица , следует, чтn 

"п - (;п + z0) -+ О при п -+ оо. Это в свою очередь влечет, что про
изводные множества последовательностей { ап } и { ;п + z0} совпадают. 
Так как ядро {-;п } содержится в круге / z 1 <: R, то отсюда следует, 
что ядро {ап + zo} содержится в круге радиуса R с центром в z0; 
то же самое верно и для ядра последовательности { ап } . 

Мы показали ,  что всякий круг комплексной плоскости , содержа
щий ядро последовательности { sп } • содержит также и ядро после
довательности { ап } · Отсюда ,  согласно лемме 1 ,  следует , что ядро 
последовательности { ап } содержится в ядре последовательности { sп } ·  

Достаточность условия (6 .42) доказана. 
( 1 1 )  Для доказательства необходимости нам потребуется другая 

лемма .  
Л е м м а 2 .  Пусть двойная последовательность 

S = {4n) } (п, k = 1 ,  2, . . . ) 

ограничена в своей совокупности, т. е .  / Xkn) / < М  для всех п 
а k ,  и пусть У - проазвольная предельная точка последователь-

оо 
ности Yn = � ankx�n> , где (апk) есть Т -.матрut(а. Тогда сущест

k = 1  
вует последовательность (xk } . элементами которой служат 
алементы из последовательности S, такая , что У будет пре-

оо 
дельной точкой последовательности :Vп = � апk xk . k - 1  
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По предположению, существует последовательность целых положи
тельных чисел п, (r = 1 , 2, . . .  ) ,  где n1 < n2 < n3 < . . . , такая , 
что l im Yn = У. Для того чтобы определить {xk } • фиксируем k1 r�oo r 
такое , что 

00 

� 1 an,, k i < 2� . 
k = k,+1 - (n ) и определим xk для 1 <: k <: k1, nоложив xk = Xk ' .  Затем выбе-

рем r2 так , чтобы 
1 

1 ап, •• k 1 < 4Mk1 
для 1 <: k <: k1 , и определим k2 > k1 , чтобы оно удовлетворяло 
условию 

после чего определим xk для kt < k <: k2, положив xk = х�пr.) . 
Теперь мы выберем r3 > r2 так, чтобы 

1 \ ап, •. k 1 < ВМkз 
для 1 <: k <: k2 ,  

и определим k3 > k2, чтобы выполнялось условие 
00 

� 1 ап, •• k \ < 8� ' k = ka+1 
после чего определим xk для k2 < k <: kз. положив xk = х�'·> . и т. д. 

Последовательность {�k } будет состоять из элементов последова
тельности S,  и мы получаем : 

Yn, = � an, . kxk = (
k
�1 + � + � ) an,P. kxk . р k = 1  р k = 1  k = kp- 1+1 kp+ 1 

По определению xk , имеем xk = x�'p) для kP _ 1 + 1 <: k <: kP , 
где k0 = О, r1 = l , поэтому 

I Yn - Yn J = l � an . k (xk- x�'p)) \ =  'Р 'Р k = 1  'fJ 

так что 

= l (
k
�

1
+ � ) aп, . k (xk - x�'P) ) \ . k = l  k = kp+1 р 

1 - _ 1 / k 2М + 2М _ _  1_ � 0 
У",р У",Р � р- 1 2Pkp - tM 2Р М - 2р-2 при р � 00 .  

12 Эак. 1223. Р. Кук 
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Следовательно , l im Yn = l im Yn = У , и лемма доказана . р--'1-оо r Р р--'1-оо r Р 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о н е о б х о д  и м о с т и у с л о в и я (6 .42) .  Опре-

делим {x�n> j ,  положив x�n ) = e- i  arg ank , если ank =1= О ;  x�n) = 1 � 
если ank = О. Тогда 

Если условие (6 .42) не выполняется , то существует предельна� 
точка У последовательности {Уп )  такая , что У >  1 .  С другой сто
роны ,  согласно лемме 2 ,  существует последовательность { xk ) ,  состоя
щая из соответствующим образом подобранных элементов xkn) , 
А-преобразование которой Yn имеет У предельной точкой. Но 1 х):> 1 = 1 
для всех n и k ,  следовательно, все члены последовательности { xk } 
содержатся в единичном круге с центром в начале координат, а зна
чит, и ядро { xk } также содержится в этом круге . Это приводит нас 
к противоречию, так как оказывается , что ограниченная последова-
тельность {xk ) , ядро которой содержится в единичном круге ,  пре
образуется матрицей А в последовательность (у n ) , которая имеет 
предельные точки вне этого круга , и значит, ядро цоследователь-
ности Cv п } не  содержится в ядре (х n J .  

Теорема доказана полностью . 

6.5. Две теоремы Робинсона об абсолютной эквивалентности 
и ядрах 

Две теоремы , данные в этом параграфе и принадлежащие А. Ро
бинсону *) ,  тесно связаны с (6.4 ,  1 1 ) ,  а также с (6. 1 ,  1) и (6. 1 ,  1 1 ) .  

(6.5,  1 )  Ядро А-преобразоваиия любой ограиичен,н,ой последова
тельиости ( sп )  содержится в ядре ( sп )  тогда и тольuо тогда , 
иогда Т -.матрица (апk) абсолютн,о аuвивалеuтuа uеотрицательuой 
.матрице (Ьпk) для всех ограиичен,н,ых последовательuостей .  

( 1 )  Д о к а з  а т е л ь  с т в о д о с т а т о ч н о с т и .  Пусть 
00 

an = � ank8k • k = l  

00 
а' = � ь ksk . n k = l  n 

Если 1 sk J < М для любого k ,  а А и В абсолютно эквивалентны 
для всех ограниченных последовательностей , то , согласно (5 .4 ,  1 ) .  
имеем : 

00 

1 an - а� 1 < М � / ank - bnk 1 � О при n � оо .  k = l  

*) Публикуется здесь впервые. 
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По (6.3,  1 1 )  ядра последовательностей {�11} и {�� } в этом случае 
совпадают. Но по теореме Кноппа о ядрах ядро {��} содержится 
в ядре { s11 ) ,  так как (Ь1111) - неотрицательная Т-матрица. Следова
тельно ,  ядро { а11 }  содержится в ядре { s11 } . 

( 1 1) Д о к а з  а т е л ь  с т в .о н е о б х о д  и м о с т и. Положим Rp (z) = 

= Re (z) ,  если Re (z) � О ; R (z) = О , если Re (z) < О , и R. (z) = 
= Re (z) - RP (z) . Если Ь1111 = Re (а1111), то В = (Ь1111) является Т -матри
цей , причем А и В абсолютно эквивалентны для всех ограниченных 
последовательностей. Действительно , если это не так , то 

ао 
l im � J lm (а1111) 1 > О .  

n + oo  k = l 
(6 . 5 1 )  

Положим xk"> = 1 ,  если lm (a1111) � 0 . и xk">.o= - 1 ,  если lm (a1111) < О. 
ао 

Тогда последовательность {У11 } , у11 ��� a1111xkn> ,  будет такой,  что 
00 

Im (у11) = � J lm (а1111) J ,  и из (6 .5 1 )  следует , что {У11 } имеет предель-
k = l  

ную точку с н е  равной нулю мнимой частью . Тогда и з  леммы 2 
к теореме (6.4, 1 1 )  получаем , что последовательность {х11 ) , элемен
тами которой являются ± 1 ,  может быть определена таким способом, 
что ее А-преобразование имеет предельную точку с отличной от нуля 
мнимой частью , хотя ядро {х11 ) , очевидно,  состоит только из действи
тельных точек . Это противоречит предположению , что ядро А-пре
образования (и,  следовательно, множество всех его предельных точек) 
содержится в ядре первоначальной последовательности . 

Теперь мы покажем , что Ь1111 и с1111 == Rp (a1111) абсолютно эквива
лентны для всех ограниченных последовательностей. В самом деле , 
если это не так , то 

00 
l im � 1 R (а1111) J > О . 

n + ao  k = 1  
(6 .52) 

Положим 4"> = 1 , если R (а1111) < О , и xkn> = О ,  если R. (а1111) = О.  
Тогда 

ао ао 

un == � bnkxkn) = - � 1 R (апk) J ,  k = l k = l 

а соотношение (6. 52) показывает , что { и11 } имеет предельную точку 
с отрицательной абсциссой . Снова применяя лемму 2 теоремы (6.4, 1 1 ) ,  
мы можем определить последовательность {xk } такую , что xk равны о 
или 1 ,  а ее В-преобразование (а следовательно, и ее А-преобразова
ние ,  так как А и В абсолютно эквивалентны для всех ограниченных 

1 2* 
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последовательностей) имеет предельную точку с отрицательной абсцис
сой , хотя ядро (х11} ,  очевидно,  состоит только иа точек с неотрица
тельными абсциссами .  Следовательно , В и С,  а поэтому С и А абсолютно 
эквивалентны для всех ограниченных последовательностей , причем 
С - неотрицательная Т -матрица . 

Теорема докааана.  
В следующей теореме матрица А предполагается действительной. 
(6.5 ,  1 1 )  Ядро А-преобразования любой последовательности { s11 ) ,  

для которой 1 sk 1 < вk . где вk -- 00 при k -- 00 ,  содержится в ядре 
последовательности { sk )  тогда и толысо тогда , когда действи
тельная Т -матрица (a11k) абсолютно эквивалентна неотрицатель 
ной матрице (bnk) для всех { s11} . для которых 1 sk 1 -<:  вk и ряды 

сходятся для каждого п .  

00 
� 1 ank - bnk 1 вk k = 1  (6 .53} 

(1} Д о к а а а т е л ь с т в о д о с т а т о ч н о с т и .  В обоаначениях 
(6.5, 1), (1) 

00 

1 an - а� \ < � 1 ank - bnk l вk -. 0  k = 1  (п -. оо) ,  

согласно (5.5,  1) ,  если А и В абсолютно эквивалентны для всех { sk ) •  
для которых 1 sk 1 < вk . вk -- 00 при k -- 00 , и все три ряда в (6 .53) 
сходЯтся для каждого п .  Дальше докааате)!ьство продолжается точно 
так же , как в (6.5 ,  1} , (1) .  

( 1 1 )  Для докааательства необходимости нам потребуется следующая 
лемма , являющаяся обобщением леммы 2 теоремы (6.4 ,  1 1) :  

Л е м м а .  Пусть двойная последовательность S = { x�n> } 
(п , k = 1 ,  2 ,  . . . ) удовлетворяет условию 1 x�n) 1 < вk для любого п ,  
где вk -. оо при k -. оо, и пусть А - матрица такая , что 

00 
l im ank = о  для любого фиксированного k и ряд � 1 ank 1 вk cxo-

n -')> oo  k = 1  
дится для любого п .  Пусть У - произвольная конечная предель-

00 
ная точка последовательности {У } , у = � а 11х<kп> (если су ще-п n k = l n 
ствует хотя бы одна такая точка) . Тогда существует 
последовательность {xk ) , алементы которой принадлежат S, 
такая , что У является предельной точкой последовательности 

00 
Yn ==� ankxk . k g 1  
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со 
Мы сначала заметим ,  что � an;;xk сходится для любого n, так k = l  

как элементами { �} являются элементы х�п> (п = 1 ,  2 ,  3 ,  . . .  ) . 
со 

а 1 4n) 1 -<  б k ' г де � 1 ank 1 б k сходится для каждого n .  
k = l  

По условию , найдется последовательность целых положительных 
чисел р1 < р2 < Рз < . . . такая, что l im Ур = У . Пусть MN - верх-

п � со n 

няя грань чисел б11 для 1 <: k <: N.  Для того чтобы определить {xk } •  
мы возьмем сначала k 1 , удовлетворяющее условию 

и положим xk = х��> для 1 <: k <: k1 • Затем мы выберем r2 > 1 .  
1 

чтобы оно удовлетворяло условию 1 аР,,. k 1 < 4k1 Mk, для 1 <: k <: k1• 
что возможно, так как l im ank = О для любого фиксированного k.  

n � co  
Теперь мы определим k2 > k1 так , чтобы 

со � 1 аР,,. k 1 б k < � , 
k - k,+ 1 

и положим xk = xiPr, } для kt < k < k2 . Выберем затем Гз > r2 таким. 
чтобы оно удовлетворяло условию 

после чего определим k3 > k2 из условия 

со 

� 1 аР,,. k 1 бk < � 
k = k8+ 1 

и положим xk = x�r.) для k2 < k < kз и т .  д. 
Все элементы xk удовлетворяют тому условию , что для каждОГ() 

нз них можно указать такое n ,  что х k = х�п> . 
Мы имеем : 

со ( km-1 km со ) 
у = � а . kxk = � + � + � ар . kxk . Prm k = l  Prm k = 1 k = km_1+1 k = km+1 'т 
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Но •
. 

no определению, xk = x�Prm) для km_ 1  + 1 < k < km, где k0 = О , 
r 1 = 1 ;  следовательно , 

/ Ур,т- Ур,т / = � aPrm' k  (xk - x�Prm)) 1 = 
= (

k
�

1 
+ � ) aPrm' k (xk - х�Рrт)) < 

k = 1  k = km+1 
__., k 

2Mkm- 1 + __:_ = _I _ --+  0 � m- 1 2mk - М 2m 2m-2, при т --+  оо . 
т 1 km_ 1  

Таким образом , 

и лемма доказана .  
Д о к а з а т е л ь с т в о н е о б х о д  и м о с т и . В обозначениях (6.5, 1 )  

' ank == bnk • так как здесь (апk) предполагается действитель ной ; 
(апk) и (спk) абсолютно эквивалентны для всех { sп } • для которых 
1 sk 1 < вk. где вk удовлетворяют условиям теоремы . Действительно , 
если это не так , то 

со 
нm � i R (aп11) 1 вk > о . n � co  k = 1  (6 .54) 

Положим x�n) = 811 , если R (ап11) < О; 4п> = О, если R (ап11) = О . Тогда 

со со 

Yn = � bnkx�
n) = - � I R (aп11)\6k . k-1  11 = 1  (6 .55) 

со 
(а) П редnоложим , что последовательность (Xn == � 1 R (апk) 1 вk k = l  

имеет конечную nредельную точку с nоложительной абсциссой . Тогда 
из (6 .55) следует , что {Уп } имеет конечную nредельную точку 
с отрицательной абсциссой . Согласно лемме мы можем опреде· 
лить {xk } так , что xk = вk или xk = О , а ее В-nреобразование 
(а следовательно , и А-преобразование) имеет nредельную точку 
с отрицательной абсциссой ,  хотя ядро самой nоследовательности ( xk } •  
очевидно ,  состоит только из точек с неотрицательными абсциссами.  

Следовательно , А и С абсолютно эквивалентны для всех { sk } •  
ДЛЯ КОТОрЫХ 1 Sk 1 < 6k , Где 6k удОВЛеТВОрЯеТ УСЛОВИЯМ теоремы, 
а С- неотрицательная Т -матрица . 

(б) П редположим теперь,  что {�Хп }  имеет nредельными точками 
только + оо и (возможно) О. Если единственной предельной точкой 
является О, то теорема доказана .  Если это не так , то, по предполо
жению , найдется такая последовательность положительных целых 
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чисел n1 < n2 < n3 < . . . , что l im a.n = + со. Определим после
r +  оо r 

донательность {x�n) J ,  полагая x�n) = О  для всех k ,  если n не является 

элементом последовательности { nr } (r = 1 , 2, . . . ); x�nr )  = _!!!_ , если 
IJ.nr 

R. ( anr• k) < О,  и x�nr) = О, если R (anr• k) = О. Тогда 

= � а x(nr) = - � j R (anr• k) l бk = - 1 У nr � nr • k k � а • 
k = l  k = l  nr 

ro 
и таким образом , последовательность у = � а kx�n) имеет - 1 пре-п k�l n 
дельной точкой , в то время как все x�n) неотрицательны .  

Теорема доказана.  
Условие теоремы не является необходимым , если (апk) - ком

плексная матрица .  Действительно , если А и В не являются абсолютно 
эквивалентными для всех { sп } , для которых 1 sk 1 -<;:  6k , где 6k удовле
творяет условиям теоремы , то 

(6 . 56) 

Положим х�) = 6k ' если Im (апk) :;> О, и x�n> = - 6k, если 
Im (апk) < О. Тогда 

00 
Im  (Уп) = � 1 Im  (апk) l 6k 

k�l 
и из (6 .56) следует , что {Уп } имеет предельную точку с отлично!\ 
от нуля мнимой частью . 

Однако R.e (Уп) может стремиться к + со  и ядро последователь
ности {Уп }  будет пустым , так что в этом случае применение леммы 
с xk = ± 6k не приводит к противоречию *) . 

6.6. Теорема Штейнгауза и ядра 

Два результата , приведеиных в этом параграфе, касаются теоремы 
Штейнгауза и принадлежат Агнью ( (6 ] , 1 84- 1 86). Теорема Штейн
гауза (4.4 ,  I I I) может быть также сформулирована следующим образом : 

Соответственно для каждого Т -преобразования А существует 
ограниченная последовательность { sп } ,  такая , что ядро ее 
А-преобра� ования { ап } содержит более одной точки . 

Первая из теорем этого параграфа , а именно (6. 1 , 1 ) ,  показывает, 
что невозможно специализировать Т -матрицу А и ядро R. последова-

*) Фактически здесь утверждается только тот факт,  что проведеиное 
доказательство неприменимо для комплексных матриц. (При.м. перев. и ред.) 
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тельности { sп } в том направлении, чтобы ядро R' ее А-преобразова
ния было подмножеством ядра R. (В связи с (6.6, I) и (6.6 ,  II) см . 
пример 1 5  к гл . 6 . )  

(6.6, I)  Если А- нижняя треугольная Т -.матрица и Е - не
пустое за.м"нутое .множество в "о.мпле"сной плос"ости , то 
.существует последовательность {sп } точ.е" из Е, та"ая , что 
.множество Е8 предельных точ.е" последовательности { sп } совпа
дает с Е, а .множество Еа предельных точ.е" последовательно
сти { ап } • являющейся А-преобразование.м последовательности { sп J • 
.содержит Е, т. е . Еа :::> Е8 = Е. 

Пусть сх1 , � • • • •  - последовательность , элементы которой образуют 
подмножество множества Е, всюду плотное в Е. Обозначим элементы 
nоследовательности 

по порядку через � 1 •  �2 • • • •  Таким образом, множество предельных 
точек последовательности �1 • �2• • • • состоит из множества сх1 ,  сх2 , • • • 
и его предельных точек (ер .  (4.5 ,  I I ) ) и ,  значит, совпадает с Е, так 
t<ак множество сх1 ,  сх2 , • • •  всюду плотно в Е. 

Выберем п1 таким,  чтобы 

111: положим sk = �1  для 1 -<.  k -<. п1• Когда уже определены п1 < п2 < . . . 
. . . < пр_ 1 и sk для 1 -<.  k -<.  np- l • мы выберем пР > np_ 1 так, чтобы 

np-1  пр 
�Р - � aпp. ksk - � anp . k�p < 2� • 

k = 1  k = пр-1+1 
и положим sk = �Р для nP_ 1  < k -<.  пр. Мы видим , что для опреде
ленной по индукции последовательности { sn J выполняется не равен
ство � �p - anp / < 2-Р , а последовательности { sп } и {оп } обладают 

свойствами ,  указанными в формулировке теоремы . 
Если множество Е в теореме (6.6 ,  I) еще и выпукло,  то ядро R 

последовательности { sп } • построенной при доказательстве (6.6,  1 ) ,  
(;О впадает с множеством Е, и мы имеем : 

R' � Ea => E8 = R = E. 

Если , кроме того , А является треугольной Т -матрицей , удовле
творяющей условию (6 . 4 1 ) , то в дополнение к R' => R  мы имеем 
и R' с: R. Таким образом,  мы получаем : 

(6.6 ,  I I)  Если А - нижняя треугольная Т -.матрица, удовле
творяющая условию 
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для любого п и k > К, то для иаждого непустого заминутого 
выпуилого .множества Е ио.мплеисной плосиости .можно по
строить последовательность { sп )  таиую, что ее ядро R и ядро R' 
ее А-преобразования { :7п }  оба совпадают с Е, т. е . R' = R = E. 

Из (6.4,  1 1 )  и (6.6 ,  1) следует , что (6.6 ,  1 1 )  остается справедливой 
при замене условий (6.6 1 )  условием (6 .42) для нижних треугольных 
Т -матриц А, если в дополнение к требованиям , наложенным на Е, 
потребовать еrце его ограниченность . 

(Некоторые другие результаты о ядрах см . Пиранин ( 1 ] , Рафф ( 1 ] .  
Вини [ 1 ] ,  Аллеи [ 2] ;  с м .  также примеры 1 6- 1 9  к гл . 6 ,  при
меры 3-6 к гл . 8 . )  

Примеры к главе 6 

1 *) . Если { s n } и { s� } - ограниченные последовательности, такие, что 

lim 1 8 n - 8� 1 = О, n � oo  
а А есть Т-матрица, то показать, что А-преобразования последователь 
ностей { 8n ) и {8� } имеют одно и т о  ж е  ядро. (Фактически этот результат 
имеет место и в том случае, когда А есть К,.-матрица, столбцы которой 
явлчются ну ль-последовательностями.) 

2. Проиллюстрировать (6.3, 1), положив Sn = n при n четном и Sn = nl 
при n нечетном. 

3 **) . Показать, что для каждой неограниченной последовательности { 8п } 
и каждой последовательности { an } найдется квадратная Т-матрица, удовле
творяющая условиям (г) - (е) § 6.2, которая иреобразует { 8п } в { ап } ·  

4. Доказать, что для каждой неограниченной последовательности { 8n } 
и каждого замкнутого множества F комплексной плоскости можно указать 
квадратную или треугольную Т-матрицу, удовлетворяющую условиям (г)-(е) 
§ 6.2, которая преобразует { 8п )  в последовательность, имеющую F м ноже
ством своих предельных точек. Отметить частный случай этой теоремы, 
когда множество F состоит из одной точки а. 

(Использовать пример 3 и метод доказательства (4.5, 1 1).) 
5. Показать, что для каждой { 8п } ,  которая не состоит только из одного 

повтоуяющегося элемента при n > n0 и сходится к 8, и каждой {ап } .  схо
дящеися !( 8, существует квадратная Т-матрица, удовлетворяющая усло
виям (г) - (е) § 6.2 и иреобразующая { sп } в { ап } · 

(Если sn - s, то каждое Т-преобразование последовательности { 8п } 
опять является последовательностью, сходящейся к s. Возникает вопрос: 
существует ли какое-либо ограничение на последовательн�сть { ап ) ,  имеющую 
пределом s, в которую обращается { sп }  в результате Т-преобразования?) 

б. Показать, что соответственно для каждой сходящейся последователь
ности { sп } ,  имеющей по крайней мере. один отличный от нуля элемент, 
и каждой последовательности { ап ) ,  которая сходится к тому же самому 
значению, существует квадратная Т-матрица, удовлетворяющая условию (г) 
§ 6.2, которая иреобразует { sп }  в { ап } · · 

, 

*) Пример принадлежит Аллену. 
**) Примеры 3-6 см. Агнью [2J . 
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7 *). Пусть an = � anksk. Матрица (апk) называется вполне регулярной, 
k=l 

если она является Т-матрицей и иреобразует всякую действительную по
следовательность { sk } , sk - + oo. в действительную последовательность { ak } 
;акую, что ak - + оо. Доказать,  что условие ank � О для почти всех k **) 
является необходимым и достаточным, чтобы действительная нижняя тре
угольная Т-матрица (апk) была вполне регулярной. 

(Что не всякая Т-матрица является вполне регулярной, даже если она 
дейс твительная, видно из следующего примера: 

2 ап = - (sl + s2 +  • . .  + sп) - sп. n 
Положив Sn = п, м ы  имеем Sn - + оо, в то время как an = 1 и, значит, 

lim an = 1 )  
n � oo  

8. В обозначениях примера 7 показать, что условие ank � О для почти 
всех k является необходимым и достаточным, чтобы действительная нижняя 
треугольная Т-матрица (апk) обладала свойствами: 

( 1 )  lim an � lim Sn или ( 1 1 )  IIm an < lim Sn 
п+оо n � oo n � oo  n � oo  

при условии, что пределы справа конечны. 
Е ели потребовать выполнения обоих неравенств (1) и (1 1) ,  то мы полу

чаем задачу о ядре действительной последовательности; если оба предела 
в правых частях неравенств конечны, то последовательность {sп } ограни
чена, а из (6.4, 1 1 )  известно, что необходимым и достаточным условием, чтобы 
неравенства (!) и ( 1 1 )  имели место, в этом случае является условие 

00 

� 1 ank 1 -joo 1 при n -joo оо, 
k = l 

9 ***). Колебанием последовательности { sk }  называется величина Q (s) = 
= lim 1 Sт - Sn 1 .  

т ,  n + оо  
Для сходимости последовательности { sп } .  очевидно, необходимо и доста

точно , чтобы �� (s) = О. 
Доказать следующие результаты: 

, ( 1 ) для того чтобы !.! (s) было конечным, необходимо и достаточно, 
чтобы последовательность { sп }  была ограниченной; 

(2) для того чтобы общая бесконечная Т-матрица А = (апk) удовлетво
ряла условию Q (а) < �� (s) для любой { sk } •  к которой применимо А-преоб
разование и где { ап }  есть А-преобразование последовательности { sk } , необ
ходимо и достаточно, чтобы 

00 
lim � 1 ank 1 = 1 . n � oo k = l 

*) Примеры 7 и 8 см. Гурвиц [2] и [3) . 
**) Ср. с условием (д) § 6.2. Условие, наложенное на матрицу в приме

рах 7 и 8, имеет тот смысл, что отрицательные элементы могут находиться 
только в конечном числе столбцов. 

***) См. Гурвиц [3] . Гурвиц получил приведенный здесь результат для 
нижних треугольных Т-матриц. Обобщение на произвольные Т- матрицы см. 
Агнью [8 ] .  
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10 *). Пусть (ajk) - действительная Т-матрица, удовлетворяющая условию 
00 

А; = � 1 aik 1 -+ 1 
k · l  

при 1 -+  оо; положим Pik = aik• если aik :;;;.. О; Pik = О, если aik < О ;  - nik = 
= aik• если aik < О; Щk = О, если aik > О, и положим еще 

00 00 
Р1 = � Pik• N1 = � Щk· 

k = l  k = l 
Доказать, что Р1 -+ 1 ,  N1 -+ О при 1 -+  оо. 
1 1 . Используя примеры 9 и 10, доказать: для того чтобы ядро любой 

ограниченной последовательности содержало ядро А-преобразования этой 
последовательности (А = (ajk) - действительная Т-матрица), необходимо ' и достаточно, чтобы А 1 -+ 1 при 1 -+ оо. 

(Отметить, что условие Q (а) ..;;;;;: Q (s) является необходимым, но не доста
точным, чтобы ядро { ап } всегда содержалось в ядре {sп } .) 

12. Пусть (ajk) - комплексная Т-матрица, a/k = bjk + icjk ,где bJk и"ciko 
действительные, и пусть 

00 00 
в} = � 1 ь Jk 1 · с} = � 1 с Jk 1 · . k = l  k � l  

Показать, что (bjk) является Т-матрицей и что (cjk) - К,-матрица с преде-оо 
лами по столбцам ak = О и а = lim � CJk = О. Если А} -+ 1 ,  то, применяя 

i .... 00 k = 1  ' ' неравенство Минковского, показать, что В 1 -+ 1 ,  с1 -+ О при 1 -+ оо. 

13. Из примеров 1 1  и 12 вывести, что ядро А-преобразованияi (совер
шаемого посредством комплексной Т-матрицы (апk) ) любой ограниченной 
последовательности { sп }  содержится в ядре первоначальной последователь-

оо 
ности тогда и только тогда, когда Aj = � / aik 1 -+ 1 при 1 -+ оо. 

k = l 
14 **) . Другое доказательство теоремы в примере 13 может быть полу- , чено следующим образом. Предположим, что а =  lim А 1 > 1 ;  тогда: или 

} .... 00 
( 1 )  ь = lim в} > 1 ,  или 

J .... 00 
, - ' 

( 1 1 )  в1 -+ 1 ,  но с = lim С1 > О (в обозначениях примера 1 2) .  
j .... oo 

В случае ( 1 )  показать, что можно построить такую последовательность 
{sk } ,  sk = ± 1 ,  что ее В-преобразование имеет Ь предельной точкой, т. е. 
некоторые предельные точки последовательности, полученной после А-ире
образования, имеют большую действительную часть по сравнению с действи
тельной частью любой точки первоначальной последовательности. 

В случае ( 1 1 )  показать, что можно построить такую последовательность 
{ sk } ,  sk = ± 1, что ее С-преобразование имеет с предельной точкой, и таким 
образом, существует действительная последовательность, А-преобразование 
которой имеет комплексные предельные точки. 

*) Из решения примеров 10-13 вытекает второе доказательство (6.4, 1 1), 
о чем упоминалось непосредственно перед теоремой. 

**) Пример дан Динсом. 
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Иллюстрировать случай (11), положив 

(- 1 )k+l 
с jk = -'------:'----} (1 < k < }), с jk = о 

Sk = (- 1 )k+l 

[гл. 6 

(k > }), 

и взяв в качестве (bjk) матрицу средних арифметических. Тогда А-преобра· 
зование последовательности { sk ) имеет i единственной предельной точкой. 

1 5  *). Обобщить (6.6, 1) и (6.6, 1 1 ) с нижних треугольных матриц на 
общие Т-матрицы. 

16.  Показать, что матрица А, в которой lim ank = О, иреобразует вся· 
n � oo  

кую ограниченную последовательность в нуль-последовательность тогда 
и только тогда, когда 

00 
� 1 ank 1 - О при n -+ со. 
k = l 

{Этот результат принадлежит Шуру [ 1 ] ,  теорема I I I; см.  также Рафф [ 1 ] .) 
17 **). Доказать, что Т-матрица А иреобразует всякую ограниченную 

последовательность { s n } в последовательность, ядро которой совпадает 
.с ядром ( sп ) ,  если существует пермутатор Р (§ 1 .5) такой, что 

00 
� 1 ank -Pnk 1 -+ О при n -+ со, 
k = l 

'Т. е. если существует пермутатор, абсолютно эквивалентный А (§§ 5. 1 ,  5.4) 
для всех ограниченных последовательностей. (У честь, что пермутатор оста
вляет ядро последовательности без изменения, а затем использовать при· 
,мер ( 1 6) и (6.3, 1 1 ) .) 

1 8. Доказать ,  что Т-матрица оставляет ядро любой ограниченной после
довательности без изменения тогда и только тогда, когда: 00 

( 1 )  � 1 ank 1 -+ 1 при n -+ со; 
k = 1 

( 1 1 )  для любой бесконечной последовательности натуральных чисел Pl 
{i = 1 ,  2, . . . ) число 1 является предельной точкой последовательности 

00 
Un = � an, Р . 

i = l l 
(Эта теорема является обобщением результата, содержащегося в при

мере 17, в том направлении, что указанные условия являются как необходи
мыми, так и достаточными.) 

19.  Доказать , что если А удовлетворяет условию (1) примера 18, то 
-тому же условию удовлетворяет и Ап, где n - любое целое положительное 
число, а если А удовлетворяет обоим условиям ( 1 )  и ( 1 1 )  примера 1 8, то и An 
удовлетворяет этим условиям. 

*) Пример дан Роджерсом.  
**)  Примеры 17-19 даны Алленом; относительно 1 8  и 19 см .  Аллеи [2], 

<1 также Рафф [ 1 ] и Вини [ 1 ] ,  [2].  
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ПРОБЛЕМЫ НЕЭФФЕКТИВНОСТИ БЕСКОНЕЧНЫХ МАТРИЦ 

7. 1 .  Незффекти вные матрицы, левосторонние 
обратные которых являются Jr7-матрицами 

В § 5 .2  было дано определение круга применения К7-матрицы А . 
.Множество всех последовательностей иэ круга применения матрицы А, 
t<оторые суммируются этой матрицей , мы будем наэывать эффектив
ной областью матрицы А .  Так , эффективная область К -матриц 
включает все сходящиеся последовательности . Если класс последо
вательностей { zk } принадлежит эффективной области матрицы А ,  
то А наэывается эффективной для класса { zk } ; в противном слу
чае А наэывается не эффективной для класса { zk } .  

В этой главе мы дадим достаточные условия для матрицы , чтобы 
она могла быть неэффективной: ( 1) для всех расходящихся последо
вательностей;  ( 1 1 )  для всех ограниченных расходящихся последова 
rельностей ; ( l l l) для всех рядов Тэйлора вне  их круга сходимости 
(Кук и Дине [ 1 ] ) . 

Блиэкие к проблеме эффективности вопросы рассматриваются 
также в гл. 8 .  

В § 7 . 4  будет отмечено любопытное явление суммируемости по
средством матрицы ряда Тэйлора в точке (или в .множестве изоли 
рованных точек) вне  круга сходимости; это явление носит промежу
точный характер между неэффективностью во всех точках вне круга 
сходимости и эффективностью в области , лежащей вне круга схо
димости . 

Мы начнем с рассмотрения класса вполне неэффеuтивных К
матриц, т .  е .  К-матриц, которые не суммируют ни одну расходя
щуюся последовательность *) .  Докажем следующие два реэультата . 

(7. 1 ,  1) Если К-матрица А с uонечны.ми строuа.ми и.меет л . с . 
обратную -1А ,  uоторая является К-матрицей с uонечны.ми стро
яа.ми , то А вполне неэффеuтивна. 

*)  См. также примеры 16-18 к гл. 7 .  
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(7. 1 ,  1 1)  Если К-матрица А имеет л .  с . обратную -1А, "ото
рая является К-матрицей, то А неаффективна для всех огра
ниченных расходящихся последовательностей .  

Предположим , что для данной расходящейся последовательности 
{zk } и двух данных К-матриц А и В имеет J.�есто равенство 

�1 bni с; aikzk) = �1 (�1 bniaik) Zk , (7 . 1 1 ) 

т .  е .  предположим , что порядок суммиров ания JloiOжeт быть изменен 
без нарушения сходимости и изменения суммы . 

Если А иреобразует {zk } в сходящуюся последовательность (za . 
то в левой части (7 . 1 1 ) мы получаем сходящуюся последователь
ность (п = 1 ,  2, . . .  ) ,  так как Б есть К -матрица . Поэтому в правой 
части мы также получаем сходящуюся последовательность , т .  е . про
изведение матриц ВА преобразует {zk } 6 сходящуюся последователь
ность . В частности , если В является л .  с .  обратной -1А для А 

(и ,  значит , -1 А есть К -матрица , так как, по предположению , В есть 
К-матрица) , то правая часть (7. 1 1 ) обращается в Zn • а { zп } •  по пред
положению , расходится , хотя , согласно проведеиным выше рассужде
ниям , она должна сходиться . Следовательно , допущение «А преобра
зует { zk } в сходящуюся последовательность» не имеР.т места в том 
случае , когда -1А существует и является К-матрицей . 

Таким образом ,  задача нахождения классов неэффективных матриц 
сводится, в частн ости , к определению классов матриц и последова
тельностей,  к которым применимы проведеиные выше рассуждения .  

В нашем случае, т .  е .  когда А и В - обе К -матрицы с конеч
ными строками , условие (7 . 1 1 ) выполняется для любой последова
тельности { zk } ·  Оно также имеет место и для любой пары К- матриц, 
если {zk } является ограниченной последовательностью . Отсюда и сле
дуют теоремы (7. 1 ,  1) и (7. 1 ,  1 1 ) . 

П ервый из этих результатов , очевидно , применим и для частич
ных сумм любого ряда Тэйлора вне его круга сходимости . Можно 
легко обобщить (7. 1 ,  1 1 )  на  неограниченные последовательности , если 
заметить,  что условие (7 . 1 1 ) выполняется для {zk } , лежащих внутри 
круга применении В (А] , согласно (5.2 ,  IV) . Таким образом , мы 
получаРм : 

(7. 1 ,  l l l) Если К-матрица А имеет л . с . обратную - 1А , кото
рая является К-матрицей , то А неаффективна для всех расхо
дящихся последовательностей, лежащих внутри. круга примене-
ния преобразования А-1  [А] .  

Мы можем сделать и дальнейшие обобщения , предпо rtа гая -lA 
К,-матрицей вместо К-матрицы , но ограничиваясь случаем , когда А 
является матрицей с конечными строками .  
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(7.1, IV) Если К-матрица А с �онеttными стро�ами имеет л .  с 
обратную - 1А, являющуюся К,-матрицей с �онеttными стро�ами, 
то эффе�тивная область А не содержит неограниttенных после
совательностей ; в ttастности , А неэффе�тивна для любого ряда 
Тайлора вне его круга сходимости . 

Согласно условиям теоремы м ы  имеем иа (7 . 1 1 ) : 
ln kl 

� - 1anl � alkzk = Zn · l = 1  k = 1  
(7 . 1 2) 

Предположим , что А преобрааует расходящуюся последовательность 
{ zk )  в сходящуюся последовательность {z� J . z� -+ Z' .  Обоаначим верх
нюю грань \ z� J череа Ь. По предположению,  

ln � \ - lant l -< М для любого n > n0, 
l = l  

так что модуль выражения в левой части (7 ; 1 2) н е  превосходит МЬ. 
Но выражение в левой части (7 . 1 2) равно zn • поэтому, если верхняя 
грань 1 zn 1 больше, чем МЬ, то мы получаем противоречие . Это всегда 
имеет место , когда верх няя грань l zn l  бесконечна .  

Если s n (z) - п-я частичная сумма некоторого ряда Тэйлора .i z 
лежит вне круга сходимости , то (Дине [ 1 ) ,  353) 

l im l sп (z) / = oo.  
n + oo  

Теорема докааана . 

7.2. Не9ффективные матрицы, левосторонние обратные которых 
не  являются К,-матрицами 

Матрица средних арифметических имеет единственную двусторон
нюю обратную 

а;;111 = О  (k =F n, k =!= n - 1 ) ,  a;;nt = n, a;_ 1
n _ 1 = - (n - 1 )  

(см . § 2 . 1 ) .  Эта обратная матрица удовлетворяет условиям (б)' и (в') 
теоремы ( 4. 1 , Il). Действительно, lim a;;i = О для любого фиксиро

n + оо  n 
ванного k и l im � a;;i = 1 .  Однако a;;i не удовлетворяет условию (а)' 

n �oo k = 1  
теоремы ( 4. 1 ,  I l ) ,  так как 

n 
� J a -1 J = (n - l ) + n = 2n - 1  
11 · 1  n 

неограниченно воарастает вместе с n, т. е. обратная не является 
К,-матрицей, 
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Теперь  мы докажем следующую теорему: 
(7.2 ,  1) Если К-матрица А с конечными строuами имеет л. с .  

обратную - t А также с uонечными строками, uоторая удовле
творяет условию 

(7 . 2 1 )  

то А неаффеuтивна для всех последовательностей {zп } •  таuих, 
что 

(7 . 22) 
в частности, А неаффективна для любого ряда Тайлора вне ио 
круга сходимости.  

Мы ограничим - tA условием , что для достаточно больших п 
in 
� \ - tant 1 .<;: 1Jn 

i = 1  

для любого 1J > 1 ,  что эквивалентно условию (7 . 2 1 ) . И з  (7.2 1 )  сле
дует: 

где z; имеет тот же смысл , что и в §  7 . 1 ,  так что верхняя грань 1 z; 1 
конечна , и следовательно , корень п-й степени из нее стремится к 1 
при  п --+  оо .  Но последнее не равенство и условие (7 .22) противоре
чивы , как это следует из (7 . 1 2) ,  что и доказывает основное утвержде
ние теоремы .  Отметим, что условию (7 .22) удовлетворяют частичные 
суммы sn (z) любого ряда Тэйлора , когда z находится вне круга схо
димости (Дине [ 1 ) ,  353 , [4] ) .  

Теорема доказана. 
По-видимому, трудно улучшить условия (7 . 2 1 )  так , чтобы К-ма

трица А была неэффективной для любого ряда Тэйлора вне его 
круга сходимости.  Однако следующий результат показывает, что если 
ограничения подобного типа несколько ослабить , то А будет неэф
фективной для любого ряда Тэйлора вне большего (концентрического) 
круга , чем круг сходимости , так что таким путем можн о определить 
предельную область возможной аффеuтивности . 

Мы предположим ,  что - l А удовлетворяет условию 
in 
� 1 -'lani 1 .<;: 1Jn 
l = 1 

не для любого 1J > 1 цри ,п >. п0! а только для некоторого фикси
рованного 1J > 1 .  
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Без ограничения общности можно считать радиус сходимости ряда 
Тэйлора равным 1 .  

(7.2 ,  1 1) Если .матрица А с ионечны.ми строиа.ми имеет л .  с .  
обратную -lA таиже с ионечны.ми строиа.ми , иоторая удовле
творяет условию 

для не"оторого фиn:сированного 7J > 1 , то для любого ряда Тай
лора с радиусом сходимости , равным 1 ,  .матрица А не эффеи
тивна в точ"ах z , для "оторых 1 z 1 > 7J. 

Мы сначала дадим несколько улучшенное неравенство для 

l im j V sn (z) 1 при 1 z 1 > 1 по сравнению с тем , на которое мы n + оо 
ссылались в конце доказательства (7.2 ,  1 ) ,  а именно :  

l im 1 V sn (z) \ > 1 для 1 z 1 > 1 .  n + oo  
Л е м м а .  Если sn (z) есть п-я частичная сумма ряда Тэйлора , 

радиус сходимости "оторого 1 , и 1 z 1 > 7J > 1 ,  то 

l im l vsn (z) 1 > 7J · n + oo  
Допустим , что 

l im \ 'Vsn (z) \ -<: 7J ,  когда l z i > 7J > 1 .  
n + oo  

Тогда для любого данного а > О можно подобрать число n (а) такое ,  что 
для n > n (а) ВЫПQ.!IНЯется 1 sn (z) 1 -<:  (7J + a)n , 1 sn+ 1 (z) J -<:  (7J + a)n + l . 

00 
Таким образом , для ряда Тэйлора � cnzn м ы  имеем : 

n = O  

Положлм 1 z 1 = 7J +е и возьмем а = ..!.. . Тогда . 1j 

1 Спн l (7j +e)n+ l -<: 2 ( 7j +--%-)
n
+
l
• 

т. е . 

13 З ак. 1223. Р. l(ук 

е 

_ l n +Vl _ 1  11 + -:;J  
l im cn+ l 

-<: + , 
n + oo  1j е 
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и следовательно , по теореме Коши - Адамара (см . ,  например,  Дине ( 1 ] ,  
Е 

"lj + -
76 ,  ( I I I) ] , 1 < + 1J , так что 1 < __!_ ,  чего не может быть , так как 

1j Е 1j 
7J > 1 .  П ротиворечие докааывает лемму. 

Д о к а а а т е л ь  с т в о т е о р е м  ы. Мы имеем : 

ln kl 
� -lan l � a1ksk (z) = sn (z) . 
i = l  k = l  

Е ели А преобрааует расходящуюся последовательность 
( 1 z 1 > 7J > 1 )  в сходящуюся s� (z) , то j s� (z) / имеет конечную 
нюю грань для каждого фиксированного z . Тогда , так как 

мы имеем : 

\ im l .. п f � - 1а .s� (z) 1 -<: 7J n + oo  Jl i = l  т L 

(7 .23) 

sn (z) 
верх-

для данного фиксированного 7J > 1 .  Последнее неравенство и нера-
венство 

для 

полученное в лемме, противоречат :(7 . 23) . Это докааывает теорему. 

7.3. Некоторые простые результаты об абсолютной 
эквивалентнос ти 

В этом параграфе мы будем рассматривать нижние треугольные 
Т -.матрицы (кроме простого реаультата (7.3,  l) ). 

До сих пор в этой главе мы рассматривали матрицы , имеющие 
л. с. обратные ,  и докааанные выше теоремы неприменимы для ма
триц, не  имеющих л. с. обр атных.  Воаникает вопрос , нельая ли 
видоиаменить эти матрицы так ,  чтобы они обладали л .  с .  обратными , 
не нарушая их эффективность или неэффективность . для данного 
класса последовательностей .  

Для нижней треугольной матрицы А ,  где для любого n ann =1= О ,  
существует единственная п .  с .  обратная, которая также является 

1 нижней треугольной матрицей с а-1 = -- ; эта п .  с .  обратная будет nn апп и л. с. обратной;  она единственная двусторонняя обратная в классе 
нижних треугольных матриц (см . (2.1, 1) и аамечание (а) после (2.2, 1) ) .  
Таким образом , нижняя треугольная матрица А определенно имеет 
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л . с . обратную ,  если все ann =F О .  Нарушение этого условия может 
быть следующим :  

(а) ann = О для конечного числа значений п ; 
(б) ann = О для бесконечного множества значений п .  
Случай (а) охватывается следующим результатом : 
(7.3 ,  I) Если две Т -.матрицы отли'tаются друг от друга не 

более че .м конечным числом элементов , то они абсолютно экви
валентны для всех последовательностей ,  к которым они при
Аtени.мы .  

Действительно , если обозначить эти матрицы через А и А' , то  
для любой последовательности { zk } , к которой применимы А и А' ,  
мы имеем : 00 

lim � J ank - a�k / 1 zk 1 = О ,  n + co k = l  
откуда и следует требуемый результат. 

С л е д с т в и е . Если А и А' - нижиие треугольиые Т- матрицы , 
тат<Uе , что конечиое число алементов ann равно иулю ,  а все a�n 
отличиы от нуля (А и А' отличаются друг от друга только 
ати.м коиечны.м числом элементов) , то А' имеет л .  с . обратиую 
и обе А и А' аффективиы или обе неаффективиы для любого 
ряда Тайлора в одной и той же области .  

Случай (б) охватывается следующим результатом : 
(7.3 ,  I I )  Пусть А - нижняя треугольиая Т - .матрица с беско

нечиы.м .миожество.м равных нулю але.меитов ,  лежащих нд глав
ной диагоиали , и пусть А' - нижияя треугольная Т -матрица,  
полученная из А за.меиой всех этих нулевых алементов соот
ветствеиио не равными иулю числами s1, s2 , • • • , причем sn -+ О .  
Тогда А и А '  абсолютно эквивалентны для всех ограииченных 
последовательностей и для всех неограничеиных последователь
ностей ( zп } ,  для которых snzn -+ 0 . 

( ! ) 
и 

( I I )  

Действительно , 
ll 

lim � 1 an 11 - a�k 1 = lim J sn \ = О 
n + co  k = l  n + oo  

n 
lim � 1 ank - a�k J l  zk 1 = lim 1 snzn 1 = О, 

n + oo k = l  n + oo  
откуда , применяя (5.4, I ) и (5.5 , !) ,  получаем требуемый  результат. 

7.4. Матрицы, эффективные для рядов Тэйлора в точке 
или на множестве изолированных точек вне круга сходимости 

Мы сейчас рассмотрим явление ,  упомянутое в § 7 . 1 ,  когда матрица 
аффектавиа для ряда Тэйлора в точке или на .миожестве изоли
рованных точек (в противоположность области) , лежащих вне 
круга сходимости . 

13* 
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( 1 )  Положим ann = Л, an. n - 1 = 1 - Л, ank = О  (k =1= n , k =1= n - 1 ) , 
где Л - комnлексное число,  не равное нулю . Очевидно , А == (апk) 
нижняя треугольная Т -матрица . 

Дл я того чтобы А могла суммировать 1:zn к его «Правильному» 
1 

зн ачению -1-- ,  необходимо и достаточно,  чтобы 
- z  

n 
an (z) = � ankzk -7 О при n -7 оо .  

k = 1 
1 В нашем случае ап (z) = zn- 1 [Лz + ( 1 - Л)] = О в точке z = 1 - Т 

1 
для любого n. > 1 и точка z = 1 - Т  лежит вне круга 1 z 1 = 1 , если 

1 1 
I Л - 1 I > I Л I ,  т. е. если Rе (Л) < 2 • Следовательно, если Rе (Л) < 2 1 
и Л ф О , то А суммирует 1:zn к ег.о «правильному» значению -1-

- z  
1 

в точке z = 1 - Т  , которая находится вне круга сходимости , и не 

суммирует в других точках вне круга сходимости. Если Л действи
тельное и О <  Л < 1 ,  то А - положительная нижняя треугольн ая 
матрица . 

Рассмотрим это явление в свете теорем (7.2 ,  1) и (7.2 ,  1 1) .  
Матрица А имеет двустороннюю обратную, которая будет нижней 

1 
треугольной матрицей с an-1 = -- и единственной двусторонней n ann 
обратной для А в классе нижних треугольных матриц; п .  с .  обратная 
будет единственной, но существует бесконечное множество л. с. об
ратных вследствие того факта , что элементами nервого столбца 
л. с. обратной могут быть nроизвольные числа (см .  замечание (а) 
nосле (2.2,  1) ) . 

Двусторонняя обратная матрица в нашем случае будет иметь 
своими элементами :  

и 

( 1  <: t <: n) , -1ant = 0 (l > п) 

Таким образом , 

n 

� 1 1 1 
1 'ljn - 1  / К  n � - ant = Т "1 - 1 <::::,. 1J и 

l = l  

где 1J = 
\
1 - � 1 ·  

1 
если Rе (Л) < 2 .  

1 
Следовательно,  согласно (7 .2 ,  1 1 ) ,  когда Re (Л) < 2 ,  матрица А не· 
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эффективна для любого ряда Тэйлора с радиусом сходимости при 

l z l > l 1 - { l · n Г n - -v � 1 
Также l im -""" 1 - 1ап 1 1 > 1 . когда 'YI > 1 ,  т. е .  при_Rе (Л) < -2 . 

n+co l = 1  
Поэтому (7.2,  1 )  неприменима в этом случае . Если Re (Л) >  ; ( так 

что 'Yj < 1 и 1 - � лежит внутри круга 1 z 1 = 1 ) ,  то (7 .2 ,  1) стано

вится применимой . 
(1 1) Пусть т - любое целое положительное число. Мы можем 

построить Т -матрицу с конечными строками ,  которая суммирует �zn 
1 к 1 _ z в т точках вне круга 1 z 1 = 1 .  

Действительно ,  положим ann = 1 - Л, an, n+m = Л, ank = О 
(k =l= n, k =1= n + т), Л =1= О . Тогда an (z) = zn [Лzm + ( 1  - Л)] = О 

1 

при z = ( 1 - � )т, и мы получаем т значений z ,  причем все они 
1 

лежат вне круга 1 z 1 = 1 , если Re (Л) < 2 .  
Как частный случай возьмем 

А = - (e�'-m - 1 )-\ р. > О  

(так что условие Re (Л) < � удовлетворяется) . Тогда 

1 1 
z = ( 1 - {)"т= (е�'-т)т, 

откуда 1 z 1 = е�'- > 1 .  Таким образом, мы получаем т точек , равно
мерно расположенных на  окружности 1 z 1 = е�'-, т .  е .  на любой 
окружности с центром в начале координат и радиусом, большим 1 .  

Обратно ,  для данных т точек 

z = e�'-, 
21tl 4.1tl р.+- р.+-е т '  е т (р. > О) 

найдется соответствующая Т -матрица с конечными строками 

е�'-т 
а = -- ---

nn 1 _ e��om • 
1 

а - ---n, n+т - 1 - е�'-т • (k =1= n, п + т) ,  

1 которая суммирует ряд �zn к -1-- в каждой из данных точек и не -z 
суммирует в других точках вне круга 1 z 1 = 1 .  

Таким образом , какая бы ни была точка вне круга 1 z 1 -<: 1 ,  
можно построить Т -матрицу (подобрав соответственно Л) , которая 
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1 суммирует ряд l:zn к 1 _ z в этой точке ; эта же матрица сумми-
1 

рует l:zn к 1 _ z во всех точках внутри круга 1 z 1 < 1. 

( I I I )  Мы сейчас обобщим результат , полученный для ряда }:;zn , 
н а  класс рядов Тэйлора . 00 

(7.4 ,  1) Пусть дан ряд Тайлора f (z) = � cnzn с радиусом 
n = O  

сходимости 1 ,  удовлетворяющий условиям: 
(а) 1 cnz� 1 > о >  О для любого n и фиJ<сироваJmого 1 z1 1 > 1 , 

где z 1 -регулярная точuа фунuции f (z) ; 
1 (б) -1 -1 

m ax 1 с s 1 < М, где М не зависит от п . 
Сп O <, s <, n 

Тогда существует нижняя треугольная Т - .матрица А, аффеu
тивная для этого ряда Тайлора в точuе z 1 вне uруга 1 z 1 < 1 , 
суммирующая его в этой точuе u «nравильно.му» значению f (z1) 
и не суммирующая этот ряд ни в Jcauoй другой точuе вне "руга 
l z i <  1 . k 

Положим sk (z) = � cnzn , Rk (z) = f (z) - sk (z); Rk (z):, по опре-n = о  
делению , имеет смысл в каждой точке z , находящейся внутри , вне 
и на окружности круга 1 z 1 = 1 , где определена функция f (z) . 

Пусть А - нижняя треугольная матрица , в которой ank = О для 
всех k и n, кроме k = n - 1 и k = n. Рассмотрим выражение 

�n (z) = annRn (z) + an , n - lRn - 1 (z) = 
= (апп + ап ,  п - 1) f (z) - (annsn (z) + an . n - 1sn - 1 (zп)J . 

Положим an ,  n - l  = 1 - an n  (п >- 1 ) , а00 = 1 .  Тогда , так как 

sn (z) =- sn _ 1 (z) + cnzn , 
мы имеем : 

Следовательно , an (z1) = О, если мы выберем 

м ы  може.м предполагать , что регулярная точ�.<а z1 выбрана так , что 
ann =1= О для любого значения n . В этом случае А будет эффектив
ной для ряда Тэйлора в точке z1 • 
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Покажем , что при условиях (а) и (б) теоремы А будет Т -матри
цей .  Действительно ,  lim ank = О  для любого фиксированного k ,  и 

n + oo  
так как 

то мы имеем : 

n 

< 
2�' + 2 М  � \ z1 \ -P < К 

р = О  
n 

независимо от п ,  если J z1 \ > 1 .  Кроме того , � ank = 1 .  Следова
k = О 

тельно ,  А является Т -матрицей . Теорема доказана .  
Отметим , что здесь нет  противоречия (как это может сначала 

показаться) между результатами §§ 7 . 1 и 7 . 2  и свойством сверхсхо
ди.иости рядов Тэйлора.  

00 
Пусть f (z) = � crzr удовлетворяет условиям теоремы Остров-

r = о  
ского о сверхсходимости [ см . ,  например , Дине [ 1 ] ,  358 , (1)] , т .  е .  
предположим , что радиус сходимости ряда равен 1 и существует 
последовательность номеров Pn и qn таких, что cr = О для Pn < r < qn , 
где qn :;> C 1 + 6)pп (n = 1 ,  2 ,  . . . ) , а б - фиксированное положи
тельное число .  

Сверхсходимость может рассматриваться как преобразование при 
помощи Т -матрицы с конечными строками расходящейся полной 
последовательности частичных сумм ряда Тэйлора в соответствующим 
образом подобранную сходящуюся подпоследовательность этих частич 
ных сумм .  

Таким образом , 
00 
� anksk (z) = Sp (z) ,  
k = O  n 

где ank = О  (k =1= Рп) , an, Pn = 1 .  
В области сверхсходимости Sp (z) стремится к пределу f (z) при  n 

n � оо ,  хотя { sk (z) } расходится. Что это не противоречит приведеи-
ным выше результатам ,  сразу видно из того факта , что (ank) не 
имеет л .  с .  обратной , как это следует из (2. 1 ,  I I) ( (а п k) имеет в на
шем случае бесконечное множество столбцов ,  состоящих из нулевых  
элементов). 
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Этот пример показывает , что верхняя треугольная Т -матрица 
может быть эффективной для определенных типов рядов Тэйлора 
в области , лежащей вне круга сходимости; как мы увидим в § 8 . 4 ,  
это может иметь место также и для нижних треугольных Т -матриц. 

7.5. Некоторые дальнейшие результаты 
о неэффективности матриц 

Результаты , приведеиные в этом параграфе , показывают, что не
эффективность матрицы А для ряда Тэйлора вне его круга сходи 
мости не  обязательно влечет существование л .  с .  обратной для А,  
удовлетворяющей соответствующим условиям . 

(7.5 , 1) Если К -.матрица А с конеч ными стрОI<ами , в ,.оторой 
ank = О  при k > kn , удовлетворяет условия.м :  

kn-1 
(а) l im -�а 1 

J 
� l aп t - an . t+ l l < 1 ; n+oo n , kn i = 1  

(б) l im \ kVan , k / .:> 1 , где kn -+ oo  при n -+ oo , 
n +oo n 

то А неэффективна для ряда �zn вне круга 1 z 1 -<:  1 .  
k- 1 

где 

Если 'sk (z) = � zn , то 
n = O 

kn kn 
, � ( )  An 1 � k 

Zn = � anksk z = 1 - z - 1 - z � ankz ' 
k = 1  k = 1  

Так как А является К-матрицей , т о  An -+ а п р и  n -+ oo . Таким об
разом , для того чтобы А была эффективной в этом случае ,  необхо

kп 
димо и достаточно , чтобы последовательность {z� J , где!z; = � ankzk , 

k � 1  
сходилась для некоторого z , 1 z 1 > 1 .  М ы  можем найти подпоследо
вательность этой последовательности такую , что она будет расхо
диться . 

Применяя преобразование Абеля , получим:  
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т. е . 

(7 . 5 1 )  

где an 1-+ а1, так как А есть К -матрица . 
По условию (а) , если 1 z 1 > 1 ,  то 

kn-1 � (ani - an , i+l) zl l < 1; 1 < 1 .  
l=1 

Выберем е > О столь малым, чтобы ( 1 - е) 1 z 1 > 1 ;  по ycлo
kn 

вию (б) , для бесконечного множества значений n величина va,;-;-> ' n 
> 1 - е, и следовательно , / an, 11nz

11n J-+ оо, когда n-+ оо, пробегая 
это множество значений. 

Записав (7 . 5 1 ) в виде 

и учитывая сказанное выше , мы видим, что {z: }  (а следовательно, 
и {<1}) расходится при 1 z 1 > 1 .  Это и доказывает теорему. 

(7.5, 1 1) Если А есть Т -матрица с "он,ечн,ы.м.и стро"а.м.и , в "о
торой ank =О для k > kn , удовлетворяет условиям. 

(а) 
и 
(б) 

kn-1 
-. 1 � ltm 

1 1 1 ani - an, i+tl < 1 n+oo an, kп . 
1 = 1 

l im \ an, kn \>О, 
n+oo 

где kn-+ оо при n-+ оо, то А н,еэффе"тивн,а для �zn вн,е "руга 
1 z 1 < 1 и н,е су.м..иирует его " «nравильн,о.м.у» зн,ачен,ию н,и в "а
кой точ"е окружн,ости 1 z 1 = 1. 

Действительно , в обозначениях теоремы (7.5, 1), чтобы Т -мат
рица А была эффективна в точке z, последовательность {z: }  должна 
сходиться к О, так как в этом случае а= 1 .  В остальной части до
казательство проводится так же, как и (7.5, 1) с а1 =О. 

Следующие два результата я вляются частными случаями (7.5, 1); 
доказательство их мы предоставляем читателю (см. примеры 4 и 5 
к гл . 7). 
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(7.5, III) Если в положительной нижней треугольной К-мат
рице А имеется бесконечное .множество строк ,  которые являются 
не убывающими последовательностями , таки .ми , что 

п 
l im  � апk =а > О, п+ оо k = l  

то А неаффективна для Еzп вне круга 1 z 1 < 1 .  
(7.5, IV) Если в положительной нижней треугольной К-мат

рице А имеется бесконечное .множество строк, которые являются 
невозрастающи.м.и последовательностями, та1<и.м.и , что 

п 
(I) l im  � апk =а > О; (II) l im апl -<: 2 , п+оо k = l  п+оо �апп 

то А неаффективна для �zп вне круга 1 z 1 -<: 1 . 

7.6. К-матрицы, являющиеся обратными для Т-матриц 

В §§ 7 . 1 и 7 . 2 рассматривались Т-матрицы , обладающие л. с. 
обратными К -матрицами . Некоторые примеры наводят на мысль , что 
если л . с. обратная Т-матрицы является К-матрицей , то в действи
тельности она будет Т-матрицей. Ниже этот результат будет дока
зан . Мы придем к нему , рассматривая произведение матриц АВ и ВА, 
r.де А есть Т -матрица , а В-К -матрица. 

(7.6, I) Если А является Т-матрицей , а В есть К-матрица, 
то характеристические числа .матрицы АВ будут те.ми же, 
что и .матрицы В. 

Обозначим характеристические числа (§ 4. 1 )  матрицы В через � 
и �k• а матрицы АВ- через 1 и 1k и положим 

00 
cni === � aпkbkl• k=l 

00 00 

00 00 00 
Сп=== � cnl = � � ankbkt· i = l  i=l k = l  

00 
(7 . 6 1 ) 

Так как 1 Сп 1-<: � � 1 апk 11 bktl-<: � 1 апk 1 N < MN для любого п, i = l  k = l k = l 
то порядок суммирования в (7 . 6 1 )  может быть обращен без наруше
ния сходимости и изменения суммы . Таким образом , мы получаем: 

00 
Сп = � ап!еВk • k = l 

00 

откуда видно , что последовательность {СпJ является А-преобразова
нием последовательности {В k } .  

Так как А является Т -матрицей и l im Bk = �. то м ы  имеем : 
k+oo 

1 === l im  Сп = �· (7 .62) п+оо 
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Первое из равенств (7 .6 1 ) при фиксированном i показывает, что cttl 
является А-преобразованием {bk1}, а так как по условию l im bkt= �i· k+oo 
то 

li == lim cni = �l· n+oo 
Из (7 . 62) и (7 .63) вытекает требуемый результат. 

( 7 . 63) 

Попробуем теперь применить эти же рассуждения к матрице ВА. 
Положим 

00 
c�i == � bnkakl• k=1 

Тогда, как и выше, получим: 
00 

где Ak= � а1Ф i=l 
1 

так что Сп является В-преобразованием последовательности { Ak}, 
Ak-+ 1 (так как А есть Т -матрица). Следовательно, по теореме (4.1, 1), 
(о), мы имеем: 00 

т':::= lim С�=�+� �k(Ak - 1) . 
n+oo k=1 

( 7 . 64) 

Ес.1и, как во многих хорошо известных примерах (например, в ма
трице средних арифметических, в матрице Бореля), Ak = 1 для 
каждого k, то 1' = �. и тогда если � =!= 1 ,  то ВА не является 
Т -матрицей. Также при i фиксированном C:i будет В-преобразова-

нием последовательности {aki} и aki-+ О при k-+ оо, а тогда по 
( 4.1, 1), (о), получаем: 00 

1; = lim  c�i = � �kaki· n+oo k = l 
(7 .65) 

Равенства (7 . 64) и (7 . 65) показывают, что в общем случае харак
теристические числа матриц ВА и В не совпадают. С этим связано 
существующее различие между свойствами матриц АВ и ВА. 

Следующий результат более точно характеризует природу мат
рицы ВА в том случае, когда А имеет л. с. обратную, являющуюся 
К-матрицей. 

(7.6, 11) Если А есть Т -.чатрица, В- К -матрица (н.о н.е Т -мат
рица) и если А имеет л .  с. обратную ,  являющуюся К-матрицей, 
то ВА является К -матрицей ,  н.о н.е Т -матрицей . 

Для любой сходящейся последовательности {zk} мы имеем 

� bni k; aikzk = k; (�1 bnlalk) Zk, 
00 

и если � a.kzk = z�. то {z�j сходится. 
k=l 1 1 1 
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По условию , существует сходящаяся последовательность (z�J, ' ' z1-+ z , такая , что 
со 
� Ь z� = z"-+ z"=l=z'. 
i =l ni J n 

так как В является К-матрицей , но не Т-матрицей. Поэтому нам 
нужно доказать , что эта последовательность {z;j является А-ире-
образованием сходящейся последовательности {zk} •  т. е. мы должны 
показать , что для данных (a1k) и { < J система уравнений 

со 
� a.kzk = z� 
k=1 t t (7 .66) 

имеет сходящееся решение {zk } · Но в нашем случае А есть Т-мат
рица и имеет л. с . обратную -1А, являющуюся К-матрицей ; тогда 

со 
� -1а .Z� = Z ,  
i=1 nt t n (7.67) 

и так как { z;} сходится, то будет сходиться и ее К-преобразование, 
т. е. (7.66) имеет сходящееся решение. Это и доказывает теорему . 

(7.6, III) Если обратная для Т-матрицы является К-матри
цей , то она необходимо будет Т -матрицей .  

Действительно, если А есть Т -матрица и zk-+ z', то , cor ласно 
(7 . 66), z; .-+ z'; следовательно, если -1А существует и является К-мат-
рицей , то из (7. 67) видно , что -1А должна быть Т-матрицей. Также, 
по теореме (7.6, 1 ) , п. с. обратная А-\ являющая ся К-матрицей , имеет 
те же характеристические числа, что и матрица АА -1 = !, так что А - 1 
есть Т -матрица . 

Примеры к г лаве 7 
t *). Если матри ца А иреобразует данную последовательност ь j z k J в { z; J, 

т. е .  со ' Xl zi = � atkzk• 
k=1 

и если матри ца В иреобразует { z;} обратно в { z k J, то В называется обрат

ной для А относительно {zk}. 
Доказать, что : 
(1 ) любая л. с. обратная для Кг-матри цы А, которая является в сво ю 

очередь Кг-матри цей, будет обратной для А относительно любой ограни чен
ной последовательности ; 

( 1 1 )  любая матри ца с конечными  строками, яв л яющаяся л. с. обратно й 
для матри цы А с конечными строками, будет об ратной для А относите ды1о 
любой последовательности. 

"") Примеры 1-3 даны Динсо м. 
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2. Если Zn-+ О при n-+ оо, то {zп} называется нуль-последователь
ностью. 

Доказать, что : 
(1 ) если А<1> обратная для К,-матрицы А относительно любой нул ь 

последо вательности и является так же К,-матрицей, то А <1> бу дет л. с. о брат
ной д ля А; 

(1 1 )  если матри ца А<1> с конечными строками является обратной для 
матри цы А с конечными строками относительно любой нуль-последовател ь 
ности, то А<1> будет л .  с.  обратной д ля А. 

(Примеры 1 и 2 подсказывают метод получения обратных матриц.) 
3. Иллюстрировать пример 2, ( 1 1), рассмотрев матрицы ( С, 1) и (С, 2). 
4. Доказать (7.5, 1 1 1 ) .  
5 .  Доказать (7.5, IV). 
6. Доказать, что средние Чезаро любого поряд ка r > О неэффективны 

для  всех рядов Тэйлора вне  круга сходимости (показать ,  что они удовлетво
р я ют условиям теоремы (7.2, 1 )  ) .  

7 "') .  Доказать, что Т-мат ри ца (апk), где 

2 1 апп = 3 (п�1), ап,п-1 = 3  (п>2), ank=O (k=/=n, п- 1), 

имеет л. с. обратную В = (Ьпk), явля ющуюся Т-матри цей, где 

(1-< k-< n), bnk =О 
(Этот пример иллюстрир ует теорему (7.6, 1 1 1) .) 

(k > п). 

8 **). Если -l А- л. с .  обратная для К-матрицы А и сама является К-мат
ри цей, то показать, что -l А так же и n. с .  обратная для А, так что по 
(2.2, 11) -1 А будет единственной двусторонней обратной для А в ассо циа 
ти вном поле К-матри ц. 

9 **"�'). Пусть В есть К-матрица, а А есть Т-матри ца 

о о о ... ' 
о о о 

1 1 1 
3 3 3 о 

1 1 
4 4 4 4 

t . . . . . . . . . 
Используя обозначения (7.6, 1) ,  взять � = �1 = 1, �2 = -1, �k =О дл я 

k > 2 и показать , что в этом случае ВА будет Т-матри цей . Так же показать ,  
что в качест ве В можно взять матри цу (Ьпk), где bn1 = 1, bn2 =- 1 для 

1 
дюбого n, bnk = - (3-< k-< n + 2), bnk = О  (k > n + 2). n 

1 О ;: ''•'-�'). Матрицей Раффа называется матри ца, которая оставляет бе з 
из менения предельные точки дюбой ограниченной последовате дьности (см . 
Рафф [1]). 

·•) Пример дан М. Барнетт. 
*.!= ) Пример дан Оуэном. 

**.!= ) См. Кук и Дин е [1], 62. 
*"�'*"") Прим ер принадлежи т Х иллу [4]. См. коне ц § 8.5. 
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Показать, что В- (Ьпk), где Ь11 = bk+l, k = 1 (k:;;;,. 1), bnk =О (во всех 
дру гих слу чаях), я вляется Т-матри цей Раффа ; если С_ (спk)- матри ца, 

в которой C11n = _!_ (n:;;;,. 1 ) , Cnk = О ( во всех др уги х случаях ), то пок азать n 
также, что А_ В+ С бу дет Т- матри цей Раффа. Следо вательно, А не эф
фекти вна для все х  ограниченны х последо вательностей . С др угой стороны, А 
суммирует неограниченную последо вательность (-1)k-l k! к О (см . коне ц 
§ 8.5). 

11 *). Показать, что трансляти вны й сле ва метод т-суммиро вания (§ 5.6) 00 
не эффекти вен для ряда � ck, если ck при k -+ оо стр емится к конеч ному, 

k=O 
отличному от нуля пределу (ком пJiексному или дейст вит ел ьному). 

12. Показать, что матрица а<Р>, полученная из т-матрицы а в резуль
тате удаления пер вы х  р столбцо в, я вляется т-матри цей. Е сли а тр анслятивна 
или трансляти вна сле ва, то такой же будет и а<Р>. 

13. Если т-матри ца а с уммирует ряд 
00 � (n+ :-l) zk к s (z) (n = 1, 2, . . .  ) 

k=O 
в области D, то для всякого фиксиро ванного z из D матри ца 

р . 
H(p,z)_ �(-l)t( JJ. ) a<i) z' а<0>=а (z=/=1), 

(-А 1 (1-z)P t=O 
где aU> имеет тот же смысл, что и в примере 12, является т-м атри цей, ко то
рая сум мирует ряд 

к 

00 � (n + k t р- 1 ) zk 

k=O 
-5--'-(z-'-)- в области D. 
(1-z)P 

Показать так же, что если а транслятивна сле ва, то т акой же буд ет и Н, 
1 

которая суммирует этот ряд к «пра вильному :. значени ю 
(l-z)

n+p · 
14. Пусть G"- нижняя треугольная т-матри ца, в которой gnk = 1 (1-<:k-<:n) 

и gnk = О (k > n). Соот ветст вую щую ей нижню ю треугольну ю "(-матри цу 
Н (р, z}, у помянуту ю в примере 13, обознач им через Н1 (р, z); элеме нтами 
ее будут : n-k 

(hl (р, z) >пk = � ( �) (�-z�)P l=O 
Доказать, что Н1 (р, z0), где 1 z0 1 > 1, я вляется транс пяти вной и эффе к

тивной для ряда 00 � (r+ :-1) zk при r = 1 ,  2, . . . , р 
k=O 

*) Примеры 11-15 принадлежат Вермсу; примеры 14-15 являются 
анало гами примеров § 7.4 для т-м атриц . 
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вне е ди ничного круга только в точке z0, nричем су ммирует этот ряд к с:nравил ь
ному » з начению ( 1 - z0)-r. Эта матри ца будет неэффективной для таких 
рядов п ри r > р всю ду вне единичного круга. 

15. Если z1, z2, • • •  , Zm-различные точки вне круга 1 z 1 < 1 и 
mp 

[(1-z1x)(l-z2x) ... (1-zтх)]Р = � игхг 
r=O 

то м ат рица Н1 (р, z1, z2, • • •  , Zт), элементы которой 
n-k 
� Ur 

r=O 
(h1 (р, Z1, Z2, • • •  , Zт) )nk = ..:...m::-:p'----

� Ur 
r=O 

явл яется транслятивной нижней треугольной т-матри цей, эффективной для w 
ряд а � { i + �- 1) zk при i = 1, 2, . .. , р вне единичного круга только 

k=O 
в точк ах z1, z2, .. . , Zm, и суммирует его в этих точках к с:правильному � 
з начению. При i > р она неэффективна всюду вне единичного круга. 

16 *) .  Если нижняя треугольная Т-матр ица А удовлетворя ет условиям: 1'1 
(I)� lim � 1 ank 1 = 1 и (1 1) ! ann 1 > !1 > � почти для всех n (§ 6.2), то пока -

n+со k=1 
за ть, что А эквивалентна сходимости, т. е. А свполне н еэффек тивна э (§ 7. 1 ). 

17. Ес ли нижняя треугольная Т-матри ца А удо влетворяет условиям: 
1 (1) ank):. О поч ти для всех k и (1 1) ann > !1 > 2 почти для все х n, то показат ь, 

что А вполне не эффективна. 
18. Если действи тельная нижняя треугольная Т-матри ца А такова, что 

ank <О при k =1= n поч ти для все х k, то А вполне не эффективна. 

*) Относительн о примеров 1 6-18 см.  Агнью [ 1 1 ] .  Ср. эти рез ул ьтаты 
с (7.1, 1) . 
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ПРОБЛЕМЫ ЭФФЕКТИВНОСТИ БЕСКОНЕЧНЫХ МАТРИЦ 

8.1. Характер проблем эффективности 

Мы сначала рассмотрим вопросы эффективности матриц для частичных сумм ряда Тэйлора в точках вне круга сходимости. Подобно тому как это было сделано в гл. 7, теперь естественно поставить следующий вопрос: какие существуют достаточные условия для матрицы специального вида, чтобы она была эффективной для рядов Тэйлора в некоторой области вне круга сходимости ? 
Как известно , полная аналитическая функция определяется путем аналитического продолжения , которое осуществляется шаг за шагом при помощи рядов Тэйлора. Борелю, Миттаг-Леффлеру, Линдел�фу 

и другим авторам удалось получить интересные результаты , заменив сложный процесс аналитического продолжения одной формулой , имеющей смысл в некоторой области . Их метод заменяет цепочi<у иреобразований одного ряда Тэйлора в другой ряд Тэйлора одним иреобразованием его в последовательность ; это иреобразование осуществляется при помощи матрицы . 
Область , к которой применима полученная таким образом формула , зависит от преобразования , т . е . от матрицы . Следовательно , возникает вопрос о нахождении связи между свойствами матрицы и 

эффективностью преобразования. 
При изучении этого вопроса мы поступим так же, как и при 

изучении преобразований числовых последовательностей и рядов. Нам 
известны примеры методов суммирования расходящихся последова
тельностей , как, например , методы Бореля и Миттаг-Леффлера. Однако 
наше главное внимание будет сосредоточено не на конкретных мето
дах, а на изучении природы этого явления. 

Общий вид матриц, которые мы будем рассматривать , - это полу
непрерывные Т -матрицы типа матриц Миттаг-Леффлера (§ 4 . 3 (IV)) 

( ) g (k + 1) ook+l (8. 1 1 )  ak w = 
Е (оо) • 

00 
rде g (k):;;::., О для любого k , а Е (z) = � g (k) zk- цел ая функция. 

k=O 
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Наш меrод будет заключаться в том , чтобы из свойств коэффи
циентов g (k) установить свойства целой функции Е (z) и затем найти 
такие из этих свойств ,  которые делали бы класс матриц (8 . 1 1 ) 
эффективным для всех рядов Тэйлора: 

(I) всюду в главной звездной области функции , представленной 
ря;t.ом Тэйлора *) (см . ,  например ,  Дине [ 1 ] ,  308) ;  

(I I ) в частной звездной области , например в многоугольнике Бореля 
(точное определение частной звездной области см . в § 8 . 3) .  

Как будет показано , в этих звездных областях методы суммиро
вания при помощи Т-матрицы и соответствующей ей "(-матрицы 
эквивалентны и являются транслятивными (см . § 8 . 3) .  Мы также рас
смотрим другие типы матриц, применяемых в частных звездных 
обла стях. 

Причиной· выбора матриц именно тип а (8 . 1 1 ) служит тот факт , 
что почти все известные примеры матриц , эффективных в упомянутых 
выше областях (I) или ( I I) , имеют такой вид. Например , частные 
случаи таких матриц , где в качестве Е (z) взяты 

СХ) 
� zk 

ez, � tr (1 + a.k) ' k=O 
(� > 1 ) ,  

(О < а <  1 ) ,  

бьши изучены соответственно Борелем (Борель [ 1 ] ,  97 и дальше; см . 
также Дине [ 1 ) ,  302-307 и 400-404) , Миттаг -Леффлером [ 1 ] ,  Лин
делёфом [ 1 ] , 1 2 1  (см . также Дине [ 1 ] , 346 и 5 1 1 -5 1 2) и Мальмкви
стом [ 1 ] . 

Матрицы (8. 1 1 ) ,  в которых в качестве Е (z) взяты первые две из 
упомянутых функций , эффективны для рядов Тэйлора в частной звезд
ной области , а матрицы , где в качестве Е (z) взяты последние две 
функции , эффективны в главной звездной области . 

СХ) 
"') Пусть f(z) = � aпzn и р .яд сходится д ля малы х зна чений z. Глав-

n=О 
ной звездной областью или звездо й Миттаг-Ле ффлера функ ции f(z) назы
вается область, полу ченная из комплексной плоскости следующим путем : 
из н ачала проводятся лу чи ко всем особым точкам функ ции /(z) и по части 
каж дQГО луча, расположенной за особой точкой, делаетс я разрез. Так, глав-

rо 
но й звездной областью функ ции 1 

1 
z 

= � zn служит плоскость z, раз
n=О 

резанная вдоль луча [1, со). См. Х а р д и, Расходящиеся ряды, стр. 104-105. 
(При.м.. перев.) 

14 Зак. 1223. Р. Кук 
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Мы не будем проводить ра3дельно дока3ательства последних 
утверждений , ибо они являются только частными случаями общих 
теорем , данных в §§ 8 .2 и 8. 3 . 

Другой метод подхода к этой 3адаче дан Булем [ 1 ]  в кратком 
И3ложении теории суммирования ; для того чтобы установить сумми
руемость ряда Тэйлора к сумме f (х) при помощи матрицы типа (8. 1 1) 
его методом , необходимо пока3ать , что 

в(�) .f Е(е) с 

f(z) dz--? О 
z-x при е- 00 (8.12) 

в частной или главной 3Ве3дной области, где контур С состоит И3 
точек полной 3Ве3дной области и находится внутри круга прои3вольно 
большого радиуса с центром в начале координат (Буль [ 1 ] ,  6 , 42 ; 
если f (z) является мероморфной , то 3адача упрощается ; см. там же 
гл. 2). Можно проверить, что условие (8. 1 2) выполняется в некото
рых специальных случаях , однако трудно определить свойства класса 
функций Е Ш. удовлетворяющих (8. 1 2) в частной или главной 3Ве3д
ной области , и выра3ить их чере3 свойства коэффициентов g (k) 
функции Е(�). Значительно проще решать эти 3адачи так , как это 
сделано в §§ 8. 2 и 8.3 . 

8.2. Матрицы, эффективные для всех рядов Тэйлора 
в главной звездной области 

Следующая хорошо И3вестная теорема И3 теории функций ком 
плексного переменного , принадлежащая Ле-Руа и Линделёфу (см . 
Линделёф [ 1 ] ,  1 09- 1 1 9 ;  также Дине [ 1 ] ,  340-345), служит основой 
для дальнейшего И3ложения. 

(8.2,  1) Предположим , что (а) функция g (х + ly) регулярна 
в полуплоскости х :>- сх и (б) существует такое неотрицательное 
число В< 'lt, что для любого произвольно малого е > О и для 
достаточно больших р 

Jg(cx+peiФ) J < е(О+•) Р, где - ; <: ф <: ; . 
00 

Тогда Е (z) = � g(k)zk будет регулярной внутри угла В< arg z < 
k=O 

< 27t- B. 
В частности , если условие (б) удовлетворяется при В= О, Е (z) 

будет регулярной всюду,  за ис�елючением (возможно) точеiС 
положительной действительной оси между 1 и оо . Кроме того , 
при выполнении упомянутых выше условий 

т 
E(z)= zu.s(z), если сх> - 1 . и E(z)= - �g(-k)z-k+zu.s(z), k=l 
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если -(т+ 1 )  < а-<::- т, где в (z) ра13но.м,ерно стре.мится к нулю, 
когда J z /--+ оо, находясь в углу е+ 'У/-<:: arg z-<:: 2тс- е- 71 для 
любого произвольно .малого 'У/ > О. 

Мы установим класс Т-матриц, эффективных для рядов Тэйлора 
всюду в главной звездной области *) . 

Нам потребуется следующая теорема Динса, относящаяся к пре
обраэованию Миттаг-Леффлера [Дине [ 1 ) ,  309 , (I)): 

(8.2, II) Если для любого в >О целая функция 

00 
E(z)= � g(k)zk, 

11=0 
где g (k) >О для любого k, при 1 z 1--+ оо (z = rei<r) стре.мится 
1(, нулю равномерно в области в-<:: ер-<:: 2'1t- в, то в главной звезд
ной области функции f (z) справедливо представление Миттаг
Леффлера: 

где sn (z) есть п-я части•tная су.м.ма ряда Тайлора по степеня.м z 
фую.:ции f (z). 

Мы сейчас докажем теорему, которая даст возможность получить 
класс матриц вида (8. 1 1), удовлетворяющих условиям только что 
упомянутой выше теоремы Динса и, следовательно , эффективных для 
всех рядов Тэйлора всюду в главной звездной области . 

В этой г лаве при употреблении логарифмов имеется в виду только 
их главное значение. 

(8.2, 11 1)  Пусть g (z)- регулярная фую<-ция при Re (z):;;;,:. О и 

1 
log g(z) =zв(z)log(z+�). �>О. 

где в (z) удовлетворяет следующи.м условия.м при R.e (z):;;;,:. 0 : 
(1) Re [в (z)]:;;;,:. О для 1 z / = Р > Ро 
и стреJ.tится к нулю при р--+ оо; 

(11) Im [в (z)] =о ( 10� Р) ';;при р--+ оо; 

(111) в (k) log (k + �)--+ оо при k--+ оо (k целое). 
g(k + 1) (J)k+l 

Тогда Т-.матрица аk(ш) = 
Е(оо) 

, где g(k):;;;".O для 

любого k, аффеl(,тивна для всех рядов Тайлора всюду в главной 

*) Глав ная зв ездная област ь буд ет вс юду брат ься относи тел ьно начала 
координат (см . Дине [1], 308). 

14"' 
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звездной области и Е (z) = � g(k) zk является целой фующией 
k=O 

бесконечного порядка . 
00 

По условию (III), радиус сходимости R ряда � g (k) zk равен со ,  
k�O 

так как 

R = lim / [g(k)}- � \ = lim e•(k)log (k+l3) =со. 
k�oo k�oo 

Отсюда следует , что Е (z)-целая функция . Эта целая функция 
имеет бесконечный порядок . Действительно [см . ,  например , Дине [ 1 ], 
293 , (1)], 

1-:- k log k -1. - log k Im 1 = Im =СО 
k�oo log-- k�oo е (k) log (k + �) ' 

g (k) 

так как е (k)--+ О при k --+ со согласно условиям (1) и (II). 
Представим е (z) в виде е (z) = е1 + le2 ( е1 и е2 действительные) 

и для простоты изложения рассмотрим сначала вместо функции g (z) 
функцию g1 (z), определенную условием 

1 
1og -

( 
-) = ze (z) log z. 

gl z 
Тогда мы имеем, употребляя для е8 также обозначение ехр (s): 
1 g1 (ре1Ф) 1 = 1 ехр [(- е1 -le2) р (cos ф +t sin ф) (1og р + lф)JI = 

= ехр [- е1р cos ф log р +е1рф sin Ф+е2рф соsф+е2р sin ф log р] . (8 .-2 1 ) 

Так как , по условию (1), е1 �О для р > р0, то первое слагаемое 
� � в скобках в (8 . 2 1 ) не больше О для -2-< ф-< 2, р > р0, а так 

как е1 --+ О при р --+ со, то второе слагаемое есть о (р). Принимая 
во внимание, что по условию (11) е2 = о  ( 10� Р ) . получаем третье и че-

твертое слагаемые равными соответственно о ( 
lo
; Р ) и о (р) при р--+ со. 

Следовательно , 1 g1 (ре1Ф) 1-< е11? , где "11 > О- произвольное малое 
� � число , когда р > р0 и -2-< ф-< 2. 

То же самое не равенство будет верно и для 1 g (ре1Ф) 1. В самом 
деле, 

�(�j =exp [zг(z)l�g (1 + :)J = exp [ze(z) (�- 2�: + . . . )J=
= ехр [в(z)(�- �:+О ( :�) )] --+ 1 при р--+ со. 
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Отметим также, что по условию теоремы функция g (х + ly) регу
лярна для х>-О. где z=x+ty. 

Таким образом, условия теоремы (8.2 ,  I) удовлетворяются 
с а= О= О, так что Е (z) будет регулярной и при J z 1-+ оо стре
мится к нулю равномерно в области 7J'-< r.p-< 21t" -1j1 при любом 
произвольно малом 7J' > О. 

Из (8.2 ,  I I ) следует , Что данная матрица (ak (w)) эффективна для 
всех рядов Тэйлора всюду в главной звездной области . Теорема 
доказана. 

П р  и м е р ы. ( I) Условия теоремы (8.2 , III) , очевидно , выпол-
няются, если 

е: (z) = log log (z + �) 
log (z + �) ' 

� > 1 ·  

В этом случае мы имеем : 
g (k) = ехр [ -k log l?g(k+ �)] = (log(k+�)]-k, 

и следовательно , матрица Линдел�фа 
(J}k+l [log (k + 1 + юг<k+l) 

ak(w)= ---оо�������--� 
� ook [log (k + �)Гk 

k=O 
соответствующая целой функции Линдел�фа , упомянутой в § 8.1 
является частным случаем матриц, удовлетворяющих условиям (8.2 ,  III) 

(I I ) Возьмем 
s(z)=[log(z+�)Гq. где �> 1 ,  O<q< 1 . 

Условие ( I I I) теоремы, очевидно , удовлетворяется . Для больших Р' 

е: (z) ,_, (-1-)q = r-q e-iqB • 
logz 

где log z = re18, так что 
V ,]; 

r = (logp)2+ф2, в= arctg -1 '- . 
ogp 

Таким образом , взяв главное значение аргумента , мы имеем: 

( ) 
cos qб - i sln qб е: z ,_, • rq 1t 1t в 11 для р > р0, - 2-< ф-< 2 мы можем сделать cos q достаточно 

близ*им к 1 , в то время как 

и 

sin qв = О ( 10� Р ) • Следовательно , 
R.e [е: (z)] >-О 

R.e [е: (z)] =О [(log p)-q]-+ О при р-+ оо, 

Im [e:(z)] =О [(logp)-(q+1)]. 
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Отсюда следует, что условия (1) и (11) теоремы (8.2, III) также удо
влетворяются. Полагая р = 1 - q, так что О< р < 1, мы видим, 
что Т-матрица 

эффективна для всех рядов Тэйлора в r лаnной звездной области. 
Этот пример (Миттаг-Леффлер [1], 145) является, таким образом, 
частным случаем (8.2, III) .  

(III) Возьмем 
1 

g ( z) = • О < сх < 1. 
r [1 +-z- J 

(log z) и 
Тогда, как легко видеть, используя асимптотическую формулу 

для Г (х) , в принятых в (8.2, III) обозначениях имеем s (z) ,____ (log z) -" , 

так что этот пример приводится к предыдущему. Следовательно, 
Т -матрица, образованная из целой функции Мальмквиста, упомяну
той в § 8.1, а именно: 

r [1+ k+1 J 
ak ( w) = ___ _:["_Io�gч(_k :о-'-+_1-"-')]'-" _ 

00 (l}k-2 � r [ k J k=2 1 + (Iog k) " 

является частным случаем (8.2, III). 
П ринеденные выше три примера являются главными известными 

конкретными примерами матриц, эффективных для всех рядов Тэйлора 
в главной звездной области. Можно заметить, что они являются 
простыми следствиями теоремы (8.2, III) . (Предельные случаи матриц, 
когда параметр а стремится к О, исключены из рассмотрения; они 
могут быть получены, например, из функции Миттаr-Леффлера Е .. (z) 

00 
или из функции Линделt;фа � ( : .. )k 

при сх-+ О; см. примеры (11) 
k=l 

.и (III) в конце § 8.3.) 
(IV) Положим 

6 (z) = log log log (z + �) 
log(z+�) ' ? > е .  
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Как и в примере (1) , можно показать, что условия (8.2 , 1 1 1) в этом 
случае удовлетворяются, так что Т -матрица 

юk+l 

[log log (k + 1 + �))k+1 
00 k �о {log log �k + Юlk 

� >е , 

эффективна для всех рядов Тэйлора в главной звездной области. 
Продолжая таким путем, мы можем образовать матрицу 

(logP (k + 1 + �))k+1 
00 k � [log' (: + �)]k 

где р - любое целое положительное число, для достаточно боль
шого � *) . Таким образом, мы получаем «логариф.мичес!Сую ш�еалу» 
положительных Т -матриц, каждая из которых эффективна для любого 
ряда Тэйлора в главной звездной области. 

8.3. Матрицы, эффективные для всех рядов Тэйлора 
в частных звездных областях 

При рассмотрении эффективности матриц в частной звездной 
области, конечно, не нужно в (8 .2 ,  1) предполагать б= О. 

Мы будем рассматривать функции g (z) , которые удовлетворяют 
условию g (k) :;>О (k = О, 1 ,  2 , . . .  ) и такие, что 

00 
E(z)= � g(k)zk 

k=O 
является целой фующией 1сонечного поряд1са а. Для этого необ
ходИ\10 и достаточно, чтобы 

k logk l im --�
1
--=а. 

k � 00 1 og g(k) 
(8 . 3 1 ) 

На функцию Е (z) мы наложим условие, чтобы Е (wz) стремилась 
к нулю при w-+ оо равномерно относительно z , когда z. находится 
в определенном углу с вершиной в начале координат. 

*) В выражении для ak (ro) символ logP х обозна чает log log ... log х • ...__ -
р раз 

(При.м. перев.) 
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(8.3, 1) Пусть g (z)-регулярная фун�ция при R.e (z):):. О и 
Iog__!_( )= z logz [l+s(z)], (8.32) g z а 

zде 
а (z) = lo� z + 0 Со� jz 1 ) (8.33) 

при 1 z 1- оо и R.e (z):):. О, а Л и о- положительные постоянные ,  
1 при<tем о > 2. Тогда Е (wrei"') - О, �огда w - оо, р авномерно 

в углу 
1t 1t 

2а +7j <:<?< 27t-2a -7j, 

zде r = 1 z J, 7J- произвольное малое положительное <tисло и 
00 

E(z)= � g(k)zk будет целой фун�цией поряд�а а. 
k=O 

Из (8 .32) и (8.33) видно , что условие (8.31) удовлетворяется , 
так что Е (z) - целая функция порядка а. Из этих условий также 
получаем: 

z log z Лz 1ogg(z)=- - - +o(z). а а 
Следовате.1ьно , если z = pe 1<\l, то 

R.e [logg(z)]=p [ -..!..cosфlogp+..!..Фsin ф-�:оsф +o(l)J . а а а 

Первый и третий член справа неположительны для - ; <: ф <: i . 
Значит, 

г де о - О при р - оо . 
Таким образом , условия теоремы (8.2, 1) удовлетворяются с а =  О 

1.1 1t 1 и u = 2а < 1t, так как о > 2 .  Это и доказывает требуемый 
результат . 

Мы будем ссылаться на угол 

_:::.._ < в < 27t- _:::.._ (8.34) 2а 2а 
как на угол применения матрицы Миттаг-Леффлера, ассоциирован 
ной с функцией Е (z). 

Следующие результаты до (8.3, Vl) включительно принадлежат 
Вермсу (публикуются здесь впервые) . 

Всюду в этом параграфе мы будем предполагать , что f (z) опре-
.делена рядом Тэйлора � ckzk (с отли<tным от нуля радиусом 
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сходимости) и аналитически продолжена в ее главную звездную 
область; через s k (z) будет в дальнейшем обозначаться сумма 
c0+c1z+ . . .  +ckzk. 

Пусть D- область в z'-плоскости , содержащая начало координат, 
причем граница области D проходит через z' = 1 и встречается 
с каждым радиусом- вектором , проведеиным из начала координат, не 
более чем в одной точке. Такая область будет называться произво 
дящей областью . 

Если �- какая-либо точка z-плоскости , то преобразование z = �z' , 
применеиное ко всем точкам из D, порождает соответствующую 
область в z-плоскости , которая будет обозначаться через ED. Общая 
часть всех областей �D. соответствующих всем вершинам е главной 
звездной области функции f (z) , образует область , которая будет 
называться частной звездной областью фующии f (z) , соответ
ствующей производящей области D. Она полностью лежит внутри 
главной звездной области функции f (z) и может быть обозначена 
через ЩD. 

Если D состоит из всей плоскости z', за исключением части 
действительной оси от 1 до + оо, то соответствующая «частная» 
звездная область совпадает с главной звездней областью . 

Следующая теорема принадлежит Окада ( [ 1 ] ,  63-64); приве
деиное здесь доказательство было впервые проведено для матриц 
типа (8. 1 1 ) Бермсом и затем обобщено Хеистоком на матрицы типа 
рассмотренных Окада (см . Хеисток ( 1 ]  ) . 

(8.3 , Il) Пусть для ro .:;> Q .:;>О все ряды Тайлора 
00 

<р (z', ro) == � ak (ro) z'k+l 

k=O 

сходятся во  всех точ"ах z' производящей области D и пусть 
(1) <р ( 1 , ro) - 1 при ro- оо и (ll) <р (z', ro) - О при ro- оо равно .мерно 
в любой за .мtснутой области ,  полностью лежащей внутри D. 
Тогда 

00 
� ak (ro) sk (z) - f (z) k=O 

при ш - оо в частной звездной области фун"ции f (z) , соответ
ствующей производящей области D. 

Обозначим через D' дополнение к D относительно всей z' -пло-
1 скости , а если и = --,, то мы обозначим преобразованные области z 

в и-плоскости соответственно через И и И'. Как следует из опре
деления области D, область И окружает область И' и точки и = (}  
и и =  1 лежат н а границе И' или же и= О лежит внутри И' 
(в случае , когда D- конечная область) . 
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Если z- фиксированная точка 1в eiD, где е1- вершина главной 
Е· звездной области функции f (z) , то z = e:Jz'. = i '  где и/. лежит в и. J ,al 

Следовательно , если z находится в частной звездной области , соот
"Ветствующей nроизводящей области D, то в и лежат все точки и1, 
а также и все их nредельные точки, так как множество особых 
точек функции f (z) замкнуто . Следовательно , можно провести nростой 
замкнутый контур С, полностью лежащий в и, такой , что все и1 
и их nредельные точки лежат вне С, а и= О и и= 1- внутри С. Кроме 
того , и1, соответствующие каждой другой особой точке функции f (z) , 
лежат вне С, так как эти особые точки лежат на nрямых линиях , 
11 роведеиных через О и �1• г де О- начало *) . 

Рассмотрим интеграл Миттаг-Леффлера 

где С - описанный выше контур . Так как u 1  лежат вне С, 
то f (zи) будет регулярной , когда и лежит внутри области , 
о граниченной контуром С, или на самом контуре С, так 
'ЧТО 1 {(za� \-<М для всех и на С. Так как все и, лежащие на С, 

1 nрин адлежат и, то отсюда следует , что z' = - лежит в D, и елеа 
довательно , no условию (I I) теоремы 

��� 1 <р ( � , w) /-4 О nри w -4 оо. 

ML Таким образом , II (z , w) 1-<: -2- max 1 <р (z' , w)•l-+ О, когда w -4 оо, 1t 
rде L- длина С. Поэтому интеграл существует и стремится к О 
nри w -4 оо . 

Так как у nодынтегральной функции особыми точками внутри 
или на контуре С являются только точки и = О и и = 1 ,  то мы 
имеем I (z , w)=I0+I1, где /0 и /1- интегралы no достаточно малым 
контурам, окружающим точки и= О и и= 1 соответственно. По ус
ловию (I) теоремы , 

11=-/ (z)<p ( 1 , w)-4-/ (z) 

Е· 
*) Действит ельно, м ы  име ем aj = : • где z- фиксир ованная т очка ; 

следовательно,  если ke1 (k > 1 ) - особая точка функции f (z), т о  с оот вет
ст вующая ей точка а будет kai, которая ле жит вне С. 
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при w-+ оо , и если 1- окружность достаточно малого радиуса 
с центром в точке и = О, то 

10= 
2
�

1
.{ (с0+с1иz+с2и2 z2+ ... ) (1 +и+и

2
+ . .. )Х 

т 
Х [ а0 �ro) + а1и�rо) + a2d3ro) + . . .  J du = 

= c0a0(w) +(c0+c1z) a1(w) +(c0+c1z +c2z 2) a2 (w) + . . .  = 
00 

= � ak (w) sk ( z) * ) . 
k-0 

Утверждение теоремы -rеперь следует немедленно . 
Пусть g (z) удовлетворяет условиям (8.3, I) и матрица (ak ( w) ) 

определена формулой (8.11) с g(k) >О для любого k и g(O)= 1 .  
Тогда 00 

1 _ � g (k + 1) (roz')k+l _ E(roz') - 1 q>(Z • w) - � E(ro) - E(ro) k-0 

удовлетворяет условиям (8.3, I I) внутри угла применении (8.34) , так 
как Е (wz') -+ О внутри этого угла , а Е (w) -+ оо при w-+ оо , 
ибо g (k) >О для любого k . Матрица (ak (w) ) является Т -матрицей 
и поэтому эффективна для ряда � z'n в круге 1 z' 1< 1 ,  т . е. 

так что условия теоремы (8.3 , I I ) выполняются в этом круге так же , 
как и внутри угла применения, вершина которого находится в на
чале координат. Таким образом , производящей областью D здесь 
будет об.1асть, образованная объединением части плоскости , заклю
ченной внутри y r  л а при-.1енения (8.34) , и круга 1 z' 

1 < 1 ;  матрица 
(ak (w)) будет эффективной для ряда � ckzk в соответствующей 
частной звездной области. 

Ря.J.ы Тэйлора также можно суммировать при помощи 1-матриц 
(§ 4.2), вместо пр1шснсния Т-матриц к частичным суммам этих рядов . 

*) В рассуждениях использу;тся тот факт, что 9 ( +, ro) регулярна 

в окрестности и = О и что при малых и справедливо равенство 'f ( � , ro) = 
со 

,.-, 1 = � ak ( ro) 
иk+l ( ro :;;;-,.. Q), а это значит, что ряд Тэйлора по z' функции 

k =O 

'f (z', ro) имеет радиус сходимости оо. (При.м. ред.) 
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Теоремы (8.3 , I I I ) и (8.3, VI) устанавливают два результата в этом 
направлении. 

(8.3, I I I) Преобразовапия последовательности частичных сумм 
ряда � ckzk посредством Т-матрицы А == (ak (w) ) типа (8.11) 
и ряда �ckzk посредством j-матрицы O=(gk (w)), где gk(w)= 00 
= � аР (w), являются взаимно-совместными для всех рядов Тай 

р=k 
лора с отличным от пуля радиусом сходимости . 

Если ak(w) определена равенством (8.11), то мы имеем : 
00 00 k 

� ak(w)sk(z)= Е:оо) � g(k+1)wk+l�cmzm= 
k=O k�o m=O 

00 00 00 
= вfоо) � cmzm � g (k+ 1)wk+1= � gm (w) cmzm. (8.35) 

m =O k=m т-о 
Действительно , так как ряд Тэйлора имеет отличный от нуля радиус 
сходимости , то /с т 1-< pm для некоторого положительного р, и так 
как Е (z)- целая функция , то отсюда следует , что двойной ряд 
абсолютно сходится и поэтому изменение порядка суммирования 
оправдано . 

Утверждение теоремы следует теперь из (8.35). 
(8.3, IV) Метод суммирования рядов Тайлора посредством 

Т -.матриц типа (8.11) является трапслятивпым в частпой 
звездпой области.  

00 
Действительно , если f (z) = � ckzk, то частные звездные области 

k=O 
функций 00 

f (z), zf (z) и /(z) z- со=� Ckнzk 

k=O 
совпадают, так как особые точки всех трех функций будут одни и 
те же. Отсюда и следует требуемый результат . 

Сейчас .мы построим .матрицу, I(.Оторая не относится 
1(, типу (8.11), oдnai(.O удовлетворяет условиям теоремы (8.3, 11) 
и для I(.Оторой частпая звездпая область образуется при помощи 
угла при.мепепия с вершиной , передвинутой из начала I(,Оордипат 
в точl(,у z' = 1. 

Рассмотрим целые функции 
F., (z') == Е [w (z'- 1)] (w > w0). (8.36) 

Мы имеем F., (z')--+- О при w--+- оо, если z'- 1 лежит внутри угла 
применении (8.34) с вершиной в начале координат, т . е. если 

z' лежит внутри угла (8.34) с вершиной в точке z' = 1. (8.37) 



8 . 3] МАТРИЦЫ, ЭФФЕКТИВНЫЕ В ЧАСТНЫХ ЗВЕЗДНЫХ ОБЛАСТЯХ 22 1 

Мы можем разложить целую функцию F., (z') в ряд Тэйлора 
00 
� (roz')k F., (z') = E (-ro+roz') = � E<k>(- ro) � .  
k=O 

Так как g (O) =  1 ,  то из (8 . 36) получаем F., ( 1 ) = E (0) = 1 для 
любого ro > ro0, так что lim F., ( 1 ) = 1 .  Но rp (z' , ro) = F"' (z')-E (-ro) 

ш+оо 
и по (8.3, I) Е (- ro)--+ О ,  когда ro -Н)О .  

Следовательно, применяя (8.3 , II) , получаем , что матрица 

ь' ( ) E(k+l) (- ro) rok+l 
(8 . 38) k (1) = (k+ 1)1 

эффективна в частной звездной области, соответствующей углу , опи
санному в (8. 37) . Эта матрица суммирует ряд Тэйлора в указанной 
области к «правильному» значению f (z) . 

В силу тех же доводов , что и в (8.3 , IV) , матрица (Ь� (ro)) 
является транслятивной; следовательно, матрица 

ь ( ) = E(k) (- ro) rok 
k (1) k! (8 . 39) 

и матрица (8. 38) взаимно-совместны для всех рядов Тэйлора с отлич
ными от нуля радиусами сходимости в частной звездной области . 

Из сказанного вытекает следующий результат: 
(8.3 , V) Если g (z) с g (О) = 1 удовлетворяет условиям тео-

в<k> (- ro) rok ремы (8.3, I) ,  то матрица k !  аффективна для всякого 
ряда Тайлора с отличным от нуля радиусом сходимости в част
ной звездной области , соответствующей углу применения (8 . 34) 
с вершиной в точке z' = 1 .  

e-юrok Если Е (z) = ez, то (8 . 39) обращается в матрицу Бореля _k_!_ 
и областью (8 . 37) эдесь является полуплоскость Re (z) < 1 ,  ведущая 
в общем случае к многоугольнику суммируемости Бореля *) . 

Для матрицы (8. 39) выполняется соотношение 
00 
� bk (ro) = F., ( 1 ) = E (O) = g (O) = 1 ,  

k=O 
00 

так что l im � bk ( ro) = 1 .  Так как (bk ( ro) ) эффективна для каждого 
w+ook=O 

из полином'ов zP (р = О, 1 ,  2 ,  . . .  ) в точке z = 1 ,  то мы получаем: 

lim � ,bk (ro)-;- 1 и 
"'+ 00 k=pj 

00 
Jim � bk (ro) = 1 ,  

ш+ооk=р+1 

*) См. nример (1) в кон це этого nараграфа. 
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откуда , вычитая одно равенство из другого , будем иметь : 
l im bp (ro) = O 

"'* 00 

для любого фиксированного р . 

[ г л . 8 

Таким образом, матрица (bk (ro)) удовлетворяет двум условиям 
Сильвермама - Теплица для Т -матриц. Что касается третьего условия 

00 
� Jbk (ro) J<: M k = 0 

для любого ro > ro0, то оно выполняется , если E(k) (- ro) >О для 
любого k и для всех ro > ro0; в противном же случае оно может и 
не выполняться . Следовательно , (bk (ro) ) может быть , а может и не 
быть Т -матрицей . 

Можно отметить , что попытка заменить Е [ro (z' - 1 )] в (8. 36) на 
Е [ro (z' -р)] , где р > 1 ,  не приводит к положительным результатам , 
ибо , для того чтобы выполнялись указанные выше условия , в каче
стве Р., (z) нужно взять 

rв[oo(z'-p)] 
E[oo(l-p)]' 

а знаменатель здесь стремится к нулю при ro � оо. 
00 

Если (Ь� (ro)) определена равенством (8 . 38) , а gk (ro) = � Ь� (ro), 
p=k 

то (gk (ro) )  и (Ь� (ro)) взаимно-совместны в частной звездной области и 
00 k 

gk (ro) = � Е<Р> ( - ro) ;� = 1 -� Е(Р) (- ro) ;�. (8 . 39 1 )  
P=k+l р=О 

Выражение для g k ( ro) может быть представлено в виде 
"' 

gk (ro) = �! J E<k+l) (- t) tk dt , 
о 

так как интегрирование по частям дает 
E(k+l) (- оо) ook+l ' gk (ro) - gk+ l (ro) =  (k+I)! = bk (ro). 

а в соответствии с (8 . 39 1 )  имеем : 
"' 

g0 (ro) = f Е'(- t) dt =Е(О)-Е(- ro) . 
" 
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Таким образом , преобразование ряда � ckzk может быть записано 
так: 

00 00 w 
с zk J � gk (w) ckzk = �----h-- E<k+1> (-t) tk dt . 

k =O k=O О 
(8. 392) 

Операции суммирования и интегрирования можно поменять местами, 
когда � ckzk имеет отличный от нуля радиус сходимости. Действи-

Х, с (tz)k 
тельно, ряд � E(k-J 1> (-t) � мажорируется при О< t < w рядом 

k =O 

� 1 с zk 1 rok �оо • k 
7 , E<k+1) (w) k , а ряд �Тэйлора E(k+l) (w) � целой функ-� ,kl, • k! 

k=O ' . k=O 
ции Е' (w+z) имеет бесконечный радиус сходимости , так что ряд 

со 
с (tz)k � E(k+l) (- t) k·k! 

k=O 
сходится абсолютно и равномерно для всех конечных t . 

Меняя местами в (8. 392) операции суммирования и интегрирования 
и устремляя w к оо, мы получим для обобщенной суммы ряда инте
гральную формулу � fw � 

с (zt)k 
l im � gk (w) ckzk = � E (k+1> (-t) k k!. dt , 

w �со k=O О k=O • 
справедливую в частной звездной области. 

(8. 393) 

(Эта формула и матрица (8. 38) были получены иным способом 
Миттаг-Леффлером [ 1 ) ,  1 66- 1 77; см. также Борель [ 1 ] ,  1 1 8-1 2 1  
и Окада [ 1 )  и [ 2 ) . ) 

При Е (z) = ez (8. 393) обращается в интеграл Бореля . 
Если g (z) удовлетворяет условиям (8.2, III) яместо (8.3, 1), то 

(8. 393) имеет силу в главной звездной области (опять при предпо
ложении, что g (О) = 1 ) . 

Таким образом , мы получаем следующую теорему: 
(Х) 

(8.3, Vl) Если gk (w) = � Е<Р> (-w) 00� и g (z) с g (O) = 1 удо -� р .  
p=k+l 

влетворяет условиям (8.2, III) , то (gk (w) ) аффективна для всех 
рядов Тайлора с отличным от нуля радиусом сходимости в глав
ной звездной области; если g (z) с g (О)= 1 удовлетворяет усло 
вия.и теоремы (8.3, 1) , то (gk (w) ) аффективна для всех таких 
рядов Тайлора в соответствующей частной звездной области . 
В каждом из этих случаев интеграл в (8 .393) дает обобщенную 
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00 
су.м.му ряда � ckzk , "оторая получается в результате су.м.ми-

k=о 
рования этого ряда .матрицей (gk (w) ) . 

П р  и м е р ы . Приведем примеры матриц, удовлетворяющих усло
виям теоремы (8.3, I) . Так как во всех этих примерах g (О) = 1 ,  то 
к ним применимы теоремы (8.3 , I I ) и (8.3 , V). (Эти же теоремы при
менимы к примерам в § 8 . 2 . )  

( I ) Матрица Бореля является частным случаем (8 . 1 1 ) ,  где 
1 

g (z) = r (1 + z) о 
Мы имеем: 

где 
1og g �z) =log Г ( l +z) = (z+ �)1ogz-z+Iog7j(z), 

l im 1j (z) = V 27t. 
1 z/ +оо Таким обраэом, 

1 [ 1 1 log 11 (z)] 1og-(-) =z 1og z 1 - -1-+-2 + 1 =z 1og z [ 1 +e:(z)], g z ogz z z og z 

где е (z) удовлетворяет (8 . 33) ,  а условие (8 . 3 1 )  имеет место с а= 1 .  
Следовательно, величина угла применения равна "· 

( I I} Положим g(z) = z-вz, где 0 < 6 < 2 (Линдел!!ф [ 1 ] ,  1 1 9) .  
Ваяв в (8.2, I ) а. = О (см . Линдел!!ф [1), эамечание на стр . 1 1 9) ,  

мы получим 1 1 1og g (z) = 6z 1og z ,  так что а= 6, и поэтому 
1 

а> 2. Условия (8 . 3 1 )  и (8 . 32) также удовлетворяются . 
Величина угла применения в этом случае равна 27t - в,., и , устрем

ляя В к нулю , ее можно сделать как угодно блиэкой к 27t. Однако 
нужно отметить, что мы не можем получить всю главную эвеэдную 
область для "он"ретной .матрицы путем такого предельного пере
хода; для любого данного в, как бы мало оно ни было , мы можем 00 
только скаэать , что угол применения близо" к 27t . . Е (z) = � ( :S )k 

k=1 
1 1 является целой функцией порядка 6 > 2 .  

1 (Ш) Если мы воэьмем g (z) = r (1 + cxz) , где О< а <  2 ,  то 
00 

� zk 
E (z) = � T (l+cxk) • k=O 

т . е. получаем функцию Миттаг-Леффлера Е,. (z). Функция Е,. (z) 
1 1 является целой функцией порядка а> 2, и условия (8 .31) и (8. 32) 
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удовлетворяются, как и в примере (1). Величина угла применения 
равна 2тс: - a7t. Матрица Бореля является частным случаем при а = 1 .  

(IV) Настоящий пример является обобщением примера ( 1 1 1 ) .  
Пусть 

1 g (z) = r ( 1  + az) r ( 1  + �z) • 
где а >  О , � > О, а + � < 2. Мы имеем : 

1 log g (z) = log Г ( 1 + az) + log Г ( 1 + �z) = 

= (az + � )  log az + (�z + � )  log �z - (а + �) z +  log "') (Z) , 
где 

где 

Следовательно, 
t im 1J (z) = 27t. 

1 z \ � со 

1 
log g (z) = (a + �) z log z [ l + s (z)] .  

s (z) = a log а + � log � - (а + �) + О  (J_) (а + �) log z z ' 
1 так что (8.3 1 )  и (8.3 2) удовлетворяются с cr = а + � . 

Таким образом, 

k=O 
1 1 является целой функцией порядка 

а + � > 2 ,  и величина угла при-
менения равна 27t - (а + �) те. 

Этот процесс может быть распространен на случай любого конеч
ного числа гамма-функций с положительными параметрами а1, а2 , . . .  , аР 

р 
при условии, что � а, < 2 .  Мы тог да получим целую функцию Е (z), 

Г = 1 
а именно: 

которая имеет порядок 

р 
величина угла применения в этом случае равна 27t - 7t � а, (см . также · r=1 
пример 1 к гл . 8). 

15 Эак. 1223. Р. Кук 
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8.4. Н ижние треугольные матрицы, эффективные в областях 
вне круга с ходимости 

Матрицы, рассмотренные в §§ 8 . 2 и 8 . 3 ,  принадлежат к классу, 
который может быть назван «мощным» , т . е . матрицы этого класса 
эффективны для сильно расходящихся последовательностей, таких, 
как частичные суммы рядов Тэйлора в точках вне круга сходимости . 
Но они часто бывают неэффективными для слабо расходящихся по
следовательностей, например для слабо колеблющихся последователь
ностей. 

Матрицы, суммирующие последовательности второго типа (и обычно 
не суммирующие последовательности первого типа), как, например, 
средние арифметические, средние Чезаро и Рисса, могут быть отне
сены к «слабому» классу (см . Харди и Литтльвуд [ l ], [2 ] и 
Харди [2], 1 53). Например, как уже упоминалось в связи с приме
ром 3 к гл . 5, ряд 

не суммируем при помощи матрицы Бореля , XOTSJ он суммируется 
методом (С, 1 ) .  

Возникает вопрос: должны ли матрицы «мощного» типа быть 
«квадратными» для того , чтобы они были эффективными для рядов 
Тэйлора в области вне круга сходимости? 

Как будет показано, существуют нижние треугольные Т -матрицы, 
эффективные для ряда � zn в области вне круга 1 z 1 <: 1 ,  откуда 
следует, что ответ на поставленный вопрос отрицательный. 

В примерах «квадратных» матриц (апk) ,  которые известны как 
эффективные для рядов Тэйлора вне круга сходимости, максимум 
элемента ank при изменении k и фиксированном n > n0 достигается 
npJ1 значении k � n. Так, в случае матриц Бореля и Линделёфа мак
симум достигается соответственна при 

k = n и k = [en - 1] (n > п0) *) . 

Поэтому, если мы будем строить модифицированную матрицу 
Бореля , которая должна быть нижней треугольной Т -матрицей, 
то , для того чтобы она стала эффективной дЛSJ ряда � zn вне круга 
1 z 1 -<  1 , вероятно, мы должны сделать так, чтобы максимум (апk) 
достигалея для значений k. существенно еньших n ,  так как апk = О 
для k > n.  

*) Здесь [х) означает це.11ую часть х. 



8 .4 ) НИЖНИЕ ТРЕУГОЛЬНЫЕ МАТРИЦЫ 227 

Эти соображения приводят к следующим результатам (Кук [8 )) *): 

(8.4, 1) Пусть IX, � - постоянные ,  причем 
О <;: IX < 1 - е (е > 0) ,  � > 1 . 

Тогда каждая сумм 

е -х (zx)k 
_k_! _ 

k > �x 

(zx)k 
_k_! _ 

(х действительное) стремится к пулю при х ---+ оо , если z удо
влетворяет условиям: 

( 1) Re (z) < 1 ;  
1-•  - -1 

( 1 1) J z J <;: IXe " ' 

..!:_ _1 (I I I) J z \ <;: �e � ; 

условие (1 1) при IX = О и условие ( I I I) при � = оо опускаются. 
М ы  имеем : 

00 
А (х) == е - х  � (z:lk = e <z- l) х ---+ О 

k = O  
(8 .4 1) 

при х ---+ оо, если Re (z) < 1 .  Применяя формулу Стирлинга для [1Xx) l ,  
получим **): 

В (х) == е -х  -- � е -х J z \  х -- < 1 � (zx)k 1 "' а.ххах k l """ [ах) ! 
O < k < ak 

*) В работе, на которую сделана ссылка, имеется опечатка на стр. 155, 
3 

во второй строке после ( 1 ); в знаменателе вместо напечатанного ах + 2 
1 

должно быть ах + 2 .  В приведеином здесь доказательстве это исправлено. 

**) Первая половина неравенства неверна для 1 z 1 достаточно малых (на
пример, для z = 0). Оценка будет верна при 1 z 1 � а  и если справа еще 
взять множитель 2. Тогда из приведеиных в тексте неравенств следует, что 
В (х) -+ О  при х -+  оо для 1 z 1 � а. Если же 1 z 1 < а, то тем более В (х) -+ О  
при х -+  оо. (При.м. ред. и перев.) 

15* 
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Таким образом , 

так как е >  О.  
В (х) < К2е -•х Vx -+  о при х -+  оо , 

[ гл . 8 

(8.42) 

Здесь при доказательстве предполагалось , что а > О ;  при а = О 
нечего доказывать. Следовательно , если выnолняется условие (1 1) тео
ремы и а > О , то В (х) -+ О при х -+  оо . Далее, 

С (х) = J г-х  � (z:( 1 -< 
' k > /3х [ 00 

] е-х ( 1 z 1 x)m +1 ( 1 z 1 х)Р -< (т +  1 ) !  1 + � (т + 2) (т + З) . . .  (т + р + 1 ) ' 
где т =  (�х] . Таким образом , учитывая условие (Ш) и неравенство 
1 z 1 < � (из f\ roгo же условия) , мы получаем: 

К е- t: ( 1 z 1 x)m+ l 1 К е-х 1 z / m + l  R 
< С (х) < 11 < 4 ---'------'---- _ __,_1" _ 

m+�  1 - Ш  V �x е- /3х�т н � - l z l е - т · Чт + 1 ) 2 � 

Здесь К1 ,  • • • , К6 - положительные константы . Следовательно , 
_!_ _ 1 С (х) -+ 0  пр и х -+ оо, когда J z ! -< �e /3 , � > 1 .  (8 .43) 

Поэтому при выполнении условий (I)-(I I I ) из (8 . 4 1 )-(8 .43) получаем : 
D (х) == e - -t: � (�)k -+ О, когда х -+ оо . 

IXZ " k " {3Х еХ - 1 
Это и доказывает теорему. Так как -- > 1 для всех положительх 
ных х ,  х =1= 1 ,  то область , определенная условиями ( I )-(I I I ) ,  выходит 
за круг 1 z 1 -<  1 *) . Отсюда немедленно вытекает следующий результат : 

(8.4 , I I ) Если D- область ,  являющаяся общей частыо полу
.!. _ 1 плоскости Re (z) < 1 и �&руга 1 z 1 -< Л.е л , где Л > 1 ,  то ltижuяя 

треугольн,ая Т-матрица (ап1) : _!!..._ ( n )k е л -л 
ank = k !  (О -<  k < п) ,  r n . = О 

эффе�&тивн,а для ряда :Е zn всюду в D. 

1- •  -- 1 

(k > п) ,  

*) Величина а.е " стремится к 1 - Е, если а -+ 1 - Е .  Поэтому область ,  
определенная условиями ( 1 } ,  ( 1 1 )  и ( 1 1 1 } ,  nри а близких к 1 - Е будет нахо
диться внутри круга 1 z 1 < 1 .  (Прим. ред.) 
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Положим 

zk 
Rk (z) = -1 - .  - z  

НИЖНИЕ ТРЕУГОЛЬНЫЕ МАТРИЦЫ 

1 Rk (z) = -1 - - sk (z) , - z  
k 

где sk (z) = � zn; 
n = O  

2 29 

тогда 

Следовательно , для доказательства теоремы достаточно показать, 
что 

n 

� ankzk -+- О при n -+- оо всюду в D 
k = O 

и что (ank) есть Т -матрица . 

(8 . 44) 

n Положив в (8.4, 1) а = О, � = Л, х = Т ,  сразу получаем (8 . 44) . 
Также , полагая z = 1 ,  из (8 . 43) будем иметь: 

n 
откуда � a11k -+- 1 при n -+- оо .  

k = O 

Следовательно , (ank) является Т -матрицей , так как ясно , что дру
гие два условия (4. 1 , 1 1) выполняются. Требуемый результат доказан . 

Область D, очевидно , простирается за круг 1 z 1 -< 1 .  Максимум an11 
при переменнам k и фиксированном n > n0 достигается при k = [ � J . 

Отметим, что наличие только одflого максимума для ank при k < n 
не является существенным; можно построить нижнюю треугольную 
Т -матрицу с двумя максимумами , каждый из которых достигается 
при k < n, и эффективную для ряда I: zn в пекоторой области вне 
круга 1 z 1 -<  1 (см . пример 2 I< гл . 8) . Этот результат может быть 
обобщен на случай , когда ank имеет три и более максимумов при k < n . 

Следующим примером нижней треугольной Т -матрицы , эффектив
ной длt рядов Тэйлора в области , выходящей за круг сходимости , 
является .матрица Эйлера - Kflonna: 

(k > n) 

(Кнопп [2) ,  Радемахер [ 2) ,  Агнью [ 1 6) , [ 1 8) ,  Макфейл [ 1 ) ) . Эта матрица 
суммирует ряд � zn во всех точках внутри круга j l  - r + rz 1 -< 1 ,  1 1 центр которого находится в точке 1 - r ' а радиус равен тrт . 
Если О < r < 1 ,  то этот круr включает круг сходимости 1 z 1 = 1. 
Эта матрица представляет также интерес и в том смысле, что она 
не принадлежит к типу матриц Миттаг-Леффлера . 

Этот пример , а также (8.4, 1 1 )  можно распространить на общие 
ряды Тэйлора , применяя (8.3, 1 1 ) .  
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8.5. Эффе ктивность для оrраниченных последовательнос тей 

В оставшихся параграфах этой главы мы рассмотрим проблемы 
эффективности матриц для ограниченных последовательностей . 

Мы сначала покажем , что при рассмотрении эффективности 
Т -матриц для ограниченных последовательностей достаточно исполь
зовать последовательности , составленные только из О и 1 (Кук и Бар
нетт [ 1 ] ,  Хеисток [2] ) * ) . 

(8.5 , 1) Пусть { zn } - действительная ограниченная последова
тельность с uонечным числом N предельных точеu l 1 ,  /2 , • • •  , lм. 
Для того чтобы { zп } суммировалась Т -матрицей А, достаточно, 
чтобы А была эффеuтивна для uаждой из N последовательно
стей из О и 1 ,  построенных соответствующим образом для 
данной последовательности { Zn } . 

Мы можем предположить , что /1 < /2 < . . . < lN. Из { z11 }  можно 
извлечь N подпоследовательностей , где р-я подпоследовательность 
состоит из всех z11 , расположЕ'нных в интервале 

а е >  О выбрано настолько малым , что эти интервалы не перекры
ваются . Тогда р-я подпоследовательность стремится к lP . Что касается 
точек z11 , не принадлежащих ни одной из этих подпоследовательно
стей ,  то их имеется не более конечного числа , ибо в противном 
случае существовала бы предельная точка , отличная от 11 , 12 , • • •  , lм. 
Обозначим р-ю подпоследовательность через { z,P { ll ) } . 

Будем строить последовательности из О и 1 ,  упомянутые в фор
мулировке теоремы . Возьмем в качестве р-й последовательность , 
состоящую из 1 на местах с номерами rp (k) (k = 1 ,  2 , . . .  ) и О на 
остальных местах. Так как , по пред.положению , А эффективна для 
каждой из таких N последовательностей , мы имеем : 

00 
lim � an , r ( 11 )  = �Р ' n � oo k = 1  Р 

где �Р - некоторое число , зависящее только от р .  
Матрица ( an, rp (k )) является К -матрицей с характеристическими 

числами а11 = О и а = �Р' следовательно , по теореме ( 4. 1 ,  1) Кожима
Шура мы получаем : 

00 
l im � an, r  ( k ) Zrp (ll ) = �ip· n � oo k = 1 р 

* )  Работа Х еистока [2]  была опубликована после того, как настоящая 
книга была сдана в печать ,  поэтому здесь не представилось возможным 
изложить ее содержание. В работе обобщается (8. 5, 1) на случай, когда { zп } 
имеет счетное множество или континуум предельных точек. 
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Последовательность { z11 } состоит и з элементов подпоследователь
ностей {zrp (k ) } вместе с конечным числом не вошедших в них эле
ментов z11 , если такие имеются . Так как l im ank = О  для любого 

n + oo 
фиксированного k, то l im � an11z11 = О , когда � распространяется 

n + oo k k 
на конечное число значений k .  Отсюда следует , что 

оо N 
l im � an11z11 = � �PlP . n +oo k = l p = l  

00 
Порядок членов в ряде � an11z11 не играет роли , так как { z11 } oгpa

k • l  
ничена , и поэтому ряд сходится абсолютно для каждого п .  Теорема 
доказана . 

С л е д с т в и е. Теорема .может быть обобщена на  tсо.мплексные 
ограниченные последовательности {z11 } , имеющие N предельных 
точек l� + и; (Р = 1 ,  2 ,  . . .  , N, l� и z; - действительные числа) , 
но теперь достаточным усло вием является эффективность А 
для 2N аналогичных последовательностей из О и 1 .  

Действительно , · если zk = и11 + lv11 , то предельными точками 
действительных ограниченных последовательностей { и11 } и {v11 } являются 
соответственно l� и 1; (р = 1 ,  2, . . .  , N), откуда и вытекает упомя
нутое следствие. 

Удовлетворительно обобщить метод (8.5 , I) на случай, когда {z11 } 
имеет бесконечное множество предельных точек , в есьма трудно . Сле
дующий результат , принадлежащий Хенстоку, охватывает этот случай 
и , как будет видно в конце доказательства , включает в себя (8.5 , 1) . 

(8.5 ,  I I )  Пусть (ап11) - действительная Т -.матрица, а { z11 } -дей
ствительная последовательность ,  такая, что 1 z11 1 < В  для 
любого k. Обозначим через { х (k) } (k = 1 ,  2 ,  . . .  ) подпоследователь
ность положительных целых чисел такую ,  что z х ( k )  -<: х , и 00 
положим gn (х) = � an , х (k ) · Если g n (х) стремится к пределу g (х) 

k = l 
при п � со  для всех х из (- В, В), ·то 

00 fJ 
lim � an11z11 = J х dg (х) ,  

n + 00 k = l  - В  
где справа стоит интеграл Ри.мана - Стилтьеса. 

00 
Так как А есть Т -матрица , то мы имеем � 1 ank 1 -<: М для 

k = l  
любого n > п0, и таким образом , g n (х) существует для .каждого п 
и х. Также 00 

gn (В) = � a n l. •  k = l  
gп (- В) = О .  
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Пусть у >  х . Тогда { x (k) } будет подпоследовательностью после
довательности {У  (k) } , так что 

00 00 
l gn (Y) - gп (x) l -<:  � l a n . y  ( k ) l - � ! an . x ш l · k = l  k = l  

Отсюда следует , что вариация функции gn (х) в (- В, В) н е  прево-
00 

сходит величину � 1 ank 1 -<: М, т . е . g n (х) имеет ограниченное изме
k = l  

в 
нение в (- В, В) , и значит, интеграл Римана - Стилтьеса J х dgn (х) - - В  
существует. 

Пусть теперь - В = х0 < х1 <  . . .  < хт = В, где 
(i = 1 ,  2 , . . .  , т) 

для векоторого произвольноrо е > О . Тогда , если обозначить через � 
р (i ) 

сумму , в которой суммирование производится по всем целым числам р (i) , 
принадлежащим последовательности (x1 (k) } , но не принадлежащим 
( х1_ 1 (k) } , получим : 

��
1 

ankzk - � Xt [gn (хд - gn (xi - 1)1 1 = 

= 1 j: � an . p ( t > [zp ( l ) - xtl 1 < 
l = l p  (l)  

т 
-<: � � ! ап . р щ ! е -<: Ме - о при е - о . i = 1 р (/)  

00 в 
Следовательно, � ankzk = J х dgn (х) .  и остается только показать, 

что 
k = 1  - В  

в J xd [g (x) - gп (x)J - 0 при n - oo. 
- В  

Функция g (х) имеет ограниченное изменение в (- В, В), так как 
изменение функции gп (х) в этом интервале не превосходит М незави
симо от n .  
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Так как gn (- В) = О ,  то мы имеем также g (- В) = О, и следо
вательно, 

в 
J xd [g (x) - gn (x)J 

- В  в 
{ x [g (x) - gn (x)J J � в - J !g (x) - gn (x)} dx <. 

- В  в 
<. B J g (B) - gп (B) \ + J J g (x) - gn (x) J dx � o при n � co . 

- В  
ибо В фиксировано , 1 g n (х) 1 ограничена (независимо от n )  и g n (х) 
стремится к g (х) при n � со для всех х из (- В , В). 

Теорема доказана . 
Чтобы получить (8.5 , 1 ) из (8.5 , 1 1) ,  предположим , что - В = 10 < 11 

и lN < ZNн = B . Тогда если ZP < x < lp+ l  (р = О , 1 , . . . , N), то 
легко проверить , что 

р = р 
g (x) =  l im gn (x) = l im gn (lp + в) = l im � � an .r щ = � �q n + = n + =  n -> = q = 1 k = 1 q q = 1 

(при р = О  полагаем , по определению , _± = о) , и поэтому q = 1 

т. е .  

В N J х dg (х) = � lP�P ' 
-в  р = 1 

= N 
l im � ankzk = � lp�p · n -+ = k = 1 р = 1 

С л е д с т в и е . Теорема (8.5, 1 1 )  может быть обобщена на uом 
плеuсные ограниченные последовательности { zk } .  

Действительно , если zl? = иk + ivk (иk и vk действительные) и 
если ( x (k) } , {y (k) } - подпоследовательности целых положительных 
чисел , для которых 

то мы положим 00 = 
gn (x) = � an.  х ( Тг ) •  hn (x) = � ап . у ( Тг ) · k = 1 k =l 

Если \ zk J <. B , то также J uk J <. B , J vk J <. B. Если gп (x) � g (x) 
и hn (х) � h (х) при n � со  для всех х из (- В, В) , то , согласно (8.5 , 1 1 ) ,  
имеем : = в 

l im � ankuk = J х dg (х) , n + = k =l - В  

со в 
l im � ankvk = J х dh (х) ,  n +оо k = l - В  
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и поэтому 

ПР ОБЛЕМЫ ЭФФЕКТИВНОСТИ БЕСКО НЕЧНЫ Х  МАТ Р И Ц 

ro В В 
l im � an11z11 = J x dg (x) + l J x dh (x) , 

n +оо 11 = 1  - В  - В  

что и доказывает следствие . 

[ гл .  8 

Мы видим , что N последователыюстей из О и 1 в (8.5, 1) 
строятся по данпой последовательности {z11 )  следующим обра
зом . Из {z11 } выделяются подпоследовательности ( Zrp щ 1 ·  все эле
менты которых лежат соответственно в интервалах (!р-е ,  tР+в) ,  
р = 1 ,  2 ,  . . . , N ( е  > О выбирается столь .малым , чтобы эти 
интервалы ne перекрывались) . Обозначив элементы последова
тельности из О и 1 ,  которая соответствует предельпой точке lP' 
через и�> . полагаем и�> = 1 ,  если т =  rp (k) , и и<,::> =  О во всех других 
случаях . 

Мы сейчас дадим простые достаточные условия , чтобы метод 
суммирования , определенный матрицей А , был сильнее , чем сходи
мость (Агнью [ 1 2 ] ) *) .  

(1) 

( 1 1 )  

(8.5, 1 1 1) Если матрица А та"ая , что : 

(п =  1 ,  2 ,  . . . ) ; 

l im max 1 an11 1 = О , 
n � oo k = 1, 2, • . .  

то существует , по крайпей мере , одна расходящаяся после 
довательность из О и 1 ,  су.м..м.ируе.м.ая при помощи этой 
матрицы . В частности , если А есть Т -матрица такая , что 

l im ank = О , то пекоторая расходящаяся последовательность n, k + ro 
из О и 1 суммируется этой матрицей . 

Пусть а1 , а2 , • • • и � 1 • �2 • • • •  - две последовательности положи 
тельных чисел такие , что пап --+ О и �n --+ О при п --+  оо . Условие ( 1 1 )  
влечет существование возрастающей последовательности целых поло
жительных чисел n1 , п2 , • • • такой , что для р = 1 ,  2 ,  

(8 . 5 1 )  

Фиксируем такую последовательность { пр ) · Тогда из условия (1) сле
дует , что если k 1 , k2 , • • •  - последовательность целых положитель· 

*) Метод суммирования сильнее сходимости, если он суммирует все 
сходящиеся последовательности и хотя бы одну расходящуюся. Если этот 
метод определяется при помощи матрицы , то и о матрице также говорят, 
что она сильнее, чем сходимость .  Отметим, что условия (!) и ( 11), вообще 
говоря, не являются достаточными для того, чтобы матрица, удовлетворяю
щая им, была сильнее сходимости, так как при этих условиях она может 
не быть К-матрицей. (При.м.. перев.) 
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ных чисел , достаточно быстро возрастающих к + оо , то дл я 
р = 1 , 2 , . . .  имеем : 

00 
� \ ank i < �P при пр -<: п < пр+ l ·  k � kp +1 

(8 . 52) 

Фиксируем теперь последовательность { kp) ,  удовлетворяющую усло
вию (8 .52) , причем можно считать kp+ l > kp + 1 (р = 1 ,  2, . . .  ) . 

Пусть { sk ) - последовательность из О и 1 ,  определенная усло
виями s11 = 1 ,  sk = O  (k =l=kp) ,  р =  1 ,  2, . . .  Тогда каждое из р 
равенств sk = 1 и sk = О имеет место для бесконечного множества 
значений k, так что последовательность { sk ) расходится . Кроме того , 
иреобразование { а  n } этой последовательности { s k }  для р = 1 , 2 ,  . . . 
и пр < п < пр+ l удовлетворяет условию 

1 an J  = \ � anksk 1 = 1 � an, /11. \ < � � an ,  k1. / + . � l an , k1 1 -<:  k = l  j = l  j = l  J = p+ l  

что следует из (8 .5 1 )  и (8 .52) . 

р 00 

-<: � !Xp -f- � 1 ank 1 -<Р!Хр + �Р' J = l  k = kp + l  

Так как при п � оо также и р � оо ,  то ра,Р � О  и �Р � О  при 
п � оо ,  а следовательно, an � О  при п � оо ,  т . е . последователь
ность { sk }  А-суммируема к нулю (см . (8.6 , VI) ) . 

Будем в дальн.ейше.м обозн.ачать через аоо .мн.ожество всех 
огран.и чен.н.ых последовательн.остей , через I - .мн.ожество всех 
расходящихся последовательн.остей из О и 1 .  

Следующий результат принадлежит Хиллу (4] :  
(8.5 , IV) Пусть Е - произвольн.ое сепарабельн.ое * ) под.мн.оже

ство .мн.ожества а00 • Тогда любая Т -.матрица А содержит строч
н.ую подматрицу В == (ami ' k) •  �оторая н.еобходи.мо будет Т -.мат-
рицей , та�ую , что Е с:: аоо (В) ,  где а00 (В) обозн.ачает .мн.ожество 
всех последовательн.остей из аоо . суммируемых при помощи 
.матрицы В (т.  е . В-суммируемых) . 

Пусть D- счетное плотное в Е подмножество множества Е, 
состоящее из точек xn == {skn> } (п = 1 ,  2 , . . .  ) , и пусть A := (amk) -

oo 
произвольмая Т -матрица . Тогда последовательность t�> == � am11sk1> 

k = l  
будет ограниченной и ,  следовательно, содержит сходящуюся подпо-
следовательность { t�� } , где мы можем считать т1 = 1 .  Положим t 
ami , k == а�� для всех i и k и выберем из ограниченной последова-

'') Читателя, незнакомого с понятием сепарабелъности, отсылаем к § 9 .3 
(непосредственно перед (9.3, Vl) ). 
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со 

тельности t�2) == � a\1>s�2> сходящуюся подпоследовательность ( t��) � k = l  J 
такую , что i1 = 1 , i2 = 2 . Дальше , положим а(1 ) k = а)� для всех j lj , 
и k и применим эту матрицу к { s�3> f и т. д. 

Мы определим таким путем последовательность Т -матриц (атk) , 
( a�k) · ( a�k) • . . .  , каждая из которых является строчной подматрицей 
ii редыдущей матрицы . Матрица ( a�J) = В является Т -матрицей и , 
как следует и з ее построения , будет эффективной для каждой xn из D. 

Для того чтобы показать , что В эффективна также в Е �  D, мы 

сначала отметим , что оператор у = В (х) ,  где В (х) = { k�l 
a�;sk } 

и х == { s k J ,  является линейным и преобразует множество о со в его 
подмножество . Тогда если х0 - какая-нибудь точка из Е - D, то 
существует подпоследовательность ( x11i f из D, сходящаяся к х0 , 
так как D- счетное плотное подмножество множества Е . Полагая 
Yt = В (х n1) . мы будем иметь : 

Уо = . l im Yt = . l im В (хп .) = В (х0) .  
l � OJ  l � CO  l 

Пусть Г - миожество всех сходящихся последовательностей ; 
·r огда { y1 J  принадлежит Г, а так как Г - замкнутое подмножество 
в о00 , то и у0 принадлежит Г. Это и доказы вает теорему. 

Матрица А = (апk) называется реверсивной , если система уравне -со 
ний fn = � anks1, (п = 1 ,  2 ,  . . . ) имеет единственное решение [ s�г J · k = l  
соответствующее каждой { tп J и з  Г ;  А называется матрицей типа М, 
если из условий 

()() CQ 
� 1 и1г 1 < оо, � щank = О (п = 1 ,  2 ,  . . .  ) k = l  k = l  

всегда следует , что щ = О  (k = 1 , 2 ,  . . .  ) . 
Матрица , которая является одновременно Т -матрицей , реверсивной 

и типа М, называется совершенuой (см . Банах ( 1 ] ,  90 ; Хилл [1 ] ) . 
Совершенные матрицы могут быть эквивалентными сходимости , 

однако реверсивные Т-матрицы , не принадлежащие к типу М, все г да 
сильнее , чем сходимость . Это видно из следующих двух результатов , 
принадлежащих Хиллу [4] : 

(!) Если совершеииая матрица сильиее , чем сходимость, то 
oua аффе"тивиа для н,е"оторой ueoгpauuчeuuoй последователь 
ности . 

(11) Любая реверсивиая Т -матрица, не принадлежащая 1с типу М, 
аффе"тивиа для не"оторой иеограничениой последовательности 
(см . пример 1 О к гл . 7). Доказательство этих результатов читатель 
найдет в упомянутой работе Хилла . 
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8.6. Суммирование последовательностей и з  О и 1 

В этом параграфе будут приведЩIЬI результаты , принадлежащие 
Хиллу [5) (см . также Бак и Поллард [ 1 ] ) , относящиеся к суммиро
ванию последовательностей l, т . е . расходящ�хся последовательно
стей из О и 1 .  

Мы будем употреблять следующие обозначения : 
А == (ank) - действительная Т -матрица ; 

l0 (А) - множество всех х Е l, не суммируемых методом А , т. е . 
методом, определенным при помощи матрицы А ; 

l 1 (А) - дополнение множества l0 (А) до l, т . е. множество всех 
х Е l, суммируемых методом А;  

l2 (А) - подмножество множества l1 (А) , состоящее из тех х Е l 1  (А) ,  
1 которые суммируются методом А к зн ачению 2 .  

Пусть 1J обозначает интервал О <  у < 1 ,  а 'IJ* - множество точек , 
остающееся в этом интервале после удаления из него всех точек у 

т вида 2п (т , n = О , 1 ,  2 , . . .  ) . 
Между l и '1/ * может быть установлено взаимно-однозначное 

соответствие , для чего нужно представить у в виде двоичной дроби 
О ,  ехоцх2 • . • ; каждой точке из '1/" вида О, Clo1Цz2 • • • (где каждое 
из сх или О, или 1 )  ставится в соответствие х Е I вида х= {  сх0 , сх1 ,  сх2 , • • • } , 
и наоборот . 

Для i = О, 1 ,  2 '11l (А) обозначает множество точек у,  соответ
ствующих ll (А) по только что указанному правилу. 

«Почти все последовательности из l» означает подмножество 
из l, для которого соответствующее подмножество из '1/ (а поэтому 
и из '1/') имеет меру Лебега , равную 1 .  

Важнейшую роль в доказательстве следующих четырех теорем 
будут играть фующии Радемахера (Радемахер [ 1 ]), поэтому мы 
дадим сначала определение и основные свойства этих функций. 

( 1) Разделим интервал (0 , 1 ) на 2n+1 равных интервалов и поло
жим R,. (у)= 1 ,  Rn (у) = - 1 поочередно внутри этих интервалов 
( + 1 в первом интервале) и Rn (у) = О в концах интервалов . Таким 
образом , для n = O , 1 ,  2 , . . .  и О -<: у -<: 1 

Rп (у) = (- 1 )k 
при 

(k = O,  1 , 2 , . . .  , 2n +1 _ 1 ) , 

и 
Rп (У) = О 

в противном случае. 
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( 1 1 )  Для каждой двоичной дроби у · О, сх0сцх2 • • • из "'l* мы 
имеем : 

(п = О,  1 ,  2 . . .  ) . 
" 

(Ш) Если Рп (и) = J Rп (У) �у , то О -< Рп (и) -< 2 - (п + l) для О -< и -< 1 
о 

и n = O, 1 , 2 , . . . 
1 

(IV) J Rm (у) Rn (у) dy = отп • т. е . { Rn (у)} является ортонор
о 

мальной системой на [0, 1 1  (см . Качмаж и Штейнгауз [ 1 ) ,  55-56). 
00 

(V) Если ряд � с� сходится (сп - действительные числа), то 
n =O 00 

ряд � cnRn (у) сходится почти всюду в 11 (см . ,  например, Качмаж 
n =O  

и Штейнгауз [ 1 1 .  1 48) . n 
(VI) Если 'jn (у) = � akRk (у) (ak действительные), то для каждого 

k=O 
q > О справедливо flepaвeflcmвo XUflЧUfla : 

j 1 а, (у) 1 '' dy <( М, (�,а� ) ' · 
где Mq зависит только от q (см . ,  например , Качмаж и Штейн
гауз [ 1 1 ,  1 53) . 

(VII) Если g n (у) - функции , неотрицательные и интегрируемые 
по Лебегу на интервале О -<  у -<  1 (п = О , 1 ,  2 ,  . . . ) , и если 

то 
00 

00 1 � f gn (y) dy < 00 ,  
n =O О 

� gn (Y) < оо ПОЧТИ всюду в Тj . 
n=O 

(VII I)  Каждому х == {cxk } Е I соответствует у Е Тj* , поэтому, учи
тывая (11) ,  мы можем записать А-преобразование последовательности х 
в виде 

00 

00 00 
� ankak = ; � ank - ; 'tn (у) ,  
k=O k=O 

где 'tn (у) == � ankRk (у) . Следовательно , у принадлежит к Тj1 (А) 
k=O 

(к Тj2 (А) ) тогда и только тогда , когда { 'tп (У) } сходится (сходится 
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к нулю). Сходимость последовательности { 'tп (у) } .  конечно , эквива" 
лентна А-суммируемости последовательности {Rk (у) } . 

(8.6 , 1) Для каждой действительной Т -.матрицы А .множе
ства 7j1 (А) и 7j2 (А) имеют одну и ту же .меру,  и эта общая 
.мера равна О или 1 . 

Если у =  О , а0а1а2 • • •  -какая-нибудь точка из 7j 1 (А) или 7j2 (А), 
то точка , полученная из нее изменением значений конечного числа ak • 
также принадлежит к 'Yj1 (А) или 'Yj2 (А) , так как А является Т -ма
трицей . Следовательно , эти множества однородные, и поэтому каждое 
из них имеет меру О или 1 (см . Виссер [ 1 ] ) .  Так как "f/2 (А) с "''t (А) , 
то утверждение теоремы будет следовать немедленно , если мы по
кажем , что условие т ['У/1 (А)] = 1 влечет т ['У/2 (А)] = 1 , где т (Е) 
обознач ает меру Лебега множества Е. Чтобы доказать это , мы вос
пользуемся свойством (VI I I ) функций Радемахера , приведеиным выше, 
при предположении, что l im 'tn (у) =  Л (у) существует почти всюду n�oo 
в "'1 · Тогда нам нужно только показать , что Л (у) = О почти 
всюду в "'1 ·  00 

Так как � 1 ank 1 сходится при любом n ,  то мы , по свойству ( 1 1 1) k =O 
функций Радемахера , имеем : 

и 00 J 'tn (у) dy = � ankPk (и) 
О k =O 

(8 . 6 1 )  

Кроме того , по свойству (1) функций Радемахера , последователь
ность { 'tп (у) } ограничена в совокупности , и поэтому мы можем 
применить к (8 . 6 1 )  теорему Лебега . Тогда в соответствии со свой· 

и 
ством (1 1 1) получим J Л (у) d у = О для О �  и �  1 .  Следовательно, 

о 
/, (у) = О почти всюду в "'1 ·  и теорема доказана . 

(8.6 , 1 1 )  Для каждой действительной Т-матрицы А .множе
ство 7j 1 (А) является .множеством первой категории * ) в 1j .  

Пусть для каждой пары неотрицательных целых чисел т и р 
Етр = Етр (А) обозначает подмножество множества 'Yj* , для которого 

1 1 'tn (у) - 'tn +q (у) 1 � т + l (8 .62) 

для любого n � р и для любого q � 1 .  
Если мы запишем 

(т = О, 1 , 2, . . .  ) , (8.63) 

*) О множествах первой и второй категорий см. Банах [ 1 ] , 13; Гобсон [ 1 ], 
т. 1, 134. 
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то , как это может быть проверено*) , 
'У/1 (А) 7l* = 000102 . . .  + 010203 • • •  + . . .  

• · • + От0т+ Рт+2 • · · + (8 . 64) 

Функция "'п (у) является непрерывной в каждой точке у мно
жество 'У/*; следовательно , каждое множество Етр замкнуто в "'1*

· 
По теореме Штейнгауза (4.5 ,  I I I ) , найдется последовательность 
х0 ==  { ak J Е I, не суммируемая методом А . Точка у0 = О ,а0а1а2 • • •  , 
соответствующая х0 , очевидно , принадлежит "'/* , и из свойства (VIII) 
функций Радемахера следует , что { 'tп (у0) } расходится. Следовательно, 
существуют о > О и две последовательности положительных целых 
чисел { n1 } и { q1 } , n1 -+ oo  при i -+ oo, такие , что 

l 'tп i (Yo) - 'tn1+qi (Yo) i > o  (l = O, 1 ,  2 ,  . . . ) . (8 . 65) 

2 Положим т0 > т ·  Докажем сначала , что От является множеством 
первой категории в "'/* для каждого т � т0 • Предположим против
ное . Тогда найдется некоторое р. � т0, для которого О"" будет мно
жеством второй категории . Из (8 . 63) при т = р. вытекает , что 
в таком случае по крайней мере одно замкнутое множество EI'-P' скажем El'-" ' должно содержать сегмент а < у <  Ь из 'У/*· 

Изменяя (если это необходимо) конечное число (например, пер
вые r) знаков в у0 = О ,а0а1а2 • • • , мы можем получить новую точку 
у1 = О, Ь0Ь1Ь2 • • •  brar+ lar+2 . . . из "f/* , такую , что а < у1 < Ь . 

Так как 
{ Ьо , bl, Ь2 , . . . , br , ar+ l •  ar+2 • . . .  } = 

= {а0 , а1 , а2 , • • • J - { а0 , а1 ,  ar ,  О , О ,  . . . } + 
+ {Ь0, Ь 1 , • • •  , br , О, О , . . . } , 

то мы имеем : 
r 

'tn (yl) = 'tn (Уо) + � ank (bk - ak) == 'tn (Уо) + А (n), 
k = O 

(8 . 66) 

где А (n) = о  ( 1 )  при n -+- оо , ибо (ап11) - Т -матрица , а r фикси
ровано. 

Из (8 . 62) и того факта , что у1 Е Е""" ' мы заключаем , что 
1 / 'tn (Yl) - 'tn +q (Yl) 1 <: fL + l 

(8 .67) 

для каждого n � 1r:  и q =  1 ,  2, . . . 

*) Легко видеть, что От + l  с:: От и по9тому "'11 (А) 1J� = ОоО1 О2 . . . ( При.м. ред.) 



8 .6) СУММИРОВАНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ И З 0 И 1 24 1 

С другой стороны , из (8 . 66) и (8 . 65) и соотношения т0 <: (J. мы 
имеем : 
\ 'tn t (Y1) - 'tnt+qt (Y1) J � 

� \ 'tп 1 (Yo) - 'tn1+q1 (Yo) \ - 1  А (пд 1 - 1  A (пt -+- qt) 1 > 

> 8 + о ( 1 ) > _!_ + о ( 1 ) � � + о ( 1 ) > +
1

1 то � � 
для всех достаточно больших i .  Это противоречит неравенству (8 .67) ,  
и тем самым наше утверждение, что О т является множеством первой 
категории в Тl* · для т .>- т0 доказано . 

Так как каждое произведение в правой части (8 .64) является 
подмножеством некоторого От (т �  т0) , то отсюда следует, что 
"f/1 (А) "f/*, как сумма счетного числа множеств первой категории, является 
множеством первой категории в "1/* и , значит , в '11 · 

Теорема теперь следует из того факта , что множество "f/ 1 (А) 
- "f/1 (А) "f/* счетно. 

Из (8.6,  1) и (8.6 ,  1 1 )  немедленн о вытекает следующий результат: 
(8.6,  1 1 1 )  Для uаждой действителыюй Т -.матрицы А .мно 

жество "f/o (А) : 
( 1) и.меет .меру или О или 1 ;  

( 1 1) является дополнением .множества первой категории в "f/ ;  
( I I I) является .множеством второй uатег:ории в Тl · (См . Гоб

сон [ 1 ) ,  т . 1 . 1 35- 1 36 ,  § 94 .) 
Из предыдущих теорем следует , что не существует последова

тельности {А т }  Т -матриц, обладающей тем свойством , что каждая 
х Е I суммируется , по крайней мере , одной из матриц Ат, так как 00 
всякое множество вида � "f/1 (Ат) снова является множеством первой 

т = О  
категории . 

Из вероятностной теоремы Борели (Борель [2 ] , 259-260) теперь 
вытекает , что почти все последовательности из I су.м.мируе.мы (С , 1 )  

1 к значению 2 .  
Будем говорить, что Т -матрица обладает свойством Бореля , 

если она суммирует почти все последовательности из I к значе-
1 нию 2 .  Хилл получил следующий результат: 

(8.6 ,  IV) Для того чтобы действительная Т - .матрица обла
дала свойством Бореля , необходимо ,  чтобы 

00 
� a2k = о ( 1 )  при п � оо , (8 . 68) 
k = O  n 

и достаточно , чтобы ряд �о (�о a�ky сходился для неиота
рого q > О. 

16 Зак. 1223. Р. Кук 
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Очевидно , что 
00 00 

't2 (у) = � � anlankRt (у) Rk (у) , n t � o  k = O  

[гл . 8 

где , по свойству ( 1) функций Радемахера , двойной ряд сходится 
абсолютно и равномерно в "1*· 

Интегрируя этот ряд почленно, что в силу только что сказанного 
допустимо , и принимая во внимание свойство (IV) функций Раде
махера , получаем : 

1 00 J 't� (y) dy = � a�k 
О k = O  

(n = O ,  1 ,  2 , . . . ) . (8 .69) 

Если А обладает свойством Бореля , то ограниченная в совокупности 
последовательность { 'tп (у) } сходится к О почти всюду в "1· Приме
няя к (8 .69) теорему Лебега о переходе к пределу под знаком инте
грала , получаем доказательство необходимости условия (8 .68) . 

Предположим теперь , что выполняется достаточное условие для 
некоторого q > О . Для этого q, по свойству (VI) функций Раде
махера , имеем : 

00 1 

и следовательно , � J 1 'tn (у) l2q dy < оо . 
n = O  о 

Пользуясь теперь свойством (VII) , получаем : 
00 
� 1 'tn (у) l 2q < 00 ПОЧТИ всюду В 'rj 
n = O  

и , следовательно, 
l im 'tn (у) = О почти всюду в "1· n+oo 

Теорема доказана . 
Хилл замечает, что ему кажется маловероятным, что условие (8 . 68) 

является достаточным, хотя этот вопрос остается перешеиным *) . 
Конечно , при выполнении условия (8 .68) легко показать, что суще
ствует строчная подматрица ( an1• k) матрицы (апk) не слабее , чем 
матрица А, обладающая свойством Бореля . Действительно, из (8 . 68) 

*) Недавно Гарро [0. А. Garreau] доказал, что условие (8.68) не является 
достаточным.  
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и (8 . 69) мы получаем : 
1 J -с� (у) dy = о ( 1 ) при n -+  оо ,  

о 
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и следовательно , существует подпоследовательность {-спiУ)} , сходящая с я 
к О почти всюду в 71 (см . ,  например, Гобсон [ 1 ] ,  т . I I ,  245). 

(8.6,  V) Матрица Бореля обладает свойством Бореля *). 
Мы имеем : 

S = �' (�, •:,) q = �' [е- '" �' (��' ]' � �' [е -'"10 (2n) J ' . 

где /0 (z) - модифицированная функция Бесселя нулевого порядка 
(Уотсон [ 1 ] , 77). Но /0 (z) ,_, .. : (Уотсон [ 1 ] , 203) . 

f 2$Z 
Следовательно, 

где ряд сходится при любом q > 2 .  
(8.6, VI) Средние Чезаро любого порядка r > О обладают сво/1-

ство.и Бореля (Агнью и Хилл [ 1 ]) .  
Этот результат вытекает из следующих известных фактов: 
(а) Почти все последовательности из I суммируемы (С, 1 ) к зна-

1 чению 2 .  
(б) Если ограниченная последовательность суммируется мето 

дом (С, 1 ) , то она суммируется и методом (С, r) для любого r > О 
(Когбетлянц [ 1 ] , 24). 

(в) Методы (С, r) совместны (Когбетлянц [ 1 ] ,  1 7) .  
Если х ,  у - две ограниченные последовательности (т. е . х Е о00 

и у Е о00) , то расстояние между ними определяется как 

(см . § 1 0. 8) .  
Обозначим через о00 (А) , где А есть Т -матрица, множество после

довательностей из а00 , суммируемых методом А . Хилл [4] ставит 
вопрос: будет ли о00 (А) обязательно сепарабельны.и под.иножество.и 
множества а00 , и высказывает предположение, что это не так. 
Справедливость его предположения следует сразу из (8.6 , I ) . 

Действительно , если А - какая-либо Т -матрица , эффективная, 
по крайней мере, для того же множества последовательностей, что 

"') Это было установлено Х иллом другим м етодом. 

16* 
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и (С, r) при некотором r > О , то из (8.6 , VI) следует , что cr00 (А) 
содержит несчетное множество последовательностей из I, каждая из 
которых находится на расстоянии 1 от всех других. Следовательно , 
croo (А) не .может быть сепарабельны.м..  

8.7. «Правильное» значение обоб[Ценноrо предела 
ограниченной расходя[Цейся последовательности  

При рассмотрении теорем (4.4 ,  IV)  и (4.4 ,  VI)  возникает следую
щий вопрос : чтб понимать под «правильным» значением обобщенного 
предела , получающегося в результате суммирования Т -матрицей дан 
ной расходящейся последовательности ? 

Этот вопрос был уже рассмотрен в § 5 . 6 ; в настоящем пара
графе будет показано, что определение «правильного» значения , 
данное в § 5 .6 , является особенно полезным в случае ограниченных 
последовательностей и оно имеет связь со свойством Бореля (Кук и 
Барнетт [ 1 ) ) .  

Следующий простой результат дает возможность установить 
взаимно-однозначное соответствие между каждой ограниченной рас
ходящейся последовательностью и частичными суммами ряда Тэйлора 
в отдельно й точке на границе его круга сходимости (радиуса 1 ) .  
С некоторыми оговорками это соответствие может быть распростра
нено и на неограниченные последовательности :r ) . 

(8.7 ,  1 )  Множество в сех ограниченных расходящихся после
до вательнос'тей совпадает с .множеством всех ограниченных 
расходящихся последовательностей частичных сумм рядов Тай 
лора с радиусом сходимости 1 в отдельной то•tке па границе 
его круга сходимости ** ) . 

Пусть { zп ) - ограниченная расходящаяся последовательность , 
1 z'l j  < М.  Положим сп = Zп - Zп - l  (п :> 1 ) ,  с0 = z0 , так что 1 сп 1 < 2М 00 
(n = О ,  1 ,  2 , . . . ) . Тогда частичными суммами ряда Тэйлора 2:: cmzm 

п m = O  
будут sп (z) = � cmzm, которые при z = 1 обращаются в с0 + m = O  
+ с� --1- . . . + сп = Zп · 

Так как частичные суммы при z = 1 ограничены , то z = 1 не 
может лежать вне круга сходимости , но в то же время ряд расхо
дится при z = 1 ,  и следовательно , радиус сходимости его должен 
равняться 1 и Zп = sп ( 1 ) . 00 

Будем ссылаться на f (z) = � спzп , где сп = zп - Zn - l (n :> 1 ) ,  п = О  
с0 = z0 , как на ряд Тэйлора , ассоциированный с ограниченной рас -
ходящейся последовательностью {zп } · 

*) Радиус сходимости здесь может оказаться равным нулю. 
**) Приведеиное здесь доказательство принадлежит Динсу. 
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Тогда «правилы-tым» значением обобщенного предела последо
вательности (zп } (если он существует) мы бvдем назь итть 
величину l im f (z) .j. ) в том случае , когда этот предел cyщe

z � l - o  
ствует ; если этот предел н е  существует,  «праеильного» значе
ния fteт. 

«Правильное» значение равно обобщенному прРделу при сум 
мироваflии методо.Аt Абеля (§ 4 . 3  (VI I I ) ) .  

При определенных условиях l i m  f (z) может быть просто замеz � 1 - 0 
нен значением f ( 1 ) , например , если z = 1 является регулярной точ 
кой функции f (z) .  со 

Всюду в этом параграфе f (z) = � cnzn будет обо.'�F-tачать ряд 
п � о  

Тэйлора , ассоциированный с данной последояот.ельностью ( zп } 
из � (§ 8 .5 ,  8 . 6) ,  а под «правильным» зночРниР.м будет подразу
.Аt еваться значение l im f (z) .  

Z+ l - 0  
В свете приведеиных выше определений докажем следующий 

результат :  
(8 .7 ,  1 1 )  Почти все последовательности из � суммируются 

любой действительной Т -.матрицей , обладающей свойством 
Бореля , к «правильному» значению ** ) : ; l i m  f (z) . z ?- 1 - 0  

Для доказательства напомним сначала известную теорему Фробе
ниуса 1 1  Гёльдера (см . , например , Дине [ 1 ]  437-438) :  если ряд 
Тайлора су.ммируе.-и (С, г) , г >  О ,  в точке z' на границе круга 
сходи.мости,  то его (С, г) - су.м.ма является <<nравильным» значе 
нием , т . е . ра в на пределу функции f (z) , представленной рядом 
Тэйлора , когда точка z стремится к z' вдоль радиуса изнутри 
f:руга сходиJtости . 

Возьмсм точку z = 1 и ряд Тэйлора , ассоциированный с последо
вательностыо { zk ) из �- Так как (С , г)-средние обладают свойством Бореля ,  то отсюда следует , что 

l im . / (z) = ; 
z + 1 -0 

для почти всех последовательностей из � - С другой стороны ,  Т-пре-
1 дел (получающийся при применении данной Т -матрицы) равен 2 для 

*) Символ z -+  1 - О, как обычно, обозначает, что z стремится к 1 
вдол ь действительной оси со стороны меньших значений. 

*") Конечно, f (z) изменяется от последовательности к последователь
ности из х.  Таким образом, мы имеем континуум различных функций f (z) , 1 
каждая из которых стремится к пределу 2 при z -+  1 - О. 
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почти всех {zk ) из I и ,  следовательно, Т -предел равен значению 
l im f (z) для почти всех {zk ) из I, что и доказывает результат . .z � 1 - 0  
Упомянутая выше теорема Фробениуса и Г�льдера показывает, что 

всякая последовательность из I. суммируемая (С, r) , r > О, суммируется 
этим методом к «правильному» значению. Аналогичное замечание отно
�ится и к средним Рисса (r > О) и вытекает из абсолютной эквивалент
ности средних Чезаро и Рисса одного и того же порядка r > О для 
всех ограниченных последовательностей (см . (5.4, 1 1 1 ) и (5.5 , 1 1 1 ) ) . 

То же самое верно и для матрицы Бореля . Действительно, и з 
вестно , что если ряд Тайлора суммируем посредством .матрицы 
Бореля *) в точке на границе круга сходимости , то его обоб
щенная сумма, получающаяся в результате при.менения этого 
.метода, является «правильны.м» значением (см . Харди [ 3] , 44- 45 
и Фрагмен [ 1 ] ) .  

В частности , это относится и к ряду Тэйлора , ассоциированному 
<: последовательностью из I при z = 1 .  Далее , «полунепрерывные» 
и «дискретные» матрицы Бореля абсолютно эквивалентны для всех 
ограниченных последовательностей (см . (5.5 , IV) ) , а в силу (8.6 , V) 
.дискретная матрица Бореля обладает свойством Бореля . Отсюда и 
�ледует утверждение относительно матрицы Бореля . 

Следующая теорема дает общий теоретический метод для полу
чения Т -матриц А , эффективных, по крайней мере , для тех же по
следовательностей , что и матрица В. Таким образом , если В обладает 
сво йством Бореля , то то же самое имеет место и для А. 

(8.7 ,  1 1 1) Пусть А и В суть Т-матрицы такие, что : 
( 1 )  В имеет единственную л .  с .  обратную - 1В; 

( 1 1 )  А · - 1в является Т-матрицей ; 
( I I I) А . - 1ВВ ассоциативно .  
Тогда если В (zп) -+ cr ,  то также А (zп) -+ cr при условии , что 

.или (а) последовательность {z" )  ограниченная, или (б) А · - 1В-.мат
рица с конечными строками . 

Пусть С =  А . - 1В .  Тогда А = СВ, так как А . - 1ВВ ассоциа
тивно. Следовательно, 

00 со 00 00 со со 
� ank zk = � (� Cnl blk) Zk = � cn l � bik Zk == � Cn l cr l --+ cr ,  k = l  k = 1 i = l  1 = 1 k = l i = l  

так как С =  А . - lB есть Т -матрица , а crn = В (zп) --+ cr .  Что касается 
изменения порядка суммирования, то оно допустимо в силу любого 
из условий (а) или (б) * * ) . 

*) То есть суммируем посредством сполунепрерывной) матрицы Борели 
.е - ш  00k 

k! 
*"�<) Если В с конечными строками, а С имеет бесконечные строки, то 

порядок суммирования в двойном ряде в общем случае нельзя изменять без 
наложения дополнительных ограничений на В. 
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Если мы в качестве В возьмем матрицу (С, r) , r > О , то усло

вие (1) теоремы (8.7 , Ш) удовлетворяется при 

Таким 

т . е . 

где 

A-r-1 -lь - 1 - lь - _.:.:_k __ пп - -ь • n . п - k - l) 
образом , 

nn n -k, n -k 
со 00 

- �  - lb - l � a A-r-1 Спk - ...,. апi ik - -b ."'-� nl i-k i = l  kk i = k ' 

_ (г + l ) (г + 2) . . .  (г + k) � - r- 1  cnk - k ! ."'-� anl Ai - k ' . i = k 

A
s _ (s + 1 ) (s + 2) . . .  (s + т) т - т! 

А� = 1 
(т :.;::,. 1 ) ,  

(§ 4 . 3 ( I I ) ) . 

Полагая r = 1 , мы имеем : 
Ао2 = 1 ,  А12 = - 1 ,  А,;; 2 = О для т :.;::,. 2 . 

Следовательно, в этом случае (8 . 72) обраLЦается в 
cnk = (k + 1 ) (апk - an . н1) , 

(8 . 7 1 )  

(8 . 72) 

и условие (II) теоремы (8.7 . I I I) удовлетворяется тогда и только тогда , 
когда 

для любого n :.;::,. n0 *) .  

QO 
� k \ ank - an , k+ l l -<.  М 
k = 1 

(8 .73) 

В самом деле , так как l im ank = О , то (8 . 73) влечет l im kank = О , 
k � co  k � oo  

а тогда 
00 00 
� cпk = �ank - 1 при п - оо * *) k = 1 k = 1  

(ер .  Возанкет [ 1 ] , доказательство леммы 7) . 
Условие (I I I ) теоремы (8.7 , I I I) в нашем случае удовлетворяется 

для любой Т -матрицы А ; действительно, 
00 

( (А · -
lB) В)п i  = � (ank - an , k+ l) = anl = (А ( - lBB) )п i • k = i  

так как ank - О при k - оо . 

*) Ср. с примерам 5 к гл .  4. 
·r->-") В правой части выведенного равенства пропущено еще одно слагае

мое an1 •  (При.м. ред.) 
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Взяв г = 2 , мы имеем А03 = 1 ,  А1 3 = - 2 , А23 = 1 ,  А;;;3 = О  
.для т :>  3 .  

В этом случае ( 8 . 72) обращается в 

' cnk = � (k + 1 ) (k + 2) (апk - 2an. k+ l + an. н2) , 

и условие ( 1 1 )  удовлетворяется тогда и только тогда , когда 
00 
� k2 1 ank - 2an . k + I  + an . н2 l -<.  М k = 1  

.для любого п :> п0 * ) . 

(8 . 74) 

В самом деле , так как l im ank = О ,  то условие (8 .74) влечет 
k + 00 

l im kank = О  и l im  k2 (ank - an . k н) = О k � oo  k + oo  
{см . Боаанкет [ 1 ] ) . 

Условие ( I I I ) также удовлетворяется для любой Т -матрицы А ,  для 
которой kank � О  при k � оо , что в нашем случае имеет место . 

_ 2 (п - k + 1 )  _ Действительно , так как bnk -
(п + 1 )  (n 

+ 2) 
для k -<. п при г - 2 .  то , 

принимая во внимание , что kank � О  при k � оо , получаем: 
<XJ 

( (А · - lB) В)пi = � (k - i + 1 ) (ank - 2an. н 1  + ап . k+2) = 
k = 1  

= anl = (А ( - lBB) )n i ·  

Таким образом, любая Т -матрица А , удовлетворяющая условиям 
{8. 73) и (8 . 7 4) , обладает свойством Бореля и также суммирует почти 
все последовательности из Ж к «правильному» значению. 

Для произвольного r мы потребуем , чтобы (8 . 72) была Т -матри
цей и чтобы матрица А удовлетворяла условию ( 1 1 1 ) ,  когда В 
является (С, г) -матрицей . 

Пусть А удовлетворяет этим условиям , н:огда В является 
(С, г) -матрицей при кан:ом-либо частном значении г >  О, и пусть 
z = 1 является регулярной точн:ой или точн:ой отрицательного 

"" 
порядн:а * *) фунн:ции f (z) = � сп zn ,  представленной рядом Тэй-

n = о  
лора , н:оторый ассоциирован с последовательностью {zk } из I. 
Тогда {zk } суммируется матрицей А н; «правильному» значению 
.. \ im f (z) или н; f ( 1 ) , если z = 1 является регулярной точ"ой . 
Z � l - 0  

*) См.  пример 6 к гл. 4. 
* *) См. Дине [ 1 ) ,  487-491 . 
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Действительно , так как сп может принимать значение только О . 
с и -1 , то n� -+ О при n -+ оо . Следовательно , применяя теорему 

:\1 . Рисса (см . Дине ( 1 ] ,  469) в случае , когда z = 1 является регу
лярной точкой , и теорему Динса (см . Дине ( 1 ] ,  504) в случае , когда 
z = 1 является точкой отрицательного порядка функции f (z) , полу: 00 
чаем , что ряд � сп zп суммируем (С , г), г >  О , при z = 1 к значе-п � u  
н ию lim f (z) . 

Z � l  
Результат теперь следуеТ:: из сказанного выше . 
Когда г - целое положительное число , то (8 . 72) имеет вид 

(г + 1 ) (г + 2) . . . (г + k) t:..r Спk = k !  ап .� • 

r де !:::. апk = апk - ап , н 1 • Дополнительным условием , чтобы (8 . 72) 
была Т -матрицей , является не равенство 

00 
� k' 1 !:::.' апk J < М 
k = 1  

д:1я любого n :;;:::. n0 , которое вместе с ап11 -+ О при k -+ оо влечет *) 
А (k -а- 1) LJ.a апk = о , :::1 = о , 1 ,  . . .  , (г - 1 ) . 

Т -.матрица Абеля. Если О является -r -матрицей Абеля ( 
00 
� 1 )k 

(§ 4 .3 (Vl l l ) ) , то , по следствию теоремы (4.6 , VI ) , 

ak (w) = ( w ; 1 У- ( w � 1 )k + l  = (w +
00
;)k+ 1  

является Т -матрицей , так как 

и, значит, 
g (w) := lim gk (w) = lim ( +

w 
1
)
k
= 0 

k � oo  k � oo  00 

lim g (w) = O . W + OC  
Следовательно, если {zk } - ограниченная последовательность , то 

А-предел последовательности {zk } р авен О-сумме (zk } (когда она 
суrцествует) , т . е . lim f (z) .  

Z � l - 0  

Если w заменить на n ,  то мы получим действительную Т-матрицу 
k . n 

ап11 = (n + 1 )i+t , обладаюrцую свойством Бореля , так как она удо-
влетворяет достаточным условиям теоремы (8.6 , IV) для любого q > 1 . 

*) Это замечание принадлежит Бозанкет; см .  Боаанкет [ 1 ] .  
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Приведем дальнейшие примеры ·Т -матриц, суммирующих последо
вательности из I к «правильному» значению. 

В (8.5 ,  1 1 1) А-сумма , равная О ,•является справилы-tым» зflачг
н.ием. 

В самом деле , в доказательстве (8.5 ,  I I I) мы можем выбрать { kp} так быстро стремящуюся к оо ,  что 
s1 + s2 + . . . + sп = о (п) , где skp = 1 , s11 = 0 (k =F kp) · 

В этом случае 81 + 82 + · · · + sn = о ( 1 ), и следовательно, по теореме n 
Фробениуса и Г�льдера, l im f (z) = О , т. е . А-сумма , равная О ,  яв

z + l 

ляется «правильным» значением . 
Мы также отметим, что для любой данной последовательности {z11 }  

из l ,  которая не суммируется Т -матрицей А , согласно (4.5 , I )  и 
(4.5 ,  I I I ) ,  'всегда можно найти другую Т -матрицу, которая будет сум
мировать { zk } , и , в частности, к «правильному» значению , если оно 
существует. Так , в (4.5 ,  I )  мы можем взять в качестве { �п }  сходя 
щуюся последовательность , а { sп } взять из l. причем мы можем вы
брать { оп } такой , чтобы ее предел при n --+- оо равнялся «правиль
ному» значению l im f (z) , если этот предел существует . В (4.5, I I I) 

Z + l - 0  

а может быть также равной справильному» значению, когда оно су
ществует. 

В заключение сделаем несколько замечаний , которые могут дать 
более отчетливое представление о содержании этого параграфа. 

( I )  Последовательность из I может быть суммируемой к l im f (z) 
z -+  1 - 0  

1 при помощи Т - матрицы А,  но этот предел может не быть равным 2 ,  
как это видно из приведеиного выше замечания к (8.5 ,  I I I) .  Другим 
примером является (С, 1 )-сумма последовательности { 0 , О, 1 ,  О, О, 

1 1 ,  О , О ,  1 ,  . . .  } , которая равна 3; ассоциированный с этой последова-
тельностью ряд Тэйлора z 2 f (z) = z2 - z3 + z� - z6 + z8 - z9 +  . . .  = 1 + z + z 2 

сходится для 1 z 1 < 1 и l im f (z) = � ,  так что } в этом случае яв
z -+ 1 

ляется справильным» значением. 
( I I )  Из (4.4, IV) или (4.4, Vl) следует, ЧN можно построить Т-мат

рицу, которая суммирует последовательность из I к значению, от
личному от предела Абеля . Таким образом , когда это1: предел су
ществует, последовательность может быть просуммирована такой 
Т -матрицей к значению , отличному от справильного» . Отметим, что 
доказательство (4.4, IV) и (4.4, VI) не требует существования предела 
Абеля для рассматриваемых последовательностей , так что последова-
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тельность из I может быть просуммирована Т -матрицей и в том слу
чае, когда предел Абеля не суiЦествует (см. ниже (V) ) . 

(I I I) С другой стороны ,  Т -матрица может быть неэффективной для 
последовательности из I, хотя предел Абеля может суiЦествовать ; 
примерами таких матриц могут служить единичная матрица , матрицы 
в (7. 1 ,  1) и (7 . 1 ,  11) , матрица Раффа в примере 1 0  к гл . 7, а также 
матрицы в примерах 1 6- 1 8  к гл . 7. 

( IV) Т -матрица Абеля разграничивает случаи (I I) и (I I I ) , так как 
она эффективна для любой последовательности , для которой суiЦе
ствует l im f (z) , и неэффективна для всякой последовательности , для 

z � l-0 
которой этот предел не суiЦествует. 

(V) Согласно (4.4, I I I) , найдется хотя бы одна последовател ь
ность из I, которая не суммируется Т-матрицей Абеля , т . е . най
дется хотя бы одна последовательность из I. для которой l im f (z) 

Z � l- 0 
не суiЦествует . С другой стороны , этот предел суiЦествует для почти 
всех последовательностей из I. так как Т -матрица Абеля обладает 
свойством Бореля . 

(VI) (8.7 , 1 1) представляет собой широкое обобiЦение теоремы 
Абеля о степенных рядах (см . Сильвермаи и Тамаркин [ 1 )  ) . 

(VI I) Из (8.6 ,  1) следует , что любая действительная Т -матрица 
или су.м.мирует почт:и все , или же не су.м.мирует почти все по
следовательности из I. Мы видели много примеров таких матриц, 
суммируЮIЦИХ почти все из этих последовательностей , а в ( I I I) ука 
заны примеры действительных Т -матриц, которые не сумммируют ни 
одну из последовательностей . 

В качестве примера действительной Т -матрицы , которая не сум 
мирует почти все последовательности и в то же время суммирует 
некоторые последовательности из I, можно указать матрицу (апk) , 
где 

(k =1= п ,  k =1= п - 1 ) ; 

1 она суммирует последовательность 1 ,  О ,  1 ,  О ,  1 ,  О ,  . . .  к значению 2 .  
Замена отдельных 1 на О (или наоборот) в этой последователь 

ности не изменит результата , так что эта матрица суммирует, по 
крайней мере, счетное множество последовательностей из I к значе-

1 НИЮ 2 • 
00 

н � а2 - 1 8 68) о � nk - 2, так что ( . не удовлетворяется , и поэтому эта 
k = 1  

матрица н е обладает свойством Бореля . 
Таким образом , (апk) дает пример матрицы требуемого типа . 
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Примеры к главе 8 
1. Показать, что условия (8.32) и (8.33) выполняются для 

1 g (z) = [Г (1 + z) )�'- ' 
00 

[гл .  8 

� zk 
где О < fL < 2 и, следовател ьно, Е (z) = � (k!)P. - целая функция порядка 

1 k ; O  
- поэтому соответствующая матрица типа (8. 1 1 )  эффективна в частной fL 

звездной области, производящей для которой служит угол применения 
21t - fL1t. Матрица Боре ля является частным случаем при fL -= 1 .  

2 *). Пусть Л, fL ,  О - действительные числа, такие, что 

и пусть 
ло  > 1 , о < р.О < 1 - Е (е. > 0), fL > 1 ,  

_!:_ _ 1 1 - ·  - 1 2.. - 1  
Pl = Л.Ое

kб ' Р2 = р.Ое �J-6 ' Рз = р.е !'-
Рассматривая частные случаи теоремы (8.4, l) при: 

(l) (1 = 0, � = Л6, 

п 
(l l)  а = р.О , � = fL , х = fL , 

.доказать, что нижняя треугольная Т-матрица 

1 е - � (тУ 
апk = 2 k !  (О < k < Оп), 

,. ( п )k 1 е �'- fL апk = :[ k! ( Оп <  k < п), 
апk =О (k > п) 

эффективна для ряда �zп всюду в области Е, которая представляет собой 
общую часть полуплоскости Re (z) < 1 и наименьшего из кругов 

l z i < Pl •  j z J < P2• / z / < Рз· 

(Матрица апk имеет два максимума при k = [Т J и k = [ -а-J ; ясно, что 

обдасть Е выходит за пределы круга 1 z 1 <. 1 .) 
00 

3 -"*). Если функция / (z), определенная рядом � Сп zп (с конечным ра-
п = О  

днусом сходимости), и е е  аналитические продолжения являются однознач
ными внутри ее главной звездной области S, то доказать, применяя матрицу 
Линделёфа (§ 8 . 1  и 8.2), что для любой точки z из S ф ункция f (z ) при-
надлежит ядру последовательности частичных сумм ряда � Сп z · п . 

;..) См. Кук [8] . 
**) Теорема в примере 3 дана Робинсоном, который доказал ее, исполь

зуя принцип ы  аналитического продолжения и идя по пути, намеченному 
в примерах 4 и 5. Примеры 4 - 6 также принадлежат ему. 
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00 
4. Пусть ряд f (z) = � Сп zn, частичные суммы которого Sn (z), имеет 

п = О 00 
радиус сходимости r > 1 и nусть� Ьп (z - zt)n - ряд Тэйлора функции f (z) 

п = О , 
по степеням (z - z1), где О < z1 < 1 , а sп (z) - его частичные суммы.  Если 
z' действительное и z* > 1 ,  то tlоказать,  что существует верхняя треугольная 
Т-матрица с неотрицательными элементами для любых n и k, которая ире-
образует sk (z�) в s� (z ') .  

5. Обобщить nример 4 nри nомощи следующего иреобразования пере
менных: 

Пусть �0• �1 • � · - действительные числа, такие, что О < Со < '1 < �"". и 
пусть 'f (�) = � ап (� - �)п имеет радиус сходимости р > С1 - �0. Пусть, кроме 

того, ��п (� - C1)n - ряд Тэйлора функции 'f (�) 1"10 степеням (� - С1) ,  
k т 

ak = � t1п (� ' - �о)п, а� = � �п (С' - Сt)п. п = О  п = О 

Доказать,  что ядро последовательности { a� J содержится в ядре последова
тельности { ak ) ,  и nутем nовторного применения этого результата доказать 
теорему в примере 3. 

6. Из теоремы в ·примере 3 вывести теорему Виванти (см., наnример, 

Дине [ 1 ) , 226), что если ряд f (z) = � Сп zп имеет · радиус сходимости 1 и 

сп :;;;:.. О ·для любого n > N, то z = 1 является особой точкой для f (z). со 
7*). Если f (z) = � ckzk и ck при k � со  стремится к конечному, от-

k = 0  
личному о т  нуля пределу (действительному или комплексному), то, применяя 
(8.3, 111) , (8.3, 1V) и пример 11 к гл. 7 ,  показать, что z = 1 является осоt:ой 
точкой для f (z). [Это является частным случаем обобщения теорем ы  Виванти; 
см . Дине [ 1 ] , 227, ( 1 1 ) . ]  

8. Если апk = О  для k > Лп, an, >-п =1= О, где Лп - целые числа,  такие,  что 
1 < Л1 < Л2 < /.. 3 < . . . , то А = (апk) называется матрицей с возрастающими 
конеrtными строками; аналогично если ank = О для n > fl-k• a�'-k' k=I=O, где 

1 < fl-1 < !l-з < !l-s < . . .  , 

то А называется матрицей с возрастающими конеrtными столбцами. 
Показать, что матрица с возрастающими конечными строками (конечными 

столСцами) имеет единственную п.  с.  (л. с.) обратную, если Лп = n (fJ-k = k),  
и бесконечное множество п .  с .  (л. с.) обратных в противном случае. 

9. ·мат рица, все строки (столбцы) которой содержат бесконечное мно
жество отличных 01 нуля элементов, называется матрицей с бесконеrtными 
строками (сто лбцами). 

Если Т-матрица Т с бесконечными строка ми (столбцами) применима 
к последовательности {ckz.k} в области D, то показать, что можно nостроить 
Т-матрицу И с возрастающими конечными строками (конечными с1 олбца,ш), 
такую, что И абсолютно экви валентна (§ 5.1 и 5.4) матрице Т для класса 
последовательностей, содержащего частную nоследовательность { ckzg } из D .  
Если Т- одновременно с бесконечными строками и бесконечными столбцами, 

*) Примеры 7-9 принадлежат Вермсу. 
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то такая матрица И может быть построена одновременно с возрастающими 
конечными строками и возрастающими конечными столбцами; она имеет 
как п.  с . ,  так и л.  с .  обратную. Например, это можно сделать, если Т является 
одной из матриц типа (8. 1 1 ) . 

10 *) . Показать, что любая матрица Вороного Np (§ 4.3 (IX)) допускает 
обобщение теоремы Абеля, т. е. всякий раз, когда 

1 tn = Pn (posn + PtSn-1 + • • • + PnSo). 
CXJ 

где Sn = с0 + с1 + . . .  + Сп, стремится к пределу s, тогда � Cпzn имеет от-
п = 0 

личный от нуля радиус сходимости и определяет ветвь аналитической функ
ции f(z), такой, что /(z) -+ s при z -+  1 - О. Отсюда получить, что все 
матрицы Вороного совместны . 

11. Если 

\ an, P . ., l  = 
k = ��� · · · 1 ank 1 .  . 

то показать,  что необходимое условие (8.68) Хилла, чтобы А обладала свой
ством Бореля, эквивалентно условию an, Р -+ О при n -+  со, т. е. если n 00 

� a�k -+ О 
k = 1  

при n -+  со, т о  an, Pn -+ О, и наоборот **) . Ср. (8.5, 1 1 1). 
12. Введя в рассмотрение матрицу (апk): 

1 
ank = б; ( 1  <: k <: 6п), 

ank = О (k > 6п). 

где { 6п } - неубывающая последовательность целых положительных чисел 
(с повторениями), стремящаяся к со произвольно медленно, показать, что 
достаточное условие Х илла, чтобы А обладала свойством Бореля, данное 
в (8.6, IV), не является необходимым. [Матрица (С, 1) обладает свойством 
Бореля, следовательно, то же самое имеет место и для указанной ма
трицы А.] 

13. Если через L� (z), � > 1 обозначена целая функция Линделёфа, 
то показать, что функция 

f (z) = cos (-1 -) е - L� {t�z) 1 - z 
стремится к О, когда z -+  1 от наименьших значений вдоль действительной 
оси, но не стремится к пределу, когда z -+ 1 внутри круга 1 z 1 <: 1 вдоль 
любой другой прямой линии, проходящей через z = 1 . 

*) Сильвермаи и Тамаркин [ 1 ] .  
**) Как и в (8.6, IV), А предполагается Т-матрицей. 
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ГИЛЬБЕРТОБО ВЕКТОР НОЕ ПРОСТРАНСТВО 

И МАТРИЦЫ ГИЛЬБЕРТА 

9. 1 .  Определения 

Настоящую главу следует рассматривать только как введение 
в широкую область векторных пространств ; наше внимание будет 
сосредоточено исключительно на гильбертоном векторном пространстве . 

Последовательность х1 , х2 , • • • действительных или комплексных 
чисел называется Н-вектором или точкой гильбертова (векторного) 
пространства , если ряд � 1 xn 12 сходится ; числа х1 , х2 , • • •  назы
ваются к,омпонентами (или к,оординатами) вектора х .  Мы будем 
обозначать х == {х1, х2 , • • •  ) , когда Н-вектор употребляется как 
вектор-столбец, и х := [х1 , х2 , • • •  ] , когда он употребляется как 
вектор -строка. 

Длина век,тора х (или расстояние х от начала) определяется 
величиной 

и называется нормой вектора х. 
Если , как обычно, х* = х' , то 1 1 х 1 1 2 = хх* или х* х, смотря по 

тому , является ли х вектор-строкой или вектор-столбцом *) . 
При рассмотрении матриц Гильберта в качестве переменных будут 

употребляться Н-векторы, поэтому необходимо сначала описать 
основные свойства этих векторов . Рассматриваемые в этой главе 
векторы в большинстве случаев являются Н-векторами , поэтому мы 
будем их называть просто «векторами» . 

Совокупность Н-векторов образует гильбертово век,торное про
странство , которое будет обозначаться через а2 • В частности , 

единичные век,торы , для которых � 1 х n 1 2 = 1 , являются такими , 
n = l  

*) См. сноску н а  стр. 257. 
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что точки , представляющие их «концы» , образуют поверхность еди 
ничной гиперсферы Е с центром в начале координат . 

Сумма двух векторов 
Х = {Х 1 , Х2 , . . . } И У = {у1 , у2 , . . . } 

и произведение вектора х на скаляр с определяются соотношениями : 
x + y = {x1 + Yl · х2 + У2 • . . . } ,  

сх = хс = { сх1 , сх2 , • • •  } ; 
аналогичное определение имеет место и для случая , когда х и у -
вектор -строки . 

Сuалярное произведение двух векторов х , у определяется как 
OJ 

Матричным обозначением этого произведения является выражение ху* , 
когда х и у - вектор -строки ; ряд справа абсолютно сходится в силу 
не равенства Коши - Шварца 

c�1 J хпУп J у< п�1 i  хп 1 2 п�1 J Уп 1 2 -

Из этого неравенства также следует: 
1 х у* 1 < l i х 1 1 1 1  у 11 о (9 о 1 1 ) 

Мы видим, что (х,  у) +  (у, х) ,  если х + у и х и у не дей
ствительны *) . 

Приведеиное выше определение скалярного произведения употреб
ляется большинством авторов , например Нейманом [ 1 ] ,  Стоуном [ 1 ] . 
Некоторые авторы (например , Жулиа [ 2] ,  ч . 1 1) определяют скаляр 
ное произведение как * *) 

се 
(х , У) == � XnYn ·  n = 1 

Очевидно , если х - вектор , то и сх - вектор для любого ска
ляра с .  

Сумма двух в еиторов таuже вeumop . Действительно , если 
z = х + у, г де х, у - векторы·, то из не равенства Минконского 

[ i i i J *) утверждение не точное, так как если х = i, 2 '  3 ' о о о '  n '  о • • 11 [ i i i ] у =  - i, - 2 ' - 3 ' о о о ' - n '  . . о ' то х + у, но тем не менее (х, у) = 
= (у, х). (Прим. ред.) 

*") Мы будем пользоваться первым из этих обозначений, хотя между 
ними нет существенного различия; одно выражение является комплексно 
сопряженным другому. 
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(см . ,  например , Харди , Литтльвуд и Пойа [ 1 ] ,  30) следует , что 
1 1 1 

(�1 )xk +Yk ()7 < C�1 J xk ) r)' +C�1 1 Yk ()7 
В случае r = 2 мы имеем : 

l l z i J == I J x + Y I I < I J x i J + I I Y I I · 
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(9 . 1 2) 
Это неравенство носит название аксиомы треугольника . Из (9 . 1 2) 

следует , что сумма двух векторов является вектором . Для любых 
векторов х, у и z , очевидно, имеет место дистрибутивный закон *) , 
т . е . 

x (y + z) '  = ху' + xz'. 

9.2. Сильная и с лабая сходи мость  

Расстояние между двумя точками х и у из с- 2  определяется так : 

I J x - y i J = .. /� lxp - Yp l2 · v р = 1  
Рассмотрим вектор х ,  р - я компонента (или координата) которого хР' 

и множество векторов x(n) , р-я координата каждого из которых 
1 равна хР + -- при р + n и равна xn при р = n . Тогда мы имеем: p- n 

00 
J l x - x(n) I J 2 = �' (p_2_ n)2 • 

р = 1  
где штрих у знака � указывает , что при суммировании член с р = n 

опускается , т. е . 

J / x - x(n) l l 2 = (n_2_ 1)2 + (n� 2)2 + · · · 1 1 1 1 1 . . .  + 22 + 12 + 12 + 22 + 32 + 
Таким образом , 

J l x - x(n) / / --+ -. f 2 � -\-JI р = 1  р 
при n --+  оо , 

хотя в обычном смысле J im x(n) = х,  т . е . все координаты вектора х<п) n-+oo 
стремятся к соответствующим координатам вектора х . 

*) При умножении двух векторов должно предполагаться, что один из 
них - вектор-столбец, а другой - вектор-строка, поэтому штрих после у + z, 
у и z указывает, что здесь у + z, у и z предполагаются вектор-строками. 

1 7 Зак. 1 223. Р .  I(ук 
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Следовательно , в гильбертовам пространстве мы различаем два 
типа сходимости: 

( 1) Если 1 1 х - х<п> 1 1 --+ О при n --+ оо , то последовательность век
торов х<п> называется с иль nо сходящейся к х ,  и этот факт запи
сывается LIM х<п> = х .  Как будет видно в конце доказательства 

n +oo 
теоремы (9.2 ,  IV) , х является вектором. 

(I I)  Последовательность векторов х<п> = { х�п> , х�п> , . . .  } назы
вается слабо сходящейся к х= {х1 , х2, • • •  } .  если (а) все х<п> ограничены 

00 
в совокупности , т . е. � 1 х�п) j 2 <: М  для любого n , и (б) l im х�п) = Xt· 

i = l n�oo 
Слабая сходимость будет обозначаться через x<n> (-+) х или (когда 
не возникает сомнения) l im х<п> = Х .  Из условия (а) следует , что х -

n -+oo 
вектор . 

(9.2 ,  1) Если x<n> сходится сильnо к, х ,  то х<п> сходится также 
и слабо к, х . 

В самом деле , из условия l im  1 1 х - x<n> 11 = О следует, что для 
n-+oo 

каждого е >  О можно указать соответствующее положительное число N, 
00 

такое , что если x<n> := [xn l • xn2 , • • • ] ,  тo � l x1 - xn1 12 < e2 для лю
l = l  

бого n > N. Следовательно , ! х1 - хп1 1 < е  (п > N; l = 1 ,  2 , . . .  ), 
т. е . l im  xnt = х1 для любого l .  

n-+oo 
(9.2 ,  I I )  Если LIM х<п> = х и LIM y<n> = у, то n +oo n -+ oo  

LIM (x(n) + y(n)) = х + у. n+oo 
Так как x - x<n> и у - у<п>- векторы, то, согласно (9 . 1 2) , по

лучаем: 
l l x + у - х<п) _ y(n) l l <: l l x - x<n> J I + II y - y<n> l l --+ 0 при n -+ oo. 

(9.2 ,  I I I) Если LIM х<п> = х и LIM у<п> = у, то *) n +oo n +oo 
l im х<п> y(n)* = х у*. 

n +oo 
Действительно , согласно (9 . 1 1 ) и (9 . 1 2) : 

1 xy* - x(n)y(n)* \  = 
= 1 (х - х<п>) у* + х (у* - у<п>*) - (х - х<п>) (у* - y<n)*) 1 <: 

<: l l x - x<n> J J I I Y \ 1 + J l y - y<n> J I \ I x \ 1 + J l x - x<n> J I \ I y - y<n> l l --+ 01 
при n -+ oo. 

*) Скалярное произведение x<n> y(n)• векторов х<п> и y<n> и норма x<n> 
суть скаляры, так что предел lim х<п> у<п>* = ху .. и пределы в (9.21 )  пониn -+ оо  
маются в обычном смысле. 
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Отметим два важных частных случая этого результата : 
l im x<n>y* = ху* и l im l l x<п> J J = l l x J J . 

n + ro  n + ro  
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(9 .2 1 ) 

(9.2, IV) Для того чтобы существовал LIM х<п> , необходимо и n+ro 
достаточн.о, чтобы для любого е > О .можн.о было указать соот
ветствующее целое число N, такое , что 

то 

/ /  x<n> - х<т> / / < е для т,  n > N *). (9 . 22) 
Условие необходимо . Действительно, если 

LIM x<п> = x , 
n + oo  

/ / x - x<п> l l < � 
при n > N. Следовательно, когда т ,  n > N, тогда 

l l x<п> - x<т> i i = l i (x<n> - x) + (x - x<m>) l l < 
< i i x<n> - x i i + l l x - x<т> i i < е . 

Чтобы доказать достаточность условий, мы заметим , что если 
условие (9 . 22) выполняется , то в обозначениях (9.2 ,  1 )  

ro 
� 1 Х nk - Xmk 12 < е2 
k = 1  

(т ,  n > N) 

и , следовательно, 
/ Xnk - Xmk 1 < е (т , n > N; k = 1 ,  2 , . . . ) . 

Таким образом , J im  xnk существует ; обозначим его через xk . n�oo 
Тогда , принимая во внимание, что 

р 
� 1 Xnk - Xmk /2 < е2 для т,  n > N, k = 1  

мы получаем : 
р р 

l im � / Xnk - Xmk /2 - � / Xk - Xmk 12 < e2 n+oo k = 1  k = 1 

для т > N. Так как это имеет место для любого р ,  то , устремляя р 
к оо ,  будем иметь: 

00 
� 1 Х k - Xmk /2 < е2 (т > N) k = 1  

*) Это является аналогом хорошо известного критерия Коши, необхо
димого и достаточного для обычной сходимости последовательностей. 

17* 
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или, обозначив х = [х1 , х2 , • • •  ] ,  
l l x - x<m> j j --+ 0 ,  т . е . LIM х<т> = х.  m ->; oo 

Из 1 1 х - х<т> 1 1 --+ О следует , что х является вектором. В самом 
деле , х - х<т> -· вектор при т > N, а так как x<m> - вектор , то и 
их сумма (х - х(т)) + х(т) тоже вектор . 

В противоположность (9.2 ,  I I I ) мы сейчас дадим пример , который 
показывает , что из слабой сходи.м.ости х<п > (--+) х и у<п> (--+) у  не 
следует x<n>y<n>* --+ ху*.  

Возьмем х�п) = у�п> = Оtп , где о1п  = О  при l =l=п и о1п = 1 при 00 
l = п; тогда х = у = О,  однако x(n)y(n)* = � х�п>_у�п) = 1 , так что 

l = 1 
x(n) y(n)* --+ 1 =1= х у* .  

Если существует 
для каждого п и 
.м.ажорантой для 
нер [ 1 ] ,  1 32) .  

неотрицательный вектор z такой , что 1 x�n> 1 -<. z1 
i, то мы будем говорить, что z является 
последовательности векторов x<n> (см . Винт-

(9.2 ,  V) Мажорантный "ритерий сильной сходи.м.ости . Если , по "райней .мере ,  одна из двух последовательностей х<п> ,  y<n> 
и.м.еет .м.ажорант у ,  то из слабой сходи.м.ости x<n> (--+) х и y<n> (--+) у  
следует х<п>у<n)* --+ ху* (Винтнер [ 1 ] , 1 32). 

Предположим , что J x�n) / -<. z1 для любого п и l ; так как у<п> (--+) у ,  
то у<п> ограничены в совокупности. Следовательно, применяя нера
венство Коши- Шварца , получаем: 

1 ( 00 )2 - 1 
-<. �� z� VM -<. 3 e 

для N > N0, ибо � J y�n> 12 -<.  М для любого п ,  а z является век-
l = 1  

тором . Так как , п о предположению , х и у - векторы , то также 
1 1 

� [ х1У, [ < (,� [ х1 [ ')'(,� [ у, [ •) ' < ; для 

Учитывая, что lim х�п> = х1 и lim y�n> = у1, мы получаем : 
n + oo  n + oo  

N-1 N - 1  1 � x�n) �n) - � Х tYt 1 -<. ; для п > п0• 
l = 1  l = 1  
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Следовательно, 

1 i� х�п>у\п) _ � х1у1 1 -< е для п > п0 , 

откуда и вытекает требуемый результат. 
С л е д с т в и е  1 .  Если х<п> (-+} х ,  то х<п>у* -+ ху*. 

26 1 

С л е д с т в и е 2 . Если х<п> (-+) х и х<п> и.меет .мажоранту, то 
L!М х<п> = х. n + oo  

Действительно, 
CXJ 00 
� 1 х�п) - Xt l�  = � { 1 Х�п) / ! - Х�п>хl - Х�п>хl + 1 xt l2} = t = l t = l  = i i x<п> i i 2 - x(п)x* - x<п>x' + l l x 1 1 2 

я выражение в правой части , по теореме и предыдущему следствию , 
стремится к нулю при п -+  оо . 

Из следствия 2 видно, почему теорема называется мажорантным 
критерием сильной сходимости. 

00 
Бесконечный ряд векторов � х<п> называется сильно сходя-

п = l  
п 

щи.мся к вектору х ,  когда оп , где оп = � x<k> ,  сильно сходится к х .  
k = l  

Как видно из (9.2,  IV) , для сильной сходимости упомянутого ряда 
необходимо и достаточно , чтобы для любого е > О можно было 
указать такое !V, что 
j l aп - am l l = l l x(m+l) + x(m+2) + . . .  + x<п> l l  < е (т , п > /V) . (9 . 23) 

9.3. Векторные многообразия; сепарабельность  rильбертова 
векторного пространства и следствия из  нее 

Два вектора х ,  у (х =!= у) называются ортогональными , если их 
скалярное произведение равно нулю , т . е . если х и у - вектор
строки, то ху� и сопряженное ему значение ху' равны нулю, а 
если х и у - вектор-столбцы , то х'у и сопряженное ему значение х*у 
равны нулю . 

Пусть м ы  имеем множество из п попарно ортогональных век
п 

торов x<lJ , х<2> , . . .  , х<п> и пусть х = � x(i) . Тогда 
l = l  ( п п ) п п 

l l x l l 2 = i� x(i> ,  �
l x

<t> = � �1 (x<t> ,  х<Л) .  
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Но (x(i) , х<Л) = О ,  когда l =l= j, и (x(i> , x(i) ) = l l x(i) / 1 2 • Следова
тельно , 

Это равенство известно под названием теоре.м.ы Пифагора для век
торов. 

Если х<1> , х<2> ,  . . . - взаимно-ортогональные векторы , то , воз
ведя нер авенство (9 . 23) в квадрат , получим : 

n 
� l l x<k> l l 2 < е2 (т , n > N). 

k = m+1 

Но это есть необходимое и достаточное условие , чтобы ряд � l l x<k> l l z  
сходился . Отсюда мы получаем следующий результат: 

(9.3 ,  I ) Ряд из взаимно-ортогональных векторов сильно схо
дится тогда и только тогда , когда сходится ряд из квадратов 
их норм..  

С л е д с т в и е . Если удовлетворяется условие теоре.м.ы (9.3, I ) . 
то квадрат нор.м.ы ряда равен су.м..м.е ряда из квадратов норм. 
его членов . 

Действительно, l l an l l 2 =  l l x(1) 1 1 2 + l l x<2> l l 2 + . . . + l l x<n> l l 2 и 
l im l l an l l = l l x l l  согласно (9 . 2 1 ) .  

n + oo  

Рассмотрим теперь два вектора х и х1 (х1 =1= О) и покажем , что 
можно определить скаляр Л так , что вектор у1 = х - Лх1 будет 
ортагонален к х1 •  Мы имеем (х 1 , у1) = (х1 , x) - f l l x1 l l 2 = 0 , если 
Л = <:���� . Таким образом , Л, удовлетворяющее указанному условию . 

однозначно определяется этой формулой и вектор Лх1 равен <:��f� х1 •  
В частности , если х 1 - нормальный вектор , т . е . l l x 1 1 1 = 1 ,  т о Лх1 
обращается в (х ,  хд х 1 , и вектор х оказывается представленным 
в виде су.м..м.ы двух векторов х = (х , х 1) х 1 + у1 , где у1 ортого
нален к Х 1 • 

Множество нормальных (т. е . единичных) попарно ортогональных 
векторов называется ортонор.м.альны.м. .множеством.. 

(9.3 ,  I I ) Множество из т ортогональных векторов является 
линейно независи.м.ы.м.. 

Если х<1> (l =  1 ,  2 , . . .  , т) - ортогональные векторы , то , умно
жая равенство Л1х<1> + �х<2> + . . . + Лтх<т> = О (где все Л - ска
ляры) последовательно на х<1>* , получаем : 

Л1 = 0 (l = 1 ,  2 , . . .  , т) , 

что и доказывает результат . 
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Пусть теперь мы имеем п линейно независимых векторов 
хЩ , х<2> , . . . , x<n> , а с1 , с2 , • • •  , сп - произвольные скаляры . Тогда 
линейные комбинации векторов 

ctx(t) + с2х(2) + . . .  + cnx(n) 
из а2 образуют линейное .многообразие Vn п измерений , в котором 
векторы х(1) , х<2> ,  • • •  , x<n> образуют базис . 

(9.3 ,  I I I) *) Если линейное .многообразие Vn имеет ортонор.маль 
ный базис ,  то любой вектор х Е а2 .может быть разложен един
<:твенны.м способ о .м на два составляющих , один из которых �n 
принадлежит vn . а другой "'jn ортагонален к vn . т.  е .  ортогона
лен ко всем векторам из Vn.  

Предположим , что требуемое разложение имеет вид 
n 

х = � clx(i) + "'jп •  l = l  
где векторы х<1> (l = 1 ,  2 , . . .  , п) ортонормальны. Для определения с1 
умножим это равенство на xU>* . Тогда , так как (x(i>\ х<Л) = О  при 
l =l= j  и (х<Л, xm) = 1 , мы получим (х , xU>) = c1 + (1jп • xU>) или 
с1 = (х ,  х<Л) ,  ибо (1jп • х<Л) = О по предположению. Следовательно , 
если требуемое разложение существует, то оно имеет вид 

n 
х = � (х , x(l> ) x(i) + "/jп ·  l = l  (9 . 3 1 )  

Теперь осталось показать, что если м ы запишем вектор х в форме 
(9 . 3 1 ) ,  то вектор "'jn обязан быть ортогональным ко всем векторам х<1> . 
Умножим (9 .3 1 )  на х<Л* ; тогда 

(х ,  х<Л) = (х ,  х<Л) + ("tjп • х<Л) , 
-гак что ("tjп • х<Л) = О  и о;= 1 ,  2 , . . . , п) , что и доказывает результат. 

В теореме излишне предполагать базис ортонормальным , так как , 
применяя процесс ортонормализации Шмидта , указанный ниже, любое 
множество из п линейно независимых векторов можно заменить 
другими п линейно независимыми векторами , которые являются орто
нормальными и определяют то же самое линейное многообразие. 

Процесс ортанормализации Шмидта (Шмидт [ 1 ) ,  442 ; перво
начальная идея ортанормализации принадлежит Г раму [ 1 ]) .  

х Если х - какой-либо отличный от нуля вектор , то 1 1 х 11 является , 
очевидно, единичным, вектором . Это «нормализует» вектор х .  

(9.3,  IV) Если векторы х<Л и =  1 ,  2 , . . .  , п )  линейно незави
си.мы , то коэффициенты clJ .могут быть выбраны такими,  что 

*) См.  Жулиа [ 1 ] , ч. 1 1 ,  7.  
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n 

векторы z< 1> (l = 1 ,  2 , . . . , п) ,  где z(i) = � с11х<Л , образуют орто-
1 = 1 flормалыюе мflожество .  

(В множестве векторов , построенном ниже , clf = О  для j > t .  

так что фактически z(i) = ± с1 .х<л. ) 
} = 1 J 

Определим сначала с 1  так , чтобы z<1> = с1х<1> был нормальным. 
т . е . i i z<1> 1 1  = 1 .  

Согласно (9,3, I I I ) мы можем записать х<2> = k1z<1> + "f/1 , где 
"1/ t == х<2> - k1c 1x(1) ортогонален к х<1> ,  и затем выбрать с2 так , чтобы 
z<2> = C27j 1 был нормальным . Таким образом , мы будем иметь два 
ортонормальных вектора , скажем : 

снх(1) и c21x(l) + с22х(2) . 
Теперь установим требуемый результат по индукции. Предполо 

жим , что мы построили множество из r ортанормальных векторов 
z(t) (l = 1 ,  2, . . . , r) , где 

т 
z(r) == � crJx<Л . 

} = 1 
Тогда , по (9.3, I I I ) , мы можем записать 

где 

r 
x<r-+ 1) = � klz(l) --\- "1/т • 

l =  1 

r 
"1/т == x<r+l) - � klz(i) 

l = 1  

ортогонален к каждому и з векторов z(l ) , z (2) ,  • • • , z<r> .  Теперь мы можем 
выбрать cr+ t  таким , чтобы вектор z <r+ 1J == C7н"f/r был нормальным. 
Ни один из "1/т не может быть равен нулю, так как xm линейно 

r +1 
независимы . Таким образом , мы имеем z <r+ 1> = � cr+ t . Jx<Л , т . е . 

} = 1  
мы получили множество и з r + 1 ортонормальных векторов z< 1> . Так 
как мы уже построили множество из двух таких векторов , то тео
рема тем самым доказана . 

Согласно (9.3 , I I ) векторы z { l} лиfleйflo ftезависимы . 
Не представляет трудностей применять этот процесс и к беско

flечflому множеству векторов . 
Как видно из проведеиного доказательства , матрица из коэффи

циентов clJ является flижщй треугольflой матрицей , элементы 
которой , расположенные по главной диагонали , отличны от нуля . 

Из (9.3, IV) следует, что мы можем всегда предполагать век
торы x ( l> , образующие базис в V п •  ортоflормальflыми. 
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Считая в (9 . 3 1 )  x(i) ортонормальными векторами и применяя тео
рему Пифагора , получаем : 

n 
/ l x l l 2 = � J (x , xU> ) 1 2 + I I '1Jn l l 2 • 1 = 1  

так как все векторы справа в (9 .3 1 ) в этом случае ортогональны . 
Таким образом , мы приходим к неравенству Парсеваля-Бесселя 

n 
� 1 (х ,  x ( i> )  1 2 -<.:: l l x l l 2 
i = l  

для любого п;  (9 . 32) 

знак равенства в нем имеет место тогда и только тогда , когда век
-тор х принадлежит vn . т . е . 'IJn = о . 

Множество единичных векторов е < 1> , таких , что l-я компонента 
e�iJ = 1 и еу> = О при j =i= l, называется фундаментальной системой 
единиrtных векторов .  

Бесконечное множество векторов называется полным,  если не 
существует иенулевого вектора, ортогонального каждому из них; 
например , множество векторов е < 1> является полным . · 

Сейчас мы рассмотрим некоторые свойства общих бесконечно
.мерных линейных J.tногообразий .  

Пространство называется линейным * ) , если (а) из того , что х 
и у принадлежат пространству, следует , что Лх + !1. у принадлежит 
-этому же пространству для всех скаляров Л и 11. и (б) сложение 
элементов коммутативн о , ассоциативно и дистрибутивно по отношению 
к умножению на скаляр . Полагая Л = !1. = О , мы видим , что нулевой 
алемент принадлежит каждому линейному пространству. 

(9.3, V) а2 является линейным пространством.  
Действительно : 

00 00 
(1) � 1 cxn 1 2 = 1 с 1 2 � 1 xn J 2 , так что если х == { хп } принадле-

n = l n = l 
жит а2 , то и сх принадлежит а2 для любого скаляра с .  

(11) Согласно (9 . 1 2) ,  х + у является вектором, если х и у - век
-горы . Принимая во внимание (!) , получаем , что Лх+!l.У принадлежит а2 
nри любых скалярах Л и !1. ·  Таким образом , условие (а) , характери
зующее линейное пространство , выполняется и , очевидно , выполняется 
и условие (б) . 

С л е д с т в и е . Если векторы x(t) ( l = 1 ,  2 , . . .  , п )  принадле-
п 

жат а2 , то и � c1x (l >  принадлежит а2 при любых скалярах с 1 ,  
1=1 

.С2 , • • • • Сп . 
Введем некоторые определения. 

*) Более точное (аксиоматическое) определение линейного пространства 
с м .  в § 10. 1 .  
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Пусть Е - множество векторов у.  Вектор х называется предель

ным вектором (или пределыюй точкой) множества Е, если для 
произвольного е > О можно найти такой вектор у из Е, отличный 
от х,  что l l x - У ! ! < е . 

Множество предельных векторов х называется производны.м .мно
жеством Е' .множества Е .  

Множество векторов замкнуто , если оно содержит все свои 
предельные векторы , т . е . если содержит свое пронаводное мно
жество . 

Производное .множество Е' .множества Е всегда замкнуто. 
В самом деле , предельный вектор для векторов Е' также является 
предельным для векторов Е и , следовательно , принадлежит Е'.  

Множество Е + Е' представляет собой множество векторов , каж
дый из которых принадлежит, по крайней мере, одному из этих двух 
множеств . Очевидно , оно замкнуто ; Е + Е' называется замыканием 
множества Е. 

Линейное .многообразие представляет собой такое множество 
векторов , .  что если х и у принадлежат ему, то и вектор ах + �У 
также принадлежит ему при любых скалярах а и � -

Замкнутое линейное .многообразие V - это такое множество 
векторов, которое (I) линейно в соответствии с данн·ым выше опре
делением и (II) если сходящаяся последовательность векторов x<n> 
принадлежит этому множеству V, то и предельный вектор *) х при
надлежит множеству V. 

Вектор ортагонален линейному .многообразию V, если он 
ортогонален каждому вектору из V. Мы будем говорить , что два 
линейных .многообразия V и V1 ортогональны ,  если каждый вектор 
из v ортоrонален к каждому вектору из vl . 

Пусть F - подмножество пространства Е. Если при выбранной 
надлежащим образом .метрике (т. е . при надлежащем определении 
расстояния в Е) для любого вектора из Е существуют сколько 
угодно близкие к нему в екторы из F , то говорят, что F всюду 
плотно (или просто плотно) в Е в смысле этой метрики. 

Если Е имеет счетное подмножество , всюду плотное в Е, то мы 
будем говорить, что Е является сепарабельны.м при данной 
метрике **) . 

Метрика в Е =  а2 определяется как 

l l x l ! = vp; l xp !2 • 

*) То есть вектор, являющийся сильным пределом (см. определение, 
данное выше). 

**) Таким образом, например, комплексная плоскость является сепара
бельным множеством, так как рациональные комплексные числа, т.  е. числа 
вида а + ib, где а и Ь рациональные, образуют счетное, всюду плотное 
в комплексной плоскости подмножество. 
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(9.3, VI) *) Гильбертово ве�торное пространство а2 сепара
бельно , �атс и любое пространство V, содержащееся в а2•  

Мы докажем , что можно найти счетное множество векторов х < 1> , х <2> , . . . , x <n> , . . .  , замыканием которого является все простран
ство а2 •  

Если вектор х из а2 , то � 1 хР 12 сходится , откуда следует, что 
дл я любого данного е > О можно указать такое п, что 

Следовательно, если 
мы имеем l l x - E l l  < е . 

� 1 хр [2 < е2 . 
p = n +1 

ер = Хр ( 1 -< р -< п) и ер = о (р > п) , то 

Таким образом , мы видим , что пространство а2 .может быть 
()бразовано из .множества ве�торов , имеющих толь�о �онечное 
число отличных от нуля �оординат , присоединением � не.му про 
изводного .множества атих ве�торов .  Поэтому первая часть тео
ремы сводится к доказательству того, что множество Р векторов , 
имеющих только конечное число отличных от нуля координат, яв
ляется сепарабельным. 

Пусть �n - множество векторов , имеющих своими первыми п 
координатами рациональные числа , а все остальные координаты 
равными нулю. Тогда мнржество 

� = �1 + С�2 - �1) + С�з - �2) +  · · · + <�п - �п-1) + · · · 
-состоит из векторов, имеющих конечное число отличных от нуля 
координат , причем эти координаты являются рациональными числами. 
Теперь любой вектор х из Р принадлежит или �.  или производиому 
множеству �� .  Действительно , если все координаты вектора х с но
мерами, большими п ,  равны нулю, а отличные от нуля координаты 
рациональны **) ,  то х Е �n - �n - 1 и, следовательно, х Е �. 

Если одна или более отличных от нуля координат вектора х 
иррациональны , то можно найти п комплексных рациональных чисел 1 1 1 х1 , х2 , xn таких , что n 

� 1 х - х� /2 < е2 
l = 1 l l 

для .'!юбого произвольно малого е > О . Следовательно, век
тор Х1 = (х� . х� • . . .  , х� . О, О, . . . J •  принадлежащий � . удовле-
1'воряет условию [ [ х - х1 1 1 < е .  Поэтому х принадлежит производ
иому множеству �� .  Отсюда следует, что � - всюду плотное в Р 
.множество .  

*) Теорема доказана, как  в книге Жулиа [ 1 ] , ч. 1 1 ,  35-38. 
**) Здесь нужно еще предположить ,  что п-я координата отлична от нуля. 

(Прим. ред.) 
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Но хорошо известно , что: 
(I) действительные рациональные числа образуют счетное множе

ство ; 
(I I ) комплексные рациональные числа образуют счетное множе

ство; 
(I I I ) сумма счетного множества слагаемых , каждое из которых 

счетно , является счетным множеством . Отсюда следует , что множе
ства I:n - I:n - l являются счетными, и поэтому множество I: с ч етно . 
Таким образом , Р сепарабельно , а значит, сепарабельно и а2 • 

Остается доказать , что любое пространство V, содержащееся 
в а2 , является сепарабельным . 

Множество векторов I: является счетным, и поэтому их можн(} 
перенумеровать 

Из предыдущих рассуждений видно, что если х - какой-либ(} 
вектор из V (так что х Е а2) , то �мы можем найти вектор Хт Е 1: ,  
произвольно близкий к х .  Следовательно, для любого данного целог(} 
положительного числа n ,  как бы велико оно ни было, можно найти 
вектор хт такой , что 1 

l l x - xm l l  < п ·  

В этом случае сфера с центром в хт и радиуса n содержит одну 
или более точек из V. Обозначим какую-нибудь одну из этих точек 1 через Хтп • так ЧТО l i Xmn - xm l l. < n '  

Множество всех различных векторов xmn из V, полученное таким 
способом (относительно всех векторов х из V и всех значений п) . 
является счетным , так как каждый из этих векторов зависит только 
от двух целых индексов т и n. Это множество всюду плотно в V. 
Действительно, пусть х - какой-нибудь вектор из V и е - произ-

2 вольно малое положительное число. Выберем n > - ,  а затем опрее 1 делим т так , чтобы 1 1 хт - х 1 1 < - ; теперь в V найдется такой n 1 вектор Xmn • что l i xmn - xm l l  < - , и мы получаем : n 

Таким образом , счетное множество векторов xmn всюду плотно в V 
и , следовательно , V сепарабельно. 

Теорема доказана . 
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Мы сейчас приведем некоторые теоремы об ортанормальных мно
жествах в а2 *) .  Сначала отметим , что если х и у ортогональны ,  то 

l l x + Y l l 2 = l l x l l 2 + I I Y I I 2 , 
так 1сак в этом случае (х + у. х + у) обращается в (х ,  х) + (у ,  у) . 
Если х и у - два различных вектора , принадлежащие одному и 
тому же ортанормальному множеству, то 

l l x - Y l l = У2. 
(9.3, VII) Вся/Сое ортанормальное множество S из а2 /Сонечно 

или счетно . 
Если х и у - два вектора из S, то мы имеем : 

l l x - Y l l = У2. (9 . 33) 
Так как а2 сепарабельно , то существует счетное множество };,  всюду 
плотное в а2 • В таком случае , существуют векторы x<m> и x<n> в t 
такие , что 

1 l l x - x<т> i i  < у2" ,  1 l l y - x<п> i i < у2" '  
Векторы x<m> и x<n> различны между собой , ибо если бы x<m> = x<n> , то 
l l x - Y l l  = l l (x - x<т>) - (y - x<т>) i i -<: 

-<: l l x - x<m> i i + l l y - x<m> i i < у2, 
что противоречит (9 . 33) . 

Следовательно , каждому вектору х из S соответствует вектор x<m> 
из :Е ,  причем двум различным векторам из S соответствуют два раз
личных вектора из :Е.  Так как :Е счетно , то отсюда следует , что S 
не более чем счетное. 

(9.3, VII I ) Полная ортанормальная система * *) ве/Сторов из а� 
содержит бес/Сонечное множество ве/Сторов .  

Для доказательства нам потребуются две леммы . 
Л е м м а 1 .  Пространство а2 имеет бес/Сонечную размерность . 
Действительно , а2 содержит полную ортонормальную систему 

e(i) (i = 1 ,  2 , . . . ), т . е. содержит бесконечное множество линейно 
независимых векторов , и , следовательно , имеет бесконечную раз 
мерность . 

Предположим теперь , что xU> (l = 1 ,  2 ,  . . .  , п) - конечная орто
нормальная система в а2 • 

-�) Доказательства этих теорем подобны доказательствам соответствую
щих теорем в гильбертовам функциональном пространстве, приведеиным 
в книге Жулиа [ 1 ] , ч .  1 1 ,  гл .  1 1 .  

*i=) Ортанормальной системой называется последовательность {х<пJ }  
попарно ортанормальных векторов x<n>. Из теоремы (9,3, VП) вытекает, что 
всякое ортанормальное множество в а2 является ортанормальной системой . 
(При.м. перев.) 
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Л е м м а 2 . Множество ,  состоящее из ве�еторов вида с1х<1> + 
+ с2х<2> + . . .  + cnx<n> ,  не может содержать более чем n ли
нейно независимых ве�еторов .  

n 
Пусть y<i> = � alkx(k) для l = 1 ,  2 , . . .  , т и пусть мы нашли , k = l  

что между векторами y(i) существует линейная зависимость , т .  е. т 
� ЛlyU> = О . Это может быть записано в виде 
i � l  

т n 
� � Лlalkx<k> = О . i = l k = l 

Так как по теореме (9.3, 1 1 )  векторы x(k) линейно независимы , то 
предыдущее равенство влечет 

т 
� Лlalk = O для k = 1 ,  2 , . . .  , n , 
i = l 

и мы получаем однородную систему из n линейных уравнений с т 
неизвестными Л.l . Если т > n , эта система имеет нетривиальное решение 
для Лl . Следовательно , в линейном многообразии n измерений может 
быть не более n линейно независимых векторов , и лемма тем самым 
доказана . 

Теперь мы получаем , что множество векторов вида 

не может исчерпать о2 ,  которое согласно лемме 1 имеет бесконечное 
множество линейно независимых векторов , т. е . в о2 найдется вектор х 
такой , что 

n 
у == х - � ckx<k> =1= О 

k = l  

при любом выборе с1 , с2 , • • •  , сп . Взяв ck = (х , x<k>) , мы получим 
(у , x<k>) = О, следовательно , у ортагонален к x<k> ,  т. е. система { x{l> } 
не является полной. Повторяя описанный процесс, мы видим , что 
число ортогональных и линейно независимых векторов будет неогра
ниченно возрастать , что и доказывает теорему. 

n 
Форму л а х = � с kx(k) +у, с k = ( х ,  x<k>) , представляет собой 

k = l 
разложение вектора х на два составляющих, где первый вектор 
принадлежит замкнутому линейному многообразию V векторов 
x(i) (t = 1 ,  2, · . . .  , n) , а второй ортогонален к V; это разложение 
единственное. 
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(9.3 ,  IX) Если ( x{lJ j - ортонормальная система , конечная или 
бесконечная , а х и у - любые два в ектора из а2 , то ряд 

се се 
� (х ,  xUJ) (y . x<1J) == � а;ь1 
1 = 1  1 = 1  

абсолютно сходится. 
се 

Полагая в (9 . 32) n -+  оо,  мы видим , что ряд � 1 a1 j2 и анало-
1 = 1  се 

rично ряд � 1 Ь1 12 сходятся. Применяя неравенство Коши- Шварца , 
1 = 1  се 

заключаем , что ряд � а"}1 абсолютно сходится . 
1 • 1  

(9.3, Х) Пусть (x(iJ }  - бесконечная ортонормальная система. 
Для того чтобы ряд � a1x<1J сходился *) ,  необходимо и доста
точно , чтобы сходился ряд � 1 а1 1 2 • 

Для сильной сходимости ряда � a1x<1J ,  согласно (9.2 ,  IV) , необхо
димо и достаточно, чтобы для любого е > О 

для n > N (е) и для любого целого положительного р .  Но, по тео
реме Пифагора , 

1 1 :$f a1x<1J l i2 = :� 1 а1 12 • 

так что предыдущее условие обращается в 
n +p 

� l al l2 < е2 t = n  
для n > N (е) и любого р ,  которое является необходимым и доста
точным ДJIЯ сходимости ряда � 1 а1 1 2 • 

се 
С л е д с т в и е .  Если х = � a1xUJ ,  где ряд � 1 а1 1 2 сходится, то 

i = 1 
а1 = (х , x<1J) . 

В самом деле, если 
n 

an = � alx(i) + y(n) , 
i = l  

n 
*) То есть чтобы сильно сходилась последовательность � a1x<i) 

1 = 1  
при n -+  со. 
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где 1 1 y(n) 1 1 -7  О при n -7 оо , то an -7 х. Следовательно , 

(ап , xUJ) =  (� a1x(i J ,  хш) + <у(п) , хШ) .  

[ гл . 9 

Но , согласно (9 . 2 1 ) , скалярное произведение векторов непрерывно и , 
значит, 

l im (y(n) , xUJ) = О .  
n � oo  

Устремляя n к оо, мы получим ai = (х .  xUJ) .  
Пусть Т - замкнутое линейное многообразие [ x( ! J , х(2! , . . .  

. . . , x(n) , . . .  ] ,  т . е . множество векторов типа c 1x(1 J+c2x(2>+ . . .  +спх(п) 
(п = 1 ,  2, . . .  ) вместе с пределами сходящихся последовательностей , 
элементами которых являются векторы такого же типа. Тогда Т 

является линейным пространством ; в самом деле , если f n -7 f и 
!� -7 !' в смысле сильной сходимости, где fп и !� - конечные 
линейные комбинации из x(1J , x(2J ,  • . .  , то из неравенст в 1 1 / - fп l l < е 
и 11 !' - !� 11 < е получаем : 

II ЛJ + r-f' - (Лfп + r-/�) 11 < е ( 1 Л 1 + J  p. J )  
для n > п0 и произвольно выбранного положительного числа е . 

В частности , если ряд � a1xUJ сходится , то его сумма принад
лежит Т .  
,;� \ Также , если х ортогонален ко всякому xUJ , то х ортогонален 
к любому вектору из Т. В самом деле , если у(п) -7 х', где y(n) _ 
элементы из Т *) ,  то (х ,  y(n)) = О для любого n, и поэтому 
(х ,  х') = О в силу непрерывности скалярного произведения. 

(9.3 ,  XI) Если { x(i) } - "а"ая- нибудь ортанормальная система 
и х - "а"ой-нибудь ве"тор ,  то имеет место разложение 
x = y + z. где 

00 00 
у = � (х ,  x(i)) x(i) == � a1x(i) l = l i = l 

и у Е Т ==  [x(1J ,  x(2J , • • •  ] ,  а z ортагонален " Т. Это разложение 
единственно .  

Согласно (9.3 ,  IX) ряд � 1 а1 12 сходится , а тогда в силу (9.3, Х )  ряд 
00 

у = � alx(i) 
i = l  

СХОДИТСЯ и у Е т .  

*) Здесь следует считать,  что y<n) - конечная линейная комбинация 
векторов x< lJ . (При.м. ред .) 
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Вектор х -у ортогонален ко всем xU> , так как 

(х - у , xU>) = l im (х - � aixU> , x(i) ') = 
R -* CXJ  J = l 
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= l im [ <х . xU>) - ;± (х , x<Л) (xUJ, xU>)] = О , 
n + oo  J = l  

следовательно ,  z = х - у ортогонален к Т .  
(9.3, XII) Ортонор.мальная система { x(i) } полна тогда и толысо 

тогда ; uогда Т :=  [x<lJ , х<2> , . . .  ) = а2 (первый uритерий полноты 
ортонор.мальных систем) .  

Действительно, если система { xU> J полная, то нуль-вектор является 
единственным элементом из а2, который ортогонален к каждому x(l) , 
а тогда в (9.3,  Xl) z = О и ,  таким образом, произвольно взятый 
вектор х из а2 принадлежит Т.  

Обратно, если а 2 = Т  и х ортогонален к каждому x<lJ , то х 
ортогонален к каждому вектору из а2, но нуль-вектор является един
ственным таким вектором , так как никакой другой вектор не орто
гонален к самому себе . 

(9.3, ХШ) Ортонор.мальная система { x{lJ } полна тогда и тольuо 
тогда , uогда для любой пары Н-веuторов х и у и.меет .место 
равенство 00 00 

(х , у) = � (х , xU>) (у, x(l>) == � а;ьt 
l = l i = l 

(второй uритерий полноты ортонор.мальных систем) . 
Действительно, если имеет место (9 . 34), то *) 

00 
(х , x) == i l x l l 2 = � 1 (x , x{l>) l 2 • 

l = l 

(9 . 34) 

(9 . 35) 

Отсюда следует , что если х ортогонален ко всякому x<lJ , то 
1 1 х 1 1 2 = О , т. е . х является нуль-вектором , и следовательно, система 
{x{iJ }  полна.  Обратно,  когда { x{l> ) - полная система ,  то , по (9.3, XII ) , 
а2 = Т ,  а из непрерывности скалярного произведения мы имеем : 

(х , у) = l im ( "± alx(l) , _± blx<lJ) = J im .± a/Jt = � а;Бl. 
n + oo  , l = l l = l n + оо  l = 1  l = l 

Из сказанного выше следует, что если { x{l> } - полная ортонор
мальная система в а2 , то любой Н-вектор х может быть представлен 

00 
в виде х = � alx(l> , где ряд � 1 at l 2 сходится . В таком случае мы 

l = l 
*) Некоторые авторы примимают это условие за определение полноты 

системы, т .  е .  система {x{i> } называется полной, если она удовлетворяет 
условию (9.35) для любого Н-вектора х, и выводят отсюда принятое в дан
ной книге определение; с м ., например, Жулиа [ 1 ) , ч. 1 1 ,  10-1 1 .  

18 З ак. 1223. Р. Кук 



274 ГИЛЬБЕРТОБО П РОСТРАНСТВО И МАТРИЦЫ ГИЛЬБЕРТА [гл . !) 

будем говорить , что векторы х<1> обраауют базис в о 2 •  Всякая полная 
ортанормальная система является бааисом в о2 • 

(9.3 ,  XIV) Для всякой системы векторов {x(i> } из о2 может 
быть построен ортонормальный базис ,  который определяет то 
же самое замкнутое линейное многообразие , что и система { x(iJ } . 

Если x(l) не являются линейно неаависимыми , то мы удалим 
иа этой системы всякий вектор x(k) , линейно аависимый с 
х(1) , х<2> , . . .  , x<k- l) . Оставшееся множество векторов y(i) состоит уже· 
иа линейно неаависимых векторов и таких, что всякий вектор 
иа аамкнутого линейного многообрааия [х<1> , х<2> , . . .  , x<lJ , . . . ] или 

n 
является пределом векторов вида � a1y<t> при п -?  оо, или же равен 

l = l  n 
частичной сумме � а1у<1> ; множество {y(IJ } может быть конечным 

l = l  
или бесконечным . Заменим теперь y(l) ортанормальной системой z<1>. 
построенной при помощи процесса ортонормалиаации Шмидта , так 
что (z<1> , z<Л) = olJ . Иа докааательства (9.3, IV) видно, что y(l) 
является линейной функцией от z(l) , z<2> , . . .  , z(l) . Так как матрица 
иа clf в (9.3, IV) является нижней треугольной с отличными от нуля 
элементами, лежащими на главной диагонали , то (с11) имеет двусторон
нюю обратную , так что z<l> - линейная функция от y<l) , у<2> , . . .  , y<l> . 
Таким обрааом , два аамкнутых линейных многообрааия [у<1> , у<2> , . . .  ] 
и [z<1> , z<2> , . . .  ] совпадают. В силу этого z(l) обраауют ортанормаль
ный бааис аамкнутого линейного многообрааия [y!lJ , у<2> , . . .  ] ,  опре
деленного при помощи векторов y(l) , которое совпадает с аамкнутым 
линейным многообрааием [х<1> , х<2> , . . .  ], определенным векторами x(i> . 

Иа этого реаультата мы получаем следующую важную теорему: 
(9.3 ,  XV) Пространство о2 содержит ортонормальный базис . 
Действительно, так как о2 сепарабельно, то оно содержит счетное 

подмножество {x(IJ } векторов , всюду плотное в о2 • Тогда , применив. 
процесс Шмидта (9.3 ,  IV) к { x(l) } , мы получим ортанормальную 
систему, такую , что аамкнутое линейное многообрааие [z<l) , z<2> , . . . } 
совпадает с аамкнутым линейным многообрааием [ х<1> , х<2> , . . .  ] и сов па
дает с о 2 ,  т . е . 

[z(l) , z(2J ,  . . .  ] = [x<lJ , x(2J , . . .  ] = о 2 .  
(9.3, XVI) Любое замкнутое  линейное многообразие V в о 2  

обладает ортонормальным базисом. 
Согласно (9.3 ,  VI) V сепарабельно , так что существует множество 

в екторов x(l> , всюду плотное в V. Применяя к этому множеству 
векторов процесс Шмидта , мы придем к требуемому реаультату, как 
и в (9.3 ,  XV) . 

(Для более глубокого иаучения свойств гильбертона пространства 
отсылаем читателя к книге Жулиа [ 1 ] ,  ч. I I ,  гл . I . ) 
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9.4. Билинейные формы 

Свойства матриц обнаруживаются в различных приложениях, 
t�апример при преобразовании последовательностей ,  при решении 
матричных уравнений, при рассмотрении коэффициентов в системе 
линейных уравнений и т . д .  

Гильберт использует матрицу А =  (apq) для  построения били
.чейной формы 

00 
А (х ,  у) =  � xpapqyq , 

р, q = l 

где х и у - вектор-столбцы ; некоторые свойства матрицы А будут 
отражены в свойствах А (х ,  у) .  В матричном обозначении А (х ,  у) 
имеет вид х' Ау. Это обозначение может казаться более предпочти
тельным , чем А (х , у) .  Однако обозначение А (х , у) стало общепри
нятым благодаря работам Гильберта и других авторов и поэтому 
<Jудет сохраняться в нашем тексте . 

Так как А (х, у) является двойным рядом , то прежде чем перейти 
к рассмотрению билинейных форм, нужно дать соответствующее 
определение предельного процесса ,  посредством которого двойному 
ряду приписывается определенная сумма . 

Для образования суммы двойного ряда � cpq употребляются три 
р, q 

различных метода . 
( 1) Треугольный .метод. Образуем суммы 

sl = Сн , S2 = sl + с12 + с21• Ss = s2 + с1з + с22 + сз1• 

qленов , расположенных на первой , второй, третьей и т. д . диаго
налях, перпендикулярных к главной диагонали; ряд � cpq называется 

р, q 
сходящи.мся по Коши,  когда сходится последовательность s1 , s2 , s3 , . . .  , 
а предел этой последовательности называется су.м.мой вышеуказанного 
ряда по Коши .  

(II) Метод ионечных пря.моугольнииов . Образуем smn сложением 
всех ЧJiенов , у которых первый индекс не превосходит т, а второй 
индекс не превосходит п; ряд � cpq называется сходящи.мся по 

p, q 
Прингсхей.му, если для любого е >· О  существует число s, незави
симое от е, и два числа М (е) и N (е) таких, что J smn - s 1 < е  всякий 
раз , когда т > М (е) и п > N (е) . В этом случае число s называется 
внутренним (или Прингсхей.ма) пределом двойной последователь-
ности smn · . 

(I I I) Метод бесионечных пря.моугольнииов .  Если все строки 
00 00 

образуют сходящиеся ряды � cpq = lp и ряд � lp сходится, то мы 
q=l  p= l  

1 8* 
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скажем тогда , что ряд � cpq имеет повторную су.м.му по стр01са.м, 
р, q 00 

а сумма ряда � lp называется 
Р = 1  

строuа.м и обозначается так : 

повторной суммой ряда � cpq по
р, q 

Аналогично определяется повторная су.м.ма ряда � cpq по столб
р, q 

со со 
ца.м , которая обозначается � � cpq . 

q = 1  р = 1  
Гильберт определяет А (х , у) , как в ( 1 1) ,  т .  е .  как внутренний 

(Прингсхей.ма) предел . Чтобы гарантировать существование этого 
предела ,  мы подчиним А и переменные х и у некоторым условиям . 
На матрицы мы наложим условие, чтобы внутренний предел для 
А (х ,  у) существовал на Е ,  где Е - единичная гиперсфера (§ 9 . 1 ) , 
т.  е .  существовал для любой пары единичных веuторов .  Матрица , 
удовлетворяющая этому условию , называется Н-матрицей (.матри
цей Гильберта) . Частный случай билинейной формы ,  когда у = х .  
т.  е .  А (х , х), называется uвадратачной формой . 

Сумма по Коши в билинейных формах не будет употребляться 
совсем . Если внутренний предел для А (х , у) существует на Е и 
если А (х , у) имеет повторные суммы по строкам и по столбцам , 
то мы в таком случае скажем , что А (х , у) сходится в трех упо 
требительных смыслах . 

Приведеиное выше определение Н-матрицы и вытекающий отсюда 
метод подхода к изучению Н-матрицы принадлежат Динсу. Обычно же 
Н-матрицу определяют как одну из таких , для которых А (х , у) 
является ограниченной для всех пар единичных векторов х и у, 
и отсюда затем выводят, что А (х , у) сходится в трех употреби
тельных смыслах. При определении Динса сначала будет доказано 
в (9.4 , 1 1 ) ,  что А (х , у) сходится в других двух смыслах , а затем при 
помощи теоремы Хеллингера - Теплица (9.4 , V) будет доказана огра
ниченность А (х , у) .  Этот метод позволяет более отчетливо выявить 
свойства Н-матриц. 

Если А - эрмитова матрица (т . е. А* =  А), то А (х , х) назы 
вается армитовой формой ; матричное обозначение ее х' Ах . 

Когда А является Н-.матрицей, сходимость А (х , у) на Е 
не обязана быть равномерной . В самом деле,  единичная матрица I 
является Н-матрицей и / (х ,  x) = x'lx = x'x = l l x l l 2 = 1 на Е.  
Равномерная же сходимость на Е означает, что для любого е: >  О 
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можно указать такое число N,  что для всякого п > N 
\ 1 - /п (х , х) i < Е 

для всех х ,  принадлежащих Е, г де 
п 

Ап (х ,  у) = � xpapqYq *) 
p, q = l 

(аналогичный смысл имеет и /п) · Однако если х1 = 1 ,  хр_ О (p=l= i) ,  
то  /п (х , х) = о  для l > п; следовательно ,  1 - !п (х ,  х) = 1 для 
l > п и, значит, указанное условие равномерной сходимости не выпол-

1 
няется ,  например,  при Е =  2 .  

Мы также увидим (непосредственно перед (9.5 ,  IV)), что если А 
является Н-матрицей,  то сходимость А (х ,  у) н,е обязательн,о будет 
абсолютн,ой . 

(9.4, I) . Если существуют все пределы по строкам l im sтп = r т 
п + со 

и существует вн,утрен,н,ий (Прищсхей.ма) предел l im sтп = s, т, n + со  
то существует l im r т = s .  Ан,алогичн,о , если существуют вctr 

т -'? со  
пределы по столбцам сп = l im sтn и существует rтутрен,н,ий т + со 
предел s, то .мы имеем l im сп = s .  п + со  

Согласно предположению для любого данного Е > О существуют 
числа М (Е) и N (E) такие, что l sтп - s i < E для т .>- М  и п .>- N. 
Также существует число N' = N' (т) такое, что 1 sтn - r т 1 < Е  для 
п .>- N' (мы может считать N' > N).  Следовательно ,  1 r т - s 1 < 2Е 
для любого т .>- М. Доказательство второй части ,  т .  е . в случае 
пределов по столбцам , проводится аналогично . 

(9.4, ! ! ) Теорема Гильберта о сходимости. Если А есть 
Н-матрица, то А (х ,  у) имеет повторн,ую су.м.му по строкам и 
по столбцам **) .  

Так как А является Н-матрицей , то на Е существует внутренний 
предел для А (х , у). Взяв xj = 1 ,  хР = О (р =1= j) , мы видим ,  что 

со т со 
� ajqYq существует для любого j, и поэтому r т == � � xpapqyq q = l  p = l  q = l  
существует для всех х и у н а  Е .  Следовательно, если sтn � S· . 'ПРИ 
т, п � со  и sтп � r т при п � со, то, согласно (9.4 , I) ,  l im r т=S ,  т -'? со 
т. е .  А (х ,  у) имеет повторную сумму по строкам . Аналогичное 
доказательство может быть проведено и для столбцов . 

*) Ап (х, у) часто называется отрежо.м А (х, у) ; ер. (10.4, I I I ) .  
**) Данное здесь доказательство, принадлежащее Динсу, является более 

кратким по сравнению с тем, которое обычно приводится;  см. ,  например, 
Винтнер [ 1 ] ,  1 25-127. 
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С л е д с т в и е .  Эрмитова форма действительна . В самом деле , 
если А является Н-матрицей , то повторная сумма по строкам 
для А (х , х) равна повторной сумме по столбцам ; следовательно ,  
А (х , х )  = А  (х , х), так как в этом случае А* = А.  

Отличная от  нуля квадратичная эрмитова форма называется опре
деленной , если она имеет один и тот же знак для любого вектора х .  00 

� XpXq 
Например , � Р + q + 1 - положительно определенная квадратич -

р, q = 1  
ная форма для всех действительных (отличных от нуля) значений 
вектора х ,  так как 

1 J (x0 + x1t + x2t2 + . . . )2 dt > О  
о 

.для всех действительных (отличных от нуля) векторов х .  
Если для последовательности {Yq } существует последовательность 00 

"1/р = � apqYq • то 71 = {'1J 1 , 1j2, • • •  } называется строчным преобраq = 1 
зованием вектора у =  {у 1 , у2 , • • •  } посредством матрицы А,  и мы  
будем говорить , что строки матрицы А иреобразуют у в '11 · Если 

00 
существует последовательность �q = � xpapq • то � называется столб-

Р = 1 
цевым преобразованием вектора х посредством матрицы А,  и мы 
будем говорить , что столбцы А иреобразуют х в �. 
� -' Доказательство части ( !) следующей теоремы принадлежит Динсу, 
ча

-
сти ( 1 1 ) - Ле-Бо *) .  

(9.4, I I I) (!) Если А является Н-матрицей,  то  ее стро1€и и 
�толбцы преобразуют любой ве1€тор из Е в ве1€тор .  

(11) Если 

� J  �1 apqYq l 2 < Q2 

.для любого у из Е или если 

� 1 � xpapq \2 < Р2 
q- 1  р-1 

сля любого х из Е , то А является Н-матрицей .  
Для доказательства нам  потребуются две  леммы ,  первая из  кото

рых является просто другой формулировкой неравенства Коши 
Шварца и ему обратного (см . ,  например , Харди , Литтльвуд и Пойа [ 1 ] ,  
.стр .  40, теорема 1 5 , частный  случай k = k '  = 2) . 

*) Публикуется здесь впервые. 
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Л е м м а  1 .  Если и и v - векторы , то J и*v i -.< l l и l l l l v l l и ряi} 
� ukvk абсолютно сходится ; наоборот, если и*v существует для 
k 

любого веитора и из Е, то ряд � ukvk абсолютно сходится для 
любого вектора и и v является вектором . 

Л е м м а 2 . Два утверждения: 
(А) повторная сумма по столбцам 

(Б) ряд 
� (� xpapq) Yq существует на Е; 
q= 1 Р= 1  

сходится на Е , 

следуют одно из другого. Аналогично , два утверждения: 
(В) повторная сумма по строкам 

(Г) ряд 

� xP (i: apqYq) существует на Е; 
р = 1 q- 1 

p�l � q� apqYq 12 сходится на Е , 

следуют одно из другого *). 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы  2 . Предположим , что имеет место (А).  

00 
Тогда � xpapq сходится на Е, и поэтому, согласно лемме 1 ,  любой 

Р = 1 00 
столбец матрицы А является вектором , т. е .  � 1 apq J2 сходится для 

р = 1 00 
любого q. Если Vq = � xpapq , т. е .  v = х' А ,  то по условию (А) 

р = 1 00 
ряд � VqYq сходится для каждого у из Е **) . Следовательно , по 

q = 1 
лемме 1 ,  v является вектором и ,  значит , имеет место (Б) . 

Пусть теперь выполняется условие (Б) . Тогда Vq являются ком
понентами вектора и из леммы 1 следует , что выполняется усло
вие (А) .  

*) В м атричном обозначении четыре выражения (А) - (Г) будут соот
ветственно (х' А) у, х�АА' х, х' (Ау), у� А* Ау. 

**) v является вектор-строкой, а х и у - вектор-столбцами. 
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Дока3ательство эквивалентности (В) и (Г) проводится аналогично . 
Д о к а 3 а т е л ь  с т в о ч а с  т и (1) т е о р е м  ы .  Если А является 

Н-матрицей , т. е. если существует внутренний предел для А (х, у) 
на Е, то выполняются условия (А) и (В) леммы 2 , так как , по (9.4 , 1 1), 
-существуют повторные суммы по строкам и по столбцам . Таким обра-
3ОМ ,  по лемме 2, имеют место условия (Б) и (Г) и ,  3начит ,  строчное 
и столбцевое преобра3ования векторов ,  принадлежащих Е, необхо
�имо будут векторами . 

Д о к а 3 а т е л ь  с т в о ч а с  т и ( 1 1 )  т е о р е м  ы . Пусть у' - вектор, 
для которого у; = О (r < п) , у; = Лу, (r .:> п), где у Е Е и 

-тогда у' также принадлежит Е.  
Следовательно , 

.n.ля каждого k и n .:> 1 .  
Далее, если 00 vp= � apqYq• q=1 

(9 .4 1 )  

00 
-то � 1 vP ! 2 сходится по предположению , поэтому � xPvP сходится 

р р = 1 
для любого х Е Е к сумме , скажем, S . Для любого данного е > О 
.мы можем выбрать такое ��' •  что для любого т > (.1. 

� 1 хР 12 < �: и � P�- 1 xPvP - S < е. (9 .42) 

р = р.+1 
Теперь мы можем выбрать такое " ·  что для любого n > " и для р = 1 ,  2 ,  . . . • (.1. 

n 
� apqYq - vp < � .  
q = 1 

<>тку да , принимая во внимание , что 1 хр 1 < 1 ,  получаем : 

1 �1 Xpq; apqYq -�/PvP I < е. (9 .43) 
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Учитывая (9 . 4 1 ) ,  (9 .42) и неравенство Коши - Шварца, будем иметь� 
т n т � хР � apqYq - � xPvP 

Р= !'-+ 1 q = 1  Р = !'-+1 

т со - � хР � apqYq -< р = р.+ 1 q = n +l 1 
f т т со 2 ) 2  Е -< � � j xP J2 � � apqYq � -<Q · Q = e . t p •p.+1 р• р.+1 q•n+ 1 J 

Следовательно , из (9 .42) - (9 .44) получаем: 

� �1 Xp�apqYq- S I < 3e для т > !L и n > v. 

(9 .44) 

Аналогично проводится доказательство при предположении ,  что. 

�1 � р�1 xpapq l2 -< Р2 на Е. 

Теорема доказана. 
В связи с этой теоремой можно отметить, что утверждения 

(а) j1 1 �1 apqYq 12 сходится для данного бесконечного множества 

единичных векторов у и 

(б) �1 1 �1 apqYq 12
'-< Q2 для того же множества единичных векторов. 

не являются эквивалентными. Например , пусть У т = 1 ,  Yq = (} 

(q � т) .
'
арр = Р . apq = O (q oi= p) ; тогда � 1 � apqYq l2 = т2, т. е . •  р = 1 q = 1 

указанный ряд сходится для системы фундаментальных единичных 
векторов . Однако очевидно,  что эти суммы не ограничены в сово
купности (если давать т значения 1 ,  2 ,  . . . ) . 

Необходимое и достаточное условие (типа условий (9.4 ,  I I I) ) , 
чтобы матрица А была Н-матрицей ,  будет дано в (9.4 ,  VI) ,  след
ствие 2 . 

Значение А (х , у )  зависит от  значений х и у,  которые предпо
лагаются взятыми на Е. Представляет интерес определить область 
D (А) комплексной плоскости, содержащую значения А (х , у) , соот
ветствующие значениям х и у на Е. Следующая теорема содержит 
некоторый результат в этом направлении .  

(9.4, IV) Если h - зпачепие А (х , у) па Е,  то любое число g, 
та�Сое,  что 1 g 1 -< J h j ,  является зпачепие.м А (х ,  у) па Е. 

Если у Е Е, то при а действительном вектор е 1ау Е Е и А (х , е1а. у) = 
= е1а.А (х, у) . Следовательно , если h является значением А (х , у) 
на Е, то любое комплексное число ,  равное ему по модулю , также 
является значением А (х ,  у) на Е; в частности,  1 h 1 также принадлежит 
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к таким значениям ,  и соответствующее ему А (х , у) необходимо будет 
действительным .  

П редположим теперь ,  что 1 А (х0, у0) 1 = g' , 1 А (х' ,  у') 1 = h' , 
где g' > О, h' > О ,  g' < h' .  Если х и у принадлежат Е ,  то рас
смотрим z = a (t) х + Ь (t) у ,  где : 

(I) а (t) и Ь (t) - действительные функции от t, непрерывные на 
.замкнутом интервале [0 ,  1 ] ;  

( I I )  а (О) = 1 , Ь (О) = О, а ( 1 ) = 0 , Ь ( 1 ) = 1 ; 
( I I I )  zz = 1 для любого значения t в замкнутом интервале [0, 1 ] .  
Обозначив для краткости а ==. а (t) , Ь = Ь (t) , из ( I I I) имеем : 

а2 + Ь2 + аЬ (ху+ ху) - 1 = 0, 

откуда , решая относительно Ь ,  получаем : 

2Ь = - а (ху+ ху) ± Va2 (xy + xy)2 + 4 ( 1 - a2) ; 

условие (I I)  требует взять перед корнем знак +· Таким образом , 
а и Ь могут быть определены так , что удовлетворяются условия 
(1)-(II I) ,  и тогда z = ах +  Ь у является единичным вектором , непре
рывно изменяющимся от х к у,  когда t пробегает значения от О до 1 .  

Возьмем теперь векторы и и v, построенные таким же путем, 
как и z ,  но примимающие соответственно значения от хо до х' и от уо 
ДО у' :  

Тогда 
и = а (t) х0 + Ь (t) х' ,  v = с (t) у0 + d (t) у' .  

А (и ,  v) = acA (xo, yo) + adA (xo, у') + ЬсА (х ' .  yo) + bdA (x' , у') 

является непрерывной функцией от t , а значит, непрерывен и 1 А (и , v) / , 
который поэтому будет принимать любые значении между g' и h' . 

Теперь осталось только показать,  что значение О также при
нимается на Е. 

Если Xm = 1 , хр = О  (р =/= т) и Yn = 1 , Yq = O (q =l= n) , то 

А (х, у) = атп • т .  е .  любой элемент .матрицы А является зн.ач.е
ние.м. А (х , у) на Е .  Таким образом , когда А содержит нулевой эле
мент, нуль является значением А (х , у) на Е. Если же ни один из 
элементов А не равен нулю , то мы возьмем х1 = 1 ,  хр = О  (р =1= 1 )  
и Yq = О для всех q , исключая у1 и у2; тогда 

А (х , у) = анУ1 + а12У2 
обращается в нуль ,  если у2 = - анУt , а из условия / у1 /2 + 1 у2 /2 = 1 

а12 
определяется 1 у1 / . Следовательно ,  значение О примимается на Е 
в каждом случае .  

Теорема доказана .  
Однако если А (х, у) заменить квадратичной формой А (х , х) ,  

то только что доказанный результат не всегда имеет место . Область , 
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соответствующая значениям А (х , х) на Е, как было показано (Теп
лиц [4] ,  1 95- 1 96 ,  Хаусдорф [ 2] ) , является выпу�&лоll.  (См . также 
Винтнер [ 1 ] ,  § 1 8 ; Стоун [ 1 ] , 1 8 1 ; об общих теоремах , не обязательно 
относящихся к гильбертову пространству , см. Стоун [ 2) . ) Так как 
1 (х , х) = 1 на Е, то мы ВИДИМ , что эта область может состоять из 
единственной точки , т . е . она может не содержать начала (точки 0).  

1 -
Если А - диагональная матрица апп = n ,  то А (х ,  х) > О на Е.  

однако можно выбрать ее значение сколь угодно близкое к О , так 
1 -

как - является одним из значений А (х , х) . n 00 00 
БилинеИная форма � � xpapqYq называется ограниченной ,  если 

p = l  q-1  
существует положительное число М, такое, что 

. 1 p�l Jl xpapqYq 1 -<:  М 
для любого п и для всех векторов х ,  у Е Е. Нижняя грань всех 
чисел М,  удовлетворяющих этому неравенству , называется точной 
гранью билинейной формы . Поскольку мы будем интересоваться 
вопросами ограниченности билинейной формы , то можно без ограни
чения общности рассматривать только действительные матрицы и дей
ствительные векторы . В самом деле , если х = х' + ix", у =  у' + iy". 
г де х и у - векторы , то х' ,  х" ,  у' , у" -действительные векторы , 

- х' - у ' . � � а е - 1?11 , 'У/ - liY'II - единичные векторы , если � � xpapqYq 
р q 

ограничена , то ограниченной будет и � � epapq'Yiq • и наоборот. Если 
р q 

apq = bpq+ tcpq (bpq и срq - действи тельные числа) , a �� eipq'Yiq 
р q 

и � � epcpq"'jq по отдельности ограничены , то ограниченной будет и 
р q 

� � epapq'Yiq • и наоборот . 
р q 

Следующая теорема , принадлежащая Хеллингеру и Теплицу ( [2 ] , 
§ 1 0) , показывает, что между ограниченными билинеИными формами 
и Н-матрицами существует тесная связь. 

(9.4, V) Если па Е существует внутренний (Припгсхей.ма) 
предел для А (х ,  у) , то та�& определенные значения А (х , у) обра
зуют ограниченное .множество .  

00 
Пусть ер > О для любого р и пусть � с2 -<: 1 . Предположим , p = l р 

что А (х , у) не ограничена . Тогда существуют две последователь
ности единичных векторов {x(IJ } и { y(i J } (i = 1 ,  2 , . . . ) такие , 
что \ А  (x(l) , y(l)) 1 � оо при i � оо. Согласно сделанному выше 
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замечанию мы можем предположить ,  что А (х , у) действительна; изме
няя , если это необходимо,  знаки у всех apq • мы можем также предпо-
лагать , что А (х<1> , y(l>) � + CXJ. Поэтому мы можем выбрать n1 и r 1 
7акими , что 

n n 
где An (х , у) = � � xpapqYq· Введем обозначения : 

р = 1 q= 1 

Тогда 

из = c1xr•> , 
V = С y<r,) 2 1 2 • 

. . . , и = с  x<r, > , n, 1 n, 
V = С y(r,) . n, 1 n, 

и ,  согласно (9 . 45) , An, (и, v) > 1 .  
Выберем теперь n2 > n1 и r2 > · r1 так, чтобы . 

А ( (r,) (ro)) > 1 + М1 + 2Nl + 2Pl n, Х • У 2 ' 
Сз 

где М1 , N1 , Р1 - верхние грани сумм соответственно 

(9 .45) 

(9 .46) 

(9 .47) 

для х и у на  Е.  Существование граней для последних двух сумм 
следует из того , что они состоят из l(.он,еч ног о  числа сходящихся 

со 
линейных форм, а линейная форма � аРхР' которая сходится для 

р = 1 
любого х Е Е, ограничена согласно неравенству Коши - Шварца 
и ему о братному. 

Теперь положим 

Тогда 

и 

и - с x(r,) и - с x<r,) n1 +1 - 2 n, +1 ' n,+2 - 2 n1+2 '  

V - С y(r,) V - С y(r,) n1+ 1 - 2 n1+ 1 '  n 1+2 - 2 n1+2 '  

n, 
� v; <  с� + с: < 1 . 
р � 1 

и = с x<r,) , n, 2 n, 

(9 . 48) 
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n 1 n" 
А . (и , v) = с11А (x(r,) y(r,) ) + � � c1x<r,)a c2y(r,) + n, 1 n, ' 

p = l  q = n1 + 1 р pq q 

n1 n 1 Rt n, 

2 85 

+ � � c2x<r,)a c1y(r,) + с� � � x(r,)a y(r,> . (9 .49) 
p = n1 +1 q = l 

р pq q p = n1 + 1 q = n1 + 1 р pq q 

Второй и третий члены в правой части (9 . 49) не превышают по 
:модулю соответственно N1 и Р1 и , кроме того , 

с2А (x<r,) y<r•>) / М а n1 ' � 1 • 
следовательно ,  (9 .47) дает 

1 + М1 + 2N1 + 2Р1 < с: [ An, (x<r.> , y<r•> ) + 
n 1 n1 n, n 1 

+ � � x<r•>a y<r,) + � � x<r•>a y(r,) + 
p = l  q � n, + l  р pq q p = n 1 + 1  q = l  р pq q 

+ � � x<r•>a y<r•>] < 
p - n, + l  q = n 1 + 1  Р pq q 

n1 n, 

Таким образом, с: � � x<r•>a y<r,) > 1 + N1 + Р1, и теперь 
p = n 1 +1 q = n1 + 1  Р p q  q 

из неравенства An, (и, v) > 1 ,  (9 .49) и сделанных выше оценок сле
дует , что Ап, (и ,  v) > 2 .  

Продолжая таким путем , мы построим два вектора и и v на  или 
внутри единичной гиперсферы Е (см . (9 . 46) и (9 .48) ) такие,  что 
An3 (и ,  v) > s (s = 1 ,  2 , . . .  ) ,  т .  е . такие , что An (и ,  v) расходится 
при n -+  оо. Следовательно , внутренний предел не может сущест
вовать, а это противоречит предположению.  Теорема доказана .  

Из этой теоремы следует, что если А является Н-матрицей,  
то ! А (х , у) 1 < М  для любой пары векторов х и у па Е.  Ниж
няя грань Р (А) чисел М ,  удовлетворяющих атому перавепству, 
называется Н-гранью А (х , у) (или Н-гранью .матрицы А). В слу
чае квадратичной формы А (х , х) нижняя грань чисел М обозна
чается через М (А) . 

В (9.6 ,  VII)  будет показано ,  что при таком определении Р (А) 
является гранью матрицы в соответствии с определением грани ,  дан 
ным в § 2 .3 ; это относится и к М (А) в том случае,  когда А 
эрмитова матрица ,  но в общем случае это не так. 

Если I A (x , y) I < P для любой пары векторов х, у на  Е,  то 
тождество 
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показывает , что для любой пары векторов х ,  у 
i A (x , y) i -< P I I x i i i i Y I I · 

С введеннем Н-грани Р (А) теорему (9.4, IV) можно сформулиро
вать следующим образом , обозначив , как и прежде , через D (А) область. 
комплексной плоскости , состоящую из значений А (х , у) на Е: 

D (А) является круго.м с центроя в начале координат ра
диуса Р (А) . 

Покажем теперь ,  что справедлива теорема , обратная (9.4, V) , 
а именно: 

(9.4 ,  VI) Если А (х , у) ограничена, то А есть Н-.матрица, 
т. е .  на Е существует внутренний (Прингсхей.ма) предел для 
А (х , у). 

Л е м м а .  Два утверждения: 

(А) 1 �1 c�t xpapqyq) 1-< р на Е 
и 
(Б) на Е, 

эквивалентны . 
Доказательство непосредственно следует из неравенства Коши -

UUварца и ему обратного . 
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы . Так как А (х , у) ограничена� 

то выполняется условие (А) предыдущей леммы , а значит, выпол
няется и условие (Б) . Следовательно ,  по (9.4, I I I ) ,  (II) , А является 
Н-матрицей . 00 

С л е д с т в и е 1 .  Если А (х , у) ограничена , то � xpapqYq схо-
р, q = 1 

дится в трех употребительных с.мыслах . 
Это непосредственно следует из (9.4, VI) и (9.4, I I ) . 
С л е д с т в и е 2 .  Для того чтобы А была Н-.матрицей , необ

ходи.мо и достаточно , чтобы 

для любого х на Е 

или 

для любого у на Е. 

Достаточность каждого из этих условий была доказана в (9.4, I I I) ,  ( I I ) .  
Необходимость следует из (9.4,  V) и леммы к (9.4, VI) .  

Следствие 2 является другой формулировкой теоремы (9.4, I I I ) , 
( I )  и ( I I ) в более общей форме.  Таким образом , мы видим , что 
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'Векторы , в котарые преобразуются вектары из Е строками или 
столбцами Н-матрицы , ограничены в совокупности .  

Из приведеиных выше результатов вытекает, что два утвер
ждения : 
{а) ряд �1� �1 apqYq /2 сходится на Е , 

(б) �J�1 apqYq 12 <: Q2 на Е , 

не а�tви валентны . Действительно , из леммы 2 к (9.4 ,  I I I) следует , 
что (а) эквивалентно существованию на Е повторной суммы по стро
кам , в то время как из следствия 2 (9.4,  VI) следует , что (б) экви
валентно существованию на Е внутреннего (Прингсхейма) предела; 
однако существование повторной суммы по строкам не всегда влечет 
существование внутреннего предела . 

Аналогичное замечание относится к столбцам.  

9.5.  Грани Н-матриц 

Сделаем сначала несколько общих замечаний. Пары матриц (А ,  А') , 
(А , А) , (А ,  А*) , где обозначения А' , А, А* имеют обычный смысл (§ 1 . 3) , 
могут не принадлежать одному и тому же ассоциативному полю iГ .  
Так , если ,;т- - множество матриц с конечными строками и А - мат
рица с конечными строками ,  но не с конечными столбцами, то А' 
и А* не принадлежат ,;т-, или  если r:iГ'- ассоциативное поле  К,-мат
риц и ряды по столбцам К,-матрицы А не сходятся абсолютно ,  то 
в таком случае А' и А* не принадлежат полю ff. Винтпер ( [ 1 ] ,  28) 
называет А*А и АА* соответственно левой и правой нормами мат
рицы А . .  1\\ожет случиться , что одна и з  них существует , а другая 
нет .  Так , если А есть К,-матрица ,  то АА* существует , так как 

00 
из (АА*)п11 = � ant�t следует: t - 1 

где 1 А 1 - К,-грань матрицы А. Однако те же рассуждения непри
менимы к ряду 

00 
(А* А)пk = � a,natll • 1 • 1 

который является скалярным произведением k- го и п - го столбцов 
из А; если ,  например,  все элементы первого столбца в А равны 1 ,  
а все другие элементы в А равны О , то (А*А)11 не существует. 
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В гильбертовам пространстве как АА� , так и А* А существуют 
(см . (9.5 ,  IV) ,  следствие; это утверждение вытекает из неравенства 
Коши - Шварца) . 

Если оба произведения АА* и А* А существуют и АА� = А* А,  то 
матрица А называется нор.Jtальной .  

Может случиться ,  что АА* и А*А существуют, но не равны между 
собой. Например, если а12 = 1 , а все другие элементы из А равны 
нулю,  то (АА*)1 1 = 1 ,  однако (А*А)11 = О ; также (АА*)22 = О , но 
(А* А)2•1 = 1 . 

Если А - эрмитова матрица , то обе нормы матрицы равны А2 
всякий раз ,  когда А2 существует. Отметим , что существуют нор
мальные матрицы , не являющиеся эрмитовыми. 

Ясно , что матрицы АА* и А*А являются эрмитовыми . В са>.1ом 
деле ,  так как (АВ)* = В* А* (§ 1 .3) ,  то мы имеем : 

(АА*)* = А** А* = АА* и (А* А)* = А* А** = А* А . 
Легко видеть,  что если нижняя треугольная матрица является 
нормальной , то она будет диагональной матрицей (см . пример 1 
к гл . 9) . 

Эрмитовы компоненты матрицы. Положим А = А1 + tA2, где 

А1 = � (А + А*) , А2 = ; l (А* - А) , 
и мы ,  таким образом , получаем разложение А на  дне эр.митовы 
компоненты . В самом деле,  

А� = } <А* + А) = А1 и А; = - ; l (A - A*) = A2 • 

Такое разложение единственно . Действительно , если А = В1 + lB2 -
другое такое разложение, то мы должны также иметь В� = В1 ,  
в; = в2 И , следовательно , А� = Bl - iB2 . Отсюда 

В1 =  � (А + А*) = А1 и В2 = � i (A* - A) = A2• 

(9,5 , I) *) Если А2 существует , то А является нормальной 
матрицей тогда и толжо тогда , когда ее армитовы компоненты 
коммутативны . 

Если А - нормальная матрица , то А* А = АА". Тогда если 
А1 и А2 - эрмитовы компоненты А, то 

*) Теоремы (9.5, 1) и (9.5, 1 1) см .  Винтнер [ 1 ] ,  32, 40, 41 . 
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Наоборот, если А1А2 = А2А1 , то из условий А� = А1 , А; = А2 
мы имеем: 

АА* = ( А1 + iA2) (А� - iA;) = ( А1 + lA2) ( А1 - lA2) = А� +  А� = А* А . 
Будем в дальнейшем называть армитову Н-матрицу НН-мат

рицей . 
(9.5,  1 1 )  Для Н Н-матриц М (А) = Р (А), для Н-матриц 

Р (А) -< 2М (А) . 
( 1 )  Предположим, что А есть НН-матрица , а х и у принадле

жат Е. Тогда 

А (х + у. х + у) = А (х ,  х) + А (х ,  у) + А (у, х) + А (у ,  у) = 
= А (х ,  х) + А (х ,  у) + А (х , у) + А (у, у), 

так как А эрмитова .  Следовательно , 

А (х + у. х+у)- А (х - у, х -у) = 
= 2А (х , у) + 2А (х , у) = 4 Re { А (х, у) } .  (9 . 5 1 )  

Так как верхняя грань значений 1 А (х , у) 1 для всех х и у н а  Е 
является такой же , как и для Re {А (х , у) } . или для Re {А  (х , у) } 
(см . замечание в начале доказательства (9.4 ,  IV)) , то достаточно 
доказать, что модуль выражения в левой части равенства (9 . 5 1 )  
н е  превосходит 4М (А) . Когда это будет доказано ,  м ы  будем иметь 
Р (А) -< М (А) , а учитывая, что всегда М (А) -< Р (А) , мы и получим 
требуемый результат. 

Мы имеем I A (x , x) ! <: M (A) I I x l l 2 • так ЧТО модуль выражения 
в левой части (9 . 5 1 )  не превосходит величину 

М (A) ( i l x + Y i l 2+ i l x - Y li 2) = М (A) (2 1 i x ll 2 + 2 l l y l l 2) = 4М (А) . 
Первая часть (9.5 , 1 1) доказана .  
( 1 1 )  Разложим А на ее эрмитовы компоненты А1 и А2 , т .  е . 

А =  А 1 + iA2 • Так как, очевидно,  Р (А) -< Р (Ад + Р (А2) , то мы 
имеем , по только что доказанной части ( 1)  этой теоремы , 
Р (А) -<: М (А1) +· М (А2) .  Но эрмитова форма является действитель
ной ( (9.4, 1 1) ,  следствие) , и поэтому А1 (х , х) = Re { А (х , х) ) ,  
А2 (х , x) = im {A (x , х)} . Следовательно ,  

М (А1) -< М (А) , М (А2) -< М (А) , 
откуда и получаем Р (А) -< 2М (А) . 

Р (А) .может оказаться в точности равной 2М (А) .  Например, 
возьмем а12 = l ,  а все другие элементы матрицы А положим равными 
нулю.  Тогда 

19 З ак. 1 223. Р .  l(ук 
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так что , полагая х1 = у2 = 1 ,  хР = О  (р =1= 1 ) ,  Yq = О  (q =i= 2) , мы 

получим Р (А) = 1 .  В нашем случае М (А) является верхней гранью 
для х�2 • Будем теперь брать в качестве х1 и х2 действительные 
числ а ,  а хр = О для р > 2. Тогда х� + х� = 1 ,  так что произведение 

х1х2 = х1 V 1 - xi имеет максимум при х1 = � и, значит, 
1 

М (А) = 2 .  
Приведем пример ограниченной билинейной формы . Используя 

метод Фейера и Рисса [ 1 ] ,  пQкажем , что 

для х и у на Е. 
N 

Пусть / (z) = � anzn , где an � O (0 -<. n -<. N) и /(z) =J= O . Тогда n = O  
по  теореме Коши 

1 � J {t (x) } 2 dx = - l J {t (e1D) } 2 e iO dB , 
- 1  о 

и поэтому 

откуда 

1 1 � 
J {! (х) } 2 dx < J {! (х) } 2 dx -<. � J 1 f (e iO) 12 dB , 
о - 1  - 7С  

Следовательно ,  п о  теореме (9.5, 1 1 ) ,  (!) : 
N N 
� � XpYq � � p + q + t < т; j j x i i i i Y II ;  

р = О q = O  
устремляя N к оо, мы получим требуемый результат для всех х и у 
на Е. 

Гильберт доказал элементарными методами , что если 
"" "" 

Т == � �' XpYq � � p - q 
р = 1  q = l •  

(штрих после знака � означает , что при суммировании член при р = q опускается), то для х и у на  Е 
I S 1 -<. т;, I T I -<. 2тc 
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(см . пример 2 к гл . 9) .  Более сложными методами можно доказать, 
что на самом деле 1 Т 1 -<:  'lt (см . пример 7 к гл . 9) и 1 S 1 < 'lt, 
(Дальнейшие сведения о подобного рода неравенствах и их обобще� 
ния см. Харди , Литтльвуд и Пойа , [ 1 ] ,  гл .  VII I  и IX.) 

00 00 
Если � � 1 apq 1 XpYq ограничена ,  то А (х , у) называется абсо-

р = 1  q= 1 
лютно ограниченной . Всякая абсолютно ограниченная форма огра
ничена гранью Гильберта (§ 2 . 3) ,  так как { 1 xn 1 } и { \ Yn 1 } при
надлежат о2 всякий раз , когда {хп } и {Уп } принадлежат о2• Так, 
приведеиная выше форма Гильберта S является абсолютно ограни-

1 
ченной, так как apq = Р 

+ q положительны для любых р � 1 и q � 1 .  
М ы  сейчас докажем, что форма Т н е  является абсолютно огра

ниченной. Для этого достаточно показать ,  что 
00 00 
� �� XpYq =00 � � \ p - q \ (9 .52) 
р = 1  q = 1  

для надлежащим образом подобранных векторов х и у . 
1 1 

Возьмем xp = p
-2 (l ogp)-1 (р > 1 ) ,  Yq = q

-2 ( 1og q)-1 (q > 1 ), 

Х1 = х2 , у1 = у2 • Тогда х и у будут векторами и 
00 00 00 00 00 00 

� �' \:�� \ > � � k - 1
Xq+kYq > � k- 1 � XmYm *) = 

= 1  q = 1  k = 1  q = 1  k = 1  m = k + 1  

00 00 00 00 00 
= � k - 1 � m (lo� m)2 � � ;  f u (l:;u)2 = � k log (� + 1) " 

k = �  m = k + 1  k = 1  k + 1  k = 1  

Последний ряд, состоящий и з  положительных членов ,  расходится ,  
что и доказывает (9 .52) .  

Мы видим,  что грань Гильберта не является нор.мальноll 
1 (§ 2 . 3 , условие (V)) ; действительно, матрица (apq) , где apq= Р _ q 

(р =1= q) , аРР = О, является Н-матрицей согласно (9.4,  VI) ,  однако 
+ + 1 + 
(apq) , где apq = тp- q \ (p =f= q) ,  арр= О, не является Н-матрицей * *). 

Этот пример также показывает ,  что сходя щаяся билинейная форма 
.может не быть абсолютно сходящейся . 

00 OD 
(9.5 , Ш) Если � � 1 apq 12 сходится , то А (х ,  у) ограниченная . 

р = 1  q = 1  

*} Так как Y q  монотонно убывает с возрастанием q, Yq = Ym -k > Ym; 
аналогично Xq - k  > Xq+ k · 

**} Это заме чание относительно Н-грани принадлежит Аллену. 

19* 
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По неравенству Коши - Шварца ,  

I A <x .  y ) l 2 -<  [
q
; ( �1 l xp l l apq 1 )  I Yq iJ -< 

-< I I Y I I 2 q; ( Р�1 1 хР 1 1 apq 1 ) 2 • 

00 00 

[ гл. 9 

следовательно , I A (x , y) J2 -< J i x J J 2 / I y i J 2 � � l apq 12 , откуда видно, 

что V Р� ,� 1 a,, l' явлоется верхне:::::ю формы . 

Обратное утверждение неверно,  как это видно из того факта , 
1 что S, где apq = Р + q , ограниченная .  

Следующее расширение понятия гильбертона векторного простран 
ства дает возможность обобщить многие теоремы о билинейных 
формах . 

Совокупность всех последовательностей х , таких, что ряды 00 
� 1 хР 1' сходятся ,  образует простран.ство , которое мы будем обо

р = l 

значать а,. 
Совокупность всех последовательностей (х , у) ,  таких, что х при

надлежит а, ,  а у принадлежит а8 , называется простран.ство.м а,8 • 
1 1 Мы будем всюду предполагать , что -+- = 1 и r > 1 .  r s 

Билинейная форма А (х , у) называется огран.ичен.н.ой в а78, если 
1 An (х , у) 1 -<  М для любого n и всех единичных векторов х , у 
из а,8 • Нижняя грань Р (А) чисел М, удовлетворяющих этому нера
венству, называется точн.ой гран.ью А (х , у) в а78 ил и гранью мат
рицы А в а78 • 

)lлин.а вектора х в а, определяется как 

1 

l l x i i =C�1 1 xp l' ) '. 

(9.5 , IV) Если А (х , у) имеет в а78 гран.ь Р, то 
со ) � 1 apq l s -< ps для любого q 

1 
и P = l 

(9 . 53) 
со 
� 1 apq 1 ' -< Р' для любого р .  

b • l  
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Мы можем взять все хР равными нулю,  кроме xi = 1 ,  и все 
Yq равными нулю, кроме у1 , у2 , . . .  , Yj · Тогда , так как А (х , у) имеет 
в a,s грань Р, то 

1 

[ А (х , Y) l = l �1 aiqYq l =P C� [ Yq l s }s. 
Это неравенство имеет место для всех { yq } из as и любого j. Сле
довательно , применяя обратное не равенство Гёльдера (см . ,  например , 
Харди , Литтльвуд и Пойа, [ 1 ) , 40), мы получим:  

со 
� 1 apq l r <;: pr для любого р ,  
q = l 

и второе из неравенств (9 . 53) тем самым доказано.  Первое нера
венство в (9 .53) доказывается аналогично.  

С л е д с т в и е .  Если А (х, у) имеет zран,ь Р в а2 , то 
со ) � 1 apq i2 < P2 для любоzо q, 

f p = l (9 . 54) со 
� j apq i 2 <;: P2 для любоzо р .  

J q = l 

Обратное утвержден,ие н,еверн,о. Рассмотрим,  например , форму 
(Хеллингер и Теплиц [2] ,  306) 

1 
где О < s < т · 

Условие  (9 . 54) удовлетворяется ,  однако для 

мы имеем : 
"\"' 1 1 "\"' 1 А (х , у) = � ( р  + q)l- • � +1J > '"" ( р + q)m ' 

р, q (pq) 2 р, q 

где т = 2+ 21J - z , так как pq < (p + q)2 для р > О. q > O . Сле
довательно,  

1 2 3 А (х , У) > 2m + 3m + 4m + · · · 
1 

и ряд справа расходится для т <;:  2, т .  е .  для 1J <;: 2 s .  
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Следующая теорема, принадлежащая Шуру [ 2 ] , 6 *) , дает простые 
достаточные условия для того, чтобы А была Н-матрицей : 

(9.5 ,  V) Еи слматрица А является одновремеюtо Kr- и Кс-мат
рицей , т .  е . е  ели 

00 
( I) � l aпk i < Mt для любого n 

k = 1  
и 

00 
(I I) � \ апk \ < М2 п = 1 

qля любого k , 

1 
то А является Н-матрицей и ее Н-грань не превосходит (М1М2)2. 

Предположим сначала ,  что все элементы А действительные и не
отрицательные. Из условия ( 1 1 )  следует , что с = А' А существует и 

00 

00 
спk = � alпalk · i = 1  

Полагая zп = � artk • м ы  имеем: 
k = 1  

для любого N. Следовательно , учитывая (1) и ( 1 1 ) ,  получим : 

N 
� сп11 < М1М2 для любого n и N. 
k = 1  

00 00 
Поэтому � спk сходится ,  и если сп = � с"11 , то мы имеем 

k = 1  k=1  
сп <  М1М2 для любого n .  Пусть wп - верхняя грань чисел 

для l l x l l  = 1 .  

п n 
и = � � x1c1kxk i = 1  k = 1  

Чтобы определить wп , нам потребуется найти максимум и при 
фиксированном n, действительных (с111) и (х1 ) с \ l x \ 1 = 1 * *) . Приме 
няя  метод множителей Лагранжа и полагая 

п 
F = � х2 - 1 - 0 _ ......, . - .  1 = 1  t 

*) Доказательство незначительно видоизменено Алленом, чтобы согла
совать его с определением Н-грани, данным в §§ 2.3 и 9.4. 

n 
**) Здесь 11 х 11 = � 1 x1 J2 , и м ы  скажем, что х лежит на En· 

i = l  
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мы получим для определения х1 , доставляющих максимум или мини
мум величине и ,  систему уравнений 

(i = 1 ,  2 , . . . , n) , 

или , так как cnk = ckn • то 

2 (ci lx1 + c12x2 + . . .  ·+ с1пхп) + 2Лх1 = 0 
Умножая эти равенства соответственно на х1 , х2 , • • •  , xn и склады
вая ,  мы получим и +  Л = О ,  так что 

cllxt + С12Х2 + · · · + cl. l - txt - 1 + 
+ <сu - и) х1 + с1, н iХн1 + . . . + c1nxn = 0 . 

Следовательно, максимальные и минимальные  значения и являются 
корнями характеристического уравнения (§ 1 .6) : 

= 0, 
Спп - U 

и wn буд.ет наибольшим из этих корней . Отсюда следует , что можно 
найти n действительных чисел el . е2 . . . . • en . которые не  все равны 
нулю,  удовлетворяющих n уравнениям : 

(р = 1 ,  2 , . . . , п) . 

Пусть 1 ер 1 - наибольшее из чисел 1 �t l ·  1 е2 1• 1 ез l  . . . . • 1 en l ; тогда 

n n 
wn 1 ер 1 -<: � cpq 1 eq 1 -<: 1 ер 1 � cpq -<: 1 ер 1 м1М2 q = 1 q=1 

n , и следовательно, wn -<: М1М2 для любого n .  Таким для любого 
образом , 

��1 �1 xpcpqXq 1 -<: М1М2 
.для любого n и любого х на En . Но 
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Так как (akp) и { xPj действительные, то мы получаем :  

�1 ' Р*1 а11РхР /2 < М,М2 

для любого n и любого х на  En . Устремляя n к оо , получим :  

���1 � Р�' akpxp \2 < м,м2 

для любого х на  Е. 
Следовательно, по лемме к (9.4,  Vl) ,  

для любого х и у на Е, откуда следует , что Н- грань А не прево-
1 

сходит (M1M2)"ii" . 
Так как а111 действительные и неотрицательные,  а ( 1 х� 1 }  принад

лежит о2 , когда ( x" J принадлежит о2 , то последнее неравенство 
может быть заменено веравенетвам 

(Х) = 1 
� � 1 xiaiiiYk 1 < ( М,М2)2. i = 1  k = 1  

Наконец, если элементы auz комплексные,  т о  м ы  имеем : 

откуда и следует теорема .  

9.6. Теоремы о свертках; обращение Н-матриц 

Предположим , что А (х , у) и В (х , у) ограничены в простран
стве ars и их точные грани равны соответственно Р (А) и Р (В) ; как 

и раньше , мы предполагаем � + � = 1 , г >  1 .  Тогда , по теореме 

(9.5 ,  IV) ,  мы имеем: 

00 00 
� 1 а111 ( < {P (A) jr ,  k = 1  � 1 bkj ls < {Р (В) } 5 , k = l  

и и з  неравенства Гёльдера следует , что ряд 
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.абсолютно сходится ;  выражение 
00 00 

Р (А , В) = � � xtft ·Y · · i = l } = 1  J J 

297 

где х Е ' г •  а у Е as • называется свертttой *) А и В .  Отметим , что 
в общем случае Р (В , А) =1= Р (А , В) . В матричном обозначении Р (А , В) 
имеет вид х' АВ у .  

(9.6, 1) Если А (х, у)  и В (х ,  у) имеют в a,s точные грани 
Р (А) и Р (В) , то Р (А , В) рграничена в а , 3  и ее точная грань не 
превосходит Р (А) Р (В) ,  т .  е .  Р (АВ) <. Р (А) Р (В) . 

Пусть т >  n и х1 = О для i > n . Тогда , так как А (х ,  у) имеет 
в 'гs точную грань Р (А) , мы получаем : 

1 k�l Yk �� xiatll 1 <. р (А) 

для всех единичных векторов х из а, и всех единичных векторов у 
ИЗ as . 

Следовательно , по обратному неравенству Гёльдера , 

т > п . 
так что 

( 9 . 6 1 ) 

Аналогично 

(9 . 62) 

Но 
n n n n оо 
� � xtfцYJ = � � XtYJ � alkbkJ = 1 = 1  ] = 1  i = 1  ] = 1  k = l  

= � (� xlaik) (± Ь111у1) . (9 . 63) k = 1  L = l  } = 1 

Из ( 9 . 6 1)--(9 . 63) и неравенства Гёльдера теперь  следует : 

1 i� J*l xJцYJ 1 <. р (А) р (В) 

для любого п ,  всех единичных векторов х из cr, и всех едИiihчных 
векторов у из as . Теорема доказана .  

*) Для случая r = s = 2 (т .  е .  гильбертона векторного пространства) 
см. Гильберт [ ! ) , Хеллингер и Теплиц [ 1 ] , [21 .  Шур (2 ] ,  Винтнер [ 1 ] . Для 
общих crrs см. Харди, Л иттльвуд и Пойа [ 1 ] , 253. 
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Полагая в (9 . 63) п -+ оо ,  получаем :  
(9.6, I I) Если А и В оzраничены в crrs ' то 

(9 . 64) 

для всех единичных векторов х из cr и всех единичных векто
ров у из crs . 

В частном случае , когда r = s = 2 ,  эта теорема обычно известна 
под названием первой теоремы Гильберта о свертке (см . ,  напри
мер , Винтнер [ 1  ] ,  1 29) ,  а именно :  произведение двух Н-.матриц А 
и В является Н-.матрtщей такой ,  что (х' А) (В у) = х' АВ у для 
всех х и у на Е и 

Р (АВ) < Р (А) Р (В) .  
Если в (9 . 64) мы возьмем вместо В единичную матрицу /, то 

получим: 

и (9 . 64) обращается в 

(9 . 65) 

Таки.м образом , порядок су.м.мирования в оzраниченной били
нейной фор.ме в crrs не иzрает роли,  несмотря на тот факт, что 
двойной ряд может не быть абсолютно сходящимся (ер .  с (9.4, 11) ) . 

(9.6 ,  1 1 1 )  Если А , В и С - оzраниченные в crrs .матрицы . т() 
для них и.меет .место ассоциативный закон, т .  е . 

А (ВС) = (АВ) С.  
Нам нужно доказать , что для любых п и k 

ro оо 

(9 .66) 

Согласно (9.5 ,  IV) ряд � 1 an i i r 
сходится для любого п ,  а � 1 c1k i s 

i = 1  1 = 1 
сходится для любого k , так как А и С ограничены в crrs · Следова
тельно, для любого фиксированного п мы можем положить ani = х1 • 
где { х1 } принадлежит crr ,  и для любого фиксированного k положить 
c1k = у1, где {у1 } из crs . Тогда (9 . 66) обращается в равенство 

00 со (Х) 00 
� � xibi ·Y · = � � xibt ·Y · , 
i = 1 J = l  J J } = 1  i = l J J 

которое верно в силу (9 . 65) ,  так как В является ограниченной в crrs · 
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Частный случай этой теоремы при r = s = 2 известен обычно 
под названием второй теоремы Гильберта о сверт«ах (см . ,  на
nример , Винтнер , [ 1 ] ,  1 3 1 ) .  

С л е д с т в и е .  Теорема остается справедливой ,  если толь�tо 
предположить , что В (средняя .матрица) является ограниченной 00 
в о,8 , а А и С тшсовы , что ряд � 1 ar�i / ' сходится для любого п 

i = l  
. 

00 
и ряд � / c1k j8 сходится для любого k .  } = 1 

Так как скалярные матрицы являются Н-матрицами , а IXA + �В 
также Н-матрица , когда А и В суть Н-матрицы ,  то от.сюда сле
дует , что все Н- матрицы образуют ассоциативное поле (§ 1 .4). 

(9.6, IV) Если ·А - Н-матрица , то АА* (х ,  х) и А�А (х , х) 
неотрицательно определенные эр.митовы фор.мы . Кро.ме того *) , 

М (AN) = М (А* А) = р2 (А) . (9 . 67) 

Мы уже видели , что АА* и А* А являются эрмитовыми матрицами 
(§ 9 . 5) .  Положим в первой теореме о свертке В = А*, у = х. Тогда 

(х' А) (А*х) = х' АА* х = АА* (х , х) . 
Но 

(х' А) (А*х) = (х' А) (А'х) = 1 / А'х / 1 2:;;? О , 
так что АА* (х ,  х) :;;? О .  Таким rобразом , АА* (х , х) (и аналогично 
А* А (х,  Х) ) - неотрицательно определенная эрмитова форма. 

Чтобы доказать (9 . 67) ,  мы сначала заметим , что так как по (9.6, 1) 

Р (АВ) <. Р (А) Р (В), 
то, принимая во внимание (9.5, I l) ,  будем иметь: 

М (АА") = Р (АА*) <. Р (А) Р (А*) = р2 (А) , 
и аналогично М (А* А) <. Р2 (А) . 

Но если х и у на Е, то 

J А (х , у) / 2 = ��l xP � apqYq l2 <. p�l / Xp /
2� �� apqYq lз = 

так что Р2 (А) <. М (NA) . 
= � 1 � apqYq �� = А"А (.у, у) , p = l q = l  

Следовательно , Р2 (А) = М (А� А) и аналогично Р2 (А) = М (АА •) . 
*) См. Винтнер [ 1 ) , 42 и 43. 
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Пусть n (А) обоаначает нижнюю грань армито6ЫХ форм А (х . х) 
для всех х на Е. 

(9.6 .  V) Если А есть Н Н-матрица и n (А) > О, то А имеет 
двустороннюю Н-обратную *) .  

По условию теоремы ,  мы имеем А (х , х) .:> n (А) > О на Е. Пусть 
6 > О . Тогда равенство (/ - 6А) (х , х) = 1 - 6А (х , х) покааывает, 

1 
что н а  Е М (/ - 6А) < 1 ,  если 6 < М (А) . Учитывая, что М (А) 
или Р (А) являются гранями,  иа (2.4, I l) r. * ) получаем , что матрица 6А 
имеет двустороннюю обратную , а аначит ,  то же самое верно и для А .  

(9.6 ,  VI) Если А есть Н-матрица , то  А имеет n .  с .  Н-обрат 
ную * * *) • тогда и только тогда , когда n (АА*) > О , и и.меет 
л. с. Н-обратную тогда и только тогда , t.:огда п (А 'А) > О . 

Мы видели ,  что n (АА�) и n (А* А) не всегда рошны между собой , 
когда А является Н-матрицей .  Предположим , что n (АА•) > О .  Так 
как АА* - эрмитова матрица , то она , согласно (9.6, V), имеет дву
стороннюю Н-обратную В,  так что АА*В = !. Следовательно, по 
(9.6, Ш) А*В является п .  с .  Н-обратной для А . 

Аналогично если n (А* А) > О , то А• А имеет двустороннюю Н-об
ратную В1 и В1А* является л. с. Н-обратной для А .  

Чтобы докааать обратное утверждение, предположим , что А имеет 
л .  с .  Н-обратную С и что п (А*А) = О (по определению п (А*А) всегда 
неотрицательное число) . Тогда иа СА = 1 по первой теореме о свертке 
имеем : 

1 = i� (�1xpcpt) (�1 atq�q ) < 

на Е.  Но 

СС* (х ,  х) = � � (i: Cp/;q) XpXq = � i: xpcpl � c;q;;q = p= l q = l  l a l  1 = 1 p = l q= l 

= �� Р� xpcpt � xpcpt = �� � p�l xpcpi iz 
перемена порядка суммирования допустима в силу абсолютной сходи 
мости рядов . Следовательно , 

1 < СС* (х ,  х) . А*А (х , х) для любого х на Е. (9 .68)  

*) См .  Винтнер [ 1 ] , 1 35-1 39. 
'�'-�<) В (2.4, 1 1 )  полагаем А = - /, В = 1 - е А (в последнем равенстве А 

то же, что и в (9.6, V) ) . См.  также пример 20 к гл .  2. 
***) То есть п .  с .  обратную, являющуюся Н-матрицей. Это замечание 

относится и к дальнейшему. (При.м. перев.) 
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Так как сейчас n (А* А) =  О, то на Е существуют векторы х, 

для которых А*А (х , х) сколь угодно мало отличается ОТ нуля .  При
нимая во внимание, что С есть Н-матрица и ,  значит, СС* (х ,  х) огра
ничена ,  мы видим , что ;это противоречит (9.68). Следовательно;  
п(А*А) >О. Аналогично если А имеет п .  с .  Н-обратную , то мы по
лучим n (АА*) >О, что и доказывает теорему. 

(9.6, VII) Р (А) удовлетворяет требоваflия.м , предъявляемым 
к zpaflЯ.М .матриц , а и.мeflflO: 

(/) Р (сА) =  1 с 1 Р (А) ,  Р (!) = 1 (с - любой скаляр) ;  
( 1 /) Р (АВ)<. Р (А) Р (В); 

( I /1) Р (А +В)<.Р (А)+Р (В); 
(IV) j apq 1 <. Р (А). 
М (А) удовлетворяет ати.м условиям, когда А - эр.митова 

.матрица, flO fle в общем случае *) .  
(/) Каждому значению 1 А (х, у) 1 на Е соответствует знач ение 

1 сА (х, у) 1 = 1 с 11 А (х , у) 1 н а  Е,  и наоборот. Следовательно, верх
няя грань значений 1 сА (х , у) 1 на Е будет такой же, как и для 
1 А (х, у) 1. умноженной на 1 с 1 · Также 

ro 

ro ro 

jl (x, Y)l2<. � lxnl2 � 1Ynl2 = 1, n=l n=l 

и l (x, у) = � ХпУп обращается в 1 ,  когда х1 = у1 = 1 , а хп= Уп=О n=l 
для n > 1. 

(1/) Условие (/1) было уже доказано в (9.6, I ) .  
(II I) Выполнение условия (I I I) следует из неравенства 

IA (x, у)+В (х , y)i<.IA (x , y)i+ IB (x, y)l. 

( IV) Условие (IV) следует из того факта , что любой элемент apq 

матрицы А является значением А (х , у) на Е. (см .  доказательство 
(9.4 ,  IV) ) .  

Теорема в отношении Р (А) доказана . 
Так как , согласно (9.5, Il) , М (А)= Р (А) , когда А является 

НН-матрицей , то доказанный результат относится и к М (А) , если 
А есть НН-матрица . Таким образом , как М (А) , так и Р (А) 
могут быть взятыми в качестве «граню> матрицы А , определенной 
в § 2. 3 .  

Однако если А н е  есть эрмитова матрица , М (А) не может в об
щем случае служить «гранью» . Например , М (А) не удовлетворяет 

*) Необходимость в различии эрмитовой и неэрмитовой матриц для М (А) 
была указана Мелвин-Мелвином. 



302 ГИЛЬБЕРТОБО ПРОСТРАНСТВО И МАТРИЦЫ ГИЛЬБЕРТА 

условию (IV) , когда 
а12 = 1 ,  apq = О ( р  + 1 ,  q + 2), 

[гл. 9 

ИбО В ЭТОМ 
1 случае а12 = 1 ,  а М (А)= 2; М (А) не удовлетворяет 

также �условию (11), когда а12 = 1 , Ь;н = 1 ,  а все остальные эле
менты А и В равны нулю. В этом случае (АВ)11 = 1 ,  а все другие 

1 элементы АВ равны нулю , и мы имеем М (А) = М ( В) = 2 , 
М(АВ) = 1 . 

Теорема теперь докаэана полностью . 

9.7. Непрерывность в rипьбертовом пространстве 

Мы видели в (9.2, 1), что если x<n> сходится сильно к х, то x<nJ 
сходится и слабо к х. 

Если Р (x<n>)-+ Р (х), когда x<n> стремится сильно к х, то функ
ция Р (х) наэывается непрерывной в точке х. Если Р (x<nJ) -+ Р (х), 
когда x<n> стремится слабо к х, то Р (х) наэывается вполне непре
рывной в точке х. 

00 
Линейная форма наэывается ограниченной, � аРхР 

р=1 

1 f аРхР 1 <:М 
для любого 

N 
и каждого вектора х 

*) . р=1 

если 

(9.7, l) Ограниченная линейная форма вполне непрерывна для 
любого вектора. 

Если x<n> (-+) х, то мы имеем llx(n) 11< К и llxll< К, так что 
дпя любого х 

Так как последнее выражение стремится к нулю при т-+ оо, то мы 
видим , что 

00 00 
lim � ах�>= � аРхР, n�oo р=1 р р=1 

откуда и следует утверждение теоремы .  

*) В этом случае обратное неравенство Коши - Шварца показывает, 
00 

что ряд � 1 ар J2 сходится. 
Р=1 



9 . 7 ]  НЕПРЕРЫВНОСТЬ В rИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

со 
В частности, если x <n> (--+)О, то � а x<n>--+ О. Р=1 р р 

со со 
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(9.7, 11) Если ряд � � / apq /2 сходится , то А (х , у) вполне Р=1 q=1 
непрерывна для любой пары векторов х и у. 

Пусть h(n) и k(n)- две последовательности векторов , каждая из 
которых слабо стремится к нулю , и 

со 

ь<п)- � h(n)a q - � р pq· р=1 
Мы , очевидно , можем считать 1\h(n)ll< 1 и 1 / У/1< 1 . Тогда по нера
венству Коши - Шварца мы имеем : 

�1 ь�п>уq 12 < � 1 Yq 12 �1 \ь�> 12 < q� ��1 h<;>apq l2 < 

< q; ( �1/ apq 12 �11 h<;> 12) < �1 q; 1 apq/2• 
00 

Следовательно , � ь�>Уq является ограниченной линейной формой , q=1 
в которой Yq рассматриваются как коэффициенты , а b�n)- как коор -
динаты перемениого вектора. Так как h(a) (--+)О, т о  b�n) ограничены 
в своей совокупности и стремятся к нулю , а тогда по (9.7, 1 )  стре
мится к нулю и 

со 

� Ь�п>уq= А(h<п>, у). q=1 
Аналогичные рассуждения можно провести для А ( х , k<n>) и 
А (h<n>, k<n>). Но мы имеем : 

А (х +h(n), y-f-k(n)) = 
=А(х, y)-t- A (x, k(n))+ A (h<п>, y)+A (h<n>, k(n>). 

Следовательно , А( х+h<п>, у+k<п>)-А(х , у)--+0, что и доказы
вает теорему. 

(9.7, 111) Ограниченная билинейная фор.ма непрерывна (но не 
обязательно вполне непрерывна) для любой пары векторов. 

Пусть h(n) и k(n)- две последовательности векторов, каждая из КО• 
торых сильно стремится к нулю.  Тогда для каждого вектора х 

�Р� q� Xpapqk�n) / <:Р// х /11/ k(n) / 1--+ О при п--+ оо, 
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т .  е .  формы А(х , k(n)) ограничены в совокупности и стремятся 
к нулю . То же самое имеет место для форм A(h<n>, у) и A(h<n>. k<n>), 
и докааательство аавершается так же ,  как и в (9.7. 11) . 

(О дальнейших реаультатах по вопросам, аатронутым в этой главе, 
см. Винтнер [ 1 ] ;  Гильберт [ 1 ] ,  [ 2 ] ; Хеллнигер [ 1 ] ; Хеллнигер и Теп· 
лиц [ 1 ] ,  [ 2 ] , [3 ] , [4 ] ; Шмидт [ 1 ] ; Шур [2 ] ; Теплиц [ 2] ,  [3 ] , [5] ,  [б] ; 
Хан [1 ] ,  [2 ] ; Жулиа [ 1 ] , ч .  1 1 ;  Ковалевский [ 1 ] ,  407-455 ; Вейль [ 1 ] , [2 ] ; 
Харди [ 1 ] ;  Харди, Литтльвуд и Пойа [ 1 ] , гл . VIII и IX; Хислоп [ 1 ] ;  
Ричардсон [ 1 ) , [ 2] ;  Пелл [ 1 ] ,  [2 ] . ) 

Примеры к главе 9 
1. Доказать,  что если нижняя треугольная матрица нормальна (§ 9.5), 

то она является диагональной матрицей. 
2. Рассматривая 

1,- � _/•[� (-l)'(x,ooнt-y,•ln,t)] ' dt 

и принимая во внимание, что 
1t 1t 

f ( l)m+121t t sin тt dt = -
т , j t cos тt dt = О, 

-1t 

где т-любое целое положительное -.или  отрицательное число (последнее 
равенство имеет место и при т = 0), показать,  что ln = 2 (Sn- Т п), где 

n n n n }: }: XpYq _ }: }:' 
XpYq • S- -- Тп- , п- p+q • p-q 

р=1 q=1 Р=1 q=1 
�' означает, что при суммировании опускаются члены с р = q. Показать 
также, что 1 S 1 <: 1t и 1 Т 1 <: 21t для х и у из Е, где S и Т- гильбертовы 
билинейные формы (§ 9.5). (См. замечание о S и Т после (9.5, 1 1 ). ) 

3. Две последовательности векторов 

а<Р) = [apl• ар2 , • • •  ] и a<q) = (atq• a2q• • • .  } 
называются векторами .матриц А' и А соответственно, где А' обозначает 
матрицу, транспонированную к А. Таким образом, векторы матрицы А имеют 
своими компонентами  отдельные столбцы из А, а векторы матрицы А' имеют 
своими компонентами отдельные строки из А, т. е. столбцы из А'. Любая 
матрица может быть  таким путем представлена совокупностью вектор-строк 
или вектор-столбцов. Показать ,  что если последовательность скалярных ком-
понент а (Р) у = z Р (р = 1, 2, . . . ) образует вектор z такой, что 11 z 11 <: М 11 у 11· 
то для любой пары векторов х и у билинейпая форма А (х, у) ограничена 
гранью М. 

4 *). Доказать, что теорема (1. 7, 1) о показательной функции имеет 
место для Н-матриц вместо нижних треугольных матриц. 

5. Доказать следующий результат, обратный сформулированному в при
мере 3. Если на Е существует внутренний предел для А (х, у), то скадяры 

*) См. Дине [3], 307. 
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z p  = a(PJ у (р = 1 .  2 ,  . . . ) образуют вектор z. Если А (х, у) ограничена 
1ран ью М, то 11 z !l<: М 11 У 11. 1 1 6 *). Если r > 1, r + s = 1 и А (х, у) имеет грань м в Grs (§ 9.5) 

и если 

00 00 
и J 1 gq (t) 1s dt <: -.s, то доказать,  что � � XpapqhpqYq имеет грань  MfL-.. 

Р= 1 q= 1  7 * .. ). Если an- коэффициенты Фурье при синусах нечетной ограничен
ной функции или коэффициенты Фурье при косинусах четной ограниченной 
функции, то билинейные формы 

00 00 00 00 

� � Xpap+qYqo � � Xpap-qYq 
р-1 q= 1  р = 1  q=1 

ограничены в гильбертовом векторном пространстве G2• 1 
Взяв функцию 2 (-п:-6) дл'Я О < 6 < -п: и продолжив ее нечетно, доказать, 

что 1 S 1 <: 1t и 1 Т 1 <: -п: в обозначениях примера 2. 
8. Предположим, что векторы [bpl• Ьр2, ••• ] Н-матрицы В' (см . при-

мер 3) образуют полную систему и что v(lJ, v<2J, . . . - соответствующая ей 
ортонормальная система. Если у- любой вектор и 

" 
y<nJ = � (v<lJ, y)v<IJ, 

i = 1  

то показать, что y<nJ = Bx<n), где x<nJ - вектор, имеющий только конечное 
число отличных от нуля компонент. 

00 00 

9. Ес.�и r > 1, � + � = 1 и � х� <: Х, 

P=l 
�у;<: У, где {хр), {Yq) не
q= 1 

отрицательны, то показать,  что 
00 00 1 1 

� � XpYq -п: r s -- < -п:соsес - Х  У ; 
P-t-q r 

Р= 1 q= 1  

х и у - отличные от нуля векторы. 
Если 00 ос; J [! (х)]7 dx <: F, J [g (y)JS dy <:О, 

о о 
где f(x) и g (у)-неотрицательные в интервале (0, оо) функции, то 
неравенство 00 00 1 1 

r f f(x) g(y) dxdy <'ltcosec � F7 о8' , х +у r 
о о 

не предполагая, что f (х) =О или g (х) =О. 

доказать 

"") Харди, Литтльвуд и Пойа [ 1 ] , 268, задача 300; ддя случая r = s = 2 
см. Шур [2]. 

**) Теплиц [5]; см. Харди, Литтльвуд и Пойа [1], 268, задача 303. 

20 Зак. 1 223. Р. l(ук 
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В обоих случаях константа 1t cosec � является «наилучшей из возмож
r 

НЫХ». 
Таким образом, мы получаем обобщение неравенства 1 S 1 -< 1t для гиль

бертовой формы S (см. выше пример 2) из а2 на пространство а,8, а также 
обобщение неравенства для сумм на интегралы. 

о 1t u иределение константы 1t cosec- и интегральныи аналог даны Шу
г 

ром [2], а обобщение на пространство а,8- Харди и М. Риссом; см. Хар
ди [ 1 ] *).  

*) Дальнейшие результаты и обобщения в различных направлениях см. 
Х арди, Литтльвуд и Пойа [ 1 ] , 272 и там же, §§ 9.2-9.4. 



Г Л А В А  1 0  
ПРОЕКТИВНАЯ СХОДИМОСТЬ, СХОДИМОСТЬ В СЕБЕ 

И ПРЕДЕЛЫ В ПРОСТРАНСТВАХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

1 0. 1 .  Некоторые типы пространсто последовательнос тей 

Основные понятия и результаты ,  содержащиеся в этой главе 
(кроме § 1 0 .9) ,  принадлежат Кёте и Теплицу [ 1 ] . Те результаты и 
определения , включая примеры к гл .  1 0  (кроме § 1 0 .9) ,  которые 
не содержатся в упомянутой работе Кёте и Теплица , п ринадлежат 
Аллену. Несколько простых результатов дано Динсом в его лекциях , 
о чем в тексте будет оговорено *) . По вопросам , близким к содержа
нию этой главы , см .  также Ю�те [ 1 ] ,  [ 2 ] ,  [3 ] , [4 ] , Кёте и Теплиц [2 ] , 
Вебер [ 1 ) , Хагеман [ 1 ] . 

Совокупность математических объектов , таких, как числа, функ
ции , последовательности ,  матрицы и т .  п . ,  называется .мн,ожество.м, 
если существует закон или правило , поэволяющее определить , со
держится ли данный элемент в этой совокупности или нет. 

Множество S ,  эамкнутое по отношению к сложению и умноже
нию на скаляр и содержащее нулевой элемент О (с укаэанными 
ниже свойствами) , наэывается абстрактн,ы.м лин,ейн,ы.м простран,
ство.м , если выполняются следующие десять условий для любых А, 
В и С иэ S и любых постоянных (комплексных) чисел а и Ь: 

( 1 )  А+В=В+·А; (2) А+(В+С)=(А+В)+С; 
(3) А+О=А; (4) уравнение А+Х=О имеет 

(5) аА=Аа ; 
(7) О· А=О; 
(9) аА + ЬА=(а + Ь) А; 

единственное в S решение ;  
(б) а (ЬА) = (аЬ) А; 

(8) 1 ·А= А; 

( 1 0) аА+аВ=а (А+В). 

Так , абстрактное линейное пространство обраэуют, например : (1) 
все целые функции; (1 1 ) все бесконечные последовательности ; ( I I I )  все 
комплексные числа; (IV) все конечные последовательности ,  т .  е .  

*) На эти лекции мы будем ссылаться к а к  на Дине [4). 

20* 
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последовательности , в которых все элементы , начиная с некоторого 
места , равны нулю ; (V) все бесконечные матрицы . 

В этой главе мы будем рассматривать исключительно пространства последовательностей. 
Мы всюду будем обозначать через e<k> единичный вектор ,  ко

ординаты которого e�k) = 1 , e�k) =О (р =1= k). Если х и у- после-
довательности {xk} и {у".} и с - какой-либо скаляр , то х+у и сх определяются как {xk+ у11} и {сх11} соответственно, а ху 

00 
определяется как � xkyk, когда этот ряд абсолютно сходится . Так . k=l 
определенное «произведение» двух последовательностей (полезное 
для наших целей) не нужно смешивать со «скалярным произведе-

00 

нием» двух Н-векторов х и у, а именно с � xky11. k=l Множество S последовательностей называется пространством последовательностей, �Согда оно содержит начало (нулевой элемент) и обладает таким свойством, что если х и у принадлежат S,  то при любом (�Сомплексном) постоянно,и с х +у и сх также принадлежат S.  
Последовательности могут быть классифицированы по простран

ствам последовательностей , следующие из которых представляют 
определенный интерес *) :  

( 1) а- пространство всех последовательностей . 
( I I )  s0- нуль-пространство ,  т .  е .  пространство ,  содержащее 

только начало (нулевую последовательность) . 
( I I I )  ер- пространство всех конечных последовательностей. 
(IV) Если r >- 1 и если ряды � 1 xk 1 r и � 1 Yk 1 r сходятся ,  то 

имеет место неравенство Минковского 
1 1 1 

c�/xk+Yki')7 <C�JxkJ')7 +(�JykJ')Г 
Отсюда следует , что множество всех последовательностей { х k}, 
в которых р яды � 1 xk 1' сходятся , образует пространство; оно 
обозначается через а ,  (см . § 9 .5). В частном случае , когда r = 2 ,  
мы  имеем гильбертово векторное пространство. 

(V) а00- пространство всех ограниченных последователь -
ностей . 

(VI) Г- пространство всех сходящихся последовательностей. 
(VI I )  С- пространство всех стационарных последовательностей , 

в которых xk н= х11 для k >- k0• 
) Пространства <р, а, (r >- 1 ) , а00 и о введены Кёте и Теплицем [1] 196, 

2 18, пространства Г ,  С, D, Z, 01, 02, 01, 02 введены Динсом (4], и про
странства Е,, F,- А лленом. 
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(V I I I )  D- пространство последовательностей с чередующимися 
знаками ,  т .  е .  в которых xk+l = - xk для k > k0. 

( IX) Z - пространство всех нуль-последовательностей , т. е .  
последовательностей , в которых xk--+ О при  k--+ оо .  

(Х) 01 - пространство всех последовательностей , таких, что 
х2�+ 1 =О для любого k . 

(X I) 02 - пространство всех последовательностей, таких ,  что 
x2k = О для любого k .  

(XI I )  01 - пространство всех последовательостей ,  таких, что 
(x2k+ 1 } является конечной последовательностью . 

(XI I I )  02 - пространство всех последовательностей , таких, что 
1 x2k} является конечной последовательностью . 

(XIV) Е,- пространство всех последовательностей , таких, что 
1 xk 1 r <: Akr (r >О) для любого k. 

(XV) Р,-пространство всех последовательностей , таких, что 
со 

ряд � kr 1 х11 1 сходится (r > 0). 
k=l 

(XVI) о- пространство всех последовательностей , таких , что 
если dn- число отличных от нуля  координат в первых n координа-
тах ,  то J iш !!Е._= О. 

n+oo n 
Если х - фиксированный элемент и с - действительное число. 

то множество сх соответствует понятию направления; точки такого 
множества лежат на прямой линии и с может рассматриваться как 
параметр точек линии. Если в координатном пространстве конечного 
числа N измерений у находится н а  расстоянии 1 от начала, то по  
аналогии с двумерными и трехмерными случаями мы определим проек-

N 
uию элемента х на направление у как � xkyk • Мы распространим 

k=1 
это понятие на бесконечномерное пространство последовательностей . 

Вектор e(k) можно рассматривать как вектор ,  представляющий точку 
на k-й координатной оси , отстоящую на  расстоянии единицы от начала. 
или как единичный вектор вдоль этой оси. Взяв у равным  e<kJ , мы 
видим , что координату xk можно рассматривать как проекцию век
тора х на соответствующую ось; npoetщuя веитора х па у опреде-

оо ляется uau су.м.ма ряда � X�Yk• когда этот ряд абсолютно cxo-
k=l 

дится . Таким образом ,  пон ятие проекции в пространстве последова 
тельностей бесконечного числа измерений не является универсальным. 
а зависит от сходимости р яда .  Очевидно ,  что в этом опреде
лении Yk являются аналогами направляющих косинусов . Каждому у =1= О 
соответствует определенное направление (совокупность векторов с у 
для всех действительных постоянных с), и таким образом ,  мы можем 
рассматривать все возможные направления в данном пространстве а. 
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Пусть а-пространство ,  образованное и з  точек у; обозначим 
его через 1ос у (обозначение введено Тернбуллам [4]) .  Фикси
руем сначала некоторое у и рассмотрим все х , для которых ряды 

� xkyk абсолютно сходятся .  Мы получим некоторое пространство 
последовательностей � = loc х , определенным образом связанное 
с фиксированным н аправлением у. В общем случае мы можем рас-
сматривать все точки х, для которых ряды � xkyk абсолютно схо
дятся ,  когда у принимает все возможные положения в а. Получен 
ное в этом случае множество ,  которое мы  обозначим через а* = !ос х, 
называется двойствеюtы.м простршtствоJt и пространству а ШIИ, 
короче ,  двойственным пространство.м и а. Ттш.м образом, двойственное пространство а� к а есть .иножество точек, которые .могут быть спроектированы на любое направление в а; очевидно, а .. является пространство.м последовательностей. 

В этой главе через а* будет всегда обозначаться двойственное 
пространство к а. 

Двойственным пространством к а* является а�\ очевидно , а**:;> сх. 
(Мы обозначаем а = � . когда пространства сх и � совпадают, и 
а> �. когда а содержит все точ ки пространства � и одну или 
несколько других точек . )  

Пространство последовательностей сх называется совершенным, 
если а** = сх. Таким образом ,  совершенное пространство содержит 
любую последовательность ,  которая может быть спроектирована на 
любое направление в его двойственном пространстве. Ясно , что лю
бое совершенное пространство содержит пространство <р. 

( 1 0. 1 ,  I) Для любого пространства последовательностей а пространство а* совершенно. 
Действительно, а***:;> а*, но если х Е сх* .. \ то ряд � J иkxk 1 схо-

дится для любого и из сх .. * и ,  в частности ,  для любого и из сх. 
Таким образом , х Е а* , следовательно ,  сх*�* <: сх*. Поэтому а·щ = а*, 
и теорема доказана .. ) .  

( 1 0. 1,11) Если сх<: � . то сх*:;>�·. 
Если х Е �*. то  ряд � 1 xk Yk\ сходится для любого у из � и ,  

в частности , для любого, у из сх. Таким образом , х Е а*, откуда и 
следует требуемый результат . 
�� ( 1 0. 1 ,  I I I ) а**-наи.меньшее совершенное пространtтво, содержащее а .  

Если � :;> сх, то по ( 1 0. 1. 1 1) �* <: а* и поэтому �** > сх*� ::> сх. 
Если �. кроме того , совершенное, то мы  имеем � :;> сх� .. >а, что и 
доказывает результат . 

"") К ак обычно, х Е М означает, что х принадлежит множеству М, 
а х Е М- х не принадлежит М. 
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Сейчас м ы  определим двойственное пространство к каждому из. 
лространств, перечисленных в начале этого параграфа . 

( 1 0. 1 ,  IV) <р* = а и а* = ер; <р и а-совершенные пространства 
(Дине (4] ) .  

Если х Е <р, то ряд � 1 иkxk 1 превращается в конечную сумму и ,  
значит ,  сходится для любого и, следовательно, <р* = а . 

Наоборот, ряд � 1 иkxk 1 сходится для любого и тогда и только 
тогда , когда {xk} является конечной последовательностью . Действи
тельно, полагая в противном случае иkxk = 1 ,  когда xk=;I=O, мы 
получим последовательность { иk}, для которой ряд расходится . 
Поэтому а* =  ер. Следовательно, ер** = а" = <р и а** = ер* = а, так что 
9 и а- совершенные пространства .  

( 1 0. 1 ,  V) а� = а00 и а:, =а1; а1 и а00-совершенные пространства 
(Ю�те и Теплиц [ 1 ] ,  2 1 8) .  

Для любого х из аоо и для любого у из а1 ряд � 1 xkyk 1 схо
дится; следовательно , а00 <а� и а1-<: а:,. Если и Е а:, и xk = 1 для 
всех k , то ряд � 1 иkxk 1 сходится , так что и Е а1• Следовательно. 
а:,< а1• Таким образом , учитывая включение а1-<: а:,, полу
ч аем а:, = а1• 

Если vE а00, то существует бесконечная последовательность ин -
1 дексов kn, такая ,  что 1 vkп 1 :>- n2• Если иkп = пз, а все другие ко-

ординаты и равны нулю, то и Е а1 и ряд � 1 иkvk 1 расходится .  От
сюда следует , что а�-<: а00, и, учитывая сказанное в �первой части 

* теоремы, получаем а1 = а00• 
Следовательно ,  а�* = а:, = а1 и а: = а� = асх;,, так что а1 и 

""' - совершенные пространства .  
1 1 

( 1 0. 1 ,VI) Если r >  1 ,  то а*=а5, где-+-= 1 ;  а,-совер-, r s 
иtенное пространство (Кёте и Теплиц [ 1 ] ,  2 1 9) .  

Если х Е а,, у Е а5 , то  по неравенству Гёльдера 
1 1 

k;lxkYkl< (�lxki')' c;Jyk 1 s)8
• 

так что а8-<: а;. 
Если и Е cr5, то мы можем определить последовательность целых 

положительных чисел n1, n2, • • •  , пР, . . . такую , что 
n, 
�lиkls=Mt > 1 ,  k=l 

n, 
� lиkls= м2 > 1 , . . .  

k•n1+1 
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Положим 

Тогда 

так что 

ПРОЕКТИВНАЯ СХОДИМОСТЬ ,  СХОДИМ ОСТЬ В СЕБЕ 

1 х k = --,(р.--+-:--,-17"") •м•
Р
-
+
_
1

_ u�-1 

Лр+1 

l xkl'= "\1 lиkls= (Р+ 1)'Mr � 
Р+1 k=np+1 

1 1 - (}1 + 1)' Mr-1 < (р + 1)'' 
р+ 1 

00 • 00 
� lxkl'< � п� · 
k•l n=l 

Отсюда следует, что х Е о,. Мы также имеем: 
Лр+1 

� 1 иkxk 1 = Р � 1 • 
k=np+l 

00 00 

[ гл . 1 0  

так что � / ukxk 1 = � �, и ряд справа расходится . Следова-
k=1 n=l 

тельно ,  а;-<. :зs и , таким образом ,  мы получаем а;= :з8• В частности 
(для гильбертона пространства) , а;= а2• Также а;*= а;= ar, так 
что ar- совершенное пространство .  

( 1  0. 1 .  VII) Г* = а1; Г не является совершенным простран
ством (Дине [ 4]) . 

Мы имеем Г < о00 и поэтому, согласно ( 1  0. 1 ,  1 1 )  и ( 1 О. 1 ,  V) , 
Г* > а1• Если и Е Г* и xk=1 для любого k , то х Е Г  и ряд 
� 1 и11хk 1 == � /uk 1 сходится . 

Следовательно ,  Г*-<. о1, так что окончательно получаем Г* = о1• 
Согласно (10. 1 ,V) Г** = а00, и таким образом ,  Г не является 

совершенным .  
( 1 0. 1 , VIII) z� = а1; Z не является совершенным простран

ство.м. 
Мы имеем Z < о00, и поэтому Z* � о1• Предположим , что и Е о1, 

и положим S11 = � 1 ui 1 - Тогда , по теореме Дини ,  ряд � l :п l pac-
i=1 n 

ходится (см . , например , Дине [ 1 ] ,  1 04). Но сейчас {lJ EZ. следо-

вательно , и  Е Z*, и поэтому Z* -<. о1• Учитывая ,  что выше мы имели 
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Z':>a1, получаем окончательно Z' = a1 •  Из ( 1 0. 1 , V) следует 
Z" = асо. так что Z не является совершенным .  

( 1 0. 1 ,  IX) Е;=Fг и F;=Ег; Ег и Fг - совершенные простран
ства (r > 0). 

Если х Е Е г' а у Е F г' то 

причем ряды сходятс я ,  так как сходится р яд справ а .  Поэтому Е;> Fг и F; >Е г. Но сейчас (kг} Е Е г •  так что если и Е Е;, то 

�(1 иk 1 kг) сходитс я и ,  таким образом , и Е Fг, т .  е. Е;.:::;;_Fг. Следова
тельно, Е;== F г· 

Если v Е F;. то р яд � 1 v11 Yk 1 сходится для любого у из F r· 

Пусть a=kгyil; тогда у Е Fг в том и только в том случае ,  если 
и Е а1. Следовательно , � 1 VkYk 1 = � k-

г 1 vkи11J сходится для лю 
бого и из а 1 .  Согласно ( 1  0. 1 ,  V) мы имеем 1 v1� 1 <.;. Аkг для любого 
k и ,  таким образом ,  v Е Е г, т .  е .  F; <.;.Е г. Учитывая сказанное 
в первой части теоремы , получаем F; =Е г. Далее , Е;*= F; =Е г, 
F;* = Е; = F г• так что Е г и F г являются совершенными простран 
ствами .  

( 1  0. 1 .  Х) о'= ер; о не является совершенным.  
Согласно ( 1 0. 1 ,  1 ) о* с овершенно и ,  значит, содержит ер. Пред

положим , что и Е о�, но и Е ер. Тогда из отличных ОТ нуля коордн
нат точки и мы построим бесконечную подпоследовательность 

1 llnk (k = 1 ,  2 ,  . . . ) ,  такую , что nk > k2n1 . Положим Xnk = --, Unk 
xi=O (i=!=nk); тогда , если d11 - число отличных от нуля коорди-

d"k 
k 

1 на т в первых n координатах точки х, мы имеем ----п;;- = nk < kn1 
и, такю1 образоы, х Е о, хотя р яд � / иkxk 1 расходится .  Это проти
воречит предположению , что и Е о*, и, следовательно, о '= ер. 

Теперь имеем а•• =ер* = а, так что о не является совершенным .  
Следующие результаты мы предоставляем доказать читателю 

(см .  примеры 1 и 2 к гл . 1 0) :  
С*= а1 и D* = а1 ; С и D не являются соверше1mыми;  
о�= 02 и о;= 61 ; б�= 02 и о;= 01; 01 и 02 совершенны' 

однаuо 01 и 02 н е  являются совершенными . 
Отметим, что а и а� могут быть связаны соотношениями а�< а, 

а* > а, а*= а, но может быть, что ни одно из этих соотношений 
не имеет места . Например , пз доказанных выше теорем видно. 
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что а* < а, а:С, < а00, г• < Г, (j)� > (j). а� > а1, а; = а2• Но С,.= а1, 
.а а1 не связано с С ни одним из этих соотношений *) · 

Для последующих целей мы произведем дальнейшую классифи
кацию пространств последовательностей . 

Пространство последовательностей а н азывается нормальным, 
если  всякий раз ,  когда х принадлежит а, а 1 Yk 1-<: 1 х11 1 для лю
бого k, у также п_ри�длежит а. Так, пространства (j) ,  а, (r ;;> 1 ) ,  
аоо, а, Z, 01, 02 , 01 , 02, Е,, F,  и о нормальные, пространства Г, .С, D не являются нормальными. 

( 1  0. 1, XI) Вся�ое совершенное простраuство является нор
.мальны.м .  

Пусть а- совершенное пространство, х Е а и 1 у11 \-<: 1 х k 1 для 
любого k. Тогда ряд � 1 и11х11 1 сходится для любого и из а*, и 
поэтому то же самое имеет место и для ряда � \и11у11 \. Следова
тельно ,  у Е а**, но а**= а (так как а совершенное) и ,  значит, у Е а, 
т .  е .  а является нормальным пространством . 

Например , пространство а* является нормальным.  Утверждение, 
·Обратное (1  0. 1 ,  XI), вообще говоря ,  неверно. Например , Z и о со
держат (j) и нормальны ,  но не совершенны .  

Пространство последовательностей называется симметричным, 
если  из х Е а следует , что и у Е сх ,  когда координаты точки у 
образуют последовательность , состоящую в точности из тех же 
элементов , что и координаты точки х , но в другом порядке. 

Так, (j),  а, (r�1 ) ,  а00, а, Z, С, Г�Е, _!, - симметричные про-
·Странства **) , пространства D, 01, 02, 01, 02 не являются симмет
р ичными .  

( 1  0. 1 ,  XII)  Если а- симметричное пространство , то и а* 

симметричное .  
Предположим, что и Е а* и что координаты точки v такие же, 

как и точки и , но в другом порядке . Если v1 = и111, а х Е а, то, 
переставляп местами координаты точки х, мы получим последова
тел ьность {x'kt J такую , что 

00 00 
�lvtxt\ =� \иk1X'k11 
i=1 i=1 

·и { х ' 111} Е а. Отсюда следует , что v Е а*. 

*) Пример указан нами. Автором в этом случае приведен ошибочный 
пример. (При.м. перев.) 

* .. ) Утверждение неточное, ибо пространства Е, и F, при r > О несиммет
ричны. Например, х = {х1, х2, • • • , Xfl, • • • } Е Е1, если xk = k, но элементы xk 
можно так переставить, чтобы вновь полученная последовательность у1, 
у2, • • • , у11, • • • не была ограниченной никакой степенной функцией. 
(При.м. ред.) 
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Обратное утверждение неверно; например ,  D не является сим
метричным, в то время как D* = а1 симметрично . 

Совершенные пространства .могут быть си.м.метричпы.ми, 
например �. а, (r  � 1 ) ,  а':'..: а ,  по .могут быть и песи.м.метрич-
пы.ми, например 01 и 02 • Мы сейчас покажем , что совершенные 
симметричные пространства существуют только в определенной 
части пространства а. 

( 1  0. 1 ,  XIII) Если а- совершенное си.м.метричпое простран
ство , отличное от ер и а, то а1 < а < аоо. 

Предположим , что а содержит неограниченную последователь
ность х,  в которой jxki} неограниченно возрастает. Пусть х' 
точка, полученная из х следующим образом : все координаты , но
мера которых не  содержатся в последовательности { kl}, пола 
гаем равными нулю, а остальные координаты оставляем без изме
нения . Так как по ( 1 0.1, Xl) а- нормальное пространство ,  то 
х' Е а .  Пространство а* совершенное и поэтому содержит ер. Так 
как а =1= а, то а* =1= �· В самом деле ,  если бы было а* = ер, то 
по ( 1 0. 1 ,  IV) а .. * = �* = а  и ,  значит, а = а ,  так как а-совершен 
ное пространство. Следовательно , а* > �· 

Пусть теперь точка и Е а", но и Е ср и пусть иqi (i = 1 ,  2 ,  . . . ) -
ее отличные от нуля координаты . Из неограниченной последователь
ности х' мы можем извлечь подпоследовательность {х�.} такую. 

1 t 
что 1 х' Pi 1 > u . Тог да ,  переставляя местами координаты точки х'. 

qi 
мы получим точку х" из а ,  для которой ряд � 1 х�иk 1 расходится. 
Это противоречие вызвано предположением , что а содержит не
ограниченную последовательность х .  Следовательно , а< а00 •  

Далее , а *  является совершенным и симметричным , по  теореме 
( 1 0. 1 ,  XII), и не совпадает ни с ср,  ни  с а .  Поэтому а* < а00 в со 
ответствии с проведеиными выше  рассуждениями для любого совер
шеНiюго и симметричного пространства ,  отличного от ер и а . Следо
вательно , по ( 1 0. 1 , 1 1 )  и ( 1 0. 1 , V) ,  а**::?а1 , т. е .  а.::?а1 • 

Теорема доказана .  
Некоторые пространства последовательностей обладают таким свой

ством , что любая точка пространства имеет бесконечное множество 
координат, равных нулю, например�· 01 ,  02 , 01 ,  02 • Для того чтобы 
определить , будет ли точка х принадлежать такому пространству 
или нет , мы должны исследовать только номера ее нулевых коор
динат , ибо на отличные от нуля координаты не накладывается ника 
ких ограничений. 

Пространство последовательностей а. называется прострапство.м 
свободпой сходимости , если из того факта , что х принадлежит а 
и Yk = О для всех k, для которых xk = О , следует , что и у при
надлежит а .  Так , пространства ер, а, 01 , 02 , 01 ,  02, о являются 
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пространствами свободной сходимости, а пространства а, (г> l), 
аоо, Г, С, D, Z не являются таковыми . Очевидно, что любое простран
ство свободной сходимости нормально, а о представляет собой 
пример пространства свободной сходимости, которое содержит ер и 
нормально, но несовершенно .  

( 1  0. 1 , XIV) Если а- пространство свободной с�одимости , то 
и а* является пространством свободной сходи�иости . 

Пусть иk . (i = l , 2 ,  . . .  ) -отличные от нуля координаты произ-' 
вольного элемента и из а* и пусть v имеет те же самые нулевые 
координаты ,  а vk1- произвольные. Если { uk1) - конечная последо
вательность , то и и v принадлежат ер и поэтому принадлежат а*. 
Если { иkJ - бесконечная последовательность, то ряд ,:Е 1 щ1хk1 1 схо
дится для любого х из а и в этом случае ( Xk1 ) является конечной 
последовательностью . В самом деле, если бы ( xk1 j была бесконечной, 
то, так как а - пространство свободной сходимости , мы могли бы 
построить такой элемент х в а ,  что иk xk = 1 для любого l . Поэтому l l 
ряд ,:Е 1 vk1xk1 J сходится и, следовательно ,  v Е а�. 

Теорема доказана . 
Пространство свободной сходимости 01 состоит из всех после

.довательностей {xkj, таких, что х21н1 = О для любого k, а на х2" 
не накладывается никаких ограничений. Отсюда следует, что 
в о� {и2kJ Е ер. а {и2н1J произвольна .  в общем случае ,  когда а яв 
ляется пространством свободной сходимости , для установления зави 
симости между свойствами последовательностей из а' и теми же свой
ствами последовательностей из а нам потребуются следующие опре 
деления : 

(I) Множество М целых положительных чисел называется Р -.мно
жеством для пространства свободной сходи-иости а, если всякая 
точка из а имеет только конечное число отличных от нуля коорди
нат с номерами из М. 

( I I )  Множество М целых положительных чисел называется W -мно
жеством для пространства свободной сходимости а ,  если в а 
существует последовательность ,  все координаты которой с номерами 
из М отличны от нуля (см . пример 3 к гл . 1 0) .  

Так  как  а��> а, то мы видим ,  что любое Р- множество для а** 
является Р -множеством для а и любое W -множество для а является 
W-множеством для а�*. Если М является W-множеством для а и если 
номера всех отличных от нуля координат элемента у принадлежат М, 
то у Е а. В самом деле ,  в этом случае существует х Е а такой , что 
координаты х" отличны от нуля , когда k Е М, а нулевые коорди
наты х являются нулевыми координатами  для у. 

(1 0. 1 ,  XV) Если а- пространство с�ободной сходимости , то 
а* состоит из всех последовательностей и, ттщх, что всякий 
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раз, "огда М является W-мяожество.м для а, и имеет толжо 
"опечпое число отличных от пуля "оордипат с по.мера.ми из М. 

Пусть х Е а и его отличные от нуля координаты имеют номера 
k1 (i = 1 ,  2 , . . .  ) .  Обоаначим {k1} череа М. Тогда а содержит всякую 
последовательность , у которой все отличные от нуля координаты 
имеют номера , принадлежащие М, так как нулевые координаты по
следовательности х являются нулевыми координатами всех таких 
последовательностей . 

.. со 
Если М бесконечно , то ряд � 1 иk Xk 1 сходится для любого х 

i = 1 l l 
иа а тогда и только тогда , когда иk1 =О для любого i > р ,  где 
р- некоторое число .  Следовательно ,  число отличных от нуля коор
динат элемента и с номерами иа М будет конечным .  

Наконец, для любого данного W -множества для а найдется в а 
последовательность, координаты которой с номерами иа этого мно
жества все отличны от нуля. 

Теорема докааана. 
Если N есть F -множество для а ,  то пространство а не всегда 

содержит все точки , которые имеют конечное число отличных от нуля 
координат с номерами иа N. Например , множество Р всех нечетных 
чисел является F -множеством для 01 и для 01 , но 01 содержит 
только последовательности , координаты которых с номерами иа Р 
все равны нулю,  а 01 содержит всякую последовательность , которая 
имеет только конечное число отличных от нуля координат с номе
рами иа Р. Мы видели ,  что 01 совершенное , а 01 не является со
вершенным пространством .  

Когда F-множества для а иавестны , т о  для определения ,  будет ли 
а совершенным пространством , может служить следующий критерий: 

( 1 0. 1 ,  XVI) Пространство свободпой сходимости совершенпо 
тогда и толь:<о тогда , "огда оно содержит "аждую последова
тельность , "оторая имеет "опечпое число отличных от пуля 
координат с по .мерами в "аждо.м F -.множестве для а. 

Заменяя в ( 1 0. 1 ,  XV) а на  а* и аатем учитывая тот факт , что 
всякое W -множество для а* является F -множеством для а и наобо
рот (см . пример 4 к гл . 1 0) , мы  видим , что а** состоит иа всех 
последовательностей , которые имеют конечное число отличных от 
нуля координат с номерами в каждом F -множестве для а .  Так как 
по определению а является совершенным ,  когда а =  а**, то отсюда 
и следует утверждение теоремы .  

Введем следующие определения , относящиеся к множествам по
следовательностей : 

(I) Множество Х иа а00 нааывается ограпичеппы.м в сово"уппости , 
если 1 х k 1 -< М для любого k и любого х иа Х. 

' 

(11) Множество Х иа а1 нааывается равпо.мерпо сходящи.мся 
(относительно х), если для любого е> О можно укааать число т (е) 
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такое, что 

для каждого х из Х. 

(Ш) Множество Х из Г называется сходящимся в совокупности , 
если для каждого е> О можно указать число N (е) такое , что для 
любого х из Х 

lxp-xql <  е для р ,  q �N. 
(IV) Номер последней отличной от нуля координаты последова

тельности из <р называется длиной последовательности. Множество Х 
из <р имеет ограниченную длину l, если х11 =О для k > l и любого х 
из х. 

Заметим , что множество последовательностей e(k) (k = 1 ,  2 ,  . . . ) 
из а00 ограничено в совокупности , но то же самое множество , рас
сматриваемое как относящееся к Г , не является сходящимся в сово
купности . Также множество последовательностей { x�n) \• г де х� > = п 
для любого k , сходится в совокупности , но не является ограниченным 
в совокупности . 

10.2. Координатная сходимос ть  и проективная сходимость 

Чтобы описать топологические и другие структурные свойства 
пространств, мы должны определить в них понятие предельного про
цесса. Существуют два вида определений предельного процесса: 

( 1 )  определение предельного процесса ,  пригодное для всего про
странства а, и 

( 1 1 )  определение, тесно связанное с видом пространства, которое 
может быть неприменимо вне этого пространства . 

Координатная сходимость (которую мы  определим ниже) принад
лежит к первому виду , сходим ость в себе (§ 1 0 .8) может быть обоих 
видов . 

Рассмотрим последовательность х<1>, х<2>, х<3>, ... , х<п>, . . . точек 
в пространстве последовательностей а, и пусть х� > есть k -я коор
дината точки x<n>. Последовательность точек х<п> называется коор
динатно сходящейся (с-сходящейся) , если для любого k суще
ствует lim х�п> *) . Если этот предел обозначить через х11, то точка х, 

n+oo 
имеющая своими координатами х11 , называется координатным пре-
делом (с-пределом) х<п>; этот факт мы будем обозначать c-lim x<n> = х. 

*) Координатная сходимость, очевидно, включает слабую сходимость (§ 9.2) 
как частный случай; в последнем случае предел должен принадлежать а2 
(или другому рассматриваемому пространству), тогда как при координатной 
сходимости предел может принадлежать, а может и не принадлежать рас
сматриваемому пространству. 
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Если м ы  положим x�n) == Xnk• то матрица (xnk) имеет пределы 
по столбцам, когда x(n) с -сходится. 

В пространстве конечного числа lV измерений последовательность 
проекций точек х<п) на  любое выбранное направление у , т. е .  после

N 
довательность сумм � х�) yk' сходится тогда и только тогда , когда 

k�l 
х<п> с-сходится. Мы обобщим это понятие сходимости на 11ространство 
бесконечного числа измерений следующим образом .  Е сли 9 < � < а� 
и если последовательность проекций точек x<n> из а на любое фик
сированное направление в � сходится , т .  е .  если последовательность 

'О) 
и' = � х�>иk сходится для любого и из � .  то мы  скажем , что 
n k = 1 

последовательность x(n) проективно сходится (р-сходится) отно
сительно � или а�-сходится . Когда � = а*, мы просто будем гово
рить, что х<п> р-сходится в а или а-сходится . 

Проекцией точки х<п> на основной единичный вектор e(k) из � 
является x�n), поэтому из нашего предположения ,  что � содержит 9· 
следует , что а�-сходи.мость влечет с - сходимость .  Обратное утвер
ждение неверно ; например ,  e(k) с-сходится и проекция e(k) из cr1 на и 
из а; равна иk , но cr� = cr00, так что e(k) не является сr1- сходящейся , 
ибо ограниченная по следовательность не обязательно должна быть 
сходящейся . 

Определение �:��-сходимости может быть выражено в терминах 
матриц. 

Если x(n) а�-сходится , то матрица xnk == x�n) преобразует любую 
последовательность из � в сходящуюся последовательность ,  так что 
вопрос об определении класса последовательностей , которые а�-схо
дятся, совпадает с вопросом об определении класса матриц со стро
ками из а, которые преобразуют любую последовательность из � 
в последовательность из Г. Таким образом , мы  приходим к рассмот
рению преобразования пространства последовательностей вместо пре
образования отдельных частных последовательностей . Например ,  строки 
К-матрицы принадлежат cr1 и К-матрица преобразует Г в подпро
странство пространства Г; мы  им еем 9 <Г< cr� (так как cr� = croo) . и 
(хпk) является К-матрицей тогда и только тогда , когда x<n> сr1Г-схо
дится . 

Обобщенный критерий Коши . Из критерия Коши для сходимости 
последовательности мы немедленно получаем обобщенный критерий 
для а�- сходимости; этот критерий будет дан в ( 1 0.2, l), (l). Если � 
является нормальным пространством , то ( 1 0.2, I), (II) дает критерий 
а� - сходимости в этом случае .  (Теорема ( 1 0.2, I), (II) доказана Кёте 
и Теплицем [ 1 ] ,  1 98 ,  когда оба пространства а и � являются нор
мальными, и затем распространена Алленом [ 1 ] ,  3 1 4  на  более общий 
случай , где на  а не накладывается ограничений . )  
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( 1 0.2, 1 )  (1) Для того чтобы x<n> и з  а а� -сходилась , необходимо 
и достаточно, чтобы для любого и из � и для любого в >О 
существовало положительное число N = N (в, и), та/Сое, что для 
любых р , q.>-N 

( 1 1 )  Если � - нормальное пространство ,  то , для того чтобы x<n> 
из а а� - сходилась , необходимо и достаточно , чтобы для любого и 
из � и любого в> О существовало число N = N (в, и) та«о е ,  
что  для любых р , q .>-N 

00 

� 1 иk (х�>- Xkq>) \<в. k= 1 
Мы докажем только случай ( 1 1 ) .  Из ( 1 ) следует , что условие в (11) 

является достаточным ; остается доказать только его необходимость. 
Предположим , что x<n> а� - сходится, а условие теоремы не выпол 
няется . Тогда существуют е> О, и Е �  и последовательность пар номе
ров Pt· ql такие , что 

00 
� / и (x(Pt)- х(qд) J >в. 

k= 1 k k k 
Мы можем выбрать N1 так , что для фиксированного i1 

следовательно , 

00 

� 1 иk(xri)- X�qt)) 1 < ; Е, 
k=N1+1 

N, 

� 1 иk (x�i)_x�qt.>)J >:в. 
k= 1 

( 1 0 . 2 1 )  

( 1 0 . 22) 

( 1 0 . 23) 

Положим vk = иkck, где 1 ck 1 = 1 для любого k, и определим 
аргументы чисел ck для 1 < k < N1 так , чтобы vk (x�Pt)-x�qt.>) 
было действительным  и неотрицательным .  Тогда 

N1 N, 

�Vk x(rt)- X�qi)) = � 1 иk ( xri)- X�qt)) 1 > : Е, 
k=l k=l 

и таким образом ,  какие бы ни были аргументы ck для k > N1 , мы 
имеем : 

1 � vk ( xri)- x�qi)) 1 = 
k= 1 \ 

= 1 k�1 vk ( x�t)- x�qt.>) + k=j+l vk (xrt)- x�qt.>) 1 > 
N оо 

>- i 1 иk (xri)- x�qt))- � 1 vk (xri)- x�qi)) J. 
k=l k=N1+1 
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Так как 1 vk 1 = 1 uk 1 для любого k, то из ( 1 0 . 22) и ( 1 0 . 23) получаем : 

1 �1 

Vk ( xri)- X�qi)) > � Е> ; Е. 

Но а� -сходимость влечет с-сходимость , а из с-сходимости мы можем 
определить i2 так , что 

N, 

� 1 vk (x�i,)- x�qt,)) 1-< ; Е. ( 1 0 . 24) 
k= 1 

Затем мы выберем N2 > N1 таким , что 
00 

� 1 uk ( xri,)- x�qi,)) 1 < ; е, ( 1 0 . 25) 
k=N,+1 

и тогда из ( 1 0 . 2 1 )  следует : 
N, 

� 1 uk (xri,)- x�qi,)) 1 > : е. ( 1 0 . 26) 
k= 1 

Теперь мы определим аргументы ck для N 1 + 1 < k-< N2 так ,  чтобы 
N, N, 

� vk ( xri,)- x�qt,)) = � 1 uk ( xri,)- x�qi,)) 1 = 
k=N,+1 k=N,+1 

N, N, 

= � 1 uk ( xri,)- x�q;.)) 1- � 1 uk ( xri,)- х1';,)) 1 > � е ( 1 0 . 27) 
k=1 k=1 

в соответствии с ( 1 0 . 24) и ( 1 0 . 26) . 
Следовательно , 

оо N, 

� vk ( xri,)- x�qt,)) > � vk( xri,)- x�qi)) 

11=1 k=N1+1 
N, оо 

� vk ( xri,)- x�qi,)) - � vk (xri,)- x�qi,)) > 
k=1 k=N,+1 

N, N, 

> }: vk (�ri)- x�qt,))- � 1 ull ( xri,)- x�qt,)) 1 -
11=1 

00 

� 1 uk (;rt,)- x�qi,)) 1 > ; а 
k=N,+1 

R r.оответствии с ( 1 0 .24), ( 1 0 . 25) и ( 1 0 .27). 

21 Зак. 1223. Р. Кук 
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Так как f vk 1 = 1 и k 1 и � - нормальное пространство , то v Е � 
Таким образом , какие бы ни  были аргументы vk для k > N2, мы 
имеем : 

00 

� vk( x�qt)-x�r,tJ) > � Е. 
k=l 

Продолжая рассуждать таким путем ,  мы построим последователь
ность v Е � такую , что 

1 �1 vk (x(P1m) - х\1т)) > �Е 
для бесконечной последовательности пар номеров Ptm и q1m(m= 1 ,  2 ,  . . . ) .  
Полученное противоречие с ( 1 0.2, 1 ) ,  ( 1 )  и доказывает ( 1 0.2, 1 ) ,  (II). 

В проведеином выше доказательстве от пространства � требова
лось только , чтобы оно удовлетворяло следующему усло вию: если 
и Е �. то и v Е �  всякий раз ,  когда 1 vk 1 = 1 иk 1 для любого k. Мы 
сейчас покажем , что такое пространство обя;зано быть нормальным , 
т .  е .  должно содержать у всякий раз ,  когда 1 Yk 1 < 1 иk 1 . Действи
тельно ,  пусть иk = ak + ibk (ak и bk- действительные числа) и , как 
обычно , uk = ak -lbk· Тогда 1 иk 1 = \ uk /. так что u Е �- Из опреде
ления пространства последовательностей следует , что и+ u и и - u 
принадлежат � и ,  следовательно , {ak} и {bk} принадлежат �- Теперь 
предположим ,  что 1 Yk 1 < 1 иk 1 .  и положим Yk = ck +tdk (ck и dk-

2 2 2 2 f действительные числа) ;  тогда ck+dk-<:ak+bfl. Определим k так, 
чтобы с%+!%= а%+ ь% . и построим точку z={ck+ifk}. Тогда 
!Zk 1 = 1 иk 1 и поэтому z Е �. а значит, и {ck} Е �- Определим теперь gk 

2 2 2 2 
{ • } так, чтобы gk+ dk=ak+bk. и положим х =  gk+tdk; тогда 

1 xk 1 = 1 иk 1 и х Е �- Поэтому {dk} Е �. и отсюда следует , что 
{ ck + ldk} Е �. т. е. у Е �- Таким образом, � - нормальное пространство. 

1 0.3. Проективный предел 

Проективная сходимость ведет к следующему новому понятию 
предела : 

Точка х в а или вне а называется прое"тивпы.м. пределом (р-пре
дело.м.) последовательпости точе" х<п> из а отпосительпо �. или 
a�- l im х<п>, если 

00 
( 1 )  ряд � иkxk абсолютпо сходится для любого и из � и k=l 
( 1 1 )  

для любого и из �-

00 00 
lim � x�n>иk = � xkиk 

n + oo k=1 k=l 
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Если � = а* , то х называется р-предело.м x<nJ в а или a-l im x<nJ . 
Проективный предел основывается на  требовании ,  что предель

ный переход и проектирование могут быть переставлены местами; 
таким образом , мы видим из определения ,  что предел проекций х<п> 
из а на любое и из � равен проекции предела х на и .  Этот предел 
не всегда существует , а если он существует , то не всегда принад
лежит а. В этом отношении приведеиное определение, принадлежа
щее Аллену [ 1 ) , отличается от определения Кёте и Теплица [ 1 ) ; в по
следнем в качестве возможных предельных точек рассматриваются 
только элементы пространства а и, таким образом , исключаются из 
рассмотрения ,  например , сходящиеся последовательности во множе
стве рациональных чисел , которые не имеют предела в этом мно
жестве . Ю�те и Теплиц рассматривают всякое пространство последо
вательностей как отдельное от всего пространства о ,  в то время как 
Аллеи рассматривает любое пространство последовательностей как 
подпространство пространства о . 

Для и =  e<kJ мы имеем в соответствии с условием (I I ) ,  приведеи -
ным выше, lim xkn) = х k •  следовательно , если a�-1im х<п) = х, то и 

n + со 
c-lim x<n) = х .  Из (1) следует , что с -пределы а� -сходящихся после
довательностей могут рассматриваться как возможные а� -пределы 
только в том случае , если они принадлежат �* . Конечно ,  последо
вательность может а� -сходиться ,  а с -предел может не удовлетворять 
какому-либо из условий (1) или ( 1 1 )  или обоим . 

Пусть ,  например , xkn) = ( n � 1 )k; тогда x(n) Е о 1 . Пусть и - ка
кая-нибудь последовательность в D, и предположим , что иk+ 1 = - иk 
для k > р .  Тогда 

со р 00 

� иkxkn) = � иk ( п� 1 )
k 
+ир+ l � (- 1 {+ 1 ( п� 1 )

p+r = 
k= 1  k=l r =l 

Следовательно, 

р 
= � иk ( n� 1 )

k 
+ ир t 1 ( п� 1 )

Р+1 (2:t\) . k= 1 
00 р 

lim � ukx� > = � иk + � ир + 1 • 
n + oo k= l  k=l  

Таким образом , x<nJ о 1D-сходится ,  а условие (1) , очевидно ,  не удо
влетворяется для c-l im x<nJ = х , где xk = 1 для любого k .  

Рассмотрим теперь в о 1 последовательность х<п> = е<п> . Она 
со 

о 1Г-сходится ,  ее с-предел равен О, и 1} х�п> = 1 для любого n .  Отсюда . k=l 
полагая uk = 1 для любого k ,  мы видим , что условие (II) не удов
летворяется .  

21 * 
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l<orдa � = <р ,  м ы  имеем следующий простой результат (Дине (4]) : 
( 1 0.3, 1) а.<р- сходимость совпадает с с -сходимостью, и а.<р-предел 

совпадает с с-пределом с -сходящейся последователыюсти в а.. 
Пусть последовательность x<nJ Е а. с -сходится и пусть c- l im х<п>=х .  

Если и Е <р  и иk = О  для k> p .  то 
р р 

lim � x�n)иk = � xkиk . 
n + oo k= 1  k=l 

Следовательно ,  любая с - сходящаяся последовательность из а. а.<р-схо
дится и ее с -предел является ее а.<р- пределом . 

Теорема доказана . 
Мы видели ,  что x<nJ может а.�-сходиться , а ее с -предел может не 

удовл етворять условиям , необходимым для а.�-предела. В примерах, 
данных выше и подтверждающих этот факт, пространство � не явля 
лось ,  конечно, нормальным ;  если � - нормальное пространство, мы 
получаем следующую теорему о существован,ии а.� -предела : 

( 1 0.3, 1 1) Если � - н,ормальн,ое простран,ство, то с-предел 
любой а.� -сходящейся последовательн,ости является а.� -пределом 
этой последовательн,ости . 

Из ( 1 0.2, 1 ) ,  ( I I) для любого данного и из � и  любого е> О мы имеем: 
00 

� l иk (x(pJ _ x(qJ) j -<: e 
k= 1 k k 

для р,  q ::;;::::. N (е , и) . Таким образом , для любого. т и для р ,  q ::;;::::. N 
т 
� 1 иk (x�>-x�q) ) 1 < е. k= 1 

Если q фиксировано, а р неограниченно возрастает , то из с -сходи-
мости следует : т 

� l иk (xk -x�q) ) \ -<: e 
k= 1 

( 1 0 .3 1 )  

для q ::;;::::. N и любого т .  Устремляя т к оо , мы имеем для q ::;;::::. N: 

Из ( 1 0 . 3 1 )  получаем: 
т т 
� J иkxk \ < e + � \ ukxkq> / .  k= 1 k=1 

Но так как x(q) Е а. и и Е � < а.*, то мы имеем : 
т 00 

lim � \ ukxkq) 1 = � 1 ukxkq) 1 .  т + оо k=1 k=1 

( 1 0 . 32) 
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00 

и следовательно ,  ряд � 1 и11х11 1 сходится , так что х Е �·. Согласно 
k = l  

( 1 0 . 32) / 
11
�

1 
иk (xk - x�q)) / -< 

11
�

1 
1 иk (х11 - x�qJ) 1 -< е для q >- N, 

00 00 
поэтому J im � и11х�q) = � и11х11 и ,  следовательно ,  cx�-1 im x<n> = х . 

q + oo k = l  k = l 
Теорема доказана .  
Мы видим , что любой а� -предел принадлежит �* ; следующий ре

зультат даст нам позднее возможность определить множество а� -пре
делов, когда а содержит ер .  

Если х = {х11 } и x<n> = {х 1 ,  х2 , • • •  , х
п
• О,  О, . . .  } , то x<n > назы

вается секцией х .  Когда точка х описывает пространство "( , x <n> 
описывает подпространство пространства "( , т. е . секцию простран
ства "/' ·  

( 1  0.3 ,  Ш) * )  Если а >- ер. то всякая последовательность в �· 
является сх� -предело.м ее секций .  

Если х = {х11 } и x<f> = x11 ( 1 -< k -< п) ,  x<f> = O (k > п) ,  то x <n> 
является секцией х и x<n> Е ер ,  а следовательно , x <n> Е а, так как 

00 

а > ер. Тогда если х Е �* . то � l иkx11 ! сходится для любого и из � и 
k = l  

оо n оо 
lim � и11х�п> = lim � и11х11 = � иkх11 • 

n + oo  k = l n -+ oo  k = l  k = l 

Следовательно , a�- 1 im x <n> = х , что и доказывает результат. 
Мы заметим, что с-предел а� - сходящейся последовательности может 

принадлежать ,  а может и не принадлежать а. Например ,  как было 

показано в начале § 1 0 . 3 ,  последовательность { ( n � 1 )k } а1D-схо
дится , но, очевидно, ее с-предел не принадлежит о1 •  Также а� - пре
дел не всегда принадлежит а; например , последовательность точек x<nJ ,  
принадлежащих пространству ер ,  где x<f > = 1 для 1 < k -< n и x<f > = О 
для k > п ,  ера1 - сходится ,  однако , если epa1-lim x <n> = х , мы имеем 
х11 = 1 для любого k и х Ё ер. 

Для исследования вопросов существования и положения этих пре
делов воспользуемся следующими определениями ,  введенными Дин
сом [ 4 ) :  

( ! )  Пусть дано некоторое определение сходимости и предела .  Если 
с -предел любой сходящейся в этом определении последовательности 
из а является также пределом этой последовательности и при данном 

:t-) Теорема принадлежит Динсу [4] и является обобщением результата 
Кёте и Теплица [ 1 ) , 1 98, теорема 2. 
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определении ,  то а называется регулярflЫ.М по отношению к данному 
определению сходимости .  

( 1 1 )  Пространство последовательностей а называется сходяще
за.мкflуmы.м по отношению к данному определению сходимости , если 
с -предел любой сходящеАся последовательности из а принадлежит а. 
Данная сходимость в таком случае не выводит из а. 

(1 1 1) Пространство последовательностей а называется пределыю
за.мкflуmы.м по отношению к данному определению сходимости и 
предела ,  если предел всякоП сходящеАся последовательности из а 
принадлежит а. 

Если а - сходяще-замкнутое пространство по отношению к а�-схо
димости , то а является предельно-замкнутым по отношению к а�- сходи
мости . Обратное утверждение не верно; например , ecJIИ a1D- I im x<n>=x,  
то х Е D* = а 1 (см . пример 1 к гл .  1 0) ,  по  определению р-предела . 
и ,  таким образом , а1 является предельно-замкнутым по отношению 

к а1D-сходимости . Но мы видели ,  что последовательность { ( n � 1 )k } 
а1D-сходится , а ее с-предел не принадлежит а1 • Отсюда следует , что 
а 1 не является сходяще-замкнутым по отношению к а1D-сходимости . 
Поэтому необходимо различать приведеиные выше два определения 
замкнутости пространств . 

Когда а :;;:::,. <р ,  мы можем рассматривать а*а-сходимость . В каждом 
случае а* является предельно-замкнутым по отношению к а*а-сходи
мости , так как из определения следует , что все а*а-пределы принад
лежат а* . Приведеиные выше примеры ,  в которых а =  D, показы
вают , что а* не всегда является сходяще-замкнутым по отношению 
к а*а-сходимости . 

Сейчас мы  рассмотрим общий вопрос об определеftии .Мftожеств 
с -пределов и а� -пределов а� -сходящихся последовательftостей. 

Обозначим множество с-пределов а�-сходящихся последовательно
стей из а через D� (а) , а множество а�- пределов а�- сходящихся по
следовательностей из а - через d� (а) ; эти пределы могут принадле-
жать или не принадлежать а; D� (а) и d� (а) называются производ
ftЫ.Ми .Мftожества.ми *) . Когда � = а* , производные множества обо
значаются просто D (а) и d (а) соответственно. 

Очевидно ,  D� (а) :;;:::,. d� (а) , а из определения а�-предела следуеr, 
что d� (а) < �* .  Дальше, если х Е а и x <n> = 

n 
n 

1 х , то a�-1im x<n>=x. 
и поэтому а <  d� (а) < �·. 

Когда а :;;:::,. <р, производftые .Мftожества являются простраfl
ства.ми последовательftостей .  В самом деле ,  начало координат 
(нулевая точка) является с- пределом и а� -пределом последователь-
ности {x <n> } , где x <n> = { � · О, О, . . . } .  и поэтому содержится 

*) Определение введено Динсом [4] . 
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в каждом производи ом множестве . Также если х, у принадлежат 
d� (�) . а с - какой-либо скаляр и если �� - l im x <n> = Х и �� - l im y<n>=y, 
то �� - 1 im (x <n> + y<n> ) = х +у и �� - 1 im cx <n> = сх , так что х + у  
и сх принадлежат d� (�) . Следовательно , когда � содержит rp ,  d� (�) 
(и  аналогично D� (�) ) является пространством последовательностей . 

Если а >- rp, то d� (а) = �· согласно ( 1 0.3 , I I I ) ,  и если ,  кроме того , 
а регулярно по отношению к �� -сходимости , то d� (а) = D� (�) = �·. 
Также если а >- rp и �· сходяще-замкнутое по отношению к �*� -схо
димости , то D:� (а) = �· . 

Определим производвые пространства в некоторых случаях. 
( 1 0.3, IV) Если � - н,ормальuое простраuство, то а будет 

регулярuым по отuошеuию к �� -сходимости . 
Это следует немедленно из ( 1 0.3, I I ) ,  и мы получаем D� (а) = 

= d8 (�) < �*. Если , кроме того , а >- <р ,  то D� (�) = d� (�) = �· согласно 
'( t 0.3 , I I I ) ;  например ,  если а >- rp , то D'l' (а) = d'l' (а) = а , так что а 

является единственным пространством , содержащим rp ,  которое является 
замкнутым в обоих смыслах относительно rp .  · 

Пространство а* нормально, и поэтому в частном случае, когда 
� = а* , предыдущий общий результа'т может быть сформулирован 
следующим образом : 

( 1 0.3, V) Всякое простраuство  последовательuостей является 
регулярuым по отuошеuию к а- сходимости и D (�) = d (�) <: �** ; 
если также � >- rp , то D (�) = d (�) = �"'* .  

(Несколько иллюстраций этой теоремы дано в примере 7 
к гл .  1 0 .) 

Применим теперь полученные результаты к частным типам про
странств . 

( 1 0.3 , VI) Любое совершеuuое простраuство а является схо 
дяще-замкuутым и предельuо-замкuутым по  отuошеuию к �-схо 
димости. 

Действительно, любое совершенное пространство содержит rp ,  и ,  
согласно ( 1 0.3 ,  V) ,  когда а - совершенное пространство ,  м ы  имеем 
D (а) = d (�) = а, что и доказывает теорему. 

( 1 0.3 . VI I ) Если а >- rp и а является uормальuым,  то а* зам
кuуто в обоих смыслах по отuошеuию к �*а-сходимости . 

Здесь условие rp <: � <: а� обращается в rp <: � <: а** . Так как 
а• - совершенное пространство, то оно содержит rp .  и поэтому в силу 
( 1 0.3, IV) мы имеем D,. (а*) = da. (�*) = а*. Эrо и доказывает результат . 

Следующая теорема является обратной к ( 1  0.3, VI) : 
( 1 0.3 , VII I) Если � >- rp  и предельuо-замкuуто по отuошеuию 

« �� -сходимости , то � является совершеuн,ы;.t и а = �· . 
Пусть х Е �**; построим секции 

x<n> = {х1 , • • •  , Xn • О, О, О, . . . } .  
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Для любого и и з  � l im � иkxk = � и11хk , причем ряд справа 
n � ro  k = l  k= l  

абсолютно сходится , так как rp <: � <: а.* (и , значит, а.�* <: �*) .  Сле
довательно ,  a.� - 1 im x <nJ = х и ,  по условию теоремы , х Е а.. Отсюда 
едедует , что а. >  а.** и , значит, а. явл яется совершенным простран 
ством .  Воаьмем какой-нибудь у из �· и построим секции y <n> ;  тогда 
a.�- 1 im y<n> = у , согласно ( 1 0.3 ,  I I I), и, таким образом , у Е а.. Поэтому 
�* <: а.. Но так как ,  по ( 1 0. 1 , 1 1 ) ,  из � <: а.* следует �� > а. . то полу
чаем а. = �* . 

В частности , если а > rp и предельно -замкнуто по отношению 
к а-сходимости , то а. - совершенное пространство . 

( 1 0.3, IX) Если: 
(1) а. >  rp;  
( 1 1 )  rp -< � -< (J. -< а.*; 
( I I I ) (J. иор.мальиое ; 
(IV) а. предельио-за.м"иуто по отиошеиию " а.� -сходи.мости, 

то а. является за.м"иуты.м в обоих смыслах по отиошеиию 
" r:J.}L·Cxoдu.мocтu. 

Действительно ,  согласно ( 1) ,  (IV) и ( 1 0.3 , VI I I ) ,  мы имеем а. = �·. 
а из условия (1 1) �· > !J.* > а.. Следовательно, а. =  11* = �* . Из ( 1 1 ) ,  
( I I I) и ( 1 0.3, VII) следует , что (J.* замкнуто в обоих смыслах по отно
шению к !J'*(J.·Сходимости . Требуемый результат будет получен , если 
(J.* заменить на а.. 

1 0.4. Проективно-оrраниченные множества 

Если rp <: � <: а.* и если множество проекций последовательностей 
из множества Х, где Х содержится в а., на любое фи"сироваииое 

направление в � является ограниченным ,  т. е. если 1 � иkxk 1 <: r (и) 
k = 1 

для любого х из Х и фиксированного и из � .  то мы будем говорить, 
что Х прое"тивио-ограиичеио (р-ограиичеио) отиосительио � или 
а.� -ограиичеио . Если � = а.*, то мы скажем , что Х р-ограничено в а. 
или а-ограничено .  

(Кt;те и Теплиц [ 1 ] ,  20 1 рассматривают только случай , в котором 
� = а.*, и их определение ограниченности множества в а. совпадает 
с только что приведеиным определением а-ограниченности множества; 
см .  Аллеи [ 1 ) ,  3 1 2 . )  

Ясно ,  ч то  всякая а.� -сходящаяся последовательность является 
а.�-ограниченной . Проекция х на e < k > есть xk , и таким образом, если 
Х а.�- ограничено ,  то 1 xk 1 < rk для любого k и для любого х из Х; 
здесь мы  можем ваять � = а00 • Это условие не является в общем 
случае достаточным . Например, если х� > = k для 1 <: k <: п и x�J = О 
для k > п , то последовательность x<nJ из � не является �асо·Ограни
ченной. 
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Когда x <n> Е а и является а�-ограниченной, матрица xnk = х<; > 
преобразует любую последовательность из � в ограниченную. (В ка
честве иллюстрации см . пример 9 к гл . 1 0.) 

Множество Х из а называется вполне ограниченным,  если каждому 
ограниченному множеству и из а� соответствует положительное 
число r (Х, и) , такое , что 1 и' х 1 < r *) для любого х из Х и любого и 
из и. Ю�те и Теплицем ( [ 1 ] , 20 2) показано , что любое а-огра 
ниченное множество является вполне ограниченным ,  и наоборот. 
Исходя из этого , Аллеи ( [ 1 ] ,  32 1 )  поставил и решил следующий 
вопрос (будет показано ниже): какими свойствами должно обладать 
множество и из �. чтобы множество проекций последовательностей 
из и на последовательности из Х являлось о граниченным всякий раз, 
когда Х является а�-ограниченным ?  

Очевидно , и должно быть, по крайней мере, �а-ограниченным ,  
если а � <р .  ибо тогда <р <;;:: а <;;:: �* . но это  в общем случае не является 
достаточным .  Например ,  если х<; > = k для 1 <;;:: k <;;:: п и х<; > = О для 
k > п, то x <n> с -сходится и тогда , по ( 1 0.3 , 1 ) ,  асо<р·СХОдится , а по
следовательность e <k> <р�00-ограничена . Однако 1 х<п> ' e<n> 1 = 1 х�> 1 = п . 

Для исследования поставленного вопроса нам потребуется следую
щая л емма : 

Если последовательность точе" x <n> из а а� -ограничена, а ряд 
n 

� 1 bk J сходится, то последовательность y<n> = � bix< 1> a� -cxoi = l 
дится .  

Для и из � 1 x<n> '  и 1 <;;:: R (и ) для любого п .  Взяв е > О ,  мы можем 
00 

выбрать р такое, что � 1 bi 1 <;;:: � ; тогда , если т > п > р , мы  
i=p+l 

имеем : 

1 и' (y<m> - y<n> )  1 = 1 и' . � bi х < 1> / <;;:: � 1 Ь1и' x ( l> 1 < е .  
t = n +l l = n+l  

Следовательно, по ( 1 0.3, 1 ) ,  ( I) ,  последовательность y<n> а�-сходится , 
что и доказывает лемму. 

со 
Пусть теперь / х�п ) 1 <;;:: rk для любого п ,  тогда ряд � 1 bnx�n) 1 

n = l  00 
сходится для любого k . Если c - l im y< n> = у, то Yk = � Ьпх�п>, и мы 

n=l 
можем записать : 

со 

У = � Ьпх<п > . 
n = l  

* )  Мы предполагаем, что и и х являются вектор-столбцами, так что и '  
является вектор-строкой. См.  сноску на стр. 257. 
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Положим,  например , х<:> = ( - 1 )k+I для 1 -<: k -<: n и х<:> = О 
1 

для k > n .  Тогда х<п> Е ер и ерС-ограничена .  Возьмем bk = k (k + 1 ) , 
n 

тогда , согласно лемме , � 1 хИ = у<п> и эта последователь-� r (r + 1 ) ' 
r=1 

ность ерС-сходится . Но 
n n 

(n) _ � 1 (r) _ ( 1 )k+ 1 � 1 _ Yk - � -r (r + 1 ) xk - - � r (r + I ) -
r= l r= k  

(-1 )k+ 1 
следовательно, yk = l im у�п> = k 

n � co  

= (- 1 )k+ 1(_!_ - _1_) k п +  1 • 

В этом случае с -предел 

не принадлежит С* = а 1 (см . пример 1 к гл . 1 О) и, таким образом , 
н е  удовлетворяет условиям , необходимым для ерС-предела. Возвра
щаясь теперь к поставленному Алленом вопросу, мы предположим , 
что и является �р.-ограниченным ,  где р. содержит как а, так и ер . 
Для того чтобы с -пределы �р.-сходящихся последовательностей, по
строенных так же, как и в лемме , принадлежали � .  Аллеи требует. 
чтобы � было сходяще-замкнутым по отношению к �р.-сходимости . 
Частные случаи ,  в которых р. является а, а** и �* . будут получены 
как следствия . 

( 1  0.4, 1) Если: (1) ер -<: � -<: а* ; ( 1 1 )  р.:;>а; ( I I I ) ер-<:р.-<:��; (IV) � - схо
дяще-за.мкнуто по оm1lоше1lию " �р.-сходи.мости ; (V) Х а�-огра -
1lиче1lо ; (VI) и �р.-огра1tиче1tо, то и' х огра1tиче1tо для всех х из Х 
и всех и из и. 

Предположим ,  что при этих условиях и' х не ограничено . Тогда 
мы можем определить х< 1> из Х и и <1> из и так , что для любого 
данного е >  О 

Так как Х а� -ограничено , то 

J и <1> 'x J -<: s1 

( 1 0 . 4 1 ) 

( 1 0 . 42) 

для любого х из Х, а так как и �р.-ограничено , мы также имеем: 

1 и'х < 1> J -<: r1 ( 1 0 . 43) 

для любого и из и. Если целые числа Pk удовлетворяют условию 
со 

Pk > Pk- t и р0 = О , то ряд � 2 -Pk - 1  сходится ;  если и( k) Е и, то 
k = 1  

n 

последовательность у<п > = � 2-Pk - 1  и<k> �р.-сходится по доказанноА 
k : 1  
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выше лемме . Выберем теперь р1 таким, что 
1 Е 

2р, - 1 -< � ·  
Если C-lim у<п > = у, то у Е � . согласно условию (IV), и 

00 
у = � 2 -Pk- 1 и(k) = и(l} + 2-р, и (2) + ТР•и(З) + 

k = l  
так что 

у' x(l) = и<1> ' х< 1> + 2-р, и<2> ' х <1> + 2-р. и<з> ' ·х <1> + 
Следовательно , со г лас но ( 1 0 .43) , 

33 1 

( 1 0 . 44) 

1 у'х<1> 1 :>- \ и<t> 'х<1> 1 - r1 ( 2-Р' + 2-Р• + . . .  ) :>- ( 1  + е) - е , 

где учтены ( 1 0 . 4 1 )  и ( 1 0 . 44). Поэтому 1 y'x( l ) J .>- 1 . какие бы ни  
были целые числа Pk для k :>- 2 . 

Теперь в соответствии с нашим предположением, что и' х не является 
ограниченным,  мы можем определить х<2> из Х и и<2> из и так, что 

Тогда мы получим : 
1 х<2> ' и<2> 1 .:;:::. 2Р • (s1 + 2 + е) .  ( 1 0 . 45) 

( 1 0 . 46) 
для любого и из и и 1 х' и <2 > 1 -< s2 для любого х из Х. Теперь мы 
определим р2 > р1 так , чтобы 

Тогда мы получим : 

_1 _ � -Е-
2Р.-1 """" ra • 

у' х<2> = и<t> ' х<2> + 2-р, и<2> '  х<2> + 2-Р· и<з) ' х<2> + 
и следовательно, 

00 

( 1 0 . 47) 

I Y'x<2> 1 .:;:::. 2-р, \ и<2> 'х <2> \ - 1 и<1} 'х <2> \ - � 2 -Pk - t \ и<k> ' х<2> 1 .>
k = 3 

00 

с учетом ( 1 0 .45}, ( 1 0 . 42) и ( 1 0 . 46). Отсюда , согласно ( 1 0 .47}, 
1 у'х(2 ) 1 .:;:::. 2 . 

Продолжая таким путем ,  мы построим у в � и х<п > в Х, кото
рые будут удовлетворять условию 1 у' х<п > 1 :>- n .  Это противоречит 
предположению (V} , что Х ��-ограничено , и теорема тем самым дока
gана .  

Отметим , что если � .:;:::. ер и сходяще-замкнуто по отношению 
к �р.-сходимости ,  то � предельно-замкнуто по отношению к �р.-схо
димости , и поэтому, согласно ( 1 0.8 ,  VI I I } ,  � = р.*. 
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Если 11 >ер  и является нормальным ,  то 11" сходяще-замкнуто по 
отношению к !1"11-сходимости согласно ( 1 0.3, VII) .  Мы можем , напри
мер , взять IX = ер,  � = а 1  и 11 = Z . 

Если IX > ер , мы можем рассмотреть случай 11 = IX, ибо тогда 
ер -<.  IX -<.  �� . Если � сходяще-замкнуто по отношению к �IХ-сходимости ,  
то � = 11" согласно ( 1 0.3, VI I I ) .  Таким образом , мы получаем следую
щий результат : если (I )  а >  ер; (11) 11* сходяще-за.мкнуто по отно
ш ению к а*IХ-СХоди.мости ; (I I I )  Х р-ограничено в а; ( IV) и а*а-огра
ничено , то и' х ограничено .  

Согласно ( 1  0.3, VII) , условие (I I) всегда выполняется ,  если а :>- <р 
и а является нормальным .  

Рассмотрим теперь случай 11 = 11** . Прежде чем применить ( 1 0.4, 1 ) . 
мы дадим пример , показывающий , что когда Х а� -ограничено ,  а и 
�а** -ограничено, то и' х не обязательно ограничено . Возьмем а =  ер .  

1 � = С, тогда а** = ер .  Последовательность х<п > , где xf[:> = n ,  
х�> = О (k =1= п) , ерС-ограничена , а последовательность и<п> , где 
и �n> = k2 для 1 -<. k -<. n и и�> = О для k > n, Сер-ограничена .  В этом 
случае  мы имеем и <n> ' x <n > = n и и <n> 'x <n> не являются ограниченными . 

Положим в ( 1 0.4,  1) 11 = а**, тогда из ( 1 0.3, VII) следует , что 
если условие (IV) удовлетворяется ,  то � = 11*** = 11* . Обратно ,  11* 
является совершенным и поэтому сходяще-замкнутым согласно ( 1  0.3, Vl). 
Следовательно, когда Х и и р-ограничены в IX и а* соответственно, 
и' х является ограниченным для всех х из Х и всех и из и.  

Рассматривая этот факт в терминах матриц, мы видим ,  что если 
х<п > а-ограничена ,  а и а*-ограничено ,  то матрица xnk == х�> преобра
зует и в ограниченное в совокупности множество ,  принадлежащее а00 
(см .  пример 1 0  к гл . 1 0) .  

Рассмотрим теперь частный случай теоремы ( 1 0.4, J ) ,  когда 11 = �·. 
Мы сначала покажем на примере ,  что если Х IХ� -ограничено ,  а и 
� -ограничено , то и' х не обязательно ограничено . Возьмем IX = а1 , 
� = D, тогда �· = а1 • В начале § 1 0 . 3  было показано ,  что последо-
вательность х< п > , где х�> = ( n � 1 У ,  а1D-сходится и ,  следовательно. 
а 1D-ограничена . Последовательность и<п > , где и�> = 1 для 1 -<. k -<. n 
и и�> = О для k > n ,  Dа1 -ограничена . Но 

n 
и <n > 'x <n J = � ( n � 1 )k = п [ 1 - ( n � 1 )n] � оо 

k = l  
при n �  оо . 

У еловне (IV) теоремы ( 1 0.4, 1) с 11 = �� показывает , что � является 
сходяще-замкнутым по отношению к � -сходимости. Поэтому � пре
дельно- замкнуто по отношению к � - сходимости , а так как � > ер. то 
из ( 1 0.3, VI I I) следует , что � является совершенным . Обратно, всякое 
совершенное пространство � удовлетворяет этому условию согласно 
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( 1 0.3,  Vl) .  Следовательно, если � совершенное и если Х а� -огrани 
чено, а И � -ограничено , то и' х ограничено .  Это пока3ывает, что 
если � совершенное и если х (n ! а� -ограничена , то матрица х nk === х�> 
будет преобразовывать любое � -ограниченное множество в огра 
ниченное в совокупности множество ,  принадлежащее а00 (см . при
мер 1 1  к гл . 1 0) .  

Рассмотрим теперь свойства р -ограниченных  множеств и покажем , 
какие типы последовательностей являются р -ограниченными в кон
кретных пространствах. Каждый ре3ультат будет иметь две форму
лировки, ибо его можно рассматривать как теорему о преобра3овании 
последовательностей при помощи матриц. 

( 1 0.4. 1 1 )  ( 1)  Множество Х ер-ограничено тогда и только тогда , 
когда (а) 1 xk 1 <: rk для любого х из Х и (б) Х имеет ограничен
ную длину. 

( 1 1 )  Матрица с конечными строками (хпk) преобразует любую 
последовательность в ограниченную тогда и только тогда , когда 
она ограничена по строкам и 1 Xnk 1 <: rk для любого п (Дине [4] ) . 

Условия теоремы являются достато.чными , так как в этом случае 
для и И3 а мы имеем : 

где l - длина Х. 
У еловне (а) является необходимым , так как а содержит e <k> . Сле

довательно, нам остается только дока3ать ,  что Х необходимо будет 
им еть ограниченную длину или что матрица xnk === x�n) ограничена по 
строкам .  Допустим ,  что это не так . Тогда в Х найдется последова
тельность x<n> , длина которой неограниченно ВО3растает . Обо3начим 
длину x<n> чере3 ln и положим иk = О для 1 <: k <: l1 - 1 ,  

1 и1, = х<1> • Тогда , какими бы ни  были выбраны иk для k > l 1 ,  мы 
l, 

имеем : 
00 
� и х<1> = и х<1> - 1 k = 1 k k l, l,  - • 

00 l, 
� и х<2> = и х<2> + � и х2 •  
k = l  k k l, l, k = l, + l  k k 

Положим иk = О для l1 + 1 <: k <: l2 - 1 и выберем и1, так , чтобы 

Тогда 

и1,х��) = 2 + 1 �;·) 1 .  
00 

� и х(2) - J  и (2) + и (2) 1 ' 2 + rz, rt, �1 k k - l,xz, t,x z, ..? 1 х�: > 1 - �  х�� > J ' 
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так как 1 х��) 1 -< r l, ; таким обра3ом , \ 
k
; и kx�) 1 � 2 ,  какими бы ни 

были 3начения иk для k > l2 • Продолжая рассуждать таким путем , 
мы построим последовательность и такую , что 1 и' х<п) 1 � п .  Это про
тиворечит предположению , что Х р-ограничено, и теорема тем самым 
дока3ана . 

( 1 0.4,  I I I) ( I)  Множество Х а00-ограничено тогда и толысо 
тогда , когда оно ограничено в совокупности . 

( I I )  Матрица (xnk) , в которой 1 xnk 1 -< Mn для любого k ,  пре
образует всякое .множество и , такое , что .множество чисел 00 
s (и) = � 1 иk 1 является ограниченным для всех и из и ,  в огра

k= 1 
ниченное в совокупности .множество тогда и только тогда , когда 
1 xnk 1 -< М для любого п и k .  

Если Х есть а00-ограниченное множество ,  то, учитывая , что e< k) 
а 1 -ограничена ,  мы имеем 1 x'e(k) 1 -< М для любого х И3 Х и любого k 
согласно ( 1 0.4,  I) при 11. = а**; действительно , а 1 является совершен 
ным и поэтому сходяще-3амкнутым по отношению к а1 - сходимости 
согласно ( 1 0.3,  VI). Следовательно , условие теоремы является необхо
димым .  Если же оно выполняется ' и  и Е а 1 ,  мы имеем : 

00 
l и 'x i -< M � I иk l для любого х И3 и, k = 1 

а это пока3ывает , что условие является и достаточным .  
Теорема также пока3ывает, при  каких условиях множество Х И3 а 

аа1-ограничено , когда а с: а00• 
( 1 0.4,  IV) (I) Множество Х о 1- ограничено тогда и толысо 

00 
тогда , когда � 1 х k 1 -< М для любого х из Х. 

k = l  00 
( I I)  Матрица (xnk) , у которой ряды � 1 Xnk 1 сходятся для k = l  

любого п ,  преобразует каждую ограниченную последовательность 
в ограниченную последовательность тогда и толжо тогда ,  когда 
она является К,-.матрицей . 

Достаточность условия очевидна .  Для дока3ательства необходи
мости предположим ,  что Х о 1 -ограничено и что и состоит И3 всех 
последовательностей и, таких, что 1 иk 1 = 1 для любого k . Тогда и 
о00-ограничено , согласно ( 1 0.4, I I I ) ,  и отсюда следует, что 
00 
� 1 иkxk 1 -<  М для любого х И3 Х и любого и И3 и (см . пример 1 0  

k = 1  
к гл . 1 0) .  

Теорема дока3ана .  
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( 1 0.4, V) (1) Множество Х от-ограничено (r > 1) тогда и только 
тогда , когда 

для любого х из Х. 
1 1 

( 1 1 )  Если г + s- =  1 (r > 1 ) ,  то .матрица (хпk) , в которой 
со 

ряды � 1 xnk 1 ' сходятся для каждого n ,  преобразует всякое .мноk= 1 
со 

жество и,  такое , что .множество чисел s (и) = � \ иk \s является k= 1  
ограниченным для всех и из и ,  в ограниченное в совокупности 

со 
.множество тогда и только тогда , когда су.м.мы � 1 xnk \ r ограk=1 
ничены независи.мо от n. 

Достаточность условия следует немедленно из неравенства Г�ль
дера 

Докажем необходимость условия .  Если е >  О и условие теоремы не 
со (1) Е х � 1 X(k1) l r > выполняется , то мы можем определить х так , что � 

> 1 + е, и затем выбрать n1 такое , что 
ro � 
� l x11> ( <: е; тогда S 1 = � 1 x�> l r > 1 .  k=n1+1 k=1 

k = 1  

Таким же путем м ы  можем определить х<2> Е Х и n2 > n1 такие , что 
п. � � (2) \r S2 = �  Xk > 2r . k = 1  

Продолжая этот процесс , мы  определим последовательность x<m> 
(в Х) и последовательность целых чисел nm , где nm > nm_ 1 , такие , 
что 

nm 
Sm = � 1 X�m) l r > тr . k=1 

( 1 0 . 48) 

Теперь мы построим последовательность и<т> такую , что для 1<:k<:nm 
имеем : 

1 (т) \ r- 1 
1 и�т) 1 = х k 

1 ' 
(sт) s 
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и определим аргументы и�т) так , чтобы и�т) х�т> были действитель
ными и неотрицательными.  

Положим и�т) = О для k > пт ; тогда 

для любого т. Следовательно ,  последовательность и<т> �8-ограничена 
согласно первой ч асти ( 1 0.4, V) . Но 

и поэтому 1 х<т> ' и(т) J > т согласно ( 1 0 .48). Это противоречит ( 1 0.4, 1) 
(когда !!. = а. *�) . откуда и следует необходимость условия. 

( 1 0.4, VI) (1) Множество Х а -ограничено тогда и только 
тогда , когда J х k 1 <: r k для любого х из Х. 

(1 1 ) Матрица (хпk) преобразует любую конечную последова
тельность в ограниченную последовательность тогда и только 
тогда , когда 1 xnk J <: rk для любого n . 

Как мы уже видели ,  условие теоремы необходимо (см . текст , 
следующий за определением р-ограниченного множества). Достаточ
ность условия очевидна .  

Свойства р-ограниченных множеств и з  а. ,  когда а. является про
странством свободной сходимости , даются следующей теоремой: 

( 1 0.4, VII)  Если а. - пространство свободной сходимости, то 
.множество Х из а. р-ограничено в а. тогда и только тогда , 
когда : ( 1 ) 1 х11 1 <: rk для любого х из Х; ( 1 1) .множество М, кото
рое состоит из номеров всех отличных от нуля координат 
последовательностей из Х, является F -.множеством для а.*. 

Мы сначала докажем достаточность условиИ. Предположим, что 
условия теоремы выполняются и что и Е а.*. Число отличных от нуля 
координат и с номерами из М конечно согласно определению F -мно
жества .  Если номера этих координат k1 , k2 , • • •  , kP' то J и' х 1 < р < � j иk J r k для любого х из Х; таким образом, Х р-ограничено в а. . 

i=  1 l l 
Условие (1) необходимо ,  так как а. * > <р и e(k) Е <р .  Остается дока

зать необходимость условия ( 1 1) . Мы покажем , что если (11) не выпол
няется , то найдутся и Е а.* и последовательность х<п > в Х такие, что 
и' х< п > неограниченно возрастает . 

Предположим , что М не является F-множеством для а.*. Тогда 
в а. * найдется точка v с бесконечным множеством отличных от нуля 
координат с номерами из М. Пусть эти номера в возрастающем 
порядке будут n 1 ,  п2 , • • •  , n1, • • • Мы построим такую последова-
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тельность и ,  что все ее координаты , номера которых не принадле
жат { п1 } , равны нулю. Тогда , как бы  ни были определены коорди
н аты и с номерами из { п1 } , и будет принадлежать а* , так как 
отличные  от нуля координаты v являются нулевыми координ атами и ,  
а а* является пространством свободной сходимости согласно ( 1 0. 1 ,  XIV) . 

Так как п 1 Е М, то найдется последовательность x< l )  Е Х такая , 
что х��> отлично от нуля .  Множество N, состоящее из номеров всех 
отличных от нуля координат x< l ) , является W -множеством для а 
и поэтому Р-множеством для а* (см .  пример 4 к гл . 1 0) .  Отсюда 
следует, что только конечное число целых чисел п1 находится в N, 
т .  е .  число отличных от  нуля координат x ( l J  с номерами в {п1 } является 
конечным. Пусть l 1 - наибольший из этих номеров .  Тогда существует 
последовательность х<2> Е Х такая ,  что х�; =1= О, где пр > l1 • Число 
отличных от нуля координат х<2> с номерами из { п1 } конечно; пусть 
наибольший из этих номеров l2 , так что l2 > l1 • Продолжая рассуждать 
таким путем , мы определим и 1, .  и1, . • • •  , как в ( 1 0.4, 1 1 ) ,  полагая  все 
другие координаты и равными нулю.  Тогда и' х<п >  неограниченно воз
растает вместе с п. Полученное противоречие с предположением , 
что Х р-ограничено в а ,  и доказывает необходимость условия ( 1 1 ) .  

Если а - пространство свободной сходимости , N есть Р -мно
жество для а и х Е сх, то число отличных от нуля координат после
довательности х с номерами из N является конечным.  Последний 
номер отличной от нуля координаты х , который содержится  в N, 
называется длиной х относительно N. 

Рассмотрим множество относительных длин , когда N фиксиро 
вано, а х изменяется в р-ограниченном множестве Х. В частном 
случае, когда а = ер и N состоит из всех положительных целых  
чисел , множество относительных длин является ограниченным согласно 
( 1 0.4, 11). Следующая теорема является обобщением этого результата: 

( 1 0.4, VII I)  Если а - пространство свободной сходимости , то 
множество Х из а р-ограничено в а тогда и тольк,о тогда , 
когда : 

(1 )  1 xk 1 < rk для любого х из Х; 
( 1 1 )  Х -- множество ограниченной длины относительно любого 

фик,сированного Р -множества для а. 
У еловне (/) необходимо, как и в (1  0.4, VI I ) .  Множество М, кото

рое состоит из номеров отличных от нуля координат последователь
ностей из Х, является Р-множеством для а* согласно ( 1 0.4,  Vl l) . 
Если N есть Р -множество для а ,  то N является W -множеством для а* 
(см .  пример 4 к гл . 1 0) .  Таким образом , общая часть множеств целых 
чисел М и N конечна. Следовательно ,  условие ( 1 1 )  также необхо
димо. 

Обратно ,  множество номеров отличных от нуля координат любого 
фиксированного и из а* является W - множеством для а* и Р -множе
ством для а . Таким образом , условия теоремы достаточны .  

2 2  Зак. 1 223. Р .  Кук 
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В качестве примеров отметим , что: (а) множество Х р-ограничено 

в 01 тогда и только тогда , когда \ xk 1 <: rk и {х2н1 }  имеет огра
ниченную длину для любого х из Х; (б) множество Х р-ограничено 
в 02 тогда и только тогда ,  когда 1 xk \ <: rk и { x2k } имеет ограни
ченную длину для любого х из Х. 

1 0.5. Сильная проективная сходимость и предел 

Если Ч' <: � <: а.* и х фиксировано в ·а. ,  в то время как и изме-
00 

няется в � . то ряд f (и) =  � иkxk определяет в р функцию от и . 
k=l 

Мы будем рассматривать последовательность проекций векторов х<п> 
из а. на векторы из � как последовательность функций j<п> (и) , опре
деленных в � .  и разберем случай , в котором эта последовательность 
равномерно сходится всякий раз, когда и принадлежит р-ограничен 
ному множеству И из � ·  

Если последовательность точек х<п >  и з  а. удовлетворяет условию . 
что для любого е > О и любого р-ограниченного множества И из � 
можно указать такое число N (е,  U) , что 

для любого и из И и р, q > N, то говорят , что х<п> сильно проек
тивно сходится (р- сходится) относительно � или а;�-сходится. 
Когда � = а.\ мы будем говорить , что х< п >  р-сходится в а. или 
а;- сходится *) . 

Взяв И,  состоящее из одной точки, мы видим, что а;�-сходимость. 
влечет а.�-сходимость . Обратное неверно. Например , e(k) (/'С-схо
дится и р-ограничено в С, так как С* = а 1 ,  но если q =F р, мы имеем 
е<Р> (е<Р> - e(q)) = 1 ,  и следовательно , e(k) не есть срС-сходящаяся. 

Из Ч' <: � <: а.* мы получаем �* :> а.** , и таким образом , если и 
р-ограничено в � . то и р-ограничено в а.*. Отсюда следует , что 
а;-сходимость влечет а;�-сходимость. В самом деле, предположим , что 
х < п >  а;-сходится и что И р-ограничено в �· Тогда И р-ограничено 
в а.* и, следовательно , и' х<п >  равномерно сходится для всех и из И. 
Таким образом , х<п > а;�-сходится .  

Определение р-сходимости может быть установлено в терминах 
матриц: если х<п > а;�- сходится , то матрица Xnk==x<:> со строками из Ql 
преобразует любое р-ограниченное множество из � в сходящееся 

*) Необходимо различать обозначения сходимости и пределов, набран
ные жирным шрифтом, от соответствующих обозначениИ, введенных раньше в 

это:й главе и набранных обычным шрифтом. (При.м. перев.) 
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в совокупности множество из Г. Ниже будет показано ,  что преобра
зованное множество также ограничено в совокупности . 

Иллюстрируем определение tz� -сходимости примером.  Пусть et = � .  
�=асс и x<n > = {a , а2 , . . .  , an , О ,  О ,  . . .  ) , где О < а < 1 . Если И 
р-ограничено в ааа. то 1 иk 1 -< М для любого и из И ,  согласно 
( 1 0.4 , 1 1 1 ) ,  так что 

/ и ' (x<P> - x<q>) 1 = 1 � иkak 1 -< М _± ak < е k =pт l  k =p+l 
для .1юбого и из И и р ,  q .:> N (е ,  И). Таким образом ,  x<n> ('{'а'аа·СХО
дится . Отметим , что c- J im х<п> не принадлежит ер. 

Сейчас мы дадим «обобщенный критерий Коши» для сильной 
проективной сходимости. 

( 1 0.5,  I) Для того чтобы x<n> из а tz�-сходилась , н.еобходимо 
и достаточн.о ,  чтобы для любого е > О и любого р-огран.ичен.н.ого 
мн.ожества И из � можн.о было указать такое число N (е ,  U),  
что 

для любого и из И и р ,  q > N. 
Достаточность условия следует из определения . Для доказатель

ства необходимости мы построим секции и<п> = { и 1 , • • •  , ип , О ,  О ,  . • •  } 
для любого и из И и рассмотрим множество V, состоящее из всех 
последовательностей v<п> ,  таких, что 

/ v�n) \ = 1 и<:> \ ; 
последовательности v<n> принадлежат � и поэтому принадлежат � ·  
Для всех у и з  � *  выполняется неравенство 

1 k� vkn>yk / -< �11 иkyk 1 -< �11 иkyk 1 
для любого n , следовательно, V р-ограничено в � ·  Таким образом ,  
если х<п> tz�-сходится ,  то 1 k� v�n) (xk"> - xkq)) l -< е 

для р ,  q .:> N (е, U). Для данных двух произвольных целых чисел 
р, q > N выберем аргументы координат v�n) так , чтобы произведе
ния vkn> (xk"> - x�q>) были действительными и неотрицательными.  Тог да 
мы получим : 

22"' 
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для любого п и любого и из И, что и доказывает требуемый ре
зультат . 

Как известно ,  e(k) р-сходится в cr00 ,  а также р-ограничена 
в cr1 = а:,, однако е<Р) (е<Р) - e(q)) = 1 для q > р, так что последователь-
ность e(k) не будет р-сходиться в cr00 • Этот пример показывает, что р-схо
димость не  влечет р:сходимости в любом из пространств С,  D,  Г, Z 
и cr, (г > 1 ) . Мы сейчас покажем, что существуют пространства по
следовательностей , в которых р-сходимость влечет р-сходимость . 

( 1  0.5 .  1 1 )  В cr 1  р-сходимость и р-сходимость совпадают. 
Мы имеем cr� = crco ,  и если И р-ограничено в cr00 , то , согласно 

( 1 0.4, 1 1 1 ) ,  1 иk 1 <;: М для любого и из И. Предположим, что x(n) 
р -сходится в cr1 и е> О. Тогда , полагая иk = 1 для любого k 
в ( 1 0.2 ,  1) , ( 1 1 ) ,  мы  можем определить N так , что 

со 

k = l  

Следовательно ,  1 k; иk (х�) - x�q)) 1 <;: е для любого и и з  И и р ,  q >  N, 
поэтому x<n) р-сходится в cr 1 ,  и теорем а доказана .  

( 1 0.5,  1 1 1 )  В любом простра�tстве  свобод�tой сходимости rt 
р -сходимость и р- сходимость совпадают. 

Предположим , что И р-ограничено в rt* . Пусть S - множество , 
состоящее из номеров всех отличных от нуля координат последова 
тельностей из И .  Тогда , согласно ( 1 0.4, VII) ,  S является ?-множе
ством для rt*.. и ,  таким образом , является F -множеством для rt 
(§ 1 0 . 1 ) . Если x(n) р-сходится в а, то x(n) имеет ограниченную 
длину l относительно S (см . ( 1 0.4, VIII) и пример 1 9  к гл. 1 0) .  Но, 
согласно ( 1 0. 1 ,  XIV) и (1 0.4, VI I ) ,  1 иk 1 <;: r k для любого и из И и 
из с - сходимости следует , что 

1 �1 иk (х�) - x�q)) / = 1 � иk (х�) - x�q)) / <;: 
l 

<;: � rk / x�) - x�q) \ <;: e для р ,  q ';> N, 
k = l  

т .  е .  x(n) р-сходится в а ,  что и требовалось доказать. 
Например , р -сходимость и р-сходимость совпадают в каждом из 

пространств ер, cr, 01 ,  02 , 01 ,  02 и о . Из того факта , что они сов
падают в cr ,  следует , что аср-сходимость влечет 1Z�-сходимость , и 
наоборот . 

Точка х называется силь�tым проектив�tым пределом (р-преде
лом) последователь�tости точек х<п) из а от�tоситель�tо � .  если :  

00 
(!) � 1 иllxk 1 сходится для любого и Е � ; ( 1 1) для любого р-ограk = 1  
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ничеююго .множества И с: ?  и любого е > О найдется число N (е ,  И) 
такое ,  что для каждого и Е И имеем : 

1 k� иk (xkn) - xk) / <. е для любого п > N.  

Этот предел мы будем обозначать так: 1Z�- I im x(n) = х ; когда ? = et*, 
мы скажем , что х я вляется р-предело.м для x(n) в et, и будем обо
значать IZ- Iim x(n) = х . 

Это определение р-предела основывается на требовании ,  что вся
кий раз ,  когда на и накладывается ограничение , чтобы оно принад
лежало к р-ограниченному множеству в ?. проекции векторов х <п>  
на и равномерно сходятся к проекциям предела на и .  Отметим , что 
р-предел может принадлежать et и может быть вне tz ,  но обязательно 
должен принадлежать ?* согласно условию (!) ,  сформулированному 
выше. Например , если О < а < 1 и 

х<п >  = {а , а2, • • • , an , О , О , О , . . . } ,  
то из примера ,  данного перед ( 1 0.5 ,  1 ) ,  сл,едует , что �a00- l im х < п >  не 
принадлежит ер. 

Полагая И состоящим только из одной точки ,  мы видим,  что 
если 1Z�- l im х<п > = х, то tz? - l im х<п> = х и c - l im х< п >  = х .  

Докажем следующую теорему: 
( 1 0.5, IV) Любое пространство последовательностей et является 

регулярны.м по отношению к 1Z�-сходи.мости . 
Пусть х<п >  1Z� -сходится ,  c - l im х < п >  = х , и предположим , что И 

р-ограничено в ? ·  Тогда по ( 1 0.5,  1) мы  имеем : 
со 

� 1 иk (x�> - x�q>) 1 <. е  для р ,  q :;;> N (е, И) . k = l  
Следовательно, для любого т и для р,  q > N 

т 

� 1 иk (х�> - xkq)) 1 <. е. k = l  
Фиксируя и и q и устремляя  р к оо , мы получаем и з  с -сходи-

мости 
т 
� / и1l (xk - x�q>) 1 <. е k = l  

для любого т . Поэтому 

Из ( 1 0 .5 1 )  имеем : 

со 

� / иk (xk - x�q)) 1 <. е. k = l  

т т 

� i иkxk i <. e + � / иkx�> j 
k = l  k = l  

( 1 0 . 5 1 ) 

( 1 0 . 52) 
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.для любого т и любого и и з  U .  Так как и Е �  и x<q> Е сх, то ряд 
00 00 

� 1 иkx�q) 1 сходится , и поэтому ряд � 1 иkxk 1 также сходится .  Так 
k = 1 k = 1 
как множество U произвольно, то х Е �· .  а из ( 1 0 .52) следует , что 
4�- \ im х<п> = х , и теорема тем самым доказана . 

Таким образом , если х<п> Q:� -сходится и cx� - 1 im x<n> = х, то 
4�- \im x<n> = х . 

Если x<n> Q:� - сходится и c - \ im x<n> = х , то Q:�- lim х<п> = х , и зна
qит , если U р-ограничено в � .  то из определения р- предела следует , что 

1 k� иkx�n) 1 -<  k� 1 иkxk 1 +е для n :>- N (е ,  U). 
00 

1'ак как х Е �* .  то � / иkxk J -<: r (x) для любого и из U и ,  значит, 
k = 1  

.для любого и и з  U и n :>- N имеет место 1 k� иkx�n> 1 -< r +е .  Но 

-так как х<п> Е сх -<:  �· , то для любого фиксированного n < N и любоFО 

и из U мы имеем 1 �
1 
иk4n> 1 -< sn .  Поэтому 1 �1 

иk4п> / -< R для 

любого n и любого и Е U. Отсюда следует ,  что матрица xnk = х�1> 
nреобразует U в ограниченное в совокупности множество в Г; 
раньше (стр .  337) мы видели ,  что преобразованное множество является 
-также сходящимся в совокупности множеством . 

В ( 1  0.3,  I I I )  мы видели ,  что если сх :>- <р ,  то любая точка в сх** 
является а-пределом ее секций .  В <р, а, а 1 и в любом пространстве 
.свободной сходимости р -сходимость влечет р-сходимость ,  и наоборот. 
Из ( 1 0.5 ,  IV) следует , что в <р, а, а1 и в любом пространстве свобод
ной сходимости ,  которое содержит <р, любая последовательность 
является р -пределом ее секций .  Если через х<п> обозначить секцию х 

1 1 из а, (r > 1 )  и если U р-ограничено в а8, где -+ - =  1 , то 
r s 

00 

� 1 иk J8 -<: М для любого и из U согласно ( 1 0.4, V) ; поэтому k = 1 1 1 1 � иk (x�n> - xk) l = l � иkxk l-< ( � / иk is)s ( � J xk l ')r 
-<: е 

k = 1  k= n+1 k = n+1 k = n +1 
для n :>- N (е , И) и для любого и из U. Следовательно , любая точка 
в а, (r > 1 ) является р-пределом ее секций .  

Приведеиные выше результаты также показывают, что :  (а) любая 
'Гочка в а1 является сра00-пределом ее секций, так как мы можем рас
-сматривать секции как последовательности из <р;  (б) если <р < сх < а, 

1 1 и - + - = 1 (r > 1 ) ,  то любая точка в а, является (10'5-пределом ее r s 
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секций; (в) если сх > ер, то любая последовательность является ос�-пре
делом ее секций. 

Существуют пространства , содержащие последовательности , секции 
которых не являются р-сходящимися ,  например пространства асо . С 
и Г. Чтобы показать это , рассмотрим последовательность х , где xk = 1 
для любого k , и построим ее секции x<n> ; эта последовательность х 
принадлежит каждому из пространств асо . С и Г. Так как e(k) р-огра
ничена в cr 1 , то мы имеем е<Р> (х<Р> - х<Р- 1) ) = x;f> - x;f-1> = 1 .  Таким 
образом , x<n) не является р-сходящейся в crco . 

1 0.6. Замыкание относительно сильной проективной 
сходимости 

Из ( 1 0.5 ,  IV) следует , что если сх предельно-замкнуто по отноше
нию к 01:�-сходимости , то сх сходяще-замкнуто по отношению к а�ф-схо
димости , и наоборот. Поэтому излишне делать различие в этом слу
чае между двумя вид�ми замкнутости , и мы будем говорить , ЧТ(} 
такое пространство сх за.м"нуто по отношению к 01:�- сходимости . 
Очевидно, что если сх предельно-замкнуто по отношению к сх� - сходи
мости , то сх замкнуто по отношению 01:�- сходимости .  Следовательно, 
всякое совершенное пространство сх замкнуто по отношению к р-схо
димости согласно ( 1 0.3 ,  Vl) .  Из ( 1 0.3, VII)  также следует , что если 
сх > ер и является нормальным ,  то сх* замкнуто по отношению 
к ос*ос-сходимости ; например , cr1 замкнуто по отношению к а1Z- сходи
мости . 

Будем обозначать множество 01:�-пределов последовательностей 
из сх через d� (сх) ; когда � = сх• , мы будем обозначать его через d' (сх) . 

Если сх > r.p ,  то начало (нулевая точка) является ос�- пределом 
последовательностей 

x<n> = { * ,  О , О, О , . . . } из сх. 

В самом деле , если и р-ограничено в � .  то 1 и1 1 < r для любого tt 
из и и ,  таким образом , 

i u ' (x<P> - x<q>) i = J и1 (� - t) J<r ( � +t)<в для р ,  q :>- N. 

Следовательно , 01:�- l im x(n) = О  и d� (сх) содержит начало (нулевую 
точку) , когда сх :>- ер. Отсюда вытекает , как в § 1 0 . 3 ,  что d� (cx} 
является пространство .м последовательностей , "огда а > ер .  

Очевидно, что ( ! )  d� (сх) < d� (сх) < D� (сх) , а из определения ос� -пре
дела следует, что ( J I)  d� (сх) < �*. ( I I I )  d1 (сх) < сх**. (О частных слу
чаях этих включений см. пример 20 к гл. 1 0 . )  

Всякая р -сходящаяся последовательность из а является как  с- схо
дящейся ,  так и р-ограниченной ,  но эти два условия в общем случае не: 
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достаточны для р-сходимости . Например , последовательность e<k > 
.с-сходится и р -ограничена в ар но не является р - сходящейся в al' 
В пространстве а эти два условия , конечно ,  являются достаточными. 

( 1 0.6 ,  I ) Если любая точ�еа из а.* является р-предело.м. ее се�е
ций из а.* , то , для того чтобы последовательность точе�е в а. 
была р-сходящейся ,  необходимо и достаточно , чтобы она была 
.с - сходящейся и р-ограниченной . 

Нам нужно доказать только достаточность условий . Пусть 
и<п> - секции произвольной точки и из а.* ,  а x<n> с -сходится и р-огра
ничена в а.. Так как а.** > а. и а. .... = а.* , то x<n> р- ограничена в а.**. 
По предположению ,  e�*- l im и<п> = и ,  следовательно, для данного Е > О 
мы можем определить N (е) такое ,  что 

00 00 

� x�n) ( иk - и�т>) _ 
k � l  k �m+l 

для любого n и для т > N. 
Фиксируем любое т > N и из с - сходимости определим N' такое , что 

т 
� иk (x�> - 4q)) ..:::;;: � Е ДЛЯ р ,  q > N' . 
k � l  

Тогда 
1 и' (х<Р> - x<q>) 1 -< 

-< 1  � иk (x�> - x�q>) /+ 1 � иkх�> / + 1 � иkxf§> /..::;;;: s k � l  k �m+l k � w +l 

для р ,  q > N' . Поэтому x<n> р-сходится в а., и теорема доказана. 
Например, если а. - пространство свободной сходимости , то а.* 

является пространством свободной сходимости и ,  значит, любая точка 
из а.• является р-пределом ее секций . Таким образом, если а. - про
странство свободной сходимости , то необходимым и достаточным 
условием для р -сходимости в а. являются с - сходимость и р-ограни
ченность. 

Мы сейчас применим ( 1 0.6 ,  I )  к другим пространствам , используя 
свойства р -ограниченных множеств , приведеиных в § 1 0 . 4 ;  каждая из 
нижеследующих теорем формулируется также и в терминах матриц. 
Мы видели (в конце § 1 0 . 5) ,  что в а00 существуют точки, секции 
которых не являются р-сходящимся, и значит, ( 1 0.6 ,  I) неприменима 
.n.ля а1• 

Из последних замечаний в § 1 0 . 5  следует, что двойственные про
странства к пространствам r.p ,  а00 и а, (г > 1 )  обладают тем свойством, 
что всякая точка пространства является р-пределом ее секций . 

( 1 0.6,  I I )  (I) Последовательность из r.p р-сходится в r.p тогда и 
толь�ео тогда , �еогда она с-сходится и и.м.еет ограниченную длину. 
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(1 1 ) Матрица с конечными строками преобразует любую последо
вательность в сходящуюся тогда и только тогда , когда она 
ограничена по строкам и имеет пределы по столбцам. 

Этот результат следует немедленно из ( 1 0.4,  I I )  и ( 1 0.6 ,  1 ) .  
( 1 0.6 ,  1 1 1) (I) Для того чтобы x<n> р -сходилась в ar (r > 1 ) .  

необходимо и достаточно, чтобы ( а )  x<n> с - сходилась и (б} 
00 
� 1 х�

> lr <. М  для любого п .  
k = l  

1 1 (II) Если Г +  s = 1 (г > 1 ) ,  .матрица ( х пk) = (х�п>) . в к ото-
00 

рой ряд � \ x�n) ( сходится для каждого п ,  преобразует всякую 
k = l  

00 
последовательность и ,  у которой ряд � 1 и11 ls сходится , в cxo

k� l  
дящуюся последовательность тогда и толжо тогда , когда (а} 

ао 
l im xnk = х11 для любого фиксированного k и (б) � 1 xnk lr <. М  n+oo k = l  

для любого п. 
Этот результат следует немедленно из ( 1  0.4,  V) и ( 1  0.6, 1 ) .  
Два условия , установленных в (1) ,  постулированы Ф .  Риссом ([ 1 ) , 55) 

для определения сходимости в этом пространстве . Банахом ([ 1 ) ,  1 37) 
доказано, что эти условия являются необходимыми и достаточными 
для слабой сходимости . Мы видим , что в этом пространстве сходи
мость по Риссу, слабая сходимость по Банаху и р-сходимость экви
валентны .  

( 1 0.6 ,  IV) ( 1 )  Последовательность х<п> р-сходится в а00 тогда 
и толжо тогда , когда она с -сходится и ограничена в совокуп
ности . 

(I I) Матрица (хпk) • в которой 1 xnk 1 <. r n для любого k ,  пре-
ао 

образует любую последовательность и ,  для которой ряд � 1 и11 1 
k = l  

сходится , в сходящуюся последовательность тогда и толжо 
тогда , когда (а) l im xnk = х11 для любого фиксированного k и (б) 

n+ao 
Xnk \ <. М для любых п и k.  

Этот результат следует немедленно из ( 1  0.4 ,  I I I )  и ( 1  0.6,  1 ) .  
( 1 0.6 , V) ( I )  Последовательность р-сходится в а тогда и 

только тогда , когда она с -сходится. 
( I I) Матрица преобразует всякую конечную последователь 

ность в сходящуюся последовательность тогда и толжо тогда . 
когда она имеет пределы по столбцам. 

Этот результат является другой формулировкой теоремы ( 1 0.3,  1). 
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( 1  0.6 ,  VI) (1) Последовательность x<n> р -сходится в а1 тогда 

со 

а 
толысо тогда , когда она с -сходится и ряды � 1 х<п> 1 равно-k = l  k 

.мерно сходятся *) . 
со 

( 1 1 ) Матрица (хпk), в которой ряды � 1 Xnk 1 сходятся для k= l  
JСаждого n , преобразует любую ограниченную последовательность 
в сходящуюся тогда и только тогда , когда она имеет пределы 

со 
.по столбцам и ряды � 1 xnk 1 равномерно сходятся . k = l  

Предположим,  что эти условия удовлетворяются для x<n> .  Тогда 
для данных е > О и и из а,х" удовлетворяющего условию 1 иk 1 -<. М, 
.мы можем определить т такое , что 

со 

}: 1 xkn> j -<.  3� для любого n , 
k = т+1 

затем из с -сходимости мы определим N такое , что 
т 
}: l иk (x�> - 4q>) j -<.  � е для р ,  q � N. 
k = l  

1'аким образом , для р, q � N мы имеем : 

1 � и (х<Р> -- x<q>) 1 -< k = l  k k k 
т со со 

-<. � 1 иk (х�> - xkq>) [ + � 1 иkх<[> 1 + � 1 иkxkq) i -< е . k = l  k = т+l k = т+ l  
Из ( 1 0.2 ,  1 ) ,  (1) следует, что последовательность x<n> р-сходится ,  и -поэтому условия теоремы являются достаточными .  Докажем теперь 
их необходимость . 

Первое условие необходимо ,  так как асо содержит e<k> . 
Пусть х<п> р -сходится в о 1 • Тогда по ( 1 0.3, IV) и ( 1 0.3,  V) x<n> 

:имеет р-предел х из а 1 • Взяв е >  О ,  мы можем определить т такое , 
со 

что }: 1 xk 1 -<. ; е . Для любого и из асо мы имеем , согласно ( 1 0 . 32), 
k =т+ l  

со 

}: l иk (xk - 4q>) l -<. } e для q � N (e , и) . 
k = l  

*) См.  определение ( 1 1 )  в конце § 10. 1 .  Матрица (хпk) в (10.6, VI) не 
.может быть Т-матрицей, как это очевидно из (4.4, I I I ) .  Фактически (10.6, VI )  
дает другое доказательство (4.4, I I I) .  
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Положим и11 =  О для 1 -<: k -<:  т и и11 =  1 для k > т. Тогда 
со 

� j x11 - x�q> j -<: ; е для q >- N', 
k = m + 1  

и таким образом , 
со со 
� 1 4q> i < � J xk J + ; s -<: s для q >- N'. 

k = m +1 k = m +1 

Отсюда следует , что второе условие т акже необходимо .  
Теорема доказана .  

1 0.7. Некоторые свойства р-сходящихся 
последовательностей 

347 

В а 1  и в любом пространстве свободной сходимости р-сходимость 
и р-сходимость совпадают. Мы сейчас рассмотрим , какие типы 
последовательностей р-сходятся в асо и в ar (г > 1 ). 

Легко видеть , что последовательность x(n) р-сходится в а2 тогда 
и только тогда , когда для любого е > О можно указать такое число 
N (е) , что 

со 

� 1 х�> - x�q) J2 -<: е2 для р , q >- N. 
k =1 

Это условие постулировано Гильбертом для определения сильной 
сходимости в а2 (см . § 9 . 2) .  Ниже , в ( 1 0.8 ,  I I )  и ( 1 0.8,  I I I ) ,  мы пока
жем , что обобuценное Риссом (Ф . Рисе [ 1 ) , 59) понятие сильной схо
димости по Гильберту совпадает с р-сходимостью в ar для r >- 1 .  

Мы сначала укажем свойства р-сходяuцихся последовательностей 
в ar (r > 1 ) ,  причем результат формулируется также и в терминах 
матриц. 

( 1 0.7 ,  1) (1) Для того чтобы x(n) р-сходилась в ar (r > 1 ) , необ
ходимо и достаточно, чтобы 

со 

(а) l im х� > = х11 для любого фиксированного k и 
n +co 

со 
(б) ряды � 1 x�n> Jr равномерно сходились .  

k=l 
1 1 (1 1) Если r + s = 1 (r > 1 ) , .матрица (х пk) , в которой 

� 1 xn11 ( сходится для каждого п ,  преобразует .множество И. 
k= l  " 

со 
для которого множество � 1 и11 ls является ограниченным, в oгpa

k = l 
ниченное в совокупности и сходящееся в совокупности .множе-
ство тогда и только тогда , когда 
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(а) l im xnk = xk для любого фиксированного k и 
n+ oo  

00 
(б) ряды � 1 xnk ( равномерно сходятся. k = l  

[ гл .  1 0  

Условие (а) необходимо ,  так как а5 содержит e<k> . Докажем необ
ходимость условия (б) .  Если х<п> р-сходится в "r • то, согласно 
( 1 0.5 ,  IV) и § 1 0 . 6  (первы е  абзацы) *) ,  x<n> имеет р-предел х в "r· 1 1 Так как -+ - = 1 , то для любого р-ограниченного множества V 

r s 
в а5 и любого е >  О можно указать такое число N (е ,  V) ,  что 

00 

� j vk (x�n> - xk) / < ; е ( 1 0 . 7 1 )  
k = l  

для любого n :;;> N и любого v и з  V. Пусть и - множество ,  состоя
щее из всех последовательностей и следующего вида : каждому и 
соответствует х<Р> такое , что или uk = О , или j uk [ = 1 х<[> l r- 1 • Тогда 

j uk ls = 1 х<[> ( или j uk /s = О , и поэтому и с. а5• 
00 

Так как последовательность х<п> р-ограничена ,  то � j х<п> / r < М k = 1 k 
00 

для любого n и ,  следовательно , � 1 uk /5 < М для любого и из и. k = 1  
Таким образом ,  и р-ограничено в а5 • 

Так как х Е ar • мы можем определить т такое , что 
1 ( }': l xk l r ) Г 

< -т ·  
k =m+1 2M s 

( 1 0 .72) 

Положим в ( 1 0 .7 1 )  vk = О для 1 < k < т, 1 vk 1 = j х<[>у-1 для k > т; 
тогда 

00 

� l x<[> (-1 j x�> - xk j < � е k =m+l  
для n :;;> N' и любого р . Следовательно, 

00 00 

� 1 х<[> l r-l l х�) 1 < � 1 х<[> , r- 1 1 xk 1 + � е. ( 1 0 . 73) 
k =m+l k = m +l 

*) См .  также пример 20 ( 1 1)  к гл. 10 .  
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Но И3 не равенства Гёльдера и ( 1 0 .72) мы имеем: 
1 1 

,�)x�> Г' I x, l < (.�)x• l')' (.�)x�' l' ''-")' < 
1 <� ( � J xt> Jr) s < � • 

2M s k=m +1 
00 

так как � 1 х�> ( < М для любого n .  Исполь3уя ( 1 0 .73),  мы теперь k = 1 
получаем для любого р и для n � N': 

00 
� 1 x<P> Jr- 1 / x<n> 1 < е . 

k=m +1 k k 

Так как N' не 3ависит от р, мы можем положить р = n и тогда для 
00 

n � N' получим � J х�> /r < е. Таким обра3ОМ , условие (б) является 
k= m +1 

необходимым. 
Для дока3ательства достаточности предположим, что х<п> И3 ar 

удовлетворяет условиям (а) и (б). 
00 

Если и р-ограничено в а8, то  � \ иk \8 <М  для любого и И3 и. 
k=1 

В3яв е > О , мы можем определить , согласно (б), такое т ,  что 

для любого n. 

1 ( � J х�> ()г < � 
k=m +1 зм s 

( 1 0 .74) 

Тогда , исполь3уя неравенство Г�льдера и с -сходимость, получаем: 
1 1 1 �' и, ( х\"' - х\�) < @, 1 и, ()' @, 1 х\"' - х\,'> 1' )' < 

1 

<М�@ l x\"> - x\.'' 1') ' < ;  
для любого и И3 и и р ,  q � N. Но ,  согласно ( 1 0 .74) ,  

( 1 0 .75) 

( 1 0 .76) 
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для любого п . Тогда для р ,  q > N и для любого и И3 и м ы  будем 
иметь : 

согласно ( 1 0 .75) и ( 1 0 .76) . 
Следовательно, х<п> р-сходится ,  и условия ,  таким обра3ом , являются 

достаточными . 
Теорема дока3ана . 
( 1 0.7 , 1 1 )  (1) Для того чтобы х<п> была р-сходящейся н :J00 , 

необходимо и достаточно, чтобы для любого в > О .можно бы ло 
указать такое число N (е) , что 1 x<,t> - x�q) 1 -<: е для любого k и 
для р , q > N. 

(I I ) Матрица (хпk) , в которой 1 Xnk 1 -<: Mn для любого k , 
преобразует любое .множество И, удовлетворяющее условию 

00 

� 1 иk 1 -<: М для любого и из и. в ограниченное в совокупности 
k = l  
и сходящееся в совокупности .множество тогда и только тогда , 
когда столбцы ее сходятся в совокупности.  

Последовательность e(k) р-ограничена в а 1 , так что если х<п> р-схо
дится в а00 , то мы имеем 1 e(k) (х<Р> - x(q)) 1 -<: е для р, q > N (е) и 
любого k .  Следовательно , условие необходимо .  

Предположим теперь ,  что  х<п> И 3  а 00  удовлетворяет условию тео
оо 

ремы и что и р-ограничено в а 1 • Тогда � 1 иk 1 -<: М для любого и 
k = l  

И3 и .  Выберем теперь N такое , что j x<,t> - x�q) 1 -<: � для р , q > N 

и для любого k ; тогда если р, q > N. то 1 �1 иk (x�> - x�q>) 1 -<:  а 

для любого и И3 и.  и сл едовательно, x<n> р-сходится в 000 , 
Теорема дока3ана .  

1 0.8. Сходимость  в себе и предел 

Если каждой паре элементов х и у И3 пространства S можно 
поставить в соответствие число d (х . у) . удовлетворяющее mpe.lt 
аксиомам Хаусдорфа , а именно :  

( 1 )  

( I I) 
( I I I )  

d (х , х) = О ,  d (х , у) > О, когда х =1= у; 
d (x . y) = d (y, х) ; 

d (x ,  z) -<: d (x .  y) + d (y. z) . 
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то d (х , у) называется расстоянием между х и у в S, а S назы 
.вается метричес�им пространством. 

Например , в качестве расстояния в а может быть взята сумма ряда : 

� 1 i хп - Уп i d (x , у) = � 2п l + i xп - Yn i '  n = l  
В С/00 и а, (r :;>. 1 )  м ы  определим расстояние следующим образом : 
( 1) в аоо d (х , у) = max 1 xk - Yk / ;  

1 

{1 1 )  в а, (r :;>- 1 ) d (x , y) = (� l xk - Yk l')r 

(см . Кёте и Теплиц [ 1 ] , 2 1 8 , 2 1 9 ; Банах [ 1 ] ,  1 1 ,  1 2 ; Хаусдорф [4 ] , 

94 -97) .  
Последовательность элементов х<п> в метрическом пространстве 

называется сходящейся в себе (d-сходящейся) , если для любого е > О 
найдется число N (е) такое , что 

d (х<Р> , x(q)) -<: е для р, q :;>. N. 

Предположим , что d (x , у) определяет расстояние в S1 и что S2 
является максимальным пространством , в котором применимо это 
{)Пределение. Мы можем рассматривать sl отдельно от s2 и точки sl 
как единственно возможные предельные точки сходящихся последова
тельностей из sl или же рассматривать sl как подпространство s2 
и элементы из S2 как возможные предельные точки сходящихся 
последовательностей ИЗ sl . Элемент х (в sl или в S2) называется 
пределом в смысле сходимости в себе (d-пределом) последова
тельности точек. х<п> из S1 ,  если для любого е > О  можно указать 
число N (e) такое , что d (х<п> , х) -<: е  для п :;>. N. 

Если в пространстве а, р асстояние определяется , как выше 
в п .  ( 1 1 ) ,  то мы видим , что определение d -сходимости в a r  является 
обобщением определения сильной сходимости по Гильберту в а2 
(см . Ф .  Рисе [ 1 ] , 59 , 60) . 

( 1 0.8 ,  1) В aw d-сходимость совпадает с р- сходимостью. 
Это следует немедленно из ( 1 0.7,  11) . 
( 1 0.8 , 1 1) В а1 d-сходимость ,  р -сходимость и р-сходимость 

t:овпадают. 
Этот результат сразу следует из ( 1 0.5,  11) и ( 1 0.2 ,  1) , ( 1 1 ) ,  если 

nоложить иk = 1 для любого k . 
( 1 0.8, 1 1 1) В a, (r > 1 )  d-сходимость и р-сходимость совпадают. 
Пусть x<n> d-сходится в ar , а множество И р-ограничено в а8 , 

1 

где � + ; = 1 .  Тогда , по ( 1 0.4, V) , (� 1 иk \8) s-<: М для любого 
k = l  



352 ПРОЕКТИВНАЯ СХОДИМОСТЬ , СХОДИ МОСТЬ В СЕБЕ [гл. 1 0  

1 
и Е и . Выберем N таким , чтобы (� 1 х�> - Xkq) IJ' < _;Й для 

р , q .:> N; тогда из неравенства Г!!льдера 
1 1 1 �1 иk (х�> - Xkq)) / < (�1 1 uk l s) 8 (�1 1 х�> - Xkq) \ r У < е  

для р , q .:> N и любого и Е и.  Следовательно , х<п> р-сходится. 
Обратно , если х<п> р-сходится и е >0 ,  то мы можем, согласно 

( 1 0.7 ,  1), выбрать N такое ,  что 

� 1 (n) \r Er � Xk < 2r+l k =N+1 
для любого n.  

Следовательно , применяя неравенство �инковского 
1 1 1 ( � l x�> - x<§> () ' < (  � l x�> lr) ' + ( � l xkq) /r)' < � ·  

k =N+1 k =N+1 k =N+1 2 r  
получим 

00 
� \ х<Р) - x(q) \r "' .!_  er � k k <:::::,.. 2 . ( 1 0 .8 1 )  

k =N+l 
Используя с-сходимость ,  мы  можем определить число N' такое , что 

N 
� 1 xkP> - Xkq) \ r < ;  для р , q .:> N'. ( 1 0 . 82) 
k = 1  

Теперь и з  ( 1 0 . 8 1 )  и ( 1 0 . 82) следует: 
00 
� 1 х�> - х<§> \r < er k = 1  

или 1 
(�1 l x�> - xkq) lr)r < е  для р ,  q .:> N'. 

Таким образом , х<п> d-сходится . 
Теорема доказана . 
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1 0.9. Теорема Бэра и теорема Б;lНаха - Ш тейнгауза 

В различных теоремах, содержащих необходимые и достаточные 
условия (например, в (4. 1 ,  1 ) ,  (4. 1 ,  1 1 ) ,  (4.2 ,  1 )  (4.2 , I I ) ,  (5.4, 1) (5.5 ,  1 ) ,  
( 1 0.2,  1 ) ,  ( I I )  ) , необходимость условия (или одного из условий) уста
навливалась при помощи предположения , что данное условие не вы
полняется , и затем строилась специальная последовательность со  
свойствами, которые приводили к противоречию .  Такой метод до
казательства был сначала основным и являлся наилучшим для пре
поднесения материала читателю в первое время . Сейчас, когда нами 
рассмотрены пространства последовательностей , доказательство не� 
обходимости таких условий может быть легко получено при помощи 
теоремы Банаха-Штейнrауза *) , которую мы  докажем в этом пара
графе . Эта теорема имеет многочисленные применсиня в такого рода 
доказательствах. 

Векторное пространство , в котором каждому элементу х отнесено 
неотрицательное число ,  обозначаемое через 1 1 х 1 1  и удовлетворяющее: 
условиям : 

(1) 

( I I) 
l l x l l > О,  если х =F О ,  1 1 0 1 1  = О; 

l l x + y l l < l l x l l  + I I Y I I ;  
(I I I ) 1 1  сх 1 1  = 1 с 1 1 1 х 1 1  для любого постоянного с и любого х .  

называется нормированным пространство.м. 
Если мы определим расстояние между двумя элементами х и у 

как d (x, у) = l l x - y l l . то пространство в этом случае называется 
нор.мированны.м .метрическим пространство.м. 

Нормиj)ованное метрическое пространство сх называется предельно
за.мкнуты.м по отношению к d- сходи.мости * *) , если для лю
бой последовательности точек xn из сх такой , ч то 1 1 xm - xn 1 1 � О 
при т � оо и п � оо независимо друг от друга , найдется точка х 
из се такая , что 1 1 х - xn 1 1 � О  при n � оо .  Нормированное .мет
рическое пространство ,  предельно-за.мттутое по отношению 
к d-с:соди.мости , называется В-пространство.м (пространство 
Банаха * * *  )) . 

Множество точек х,  удовлетворяющих условию l l x - x0 1 1  < а  
для какого-нибудь х0 и некотороrо о > О ,  называется сферой .  

( 1 0.9, 1 ) Теорема Бэра . Если сх является В-пространством 
и сх = Е1 + Е2 + . . .  + Е" -1-- . . .  , то , по крайней .мере ,  одно из 
.множеств Е1 , Е2 , • • •  п л о т н о  в нетсоторой сфере .  

*) См. ,  например, Банах  [ 1  ] .  90, Зигмунд [ 1 ) . Автор обязан Куперу 
за уточнение, касающееся прнменения этой теоремы. 

**) См. определение после ( 1 0.3, I J I )  и § 10.8. 
* -�*) В топологии пространства, предельно-замкнутые относительно d-схо

димости, называются полными пространствами, так что они включают 
В-пространства.  

23 Зак. 1 223. Р.  Кук 
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Действительно, предположим,  что н и  одно из множеств En ни 

:m какой сфере не плотно .  Тогда внутри каждой сферы мы можем 
:найти сферу для любого частного значения n , которая не содержит 
ши одной точки En . Обозначим через К1 сферу, не содержащую 
точек Е1 ; мы можем выбрать К1 так, чтобы ее радиус r1 был 
меньше 1 , т. е. r 1 < 1 .  Теперь мы выберем последовательность сфер 
Kt . К2 • • • •  с радиусами r1 , r2 , • • •  , удовлетворяющую условиям : 

( I) Kn +l  c:. Kn ; (I I) Kn не содержит точек En ; ( I I I) r n < __!_ .  n 
Пусть Xn - центр сферы Кп • тогда Xq Е Kq c:.KP' если О < Р  < q 

1 и l l xq - Xp l / .<;. rP < p · Следовательно, l l хq - Хр l / � 0 . когда р � оо 
и q � оо независимо друг от друга , и { х n } d-сходится к некоторой 
предельной точке х .  

Однако если О < Р < q , то 

а так как это неравенство справедливо для произвольно больших q, 
то мы имеем 1 1 хР - х 1 1 <. гР' т. е .  х находится внутри сферы КР. 
Следовательно, точк а  х не принадлежит никакому из множеств En , 
что противоречит предположению , что все пространство содержится 
в сумме множеств Е n .  Это и доказывает теорему. 

Приведем следующие примеры В-пространств : 
( I) Если а - множество действительных чисел и 11 х 1 1 = 1 х 1 . то а 

является В -пространством. 
( I I )  Если а - множество всех функций , определенных и непре

рывных на [а , Ь] ,  и если l l x l l = max 1 x (t) l , то а является В-про
а <; t .:; ь  

странством .  Условие 1 / x - xn i i � O означает, что xn (t) равномерно 
сходится к х (t) . 

( I I I )  Класс L2 (а ,  Ь) всех функций х (t) , таких, что 1 х (t) 12 интег
рируемы по Лебегу на (а , Ь) ,  является В-пространством , как это 
.следует из теоремы Рисса-Фишера . 

Оператор и ,  определенный в а, называется аддитивным, если 

и (х +  у) = и (х) + и (у) 

для любых х и у из а. Тогда и (х) + и (О) = и (х) , так что и (О) = О . 
Следовательно , и (х) + и (- х) = О и ,  значит ,  и (- х) = - и (х) . 

Если и (х) - аддитивный оператор и t - рациональное число, то 
-очевидно ,  что и (tx) = tи (х) . 

Оператор и ,  определенный в а, называется однородным, если 
. .и (сх) = си (х) для любого постоянного с и любого х из а. 

Оператор , являющийся одновременно аддитивным и однородным, 
.называется дистрибутивным. 
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В этом параграфе мы будем рассматривать линейные операторы, 
т .  е .  операторы ,  являющиеся дистрибутивными и непрерывными 
по отношению и d- сходимости * ) . 

( 1 0.9, 1 1 ) Для того чтобы дистрибутивный оператор и был 
непрерывным в а по отношению и d-сходимости ,  необходимо 
и достаточно , чтобы существовало положительное число М, 
такое, что 

l l и (x) I I < M ! ! x ! !  для любого х из а . ( 1 0 . 9 1 )  

Достаточность условия очевидна. Чтобы доказать необходимость, 
предположим ,  что существует последовательность точек { хп } такая, 
что 

(п = 1 ,  2 , . . .  ) . 
Умножая на соответствующим образом подобранный скаляр (завися

! ЩИЙ ОТ п) , МЫ МОЖеМ ПОЛОЖИТЬ 1 1  Х n 1 1  = n . 
Тогда l l xn l l -+ О , но l l и (хп) l ! > 1 ,  так что и не является непре

рывным по отношению к d-сходимости в точке х = О. Это и до
казывает необходимость условия. 

Если и - линейный оператор , то наименьшее положительное 
число М, удовлетворяющее ( 1 0 . 9 1 ) , называется нормой оператора 
и будет обозначаться через Ми; таким образом ,  Ми - точная верх
н яя граница значений 1 1 и (х) 1 1  на Е,  г де Е - единичная гиперсфера 
l l x l ! = 1 .  

Нормы в обеих частях неравенства ( 1 О. 9 1 ) могут иметь совер
шенно различный смысл , так как а и пространство И значений и (х) 
могут быть различными. 

( 1 0.9, III) Теорема Банаха-Штейнгауза. Пусть { ип } - после
довательность линейных операторов , определенных в В-про
странстве а, и пусть Мип обозначает норму оператора ип . 

Если l im 1 1 ип (х) 1 1  конечен для любого х из а , то послеn + оо  
довательность {Мип ) ограничена . 

Пусть smn - MHO?J<eCTBO всех точек х, для которых 1 1 ит (х) 1 1  < п . 
и пусть 

F п == SlпS2пSзп • · · 
Множества Smn замкнуты ,  следовательно , Fn также з амкнуто . ДлЯ! 
любого х из а 1 1 ит (х) 11 < п для каждого т и некоторого п .  П оэтому 
каждый элемент х принадлежит к некоторому F п • т. е . 

a = F1 + F2 + . . . + Fп +  . . .  

Следовательно, согласно ( 1 0.9, 1 ) ,  по крайней мере одно из F , ска
жем , Fn , является плотным в некоторой сфере. Но если Fn замкнуто. 

*) Оператор называется непрерывным по отношению к d-сходимости .• 
если 11 и (х) - и (хп) 1 1 -+ О, когда 11 х - Xn 1 1  -+ О  при n -+ со (ер. § 9.7) . 

23* 
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и плотно в сфере, оно должно содержать всю сферу. Поэтому 
для некоторого фиксированяоzо n найдутся х0 и о > О такие , что 
l l ит (x) l l < n для любого т всякий раз , когда l l x - x0 l l <: o .  Тогда , 
если I I Y I I < о , мы имеем : ' 

/ 1 и т (у) 1 1 = 1 1 ит(Хо + У) - и т (хо) 1 1 -'(: 1 1 и т (Хо + У) 1 1 + 1 1 и т (хо) 1 1 -'(: 2n. 

Таким образом , если 1 1 у 1 1 -'(: 1 , то 1 / um (у) 1 / -'(: 2� для любого т 

и ,  значит, последовате,1ьность 1 Мип }  является ограниченной. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о н е о б х о д  и м о с т и у с л о в и я (а) ' т е о

р е м ы  К о ж и м а-Ш у р а  (4. 1 , 1 ) *) .  Доказательство того факта , что 
00 

суммы � 1 aik 1 = Ml конечны для каждого l .:> 1 , проводится так же , 
k = l  

как и в (4. 1 , 1) . Докажем , что множество (Ml }  ограничено .  
Множество Г всех сходящихся последовательностей является про

странством последовательностей ; в качестве нормы 1 / х 1 / в этом про
странстве мы возьмем точную верхнюю грань 1 xi J . При таком 
определении нормы пространство Г есть В-пространство. 

со 
Обозначим через ui (х) операцию � alkxk и положим 

k = l  

00 
тогда / / u i (x) / 1 -'(:  � J aik l / xk J < Mi / / x / 1 для любого х из Г. Следо-

k = l  

вательно, п о  теореме ( 1 0.9 , 1 1 ) ,  ui будет лиuейuы.м оператором в Г. 
Если последовательность x <NJ определена условиями 

x<kN) = 1 aik 1 (а _L О) x<kN) = О (а -- О) 
aik 

ik -r- , ik -

для 1 -'(:  k -'(:  N (i фиксировано) и XkN) = О для k > N, где N - про
нзвольное целое положительное число , то она принадлежит Г 
и j[ x<NJ [j = 1 . Но 

N / l щ (x<NJ) / 1 - � 
1 / x<NJ I J  

- � J aik J < Mi , 
k = l  

и для данного произвольнога е > О найдется целое положительное 
число N •.  такое , что 

*) Доказательство для Т -матриц дано Банахом ([1 ] ,  90-9 1 )  и перене
сено на К-матрицы Бермсом (здесь приводится доказательство Верм са). 
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Поэтому Ml в действительности является нормой оператора 
иl (х) в Г (в смысле определения ,  данного перед ( 1 0.9., I I I ) ) .  Но , по 
предположению,  для любого фиксиров�ного х из Г иl (х) --+  и (х) 
при l -+ оо, где и (х) конечно. Следовательно, 

l im i l и l (x) l l = lim 1 иi (х) 1 < оо 
l+o:> l+ oo 

и , по теореме ( 1 0.9, I I I) ,  множество { Mi } ограничено. Требуемый 
результат доказан . 

Примеры к главе 10 
1 *) . Показать, что с• = а1 и D* = а1 и что С и D не являются совер

шенными. 
2. Доказать ,  что о� = 02 и о; = 01' о� = 02 и о; = 01 и что 01 и 02 

совершенны, а 01 и 02 не являются совершенными. 
3. Показать, что: 
(1) любое множество целых положительных чисел является F-множеством 

для ер и W-множеством для а; 
(I I)  множество всех четных целых чисел является F-множеством для 02 

и 02 и W-множеством для 01 и 01;  
(I I I)  множество всех нечетных целых чисел является F-множеством 

для 01 и 01 и W-множеством для 02 и д;; 
(IV) множество квадратов всех целых чисел является W-множеством 

для о . 
4. Доказать, что любое W-множество для а является F-множеством 

для а\ но обратное утверждение неверно. Отсюда вывести, что любое 
W-множество для а является F-множеством для а и что справедливо об
ратное утверждение. Показать также, что если а совершенно, то справед
ливо утверждение, обратное первому. 

5. На примере х �n ) = (п � 1 ) k иллюстрировать тот факт, что с-сходи

мость не обязательно влечет а�-сходимость .  
6. Показать, что если а :;;;:,. ср,  то любая последовательность из а· * является 

а-пределом ее секций.  
7. Иллюстрировать ( 1 0.3, IV) и ( 10.3, V) следующими примерами: 

Da00 (ер) = da00 (ер) = а1 , Da, (ср) = da, (ср) = а2, 
Da, (ср) = da, (ср) = aCG' Da, (at) = da• (а1) = "2• 

Da, (а2) = da, (аз) = аоо, Da, (at)  = da,(a1) = аоо, 
D- ( f) = d- (ср) = О2, D- (ср) = d- (ср) = О1, о, о, о, о. 

D (Г) = d (Г) = а00, D ( С) = d (С) = а00, 
D (D) = d (D) = а  оо ,  D (Z) = d (Z) = а00, 

8 . Показать, что а1 замкнуто в двух смыслах по отношению к а1Z-схо
димости . 

*) Как было уже сказано в начале главы. все примеры к гл .  10 даны 
Алленом. 
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9 .  Доказать, что: 
(1) e<k> а1-ограничена; 
(1 1) если xkn) = (-1 )k+1 для k.<, n и xkn) = О для k > п, то х<п) rрС-огра· 

ничена; 
(111) если х - фиксированная точка нормального пространства а, а Х

м ножество, состоящее из всех точек, координаты которых имеют такие же 
модули, что и соответствующие координаты х, то Х а-ограничено. 

10. Доказать, что если Х а-ограничено, а и - какая-нибудь точка из а\ 
00 

то � 1 xkиk 1 .<, r (и) для любого х из Х. 
k � l  

1 1 .  Показать, что если �-совершенное пространство, а Х а� -ограничено, 
00 

то любому и из � соответствует r (и) такое, что � 1 xkиk 1 .<, r (и) для лю
k � 1 

бого х из Х. 
12. Показать, что единичные векторы Гильберта образуют р-ограничен

ное множество в а2• 
13. Доказать, что матрица (Хпk) с конечными строками иреобразует лю

бое множество и, удовлетворяющее условию 1 иk 1 .<, rk, в ограниченное 
в совокупности м ножество тогда и только тогда, когда она ограничена по 
строкам и 1 Xnk 1 <: mk для любого n. 

14. Показать, что матрица (хпk), удовлетворяющая условию 1 Xnk 1 .<, Мп, 00 
преобразует любое множество и, для которого � 1 иk 1 в совокупности 

k � 1  
ограничены, в ограниченное в совокупности множество тогда и только тогда, 
когда 1 Xnk 1 .<, М для любых n и k. 

00 
15. Доказать ,  что матрица (хпk), у которой ряды � l xnk l сходятся для 

k �l 
любого n, иреобразует любое ограниченное в совокупности множество 
в ограниченное в совокупности множество тогда и только тогда, когда она 
является к,-матрицей. 

00 

1 1 
16. Если - + - = 1 , где r > 1 ,  то матрица (хпk), у которой ряды r s 

� 1 Xnk 1' сходятся при любом п, иреобразует любое множество и, в кo
k=l 

00 
тором � 1 иk J 8 ограничены в совокупности, в ограниченное в совокупности 

k � l  
00 

множество тогда и только тогда, когда суммы � 1 Xnk 1' ограничены. 
k • l  

1 7. Матрица (хпk) иреобразует любое множество и конечных последо
вател ьностей, имеющее ограниченную длину и удовлетворяющее условию 
1 иk 1 .<, rk (rk > 0), в ограниченное в совокупности множество тогда и только 
тогда, когда J Xnk 1 .<, mk для любого n. 

1 8. Показать,  что e<k) р-сходится в а .  
19. Доказать, что если а - пространство свободной сходимости, и есть 

р-ограниченное множество в а* и S- множество, состоящее из номеров 
всех отличных от нуля координат последовательностей из и, то S является 
F-множеством для а**. Также показать, что если х<п> р-сходится в а, то x<n> 
имеет ограниченную длину l относительно S. 
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20. Доказать следующие результаты: 

(!) d' (ер) =  ер ; 
(11) d' (а,) = а, (r > 1 ) ;  

(I I I) d' (а) = а ; 
(IV) d' (ер) = а1; аоо 

(V) d:, (ер) =  аз; 
(VI) d:, (al) = а2; 

(VII) d� (а) =  а , 
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где а > ер (так что а является единственным пространством, содержащим ер 
которое замкнуто по отношению к р-сходимости относительно ср ) ;  
(VII I)  

( IX)  

(Х) 

d: (ер) "" а00;  1 
d: ( а1) "" а00; 1 
d:1 (а2) "" а00• 

21 . Показать, что последоватедьность x<n> из 01 р-сходится тогда 
и только тогда, когда она с-сходится и x�k)+l имеет ограниченную длину; 
также показать, что x<n> из 02 р-сходится тогда и только тогда, когда она 
с-сходится и x�'}l имеет ограниченную длину. 

22. Найти классы последовательностей, которые р-сходятся в простран
ствах С, D, Z и I'. 



ПРИЛОЖЕИНЕ 

Здесь мы укажем некоторые работы , относящиеся к содержанию 
настоящей книги , в дополнение к тем , которые уже упоминались 
в тексте . Работы , касающиеся материала второго тома , а именно: 
функцион альных и абстрактных гильбертоных пространств , примене
имя бесконечных матриц в квантовой механике, линейных операторов 
в гильбертовам пространстве, математической теории спектра , проек
тивной сходимости и пределов в матричных пространствах и кольцах. 
мы  упоминать здесь не будем. 

Применеине бесконечных м атриц к умножению последователь
ностей и рядов :  Смэйл ( 2) ,  Кожима [2 ) , Робнеон [ 1 ) ,  Адамс [ 1 ) . 
А гнью [ 1 5] ,  Гамильтон [ 1 } , ( 2 ] , ( 3 ] , Нигам ( 1 ) .  

Применеине матриц Гильберта к динамике и кинетической тео
рии газа: Хислоп ( 1 ]  и Гильберт [ 1 ) ,  267-282 соответственно . 

Вопросы ,  связанные с ядрами последовательностей : Радо ( 1 ] .  
Обобщения пространства Банаха и других пространств :  Хаус

дорф (3 ] ,  Спенсер ( 1 ] , Дей ( 1 } , Вулих ( 1 } , Роджерс ( 2] . 
Сильная су.м.мируе.мость .  Для данной действительной или ком

плексной матрицы (ank) и р > О Са с ( 1 ]  называет комплексную по
следовательность { sk } сильно суммируемой .методом А к s ,  если (1) 

00 
"п = � ank J s - sk IP сходится для каждого п � 1 и (1 1) l im "п = О. k = l  n+oo 
Гамильтон и Хилл ( 1 ]  доказывают некоторые теоремы о сильной 
сходимости . 

Пределы последовательностей фую•ций . Гиллеспи и Гурвицем [ 1 )  
рассмотрен вопрос о связи между пределами последовательностей 
функций и пределами последовательностей , полученных в результате 
преобразования при помощи матриц. Для того чтобы предел сходя
щейся последовательности непрерывных функций был непрерывной 
функцией ,  достаточно, но не необходимо ,  чтобы сходимость была 
равномерной. Изучение теории суммирования показывает, что это 
условие является также достаточным для равномерной сходимости 
последовател ьности ,  полученной в результате преобразования данной 
последовательности при помощи Т -матрицы . Следующий пример по
казывает ,  что полученная в результате преобразования последова
тельность сходится равномерно ,  в то время как первоначальная по-
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следавательность сходится неравномерно. Положим 

r 2пх (О < х <  2 -п) ,  

sn (х) = � 
0
2 - 2пх (тп < х < 2-n +l) , 

t (2-n +l < Х < 1 ) . 
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Тогда sn (х) непрерывна для О < х < 1 и sn (х) � О .  В самом деле , 
если х = О , то sn (х) = О  для любого n , а если О < х < 1 ,  то sn (х) = О , 
когда 

> 1 - log x n log 2 · 

Сходимость в интервале О <  х < 1 не является равномерной ,  так 
ка к sn (2-n) = 1 .  

Если an (х) - арифметические средние для sn (х) , то ал (х) = 
= _!_ (2n +l _ 2) x , когда О < х -< 2 -п , и crn (x) = _!_ (2 - 2x) , когда 

n n 

2-n  < х < 1 .  Следовательно , О <  crn (х) < � (О < х < 1 ) , и таким 
n 

образом , an (х) � О  равном ерно в интервале [0 ,  1 ] . 
Гиллеспи и Гурвиц показали ,  что всякая ограниченная последова

тельность дейсТВJIТельных непрерывных функций ,  определенная на 
замкнутом компатнам множестве Е в любом абстрактном метрическом 
пространстве ,  которая сходится к непрерывной предельной функции , 
равномерно суммируема при помощи соответствующим образом подо
бранной Т-матрицы . 

Близкие к этому вопросы рассмотрены Агнью в [ 1 ] и [8 ] .  
Матрицы Хаусдорфа . Пусть х (t) - функция с ограниченным 

1 изменением при О < t < 1 ,  причем х (О) = О и Х (t) = 2 {Х  (t + О) + 
+ z (t - О) \ при О < t < 1 .  При помощи этой «функции множества» 
производится преобразование Хаусдорфа Н (z) , а именно: 

1 n 
0n = J � ( � )  tk ( 1 - t)n-k sk dz (t) ; 

О k = O  
ряд � c k  с частичными суммами sk называется Н (z)- суммируемым к cr ,  
если о

п
� cr п р и  n � со . Матрица преобразования будет Т -матрицей 

тогда и только тогда , когда х ( 1 )  = 1 и х (t) � О  при t � О  (т. е. х (t) 
непрерывна в точке t = О  справа). 

Среди хорошо известных Т -матриц, получаемых как частные слу
чаи , мы имеем (С, г) -матрицу при Re (г) > О , полагая х (t) = 1 -( 1 -ty. 
матрицу Гёльдера при Re (г) > О , когда 

z (t) = r �г) f (rog � )r- l du, 
n 
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и матрицу Эйлера - Кноппа (§ 8 . 4) ,  полагая х (t) = О или х (t) = 1 ,  
смотря по тому, будет ли O -<: t < r или r -<: t -<: 1 .  

Матрицы Хаусдорфа также тесно связаны с общей проблемой 
моментов .  

О иреобразованиях Хаусдорфа и их свойствах см . Хаусдорф ( 1 ] ,  
Гарабедян [ 1 ] ,  ( 2] ,  Гарабедян, Хилле и Уолл [ 1 ] ,  Сильвермаи и Тамар
кин [ 1 ] ,  Хилле и Тамаркин [ 1 ) ,  [ 2 ] ,  Агнью [ 1 7 ] .  

Возвращаясь к общей теории матриц, отметим , что некоторые 
результаты для конечных матриц, содержащиеся в работах Бель
штейна [ 1 ]  и Тернбулла [5 ] , возможно ,  могут быть распространены 
на бесконечные матрицы , если устремлять к оо порядок конечной 
квадратной матрицы . 

Из  дальнейших работ упомянем следующие : Окада [ 2] ,  [ 3 ] ;  Ма
зур [ 2 ] ;  Сильвермаи [2 ] ,  [3 ] ; Тамаркин ( 1 ] ;  Морс ( 1 ] ; Дэйл [ 1 ] ; Скотт 
и Уолл ( 1 ] ;  Гронуолл [ 1 ] ; Агнью (7 ] ,  ( 1 3 ] ,  ( 1 9 ] ,  [20] ;  Джеймс ( 1 ] ;  
Берме [ 2 ] ,  [3 ] , [ 4 ] ,  [5 ] ; Лорд ( 1 ] ;  Суноути [ 1 ] ; Гомиш [ 1 ] ;  Обреш
ков [ 1 ] ; Фубини [ 1 ] ;  Андреоли [ 1 ] ; Сарымсаков [ 1 ] ;  Гамильтон (4] ; 
Эрд!!ш и Пиранин ( 1 ] ,  [2 ] , (3 ] , (4 ] ; Барлаз [ 1 ] ; Г .  Гурвиц [ 1 ) ; Ло
ренц ( 1 ] ,  ( 2] ,  [3 ] , (4] ; Меньшов ( 1 ] ;  Даревекий ( 1 ] .  



И.  И .  ВОЛКОВ и П .  Л. УЛЬЯНОВ 

О НЕКОТО РЫХ Н О ВЫХ РЕЗУЛ ЬТАТАХ 

ПО ОБЩЕЙ ТЕОРИ И  

СУММИ РОВАНИЯ РЯДОВ 

И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО СТЕЙ 

(ОБЗОРНАЯ СТАТЬЯ) 





ВВЕДЕНИЕ 

В дополнение к основному тексту книги в статье приняты сле
дующие определения и обозначения . 

Методы суммирования будут обозначаться буквами А ,  В,  С, А, . . .  
Если метод суммирования определен матрицей , то и метод и матрица 
будут обозначаться одной и той же буквой , и мы часто вместо «ме
тод» будем говорить «матрица» , подразумевая под этим , если нужно ,  
метод, определенный этой матрицей . Через А (х) или A-l im x n  будет 
обозначаться результат суммирования последовательности х = {хп } 
методом А.  В частности ,  когда метод определен матрицей А ==  (атп> 

со 
(т , n = 1 ,  2 , . . . ), тогда А (х) = l im � атпХп • если предел справа 

m + co n = l  
существует. 

Метод суммирования называется регулярным,  если он суммирует 
каждую сходящуюся последовательность к тому же самому конеч
ному пределу, к которому она сходится .  Регулярные матричные 
методы определяются матрицами Теплица (Т -матрицами). 

Множество последовательностей , суммируемых методом А, назы
вается полем сходимости этого метода и будет обозначаться че
рез А*. 

Два метода суммирования А и В называются совместными, если 
они не могут суммировать одну и ту же последовательность к раз
личным пределам *) .  

Метод В сильнее метода А (или А слабее В), что обозначается 
А s;;: В, если каждая последовательность , суммируемая методом А, 
суммируется и методом В, хотя ,  быть может , к другому пределу .  
Если А ;;; В и, кроме того, существует посл.едовательность , сумми
руемая методом В и не суммируемая методом А ,  то метод В назы
вается строго сильнее метода А (или А строго слабее В) и обозна
чается А с В * *). 

*) Несравнимые матрицы мы также относим к совместным (см.  § 5. 1 
основного текста). 

**) Таким образом, при определении включений методов суммирования 
их совместность заранее не предполагается; этим приведеиные определения 
отличаются от определений, данных в § 5.1 настоящей книги. 
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В случаях , когда будет идти речь о тех или иных свойствах 
методов ,  применеиных к ограниченным последовательностям , мы будем 
добавлять слово огран.ич.еняо , например огран.ич.ен.н.ое поле, А и В 
огран.ич.ен.н.о совместны ,  В огран.ичен.н.о сильнее А и т. д. , и в со
ответствующих случаях обозначать А�. А0 s;;; В0, А0 с: В0• 

Если для действительных последовательностей или рядов к мно
жеству возможных предельных значений наряду с конечными отне
сены также + оо и - оо , то мы будем дополнительно употреблять 
определения :  А и В вполн.е совместны ,  если они не могут сумми
рорать одну и ту же последовательность к различным пределам,  
конечным или бесконечным определенного знака "') ;  метод В вполн.е 
сильнее А (обозначается А � с:; В), если каждая последовательность , 
суммируемая методом А к какому-либо пределу, конечному или бес
конечному определенного знака , суммируется и методом В к некото
рому пределу, конечному или бесконечному определенного знака . 

Матрица называется положительн.ой , если все ее элементы неот
рицательны * *) . Матрица (атп) называется н.ормальн.ой, если amn = О  
для n > т ,  атт =!= О .  Через АР будет обозначаться матрица , которая 
получается из А = (атп) ,  если в ней положить все элементы amn с n < Р  равными нулю. 

Цифры в квадратных скобках со звездочкой указывают на соответ
ствующую работу из списка литературы к обзорной статье . Без звездо
чек отмечены работы из списка литературы к основному тексту 
книг и. 

Вся обзорная статья состоит из двух частей . Первая часть , содер
жащая изложение некоторых вопросов из теории суммирования число
вых последовательностей ,  написана И. И. Волковым .  Вторая часть , 
содержащая изложение некоторых результатов ,  относящихся, в основ 
ном,  уже к функцион альным рядам и последовательностям, написана 
П . Л . Ульяновым .  Объем статьи не позволил нам осветить довольно 
много новых результатов ,  относящихся к общей теории суммирова
ния .  Из-за этого факта в обзорной статье в некоторой степени отра 
зились склонности авторов. 

*) Если, например, для некоторой последовательности х = {хп} 
А (х)= + со, а В (х) = - со или В (х) = а =!= + со, то А и В уже не явля
ются вполне совместными. Отметим, что последовательность {хп} сумми

оо 
руется матрицей (атп) к + со, если lim � атпХп = + се, причем не ис

m + оо n = l  
ключjlется случай, когда для некоторых или даже для всех т имеет место 

00 
� amnXn = + со. Аналогичный смысл имеет суммируемость к - со. 
n = l  

**) Если рассматриваемая матрица является Т-матрицеЙ , то она считается 
положительной и в том случае, когда ее отрицательные элементы располо
жены не более чем в конечном числе строк и столбцов. 
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Ч А С Т Ь  I 

§ 1 .  Совместность методов суммирования 

Как было уже сказано в § 5 . 8 ,  для ограниченных последователь
ностей имеет место следующая теорема Мазура - Орлича: 

Т е о р е м  а 1 . 1 .  Если А и В - Т-матрицы и А0 с:: В0, то А и В 
ограниченно совместны . 

Неэависимо от Мазура и Орлича эта теорема была доказана 
Брудно А. Л .  [ 1 ] .  Мы приведем эдесь доказательство , принадлежа
щее Питереему [43* ] .  

Очевидно , достаточно доказать следующую лемму: 
Л е м м а .  Если две Т-матрицы А == (атп) и В = (Ьпzп) су.м.мируют 

ограниченную последовательность { sп } 1(, различным значениям, 
то существует ограниченная последовательность ,  су.м.мируе.мая 
.матрицей А и не су.м.мируе.мая .матрицей В . 

Д о к а э а т е л ь  с т в о л е м м ы . Без ограничения общности можно 
считать , что 
Положим 

A-l im sn = О, B-lim sn = 1 .  
00 

tт = � атп8п • 
n = 1  

00 

'tт = � Ьтп8п • 
n=1 

В силу предположения на«дется последовательность { от } ,  от > О� 
от � О при т �  оо , такая ,  что 

1 tт 1 < ат . 1 'tт - 1 1 < ат . 
Пусть {Pk } - последовательность частичных сумм ряда 

1 1 1 1 1 1 - 1 + 2+ 2 - 2 - 2+ · . .  +п+ · . .  

. .  . + _!_  _ __!_ _  . . . _ __!_ + . . . . n n n 
1 в котором n встречается 2п раз, причем первые n раз со знаком 

«+» , вторые n раз со знаком «-» .  Последовательность { Р k } обла
дает свойствами 

Pk= O ,  если k=p (p + 1 ) , р= 1 , 2 ,  
Pk = 1 , если k=p2, р= 1 ,  2 , . . .  

Положим 1 Рн1 - Pk 1 = 1Jk; очевидно , 1 Pk 1 < 1 и l im 1Jk = О. k + oo  
Выберем последовательность { sт } , sт > О , l im sт = О при т �  005 

nоследовательность натуральных чисел { тk} и целочисленные неубы• 
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вающие функции натурального 
ряющие условиям: 

аргумента Л (т) и р. (т) , удовлетво-

Л (т) Л (  т) 
� / атп / -.< ет, � / bmn 1 -<: ет, n = 1  n = 1  

00 00 

причем Л (тk) = р. (тk _ 1) ,  k = 2 ,  3 ,  . . . 
Положим 

s� = sn для n < Л (т1) , 
s� = Fksn для Л (тk) --<:  n < р. (тk) . 

Покажем ,  что последовательность { s� J обладае:r требуемыми свой
ствами , т .  е .  суммируется методом А и не суммируется методом В. 

Пусть тk --<: т --<: тk + l ; тогда имеем : 
оо Л (т) -1 р. (т)- 1 

t� = � aтns� =  � aтns� + Fk � атпsп + n = 1  n = 1  n = Л  (т) 
р. (т)-1 оо 

+ <Fн t - Fk) � aтnsn + � атп8� · n = p. (тk) n = р. (т) 
так как р. (т) --<: р. (тн1) и Л (тk) --<: Л (т) --<: р. (тk). Отсюда и иэ того ,  
что 1 s�  1 --<: 1 sn / .  следует : 

1 t� / -<: � / aт.'ls� i + / Fk /  � aт,.sn + 
Л (т) 1 р. (т)-1 1 n = 1  n = Л (т) 

р. (т) - 1  оо 
+ / Fk + l - Fk /  � / aтn / I Sп / + � / атп / 1 8� 1 · n = p. (mk) n = p. (т) 

Первое , третье и четвертое слагаемые справа в этом неравенст ве 
не превосходят соответственно Нет, M71k и Нет, а второе слаг ае
мое не превосходит от + 2Н!т· Таким обраэом ,  

1 t� l --<: Нет + от + 2Нет + M7jk + Нет 
и , следовательно , A- l im s� = О. 

Покажем теперь ,  что { s� } не суммируется методом В. Как и 
выше ,  для тk --<: т -.<тk + l имеем :  

оо л (т)- 1 р. (т) - 1 
"t '  = � ь s' = � ь s' + F � ь s + т n = 1 тп n n = 1  тп n k n = Л (т) тп n 

11- (т) - 1 оо , 
+ (Fk+ l - Fk) � bтnsn + � Ьтп8п · n = !'- (тk) " = �' (т) 
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Для первого , третьего и четвертого слагаемых в правой части этого 
равенства мы получаем такие же оценки , как и в случае матрицы 
(атп) ,  т. е. они не превосходят по модулю соответственно Нет , M1Jk 
и Hsm и ,  следовательно , стремятся к нулю при т --+  оо . Что касается 
второго слагаемого 

tJo (IR) - 1 

pk � bmnsn , 
n = Л (m) 

то при k = р (р + 1 )  оно обращается в нуль ,  а при k = р2 стре
мится к 1 при т --+  оо .  

Таким образом ,  
J iш  't� = 0, J iш 't� = 1 .  

р + 00 р (p+l) р + 00 р• 

Отсюда следует, что { s� } не суммируется матрицей В. Лемма доказана .  
Теорема 1 . 1  немедленно следует из леммы .  
Из теоремы 1 . 1  вытекает (Мазур и Орлич [28* ] )  
С л е д с т в и е .  Если из  с у.м.мируе.мости ограниченной последо

вательности х = ( sп } Т-матрицей А всеzда следует су.м.мируе
.мость этой же .матрицей последовательности х*  = ( sпн } • то 
А (х) = А  (х*) .  

Действительно , рассмотрим матрицу В = (Ьтп) , г де 
Ьтп = ат. п - 1 , Ьт1 = 0 (т = 1 ,  2 ,  . . . ; п = 2 , 3 , . . .  ) . 

В силу условия любая ограниченная последовательность , суммируемая 
Т -матрицей А, суммируется и Т - матрицей В. Применяя теорему 1 . 1 ,  
получаем требуемый результат . 

Теорема Мазура - Орлича, как показано ими же ,  не  допускает 
обобщения на неограниченные последовательности , т. е. включение 
А с;: В для произвольных последовательностей не влечет совмест
ности матриц А и В для этих последовательностей .  

П р  и м е р  *) .  Определим матрицы А и В следующим образом : 
1 ат, т- 1 = 1 ,  атт = - т , атп = О в остальных случаях , 

1 1 ьт. т - 1 = 1 - (т - 1 ) !  • ьтт = - т . ьтп = о в остальных случаях. 

Положим 
00 00 

0m = � атп8п • tm = � Ьтп8п · n s l  n = 1 
Тогда для любой последовательности { sп } 

t1 = - s1 , 
tm+ l  = ( 1 - �� ) sm - т � 1 sm+ 1 · 1 

am+ l = sm - т +  1 sm+1• 

-�<) Пример незначительно отличается от данного Мазуром и Орличем 
в [28 � ] .  

24 Зак. 1 223. Р. l(JK 



370 ОБЗОРНАЯ СТАТЬЯ 

откуда 

tm+ l = 0m+ 1 + [ 0 1 + �� + ;� + · " + (т _::z 1 ) 1  ] • 
Последнее равенство показывает , что А !Е; В. Однако для sn = п r  
мы имеем : 

(т > 1 ) , 
т .  е .  А и В несовместны .  

Если вместо включения А !Е; В рассматривать полное включение 
А !;;; s;;;; В, то для произвольных (действительных) последовательностей 
имеет место следующий результат (см . [ 1 3*] ) :  

Т е о р е м а  1 . 2 .  Если А := (атп) и В = (Ьтп) - действительные 
положительные Т-матрицы с конечными строками и А �  � В , 
то А и В вполне совместны для всех действительнык последо 
вательностей *) . 

Теорема вытекает из следующей леммы : 
Л е м м а .  Если две действительные положительные Т-матрицы 

А ==  (атп> и В = (Ьтп) с конечными строками суммируют какую
либо действительную последовательность ( sп } к различным зна
чениям, конечным или бесконечным, то существует последова
тельность, суммируемая методом А и не суммируемая мето
дом В ни к конечному значению, ни к бесконечности определен
ного знака . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о л е м м ы . Обозначим через а (т) и Ь (т) 
номера последних отличных от нуля элементов в строке с номером т 
матриц А и В соответственно .  Так как А и В суть Т -матрицы ,  то 
а (т) -+ оо, Ь (т) -+ оо при т -+ оо. 

Мы можем предполагать выполненными следующие условия :  
а (т + l ) > а (т) > О , Ь (т + 1 ) > Ь (т) > О, 

а (т) > Ь (т) (т = 1 , 2 , . . .  ) . 
Пусть для некоторой последовательности { sп } 

00 
l im � amnsn = s А • m + oo  n = l  

00 
l im � bmnsn = s8 •  m + oo n + l  

Без ограничения общности можно считать, что s А > О , s в < - 1 . 

*) Строго говоря, в теореме достаточно потребовать положительность 
тол ько матрицы А, а тогда из включения А с:: с:: В и того, что А и В 
являются Т-матрицами с конечными строками, следует, что и матрица В 
должна быть положительной. В самом деле, если б ы  В не была положитель
ной, т. е . существовали бы элементы bmn < О со сколь угодно большими т 
и n, то можно было б ы  построить последовательность s = {sп},  S

n
-+ + оо 

при n -+  оо, для которой А (s) = + оо, а В (s) не существует (см ., напри
мер, § 6.3, лемма 3 настоящей книги). 
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Построим индуктивно последовательности {pJ , { q1 } и {х1 } (р1 и 
q1 - натурал ьные числа). Положим р 1 = l ; в качестве q1 возьмем 
число , удовлетворяющее условиям q1 .:> 1 и а (q1 + 1 ) > а (q1) . Поло
жим Xn = 1 для 1 < n <;. а  (q1) . Пусть уже построены р1_ 1 , q1_ 1 и Xn 
для i < n < а  (q1 _ 1) ,  причем а (q1 _ 1  + 1 )  > а  (q1 _ 1) . Выберем р1 так , 
чтобы оно удовлетворяло условиям :  

Р1 > ql- 1 • Ь (pi) > а  (qi - 1) , 
а (т) 
� amnsn > О для т .:> р1• 

n = a  (qi-1) +1 

После этого подберем числа Yn для а (q1_ 1) < n < а  (р1) так, чтобы 
они удовлетворяли условиям :  

Уп > О . Уп > sп • 
a (m) 
� amnYn > О для qt - 1 < т -<. Pi• 

n = a (q1_t)+ 1 
Ь (Р/) 
� bPi• nYn > О . 

n = a (q1_1)+ 1 

Теперь определим q1 так , чтобы оно удовлетворяло условиям: 
qi > Pi • a (q1 +  1 )  > а (qд . Ь (qд > а (рд . 

а (Р/) b (ql) 
� Ь q , nY n + � Ь q .• ns n < - 1 . 

n = a (q1_1) + 1  l n = a (P/) + 1 t 

Положим Yn = sn для а (Рд < n < а  (qд . Тогда , учитывая неотрица
тельность матрицы А, получим: 

a (m) 
� amnYn > О для ql- 1 < т <  ql • 

n = а  (q1_1)+  1 

b�(ql) 
� bq . •  nYn < - 1 .  

n = a (q1_1) + 1  t 

Положим теперь xn = суп для а (q1_ 1) < n < а  (qд . причем число с > О 
возьмем столь большим , чтобы xn удовлетворяли условиям : 

24* 

а (т) 

� amnxn > l для q1 _ 1 < т <;, q1 , 
n = 1 
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Из этих неравенств следует , что А (х) = + оо, т. е. { х n }  суммируется 
методом А к + оо  и не суммируется методом В ни к конечному, 
ни к бесконечному значению . Лемма доказана. 

Теорема немедленно следует из леммы.  
П риведенный после теоремы 1 . 1  пример показывает , что требова

ние положительности матриц в условиях теоремы 1 . 2 существенно. 
Следующий результат, принадлежащий Лоренцу и Робинсону [26*] ,  

устанавливает связь между матрицами А и В при и х  полном включе
нии. Мы приведем его здесь без доказательства *) .  

Т е о р е м  а 1 . 3 .  Если А и В - вполпе совместпые Т -матрицы 
с копечпыми строками , А - положительпая и А !;;;;;; s:;;; В, то па й 
дутся целое число р и положительпая Т -матрица С с коне•иtы.ми 
строками такие , что Вр= САР. 

Условие , что А и В вполпе совместны и А !;;;;;; s;;; В, может 
быть заменено более слабым, а имеппо: из а т � + оо всегда сле 
дует 1 '"т 1 � + оо, где 

00 

'tm = � bmnsn . n = l  
Как следует и з  теоремы 1 . 2 ,  предположение полной совместности 

матриц А и В излишне, ибо при условиях , наложенных на А и В. 
она следует иэ включения А s;; s;;; В. 

Следующий результат (см. [ 1 3* ] ) ,  имеющий место уже для произ
вольных действительных Т -матриц, показывает , что включение А с;: В 
только для класса последовательностей ,  суммируемых к + оо, и сов
местность А и В для этого класса последовательностей влечет включе
ние А0 С:: В0 ,  а следовательно , по теореме 1 . 1 ,  и их совместность для 
ограниченных последовательностей . Мы приведем его в более общей 
форме. Через RA будет обозначаться ядро последовательности , по
лученной в результате А-преобразования данной последовательности. 
Аналогичный смысл имеет Rв· 

Т е о р е  м а 1 . 4 . Если любая действительная последователь
пость ,  суммируемая действительной Т-матрицей А к + оо. сум
мируется также действительной Т -матрицей В к + оо, то для 
любой ограпиченпой последовательности { sп } имеет место вклю
ч ение Rв c::. RA .  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Мы покажем , что Rвc=.RA для любой огра
ниченной действительной последовательности. Распространение до
казательства на комплексные ограниченные последовательности не 
представляет затруднений . 

Допустим , что для пекоторой ограниченной последовательности { sп } 
включение Rвc::. RA не имеет места. Тогда мы построим последова· 

*) В цитируемой работе требование полной совместности авторы вклю
чают в само определение полного включения. В наших определениях эти два 
свойства матриц рассматриваются независимо друг от друга. 
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тельность { хп ) , суммируемую матрицей А к + оо  и не суммируемую· 
к этому sначению матрицей В. При нашем допущении можно считать,. 
что 

00 
l im � amnsn > � > О , 
m�oo n = 1  

В этом случае найдутся число т0 и последовательность целых чисел 
{т�J , т� < т�+1 (k = 1 ,  2, . . .  ), такие , что 

(k = 1 , 2, . . .  ) . 

Пусть последовательность { ek ) удовлетворяет условиям :  
00 

ek > О, � ek < е, 
k = 1  

� где О < е < 2 .  

Построим индуктивно последовательности целых чисел {тk } и { nk } .  
Положим т1 = т0, n 1 = 1 ,  и пусть уже определены тk_ 1  и nk_ 1• 
Определим тk и nk . Число тk > тk- l выберем иs последовательно
сти {т�J так , чтобы оно удовлетворяло условиям :  

nk-1 
(k - 1 ) � 1 amnsn 1 < е для т:> тk, n = 1  

nk-1 
(k - 1 ) � 1 bmnsn 1 < е для т :>тk. n = 1  

Выберем теперь nk > nk - l • подчинив его условиям: 
00 

(k + 1 ) � l amnsn 1 < ek для т -< тk , n = nk+ 1  
00 

(k + 1 )  � i bmnsn 1 < ek .!I.ЛЯ  т-< тk. n -nk+ l  
Определим последовательность {хп ) , положив Xn = ksn для 

nk - l < n-<  nk (k = 2, 3, . . .  ), х1 = s1 . Покажем , что { хп ) сумми
руется матрицей А к + оо и не суммируется к + оо матрицей В. 

Для т -<  тн1 иs предыдущих условий и определения { хп ) имеем : 
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( 1 . 2) 

В силу определения xn эти неравенства справедливы при замене 
в них xn на sn. Так как 

= �t + �з + �s + �4 > � . 
-то с учетом предыдущих оценок и выбора последовательностей (mk } 
и { nk } получаем : 

�2 + �3 > � - 2е для mk -<: m -<: тн1• 
Умножая это неравенство на k и прибавляя к обеим частям �3• по
лучим : 

k �2 + (k + l ) �3 > (� - 2e) k + �s для тk -<: т -<: тн1• 
00 

Принимая во внимание определение Xn и то , что \ �s 1 -<: � J amnsп ! < М, 
fl = l  

из предыдущего неравенства будем иметь: 
nk+l  
� amnxn > (� - 2e) k - М для mk -<: m -<: mн1 ,  

n = nk_1 +1  

.а с учетом ( 1 . 1 ) и ( 1 . 2) 
00 

11
�amnxп > (� - 2e) k - 2e - M для fk -<:m -<:mн1 (k = 2 , 3 ,  . . . ) . 

Совершенно аналогично 
00 
� bmk, nXn < (- � + 2e) k + 2e + M 

n = 1  
(k = 2 ,  3 ,  . . .  ) . 

Так как � - 2е > О , а mk -+  оо при k -+ оо ,  то получаем , что {хп } 
суммируется методом А к + оо и не суммируется к этому значению 
методом В. Теорема доказана .  

§ 2. О полях сходимости Т-матриц 

Следующая теорема ,  принадлежащая Мазуру и Орличу [ 1 ] ,  уста
н авливает , что не существует Т -матрицы (сильнее , чем сходимость), 
nоле сходимости которой содержало бы только ограниченные после
довательности . 
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Т е о р е м  а 2 . 1 .  Если Т -.матрица А суммирует какую-либо 
расходящуюся последовательность ,  то она суммирует , по край
ней .мере , одну неограниченную последовательность . 

Мы приведем доказательство ,  данное Даревеким В .  М .  [ 1 5*] . 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Пусть А == (атп) суммирует ограниченную 

расходящуюся последовательность {ип } к значению и .  Положим 
х = { хп } = { ип - и) . Тогда х суммируется матрицей А к нулю . 
Построим индуктивно две последовательности натуральных чисел 
{т11 }  и { пk } .  Числа т1 и n1 возьмем такими ,  чтобы 

I Ym \ == l�amnxп l < 1 (т > т1) , 
со 

� l amn l < 1 (т = 1 ,  2 , . . . , т1) . n = n1 
Пусть уже выбраны т11_ 1  и п11 _ 1 • Выберем т11 > т11 _ 1  так , чтобы 

и п11 > n11 _ 1 так , чтобы 
со 

nk-1 
� / атп / <  � для 
n = l  

� / amn 1 < 211� 1k (т = 1 ,  2 ,  . . .  , т11) . 
n = n11 

Разобьем последовательность {хп } на зоны и k-зоной назовем после
довательность Хп11_1 +1 • Xn11_1 +2 • • • •  , Xn11 (полагая n0 + 1 = 1 ) .  

Так как последовательность {хп ) расходится ,  т о  выделим и з  нее 
подпоследовательность {х� } такую, что 1 х� ] > с > О (п = 1 ,  2, . . .  ) .. 
причем элементы {х� } будут в некоторых сколь угодно дальних зонах. 
Умножая все элементы k-зоны на Vk (k = 1 ,  2 , . . .  ) ,  мы получим 
неограниченную последовательность { �п } ·  Покажем , что { Еп }  сумми
руется матрицей А к нулю . 

Пусть т11 <: т < тн 1 (k > 1 ) .  Тогда 
со 

71m = � amn�n = n = 1 nk-1 nk nk+1 
= � amnEn + Vk � атпхп + Vk +  1 � атпхп + 

откуда 
n = l n = n11_1+1 n = n11+1 

nk+ 1 
� amnxn + (Vk + 1 - Vk) MN + 

n = n11_1 +1 

. . .  �· 
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где 
00 

N = sup J xп J < oo. M = sup � J amn l < oo. n т n = l 
Леrко видеть ,  что 

l im (Vk + 1 - Vk) = O ,  
k�oo 

nk - 1  00 

amnXn < I Ym l +  � amnXn + 
n = t 

� _!_ + (_!_+ _1 _1_) N """" 
k . k  2k k +  1 • 

Так как k � оо при т �  оо ,  то l im 11m = О .  Теорема доказана . m+oo 
Непосредственным обобщением предыдущей теоремы является сле

дующая 
Т е о р е м  а 2 . 2 .  Пусть А1 , А2, • • •  , An , . . .  - последователь 

ность Т-матриц ,  каждая из которых суммирует расходящуюся 
последовательность { ип } к одному и тому же значению. Тогда 
существует неограниченная последовательность , которая сумми
руется любой из матриц Ai (l = 1 ,  2 ,  . . .  ) к любому наперед за 
данному значению и .  

Будем называть последовательности х<1> = {x�l) } , х<2> = {х�>} , . . .  
• . . , х<п> = {х�>} л и н е й  н о н е з а  в и с и м ы  м и о т н о с и т е л ь  н о 
Т - м  а т р и  ц ы А ,  если линейная комбинация этих последовательностей 
Л1х<1 > + Л2х<2> + . . .  + Лпх<п> не суммируется этой матрицей при лю
бых значениях Л1 , Л2 , • • •  , l.n , не равных одновременно нулю. Если 
А - единичная матрица , то такие последовательности просто называют 
л и н е й  н о н е з а в и с и м ы м и .  

Из следующего результата , принадлежащего Брудно А .  Л.  [ 1 ) ,  
вытекает, что если Т-матрица суммирует одну ограниченную расхо
дящуюся последовательность , то она будет суммировать n линейно не
зависимых ограниченных последовательностей . 

Т е о р е м  а 2 . 3 .  Если А и В суть Т-матрицы и А0сВ0 , то ,  
каково бы ни было  целое  число n , найдется n ограниченных по
.следовательностей , суммируемых матрицей В и линейно неза
висимых относительно матрицы А . 

Используя этот результат , Огиевецкий И .  И.  [36*] доказал следую
щую теорему: 

Т е о р е м  а 2 . 4 .  а) Для любой Т -матрицы существует несчет
ное множество ограниченных последовательностей , линейно 
яезависимых относительно этой матрицы. 
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б) Любая Т-матрица, суммирующая одну ограниченную рас
ходящуюся последовательность , суммирует несчетное множество
ограниченных последовательностей,  расходящихся одновременно· 
с любой их линейной "омбинацией . 

Для доказательства упомянутых результатов отсылаем читателя 
к цитированным работам. 

Для неограниченных последовательностей результат типа устано
вленного в теореме 2 . 3  может не иметь места , как это вытекает иа 
приведеиной ниже теоремы , принадлежащей Даревекому В .  М .  [ 1 5�} . 

Т е о р е м  а 2 .5 .  Для любой неограниченной последовательно
сти х = { хп } и любого числа е можно У"азать т -матрицу, "0-
торая суммирует все паследовательности вида { cxn + схп } •  где 
с - постоянная , { rxn } - сходящаяся последовательность, " значе
нию се + l im rxn и не суммирует ни одну последовательность ,  n+oo 
отличную от этого вида . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {хп } = {ип } + {и� } · где 

и' = е n (п = 1 ,  2 ,  . . . ) . 

Так как { ип } - неограниченная последовательность , то из нее можно 
выделить подпоследовательность {ипk j '  удовлетворяющую условиям :  

(k = 1 ,  2 ,  . . . ) ; 
2) для любого т <.  пk 

1 ___!!:ш_ 1 < _1 
и k2 nk+ t 

(k = 1 , 2 ,  . . .  ) .  

(2 . 1 ). 

( 2 . 2) 

Определим матрицу А == (атп) следующим образом.  Все элементы т-й· 
строки для пk- t  + 1 <. т <. nk (k = 1 ,  2 ,  . . . , n0 = О) положим рав
ными нулю , за исключением э;11емента amm = 1 и элемента am, nk+ t '  
который определим из условия 

Отсюда и из (2 . 2) следует: 

(пk - t  + 1 <. т <. пk ; k = 1 ,  2 ,  . . .  ) , 

(2 .3). 

т .  е .  А является Т-матрицей .  Последовательность { ип } преобразуется. 
матрицей А в последовательность { 0 ,  О ,  . . .  } , и значит, последова
тельность {хп } суммируется матрицей А к значению е . 

Пусть теперь {vп } - какая-либо последовательность , суммируемая. 
матрицей А. Тогда 
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где { lm} сходится .  Последнее равенство в силу (2 .3) можно записать 
в виде 

Qтсюда при т = nk получаем: 

причем ряд 

v v l nk+ t = 2 _ ....!!.!._ 

(2 .4) 

(k = 1 ,  2 ,  . . .  ) .  (2 .5) 

(2 .6) 

.абсолютно сходится в силу (2 . 2) .  Обозначив его сумму через s, из (2 .6) 
получаем: 

Очевидно ,  что 1 em 1 < ��k , где 

M = sup \ lпk l '  Uk = I Unk+l \  ( l u  1 \ + \ и 
1 \ + . . .  ) .  k nk+ l nk+2  

Так как k --+  оо вместе с т, а И k в силу условия ( 2 . 2) стремится 
к 1 при k --+  оо ,  то l im em = О . Следовательно, полагая m+oo 

::: - s = cx, (s- :::) ; + lm + em = am, 

получаем ,  что 'Vm = С%Хт + а  т (т = 1 ,  2 ,  . . .  ) ,  где am сходится. Тео
рема доказана .  

Целлер [64*] отмечает, что матрица ,  удовлетворяющая условиям 
теоремы ,  может быть построена нормальной . 

Регулярный матричный метод называется внутренне совершенным, 
если он совместен со всеми регулярными методами, не более сильными, 
чем он .  Из предыдущих результатов вытекает следующая (см. [ 1 5*]) 
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Т е о р е м а 2 . 6 .  Из всех регулярных .методов суммирования 
внутренне совершенными являются толь"о тривиальные (т . е. 
а"вивалентные сходимости) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Если какой-либо регулярный матричный 
метод А сильнее обыкновенной сходимости , то по теореме 2 . 1 он 
суммирует некоторую неограниченную расходящуюся последователь
ность {хп J к пекоторому значению е .  В силу теоремы 2 .5 можно 
построить Т -матрицу В ,  которая суммирует {хп J к значению 'У/ =F е. 
причем каждая В-суммируемая последовательность имеет вид { cxn + (Хп l •  
где с - постоянная ,  а {(Хп }  сходится и ,  значит, В s;;;; А .  Таким обра
зом , любой нетривиальный регулярный матричный метод А несовместен 
с некоторым ,  не более сильным регулярным методом В, а так как 
тривиальный метод является внутренне совершенным, то теорема 
доказана .  

Как следует из теоремы 2 . 1 ,  не существует Т-матриц, суммирую
щих только ограниченные расходящиеся последовательности , хотя 
существуют Т-матрицы , сильнее , чем сходимость , не суммирующие 
ни одну расходящуюся ограниченную последовательность. Следующая 
теорема ( принадлежащая Агнью [ 1 *1 ) , которую мы приводим без дока
зательства, дает достаточные условия того , что Т-матрица не сумми
рует ни одной расходящейся ограниченной последовательности. 

Т е о р е м  а 2. 7. Если Т -.матрица А == (апk) удовлетворяет уело-вию 
l im [апп - � * i aпk l ] > О 
n+oo k = O  

(где �· показывает, что при суммировании член с k = п опу
с"ается) , то ни одна ограниченная расходящаяся последователь
ность не суммируется этой .матрицей . 

Следующий результат , принадлежащий Виланекому [9*] ,  указывает 
необходимые и достаточные условия для того , чтобы реверсивная *) 
К-матрица могла суммировать расходящуюся последовательность . Тео
рема доказана для нормальных матриц. 

00 
Положим \ I A I I = sup � \ ank 1 ; как отмечено Банахом [ 1 ] ,  если n k =O  

А - реверсивная матрица , то существуют ограниченная последова
тельность { ck } и матрица В:= (Ьпk) такие ,  что когда { Уп } сходится . 
тогда 

где 

00 

Yn = � ankxk , k = O  
00 

Xn = Сп l im Yr + � bnkYk • r + oo  k =O  
* )  Определение реверсивной матрицы см. в конве § 8.5 основного текста. 
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nричем ряды сnрава сходятся .  Ясно , что если А - нормальная матрица, 
-то сп = О , В =  А-1 •  Определим 11 А- 1 11 как 

s�p { 1 Сп 1 + �01 Ьпk 1 } • 

В случае , когда А нормальная ,  это определение совпадает с введен
ным выше. 

Т е о р е м  а 2 .8 .  Реверсивная К-матрица А суммирует расхо
iJящуюся последовательность тогда и тольuо тогда , uогда 
1/ А- 1 11 = оо . 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть II A- 1 1\ = oo. 
Так как ( сп } - ограниченная последовательность , то  мы получаем,  
что I J B I I = оо . Но тогда можно построить сходящуюся последова-

rо 
тельность {Уп } такую , что последовательность { ап } • где ап = � bпkYk• k =O 
-будет неограниченной. Положим хп = сп \ im у, +ап. Последователь· r+oo 
ность ( хп } также не ограничена, так как ( сп } ограничена, однако {Уп } •  

00 
где Уп = � aпkxk, сходится .  k = O  

Н е о б х о д и м о с т ь . Предположим , что [[ А- 1 \\ < оо. Пусть {хп } 
,суммируется методом А . Тогда последовательность {Уп } • где 

00 
у п = � апkХ k• сходится и 

k = O  

1 Хп 1 = 1 Сп}�� Yr + �0bпkYk \< 11 А - 1 11 s�p / Yr 1 < 00 .  

Таким образом , ( хп } - ограниченная последовательность . Но  если 
реверсивная К-матрица суммирует только ограниченные последова
-тельности , то она суммирует только сходящиеся последовательности 
(доказательство этого факта см. в цитированной работе; если А 
есть Т - матрица , то это следует из теоремы 2 . 1 ) .  Теорема доказана. 

Следующая теорема, принадлежащая Брудно А. Л. [4*] ,  является 
в некотором смысле противоположной предыдущей. Она содержит 
необходимые и достаточные условия того , чтобы Т-матрица была 
равносильна сходимости . 

Т е о р е м  а 2 . 9 .  Для того чтобы Т-матрица А была равно
,сильна сходимости , необходимо и достаточно , чтобы сущест
вовало  число  о0 > О такое , что 

l im � � атпхп \ :;;:> о0 l im l xп l m+oo п � 1 п+оо 
для любой ограниченной последовательности (хп } .  
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Приведеиная теорема является частным случаем более общих 
результатов ,  сформулированных в упомянутой работе в терминах норм 
матриц и последовательностей .  

Не трудно показать , что для любой Т -матрицы А можно указать 
Т -матрицу А' с конечными строками такую , что для ограниченных 

' последовательностей имеет место включение А0 !;; А0 •  Очевидно и 
<>братное , т .  е .  для любой Т-матрицы А' с конечными строками 
можно построить Т -матрицу А, которая имеет в каждой строке 
неограниченное множество отличных от нуля элементов и для кото-

' рой А0 s;;; А0• Эрдеш и Пиранин [67*] показали ,  что для произвольных 
(неограниченных) последовательностей включения такого вида могут 
не иметь места . Приведем их результаты . 

Т е о р е м  а 2 . 1 0 . Существует Т -.м.атрица А , для которой не 
существует Т -.м.атрицы В с конечны.м.и строка.м.и , удовлетво
ряющей условию А �  В. 

Д о к а з а  т е л ь с т в о .  Рассмотрим матрицу 

A = (ank) (n , k = 1 , 2 ,  . . .  ) , 
r _!__ о о 

1 о 1 
о ) 2 4 8 1 6  

1 
о о о о о 

А == 2 4 

t 
2 о о о о 

-элементы которой 
ank = ;Р для n =  1 ,  2 , . . .  , k = 2n-1 (2p - 1 ) , р = 1 ,  2 , . . . , 

ank = О в других случаях. 
Мы покажем , что , какая бы ни была Т-матрица В с конечными 

строками ,  можно построить последовательность { s п ) ,  суммируемую 
матрицей А и не суммируемую матрицей В .  Построение последова
те,1ьности { sп } будет зависеть от того ,  к какому из двух следующих 
ниже случаев относится матрица В, и опирается на тот факт , что 
кажд ы й  столбец матрицы А содержит один и только один отличный 
от нуля элемент . 

С л у ч а й  I .  Для любого целого положительного числа т сущест
вует элемент bnk • расположенный сколь угодно далеко вправо , 
причем положительный элемент в k -м столбце матрицы А нахо
дится ниже первых т строк. Точнее говоря ,  для любой пары целых 
положительных чисел т и h можно указать два положительных 
числа n и k (k > h) , таких , что 

bnk =1= О , 
a,k = O, r = 1 ,  2 , . . . , т .  
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Построим по индукции последовательности { n, J ,  { k, }  и { sk } ·  Пусть. 
Ь (n1 , k1) * ) - отличный от нуля элемент матрицы В .  Положим 

Sk = O  (k = 1 , 2 ,  . . . • kt - 1 ) , 

sk = Ь (nt. kt)  
(k = kt), 

Sk = O  (k = k1 + 1 .  k1 + 2  . . . . • k�). 

где k� - номер последнего отличного от нуля элемента в п1-й строке
матрицы В .  Очевидно ,  что при любом выборе остальных элементов 
последовательности { sk} мы имеем :  

CQ 
t (n1) == � b (n1 , k) sk = 1 .  k = 1 

С другой стороны, существуют целые положительные чисаа n� 
и k� (k; > k�) . такие , что а (n� . k1) =1= О и а (n� . k;) =1= О .  Положим sk = () 
(k = k� + 1 . k� + 2  . . . .  , k; - 1 ) ; sk = O  для всех k (k > k;) . 
для которых а (n�. k) > О, а sk для k = k; определим так , 

k; 
чтобы � a (n�. k) s" = O. k = 1 

Пусть уже определены п,_1 , k,_1 и s" для k = 1 , 2 ,  . . .  , k;_1 •  
Выберем теперь п, и k, так, чтобы они удовлетворяли следующим 
условиям :  

п, > max {п ,_ 1 , n�_ 1) . k, > k;_ 1 , 
Ь (п,, k,) =1= О ,  а (tt , k,) = О  

при n -<. max {n,_l' n�_ 1) . и пусть а (п; . k,.) - положительный элемент 
матрицы А в k,-м столбце . Очевидно , что п; > max {п,._1, п;_1} . 
Обозначив через k� номер послеnнего отличного от нуля элемента 
в п,.-й строке матрицы В ,  выберем k; > k; так , чтобы элемент 
а ( п:. k;) матрицы А был положительным. 

Положим sk = О для k;_1 < k < k,. и для k,. < k < k; . а s11 
для k = k,. и k = k; выберем так , чтобы 

k; 
t (n,.) == � b (n,, k) sk = (- 1 )'+

1 , k = 1 

*) Мы здесь употребляем запись Ь (п,, k,.) и а (п,, k,) вместо Ьп,., k, 
и ап,., k,-
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а k;- я  частичная сумма ряда �а (п;. k) sk равнялась нулю . Эле

менты sk (k > k;) . для которых а (п; , k) > О , положены равными 
IIУЛЮ . 

Так как каждый столбец матрицы А содержит только один отлич
ный от нуля элемент, то для построенной последовательности {sk } 
мы имеем 

00 
an = � anksk = O  (n = 1 ,  2 ,  . . . ) , k = 1 

а последонательность {tп } •  
00 

tn = � bnksk , 
k = 1  

имеет бесконечное множество значений + 1 и - 1 .  
С л у ч а й  1 1 . Существуют числа N и К такие , что если для 

каких-либо n0 > N и k0 > К  элемент ап •. ko > О ,  то Ьр, ko = О при 
всех р. В этом случае при построении последовательности { sk } мы 
положим sk = О всякий раз, когда k <: К  или один из элементов ank (п > N) отличен от нуля .  Отсюда следует, что 

00 

� anksk = 0 k=1 (n = N + 1 . N + 2 . . . .  ) . 

Остальные элементы sk мы выберем так ,  чтобы В-преобразование 
последовательности { sk } расходилось , а каждый из N рядов 

(n = 1 ,  2, . . .  , N) 

сходился к пекоторому значению an . 
Пусть (n1 , k1) , (n2 , k2) , • • •  - последовательность пар целых поло

жительных чисел , удовлетворяющих условиям :  

1 )  nr > N (r = 1 , 2 ,  . . . ) ; 
2) b (nr, k) = O (k = kr + 1 .  kr + 2  • . . .  ) ; 

kr-1  
3)  � 1 Ь (nr, k) 1 < ;r 

k = 1 
(r = 2 ,  3 , . . . ) . 

Элементы sk , которые не были определены ,  мы положим теперь 
равными (- 1 )r, когда kr_ 1 < k <: kr (r = 2 ,  3 , . . .  ) .  При таком опре
делении будем иметь : 

l im [ � b (nr, k) sk - (- 1 Y ] = 0, r->;-oo k = 1  
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00 
и в то же время р яды � anksk (п = 1 ,  2 ,  . . .  , N) абсолютно cxo-

k = l  

дятся .  Теорема доказана .  
Незначительно видоизменяя предыдущие рассуждени я ,  можно дока

зать следующий более общий результат (см .  [ 67•] ): 
Т е о р е м  а 2 . 1 1 . Если А есть Т -матрица , каждая строка 

которой содержит бескон.ечн.ое мн.ожество н.е равн.ых пулю эле
мен.тов , а каждый столбец содержит только один. н.е равный 
нулю элемент, то н.е существует Т-матрицы В с конечными 
строками , удовлетворяющей условию А с;: В. 

Следующая теорема показывает, что в свою очередь существуют 
Т -матрицы с конечными строками ,  поля которых не содержатся в по
лях никаких бесконечнострочных Т - матриц. 

Т е о р е м  а 2 . 1 2 . Существует Т-матрица А с ,.он,ечны.ми 
строками , для которой включен.ие А с;: С н.е имеет места 
н.и для какой Т -матрицы С, имеющей в каждой строке беско-
нечн.ое мн.ожество отличн.ых от пуля эле.ментов . 

Llействительно , матрица 
1 1 

о о о о . . .  ) 2 2 
о о 

1 1 
о о 

А = 2 2 
о о о о 

1 1 
2 2 

удовлетворяет условиям теоремы .  В самом деле , какова бы 1 1 1 1  была 
Т -матрица С,  содержащая в каждой строке бесконечное множество 
отличных от нуля элементов ,  можно построить последовательность ( sk J •  
удовлетворяющую условию 

(п = 1 ,  2, . . .  ) , 

С-преобразование которой не существует . 

§ 3. О включении  методов суммирования 

Как известно , для любой Т -матрицы А можно построить другую 
Т -матрицу С, которая сильнее , чем данная ,  т. е. А с: С. Сейчас мы 
рассмотрим вопрос о существовании матрицы сильнее каждой из двух 
данных . Как впервые показал Брудно А .  Л .  [7*] , такой :матрицы может 
не существовать . Очевидно , представляет интерес рассматривать 
матрицы , являющиеся совместными , по крайней мере , для ограниченных 
последовательностей , ибо в противном случае несуществование матрицы 
сильнее ,  чем каждая из двух данных ,  следует из теоремы Мазура 
Орлича (теорема 1 . 1 ) .  
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А .  Л. Брудно построил пример двух Т -матриц А и В ,  совместных 

для всех ограниченных последовательностей и ограниченно не накры
ваемых, т .  е .  для которых не существует Т-матрицы С, суммирующей 
все ограниченные последовательности , каждая из которых суммируется 
хотя бы одной из матриц А или В .  

Простой пример двух положительных совместных Т-матриц А и В ,  
ограниченно не накрываемых никакой положительной Т -матрицей С, 
построен Питерсеном [44� ) .  . 

Пример двух совместных Т -матриц, не накрываемых никакой 
третьей Т -матрицей , указан также Лоренцем и Целлером . Ими также 
пол)Очены другие результаты в этом направлении , которые мы здесь 
приводим (см . ( 27�) ) . 

Т е о р е м  а 3 . 1 . Существуют две со!! местные Т -матрицы А и В, 
для которых не существует Т-матрицы С, удовлетворяющей 
одновременно условиям А !;; С, В �  С. , 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  В качестве А возьмем матрицу А тео
ремы 2 . 1 2 , а в качестве В := (Ьпk) - матрицу, удовлетворяющую усло 
вию bn ,  2k - 1  = bn ,  2k для всех п и k ,  которая содержит в каждом 
столбце один и только один отличный от нуля элемент , а в каждой 
строке бесконечное множество не равных нулю элементов . Нетрудно 
показать , что А и В совместны для всех последовательностей , а иа 
теорем 2 . 1 1  и 2 . 1 2  следует, что не существует Т -матрицы С, 
удовлетворяющей одновременно условиям А !;; С, В !;;; С. 

При  доказательстве следующей теоремы будут построены две 
Т -матрицы , совместные только для ограниченных последовательностей 
и ограниченно не накрываемы е  никакой Т -матрицей. Через (т) будет 
обозначаться пространство (Банаха) ограниченных последовательно
стей х = {хп } с нормой l l x l l = su p 1 Xn 1 . 

n 
Т е о р е м  а 3 . 2 .  Существуют две Т-матрицы А := (ан) и 

В == (bzk) (l ,  k = О, 1 ,  . . . ) , совместные для ограниченных последо
rс. тельностей и такие , что в (т) не существует непрерывного 
линейного функционала ,  который в А� совпадает с A-l im х,  

* . 
а в В0 совпадает с B-\ tm х . 

Очевидно, что д:t я матриц А и В ,  удовлетворяющих условиям 
теоремы , не существует Т -матрицы С, которая была бы для ограни
ченных последовательностей сильнее каждой из данных. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Теорема будет доказана ,  если мы построим 
две совместные Т -матрицы А и В,  удовлетворяющие следующему 
условию (S) : для каждого е > О существуют последовательности х Е А� 
и у Е В� с l l x - y l l < е такие , что 1 A- l im x - B-I im у 1 > 1 . 

При построении матриц А и В будут использованы блоки (2 Х 3) 
(дл я малого р) 

(1 - р Р о) 
А (р) = 1 - р О р ' 

(р о 1 - р) 
В (р) = о 1 о · 

25 Зак. 1223. Р. I(ук 
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Каждый из · этих блоков преобразует тройку ( 1 , 1 ,  1 ) в пару ( 1 ,  1 ) . 
А (р) преобразует ( 1 , 0 , 0) в ( 1 - р , 1 - р) . В (р) преобразует ( 1 , р , О) 
в (р , р) , так что две близкие друг к другу по норме тройки пре
образуются в две достаточно удаленные друг от друга пары .  

от Пусть А� - блок (2m Х 3), состоящий из т одинаковых бло-ков 2-п А ( 4 - п) . расположенных один над другим . Образуем матрицу 

А = (А� А� А� ) 
. . . . . .  ��. �� �� . 

причем будем считать , что внутри каждого блока, входящего в состав 
этой матрицы , строки Переставлены таким образом , что в строках 2п 9n 9 n матрицы , которые пересекают группу блоков А1 , А2 , . . .  , А; , содер-
жится каждая комбинация из строк блоков 2- 1А ( 4-1) , 2 - 2А ( 4 -2) , • • •  . . . , 2-п А ( 4 -n) *) . Матрица А требуемая .  Аналогичным образом 
строится матрица В .  Очевидно ,  А и В суть Т -матрицы . 

*) Рассмотрим, например, вторую блок-строку матрицы А; она состоит из 
блоков А� и А�. В каждом из этих блоков четыре строки: две одинаковые 
строки одного (первого) вида и две одинаковые строки другого (второго) вида. 
Так, блок ..:1� состоит из двух строк вида а1 - {2- 1 ( 1 - 4- 1), 2-Ч- 1, о} 
и двух строк вида а2 - {2- 1 (1 - 4- 1), О, 2- 14- 1 } .  которые чередуются между 
собой. Пусть Ь1 и Ь2 - строки первого и второго видов блока А�. Описанной 
перестановкой строк внутри блоков вторая блок-строка, имевшая в наших 
обозначениях вид 

r .. 
ь1 ) 

а2 

'· J al ht • 
l а2 ь2 

преобразуется , например, в 
al ht ) 
а2 ь1 

1 ·  а2 ь2 
а1 ь2 J 

Этой перестановкой мы  добились такого положения, что для каждого блока, 
входящего в состав матрицы А, можно указать две горизонтали, которые 
иерееекают этот блок по строкам разных видов, а другие блоки - по строкам 
попарно одинакового вида. Например, в нашем случае для блока А� (который 
рассматривается после перестановки в нем строк) в ка честве пары таких 
rоризонталей можно взять первую и вторую: они иерееекают этот блок 
;по строкам разного вида, а блок А�- по строкам одного и того же вида. 
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В силу конструкции блоков для любого n можно построить 
последовательности х и у такие, что х состоит из троек (0 , О , О ) 
и ( 1 ,  О , О) и суммируется матрицей А к значению 2 -n ( 1 - 4 -n) , 
а последовательность у состоит соответственно из троек (0 , О , О) 
и ( 1 ,  4 -п . о) и суммируется матрицей В к значению 2-n4-n *) . Тогда 
мы получаем l l x - y l l = 4-п и 1 A - J i m x - B- l i m y 1 = 2 -п ( 1 -2  · Гп) . 
Так как n можно взять сколь угодно большим, то тем самым пока
зано, что матрицы А и В удовлетворяют условию (S) . Остается 
показать , что они совместны для ограниченных последовательностей. 

Пусть NP - множество натуральных чисел k, таких, что k-й  столбец 
матрицы А состоит из элементов блока A�m . Множества N Р попарно 
не пересекаются .  Рассмотрим частичное преобразование 

у�Р) = � azkxk .  k ENP 
(3. 1 ) 

Для любой А-суммируемой последовательности х и каждого р имеем: 
Хзп+ 1 - Хзп +2 -+ 0 при 3n E NP и n -+ oo. (3 .2) 

Действительно, если 1 Хзп+ l - Хзп+2 [=о >О для какого-либо п, 3n Е NP, 
то в А можно найти две строки с номерами l и l' , которые пере
секают блок A�m и для которых 1 у)Р> - y\I?> / = 2-Р 4 -Ро . В самом 
деле, пусть n0 таково, что 3n0 Е NP и 1 Xзno+l - Xзnu+2 1 = о > О . 
Столбцы матрицы А с номерами 3n0 ,  3n0 + 1 ,  3п0 + 2 пересекут 
некоторый блок A�mo. Тогда в качестве l можно взять номер той 
строки матрицы А , на которой лежит какая-либо строка первого вида 2m r из блока А

р 
0, а в качестве l - номер той строки из А , на  которой 

лежит строка·�. второго вида из этого блока . Тогда получим : 

1 y)P>-::""y\I?>. J  = l 2�f�( 1 - ГР) Хзп0 + 2-pГpXзnu+ l -

- 2-р ( 1 - 4-Р) - 2-р4-р 1 - 2 -р4 -р' Хзп0 Хзn,+2  - б .  

В силу конетрукаим матрицы А можно �найти две строки Л и Л' ,  
пересекающие блок A�m , для которых 1 Ул - ул ·  1 = 1 у�Р) - y)f'> ) .  
Отсюда следует , что если 

l im \ Xзn +l - Хзn+2 1 = 1j > О  (для Зп Е Np) , 
n +co 

то колебание последовательности ,  полученной в результате А-пре
образования последовательности х , не меньше g -P'Y/ · Это противо
речит тому, что х А-суммируема .  

*) Для этого в последовательности х тройки { 1 ,  О ,  О) (соответственно 
в последовательности у тройки ( 1 , 4-n, О) ) надо расположить на местах 
против тех блоков матрицы А (или В), которые имеют нижний индекс n, 
а против остальных блоков поставить тройки (0, О, 0). 

25 * 
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Аналогично если х также и В -суммируема, то в силу (3 . 2) и 
СВОЙСТВ В (р) ПОЛУЧИМ :  

Хзп - Хзn+2 -+ О 

Отсюда для любого р 

Кроме того ,  

� (a1k - b1k) xk -+ О при l -+ оо .  k ENp 
(3 .3) 

� ( / azk l + l bzk i ) -< Г'+l (l = 1 ,  2 , . . . ) , ( 3 . 4) 
k [N1, N2, • • •  , N, 

так что из (3 .3)  и (3 . 4) д11я каждого r имеем : 

ll � (azk - bzk) xk / -< 1 � (azk - bzk) xk l+ k=O k EN, , N,, . . .  , N, 

+Г'+l l / x l / = o ( l ) +Г'+l l / x l / (l -+ оо),  
т .  е . А и В совместны для ограниченных последовательностей . 

Следующая теорема, которую мы приводим без доказательства ,  
дополняет предыдущие ре зультаты о накрываемости двух матриц. 
При доказательстве ее, ка к отмечают авторы , использованы методы , 
применяемые Брудно в работе о нормах полей Т -матриц. 

Т е о р е м  а 3 . 3 .  Если Т -матрицы А и В совместны для в сех 
последовательностей , то существует Т -матрица С ограниче нно 
си.льнее , чем «аждая из А и В, т. е . А0 � С0 , В0 s;;; С0 , и , сле 
довательно , ограниченно совместная с А и В.  

Из этой теоремы ,  в частности, вытекает , что матрицы А и В, 
удовлетворяющие условию (S) теоремы 3 . 2 ,  не могут быть совмест 
ными для всех последовательностей .  

Предыдущая теорема может быть обобщена на случай любого 
конечного числа матриц при надлежащем определении их совмест
ности . Назовем ,  например , три метода А, В и С одновременно со
вместными , если из x +y+ z= O , где x = {xk} E A* , y = {Yk } E B*, z = {zk } E: C* , следует A- I im x+ B-I im y+ C-\ im z = O . Тогда имеет 
место следующий результат: 

Т е о р е м  а 3 . 4 .  Если три Т -матрицы А, В и С одновременно 
совместны для всех последовательностей , то существует Т -мат
рица D, ограниченно совместная с «аждой из матриц А ,  В и С 
и та«ая , что А0 !;; D0 , В0 � D0 и Со с: D0 • 

Для трех Т -матриц ,  являющихся попарно совместными, Питер 
сем [44* ) отметил следующий результат : существуют три попарно 
совместные Т -матрицы А, В и С, таки е ,  что любая последователь
ность { sn } ыожет быть . представлена в виде суммы трех после до в а-
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тельностей sп = хп+ Уп+ zп , причем {хп } Е А* , { Уп } Е В*, {zп } Е С*. 
Эти матрицы суть следующие: 

а [ 3 ] = 1 , ь [ 3  l = 1 , с [ 3  ] = 1 , т, 2 т т, а т + 1 т, а т + 2 

а в остальных случаях атп = О , Ьтп = О , стп = О . Вопрос, суще
ствуют ли две совместные матрицы , обладающие вышеука3анными 
свойствами, остается нерешенным. 

О некоторых ре3ультатах, относящихся к существованию матрицы 
более сильной , чем 3аданное счетное множество матриц (удовлетво
ряющих определенным условиям), см. Брудно А .  Л . [ 6* ] , Олев
ский А . М .  ( 37* ] .  

Следующие. ре3ультаты относятся к построению Т -матрицы , ко
торая является «промежуточной» по отношению к двум данным 
Т-матрицам . Приведем ре3ультат Брудно А.  Л . ( 1 ] . 

Т е о р е м а  3 . 4 . Если А и В суть Т-матрицы ,  А с:: В , причем 
существует ограниченяая последовательность , су.м.мируе.мая .мат
рицей В и не суммируемая .матрицей А , то существует Т - .мат
рица С та"ая , что А с:: Сс:: В . 

Мы приведем более краткое дока3ательство этой теоремы ,  кото
рое �было дано по3днее Питерсеном [ 45* ] . Докажем сначала лемму. 
Матрица А' , все строки которой являются строками матрицы А, 
будет на3ываться суб.матрицей матрицы А. 

Л е м м а .  Если А и В суть Т -.матрицы ,  А0с:: В0 , то суще
ствует суб.матрица А' .матрицы А, "оторая суммирует не"о
торые, но не все последовательности , су.м.мируе.мые .матрицей В, 
причем А с:: А' . 

Д о к а 3 а т е л ь  с т в о л е м м ы . Положим 
00 

tт = � атпsп • n = l 
00 

'tт = � bтnsn . n=l 
Для последовательностей { s� }  и { s� }  аналогичные суммы будут обо-
3Начаться чере3 t� . t� .  't� , 't� . 

Мы можем предположить , что ограниченная последовательность { s�} 
суммируется матрицей В к нулю и не суммируется матрицей А. 
Введем обо3начения : 

l im t� = и , l im t� = v < и . т �оо т � оо  
Пусть {иk } - частичные суммы ряда 

1 1 1 1 -1 - l  + О + . . . + О + 2 + 2 + О + . . .  + О - 2 - 2 + о + · · . .  
1 1 

+ О + п + . . .  + п + О +  . . .  + О -
1 1 

- п - . . .  - п + О + . . .  , 
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где - встречается в р яде 2n раз, причем первые n раз со знаком «+» .  
n 1 

вторые n раз со знаком «-» . За первыми n числами - слеп 1 
дует g (n) нулей , за вторыми n числами - следует h (n) нулей , где n 
g (п) и h (п) - целочисленные функции n. Очевидно ,  О <. uk <. 1 для 
любого k и 7Jk = l иk+ 1 - иk l -+ 0 при k -+ oo. Пусть ( вт ) , (тk ) • 
Л (т) , tJ. (т) имеют тот же смысл и удовлетворяют тем же усло
виям ,  что и в лемме к теореме 1 . 1 .  Если необходимо ,  мы можем 
выбрать Л (т) так , что Л (т + 1 ) - ). (т) <. 1 для каждого т. Опре 
делим последовательность { s� } , положив s� = s� для n < ), (mt), 
s� = uks� для Л (тk) <. n < tJ. (тk) .  Ясно , что {s� } защ1сит от выбора 
g (п) и h (п) , однако легко показать ,  что при любом их выборе 
B-lim s� = О *) .  Пусть теперь последовательности { т; } и { т] } • 

t ' =  t t • t " ==  tj , обладают свойствами mi m 1 
l im  t! = и ,  

i + oo 1 \ im t1. = v.  
J + oo J 

О•1евидно , можно выбрать g (п) и h (п) так , что 
s� = s� при Л ( т;) <  n <. tJ. (т� ) . 
s� = s� при Л (тj) < n <. tJ. (т}) 

для бесконечного множества значений i и j , например { i " }  и {j" ) , и 
s� = O при Л (т; ) < n <. tJ. (т; ) . 
s� = О при Л (тj) < n <. tJ. (т}) 

также для бесконечного множества значений l и j, например { i ' }  
и ( j' ) . В силу  такого выбора мы  будем иметь или 

или 

l im  t� .. � l im  t�. , 
i" + oo 1 i ' + oo 1 

1 .  •? ...J.. 1 ' 
t• 1m t1• •  , 1m � . .  

j" + oo  j '  + оо J 
так что последовательность { s� } не суммируется матрицей А .  В то же 
время субматрица А' ,  состоящая из бесконечного множества строк 
м атрицы А с номерами т; , и тj. .  будет суммировать {s� } к нулю, 
причем А' не суммирует { s� } · ибо 

l im t�. � l im t� . .  
i ' + oo 1 Г + оо  J 

Лемма доказана .  

*) Это доказывается так же, как в лемме к теореме 1 . 1 доказывается ' 
равенство A-lim sn = О. 
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Д о к а з  а т е л ь  с т в о т е о р е м  ы .  Образуем матрицу С из всех 
строк матрицы А', построенной в лемме, и всех строк матрицы В, 
взятых в произвольнем порядке . Матрица С требуемая. Она сумми
рует все последовательности , суммируемые матрицей А ,  и не  сумми
рует никакой последовательности , не суммируемой матрицей В;  она 
суммирует { s� }  к нулю и ,  значит, строго сильнее , чем А ,  и не сум-
мирует { s� } , значит, строго слабее В. Теорема доказана. 

Как заметил Питерсен , в теореме существенно ,  что В строго 
сильнее А в том смысле, что В суммирует хотя бы одну ограничен
ную последовательность , не суммируемую матрицей А .  Если не требо 
вать ограниченности для той последовательности , которая В- сумми
руема, но не суммируема матрицей А ,  то теорема может оказаться не
верной . Например , если через А и В обозначены преобразования 

(А) tn = 2sn - t - sn , 

(В) 'tn = 4sn- 2 - 4sn - 1  + sn , 

то можно показать , что методом А суммируются только последо
вательности вида c 12n + s� .  а методом В - последовательности вида 
c2п2n + c32n + s:. где с1 , с2 , с3 - постоянные ,  а {s� } и { s: } сходятся . 
Очевидно, что А с: В, однако не существует матрицы С ,  удовлетво
ряющей условию А с::.Сс: В. 

§ 4. Ядро последовательнос тей. 
Полная эквивалентность двух методов сум мирования 

Приведем сначала без доказательств *)  ряд результатов , относя
щихся к ядрам последовательностей и дополняющих гл .  6 настоящей 
книги .  Для этого нам потребуется несколько расiiiирить определение 
ядра, чтобы оно охватывало и тот случай , когда в результате 

00 
Т-преобразования при помощи матрицы А := (атп) ряды � amnsn 

n =1  
расходятся для некоторых  или всех т.  Ядром Rл А-преобразования 
последовательности { zп } посредством матрицы А =  (атп) будем на
зывать множество точек z комплексной плоскости, у.довлетворяющих 
при любом действительном � условию 

q 
Re ze 1'< -<. l im l im Re e 1'f � amnZn . 

00 

m � oo q � oo  n = O  
( 4 . 1 )  

Если все ряды � amnzn сходятся , то так определенное ядро совпа
n = о 

дает с ядром в определении Кноппа для последовательности { а  т} , г де 

*) Доказательства можно найти в работах, на которые сделаны ссылки. 
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00 
ат = � amnZn· Ядро R последовательности { zп ) получается , если по-n=о 
ложить А = 1 (! - единичная матрица). Точка оо * ) , по определению , 
включае1 ся в ядро ,  если при каком-либо � двойной верхний предел 
справа в (4 . 1 )  равен + оо . Ядро не может быть пустым , хотя и может 
состоять из одной точки 00 * * ) . 

Будем называть действительную т - матрицу т . .  -матрицей , еСЛ'1 
любая действительная последовательность , расходящаяся к + оо , 
преобразуется • этой матрицей в последовательность , расходящуюся 
к + оо  или к - оо * **) . В частности , вполне регулярная матрица , 
т .  е .  Т-матрица, которая всякую действительную последовательность . 
расходящуюся к + оо, преобразует опять в последоватеЛ J,ность , 
расходящуюся к + оо , является Т 00-матрицей. Легко показать , ч т о  
класс Т 00-матриц шире класса вполне регулярны х матриц. Напри-

! мер , А == (атп) •  где атт = 1 ,  amn = - 2'1 (n > т) , amn = О (n  < т) , 
является Т 00-матрицей , но не является вполне регулярной (см. [ 1 2* ) ,  
стр . 97). Т оо-матрицу, н е  являющуюся вполне регулярной , назовем 
строго т w-матрицей . 

Представим матрицу А в виде A = B + iC, где А =::= (атп) • В := 
= (Ьтп) ,  С := (ст п) • amn = bmn + lcmn (Ьтп и cmn - действительные 
числа) . 

Следующие две теоремы (см . [ 1 1  * ] ,  а также [ 1 9* ] ) дают необхо
димые и достаточные условия ,  которым должна удовлетворять Т -мат
рица А, чтобы ядро любой последовательности содержало ядро 
А -п реобразования этой последовательности . 

Т е о р е  м а 4 . 1 .  Пусть А -- 1Со.мпле1Ссная Т -.матрица. Дл я 
тоzо чтобы RA c. R  для любой IСо.мпле"сной последовательности 
{ zп } •  необходимо и достаточно, чтобы .матрица В была Т оо-.мат
рицей и существовали числа М и N та1еие , что cmn -=  О при 
т > М. п > N. 

Включение ядер в комплексной плоскости с одной бесконечно 
удаленной точкой имеет теоретика-множественный смысл. В частности , 
если некоторая действительная последовательность { zп } •  zn ---+ + оо 
при  п ---+ оо , преобразуется матрицами А и D соответственно в по
следовательности { z� } и { z� } , причем z� ---+ + оо , z� ---+ - оо , то мы 
в обоих случаях имеем RA с. R и Rv с: R (точнее, RA = Rv = R) .  
Чтобы все-таки различать эти два случая , мы введем понятие вклю
чения ядер в узiСО.М смысле , а именно : ядро RA содержится в ядре R 

*) Мы рассматриваем комплексную плоскость с единственной С еско
нечно уд аленной точкой. 
. ,.*) В отличие от терминологии § 6.1  основного текста, где в этом слу-
чае яд ро считалось пустым.  

. ***)  Относительно суммирования к + оо или - оо см.  сноску *-�:) на 
стр. 366. 
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в узком смысле, если для любого действительного 'f' имеет место 
неравенство 

q 
l im l im Re e 1'f' � amnZn <: l im Re zne1'f' ;  

m � oo  q � co  n = O  n � co  

RA и Rв совпадают в узком смысле , если в этом неравенстве знак <: 
заменить знаком равенства .  

Относительно включения ядер в узком смысле имеет место сле-
дующая . 

Т е о р е  м а 4 . 2 *) .  Пусть А - комплексная Т -.матрица. Для 
того чтобы ядро RA любой комплексной последовательности {zп } 
содержалось в ядре R последовательности {zп } в узком смысле ,  
необходимо и достаточно, чтобы В была вполне регулярной 
и существовали числа М и N такие, что cmn. = О при т >  М,  
n > N. 

Г .  Гурвицем [ 1 ]  указаны необходимые и достаточные условия 
того , чтобы Т -матрица была вполне регулярной . Катиером [ 1 9*) по
лучены необходимые и достаточные условия того , чтобы Т -матрица 
был а строго Т 00-матрицей **). Они заключаются в следующем : 

Т е о р е м  а 4 . 3 . Для того чтобы действительная Т -мат
рица А была строго Т 00-.Матрицей , необходимо и достаточно,  
чтобы :  

а )  в се  строки А ,  исключая, быть .может, ко.нечное число их ,  
содержали бесконечное .множество отличных от нуля элементов; 

б) существовало целое число М, такое , что для любого т > М 
.можно указать число !" (т), обладающее свойствами : если т > М, 
n > !" (т) , то amn <: О; 

в) существовали неотрицательные числа Лтп • определенные для 
всех неотри цательных т и п ,  со свойствами : 1) при любом фи
ксированном п последовательность { Лтп }  не возрастает; 2) для 

00 
любого фиксированного т ряд � Лтп сходится; 3) для всех т 

п � о  
и п amn :;;,:. - Лтп ;  4) для любого данного бесконечного .множе
ства 5 ЗН-а<tений т существует КОНечное подмножество 5*, S� c.S ,  
целые числа М и N и число о > О такие , что для каждого 
n > N атп <: - оЛмп . по крайней .мере ,  для одного т из S*. 

Следующие две теоремы принадлежат Лоренцу и Робинсону [ 26*) : 
Т е о р е м а 4 . 4 . Если А и В - действительные Т -.матрицы , 

В положительная и для любой ограниченной последовательности 
RA с Rв. то найдется положительная Т -.матрица С, такая , что 

*) Для действительных матриц и последовательностей теорема такого 
типа доказана Роджерсом [49 · ) .  

**) Матрицу, которую мы называем строго Т 00-матрицей, К атнер назы
вает ядерно-регулярной матрицей Н-типа. 
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(Х) 

� J dmn 1 ---+ О при т ---+ оо, где dmn - алементы т-й строки .матn=О 
рицы СВ - А.  

Из теорем 4 . 4 , 1 .  2 и теоремы Кноппа о ядрах вытекает сле
дующий результат: 

Т е о р е м  а 4 .5 .  Пусть А и В суть Т -.матрицы с конечными 
строками , причем В положительная. Тогда условия 1 ) - 5) экви
валентны : 

1 ) В � � А ; 
2) из 'tm ---+ + оо всегда следует / а  т /---+ +оо. где а т и 'tm - соот-

ветственно А- и В-средние последовательности ( sп } ;  
3) АР = СВР для н е  которого р ,  С = (cmn) положительная; 
4) Rл с::. Rв для любой действительной последовательности ; 
5) Rл с::. Rв для любой комплексной последовательности .  
В § 2 был  рассмотрен вопрос о существовании матрицы более 

сильной , чем каждая из двух данных. Ана.10гично этому можно по 
ставить вопрос о существовании матрицы ядерно сильнее *) ,  чем 
каждая из двух данных матриц. Для ограниченных последователь
ностей ответ на этот вопрос дает следующая теорема ,  принадлежа
щая Лоренцу и Uеллеру [ 27*] . 

Т е о р е м  а 4 . 6 . Для двух Т -.матриц А и В .могут быть следую
щие в озможности : 

а) существует ограниченная последовательность {zп } • для ко
торой Rл и Rв не имеют общих точек ; 

б) существует Т-матрица С, такая , что для любой ограни 
ч енной последовательности Rc c::. Rл и Rc c::. Rв · 

Следующие результаты , которые мы приводим также без дока
зательств , относятся к полной эквивалентности двух методов сумми
рования . Два метода А и В называются вполне эквивалентными , 
если одновременно А s;;;; !;; В и В с;: с;;: А и , кроме того ,  А и В вполне 
совместны .  Метод А называется вполне а:(ви валентны.м сходимости , 
если из суммируемости последовательности методом А к конечному 
значению или бесконечности определенного знака следует сходимость 
этой последовательности к тому же самому значению , и наоборот **) . 

Лоренцем и Робинсоном [ 26' 1 указаны необходимые и достаточные 
условия того ,  чтобы метод , определенный действительной Т -матри
цей А с конечными строками ,  был вполне эквивалентен сходимости . 
Они заключаются в следующем : 

Т е о р е м  а 4 . 7 . Метод А , определенный действительной 
Т -.матрицей с конечными строками , вполне эквивалентен схо
димости тогда и только тогда , когда для некоторого р 

*) Матрица А ядерно сильнее матрицы В, если RA с::. Rв . 
**) Полная эквивалентность по самому определению имеет смысл только 

для действительных последовательностей и матриц. 
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.матрица АР положительflа и содержит бec�tofleчflyю последо ва 
тельflость стро�t вида 

О О . . . О атп , n О О . . . (п = 1 ,  2 , . . .  ) ; 

(очевидflо, flеобходи.мо тп -+ оо , amn• n -+ 1 при п -+  оо) . 
Необходимые и достаточные условия для того , чтобы произволь

пая действительная Т -матрица была вполне эквивалентна сходимости ,  
даются следующей теоремой (см . [ 1 2� ) ) : 

Т е о р е  м а 4 . 8 .  Метод су.м.мироваflия , определеflflЫй дей
ствителЬflой Т -.матрицей А ==  (атп) , вnoлfle э�tвивалеflтеfl сходи
мости тогда n только тогда ,  �tozдa :  

1 )  этот .метод вnoлfle pezyляpefl; 
2) существует такое число р , что для любоzо п > р .можflо 

указать целое число т =  т (п) ,  удовлетворяющее условиям: 

am (п ) ,  n =F О , am (п) ,  k = О (k > р, k =F п) . 
Так ка�t А есть Т -.матрица ,  то очевидflо , что1 т (п) -+ оо, 
am < п> ,  n -+ 1 при п -+  оо . 

Следующий результат , принадлежащий Лоренцу и Робинсону [ 26*] 
и независимо от них · доказанный Аграновичем [ 3* ] ,  дает необходи
мые и достаточные условия для того ,  чтобы два метода ,  определен
ных нормальными матрицами А и В, были вполне эквивалентны . 

Т е о р е м  а 4 . 9 .  Если два .метода А и В , определеflflЫХ flор
.малЬflы.ми Т -.матрицами , вполflе э�tвивалеflтflы , то существует 
последовательflость { ст } • cm -+ 1 при т -+ оо , та�tая , что для 
пекотороzо р 

amn = Cmbmn • т = 1 , 2 ,  . . .  , n = p, р + 1 , . . . 
Д о к а з  а т е  л ь  с т в о .  Так как А и В - нормальные матрицы , 

то существует нормальная матрица С ==  (стп) ,  такая ,  что А = СВ. 
С другой стороны , матрица С должна быть вполне эквивалентной 
сходимости , и поэтому по теореме 4 . 7 существует такое р, что 
при п > р cmn = О (п =F т) , а cmm -+ 1 при т -+  оо . Так как 

т 

amn = � cmkbkn • то для п :>- р мы получаем amn = cmmbmn · Полагая k = n 
cmm = с т , получаем требуемый результат. 

Ч А С Т Ь  1 1  
Нижеследующий материал посвящен , в основном , изложению ре

зультатов , относящихся к суммированию действительных функцио
нальных рядов и последовательностей *) .  Исключение составляет § 5 ,  
в котором речь идет о числовых подпоследовательностях . 

;.) Правда, из излагаемого материала легко видно, что большинство ре
зультатов верно и для комплексных рядов (последовательностей) . 
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Ббльшая часть результатов , содержащихся в §§ 5--8 , по внеш
нему виду примыкает к теоремам типа Таубера ,  т . е .  когда из сум 
мируемости числового или функционального ряда (или последова
тельности) мы можем заключить о его сходимости. § 9 посвящен 
вопросу суммируемости рядов Фурье -- Лебега .  В § 1 О сформулиро
ваны некоторые задачи ,  решение которых неизвестно . 

В дальнейшем через Т* = 1 1  anm 1 1  обозначаются матрицы , для ко
торых *)  

l im anm = О n � оо 
(т = О ,  1 ,  . . .  ) . ( 1 ) 

(2 )  

т .  е .  матрицы Т* не обязаны удовлетворять условию Теплица (см .  
г л .  4 ,  § 1 )  

(п = О,  1 , . . .  ) ,  (3) 

где Н - постоянная . Более того , ряды (3) могут оказаться расхо
дящимис я .  

Через 1 = 1 1 Bnm 1 / обозначаются регулярные матричные методы 
суммирования рt�дов с помощью множителей (см . гл . 4, § 2), а через 
1* = 1 / Bnm l l  обозначаются матрицы , для которых 

и 

l im Bnm = 1 (т = О, l , . . . ) (4) n + oo  

l im Bnm = 1n •  l im 1n = 0 . 
m + ro  n � ro  (5) 

Легко сообразить ,  что метод суммирования с помощью матрицы 1 *  
не  обязан быть регулярным . 

Через 1** = 1 /  Bnm 1 /  обозначаются матрицы , для которых спра
ведливо ( 4) . Совершенно ясно ,  что класс матриц 1•• значительно 
шире класса матриц 1 и 1* · 

§ 5. Суммирование подпоследовательностей 
Предварительно докажем ряд вспомогательных утверждений ,  кото

рые сами по себе представляют некоторый интерес . 
Т е о р е м а  5 . 1 . Пусть А = / / апт / 1 - такая матрица , что 'при 

всех em (ет = ± 1 ) последовательность 

(5 . 1 )  

*) Следует отличать матрицу Т* от поля Т* матрицы Теплица Т (см. 
Введение к обзорной статье). 
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ограничена постоянной , зависящей , быть .может, от выбора ет .  
Тогда найдется такая постоянная Н, что 

со 
(п = 0 , 1 , . . .  ) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть п фиксировано .  Положим *) 
ет -= sgn апт · Так как ряд (5 . 1 )  сходится при любом выборе ет, 
то отсюда вытекает сходимость ряда 

со со 
(5 . 2) 

Нам нужно доказать, что Н11 ограничены в совокупности . Отметим 
теперь ,  что ограниченность постоянных А11 при каждом выборе 
вт = ± 1 эквивалентна ограниченности постоянных 

(5 . 3) 

при каждом выборе от = О или 1 ,  так как каждый ряд вида (5. 1 )  
есть разность некоторых двух рядов вида (5 .3) , и наоборот, каждый 
ряд вида (5 .3) есть половина суммы некоторых двух рядов вида (5. 1 ) .  

Пусть т0 фиксировано .  Полагая От0 = 1 и От = О при  т =1= т0, 
мы получаем : 

1 an , т, 1 = 1 �о отапт 1 = н�" < 00 (5 .4) 

при всех п = О, 1 ,  . . .  
Допустим теперь ,  что Н11 не ограничены в совокупности. Положим 

Dj = Н�+ Н� + . . .  +Н�. Индуктивно построим последователь
ности ( пk j , (т11 ) · 

Пусть числа пk и тk определяются из соотношений 
со 

Hn 1 =�о � an, ,  т 1 > 2Н� + 2 . 
со 

а при k > 1 
со 

Hnk = � 1 ank, т 1 > 2Dтk-l + k2 + 1 ,  т= О  (5 . 5) 

со 

� 1 ank. т 1 < � · (5 .6) 
т = тk 

*) Если апт = О, то •т можно взять равным 1 .  



398 ОБЗОРНАЯ СТАТЬЯ 

Это возможно в силу предположения неограниченности Н n в со
вокупности и (5 . 2) .  

Положим ет = sgn ank, т при тk_ 1 + 1 <. т <.  тk .  Ясно, что 
(см . (5.4) - (5 .6) ) 

/ Ank / = 1 }0eтank, т 1 >-
тk тk-1 оо 

>- � eтank, т - � 1 ank, т 1 - � 1 ank, т 1 = 
т =тk_1+1 т = О  т = тk+1 

оо тk-1 оо 

= � J ank, т / - 2 � J ank, т / - 2 � / а пk, т / >  т = О т = О т = тk+1 
тk-1 

> Нпk - 2  � Н� - 1 >- k2 , 
т = О 

т. е .  An не ограничены . Получили противоречие . Теорема доказана . 
С л е д с т в и е 5 . 1 .  Пусть дап .метод Т* = 1 1 апт 1 1 и последова

тельность ( sk }  та�tова , что при любых ek = ± 1 последователь
пость { tп } 

00 

t n = � етsтапт т=О 

ограпичепа по п постояппой , зависящей , быть .может, от вы
бора ет. Тогда у последовательности ( sk }  и.меется, по �tрайней 
.мере ,  одпа �tонечпая предельпая точ�tа . 

Д о к а з  а т е л ь с т в о .  Из теоремы 5 . 1 вытекает 
00 

� 1 Sт 1 1 апт 1 <. Н < 00 т = О (п = О ,  1 , . . . ) . (5 . 7) 

Предположим , что 1 sт 1 -+  оо при т -+ оо . Найдем М такое , что 
l sm J > 4H при т > М . Тогда 

00 00 00 

� 1 sт 1 1 апт 1 >  � l sт J i anт i >- 4H � ! а11т l •  m = O  т = М m = M 
Так как матрица l l anт l l  типа Т* (см . ( 1 ) и (2) на стр . 396) , то 

00 

� апт > ; при п � п0 , 
m = M 

и поэтому 

т • О  
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что противоречит (5 .  7) . Стало быть, 1 sm 1 не может сходиться к + оо ,  
и потому у { sm } имеется ,  по крайней мере, одна конечная предель
ная точка , что и требовалось докааать .  

3 а м е ч а н и е 5 . 1 .  а) Легко видеть ,  что при предположениях 
следствия 5 . 1 нельая утверждать , что последовательность обяаана 
быть ограниченной и тем более сходящейся .  В качестве примера 
можно ваять метод суммирования с помощью средних арифметических 
(метод (С, 1 ) )  и последовательность { s11 }  такую , что s n = п и s11 = 1 

2 
при k =1= 2n . 

б) Как покааывает предыдущий прим ер , нуль во множество пре
дельных точек последовательности { sk }  может не входить . 

Т е о р е м  а 5.2 .  Пусть метод Т* = 1 / anm l l и последователь
ность { sk } таковы ,  что при любых ek = ± 1 последователь
ность { e11s1 J  T*-cy.u.uиpye.ua . Тогда нуль является предельной 
точкой последовательности { sk } . 

Предположим противное , т .  е .  1 s1 1 > h > О при l > i0• Так как 
у нас дан метод суммирования Т*, то мы можем считать , что 1 st l  > 1 
при всех i .  Согласно условию последовательность { eksk }  всегда 
Т*- суммируема , nоэтому, полагая em = sgn (sтапт) nри фиксирован
ном п, мы получаем : 

00 00 

� emsmanm = � l�sm I J anm 1 < 00 m =O  m = O  (n = О,  1 , . . .  ) ,  

а так как 1 sm 1 > 1 ,  то  и 
00 

� l anm l < оо m = O  (n = О ,  1 ,  . . .  ) . 

(5 . 8) 

(5 . 9) 

Если матрица Т* не удовлетворяет условию (5 . 9) , то мы получим 
противоречие и вместе с ним утверждение теоремы 5 . 2 .  

Теперь осталось рассмотреть случай , когда Т*  удовлетворяет 
условию (5 . 9) . Фиксируем проиавольно т0 и построим по индукции 
последовательности { пt } , {тt }  так , что если { nt } , {тt } подобраны 
мя i <. k - 1 ,  то n1l > nk- l  находим таким большим, что 

тk-1 
� 1 ank , т 1 < 2� • т= О  

00 

1 - � ank, т < ;k , 
т�О 

и после этого берем т11 > тk- l  таким,  что (см . (5 . 8) и (5 . 9) ) 
00 00 

� 1 8т 1 1 ank, т / < ;k • � 1 ank, т 1 < ;k • 
т =тk т =тk 

(5 . 1 О) 

(5 . 1 1 ) 

(5 . 1 2) 
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Полагаем ет = (- 1 )k sgn ( sтank, т } nри тk- l  + 1 <. т <. тk . Оче
видно, что тогда 

00 
+ � етSтапk, т = Т1 + Т2 + Т3• (5 . 1 3) 

т = тk+ 1  
В силу (5 . 1 0) и (5 . 1 2) имеем : 

С другой стороны ,  
тk 

T2 = (- 1 )k � l sт \ \ ank, т \ = (- 1 )k Uk , 
т = тk_1 + 1  

где (см .  (5. 1 0) - (5. 1 2) ) 

оо тk-1 оо 

(5 . 1 4) 

� � ,., 3 :> � 1 ank, т \ - � 1 ank, т 1 - � \ ank, т \ :>  1 - 2k . 
т = О т = О т =тk+1 

1 Стало быть, И k :> 2 при k > 4 , и поэтому Т 2 заведомо не может 

иметь предела при k -нXJ. Но тогда из (5 . 1 3) и (5. 1 4) сл едует , что 
величина fпk не имеет предела .  Получили противоречие. Теорема 5 .2  
доказана . 

3 а м е ч  а н и е 5 . 2 .  а) Замечание 5 . 1 , б) показывает, что утверж
дения следствия 5 . 1 и теоремы 5. 2 существенно отличаются друг 
от друга . 

б) При предположениях теоремы 5 . 2  нельзя утверждать, что 
последовательность { sk }  обязана быть сходящейся к нулю. Более 
того , множество предельных точек последовательности { sk J  может 
совпасть со всей прямой . В качестве примера можно ваять метод 
Т* = (С, 1 ) и последовательность { sk } построить так , чтобы она была 
для «большинства» индексов k равна нулю и на очень редких местах 
принимала каждое рациональное значение с бесконечным повторением . 

Из теоремы 5 . 2  легко получить, что справедлива 
Т е о р е м а  5 . 3 . Пусть дан, метод T* = l l anт l l ·  Тогда если { sk }  

та«ова ,  что  любая ее подпоследовательность ( sk1 } = ( s; } сум-
мируема, то последовательность { sk } имеет толь«о одну пре
дельную точ«у и сходится . 
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Допустим противное , т .  е .  найдутся две бесконечные последова
тельности {pk ) ,  { qk )  такие , что 
Po < qo < Pl < q1 < . . . , j spk - Sqk j .'>- h > O  (k = O , 1 , . . . ) , (5 . 1 5) 
где h - некоторая фиксированная постоянная . Согласно условию 
л�бая подпоследовательность skl Т*-суммируема и потому ( ek ( Spk -Sqk)} 
Т -суммируема при любых ek = ± 1 *) . Стало быть, в силу теоремы 5 . 2 , 
найдется подпоследовательность k1 такая ,  что SpkJ - SqkJ � О при 

j � оо . Но это противоречит (5 . 1 5) ,  что и требовалось доказать. 
Для регулярных методов Т теорема 5 . 3 была доказана Баком 

(см . [ 1 ] и [4* ] ) другим методом .  Результат Бака упоминается также 
в пример�х к гл . 4 .  

Из теоремы 5 . 3  непосредственно вытекают следствия (Бак [ 1 ] ) . 
С л е д с т в и е  5 . 2 .  Пусть последовательность { sп } суммируема 

регулярным методом Т. Тогда , для того чтобы { sп } была схо
дящейся , необходимо и достаточно ,  чтобы каждая подпосле 
довательность ( sni j была Т-суммируема .  

Необходимость вытекает из  регулярности метода Т . Достаточность 
же следует из теоремы 5 . 3 .  

00 
С л е д с т в и е 5 . 3 .  Числовой ряд � an сходится, если суще-n = о 

ствует метод суммирования Т*, который суммирует каждый 
ряд вида 

i� cl = � c=�1+1an }  
при любом выборе kl . 

Полезно отметить еще одно следствие , которое вытекает из тео
ремы 5 . 3 . 

С л е д с т в и е 5 . 4 .  Пусть Т* -- некоторый .метод суммирова
ния , а sk - неf(оторая расходящаяся последовательность . Тогда 
найдется подпоследовательность skl ' которая не суммируема Т* . 

Совершенно ясно, что это предложение более общо , чем теорема 
Штейнгауза (см .  4.4, I I I) ,  которая лишь утверждала , что для каждого 
регулярного метода Т найдется последовательность из О и 1 , не 
суммируемая методом Т . 

Естественно возникает вопрос о возможности перенесения тео
ремы 5 . 3  на случай функциональных посJiедовательностей и рядов .  
Ясно, что если последовательность sk (х) (х Е [0 ,  1 ] ) такова ,  что 

*) Например, последовательности sp , sq , . . .  , sp , sq , • . .  и sq , о 1 � � + 1 о 
sP , . . .  , sq , sp , . . .  Т -суммируемы, и потому суммируема их разность , 1 2n 2n+ 1 
т. е. суммируема E k (sPk - sqk) при Ek = (- I )k . Совершенно так же про -

ходит доказательство и для любых Ek = ± 1 .  

26 Зак. 1223. Р. Кук 
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любая nодnоследовательность skl (х) всюду на [0, 1 ]  Т -суммируема , 
то ,  согласно теореме 5 . 3 ,  { sk (x) } сходится на [0 ,  1 ] .  Доnустим 
теnерь ,  что sk . (x) Т*-суммируема nочти всюду на [0 ,  1 ] ,  а исклю-t 
чительное множество (меры нуль) несуммируемости, вообще говоря ,  
зависит от выбора kl . Можно ли в этом случае утверждать, что sk (х) 
сходится nочти всюду на [ 0 ,  1 ] или же на множестве nоложительной 
меры ? Ответ на этот воnрос дает 

Т е о р е м  а 5 . 4 .  Существует ортогоflаЛьflый ряд 

(5. 1 6) 

который всюду fla [ 0 ,  1 ]  расходится , и тем fle мeflee любая его 
подпоследовательflость частflЫХ сумм (С, ! )- суммируема почти 
всюду fla [0, 1 ] .  

В силу теоремы Меньшова ( [3 1 *] ,  см .  также [ 20*] , стр . 1 95) 
существует расходящийся всюду на [0 ,  1 ]  ортогональный ряд 

(5. 1 6') 

для которого 
00 
� c� Iog n < со. n = 1 (5. 1 7) 

Мы можем считать ,  что сn =1= О nри всех n. Рассмотрим ряд 

k; c=n�1+/nCflп (х) ) = �1Akфk (х) 

где { nl } - nроизвольная возрастающая nоследовательность, и 
nk 

и ф" (х) = 1k � CnCfln (х) . 
n = nk_1 +1 

Очевидно ,  что { фk (х) } - ортанормированная система на [0 ,  J. ] .  Кроме 
того , в силу nk :;;;:,. k (см . еще (5 . 1 7) )  

оо оо ( nk ) � А% Iog k = � log k � с� <: k = 1 k = 1 n = nk_1 +1 
оо nk оо 

<: � � с� log n = � с� log k < оо .  k = 1 n = nk_1+1 k = 1  
Но  nоследнее условие , в силу другой теоремы Меньшова ( [ 3 1 *] , [30*] , 
см .  также [20*] , стр . 223) , гарантирует (С, 1 ) -суммируемость почти 
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всюду на [ 0 ,  1 ]  ортогонального ряда � Akфk (х) , а так как после
довательность { пi } была произвольной , то это и доказывает теорему 5 . 4 . 

Обобщением теоремы 5 . 3  на случай методов Т и ограниченных 
последовательностей является следующий результат Агнью [ 1 О] (этот 
результат упомниалея в примерах к гл. 4) : 

Т е о р е м  а 5 .5 . Если даны метод Т и ограничепная последова
тельпость { sk } ,  то найдется такая подпоследовательпость { sk tl ,  
что множество предельных точек последовательпости 

00 tn = � skpnt i = O  

содержит в себе мпожество предельных точек последователь
ности { sп } . 

В связи с теоремой 5 . 3  имеется еще ряд результатов . Чтобы их 
сформулировать, введем некоторые новые понятия .  Пусть sn - не
которая последовательность, а t- некоторая  точка из (0 , 1 ] .  Каждое 
t Е (0 , 1 ]  единственным образом можно представить в виде двоичной 
дроби t = О,  а1а2 • • •  , г де anl = 1 и а т 1 = О , причем пl - бесконеч-
ная последовательность , а { пt } + {т1 } = 1 ,  2 , 3 ,  . . . _Сопоставим 
каждому такому t подпоследовательность Snt ' Это соответствие между 
точками из (0, 1 ]  и всеми подпоследовательностями из последова 
тельности { sn }  будет взаимно-однозначным .  Осуществив это соответ
ствие , мы можем говорить о множестве подпоследовательностей 
положительной меры , той или иной к атегории и т .  д . , подразумевая 
при этом метрическую или дескриптивную характеристику соответ
ствующего множества н а  (0 , 1 ] .  

Измеримое множество Ес= (О ,  1 ]  называется однородным ,  если оно 
обладает свойством : к ак только t = О,  а1а2 • • •  Е Е, так и любая 
другая точка ,  полученная изменением не более чем конечного числа al , 
также принадлежит Е. 

Л е м м а .  Всякое однородное множество Е имеет меру О или 1 .  
Допустим противное , т .  е .  О <  тЕ < 1 .  Раз тЕ > О ,  т о  найдется 

двоично-иррациональная точка t0 E E, которая является точкой плот
ности множества Е. Разделим (0 , 1 ]  на 2n равных полуинтервалов 
и через An обозначим тот полуинтервал, который содержит t0 • В силу 
выбора точки t0 мы имеем :  

т { Е · Llп } _ 1 _ 
1 

- en , 
2n 

где en - О при п - оо . Стало быть, т {Е · Ап } = iп - ;� . Но мно
жество Е однородно, и потому 

26* 
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Следовательно, 

тЕ = 2n ( iп - ;� )  = 1 - en � 1 при п � оо , 

что противоречит предположению тЕ < 1 .  
Теперь мы  убедимся ,  что справедлива (Бак, Поллард [ l ] ) 
Т е о р е м  а 5 . 6 .  Если последовательность sn расходится, то 

и почти все ее подпоследовательности расходятся. 
Пусть А с: (О , 1 ] - множество всех точек , соответствующих схо

дящимся подпоследовательностям из sn . Нам нужно доказать , что 
тА = О. Так как сходимость последовательности не зависит от ко
нечного числа членов этой последовательности, то множество А 
однородно , и потому тА = О или тА = 1 .  Теорема будет доказана ,  
если мы  покажем ,  что случай тА = 1 невозможен. EcJIИ тА = 1 , 
то найдется двоично-иррациональная точка t0 Е А, что 1 --t0 Е А . 
Совершенно ясно ,  что точке t0 Е А соответствует бесконечная под
последовательность Snk � IX ,  а точке 1 - t0 Е А - бесконечная под-
последовательность sm1 � � . при этом все пk отличны от всех тj 
и { пk } + {тj } = 1 ,  2 ,  3 ,  . . . Это означает , что вся последователь
.ность sn разбивается на две подпоследовательности, сходящиеся 
соответственно к IX и �· Так как sn расходится ,  то IX =1= �· Пусть 
81 - множество из (0 , 1 ] ,  соответствующее всем подпоследователь
ностям из sn , которые сходятся к IX ,  а 82 строится соответственно по 
подпоследовательностям , сходящимся  к � · Очевидно , что А = 81 + 82 , 
а так как тА = 1 и множества 81 , 82 однородны,  то хотя бы одно 
из них имеет меру 1 .  Пусть , например ,  тВ1 = 1 .  Но тогда найдется 
точка t� Е 81 такая ,  что и 1 - t� Е 81 , а это влечет то , что вся 
последовательность sn разбивается на две подпоследовательности , 
сходящиеся к IX. Стало быть, sn сходится .  Полученное противоречие 
доказывает теорему. 

Из теоремы 5.6 вытекает 
С л е д с т в и е 5 . 5 .  Если последовательность sn таuова, что 

.множество сходящихся ее подпоследовательностей имеет поло
жительную .меру (или полную .меру) ,  то sn сходится. 

Такого же типа результат имеет место и для метода суммирова 
ния (С, 1 ) ,  т .  е .  справедлива (см . Бак, Поллард ( 1 ] ) 

Т е о р е м  а 5 . 7 .  Если почти все подпоследовательности из ( sп ) 
(С , ! ) - суммируемы ,  то { sп } также (С, ! ) -суммируема .  

Обратно неверно , т .  е .  из (С , 1 ) -суммирусмости последователь
ности sn не вытекает (С, 1 ) - суммируемость почти всех подпоследова 
тельностей из sn (Бак , Поллард ( 1 ]  ) . 

По  поводу ограниченных последовательностей те же авторы 
доказали ,  что справедлива 

Т е о р е м  а 5 . 8 .  Ограниченная последовательность { sп } (С, 1 ) - су.м
.мируе.ма тогда и тольuо тогда ,  uогда почти все ее подпосле
довательности (С, 1 )-су.м.мируе.мы . 
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По поводу обобщения теоремы Бака имеются еще результаты 
Кью и Питерсена (см . [24*) , [ 25*) ) . Например ,  справедлива 

Т е о р е м а 5 . 9 .  Пусть Т - некоторый .метод суммирования . 
Тоzда последовательность ( sп ) сходится , если .множество Т - сум
мируемых подпоследовательностей из  ( sп ) имеет вторую кате
zорию. 

Отметим , что по типу этот результат примыкает к теореме Хилла 
(см . 8.6 , 1 1 ) .  

Из теорем 5.8 и 5.9 вытекает, например, что если ограниченная 
расходящаяся последовательность { sn } (С , 1 ) - суммируема , то мно
жество (С, ! ) -суммируемых подпоследовательностей имеет первую 
категорию и его мера равна 1 . 

§ 6. Суммируемость частичных рядов первого вида 

Прежде чем перейти к изложению основного материала этого 
параграфа , м ы  сделаем некоторые . замечания и введем определения ,  
которые понадобится не только в настоящем параграфе, но и ниже . 

Из определений методов суммирования видно, что методы 1*  и Т*, 
вообще говоря ,  различны . В случае конечнострочных методов они 
сводятся друг к другу. В общем же случае формально всякий метод 
T* = l l anm l i  сводится к методу 1* = I I Bпт l l с 1п = 0 , если положить 

00 
В nm = � ank '  Обратное неверно , так как если при некотором п0 

k = m  
последовательность Вп •• т н е  имеет нулевого предела п о  т (кстати , 
предел для методов 1** даже может и не существовать) , то метод 1* 
нельзя свести ни к какому методу Т*. 

Так как результаты этого и нижеследующих параграфов относятся 
к суммированию рядов , то из приведеиных ниже рассуждений легко 
заметить ,  что , доказав некоторое утверждение для методов 1*  (или 
для 1**) , мы можем это же доказательство перевести и на методы Т*. 
Обратный же ход от Т* к 1 *  (тем более к 1**) обязательно потре 
бует новых дополнительных рассуждений ,  которые связаны с тем , 
что J i ш  В nm может не существовать , а если и существует , то может 

m + co  
быть отличным от нуля . 

В указанном выше смысле методы 1* (тем более 1**) шире мето
дов . Т* . Более того , методы 1* (1 **) значительно более удобны для 
изучения суммируемости рядов , что будет , в частности , видно 
из дальнейшего. Как правило ,  выкладки для методов Т* значительно 
удлиняются , из-за чего идея доказательства того или иного факта 
становится мало прозрачной из-за технических трудностей . Ввиду 
этого мы будем проводить рассуждения только для методов 1** 
(или 1*) , опуская доказательство для методов Т* ,  хотя результаты 
будут сформулированы для методов 1* ·  1 ** и Т*. 

Теперь введем ряд определений .  



406 ОБЗОРНАЯ СТАТЬЯ 

О п р е д е л е н  и е 6 . 1 .  Пусть функции f n (х) определены на мно
жестве Ес: (О ,  1 ] . Функциональный ряд 

со 
(6 . 1 ) 

называют безусловflо сходящи.мся по в�-tеш�-tей .мере fla Е, если он 
при любом порядке членов сходится по внешней мере на Е, т .  е .  
если для всякого переставленного ряда 

со 
(6 . 2) 

щйдется такая почти всюду конечная функция F (х), что для лю
бого 1 > О 

Отметим, что введенное определение дано дл я любых функ
ций fп (х) , т .  е .  fп (х) могут быть измеримы , а могут быть и не
измеримы . Если в указанном определении все fп (х) измеримы на Е, 
то мы говорим о безуслов�-tой сходимости по .мере .  

Далее , если все ряды вида (6 . 2) сходятся почти всюду на Е, 
то мы говорим, что ряд (6 . 1 ) безусловflо сходится почти всюду fla Е. 
В этом определении следует иметь в виду, что исключительное 
множество (меры нуль) точек расходимости ряда (6 . 2) ,  вообще говоря , 
зависит от перестановки членов . 

Нетрудно убедиться ,  что для безусловно сходящегося ряда функ
ция F (х) (с точностью до значений на  множестве меры нуль) не 
зависит от перестановки членов ряда (см . ,  например ,  (6 1 *] ) . 

Относительно т аких рядов· Орлич (см .  (39*] , а также (20* ] ,  стр .  42) 
доказал , что справедлива 

Т е о р е м а 6 . 1 .  Для того чтобы ряд (6 . 1 ) был безуслов�-tо 
сходящи.мся fla Е по внешней .мере ,  1-tеобходи.мо и достаточ�-tо, 
чтобы всякий ряд 

со 

(п0 < п1 < . . .  ) (6 . 3) 

был сходящи.мся fla Е по в�-tешней .мере .  
Правда , ОрJiич ( 39*] формулировал этот результат для измеримых 

функций ,  но доказательство ( ( 20*] , стр . 42) справедливо и для про
извольных .  

В той же работе (Орлич ( 39*] ) доказана 
Т е о р е м  а 6 . 2 .  Если фу�-tкции f n (х) измеримы fla Е и ряд 

(6 . 1 ) безусловflо сходится fla Е по .мере ,  то почти всюду fla Е 
со 
� /� (х) < со. 

n = O  
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О п р е д е л е н и е  .6 . 2 .  Пусть дан ряд (6 . 1 ) .  Тогда всякий ряд 
вида (6 . 3) мы будем называть частичным рядом 1 - го вида .  

Всякий же  ряд 

(8п = О ИЛИ 1 )  (6 .4) 

мы будем называть частичным рядом 2 - го вида . 
Ясно , что с точки зрения сходимости частичные ряды (6 . 3) и (6 . 4) 

ведут себя одинаково .  Что же касается суммируемости, то эти ряды 
существенно отличаются друг от друга .  В настоящем параграфе речь. 
будет идти о рядах вида (6 .3) .  

О п р е д е л е н  и е 6 . 3 .  Пусть т** = 1 / Bnm l l - некоторый метод сум
мирования и 

(N = O ,  1 ,  . . .  ) , (6 .5) 

где рав енство (6 . 5) понимается в смысле сходимости ряда по внеш
ней мере на Е к aN (x) . Мы говорим , что ряд (6 . 1 )  т** -суммируем 
на Е по внешней мере � F (x) , если aN (x) существуют и 

crN (x) ;> F (х) . 

Знак ;> означает сходимость по внешней мере на Е.  В дальней
шем aN (x) мы будем называть ! '*-средним от ряда (6 . 1 ) .  

Если f п (х) измеримы ,  то  мы говорим о т**- суммируемости по 
мере . 

Если же iп (х) произвольны ,  но crN (x) -?- F (х) для почти всех (п . в . )  
х Е Е, то  мы говорим о ·(� -суммируемости ряда (6 . 1 ) для п . в .  х Е Е .  

Отметим ,  что в последнем определении , хотя речь идет о сходи
мости п .  в .  aN (x) к F (х) , тем не менее сами aN (x) определяются 
с помощью сходимости по внешней мере (или по мере) рядов вида (6 . 5) .  
а не в смысле сходимости п .  в .  рядов в (6 . 5) к aN (x) . В силу этого 
условия на существование а N (x) сведены до минимума. 

Если ряд (6 . 1 ) такой ,  , что все его переставленные ряды (6 . 2) 
/*-суммируемы почти всюду на Е (по мере на Е) , то мы говорим . 
что ряд (6 . 1 )  безусловно т ' * -суммируем почти всюду на Е (по мере 
на Е) . 

Совершенно аналогично даются определения суммируемости 
ряда (6 . 1 )  по внешней мере, по мере или почти всюду для мето .. 
дов Г ,  или для регулярных методов Теплица Т *) .  

Ради краткости доказательств мы будем иногда рассматри
вать измер имые функции и методы т\ хотя те же доказательства 

*) Напомним, что ряд суммируем методом Теплица, если суммиру�мы 
частные суммы этого ряда. 
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(с некоторым добавлением) справедливы для методов т* ' и Т* при 
произвольных функциях, которые ограничены измеримыми функциями .  

Докажем ряд вспомогательных утверждений (см . работы [60* ) 
и [6 1 * ] ) . 

Л е м м а  6 . 1 .  Пусть дан метод суммирования т** = I I Bnm l l (или 
метод Т*) . Тогда найдется последовательность положительных 
чисел 1J11 , таких , что если члены ряда 

удовлетворяют перавепству 

00 

� и� k = O  

1 иk ! <: 1Jk (k ):. k0) , 

(6 . 6) 

то ряд (6 .6) сходится к числу D и, кроме того , т '* - сум
мируе..м. к D. 

Так как \ im Втп = 1 (т = О , 1 ,  . . .  ) , то 1 Bnm 1 <: Н т для всех п.  
n + oo 

1 Положим 7Jk = (k + 2)2 Hk • Очевидно ,  что тогда ряд из 7Jk • а стало 

быть , ряд (6 .6) , абсолютно сходится .  Положим 

и покажем , что ряд (6 . 6) ��*-суммируем к D. Пусть Е > О. Найдем 
се 

такое М,  что М ):.  k0 , М .:> � и � 1 и11 1 < Е . Тогда при п доста-

точно больших 

00 00 00 

+ � 1 иk 1 1  Bnk 1 + � 1 иk 1 -< Е + � 1J11Hk + Е <: 3Е , k •M+1 k =M+1 k =M+ 1 
что и -доказывает лемму. 

Почти очевидной является следующая 
Л е м м а 6 . 2 . Пусть f n (х) ;> О па Е и En ,j, О .  Тогда найдется 

множество Е1 с. Е с т (Е - Е1) = О  и последовательность п1 < 
< п2 < такие , что при х0 Е Е1 

1 fпk (х0) 1 < Ek для k ):. k0 (х0) . 

Теперь докажем основную лемму этого параграфа (см . работу [62* )  ) . 
Л е м м а  6 . 3 . Пусть даны метод т** = I I Bnm l l (или Т*) и ряд 

00 

(х Е [0 , 1 ] ) , (6 . 7) 
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который не сходится на [0 ,  1 )  по внеш ней .мере . Тогда если 
fi N(x) � О на [0 , 1 )  по не которой подпоследовательности j N '  
то из ряда (6 .  7) .можно выделить частичный ряд 1 - го вида 

00 

Uo < l 1 < · · . ) , (6 . 8) 

который не был бы т " -су.м.мируе.м (Р-су.м.мируе.м) на [ 0 ,  1 )  по 
внешней .мере . 

Если дл я векоторого частичного ряда вида (6 . 8) т *�-средние не 
имеют смысла ,  то лемма доказана . Поэтому мы  будем считать ,  что 
для любого частичного ряда от ряда (6 . 7) т�� - средние имеют смысл . 
Далее , так как мы предполагаем , что каждая функция /1 (х) ограни 
чена измеримой и конечной п. в .  на  [ 0 ,  1 )  функцией F1 (x) то на 
основании теоремы Лузина ,  не ограничивая общности ,  мы можем 
считать 1 /1 (х) 1 -<  А1 при х Е [0 , 1 ) .  Кроме того , если использовать 
леммы 6 . 1 и 6 . 2 ,  из доказательства будет видно ,  что мы можем счи 
тать fi 

N (х) == О на [0 , 1 ) .  Положим D1 = А0 + . . . + А1 • По усло-
вию, ряд (6 . 7) не сходится по внешней мере н а  [ 0 ,  1 ) ,  и потому 
дл я некоторых s > О и о > О 

(N = O , 1 ,  . . .  ) , (6 . 9) 

где О = а� <  �� < сх; < �; < . . . - такие редкие последовательности , 
что вне всех отрезков [сх�. ��] находится бесконечно много функ
ций fiN (x) := 0 . Построим из  членов ряда (6 .7 )  частичный ряд 

00 
� fk1 (x) _ / = 0 (6 . 1 О) 

таким: образом , чтобы он содержал бесконечно много сумм 

и чтобы после каждой такой суммы стояло ровно (�8 - 11.8 + 1 ) функ
ций fi N (х) == О . Ряд (6 . 8) будем строить индуктивным способом 
и при этом так , что он будет частичным рядом от ( 6 . 1 0) . Построим 
последовательности {т1 ) , { п1 ) . {Q1 ) . {N1 ) . {р1 ) и { q1 } . где p1 = a.N . l 
q . = �N · t l 

Пусть N0 = О ,  р0 = а.0 = О , q0 = �о и Q0 = q0 • Пусть уже по -
добраны {р1 } , { п1 ) , { q1 } , {т1 ) , {Q1 }  и {N1 } для O -<: t -<: k -- 1 
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11 функция /qk_ 1 (х) стоит на месте Qk_1 в ряде (6 . 8) . Берем теперь 
ряд 

(6 . 1 1 ) 

"Такой ,  что до места Qk- 1  идут уже выбранные функции f n с номе
рами  из [р1 , q1] при О -<.  i -<. k - 1 , а также нули между ними. Начи
ная с номера Qk-1  + 1 ,  в ряде (6 . 1 1 ) стоят в естественном порядке 
индексов все функции с номерами i из [rxj , �jl при j > Nk- 1 . Нахо
дим mk > mk- 1 такой , чтобы 

и 

1 1 1 - В · 1 < при t" / Qk 1 (6 . 1 2) mk' '  2kD � - . 
qk- 1  

СМЫСЛ , ТО МОЖНО 

(р" > qk- 1) (6 . 1 3) 

r 1 qk 1 
т еЕ {l � ft (х) [ Вп,.. , �1 - Вт", �1] > l�k J> < 1�k (6 . 1 4) 

1 L =pk 
(rx = О,  1 , . . .  , k - 1 ) , 

где -r:1 (Pk -<. i -<.  qk) - это те номера, которые занимают функции /1 (х) 
<: Pk -<.  i -<.  qk в ряде (6 . 1 1 ) .  Поставим функции /1 (х) (Pk -<. i -<. qk) 
на  места n из [;pk ' 'tqk] ' положим Qk = 'tqk ' а на  местах из [Qk_ 1 + 1 , 
�pk - 1 ] расположим функции fjN (x) = O , т .  е. заменим в ряде (6 . 1 1 ) 
все функции /1 с Индексами i из [rxj , �jl при Nk _ 1  < j < Nk нулями. 
После.::'этоrо находим nk > nk_ 1 так, чтобы 

1 1 1 - В · 1  < -- при i / Q (6 . 1 5) nk' '  2kD � k '  
qk 

Таким образом ,  ряд (6 .8) полностью определен . Очевидно ,  что для 
этого ряда 

qk k-1  qj 
Cnk (x) - :1пzk (x) - � ft (x) =  .� � /1 [Bnk. �i - Bmk, �J + 

i =pk ] = 0 l =pj 
qk qk 

+ -� ft [Bnk, �i - 1 ] - .� ftBrnk, �t + 
L =pk L =pk 

00 � 4 
+ . � � /1 (Bnk, �� - Bmk, �1] = � S1 . (6 . 1 6) ]=k+l L =р 1 = 1 
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На основании (6 . 1 2) и (6 . 1 5) получим: 
qk-1 2 � 1 

S1 (х) <2kD � 1 ft (х) J <;_ 2k- l • 
qk-1 i a O 

т .  е .  S1 (х) 3> О при k � оо . На основании (6. 1 5) имеем : 
qk 1 � 1 S2 (x) < 2kD � l ft (x) J <;. 2k , 

qk i :pk 

4 1 1 

т .  е .  S2 (х) 3> О при k � оо . В силу (6 . 1 3) S3 (х) 3> О при k � оо . 
Определим множества 

f � ' 00 

M1k=E � � /1 (x) [Bпk' 'i- Bmk' "'l] <;. 1�1 �  и Mk = П MJII ' 
t i :pj 1 J }= k + l 

1\ 
Ясно, что meCM1k < -. при j > k (см. (6. 1 4) ) .  Поэтому 

1 01 
00 

meCMll <;_ � meCM1k < 1�k и ,  стало быть, внутренняя мера 
J• k+1 

1\ miмk > 1 - 10k . Если Хо Е мk . то 

00 qj 
� � ft (Xo) [Bnk' "'i - Bmk' 'l] <;. 1�k • j• k+l l =Pj 

Отсюда вытекает, что 

теЕ { J S4 j  > 1�k } < 1�k , 
т .  е .  s4 3> о при k � 00 . в итоге sl §> о  при всех l = 1 , 2 , з .  4 , 
и потому (см . (6 . 1 6) )  

qk 
ank (х) - amk (х) - .� /1 (х) §> О при k �оо . 

t =pk 
Но pk = �Nk ' qk = �Nk' ·И потому (см . (6 . 9) ) 

qk 
� !1 (х) =!=> О при k � оо , 
l =pk 

(6 . 1 7) 

а это значит (см .  (6 . 1 7) ) ,  что и ank (х) - crmk (х) =!=> О при k � оо . 
Из последнего вытекает , что последовательность an (х) не может быть 
сходящейся по внешней мере на [0, 1 ] .  Лемма доказана . 



4 1 2 ОБЗО РНАЯ СТАТЬЯ 

Теперь докажем , что справедлива (см . работу (62*1 ) 
Т е о р е м  а 6 . 3 . Пусть r** (Т*) - неиоторый .метод су.м.миро-

6ания. Тогда если ряд 
00 

� IJ!п (x) (х Е (0 , 1 1 )  (6 . 1 8) n = O 
таиов , что любой его частичный ряд 1 - го вида 1*•-су.м.мируе.м 
(Т* --суммируем) на [ 0 , 1 1 по внешней .мере , то 

IJ!n (х) = 1 (х) + 1Jn (х) , 

где 1 (х) - ионечная фуниция на (0 , 1 1 . а ряд 
00 

� "tJn (х) n = O 

(6 . 1 9) 

безусловно сходится на (0 , 1 1 по внешней .мере . При это .м 1 (х) = О, 
если .метод r** (Т*) не суммирует ряд 

00 

� 1 . (6 . 20) 
n = O  

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Так ж е  как в лемме 6 . 3 , мы  можем, 
не ограничивая общности, считать , что 1 IJ!n (х) 1 <. An при х Е (0 , 1 1 . 
Положим Dn = А0 + . . .  +An . 1 ) Сначала докажем ,  что Фп (х) = 1 (х) + 1Jn (х) , где 1 (х) - конеч
ная функция на ( 0 , 1 1 . и 7Jn (х) � О при п -+  со. Допустим против 
ное, т .  е .  для некоторых е > О и а > О 

(6 . 2 1 )  

'Где О < �1 < � 1 < �2 < �2 < . . .  И з  системы функций ( "п } выбросим 
все функции ,  у которых п Е c�,l' �k) , и оставшееся множество функ-
ций обозначим через (\} . Из системы (�п } индуктивно построим 
два частичных ряда от (6 . 1 8) так , что в одном из них опущено бес
конечно много функций �·R , а в другом ta . Пусть уже построены { n1 } , . �ql ql 
(р1 } и { q1 } для i = 1 , . . .  , k - 1 так , что р1 означает место , на кото
ром стоит функция Фа или IJI• . Образуем два вспомогательных ряда qi �ql 
из системы (�п } • где в первый раз выброшены функции � · �q1 

при 
i = 1 , . . .  , k - 1 , а в другой раз функции Фа при i = 1 , . . .  , k - 1 ql 
и функция 1 о (х) *) . Так как r** - средние имеют смысл ОТ каждого 

f \tJ*) Во втором случае дополнительно выбрасывается ф ункция fo (х) для 
-того, чтобы в обоих вспомогательных рядах функции <Jia, и <JI�, стояли на · 
.одном и том же месте дл;1  каждого 't > qk- t· 
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частичного ряда , то найдутся такие Pk > Pk- 1  и qk > q11_ 1 , что для 
j <. k - 1 

meE { / � 'aqkBn}' pk \ > l�k } < l�k ' meE { l � · �qkBn}' pk J > l�k }  < l�k ' 
(6 . 22) 

где р11 - общий номер места , на котором стоит функция �" (функqk 
ция ��qk) в первом (соответственно во втором) вспомогательном ряде. 
После этого находим nk такой , что 

1 1 - Bnk, t l < 2k� при t <. p11 •  (6 . 23) 
�qk 

Пусть а� (х) (а: (х)) суть т**-средние ряда , образованного по си
стеме {фп } , из которой выброшены функции  ��qi (соответственно � .. q) для l = 1 ,  2 ,  . . . Очевидно, что 

k ф 
a�k - a:k = �1 (�aqi - ф�q) Bnk,pi + i=ft 1 (Ч ·  .. qi -IJI�q) Bnk, Pt=S1 +S2 .  

(6 . 24) 
Из (6 . 23) вытекает ,  что 

1 s, -� ( · ' ·,., - ·  � ,,,) < 2' �''• � 1 Ф .. , - Ф,,, 1 < 2'1 ' • (6 . 25) 

На основании (6 . 22) (см . оценку S4 в лемме 6 . 3) имеем : 

s2 (х) � о при k - оо . (6 . 26) 
Но согласно условию теоремы , а ' (х) и а" (х) сходятся по внешней nk nk 
мере , и потому (см . (6 . 24) - (6 . 26) ) при k -+ оо 

k 
� (�aq - ф�q .) � Р (х) , т .  е . Ч'аq (х) - ��q (�) � О , 1 = 1  i t l l 

что противоречит (6 . 2 1 ) . 
2) Предположим , что метод т** суммирует ряд (6. 20) . Тогда 

любой частичный ряд от ряда 
00 00 

� IЧ'п (х) - f (х)] = � "fj11 (х) , где "'Jn (х) � О, n = O  n = O  
(6 . 27) 

т**-суммируем по внешней мере на [ 0 ,  1 ) .  Из л�ммы 6 . 3  вытекает 
(в силу "'Jn � 0) , что любой частичный ряд от ряда (6 . 27) обязан 
сходиться на [ 0 ,  1 ] по внешней мере ,  так как в противном случае 
нашелся бы частичный подряд, не суммируемый методом т**, Таким 
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образом ,  в случае 2) каждый частичный ряд от ряда (6 . 27) сходится 
по внешней мере на [0 , 1 1 . и потому (в силу теоремы 6 . 1 )  ряд (6 . 27) 
безусловно сходится по внешней м е ре на [О , 1 1 .  

3 )  Метод т** н е  суммирует ряд (6 . 20) . В силу пункта 1 ) "''п (х) � О. 
Совершенно ясно ,  что тогда можно найти так быстро возрастающую 
последовательность { пk } , чтобы ряд 

со 

� "1/Jik (x) k = O  
был  ·(*'"-суммируемым на [0 , 1 1  п о  внешней мере, а тогда , согласно 
условию теоремы ,  и ряд 

со 00 

� [�nk (х) - 'fj��k (х)] = � f (х) k = O  k = O  
будет т** -суммируемым на [0 , 1 1  по  внешней мере, что возможно, 
(в случае 3) ) лишь когда f (х) = О п. в. на [0 , 1 1 ·  Так как мно
жества меры нуль не оказывают никакого влияния на сходимость 
рядов по мере , то мы можем считать , что f (х) == О  на [0 , 1 1 . Таким 
образом , Фп (х) = 1Jn (х) , где "'Jn (х) � О,  и потому (см . рассуждения 
в конце пункта 2) ) ряд из "'Jn (х) безусловно сходится на [0 , 1 1  по 
внешней мере . Теорема доказана . 

Из теоремы 6 . 3 ,  используя теорему 6 . 2 ,  по .1учаем следующую 
теорему: 

Т е о р е м  а 6 . 3 ' . Если члены ряда (6 . 1 8) являются измеримыми 
фующиями ,  то при предположениях теоремы 6 . 3  еще можно 
утверждать ,  что 

со 

� "'J� (х) < оо для почти всех х Е [0 , 1 1 .  
n = o 

Из предыдущих результатов вытекает 
Т е о р е ма 6 . 4 .  Если триzонометричес�tий ряд 

со со 

�о + � (ak c o s  kx + bk sin kx) = �о + � Pk c o s  (kx + <pk) (6 . 28) 
k = l  k = l  

та�tов , чт� любой ezo частичный ряд первого вида т**-суммируем 
(Т* -суммируем) по .мере на множестве Е с [О , 27tl с те >  О ,  то 
ряд (6 . 28) безусловно сходится по мере на [0 , 27tl и 

со со 

� (а� + Ь�) = � р� < оо .  
k = l  k = l  

(6 . 29) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Нам достаточно показать, что справед
ливо (6 . 29) . В силу теоремы 6 . 3  имеем : 

Pk c os (kx + <pk) = f (х) + "'Jk (х) , (6 . 30) 
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где f (х) - конечная измеримая функция ,  а 7lk (х) � О  на Е. Сначала 
докажем , что f (х) эквивалентна нулю на Е. Допустим противное , 
т. е . ,  например , f (х) > О  при х Е Е1с.Е, где mE1 > О .  Рассмотрим 
два случая: 

С л у ч а й  1 . Pki -<. С (С - постоянная) , где f k 1 } - некоторая воз-
растающая последовательность натуральных чисел . Так как 11kt (х) �О 
на Е1 , то из { k1 }  можно выделить подпоследовательность { nj } такую, 
что '1/n . (х) � О п .  в .  на Е1 • Но тогда , в силу теорем Лузина и Его-

; 
рова , мы можем найти замкнутое множество Ре.  Е, mP > О  такое , 
что f (х) и '1/n . (х) непрерывны на Р и '1/n . (х) равномерно сходится 

J J 
к нулю на Р. Поэтому (см . (6 . 30) ) 

Pnj J cos (nj x + rpпj) dx =  J f (x) dx + 
р р 

+ J '1/пj (x) dx = J f (x) dx + ej , (6 . 3 1 ) 
р р 

где ej � o  при j � oo .  В то же время при j � oo  / Pпjj cos (njx + rpпj) dx l -<. C { I J  cos njx dx J+ IJ 
sin njx dx J } � o  

в силу того , что коэффициенты Фурье характеристической функции 
множества Р стремятся к нулю.  Но тогда из (6 . 3 1 ) вытекает, что 
J f dx = О;  это невозможно , ибо mP > О  и f > О на Р. 

р 
С л у ч а й  1 1 . pk � оо при k � оо . Так как f (х) конечна и изме

рима , а 7lk (х) � О  на Е, то , как и в случае 1 ,  найдется совершен
ное множество Р с Е, mP > О ,  и последовательность { nj }  такие , 
что f и '1/nj непрерывны на Р и '1/nj (х) равномерно сходится к нулю 
на Р. Поэтому (см . (6 . 30) )  

Р� . J cos2 (njx + rpпj) dx = J /2 (x) dx + oj ,  
J p  р 

(6 . 3 2) 

где oj � О при j � оо . Но хорошо известно (см . , например , [ 1 6"] , 
стр .  1 34) , что при n � оо 

J cos2 (пх + rJJп) dx � -} mP > О ,  (6 . 33) 
... 

р 

и потому (см . (6 . 32) ) , учитывая Pk � оо, имеем : 

J f2 (х) dx = . t im Р.11 . J cos2 ( njx + rJJn .) dx = оо, 
р J � 00 J р J 

что противоречит непрерывности f (x) на Р .  
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Далее , так как множества меры нуль не влияют на сходимость 
по мере ,  мы можем считать , что f (х) == О на Е. Стало быть, на 
основании теоремы 6 . 3' мы получаем : 

(Х) 00 

� p� cos2 (kx + <pk) = � 1j� (x) < oo для п .  в .  х Е Е. (6 . 34) 
11 = 1 k = l 

В силу теоремы Егорова мы можем считать, что ряд (6 . 34) сходится 
равномерно на некотором Ре:.  Е, тР > О . Но тогда (см . 6 . 34) )  

00 

где D - постоянная .  Из последнего неравенства вытекает 
(Х) 

� р: J cos2 (kx + <pk) dx <: DтР. 
k = l  р 

(6 . 35) 

Принимая во внимание (6 . 33) , мы видим , что неравенство (6 . 29) выте 
кает из (6 . 35) . Теорема доказана .  

Отметим еще одно утверждение (см. работу [ 6 2 '1 ) 
(Х) 

Т е о р е м  а 6 . 5 .  Если числовой ряд � иk таков ,  что любой 
k = O  

его частичный ряд первого вида суммируем некоторым .мето 
дом ��* (или Т*) , то иk = А + "1/k • где А - постоянная , а ряд 

(Х) 
( 6 .  36) 

абсолютно сходится . При атом число А может быть отли •: 
ным от нуля лишь в случае , когда .метод � �* (Т*) суммирует 
ряд (6 . 20) . 

Теорема 6 . 5 непосредственно вытекает из теоремы 6 . 3 , если поло 
жить фk (х) = иk при х Е [ 0 ,  1 )  и учесть ,  что в этом случае сходи
мость по мере эквивалентна обычной сходимости числового ряда . 

Теорема 6 . 5  допускает обобщение (см . работу [62*) ) . на доi<аза
тельстве которого мы не будем останавливаться . 

Т е о р е м  а 6 . 5' .  Пусть 1** (Т*) - некоторый метод суммиро-
оо 

вания . Тогда если числовой ряд � иk таков , что для любого 
k = O  

е г о  •tастичного ряда первого вида 1*� -средние ( Т*- средние) имеют 
смысл и ограничены , то иk = А + 1jk • где А - постоянная,  
а ряд (6 . 36) абсолютно сходится . При атом постоянная А = О, 
если &*.,·средние (Т*- средние) от ряда (6 . 20) не имеют смысла 
или же , если имеют смысл , то не ограничены . 
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Следует заметить , что в условиях теоремы 6 .5 '  не предпола 
гается равномерная ограниченность всех 1**-средних независимо 
от выбора частичных рядов . 

Далее , в теореме 6 . 5' ,  в отличие от теоремы 6 . 5 ,  нельзя утвер
ждать , что А = О ,  если метод 1** (Т*) не суммирует ряд (6 . 20) , ибо 
возможен случай , когда А =1= О ,  и тем не менее метод 1** не сумми
рует ряд (6 . 20). 

В связи с только что доказанными теоремами возникает вопрос 
о возможности переноса их со случая 1 **-суммируемости по мере на  
случай 1**-суммируемости п .  в .  на [0 ,  1 ] .  Точнее, если ряд таков , 
что любой его частичный ряд первого вида 1**-суммируем п. в . 
на [0 ,  1 ] ,  то можем ли мы утверждать, что этот ряд с точностью 
до общего постоянного члена является п .  в . сходящимся ?  

На поставленный вопрос ответ дает (см . работу [62*] ) 
Т е о р е м  а 6 . 6 .  Сущест!Jует ортогональный ряд 

00 
(6 . 37) 

(cnr.pn (х) --+ О на [0, 1 ]), который всюду на [0, 1 ]  расходится , и 
те.м не .менее любой его частичный ряд первого вида (С, 1 ) -су.м
.мируе.м п .  в .  на [0 ,  1 ] . 

В качестве ряда (6 .3  7) можно взять ряд (5 . 1 6') из теоремы 5 .4. 
Он всюду расходится ,  и кроме того ,  всякий ряд 

00 
� cnkr.pnk (х) k = O  

(6 . 38) 

на основании соотношения пk .:;> k удовлетворяет условию (см . (5 . 1 7) ) 
со со со 
� с� Iog k <. -� с� log пk <. � с� 1og n < со ,  
k = 2  k .J k = 2  k n = 2  

что в силу теоремы Меньшова гарантирует (С, 1 )- суммируемость п .  в . 
на  [0 ,  1 ]  ортогонального ряда (6 .38) .  Теорема доказана . 

§ 7. Суммируемость частичных рядов второго в ида 

Предварительно докажем , что справедлива 
Л е м м а  7 . 1 .  Пусть дан .метод суммирования 1•* = 1 1 Bnm l l  

и ряд 
(х Е Е) (7 . 1 ) 

таков , что 1**-средние имеют смысл для каждого его частич ..:  
наго ряда 2- го вида "') . Тогда если {Р� · q�} последовательность 

*) См.  определение таких частичных рядов в § 6. 

27 Зак.  1223. Р. Кук 
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пар р� < q� < р� < q� < . . . , то из нее .можно выделить под
последовательность пар {Pk • qk } та�ую, что для не�оторого 
частичного ряда 2 - го вида 

и для не�оторых пk , тk на .множестве Е 

qk 

(7 . 2) 

ank (х) - amk (х) - � /1 (х) � О при k -+- оо, (7 . 3) 
l = pk 

где ч ерез оп (х) обозначены &** -средние ряда (7 . 2) .  
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Так как мы  предполагаем , что каждая /1 (х) 

ограничена измеримой функцией ,  то, как будет видно из нижесле
дующих рассуждений, не ограничивая общности, можно (на основа
нии теоремы Лузина) считать, что 1 /1 (х) 1 <: А1 при х Е Е. Положим 
D1 = А0 + . . . + А1 . Ряд (7 . 2) мы будем строить рекуррентным 
образом так, чтобы о1 = О для всех l , за исключением l ,  принадле
жащих отрезкам [Pk • qk] , которые специальным образом выбраны 
Из последовательности отрезков [Р� ·  q�] при k = 1 ,  2 ,  . . . Положим 
т0 = п0 = р0 = q0 = 0 .  Пусть уже подобраны {т1 } .  { п1 } и {р1 , q1 } 
(из {Р� ·  q; j )  для j = О,  . . . , k - 1 ,  и о1 при l <: qk _ 1 таково , что 
о1 = 1 при i Е [р1 , q1] для О <: j <: k - 1 и о1 = О для остальных 
l <: qk _ 1 • Находим тk > пk_ 1  такой , что 

1 1 - Вт 1 / < 1 при l � qk_ 1 k• 2kD � 
qk-1 По условию ряды 

' 
00 qj 

(k > 1 ) .  

}J }J ft (х) Bni } = 1 i =pj 
(п = О ,  1 ,  . . .  ) 

(7 . 4) 

сходится н а  Е по внешней мере , и поэтому можно найти из [Р;. q�] 
такую далекую пару (pk , qk] с Pk > qk- t •  что 

и 

! 
qk 

1 ' 1 
теЕ -� ft (x) [Bп,. . t - Bт •• t] > 1 0k J} < JOk (7 .5) 

t =Pk 
, (1% = 0 , 1 ,  . . . • k - 1 )  

qk 
� ft (х) Bmk ' t 
l = pk 

1 ' 1 > - } < -1 0k j 10k 
' (7 . 6) 
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После этого находим пk > тk такой , чтобы 
1 j 1 - Bnk. i / < 2kD при t <: qk .  

qk 

4 1 9 

(7 . 7) 

Теперь полагаем ai = о при qk- l  < l < qk и ai = 1 при l Е [Pk · qk l ·  
Таким образом , ряд (7 . 2 )  полностью определен . Очевидно ,  что для 
этого ряда при k > 1 

qk k- 1  qj 
aпk (x) - amk (x) - � fi (x) = � � fi (x) [Bnk , i - Bmk, i] + 

i = pk } = 1 i = pj 

qk qk + � fi (x) [Bnk . i - 1 ] - .� fi (x) Bтk. i +  
i = pk t = pk 

00 � 4 

+ . � .� /i (x) [Bпk. i - Bmk. i] = � S., (x) . (7 . 8) } = k+l t =pj � = 1 
Из (7 . 4) и (7 . 7) вытекает , что при всех х Е Е 

k- 1 qj 
/ St (x) l <: � � Ai 2kD

2 
J = l i = pj qk - l 

т. е .  S1 (x) 3:;> 0  на Е при k -+ oo. Из (7 .7 )  имеем : 
qk 
� 1 1 S2 (x ) < � Ai 2kD < 2k при х Е Е. 
i = pk qk 

т .  е .  S2 (х) ;> О  на Е при k -+ оо . Учитывая (7 . 6) ,  получаем S3 (x) ;>О 
на Е при k -+ оо .  Что касается S4 , то н а  основании (7 . 5) (рассуждая 
так же , как в лемме 6 . 3  при оценке S4) получаем S4 (х) ;> О  на Е. 
Стало быть, S" (x) ;> О  на Е при 't = 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  и потому (см .  (7 .8) ) 
соотно1uение (7 . 3) справедливо , что и требовалось доказать .  

Из леммы 7 . 1 непосредственно вытекает (см . работу [ 62*]) 
Т е о р е м  а 7 . 1 . Если 1** = 1 1  Bnm 11 - .метод су.м.мирован,ия, 

а ряд 
00 

� fi (x) i = O  (х Е Е) (7 .9) 

та,.ов , что любой его частичн,ый ряд 2 - го вида 1 **- су.м.мируе.м 
н,а Е по вн,ешн,ей .мере ,  то ряд (7 . 9) безуслов nо сходится н,а Е 
по в nешnей .мере_. Кроме того, если fi (х) измеримые фун,,.ции 
н,а Е ,  то 

27* 

00 

� f� (x) < оо п .  в .  на  Е. i =O (7 . 1 0) 
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Действительно , в силу теорем 6 . 1 и 6 . 2  нам достаточно доказать, 
что любой ряд 

00 00 

� fпk (х) = � �tfl (x) k=O l = O  
сходится на  Е п о  внешней мере *) .  Допустим противное, т .  е .  не
который ряд 

00 00 

� 8lfl (x ) = � фl (х) l =O l = O 
(7 . 1 1 ) 

не  сходится на  Е по внешней мере. Тогда для некоторых s > О 
и 8 > О 

т еЕ J �. фl (х) > s 1 > 8 
l l =pk 

Стало быть, на  основании леммы 7 . 1 найдется из (7 . 1 1 ) частичный 
ряд второго вида 

такой , что для некоторых nk , тk на множестве Е 
qk 

ank (х) - amk (х) - � фl (х) � О при k -+  оо , 
l =pk 

(7 . 1 3) 

(7 . 1 4) 

где an (х) есть т**-среднее ряда (7 . 1 3) , а {Pk • qk }  выбраны из {Р�· q;J . 
Поэтому (см. (7 . 1 2) и (7 . 1 4) )  

aпk (x) - aтk (x) :;t=> o при k -+ oo, 

т . е .  ряд (7 . 1 3) не является т** -суммируемым на  Е по внешней мере . 
Но тогда и ряд (см . (7 . 1 1 ) и (7 . 1 3) )  

00 

� (8i8;) fl (х) 

не суммируем на  Е по внешней мере. Полученное противоречие 
доказывает теорему. 

Т е о р е м а  7 . 2 .  Пусть т** = 1 1 Впт 1 1 - некоторый .метод сум
мирования и числовой ряд 

00 
(7 . 1 5) 

*) Напомним, что с точки �рения сходимости частичные ряды 1 -ro и 2-ro вида неразличимы. 
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таf(ов ,  что любой его частичный ряд 2-го вида и.меет ограни
ченные 1**-средние . Тогда ряд (7 . 1 5) абсолютно сходится. 

ДопусТИМ ПрОТИВНОе ,  Т . е .  Найдутся такие 01 (о1 = 0 ИЛИ 1 ) ,  ЧТО, 
например , 

со со 

� oici = � al = 00 . i = 0  i �O 
Стало быть , существуют пары (Р� · q�} такие, что 

' 
qk 
� a1 > k 

l =p� 

(7 . 1 6) 

(7 . 1 7) 
Полагая в лемме 7 . 1  /1 (х) = а1 при х Е [0, 1 ] , мы можем выделить 
из ряда (7 . 1 6) частичный ряд 2 - го вида 

(о� =  о или 1 ) 
такой, что для некоторых nk , тk имеем :  

qk 
а - а - ,, а . --+ О при k --+ оо nk mk . � t • 

t �pk 

( 7 . 1 8) 

(7 . 1 9) 

где а суть 1**-средние ряда (7 . 1 8) ,  а {Pk• qk } выбраны из {р; . qa .  
Из (7 . 1 7) и (7 . 1 9) вытекает , что 1 ** -средние ряда (7 . 1 8) не ограни
чены . Но (см .  ( 7 . 1 6) и ( 7 . 1 8) )  

со со 

� о�а . = � (о�о.) с . 
i = O t t i = O t t t 

и потому 1**-средние векоторого частичного ряда 2 - го вида от 
ряда (7 . 1 5) не ограничены .  Получили противоречие. Теорема до
казана . 

3 а м е ч а н и е 7 . 1 .  Следует иметь в виду, что в условиях тео
ремы 7 . 2  не предполагается равномерная ограниченность 1 **-средних 
независимо от выбора частичного ряда 2-го вида . 

3 а м е ч  а н и е 7 . 2 .  Такого же типа утверждения ,  как теоремы 
7 . 1 и 7 . 2 ,  имеют место и для методов суммирования Т*. 

З а м е ч а н и е  7 . 3 .  Сравнивая теоремы 7 . 1 и 7 . 2  с теоремами 
6 . 3 ,  6 . 3' , 6 . 5 ,  6 . 5 ' , мы видим, что случай суммируемости частич 
ных рядов 1 - го вида отличен от случая суммируемости частичных 
рядов 2-го вида. 

Из теоремы 7 . 2  (см .  еще замечание 7 . 2) вытекает 
С л е д с т в и е 7 . 1 .  Пусть 1** (Т*) - некоторый .метод су.м.ми

рования и числовой ряд 
со 

(7 . 20) 

28 Зак. 1223. Р. Кук 
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таков , что любой его частичный ряд 2-го вида т*�-суммируем 
(Т*- суммируем). Тогда ряд (7 . 20) абсолютно сходится. 

со 
Далее ,  так как всякий ряд � '0/t равен половине суммы неко

i = о 
со 

торых двух рядов вида � <-tci (<-t = ± 1 ) , то из следствия 7 . 1 i = O  
получаем 

С л е д с т в и е  7 . 2 .  Если ряд (7 . 20) таков ,  что любой ряд 

т•• -суммируем (Т* - суммируем) ,  то ряд (7 . 20) абсолютно схо 
дится . 

Только что полученное утверждение для регулярных методов Т 
впервые было доказано Орличем [40*] . 

Как и в § 6 ,  возникает вопрос : если функциональный ряд 
со 

(х Е Е) (7 .  2 1 )  

таков , что любой его частичный ряд 2 - го вида т**-суммируем п .  в .  
на Е ,  т о  можем ли м ы  гарантировать безусловную (или обычную) 
сходимость п. в. на Е ряда (7 . 2 1 ) ? Ответ дает (см . работу [62*]) 

Т е о р е м а 7 . 3 . Существует ортогональный ряд 
со 

� Чfп (х) (х Е [0 , 1 ]) ,  
n =O 

который всюду на [0 ,  1 ]  расходится и тем не менее любой его 
частичный ряд 2- го вида (С, 1 )-сум.�ируем n. в. на [0 , 1 ] .  

Доказательство аналогично доказате:1ьству теоремы 6 . 6 .  

§ 8 .  Безусловная суммируемость 

Понятия безусловной сходимости и суммируемости по мере и 
почти всюду были даны  в начале § 6 .  Твм же отмечалось преиму
щество методов т** при исследовании суммируемости рядов .  

Хотя результаты этого параграфа ыы будем формулировать и 
доказывать для измеримых функций ,  тем не менее нижеследующие 
рассуждения ,  как правило, проходят (с некоторым добавлением) дл я 
произвольных функций (см . об этом работы [ 6 1  *1 , [62*] ) .  

Отметим еще , что , как и в предыдущих параграфах, существо
вание r**- средних или Т*-средних понимается не в смысле сходи
мости почти всюду соответствующих рядов , а в смысле сходи-
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.мости по .мере (по внешней мере) *) . Этот факт значительно 
ослабляет условия ,  которые возникают в связи с существованием 
/*-средних или Т*-средних. 

Что касается истории излагаемого вопроса , то читатель сможет 
найти ее во введении к работе [60*] . 

Для дальнейшего нам понадобится некоторые определения . 
О п р е д е л е н и е  8 . 1 .  Пусть ряд 

00 
� ft (x) (х Е Е) i = O 

(8 . 1 )  

разбит н а  некоторое конечное число частичных рядов 1 - го вида **) 
00 
� fn(pj (X) 
k = O  k 

(р = О, 1 ,  . . . , М) ,  (8 . 2) 

где п!f> < пlf> < п�Р) < . . .  Возьмем из (8 . 2) частичный ряд при р = О 

и «разбавим» его членами всех остальных частичных рядов (8 . 2) 
при р = 1 ,  . . .  , М так , чтобы в новом ряде 

00 
� /q . (X) i = O � 

(8 . 3) 

члены любого частичного ряда (8 . 2) шли в естественном порядке , 
т .  е .  если п<,t> > п�Р> , то в ряде (8 . 3) функция f (р) стоит правее • , n� 
функции f (р) · В 3том случае мы говорим , что ряд (8 .3) получен И3 nk, 
ряда (8 . 1 )  слабой перестановttой членов в ряде (8 . 1 )  или что ряд 
(8 .3) - слабо переставленный ряд (8 . 1 ) .  

О п р е д е л е н  и е 8 . 2 .  Ряд ( 8 . 1 )  называется слабо безусловно 
сходящи.мся почти всюду (по мере) на Е, если любой его слабо пере
ставленный ряд сходится почти всюду (соответственно по мере)на Е. 

Если в данном определении сходимость заменена на суммируе
мость методом -r*'' или Т*, то  мы говорим о слабой безусловной 
суммируемости почти всюду (по мере) на Е методом r**или Т*. 

Полезно отметить ,  что на основании результата С . Б .  Стеч
кина [53�] в работе [59*] доказано , что существует на [ 0 , 2тс ] функ
ция с весьма хорошими дифференциальными свойствами ,  тригономе
трический ряд Фурье которой (а также его сопряженный ряд) абсо
лютно расходится всюду на всей прямой и тем не менее этот ряд 
безусловно сходится почти всюду на всей прямой. Указанный факт 
показывает, что безусловная сходимость п. в. весьма существенн() 
отличается от абсолютной сходимости. 

*) Там, где существование средних понимается не в смысле сходимости 
по мере, мы будем особо оговаривать . 

**) См.  оnределение частичных рядов в § 6. 

28"' 
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3 а м е ч  а н и е 8 . 1 .  Почти очевидным является следующий факт 
(см . лемму 4 из [60*]) : фующиональный ряд (8 . 1 ) слабо безусловно 
сходится почти всюду (по .мере) на Е тогда и только тогда, 
когда всякий его частичный ряд сходится почти всюду (по .мере) 
на Е. 

Из теоремы 6 . 1 вытекает, что всякий ряд, слабо безусловно 
сходящийся по мере, является безусловно сходящимся по мере . 

Л е м м а 8. 1 .  Если ряд 

� ft (x) i = O 
(х Е А) (8. 4) 

расходится в каждой точке .множества А (тА = t > 0), а чи 
словая последовательность 1 Н н, 1---+ оо , то .можно найти тauue 
k1 ---+ оо ,  что ряд 

со 

(8 .5) 

не сходится по .мере на А и расходится п .  в .  на А .  
В самом деле , в силу теоремы Лузина мы можем предполагать ,  

что А - замкнутое множество ,  а /1 (х)  непрерывны на А.  Положим 
B1 = su p l /1 (x) l и E1 = E { I /1 (x) I > O } .  Та к  как ряд (8 . 4) всюду 

х Е А 
на А расходится , то А = 1 im Е1 • Найдем такие е1 t О ,  что , положив 

i + co  
E; = E { ! f1 (x) i .>- в1 } . имеем : 

тЕ� > тЕ . - t't+1 L L 1 0  
(i = О , 1 ,  . . .  ) . (8 .6) 

Выбросим из А все множества Е { е1 > 1 f 1 (х) 1 > О } .  Оставшееся мно
't 

жество обозначим через А1 •  Ясно (см . (8 . 6)_) , что тА1 > 2 .  
k 

Так как р rд (8 . 4) расходится ,  то , положив sk (х) = � /1 (х) ,  мы 

будем иметь *) : 

1 iш Sн, (х) - 1 iш Sн, (х) = в (х) > О  
k '>- co k + co 

1 = 0  
(8 . 7) 

Найдем конечную измеримую функцию "1/ (х) , такую , что О < "f/ (х) < <-в (х) при х Е А1 • Не ограничивая общности , мы можем считать, 
что А1 совершенно , а "1/ (х) непрерывна на А1 (в противном случае 
мы перешли бы к рассмотреt,ию совершенного подмножества). Поло
жим min "1/ (х) = "'1 · В силу (8 .  7) можно для каждого х0 Е А1 найти 

� Е А, 

*) Если один (или оба) из пределов бесконечен, то полагается � (х) = со. 
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(р =  1 ,  2 , . . . ) .  (8 . 8) 

В силу непрерывности f1 (х) на А1 из (8 .8) вытекает , что 

1 .  ���о) /1 (х) 1 > "fj при х Е А1 (хо - Oz0 , Хо + Ох,) , 
l = ap (X0) 

(8 . 9) 

где ох, - некоторое положительное число .  Если р фиксиро 
вано , а х0 пробегает множество А1 , то система окрестностей 
(хо- ох, . Хо + ох,) А1 (см . (8 . 9) ) покрывает А1 , и потому можно выбрать 
конечное покрытие множества А1 • Стало быть , найдутся такие числа 
аР < � (� > р) , что если х0 Е А1 ,  то 

(8 . 1 О) 

для некоторых сх и_� .  _:�ричем аР <: сх <: � <: �р· Выберем из последо
вательности пар { схр, �р} подпоследовательность {схр• �р} такую , что 
СХ1 < � 1 < СХ2 < �2 < · · · 

Строим теперь ряд (8 . 5) .  Берем k1  таким, что e1Hk. > 1 .  Пусть 
определены k1 , • • •  , ki _ 1 •  Находим k1 > k1_ 1 так , что 

l- 1  
et / Hk t / > 1 +� / HkJ J BJ . (8 . 1 1 ) 

Но тогда (см . (8 . 1 0) и (8 . 1 1 ) ) , учитывая выбор { схр• �р} • имеем *) :  

� ��Р !1 (х) Hk1 1 > 1 при в сех х Е А1 ,  

т .  е .  ряд (8 . 5) не сходится по мере на А1 •  Расходимость же  п .  в . 
на А ряда (8 .5) ,  очевидно, вытекает из выбора Е� и k1 • Доказа
тельство леммы закопчено . 

Ниже нам понадобятся следующие утверждения (см .  р аботы 
[6 1 *] ,  [62*] ) :  

Л е м м а 8 . 2 . Пусть 1** = J J Bnm l l - .метод су.м.мирова�tuя и 
расходящийся по мере 1ta Е ряд 

(х Е Е. тЕ > О) (8 . 1 2) 

*) Следует иметь в виду, что если х0 Е At, то ft (х0) = О  или же 
l ft (Xo) 1 >- Et· 
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таков , что /р . (х) -+ О п. в .  на Е по не которой возрастающей J 
последовательности {р1 } . Тогда члены ряда (8 . 1 2) можно так 
слабо переставить, чтобы вновь полученный ряд 

(8 . 1 3) 

не был !**-суммируемым по мере на Е. 
Мы можем предполагать ,  что 1**-средние существуют от всех 

слабо переставленных рядов , так как в противном случае лемма 8 . 2  
доказана . 

Считая ,  что /р/Х) -+ О п .  в .  на Е достаточно быстро (в против 
ном случае мы бы перешли к подпоследовательности (см . лемму 6 . 2) ) , 
на основании леммы 6 . 1 получаем , что ряд 

00 
� /р . (Х) (8 . 1 4) 
i = O  J 

при любом «разбавлении» нулями не чаще , чем через один член, 
сходится и !**-суммируется п. в. на Е к функции Р (х) . Обозначим 
через {Р; }  возрастающую последовательность всех целых чисел , ко
торые отличны от элементов {Pj } · Отметим , что ряд 

00 
� f • (х) i = O  Р; (8 . 1 5) 

расходится по мере на Е. Рассмотрим три случая :  
1 )  Для некоторого п0 l im I Bn., k i = oo. Поскольку ряд (8 . 1 5) 

k + oo 
расходится по мере на Е, то найдется множество Е1 с: Е, тЕ1 > О, 
такое , что ряд (8 . 1 5) расходится в каждой точке Е1 • В силу леммы 8 . 1 
можно найти такую быстро возрастающую последовательность 
k1 > k1_ 1  + 1 ,  что ряд 

00 

не сходится по мере на  Е1 (тем более на Е) . Разбавим ряд (8 . 1 4) 
всеми членами ряда (8 . 1 5) так , чтобы на местах k1 стояли функ
ции f • (х) , а на остальных местах в порядке возрастания индексов pi 
стояли /р1 (х) . Совершенно ясно, что так полученный ряд является 
слабо переставленным рядом от (8 . 1 2) и что для него 1**-среднее ап. (х) 
не имеет смысла .  Получили противоречие. 

2) Для некоторого п0 О < l im 1 Вп • .  k J < оо . Стало быть, найдется 
k +oo 

последовательность k� такая ,  что l im Вп., k .  = С =!= О .  В силу l l +oo  t 
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теоремы Лузина можно найти совершенные множества 

1 акие , 

1 Р1 с: . . .  с: Pk с: . . .  с: Е, mPk > тЕ - т ·  

что f • (х) непрерывны на Pk . Положим pi k 
Bk = � s u p l fP: (x) \ · i = O x E Pk t 

427 

Из� {k; } выделим быстро возрастающую подпоследовательность { k1 } , 
такую , что 

I C - B 1 < 1 по. kl 2i (1 + BL) • (8 . 1 6) 

1 ак же, как в пункте 1 ) ,  образуем слабо переставленный ряд, 
в котором на местах k1 стоят функции f • (х) . Пусть этот ряд (8 . 1 3) ,  pi 
а a,,. (x) - ero 1'**- среднее . Очевидно , что 

<XJ со 
С 1.;Jq1 (x) - aп. (X) = � (С - Вп •. д fq/Х) =  

00 00 
= � Cfp/X) - � /р1 (х) Вп •. �, + 

l = O  i = O 
00 

где 'tl - место функции /р/Х) в ряде (8 . 1 3) .  Ряды sl и s2 сходятся 
п. в. на Е в силу выбора р1• Что к асается S3, то из (8 . 1 6) для х Е Р k 
имеем : 

00 

j Sз (x) l -< � j fP� (x) l 2i ( 1 �BL) = 

k- 1 00 

= � �  fP� (x) 1 2i ( 1 �Bi) + � Bl 2i ( 1 � Bi) < 
00 '  

т .  е .  ряд S3 абсолютно сходится п . в .  на Е. Итак , р яды S1 , S2 и S3 
00 

сходятся п .  в .  на Е. Следовательно (см . (8 . 1 7) } ,  р яд � f q/X) cxo
i = O 

дится по мере на Е, ибо С =1= О и ряд, определяющий оп. (х} ,  схо
дится по мере на Е. ' 

Ряд (8 . 1 3) расходится по мере на Е, так как он образован из 
двух рядов , один из которых (8 . 1 4) сходится п. в .  на Е, а дру
гой (8 . 1 5) расходится по мере на Е.  Получили противоречие. 
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3) l im Впт = О (n = О, 1 , . . .  ) . В силу теоремы Лузина можно 
m + oo 

построить такие замкнутые множества 
1 

А1 с: . . .  с: Ak с: . . .  с: Е, т (Е - А1) < ....,... , l 
что все функции !Р� (х) непрерывны на Ak . Положим 

' k 
Dk = 1 + �  sup \ fP· (x) l . t = O  x E Ak l 

(8 . 1 8) 
Индуктивно построим последовательности { n1 } ,  { m1} так , что если 
n1 , m1 определены для i < k - 1 ,  то находим nk > nk _ 1  такой , что 

1 J 1 - Bnk. mt l <  2kDk при l = O , _1 , . . . , k - 1 .  (8 . 1 9) 

Далее находим mk > mk _ 1 + 1 так , что 
1 J Bn 1, mk J < 2kDk при О < i -<: k ; (8 . 20) 

строим ряд (8 . 1 3) так , что на местах mk стоят функции f • (х), pk 
а на  остальных местах - функции f pk (х) в порядке возрастания Pk · 
Ясно, что если оп (х) суть · (*- средние от ряда (8 . 1 3) , то дл я 
п .  в .  х Е Е 

mk-1 оо k- 1  
Onk (x) - � /1 (х) = о ( 1 ) + � fp• (x) Bnk, тt - � f • (Х) = 

l = O  i = O  i l = O  pt k- 1  
= o ( l ) + � fp• (x) [Bnk, т . - 1 ] +  

l = O  l J 
00 

Но при х Е А1 (см . (8 . 1 9) )  
k- 1  
� 1 1 1 

J S1 (x) J < � J �/x) 2kDk < 2fl • 

С другой стороны (см . (8 . 20) ) , при х Е Ak 
00 00 

(8 . 2 1 )  

(8 . 22) 

\ S2 (x) \ < � j fp• (x) j J Bnk, mt i < � Dl 2i� = 2;_1 • (8 . 23) 
l = k  t l = k 

t 
Из (8 . 2 1 ) - (8 .23) вытекает , что п .  в .  на Е 

k- 1 
оп (х) - � � • (X) - F (x) = o ( 1 ) при k -нXJ, k l = O  

p
l 

(8 . 24) 
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ибо Ak --+ Е1 с: Е и тЕ1 = тЕ. Так  как  ряд (8 . 1 5) расходитси п о  
мере на Е, то  из  (8 . 24) вытекает , что  ank (х) не  сходится по мере 
на Е и ,  стало быть , ряд (8 . 1 3) не суммируется методом 7** по мере 
на Е. 

Лемма 8 .2 доказана .  
Если понимать существование 1** -средних в смысле сходимости 

п .  в .  рядов , которые определяют 7**-средние , то справедлива 
Л е м м а  8 . 2' . Если ряд (8 . 1 2) расходится п. в . на Е и /р1 (х) --+ 0  

п .  в .  на Е, то для всякого .метода т*� члены ряда (8 . 1 2) .можно 
так слабо переставить , чтобы вновь полученный ряд не был 
7**-су.м.мируе.мы.м в почти каждой точке х Е Е. 

Доказательство проходит так же , как рассуждения в лемме 8 . 2 , 
только слова «расходимость по мере» следует заменять словами «рас
ходимость п .  в .» и предполагать (иначе все доказано) , что 7** - средние 
существуют на некоторых подмножествах Е положительной меры . 

З а м е ч а н и е  8 . 2 .  Весьма важно иметь в виду, что лемма 8 . 2r 
(в противоположность лемме 8 . 2) становится неверной ,  если в ней 
понимать существование т**-средних в смысле сходимости по мере 
соответствующих рядов (см . об этом еще теорему 8 . 3) .  Тем не менее 
справедливо нижеследующее утверждение , в котором существование 
т* - средних понимается в смысле сходимости по мере соответствую
щих рядов . 

Л е м м а 8 . 3 .  Если ряд (8 . 1 2) расходится п .  в .  на Е и fp1 (х) --+ (} 
n .  в .  на Е, то для любого .метода 7* члены ряда (8 . 1 2) .можно 
так слабо переставить , чтобы вновь полученный ряд (8 . 1 3) не 
являлся бы 7*- су.м.мируе.мы.м п .  в. на Е *) .  

Действительно , если ряд ( 8 . 1 2) расходится п о  мере н а  Е, то 
лемма 8 . 3  вытекает из пунктов 2) и 3) леммы 8 . 2 . Поэтому мы можем 
предполагать , что ряд (8 . 1 2) сходится по мере на Е. Дальнейшие 
рассуждения идут примерно так же, как в пункте 3) леммы 8 . 2 .  
Так же  определяем А11 и Dk и , кроме того , полагаем 

00 

Pk (x) = � fp' (х) 3> О на Е i = k i 

согласно предположению . Индуктивно находим пt ,  т1 так , что если 
п1 , т1 подобраны для l <: k - 1 ,  то сначала находим пk > пk - l  
такое , что 

1 - Вп ,  тt J < + при i <: k - 1 ,  1nkPk (x) --+ О п. в. на Е,- (8 . 25) k 2 Dk 

*) Это означает, что или '(-среднее an (х) от ряда (8. 1 3) не имеет смысла. 
на Е при пекотором n0, или же, если они все имеют смысл,  то an (х) являетса 
расходящеiiся п . в . на Е. 
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где l im Впт = ln • а l im ln = О , ибо нам дан метод 1*· После m+oo n +oo 
этого находим тk > тk- I + 1 таким , что 

1 
I Bni, тk - "(пi i < 2kDk при i <,_ k . 

Так же, как в пункте 3) леммы 8 . 2 ,  строится ряд (8 . 1 3) и 
mk-1 

Onk (х) - � fi (х) = о ( 1 )  +Sl (х) + s2 (х) , 
l = O  

rде S1 (х) --+ О л .  в .  н а  Е в силу (8 . 25) . Для S2 (х) имеем : 
00 

(8 . 26) 

(8 . 27) 

S2 (x) = � � Р� (х) [Впk, тl- "(пk] + lпkFk (х) = U1 (x) +U2 (x) , (8 . 28) 
t = k t 

где U2 (x) --+ О л .  в .  на Е в силу (8 . 25). Иа (8 . 26) имеем : 
00 
� 1 1 1 ul (х) 1 <,. � Dl -· - = ----г1 при х Е Ak ,  
l = k  

2'Di 2 -
т. е .  U1 (х) --+ О л .  в .  на Е, и потому (см . (8 . 28) S2 (х) --+ О л. в .  на Е. 
Стало быть (см . (8 . 27) ) , последовательность 

k- 1  
Onk (х) - � fp� (х) 

i = O  t 

почти всюду на Е сходится .  Но ряд (8 . 1 5) л. в .  на Е расходится ,  
и потому ank (х) л .  в .  на Е расходится ,  что и требовалось до
·Кааать . 

3 а м е ч  а н и е 8 . 3 .  Докааанные утверждения (леммы 8 . 2  и 8 . 3) 
остаются справедливыми и для методов Т* . Отметим , что для мето
дов т� (в отличие от методов "( * .. ) не воаникает никаких особых слу
чаев , свяаанных с пониманием существования Т*-средних (см . эаме
чание 8 . 2  и лемму 8 . 2' ) .  

Иа докааанных утверждений вытекают следующие теоремы (см . 
работы [6 1 *] ,  [ 62*]) : 

Т е о р е м а  8 . 1 .  Если /р/Х) --+ 0 п .  в .  па Е и ряд 
00 

(х Е Е, тЕ > О) (8 . 29) 

.слабо безусловно "(** - суммируемым (Т*- су.м.мируем) по .мере па Е, 
то ряд (8 . 29) безусловно сходится по .мере па Е и 

00 

� Ji (x) < oo п .  в .  па Е. 
i = O  

(8 .30) 
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В силу теоремы 6 . 2  и замечания 8 . 1 достаточно доказать ,  что 
ряд (8 . 29) слабо безусловно сходится по мере на  Е. Предположив 
противное , мы сразу получаем противоречие , если используем лемму 8 . 2  
и замечание 8 . 3 .  

Т е о р е м  а 8 . 2  *) . Если /р . (х) --+ О n. в .  на  Е и ряд (8 . 29) слабо t 
безусловно 1* -су.м.мируе.м (Т*-су.м.мируе.м) n . в .  на Е, то ряд (8 . 29) 
слабо безусловно сходится n.  в. на Е. 

Утверждение вытекает из леммы 8 . 3  и замечания 8 . 3 .  
С л е д с т в и е  8 . 1 *) . Если /р . (Х) --+ 0  n .  в .  на Е и ряд (8 . 29) t 

безусловно 1*-су.м.мируе.м (Т*-су.м.мируе.м) n . в .  на Е , то ряд (8 . 29) 
безусловно сходится n .  в . на Е. 

Утверждение вытекает из теоремы 8 . 2 .  
3 а м е ч  а н и е 8 . 4 .  Утверждение , содержащееся в следствии 8 . 1 

для случая регулярных методов Т,  доказано впервые Орличем [4 1 * ]  
при условии ,  что f i  (х) --+ О для п .  в .  х Е Е. 

С л е д с т в и е  8 .2 . Если числа Ср . --+ 0 , а ряд t 
со 

�oci (8 . 3 1 )  

слабо безусловно 1 •·• - су.м.мируе.м ( Т'-су.м.мируем), т о  ряд (8 . 3 1 )  
абсолютно сходится . 

Утверждение вытекает из теоремы 8 . 1 ,  если взять fi (х) == ci . 
3 а м е ч  а н и е 8 .5 .  Следствие 8 . 2  тем более остается справедли

вым , если потребовать от ряда (8. 3 1 )  безусловную суммируемость . 
В работах [60*] - [62*] даны более точные результаты ,  чем след
ствие 8 . 2 .  В этом же направлении имеются результаты Робертсона [47*] , 
которые относятся к условно сходящимся рядам . 

Теперь отметим такой результат (см . [ 62*]) :  
Т е о р е м  а 8 . 3 .  Существуют реzулярный .метод 1** = II Bnm l l и 

ортогональный ряд 
со 

(ап�п (х) --+ О на [0 , 1 ] ) ,  (8 . 32) 

tсоторый всюду на [ 0 , 1 ] расходится, и тем не .менее безусловно 
1**-су.м.мируе.м n .  в .  на Е **) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Возьмем расходящийся всюду на [ 0 ,  1 ]  орто
гональный ряд Меньшова (см . [ 20*] , стр . 1 95) 

С% а; < оо ) . 
со 

(8 . 33) 

*) Теорема 8.2 и следствие 8 . 1  сохраняют силу и для методов 1**, только 
уже в этом случае существование 1" -средних следует понимать  в смысле 
сходимости п .  в.  соответствующих рядов (см . лемму 8.2' и замечание 8.2). 

"'*) В теореме 8.3 существование !" '-средних понимается в смысле 
сходимости по .мере соответствук щих рядов.  
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Совершенно ясно, что anU?n (х) -+ О п. в. на [ 0 ,  1 ] ,  и потому, изменяя 
значения функций U?n (х) на множествах меры нуль ,  мы можем считать , 
что anrJ?n (х) -+ О всюду н а  [0 ,  1 ] ,  а ряд (8 . 33) всюду расходится .  

00 
Положим Bnm = 1 при всех п и т. Так как � а� < оо , то 1**-сред-n = о  
ние an (х) для каждого переставленного ряда о т  (8 . 33) имеют смысл 
и не зависят от п ,  т. е .  ряд (8 . 3 3) безусловно 7**-суммируем п . в .  
на [ 0 ,  1 ] ,  что и требовалось доказать . 

_ Сравнивая следствие 8 . 1 и теорему 8 . 3 ,  мы видим , что в вопросе 
безусловной суммируемости почти всюду регулярные методы Т и 1 
могут существенно отличаться друг от друга , тогда как в случае 
безусловной суммируемости по мере (см . теорему 8 . 1 )  этого н е т . 

Ниже нам понадобятся : 
Л е м м а 8 . 4 .  Какова бы ни была последовательность s0 , s 1 ,  • • •  

. . . , sn . . .  , всегда можно найти конечнострочный регулярныil 
метод Т, который суммирует { s k )  к конечному пределу. 

Д о к а а а т е л ь  с т в о .  Если sn сходится ,  то все доказано. Пусть 
теперь sn расходится и ограничена .  Тогда существование метода Т 
гарантирует теорема Агнью (см . гл . 4 ,  § 5) . Если же sn не ограни
чена, то существование метода Т вытекает из другой теоремы Агнью 
(см . примеры 3 и 4 к гл .  6 ,  а также теорему 2 . 5  Даревского) . 

3 а м е ч  а н и е 8 . 6 .  Известно (см . (4.6, I I )  ) ,  что произведение двух 
Т -матриц снова есть Т-матрица .  Кроме того (см . теорему (5.7 ,  ! ) ) ,  
если  A = \ l anm l l •  B = \ l bnm l l  и А конечнострочна ,  т .  е .  апт = О при 
т -:;:;:. qn , то А [В] с: (АВ). Более того (см . (5.7, I I ) ) ,  если для после-

оо 
довательности zP сходятся ряды � bkpzp, то 

р = О  

Ип = � ank ( � bkpzp) = � ( � ankbkp) ZP = Vn ,  
k = O  р = О р = О  k = O  

т .  е . существуют и равны преобразования с помощью п- х  строк: 
А (В] (zp) = (АВ) (zp) . 

Аналогично : для методов 1 :  если B = I I Bnm l l и D = I/ D11т 11 -
регулярные 7 -методы , где D конечнострочный ,  т .  е .  Dnm = O при т -:;:;:. qn • 
то метод (DB) = Н = 1 1 Н nm 1/ является 7 -методом , г де 

00 
При этом , если для ряда � xi существуют В-средние 

l = O 
00 

а , = � х,в .l J l = O J 
(j = O,  1 ,  . . .  ) , 



§ 8] БЕЗУСЛОВНАЯ СУММИРУЕМОСТЬ 433 

то для n-x преобразований справедливо равенство D [В] (хд =(DВ) (хд. 
т .  е . 

Справедливы еще такие утверждения (см . работы [6 1 *] , [62*]) :  
Л е м м а  8 . 5 .  Пусть дан. метод т* = J I Bnm ll с iп = О (или Т*) 

� ряд оо 
(х Е Е) (8 .34) 

та�еов , что т*-средиие имеют смысл иа Е от любого слабо пере
.ставлен.н.ого ряда из ( 8 . 34) . Тогда для любых двух различиых 
возрастающих последовательн.остей { q� ) .  {q; ) иайдутся последо
вательность { nk } и два слабо переставлен.иых ряда 

00 
� !; (х) i = O 

(8 . 35) 

та�еих , что если а: (х) и а: (х) - средиие рядов (8 . 35) , т о  
а: (х) - а: (х) = lq' (x) - fq" (х) +о  ( 1 )  для n .  в .  х Е Е **) .  (8 . 36) k k k k 

В самом деле , рассмотрим случай метода т* · Положим 

фl (х) = f ' (х) и Cfil (х) = f " (х) . qi ql 
В силу теоремы Лузина найдутся замкнутые множества Р 1 с: . . . 

1 • • .  c:. Pk c:.  . . .  с: Е с т (Е - Pk) < k ,  такие , что все функции fl 
непрерывны на Pk . Положим 

k 
Dk = 1 + � [ s up 1 tl (х) J + su p 1 Cfil (х) 1 ] · l = l  x E Pk x E Pk 

Индуктивно строим последовательности {pl } ,  { nl } , { тl } 
ес,ш они определены "' **) д,1я 1 -< t -< k - 1 ,  то сначала 
Pk > тk_ 1 + 1 такое , что 

/ Bni , p j < 2k�k 
{ P � Pk • 

при 1 -< t -< k - 1 .  

. (8 .37)  

так , что 
находим 

(8 . 38) 

*) Преобразование последовательности Xn с помощью матрицы 1 = 1 1 Cпm ll 
00 

<>значает иреобразование ряда � (хп - Хп-1) (х -I = О) с помощью матрицы 
n = O  

1 = I I Cnm l l . *-i<) В лемме 8.5 еще предполагается, что имеется бесконечно много целых 
положительных чисел, которые не входят в последовательности ( q; ) ,  ( q; ) . 

*Н) При построении последовательностей сначала произвольным образом 
выбирается р1, а далее идет построение по индукции. 
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После этого берем nk > nk_ 1  такое , что 
k- 1  
� J Bnk , pl - Bnk, тi / < 2k� ; 
i = 1  k 

1 J I - Bnk, pk l < 2kDk , 
Теперь выбираем mk > Pk + 1 так , что 

1 1 Bnk, тk / < 2kDk ' 

(8 . 39) 

(8 .40) 

(8 . 4 1 )  

Ряды (8 . 35) строим так, что у первого ряда н а  месте р11 стоит функ
ция �п · а на месте mn функция tfп ; у второго ряда наоборот. Остав 
шиеся члены ряда (8 . 34) располагаем одним и тем же способом на 
незаполненные места в рядах (8 . 35) . Очевидно, что 

а� (х) - а� (х) - (�k (х) - tfk (х) ) = k k 
k- 1  

= � (�j- tf) (Bnk, р . - Bnk, т .) + (�J�k - tfk) (Bnk, pk - Bnk, тk - 1 )+ ] = 1  J J 
00 

Но, в силу (8 . 37) и (8 . 39) ,  имеем для х Е Pk: 
k- 1  

1 S1 (x) J :< � { 1 �1 (х) J + 1  tf1 (x) 1 } j Bnk, pl - Впk, т1 1 < ;k .  (8 .43) 
] = 1  

С другой стороны , на основании (8 . 37) и (8 . 38) 
00 

I S3 (x) J <: � D1 J Bnk, p1 - Bnk, т1 1 <: 
}= k+l 

00 

� 2 1 < D · -- = -- при x E Pk . 
1 2iD . 2k-1 

j= k+l J 

Кроме того ,  в силу (8 .37) ,  ( 8 . 40) и (8 . 4 1 )  

(8 .44) 

1 I S2 (x) I <: Dk j j i - Bnk, pk / + J Bnk, тk / l  <: 2k_ 1 при x E Pk .  (8 . 45) 

Так как Pk � Е1 с Е  и тЕ1 = тЕ, то из (8 . 42)-(8 . 45) вытекает (8 . 36). 
С л е д с т в и е  8 . 3 .  Пусть дан .метод 1** = 1 / Bnт l l (или Т*) и ряд 

00 

(х Е Е) (8 .46) 
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слабо безусловно · (*-суммируем (Т*-су.м.мируе.м) на Е по .мере . 
Тогда ф1 (х) = / (х) + 1J1 (х) (х Е Е) , (8 . 47) 

где f (х) - конечная функция на Е, а 1Jt (х) � О на Е. 
С л у ч а й  1 . ! im 1 Вп., т 1 > О для некоторого п0 • Так ка.к i**-cpeд-m+oo 

нее с номером n0 существует от любого слабо переставленного 
ряда (8 .46) , то в этом случае ф1 (х) � О на Е, т. е .  / (х) := О на Е. 

С л у ч а й  I I .  l im Впт = О при всех n = O ,  1 ,  . . .  , т .  е .  метод 1** 
m+oo 

удовлетворяет требованиям леммы 8 . 5 .  Допустим ,  чтб (8 . 47) неспра
ведливо, т .  е .  найдутся две различные редкие последовательно
сти (m� J . (m; J . такие что 

' < " < ' < " < , , , ,,, -+.--....... О Е m1 m1 m2 m2 • • • и 'rm' - 'rm" ....,.__", на . 
k k 

(8 .48) 

Обозначим через Qk те функции ряда (8 . 46) , которые не вошли в си
стемы {Фm�} · {Фm;} · Мы можем считать , что система {Qk } бесконечна. 

Так как ряд (8 . 4б) слабо безусловно сходится по мере на Е, то в силу 
леммы 8 . 5  имеем : 

(8 .49) 

(один раз 

f " = Qk) . qk 

мы берем fqr = ф ' • fq" = Qk , а другой раз /qr = Фm"•  k mk k k k 
Далее , построим последовательность функций 

е,1 (Х) = {Ф ' • ф " •  • • • •  Ф '  • Фт" • · · · } · m1 m2 m2k- 1 2k 
Опять , полагая f , = ek , f " = Qk , получаем из леммы 8 . 5 : gk qk 
ek - Qk � М3, т. е .  ф ' - Q2k- l  � М3 и ф " - Q2k � Мз. m2k- 1 m

2k (8 .50) 
Из (8 . 49) и (8 .50) вытекает М1 (х) = М3 (х) , М2 (х) = М3 (х) 

для п .  в .  х Е Е, т. е .  М1 (х) = М2 (х) п .  в .  на Е. Но тогда из (8 .49) 
следует ф ' - ф " � О на Е, что противоречит (8 . 48) . Следствие mk mk 
доказан о .  

Справедлива следующая (см . работы [6 1 *] ,  [62*]) 
Т е о р е м а  8 . 4 .  Если ряд 

00 
� Фп (х) (х Е Е. mE > O) (8 .5 1 ) 

n = O  
слабо безусловно 1**-су.ммируе.м (Т*-су.м.мируе.м) на Е по мере, то 

Фп (х) = f (х) + 1Jn (х) (х Е Е), (8 .52) 
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zде 1 (х) - конечная функция на Е, а ряд 
со 

� "tjn (х) n = O  
безусловно сходится по мере на Е. Кроме того , 

со 
� "tj� (x) < оо п . в . на Е, 
п а О 

.и если метод 1** (метод Т*) не суммирует ряд *) 
00 

(8 .53) 

(8 .54) 

� 1 ,  (8 . 55) n=O 
то l (x) ==. O  при х Е Е. 

Для доказательства разберем два случая . 
С л у ч а й  1. Метод 1** (Т*) суммирует ряд (8 .55) .  Тогда (см . 

�ледствие 8 . 3) ряд 
со со 
� [фп (х) - 1 (х)] = � "tjn (х) n=O n = O 

<:лабо безусловно &**-суммируем (Т*-суммируем) на Е по  мере. А так 
как "'jn (х) � О на  Е, то "'jpl (х) -+ О п .  в .  на Е по некоторой подпо-
-Следовательности Pt -+ оо . Стало быть, в силу теоремы 8 . 1 ряд (8 . 53) 
безусловно сходится по мере на Е и справедливо (8 .54). 

С л у ч  а 1t 11 . Метод 1** (Т*) не суммирует ряд (8.55). Этот слу
'Чай несколько громоздок . Относительно него см. цитированные 
работы .  

Из теоремы 8 . 4  и 8 . 2  вытекает 
Т е о р е м  а 8 . 5 .  Если ряд (8 . 5 1 )  слабо безусловно 1* (или Т*)

су.Аtмируем п. в. на Е, то справедливы (8 .52) ,  (8 . 54) и ряд (8 . 53) 
.елабJ безусловно сходится п. в. на Е. При атом 1 (х) ==. О , если 
_метод 1* (или Т*) не суммирует ряда (8 . 55) .  

Отметим , что теорема 8 . 5  неверна для методов 1** (см . тео
рему 8 . 3) .  Если же понимать существование &**-средних в смысле 
сходимости почти всюду (а не в смысле сходимости по мере, как 
в теоремах 8 . 4  и 8 . 5) соответствующих рядов ,  то справедлива (см . 
работу [62*] ) ** )  

Т е о р е м  а 8 . 6 .  Если ряд (8 .5 1 )  слабо безусловно 1"* (или Т*)
суммируем п .  в . на Е ,  то справедливы (8 . 52) , (8 . 54) и ряд (8 . 53) 

*) И. И. Волков впервые отметил важный факт, что при люсом порядке 
членов ряд (8.55) суммируем некоторым методом Т и тем не менее ряд (8.55) 
расходится . 

**) Напомним, что приводимые результаты справедливы и для случая, 
жоrда ряды содержат и неизмеримые функции; правда, в этом случае нужны 
дополнительные рассуждения . 
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сходится (даже слабо безусловно) n . в .  на Е.  Кроме того ,  
1 (х) == О, если метод 1** (или Т*) не суммирует ряда (8 .55) . 

Дока3ательство теоремы 8 . 6  для регулярных методов r** = i = 

= [ f Bпm l l  nростое , и мы его nриводим . 
С л у ч а й  1. Метод 1 суммирует ряд (8 .55) .  Тогда , в силу усло

вия теоремы и следствия 8 .3 ,  ряд 
00 00 
� [фп (х) - f (х)] = � 1/п (х) п - о п=О (1/п (х) 9 О на Е) (8 . 56) 

слабо бе3условно & -суммируем n .  в. на Е и 1/р/Х) -+ О n . в. на Е 
по некоторой nодпоследовательности , а nоэтому (см. теорему 8 .2 ,  
сноску к ней и лемму 8 . 2') ряд (8 .56) слабо бе3условно сходится 
п. в .  на Е. 

00 
С л у ч а й  1 1 .  Для некоторого n0 ряд � Вп,, т не сходится ,  т. е .  m=O 

для некоторых е > О и n1 < т1 < n2 < т2 < 

1 � Вп
.
, т l > е (k = O, 1 ,  . . .  ). (8 .57) т-п11+1 

Сначала nокажем , что 1 (х) эквивалентна нулю.  Доnустим nро
тивное , т. е . ,  наnример , 1 (х) ::;? � > О nри х Е Е1 с: Е, тЕ1 > О. 
В силу следствия 8 . 3  1/п (х) � О, nоэтому (см. лемму 6 . 2) можно 
найти такие р11 , что ряд 

(8 . 58) 

сходится n . в .  на Е. Строим И3 (8 . 5 1 ) слабо nереставленный ряд 

(8 . 59) 

так, что у него на местах [n11_ 1 + 1 , n11 - 1 ] стоят функции фр11 (х) 
в порядке во3растания индексов , а остальные функции И3 ряда (8 . 5 1 ) 
стоят в ряде (8 .59) на местах nk . По условию , ряд (8 .59) j ·сумми
руем n .  в .  на Е, а так как ряд (8 .58) сходится (а 3Начит, и j -сум 
мируется) n . в .  на Е, то, 3аменяя в р яде (8 . 59) каждую функцию 
<jlp11 (х) функцией 1 (х), мы снова nолучим ряд 

00 

� Ф; (х) , i = O  l (8 . 60) 

который должен быть & - суммируемым n .  в. на Е. Но для ряда (8 . 60) 
т -среднее 

00 

ап, (х) = � Ф; . (х) Вп,, i 
1 =0 1 

(8 . 6 1 ) 
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не имеет смысла на Е1 с тЕ1 > О , ибо в ряде (8 . 6 1 )  имеется беско
нечно много сумм 

mk 
� / (х) Вп., т (k = O ,  1 ,  . . .  ) ,  

m�пk+ l  

модуль которых больше � е  при х Е Е 1  (см. (8 . 57) ) .  Получили про
тиворечие ,  и потому f (х) эквивалентна нулю, а так как множества 
меры нуль не влияют на сходимость (суммируемость) п .  в . ,  то мы 
можем считать f (х) == О . 

Но если f (х) == О , то ряд (8 . 5 1 )  совпадает с рядом (8 .53) ,  у ко
торого "fjп (х) 3> О на Е, и потому ,  как в случае 1 ,  ряд (8 .53) ,  т .  е .  
ряд (8 . 5 1 ) , слабо безусловно сходится п .  в .  на Е. 

00 
С л у ч а й  I I I .  Существуют � Впт = оп , но последователь-

m � о  
ность ( оп } не сходится .  На основании леммы 8 . 4  найдем конечно
строчный метод "( 1 , который суммирует последовательность { оп } 
Тогда (см .  замечание 8 . 6) регулярный метод 1 11 сильнее метода 1 
и он суммирует ряд (8 . 55) .  Очевидно , что ряд (8 . 5 1 )  также будет 
слабо безусловно (& 1& ) -суммируем п. в. на Е, и потому ,  в силу 
пункта 1 ) ,  Фп (х) = f (х) + "fjп (х) , и ряд (8 . 53) слабо безусловно 
сходится п. в. на Е. Но так как 1 - регулярный метод , то, согласно 
условию теоремы ,  ряд 

00 00 
� I!Jiп (x) - 'Yjп (x)] = � f (x) 
п = О п �о 

& - суммируем п .  в .  на Е. Но метод 1 не суммирует ряд (8 .55) , по
тому f (х) эквивалентна нулю,  и ,  как в пункте 2) ,  мы можем считать 
f (х) == О , что и требовалось доказать . 

Из теорем 8.5 и 8 . 6  непосредственно вытекает 
С л � д с т в и е  8 . 4  * ) . Если ряд (8 .5 1 )  безусловно 1* (или &**- , 

или Т*- ) - су .м мируем n .  в .  на Е ,  то справедливо (8 . 52) и ряд (8 .53) 
безусловно сходится n. в. на Е .  При атом f (х) = О  на Е, если 
метод 1* (&** , Т*) не суммирует ряда (8 . 55) . 3 а м е ч  а н и е 8 . 7 .  Утверждение , содержащееся в следствии 8 .4 ,  
для методов Т* впервые анонсировано без доказательства А.  М .  Олев
ским [38*] для случая , когда существование Т*-средних понимается 
в смысле сходимости п .  в .  рядов , их определяющих . 

Что кас.ается методов 1* и 1** (а также доказательства для ме
тодов Т*), то эти результаты можно найти в работах [6 1 *] ,  [62*] . 

Из теоремы 8 . 6  еще вытекает (см . работу [62* ] ) 

*) В этом утверждении существование ·t' -средних и Т · -средних следует 
понимать в смысле сходимости по мере рядов, определяющих средние. Что 
касается · ("-средних, то их нужно определять через сходимость почти всюду, 
и это существенно. 
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С л е д с т в и е 8 . 5 .  Если числовой ряд 

слабо безусловно т** (Т*)- суммируем, то 
Сп = А + "'п • 

где А - постоянная , а ряд 
со 

� "'n n = O  
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(8 . 62) 

(8 . 63) 

(8 . 64) 

абсолютно сходится . При этом А = О , если метод т** (Т*) не 
€уммирует ряда (8 . 55) . 

Тем более справедливо (см . работу [6 0*] ) 
С л е д с т в и е 8 . 6 .  Если числовой ряд (8 . 62) безусловно Т�  .. 

(Т*-)- суммируем и l im 1 сп 1 = О, то ряд (8 . 62) абсолютно схо-

-дится. n + oo  
Это утверждение вытекает из следствия 8 . 5 ,  так как в этом слу

чае из (8 .63) следует А = О .  
С л е д с т в и е 8 .  7 .  Если числовой ряд (8 . 6 2) безусловно т*" 

(Т*) -суммируем, то справедливо (8 . 63) и ряд (8 .64) абсолютно 
сходится . При атом А = О , если метод т** (Т*) не суммирует 
ряда (8 .55) . 

Утверждение непосредственно вытекает из следствия 8 . 5 . 
Отметим , что следствие 8 .  7 для регулярных методов Т получено 

В. Ф. Гапошкиным и А. М. Олевским . 
Утверждение , содержащееся в следствии 8 .5 ,  допускает обобще

ние . Именно , справедлива (см . работу [62*] ) 
Т е о р е м  а 8 .  7 . Если числовой ряд (8 . 62) таков , что после 

.любой слабой перестановки его членов т** (Т*-) -средние ограни
чены (постоянной, априори зависящей от порядка) , то справед
диво (8 . 63) и ряд (8 .64) абсолютно сходится . При атом А = О ,  
если т ** (Т*)-средние от ряда (8 . 55) не имеют смысла, или  же 
имеют смысл , но не ограничены . 

Следует иметь в виду, что в теореме 8 . 7  (в отличие от след
ствия 8 .5) может быть случай , когда метод т** (Т*) не суммирует 
ряда (8 . 55) и тем не менее А + О .  

§ 9 .  Суммирование рядов Фурье линейными методами 

Введем ряд обозначений .  
Через L (0 ,  21t) (С (0 ,  21t) ) обозначается класс 21t-периодических 

интегрируемых (соответственно непрерывных) функций, а ч ерез 
А = 1 /  лJ:J \1 - треугольная матрица * ) . у которой �п) = 1 ,  J..�п� 1 = О. 

*) в целях удобства здесь берется лlfJ, а не "Лnk· 
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Положим 
л _ л , (n) _ , (n) , (n) LJ.k - I.J.I<.k - "k - "k+ 1 (k = О, 1 ,  . . .  , п) 

и 
!:J.� = !:J.2Л�> = дk - D.н1 (k = 0 , - 1 , . . . • n - 1 ) .  

Пусть f (х) Е L (0 , 21t) и е е  ряд Фурье 
00 

� + � (ak fos kx + bk sin kx) 
k = 1  

(а,� � i f (u) cos ku du , ь, �  � i f (и) sin ku du) . 

Возьмем тригонометрический полином 
n 

(9 . 1 )  

и п (/ ,  х ,  А) = � + � Л�n> (ak cos kx + bk sin kx) . (9 . 2) 
k = 1  

Из  (9 . 2) (используя (9. 1 ) ) легко получить : 

где ядро 

1t 

ип (f, х ,  А) = � J u <x + и) + f <x - u)J Kп (u) du , 
о 

n 
Кп (и) = ; + � л�> cos ku . 

k=1 
В частности ,  �если А = (С, 1 ) ,  т .  е .  л�> = l - n� l , то получаем 
ядро Фейера (см . ,  например, [ 1 6�] .  стр .  5 1 )  

Кп (и) = 2 (n + l ) и и � J Kп (u) du = 1 .  (9 . 3) 
1 ( sin (n + l ) ; )2 2" sin 2 о 

А .  Н. Колмогоров ( [ 2 1 *] ,  [ 22*] , см . также [ 1 6*] , § 84) доказал, 
что существуют ряды Фурье ,  которые расходятся всюду на [0 ,  21t] . 

Естественно возникает вопрос : при каких условиях , наложенных 
на матрицу А, полиномы и n (f , х, А) сходятся к f (х) при n --+ оо 
в тех или иных точках х ? Этому вопросу (и даже несколько более 
общему) посвящено много работ (например :  Д. К. Фаддеев [63*] , 
П .  И .  Романовский [50*] , И .  П .  Натансон [33*] ,  С.  М .  Николь
ский [35*] , Надь [ 3 2* ] , Карамата и Томич [ 1 7а*] , А. Ф. Тиман [ 58*] ;  
см .  также [ 34*] ,  г л .  1 0 ,  § 2) . 

Справедлива (см . С .  М. Никольский [35*] ) 
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Т е о р е м а  9 . 1 .  'для того чтобы Un (f , х ,  A) -+- f (x) равно
мерно на [0 ,  21t] для каждой f Е С (0 , 21t), необходимо и доста
точно , чтобы 

l im л�п) = 1 (k = O , l ,  . . .  ) ; (9.4) 

(п = О , l ,  . . .  ) ,  (9 .5) 
о 

где А - некоторая постоянная *) .  
В терминах элементов матрицы справедлива (С .  М .  Николь

ский [35*] )  
Т � о р е м

. 
а 9 . 2 .  Если последовательность л�n> (k = О , 1 ,  . . .  , п+l)  

для каждого п выпукла **) (или вогнута) ,  то условия 
n 1 л�> 1 1 л�> 1 <: А1 ,  � n- k + 1 -< А1  (9 .6) 

k = O  
(k = O, 1 ,  . . .  , п + 1 ;  п = О ,  1 ,  . . .  ) 

необходимы и достаточны для выполнения (9 .5) .  
Более того (Сидон [5 1 *] ;  см. доказательство в р аботе С . Б. Стеч

кина [54*] ) , если (9 . 5) справедливо, то 
n 1 л�> J J л�> 1 <: А2 , � n- k + 1 <: А2 (9.7) 

k = O  
( k = O, 1 ,  . . .  , п + 1 ; п = О,  1 ,  . . . ) .  

Теорема 9 . 2  была обобщена Надем [32*] .  Он доказал , что 
условие 

� (J, n 
1 
• ) J ;'�' [ < л, (п = 1 ,  2 ,  . . .  ) (9 .8) 

влечет (9 .5) .  
Карамата и Томич [ 17 а*] ослабили условие Надя. 
В последнее время указанные результаты были усилены А. В .  Ефи

мовым .  Он доказал * * *) ,  что справедлива 
Т е о р е м  а 9 . 3 .  Если последовательность {л�п> } такова, что 

п -1 
Н (п) = � (k + ���- k) 1 А2Л�> 1 -< А (п = 1 ,  2 ,  . . .  ) ,  (9 .'9) 

k = O  • 

*) Через А, А1 , А2, • • • мы будем обозначать постоянные, которые, 
вообще говоря, различны в разных формулах. 

**) л�n) (k = O, 1, . . .  , n + 1 ) выпукла (вогнута) , если �� > О (�� < О) 
пpи k = O, l ,  . . . , n - 1 . 

***) С любезного согласия автора здесь помещены его результаты . .  

29 Зак. 1223. Р. Кук 
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то , для того чтобы U n (/ , х , А) -+  f (х) равпо.мерно на [0, 2'1t'] 
для каждой f Е С (0, 2'1t') , необходимо и достаточно, чтобы вы
полнялись условия: 

l im л�n) = 1 (k = O , 1 ,  . . .  ) ,  (9 . 1 0) 
n+oo 

(n = O , 1 ,  . . . ) . (9 . 1 1 ) 

Необходимость условий (9 . 1 О) и (9. 1 1 ) вытекает из теоремы 9 . 1 
и теоремы Сидона .  Что касается достаточности , то, в силу тео
ремы 9 . 1 , нужно убедиться в справедливости (9 . 5) ,  и потому все 
будет доказано ,  если покажем ,  что справедлива следующая лемма 
А. В .  Ефимова: 

Л е м м а  9 . 1 .  При любых {л�> } (k = O, 1 ,  . . .  , п +  1 ;  n = O, 1 ,  . . .  ) 

(9 . 1 2) 

Прежде чем доказывать лемму 9 . 1 ,  приведем ряд вспомогатель
ных неравенств . 

Положим v = [ 1-J *) . Из определения Н (п) вытекает, что **) 
• n 
� (k + 1 )  j ll% J < АН (n), � (n - k) \ ll% \ < AH (n) . (9 . 1 3) k-0 k = • +l  

Далее (см .  работу Надя [ 32*] ) ,  применяя дважды иреобразования 
Абеля (см . ,  например , [ 1 6* ] , стр . 9) ,  п�лучаем : 

k- l  k- l  
л�> = л&n> _ Nп> _ л�>) = 1 - � ll1 = 1 - � (l + 1 ) 1l� - kllk (9 . 1 4) 1 = 0  1-0 

( 1 < k < n) .  
Аналогично 

n- 1  
л�> = л�> - л�nJ1 = (n - k + 1 ) 1lk - � (n - l) ll� (O < k < n) . (9 . 1 5) l=k 

*) [а) означает целую часть числа а. 
**) Совершенно ясно, что оценки (9. 13) сохраня о r с я ,  если мы вместо v будем брать '1 ± 1 .  
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Из (9. 1 4) и (9 . 1 5) вытекает , что для 1 <;. k <;. n 
) (п ) _ n - k + 1 л(n ) + _k_ (n) -'k - n + 1 k n + 1 лk -

k-1 n- l  
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= n - k + 1 _ n - k + 1  � (t + 1 ) t1� - -k- � (n - i) t12 (9. 1 6) п + 1 п + 1  � 1 п + 1 � l • 
i = O  i = k  

стало быть (см . (9 . 1 6) ) ,  
k- 1 

1 )-�) 1 < 1 + � (n - i) �t � l t1i l + 
i = O  
n - l  

+ � (i+ 1 > :+ f l M I = 1 +H <п> ( 1  <;. k <;. n) . (9. 1 7) 
i = k  

Если 1 <;. k <;. v = [ � ] , то из (9 . 1 4) (учитывая (9 . 1 3) и (9 . 1 7) ) по-
лучаем: 

k - l  
k l t1k l <  1 + I Л�) I +  � (l+ 1 ) \ A� I -<. A1+ A2H(n) пр и  1 <;. k-<. [; ] . 

i = O  

Очевидно,  что при р < q 

Следовательно (см. (9. 1 9) ) ,  
n v - 1  n 
� 1 Ak 1 = � 1 Ak 1 + � 1 t1k 1 -<. k=O  k = O  k - v  

<;.% { 1 А, 1 + :� J 6.� 1 } + �. { 1 6., 1 + :$. 1  А� 1 } = 

(9 . 1 8) 

= v l А, 1 + �: (% \ Ai l)+<п-v+ 1 ) \ А, l +k�1 (� 1 А� \ ) = 
v - 1  n - 1  

= (п + 1 ) 1 А, \ + �  (k + 1 ) \ А1 \  + � (n - k) \ A1 j .  k = O  k = v  

и потому (см . (9 . 1 3) и (9 . 1 8) )  
n 

� \ t1k i <;. A3 +A4H (n) 
k-0 

(п = 1 ,  2 . . . . ) . (9 . 20) 
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Известно ,  что sin а >  ; а при О <. а <. ; и 1 sin а 1 < 1 а 1 при 

всех а, поэтому, �юлагая v = [ � J ,  имеем : 

" 1  2n - v + 1 . v + 1 1 
1 f sln 2 t . sш -2- t 

v +  1 t dt <. 
sln2 -

o 2 
1 

v + l  1t 
/ � f (2n - v + 1 ) t (v +  1) t dt + � f dt (9 . 2 1 )  "":::- v + 1 tз v + 1 t2 <. Аз 

о 
равномерно относительно n *) .  

1 
• + 1  

Теперь покажем ,  что равномерно относительно n выполняется 

у� 
о 

1 2n - k + 1 t 1 k + 1 t s n  2 s n -2-
t (k + 1 ) sln2 2 

1 2n - k + 2  t 1 k t s n  2 s n 2 
k sin2 .!_ 2 

= O ( k � 1 ) 

dt = 

(9 . 22) 
Так 1 4 как --t- = 72 + 0 ( 1 ) при t E (O ,  1t ) , то достаточно показать , 

sln2 -2 
что 

i 2n - k + 1 t 1 k + t t 1 2n - k + 2 t 1 k t s n  2 s n -2-
Tпk (t) = (k + 1 ) t2 

s n  2 s n 2 ---k;-;;t2.------
= о ( 1 ) 

равномерно относительно n (k = 1 ,  2 ,  . . . , n) и t Е (0 ,  1t ) . Но так 
sln и как функция ф (и) = -- аналитическая (с ограниченной производной и 

на (- оо ,  + оо)), то , преобразуя Т n/l (t) и используя формулу Лаr
ранжа , имеем для некотороrо 6 (О < 6 < 1 ) : 

1 . 2n _ k + 1 [ sin (} + �) t sln � t ] 
rп� (t) = 2t 51n 2 t ( k 1 ) _ _  k __ _ -

' 2 + 2 t 
2 t 

k 
4n - 2k + 3 . t sln 2 t 

- 2 COS 4 t Sln 4 -ыг- = 

= О (Щ i t I I Ф' ( �  t + 6 � )  1 )  + О ( ! t 1 :1 1:1; }= 0 ( 1 ). 

*) Совершенно ясно, что оценка (9.21 )  остается справедливой при n :;;;... 4, 
если мы вместо v будем брать v ± 1 .  
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Почти очевидны оценки 

1 
k + 1  

" 1 2n - k + 1 t 1· k + 1 t f s n 2 t
s n -2-

" sin2 2 
, k + l  

А dt <. k + 1  

1t 

равномерно относительно n и k = О , 1 ,  . . . , n .  Также 

1 
k + 1  

1t 
k + 1  

f 
i 2n - k + 1  t . k + 1 t s n  2 sш -2-

t sin2 -2 
dt = 

равномерно относительно n. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 9 . 1 .  Пусть v = [ � ] и 

1 sin (k + ; ) t 
Dtt (t) = 2 1 sin 2 t 

1 sinЧk + 1 ) � 1 � , Fk (t) = 2 (k + 1) -----:-t - =  k + 1 � Dt (t) 
sin2 - J 2 l = O  

445 

(9 . 23) 

(9 .24; 

( 9 . 25) -

- соответственно ядра Дирихле и Фейера (см. например , [ 1 6*] , 
стр . 25 и 5 1 ) и 

1 2n - k + 1 t 1 k + 1 t s n  2 s n -2-Vпk (t) = t 2 (k + 1 ) sin� � 
. 

(k = О ,  1 ,  . . . n ; n = О , 1 , . . .  ) . 
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Отметим , что так как, в силу (9 . 26) : 

. n + k + 2  t 1 n - k t sш 2 s n -2-(n - k) V11 , 11 _ k _ 1 (t) =  t 2 s!n2 2 
cos (k + 1 )  t - cos (n + 1 )  t -

4 s!n2 !._ 2 

(n - k + 1 )  vn . n -k (t) = cos kt - cos �n + 1 )  t
. 

4 s!n2 -2 
то (см . (9 . 25) ) 

( - k + 1) V (t) - ( - k) V (t) = cos kt - cos (k + 1 ) t  = 
n n . 11 -k n tl . n - k -1 t 4 s!n2 2 

sln (1 + � ) t  
= t = Dk (t) .  (9 . 27) 

2 s!n 2 

Кроме того,  при v = [ ; ]  (см . (9 . 2 1 ) ) 

" 

f 1 Vn.  n - v - 1  (t) / dt <. А3 (п � 4). (9 . 28) 
о 

Из (9 . 22) - (9. 24) соответственно вытекают соотношения :  

" 

21t 
p+l 
f / V11p (t) - V11 p- 1 (f) / dt = O (P� 1 ) . 
о 

(р = 1 ,  2 , . . . , n; n =  1 , 2 , . . . ) , 

(9 .29) 

f 1 v"p (t) 1 dt = о ( 1 )  (р = О, 1 ,  . . .  , n ;  n = O,  1 ,  . . .  ) ,  (9 . 30) 

(р = О , 1 ,  . . .  , n ; n = O, 1 ,  . . . ) . 
(9 . 3 1 ) 
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Применяя дважды иреобразование Абеля , получаем (см . (9 . 25) , 
(9 . 27) ) :  n n 
Кп (t) = ; + � Л.�n> cos kt = � AkDk (t) = 

k = 1  k = O  • n 
= � AkDk (t) + � Ak [(n-k + 1 ) Vп , n - k  (t) - (n-k) Vn . п- k - 1  (t)] = 

v - 1  
= А, ('� +  1 ) F, (t) + � А� (k + 1 ) Fk (t) +  

k = O  n - 1  
+ A, (n - 'I) Vn , п - v - 1  (t) - � A� (n - k) Vп, п -k - 1 (t) = 

n-1 
= М1 (t) -� А� (п - k) V п . п - k - 1  (t) = М1 (t) + М2 (t) . (9 .32) 

k = •  
Учитывая (9 . 25), (9 . 3) и (9 . 28) , получаем : 

] 1  М1 (t) 1 dt -<: f { ('� +  1 )  1 A, l F, (t) + (n - '1) 1  A, i iVп, п- • - 1  (t) 1 + 
о о 

+% (k + 1 )  1 А� 1 F k (t) } dt -<: 

-<: А4 { ('� + 1 ) 1 А, \ + <n - '1) I A . \ +% (k + 1 ) \ А� 1 }  
и ,  стало быть , на основании (9 . 1 8) и (9 . 1 3) 

1t 

f 1 M 1 (t) 1 dt -<: А5 + А6Н (п) . 
о 

Положим 
(t Е ro. 1t)), 

получаем : 
" п- 1  

f � А� (n - k) v;, п-k-l (t) dt -<: 
о k - • 

п - 1  " n- 1  

(9 . 33) 

(9 .34) 

-<: � (n - k) \ А� 1 f 1 Vп, п-k-1 (t) \ dt -<: А� � (n - k) \ A� \ -<: A7H(n). 
k = •  .. k = •  

n - k  (9.35) 



448 ОБЗОРНАЯ СТАТЬЯ 

Теnерь nреобразуем no Абелю сумму 

n- 1  n - 1 
� (п - k) A�V�. n -k- 1 (t) = � (п - k) Ak [V�. п -k-1 - V�. п- k) -t-

k • •  ' k = • + l  
n ' � ' -t- (n - v) A.Vn, n - v- 1 - � AkVn, n -k = k � • + 1  

п - 1  
= � (n - k) Ak [V�. n - k- 1 - V�. п - k] + k = •+1  

n 
-t- (n - v) A.V�. n - v - 1 - Л�11V�. n - • - 1 - � Л�п> [V�. п - k - V�. п -k+J k = v +2 
Поэтому (см. (9 . 28) , (9 . 29), (9 .3 1 ) ) 

" п - 1  
f � А% (n - k) V�. п -k- 1  (t) dt < 
о k = •  

" " 
n - k ) -n-; 

+ f 1 Vп . n-k- 1 1 dt � + (n - v) j A. I  f I Vn . n - v - l l dt + 
" J о 

n-k+1 
" 

n - • 
+ 1 л�11 1 J 1 vn. n - v - 1 1 dt + 

о 

<;; А [ ,%, (n - k) l l!., l (n- �  + 1 + n 1 k }+ <п - ') l <!.; 1 + 

+ 1  i�'2, 1 +,�, 1 ;f:'J 1 { n-� + 2  + п -�+ 1 }] • 
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Стало быть (см . (9 . 1 7) ,  (9 . 1 8) ,  (9 . 20) ) ,  
" n - 1 

f � l\� (п - k) v�. n - k- 1 (t) dt -< 
о k = •  

Из  (9 . 34) - (9. 36) вытекает, что 

!" ( n l } (n ) l  ) 
0 

J M2 (t) J dt -< А10 1 + Н (п) +  � n -
-� + 1 

• 
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(9 . 36) 

(9 . 37) 

Объединяя же (9 . 32), (9 . 33) и (9 . 37) ,  получаем (9 . 1 2) .  Лемма дока
зана ,  а следовательно, доказана и теорема 9 . 3 .  

3 а м е ч  а н и е 9 . 1 .  Если последовательflость л.<,:> (k = О, 1 ,  . . .  
. . . , п + 1 )  удовлетворяет условиям Ни�ольс�ого ,  т .  е . ,  например , 
выпукла по k для каждого n = О,  1 , . . .  , и справедливо (9 . 6) ,  то 
выполflяется и условие Надя ( 9 . 8) .  

В самом деле, по предположению, l\2'л<,:> � О,  и потому (приме
няя дважды преобразование Абеля) имеем : 

3 а м е ч  а н и е 9 . 2 . Если выnoлfleflo условие Надя ( 9 . 8) ,  то 

(n = О,  1 ,  . . .  ) .  ( 9 . 38) 

В самом деле ,  условие (9 . 8) влечет (9 . 5) ,  поэтому ( по теореме 

Сидона) второе условие (9. 38) справедливо. Далее, если '1 = [ ;  J ,  
то из (9 . 8) вытекает, что 

А3 � �:(� k 
n 

i k ) l l\� � �  Ж (п - k)
i
�

k
+ l l\� � �  

• - 1  • - 1 
� � (n - k) k � l � l\� 1 � ; � (k + l ) l l\� l ( 9 . 39) 

k = O  k = O  
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n - 1  · n - 1  
А8 > � (n - k) k � l � �� � > ;  � (n - k) j �� � -

k = • 

Но легко видеть , что 

v - 1  n - 1  
<;;: � (k +  1 ) 1 �� � + � (n - k) l �� l . 

k = O 

(9 . 40) 

(9 .4 1 ) 

и потому (<:м . (9 . 39) , (9 . 40) ) Н (п) <;;: 4А3, т. е .  первое условие (9. 38) 
выполнено . 

Таким образом , мы видим (см .  замечания 9 . 1 и 9 . 2) ,  что условия 
А .  В. Ефимова (9 . 38) выполняются ,  если выполнено условие Надя 
(или Никольского) . Более того ,  как показал А. В. Ефимов ,  усло
вия (9 . 38) .менее ограничительны , чем условия Надя . 

В самом деле , пусть 

и 

Очевидно , что 

(п) 2k [ n ] Лk = 1 - п при O <;;: k <;;: v =  "2 ,  

л<п ) _ 1 
k - n - k + l при v < k <;;: n 

· (n) О An+1 =  · 

�2лf(J = 0  при O <;;: k <;;: v - 2 ,  

�2л<rtJ. = ! + _1 _ + 2v - n  = O (__l_) 
• 1 n n - v  n n ' 

�2лf(J = О ( (п_2 k)З )  при v <;;: k <;;: n - 1 ,  
и 

и потому 

л 2, (п) _ , (п) _ 2' (n )  _ .!_ _ 2 _ _  i 1..1 "п - 1 - "n- 1  "п - 2 
--

2 ' 

v - 1  
� (k + 1 ) 1 �2Л�J 1 = v l �2Л�n� 1 l = О ( 1 ) ,  k = O  

ж <• - •) I А•л\:''1 = � >• - •) оС.� .,. )= о (%' <•� •>' ) = о( ! ), 
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т. е .  (см . (9 .4 1 ) ) первое условие (9 . 38) вы полнено. Далее, 

т . е .  второе условие (9 .38) выполнено . 
Покажем , что выбранная последовательность { л�п> J  не удовлетво 

ряет условиям Надя .  Это вытекает из неравенства 

Примерно так же показывается ,  что условия (9 . 38) менее огра
ничительны ,  чем условия Карамата и Томича [ 1 7a* l .  

Отметим еще следующий результат А .  В .  Ефимова: 
Т е о р е м  а 9 .4 . Если .матрица А =  11 Л�п> 1 1  удовлетворяет усло

вию (9 .9 ) ,  то, для того чтобы И n (f , х ,  А) ____". f (х) в uаждой 
-точuе Лебега фуfluции f (где f - произвольflаЯ фуftuция из 
L (0, 21t) ) , пеобходи.мо и достаточпо выnoлfteflиe условий (9 . 1 0) 
и (9 . 1 1 ) .  

§ 1 О. О некоторых проблемах 

В настоящем параграфе будут сформулированы некоторые про
блемы ,  относящиеся к функциональным рядам , решение которых мне 
неизвестно . Эти задачи предлагзлись мною на некоторых спецкурсах 
и семинарах в Московском университете . 

Как правило , они будут формулироваться для случая сходимости , 
хотя большинство из них очевидным образом переформулируется и 
на случай суммируемости . 

1 )  Пусть f n (х) - · измеримые функции на [0 ,  1 1  и ряд 
со 

� fп (х) (х Е ( 0 ,  1 1) ( 1 0 . 1 ) 
n = O  

при двух перестановках членов почти всюду н а  [ 0 ,  1 1  сходится соот
ветственно к F (х) и Ф (х) . Можно ли для каждого числа Л Е [0 ,  1 1 
переставить члены в ряде ( 1 0 . 1 )  так , чтобы вновь полученный ряд 
почти всюду на (0 ,  1 1  сходился к ЛF (х) + ( 1  - Л) Ф (х) ? Эта про 
блема поставлена Банахом (см. об этом работу Орлича (4 1 * 1) .  
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2) Пусть ряд ( 1 0. 1 )  состоит из измеримых функций и любой его 
частичный ряд 

почти всюду на ( 0 ,  1 ]  сходится .  Можно ли утверждать , что ряд ( 1 0 . 1 )  
при любом порядке членов сходится почти всюду н а  (0 ,  1 ] ,  т .  е .  что 
ряд ( 1 0 . 1 ) безусловно сходится п .  в .  на (0 ,  1 ] ?  

В работе А .  Н .  Колмогорова и Д .  Е .  Меньшова ( 23"] имеется 
следующее утверждение (принадлежащее А. Н. Колмогорову): 

Существует функция f (х) Е L2 (0, 21t) так ая ,  что члены ее три
гонометрического ряда Фурье можно переставить так , чтобы вновь 
полученный ряд расходился почти всюду на (0, 27t] . 

Поэтому, если ответ на проблему 2) положителен, то тогда , 
используя утверждение А .  Н .  Колмогорова, можно было бы доказать 
существование тригонометрического ряда Фурье из L2 , который рас
ходится на  множестве цоложительной меры .  

3 )  Существует ли ортанормированная полная система (ОНПС) 
{ <fln (х) } , являющаяся системой безусловной сходимости, т . е. всякий 

00 
ряд � an<fn (х) (х Е (0 ,  1 ] ) при любом порядке членов сходитсSJ 

n = O 
00 

п .  в .  на  [ 0 ,  1 ] ,  как только � а� <  оо . 
n =O  

Отметим, что ответ на  проблему 3) заведомо положителен ,  если 
положителен ответ на проблему 2) .  В этом случае в качестве { <fln (х) } 
можно было бы взять систему Хаара (см . ( 20*) , стр .  1 4 1 ) .  

4 )  Орлич доказал (см . ,  например ,  [20*) , стр . 1 9 8) ,  что если 
{ <flп (x) } - OHC на (0 ,  1 ] ,  а ряд 

( 1 0 . 2) 

таков ,  что 
00 
� а�ш (n) l og2 n < оо ,  
n = 1  ( 1 0 . 3) 

то ряд ( 1 0 . 2) безусловно сходится п .  в .  на (0 ,  1 ) , как только ш (п) 
удовлетворяет условиям : 

а) ш (п) <: ш (п +  1 ) ; 
б) J im ш (n) = оо ;  

n + oo  
в )  найдутся постоянная А > О и последовательность n k  t оо 

такие , что 
00 

� 00 tпk) < оо ,  1og nн 1  < А 1og nk . 
k = l  
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Возникает проблема: насколько окончательны условия Орлича ? 
Другими словами ,  является ли  теорема Орлича окончательной в том же 
смысле , в котором окончательна теорема Меньшова - Радемахера 
(см . [20�] . теоремы [5 .3 .5 ]  и [ 5 . 3 .7 ] ) .  

Если ответ на  проблему 2) положителен, то в теореме Орлича 
в неравенстве ( 1 0 . 3) можно было бы взять w (n) = 1 ,  и тогда уж 
результат был бы окончательным . 

5) Существует ли ряд из измеримых функций 

(х Е [0, 1 ]) ,  

который не является безусловно сходящимся п .  в .  на [0 , 1 ] ,  и тем 
не менее при любом порядке его членов справедливо нерl}.венство 

l im 1 � /pl (х) 1 < оо п. в. на  [0, 1 ] ,  N+oo t = O  
Отметим ,  что если н е  требовать измеримости fп (х) , т о  суще

ствование такого р яда доказано в работе [62*] . 
QO 

6) Существует ли ортогональный ряд � Сп'fп (х) , который при n = O  
любом порядке членов расходится п .  в .  н а  [ 0 ,  1 ]  (или , более слабо , 
на множестве положительной меры), и тем не менее 

00 

� с� <  оо . n = O  
7 )  Если {'fп (х) } - ОНПС н а  [0 ,  1 ] ,  то , как показал Орлич ( [39*] ; 

см .  также [ 20*] теоремы [5 . 1 . 5 ] и [5 .  7 . 1 ] ) ,  для всякого конечно
строчного метода Т можно найти ряд 

00 

� an'fn (х) ( l im an = 0) , ( 1 0 . 4) n = O  n + oo  
который бы  п .  в .  н а  [ 0 ,  1 ]  н е  был Т-суммируем . 

Можно ,1и всегда построить ряд вида ( 1 0 . 4) ,  который при любом 
порядке членов не был бы Т - суммируем п. в .  на  [0, 1 ]  ( или ,  слабее, 
на множестве положительной меры). 

8) В работе [60*] (см . стр . 838) нами было показано , что суще
ствуют ортогональные ряды (с достаточно быстро убывающими 
коэффициентами), которые при некоторых разных порядках членов 
сходятся к различным функциям .  Возникает вопрос: если {'fп (х) } 
произвольная фиксированная ОНПС на [ 0 ,  1 ] ,  то можно ли по
строить ряд 

(х Е [0, 1 ] ) ,  ( 1 0 .5) 
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tюторый при некоторых двух разных порядках следования членов 
п .  в. на [0, 1 ]  сходился бы к двум функциям, которые различны 
на множестве положительной меры . Более общо : можно ли построить 
ряд вида ( 1 0 . 5) такой ,  что для любой измеримой функции f (х) члены 
ряда ( 1  0 .5) можно так переставить, чтобы вновь полученный ряд 
сходился п .  в .  на [0 ,  1 ]  к f (х) ? 

В этой проблеме заключены по существу две проблемы :  а) f (х) 
произвольмая конечная п .  в .  на [ 0 ,  1 ]  функция ; б) f (х) обращается 
в + оо на множестве положительной меры .  

Решение только что поставленной проблемы неизвестно и для 
случая тригонометрической системы . 

9) Нижеследующая проблема является ослаблением проблемы 8) .  
А .  А .  Талалян [ 56�] доказал ,  что если { r.рп (х) j - - ОНПС на [0 , 1 ] ,  
а f (х) - произвольная п .  в .  конечная измеримая функция ,  т о  в си
стеме { r.рп } можно так переставить функции, что для вновь получен
ной системы { <ppl } найдется ряд 

со 

� clr.pPt (х) ( l im ci = 0) ,  
i = O  l �co 

который п .  в .  на [ 0 ,  1 ]  суммируется к f (х) любым методом Чезаро 
положительного порядка. 

Более того ,  как недавно сообщил мне А .  А .  Т1лалян (см .  еще 
работу [55*] ) ,  им получено , что если (r.рп \ - ОНПС, то можно 
найти ряд 

со 
( 1 0 . 6) 

такой ,  что для любой измеримой функции f (х) существует пере
ставленный  ряд от ( 1 0 . 6) ,  который п. в. на [0, 1 ]  суммируется к f (x) 
любым методом Чезаро положительного порядка. 

А . А. Талаляном поставлена следующая проблема: 
Если { r.рп } - ОНПС, а f (х) - почти везде конечная измеримая 

функция ,  то существует ли некоторый переставленный ряд 
со 

� akr.pvk (х) , k = O  
который бы  сходился к f (х) п .  в .  на [ 0 ,  1 ] ?  

В поставленной проблеме можно ,  конечно , сходимость заменить 
суммируемостью методом ,  который существенно слабее всех методов 
Чезаро положительного порядка , а также слабее методов Т' (см. об 
этом работу Талаляна [56*] ) .  
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Аксиома треугольника 257 
Аксиомы Х аусдорфа 350 
Ассоциативное произведение 2 1  
«-преобразование последовательно-

сти 73 
а- и а�-сходимость 3 19  
«- и !%�-сходимость 338 

Базис 263, 274 
Барьерная линия 163 
БилинеИная форма 275 
-- -- абсолютно ограниченная 29 1 
-- -- ограниченная 283 
-- -- --, точная грань 283, 292 
·в-пространство 353, 360 

Вектор нормальный 262 
-- предель ный 266 
-- столбец 1 7  
-- строка 16  
Векторное м ногообразие 26 1 
Векторы ортогональные 261 
Включение меtодов суммирования 1 1 7 
-- ядер в узком смысле 392 
Выпуклая оболочка 161  

Гильбертоно векторное пространство (аз) 255 
Грань матрицы 38 
-- -- ассоциативная 40 
-- -- Гильберта (ff-грань) 42, 285, 291 
-- -- нормальная 40 
-- -- полузамкнутая 40 
-- -- регулярная 4 1  
-- -- Кс И Кт 38 
Группа 66 

Дистрибутивный закон 20 
Длина последовательности 318 ,  337 

Единичная гиперсфера 256 

Изоморфизм групп 67 
-- колец 68 
Интеграл Бореля 88 
-- Миттаг-Леффлера 2 1 8  

1\вадратичная форма 276 
Колебание последовательности 1 86 
Кольцо 67 
-- групповое 67 
Комбинатор 23 
-- для столбцов 24 
-- -- строк 24 
Критерии полноты ортанормальных 

систем 273 
Круг применении К-матрицы 120 

Линейная форма 302 
-- -- ограниченная 302 
Линейное многообразие 263, 266 

Мажаранта 260 
Мажорантный критериЦ сильной схо-

димости 260 
Матрица Абеля 49 
-- бесконечная 13  
-- Бесселя функциональная 87 
- Бореля 49, 86 
-- -- обобщенная экспоненциальная 

87 
-- верхняя треугольная 1 8  
-- Вороного 90 
-- вполне неэффективная 189 
-- -- регулярная 186 
-- Гильберта 42 
-- диагональная 16  
-- единичная 14  
-- идемпатентная 21  
-- Кожима (К} 16, 78 
-- комбинатор для столбцов 24 
-- -- -- строк 24 
-- комплексно сопряженная 1 8  
-- континуант 5 1  
-- кососимметричная 1 8  
-- косоэрмитова 1 8  
-- крест 5О 
-- Ле Руа 1 12 
-- Линдел�фа 49 
-- Миттаг-Леффлера 48, 86 
-- непрерывная 27 
-- неэффективная 1 89 
-- нижняя треугольная 1 8  
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Матрица нильпотентная с индексом r 2 1  
-- нормальная 366 
-- нуль 17  
-- обратная (относительно ( zk}) 204 
-- -- левосторонняя (л. с.) 14 ,  1 9  
-- -- правосторонняя (n .  с . )  19  
-- ограниченная по  столбцам 18  
-- -- по строкам 1 8  
-- ортогональная 2 1  
-- пермутатор 22 
-- положительная 9 1 , 366 
-- полунепрерывная 27 
-- порядка 1 Х оо и оо Х 1 1 7  
-- Раффа 205 
-- реверсивная 236 
- с возрастающими конечными 

столбцами 253 
-- -- -- -- строками 253 
-- селектор для столбцов 23 
-- -- -- строк 23 
-- симметричная 1 8  
-- скалярная 17  
-- с конечными столбцами 1 8  
-- -- -- строками 1 8  
-- совершенная 236 
-- средних арифметических 15, 84 
- -- Рисса 89 
- -- Чезаро 84 
- строго Т со 392 
- Теплица ( Т )  16, 79 
- типа М 236 
- транспонированная 17  
- унитарная 2 1  
- Х аусдорфа 361 
-- Эйлера 32, 124, 156 
� Эйлера - Кноп па 229 
- эрмитова 1 8  
-- эффективная 1 89 
- а  1 15 
- � 80, 84 
-- "( 80, 84 
-- нн 289 
- Кс 42, 78 
-- Кг 42 
- Тоо 392 
Матрицы абсолютно эквивалентные 

дискретные 1 1 8, 1 94, 1 78 
-- -- - полунепрерывные 130 
-- взаимно совместные 1 1 8  
- совместные 1 17, 365 
-- -- одновременно 388 
-- сравнимые 1 17 
Метод бесконечных прямоугольни

ков 276 
- конечных прямоугольников 275 
-- суммирования Бореля интеграль-

ный 89 

Метод суммирования Бореля экспо-
ненциальный 87, 138 

-- -- внутренне совершенный 378 
-- - вполне силь нее 366 
-- -- -- эквивалентный сходимости 

394 
- -- ограниченно сильнее 366 
-- - регулярный 365 
-- - сильнее 365 
- - средними арифметическими 15, 

84 
- -- строго сильнее 365 
- -- транслятивный 1 38 
-- - треугольный 275 
Методы суммирования вполне со-

вместные 366 
-- - -- эквивалентные 394 
- - ограниченно совместные 366 
- - совместные 365 
-- - - одновременно 388 
Многоуголь ник суммируемости Бо-

реля 86, 1 4 1  
Множество вполне ограниченное 329 
- всюду плотное 266 
:._ выпуклое 1 6 1  
- замкнутое 266 
- ограниченное в совокупности 3 17  
-- ограниченной длины 282, 337 
- однородное 403 
- первой категории 239 
-- проективно ограниченное 328 
- производное 266, 326 
- сходящееся в совокупности 3 18  
- - равномерно 317  
- F (F-множество) 3 16, 336, 357 
- W ( W-множество) 3 16  

Направление 309 
Непрерывность функции в точке 302 
Неравенство Минконского 308 
...:._ Персеваля - Бесселя 265 
- Хинчина 238 
Неэффективность матриц 1 89 
Норма матрицы 1 55, 287 
- ограниченного поля 155' 
- оnератора 355 
Нуль-делитель левосторонний 1 9  
"-- - правосторонний 1 9  -
Нуль-последовательность 205 

Область воЗможной эффективности 
предельная 192 

-- главная звездная 209 
- производящая 2 17  
- частная звездная 2 17  
Обобщенная сумма , ряда, получен

ного в результате иреобразования 
ряда в ряд П4 
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Обобщенный критерий Коши для 
проективной сходимости 319 

-- -- -- -- силь ной проективной 
сходимости 339 

О граниченность множества полная 
329 

Оператор аддитивный 354 
-- дистрибутивный 354 
-- однородный 354 
Ортогональная система функций 109 
Ортанормальная система функций 

109 
Q-трансформация 50 

Пермутатор 22 
Показатель ная функция от беско-

нечных матриц 26 
Поле 67 
-- ассоциативное 2 1 ,  299 
-- матриц 39 
-- ограниченное (для матрицы А) 

155 
-- сходимости метода 365 
Последовательности линейно незави

симые 376 
Последовательность выпуклая (во

гнутая) 44 1 
-- определенно расходящаяся 161  
4 Правил ьное:& значение обобщенного 

предела последовательности 245 
Предел внутренний (Прингсхейма) 275 
-- последовательности в смысле схо-

димости в себе (d-предел) 35 1 
-- -- коорд инатный (с) 318 
-- -- обобщенный (А-предел) 73 
-- -- проективный ( р) 322 
-- сильный 266 
-- -- проективный ( р) 340 
Преобразование Абеля 90 
-- абсолютно транслятивное 137 
-- регулярное ( Т )  79 
-- столбцевое 278 
-- строчное 278 
-- Х аусдорфа 361 
Проблемы неэффективности беско

нечных матриц 1 89 
-- эффективности бесконечных ма-

триц 208 
Проекция вектора х на у 309 
Произведение итерационное 146 
-- композиционное 1 46 
Произведения методов суммирования 

(АВ) и А[В] 1 19, 1 45 
Пространство Банаха (В) 353, 360 
-- линейное 265, 307 
-- метрическое 351 
-- -- нормированное 353 

Пространство нормированное 353 
-- последовательностей 308 
-- -- двойственное 310 
-- -- замкнутое по отношению 

к «�-сходимости 343 
-- -- нормальное 3 1 4  
-- -- предельно-замкнутое 326 
-- -- регулярное 326 
-- -- свободной сходимости 315 
-- -- симметричное 314  
-- -- совершенное 310  
-- -- сходяще-замкнутое 326 
-- -- а, So, <р, аоо, Г, С 308 
-- -- D, Z, О1, О2, О1 , 02, Е,, F7, о 

309 
-- -- а7 292, 308 
-- -- аз 255, 308 
-- -- а78 292 
Процесс ортанормализации Шмидта 

263 
р-сходи мость 319 
р-сходимость 338 

Ряд ассоциированный 244 
-- слабо переставленный 423 
-- частичный 1 -го вида 407, 4 17  
-- -- 2-го вида 407 
-- Фурье, суммирование 439 

Свертка 297 
Сверхсходимость 1 99 
Свойство Борели 241 
-- регулярности методов суммиро-

вания 72 
Секция 325 
Селектор для столбцов 23 
-- -- строк 23 
Сепарабельность 235, 243, 266 
След матрицы 19  
Субматрица 389 
Сумма ряда повторная по столбцам 

276 
-- -- -- -- строкам 276 
Суммирование последовательностей, 

СОСТОЯЩИХ ИЗ 0 И 1 237 
-- рядов Фурье 
Суммируемость (В) 89 
-- (В) абсолютная 89, 140 
-- безусловная 422 
-- -- почти всюду 407 
-- -- слабая 423 
-- по внешней мере 407 
-- -- мере 407 
-- почти всюду 407 
-- сильная 360 
Сфера 353 



АЛФАВИТНЫ Й УКАЗАТЕЛ Ь 47 1 

Сходимость безусловная по внешней 
мере 406 

- - - мере 406 
- - почти всюду 406 
- - слабая 423 
- в себе (d-сходимость) 351 
- координатная (с-сходимость) 40, 

318  
- по Коши 275 
- - Приигехейму 275 
- проективная ( р-сходимость) 3 19  
- сильная 258, 261 
- - проективная (р-е ходимость) 

338 
- слабая 258 
- а- и а� (а- и а�-сходимость) 3 19  
- IZ- и IZ� (1Z• и IZ�-сходимость) 338 

Теорема Агнью 98, 1 65, 432 
- Банаха - Штейнгауза 353, 354 
- Бэра 353 
- Виванти 253 
- Гильберта о свертках вторая 299 
- - - - первая 298 
- - - сходимости 277 
- Динса 21 1 
- Качмажа 108 
- Кноппа 161 , 1 69, 1 73, 1 79, 394 
- Кожима - Шура 72, 74, 230, 356 
- Мазура - Орлича 367 
- о свертках 296 
- Пифагора 262, 265, 271 
- Пойа 44 
- Робинсона 1 78 
- Сильвермама - Теплица 72, 79 
- Штейнгауза 91 , 93, 1 13, 1 83 
Транслятивность слева 140, 14 1  

Транслятивность справа 141  
Транслятивный Т-предел 136, 1 37 

Угол применении матрицы Миттаг-
Леффлера 2 1 6  

Уравнения: АХ = В, ХА = В 52 АХ- XD = О  52, 54 АХ = 1, ХА = 1 31 АХ - ХА = !  52, 6 1 , 66 
BX - XD = D  55 
BX - XD = l  60 
AX - XD = C  61  
Условие Надя 44 1 , 449 

Фундаментальная система единичных 
векторов 265, 308 

Функции Радемахера 237 
F-множество 316, 336 , 357 

Характеристическая функция 25 
х�5ктеристические корни матрицы 

- числа матрицы 1 6  
Характеристическое уравнение 25 

Эрмитовы компоненты 288 
Эффективная область матрицы 1 89 
Эффективность матриц 87, 1 89 
- матрицы в области 208 
- - в точке или на множестве изо-

лированных точек 1 95 

Ядерная сравнимость матриц 394 
Ядро множества 1 63 
- последовательности 161 , 1 63, 360, 

391 
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