ENCYKLOPADIE

MATHEMATISCHEN
WISSENSCHAFTEN

MIT EINSCHLUSS IHRER ANWENDUNGEN

DRITTER BAND IN DREI TEILEN

GEOMETRIE

REDIGIERT VON

W. FR. MEYER UND H. MOHRMANN

IN KONIGSBERG IN BASEL

ERSTER TEIL
ERSTE HALFTE

~rm

&

Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH
1907—1910



ENCYKLOPADIE

DER

MATHEMATISCH]

N

WISSENSCHAFTEN

MIT EINSCHLUSS THRER ANWENDUNGEN

DRITTER BAND:
GEOMETRIE



ISBN 978-3-663-15456-3 ISBN 978-3-663-16027-4 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-663-16027-4

Softcover reprint of the hardcover 1st edition 1910

AULE RECHTE, EINSCHLIESSLICH DES UBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN



Yorrede zum dritten Bande.

Schon bei der urspriinglichen Disposition der Encyklopidie der
mathematischen Wissenschaften — man vergleiche den einleitenden
Bericht von W. von Dyck im ersten Bande — wurde der Geometrie
innerhalb der reinen Mathematik der dritte Band zugewiesen.

Der Stoff zerlegte sich naturgemiB in drei Hauptteile.

Zum ersten Teile gehoren die Entwicklungen allgemeineren Cha-
rakters: die Grundlagen — die Grundbegriffe und die iiber die eukli-
dische Geometrie hinausgehenden Geometrien —, sodann die Diszi-
plinen der Analysis situs, der Gruppentheorie, der projektiven und
darstellenden Geometrie nebst der Theorie der Polyeder; endlich die
zur formalen Beherrschung notwendigen oder niitzlichen Rechenmittel
(Koordinaten) und Rechnungsalgorithmen (Quaternionen, Ausdehnungs-
lehre u. a.). Demgegeniiber handelt der zweite Teil des dritten Bandes
von den algebraischen Gebilden (Kurven, Flichen, Komplexen, Kon-
gruenzen u. a.), wihrend sich der dritte Teil mit der Differentialgeo-
metrie beschiftigt.

Dazu traten im Laufe der Zeit einige von selbst notwendig ge-
wordene Erginzungen. Leider muBte mit Riicksicht auf die gegenwir-
tigen miBlichen Zeitverhiltnisse auf eine Reithe weiter geplanter Ar-
tikel iiber einzelne, in den letzten Jahrzehnten neu entstandene Gebiete
verzichtet werden, um den AbschluB des Ganzen nicht auf unbestimmte
Zeit zu verschieben.

Zunichst lag die Redaktion des Geometriebandes allein in Hinden
von W. Fr. Meyer. Im Jahre 1915 wurde H. Mohrmann als zweiter
Herausgeber gewonnen. Er tibernahm einen wesentlichen Teil der Ar-
beit. Xs wiirde hier zu weit fiihren, festzustellen, wie sich seit 1915
die Herausgabe der einzelnen Artikel unter uns beide verteilt hat.

Dagegen mochten wir hier gleich erwihnen, daB einige Herren,
die nicht als Redakteure zeichnen, unsere Arbeit auBerordentlich unter-
stiitzt haben und so einen ganz bedeutenden Anteil an der Fertig-
stellung des Bandes gehabt haben. In erster Linie gebiihrt unser
Dank Herrn F. Klein. In zahlreichen Konferenzen hat er fiir viele
Artikel genaue Kinzeldispositionen entworfen und uns und die Be-
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arbeiter mit seinem erfahrenen Rate unterstiitzt. Mit groBer Tatkraft
und unermiidlicher Energie hat er immer wieder in schwierigen Lagen
belebend eingegriffen. — Wir gedenken ferner mit Dank der stets
bereiten kritischen Mitarbeit von H. Burkhardt () und M. Noether ().

Noch vor einem halben Jahrhundert, zur Zeit, als die Mathe-
matischen Annalen durch R. Clebsch und C. Neumann begriindet wur-
den, stand die Geometrie in Deutschland in besonderem Ansehen und
das Interesse der meisten Mathematiker gehorte ihr. Durch Veroffent-
lichung bahnbrechender Arbeiten verschafften deutsche Gelehrte ihrem
Vaterlande eine fiihrende Stellung innerhalb dieser Disziplin. Zum
Belege mogen Namen wie Clebsch, Grafmann, Hesse, Mobius, Plicker,
v. Staudt, Steiner einerseits und Brill, Klein, Lindemann, M. Noether,
Schubert, Schwarz, Voss andererseits genannt sein, denen Lie und Zeuthen,
obgleich Ausléinder, gerne zugerechnet werden konnen.

Um die Jahrhundertwende war die Sachlage ganz anders. Das
Interesse fiir Geometrie und deren EinfiuB war in Deutschland un-
leugbar erheblich gesunken und dies, obwohl Namen wie Fiedler,
Harnack, Hilbert, Minkowski, Pasch, Reye, Rohn, I'. Schur, Stickel,
Staude, Study, R. Sturm dafiir zeugen, daB in Deutschland die ganze
Zeit hindurch geometrisch gearbeitet wurde. Aber es waren immer
nur einzelne; die Allgemeinheit nahm an ihren Ergebnissen immer
weniger Anteil. In dem folgenden Jahrzehnt wurde das Verhiltnis
nicht besser.

Seit zehn Jahren etwa zeigt sich in Deutschland, wenn auch
vorerst nur vereinzelt, frisches Leben; doch setzte diese neue For-
schung an anderen Stellen ein als an denen, wo die alte Generation
arbeitete. Die Topologie sah sich durch das Emporkommen der
Mengenlehre vor neue Aufgaben gestellt. Die Relativititstheorie
wirkte kriftig fordernd auf die mehrdimensionale Differentialgeometrie
ein. Damit verbunden war ein Ausbau des Vektor- und Tensorkal-
kills. Aus Minkowskis Untersuchungen iiber konvexe Kurven und
Flichen erwuchs die affine Geometrie. So darf man hoffen, daB das
Interesse an geometrischen Fragen wieder zunimmt.

Obwohl zwischen den Jahren 1865 — 1875 deutsche Gelehrte
die schonsten Moglichkeiten zur Weiterentwicklung der Geometrie
schufen, wurden diese nicht in Deutschland, sondern in Italien mit
groftem Erfolg aufgenommen und weiter verfolgt. So gelangte Italien
in wenigen Jahren zur filhrenden Stellung auf allen Gebieten der
Geometrie und hat diese Fiihrerrolle seitdem voll behauptet. Es wird
groBer Anstrengung und Mithe bediirfen, den Vorsprung, den Italien
erlangt hat, auch nur teilweise einzuholen. Dieser iiberragenden Stellung
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Italiens hat man in Deutschland dadurch Rechnung zu tragen ver-
sucht, daB man deutsche T"Jbersetzungen von einer groferen Anzahl
italienischer Lehrbiicher herstellte. Aber noch mehr mdchten wir hier
mit Dank hervorheben, daB sich mehrere hervorragende italienische
Gelehrte bereit gefunden haben, fiir die Encyklopadie griindliche Re-
ferate liber die verschiedensten geometrischen Gegenstinde zu bear-
beiten. Nur so ist es moglich geworden, daf der Band III einen
einigermaBen befriedigenden Uberblick iiber das Gesamtgebiet der
Geometrie liefert, wodurch die internationale Geltung der Encyklo-
pédie aufrecht erhalten worden ist. Die Hauptbedeutung Italiens liegt
einerseits in der Fortentwicklung der algebraischen Geometrie. Man
hat das geringe Interesse fiir algebraisch- geometrische Fragen in
Deutschland hiufig damit entschuldigt, daB die Theorie der algebrai-
schen Funktionen mehrerer Variabeler trotz Picards Untersuchungen
noch nicht soweit gefordert sei, daB sie sich ebenso wie die Theorie
der algebraischen Funktionen einer Variabelen mit Erfolg auf geo-
metrische Probleme anwenden lasse. Man hat dabei kaum beachtet,
wie die Italiener die Ergebnisse Picards angewandt und fortentwickelt
baben. Ein Hauptverdienst Italiens ist es andererseits, daB es die
mehrdimensionale Geometrie eigentlich erst geschaffen hat, und mit
ihrer Hilfe zu einfachen Beweisen von Sitzen der Geometrie des drei-
dimensionalen Raumes gelangt ist. Endlich sei auf die zahlreichen diffe-
rentialgeometrischen Arbeiten hingewiesen, die in Italien erschienen sind.

In Osterreich ist im Gegensatze zu Deutschland alle die Zeit hin-
durch das geometrische Interesse ziemlich lebhaft gewesen. Auch in
Holland und Skandinavien wurden die verschiedenen geometrischen
Disziplinen gepflegt. Vor allen Dingen aber hat in neuerer Zeit in
Nordamerika die geometrische Forschung auf den verschiedensten Ge-
bieten schine Erfolge aufzuweisen. In Frankreich dagegen hat man
sich fast nur auf Differentialgeometrie beschrinkt, und in England ist
seit den Tagen Cayleys kaum ein gréBerer Fortschritt erreicht worden.

Welches sind nun die Griinde des in Deutschland so auffilligen
Niederganges der Geometrie?

Da wirft man der Geometrie Mangel an Strenge vor. Angesehene
Vertreter der Analysis behaupten, daB seit der durch Descartes inaugu-
rierten neueren Entwicklung der Geometrie, insonderheit seit dem Uber-
handnehmen der algebraischen Untersuchungsrichtungen im vorigen
Jahrhundert, die strenge Folgerichtigkeit des Denkens — im Gegen-
satze zu dem musterhaften Verfahren bei Fuklid — wesentlich nach-
gelassen habe, daB die Formulierung und der Beweis der meisten
geometrischen Sitze unvollstindig sei, da sie die Giiltigkeitsgrenzen
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der jeweiligen Behauptung nicht erkennen lassen, daB sich endlich oft
gar nicht iibersehen lasse, welche von den Elementen eines vorliegen-
den zusammengesetzten Gebildes reell sein sollen, und welche kom-
plex. Mit einem Worte, es sei die Unklarheit des Denkens, die die
an Strenge gewéhnten Analytiker abstoBe.

Es muB nun leider zugegeben werden, daB dies fiir viele geo-
metrische Arbeiten zutrifft. Aber zahlreiche andere Arbeiten erfiillen
alle Anforderungen an Strenge. Man darf dabei unter ,Strenge“ nur
nicht das Festhalten an bestimmten Beweisformen, den Purismus der
Methode verstehen; dann allerdings wird man wenig befriedigt werden.
Denn gerade auf dem Wechsel der Methode, manchmal sogar inner-
halb eines einzelnen Beweises, beruht die Moglichkeit, kurze und ele-
gante Beweise zu fiihren.

Da sind z. B. die Vertreter der sogenannten reinen Geometrie der
Lage, die den simultanen oder alternierenden Gebrauch analytischer
und synthetischer Methoden als storend, sogar als unwissenschaftlich
empfinden, und sich dafiir der tadelnden Bezeichnung , méthode mixte“
bedienen. Diesen ist die ,reine“ Lagengeometrie das ldeal einer ,auto-
chthonen“ Wissenschaft, da sie in sich vollig konsequent sei und von
anderen mathematischen Disziplinen nichts zu entlehnen brauche.

Diese iibertriebene Wertschétzung ist aber kaum berechtigt. Die
vollige Verzichtleistung auf die Methoden der analytischen Geometrie
erweist sich im Gegenteil als unnatiirlich. Man hat vielmehr die pro-
jektive Geometrie so aufzubauen, daf ohne metrische Hilfsmittel der
Begriff des Wurfes und der projektiven Koordinaten entwickelt wird;
von da ab ist der Unterschied zwischen analytischer und synthetischer
Richtung nur ein unwesentlicher. Und die analytische Behandlung
empfiehlt sich bei vielen Aufgaben durch ihre Kiirze ganz von selbst.

Wenn man Euklid wegen der Strenge und Reinheit seiner Me-
thode rithmt, so vergiBt man, daB fiir die Entwicklung der antiken
Geometrie ein FEudoxos oder Archimedes viel wichtiger waren. Denn
nicht auf das Sammeln und Systematisieren tiberkommener Sitze allein
kommt es an, sondern auf die Entdeckung neuer Tatsachen, wenn
auch die Methode der Darstellung vorerst noch nicht voll ausgereift
und geglittet ist.

Wichtiger fiir den Riickgang der Geometrie scheinen uns folgende
Tatsachen zu sein. Das Emporkommen der Mengenlehre in ihren An-
wendungen auf die Punktmengen hat leider auf viele Mathematiker
lshmend gewirkt. Man ist zu #ngstlich geworden und traut den ein-
fachsten Schliissen nicht mehr. Besonders wird die Anschauung ver-
pont, und zwar nicht nur als Beweismittel, was verstindlich wiire,
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sondern sogar als heuristisches Prinzip. Aber auch die Ubertreibung
der axiomatischen Methode hat ihre Gefahren. Wenn gewisse Axio-
matiker verlangen, daB man sich unter den Gegenstéinden, von denen
die Geometrie handelt, nicht idealisierte Dinge vorstellen, sondern
leere Begriffe, die nur irgendwie logisch verkniipft sind, denken soll,
so wird dies unbedingt auf die schopferische Freudigkeit hemmend
wirken. Wir wollen mit diesen Ausfilhrungen in keiner Weise die
Bedeutung der Mengenlehre und Axiomatik herabsetzen, aber doch
vor ihrer Uberschiitzung warnen; denn, wenn man die Phantasie totet,
wird die Haupttriebfeder des geometrischen Fortschrittes ausgeschaltet.

Fiir den modernen Geometer ist die Beherrschung groBer Teile
der Algebra und der Analysis unbedingt erforderlich, wenn er auf
seinem Gebiete mit Erfolg arbeiten will. Allein dies geniigt noch
nicht; er muB auBerdem iiber eine groBe Zahl spezifisch geometrischer
Kenntnisse verfiigen. Der Algebraiker und Analytiker dagegen kann
sehr wohl ohne Geometrie auskommen. — Bei dem Umfang, den
Algebra und Analysis heute besitzen, kostet es schon geniigend Miihe,
sich auf diesen Gebieten einigermaBen sicher zu bewegen und einen
umfassenden Uberblick zu gewinnen. Soll nun gar moch die Geo-
metrie hinzukommen, so sind nur ganz wenige Geister fihig, sich
auch die hierfiir notigen Kenntnisse noch anzueignen. Dies diirfte
wohl der wichtigste Grund sein, warum die Analysis gegenwirtig so
bevorzugt wird.

Hierzu kommt schon bei dem einfachsten geometrischen Stoff
seine auBerordentlich groBe Vielseitigkeit. Xin und dasselbe geo-
metrische Gebilde kann auf die verschiedensten Arten erzeugt werden.
Je nach der betrachteten Erzeugungsart werden gewisse seiner Eigen-
schaften besonders hervortreten, und man muf daher fortgesetzt den
Standpunkt wechseln, wenn man sie alle voll erfassen will.

Zur Erlduterung diene als ein mdoglichst einfaches Beispiel der
Begriff eines Kegelschnittes in einer festen Ebene.

Da bieten sich zundchst die antiken, elementaren, maBgeometri-
schen Erkldrungen dar: ebener Schnitt eines geraden (bzw. schiefen)
Kreiskegels, die Bremnpunktsdefinition und die auf der Beziechung
zwischen Bremnpunkt und Direktrix beruhende, endlich in neuerer
Zeit die Erzeugung mit Hilfe von Kreisen.

Weit mannigfaltiger sind jedoch die lagengeometrischen Erkli-
rungen, wo von vornherein gem#B der Dualitit zwischen Ordnungs-
und Klassengebilde zu unterscheiden ist.

Fiir einen (nichtzerfallenden) Ordnungskegelschnitt hat man die
Erzeugung durch projektive Strahlenbiischel (oder allgemeiner als Teil
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einer Kurve hoherer Ordnung durch gewisse hohere Korrespondenzen),
die Bestimmung durch fiinf Punkte auf Grund des Pascalschen Satzes,
die Mac-Laurinsche Erzeugung durch ein bewegliches Dreieck (bzw.
Polygon), als Ordnungskurve einer Korrelation, als Bild einer Ge-
raden in einer quadratischen Transformation, und endlich, als die
allgemeinste, durch eine quadratische Gleichung mit reellen Koeffi-
zienten zwischen Punktkoordinaten. Und jede dieser Erzeugungen
(mit Ausnahme der letzten) kann wiederum nach synthetischer oder
analytischer Methode vor sich gehen. Daneben stellen sich die kor-
respondierenden Klassengebilde.

Eine systematische Theorie erfordert den Nachweis der Gleich-
wertigkeit aller dieser Erklarungen, d. h. den Nachweis, daB sie sich
je ineinander iberfiihren lassen. Hierbei ist noch dem nullteiligen
Kegelschnitt (der nicht bei allen obigen Erzeugungen erscheint) be-
sondere Aufmerksamkeit zu schenken. Damit ist aber nur der erste und
verhéltnismifBig leichteste Schritt getan.

Denn nunmehr erwiichst die weitere Aufgabe der Aufstellung und
sachgemiBen Klassifikation aller Ausartungen, die sich am iibersicht-
lichsten an die quadratische Gleichung zwischen Punkt- bzw. Linien-
koordinaten ankniipfen. — Weiterhin ist dann bei jeder Eigenschaft
eines ,Kegelschnitts® genau anzugeben, bis zu welchem Grade der
»Ausartung® dieselbe noch giiltig bleibt. Dabei ist zu beachten, daf}
es der abzihlenden Geometrie gelungen ist, die frither bekannten
Ausartungen durch einige versteckter liegende zu vervollstindigen.

Es braucht kaum erwihnt zu werden, daB beim Fortschreiten zu
hoheren Gebilden, ebenen Kurven dritten und vierten Grades, Flichen
zweiten und dritten Grades, kubischen und biquadratischen Raum-
kurven, linearen und quadratischen Komplexen usf, die Mannigfaltig-
keit der Entstehungsweisen und Ausartungen entsprechend zunimmt.

Ein systematisch ausgebildetes Verfahren, um beim Beweise geo-
metrischer Sitze simtlichen in Betracht kommenden Ausartungen ge-
recht zu werden, besitzen wir nicht.

Bei einer Reihe einfacher grundlegender Sitze, so des Desargues-
schen Satzes iiber zwei perspektive Dreiecke der Ebene, des Pascal-
schen Satzes u. a., gelingt es, eine dem jeweiligen Satze iibergeord-
nete Identitit aufzustellen, aus der als spezielle Anwendung der frag-
liche Satz selbst zugleich mit seiner Umkehrung und seinen Giiltig-
keitsgrenzen unmittelbar herausspringt.

So erkldrt es sich denn auch, warum die Anzahl der individu-
ellen Bigenschaften eines einzelnen geometrischen Gebildes sehr viel
schwerer iibersehbar ist, als bei einem analytischen, und daB die
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Geometrie zu einem guten Teile den Charakter einer Kunst annimmt,
daf sie oft fast die Natur einer organisch in sich verbundenen Wissen-
schaft abzustreifen droht.

Indessen wird dieser Gefahr durch das Kleinsche gruppentheore-
tische Programm von 1872 der Boden entzogen. Alle die scheinbar
so durch- und nebeneinander laufenden Erklirungen und Eigenschaften
werden durch den Begriff der Gruppe und ihrer charakteristischen
Invarianten zusammengehalten; demgegeniiber erscheinen die getrennten
sonstigen Betrachtungsweisen nur als #uBerlich verschiedene Einklei-
dungen. So wird, um ein typisches Beispiel anzufiihren, die Elementar-
geometrie als Invariantentheorie der ,Hauptgruppe“ genau umgrenzt.

Die hiermit géschilderte Vielseitigkeit der Geometrie bildet fiir
viele ein beinahe uniibersteighares Hindernis. Aber fiir den wirk-
lichen Geometer liegt in ihr gerade der Reiz seiner Wissenschaft.

Der vorliegende Encyklopidieband bezweckt, moglichst iiber alle
Zweige der geometrischen Forschung Auskunft zu geben. Wenn auch
einige Referate iiber kleinere Gebiete fortfallen muBten, so hoffen wir
doch immerhin durch ihn einen vollbefriedigenden Uberblick iiber die
gesamte Geometrie ermdglicht zu haben. Mége er vor allen Dingen
auch von dem Reichtum und der Schonheit der Geometrie sowie
ihrer befruchtenden Einwirkung auf die Analysis Zeugnis ablegen und
so der Geometrie neue Freunde und Verehrer erwerben.

Konigsberg i. Pr. und Basel, Ostern 1923.

‘W. Fr. Meyer.
H. Mohrmann,
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der Hauptsache von Herrn H. Fleischer (anfangs in Gottingen, spiter in Konigs-

berg) besorgt worden. W. Fr. Meyer.
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Literatur®).

Archimedis opera omnia cum commentariis Eutocii. E codice Florentino recen-

suit, latine vertit notisque illustravit J. L. Heiberg. 3 Bde. Leipzig 1880/81.

*) In diesem Verzeichnis sind nur solche Werke und Abhandlungen auf-

genommen, auf die in dem Artikel &fter hingewiesen wird. Wegen der Literatur
iiber die Hilfsdisziplinen, z. B. Mengenlehre, Analysis situs, Differentialgeometrie,
projektive, darstellende Geometrie u. a. siehe die in den betreffenden Artikeln
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geschlossen wurde, so konnte spiter erschienene Literatur nicht mehr beriick-

sichtigt werden (so u. a. der 1906 erschienene Bericht von M. Simon iiber die

Entwicklung der Elementargeometrie im 19. Jahrbundert). Eine Ausnahme bilden

nur besondere Beitrige, die Herr Schoenflies der Redaktion zu Nr. 7 und Ab-

schnitt VII (Stetigkeit, Nicht-Archimedische Geometrie) zur Verfligung gestellt hat.
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Procli Diadochi in primum FEuclidis elementorum librum commentarii. Ex
recognitione G. Friedlesn. Leipzig 1872 (,,Commentarii*).

M. Réthy, Endlich gleiche Flichen, Math. Ann. 38 (1891), p. 405, und 42 (1893), p.297.
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Ges. Werke, 2. Aufl., Leipzig 1892, p. 272 (,Habilitationsvortrag").

H. Saccheri, Euclides ab omni naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo
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Innsbr. Ber. 12 (1882), p. 74; wieder abgedruckt: Math. Ann. 22 (1888), p. 504.

F. Ad. Taurinus, Theorie der Parallellinien, K6ln 1825; Geometriae prima elementa,
Coloniae Agrippinae 1826.

Verhandlungen des dritten internationalen Mathematiker- Kongresses in Heidelberg
1904, Leipzig 1905 (,,Heidelberger KongreB).

G. Veronese, Fondamenti di geometria, Padova 1891; deutsch von A. Schepp:
Grundziige der Geometrie, Leipzig 1894 (,,Grundziige*).

G. Veronese, Elementi di geometria (tratt. con la collaborazione di P. Gazzaniga),
Verona-Padova 1897, neue Ausgabe 1900; Appendice agli elementi di geometria,
Verona-Padova 1898.

J. Wallis, De postulato quinto et definitione quinta lib. 6. Euclidis disceptatio
geometrica. Operum mathematicorum volumen alterum, Oxford 1693, p. 665.

H. G. Zeuthen, Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter, Kopen-
hagen 1896, im XVI. und XVII. Jahrhundert, Leipzig 1908.

A. De Zolt, Principii della eguaglianza di poligoni (equivalenza di poligoni) prece-
duto da alcuni cenni critici sulla teoria della equivalenza geometrica, Milano
1881; Principii della eguaglianza di poligoni sferici, Milano 1883.

Bibliographische Werke.

R. Bonola, Bibliografia sui fondamenti della geometria non-euclidea, im Bolletino
di bibliografia e storia delle scienze matematiche, seit 1899.

— Index operum ad geometriam absolutam spectantium in: Ioannis Bolyai in
memoriam, Libellus post saec. quam Io. Bolyai de Bolya anno 1802 a. D. Clau-
diopoli natus est ad celebrandam memoriam eius immortalem ... editus,
Claudiopoli 1902 (Leipzig 1903); ein ziemlich vollstindiges Verzeichnis der
Schriften {iber nicht-Euklidische Geometrie.

G. B. Halsted, Bibliography of hyperspace and non-euclidian geometry. Am. J.
1 (1878), p. 261, 384, 385; 2 (1879), p. 65.

H. Schotten, Inhalt und Methode des planimetrischen Unterrichts. Eine ver-
gleichende Planimetrie. 2 Bde. Leipzig 1890 und 1893.

E. Wilffing, Mathematischer Biicherschatz, 1. Teil, Leipzig 1903; besonders
Abt. 2: Philosophie der Mathematik, Abt. 139: Prinzipien der Geometrie,
Abt. 140: Parallelentheorie, Abt. 141: Nicht-Euklidische Geometrie, Abt. 142:
n-dimensionale Geometrie.

1. Einleitung. Allgemeines, betreffend die mathematischen
Untersuchungen iiber die Prinzipien der Geometrie, Die kritischen
Untersuchungen iiber die Prinzipien der Geometrie sind mit deren
systematischer Gestaltung als deduktive Wissenschaft verkniipft.

Als Grundlage des hierbei von Euklid eingeschlagenen Verfahrens
1aBt sich folgendes erkennen ?):

1) Vgl. die kritische Ausgabe der Elemente Euklids von J. L. Heiberg,
1, Leipzig 1883, und u. a. M. S¢mon, Euklid und die sechs planimetrischen
Biicher, Leipzig 1901.



1. Einleitung. Aligemeines. 7

1) Die Definitionen (8gor), die jedoch im allgemeinen bloBe Be-
schreibungen sind und manchmal direkt fundamentale Sitze enthalten,
wie z B. die vierte Definition des fiinften Buches, in der sich ‘das
sogenannte Archimedische Postulat verbirgt.

2) Die Aziome (xowal évvorer) und die Postulate (alvijpore).
Uber den Unterschied zwischen diesen grundlegenden Sitzen ver-
breitet sich Proclus®), indem er die folgenden drei verschiedenen Auf-
fassungen dieses Unterschieds anfiihrt: a) Die Postulate verhalten
sich zu den Axiomen wie die Aufgaben zu den S#tzen. Die Postu-
late behaupten die Moglichkeit einer Konstruktion, die auf andere als
ausfiihrbar angenommene Konstruktionen nicht zuriickgefiihrt werden
kann; die Axiome sprechen eine Eigenschaft aus, die ohne Beweis
einer Figur beigelegt wird, deren Konstruierbarkeit bereits postuliert
oder bewiesen ist. b) Die Axiome sprechen Eigenschaften aus, die
jeder mathematischen GroBe zukommen, und gelten daher auch auBer-
halb des Bereiches der Geometrie; in den Postulaten werden Eigen-
schaften betrachtet, die nur von rein geometrischen Dingen ausgesagt
werden konnen. c¢) Die Axiome gelten durch sich selbst (xa’ éavrd),
d.h. auf Grund der Bedeutung der in ihnen vorkommenden Ausdriicke; die
Postulate ergeben sich nicht mit Notwendigkeit aus der Definition der in
ihnen enthaltenen Ausdriicke. Dem dritten Standpunkte gegeniiber hat
die moderne Kritik gezeigt, daB diejenigen Sitze, die man als Axiome
betrachtete, Forderungen in sich enthalten, die erfiillt sein miissen, und
daher in gewissem Sinne auch als Postulate angesehen werden konnen?).

3) Unausgesprochene Sdtze, die durch direkte Bezugnahme auf die
Anschauung ersetzt werden, z. B. iiber den Begriff ,,zwxschen iiber
,die Unendlichkeit der Geraden“ usw.

Fiir eine richtige Wertschitzung dieser Grundlagen des Euklidischen
Werkes ist aber im Auge zu behalten, daB der Text unsicher ist und
wohl manche der grundlegenden Sitze spitere Zutaten sind.

An diese Fassung der Prinzipien der Geometrie kniipft nun eine
lange kritische Arbeit an, die aus dem Altertum bis in unsere Tage
hinein reicht und sich im besonderen mit dem Beweise des fiinften
(Parallelen-)Postulats beschiftigt (vgl. Abschn. I dieses Referats, ins-
besondere Nr. 8).

2) Procli Diadochi in primum Euclidis elementorum librum commentarii.
Ex rec. G. Friedlein, Leipzig 1873, p. 178.

8) Vgl. G. Vailati, Heidelberger Kongre8, p. 575, und H. G. Zeuthen, ebenda,
P. 340. Wir werden in diesem Artikel die eigentlichen grundlegenden Sitze der
Geometrie, d. h. die Sitze, welche die zwischen den Grundbegriffen der Geometrie
angenommenen Beziehungen ausdriicken, als Postulate bezeichnen.
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Aber vor dem Beginn des verflossenen Jahrhunderts kam man
iber den dogmatischen Gesichtspunkt der Euklidischen Geometrie nicht
hinaus, der ibrigens auch von- neueren Mathematikern, z. B. von
Cayley, gebilligt worden ist.

Die Fortschritte in der Kritik des verflossenen Jahrhunderts gehen
von zwei allgemeinen Ideen aus:

1. Hinsichtlich des Objekts der Geometrie kam man zu einer
Unterscheidung zwischen

1) dem gewihnlichen intuitiven Raume; dessen Grundeigenschaften
gemdB der iiblichen Auffassung die Anschauung ergibt;

2) dem physischen Raume, dessen Grundeigenschaften die Erfahrung
darbietet, und

3) den abstrakten Riumen, d. h. allgemeinen Begriffen, die aus
dem gewdhnlichen Begriffe des (intuitiven) Raumes durch Abstraktion
oder Verallgemeinerung seiner Eigenschaften hervorgehen.

Vor allem fiihrte die nicht-Euklidische Geometrie, die zwischen
1815 und 1830 entstand (Gaup, J. Bolyai, Lobatschefskij, vgl. Nr. 8)
zu der Anerkennung der physischen Moglichkeit eines Raumes, der
von dem gewdhnlichen intuitiven Raume verschieden ist. Jedoch er-
schien diese Moglichkeit, da ihr nur der Zweifel an der Giiltigkeit
des fiinften Euklidischen Postulats zugrunde lag, zunichst begrenzt,
und die von diesem Postulate unabhingige Geometrie wurde daher als
die einzig existierende (,absolute®) betrachtet. Diese Beschrinkung in
der Raumvorstellung wurde von B. Riemann aufgehoben, der in seinem
1854 gehaltenen und 1867 verdffentlichten Habilitationsvortrag in all-
gemeiner Weise von Hypothesen spricht, welche der Geometrie zu-
grunde liegen, die Unendlichkeit der Geraden fallen 148t und iiberdies
(wie GraPmann es schon vorher getan hatte) mehrere Dimensionen
betrachtet (vgl. Nr. 8, 15, 27). In demselben Sinne hat dann wohl
F. Klein sehr anregend gewirkt?).

4) Vgl. den folgenden Satz aus seinem Artikel: Uber die sogenannte nicht-
Euklidische Geometrie, zweiter Aufsatz, 1872, Math. Ann. 6 (1873), p. 118: ,,Ahnliche
Untersuchungen (wie iiber das Parallelenaxiom) kénnte und solite man mit bezug
auf alle anderen Voraussetzungen, die unseren geometrischen Vorstellungen zu-
grunde liegen, anstellen. Es ist die nicht-Euklidische Geometrie ein erster Schritt
in einer Richtung, deren allgemeine Moglichkeit durch Riemanns Arbeit ,,Uber
die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen* vorgezeichnet ist. Ein
dhnlicher Schritt ist es, wenn man das Axiom von der unendlichen Linge der
‘Geraden fallen liBt, wie ich dies in meinem vorigen Aufsatze im Anschlusse an
die Arbeiten von Riemann und Helmholtz getan habe. Dann ist auBer der nicht-
Euklidischen Geometrie im Sinne von Lobatschefskij, Bolya: oder, wie ich sie
nenne, der hyperbolischen Geometrie, noch eine zweite Geometrie, die elliptische,
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Wenig spiter als Riemann (1868) sprach H. Helmholtz (jedenfalls
mit unter dem Einflusse der englischen empiristischen Philosophie) die
Meinung aus, daB der Wert der grundlegenden Sitze der Geometrie in
ihrer Eigenschaft, physische Tatsachen zu enthalten, bestehe, und dies
fiihrte ihn zu neuen mathematischen Fragestellungen, die spiter voll-
stindig beantwortet worden sind (vgl. Abschn. V B dieses Referats).

Die auBerordentliche Verbreitung und die Entwicklung der nicht-
Euklidischen Theorien, die von verschiedenen Standpunkten aus von
Battaglini, Hoiiel, Flye Ste. Marie, Mansion, De Tilly und in anderer
Weise von Beltrami, Clifford, Klein, Lie, Poincaré u. A. gefordert
wurden, machten den Begriff der verschiedenen moglichen Geometrien
populidr und brachten die erwihnte Kinschdtzung der Postulate im
Verhiltnis zum physischen Raum in weiteren Kreisen zur Annahme.

Aber man konnte die neue Entwicklung nicht verstehen, wenn
man nicht neben einer Geometrie, deren Objekt der Physik angehért,
auch eine Geometrie betrachtete, die auf dem Wege der Abstraktion
aus der intuitiven Vorstellung des gewGhnlichen Raumes héhere
Riume hervorgehen zu lassen bestrebt ist; von dieser Art ist z. B.
der Raum der projektiven Geometrie, in der man von rein deskrip-
tiven Begriffen’) ausgeht und metrische Begriffe ausschlieBt, wie dies
F. Klein im AnschluB an das von Staudische System gelehrt hat,
und auch die nicht-Archimedischen Réume Veromeses und Hilberts
sind von dieser Art (vgl. Abschn. VII dieses Referats).

Nun sind aus derartigen Konstruktionen verschiedene Rangord-
nungen der geometrischen Begriffe hervorgegangen, die deren psycho-
logischen Inhalt beleuchten (Nr. 12) und iiber ihre Erwerbung Licht
verbreiten ¢). Und endlich entstand so auch (im Zusammenhange mit
der formalen Entwicklung, die wir weiter unten beriihren werden)
eine freiere Betrachtung der verschiedenen Geometrien, indem man, ab-
gesehen von dem physikalischen oder psychologischen Objekt, ein
System von Hypothesen betrachtete, dessen Konsequenzen man aus
irgend einem mathematischen Interesse verfolgte (wie z. B. in den

moglich; zwischen beiden bildet die gewdhnliche, parabolische, Geometrie den
Ubergangsfall *

5) D. h. Begriffen, die sich nur auf die Lage beziehen und daher pro-
jektiven Charakter haben. Dieses Wort ist in dem vorliegenden Artfikel in An-
lebnung an Poncelet gewihlt worden, um fiir lagengeometrische Beziehungen ein
bequemes Adjektiv zu haben; Poncelet hat fiir diese Beziehungen neben des-
criptive (Traité des propriétés projectives des figures, introduction) auch graphi-
que (Traité, chap. I, Nr. 6); wir haben dem ersten Ausdruck den Vorzug gegeben.

6) Vgl. F. Enriques, Riv. filos. di Pavia 1901.
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letzten Entwicklungen der Hilbertschen Schule; vgl. Abschn. VII dieses
Referats).

Was die physikalische Bedeutung der Postulate betrifft, so haben
diese Konstruktionen, in Ubereinstimmung mit dem weniger schema-
tischen Begriff der ,Tatsache der von der modernen wissenschaft-
lichen Philosophie vertreten wird, zu einer Anderung des Urteils iiber
ihren empirischen Wert gefiihrt.

F. Klein (Funktionsbegriff 1873; Math. Ann. 37; Gutachten) und
H. Poincaré (Soc. M. Fr. Bull. 15; Wissenschaft und Hypothese) sind
bei verschiedenen philosophischen Richtungen dazu gekommen, die geo-
metrischen Postulate als Sitze anzusehen, die man mehr oder weniger
willkiirlich in die ungenauen Daten der Erfahrung hineinlegt, um eine
zuverlissige Grundlage fiir die weitergehende exakte Uberlegung zu haben.

II. Hinsichtlich der logischen Form der geometrischen Entwick-
lung kam die moderne Kritik zu einem neuen Begriff der mathe-
matischen Strenge, der mit der kritischen Richtung, die vorher in der
Analysis sich geltend gemacht hatte ( Weierstraf3, Dedekind, G. Cantor,
P. Du Bois-Reymond, Méray, Dini u. A.), zasammenhangt.

Vor allem entdeckte man unausgesprochene Postulate, die bei
dem Beweise von Sitzen auf Grund der Anschauung unwillkiirlich
benutzt wurden, z. B. das Postulat der Stetigkeit (Cantor-Dedekind),
das sogenannte Archimedische Postulat (auf das Stolz wieder die Auf-
merksamkeit gelenkt hat), die Postulate der Anordnung (Pasch), usw.

Dann bemerkte man, daB eine Definition, ebenso wie ein Beweis,
etwas durchaus Relatives ist, und daher zeigte sich die Notwendig-
keit, die primitiven Begriffe, d. h. diejenigen, die man in einem vor-
liegenden System nicht definieren will, die aber in den Definitionen
logisch miteinander verkniipft sind, ausdriicklich als solche hinzu-
stellen. Und da schlieBlich die Postulate als Relationen zwischen
diesen Begriffen erschienen, so wollte man den Postulaten eine solche
Form geben, daB sie erkennbar bleiben, auch wenn man von der (bei
der logischen Entwicklung nicht benutzten) Bedeutung, die man auf
Grund der Anschauung oder der Erfahrung den Begriffen selbst bei-
legen kann, abstrahiert.

In diesem Sinne ist der Begriff der Strenge in den Vorlesungen
iiber neuere Geometrie von M. Pasch (1881) durch die folgenden beiden
Forderungen festgelegt worden:

1) Es sind die primitiven Begriffe, durch welche alle iibrigen
logisch definiert werden, ausdriicklich als solche hinzustellen.

2) Es sind die fundamentalen Sitze (Postulate), mit deren Hilfe
die anderen (die ,Satze“) logisch bewiesen werden, ausdriicklich als
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logische Beziehungen zwischen den primitiven Begriffen unabhingig
von deren Bedeutung auszusprechen.

Und diese Forderungen werden bei Pasch erfiillt; die Grundlage
fiir die logische Behandlung der Geometrie liegt bei ihm durchaus
in den Postulaten (wenn diese auch als das Produkt eines an die An-
schauung ankniipfenden psychologischen Prozesses eingefiihrt werden).

Diese Auffassung der Strenge ist seither immer mehr zum Ge-
meingut der geometrischen Forschungen dieser Art geworden (vgl.
z. B. Peamo, Principii, 1889; Veronese, Fondamenti, 1891; Hilbert, Grund-
lagen, 1898 usw.)").

Thr gem#B erscheinen vom abstrakien logischen Standpunkte aus
die Postulate als willkiirliche Verabredungen, und die Gesamtheit der
logischen Beziehungen, welche sie aussprechen, bildet eine Art im-
pliciter Definition der primitiven Begriffe®).

Wie man von dieser Willkiir Gebrauch machen soll, das hingt
von Werturteilen ab und 148t sich nicht wie eine wissenschaftliche
Frage entscheiden, bei der es sich um ein Urteil dariiber handelt, ob
etwas wahr oder falsch ist. In der Tat haben die Peanosche und
(besonders in ihren letzten Entwicklnngen) die Hilbertsche Schule, in-
dem sie immer mehr die abstrakte Seite der Darstellung ins Auge
faBten, die Willkiir in der Wahl der Postulate im weitesten Sinne ver-
standen und sich damit immer mehr von der Anschauung entfernt: die

7) Ubrigens wurde sie in Italien, wo Euklids Elemente durch Sammin und
' Ovidio, Faifofer, De Paolis und andere schon vorher eine kritische Umarbeitung
erfahren hatten, auch in den Schulbetrieb hineingetragen. Die neueren italieni-
gchen Lehrbiicher, die bei verschiedenen piédagogischen Standpunkten die oben
auseinandergesetzten Bedingungen der formalen Strenge sich zu eigen machen,
riihren von Veronese (Elementi di geometria [tratt. con la collaborazione di
P. Gazzaniga], Verona-Padova 1897, neue Ausgabe 1900; Appendice agli elementi
di geometria, Verona-Padova 1898), Ingrami (Elementi di geometria, Bologna
1899), Enriques e Amaldi (Elementi di geometria, Bologna 1903, zweite Auflage
1905) her. Vgl. auch das Sammelwerk ,,Questioni* von Enriques (1900).

8) Dieser weitere Begriff der Definition findet sich, wie G. Vacca (Riv. di
mat. 1899, p. 185) bemerkt hat, schon bei J. D. Gergonne (Gerg. Ann. 9 (1818—19),
p- 1). Es seien aus dem Gergonneschen Aufsatze zwei charakteristische Sitze
angefiihrt: ,,Wenn ein Satz ein Wort enthilt, dessen Bedeutung uns unbekannt
ist, so kann durch die Aussage dieses Satzes die Bedeutung jenes Wortes uns
offenbar werden* (p. 22). ,Sitze, die auf diese Weise den Sinn eines Wortes
auf Grund der bekannten Bedeutung der in ihnen enthaltenen anderen Worte
ergeben, konnten implicite Definitionen genannt werden, im Gegensatze zu den
gewdhnlichen Definitionen, die man explicite Definitionen nennen konnte . . .; so
kionnen auch oft zwes Sitze, die zwer neue Worte mit bekannten Worten ver-
kniipfen, deren Sinn bestimmen .. .* (p. 23).
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zuerst genannte, indem sie hauptsichlich den Zweck verfolgte, das
Urteil iiber einige logisch-formale Fragen zu vertiefen, die andere, um
Gegenstinde von mathematischem Interesse, die mit Fragen der Ana-
lysis oder der Zahlentheorie usw. verkniipft sind, weiter zu verfolgen.
Demgegeniiber strebt Veronese (Fondamenti) danach, das, was der
Anschauung und der Erfahrung gegeniiber in mehr eigentlichem Sinne
als geometrisch zu betrachten ist, abzugrenzen, und Enrigues (Questioni,
Art. 1) sucht einige Vorschriften aufzustellen, denen die Postulate hin-
sichtlich der primitiven Begriffe genligen miissen, um fiir die An-
schauung als evident zu erscheinen.

Es ist zu erwéhnen, daB die oben angefiihrten Forderungen der
formalen Strenge in dem Zeichensystem der mathematischen Logik
(Leibniz, Peacock, De Morgan, Boole, H. Grafmann, W. R. Hamilton,
Ch. Peirce, Schrider, Peano, Frege) einen symbolischen Ausdruck gefunden
haben. Dieser Symbolismus, der von Peano (1889) zu einem System
der mathematischen Darstellung erhoben worden ist, hat die Not-
wendigkeit, primitive Begriffe anzunehmen, materiell fiihlbar gemacht,
da jeder von diesen Begriffen durch ein neues Zeichen, das ihn repri-
sentiert, eingefiihrt wird; dariiber hinaus hat er auch zu einer schirferen
Kritik hinsichtlich der FEinfachheit und Unabhingigkeit der Postulate
und primitiven Begriffe und der Vertrdglichkeit der Postulate mit-
einander Veranlassung gegeben

Der Begriff der Unabhdngigkeit der Postulate, der zunichst aus den
Entwicklungen hervorging, welche die Versuche, das fiinfte Euklidische
Postulat zu beweisen, im negativen Sinne zum Abschluf brachten,
besteht in folgendem: es handelt sich um die Entscheidung der Frage,
»0b ein gegebener Satz von anderen, die als Voraussetzungen ange-
nommen werden, logisch abhdngt oder nicht“.

Dabei ist folgendes zu beachten:

1) Es gibt eine geordnete Unabhingigkeit, in der jedes Postulat
unabhingig von den vorhergehenden ist, und eine absolute Unabhiingiy-
keit, die bei jeder Anordnung der Postulate besteht. B. Levi (Torino
Memorie 1904, p. 283) hat bemerkt, daB, wenn ein System von in be-
kannter Ordnung unabhéngigen Postulaten a, b, ¢, . . . gegeben ist, man
immer ein anderes gleichwertiges System bilden kann, das absolut un-
abhingig ist (a; es besteht b immer dann, wenn a erfiillt ist; usw.).

2) Die Unabhingigkeit der Postulate (a, b, ...) ist mit ihrer
Zusammensetzung verkniipft, d. h. es kann sein, daB man aus a zwar
nicht b herleiten kann, wohl aber einen Teil von b. Das Urteil iiber
die Unabhingigkeit wird also um so klarer sein, je einfacher die
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Aussagen der Postulate sind. Aber A. Padoa hat dem Referenten ge-
zeigt, daB es durchaus einfache Aussagen auBer den Sitzen von der
Form @ ist nicht “ nicht gibt und daB es unmdglich ist, auf einer end-
lichen Anzahl solcher Aussagen ein geometrisches System aufzubauen.

Um zu beweisen, daf ein Satz a von anderen Sitzen ), ¢, ...
unabhiingig ist, ist zu zeigen, daB das Gegenteil von a mit b, ¢, ..
vertriglich ist.

Diese Entscheidung tiber die Vertréglichkeit der Postulate wurde vor
allem auf die Betrachtung der arithmetischen Relationen gegriindet, die
die in Rede stehenden geometrischen Annahmen ausdriicken. Man nahm
die Sitze der Arithmetik als logisch vertriiglich an und suchte die
logische Moglichkeit verschiedener Geometrien zu beweisen, indem
man deren Gegenstand nicht mehr gemiB seiner gewdshnlichen, phy-
sischen oder anschauungsmissigen, Bedeutung auslegte, sondern in
einem durchaus abstrakten Sinne. In dieser Weise als logische Wissen-
schaft entwickelt, kam die Geometrie dazu, in einem allgemeineren
Sinne als die Wissenschaft derjenigen Begriffe (der abstrakien Riume)
betrachtet zu werden, welche den geometrischen Postulaten oder einem
Teile von ihnen formal geniigen.

Eine Modifikation dieses Gedankenganges besteht darin, daB man
eine erste Geometrie (z. B. die Fuklidische Geometrie) als gegeben (und
also jedenfalls als logisch zulfissig) ansieht und innerhalb derselben
eine Interpretation der Annahmen irgend einer andern Geometrie sucht,
indem man deren Grundbegriffe durch solche Gebilde der ersten Geo-
metrie ersetzt, fiir welche die Postulate der zweiten Geometrie tat-
sichlich zutreffen. Nun bildet die Vertriglichkeit der fundamentalen
Sitze derjenigen Geometrie, welche man als gegeben annimmt, oder
die Vertriglichkeit derjenigen Sitze, welche die elementaren Eigen-
schaften der arithmetischen Operationen ausdriicken, eine Annahme,
welche behauptet, man konne zu keinem Widerspruche gelangen, wie
weit man auch die Konsequenzen jener fundamentalen Sitze verfolgt.

In die Erorterung der Bedeutung dieser Annahme (die mit Fragen
der Erkenntnistheorie zusammenh#ngt) ist man in neuester Zeit auf
mathematischem Gebiete eingetreten. Und hier stehen zwei Stand-
punkte einander gegeniiber.

1) Ein empiristischer Standpunkt.

Wenn man die Geometrie und die Arithmetik als etwas ansieht,
das ein reelles, durch die Anschauung oder die Erfahrung gegebenes
Objekt hat, dann kann man die Vertriglichkeit ihrer Postulate auf
der Grundlage dartun, daB ,das, was (physisch oder psychologisch)
existiert, nicht sich selbst widersprechen kann“. Dieser Standpunkt ist
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neuerdings in polemischer Form von A. Padoa®) eingenommen worden,
der die moglichen Interpretationen eines Systems abstrakter Sitze in
allgemeinster Weise betrachtet und zu der Meinung kommt, daB kein
Grund vorliegt, einer von diesen Interpretationen einen groBeren Wert
als einer anderen beizulegen, und insbesondere die der arithmetischen
Interpretation traditionell beigelegte bevorzugte Stellung bestreitet.

Hier ist zu bemerken, daB zwischen geometrischen und (im ele-
mentaren Sinne) arithmetischen Erfahrungen folgender Unterschied
besteht: die ersten beziehen sich auf Dinge, die in stetiger Weise
variieren konnen, und haben daher immer wotwendigerweise einen
angendiherten Wert; die zweiten beziehen sich auf etwas, das nur in
diskreter Weise variieren kann und haben daher (bis zu dem Punkte,
bis zu dem sie heranreichen) einen exakten Wert. Wenn man daher
die Erfahrung durch eine Annahme tiber das Resultat ihrer Wieder-
holung vervollstindigt (die unserem Glauben an die Wirklichkeit
zugrunde liegt), so kann man der Meinung sein, daB sie einen wirk-
lichen Beweis fiir die in der Arithmetik enthaltenen Tatsachen liefert,
nicht aber fiir die Geometrie.

Aber wenn man nicht die Existenz psychologischer, sondern phy-
sischer Objekte betrachtet, so ist noch zu untersuchen, ob die An-
nahme, daB ,das, was existiert, nicht sich selbst widersprechen kann“,
berechtigt ist, da man mit ihr dem Prinzipe des Widerspruchs (dem
Gesetze des logischen Denkens) einen objektiven Wert erteilen wiirde.

2) Ein logisch-formaler Standpunkt, der die Vertriglichkeit der
fundamentalen Sitze der Geometrie auf die Vertriiglichkeit der funda-
mentalen Sitze der Arithmetik zuriickfiihren will und einen logischen
Beweis dafiir liefern zu konnen behauptet, daB die Prinzipien der
Arithmetik miteinander vertriglich sind™).

Aber eine Erorterung iiber die Art und die Moglichkeit eines
solchen Beweises geht iiber den Rahmen dieses Artikels hinaus.

Die Untersuchungen iiber die Unabhdngigkeit der primitiven Be-
griffe sind aus der von der italienischen mathematisch-logischen Schule
(G. Peano, M. Pieri, A. Padoa usw.) eingeschlagenen Richtung hervor-
gegangen, die Zahl der bei dem logischen Aufbau der Geometrie ohne
Definition angenommenen primitiven Begriffe in systematischer Weise
zu beschrinken (vgl. Nr. 6).

Sind mehrere fundamentale Begriffe 4, B, C, ... gegeben, so
kann man fragen, ob einer von ihnen durch einige der iibrigen de-

9) L'enseignement mathématique 5 (1903), p. 85.
10) Vgl. D. Hilbert, Grundlagen, p. 18, und Heidelberger Kongre§, p. 174.
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finiert werden kann (z.B. C mit Hilfe von 4 und B) oder ob er von
ihnen unabhiingig ist. Eine solche Frage hat so lange keinen Sinn,
als man nicht sagt, welche Beziehungen zwischen den genannten Be-
griffen postuliert werden. Nimmt man dagegen an, daB zwischen den
Begriffen A, B, C (die wir in abstrakter Weise durch die ent-
sprechenden Symbole dargestellt betrachten) gewisse logische Be-
ziehungen bestehen, die durch ein gewisses System von Postulaten
(a, b, ¢, ...), die wir als gegeben ansehen, ausgedriickt werden,
g0 wird man dartun kénnen, daB C in dem System (a, b, c, ...)
von A, B unabhdngig ist, indem man eine geeignete konkrete Inter-
pretation der Symbole 4, B angibt, der zwei wverschiedene Interpre-
tationen von C zugeordnet werden konnen, so daB ein bei der ersten
Interpretation wahrer (und daher mit a, b, ¢, ... vertriiglicher) Satz
bei der zweiten Interpretation falsch ist (Padoa’).

Was die Einteilung des folgenden Berichtes betrifft, so unter-
scheiden wir die elementare Richtung von den héheren Ansitzen,
die entweder von der Theorie des Kontinuums oder der projektiven
Geometrie oder der allgemeinen Idee einer MaBbestimmung (Bogen-
element und Entfernung, Bewegungsgruppe) ausgehen. Die elemen-
tare Richtung ist durch den unmittelbaren Vergleich der simtlichen uns
geldufigen geometrischen Begriffe charakterisiert, wihrend die anderen
hoheren Richtungen (abgesehen von der Anwendung hoherer Unter-
suchungsmittel und besonders der Analysis) einer Trennung der fun-
damentalen Begriffe in einige Familien entsprechen, von denen jede
einer breit entwickelten Geometrie zur Grundlage dient, der die
anderen Begriffe untergeordnet werden.

Nach der Darstellung dieser verschiedenen Richtungen berichtet
der letzte Abschnitt tiber die neuen Entwicklungen, die durch Ab-
straktion von dem gewdhnlichen Begriffe des Kontinuums zur Kon-
struktion der nicht-Archimedischen Geometrieen gefiihrt haben.

I. Die elementare Richtung.

2. Vorbemerkung. Elementare Darstellungen der Grundlagen
der Geometrie finden sich mehr oder minder in jedem Lehrbuche der
elementaren Geometrie. Wir verweisen wegen vieler Einzelheiten auf
die beiden Artikel iiber Elementargeometrie. Hier handelt es sich nur
um eine allgemeine Ubersicht tiber die hauptsichlichsten in prinzi-
pieller Hinsicht unterschiedenen Ansitze.

11) Congrds internat. de philos. Paris 1900, 3, p. 309.
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Wir besprechen in dieser Hinsicht der Reihe nach die Begriffe
Punkt, Gerade und Ebene, Strecke und Winkel (den Begriff ,zwischen®),
Kongruenz und Bewegung, die verschiedenen Formen des Stefigkeits-
begriffes und die Parallelentheorie. Als Erginzung schlieBt sich hieran
eine Besprechung der im Sinne der alten Geometer behandelten Pro-
portionenlehre und der Lehre vom Flicheninhalt.

3. Punkt, Gerade und Ebene. Fuklid (§goc o, §,7") beginnt:

Snueidv éeTiv, o0 pdgog ovBév.

Tocuun 0t wixog dmietés.

Emipdvan 08 &oriv, O uixog xal wldrog udvov &yer.

Ubersetzt:

Ein Punkt ist etwas, dessen Teil nichts ist.

Eine Linie ist eine Lénge ohne Breite.

Eine Fliche ist etwas, was nur Linge und Breite hat.

Und Euklid figt hinzu, daB die Grenzen der Linie Punkte und
die Grenzen der Fliche Linien sind.

Er geht darauf so vor, daf er unter den Linien und Flichen die
Grerade und die Ebene charakterisiert, wie wir es bald sehen werden.

Im AnschluB hieran gibt es zwei Wege, um in die Elemente
der Geometrie einzudringen:

1. Man nimmt den Punkt als ersten fundamentalen Begriff an,
der durch Abstraktion aus der Vorstellung eines sehr kleinen Korpers
entstanden ist, und sucht dann durch Bewegung des Punktes die
Linien, durch Bewegung der Linien die Flichen und durch Bewegung
der Flichen die Korper (oder den Raum) zu erzeugen.

2. Man geht von dem fundamentalen Begriffe des Korpers aus
und filhrt dann die Flichen als Grenzen der Korper, die Linien als
Grenzen der Flichen und die Punkte als Grenzen der Linien ein.

Jedoch ist zu bemerken, daB man weder auf dem einen noch
auf dem andern Wege zu wirklichen logischen Definitionen kommt,
sondern nur zu Angaben und Beschreibungen von einer gewissen
physischen und psychologischen Bedeutung.

Was den zweiten Weg betrifft, so kann man sagen, daf der Be-
griff der Grenze eines Korpers, einer Fliche, einer Linie den Begriff
der Fliche, der Linie, des Punktes, den man definieren will, bereits
enthilt, wenn er nicht etwa alle diese Begriffe gleichzeitig und
im besonderen einige Beziehungen zwischen ihnen enthilt, die schwer
festzustellen sind.

Der erste Weg scheint zwar nicht einen so deutlichen Zirkel-
schluB zu enthalten, aber er erfordert doch eine tiefgehende Unter-
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suchung, um zu einer logischen Systematisierung der in Rede stehenden
Begriffe zu fiihren. Und die groBe Schwierigkeit dieser Untersuchung
hidngt damit zusammen, daB die von uns auf induktivem Wege er-
worbenen Begriffe der Linie und der Fliche sich sozusagen in einer
fortschreitenden Weiterbildung befinden, der wohl bezeichnete Grenzen
schwer zu setzen sind (vgl. Abschn. IT dieses Referats und das Referat
OI A, B 2, v. Mangoldt).

Daher die Tendenz der modernen kritischen Elementargeometrie,
den , Punkt® als ersten fundamentalen Begriff anzunehmen und nach-
einander die einfachsten Linien und Flichen (die Gerade, die Ebene, ...)
einzufiihren, mit deren Hilfe man dann versucht, die allgemeinsten
Begriffe der Linie und der Fldche zu gewinnen. Geht man in dieser
Ordnung vor, so konnen die Linien- und Flicheneigenschaften der
genannten besonderen Linien und Flachen mit der Leichtigkeit und
Bestimmtheit, die der besondere Fall gestattet, ausgesprochen werden,
wie wir es in Nr. 4 sehen werden.

Bevor wir den Begriff ,Punkt“ verlassen, wollen wir noch be-
merken, daB er definiert werden konnte, indem man von den Be-
griffen , Kérper“ und ,Bewegung“ ausgeht, wenn man nimlich die Be-
wegungen als Glieder einer Gruppe von Transformationen betrachtet,
denen man die Koérper unterwirft (vgl. Abschn. V B dieses Referats).
Dann entsprechen (nach Poincaré) die Punkte gewissen ,,Untergruppen
der Gruppe der Bewegungen“ (den Gruppen der Rotationen um die
Punkte des Raumes) und sie konnen als solche definiert werden.
Diese Entwicklungsweise wiirde zwar etwas miihsam sein, aber aus
zwei Griinden interessant:

Erstens wiirden dabei die Postulate in einer Form ausgesprochen
werden, die dem unmittelbaren Ergebnisse der physischen Erfahrungen
am néchsten kommt;

zweitens kommt dabei zum Vorschein, daB der Begriff des
Punktes, der der Existenz gewisser Untergruppen der Gruppe der
Bewegungen entspricht, ein physisches Faktum voraussetat.

Gehen wir nun dazu iiber, die Definitionen der Geraden und der
Ebene zu priifen.

Die Begriffe Gerade und Ebene kionnen entweder als primitive
Begriffe angenommen oder aber mit Hilfe der Begriffe Kongruenz und
Bewegung definiert werden.

Euklid definiert in seinen ,Elementen“!®) die Gerade: s0deia
yoauwy] éotwv, fug & idov rolg ép’ Eavrilg onuelotg xslTot.

12) J. L. Heibergsche Ausgabe, Leipzig 1883, 1, Geoe 4"

Encyklop. d. math. Wissensch. IIT 1. 2
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Proclus®®) interpretiert diese Definition, indem er sagt, daB die
Gerade die Linie ist, deren Linge zwischen zwei Punkten mit deren
Entfernung zusammenfillt, und dann konnte man sie an die sogleich
zu nennende Archimedische Definition anschlieBen.

Allgemein iibersetzt man: ,die Gerade ist diejenige Linie, welche
zu ihren Punkten in gleicher Weise liegt”, und interpretiert dies viel-
fach als diejenige Linie, welche von jedem ihrer Punkte in zwei gleiche
Teile geteilt wird ). Aber diese Eigenschaft charakterisiert die Ge-
rade nicht, da sie auch der Schraubenlinie zukommt.

W. Leibniz*®) hat die Gerade als die Linie betrachtet, welche die
Ebene in zwei kongruente Teile teilt (und die Ebene als die Fliche,
welche den Raum in zwei kongruente Teile teilt).

Diese Vorstellungen von Euklid und Leibniz konnen zu einer
logischen Formulierung der Prinzipien der Geometrie fiihren, wenn
man als primitive Begriffe die Begriffe Punkt und gleiche Entfernung
annimmt und mit Hilfe eines geeigneten Systems von Postulaten die
Symmetrie auf der Geraden, in der Ebene und im Raume herstellt ).

Archimedes'™) hat die Gerade als die kiirzeste Linie zwischen zwei
Punkten betrachtet, und dieser Begriff ist dann von A. M. Legendre'®)
wieder aufgenommen worden. Auch er kann zu einer logischen De-
finition der Geraden fiithren, wenn man als primitiven Begriff den der
Entfernung zwischen zwei Punkten (oder genauer den Begriff gleicher,
groferer oder Kkleinerer Entfernung bei zwei [als fest betrachteten]
Punktepaaren) annimmt. Auf Grund eines geeigneten Systems von
Postulaten kann man dann unter gewissen Bedingungen die Linge
einer Linie und daher die Gerade als die Linie kleinster Lénge zwi-
schen zwei Punkten definieren?).

Allgemeiner bekannt ist die auch von Leibniz®®) und anderen ge-
brauchte und von M. Simon®) im Proclus wiedergefundene Definition,

13) Commentarii, p. 109.

14) In bezug auf diese verschiedenen Interpretationen vgl. M. Simon, Euklid
und die sechs planimetrischen Biicher, Leipzig 1901, p. 26; vgl. auch H. G. Zeuthen,

Geschichte der Mathematik im Altertum, Kopenhagen 1896.

15) ,,Leibnizens Mathématische Schriften, herausgegeben von C.J. Gerhardt,
erste Abdeilung, 1, Berlin 1849, p. 196.

16) Vgl. T. Brodén, Pedagogiske Tidskrift, Halmstad 1890.

17) ITsgl opaigas el wviivdeov, Aepfavdusve o, opera I, p. 8; vgl. P. Du
Bois-Reymond, Math. Ann. 15 (1879), p. 283.

18) Eléments de géométrie, 2. édit., Paris an VIII, p. 1.

19) Vgl. R. Beltazzi, Ann. di mat. (2) 20 (1892), p. 19.

20) Mathematische Schriften, erste Abtheilung, 1, p. 196, und zweite Ab-
teilung, 1, p. 164,

21) ,, Buklid“, p. 26.
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nach welcher die Gerade als die Linie betrachtet wird, die unbewegt
bleibt, wenn man sie um zwei ihrer Punkte rotieren 148t. C. F. Gauf
bemerkt bei Gelegenheit (vgl. Werke 8, p. 196), daB man sich dieser
Eigenschaft gerade in der Praxis, wenn man die Operationen mit dem
Theodolithen vornimmt, bedient, um festzustellen, ob eine Linie eine
Gerade ist.

Viele Mathematiker (darunter H. Grafmann®?)) haben die Gerade
als diejenige Linie betrachtet, welche in jedem ihrer Punkte eine
konstante Richtung beibehdlt. Soll diese Definition annehmbar sein,
so muB man als primitiven Begriff den der Richfung annehmen, und
das kann z. B. in Beziehung auf zwei Punkte, unabhingig von dem
Begriffe der Gteraden, geschehen. Diese Idee ist noch neuerdings von
Edw. F. Dizon®) entwickelt worden. Sie hingt mit der anderen Graf-
mannschen Idee zusammen, nach welcher die Geometrie als ein geome-
trisches Rechnen mit Strecken oder, modern ausgedriickt, als eine Vekior-
analysis dargestellt wird®). Die Grundvorstellungen und -sitze dieses
geometrischen Rechnens hat kiirzlich G. Peano®™) analysiert. Weitere
Untersuchungen iiber diesen Gegenstand haben G. Darboux*), F. Siacci®"),
R. Schimmack?®), F. Schur®), G. Hamel®) veriffentlicht.

Eine bemerkenswertere Definition der Geraden und der Ebene
ist die von W. Leibniz®) erdachte und dann von Joh. Bolyai®®)
und N. Lobatschefskij®®) wieder aufgenommene und entwickelte, die
darin besteht, daB man die Ebene als den Ort der Punkte betrachtet,

22) Vgl. Ausdehnunglehre von 1844, Einleitung, Abschn. C, Ges. Werke I 1,
p- 28: ,.Die einfache Ausdehnungsform ist die Form, welche durch eine nach
demselben Gesetze erfolgende Anderung des erzeugenden Elementes entsteht;
p. 29: ,In der Raumlehre ist die Gleichheit der Richtung das die einzelnen
Anderungen umfassende Gesetz'.

23) The foundations of geometry, Cambridge 1891.

24) Vgl. etwa den orientierenden Aufsatz von H. Grafmann: Kurze Uber-
sicht tiber das Wesen der Ausdehnungslehre, Arch. Math. Phys. 6 (1845), wieder
abgedruckt: Ges. Werke I 1, p. 297 ff., insbesondere die Abschnitte Il und IV.

25) Caleolo geometrico secondo 1’Ausdehnungslehre di H. Grafmann, Torino
1888.

26) Bull. math. astr. 9 (1875), p. 281, abgedruckt als Note 1 in Despeyrous,
Cours de Mécanique 1 (1884), p. 371.

27) Napoli Rend. (3) 5 (1899), p. 34.

28) Gottinger Nachrichten 1903, p. 34.

29) Zeitschr. Math. Phys. 49 (1903), p. 352.

30) Zeitschr. Math. Phys. 49 (1903), p. 362.

31) Math. Schriften, zweite Abteilung, 1, p. 166.

32) Vgl. W. Bolyai, Tentamen, editio secunda II, Budapest 1904, p. 8.

33) N. J. Lobatschefskij, Zwei geometrische Abhandlungen, 1, p. 7 und 95,

2*
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die von zwei gegebenen Punkten gleichen Abstand haben3!), und die
Gerade als den Ort der Punkte, die von drei Punkten, deren gegen-
seitige Entfernungen den bekannten, zwischen den Seiten eines Drei-
ecks bestehenden Ungleichheiten geniigen, gleich weit entfernt sind,
oder auch als den Ort der Beriihrungspunkte der Kugeln, die zwei
gegebene Mittelpunkte haben (vgl auch G. Peano, FuBinote 60). Der
Begriff der gleichen Entfernung von Punktepaaren tritt hier wieder als
primitiv auf.

Wenn die Ebene nicht gleichzeitig mit der Geraden oder vor ihr
definiert wird, so kann man den Begriff der Ebene unmittelbar auf
den der Geraden zurtickfithren.

Fuklid definiert die Ebene: émimedog émipdverd &otiv, tjrig 85
teov taig €9’ favrijs evPelong wsivow, was man gewdhnlich iibersetzt:
eine Ebene ist eine Fliche, die gleichm#éBig zn ihren Geraden liegt.
Diese Definition enthilt sicher Uberfliissiges; in der Tat ist die Ebene
schon definiert als diejenige Fliche, welche die Gerade, die zwei be-
liebige ihrer Punkte verbindet, ganz enthilt; diese Definition kann
man bis auf Heron zuriickfiihren.

C. F. Gauf3*®) hob hervor, daB diese Definition ein Postulat ent-
hilt, da eine Gerade und ein auBerhalb derselben gelegener Punkt schon
die Erzeugung der Ebene geben. Er hat vorgeschlagen, die Ebene
als den Ort der in einem Punkte zu einer Achse errichteten Normalen
zu definieren. Die gewdhnliche Definition verwandelt sich dann in
ein Theorem, mit dessen Beweis sich Gauf in seinem Nachlasse be-
schaftigt 36).

Eine analoge Uberlegung hat F. Dealna®) ausgefiihrt. Er geht
von einer Erzeugung der Ebene aus, die von der vorhergehenden
wenig verschieden ist. Nachdem er zuniichst die Begriffe der Geraden
und der Kugel (mit Zugrundelegung des Begriffes der gleichen Ent-
fernung) aufgestellt hat, nimmt er an, daB man die Kugel um einen
Durchmesser in der Weise bewegen kann, daB jeder Punkt eine ge-
schlossene Linie (einen Kreis) beschreibt; unter diesen Kreisen gibt es
einen, der die Kugel in zwei kongruente Teile teilt; die Geraden,

34) Genau durch diesen Ansatz entsteht die Hessesche Normalform der
Gleichung der Ebene.

35) Brief an Bessel vom 27. Januar 1829; Werke 8, p. 200.

36) Werke 8, p. 194.

37) Demonstratio theorematis geometrici fundamentalis atque hucusque
pro axiomate sumti: ,esse superficiem planam‘, Diss. Marburg 1837; vgl.
W. Killing, Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie, Paderborn 1893 und
1898, 2, p. 183.
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welche die Punkte dieses Kreises mit dem Mittelpunkte der Kugel
verbinden, erzeugen eine Ebene.

Neuerdings ist die Frage der Ebene von G. Veronese®®) einer neuen
Priifung unterworfen worden. Dieser definiert, nachdem er einige ein-
fache Postulate {iber die Gerade und die Kongruenz (vgl. Nr. 5) aus-
gesprochen hat, (fir den Euklidischen Fall) zwei Gerade als parallel,
wenn sie in bezug auf einen Punkt entgegengesetzt (symmetrisch)
sind, und fiihrt das Postulat ein: ,Zwei parallele Gerade sind in bezug
auf den Mittelpunkt jeder Strecke, deren Endpunkte auf ihnen liegen,
entgegengesetzt“ Auf dieser Grundlage konstruiert er die Ebene
mit Hilfe des Biischels der Geraden, die von einem auBerhalb gelege-
nen Punkte A aus die Punkte einer Geraden a projizieren, wobei die
durch 4 zu a gezogene Parallele hinzugefiigt wird, und darauf beweist
er, daB die so konstruierte Ebene die Gerade enthilt, die zwei be-
liebige ihrer Punkte verbindet?®).

Gerade, Linie und Ebene lassen sich auch gruppentheoretisch
fassen.

Nachdem wir untersucht haben, wie die Begriffe Gerade und
Ebene mit Hilfe der Kongruenz und der Bewegung definiert werden
konnen, wollen wir von der Idee sprechen, die Gerade oder die
geradlinige Strecke und die Ebene oder die ebene Fliche als funda-
mentale, durch einige Gruppen von Postulaten charakterisierte Be-
griffe anzunehmen.

Wenn man von dem Begriffe der geradlinigen Strecke ausgeht,
so kann man die Gerade definieren (Pasch, Neuere Geometrie; Peano,
Principii und Fondamenti), und ebenso kann man die unbegrenzte
Ebene definieren, wenn man in geeigneter Weise die Eigenschaften
einer ebenen Fliche postuliert, indem man also ein geeignetes Raum-

38) Fondamenti di geometria, Padova 1891, deutsch von 4. Schepp, Leipzig
1894, Buch I, Nr. 19, II, Nr. 7, ausfiibrlicher in den Elementi.

39) Veronese hat angedeutet, wie man unabhingig von dem genannten
Parallelenpostulat (das das Euklidische Parallelenpostulat und vielleicht etwas
mehr enthiilt) die Frage der Ebene unter der Lobatschefskijschen Annahme be-
handeln kionne, und er hat auch den Riemannschen Fall, in welchem es keine
Parallelen gibt (Nr. 8), niher betrachtet. Aber in diesem Falle, in dem die voll-
stindige Ebene durch die Projektion der (geschlossenen) Geraden von einem
auBern Punkte aus gegeben ist, wird der Satz von der Ebene von Veronese nur
unter Zuhilfenahme einer weiteren Annahme bewiesen, in der der Begriff des
unendlich groBen und des unendlich kleinen Gebietes auftritt. Der Autor driickt
tibrigens die Meinung aus, daB diese Annahme in seinem Systeme tberfliissig
sein muB. Aber diese Meinung bedarf noch der Rechifertigung.
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stick betrachtet; dagegen muB man, wenn man von dem fundamen-
talen Begriffe der Geraden ausgeht, einen anderen primitiven Begriff
hinzunehmen, um die Strecke zu definieren.

Wir behalten uns vor, die Formulierung der Postulate, zu der
man gelangt, wenn man den ersten Weg einschligt, auseinander-
zusetzen, wenn wir von den Prinzipien der projektiven Geometrie
sprechen werden (IIL.), und wollen jetzt den anderen Weg durch-
laufen, um zu zeigen, wie sich dabei die Eigenschaften, die mit den Be-
ziehungen der Lage oder des Finanderangehorens (der ,Verkniipfung®
bei Hilbert, Grundlagen, p. 2) von Gerade und Ebene zusammenhéingen,
bis auf einen gewissen Punkt getrennt von den Linien- und Flichen-
eigenschaften (den Postulaten der Anordnung, der Teilung) ergeben.

Die Postulate des Einanderangehirens (der Verkntipfung) kénnen
wie folgt formuliert werden®®):

I. Man setzt eine Klasse von Elementen, Punkte genannt, (deren
Inbegriff Roum genannt wird), als gegeben voraus und in ihr Unter-
klassen (Gerade und Ebenen), die folgenden Postulaten gentigen:

1) Zwei Punkte gehdren einer und nur einer Geraden an.

2) Drei Punkte, die nicht einer Geraden angehGren, gehoren einer
und nur einer Ebene an.

3) Die durch zwei Punkte einer Ebene bestimmte Gerade gehort
der Ebene an.

4) Zwei Ebenen, die einen Punkt gemeinsam haben, haben noch
einen anderen Punkt (und also eine (terade) gemeinsam.

Diesen Postulaten von zunéichst nur hypothetischer Form fiigt
man die Existenzpostulate hinzu, die die Existenz mehrerer verschie-
dener Punkte und von Punkten auferialb einer Geraden oder einer
Ebene behaupten. Die Existenz einer unendlichen Zahl verschiedener
Punkte, Geraden und Ebenen folgt dann aus den erst weiter unten
unter II anzufiihrenden Postulaten der Anordnung.

Es ist zu bemerken, daB das vierte Postulat die Dreidimensiona-
litdst des Raumes ausspricht und auf Grund der in geeigneter Weise
als Postulat ausgesprochenen Eigenschaft der Ebene, den Raum in
zwei Teile zu teilen, bewiesen werden kann (vgl. Nr. 4).

4. Strecke, Winkel (der Begriff ,zwischen*). Wir gehen nun
dazu iiber, die Postulate zu untersuchen, die die Linieneigenschaften
der Geraden und die Flicheneigenschafien der Ebene ausdriicken
(vgl. Abschn. II. Theorie des Kontinuums) und sich auf die Begriffe

40) Wir bezeichnen sie mit der Zifter I, weil wir spiiter weiter numerieren ;
vgl. 4.
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yzwischen®, ) natiirliche Ordnung der Punkte einer Geraden®, ,Strecke®,
,Strahl?,  Seite der Ebene®, , Winkel“ beziehen.

Bei Euklid und seinen Nachfolgern werden diese Begriffe noch
nicht untersucht und Postulate, die sich auf sie beziehen, nicht for-
muliert, aber solche Postulate sind nétig, wenn man wiinscht, daB die
geometrische Betrachtung rein logisch und von dem Gegenstande der
Anschauung unabhiingig ist.

C. F. Gauf hat schon friihzeitig darauf aufmerksam gemacht??),
daB der Begriff ,zwischen“ einer strengen Formulierung bedarf.
Andererseits hat Herbart bemerkt, daB der Begriff der Ordnung der
Punkte einer Geraden der ganzen Geometrie zugrunde liegt. Nun
verfiigte die analytische Geometrie durch ihre Vorzeichen immer iiber
den Begriff zwischen. Dieses Prinzip der Zeichen hat dann 4. F.
Mobius (Barycentrischer Calcul) in die reine Geometrie iibertragen,
und auch H. Grapmann macht in seiner Ausdehnungslehre von 1844
davon konsequenten Gebrauch. Jedoch verdanken wir eine Syste-
matierung dieser Dinge, d. h. die Aufstellung eines Postulatensystems
zur Charakterisierung dieser Beziehungen erst M. Pasch (Neuere
Geometrie, 1882), und derselbe Gegenstand ist dann in verschiedener
Weise von G. Peano (Principii und Fondamenti), G. Veronese (Fonda-
menti), D. Hilbert (Grundlagen) u. A. behandelt worden (vgl. Abschn. II.
Theorie des Kontinuums).

Man kann zwei Arten, diese Untersuchung zu fithren, unter-
scheiden, und zwar kniipfen diese gewissermaflen an die erwihnten
Bemerkungen von Gauf3 und von Herbart an: es handelt sich néimlich
darum, ob man sich auf den Begriff der fertigen oder den der werden-
den Figur bezieht.

a. Die Liniencigenschaften der Geraden konnen der fertigen Figur
gegeniiber postuliert werden, wenn man von dem Begriffe ,zwischen®
oder ,Zerlegung in Teile“ ausgeht, und zwar in folgender Weise:

II. 1) Wenn 4, B, C Punkte einer Geraden sind und B zwischen

A und C liegt, so liegt B auch zwischen C und A.

2) Wenn 4 und C zwei Punkte einer Gteraden sind, so gibt
es stets wenigstens einen Punkt B, der zwischen 4 und
C liegt, und wenigstens einen Punkt D, so daB C zwischen
A und D liegt.

3) Unter irgend drei Punkten einer Gteraden gibt es stets
einen und nur einen, der zwischen den beiden anderen
liegt*?).

41) Brief an W. Bolyai vom 6. Mérz 1832, Werke 8, p. 222.

42) Nach D. Hilbert, Grundlagen, p. 4.
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Oder in folgender Weise:

II'. Jeder Punkt A der Geraden zerlegt die Gerade in zwei Klassen
von Punkten (Zeile), die man mit den Namen rechter Teil und linker
Teil bezeichnen kann, in der Weise, daB:

1) jeder von A verschiedene Punkt einem der beiden Teile an-
gehort;

2) wenn A sich zur Linken (oder zur Rechten) von einem anderen
Punkt B befindet, jeder Punkt zur Linken (oder zur Rechten)
von A sich zur Linken (oder zur Rechten) von B befindet;

3) wenn A sich zur Linken von B befindet, B sich zur Rechten
von A befindet.

Stellt man sich der werdenden Figur gegeniiber, so hat man:

II”. Die Punkte der Geraden sind in zwei (natirlichen) Ordnungen,
von denen die eine der anderen entgegengesetzt ist, in der Weise an-
einander gereiht, daB bei Betrachtung einer bestimmten Ordnung:

1) wenn zwei Punkte 4, B der Geraden gegeben sind, einer von
ihnen, z. B. 4, dem anderen, B, vorangeht, und alsdann B auf
A folgt;
2) wenn drei Punkte 4, B, C gegeben sind und 4 dem B und B
dem C vorangeht, 4 dem C vorangeht;
3) zwischen zwei Punkten 4 und B Zwischenpunkte (die dem einen
vorangehen und auf den anderen folgen) existieren;
4) kein erster (allen vorangehender) Punkt und auch kein letzter
Punkt existiert.
Auf Grund dieses Postulats liBt sich die Strecke mit den End-
punkten A und B auf der Geraden (die die Zwischenpunkte enthilt)
definieren und der Beweis ihrer elementaren Eigenschaften fiihren.

b. Gehen wir nun zu den Fldcheneigenschaften der Ebene.

Stellt man sich der fertigen Figur gegeniiber, so kann man die
Zerlegung der Ebene in zwei Teile durch eine ihrer Geraden zu Grunde
legen, deren fundamentale Eigenschaft man (mit Pasch) durch das
folgende Postulat ausdriickt, das wir in Anlehnung an die voran-
gehenden Postulate II 1—3 mit II 4 bezeichnen:

II. 4) Sind in einer Ebene drei Strecken 4 B, BC, C A gegeben, so
hat eine Gterade (der Ebene), die mit einer von ihnen einen Punkt ge-
meinsam hat, auch mit einer der beiden anderen einen Punkt gemeinsam.

Eben infolge dieses Postulats wird die Ebene durch eine ihrer
Geraden, », in zwei Teile (Seiten oder Halbebenen) in der Weise ge-
teilt, daB die Strecke, die zwei (nicht auf » liegende) auf derselben
Seite von r befindliche Punkte verbindet, keinen Punkt mit r ge-
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meinsam hat, wihrend die Strecke, die zwei nicht auf derselben Seite
von r befindliche Punkte verbindet, mit » einen Punkt gemeinsam hat.

Man kann dieselben Eigenschaften einfiihren, wenn man die
werdende Figur betrachtet. Dies geschieht fiir die Buklidische Geo-
metrie in einfacher Weise, indem man folgendes postuliert:

1) das Euklidische Parallelenpostulat,

2) daB, wenn zwei von einem Punkt ausgehende Geradenpaare
von einer (zu keiner der vier Geraden parallelen) Transversalen in zwei
sich trennenden Punktepaaren geschnitten werden, dasselbe fiir jede
andere Transversale gilt, die nicht durch O geht und keiner der vier
Geraden parallel ist (vgl. Abschn. III).

Das Paschsche Postulat fithrt sofort zur Definition der Winkel-
felder, in die zwei sich schneidende Gerade die Ebene zerlegen, und
der zugehorigen Winkel.

Hier sei daran erinnert, daB die Frage, wie man den Winkel de-
finieren soll, zu manchen Ersrterungen gefithrt hat.

Eullid (8got, ') bezeichnet den Winkel als die ,Neigung® zweier
sich schneidender Geraden, was offenbar eine Taufologie ist. Andere
haben den Winkel als das ,Mafl einer Drehung“ betrachtet. Das
Wesentliche dessen, was hier vorliegt, besteht in der Existenz einer
gewissen Invariante bei einem Paar sich schneidender Geraden gegen-
iiber der Gruppe der Bewegungen. Der Begriff einer solchen In-
variante (der WinkelgroBe) ist fiir die gewdhnliche Theorie der Kon-
gruenz offenbar ausreichend.

Jedoch spielt der Winkel bei anderen Fragen eine hiervon ver-
schiedene Rolle. Dies kann man vor allem behaupten, soweit es sich
um gewisse Verhiltnisse der Lage, um ,Punkte innerhalb eines Winkels“
usw. handelt. Im Hinblick auf diese Beziehungen ist ein Winkel-
begriff erwiinscht, der von dem Begriffe der Winkelkongruenz unab-
hiéingig ist. Daher ist der Winkel (von Louis Bertrand*®) als ein Teil
der Ebene definiert worden, und zwar als ,der Teil, der zwei, durch die
Schenkel begrenzten Halbebenen gemeinsam ist (als ihre Interferenz)“.

G. Veronese**) bemerkt, daB die so definierte Figur (Winkelfeld
oder -ausschnitt) der gewthnlichen Anschauung des Winkels, der als
etwas Eindimensionales, als ein Teil des Strahlenbiischels, betrachtet
wird, nicht entspricht. Darum schligt er (in Anlehnung an das in
der projektiven Geometrie herrschende Prinzip der Dualitit) vor, den

43) Développement nouveau de la partie élémentaire des mathématiques,
2 vol., Geneve 1774,
44) Grundziige, p, 307 f. und 695; Elementi.
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Winkel als die Gesamtheit der zwischen zwei Strahlen befindlichen
Strahlen zu definieren.

Wir wollen endlich noch hinzufiigen, daB man auf Grund des
Paschschen Postulats alle Lagenverhiltnisse der polygonalen Figuren
allgemein entwickeln und im besonderen die , Fliche eines Polygons®
definieren kann. Veronese*®) kommt zu diesen Entwicklungen auf
rekurrente Weise, indem er zuniichst das Dreieck (nimlich die Fliche
des Dreiecks) als den Teil der Ebene, der zwei Winkeln gemeinsam
ist, dann das konvexe Polygon als die Summe (Vereinigung) von Drei-
ecken betrachtet; werden diese Entwicklungen an die genetische Kon-
struktion der Ebene angekniipft, so treten sie bei ihm in Beziehung
zu dem Begriffe der Parallelen (vgl Nr. 8). Enriques und Amaldi*°)
definieren das konvexe Polygon als ,die Interferenz der Halbebenen,
die die Eckpunkte enthalten und von den Seiten begrenzt sind“ und
leiten daraus die elementaren Kigenschaften der Lage her, indem sie
das Paschsche Postulat direkt anwenden.

Die beiden Teile, in die eine Ebene durch ein konvexes Polygon
zerlegt wird, lassen sich ebenfalls durch , Vereinigung® und ,Interferenz¢
von Halbebenen definieren, und hieran anschlieBend leitet man dann die
fundamentale Eigenschaft her, daB eine nicht durch einen Eckpunkt des
Polygons gehende, zwei Punkte verbindende Strecke den Umfang in
einer geraden oder in einer ungeraden Zahl von Punkten trifft, je nach-
dem die beiden genannten Punkte demselben Teile der Ebene angehoren
oder nicht. Der innere Teil (die Fliche des Polygons) scheint sich
von dem #uBeren Teile nur durch Beriicksichtigung der Unendlichkeit
des zweiten unterscheiden zu lassen.

c. Die oben untersuchten Begriffe der ebenen Geometrie er-
strecken sich auch auf den Raum.

Die Teile oder Seiten, in welche der Raum durch eine Kbene
zerlegt wird, lassen sich definieren, wenn man ein dem Paschschen
Postulat analoges Postulat annimmt, das die Aussage enthilt, daB
»der Raum drei Dimensionen hat“, und zu beweisen erlaubt, daB
»2wei Ebenen, die einen Punkt gemeinsam haben, eine Gerade ge-
meinsam haben“. Wenn man dagegen diese Eigenschaft als Postulat
annimmt (wie in Nr. 8), so folgt die Zerlegung des Raumes durch
eine Ebene aus dem Paschschen Postulat in bezug auf die Ebene.

Der Begriff des Flichenwinkels ist dem des Winkels analog und
gibt zu neuen Betrachtungen keinen AnlaB.

45) Grundaziige, p. 346 {f.; Elementi.
46) Elementi di geometria, Bologna 1903, p. 98.
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Die allgemeine Definition des Polyeders (der polyedrischen Figur
oder des geschlossenen Korpers) erfordert einige Aufmerksamkeit; im
besonderen tritt hier eine neue Schwierigkeit in der Definition der
polyedrischen Figur (unabhiingig von dem Begriffe des Korpers) auf
(vgl. IIT A,B 3, Delm-Heegard, Analysis situs, und die spiiteren Referate
iiber Polyeder).

Wir schlieBen die Untersuchung dieser Begriffe mit der Be-
merkung ab, daB die Begriffe des Sinnes eines Winkels (oder
einer Figur, einer Strecke usw.) in der Ebene und des Sinnes einer
Schraubenlinie im Raume (des Sinnes eines Flichenwinkels usw.) auf
Grund des Paschschen Postulats und des analogen Satzes fir den
Raum aufgestellt werden konnen, ohne daf andere primitive Anschau-
ungen zu Hilfe zu nehmen sind; dieser Gegenstand ist in verschiedener
Weise von G. Veronese und Enriques-Amaldi behandelt worden*?).

9. Kongruenz und Bewegung. Hinsichtlich der Kongruenz oder
geometrischen Gleichheit und der Bewegung (der starren Korper),
die jene (im physischen Raume) zu verifizieren gestattet, gibt es zwei
verschiedene Anschauungsweisen.

Nach einigen bietet der Begriff der Bewegung, insofern durch
eine Bewegung Figuren zur Deckung gebracht werden kénnen, die
Definition der Kongruenz dar. Nach anderen schlieft der Begriff der
geometrischen Bewegung, d. i. einer Lageninderung ohne Deformation,
bereits implicite den Begriff der Kongruenz ein.

Wir wollen nicht von den Versuchen sprechen, die seit Kuklid
gemacht worden sind, den Begriff der Bewegung aus den Prinzipien
der Geometrie zu verbannen. Wir wollen nur daran erinnern, daB in
neuester Zeit H. v. Helmholtz*®) behauptet hat, da der Begriff der Be-
wegung (wenn man von der Zeit abstrahiert) die natiirliche Grund-
lage des Begriffes der Kongruenz ist (Abschn. V B), und daB aus
diesem Grunde spiter J. Hoiiel*) es als die Frucht einer Gedankenver-
wirrung bezeichnet hat, die Bewegung aus den Elementen der Geo-
metrie verbannen zu wollen. Auch Poincaré (Wissenschaft und Hypo-
these) betrachtet den Begriff der Bewegung als den -eigentlichen
Fundamentalbegriff der Geometrie. Ebenso z. B. Ch. Mdcray®®).

47) G. Veronese, Elementi di geometria; Enrigues-Amaldi, Elementi di geo-
metria, p. 58. Vgl. auch den Artikel von U. Amaldi in Ewnriques, Questioni,
und B. Levi, Per. di mat. (8) 1 (1904) p. 207.

48) Wissensch. Abhandl. 2, p. 610 u. 618.

49) Essai critique sur les principes fondamentaux de la géométrie ¢lémen-
taire, Paris 1883.

50) Nouveaux éléments de géométrie, Dijon 1874, 2. Auflage 1903. Méray
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Aber auf mathematischem Gebiete konnen beide erwihnte An-
schauungsweisen als legitim verteidigt werden. Wenn man auch zu-
gibt, daB in der psychologischen Entstehung der Begriff der Kon-
gruenz in der physischen Bewegung der starren Korper seinen
Ursprung hat, so kann man doch nicht leugnen, daB der entwickelte
Geist des Mathematikers die beiden Begriffe der Kongruenz und der
Bewegung in gleicher Weise enthilt, so daB jeder von ihnen (unab-
hingig von dem andern) logisch als ein primitiver Begriff, der durch
ein geeignetes System von Postulaten zu charakterisieren ist, an-
genommen werden kann. Und vielleicht ist nicht ohne tiefere Priifung
die Meinung von der Hand zu weisen, daB die Kongruenz, als eine
physische Beziehung aufgefaBt, an und fiir sich eine Bedeutung hat,
unabhingig von der Bewegung der Korper.

Neben den beiden oben erwihnten Anschauungsweisen mochte
eine dritte (Veronese®)) den Begriff der geometrischen Kongruenz mit
demjenigen der logischen Identitét verkniipfen. Aber es ist schon,
und wie uns scheint mit Recht, von der Kritik hervorgehoben worden,
daB diese Anschauungsweise sich auf eine falsche Auffassung des
logischen Prinzips der Identitit stiitzt.

Wir mochten nun hier, wo es sich um die elementare Richtung
handelt, die Postulatensysteme kurz angegeben, mit deren Hilfe
M. Pasch, G. Veronese und D. Hilbert die fundamentalen Eigenschaften
der geometrischen Kongruenz logisch formuliert haben, wihrend wir
spater (Nr. 32—35) die Entwicklungen priifen wollen, nach welchen,
entsprechend den Ideen von H.v. Helmholtz, die Gesamtheit der Be-
wegungen sich als eine Gruppe von Transformationen charakteri-
sieren laBt.

a. M. Pasch (Neuere Geometrie) fiihrt, nachdem er die deskrip-
tiven®?) Eigenschaften der Geraden und der Ebene in Postulaten, die den
Postulaten I und II der Nrn. 3 und 4 #quivalent sind, formuliert hat,
als logisch primitiven (wenn auch psychologisch durch die Erfahrung
der Bewegung erworbenen) Begriff den Begriff der Kongruenz zwischen
zwei aus Punkten bestehenden geometrischen Fliguren ein; diese Be-
ziehung wollen wir durch M == M’ bezeichnen.

Die Kongruenz wird als eine umkehrbar eindeutige Bezielung
zwischen den Punkten der beiden Figuren anfgefaBt von folgender Art:

geht von der Translation aus, um zum Begriffe des Parallelismus zu gelangen
(p. 21), und die Rotation fiihrt ihn zum Begriffe der Orthogonalitit (p. 31).

51) Grundziige, Teil I, Buch 1.

52) Vgl. FuBnote 5.
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Homologe Teile kongruenter Figuren sind kongruent. Figuren,
die einer dritten kongruent sind, sind unter einander kongruent.
Wenn zwei Figuren M und M’ kongruent sind (M = M’) und man
fiigt zu M einen Punkt A hinzu, so kann man immer einen Punkt A4’
in der Weise wihlen, daB die zusammengesetzten Figuren M 4 A
und M’ +4 A" kongruent sind (M + A= M -+ 4.

Fiir die Gerade und die Ebene werden die fundamentalen Eigen-
schaften der Kongruenz durch sieben Postulate ausgesprochen, deren
Inhalt wir im folgenden angeben, indem wir Punkte mit den Buch-
staben 4, B, C,... bezeichnen. Die ersten fiinf dieser Postulate
beziehen sich auf die Gerade, die beiden iibrigen auf die Ebene.

1) Die Figuren 4B und BA sind kongruent, d. h. AB= BA.

2) In der (ebenen) Figur ABC gibt es auf der Geraden AC in
dem Teile, wo C liegt, einen bestimmten Punkt B’, so da AB'=A4 B.

3) Wenn ABC = A'B’C’ und C ein Punkt innerhalb der Strecke

AD ist, so ist C* ein Punkt innerhalb der Strecke 4'B'.
- 4) Wenn der Punkt O, sich innerhalb der Strecke AB befindet
und man auf der Geraden A B in dem Teile, der A nicht enthilt, den
Punkt €, in der Weise konstruiert, daB C,C, = AC,, darauf den
Punkt C; in der Weise, das C,C, = C,(,, ..., so erhilt man eine
Strecke C, C, 41, die den Punkt B enthilt.

5) Wenn in der Figur ABC AB= BC ist, so ist ABC=CBA.

6) Wenn D, E, F' drei nicht in gerader Linie liegende Punkte
sind und AB= DE ist, so gibt es in einer gegebenen, durch 4B
gehenden Ebene zwei Punkte C von der Art, dab ABC = DEF.

7) Wenn zwei nicht ebene Figuren ABCD und 4 BCE kon-
gruent sind, so fillt der Punkt F mit D zusammen.

Die Annahme 4) enthilt das sogenannte Archimedische Postulat,
von dem wir weiter unten noch ausfiihrlicher handeln werden.

b. Wenn auch dieses Paschsche System logisch vollkommen ist,
so bedeutet ihm gegeniiber das Postulatensystem von G. Veronese doch
insofern einen Fortschritt, als es nicht den Begriff der Kongruenz
zwischen irgend welchen zwei Liguren als primitiv annimmt, sondern
nur den Begriff der Kongruenz zweier Strecken.

Es wird durch fiinf Postulate, deren Inhalt wir im folgenden an-
geben®), charakterisiert.

53) Bei dieser Formulierung sind nicht nur die Fondamenti, sondern auch
zum Teil die Elementi des genannten Verfassers beriicksichtigt, jedoch wird
hier das (in den Elementi nicht enthaltene) allgemeine Postulatensystem, das von
dem Parallelenpostulat absieht, wiedergegeben.
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1) Die Kongruenz zwischen zwei Strecken ist eine umkehrbar
eindeutige Beziehung zwischen deren Punkten, in der aufeinander-
folgenden Punkten aufeinanderfolgende Punkte entsprechen und homo-
loge Teilstrecken kongruent sind.

2) Strecken, die einer dritten kongruent sind, sind unter einander
kongruent.

3) Ist auf einer Geraden eine Strecke 4B gegeben und ein
Punkt C, so gibt es auf der Geraden eine bestimmte Strecke CD,
die A B kongruent ist und denselben Sinn hat.

4) Ist auf einer Geraden eine Strecke 4B gegeben, so gibt es
auf ihr eine bestimmte Strecke AB,, die 4B kongruent ist und den
entgegengesetzten Sinn hat.

5) Wenn zwei Gerade einen Punkt 4 gemeinsam haben, so ist
jeder Strecke AB der einen eine Strecke A B’ der anderen (und eine
Strecke A B” von entgegengesetztem Sinne) kongruent.

Auf Grund dieser Postulate und der Postulate, die den primi-
tiven Begriff der Geraden (die Ordnung ihrer Punkte, ihre Stetigkeit
im Sinne der Nr. 7, ihre Bestimmung durch zwei Punkte) definieren,
kann man irgend zwei Strecken mit einander vergleichen, indem man
von grifderen und kleineren Strecken, von der Summe oder der Diffe-
renz zweier Strecken usw. spricht. Im iibrigen enthalten diese Postu-
late noch nicht das Archimedische Postulat, das man daher, wenn man
es braucht, den vorhergehenden hinzufiigen muf.

Die Kongruenz irgend welcher zweier (aus Punkten zusammen-
gesetzter) Figuren 1iBt sich darauf als eine Beziehung von der Art
definieren, daB die durch homologe Punktepaare bestimmten Strecken
kongruent sind.

Zum Studium der kongruenten Figuren fiithrt G. Veronese schlieB-
lich ein Postulat iiber die inzidenten Geradenpaare (d.h. die Winkel) ein:

6) Wenn AB, AC und A’B, A'C’ zwei Geradenpaare sind und
die Strecken der Paare AB, A'B; AC, A'C; BC, B'C kongruent
sind, so sind die beiden genannten Geradenpaare kongruent.

Und auBerdem benutzt er das Postulat:

7) Wenn eine Seite eines Dreiecks unendlich klein wird, so wird
die Differenz der beiden anderen Seiten auch unendlich klein.

Wenn bei diesem Postulatensystem und seiner Entwicklung
manches etwas kompliziert erscheint, so hingt dies mit den beiden
Forderungen zusammen, die der Verfasser sich gestellt hat, nimlich
1) die fundamentale Eigenschaft der Ebene (vgl. Nr. 3) nicht als
gegeben anzunehmen und 2) den Begriff der Kongruenz und im be-
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sonderen der Winkelkongruenz allein auf den der Streckenkongruenz
zuriickzufiihren.

Die Bedeutung des letzten Postulats iiber die Stetigkeit der
Ebene (die bei dem gewdhnlichen Verfahren aus der Stetigkeit der
Geraden folgt und hier als Zusatz zu ihr erscheint) 1iBt sich klar
machen, wenn man die Konstruktionen der Ebene ohne den Begriff
der Winkelkongruenz zu entwickeln sucht, wie es J. Mollerup (Math.
Ann. 58 (1904), p. 479) macht. Bei dem Mollerupschen Verfahren zeigt
sich die Notwendigkeit, das Postulat aufzustellen, daB ,man iiber einer
gegebenen Geraden als Basis und auf einer Seite von ihr nur ein
Dreieck konstruieren kann, dessen Seiten der Reihe nach denen eines
gegebenen Dreiecks gleich sind“. Nun 1iBt sich in dem Veronese-
schen System dieser Satz auf Grund des angegebenen Postulats tber
die Stetigkeit der Ebene beweisen®).

¢. D. Hilbert™) hat, indem er die Postulate der Verkniipfung und
der Anordnung (I, II der Nrn. 3 und 4) von einander getrennt hilt
und daher die fundamentale Eigenschaft der Ebene bereits als gegeben
annimmt (I der Nr. 3), ein neues, sehr einfaches Postulatensystem
aufgestellt, in dem sowohl die Begriffe der Strecken- wie die der
Winkell:ongruenz als primitiv auftreten.

Man betrachte die Strecken und die Winkel als unabhingig von
ihrem Sinne (Nr. 4) definiert, dann lassen sich die genannten Postu-
late wie folgt wiedergeben (wobei wir uns in der Numerierung an I
und II in den Nummern 3 und 4 anschlieBen).

IIL. Es ist eine symmetrische Bezichung zwischen den Strecken
und den Winkeln, die mit den Namen Kongruenz bezeichnet wird, in
folgender Weise gegeben:

1) Jede Strecke, und ebenso jeder Winkel, ist sich selbst kongruent.

2) Strecken, und ebenso Winkel, die einer (einem) dritten kon-
gruent sind, sind sich selbst kongruent®).

3) Auf einer Geraden und auf einer Seite eines gegebenen Punktes
A’ kann man eine Strecke A’B’ bestimmen, die einer gegebenen
Strecke 4B kongruent ist:

AB = AB.

54) Vgl. auch A. Guarducei in F. Enrigues, Questioni.

55) Grundlagen, p. 7.

56) Diese beiden ersten Sitze (die die mathematischen Logiker reflexive
und transitive Sitze nennen) wie auch die symmetrische Eigenschaft (wenn a =1b
ist, so ist b= a) bilden allgemein die formalen Eigenschaften jeder Beziehung,
die sich als eine Gleichung betrachten laft.
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4) Wenn B ein Punkt der Strecke AC, B’ ein Punkt der Strecke A'C’
ist, und wenn
AB= A'B', BC= B'('
ist, so ist auch
AC=A4C".
5) Ist in einer Ebene ein von einem Punkte O' ausgehender

Strabl o gegeben, und wird ein durch die Gerade o’ gebildeter

Teil der Ebene ins Auge gefaBt, so kann man in ihm einen

Strahl » durch O’ bestimmen, der mit &’ einen Winkel bildet,

der einem gegebenen Winkel ab kongruent ist:

X a't'=-<Cab.
6) Wenn b ein Strahl des Winkels ac, b ein Strahl des Winkels
a’¢ ist und wenn
Xab=<xdV, Lbe=<xb¢
ist, so ist auch
X aec=xdac.
7) Wenn 4, B, C; A, B’, C" zwei nicht in gerader Linie liegende
Punkttripel sind und wenn
AB= A'B, AC=AC"
X BAC =X BAC
ist, so ist auch
X ABC =< AB'C’ uwnd XACB= < A0CF

(und daher auch BC = B'(").

Diese Postulate enthalten noch nicht das Archimedische Postulat,
das also, sobald es ndtig ist, ansdriicklich hinzugefiigt werden musB.
Sie bilden die Grundlage fiir die gewdhnlichen Dreieckskongruenzsitze,
auf denen die ganze Theorie der Kongruenz beruht.

6. Uber die Reduktion der in den vorhergehenden Nummern
betrachteten fundamentalen Begriffe. Bevor wir weitergehen, miissen
wir eine Gruppe von Arbeiten erwihnen, die aus der mathematisch-
logischen Schule von G. Peano®) hervorgegangen ist und (unter Bei-
seitelassung jedes Interesses, das nicht rein logisch-formal ist) den
Zweck verfolgt, die Zahl der in den vorhergehenden Nummern unter-
suchten fundamentalen Begriffe zu beschrinken und die Untersuchung
der Postulate so weit als moglich zu treiben, indem diese in ihre
Elemente zerlegt werden.

57) Vgl. das Formulaire de mathématiques, Torino, seit 1904, mehrere
Auflagen.



6. Uber die Reduktion der fundamentalen Begriffe. 33

Vor allem iibersetzte 1889 G. Peano (Principii) mit Hilfe der
Symbole der damals zu einem vollkommenen System ausgebildeten
mathematischen Logik die auf die Begriffe ,Punkt®, ,Strecke* (oder
yzwischen®) und ,ebene Fliche“ sich beziehenden deskriptiven Postulate
von Puasch, wobei er den Begriff der ebenen Fliche auf den der
Strecke zuriickfiihrte (vgl. Nr. 5); spiter (Fondamenti) driickte er die
Begriffe der Kongruenz durch die vorhergehenden und den Begriff der
»,Bewegung® aus und auBerdem beschiftigte er sich damit (mit Hilfe
verschiedener Interpretationen, vgl. die Einleitung), die Unabhingig-
keit seiner Postulate zu beweisen.

M. Pieri®) hat die ,Strecke mit Hilfe der Begriffe ,Punkt”
und ,Bewegung® definiert und zu diesem Zwecke ein Postulatensystem
entwickelt.

M. Pieri®®) und A. Padoa®) haben vorgeschlagen, den Begriff der
Bewegung durch den Begriff ,Paare dquidistanter Punkte“ zu ersetzen,
der sich wiederum (indem man eine Idee verfolgt, die in den ersten
Euklidischen Sétzen zum Vorschein kommt und von Veronese ent-
wickelt worden ist) auf den Fall von Paaren mit einem gemeinsamen
Punkte zuriickfihren l4Bt.

G. Peano®) hat diese Entwicklungen zu den Definitionen der
Geraden und der Ebene von Leibniz (Nr. 3) in Beziehung gesetzt
(und andererseits zu seinen Postulaten fiir die Vektorentheorie).

Es ist jedoch zu bemerken, daB eine vollstindige Formulierung
der Postulate sich bis jetzt nur bei Pieri findet; diese Postulate sind
aber, besonders weil die primitiven Begriffe der Anordnung unter-
driickt werden sollten (d. h. die Linieneigenschaft der Geraden bei-
seite bleiben sollte), sehr kompliziert geworden und haben jede Uber-
sichtlichkeit und anschauliche GewiBheit verloren; dieser Eigenschaft
legt jedoch Pieri keinen Wert, bei?).

In neuester Zeit hat B. Levi®?) ein Postulatensystem nur auf
Grund der Begriffe ,Punkt® und ,iquidistante Paare“ entwickelt,
aber die Levischen Postulate definieren nicht nur die gewghnliche
(Euklidische und nicht-Euklidische) metrische Geometrie, sondern ein
allgemeineres geometrisches System, von dem aus man mit Hilfe von
Anordnungsbegriffen zur genannten metrischen Geometrie gelangt.

58) Torino Mem. (2) 49 (1899), p. 173,
59) Vgl. im besonderen Congrés des mathématiciens a Paris 1900, p. 353.
60) Torino Atti 38 (1903), p. 6.
61) Vgl. FuBnote 58.
62) Torino Mem. 1904, p. 283.
Encyklop. d. math, Wissensch. TIT 1. 3
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Neben diesen Arbeiten ist die Abhandlung von B. Kagan )
zu erwihnen, in der ein System von Definitionen und Postu-
laten aufgestellt wird, die auf Grund der fundamentalen Begriffe
Punkt, Bewegung (Transformation der Punkte) und Enffernung (die
den Bewegungen gegeniiber als Invariante betrachtet wird) zur Cha-
rakterisierung der Euklidischen Geometrie geeignet sind. Die Ent-
wicklung in dieser; Abhandlung ist iibersichtlich und die Postulate
sind einfach genug; jedoch wird diese Einfachheit durch die Annahme
erreicht, daB die Entfernung ohne weiteres durch eine Zahl dar-
gestellt wird, und diese Annahme soll im besonderen die fundamen-
talen Begriffe der Anordnung ersetzen.

In einem anderen Sinne, jedoch noch im AnschluB an denselben
leitenden Gedanken der mathematisch-logischen Schule, hat O. Veblen
(Amer. math. soc. Trans. 5 (1904), p. 343) ein System von sehr ein-
fachen Postulaten aufgestellt, in denen der ,Punkt“ und ,aufeinander-
folgende, in gerader Linie befindliche Punkttripel“ als primitive Be-
griffe erscheinen, und auf Grund dieser Postulate hat er auch die
Kongruenz definieren wollen. Diese Definition griindet sich jedoch
auf die konventionelle Wahl einer gewissen Polaritit (vgl. unten
Nr. 22, 24, die projektive Begriindung der Metrik), und scheint daher
nur die Einfithrung eines neuen primitiven Begriffes zu maskieren.

7. Stetigkeit und Archimedisches Postulat. Die Untersuchung
der Stetigkeitsbegriffe hat in unseren Tagen im Zusammenhang mit der
Entwicklung der infinitesimalen Betrachtungen eine grofe Ausdehnung
erfahren (vgl. Abschn. VII). Aber die ersten Anféinge dieser Unter-
suchung kann man in einigen von den griechischen Geometern gepflegten
Theorien feststellen: im besonderen in der Theorie der Proportionen,
in der die mit dem Fall des inkommensurablen Verhiltnisses zu-
sammenhéngenden Schwierigkeiten gliicklich iiberwunden worden sind
(Buklid, Elemente, Buch 5), und in der Anwendung des sogenannten
Exhaustionsverfahrens (Elemente, Buch 10). Jedoch kommt in beiden
Fillen nur das von Stolz so genannte Archimedische Postulat™) ins
Spiel:

»oind zwei Strecken gegeben, so gibt es immer ein Vielfaches
der kleineren, das groBer als die groBere ist.”

63) Deutsche M.-V. Jahresb. 11 (1902), p. 403.

64) Vgl. Innsbruck Ber. 12 (1882), p. 75, wieder abgedruckt Math. Ann. 22
(1883), p. 504. Der Name , Archimedisches Postulat* ist irrefithrend. Stolz er-
wihnt selbst (ebenda, p. 86), daB schon friihere Geometer, vermutlich bereits
Eudoxus, diesen Grundsatz benutzten. Vgl. auch H. G. Zeuthen, Heidelberger
KongreB, p. 541.



7. Stetigkeit und Archimedisches Postulat. 35

Dieses Postulat verbirgt sich bei Euklid in der vierten Definition
des fiinften Buches:

Abyov Eyeww moog GAAnAa uweyedn Adpston, & Ovvevow moddemlo-
GLafoueve GAMjAwv dmeoéyeiv;

Auf Deutsch:

Ein Verhidltnis zueinander haben Grdfen, welche vervielfiltigt
einander tibertreffen konnen.

Die Bedeutung des Archimedischen Postulats kann man, wenn
man die Vorstellung ins Auge fafit, die wir heute von der Stetigkeit
der Geraden haben, durch die Bemerkung dartun, daB man mit seiner
Hilfe jeder Strecke eine rationale oder irrationale Zahl zuordnen kann.
Denn auf Grund dieses Postulats kann man bei zwei Gréfen der be-
trachteten Art die Frage der Gleichheit oder Ungleichheit sofort
entscheiden; man kann also mit diesen Grdfen rechnen, und das Ver-
héltnis (Adpog) zweier dieser GroBen ist dann, wenn eine der GroBen
als Mapeinheit gewihlt wird, auf Grund der Euklidischen Theorie der
Proportionen nichts anderes als eine Zahl, die MaBzahl einer der-
artigen GroBe®). Und aus diesem Postulat folgt im besonderen auch,
daB es fiir die in Betracht kommenden Entwicklungen ein aktual Un-
endlichkleines nicht gibt (vgl. weiter unten p. 37). Aber es folgt aus
ihm umgekehrt noch nicht, daB jeder irrationalen Zahl eine Strecke
entspricht.

Unser Stetigkeitsbegriff enthdlt, insofern er auch diesen um-
gekehrten Satz in sich schlieBt, eine positive Existenzaussage, die bei
den Griechen noch nicht vorgekommen zu sein scheint; einige be-
rithmte Sophismen, wie z. B. das von Achill und der Schildkrote,
scheinen das zu beweisen. So viel von dieser Existenzaussage notig
war, erscheint implicite in den Euklidischen Elementen, wo ‘die
Grundtatsachen hinsichtlich des Schneidens von Geraden und Kreisen
angenommen werden, und die auf diesen Tatsachen beruhenden Kon-
struktionen bilden fiir Euklid die einzige Art, die Existenz der Figuren
zu beweisen®). Vielleicht gibt es im Euklidischen Texte nur eine
einzige Ausnahme von dieser Regel, niimlich in dem Satze des fiinften
Buches, wo die Existenz einer vierten Proportionalen zu drei GriBen
vorausgesetzt wird, aber es handelt sich hier wohl um eine apokryphe
Interpolation.

Fiir den modernen Standpunkt entsteht das Postulat der Stetig-
keit der Geraden (und daher des Raumes), wie wir angedeutet haben,

65) Vgl. O. Hdlder, Leipzig Ber. 53 (1901), p. 1.
65) Vgl. H. G. Zeuthen, Math. Ann, 47 (1896), p. 222.
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bei der Aufgabe die Zahlen geometrisch darzustellen, die die Grund-
lage der analytischen Geometrie bildet. Mit der Formulierung dieses
Postulats hat sich C. Weierstraf3 in seinen Vorlesungen beschiftigt; in
anderer Weise ist das genannte Prinzip von G. Cantor®®) und B. Dede-
kind ®") formuliert worden.

Cantors Stetigheitspostulat  driickt sich geometrisch folgender-
maBen aus:

1) Wenn es in einer geradlinigen Strecke OM zwei unbegrenzte
Reihen von Strecken 04, OB, OC,..., 04’, OB, OC, ... gibt, von
denen die ersten wachsen und die zweiten abnehmen in der Weise,
daf die Strecken 44", BB’, CC’, ... bestindig abnehmen und schlieB-
lich jede gegebene Strecke unterschreiten,

so existiert ein Punkt X der Strecke OMM von der Beschaffenheit,
daB OX groBer ist als alle Strecken der ersten Reihe und kleiner
als alle Strecken der zweiten®).

Fiigt man dieses Postulat dem Archimedischen Postulat hinzu,
so kann man die Beziehung zwischen Strecken und Zahlen, die aus
dem Messen der Strecken hervorgeht, umkehren und gelangt damit
dazu, daB ,jeder irrationalen Zahl eine Strecke entspricht, deren MaB-
zahl sie ist“. Daher kann man sagen: Die Postulate von Archimedes
und von Camtor entsprechen zusammen der cortesischen Darstellung der
Punkte der Geraden.

Zu dem Archimedischen Postulat kann anstelle des Canforschen
Stetigkeitspostulats auch ein Postulat der Vollstindigkeit hinzutreten
wie bei D. Hilbert®):

Der Raum ist eine Mannigfaltigkeit von Elementen (Punkten),
die durch Hinzuftigen anderer Elemente nicht so erweitert werden
kann, daB auch in der neuen Mannigfaltigkeit das System der der
Geometrie zu Grunde liegenden Postulate erfiillt ist.

Der geometrische Ausdruck der Weierstrafischen und Dedekind-
schen Formulierungen fiihrt (im Gegensatze zu dem Canforschen
Stetigkeitspostulat) auf zwei Aussagen des Stetigkeitspostulats in
deskriptiver Form:

2) Wenn es in einer Strecke OM eine unbegrenzte Reihe auf-

66) Math. Ann. 5 (1871), p. 128.

67) Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872.

68) Zu diesem Stetigkeitspostulate von G. Cantor bemerkt F'. Klein, da man
vom physikalischen Standpunkte aus schon die Existenz solcher Punkte, denen
eine rationale Abszisse mit groBem Nenner zukommt, als Postulat ausdriicklich
einfiilhren muB. Gutachten, p. 18.

69) Grundlagen, p. 16.



7. Stetigkeit und Archimedisches Postulat. 31

einanderfolgender Punkte A, B, C,. .. gibt, so existiert ein (Grenz-)
Punkt von der Beschaffenheit, daB in jede Umgebung von ihm ein
Punkt der Reihe fillt (Weierstraf).

2") Wenn die Strecke OM in zwei Klassen von Punkten geteilt
ist in der Weise, daB, wenn O der ersten Klasse angehort und M der
zweiten, jeder Punkt von OM einer der beiden Klassen angehdrt und
irgend ein Punkt der ersten Klasse sich innerhalb der Strecke befindet,
die von O mit jedem Punkte der zweiten Klasse gebildet wird,

so eristiert ein Punkt X (von dem man dann zeigt, daB er der
einzige ist) von der Beschaffenheit, daB alle Punkte innerhalb der
Strecke OX der ersten Klasse angehoren, wihrend alle Punkte inner-
halb X M der zweiten angehdren (wobei die Moglichkeit, daf X mit
O oder mit M zusammenfillt, eingeschlossen ist (Dedekind)).

Diese beiden Postulate sind einander unmittelbar Zquivalent.

Wenn man zusammen mit ihnen die Postulate iiber die Kon-
gruenz (III in Nr. ) von Strecken auf der Geraden als gegeben an-
nimmt, so kanm man

a) das Archimedische Postulat beweisen™),

b) die Punkte der Geraden auf dem Zahlenkontinuum in um-
kehrbar eindeutiger Weise darstellen.

Also kann man sagen:

Sind die Postulate iber die Streckenkongruenz (11 1, 2, 3, 4 in
Nr. 3) gegeben, so ist das Postulat 2 (oder 27) dem Inbegriff der Stetig-
Leitspostulate von Cantor und Archimedes gleichwertig.

Nun entsteht die Frage, ,ob das Archimedische Postulat auch
eine Folge der Postulate iiber die Streckenkongruenz und des oben
formulierten Cantorschen Stetigkeitspostulats ist“. Auf diese Frage hat

G. Veronese™) eine negative Antwort gegeben und damit also be-
wiesen, daB das Cantorsche Stetigkeitspostulat mit der Annahme einer
(in bezug auf eine gegebene Einheit) aktual unendlich kleinen Strecke
vertriiglich ist (vgl. unten Abschn. VI, Nr. 40).

Das geht am einfachsten aus folgender Betrachtung hervor™):

Es sei ein System unendlich vieler paralleler Geraden a, a’,a”, ...,
etwa von gleichem Abstand, gegeben, und man betrachte die Gesamt-
heit ihrer Punkte als ein System von Punkten, das in der Weise
geordnet ist, daB jeder Punkt B rechts von einem Punkte 4 als auf

70) Stolz, Innsbruck Ber. 12 (1882), p. 75; vgl. FuBnote 64. Eine genaue
Aufzihlung der hierzu notwendigen und hinreichenden Voraussetzungen gab erst
O. Hilder, Leipzig Ber. 53 (1901), p. 1.

71) Rom Lincei Mem. (4) 6 (1890), p. 603; Grundziige, Einleitung, § 105.

72) Veronese, Grundziige, Einleitung, p. 184, Fufnote.
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ihn folgend betrachtet wird und jeder Punkt C hioher als A auch als
auf A folgend betrachtet wird. In diesem System (das man auch
nach der anderen Seite fortgesetzt denken kionnte) ist die Strecke (die

endliche Strecke AB oder die aus zwei Halb-

a’ geraden oder auch noch aus mehreren Ge-
— raden zusammengesetzte unendliche Strecke
« ¢ AC) definiert, und man kann auch in einer
a, 4 %~ mit der Anschauung vertriglichen Weise

von kongruenten Strecken sprechen; somit
sind alle Postulate tiber die Streckenkongruenz wie auch die der An-
ordnung erfiillt. Und es ist auch das Stetigkeitspostulat 1) (nicht
das Stetigkeitspostulat 2) oder 2%) erfiillt, aber das Archimedische
Postulat gilt fiir unser System nicht. In der Tat ist irgend ein Viel-
faches der (endlichen) Strecke A B immer kleiner als die aus zwei
Halbgeraden zusammengesetzte (unendliche) Strecke AC.

Man schlieBt also daraus, daB das Archimedische Postulat von
dem Coantorschen Stetighkeitspostulat wunabhdngig ist.

Den Unterschied zwischen dem Cantor- Dedekindschen und dem
Veroneseschen Stetigkeitsbegriff kann man auch folgendermaflen for-
mulieren *).

Werden alle Punkte einer Strecke O M gemif 2) in zwei Klassen
M und M” geteilt, so sind folgende vier Fille moglich: 1) M hat
einen letzten Punkt A’, und M einen ersten A" (es liegt ein Sprung
vor); 2) M’ hat einen letzten Punkt A’, M” keinen ersten; 3) M’
hat keinen letzten Punkt, M” einen ersten A”; 4) weder hat M einen
letzten, noch M” einen ersten Punkt (es liegt eine Liicke vor). Die
Dedekindsche Stetigkeit schlieBt nun sowohl Liicken wie Spriinge aus.
Die Veronesesche schlieBt Spriinge immer aus, Liicken aber nur unter
gewissen Bedingungen. Bei dem Veromeseschen Kontinuum treten
nimlich Liicken wirklich auf, und zwar immer dann, wenn die in 1)
genannten Strecken 44’, BB, CC,... nicht jede gegebene Strecke
des Systems unterschreiten, was moglich ist.

Eine weitere Frage ist, ,ob das Archimedische Postulat mit Hilfe
aller Postulate des Einanderangehtrens, der Anordnung und der Kon-
gruenz (L, IL, IIL in den Nrn. 3, 4, 5) bewiesen werden kann“

Diese Frage ist zu verneinen (vgl. Abschn. VII). Doch wollen
wir inzwischen (wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt wird)
an dem Stetigkeitspostulat in der Weierstrafischen oder der Dedekindschen
Form festhalten, das wir aber (entgegen der von den genannten Autoren

74) Schoenflies, Art.IA5, Nr. 18,19, und Deutsche M.-V. Jahresh. 15 (1906), p. 26.
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festgehaltenen Darstellungsweise) auf rein deskriptive (vgl. FuBnote 5)
und im besonderen auf die durch die Postulatengruppe Nr. 5 IIL be-
stimmten Begriffe beziehen.

8. Das Parallelenpostulat. Die fiinfte Forderung der Euklidi-
schen Elemente™) behauptet:

wKei dav &lg 0o evfelag e0dsie dumimroven tig dvrdg wed émi
e avre uion yovieg 0vo dpd@v ldecoveg moif), éxfalloudveg Tog
0vo eddelag én’ Gmepov ovumimzewv, &p’ & uéon slolv ol Tdv 0o
do9aY Eldecoves.

Auf Deutsch:

LLwei Gerade einer Ebene, die mit einer dritten, und auf der-
selben Seite von dieser, Winkel bilden, deren Summe kleiner als zwei
Rechte ist, treffen sich, hinreichend verldngert.”

Dieses Postulat bildet die Grundlage der Parallelentheorie, von
der die ersten 28 Sitze des Fuklid unabhingig sind; es kommt der
Behauptung gleich, daB durch einen Punkt auBerhalb einer gegebenen
Geraden nur eine Parallele zu dieser gezogen werden kann.

Schon im Altertum wurden zahlreiche Versuche gemacht, das ge-
nannte Postulat zu beseitigen, indem man es auf Grund der vorher-
gehenden Sitze logisch zu beweisen suchte™). Bs seien Claudius
Ptolemdiius (87—165 n. C.), Proklus (410—485) und der Araber Nasir-
Eddin (1201—1274) genannt. Bemerkenswert ist, daBl in den Ent-
wicklungen des zuletzt Genannten das Parallelenpostulat implizite an-
genommen wird, indem Nasir-Eddin von einem Dreiecke ausgeht,
dessen Winkelsumme gleich zwei Rechten ist.

John Wallis™) (1616—1703) hat in die Parallelentheorie einen
neuen Gesichtspunkt hineingebracht, indem er bemerkte, daBl das Eu-
klidische Postulat durch ein anderes ersetzt werden kann, ndamlich
durch dasjenige, das behauptet, daB zu einem gegebenen Dreiecke ein
dhnliches von beliebiger Grofe existiert. In der Tat braucht man,
um die dem Euklidischen Postulat entgegenstehenden Annahmen aus-
zaschlieBen, nur die Existenz zweier #hnlicher und ungleicher Dreiecke
anzunehmen. L. N. Carnot™) und P. S. Laplace™) schlugen vor, an
Stelle des Euklidischen Postulats eben diese Annahme zu machen.

75) Kritische Ausgabe von J. L. Heiberg, 1, Leipzig 1883.

76) Die Geschichte dieser Untersuchungen bis auf N. Lobatschefskij und
J. Bolyai findet man in dem Werke von P. Stickel und Fr. Engel, Die Theorie
der Parallellinien von Euklid bis auf Gaup, Leipzig 1895. Vgl. auch den Artikel
von R. Bonola in F. Enriques, Questioni.

77) De postulato quinto et definitione quinta lib. 6. Euclidis disceptatio
geometrica. Operum mathematicorum volumen alteram, Oxford 1693, p. 665.
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Giordano Vitale da Bitonto®®) (1633—1711), der (wie mehrere
Vorginger) parallele Gerade als ,Gerade gleichen Abstands“ betrachtete,
hat bewiesen, daB ,wenn drei Punkte einer Geraden von einer anderen
Geraden gleichen Abstand haben, die beiden (Geraden durchweg gleichen
Abstand von einander haben®.

Der Pater Girolamo Saccheri (1667—1733), der durch E. Bel-
trami®) in weiteren Kreisen neu bekannt geworden ist, hat in seinem
Werke ,Euclides ab omni naevo vindicatus . . .“82) eine tiefe Kritik des
Parallelenpostulats verfaBt, indem er sich einerseits an Nasir-Eddin,
andererseits an Giordano Vitale anschloB. Er geht von folgendem Ge-
sichtspunkte aus: Man nehme in einer Ebene eine Strecke 4B an,
errichte in ihren Endpunkten nach einer Seite hin die Normalen zu
der Strecke und trage auf diesen zwei gleiche Strecken AC und BD
ab; in dem Vierecke 4 BCD sind nach der Konstruktion zwei Winkel
Rechte, und von den beiden andern Winkeln beweist man, daB sie
gleich sind; hinsichtlich ihrer GroBe kann man drei Annahmen machen,
namlich daB sie spitze, rechte oder stumpfe Winkel sind. Sacchers
beweist, daB, wenn in einem Falle eine der drei Annahmen erfiillt ist,
sie immer erfiillt ist. Die zweite Annahme ist dem Euklidischen
Postulat gleichwertig, wihrend die erste und die dritte auf die nicht-
Euklidischen Geometrien von Bolyai-Lobatschefskij und Riemann fiihren
wiirden. Aber Saccheri will das Ungereimte dieser beiden Annahmen
nachweisen; er schlieBt den Fall des stumpfen Winkels aus, indem
er sich auf die Unendlichkeit der Geraden stiitzt, und glaubt etwas
Ungereimtes in dem asymptotischen Verhalten der Parallellinien zu
finden, zu dem man unter der Annahme des spitzen Winkels gelangt.

Johann Heinrich Lambert (1728—1777) hat sich in seiner ,Theorie
der Parallellinien”3%) auf einen Standpunkt gestellt, der dem des
Saccheri sehr #hnlich ist. Insbesondere bemerkt Lambert, daB bei
Nichtannahme des Euklidischen Parallelenpostulats, da dann die Be-
trachtung dhnlicher Figuren wegfillt, eine Art natiirlicher oder absoluter

78) Géométrie de position, Paris 1803, p. 481 FuBnote.

79) Oeuvres 6, p. 472.

80) Euclide restituto overo gli antichi elementi geometrici ristaurati e faci-
litati, Roma 1680, zweite Ausgabe 1686; vgl R. Bonola, Boll. di bibliogr. e
stor. delle mat. 1905.

81) Un prescursore italiano di Legendre et di Lobatschewsky. Rom Line.
Rend. (4) 5! (1889), p. 441.

82) Euclides ab omni naevo vindicatus; sive conatus geometricus quo stabi-
liuntur prima ipsa universae geometriae principia, Mediolani 1733.

83) Aufgesetzt 1766, verdffentlicht 1786 im Magazin fiir die reine und an-
gewandte Mathematik.
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Mafeinheit existieren muB, und er findet, daB der Inhalt eines Drei-
ecks der Differenz zwischen der Winkelsumme und zwei rechten
Winkeln gleich ist; endlich bemerkt er (hierin ein Vorldufer von
B. Riemann), daB die Annahme des stumpfen Winkels (vgl. oben) in
der Geometrie auf der Kugel erfiillt wird und daB die Annahme des
spitzen Winkels auf einer Kugel von imaginirem Radius erfiillt sein
wiirde.

Die Saccherischen und Laimbertschen Ergebnisse umfassen den
wesentlichen Teil dessen, was spiter und unabhiingig davon von den
franzosischen Geometern und inshesondere von Adrien Marie Legendre®t)
wiedergefunden wurde, daB némlich ,das Euklidische Postulat der An-
nahme gleichwertig ist, daB die Summe der Winkel eines (besondern)
Dreiecks gleich zwei Rechten ist, und daB diese Annahme dann fiir
jedes Dreieck erfiillt ist“ (wenigstens dann, wenn man alle Postulate
I, II, III der Nr. 3—5 und das Archimedische Postulat als gegeben an-
nimmt; vgl. Nr. 44).

Gauf3 scheint der erste gewesen zu sein, der die Unbeweis-
barkeit des Parallelenpostulats und daher die Moglichkeit einer all-
gemeinen Geometrie, die davon absieht, erfaBt hat, und er hat selbst
deren Grundlagen aufgestellt®).

In Beziehung zu Gau@ stehen F. K. Schweikart®®) und F. Ad.
Tawrinus®?), die sich zwischen 1816 und 1826 mit dieser Frage be-
schiftigt haben. Es ist bemerkenswert, daB Schweikart in Briefen
und personlichen Mitteilungen die Uberzeugung klar ausgesprochen
hat, daB ein geometrisches System moglich ist, in dem das Parallelen-
postulat nicht gilt. Taurinus hat bei der Entwickelung eines Ge-
dankens, dessen Keim sich bei Lambert findet, die Formeln der nicht-
Euklidischen Trigonometrie erhalten und bemerkt, dafl diese ein sich
nicht widersprechendes System bilden; gleichwohl hilt er, irregefiihrt
durch eine sophistische Interpretation der Konstanten (der Kriimmung),
die in den genannten Formeln vorkommt, die Euklidische Geometrie
fiir allein im physischen Raume giiltig.

Nikolar Lobatschefskij®) war der erste, der, in seinen seit 1829

84) Réflexions sur différentes maniéres de démontrer la théorie des paralleles
ou le théoréme sur la somme des frois angles du triangle, Paris Mém. 12
(1833), p. 865.

85) Jedenfalls von 1816 an; vgl. Werke 8, p. 175 und 182.

86) Stickel und Engel, Parallelentheorie, p. 243; Gauf, Werke 8, p. 178,

87) Theorie der Parallellinien, K6ln 1825; Geometriae prima elementa, Colo-
niae Agrippinae, 1826. Vgl. Stdckel und Engel, Parallellinien, p. 246, und Gaup,
Werke 8, p. 186.

88) Vgl. Fr. Engel, Nik. Iwan. Lobatschefskij, Zwei geometrische Abhand-



42 Il AB 1. F. Enrigues. Prinzipien der Geometrie.

veroffentlichten Abhandlungen, offentlich die Moglichkeit einer Geo-
metrie, die von dem Euklidischen Postulat absieht, aussprach, und
wenig spiter (1832) vertffentlichte Johann Bolyai eine in dem-
selben Sinne gehaltene Schrift®?). Die von diesen Geometern er-
haltenen iibereinstimmenden Resultate wurden von Gauf in seinem
Briefwechsel mit Bessel, W. Bolyai, Olbers und Schumacher bestitigt.
Sie bilden ein Lehrgebiude, das mit den Namen imagindre Geometrie,
absolute Geometrie, wicht-Euklidische Geometrie, Pangeometrie, allgemeine
Geometrie bezeichnet wird. Von den ersten beiden Namen deutet der
eine die Meinung, daB die neuen Theorien physisch unsinnig seien,
der andere den Glauben an die absolute Geltung der geometrischen
Postulate abgesechen vom Parallelenpostulate an; der von Gauf ge-
brauchte Name ,nicht-Euklidische Geometrie“ wird passend im eigent-
lichen Sinne angewandt, wenn man das geometrische System betrachtet,
das aus der Negation des Euklidischen Postulats hervorgeht, aber er
wird oft im uneigentlichen Sinne gebraucht, um die allgemeine Geo-
metrie des Raumes, die den Euklidischen und den nicht-Euklidischen
Fall in sich begreift, zu bezeichnen. Wir werden den Namen nicht-
Euklidische Geometrie nur in seinem eigentlichen Sinne gebrauchen,
indem wir fiir das umfassendere geometrische System den Namen all-
gemeine Geometrie annehmen.

Die Bolyaischen und Lobatschefskijschen Resultate, auf die oben
hingedeutet wurde, erschopfen jedoch, wie schon in der Einleitung
erwihnt worden ist, nicht den ganzen Bereich der nicht-Euklidischen
Geometrie. Sie beruhen immer auf der Annahme, daB die Gerade
eine offene Linie ist und also eine unendliche Léinge hat. Man
kann aber voraussetzen, daBl die Gerade eine geschlossene Linie von
endlicher Ldnge ist, und kommt dann zu einem anderen nicht-Eukli-

dischen geometrischen Systeme. Dieser Fall wurde erst von B. Riemann
klar erfaBt (vgl. Nr.19).

Wir haben nun folgende Grundlage der allgemeinen Parallelen-
theorie:

lungen, 1. Teil: Die Ubersetzung, 2. Teil: Anmerkungen, Lobatschefskijs Leben
und Schriften, Register, Leipzig 1898 und 1899.

89) Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens usw. in W. Bolyais
Tentamen 1, fiir sich neu hrsgeg. Leipzig 1903. Vgl. die Publikationen
von P. Stickel: GauB, die beiden Bolyai und die nicht-Euklidische Geometrie,
Math. Ann. 49 (1897), p. 149 (zusammen mit F. Engel); Die Entdeckung der
nicht-Euklidischen Geometrie durch Joh. Bolyai, Ungar. Ber. 17 (1901), p. 1;
Aus Joh. Bolyais NachlaB, Untersuchungen aus der absoluten Geometrie, Un-
gar. Ber. 18. (1902), p. 280. Joh. Bolya: hatte die Sache schon im Jahre 1823.
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Man nehme die fundamentalen Sitze tiber die Gerade und die
Ebene, iiber die Kongruenz und die Bewegung an, die in den Postu-
latengruppen I, II, III der Nrn. 3, 4, 5 (unter Hinzufiigung der
Stetigkeit) enthalten sind, modifiziere jedoch die Postulate II in der
Weise, dafl die Moglichkeit, daB die Gerade nicht eine offene, son-
dern eine geschlossene Linie ist, vorbehalten bleibt.

Man betrachte eine Gerade a und einen auflerhalb gelegenen
Punkt 4 und konstruiere alle Geraden, die von A4 aus die Punkte
von « projizieren; die Grenzgeraden dieses Biischels heiflen, sofern sie
existieren, die durch 4 zu a gezogenen Parallelen.

Bei der Fuklidischen Annahme gibt es durch A eine Parallele
zu a; aber noch zwei andere Annahmen sind mit den bereits an-
genommenen Postulaten vertriaglich: durch A gehen zwei Parallele
zu a (die Bolyai- Lobatschefskijsche Annahme); durch A geht keine
Parallele zu a (die Riemannsche Annahme)

Wenn man in bezug auf einen Punkt 4 und eine Gerade o eine
der drei Annahmen macht, so gilt dieselbe Annahme auch fiir irgend
eine andere Gerade und irgend einen anderen auBerhalb gelegenen
Punkt. In jedem Falle kommt der Charakter des Parallelismus einer
durch 4 gehenden Geraden b zu einer Geraden ¢ der Geraden b auch
fiir jeden anderen ihrer Punkte zu, und die Beziehung des Parallelis-
mus zweier Geraden ist immer gegenseitig.

Die drei geometrischen Systeme, die aus den drei Annahmen von
Bolyai-Lobatschefskij, FEuklid und Riemann hervorgehen, bezeichnet
man nach F. Klein durch die Namen hyperbolisch, parabolisch, ellip-
tisch; siehe unten (Abschnitt III, Nr. 23) unter projektiver Geometrie.
Sie konnen (wie bereits angedeutet worden ist) dadurch charakterisiert
werden, dall man den Wert der Winkelsumme irgend eines gerad-
linigen Dreiecks ins Auge faBt, der in den drei Fillen der Reihe
nach kleiner als zwei rechte Winkel, gleich zwei rechten Winkeln
oder groBer als zwei rechte Winkel ist (vgl. Nr. 44).

Anstelle des Pythagoriiischen Satzes der Euklidischen Geometrie
tritt eine allgemeinere Relation, die fiir die Formeln der elliptischen
und der hyperbolischen Trigonometrie die Grundlage bildet; die Eukli-
dische oder parabolische Trigonometrie ist in dieser allgemeinen Trigo-
nometrie als Grenzfall enthalten®). Fiir unendlich kleine Dreiecke

90) Die Formeln der hyperbolischen Trigonometrie sind von J. Bolya¢ und
N. Lobatschefskij gegeben worden; die des elliptischen Falles sind die Formeln
der sphirischen Trigonometrie (J. H. Lambert), und man geht von den zweiten zu
den ersten iber, indem man den Radius der Kugel imaginir nimmt.
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sind die Formeln der allgemeinen Trigonometrie dieselben wie die der
Euklidischen Trigonometrie?).

9. Weitere Ausfithrungen zur Parallelentheorie. GemiB den
Erorterungen der Einleitung ziehen wir jetzt zwei Fragen in Er-
wigung:

a) wie man dazu gelangt, die logische Moglichkeit der nicht-
Euklidischen Geometrie und also die Unabhéingigkeit des Euklidischen
Postulats von den vorhergehenden zu beweisen;

b) unter welchen einfachen, dem Euklidischen Postulate gleich-
wertigen Formen die Annahme, die der gewshnlichen Parallelentheorie
zugrunde liegt, ausgesprochen werden kann.

ad a) N. Lobatschefskij hat gezeigt, daB die Beziehungen der
hyperbolischen Trigonometrie durch ein in sich widerspruchfreies
System analytischer Formeln wiedergegeben werden, und daraus den
ersten Beweis der logischen Mdoglichkeit der nicht-Euklidischen Geo-
metrie hergeleitet.

Darauf kam man (Riemann, Beltrami) auf den Gredanken, eine wirk-
liche Interpretation der nicht-Euklidischen Geometrie in der Geometrie
auf den Flichen konstanter Kriimmung (vgl. Nr. 17) zu suchen, und
daraus leitete man einen neuen Beweis der logischen Moglichkeit der
nicht-Euklidischen Systeme der Ebene her. Leider reprisentiert eine
solche Fliche immer nur ein Stiick der Ebene.

Noch iiberzeugender ist die Interpretation, welche die nicht-
Euklidische Geometrie nach I Klein in der zu einem beliebigen
Kegelschnitt gehorigen Cayleyschen MaBbestimmung findet (weil nim-
lich dabei die ganze nicht-Euklidische Ebene zur Veranschaulichung
kommt); hieriiber wird weiter unten, unter projektiver Geometrie
(Nr. 23), ndheres anzugeben sein.

Durch die projektive Interpretation wird zugleich ein feiner
Punkt klargestellt. Urspriinglich nahm man (wie es schon Lambert
angedeutet hatte) zum Muster der elliptischen ebenen Geometrie die
Geometrie auf der Kugel, und da auf dieser zwei groBte {Gerade dar-
stellende) Kreise sich immer in zwei Punkten schneiden, so betrach-

91) Diese Bemerkung hat als Grundlage fiir einen IntegrationsprozeB ge-
dient, durch den man die Formeln der allgemeinen Trigonometrie erhilt, indem
man von denjenigen fiir unendlich kleine Dreiecke ausgeht. Vgl. C. Flye St.- Marie,
Etudes analytiques sur la théorie des paralléles, Paris 1871; J. De La Vallée
Poussin, Mathesis (2) 5 (1895), Suppl. 5, p. 6, und Brux. Soc. sc. (2) 19 B (1895),
p. 17, und Gaup, Werke 8, p. 2565. — Hinsichtlich der Moglichkeit, die hyper-
bolische Geometrie zu begriinden, ohne von der Stetigkeit Gebrauch zu machen,
vgl. Hilbert, Grundlagen, Anhang III, p. 107.
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tete man diese Eigenschaft als der elliptischen Geometrie der Ebene zu-
kommend, in der darum das Postulat ,Zwei Punkte bestimmen eine
Gerade“ eine Ausnahme erleiden miite. Diese Anschauungsweise
wurde von F. Klein berichtigt, der bemerkte, daB, wenn man die
nicht- Euklidische Geometrie der Ebene in der Geometrie auf einer
Fliche wiederspiegelt, zuniichst nur die Geometrie eines einfach zu-
sammenhiéngenden Gebietes der Ebene mit der Geometrie eines ent-
sprechenden Gebietes der Fléiche iibereinstimmt und es nicht ohne
weiteres erlaubt ist, das, was man von der Fliche als Ganzes be-
trachtet aussagt, auf die Ebene anzuwenden (vgl. Nr. 17 und 36).
Die Geometrie der vollstindigen elliptischen Ebene spiegelt sich nicht
in der Geometrie auf der Kugel, sondern in der gewthnlichen Geometrie
des Strahlenbiindels wieder; das will sagen: wenn man die ,Punkte® der
Ebene durch die ,Geraden” des Biindels und die Ausdriicke ,Gerade”
und , Entfernung” durch die Ausdriicke ,Biischel* und ,,Winkel“ er-
setzt, so gehen alle Sitze der (elliptischen) Ebene, in denen die ellip-
tische Geometrie gilt, in die gewshnlichen Sitze der Geometrie des
Biindels iber, und umgekehrt. Dadurch wird auch klar, daB die
elliptische Ebene (ebenso wie die projektive Ebene) eine sogenannte
Doppelfliche (oder einseitige Fliche) ist, d. h. durch eine Gerade nicht
in zwei Stiicke zerlegt wird, denn auch das Strahlenbiindel wird durch
eine Kbene nicht in zwei Stiicke zerlegt (vgl. Nr. 24 b). Man erkennt
auf diese Weise die vollkommene Vertriglichkeit der die ebene Geo-
metrie betreffenden elliptischen Annahme mit den Postulaten der Ge-
raden und der Kongruenz.

Immerhin geniigen die oben angefithrten Interpretationen noch
nicht, um die Unabhéingigkeit des Euklidischen Postulats von den
voranstehenden Postulaten der Geometrie des Rawmes darzutun, weil
sie die Moglichkeit nicht ausschlieBen, daB das genannte Postulat
(wie der Satz von den homologen Dreiecken) durch Komstruktionen
@m Rawme, indem man aus der Ebene herausgeht, bewiesen werden
konnte. Es muf also der Beweis der logischen Moglichkeit der nicht-
Euklidischen Geometrie im Raume gegeben werden. Diesen Beweis
entnimmt man der Theorie der dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten
konstanter Kriimmung (Nr. 19), oder auch wieder im Sinne Kleins
der im Raume auf eine Fliche zweiten Grades zu griindenden Cayley-
schen MaBbestimmung®). Jeder dieser Wege bietet den Beweis der

92) Hinsichtlich der Unabhiingigkeit des Parallelenpostulats von den anderen
in den Euklidischen ,Elementen* vorher gemachten Annahmen vergleiche man
die kritische Erorterung dieser Annahmen durch F. Lindemann bei A. Clebsch
und I Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, 2!, Leipzig 1891, Abschn. 3.
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Unabhingigkeit des Euklidischen Postulats von den Postulaten, die
sich auf das EinanderangehGren von Geraden und Ebenen, auf die
Kongruenz und die Stetigkeit beziehen, dar, da man die logische Exi-
stenz der dabei auftretenden Entwicklungen entweder durch die zu-
gehorigen einander nicht widersprechenden analytischen Formeln oder
dadurch dartun kann, daB man die Moglichkeit der gewGhnlichen
Euklidischen Geometrie (auf Grund der Anschauung) als gegeben an-
nimmt (vgl. die Einleitung).

In philosophischer Hinsicht entsteht darauf die Frage, ob die
nicht-Euklidische Geometrie auBer einer logischen Moglichkeit auch
eine physische Moglichkest bilden kann. In dieser Hinsicht ist zu be-
merken, daB nur die Erfahrung Richter sein kann; aber die zur Ent-
scheidung der Frage herbeigezogenen Messungen haben notwendiger-
weise nur einen approximativen Wert. Sie konnten also die Geltung
der nicht-Euklidischen Geometrie beweisen, wenn das MaB der Winkel-
summe eines Dreiecks einen durch die Wahrnehmung einzuschétzenden
Wert unter oder iiber zwei Rechten ergibe. Umgekehrt aber wird es
(bei dem approximativen Charakter aller Messungen) niemals moglich
sein, die physische Geltung der Euklidischen Annahme exakt zu be-
weisen. Wirkliche Winkelmessungen an geoditischen (Gauf) oder
astronomischen (Lobatschefskij) Dreiecken haben nie eine Abweichung
im bestimmten Sinne von 180° erkennen lassen %).

ad b) Wir zihlen nun die hauptsichlichen Annahmen auf, die
dem Xuklidischen Postulat gleichwertig sind, wenn man alle An-
nahmen {iber die Verkniipfung (I in Nr. 3), die Anordnung (II in
Nr. 4), die Kongruenz (III in Nr.5) und die Stetigkeit macht, aber
die Postulate II in Nr. 4 in der Weise modifiziert nimmt, daB sie
nicht die Unendlichkeit der Geraden einschliefen:

1) Existenz einer einzigen Parallelen durch einen Punkt zu einer
gegebenen Geraden.

2) Existenz zweier Geraden einer Ebene, die sich nicht schneiden
und iiberall gleich weit von einander entfernt sind.

3) Existenz zweier #hnlicher und nicht kongruenter Dreiecke
(Wallis, Carnot, Laplace).

4) Existenz eines Dreiecks, in dem die Winkelsumme gleich zwei
Rechten ist (Legendre).

5) Existenz von Dreiecken, deren Fliche beliebig groB ist (Gaug,
Brief an W. Bolyai vom 16. Dez. 1799, Werke 8, p. 159; vgl. Nr. 10).

93) Vgl. F. Zjllner, Wissenschaftliche Abhandlungen 1, p. 229.
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Nimmt man die Unendlichkeit der Geraden an, so kann das
Euklidische Postulat durch die folgenden ersetzt werden:

Durch einen in der Ebene eines spitzen Winkels und innerhalb
desselben gelegenen Punkt kann man immer eine Gerade ziehen, die
die beiden Schenkel des Winkels trifft (Legendre).

Drei nicht in gerader Linie liegende Punkte liegen immer auf
einem Kreise (J. Bolyai).

Endlich 1iBt sich die Euklidische Geometrie im Hinblick anf die
Mechanik charakterisieren:

Das Euklidische Postulat 148t sich auf das mechanische Postulat
des Archimedes zuriickfithren, wonach ,wenn zwei gleiche und gleich-
gerichtete Kriifte an den Enden einer Strecke A B normal angebracht
sind, die (durch den Mittelpunkt von AB gehende) Resultante der
Summe der Komponenten gleich ist“. In den nicht-Euklidischen
Fillen wiirde die Resultante eine andere Funktion der Komponenten
sein®). Uber die Beziehungen des Parallelenpostulats zu dem Archi-
medischen Postulat vgl. Nr. 44.

10. Flicheninhalt und Rauminhalt®). Fuklid behandelt die
Flichen- und Rauminhalte®) als Griflen sui generis, wobei er als
Attribute des allgemeinen GroBenbegriffs folgende ganz allgemein ge-
haltene Axiome zu Grunde legt®):

1) Te ©é adtd ioa xal GAljlorg éoriv iGe.

2) Kel v ifog 6 moooredq, va §Aw éoriv iow.

3) Kai éov émd loov iou dpougedi, o xatalamdusvd oty iGa.

4) Kol vo dpapudfovre éX #AAnAe ige dAAvjdorg atliv.

5) Kol 0 8lov tod ugovg ueifdv [éotiv).

Auf Deutsch:

1) Was demselben (dritten) gleich ist, ist einander gleich.

2) Und wenn zu Gleichem Gleiches hinzugefiigt wird, so sind die
Summen gleich.

94) A. Genocchi, Torino Atti 12 (1877), p. 489; Torino Mem. 29 (1877); vgl.
J. &’ Andrade, Lecons de mécanique physique, Paris 1898, notes, p. 855 ff. Die
ersten Arbeiten iiber die Mechanik bei der nicht-Euklidischen Annahme finden
sich bei M. de Tilly, Etudes de mécanique abstraite, Brux. Mémoires couronnés
21 (1870); vgl. Bordeaux Mémoires (2) 3 (1879), p. 1, besonders Fufn. zu Nr. 21;
ferner E. Schering, Gott. Nachr. 1870, p. 811, und 1873, p. 149; R. Lipschitz,
J. f. Math. 74 (1872), p. 116; W. Killing, J. f. Math. 98 (1884), besonders p. 24 f.

95) Es sei hier auf die ausfithrliche Erérterung dieses Gegenstandes bei
Enriques, Questioni (Artikel von U. Amalds), sowie bei Holder (FuBnote 65) hin-
gewiesen.

96) Elemente, Buch 1, 11, 12.

97) Elemente, Buch 1.
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3) Und wenn von Gleichem Gleiches hinweggenommen wird, so
sind die Reste gleich.

4) Und was sich zur Deckung bringen liBt, ist einander gleich.

5) Und das Ganze ist groBer als sein Teil.

A. Wir besprechen zunfichst den Fall ebener Figuren.

Die ersten vier dieser Axiome stellen zwei wesentlich verschie-
dene Kriterien auf, um die Fldchengleichheit ebener Figuren zu
erkennen: a) ihre Zerlegbarkeit in kongruente Teile (Flichengleich-
heit durch Summation — 1, 2, 4), b) die Moglichkeit, zwei Figuren
als Differenzen kongruenter Figuren aufzufassen (Flichengleichheit
durch Subtraktion — 3, 4). Von diesen beiden Kriterien bringt
Euklid in der Theorie der Flichengleichheit der ebenen Polygone
bald den einen bald den anderen zur Anwendung, wihrend er auf
Grund des fiinften Axioms imstande ist, die wmgekehrten Theoreme
zu beweisen, in denen man aus der Flichengleichheit gewisser Poly-
gone auf die Gleichheit von Strecken schliefit.

Diesen Gesichtspunkten a) und b) fiigt Fuklid einen anderen
hinzu, der sich auf die stillschweigende Voraussetzung griindet, daB,
,wenn zwei Flidchen (oder Volumina) ungleich sind, eine FlichengroBe
(oder ein Volumen) existiert, die, zu der einen von beiden (der kleineren)
addiert, eine Summe gleich der anderen (der gréBeren) ergibt?, und
diese Voraussetzung liegt dem Ezhaustionsverfahren zugrunde, in dem
die Gleichheit von Flichen- oder Rauminhalten indirekt bewiesen wird.

In den von Euklid zur Exkennung der Gleichheit polygonaler Flichen
angewandten Kriterien a) und b) ist etwas Uberfliissiges enthalten,
denn P. Gervien®) hat bewiesen, daB ,zwei flichengleiche ebene (oder
sphirische) Polygone immer durch Summation flichengleich sind“

W. Bolyai ) hatte dieselbe Bemerkung gemacht und wollte fiir
irgendwelche Flichen den folgenden Satz beweisen:

Die sich nicht deckenden Teile zweier sich zum Teil deckender
kongruenter Figuren lassen sich in kongruente Teile zerlegen;

aus dem sich der allgemeinere Satz ergeben wiirde:

Wenn man von zwei kongruenten Flichen kongruente Teile
wegnimmt, so lassen sich die iibrig bleibenden Stiicke in kongruente
Teile zerlegen;

aber sein Beweis des ersten Satzes ist leider ungentigend.

98) Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen geradlinigen Figuren
in dieselben Stiicke. Zerschneidung jeder beliebigen Menge verschieden ge-
stalteter Figuren von gleichem Inhalt auf der Kugelfiiche in dieselben Stiicke,
J. f. Math. 10 (1833), p. 228, 235.

99) Tentamen 1, § 35.
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J. M. C. Duhamel*™), der die uns beschiftigende Frage in kritischer
Absicht studierte, hat zum ersten Male die logische Notwendigkeit dar-
getan, fiir jede Klasse geometrischer GriBen die Begriffe Summe, Teil,
grofer und kleiner zu definieren. Er ist auf diese Weise zur Angabe
eines neuen Weges fiir die Entwicklung der Theorie der Flichen-
gleichheit gefiihrt worden, wobei dieser Begriff nicht mehr als eine
nicht definierte, den Euklidischen Axiomen 1) ... 5) geniigende Be-
ziehung erscheint. Die Flichengleichheit wird vielmehr ausdriicklich
als Gleichheit durch Summation definiert, und diese Definition tritt
an Stelle der Axiome 1), 2), 4). Dubamel entwickelt einige Gleich-
heitssiitze, indem er die Benutzung der Subtraktion und daher des
Axioms 3) systematisch zu vermeiden sucht; im besonderen hat er
durch ein Verfahren, in dem das Archimedische Postulat'®!) auftritt,
bewiesen, ,daB zwei Parallelogramme von gleicher Grundlinie und
Héhe flichengleich sind“. :

Diese Entwicklungen wurden von 4. Faifofer'®?) zu einer Theorie
vervollstindigt, die sich ohne ein neues Axiom auf Definitionen auf-
baut. Aber A. De Zol¢'%%) hat hervorgehoben, daB bei dem Beweise
der umgekehrten Sitze, in denen von der Flichengleichheit auf die
Gleichheit von Strecken geschlossen wird, immer das oben erwihnte
finfte Axiom auftritt, das, wenn man die Flichengleichheit durch
Summation definiert, sich in folgendem Prinzipe ausspricht:

»Wenn ein Polygon in irgend einer Weise in Teile zerlegt wird,
so ist es, wenn man einen dieser Teile weglilt, nicht mdglich, die
tibrigen so anzuordnen, daB sie das Polygon vollstindig bedecken.®

Dieses Prinzip bildet, wenn man es als unmittelbar einleuchtend
annimmt, ein Postulat, und R. De Paolis hat es auch in seinen Ele-
menten ausdriicklich als solches ausgesprochen’®). Die italienischen
Geometer pflegen es ausdriicklich das De Zoltsche Postulat zn nennen.

DaB dieses Postulat iiberfliissig ist, d. h. daB dieser Satz aus
der Gesamtheit aller in den vorstehenden Nummern untersuchten An-
nahmen folgt, ist leicht zu erkennen, wenn man die allgemeine
moderne Auffassung des Flichenmafes als der Grrenze einer Summe

100) Des méthodes dans les sciences de raisonnement, Paris 1865—88, 2, im
besondern die Kapitel 1 und 5 und die Note tiber die Flichengleichheit, p. 445.

101) Die Benutzung dieses Axioms ist notig, wie D. Hilbert hervorgehoben
hat (vgl. Nr. 43).

102) Elementi di geometria.

108) Principii della eguaglianza di poligoni (equivalenza di poligoni) prece-
duti da alcuni cenni critici sulla teoria della equivalenza geometrica, Milano 1881;
Principii della eguaglianza di poliedri e di poligoni sferici, Milano 1883.

104) Elementi di geometria, Torino 1884, p. 281.

Encyklop. d. math. Wissensch. IITL 1. 4
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von Quadraten zu Hilfe nimmt; in der Tat wird dann das De Zoltsche
Prinzip zu einer Folge des fundamentalen Satzes iiber die Existenz
des Integrals, wie dies W. Killing'"®) (1885) hervorgehoben hat.

Aber ein direkter und elementarer Beweis dieses Prinzips ist
das erste Mal von F. Schur'®) (1892) geliefert worden, dann auf
verschiedene Weise von O. Rausenberger'™) (1893), von G. Veronese'®)
(1894/95), von L. Gérard'®) (1895) und von G. Lazzeri'®) (1895).

Also ergibt sich als elementar bewiesen:

Die Theorie der Gleichheit der ebenen Polygone Fkann entwickelt
werden, wenn man die Gleichheit als Zerlegbarkeit in kongruente Teile
definiert, ohme daf3 den Postulaten des Einanderangehirens, der Kon-
gruenz und der Anordnung (das Stetigkeits- oder das Archimedische
Postulat inbegriffen) ein anderes hinzuzufiigen ist.

Gehen wir nun zu den Flichen von krummliniger Begrenzung iber.

Hier ist das fiir den Vergleich der Polygone angenommene ele-
mentare Kriterium nicht anwendbar, denn ein Satz von M. Rethy''*)
stellt die Bedingungen auf, die erfiillt sein miissen, damit zwei
gleiche Flichen sich in eine endliche Zahl kongruenter Teile zer-
legen lassen, und diese Bedingungen werden im allgemeinen, z. B. bei
einem Kreise und einem Quadrate von gleichem Inhalt, nicht erfiillt.

Die allgemeine Theorie des Flicheninhalts erfordert also, daB
man entweder auf das Exhaustionsverfahren zuriickgreift, das von
den Alten zur Bestimmung der Fliche des Kreises, des Parabel-
abschnitts usw. angewandt worden ist'?), oder auf das moderne Ver-
fahren der Integralrechnung (I A III, Pringsheim, Nr.11).

Jedoch gilt auch fiir Flichen von krummliniger Begrenzung das

105) Nicht-Euklidische Raumformen, Leipzig 1885 ; nitheres in der Einfithrung
in die Grundlagen der Geometrie 2, Paderborn 1898, p. 24 f.

106) Dorpat. Naturf. Ges. Ber. 1892. Ergiinzungen bei G. Biasi, Ancora sulla
equivalenza dei poligoni (Riv. di mat. 9 (1899), p. 85).

107) Das Grundproblem der Flichen- und Rauminhaltslehre, Math. Ann. 42
(1893), p. 275.

108) Dimostrazione della proposizione fondamentale dell’ equivalenza delle
figuri, Ist. Ven. Atti (7) 6 (1894—95).

109) Sur le postulat relatif 4 I'équivalence des poligones considéré comme
corollaire du théoréme de Varignon, Paris Bull. Soc. math. 23 (1895), p. 268.

110) Sulla teoria dell’ equivalenza geometrica, Riv. di mat. 1895, fasc. 3—4
und 5—6.

111) Endlich-gleiche Flichen, Ung. Ber. 1890, 16. Juni; Math. Ann. 38 (1891),
p. 145.

112) Eine kritische Entwicklung dieses Exhaustionsverfahrens bei den ele-
mentarsten Flichenfragen findet sich in den Elementi di geometria von F. Enpri-
ques und U. .Amaldi, Bologna 1903, zweite Auflage 1905.
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fiir die Polygone erhaltene Resultat, das wir jetzt in folgender Weise
aussprechen koénnen:

Die Postulate des Einanderangehirens, der Kongruenz und der
Anordnung (das Stetigkeits- oder das Archimedische Postulat inbe-
griffen) haben zur Folge, daf3, wenn man die Gleichheit als Zerlegbar-
keit in eine endliche oder umendliche Zahl kongruewter Teile definiert,
ebene Flicheninhalte als eine Klasse von Gripen betrachtet werden kinnen.

B. Nun wenige Worte tiber den Rauminhalt.

Euklid behandelt die Volumina in analoger Weise wie die
Flachen als GroBen. Das schlieBt eine Voraussetzung ein, die man
durch das auf die Volumina iibertragene De Zoltsche Prinzip aus-
driicken kann. Aber auch hier gelingt ein elementarer Beweis dieses
Prinzips durch eine Erweiterung der oben angefiihrten Beweise fiir
die Ebene; diese Erweiterung ist von Rausenberger'®) und Gérard®?)
kurz angegeben worden und findet sich bei Veromese'®®) in ihren
Einzelheiten ausgefiihrt.

Es folgt also, da auch die Theorie der Gleichheit im Raum sich
auf der gewdhnlichen Definition ohne Hinzuftigung eines besondern
Postulats aufbauen 148t1'%).

Aber wenn man die Gleichheit der Polyeder studiert, so tritt die
neue Frage auf, ,ob zwei Polyeder von gleichem Rauminhalt in eine
endliche Zahl kongruenter Teile zerlegt werden konnen“. Die frucht-
losen Versuche, eine solche Zerlegung bei dem Tetraeder zu erhalten,
und eine Bemerkung G. Sforzas''*) liefen erwarten, daf die Ant-
wort auf diese Frage im allgemeinen negativ sein werde. Und dies
ist neuerdings von M. Dehn''®) bewiesen worden.

Bevor wir diese Nummer schlieBen, wollen wir noch zwei
Fragen beriihren.

1) Das Verhiltwis der Theorie des Flicheninhalts (und des Roum-
mhalts) zu dem Parallelenpostulat.

Das Prinzip, daB man die Flichen- und Rauminhalte als GroBen
betrachten kann, ist von dem Parallelenpostulat unabhiingig, da es
sich auch bei der nicht-Euklidischen Annahme aufstellen liBt. Aber
alle Sitze iiber Flichengleichheit hingen direkt von der Annahme
ab, die man iiber die Parallelen macht. Die von GauB, Bolyai, Lobat-

118) Vgl. auch S. 0. Schatunovsky, Uber den Rauminhalt der Polyeder, Math.
Ann. 57 (1903), p. 496.

114) Un osservazione sull’ equivalenza dei poliedri per congruenza delle
parti, Riv. di mat. 7 (1897), p. 105. Vgl auch R. Bricard, Nouv. Ann. (3) 15
(1896), p. 331.

115) Math. Ann. 55 (1902), p. 465.

4*
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schefskij entwickelte nicht-Euklidische Theorie des Flicheninhalts fithrt
zu der Erkenntnis, daB der Inhalt eines Dreiecks durch die Differenz
zwischen seiner Winkelsumme und zwei Rechten (in der hyperbolischen
Geometrie als Defekf) gegeben ist, woraus z. B. die Existenz einer
oberen Grenze fir den Inhalt eines Dreiecks folgt (Gawuf, Brief an
Ch. L. Gerling vom 16. Mérz 1819, Werke 8, p. 181; vgl. Nr.9). In
der elliptischen Geometrie wird es ein ExzeB.

Hinsichtlich der den Rauminhalt betreffenden Probleme der nicht-
Euklidischen Geometrie vergleiche man Lobatschefskij (FuBinote 88).

2) Verhiltwis der Theorie des Flicheninhalts zu dem Archimedi-
schen Postulat.

Bei dem oben skizzierten Aufbau der elementaren Theorie der
Flachengleichheit und auch bei den gewdhnlichen Entwicklungen der
Integralrechnung wird das Archimedische Postulat gebraucht. Nun
hat D. Hilbert''®) gezeigt, daB man ein MaB der polygonalen Flichen
unabhéngig von diesem Postulate erhalten kann; allerdings lassen sich
dann zwei Polygone von gleichem Flicheninhalt nicht mehr stets in
eine endliche Zahl kongruenter Teile zerlegen (vgl. Nr. 43).

11. Neue Entwicklungen zur Proportionentheorie im Sinne
der Alten. Bei Fuklid finden sich mehrere Sitze, die zweimal be-
wiesen werden, einmal mit Hilfe der Flichengleichheit, das andere Mal
mit Hilfe seiner arithmetischen Theorie der Proportionen (wir nennen
diese Theorie arithmetisch, weil der von FEuklid gebrauchte Begriff
des Adpog, wie wir schon bemerkten (Nr. 7), genau dem modernen Zahl-
begriff entspricht). H. G. Zeuthen erblickt hierin den letzten Rest
eines gewissen Kampfes, der zwischen diesen beiden Behandlungs-
weisen der Aufgaben bestehen mufBte, bis in der arithmetischen Pro-
portionentheorie (von den unmittelbaren Vorgingern Fuklids) die
Schwierigkeiten iiberwunden waren, die mit dem Falle eines inkom-
mensurablen Verhiltnisses zusammenhiingen. Im Anschlusse an Euklid
erhielt dann die arithmetische Methode der Proportionen endgiiltig die
Oberhand.

Jedoch sind die Entwicklungen, welche darauf ausgehen, die
Geometrie von den Betrachtungen des Zahlbegriffes zu befreien, in
unseren Tagen wieder aufgenommen worden, und es ist in der Tat
gelungen, eine rein geometrische Theorie der Proportionen zwischen
Strecken aufzustellen.

Die Sitze, die einer solchen Behandlungsart zu Grunde liegen
konnen, sind:

116) Grundlagen, §§ 20, 21.
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1) der Satz von Thales: die Proportionalitit der Strecken, die
auf den beiden Schenkeln eines Winkels von parallelen Geraden ab-
geschnitten werden;

2) die Flichengleichheit zweier Dreiecke (oder Parallelogramme),
die einen Winkel gemeinsam haben und in denen die diesen Winkel
einschlieBenden Seiten umgekehrt proportional sind.

Legt man den einen oder den anderen Satz einer Definition der
Proportion zwischen Strecken zu Grunde, so driicken sich die funda-
mentalen Eigenschaften der Proportionen in Behauptungen diber den
Parallelismus oder diber die Fldchenyleichheit aus, und diese miissen
also direkt bewiesen werden, ohne daB der Begriff des Verhiltnisses
und damit des Zahlbegriffes zu Hilfe genommen wird.

Beide hier angedeuteten Wege haben (was moderne Unter-
suchungen angeht) ihren Ursprung in der Ausdehnungslehre von
H. Grafmann''?), wo jedoch die Strecken nicht nur in ihrer GroBe,
sondern auch in ihrer Richtung betrachtet werden. Insbesondere
driickt sich die distributive Eigenschaft der Multiplikation bei der
Grapmannschen Rechnung sofort in der Identitit der beiden auf die
Satze 1) und 2) gegriindeten Definitionen der Proportion aus.

Rajola Pescarini %) (1876) definiert die Proportion zwischen
Strecken mit Hilfe des Satzes von Thales in bezug auf einen ge-
gebenen. Winkel und leitet daraus geometrisch den Satz 2) ab, indem
er sich auf den 35. Satz des dritten Buches von Euklid tiber die Kreis-
sehnen stiitzt, der dort mit Hilfe des Pythagordischen Satzes bewiesen
wird; es gelingt ihm auf diese Weise, die Definition der Proportion von
dem besonderen Winkel, von dem er ausgegangen ist, frei zu machen.
Er entwickelt dann einen Beweis des Satzes, daB ,Streckenpaare, die
einem dritten proportional sind, unter sich proportional sind“ (die
transitive Eigenschaft der Gleichheit von Verhiltnissen); aber dieser
Beweis ist von einer Einschrinkung abhingig, die man vermeiden
kann, wenn man einen Weg einschligt, der neuerdings von G. Vailati %)
angegeben worden ist.

R. Hoppe'®) hat eine geometrische Behandlung der Proportionen
entwickelt, die ebenfalls von dem Satze von Thales ausgeht, insofern

117) Ausdehnungslehre von 1844, Nr. 75—178.

118) Studio sulla proporzionalitd grafica e sue applicazioni alla similitudine
e alla omotetia, Napoli 1876.

119) Di un modo di riattaccare le teorie delle proporzioni tra segmenti a
quella dell’ equivalenza. Atti del IL Congresso dell’ associazione Mathesis,
Livorno 1902.

120) Rein geometrische Proportionslehre, Arch. Math. Phys. 62 (1878), p. 153.
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zwel Streckenpaare proportional genannt werden, wenn sie die Seiten
gleichwinkliger Dreiecke bilden. Er beschiftigt sich vor allem mit
dem Beweise, daB die so definierte Beziehung nicht von dem Winkel
abhingt, der von den beiden Streckenpaaren gebildet wird, und ge-
langt zu diesem Beweise durch Betrachtungen im Raume (die zu dem
Desarguesschen Satze der Ebene iiber homothetische Dreiecke fithren).
Dann fiihrt er die Transitivitit der Gleichheit von Verh#ltnissen auf
denselben Satz zuriick, und auf die Transitivitit der Gleichheit der
Richtungen (das Parallelenpostulat) den Satz von dem zusammen-
gesetzten  Verhiltwisse (wenn a:b=c:d und b:e=4d:f, so ist
a:e=c:f).

Endlich nimmt er den Satz 2) als Definition an und leitet daraus
im besonderen die Vertauschbarkeit der Mittelglieder in einer Pro-
portion ab'#).

Bei dieser Hoppeschen Behandlungsweise gelingt es also bis auf
diese Vertauschbarkeit der Mittelglieder, die Theorie der Proportionen
aufzustellen, indem man sich auf die Eigenschaften der Parallelen
stiitzt und die Benutzung der Flidchengleichheit durch Betrachtungen
im Raume ersetzt, aber schlieBlich wird auck in ihr der Begriff der
Flichengleichheit zu Hilfe genommen, um die Vertauschbarkeit der
Mittelglieder darzutun.

Diese Eigentiimlichkeit tritt {iibrigens bei dem allgemeineren
Satz von dem wnregelmdifigen Verhiltnisse (wenn a:b=e¢:f und
b:c=d:e, so ist a:¢c=d:f) wieder auf. Dieser Satz kommt
hier auf den folgenden zuriick:

Wenn es auf den beiden Schenkein eines Winkels zwei Punkt-
tripel 1, 3, 5 und 2, 4, 6 gibt von der Art, daB die Geradenpaare
12, 45 und 23, 56 parallel sind, dann sind auch die Geraden 34, 61
parallel.

Dieser Satz und ein auf Flichengleichheitsbetrachtungen gegriin-
deter Beweis desselben findet sich schon in den Collectanea des
Pappus'®®) (daher wird er im folgenden kurz Pappusscher Satz genannt).

Ein einfacher Beweis des Pappusschen Satzes, der sich auf die
(Heichheit der Peripheriewinkel im Kreise griindet und daher von dem

121) Hoppe faBt die Sache auch noch anders an, indem er von dem Satze 2)
ausgeht. Vgl. auch G. Biasi, Corso di lezioni sulla teoria delle proporzioni,
autographiert, Sassari 1882.

122) Dieser Pappussche Satz bildet einen besondern Fall des Pascalschen
Satzes von dem einem Kegelschnitte einbeschriebenen Sechseck, III C 1, Dingeldey,
Nr. 18, und wird daher in der neueren Literatur oft kurzweg als Pascalscher
Batz bezeichnet.
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Begriffe des Flicheninhalts unabhingig ist, scheint das erste Mal
von K. Kupffer'®) (1893) entwickelt worden zu sein; ein Beweis,
der das Rotationshyperboloid zu Hilfe nimmt, ist von F. Schur ')
(1898) angegeben worden; andere Beweise in der Ebene sind von
D. Hilbert?) (1899) gefithrt worden. Hilbert hat tiberhaupt die ganze
geometrische Theorie der Proportionen zwischen Strecken neu auf-
gebaut.

Hieraus ergibt sich fiir den Desarguesschen Satz der Ebene (Nr. 20a)
folgendes: Dieser Satz 1iBt sich bekanntlich auf Grund der Postulate
des Einanderangehtrens, der Anordnung und des Parallelenpostulats
nur mit Hilfe rdumlicher Betrachtungen beweisen. Solche riumliche
Betrachtungen sind nun in dem hier betrachteten Zusammenhange zur
Aufstellung des Desarguesschen Satzes der Ebene iiberfliissig, da, wenn
die Vertauschbarkeit der Mittelglieder gegeben ist, die transitive Eigen-
schaft der Gleichheit von Verhiltnissen und der Satz von dem zu-
sammengesetzten Verhdltnisse auf einander zurtickkommen und daher
der Desarguessche Satz auf die Transitivitit des Parallelismus (das
Parallelenpostulat) zurtickkommt.

Ein anderes wichtiges Resultat geht aus den Betrachtungen von
F. Schur and D. Hilbert hervor:

Die in der Ebene auf die Eigenschoften der Parallelen und der
Kongruenz gegriindete geometrische Theorie der Proportionen zwischen
Strecken ist von dem Avchimedischen Postulat unabhingig.

‘Wir wollen hinzufiigen, daB die Behandlung der Theorie noch
weiter vereinfacht worden ist und zwar durch folgende Arbeiten:

F. Schur'®) hat bemerkt, daB es geniigt, den Pappusschen Satz in
einem einzigen Falle, z. B. fiir das einem rechten Winkel einbeschrie-
bene Sechseck, zu beweisen, und hat einen einfachen Beweis fiir
diesen Fall angegeben, der sich auf den Satz stiitzt, daB die Héhen
eines Dreiecks durch einen Punkt gehen.

oJ. Mollerup®”) hat einen einfachen allgemeinen Beweis desselben
Satzes erbracht.

B. Levi'®®) hat den Entwicklungen, die zur Aufstellung des
besonderen Falles des Pappusschen Satzes ntig sind, der der Vertausch-
barkeit der Mittelglieder entspricht, eine elementare Form gegeben.

1238) Dorp. Naturforscherges. Ber. 1893, p. 373 f.
124) Math. Ann. 51 (1899), p. 401.

125) Grundlagen, § 14 und Kap. 6.

126) Math. Ann. 57 (1908), p. 205.

127) Math. Ann. 58 (1903/4), p. 479.

128) Per. di mat. 6 (1903) Suppl, p. 114.
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Die Theorie der Proportionen, von der wir hier gesprochen
haben, ist auf das engste mit den Fragen verkniipft, die sich auf den
Fundamentalsatz der projektiven Geometrie beziehen, vgl. Nr. 20; in
bezug auf den Pappusschen Satz in der nicht- Archimedischen Geo-
metrie siehe niheres in Nr. 42.

12. SchluB der vorstehenden Untersuchung und Disposition
der folgenden Kapitel. Die oben gegebene (und weiterhin bis zur
Priifung der hauptséichlichen Konsequenzen durchgefiihrte) Unter-
suchung der Begriffe und Postulate 148t drei Gruppen geometrischer
Eigenschaften erkennen:

1) Eigenschaften, die mit den Begriffen ,zwischen®, ,Seite der
Ebene“, ,Strecke®, ,Winkel“ usw. zu tun haben (Linieneigenschaften
der Geraden — die auch die Stetigkeit umfassen — und Flachen-
eigenschaften der Ebene);

2) das Einanderangehoren von Punkten, Geraden und Ebenen;

3) die Kongruenz.

In der Elementargeometrie sind diese drei Arten von Kigen-
schaften miteinander innig verbunden; sie stehen dort in einem Ver-
hiltnisse gegenseitiger Unterordnung, so daf man die Eigenschaften
der einen Gruppe nicht aussprechen kann, ohne sich, wenigstens zum
Teil, auf Eigenschaften einer anderen Gruppe zu beziehen. Aber
die Entwicklung der geometrischen Wissenschaft fiihrte zu einer
Scheidung.

Man kann diesen Vorgang wohl verstehen, wenn man (wie zuerst
F. Klein in seinem Erlanger Programm) die verschiedenen Forschungs-
richtungen der Geometrie durch die ihnen zugehérigen Transformations-
gruppen charakterisiert (III A B4Db, Gruppentheoretische Klassifikation,
Fano).

Zur Elementargeometrie gehort eine Gruppe von Transformationen,
die Gruppe der Bewegungen und Umlegungen nebst den Ahnlichkeits-
transformationen, die von Klein sogenannte ,Hauptgruppe“!?®), die
alle oben untersuchten Eigenschaften 1), 2), 3) gleichzeitig unver-
indert 1a8t.

Man kann aber anstelle der Bewegungen allgemeinere Trans-
formationen betrachten, die nur einen Teil jener Eigenschaften unver-
indert lassen; man erhilt dann Geometrien, die sich nur mit diesen
invarianten Eigenschaften beschéftigen. Im besonderen entstehen auf
diese Weise:

a) Die projektive Geometrie (IIL AB b, projektive Geometrie, Schoen-

129) Erlanger Programm.
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flies), die diejenigen Eigenschaften studiert, welche der Gruppe der
Kollineationen gegeniiber invariant sind, d. h. die aus den Postulaten-
gruppen I und II der Nrn. 3 und 4 unter Mithinzunahme der ge-
wohnlichen Stetigkeit hervorgehenden Eigenschaften.

b) Die Theorie des Kontinuwms (oder Analysis situs, IIl A B 3,
Dehn- Heegaard), die diejenigen Eigenschaften betrachtet, welche be-
liebigen stetigen Transformationen gegeniiber invariant sind. Es sind
dies die Eigenschaften der Gruppe I der Nr. 3, die durch eine solche
Behandlungsweise von den besonderen Eigenschaften der Geraden und
der Ebene abgeldst werden.

Fiigen wir diesem eine andere Betrachtung hinzu'¥). Wenn
man eine Gruppe von Transformationen des Raumes in bezug auf
irgend ein besonderes Gebilde betrachtet (indem man von dem, was
auperhalb dieses Gebildes ist, absieht), so nehmen die der Gruppe
gegeniiber invarianten geometrischen Eigenschaften eine neue, weniger
umfassende Bedeutung an, indem sie zu einer besonderen Geometrie
auf dem Gebilde fiihren.

Man betrachte in diesem Sinne die Gruppe der Bewegungen,
die der Elementargeometrie zugrunde liegt, im Hinblick auf eine
Fliche; auf diese Weise entsteht eine allgemeinere Art, die metrischen
Beziehungen der Figuren auf einer Fliche zu betrachten, welche die
(differentiale MaB-) Geometrie auf den Flichen (in der die der Abwickel-
barkeit gegeniiber invarianten Eigenschaften betrachtet werden, IIL D 6a,
VopB) bildet, von der man durch Verallgemeinerung zu der Mafgeo-
metrie auf den mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigheiten (111 D, Stickel)
und im besonderen auf den Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen
gelangt. Diese Geometrie umfaBt die Eigenschaften der Kongruenz
(3), die im Hinblick auf die elementaren Eigenschaften der Analysis
situs (1), aber unabhingic von den Begriffen der Geraden und der
Ebene definiert werden.

Ein AbstraktionsprozeB, der sein Gegenstiick in der Erweiterung
der urspriinglichen Transformationsgruppe findet, fiihrt also von der
Elementargeometrie auf drei allgemeinere Zweige geometrischer Unter-
suchungen, die man in ihrem gegenseitigen Abhiingigkeitsverhiltnis
durch das folgende Schema darstellen kann:

Theorie des Kontinuums (Analysis mtus),

{Pro_]ektlve Geometrie,

Allgemeine MaSgeometrie auf den Mannigfaltigkeiten,

Elementargeometrie.

130) Vgl. F. Enriques, Conferenze di geometria Nr. 28, p. 124.
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Die zu den genannten drei Zweigen gehorigen Eigenschaften 13!
kénnte man in folgender Weise mit drei Gruppen von Empfindungen
verkniipfen:

Eigenschaften, die mit dem allgemeinen Tast- und Muskelgefiihl
zusammenhingen,

Optische (deskriptive) Eigenschaften,

Mechanische (metrische) Eigenschaften im Hinblick auf ein be-
sonderes, mit Bewegungsfihigkeit ausgeriistetes Tastorgan.

Nun kann man das System der Geometrie in doppeltem Sinne
durchlaufen:

Entweder man beginnt mit der Elementargeometrie, erhebt sich
dann auf der einen Seite zur projektiven Geometrie, auf der anderen
Seite zur MaBgeometrie auf den Mannigfaltigkeiten und endet mit
der Analysis situs.

Oder man beginnt umgekehrt mit der Theorie des Kontinuums
und steigt von da zur projektiven Geometrie oder zur MaBgeometrie
auf den Mannigfaltigkeiten und endlich zur Elementargeometrie herab.

Der Abstieg von der Analysis situs zur projektiven Geometrie
wird dabei dadurch gegeben sein, dal man ein besonderes System
von Kurven und Flichen (mit geeigneten Eigenschaften) gegeben
denkt, die man als gerade Linien und Ebenen bezeichnet [Kleun,
im AnschluB an v. Staudt, Math. Ann. 6 (1872/73), p. 112, und Er-
langer Programm, p. 32].

Der Abstieg von der Analysis situs zur allgemeinen MaBgeometrie
geschieht, indem man eine gewisse Mafoperation (das MaB einer
Linie oder der Entfernung zweier Punkte usw.) mit bestimmten Eigen-
schaften gegeben denkt (Riemann) oder indem man ein gewisses
System von Linien und Flichen (z. B. geoditische Linien usw.) mit
Bezugnahme auf die genannte MaBoperation als gegeben annimmt.

Der Abstieg von der projektiven Geometrie zur Elementargeo-
metrie geschieht dadureh, daB man bei der MaBbestimmung ein Ge-
bilde zweiten Grades auszeichnet (Cayley, Klein). Wenn man ins-
besondere zur Euklidischen MaBbestimmung kommen will, so bildet
die affine Geometrie eine Zwischenstation (Moebius, Grafmann).

131) W. Fiedler und F'. Klein haben zuniichst diesen Unterschied zwischen
deskriptiven und metrischen Eigenschaften bemerkt. Enriques hat ihn durch eine
besondere Untersuchung der Daten der physiologischen Psychologie zu beweisen
versucht und ist dazu gefilhrt worden, die Eigenschaften der Theorie des Kon-
tinuums mit dem allgemeinen Tast- und Muskelgefiihl, der gemeinsamen Grund-
lage der besonderen Empfindungen, zu verkniipfen; vgl. Art. 1 in den Questioni
und Rivista filosofica di Pavia 1901.
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Der Abstieg von der allgemeinen MaBgeometrie der Mannig-
faltigkeiten zur gewGghnlichen oder auch nicht-Euklidischen Elementar-
geometrie des Raumes geschieht, indem man der angenommenen MaB-
operation besondere Bedingungen auferlegt (z. B. die Homogenitiit
und Isotropie des Raumes, den Charakter der Bewegungsgruppe —
Riemann, Beltrami, Schiifli, Lie, Schur, vgl. Abschn. V B).

In den folgenden Kapiteln wollen wir den zweiten Weg durch-
laufen, wimbich zundchst von den Grundlagen der Analysis situs han-
deln, wm dann auf der einen Seite durch die projektive Geometrie, auf
der anderen Seite durch die allgemeinen Mapbestimmungen zur FEle-
mentargeometrie herabzusteigen.

II. Prinzipien der Theorie des Kontinuums.

13. Vorbemerkung. Die Prinzipien der Theorie des Kontinuums
(vgl. IIl AB 3, Dehn-Heegaard) sind von geometrischer Seite nur erst
zum Teil in Untersuchung gezogen worden'®). Aber andere Unter-
suchungen dieser Art kniipfen an die analytischen Fragen der Dar-
stellung der Linien und Flichen (vgl. III A B2, v. Mangoldf) und
an die von G. Cantor begriindete Mengenlehre (I A5, Schoenflies) an,
und Canrtors neuere Arbeiten!®®) erstrecken sich zum Teil direkt auf
das Gebiet der geometrischen Prinzipien. Eine neue Wendung ist in
diese Untersuchungen durch die sogenannte nicht-Archimedische Geo-
metrie hineingekommen (Abschn. VII).

Von den anderweitig erhaltenen Resultaten muB man sich folgende
gegenwirtig halten:

1) die Moglichkeit, die Punkte einer Strecke (4) und eines
Quadrates (z, y) umkehrbar eindeutig auf einander zu beziehen
(Camtor), auch durch stetige, nicht eindeutig umkehrbare Funktionen
x (), y(u) (Peano) (vgl. III A B 2, v. Mangoldt, Nr. 8);

2) die Unmoglichkeit, zwischen zwei Gebieten (z,...,2,), (¢, ¥,,)
von verschiedener Dimensionenzahl (r 2 m) eine umkehrbar eindeutige
stetige Beziehung herzustellen (wegen 1) und 2) vgl. IA5 Nr. 2,
Schoenflies);

3) den Jordanschen Satz: FEs sei eine geschlossene Kurve
=@ ), y=y(f) ohne mehrfache Punkte, wo @ und y endliche und
stetige Funktionen sind, gegeben; dann zerlegt sie die Ebene (xy) in ein
inneres und n ein duferes Gebiet (die Jordanschen Gebiete) von der

132) Enriques, Palermo Rend. 12 (1898), p. 222.
133) Math. Ann. 46 (1895), p. 481.
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Art, daB ein stetiger Zug, der einen inneren und einen #uBeren Punkt
verbindet, die Kurve schneidet (vgl. IIl A, B 2, v. Mangold¢, Nr. 8);

4) die Unterscheiduny zwischen amalytischen und nicht-analytischen
cbenen Kurven hingt nicht nur von der in der Ebene betrachteten Kurve
ab, sondern auch von der Wahl des Koordinatensystems, auf das sie
bezogen wird.

Die Gesamtheit der analytischen Kurven der Ebene geniigt,
wenn man die singuliren Punkte ausschlieBt und nur ein endliches
Gebiet betrachtet, in Ubereinstimmung mit dem, was uns die An-
schauung bei dem Vergleich der zusammen vorgestellten Linien lehrt,
der fundamentalen Bedingung:

Zwei Linien haben nur eine endliche Zahl von Punkten gemeimnsam.

Umgekehrt, wenn man die Geraden und die algebraischen Para-
beln von der Ordnung 2, 3, ... innerhalb eines endlichen Gebietes
als gegeben betrachtet, so 1aBt sich beweisen, daB jede Linie, die im
Hinblick auf sie der genannten Bedingung geniigen soll, in jedem
Punkte eine Tangente (wenigstens zur Rechten und zur Linken) und
daher eine oskulierende Parabel (von der Ordnung # =2, 3, ...)
hat; sie wird daher in cartesischen Koordinaten durch Funktionen
dargestellt, die alle aufeinanderfolgenden Ableitungen (wenigstens zur
Rechten und zur Linken) haben, und es scheint, daBl diese Funktionen
(in jedem geeignet begrenzten Bereiche) sich auch als analytisch
werden ergeben miissen, wenn die gegebene Linie alle analytischen
Linien ohne singulire Punkte in einer endlichen Zahl von Punkten
schneiden soll.

14. Die Linie. Der fundamentale Begriff in der Theorie des
Kontinuums ist der der stetigen Mannigfaltigheit ciner Dimension.
Abstrakt genommen kann dieser Begriff mit dem Begriffe der Linie
identifiziert werden, wenn man den Punkt der Linie als Element
der Mannigfaltigkeit betrachtet und von den Beziehungen der Linie
zu dem iibrigen Raume absieht und ebenso von irgend welchem
(metrischen) Begriffe der Linge der Strecken (oder Bogen) der Linie.
Es werden also nar diejenigen Eigenschaften der Linie in Betracht
gezogen, welche mit der geometrischen Bestimmung der Linie durch
die Bewegung eines Punktes verkniipft sind: die natiirlichen Ordnungen
der Punkte der Linie und ihve Stetighei, die Strecken (4 II') usw.

Will man die Eigenschaften, die eine Mannigfaltigkeit einer Di-
mension oder eine in dem oben genannten Sinne vom Standpunkte
des Kontinuums aus betrachtete Linie charakterisieren, in ein logisches
System bringen, so ist es zweckmiBig, sich zundchst auf einen be-



14. Die Linie. 61

stimmten Fall zu beziehen, indem man z. B. als Typus die doppel-
punkifreien, offenen (d. h. nicht begremzten) Linien nimmt und als
elementare Mannigfaltigkeiten v, diejenigen bezeichnet, welche den er-
wihnten Bedingungen entsprechen.

Man kann die fundamentalen Eigenschaften einer v, formulieren,
indem man die v, entweder als werdend oder als fertig vorliegend be-
trachtet. Und man hat dann die in Nr. 4 ausgesprochenen Postu-
late fiir die Gerade und das Stetigkeitspostulat in der Weierstrafschen
oder der Dedekindschen Form (Nr.7) auszusprechen. Diese Annahmen
konnen in der Aussage zusammengefaBt werden, daf sie der v, zwer
stetige und einander entgegengesctzte Ordnungen erteilen.

Es entsteht nun die Frage, ,,ob diese Annahmen geniigen, um die
Punkte der v, auf das Kontinuum der numerischen Variablen z oder
auf die gewthnliche geradlinige Strecke (die Endpunkte ausgeschlossen)
abzubilden®, d. h. ob sie zur Einfiihrung der Koordinaten geniigen.

B. Riemann'*), bei dem der Begriff des Kontinuums einer Di-
mension sich zum ersten Male in seiner ganzen Allgemeinheit findet,
betrachtete dies als ohne weiteres einleuchtend, insofern er die kon-
tinuierliche Variation eines erzeugenden Elementes der v, mit dem
Verlaufe der Zeit in Verbindung brachte.

Man hat bald hervorgehoben, daB in dieser Annahme ein Postulat
enthalten ist!®).

Die Formulierung dieses Postulats ist leicht, wenn man in der v,
die Vergleichbarkeit der Strecken (die Kongruenz) wenigstens fiir den
Fall als gegeben annimmt, daBl die Strecken einen gemeinsamen End-
punkt haben und auf entgegengesetzten Seiten von ihm liegen. Sieht
man aber von solchen Kongruenzbeziehungen ab, so geniigt es, die
Méglichkeit vorauszusetzen, daB irgend ein Verfahren gestattet,

in der v, eine abzihlbare Punktmenge G zu komstruieren, so daf
jeder Pumkt der v, ein Grenzpunkt von G ist.

Mit Hilfe dieses Postulats bestimmt G. Canfor'®®) den Begriff
der v, in der Weise, daB sie auf das Zahlenkontinuum abbildbar ist.

Wir bemerken dazu, daB dieses Cantorsche Postulat innerhalb der
v, eine ausgezeichnete Menge G einfiihrt; aber die Anschauung der
an sich, abgesehen von dem Kongruenzbegriff, betrachteten v, gibt uns
tiber die Konstruktion dieser Menge nichts an. Daher halten wir den
Begriff der v, fiir allgemeiner als den des Zahlenkontinuwms (vgl. in
der Tat die nicht-Archimedischen Theorien, Abschn. VII).

134) Habilitationsvortrag I 2.
135) Vgl. Klein, Math. Ann. 6 (1872/73), p. 132, 143, 144.
136) Math. Ann. 46 (1895), p. 481.
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Wir werden spiter sehen, daB die Frage der Einfiihrung der
Koordinaten in der v, durch die Betrachtung der o, in einer Mannig-
faltigkeit von zwei Dimensionen neues Licht erhilt.

Den Begriff der begrenzten Mannigfaltigkeit einer Dimension oder
der fiir sich betrachteten linearen Strecke kann man nunmehr durch
geringfiigige Abiénderungen der voraufgehenden Sitze aufstellen, da
man bemerkt, dal aus einer linearen Strecke durch Entfernung der
Endpunkte eine offene, nicht begrenzte Linie wird.

Der allgemeinere Begriff einer Mannigfaltigheit einer Dimension
oder einer Linie liBt sich auf die vorhergehenden zuriickfithren, da
man eine Linie im allgemeinen als die Vereinigung mehrerer Strecken
betrachten kann, die an den Endpunkten in geeigneter Weise ver-
bunden sind.

Vereinigt man im besonderen die Endpunkte zweier Strecken, so
erhilt man eine geschlossene Linie.

Die Postulate, die in der Theorie des Kontinuums die Eigen-
schaften der geschlossenen Linie V|, charakterisieren, kann man bei
Betrachtung der werdenden Figur direkt aufstellen, wenn man fol-
gendes annimmt:

Die Elemente einer geschlossenen ¥V, kénnen in einer natiirlichen
ayklischen Anordnung in dem einen oder dem andern Sinne vorgestellt
werden, und zwar in folgender Weise:

1) Ist irgend ein Element der 7, gegeben, so existiert eine
natiirliche Ordnung der V,, die einen bestimmten Sinn und ein erstes
Element A besitzt, in der

a) von zwei Elementen B und C immer das eine, z. B. B, dem
anderen, dem C, vorangeht (und alsdann C auf B folgt),

b) wenn B dem C vorangeht und C dem D vorangeht, immer
B dem D vorangeht,

¢) zwischen zwei Elementen I und C unendlich viele Elemente
existieren,

d) kein letztes Element existiert.

2) Die beiden natiirlichen Ordnungen der V;, die dasselbe erste
Element und entgegengesetzten Sinn haben, sind Umkehrungen von
einander.

3) Wenn drei Elemente P,, P;, P; in einer der natiirlichen Ord-
nungen auf einander folgen, so folgen in einer anderen Ordnung von
demselben Sinn P,, P,, P, oder P,, P;, P, oder P,, P,, P, auf
einander 137),

137) Vgl. F. Enrigues, Ist. Lomb. (2) 27 (1894), p. 550, und Vorlesungen tiber
projektive Geometrie 1903, p. 23.
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Diesen Postulaten ist noch das engere (das Canforsche) Stetig-
keitspostulat hinzuzufiigen (Nr. 7).

Bei Betrachtung der fertigen Figur konnen die Postulate fiir die
geschlossene Linie aufgestellt werden, wenn man als primitiven Begriff
den Begriff ,sich trennender Paare“ annimmt®). Man postuliert dann:

Vier Elemente der 7; kann man nur in einer Weise in sich
trennende Paare zerlegen.

Wenn die Paare AB, CD und AC, BE sich trennen, so trennen
sich auch die Paare CD, BE und AC, ED.

Dann kann man die natiirliche Ordnung der V;, die 4 zum
ersten Elemente hat und in der zwei Elemente B und C auf einander
folgen, definieren.

Den genannten Postulaten iiber die sich trennenden Paare ist
noch das Stetigkeitspostulat in einer geeigneten Form hinzuzufiigen.

Es sei noch bemerkt, daB ohne dieses Postulat die vorstehenden
Postulate auch auf den Fall einer offenen Linie Anwendung finden
konnten.

15. Flichen und Mannigfaltigkeiten mehrerer Dimensionen.
Wie die Linie als der Typus der Mannigfaltigkeit einer Dimension
angesehen werden kann, so fiihren die Fliche und der Raum, abstrakt
betrachtet, auf die Begriffe der Mannigfaltigkeiten zweier und dreier
Dimensionern, und von diesen aus gelangt man durch Verallgemeine-
rung zu dem Begriffe der Mannigfaltigheit von mehreren (w) Dimen-
sionen.

Es ist schwer zu sagen, wem in Wahrheit die Prioritdt dieses all-
gemeinen Gredankens zuzuschreiben ist, da es, noch bevor dieser Gedanke
als eine Richtung geometrischer Forschung erscheint, z. B. bei Lagrange
vorkommt, daf die Mechanik mit einer Geometrie von vier Dimensionen
verglichen wird. Der fundamentale Gedanke, um den es sich hier
handelt, besteht in einer Erweiterung des Begriffes der zweifachen
oder dreifachen Ordnung, in welcher die Punkte einer Fliche oder
die Punkte des Raumes gedacht werden konnen, zu einer vielfachen
Ordnung. So kann man, wihrend die Punkte auf einer Linie geordnet
sind, durch Bewegung der Linie eine Fliche und durch Bewegung der
Fliche einen Korper oder den gesamten Raum erzeugen.

Die Moglichkeit einer solchen Verallgemeinerung wurde z. B. von
Herbart angedeutet, dessen philosophische Ansichten, wie bekannt,

188) G. Vaslati, Riv. di mat. 5 (1895), p. 75. Vgl. M. Pieri, Torino Atti
30 (1895), p. 607, und 31 (1896), p. 381, 457; G.Vailati, Riv. di mat. 5 (1895), p. 183;
A. Padoa, Riv. di mat. 6 (1896), p. 85; M. Pasch, Math. Ann. 48 (1896), p. 111.
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einen starken EinfluB auf den Gedankengang Grafmanns und Rie-
manms ausgeiibt haben. In mathematischer Form finden wir den Be-
griff der mehrdimensionalen Mannigfaltigkeit bereits im Jahre 1843
bei 4. Cayley vollig entwickelt vor!®®). Wir finden dann, daf H. Grag-
mann'®) im Jahre 1844 die Idee eines allgemeineren Begriffes, der
den des Raumes umfaBt, ausdriicklich ausgesprochen hat. Hierzu
benutzt er eine Verallgemeinerung der Vektorensummierung, fiir die
das kommutative Gesetz giiltig ist. Der so hergestellte Begriff der
extensiven GroBe enthilt jedoch etwas mehr, als dem reinen Begriffe
der Mannigfaltigkeit in der Theorie des Kontinuums zukommt.

In einer durchaus allgemeinen Weise wird der Begriff der Mannig-
faltigkeit von mehreren Dimensionen von B. Riemann'*') mit Hilfe
einer rekurrenten genctischen Definition anfgestellt. Riemann betrachtet
eine Mannigfaltigkeit v, von % Dimensionen als eine Klasse von Ele-
menten, die sich in unendlich viele Mannigfaltigkeiten v,_, von n—1
Dimensionen derart verteilen lassen, daB deren Gesamtheit als eine
Mannigfaltigkeit von einer Dimension betrachtet werden kann, so daB
jedes Element der v, einer v,_, angehort.

Nimmt man den einfachsten Fall, so wird eine Mannigfaltigkeit
von zwei Dimensionen als durch unendlich viele Mannigfaltigkeiten
von einer Dimension erzeugt erscheinen, deren Gesamtheit eine Mannig-
faltigkeit von einer Dimension bildet. Diese Definition entspricht
genau der oben erwihnten Tatsache, daB eine Fliche (d. h. eine
Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen, deren Elemente Punkte sind)
als durch die Bewegung einer Linie erzeugt betrachtet werden kann
in der Weise, daBl die Aufeinanderfolge der erzeugenden Linien eine
Mannigfaltigkeit von einer Dimension bildet, deren Elemente Linien
sind; dadurch werden die Punkte der Fliche, so zu sagen, in eine
doppelte Ordnung gebracht.

Nehmen wir z. B. eine einfach zusammenhingende, offene, d.i. wicht
begrenzte Fliche, die wir als Typus derjenigen betrachten, die wir
elementare Mannigfaltigheiten von zwei Dimensionen nennen und mit
v, bezeichnen wollen.

Die Erzeugung der Fliche, von der Riemann ausgeht, fihrt dazu,
auf ihr ein Biischel erzeugender Linien und ein Biischel von Leitlinien,
die von den Punkten der erzeugenden beweglichen Linie beschrieben
werden, zu betrachten. Daher wird man die Definition einer v, im

139) Cambr. math. Journ. 4 (1845), p. 119, abgedrucks: Coll. math. pap. 1, p.55.

140) Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, 2. Aufl. 1878; vgl. Ges.
math. und phys. Werke, hrsgeg. von F'r. Engel, Leipzig 1%, 1894.

141) Habilitationsvortrag I 3.
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Hinblick auf zwei erzeugende Biischel elementarer Manmigfaltigkeiten v,
von einer Dimension in der Weise festsetzen konnen, daB

1) ein Element der v, einer v, jedes Biischels angehort (Eigen-
schaft des Biischels);

2) eine v, des einen Biischels und eine des anderen ein und nur
ein Element gemeinsam haben;

3) wenn mehrere v, eines Biischels gegeben sind, diejenigen
Elemente von ihnen, die zwei v, des anderen Biischels angehoren, auf
diesen in gleicher Weise geordnet sind. ‘

Man kann sagen, daB die beiden Biischel, die den Bedingungen
1), 2), 3) geniigen (wenn man das Nefz oder das System der beiden
Biischel betrachtet), zu einer netsformigen Verteilung der Elemente
der v, fiihren, im Hinblick auf welche die Begriffe Umgebung, Grenz-
punkt, umkehrbar eindeutige stetige Beziehung zwischen zwei v,, eine
stetige v, auf der v, usw. definiert sind (vgl. Nr. 14).

Auf diesen Grundlagen, von der gegebenen Erzeugung ausgehend,
kann man eine Theorie der v, entwickeln, in der die elementaren
Eigenschaften der Zerlegung der v, in Teile durch eine auf ihr als
existierend vorausgesetzte stetige v; bewiesen werden.

Aber es handelt sich hier um eine hypothetische Theorie, da kein
Mittel vorhanden zu sein scheint, um auBer den zweierlei v, des ge-
gebenen Netzes andere stetige v, auf der v, zu konstruieren, so lange
wenigstens, als man nicht annimmt, daB die gegebenen erzeugenden v, auf
das Zahlenkontinuum bezogen werden konnen, indem man das Cantor-
sche Postulat von der Existenz einer ausgezeichneten Teilmenge (vgl.
11 A B 2, v. Mangoldt, Nx. 8, 9) fiir sie gelten 1aBt (Nr. 14). Fiigt
man diese Annahme hinzu, so wiirde man offenbar auf der v, Koor-
dinaten einfiibven, d. h. die v, in umkehrbar eindeutiger Weise auf
eine Zahlenmannigfaltigkeit (z, y) abbilden kdnnen.

Aber man kann, ohne das eben erwihnte Cantorsche Postulat zu
benutzen, einen anderen Weg zur Einfilhrung der Koordinaten ein-
schlagen.

Da eine Mannigfaltigkeit v, nach dem allgemeinen Begriffe, den
wir uns von ihr bilden, verschiedene Erzeugungsweisen gestattet, so
wird man darauf gefiihrt, sich zu fragen, ob nicht die Annahme der
Existenz zweier verschiedener Erzeugungsweisen geniigt, um auf die
Moglichkeit unendlich vieler solcher Erzeugungsweisen zu schlieBen.
Und auf diese, in geeigneter Weise prizisierte Frage erhilt man eine
bejahende Antwort.

So wird man fiir die v, darauf gefiihrt, den oben ausgesprochenen

drei Sitzen das Postulat hinzuzufiigen:
Encyklop d. math, Wissensch, III 1. 5
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4) Es existiert auf einer v, ein drittes Biischel von auf der-
selben v, stetigen v,, die die o, der beiden erzeugenden Biischel je
einmal schneiden.

Ist dies geschehen, so kann man die elementare Mannigfaltigheit
von zwei Dimensionen v, der Zahlenmannigfaltigheit (x,y) in umbehrbor
eindeutiger stetiger Weise zuordnen™?).

Um von hier aus zu einer geeigneten Definition der v, zu kommen,
ist nur noch ein Schritt notig.

Die fiir eine v, im Hinblick auf eine besondere netzformige
Verteilung der Elemente aufgestellten Begriffe der Umgebung und daher
des Grenzpunktes usw. sind in der Tat von dieser Verteilung unab-
hingig, da sie dem Begriffe der v, selbst angehdren. Wenn man sich
ein Netz urspriinglich gegeben denkt, so kann man auf Grund dieser
Unabhéngigkeit jedes andere Netz mit Riicksicht auf das erste de-
finieren; aber wenn man nur die v, gegeben denkt, so erscheint
diese Unabhingigkeit als eine Beziehung zwischen zwei netzférmigen
Verteilungen ihrer Elemente, und diese Beziehung bildet einen Teil
der Bedingungen, die zur Definition der v, dienen konnen.

Man kann daher eine genetische Definition der v, durch die fol-
genden sie charakierisierenden Postulate aufstellen:

a) Die Elemente einer v, konnen in einer netzférmigen Ver-
teilung (die den Forderungen 1), 2), 3) geniigt) angeordnet werden.

b) Wenn es zwei netzformige Verteilungen der Elemente der v,
gibt und ¢ eine Umgebung eines Elementes S bei einer dieser Ver-
teilungen ist, so existiert immer eine Umgebung von S bei der
anderen Verteilung, die in ¢ enthalten ist.

c) Es existieren auf v, zwei Netze, die eines der heiden er-
zeugenden Biischel gemeinsam haben, und wobei die v, der beiden
anderen Biischel sich je in einem Elemente schueiden.

Diese Entwicklungen lassen sich leicht auf die Mannigfaltigheiten
von n > 2 Dimensionen ibertragen; fiir die (den v, analogen) elemen-
taren Mannigfaltigkeiten v, muB man von einer Erzeugung ausgehen,
die auf » erzeugende Biischel von Mannigfaltigkeiten »,_, fiihrt.
Auf weiteres brauchen -wir nicht einzugehen, da neue Schwierigkeiten
nicht auftreten.

Kehren wir zu dem Begriffe der v, zuriick, um uns zu fragen,
ob er nicht im Hinblick auf die fertiy wvorliegende Mannigfaltigkeit
definiert werden kann, indem man nimlich die Eigenschaften, die
mit dem Begriffe der Umgebung eines Elementes auf der Mannig-

142) Vgl. Enriques, Palermo Rend. 12 (1898), p. 222.
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faltigkeit zusammenhingen, charakterisiert, ohne durch den Begriff
der Umgebung in bezug auf eine netzférmige Verteilung (der spiter
von dieser durch das obige Postulat unabhiingig gemacht worden ist)
hindurch zu gehen.

Diesem Zwecke dienen die folgenden Postulate, mit deren Hilfe
D. Hilbert **) eine Definition der v, gegeben hat, indem er sich auf die
abstrakt betrachtete Ebene bezieht:

»Die Ebene ist ein System von Dingen, welche Punkte heiBen.
Jeder Punkt 4 bestimmt gewisse Teilsysteme von Punkten, zu denen
er selbst gehort und welche Umgebungen des Punktes A4 heiBen.

»,Die Punkte einer Umgebung lassen sich stets umkehrbar ein-
deutig auf die Punkte eines gewissen Jordanschen Gebietes in der
Zahlenebene abbilden. Das Jordansche Gebiet wird ein Bild jener
Umgebung genannt.

,Jedes in einem Bilde enthaltene Jordansche Gebiet, innerhall
dessen der Punkt 4 liegt, ist wiederum ein Bild einer Umgebung
von A. Liegen verschiedene Bilder einer Umgebung vor, so ist die
dadurch vermittelte, umkehrbar eindeutige Transformation der be-
treffenden Jordanschen Gebiete auf einander stetig.

st B irgend ein Punkt in einer Umgebung von 4, so ist diese
Umgebung auch zugleich eine Umgebung von B.

»hu irgend zwei Umgebungen eines Punktes 4 gibt es stets eine
solche Umgebung des Punktes 4, die beiden Umgebungen gemein-
sam ist.

yWenn A und B irgend zwei Punkte unserer Ebene sind, so gibt
es stets eine Umgebung von A, die zugleich den Punkt B enthilt.%

In bezug auf diese Formulierung bemerken wir, da in ihr als
primitiver, nicht definierter Begriff nicht nur der Begriff der Um-
gebung, sondern auch der einer gewissen Abbildung der Umgebung
auf ein Jordawsches Gebiet, die ihr Bild genannt wird, auftritt.
Das schlieBt eine Vorsclhrift iber die Wahl zwischen den unendlich
vielen (stetigen und unstetigen) Beziehungen ein, die sich zwischen
jenen beiden Mannigfaltigkeiten von zwei Dimensionen aufstellen
lassen. Nun hat Hilbert eine solche Vorschrift nicht gegeben, sondern
(neben anderen Bedingungen) die Forderung aufgestellt, da8 zwei Jordan-
sche Gebiete, die in seinem Sinne Bilder derselben Umgebung sind, in
stetiger Beziehung zu einander stehen sollen. Aber eine solche Forderung
liBt nicht erkennen, ob ein einzelnes auf die Umgebung umkehrbar
eindentig bezogenes Jordansches Gebiet ein Bild von ihr ist oder nieht,

143) Gott. Nachr. 1902, p. 233; Grundlagen, p. 122 FuBnote.

5*
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wenn nicht ein besonderes Bild irgendwie als schon gegeben an-
genommen wird. Aber diese letzte Annahme (durch welche in der
Umgebung die netzformige Verteilung z = const., y = const. an-
gegeben wiire) wiirde uns tatsdchlich auf die oben angegebene Definition
der v, bei Betrachtung der werdenden Mannigfaltigkeit zuriickfithren.

Wir wollen nun im allgemeinen von den ¢rgendwie zusammen-
hiingenden Mannigfaltigkeiten von zwei Dimensionen sprechen.

Vor allem sind zur Definition des Begriffes der durch eine Linie
begrenzten elementaren Mannigfaltigkeit oder Fliche V, nur wenige
und geringfiigige Abéinderungen dessen notig, was iiber die offene
Mannigfaltigkeit v, gesagt worden ist.

Den allgemeineren Begriff der Manwigfaltigkeit oder Fliche von
zwer Dimensionen und im besonderen den Begriff der geschlossenen
Fliche ohne Rinder kann man aufstellen, indem man durch geeignetes
Aufeinanderlegen von Strecken der Begrenzungslinie eine endliche
Anzahl von v, vereinigt; man muB dabei hinterher von der besonderen
Erzeugungsart absehen und also durch ein geeignetes Postulat die Be-
zichungen zwischen zwei verschiedenen Finfeilungen der Mannigfaltig-
keit 7, ausdriicken.

Die hier sich darbietende Untersuchung ist bisher als eine Frage
der Prinzipien nicht behandelt worden; man suchte im besonderen
nach der Definition des Geschlechts, des Zusammenhanges usw. der
Mannigfaltigkeit.

Wir wollen uns auf die Bemerkung beschrinken, daB bei diesem
Gedankengange als innere Eigenschaft einer Mannigfaltigkeit von zwei
Dimensionen oder einer Fliche die Eigenschaft erscheint, die bei den
Flichen des gewéhnlichen Raumes durch die Worte einseitig und
zweiseitig bezeichnet wird (Umkehrbarkeit und Nichtumkehrbarkeit des
Drehungssinnes um einen Punkt; vgl. Klein, Math. Ann. 9 (1876),
p-479.)

Uber diese Betrachtungen und ihre Ausdehnung auf mehrere
Dimensionen vgl. III AB 3 Dehn-Heegaard.

16. Linien auf den Flichen. Die Untersuchungen iiber den
Begriff der Linie auf einer Fliche oder auf einer Mannigfaltigkeit von
mehreren Dimensionen (und allgemeiner iiber den Begriff der stetigen
Mannigfaltigkeit innerhalb einer anderen Mannigfaltigkeit) lassen sich
vor allem an diejenigen Untersuchungen G. Cantors in der Mengen-
lehre apkniipfen, in denen er eine stetige Menge als perfekt und zu-
sammenhdngend**) definiert hat.

144) Vgl. den Artikel I A 5 Mengenlehre, Schoenflies, Nr. 13, 16.
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Beschriinken wir uns auf den Fall einer elementaren (vgl. Nr. 14)
Linie auf einer Fliche, so erhalten wir eine geeignete Definition, wenn
wir fordern4):

1) die Existenz einer (und damit auch einer zweiten, entgegen-
gesetzten) stetigen Ordnung imnerkalb der Linie;

2) daB, wenn ein Punkt 4 der Linie und eine Umgebung 6 von
A auf der Fliche gegeben ist, immer eine den Punkt A4 enthaltende
Strecke der Linie existiert, die ganz in ¢ enthalten ist.

Von diesen beiden Bedingungen bezieht sich die erste auf die
inneren Eigenschaften der Linie als einer v, die zweite auf ihre
dupere Eigenschaft (in bezug auf die Fliche), durch welche die innere
Stetigkeit der Linie die Bedeutung der Stetigkeit auf der Fliche an-
nimmt. Die rationalen Punkte einer Strecke und die irrationalen
Punkte einer anderen ihr parallelen Strecke in der Ebene konnen als
Ganzes so angeordnet werden, daB zwar die erste Bedingung erfiillt
ist, diese Menge aber der zweiten Bedingung nicht geniigt.

Man wird auch bemerken, daf nach der Canforschen Ausdrucks-
weise46) die Forderung 2) aussagt, daB die Linie eine in sich dichte
Menge ist, und daB die Forderung 1) der inneren Stetigkeit dem
hinzufiigt, daB diese Menge abgeschlossen ist, so daB also beide Forde-
rungen zusammen aussagen, daf die Menge perfekt ist; auBerdem ver-
langt die innere Ordnung nach der Forderung 1), daB es zwischen
zwel Punkten der Linie immer ein Intervall gibt, und dies schlieBt
die aus mehreren unzusammenhingenden stetigen Teilen gebildeten
Mengen aus.

In analoger Weise wie die elementare stetige Linie wird man
die geschlossene stetige Linie (ohne Doppelpunkte) auf einer Fliche
definieren konnen, und fiir diese Linien wird auf einer einfach zu-
sammenhéngenden Fliche der Jordamsche Satz*") (Nr. 13) bestehen
und, wie Schonflies gezeigt hat, auch seine Umkehrung (vgl. Il AB 2,
v. Mangoldt, Nr. 8).

Bei weiteren Untersuchungen iiber die Zerlegung der Fliche durch
Linien handelt es sich um die Frage, inwieweit diese Linien zu
einem besonderen Linien- (oder Koordinaten-)system auf der Fliche

145) Vgl. F. Enriques, Conferenze di geometria 1894—95, p. 45 und Palermo
Rend. 12 (1898), p. 222.

146) Math. Ann. 21 (1883), p. 543, abgedruckt: Acta math. 7 (1885), p. 105.

147) Er konnte nach der Meinung des Referenten auf Grund der hier an-
genommenen Definition bewiesen werden, und damit wirde gezeigt sein, daB er
von einer besonderen Wahl der Koordinaten nicht abhiéngt.
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in Beziehung stehen. Hieriiber verweisen wir auf das fiir die Linien
in der Ebene Gesagte (Nr. 15).

Wenn also im folgenden (z. B. wenn von den Mapbestimmungen
Riemanns die Rede ist) analytische Linien in einer Fliche (oder in
einer Mannigfaltigkeit) betrachtet werden, so soll das heiBen, daB
man sich auf der Fliche eine Familie von Linien gegeben denkt, die
infolge der Wahl eines bestimmten Koordinatensystems von Parametern,
die auf unendlich verschiedene Weise gewihlt werden konnen, analytisch
abhingt.

III. Prinzipien der projektiven Geometrie.

17. Postulate in einem Raumstiick. Die ,Geometrie der Lage“
von v. Staudt, in der die deskriptiven (vgl. FuBnote 5) Eigenschaften
der Figuren systematisch studiert werden, wihrend die metrischen Be-
griffe beiseite bleiben, muB als die Grundlage der Untersuchungen
iiber die Prinzipien der projektiven Geometrie betrachtet werden.

Die Kritik dieser Prinzipien wurde durch F. Klein %) eroffnet,
der insbesondere die Unabhiingigkeit der genannten Geometrie von
dem Parallelenpostulat dargetan hat, indem er u.a. bemerkte, daB es
geniigt, alle Konstruktionen der projektiven Geometrie nur in einem
begrenzten Raumstiicke auszufiihren.

Die Postulate der projektiven Geometrie in einem begrenzten
Raumstiicke sind dann von M. Pasch'*®) in streng logischer Fassung
aufgestellt worden.

Sind die Betrachtungen anfangs nur fiir ein in geeigneter Weise
begrenztes Raumstiick (z. B. fiir das Innere eines Tetraeders oder einer
zusammenhingenden Fliche) entwickelt worden, so kann man die Gerade
aus einer (geradlinigen) linearen Strecke, die sich nach der einen oder
der anderen Seite verlingern 1dBt, hervorgehen lassen. Die charakte-
ristischen Eigenschaften dieser Strecken, in der Fassung, die durch
die Betrachtung der fertigen Figur gegeben wird (Nr. 4), wobei in-
deB die Stetigkeit noch ausgeschlossen bleibt, und an zweiter Stelle
die Eigenschaft, daB ,zwei Punkte eine geradlinige Strecke be-
stimmen®, bilden den Inhalt der ersten acht Grundsitze von M. Pasch.
Auf diese Postulate von der Geraden folgen vier Postulate von der
Ebene (oder besser von der ebenen Fliche), die sich auf folgende Eigen-
schaften beziehen: Bestimmung der Ebene durch drei nicht in einer

148) Gott. Nachr. 1871, p. 419; wieder abgedruckt Math. Ann. 4 (1871),
p. 573; ferner Math. Ann. 6 (1873), p. 112; 7 (1874), p. 531; 17 (1880), p. 52.
149) Neuere Geometrie; vgl. G. Peano, Principii.
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Geraden liegende Punkte; ihre Eigenschaft, die geradlinige Strecke
zu enthalten, die zwei beliebige ihrer Punkte verbindet; zwei Ebenen,
die einen Punkt gemeinsam haben, haben wenigstens noch einen
anderen Punkt gemeinsam; eine Gerade, die in der Ebene eines
Dreiecks A BC liegt und eine seiner Strecken, Seiten, trifft, trifft
noch eine andere dieser Strecken (diese Eigenschaft sagt im wesent-
lichen aus, daB ,die Gerade die Ebene in zwei Teile zerlegt®, und setat
also fest, daB die Ebene eine Fliche ist, auf der die Gerade eine
Linie ist (vgl. Nr. 8).1%)

In den genannten Postulaten erscheinen die Begriffe der gerad-
linigen Strecke und der ebenen Fliche als primitiv (empirisch ge-
geben).

150) Diese Postulate sind tbrigens den Postulaten I der Nr.3 und II der
XNr1. 4 gleichwertig. Wenn man ihnen das Dedekindsche Stetigkeitspostulat in
der oben (Nr. 7) angegebenen deskriptiven Form hinzufiigt, so erhiilt man das
vollstindige System der deskriptiven Postulate fir ein Rawmstiick.

SchlieBt man sich der von G. Peano (Riv. di mat. 4 (1894), p. 51) vor-
geschlagenen Reduktion des Begriffes der Ebene an, so konnen die genannten
Postulate, abgesehen von der Stetigkeit, wie folgt formuliert werden:

1. Es gibt unbegrenzt viele Elemente, die wir Punkte nennen.

2. Trgend zwei von einander verschiedene Punkte bestimmen eindeutig eine
Klasse von unbegrenzt vielen Punkten, der sie selbst angehtren und die Strecke
genannt wird. Irgend zwei Punkte einer Strecke bestimmen eine andere Strecke,
deren Punkte der ersten angehoren.

3. Jede Strecke A B bestimmt zwei andere Klassen von Punkten, ihre Ver-
lingerungen iiber B resp. A hinaus, derart daf jeder Punkt der ersten resp.
zweiten Klasse mit 4 resp. B eine Strecke bestimmt, der B resp. 4 angehort.
Ist ¢ ein Punkt der Strecke AB, so fallt die Verlingerung von (B iiber B
hinaus mit derjenigen von A4 B iiber B hinaus zusammen und die Verlingerung
von AC iiber C hinaus besteht aus der Strecke C'B und ihrer Verlingerung iiber

B hinaus.

4. Es gibt keinen Punkt, der beiden Verlingerungen einer Strecke gleich-
zeitig angehort.

Erste Definition: Eine Gerade besteht aus den Punkfen einer Strecke
und ihren beiden Verléingerungen.

5. AuBerhalb jeder Geraden gibt es Punkte.

6. Wenn A4, B, C drei nicht in einer Geraden liegende Punkte sind und D
ein Punkt der Strecke BC, ferner F ein Punkt der Strecke 4D ist, dann exi-
stiert ein der Strecke 4B angehtriger Punkt F' derart, daf E auf der Strecke
COF liegt.

7. Wenn A4, B, ¢ drei nicht in gerader Linie liegende Punkte sind, D ein
Punkt der Strecke BC und F ein Punkt der Strecke A B ist, dann existiert ein
Punkt, der den Strecken AD und CF gemeinsam ist.

Zweite Definition: Die Klasse der Punkte derjenigen Strecken resp. Geraden,
welche drei nicht in einer Geraden liegende Punkte mit den Punkten der durch
die beiden anderen bestimmten Strecke verbinden, heiBt Dreieck resp. Ebene.
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Das durch die erwéhnten Sitze definierte Raumstiick kann durch
Einfithrung der uneigentlichen oder idealen Punkte zum vollen pro-
jektiven Raum erweitert werden; dieser Gedanke erscheint als eine
natiirliche BErweiterung der Idee, die unendlich fernen Punkte als die
gemeinsamen Punkte zweier Parallelen zu betrachten 57).

Zu dieser Einfiilhrung der uneigentlichen Punkte gelangt man,
indem man den Begriff des ,Strahlenbiindels“ verallgemeinert. Wenn
man ,komplanar” zwei Gerade nennt, die in einer Ebene liegen, so
beweist man (Pasch), daB, ,wenn a, b zwei komplanare Gerade
sind, die also einer Ebene ab angehoren, und wenn ¢, d zwei andere
Gerade sind, von denen jede mit den @, b komplanar ist, die
genannten Geraden ¢, d selbst komplanar sind“, und zwar unab-
hingig von der Existenz eines (in dem begrenzten Raumstiicke
gelegenen) gemeinsamen Punktes der Geraden a, b. Auf diesen Um-
stand griindet sich der erweiterte Begriff des Biindels, als einer Gresamt-
heit von Geraden, die zu je zweien komplanar sind und nicht sémtlich
in einer und derselben Ebene liegen: des eigentlichen Biindels, wenn
die genannten Geraden simtlich durch einen (eigentlichen) Punkt gehen,
des uneigentlichen im entgegengesetzten Falle. Und hieraus entspringt
dem urspriinglich begrenzten Raumgebiet gegeniiber der Begriff des
uneigentlichen oder idealen Punktes und dann weiter der der umeigent-
lichen Geraden und der der uneigentlichen Ebene.

Die Einfiihrung der uneigentlichen Elemente hat zur Folge, daB
es fiir die Sitze, die sich auf die Bestimmung von Geraden und
Ebenen durch Punkte und auf ihre gegenseitigen Schuitte beziehen,
eine Ausnahme nicht mehr gibt; andererseits modifiziert sie unsere
Vorstellung von dem Zusammenhange der Geraden, die nach der
Erweiterung durch die uneigentlichen Punkte nicht mehr wie eine
offene, sondern wie eine geschlossene Linie erscheint. So wird unsere
gewdhnliche Raumanschauung modifiziert, und im Gegensatz zu dem
Begriffe des gewdhnlichen Raumes erhilt man den Begriff, den wir
mit dem Namen wvollstindiger projektiver Raum bezeichnen wollen.

151) G. Battaglini, Napoli Rend. 1867 oder Nouv. ann. (2) 7, p. 202, 265,
hat bereits bemerkt, daB in der Lobatschefskijschen Geometrie die unendlich fernen
Punkte der Geraden als durch ein ideales Gebiet hindurch verbunden betrachtet
werden; F. Klein, Math. Ann. 6 (1872), p. 130, bemerkt, daB die idealen Punkte
durch Strahlenbiindel gegeben sind, und diese Bemerkung erscheint wieder bei
G. Battaglini, Giorn. di mat. 12 (1874), p. 300. Die vollstindige Theorie der
idealen Punkte ist spiiter von M. Pasch entwickelt worden, Fu8n. 149; vgl. auch
V. Reyes y Prosper, Math. Ann. 32 (1888), p. 157; M. Pasch, Math. Ann. 32 (1888),
p. 159; F. Schur, Math. Ann. 39 (1891), p. 113; R. Bonola, Giorn. di mat. 38
(1900), p. 105.
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18. Postulate fiir den vollstindigen projektiven Raum. Zu
dem Begriffe des projektiven Raumes kann man auch durch einen
AbstraktionsprozeB von der durch das Auge vermittelten sinnlichen
Anschauung her gelangen. Indem wir iiber einige Schwierigkeiten,
die mit einer solchen psychologischen Konstruktion zusammenhingen,
hinweggehen, wollen wir zusehen, wie sich das Problem, die elemen-
taren Postulate, die den projektiven Raum charakterisieren, anzugeben,
darstellt, wenn dessen Begriff als in dem Kopfe des Mathematikers
ausgebildet vorausgesetzt wird 1%%).

Hier gibt es wesentlich zwei Gruppen von Postulaten:

a) Die Postulate, die sich auf die Bestimmung von Geraden und
Ebenen und auf ihre gegenseitigen Schnitte beziehen (Postulate des Ein-
anderangehdrens).

Vor allem: zwei Punkte bestimmen eine Gerade (eine Gesamtheit
von Punkten), die auch durch irgend zwei ihrer Punkte bestimmt ist.

Die (vollstéindige) Ebene kann durch Projektion der Punkte einer
Geraden von einem auflerhalb gelegenen Punkte aus erzeugt werden.

Es muf dann das fundamentale Postulat von der Ebene gegeben
werden, das M. Pieri in der folgenden einfachsten Form annimmt:
Wenn 4, B, C drei nicht in einer Geraden liegende Punkte sind, so
haben die Gerade, die durch 4 und einen Punkt von BC bestimmt
ist, und die Gerade, die durch B und einen Punkt von A C bestimmt
ist, einen Punkt gemeinsam (vgl. FuBnote 150).

Daraus folgt die Eigenschaft der vollstindigen Ebene (in dem
projektiven Raume), die durch zwei ihrer Punkte bestimmte (voll-
stindige) Gerade zu enthalten, und die Eigenschaft, daB ,zwei Gerade
der Ebene immer einen Punkt gemeinsam haben“.

Wie die Ebene durch Projektion der Geraden erzeugt wird, so
kann der projektive Raum durch Projektion der Ebene erzeugt
werden. Hier wird man dann ferner (wenn man zur gewdohnlichen
projektiven Geometrie kommen will) postulieren, daB auf diese Weise
die Gesamtheit aller Punkte erschopft wird, indem man annimmt, daB
yeine Gerade und eine Ebene immer einen Punkt gemeinsam haben®.
Dieses Postulat entspricht dem anderen der Nr. 17, nach welchem (in
dem dort betrachteten Raumstiicke) zwei Ebenen, die einen Punkt
gemeinsam haben, noch einen anderen Punkt gemeinsam haben. Es

152) Diesem Gedankengange gehoren an die Arbeiten von: F. Amodeo,
Torino Atti 26 (1891), p. 741; G. Fano, Giorn. di mat. 30 (1892), p.106; F'. Enriques,
FuBu. 130; M. Piers, Torino Atti 30 (1895), p. 607; 31 (1896), p. 381, 457; 32 (1897),
p. 343; Ist. Lomb. Rend. (2) 31 (1898), p. 780, zusammengefaBt in Torino Mem.
(2) 48 (1898), p. 1. Vgl. auch H. Thieme, Progr. Oberrealschule Posen 1900.
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hat die Bestimmung, die Dimensionenzahl des Raumes auf drei zu
beschrinken. Wenn man von diesem Postulate absieht, so erzeuge
man durch Projektion einer Ebene von einem #uBeren Punkte aus
einen projektiven Raum von drei Dimensionen S;; dann kann man, im
Gegensatze zu dem eben erwihnten Postulate, annehmen, daB aufer-
halb dieses Raumes noch ein Punkt existiert; wenn man S; von
diesem Punkte aus projiziert, so erzeugt man einen projektiven Raum
von vier Dimensionen S, usw.

Diese rekurrente Erzeugung der projektiven Riume von n Dimen-
sionen S, ist von G. Veronese (II1 C 9, Segre, Mehrdimensionale Riume)
entwickelt worden. Fiigt man fiir den S, (wie fiir den S;) die Postu-
late hinzu, die sich auf die Linieneigenschaften der Geraden und auf
die Flicheneigenschaften der Ebene beziehen (diese Postulate werden
wir gleich erwihnen), so erscheint der S, als eine besondere Mannig-
faltigkeit von % Dimensionen, deren charakteristische Eigenschaft durch
das in geeigneter Weise zu modifizierende Postulat von der Ebene
ausgedriickt ist.

b) Die Postulate, die sich auf die Linieneigenschaften der Gerader
und auf die Flicheneigenschaften der Ebene beziehen.

Die Gerade des projektiven Raumes ist eine geschlossene Linie,
d. h. ihre Punkte sind in einer cyklischen Anordnung vorhanden
(vgl. Nr. 15).

Die Eigenschaft der Ebene, eine Fliche zu sein, in welcher die
Geraden Linien sind, kann man (wenn man die werdende Figur be-
trachtet) ausdriicken, indem man den projektiven Charakter der cykli-
schen Anordnung der Punkte der Geraden postuliert'®®). Es folgt
aus diesem Postulate in Verbindung mit dem anderen, daB ,zwei
Gerade einer Ebene immer einen Punkt gemeinsam haben“, daB die
projektive Ebene eine Fliche mit einem Sinne ist (L. Schlifli bei
Klein, Math. Amn. 7 (1874), p. 550; vgl. Nr. 15, 23). Hierbei sei
bemerkt, daf der hierin liegende Unterschied zwischen der gewdhn-
lichen metrischen Ebene und der projektiven Ebene im Raum kein
Analogon hat: in dem dreidimensionalen projektiven Raume gibt es
immer zwei ineinander wicht diberfiihrbare Schraubensinne.

19. Projektive Koordinaten. Auf Grund der Postulate der Nr. 17
oder der gleichwertigen der Nr. 18 kann man die Punkte des pro-
jektiven Raumes durch die Verhiltnisse von vier homogenen Koor-
dinaten (sogenannten projektiven Koordinaten) in der Weise darstellen,
daB die Ebenen durch lineare (leichungen dargestellt werden.

153) Vgl. Enriques, Vorlesungen iiber projektive Geometrie, p. 24.
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In dem gewdhnlichen (Euklidischen, oder auch nicht-Euklidischen
Raume kann man ein System von projektiven Koordinaten aufstellen,
wenn man ein fundamentales Tetraeder und einen Einheitspunkt an-
nimmt und die Projektionen dieses Einheitspunktes auf jede Kante des
Tetraeders von der gegeniiberliegenden Kante aus betrachtet; in der-
selben Weise betrachtet man die analogen Projektionen eines willkiir-
lichen Punktes P des Raumes; auf jeder Kante erhilt man dann vier
Punkte (zwei Eckpunkte des Tetraeders und die Projektionen des Ein-
heitspunktes und des Punktes P), und diese fithren auf ein gewisses
Doppelverhiltnis; die so erhaltenen Doppelverhiiltnisse liefern gerade
die wechselseitigen Verhiltnisse der projektiven Koordinaten des
Punktes P.1%%)

Genau dieselbe Konstruktion wird man zu dem gleichen Zwecke
in dem projektiven Raume ausfiihren, wobei man nur das Doppel-
verhiltnis oder, wie v. Staudt sagt, den Wurf von vier Punkten einer
Geraden als Zahl in deskriptiver Weise definieren wird, d. h. in der
Weise, daB man von dem Begriffe der Streckenlinge absieht, der in
der reinen projektiven Geometrie ohne Bedeutung ist.

Diese deskriptive Definition des Doppelverhiltnisses ist von
v. Staudt?®®) gegeben worden im Anschlu an die von ihm eingefiihrte,
spiater von J. Liiroth ') erweiterte Rechnung mit Punktquadrupeln
oder Wiirfen; diese Definition umfaBt, wenn man noch den Begriff der
Involution einfiihrt, auch den Fall komplexer Punkte.

Fiir den Fall reeller Punkte kann man eine deskriptive Definition
des Doppelverhiltnisses, das ein Punkt P einer Geraden mit drei ge-
gebenen Punkten 4, B, C bildet, geben, die sich auf das gewdhnliche
MeBverfahren reduziert, wenn man den Punkt C als den unendlich
fernen Punkt der Geraden betrachtet; die Punkte P, fiir welche das
Doppelverhiltnis (A BCP) einen rationalen Wert hat (Punkte, die

154) Zu diesem (mdglichst allgemeinen) Systeme projektiver Koordinaten ist
A. F. M¢bius in dem Buche ,,Der barycentrische Calcul* (1827) gelangt, indem
er die Verhiiltnisse seiner barycentrischen Koordinaten zu denen eines festen
Punktes (des Einheitspunktes) betrachtete und auch bemerkte, daB diese Ver-
biiltnisse sich durch Doppelverhiltnisse ausdriicken lassen; vgl. im fibrigen
W. Fiedler, Ziirich Vierteljahrschr. 15 (1871), p. 152, und ,,Die darstellende Geo-
metriev, Leipzig, drei Aufl. 1871, 1875, 1885. Uber die Einfihrung des Doppel-
verhiiltnisses in die nicht-Euklidische Geometrie vgl. Klein, Math. Ann. 6
(1873), p. 129.

155) Beitriige zur Geometrie der Lage, Nirnberg 1856, Heft 2, p. 261. Vgl
W. Hamilton,, Elements of quaternions, London 1866, p. 24, 62; W. Fiedler,
FuBn. 154,

156) Math. Ann. 8 (1875), p. 145.
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dem durch 4, B, C bestimmten harmonischen Systeme oder Netze an-
gehoren), erhilt man durch wiederholte Konstruktion der vierten har-
monischen Punkte in einer durch den genannten Wert bestimmten
Weise, wihrend man zu den Punkten, fiir welche das Doppelverhéltnis
irrational ist, durch einen GrenzprozeB gelangt?). ». Staudt hat dies
alles auch auf imaginére Elemente ausgedehnt (vgl. III A B 6, Schoenflies).

20. Bemerkungen iiber die grundlegenden S#tze der projek-
tiven Geometrie. Mit Hilfe des in Nr. 17 oder in Nr. 18 dargelegten
Postulatensystems kann man die projektive Geometrie vollstindig be-
griinden (vgl. III AB 6, Projektive Geometrie, Schoenflies). Hinsicht-
lich der Beziehungen, in denen ihre Hauptsiitze zu den genannten
Postulaten stehen, miissen wir einige Bemerkungen machen.

a) Uber den Desarguesschen Satz (Satz von den homologen
Dreiecken).

Dieser Satz ist zuerst von o. Staudt bei bloBer Benutzung der
Postulate des Einanderangehdrens durch rdumliche Betrachtungen be-
wiesen worden.

F. Klein hat zuerst'%®) darauf aufmerksam gemacht, daB es nicht
anders geht, indem er zeigte, daB der genannte Desarguessche Satz
sich nicht beweisen lift, wenn man sich allein auf die Postulate
der projektiven Geometrie eines ebenen Gebieles stiitzt, da sonst
folgen wiirde, daB, wenn auf irgend einer Fldche ein Liniensystem
von der Art gegeben ist, daB durch zwei Punkte immer eine Linie
geht, die Linien des Systems bei Einfithrung geeigneter krummliniger
Koordinaten sich durch lineare Gleichungen darstellen lassen wiirden,
wihrend dies z. B. fiir die geoditischen Linien einer Fliche mit
variabler Kriimmung nach Beltrami nicht moglich ist?®).

Neuerdings hat D. Hilbert **) in elementarer Weise eine konven-
tionelle Geometrie der Gesamiebene begriindet, in der der Desarguessche
Satz nicht gilt, wohl aber die projektiven Postulate. (Dagegen kann
man bei Benutzung der Kongruenzpostulate und des Parallelenpostulats

157) Vgl. z. B. B. De Paolis, Rom Linc. Mem. 1888/89. Hinsichtlich der Be-
ziehungen, in denen die Einfiihrung der projektiven Koordinaten zu der Bestim-
mung der Projektivitit zwischen zwei abstrakten projektiven Riumen steht, vgl.
F. Enriques, Lezioni di geometria proiettiva, Bologna 1898, Appendice, deutsche
Ausgabe von H. Fleischer, Leipzig 1903, Anhang, und Palermo Rend. 12 (1898),
p. 222.

158) Math. Ann. 6 (1873), p. 112,

159) E. Beltrami, Ann. di mat. (1) 7 (1865), p. 185 (III D 5, v. Lilienthal,
Nr. 84, und TID 6a, Vop, Nrx. 9).

160) Grundlagen Nr. 8. Uber die nicht-Desarguessche Geometrie vgl. auch
F. R. Moulton, Am. Soc. Trans. 3 (1902), p. 192.
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den Desarguesschen Satz in der Ebene, d. h. ohne rdiumliche Konstruk-
tionen zu Hilfe zu nehmen, beweisen. Vgl. auch Nr. 11.)

D. Hilbert hat auch bemerkt, daB umgekehrt der Desarguessche
Satz in der Ebene die Anwendung der Postulate des Raumes beim
Beweise der der projektiven Geometrie der Ebene zukommenden
Eigenschaften vollsténdig ersetzt 5%).

b) Uber die Trennung der konjugierten Punkte einer harmonischen
Gruppe.

Dieser Satz ist von v. Staudt in einer nicht rein deskriptiven Weise
bewiesen worden, indem er den Begriff der metrisch aufgefaBten korper-
lichen Ecke (deren Kanten Halbgerade sind) einfithrte. Der Beweis
von M. Pasch'®?) zeigt eine Liicke, weil er die Mdglichkeit nicht
ausschlieBt, daB der zu drei Punkten gehorige vierte harmonische
Punkt mit einem dieser Punkte zusammenfillt, so daB G. Fano'®®)
geglaubt hat, daB hier ein neues Postulat eingefiihrt werden miisse.

Dagegen hat der von F. Enriques (Fubnote 137) gegebene Beweis
des Satzes klargestellt, daf dieser Satz sich aus den oben ausgespro-
chenen deskriptiven Postulaten allein herleiten lifit, da er sich wesent-
lich auf die Ordnungen der Punkte der Geraden und auf deren pro-
jektiven Charakter (ohne daB die Stetigkeit notig wire) stiitzt.

¢) Uber v. Staudts Fundamentalsatz der Projektivitit.

Durch das Studium der Beziehung zwischen den Punkten zweier
Ebenen, in der jeder Geraden eine Gerade entspricht (Kollineation),
wurde v. Staudt dazu gefiihrt, die ,Projektivitit zwischen Geraden
(oder Gebilden erster Stufe) als eine umkehrbar eindeutige Beziehung
zu definieren, bei der die harmonischen Gruppen erhalten bleiben!).
Die Kounstruktion der Projektivitat durch Projizieren und Schneiden
hingt dann von dem fundamentalen Satze ab: ,Die Projektivitit zweier

Grundgebilde erster Stufe ist durch drei Paare homologer Elemente
bestimmt®, den v. Staudt auf den Fall einer Projektivitit mit drei
Doppelpunkten auf einer Punktreihe zuriickfiihrt. Es ist wichtig her-
vorzuheben, daB die Bedeutung dieses Satzes wesentlich mit der von
v. Staudt gewihlten Definition der Projektivitit zusammenhingt. Wenn
man statt der . Staudischen Definition die Definition Poncelefs nimmt:

161) Die Benutzung von projektiven Riumen S, fiir » >> 8 beim Beweise
von Eigenschaften des Raumes S, fiihrt zu keinem Resultate, das man nicht schon
aus den Postulaten der projektiven Geometrie des S, selbst ableiten konnte; vgl.
C. Segre, Riv. di mat. 1 (1891), p. 42.

162) Neuere Geometrie, p. 85.

168) Giorn. di mat. 30 (1892), p. 106.

164) Geometrie der Lage, Niirnberg 1847, § 9.
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,Projektiv sind zwei Gerade, die durch Projizieren und Schneiden auf
einander bezogen sind“ %), so bildet die Bestimmung der Projektivitit
durch drei Paare homologer Punkte einen fundamentalen Satz nur in
eingeschrdnltem Sinne, der weniger ausdriickt als der v. Staudtsche Satz,
insofern man auf ihn allein die Theorie der Kollineation zwischen
Ebenen und Réumen nicht begriinden kann.

Der deskriptive Beweis, den v. Staudt von seinem Satze gegeben
hat, zeigt eine Liicke, auf die C. Weierstraf in seinen Vorlesungen auf-
merksam gemacht hat®®). Diese wurde auf verschiedene Weise aus-
gefiillt, indem man die Stetigkeit der Geraden oder etwas, was davon
abhingt, zu Hilfe nahm.

Klein "), Liiroth und Zeuthen haben, indem sie den von
v. Staudt eingeschlagenen Weg, die projektive Beziehung als gegeben
vorauszusetzen, verlieBen, gezeigt, wie diese mit Hilfe von drei
Paaren vorgeschriebener homologer Punkte in bestimmter Weise kon-
struiert werden kann, und zwar, indem man von der Punktreihe
ausgeht, die durch drei Punkte einer Geraden vermdge immer neuer
Konstruktion des vierten harmonischen Punktes erzeugt wird. Klein
griindet seinen Beweis auf die Wiederholung der harmonischen Kon-
struktion fiir die Grenzpunkte der Reihe; Liiroth und Zeuthen ver-
schieben die Anwendung der Stetigkeit, indem sie zeigen, wie die
Punkte der harmonischen Reihe in jede Strecke eindringen. Die von
ithnen angedeutete Konstruktion wird klarer, wenn einer der drei
fundamentalen Punkte sich im Unendlichen befindet; alsdann wird
die harmonische Reihe von Abszissenwerten, die Liiroth und Zeuthen
benutzen, eine dyadische Reihe, d. h. eine Reihe von Briichen, deren
Nenner Potenzen von 2 sind, und es zeigt sich, daB von dieser
Reihe sich in jeder Strecke Punkte befinden, sofern man das Archi-
medische Postulat annimmt. Dieses Postulat betrachtete man damals
noch als selbstverstiindlich; in der Tat ist es als Postulat erst etwas
spiter wieder in Diskussion gezogen worden (von Stolz; vgl. FuB-

165) Diese Definition ist von L. Cremona, Elementi di geometria proiettiva,
Roma 1873, deutsch von R. Trautveiter, Stuttgart 1882, p. 7, und von J. Thomae,
Ebene geometrische Gebilde, Halle 1873, p. 12, wieder aufgenommen worden.
In #lteren Darstellungen, auch hervorragender Autoren, wird projektive Be-
ziehung einstufiger Grundgebilde vielfach mit eindeutiger Beziehung verwechselt.

166) C. WeiersiraB hat auch einen genetischen (aber nicht deskriptiven)
Beweis des im engeren (Ponceletschen) Sinne verstandenen Satzes gegeben, der,
von E. Kotter und H. A. Schwarz wieder hergestellt, sich in C. Weierstrap, Math.
Werke 3, p. 161 befindet.

167) Math. Ann. 7 (1874), p. 531; Liiroth und Zeuthen ebendort 5353; vgl.
auch Math. Ann. 37 (1890), p. 544, insbesondere p. 565 f.
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note 64)'%). Man erhilt so einen gewissermaBen metrischen Beweis
des fundamentalen Satzes, der iibrigens bei Pasch (FuBnote 149) vor-
kommt.

Darbouz **) hat sich wieder der v. Staudischen Vorstellung ge-
nahert, gibt jedoch der Frage eine analytische Wendung. Indem er
die projektive Beziehung zwischen zwei Geraden im o. Sfaudfschen
Sinne als gegeben annimmt, zeigt er, daB diese geordnet (und also
stetig) ist, und fihrt dann die Frage auf die Funktionalgleichung
f(x 4+ 9) = f(x) + f(y) zuriick, deren stetige Losung f(x) = ax ist.
(Siehe auch II A 11, Pincherle, Funktionenoperationen Nr. 27).

F. Schur %), der den Zahlbegriff vermeidet, iiberwindet die fun-
damentale Schwierigkeit des v. Staudischen Beweises, indem er als
Postulat annimmt, daB, wenn zwei Punkte sich auf der Geraden in
entgegengesetztem Sinn bewegen, es einen Punkt gibt, in dem sie
sich begegnen.

F. Enriques ''!) leitet den genannten Satz direkt aus dem in der
Dedekindschen Form (deskriptiv) angenommenen Postulate der Stetig-
keit her.

In allen den oben angedeuteten Beweisen stiitzt man sich also auf
die in deskriptiver oder metrischer Weise ausgesprochene Stetigkeit
der Geraden oder wenigstens auf die Moglichkeit, die Gerade als in
einer stetigen Mannigfaltigkeit von Elementen enthalten zu betrachten,
worin das Archimedische Postulat mit einbegriffen ist.

Die Untersuchung, ob man von dieser Voraussetzung, sofern man
Projektivitdit durch wiederholte Projektion erklirt, absehen kann, hat
auf einige Entwicklungen der nicht-Archimedischen projektiven Geo-
metrie gefiihrt, durch die die Frage der Beziehungen zwischen den
grundlegenden Sitzen der projektiven Geometrie neu beleuchtet worden
ist (vgl. Nr. 42).

d) Beziehung des Fundamentalsatzes zum Mobiusschen Netz. Wir

168) F. Klein (Fricke-Klein, Modulfunktionen 1, Leipzig 1890, p. 239 f., und
Klein, Nicht-Euvklidische Geometrie 1, p. 3151f) bemerkt, da8 die auf einem Kegel-
echnitte konstruierte harmonische Reihe auf das engste mit der in der Theorie
der elliptischen Modulfunktionen vorkommenden Dreiecksfigur zusammenhiingt;
man erkennt alsdann intuitiv die Stetigkeit der Reihe, indem man sieht, daf
sich hier Dreiecke von beliebiger Kleinheit darbieten (vgl. Il B 4, Fricke, Auto-
morphe Funktionen).

169) Math. Aun. 17 (1880), p. 155.

170) Math. Ann. 18 (1881), p. 262; vgl. Thomae, Analytische Geometrie dexr
Ebene, und Th. Reye, Die Geometrie der Lage, 4. Aufl. 1. Abt., 1898.

171) Ist. Lowb. (FuBn. 137) und Lezioni (FuBn. 153). Vgl. L. Balser, Math.
Ann. 55 (1901), p. 143.
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haben gesagt, daf die (v. Staudische) Definition der Projektivitit
zwischen Geraden aus der Betrachtung der Kollineation zwischen
Ebenen und R#umen hervorgeht. Aus dem Fundamentalsatze folgt,
daB diese Kollineation in der Ebene durch vier, im Raume durch
fiinf Paare entsprechender Punkte bestimmt ist.

Nun ist dieser Folgesatz seinerseits dem genannten Fundamental-
satze gleichwertig, und es ist bemerkenswert, daB er mit Hilfe der
Konstruktion der Mibiusschen Netze bewiesen werden kann. Be-
trachtet man z. B. die Ebene, so ergibt sich, daB vier unabhingige
Punkte 4, B, C, D durch lineale Operationen zu einem System von
Punkten fiihren (dessen Koordinaten zu denen von 4, B, C, D, wenn
man diese Punkte als die Grundpunkte (0,0, 1), (0, 1,0), {,0,0),
(1,1, 1) annimmt, rational sind); die Koordinaten dieses Systems (das
ein Mobiussches Netz genannt wird) bedecken auf Grund des Stetig-
keitspostulats die ganze Ebene (da infolge des Stetigkeitspostulats
jeder Punkt der Ebene, der dem genannten System [dem Mobiusschen
Netz] nicht angehort, als Grenzpunkt des Systems bestimmt ist und
also eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Punkten der
Ebene und den rationalen und irrationalen Koordinaten entsteht).
Aus dieser Konstruktion leitet Mibius, indem er sie als stetig vor-
aussetzt, die Bestimmung der Kollineation ab. Wenn man in einer
Kollineation zwischen zwei Ebenen vier Paare unabhingiger Punkte
sich entsprechen liBt, so miissen die in homologer Weise konstruierten
Punkte der durch die beiden Punktquadrupel definierten Netze ebenso
wie ihre Grenzpunkte sich entsprechen, und daher ist die Kollineation
bestimmt.

Man bemerke, daB die Annahme der Stetigkeit derjenigen Be-
ziehung (Kollineation), in welcher jeder Geraden einer Ebene eine
Gerade entspricht, auf Grund der Stetigkeit der Geraden bewiesen
werden kann, wie aus dem von v. Sfaudt angegebenen Verfahren
hervorgeht.

e) Beziehung des Fundamentalsatzes zur Lehre von den Proportionen.
Die Beziehungen des Fundamentalsatzes der Projektivitit zur Pro-
portionentheorie gehen aus den folgenden beiden Bemerkungen hervor.

Auf Grund der gewdhnlichen (arithmetischen) Theorie der Pro-
portionen zwischen Strecken kann man ein System von projektiven
(insbesondere auch cartesischen) Koordinaten einfiihren, vgl. Nr. 19.

Der im engeren (Ponceletschen) Sinne verstandene Fundamental-
satz der Projektivitit wird mit Hilfe der Invarianz des Doppelverhilt-
nisses bei Projektionen und Schnitten bewiesen, und diese folgt leicht
aus der gewohnlichen Proportionentheorie.
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Wie sich die Frage gestaltet, wenn man von der Stetigkeit ab-
sieht, dariiber vergleiche man den Abschnitt VIL

21. Uber die Bedeutung der Begriffe der Anordnung in der
Begriindung der projektiven Geometrie. Setzen wir nur die funda-
mentalen Begriffe ,Punkt“ und ,Verbindungslinie zweier Punkte“ und
die Postulatengruppe a) (Nr. 18), die sich auf diese Begriffe bezieht,
als gegeben voraus, wie weit kann man dann in der Begriindung der
projektiven Geometrie gehen?

Mit dieser Frage hingt eine Forschungsrichtung zusammen, in
der die Punkte nicht als von vornherein gegeben, sondern von einigen
gegebenen Punkten aus durch lineale Operationen Fkonstruiert be-
trachtet werden, so daB man also eine projekiive Geometrie besonderer
Punktsysteme erhilt.

Jene wenigen Annahmen erfordern, daB in unserem Raume oder
fundamentalen System wenigstens vier, nicht in einer Kbene liegende
Punkte und auBerdem ein Punkt auBerhalb der durch drei dieser
Punkte bestimmten Ebene gegeben sind, so daB auf der Verbin-
dungslinie irgendwelcher zweier Punkte wenigstens ein anderer Punkt
konstruiert werden kann. Soweit ist alles wie sonst. Aber es ergibt
sich nicht, daB der zu drei Punkten A, B, C einer Geraden gehdrige
vierte harmonische Punkt (vgl. oben bei Pasch, Nr. 20b) von C ver-
schieden ist, sofern man nicht annimmt, daf dies wenigstens in einem
Falle eintritt, und noch weniger kann man (auch wenn die genannte
Voraussetzung eingefiihrt sein sollte) erkennen, daf das auf der Ge-
raden von A, B, C aus konstruierte harmonische System unendlich viele
Punkte enthilt. Es gibt in der Tat Konfigurationen von einer end-
lichen Zahl von Punkten, die fiir sich allein genommen den Postu-
laten a) (Nr. 18) der projektiven Geometrie gentigeni®).

Fihrt man dagegen das Postulat ein, daB die Punkte der Ge-
raden in einer cyklischen Anordnung von projektivem Charakter vor-
handen sind, so beweist man, daB es auf der Geraden und in jeder
ihrer Strecken unendlich viele Punkte gibt'™), und es gelten dann
auch alle Eigenschaften der harmonischen Gruppen hinsichtlich der

Trennung der Paare, und ebenso diejenigen des harmonischen
Systems 1),

172) G. Fano, Fufn. 152. Analoge Konfigurationen werden von E. H. Moore,
Am. Journ. 18 (1896), p. 264 betrachtet. Vgl. auch G. Hessenberg, Arch. Math.
Phys. (3) 6 (1903), p. 123.
173) Vgl. Fano-Enriques, Palermo Rend. 9 (1895), p. 79.
174) Das oben angedeutete deskriptive Konstruktionsverfahren filhrt zu dem
schon erwihnten Mobiusschen Netze, wenn man mit linealen Operationen von
Encyklop. d. math. Wissensch. IIT 1. 6
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Was die Annahme der mit projektivem Charakter versehenen
cyklischen Anordnung in der Theorie der harmonischen Gruppen und
Systeme bedeutet, ist durch M. Pieri'™) klargestellt worden, der bei
dem Unternehmen, die Zahl der primitiven Begriffe zu beschrinken
(vgl. Nr. 6), im wesentlichen fand, daB man den Begriff der natiir-
lichen Anordnung aufgeben kann, wenn man folgendes postuliert:

1) der zu drei Punkten A, B, C vierte harmonische Punkt ist
von diesen verschieden (das Famosche Postulat; vgl. Nr. 20);

2) wenn man die dreifache Art betrachtet, in der eine Gerade
durch vier Punkte 4, B, C, D in zwei Paare von Teilen geteilt wird,
so existiert fiir zwei dieser Zusammenfassungen in zwei Paare ein
gemeinsames harmonisches Paar, aber nicht fiir die dritte;

3) wenn 4, B, C, D, E finf in gerader Linie liegende Punkte
sind und zu den Paaren AC, BD und AC, DE harmonische Paare
existieren, so existiert auch zu den Paaren AC, BE ein harmonisches
Paar;

4) wenn 4, B, C, D, E fiinf in gerader Linie liegende Punkte
sind, die der Reihe angehoren, die man, ausgehend von den Punkten
A, B, C, durch fortgesetzte Konstruktion des vierten harmonischen
Punktes erhalten hat, so kann man einen Punkt X so bestimmen,
daB fiir die Paare AX, DE kein harmonisches Paar existiert.

Die Stetigkeit filhrt dann auf eine neue Eigenschaft, die Pieri in
einem engeren Sinne postuliert, indem er ndmlich nur die quadra-
tischen Irrationalititen einfiilhrt, von denen die elementare Theorie
der Projektivitit in Gebilden erster Stufe Gebrauch macht.

1V. Projektive Metrik.

22. BEinordnung der gewdhnlichen Metrik in die projektive
Geometrie (III AB 4a, Synthetische und analytische Geometrie, Fano).
Den Euklidischen Raum kann man als einen projektiven Raum be-
trachten, wofern man seinen (eigentlichen) Punkten die uneigentlichen
Punkte hinzufiigt, die die uneigentliche oder unendlich ferne Ebene
bilden (Nr. 9). Dann kann man, indem man in der unendlich fernen
Ebene einen besonderen imagindren Kegelschnitt, den Kugelkreis, ge-

fiinf unabhéingigen Punkten des Raumes ausgeht. Innerhalb dieses Netzes gilt
der v. Staudtsche Satz als Folge des Desarguesschen Satzes, und der v. Staudésche
Satz erstreckt sich auf den Raum, wenn man voraussetzt, daB jeder Raumpunks
ein Grenzpunkt des im Raume zu konstruierenden M¢biusschen Netzes ist, was
eine Folge des Stetigkeitspostulats ist.

175) Torino Mem. (2) 48 (1898), p. 1 und besonders Torino Atti 39 (1904), p. 313.
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geben denkt, die metrischen Eigenschaften als in die deskriptiven Eigen-
schaften eingeordnet betrachten.

Die Herleitung metrischer Eigenschaften aus den deskriptiven im
Hinblick auf die unendlich fernen Punkte kommt schon bei Poncelet'™)
vor (der iibrigens gewGhnlich in umgekehrter Weise vorgeht).

Poncelet (ibidem 1, Nr. 94 und 593) hat bereits metrische Be-
ziehungen als deskriptive Beziehungen zu den Kreispunkten der Ebene
oder zu dem Kugelkreise des Raumes betrachtet, aber nicht den Aus-
druck der Entfernung und des Winkels. Dann haben die franzdsischen
Geometer und insbesondere Chasles die Kreispunkte und den Kugel-
kreis vielfach als Hilfsmittel beim Beweise gebraucht, indem sie z. B.
die Orthogonalitit zweier Geraden als die harmonische Trennung ihrer
unendlich fernen Punkte durch die Kreispunkte interpretierten. La-
guerre™) (1853) hat bemerkt, daf ein Satz, der einen Winkel ent-
hilt, durch Projektion verallgemeinert wird, indem anstelle des

Winkels der mit —;— multiplizierte Logarithmus des Doppelverhilt-

nisses zweier Geraden zu den durch die beiden Kreispunkte gehenden
Geraden (den Minimalgeraden oder isotropen Geraden) tritt (dies ist
bei ihm keine Definition des Winkels, weil thm [auBer der v. Staudt-
schen Einfilhrung des Imaginiren] die v. Sfaudfsche Definition des
Doppelverhiltnisses als einer durch eine projektive Konstruktion fest-
gelegten Zahl fehlt).

A. Cayley'™®) hat (1859) die allgemeinen Ausdriicke der Ent-
fernung und des Winkels als Invarianten in bezug auf den Kugel-
kreis betrachtet und dieselben Invarianten in bezug auf irgend einen
Kegelschnitt aufgeschrieben, den er dann als absoluten Kegelschnitt, als
»aas Absolute“, bezeichnet, ohne jedoch in eine Diskussion in bezug auf
die Einzelheiten einzutreten, die sich je nach der Realitiit (Nicht-Realitit)
des Kegelschnitts ergeben. Cayley verfihrt durchaus analytisch; er
beginnt mit den homogenen Variablen und den Invarianten von
Formen bei linearer Substitution, spricht dann von der Bedeutung
derselben fiir die projektiven Beziehungen innerhalb der Kuklidischen
Geometrie und interpretiert seine allgemeinen Formeln als solche,
die sich auf den absoluten Kegelschnitt in der unendlich fernen
Ebene beziehen. Er betrachtet ferner die Ausartung des absoluten

176) Traité des propriétés projectives des figures, Paris 1821.

177) Sur la théorie des foyers, Nouv. Ann. 12 (1853), p. 57; Oeuvres 2, p. 6;
vgl. H. Faure, ebenda 18 (1859), p. 881.

178) A. Sixth Memoir on Quantics, Lond. Trans. 149 (1859), oder Coll. math.
papers 2, p. 561; vgl. im besondern die Nummern 209—229, und A Memoir on
abstract geometry, Lond. Trans. 160 (1870) oder Coll. math. papers 6, p. 456.

65‘-
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Kegelschnitts in ein Punktepaar, auf die er den Fall der Euklidi-
schen Metrik einer beliebig im Endlichen gelegenen Ebene zuriickfiihrt.

Wir wollen jedoch zusehen, wie man die systematische Ein-
ordnung der gewdShnlichen metrischen Geometrie in die projektive auf
geometrische Weise erhilt.

Diese Einordnung stiitzt sich auf die folgenden Tatsachen, die
sich auf die Gebilde erster, zweiter und dritter Stufe beziehen:!™)

@) Gebilde erster Stufe.

Der Begriff der Kongruenz zwischen Strecken auf derselben Ge-
raden stellt sich dar als eine Beziehung in einer Projektivitit mit
doppelt zihlendem unendlich fernem Doppelpunkt.

In dem (eigentlichen) Strahlen- und Ebenen-Biischel erscheint die
Kongruenz der Winkel als die Beziehung in einer Projektivitit, die
die vom Triger des Biischels nach den Kreispunkten laufenden Geraden
zu Doppelgeraden hat, d. h. die Involution der vechten Winkel in sich
selbst transformiert.

b) Gebilde zweiter Stufe.

In der Ebene wird aus dem Begriffe der Ahnlichkeit (Kongruenz
der Winkel und Proportionalitéit der Strecken) die Beziehung in einer
Projektivitit, die die Kreispunkte (d. b. die Doppelpunkte der [absoluten]
Involution, in der die unendlich fernen Punkte orthogonaler Geraden
sich entsprechen) fest lift.

Die Kongruenz zweier Strecken 148t sich daher deskriptiv mit Hilfe
der (zu der unendlich fernen Geraden und den Kreispunkten auf ihr
bereits in Beziehung gesetzten) Begriffe des Parallelismus und der
Orthogonalitit definieren; in der Tat sind nur folgende zwei Regeln
zu beachten:

«) Zwei kongruente Strecken, die einen Endpunkt gemeinsam
haben, sind an einander stoBende Seiten eines Parallellogramms mit
zu einander rechtwinkligen Diagonalen.

B) Zwei parallele kongruente Strecken sind gegeniiberliegende
Seiten eines Parallelogramms.

Und mit Hilfe dieser beiden Fille kann man irgend welche zwei
Strecken mit einander vergleichen.

In dem (eigentlichen) Biindel erscheint die Kongruenz als eine
Projektivitat, die die zwischen zu einander normalen Geraden wnd
Ebenen bestehende (orthogonale) Polaritiit in sich selbst tramsformiert.

¢) Gebilde dritter Stufe.

Im Rawme kann man die Ahnlichkeit (Kongruenz der Winkel

179) Vgl. z. B. F. Klein, Nicht- Euklidische Geometrie, und F. Enrigues,
Vorlesungen iiber projektive Geometrie.
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und Proportionalitit der Strecken) als eine Projektivitiit definieren, die
den Kugelkreis, d. h. den Fundamentalkegelschnitt der absoluten Pola-
ritit der unendlich fernen Ebene (des Schnittes der orthogonalen
Polaritit irgend eines Biindels), in sich selbst transformiert.

Die Kongruenz von Strecken kann man deskriptiv z. B. wie in
der Ebene definieren, indem man auf den Fall paralleler Strecken oder
solcher mit einem gemeinsamen Endpunkte zuriickgeht (oder auch
indem man sich auf die Tatsache stiitzt, daB die rdumlichen Kon-
gruenzen Kollineationen sind, die im allgemeinen keine eigentlichen
Doppelpunkte haben).

Nun erscheinen alle Kongruenzsiitze der gewshnlichen metrischen
Geometrie als Zusitze zu den Sitzen der projektiven Geometrie.

Um zur analytischen Darstellung zu kommen, gehe man von
einem System projektiver Koordinaten aus, indem man als fun-
damental ein Tetraeder nimmt, von dem drei (in der uneigentlichen
Ebene z, = 0 gelegene) Eckpunkte ein konjugiertes Dreieck in bezug
auf den absoluten Kegelschnitt bilden. In der Ebene x, = 0 gibt es
ein bestimmtes Viereck mit den Diagonalpunkten (0010) (0100) (1000),
dessen gegeniiberliegende Seiten in bezug auf den absoluten Kegel-
schnitt konjugiert sind. Nimmt man den Punkt (1110) in einem der
Eckpunkte des genannten Vierecks an (der auf diese Weise in der
unendlich fernen Ebene die Projektion des Einheitspunktes von dem
eigentlichen Eckpunkte des Fundamentaltetraeders aus wird), so nimmt
die Gleichung des absoluten Kegelschnittes die Form an:

e e Y (#,= 0).
Zur Bestimmung des Winkels zweier Geraden braucht man dann
nur ihre Richtungen, d. h. ihre unendlich fernen Punkte (z,z,2,0),
(¢, 4:¥50) zu kennen. Der Ausdruck fiir den Winkel ist dann:

W =lj 1o B Y+ XYy F Yy V(@ Y %Y F Y, — (wx’+wg’+%2)(y;’+yg’+%’).
i 2 @y oy 29+ 2y — V(@ y, T+ Yt @ y) — (@ oy a ) 5 Py,
Die Entfernung zweier Punkte kann man durch die Formel:

= (B =BV (BB (n %)
'Dzy k -l/<w4 3/4) + (x4 y,;) + (-’L‘4 yd)
ausdriicken, wo k eine Konstante ist, die von der Wahl des Einheitspunktes
abhiingt, den man auf der Geraden r, = z, = z, willkiirlich annehmen

kann (vgl. FuBnote 183). Beide Ausdriicke sind Invarianten in bezug
auf die vorstehende Gleichung des absoluten Kegelschnittes.

23. Allgemeine MaBbestimmung von Cayley und deren nicht-
Buklidische Auslegung von Klein. Aus dem Gesagten geht hervor,
daB man in jedem projektiven Raume eine konventionelle Metrik auf-
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stellen kann, die mit der gewdhnlichen Metrik begrifflich tibereinstimmt,
wenn man festsetzt, daB eine Ebene des Raumes als uneigentlich und
ein Kegelschnitt z,2+ 2,® 4 2,°= 0 in ihr als absolut betrachtet werden
soll. Es entsteht dann der Gedanke, dieses System von Konventionen
zu verallgemeinern, indem man eine neue, der projektiven Geometrie
eingeordnete Metrik definiert, welche irgend ein Gebilde zweiten
Grades als absolutes Gebilde zugrunde legt.

Auf  diesc Weise entsteht Cayleys allgemeine projektive Map-
bestimmung *8°).

Und nun ist das Wichtige, daB diese allgemeine projektive MaB-
bestimmung die verschiedenen Arten der nicht- Euklidischen Geometrie
ebenso einschlieft wie insbesondere die gewohnliche Euklidische Geometrie.
Dies trat teilweise bereits in den Arbeiten von Beltrami'®') und dann
vollstindig in denjenigen von Klein %) hervor. Zu dem Zwecke waren
die verschiedenen Fille der Realitit des absoluten Gebildes zu disku-
tieren und gleichzeitig war in die Formel fiir die Entfernung zweier
Punkte ein Faktor % aufzunehmen, der je nachdem reell oder rein
imagindr gewdhlt wird. Gleichzeitig entwickelte Klein die grund-
legende Bedeutung der in Rede stehenden Beziehung, indem er auf
v. Staudts Begriindung der projektiven Geometrie und des Rechnens
mit Wiirfen zuriickging und diese von der durch v. Stamdt noch fest-
gehaltenen Abhingigkeit vom Euklidischen Parallelenpostulat befreite.
Das Resultat ist, dap die verschiedenen Arten der nicht- Euklidischen
Geometrie ebenso auf projektiver Basis aufgebaut sind, wie nach Nr. 19
die Euklidische Geometrie.

Klein definiert die Cagyleysche MaBbestimmung in den ver-
schiedenen Gebilden folgendermaBen:

a) Gebilde erster Stufe. Man nehme zwei (reelle oder konjugiert
imaginire) Elemente P, @ an, die das absolute Paar bilden, und es sei

 =az®+ 2bz2,+c2* =0

die Gleichung dieses Paares.
Das Intervall (Entfernung oder Winkel) zweier Elemente A - = (),
B = (y) wird durch die Formel

180) FuBn. 178; vgl. auch G. Battaglini, Napoli Rend. 3 (1867) oder Nouv.
Ann. (2) 7, p. 209, 265; G. Salmon und W. Fiedler, Analytische Geometrie der
Kegelschnitte, Leipzig, fiinf Auflagen, von der zweiten Aufllage 1867 an; fiinfte
Aufl. 1888, 2, Kap. 20; F. Lindemann bei 4. Clebsch und F. Lindemann, Geo-
metrie 2!, 1891, Abschn. 3.

181) Giorn. di mat. 6 (1868), p. 285 und Ann. di mat. (2) 2 (1868), p. 232.

182) Goth. Nachr. 1871, p. 419; Math. Ann. 4 (1871/72), p. 573.
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1D k4 x21 - xx
AB = klog (ABPQ) = k (zy) — k log 2wtV 8oy — Qux 2y

Qoy — V2 — Rz Qy
definiert, wo £, die Polarform

L,, = axy, + b(®,Y; + Byy) + cxy,

und % einen konstanten Faktor bedeutet.

Man erhilt zwei verschiedene allgemeine MaBbestimmungen: die
elliptische wnd die hyperbolische, die dem negativen und dem positiven
Zeichen der Diskriminante von £ entsprechen.

Im elliptischen Falle, in dem man den Faktor % rein imaginir

nimmt, ist das Intervall zweier Elemente immer reell, und fiir % = ;a
wird es gegeben durch
Qqy

V Qe @y’
so daB man eine Metrik gleich der gewohnlichen Metrik des Biischels
(im Euklidischen Falle, wie in den nicht-Euklidischen Fillen) erhilt.
Das ganze Gebilde hat eine endliche Lénge, die fiir die natiirliche

MaBeinheit (k= g-)7 betrigt'™?).

Im hyperbolischen Falle, in welchem man das % reell nimmt,
wird das Intervall zweier Elemente nur dann reell sein, wenn die
beiden Elemente das absolute Paar P¢ nicht trennen, wihrend das
Intervall der beiden Elemente P, ¢ von jedem anderen Elemente aus als
unendlich erscheinen wird. Wenn man daher eine der beiden Strecken
PQ als aus eigentlichen Elementen gebildet betrachtet und das andere
(das als uneigentlich oder ideal fiir die metrische Anschauung an-
gesehen wird) ausschlieBt, so erhélt man eine Metrik, die mit
der der Punktreihe in der Bolyai- Lobatschefskijschen Geometrie zu-
sammenfillt.

Man erhilt eine spezielle oder parabolische MaBbestimmung, wenn
P, Q zusammenfallen.

Dann hat die Formel, die das Intervall AB definiert, keinen un-
mittelbaren Sinn mehr; man kann jedoch AB durch einen Grenz-
prozeB definieren, indem man P, @ als sich unbegrenzt nihernd be-
trachtet und % umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus der

CO8 o« =

183) Cayley hat in der Tat nur diese Cosinusformel. Die bei Kliein auf-
tretende Formel mit dem Logarithmus bildet zugleich die Briicke zu der oben
erwithnten Angabe Laguerres iiber den gewthnlichen Winkel. Das Wesentliche
bei Klein aber besteht in der Einfiigung der frei zu wihlenden Konstanten %

(fir die Laguerre und implicite Cayley ausschlieflich den Wert -21—@ haben).
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Diskriminante von & setzt. Alsdann 148t sich der Ausdruck fiir das
Intervall auf die Differenz zweier Doppelverhiltnisse zuriickfithren,
wobei zwei Hilfselemente C, D auftreten, so daB die Formel folgende
wird:

AB= (CDBP)— (CDAP).
Das Intervall AB erscheint hier nur bis auf einen konstanten Faktor
(die willkiirliche Wahl der MaBeinheit) bestimmt.

Dieser Fall entspricht der gewohnlichen Metrik der Punktreihe
in der Euklidischen Geometrie. Die Namen elliptisch, hyperbolisch,
parabolisch sind dabei in bekannter Analogie zu dem Verhalten von
Ellipse, Hyperbel, Parabel der gewdhnlichen unendlich fernen Geraden
gegeniiber derart gewidhlt, daB sie die Fille ¢magindrer, reeller und
ausammenfallender Grundpunkte bezeichnen.

Als ,Bewegungen“ der Grundgebilde in sich erscheinen im ellipti-
schen und hyperbolischen Falle kurzweg diejenigen projektiven Um-
formungen derselben, welche das absolute Paar fest lassen.

Wir wollen schlieBlich bemerken, daB die Cayleysche MaB-
bestimmung in den Gebilden erster Stufe die allgemeinste Erweite-
rung der gewdohnlichen Metrik der Punktreihe und des Biischels er-
gibt, wenn man die folgenden Eigenschaften aufrecht erhalten will:

das Intervall zweier Elemente bleibt bei oo! reellen Projektivi-
titen (den Bewegungen) ungeiindert;

es besitzt auBerdem die additive Bigenschaft (AB = AC + CB).

b) Gebilde zweiter Stufe. Wir fassen der Einfachheit wegen den
Fall des ebenen Punktsystems ins Auge.

Ist £,, = 0 die Gleichung des absoluten Kegelschnitts in Punkt-
koordinaten, @,, = O seine Gleichung in Linienkoordinaten, so setzt
man die Entfernung zweier Punkte wie vorhin

D, =k log Quy + VY — Qu22yy
o Ry — VO — 222y’

andererseits den Winkel zweier Geraden

A,, =k log Puy+ Vs = Puu Lo

unter %’ eine zweite Konstante verstanden, der man einen beliebigen
Wert erteilen kann. ‘
Man fiihrt nun die Beschrinkung ein, daB die MaBbestimmung

im Biischel immer elliptisch sein soll (worauf man k=—;— setzt, um

die Ubereinstimmung mit der gewéhnlichen Winkelmessung herbei-
zufithren). Es bleiben die drei Fille, daB der absolute Kegelschnitt
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entweder imagindr ist (elliptischer Fall),

oder reell ist, daB man aber nur die Punkte seines Innern be-
trachtet (hyperbolischer Fall),

oder endlich in ein imagindres Punktepaar ausgeartet ist; man
betrachtet ausschlieBlich diejenigen Punkte (als Biischelpunkte), die
nicht auf der reellen Verbindungsgeraden des absoluten Punktepaares
liegen (parabolischer Fall).

Im ersten Falle ist % rein imaginér zu nehmen, im zweiten reell,
im dritten unendlich groB. Diejenige Grifie, welche man in der
Theorie des Bogenelementes als Kriimmungsmafs einer MafpBbestimmuny

bezeichnet (s. u. Nr. 24), ist in den vorliegenden Fiillen — 175

Im elliptischen Falle erscheinen alle Geraden geschlossen und
von endlicher Linge wie die Strahlenbiischel, und die Ebene hat nur
einen endlichen Inhalt. Es entspricht dies der Riemannschen An-
nahme, bei der es keine Parallelen gibt (Nr. 8). Das Krimmungs-

maf ist positiv. Die MaBbestimmung fillt fir % =% mit der ge-
wohnlichen MaBbestimmung des Biindels zusammen.

Im hyperbolischen Falle sind alle Geraden offen und von unend-
licher Linge, und es gibt durch einen Punkt zu einer Geraden zwei
Parallele. Das Kriimmungsmaf ist negativ. Dies entspricht der
Bolyai-Lobatschefskijschen Annahme.

_Im parabolischen Falle (der als Ubergangsfall der beiden anderen
anzusehen ist) hat man die Verhdltnisse der Euklidischen Metrik;
speziell ist die Verbindungsgerade des absoluten Punktepaares die
,anendlich ferne Gerade“ der gewdhnlichen Geometrie. Das Kriim-
mungsmaf st Null.

Ubrigens kann man zur bequemen Beherrschung der For-

meln etwa
‘Q‘xw = .71'32 —a (.’,1712 + x22)7
djuu = ““32 - (u12 + “22)
nehmen, wobei a >0 auf den hyperbolischen Fall, ¢ << O auf den

elliptischen Fall, a = 0 auf den parabolischen Fall fiilhrt. Im para-
bolischen Falle muf man dann, ehe man zur Grenze a = O iibergeht,

C . . 3
k= Va setzen, unter ¢ eine endliche GrioBe verstanden.
a

c) Gebilde dritter Stufe. Indem wir den Fall mehrfach aus-
gedehnter Mannigfaltigkeiten (in denen man ibrigens ganz ent-
sprechend operieren wiirde) beiseite lassen, bezeichnen wir das Ge-
bilde dritter Stufe kurzweg als Rawm (Punktraum oder Ebenenraum).
An Stelle des absoluten Kegelschnitts, den wir gerade betrachteten,
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tritt jetzt eine absolute Fliche zweiten Grades. Die Formeln und auch
die Spezialdiskussion derselben bleibt dabei ganz #hnlich wie vorhin,
sobald wir nur die Bedingung einfiihren, daB die MaBbestimmung im
Ebenenbiischel auf alle Félle elliptisch sein soll.

Man erhilt wieder drei Fille, die als elliptisch, hyperbolisch und
parabolisch bezeichnet werden und den Annahmen von Riemann,
Bolyai- Lobatschefskij und FEuklid entsprechen:

Im elliptischen Falle ist die absolute Fliche imaginir.

Im hyperbolischen Falle ist sie reell und nicht geradlinig; fiir
die metrischen Konstruktionen kommen nur die Punkte ihres Inneren
in Betracht.

Im parabolischen Falle ist die absolute Fliche in einen imagi-
niren Kegelschnitt ausgeartet, dessen Ebene die Rolle der sogenannten
unendlich fernen Ebene tibernimmt.

Im elliptischen Falle gibt es im gewdhnlichen Sinne natiirlich
keine Parallelen. Es verdient aber hervorgehoben zu werden, da8 W. K.
Clifford die gewdhnliche Definition der Parallelen so erweitert hat,
daB wieder durch einen Raumpunkt zu einer gegebenen Geraden zwei
yParallele konstruiert werden kénnen, die aber zu der gegebenen
Geraden windschief sind. Es fiihrt dies zu besonders beachtenswerten
Entwicklungen #).

Als ,Bewegungen” in der Ebene und im Raum erscheinen in den
nicht- Euklidischen Fillen diejenigen Kollineationen, welche das ab-
solute Gebilde fest lassen.

Haben wir so von der projektiven Geometrie beginnend unter
Annahme je eines geeigneten absoluten Gebildes vom zweiten Grade
die dreierlei in Betracht kommenden Fille der MaBgeometrie kon-
struiert, so kann man auch die umgekehrte Aufgabe behandeln, von
einer beliebigen der drei MaBgeometrien beginnend die projektive
Geometrie aufzubauen. Bei der elliptischen Geometrie geht dies ohne
weiteres, bei der parabolischen hat man in bekannter Weise die un-
endlich fernen Punkte als Punkte einer ,uneigentlichen“ Ebene zu
adjungieren. Bei der hyperbolischen Geometrie hat man nicht nur
die unendlich fernen Punkte hinzuzunehmen (die eine ,uneigentliche®
Fliche zweiten Grades, eben die absolute Fliche bilden werden),
sondern auch die ,idealen Punkte, in denen solche gerade Linien
einer beliebigen Ebene, welche sich weder im Endlichen schneiden
noch parallel sind, zusammenlaufen.

184) Vgl. Clifford, Lond. Math. Soc. Proc. 1871, 1874, 1876 (Math. pap. Nr. 20,
26, 41, 42, 44), sowie F. Kiesn, Math. Ann. 37 (1890), p. 544.
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Man kann diese ganzen Betrachtungen dahin erweitern, daB man
den Fall irgend einer absoluten Fliche zweiten Grades betrachtet, d. h.
indem man von der Bedingung, daB die Metrik im Biischel elliptisch
sein soll, absieht. Cayleys projektive MaBbestimmung liefert so Geo-
metrien'®), die im Gegensatz zu der gewdhnlichen allgemeinen Metrik
auf (reelle) Gerade von der Linge Null, auf Winkel von unendlicher
GroBe, auf nicht kongruente Gerade usw. fithren.

24, Verschiedene Bemerkungen zu den projektiven Ma8-
bestimmungen. An die projektiven MaB8bestimmungen schlieBen sich
einige Bemerkungen an:

a) Uber die tangierende parabolische Mapbestimmung.

Ist ein Punkt A des hyperbolischen oder elliptischen Raumes ge-
geben, so kann man eine parabolische Metrik betrachten, die sich
von der Metrik, die zu der Umgebung von A4 gehort, um unendlich
kleine GroBen hoherer Ordnung unterscheidet; diese zu der gegebenen
tangierende MaBbestimmung erhélt man, wenn man den Kegelschnitt,
der als Schnitt der absoluten Fliche zweiten Grades mit der Polar-
ebene von A entsteht, zum absoluten Kegelschnitt nimmt und ibri-
gens die Lingeneinheit zweckmifig wihlt %),

Als MaB fir den Unterschied zwischen der tangierenden MaB-
bestimmung und der im Raume gegebenen Metrik kann man eben den

1 L ,
Ausdruck — - nehmen, den wir in Nr.23 als das Kriimmungsma

bezeichneten. Es ergibt sich hier also eine anschauliche Interpretation
dieser GroBe.

b) Uber die Zusammenhangsverhiiltnisse des metrischen Raumes.

In dem hyperbolischen und dem parabolischen Falle ist die Ge-
rade eine offene Linie. Die Ebene ist eine einfach zusammenhingende
Fliche (die durch eine geschlossene Linie immer in zwei Teile ge-
teilt wird) und zweiseitig, d. h. (Nr. 15) von der Art, daB auf ihr um
einen Punkt zwei entgegengesetzte Drehungssinne zu unterscheiden
sind, die durch Verschiebung des Punktes #iber die Fliche hin nicht
in einander libergefiibrt werden konnen; die beiden genannten Sinne
sind die beiden Sinne, in denen die Punkte des Kegelschnittes oder
der Grenzgeraden, die das Absolute bilden, gemifl den Grundsitzen
der projektiven Geometrie angeordnet werden kénnen.

Im elliptischen Falle ist die Gterade eine geschlossene Linie, und
die Ebene (die projektive Ebene in ihrer Gesamtheit) wird erst durch
eine Zerschneidung lings zweien unbegrenzten Greraden in Stiicke zer-

186) Vgl. Poincaré, Paris Bull. soc. math. de France 15 (1887), p. 203.
186) F. Klein, Math. Ann. 4 (1871), p. 573
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legt. Zugleich ist sie einseitig, d. h. von der Beschaffenheit, daB sich
auf ihr nicht mehr zwei in einander nicht tiberfiihrbare Drehungssinne
um einen Punkt unterscheiden lassen. Diese Bemerkung®") kann
man verifizieren, indem man bemerkt, daB das gewdhnliche Strahlen-
biindel ein genaues Abbild der elliptischen Ebene darstellt; hierdurch
erklirt sich die Schwierigkeit, die elliptische Ebene sich anschaulich
vorzustellen.

Die genannten Unterschiede im Zusammenhange der Ebene treten
deutlich hervor, wenn man die durch Projektion von einem Punkte A4
aus erhaltene Abbildung einer nicht-geradlinigen Fliche zweiten
Grades auf eine nicht durch 4 gehende Ebene betrachtet. Auf dieser
Ebene erscheint als UmriB der Abbildung ein Kegelschnitt, der reell,
imaginir oder in ein imaginéires Punktepaar (mit reeller Verbindungs-
linie) ausgeartet ist, je nachdem A auBerhalb, innerhalb oder auf der
Fliche zweiten Grades angenommen ist. Auf diesen Kegelschnitt griinde
man nun innerhalb der Bildebene i der seither besprochenen Weise
eine Cayleysche Mapbestimmung und iibertrage diese riickwérts durch
die Projektion auf die Fliche zweiten Grades. Als Ort der unendlich
fernen Punkte wird dabei auf der Fliche zweiten Grades deren
Schnitt mit der Polarebene ¢« des Punktes A erscheinen. Liegt 4
auBerhalb der Fliche zweiten Grades, so ist dies ein reeller Kegel-
schnitt, liegt er auf der Fliche, ein bloBer Punkt, liegt er innerhalb,
so ist es eine imaginire Kurve.

Als Bild der hyperbolischen Ebene erscheint so eine (einfach
zusammenhingende) Kalotte der Fliche zweiten Grades, als Bild der
parabolischen Ebene die mit einer punktformigen Offnung versehene
Fliche zweiten Grades (was im Sinne der Analysis situs [IIl AB 3,
Abschn. D, Nr. 2] ebenfalls eine einfach zusammenhiingende Fliche ist).
Als Bild der elliptischen Ebene aber erscheint die Gesamifliche zweiten
Grades, nur dafi die Beziehung zwischen ihr wnd der Ebene zwei-ein-
deutig ist: jedesmal geben zwei mit 4 auf derselben Projektionsgeraden
liegende Punkte der Fliche einen und denselben Punkt der Bildebene.
Dies wird besonders deutlich, wenn man als Fliche zweiten Grades
die Kugel, als Punkt 4 den Mittelpunkt derselben wihlt; die MaB-
geometrie, welche man von der Ebene auf die Kugel iibertriigt, ist
dann nichts anderes als die gewdhnliche MaBbestimmung der sphi-
rischen Geometrie®). Jetzt schneiden sich zwei geoditische Linien in
zwel diametral liegenden Punkten; umgekehrt gehen durch zwei solche
Punkte unendlich viele solche Linien hindurch (vgl. oben Nr. 9).

187) Vgl. F. Klein, Nicht-Euklidische Geometrie 1 (1893), p. 98.
188) Vgl. F. Klein, Erlanger Programm Note VI, p. 46.
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Ubrigens ist die auf diese Weise auf der Fliche zweiten Grades
erhaltene MaBbestimmung auch an sich bemerkenswert. Man wihle
als Fliche zweiten Grades der Einfachheit halber wieder die Kugel,
als Ebene « die Aquatorebene, als Punkt A also den unendlich fernen
Punkt der Polachse. Dann iibertrigt sich die hyperbolische Geo-
metrie, welche man in der Aquatorebene auf den Aquator als ab-
soluten Kegelschnitt griinden kann, in der Art auf die Kugel, daB
die geraden Linien durch Halbkreise ersetzt sind, die auf der Aquator-
ebene senkrecht stehen, die nicht-Euklidischen Winkel aber, welche
die Geraden mit einander bilden, durch die gewShnlichen Winkel,
welche die Halbkreise auf der Kugel mit einander -einschlieBen.
SchlieBlich mag man die Kugel von einem beliebigen Aquatorpunkte
aus mitsamt der auf ihr konstruierten MaBbestimmung stereographisch
projizieren. Dann hat man in der neuen Projektionsebene als Bild
des Aquators, des Triigers der unendlichen Werte der hyperbolischen
MaBbestimmung, eine gerade Linie. Die geraden Linien der hyper-
bolischen MaBbestimmung sind durch die Halbkreise ersetzt, welche
zu diesen geraden Linien normal stehen, die Winkel der hyper-
bolischen Ebene aber durch die gewdhnlichen Winkel, unter denen
sich diese Halbkreise im Sinne der Euklidischen Geometrie schneiden.
Dies ist dasjenige Bild der hyperbolischen Geometrie, mit dem Poincaré
bei seinen bekannten funktionentheoretischen Untersuchungen gewohnlich
arbeitet. Man kann bei drei Dimensionen ein ganz entsprechendes
Abbild konstruieren'®®).

¢) Uber das Gesetz der Dualitiit.

Das in der projektiven Geometrie giiltige Gesetz der Dualitit gilt
auch noch fiir die metrischen Eigenschaften in der elliptischen Geo-
metrie, in der das Absolute (Nr.22) in bezug auf die Punkte und
Ebenen in symmetrischer Weise angenommen ist. Insofern ist die
elliptische Geometrie die schonste von allen (Clifford). In der hyper-
bolischen und parabolischen Geometrie liegt die Sache anders. In der
hyperbolischen Geometrie steht dem AusschluB der uneigentlichen, in
bezug auf die absolute Fliche zweiten Grades duBeren Punkte nicht der
AusschluB der schneidenden Ebenen, wie es das Gesetz der Dualitiit
erfordern wiirde, sondern vielmehr der der uBeren Ebenen gegeniiber.
In der parabolischen Geometrie ist das Absolute selbst, das als
Klassenkurve (-fliche) einmal und als Ordnungskurve (-fliche) zweimal
ausgeartet ist, zu sich selbst nicht korrelativ.

189) Poincard, Acta math. 1 (1882), p. 1. Siehe auch Fricke-Klein, Auto-
morphe Funktionen 1.
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d) Uber die Postulate der metrisch-projektiven Geometrie.

Welche metrischen Begriffe und welche von ihnen handelnden
Postulate muB man den Begriffen und Postulaten der projektiven Geo-
metrie hinzufigen, um die allgemeine metrische Geometrie zu begriinden?

Auf diese Frage erhilt man zwei einfache Antworten im Hin-
blick auf das in Nr. 22 Gesagte:

Um die allgemeine metrische Geometrie zu begriinden, hat man den
deskriptiven Begriffen und Postulaten nur den (als primitiven metrischen
Begriff betrachteten) Begriff der Orthogonalitit von Ebenen hinzuzufiigen,
deren fundamentale Eigenschaften man postuliert.

In der Tat kann man auf Grund dieser Eigenschaften die ortho-
gonalen Ebenen als in einer rdumlichen Polaritit konjugiert betrachten,
und diese Polaritit definiert die absolute Fliche zweiten Grades!®).

Man braucht dann nur das Parallelenpostulat in einer der drei
Formen hinzufiigen, um die drei Fille der allgemeinen Metrik von
einander zu unterscheiden.

Man kann sich auch so ausdriickenr

Um die allgemeine metrische Geometrie zu begriinden, hat man den
deskriptiven Begriffen und Postulaten nur den (metrisch primitiven) Begriff
der Bewegungen, als Glieder einer Gruppe projektiver Transformationen
betrachtet, deren fundamentale Eigenschaften postuliert werden miissen,
hinzuzufiigen (Nr. 23).

Die Eigenschaften, welche die Gruppe der Bewegungen als projek-
tive Gruppe einer Fliche zweiten Grades charakterisieren, konnen auf
verschiedene Weise ausgesprochen werden, z. B. indem man der Tat-
sache Rechnung trigt, daB die genannte Gruppe die kleinste projektive
Gruppe ist, die auf die Punkte, die Geraden und die Ebenen transitiv
wirkt (Killing).

V. Prinzipien der allgemeinen Metrik.

25, Vorbemerkung. Den allgemeinen Untersuchungen iiber die
Metrik der Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen liegt
entweder der Begriff der Entfernung oder der der Bewegung zugrunde.
Dementsprechend trennen sich diese Untersuchungen nach zwei Haupt-
richtungen. Die erste Art der Betrachtung (welche von dem Be-
griffe der Entfernung ausgeht) kniipft zumeist an den Ausdruck fiir
die Entfernung zweier unendlich benachbarter Punkte (das sogenannte

190) Vgl. die zusammenhéingende Darstellung bei Enrigues, Vorlesungen
iiber projektive Geometrie, p. 179 ff.
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Bogenelement) an; es gibt aber auch Arbeiten, die mit dem Ausdrucke
fiir den endlichen Abstand zweier Punkte beginnen. Man setzt dabei
selbstverstindlich die Mannigfaltigkeit als Zahlenmannigfaltigkeit vor-
aus. Die zweite Betrachtungsart kniipft in entsprechender Weise an
die Ideen der Gruppentheorie an. Hiernach ist die im folgenden ein-
zuhaltende Haupteinteilung gegeben.

A. Bogenelement (nebst endlicher Entfernung).

26. Geometrie auf krummen Flachen. Man geht von der-
jenigen Erweiterung des Begriffes der Entfernung zweier Punkte auf
der Geraden aus, die in dem Begriffe der Entfernung zweier Puwnkte
auf einer Linie oder der Ldnge eines Liniensegmentes oder Bogens ent-
halten ist; diese Linge hingt (wenn die notwendigen Bedingungen
der Stetigkeit und Derivierbarkeit, die wir immer stillschweigend als
erfiillt annehmen wollen, vorausgesetzt werden) in stetiger und deri-
vierbarer Weise von den Endpunkten des Bogens und der Gestalt der
Linie ab und besitzt die additive Eigenschaft, infolge deren sie durch
den Ausdruck des Bogenelementes

ds = Vda® + dy® + dz®

der Linie x = z (t), y = y(f), 2 = 2(f) definiert ist.
Die angegebene Formel liefert fiir das Linienelement auf einer
Fliche (111D 1,2, v. Mangoldt, Nx. 34, und IIL D 3, v. Lilienthal, Nr.4, 8)

5= a(ue), y—yr), &= sw),
d. h. fiir die Entfernung zweier unendlich benachbarter Punkte der

Flache
(w,v), (v + du, v+ dv)
den folgenden Ausdruck:
ds =V Edu® 4+ 2 Fdudv 4+ Gdv®,

0 x\2 ox o Y/0x
E=2G) F=2505 ¢=20(5)

Dann fithrt die Betrachtung der geoddtischen Linien unter der
Voraussetzung, daB zwei Punkte der Fliche auf dem betrachteten
Flichenstiicke nur eine geodatlsche Linie bestimmen, zu der Defini-
tion der Entfernung irgend welcher zweier Punkte (u1 v,), (Uyvp) auf
der Fliche.

Die MaBgeometrie, die man so auf einer Fliche erhilt, ist wesent-
lich auf gentigend kleine, einem beschrinkten Teile (u,v) der Zahlen-

wo
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ebene entsprechende Flichenteile beschrinkt, d. h. sie kann in diesem
Sinne eine differentiale Mafgeometrie genannt werden.

Hier ist der Begriff der auf emnander abwickelbaren oder besser
isometrischen Flichen (deren Linienelemente ds, ds’ durch dieselben
Formeln gegeben sind), fiir welche dieselbe differentiale Mafgeometrie
gilt (111 D 6a, Vo, Nr. 2, 34), fundamental.

So erhdlt man eine genaue Abbildung der gewdShnlichen differen-
tialen Mapgeometrie der Ebene in der Geometrie auf den auf die Ebene
abwickelbaren Flichen usw.

Es muB jedoch gleich hier ausdriicklich bemerkt werden, daB,
wenn zwei analytisch definierte und in ihrer ganzen Ausdehnung be-
trachtete Flichen gegeben sind, die Tatsache, daB auf ihnen dieselbe
differentiale MaBgeometrie gilt, nicht die Konsequenz nach sich zieht,
daB die MaBgeometrie auf einer von ihnen, als Ganzes betrachtet,
ithre genaue Abbildung in der MaBgeometrie der anderen findet; hier
kommen vielmehr noch die Zusammenhangsverhiltnisse der beiden
Flichen in Betracht (Abschn. VI); so ist z. B. die MaBgeometrie auf
dem Kreiszylinder von der auf der Euklidischen Gesamtebene ver-
schieden (Nr. 37).

Ferner rithrt von Riemann der Gedanke her, beim Studium eines
gegebenen ds® von jeder besonderen Form einer zugehérigen Fliche des
R, abzusehen und die abstrakte Mannigfaltigkeit (u, v) zu betrachten,
fir welche das Gesetz der Entfernung zwischen zwei unendlich be-
nachbarten Punkten durch die Formel

ds?= Edu?+ 2Fdudv 4+ Gdv® (E= Ewv), F= Fuv), G = Guv))

definiert wird. Die Kriimmung einer Fliche, oder genauer das von
Gauf3 sogenannte Kriimmungsmaf k (IIID 1,2, Nr. 36, und III D 3,
Nr. 33) der Fliche in einem beliebigen Punkte, d. h. das reziproke
Produkt der zum Flichenpunkte gehdrigen Hauptkriimmungsradien,
ist bekanntlich bei beliebiger Abwickelung der Fliche (Verbiegung
der Fliche ohne Dehnung) eine Invariante. Dementsprechend driickt
sich dasselbe durch die im Ausdrucke fiir ds® auftretenden Koeffi-
zienten F, F, G und deren nach u, v genommene Differentialquotienten
aus; die konkrete Gestalt, welche die betrachtete Fliche im Raume
hat, fallt ganz weg. Bei der abstrakten Mannigfaltigkeit u, v verliert
der Ausdruck ,Kriimmung“ an sich jede anschauliche Bedeutung;
man hat nunmehr eine aus E, F, G und ihren nach u, v genommenen
Differentialquotienten zusammengesetste Differentialinvariante (welche
ungeiindert bleibt, wenn man in ds? fiir «, v irgend zwei andere Ver-
anderliche einsetzt). Trotzdem hat man fiir diese Invariante die Be-
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nennung Krimmungsmaf beibehalten; man spricht dann aber, um
MiBverstindnisse zu vermeiden, besser nicht vom KriimmungsmaB der
(abstrakten) Mannigfaltigkeit (u, v), sondern vom Kriimmungsma8 der
fir diese Mannigfaltigkeit gegebenen MaBbestimmung. In diesem
tibertragenen Sinne haben wir bereits in der vorigen Nummer von
dem Kriimmungsma8 der hyperbolischen, elliptischen und parabolischen
Ebene gesprochen.

Wir wollen uns jetzt umgekehrt die Aufgabe stellen, in der dif-
ferentialen MaBgeometrie einer Fliche des gewShnlichen Raumes die
genaue Abbildung der ,allgemeinen®, speziell der nicht-Euklidischen
MaBgeometrie der Ebene (vgl. p.42) zu suchen. Wir miissen dann
vor allem diejenigen Flichen suchen, welche man (wie die Ebene) frei
auf sich selbst so bewegen (oder abwickeln) kann, daB ein beliebiger
Punkt der Fliche in irgend einen anderen beliebigen Punkt gebracht
wird. Diese Flichen haben notwendig konstante Kriimmung; und um-
gekehrt geht aus einem Satze von Minding'®') hervor, daf jede
Fliche von konstanter Kriimmung in der erforderlichen Weise (nim-
lich oo3-fach) frei auf sich selbst bewegt werden kann (III D 5,
v. Lilienthal, Nr. 33).

Man mége jetzt die Flachen konstanter Kriimmung nach dem
Werte % ihrer Kriimmung unterscheiden; man erhilt:

a) Fiir £ = 0 die gemeinen abwickelbaren Flichen, deren diffe-
rentiale MaBgeometrie derjenigen der gewthnlichen Euklidischen ebenen
Geometrie gleich ist.

b) Fir k>0 die auf eine Kugel abwickelbaren Flichen, deren
differentiale MaBgeometrie derjenigen der elliptischen ebenen Geometrie
vom KriimmungsmaBe & gleich ist (vgl. Nr. 23a) und besonders die
FuBnote 183).

¢) Fir £ <0 die sogenannten pseudosphiirischen Flichen, deren
differentiale Mafigeometrie derjenigen der hyperbolischen ebenen Geo-
metrie vom KriimmungsmaB8e % gleich ist.

Diese Gleichheit geht in der Tat aus den trigonometrischen
Formeln hervor, die von Minding fiir die auf der Fliche gezogenen
geoditischen Dreiecke aufgestellt worden sind.

Jedoch hat Minding selbst diese Formeln nicht in Beziehung zur
nicht - Euklidischen (teometrie gesetzt; er hatte auch wohl von den
kurz vorher verdffentlichten Lobatschefskijschen Arbeiten keine Kenntnis.

Die betreffende Bemerkung findet sich jedoch in dem Habilitations-
vortrag von Riemann angedeutet und wurde kurz nach dem Erscheinen

191) J. f. Math. 19 (1839), p. 318, und 20 (1840), p. 324.
Encyklop. d. math. Wissensch. IIT 1,

-1
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derselben (1866) unabhiingig davon von Beltrami'*®) ausdriicklich ent-
wickelt.

Der Beltramischen Arbeit liegt die von demselben Verfasser 1%)
erkannte Tatsache zugrunde, daB bei den Fldachen konstanter Kriim-
mung und nur bei ihnen die geoditischen Linien durch lineare Glei-
chungen dargestellt werden konnen (vgl. Nt.20). Diese Bemerkung fiihrt
darauf, eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Punkten der
abstrakten Fliche oder elementaren Mannigfaltigkeit (u,) von kon-
stanter negativer Kriimmung und dem innerhalb eines (Grenz-)Kreises
enthaltenen Gebiete einer gewohnlichen Ebene aufzustellen, wobei
man eine Abbildung erhilt, in der den geoditischen Linien der Fliche
die Sehnen des Grenzkreises entsprechen. Die MaBbestimmung auf
der Fliche ist dabei nichts anderes, als die auf den Kreis als ab-
soluten Kegelschnitt zu griindende Cayleysche MaBbestimmung, wie
Beltrami auch ausdriicklich hervorhebt.

Eine andere Art Abbildung der hyperbolischen Geometrie auf
eine gewdhnliche Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten z, y,
nimlich eine konforme, haben wir bereits betrachtet, indem wir die
hyperbolische Geometrie zuniichst auf die von dem Aquator begrenzte
halbe Kugel tibertrugen und diese dann stereographisch auf eine Ebene
projizierten (Nr. 24).

Wihlt man dabei als Pol der Projektion den Mittelpunkt der
Kugel, so kommt man auf die schon bei Riemann vorkommende Form
des Bogenelements (vgl. p. 101):

dx? 4 dyt
ds® = T
1 +°Z($’+y’)

b

wo k das KriimmungsmaB der Fliche ist.
_ Wihlt man dagegen den Pol (wie wir vorhin taten) auf dem
Aquator selbst, so kommt:

dst = 2 2L

oder, wenn k= — 3%5 gesetzt wird (III D 5, v. Lilienthal, Nr. 33, und

u

T D 6a, VoB, Nr.28), fir x —v, y= Re F,
2u

ds? = du? + e® - dv2.

Interpretieren wir in diesen Formeln z, y oder u, v als gew6hn-

192) Giorn. di mat. 4 (1866).
193) Ann. di mat. (1) 7 (1866), p. 185; Opere 1, p. 262.



26. Geometrie auf krummen Flichen. 99

liche cartesische Koordinaten in einer Hilfsebene, so wird in dieser
die MaBgeometrie der hyperbolischen Gesamtebene eine abstrakte Inter-
pretation finden.

Letzteres ist bei den Flichen konstanter negativer Kriimmung,
die man als Beispiele konstruiert hat, zunichst nicht der Fall. Denn
diese werden alle von singuliren Kurven oder Punkten derart be-
grenzt, daB auf ihnen nur ein Stiick der hyperbolischen Ebene seine
Abbildung findet. Man vergleiche z. B. die von Minding bestimmten
Rotationsflichen.

Es entsteht die Frage, ob man iiberhaupt eine pseudosphdrische
Fliiche des gewihnlichen FEuklidischen Rawmes konstruieren kann, die
das wollstindige Abbild der abstrakten Mannigfaltigkest (u,v), d.h. der
gesamten hyperbolischen FEbene darbietet.

D. Hilbert'®) hat bewiesen, daB keine regulire analytische Fliche,
die dieser Forderung geniigt, existiert. Auf jeder solchen Fliche treten
namlich singulire Kurven oder Punkte auf. Derselbe SchluB gilt hin-
sichtlich der wicht analytischen Flichen, die von G. Liithemeyer'®)
und E. Holmgren'®) betrachtet worden sind.

Bemerkungen, analog den obigen, muB man auch machen, so-
weit die Geometrie der in ihrver ganzen Ausdehnung betrachteten
Flichen konstanter positiver Kriimmung in Betracht kommt. Wir
haben bereits bemerkt (Nr. 24), daB die sphirische Geometrie sozusagen
ein iibervollstandiges Abbild der Geometrie der elliptischen Ebene gibt.
Nicht die Kugel, sondern das Strahlenbiindel bietet eine zweidimen-
sionale abstrakte Mannigfaltigkeit dar, die ein genaues Abbild der
elliptischen Ebene ist. Andererseits zeigt man, daB die Kugel im ge-
wohmlichen Euklidischen Raume die einzige geschlossene Fliiche kon-
stanter positiver Kriimmung ist. Dieser Satz ist, was analytische
Flachen angeht, neuerdings von W. Licbmann bewiesen worden'7),
wiahrend G. Liithemeyer **) und E. Holmgren ) dargetan haben, daB
Flichen konstanter positiver Kriimmung in der Tat immer analy-

194) Am. Math. Soc. Trans. 2 (1901), p. 87; Grundlagen, Anhang V, p. 162.

195) Diss. Gottingen 1902.

196) Paris C. R. 134 (1902), p. 140. Die Idee der nicht analytischen regu-
liren Flichen geht auf Chr. Wiener zuriick, der in seinen Vorlesungen iber
darstellende Geowmetrie nicht-geradlinige abwickelbare Flichen, die als Grenze
eines Polyeders erhalten werden, in Betracht gezogen hat; vgl. Lehrbuch der
darstellenden Geometrie 2, Leipzig 1887, p. 29.

197) Gott. Nachr. 1899, p. 44; Math. Ann. 53 (1900), p. 81; 54 (1901), p. 505;
vgl. D. Hilbert, Grundlagen, p. 172.

198) Diss. Gottingen 1902, p. 163.

199) Math. Ann. 57 (1903), p. 409.

7*



100 III AB 1. F. Enriques. Prinzipien der Geometrie.

tisch sind (wenigstens wenn sie stetige Ableitungen bis zur dritten
Ordnung haben).

2%7. Riemannsche MaBbestimmung in einer beliebig ausgedehnten
Mannigfaltigkeit. Die Ideen, die wir im Hinblick auf die MaB-
geometrie auf einer Fliche oder vielmehr auf einer abstrakten zwei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit entwickelt haben, finden ihre natiir-
liche Erweiterung in der MaBgeometrie der mehrfach ausgedehnten
Mannigfaltigkeiten, deren Prinzipien Riemann in seinem Habilitations-
vortrag entwickelt hat.

Geht man von einer elementaren Mannigfaltigkeit v, oder v,
von 3 oder mehr Dimensionen aus, in der ein Koordinatensystem
%y, Xy, - .-, %, (vgl. Nr. 15) als gegeben vorausgesetzt wird, so kann man
eine Mapbestimmung in der Mannigfaltigkeit aufstellen und dann auf
ihr eine differentiale Mapgeometrie definieren, indem man als Ausdruck
fir die Entfernung zweier unendlich benachbarter Punkte nimmt:

ds = V‘Eaikdxidxk,
wo > a,, du;dx, eine wesentlich positive quadratische Form bezeichnet.

Dieses Prinzip (das spéter von H.v. Helmholtz der verallgemeinerte
Pythagoriische Satz genannt wurde) bietet sich als das einfachste
dar, wenn man die MaBbegriffe in einer v, = (2, %,, - - -, «,) durch
Definition der Linge eimer Linie x,= x,(f) festsetzen will, die in
einem von Null verschiedenen Intervalle durch stetige und derivier-
bare Funktionen in der Weise dargestellt wird, daB sie:

a) einen wesentlich positiven Wert hat,

b) stetig und derivierbar von den Endpunkten und von der Ge-
stalt der Linie abhingt,

¢) die additive Eigenschaft besitzt (vgl. Nr. 23).

Auf Grund dieser Bedingungen erhiilt man die Funktion, die die
Liénge einer Linie darstellt, durch Integration des Linienelementes ds,
und der Ausdruck von ds hingt nur von den Koordinaten z,, x, -+ dxz;,
zweier unendlich benachbarter Punkte ab.

Der Ausdruck fiir ds darf jedenfalls keine lineare Funktion der
a;, dx; sein, weil er dann infolge der Stetigkeit negative Werte annehmen
miite, wenn man eine Linie um einen Punkt stetig so weit variieren
LiBt, bis sie wieder mit sich selbst zusammenfillt, und damit ihren Sinn
umkehrt. Dagegen ist ds? ds* und iiberhaupt jede von ds? eindeutig ab-
hiingende Funktion als Grundlage fiir die Bildung eines Ausdruckes fiir
das Linienelement zuléissig. Wenn man nun voraussetzt, daB ds? so
weit derivierbar sein soll, als fiir die Entwicklung der Maclaurinschen
Reihe bis zum dritten Gliede notig ist, und unendlich klein von der



28. Homogene Mannigfaltigkeiten. 101

zweiten Ordnung in den Differentialen dx;, so erhdlt man gerade2®)
ds* = Da, dz,dz,.

Macht man dagegen irgend welche andere Annahme hinsichtlich
der Derivierbarkeit von ds? im Anfangspunkte, so kann man auf
andere und hohere Art eine MaBbestimmung in unserer Mannigfaltig-
keit festsetzen, indem man z. B. als Ausdruck fiir ds* eine wesentlich
positive Form vierten Grades in den da; annimmt, die sich nicht auf
ein vollkommenes Quadrat reduziert. Die Moglichkeit solcher Fille
ist bereits von B. Riemann hervorgehoben worden, der dann aber
seine Betrachtungen auf den einfachsten und wichtigsten Fall ein-
geschriinkt hat, in dem der verallgemeinerte Pythagoriische Satz gelten
soll1%1),

Wie bei den Flichen, so kann man auch bei den Mannigfaltig-
keiten v,, in denen eine MaBbestimmung durch den Ausdruck fiir ds?
definiert ist, die geoditischen Linien oder Linien kleinster Linge be-
trachten, von denen jede in geeignet begrenzten Gebieten durch zwei
Punkte vollig bestimmt ist. Ist auf diese Weise der Begriff der Ent-
fernung zwischen zwei Punkten festgelegt, so kann man an ihn an-
kniipfend die Begriffe des Winkels*°%) und des Rauminhalts **) definieren.

28. Homogene Mannigfaltigkeiten. B. Riemann beschiftigt sich
im besondern mit den Mannigfaltigkeiten v, oder v,, die, wie der ge-
wohnliche Raum, homogen erscheinen, d. h. sich in sich bewegen
lassen.

Dieser Begriff wird in folgender Weise niher bezeichnet.

Unter den Linienelementen (dz;), die von einem Punkte P == (x;)
der Mannigfaltigkeit ausgehen, betrachte man diejenigen, die ein von P
ausgehendes Flichenelement bilden, nimlich diejenigen, die von zwei
gegebenen Linienelementen linear abhingen:

dit; =4 - dy; + @ - ;3
die zu diesen Elementen gehorenden, von P ausgehenden geoditischen
Linien bilden das, was man (nach F.Schur) eine geoditische Fliche
durch P nennt.

B. Riemann betrachtet nun eine Mannigfaltigkeit als homogen,
wenn es mdglich ist, sie derart in sich selbst zu bewegen, da man
einen Punkt P und ein durch ihn gehendes Flichenelement mit irgend
einem beliebigen Punkte P’ und einem von P’ ausgehenden beliebigen

200) Vgl. F. Enriques, Conferenze di geometria, autogr. Vorl, p. 58.

201) Habilitationsvortrag II 1.

202) Vgl. F. Enriques, Conferenze di geometria, autogr. Vorl, p. 65.

208) T. Levi-Civita, Ist. Ven. Atti (7) 4 (1894), p. 1765, insbesondere § 19.
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Flichenelemente zur Deckung bringt. Aus dieser Bedingung folgt ohne
weiteres, daB alle von irgend welchen zwei Punkten ausgehenden geo-
ditischen Flichen dieselbe (verallgemeinerte Glaufsche) Kriimmung %
haben, und dies driickt man aus, indem man sagt, daB die Mannig-
faltigkeit eine konstante Krimmung hat.

B. Riemann hat fiir die Mannigfaltigkeiten von konstanter Kriim-
mung % allgemein als Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelementes
angegeben :

ds? — dé%“i—'”“l-dwn’ )
1+ @'+ 42,

Die differentiale MapBgeometrie einer Manmigfaltigheit v, von kon-
stanter Kriimmung k wird fiir k=0 gleich derjenigen der (parabolischen)
Geometrie des gewihnlichen Euklidischen Rawmes, fiir k <0 gleich der-
Jewigen der hyperbolischen Geometrie, fiir k> O gleich derjenigen der
elliptischen Geometrie.

In diesem Zusammenhange hat Riemann zuerst auf die elliptische
Geometrie aufmerksam gemacht. Seine Angabe iiber die Form, auf
welche sich das Linienelement einer Mannigfaltigkeit von konstanter
Kriimmung bringen 1iBt, ist spéter durch Rechnungen von E. Chri-
stoffel®*) und R. Lipschitz?®) als richtig erwiesen worden?).

Endlich hat 8. Lie*7) als Folge eines von ihm bewiesenen Gruppen-
satzes ausgesprochen, daB eine metrische Mannigfaltigheit eine konstante
Kriimmung hat, wenn es moglich ist, sie so in sich selbst zu bewegen,
daf3 die Linienclemente irgend eines festgehaltenen Punkies in oll-
gemeinster Weise (mit der groBten Anzahl von Parametern) ¢ransfor-
miert werden, und er hat auf diese Weise die Riemannsche Bedingung
fiir die Homogenitét einer Mannigfaltigkeit vereinfacht.

29. Projektiver Charakter der Mannigfaltigkeiten konstanter
Kriimmung. Weitere Studien von Beltrami®®) und L. Schldfli®*®)
beziehen sich auf den projektiven Charakter der Mannigfaltigkeiten
von konstanter Krimmung.

In einer Mannigfaltigkeit von konstanter Krtimmung lassen sich
die geoditischen Linien durch lineare Gleichungen darstellen (Beltrami);
daher gilt in den Manwigfaltigheiten von Lkonstamter Kriimmung, wenn

204) J. f. Math. 70 (1869), p. 46, 241.

205) J. f. Math. 70 (1869), p. 71, und 72 (1870), p. 1.

206) Vgl. L. Bianchi, Rom Linc. Rend. (5) 7% (1898), p. 147.
207) Transformationsgruppen 3, p. 333—355.

208) Ann. di mat. (2) 5 (1872), p. 178.

209) Ann. di mat. (2) 5 (1872), p. 194.
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die geoddtischen Livien als Gerade betrachtet werden, im differentialen
Sinne die projektive Geometrie. Umgekehrt (Schlifli): Eine Mannig-
faltigheit, wn der eine differentiale Mapfgeometrie definiert ist, inmerhalb
welcher, wenn man die geoddtischen Linien als Gerade betrachiet, die
projektive Geometrie gilt, ist eine Mannigfaltigheit wvon konstanter
Kriimmung.

Und es kann auch die Mapfbestimmung einer Marnigfaltigkeit von
konstanter Kriimmung immer als eine Cayleysche projektive Mafbestim-
mung wm bezug auf eine absolute Fldiche zweiten Grades betrachtet werden.
Umgekehrt fiilrt die in einem projektiven Rawme in bezug auf eine
absolute Fliche zweiten Grades aufgestellle Mapbestimmung auf einen
quadratischen Ausdruck fiir das Quadrat ds® des Linienelementes, wo-
nach der Rawm wie eine Mannigfaltigheit von Fkonstanter Kriimmung
(in der die Geraden geoditische Linien sind) erscheint ®'°).

Der Vergleich zwischen den Mannigfaltigkeiten von konstanter
Kriimmung und den metrisch-projektiven Réumen wird vollkommen,
wenn man sich die Mannigfaltigkeit, in der die Metrik in differen-
tialem Sinne, d. h. fiir geeignet begrenzte (tebiete definiert ist, in der
Weise vervollstindigt denkt, daf zwei Punkte immer eine und nur
eine geoditische Linie bestimmen. Eine solche Vervollstindigung ist
fir die abstrakten Elementarmannigfaltigkeiten durch die Betrachtung
der idealen Punkte (Nr.17) immer méglich, aber es konnten auch
andere und weniger einfache Vervollstindigungen in Betracht gezogen
werden, die dann zu anderen Folgerungen Anlafi geben.

An den projektiven Charakter der Mannigfaltigkeiten von kon-
stanter Kriimmung kniipft endlich eine Untersuchung von F. Schur®'?)
an. Schur bemerkt, daB dieser projektive Charakter von der fundamen-
talen Bigenschaft der geodétischen Fliche abhiingt, je co® geoditische
Linien des Raumes zu enthalten (fundamentale Eigenschaft der Ebene;
vgl. Nr. 2), und beweist dann die folgenden Sitze:

Wenn i einer metrischen Manwigfaltigheit von dres oder mehr
Dimensionen die von einem Punkte P ausgehenden geodiitischen Flichen
je oo? geoditische Linien des Rawmes enthalten, so hat diec Mannig-
faltighkeit in bezug auf alle von P ausgehenden Flichenelemente eine
konstante Kriimmung. ‘

Wenn die angegebene Eigenschaft allen von zwei Punkten P und
P’ ausgehenden geoddtischen Flichen zukommt, so kowmmt sie allen geo-

210) Vgl. E. Belirams, Fubnote 206, und F. Klein, Erlanger Programm.

211) Math. Ann. 27 (1886), p. 537. Vgl auch L. Bianchi, Rom Linc. Rend.
(6) 11! (1902), p. 265, Hinsichtlich eines geometrischen Beweises derselben
Resultate vgl. F. Enriques, Bologna Atti 1902.
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diitischen Flichen iberhaupt zu, und die Mannigfaltigkeit ist von kon-
stanter Kriimmung.

So erhiilt das Problem der metrischen Mannigfaltigkeiten kon-
stanter Kriimmung, sozusagen in seine projektiven Elemente zerlegt,
die einfachste Losung.

Die Untersuchungen von F. Schur schlieBen auch die Existenz
von Mannigfaltigkeiten von drei oder mehr Dimensionen aus, die um
jeden Punkt eine konstante, aber von Punkt zu Punkt eine verinder-
liche Kriimmung haben.

30. Untersuchungen von De Tilly iiber den Ausdruck fiir
die endliche Entfernung. Dem Riemannschen Ansatz, der die Ma8-
geometrie durch den Ausdruck fiir die elementare Entfernung zwischen
zwei unendlich benachbarten Punkten zu charakterisieren sucht, steht
der andere gegeniiber, der direkt den Ausdruck fiir die endliche Ent-
fernung zwischen zwei wesentlich verschiedenen Punkten herleiten will.
So geschieht es in den allerdings nicht durchgefiihrten Untersuchungen
von J. M. De Tilly®2).

Man betrachte den Raum als eine dreidimensionale Mannigfaltig-
keit, in der ein Koordinatensystem z, y, # festgesetzt ist. Sind zwei
Punkte 1= (z,4,2,), 2 = (2,4,%,) gegeben, so wird ihre Entfernung
(12) durch eine symmetrische Funktion

(12) = Fyy (219121, T%2 %)
ausgedriickt, die vor allem den folgenden Forderungen gentigt:
a) die Entfernung zweier Punkte variiert mit ihnen in stetiger

Weise und wird nur dann Null, wenn die beiden Punkte zusammen-
fallen;

b) sind mehrere Punkte 1, 2,3, 4,--- und ein Punkt 2’ gegeben,
der von 1 ebensoweit entfernt ist wie 2, so gibt es Punkte 2,3/, 4/,---
von solcher Lage, daB die Entfernungen zwischen je zwei Punkten der
zweiten Gruppe denen zwischen den homologen Punkten der ersten
gleich sind.

_ Diese zweite Bedingung (die im wesentlichen die Beweglichkeit
der Figuren einfiihrt, vgl. H. v. Helmholtz, Nr. 32) ist eine funktionale
Bedingung, der die Entfernungsfunktion geniigen muB.

Betrachtet man zwei Gruppen von fiinf Punkten 12345, 12'3'4'5’,
so folgt aus den Gleichungen

212) Bordeaux Mémoires (2) 3 (1879), p. 1; Bruxelles Mémoires couronnés
in 89 47 (1892/93).



80. Untersuchungen v. De Tilly . d. Ausdruck f. d. endliche Entfernung. 105

(1D=02) () =) 14H=01)
) 15) = (15)  (28)—@%) (24) = (24)
(@) =@5) Gy=@1 @)=e3)
unter geeigneten Einschrinkungen identisch:
(45) = (4'5").

Daher muB zwischen den zehn zwischen je zwei von fiinf
Punkten vorhandenen Entfernungen eine charakteristische Relation,
genannt die Relation der fiinf Pumnkte, bestehen, deren Form von der
betrachteten Gruppe von fiinf Punkten unabhiingig sein muB (Be-
dingung der Homogenitit des Raumes).

Diese Relation mége durch

(12345) = y {(12) (13) (14) (15) (23) (24) (25) (34) (35) (45)} = 0

dargestellt sein.

Die Bedingung der Homogenitit verwandelt sich dann in die
folgende Bedingung (die Bedingung der sechs Punkte), der die Funk-
tion ¥ geniigen mub:

Die drei Relationen

(12345)=0, (12346)=0, (12356)=0

(die, welches auch die Form von 9 sei, durch die Wahl von (46)
und (56), nachdem (16) (26) (36) unter passenden Einschrinkungen
beliebig gegeben worden sind, erfiillt werden kdnuen) miissen die drei
folgenden nach sich ziehen:

(12456) =0, (13456)=0, (23456)=0.

Nun haben die Untersuchungen, die fiir die Euklidische Geometrie
J. B. Lagrange, B. N. Carnot und A. Cayley und fiir die nicht-Euklidische
Geometrie E. Schering und P. Mansion®?) tiber die Relation der fiinf
Punkte angestellt haben, zu zwei besonderen Ausdriicken fiir die
Funktion ¢ = (12345) in Determinantenform gefiihrt. Aus diesen
folgt umgekehrt der Ausdruck fiir die Entfernung in der Euklidischen
und in der nicht-Euklidischen Geometrie, wenn man eine dritte Be-
dingung c) beriicksichtigt, die die additive Eigenschaft der Ent-
fernung auf der Geraden ausdriickt.

Es miiite aber bewiesen werden, daB die durch ¥ bestimmten
Ausdriicke fiir die Entfernung wenigstens unter geeigneten Realitiits-
bedingungen die einzigen mdglichen Losungen der vorliegenden Auf-
gabe sind. Die wenig strengen Betrachtungen De Tillys geniigen nicht,

218) Schering, Gott. Nachr. 1870, p. 317; 1873, p. 13 und 149; Mansion,
Bruxelles Soc. Ann. 13 A (1889), p. 57; 15 A (1891), p. 8; 16 A (1892), p. 51.
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um die Existenz anderer Losungen auszuschlieBen, und H. F. Blich-
feldt®'*) hat iiberdies Ausdriicke moglicher Beziehungen zwischen den
Entfernungen erhalten, die in denen De T4llys nicht enthalten sind.

31. Geometrische Systeme von Minkowski-Hilbert. Gewisse
Untersuchungen von H. Minkowski und D. Hilbert finden hier ihren
Platz, insofern sie, von der Betrachtung des Ausdrucks fiir die end-
liche Entfernung zwischen zwei Punkten ausgehend, zu allgemeineren
geometrischen Systemen fiihren, die die gewshnliche, Euklidische und
nicht-Euklidische, Metrik umfassen.

Es seien z, y, # gewohnliche Parallelkoordinaten des Raumes.

H. Minkowski*5) nimmt als Ausdruck fiir die Endéfernung zwischen
zwei Punkten (z,1,2,), (2,9,2,) eine homogene (im allgemeinen trans-
cendente) Funktion ersten Grades der Differenzen #, — z,, ¥, — %,
& — 2t

R (@ — Ty, Y — Yoy % — %)

an, die er keiner anderen Beschrinkung unterwirft als der, daB sie,
einer Konstanten gleichgesetzt, eine wicht konkave Fliche darstellt. Er
erhilt so eine konventionelle MaBgeometrie, die mit der projektiven
Geometrie vertriglich ist in dem Sinne, daBl die Geraden die Linien
kleinster Linge sind; diese Geometrie schlieBt als besonderen Fall
die gewohnliche Euklidische Geometrie ein. Bei Minkowski gibt es im
allgemeinen nur oo® Bewegungen, nidmlich die oco® Parallelverschie-
bungen des Raumes.

D. Hilbert*'%) hat das vorstehende System verallgemeinert, indem
er sich die umgekehrte Aufgabe stellte: alle maoglichen wmetrischen
Geometrien des Raumes zu bestimmen, in denen die Geraden kiirzeste
Linien sind und auperdem eine unendliche Ldnge haben.

Die Antwort ist, daB man solche metrischen Geometrien in dem
projektiven Rawme dmmer so herstellen kann, dafi man als absolute
Fliiche eime geschlossene nicht kowkave Fliche und als Ausdruck fiir
die Entfernung zweier (eigentlicher) Punkte A, B in ihr den Ausdruck

clog (ABMN)

nwimmt, wo M, N die Schnittpunkte der Geraden AB mit der ab-
soluten Flidche sind und ¢ eine Konstante bezeichnet.

Das Hilbertsche System wird ersichtlich zur hyperbolischen Mag-
bestimmung, wenn man als absolute Fliche eine reelle nicht-geradlinige
Fliche zweiten Grades nimmt. Andererseits umfaBt es als Grenzfall

214) Am. Math. Soc. Trans. 3 (1902), p. 467.
215) Geometrie der Zahlen, Leipzig 1896, § 1.
216) Math. Ann. 46 (1895), p. 91.
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(wenn némlich die absolute Fliche in die unendlich ferne Ebeune
ausartet) das Minkowskische System. In der allgemeinen Hilbert-
schen Metrik gibt es keine Bewegungen.

Das Hilbertsche geometrische System kann selbst wieder in
mehrfacher Weise verallgemeinert werden, wenn man einige der Be-
dingungen fallen 1iBt, denen die Funktion der Entfernung zwischen
zwei Punkten gentigen muB, um diejenigen Eigenschaften zu besitzen,
welche wir gemi#B der Anschauung ihr zugestehen, wenn man z. B.
annimmt, daf sie nicht in bezug auf beide Punkte symmetrisch oder
nicht durch sie in eindeutiger Weise bestimmt ist?*!%).

B. Bewegungsgruppe.

32. Postulate von H. v. Helmholtz. Die Forschungsrichtung, die
die Geometrie des physischen Raumes durch die Higenschaften der
Bewegungen, als Punkttransformationen in einem Raumstiick betrachtet,
zu charakterisieren sucht, ist von Fr. Ueberweg®®) und von H.v. Helm-
holtz®'®) angebahnt worden. Spiter hat F. Klein®®?), indem er den
fundamentalen Charakter der Bewegungen, eine Gruppe zu bilden, her-
vorhob, das Problem in eine schirfere Form gebracht, indem er es
als eine Gruppenfrage aussprach; diese Frage wurde von verschiedenen
Gesichtspunkten aus von S. Lie und auch zum Teil, unabhingig da-
von, von H. Poincaré behandelt und geldst.

Die Postulate, die Helmholtz der Geometrie zugrunde legt, sind
die folgenden:

1. Uber die Stetigkeit und die Dimensionen des Raumes.

Das Postulat, wonach der Raum als eine Zahlenmannigfaltigkeit v,
von # Dimensionen, wo # = 3 ist, angesehen werden kann (vgl. Nr. 15).
Die Bedingung n =3 kann wie bei Lie (vgl. unten) erst hinterher ein-
gefiihrt werden, nachdem die Postulate der Bewegung allgemein fiir
den S, ausgesprochen worden sind.

II. Uber die Existenz beweglicher starrer Korper.
Zwischen den 2n Koordinaten eines einem starren Korper an-
gehorenden Punktepaares findet eine Gleichung

LY (xu Loy ooy Zyy YoYas - - -5 yn) =0

217) Vgl. hierzu @. Haimel, Uber die Geometrien, in denen die Geraden
die kiirzesten sind, Diss. Gottingen 1901, und Math. Ann. 57 (1903), p. 231.

218) Arch. f. Philologie und Piadagogik 17 (1851).

219) Verhdl. d. naturhist. med. Vereins zu Heidelberg 4 (1866) (Wissensch.
Abhandl. 2, p. 610) und Gott. Nachr. 1868, p. 198 (Wissensch. Abhandl. 2, p. 618).

220) Erlanger Programm und Math. Ann. 6 (1873), p. 116.
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statt, die fiir jedes Paar kongruenter, d. h. durch eine Bewegung zur
Deckung zu bringender Punkte dieselbe ist.

III. Tber die Freiheit der Bewegung.

Der erste Punkt eines starren Systems ist durchaus beweglich.
Wenn er festgehalten wird, so findet fiir den zweiten Punkt eine
Gleichung statt; wenn noch ein zweiter Punkt festgehalten wird, so
muB ein dritter Punkt zwei Gleichungen geniigen usw. Im ganzen

muB man » Punkte festhalten, d. h. M;:—l—) Bedingungen geben, um

in dem Raume von » Dimensionen die Lage jedes Punktes fest-
zulegen.

IV. Uber den Zusammenhang zwischen Drehung wnd Identitit
(Postulat der Monodromye).

Es wird angenommen, da im Raume von # Dimensionen eine
vollstindige Drehung um » — 1 feste Punkte allgemeiner Lage einen
starren Korper identisch mit sich selbst zur Deckung bringt, d. h.
daf die unter diesen Bedingungen von einem Punkte beschriebene
(Kreis-)Linie geschlossen ist.

Helmholtz glaubt zu beweisen, daf die genannten vier Postulate
von einander unabhingig sind und zur vollstindigen Charakterisierung
der allgemeinen, Euklidischen oder nicht-Euklidischen, Geometrie des
Raumes ausreichen, indem er tatsiichlich zuletzt zu dem Riemannschen
Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements gelangt.

Aber gegen die Helmholtzschen Beweise richtet sich die Kritik
von S. Lie®?) insbesondere der Einwand, daB Helmholtz entsprechend
den um einen festen Punkt O stattfindenden Drehungen lineare Glei-
chungen zwischen den von dem Punkte auslaufenden ersten Differen-
tialen der Koordinaten anschreibt (was zu speziell ist)?).

AuBerdem ist das zur Begriindung der ebenen Geometrie (1= 2)
allerdings nétige Postulat der Monodromie fiir den Fall des Raumes
(n = 3 oder n>3) tiberfliissig. Dies wurde noch vor Lie von De Tilly
(FuBn. 212) verfochten und spiter von F. Klein **®) durch Betrachtungen
intuitiven Charakters erldutert.

Immerhin kénven die Helmholtzschen Resultate als richtig an-
gesehen werden, soweit es sich um die Moglichkeit handelt, die all-

221) Transformationsgruppen 3, p. 437.

222) Es wire moglich, daB es innerhalb der Gruppe Bewegungen um O
gibt, welche die von O ausgehenden ersten Differentiale ungeiindert lassen und
erst auf die zweiten Differentiale wirken, usw.

223) Math. Ann. 87 (1890), p. 544, genauer in Hohere Geometrie 2, autogr.
Vorlesungen, Leipzig 1893.
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gemeine MaBgeometrie des Raumes auf den ersten drei Postulaten
aufzubauen, wofern diese Postulate als fiir alle Punkte eines Raum-
stiickes giiltig verstanden werden 224).

33. Untersuchungen von 8. Lie?¥). Lie bringt das Helmholtz-
sche Problem in eine andere Form und kommt dabei zu zwei neuen
Losungen.

Es wird vor allem ebenso wie bei Helmholtz ausdriicklich an-
genommen, daB der Raum eine Mannigfaltigkeit v; ist, in der man
Koordinaten einfilhren kann.

Die Bewegungen des Raumes erscheinen, insoweit sie zusammen-
setzbar und umkehrbar sind, als Glieder einer Gruppe von Punkt-
transformationen; diese Annahme tritt an Stelle derjenigen, die Helm-
holtz mit dem Begriff der Kongruenz verbindet, némlich, daB die Kon-
gruenz eine gegenseitige Beziehung ist und daB zwei Figuren, die
einer dritten kongruent sind, unter einander kongruent sind.

Nun kommt die Aufgabe, ein Postulatensystem anzugeben, das
der allgemeinen MaBgeometrie zur Grundlage dienen konnte, darauf
hinaus, die Bewegungsgruppen der Euklidischen oder nicht-Euklidi-
schen Geometrien durch allgemeine Eigenschaften zu charakterisieren
und sie dadurch von allen méoglichen Transformationsgruppen einer v,
zu unterscheiden.

Das kann man durch Annahmen, die sich auf die unendlich kleine
Umgebung jedes Punktes beziehen, oder durch Postulate in einem end-
lichen Gebiete erreichen (wobei also die sogleich [unter VI] zu be-
handelnden Zusammenhangsverhiltnisse des unbegrenzten Raumes zu-
niichst auBer Betracht bleiben).

Die Resultate von S. Lie sind folgende:

a) Wir stellen folgende Definition voran: Eine Transformations-
gruppe in einer v, filhrt zur freien Beweglichkeit im Unendlichkleinen
um jeden Punkt P, wenn bei festgehaltenem P es noch moéglich ist,
durch Transformationen der Gruppe ein zu P gehdrendes Linien-
element p in irgend ein anderes auch zu P gehdrendes Linien-
element »" und ein zu p gehdrendes Flichenelement z in irgend ein
zu p gehdrendes Flichenelement #n” zu bringen.

Dann ergibt sich, daB die Gruppen der Fuklidischen oder wicht-
Euklidischen Bewegungen des als eine Zahlenmannigfaltigheit vy = (zy2)

224) 8. Lie, Transformationsgruppen 3.
226) Leipzig Ber. 1886, p. 337; Transformationsgruppen, Abteil. 5 und be-
sonders p. 471, 498.
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betrachteten Raumes vollstindig durch die Eigenschaft charakterisiert
sind, daf3 sie reell, tramsitiv und durch unendlich Fleine Transforma-
tionen erzeugbar sind, sowie die freie Beweglichkeit im Unendlichkleinen
um jeden festgehaltenen Punkt moglich machen.

Dieser SchluB erstreckt sich in analoger Weise auf den Fall der
Bewegungsgruppen in Rédumen von » >3 Dimensionen; aber fiir
#==2 muB man das Helmholtzsche Postulat der Monodromie hinzu-
fiigen, um andere Gruppentypen, die mit der Annahme der Beweg-
lichkeit im Unendlichkleinen vertriglich sind, auszuscheiden.

b) Betrachtet man dagegen die Eigenschaften der Bewegungen
in einem endlichen einfach zusammenhdngenden Gebiete, so kommt
man zu dem Ergebnis:

Die allgemeine Mafgeometrie des Roumes kann, soweit ein be-
grenztes Rawmstiick in Betracht kommi, auf folgende Postulate gegriindet
werden :

1) Der Raum ist eine Zahlenmannigfaltigkeit von drei Dimen-
sionen (vg).

2) Die Bewegungen bilden eine reelle Transformationsgruppe, die
durch unendlich kleine Transformationen erzeugt wird.

3) Wenn man einen Punkt (y,°y,°y.*) von allgemeiner Lage fest-
halt, so geniigen die Punkte, in die ein anderer Punkt (x,° x,° 2,°) durch
eime Bewegung gebracht werden kann, einer Gleichung

0,00 12 0.0,0 —
Ry % 2°2,° %, 2,2, %5) = 0,

die eine durch (2,°x,® x,%), aber wicht durch (y,°y,°y,*) hindurchgehende
Fliche darstells.

4) Um den Punkt (y,°y,°yy") kann man ein dreidimensionales
Rawmstiick wvon der Beschaffenheit abgrenzen, daf, wewn der Punkt
(Y,"ys° ys°) festgehalten wird, jeder andere Pumkt (,°z,°x°) des ge-
nannten Rawmstiickes durch eine stetige Bewegung in irgend einen
anderen Punkt gebracht werden kann, der der Gleichung L = O gemwiigt.

34. Untersuchungen von H. Poincaré. Unabhiingig von Lie
(dessen erste Arbeit (FuBnote 225) vom 25. Okt. 1886 herstammt) hat
sich H. Poincaré®®) die Aufgabe gestellt, auf gruppentheoretischem
Wege diejenigen Geometrien der Ebene zu charakterisieren, bei denen
ein quadratisches, Gebilde im Sinne der projektiven Geometrie zu-
grunde liegt (vgl. Nr. 23). Er gelangt zu folgendem Postulatensystem:

226) Paris Bull. Soc. math. de France 15 (1887), p. 203; vgl. S. Lée, Trans-
formationsgruppen 3, p. 437, 2. FuBnote.
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1) Die Ebene ist eine Mannigfaltigheit von swei Dimensionen.

2) Die Bewegungen bilden in der Ebene eine reelle Transformations-
gruppe, die durch unendlich kleine Transformationen erzeugt wird, und
von drei Parametern abhingt.

3) Wenn in der Ebene zwei Punkte einer Figur festgehalten werden,
so ist die Figur selbst unbeweglich.

Dieses dritte Postulat tritt an Stelle des Helmholtzschen Postu-
lats der Monodromie. Hs ist so gefaBt, daB von den betrachteten
Punkten der Ebene aus mdglicherweise noch reelle Tangenten an das
absolute quadratische Gebilde laufen kénnen. Sollen allein die drei
Fille der elliptischen, hyperbolischen und parabolischen MaBbestim-
mung {ibrig bleiben, so wird man beispielsweise verlangen, daB alle
von einem Punkte auslaufenden Geraden kongruent sein sollen.

35. Untersuchungen von D. Hilbert. Bei der Klassifikation der
Transformationsgruppen beschriinken sich sowohl Lie wie Poincaré
auf Transformationen, die durch analytische Funktionen, oder wenig-
stens auf solche, die durch derivierbare Funltionen dargestellt werden;
diese Annahme gehdrt zu der Erzeugung der Gruppen durch unend-
lich kleine Transformationen, sofern man diese, wie Lie in seiner
Gruppentheorie, analytisch darstellt. Dabei kommt aber nicht zum
Vorschein, ob diese Beschrinkungen Annahmen enthalten, die den
Postulaten der Geometrie, die man charakterisieren will, hinzuzufiigen
sind???). Das Problem, festzustellen, welche Annahmen in diesen Be-
schrinkungen enthalten sind, ist von D. Hilbert®®®) aufgenommen
worden, der nach Vorausschickung der Annahmen, welche die Ebene
als eine Zahlenmannigfaltigkeit von zwei Dimensionen charakterisieren,
zeigt, daB die Gruppen Euklidischer und wicht-Euklidischer Bewegungen
der Ebene unter allen Gruppen stetiger wmkehrbar eindeutiger Trams-
formationen durch die folgenden drei Postulate charakterisiert werden:

1. die Bewegungen bilden eine Gruppe;

II. die Bewegungen, die einenn Punkt fest lassen, bringen irgend
eimen anderen Punkt in unendlich viele verschiedene Lagen;

II1. die Bewegungen bilden ein abgeschlossenes System (im Cantor-
schen Sinne), d. h. wenn es z. B. Bewegungen gibt, durch welche Punkt-
tripel in beliebiger Nihe des Punkttripels ABC in beliebige Nihe

227) In der ersten, FuBnote 225, zitierten Arbeit p. 342 wirft S. Lie die
Frage auf, wie die Transformationsgruppen, die die Euklidische und die nicht-
Euklidische Geometrie definieren, zu charakterisieren sind, wenn man den analy-
tischen Charakter der in Betracht kommenden Funktionen fallen 1a8t.

228) Grundlagen, Anhang 4, p. 121.
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des Punkttripels 4'B’C’ iibergefihrt werden konnen, so gibt es
stets auch eine solche Bewegung, durch welche das Punkttripel A BC
genau in das Punkttripel 4" B’C’ iibergeht.

Wenn es auch auf den ersten Blick sonderbar erscheint, daB
allein diese Bedingungen gentigen sollen, um die Gruppe der Be-
wegungen unter allen moglichen Gruppen ebener Transformationen
zu charakterisieren (besonders weil nicht gefordert wird, daB es nur
oo! Bewegungen geben soll, die einen Punkt fest lassen), so ist doch
zu beachten, daf die Bedingung III bewirkt, daB alle Gruppen (z. B.
die projektive oder die konforme) ausgeschlossen werden, die aus-
geartete (und also nicht eindeutig umkehrbare) Transformationen als
Grenzfille besitzen.

VI. Zusammenhangsverhiiltnisse des unbegrenzten Raumes.

36. Riume, die als Ganzes bewegt werden konnen. Die bis-
her erwihnten Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mafigeometrie
gehen mehr oder minder bewuBt von dem philosophischen Prinzipe
aus, als Postulate Sitze aufzustellen, die in einem den Sinnen zuging-
lichen Gebiete des physischen Raumes durch die Erfahrung gegeben
werden. Hiermit sind aber noch nicht die Eigenschaften des Gesami-
raumes festgelegt. Vielmehr bedarf es hierzu noch besonderer Unter-
suchungen, welche sich als Ergéinzungen an alle vorher gehenden
Untersuchungen anschlieBen 229).

Nehmen wir als gegeben an, daB die Schliisse, auf welche die
Erfahrung hinsichtlich der Geometrie in einem das Feld unserer Be-
obachtungen bildenden Raumstiicke fiihrt, iiber die Grenzen der ge-
nannten Beobachtungen hinaus auf eine geeignete Umgebung drgend
eines Punktes ausgedehnt werden konnen. Der Gesamtraum wird dann
als eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ¥; von konstanter Kriim-
mung ohne singuléire Punkte erscheinen, so daBl die Geometrie in der
Umgebung jedes seiner Punkte die gewdhnliche allgemeine (Euklidische
oder nicht-Euklidische) Metrik sein wird. Ein geeignetes Gebiet der
Vs um irgend einen Punkt wird sich auf ein entsprechendes Gebiet
eines metrisch-projektiven Raumes S; kongruent abbilden lassen. Aber
man wird darum doch nicht behaupten konnen, daB die so her-
gestellte Abbildung sich auf die V; und den S, in ihrer Vollstindig-
keit erstreckt, so daB die Geometrie der ¥V, als Ganzes betrachtet von

229) F. Kliein, Math. Ann. 37 (1890), p. 544.
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der Geometrie des gesamten Raumes S; verschieden sein kann, genau
wie die Gieometrien zweier Flichen im ganzen betrachtet verschieden
sein konnen, auch wenn die genannten Flichen im differentialen Sinne
auf einander abwickelbar sind (Nr. 9).

So kann es infolge der Zusammenhangsverhiltnisse der Ge-
samt-V, sich ereignen, daB es zwar fiir jedes einfach zusammen-
hiingende Stiick der V, in jeder Umgebung der ¥V, oco® Bewegungen
gibt, daB aber die gesamte V; sich nicht mit gleicher Freiheit be-
wegen kann. Eine analoge Tatsache tritt bereits bei der Fliche eines
Kreiszylinders auf, die in differentialem Sinne auf die Ebene abwickel-
bar ist: ein einfach zusammenhingendes Stiick der Zylinderfliche
1iBt sich auf dieser um einen beliebig festgehaltenen Punkt herum
auf co! Weisen bewegen, aber die Gesamtfliche nicht mehr; man
kann sie nicht mehr in sich verbiegen, sobald einer ihrer Punkte
festgehalten wird.

Nehmen wir an, daB die Mannigfaltigkeit V; von konstanter
Kriimmung als Ganzes sich auf oo® Weisen (wie es fiir jedes Stiick
von ihr der Fall ist) bewegen kann. Wird man dann die V; in
ihrer ganzen Ausdehnung als einen metrisch-projektiven Raum S;
betrachten konnen?

Die Antwort ist in einem allbekannten Falle negativ.

In der Tat, betrachten wir die Mannigfaltigkeit, welche sphdrischer
Raum genannt wird, d. h. die dreidimensionale Mannigfaltigkeit,
deren Elemente (Punkte) durch diejenigen Werte der vier Koordinaten
@y, &, T3, T, gegeben sind, die der Relation

2, 4 2 4 2t + wt =17
genligen.

BEs gibt oo Bewegungen, die diesen sphirischen Raum in seiner
Gesamtheit in sich dberfithren. Trotzdem ist derselbe mit dem
elliptischen Raume nicht identisch. In der Tat bestimmen zwei Punkte
dieses Raumes nicht mehr immer eine einzige geoditische Linie
(Gerade), weil jede geoditische Linie gleichzeitig mit einem Punkte
(a,a5a;30,) auch dessen Gegempunkt (—ay, —a,, —as, —a,) enthilt.
Der sphirische Raum ist vielmehr aus dem elliptischen Raume durch
eine Beziehung (2,1) abgeleitet (genau wie die gewohnliche Kugel
aus der elliptischen Ebene oder dem Strahlenbiindel).

Riemann selbst scheint in dieser Sache keine Meinung geiuBert
zu haben. Jedenfalls war man lingere Zeit hindurch allgemein der
Ansicht, daB die sphirische Geometrie die einzige ist, die mit der

Anmnahme einer konstanten positiven Krtimmung vertriglich ist, und
Encyklop. d. wath., Wisgensch, TII1, 8
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daB daher in einer Mannigfaltigkeit von solcher Kriimmung ohne
singulire Punkte als Ganzes betrachtet zwei geoditische Linien sich
immer in zwei (entgegengesetzten) Punkten treffen wmiissen. DaB dies
eine irrttimliche Meinung ist, wurde, wie bereits oben (Nr. 9) hervor-
gehoben, zuerst von F. Klein *%) (1871—13) gezeigt. Spiter wurde
der elliptische Raum im Gegensatze zum sphirischen Raume oder
neben ihm ausdriicklich von S. Newcomb®') (1877) und W. Killing*5%)
(1879—80) betrachtet.

Kehren wir nun zu der vorher gestellten Frage zuriick, so kann
man antworten %):

Eine dreidimensionale Manwigfaltighkeit von konstanter Kriimmung k,
die als Ganzes betrachiet, wie in jedem ihrer Teile, 0o® Bewegungen in
sich selbst zulift, kann betrachtet werden als

1) ein hyperbolischer Raum (k < 0),

2) ein parabolischer Raum (k= 0),

3) emn elliptischer Raum (k> 0),

4) ein sphirischer Raum (k> 0).

G. Veronese®*) hat in seinen Fondamenti den sphirischen Raum
neben dem elliptischen Raume durch ein besonderes Postulatensystem
eingefithrt. Er nimmt zu diesem Zwecke an, daB der Satz: ,zwei
Punkte bestimmen eine Gerade fiir besondere Punktepaare einer Ge-
raden eine Ausnahme erleidet, daf diese Besonderheit sich auf alle
kongruenten Paare auf der Geraden erstreckt, und daB endlich ein
Punkt einer Geraden und ein Punkt auferhalb derselben immer nur
eine Verbindungsgerade besitzen.

37. Zweidimensionale Gebilde von Clifford-Klein. Lassen wir
jetzt die Bedingung fallen, daB unsere Mannigfaltigkeit ¥ von kon-
stanter Kriimmung als Ganzes betrachtet sich auf oo® Weisen be-
wegen kann.

Es werden sich dann andere riumliche Gebilde finden, die in der
Umgebung jedes Punktes wie ein Stiick des metrisch - projektiven
Raumes betrachtet werden konnen, aber von einem solchen Raume
sich infolge ihrer Zusammenhangseigenschaften wesentlich unter-

230) Math. Ann. 4, p. 604 FuBnote; 6, p. 125.
231) J. f. Math. 83, p. 293.

232) J. f. Math. 86, p. 72; 89, p. 265.

283) W. Killing, Grundlagen 1, p. 313.

234) Fondamenti, p. 435.

235) Math. Ann. 39 (1891), p. 257.
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scheiden; es sind die Gebilde, die nach einem Vorschlage von Killing*®)
Clifford-Kleinsche Gebilde genannt werden.

Betrachten wir eine ¥, von der konstanten Kriimmung Null
Jedes einfach zusammenhingende Stiick derselben wird sich iso-
metrisch ein-eindeutig auf ein entsprechendes Stiick der Euklidischen
Ebene abbilden lassen. Soll aber die Gesamt-¥, in dieser Weise auf
die Euklidische Ebene abgebildet werden, so wird man sie vorher
moglicherweise zweckm@Big zerschneiden miissen. Als Bild erscheint
dann ein Teil der Euklidischen Ebene, dessen Rinder paarweise kon-
gruent und entsprechend dieser Kongruenz szusammengeheftet sind (die
jeweils zusammengehorigen Rénder liefern auf der ¥, die beiden Ufer
eines der bei der Zerschneidung benutzten Schnitte).

Ein erstes Beispiel wird durch einen geschlossenen Zylinder (den
man sich der Einfachheit halber als Rotationszylinder denken mag)
dargeboten. Zerschneidet man den Zylinder lings einer Erzeugenden,
so kann man ihn ein-eindeutig auf den zwischen zwei Parallellinien
enthaltenen Teil der Euklidischen Ebene abbilden. Umgekehrt kann
man einen solchen Streifen der FEuklidischen Ebene, indem man
gegeniiberstehende Randpunkte als zusammengehorig ansieht, als ein
vollstindiges Bild des Kreiszylinders ansehen ).

Ein zweites Beispiel erhélt man, wenn man sich in der Euklidi-
schen Ebene ein Parallelogramm abgegrenzt und die korrespondierenden
Punkte gegeniiberstehender Seiten als zusammengehtrig denkt. Auf
dieses Beispiel wurde W. K. Clifford seinerzeit bei den Untersuchungen
iber den elliptischen Raum gefithrt?"). Er fand ndmlich, da8 man in
diesem geradlinige Flichen zweiten Grades konstruieren kann, welche
(im Sinne der elliptischen MaBbestimmung) von der Kriimmung Null
und trotzdem von endlichem Gesamtinhalte sind; diese Flichen zweiten
Grades lieBen sich in der geschilderten Weise auf ein Parallelogramm
der Euklidischen Ebene ein-eindeutig isometrisch abbilden. (BEs sind
dies diejenigen F,, welche die imaginire absolute F, in einem Vier-
seit gerader Linien schneiden.) Von hier aus entwickelte dann Klein
die allgemeine hier exponierte Theorie.

Sowohl der Zylinder wie die Cliffordsche Fliche konnen sich,
als Ganzes betrachtet, nur in oo? Weisen auf sich selbst bewegen.

236) Vgl. F. Kletn, Math. Ann. 37 (1890), p. 544, und Nicht-Euklidische
Geometrie 2.

237) Math. pap. Nr. 20 (Lond. Math. Soc. Proc. 4 (1873), p. 381, Nr. 26 ebenda
(1876), p. 67, sowie Nr. 41 (1874), 42 (1876), 44 (1876). Vgl. F. Klein, FuBn. 236,
und L. Bianchi, Torino Atti 30 (1895), p. 743; Ann. di mat. (2) 24 (1896), p. 93.

8*
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Nun kann man auf Grund der voraufgeschickten Voraussetzungen
beweisen:

Eine Euklidische zweidimensionale, unbegrenzte, zweiseitige Mannig-
faltigkeit V, ohne singuliire Punkte und Doppellinien lift sich vollstindig
auf die Euklidische Ebene oder auf einen Kreiszylinder oder auf die
Cliffordsche Fliche abwickeln *3%).

Es gibt einen anderen hierher gehirigen Typus einer Mannigfaltig-
keit V, unter den einseitigen Flichen; diese V, ist in ein-zweideutiger
Weise auf eine Cliffordsche Fliche abzubilden239).

Hinsichtlich der Typen einer Mannigfaltigkeit ¥, von konstanter
positiver oder negativer Kriimmung gelangt man entsprechend zu
folgenden Ergebnissen 0):

Eine zweidimensionale Mannigfaltigheit von Fkonstanter positiver
Kriimmung lift sich immer in wmkehrbar eindeutiger Weise entweder
auf die elliptische Ebene oder auf die Kugel abwickeln.

Dagegen: [Es gibt wnendlich viele unbegrenzte zweidimensionale
Mannigfaltigheiten von konstanter negativer Kriimmung und ohne sin-
guldire Punkte und Doppellinien, die nicht als Ganzes in oo® Weisen in
sich selbst bewegt werden Lkonnen. Ihre Bestimmung fiihrt auf Zer-
legungen der hyperbolischen Ebene in kongruente Polygome, die der Zer-
legung der Euklidischen Ebene in Parallelstreifen und Parallelogramme
analog sind.

Der ganze Gegenstand hiéingt auf das Innigste mit denjenigen
geometrischen Fragen zusammen, welche man in der Funktionen-
theorie komplexer Variablen bei der Untersuchung der periodischen

und der allgemeinen linear-automorphen Funktionen studiert (I B 3,
Harkness, und 11 B 4, Fricke) ™).

38. Dreidimensionale Gebilde von Clifford-Klein. Wir gehen
zu den dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten ¥ tiber. Hier bieten
sich in analoger Weise Rawumformen von Clifford-Klein dar, d. h. un-
begrenzte V; ohne singulire Punkte, die sich nicht als Ganzes in
oo® Weisen in sich selbst bewegen lassen, wie ein beliebig einfach
zusammenhingender Teil von ihnen.

Mit den verschiedenen Fillen, die es bei den Euklidischen v,

238) F. Klein, Fubn. 236; W. Killing, Math. Ann. 39 (1891), p. 257, und
Grundlagen 1, p. 325.

239) F'. Klein, FuBn. 236.

240) F. Klein, Fubn. 236; vgl. W. Killing, 1, p. 325 1.

241) Vgl etwa Poincaré, Acta math. 1, p. 1, oder die zusammenfassende
Darstellung bei R. Fricke und ¥. Klein, Automorphe Funktionen 1.
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(von der Kriimmung Null) gibt, beschiftigt sich W. Killing (Grund-
lagen).

Die Bestimmung der hyperbolischen Raumformen (von konstanter
negativer Kriimmung) fihrt zu den Zerlegungen des hyperbolischen
Raumes n Longruente Polyeder (die ebenfalls in der Theorie der
automorphen Funktionen in Betracht gezogen werden).

Endlich 1@t sich eine dreidimensionale elliptische Raumform als
Ganzes entweder auf den elliptischen oder auf den sphirischen Raum in
der Weise abwickeln, dafi jedem ihrer Punkte in diesem Raume eine
gewisse ganze Anzohl p von (homologen) Pumkten entspricht, wo zwes

homologe Punkte durch eine sogenamnte Schiebung wvon der Linge

LZ- oder %L—“ zur Deckung gebracht werden kinnen.

Dieses letzte Resultat erstreckt sich auf alle elliptischen Raum-
formen von ungerader Dimensionenzahl n.

VII. Nicht-Archimedische Geometrie.

39. REinleitung. In den vorhergehenden Abschnitten ist, abge-
sehen von den Nummern 7, 10, 11 und dem Kapitel II, immer die
gewihnliche Stetigkeit vorausgesetzt worden. Nun sind, wie wir schon
wiederholt bemerkt haben, in neuerer Zeit Untersuchungen angestellt
worden, wie weit diese Voraussetzung fir die Entwicklung der
Geometrie nétig ist und wie weit sie aus andern Postulaten folgt.
Diese Untersuchungen beziehen sich hauptséichlich auf denjenigen
Teil der Stetigkeit, der durch das sogenannte Archimedische Postulat
(Nr. 7) dargestellt wird, und haben zur Begriindung einer wichi-
Archimedischen Geometrie gefiihrt, in der ein Kontinuwum von hoherer
Art betrachtet wird.

40. Eindimensionales Kontinuum héherer Art. Die Frage des
Archimedischen Postulats erscheint mit einer anderen verkniipft, die
in der schopferischen Periode der Infinitesimalanalysis auftritt: das
Archimedische Postulat verneinen heift so viel wie die Moglichkeit
einer im Verhiltnis zur MaBeinheit aktual unendlich TFleinen (oder
unendlich grofen) Strecke (Nx. 7), und daher auch einer solchen Zahl,
zugeben.

GroBen dieser Art sind bei speziellen geometrischen Problemen
schon frithzeitig in der Mathematik aufgetreten; ein besonders lehr-
reiches Beispiel liefert der Komntingenswinkel, d. h. der Winkel, den
eine Kurve und ihre Tangente oder zwei sich beriihrende Kurven
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bilden. Die GriBe dieses Kontingenzwinkels hat im 16. und 17. Jahr-
hundert die Mathematiker lebhaft beschiftigt ).

Euklid spricht implizite die Meinung aus, daB der Winkel, den
ein Kreis mit seiner Tangente bildet, kleiner ist als jeder geradlinige
Winkel, und Proklus interpretiert dies in dem Sinne, daB dieser
Winkel Null ist.

Der Kontingenzwinkel wird als solcher spiter (1220) von Jordanus
in Betracht gezogen, von dem die Bezeichnung ,angulus contingentiae®
herrithrt, und von Campanus (Ende des 13. Jahrhunderts), der unter
anderm bemerkt, da8 der Kontingenzwinkel und der von zwei Geraden
gebildete Winkel nicht GroBen derselben Art sind. Derselbe Gedanke
kehrt bei Candalle (1502—1594) wieder. Demgegeniiber spricht
Peletarius (1557) die Meinung aus, daB der Kontingenzwinkel Null
ist, und gegen diesen wendet sich Clavius (1574 und spiter), indem
er die Ansicht verteidigt, daB es toricht ist, den Kontingenzwinkel als
Null zu betrachten und diese Meinung dem Fuklid unterzuschieben,
sondern daB dieser Winkel im Verhdltnis zum geradlinigen Winkel
als unendlich klein anzusehen ist (,,gerade wie die Ameise im Ver-
hiiltnis zum Menschen®), dabei jedoch als eine Gréfe, die geteilt und
vervielfiltigt werden kann. Damit trat diese Frage in den Ge-
dankenkreis ein, aus dem die Infinitesimalrechnung hervorging, und
die hervorragendsten Mathematiker der Zeit hatten sich mit ihr aus-
einanderzusetzen. An Peletarius schlossen sich u. a. an: Comman-
dinus, Vieta, Galilei, Wallis, Jakob Bernoulli; an Clavius: Hobbes,
Leibniz, Newton.

Aus dem Aufbau der gewohnlichen Analysis hat nun den Begriff
des aktual Unendlichkleinen (und UnendlichgroBen) die moderne Kritik
entfernt, indem sie zeigte, daB hierzu nur die Betrachtung von
GroBen erforderlich ist, die dem Archimedischen Postulat geniigen.
Aber das aktual Unendlichkleine (und Unendlichgrofe) tritt in der
modernen Mathematik bei gewissen anderen Gattungen von Aufgaben
auf, z. B.:

1) bei dem Vergleich der mehr oder weniger raschen Art, in
der die Funktionen variierend einer Grenze zustreben (Ordnungen des
Unendlichen von Du Bois- Reymond, vgl. I A3 Nr. 19 und 1 A 5
Nr. 17);

2) in der Mengenlehwe (vgl. IA3 Nr. 14 und I A 5 Nr. 3), wo

242) Vgl. G. Vivanti, Il concetto d’infinitesimo, Giorn. d. mat. (2) 7 und 8,
fiir sich herausgegeben Napoli 1901; M. Simon, ,Euklid*, p. 9, 87—90; M. Cantor,
Gesch. d. Math., an vielen Stellen.
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das aktual Unendliche in der Konstruktion der transfiniten Zahlen
Cantors einen ersten arithmetischen Ausdruck fand.

Bei dieser Erweiterung des gewdhnlichen Zahlengebietes hat
Cantor von vornherein die Eigenschaft postuliert, daB die Zahlen eine
wohlgeordnete Menge bilden, d. h. eine solche, in deren Untergruppen
von Elementen sich stets ein ersfes Element befindet (das kleiner als
alle anderen ist). Und darum hat er die formalen FEigenschaften der
gewohnlichen arithmetischen Operationen opfern miissen, die also
fiir seine transfiniten Zahlen nicht mehr séimtlich gelten. Daraus
folgt, daB die Cantorschen Zahlen ein nicht-Archimedisches System
nicht bilden, indem ein solches, in abstraktem Sinne genommen,
als eine ,Gerade” betrachtet werden kann, in der die gewshnlichen
Kongruenzpostulate erfiillt sind. Dagegen ist G. Veronese™®) bei
einer geometrischen Untersuchung der fiir .die Gerade geltenden
Postulate zu der Erkenntnis der Moglichkeit einer mnicht- Archi-
medischen Geometrie gelangt, die allen Postulaten der Anordnung
und der Kongruenz geniigt, bei der aber die Stetigkeit nur in dem
engeren (Cantorschen) Sinne gilt (vgl. Nr. 7). Und von hier aus ist
er zur Konstruktion eines Systems wicht- Archimedischer Zahlen ge-
kommen, fiir das die formalen Kigenschaften des arithmetischen
Algorithmus bestehen. 7. Levi- Civita***) hat dann diese Kon-
struktion ihres geometrischen Gewandes entkleidet und ein System
nicht - Archimedischer Zahlen aufgestellt, die er monosemii ge-
nannt hat und die noch allgemeinerve Zahlen als die Veroneseschen
darstellen.

D. Hilbert®®) ist auf einem anderen Wege zu einem speziellen
nicht-Archimedischen Zahlensystem gelangt. Er betrachtet einen Korper
von Funktionen & (), die man erhilt, wenn man ¢ den vier rationalen
Operationen und der Operation )1 -+ ? unterwirft; dabei soll o eine
Funktion bedeuten, die vermdge jener fiinf Operationen bereits ent-
standen ist. In diesem Korper werden die Summe, das Produkt usw.
wie gewohnlich definiert, also in der Weise, daB die formalen Eigen-
schaften der arithmetischen Zahlenoperationen erfiillt sind. Die Un-
gleichheit zweier Funktionen a, b von &(f) kann man dann definieren,
indem man

a>b

nennt, wenn ¢ — b fiir ein geniigend groBes ¢ positiv ist. Dann

243) Fondamenti, im besondern pg. 257 und 262.
244) Veneto Istit. Atti (7) 4 (1893), p. 1765.
245) Grundlagen, p. 22.
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konnen die genannten Funktiomen als die Zahlen eines speziellen
wicht-Archimedischen Systems betrachtet werden.

Die Beziehungen zwischen diesen und den Veroneseschen Zahlen
sind von A. Bindoni*®) studiert worden, und die verschiedene Rich-
tung der beiden Forscher, die sich hierbei ergibt, ist bemerkenswert:
Veronese richtet seinen Blick im allgemeinen auf besonders aus-
gedehnte Systeme von Elementen, die gewissen Eigenschaften ge-
ntigen, Hilbert auf gewisse spezielle Systeme 7).

246) Rom Lincei Rend. (5) 112 (1902), p. 205.

247) Die arithmetische Eigenart und die Tragweite der von Veromese ein-
gefiihrten transfiniten Zahlen ist kiirzlich von Schoenflies®) eingehend unter-
sucht worden, und zwar wesentlich auf Grund eines von Hélder ') ausgesprochenen
Resultats.

Die einfachsten Veroneseschen Zahlen sind solche, die mit der endlichen
Einheit 1 und einer transfiniten (unendlich kleinen) Einheit n gebildet sind; fiir
jede endliche Zahl N besteht also — entgegen dem Archimedischen Postulat —
die Ungleichheit N9 <{1. Sind dann 4 und B gewdhnliche (Archimedische)
Zahlenkoeffizienten, so stellt

44 Bnq

die allgemeinste derartige transfinite Zahl dar. Von ihnen hat Holder gezeigt,
daf die Veronesesche Stetigkeitsforderung (vgl. Nr. 7) nur dem Koeffizienten B,
aber wnicht dem A eine Bedingung auferlegt; es ist die, daB die fiir B zuléssigen
Zahlen selber die Dedekindsche Stetigkeit besitzen.

Dies gilt analog fiir jedes System transfiniter Zahlen, das mit einer end-
lichen Zahl geordneter unendlich grofler resp. unendlich kleiner Einheiten ge-
bildet ist, insbesondere fiir diejenigen, deren Individuen sich in der Form

Ao Aot T et Ao+ Ay F e+t o
darstellen lassen, wo p und » ganze positive Zahlen sind und immer fiir jedes
endliche IV

co'l>1\lco]“_1 und nl<Nn"t"1

ist. Die Veronesesche Stetigkeit legt hier nur dem letzten Koeffizienten a, eine
Bedingung auf, und zwar die oben erwihnte, wihrend die Wertmenge jedes
anderen Koeffizienten a; und jedes Koeffizienten A, beliebig, ja auch endlich
sein kann.

Diejenigen transfiniten Zahlen, die dem Veroneseschen Begriff des Konti-
nuums entsprechen, sind mit unendlich vielen Einheiten dieser Art gebildet (vgl.
IA 5 Nr. 17); genauer entsprochen enthalten sie unendlich viele Potenzen von 7,
aber nicht von o *). Thren Koeffizienten legt die Veronesesche Stetigkeit siber-

*) Jahresb. d. D. M.-V. 15 (1906), p. 26.

**) Diese Einschrinkung ist fiir Veroneses Zahlen wesentlich. In seinen
Fondamenti hatte Veronese bei der Behandlung eines Beispiels mit solchen
Zahlen gerechnet, in denen auch unendlich viele Potenzen von o auftreten
(Grundziige, p. 217). Fir sie versagen die gewthnlichen Rechnungsgesetze. Dies
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41. Allgemeine Ansitze Veroneses. Veronese hat sich nicht dar-
auf beschriinkt, die Moglichkeit eines eindimensionalen nicht-Archi-
medischen Kontinuums darzutun, sondern sich die allgemeine Kon-
struktion einer mehrdimensionalen nicht-Archimedischen Geometrie
zum Ziele gesetzt. Die leitende Idee seiner Forschungen scheint fol-
gende zu sein. Der gewohnliche Raum geniigt einer gewissen Gesamt-
heit von Eigenschaften, auf Grund deren er durch aufeinanderfolgende
Projektionen einer Geraden von einem auferhalb dieser gegebenen
Punkte aus konstruiert werden kann; in gleicher Weise lassen sich
auf der Geraden (auf der die Beziehungen der Anordnung und der
Kongruenz gegeben sind), wenn man von gewissen Reihen gegebener
Punkte ausgeht, mit Hilfe des Cantorschen Postulats Grenzpunkte
komstruieren. Veronese untersucht nun, wie weit die Annahmen dieser
Konstruktion mit der Existenz anderer Punkte aufBerhalb jener nach
und nach konstruierten vertréiglich sind, und gelangt so zu einem
allgemeinen Rawme von unendlich vielen Dimensionen und unendlich
vielen geradlinigen Einheiten, der das ausgedehnteste Gebilde ist,
innerhalb dessen die genannten Konstruktionen immer moglich sind.

Veronese hat zwei geometrische Systeme konstruiert:

haupt keine Bedingung auf. Dabei wird zuntchst davon abgesehen, dass die
Zahlen irgend welchen Rechnungsregeln geniigen, oder irgend welchen Korper
bilden sollen.

Dasselbe gilt fiir die oben erwihnten analog gebauten allgemeineren Zahlen
von Levt-Civita (monosemii), bei denen die Exponenten von o und 7 irgend eine
Reihe abnehmender resp. zunehmender Zahlen bilden.

Fiir die eben betrachteten Veroneseschen Zahlen, die das Kontinuum dar-
stellen sollen, lassen sich die vier rationalen Operationen den fir sie charakte-
ristischen elementaren Gesetzen (die Definitionen stimmen mit derjenigen fiir
Potenzreiben iiberein) gemiss definieren, und zwar erfordert die Ausfiihrbarkeit
der Division die Existenz auch solcher Zahlen, die unendlich viele Potenzen von
n enthalten. Geht man von den Zahlen zu einem Korper iber, so ergeben sich
auch noch Bedingungen fiir die Koeffizienten 4, und «,. Einen rationalen Kérper,
in dem durchgehends die Veronesesche Stetigkeit herrscht, erhilt man ins-
besondere auch dann schon, wenn man simtliche Koeffizienten A, und a, rational
annimmt. Dies gilt in analoger Weise auch fiir die noch allgemeineren Zahlen
Veroneses, bei denen die Exponenten der Potenzen von o resp. n eine wohl-
geordnete Menge zweiter Michtigkeit bilden, und ebenso fiir die analogen Zahlen
von Levi-Civita (Beitrag von Schoenflies).
ist der Inhalt eines von Schoenflies erhobenen Einwandes [Rom Linc. Rend. (5)
6, (1897), p. 362]. Veronese und Levi-Civita haben spiter darauf hingewiesen,
daB Veroneses Ideen diese von ihm selbst benutzten Zahlen ausschliefen [Rom
Linc. Rend. (8) 7, (1898), p. 79, 91, 113], womit der Einwand von Schoenflies
hinfallig wird.
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1) ein System, in dem die Gerade eine offene Linie ist und
durch einen Punkt unendlich viele Parallele zu einer gegebenen Ge-
raden gehen;

2) ein System, in dem, #hnlich wie bei Riemann, die Gerade
eine geschlossene Linie ist.

Und er hat besonders die Eigenschaften des zweiten Systems
entwickelt, in dem Sinne, daB er die geometrischen Tatsachen hin-
sichtlich der verschiedenen Einheilen in einer, wie man sagen konnte,
unendlich anndhernden Weise betrachtet. So bemerkt er, daB in
diesem System die Geometrie in der unendlich kleinen Umgebung eines
Punktes (mit unendlich grofler Anniiherung) Fuklidisch ist.

42, Nicht-Archimedische projektive Geometrie. Veronese hat
sich dahin ausgesprochen, daB in seinem Raum, oder in demjenigen,
welcher durch die Zahlen Leri-Civitas analytisch definiert werden
kann, die projektive Geometrie Geltung hat.2)

Aber auch von einer anderen Seite ist man zu einer nicht-Archi-
medischen projektiven Geometrie gefilhrt worden, n#mlich durch die
Untersuchungen, die zum Ziele hatten, beim geometrischen Beweise
des im engeren (Ponceletschen) Sinne verstandenen Fundamentalsatzes
der Projektivitit die Voraussetzungen einzuschrinken (vgl. Nr. 22).

Vor allem hat H. Wiener *%), indem er die Affinitit und die
Ahnlichkeit zu Hilfe nahm, bewiesen, daB der in diesem Sinne ver-
standene Satz der Projektivitit sich aus den Sitzen von Desargues und

248) Da Veroneses Zahlen die rationalen Operationen gestatten, so tritft
dies unmittelbar zu, solange man im rationalen Gebiet bleibt. Sobald man
jedoch das rationale Gebiet verliBt, reichen die Veroneseschen Zahlen, trotz der
ihnen innewohnenden Stetigkeit, nicht mehr zur Darstellung der Punkte aus;
dies ist sogar selbst dann nicht mehr der Fall, wenn man fiir die Koeffizienten
A, und @, simtliche Zahlenwerte zuliBt. Der innere Grund ist der, daB bei der
Veroneseschen Stetigkeit, im Gegensatz zu der Dedekindschen, Liicken auftreten,
denen eine ZahlengriBe des stetigen Systems nicht emtspricht (Nr. 7); sie ist in
dieser Hinsicht sozusagen enger als die Dedekindsche. So kann z. B. schon die
Bestimmung der Doppelpunkte inzidenter projektiver Punktreihen, also auch der
Schnittpunkte einer €, mit einer Geraden, illusorisch werden. Soll also Veroneses
Behauptung, daf seine Zahlen die projektive Geometrie gestatten, so realisiert
werden, daB auch andere als rationale Aufgaben l0sbar sind, so muB man das
Zahlengebiet durch Einfiihrung neuer Einheiten, n#imlich gebrochener Potenzen
von @ und 7, so erweitern, daB die entsprechenden nicht-rationalen Operationen
ausftihrbar werden. Dies gibt in jedem Falle noch Bedingungen fiir die Ex-
ponenten derjenigen Potenzen von o und 7, aus denen die Zahlen des Korpers
sich aufbauen. Das Nihere bei Schoenflies, Fubnote 248. (Beitrag von Schoenflies.)

249) Leipzig Ber. 1891, p. 669; D. Math.-V. 1 (1892), p. 45; 3 (1894), p. 70.
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Pappus herleiten 14Bt, ohne daB man die gewdhnlichen Stetigkeits-
begriffe einzufithren braucht (Nr. 7), und dies ist spiter in einfacher
projektiver Weise von F. Schur *°) unter alleiniger Benutzung der
Postulate des Einanderangehdrens bewiesen worden.

Zeuthen ®') hat den Gesichtspunkt aunfgestellt, den genannten
Satz (ohne Einfiihrung der gewdhnlichen Stetigkeitspostulate) auf die
fundamentale Eigenschaft der doppelten Reihe Erzeugender des Hyper-
boloids zuriickzufiihren. Darauf hat F. Schur®?), ankniipfend an eine
Dandelinsche Idee®2), aus dieser Higenschaft des Hyperboloids den
Pappusschen Satz und aus diesem, wie gesagt, den Satz der Pro-
Jjektivitit hergeleitet. Schur bemerkt, daB nur ein besonderes Hyper-
boloid zu existieren braucht, und hebt hervor, daB die Kongruenz-
postulate ohne weiteres auf das Rotationshyperboloid fiihren.

Hilbert hat die Beweismittel fiir den Pappusschen Satz unter
Festhaltung der Kongruenzpostulate noch weiter eingeschriinkt, indem
er in der Ebene bleibt, d. h. von den Postulaten des Einanderan-
gehdrens nur diejenigen benutzt, welche sich auf die Ebene beziehen.

Als Resultat dieser Untersuchungen haben wir also:

Der im engeren (Ponceletschen) Sinne verstandene Satz der Pro-
Jektivitat laft sich beweisen, wenn man den projektiven Postulaten der
ebenen Geometrie die Postulate der Kongruenz und das Parallelenaxiom
hinzufiigt, ohne wvon der Stetigkeit und dem Archimedischen Postulat Ge-
brauch zu machen.

Eine von dem Archimedischen Postulate unabhingige analytische
Behandlung der projektiven Geometrie kniipft an:

1) an die neuen Entwicklungen tiber die Theorie der Proportionen
(Nr. 11), deren Zusammenhang mit dem im engeren Sinne verstandenen
Satze der Projektivitit in dem Ponceletschen, auf die projektive In-
varianz des Doppelverhiltnisses gegriindeten Beweise erscheint;

2) an die Einfihrung der Koordinaten ohne Benutzung eines
MaBes, also an die v. Staudfsche Rechnung mit Wiirfen und an die
Hankelschen und Schurschen Entwicklungen iiber die Rechnung mit
Strecken in der projektiven Geometrie.

Hilbert hat, indem er von einer auf den Desarguesschen Satz

250) Math. Ann. 51 (1894), p. 401; vgl. auch ebenda 55 (1901), p. 265, und
L. Balser, Math. Ann. 55 (1901), p. 243.

251) Paris C. R. 1897, p. 638, 859; 1898, p. 213.

252) Vgl. FuBnote 230.

253) Gergonne Ann. 15 (1825), p. 387, besonders p. 390f (vgl. I C 1,
Dingeldey, Nr. b).
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gegriindeten Streckenrechnung ausging, die Rolle des Pappusschen
Satzes dahin aufgeklirt, daB dieser der Komumutativitit der Multipli-
kation gleichwertig ist.

Aber arithmetisch 148t sich ein System nicht- Archimedischer
Zahlen definieren, fiir welche diese Eigenschaft nicht besteht, daher
zieht Hilbert folgenden SchluB:

Der Pappussche Satz Bt sich wicht beweisen, wenn man nur die
projelitiven  Postulate des Rawwmes zu Hilfe nimmt, aber die Stetigheit
und die Kongruenz nicht benutzt.

Es gibt demnach ein abstraktes nich?- Pappussches, oder, wie
Hilbert sagt, nicht- Pascalsches geometrisches System, in dem die
fundamentalen Eigenschaften der Anordnung und des Einanderange-
horens erfiillt sind.

Was die Bezichungen zwischen den Kongruenzpostulaten und
dem Satze der Projektivitiit betrifft, so scheint die Bedeutung dessen,
was durch die Kongruenzpostulate hier hinzugefiigt wird, folgende
zu sein:

Wenn man nach einer endlichen Anzahl von Projektionen und
Schnitten von den Punkten einer Geraden oder einer Ebene zu den
Punkten derselben Geraden oder derselben Ebene zuriickkehrt, so
entsteht in diesem Gebilde eine Projektivitit. Nun sagt der Funda-
mentalsatz aus, daB sich die Reihe dieser Projektivititen in eine
Gruppe mit einer endlichen Zahl (drei) von Parametern zusammen-
schlieBt. Dieses SichzusammenschlieBen der genannten Reihe in eine
solche Gruppe scheint nun eine Folge davon zu sein, daB man mit
den Kongruenzpostulaten bereits annimmt, daf die Reihe eine ge-
wisse geschlossene Untergruppe mit nur einem Parameter enthilt.

Andererseits geht B. Levi **) davon aus, daB die Kongruenzpostulate
in der nicht-Euklidischen Geometrie uns eine Polaritiit in der Ebene
erkennen lassen, wihrend wir in der Euklidischen Geeometrie auf jeden
Fall eine (orthogonale) Polaritit im Biindel haben. Also: Der Satz der
Projektivitédt in der Ebene oder im Biindel 148t sich ohne Benutzung
der Stetigkeitspostulate beweisen, wenn man den deskriptiven Postu-
laten des Raumes die Existenz einer Polaritit innerhalb des gegebenen
Gebildes zweiter Stufe hinzufiigt.

43. Euklidische nicht-Archimedische Geometrie. Die Hilbert-
schen Funktionalzahlen (Nr. 40) konnen als die Koordinaten der
yPunkte“ eines nicht-Archimedischen Raumes betrachtet werden, in

254) Torino Memorie 1904, p. 283.
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dem alle Postulate des Einanderangehorens, der Anordnung und der
Kongruenz und das Parallelenpostulat gelten. Auf diese Weise erhilt
man ein einfaches Beispiel einer eulklidischen wicht- Archimedischen
Geometrie.

Hilbert hat die grundlegenden S#tze dieser Gieometrie niher be-
trachtet in ihren Beziehungen:

1) zum Flicheninhalt. Wie in Nr. 10 gesagt worden ist, kann
man ein Flichenmal unabhingig von dem Archimedischen Postulat
erhalten, sofern man Polygone als inhaltsgleich erklirt, nicht bloB,
wenn sie Summen kongruenter Polygone, sondern auch, wenn sie be-
liebige Aggregate kongruenter Polygone sind.

©2) zu den grundlegenden Sitzen der MaBgeometrie in der
Ebene 25%).

Das Postulat IIT 7 der Nr. 5 bezieht sich auf die direkte und
die inverse Kongruenz der Dreiecke, in denen zwei Seiten und der
eingeschlossene Winkel einander kongruent sind, wobei die Sinnes-
gleichheit oder -ungleichheit der beiden kongruenten Winkel nicht
unterschieden wird (direkte und inverse Kongruenz); die Recht-
fertigung dieses Postulats liegt also in einer ideellen Erfahrung, fiir
die im Falle der inversen Kongruenz eine Umklappung der Figur,
also das Herausgehen aus der Ebene nitig ist. Bleibt man in der
Ebene, so kann man die Kongruenz der beiden Dreiecke nur dann
erkennen, wenn sie gleichen Sinn haben, und dann ersetzt man
das Postulat III 7 durch ein Postulat tiber die im engeren Sinne ver-
standene Kongruenz von Dreiecken.

Also:

Moan nehme, indem man sich auf Bezichungen von Figuren in der
Ebene beschrinkt, die gewshnlichen Postulate des Einanderangehorens
und der Parallelen, der Anordnung und der Kongruenz (vgl. L II, IIT
der Nrn. 3, 4, 5) an und schrinke im besondern die der Komgruenz
in der Weise ein, daf3 man nur das Postulat iiber die im engeren Sinne
verstandene Kongruenz von Dreiecken gelten 1Gft; dann karm man das
Kongruenzpostulat im weiteren Sinne beweisen, wenn mon hinzunimms:

a) das Archimedische Postulat,

b) das folgende Postulat der Nachbarschaft:

Ist irgend eine Strecke AB vorgelegt, so gibt es stets ein

Dreieck, in dessen Innerem keine zu AB kongruente Strecke sich
finden laft.

255) London Math. Soc. Proc. 85 (1903), p. 50; Grundlagen, Anhang I
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Aber wenn man das Archimedische Postulat weglipt, so lipt sich
der Satz iiber die im weiteren Sinne verstandene Kongruenz von Drei-
ecken nicht beweisen.

In der Tat gibt es ein geometrisches System, in dem die ge-
nannten Postulate gelten, aber nicht die Kongruenz der Basiswinkel
im  gleichschenkligen Dreieck. In diesem System, das Hilbert wicht-
Pythagordisch nennt, findet folgendes statt:

a) man kann die geometrische Theorie der Proportionen be-
griinden;

b) man kann beweisen, dafl die Summe der Quadrate iiber den
Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks durch Subtraktion flichen-
gleich ist dem Quadrate iiber der Hypotenuse (Satz des Pythagoras),
aber daraus folgt nicht die bekannte Relation zwischen den Katheten
und der Hypotenuse dieses Dreiecks, weil das De Zoltsche Prinzip,
das der gewdhnlichen Messung des Flicheninhalts zugrunde liegt,
nicht gilt (Nr. 10); A

c¢) es gilt nicht der Satz, daB die Summe zweier Seiten eines
Dreiecks grofer ist als die dritte.

Nimmt man aber das De Zolische Prinzip hinzu, so kann man
den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen
Dreieck beweisen %),

Diese Resultate kliren tiber die Bezichungen der grundlegenden
Siitze der ebenen (im Sinne der Alten konstruierten) MaBgeometrie
zur Anschauung des dreidimensionalen Raumes auf, ebenso wie das
Resultat der Nr. 20 iber den Desarguesschen Satz die Bedeutung des
dreidimensionalen Raumes fiir die Begriindung der projektiven Geo-
metrie darlegt.

44, Nicht-Archimedische Entwicklungen iiber die Parallelen-
theorie. Die Beziehungen des Archimedischen Postulats zur Theorie
der Parallelen sind unter zwei verschiedenen Gesichtspunkten klar-
gestellt worden:

1) mit Hilfe der nicht-Archimedischen Begriindung der hyper-
bolischen Geometrie (Dehn, Schur, Hilbert);

2) mit Hilfe der nicht-Archimedischen Entwicklungen hinsicht-
lich der Sitze von Saccheri (oder von Legendre), d.h. durch die Kon-
struktion der Systeme von M. Dekn.

256) Das ging schon implizite aus der Arbeit von A. Bonnesen, Nyd Tid-
skrift for Mathematik, 11 B (1900), p. 25 hervor.
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In der Begriindung der Parallelentheorie von Bolyai-Lobatschefskij
wird mehrfach von dem Stetigkeitspostulat in der gewShnlichen Dede-
kindschen Form und auch von dem Archimedischen Postulat (das in
dem Dedekindschen enthalten ist) Gebrauch gemacht.

Die Stetigkeit wird zunichst zu Hilfe genommen, um die
Existenz der Parallelen (durch einen Punkt zu einer gegebenen Ge-
raden) darzutun, insofern ja die Parallelen als Grenzgerade, die die
schneidenden von den nicht-schneidenden Geraden tremmen, definiert
werden.

Man nehme diese Existenz als besonderes Postulat an und fiige
sie den auf die Ebene beschriinkten Postulaten I, IL, III der Nrn. 3,
4, 5 hinzu; dann kann man, wie es . Hilbert sehr einfach gemacht
hat 7), die Bolyai- Lobatschefskijsche Theorie entwickeln, ohne von der
Stetigkeit oder dem Archimedischen Postulat Gebrauch zu machen. Es
sei dazu bemerkt®®), daB die Moglichkeit dieser Begriindung als in
der Begriindung der nicht-Archimedischen projektiven Geometrie ein-
geschlossen betrachtet werden kann, da mit der Annahme der Existenz
der Parallelen in der Ebene der Grenzkegelschnitt der eigentlichen
Punkte gegeben wird, in bezug auf welchen die Metrik im Sinne von
Cayley-Klein definiert ist (Nr. 22).

Nun hat F. Schur %) folgendes bewiesen:

Die Existenz von Geraden in der Bolyai- Lobatschefskijschen Ebene,
die sich auf dem Fundamentalgebilde sclmeiden, kann innerhalb der
Ebene ohne Benutzung der Stebigheit oder des Archimedischen Postulats
bewiesen werden, wenn man den gewdhnlichen Postulaten des Einander-
angehorens, der Anordnung und der Kongruenz das Postulat hinzufiigt,
dap ein Kreis und eine Gerade, die von seinem Mittelpunlkte wm weniger
als der Radius enifernt ist, zwei Punkte gemeinsam haben (das Grund-
postulat der Euklidischen Koustruktionen).

Das Schursche Resultat wird durch den Umstand bemerkens-
wert, daB es in gewissem Sinne umkehrbar ist:

Die Existens von Geraden in der Bolyai- Lobatschefskijschen Ebene,
die sich auf dem Fundamentalgebilde schneiden, bildet, wenn die ge-
nannten Postulate des Einanderangehirens, der Awordnung und der
Kongruenz (I, 1L, III der Nrn. 3, 4, 5) erfiillt sind, eine Annakme, dic

257) Math. Ann. 57 (1908), p. 187—150; Grundlagen, p. 107—120. Vgl
H. Liebmann, Math. Ann, 59 (1904), p. 110—128. '

258) Vgl. F. Schur, Math. Ann. 59 (1904), p. 314.

259) Math. Ann. 55 (1900), p. 314—320.
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das Postulat iiber die Schwiltpunkte einer Geraden und eines Kreises
enthdlt.

Man betrachte in der Tat die projektive Metrik in bezug auf
den Grenzkegelschnitt der eigentlichen Punkte. Sind die Schnitt-
punkte dieses Kegelschnitts mit einer eigentlichen Geraden gegeben,
so kann man die Schnittpunkte eines Kreises mit einer Geraden
bestimmen, die von dem Mittelpunkte um weniger als der Radius
entfernt ist.

Ubrigens ist von D. Hilbert*®) durch eine Untersuchung der
Konstruktionen, die man mit dem Streckeniibertrager oder noch ein-
facher mit dem Einheitsiibertrager ausfiilhren kann, bewiesen worden,
daB das Postulat tiber die Schnittpunkte eines Kreises und einer
Geraden nicht aus den Postulaten I, II, III der Nrn. 3, 4, 5 folgt.

Nun zu den Beziehungen zwischen den Saccherischen Sitzen von der
Winkelsumme eines Dreiecks und den Annahmen iiber die Parallelen!

M. Dehn®8Y) hat auf Grund der Postulate des Einanderangehirens,
der Anordnung *2) und der Kongruenz und ohne Benutzung des Archi-
medischen Postulats bewiesen, daf die Summe s der Winkel in jedem
Dreieck grifer als zwei Rechte, gleich zwei Rechten oder kleimer als
2wei Rechte ist, wenn dies fiir ein besonderes Dreieck zutrifft.

Wird wun das Archimedische Postulat wicht benutzt, so fiihrt das
Eintreten des ersten Falles (s > 2R) nicht notwendig dazu, daf die
Gerade eine geschlossene Linie ist und alle Geraden der Ebene schneidende
sind; und beim Eintreten des zweiten Falles (s = 2R) kann man dann
das FBuklidische Postulat wvon der einzigen Parallelen wicht beweisen;
nuwr das Eintreten des dritten Falles (s < 2R) fiilwt (wie in der ge-
wokmlichen hyperbolischen Geometrie) auf die Existenz unendlich vieler
Geraden durch einen Punkt der Ebene, die eine gegebene Gerade wnicht
schneiden.

Diese Resultate sind von Dehn durch die Konstruktion neuer
geeigneter nicht-Archimedischer geometrischer Systeme erhalten worden:

der (nicht-Legendreschen nach seiner Benennung, besser wohl)
nicht- Saccherischen Geometrie, wo s > 2R ist und durch einen Punkt
der Ebene unendlich viele Gerade gehen, die eine gegebene Gerade
nicht schneiden (oder, wie er sagt, ihr parallel sind)*%);

260) Grundlagen, p. 73.

261) Math. Ann. 53 (1900), p. 404.

262) Diese werden, wo es notig ist, so modifiziert, daB die gerade Linie
geschlossen sein kann,

263) Dieses System wire im Zusammenhang mit dem zweiten Veroneseschen
Gebilde (Nr. 41) zu studieren.
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der semi- Euklidischen Geomelrie, wo s= 2R ist und es auch
unendlich viele Gerade gibt, die eine gegebene Grerade nicht schneiden.
Diese Resultate sind in folgendem Schema zusammengefaft:

E 5 Durch einen Punkt gibt es zu einer Geraden:

S o

EES . . -

> 8% keine eine unendlich viele

= 55 nicht Schneidende nicht Schneidende nicht Schneidende

> 2R || Elliptische Geometrie Unmoglich Nicht-Saccherische Geometrie
= 2R Unmdglich Euklidische Geometrie | Semi-Euklidische Geometrie
< 2R Unmdglich Unmoglich Hyperbolische Geometrie

(Abgeschlossen im Mirz 1907.)

Encyklop. d. math. Wissensch., III 1. 9
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III A B2. DIE BEGRIFFE ,LINIE® UND ,FLACHE",
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11. Bevorzugung der analytischen Linien.

12, Der Begriff Flache.

1. Notwendigkeit einer genauen Erklirung. In den Lehr-
biichern der Geometrie und der Analysis und in den allgemeinen
sowie den mathematischen Waorterbiichern wird der Begriff Linde in
der Regel entweder gar nicht, oder hochstens als , Linge ohne Breite“?),
oder ,Grenze einer Fliche“?), oder ,Bahn eines Punktes“®) erklirt.
Ja man begegnet sogar der Ansicht, daB er ein Grundbegriff sei, der
sich nicht weiter erkliren lasse?).

1) Euklid, Elemente, 1. Buch, Erkl. 2.

2) Ebd. Erkl 6.

8) Procli Diadochi Comm. ex rec. G. Friedlein, Leipzig 1873, p. 97; Papp:
Alexandrini collectionis quae supersunt ed. F. Hultsch, 2, Berlin 1877, p. 662.

4) Z. B. in Diderot und I’ Alembert, Encyclopédie ou Dictionnaire rai-
sonné ... Nouv. éd. 9, Gendve 1777, p. 758, und hieraus wiederholt in G. S.
Kligel, Mathematisches Worterbuch 3, Leipzig 1808, p. 162. Bis zu einem ge-
wissen Grade wird diese Auffassung auch von F. Enrigues, Lezioni di geometria
descrittiva, Bologna 1902, p. 167, verteidigt.
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Im Gegensatz hierzu tritt in neueren Untersuchungen iiber die
Grundlagen der Geometrie (Pasch, Peano, Hilbert, Schur, vgl. Il AB 1,
Nr. 3, Enriques) das Bestreben hervor, nur den Punkt, die gerade
Strecke und die ebene Fliche als Grundbegriffe anzusehen, die nicht
anders als durch den Hinweis auf geeignete Gtegenstiinde der Anschau-
ung erkldrt werden konnen, bei allen anderen geometrischen Begriffen
dagegen eine den Formen der Aristotelischen Logik entsprechende Er-
kldrung zu fordern. Dies ist namentlich bei den Begriffen ,Linie“ und
»Fliche“ berechtigt, weil man denselben sowohl einen engeren als
einen weiteren Umfang beilegen kann, und weil viele Sitze der
Geometrie nur dann ausnahmslos giiltig sind, wenn man jene Be-
griffe in hinreichend enger Bedeutung nimmt®). Auch wiirde man,
wie F. Emriques a. a. O.*) hervorhebt, wenn man die Begriffe Linie
und Flidche als durch die Anschauung gegeben ansehen wollte, in
solchen Fillen auf Schwierigkeiten geraten, wo eine Linie oder Fliche
rein mathematisch durch eine geometrische Erzeugung oder mit Hilfe
analytischer Formeln erklirt ist, denn man wiirde dann eine Erdrte-
rung der Frage nicht vermeiden konnen, ob und wie weit die Er-
gebnisse der Anschauung mit den aus der mathematischen Erklirung
flieBenden Folgerungen iibereinstimmen.

2. Geschichtliche Entwickelung. Bei der Feststellung der Be-
deutung des Allgemeinbegriffs Linie (Kurve) ist das Altertum iiber
die zu Anfang der vorangehenden Nr. erwéhnten volkstiimlichen Er-
kldrongen nicht hinausgegangen. Der erste Versuch einer schirferen
Begriffsbestimmung diirfte sich in der Geometrie®) von R. Descartes
vorfinden, wo zu Anfang des zweiten Buches die Frage eingehend
exdrtert wird, welche Linien in die Geometrie aufzunehmen seien.
Descartes gelangt dabei zu dem Ergebnis, daB es sich empfehle, in
der Geometrie den Begriff Linie auf diejenigen Gtebilde zu beschriinken,
die gegenwirtig als algebraische Linien bezeichnet werden. Aber diese
Ansicht hat wenig Anklang gefunden. Insbesondere hat G. Leibniz
die von Descartes gegebene Begriffsfeststellung mehrfach als zu eng

5) Ein Hinweis darauf, daB der Begriff Flache einer genaueren Erklirung
bedtirfe, sowie auf die einer solchen entgegenstehenden Schwierigkeiten findet
sich schon bei Ch. Dupin, Développements de géom., Paris 1813, p. 59.

6) Zuerst 1637 erschienen als dritter Abschnitt eines ohne Angabe des Ver-
fassers gedruckten Werkes mit dem Titel: Discours de la méthode pour bien
conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences plus la dioptrique, les
météores et la géométrie qui sont des essais de cette méthode, 3 Leyde 1637 =
Oeuvres de Descartes 6, Paris 1902, p. 367. Lateinische Ausgabe: ,Geometria
a Renato Des Qartes anno 1637 gallice edita ete. (ed. Franciscus a Schooten),.
Amsterdam 1659. Deutsch von L. Schlesinger, Berlin 1894,

9*
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bekimpft”) und betont, dass auch transzendente Linien wie die Cykloide
und #hnliche als gleichberechtigt mit den algebraischen anzusehen
seien. Gleichwohl ist die Geometrie von Descartes dadurch, daB sie
die Anwendung der Rechnung auf die Geometrie, den Gebrauch von
Koordinatensystemen und die Darstellung von Linien durch Glei-
chungen lehrte, auf die spitere Entwicklung von bestimmendem
EinfluB gewesen. Durch sie kam der Begriff ,Linie“ in die engste
Verbindung mit dem Begriff , Funktion“®) und hat sodann an der in
1L A 1, Pringsheim, Nrr. 1 -5, 9—12 geschilderten Entwicklung dieses
letzteren teilgenommen?).

3. Die analytische Linie. Im engsten Sinne ist das Wort Linie
(Kurve) gegenwirtig gleichbedeutend mit analytische Linie. Dieser
letztere Begriff beruht auf dem von K. Weierstra entwickelten Be-
griff eines monogenen analytischen Gebildes erster Stufe im Gebiet
von zwei oder drei Veréinderlichen (Il B 1, Osgood, Nr.13,47) und
deckt sich mit diesem vollstindig, sobald man das Imaginire als durch-
aus gleichberechtigt mit dem Reellen ansieht.

Wenn man dagegen das Reelle bevorzugt, so zieht man nur
solche monogene analytische Gebilde erster Stufe in Betracht, bei
denen eine dem Gebilde angehérende Stelle sich stetig so #ndern
kann, daB ihre Koordinaten dauernd reell bleiben, und versteht dann
unter einer reellen analytischen Linie die Gesamtheit aller Stellen eines
solchen Gebildes, deren Koordinaten simtlich reell sind.

Durch die Schaffung des Begriffs analytische Linie hat K. Weier-
straff die schon im 18. Jahrhundert aufgetretene Frage zur Ent-
scheidung gebracht, wie weit und unter welchen Voraussetzungen mit
dem Begriff Linie die Vorstellung eines einheitlichen in allen seinen
Teilen von dem gleichen Gesetz beherrschten Ganzen zu verbinden sei.

Eine analytische Linie heiBt eben oder gewunden (doppelt ge-
kriimmt), je nachdem sie in einer (reellen oder imaginiren) Ebene
enthalten ist, oder nicht.

4. Zweige einer analytischen Linie'). Gehort ein reeller oder
imaginérer, im Endlichen liegender oder unendlich ferner Punkt mit

7) G. Leibniz, Acta Erud. Lips. an. 1684, 1686, 1693 — Ges. Werke, hrsg.
v. G. H. Pertz, 3. Folge, Mathematik, 5. Bd. Halle 1858, p. 124, 229, 295. Vgl.
auch p. 290 und 7. Bd. Halle 1863, p. 213.

8) Diese Verbindung wird beispielsweise von L. Euler, Introductio in ana-
lysin infinitorum 2, Lausannae 1748, p. 5—6, besonders betont.

9) Vgl. hierzu den Bericht von 4. Brill und M. Noether, Deutsche Math.-
Vereinig. Jahresber. 3 (1892/98), p. 114 fT.

10) Vgl. 4. Brill u. M. Noether, a. a. O. p. 379 f.
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den Koordinaten #,, y,[, #,] einem analytischen Gebilde erster Stufe
im Gebiet von zwei [drei] Veriinderlichen an, so bildet er den Mittel-
punkt ') wenigstens eines Elementes dieses Gebildes (IIB 1, Nr. 13,47).
Aber es kann auch vorkommen, daB es mehrere, ja sogar unendlich
viele'?) Elemente des Gebildes gibt, deren Mittelpunkte simtlich die
Koordinaten z,, y, [, 2,] haben. AuBerdem ist es moglich, daB eine
Grenzstelle (IIB 1, p.40 u. 110) des Gebildes ebenfalls die Koordinaten
Zy, Yo [, 4] hat, oder daB aus mnoch anderen Griinden nicht alle in
der Nihe der Stelle z,, y, [, %,] liegenden Stellen des Gebildes durch
diejenigen Elemente erschopft werden, die in =z, y, [, 2] ihren
Mittelpunkt haben’®). Die Gesamtheit aller Punkte einer analytischen

11) Wenn ein ,Element* des Gebildes durch zwei [drei] Gleichungen

z=09t), y =10[, 2 =v@)]
gegeben ist, wo @(t), y(¥) [, ¥ (f)] Potenzreihen bedeuten, welche von Null ver-
schiedene Konvergenzradien haben und auch negative Potenzen von ¢ in end-
licher Anzahl enthalten kdnnen, so wird hier als ,,Mittelpunkt des Elementes*
diejenige Stelle bezeichnet, deren Koordinaten sich aus den erwihnten Glei-
chungen fiir ¢ = 0 ergeben.
12) Beispiel: Nimmt man o« reell und irrational, so stellen die Gleichungen:

& == cos [(¢ + 1) t] — cos ¢,

y = sin [(« + 1) t] — sin¢,
wo t eine villig unbeschréinkte komplexe Veriinderliche bedeutet, eine analy-
tische Linie dar, die unendlich oft durch den Nullpunkt geht, nimlich fir ¢ =10

+ g‘;; +2- ?&75;--‘. Da diesen Werten von ¢ lauter verschiedene Werte des
Differentialquotienten dy entsprechen, so ist die Stelle (0, 0) Mittelpunkt von
dx

unendlich vielen verschiedenen Elementen des Gebildes.
13) Beispiele: 1. — Man unterwerfe die komplexe Veriinderliche x zuniichst
der Bedingung: |z < 1, und setze:
_ 1 Vi—o
YTt vice) e
mit der Bestimmung, dass die Wurzel fiir =0 in - 1 iibergehen und dass (2

den reellen und 1 (1 + VyV1i— xz) den Hauptwert des Logarithmus bedeuten soll.
Dann ist die Funktion y an der Stelle z = 0 analytisch und nimmt daselbst

1
den Wert 373
einem den Punkt 41 oder den Punkt — 1 einmal umschliefenden Wege wieder

unendlich nahe zu 0 zuriick, wobei die Wurzel jetzt dem Grenzwert — 1 zu-

an. Fihrt man nunmehr die Verinderliche x von 0 aus auf

strebt, so nihert sich y wieder dem Grenzwert 1 aber die Stelle x = 0,

- 1
Y= 2z
Funktionselement erklirten analytischen Gebildes.

bildet jetzt eine Grenzstelle des durch das urspringlich betrachtete
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Linie, deren Koordinaten beziehentlich in der Nihe gegebener fester
Werte liegen, kann daher unter Umstinden von verwickelter Be-
schaffenheit sein. Um derartige Verhéltnisse und namentlich auch
die Art, wie eine Linie nach dem Unendlichen verlduft, leichter tiber-
sehen zu konnen, denkt man sich eine analytische Linie hiufig in
mehrere Zweige zerlegt, d. h. zusammenhingende Teile, fiir deren
gegenseitige Abgrenzung folgendes als Regel gilt: Falls ein und der-
selbe Punkt P, gleichzeitig Mittelpunkt mehrerer Elemente einer
analytischen Linie ist, so sind von den in der Néhe von P, liegenden
Punkten der Linie diejenigen, welche ein und demselben jener Ele-
mente angehdren, stets dem gleichen Zweige, dagegen solche Punkte,
die in verschiedenen Elementen liegen, verschiedenen Zweigen zu-
zurechnen). Im iibrigen werden die Grenzen der einzelnen Zweige
meistens unbestimmt gelassen.

5. Einsiedler. Wenn man eine reelle analytische Linie ! durch
Hinzunahme der imaginiiven Stellen des entsprechenden analytischen
Gebildes erweitert, so kann es vorkommen, daB ein reeller Punkt P,
von ! den Mittelpunkt von Elementen des erweiterten Gebildes bildet,
die keinen andern in der Néhe von P, liegenden reellen Punkt ent-
halten®®). In einem solchen Fall nennt man den Punkt P, einen Ein-

II. — (Vgl. F. Klein, Anw. d. Diff- u. Integralr. auf Geom., autogr. Vorl.
Sommer 1901, Leipzig 1902, p. 239, u. A. Schoenflies, Math. Ann. 58 (1904), p. 216.)
Ein beliebiger Punkt einer Epicykloide ist immer Mittelpunkt nur eines einzigen
oder hichstens zweier Elemente der Epicykloide. Wenn aber die Epicykloide so
bestimmt ist, daB die Radien des festen und des rollenden Kreises ein irrationales
Verhiltnis haben, und daB dahcr die reellen Ziige der Epicykloide einen Kreis-
ring tberall dicht bedecken, so liegen in jeder Nihe eines beliebigen Epicykloiden-
punktes P stets noch andere Punkte, die zwar der Epicykloide, aber keinem
Element derselben angehdren, welches in P seinen Mittelpunkt hat.

14) Bei der Betrachtung einer reellen analytischen Linie wird das Wort
Zweig zuweilen in etwas anderer Bedeutung gebraucht, n#imlich zur Bezeich-
nung eines Teiles der Linie, der durch stetige Bewegung eines Punktes so er-
zeugt werden kann, daB kein Stiick desselben mehrfach beschrieben wird. Vgl.
z. B. Encyclopaedia Britannica, 9. ed., Edinburg 1875 ff., American reprint, Phila-
delphia 1894, Art. Curve. Bei dieser Erklirung kann es vorkommen, daB ein
Zweig sich selbst schneidet, withrend dies bei der im Text gegebenen Erklirung
nicht mdglich ist. Ferner dient bei der Betrachtung einer reellen ebenen ana-
lytischen Linie das Wort Zweig manchmal auch zur Bezeichnung eines solchen
Teiles, lings dessen die eine Koordinate eine eindeutige Funktion der anderen
ist. Vgl. L. Hoffmann, Math. Worterbuch 2, Berlin 1859, p. 164.

15) Beispiel: Versteht man unter a, b beliebige reelle der Bedingung
@ < b geniigende Zahlen, so hat der der Linie ¥ — (x —a)*(x —b) = 0 an-
gehdrende Punkt £ = a, y = 0 die erwihnte Eigenschaft.
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siedler %) (isolierten oder der Linie konjugierten Punkt'?). Damit, daf
ein Punkt P, einer Linie [ als Einsiedler bezeichnet wird, ist indessen
nicht immer gesagt, daB er vollig vereinzelt liege. AuBler den durch
ihn hindurchgehenden imaginéren Zweigen kann es niimlich noch
einen oder mehrere andere reelle Zweige von ! geben, die ebenfalls
durch P, gehen und auf denen daher in jeder Nihe von P, andere
zu | gehorende reelle Punkte vorhanden sind!6).

6. Darstellung durch Gleichungen. Es seien z,, y,[, 2,] die
Koordinaten eines inneren Punktes P, eines Zweiges einer analy-
tischen Linie und ¢ eine auf eine gewisse Umgebung des Nullpunktes
zu beschrinkende Hilfsverinderliche (Parameter). Dann ist es, wie
aus dem Begriff einer analytischen Linie und der in Nr. 4 gegebenen
Erklirung eines Zweiges einer solchen folgt, immer auf mannigfaltig
verschiedene Weisen moglich, zwei [drei] Gleichungen von der Form:

@ — =P, (1),
1) ¥ —4% =P,

[e —20="Bs(®),] )
wo B, (1), By(t) [, Bs(®)] fiir ¢ =0 verschwindende, in der erwihnten
Umgebung konvergente Potenzreihen von ¢ bedeuten, so zu bestimmen,
daB man aus diesen Gleichungen fiir jeden Wert von ¢ die Koordi-
naten x, y [, #] eines dem betrachteten Zweige angehorenden Punktes
erhialt und zugleich die Koordinaten eines jeden dieser Punkte, der
in einer gewissen Nihe von P, liegt, ein und nur einmal bekommt,
wenn man ¢ die erwédhnte Umgebung des Nullpunktes ganz durch-
laufen 1aBt (Parameterdarstellung eines Elementes einer analytischen
Linie. — Handelt es sich um ein Element eines reellen Zweiges, so
konnen der Parameter ¢ und die Koeffizienten der Reihen B, (%),
Be (D) [, By (?)] der Bedingung unterworfen werden, reell zu sein).

Von je zwei verschiedenen dieser Darstellungen kann die eine in
die andere dadurch iibergefithrt werden, dass man fiir den bei der

16) Ein solcher Einsiedler tritt schon bei G. Cramer, Introduction & l'ana-
lyse des lignes courbes algébriques, Genéve 1750, p. 449, in einem Beispiel auf.

17) J. Pliicker, Anal.-geom. Entwickelungen 2, Essen 1831, p. 267 u. 292;
oder System der anal. Geom., Berlin 1835, p. 196 und an mehreren anderen
Stellen. Vgl. auch G. Salmon, Anal. Geom. d. hoh. eb. Kurven, deutsch von
W. Fiedler, Leipzig 1873, p. 28; 2. Aufl. 1882, p. 33.

18) J. Pliicker, Theorie der algebr. Kurven, Bonn 1839, p. 172.

19) Falls z,, y, [, #,] nicht simtlich endliche Werte haben, sind hier wie

tblich unter £ — 00, ¥y — 00 [, # — 00] beziehentlich die Ausdrucke —y - [ ——]
zu verstehen.



136 IILAB2. H. v Mangoldt. Die Begriffe ,Linie** und , Fliche“.

einen Darstellung benutzten Parameter ¢ eine passend gewihlte Funk-
tion f(r) des bei der anderen benutzten Parameters v einsetzt, die fiir
7 =0 analytisch ist und den Bedingungen: f(0) =0; f'(0) <=0
geniigt (II B 1, Nr.11).

Setzt man jedoch, nachdem man ein Element einer analytischen
Linie in der eben beschriebenen Weise durch zwei [drei] Gleichungen
von der Form (1) dargestellt hat, fiir ¢ eine Funktion ¢(z) ein, die
fiir £ =0 analytisch ist und daselbst verschwindet, aber der Be-
dingung ¢'(0) #=0 nicht mehr geniigt, so erhilt man eine Dar-
stellung des betrachteten Elementes, die jeden Punkt desselben, der
in einer gewissen Nihe des Mittelpunktes liegt, aber von diesem ver-
schieden ist, mehrmals liefert. Darstellungen dieser Art werden von
L. Raffy®) als uneigentliche Darstellungen bezeichnet. Umgekehrt
liefern je zwei [drei] Gleichungen von der Form (1), vorausgesetzt,
daB die rechten Seiten nicht alle identisch gleich Null sind, eine
eigentliche oder uneigentliche Darstellung eines Elementes einer ana-
lytischen Linie.

Uber die Parameterdarstellung einer analytischen Linie im ganzen
vgl. II B 1, Nr.28.

‘Wenn eine ebene analytische Linie als analytisches Gebilde erster
Stufe im Gebiet von zwel Verinderlichen z, y erklirt ist, und irgend
ein Element dieses Gebildes ins Auge gefaBlit wird, so ist es immer
auf mannigfaltig verschiedene Weisen moglich, fiir eine gewisse Um-
gebung des Mittelpunktes') dieses Elementes eine dort analytische
Funktion F(x, y) so zu bestimmen, daf sie fiir die dem betrach-
teten Element angehirenden Punkte, aber auch nur fiir diese ver-
schwindet, und daf daher die Gleichung F'(z, y) = 0 in der Nihe
des Mittelpunktes zur analytischen Darstellung des Elementes dienen
kann. .

Ist umgekehrt im Gebiet von zwei Veriinderlichen x, y fiir die
Umgebung einer festen Stelle (z,, y,) eine dort analytische, im all-
gemeinen von Null verschiedene, aber an der Stelle (z,, y,) selbst
verschwindende Funktion F'(x, y) erklirt, so bildet die Gesamtheit
aller Wertepaare z, y, welche in einer gewissen Nihe der Stelle (x,, ¥,)
liegen und die Gleichung F(z, y) = O erfilllen, entweder cin Element
einer analytischen Linie, oder sie besteht aus einer endlichen Anzahl
solcher Elemente, die entweder verschiedenen Zweigen ein und der-
selben Linie oder auch verschiedenen Linien angehdren konnen (IL B 1,

Nr. 44—46; I D 1,2, Nr. 19).

20) L. Raffy, Lecons sur les applications géométriques de l'analyse, Paris
1897, p. 3—4 u. 6.
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Ferner ist es in vielen Fillen, wo im Gebiet von zwei Verfinder-
lichen eine analytische Linie gegeben ist, mdglich, eine eindeutige
analytische Funktion F'(z, y) so zu bestimmen, daB die Linie sich
mit der Gesamtheit aller die Gleichung F(z, y) = 0 befriedigenden
Wertepaare z, y vollstindig deckt und daB daher die Linie im ganzen
durch diese Gleichung eine geeignete Darstellung findet.

Eine Umkehrung dieser Behauptung ist nicht ohne weiteres zu-
lissig. Denn ist eine eindeutige analytische Funktion F(z, y) ge-
geben, so sind auBer dem Fall, daB die Gleichung F'(x, y) = O eine
analytische Linie darstellt, noch andere méglich, z. B. daB diese
Gleichung eine iiberhaupt nicht erfiillbare Forderung ausdriickt?),
oder daB sie mehrere verschiedene analytische Linien darstellt22),
oder daB die Gesamtheit der die Gleichung erfiillenden <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>