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Vorrede ZUlli dritten Bande. 

Schon bei del' urspriinglichen Disposition del' Encyklopiidie del' 
mathematischen Wissenschaften - man vergleiche den einleitenden 
Bericht von W. von Dyck im ersten Bande - wurde del' Geometrie 
innerhalb der reinen Mathematik del' dritte Band zugewiesen. 

Der Stoff zerlegte sich naturgemiiB in drei Hauptteile. 
Zum ersten Teile gehoren die Entwick1ungen allgemeineren Cha

rakters: die Grundlagen - die Grunclbegriffe und die iiber die eukli
dische Geometrie hinausgehenden Geometrien -, sodann die Diszi
plinen del' Analysis situs, del' Gruppentheorie, del' projektiven und 
darstellenden Geometrie nebst del' TheOl'ie del' Polyeder; encllich die 
zur formalen Beherrschung notwendigen odeI' niitzlichen Rechenmittel 
(Koordinaten) und Rechnungsalgorithmen (Quaternionen, Ausdehnungs-
1ehre u. a.). Demgegeniiber handelt del' zweite Teil des dritten Bandes 
von den algebraischen Gebilden (Kurven, Flachen, Komplexen, Kon
gruenzen u. a.), wahrend sich del' dritte Teil mit del' Differentia1geo
metrie beschaftigt. 

Dazu traten im Laufe del' Zeit einige von selbst notwendig ge
wordene Erganzungen. Leider muBte mit Riicksicht auf die gegenwar
tigen miBlichen Zeitverhaltnisse auf eine Reihe wei tel' geplanter Ar
tikel iiber einzelne, in den letzten J ahrzehnten neu entstandene Gebiete 
verzichtet werden, urn den AbschluB des Ganzen nicht auf unbestimmte 
Zeit zu verschieben. 

Zunachst lag die Redaktion des Geometriebandes allein in Handen 
von lV. Fr. JJIeyer. 1m Jahre 1915 wurde H. )J!Iohrmann als zweiter 
Herausgeber gewonnen. Er iibernahm einen wesentlichen rreil del' Ar
beit. Es wiirde hier zu weit fiihren, festzusteilEm, wie sich seit 1915 
die Herausgabe del' einzelnen Artike1 unter uns beide verteilt hat. 

Dagegen mochten wir hier gleich erwahnen, daB einige Herren, 
die nicht als Redakteure zeichnen, unsere Arbeit auBerordentlich UIlter
stiitzt haben und so einen ganz bedeutenden Anteil an del' Fertig
stellung des Bandes gehabt haben. In erster Linie gebiihrt unser 
Dank Herrn F. Klein. In zahlreichen Konferenzen hat er fiir viele 
Artikel genaue Einze1dispositionen entworfen und uns und die Be-
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arbeiter mit seinem erfahrenen Rate unterstiitzt. Mit groBer Tatkraft 
und unermiidlicher Energie hat er immer wieder iu schwierigen Lagen 
belebend eingegriffen. - Wir gedenken ferner mit Dank der stets 
bereiten kritischen Mitarbeit von H. Burkhardt Ct) und M. Noether Ct). 

Noch vor einem halben Jahrhundert, zur Zeit, als die Mathe
matischen Annalen durch R. Clebsch und C. Neumann begriindet wur
den, stand die Geometrie in Deutschland in besonderem Ansehen und 
das Interesse der meisten Mathematiker gehOrte ihr. Durch Veroffent
lichung bahnbrechender Arbeiten verschafften deutsche Gelehrte ihrem 
Vaterlande eine fuhrende Stellung innerhalb dieser Disziplin. Zum 
Belege mogen Namen wie Clebsch, GrafJmann, Hesse, Mobius, Pliicker, 
v. Staudt, Steiner einerseits und Brill, Klein, Lindemann, M. Noether, 
Schubert, Schwarz, Voss andererseits genannt sein, denen Lie und Zeuthen, 
obgleich Auslander, gerne zugerechnet werden konnen. 

U m die J ahrhunderlwende war die Sachlage ganz anders. Das 
Interesse fur Geometrie und deren EinfluB war in Deutschland un
leugbar erheblich gesunken und dies, obwohl Namen wie Fiedler, 
Harnack, Hilbert, Minkowski, Pasch, Reye, Rohn, F. Schur, Stackel, 
Staude, Study, R. Sturm dafur zeugen, daB in Deutschland die ganze 
Zeit hindurch geometrisch gearbeitet wurde. Aber es waren immer 
nur einzelne; die Allgemeinheit nahm an ihren Ergebnissen immer 
weniger Antell. In dem folgenden Jahrzehnt wurde das Verhaltnis 
nicht besser. 

Seit zehn Jahren etwa zeigt sich in Deutschland, wenn auch 
vorerst nur vereinzelt, frisches Leben; doch setzte diese neue For·· 
schung an anderen Stellen ein als an denen, wo die alte Generation 
arbeitete. Die Topologie sah sich durch das Emporkommen der 
Mengenlehre vor neue Aufgaben gestellt. Die Relativitatstheorie 
wirkte kraftig fordernd auf die mehrdimensionale Differentialgeometrie 
ein. Damit verbunden war ein Aushau des Yektor- und Tensorkal
kuls. Aus Minkowskis Untersuchungen uber konvexe Kurven und 
Flachen erwuchs die affine Geometrie. So darf man hoffen, daB das 
Interesse an geometrischen Fragen wieder zunimmt. 

Obwohl zwischen den Jahren 1865 - 1875 deutsche Gelehrte 
die schi>nsten Moglichkeiten zur Weiterentwicklung der Geometrie 
schufen, wurden diese nicht in Deutschland, sondern in Italien mit 
groBtem Erfolg aufgenommen und weiter verfolgt. So gelangte Italien 
in wenigen Jahren zur fuhrenden Stellung auf allen Gebieten der 
Geometrie und hat diese Fiihrerrolle seitdem yoU behauptet. Es wird 
groBer Anstrengung und Miihe bediirfen, den Vorsprung, den Italien 
erlangt hat, auch nur teilweise einzuholen. Dieser iiberragenden Stellung 
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Italiens hat man in Deutschland dadurch Rechnung zu tragen ver
sucht, da8 man deutsche Ubersetzungen von einer groBeren Anzahl 
italienischer Lehrbiicher herstellte; Aber noch mehr mochten wir hier 
mit Dank hervorheben, daB sich mehrere hervorragende italienische 
Gelehrle bereit gefunden haben, fiir die Encyklopadie griindliche Re
ferdte iiber die verschiedensten geometrischen Gegenstande zu bear
beiten. Nur so ist es moglich geworden, daB der Band III einen 
einigermaBen befriedigenden Uberblick iiber das Gesamtgebiet der 
Geometrie liefert, wodurch die internationale Geltung der Encyklo
padie aufrecht erhalten worden ist. Die Hauptbedeutung Italiens liegt 
einerseits in der Fortentwicklung der algebraischen Geometrie. Man 
hat das geringe Interesse fiir algebraisch- geometrische Fragen in 
Deutschland haufig damit entschuldigt, daB die Theorie der algebrai
schen Funktionen mehrerer Variabeler trotz Picards Untersuchungen 
noch nicht soweit gefOrdert sei, daB sie sich ebenso wie die Theorie 
del' algebraischen Funktionen einer Variabelen mit Erfolg auf geo
metrische Probleme anwenden lasse. Man hat dabei kaum beachtet, 
wie die Italiener die Ergebnisse Picards angewandt und fortentwickelt 
hahen. Ein Hauptverdienst Italiens ist es andererseits, da8 es die 
mehrdimensionale Geometrie eigentlich erst geschaffen hat, und mit 
ihrer Hilfe zu einfachen Beweisen von Satzen der Geometrie des drei
dimensionalen Raumes gelangt ist. Endlich sei auf die zahlreichen diffe
rentialgeometrischen Arbeiten hingewiesen, die in Italien erschienen sind. 

In 0sterreich ist im Gegensatze zu Deutschland alle die Zeit hin
durch das geometrische Interesse ziemlich lebhaft gewesen. Auch in 
Holland und Skandinavien wurden die verschiedenen geometrischen 
Disziplinen gepflegt. VOl' allen Dingen abel' hat in neuerer Zeit in 
Nordamerika die geometriBche Forschung auf den verschiedensten Ge
bieten schone Erfolge auf'zuweisen. In Frankreich dagegen hat man 
sich fast nul' auf Di:/ferentialgeometrie beBchrii.nkt, und in England ist 
seit den Tagen Ouyleys bum ein groBerer Fortschritt erreicht worden. 

"Velches sind nun die Griinde des in Deutschland so auffalligen 
Niederganges del' Geometrie? 

Da wirft man del' Geometrie Mangel an Strenge vor. Angesehene 
Vertreter der Analysis behaupten, da8 seit der durch Descartes inaugu
rierlen neueren Entwicklung del" Geometrie; insonderheit seit dem TIber
handnehmen del' algebraischen Untersuchungsrichtungen im vorigen 
Jahrhundert, die strenge Folgerichtigkeit des Denkens - im Gegen
satze zu dem musterhaften Verfahren bei BUklid - wesentlich nach
gelassen habe, daB die Formulierung und der Beweis der meisten 
geometrischen Satze unvollstandig sei, da sie die Giiltigkeitsgrenzen 
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der jeweiligen Behauptung nicht erkennen lassen, daB sieh endlieh oft 
gar nicht iibersehen lasse, welche von den Elementen eines vorliegen
den zusammengesetzten Gebildes ree11 sein sollen, und welche kom
plex. Mit einem Worte, es sei die Unklarheit des Denkens, die die 
an Strenge gewohnten Analytiker abstoBe. 

Es muB nun leider zugegeben werden, daB dies fiir viele geo
metrische Arbeiten zutrifft. Abel' zahlreiche andere Arbeiten erfiiilen 
aile Anforderungen an Strenge. Man darf dabei unter "Strenge" nul' 
nicht das Festhalten an bestimmten Beweisformen, den Purismus der 
Methode verstehen; dann allerdings wird man wenig befriedigt werden. 
Denn gerade auf dem Wechsel del' Methode, manchmal sogar inner
halb eines einzell1en Beweises, beruht die Moglichkeit, lmrze und e1e
gante Beweise zu fLlhren. 

Da sind z. B. die Vertreter del' sogenannten reinen Geometrie der 
Lage, die den simultanen odeI' alternierenden Gebrauch analytischer 
und synthetiseher Methoden als stCirend, sogar ala unwissenschaftlieh 
empfinden, und sich dafiir der tadelnden Bezeiehnung "methode mixte" 
bedienen. Diesen ist die "reine" Lagengeometrie das Ideal einer "auto
chthonen" Wissenschaft, da sie in sieh vollig konsequent sei und von 
anderen mathematischen Disziplinen nichts zu entlehnen brauche. 

Diese iibertriebene Wertsehiitzung ist abel' kaum bereehtigt. Die 
vollige Verziehtleistung auf die Methoden der analytischen Geometrie 
erweist sieh im Gegenteil als unnatiirlich. Man hat vielmehr die pro
jektive Geometrie so aufzubauen, daB ohne metrische Hilfsmittel der 
Begriff des Wurfes und del' projektiven Koordinaten entwickelt wird; 
von da ab ist der Untersehied zwischen analytiacher unrl synthetischer 
Riehtung nur ein unwesentlicher. Und die analytische Behalldlung 
empfiehlt sich bei vielen Aufgaben durch ihre Kiirze ganz von selbst. 

vVenn man Euklid wegen del' Strenge und Reinheit seiner Me
thode riihmt, so vergiBt man, daB fiir die Entwicklung del' antiken 
Geometrie ein Eudoxos odeI' Archimedes viel wichtiger waren. Denn 
nicht auf das Sammeln und Systematisieren iiberkommener Siitze allein 
kommt es an, sondern auf die Entdeckung neuer Tatsachen, wenn 
auch die Methode del' Darstellung vorerst noch nicht voll ausgereift 
und gegliittet ist. 

Wichtiger fUr den Riickgang der Geometrie seheinen uns folgende 
Tatsachen zu sein. Das Emporkommen del' Mengenlehre in ihren An
wendungen auf die Punktmengen hat leider auf viele Mathematiker 
liihmend gewirkt. Man ist zu angstlich geworden und traut den ein
fachsten Schliissen nicht mehr. Besonders wird die Anschauung ver
pont, und zwar nicht nul' als Beweismittel, was verstiindlich ware, 
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sondern sogar als heuristisehes Prinzip. Aber aueh die Ubertreibung 
der axiomatischen Methode hat ihre Gefahren. Wenn gewisse Axio
matiker verlangen, daB man sieh unter den Gegenstanden, von denen 
die Geometrie handeU, nieht idealisierte Dinge vorstellen, sondern 
leere Begriffe, die nur irgendwie logiseh verkniipft sind, denken soll, 
so wird dies unbedingt auf die schopferische Freudigkeit hemmend 
wirken. Wir wollen mit dies en Ausfiihrungen in keiner Weise die 
Bedeutung der Mengenlehre und Axiomatik herabsetzen, aber doch 
vor ihrer Uberschatzung warnen; denn, wenn man die Pllantasie totet, 
wird die Haupttriebfeder des geometriscben Fortschrittes ausgeschaltet. 

Fur den modernen Geometer ist die Beberrschung groBer Teile 
der Algebra und der Analysis un bedingt erforderlich, wenn er auf 
seinem Gebiete mit Erfolg arbeiten will. Allein dies geniigt noeh 
llicht; er muB auBerdem iiber eine groBe ZahI spezifisch geometriseher 
Kenntnisse verfiigen. Der Algebraiker und Analytiker dagegen kann 
sehr wohl ohne Geometrie auskommen. - Bei dem Umfang, den 
Algebra und Analysis heute besitzen, kostet es schon geniigend MUhe, 
sieh aufdiesen Gebieten einigermaBen sicher zu bewegen und einen 
umfassenden Uberblick zu gewinnen. SolI nun gar noeh die Geo
metrie hinzukommen, so sind nur ganz wellige Geister fiihig) sicn 
aueh die hierfiir notigen Kenntnisse noeh anzueignen. Dies diirfte 
wohl der wiehtigste Grund sein, warum die Analysis gegenwii.rtig so 
bevorzugt wil'd. 

Hierzu kommt schon bei dem einfaehsten geometrischen Stoff 
seine auBerordentlieh groBe Vielseitigkeit. Ein und dasselbe geo
metrische Gebilde kann auf die vel'schiedensten Arten erzeugt werden. 
Je naeh der betraehteten . Erzeugungsart werden gewisse seiner Eigen
schaften besonders hervortreten, und man muB daher fortgesetzt den 
Standpunkt wechseln, wenn man sie aile voll erfassen will. 

Zur Erlauterung diene als ein moglichst einfaehes Beispiel del' 
Begriff aines Kegelsehnittes in einer festen Ebene. 

Da bieten sieh zunachst die antiken, elementaren, maBgeometri
sehen ErkHirungen dar: ebener Schnitt eines gel'aden (bzw. sehiefen) 
Kl'eiskegels, die Brennpunktsdefinition und die auf der Beziehung 
zwischen Brennpunkt und Direktl'ix beruhende, endlich in neuerel' 
Zeit die Erzeugung mit Hilfe von Kreisen. 

Weit mannigfaltiger sind jedoch die lagengeometrisehen Erklii.
rungen, wo von vornherein gemaB der Dualitiit zwischen Ordnungs
und Klassengebilde zu unterscheiden ist. 

Fur einen (nichtzerfallenden) Ordnungskegelsehnitt hat man die 
Erzeugung durch projektive Strahlenbiischel (oder allgemeiner als Teil 
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einer Kurve hoherer Ordnung durch gewisse h6here Korrespondenzen), 
die Bestimmung durch fiinf Punkte auf Grund des Pascals chen Satzes, 
die Mac-Laurinsche Erzeugung durch ein bewegliches Dreieck (bzw. 
Polygon), als Ordnungskurve einer Korrelation, als Bild einer Ge
raden in einer quadratischen Transformation, und endlich, als die 
ailgemeinste, durch eine quadratische GIeichung mit reellen Koeffi
zienten zwischen Punktkoordinaten. Und jede dieser Erzeugungen 
(mit Ausnahme der letzten) kann wiederum nach synthetischer oder 
analytischer Methode vor sich gehen. Daneben stellen sich die kor
respondierenden Klassengebilde. 

Eine systematische Theorie erfordert den Nachweis der GIeich
wertigkeit ailer dieser ErkHirungen, d. h. den Nachweis, daB sie sich 
je ineinander iiberfiihren lassen. Hierbei ist noch dem nullteiligen 
Kegelschnitt (der nicht bei allen obigen Erzeugungen erscheint) be
sondere Aufmerksamkeit zu schenken. Damit ist aber nur der erste und 
verhaltnismaJ3ig leichteste Schritt getan. 

Denn nunmehr erwachst die weitere Aufgabe der Aufstellung und 
sachgemaBen Klassifikation ailer Ausartungen, die sich am iibersicht
lichsten an die quadratische Gleichung zwischen Punkt- bzw. Linien
koordinaten ankniipfen. - Weiterhin ist dann bei jeder Eigenschaft 
eines "Kegelschnitts" genau anzugeben, bis zu welchem Grade del' 
"Ausartung" dieselbe noch giiltig bleibt. Dabei ist zu beachten, daH 
es der abzahlenden Geometrie gelungen ist, die friiher bekannten 
Ausartungen durch einige versteckter liegende zu vervollstiindigen. 

Es braucht kaum erwahnt zu werden, daB beim Fortschreitell zu 
hoheren Gebilden, ebenen Kurven dritten und vierten Grades, Fliichen 
zweiten und dritten Grades, kubischen und biquadratischen Raum
kurven, linearen und quadratischen Komplexen usf., die Mannigfaltig
keit der Entstehungsweisen und Ausartungen entsprechend zunimmt. 

Ein systematisch ausgebildetes Verfahren, um beim Beweise geo
metrischer Siitze samtlichen in Betracht kommenden Ausartungen ge
recht zu werden, besitzen wir nicht. 

Bei einer Reihe einfacher grundlegender Satze, so des Desargues
schen Satzes iiber zwei perspektive Dreiecke der Ebene, des Pascal
schen Satzes u. a., gelingt es, eine dem jeweiligen Satze iibergeord
nete Identitiit aufzustellen, aus der als spezielle Anwendung del' frag
liche Satz selbst zugleich mit seiner Umkehrung und· seinen Giiltig
keitsgrenzen unmittelbar herausspringt. 

So erklart es sich denn auch, warum die Anzahl der individu
ellen Eigenschaften eines einzelnen geometrischen Gebildes sehr viel 
schwerer iibersehbar ist, als bei einern analytischen, und daB die 
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Geometrie zu einem guten Teile den Charakter einer Kunst annimmt, 
daB sie oft fast die Natur einer organisch in sieh verbundenen Wissen
schaft abzustreifen dl'oht. 

Indessen wil'd diesel' Gefahr durch das Kleinsche gruppentheol'e
tische Programm von 1872 del' Boden entzogen. AHe die scheinbar 
so durch- und nebeneinander laufenden Erklarungell und Eigenschaften 
werden durch den Begriff del' Gruppe und ihl'er chal'akteristischen 
Invarianten zusammengehalten; demgegeniiber erscheinen die getrennten 
sonstigen Betrachtungsweisen nul' als auBerlich verschiedene Einklei
dungen. So wird, urn ein typisches Beispiel anzufuhren, die Elementar
geometrie als Invariantentheorie del' "Hauptgruppe" genau umgrenzt. 

Die hiermit geschilderte Vielseitigkeit del' Geometrie bildet fUr 
viele ein beinahe unubersteigbares Hindel'l1is. Abel' fur den wirk
lichen Geometer liegt in ihr gerade del' Reizseiner Wissenschaft. 

Del' vorliegende Encyklopadieband bezweckt, moglicbst iiber alle 
Zweige del' geometrischen Forschung Auskunft zu geben. Wenn auch 
einige Referate iiber kleinere Gebiete fortfallen muSten, so hoffen wir 
doch immerhin durch ibn einen vollbefriedigenden Uberblick iiber die 
gesamte Geometrie ermoglicht zu haben. Mage er VOl' allen Dingen 
auch von dem Reichtum und del' Schanheit del' Geometrie Bowie 
ibrer befruchtenden Einwirkung auf die Analysis Zeugnis ablegen und 
so del' Geometrie neue Freunde und Vel'ehl'er erwel'ben. 

Konigsberg i. Pl'. und Basel, Ostern 1923. 

w. Fr. Meyer. 
H. Mohrmann. 
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1. Einleitung. Ailgemeines, betreffend die mathematischen 
Untersuchungen iiber die Prinzipien der Geometrie. Die kritischen 
Untersuchungen tiber die Prinzipien del' Geometrie sind mit deren 
systematischer Gestaltung als deduktive Wissenschaft verkntipft. 

Als Grundlage des hierbei von J<.1,tklid eingeschlagenen Verfahrens 
liH3t sich folgendes erkennen 1): 

1) V gl. die kritische Ausgabe der Elemente Euklids von J. L. Heiberg, 
1, Leipzig 1883, und u. a. M. Simon, Euklid und die sechs planimetrischen 
Bucher, Leipzig 1901. 
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1) Die Definitionen (o(>m), die jedoch im allgemeinen bloBe Be
schreibungen sind und manchmal direkt fundamentale Satze enthalten, 
wie z. B. die vierte Definition des fiinften Buches, in der sichdas 
sogenannte Archimedische Postulat verbirgt. 

2) Die A.xiome ("0 WIX 1, EVVOtIX~) und die Postttlate (alT7)/LIXTIX). 
Dber den U nterschied zwischen diesen grundlegenden Satzen ver
breitet sich Proclus 2), indem er die folgenden drei verschiedenen Auf
fassungen dieses Unterschieds anfiihrt: a) Die Postulate verhalten 
sich zu den Axiomen wie die Aufgaben zu den Satzen. Die Postu
late behaupten die Moglichkeit einer Konstruktion, die auf andere als 
ausfiihrbar angenommene Konstruktionen nicht zuriickgefiihrt werden 
kann; die Axiome sprechen eine Eigenschaft aus, die ohne Beweis 
einer Figur beigelegt wird, deren Konstruierbarkeit bereits postuliert 
oder bewiesen ist. b) Die Axiome sprechen Eigenschaften aus, die 
jeder mathematischen GroBe zukommen, und gelten daher auch auBer
halb des Bereiches derGeometrie; in den Postulaten werden Eigen
schaften betrachtet, die nul' von rein geometrischen Dingen ausgesagt 
werden konnen. c) Die Axiome gelten durch sich selbst ("aft' EIXvuf), 
d. h. auf Grund del' Bedeutung del' in ihnen vorkommenden Ausdriicke; die 
Postulate ergeben sich nicht mit Notwendigkeit aus del' Definition del' in 
ihnen enthaltenen Ausdriicke. Dem dritten Standpunkte gegeniiber hat 
die modeme Kritik gezeigt, daB diejenigen Satze, die man als Axiome 
betrachtete, Forderungen in sich enthalten, die erfiillt sein mussen, und 
daher in gewissem Sinne auch als Postulate angesehen werden konnen 3). 

3) Unausgesprochene Saize, die durch direkte Bezugnahme auf die 
Anschauung ersetzt werden, z. B. iiber den BegI'iff "zwischen", uber 
"die Unendlichkeit der Geraden" usw. 

Fiir eine richtige Wertschatzung diesel' Grundlagen des Enklidischen 
Werkes ist aber im Auge zu behalten, daB del' Text nnsicher ist und 
wohl manche del' grundlegenden S1itze sp1itere Zutaten sind. 

An diese Fassung del' Prinzipien del' Geometrie kniipft nun eine 
lange kritische Arbeit an, die aus dem Altertum bis in unsere Tage 
hinein reicht und sich im besonderen mit dem Beweise des fiinften 
(Parallelen-)Postulats beschaftigt (vgl. Abschn. I dieses Referats, ins
besondere Nr. 8). 

2) Procli Diadochi in primum Euclidis elementorum librum commentarii. 
Ex rec. G. Friedlein, Leipzig 1873, p. 178. 

3) Vgl. G. Vailati, Heidelberger Kongre6, p. 575, und H. G. Zeuthen, ebenda, 
p. 340. Wir werden in diesem Artikel die eigentlichen grundlegenden Satze der 
Geometrie, d. h. die Satze, welche die zwiBchen den Grundbegriffen der Geometrie 
angenommenen Beziehungen ausdrllcken, alB Postulate bezeichnen. 
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Abel' vor dem Beginn des verflossenen Jahrhunderls kam man 
libel' den dogmatischen Gesichtspunkt der Euklidischen Geometrie nicht 
hinaus, del' librigens auch von' neueren Mathematikern, z. B. von 
Cayley, gebilligt worden ist. 

Die Forlschritte in del' Kritik des verflossenen Jahrhunderls gehen 
von zwei allgemeinen Ideen aus: 

1. Hinsichtlich des Objekts der Geometrie kam man zu einer 
Unterscheidung zwischen 

1) dem gewohnlichen intuitiven Raume; dessen Grundeigenschaften 
gema8 del' liblichen Auffassung die Anschauung ergibtj 

2) dem physischen Baume, dessen Grundeigenschaften die Erfahrung 
darbietet, und 

3) den abstrakten Riiumen, d. h. aUgemeinen Begriffen, die aus 
dem gewohnlichen Begriffe des (intuitiven) Raumes durch Abstraktion 
oder Verallgemeinerung seiner Eigenschaften hervorgehen. 

Vor aUem f'lihrle die nicht-Euklidische Geometrie, die zwischen 
1815 und 1830 entstand (Gau/3, J. Bolyai, Lobatschefskij, vgl. Nr.8) 
zu del' Anerkennung del' physischen Moglichkeit eines Raumes, der 
von dem gewohnlichen intuitiven Raume verschieden ist. Jedoch er
schien diese Moglichkeit, da ihr nur del' Zweifel an der Giiltigkeit 
des fiinften Euklidischen Postulats zugrunde lag, zuniichst begrenzt, 
und die von diesem Postulate unabhiingige Geometrie wurde daher als 
die einzig existierende ("absolute") betrachtet. Diese Beschrankl1ng in 
del' Raumvorstellung wurde von B. Riemann al1fgehoben, der in seinem 
1854 gehaltenen und 1867 veroffentlichten Habilitationsvortl'ag in all
gemeiner Weise von Hypothesen spricht, welche der Geometrie zu
grunde liegen, die Unendlichkeit der Geraden fallen liiBt und iiberdies 
(wie GratJmann es schon vorher getan hatte) mehrere Dimensionen 
betrachtet (vgl. Nr. 8, 10, 27). In demselben Sinne hat dann wohl 
F. Klein sehr anregend gewirkt 4). 

4) V gl. den folgenden Satz aus seinem Artikel: tJber die sogenannte nicht
Euklidische Geometrie, zweiter Aufsatz, 1872, Math. Ann. 6 (1873), p.1l3: "Ahnliche 
Untersuchungen (wie iiber das Parallelenaxiom) konnte und Bollte man mit bezug 
auf aIle anderen Voraussetzungen, die unseren geometrischen Voratellungen zu
grunde liegen, anstellen. Es iet die nicht-Euklidiache Geometrie ein erater Schritt 
in einer Richtung, deren allgemeine Moglichkeit durch Rlelllam~B Arbeit "tJber 
die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen" vorgezeichnet iet. Ein 
ahnlicher Schritt iet es, wenn man das Axiom von der unendlichen Lange der 
·Geraden fallen laBt, wie ich dies in meinem vorigen Aufsatze im Anschlusee an 
die Arbeiten von Riemann und Helmholtz getan habe. Dann iat auBer der nicht
Euklidischen Geometrie im Sinne von Lobatschefskij, Bolyai oder, wie ich sie 
nenne, der hyperbolischen Geometrie, noch eine zweite Geometrie, die elliptische, 
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Wenig spater als Riemann (1868) sprach H. Helmholtz (jedenfalls 
mit unter dem Einfiusse der englischen empiristischen Philosophie) die 
Meinung aus, daB der Wert der grundlegenden Siitze der Geometrie in 
ihrer Eigenschaft, pbysische Tatsachen zu enthalten, bestehe, und dies 
fiihrte ihn zu neuen mathematischen Fragestellungen, die spater voll
stiindig beantwortet worden sind (vgl. Abschn. V B dieses Referats). 

Die auBerordentliche Verbreitung und die Entwicklung der nicht
Euklidischen Theorien, die von verschiedenen Standpunkten aus von 
Battaglini, Hoiiel, Flye Ste. :lJfarie, Mansion, De Tilly und in anderer 
Weise von Beltrami, Clifford, Klein, Lie, Poincare u. A. geiOrdert 
wurden, machten den Begriff der verschiedenen moglichen Geometrien 
popular und brachten die erwahnte Einschatzung der Postulate im 
Verhaltnis zum physischen Raum in weiteren Kreisen zur Annahme. 

Aber man konnte die neue Entwicklung nicht verstehen, wenn 
man nicht neb en einer Geometrie, deren Objekt der Physik angehort, 
auch eine Geometrie betrachtete, die auf dem Wege der Abstraktion 
aus der intuitiven V orstellung des gewohnlichen Raumes hohere 
Riiume hervorgehen zu lassen bestrebt ist; von dieser Art ist z. B. 
der Raum der projektiven Geometrie, in der man von rein deskrip
t.iven Begriffen 5) ausgeht und metrische BegrifI"e ausscbIi eBt, wie dies 
F. Klein im AnschluB an das von Staudtsche System gelehrt hat, 
und auch die nicht- Archimedischen Raume Veroneses und Hilberts 
sind von dieser Art (vgl. Abschn. vn dieses Referats). 

N un sind aus derarligen Konstruktionen verschiedene Rangord
nungen del' geometrischen Begriffe hervorgegangen, die deren psycho
logischen Inhalt beleuchten (Nr. 12) und iiber ihre Erwerbung Licht 
veI·breiten 6). Und endlich entstand so auch (im Zusammenhange mit 
der formalen Entwicklung, die wir weiter unten beriihren werden) 
eine freiere Betracbtung del' verschiedenen Geometrien, indem man, ab
gesehen von dem physikalischen oder psychologischen Objekt, ein 
System von Hypothesen betrachtete, dessen Konsequenzen man aus 
irgend einem mathematischen Interesse verfolgte (wie z. B. in den 

moglich; zwischen beiden bildet die gewohnliche, parabolische, Geometrie den 
nbergangsfall. " 

5) D. h. Begrifi'en, die sich nul' auf die Lage beziehen und daher pro
jektiven Charakter haben. Dieses Wort ist in dem vorliegenden Artikel in An
lehnung an Poncelet gewl1hlt worden, um fiir lagengeometrische Beziehungen ein 
bequemes Adjektiv zu haben; Poncelet ha.t fiir diese Beziehungen neben des
criptive (TraiM des proprietes projectives des figures, introduction) auch graphi
que (TraiM, chap. I, Nr. 6); wir haben dem eraten Ausdruck den Vorzug gegeben. 

6) V gl. F. Enriques, Riv. filos. di Pavia 1901. 
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Ietzten Entwicklungen der iIilbertschen Schule; vgl. Abschn. VII dieses 
Referats). 

Was die physikalische Bedeutung der Postulate betrifft so haben .. , 
diese Konstruktionen, in Ubereinstimmung mit dem weniger schema-
tischen Begriff der "Tatsache", der von der modernen wissenschaft
lichen Philosophie vertreten wird, zu einer Anderung des Urteils fiber 
ihren empirischen Wert geffihrt. 

F. Klein (Funktionsbegriff 1873; Math. Ann. 37; Gutachten) und 
H. Poincare (Soc. M. Fr. Bull. 15; Wissenschaft und Hypothese) sind 
bei verschiedenen philosophischen Richtungen dazu gekommen, die geo
metrischen Postulate als Siitze anzusehen, die man melu: oder weniger 
willkurlich in die ungenauen Daten der Erfahrung hineinlegt, urn eine 
zuverliissige Grundlage fur die weitergehende exakte Uberlegung zu haben. 

II. Hinsichtlich der logischen Form der geometrischen Entwick
lung kam die moderne Kritik zu einem neuen Begriff der mathe
matischen Strenge, der mit der kritischen Richtung, die vorher in der 
Analysis sich geltend gemacht hatte (Weierstra/3, Dedekind, G. Cant<Jr, 
P. Du Bois-Reymond, Meray, Dini u. A.), zusammenhiingt. 

Vor allem entdeckte man unausgesprochene Postulate, die bei 
dem Beweise von Siitzen auf Grund der Anschauung unwillkurlich 
benutzt wurden, z. B. das Postulat der Stetigkeit (Cantor-Dedekind), 
das sogenannte Archimedische Postulat (auf das Stolz wieder die Auf
merksamkeit gelenkt hat), die Postulate der Anordnung (Pasch), usw. 

Dann bemerkte _ man, daB eine Definition, ebenso wie ein Beweis, 
etwas durchaus Relatives ist, und daher zeigte sich die Notwendig
keit, die primitiven Begriffe, d. h. diejenigen, die man in einem vor
liegenden System nicht definieren will, die aber in den Definitionen 
logisch miteinander verknfipft sind, ausdriicklich als solche hinzu
stellen. Und da schlieBlich die Postulate als Relationen zwischen 
diesen Begriffen erschienen, so wollte man den Postulaten eine solche 
Form geben, daB sie erkennbar bleiben, auch wenn man von der (bei 
der logischen Entwicklung nicht benutzten) Bedeutung, die man auf 
Grund der Anschauung oder der Erfahrung den Begriffen selbst bei
legen kann, absfj·ahiert. 

In diesem Sinne ist der Begriff del' Strenge in den V orlesungen 
iiber neuere Geometrie von M. Pasch (1881) durch die folgenden beiden 
Forderungen festgelegt worden: 

1) Es sind die primitiven Begriffe, durch welche aIle iibrigen 
logisch definiert werden, ausdrficklich als solche hinzustellen. 

2) Es sind die fundamentalen 8iitze (Postulate), mit deren Hilfe 
die anderen (die "Satze") logisch bewiesen werden, ausdriicklich als 
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logische Beziehungen. zwischen den primitiven Begriffen unabhangig 
von deren Bedeutung auszusprechen. 

Und diese Forderungen werden bei Pasch erfiillt; die Grundlage 
fiir die logische Behandlung del' Geometrie liegt bei ihm durchaus 
in den Postulaten (wenn diese auch als das Produkt eines an die An
schauung ankniipfendell psychologischell Prozesses eingefuhrt werden). 

Diese Auffassul1g del' Strel1ge ist seither immer mehr zum Ge
meingut del' geometrischen Forschungen diesel' Art gewol'den (vgl. 
z. B. Peano, Principii, 1889; Veronese, FOlldamenti, 1891; Hilbert, Grund
lagen, 1898 usw.) 7). 

Ih1' gemaB erscheil1en vom abstrakten logischen Standpunkte aus 
die Postulate als willkurliche Verabredungen, und die Gesamtheit der 
logischen Beziehungen, welche sie aussprechen, bildet eil1e Art im
pliciter Definition del' primitiven Begriffe 8). 

Wie man von dieser Willkur Gebrauch mach en soIl, das hangt 
von Werturteilen ab und laBt sich nicht wie eine wissenschaftliche 
Frage entscheiden, bei del' es sich urn ein Urteil dariibe1' handelt, ob 
etwas wahl' odel' falsch ist. In del' Tat haben die Peanosche und 
(besonders in ihl'en letztell Entwicklungen) die Hilbertsche Schule, in
dem sie immel' mehl' die abst1'akte Seite del' Dal'stellung ins Auge 
faBten, die Willkitl' in del' Wahl del' Postulate im weitesten Sinne vel'
standen und sich damit immel' mehr von del' Allschauung entfernt: die 

7) Ubrigens wurde sie in Italien, wo Euklids Elemente durch Sannia und 
d' Ovidio, Faifofer, De Paolis und andere schon vorher eine kritische Umarbeitung 
erfahren hatten, auch in den Schulbetrieb hineingetragen. Die neueren italieni
schen Lehrbiicher, die bei verschiedenen pi"tdagogischen Standpunkten die oben 
auseinandergesetzten Bedingungen der formalen Strenge sich zu eigen machen, 
riihren von Yeronese (Elementi di geometria [tratt. con la collaborazione di 
P. GazzanigaJ, Verona-Padova 1897, neue Ausgabe 1900; Appendice agli elementi 
di geometria, Verona-Padova 1898), Ingmmi (Elementi di geometria, Bologna 
1899), Enriq~tes e Amaldi (Elementi di geometria, Bologna 1903, zweite Auflage 
1905) her. Vgl. auch das Sammelwerk "Questioni" von Enriques (1900). 

8) Dieser weitere Begriff der Definition findet sich, wie G. Yacca (Riv. di 
mat. 1899, p. 185) bemerkt hat, schon bei J. D. Gergonne (Gerg. Ann. 9 (1818-19), 
p. 1). Es seien aua dem Gergonneschen Aufsatze zwei charakteristische Satze 
angefiihrt: ,,'Venn ein Satz ein Wort enthalt, des sen Bedeutung uns unbekannt 
ist, so kann durch die Aussage dieses Satzes die Bedeutung jenes W ortes uns 
offenbar werden" (p. 22). "Satze, die auf diese Weise den Sinn eines Wortes 
auf Grund der bekannten Bedeutung der in ihnen enthaltenen anderen Worte 
ergeben, konnten implicite Defi,nitionen genannt werden, im Gegensatze zu den 
gewohnlichen Definitionen, die man explicite Definitionen nennen konnte ... ; so 
kunnen auch oft zwei Satze, die zwei neue W orte mit bekannten Worten ver
kniipfen, deren Sinn bestimmen ... " (p. 23). 
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zuerst genaunte, indem sie hauptsachlich den Zweck verfolgte, das 
Urteil iiber einige logisch-formale Fragen zu vertiefen, die andere, urn 
Gegenstande von mathematischem Interesse, die mit Fragen der Ana
lysis oder der Zahlentheorie usw. verkniipft sind, weiter zu verfolgen. 
Demgegenuber strebt Veronese (Fondamenti) danach, das, was der 
Anschauung und del' Erfahrung gegenuber in mehr eigentlichem Sinne 
als geometrisch zu betrachten ist, abzugrenzen, und Enriques (Questioni, 
Art. 1) sucht einige V orschriften aufzustellen, denen die Postulate hin
sichtlich der primitiven Begriffe geniigen mussen, urn fiir die An
schauung als evident zu erscheinen. 

Es ist zu erwahnen, daB die oben angefiihrten Forderungen der 
formalen Strenge in dem Zeichensystem der mathematischen Logik 
(Leibniz, Peacock, De Morgan, BooZe, H. Gm/Jmann, W. R. Hamilton, 
Cll,. Peirce, Schroder, Peano, Frege) einen symbolischen Ausdruck gefunden 
haben. Dieser Symbolismus, der von Peano (1889) zu einem System 
der mathematischen Darstellung erhoben worden ist, hat die Not
wendigkeit, primitive Begriffe anzunehmen, materiell ftihlbar gemacht, 
da jeder von diesen Begriffen durch ein neues Zeichen, das ihn repra
sentiert, eingefiihrt wird; dariiber hinaus hat er auch zu einer schaneren 
Kritik hinsichtlich del' Einfachheit und Unabhangigkeit del' Postulate 
und primitiven Begriffe und del' Vertraglichkeit del' Postulate mit
einander Veranlassung gegeben 

Del' Begriff der Ul1abhangigkeit der Postulate, del' zunachst aus den 
Entwicklungen hervorging, welche die Versuche, das fiinfte Euklidische 
Postulat zu beweisen, im negativen Sinne zum AbschluB brachten, 
besteht in folgendem: es handelt sich urn die Entscheidung del' Frage, 
"ob ein gegebener Satz von anderen, die als Voraussetzungen ange
nommen werden, logisch abhangt oder nicht". 

Dabei ist folgendes zu beachten: 

1) Es gibt eine geordnete Unabhiingigkeit, in del' jedes Postulat 
unabhangig von den vorhergehenden ist, und eine absolute Unabhiingig
keit, die bei jeder Anordnung der Postulate besteht. B. Levi (Torino 
MemOl·ie 1904, p. 283) hat bemerkt, daB, wenn ein System von in be
kannter Ordnung unabhangigen Postulaten a, b, c, ... gegeben ist, man 
immer ein anderes gleichwertiges System bilden kann, das absolut un
abhal1gig ist (a; es besteht b immer dann, wenn a erfullt ist; usw.). 

2) Die Unabhangigkeit del' Postulate (a, b, ... ) ist mit ihrer 
Zusammensetzung verknupft, d. h. es kann sein, daB man aus a zwar 
nicht b herleiten kann, wohl aber einen Teil von b. Das Urteil uber 
die Unabhangigkeit wird also urn so klarer sem, je einfacher die 
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Aussagen der Postulate sind. Aber A. Padoa hat dem Referenten ge
zeigt, daB es durchaus einfache Aussagen auBer den Slitzen von der 
Form "a ist nicht b" nicht gibt und daB es unmoglich ist, auf einer end
lichen Anzahl solcher Aussagen ein geometrisches System aufzubauen. 

Urn zu beweisen, daB ein Satz a von anderen Satzen v, c, 
unabhiingig ist, ist zu zeigen, daB das Gegenteil von a mit b, c, ... 
vertraglich ist. 

Diese Entscheidung libel' die Vertraglichkeit der Postulate wurde vor 
aHem auf die Betrachtung der arithmetischen Relationen gegriindet, die 
die in Rede stehenden geometrischen Annahmen ausdriicken. Man nahm 
die Satze der Arithmetik als logisch vertraglich an und suchte die 
logische Moglichkeit verschiedener Geometrien zu beweisen, indem 
man deren Gegenstand nicht mehr gemaB seiner gewohnlichen, phy
sischen oder anschauungsmassigen, Bedeutung auslegte, sondern in 
einem durchaus abstrakten Sinne. In dieser Weise als logische Wissen
schaft entwickelt, kam die Geometrie dazu, in einem allgemeineren 
Sinne als die Wissenschaft derjenigen Begriffe (del' abstrakien Riiume) 
betrachtet zu werden, welche den geometrischen Postulaten oder einem 
Teile von ihnen formal genugen. 

Eine Modifikation dieses Gedankenganges besteht darin, daB man 
eine erste Geometrie (z. B. die Euklidische Geometrie) als gegeben (und 
also jedenfalls als logisch zuIassig) ansieht und innerhalb derselben 
eine Interpretation der Annahmen irgend einer andem Geometrie sucht, 
indem man deren Grundbegriffe durch solche Gebilde del' ersten Geo
metrie ersetzt, fUr welche die Postulate der zweiten Geometrie tat
sachlich zutreffen. Nun bildet die Vertraglichkeit der fundamentalen 
Satze derjenigen Geometrie, welche man als gegeben annimmt, oder 
die Vertraglichkeit derjenigen Satze, welche die elementaren Eigen
schaften der arithmetischen Operationen ausdrlicken, eine Annahme, 
welche behauptet, man konne zu keinem Widerspruche gelangen, wie 
weit man auch die Konsequenzen jener fundamentalen Satze verfolgt. 

In die Erorterung der Bedeutung dieser Annahme (die mit Fragen 
del' Erkenntnistheorie znsammenhangt) ist man in neuester Zeit auf 
mathematischem Gebiete eingetreten. Und hier stehen zwei Stand
punkte einander gegeniiber. 

1) Ein empirisiiscker Standpunkt. 
Wenn man die Geometrie und die Arithmetik als etwas ansieht, 

das ein reelles, durch die Ansckauung oder die Erfahmng gegebenes 
Objekt hat, dann kann man die Vertraglichkeit ihrer Postulate auf 
del' Grundlage dartun, daB "das, was (physisch oder psychologisch) 
existiert, nicht sich selbst widersprechen kann". Dieser Standpunkt ist 
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neuerdings in polemischer Form von A.. Padoa 9) eingenommen worden, 
der die moglichen lnterpretationen eines Systems abstrakter Satze in 
allgemeinster Weise betrachtet und zu der Meinung kommt, daB kein 
Grund vorliegt, einer von diesen Interpretationen einen groBeren Wert 
als einer anderen beizulegen, und insbesondere die der arithmetischen 
Interpretation traditioneH beigelegte bevorzugte SteHung bestreitet. 

Bier ist zu bemerken, daB zwischen geometrischen und (im ele
mentaren Sinne) arithmetischen Erfahrungen folgender Unterschied 
besteht: die ersten beziehen sich auf Dinge, die in stetige;r Weise 
variieren konnen, und haben daher immer notwendige;rweise einen 
angeniiherten We;rt; die zweiten beziehen sich auf etwas, das nur in 
diskrew Weise variieren kann und haben daher (bis zu dem Punkte, 
bis zu dem sie heranreichen) einen exakten Wert. Wenn man daher 
die Erfahrung durch eine Annahme fiber das Resultat ihrer Wieder
holung vervollstandigt (die unserem Glauben an die Wirklichkeit 
zugrunde liegt), so kann man der Meinung sein, daB sie einen wirk
lichen Beweis ffir die in der Arithmetik enthaltenen Tatsachen liefert, 
nicht aber fur die Geometrie. 

Abel' wenn man nicht die Existenz psychologischer, sondern phy
sischer Objekte betrachtet, so ist noch zu untersuchen, ob die An
nahme, daB "das, was existiert, nicht sich selbst widersprechen kann", 
berechtigt ist, da man mit ihr dem Prinzipe des Widerspruchs (~em 
Gesetze des logischen Denkens) einen objektiven Wert erteilen wfirde. 

2) Ein logisch-formaler Standpunkt, der die Vertraglichkeit der 
fundamentalen Sitze der Geometrie auf die Vertraglichkeit der funda
mentalen Satze der Arithmetik zuriickfiihren will und einen logischen 
Beweis dafiir liefern zu konnen behauptet, daB die Prinzipien der 
Arithmetik miteinander vertraglich sind 10). 

Aber eine Erorterung fiber die Art und die Moglichkeit eines 
solchen Beweises geht fiber den Rahmen dieses Artikels hinaus. 

Die Untersuchungen fiber die Unabhiingigkeit der primitiven Be
griffe sind aus der von der italienischen mathematisch-logischen Schule 
(G. Peano, M. Pie;ri, A.. Padoa usw.) eingeschlagenen Richtung hervor
gegangen, die Zahl del' bei dem logischen Aufbau der Geometrie ohne 
Definition angenommenen primitiven Begriffe in systematischer Weise 
zu beschranken (vgl. Nr.6). 

Sind mehrere fundamentale Begriffe A, B, 0, ... gegeben, so 
kann man fragen, ob einer von ihnen durch einige der fibrigen de-

9) L'enseignement mathematique 5 (1903), p. 85. 
10) Vgl. D. Hilbert, Grundlagen, p. 18, und Heidelberger Kongrei3, p. 174. 
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finiert werden kann (z. B. emit Hilfe von A und B) oder ob er von 
ihnen unabhangig ist. Eine solche Frage hat so lange keinen Sinn, 
als man nicht sagt, welche Beziehungen zwischen den genannten Be
griff en postuliert werden. Nimmt man dagegen an, daS zwischen den 
Begriffen A, B, C (die wir in abstrakter Weise durch die ent
sprechenden Symbole dargestellt betrachten) gewisse logische Be
ziehungen bestehen, die durch ein gewisses System von Postulaten 
(a, b, c, ... ), die wir als gegeben ansehen, ausgedriickt werden, 
IilO wird man dartun konnen, daB C in dem System (a, b, c, ... ) 
von A, B unabhiingig ist, indem man eine geeignete konkrete Inter
pretation der Symbole A, B angibt, der zwei verschiedene Interpre
tationen von C zugeordnet werden konnen, so daB ein bei der ersten 
Interpretation wahrer (und daher mit a, b, c, ... vertraglicher) Satz 
bei der zweiten Interpretation falsch ist (Padoa ll). 

Was die Einteilung des folgenden Berichtes betrifft, so unter
scheiden wir die elementare Richtung von den hoheren Ansatzen, 
die entweder von der Theorie des Kontinuums oder der projektiven 
Geometrie oder der allgemeinen Idee einer Maflbestimmung (Bogen
element und Entfernung, Bewegungsgruppe) ausgehen. Die elemen
tare Richtung ist durch den unmittelbaren Vergleich der samtlichen uns 
gelau:ligen geometrischen Begriffe charakterisiert, wahrend die anderen 
hoheren Richtungen (abgesehen von der Anwendung hoherer Unter
suchungsmittel und besonders der Analysis) einer Trennung der fun
damentalen Begriffe in einige Familien entsprechen, von denen jede 
einer breit entwickelten Geometrie zur Grundlage dient, der die 
anderen Begriffe untergeordnet werden. 

Nach der Darstellung dieser verschiedenen Richtungen berichtet 
der letzte Abschnitt fiber die neuen Entwicklungen, die durch Ab
straktion von dem gewohnlichen Begriffe des Kontinuums zur Kon
struktion der nicht-Archimedischen Geometrieen geffihrt haben. 

I. Die elementare Richtung. 
2. Vorbemerkung. Elementare Darstellungen der Grundlagen 

der Geometrie :linden sich mehr oder minder in jedem Lehrbuche der 
elementaren Geometrie. Wir verweisen wegen vieler Einzelheiten auf 
die beiden Artikel fiber Elementargeometrie. Rier handelt es sich nur 
um eine allgemeine tTbersicht iiber die hauptsiichlichsten in prinzi
pieller Rinsicht unterschiedenen Ansiitze. 

11) Congres internat. de philos. Paris 1900, S, p. 309. 
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Wir besprechen in dieser Hinsicht del' Reihe nach die Begriffe 
Punkt, Ge'rade und Ebene, St1·ecke und Winkel (den Begriff ,,zwischen"), 
Kongruenz und Bewegung, die verschiedenen Formen des Stetigkeits
begriffes und die Pm·allelentheorie. Als Erganzung schlieBt sich him"an 
eine Besprechung der im Sinne der alten Geometer behandelten Pro
portionenleh1·e und der Lelwe VOIn Fliicheninhalt. 

3. Punkt, Gerade und Ebene. Euklid (O('OL a', If, r') beginnt: 
~1]p,Ei6v i(j'!;w, oi; p,{QOS ov.fTiv. 

rQafLfL~ !ls fL~"oS a7tla-rEs. 

'ExupaVCLCt M t6'HV, () fL~"oS "at xUros !Jovov iXH. 

Ubersetzt: 
Ein Punkt ist etwas, dessen Teil nichts ist. 
Eine Linie ist eine Lange ohne Breite. 
Eine Fliiche ist etwas, was nur Lange und Breite hat. 
Und Euklid fiigt hinzu, daB die Grenzen der Linie Punkte und 

die Grenzen der Fliiche Linien sind. 
Er geht darauf so vor, da.B er unter den Linien und Flachen die 

Gerade und die Ebene charakterisiert, wie wir es bald sehen werden. 
1m AnschluB hieran gibt es zwei "Vege, urn in die Elemente 

der Geometrie einzudringen: 
1. Man nimmt den Punkt als ersten fundamentalen Begriff anl 

der durch A bstraktion aus der V orsteHung eines sehr kleinen Korpers 
entstanden ist, und sucht dann durch Bewegung des Punktes die 
Linien, durch Bewegung der Linien die Flachen und durch Bewegung 
der Flachen die Korper (oder den Raum) zu erzeugen. 

2. Man geht von dem fundamentalen Begriffe des Korpers aus 
und fiihrt dann die Flachen als Grenzen der Korper, die Linien als 
Grenzen der Flachen und die Punkte als Grenzen del' Linien ein. 

Jedoch ist zu bemerken, daB man weder auf dem einen noeh 
auf dem andern Wege zu wirklichen logischen Definitionen kommt, 
sondern nUl" zu Angaben und Beschreibungen von einer gewissen 
physischen und psychologischen Bedeutung. 

Was den zweiten Weg betrifft, 50 kann man sagen, daB del' Be
griff der Grenze eines Korpers, einer Flache, einer Linie den Begriff 
der Fliiche, del' Linie, des Punktes, den man definieren will, bereits 
enthalt, wenn er nicht etwa aHe diese Begriffe gleichzeitig und 
im besonderen einige Beziehungen zwischen ihnen enthiilt, die schwer 
festzustellen sind. 

Der erste Weg 5cheint zwar nicht einen so deutlichen Zirkel
schiuB zu enthalten, aber er erfordert doch eine tiefgehende Unter-
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suchung, um zu einer logischen Systematisierung der in Rede stehenden 
Begriffe zu fiihren. Und die groBe Schwierigkeit dieser Untersuchung 
hangt damit zusammen, daB die von uns auf induktivem Wege er
worbenen Begriffe der Linie und der Flache sich sozusagen in einer 
fortschreitenden Weiterbildung befinden, der wohl bezeichnete Grenzen 
schwer zu setzen sind (vgl. Abschn. II dieses Referats und das Referat 
III A, B 2, v. JJlangoldt). 

Daher die Tendenz del' modernen kritischen Elementargeometrie, 
den "Punkt" als ersten fundamentalen Begriff anzunehmen und nach
einander die einfachsten Linien und FIachen (die Gerade, die Ebene, ... ) 
einzufiihren, mit deren Hilfe man dann versucht, die allgemeinsten 
Begriffe del' Linie und der Flii.che zu gewinnen. Geht man in diesel' 
Ordn ung vor, so konnen die Linien - und Fliicheneigenschaften del' 
genannten besonderen Linien und Flachen mit del' Leichtigkeit und 
Bestimmtheit, die del' besondere Fall gestattet, ausgesprochen werden, 
wie wir es in Nr. 4 sehen werden. 

Bevor wir den Begriff "Punkt" verlassen, wollen wir noch be
merken, daB er definiert werden konnte, indem man von den Be
griffen "Korper" und "Bewegung" ausgeht, wenn man namlich die Be
wegungen als Glieder einer Gruppe von Transformationen betrachtet, 
denen man die Korper unterwirft (vgl. Abschn. VB dieses Referats). 
Dann entsprechen (nach Poincare) die Punkte gewissen "Untergruppen 
der Gruppe del' Bewegungen" (den Gruppen der Rotationen urn die 
Punkte des Raumes) und sie konnen als solche definiert werden. 
Diese Entwicklungsweise wiirde zwar etwas miihsam sein, abel' aus 
zwei Griinden interessant: 

Erstens wiirden dabei die Postulate in einer Form ausgesprochen 
werden, die dem unmittelbaren Ergebnisse del' physischen Erfahrungen 
am nachsten kommt; 

zweitens kommt dabei zum V orschein, daB del' Begriff des 
Punktes, del' del' Existenz gewisser Untergruppen der Gruppe der 
Bewegungen entspricht, ein physisches Faktum voraussetzt. 

Gehen wir nun dazu iiber, die Definitionen del' Geraden und der 
Ebene zu pl'iifen. 

Die Begriffe Gerade und Ebene konnen entweder als primitive 
Begriffe angenommen oder abel' mit Hilfe del' Begriffe Kongruenz und 
Bewegung definiert werden. 

Euklid definiert in seinen "Elementen" 12) die Gerade: I!vitciIX 
YQap,p,fj E6'tW, iin~ i; f(1OV 'tois irp' EIXVt:fjS 6'1}p,Eiots xEiua. 

12) J. L. Heibergsche Ausgabe, Leipzig 1883, 1, oQOt 0', 
Ellcyklop, d. 1Ilath. Wi88snsch. III 1. 2 
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Proclus 13) interpretiert diese Definition, indem er sagt, daB die 
Gerade die Linie ist, deren Lange zwischen zwei Punkten mit deren 
Entfernung zusammenfallt, und dann konnte man sie an die sogleich 
zu nennende Archimedische Definition anschlieBen. 

Allgemein iibersetzt man: "die Gerade ist diejenige Linie, welche 
zu ihren Punkten in gleicher Weise liegt", und interpretiert dies viel
fach als diejenige Linie, welche von jedem ihrer Punkte in zwei gleiche 
Teile geteilt wird 14). Abel' diese Eigenschaft charakterisiert die Ge
mde nicht, da sie auch der Schraubenlinie zukommt. 

W. Leibniz 15) hat die Gerade als die Linie betrachtet, welche die 
Ebene in zwei kongruente Teile teilt (und die Ebene als die Flache, 
welche den Raum in zwei kongruente Teile teilt). 

Diese V orstellungen von Euklid und Leibniz konnen zu einer 
logischen Formulierung der Prinzipien del' Geometrie fiihren, wenn 
man als primitive Begriffe die Begriffe Punlet und gleiche Entferntmg 
annimmt und mit Hilfe eines geeigneten Systems von Postulaten die 
Symmetrie auf del' Geraden, in del' Ebene und im Raume herstellt 16). 

Archimedes 17) hat die Gerade als die kiirzeste Linie zwischen zwei 
Punkten betrachtet, und dieser Begriff ist dann von A. lYI. Legendre 18) 
wieder aufgenommen worden. Auch er kann zu einer logischen De
finition der Geraden fiihren, wenn man als primitiven Begriff den der 
Entfernung zwischen zwei Punkten (oder genauer den Begriff gleiclier, 
grofJe:rer oder kleinerm- Entfernttng bei zwei [als fest betrachtetenJ 
Punktepaaren) annimmt. Auf Grund eines geeigneten Systems von 
Postulaten kann man dann unter gewissen Bedingungen die Liinge 
einer Linie und daher die Gerade als die Linie kleinster Lange zwi
schen zwei Punkten definieren 19). 

Allgemeiner bekannt ist die auch von Leibniz 20) und anderel1 ge
brauchte und von M. Simon 21) im Proclus wiedergefundene Definition, 

13) Commentarii, p. 109. 
14) In bezug auf diese verschiedenen Interpretationen vgl. hI. Simon, Euklid 

und die sechs planimetrischen Biicher, Leipzig 1901, p. 26; vgl. auch H. G. Zeuthen, 
Geschichte der Mathematik im Altertum, Kopenhagen 1896. 

15) "Leibnizens Mathematische Schriften", herausgegeben von O. J. Gerhardt, 
erste Abieilung, 1, Berlin 1849, p. 196. 

16) V gl. T. Broden, Pedagogiske Tidskrift, Halmstad 1890. 
17) nEQt (jrpcxlQrxs Yorxl 'Jf.vllv8Qov, 7..rx/L!3rxv6/LEvrx rx', opera I, p. 8; vgl. P. Du 

Bois-Reymond, Math. Ann. 15 (1879), p. 283. 
18) Elements de geometrie, 2. edit., Paris an VIII, p. 1. 
19) V gl. R. Bettazzi, Ann. di mat. (2) 20 (1892), p. 19. 
20) Mathematische Scbriften, erste Abtheilung, 1, p. 196, und zweite Ab

teilung, 1. p. 164. 
21) "Euklid", p. 26. 
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nach welchel' die Gerade als die Linie betrachtet wird, die unbewegt 
bleibt, wenn man sie um zwei ihrer Punkte rotieren laSt. O. F. Gauf& 
bemerkt bei Gelegenheit (vgl. Werke 8, p. 196), daB man sich diesel' 
Eigenschaft gerade in del' Praxis, wenn man die Operation en mit dem 
Theodolithen vornimmt, bedient, urn festzustellen, ob eine Linie eine 
Gerade ist. 

Viele Mathematiker (darunter H. Grafjntann2~) haben die Gerade 
als diejenige Linie betrachtet, welche in jedem ihrer Punkte eine 
konstante Richtung beibehalt. SolI diese Definition annehmbar sein, 
so muS man als primitiven Begriff den del' Richtung annehmen, und 
das kann z. B. in Beziehung auf zwei Punkte, unabhangig von dem 
Begriffe del' Geraden, geschehen. Diese Idee ist noch neuerdings von 
Edw. F. Dixon 28) elltwickelt worden. Sie hiingt mit del' anderen Graf3-
,mannschen Idee zusammen, nach welcher die Geometrie als ein geome
trisches Rechnen mit Strecken oder, modern ausgedriickt, als eine Vektor
analysis dargestellt wird M). Die Grundvorstellungen und -sii.tze dieses 
geometrischen Rechnens hat kiirzlich G. Peano 25) analysiert. Weitere 
Untersuchungen iiber diesen Gegenstand haben G.Darboux 26), F.Siacci 27), 

R. Schimmack 28), F. Schur 29), G. Hamel SO) veroffentlicht. 
Eine bemerkellswertere Definition del' Geraden und der Ebene 

ist die von W. Leibniz S1) erdachte und danll von Joh. Bolyai32) 
uud N. LobatschefskijsS) wieder aufgenommene und entwickelte, die 
darin besteht, daB man die Ebene als den Ort del' Punkte betrachtet, 

22) V gl. Ausdehnunglehre von 1844, Einleitung, Abschn. C, Ges. Werke I 1, 
p. 28: "Die einfache Ausdehnungsform ist die Form, welche durch eine nach 
demselben Gesetze erfolgende Xnderung des erzeugenden Elementes entsteht"; 
p. 29: "In der Raumlehre ist die Gleichheitder Richtung das die einzelnen 
Anderungen umfassende Gesetz". 

23) The foundations of geometry, Cambridge 1891, 
24) V gl. etwa den orientierenden Aufsatz von H. Gmj3mann: Kurze Uber

sicht . uber das Wesen der Ausdehnungslehre, Arch. Math. Phys. 6 (1846), wieder 
abgedruckt: Ges. Werke II, p. 297 W., insbesondere die Abschnitte ill und IV. 

25) Oalcol0 geometrico secondo l'Ausdehnungslehre di H. Graj3mann, Torino 
1888. 

26) Bull. math. astr. 9 (1876), p. 281, abgedruckt als Note 1 in Despeyrous, 
Cours de Mecanique 1 (1884), p. 371. 

27) Napoli Rend. (3) 5 (1899), p. 34. 
28) Gottinger Nacbrichten 1903, p. 34. 
29) Zeitschr. Math. Phys. 49 (1903), p. 352. 
30) Zeitschr. Ma.th. Pbys. 49 (1903), p. 362. 
31) Math. Schriften, zweite Abteilung, 1, p. 166. 
32) V gl. lV. Bolyai, Tentamen, editio secunda II, Buda.pest 1904, p. 8. 
33) N. J. Loblltscitefskij, Zwei geometrische Abbandlungen, 1, p. 7 und 95. 

2* 
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die von zwei gegebenen Punkten gleichen Abstand haben 84), und die 
Gerade als den Ort del' Punkte, die von drei Punkten, deren gegen
seitige Entfernungen den bekannten, zwischen den Seiten eines Drei
ecks bestehenden Ungleichheiten geniigen, gleich weit entfernt sind, 
odel' auch als den Ort del' Beriihl'ungspunkte del' Kugeln, die zwei 
gegebene Mittelpunkte haben (vgl. auch G. Peano, FuBnote 60). Del' 
Begriff del' gleichen Ent{ernung von Punktepaaren tritt hier wieder als 
primitiv auf. 

Wenn die Ebene nicht gleichzeitig mit del' Gel'aden oder VOl' ihr 
definiert wird, so kann man den Begriff del' Ebene unmittelbal' auf 
den del' Gm'aden zuriickfiihren. 

Euklid definiert die Ebene: 6'1rbtEiJos brupavcuf 6IJT:W, fins 6; 
Yoov Tats ig;' savTijs eMhta~s xcluu, was man gewohulich iibersetzt: 
eine Ebene ist eine FHiche, die gleichmaBig zu ihren Gel'aden liegt. 
Diese Definition enthiilt sichel' Uberfliissiges; in del' Tat ist die Ebene 
schon definiert als diejenige Fliiche, welche die Gerade, die zwei be
liebige ihrel' Punkte verbindet, ganz enthii1t; diese Definition kann 
man bis auf Heron zuriickfiihren. 

C. F. Gatt/JS5) hob hervor, daB diese Definition ein Postulat ent
hiilt, da eine Gel'ade und ein au.Berhalb derselben gelegener Punkt schon 
die Erzeugung del' Ebene geben. Er hat vorgeschlagen, die Ebene 
als den Ort del' in einem Punkte zu einer Achse el'richteten N ormalen 
zu definiel'en. Die gewohnliche Definition verwandelt sich dann in 
ein Theorem, mit dessen Beweis sich G((;tf/J in seinem N achlasse be
schiiftigt 36). 

Eine analoge Ubedegung hat F'. Deahna 37) ausgefiihrt. Er geht 
von einer Erzeugung del' Ebene aus, die von del' vorhergehenden 
wenig verschiedell ist. N achdem er zunacbst die Begriffe del' Geraden 
und del' Kugel (mit Zugrundelegung des Begriffes del' gleichen Ent
fernung) aufgestellt hat, nimmt e1' an, daB man die Kugel um einen 
Durchmesser in del' Weise bewegen kann, daB jeder Punkt eine ge
schlossene Linie (einen Kreis) beschreibt; unter dies en Kreisen gibt es 
einen, del' die Kugel in zwei kOllgruente Teile teilt; die Geraden, 

34) Genau durch diesen Ansatz entsteht die Hessesche Normalform der 
Gleichung der Ebene. 

35) Brief an Bessel vom 27. Januar 1829; Werke 8, p. 200. 
36) Werke 8, p. 194. 
37) Demonstratio theorematis geometrici fundamentalis atque hucusque 

pro axiomate sumti: "esse superficiem planam", Diss. Marburg 1837; vgl. 
W. Killing, Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie, Paderborn 1893 und 
1898, 2, p. 183. 
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welche die Punkte dieses Kreises mit dem Mittelpunkte der Kugel 
verb in den, erzeugen eine Ebene. 

Neuerdings ist die Frage der Ebene von G. Vero~?ese38) einer neuen 
Priifung unterworfen worden. Dieser definiert, nachdem er einige ein
fache Postulate liber die Gerade und die Kongruenz (vgl. Nr. 5) aus
gesprochen hat, (fiir den Euklidischen Fall) zwei Gerade als parallel, 
wenn sie in bezug auf einen Punkt entgegengesetzt (symmetrisch) 
sind, und fiihrt das Postulat ein: "Zwei parallele Gerade sind in bezug 
auf den Mittelpunkt jeder Strecke, deren Endpunkte auf ihnen Eegen, 
entgegengesetzt." Auf dieser Grundlage konstruierl er die Ebene 
mit Hilfe des Biischels der Geraden, die von einem au.6erhalh gelege
nen Punkte .A aus die Punkte einer Geraden a projizieren, wobei die 
durch .A zu a gezogene Parallele hinzugefiigt wird, und darauf beweist 
er, da.6 die so konstruierte Ebene die Gerade enthalt, die zwei be
liebige ihrer Punkte verbindet 39). 

Gerade, Linie und Ebene lassen sich auch gruppentheoretisch 
fassen. 

Nachdem wir untersucht haben, wie die Begriffe Gerade und 
Ebene mit Hilfe der Kongruenz und der Bewegung definierl werden 
konnen, wollen wir von der Idee sprechen, die Gerade oder die 
geradlinige Strecke und die Ebene oder die ebene FHiche als funda
mentale, durch einige Gruppen von Postulaten charakterisierte Be
griffe anzunehmen. 

Wenn man von dem Begriffe der geradlinigen Strecke ausgeht, 
so kann man die Gerade definieren (Pasch, Neuere Geometrie; Peano, 
Principii und Fondamenti), und ebenso kann man die unbegrenzte 
Ebene definieren, wenn man in geeigneter Weise die Eigenschaften 
einer ebenen Fliiche postuliert, indem man also ein geeignetes Raum-

38) Fondamenti di geometria, Padova 18\)1, deutsch von A. Schepp, Leipzig 
1894, Euch I, Nr. 19, II, Nr. 7, ausfiihrlicher in den Elementi. 

39) Veronese hat angedeutet, wie man unabhangig von dem genannten 
Parallelenpostulat (das das Euklidische Parallelenpostulat und vielleicht etwas 
mehr enthiilt) die Frage der Ebene unter der Lobatschefskijschen Annahme be
handeln konne, und er hat auch den Riemannschen Fall, in welchem es keine 
Parallelen gibt (Nr. 8), naher betrachtet. Aber in diesem FaIle, in dem die voll
standige Ebene durch die Projektion der (geschlossenen) Geraden von einem 
au8ern Punkte aus gegeben ist, wird der Satz von der Ebene von Veronese nul' 
unter Zuhilfenahme einer weiteren Annahme bewiesen, in del' der Begriff des 
unendlich gro8en und des unendlich kleinen Gebietes auftritt. Del' Autor driickt 
ubrigens die Meinung aus, daB diese Annahme in seinem Systeme uberf!uBsig 
sein mu8. Abel' diese Meinung bedarf noch der Rechtfertigung. 
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stiick betrachtet; dagegen muB man, wenn man von dem fundamen
talen Begriffe der Geraden ausgeht, einen anderen primitiven Begriff 
hinzunehmen, urn die Strecke zu deflnieren. 

Wir behalten uns vor, die Formulierung del' Postulate, zu der 
man gelangt, wenn man den ersten Weg einschHigt, auseinander
zusetzen, wenn wil' von den Prinzipien del' projektiven Geometl'ie 
spreehen werden (III.), und wollen jetzt den anderen Weg dureh
laufen, um zu zeigen, wie sieh dabei die Eigenschaften, die mit den Be
ziehungen del' Lage oder des Einandemngeho1'ens (der "Verknupfung" 
bei Hilbert, Gl'undlagen, p. 2) von Gerade und Ebene zusammenhangen, 
bis auf einen gewissen Punkt getrennt von den Linien- und Fliiehen
eigensehaften (den Postulaten der Anordmmg, del' Teilung) erge ben. 

Die Postulate des Einanderangehorens (del' Verknupfung) konnen 
wie folgt formuliel't werden 40): 

1. Man setzt eine Klasse von Elementen, Punkte genannt, (deren 
Inbegriff Raum genannt wird), als gegeben voraus und in ihr Unter
klassen (Gemde und Ebenen), die folgenden Postulaten genugen: 

1) Zwei Punkte gehoren einer und nur einer Geraden an. 
2) Drei Punkte, die nieht einer Geraden angehoren, gehoren einer 

und nur einer Ebene an. 
3) Die durch zwei Punkte einer Ebene bestimmte Gerade gehort 

der Ebene an. 
4) Zwei Ebenen, die einen Punkt gemeinsam haben, haben noeh 

einen anderen Punkt (und also eine Gerade) gemeinsam. 
Diesen Postulaten von zunachst nur hypothetischer Form fugt 

man die Existenzpostulate hinzu, die die Existenz mehrerer verschie
dener Punkte und von Punkten auf3edtalb einer Geraden odeI' einer 
Ebene behaupten. Die Existenz einer unendliehen Zahl verschiedener 
Punkte, Geraden und Ebenen folgt dann aus den erst we iter unten 
unter II anzuflihrenden Postulaten del' Anordnung. 

Es ist zu bemerken, daB das vierte Postulat die Dreidimensiona
litat des Raumes ausspricht und auf Grund der in geeigneter Weise 
als Postulat ausgesprochenen Eigensehaft del' Ebene, den Raum ill 

zwei Teile zu teilen, bewiesen werden kann (vgl. Nr.4). 

4. Strecke, Winkel (der Begriff "zwischen"). ",Vir gehen nun 
dazu liber, die Postulate zu untersuchen, die die Linieneigenschaften 
der Geraden und die Fliiclteneigenschaften der Ebene ausdrlicken 
(vgl. Abschn. II. Theorie des Kontinuums) und sieh auf die Begriffe 

40) Wir bezeichnen sie mit der Zift'er I, wei! wir spater weiter numerieren; 
vgl. 4. 
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"zwischen", "natiirliche Ordnung del' Punkte einer Geraden", "Strecke", 
"Strahl", "Seite del' Ebene", "Winkel" beziehen. 

Bei Eu7clid und seinen N achfolgern werden diese Begriffe noch 
nicht untel'sucht und Postulate, die sich auf sie beziehen, nicht for
llluliert, abel' solche Postulate sind notig, wenn man wiinscht, daB die 
geometrische Betrachtung rein logisch und von dem Gegenstande del' 
Anschauung unabhangig ist. 

C. F. Gauj3 hat schon friihzeitig darauf aufmerksam gemacht41), 
daB del' Begriff "zwischen" einer strengen Ji'ormulierung bedarf. 
Andel'el'seits hat Herbart bemerkt, daB del' Begriff del' Ordnung del' 
Punkte einer Geraden del' ganzen Geometrie zugrunde liegt. Nun 
verfiigte die analytische Geometrie durch ihre Vorzeichen immer iiber 
den Begriff zwischen. Dieses Prinzip del' Zeichen hat dann A. F 
Mobins (Barycentrischer Calcul) in die I'eine Geometrie iibertragen, 
und auch H Graj3nwnn macht in seiner Ausdehnungslehre von 1844 
davon konsequenten Gebrauch. J edoch verdanken wir eine Syste
matierung diesel' Dinge, d. h. die Aufstellung eines Postulatensystems 
zur Charakterisierung diesel' Beziehungen erst M. Pasch (N euere 
Geometrie, 1882), und derselbe Gegenstand ist dann in verschiedener 
Weise von G. Peano (Principii und Fondamenti), G. Veronese (Fonda
menti), D. Hilbert (Grundlagen) u. A. behandelt worden (vgl. Abschn. II. 
Theorie des Kontinuums). 

Man kann zwei Arten, diese Untersuchung zu fiihren, unter
scheiden, und zwar kniipfen diese gewissermaBen an die erwahnten 
Bemerkungen von Gau/3 und von Herbart an: es handelt sich namlich 
darum, ob man sich auf den Begriff del' fertigen odeI' den del' werden
den Figur bezieht. 

a. Die Linieneigenschaften del' Geraden konnen del' fertigen Figur 
gegeniiber postuliert werden, wenn man von dem Begriffe "zwischen" 
odeI' "ZerIegung in Teile" ausgeht, nnd zwar in folgender Weise: 

II. 1) Wenn A, B, C Punkte einer Geraden sind und B zwischen 
A und C liegt, so liegt Bauch zwischen C und A. 

2) Wenn A und C zwei Punkte einer Geraden sind, so gibt 
es stets wenigstens einen Punkt B, del' zwischen A und 
C liegt, und wenigstens einen Punkt D, so daB C zwischen 
A und D liegt. 

3) Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es stets 
einen und nul' einen, del' zwischen den beiden anderen 
liegt42). 

-----
41) Brief an W. Bolyai vom 6. Marz 1832, Werke 8, p. 222. 
42) Nach D. Hilbert, Grundlagen, p. 4. 
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Oder in folgender Weise: 

II'. Jeder Punkt A der Geraden zerlegt die Gemde in zwei Klassen 
von Punkten (Teile), die man mit den Namen rechter Teil und linker 
Teil bezeichnen kann, in der Weise, daB: 

1) jeder von A verschiedene Punkt einem der beiden Teile an
gehOrt; 

2) wenn A sich zur Linken (odeI' zur Rechten) von einem anderen 
Punkt B befindet, jedel· Pnnkt zur Linken (oder zur Rechten) 
von A sich zur Linken (oder zur Rechten) von B befindet; 

3) wenn A sich zur Linken von B befindet, B sich zur Rechten 
von A befindet. 

Stellt man sich der werdenden Figur gegeniiber, so hat man: 

II". Die Punkte der Geraden sind in zwei (natiirlichen) Ordntmgen, 
von denen die eine der anderen entgegengesetzt ist, in der Weise an
einander gereiht, daB bei Betrachtung einer bestimmten Ordnung: 

1) wenn zwei Punkte A, B der Geraden gegeben sind, einer von 
ihnen, z. B. A, dem anderen, B, vorangeht, und alsdann B auf 
A folgt; 

2) wenn drei Punkte A, B, 0 gegeben sind und Adem B und B 
dem 0 vorangeht, Adem 0 vorangeht; 

3) zwischen zwei Punkten A und B Zwischenpunkte (die dem einen 
vorangehen und auf den anderen folgen) existieren; 

4) kein erster (allen vorangehender) Punkt und auch kein letzter 
Punkt existiert. 

Auf Grund dieses Postulats liiBt sich die Strecke mit den End
punkten A und B auf der Geraden (die die Zwischenpunkte enthiilt) 
definieren und del' Beweis ihrer elementaren Eigenschaften fiihren. 

b. Gehen wir nun zu den Fliicheneigenschaften der Ebene. 
Stellt man sich der fertigen Figur gegeniiber, so kann man die 

Zerlegung der Ebene in zwei Teile durch eine ihrer Geraden zu Grunde 
legen, deren fundamentale Eigenschaft man (mit Pasch) durch das 
folgende Postulat ausdriickt, das wir in Anlehnung an die voran
gehenden Postulate II 1-3 mit II 4 bezeichllen: 

II. 4) Sind in einer Ebelle drei Strecken AB, BO, OA gegeben, so 
hat eine Gerade (der Ebene), die mit einer von ihnen einen Punkt ge
meinsam hat, auch mit einer der beiden anderen einen Punkt gemeinsam. 

Eben infolge dieses Postulats wird die Ebene durch eine ihrer 
Geraden, r, in zwei Teile (Seiten odeI' Halbebenen) in der Weise ge
teilt, daB die Strecke, die zwei (nicht auf r liegende) auf derselben 
Seite von r befindliche Punkte verbindet, keinen Punkt mit r ge-
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meinsam hat, wahrend die Strecke, die zwei nicht auf derselben Seite 
von r befindliche Punkte verbindet, mit r einen Punkt gemeinsam hat. 

Man kann dieselben Eigenschaften einfiihren, wenn man die 
werdende Figur betrachtet. Dies geschieht fiir die Euklidische Geo
metrie in einfacher Weise, indem man folgendes postuliert: 

1) das Euklidische Parallelenpostulat, 
2) daB, wenn zwei von einem Punkt ausgehende Geradenpaare 

von einer (zu keiner der vier Geraden parallelel1) Transversalen in zwei 
sich trennenden Punktepaaren geschnitten werden, dasselbe fur jede 
andere Transversale gilt, die nicht durch 0 geht und keiner der vier 
Geraden parallel ist (vgl. A bschn. III). 

Das Paschsche Postulat fuhrt sofori; zur Definition der Winkel
(elder, in die zwei sich schneidende Gerade die Ebene zerlegen, und 
der zugehOrigen Winkel. 

Hier sei daran erinnert, daB die Frage, wie man den Winkel de
finieren soll, zu manchen Erorterungen gefiihrt hat. 

EuJ.:lid (oQo~, 'YO bezeichnet den Winkel als die "Neigung" zweier 
sich schneidender Geraden, was offenbar eine Tautologie ist. Andere 
haben den Winkel als das "MaB einer Drehung" betrachtet. Das 
\Vesentliche dessen, was hier vorliegt, besteht in der Existenz einer 
gewissen Invariante bei einem Paar sich schneidender Geraden gegen
uber der Gruppe der Bewegungen. Der Begriff einer solchen In
variante (der WinkelgroBe) ist fur die gewohnliche Theorie der Kon
gruenz oft'enbar ausreichend. 

Jedoch spielt der Winkel bei anderen Fragen eine hiervon ver
schiedene Rolle. Dies kann man vor aHem behaupten, soweit es sich 
urn gewisse Verhiiltnisse der Lage, um "Punkte innerhalb eines Winkels" 
usw. handelt. 1m Hinblick auf diese Beziehungen ist ein Winkel
begriff erwiinscht, der von dem Begriffe der Winkelkongruenz unab
hiingig ist. Daher ist der Winkel (von Louis Bertrand4S») als ein Teil 
der Ebene definiert worden, und zwar als "der Teil, der zwei, durch die 
Schenkel begrenzten Halbebenen gemeinsam ist (als ihre Inter(erenz)". 

G. Veronese 44) bemerkt, daB die so defillierte Figur (Winkelfeld 
oder -ausschnitt) der gewohnlichen Anschauung des Winkels, der als 
etwas Eindimensionales, als ein Teil des Strahlenbuschels, betrachtet 
wird, nicht entspricht. Darum schliigt er (in Anlehnung an das in 
der projektiven Geometrie herrschende Prinzip der Dualitat) vor, den 

43) Developpement nouveau de la partie tllementaire deB mathematiques, 
2 vol., Geneve 1774. 

44) Grundziige, p; 307 f. und 695; Elementi. 
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Winkel als die Gesamtheit der zwischen zwei Strahlen befindlichen 
Strahlen zu definieren. 

Wil' wollen endlich noch hinzufiigen, daB man auf Grund des 
Pasehschen Postulats aIle Lagenverhaltnisse der polygonalen Figuren 
allgemein entwickeln und im besonderen die "Fliiehe eines Polygons" 
definieren kann. Veronese 45) kommt zu diesen Entwicklungen auf 
rekurrente Weise, indem er zunachst das Dreieck (namlich die Flache 
des Dreiecks) als den Teil der Ebene, der zwei Winkeln gemeinsam 
ist, dann das konvexe Polygon als die Summe (Vereinigung) von Drei
ecken betrachtet; werden diese Entwicklungen an die genetische Kon
struktion del' Ebene angekniipft, so tl'eten sie bei ihm in Beziehung 
zu dem Beg-riffe del' Pal'aIlelen (vgl. Nr. 8). Enriqnes und Amaldi 46) 

definieren das konvexe Polygon als "die Interferenz del' Halbebenen, 
die die Eckpunkte enthalten und von den Seiten begrenzt sind" und 
leiten damus die elementaren Eigenschaften der Lage her, indem sie 
das Pasehsche Postulat direkt anwenden. 

Die beiden Teile, in die eine Ebene durch ein konvexes Polygon 
zerlegt wird, lassen sich ebenfalls durch "Vereinigung" und "Interferenz" 
von Halbebenen definiel'en, und hieran anschlieSend leitet man dann die 
fundamentale Eigenschaft her, daB eine nicht durch einen Eckpunkt des 
Polygons gehende, zwei Punkte verbindende Strecke den Umfang in 
einer geraden oder in einer ungeraden Zahl von Punkten trifft, je nach
dem die beiden genannten Punkte demselben Teile der Ebene angehOren 
oder nicht. Der innere Teil (die Flache des Polygons) scheint sich 
von dem auBeren Teile nur durch Beriicksichtigung der Unendlichkeit 
des zweiten unterscheiden zu lassen. 

c. Die oben untersuchten Begriffe del' ehenen Geometrie er
strecken sich auch auf den Rawn. 

Die Teile oder Seiten, in welche del' Raum durch eine Ebene 
zerlegt wird, lassen sich definieren, wenn man ein dem Pasehschen 
Postulat analoges Postulat annimmt, das die Aussage enthalt, daB 
"der Raum drei Dimensionen hat", und zu beweisen erlaubt, daB 
"zwei Ebenen, die einen Punkt gemeinsam haben, eine Gerade ge
meinsam haben". W enn man dagegen diese Eigenschaft als Postulat 
annimmt (wie in Nr. 3), so folgt die Zerlegung des Raumes durch 
eine Ebene aus dem Pasehschen Postulat in bezug auf die Ebene. 

Der Begriff des Fliiehenwinkels ist dem des Winkels analog und 
gibt zu neuen Betrachtungen keinen AnlaS. 

45) Grundziige, p. 346 ff.; Elementi. 
46) Elementi di geometria, Bologna 1903, p. 98. 
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Die allgemeine Definition des Polyede:rs (del' polyedrischell Figur 
oder des geschlossenen Karpel's) erfordert einige Aufmerksamkeit; im 
besollderen tritt hier eine neue Schwierigkeit in del' Definition del' 
polyedrischen Figur (ullabhangig von dem Begriffe des Karpel's) auf 
(vgl. III A,B 3, Delm-Heegarcl, Analysis situs, und die spateren Referate 
liber Polyeder). 

Wir schlieBen die Untersuchung diesel' Begriffe mit der Be
merkung ab, daB die Begriffe des Sinnes eines Winkels (oder 
einer Figur, einer Strecke usw.) in del' Ebene und des Sinnes ciner 
Schraubenlinie im Raume (des Sil1nes eines Flachenwinkels usw.) auf 
Grund des Paschschen Postulats und des analog en Satzes fur den 
Raum aufgestellt werden kannen, ohne daB andere primitive Anschau
ungen zu Hilfe zu nehmen sind; diesel' Gegenstand ist in vel'schiedener 
Weise von G. Veronese und Emiques-Amalcli behandelt worden 47). 

O. Kongruenz und Bewegung. Hinsichtlich del' Kongl1lenz oder 
geometrischen Gleichheit und der Bewegung (del' starren Karper), 
die jene (im physischen Raume) zu verifizieren gestattet, gibt es zwei 
verschiedene Anschauungsweisen. 

N ach einigen bietet del' Begriff del' Bewegung, insofern dmch 
eine Bewegung Figuren zur Deckung gebmcht werden konnen, die 
Definition del' Kongruenz dar. Nach anderen schlieBt del' Begriff del' 
geometrischel1 Bewegung, d. i. einer Lagenanderung ollne Deformation, 
bereits implicite den Begriff del' Kongruenz ein. 

Wir wollen nicht von den Versuchen sprechel1, die seit Euklid 
gemacht worden sind, den Begriff del' Bewegung aus den Pril1zipien 
del' Geometrie zu verbannen. Wir wollen nur damn erinnern, daB in 
neuester Zeit H. v. Helmholt( 48) behauptet hat, daB der Begriff der Be
wegung (wenn man von del' Zeit abstrahiert) die natiirliche Grund
lage des Begriffes del' Kongruenz ist (Abschn. V B), und daB aus 
diesem Grunde spater J. HOiiel 49) es als die Frucht einer Gedankenver
wirrung bezeichnet hat, die Bewegung aus den Elementen der Geo
metrie verbannen zu wollen. Auch Poincare (Wissenschaft und Hypo
these) betrachtet den Begriff der Bewegung als den eigentlichen 
Fundamentalbegriff del' Geometrie. Ebenso z. B. Clt. Meray 50). 

47) G. Veronese, Elementi di geometria; Enriques-Amaldi, Elementi di geo
metria, p. 58. Vgl. auch den Artikel von U. Amaldi in Enriques, Questioni, 
und B. Levi, Per. di mat. (3) 1 (1904) p. 207. 

48) Wissensch. Abhandl. 2, p. 610 u. 618. 
49) Essai critique sur lea principes fondamentaux de la geometrie elemen

taire, Pa.ris 1883. 
60) Nouveaux elements de geometrie, Dijon 1874, 2. Aufiage 1903. Meray 
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Abel' auf mathematischem Gebiete konnen beide erwiihnte An
schauungsweisen als legitim verteidigt werden. Wenn man auch zu
gibt, daB in der psychologischen Entstehung der Begriff der Kon
gruenz in del' physischen Bewegung del' starren Karpel' seinen 
Ursprung hat, l'!0 kann man doch nicht lengnen, da.B der entwickelte 
Geist des Mathematikers die beiden Begriffe der Kongruenz und del' 
Bewegullg in gleicher Weise enthiilt, so da.B jeder' von ihnen (unab
hiingig von dem andel'll) logisch als ein primitiver Begriff, del' durch 
ein geeignetes System von Postulaten zu charakterisieren ist, an
genommen werden kann. Und vielleieht ist nicht ohne tiefere Priifung 
die Meinung von del' Hand zu weisen, da.B die Kongruenz, als eine 
physische Beziehung aufgefa.Bt, an und fiir slch eine Bedeutung hat, 
unabhiingig von del' Bewegung der Korper. 

Neben den beiden oben erwiihnten Anschammgsweisen mochte 
eine dritte (Veronese 51») den Begriff del' geometrischen Kongruenz mit 
demjenigen der logisehen Identitiit verkniipfen. Abel' es ist schon, 
und wie uns scheint mit Recht, von der Kritik hervorgehoben worden, 
daB diese Anschauullgsweise sich auf eine falsche Auffassung des 
logischen Prinzips der Identitiit stiitzt. 

Wir mochten nun hier, wo es sich um die elementare Richtung 
handelt, die Postulatensysteme kurz angegeben, mit deren Hilfe 
M. Pasch, G. Veronese und D. Hilbert die fundamentalen Eigensehaften 
del' geometrischen Kongruenz logiseh fOl'muliert haben, wiihrend wir 
spiiter (Nr. 32-35) die Entwicklungen priifen wollen, naeh welchen, 
entsprechend den Ideen von H. v. Helmholtz, die Gesamtheit del' Be
wegungen sich als eine G1'Uppe von Transfo1'lnationen charakteri
sieren lii.Bt. 

3. M. Pasch (Neuere Geometrie) fiihrt, nachdem er die deskrip
tiven 52) Eigensehaften del' Geraden und del' Ebene in Postulaten, die den 
Postulaten I und II del' Nrn. 3 und 4 iiquivalent sind, formuliert hat, 
als logisch primitiven (wenn auch psychologisch durch die Erfahrung 
del' Bewegung erworbenen) Begriff den Begriff del' Kongruenz zwischen 
zwei aus Punkten bestehenden geometrisehen Fig·wren ein; diese Be
ziehung wollen wir dureh M ==== M' bezeiehnen. 

Die Kongruenz wird als eine umkehrbar eindeutige Beziehung 
zwischen den Punkten der beiden :b'iguren anfgefa8t von folgender Art: 

geht von der Translation aus, um zum Begriffe des ParallelismuB zu gelangen 
(p. 21), und die Rotation flihrt ihn zum Begriffe der Orlhogonalitat (p. 31). 

51) Grundziige, Teil I, Buch 1. 
52) V gl. FuBnote 5, 
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Homologe Teile kongruenter Figuren sind kongruent. Figuren, 
die einer dritten kongruent sind, sind unter einander kongruent. 
Wenn zwei Figuren M und M' kongruent sind (M = M') und man 
fiigt zu Meinen Punkt A hinzu, so kann man immer einen Punkt A' 
in der Weise wiihlen, daB die zusammengesetzten Figuren ]J[ + A 
und M' + A' kongruent sind (M + A _ M' + A'). 

Fiir die Gerade und die Ebene werden die fundamentalen Eigen
schaften der Kongruenz durch sieben Postulate ausgesprochen, deren 
Inhalt wir im folgenden angeben, indem wir Punkte mit den Buch
stab en A, B, C,... bezeichnen. Die ersten runf dieser Postulate 
beziehen sich auf die Gerade, die beiden iibrigen auf die Ebene. 

1) Die Figuren AB und BA sind kongruent, d. h. AB BA. 
2) In del' (ebenen) Figur ABC gibt es auf del' Geraden AC in 

dem Teile, wo C liegt, einen bestimmten Punkt B', so daB AB' AB. 
3) Wenn ABO _ A'B'C' und C ein Punkt innerhalb der Strecke 

AB ist, so ist 0' ein Punkt innerhalb der Strecke A' B'. 
4) Wenn del' Punkt C1 sich innerhalb del' Strecke AB befindet 

und man auf der Geraden AB in dem Teile, del' A nicht enthiiit, den 
Punkt C2 in der Weise konstruiert, daB C1 C2 _ AClI darauf den 
Punkt Cs in del' Weise, das C2 03 =-.0 C1 C2 , ••• I so erhiilt man eine 
Strecke Cn On+1, die den Punkt B enthiilt. 

5) Wenn in der Figur ABO AB- BC ist, so ist ABO:=.CBA. 
6) Wenn D, E, F drei nicht in gerader Linie liegende Punkte 

sind und AB _ DE ist, so gibt es in einer gegebenen, durch AB 
gehenden Ebene z'Wei Punkte 0 von der Art, daB ABC _ DEF. 

7) Wenn zwei nieht ebene Figuren ABOD und ABOB kon
gruent sind, so fiiUt der Punkt Emit D zusammen. 

Die Annahme 4) enthiilt das sogenannte Archimedische Postulat, 
von dem wir weiter unten noch ausfiihrlieher handeln werden. 

b. Wenn auch dieses Paschsehe System logisch vollkommen ist, 
so bedeutet ihm gegeniiber das Postulatensystem von G. Veronese doeh 
insofern einen Fortschl'itt, als es nicht den Begriff der Kongruenz 
zwischen irgend welchen zwei F iguren als primitiv annimmt, sondern 
nur den Begriff der Kongruenz zweier Swecken. 

Es wird durch fiinf Postulate, deren Inhalt wir im folgenden an
geben 53), charakterisiert. 

53) Bei dieser Formuliel'ung sind nicht nul' die Fondamenti, sondern auch 
zum Teil die Elementi des genannten Verfassers berucksichtigt, jedoch wird 
hier das (in den Elementi nicht enthaltene) allgemeine Postulatensystem, das von 
dem Parallelenpostulat absieht, wiedergegeben. 
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1) Die Kongruenz zwischen zwei Strecken ist eine umkehrbar 
eindeutige Beziehung zwischen deren Punkten, in der aufeinander
folgenden Punkten aufeinanderfolgende Punkte entsprechen und homo
loge Teilst:recken kongruent sind. 

2) Strecken, die eine:r d:ritten kongruent sind, sind unte:r einander 
kongruent. 

3) 1st auf einer Geraden eine Strecke AB gegeben und ein 
Punkt 0, so gibt es auf del' Gel'aden eine bestimmte Strecke OD, 
die A B kongruent ist und denselben Sinn hat. 

4) 1st auf einer Geraden eine Strecke AB gegeben, so gibt es 
auf ihr eine bestimmte Strecke ABlI die AB kongruent ist und den 
entgegengesetzten Sinn hat. 

5) Wenn zwei Gerade einen Punkt A gemeinsam haben, so ist 
jeder Strecke AB del' einen eine Strecke AB' del' anderen (und eine 
Strecke AB" von entgegengesetztem Sinne) kongruent. 

Auf Grnnd diesel' Postulate und del' Postulate, die den primi
tiven Begriff del' Geraden (die Ordnung ihrer Punkte, ihre Stetigkeit 
im Sinne del' Nl'. 7, ihre Bestimmung durch zwei Punkte) definieren, 
kann man irgend zwei Strecken mit einander vergleichen, indem man 
von grof3eren und kleineren Strecken, von del' Summe oder del' Diffe
ren.z zweier Strecken usw. spricht. 1m iibrigen enthalten diese Postu
late noch nicht das Al'chimedische Postulat, das man daher, wenn man 
es braucht, den vorhergehenden hinzufugen muB. 

Die Kongruenz irgend welcher zweier (aus Punkten zusammen
gesetzter) Figuren 11iBt sich darauf als eine Beziehung von der Art 
definieren, daB die durch homologe Punktepaare bestimmten Strecken 
kongruent sind. 

Zum Studium del' kongruenten Figuren fiihrt G. Veronese schlieB
lich ein Postulat fiber die inzidenten Geradenpactre (d. h. die Winkel) ein: 

6) Wenn AB, A 0 und A' B', A' 0' zwei Geradenpaare sind und 
die Strecken del' Paare AB, A'B'; AC, A'O'; BO, B'O' kongruent 
sind, so sind die beiden genamlten Geradenpaare kongruent. 

Und auBerdem benutzt er das Postulat: 

7) Wenn eine Seite eines Dreiecks unendlich klein wird, so wird 
die Differenz del' beiden anderen Seiten auch unendlich klein. 

Wenn bei diesem Postulatensystem und seiner Entwicklung 
manches etwas kompliziert erscheint, so hangt dies mit den beiden 
Porderungen zusammen, die del' Verfasser sich gestellt hat, namlich 
1) die fundamentale Eigenschaft der Ebene (vgl. Nr. 3) nicht als 
gegeben anzunehmen und 2) den Begriff der Kongruenz und im be-
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sonderen der Winkelkongruenz allein auf den der Streckenkongruenz 
zurUckzufiihren. 

Die Bedeutung des letzten Postulats liber die Stetigkeit der 
Ebene (die bei dem gewohnlichen Verfahren aus der Stetigkeit der 
Geraden folgt und hier als Zusatz zu ihr erscheint) liiBt sich klar 
machen, wenn man die Konstruktionen der Ebene ohne den Begriff 
der Winkelkongruenz zu entwickeln sucht, wie es J. Mollerup (Math. 
Ann. 58 (1904), p. 479) macht. Bei dem Mollerupschen Verfahren zeigt 
sich die Notwendigkeit, das Postulat aufzustellen, daB "man liber einer 
gegebenen Geraden als Basis und auf einer Seite von ihr nur ein 
Dreieck konstruieren kann, dessen Seiten der Reihe nach denen eines 
gegebenen Dreiecks gleich sind". Nun liiBt sich in dem Veronese
schen System dieser Satz auf Grund des angegebenen Postulats libel' 
die Stetigkeit der Ebeue beweisen 54). 

c. D. Hilbert 55) hat, indem er die Postulate der Verknlipfung und 
der Anordnung (I, IT der Nrn. 3 und 4:) von einander getrennt hiilt 
und daher die fundamentale Eigenschaft der Ebene bereits als gegeben 
annimmt (1 der Nr. 3), ein neues, sehr einfaches Postulatensystem 
aufgestellt, in dem sowohl die Begriffe der Strecken- wie die der 
Winkelkongruenz als primitiv auftreten. 

Man betrachte die Strecken und die Winkel als unabhiingig von 
ihrem Sinne (Nr.4:) definiert, dann lassen sich die genannten Postu
late wie folgt wiedergeben (wobei wir uns in del' Numerierung an 1 
und II in den Nummern 3 und 4: anschlieBen). 

III. Es ist eine symmetrische Beziehung zwischen den Strecken 
und den Winkeln, die mit den Namen Kongruenz bezeichnet wird, in 
folgender Weise gegeben: 

1) Jede Strecke, und ebenso jeder Winkel, ist sich selbst kongruent. 
2) Strecken, und ebenso Winkel, die einer (einem) dritten kon

gruent sind, sind sich selbst kongruent 56). 

3) Auf einer Geraden und auf einer Seite eines gegebenen Punktes 
A' kann man eine Strecke A' B' bestimmen, die einer gegebenen 
Strecke AB kongruent ist: 

A'B'=AB. 

54) V gl. auch A. Guarducci in F. Enriqttes, Questioni; 
55) Grundlagen, p. 7. 
56) Diese heiden era ten Satze (die die mathematischen Logiker I'eflexive 

und transitive Sii.tze nennen) wie auch die aymmetrische Eigenschaft (wenn a = b 
ist, so ist b = a) bilden allgemein die fOl'malen Eigenschaften jeder Beziehung, 
die sich a.ls eine Gleichung betra.chten lii..Bt. 



32 III A B 1. F. Erwiques. Prinzipien del' Geometrie. 

4) Wenn B ein Punkt der Strecke A C, B' ein Punkt der Strecke A' 0' 
ist, und wenn 

AB = A'B', BC = B'C' 
ist, so ist auch 

AC=A'C'. 

5) 1st in einer Ebene ein von einem Punkte 0' ausgehender 
Strahl a' gegeben, und wird ein durch die Gerade a' gebildeter 
Teil der Ebene ins Auge gefallt, so kann man in ihm einen 
Strahl b' durch 0' bestimmen, der mit a' einen Winkel bildet, 
der einem gegebenen Winkel ab kongruent ist: 

-1=: a' b' = <9::: a b. 

6) Wenn b ein Strahl des Winkels ac, b' em Strahl des Winkels 
a' c' ist und wenn 

<9::: ab = <9::: a'b', <9::: be = <9::: b' c' 
ist, so ist auch 

-1=: ac = <9::: a' c'. 

7) Wenn A, B, C; A', B', C' zwei nicht m gerader Linie liegende 
Punkttripel sind und wenn 

ist, so ist auch 

AB = A'B', AC = A'C' 

-1=: BAC = <9::: B'A'C' 

-1=: ABC = <9::: A'B'C' und <9::: ACB = -1=: A'C'B' 

e und daher auch B C = B' 0'). 
Diese Postulate enthalten noch nicht das Archimedische Postulat, 

das also, sobald es notig ist, ansdriicklich hinzugefiigt werden mull. 
Sie bilden die Grnndlage fUr die gewohnlichen Dreieckskongruenzsatze, 
auf denen die ganze Theorie der Kongruenz beruht. 

6. Uber die Reduktion der in den vorhergehenden Nummern 
betra.chteten funda.menta.len Begriife. Bevor WIT weitergehen, miissen 
WIT eine Gruppe von Arbeiteli erwiihnen, die aus der mathematisch
logischen Schule von G. Peano 67) hervorgegangen ist und (unter Bei
seitelassung jedes Interesses, das nicht rein logisch-formal ist) den 
Zweck verfolgt, die Zahl der in den vorhergehenden Nummern unter
euchten fundamentalen Begriffe zu beschriinken und die Untersuchung 
der Postulate so weit als moglich zu treiben, indem diese in ihre 
Elemente zerlegt werden. 

57) Vgl. das Fonnulaire de mathematiques, 'l.'orino, seit 1904, mehrere 
Auflagen. 
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Vor allem iibersetzte 1889 G. Peano (Principii) mit Hilfe der 
Symbole del' damals zu einem vollkommenen System ausgebildeten 
mathematischen Logik die auf die Begriffe "Punkt", "Strecke" (oder 
"zwischen") und "ebene Flache" sich beziehenden deskriptiven Postulate 
von Pasch, wobei er den Begriff del' ebenen Fliiche auf den del' 
Strecke zuriickfiihrle (vgl. Nr. 5); spater (Fondamenti) driickte er die 
Begl'iffe del' Kongruenz dUl'ch die vorhergehenden und den Begriff der 
"Bewegung" aus und auBerdem beschiiftigte er sich damit (mit Hilfe 
verschiedener Interpretationen, vgl. die Einleitung), die Unabhangig
keit seiner Postulate zu beweisen. 

JJf. Pieri 58) hat die "Strecke" mit Hilfe del' Begriffe "Punktii 

und "Bewegung" definiert und zu diesem Zwecke ein Postulatensystem 
entwickelt. 

M. Pieri 5S) und A. Padoa 59) haben vorgeschlagen, den BegJ.·iff del' 
Bewegung dUTch den Begriff "Paare aquidistanter Punkte" zu ersetzen, 
der sich wiederum (indem man eine Idee verfolgt, die in den ersten 
Euklidischen Satzen zum Vorschein kommt und von Veronese ent
wickelt worden ist) auf den Fall von Paaren mit einem gemeinsamen 
Punkte zuriickfiihren laBt. 

G. Peano 60) hat diese Entwicklungen zu den Definitionen del' 
Geraden und der Ebene von Leibniz (Nr. 3) in Beziehung gesetzt 
(und andererseits zu seinen Postulaten fiir die V ektorentheorie). 

Es ist jedoch zu bemerken, daB eine vollstandige FOl'mulierung 
der Postulate sich bis jetzt nUT bei Pieri findet; diese Postulate sind 
abel', besonders weil die primitiyen Begriffe del' Anordnung unter
driickt werden sollten (d. h. die Linieneigenschaft del' Geraden bei
seite bleiben solIte), sehr kompliziert geworden und haben jede Ubel'
sichtlichkeit und anschauliche GewiBheit verloren; diesel' Eigenschaft 
legt jedoch Pt"eri keinen Wert, bei 61). 

In neuester Zeit hat B. Levi 62) ein Postulatensystem nul' auf 
Grund del' Begriffe "Punktii und "aquidistante Paare" entwickeIt, 
abel' die Levischen Postulate definieren nicht nUT die gewohnliche 
(Euklidische und nicht-Euklidische) metrische Geometrie, sondern ein 
allgemeineres geometrisches System, von dem aus man mit Hilfe von 
Anordnungsbegriffen zur genannten metrischen Geometrie gelangt. 

58) Torino Mem. (2) 49 (1899), p. 173. 
59) Vgl. im besonderen Congres des mathematiciens it Paris 1900, p.353. 
60) Torino Atti 38 (1903), p. 6. 
61) V gl. FuBnote 58. 
62) Torino Mem. 1904, p. 283. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III I. 3 
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Neben diesen Arbeiten ist die Abhalldlung von B. Kagan 63) 
zu erwahnen, in del' ein System von Definitionen und Postu
laten aufgestellt wird, die auf Grund der fundamentalen Begriffe 
Punkt, Bewegung (Transformation del' Punkte) und Ent{ernung (die 
den Bewegungen gegeniiber als Invariante betrachtet wird) zur Cha
rakterisierung del' Euklidischen Geometrie geeignet sind. Die Ent
wicklung in dieserj Abhandlung ist iibersichtlich und die Postulate 
sind einfach genugi jedoch wird diese Einfachheit durch die Annahme 
erreicht, daB die Entfemung ohne weiteres durch eine Zahl dar
gestellt wird, und diese Annahme soli im besonderen die fundamen
talen Begriffe del' Anordnung ersetzen. 

In einem anderen Sinne, jedoch noch im AnschluB an denselben 
leitenden Gedanken del' mathematisch-logischen Schule, hat O. Veblen 
(Amer. math. soc. Trans. 5 (1904), p. 343) ein System von sehr ein
fachen Postulaten aufgestellt, in denen der "Punkt" und "aufeinander
folgende, in gerader Linie befindliche Punkttripel" als primitive Be
griffe erscheinen, und auf Grund diesel' Postulate hat er auch die 
Kongruenz definieren wollen. Diese Definition griindet sich jedoch 
auf die konventionelle Wahl einer gewissen Polaritat (vgl. unten 
Nr. 22, 24, die projektive Begriindung del' Metrik), und scheint daher 
nUl" die Einfuhrung eines neuen primitiven Begriffes zu maskieren. 

7. Stetigkeit und Archimedisches Postulat. Die Untersuchung 
del' Stetigkeitsbegriffe hat in unseren Tagen im Zusammenhang mit der 
Entwicklung der infinitesimalen Betrachtungen eine groBe Ausdehnung 
erfahren (vgl. Abschn. VII). Aber die el'sten Anfange diesel' Unter
suchung kann man in einigen von den griechischen Geometern gep:£l.egten 
TheOl'ien feststellen: im besonderen in del' TheOl·ie del' Propol'tionen, 
in der die mit dem Fall des inkommensurablen Verhiiltnisses zu
sammenhiingenden Schwierigkeiten gliicklich iiberwunden worden sind 
(Euklid, Elemente, Buch 5), und in der Anwendung des sogenannten 
Exhaustionsverfahrens (Elemente, Buch 10). Jedoch kommt in beiden 
Fallen nUl" das von Stolz so genannte Archimedische Postulat64) ins 
Spiel: 

"Sind zwei Strecken gegeben, so gibt es immer ein Vielfaches 
der kleineren, das groBer als die groBere ist." 

63) DeutsJhe M.-Y Jahresb. 11 (1902), p. 403. 
64) Vgl. Innsbruck Ber. 12 (1882), p. 75, wieder abgedruckt Math. Ann. 22 

(1883), p. 504. Der Name "Archimedisches Postulat" ist irrefiihrend. Stolz er
wahnt selbst (ebenda, p. 86), daB schon friihere Geometer, vermutlich bereits 
Eudoxus, diesen Grundsatz benutzten. Vgl. auch H. G. Zeuthen, Heidelberger 
KongreB, p. 541. 
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Dieses Postulat verbirgt sich bei Euklid in der vierten Definition 
des fiinften Buches: 

A6rov EXE£'V ~I!0~ aU1]A.a t-tcr{f}1] Urcua, ex ~vva"t"at ~oUa~Aa-
6ta~6t-tcva dAM/Aoov V~cQiXHV; 

Auf Deutsch: 
Ein Verhiiltnis zueinander haben GraBen, welche vervielfaltigt 

einander iibertreffen konnen. 
Die Bedeutung des Archimedischen Postulats kann man, wenn 

man die V orstellung ins Auge faBt, die wir heute von der Stetigkeit 
der Geraden haben, durch die Bemerkung dartun, daB man mit seiner 
Hilfe jeder Strecke eine rationale oder irrationale Zahl zuol'dnen kann. 
Denn auf Grund dieses Postulats kann man bei zwei Gl'oBen del' be
trachteten Art die Fl'age der Gleichheit oder Ungleichheit sofort 
entscheiden; man kann also mit dies en GroBen rechnen, und das Ver
hiiltnis (A6yos) zweier dieser GroBen ist dann, wenn eine der GroBen 
als MafJeinheit gewahlt wird, auf Grund del' Euklidischen Theorie del' 
Proportionen nichts anderes als eine Zahl, die MaBzahl einer del'
artigen GroBe 65). Und aus diesem Postulat folgt im besonderen auch, 
daB es fiir die in Betracht kommenden Entwicklungen ein aktual Un
endlichkleines nicht gibt (vgl. weiter unten p. 37). Abel' es folgt aus 
ihm umgekehrt noch nicht, daB jeder irrationalen Zahl eine Strecke 
entspricht. 

Unser Stetigkeitsbegriff enthiilt, insofern er auch diesen um
gekehrten Satz in sich schlieBt, eine positive Existenzaussage, die bei 
den Griechen noch nicht vorgekommen zu sein scheintj einige be
riihmte Sophismen, wie z. B. das von Achill und der Schildkrote, 
scheinen das zu beweisen. So viel von dieser Existenzaussage notig 
war, el'scheint implicite in den Euklidischen Elementen, wodie 
Grundtatsachen hinsichtlich des Schneidens von Geraden und Kreisen 
angenommen werden, und die auf diesen Tatsachen beruhenden Kon
struktionen bilden fUr Euklid die einzige Art, die Existenz der Figuren 
zu beweisen 65). Vielleicht gibt es im Euklidischen Texte nur eine 
einzige Ausnahme von diesel' Regel, namlich in dem Satze des fiinften 
Buches, wo die Existenz einer vierten Proportionalen zu drei GroBen 
vorausgesetzt wird, aber es handelt sich hier wohl um eine apokryphe 
Interpolation. 

Fiir den modernen Standpunkt entsteht das Postulat der Stetig
keit der Geraden (und daher des Raumes), wie wir angedeutet haben, 

65) V gl. O. HiMer, Leipzig Ber. 53 (1901), p. 1. 
65) Vgl. H. G. Zeu,then, Math. Ann. 47 (1896), p. 222. 
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bei del' Aufgabe die Zahlen geometrisch darzustellen, die die Grund
lage der analytischen Geometrie hildet. Mit del' Formulierung dieses 
Postulats hat sich C. WeierstrafJ in seinen V orlesungen beschaftigtj in 
anderer Weise ist das genannte Prinzip von G. Cantor 66) und R. Dede
kind 67) formuliert worden. 

Cantors Stetigkeitspostulat driickt sich geometrisch folgender
maBen aus: 

1) Wenn es in einer geradlinigen Strecke OM zwei unbegrenzte 
Reihen von Streck en OA, OB, OC, ... , OA', OB, 0(1, ... gibt, von 
denen die ersten wachsen und die zweiten abnehmen in del' Weise, 
daB die Strecken A A', BB', CG', ... bestandig abnehmen und schlieB
lich jede gegebene Strecke unterschreiten, 

so existiert ein Punkt X del' Strecke 0 M von del' Beschaffenheit, 
daB 0 X groBer ist als aUe Strecken del' ersten Reihe und kleiner 
als aIle Strecken del' zweiten 68). 

Fiigt man dieses Postulat dem Archimedischen Postulat hinzu, 
so kann man die Beziehung zwischen Strecken und Zahlen, die aus 
dem Messen del' Strecken hervorgeht, umkehren und gelangt damit 
dazu, daB "jeder irrationalen Zahl eine Strecke entspricht, deren MaB
zahl sie ist". Daher kann man sagen: Die Postulate von Archimedes 
und von Cantor entspreclten zusammen dm' cartesischen Darstezz,ung der 
Punkte der Gemden. 

Zu dem Archimedischen Postulat kann anstelle des Cantm'schen 
Stetigkeitspostulats auch em Postulat del' Vollstiindigkeit hinzutreten 
Wle bei D. Hilbm·t 69): 

Del' Raum ist eine Mannigfaltigkeit von Elementen (Punkten), 
die durch Hinzufiigen anderer Elemente nicht so erweiterl werden 
kanR, daB auch in del' neuen Mannigfaltigkeit das System del' del' 
Geometrie zu Grunde liegenden Postulate erfiillt ist. 

Del' geometrische Ausdruck del' TYeim'strafJschen und Dedekt'nd
schen Formulierungen fiihrt (im Gegensatze zu dem Cantors chen 
Stetigkeitspostulat) auf zwei Aussagen des Stetigkeitspostulats in 
deskriptiver Form: 

2) Wenn es in einer Strecke 0 M eme unbegI'enzte Reihe auf-

66) Math. Ann. 5 (1871), p. 128. 
67) Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872. 
68) Zu diesem Stetigkeitspostulate von G. Cantm' bemerkt F.Klein, daB man 

vom physikalischen Standpunkte aus schon die Existenz solcher Punkte, denen 
eine rationale Abszisse mit groBem Nenner zukommt, als Postulat ausdrucklich 
einfUbren muB. Gutachten, p. 18. 

69) Grundlagen, p. 16. 
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einanderfolgender Punkte A, B, C, ... gibt, so existiert ein (Grenz-) 
Punkt von del' Beschaffenheit, daB in jede Umgebung von ihm ein 
Punkt der Reihe fallt (Weierstraf3). 

2') Wenn die Strecke OM in zwei Klassen von Punkten geteilt 
ist in der Weise, da6, wenn 0 der ersten Klasse angehort und M der 
zweiten, jeder Punkt von O.1tl cineI' der beiden Klassen angehort und 
irgend ein Punkt der ersten Klasse sich innerhalb der Strecke befindet, 
die von 0 mit jedem Punkte der zweiten Klasse gebildet wird, 

so existiert ein Punkt X (von dem man dann zeigt, da6 er der 
einzige ist) von der Beschaffenheit, daB aIle Punkte innerhalb der 
Strecke 0 X der ersten Klasse angehoren, wahrend aIle Punkte inner
halb X.11:l der zweiten angehoren (wobei die Moglichkeit, daB X mit 
o oder mit M zusammenfallt, eingeschlossen ist (Dedekinrl). 

Diese beiden Postulate sind einander unmittelbar aquivalent. 
Wenn man zusammen mit ihnen die Postulate fiber die Kon

gruenz (III in Nr. 5) von Strecken auf der Geraden als gegeben an
nimmt, so kann man 

a) das Archimedische Postulat beweisen 70), 
b) die Punkte der Geraden auf dem Zahlenkontinuum ill um

kehrbar eindeutiger Weise darstellen. 
Also kann man sagen: 
Sind die Postulate iiber die Streckenkongt'uenz (III. 1, 2, 3, 4 in 

Nr. 5) gegeben, so ist das Postulat 2 (oder 2') clem Inbeg1"in' der Stetig
keitspostulate von CantO'r und Archimedes gleichwertig. 

Nun entsteht die Frage, "ob das Archimedische Postulat auch 
eine Folge der Postulate fiber die Streckenkongruenz und des oben 
formulierten Oantorschen Stetigkeitspostulats ist". Auf diese Frage hat 
G. Veronese 7l) eine negative Antwort gegeben und damit also be
wiesen, daB das Cantorsche Stetigkeitspostulat mit der Annahme einer 
(in bezug auf eine gegebene Einheit) aktual unendlich kleinen Strecke 
vertraglich ist (vgl. uuten Abschn. VII, Nr.40). 

Das geht am einfachsten aus folgender Betrachtung hervor 72): 
Es sei ein System unendlich vieler paralleler Geraden a, a', a", ... , 

etwa von gleichem Abstand, gegeben, und man betrachte die Gesamt
heit ihrer Punkte als ein System von Punkten, das in der Weise 
geordnet ist, da6 jeder Punkt B TecMs von einem Punkte A als auf 

70) Stolz, Innsbruck Bel'. 12 (1882), p. 76; vgl. FuBnote 64. Eine genaue 
Aufzithlung del' hierzu notwendigen und hinreichenden V oraussetzungen gab erst 
O. Hijldel', Leipzig Ber. 53 (1901), p. 1. 

71) Rom Lincei Mem. (4) 6 (1890), p. 603; Grundzllge, Einleitung, § 105. 
72) Veronese, Grundzllge, Einleitung, p. 184, FuBnote. 
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ihn folgend betraehtet wird und jeder Punkt C hOher als A aueh als 
auf A folgend betraehtet wird. In dies em System (das man auch 
nach der anderen Seite fortgesetzt denken konnte) ist die Strecke (die 

an 

---I 
a' C 

a 1 

endliehe Strecke AB odeI' die aus zwei Halb-
geraden oder auch noch aus mehreren Ge
raden zusammengesetzte unendliche Strecke 
A C) definiert, und man kann auch in einer 

iJ-' mit del' Anschauung vertragliehen Weise 
von kongruenten Strecken sprechen; somit 

sind aIle Postulate iibel" die Streckenkongruenz wie auch die del' An
ordnung erfullt. Und es ist auch das Stetigkeitspostulat 1) (nicht 
das Stetigkeitspostulat 2) odeI' 2'» erfiillt, abel" das Archimedische 
Postulat gilt fiir unsel" System nicht. In del' Tat ist irgend ein Viel
faches der (endlichen) Strecke AB immer kleiner als die aus zwei 
Halbgeraden zusammengesetzte (unendliche) Strecke AG. 

Man schlieBt also daraus, daB das A1"chimedische Postulat von 
dem Cantorschen Stetigkeitspostulat unabhiingi.q ist. 

Den Unterschied zwischen dem Gantor-Dedekindschen und dem 
Veronesesehen Stetigkeitsbegriff kann man auch folgendermaBen for
mulieren 74). 

Werden alle Punkte einer Strecke 0 M gemaB 2') in zwei Klassen 
M' und M" geteilt, so sind folgende vier Falle moglieh: 1) M' hat 
einen letzten Punkt A', und JJf" einen ersten A" (es liegt ein Sprung 
vor); 2) M' hat einen letzten Punkt A', M" keinen ersten; 3) M' 
hat keinen letzten Punkt, M" einen ersten A"; 4) wedel' hat M' einen 
letzten, noeh M" einen ersten Punkt (es liegt eine Liicke vor). Die 
Dedekindsche Stetigkeit schlieBt nun sowohl Lucken wie Spriinge aus. 
Die Veroneseschp, schlieBt Spriinge immer aus, Lucken abel' nUl" unter 
gewissen Bedingungen. Bei dem Veroneseschen Kontinuum treten 
namlieh Liicken wirklich auf, und zwar immer dann, wenn die in 1) 
genannten Strecken A A', BE, CO', ... nic7d jede gegebene Strecke 
des Systems unterschreiten, was moglich ist. 

Eine weitere Frage ist, "ob das Archimedische Postulat mit Hilfe 
aller Postulate des Einanderangehorens, del' Anordnung und der Kon
gruenz (I., II., III. in den Nrn. 3, 4, 5) be wiesen werden kann". 

DieseFrage ist zu verneinen (vgl. Abschn. VII). Doch wollen 
wir inzwischen (wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt wird) 
an dem StetigkeitspostuZat in del' Weierstraf3sclwn oder der Dedekindschen 
Form festhalten, das wir abel' (entgegen del' von den genannten Autoren 

74) Schoen(lies, Art.IAo, Nr.18, 19, nnd Deutsche M.-V.Jahresb.15 (1906), p. 26. 
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festgehaltenen Darstellungsweise) auf rein deskriptive (vgl. FuBnote 5) 
und im besonderen auf die durch die Postulatengruppe Nr. I) III. be
stimmten Begriffe beziehen. 

8. Das Parallelenpostulat. Die fiinfte Forderung der Euklidi
schen Elemente 75) behauptet: 

"Kat EaV Elg d'vo Ev.f}E{ag Ev.f}Eia 6p,xtX'tovlia 'tag 6V'tog "at, 6X/' 

'tu aV'r:Ct piQ'Y} rrovtas d'uo 0Q.f}wv E}.aliliovas XOtfJ, Expa}.;'op,ivas 'tag 
Ilvo EV{}Etas EX' &XIiLQOV livp,X{X'tEW, 6q/ a p,iQ'Y} Elli/'V ai 'tow duo 
oQ.f}wv ii.a(/liovEg." 

Auf Deutsch: 
"Zwei Gerade einer Ebene, die mit einer dritten, und auf der

selben Seite von dieser, Winkel bilden, deren Summe kleiner als zwei 
Rechte ist, treffen sich, hinreichend verliingert." 

Dieses Postulat bildet die Grundlage der Parallelentheorie, von 
der die ersten 28 Satze des Euklid unabhiingig siud; es kommt der 
Behauptung gleich, daB durch einen Punkt auBerhalb einer gegebenen 
Geraden nul' eine Parallele zu dieser gezogen werden kann. 

Schon im Altertum wurden zahlreiche Versuche gemacht, das ge
nannte Postulat zu beseitigen, indem man es auf Grund der vorher
gehenden Satze logisch zu beweisen suchte 76). Es seien Claudius 
Ptolernaus (87-165 n. C.), Proklus (410-485) und del' Araber Nasir
Eddin (1201-1274) genannt. Bemerkenswert ist, daB in den Ent
wicklungen des zuletzt Genannten das Parallelenpostulat implizite an
genommen wird, indem Nasir-Eddin von eillem Dreiecke ausgeht, 
dessen Winkelsumme gleich zwei Rechten ist. 

John Wallis 71) (1616-1703) hat in die Parallelentheorie einen 
neuen Gesichtspunkt hineingebracht, indem er bemerkte, daB das Eu
klidische Postulat durch ein anderes ersetzt werden kann, namlich 
durch dasjenige, das behauptet, daB zu einem gegebenen Dreiecke ein 
ahnliches von beliebiger GroBe existiert. In der Tat braucht man, 
um die dem Euklidischen Postulat entgegenstehenden Annahmen aus
zuschlieBen, nur die Existenz zweier ahnlicher und ungleicher Dreiecke 
anzunehmen. L. N. Carnot78) und P. S. Laplace79) schlugen VOl', an 
Stelle des Euklidischen Postulats eben diese Annahme zu machen. 

75) Kritische Ausgabe von J. L. Heiberg, 1, Leipzig 1883. 
76) Die Geschichte dieser Untersuchungen bis auf N. Lobatschefskij und 

J. Bolyai findet man in dem Werke von P. Stiickel und Fr. Engel, Die Theorie 
der Parallellinien von Euklid bis auf Gauf;J, Leipzig 1895. V gl. auch den Artikel 
von R. Bonola in F. Enl'iques, Questioni. 

77) De postulato quinto et definitione quinta lib. 6. Euclidis disceptatio 
geometrica. Operum mathematicornm volumen alternm, Oxford 1693, p. 665. 
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Giordano Vitale da Bitonto 80) (1633-1711), del' (wie mehrere 
Vorganger) parallele Gerade als "Gerade gleichen Abstands" betrachtete, 
hat bewiesen, daB "wenn drei Punkte einer Geraden von einer andel'en 
Gel'aden gleichen Abstand haben, die beiden Geraden durchweg gleichen 
Abstand von einandel' haben"'. 

Del' Pater Girolamo Saccheri (1667-1733), del' durch E. Bel
trami 81) in weiteren Kreisen neu bekannt geworden ist, hat in seinem 
Werke "Euclides ab omni naevo vindicatus ... '(82) eine tiefe Kritik des 
Pal'aIlelenpostulats verfaBt, indem er sich einerseits an Nasir-Eddin, 
andererseits an GiordanI) Vitale anschloB. Er geht von folgendem Ge
sichtspunkte aus: Man nehme in einer Ebene eine Strecke AB an, 
errichte in ihI'en Endpunkten nach einel' Seite hin die Normalen zu 
del' Strecke und trage auf diesen zwei gleiche Strecken AC und BD 
ab; in dem Vierecke ABCD sind nach der Konstruktion zwei Winkel 
Rechte, und von den beiden andern Winkeln beweist man, daB sie 
gleich sind; hinsichtlich ihrer GroBe kann man drei Annahmen machen, 
namlich daB sie spitze, rechte odeI' stumpfe Winkel sind. Saccheri 
be weist, daB, wenn in einem FaIle eine del' drei Annahmen eI'fiillt ist, 
sie immer erfiillt ist. Die zweite Annahme ist dem Euklidischen 
Postulat gleichwertig, wahrend die erste und die dritte auf die nicht
Euklidischen Geometrien von Bolyai-Lobatschefs7c~j und Riemann fiihren 
wiirden. Abel' Saccheri will das Ungereimte diesel' beiden Annahmen 
nachweisen; er schlieBt den Fall des stumpf en Winkels aus, indem 
er sich auf die Unendlichkeit del' Geraden stiitzt, und glaubt etwas 
Ungereimtes in dem asymptotischen Verhalten del' Parallellinien zu 
finden, zu dem man unter del' Annahme des spitzen Winkels gelangt. 

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) hat sich in seiner "Theorie 
der Parallellinien" 83) auf einen Standpunkt gestellt, del' dem des 
Saccheri sehr iihnlich ist. Insbesondere bemerkt Lambert, daB bei 
Nichtannahme des Euklidischen ParaIlelenpostulats, da dann die Be
trachtung ahnlicher ~'iguren wegfiillt, eine Art natiirlicher oder absolute,. 

78) Geometrie de position, Paris 1803, p. 481 Futlnote. 
79) Oeuvres 6, p. 472. 
80) Euclide restituto avera gli antichi elementi geometrici ristaurati e faci

litati, Roma 1680, zweite Ausgabe 1686; vgl. R. Banola, Boll. di bibliogr. e 
stor. delle mat. 1905. 

81) Un prescursore italiano di Legendre et di Lobatschewsky. Rom Line. 
Rend. (4) 51 (1889), p. 441. 

82) Euclides ab omni naevo vindicatus; sive conatus geometricuB quo stabi
liuntur prima ipsa universae geometriae principia, Mediolani 1733. 

83) Aufgesetzt 1766, veroifentlicht 1786 im Magazin fUr die reine und an
gewandte Mathematik. 
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MafJeinheit existieren muB, und el' findet, daB der Inhalt eines Drei· 
ecks der Differenz zwischen del' Winkelsumme und zwei rechten 
Winkeln gleich ist; endlich bemerkt er (hierin ein V orlaufer von 
B. Riemann), daB die Annahme des stumpfen Winkels (vgl. oben) in 
der Geometrie auf del' Kugel enullt wird und daB die Annahme des 
spitzen Winkels auf einer Kugel von imaginarem Radius erfiillt sein 
wuxde. 

Die Sacc1wrischen und Lambertschen Ergebnisse umfassen den 
wesentlichen Teil des sen, was spater und unabhangig davon von den 
franzosischen Geometeru und insbesondere von AdrienMarieLegendre 84) 

wiedergefunden wurde, daB niimlich "das Euklidische Postulat del' An
nahme gleichwertig ist, daB die Summe del' Winkel eines (besonderu) 
Dreiecks gleich zwei Rechten ist, und daB diese Annahme dann fUr 
jedes Dreieck erfuUt ist" (wenigstens dann, wenn man aIle Postulate 
I, II, III der Nr. 3-5 und das Archimedische Postulat als gegeben an
nimmt; vgl. Nr. 4:4:). 

GaufJ scheint del' erste gewesen zu sein, del' die Unbeweis
barkeit des Parallelenpostulats und daher die Moglichkeit einer all
gemeinen Geometrie, die davon absieht, erfaBt hat, und e1' hat selbst 
deren Grundlagen aufgestellt,85). 

In Beziehung zu GaufJ stehen F. K. Schweikart 86) und F. Ad. 
Taurinus 87) , die sich zwischen 1816 und 1826 mit diesel' Frage be
schiiftigt haben. Es ist bemerkenswert, daB Schweikart in Briefen 
und personlichen Mitteilungen die Uberzeugung klar ausgesprochen 
hat, da6 ein geometrisches System moglich ist, in dem das Parallelen
postulat nicht gilt. Tanrinns hat bei del' Entwickelung eines Ge
dankens, dessen Keim sich bei Lambert findet, die Formeln del' nicht
Euklidischen Trigonometrie erhalten und bemerkt,. daB diese ein sich 
nicht widersprechendes System bilden; gleichwohl halt er, irregefiihrt 
durch eine sophistische Interpretation der Konstal1ten (del' Kriimmul1g), 
die in den genannten Formeln vorkommt, die Euklidische Geometrie 
fur aUein im physischen Raume giiltig. 

Nikolai Lobatschefskij 88) war del' erste, del', in seinen seit 1829 

84) Refiexions sur differentes manieres de demontrer la theorie des paralleles 
on Ie theoreme sur Ia somme des trois angles du triangle, Paris Mem. 12 
(1833), p. 365. 

85) Jedenfalls von 1816 an; vgl. Werke 8, p. 175 und 182. 
86) Stiickel und Engel, Parallelentheorie, p. 243; Gan{.l, vVerke 8, p. 178. 
87) Theorie der Parallellinien, Koln 1825; Geometriae prima elementa, Colo

niae Agrippinae, 1826. V gl. Stackel und Engel, Parallellinien, p. 246, und Gaull, 
Werke 8, p. 186. 

88) Vgl. Fr. Engel, Nik. '[wan. Lobatschefskij, Zwei geometrische Abhand-
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veroffentlichten Abhandlungen, offentlich die Moglichkeit einer Geo
metrie, die von dem Euklidischen Postulat absieht, aussprach, und 
wenig spateI' (1832) veroffentlichte Johann Bolyai eine in dem
selben Sinne gehaHene Schrift 89). Die von diesen Geometern er
haltenen iibereinstimmenden Resultate wurden von GaufJ in seinem 
Briefwechsel mit Bessel, W. Bolyai, Olbers und Schumacher bestatigt. 
Sie bilden ein Lehrgebaude, das mit den N amen imaginiire Geometrie, 
absolute Geomewie, nicht-Euklidische Geometrie, Pangeometrie, allgemeine 
Geometrie bezeichnet wird. Von den ersten beiden N amen deutet del' 
eine die Meinung, daB die neuen Theorien physisch unsinnig seien, 
del' andere den Glauben an die absolute GeHung del' geometrischen 
Postulate abgesehen vom Parallelenpostulate an; del' von GaufJ ge
brauchte Name "nicht-Euklidische Geometrie" wird passend im eigent
lichen Sinne angewandt, wenn man das geometrische System betrachtet, 
das aus del' Negation des Euklidischen Postulats hervorgeht, abel' er 
wird oft im uneigentlichen Sinne gebraucht, um die allgemeine Geo
met'rie des Raumes, die den Euklidischen und den nicht-Euklidischen 
Fall in sich begreift, zu bezeichnen. Wir werden den Namen nicht
Euklidische Geometrie nul' in seinem eigentlichen Sinne gebrauchen, 
indem wir fur das umfassendere geometrische System den N amen all
gemeine Geometrie annehmen, 

Die Bolyaischen und Lobatschefskijschen Resultate, auf die oben 
hingedeutet wurde, erschopfell jedoch, wie schon in del' Einleitung 
erwahnt worden ist, nicht den ganzen Bereich del' nicht-Euklidischen 
Geometrie. Sie beruhen immer auf del' Annahme, daB die Gerade 
eine offene Linie ist und also eine unendliche Lange hat. Man 
kanll abel' voranssetzen, daB die Gerade eine geschlossene Linie von 
endlicher Lange ist, und kommt dann zu einem anderen nicht-Eukli
dischen geometrischen Systeme. Diesel' Fall wurde erst von B. Riemann 
klar erfaBt (vgl. Nr. 19). 

Wir haben nun folgende Grundlage del' allgemeinen Parallelen
theorie: 

lungen, 1. Teil: Die Ubersetzung, 2. Teil: Anmerkungen, Lobatschefskijs Leben 
und Schriften, Register, Leipzig 1898 und 1899. 

89) Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens usw. in W, Bolyais 
Tentamen 1, fUr sich neu hrsgeg. Leipzig 1903. VgL die Publikationen 
von P. Stackel: GauB, die beiden Bolyai und die nicht-Euklidische Geometrie, 
Math. Ann. 49 (1897), p. 149 (zusammen mit F. Engel); Die Entdeckung del' 
nicht-Euklidischen Geometrie durch Joh. Bolyai, Ungar. Bel'. 17 (1901), p. 1; 
Aua Joh. Bolyais NachlaB, Untersuchungen aus del' absoluten Geometrie, Un
gar. Bel'. 18. (1902), p. 280. Joh. Bolyai hatte die Sache schon im Jahre 1823. 
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Man nehme die fundamentalen Satze libel' die Gerade und die 
Ebene, libel' die Kongruenz und die Bewegung an, die in den Postu
latengruppen I, II, III del' Nrn. 3, 4:,;) (unter Hinzufiigung del' 
Stetigkeit) enthalten sind, modifiziere jedoch die Postulate II in del' 
Weise, daE die Moglichkeit, daB die Gerade nicht eine offene, son
dern eine geschlossene Linie ist, vorbehalten bleibt. 

Man betrachte eine Gerade a und einen auBerhalb gelegenen 
Punkt A und konstruiere alIe Geraden, die von A aus die Punkte 
von a projizieren; die Grenzgeraden dieses Blischels heiBen, sofern sie 
existieren, die durch A zu a gezogenen Pamllelen. 

Bei del' Euklid1·schen Annahme gibt es durch A eine Parallele 
zu a; abel' noch zwei andere Annahmen sind mit den bereits an
genommenen Postulaten vertraglich: dureh A gehen zwei Parallele 
zu a (die Bolyai-Lobatschefskijsche Annahme); durch A geht keine 
Parallele zu a (die Riemannsche Annahme) 

Wenn man in bezug auf einen Punkt A und eine Gerade a eine 
del' drei Annahmen macht, so gilt dieselbe Annahme auch fiir irgend 
eine andere Gerade und irgend einen anderen auBerhalb gelegenen 
Punkt. In jedem Falle kommt del' Charakter des Parallelismus einer 
durch A gehenden Geraden b zu einer Geraden a del' Geraden b auch 
fiir jeden anderen ih1'er Punkte zu, und die Beziehung des Parallelis
mus zweier Geraden ist immer gegenseitig. 

Die drei geometrischen Systeme, die aus den drei Annahmen von 
Bolyai-Lobatschefsl.-ij, Euklid und Riemann hervorgehen, bezeichnet 
man nach F. Klein durch die Namen hyperbolisch, parabolisch, ellilJ
tisch; siehe unten (Abschnitt III, Nr. 23) unter projektiver Geometrie. 
Sie k5nnen (wie bereits angedeutet worden ist) dadurch charakterisiert 
werden, da.B man den Wert del' Winkelsumme irgend eines gerad
linigen Dreiecks ins Auge faEt, del' in den drei Fallen del' Reihe 
nach kleiner als zwei rechte "Winkel, gleich zwei rechten Winkeln 
odeI' groBer als zwei rechte Winkel ist (vgl. Nr. 4:4:). 

Anstelle des Pythagoraischen Satzes del' Euklidischen Geometrie 
tritt eine allgemeinere Relation, die fur die Formeln del' elliptischen 
und del' hyperbolischen Trigonometrie die Grundlage bildet; die Eukli
dische odeI' parabolische Trigonometrie ist in diesel' allgemeinen Trigo
nometrie als Grenzfall enthalten 90). Fi:ir unendlich kleine Dreiecke 

90) Die Formeln del' hyperbolischen Trigonometrie sind von J. Bolyai und 
K. Lobatschefskij gegeben worden; die des elliptischen Falles sind die Fol'meln 
del" spharischen Trigonometrie (,J. H. Lambert), und man geht von den zweiten zu 
den ersten uber, indem man den Radius der Kugel imaginar nimmt. 
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sind die Formeln del' allgemeinen Trigonometrie dieselben wie die del" 
Eu klidischen Trigonometrie 91). 

9. Weitere Ausfiihrungen zur Parallelentheorie. GemiiB den 
Erorterungen del' Einleitung ziehen wir jetzt zwei Fragen in Er
wiigung: 

a) wie man dazu gelangt, die logische Moglichkeit del' nicht
Euklidischen Geometrie und also die Unabhangigkeit des Euklidischen 
Postulats von den vorhergehenden zu beweisen; 

b) unter welchen einfachen, dem Euklidischen Postulate gleich
wertigen Formen die Annahme, die del' gewohlllichen Parallelentheorie 
zugrunde liegt, ausgesprochen werden kann. 

ad a) N. Lobatschef'skij hat gezeigt, daB die Beziehungen der 
hyperbolischen Trigonometrie durch ein in sich widerspruchfreies 
System analytischer Formeln wiedergegeben werden, und daraus den 
ersten Beweis del' logischen Moglichkeit der nicht-Euklidischen Geo
metrie hergeleitet. 

Darauf kam man (Riemann, Beltrami) auf den Gedanken, eine wirk
liche Interpretation del' nicht-Euklidischen Geometrie in del' Geometrie 
auf den Flachen konstanter Krummung (vgl. Nr. 17) zu suchen, und 
daraus lei tete man einen neuen Beweis der logischen Moglichkeit der 
nicht-Euklidischen Systeme der Ebene her. Leider reprasentiert eine 
solche Flache immer nur ein Stuck del' Ebene. 

N och uberzeugender ist die Interpretation, welche die nicht
Euklidische Geometrie nach P. Klein in del' zu einem beliebigen 
Kegelschnitt gehOrigen Cayleyschell MaBbestimmung findet (weil nam
lich dabei die ganze nicht-Euklidische Ebene zur Veranschaulichung 
kommt); him"liber wird weiter unten, unter projektiver Geometrie 
(Nr. 23), niihel'es anzugeben sein. 

Durch die projektive Interpretation wird zugleich ein feinel' 
Punkt klargestellt. Ul'sprunglich l1ahm man (wie es schon Lambert 
angedeutet hatte) zum Muster del' elliptischen ebenen Geometrie die 
Geometrie auf del' Kugel, und cIa auf diesel' zwei groBte (Gerade dar
stellende) Kreise sich immer in zwei Punkten schneiden, so betrach-

91) Diese Bemerkung hat als Grund1age fUr einen IntegrationsprozeLl ge
dient, durch den man die Formeln der allgemeinen Trigonometrie erhiUt, indem 
man von denjenigen fUr unendlich kleine Dreiecke ausgeht. V gl. C. Flye St.-Marie, 
Etudes analytiques sur 10, thCorie des paralleles, Paris 1871; J. De La Vallee 
Pou.,ss'in, Mathesis (2) 5 (1895), Suppl. 5, p. 6, und Brux. Soc. sc. (2) 19 B (1895), 
p. 17, und Gauf;3, Werke 8, p. 255. - Hinsichtlich der Moglichkeit, die hyper
bolische Geometrie zu begriinden, ohne von der Stetigkeit Gebrauch zu machen, 
l'gl. Hilbert, Grundlagen, Anhang III, p. l07. 
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tete man diese Eigenschaft als der elliptischen Geometrie der Ebene zu
kommend, in der darum das Postulat "Zwei Punkte bestimmen eine 
Gerade" eine Ausnahme erleiden muBte. Diese Anschauungsweise 
wurde von F. Klein berichtigt, der bemerkte, daB, wenn man die 
nicht-Euklidische Geometrie del' Ebene in der Geometrie auf einer 
Fliiche wiederspiegelt, zuniichst nur die Geometrie eines einfach zu
sammenhiingenden Gebietes der Ebene mit der Geometrie eines ent
sprechenden Gebietes der Flache ubereinstimmt und es nicht ohne 
weiteres erlaubt ist, das, was man von del' Fliiche als Ganzes be
trachtet aussagt, auf die Ebene anzuwenden (vgl. Nr. 17 und 36). 
Die Geometrie der vollstiindigen elliptischen Ebene spiegelt sich nicht 
in del' Geometrie auf del' Kugel, sondern in der gewohnlichen Geometrie 
des StrahletWiindels wieder; das will sagen: wenn man die "Punkte" del' 
Ebene durch die "Geraden" des Bundels und die Ausdrii.cke ,,Gerade" 
und "Entfernung" durch die Ausdrucke "Buschel" und "Winkel" e1"
setzt, so gehen aUe Satze der (elliptischen) Ebene, in den en die ellip
tische Geometrie gilt, in die gewohnlichen Siitze der Geometrie des 
Bundels uber, und umgekehrt. Dadurch wird auch klar, daB die 
elliptische Ebene (ebenso wie die projektive Ebene) eine sogenannte 
Doppelflache (odeI' einseitige Fliiche) ist, d. h. durch eine Gerade nicht 
in zwei Stucke zerlegt wird, denn auch das Strahlenbundel wird durch 
eine Ebene nicht in zwei Stucke zerlegt (vgl. N r. 24 b). Man erkennt 
auf diese Weise die voUkommene Vertraglichkeit del' die ebene Geo
metrie betreffendeu elliptischen Annahme mit den Postulaten del' Ge
raden und der Kongruenz. 

Immerhin genugen die oben angefiihrten Interpretationen noch 
nicht, um die Unabhiingigkeit des Euklidischen Postulats von den 
voranstehenden Postulaten der Geometrie des Raumes darzutun, weil 
sie die Moglichkeit nicht ausschlieBen, daB das genannte Postulat 
(wie del' Satz von den homologen Dreiecken) durch Konstruktionen 
im Raume, indero man aus der Ebene herausgeht, bewiesen werden 
konnte. Es rouB also del' Beweis del' logischen Moglichkeit der nicht
Euklidischen Geometrie im Raume gegeben werden. Diesen Beweis 
entnimmt man der Theorie del' dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten 
konstanter Krummung (Nr. 19), odeI' auch wieder im Sinne Kleins 
der im Raume auf eine ]!'liiche zweiten G-rades zu griindenden Cayley
schen MaBbestimmung 92). J eder dieser Wege bietet den Beweis del' 

92) Hinsichtlich der Unabhangigkeit des Parallelenpostulats von den anderen 
in den Euklidischen "Elementen" vorher gemachten Annahmen vergleiche man 
die kritische Erorterung dieser Annahmen durch F. Lindemann bei A. Clebsch 
und F. Lindemann, Vorlesungen tiber Geometrie, 21, Leipzig 1891, Abschn.3. 
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Unabhangigkeit des Euklidischen Postulats von den Postulaten, die 
sich auf das Einanderangehoren von Geraden und Ebenen, auf die 
Kongruenz und die Stetigkeit beziehen, dar, da man die logische Exi
stenz del' dabei auftretenden Entwicklungen entweder durch die zu
gehorigen einander nicht widersprechenden analytischen Formeln oder 
dadurch dartun kann, daB man die Moglichkeit del' gewohnlichen 
Euklidischen Geometrie (auf Grund der Anschauung) als gegeben an
nimmt (vgl. die Einleitung). 

In philosophischer Hinsicht entsteht darauf die Frage, ob die 
nicht-Euklidische Geometrie auBer einer logischen Moglichkeit auch 
eine physiscJze Moglichkeit bilden kann. In diesel' Hinsicht ist zu be
merken, daB nul' die Erfahrung Richter sein kann; abel' die zur Ent
scheidung del' Frage herbeigezogenen Messungen haben notwendiger
weise nur einen approximativen Wert. Sie konnten also die Geltung 
der nicht-Euklidi!;chen Geometrie beweisen, wenn das MaB del' Winkel
summe eines Dreiecks einen durch die Wahrnehmung einzuschatzenden 
Wert unter odeI' iiber zwei Rechten ergabe. Umgekehrt aber wird es 
(bei dem approximativen Charakter aller Messungen) niemals moglich 
sein, die physische Geltung der Euklidischen Annahme exakt zu be
weisen. Wirkliche Winkelmessungen an geodatischen (Gaufj) oder 
astronomischen (Lobatschefskij) Dreiecken haben nie eine Abweichung 
im bestimmten Sinne von 1800 erkennen lassen 98). 

ad b) Wir zahlen nul). die hauptsachlichen Annahmen auf, die 
dem Euklidischen Postulat gleichwertig sind, wenn man aIle An
nahmen iiber die Verkniipfung (I in Nr. 3), die Anordnung (II in 
Nr.4:), die Kongruenz (III in Nr.5) und die Stetigkeit macht, aber 
die Postulate II in Nr. 4: in del' Weise modifiziert nimmt, daB sie 
nicht die Unendlichkeit del' Geraden einschlieBen: 

1) Existenz einer einzigen Parallelen durch einen Punkt zu einer 
gegebenen Geraden. 

2) Existenz zweier Geraden einer Ebene, die sich nicht schneiden 
und iiberall gleich weit von einander entfernt sind. 

3) Existenz zweier ahnlicher und nicht kongruenter Dreiecke 
(Wallis, Carnot, Laplace). 

4) Existenz eines Dreiecks, in dem die Winkelsumme gleich zwei 
Rechten ist (Legendre). 

5) Existenz von Dreiecken, deren Flache beliebig groB ist (Gau{J, 
Brief an W. Bolyai vom 16. Dez. 1799, Werke 8, p. 159; vgl. Nr. 10). 

93) Vgl. F. ZOllner, Wissenschaftliche Abhandlungen 1, p.229. 
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Nimmt man die Unendlichkeit der Geraden an, so kann das 
Euklidische Postulat durch die folgenden ersetzt werden: 

Dureh einen in der Ebene eines spitzen Winkels und innerhalb 
desselben gelegenen Punkt kann man immer eine Gerade ziehen, die 
die beiden Schenkel des Winkels trifft (Legendre). 

Drei nicht in gerader Linie liegende Punkte liegen Immer auf 
einem Kreise (J. Bolyai). 

Endlich laBt sieh die Euklidische Geometrie im Hinbliek auf die 
Mechanik charakterisieren: 

Das Euklidische Postulat HiBt sich auf das mechanisehe Postulat 
des Archimedes zuriickfiihren, wonach "wenn zwei gleiche und gleieh
gerichtete Krafte an den Enden einer Strecke AB normal angebracht 
sind, die (durch den Mittelpunkt von AB gehende) Resultante der 
Summe der Komponenten gleich ist". In den nicht-Euklidischen 
Fallen wiirde die Resultante eine andere Funktion der Komponenten 
sein 94). Uber die Beziehungen des Parallelenpostulats zu dem Archi
medischen Postulat vgl. Nr. 4:4:. 

10. Fliicheninhalt und Rauminhalt 95). Euklid behandelt die 
Flaehen- und Rauminhalte 96) als Grof3en sui generis, wobei er als 
Attribute des allgemeinen GroBenbegriffs folgende ganz allgemein ge
haltene Axiome zu Grunde legt97): 

1) Ta Trp Cl.1JTrP foCI. xd &A,1:11AOtg ioT~V toCl.. 
2) Kd EaV tOOtg foCI. XQOOTc./Tfj, ut SACI. Eo'dv toCl.. 
3) KCl.L Eav &xo foClW foa &cpaLQc.ftfj, Ta xCl.TaAHxol£cva EOTtV foa. 
4) KaL Ta scpaQl£6~ovTa hi aAA.'l)ACI. foa &Ail:tlAOtg EoTtV. 
:'» KaL TO OA.OV TOV I£EQovg I£cl~6v [EOTtV]. 
Auf Deutsch: 
1) Was demselben (dritten) gleich ist, ist einander gleich. 
2) Und wenn zu Gleichem Gleiches hinzugefiigt wird, so sind die 

Summen gleich. 

94) A. Genocchi, Torino Atti 12 (1877), p. 489; Torino Mem. 29 (1877) j vgl. 
J d' Andrade, Le\,ons de mecanique physique, Paris 1898, notes, p. 355 if. Die 
ersten Arbeiten liber die Mechanik bei der nicht-Euklidischen Annahme finden 
sich bei M. de Tilly, Etudes de mecanique abstraite, Brux. Memoires couronnes 
21 (1870); vgl. Bordeaux Memoires (2) 3 (1879), p. 1, besonders FuBn. zu Nr. 21; 
ferner E. Schering, Gott. Nachr. 1870, p. 311, und 1873, p. 149; R. Lipschitz, 
J. f. Math. 74 (1872), p. 116; W. Killing, J. f. Math. 98 (1884), besonders p. 24 f. 

95) Es sei hier auf die ausfithrliche Erorterung dieses Gegenstandes bei 
Enriques, Questioni (Artikel von U. Amaldt)' Bowie bei Holder (FuBnote 65) hin
gewiesen. 

96) Elemente, Buch 1, 11, 12. 
97) Elemente, Buch 1. 
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3) Und wenn von Gleichem Gleiches hinweggenommen wird, so 
sind die Reste gleich, 

4) Und was sich zur Deckung bringen laSt, ist einander gleich, 
5) U nd d,as Ganze ist groSer als sein Teil. 
A. Wir besprechen zunachst den Fall ebener Figuren. 
Die ersten vier diesel' Axiome steUen zwei wesentlich verschie

dene Kriterien auf, um die Flachengleichheit ebener Figuren zu 
erkennen: a) ihre Zerlegbarkeit in kongruente Teile (Flachengleich
heit durch Summation - 1, 2, 4), b) die Moglichkeit, zwei Figuren 
als Di:fferenzen kongruenter Figuren aufzufassen (Flachengleichheit 
durch Subtraktion - 3, 4). Von dies en beiden Kriterien bringt 
Euklid in del' 'fheorie del' FHichengleichheit del' ebenen Polygone 
bald den einen bald den anderen zur Anwendung, wahrend er auf 
Grund des fiinften Axioms imstande ist, die ~tmgekehrten Theoreme 
zu beweisen, in denen man aus del' Flachengleichheit gewisser Poly
gone auf die Gleichheit von Streckell schlieBt. 

Diesen Gesichtspunkten a) und b) fiigt E~dclid einen anderen 
hinzu, del' sich auf die stillschweigende Voraussetzung griindet, daB, 
"wenn zwei Flachen (odeI' Volumina) ungleich sind, eine FlachengroBe 
(odeI' ein Volumen) existiert, die, zu del' eillen von beiden (del' kleineren) 
addiert, eine Summe gleich der anderen (del' groSeren) ergiht", und 
diese V oraussetzung liegt dem ExhaustionsVC1fahren zugrunde, in dem 
die Gleichheit von Fliichen- odeI' Rauminhalten indirekt bewiesen wird. 

In den von Euklid zur Erkennung der Gleichheit polygonaler Flachen 
angewandten Kriterien a) und b) ist etwas Uberflussiges enthalten, 
denn P. Germ'en 98) hat bewiesen, daB "zwei flachengleiche ebene (oder 
spharische) Polygone immer durch Summation flachengleich sind", 

TV: Bolyai 99) hatte dieselbe Bemerkung gemacht und wollte fur 
irgendwelche Flachen den folgenden Satz beweisen: 

Die sich nicht deckenden Teile zweier sich zum Teil deckender 
kongruenter Figuren lassen sich in kongruente Teile zerlegen; 

aus dem sich del' allgemeinere Satz ergeben wurde: 
Wenn man von zwei kongruenten Flachen kongruente Teile 

wegnimmt, so lassen sich die ubrig bleibenden Stucke in kongruente 
Teile zerlegen; 

abel' sein Beweis des ersten Satzes ist leider ungenugend. 

98) Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen geradlinigen Figuren 
in dieselben Stilcke. Zerschneidung jeder beliebigen Menge verschieden ge
stalteter Figuren von gleichem Inhalt a.uf del' Kugelfiache in dieselben Stucke, 
J. f. Math. 10 (1833), p. 228, 235. 

99) Tentamen 1, § 35. 
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J. M. C. DuhamePOO), der die uns beschiiftigende Frage in kritischer 
Absicht studierte, hat zum ersten Male die logische Notwendigkeit dar
getan, fUr jede Klasse geometrischer GraBen die Begriffe Summe, Teil, 
gro/Jer und kleiner zu definieren. Er ist auf diese Weise zur Angabe 
eines neuen Weges fUr die Entwicklung del' Theorie del' Flachen
gleichheit gefiihrt worden, wobei diesel' Begriff nicht mehr als eine 
nicht definierle, den Euklidischen Axiomen 1) . . . 5) genugende Be
ziehung erscheint. Die Fliichengleichheit wird vielmehr ausdrucklich 
als Gleichheit durch Summation definiert, und diese Definition tritt 
an Stelle der Axiome 1), 2), 4). Duhamel entwickelt einige Gleich
heitssatze, indem er die Benntzung der Subtraktion und daher des 
Axioms 3) systematisch zu vermeiden Bucht; im besonderen hat er 
durch ein Verfahren, in dem das Archimedische Postulat 101) auf tritt, 
bewiesen, "daB zwei Parallelogramme von gleicher Grundlinie und 
Hohe flachengleich sind". 

Diese Entwicklungen wurden von A. Faifofer 102) zu einer Theorie 
vervollstandigt, die sich ohne ein neues Axiom auf Definitionen auf
baut. Abel' A. De Zolt 103) hat hervorgehoben, daB bei dem Beweise 
del' umgekehrten Satze, in denen von del' Flachengleichheit auf die 
Gleichheit von Strecken geschlossen wil'd, immer das oben erwahnte 
funfte Axiom auf tritt, das, wenn man die Flachengleichheit durch 
Summation definiert, sich in folgendem Prinzipe ausspricht: 

"Wenn ein Polygon in irgend einer Weise in Teile zerlegt wird, 
so ist es, wenn man einen diesel' Teile weglaBt, nicht moglich, die 
iibrigen so anzuordnen, daB sie das Polygon vollstandig bedecken." 

Dieses Prinzip bildet, wenn man es als unmittelbar einleuchtend 
annimmt, ein Postulat, und R. De Paolis hat es auch in seinen Ele
menten ausdrucklich als solches ausgesprochen 104). Die italienischen 
Geometer pHegen es ausdriicklich das De Zoltsche Postulat zu nennen. 

DaB dieses Postulat iiberfiussig ist, d. h. daB diesel' Satz aus 
del' Gesamtheit alIer in den vorstehenden Nummern untersuchten An
nahmen folgt, ist leicht zu erkellllen, wenn man die allgemeine 
moderne Auffassung des FlachenmaBes als del' Grel1ze eil1er Summe 

100) Des methodes dans les sciences de raisonnement, Paris 1865-68, 2, im 
besondern die Kapitel 1 und 5 und die Note tiber die Flachengleichheit, p. 445. 

101) Die Benutzung dieses Axioms iet notig, wie D. Hj·lbert hervorgehoben 
hat (vgl. Nr. 43). 

102) Elementi di geometria. 
103) Principii della eguaglianza di poligoni (equivalenza di poligoni) prece

duti do. alcuni cenni critici sullo. teoria della equivalenza geometrica, Milano 1881; 
Principii della eguaglianza di poliedri e di poligoni sferici, Milano 1883. 

104) Elementi di geometria., Torino 1884, p. 281. 
Encyklop. d. math. Wi.Bensch. III 1. 4 
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von Quadraten zu Hilfe nimmt; in der Tat wird dann das De Zoltsche 
Prinzip zu einer Folge des fundamentalen Satzes iiber die Existenz 
des Integrals, wie dies W. Killingl05) (1885) hervorgehoben hat. 

Aber ein direkter und elementarer Beweis dieses Prinzips ist 
das erste Mal von F. Schur 106) (1892) geliefert worden, dann auf 
verschiedene Weise von O. Rausenberger 107) (1893), von G. Veronese 108) 

(1894/95), von L. Gerard109) (1895) und von G. Lazzeri llO) (1895). 
Also ergibt sich als elementar bewiesen: 
Die Theorie der Gleichh.eit der ebenen Poly gone kann entwickelt 

werden, 'wenn man die Gleichheit als Zerlegbarkeit in kongruente Teile 
definiert, ohne dafJ den Post~tlaten des Einanderangehiirens, der Kon
gruenz und der Anordnung (das Stetigkeits- oder das Archimedische 
Postulat inbegriffen) ein anderes hinzuzufiigen ist. 

Gehen wir nun zu den Fliichen von kt"UmmUniger Begrenzung iiber. 
Bier ist das fiir den Vergleich der Polygone angenommene ele

mentare Kriterium nicht anwendbar, denn ein Satz von M. Rethyl1l) 
stellt die Bedingungen auf, die erfiillt sein miissen, damit zwei 
gleiche Fllichen sich in eine endliche Zahl kongruenter Teile zer
legen lassen, und diese Bedingungen werden im allgemeinen, z. B. bei 
einem Kreise und einem Quadrate von gleichem Inhalt, nicht erfiillt. 

Die allgemeine Theorie des Flacheninhalts erfordert also, daB 
man entweder auf das Exhaustionsverfahren zuriickgreift, das von 
den Alten zur Bestimmung der Flliche des Kreises, des Parabel
abschnitts usw. angewandt worden ist 112), oder auf das moderne Ver
fahren der 1ntegralrechnung (I A III, Pringsheim, Nr. 11). 

Jedoch gilt auch fiir FIachen von krummliniger Begrenzung das 

105) Nicht-Euklidische Raumformen, Leipzig 1885; nitheres 10 der Einfiihl'ung 
in die Grundlagen der Geometrie 2, Paderbom 1898, p. 24 f. 

106) Dorpat. Naturf. Ges. Ber. 1892. Ergli.nzungen bei G. Biasi, Ancora sulla 
equivalenza. dei poligoni (Riv. di mat. 9 (1899), p. 85). 

107) Das Grundproblem der FIli.chen- und RauminhaltsIehre, Math. Ann. 42 
(1893), p. 275. 

108) Dimostrazione della proposizione fondamentale dell' equivalenza delle 
figuri, 1st. Ven. Atti (7) 6 (1894-95). 

109) Sur Ie postulat reIatif it. l'equivalence des poligones considere comme 
corollaire du tMoreme de Vangnon, Paris Bull. Soc. math. 23 (1895), p. 268. 

110) Sulla teona dell' equivalenza geometrica, Riv. di mat. 1895, fasc. 3-4 
und 5-6. 

111) Endlich-gleiche Flitchen, Ung. Ber. 1890, 16. Juni; Math. Ann. 38 (1891), 
p.145. 

112) Eine kritische Entwicklung dieses Exhaustionsverfahrens bei den e1e
mentarsten Flachenfragen findet sich in den Elementi di geometria von F. Enri
ques und U. Amaldi, Bologna 1903, zweite Auflage 1906. 
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fur die Polygone erhaltene Resultat, das wir jetzt in folgender Weise 
aussprechen konnen: 

Die Postulate des Einanderangehorens, der Kongruenz und der 
Anordnung (das Stetigkeits- oder das Archimedische Postulat inbe
griffen) haben zur Folge, da(J, wenn man die Gleichheit als Zerlegbar
keit in eine endliche oder ttnendliche Zahl kongruenter Teile definiert, 
ebene Fliicheninhalte als eine Klasse von Grof3en betrachtet werden kOnnen. 

B. Nun wenige W orte uber den Rauminhalt. 
Euklid behandelt die V olumina in analoger Weise wie die 

Fllichen als GroJ3en. Das schlieJ3t eine V oraussetzung ein, die man 
durch das auf die V olumina ubertragene De Zoltsche Prinzip aus
drucken kann. Aber auch hier gelingt ein elementarer Beweis dieses 
Prinzips durch eine Erweiterung der oben angefuhrten Beweise fur 
die Ebene; diese Erweiterung ist von Rausenbergerl07) und Gerard 109) 
kurz angegeben worden und findet sich bei Veronese 108) in ihren 
Einzelheiten ausgefuhrt. 

Es folgt also, daJ3 auch die Theorie der Gleichheit im Raum sich 
auf der gewohnlichen Definition ohne Hinzufiigung eines besondern 
Postulats aufbauen liiBt 113). 

Aber wenn man die Gleichheit der Polyeder studiert, so tritt die 
neue Frage auf, "ob zwei Polyeder von gleichem Rauminhalt in eine 
endliche Zahl kongruenter Teile zerlegt werden konnen". Die frucht
losen Versuche, eine solche Zerlegung bei dem Tetraeder zu erhalten, 
und eine Bemerkung G. Sforzas1l4) lieSen erwarten, daJ3 die Ant
wort auf diese Frage im allgemeinen negativ sein werde. Und dies 
ist neuerdings von M. Dehn l15) bewiesen worden. 

Bevor wir diese Nummer schlieBen, wollen wir noch zwei 
Fragen beruhren. 

1) Das Verhiiltnt's der Theorie des Fliicheninhalts (und des Raum
inhalts) zu dem Parallelenpostulat. 

Das Prinzip, daJ3 man die Fliichen- und Rauminhalte als GroBen 
betrachten kann, ist von dem ParalIelenpostulat unabhiingig, da es 
sich auch bei del' nicht-Euklidischen Annahme aufstellen liiBt. Abel' 
aIle Siitze uber Fliichengleichheit hiingen direkt von der Annahme 
ab, die man uber die Parallelen macht. Die von Gauf3, Bolyai, Lobat-

113) V gl. auch S. O. Schatunovsky, Dber den Rauminhalt der Polyeder, Math. 
Ann. 57 (1903), p. 496. 

114) Un oBservazione sull' equivalenza dei poliedri per congruenza delle 
parti, Riv. di mat. 7 (1897), p.l05. Vgl. auch R. Bl'icara, Nouv. Ann. (3) 15 
(1896), p. 331. 

115) }'<Iath. Ann. 55 (1902), p. 465. 
4* 
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schefskij entwickelte nicht-Euklidische TheOl"ie des Fliicheninhalts fiihrt 
zu der Erkenntnis, daB der lnhalt eines Dreiecks durch die Differenz 
zwischen seiner Winkelsumme und zwei Rechten (in der hyperbolischen 
Geometrie als Defekt) gegeben ist, woraus z. B. die Existenz einer 
oberen Grenze fur den lnhalt eines Dreiecks folgt (GaufJ, Brief an 
Oh. L. Gerling vom 16. Miirz 1819, Werke 8, p. 181; vgl. Nr.9). In 
del' elliptischen Geometrie wird es ein ExzeB. 

Hinsichtlich del' den Rauminhalt betreffenden Probleme del' nicht
Euklidischen Geometrie vergleiche man Lobatschefskij (FuBnote 88). 

2) Verhiiltnis der Theorie des Fliieheninhalts zu dem A.rchimedi
sellen Postulat. 

Bei dem oben skizzierten Aufbau der elementaren TheOl"ie del' 
Fliichengleichheit und auch bei den gewohnlichen Entwicklungen der 
lntegralrechnung wird das Archimedische Postulat gebraucht. Nun 
hat D. Hilbert 1l6) gezeigt, daB man ein MaB der polygonalen Fliichen 
unabhiingig von dies em Postulate erhalten kann; allerdings lassen sich 
dann zwei Polygone von gleichem FHicheninhalt nicht mehr stets in 
eine endliche Zahl kongruenter Teile zerlegen (vgl. Nr.43). 

11. Neue Entwicklungen zur Proportionentheorie im Sinne 
der Alten. Bei Euklid finden sich mehrere Siitze, die zweimal be
wiesen werden, einmal mit Hilfe del' Fliichengleichheit, das andere Mai 
mit Hilfe seiner arithmetischen Theorie del' Proporiionen (wir nennen 
diese 1'heorie arithmetisch, weil del' von Euklid gebrauchte Begriff 
des AOrOs, wie wir schon bemerkten (Nr. 7), genau dem modernen Zahl
begriff entspricht). H. G. Zeuthen erblickt hierin den letzten Rest 
eines gewissen Kampfes, del' zwischen dies en beiden Behandlungs
weisen der Aufgaben bestehen muBte, bis in del' arithmetischen Pro
portionentheorie (von den unmittelbaren V orgiingeru Euklids) die 
Schwierigkeiten iiberwunden waren, die mit dem FaIle eines inkom
mensurablen Verhiiltnisses zusammenhiingen. 1m Anschlusse an Eu7clid 
erhielt dann die arithmetische Methode del' Proportionen endgiiltig die 
Oberhand. 

Jedoch sind die Entwicklungen, welche darauf ausgehen, die 
Geometrie von den Betrachtungen des Zahlbegriffes zu befreien, in 
unseren Tagen wieder aufgenommen worden, und es ist in del' Tat 
gelungen, eine rein geometrisehe Theorie del' Proportionen zwischen 
Strecken aufzustellen. 

Die Siitze, die einer sol chen Behandlungsart zu Grunde liegen 
konnen, sind: 

116) Grundlagen, §§ 20, 21. 
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1) der Satz von Thales: die Proportionalitat del' Streeken, die 
auf den heiden Schenkeln eines Winkels von parallelen Geraden ab
geschnitten werden; 

2) die FIachengleiehheit zweier Dreieeke (odeI' Parallelogramme), 
die einen Winkel gemeinsam haben und in denen die diesen Winkel 
einsehlieBenden Seiten umgekehrt proportional sind. 

Legt man den einen odeI' den anderen Satz einer Definition del' 
Proportion zwischen Streeken zu Grtmde, so driieken sieh die funda
mentalen Eigenschaften del' Proportionen in Behauptungen iiber den 
Parallelismus odeI' iiber die Fliichengleichheit aus, und diese miissen 
also direkt bewiesen werden, ohne daB del' Begriff des Verhaltnisses 
und damit des Zahlbegriffes zu Hilfe genommen wird. 

Beide hier angedeuteten Wege haben (was modeme Unter
suchungen angeht) ihren Ursprung in der Ausdehnungslehre von 
H. GrafJmann 117), wo jedoeh die Strecken nicht nur in ihrer GroBe, 
sondern auch in ihrer Richtung betraehtet werden. Insbesondere 
driiekt sieh die distributive Eigenschaft del' Multiplikation bei del' 
GrafJmannschen Rechnung sofort in del' Identitat del' beiden auf die 
Siitze 1) und 2) gegriindeten Definitionen del' Proportion aus. 

Rajola Pescarini 118) (1876) definiert die Proportion zwischen 
Strecken mit Hilfe des Satzes von Thales in bezug auf einen ge
geoenen Winkel und leitet daraus geometrisch den Satz 2) ab, indem 
er sich auf den 35. Satz des dritten Buches von Euklid libel' die Kreis
sehnen stlitzt, del' dort mit Hilfe des Pythagoriiischen Satzes bewiesen 
wird; es gelingt ihm auf diese Weise, die Definition del' Proportion von 
dem besonderen Winkel, von dem e1' ausgegangen ist, frei zu machen. 
Er entwickelt dann einen Beweis des Satzes, daB "Streckenpaare, die 
einem d1'itten proportional sind, unter sich proportional sind" (die 
transitive Eigensehaft del' Gleichheit von V erhiiltnissen); abel' diesel' 
Beweis ist von einer Einschrankung abhiingig, die man vermeiden 
kann, wenn man einen Weg einsehlagt, del' neuerdings von G. Vailati 1J9) 
angegeben worden ist. 

R. Hoppe 120) hat eine geometrisehe Behandlung del' Proportionen 
entwickelt, die ebenfalls von dem Satze von Thales ausgeht, insofern 

117) Ausdehnungslehre von 1844, Nr. 75-78. 
118) Studio sulla proporzionalita grafica e sue applicazioni alla similitudine 

e aHa omotetia, Napoli 1876. 
119) Di un modo di riattaccare Ie teorie delle proporzioni tra segmenti a 

quella dell' equivalenza. Atti del II. Congresso dell' associazione Mathesis, 
Livorno 1902. 

120) Rein geometrische Proporiionslehre, Arch. Math. Phys. 62 (1878), p. 153. 
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zwei Streckenpaare proportional genannt werden, wenn sie die Seiten 
gleichwinkliger Dreiecke bilden. Er beschaftigt sich vor aHem mit 
dem Beweise, daB die so definierte Beziehung nicht von dem Winkel 
abhiingt, del' von den beiden Streckenpaaren gebildet wird, und ge
langt zu diesem Beweise durch Betrachtungen im Raume (die zu dem 
Desarguesschen Satze del' Ebene libel' homothetische Dreiecke fiihren). 
Dann fiihrt er die Transitivitlit del' Gleichheit von Verhliltnissen auf 
denselben Satz zuriick, und auf die Transitivitlit del' Gleichheit del' 
Richtungen (das ParaHelenpostulat) den Satz von dem zusammen
gesetzten Verhiiltnisse (wenn a: b = c : d und b: e = d : f, so ist 
a: e = c: f). 

Endlich nimmt er den Satz 2) als Definition an und leitet daraus 
im besonderen die Vertauschbarkeit del' Mittelglieder in einer Pro
portion ab 121). 

Bei diesel' Hoppeschen Behandlungsweise gelingt es also bis auf 
diese Vertauschbarkeit del' Mittelglieder, die TheOl'ie del' Proportionen 
aufzustellen, indem man sich auf die Eigenschaften del' Parallelen 
stlitzt und die Benutzung del' FIachengleichheit durch Betrachtungen 
im Raume ersetzt, abel' schlieBlich wird auch in ihr del' Begriff del' 
FIachengleichheit zu Hilfe genommen, urn die Vertauschbarkeit der 
Mittelglieder darzutun. 

Diese Eigentiirnlichkeit tritt iibrigens bei dem allgemeineren 
Satz von dem unregelmaf3igen Verhiiltnisse (wenn a: b = e : fund 
b : c = d: e, so ist a: c = d: f) wieder auf. Dieser Satz komrnt 
hier auf den folgenden zuriick: 

'Wenn es auf den beiden Schenkeln eines Winkels zwei Punkt
tripel 1, 3, 5 und 2, 4, 6 gibt von del' Art, daB die Geradenpaare 
12, 45 und 23, 56 parallel sind, dann sind auch die Geraden 34, 61 
parallel. 

Dieser Satz und ein auf FIachengleichheitsbetrachtungen gegriin
deter Beweis desselben findet sich schon in den Collectanea des 
Pappus 122) (daher wird er irn folgenden kurz Pappusscher Satz genannt). 

Ein einfacher Beweis des Pappusschen Satzes, del' sich auf die 
Gleichheit del' Peripheriewinkel im Kreise griindet und daher von dem 

121) Hoppe faBt die Sache auch noch anders an, indem er von dero Satze 2) 
ausgeht. V gl. auch G. Biasi, Corso di lezioni sulla teo ria delle proporzioni, 
autographiert, Sassari 1882. 

122) Dieser Pappus9che Satz bildet einen besondern Fall des Pascals chen 
Satzes von dem einem Kegelschnitte einbeschriebenen Sechseck, III C I, Dingeldey, 
Nl'. 18, und wird daher in der neuel'en Literatur oft kurzweg als Pascalscher 
Satz bezeichnet. 
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Begriffe des Flacheninhalts unabhangig ist, scheint das erste Mal 
,on K. Kupffer 123) (1893) entwickelt worden zu sein; ein Beweis, 
der das Rotationshyperboloid zu Hilfe nimmt, ist von F. Schur 124) 

(1898) angegeben worden; andere Beweise in del' Ebene sind von 
D. Hilbert 125) (1899) gefiihrt worden. Hilbert hat iiberhaupt die ganze 
geometrische Theorie der Proportionen zwischen Strecken neu auf
gebaut. 

Hieraus ergibt sich fiir den Desarguesschen Satz del' Ebene (Nr.20a) 
folgendes: Dieser Satz liiBt sich bekanntlich auf Grund der Postulate 
des Einanderangehorens, der Anordnung und des Parallelenpostulats 
nur mit Hilfe raumlicher Betrachtungen beweisen. Solche riiumliche 
Betrachtungen sind nun in dem hier betrachteten Zusammenhange zur 
Aufstellung des Desarguesschen Satzes der Ebene iiberfliissig, da, wenn 
die Vertauschbarkeit der Mittelglieder gegeben ist, die transitive Eigen
schaft der Gleichheit von Verhaltnissen und del' Satz von dem zu
sammengesetzten Verhaltnisse auf einander zuriickkommen und daher 
der Desarguessche Satz auf die Transitivitiit des Parallelismus (das 
Parallelenpostulat) zuriickkomm t. 

Ein anderes wichtiges Resultat geht aus den Betrachtungen von 
F. Schur und D. Hilbert hervor: 

Die in dm' Ebene auf die Eigenschaften der Parallelen und der 
Kongruenz gegriindete geometrische Theorie der Proportionen zwischen 
Strecken ist von dem A1'chimed'ischen Postulat unabhiingig. 

Wir wollen hinzufiigen, daB die Behandlung der Theorie noch 
weiter vereinfacht worden ist und zwar durch folgende Arbeiten: 

F. Schur 126) hat bemerkt, daB es geniigt, den Pappusschen Satz in 
einem einzigen FaIle, z. B. fiir das einem rechten Winkel einbeschrie
bene Sechseck, zu beweisen, und hat einen einfachen Beweis fiir 
diesen Fall angegeben, del' sich auf den Satz stiitzt, daB die Hohen 
eines Dreiecks durch einen Punkt gehen. 

J. Mollerup 127) hat einen einfachen allgemeinen Beweis desselben 
Satzes erbracht. 

B. Levi 128) hat den Entwicklungen, die zur Aufstellung des 
besonderen Falles des Pappusschen Satzes notig sind, der der Vertausch
barkeit del' Mittelglieder entspricht, eine elementare Form gegeben. 

123) Dorp. Naturforscherges. Ber. 1893, p. 373 f. 
124) Math. Ann. 51 (1899), p. 401. 
125) Grundlagen, § 14 und Kap. 6. 
126) Math. Ann. 57 (1903), p. 205. 
127) Math. Ann. 58 (1903/4), p. 479. 
128) Per. di mat. 6 (1903) Suppl., p. 114. 
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Die Theorie der Proportionen, von der wir hier gesprochen 
haben, ist auf das engste mit den Fragen verknupft, die sich auf den 
Fundamentalsatz der projektiven Geometrie beziehen, vgl. Nr.20; in 
bezug auf den Pappusschen Satz in der nicht-Archimedischen Geo
metrie siehe naheres in Nr. 4:2. 

12. Schlua der vorstehenden Untersuchung und Disposition 
der folgenden Xapitel. Die oben gegebene (und weiterhin bis zur 
Priifung del' hauptsachlichen Konsequenzen durcbgefiihrte) Unter
suchung del' Begriffe und Postulate liiBt drei Gruppen geometrischer 
Eigenschaften erkennen: 

1) Eigenschaften, die mit den Begriffen "zwischen", "Seite del' 
Ebene", "Strecke", "Winkel" usw. zu tun haben (Linieneigenschaften 
del' Geraden - die auch die Stetigkeit umfassen - und Flachen
eigenschaften del' Ebene); 

2) das Einanderangehoren von Punkten, Geraden und Ebenenj 
3) die Kongruenz. 
In del' Elementargeometrie sind diese drei Arten von Eigen

schaften miteinander innig verbundenj sie stehen dort in einem Vel'
hiiltnisse gegenseitiger Untel'ordnung, so daB man die Eigenschaften 
del' einen Gruppe nicht aussprechen kann, ohne sich, wenigstens zum 
Teil, auf Eigenschaften einer anderen Gruppe zu beziehen. Abel' 
die Entwicklung del' geometrischen Wissenschaft fiihrte zu einer 
Scheidung. 

Man kann dies en V organg wohl verstehen, wenn man (wie zuerst 
F. Klein in seinem Erlanger Programm) die verschiedenen Forschungs
richtungen del' Geometrie durch die ihnen zugebOrigen Transformations
gruppen charakterisiert (III A. B 4 b, Gruppentheoretische Klassifikation, 
Fano). 

Zur Elementargeometrie gehort eine Gruppe von TransfOl'mationen, 
die Gruppe del' Bewegungen und Umlegungen nebst den Ahnlichkeits
transformationen, die von Klein sogenannte "Hauptgruppe<i 129) , die 
aIle oben untersucbten Eigenschaften 1), 2), 3) gleichzeitig unver
andert laBt. 

Man kann abel' anstelle del' Bewegungen allgemeinere Trans
formationen betracbten, die nul' eillen Teil jener Eigenschaften unver
andert lassen; man erhalt dann Geometrien, die sich nur mit dies ell 
invarialltell Eigellschaftell beschaftigen. 1m besonderen elltstehen auf 
diese Weise: 

a) Die projektive Geometrie (III A B 5, projektive Geometrie, Schoen-

129) Erlanger Programm. 
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flies), die diejenigen Eigenschaften studiert, welche del' Gruppe der 
Kollineationen gegeniibel' invariant sind, d. h. die aus den Postulaten
gruppen I und II der Nm. 3 und 4 unter Mithinzunahme del' ge
wohnlichen Stetigkeit hervorgehenden Eigenschaften. 

b) Die Them'ie des Kontin1tums (oder Analysis situs, III A B 3, 
Dehn-Heegaard), die diejenigen Eigenschaftell betrachtet, welche be
liebigell stetigen Transformationen gegeniiber invariant sind, Es sind 
dies die Eigenschaften del' Gruppe I del' Nr. 3, die durch eine solche 
Behandlungsweise von den besonderell Eigenschaften del' Geraden und 
der Ebene abgelOst werden. 

Fiigen wir diesem eine andere Betrachtung hinzu 130). Wenn 
man eine Gruppe von Transformationen des Raumes in bezug auf 
irgend ein besonderes Gebilde betrachtet (indem man von dem, was 
aufJerhalb dieses Gebildes ist, absieht), so nehmen die del' Gruppe 
gegeniiber invarianten geometrischen Eigenschaften eine neue, weniger 
umfassende Bedeutung an, indem sie zu einer besonderen Geometrie 
auf dent Gebilde fiihren. 

Man betrachte in diesem Sinne die Gruppe del' Bewegungen, 
die del' Elementargeometrie zugrunde liegt, im Hinblick auf eine 
FHiche; auf diese Weise entsteht eine allgemeinere Art, die metrischen 
Beziehungen del' Figuren auf einer FHiche zu betrachten, welche die 
(differentiale MaB-) Geometric aUf den Fliichen (in der die der Abwickel
barkeit gegeniiber invarianten Eigenschaften betrachtet werden, III D 6 a, 
VofJ) bildet, von del' man durch Verallgemeinerung zu del' lYIafJgeo
metrie aUf den mehrfach ausgedehnten lYIannigfaltigk,eiten (III D, Stiickel) 
und im besonderen auf den Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen 
gelungt. Diese Geometrie umfaBt die Eigenschaften del' Kongruenz 
(3), die im Hinblick auf die elementaren Eigenschaften del' Analysis 
situs (1), abel' unabhiingig von den BegrifIim der Geraden und der 
Ebene definiert werden. 

Ein AbstraktionsprozeB, der sein GegensWck in del' Erweiterung 
del' ursprunglichen Transformationsgruppe findet, fiihrt also von del' 
Elementargeometrie auf drei allgemeinere Zweige geometrischer Unter
suchungen, die man in ihrem gegenseitigen Abhangigkeitsverhaltnis 
durch das folgende Schema darstellen kann: 

Theorie des Kontinuums (Analysis situs), 

{ Projektive Geometrie, 
Allgemeine Ma13geometrie auf den Mannigfaltigkeiten, 
Elementargeometrie. 

130) Vgl. F. Em·iques, Conferenze di geometria Nr. 28, p. 124. 
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Die zu den genannten drei Zweigen gehOrigen Eigenschaften 131) 

k6nnte man in folgender Weise mit drei Gruppen von Empfindungen 
verkniipfen: 

Eigenschaften, die mit dem allgemeinen Tast- und Muskelgefiihl 
zusammenhangen, 

Optische (deskriptive) Eigenschaften, 
Mechanische (metrische) Eigenschaften im Hinblick auf em be

Bonderes, mit Bewegungsfahigkeit ausgeriistetes Tastorgan. 
Nun kann man das System del' Geometrie in doppeltem Sinne 

durchlaufen: 
Entweder man beginnt mit del' Elementargeometrie, erhebt sich 

dann auf del' einen Seite zur projektiven Geometrie, auf del' anderen 
Seite zur MaBgeometl'ie auf den Mannigfaltigkeiten und endet mit 
del' Analysis situs. 

OdeI' man beginnt umgekehrt mit del' Theorie des Kontinuums 
und steigt von da zur projektiven Geometrie odeI' zur MaBgeometrie 
auf den Mannigfaltigkeiten und endlich zur Elementargeometrie herab. 

Del' Abstieg von del' Analysis situs zur projektiven Geometrie 
wird dabei dadurch gegeben sein, daB man ein besonderes System 
von Kurven und Flachen (mit geeigneten Eigenschaften) gegeben 
denkt, die man als gerade Linien und Ebenen bezeichnet [Klein, 
im AnschluB an v. Staudt, Math. Ann. 6 (1872/73), p. 112, und Er
langer Pl'ogramm, p. 32]. 

Del' Abstieg von del' Analysis situs zur aUgemeinen MaBgeometl'ie 
geschieht, indem man eine gewisse Maf3operation (das MaB einer 
Linie odeI' del' Entfernung zweier Punkte usw.) mit bestimmten Eigen
schaften gegeben denkt (Riemann) odeI' indem man ein gewisses 
System von Linien und Flachen (z. B. geodatische Linien usw.) mit 
Bezugnahme auf die genannte MaBoperation als gegeben annimmt. 

Del' Abstieg von del' projektiven Geometrie zur Elementargeo
metrie geschieht dadurch, daB man bei del' MaBbestimmung ein Ge
bilde zweiten Grades auszeichnet (Cayley, Klein). Wenn man ins
besondere zur Euklidischen MaBbestimmung kommen will, so bildet 
die affine Geometrie eine Z wischenstation (Moebius, Graf3mann). 

131) W. Fiedler und F. Klein haben zunachst dies en Unterschied zwischen 
deskriptiven und metrischen Eigenschaften bemerkt. Enriques hat ihn durch eine 
besondere Untersuchung der Daten der physiologischen Psychologie zu beweisen 
versucht und ist dazu gefUhrt worden, die Eigenschaften der Theorie des Kon
tinuums mit dem allgemeinen Tast- und Muskelgefiihl, der gemeinsamen Grund
lage der besonderen Empfindungen, zu verkniipfen; vgl. Art. 1 in den Questioni 
und Rivista filosofica di Pavia 1901. 
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Del' Abstieg von del' allgemeinen MaBgeometrie del' Matmig
faltigkeiten zur gewohnlichen odeI' auch nicht-Euklidischen Elementar
geometrie des Raumes geschieht, indem man del' angenommenen MaB
operation besondere Bedingungen auferlegt (z. B. die Homogenitat 
und Isotropie des Raumes, den Charakter del' Bewegungsgruppe -
Riemann, Beltrami, Schliifli, Lie, Schur, vgl. Abschn. V B). 

In den folgenden Kapiteln wollen wir den zweiten Weg durch
lattfen, niimlich zunachst von den Grundlagen del' Analysis situs han
deln, Win dann auf der einen Seite durch die projektive Geometrie, auf 
der anderen Seite durch die allgemeinen Maf3bestimmnngen zur Ele
mentargeometrie herabzusteigen. 

II. Prinzipien der Theorie des Kontinuums. 
13. Vorbemerkung. Die Prinzipien del' TheOl·ie des Kontinuums 

(vgl. III AB 3, Dehn-Heegaard) sind von geometrischer Seite nul' erst 
ZUlli Teil in Untersuchung gezogen worden 132). Abel' andere Unter
suchungen diesel' Art kniipfen an die analytischen Fragen del' Dar
stellung del' Linien und Flachen (vgl. III A B 2, v. Mangoldt) und 
an die von G. Cantor begriindete Mengenlehre (I A 5, Schoenflies) an, 
und Cantors neuere Arbeiten 133) erstrecken sich ZUlli Teil direkt auf 
das Gebiet del' geometrischen Prinzipien. Eine neue Wendung ist in 
diese Untersuchungen durch die sogenannte nicht-Archimedische Geo
metrie hineingekommen (Abschn. VII). 

Von den anderweitig erhaltenen Resultaten muB man sich folgende 
gegenwartig halten: 

1) die Moglichkeit, die Punkte einer Strecke (u) und eines 
Quadrates (x, y) umkehrbar eindeutig auf einander zu beziehen 
(Cantor), auch durch stetige, nicht eindeutig umkehrbare Funktionen 
x(tt), y(tt) (Peano) (vgl. IIIAB 2, v. Mangoldt, Nr.8); 

2) die Unmoglichkeit, zwischen zwei Gebieten (Xl' ... , X,,), (YI7'''' Ym) 
von verschiedener Dimensionenzahl (n < m) eine umkehrbar eindeutige 
stetige Beziehung herzustellen (wegen 1) und 2) vgl. I A 5 Nr. 2, 
Schoenflies) ; 

3) den Jordanschen Satz: Es sei eine geschlossene Kurve 
X = q; (t), Y = X (t) ohne mehrfache Punkte, wo q; und X endliche und 
stetige Funktionen sind, gegeben; dann zerlegt sie die Ebene (xy) in ein 
inneres und in ein auf3eres Gebiet (die Jordanschen Gebiete) von del' 

132) Enriques, Palermo Rend. 12 (1898), p. 222. 
133) Math. Ann. 46 (1895), p. 481. 
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Art, daB ein stetiger Zug, der einen inneren und einen auBeren Punkt 
verbindet, die Kurve schneidet (vgl. III A, B 2, v. Mangoldt, Nr. 8); 

4) die Unterscheidung ztvischen analytischen und nicht-analytisclien 
cbenen Kttrven hiingt nicht nur von der in det Ebene bctrachteten Kurve 
ab, sondern auch von der Wahl des Koordinatensysterns, anf das sir: 
bezogen wird. 

Die Gesamtheit der analytischen Kurven der Ebene geniigt, 
wenn man die singuIaren Punkte ausschlieBt und nur ein endliches 
Gebiet betrachtet, in Ubereinstimmung mit dem, was uns die An
schauung bei dem Vergleich der zusammen vorgestellten Linien lehrt, 
der fundamentalen Bedingung: 

Zwei Linien habcn nur eine endUche Zahl von Punkten gemeinsam. 
Umgekehrt, wenn man die Geraden und die algebraischen Para

bel11 von del' Ordnung 2, 3, ... innerhalb eines endlichen Gebietes 
als gegeben betrachtet, so laBt sich beweisen, daB jede Linie, die im 
Hinblick auf sie del' genannten Bedingung geniigen soll, in jedem 
Punkte eine Tangente (wenigstens zur Rechten und zur Linken) und 
daher eine oskulierende Pm'abel (von del' Ordnung n = 2, 3, ... ) 
hat; sie wird daher in cartesischen Koordinaten durch Funktionen 
dargestellt, die aHe aufeil1anderfolgenden Ableitungen (wenigstens 'Zur 
Rechten und zur Linken) haben, und es scheint, daB diese Funktionen 
(in jedem geeignet begrenzten Bereiche) sich auch als analytisch 
werden ergeben miissen, wenn die gegebene Linie alle analytischen 
Linien ohne singuIare Punkte in einer endlichen Zahl von Punkten 
schneiden soll. 

14-. Die Linie. Der fundamentale Begriff in del' Theorie des 
Kontinuums ist der der stetigen Mannigfaltigkeit ciner Dimension. 
Abstrakt genommen kann dieser BegI'iff mit dem Begriffe der Linie 
identifiziert werden, wenn man den Punkt del' Linie als Element 
der Mannigfaltigkeit betrachtet und von den Beziehungen del' Linie 
zu dem iibrigen Raume absieht und ebenso von irgend welchem 
(metrischen) Begriffe der Lange der Strecken ( oder Bogen) der Linie. 
Es werden also nar diejenigen Eigenschaften der Linie in Betracht 
gezogen, welche mit der geometrischen Bestimmung del' Linie durch 
die Bewegung eines Punktes verkniipft sind: die natUrlichen Ordnungen 
del' Punkte der Linie und ihre Stetigkeit, die Strecken (4- II') usw. 

Will man die Eigenschaften, die eine Mannigfaltigkeit einer Di
mension oder eine in dem oben genannten Sinne vom Standpunkte 
des Kontinuums aus betrachtete Linie charakterisieren, in ein logisches 
System bringen, so ist es zweckmaBig, sich zunachst auf einell be-
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stimmten Fall zu beziehen, indem man z. B. als Typus die doppil· 
punkt{reien, offenen (d. h. nicht begrenzten) Linien nimmt und als 
elementa;re Manmgfaltigkeiten VI diejenigen bezeichnet, welche den er
wahnten ·Bedingungen entsprechen. 

Man kann die fundamentalen Eigenschaften einer VI formulieren, 
indem man die v1 entweder als werdend oder als fertig vorZiegend be
trachtet. Und man hat dann die in Nr. 4: ausgesprochenen Postu· 
late fiir die Gerade und das Stetigkeitspostulat in der Weierstraf3schen 
oder del' Dedekindschen Form (Nr.7) auszusprechen. Diese Annahmen 
konnen in der Aussage zusammengefaBt werden, daB sie der V1 zwei 
stetige und einander entgegengesetzte Ordnungen erteilell. 

Es entsteht nun die Frage, "ob diese Annahmen genligen, um die 
Punkte der vl auf das Kontinuum del' numerischen Variablen x odeI' 
auf die gewohnliche geradlinige Strecke (die Endpunkte ausgeschlossen) 
abzubilden", d. h. ob sie zur Einfiihrung der Koordinaten geniigen. 

B. Riemann lfJ4), bei dem der Begriff des Kontinuums einer Di
mension sich zum ersten Male in seiner ganzen Allgemeinheit findet, 
betrachtete dies als ohne weiteres einleuchtend, insofern er die kon
tinuierlicbe Variation eines erzeugenden Elementes del' VI mit dem 
Verlaufe del' Zeit in Verbindung brachte. 

Man hat bald hervorgehoben, daB in diesel' Annahme ein Postulat 
enthalten ist 135). 

Die Formulierung dieses Postulats ist leicht, wenn man in der VI 

die Vergleichbarkeit der Strecken (die Kongruenz) wenigstens fiir den 
Fall als gegeben annimmt, daB die Strecken einen gemeinsamen End
punkt haben und auf entgegengesetzten Seiten von ihm liegen. Sieht 
man abel' von solchen Kongruenzbeziehungen ab, so geniigt es, die 
Moglichkeit vorauszusetzen, daB irgend ein Verfahren gestattet, 

in der vl eine alJziihlbare Punktmenge G zu konstruieren, so daf3 
jeder Punkt der VI ein Grenzpunkt von Gist. 

Mit Hilfe dieses Postulats bestimmt G. Cantor l36) den Begriff 
del' Vl in der Weise, daB sie auf das Zahlenkontinuum abbildbar ist. 

Wir bemerken dazu, daB dieses Cantorsche Postulat innerhalb del' 
VI eine ausgezeichl1ete Menge G einfiihrt; abel' die Anschauung der 
an sich, abgesehen von dem Kongruel1zbegriff, betrachteten '1,'1 gibt uns 
liber die Konstruktion diesel' Menge uichts an. Daher halten wir den 
Begriff der V1 fur allgemeiner als den des Zahlenkontinuums (vgl. in 
del' Tat die nicht-Al'chimedischen Theorien, Abschn. VII). 

134) Habilitationsvorlrag I 2. 
135) V gl. Klein, Math. Ann. 6 (1872/73), p. 132, 143, 144. 
136) Math. Ann. 46 (1895), p. 481. 
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Wir werden spater sehen, daB die Frage der Einfiihrung der 
Koordinaten in der Vl durch die Betrachtung der Vl in einer Mannig
faltigkeit von zwei Dimensionen neues Licht erhiilt. 

Den Begriff del' begrenzfen Mannigfaltigkeit einer Dimension oder 
der fii.r sich betrachteten linearen Strecke kann man nunmehr durch 
geringfiigige Abanderungen der voraufgehenden Satze aufstellen, da 
man bemerkt, daB aus einer linearen Strecke durch Entfernung der 
Endpunkte eine ofi'ene, nicht begrenzte Linie wird. 

Der allgemeinere Begriff einer Mannigfaltigkeit einer Dimension 
oder einer Linie liiBt sich auf die vorhergehenden zuriickfiihren, da 
man eine Linie im allgemeinen als die Vereinigung mehrerer Strecken 
betrachten kann, die an den Endpunkten in geeigneter Weise ver
bun den sind. 

Vereinigt man im besonderen die Endpunkte zweier Strecken, so 
erhiilt man eiDe geschlossene Linie. 

Die Postulate, die in der Theorie des Kontinuums die Eigen
schaften del' geschlossenen Linie Vl charakterisieren, kann man bei 
Betrachtung der werdenden Figur direkt aufstellen, wenn man fol
gendes annimmt: 

Die Elemente einer geschlossenen Vl konnen in einer natiirlichen 
zyklischen Anordnung in dem einen oder dem andern Sinne vorgestellt 
werden, und zwar in folgender Weise: 

1) 1st irgeDd ein Element der Vl gegeben, so existiert eine 
natiirliche Ordnung der Vl1 die eiDen bestimmten Sinn und ein erstes 
Element A besitzt, in der 

a) von zwei Elementen B und C immer das eine, z. B. B, dem 
anderen, dem C, vorangeht (und alsdann C auf B folgt), 

b) wenn B dem C vorangeht und C dem D vorangeht, immer 
B dem D vorangeht, 

c) zwischen zwei Elementen B und C unendlich viele Elemente 
existieren, 

d) kein letztes Element existiert. 
2) Die beiden natiirlichen Ordnungen der Vl , die dasselbe erste 

Element und entgegengesetzten Sinn haben, sind Umkehrungen von 
einander. 

3) Wenn drei Elemente P l , P2, Pa in einer der natiirlichen Ord
nungen auf einander folgen, so folgen in einer anderen Ordnung von 
demselben Sinn Pu P2 , Ps oder P2 , Ps, P1 oder P 8 , PH Pi auf 
einander 187). 

137) Vgl. F. Enriques, 1st. Lomb. (2) 27 (1894), p. 550, und Vorlesungen Tiber 
projektive Geometrie 1903, p. 23. 
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Diesen Postulateu ist noch das engere (das Oantorsche) Stetig
keitspostnlat hinzuzufiigen (Nr. 7). 

Bei Betrachtung der fertigen Figur Mnnen die Postulate fiir die 
geschlossene Linie aufgestellt werden, wenn man als primitiven Begriff 
den Begriff "sich trennender Paareu annimmt138). Man postuliert dann: 

Vier Elemente der Vl kann man nur in einer Weise in sich 
trennende Paare zerlegen. 

Wenn die Paare AB, OD und AO, BE sich trennen, so trennen 
sich auch die Paare OD, BE und AO, ED. 

Dann kann man die natiirliche Ordnung der v,. , die A zum 
ersten Elemente hat und in der zwei Elemente B und 0 auf einander 
folgen, definieren. 

Den genannten Postulaten iiber die sich trennenden Paare ist 
noch das Stetigkeitspostulat in einer geeigneten Form hinzuzufiigen. 

Es sei noch bemerkt, daB ohne dieses Postulat die vorstehenden 
Postulate auch auf den Fall einer offenen Linie Anwendung finden 
konnten. 

15. FIschen und Mannigfaltigkeiten mehrerer Dimensionen. 
Wie die Linie als der Typus der Mannigfaltigkeit einer Dimension 
angesehen werden kann, so fiihren die Fliiche und der Raum, abstrakt 
betrachtet, auf die Begriffe der Mannigfaltigkeiten zweier und dreier 
Dimensionen, und von diesen aus gelangt man durch Verallgemeine
rung zu dem Begriffe der Mannigfaltigkeit von mehreren (n) Dimen
sionen. 

Es ist schwer zu sagen, wem in Wahrheit die Prioritat dieses a11-
gemeinen Gedankens zuzuschreiben ist, da es, noch bevor dieser Gedanke 
als eine Richtung geometrischer Forschung erscheint, z. B. bei Lagrange 
vorkommt, daB die Mechanik mit einer Geometrie von vier Dimensionen 
verglichen wird. Der fundamentale Gedanke, um den es sich hier 
handelt, besteht in einer Erweiterung des Begriffes del' zweifachen 
oder dreifachen Ordnung, in welcher die Punkte einer Flache oder 
die Punkte des Raumes gedacht werden konnen, zu einer vielfachen 
Ordnung. So kann man, wahrend die Punkte auf einer Linie geordnet 
sind, durch Bewegung der Linie eine FIache und durch Bewegung del' 
Flache einen Korper oder den gesamten Raum erzeugen. 

Die Moglichkeit einer solchen Vera11gemeinerung wurde z. B. von 
Herbart angedeutet, dessen philosophische Ansichten, wie bekannt, 

lS8) G. Va,'lati, Riv. di ma.t. 5 (1895), p. 75. Vgl. M. Pieri, Torino Atti 
SO (1895), p. 607, und 31 (1896), p. S81, 457; G. Vailati, Riv. di mat. 5 (1895), p.18S; 
A. Padoa, Riv. di ma.t. 6 (1896), p. 35; M. Pasch, Math. Ann. 48 (1896), p. 111. 
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einen starken EinfluB auf den Gedankengang GrafJmanns und Rie
manns ausgeubt haben. In mathematischer Form finden wir den Be
griff der mehrdimensionalen Mannigfaltigkeit bereits im Jahre 1843 
bei A. Oayley vollig entwickelt VOl' 139). Wir finden dann, daB H. GrafJ
mann I40 ) im Jahre 1844 die Idee eines allgemeineren Begriffes, del' 
den des Raumes umfaBt, ausdrucklich ausgesprochen hat. Hierzu 
benutzt er eine Verallgemeinerung der Vektorensummierung, fUr die 
das kommutative Gesetz gultig ist. Der so hergestellte Begriff del' 
extensiven GroBe enthiilt jedoch etwas mehr, als dem reinen Begriffe 
del' Mannigfaltigkeit in del' Theorie des Kontinuums zukommt. 

In einer durchaus allgemeinen Weise wird del' Begriff del' Mannig
faltigkeit von mehreren Dimensionen von B. Riemann 141) mit Hilfe 
einer rekurrenten genetischen Definition aufgestellt. Riemann betrachtet 
eine Mannigfaltigkeit vn von n Dimensionen als eine Klasse von Ele
menten, die sich in unendlicb viele Mannigfaltigkeiten Vn _ 1 von n-1 
Dimensionen derarl verteilen lassen, daB deren Gesamtheit als eine 
Mannigfaltigkeit von einer Dimension betrachtet werden kann, so daB 
jedes Element del' vn einer Vn _ 1 angehort. 

Nimmt man den einfachsten Fall, so wird eine Mannigfaltigkeit 
von zwei Dimensionen als durch unendlich viele Mannigfaltigkeiten 
von einer Dimension erzeugt erscheinen, deren Gesamtheit eine Mannig
faltigkeit von einer Dimension bildet. Diese Definition entspricht 
genau del' 0 ben erwiihnten Tatsache, daB eine Fliiche (d. h. eine 
Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen, deren Elemente Punkte sind) 
als durch die Bewegung einer Linie erzeugt betrachtet werden kann 
in del' Weise, daB die Aufeinanderfolge del' erzeugenden Linien eine 
Mannigfaltigkeit von einer Dimension bildet, deren Elemente Linien 
sind; dadurch werden die Punkte del' Fliiche, so zu sagen, in eine 
doppelte Ordnung gebracht. 

N ehmen wir z. B. eine einfach zusammenhiingende, off ene, d. i. nicht 
begrenzte Fliiche, die wir als Typus deIjenigen betrachten, die wir 
elementare Mannigfaltigkeiten von zwei Dimensionen nennen und mit 
v2 bezeichnen wollen. 

Die Erzeugung del' Fliiche, von del' Riemann ausgeht, fuhrt dazu, 
auf ihr ein Buschel C1'zeugender Linien und ein Buschel von Leitlinien, 
die von den Punkten del' erzeugenden beweglichen Linie beschrieben 
werden, zu betrachten. Daher wird man die Definition einer v2 im 

139) Cambro math. Journ. 4 (1845), p.119, abgedruckt: ColI. math. pap. 1, p.55. 
140) Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, 2. Auf!.. 1878; vgl. Ges. 

math. und phys. Werke, hrsgeg. von Fr. Engel, Leipzig 11, 1894. 
141) Habilitationsvortrag I 3. 
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Hinblick auf zwei erzeugende Buschel elementarer Mannigfaltigkeiten VI 

von einer Dimension in der Weise festsetzen konnen, daB 
1) ein Element del' V2 einer vl jedes Biischels angehorl (Eigen

schaft des Biischels); 
2) eine Vl des einen Biischels und eine des anderen ein und nur 

ein Element gemeinsam haben; 
3) wenn mehrere vl eines Biischels gegeben sind, diejenigen 

Elemente von ihnen, die zwei '/,\ des anderen Biischels angeh5ren, auf 
diesen in gleicher Weise geordnet sind. 

Man kann sagen, daB die beiden Buschel, die den Bedingungen 
1), 2), 3) geniigen (wenn man das Netz odeI' das System del' beiden 
Biischel betrachtet), zu einer netzfiJrmigen Verteilung del' Elemente 
del' V 2 flihren, im Hinblick auf welche die Begriffe Umgebung, Grenz
punkt, umkehrbar eindeutige stetige Beziehung zwischen zwei V2 , eine 
stetige VI auf del' V2 usw. definiert sind (vgl. Nr.14). 

Auf dies en Grundlagen, von del' gegebenen Erzeugung ausgehend, 
kann man eine Theorie del' V 2 entwickeln, in del' die elementaren 
Eigenschaften del' Zerlegung del' v2 in Teile durch eine auf ihr als 
existierend vorausgesetzte stetige Vl bewiesen werden. 

Abel' es handelt sich hier urn eine hypothetische Theorie, da kein 
Mittel vorhanden zu sein scheint, urn auSer den zweierlei Vl des ge
gebenen N etzes andere stetige vl auf del' V2 zu konstruieren, so lange 
wenigstens, als man nicht annimmt, daB die gegebenen erzeugenden v1 auf 
das Zahlenkontinuum bezogen werden k5nnen, indem man das Cantor
sche Postulat von del' Existenz einer ausgezeichneten Teilmenge (vgl. 
ill A B 2, v.Mangoldt, Nr. 8, 9) fiir sie gelten laBt (Nr.14). Fiigt 
man diese Annahme hinzu, so wiirde man offenbar auf del' V2 Koor
dinaten einfuhn!n, d. h. die V2 in umkehrbar eindeutiger Weise auf 
eine Zahlenmannigfaltigkeit (x, y) abbilden k5nnen. 

Abel' man kann, ohne das eben erwahnte Cantorsche Postulat zu 
benutzen, einen anderen Weg zur Einfuhrung del' Koordinaten ein
schlagen. 

Da eine ~rannigfaltjgkeit v2 nach dem allgemeinen Begriffe, den 
wir uns von ihr bilden, verschiedene Erzeugungsweisen gestattet, so 
wird man damuf gefuhrt, sich zu fragen, ob nicht die Annahme del' 
Existenz zweier verschiedener Erzeugungsweisen geniigt, um auf die 
Moglichkeit unendlich vieler solcher Erzeugungsweisen zu schlieBen. 
U nd auf diese, in geeigneter Weise prazisierle Frage erhalt man eine 
bejahende Antworl. 

So wird man fiir die v2 darauf gefiihrt, den oben ausgesprochenen 
drei Satzen das Postulat hinzuzufiigen: 

Encyklop d. math. Wi.8ensch. III 1. [) 
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4) Es existieli auf einer v2 ein drittes Biischel von auf der
selben v2 stetigen VI' die die VI del' beiden erzeugenden Buschel je 
einmal schneid en. 

Ist dies geschehen, so kann man die elementare Mannigfaltigkeit 
von zwei Dimensionen v2 der Zahlenmannigfaltigkeit (x, y) in umkehrbar 
eindeutiger stetiger Weise zuordncn 142). 

Urn von hier aus zu einer geeigneten Definition del' v2 zu kommen, 
ist nul' noch ein Schritt notig. 

Die fiir eine v2 im Hinblick auf eine besondere netzformige 
Verteilung del' Elemente aufgestellten Begriffe del' Umgebung und daher 
des Grenzpunktes usw. sind in del' Tat von diesel' Verteilung unab
hangig, da sie dem Begriffe del' v2 selbst angehol'en. Wenn man sich 
ein Netz urspriinglich gegeben denkt, so kann man auf Grund dieser 
Unabhangigkeit jedes andere Netz mit Rucksicht auf das erste de
finieren; abel' wenn man nt(;r die V2 gegeben denkt, so erscheint 
diese Unabhangigkeit als eine Beziehung zwischen zwei netzlormigen 
Verteilungen ihrer Elemente, und diese Beziehung bildet emen Teil 
del' Bedingungen, die zur Definition del' v2 dienen konnen. 

Man kann daher eine genetische Definition del' 1)8 durch die fol
genden sic charakterisicrenden Postulate aufstellen: 

a) Die Elemente einer V2 konnen in einer netzformigen Ver
teilung (die den Forderungen 1), 2), 3) geniigt) angeordnet werden. 

b) Wenn es zwei netzformige Verteilungen del' Elemente del' 1)2 

gibt und Ii eine Umgebung eines Elementes S bei einer diesel' Ver
teilungen ist, so existiert immer eine Umgebung von S bei del' 
anderen Verteilung, die in Ii enthalten ist. 

c) Es existieren auf v2 zwei Netze, die eines del' beiden er
zeugenden Buschel gemeinsam haben, und wobei die 1)1 del' beiden 
anderen Biischel sich je in einem Elemente schneid en. 

Diese Entwicklungen lassen sich leicht auf die Mannigfaltigkeiten 
von n> 2 Dimensionen iibertragen; fiir die (den V2 analogen) elemen
taren Mannigfaltigkeiten Vn muB man von einer Erzeugung ausgehen, 
die auf n erzeugende Biischel von Mannigfaltigkeiten vn _ 1 fiihrt. 
Auf weiteres brauchell ,wir nicht einzugehen, da neue Schwierigkeiten 
nicht auftreten. 

Kehren wir zu dem Begriffe del' Ve zuriick, um uns zu fragen, 
ob e1' nicht im Hinblick auf die {ertig vorliegende Mannigfaltigkeit 
definiert werden kann, indem man niimlich die Eigenschaften, die 
mit dem Begriffe del' Umgebung eines Elementes auf del' Mannig-

142) V gl. Enriques, Palermo Rend. 12 (1898); p. 222. 
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faltigkeit zusammenhiillgen, chal'akterisiert, ohne durch den Begriff 
del' Umgebung in bezug auf eine netzfol'mige Verteilung (clel' spater 
von diesel' clurch das obige Postulat unabhiingig gemacht worden ist) 
hindurch zu gehen. 

Diesem Zwecke dienen die folgel1clen Postulate, mit del'el1 Hilfe 
]), Hilbert 14~) eil1e Definition clerv2 gegeben hat, indem er sich auf die 
abstrakt betrachtete Ebene bezieht: 

"Die Ebene ist ein System von Dingen, welche Punkte heiBen . 
.Teder Punkt A bestimmt gewisse Teilsysteme von Punkten, zu denen 
e1' selbst gehort und welche Umgebungen des Punktes A heiBen. 

"Die Punkte einer Umgebung lassen sich stets umkehrbar ein
deutig auf die Punkte eines gewissen Jorelanschen Ge bietes in del' 
Zahlenebene abbilden. Das Jordansche Gebiet wird ein Bild jenel' 
Umgebung genannt. 

"Jedes in einem Bilde enthaltene Jorelansche Gebiet, il1l1erhalh 
dessen del' Punkt A liegt, ist wiederum ein Bild einer Umgebung 
von A. Liegen verschiedene Bilder einer Umgebung VOl', so ist die 
(1adul'ch vel'mittelte, umkehrbar eindeutige Transformation del' be
heffenden Jorelanschen Gebiete auf' eil1andel' stetig. 

,,1st B irgend ein Punkt in einer Umgebung von A, so ist diese 
Umgebung auch zugleich eine Umgebung von B. 

,;Zu irgend zwei Umgebungen eines Punktes A gibt es stets eine 
solehe Umgebung des Punktes A, die beiden Umgebungen gemein
sam ist. 

"We11n A und B irgend zwei Puukte un serer Ebene sind, so gibt 
es stets eine Umgebung vou A, die zugleich den Punkt B enthlilt." 

In bezug auf diese Formulierung bemerken wir, daB in ihr als 
primitiver, nicht definierter Begriff nicht nul' del' Begriff del' Um
gebung, sondern auch del' einer gewissen Abbildung del' Umgebung 
auf ein Jorelansches Gebiet, die ihr Bilel genannt wil'd, auftritt. 
Das schlieBt eine Vorschrif't 'libel' (Ue Wahl zwischen den unendlich 
vielen (stetigen und unstetigen) Beziehungen ein, die sich zwischen 
jell en beiden Mannigfaltigkeiten von zwei Dimensionen aufstellen 
lassen. Nun hat Hilbert eine solche Vorschrift nieht gegeben, sondern 
(l1eben anderen Bedingungen) die Fordenmg aufgestellt, daB zwei Jordan
sche Gebiete, die in seinem Sinne Eilder derselben Umgebung sind, in 
stetiger Beziehung zu einandel' stehen sollen. Abel' eine solche Forderung 
lii.6t nicht erkennen, ob ein eillzelnes auf die Umgebung umkehrbar 
eindeutig hezogenes Jordansches Gebiet ein Bild von ihl' ist odeI' nicht, 

143) Gott. Nachr. 1902, p. 28:\; Grundlagen, p. 122 FuBnote. 
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wenn nicht ein besonderes Bild irgendwie als schon gegeben an
genommen wird. Aber diese letzte Annahme (durch welche in der 
Umgebung die netzformige Verteilung x = const., y = const. an
gegeben ware) wiirde uns tatsachlich auf die oben angegebene Definition 
der v2 bei Betrachtung der werdenden Mannigfaltigkeit zuriickfiihren. 

Wir wollen nun im aHgemeinen von den irgendwie zusammen
hangenden Mannigfaltigkeiten von zwei Dimensionen sprechen. 

Vor aHem sind zur Definition des Begriffes der durch eine Linie 
begrenzten elementaren Mannigfaltigkeit oder Flache V2 nul' wenige 
und geringfiigige Abiinderungen dessen notig, was iiber die offene 
Mannigfaltigkeit v2 gesagt worden ist. 

Den allgemeineren Begriff de)" Mannigfaltigkeit oder Flacke von 
zwei Dimensionen und im besonderell den Begriff del' geschlossenen 
Flacke ohne Bander kann man aufstellen, indem man durch geeignetes 
Aufeinanderlegen von Strecken der Begrenzungslinie eille endliche 
Anzahl von V 2 vereinigt; man muB dabei hinterher von der besonderen 
Erzeugungsart absehen und also durch ein geeignetes Postulat die Be
ziehungen zwischen zwei verschiedenell Einteilungen der Mannigfaltig
keit V2 ausdriicken. 

Die hier sich darbietende Untersuchung ist bisher als eine Frage 
der Prinzipien nicht behandelt worden; man suchte im besonderen 
nach der Definition des Geschlechts, des Zusammenhanges usw. der 
Mannigfaltigkeit. 

W ir wollen uns auf die Bemerkung beschranken, daB bei dies em 
Gedankengange als innere Eigenschaft einer Mannigfaltigkeit von zwei 
Dimensionen oder einer Flache die Eigenschaft erscheint, die bei den 
Fliichen des gewohnlichen Raumes dureh die W orte einseitig und 
zweiseitig bezeichnet wird (Umkehrbarkeit und Nichtumkehrbarkeit des 
Drehungssinnes urn einen Punkt; vgl. Kle'in, Math. Ann. 9 (1876), 
p.479.) 

Dber diese Betraehtungen und ihre Ausdehnung auf mehrere 
Dimensionen vgl. III AB 3 Dehn-Heegaard. 

16. Linien auf den Fliichen. Die Untersuchungen iiber den 
Begriff der Linie auf einer Flaehe oder auf einer Mannigfaltigkeit von 
mehreren Dimensionen (und allgemeiner iiber den Begriff der stetigen 
Mannigfaltigkeit innerhalb einer anderen Mannigfaltigkeit) lassen sich 
vor aHem an diejenigen Untersuchungen G. Cantors in der Mengen
lehre ankniipfen, in denen er eine stetige Menge als perfekt und zu
sammenkangend l44) definiert hat. 

144) V gl. den Artikel I A 5 Mengenlehre, Schoenflies, Nr. 13, 16. 
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Beschranken wir uns auf den Fall einer elementaren (vgl. Nr. 14:) 
Linie auf einer Flaehe, so erhalten wir eine geeignete Definition, wenn 
wir fordern 145): 

1) die Existenz einer (und damit auch einer zweiten, entgegen
gesetzten) stetigen Ordnung innerhalb der Linie; 

2) daB, wenn ein Punkt A der Linie und eine Umgebung 6 von 
A auf der Flache gegeben ist, immer eine den Punkt A enthaltende 
Strecke der Linie existiert, die ganz in 6 enthalten ist. 

Von diesen beiden Bedingungen bezieht sieh die erste auf die 
inneren Eigensehaften der Linie als einer Vi' die zweite auf ihre 
at(/3ere Eigenschaft (in bezug auf die Flache), durch welche die innere 
Stetigkeit der Linie die Bedeutung der Stetigkeit auf der Flache an
nimmt. Die rationalen Punkte einer Streeke und die irrationalen 
Punkte einer anderen ihr parallelen Streeke in der Ebene konnen als 
Ganzes so angeordnet werden, daB zwar die erste Bedingung erfiillt 
ist, diese :Menge aber der zweiten Bedingung nicht geniigt. 

:Man wird auch bemerken, daB nach der Cantorschen Ausdrucks
weise 146) die Forderung 2) aussagt, daB die Linie eine in sich dichte 
Menge ist, und daB die Fordemng 1) der inneren Stetigkeit dem 
hinzufiigt, daB diese Menge abgeschlossen ist, so daB also beide Forde
rungen zusammen aussagen, daB die Menge perfekt ist; auBerdem ver
langt die innere Ordnuug nach der Forderung 1), daB es zwischen 
zwei Punkten der Linie immer ein Intervall gibt, und dies schlieBt 
die aus mehreren unzusammenhangenden stetigen Teilen gebildeten 
:Mengen aus. 

In analoger Weise wie die elementare stetige Linie wird man 
die geschlossene stetige Linie (ohne Doppelpunkte) auf einer Flache 
definieren konnen, und fiir diese Linien wird auf einer einfach zu
sammenhangenden Flache der Jordansche Satz1(7) (Nr. 13) bestehen 
und, wie SchOnflies gezeigt hat, auch seine Umkehrung (vgl. III AB 2, 
V. Mangoldt, N r. 8). 

Bei weiteren Untersuchungen liber die Zerlegung der Flaehe durch 
Linien handelt es sieh um die Frage, inwieweit diese Linien zu 
einem besonderen Linien- (oder Koordinaten-)system auf der Flache 

145) V gl. F. Enriqttes, Conferenze di geometria 1894-95, p. 45 und Palermo 
Rend. 12 (1898), p. 222. 

146) Math. Ann. 21 (1883), p. 545, abgedruckt: Acta math. 7 (1885), p. 105. 
147) Er konnte nach der Meinung des Referenten auf Grund der hier an

genommenen Definition bewiesen werden, und damit wiirde gezeigt sein, dae er 
von einer besonderen Wahl der Koordinaten nicht abhangt. 
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in Beziehung stehen. Hieruber verweisen wir auf das fur die Linien 
III der Ebene Gesagte (Nr. 15). 

Wenn also im folgenden (z. B. wenn von den MafJbestimmungen 
Riemanns die Rede ist) analytische Linien in einer FIache (oder in 
einer Mannigfaltigkeit) betrachtet werden, so soU das heUSen, daB 
man sich auf der Fliiche cine Familie von Linien gegeben denkt, die 
infolge del' Wahl eines bestimmten Koordinatensystems von Parametern, 
die auf unendlich verschiedene Weise gewiihlt werden konnen, analytisch 
abhangt. 

III. Prinzipien der projektiven Geometrie. 

17. Postulate in einem Raumstiick. Die "Geometrie del' Lage" 
von v. Staudt, in der die deskriptiven (vgl. FuBnote 5) Eigenschaften 
der Figuren systematisch studiert werden, wiihrelld die metrischen Be
griffe beiseite bleibell, muS als die Grundlage der Untersuchungen 
uber die Prinzipien der projektiven Geometrie betrachtet werden. 

Die Kritik diesel' Prinzipiell wurde durch F. Klein 148) eroifnet, 
der insbesondere die Unabhangigkeit del' genannten Geometrie von 
dem ParaUelenpostulat dargetan hat, indem er u. a. bemerkte, daB es 
genugt, aUe Konstruktionen del' projektiven Geometrie nur in einem 
begrenzten Raumstucke auszufuhren. 

Die Postulate del' projektiven Geometrie in einem begrenzten 
Raumstucke sind dann von M. Pasch 149) in streng logischer Fassung 
aufgestellt worden. 

Sind die Betrachtungen anfangs nur fur ein in geeiglleter Weise 
begrenztes Raumstuck (z. B. fur das Innere eines Tetraeders oder einer 
zusammenhiingenden Fliiche) entwickelt worden, so kann man die Gerade 
aus einer (geradlinigen) linearen Strecke, die sich nach der einen odeI' 
der anderen Seite verliingern laBt, hervorgehen lassen. Die charakte
ristischen Eigenschaften dieser Strecken, in der Fassung, die durch 
die Betrachtung del' fertigen Figur gegeben wird (Nr. 4), wobei in
deB die Stetigkeit noch ausgeschlossen bleibt, und an zweiter Stelle 
die Eigenschaft, daB "zwei Punkte eine geradlinige Strecke be
stimmen", bilden den Inhalt der ersten acht Grundsiitze von M. Pasch. 
Auf diese Postulate von der Geraden folgen vier Postulate von del' 
Ebene (oder besser von der ebenen FHiche), die sich auf folgende Eigen
schaften beziehen: Bestimmung del' Ebene durch drei nicht in einer 

148) Gott. Nachr. 1871, p. 419; wieder abgedruckt Math. Ann. 4 (1871), 
p. 573; ferner Math. Ann. 6 (1873), p. 112; 7 (1874), p. 531; 17 (1880), p. 52. 

149) Neuere Geometrie ;vgl. G. Peano, Principii. 
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Geraden liegende Punktej ihre Eigenschaft, die geradlinige Strecke 
zu enthalten, die zwei beliebige ihrer Punkte verbindetj zwei Ebenen, 
die einen Punkt gemeinsam haben, haben wenigstens noch einen 
anderen Punkt gemeinsam j eine Gerade, die in del' Ebene eines 
Dreiecks ABC liegt und e.ine seiner Strecken, Seiten, tl'ifft, trifft 
noch eine andere diesel' Strecken (diese Eigenschaft sagt im wesent
lichen aus, daB "die Gerade die Ebene in zwei Teile zerlegt", und setzt 
also fest, daB die Ebene eine FHiche ist, auf der die Gerade eine 
Linie ist (vgl. Nr. 8).1',0) 

In den genannten Postulaten erscheinen die Begriffe der gerad
linigen Strecke und del' ebenen Fliiche als primitiv (empirisch ge
geben). 

150) Diese Postulate sind iibrigens den Postulaten I der Nr. 3 und II der 
Xr. 4: gleichwertig. 'Venn man ihnen das Dedekinrlsche Stetigkeitspostulat in 
der oben (Nr. 7) angegebenen deskriptiven Form hinzufiigt, so erhalt man das 
vollstandige System der deskriptiven Postulate fur ein Rautllstikk. 

SchlieJ3t man sich der von G. Peano (Riv. di mat. 4 (1894), p. 51) vor
geschlagenen Reduktion des Begriffes der Ebene an, so konnen die genannten 
Postulate, abgesehen von der Stetigkeit, wie folgt f'ormulierl werden: 

1. Es gibt unbegrenzt viele Elemente, die wir Punkte nennen. 
2. lrgend zwei von einander verschiedene Punkte bestimmen eindeutig eine 

Klasse von unbegrenzt vielen Punkten, der sie selbst angehoren und die Strecke 
genannt wird. Irgend zwei Punkte einer Strecke bestimmen eine andere Strecke, 
deren Punkte der ersten angehoren. 

3. Jede Strecke A B bestimmt zwei andere Klassen von Punkten, ihre Ver
langerungen iiber B resp. A hinaus, demIt daB jeder Punkt der eraten resp. 
zweiten KlaBse mit A resp. Beine Strecke bestimmt, der B resp. A angehOrt. 
1st 0 ein Punkt del' Strecke AB, 80 faUt die VerUingerung von OB iiber B 
hinaus mit derjenigen von AB uber B hinaus zusammen und die Verlli.ngerung 
von AO iiber 0 hinaus besteht aus der Strecke OB und ibrer Verlangerung ilber 
B hinaus. 

4. Es gibt keinen Punkt, der beiden Verlangerungen einer Strecke gleich
zeitig angehOrt. 

Erate Definition: Eine Gerade besteht aus den Punkten einer Strecke 
und ihren heiden VerIangerungen. 

5. Au.8erha,lb jeder Geraden gibt es Punkte. 
6. Wenn A, B, 0 drei nicht in einer Geraden liegende Punkte sind und D 

ein Punkt der Strecke BO, ferner E ein Punkt der Strecke AD ist, dann exi
,tiert ein der Strecke AB angehOriger Punkt F deraIt, daB E auf der Strecke 
CF liegt. 

7. Wenn A, B, 0 drei nicht in gerader Linie liegende Punkte sind, D ein 
Punkt der Strecke BO und Fein Punkt der Strecke AB ist, dann existiert ein 
Punkt, der den Strecken AD und OF gemeinsam ist. 

Zweite Definition: Die Klasse der Punkte derjenigen Strecken reap. Geraden, 
welche drei nicht in einer Geraden liegende Punkte mit den Punkten der durch 
die beiden anderen bestimmten Strecke verbinden, heiJ3t Dreieck resp. Ebene. 
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Das durch die el'wahnten Satze definiel'te Raumstiick kann dul'ch 
Einfiihrung del' uneigentlichen oder idealen Punkte zum voUen pl'o
jektiven Raum erweitert werden; diesel' Gedanke erscheint als eine 
natiirliche Erweiterung del' Idee, die wwndlich fernen Punkte als die 
gemeinsamen Punkte zweier Parallelen zu betrachten 151). 

Zu diesel' Einfiihrung del' uneigentlichen Punkte gelangt man, 
indem man den Begri1£ des "Strahlenbiindels" verallgemeinert. Wenn 
man "komplanar" zwei Gerade llelmt, die in einel' Ebene liegen, so 
beweist man (Pasch), daB, "wenn a, b zwei komplanal'e Gel'ade 
sind, die also einel' Ebene ab angeh5l'en, und wenn c, d zwei andere 
Gerade sind, von denen jede mit den a, b komplanal' ist, die 
genannten Gel'aden c, d selbst komplanal' sind", und zwar unab
hangig von del' Existenz eines (in dem begrenzten Raumstiicke 
gelegenen) gemeinsamen Punktes del' Geraden a, b. Auf diesen Um
stand griindet sich del' erweiterte Begl'iff des Biindels, als einel' Gesamt
heit von Geraden, die zu je zweien komplanal' sind und nicht samtlich 
in einer und del'selben Ebene liegen: des eigentlichen Biindels, wenn 
die genannten Geraden samtlich durch einen (eigentlichen) Punkt gehen, 
des uneigentlichen im entgegengesetzten Fane. Und hiel'aus entspl'ingt 
dem urspriinglich begrenzten Raumgebiet gegeniiber del' Begri1£ des 
uneigentlichen odel' idealen Pttnktes und dann wei tel' del' del' uneigent
lichen Geraden und del' del' uneigentlichen Ebene. 

Die Einfiihl'ung del' uneigentlichen Elemente hat zul' Folge, daB 
es fiir die Satze, die sich auf die Bestimmung von Geraden und 
Ebenen durch Punkte und auf 'ihl'e gegenseitigen Schnitte beziehen, 
eine Ausnahme nicht mehr giht; andel'erseits modifiziert sie unsere 
Vol'stellung von dem Zusammenhange del' Geraden, die nach del' 
Erweiterung durch die uneigentlichen Punkte nicht mehr wie eine 
o1£ene, sondern wie eine geschlossene Linie el'scheint. So wird unsel'e 
gewohnliche Raumanschauung modifiziel't, und im Gegensatz zu dem 
Begriffe des gewohnlichen Raumes el'hiilt man den Begl'i1£, den wir 
mit dem N amen vollstandiger projektiver Raum bezeichnen wollen. 

151) G. Battaglini, Napoli Rend. 1867 oder Nouv. ann. (2) 7, p. 202, 265, 
hat bereits bemerkt, daB in del' Lobatschefskijschen Geometrie die unendlich fernen 
Punkte der Geraden als durch ein ideal&~ Gebiet hindurch verbunden betrachtet 
werden; F. Klein, Math. Ann. 6 (1872), p. 130, bemerkt, daB die idealen Punkte 
durch Strahlenbiindel gegeben sind, und diese Bemerkung erscheint wieder bei 
G. Battaglini, Giorn. di mat. 12 (1874), p. 300. Die vollstandige Theorie der 
idealen Punkte i~t spater von M. Pasch entwickelt worden, Fu8n. 149; vgl. auch 
V. Reyes y Prosper, Math. Ann. 32 (1888), p. 157; M. Pasch, Math. Ann. 32 (1888), 
p. 159; F. Schur, Math. Ann. 39 (1891), p. 113; R. Bonola, Giorn. di mat. 38 
(1900), p. 105. 
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18. Postulate fur den vollstitndigen projektiven Raum. Zu 
dem Begriffe des projektiven Raumes kann man auch durch einen 
AbstraktionsprozeB von der durch das Auge vermittelten sinnlichen 
Anschauung her gelangen. Indem wir tiber eiuige Schwierigkeiten, 
die mit einer solchen psychologischen Konstruktion zusammenhangen, 
hinweggehen, wollen wir zusehen, wie sich das Problem, die elemen
taren Postulate, die den projektiven Raum charakterisieren, anzugeben, 
darstellt, wenn dessen Begriff als in dem Kopfe des Mathematikers 
ausgebildet vorausgesetzt wird 152). 

Hier gibt es wesentlich zwei Gruppen von Postulaten: 
a) Die Postulate, d1:e sich auf die Bestirnrnung von Geraden und 

Ebenen und auf ihrc gegenseitigen Schnitte beziehen (Postulate des Ein
anderangehOrens ). 

Vor aHem: zwei Punkte bestimmen cine Gerade (eine Gesamtheit 
von Punkten), die auch durch irgend zwei ihrer Punkte bestimmt ist. 

Die (vollstandige) Ebene kann durch Projektion der Punkte einer 
Geraden von einem auBerhalb gelegenen Punkte aus erzeugt werden. 

Es muB dann das fundamentale Postulat von der Ebene gegeben 
werden, das M. Pieri in der folgenden einfachsten Form annimmt: 
Wenn A, B, C drei nicht in einer Geraden liegende Punkte sind, so 
haben die Gerade, die durch A und einen Punkt von BC bestimmt 
ist, und die Gerade, die durch B und einen Punkt von A C bestimmt 
ist, einen Punkt gemeinsam (vgl. FuBnote 150). 

Daraus folgt die Eigenscbaft der vollstandigen Ebene (in dem 
projektiven Raume), die durcb zwei ihrer Punkte bestimmte (voU
standige) Gerade zu enthalten, und die Eigenschaft, daB "zwei Gerade 
der Ebene immer einen Punkt gemeinsam haben". 

Wie die Ebene durch Projektion der Geraden erzeugt wird, so 
kann del' pl'ojektive Raum dul'ch Projektion der Ebene erzeugt 
werden. Hier wird man dann ferner (wenn man zur gewohnlichen 
projektiven Geometrie kommen will) postulieren, daB auf diese Weise 
die Gesamtheit alIer Punkte erschopft wird, indem man annimmt, daB 
"eine Gel'ade und eine Ebene immer einen Punkt gemeinsam haben". 
Dieses Postulat entspricht dem anderen der Nr. 17, nach welchem (in 
dem dod betrachteten Raumstticke) zwei Ebenen, die einen Punkt 
gemeinsam haben, noch einen anderen Punkt gemeinsam haben. Es 

152) Diesem Gedankengange gehoren an die Arbeiten von: F. Amodeo, 
Torino Atti 26 (1891), p. 741; G. Fano, Giorn. di mat. 30 (1892), p. 106; F. Enriques, 
Fu6n. 130; M. Pieri, Torino Atti 30 (1895), p. 607; 31 (1896), p. 381, 457; 32 (1897), 
p. 343; 1st. Lomb. Rend. (2) 31 (1898), p. 780, zusammengefa6t in Torino Mem. 
(2) 48 (1898), p. 1. V gl. auch H. Thieme, Progr. Oberrealschule Posen 1900. 
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hat die Bestimmung, die Dimensionenzahl des Raumes auf drei zu 
beschranken. Wenn man von diesem Postulate absieht, so erzeuge 
man durch Projektion einer Ebene von einem auBeren Punkte aus 
einen projektiven Raum von drei Dimensionen 83 ; dann kann man, im 
Gegensatze zu dem eben erwiihnten Postulate, annehmen, daB aufJe1'
halb dieses Raumes noch ein Punkt existiert; wenn man 83 von 
diesem Punkte aus projiziert, so erzeugt man einen projektiven Raum 
von vier Dimensionen 84 usw. 

Diese rekurrente Erzeugung del' projektiven Riiume von n Dimen
sionen 8", ist von G. Veronese (III C 9, 8egre, Mehrdimensionale Raume) 
entwickelt worden. Fiigt man fiir den 8", (wie fUr den 83 ) die Postu
late hinzu, die sich auf die Linieneigenschaften der Geraden und auf 
die Fliicheneigenschaften del' Ebene heziehen (diese Postulate werden 
wir gleich erwahnen), so erscheint del' 8", als eine besondere Mannig
faltigkeit von n Dimensionen, deren charakteristische Eigenschaft durch 
das in geeigneter Weise zn modifizierende Postulat von del' Ebene 
ausgedriickt ist. 

b) Die Postulate, die sich auf die Linieneigenschaften der Geraden 
wid auf die Fliicheneigenschaften der Ebene beziehen. 

Die Gerade des projektiven Raumes ist eine geschlossene Linie, 
d. h. ihre Punkte sind in einer cyklischen Anordmtng vorhanden 
(vgl. Nr. 15). 

Die Eigenschaft del' Ebene, eine Fliiche zu sein, in welcher die 
Geraden Linien sind, kann man (wenn man die werdende Figur be
trachtet) ausdrilcken, indem man den projektiven Charaktm' del' cykli
schen Anordnung del' Punkte del' Geraden postuliert 153). Es folgt 
aus diesem Postulate in Verbindung mit dem anderen, daB "zwei 
Gerade einer Ebene immer einen Punkt gemeinsam haben", daS die 
projektive Ebene eine Fliiche mit einem Sinne ist (L. 8chZiifli bei 
Klein, Math. Ann. 7 (1874), p. 550; vgl. Nr. 15, 23). Hierbei sei 
bemerkt, daB del' hierin liegende Unterschied zwischen der gewohn
lichen metrischen Ebene und del' projektivell Ebene im Raum kein 
Allalogon hat: in dem dreidimensionalen projektiven Raume gibt es 
immer zwei ineinandel' nicht iiberfiihrbm'e Schraubensinne. 

19. Projektive Xoordinaten. Auf Grund der Postulate del' Nr.17 
oder del' gleichwertigen del' Nr. 18 kann man die Punkte des pro
jektiven Raumes durch die Verhaltnisse von vier homogenell Koor
dinatell (sogenannten projektiven Koordinaten) in del' Weise darstellell, 
daB die Ebellen durch lineare Gleichungen dargestellt werden. 

153) V gl. Enriques, Vorlesungen tiber projektiv8 Geometrie, p. 24. 
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In dem gewohnlichen (Euklidischen, oder auch nicht-Euklidischen) 
Raume kann man ein System von projektiven Koordinaten aufstellen, 
wenn man ein fundamentales Tetraeder und einen Einheitspunkt an
nimmt und die Projektionen dieses Einheitspunktes auf jede Kante des 
Tetraeders von der gegeniiberliegenden Kante aus betrachtet; in der
selben Weise betrachtet man die analogen Projektionen eines willkiir
lichen Punktes P des Raumes j auf jeder Kante erhlHt man dann vier 
Punkte (zwei Eckpunkte des Tetraeders und die Projektiollen des Ein
heitspunktes und des Punktes P), und diese fiihren auf ein gewisses 
Doppelverhaltnisj die so erhaltenen Doppelverhiiltnisse liefern gerade 
die wechselseitigen Verhliltnisse der projektiven Koordinaten des 
Punktes P.1M) 

Genau dieselbe Konstruktion wird man zu dem gleichen Zwecke 
in dem projektiven Raume ausfiihren, wobei man nur das Doppel
verhaltnis oder, wie v. Staudt sagt, den WU1t von vier Punkten einer 
Geraden als Zahl in deskriptiver Weise definieren wird, d. h. in der 
Weise, daB man von dem Begriffe der Streckenliinge absieht, der in 
der reinen projektiven Geometrie ohne Bedeutung ist. 

Diese deskriptive Definition des Doppelverhaltllisses ist von 
v. Staudt 155) gegeben worden im Anschlu6 an die von ihm eillgefiihrte, 
spater von J. Liiroth 156) erweiterte Rechnung mit Punktquadrupeln 
oder Wiirfenj diese Definition umfaBt, wenn man noch den Begriff del' 
Involution einfuhrt, auch den Fall komplexer Punkte. 

Fur den Fall reeIler Punkte kann man eine deskriptive Definition 
des Doppelverhiiltnisses, das ein Punkt P einer Geraden mit drei ge
gebenen Punkten A, B, C bildet, geben, die sich auf das gewohnliche 
MeBverfahren reduziert, wenn man den Punkt 0 als den unendlich 
fernen Punkt der Geraden betrachtet; die Punkte P, fur welche das 
Doppelverhaltnis (ABCP) einen rationalen Wert hat (Punkte, die 

154) Zu diesem (moglichst allgemeinen) Systeme projektiver Koordinaten ist 
A. F. Mobius in dem Buche "Der barycentrische Calcul" (1827) gelangt, indem 
er die Verhiiltnisse seiner barycentrischen Koordinaten zu denen eines festen 
Punktes (des Einheitspunktes) betrachtete und auch bemerkte, daB diese Ver
hiiltnisse sich durch DoppelverhlUtnisAe ausdrUcken lassen; vgl. im iibrigen 
W. Fiedler, ZUrich Vierleljahrschr. 15 (1871), p. 152, und "Die darstellende Geo
metrie", Leipzig, drei Auf!. 1871, 1875, 1886. V"ber die Einfiihrung des Doppel
verhl!.ltnisses in die nicht-Euklidische Geometrie vgl. Klein, Math. Ann. 6 

(1873), p. 129. 
1(5) Beitrli.ge zllr Geometrie der Lage, Niirnberg 1856, Heft 2, p.261. Vgl. 

W. Hamilton, Elements of quatemions, London 1866, p. 24, 62; w: FiedZer, 
FuBn.l54. 

156) Math. Ann. 8 (1875), p. 14&. 
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dem dureh A, B, 0 bestimmten harmonisclwn Systeme odeI' Netze an
gehOren), e1'hiilt man du1'ch wiederholte Konst1'uktion del' vierten ha1'
monisehen Punkte in eine1' dureh den genannten Wert bestimmten 
Weise, wahrend man zu den Punkten, fur welehe das Doppelverhaltnis 
irrational ist, durch einen GrenzprozeB gelangt 157). v. Standt hat dies 
alies auch auf imaginare Elemente ausgedehnt (vgl. III AB 6, Schoenflies). 

20. Bemerkungen iiber die grundlegenden Satze der projek
tiven Geometrie. Mit Hilfe des in Nr. 17 odeI' in Nr. 18 dargelegten 
Postulatensystems kann man die projektive Geometrie vollstandig be
grunden (vgl. III A B 6, P1'ojektive Geometrie, Schoenflies). Hinsicht
lich del' Beziehungen, in denen ihre Hauptsatze zu den genannten 
Postulaten stehen, mtissen wir einige Bemerkungen machen. 

a) tiber den Desarguesschen Satz (Satz von den homologen 
Dreieeken). 

Diesel' Satz ist zuerst von v. Staudt bei bloBe1' Benutzung del' 
Postulate des Einanderangehorens durch raumliehe Betrachtungen be
wiesen worden. 

F. Klein hat zuerst 158) darauf aufmerksam gemacht, daB es nieht 
andel'S geht, i;ndem er zeigte, daB del' genannte Desa1-gnessche Satz 
sich nieht beweisen laBt, wenn man sich allein auf die Postulate 
del' projektiven Geometrie eines ebenen Gebietes stiitzt, da sonst 
folgen wiirde, daB, welln auf irgend einer Flaehe ein Liniensystem 
von del' Art gegeben ist, daB durch zwei Punkte immer eine Linie 
geht, die Linien des Systems bei Einfiihrung geeigneter krummliniger 
Kool'dinaten sich durch lineal'e Gleichungen dal'stellen lassen wiirden, 
wiih}'end dies z. B. fiir die geodatischel1 Linien einer Fliiche mit 
variable}' Kriimmul1g nach Beltrami nieht moglich ist 159). 

N euerdings hat D. Hilbert 160) in elemel1tarer ,Veise eine konven
tionelle Geometrie del' Gesamtebene begriindet, in del' der Desarguessche 
Satz nicht gilt, wohl abel' die projektiven Postulate. (Dagegen kann 
man bei Benutzul1g del' Kongruenzpostulate und des Parallelenpostulats 

157) V gl. z. B. R. De Paolis, Rom Linc. Mem. 1888/89. Hinsichtlich der Be
ziehungen, in denen die Einfiihrung del' projektiven Koordinaten zu del' Bestim
mung der Projektivitltt zwischen zwei abstrakten projektiven Raumen steht, vgl. 
F. Em'iques, Lezioni di geometria proiettiva, Bologna 1898, Appendice, deutsche 
Ausgabe von H. Fleischer, Leipzig 1903, Anhang, und Palermo Rend. 12 (1898), 
p.222. 

158) Math. Ann. 6 (1873), p. 112. 
159) E. Beltrami, Ann. di mat. (1) 7 (1865), p. 185 (Ill D 5, v. Lilienthal, 

Nr. 34-, und III D 6a, Voll, Nr. 9). 
160) Grundlagen Nr. 3. tJber die nicht-Desarguesscbe Geometrie vgl. auch 

F. R. Mo~'lton, Am. Soc. Trans. 3 (1902), p. 192. 
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den Desarglwsschen Satz in der Ebene, d. h. ohne raumliche Konstruk
tionen zu Hilfe zu nehmen, beweisen. Vgl. auch Nr. 11.) 

D. Hilbert hat auch bemerkt, daB umgekehrt der Desarguessche 
Satz in der Ebene die Anwendung der Postulate des Raumes beim 
Beweise del' del' projektiven Geometrie del' Ebene zukommenden 
Eigenschaften vollstandig ersetzt 161). 

b) Uber die Trennung der konj1,tgierten Punkte einer hm'monischen 
Gruppe. 

Dieser Satz ist von v. Staudt in einer nicht rein deskriptiven Weise 
bewiesen worden, indem er den Begriff del' metrisch aufgefa.Bten karper
lichen Ecke (deren Kanten Halbgerade sind) einfuhrte. Del' Beweis 
von M. Pasch 162) zeigt eine Lucke, weil e1' die Moglichkeit nicht 
ausschlie.Bt, da.B del' zu drei Punkten gehOrige vierte harmonische 
Punkt mit einem dieser Punkte zusammenfallt, so da.B G. Fano 163) 

geglaubt hat, da.B hier ein neues Postulat eingefuhrt werden musse. 
Dagegen hat del' von F. Enriques (FuBnote 137) gegebene Beweis 

des Satzes klargestellt, daB diesel' Satz sich aus den oben ausgespro
chenen deskriptiven Postulaten allein herleiten lii.Bt, da er sich wesent
lich auf die Ordnungen der Punkte del' Geraden und auf deren pro
jektiven Charakter (ohne daB die Stetigkeit notig ware) stittzt. 

c) Ubet· v. Staudts Fundamentalsafz cler Projektivitiit. 
Durch das Studium del' Beziehung zwischen den Punkten zweier 

Ebenen, in der jeder Geraden eine Gerade entspricht (Kollineation), 
wurde v. Stattdt dazu gefuhrt, die "Projektivitat" zwischen Geraden 
(odeI' Gebilden erster Stufe) als eine umkehrbar eindeutige Beziehung 
zu definieren, bei del' die harmonischen Gruppen erhalten bleiben 164). 
Die Konstruktion del' Projektivitat durch Projizieren und Schneiden 
hangt dann von dem fttndamentalen Satze ab: "Die Projektivitat zweiel' 
Grundgebilde erster Stufe ist durch drei Paare homologer Elemente 
bestimmt", den v. StaUllt auf den Fall einel' Projektivitat mit drei 
Doppelpunkten auf einer Punktreihe zuritckfiihl't. Es ist wichtig her
vorzuheben, daB die Bedeutung dieses Satzes wesentlich mit del' von 
v. Staudt gewahlten Definition der Projektivitat zusammenhangt. Wenn 
man statt der v. Staudtschen Definition die Definition Poncelets nimmt: 

161) Die Benutzung von projektiven Raumen Sn fUr n> 3 beim Beweise 
von Eigenschaften des Raumes Sa fiihrt zu keinem Resultate, das man nicht schon 
aua den Postulaten der pl'ojektiven Geometrie des Ss selbst ableiten konntej vgl. 
O. Segl'e, Riv. di mat. 1 (1891), p. 42. 

162) Neuere Geometrie, p. 85. 
163) Giorn. di mat. 30 (1892), p. 106. 
164) Geometrie del' Lage, Nilrnberg 1847, § ~. 
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"Projektiv sind zwei Gerade, die durch Projizieren und Schneiden auf 
einander bezogen sind" 160), so bildet die Bestimmung der Projektivitat 
durch drei Paare homologer Punkte einen fundamentalen Sate nur in 
eingeschriinktem Sinne, der weniger ausdriickt als der 'V. Staudtsche Satz, 
insofern man auf ihn allein die Theorie der Kollineation zwischen 
Ebenen und Raumen nicht begriinden kann. 

Der deskriptive Beweis, den 'V. Staudt von seinem Satze gegeben 
hat, zeigt eine Lucke, auf die O. WeierstrafJ in seinen V orlesungen auf
merksam gemacht hat 166). Diese wurde auf verschiedene Weise aus
gefiillt, .indem man die Stetigkeit der Geraden odeI' etwas, was davon 
abhiingt, zu Hilfe nahm. 

Klein 167), Liiroth und Zeuthen haben, indem sie den von 
v. Staudt eingeschlagenen Weg, die projektive Beziehung als gegeben 
vorauszusetzen, verlie8en, gezeigt, wie diese mit Hilfe von drei 
Paaren vorgeschriebener homologer Punkte in bestimmter Weise kon
struiert werden kann, und zwar, indem man von der Punktreihe 
ausgeht, die durch drei Punkte einer Geraden vermoge immer neuer 
Konstruktion des vierten harmonischen Punktes erzeugt wird. Klein 
griindet seinen Beweis auf die Wiederholung der harmonischen Kon
struktion fur die Grenzpunkte der Reihe; Liiroth und Zeuthen ver
schieben die A.nwendung der Stetigkeit, indem sie zeigen, wie die 
Punkte der harmonischen Reihe in jede Strecke eindringen. Die von 
ihnen angedeutete Konstruktion wird klarer, wenn einer der drei 
fundamentalen Punkte sich im Unendlichen befindet; alsdann wird 
die harmonische Reihe von A.bszissenwerten, die Liiroth und Zeuthen 
benutzen, eine ilyadische Reihe, d. h. eine Reihe von Bruchen, deren 
Nenner Potenzen von 2 sind, und es zeigt sich, daB von dieser 
Reihe sich in jeder Strecke Punkte befinden, sofern man das Archi
medische Postulat annimmt. Dieses Postulat betrachtete man damals 
noch als selbstverstiindlich; ill der Tat ist es als Postulat erst etwas 
spiiter wieder in Diskussion gezogen worden (von Stole; vgl. FuB-

165) Diese Definition ist von L. Ol'emona, Elementi di geometria proiettiv8, 
Roma 1873, deut8ch von R. Tmutvette1', Stuttgart 1882, p. 7, und von J. Thomae, 
Ebene geometrische Gebilde, Halle 1873, p. 12, wieder aufgenommen worden. 
In alteren Darstellungen. aurh hervorragender Autoren, wird projektive Be
ziehung einstufiger Grundgebilde vielfach mit eindeutiger Beziehung vel'wechselt. 

166) C. Weierstra/J hat auch einen genetischen (abel' nicht deskrlptiven) 
Beweis des im engeren (Ponceletschen) Sinne verstandenen Satzes gegeben, der, 
von E. Kotter und H. A. Schwarz wieder hergestellt, sich in C. Weierstra/J, Math. 
Werke 3, p. 161 befindet. 

167) Math. Ann. 7 (1874), p.531; Liiroth und Zeuthen ebendort 030; vgl. 
auch Math. Ann. 37 (1890). p. 544, insbesondere p. 565 f. 
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note 64) 168). Man erhalt so einen gewissermallen metrischen Beweis 
des fundamental en Satzes, der iibrigens bei Pasch (FuBnote 149) vor
kommt. 

Darboux 169) hat sieh wieder der v. Staudtschen Vorstellung ge
nahert, gibt jedoeh der Frage eine analytisehe Wendung. Indem er 
die projektive Beziehung zwischen zwei Geraden im v. Staudtsehen 
Sinne als gegeben annimmt, zeigt er, daB diese geordnet (und also 
stetig) ist, und fiihrt dann die Frage auf die Funktionalgleichung 
((x + y) = ((x) + ((y) zuriick, deren stetige Losung {(x) = ax ist. 
(Siehe aueh II A 11, Pinche:rle, Funktionenoperationen Nr.27). 

F. Scht~r 170), der den Zahlbegriff vermeidet, iiberwindet die fun
damenta.le Sehwierigkeit des v. Staudtschen Beweises, indem er als 
Postulat annimmt, dati, wenn zwei Punkte sich auf der Geraden in 
entgegengesetztem Sinn bewegen, es einen Punkt gibt, in dem sie 
sieh begegnen. 

F. Enriques 171) leitet den genannten Satz direkt aUB dem in del' 
Dedekindsehen Form (deskriptiv) angenommenen Postulate der Stetig
keit her. 

In allen den oben angedeuteten Beweisen stiitzt man sieh also auf 
die in deskriptiver oder metrischer Weise ausgesproehene Stetigkeit 
del' Geraden oder wenigstens auf die Mogliehkeit, die Gerade als in 
einer stetigen Mannigfaltigkeit von Elementen enthalten zu betrachten, 
worin das Archimedisehe Postulat mit einbegriffen ist. 

Die Untersuchung, ob man von diesel' V oraussetzung, sofem man 
Projektivitat durch wiederholte Projektion erklart, absehen kann, hat 
auf einige Entwicklungen del' nicht-Archimedischen projektiven Geo
metrie gefiihrt, dureh die die Frage del' Beziehungen zwischen den 
grundlegenden Satzen del' projektiven Geometrie neu beleuehtet worden 
ist (vgl. Nr. 4-2). 

d) Bezieltung des Fundamenialsatzes zum Mobiussclten Netz. Wir 

168) F. Klein (Fricke-Klein, Modulfunktionen 1, Leipzig 1890, p. 239 f., und 
Klein, Nicht-Euklidische Geometrie 1, p. Sluff.) bemerkt, daB die auf einem Kegel
IIchnitte konstruierte harmonische Reihe auf das engste mit der in der Theone 
der elliptischen Modulfunktionen vorkommenden Dreiecksfigur zusammenhangt; 
man erkennt alsdann intuitiv die Stetigkeit der Reihe, indem man sieht, dall 
sich hier Dreiecke vou beliebiger Kleinheit darbieten (vgl. II B 4, Fricke, Auto
morphe Funktionen). 

169) Ma.th. Ann. 17 (1880), p. 155. 
170) Math. Ann. 18 (1881), p. 252; vgl. Thomae, Analytische Geometrie der 

Ebene, und Th. Reye, Die Geometrie der Lage, 4. Auti. 1. Abt., 1898. 
171) 1st. Lomb. (Fu6n. 137) und Lezioni (Fu6n. 153). V gl. L. Balser, :Math. 

Ann. 55 (1901), p. 143. 
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haben gesagt, daB die (v. Staudtsche) Definition der Projektivitat 
zwischen Geraden aus der Betrachtung der Kollineation zwischen 
Ebenen und Raumen hervorgeht. Aus dem Fundamentalsatze folgt, 
daB diese Kollineation in der Ebene durch vier, im Raume durch 
fiinf Paare entsprechender Punkte bestimmt ist. 

Nun ist diesel' Folgesatz seinerseits dem genannten Fundamental
satze gleichwertig, und es ist bemerkenswert, da!\ er mit Hilfe del' 
Konstruktion del' Mobiusschen Netze bewiesen werden kann. Be
trachtet man z. B. die Ebene, so ergibt sich, daB vier unabhangige 
Punkte A, B, 0, D durch lineale Operationen zu einem System von 
Punkten fiihren (dessen Koordinaten zu denen von A, B, 0, D, wenn 
man diese Punkte als die Grundpunkte (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), 
(1, 1, 1) annimmt, rational sind); die Koordinaten dieses Systems (das 
ein Mobhtssches Netz genannt wird) bedecken auf Grund des Stetig
keitspostulats die ganze Ebene (da infolge des Stetigkeitspostulats 
jeder Punkt del' Ebene, del' dem genannten System [dem Mobiusschen 
N etz] nicht angehort, als Grenzpunkt des Systems bestimmt ist und 
also eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Punkten del' 
Ebene und den rationalen und irrationalen Kool'dinaten entsteht). 
Aus diesel' Konstruktion leitet Mobius, indem er sie als stetig vor
aussetzt, die Bestimmung del' Kollineation abo Wenn man in einer 
Kollineation zwischen zwei Ebenen vier Paare unabhangiger Punkte 
sich entsprechen HiBt, so miissen die in homologer Weise konstruierten 
Punkte del' durchdie beiden Punktquadrupel definierten Netze ebenso 
wie ihre Grenzpunkte sich entsprechen, und daher ist die Kollineation 
bestimmt. 

Man bemel'ke, daB die Annahme der Stetigkeit derjenigen Be
ziehung (Kollineation), in welcher jeder Geraden einer Ebene eine 
Gerade entspricht, auf Grund der Stetigkeit del' Geraden bewiesen 
werden kann, wie aus dem von V. Staudt angegebenen Verfahren 
hervorgeht. 

e) Beziehung des Fundamentalsatzes zur Lehre von den Proportion en. 
Die Beziehungen des Fundamentalsatzes der Projektivitat zur Pro
portionentheorie gehen aus den folgenden beiden Bemerkungen hervor. 

Auf Grund del' gewohnlichen (arithmetischen) Theorie del' Pro
portionen zwischen Strecken kann man ein System von projektiven 
(insbesondere auch cartesischen) Koordinaten einfiihren, vgl. Nr. 19. 

Del' im engel'en (Ponceletschen) Sinne verstandene Fundamental
satz der Projektivitat wird mit Hilfe der Invarianz des Doppelverhiilt
nisses bei Projektionen und Schnitten bewiesen, und diese folgt leicht 
aus der gewohnlichen Proportionentheorie. 
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Wie sich die Frage gestaltet, wenn man von der Stetigkeit ab
sieht, dariiber vergleiche man den Abschnitt VII. 

21. Uber die Bedeutung der Begriffe der Anordnung in der 
Begriindung der projektiven Geometrie. Setzen wir nur die funda
mentalen Begriffe "Punkt" und "Verbindungslinie zweier Punkte" und 
die Postulatengruppe a) (Nr. 18), die sich auf diese Begriffe bezieht, 
als gegeben voraus, wie weit kann man dann in del' Begriindung der 
projektiven Geometrie gehen? 

Mit dieser Frage hangt eine Forschungsrichtung zusammen, in 
der die Punkte nicht als von, vornherein gegeben, sondern von einigen 
gegebenen Punkten aus durch lineale Operationen konstruiert be
trachtet werden, so daa man also eine projektive GeO'metrie besonderer 
P-unktsysteme erhalt. 

Jene wenigen Annahmen erfordern, daa in unserem Raume oder 
fundamentalen System wenigstens vier, nicht in einer Ebene liegende 
Punkte und auaerdem ein Punkt auBerhalb del' durch drei dieser 
Punkte bestimmten Ebene gegeben sind, so daB auf del' Verbin
dungslinie irgendwelcher zweier Punkte wenigstens ein anderer Punkt 
konstruierl werden kann. Soweit ist aUes wie sonst. Abel' es ergibt 
sich nicht, daB del' zu drei Punkten A, B, C einer Geraden gehOrige 
vierte harmonische Punkt (vgl. oben bei Pasch, Nr. 20b) von C ver
schieden ist, sofern man nicht annimmt, daB dies wenigstens in einmn 
Falle eintritt, und noch weniger kann man (auch wenn die genannte 
Voraussetzung eingefiihrl sein sonte) erkennen, daB das auf der Ge
raden von A, B, C aus konstruierte harmonische System unendlich viele 
Punkte enthiilt. Es gibt in der Tat Konfigurationen yon einer end
lichen Zahl von Punkten, die fur sich allein genommen den Postu
laten a) (Nr. 18) der projektiven Geometrie geniigen 172). 

Fiihrt man dagegen dasPostulat ein, daB die Punkte der Ge
raden in einer cyklischen Anordnung von projekti \Tem Charakter vor
handen sind, so beweist man, daa es auf der Geraden und in jeder 
ihrer Strecken unendlich viele Punkte gibt 173), und es gelten dann 
auch aIle Eigenschaften der harmonischen Gruppen hinsichtlich der 
Trennung der Paare, und ebenso diejenigeu des harmonischen 
Systems 174). 

172) G. Fano, FuBn. 152. Analoge Konfigurationen werden von E. H. Moore, 
Am. Journ. 18 (1896), p. 264 betrachtet. V gl. auch G. Hessenberg, Arch. Math. 
Phys. (3) 6 (1903), p. 123. 

173) V gl. Fano-Enriques, Palermo Rend. 9 (1895), p. 79. 
174) Das oben angedeutete deskriptive Konstruktionsverfahren fiihrt zu dem 

schon erwahnten Mobiusschen Netze, wenn man mit linealen Operationen von 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 1. 6 
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Was die Annahme der mit projektivem Charakter versehenen 
cyklischen Anordnung in der Theorie der harmonischen Gruppen und 
Systeme bedeutet, ist durch M. Pieri175) klargestellt worden, der bei 
dem Unternehmen, die Zahl der primitiven Begriffe zu beschrii.nken 
(vgl. Nr. 6), im wesentlichen fand, daB man den Begriff der natiir
lichen Anordnung aufgeben kann, wenn man folgendes postuliert: 

1) der zu drei Punkten A, B, C vierte harmonische Punkt ist 
von diesen verschieden (das Fanosche Postulat; vgl. Nr.20); 

2) wenn man die dreifache Art betrachtet, in der eine Gerade 
durch vier Punkte A, B, 0, D in zwei Paare von Teilen geteilt wird, 
so existiert fUr zwei dieser Zusammenfassungen in zwei Paare ein 
gemeinsames harmonisches Paar, aber nicht fiir die drittej 

3) wenn A, B, 0, D, E fiinf in gerader Linie liegende Punkte 
sind und zu den Paaren AO, BD und AO, DE harmonische Paare 
existieren, so existiert auch zu den Paaren AO, BE ein harmonisches 
Paarj 

4) wenn A, B, 0, D, E fiinf in gerader Linie liegende Punkte 
sind, die der Reihe angehoren, die man, ausgehend von den Punkten 
A, B, 0, durch fortgesetzte Konstruktion des vierten harmonischen 
Punktes erhalten hat, so kann man einen Punkt X so bestimmen, 
daB fiir die Paare AX, DE kein harmonisches Paar existiert. 

Die Stetigkeit fUhrt dann auf eine neue Eigenschaft, die Pieri in 
einem engeren Sinne postuliert, indem er niimlich nur die quadra
tischen Irrationalitiiten einfiihrt, von denen die elementare Theorie 
der Projektivitiit in Gebilden erster Stufe Gebrauch macht. 

IV. Projektive Ietrik. 

22. Einordnung der gewohnlichen Xetrik in die projektive 
Geometrie (III AB 4a, Synthetische und analytische Geometrie, Fano). 
Den Euklidischen Raum kann man als einen projektiven Raum be
trachten, wofern man seinen (eigentlichen) Punkten die uneigentlichen 
Punkte hinzufiigt, die die uneigentliche oder unendlich ferne Ebene 
bilden (Nr. 9). Dann kann man, indem man in der unendlich fernen 
Ebene einen besonderen imaginaren Kegelschnitt, den Kugelkreis, ge-

fiinf unabhll.ngigen Punkten des Raumes ausgeht. Innerhalb dieses Netzes gilt 
dar 'V. Staudtsche Satz als ~'olge des Desarguesechen Satzes, und der 'V. Staudtsche 
Satz erstreckt sich auf den Raum, wenn man voraussetzt, daB jedar Raumpunkt 
ein Grenzpunkt des im Raume zu konstruierenden Mo'biusschen Netzes ist, was 
eine Folge des Stetigkeitspostulats ist. 

175) Torino Mem. (2) 48 (1898), p.l und besonders Torino Atti 39 (1904), p. 313. 
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geben denkt, die metrischen Bigenschaften als in die deskriptiven Eigen
schaften eingeordnet betrachten. 

Die Herleitung metrischer Eigenschaften aus den deskl'iptiven im 
Hinblick auf die unendlich fernen Punkte kommt schon bei Poncelet 176) 

VOl' (der ubrigens gewohnlich in umgekehrter Weise vorgeht). 
Poncelet (ibidem 1, Nr. 94 und 593) hat bereits metrische Be

ziehungen als deskriptive Beziehungen zu den Kl'eispunkten der Ebene 
oder zu dem Kugelkreise des Raumes betrachtet, abel' nicht den Aus
druck der Entfernung und des Winkels. Dann haben die franzosischen 
Geometer und insbesondere Chasles die Kl'eispunkte und den Kugel
kreis vielfach als Hilfsmittel beim Beweise gebraucht, indem sie z. B. 
die Orthogonalitat zweier Geraden als die harmonische Trennung ihrer 
unendlich fernen Punkte durch die Kreispunkte interpl'etierten. La
guerre 171) (1853) hat bemerkt, daB ein Satz, del' einen Winkel ent
halt, durch Projektion verallgemeinert wird, indem anstelle des 

Winkels der mit -~ multiplizierte Logarithmus des Doppelverhalt

nisses zweiel' Gel'aden zu den durch die beiden Kreispunkte gehenden 
Geraden (den Minimalgeraden odeI' isotropen Geraden) tritt (dies ist 
bei ihm keine Definition des Winkels, weil ihm [auBer der v. Staudt
schen Einfiihrung des Imaginaren] die v. Staudtsche Definition des 
Doppelverhiiltnisses als einer dUTch eine projektive Konstruktion fest
gelegten Zahl fehlt). 

A. Cayley 178) hat (1859) die allgemeinen Ausdrucke der Ent
fernung und des Winkels als Invarianten in bezug auf den Kugel
kreis betrachtet und dieselben Invarianten in bezug auf irgend einen 
Kegelschnitt aufgeschrieben, den er dann als absoluten Kegelschnitt, als 
"das Absolute", bezeichnet, ohne jedoch in eine Diskussion in bezug auf 
die Einzelheiten einzutreten, die sich je nach der Realitat (Nicht-Realitat) 
des Kegelschnitts ergeben. Cayley verfiihrt durchaus analytisch; er 
beginnt mit den homogenen Variablen und den Invarianten von 
Formen bei linearer Substitution, spricht danll von der Bedeutung 
derselben fur die projektiven Beziehungen innerhalb der Euklidischen 
Geometrie und interpretiert seine allgemeinen Formeln als solche~ 

die sich auf den absoluten Kegelschnitt in der unendlich fernen 
Ebene beziehen. Er betrachtet ferner die Ausartung des absoluten 

176) Traite des proprietes projectives des figures, Paris 1821. 
177) Sur la theorie des foyers, Nouv. Ann. 12 (1853), p. 57; Oeuvres 2, p. 6; 

vgl. H. Faure, ebenda 18 (1859), p. 381. 
178) A. Sixth Memoir on Quanties, Lond. Trans. 149 (1859), oder CoIl. math. 

papers 2, p. 561; vgl. im besondern die Nummern 209-229, und A Memoir OD 

abstract geometry, Lond. 'rrails. 160 (1870) oder ColI. math. papers 6, p. 456. 
6* 
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Kegelschnitts in ein Punktepaar, auf die er den Fall der Euklidi
schen Metrik einer beliebig im Endlichen gelegenen Ebene zuriickfiihrt. 

Wir wollen jedoch zusehen, wie man die systematische Ein
ordnung der gewohnlichen metrischen Geometrie in die projektive auf 
geometrische Weise erhiilt. 

Diese Einordnung stiitzt sich auf die folgenden Tatsachen, die 
sich auf die Gebilde erster, zweiter und dritter Stufe beziehen: 119) 

a) Gebade erster Stufe. 
Der Begriff der Kongntenz zwischen Streckell anf derselben Ge

'Yaden stellt sich dar als eine Beziehung in einer Projektivitiit mit 
doppelt zahlendem unendlich fernem Doppelpunkt. 

In dem (eigentlichen) Strahlen- und Ebellen-Biischel erscheint die 
Kongruenz der Winkel als die Beziehung in einer Projektivitiit, die 
die vom Trager des Biischels nach den Kreispunkten laufenden Gemden 
zu Doppelgeraden hat, d. h. die Involution der 1'echten Winkel in sich 
selbst transfm·miert. 

b) Gebilde zweitc-r Stu/e. 
In der Ebene wird aus dem Begriffe der Ahnlichkeit (Kongruenz 

der Winkel und Proporlionalitat der Strecken) die Beziehung in einer 
Proje7ctivitiit, die die Kreispunkte (d. h. die Doppelpunkte der [absoluten] 
Involution, in del' die unendlich fern en Punkte orthogonaler Geraden 
sich entsprechen) fest lapt. 

Die Kongruenz zweier Strecken liiBt sich daher deskriptiv mit Rilfe 
der (zu der unendlich fernen Geradell und den Kreispunkten auf ihr 
bereits in Beziehung gesetzten) Begriffe des Parallelismus und der 
Orthogonalitat definieren; in del' Tat sind nul' folgende zwei RegeIn 
zu bea,chten: 

ex) Zwei kongruente Strecken, die eillen Endpunkt gemeinsam 
haben, sind an einander stoBende Seiten eines Parallellogramms mit 
zu einander rechtwinkligen Diagonalen. 

fJ) Zwei parallele kongruente Strecken sind gegeniiberliegende 
Seiten eines Parallelogramms. 

Und mit Rilfe diesel" beiden Falle kann man irgend welche zwei 
Strecken mit einander vergleichen. 

In dem (eigentlichen) Biindel erscheint die Kongnwnz als eine 
Proje7ctivitiit, dt'e die zwischen zu einander nmynalen Gemden und 
Ebenen bestehende (orthogonale) Polaritat in sich selbst transformiert. 

c) Gebilde dritter Stufe. 
__ 1m ~!!!ume kann man die Ahnlichkeit (Kongruenz der Winkel 

179) V gl. z. B. F. Klein, Nicht - Euklidische Geometrie, und F. Enriques, 
V orlesungen iiber projektive Geometrie. 
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und Proportionalitiit der Strecken) als eine Projektiviiiit definieren, die 
den KlIgelkreis, d. h. den Fundamentalkegelschnitt del' absohtten Pola
ritiit der unendlich fernen Ebene (des Scbnittes del' orthogonalen 
Polaritat irgend eines BUndels), in sich selbst transformiert. 

Die Kongruenz von Strecken kann man deskriptiv z. B. wie in 
der Ebene definieren, indem man auf den Fall paralleler Strecken oder 
solcher mit einem gemeinsamen Endpunkte zuriickgeht (oder auch 
indem man sich auf die Tatsache stutzt, daB die riiumlichen Kon
gruenzen Kollineationen sind, die im allgemeinen keine eigentlichen 
Doppelpunkte haben). 

Nun erscheinen aIle Kongruenzsatze der gewohnlichen metrischen 
Geometrie als Zusatze zu den Satzen del' projektiven Geometrie. 

Um zur analytischen Darstellung zu kommen, gehe man von 
einem System projekti ver Koordinaten aus, indem man als fun
damental ein 'Tetraeder nimmt, von dem drei (in del' uneigentlichen 
Ebene x4 = 0 gelegene) Eckpunkte ein konjugiertes Dreieck in bezug 
auf den absoluten Kegelschnitt bilden. In del' Ebene x4 = 0 gibt es 
ein bestimmtes Viereck mit den Diagonalpunkten (0010) (0100) (1000), 
dessen gegeniiberliegende Seiten in bezug auf den absoluten Kegel
schnitt konjugiert sind. Nimmt man den Punkt (1110) in einem der 
Eckpunkte des genannten Vierecks an (del' auf diese Weise in del' 
unendlich femen Ebene die Projektion des Einheitspunktes von dem 
eigentlichen Eckpunkte des Fundamentaltetraeders aus wird), so nimmt 
die Gleichung des absoluten Kegelschnittes die Form an: 

X 12 + X 22 + xs2 = 0 (x,! = 0). 
Zur Bestimmung des Winkels zweier Geraden braucht man dann 

nul' ihre Richtungen, d. h. ihre unendlich fernen Punkte (Xl X2XS 0), 
(Yl Y2YS 0) zu kennen. Del' Ausdruck fur den Winkel ist dann: 

W =i_IogXI YI + X2Y2+ xsY. + Y(XI YI +x2 Ys+xsYs)2- (XI 2+X2'+XS 2)(YI 2+y2 '+ys') . 

xy 2 Xl YI +X2 Y2+ XsY. - Y(XI YI +.1;2 Y;+X3 YS)!- (Xl 2+ X,l!+XS2) (Yl 2+ Y2 i!+Ys2) 

Die Entfernung zweier Punkte kann man durch die Formel: 

Dx = k' ~XI _ Yl)2 + (Xi _ Jt~)2 + (~-" __ Ys)2 
y V\~ ~ ~ ~ ~ ~ 

ausdriicken, wo k eine Konstante ist, die von der "\Vahl des Einheitspunktes 
abhangt, den man auf der Geraden Xl = x2 = X3 willkiirlich annehmen 
kann (vgl. FuBnote 183). Beide Ausdrucke sind Invariantel1 in bezug 
auf die vorstehende Gleichung des absoluten Kegelschnittes. 

23. Allgemeine Ma3bestimmung von Cayley und deren nicht
Euklidische Auslegung von Klein. Aus dem Gesagten geht hervor, 
daB man in jedem projektiven Raume eine konventionelle Metrik auf-
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stellen kann, die mit der gewohnlichen Metrik begrifflich iibereinstimmt, 
wenn man festsetzt, daB eine Ebene des Raumes als uneigentlich und 
ein Kegelschnitt X12 + X22 + Xa 2 = 0 in ihr als absolut betrachtet werden 
soll. Es entsteht dann del' Gedanke, dieses System von Konventionen 
zu verallgemeinern, indem man eine neue, del' projektiven Geometrie 
eingeordnete Metrik definiert, welche irgend ein Gebilde zweiten 
Grades als absolutes Gebilde zugrunde legt . 

.A.ttf diese Weise entsteht Cayleys allgemeine projektive J[afJ
bestimmung 180). 

Und nun ist das Wichtige, daB diese allgemeine projektive MaB
bestimmung die verschiedenen .A.rten der nicht- Euklidischen Geometrie 
ebenso einschliefJt wie insbesondere die gewohnliche Euklidische Geomettie. 
Dies trat teilweise bereits in den Arbeiten von BeltramP81) und dann 
vollstandig in denjenigen von Klein 182) hervor. Zu dem Zwecke waren 
die verschiedenen FaIle del' Realitat des absoluten Gebildes zu disku
tieren und gleichzeitig war in die Formel fiir die Entfernung zweier 
Punkte ein Faktor k aufzunehmen, der je nachdem reell oder rein 
imaginal' gewahlt wird. Gleichzeitig entwickelte Klein die grund
legende Bedeutung der in Rede stehenden Beziehung, indem er auf 
v. Staudts Begriindung del' projektiven Geometrie und des Rechnens 
mit Wiirfen zuruckgillg und diese von del' durch v. Staudt noch fest
gehaltenen Abhangigkeit yom Euklidischen Parallelenpostulat befreite. 
Das Resultat ist, dafJ die versehiedenen .A.rten der nieht-Euklidiscken 
Geometrt'e ebenso auf projektiver Basis au{gebaut sind, wie nach Nr. 19 
die Euklidische Geometrie. 

Klein definiert die Cayleysche MaBbestimmung in den ver
schiedenen Gebilden folgenderma6en: 

a) Gebilde erster Stufe. Man nehme zwei (reeIle oder konjugierl 
imaginare) Elemente P, Q an, die das absolute Paar bilden, und es sei 

.Q •• = az1 2 + 2bz1 Z2 + CZ22 = 0 

die Gleichung dieses Paares. 
Das Intervall (Entfernung odeI' Winkel) zweier Elemente A ...• ~ ex), 

B _ (y) wird durch die FormeI 

180) Fuen. 178; vgl. auch G. Battaglini, Napoli Rend. 3 (1867) oder Nouv. 
Ann. (2) 7, p. 209, 265; G. Salmon und W. Fiedler, Analytische Geometrie der 
Kegelschnitte, Leipzig, fiinf Auflagen, von der zweiten Aufllage 1867 an; fiinfte 
Aufl. 1888, 2, Kap.20; P. Lindemann bei A. Olebsch und P. Lindemann, Geo
metrie 2 \ 1891, Abschn. 3. 

181) Giorn. di mat. 6 (1868), p. 285 und Ann. di mat. (2) 2 (1868), p. 232. 
182) Gott. Nachr. 1871, p. 419; Math. Ann. 4 (1871/72), p. 573. 
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113 = klog(ABPQ) = k (xy) = k log axy + Va:y - axxayy 
axy - V S~xy - ax", .QyV 

definiert, wo s!'Xy die Polarform 

s!'xy = aX1Y1 + b(X1Y2 + X2 Y1) + CX2Y2 

und k emen konstanten Faktor bedeutet. 

87 

Man erhalt zwei verschiedene allgemeine MaBbestimmungen: die 
elliptische und die hype,rbolt'sche, die dem negativen und dem positiven 
Zeichen der Diskriminante von s!, entsprechen. 

1m elliptischen FaIle, in dem man den Faktor k rein imaginal' 

nimmt, ist das Intervall zweier Elemente immer reell, und flir k = .~.~ 
wird es gegeben du1'ch 

axy 
cos co =---=, vaxxayy 

so daB man eine Met1'ik gleich der gewohnlichen Met1'ik des Biischels 
(im Euklidischen Falle, wie in den nicht-Euklidischen Fallen) erhaIt. 
Das ganze Gebilde hat eine endliche Hinge, die fur die natiirliche 

MaBeinheit (k = 2\) 'It betriigt 183). 

1m hyperbolischen FaIle, in welchem man das k ree11 nimmt, 
wird das Intervall zweier Elemente nur dann 1'ee11 sein, wenn die 
beiden Elemente das absolute Paar PQ nicht trennen, wahrend das 
Intervall del' beiden Elemente P, Q von jedem anderen Elemente aus als 
unendlich erscheinen wi1'd. Wenn man daher eine del' heiden Strecken 
PQ als aus eigentlichen Elementen gebildet betrachtet und das andere 
(das als uneigentlich oder ideal fur die met1'ische Anschauung an
gesehen wird) ausschlieBt, so erhalt man eine Met1'ik, die mit 
del' del' Punktreihe in del' Bolyai-Lobatschefskijschen Geometrie zu
sammenfallt. 

Man erhalt eine spezielle odeI' parabolische MaBbestimmung, wenn 
P, Q zusammenfallen. 

Dann hat die Formel, die das Intervall AB definiert, keinen un
mittelbaren Sinn mehr; man kann jedoch AB durch einen Grenz
prozeB definieren, indem man P, Q als sich unbegrenzt nahernd be
trachtet und k umgekehrt proportional del' Quadratwurzel aus del' 

183) Cayley hat in der Tat nur diese Cosinusformel. Die bei Klein auf
tretende Formel mit dem Logarithmus bildet zugleich die Briicke zu der oben 
erwahnten Angabe Laguerres ltber den gewohnlichen Winkel. Das Wesentliche 
bei Klein aber besteht in der Einfiigung der frei zu wahlenden Konstanten k 

(fUr die Laguen'e und implicite Cayley ausschliel3lich den W ert ~ haben). 
2~ 
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Diskriminante von .Q setzt. Alsdann laBt sich del' Ausdruck fiir das 
Intervall auf die Differenz zweier Doppelverhaltnisse zuriickfiihren, 
wobei zwei Hilfselemente 0, D auftreten, so daB die Formel folgende 
wird: 

AB = (ODBP) - (ODAP). 

Das Intervall AB erscheint hier nul' bis auf einen konstanten Faktor 
(die willkiirliche Wahl del' MaBeinheit) bestimmt. 

Diesel' Fall entspricht der gewohnlichen Metrik del' Punktreihe 
in del' Euklidischen Geometrie. Die Namen elliptisch, hyperbolisch, 
parabolisch sind dabei in bekannter Analogie zu dem Verhalten von 
Ellipse, Hyperbel, Parabel del' gewohnlichen unendlich femen Geraden 
gegeniiber derart gewahlt, daB sie die FaIle imaginiirer, t·eeller und 
znsammenraUender Grundpunkte bezeichnen. 

Als "Bewegungenli del' Grundgebilde in sich erscheinen im ellipti
schen und hyperbolischen FaIle kurzweg diejenigen projektiven Um~ 
formungen derselben, welche das absolute Paar fest lassen. 

"Vir wollen schlieBlich bemerken, daB die Oayle1}sche MaL\
bestimmung in den Gebilden eI·ster Stufe die allgemeinste Erweite
rung del' gewohnlichen Metrik del' Punktreihe und des Biischels er
gibt, wenn man die folgenden Eigenschaften aufrecht erhalten will: 

das Intervall zweier Elemente bleibt bei 00 1 reellen Projektivi
taten (den Bewegungen) ungeandert; 

es besitzt auJ3erdem die additive Eigenschaft (Ali = LtO + 013). 
b) Gebilde zweiter Sture. Wir fassen del' Einfachheit wegen den 

Fall des ebenen Punktsystems ins Auge. 
1st .Q""" = 0 die Gleichung des absoluten Kegelschnitts in Punkt

koordinaten, t,Puu = 0 seine Gleichung in Linienkoordinaten, so setzt 
man die Entfernung zweier Punkte wie vorhin 

D = k log Sl-xy + V.Q.~y - Sl-xx.Sl-YY. 
xy Sl-X!l-y'.Q.~lI-Sl-xxSl-yv' 

andererseits den Winkel zweier Geraden 

-1 - k'l wu • + VtP~. - tPuu W.V 
~ uv - • og (z;uv ---:V4>~. _ w~-.p:' 

unter k' eine zweite Konstante verstanden, del' man emen beliebigen 
Wert erteilen kann. 

Man fiihrt nun die Beschrankung ein, daB die Ma£bestimmung 

im Biischel immer elliptisch sein soIl (worauf man k' = f setzt, um 

die Ubereinstimmung mit del' gewohnlichen Winkelmessung herbei
zufiihren). Es bleiben die drei FaIle, daB del' absolute Kegelschnitt 
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entweder imaginal' ist (elliptischer Fall), 
odel' ree11 ist, daB man aber nur die Punkte sellles lnnern be

tl'achtet (hyperbolischer Fall), 
odeI' endlich in ein imaginares Punktepaar ausgeartet ist; man 

betrachtet ausschlieBlich diejenigen Punkte (als Biischelpunkte), die 
nicht auf der reellen Verbindungsgeraden des absoluten Punktepaares 
liegen (parabolischer Fall). 

1m ersten Faile ist k rein imaginal' zu nehmen, im zweiten reeIl, 
ill dritten unendlich groB. Diejenige Grof3e, welche man in del' 
Theorie des Bogenelementes als Kriirnmungsmaf3 einer Maj3bestimmung 

bezeichnet (s. u. Nr. 24:),ist in den vorliegenden Fallen - 4~!' 
1m elliptischen FaIle erscheinen aIle Geraden geschlossen und 

von endlicher Lange wie die Strahlenbiischel, und die Ebene hat nur 
einen endlichen lnhalt. Es entspricht dies del' Riernannschen An
nahme, bei der es keine ParaUelen gibt (Nr. 8). Das Krummungs-

map 1st positiv. Die MaBbestimmung fliUt fiir k = f mit der ge

wohnlichen MaBbestimmung des Biindels zusammen. 
1m hyperbolischen Fane sind aUe Geraden offen und von unend

licher Lange, und es gibt durch einen Punkt zu einer Geraden zwei 
Parallele. Das Kriimmungsrnaj3 1st negatit. Dies entspricht der 
Bolyai-Lobatschefskijschen Annahme. 

, 1m parabolischen Fane (del' als Ubergangsfall del' beiden anderen 
anzusehen ist) hat man die Vel'haltnisse del' Euklidischen Metrikj 
speziell ist die Verbindungsgerade des absoluten Punktepaares die 
"unendlich ferne Gerade" del' gewohnlichen Geometrie. Das Kriim
Inungsmaf3 ist Nttll. 

Ubl'igens kann man znr bequemen Beherrschung del' For
meln etwa 

Q.xx = Xs 2 - a (X12 + X22) , 

tPuu = au32 - (U12 + lt22) 

nehmen, wobei a> 0 auf den hypel'bolischen Fall, a < 0 auf den 
elliptischen Fall, a = 0 auf den parabolischen Fall fiihrt. 1m para,
bolischen Falle muB man dann, ehe man zul' Grenze a = 0 iibel'geht, 

k =.;u setzen, unter c eine endliche GroBe verstanden. 

c) Gebilde dritter Sture. lndem wir den Fall mehrfach aus
gedehnter Mannigfaltigkeiten (in denen man iibl'igens ganz ent
spl'echend opel'ieren wiil'de) beiseite lassen, bezeichnen wil' das Ge
bilde dritter Stufe kurzweg als Rattm (Punktraum odel' Ebenenraum). 
An Stelle des absoluten Kegelschnitts, den wir gerade betrachteten, 
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tritt jetzt eine absolute Fliiche zweiten Grades. Die Formeln und auch 
die Spezialdiskussion derselben bleibt dabei ganz ahnlich wie vorhin, 
sobald wir nur die Bedingung einfiihren, daB die MaBbestimmung im 
Ebenenbiischel auf aUe FaIle elliptisch sein soIL 

Man erhalt wieder drei Fiille, die als elliptisch, hyperbolisch und 
parabolisch bezeichnet werden und den Annahmen von Riemann, 
Bolyai-Lobatschefskij und Euklid entsprechen: 

1m elliptischen FaIle ist die absolute Flache imaginar. 
1m hyperbolischen Falle ist sie reell und nicht geradlinig; fiir 

die metrischen Konstruktionen kommen nur die Punkte ihres Inneren 
in Betracht. 

1m parabolischen Falle ist die absolute Flache in einen imagi
naren Kegelschnitt ausgeartet, dessen Ebene die Rolle der sogenannten 
unendlich fernen Ebene iibernimmt. 

1m elliptischen FaIle gibt es im gewohnlichen Sinne natiirlich 
keine Parallelen. Es verdient aber hervorgehoben zu werden, daB W. K 
Clifford die gewohnliche Definition der Parallelen so erweitert hat, 
daB wieder durch einen Raumpunkt zu einer gegebenen Geraden zwei 
"Parallele" konstruiert werden konnen, die aber zu der gegebenen 
Geraden windschief sind. Es fiihrt dies zu besonders beachtenswerten 
Entwicklungen 184). 

Ais "Bewegungen" in der Ebene und im Raum erscheinen in den 
nicht-Euklidischen Fallen diejenigen Kollineationen, welche das. ab
solute Gebilde fest lassen. 

Raben wir so von der projektiven Geometrie beginnend unter 
Annahme je eines geeigneten absoluten Gebildes vom zweiten Grade 
die dreierlei in Betracht kommenden FaIle der MaBgeometrie kon
struiert, so kann man auch die umgekehrte Aufgabe behandeln, von 
einer beliebigen der drei MaBgeometrien beginnend die projektive 
Geometrie aufzubauen. Bei der elliptischen Geometrie geht dies ohne 
weiteres, bei der parabolischen hat man in bekannter WeiEle die un
endlich fernen Punkte als Punkte einer "uneigentlichen" Ebene zu 
adjungieren. Bei der hyperbolischen Geometrie hat man nicht nul' 
die unendlich fernen Punkte hinzuzunehmen (die eine "uneigentliche" 
Flache zweiten Grades, eben die absolute Flache bilden werdeu), 
sondern auch die "idealen" Punkte, in denen solche gerade Linien 
einer beliebigen Ebene, welche sich weder im Endlichen schneiden 
noch parallel sind, zusammenlaufen. 

184) Vgl. Clifford, Lond. Math. Soc. Proc.1871, 1874,1876 (Math. pap. Nr.20, 
26, 41, 42, 44), sowie F. Klein, Math. Ann. 37 (1890), p. 544. 
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Man kann diese ganzen Betrachtungen dahin erweitern, daB man 
den Fall irgend einer absoluten Flache zweiten Grades betl'achtet, d. h. 
indem man von del' Bedingung, daB die Metrik im Buschel eUiptisch 
sein soIl, absieht. Cayleys projektive MaBbestimmung lieferl so Geo
metrien 185), die im Gegensatz zu del' gewohnlichen allgemeinen Metrik 
auf (reeIle) Gerade von del' Lange Null, auf Winkel von unendlicher 
GroBe, auf nicht kongruente Gerade usw. fiihren. 

24:. Verschiedene Bemerkungen zu den projektiven MaB
bestimmungen. An die projektiven MaBbestimmungen schlieBen sich 
einige Bemerkungen an: 

a) Uber die tangiet'ende parabolische MafJbestimmung. 
1st ein Punkt A des hyperbolischen oder elliptischen Raumes ge

geben, so kann man eine parabolische Metrik betrachten, die sich 
von del' Metrik, die zu del' Umgebung von A gehOrt, um unendlich 
kleine GroBen hoherer Ordnung unterscheidet; diese zu del' gegebenen 
tangierende MaBbestimmung erhiilt man, wenn man den Kegelschnitt, 
del' als Schnitt del' absoluten Flache zweiten Grades mit del' Polar
ebene von A entsteht, zum absoluten Kegelschnitt nimmt und iibri
gens die Langeneinheit zweckmiiBig wiihlt 186). 

Als MaB fur den Unterschied zwischen del' tangierenden MaS
bestimmung und der im Raume gegebenen Metrik kann man eben den 

Ausdruck - <1~2 nehmen, den wir in Nr.23 als das KriimmttngsmafJ 
bezeichneten. Es ergibt sich hier also eine anschauliche Interpretation 
diesel' GroBe. 

b) Uber die Zusammenhangsverhaltnisse des metrischen Raumes. 
In dem hyperbolischen und dem parabolischen FaIle ist die Ge

rade eine ofl'ene Linie. Die Ebene ist eine einfach zttsammenhangende 
Fliiche (die durch eine geschlossene Linie immer in zwei Teile ge
teilt wird) und zweiseiiig, d. h. (Nr. 15) von der Art, daB auf ihr urn 
einen Punkt zwei entgegengesetzte Drehungssinne zu unterscheiden 
sind, die durch Verschiebung des Punktes iiber die Fliiche hin nicht 
in einander ubergefithrl werden konnen; die beiden genannten Sinne 
sind die heiden Sinne, in denen die Punkte des Kegelschnittes odeI' 
del' Grenzgeraden, die das Absolute hilden, gemiiB den Grundsiitzen 
del' projektiven Geometrie angeordnet werden konnen. 

1m elliptischen FaIle ist die Gerade eine geschlossene Linie, und 
die Ebene (die projektive Ebene in ihrer Gesamtheit) wird erst durch 
eine Zerschneidung langs zweien unbegrenzten Geraden in Stucke zer-

185) Vgl. Poincare, Paris Bull. soc. math. de France 15 (1887), p. 203. 
186) F. Klein, Math. Ann. <1 (1871), p. 573. 
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legt. Zugleich ist sie einseitig, d. h. von der Beschaffenheit, daB sich 
auf ihr nieht mehr zwei in einander nieht iiberfiihrbare Drehungssinne 
um einen Punkt unterseheiden lassen. Diese Bemerkung 187) kaJU1 
man verifizieren, indem man bemerkt, daB das gewohnliche Strahlen
bundel ein genaues Abbild der elliptisehen Ebene darstellt; hierdurch 
erkHirt sieh die Schwierigkeit, die elliptische Ebene sich anschaulich 
vorzustellen. 

Die genanllten Ulltersehiede im Zusammenhange der Ebene treten 
deutlieh hervor, wenn man die durch Projektion von einem Punkte A 
aus erhaltene Abbildung einer nicht - geradlinigen Flache zweiten 
Grades auf eine nicht durch A gehende Ebene betrachtet. Auf dieser 
Ebene erscheint als UmriB del' Abbildung ein Kegelsehnitt, der reell, 
imaginal' oder in ein imaginares Punktepaar (mit reeller Verbindlmgs
linie) ausgeartet ist, je nachdem A auBerhalb, innerhalb oder auf der 
Flache zweiten Grades allgellommen ist. Auf diesen Kegelschnitt griinde 
man nttn innm'halb de'r Bildebene in del" seither bespl"Ochenen Weise 
eine Oayleysche MafJbestimmung und iibertrage diese riickwiirts dunJh 
die Projektion auf die Flaclw z'weiten Grades. Als Orl der ullelldlich 
fernen Punkte wird dabei auf der Fliiche zweiten Grades deren 
Schnitt mit der Polarebelle a des Punktes A erscheinen. Liegt A 
auBerhalb der Fliiche zweiten Grades, so ist dies ein reeller Kegel
sehnitt, liegt er auf der Flache, ein bloBer Punkt, liegt er innerhalb, 
so ist es eine imaginiire Kurve. 

Ais Bild der hyperbolischen Ebene erscheil1t so eine (einfach 
zusammenhangende) Kalotte der Flache zweitell Grades, als Bild der 
parabolischen Ebene die mit einer punktformigell Offnung versehelle 
Flache zweiten Grades (was im Sinne der Analysis situs [III AB 3, 
Abschn. D, Nr.2] ebenfalls eine einfach zusammellhangende Flache ist). 
Als BUd der elliptischen Ebene aber erscheint die Gesamtfiiiche zweiten 
Grades, ntlff dafJ die Beziehung zwischen ihr ttnd del' Ebene zwei-ein
deutig ist: jedesmal gebell zwei mit A auf derselben Projektiollsgeraden 
liegellde Punkte del' Fliiche einen und dellselben PUllkt del' Bildebene. 
Dies wirel besollders deutlich, wenn man als Flache zweiten Grades 
die Kugel, als Punkt A den Mittelpunkt derselben wahlt; die MaB
geometrie, welche man von del' Ebene auf die Kugel ubertriigt, ist 
dann niehts anderes als die gewohnliche MaBbestimmung der spha
rischen Geometrie 188). J etzt sehneidell sich zwei geodatische Linien in 
zwei diametmlliegenden Punkten; umgekehrt gehen durch zwei solche 
Punkte unelldlich viele solche Linien hindurch (vgl. oben Nr. 9). 

187) Vgl. F. Kle£n, Nicht-Euklidische Geometrie 1 (1893), p. 98. 
188) VgI. F. Klein, Erlanger Programm Note VI, p. 46. 
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Ubrigens ist die auf diese Weise auf der Flache zweiten Grades 
el'haltene MaBbestimmung auch an sich bemerkenswel't. Man wahle 
als Flache zweiten Grades del' Einfachheit halber wieder die Kugel, 
als Ebene IX die Aquatorebene, als Punkt A also den unendlich fernen 
Punkt der Polachse. Dann iibertragt sich die hyperbolische Geo
metrie, welche man in del' Aquatorebene auf den Aquator als ab
soluten Kegelschnitt griinden kann, in der Art auf die Kugel, daB 
die geraden Linien durch Halbkreise el'setzt sind, die auf del' Aquator
ebene senkrecht stehen, die nicht- Euklidischen Winkel aber, welche 
die Geraden mit einander bilden, durch die gewohnlichen Winkel, 
welche die Halbkreise auf del' Kugel mit einander einschlieBen. 
SchlieBlich mag man die Kugel von einem beliebigen Aquatorpunkte 
aus mitsamt del' auf ihr konstruierten MaBbestimmung stereogmphisch 
prOJlZleren. Dann hat man in del' neuen Projektionsebene als Bild 
des Aquators, des Tragers del' unendlichen Werte del' hyperbolischen 
MaBbestimmung, eine gerade Linie. Die geraden Linien del' hyper
bolischen MaBbestimmung sind durch die Halbkreise ersetzt, welche 
zu diesen gemden Linien normal stehen, die Winkel der hyper
bolischen Ebene abel' durch die gewohnlichen Winkel, unter denen 
sich diese Halbkreise im Sinne der Euklidischen Geometrie schneiden. 
Dies ist dasjenige Bild der hyperbolischen Geometrie, mit dem Poincare 
bei seinen bekannten funktionentheoretischen Untersuchungen gewohnlich 
arbeitet. Man kann bei c1rei Dimensionen ein ganz entsprechendes 
Abbild konstruieren 189). 

c) Uber das Gesetz der Dualitiit. 
Das in del' projektiven Geometrie giiltige Gesetz del' Dualitat gilt 

auch noch fUr die metrischen Eigenschaften in der elliptischen Geo
metrie, in del' das Absolute (Nr. 22) in bezug auf die Punkte und 
Ebenen in symmetrischer Weise angenvmmen ist. Insofern ist die 
elliptische Geometrie die schOnste von allen (Clifforif). In del' hyper
bolischen und parabolischen Geometrie liegt die Sache andel'S. In del' 
hyperbolischen Geometrie steht dem AusschluB del' uneigentlichen, in 
bezug auf die absolute Flache zweiten Grades auBeren Punkte nicht del' 
AusschluB der schneidenden Ebenen, wie es das Gesetz der Dualitat 
erforderl1 wiirde, sondeI'll vielmehr der der auBeren Ebenen gegeniiber. 
In der parabolischen Geometrie ist das Absolute selbst, das als 
Klassenkurve (-Hache) einmal und als Ordnungskurve (-Hache) zweimal 
ausgearlet ist, zu sich selbst nicht korrelativ. 

189) Poincare, Acta math. 1 (1882), p. 1. Siehe auch Fricke-Klein, Auto
morphe Funktionen 1. 
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d) Uber die Postulate der metrisch-projektiven Geometrie. 
Welche metrischen Begriffe und welche von ihnen handelnden 

Postulate muB man den Begriffen und Postulaten der projektiven Geo
metrie hinzufiigen, urn die allgemeine metrische Geometrie zu begriinden? 

Auf diese Frage erhalt man zwei einfache Antworten im Hin
blick auf das in Nr. 22 Gesagte: 

Um die allgemeine metrische Geometrie zu begriinden, hat man den 
des7criptiven Begriffen und Postulaten nur den (als primitiven metrischen 
Begriff betrachteten) Begriff der Vrthogonalitiit von l!-1Jenen hinzuzufiigen, 
deren fundamentale Eigenschaften man postuliert. 

In der Tat kann man auf Grund dieser Eigenschaften die ortho
gonalen Ebenen als in einer raumlichen Polaritat konjugiert betrachten, 
und diese Polaritat definiert die absolute FIache zweiten Grades 190). 

Man braucht dann nur das Parallelenpostulat in einer der drei 
Formen hinzufiigen, urn die drei FaIle der allgemeinen Metrik von 
einander zu unterscheiden. 

Man kann sich auch so ausdriicken:· 
Um die allgemeine metrische Geometrie zu begrunden, hat man den 

deskriptiven Begriffen tmd Postulaten nur den (metrisch primitiven) Begriff 
der Bewegungen, als Glieder einer Gruppe projektiver Transformationen 
betrachtet, deren fundamentale Eigenschaften postuliert werden miissen, 
Mnzuzufiigen (Nr. 23). 

Die Eigenschaften, welche die Gruppe del' Bewegungen alB projek
tive Gruppe eillel' Flache zweiten Grades charakterisieren, konnen auf 
verschiedene Weise ausgesprochen werden, z. B. indem man der Tat
sache Rechnullg tragt, daB die genannte Gruppe die kleinste projektive 
Gruppe ist, die auf die Punkte, die Geraden und die Ebenen transitiv 
wirkt (Killing). 

v. Prinzipien der allgemeinen Metrik. 

25. Vorbemerkung. Den allgemeinen Untersuchungen iiber die 
Metrik del' Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen liegt 
entweder del' Begriff der Entf'ernung oder del' del' Bewegung zugrunde. 
Dementsprechelld trennen sich diese Untersuchungen nach zwei Haupt
richtungen. Die erste Art del' Betrachtung (welche von dem Be
griffe der Entfernung ausgeht) kniipft zumeist an den Ausdruck fiir 
die Entfernung zweier unendlich benachbarter Punkte (das sogenannte 

190) V gl. die zuaammenhangende Darstellung bei Enriques J Vorlesungen 
iiber projektive Geometrie, p. 179 if. 
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Bogenelement) an; es gibt aber auch Arbeiten, die mit dem Ausdrucke 
fUr den endlichen Abstand zweier Punkte beginnen. Man setzt dabei 
selbstverstandlich die Mannigfaltigkeit als Zahlenmannigfaltigkeit vor
aus. Die zweite Betrachtungsart knupft in entsprechender Weise an 
die Ideen der Gruppentheorie an. Hiernach ist die im folgenden ein
zuhaltende Haupteinteilung gegeben. 

A. Bogenelement (nebst endlioher Entfernung). 

26. Geometrie a.uf krummen Flii.chen. Man geht von der
jenigen Erweiterung des Begriffes der Entfernung zweier Punkte auf 
der Geraden aus, die in dem Begriffe der Ent{ernung zwe-ier Punkte 
auf einer Linie oder der Liinge eines Liniensegmentes oder Bogens ent
halt en ist; diese Lange hangt (wenn die notwendigen Bedingungen 
der Stetigkeit und Derivierbarkeit, die wir immer stillschweigend als 
erfiillt annehmen wollen, vorausgesetzt werden) in stetiger und deri
vierbarer Weise von den Endpunkten des Bogens und der Gestalt der 
Linie ab und besitzt die additive Eigenschaft, infolge deren sie durch 
den Ausdruck des Bogenelementes 

ds = Ydx2 + dy2 + dz2 

der Linie x = x (t), Y = yet), z = z(t) definiert ist. 
Die angegebene Formel liefert fur das Linienelement auf einer 

Flacke (III D 1,2, v. Mangoldt, Nr. 34:, und mD 3, v. Lilienthal, Nr.4:, 8) 

x = x(uv), y = y(uv), z = z(uv), 

d. h. fur die Entfernung zweier unendlich benachbarler PUDkte der 
Flache 

(u, v), (u + du, v + dv) 

den folgenden Ausdruck: 
~~~~~~~~~~~ 

ds = yEdu2 + 2Fdudv + Gdv2 , 

wo 

E = "" (OX)' F = "" ox. ox 
~ OU ' ~ OU OV' 

Dann fdhrt die Betrachtung der geodiitischen Linien unter der 
Voraussetzung, daB zwe~ Punkte der FIache auf dem betrachteten 
Flli.chenstucke nur eine geodatische Linie bestimmen, zu der Defini
tion der Ent{ernung irgend welcher zweier Punkte (u1 VI)' (~VII) auf 
der Fliiche. 

Die Ma6geometrie, die man so auf eiDer FIache erhalt, ist wesent
lich auf genugend kleine, einem beschriinkten Teile (u, v) der Zahlen-
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ebene entsprechende Flachenteile beschrankt, d. h. sie kann in diesem 
Sinne eine differeJntiale MafJgeometrie genannt werden. 

Hier ist der BegI·iff der aUf einander abwickilbaren oder besser 
isometrischeJn Fliiclwn (deren Linienelemente ds, ds' durch dieselben 
Formeln gegeben sind), fiir welche dieselbe differeJntiale MafJgeometrie 
gilt (III D 6 a, VofJ, Nr. 2, 34), fundamental. 

So erhli.lt man eine genaue Abbildung der gewohnlichen differen
tialen MafJgeometrie der EbeJne in der Geometrie auf den auf die Ebene 
abwickelbareJn FliicheJn uaw. 

Es muB jedoch gleich hier ausdriicklich bemerkt werden, daB, 
wenn zwei analytisch definierte und in ihrer ganzen Ausdehnung be
trachtete Flachen gegeben sind, die Tatsache, daB auf ihnen dieselbe 
differentiale MaBgeometrie gilt, nicht die Konsequenz nach sich zieht, 
daB die MaBgeometrie auf einer von ihnen, als Ganzes betrachtet, 
ihre genaue Abbildung in der MaBgeometrie der anderen findet; hier 
kommen vielmehr noch die Zusammenhangsverhaltnisse der beiden 
FJiichen in Betracht (Abschn. VI); so ist z. B. die MaBgeometrie auf 
dem Kreiszylinder von der auf der Euklidischen Gesamtebene ver
schieden (Nr. 37). 

Ferner riihrt von Riemann der Gedanke her, beim Studium eines 
gegebenen ds2 von jeder besonderen Form einer zugehorigen Fliiche des 
Rs abzusehen und die abstrakte Mannigfaltigkeit (u, v) zu betrachten, 
fiir welche das Gesetz der Entfemung zwischen zwei unendlich be
nachbarten Punkten durch die Formel 

dss=Edu2+2Fdt~dv+ Gdv2 (E=E(uv), F=F(uv), G= G(uv» 

definiert wird. Die Krummung einer Flache, oder genauer das von 
GaufJ sogenannte KriimmungsmafJ k (III D 1, 2, N r. 36, und III D 3, 
Nr. 33) der Flache in einem beliebigen Punkte, d. h. das reziproke 
Produkt der zum Flachenpunkte gehorigen Hauptkriimmungsradien, 
ist bekanntlich bei beliebiger Abwickelung der Flache (Verbiegung 
der Flache ohne Dehnung) eine Invariante. Dementsprechend driickt 
sich dasselbe durch die im Ausdrucke fur dss auftretenden Koeffi
zienten E, F, G und deren nach u, v genommene Differentialquotienten 
aus; die konkrete Gestalt, welche die betrachtete Flache im Raume 
hat, rallt ganz weg. Bei der abstrakten Mannigfaltigkeit u, v verliert 
der Ausdruck ,,Kriimmung" an sich jede anschauliche Bedeutung; 
man hat nunmehr eine aus E, F, G und ihren nach u, v genommenen 
Differentialquotienten zusammengesetzte Differentialinvariante (welche 
ungeandert bleibt, wenn man in ds2 fiir u, v irgend zwei andere Ver
anderliche einsetzt). Trotzdem hat man fiir diese Invariante die Be-
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nennung Krummungsmafj beibehalten; man spricht dann abel', um 
Mi6versilindnisse zu vermeiden, besser nicht yom KrUmmungsma6 del' 
(abstrakten) Mannigfaltigkeit (u, v), sondern yom KrummungsmaB del' 
rur diese Mannigfaltigkeit gegebenen Ma6bestimmung. In diesem 
ubertragenen Sinne haben wir bereits in der vorigen Nummer von 
dem KriimmungsmaB del' hyperbolischen, elliptischen und parabolischen 
Ebene gesprochen. 

Wir wollen uns jetzt umgekehrt die Aufgabe stellen, in der dif
ferentialen MaBgeometrie einer Flache des gewahnlichen Raumes die 
genaue Abbildung der "allgemeinenu, speziell der nicht-Euklidischen 
Ma6geometrie der Ebene (vgl. p. 42) zu suchen. Wir mussen dann 
vor aHem diejenigen Flachen suchen, welche man (wie die Ebene) frei 
auf sich selbst so bewegen (oder abwickeln) kann, daB ein beliebiger 
Punkt del' Flache in irgend einen anderen beliebigen Punkt gebracht 
wird. Diese Flachen haben notwendig konstante Kt'ibnmttng; und um
gekehrt geht aus einem Satze von Minding191) hervor, daB jede 
Flache von konstanter Krummung in der erforderlichen Weise (nam
lich oo3-fach) frei auf sich selbst bewegt werden kann (III D 5, 
v. Lilienthal, Nr. 33). 

Man mage jetzt die Flachen konstanter Kriimmung nach dem 
Werte k ihrer Kriimmung unterscheiden; man erhalt: 

a) Fiir k = 0 die gemeinen abwickelbaren Flachen, deren diffe
rentiale MaBgeometrie derjenigeu del' gewohnlichen Euklidischen ebenen 
Geometrie gleich ist. 

b) Fur k > 0 die auf eine Kugel abwickelbaren Flachen, deren 
differentiale MaBgeometrie derjenigen der elliptischen ebenen Geometrie 
yom KrummungsmaBe k gleich ist (vgl. Nr. 23a) und besonders die 
FuBnote 183). 

c) Fiir k < 0 die sogenannten pse:udospJtiiriscJten Fliichen, deren 
differentiale MaBgeometrie derjenigen der hyperbolischen ebenen Geo
metrie vom KriimmungsmaBe k gleich ist. 

Diese Gleichheit geht in del' Tat aus den trigonometrischen 
Formeln hervor, die von Minding fur die auf del' Flache gezogenen 
geodatischen Dreiecke aufgesteUt worden sind. 

Jedoch hat M1~nding selbst diese Formeln nicht in Beziehung zur 
nicht - Euklidischen Geometrie gesetzt; e1' hatte auch wohl von den 
kurz vorher verafl'entlichten Lobatschefskijschen Arbeiten keine Kenntnis. 

Die betreffende Bemerkung findet sich jedoch in dem Habilitations
vortrag von Riemann angedeutet und wurde kurz nach dem E1'scheinen 

191) J. f. Math. 19 (1839), p. 378, und 20 (1840), p. 324. 
Encyklop. d. math. Wis.enach. TIl 1. 7 
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derselben (1866) unabhiingig davon von Beltramil9'J) ausdriicklich ent
wickelt. 

Der Beltramischen Arbeit liegt die von demselben Verfasser 19S) 

erkannte Tatsache zugrunde, da6 bei den Fliichen konstanter Kriim
mung und nur bei ihnen die geodatischen Linien durch lineare Glei
chungen dargestellt werden konnen (vgl.Nr. 20). Diese Bemerkung f"lihrt 
darauf, eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Punkten der 
abstrakten Fliiche oder elementaren Mannigfaltigkeit (u, v) von kon
stanter negativer Kriimmung und dem innerhalb eines (Grenz-)Kreises 
enthaltenen Gebiete einer gewohnlichen Ebene aufzustellen, wobei 
man eine Abbildung erhaIt, in der den geodatischen Linien der Jj'lache 
die Sehnen des Grenzkreises entsprechen. Die Ma6bestimmung auf 
der Flache ist dabei nichts anderes, als die auf den Kreis als ab
soluten Kegelschnitt zu griindende Cayleysche Ma6bestimmung, wie 
Beltrami auch ausdriicklich hervorhebt. 

Eine andere Art Abbildung der hyperbolischen Geometrie auf 
eine gewohnliche Eblme mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y, 
namlich eine konforme, haben wir bereits betrachtet, indem wir die 
hyperbolische Geometrie zuniichst auf die von dem Aquator begrenzte 
halbe Kugel iibertrugen und diese dann stereographisch auf eine Ebene 
projizierten (Nr. 24). 

Wiihlt man dabei als Pol der Projektion den Mittelpunkt der 
Kugel, so kommt man auf die schon bei Riemann vorkommende Form 
des Bogenelements (vgl. p. 101): 

dx'+ dy' 
ds2 = k ' 

1 + - (x' + y!) 
4 

wo k das Kriimmungsma6 der Flache ist. 
Wiihlt man dagegen den Pol (wie wir vorhin taten) auf dem 

Aquator selbst, so kommt: 
ds2 = k9 dx' + dy' 

y' 

oder, wenn k = - ~I gesetzt wird (III D 5, v. Lilienthal, Nr. 33, und 
u 

IIID6a, Vofj, Nr.28), fiir x=v, '!J=Re- li , 

2u 

dss = du2 + ell. dv2• 

Interpretieren wir in diesen Formeln x, '!J oder u, v aIs gewohn-

192) Giom. di ma.t. 4 (1866). 
198) Ann. di ma.t. (1) 7 (1866), p. 185; Opere 1, p. 262. 
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liehe carlesische Koordinaten in einer Hilfsebene, so wird in diesel' 
die MaBgeometrie der hyperbolischen Gesamtebene eine abstrakte Inter
pretation finden. 

Letzteres ist bei den Flachen konstanter negativer Kriimmung, 
die man als Beispiele konstruiert hat, zunachst nicht der Fall. Denn 
diese werden aIle von singuliiren Kurven oder Punkten derart be
grenzt, daB auf ihnen nur ein Stiick der hyperbolisehen Ebene seine 
Abbildung findet. Man vergleiche z. B. die von Minding bestimmten 
Rotationsflaehen. 

Es entsteht die Frage, ob man iiberhaupt eine pseudosphiirische 
Flache des gewohnlichen Enklidischen Rau'mes konstruieren kann, die 
das volZstiindige Abbild det· abstrakten Mannigfaltigkeit (u, v), d. h. der 
gesamten hyperbolischen Ebene darbieiet. 

D. Hilbert l94) hat bewiesen, daB keine regulare analytische Flache, 
die diesel' Fol'del'ung geniigt, existiert. Auf jeder solchen Flache treten 
namlich singulare Kurven oder Punkte auf. Derselbe SchluB gilt hin
sichtlich del' nicht analytischen Fliichen, die von G. Liitkemeyer l95 ) 

und E. Holmgren 196) betrachtet worden sind. 
Bemerkungen, analog den obigen, muB man auch machen, so

weit die Geometl'ie del' in ihl'er ganzen Ausdehnung betrachteten 
Flachen konstanter positiver Kriimmung in Betracht kommt. Wir 
haben bereits bemerkt eNr. 24:), daB die spharische Geometrie sozusagen 
ein iibervollstandiges Abbild der Geometrie del' elliptischen Ebene gibt. 
Nicht die Kugel, sondern das Strahlenbundel bietet eine zweidimen
sionale abstrakte Mannigfaltigkeit dar, die ein genaues Abbild del' 
elliptischen Ebene ist. Andererseits zeigt man, daB die Kugel im ge
wohnlichen Euklidischen Raume die einzige geschlossene Fliiche kon
stanter positiver Kriimmtmg ist. Diesel' Satz ist, was analytische 
Flachen angeht, neuerdings von W. Liebmann bewiesen worden 197), 

wahrend G. Liitlcemeyer 198) und E. Holmgren 199) dargetan haben, daS 
Fliichen konstantel' positiver Kriimmung in der Tat immel' analy-

194) Am. Math. Soc. Trans. 2 (1901), p. 87; Grundlagen, Anhang V, p. 162. 
195) Diss. Gottingen 1902. 
196) Paris C. R. 134 (1902), p. 140. Die Idee der nicht analytischen regu

laren Flachen geht auf Chr. Wiener zuriick, der in seinen V orlesungen uber 
darstellende Geometrie nicht-geradlinige abwickelbare Flachen, die als Grenze 
eines Polyeders erhalten werden, in Betracht gezogen hat; vgl. Lehrbuch der 
darstellenden Geometrie 2, Leipzig 188'i, p. 29. 

197) Gott. Nachr. 1899, p. 44; Math. Ann. 53 (1900), p. 81; 54 (1901), p. 505; 
vgl. D. Hilbert, Grundlagen, p. 172. 

198) Diss. Gottingen 1902, p. 163. 
199) Math. Ann. 57 (1903), p. 409. 

7* 
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tisch sind (wenigstens wenn sie stetige Ableitungen bis ZUl" dritten 
Ordnung haben). 

27. Riemannsche Ma.Bbestimmung in einer beliebig ausgedehnten 
l/[annigfaltigkeit. Die Ideen, die wir im Hinblick auf die MaB
geornetrie auf einer Flache oder vielmehr auf einer abstrakten zwei
dimensionalen Mannigfaltigkeit entwickeIt haben, finden ihre natiir
liche Erweiterung in der MaBgeometrie der mehrfach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten, deren Prinzipien Bien/ann in seinem Habilitations
vortrag entwickelt hat. 

Geht man von einer elementaren Mannigfaltigkeit va oder v" 
von 3 oder mehr Dimensionen aus, in del· ein Koordinatensystem 
Xl1 xs, ... , Xn (vgl. Nr.15) als gegeben vorausgesetzt wird, so kann man 
eine MafJbestimmung in del' Mannigfaltigkeit aufstellen und dann auf 
ihr eine differentiale MafJgemnetrie definieren, indem man als Ausdruck 
fur die Entfernung zweier unendlich benachbarter Punkte nimmt: 

~ r~----"-~-

ds = Y ~ aik dx;dxk' 

wo ~ aik dXi dXk eine wesentlich positive quadratische Form bezeichnet. 
Dieses Prinzip (das spater von H. v. Helmholtz der verallgemeinerte 

Pythagoraische Satz genannt wurde) bietet sich als das einfachste 
dar, wenn man die MaBbegriffe in einer v" = (xu X2 , •.• , x,,) durch 
Definition del' Liinge einer Linie Xi = Xi (t) festsetzen will, die in 
einem von Null verschiedenen Intervalle durch stetige und derivier
bare Funktionen in der Weise dargestellt wird, daB sie: 

a) einen wesentlich positiven Wert hat, 
b) stetig und derivierbar von den Endpunkten und von der Ge

stalt del' Linie abhallgt, 
c) die additive Eigenschaft besitzt (vgl. Nr. 23). 
Auf Grund dieser Bedingungen erhalt man die Funktion, die die 

Lange einer Linie darstellt, durch Integration des Linienelementes ds, 
und der Ausdruck von ds hangt nUl" VOll den Koordinaten Xii Xi + dx. 
zweier unendlich benach barter Punkte abo 

Der Ausdruck flir ds darf jedenfalls keine line are Funktion del' 
Xi' dXi sein, weil er dann infolge del' Stetigkeit negative Werte annehmen 
miiBte, wenn man eine Linie urn einen Punkt stetig so weit variieren 
laBt, bis sie wieder mit sich selbst zusammenf!ilIt, und damit ihren Sinn 
umkehrt. Dagegen ist ds2, ds4 und iiberhaupt jede von ds2 eindeutig ab
hangende Funktion als Grundlage fiir die Bildung eines Ausdruckes fiir 
das Linienelement zulassig. Wenn lllan nun voraussetzt, daB ds2 so 
weit derivierbar sein soIl, als fUr die Entwicklung der Maclaurinschen 
Reihe bis zum dritten Gliede notig ist, und unendlich klein von del' 
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zweiten Ordnung in den Differentialen dx" so erhiilt man gerade 2°O) 
ds! = ~ aikdxidxk • 

Macht man dagegen irgend welche andere Annahme hinsichtlich 
der Derivierbarkeit von ds2 im Anfangspunkte, so kann man auf 
andere und hohere Art eine MaBbestimmung in unserer Mannigfaltig
keit festsetzen, indem man z. B. als Ausdruck fiir ds! eine wesentlich 
positive Form vierlen Grades in den dx; annimmt, die sich nicht auf 
ein vollkommenes Quadrat reduziert. Die Moglichkeit solcher Falle 
ist bereits von B. Riemann hervorgehoben worden, der dann abel' 
seine Betrachtungen auf den einfachsten und wichtigsten Fall ein
geschriinkt hat, in dem del' verallgemeinerte PythagOl"aische Satz gelten 
soH 2(1). 

Wie bei den Flachen, so kann man auch bei den Mannigfaltig
keiten v"' in denen eine MaBbestimmung durch den Ausdruck fiir ds2 

definiert ist, die geodiitischen Linien oder Linien kleinstel' Lange be
trachten, von den en jede in geeignet begrenzten Gebieten durch zwei 
Punkte vollig bestimmt ist. 1st auf diese Weise del' Begriff del' Ent
fe-rnung zwischen zwei Punkten festgelegt, so kann man an ihn an
kniipfend die Begriffe des Winkels 202) und des RaHminhalts 203) definieren. 

28. Homogene :Mannigf~ltigkeiten. B. Riemann beschaftigt sich 
im besondern mit den Mannigfaltigkeiten Vs oder vn , die, wie der ge
wohnliche Raum, homogen erscheinen, d. h. sich in sich bewegel1 
lassen. 

Dieser Begriff wird in folgender Weise naher bezeichnet. 
Unter den Lil1ienelementen (dx;), die von einem Punkte P == (x;) 

del' Mannigfaltigkeit ausgehen, betrachte man diejenigen, die ein von P 
ausgehendes Flachenelement bilden, namlich diejenigen, die von zwei 
gegebenen Linienelementen linear abhal1gen: 

dx, = A.. d1xj + 11' d2 x;; 

die zu diesen Elementen gehorenden, von P ansgehenden geodatischen 
Linien bilden das, was man (nach F. Schur) eine geodiitische Placke 
durch P nennt. 

B. Riemann betrachtet nun eine Mannigfaltigkeit als homogen, 
wenn es moglich ist, sie derart in sich selbst zu bewegen, daB man 
einen Punkt P und ein durch ihn gehendes Flachenelement mit irgend 
einem beliebigen Punkte P' und einem von P' ansgehenden beliebigen 

200) V gl. F. Enriques, Conferenze di geometria, autogr. Vorl., p. 58. 
201) Habilitationsvortrag II 1. 
202) V gl. F. Enriques, Conferenze di geometria, auto gr. Vorl., p. 65. 
203) T. Levi-Civita, 1st. Ven. A.tti (7) 4 (1894), p. 1765, insbesondere § 19. 
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Fliichenelemente zur Deckung bringt. Aus dieser Bedingung folgt ohne 
weiteres,da6 aile von irgend welchen zwei Punkten ausgehenden geo
datischen Flachen dieselbe (verailgemeinerte Gau[Jsche) Kriimmung k 
haben, und dies driickt man aus, indem man sagt, daB die Mannig
faltigkeit eine 7constante Krummung hat. 

B. Riemann hat fiir die Mannigfaltigkeiten von konstanter Kriim
mung k allgemein als Ausdruck fur das Quadrat des Linienelementes 
angegeben: 

Die differentiale Maf3geometrie einer ]Jlannigfaltigkeit V3 von kon
stanter Krummung k wird fur k = 0 gleich derjenigen der (parabolischen) 
Geometrie des gewohnlichen Euklidischen Raurnes, fiir k < 0 gleich dm'
jenigen der hyperbolischen Geometrie, fur k > 0 gleich dmjenigen de,. 
elliptischen Geometrie. 

In dies em Zusammenhange hat Riemann zuerst auf die elliptische 
Geometrie aufmerksam gemacht. Seine Angabe fiber die Form, auf 
welche sich das Linienelement einer Mannigfaltigkeit von konstanter 
Kriimmung bringen HiBt, ist spater durch Rechnungen von E. Chri
stoffel 204) und R. liipschitz205) als richtig erwiesen worden 206). 

Endlich hat S. Lie 207) als Folge eines von ihm bewiesenen Gruppen· 
satzes ausgesprochen, daB eine metrische Mannigfaltigke# eine konstante 
Krummung hat, wenn es moglich ist, sie so in sich selbst Ztt bewegen, 
claf3 die liinienelemente irgend eines festgehaltenen Punktes in all
gmneinster Weise (mit del' gro6ten Anzahl von Parametern) transfor
miert werden, und er hat auf diese Weise die Riemannsche Bedingung 
fiir die Homogenitat einer Mannigfaltigkeit vereinfaeht. 

29. Projektiver Charakter der Mannigfaltigkeiten konstanter 
Krfimmung. Weitere Studien von Beltrami 208) und L. Schliifli 209) 
beziehen sieh auf den projektiven Charakter der Mallnigfaltigkeitell 
von konstanter Krummullg. 

In einer Mannigfaltigkeit von konstanter Kriimmung lassen sieh 
die geodatischen Linien durch lineare Gleiehungen darstellen (Beltrami); 
daher gilt in den Mannigfaltigkeiten von konstanter Kt'iimmwlg, wenn 

204) J. f. Math. 70 (186!)), p. 46, 241-
205) J. f. Math. 70 (1869), p. 71, und 72 (1870), p. 1-
206) Vgl. L. Bianchi, Rom Line. Rend. (5) 72 (1898), p. 147. 
207) Transformationsgruppen 3, p. 353-355. 
208) Ann. di mat. (2) 5 (1872), p. 178. 
209) Ann. di mat. (2) 5 (1872), p. 194. 
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die geodiitischen Linien als Gerade betrachtet werden, im differentialen 
Sinne die projektive Geometrie. U mgekehrt (Schliifli): EineMannig
raltigkeit, in der eine differentiale MafJgeometr-ie definiert ist, innerhalb 
zcelcher, u;enn man die geodiitischen Linien als Gerade betrachtet, d~'c 

projektive Geometrie gilt, ist eine Mannigfaltigkeit von kanstanter 
Kriimmung. 

Und es k(Mm auch die MafJbestimmung einer Mannigfaltigkeit von 
kanstanter Kriimmtmg immer als cine Cayleyscke projektive MafJbestim
mung in bezug aur eine absolute Fliicke zweiten Grades betrachtet werden. 
U mgekehrt fiihrt die in einem p~'ojektiven Raumein bezug aUf eine 
absolute Flacke zu;eiten G-rades aufgestellte MafJbestimmung auf einen 
quadratiscken Attsdruck f~:ir das Quadrat ds2 des Linienelementes, wo
nach der Raum wie eine Mannigfaltigkeit von konstanter Kriimmung 
(in der die Geraden geodatische Linien sind) erscheint 210). 

Del' Vergleich zwischen den lVIannigfaltigkeiten von konstanter 
Krummung und den metrisch-projektiven Raumen wird vollkommen, 
wenn man sich die Mannigfaltigkeit, in del' die Metrik in differen
tialem Sinne, d. h. fur geeignet begrenzte Gebiete definiert ist, in der 
Weise vervollstandigt denkt, daB zwei Punkte immer eine und nUl' 
eine geodatische Linie bestimmen. Eine solche Vervollstandigung ist 
fUr die abstrakten Elementarmannigfaltigkeiten durch die Betrachtung 
del' idealen Punkte (Nr.17) immer moglich, abel' es konnten auch 
andere und weniger einfache Vervollstandigungen in Betracht gezogen 
werden, die dann zu anderen Folgerungen AnlaE geben. 

An den pl'ojeHiven Charakter del' Mannigfaltigkeiten von kon
stanter Krummung knupft endlich eine Untel'suchung von F. Schur 211) 

an. Schw' bemerkt, daB diesel' projektive Charakter von del' fundamen
talen Eigenschaft del' geodatischen Flache abhangt, je 00 2 geodatische 
Linien des Raumes zu enthalten (fundamentale Eigenschaft del' Ebene; 
vgl. Nr. 2), und beweist dann die folgenden Satze: 

Wennin einer metn'schen JJfannigfaltigkeit von drei oder mehr 
Dimensionen die von einem Punkte P ausgehenden geodiitischen Flacken 
je 00 2 gcodiitische Linien des Raumes enthalten, so hat die Mannig~ 
faltigkeit in bezug attf aUe von P ausgehenden Flachenelernente eine 
konstante Kriimmung. 

Wenn die angegebene Eigenschaft allen von zwei P'unkten P und 
P' ausgehenden geodiitiscken Fliichen zukommt, so kommt sie allen geo-

210) V gl. E_ Belt-rami, Fullnote 206, und F. Klein, Erlanger Programm. 
211) Math. Ann. 27 (1886), p. 537. Vgl. aueh L. Bianchi, Rom Line. Rend. 

(5) 111 (1902), p_ 265. Hinsiehtlieh eines geometrisehen Beweises derselben 
Resultate vgl. F. Enriques, Bologna Atti 1902. 
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datischen Flachen iiberltaupt ZU, und die ]Jfannigfaltigkeit ist von kon
stanter Kriimmung. 

So erhiilt das Problem der metrischen Mannigfaltigkeiten kon
stanter Kriimmung, sozusagen in seine projektiven Elemente zerlegt, 
die einfachste Losung. 

Die Untersuchungen von F. Schw' schlieBen auch die Existenz 
von Mannigfaltigkeiten von drei odeI' mehr Dimensionen aus, die urn 
jeden Punkt eine konstante, abel' von Punkt zu Punkt eine verander
liche Kriimmung haben. 

30. Untersuchungen von De Tilly uber den Ausdruck fur 
die endliche Entfemung. Dem Riemannschen Ansatz, del' die MaB
geometrie durch den Ausdruck fiir die elementare Entfernung zwischen 
zwei unendlich benachbarten Punkten zu charakterisieren sucht, steht 
der andere gegeniiber, der direkt den Ausdruck fiir die endlich.e Ent
fernung zwischen zwei wesentlich verschiedenen Punkten herleiten will. 
So geschieht es in den allerdings nicht dnrchgefiihrten Untersuchungen 
von J. lYI. De Tilly 212). 

Man betrachte den Raum als eine dl'eidimensionale Mannigfaltig
keit, in del' ein Koordinatensystem x, y, z festgesetzt ist. Sind zwei 
Punkte 1 = (X1Y1Z1)' 2 = (X2Y2Z2) gegeben, so wird ihre Entfermmg 
(12) durch eine symmetrische Funktion 

(12) = E~2(XIYIZll X2Y2Z2) 

ausgedriickt, die VOl' aHem den folgenden Forderungen gelliigt: 

a) die Entfernung zweier PUllkte variiert mit ihnen in stetiger 
Weise und wi I'd nul' dann Null, wenll die beiden Punkte zusammen
fallen; 

b) sind mehrel'e Punkte 1, 2, 3,4, ... und ein Punkt 2' gegeben, 
del' von 1 ebensoweit entfernt ist wie 2, so gibt es Punkte 2', 3', 4', ... 
von solcher Lage, daB die Entfernullgen zwischen je zwei Punkten der 
zweiten Gruppe dell en zwischen den homologen Punkten del' el'sten 
gleich sind. 

. 'Diese zweite Bedingung (die im wesentlichen die Beweglichkeit 
del' Figuren einfiihrt, vgl. H. v. Helmholtz, Nr. 32) ist eine fUllktionale 
Bedingung, del' die Entfernungsfunktion geniigen muB. 

Betrachtet man zwei Gruppen von funfPunkten12345, 12'3'4'5', 
so folgt aus den Gleichungen 

212) Bordeaux Yemoires (2) 3 (1879), p. 1; Bruxe~les Memoires couronnes 
in 8°, 47 (1892/93). 
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(1) 
J (12) = (12') 

(15) = (15') 
I (25) = (2'5') 

(13) = (13') 
(23) = (2' 3') 
(34) = (3'4') 

unter geeigneten Einschrankungen identisch: 

(45) = (4'5,). 

(14) = (14') 
(24) = (2'4') 
(35) = (3'5') 

Daher muB zwischen den zehn zwischen je zwei von fUnf 
Punkten vorhandenen Entfernungen eine charakteristische Relation, 
genannt die Relation der fUnf Punkte, bestehen, deren Form von der 
betrachteten Gruppe von funf Punkten unabhlingig sein muB (Be
dingung der Homogenitat des Raumes). 

Diese Relation moge durch 

(12345) = 1/1 {(12) (13) (14) (15) (23) (24) (25) (34) (35) (45) I = ° 
dargestellt sein. 

Die Bedingung del' Homogenitiit verwandelt sich dann in die 
folgende Bedingung (die Bedingung der seeks Punkte), der die Funk
tion 1/1 genugen muB: 

Die drei Relation,en 

(12345) = 0, (12346) = 0, (12356) = ° 
(die, welches auch die Form von 1/1 sei, durch die Wahl von (46) 
und (56), nachdem (16) (26) (36) unter passenden Einschrankungen 
beliebig gegeben worden sind, erfullt werden konllen) miissen die drei 
folgenden nach sick ziehen: 

(12456)=0, (13456)=0, (23456)=0. 

Nun haben die Untersuchungen, die fiir die Euklidische Geometrie 
J. B. Lagrange, B. N. Carnot und A. Cayley und fiir die nicht-Euklidische 
Geometrie E. Schm'ing und P. Mansion 213) iiber die Relation der fiinf 
Punkte angestellt haben, zu zwei besonderen Ausdriicken fiir die 
Funktion 1/1 = (1 2 3 45) in Determinantenform gefiihrt. Aus dies en 
folgt umgekehrt del' Ausdruck fiir die Entfernung in der Euklidischen 
und in der nicht-Euklidischen Geometrie, wenn man eine dritte Be
dingung c) beriicksichtigt, die die additive Eigenschaft del' Ent
fernung auf der Geraden ausdriickt. 

Es muBte aber bewiesen werden, daB die durch 1/1 bestimmten 
Ausdriicke fiir die Entfernung wenigstens unter geeigneten Realitats
bedingungen die einzigen moglichen 10sungen der vorliegenden Auf
gabe sind. Die wenig strengen Betrachtungen De TiUys geniigen nicht, 

213) Schering, Gott. Nachr. 1870, p. 317; 1873, p. 13 und 149; ]}Iansion, 
BruxeHes Soc. Ann. 13 A (1889), p. 57; 15 A (1891'), p. 8; 16 A (1892), p. 51. 
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um die Existenz anderer Losungen auszuschlieBen , und H F. Blich
feldt 214) hat iiberdies Ausdriicke moglicher Beziehungen zwischen den 
Entfernungen erhalten, die in denen De Tillys nicht enthalten sind. 

31. Geometrische Systeme von Minkowski-Hilbert. Gewisse 
Untersuchungen von H. Minkowski und D. Hilbert find en hier ihren 
Platz, insofern sie, von del' Betrachtung des Ausdrucks fUr die end
liche Entfernung zwischen zwei Punkten ausgehend, zu allgemeineren 
geometrischen Systemen fiihren, die die gewohnliche, Euklidische und 
nicht-Euklidische, Metrik umfassen. 

Es seien x, y, z gewohnliche Parallelkoordinaten des Raumes. 
H. M·inkowski 215) nimmt als Ausdruck fUr die Entfernung zwischen 

zwei Punkten (Xl Y1 $1)' (X2 Y2 Z2) eine homo gene (im allgemeinen trans
cendente) Funktion ersten Grades der Differenzen Xl - X2, Yl - Y2' 

Q (Xl - X 2, Y1 - Y2' Zl - Z2) 

an, die er keiner anderen Beschrankung un terwirft als del', daB Sle, 

einer Konstanten gleichgesetzt, eine nicht konkave Fliiche darstellt. Er 
erhalt so eine konventionelle MaBgeometrie, die mit del' projektiven 
Geometrie vertraglich ist in dem Sinne, daB die Geraden die Linien 
kleinster Lange sind; diese Geometrie schlieBt als besonderen Fall 
die gewohnliche Euklidische Geometrie ein. Bei Minkowski gibt es im 
allgemeinen nul' 00 3 Bewegungen, namlich die 00 3 Parallelverschie
bungen des Raumes. 

D. Hilbert 216) hat das vorstehend~ System verallgemeinert, indem 
e1' sich die umgekehrte Aufgabe stellte: aUe moglichen metrischen 
Geometrien des Raumes zu bestirmnen, in den en die Gm'aden kiirzeste 
Linien sind und auf3erdem eine unendliche Lange haben. 

Die Antwort ist, daB man solche metrischen Geometrien in dent 
projektiven Raume immer so herstellen kann, dafJ man als absolute 
Fliiche eine geschlossene nicht konkave Flache und als Ausdruck fiir 
die EntferJl!ung zweier (eigentlicher) Punkte A, B in ihr den Ausdruck 

clog (ABMN) 
nimmt, wo M, N die Schnittpunkte del' Geraden AB mit del' ab
soluten Flache sind und c eine Konstante bezeichnet. 

Das Hilbertsche System wird ersichtlich zur hyperbolischen MaB
bestimmung, wenn man als absolute Fliiche eine reelle nicht-geradlinige 
Flache zweiten Grades nimmt, Andererseits umfaBt es als Grenzfall 

214) Am. Math. Soc. Trans. 3 (1902), p. 467. 
215) Geometrie der Zahlen, Leipzig 1896, § 1. 
216) Math. Ann. 46 (1895), p. 91. 
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(wenn namlich die absolute Flache in die unendlich ferne Ebene 
ausartet) das Minkowskische System. In del' allgemeinen Hilbert~ 
schen Metrik gibt es keine Bewegungen. 

Das Hilbertsche geometrische System kann selbst wieder in 
mehrfacher Weise verallgemeinert werden, wenn man einige del' Be
dingungen fallen laBt, denen die Funktion del' Entfernung zwischen 
zwei Punkten geniigen muB, um diejenigen Eigenschaften zu besitzen, 
welche wir gemaB del' Anschauung ihr zugestehen, wenn man z. B. 
annimmt, daB sie nicht in bezug auf beide Punkte symmetrisch oder 
nicht durch sie in eindeutiger Weise bestimmt ist 217). 

B. Bewegungsgruppe. 

32. Postulate von H. v. Helmholtz. Die Forschungsrichtung, die 
die Geometrie des physischen Raumes durch die Eigenschaften del' 
Bewegnngen, als Punkttransformationen in einem Raumstiick betrachtet, 
zu charakterisieren sucht, ist von Fr. Deberweg 218) und von H. v. Heltn
holtz 219) angebahnt worden. SpateI' hat F. Klein 220), indem er den 
fundamentalen Charakter del' Bewegungen, eine Gruppe zu bilden, her
vorhob, das Problem in eine scharfere Form gebracht, indem er es 
als eine Gruppenfrage aussprach; diese Frage wurde von verschiedenen 
Gesichtspunkten aus von S. Lie und auch zum Teil, unabhangig da
von, von H. Poincare behandelt und gelost. 

Die Postulate, die Helmholtz del' Geometrie zugrunde legt, sind 
die folgenden: 

I. Dber die Stetigkeit nnd die Dimensionen des Raumes. 
Das Postulat, wonach del' Raum als eine Zahlenmannigfaltigkeit vn 

von n Dimensionen, wo n= 3 ist, angesehen werden kann (vgl. Nr.15). 
Die Bedingung n = 3 kann wie bei Lie (vgl. unten) erst hinterher ein
gefiihrt werden, nachdem die Postulate del' Bewegung allgemein fur 
den Sn ausgesprochen worden sind. 

II. tiber die Existenz beweglicher starrer Karpel'. 
Zwischen den 2n Koordillaten eines einem stanen Korper an

gehorenden Punktepaares findet eine Gleichung 

.Q, (xl) X 2 , ••• , xn, Vii Y2" .. , Yn) = 0 

217) V gl. hierzu G. Hamel, Uber die Geometrien, in denen die Geraden 
die kiirzesten sind, Diss. Gottingen 1901, und Ma.th. Ann. 57 (1903), p. 231. 

218) Arch. f. Philologie und Padagogik 17 (1851). 
219) Verhdl. d. naturhist. med. Vereins zu Heidelberg 4 (1866) (Wissensch. 

Abhandl. 2, p. 610) und Gott. Nachr. 1868, p.193 (Wissensch. Abhandl. 2, p.618). 
220) Erlanger Programm und Math. Ann. 6 (1873), p. 116. 
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statt, die fiir jedes Paar kongrltenter, d. h. durch eine Bewegung zur 
Deckung zu bringender Punkte dieselbe ist. 

III. Ubel' (lie Freiheit der Bewegung. 
Del' erste Punkt eines starren Systems ist durehaus beweglich. 

Wenll er festgehalten wird, so findet fiir den zweiten Punkt eine 
Gleichung statt; wenn noeh ein zweiter Punkt festgehalt{lJ1 wird, so 
muB ein dritter PunH zwei Gleichullgen genugen usw. 1m ganzen 

n(n+1). . 
muB man n Punkte festhalten, d. h. --i-- Bedmgungen geben, urn 

in dem Raume von n Dimensionen die Lage jedes Punktes fest
zulegen. 

IV. Uber den Zusammenhang zwischen Drehung und Identitiit 
(Postulat del' lJIonodt·omie). 

Es wird angeJ1ommen, daB im Raume von n Dimensionen eine 
vollstandige Drehung urn n - 1 feste Punkte allgemeiner Lage einen 
starren Korper identiseh mit sieh selbst zur Deekung bringt, d. h. 
daB die unter diese!1 Bedingungen von einem Punkte besehriebene 
(Kreis-)Lil1ie gesehlossen ist. 

Helmholtz glaubt zu beweisen, daB die gel1annten vier Postulate 
von eil1ander unabhangig sind und zur vollstandigen Charakterisierung 
del' allgemeinen, Euklidisehen oder nicht-Euklidischen, Geometrie des 
Raumes ausreiehen, indem er tatsiichlich zuletzt zu dem Riemannschen 
Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements gelangt. 

Abel' gegen die Helmholtzschen Beweise richtet sich die Kritik 
von S. Lie 221), insbesondere del' Einwalld, daB Helmholtz elltsprechend 
den urn einen festen Punkt 0 stattfindenden Drehungen lineare Glei
chungel1 zwischen den von dem PUllkte auslaufenden ersten Differen
tialen del' Koordinaten anschreibt (was zu speziell ist) 222). 

AuBerdem ist das zur Begrundung del' ebenen Geomehie en = 2) 
allerdings notige Postulat del' Monodromie fiir den Fall des Raumes 
(n = 3 odeI' n> 3) iiberftussig. Dies wurde noeh VOl' Lie von De Tilly 
(FuBn. 212) verfochten und spateI' von F. Klein 228) durch Betrachtungen 
intuitiven Charakters eriautert. 

lmmerhill konnen die Helmholtzschen Resultate als riehtig an
gesehen werden, soweit es sich UUl die Mogliehkeit handelt, die all-

221) Transformationsgruppen 3, p. 437. 
222) Es ware moglich, daB es innerhalh der Gruppe Bewegungen um 0 

giht, welche die von 0 ausgehenden eraten Differentiale ungeltndert lassen und 
erst auf die zweiten Differentiale wirken, usw. 

223) Math. Ann. 37 (1890), p. 544, genauer in Hohere Geometrie 2, autogr. 
Vorlesungen, Leipzig 1893. 
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gemeine MaBgeometrie des Raumes auf den ersten drei Postulaten 
aufzubauen, wofern diese Postulate als far aUe Punkte eines Raum
stiickes giiltig verstanden werden 224). 

33. Untersuchungen von S. Lie 225). Lie bringt das Belmholtz
sche Problem in eine andere Form und kommt dabei zu zwei neuen 
Losungen. 

Es wird VOl' allem ebenso wie bei Helmholtz ausdl'iicklich an
genommen, daB del' Raum eine Mannigfaltigkeit Va ist, in del' man 
Koordinaten einfahren kann. 

Die Bewegungen des Raumes erscheinen, insoweit sie zusammen
setzbar und umkehrbar sind, als Glieder einer Gruppe von Punkt
transformationen; diese Annahme tritt an Stelle derjenigen, die Helm
holtz mit dem Begriff del' Kongruenz verbindet, namlich, daB die Kon
gruenz eine gegenseitige Beziehung ist und daB zwei Figuren, die 
einer dritten kongruent sind, unter einander kongruent sind. 

Nun kommt die Aufgabe, ein Postulatensystem anzugeben, das 
del' allgemeinen MaBgeometrie zur Grundlage dienen konnte, darauf 
hinaus, die Bewegungsgruppen del' Euklidischen odeI' nicht-Euklidi
schen Geometrien durch allgemeine Eigenschaften zu charakterisieren 
und sie dadurch von allen moglichen Transformationsgruppen einer V3 

zu unterscheiden. 

Das kann man dul'ch Annahmen, die sich auf die unendlich kleine 
Umgebung jedes Punktes beziehen, odel' durch Postulate in einem end
lichen Gebiete erreichen (wobei also die sogleich [un tel' VI] zu be
handelnden Zusammenhangsverhaltnisse des unbegrenzten Raumes zu
nachst auBer Betraeht bleiben). 

Die Resultate von S. Lie sind folgende: 

a) Wir stellen folgende Definition voran: Eine Transformations
gruppe in einer Vs fahrt ZUl' freien Beweglichkeit im Unendlichkleinen 
um jeden Punkt P, wenn bei festgehaltenem' P es noch moglieh ist, 
durch Transformationen del' Gruppe ein zu P gehOrendes Linien
element p in irgend ein anderes auch zu P gehorendes Linien
element p' und ein zu p gehOrendes FHiehenelement % in irgend ein 
zu p' gehorendes Flaehenelement rc' zu bringen. 

Dann ergibt sieh, daB die Gruppen det' Euklidischen oder nicht
Euklidischen Bewegungen des als eine Zahlenmannigfaltigkeit va _ (xyz) 

224) S. Lie, Transformationsgruppen 3. 
225) Leipzig Ber. 188!>, p. 337; Transformationsgruppen, A.bteil. 5 und be

sonders p. 471, 498. 
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betraehteten Raumes vollstandig durch die Eigenschaft charakterisiert 
sind, dajJ sie reell, transitiv und durch unendlich kleine Transforma
tionen erzeugbar sind, sowie die freie Beweglichkeit im Unendlichkleinen 
um jeden festgehaltenen Pttnkt moglich machen. 

Diesel' SchluB erstreckt sich in analoger '\Veise auf den Fall del' 
Bewegungsgruppen in Raumen von n > 3 Dimensionen; abel' fur 
11, = 2 muB man das Helmholtzsche Postulat del' Monodromie hinzu
fiigen, urn andere Gruppentypen, die mit del' Annahme del' Beweg
lichkeit im U nendlichkleinen vertraglich sind, auszuscheiden. 

b) Betrachtet man dagegen die Eigenschaften del' Bewegungen 
in einem endlichen einfach zusammenhangenden Gebiete, so kommt 
man zu dem Ergebnis: 

Die allgemeine MajJgeometrie des Raumes kann, soweit ein be
grenztes Raumstiick in Betraeht kommt, auf folgende Postulate gegrundet 
werden: 

1) Der Raum ist eine Zahlenmannigfaltigkeit von drei Dimen
sionen (va). 

2) Die Bewegnngen bilden eine reeUe Transformationsgruppe, die 
dureh unendlieh kleine Transformationen erzeugt wird. 

3) Wenn man einen Punkt (YI ° Y2 ° Ys 0) von allgemeiner Lage fest
halt, so genugen die Punkte, in die ein anderer Punkt (Xl ° X2 ° Xs 0) dureh 
eine Bewegung gebraeht werden kann, einm' Gleiehung 

.Q,(YIOY20ySO, XIOX2oXSo, x j x2 Xs) = 0, 

die eine durch (XIOX20XSO), aber nicht dureh (YIOY20ySO) hindurehgehende 
Fliiche darstellt. 

4) Um den Punkt (YIOY20ySO) kann man ein dreidimensionales 
Raumstuek von der Besehaffenheit abgrenzen, dajJ, wenn der Punkt 
(Yl ° Y2 ° Ys 0) festgehalten wird, jeder andere Punkt (Xl ° x20 Xs 0) des ge
nannten Raumstiiekes d1treh eine stetige Bewegung in irgend einen 
anderen Punkt gebraeht werden kann, der dej' Gleiehung .Q, = ° genugt. 

34:. Untersuchungen von H. Poincare. Unabhangig von Lie 
(dessen erste Arbeit (FuBnote 225) vom 25.0kt. 1886 herstammt) hat 
sich H. Poincatyj226) die Aufgabe gestellt, auf gruppentheoretischem 
Wege diejenigen Geometrien del' Ebene zu charakterisieren, bei denen 
ein quadratisches; Gebilde im Sinne der projektiven Geometrie zu
grunde liegt (vgl. Nr. 23). Er gelangt zu folgendem Postulatensystem: 

226) Paris Bull. Soc. math. de France 15 (1887), p. 203; vgl. S. Lie, Trans
formationsgruppen 3, p. 437, 2. FuBnote. 
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1) Die Ebene ist eine Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen. 
2) Die Bewegttngen bilden in der Ebene eine reelle Transformations

gruppe, die dttrch ttnendlich kleine Transformationen erze'ugt wird, ttnd 
von drei Parametern abhiingt. 

3) Wenn in der Ebene zwei Punkte cine'r Figttr festgehalten werden, 
so ist die Figur selbst unbeweglich. 

Dieses dritte Postulat tritt an Stelle des Helmholtzschen Postu
lats del' Monodromie. Es ist so gefaBt, daB von den betraehteten 
Punkten del' Ebene aus moglicherweise noeh reelle Tangenten an das 
absolute quadratische Gebilde laufen konnen. SoUen allein die drei 
FaIle del' elliptischen, hyperbolischen und parabolischen MaBbestim· 
mung ubrig bleiben, so wi I'd man beispielsweise verlangen, daB alle 
von einem Punkte auslaufenden Geraden kongruent sein sollen. 

:35. Untersuchungen von D. Hilbert. Bei del' Klassifikation del' 
Transformationsgruppen beschranken sich sowohl Lie wie PO'incare 
auf Transformationen, die durch analy#sche Funktionen, odeI' wenig
stens auf solche, die durch derivierbare Funktionen dargestellt werden; 
diese Annahme gehort zu del' Erzeugung del' Gruppen durch unend
lich kleine Transformationen, sofel'll man diese, wie Lie in seiner 
Gruppentheorie, analytisch darstellt. Dabei kommt abel' nieht zum 
V orschein, 0 b diese Beschrankungen Annahmen enthalten, die den 
Postulaten del' Geometrie, die man charakterisieren will, hinzuzufUgen 
sind 227). Das Problem, festzustellen, welche Annahmen in diesen Be
schriinkungen enthalten sind, ist von D. Hilbert 228) aufgenommen 
worden, del' nach V orausschickung del' Annahmen, welche die Ebene 
alB eine Zahlenmannigfaltigkeit von zwei Dimensionen charaktel'isieren, 
zeigt, daB die Gruppen Euklidischer und nicht-Euklidischer Bewegungen 
der Ebene unter allen Gruppen stetiger urnkehrbar eindeutigcr Trans
formationen dttrch die folgenden drei Postulate charaktert:siert werden: 

I. die Bewegttngen bilden eine Gruppe; 
II. die Bewegttngen, die einen Pttnkt fest lassen, bringen it'gend 

einen andm'en Punkt in unendlich viele verschiedene Lagen; 
III. die Bewegungen bilden ein abgeschlossenes System (im Cantor

schen Sinne), d. h. wenn es z. B. Bewegungen gibt, durch welche Punkt
tripel in beliebiger Nahe des Punkttripels ABC in beliebige Nahe 

227) In der ersten, Fullnote 225, zitierten Arbeit p. 342 wirft S. Lie die 
Fmge auf, wie die Transformationsgruppen, die die Euklidische und die nicht
Euklidische Geometrie definieren, zu charakterisieren sind, wenn man den analy
tischen Charakter der in Betracht kommenden Funktionen fallen llillt. 

228) Grundlagen, Anhang 4, p. 121. 
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des Punkttripels A' B' 0' iibergefiihrt werden konnen, so gibt es 
stets auch eine solche Bewegung, durch welche das Punkttripel ABO 
genau in das PUllkttripel A' B' 0' iibergeht. 

Wenn es auch auf den ersten Blick sonderbar erseheint, daB 
allein diese Bedingungen geniigen sollen, urn die Gruppe der Be
wegungen unter allen moglichen Gruppel1 ebener Transformationen 
zu charakterisieren (besonders weil nicht gefordert wird, daB es nur 
(Xll Bewegungen geben solI, die einen Punkt fest lassen), so ist doeh 
zu beachten, daB die Bedingung III bewirkt, daB aIle Gruppen (z. B. 
die projektive oder die konforme) ausgeschlossen werden, die aus
geartete (und also nicht eindeutig umkehrbare) Trans/"ormationen als 
Grenzfalle besitzen. 

VI. Zusammenhangsverhaltnisse des unbegrenzten Raumes. 

36. Raume, die ala Ganzes bewegt werden konnen. Die bis
her erwahnten Untersuchungen iiber die Grundlagen der MaBgeometrie 
gehen mehr oder minder bewuBt von dem philosophischen Prinzipe 
aus, als Postulate Satze aufzustellen, die in einem den Sinnen zugang
lichen Gebiete des physisehen Raumes durch die Erfahrung gegeben 
werden. Hiermit sind abel' noeh nicht die Eigensehaften des Gesamt
raumes festgelegt. Vielmehr bedarf es hierzu noch besonderer Unter
suchungen, welche sich als Erganzungen an alle vorher gehenden 
Untersuchungen ansehlieBen 229). 

Nehmen wir als gegeben an, daB die Schliisse, auf welche die 
Erfahrung hinsichtlich der Geometrie in einem das Feld unserer Be
obaehtungen bildenden Raumstiicke fiihrt, liber die Grenzen der ge
nannten Beobachtungen hinaus auf eine geeignete Umgebung irgend 
eines Punktes ausgedehnt werden konnen. Del' Gesamtraum wird dann 
als eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit Vs von konstanter Kriim
mung ohne singulare Punkte erscheinen, so daB die Geometrie in del' 
Umgebung jedes seiner Punkte die gewohnliehe allgemeine (Euklidische 
oder nicht-Euklidische) Metrik sein wird. Ein geeignetes Gebiet der 
Vs urn irgend einen Punkt wird sich auf ein eutsprechendes Gebiet 
eines metrisch-projektiven Raumes Sa kongruent abbilden lassen. Aber 
man wird darum doch nieht behaupten konnen, daB die so her
gestellte Abbildung sich auf die Vs und den 83 in ihrer Vollstiindig
keit erstreckt, so daB die Geometrie del' Vs als Ganzes betrachtet von 

229) F. Klein, Math. Ann. 37 (1890), p. 544. 
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der Geometrie des gesamten Raumes Sa verschieden sein kann, genau 
wie die Geometrien zweier Flachen im ganzen betrachtet verschieden 
sein konnen, auch wenn die genannten Flachen im differentialen Sinne 
auf einander abwickelbar sind (Nr. 9). 

So kann es infolge der Zusammenhangsvel'haltnisse der Ge
samt-Vii sich ereignen, daB es zwar fiir jedes einfach zusammen
hiillgende Stiick der Va in jeder Umgebung der Va 006 Bewegungen 
gibt, daB aber die gesamte Va sich nicht mit gleicher Freiheit be
wegen kann. Eine analoge Tatsache tritt bereits bei der Flache eines 
Kreiszylinders auf, die in differentialem Sinne auf die Ebene abwickel
bar ist: ein einfach zusammenhangendes Stiick der ZylinderHache 
liiBt sich auf dieser um einen beliebig festgehaltenen Punkt herum 
auf 001 Weisen bewegen, aber die Gesamtfliiche nicht mehr; man 
kann sie nicht mehr in sich verbiegen, so bald einer ihrer Punkte 
festgehalten wird. 

N ehmen wh' an, daB die Mannigfaltigkeit Vs von konstanter 
Kriimmung als Ganzes sich auf 006 Weisen (wie es fiir jedes Stiick 
von ihr del' Fall ist) bewegen kann. Wird man dann die Va in 
ihrer ganzell Ausdehnung als einell metrisch-pl'ojektiven Raum 8s 
betrachten konnen? 

Die Antwort ist in einem allbekannten Falle negativ. 
In der Tat, betrachten wir die Mallnigfaltigkeit, welche sphiirischer 

Raum genannt wird, d. h. die dreidimensionale Mannigfaltigkeit, 
deren Elemente (Punkte) durch diejenigen Werte del' vier Koordinaten 
Xv Xli' x:H X", gegeben sind, die der Relation 

Xli + xl + xa ll + xl = rll 

genugen. 
Es gibt 006 Bewegungen, die diesen sphiirischen Raum in seiner 

Gesamtheit in sich iiberfiihren. Trotzdem ist derselbe mit dem 
elliptischen Raume nicht identisch. In der Tat bestimmen zwei Punkte 
dieses Raumes nicht mehr immer eine einzige geodatische Linie 
(Gel'ade), weil jede geodatische Linie gleichzeitig mit einem Punkte 
(a1 all as a,,) auch dessen Gegenpunkt (- all - all, - as, - aJ enthiilt. 
Del' spharische Raum ist vielmehr aus dem elliptischell Raume durch 
eine Beziehung (2,1) abgeleitet (genau wie die gewohnliche Kugel 
aus der elliptischen Ebene oder dem Strahlenbiindel). 

Riemann selbst scheint in dieser Sache keine Meinung geauBert 
zu haben. Jedenfalls war man langere Zeit hilldurch allgemein der 
Ansicht, daB die spharische Geometrie die einzige ist, die mit der 
Annahme einer konstanten positiven Kriimmung vertrii.glich ist, und 

Encrklop. d. math. Wissensch. tii 1. 8 
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daB daher in einer Mannigfaltigkeit von solcher Kriimmung ohne 
singuIare Punkte als Ganzes betrachtet zwei geodatische Linien sich 
immer in zwei (entgegengesetzten) Punkten treffen miissen. DaB dies 
eine irrtiimliche Meinung ist, wurde, wie bereits oben (Nr.9) hervor
gehoben, zuerst von F. Klein 230) (1871-73) gezeigt. Spater wurde 
der elliptische Raum im Gegensatze zum spharischen Raume oder 
neben ihm ausdriicklich von S. Newcomb 231) (1877) und W. Killing2S2) 
(1879-80) betrachtet. 

Kehren wir nun zu del" vorher gestellten Frage zuriick, so kann 
man antworten 233): 

Eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit von k()nstanter K~'iimmung k, 
die als Ganzes betrachtet, wie in jedem ihrer Teile, 006 Bewegungen in 
sich selbst zttliifJt, kann betrachtet werden als 

1) ein hyperbolischer Raum (k < 0), 
2) ein parabolischm' Raum (k = 0), 
3) ein elliptischer Raum (k> 0), 
4) ein sphiirischer RaUtn (k> 0). 
G. Veronese 234) hat in seinen Fondamenti den spharischen Raum 

neben dem elliptischen Raume durch ein besonderes Postulatensystem 
eingeflthrt. Er nimmt zu dies em Zwecke an, daB der Satz: "zwei 
Punkte bestimmen eine Gerade" fur besondere Punktepaare einer Ge
;raden eine Ausnahme erleidet, daB diese Besonderheit sich auf aUe 
kongruenten Paare auf der Geraden erstreckt, und da.6 endlich ein 
Punkt einer Geraden und ein Punkt auBerhalb derselben immer nur 
eine Verbinduugsgerade besitzen. 

3'7. Zweidimensionale Gebilde von Clifford-Klein. Lassen Wlr 
jetzt die Bedingung fallen, daB unsere Mannigfaltigkeit V von kon
stanter Kriimmung als Ganzes betrachtet sich auf 006 Weisen be
wegen kann. 

Es werden sich dann andere raumliche Gebilde finden, die in der 
Umgebung jedes Punktes wie ein Stiick des metrisch - projektiven 
Raumes betrachtet werden konnen, aber von einem solchen Raume 
sich infolge ihrer Zusammenhangseigenschaften wesentlich unter-

230) Math. Ann. 4, p. 604 Fu.llnote; 6, p. 125. 
231) J. f. Math. 83, p. 293. 
232) J. f. Math. 86, p. 72; 89, p. 265. 
233) tV: Killing, Grundlagen 1, p. 313. 
234) Fondamenti, p. 435. 
235) l\fath. Ann. 39 (1891), p. 257. 
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scheiden; es sind die Gebilde, die nach einem Vorschlage von Killing 235) 

Clifford-Kleinsche Gebilde genannt werden. 
Betrachten wir eine V2 von derkonstanten Krummung Null. 

Jedes einfach zusammenhangende Stiick derselben wird sich iso
metrisch ein-eindeutig auf ein entsprechendes Stiick del' Euklidischen 
Ebene abbilden lassen. SolI abel' die Gesamt-V2 in diesel' Weise auf 
die Euklidische Ebene abgebildet werden, so wird man sie vorher 
moglicherweise zweckmaBig zerschneiden mussen. Ais Bild erscheint 
dann ein Teil del' Euklidischen Ebene, dessen Blinder paarweise kon
gruent und enfsprechend dieser Kongruenz zusammengeheftet sind (die 
jeweils zusammengehOrigen Randel' lief em auf del' V2 die beiden Ufer 
eines del' bei del' Zerschneidung benutzten Schnitte). 

Ein erstes Beispiel wird durch einen geschlossenen Zylinder (den 
man sich del' Einfachheit halber als Rotationszylinder denken mag) 
dargeboten. Zerschneidet man den Zylinder langs einer Erzeugenden, 
so kann man ihn ein-eindeutig auf den zwischen zwei Parallelliniell 
enthaltellen Teil del' Euklidischen Ebene abbilden. Umgekehrt kann 
man einen solchen Streifen del' Euklidischen Ebene, indem man 
gegenuberstehende Randpunkte als zusammengehorig ansieht, als ein 
vollstandiges Bild des Kreiszylinders ansehen 236). 

Ein zweites Beispiel erhiilt man, wenn man sich in del' Euklidi
schen Ebene ein Parallelogramm abgegrenzt und die korrespondierenden 
Punkte gegeniiberstehender Seiten als zusammengehorig denkt. Auf 
dieses Beispiel wurde W. K. Olifford seinerzeit bei den Untersuchungen 
libel' den elliptischen Raum gefiihrt2S7). Er fand namlich, daB man in 
diesem geradlinige Flachen zweiten Grades konstruieren kann, welche 
(im Sinne del' elliptischen MaBbestimmung) von del' Kriimmung Null 
und trotzdem von endlichem Gesamtinhalte sind; diese Flachen zweiten 
Grades lieBen sich in del' geschilderten Weise auf ein Parallelogramm 
del' Euklidischen Ebene ein-eindeutig isometrisch abbilden. (Es sind 
dies diejenigen F2, welche die imaginare absolute F2 in einem Vier
seit gerader Linien schneiden.) Von hier aus entwickelte dann Klein 
die allgemeine hier exponierte Theorie. 

Sowohl der Zylinder wie die Cliffordsche Flltche konnen sich, 
als Ganzes betrachtet, nur in 002 Weisen auf sich selbst bewegen. 

236) Vgl. F. Klein, .Math. Ann. 37 (1890), p.5440, und Nicht-Euklidische 
Geometrie 2. 

237) Math. pap. Nr. 20 (Lond . .Math. Soc. Proc. 4 (1873), p. 381, Nr. 26 ebenda 
(1876), p.67, sowie Nr. 41 (1874), 42 (1876), 44 (1876). Vgl. F. Klein, Flilln.236, 
und L. Bianchi, Torino Atti 30 (1895), p. 743; Ann. di mat. (2) 24 (1896), p. 93. 

8* 
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Nun kann man auf Grund del' voraufgeschickten V oraussetzungen 
beweisen: 

Eine EukUdische zweidimensionale, unbegrenzte, zweiseitige Mannig
faltigkeit Vs ohne singuliire Punkte und Doppellinien liiflt sich vollstiindig 
auf die Euklidische Ebene oder auf einen Kreiszylinder oder auf die 
Cliffordsche Fliiche abwickeln 238). 

Es gibt einen anderen hierher gehOrigen Typus einer Mannigfaltig
keit V2 unter den einseitigen Fliichenj diese V2 ist in ein-zweideutiger 
Weise auf eine Oliffordsche Fliiche abzubilden 289). 

Hinsichtlich del' Typen einer Mannigfaltigkeit V; von konstanter 
positiver oder negativer Kriimmung gelangt man entsprechend zu 
folgenden Ergebnissen 240): 

Eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit von konstanter positiver 
Krummun,q liiflt sich immer in umkihrbar eindeutiger Weise entweder 
auf die elliptische Ebene oder auf die Kugel abwickeln. 

Dagegen: Es gibt unendlich viele unbegrenzte zweidimensionale 
Mannigfaltigkeiten von konstanter negativer Kriimmung und okne sin
guliire Punkte und Doppellinien, die nicht als Ganzes in 003 Weisen in 
sich selbst bewegt werden konnen. Ihre Bestimmung fuhrt aUf Zer
legungen der hyperbolischen Ebene in kongruente Polygone, die der Zer
legung der Euklidischen Ebene in Parallelstreifen und Parallelogramme 
analog sind. 

Der ganze Gegenstand hiingt auf das Innigste mit denjenigen 
geometrischen Fragen zusammen, welche man in del' Funktionen
theorie komplexer Variablen bei del' Untersuchung del' periodischen 
und der allgemeinen linear- automorphen Funktionen studiert (II B 3, 
Harkness, und II B 4, Fr1:cke) 241). 

38. DreidimensionaJe Gebilde von Clifford-Klein. Wir gehen 
zu den dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten Va iiber. Hiel' bieten 
sich in analoger Weise RaumfQ1'men von Clifford-Klein dar, d. h. un
begrenzte V8 ohne singuliil'e Punkte, die sich nicht als Ganzes in 
006 Weisen in sich selbst bewegen lassen, wie ein beliebig einfach 
zusammenhiingendel' Teil von ihnen. 

Mit den verschiedenen Fiillen, die es bei den Euklidischen Vs 

238) F. Klein, FuJ3n. 236; W. Killing, Math. Ann. 39 (1891), p. 257, und 
Grundlagen 1, p. 325. 

239) F. Klein, FuBn. 236. 
240) F. Klein, FuBn. 236; vgl. W. Killing, 1, p. 325ff. 
241) Vgl. etwa Poincare, Acta math. 1, p. 1, oder die zusammenfassende 

Darstellung bei R. Fricke und F. Klein, Automorphe Funktionen 1. 
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(von der Krummung Null) gibt, beschiiftigt sich W. Killing (Grund
lagen). 

Die Bestimmung der hyperbolischen Raumformen (von konstanter 
negativer Krummung) fuhrt zu den Zerlegungen des hyperbolischen 
Raumes in kongruente Polyeder (die ebenfalIs in der Theorie der 
automorphen Funktionen in Betracht gezogen werden). 

Endlich zapt sick eine dreidimensionale elliptiscke Raumform als 
Ganses entweder auf den elliptiscken oder auf den spkiiriscken &um in 
der Weise abwickeln, dap Jedem ikrer Ptmkte £n diesem Raume eine 
gewisse game Anzahl p von (komologen) Punkten en tsprickt , wo zwei 
homologe Punkte dt(;rch eine sogenctnnte Schiebung von der Lange 

~~ oder 2l'lt sur Deckung gebracht werden konnen. 
p p 

Dieses letzte Resultat erstreckt sich auf aIle elliptischen Raum
formen von ungerader Dimensionenzahl n. 

VIT. Nicht·.A.rchimedische Geometrie. 

39. Einleitung. In den vorhergehenden Abschnitten ist, abge
sehen von den Nummern 7, 10, 11 und dem Kapitel II, immer die 
gewohnlicke Stetigkeit vorausgesetzt worden. Nun sind, wie wir schon 
wiederholt bemerkt haben, in neuerer Zeit Untersuchungen angestellt 
worden, wie weit diese V oraussetzung filr die Entwicklung der 
Geometrie notig ist und wie weit sie aus andern Postulaten foigt. 
Diese Untersuchungen beziehen sich hauptsii.chlich auf denjenigen 
Teil der Stetigkeit, del' dUl'ch das sogenal1nte Arckimedische Postulat 
(Nr. 7) dargestellt wird, und haben zur Begriindung einer nickt
Arckimediscken Geometrie gefuhrt, in der ein Kontinuum von kOkerer 
Art betrachtet wird. 

40. Eindimensionales Kontinuum hoherer Art. Die Frage des 
Al'chimedischen Postulats erscheil1t mit einer anderen verkniipft, die 
in der schopferischen Periode der Infinitesimalanalysis auftritt: das 
Archimedische Postulat verneinen helllt so viel wie die Moglichkeit 
einer im Verhaltnis zur MaBeinheit aktual unendlick kleinen (oder 
unendlick gropen) Strecke (Nr. 7), und daher auch einer solchen Zakl, 
zugeben. 

GroBen dieser Art sind bei speziellen geometrischen Problemen 
schon friihzeitig in der Mathematik aufgetreten; ein besonders lehr
reiches Beispiel liefert der Kontingenzwinkel, d. h. der Winkel, den 
eine Kurve und ihre Tangente oder zwei sich beruhrende Kurven 
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bilden. Die GroBe dieses Kontingenzwinkels hat im 16. und 17. Jahr
hundert die Mathematiker lebhaft beschiifiigtJU). 

Euklid spricht implizite die Meinung aus, daB der Winkel, den 
ein Kreis mit seiner Tangente bildet, kleiner ist als jeder geradlinige 
Winkel, und Proklus interpretiert dies in dem Sinne, daB dieser 
Winkel Null ist. 

Der Kontingenzwinkel wird als solcher spater (1220) von Jordanus 
in Betracht gezogen, von dem die Bezeichnung "angulus contingentiae" 
herruhrt, und von Oampanus (Ende des 13. Jahrhunderts), der unter 
anderm bemerkt, daB der Kontingenzwinkel und der von zwei Geraden 
gebildete Winkel nicht GroBen derselben Art sind. Derselbe Gedanke 
kehrt bei Oandalla (1502-1594) wieder. Demgegeniiber spricht 
Peletarius (1557) die Meinung aus, da8 der Kontingenzwinkel Null 
ist, und gegen diesen wendet sich Olavius (1574 und spater), indem 
er die Ansicht verteidigt, daB es toricht ist, den Kontingenzwinkel als 
Null zu betrachten und diese Meinung dem Euklid unterzuschieben, 
sondern daB diesel' Winkel im Verhiiltnis zum geradlinigen Winkel 
als unendlich klein anzusehen ist ("gerade wie die Ameise im Ver
hiiltnis zum Menschen"), dabei jedoch als eine GroBe, die geteilt und 
vervielfaltigt werden kann. Damit trat diese Frage in den Ge
dankenkreis ein, aus dem die In:6.nitesimalrechnung hervorging, und 
die hervolTagendsten Mathematiker der Zeit hatten sich mit ihr aus
einanderzusetzen. An Peletarius schlossen sich u. a. an: Oomman
dinus, Vieta., Galilei, Wallis, Jakob Bernoulli; an Olavius: Hobbes, 
Leibniz, Newton. 

Aus dem Aufbau der gewohnlichen Analysis hat nun den Begriff 
des aktual Unendlichkleinen (und UnendlichgroBen) die moderne Kritik 
entfernt, indem sie zeigte, da8 hierzu nur die Betrachtung von 
GroBen erforderlich ist, die dem Archi~edischen Postulat genugen. 
Aber das aktnal Unendlichkleine (und Unendlichgro8e) tritt in der 
modernen Mathematik bei gewissen anderen Gattungen von Aufgaben 
auf, z. B.: 

1) bei dem Vergleich der mehr oder weniger raschen Art, in 
del' die Funktionen variierend einer Grenze zustreben (Ordnungen des 
Unendlichen von Du Bois-Reymond, vgl. I A 3 Nr. 19 und I A 5 
Nr. 17); 

2) in der Mengenlehl'e (vgl. I A 3 Nr. 14: und I A 5 Nr. 3), wo 

242) Vgl. G. Vivanti, 11 concetto d'infinitesimo, Giorn. d. mat. (2) 7 und 8, 
fUl sich herausgegeben Napoli 1901; 1Jf. Simon, "Euklid", p. 9, 87-90; M. Oantor, 
Gesch. d. Math., an vielen Stellen. 
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das aktual U nendliche in der Konstruktion der transfiniten Zahlen 
Cantors einen ersten arithmetischen Ausdruck fand. 

Bei diesel' Erweiterung des gewohnlichen Zahlengebietes hat 
Cantor von vornherein die Eigenschaft postuliert, daB die Zahlen eine 
1vohlgeordnete Menge bilden, d. h. eine solche, in deren Untergruppen 
von Elementen sich stets ein erstes Element befindet (das kleinel' als 
aHe anderen ist). Und darum hat er die formalen Eigenschaften der 
gewohnlichen arithmetischen Operationen opfern miissen, die also 
fiir seine transfiniten Zahlen nicht mehr samtlich geIten. Daraus 
folgt, daB die Cantorschen Zahlen ein nicht-Archimedisches System 
nicht bildel1, indem ein solches, in abstraktem Sinne genommen, 
als eine "Gerade" betrachtet werden kann, in del' die gewohnlichen 
KOl1gruenzpostulate erfiillt sind. Dagegen ist G. Veronese 243) bei 
einer geometrischen Untersnchung del' fiir .die Gerade geltenden 
Postulate zu der Erkenntnis del' Moglichkeit einer nicht -Al'chi
medischen Geometrie gelangt, die allen Postulaten del' Anordnung 
und del' Kongruenz geniigt, bei del' abel' die Stetigkeit nul' in dem 
engeren (Cantorschen) Sinne gilt (vgl. Nr. 7). Und von hier aus ist 
er zur Konstruktion eines Systems nicht -.A.rchimedischer Zahlen ge
kommen, fiir das die formalen Eigenschaften des arithmetischen 
Algorithmus bestehen. T. Levi - Civita 244) hat dann diese Kon
struktion ihres geometrischen Gewandes entkleidet und eill System 
nicht - Archimedischer Zahlen aufgestellt, die er monosemii ge
nannt hat und die noch allgemeinere Zahlen als die Veroneseschen 
darstellen. 

D. Hilbm·t 245) ist auf einem anderen Wege zu einem speziellen 
nicht-Archimedischen Zahlensystem gelangt. Er betrachtet einen Korpm
von Funktionen .Q, (t), die man erhalt, wenn man t den vier rationalen 
Operationen und der Operation VI + 6)2 unterwirft; dabei soIl ro eine 
Funktion bedeuten, die vermoge jener fiinf Operationen bereits ent
standen ist. In dies em Korper werden die Summe, das Produkt usw. 
wie gewohnlich definiert, also in del' Weise, daB die formalen Eigen
schaften del' arithmetischen Zahlenoperationen erfiillt sind. Die U'YIr 
gleichheit zweier Funktionen a, b von .Q.(t) kann man dann definieren, 
indem man 

a>b 

nennt, weun a - b fiir em geniigend groBes t positiv ist. Danu 

243) Fondamenti, im besondern pg. 257 und 262. 
244) Veneto Istit. Atti (7) 4 (1893), p. 1765. 
245) Grundlagen, p. 22. 
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konneu die genannten Funktionen als die Zahlen eines speziellen 
nicht-Archirnedischen Systems betrachtet werden. 

Die Beziehungen zwischen diesen und den Veroneseschen Zahlen 
sind von A. Bindoni 246) studied worden, und die verschiedene Rich
tung der beiden Forscher, die sich hierbei ergibt, ist bemerkenswert: 
Veronese richtet seinen Blick im allgemeinen auf besonders aus
gedehnte Systeme von Elementen, die gewissen Eigenschaften ge
niigen, Hilbert auf gewisse spezielle Systeme 247). 

246) Rom Lincei Rend. (5) 11' (1902), p. 205. 
247) Die arithmetische Eigenart und die Tragweite der von Veronese ein

gefiihrten transfiniten Zahlen ist kiirzlich von Schoenflies*) eingehend unter
sucht worden, und zwar wesentlich auf Grund cines von Holder 10) ausgesprochenen 
Resultats. 

Die einfachsten Veroneseschen Zahlen sind solche, die mit der endlichen 
Einheit 1 und einer transfiniten (unendlich kleinen) Einheit 1] gebildet sind; fiir 
jede endliche Zahl N besteht also - entgegen dem Archimedischen Postulat -
die Ungleichheit N 1] < 1. Sind dann A und B gewohnliche (Archimedische) 
Zahlenkoeffizienten, so stellt 

A+B1] 

die allgemeinste derartige transfinite Zahl dar. Von ihnen hat Holder gezeigt, 
daB die Veronesesche Stetigkeitsforderung (vgl. Nr. 7) nur dem Koeffizienten B, 
aber nicht dem A eine Bedingung aufedegt; es iet die, daB die fUr B zuIassigen 
Zahlen seIber die Dedekindsche Stetigkeit besitzen. 

Dies gilt analog fiir jedes System transfiniter Zahlen, das mit einer end
lichen Zahl geordnetel' unendlich gl'oJ3er resp. unendlich kleiner Einheiten ge
bildet ist, insbesondere filr diejenigen, deren Individuen sich in der Form 

A,to,!t + A,,_lro/t - 1 + ... +A, ro + Ao + a,1] + ... + a~1]v 
darstellen lassen, wo It und 11 ganze positive Zahlen sind und immer fUr jedes 
endliche N 

ist. Die Veronesesche Stetigkeit legt hier nur dem letzten Koeffizienten u" eine 
Bedingung auf, und zwar die oben erwahnte, wahrend die Wertmenge jedes 
anderen Koeffizienten ai und jedes Koeffizienten Ai belie big , ja auch endlich 
sein kann. 

Diejenigen transfiniten Zahlen. die dem Veroneseschen Begritf des Konti
nuums entsprechen, sind mit unendlich vielen Einheiten dieser Art gebildet (vgl. 
I A 5 N r. 17); genauer entsprochen enthalten sie unendlich viele Potenzen von 1], 

aber nicht von ro •• ). Ihren Koeffizienten legt die Vel'onesesche Stetigkeit fibel'-

*) Jahresb. d. D. :r.I.-V. 15 (1906), p. 26. 
**) Diese Einschrankung ist fiir Veroneses Zahlen wesentlich. In seinen 

Fondamenti hatte Veronese bei der Behandlung eines Beispiels mit solchen 
Zahlen gerechnet, in denen auch unendlich viele Potenzen von ro auftreten 
(Grundziige, p. 217). Fur sie versagen die gewohnlichen Rechnungsgesetze. Dies 
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4:1. Allgemeine Ansiitze Veroneses. Veronese hat sich nicht dar
auf beschrankt, die Moglichkeit eines eindimensionalen nicht-Archi
medischen Kontil1uums darzutun, sondern sich die allgemeine Kon
struktion einer meh1'dimensionalen nicht-Archimedischen Geomet1'ie 
zum Ziele gesetzt. Die leitende Idee seiner Forschungen scheint fol
gende zu sein. Del' gewohnliche Raum geniigt einer gewissen Gesamt
heit von Eigenschaften, auf Grund deren e1' durch aufeinanderfoIgende 
Projektionen einer Geraden von einem aufJerhalb diesel' gegebenen 
Punkte aus konsl-miert werden kann; in gleicher Weise lassen sich 
auf del' Geraden (auf del' die Beziehungen del' Anordnung und del' 
Kongruenz gegeben sind), wenn man von gewissen Reihen gegebener 
Punkte ausgeht, mit Hilfe des Cantors chen Postulats Grenzpunkte 
konsiruieren. Veronese untersucht nun, wie weit die .A.nnahmen diesel' 
Konstruktion mit del' Existenz anderer Punkte anfJerhalb jener nach 
und nach konstruierten vertriiglich sind, und gelangt so zu einem 
allgemeinen Rattme von nnendlich vielen Dimensionen und unendlich 
vielen geradlinigen Einheiten, del' das ausgedehnteste Gebilde ist, 
innerhalb des sen die genannten Konstruktionen immer moglich sind. 

Veronese hat zwei geometrische Systeme konstruiert: 

haupt keine Bedingung auf. Dabei wird zunachst davon abgesehen, dass die 
Zahlen irgend welchen Rechnungsregeln geniigen, oder irgend welchen Korper 
bilden sollen. 

Dasselbe gilt fiir die oben erwahnten analog gebauten allgemeilleren Zahlen 
von Levi-Oivita (monosemii), bei denen die Exponenten von CD und 1J irgend eine 
Reihe abnehmender resp. zunehmender Zahlen bilden. 

Fiir die eben betrachteten Veroneseschen Zahlen, die das Kontinuum dar
stellen sollen, lassen sich die vier rationalen Operationen den fUr sie charakte
ristischen elementaren Gesetzen (die Definitionen stimmen mit derjenigen fUr 
Potenzreihen iiberein) gemass definieren, und zwar erforderl die Ausfiihrbarkeit 
der Division die Existenz auch solcher Zahlen, die unendlich viele Potenzen von 
r; enthalten. Geht man von den Zahlen zu einem KOl'Per uber, so ergeben sich 
aueh noeh Bedingungen fUr die Koeffizienten Ai und ai • Einell rational en Korper, 
in dem durehgehends die Veronesesehe Stetigkeit herrscht, erhalt man ins
besondere aueh dann Bchon, wenn man samtliche Koeffizienten Ai und a, mtional 
annimmt. Dies gilt in analoger Weise auch fUr die noch allgemeineren Zahlen 
Ve1'oneses, bei denendie Exponenten der Potenzen von CD resp. 1J eine wohl
geordnete Menge zweiter Machtigkeit bilden, und ebenso fUr die analogen Zahlen 
von Levi-Civita (Beitrag von Schoenflies). 

ist der Inhalt eines von Schoenflies .erhobenen Einwandes [Rom Line. Rend. (5) 
6. (1897), p. 362]' Ve1'onese und Levi-Civita haben spater darauf hingewiesen, 
daB Veroneses Ideen diese von ihm selbst benutzten Zahlen ausschlieBen [Rom 
Line. Rend. (5) 71 (1898), p. 79, 91, 113J, womit der Einwand von Schoenflies 
hinfallig wird. 
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1) ein System, in dem die Gerade eine offene Linie ist und 
durch einen Punkt unendlich viele Parallele zu einer gegebenen Ge
raden gehen; 

2) ein System, in dem, iihnlich wie bei R1:emann, die Gerade 
eine geschlossene Linie ist. 

Und er hat besonders die Eigenschaften des zweiten Systems 
entwickelt, in dem Sinne, daB er die geometrischen Tatsachen kin
sickflich der verschiedenen Einheiten in einer, wie man sagen konnte, 
unendlich anniihernden Weise betrachtet. So bemerkt er, daB in 
diesem System die Geometrie in der unendlich kleinen Umgebung eines 
Punktes (mit u,nendlich groper Anniiherong) Euklidisch iat. 

. 42. Nicht-Archimedische projektive Geometrie. Ve1"onese hat 
sich dahin ausgesprochen, daB in seinem Raum, oder in demjenigen, 
welcher dureh die Zalilen Levi-Oivitas analytiseh definiert werden 
kann, die projektive Geometrie Geltung hat. 248) 

Aber aueh von einer al1deren Seite ist man zu einer nieht-Arehi
medischen projektiven Geometrie gefiihrt worden, niimlich durch die 
Untersuchungen, die zum Ziele hatten, beim geometrischen Beweise 
des im engeren (Ponceletschen) Sinne verstandenen Fundamentalsatzes 
der Projektivitat die Voraussetzungen einzusehranken (vgl. Nr. 22). 

Vor aHem hat H. Wiener 249), indem e1' die Affinitat und die 
Ahnlichkeit zu Rilfe nahm, bewiesen, daB der in diesem Sinne ver
standene Satz der Projekti vitiit sieh aus den Siitzen von Desltrgues und 

248) Da Vemneses Zahlen die rationalen Operationen gestatten, so trifft 
dies unmittelbar zu, solange man im rationalen Gebiet bleibt. Sobald man 
jedoch das rationale Gebiet verllU~t, reichen die Veronese8chen Zahlen, trotz der 
ihnen innewohnenden Stetigkeit, nicht mehr zur Darstellung der Punkte aus; 
dies ist sogar selbst dann nicht mehr der Fall, wenn man fur die Koeffizienten 
.Ai und a. samtliche Zahlenwerle zulaBt. Der innere Grund ist der, daB bei der 
Veroneseschen Stetigkeit, im Gegensatz zu der Dedekindschen, Lucken auftreten, 
denen eine ZahlengroBe des stetigen Systems nicht entspricht (Nr. 'i); sie ist in 
dieser Hinsicht sozusagen enger als die Dedekindsche. So kann z. B. schon die 
Bestimmung der Doppelpunkte inzidenter projektiver Punktreihen, also auch der 
Schnittpunkte einer Cz mit einer Geraden, illusorisch werden. SoIl also Veroneses 
Behauptung, daB seine Zahlen die projektive Geometrie gestatten, so realisierl 
werden, daB auch andere als rationale Aufgaben losbar sind, so muJ3 man das 
Zahlengebiet durch Einfuhrung neuer Einheiten, namUch gebrochener Potenzen 
von co und 11, so e1'weitern, da8 die entapreahenden nicht-rationalen Operationen 
a.uafiihrbar werden. Dies gibt in jedem FaIle noch Bedingungen fur die Ex
ponenten derjenigen Potenzen von co und 1j, aua denen die Zahlen des Korpera 
sich aufba.uen. Das Nahere bei Sclwenflies, FuJ3note 248. (Beitrag von Schoenflies.) 

249) Leipzig Ber. 1891, p. 669; D. Math.-V. 1 (1892), p. 45; 3 (1894), p. 70. 
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Pappus herleiten liiBt, ohne daB man die gewohnlichen Stetigkeits
begriffe einzufiihren braucht (Nr. 7), und dies ist spater in einfacher 
projektiver Weise von F. Schur 200) unter alleiniger Benutzung der 
Postulate des Einanderangehorens bewiesen worden. 

Zeuthen 2(1) hat den Gesichtspunkt aufgestellt, den genannten 
Satz (ohne Einfiihrung del' gewohnlichen Stetigkeitspostulate) auf die 
fundamentale Eigenschaft del' doppelten Reihe Erzeugender des Hyper
boloids zurUckzufiihren. Darauf hat F. Schur 202), ankniipfend an eine 
Dandelinsche Idee 25S), aus dieser Eigenschaft des Hyperboloids den 
Pappusschen Satz und aus diesem, wie gesagt, den Satz der Pro
jektivitii.t hergeleitet. Schut· bemerkt, daB nur ein besonderes Hyper
boloid zu existieren braucht, und hebt hervor, daB die Kongruenz
postulate ohne weiteres auf das Rotationshyperboloid fiihren. 

Hilbert hat die Beweismittel fiir den Pappusschen Satz unter 
Festhaltung der Kongruenzpostulate noch weiter eingeschrankt, indem 
er in der Ebene bleibt, d. h. von den Postulaten des Einanderan
gehorens nur diejenigen benutzt, welche sich auf die Ebene beziehen. 

Als Resultat diesel' Untersuchungen haben wir also: 
Der im engel"en (Ponceletschen) Sinne verstandene Satz de?' Pro

jektiv-itiit liif3t sich beweise?~, wenn man den projektiven Posmuaten der 
ebenen Geometrie die Postulate der Kongruenz und das Parallelenaxiom 
hinzttfiigt, ohne von der Stetigkeit und dem Archimedischen Postulat Ge
bra'Uch ZU, machen. 

Eine von dem Archimedischen Postulate unabhangige analytische 
Behandlung del' projektiven Geometrie kniipft an: 

1) an die neuen Entwicklungen iiber die Theone del' Proportionen 
(Nr. 11), deren Zusammenhang mit dem im engeren Sinne verstandenen 
Satze del' Projektivitat in dem Ponceletschen, auf die projektive In
varianz des Doppelverhaltnisses gegriindeten Beweise erscheint j 

2) an die Einfiihrung del' Koordinaten ohne Benutzung eines 
MaBes, also an die v. Staudtsche Rechnung mit Wiirfen und an die 
HankeZschen und Schurschen Entwicklungen iiber die Rechnung mit 
Strecken in del' projektiven Geometrie. 

Hilbert hat, indem er von einer auf den Dcsarguesschen Satz 

260) Ma.th. Ann.61 (1894), p. 401; vgl. auch ebenda 66 (1901), p .. 266, und 
L. Balser, Ma.th. Ann. 65 (1901), p. 243. 

261) Paris C. R. 1897, p. 638, 859; 1898, p. 213. 
262) V gl. FuBnote 230. 
263) Gergonne Ann. 15 (1825), p. 387, besonders p. 390 f. (vgl. III C 1, 

DingeZdey, Nr. 6). 
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gegriindeten Streckenrechnung ausging, die Rolle des Pappusschen 
Satzes dahin aufgeklart, daB dieser der Kommutativitiit der Multipli
kation gleichwertig ist. 

Aber arithmetisch laBt sich ein System nicht-Archimedischer 
Zahlen definieren, fiir welche diese Eigenschaft nicht besteht, daher 
zieht Hilbert folgenden SchluB: 

Der Pappussche Satz lii{Jt sick nicht beweisen, wenn man nur die 
projektiven Postulate des Raumes zu Hilfe nimmt, aber die Stetigkeit 
ttnd die Kongruenz nicht benutzt. 

Es gibt demnach ein abstraktes nicht -Pappussches, oder, wie 
Hilbert sagt, nicht- Pascalsches geometrisches System, in dem die 
fundamentalen Eigenschaften: der Anordnung und des Einanderange
Mrens erfiillt sind. 

Was die Beziehungen zwischen den Kongruenzpostulaten und 
dem Satze del' Projektivitat betrifft, so scheint die Bedeutung dessen, 
was durch die Kongruenzpostulate hier hinzugefiigt wird, folgende 
zu sem: 

Wenn man nach einer endlichen Anzahl von Projektionen und 
Schnitten von den Punkten einer Geraden oder einer Ebene zu den 
Punkten derselben Geraden oder derselben Ebene zuriickkehrt, so 
entsteht in diesem Gebilde eine Projektivitat. Nun sagt del' Funda
mentalsatz aus, daB sich die Reihe dieser Projektivitaten in eine 
Gruppe mit einer endlichen .Zahl (drei) von Parametern zusammen
schlieBt. Dieses SichzusammenschlieBen der genannten Reihe in eine 
solche Gruppe scheint nun eine Folge davon zu sein, daB man mit 
den Kongruenzpostulaten bereits annimmt, daB die Reihe eine ge
wisse geschlossene Untergruppe mit nur einem Parameter enthalt. 

Andererseits geht B. Levi 254) davon aus, daB die Kongruenzpostulate 
in del' nicht-Euklidischen Geometrie uns eine Polaritat in del' Ebene 
erkennen lassen, wahrend wir in del' Euklidischen Geometrie auf jeden 
Fall eine (orthogonale) Polaritat im Biindel haben. Also: Der Satz der 
Projektivitiit in der Ebene oder im Biindel liiBt sich ohne Benutzung 
der Stetigkeitspostulate beweisen, wenn man den deskriptiven Po stu
laten des Raumes die Existenz einer Polaritiit innerhalb des gegebenen 
Gebildes zweiter Stufe hinzufiigt. 

4:3. Euklidische nicht-Archimedische Geometrie. Die Hilbert
schen Funktionalzahlen (Nr. 4:0) konnen als die Koordinaten der 
"Punkte" eines nicht-Archimedischen Raumes betrachtet werden, in 

2M) Torino Memorie 1904, p. 283. 
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dem alle Postulate des Einanderangehorens, der Anordnung und der 
Kongruenz und das Parallelenpostulat geIten. Auf diese Weise erhiUt 
man ein einfaches Beispiel einer euklidischen nicltt -Archimedischen 
Geometrie. 

Hilbert hat die grundlegenden Satze diesel' Geometrie naher be
tl'achtet in ihren Beziehungen: 

1) zum Flacheninhalt. Wie in Nr. 10 gesagt worden ist, kann 
man ein FliichenmaB unabhangig von dem Archimedischen Postulat 
erhalten, sofern mal). Polygone als inhaltsgleich erklart, llicht blo8, 
wenn sie Summen kongruenter Polygone, sondern auch, wenn sie be
liebige Aggregate kongruentet' Polygone sind. 

2) zu den grundlegenden Satzen der MaBgeometrie in del' 
Ebene 251». 

Das Postulat III 7 der Nr. /) bezieht sich auf die direkte und 
die inverse Kongruenz del' Dreiecke, in denen zwei Seiten und der 
eingeschlossene Winkel einander kongruent sind, wobei die Sinnes
gleichheit odeI' -ungleichheit der beiden kongruenten Winkel nicht 
unterschieden wh'd (direkte und inverse Kongruenz); die Recht
fertigung dieses Postulats liegt also in einer ideellen Erfahrung, fiir 
die im FaIle der inversen Kongruenz eine Umklappung der Figur, 
also das Herausgehen aus der Ebene notig iat. Bleibt man in der 
Ebene, so kann man die Kongruenz del' beiden Dreiecke nul' dann 
erkennen, wenn sie gleichen Sinn haben, und dann ersetzt man 
das Postulat ill 7 durch ein Postulat iiber die im engeren Sinne ver
standene Kongruenz von Dreiecken. 

Also: 
Man nehme, indem man sich auf Beziehungen von Figuren in der 

Ebene beschrankt, die gewohnlichen Postulate des EinanderangehiYren8 
und der Parallelen, der Anordnung und der Kongruenz (vgl. I, TI, III 
del' Nrn. 3, 4, 5) an und schranke im besondern die der Kongt'uenz 
in der Weise ein, da{3 man nur das Postulat iiber die im engeren Sinne 
verstandene Kongruenz von Dreiecken geZten la{3t; dann kann man das 
Kongruenzpostulat im weiteren Sinne beweisen, wenn man hinzunimmt: 

a) das Archimedische Postulat, 
b) das folgende Postulat der Nachbarschaft: 
1st irgend eine Strecke AB vorgelegt, so gibt es stets ein 

Dreieck, in dessen Innerem keine zu AB kongruente Strecke sich 
finden laBt. 

255) London Math. Soc. Proc. 35 (1903), p. 50; Grundlagen, Anhang II. 
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Aber wenn man das Archimedisclte Postulat wegliifjt, so liifjt sich 
der Sats iiber die im weiteren Sinne verstandene Kongruens von Drei
ecken nicht beweisen. 

In der Tat gibt es ein geometrisches System, in dem die ge
naunten Postulate geIten, aber nicht die Kongruenz der Basiswinkel 
im gleichschenkligen Dreieck. J n diesem System, das Hilbert nicht
Pythagoriiisch nennt, findet folgendes statt: 

a) man kann die geometrische Theorie del' Proportionen be
griinden; 

b) man kann beweisen, daB die Summe der Quadrate iiber den 
Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks dUl'ch Subtraktion Hachen
gleich ist dem Quadrate iiber der Hypotenuse (Satz des Pythagoras), 
aber daraus folgt nicht die bekannte Relation zwischen den Katheten 
und del' Hypotenuse dieses Dreiecks, weil das De Zoltsche Prinzip, 
das del' gewohnlichen Messung des Flacheninhalts zugrunde liegt, 
nicht gilt (Nr. 10); 

c) es gilt nicht del' Satz, daB die Summe zweiel' Seiten eines 
Dreiecks groBer ist als die dritte. 

Nimmt man abel' das De Zoltsche Prinzip hinzu, so kann man 
den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen 
Dreieck beweisen 256). 

Diese Resultate klaren iiber die Beziehungen del' grundlegenden 
Satze del' ebenen (im Sinne der Alten konstruierten) MaBgeometrie 
zur Anschauung des dreidimensionalen Raumes auf, ebenso wie das 
ResuItat del' Nr. 20 iiber den DesargtteSschen Satz die Bedeutung des 
dreidimensionalen Raumes fiir die Begriindung del' projektiven Geo
metrie darlegt. 

4:4:. Nicht·Archimedische Entwicklungen iiber die Parallelen
theorie. Die Beziehungen des Archimedischen Postulats zur Theorie 
der Parallelen sind unter zwei vel'schiedenen Gesichtspunkten kIar
gestellt worden: 

1) mit Hilfe del' nicht-Archimedischen Begriindul1g del' hyper
bolischen Geometrie (Dehn, Schut·, Hilbert); 

2) mit Hilfe del' nicht-Archimedischen Entwicklungen hinsicht
lich der Siitze von Saccheri (odeI' von Legendt'e), d. h. durch die Kon
struktion del' Systeme von M. Dehn. 

256) Das ging schon implizite aus der Arbeit von A. BonneBen, Nyd Tid
shift for Mathematik, 11 B (1900), p. 26 hervor. 
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In der Begrundung der Parallelentheorie von Bolyai-Lobatschefskij 
wh'd mehrfach von dem Stetigkeitspostulat in der gewohnlichen Dede
kinds chen Form und auch von dem Archimedischen Postulat (das in 
dem Dedekindschen enthalten ist) Gebrauch gemacht. 

Die Stetigkeit wird znnachst zu Hilfe genommen, urn die 
Existenz der Parallelen (durch einen Punkt zu einer gegebenen Ge
raden) darzutun, insofern ja die Parallelen als Grenzgerade, die die 
schneidenden von den nicht-schneidenden Geraden trennen, definiert 
werden. 

Man nehme diese Existenz als besonderes Postulat an und fuge 
sie den auf die Ebene beschrankten Postulaten I, II, III der Nrn. 3, 
4, 5 hinzu; dann kann man, wie es D. Hilbert sehr einfach gemacht 
hat 2(7), die Bolyai-Lobatschefskijsche Theorie entwickeln, ohne von del' 
Stetigkeit oder dem Archimedischen Postulat Gebrauch zu machen. Es 
sei dazu bemerkt1l58), daB die Moglichkeit diesel' Begriindung als in 
der Begriindung del' nicht-Archimedischen projektiven Geometrie ein
geschlossen betrachtet werden kann, da mit der Annahme del' Existenz 
del' Parallelen in del' Ebene der Grenzkegelschnitt der eigentlichen 
Pun'kte gegeben wird, in bezug auf welchen die Metrik im Sinne von 
Oayley-Klein definiert ist (Nr.22). 

Nun hat F. Schur 259) folgendes bewiesen: 
Die Existenz von Geraden in der Bolyai-Lobatschefskijsclwn Ebene, 

die sick auf dem Fundamentalgebilde schneiden, kann innerhalb der 
Ebene ohne Benutz·ung der Stetigkeit oder des Archimedischen Postulats 
bewiesen werden, wenn man den gewohnlichen Postulaten des Einander
angehiJrens, der Anordnung und der Kongruenz das Postulat hinzufiigt, 
dafj ein Kreis una eine Gerade, die von seinem Mittelpunkte um weniger 
ctls der Radius entfernt ist, zwei Punkte gemeinsam haben (das Grund
postulat del' Euklidischen Konstruktionen). 

Das Schursche Resultat wird durch den Umstand bemerkens
wert, daB es in gewissem Sinne umkehrbar ist: 

Die Ercistenz von Geraden in der Bolyai-Lobatschefskijschen Ebene, 
die sick auf dem Fundamentalgebilde schneiden, bildet, wenn die ge
nannten Postulate des EinanderangehiYrens, der Anordnung und der 
Kongruenz (I, II, III der Nrn. 3, 4, 5) elfiillt sind, eine :A.nnahme, die 

267) Math. Ann. 67 (1903), p. 137-150; Grundlagen, p. 107-120. Vgl. 
H. Liebmann, Ma.th. Ann. 69 (1904), p. 110-128. 

268) Vgl. F. Schur, Math. Ann. 59 (1904), p. 314. 
269) Math. Ann. 05 (1900), p. 314-320. 
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das Postulat iibfr die Schnittpunkte einer Geraden und eines Kreises 
enthiilt. 

Man betraehte in der Tat die projektive Metrik in bezug auf 
den Grenzkegelschnitt der eigentliehen Punkte. Sind die Schnitt
punkte dieses Kegelschnitts mit einer eigentlichen Geraden gegeben, 
so kann man die Schnittpunkte eines Kreises mit einer Geraden 
bestimmen, die von dem Mittelpunkte urn weniger als der Radius 
entfernt ist. 

Ubrigens ist von D. Hilbert 260) durch eine Untersuchung der 
Konstruktionen, die man mit dem Streekeniibertrager oder noeh ein
facher mit dem Einheitsiibertrager ausfiihren kann, bewiesen worden, 
daB das Postulat iiber die Schnittpunkte eines Kreises und einer 
Geraden nicht aus den Postulaten I, II, III der Nrn. 3, 4:, 5 folgt. 

Nun zu den Beziehungen zwischen den Saccherischen Siitzen von der 
Winkelsumme eines Dreiecks und den Annahmen tiber die Parallelen! 

M. Dehn 261) hat auf Grund der Postulate des Einanderangehorens, 
der Anordnung 262) Wld der Kongruenz und ohne Benutzung des Archi
medischen Postulats bewiesen, dafJ die Summe s der Winkel in jedem 
Dreieck grofJer als zwei Rechte, gleich zwei Redden oder kleiner als 
zwei Bechte ist, wenn dies fill' ein besonderes Dreieck zutrifft. 

TVird nun das Archimedische Postulat nicht benutzt, so fiihrt' das 
Eintreten des ersten Falles (s > 2R) nicht notwendig dazu, dafJ die 
Gerade eine geschlossene Linie ist und alle Geraden de'r Ebene schneidende 
sind; und beim Eintreten des zweiten Falles (s = 2R) kann man dann 
das Euklidische Postulat von der einzigen Parallelen nic7d beweisen; 
nur das Eintreten des dritten Falles (s < 2R) fiikrt (wie in der ge
wohnlichen hyperbolischen Geometrie) auf die Existenz nnendlich vieler 
Geraden (h~rch einen Punkt der Ebene, die eine gegebene Gerade nicht 
schneiden. 

Diese Resultate sind von Dehn dureh die Konstruktion neuer 
geeigneter nicht-Archimedischer geometrischer Systeme erhalten worden: 

der (nicht-Legendreschen nach seiner Benennung, besser wohl) 
nicht- Saccherischen Geometrie, wo s > 2 B ist und dureh einen Punkt 
der Ebene unelldlich viele Gerade gehen, die eine gegebene Gerade 
nicht sehneiden (oder, wie er sagt, ihr parallel sind) 263) ; 

260) Grundlagen, p. 73. 
261) Math. Ann. 53 (1900), p. 404. 
262) Diese werden, wo es notig ist, so modifiziert, da8 die gerade Linie 

geschlossen sein kanu. 
263) Dieses System ware im Zusammenhang mit dem zweiten Veroneseschen 

Gebilde (Nr. 41) zu studieren. 
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der sern,i-Enklidischen Geometrie, wo s = 2R ist und es auch 
unendlich viele Gerade gibt, die eine gegebene Gerade nicht schneiden. 

Diese Resultate sind in folgendem Schema zusammengefaBt: 

~ s-ti Durch einen Punkt gibt es zu einer Geraden: ,!;:Q ............ 

. S "",.!<! :::: s <> 
keine I eine I unendlich viele S·::: 

.;:;::1 e nicht Schneidende nicht Schneidende 
I 

nicht Schneidende P"'Q 

>2R Elliptische Geometrie Unmoglich Nicht-Saccherische Geometrie 
-. -

=2R Unmoglich Euklidische Geometrie Semi -Euklidische Geometrie 

<2R Unmoglich Unmoglich I Hyperbolische Geometrie 

(Abgeschlossen im Marz 1907.) 

Enc1klop. d. math. Wissensch. III 1. 9 
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IIIAB2. DIE BEGRIFFE "LINIE" UND "FLACHE". 
VON 

H. v. KANGOLDT 
IN DANZIG. 

Inhaltstibersicht. 
1. Notwendigkeit einer genauen Erklw:ung. 
2. Gesehiehtliehe Entwiekelung. 
3. Die analytisehe Linie. 
4. Zweige einer analytisehen Linie. 
o. Einsiedler. 
6. Darstellung dureh Gleiehungen. 
'Z. Erweiterungen des Begriifs Linie. Linie als "Blld einer Funktion". 
8. Linie als "Bahn eines Punktes". Der JQ1'dan'sche Satz. 
9. Linie als "Lange ohne Breite", oder als "Grenze einer Flaehe". 

10. Funktionsstreifen. 
11. Bevorzugung der analytischen Linien. 
12. Der Begriif Flaehe. 

1. N otwendigkeit einer genauen Erklarung. In den Lehr
biichem der Geometrie und der Analysis und in den allgemeinen 
sowie den mathematischen Worterbiichern wird der Begriff Linie in 
der Regel entweder gar nicht, oder hOchstens als ,,Lange ohne Breite"1), 
oder "Grenze einer Flii.che'(2), oder "Bahn eines Punktes"S) erkliirt. 
J a man begegnet sogar der Ansicht, daB er ein Grundbegriff sei, der 
sich nicht weiter erklaren lasse 4). 

1) Euklid, Elemente, 1. Bueh, Erkl. 2. 
2) Ebd. Erkl. 6. 
3) Procli Diadochi Comm. ex ree. G. Friedlein, Leipzig 1873, p. 97; Pappi 

Alexandrini colleetionis quae supersunt ed. F. Hultsch, 2, Berlin 1877, p. 662. 
4) Z. B. in Didej'ot und D'Alembert, Encyclopedie ou Dietionnaire rai

sonne ... Nouv. ed. 9, Geneve 1777, p. 758, und hierauB wiederholt in G. S. 
Klugel, Mathematisches Worterbuch 3, Leipzig 1808, p. 162. Bis zu einem ge
wissen Grade wird diese Auffassung aueh von F. Enriques, Lezioni di geometria 
descrittiva, Bologna 1902, p. 167, verteidigt. 
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1m Gegensatz hierzu tritt in neueren Untersuchungen iiber die 
Grundlagen der Geometrie (Pasch, Peano, Hilbert, Schu~·, vgl. In AB 1, 
Nr. 3, Enriques) das Bestreben hervor, nur den Punkt, die gerade 
Strecke und die ebene Flache als Grundbegriffe anzusehen, die nicht 
anders als durch den Hinweis auf geeignete Gegenstiinde del' Anschau
ung erklarl werden konnen, bei allen anderen geometrischen Begriffen 
dagegen eine den Formen der Aristotelischen Logik entsprechende Er
kIarung zu fordern. Dies ist namentlich bei den Begriffen ,,Linie" und 
,,FIache" berechtigt, weil man denselben sowohl einen engeren als 
einen weiteren Umfang beilegen kann, und weil viele Satr.e del' 
Geometrie nur dann ausnahmslos giiltig sind, wenn man jene Be
griffe in hinreichend enger Bedeutung nimmt 5). Auch wiirde man, 
wie F. Enriques a. a. 0. 4) hervorhebt, wenn man die Begriffe Linie 
und Flache als durch die Anschauung gegeben ansehen wollte, in 
solchen Fallen auf Schwierigkeiten geraten, wo eine Linie oder Flache 
rein mathematisch durch eine geometrische Erzeugung oder mit Hilfe 
analytischer Formeln erkliirt ist, denn man wiirde dann eine Erorle
rung del' Frage nicht vermeiden konnen, ob und wie weit die Er
gebnisse del' Anschauung mit den aus der mathematischen Erkliirung 
fliet.\enden Folgerungen iibereinstimmen. 

2. Geschichtliche Entwickelung. Bei der Feststellung del' Be
deutung des Allgemeinbegriffs Linie (Kurve) ist das Alterlum iiber 
die zu Anfang der vorangehenden Nr. erwiihnten volkstiimlichen Er
kliirungen nicht hinausgegangen. Der erste Versuch einer schiirferen 
Begriffsbestimmung diirfte sich in der Geometrie 6) von R. Deswrtes 
vorfinden, wo zu Anfang des zweiten Buches die Frage eingehend 
erortert wird, welche hinien in die Geometrie aufzunekme;n seien. 
Descartes gelangt dabei zu dem Ergebnis, daB es sich empfehle, in 
der Geometrie den Begri.lf Linie auf diejenigen Gebilde zu beschriinken, 
die gegenwartig als a~lJebraische Linien bezeichnet werden. Aber diese 
Ansicht hat wenig Anklang gefunden. Insbesondere hat G. Leibniz 
die von Descartes gegebene Begriffsfeststellung mehrfach als zu eng 

5) Ein Hinweis darauf, daB der Begri:ff Flache einer genaueren Erklarung 
bediirfe, sowie auf die einer solchen entgegenstehenden Schwierigkeiten findet 
sich schon bei Ok. Dt~pin, Developpements de geom., Paris 1813, p. 59. 

6) Zuerst 1637 erschienen ala dritter Abschnitt eines ohne Angabe des Ver
fassers gedruckten Werkes mit dem Titel: Discours de la methode pour bien 
conduire sa raison et chercher la verite dans les sciences plus la dioptrique, les 
mewores et la geometrie qui sont des essais de cette methode, a Leyde 1637 = 
OeuV1"es de Descartes 6, Paris 1902, p. 367. Lateinische Ausgabe: "Geometria. 
a Renato Des Cartes anna 1637 gallice edita etc." (ed. Franciscus a Schooten) .. 
Amsterdam 1659. Deutsch von L. Schlesinger, Berlin 1894. 
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bekampft 7) und betont, dass auch transzendente Linien wie die Cykloide 
und ahnliche als gleichberechtigt mit den algebraischen anzusehen 
seien. Gleichwohl ist die Geometrie von Descartes dadUTch, daB sie 
die Anwendung del' Rechnung auf die Geometrie, den Gebrauch'von 
Koordinatensystemen und die Darstellung von Linien durch Glei
chungen lehrte, auf die spatere Entwicklung von bestimmendem 
EinfluS gewesen. Durch sie kam der Begriff "Linie" in die engste 
Verbindung mit dem Begriff "Funktion" 8) und hat sodann an der in 
IIA 1, Pringsheim, Nrr. 1-5, 9-12 geschilderten Entwicklung dieses 
letzteren teilgenommen 9). 

3. Die analytische Linie. 1m engsten Sinne ist das Wort Linie 
(Kurve) gegenwartig gleichbedeutend mit analy#sche Linie. Diesel' 
letztere Begriff beruht auf dem von K. Weiersvra/3 entwickelten Be
griff eines monogenen analytischen Gebildes erster Stufe im Gebiet 
von zwei oder drei VeTanderlichen (II B 1, Osgood, N r. 13, 4:7) und 
deckt sich mit dies em vollstandig, sobald man das Imaginare als durch
aus gleichberechtigt mit dem Reellen ansieht. 

Wenn man dagegen das Reelle bevol'zugt, so zieht man nur 
solche monogene analytische Gebilde erste1' Stufe in Betracht, bei 
denen eine dem Gebilde angehorende Stelle sich stetig so andern 
kann, daB ihre Koordinaten dauernd ree11 bleiben, und versteht dann 
unter einer 1"eellen analytischen Linie die Gesamtheit ailer Ste11en eines 
solchen Gebildes, deren Koordinaten samtlich reell sind. 

DUTch die Schaffung des Begriffs analytische Linie hat K. Weier
stra/3 die schon im 18. Jahrhundert aufgetretene Fmge zur Ent
scheidung gebracht, wie weit und unter welchen Voraussetzungen mit 
dem Begriff Linie die V orstellung eines einheitlichen in allen seinen 
Teilen von dem gleichen Gesetz beherrschten Ganzen zu verbinden sei. 

Eine analytische Linie heiSt eben oder gewunden (doppelt ge
kriimmt) , je nachdem sie in einer (ree11en oder imaginaren) Ebene 
enihalten ist, oder nicht. 

4:. Zweige einer analytischen Linie 10). Gehort ein reeller oder 
imaginarer, im Endlichen liegender oder unendlich ferner Punkt mit 

7) G. Leibniz, Acta Erud. Lips. an. 1684, 1686, 1693 = Ges. Werke, hrsg. 
v. G. H. Pertz, 3. Folge, Mathematik, 5. Bd. Halle 1858, p. 124, 229, 295. Vgl. 
auch p. 290 und 7. Bd. Halle 1863, p. 213. 

8) Diese Verbindung wird beispielsweise von L. Euler, Introductio in ana
lysin infinitorum 2, Lausannae 1748, p. 5-6, besonders betont. 

9) Vgl. hierzu den Bericht von A. Brill und M. Noether, Deutsche Math.
Vereinig. Jahresber. 3 (189,2/93), p. 114 fr. 

10) V gl. A. Brill u. M. Noethe1', a. a. O. p. 379 f. 
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den Koordillaten xo, Yo [, zo] einem analytischen Gebilde erster Stufe 
im Gebiet von zwei [drei] Veranderlichen an, so bildet er den Mittel
punktll) wenigstens eines Elementes dieses Gebildes (II B 1, Nr.13, 4:7). 
Aber es kann auch vorkommen, daB es mehrere, ja sogar unendlich 
viele 12) Elemente des Gebildes gibt, deren Mittelpunkte samtlich die 
Koordillaten xo, Yo [, zoo] haben. AuBerdem ist es moglich, daB eine 
Grenzstelle (II B 1, p.40 u. 110) des Gebildes ebenfalls die Koordinaten 
xo, Yo [, zo] hat, oder daB aus noch anderen Grunden nicht ane in 
der Nahe der Stelle xo' Yo [, zo] liegellden Stellen des Gebildes durch 
diejenigen Elemente erschopft werden, die in xo, Yo [, .eo] ihren 
:M:ittelpunkt haben 13). Die Gesamtheit alIel' Punkte einel' analytischen 

11) vVenn ein "Element" des Gebildes durch zwei [dl'ei] Gleichungen 

x = fP(t), y = x(t) [, Z = 'l/'(t)] 
gegeben ist, wo rp(t), x(t) [, 'l/J(t)] Potenzl'eihen bedeuten, welche von Null vel'
sehiedene Konvergenzl'adien haben und auch negative Potenzen von t in end
lieher Anzahl enthalten konnen, so wird hier als "Mittelpunkt des Elementes" 
diejenige Stelle bezeichnet, deren Koordinaten sich aus den erwahnten Glei
ehungen fur t = 0 ergeben. 

12) Beispiel: Nimmt man n: reell und irrational, 80 stellen die Gleichungen: 

x = eos [(n: + 1)t] - cost, 

Y = sin [(n: + 1) t] - sint, 
wo t eine vollig unbeschrankte komplexe Veranderliehe bedeutet, eine analy
tische Linie dar, die unendlich oft durch den Nullpunkt geht, namlich fur t = 0 

211: 211: + -; + 2· -' .. '. Da diesen Werten von t lauter versehiedene Werte de, - a - u' 

Differentialquotienten :~ entsprechen, so ist die Stelle (0, 0) Mittelpunkt von 

unendlieh vielen verschiedenen Elementen des Gebildes. 
13) Beispiele: I. - Man untel'werfe die komplexe Veranderliche x zunaehst 

der Bedingung: ixl < 1, und setze: 
1 ]/i _xi 

y = -Z C-c-1-+-V-=1-=_=X--c!), - ---m-' 
mit del' Bestimmung, dass die Wurzel fiir x = 0 in + 1 ltbergehen und dass Z2 

den reellen und 1 (1 + V 1 X2) den Hauptwert des Logarithmus bedeuten solI. 
Dann ist die Funktion y an del' Stelle x = 0 analytisch und nimmt daselbst 

den Wert 2~2 an. Fuhrt man nunmehr die Verii,nderliche x von 0 aus auf 

einem den Punkt + 1 oder den Punkt - 1 einmal umschlieBenden Wege wieder 
unendlich nahe zu 0 zurltck, wobei die Wurzel jetzt dem Grenzwert - 1 zu-

strebt, so nll-hert sich y wieder dem Grenzwert -~ abel' die Stelle x = 0, 
212 ' 

Y = 2k bildet jetzt eine Grenzstelle des durch das ursprunglich betraehtete 

Funktionselement el'kIarten analytischen Gebildes. 
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Linie, deren Koordinaten beziehentlich in del' Nahe gegebener fester 
Werte liegen, kann daher unter Umstanden von verwickelter Be
schaffenheit sein. Urn derartige Verhaltnisse und namentlich auch 
die Art, wie eine Linie nach dem Unendlichen verlauft, leichter iiber
sehen zu konnen, denkt man sich eine analytische Linie haufig in 
mehrere Zweige zerlegt, d. h. zusammenhangende Teile, fiir deren 
gegenseitige Abgrenzung folgendes als Regel gilt: Falls ein und der
selbe Punkt Po gleichzeitig Mittelpunkt mehrerer Elemente einer 
analytischen Linie ist, so sind von den in der Nahe von Po liegenden 
Punkten der Linie diejenigen, welche ein und demselben jener Ele
mente angehoren, stets dem gleichen Zweige, dagegen solche Punkte, 
die in verschiedenen Elementen liegen, verschiedenen Zweigen zu
zurechnen 14). 1m iibrigen werden die Grenzen der einzelnen Zweige 
meistens unbestimmt gelassen. 

5. Einsiedler. Wenn man eine reelle analytische Linie l durch 
Hinzunahme del' imaginaren Stellen des entsprechenden analytischen 
Gebildes erweitert, so kann es vorkommen, daB ein reeller Punkt Po 
von l den Mittelpunkt von Elementen des erweiterten Gebildes bildet, 
die keinen andel'll in del' Nahe von Po liegenden reellen Punkt ent
halten 15). In einem solchen Fall nennt man den Punkt Po einen Ein-

II. - (Vgl. F. Klein, Anw. d. Diff.- u. Integralr. auf Geom., autogr. Vorl. 
Sommer 1901, Leipzig 1902, p.239, u. A. Schoenflies, Math. Ann. 58 (1904), p.216.) 
Ein beliebiger Punkt einer Epicykloide ist i=er Mittelpunkt nur eines einzigen 
oder hochstens zweier Elemente del' Epicykloide. Wenn aber die Epicykloide so 
bestimmt ist, daJ3 die Radien des festen und des rollenden Kreises ein irrationales 
Verhaltnis haben, und daJ3 dahcr die reellen Zuge del' Epicykloide einen Kreis
ring uberall dicht bedecken, so Hegen in jeder Nahe eines beliebigen Epicykloiden
punktes P stete noch andere Punkte, die zwar der Epicykloide, aber keinem 
Element derselben angehoren, welches in P seinen Mittelpunkt hat. 

14) Bei del' Betrachtung einer 1'eellen analytischen Linie wird das Wort 
Zweig zuweilen in etwas anderer Bedeutung gebraucht, namlich zur Bezeich
nung eines Teiles del' Linie, del' durch stetige Bewegung eines Punktes so er
zeugt werden kann, daB kein Stiick desselben mehrfach beschrieben wird. V gl. 
z. B. Encyclopaedia Britannica, 9. ed., Edinburg 1875 if., American reprint, Phila
delphia 1894, Art. Curve. Bei diesel' Erklarung kann es vorkommen, daJ3 ein 
Zweig sich selbst schneidet, wahrend dies bei del' im Text gegebenen Erklarung 
nicht mogHch ist. Ferner dient bei der Betrachtung einer reellen ebenen ana
lytischen Linie das Wort Zweig manchmal auch zur Bezeichnung eines solchen 
Teiles, Hings dessen die eine Koordinate eine eindeutige Funktion del' anderen 
ist. V gl. L. Hoffmann, Math. Worterbuch 2, Berlin 1859, p. 164. 

15) Beispiel: Versteht man unter a, b beliebige reelle del' Bedingung 
a < b genitgende Zahlen, so hat del' der Linie y'l. - (x - a)'I. (x - b) = 0 an
gehorende Punkt x = a, y = 0 die erwahnte Eigenschaft. 
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siedler 16) (isolim'ten oder der Linie 7conjugierten Pnnlvt 17)). Damit, daB 
ein Punkt Po einer Linie l als Einsiedler bezeichnet wird, ist indessen 
nicht immer gesagt, daB er vollig vereinzelt liege. AuBel' den durch 
ihn hindUTchgehenden imaginaren Zweigen kann es namlich noch 
einen odeI' mehrere andere reelle Zweige von l geben, die ebenfalls 
durch Po gehen und auf denen daher in jeder Nahe von Po andere 
zu l gehorende reelle Punkte vorhanden sind 18). 

6. Darstellung durch Gleichullgen. Es seien xo' Yo [, zo] die 
Koordinaten eines inneren Punktes Po eines Zweiges einer analy
tischen Linie und t eine auf eine gewisse Umgebung des Nullpunktes 
zu beschrankende Hilfsveranderliche (Parameter). Dann ist es, wie 
aus dem Begriff einer analytischen Linie und der in Nr. 4: gegebenen 
Erklarung eines Zweiges einer solchen folgt, immer auf mannigfaltig 
verschiedene Weisen moglich, zwei [drei] Gleichungen von der Form: 

(1) I x - Xo = ~1 (t), 
Y - Yo = ~2 (t) , 
[z - Zo = ~3(t),] 19) 

wo ~1 (t), ~2 (t) [, ~3 (t)] fur t = 0 verschwindende, in del' erwahnten 
Umgebung konvergente Potenzreihen von t bedeuten, so zu bestimmen, 
daB man aus diesen Gleichungen fur jeden Wert von t die Koordi
naten x, y [, z J eines dem betrachteten Zweige angeborenden Punktes 
erhiilt und zugleich die Koordinaten eines jeden diesel' Punkte, del' 
in einer gewissen Nahe von Po liegt, ein und nUT einmal bekommt, 
wenn man t die erwahnte Umgebung des Nullpunktes ganz durcb
laufen laBt (Parameterdarstellnng eines Elementes einel' analytischen 
Linie. - Handelt es sich urn ein Element eines reellen Zweiges, so 
konnen del' Parameter t und die Koeffizienten del' Reihen ~1 (t), 
~,( t) [, \1.53 (t)] del' Bedingung unterworfen werden, reell zu sein). 

Von je zwei verschiedenen diesel' Darstellungen kann die eine in 
die andere dadurch ubergefUhrt werden, dass man fur den bei del' 

16) Ein solcher Einsiedler tritt schon bei G. C1'arnM', Introduction a l'ana
lyse des lignes courbes algebriques, Geneve 1750, p. 449, in einem Beispiel auf, 

17) J. Plii,cker, Anal.-geom. J<Jntwickelungen 2, Essen 1831, p. 267 u. 292; 
oder System del' anal. Geom., Berlin 1835, p. 196 und an mehreren anderen 
Stellen. Vgl. auch G. Salmon, Anal. Geom. d. h5h. eb. Kurven, deutsch von 
W. Fiedler, Leipzig 1873, p. 28; 2. Auf!. 1882, p. 33. 

18) J. Plucker, Theorie der algebr. Kurven, Bonn 1839, p. 172. 
19) Falls xo, Yo [, zoJ nicht samtlich endliche Werte haben, sind hier wie 

iiblich unter x - 00, y - 00 [, Z - 00] beziehentlich die Ausdriicke .2:-. ,.~- [, .2:-.J 
x y z 

zu verstehen. 
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einen DarsteIlung benutzten Parameter t eine passend gewiihlte Funk
tion rCr:) des bei der anderen benutzten Parameters r: einsetzt, die fiir 
r: = 0 analytisch ist und den Bedingungen: rcO) = 0; ('CO) =F 0 
geniigt (II B 1, Nr.ll). 

Setzt man jedoch, nachdem man ein Element einer analytischen 
Linie in der eben beschriebenen Weise durch zwei [dreiJ Gleichungen 
von der Form (1) dargestellt hat, fiir t eine Funktion !per:) ein, die 
fiir r: = 0 analytisch ist und daselbst verschwindet, aber der Be
dingung fP' (0) =F 0 nicht mehr geniigt, so erhalt man eine Dar
steHung des betrachteten Elementes, die jeden Punkt desselben, del' 
in einer gewissen Niihe des Mittelpunktes liegt, abel' von dies em ver
schieden ist, mehrmals liefert. Darstellungen diesel' Art werden von 
L. Baffy 20) als ttneigentliche Darstellungen bezeichnet. U mgekehrt 
liefern je zwei [dl'ei] Gleichungen von del' Form (1), vorausgesetzt, 
daB die rechten Seiten nicht aIle identisch gleich Null sind, eine 
eigentliche oder uneigentliche Darstellung eines Elementes einer ana
lytischen Linie. 

Dber die Parameterdarstellung einer analytischen Linie im ganzen 
vgl. II B 1, Nl'.28. 

Wenn eine ebene analytische Linie als analytisches Gebilde erster 
Stufe im Gebiet von zwei Veranderlichen x, y erkliirt ist, und irgend 
ein Element dieses Gebildes ins Auge gefaBt wird, so ist es immer 
auf mannigfaltig verschiedene Weisen moglich, fiir eine gewisse U m
gebung des Mittelpunktes 11) dieses Elementes eine dort analytische 
Punktion F(x, y) so zu bestimmen, daB sie fur die dem betrach
teten Element angehorenden Punkte, abel' auch nur fUr diese ver
schwindet, und daB daher die Gleichung F (x, y) = 0 in del' Niihe 
des Mittelpunktes zur analytischen Darstellung des Elementes dienen 
kann. 

Ist umgekehrt im Gebiet von zwei Veriinderlichen x, y fUr die 
Umgebung einer festen Stelle (xo, Yo) eine dort analytische, im aU
gemeinen von Null verschiedene, abel' an del' Stelle (xo, Yo) selbst 
verschwindende Funktion F (x, y) erkliirt, so bildet die Gesamtheit 
aIler Wertepaare x, y, welche in einer gewissen Niihe del' Stelle (xo, Yo) 
liegen und die Gleichung F(x, y) = 0 erfiillen, entweder ein Element 
einer analytischen Linie, oder sie besteht aus einer endlichen Anzahl 
solcher Elemente, die entweder verschiedellen Zweigen ein und der
selben Linie oder auch verschiedellen Linien angehorell konnen (II B 1, 
Nr. 4:4:-4:6; III D 1,2, Nr. 19). 

20) L. Raffy, Leyons sur les applications geometriques de l'analyse, Paris 
1897, p. 3-4 u. 6. 
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Ji'em.er ist es in vielen Fallen, wo im Gebiet von zwei Verander
lichen erne analytische Linie gegeben ist, moglich, eine eindeutige 
analytische Funktion F(x, y) so zu bestimmen, daB die Linie sich 
mit der Gesamtheit aller die Gleichung F(x, y) = 0 befriedigenden 
Wertepaare x, y vollstandig deckt und daB daher die Linie im ganzen 
durch diese Gleichung eine geeignete Darstellung findet. 

Eine Umkehrung dieser Behauptung ist nicht ohne weiteres zu
lassig. Denn ist eine eindeutige analytische Funktion F(x, y) ge
geben, so sind auBer dem Fall, daB die Gleichung F(x, y) = 0 eine 
analytische Linie darstellt, noch andere moglich, z. B. daB diese 
Gleichung eine iiberhaupt nicht erfiillbare Forderung ausdriickt 21), 

oder daB sie mehrere verschiedene analytische Linien darstellt 22), 
oder daB die Gesamtheit der die Gleichung erfullenden Wertepaare x, y 
von einer analytischen Linie nur einen Teil umfa.6t, ohne sie vollig 
zu erschopfen 23). 

Ahnlich kann, wenn im Gebiet von drei Veranderlichen x, y, z 
em allalytisches Gebilde erster Stufe gegeben ist, ein beliebiges Ele
ment desselben in del" Nahe seines Mittelpunktes 11) stets in mannig
faltig verschiedener Weise durch zwei Gleichungen: 

{(x, y, z) = 0; g(x, y, z) = 0 
dargesteUt werden, wo fund 9 zwei in der Umgebung jenes Mittel
punktes analytische Funktionen bedeuten. 

Wenn umgekehrt zwei Funktionen {(x, y, z), 9(X, y, z) gegeben 
sind, die in der Umgebung einer Stelle (xo, Yo, zo) analytisch und im 
allgemeinen von Null verschieden sind, aber an dieser Stelle selbst 
beide verschwinden, und wenn ferner von den Determinanten zweiten 
Grades der Matrix 

II fz {v fs 1'/ 

9z 9,1 9z 

wenigstens eine an der Stelle (X01 Yo, so) von Nnll verschieden ist, so 

21) Beispiel: eg(z, v) = 0, wo U(x, y) eine ganze rationale Funktion be
deutet. 

22) Beispiele: Eine reduzible algebraische Gleichung kann eine endliche 
Anzahl verschiedener Linien darstellen, wahrend die Gleichung sin [9 (x, y)] = 0, 
wo g(x, y) eine ganze rationale Funktion bedeutet, unen<llich viele verschiedene 
Linien darstellt. namlich g(x, y) = k", (k = 0, + 1, + 2, ... ). 

23) Beispiel: Sei rp ex) eine fiir das Innere des Einheitskreises erklarte 
analytische Funktion, deren Argument diesen Kreis als natiirliche Grenze hat. 
Dann umfaJ3t die Gesamtheit der die Gleichung rp (y) - rp ex) = 0 erfiillenden 
Wertepaare von der Geraden y = x nur denjenigen Teil, fiiJ: welchen 
Iyl = Ixl < 1 ist. 
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bildet die Gesamtheit @ aller Wertsysteme x, y, 1$, welche einer ge
wissen Umgebung der Stelle (xo, Yo, zo) angehoren und die Gleichungen: 

{(x, y, 1$) = 0; g(x, y, 1$) = 0 

gleichzeitig befriedigen, einen einzigen Zweig einer analytischen Linie. 
Sind dagegen die erwahnten Determinanten an der Stelle (xo, Yo, zo) 
samtlich gleich Null, so kommt es darauf an, ob die Funktionen {, 9 
einen an der Stelle (xo, Yo, 1$0) analytischen und daselbst verschwinden
den gemeinschaftlichen Teiler haben, odeI' nicht. 1st ein solcher 
Teiler nicht vorhanden, so besteht ® aus einer endlichen Anzahl von 
Linienzweigen, die ein und derselben oder auch verschiedenen analy
tischen Linien angehoren konnen. Raben dagegen die Funktionen 
{(x, y, z), g(x, y, z) einen gemeinschaftlichen Teiler del' beschriebenen 
Art, so setzt sich ® aus einer endlichen Anzahl von Linienzweigen 
und Fliichenstiicken zusammen. Dabei iet wenigstens ein Flachenstiick 
immer vorhanden, wahrend Linienzweige, die nicht auf diesem liegen, 
auch fehlen konnen 24). 

Eine ahnliche Darstellung wie im kleinen ist haufig auch im 
grossen zulii.ssig. 1st namlich im Gebiet von drei Veranderlichen 
x, y, z eine analytische Linie 1 gegeben, so ist es in vielen Fallen 
moglich, zwei eindeutige analytische Funktionen {(x, y, z), 9 (x, y, z) 
so zu bestimmen, daB die Linie 1 genau mit der Gesamtheit alIer die 
Gleichungen 

{(x, y, z) = 0; g(x, y, 1$) = 0 

gleichzeitig befriedigenden Wertsysteme x, y, z zusammenflillt und daher 
durch diese beiden Gleichungen im ganzen dargestellt werden kann. 

Aber auch hier ist wie bei eben en Linien eine Umkehrung nicht 
ohlle weiteres zulassig. Besondere Erwahnullg verdient namentlich 
der Umstand, daB auch in dem Fall, wo {(x, y, 1$) und g(x, y, 1$) 
von einander verschiedene irreduzibele ganze rationale Funktionen 
bedeuten, die Schnittlinie der Fliichen 

24) Hilfsmittel zum Beweise dieser Behauptungen finden sich in K. Weier
strafj, Einige auf die Theone der analytischen }j'unktionen mehrerer Verander
lichen sich beziehende Satze, autogr. Berlin o. J. (1879 erschienen) = Abhand
lungen aUB der Funktionenlehre, Berlin 1886, p. 105 = Math. Werke 2, Berlin 
1895, p. 135, und in C. W. M. Black, Havard Thesis 1901 = Amer. Ac. Arts Sci. 
Proc. 37 (1902), p. 281. VgI. auch IIB 1, Fu8n. 250 u. 254. Die allgemeinere 
Frage nach der Beschafl'enheit der Ge8amtheit aUer derjenigen Stellen innerhalb 
·eines gegebenen Bereiches Tim Gebiet von beliebig vielen Veranderlichen, an 
welchen eine endliche Anzahl gegebener in T analytischer .I!'unktionen gleich
zeitig gleich Null werden, 1St von O. Blumenthal, Math. Ann. 57 (1903), p. 356, 
behandelt worden. 
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rex, y, z) = 0 und g(x, y, z) = 0 
In mehl'ere verschiedene analytische Linien zerfallen kann. 

Die allgemeinen Eigenschaften der analytischen Linien und Flachen 
und die zu deren Darstellung dienenden Hilfsbegriffe wie Tangente, 
Bel'iihrungsebene, Bogenlange, Schmiegungsebene, Kl'iimmung u. s. w. 
kommen in III D 1, 2, v. Mangoldt, zur Bespl'echung. 

7. Erweiterungen des Begri:ffs Linie. Linie als "BUd einer 
Funktion". Naheliegende Erweiterungen des bisher erklarten Be
griffes einer analytischen Linie bestehen darin, daB man 

a) ein analytisches Gebilde erster Stufe im Gebiet von mehr als 
drei Veranderlichen als eine analytische Linie in. einem Raum von 
mehr als drei Dimensionen bezeichnet; 

b) eine endliche oder auch abzahlbar unendliche Menge analy
tischer Linien odeI' Linienstiicke aus irgend welchen Grunden zu 
einem Ganzen vereinigt, z. B. weil sie zusammengenommen die voll
standige Begrenzung eines FHi.chenstiicks bilden, odeI' die Anfangs
lage einer schwingenden Saite kennzeichnen, und dann dieses Ganze 
eine Linie nennt 25). 

Andere Erweiterungen beziehen sich auf den Fall, daB nur reelle 
Punkte in Betracht gezogen werden. 

Unter diesel' Voraussetzung wird zunachst bei manchen Unter
suchungen 26) das Wort Linie lediglich als Abkiirzung fiir "geome
trisches Bild einer reellwertigen Funktion einer reellen Veranderlichen 
in einem ebenen rechtwinkligen Koordinatensystem" gebraucht, ohne 
daB dabei jedoch hinsichtlich del' dem Argument oder del' Funktion 
etwa aufzuerlegenden Einschrankungen eine allgemein angenommene 
Ubereinkunft bestande. Auch dariiber, welche Punkte an Unstetig
keitsstellen del' Funktion zul' Linie zu rechnen sind, :linden sich ver
schiedene Festsetzungen 27). 

8. Linie als "Ba.hn eines Punktes". Der Jorda.nsche Satz. Ferner 
hat die volkstiimliche Erklal'ung einer Linie als Bahn eines Punktes 
dazu gefiihrt, ein Linienstiick ganz allgemein als die Gesamtheit alIel' 
Punkte zu erkIal'en, deren Koordinaten x, y, z in einem l'echtwink
ligen System sich el'geben, wenn man dl'ei reelle in ein und dem
selbell Illtervall stetige Funktiollell tp(t), 'let), '!/J(t) eiller reellen Vel'-

25) Derartige Linien werden schon von L. Euler, Introductio in analysin 
info 2, Lausannae 1748, p. 6, erwahnt und als curvae discontinuae seu mixtae 
et irregulares bezeichnet. 

26) Z. B. von P. du Bois-Reymond, Math. Ann. 15 (1879), p.283; O. Stolz, 
Math. Ann. 18 (1881), p. 268; L. Scheeffer, Acta math. 5 (1884/85), p. 49. 

27) V gl. L. Scheeffer, Acta math. 5 (1884/85), p. 51, Anmerkung. 
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anderlichen t willkiirlich annimmt, jedoch so, daB nicht aIle drei kon
stant sind, sodann 

x = cp(t), Y = x(t), z = '!/J(t) 

setzt und die Veranderliche t das erwahnte Intervall ganz durchlaufen 
las st. A. Hurwitz 28) hat diesel' Erklarung fur den Fall, daB die Ver
anderliche t auf ein endliches Intervall eingeschrankt ist, abel' mit 
beiden Grenzen desselben zusammenfallen darf, die folgende Fassung 
gegeben: ."Eine abgeschlossene Punktmenge wird ein stetiger Kurven
bogen genanllt, wenn sie das stetige Bild einer geradlinigen Strecke ist." 

Hierbei fallen indessen, wenn man von den Funktionen !pet), x(t) 
'!/J(t) nichts weiter als die Stetigkeit fOl'dert, unter den Begriff ebene 
Linie auch solche Punktmengen, die aIle Punkte eines zweifach aus
gedehnten Flachenstucks, z. B. del' Flache eines Quadrates enthalten 29). 

Diese Moglichkeit wird jedoch ausgeschlossen, wellll man mit 
C. Jordan 30) und E. Study 31) das Vorhandensein mehrfacher Punkte 
ausschlieBt, also eine ganz im Endlichen liegende Punktmenge erst 
dann ein einfaches Kurvenstiick nennt, wenn sich ihre Punkte den 
Punkten einer endlichen Strecke, del' ihre Endpunkte zugerechnet 
werden, nicht nul' stetig, sondel'll auch eindetttig wnkehrbar zuordnen 
lassen, und dabei nul' die eine Ausnahme gestattet, daB del' End
punkt del' Kurve wieder mit dem Anfangspunkt zusammenfallen darf 
(geschlossene Kurve). 

Eine so erklarte und del' angegebenen Bedingung geniigende ge
schlossene ehene Linie teilt, wie C. Jm'dan 32) gezeigt hat, die Ebene 
stets in zwei getrennte Kontin'ua, ein inneres und ein ausseres. CUbeI' 
eine wesentliche Erganzung dieses Satzes vgl. Nr. 9.) 

Abel' in anderer Hinsicht kann eine solche Linie wesentliche Ver
schiedenheitell von den analytischen Linien aufweisell, indem namlich 

28) A. Hurwitz, Vel'handl. d. ersten intern. Math.-Kongr. in Ztirich, Leipzig 
1898, p.l02. Vgl. IA5, Schoenflies, Nr.ll. 

29) Dies wurde zuel'st von G. Peano, Math. Ann. 36 (1890), p. 157, nach
gewiesen. Geometrische Erlauterungen gaben D. Hilbert, Math. Ann. 38 (1891), 
p. 459; A. Schoenf/ies, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Vereinigung 8, 2 (1900), p. 121 
-125; E. H. Moore, Trans. of the american math. soc. 1 (1900), p. 72, und 
F. Klein, Anwendung del' Diff.- u. Int.-Rechnung auf Geom., autogr. Vorl. Sommer 
1901, Leipzig 1902, p. 238 ff. 

30) C. Jordan, Cours d'analyse, 2. ed. 1, Paris 1893, p. 91. 
31) E. Study, Math. Ann. 47 (1896), p. 314. 
32) C. Jordan, Cours d'analyse, 2. ed. 1, Paris 1893, p. 91-99. V gl. auch 

A. Schoenflies, Gott. Nachr. 1896, p. 79, u. l\'Iath. Ann. 62 (1906), p. 286, sowie 
W. F. Osgood, Lehrbuch del' Funktionentheorie, Leipzig 1906, p. 120-141. -
Uber die Umkehrung des J01'danschen Satzes vgl. Nr. 9. 
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eme Tangente in keinem Punkte mehr vorhanden zu sem braucht 
und der Begriff Bogenlange ganzlich hinfallig werden kann. (V gl. 
II Ai, Pringshtim, Nr.l0, 11, und I1A2, Voss, Nr.4.) Ferner ist, 
wie W. F. Osgood 33) an einem Beispiel nachgewiesen hat, bei einer 
geschlossenen ebenen Linie del' in Rede stehenden Art der Fall mog
lich, daB das ganz im Endlichen liegende von ihr umschlossene innere 
Kontinuum keinen bestimmten Flacheninhalt mehr hat. 

Zu anderen Beispielen solcher nichtanalytischen "Jonlan-Kurven", 
die sich in vieler Hinsicht durch iiber
aus sonderbare Eigenschaften aus
zeichnen, hatte schon friiher die Lehre 
von den automorphen Funktionen ge
fiihrt 34). Diese Beispiele sind ebenso 
wie das von Osgood angegebene nament
lich auch deswegen bemerkenswert, 
weil es sich bei ihnen urn nichtanaly
tische Linien handelt, die ohne jede 
Benutzung arithmetischer Operationen 
'rein geometrisch erklart werden konnen. 
Besonders eingehend haben R. Fricke 
und F. Klein diejenige hierher gehOrende 
Linie untersucht 35) , welche zwei Kon
tinua voneinander scheidet, die sich in 
folgender Weise ergeben: Man nehme Fig. 1. 

(Fig. 1) in einer Ebene vier einander, 
ausschliessende Kreise kll k2' ks, k4' von denen jeder zwei andere, 
aber nur diese, beriihrt, so an, daB ein sie aIle rechtwinklig schnei
dender Kreis nicht vorhanden ist, fasse sodann die beiden Kreisbogen
vierecke P, P' ins Auge, in welche der von den Scheib en der vier 
Kreise nicht bedeckte Teil del' Ebene zerfiillt, und rechne zum einen 
Kontinuum 

33) W. F. Osgood, Trans. of the amel;can math. soc. 4 (1903), p. 107. 
34) Diese nichtanalytischen Linien wurden zuerst von F. Klein bemerkt, 

der H. Poincare brieflich darauf aufmerksam machte. Der betreffende Brief 
wird von Poincare, Paris C. R. 92 (1881), p. 1486, erwahnt, doch sind dort nur 
wenige Zeilen aus demselben abgedruckt. V gl. ferner H. Poincare, Acta math. 
3 (1883), p. 78-80, und R. Fricke u. F. Klein, VorIes. iib. d. Theorie d. auto
morphen Funktionen 1, Leipzig 1897, p. 131-134. Vgl. II B 4, Fricke. 

35) R. F"icke, Math. Ann. 44 (1894), p. 580-587; R. F'l'icke u. F. Klein, 
Vorles. iib. d. Theorie d. automorphen Funktionen 1, Leipzig 1897, p. 411-428, 
und F. Klein, Anwendung der Diff.- u. Int.-Rechnung auf Geom., autogr. Vorl. 
Sommer 1901, Leipzig 1902, p. 298 ff., wo manche Beweise anders gefallt sind. 
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erstens aIle Punkte von P mit Ausnahme der Ecken, 
zweitens die Punkte der Bereiche, welche aus P durch symme

trische Wiederholung an den Kreisen kv k2' k3' k4 entstehen, 
wieder mit Ausnahme der Ecken, 

drittens die Punkte aller Bereiche, welche aus dem so erweiterten 
Bereiche durch abermalige symmetrische Wiederholung desselben 
an seinen Seiten hervorgehen, 

und so fort, und leite das andere Kontinuum in gleichel' Weise aUB 
dem anderen Kl'eisbogenviereck P' ab 36). 

Will man den zunachst als stetiges und eindeutig umkehrbares 
Bild einer geraden Strecke erklarten Begriff eines einfachen Kurven
stiicks mit dem eines Stiickes einel' reellen analytischen Linie in 
bessere Ubel'einstimmung bringen, so bedarf es weiterer Einschran
kungen. Man kann etwa zunachst das Vorhandensein einer bestimmten 
Bogenlange (III D 1,2, v. Mangoldt, Nr. 10), dann das einer Tangente 
in jedem Punkte, dann stetige Drehung der Tangente bei stetigem 
Fortschreiten des Beriihrungspunktes, dann das Vorhandensein eines 
Kriimmungskreises fordern u. s. w., oder noch andere Bedingungen 
aufstellen, wie z. B. daB Ecken, Spitzen und andere singulare Punkte 
und bei beliebiger Wahl des Koordinatensystems auch hochste und 
tiefste Punkte nul' in endlicher Anzahl vorhanden sein sollen, daB 
das Kurvenstiick mit einer Geraden, einem Kreis, oder anderen ele
mentaren Linien stets nul' eine endliche Anzahl von Punkten gemein 
haben so1l37), und so fort. Aber wie weit man hierbei gehen und 
welche Form man den einzufiihrenden Einschrankungen geben soIl, 
dariiber besteht keine allgemein angenommene Ubereinkunft 38). Bei
spielsweise nennt W. F. Osgood 39) ein ebenes Kurvenstiick der hier in 

36) Der Beweis, dass die so rein geometrisch erklarte "Grenzkurve" wirk
lich als stetiges und eindeutig umkehrbares Bild einer geraden Strecke an
gesehen werden kann, findet sich bei R. Fricke u. F. Klein, Vorles. lib. d. TheoriG 
d. automorphen Funktionen 1, Leipzig 1897, p. 420, und bei F. Klein, Anwen
dung der Diff.- u. Int.-Rechnung auf Geom., autogr. Vorl. Sommer 1901, Leipzig 
1902, p. 316 f. 

37) V gl. O. Stolz, Vorl. lib. allgemeine Arithmetik 1, Leipzig 1885, p. 193 
-194, und II A 1, Pringsheim, Nr. 11. 

38) Dementsprechend sagt E. Study, Math. Ann. 47 (1896), p. 315, "da~ 

wir einen allgemein annehmbarell Kurvenbegriff zur Zeit liberhaupt nicht be
sitzen", und macht aufmerksam auf die Unterschiede der Betrachtungen in der 
analytischen Geometrie, wo auch von imaginaren Kurven geredet wird, bei 
Randwertaufgaben und bei Integrationswegen auf Riemannschen Fliichen. 

39) W. F. Osgood, Trans. of the american math. soc. 1 (1900), p. 310, und 
II B 1, Osgood, p. 9 Anmerkung. 
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Rede stehenden Art 1'eguliir, wenn dasselbe in jedem Punkt eine Tan
gente hat, die sieh bei stetiger Bewegung des Beriihrungspunktes 
ebenfalls stetig dreht, wahrend F. Klein 40) fordert, dail das Kurven
stuck durch zwei Gleichungen: x = rp(t), Y = X(t) darstellbar sein 
solie, wo rp (t), X (t) Funktionen bedeuten, die in einem Intervall von be
grenzter Sehwankung und eine endliche Anzahl von Malen differen
zierbar sind. Abermals anders hat A. Kneser 41) die zu stellenden 
Bedingungen gefaBt. Er versteht namlich unter einem "nirgends 
singularen ebenen Bogen" eine "im Sinne der projektiven Anschauung 
stetige von Doppelpunkten und Doppeltangenten freie Punktreihe mit 
uberall eindeutig bestimmtel' und stetig variiel'ender Tangente, fiir 
welehe die folgenden v. Standtschen Satze geIten: 

I. Durchlauft der Punkt T den Bogen in bestimmtel' Richtung 
und ist t seine jedesmalige Tangente, so andert der Schnittpunkt (gt) 
der Tangente mit einer festen Geraden g die Richtung seiner Be
wegung langs diesel' in den und nur den Lagen del' Elemente t und 
T, in welchen die Gerade dureh T geht, ohne mit t identisch zu 
werden. 

II. Die Verbindungslinie FT andert, wenn Fein fester Punkt 
ist, den Sinn ihrer Drehung in den und nur den Lagen del' Elemente 
t und T, in welchen F auf t liegt, ohne mit T zusammenzufallen." 

In ahnlicher Weise legt er 42) die Grundeigenschaften eines "nirgends 
singuUiren Raumkurvenbogens" durch eine Kette von vier Satzen fest 
und kniipft dann an diese Erklarungen eine Untersuehung dariiber7 

welehe allgemeinen Satze iiber die gestaltlichell Verhaltnisse nirgends 
singuHi,rer Bogen auf sie gegriindet werden konnen 43). 

9. Linie als "Lange ohne Breite", oder als "Grenze einer Flache". 
Die Begrifl'sfeststellungen der Mengenlehre machen es moglich, die 
schon von Enklid gegebene Erklarung einer Linie als "Lange ohne 
Breite" von den ihr anhaftenden Unbestimmtheiten zu befreien. Bei 
Bescbrankung auf die Ebene kann dies dadurch geschehen, dail man 
eine Linie als eine perfekte zusammenhangende Punktmenge ohne innet'e44) 

Punkte erkIart45). VgI. I.A. 5, Schoenflies, Nr. 16. 

40) F. Klein, Anwendung d. Diff.- u. Integralr. auf Geom., autogr. Vorl. 
Sommer 1901, Leipzig 1902, p. 255. 

41) A. Kneser, Math. Ann. 34 (1889), p. 205. 
42) a. a. O. p. 209. 
43) Eine Fortsetzung dieser Untersuchungen findet sich Math. Ann. 41 

(1893), p. 349. 
44) Das heif3t: Wenn P ein PUDkt der Menge ist, so sollen niemals aHe 

Punkte der Ebene, welche in einer gewissen Nahe von P Hegen, ebenfalls zur 
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Aber gegen diese Erkliirung ist der Einwand zu erheben, daB 
sie insofem zu weit ist, als sie auch solche Gebilde umfaBt, die nicht 
als stetige und eindeutig umkehrbare Bilder einer geraden Strecke 
oder eines Kreises angesehen werden konnen. Zwei einfache Beispiele 
solcher Punktmengen erh1i.lt man, wie aus einem weiter unten zu er
wahnenden Satze hervorgeht, in folgender Weise: 

A. lndem man die Gesamtheit aIler Punkte, welche dem Umfang 
eines Kreises angehOren, um die Gesamtheit aIler auf einem bestimmten 
Radius ffi dieses Kreises liegenden Punkte vermehrt. 

B. Indem man der "Kurve~~ y = sin ~ zunachst das zwischen den x 
Punkten mit den Ordinaten - 1 und + 1 enthalrene Stiick der 
Ordinatenachse nebst seinen Endpunkten zurechnet, sodann auf der 
Kurve einen Punkt A mit negativer und einen Punkt B mit positiver 
Abszisse nach Belieben annimmt und die zu erklarende Punktmenge 
aus dem zwischen A und B enthaltenen Stuck 6 der Kurve und 
einem beliebigen von B nach A laufenden Streckenzuge bestehen la6t, 
der aus einer endlichen Anzahl gerader Strecken zusammengesetzt ist 
und weder 6 noch sich selbst schneidet. - Vgl. I A 5, Nr. 16, 
Fu6n.90. 

Bei jedem dieser beiden Beispiele wird die Ebene zwar durch 
die erklarte Punktmenge in zwei Kontinua, ein inneres 3 und ein 
liu6eres ~ geschieden, aber es zeigen sich dabei folgende Eigentum
lichkeiten: 

1. Bei dem Beispiel (A) sind die Punkte von m mit Ausnahme 
des auf den Kreisumfang liegenden Endpunktes zwar Grenzpunkte 
des inneren Kontinuums 3, aber nicht gemeinsame Grenzpunkte von 
3 und ~. 

II. Bei dem Beispiel (B) ist es nicht moglich von einem Punkte 
der Menge, welcher im lnnern des auf der Ordinatenachse enthaltenen 
Stuckes liegt, nach einem Punkte von 3 eine aus einer endlichen 
Anzahl gerader Strecken bestehende gebrochene Linie zu ziehen, 
welche, abgesehen von ihrem Anfangspunkte, ganz im Innem von 3 
verliefe. 

Der Ubelstand, da6 man zunachst zu einem zu weiten Begriff 
gelangt, zeigt sich ebenfaIls, wenn man versucht, der volkstiimlichen 

Menge geMren. Durch den Zusatz "ohne innere Punkte" solI lediglich die 
Moglichkeit ausgeschlossen werden, daB die Punktmenge alIe Punkte eines ewei
rach ausgedehnten Ebenenstiickes enthil.lt. 

45) In wenig abweichender Fassung findet sich diese Erklarungbei H. Burk
hardt, Einf. in d. Theorie d. anal. Funktionen, Leipzig 1897, p. 75, X. 
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Erklarung einer Linie als "Grenze einer Flache" eine scharfere Fassung 
zu geben, und etwa eine ebene Linie als "Grenze eines ebenen Kon
tinuums" (lIB 1, Nr.l), oder als Teil einer solchen erklli.rt. Denn, 
wie die neuere Entwicklung der Mengenlehre (I A. 5) gezeigt hat, liegt 
hiusichtlich del' Begrenzung eines ebenen Kontinuums eine solche Fiille 
verschiedener Moglichkeiten VOl', da~ dann unter den Begriff Linie 
auch solche Punktmengen fallen wiirden, die den V urstellungen, die 
man in der Sprache des gewohnlichen Lebens mit dem Wort Linie 
verbindet, in keiner Weise mehr entsprechen 46). Insbesondere kann 
nach W. E'. Osgood 33 ) die Grenze eines ganz im Endlichen liegenden 
ehenen Kontinuums einen von Null verschiedenen auBeren Inhalt 
(III D 1, 2, Nr. 25) haben. 

Selbst der Begriff der gemeinsamen Grenze eines ganz im End
lichen liegenden inner en und eines dasselbe umschIiel3enden auSeren 
Kontinuums wiirde, wie das oben unter (B) angefiihrte Beispiel zeigt, 
Gebilde umfassen, deren Zurechnung zu den "geschlossenen Linien" 
nicht ohne weiteres allgemeiner Anerkennung begegnen diirfte. 

A. Schoen{lies 47) hat die Frage untersucht, in welcher Weise die 
eben erwahnten zu wei ten Begriffe eingeschrankt werden miissen, um 
mit dem von C. Jorclan (Nr. 8) aufgestellten Begriff einer geschlossenen 
Linie zur Deckung zu kommen. Er erklart zunachst48) einen "ein-

46) Beispiele giebt_ F. Klein, Anw. d. Diff.- u. Integralr. auf Geom., autogr. 
Vorl. Sommer 1901, Leipzig 1902, p. 235. Besonders bemerkenswerl ist unter 
den dort angefiihrten das folgende zuerst von W. F. Osgood, Trans. of the ame
rican math. soc. 1 (1900), p. 311, betrachtete Beispiel: Man nehme auf der Ab
szissenachse eines rechtwinkligen Koordinatensystems eine perfekte aber nirgends 
dichte Punktmenge nach Belieben an, z. B. nach G. Oantor, Math. Ann. 21 (1883), 
p. 590, die Gesamtheit alIer Punkte, deren Abszissen in der Formel 

enthalten sind, wo die Koeffizienten Cv nach Belieben die beiden Werle 0 und 2 
anzunehmen haben und die Reihe sowohl aus einer endlichen wie aus einer un
endlichen Anzahl von Gliedern bestehen kann (andere Beispiele und Litteratur
angaben bei A. Schocn(Nes, Jahresber. d. Deutschen Math.-Ver. 8, 2 (1900), 
p. 101 f. u. I A 5, Nr.13, FuBn. 58). Nun fii.hre man durch jeden dieser Punkte 
in die obere Halbebene senkrecht zur Abszissenaxe einen geraden Einschnitt 
von beliebiger Lange, etwa der Lange Eins, und lasse das Kontinuum, dessen 
Begrenzung betrachtet werden solI, aus allen inneren Punkten der so geschnittenen 
oberen Halbebene bestehen. 

47) .A. Schoenflics, Gott. Nachr. 1902, p. 185, und 1904, p. 514, Bowie Math. 
Ann. 58 (1904), p. 195, 59 (1904), p. 129, und 62 (1906), p. 286. 

48) Math. Ann. 58 (1904), p. 202; 59 (1904), p. 131, und Gott. Nachr. 1904, 
p.516. 

Encyklop. d. math. 'Yissensch. III 1. 10 
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fachen Weg" als einen zusammenhiingenden sich selbst nicht kreuzen~ 
den Streckenzug, welcher entweder nur aus einer endlichen Zahl von 
Strecken besteht, oder aber, falls er unendlich viele Strecken enthiilt, 
so beschaffen ist, daS seine Ecken nur einen einzigen Haufungspunkt 
haben. Er nennt ferner 49) einen auf der Grenze eines Kontinuums 
IDl liegenden Punkt t "erreichbar fiir IDl", wenn man einen, also auch 
jeden Punkt von IDl mit t durch einen einfachen Weg verbinden kann, 
der, abgesehen von t selbst, gam im Innern von IDl liegt. 

Dieser Begriff der Erreichbarkeit fiihrt nun zu den gesuchten 
Einschriinkungen. Der Jordansche Satz kann niimlich ergiinzt werden 
durch den Zusatz 50), daS samtliche Punkte einer "Jordan-Kurve" immer 
sowohl fiir das innere wie fur das auSere Kontinuum erreichbar sind 
- wodurch fiir solche Kurven die bei den obigen Beispielen (A) und 
(B) hervorgehobenen Eigentumlichkeiten ausgeschlossen werden -
und der so vervollstiindigte Jordansche Satz erweist sich auch als um
kehrbar 51): Wenn eine ganz im Endlichen liegende perfekte zusammen
hangende ebene Punktmenge die gemeinsame Grenze zweier getrennten 
Kontinua bildet und aIle ihre Punkte fur beide Kontinua erreichbar 
sind, so laSt sie sich umkehrbar eindeutig und stetig auf den Kreis 
abbilden. 

Fur den BegI'iff der gemeinsamen Grenze eines im Endlichen 
liegenden inneren und eines davon getrennten auSeren Kontinuums 
bildet somit die beiderseitige Erreichbarkeit samtlicher Punkte die 
notwendige und hinreichende Bedingung der Ubereinstimmung mit 
dem Begriff der "Jordan-Kune". 

1m AnschluS an diese Ergebnisse nennt A. SchoenfUes 52) eine im 
Endlichen liegende perfekte zusammenhangende Punktmenge eine 
(eigentliche) geschlossene Kurve, sobald sie die gemeinsame Grenze 
zweier getrennten Kontinua bildet, und eine einfache geschlossene Kurve, 
falls sie auSerdem die Eigenschaft hat, daS jeder ihrer Punkte fur 
beide Kontinua erreichbar ist. Ferner bezeichnet er jede zusammen
hangende Teilmenge einer geschlossenen, beziehungsweise einer ein
fachen geschlossenen Kune als einen (eigentlichen) Kurveribogen, be
ziehungsweise einen einfachen Kurvenbogen. In den so erklarten 
Begriffen der einfachen geschlossenen Kurve und des einfachen Kurven-

49) G5tt. Nachr. 1904, p. 517, und Math. Ann. 62 (1906), p. 296. 
50) G5tt. Nachr. 1904, p. 520, und Math. Ann. 62 (1906), p. 316. 
51) G5tt. Na.chr. 1902, p. 186, Math. Ann. 58 (1904), p. 230, und 59 (1904), 

p. 310, Vgl. auch F. Riesz, Math. Ann. 59 (1904), p. 409. 
52) Math. Ann. 58 (1904), p. 216; 59 (1904), p. 147; 62 (1906), p. 305; Gott. 

Nachr. 1904, p. 516-517. 
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bogens erkennt er naturgemaBe Verallgemeinerungen der Begriffe des 
Polygons und der Strecke, weil sie sich mit diesen im Sinne der 
Analysis situs als gleichwertig erweisen. 

10. Funktionsstreifen. Ein Punkt kann physikalisch nicht anders 
festgelegt werden, als dnreh Angabe eines mogliehst kleinen Raum
teiles (etwa der Kreuzungsstelle zweier feinen in eine Metallplatte ein
gerissenen Striche), dessen Dimensionen sich jedoch niemals vollig 
zum Verschwinden bringen lassen. Eine Lange, die als Abstand 
zweier in dieser Weise festgelegten Punkte erklart ist, kann daher 
immer nul' bis auf eine Grosse von del' Ordnung del' Dimensionen 
der zur Festlegung der Endpunkte dienenden Raumteile bestimmt 
sein. Ahnlich laSt sieh in anderen Fallen zeigen, daS der Zahlen
wert einer extensiven GroBe auch durch die sorgfaltigste Erklarung 
niemals genau, sondern immer nur naherungsweise festgestellt werden 
kann. Noch viel groBer sind die Unsicherheiten, die den Ergebnissen 
wirklieh ausgefiihrter Messungen anhaften 53a). Daher fiihrt die Be
obaehtung eines in del' Natur gegebenen Abhangigkeitsverhaltnisses 
niemals zu der scharfen Erklarung einer mathematischen Funktion. 
Urn diesen Umstanden Reehnung zu tragen, hat F. Klein 53) den Be
griff des Fun7ctionsstrei(ens eingefiihrt: Nach willkiirlicher Annahme 
einer in einem endliehen Intervall a ... b stetigen Funktion ((x) und 
einer im Verhaltnis zur Lange dieses IntervalIs kleinen positiven Kon
stant en c faSt er in einer Ebene die Gesamtheit alIer Punkte ins 
Auge, deren Koordinaten x, y in einem rechtwinkligen System die 
U ngleichungen: 

a < x < b, ((x) - c < y < ((x) + c 

erfiillen, und versteht nun unter einem Fun7ctionsstrei(en einen zwei
faeh ausgedehnten ebenen Bereich, del' sich naherungsweise mit einer 
Gesamtheit del' eben beschriebenen Art deckt, jedoch mit dem Unter
schiede, daB man sich die Randel' des Streifens nicht als scharf be
stimmt, sondern gewissermaBen als verwaschen vorzustellen hat. 

Mit diesem Begriff des Funktionsstreifens deekt sich vielfaeh der 
Sinn, in welchem das Wort Linie im praktischen Leben und in den
jenigen Teilen del' Mathematik gebraucht wird, die F. Klein 54) als 
"Approximationsmathematik" del' "Prl1zisionsmathematik" gegeniiber
stellt, und di.e Frage, wann eine Linie als anschaulich zu bezeiehnen 

53) F.IGein, Erlanger Bel'. 1873 = Math. Ann. 22 (1883), p. 249. 
53 R) V gl. z. B. K. Nitz, Zeitschr. Math. Phys. 53 (1906), p. 1. 
54) F. Klein, Anw. d. Diff.- u. Integralr. auf Geom., autogr. Vorl. Sommer 

1901, Leipzig 1902, p. 12. 
10· 
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sei, ist nach F. Klein 55) im Gegensatz zu anderen namentlich von 
A. Kopelce 56) hieriiber entwickelten Ansichten dahin zu beantworlen, 
daS einen Gegenstand der Anschauung und Beobachtung iiberhaupt 
nur die Funktionsstreifen bilden konnen, wiihrend die mathematischen 
Linien del' Prazisionsmathematik, und zwar die analytischen eben
sowohl wie die nicht analytischen, niemals anschaulich, ja nicht ein
mal vorstellbar sind. 

Hiernach konnen Anschauung und Erfahrung uns immer nur 
iiber Eigenschaften von Funktionsstreifen belehren, aber nicht iiber 
solche von Linien der Prazisionsmathematik. Die Frage, wie weit 
sich die Ergebnisse del' Anschauung auf die genauen mathematischen 
Linien ubeliragen lassen, bedarf daher in jedem einzelnen Falle einer 
besonderen Priifung. Es kann vorkommen, daB bei dem weiter
gehenden AbstraktionsprozeS, der zu den letzteren Linien fuhrt, 
wesentliche Eigenschaften del' Funktionsstreifen, wie z. B. das V or
handensein einer naherungsweise bestimmten Tangente und Bogen
lange, verloren gehen, und dadurch erklaren sich die Widerspriiche, 
die zuweilen zwischen den Ergebnissen der Anschauung und denen 
der Prazisionsmathematik obzuwalten scheinen. 

11. Bevorzugung der analytischen Linien. Wenn fiil' ein end
liches Intervall ein beliebig schmaler Funktionsstreifen gegeben ist, 
so ist es nach K. Weierstrafl57) immer moglich, eine reellwerlige 
analytische, ja sogar eine gauze rationale Funktion g(x) von solcher 
Beschaffenheit zu find en, dass die Linie y = g(x) in dem betrachteten 
Intervall ganz im Innern des gegebenen Streifens verliiuft. Auch die 
weitere Forderung, daS die Steigung und Kriimmung der Linie 
y = g(x) und die Steigung und Kl'iimmung des gegebenen Streifens 
innerhalb del' Grenzen, zwischen denen die letzteren iiberhaupt be
stimmt sind, in dem gegebenen Intervall iiberall mit einander iiber
einstimmen sollen, wiirde sich erfiillen lassen 58). Aus diesen Griinden 
und in dem Bestreben, moglichst einfaclw Bilder der durch die N atur 
gegebenen Abhangigkeiten zu gewinnen, also mit Riicksicht auf die 

56) a. a. O. p. 19, 39-41, 228. Ebenda, p. 4, 34, 41 weitere Litteratur
angaben. 

56) .A. Kopcke, Math. Ann. 29 (1887), p. 136-140. Weitel'e Begriindung 
und Nachtrage Math. Ann. 34 (1889), p. 161 j 35 (1890), p. 104, und Hamburg 
math. Ges. Mitteilungen 3 (1891-1900), p. 376. 

57) K. Weierstm/J, Ber!' Sitzungsber.1885, p.633 u. 789 = Math. Werke 3, 
Berlin 1903, p. 1. 

58) Angaben libel' ein hierzu anwendbares Verfahren macht F. Klein, Anw. 
d. Difi'.- u. Integralr. auf Geom., autogr. Vorl. Sommer 1901, Leipzig 1902, 
p. 103-107. 
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"Okonomie des Denkens", hat man sich bisher bei den Anwendungen 
der Mathematik auf die alleinige Benutzung analytischer Linien be
schriinkt. Jedoch erscheint die Frage, ob eine Heranziehung nicht
analytischer Linien in den Anwendungsgebieten der Mathematik irgend 
welchen Vorteil zu bringen vermag, noch nicht vollig gekliirt59). 

12. Der Begrifl' FUi.che. Mit ahnlichen Unbestimmtheiten wie 
del' Begriff Linie ist del' Begriff Fliiche behaftet. 1m engsten Sinne 
bezeiehnet er eine analytische FIaehe, wahrend er bei weiterer Um
grenzung noeh andere Gebilde umfaBt, deren ErkIarungen sieh aua 
den versehiedenen Erklarungen des Begriffs Linie durch geeignete 
Ausdehnung ergeben. Jedoch haben niehtanalytische Flachen bisher 
in der Mathematik kaum eine Rolle gespielt. 

Unter einer analytischen Fliiche versteht man, solange man das 
Imaginare als durchaus gleichbereehtigt mit dem Reellen ansieht, ein 
monogenes analytisches Gebilde zweiter Stufe im Gebiet von drei 
Veranderlichen (II B 1, Nr.4:7). Bevorzugt man dagegen das Reelle, 
so zieht man uberhaupt nur solehe monogelle Gebilde zweiter Stufe 
in Betl'acht, welche Ste11en mit reeUen Koordinaten von solcher Be
weglichkeit enthalten, daB zwei ihre1' Koordinaten unabhangig yon
einander aUe Werte innel'halb zweier geeignet gewahlten lntervalle 
annehmen konnen, und versteht dann unter eine1' reellen analytischen 
Fliiche die Gesamtheit aUer Stellen eines solchen Gebildes, deren 
Koordinaten samtlich ree11 sind. 

Ein einzelnes Element einer analytischen Flache kann gegeben 
wel'de1l 60) 

59) V gl. Gutaehten d. philos. .l<'akultitt der Georg-Augusts Univers. zu 
Gottingen, betr. die Beneke-Preisaufgabe fiil· 1901, Gott. Naehr. 1901, Gesehaftl. 
Mitteil. p. 40 = Math. Ann. 55 (1902), p. 143. Vgl. ferner die Ausfii.hrungen 
von W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie 1, Leipzig 1906, p.89-95, und 
von E. Barel, Ann. ee. norm. sup. (8) 12 (1895), p. 47-50, und das von dem
selben Paris C. R. 121 (1895), p. 988 gegebene und auch von J. Hadamal·d, La 
serie de Taylor et son prolongement analytique, Paris 1901, p. 95, besprochene 
Beispiel einer linearen partieUen Differentialgleiehung mit reellwertigen analy
tisehen Koeffizienten, welche eine zwar beliebig oft differenzierbare aber nirgends 
analytisehe Losung hat. Einige der Schwierigkeiten, welehe in der Meehanik 
eintreten wiirden, wenn man annehmen wollte, daB die Koordiuaten eines be
wegten Punktes aueh nichtanalytisehe Funktionen del' Zeit sein konnen, sind 
von P. Appell u. Janaud, Paris C. R. 93 (1881), p. 1005, und etwas ausfiihrlicher 
von Janaud, Arehiv Math. Phys. 67 (1882), p. 160, besproehen worden. 

60) Vgl. II B 1, Nr.47. - Dureh Anwendung des in FuBn. 19) erwahnten 
Kunstgriffes wiirden sich die im Text nachstfolgenden Satze und Erklarungen, 
die unmittelbar nur fur im Endlichen liegende FIaehenelemente geIten, auf un
endlieh ferne Elemente ausdehnen lassen. 
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a) durch eine Gleichung, welche eine Koordinate, etwa z, in einer 
gewissen Umgebung einer festen Stelle (xo, Yo) als eine don analytische 
Funktion der beiden anderen Koordinaten x, Y darstellt; 

b) als die Gesamtheit aller Stellen, deren Koordinaten x, y, z in 
einer gewissen Umgebung einer festen Stelle (xo, Yo, zo) liegen und 
eine Gleichung von der Form F(x, ,!}, z) = ° erfiillen, wo F(x, ,!}, z) 
eine an del' Stelle (xo, Yo, zo) analytische und dort verschwindende 
Funktion bedeutet, die in dem II B 1, Nr. 4:5 erklarten Sinne irredu
zibel ist. Sind bei dieser Art der Darstellung eines Flachenelementes 
die partiellen Ableitungen erster Ordnung der Funktion F(xo' Yo' zo) 
an der Stelle (xo, Yo' zo) nicht samtlich gleich Null, so heiBt das 
Flachenelement gewohnlich oder reguliir, sonst singular (vgl. III D 1,2, 
Nr. :~). 

Ferner ist es in mannigfaltig verschiedener Weise moglich, ein 
gewohnliches Element einer analytischen Flache durch drei Gleichungen 
von del' Form 

(A) x = !p(u, v), y = X(u, v), z = 1JI(u, v) 

darzustellen, wo u, v in der Nahe der Stelle (0, 0) unbeschrankt ver
anderliche Hilfsveranderliche (Parameter) und !p, x, 1JI Funktionen 
bedeuten, die an del' Stelle (0, 0) analytisch sind und die Eigenschaft 
haben, daB die Determinanten der Matrix 

(B) 

an der Stelle (0,0) llicht aIle gleich Null sind. Hierbei ist bei Ein
schl'ankung der Verandel'lichen u, v auf eine hinreichend enge Um
gebung del' Stelle (0,0) die Beziehung zwischen den Punkten diesel' 
Umgebung und den entsprechenden Punkten del' Flache gegenseitig 
eindeutig (eigentliche Parameterdarstellung eines Fliichenelementes 61)). 

61) Fur die Oberflache einer urn eiDen beliebigen Mittelpunkt (a, b, c) mit 
einem beliebigen Radius r beschriebenen Kugel ergibt sich eine derartige Dar
stellung, namlich die Darstellung durch die Gleichungen 

x = a + r sin u cos v, 
y = b + r sinu sinv, 

z = c + r cos u, 

(u=o ... n) 
v = 0 ... 2n 

ganz von selbst durch die Einflthrung raumlicher Polarkoordinaten, die schon 
von J. L. Lagrange, Berlin Nouv. Mem. 1773, p. 127 = Oeuvres 3, Paris 1869, 
p. 626, als "une des transformations les plus utiles et les plus ordinaires" be
zeichnet wird. Die OberfHiche eines dreiachsigen Ellipsoides mit den Halbachsen 
a, b, c haben J. Ivory, Lond. Trans. 1809, p. 350, und C. F. Gaujj, Comm. Gott. 2 
(1813), p. 17 = Werke 5, Gottingen 1877, p. 16, durch die Gleichungen 
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In ahnlicher Weise la8t sieh, wie C. W. M. Black 62) gezeigt hat, 
ein singulares Element einer analytischen Flache stets durch eine 
endliche Anzahl von Gleichungssystemen der Form (A) darstellen, von 
denen jedoch ein jedes so besehafl'en ist, da8 die Determinanten der 
Matrix (B) zwar nicht aIle identisch gleich Null sind, wohl aber an 
der Stelle (0, 0) samtlich verschwinden. 

Setzt man umgekehrt drei GIeichungen von der Form (A) will
kiirlich an, und ist an der Stelle (0, 0) wenigstens eine der Deter
minanten der Matrix (B) von Null verschieden, so stellen diese GIei
ehnngen ein gewohnliches Element einer analytischen Flache vollstiindig 
dar. Sind dagegen die erwahnten Determinanten an der Stelle (0, 0) 
samtlich gleich Null, ohne jedoch identisch zu verschwinden, so sind 
verschiedene Falle moglich, und zwar jedenfalls die folgenden: 

1) Die Gleichungen stellen ein Element einer Fliiche vollstandig 
dar, jedoch so, da8 im allgemeinen ein und demselben Punkt des 
Flachenelementes mehrere Wertepaare u, v entsprechen (wneigentliche 
Parameterdarstellung). V gl. Nr. 6. 

2) Die Gleichungen stellen nur einen Teil eines (singularen) 
Flachenelementes dar. 

In vielen Fallen la8t sich eine analytische Fliiche als die Ge
samtheit aller Stellen auffassen, an denen eine eindeutige analytische 
Funktion F(x, y, z) gleich Null wird, und dann im ganzen durch 
die Gleichung F (x, y, z) = 0 darstellen. Aber eine Umkehrung dieses 
Satzes ist ebenso wie die des entsprechenden Satzes fUr Linien (Nr. 6) 
und aus ahnlichen Griinden nicht ohne weiteres zulassig. 

Zur besseren Ubersicht iiber die gestaltlichen Verhiiltnisse denkt 
man sich eine analytische Fliiche hiiufig in mehrere Bliitter, Schalen 
oder Miintel zerlegt, d. h. zusammenhiingende Teile, fur deren gegen
seitige Abgrenzung folgendes ala Regel gilt: Falls ein und derseibe 
PUl1kt Po gleichzeitig Mittelpunkt mehrerer Elemente einer Fliiche 
ist, so sind von den in der NAhe von Po liegenden Punkten der 
Fliiche diejenigen, welche ein und demselben jener Elemente an-

x = a cosu, 

y = b sinu cos v, 
z = c sinu sin v 

dargestellt. Allgemeiner ist die Parameterdarstellung eines Flachenelementes 
indessen erst durch Gaup in Gebrauch gekommen. Vgl. nrD 1,2, Nr.34:. 

62) O. W M. Black, Harvard Thesis 1901 = Amer. Ac. Arts Sci. Proc. 37 
(1902), p.281. Vgl. auch nB1, Nr.4:6, Bowie E. Geck, tIber die singularen 
Punkte algebraischer Flachen, Diss. Tubingen 1900, und Math.-naturw. Mit
teilungen des math.-naturw. Vereins in Wiirttemberg (2) 6 (1904), p. 60. 
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gehoren, stets dem gleiehen Blatt, dagegen solche Punkte, die in ver
schiedenen Elementen liegen, verschiedenen BIattern zuzurechnen. 1m 
iibrigen werden die Grenzen del' einzelnen Blatter meistens unbestimmt 
gelassen. V gl. Nr. 4, Ende. 

Bei der Betrachtung reeller Flaehen, die in mehrere getrennte 
oder doch nul' in einzelnen Punkten oder Linien miteinander zu
sammenhangende Teile zerfallen, wird indessen das Wort Blatt, Sehale 
oder Mantel auch haufig zur Bezeichnung eines einzelnen diesel' Teile 
gebraueht, so daB hier ein und dasselbe Blatt sich selbst schneiden kann. 

In naher Verwandtsehaft mit dem Begriff Flache steht del' BegI'iff 
einer unendlich diinnen "Raut", welche gewisse Arlen von Gestalts
veranderungen zulaBt, ohne indessen die Uberfiihrung in jede beliebige 
Form zu gestatten. Rinsichtlieh der Beweglichkeit einer solchen Haut 
lassen sich mannigfach verschiedene Annahmen machen: :Man kann 
z. B. mit C. F. GmtfJ 63) Yoraussetzen, daB die Raut 7.war biegsam, 
aber weder dehnbar noch faltbar sei, und das Augenmerk auf die 
dann moglichen Formanderungen und die bei cliesen erhalten bleiben
den Eigenschaften der Haut richten (III D 6 a, 0, VofJ) , oder abel' 
annehmen, daB die Raut auSer Biegungen auch noch gewisse Arten 
von Dehnungen zulasse, z. B. aIle diejel1igen, aber auch nul' diejel1igen, 
welehe winkeltreue Abbilder del' urspriil1gliehen Gestalt liefem, oder 
solche Dehnungen, bei denen gegebene Scharen yon geodatischen Linien 
der urspriinglichen Gestalt dauernd geodatische Lillien bleiben. ~lan 

kann endlich auch Faltul1gen zulassen. Die Herstellung von "Ge
flechten" und "Netzen", welehe Haute der erwiihnten und anderer 
Arlen naherungsweise darstellen, hat S. FinsterwCtlder 64) behandelt. 
V gl. III D 6a, Nr. 35. 

63) O. F. Gatt/J, Disquisitiones gen. circa superf. curvas, Comm. Gott. 6 
(1828), Art. 13 = Werke 4, Gottingen 1880, p. 237. 

64) S. Finsterwalde1', Deutsche Math.-Vereinig. Jahresber. 62 (1899), p. 4[1. 

(Abgeschlossen im September 1906.) 
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III AB 3. ANALYSIS SITUS. 
VON 

M. DEHN UND P. HEEGAARD*) 
L~ MUNSTER I/W. IN VEDBAEK B/KOPENHAGEN. 

Inhaltstibersicht. 
Historische Einleitung. 

Grundlagen. 

1. Definition von Punkt-, Linien- und Flachensystemen und der ein- und zwei
dimensionalen Mannigfaltigkeiten. 

2. Indikatrix. 
3. Interne Transformation und Homoomorphismus (Elementarverwandtschaft), 

(Aquivalenz). 
4. Elementarmannigfaltigkeiten (Kreis und Kugel). 
O. Ausdehnung auf n Dimensionen. 
6. Komplexe mit Singularitaten. 
7. Externe Transformation - Homotopie und Isotopie. 
8. Das Anschauungssubstrat. 
9. Einteilung der Analysis situs. 

10. Die Methode. 

1. tibersicht. 
A. Complexus. 

2. Liniensysteme. 
3. Hohere Komplexe und die (komplektische) Eulersche Formel. (Bettische 

Zahlen, Torsionskoeffizien ten.) 
4. Benutzung von nektischen Methoden fiir die Theorie hOherer Komplexe. 

B. Nexus. 
1. J.VexttS von Linien. 

II Nexus von Fliichen. 
1. Einleitung. 
2. Normalform. 
3. Losung des Hauptproblems. 

*) Von den beiden Verfassem hat Heegaard die literarischen Vorarbeiten 
zum Artikel geliefert und ubrigens an der Ausarbeitung wesentlichen Anteil ge
nommen; verantwortlich fur die endgiiltige Fassung des Artikels ist Dehn. 
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4:. Anwendungen der Normalform. 
a) Beweis des Neumannschen Axioms. 
b) M6'biussche Grundform fur eine Fliiche. 
c) Minimalzahl von bedeckenden Elementarflachenstucken. 
d) N ormalformen fUr geschloBsene Flachen. 

5. Riickkehrschnitte und Querschnitte und die eigentliche Eulersche FormeI. 
6. Zusammensetzung von Flachen. 
7. Aquivalenz von Kurven auf Flachen. 
8. Analytisch·geometrische Entwicklungen. 

C. Connexns. 
I. Homotopie. 

II. Isotopie. 
A. Kurven. 

1. Eine Kurve (Verknotung). 
2. Mehrere Kurven (Verkettung). 

B. Fliichen und mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten. 

D. Mannigfaltigkeiten mit Singularitaten. 

1. Allgemeine Probleme. 
2. Riemannsche Fliichen. 

Einleitung. In zusammenhangender Form hat sich wohl zuerst 
Listingl) mit der heutzutage mit dem Namen Analysis situs bezeich
neten Disziplin beschaftigt. Er schIagt fur sie den Namen Topologie 
vor und versteht darunter 1I) eine "kalkulatorische Bearbeitung der 
modalen Seite der Geometrie", die Lehre von den Gesetzen des Zu
sammenhangs, der gegenseitigen Lage und der Aufeinanderfolge von 
Punkten, Linien, FIachen, Korpern und ihren Teilen oder ihren Aggre
gaten im Raume, abgesehen von den MaB- und GroBenverhaltnissen. 

1) J. B. Listing, Vorstudien zur Topologie (Gottinger Studien 1847); als 
Buch Gottingen 1848. 

2) 1. c. p. 2-6. Listing zieht die Bezeichnung Topologie (I. c. p. 6) dem 
von Leibniz, De Analysi situs, L. math. Schriften, her. v. Gerhardt 2. Abt., 1 (1858), 
p. 178, vorgeschlagenen N amen Analysis situs oder Geometria situs vor. Vielfach 
ist eine AuBerung von Leibniz in einem Briefe an Huygens, Chr. Huygens, 
Oeuvres compI. 8 (Correspond. 1676-1684), Nr. 2192 fr., so gedeutet worden, als 
ob sie die erste Idee der Analysis situs enthielte. Die AuBerung lautet: " ... je, 
croy qu'il nous faut encore une autre Analyse proprement geometrique ou line
aire, qui nous exprime directement situm, comme l'Algebre exprime magnitu
dinem." Jedoch denkt Leibniz hier vielmehr an einen geometrischen Algorithmus, 
der fUr einzelne geometrische Probleme eher eine genuine Losungsmethode Iiefert, 
als die Methode der gewohnIichen analytischen Geometrie. 
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Wesentlich in derselben Weise wird die Analysis situs definiert 
von Riemann 3). Indem Klein 4) die Idee del' Gruppe und die Auf
fassung des Raumes als Zahlenmannigfaltigkeit zu Grunde legt, ge
langt er zu einer pragnanten Zusammenfassung del' Listingschen De
finitionen, die man etwa so fonnulieren kann: die Aufgabe del' Analysis 
situs besteht in del' Aufstellung alIer derjenigen Eigel1schaften raum
licher Gebilde, die sich invariant verhaltel1 gegeniiber del' Gruppe 
aner stetigen Transformationen des Raumes. 

Ais die erste Untersuchung auf diesem so definiertel1 Gebiet del' 
Analysis situs odeI' Topologie kann man wohl die von L. Euler 5) 1736 
angestellte bezeichnen, die sich mit dem Konigsberger Bruckenproblem 
beschaftigt. Es handelt sich dabei urn die Frage, ob es moglich sei, 
die 7 Brucken bei Konigsberg ii.ber den Pregel hinter einander, jede 
immer nur eimnal zu passim·en. Schon viel fruher war von Descartes 6) 
ohne Beweis eil1 Satz uber die Wil1kelsummen del' Seitenflachen eines 
Polyeders aufgestellt worden, del' aquivalent ist mit del' von Euler 7) 1752 
aufgestellten Beziehul1g zwischen den Anzahlen del' Begrenzungsgebilde 
eines Polyeders ("Eulersche Polyederformel") , welche ein fur die Ana
lysis situs fundamentales Res~dtat entlialt. Von spateren Untersuchungen 
sind vielleicht die Abhandlungen von Euler und weitere daran sich 
anschlieBende uber den Rosselsprung zu nennen (I G 1, Ahrens, Nr. 3). 

Ein neues Element kam in die Analysis situs durch die Gau/3sche 8) 

Entdeckung von dem Zusammenhang zwischen einem gewissen Doppel
integral und den Umschlingungen zweier geschlossener Linien. Es war 
damit del' erste Anfang gemacht zu del' spateI' VOl' aHem durch die 
von W. Dyck 9) benutzte Kroneckersche Charakteristikentheorie erfolg
reichen Anwendung del' hoheren Analysis in unserem Gebiet. 

Das Erscheinel1 von Listings "Vorstudien zur Topologie" (1847) 
bezeichnet den Zeitpunkt, nach welchem die Analysis situs als eine 
selbstandige mathematische Disziplin hervortritt. Doch erst die Rie
mannschen Untersuchungen und seine Verwertung derselben fur die 
Fllllktionentheorie lenkten die allgemeine Aufmerksamkeit del' Mathe
matiker auf die Analysis situs. 

3) J. f. Math. 54 (1857), p. 105 = Werke p. 84. 
4) Erlanger Programm 1872. 
5) Petrop. Comment. 8 (1741), p. 128. V gl. I G 1, Ah1'ens, Nr. 7. 
6) Oeuvres inedites de Descartes par Fouchm' de Ca1'eil Paris (1860), 2 

p. 214, vgl. Paris C. R. 50 (1860), p. 774 u. Berlin Monatsb. (1861), p. 1043. 
7) Petrop. Novi Comm. 4 (1752-53), p. 109. 
8) Gau~, Werke 5, p. 605. 
9) Math. Ann. 32 (1888), p. 457 fr., 37 (1890), p. 273 if., Miinchen Ber. 25 

(1895), p. 261, 447. Vgl. I B 3a, Runge, Nr. 7. 
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vVeitere Arbeitsgebiete sind den Forschungen in unserer Disziplin 
gewonnen 1) durch die Arbeiten von Betti und die in neuere Zeit 
fallenden Arbeiten von Poinem''; (vor allem Ausdehnung auf vieldimen
sionale Raume), 2) durch die Arbeiten insbesondere del' englischen 
Schule, z. B. reprasentiert durch Tait, die die Verknotung del' Raum
kUl'Ven und die Komplexe verschiedener Grundgebilde ("Biiume", 
"Graphen") behandeln. 

Grundlagen. *) 

1. Definition von Punkt-, Linien- und Fliichenkomplexen. Seien 
Po', Po", ... , poao eine erste eudliche Reihe von Elementen, die wir 
Ptmkte nennen und deren Gesamtheit {Po', Po", ... , poao } wir ala 
Punktkomplex Co bezeichnen. Wir bestimmen nun, dati je zwei diesel' 
Punkte, etwa POi und Po\ eine beliebige Anzahl von neuen Dingen 
(POi, POk)I, (POi, Pl)2, ... erzeugen konnen, die wir als Strecken odeI' 
Linienstiieke und mit dem Buchstaben Sl bezeichnen. Wir nennen 
fe1'ner POi und Pok Eckpunlde der von ihnen e1'zeugten Strecken. Es 
sei nun Sl', st, ... , St, ein solches von den Punkten Po', Po", ... , 
poao erzeugtes System von Strecken, dati zu ihrer Erzeugung alle Punkte 
notig sind (andel'S ausgedriickt, dati jeder PUllkt in diesen Strecken 
mindestens einmal vOl'kommt), dann nennel1 wil' die Gesamtheit 

(Po', Po", .. ·, poao; S/, st, .. ·, Sla'l 
einen Streckenkomplex, eil1 LiniensY8tem odeI' einel1 eindirnensionalen 
Komplex 01• 10) Wir wollen folgende charakteristische, unterscheidende 
Mel'kmale fiir Stl'eckenkomplexe aufstellen: Ein 0 1 heitlt zusammen
hiingend, wenn fiir je zwei Punkte POi, Po k eine Gl'uppe von Streckel1 
von del' Art: 

(P ; P i,)l (P i, P ;,)2 (P;Z P k)Z 
0, 0' 0' 0',···,0,0, 

im 01 el1thalten ist. Man sagt: diese Gruppe von Strecken oder diesel' 
Streekenzug1:crbindet POi mit POk. Jeder 0 1 besteht aus einer Anzahl 

*) Fiir die anschaulichen Grundlagen der abstrakten Entwicklungen del' 
ersten 7 Paragraphen vgl. § 8. 

10) Der Name Komplex ist von Listing eingefiihrt, Census rliuml. Komp!., 
Gott. 1862, p. 3 if. Listing braucht fur diesen Komplex den Ausdruck Lineal'
komplexion (Vorstudien, p. 59), von F. Lippich ist der Name Liniensystem ein
gefiihrt (\Vien Ber. 69 2 (1874), p. 92). C. Jordan sagt assemblage (J. f. Math. 70 
(1869), p. 185), lV. Ahrens schUigt Linearcontinuum VOl' (lVIath. Spiele, Leipzig 1901, 
p. 103); lV. K. Clifford und J. J. Sylvester, die die Liniensysteme in der Invarianten
theorie verwerten (s. I B 2, Nr. 12, 239-242), (und nach ihnen Bent7leirner, 
.A. B. Kempe, J. Petersen (gebrauchen den Namen Graph. 
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von zusammenhangenden C1. 1m Folgenden wollen wir, wenn nichts 
anderes bestimmt wird, einen Linienkomplex stets als zusammen
haugend voraussetzen. - Ais Krm's IIr wird ein Komplex bezeichnet 
von der Art: 

{Po\ P02, ... POi ... POk ... , POl; (Po!' P02), (P0 2, P03), .. " (POl, POl)}, 

(POi =1= POk). 

Einen 0 11 del' keine solchen Komplexe enthalt, bezeichllet man als 
Baurn 11). 1st ein 01 entweder ein III odeI' entsteht aus eillem solchen 
durch Weglassung einer Strecke, so wollen wir ihn als eindimensionale 
Mannigfaltigkeit und mit dem Zeichell Ml bezeichllen. 

Wir bestimmell ferner, daB jeder Kreis III eine beliebige Anzahl 
von neuen Dillgen (Ill)!, (II1)2, ... erzeugen kann, die wir als FljjcJwn
stiicke und mit dem Buchstaben 8, bezeichllen. Es sei nun 182', 8 2", 

... , 82 a,} eill solches von den PUllkten und Shecken des Komplexes 
0 1 erzeugtes System von FUichenstlicken, daB zu ihrer Erzeugung aIle 
Streckell notig sind (das ist nur moglich, wenn del' 01 keine Briicken 
odeI' Eckpunkte enthalt), dann nennen wir die Gesamtheit 

{P ' p2 pao. 8' 8 2 Sa" 8 1 8 2 Sa,} 
0' 0"", 0' l' 1'"'' l' 2, 2'''', 2 

eillen Flachenkomplex oder einen zweidimensionalen Komplex O2 , In 
einem O2 , bei dem jede Strecke gerade zu zwei Flachenstiicken ge
hort, zerfallell aile Fliicben, die durch einen Punkt Po des Komplexes 
gehell, in zyklisch geordnete Gruppen. In jeder derselben hat jede 
Flache mit del' in del' Gruppe vorangehenden und mit del' nachfolgen
den Flache je eine an Po "angeheftete" Strecke gemeinsam. Bilden 
die Flachen fill' jeden Punkt des Komplexes nul' eine Gruppe, 30 

wollen wir den Komplex als geschlossene Fliiche bezeichnell. Entfernt 
man aus einem solchen Komplexe einige Flachen, etwa 82', ••• , 8{, 
die keme Punkte mit einandel' gemeinsam hahen, so bezeichnen wir 
den iibrig bleibenden O2 als berandete Fliiche mit den Randku1'ven II/, 
... , fliT, wo S2i = (II/) ist. Eine geschlossene odeI' berandete Flache 
bezeichnen wir als zweidimensionale Mannigfaltigkeit und mit dem 
Zeichen ]}12. Einen Kreis III eines Komplexes M 2 , del' die eillzige 
Randkurve einer Mallnigfaltigkeit ist, deren Teilflachen samtlich Teil
flachen von M2 sind, nennen wir homolog null, in Zeichen Pi V'l 0. 12) 

11) S. Nltheres Complexus, p. 174 if 
12) Begriif und Bezeichnung ist von H. Poincare eingefiihrt (J. ec. polyt. (2) 

1 (1895), p. 18). Fiil' die weitel'e Ausfiihrung und Erweiterung des Begriifs siehe 
Complexus, p. 179 if. 
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2. Indikatrix 13). Bezeichnen wir den einen Eckpunkt einer Strecke 
als Anfangs-, den anderen als Endpunkt, so geben wir der Strecke 
einen bestimmten (Durchlaufungs-)8inn, eina Indikatrix, was wir in der 
Schreibweise (Po', Po") durch das Voranstellen des Anfangspunktes 
ausdrucken konnen. Wir konnen jeder Strecke einer M1 eine solcha 
Indikatrix geben, daB jeder Punkt derselben, an den zwei Strecken 
stoBen, Anfangspunkt fur die eine und Endpunkt fur die andere ist. 
Dies kann auf zwei Weisen geschehen. Die eine erhalten wir aus 
cler anderen, indem wir fur aIle Strecken die entgegengesetzte Indikatrix 
wahlen, d. i. Anfangs- und Endpunkt mit einander vertauschen. Ein 
FIachenstuck, bei dem aIle Strecken des erzeugenden Kreises in der 
obigen Weise mit einer Indikatrix versehen sind, wollen wir selbst 
als mit einer Indikatrix begabt bezeichnen. Wir nennen die beiden so 
moglichen Bezeichnungsweisen die beiden verschiedenen, einander ent
gegengesetzten Indikatricen des Fliichenstuckes. Konnan wir bei einer 
M2 allen Teilflachenstucken solche Indikatricen geben, daB jede Strecke, 
die nicht auf einer Randkurve liegt, also an zwei Teilflachen sto.Bt, 
von der einen derselben infolge del' Indikatrixbestimmung eine Indi
katrix erhalt, die der von der anderen erhaltenen entgegengesetzt ist, 
so soU die Flache zweiseitig heiBen, andernfaIls einseitig13), 14). Die be
trefI'ende Indikatrixbestimmung fUr eine zweiseitige M2 kann wieder 
auf zwei versehiedene Weisen geschehen. Wir haben den Satz: 1st 
ein Teil einer M2 einseitig, so ist sie selbst einseitig. Die ainfachste 
von einer Kune berandete einseitige Fliiche hat das Komplexschema: 

{Pol, P02, Pos, P04; 8/,2,812,3,813,4,814,\ 8/,3, 8 14,1; 

S (1,2), (2,3), (3,4), (4,1) 8 (1,2), (2,4), (4,3), (3,1)} 
2 , 2 

13 u. 14) Gewohnlich wird Ein- und Zweiseitigkeit definiert mit Hilfe del' 
Auffassung derM2 als einer im dreidim. Raume ausgebreiteten Mannigfaltigkeit: 
Nimmt man ein "Lot" auf die FHiche mit bestimmter Richtung und HiBt es sich 
auf einer zweiseitigen FHiche beliebig bewegen, so wird es bei Riickkehr zum 
Anfangspunkt auch immer wiedel' die Anfangsrichtung besitzen, was bei ein
seitigen FUichen nicht del' Fall ist. Uber die damn sich anschlieBende analy
tische Unterscheidung von Ein- und Zweiseitigkeit vgl. z. B. Poincare (J. ec. 
polyt. (2) 1 (1895), p. 25). Klein (Math. Ann. 7 (1871) p. 478) hat darauf hin
gewiesen, daB die Ein- resp. Zweiseitigkeit nicht vom umgebenden Raume ab
hangt, vielmehr eine innere Eigenschaft del' Flache ist. Klein fiihrt zur Unter
Buchung dieser Eigenschaft statt des sich bewegenden Lotes eine sich bewegende 
unendlich kleine Kurve mit Umlaufssinn (Indicatrix) ein. Die obige Definition 
stellt eine Ubertragung del' Kleinschen Definition ins Diskontinuierliche dar und 
ist im Anschlull an A. F. M6bit~s gegeben, der zuerst (1858) Werke 2, p.519, 
vgl. p.484 die Existenz einseitiger Flachen erkannt hat. Vgl. ferner Listing, 
Census (1862), p. 13; L. Schlafii, J. f. Math. 76 (1873), p. 152 und G. Weichhold~ 
Diss. Leipzig 1883 = Zeitschr. Math. Phys. 28 (1883), p. 321. 
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wo 
S ',k fiir (P' P k) 1 0' 0 

steht. Diese Flache heiBt Mobi·ussches Blatt. 

3. Interne Transformation und Homoomorphismus (Elementar
verwandtschaft) 15). Zwei Streckenkomplexe C/ und 0t heiJ3en elementar
verwandt oder hotnoomorph, 1) wenn sie nach einer eventuellen Ab
anderung der Bezeichnungsweise der erzeugenden Punkte sich als 
identisch . herausstellen, 2) wenn dasselbe der Fall ist nach vorher
gehender, beliebig oft wiederholter (interner) Transformation einzelner 
Strecken nach dem Schema: a) Einfiihrung eines neuen Punktes Qo, 
(j) Ersatz der Strecke (POi, POk), durch zwei Strecken (POi, Qo) und 
(Qo, Pok). 

Zwei Fliicltenkomplexe Oa' und Ot heiEen elementarverwandt oder 
ho.moomorph, 1) wenn sie sich nach einer eventuellen Abanderung der 
Bezeichnungsweise der Elemente als identisch herausstellen, 2) wenn 
dasselbe der Fall ist a) nach vorhergehender interner Transformation 
der Os' und O2'' erzeugenden Streckenkomplexe, b) nach vorhergehender, 
belie big oft wiederholter (interner) Transformation einzelner Teilflachen
stucke nach folgendem Schema: a) Einfiihrung einer neuen Strecke 
(POi, POk) = Tu WO POi und POk erzeugende Punkte eines ein Fliichen
stuck Sa erzeugenden Kreises III sind; Ii) Ersatz von Sa durch zwei 
Flachenstiicke (TI' M/) und (Tv Mt), wo MI' und Mt die beiden 
von POi und POk begrenzten Mannigfaltigkeiten sind, die zusammen III 
bilden. 

Es gelten die grundlegenden Satze: Sind zwei Komplexe mit einem 
dritten homoomorph, dann sind sie auch mit einander homoomorph. 
- 1st von zwei homoomorphen Komplexen der eine eine Mannig
faltigkeit, dann ist es auch der andere. - Zwei homoomorphe 1}[2 sind 
entweder beide einseitig oder beide zweiseitig. - Zwei homoomorphe M2 
haben die gleiche Anzahl Randkurven. - Jede geschlossene Ms (resp. 
jeder Kreis) kann mit sich in der Weise als homoomorph nachgewiesen 
werden, daE bei der betreffenden Beziehung der M2 (des Kreises) auf 
sich selbst sich zwei ganz beliebige Punkte derselben entsprechen; 

15) Der Begriffsbildung im Text kommt am nachsten die M6biussche De
finition der "Elementarverwandtschaft" [Werke, 2, p. 4BB (1863)]. Indem er 
die Zerlegung in unendlich kleine Teile benutzt, vermeidet er die apodiktische 
Einfiihrung der "FHichenstiicke". Es ist jedoch zu beachten, daB zwei unendlich 
wenig ausgedehnte, gleichdimensionale Gebilde von mehr als 2 Dimensionen im 
Sinne der Anal. situs nicht aquivalent zu sein brauchen (vgl. Grundlagen Nr.o). 
Auch ist natiirlich die Definition modernen Ansprnchen an Strenge nicht ganz 
gewachsen (vgl. hierzu die Artikel III A B 1 und 2 von Enriques und v. MangoZdt). 
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und umgekehrt: hat ein C2 (ein 01) diese Eigenschaft und verliert sie 
auch nicht durch irgend eine interne Transformation, so ist er eine 
gesehlossene M2 (ein Kreis), d. i. die geschlossene M2 resp. die Kreise 
sind die homogenen C2 resp. Cl . 

Aus dem Begriff der homoomorphen Beziehung einer Mannig
faltigkeit auf sieh selbst entspringt aueh der Begriff der Aquivalenz. 
Zwei Komplexe auf einer Mannigfaltigkeit heiBen aquivalent, wenn sie 
eventuell nach interner Transformation durch eine homoomorphe Be
ziehung der Mannigfaltigkeit auf sich selbst in einander iibergehen. 
Wir haben die Slitze: Irgend zwei ungesehlossene Ml auf einer Mannig
faltigkeit, die keinen Punkt mit der eventuellen Berandung der Mannig
faltigkeit gemeinsam haben, sind aquivalent. Irgend zwei Randkurven 
auf einer M2 sind aquivalent (s. Nexus Nr. 7). Del' Begriff der .Aqui
valenz ist von besonderer Bedeutung bei der Konstruktion von mehr
dimensionalen Mannigfaltigkeiten (s. Grundlagen Nr. 5). 

Gelegentlich wollen wir dem N amen "Mannigfaltigkeit", die wir, 
im bisherigen Sinne verstanden "Mannigfaltigkeit im engeren 8inne" 
nennen wollen, eine erweiterte Bedeutung geben: Mit Mannigtclltigkeit 
int weiteren Sinne bezeichnen wir: die gegebene Mannigfaltigkeit odeI' 
irgend eine aus ihr durch interne Transformationen entstehende Mannig
faltigkeit. Also z. B.: Ein Kreis auf einer Mannigfaltigkeit M2 im weiteren 
Sinn bedeutet einen gesehlossenen Streckenzug auf diesel' selbst resp. 
auf ciner aus ihl' durch interne Transformation entstehenden M2 usw. 
In dem Abschnitte: Complexus hat mit Ausnabme des letzten Para
graphen das Wort Mannigfaltigkeit stets die urspriingliche Bedeutung, 
in dem Abschnitte Connexus und ,,1Jlannigfaliigkeiten mit Singtllaritiiten" 
die zweite Bedeutung. 1m iibrigen ist allemal, wo es nicht ausdriick
lich hervorgehoben ist, die Bedeutung, die man an der betreffenden 
Stelle dem Worte beilegen muB, unmittelbar einleuchtelld. 

4. Elementarmannigfaltigkeiten, Kreis und Kugel. Die Mannig
faltigkeit {P/, P02; (Pot, P02)} und jede mit ihr homoomorphe Ml 
bezeichnen wir als eindimensionale Elementarmannigfaltigkeit, Strecken
zug • oder kurz als Strecke mit dem Zeiehen E 1 • Die Mannigfaltigkeit 

1 Pot, P02; (Pot, P02)1, (Pot, Po2)2; «Pot, Po2'-;1, (P02, POl)2) 

und jede mit ihr homoomorphe M2 bezeichnen wir als zweidimensio
nale Elementarmannigfaltigkeit, Elementarfliichenstiick, odel' kurz als 
FIachenstiick und mit dem Zeichen E2 • Die (gesehlossene) M:t.: 

{PoI, P02; 81 t, 812; (8/,81 2)1, (8/, 8l 2)2) 

(wo 81 i = (Pot, Po2)i gesetzt ist) und jede mit ihr homoomorphe M2 



Grundlagen. 5. Ausdehnung auf n Dimensionen. 161 

bezeichnen wir als Kugelfliiche oder zweid'imensionale 8phiire und mit 
dem Zeichen II2 • 

Wir haben dann die Satze: Jede MI ist entweder ein Kreis odeI' 
eine E I . - Jeder Kreis einer E2 ist die Randkurve eines Elementar
flachenstuckes, das ein Teil del' E2 ist. Ein Teil dieses Satzes ist 
aquivalent mit dem Satze: Auf einer E2 ist jeder Kreis homolog null. 
- E2 und II2 sind zweiseitige M 2 • - Auf einer II2 ist jeder Kreis 
homolog null. - .Tede 112 wird durch eine III in zwei E2 zerlegt. 

o. Ausdehnung auf n Dimensionen 16). Die Erzeugung von 
hoheren Komplexen Os und weiter On aus den Flachenkomplexen kann 
auf verschiedene Weise VOl' sich gehen, je nachdem man zu dem Auf
bau del' Os beliebige geschlossene M2 , odeI' nul' zweiseitige oder end
lich nul' Kugelflachen benutzen will. 1m folgenden soll die dritte 
Methode benutzt werden, weil sie die einfachste und anschaulichste 
ist, und weil die anderen doch nur scheinbar allgemeiner sind. 

Wir bestimmen, daB jede Kugelflache 112 eine beliebige Anzahl 
von neuen Dingen (II2\' (1l2)2, .. , erzeugen kann, die wir als drei
dimensionale Rattmstiicke und mit den Buchstaben 8a bezeichnen. Es 
sei nun {8/, 8a2, ••• , 8aOl.} ein solches von den Punkten, Strecken 
und Flachenstuckes des Komplexes O2 erzeugtes System von 83 , daB 
zu ihrer Erzeugung aUe Ji'lachenstiicke notig sind (das erforderl be
sondere Eigenschaften fur den 02)' dann nennen wir die Gesamtheit: 

{Pol, P02, ... , poa, ; 8/, 812, .•• , 8 l al ; 821,822, ••• ,8201.; 8a\ 832, ••. , 8aa,} 

einen Rattmkomplex odeI' dreidimensionalen Komplex Os' 
U m aus dem Os durch Spezialisierung die Ms zu bekommen, sind 

wieder verschiedene Wege moglich. Wir wollen die Spezialisierung so 
vornehmen, daB die entstehenden Ms homogen sind (s. Nr. 3). Ein Os ist 
eine geschlossene dreidimensionale Mannigfaltigkeit, wenn dreiBedingungen 
erfiillt sind: 1) J ede 8 2 gehort zu zwei 8a. Dann ordnen sich an jeder 81 

aIle 83 zu "Gruppen" (s. Nr. 1); 2) alIe 8s an einer 81 bilden nul' eine 
Gruppe. Bezeichllell wir dalln die 811 82 , Sa, die durch einen bestimmten 

16) Uber n-dimensionale Gebilcle s. vor aHem Complexus Nr. 3 u. 4:. Diese 
Theone ist besonders geforderl von B. Riemann, Werke 2. Aufl., p. 474; E. Betti, 
Ann. di mat. (2) 4 (1871), p.140; V. Eberhardt, Math. Ann. 36 (1890), p. 121; 
W. Dyck, Math. Ann. 37 (1890), p. 273; Poincare, s. FuJ3n. 4. - Die AUBdehnung 
auf uber 2 Dimensionen hat ihre Bedeutung: 1) weil mehrdimensionale Gebilde 
ganz eigenartige und zum Teil sehr verborgene Eigenchaften aufweisen, 2) weil 
eine Reihe von topologischen Problemen, die nicht uber den dreidimensionalen 
Raum herauszugehen Bcheinen, zu ihrer LOBung polydimensionale Betrachtungen 
erfordern (z. B. Knotenprobleme), 3) weil der Verlauf algebraischel' Flachen voll
standig nur durch vierdimensionale Mannigfaltigkeiten clargestellt werden kann. 

Encyklop. d. math. WisBensch. III 1. 11 
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Punkt des Komplexes gehen, als Pseudopunkte, Pseudostrecken und 
Pseudoflachenstucke, so bilden diese Elemente vermoge der Bedingungen 
1) und 2) einen oder mehrere Komplexe, von denen wir jeden ent
sprechend als eine geschlossene Pseudoflache bezeichnen durfen. Wir 
wahlen dann ala. dritte Bedingung: 3) An jedem Punkt soll es nur 
eine solche Pseudoflache geben, und zwar soH diese eine Kugelflache 
sein 17). J etzt wird die folgende Fassung diesel' drei Bedingungen ver
atandlich sein: An jeder Fliiche soH der C3 sich wie ein Punktepaar, 
an jeder Strf'cke wie ein Kreis, an jedem Punkt wie eine Kugelfliiche 
verhalten. Die zweite Bedingung enthiilt die erste, die dritte die erste 
und zweite. 

Eine berandete Ms kann dann wie folgi erklart werden: Bei einer 
berandeten Ms unterscheiden wir inn ere Punkte, Linien und ~".iichen
stucke von Randpunkten, -linien resp. -flachenstucken. An den inne
ren Flachen verhiilt sich die berandete M3 wie ein Punktepaar, an den 
Randflachen wie ein Punkt (d. i. es hiingt an den Randfliichen je nur 
ein Raumstiick), an den inneren Strecken wie ein Kreis, an den Rand
strecken wie ein Streckenzug, an den inneren Punkten wie eine Kugel, 
an den Randpunkten wie ein Elementarflachenstuck. Es geIten dann 
die Satze: An jeder Randstrecke hangen zwei Randflachen, von jedem 
Randpunkte aus gehen Randstrecken, die sich zu einer. Gruppe zu
sammenordnen. AHe Strecken auf einer Randflache, ane Punkte auf 
einer Randstrecke sind Randstrecken resp. Randpunkte. Daraus folgt 
dann: Aile Randelemente sind auf eine Reihe von geachlossenen Flii
chen verteiIt. Ferner: Durch Hinzufiigen von Raumstucken kann jede 
berandete Ms zu einer geschlossenen Ms gemacht werden. Die ein
fachste berandete Ms liefert das Raumstiick zusammen mit seiner Be
grenzung. 

Da die Kugelflache (s. N r. 4:) zweiseitig ist, so konnen wir jetzt anch 
einem 83 zwei verschiedene Indi7catricen geben, indem WIT auf zwei 
Wei sen den Fliichenstiicken del' erzengenden Kugelflache zusammen
gehorige Indikatricen verleihen konnen. Wir nennen dann, weiter ver
aHgemeinernd, eine Ms zweiseitig, wenn wir jeder seiner 83 eine solche 
Indikatrix geben konnen, daB ein 82, das an zwei 83 stoBt, von dem 
einen derselben infolge dieser Indikatrixbestimmung die umgekehrte 
Indikatrix erhiilt wie von der anderen; ist das nicht moglich, so 
nennen wir die Ms einseitig. 

Zwei Os heiJ3en elementarverwandt oder homoomorph, 1) wenn sie 

17) Ein Beispiel, bei dem die dritte Bedingung nicht erfiillt ist, s. p. 183, 
ferner Heegaard, Diss. Kopenhagen, 1898, p. 87. 
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sich nach einer eventueIlen Abiinderung del' Bezeichnungsweise del' 
Elemente als identisch herausstellen; 2) wenn dasselbe del' Fall ist 
a) nach einer intel'llen Transformation des erzeugenden Cz, b) nach 
beliebig oft wiederholter interner Transformation einzelner 8a nach 
folgendem Schema: a) Einfuhrung eilles neuen Flachenstucks Tz = (Ill), 
wo III' ein Kreis einer ein Raumstiick 8s erzeugenden Kugelflache lIt 
ist, (j) Ersatz von 8s durch zwei Raumstucke (T2' Ea') und Ta, E t "), 

wo B; und Ea" die beiden von 1I1i begrenzten E2 sind, die zusammen 
II2 bilden (s. Nr. 4). Wir konnen jetzt die Begriffe del' Homologie, 
Aquivalenz Bowie den Begriff del' "Mannigfaltigkeit im weiterell Shme" 
unmittelbar auch fiir dreidimensionale Mannigfaltigkeiten aufsteIlen. 

Die Mannigfaltigkeit 

I Pol, P02; 811,812; (81 t, 812)1, (8/,812)2; ((8/, 812)1, (81t, 812-;2)} 

(wo 8/ = (POl , Po2y gesetzt ist) und jede ihre homoomorphe Ms hei6t 
dreidimensionale Elementarmannigfaltigkeit oder Elementarraumstiick Es· 

Die (geschlossene) Ms: 

{Pot, Poz; 8/,812; 82t, 82Z; (8/, 82Z)1, (8zt, 8zZ)2} 

(wo 81i = (Pol, P02)' und Sa' = (81t, 812)' gesetzt ist) und jede mit 
ihr homoomorphe Ms bezeichnen wir als dreidimensionale Sphare und 
mit dem Zeichen lIs' 

Von wichtigen Satzen, die sich aus dem V orhergehenden ergeben, 
erwahnen wir unter Beiseitelassung einer Reihe genauer Analoga zu 
den in Nr. 3 und 4: aufgefti.hrten die folgenden: Jedegeschlossene 
Flache eines Es ist die Randflache eines Teiles des Es, oder, mit 
analoger Bezeichnung wie in Nr. 1: Jede geschlossene Flache eines Es 
ist homolog null. - J ede geschlossene Flache eines E1) ist zweiseitig. 

Nun haben wir aIle Mittel in del' Hand, urn ganz analog weiter 
zu den 04 und den M4 und weiter zu den 0.. und M.. aufzusteigen, 
worauf deshalb nicht weiter eingegangen zu werden braucht. 

6. Komplexe mit Singularitaten. Es sei vorgelegt eill Komplex 
e .. , del' auf einen anderen Komplex 0'; abgebildet werden solI. Diese 
Abbildung rnoge nun abel' nicht ein-eindeutig sein, sondel'll es soIl 
einer ganzen Reihe von Punkten Pol, ... , po"·, wenn keine del' Strecken, 
Fliichenstucke usw. des 0 .. zwei diesel' Punkte enthalt, ein einziger 
Punkt des 0,: entsprechen durfen; es soIl ferner einer Reihe von Strecken, 
deren erzeugende Punkte dieselben beiden Bildpunkte haben, wenn 
nul' kein Flachenstuck, Raumstuck usw. des 0 .. zwei Shecken diesel' 
Reihe enthalt, eine einzige Strecke des 0.: entsprechen. So fortfahrend 
erhalten wir eine Abbildung von 0 .. in a .. ', bei del' jedem Po oder SIc 
des C .. ein Co resp. Sk des e.; entspricht, abel' mehreren Po oder SIc 

11* 
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derselbe Punkt resp. dasselbe Raumstiick. .Jedes Element von 0' 
11 

aber ist das Bild von mindestens einem Element von On' Wir nennen 
nun On', aufgefafjt als das Abbild eines bestimmten 0", einen n-dimen·· 
sionalen Komplex mit 8in.q~tlaritaten (mehrfachen Punkten, Strecken 
usw.) und geben ihm die Bezeichnung On' (On)' Es kann ein solcher 
Komplex als das Bild von belie big vielen verschiedenen Komplexen 
aufgefaBt werden. 1st das Original von On' eine Mannigfaltigkeit Mnl 
so nennen wir 0n'(Mu) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Sin
gularitiiten. 

Sprechen wir von zwei (resp. k) Punkten, Strecken usw. des On' (0,,), 
oder von Elementarmannigfaltigkeiten und Spharen der verschiedenen 
Dimensionen usw. des 0,: (On), so sind damit die Bilder von zwei (k) 
Punkten, Strecken usw. des On' resp. die Bilder von Elementarmannig
faltigkeiten und Spharen usw. des On gemeint. Unter interner Trans
formation des On' (0,,) soU das Abbild einer intern en Transformation des 
On verstanden werden. 0n1 (On) und On3 (0,,2) sind dann und nur dann 
homoomorph, wenn Cn und 0,,2 homoomorph sind. Endlich erklaren 
wir On' (On) und jeden mit ihm homoomorphen Bildkomplex homoo
morph mit On und jeden mit On homoomorphen Komplex. - Die 
Wichtigkeit dieser Einfiihrung geht schon aus den Siitzen hervor: 
Jeder On kann abgebildet werden auf einen Teil einer En; jeder On 
kann so auf einen Teil On' einer En+! abgebildet werden, daB On' (On) 
keine mehrfachen n-dimensionalen Raumstiicke enthiilt. Eine solche 
Abbildung wird auch wohl eine Projektion des On auf die En+1 ge
nannt. Unumgiinglich notig aber ist diese Einfiihrung fiir die Ent
wicklungen der folgenden Nummer. 

7. Externe Transformation. Homotopie und Isotopie. Sei 0/(01) 
ein Streckenkomplex mit (oder ohne) Singularitaten auf einer Mannig
faltigkeit Mn (n > 1) (d i. jedes del' Elemente von 0/ (01) ist konsti
tuierendes Element der JJIrJ Angenommen nun, man konllte jedem 
Punkte POi desselben einen ebellfalls der Mn angehorigen Punkt Qoi zu
ordnen, ferner jeder Strecke (POi, Poky = S11 eine Strecke (Qoi, Qo ky = I'l l 

von M n , so ist der neue Komplex jedenfalls auch ein Abbild von 
01 und wir bezeichnen ihn deshalb mit 0 0" (01 ), Wir nehmen nun 
ferner an, man konnte je zwei Punkte POi und Qoi so durch eine 
Strecke U/ der JJf.n verbinden, daB zu jedem geschlossenen Kreis 
{811, U/, 1'11, Uli} sich eine von ihm begrenzte Elementarmallnigfaltig
keit der M", finden laBt, so sagen wir: 01' (01) und 0t (01) gehen ineinan
der durch externe Transformation aUf der Mn iiber. Sei ferner O2' (02) ein 
Fliichenkomplex mit (odeI' ohne) Singularitaten auf einer Elementar
mannigfaltigkeit M" (n > 2). Angenommen nun, wir konnten jedem 
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Punkte Po' dieses Komplexes einen Punkt Qo', einer Verbindungsstrecke 
S1' zweier Punkte eine Verbindungsstrecke Ttl del' entsprechenden 
Punkte, jedem Flitchenstiick S2h ein von den entsprechenden Elemen
ten erzeugtes Flitchenstiick Tih zuordnen, so ist del' neue Komplex 
jedenfalls auch ein Abbild von O2 und darf also mit ot (02) bezeich
net werden. Angenommen nun ferner, dai\ zwei entsprechende Punkte 
Pi und Qi durch eine Strecke ~. verbunden werden konnten, daB es 
ferner fiir jeden geschlossenen Kreis {811, ~k, Tll, Uli} ein del' M .. 
angehoriges, von ibm begrenztes Elementarflachenstiick Ell und end
lich zu jeder del' von zwei entsprechenden Flachen Ts h und 82 h und 
den zu ihren Begrenzungsstrecken gehorenden E21 gebildeten Sphare 
ein Elementarraumstiick Eah der M" gabe, so sagen wir: O2' (02) und 
Os" (02 ) entstehen aus einander durch exierne Tmnsformation. So fort
fahrend konnen wir die exteme Transformation eines auf einer M .. 
liegenden O~-n. (O .. _fl') definieren. Wir stellen ferner die Definition auf: 

Gehen zwei KompZexc eventueZZ nach vorhergehenden internen 
Transformationen aus einander durch eine Reihe von externen Trans
formationen hervor, so nennen wir sie homotop 18). 

Wir haben die Satze: Zwei homotope Komplexe sind homoomorph. 
- Zu jedem Komplex kann man einen homotopen mit vorgegebener 
Lage der Punkte finden. Begrenzen in einer M" alie geschlossenen 
Kreise Elementarfiitchenstiicke, so kann man zu jedem del' Mfl ange
horigen Komplex (von weniger als n Dimensionen) einen ihm homo
topen mit vorgeschriebener Lage der Strecken finden usw. Es ergibt 
sich so del' grundlegende Satz: 

Zwei homoomorphe, einem En angehorige n - m-dimen
sionale Komplexe mit (oder ohne) Singularitiiten sind ho
motop. 

Die externen Transformationen der geschlossenen Mannigfaltigkeiten 
lassen sich noch aUB spezielleren, einfacheren Transformationen zu
sammensetzen, die wir Elementartransformationen nennen wollen: Es 
moge E .. _m auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit O,,_m (Mn_m) auf 
einer M .. liegen und mit E~-m zusammen die Begrenzung einer E .. _m+l 

auf M,. bilden, dann ersetzen wir in 0" _ m (M" _ m) die Em -n durch 

18) Der Begriff der Homotopie im Es ist der am haufigsten der Analysis 
situs zugrunde gelegte Begriff und wird hitufig mit: "Aquivalenz im Sinne de,. 
AnaZysis situs" bezeichnet. Zwei auf einer Flacbe homotope Kurven nennt 
Jordan, J. d. math. 2 (11), (1866), p.l00 ineinander reduzibel. Zwei im E .. 
homotope Komplexe nennt Poincare (J. ec. pol. (2) 1 (1895), p. 1) ,,homeo
morphe". W egen des Bestehens des "Fundamenta.lsatzes" (s. im Text) ist diese 
Bezeichnung im Einkla.ng mit der im Text vorgeschlagenen. 
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E~-rn und nennen das eine Elementartransfol'mation del' O,,_m(Mn_m) 
auf del' M". 

Wir haben den Satz: Jede Elementartransformation ist eine externe 
Transformation, und: jede externe Transformation von geschlossenen 
Mannigfaltigkeiten la.Bt sich aus Elementartransformationen zusammen
setzen. 

1st in del' obigen Bezeichnung !rein innerer Punkt wedel' von 
E;'-m noch von del' von E",_" und E~-m begrenzten E"_m+1 ein 
Punkt del' (singularitatenfreien geschlossenen) M"_",, so wollen wir 
die Transformation eine spezielle externe Transformation nennen, und 
zwei einer M" angehorende M n _ m , die am; einander nnch eventuell 
vorhergegangener interner Transformationen durch spezielle externe 
Transformationen hervorgehen, isotop nennen. 

Wir haben deu Satz: Zwei homoomorphe M 2n - m auf einer E21r• 

sind isotop (dagegen gibt es z. B. im Eg homoomorphe geschlossene 
FIachen resp. Kurven, die nicht isotop sind: verschieden geschlungene 
Kreisschlauche resp. Kurven). Riel' ist auch die Betrachtung von 
mehreren nicht zusammenhangenden Mannigfaltigkeiten von Bedeutung: 
Raben wir zwei Mannigfaltigkeiten M n - m und M n _ m ohne gemein
same Punkte, die durch spezielle externe Transformation iibergehen 
in M~-m und M~-m, so nennen wir die Gesamtheit {M,,_m' Mn- m} 
speziell extern transformiert in die Gesamtheit {M~_m, M~-m}, wenn 
(in del' obigell Bezeichnungsweise) kein Punkt wedel' von E~-m resp. 
E;'-m noch von del' von Em_n resp. E m_n und E~t-n resp. 'E;"-n be
grenzten En-m+l resp. Ein_m+1 einPunkt von M n_m odeI' M'n_m resp. 
M',,_rn odeI' lJln_m ist. Die analoge Definition gilt fiir spezieUe 
externe Transformation einer Gesamtheit von beliebig vielen Mannig
faltigkeiten ohne gemeinsame Punkte. Zwei Gesamtheiten von ge
schlossenen Mannigfaltigkeiten sind isotop, wenn sie mittels internel' 
und spezieller externer Transformationen aus einander hervorgehen. 

Jetzt sind wir im Stande, die extern en Transformationen von 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten auf n-dimensionalen Mannigfaltig
keiten M", d. i. von Domanen zu el'klaren. Die einzelnen eine Do
mane (mit oder ohne Singularitaten) konstituiel'enden Raumstiicke 
werden begrenzt durch singularitatenfreie Spharen IIn -1' Tl'ansfor
mieren wil' den die Domane konstituiel'enden Komplex extern, so 
zwal', da.B dabei die extel'nen Transformationen del' einzelnen II,,_l 
sich aus speziellen externen Tl'ansformationen zusammensetzen lassen, 
so nennen wir diese Operation eine ( allgemeine) externe Transformation 
del' entsprechenden Domanen. Konnen zwei Domanen nach eventuell 
internen Transformationen durch externe Tl'ansformationen in einander 
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iibergefiihrt werden, so nennen wir sie homotop. 1m Gegensatz von 
Mannigfaltigkeiten von relativ niedrigeren Dimensionen sind swei, einer 
Elementarmannigfaltigkeit zugehOrende, homoomorphe Domilnen mit 
Singularitaten nicht allemal homotop. (Einfachstes Beispiel: Die zwei 
Domanen auf dem Streckenzug POl Poi Pos mit den Strecken POl POi 

resp. POl P02, P02 POS, POS P02 sind homoomorph aber nicht homotop. 
Dasselbe gilt von den beiden Domanen einer E z, die durch die 
Fig. 1 angedeutet sind. Zwei singularifiitenfreie Domanen sind dann 
und nur dann homot.op, wenn die Systeme ihrer Berandungen 

Fig. 1. 

homotop sind. - Es sei eine Domane und eine externe Trans
formation derselben gegeben. Dann kann man fiir jede interne Traus
formation jene externe Transformation so zu einer der neuen Domane 
"erweitern", daB dabei die alten Elemente in der urspriinglichen Weise 
transformiert werden. - Die spezieUen externen Transformationen von 
(singularifii1enfreien) Domilnen erhalt man so: Eine externe Trans
formation hei6t dann spesiell, wenn man zu jedem Paare von kon
stituierenden Raumstiicken S~-m und S;-fT, nach event. interner Trans
formation ein sie beide enthaltendes Elementarraumstiick En finden 
kann, dessen Begrenzung bei der betreffenden (event. gemii.6 der internen 
Transformation erweiterten) Transformation speziell transformiert wird. 
Zwei aus einander durch spesielle externe Transformationen entstehende 
Domiinen heifJen isotop. Endlich: Zwei beliebige (singularitiltenfreie) 
Komplexe sind i.<;otop, wenn sie entsprechende Komplexe in isotopen 
Domiinen sindlsa). 

Wir bemerken die Satze: Sind zwei Om auf einer M" die ein Teil 
einer M1I ist, isotop, so sind sie es auch auf der M 1I. Zwei homoomorphe 
01 auf einem E4 sind isotop (d. i. im speziellen: die Knoten sind in 

18&) Zwei im En isotope Komplexe sind ineinander iiberf'iihrbar durch stetige 
Transformationen des zugehorigen n-dimensionalen Raumes; vgl. Nr. 8 und 10. 
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vier Dimensionen auflosbar 18b). Zwei isotope Kreise auf einer Mn (n > 2) 
sind entsprechende Gebilde in isotopen Ringl'liumen. 

Gelegentlich ist es von Bedeutung, auch den Indikatrixbegriff mit 
bei del' Homotopie und Isotopie zu benutzen. Wir definieren: zwei 
(zweiseitige) Mannigfaltigkeiten M/ und M j 2 mit gegebenen Indikatricen 
sind miteinander homotop resp. isotop, wenn bei den betreffenden 
externen Transformationen gleichzeitig die Indikatrixbestimmungen in 
einander iibergefiihrt werden. Es gilt del' Satz: Die einzige Flliche, 
deren samtliche geschlossenen Kurven auch mit Umlaufssinn einander 
isotop sind, ist die Kugel. (Auf einem Elemental'flachenstiick sind 
je zwei Kul'ven bIos ohne Ansehen des Umlaufssinns isotop.) 

8. Das Anschauungs8ubstrat. Dasjenige, was del' im vol'hergehen
den entwickelten Theol'ie allein Wert verleihen kann, ist das An
schauungssubstrat, fiir das wir im folgenden diejenigen Eigenschaften 
axiomatisch aufstellen wollen, die die Grundlegung diesel' Theorie, 
soweit sie ein anschauliches Substrat hat, ermoglichen. 

1. Existentialaxiome. 
1) Es gibt belie big viele Punkte. 
2) Linienstiicke (Strecken), Fllichen- und Raumstiicke sind Punkt

mengen. 
3) Zu je zwei Pnnkten gibt es beliebig viele von diesen Punkten 

begrenzte Linienstiicke (Strecken), die sonst keine gemein
samen Punkte haben. 

4) Zu je zwei Linienstiicken mit gemeinsamen Grenzpunkten, 
sonst abel' ohne gemeinsame Punkte, gibt es beliebig viele von 
dies en zwei Linien begrenzte lnachenstiicke ohne sonstige ge
meinsame Punkte. 

5) Zu je zwei Fliichenstiicken, die durch dieselben beiden Linien 
begrenzt werden und ohne sonstige gemeinsame Punkte, gibt 
es ein und nul' ein von ihnen begrenztes Raumstiick. 

II. Zerlegungsaxiome. 
a) 1) J edes Linienstiick mit den Grenzpunkten Po' und Po" iet 

gleich del' Geeamtheit von zwei Linienetiicken mit einem 
gemeinsamen Punkt Qo, die durch die Punkte Po' und Qo 
reap. durch Qo und Po" begl'enzt werden. 

18 b) Klein, Math. Ann. 9 (1876), p. 478. Beispiele bei R. Hoppe, Arch. Math. 
Phys. 64 (1879), p. 224; H. DUl'ege, Wien Ber. 82 2 (1880), p. 135; Hoppe, Arch. 
Math. Phys. 65 (1880), p. 423; vgl. auch V. Schlegel, Zeitschr. Math. Phys. 28 
(1883), p. 105; F. Zollner, Wiss. Abh. 1 (1878), p. 272; O. Simony, Gemeinf. 
Losung ... , Wien (3. Aufl.) 1881, p. 38:1f. 
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2) Jedes Flachenstiick mit den Grenzstrecken 81' und 8t ist 
gleich der Gesamtheit von zwei Flachenstiicken, die bIos 
eine Strecke Tl gemeinsam haben, und von 81' und T1 resp. 
von T1 und 8/' begrenzt werden. 

3) Jedes Raumstiick mit den Grenzflachen 82' und 8t ist gleich 
der Gesamtheit von zwei Raumstiicken, die bIos eine Fliiche 
T! gemeinsam haben, und von 82' und T2 resp. T2 und 8t 
begrenzt werden. 

b) Gegeben sei irgendwie eine endliche Anzahl von Punkten, 
Strecken, Flachen und Raumstiicken. Dann kann man ein 
Raumstiick 83 so finden, daJ3 jedes einzelne dieser Elemente 
ein inneres Element einer aus 83 durch Zerlegung nach 
[II a) 1), 2), 3)] entstehenden Es ist. Man kann fiir alle Ele
mente eine solche Es finden, wenn zwei Linien des gegebenen 
Systems nur eine endliche Anzahl von isolierlen Punkten, zwei 
Flachen eine endliche Anzahl von isolierten Punkten und 
Strecken, zwei Raumstiicke nUl" eine endliche Anzahl von iso
lierten Punkten, Strecken und Fliichen gemeinsam haben. 

Hiernach sind zwei homoomorphe, im Raum ausgebreitete Kom
plexe anschaulich als analog zusammensetzbat· oder 'uberdeckbar zu be
trachten. Eine interne Transformation eines Komplexes entspricht 
hier einer Zerlegung desselben. 

III. Deformationsaxiom. 
Zwei auf einer Linie, Flache oder raumlichen Domane gelegene 

Komplexe sind dann und nur dann in einander mit resp. ohne Selbst
durchdringung stetig deformierbar, wenn sie homotop resp. isotop sind. 

Dieses Axiom ist die Zusammenfassung einer groJ3en Reihe von 
einzelnen Aussagen, z. B.: Begrenzen zwei Linien ein Flachenstiick, 
so sind sie auf dies em in einander stetig deformierbar. Ferner: Zwei 
in einander ohne Selbstdurchdringung im Raume deformierbare Kom
plexe konnen so mit raumlichen Domanen umgeben werden, daJ3 diese 
Domanen in einander stetig deformierbar sind, wobei die beiden Kom
plexe in einander fibergehen. Der Fundamentalsatz (N r. 7) fiber den Zu
sammenhang zwischen Homotopie und Homoomorphie kann jetzt so 
ausgesprochen werden: 

Zwei gleichzusammensetzbare Fliichen sind (mit Durch
dringung) in einander stetig deformietobar. 

9. Einteilung der Analysis situs. Alle diejenigen Eigenschaften 
topologisch definierler Gebilde, bei denen weder interne noch exteme 
Transformation in Betracht kommt, fasBen wir unter dem Namen 
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Complexus 18C) zusammen. In ihrer Anwendung auf geometrische Gebilde 
sind bIos die Existentialaxiome und die eraten drei Zerlegungs
axiome, soweit mit ihrer Hilfe auf die Exiatenz gewisser Kom
plexe geschlossell werden kann, notig. Aile die Eigenschaften, fiir 
welche die interne, abel' nicht die externe Transformation eingefiihrt 
werden miissen, d. i. die bei internen Transformationen invariant bleiben
den Eigenschaften topologischer Gebilde, gehoren der Theorie des 
Nexus (Zusammenhang) an. Hier sind zur geometrischen Deutung 
aHe Zerlegungsaxiome von Noten. Die Invarianten fur interne und 
externe Transformationen gehoren der Theorie des Connexus ("relativer" 
Zusammenhang, Zusammenhang von Mannigfaltigkeiten auf anderen 
Mannigfaltigkeiten) an. Hier mussen zur raumlichen Deutung auch die 
Deformationsaxiome gebraucht werden. Endlich, fur sich wollen wir 
im folgenden die Theorie der Mannigfaltigkeiten mit Singularitiiten 
behandeln, die je nach verschiedenen Gesichtspunkten der Complexus
oder del' Connexustheorie zugel'echnet werden kann. 

10. Die Methode. Dureh die Entwicklungen del' ersten sieben 
N ummel'll dieses Abschnittes ist die Analysis situs dargestellt als ein dut'ch 
seine anschauliche Bedeut1tng ausgezeichneter Teil der Kombinatorik. Das ist 
schon fiir die Widerspruchslosigkeit der in Nr. 8 aufgestellten Axiome 
von groBer Bedeutung. In der nun folgenden Darstellung des bisher 
in del' Analysis situs Erreichten wird diesel' Standpunkt nicht immer 
streng eingehalten; es werden vielmehr haufig mit Hilfe der Anschauung 
wichtige Schliisse gezogen: Die Anschauung ist nicht nul' der Ma.6-
stab fiir die Bedeutung del' einzelnen Resultate, sondern sie ist auch 
del' beste Fuhrer in del' Entdeckung neuer Satze und ihrer Beweise. 
Abel' in jedem einzelnen diesel' FaIle kann man ohne Schwierigkeit 
sehen, daB die in Betracht kommenden SchWsse auch allein mit Hilfe 
del' vorangehenden abstrakten Entwicklungen gemacht werden konnen, 
wie denn uberhaupt aUe speziellen Uberlegungen, die zu irgend einer 
Zeit auf unserem Gebiet angestellt worden sind, als natiirliches Funda
ment unsere obigen Definitionen haben, wahrend die oft an die Spitze 
gestellte Theorie del' stetigen Raumdeformationen (s. Einleitung) we sent-

18") Bei der Definition von Os und hOheren Komplexen haben wir (Nr. 5) den 
Begriff der II!, IIg usw. benutzt, den wir mit Hilfe der Einfiihrung der internen 
Transformationen begriindet haben. Eine rein komplektische Definition der II! 
wird uns durch den Umstand geliefert, da/3 eine geschlossene M! dann und nur 
dann eine II! ist, wenn auf ihr jeder Kreis begrenzt; und Entsprechendes gilt 
fUr lIs usw. - Dies sind auch die einzigen Eigenschaften von II2 usw., die im 
Abschnitt Complexus vorkommen. 
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lich nur einen rein dogmatischen Zweck zu erfullen hat. Die A.na
lysis situs ist eben der primitivste A.bschnitt dm' Geometrie, wo del' 
Grenzbegriff noch nirgendwo von Bedeutung ist. 

A. Complexus. 

1. Ubersicht. Die Untersuchungen, die fur dies en Teil charak
teristisch sind, treten klar hervor bei der Theorie der Liniensysteme 
(Nr.2), die in voller Allgemeinheit studiert sind. Bei dem Studium 
h6herer Komplexe dagegen werden 'zumeist Eigenschaften, die eigent
lich del' rein en Theorie des Complexus angeh6ren, mit Untersuchungen 
nektischen Charakters vermischt entwickelt, und zwar aus dem Grunde, 
weil beinahe nur die spezielle Komplexgattung del' Mannigfaltigkeiten 
untersucht wird. Hierher gehort vor aHem die Ableitung der gewohn
lichen und erweiterten (komplektischen) Eulerschen Formel fUr zwei
und mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten. 

2. Liniensysteme (Streckenkomplexe). (lXo Anzahl der Punkte, a1 

Anzahl der Linien der als zusammenhangend vorausgesetzten Systeme.) 
Ein Punkt des Systems, auch Knotenpunkt gellannt, heiSt von del' Multi
plizitat k, wenn k Linien in dem Punkt zusammenstoBen. Fur einen 
Endpunkt ist k = 1. Wenn k > 3, neunt man deu betreffenden Punkt 
auch einen Kreuzungspunkt (If - 2)ter Ordnung 19). Etwas anders 
wie in diesem Artikel (Gl'undlagen Nr. 1) wil'd bei Jordan20) und bei 
G. Brttnel 21) ein gegebener 0 1 durch Symbole dargestellt, und zwar bei 
dem ersteren dul'ch die Form ~ aik Xi Xk , WO Xl ••• Xi ••• Xk ••• xao die 
Punkte sind und aik rlie Zahl, die angiht, wie oft Xi mit xk verbunden 
ist, bei Bmnel durch die Determinante diesel' Form. 

Von grundlegender Bedeutung fur die Theorie des 01 sind die 
beiden Begriffe, die von Listing zuerst betrachtet und mit dem Namen 
Cyklose und Dialyse bezeichnet wurden 22). Eine Cyklose ist ein ge
schlossener Kreis, die Dialyse besteht in der Zerstorung dieses Kreises 
durch Wegnahme einer Strecke. 

DUl'ch Wegnahme von 

!"1 = a1 -"0 + 1 

passend gew1thlter Linien wird del' Komplex in einen Baum (s. Fig. 2) 

19) Ahrens, Math. Ann. 49 (1897), p. 312. Bei Listing (Census rauml. Kompl., 
p. 29) k-ziigiger Ausgang. 

20) J. f. Math. 70 (1869), p. 185. 
21) Bordeaux, Extr. proc. verb. 1892-93, p. IX; Bordeaux Mem. (4) 5 (1895), 

p.165. 
22) Census § 7 if. 
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yerwandelt, d. i. in einen 0 1 ohne Kreise, del' also, wenn "innere" 
Linien yorhanden sind, durch die Forlnahme einer solchen zerfiillt 28). 
111 heif.\t bei Listing die cyklomatische Ordnungszahl 24). Fur singulare 

Komplexe auf einer II2 mit keinen anderen 
Singularitiiten als q Doppelpunkten, d. i. 
zusammenfallenden Knotenpunkten von 

/ del' Multiplizitat 2 (nach Listing Traver-
I sen) gibt Listing die Formel fur 11: 26) 

!II = m - q + 1, 
wenn In die Anzahl del' "Felder" ist, in 

Fig. 2. die die II2 von dem Komplexe eingeteilt 
wird, wo ein Feld eine von Komplex

strecken begrenzte E2 ist, in del' kein Punkt und keine Strecke des 
Komplexes Iiegt. 

Bedeutet Vk die Anzahl del' Knotenpunkte von del' Multiplizitat k, 
so ist: 

also: 
111 = i ~(v) + 1, 

wo :E (II) die Summe del' Ordnungen alIer Knotenpunkte bedeutet 26). 
Geben wir jeder Strecke Sli eines 01 einen bestimmten Sinn, dann 

yerstehen wir anter del' Kongruenz 27) 

III -~ ci Sli, 

WO ci gleich + 1, - 1 odeI' Null sein kann, daB, wenn man den 
Kreis ill in bestimmter Richtung durchlauft, die Strecke S/, WO Ei = 0 
ist, ubel'haupt nicht, diejenige, fur die E = + 1 resp. - 1 ist, in dem 
gegebenen resp. in einem dem gegebenen entgegengesetzten Sinne 
durchlaufen wird. Dann besteht folgender Satz: Fur jeden 0 1 gibt 
es gerade !II linear von einander unabhangige solche Aggregate. Also: 
jeder Kreis ist "linear auszudrucken" durch ein Fundamentalsystem 
yon 111 Kreisen. Del' Beweis hieIfur folgt leicht mit Hilfe des Satzes: 

23) G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 72 (1847), p. 498ff.; Listing, Census (1862), § 21; 
Jordan, J. f. Math. 70 (1869), p. 185; Ahrens, Math. Ann. 49 (1897), p. 315. 
Niiheres s. Anm. 47. 

24) Census § 21. 
25) Census § 22, Formel (3). 
26). Ah"cns, Fussn. 23, p. 312 u. 315. 
27) Diese Methode ist von Poincare, Palermo Rend. 13 (1899), p. 285 ein

gefiihrt worden. 
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Gibt es fiir ein System linearer Formen !tl und nicht weniger Variable, 
von denen in jedem linearen Aggregat jener Formen mindestens 
eine vorkommt, so sind gerade !tl Formen des Systems von einander 
unabhangig. Man hat dann nur noch zu beriicksichtigen, daB jede 
von null verschiedene lineare Verbindung obiger Aggregate Strecken 
enthalt, die zusammen einen Kreis bilden. - J edes Fundamentalsystem 
bestimmt Kombinationen von !tl "nicht zerstiickelnden Linien": eine 
"Gruppe von !tl Linien", in del' Weise, daB jede del' Linien einem und 
nul' einem der !tl Kreise des Fundamentalsystems angehort, und um
gekehrt: zu jeder Gruppe gibt es Fundamentalsysteme 28). - Es kann 
hochstens 2·"1 - 1 Kreise geben 29). 

Es hat ein besonderes Interesse, wenn sich unter den Kreisen 
eines Liniensystems solche :tinden, welche alle Punkte enthalten, 
jeden nur einmal. Die Frage, ob solche existieren, und dann 
in welcher Zahl, liiBt sich nicht durch bloBe Angabe del' Ordnungs
zahlen del' Punkte bestimmen. Brunel 30) setzt die Losung in Ve1'
bindung mit del' Berechnung del' fruher Sl) besprochenen Determinante. 
Die Losung verschiedener mathematischet· Spiele S2) liiBt sich auf die 
Aufstellung solcher Kreise reduzieren. Vgl. I G 1, Ahrens, Nr.3 und 7. 

Eine iihnliche Frage ist die nach del' Minimalzahl von Ziigen, in 
welchen aUe Linien des Systems je einmal durchlaufen werden konnen. 
Bin "Zug" ist in unserer Bezeichnungsweise eine Ml mit Singularitaten. 
Zu dieser Frage wurde Euler 3S) durch das "Konigsberger Briicken
problem" (s. Einleitung) gefiihrt. 1st die Zahl del' Knotenpunkte von 
ttngerader Multiplizitat, die fiir jeden Komplex immer gerade ist, etwa 
2 p, dann ist die kleinste Zahl von Ziigen gleich p. 1st p = 0, dann 

28) Ahrens 1. c. p. 315. 
29) Ahrens 1. c. p. 317. 
30) Anm. 21. 31) S. 171. 
32) V gl. E. Lucas, Reer. math., Paris 1882-94, 4, p. 221. Beispiele: 1) W. R. 

Hmm7ton, Dodekaederspiel; Lucas, Reef. math. 2, p. 201 fr.; AhTens, Math. Spiele, 
p.327ff.; eine ahnliche Aufgabe Brunel, Bordeaux Extr. proe. verb. 1893-94-
(Mem. (4) 5, 1895, p. 165), p. XXVIII. 2) Der Riisselsprung (Lucas 4, p.205; 
Ahrens, p. 165; vgl. Brunel, Bordeaux Extr. proc. verb. 1892-93 (Mem. (4) 4, 1894, 
p. 273), p. IX u. p.LIII; Bordeaux Mem. (4) 5 (1895), p.165. 3) Das spater zu nennende 
Problem des Taitschen Graphes ist jedenfalls 16sbar, wenn das hier besproehene 
Problem gelOst werden kann; vgl. M. de Polignac, Bull. soc. math. de Fr. 27 
(1899), p. 142. Ahnliehe Anwendungen von Liniensystemen liegen vor z. B. bei 
Problemen verwandschaftlieher Beziehungen (Litt.: Ahrens, 1. e. p. 78); vgl. BrtlJ11el, 
Bordeaux Extr. proe. verb. 1892-93 (Mem. (4) 4, 1894, p. 273), p. XXV; ein anderes 
Problem Br~!nel, ebenda, 1893-94, p. XIV. 

33) Petrop. Comm. 8 (1741), p. 128fr.; vgl. Lucas, Recr. math. 1, p. 21 ff. 
u. p. 222; Ahrens, Math. Spiele, p. 317. 
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kann man die samtlichen Linien in einem geschlossenen Zuge durch
laufen. Dieser von Ettler bewiesene Satz wurde spater wiedergegeben 
oder wiedergefunden von Th. Clausen 84), Listing 35), C. Hierholzer 36), 
M. de Polignac 37), Jul. Petersen 38) und O. Steinert 39). N ach einer Be
merkung von C. A. Laisant 40) kommt die Losung des Dominoproblems 
auf eine Anwendung dieses Satzes heraus. Verwandt mit dem Satz 
ist die Aufgabe, den Weg durch ein Labyrinth zu :linden 41), und die 
Aufgabe der sogenannten Schmugglerreise42). Die Fragestellungen von 
A. Thtte 43) und E. Steinitz 44) gehen in derselben Richtung. 

Wenn ein Zug durch einen Knotenpunkt hochstens einmal hin
durchlaufen darf, wird die Minimalzahl der Ziige im allgemeinen 
groBer. Sie hiingt allein von den Ordnungszahlen der Knotenpunkte 
ab und ist 8ehr einfach zu hestimmen 45). 

Jordan 46) nennt zwei Liniensysteme A und A' einander gleich 
(pareils), wenn sie in unserer Ausdrucksweise ohne interne Transfor
mation einander homoomorph sind, d. i. wenn sie sich nur durch die 
Bezeichnungsweise unterscheiden, und behandelt die l!'rage, ob und 
eventuell wie oft ein Liniensystem mit sich selbst gleich sein kann. 

Die Liniensysteme von der cyklomatischen Ordnungszahl 0 (ein
fach zusammenhangende) sind die Biiume 47). Fiir einen Baum ist also 

a l = ao - 1. 

34) Astr. Nachr. 21 (1844), p. 216. 
35) Vorstudien, p. 59 if. 
36) Math. Ann. 6 (1873), p. 30. 
37) Bull. Soc. math. de Fr. 8 (1880), p. 121 (nur fUr Baume ausgesprochen), 

wiedergegeben in Lucas, Recr. math. (Paris, 2. ed., 1891) 1, p. 51 if. 
38) Acta math. 15 (1891), p. 196 u. p. 210 (nur f"1ir reguHire Liniensysteme 

ausgesprochen). 
39) Arch. Math. Phys. (2) 13 (1895), p. 220. 
40) Lucas, Recr. math. 2, p. 229 (Note 1) u. 4, p. 126; Ahrens, Math. Spiele, 

p. 373. Da auch die Bestimmung von der Anzahl von Losungen durchgefiihrt 
von G. Tal'ry, Ass. fro Nancy 2 (1886), p.49. Vgl. aueh Brunel, Bord. Proe. 
verb. 1895-96, p. 62. 

41) Ch. Wienel', Math. Ann. 6 (1873),p. 29; Lucas, Reer.math.1, pA5 (Losungvon 
Tremeaux); Tarry, Nouv. Ann. (3) 14 (1895), p.187; vgl. Ahrens, Math. Spiele, p. 321 if. 

42) Ltlcas, Reer. math. 1, p. 38. 
43) Tidskr. f. Math. (5) 3 (1885), p. 102. 
44) Monatsh. Math. Phys. 8 (1897), p. 293. 
45) F. Lippich, Wien Ber. 69 2 (1874), p. 95. 
46) J. f. Math. 70 (1869), p. 185. 
47) A. Cayley nennt sie tj'ees, C. Jordan assemblages a continuiti simple, M. de 

Polignac arbres, ramifications, arborescenses. Vor allem hat sich Cayley mit den 
Baumen beschaftigt: Phil. mag. 13 (1857), p. 172 = Papers 3, p.242 (um eine 
Reihe Diiferentiationsprozesse zu veranschaulichen); Phil. mag. 18 (1859), p. 374 
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Die meisten Untersuchungen bezwecken die Aufzahlung von Biiumen, 
welche gegebenen Bedingungen geniigen, z. B. gegebene Anzahlen von 
Linien, freien Endpunkten usw. haben. Diese Aufzahlungen werden ver
schieden, je nachdem man sich den Baum als einen Wurzelbaum 48), 
von einem bestimmten Knotenpunkt entspringend, denkt odeI' nicht. 

Diese Untersuchungen sind in der organischen Ohemie von Bedeu
tung bei der Bestimmung der Anzahl von isomeren Verbindungen 49). 

Jordan 50) hat bewiesen, daB ein Baum immer eine ]Iitte - ent
wedel' einen zentralen Knotenpunkt, Zentrum, oder eine zentrale Achse
besitzt mit folgender Eigenschaft: im ersten FaIle ist die Zahl von Linien, 
welche in jedem von dem zentralen Knotenpunkte entspringenden par-

tiellen Baum enthalten sind, < ~' ; im zweiten FaIle, der nul' moglich 

ist, wenn die Anzahl der Linien nngerade ist, teilt jeder Endpunkt del" 

Achse (Bizentrum) den Baum in zwei Biiume mit resp. ~, -:-~ und 

!:" 2 1_ Linien. Von jedem anderen Knotenpunkte entspringt in beiden 

Fallen ein partieller Baum mit mehr als IX, t 1_ Linien. 

1m Gegensatz zu dieser Jordanschen Mitte (etwa Mitte der ge
samten :,Masse" - "centre of magnitude or of' number") definiert 

= Papers 4, p. 112; Phil. mag. 47 (1874), p. 444 = Papers 9, p. 202; Rep. Brit. 
Ass. 1875, p. 257 = Papers 9, p. 427; Phil. mag. (5) 3 (1877), p. 34 = Papers 9, 
p. 544; Educ. Times 27 (1877), p. 81 = Papers 10, p.598; Am. J. of math. 4 
(1881), p. 266 = Papers 11, p. 365; J. Hopkins Circular 1882, p. 202 = Papers 
10, p. 401; Quart. J. of math. 23 (1889), p. 376 = Papers 13, p.26; vgl. auch 
Phil. Trans. 158 (1868), p. 141 = Papers 6, p. 260. Mit Baumen beschaftigen 
sich auch: Listing, Census (1862), § 27; Jordan, J. f. Math. 70 (1869), p. 186; 
Sylvester, Educ. Times 30 (1878), p. 52; S. Tebay, Educ. Times 30 (1878), p. 81; 
de Polignac, Bull. soc. math. de France 8 (1880), p. 120; ibid. 9 (1881), p. 30; Brunel, 
Bord. Extr. proc. verb. 1892-93 (Mem. (4) 4, 1894, p. 273), p. 18 u. p. 25; ibid. 
1893-94 (Mem. (4) 5, p. 165), p. 14, 39 u. 44; Proc. verb. 1894-95, p. 8; 
P. A. 2J:Iac ltIahon, Phil. mag. (5) 40 (1895), p. 153. Vgl. auch die Darstellungen: 
Lucas, Recr. math. (2. ed.) 1 (1891), p. 51 und Ahrens, Math. Spiele (1901), p.304ff. 

48) Cayley, Phil. mag. 13 (1857), p. 172 = Papers 3, p. 242. 
49) Cayley, Phil. mag. 47 (1874), p.444 = Papers 9, p. 202; Rep. Brit. Ass. 

1875, p. 257 = Papers 9, p. 427 (Refer. in Ber. deutsch. chem. Ges. 8 (1875), 
p. 10(6); Phil. mag. (5) 3 (1877), p. 34 = Papers 9, p. 544; Brunel, Bordeaux 
Extr. proc. verb. 1892-93 (Mem. (4) 4, 1894, p.273), p. 18; ibid. 1893-94 (Mem. 
(4) 5, 1895, p. 165), p. 39; Bordeaux Proc. verb. 1894-95, p. 8; H. Delannoy, Assoc. 
fran9. Caen 2 (1894), p. 102; Phil. mag. (5) 40 (1895), p. 153. AU8zug: L'intermed. 
1 (1894), p. 72; Paris. Bull. soc. chim. (3) 11 (1894), p. 239; Ber. deutsch. chem. 
Ges. 27 (1894), p. 725. V gl. V 6, Chemische Atomistik, Hinrichsen, Marnlock und 
Study, Nr. 36, 37 und bes. 46. 

50) J. f. Math. 70 (1869), p. 186; vgl. Cayley, Educ. Times 27 (1877), p. 81 
= Pa.pers 10, p. 598. 



176 M. Dehn. HI A B 3. Analysis situs. P. Heegaard. 

Sylvester 51) eine Mitte (Zentrum oder Achse) der linearen Ausdehnung 
("centre and bicent1'e of length"), indem er den Abstand zweier Knoten
punkte durch die Zahl der zwischenliegenden Linien miSt. Wenn der 
groSte Abstand zweier Endpunkte 2n ist, hat das Liniensystem ein 
Sylvestersches Zentrum, von welchem gerechnet die Entfernungen der 
Endpunkte :< n sind; ist sie dagegen 2 n + 1, so hat das Linien
system eine Sylverstersche Achse, von deren Endpunkten (Bicentra) die 
Knotenpunkte des Liniensystemes hochstens um n entfernt sind. Fiir 
aUe anderen Knotenpunkte gibt es einen Knotenpunkt, welcher von 
ihm eine groSere Entfernung als n hat. Jordan konstruiert a. a. O. 
noch eine andere Art von Mitte, die, wie man leicht sieht, gerade die Syl
vestersche Mitte ist. Entfernt man namlich von einem Baum aile 
"auBeren" Strecken, so entsteht wieder ein Baum, entfernen wir von 
diesem wieder aIle auBeren Strecken und fahren so fort, so bekommt 
man zum SchluB entweder eine einzelne Strecke (Sylvestersche Achse) 
oder lauter auBere Strecken mit einem gemeinsamen Punkt (Sylvester
sches Zentrum). 

Die Minimalanzahl von Ziigen, mit welcher ein Baum gezeich
net werden kann, ist nach dem Eulerschen Satz 52) die Halfte der An
zahl von Knotenpunkten ungerader Ordnung. Fiir diese Zahl gibt 
de Polignac 53) verschiedene Ausdriicke an. Sie ist z. B. gleich 

wo k die Multiplizitat eines Knotenpunktes bedeutet, [a] (nach Gau{J, 
Werke 2, p. 5) die groBte ganze Zahl, die in a enthalten ist, bedeutet 
und wo die Summationen fiber aUe Knotenpunkte erstreckt sind. 

Ganz wie galvanische Elemente entweder in Reihen oder parallel 
verbunden werden konnen, kann man auch Kette --.-.-.-
Linien in "Ketten" oder "Joche" zusammen- Joch e 
fiigen. Die spezieUen Liniensysteme, welche durch sukzessives "Zu
sammenketten" und "Zusammenjochen" entstehen, nennt Cayley Joch
kette (yoke-chain) und P. A. Mac Mahon 54) zeigt, daB ihre Bildung 
eng mit den en von Baumen verkniipft ist. 

51) Vgl. Cayley, Rep. Brit. Ass. 1875, p.259 = Papers 9, p.428; Educ. 
Times 27 (1877), p. 81 = Papers 10, p. 598; Am. J. of math. 4 (1881), p. 266 = 
Papers 11, p. 365; de Polignac, Bull. BOC. math. de Fr. 9 (1881), p. 39; Brunel, 
Bord. Extr. proc. verb. 1893-94, p. 29. 

52) s. Anm. 33. 
53) Bull. soc. math. de Fr. 8 (1880), p. 120 fr. j ibid. 9 (1881), p. 3 k if.; vgl. 

Lucas, Recr. math. (2 eel.) 1, p. 51. 

54) Lond. Proc. math. soc. 22 (1894), p. 330. 
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Rei Anwendung von Liniensystemen in der Invariantentheorie 55) 

sind insbesondere die reguliiren Graphen 56) von Bedeutung, in deren 
Knotenpunkten uberall dieselbe Anzahl 9 von Linien zusammenlaufen, 
gist der Grad des Graphes, "0 wird die Ordnung genannt. Wenn 
man den Graph durch Uberlagerung von reguliiren Graphen von der
selben Ordnung aber von niedrigerem Grade herstellen kann, ist e1' 
zerlegbar, sonst primitiv. Jul. Petersen 57) hat folgende Satze bewiesen: 
J eder Graph geraden Grades laBt sich in Graphen zweiten Grades 
zerlegen, und zwar im allgemeinen auf verschiedene Weisen. Dagegen 
gibt es primitive Graphen von jedem nngeraden Grade. Von den 
Untersuchungen uber Primitivitat in diesem Faile ist besonders her
vorzuheben, daB ein p1'imitiver Graph von drittem Grade wenigstens 
drei Blatter haben muS, wo ein Blatt ein Teil des Graphes ist, welcher 
nur durch eine Linie (eine Brucke) mit den ub1'igen Teilen des G1'aphes 
zusammenhangt. Ein Graph vom dritten Grade ohne Blatter laBt sich 
ll1 eil1en Graph ersten und einen Graph zweiten Grades zerlegel1. 

Der Satz von P. G. Tait58) , daB ein solcher Graph sich immer 
in drei yom erst en Grade zerlegen laSt, ist wenigstens nicht im all
gemeinen richtig 59). Ob e1' fur Graphen, welche auf eine1' ge
schlossenen I!~Hiche vom Geschlechte p = 0 gezeichnet sind, gilt, muB 
vorlaufig dahinstehel1; bisher ist kein befriedigender Beweis dafur gefiihrt. 

Dasselbe ist der Fall, trotz vieler Muhe 60), fur das damit in 
Verbindung stehende 61) Kartenfarbenproblem, unter den Mathematikern 

55) Vgl. Anm. 10. 
56) Bei BruneI reseaux reguliers genannt; Bord. Proc. verb. 1894-95, p. 3. 
57) Jul. Petersen, Acta math. 15 (1891), p. 193 if. 
58) Edinb. Trans. 29 (1880), p. 657; Listings Topology, Phil. mag. (5) 17 

(1884), p. 30. 
59) Jul. Petersen, L'intermed. 5 (1898), p. 225. 
60) Das Problem wird behandelt bei Tait, Edinb. Proc. 10 (1880), p. 501 

und p. 729; Edinb. Trans. 29 (1880), p. 657; Cayley, Proc. R. Geogr. Soc. 1 (1879), 
p. 259 = Pap. 11, p.7; .A.. B. Kempe, Am. J. of math. 2 (1879), p. 193; Nature 20 
(1879), p. 275; 21 (1880), p. 399; Brunel, Bordeaux Extr. proc. verb. 1888-89 
[Mem. (3) 5], p. 89; P. J. Heawood, Quart. J. 24 (1890), p. 332; ibid. 29 (1898), 
p. 270; P. Wernicke, Am. math. soc. Bull. (2) 4 (1897), p. 4. In L'intermediaire alB 
Antwort auf die Fragen Nr. 51 (1, 1894, p. 20), Nr. 360 (1, p. 213) und Nr. 425 (2, 
1895, p. 8): 1, p. 192 (Delannoy, Ramsey); 2, p. 232 (Delannoy, H. Brocard); 2, 
p.270 (E. Borel); 2, p.395 (Delannoy, C. Juel); 3, 1896, p.179 (Ch. J. de la 
ValUe-Pm£ssin); 3, p. 225 (DelannoY)j 5, 1898, p. 225 und 6, 1899, p. 36 (Jul. 
Petersen); de Polignac, Bull. soc. math. de Fr. 27 (1899), p. 142; Wernickes Beweis 
(Math. Ann. 58 (1901), p. 413) ist nieht ausreichend. V gl. auch Lucas, Recr. 
math. 4, p. 168 [= Revue scientif. (3) 32 (1883), p. 11 J. 

61) Ta'it l. c.; vgL auch Ahrens, Math. Spiele; Lucas, Reer. math. 4, p. 193; 
Jul. Petersen, L'intermed. 6 (1899), p. 37. 

Encyklop. d. math. Wi •• enBch. III 1. 12 
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zuerst von F. Guthrie und C. de Morgan 62) beruhrt. Das Problem 
kommt darauf hinaus, folgenden Satz zu beweisen: Vier Farben ge
nugen, um die Gebiete einer Landkarte so zu farben, daB uberall 
zwei aneinander (langs Linien) grenzende Gebiete verschiedene Farben 
haben 60). DaB vier Farben notwendig sind, geht schon hervor aus 
dem Satze von Mijbius (odeI' H. A. Weislce), daB auf einer del' Kugel 
homoomorphen Flache vier Nachbargebiete (spatia confinia) existieren 63), 
d. i. vier Gebiete, von denen jedes Gebietmit jedem anderen erne 
Grenzstrecke gemeinsam hat. Eine obere Grenze fiir die Anzahl der 
notigen Farben ist leicht zu finden, sie ist = 5 fur die Kugel, = 7 
fur die Torusflache. Da auf diesel' abel' sieben Nachbargebiete 
existieren 63), so ist fUr diese Fliiche das Kartenfarbenproblem gelost 64). 

Brttnel 65) berechnet die Werte, welche Uu CXo und del' Grad 
eines regularen Graphes annehmen konnen fUr !t gleich 1 bis 8, ohne 
doch zu untersuchen, 0 b es Graphen gibt, welche jedes Wertsystem 
realisieren. 

Jul. Petersen 66) beweist mittels der Theorie del' regularen Graphen 
die Unlosbarkeit des sogenannten "Eulcrschen Problems del' 36 Offi
ziere" 67). 

:J. Hohere Komplexe und die (komplektische) Eulersche Formel. 
(Bettische Zahlen, Torsionskoefflzienten.) Die allgemeine Theorie del' 
hoheren Komplexe, also zunachst del' Flachenkomplexe odeI' -systeme, ist 
lange nicht so ausgebildet wie die del' Liniensysteme. Zunachst entsteht 
die Frage nach den Eigenschaften derjenigen Linienkomplexe, die 
FIachensystemen von besonderen Eigenschaften zugrunde liegen konnen. 
Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB aus einem 01 

62) Edinb. Proc. 10 (1880), p. 727. 
63) R. Baltzer, Leipzig Ber. 1885, p. 1. Die Theorie del' Nachbargebiete und 

Nachbarpunkte auf Flachen von willkiirlichem Geschlechte behandelt L. Heffte1', 
Math. Ann. 38 (1891), p. 477; ibid. 49 (1897), p. 101; ibid. 50 (1897), p. 261 und 
setzt die Untersuchungen mit TI'ipelsystemen (I A 2, Netto, Nr.l0) in Verbindung. 
1m Raume gibt es keine obere Grenze der Gebiete; vgl. F. Guthl'ie, Edinb. Proc. 10 
(1880), p. 727 und P. SUickel, Zeitschr. Math. Phys. 42 (1897), p. 275; selbst 
die Beschrankung auf konvexe Gebiete andert hieran nichts, H. Tietze, Monatsh. 
Math. Phys. 16 (1905). 

64) P. J. Heawood, Quart. J. 24 (1890), p. 332. 
65) Bordeaux Proc. verb. 1894-95, p. 3. 
66) Annuaire des math., Paris 1901-02, p. 413. 
67) Euler, Vlissingen Verhandl. 9 (1782), p. 85 = Comm. arithm. colI. 2, 

p. 302; vgl. auch L'intermed. 2, 1895, p. 17; 2, p. 79; 3, 1896, p. 17; 3, p. 90; 
5, 1898, p. 83; 5, p. 176; 5, p. 252; 6, 1899, p. 251; 6, p. 273; 7, 1900, p. 14; 7 J 

p. 311, und Ahrens, Math. Spiele, p. 248 fr. 
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durch Hinzufugung von Flii.chenstucken ein O2 werden kann, ist die, 
daB jede Strecke des 0 1 zu mindestens einem geschlossenen Kreise 
geharl. fiber Eigenschaften von solchen 011 die einer zweiseitigen 
M2 angeharen, siehe weiter unten. 1m ubrigen ist die Theorie gerade 
so weit entwickelt worden, urn die E1~lersche Formel und damit zu
sammenhangende Probleme zu erledigen. 

Homologie 68): Es sei gegeben ein im allgemeinen nicht singula
ritatenfreies System von zweiseitigen Mannigfaltigkeiten O2 ( I M2 }) auf 
einem 0 .. , deren Berandungen ebenfalls ganz odeI' teilweise singular 
sein konnen. Diese Berandungen mogen sich aus den geschlossenen 
Kreisen II/, II/, ... , IIt zusammensetzen, die einzelne Punkte ge
meinsam haben durfen. Geben wir dann allen konstituiel'enden Flachen
stiicken von 02( I M 2 }) einen solchen UmIaufssinn, daB jede Strecke 
von den zwei in ihr zusammenstoBenden Flachen entgegengesetzte 
Richtungen erhalt, dann werden auch die Strecken von On' die die 
Berandung von O2 ( I M2 }) bilden, ein odeI' mehl'ere Male in gleichem 
odeI' verschiedenem Sinne durchlaufen werden, je nach den vel'schie
denen Flachenstticken des O2 ( 1M2 } ), deren gemeinsame (singulare) 
Kanten sie sind. Wird eine Kante a-mal in dem einen Sinne, ~

mal in dem andel'en Sinne durchlaufen, so sagen wir, sie wird (a - ~)
mal im ersten Sinne odeI' (~ - a)-mal im zweiten Sinne durchlaufen 
1st abel' a =~, so sagen wir, die Strecke wird Nullmal durchlaufen. 
Wir geben nun II/, II12, ... einen beliebig bestimmten Durchlaufungs
sinn. Werden dann bei del' obigen Umlaufsbestimmung aUe Strecken 
von lIll vl-mal, aUe Strecken von II12 v2 -mal, aUe Strecken von 
lIt vn-mal im gegebenen Sinne durchlaufen, so sagen wir: Die Kreise 
II/, II12, .•. , IIt, I'll resp. v2 , .•. , resp. v .. -mal im gegebenen Sinne 
durchlaufen, begrenzen 02 ( I M2 }). OdeI' auch kurz: III 1. II12, ... , n l" 
begrenzen zusammen einen Teil des On' Oder endlich 

v1 11/ + v2 III 2 + ... + vnli/' 

ist homolog null, in Zeichen: 

VI ll/ + v2 n12 + ... + v .. ll1" V) O. 

1st v 1 nIl + v2 II12 V) 0, so sagen wir v1 III 1 ist homolog - V2 ll12. 

Mit Hilfe des Begriffes del' Kongruenz (siehe oben p. 172) kannen 
wir die Definition del' Homologie kiirzer so fassen: Es sei II.,i irgend 
ein Kreis, del' eines del' konstituiel'enden Flachenstticke des On be
gl'enzt, und es mage die Kongl'uenz bestehen: 

68) S. Poincal'e, J. ec. polyt. (2) 1 (1895), p. 18; Palermo Rend. 13 (1899). 
p. 285 if. 

12* 
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v1 II/ + v2 II12 + ... + v"II1 n -~!LJle/, 

dann besteht aueh die Homologie: 

V 1 II 11 + V 2 II12 + ... + v" III n Vl 0. 

Denn in del' Tat: Wegen del' Kongruenz begreuzen im oben definierten 
Sinne II/, II12, ... , lIt, Vc resp. V2-, ••. resp. v,,-mal gezahlt, das System 
von Mannigfaltigkeiten, das aus den !Li-faeh gezahlten, von den IIe,i 
begrenzten Flachenstiicken besteht. U mgekehrt folgt aus del' Homo
logie 

V 1 Il/ + V 2 ll12 + ... + vJ1t Vl 0, 

Wle sofort einleuehtend ist, eine Kongruenz von del' Form 

v1 II11 + V 2 I112 + ... + v"II1" =~!LiIIe,i. 

Es gilt nun fiir Kreissysteme auf zweiseitigen M9 del' eharakteri
stisehe Satz: Raben in del' Kongruenz 

vtII/ + v2 IIt 2 + ... + vnIIt -~)'ine,i 

die Koeffizienten del' linken Seite einen gemeinsamen Faktor, so 
haben denselben aueh die Koeffizienten del' rechten Seite gemein
sam. Hieraus folgt dann weiter: Eine auf einer zweiseitigen M2 
giiltige Homologie darf man dureh einen gemeinsallen Faktor del' 
Koeffizienten dividieren 69). - Del' Beweis fiir den ersten Satz wh'd 
ganz einfach so gefiihrt: Wir setzen voraus, daB die Kreise IIe,i aIle 
voneinander linear unabhangig sind. Dann fehlt auf del' rechten 
Seite, wegen del' vorausgesetzten Zweiseitigkeit des M 2 , mindestens 
einer del' konstituierenden Kreise. Denn naeh Definition del' Zwei
seitigkeit ist ein konstituierender Kreis del' Summe aIler tibrigen kon
gruent. N ehmen wir an, etwa A1 ware durch Q, den gemeinsamen 
Faktor alIer Vk , nicht teilbar, so folgt leicht durch Betrachtung del' an 
IIe,1 anschlieBenden IIe,i , daB kein }.; durch Q teilbal' ist und daB deswegen 
auf beiden Seiten jedes Ill; IIe k angrenzen miissen. Das ist abel' un
moglich. Denn dann miiBte 1 an J' eder Seite eines II i ein II k ail-el e1 

grenzen und die IIe,i die ganze Flache el'fiillen, was ja nicht del' 
Fall ist. 

Sei nun P1 - 1 die Maximalanzahl von zusammen nicht begrenzen
den Kreisen auf einer zweiseitigen gesehlossenen lJ12 , so ist !Ll = £\:2 

- 1 + PI - 1 naeh obigem die A.nzahl del' Kreise eines Fundamen-

69) Bei Poincare gleich in der Verallgemeinerung fur n Dimensionen mit 
Hilfe der Theorie der Torsiollskoeffizienten bewiesen (s. p. 184). Der Textbeweis 
la.6t sich unmittelbar verallgemeinern. 
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talsystems fur den der M2 zugrunde liegenden 01 , Es ist aber nach 
Complexus Nr. 2 

Wir haben also: 
eto + et2 - a1 = 3 - Po 

das ist die erweiterte komplektische Eulersche Formel. Fur eine Kugel 
ist also (wie ubrigens anders leichter zu zeigen): 

"0 + a2 - a1 = 2. 

Das ist die gewohnliche Enlersche (Polyeder-)FormePO). Es ergibt sich 
noch der Satz: Zu irgend P 1 - 1 - 12 nicht begrenzenden Kreisen 
existieren stets 12 weitere mit den ersten zusammen nicht begrenzende 
Kreise. 

Gewisse fundamentale Betrachtungen bei der Theorie der 01 

konnen in der TheOl·ie der O2 wiederholt werden: Wir geben jeder 
Flache 82i einen bestimmten Sinn (Indikatrix) (siehe Grundlagen Nr. 2). 
Dann bedeutet die Kongrne12z 

M2 =.:scj 82j (c; = 0 oder + 1 oder - 1) 

daB, wenn man der zweiseitige12 FHiche ]}[2 eine bestimmte Indikatrix 
erteilt, die Flachenstiicke 82i, wenn ci = 0 ist, nicht auf M2 liegen, 
diejenigen fiir die Ci = + 1 oder - 1 ist, durch die Indikatrixbestim
mung fur M2 eine mit der gegebenen iibereinstimmende resp. nicht 
iibereinstimmende Indikatrix erhalten. Fur jede O2 gibt es /12 linear 
voneinander unabhangige solche Aggregate. Also jede geschlossene 
zweiseitige Fliiche des O2 ist kongruent mit einem linearen Aggregat 
von /12 Flachen, die ein Fundamentalsystem von geschlossenen Fliichen 
bilden. Jedes solche System bestimmt wieder Kombinationen von !L2 
nicht zerstiickelnden Fliichen von der Eigenschaft, daB nach Weg
nahme der /12 Fliichen in dem O2 keine geschlossene zweiseitige Flache 
mehr vorkommt, so daB der O2 in einen Fliiche12baum verwandelt ist. 
Ebenso wie oben lii.Bt sich zeigen, daB fUr den O2 , del' eine zwei
seitige Ms bildet, die Zahl "'2 = as - 1 + P2 - 1 ist, wo P2 - 1 
die Maximalanzahl der (einfach oder mehrfach gezahlt) zusammen 
nicht begrenzenden zweiseitigen Fliichen anf del' Ms ist. Betrachten 
wir den die Ms bildenden q, so haben wir jetzt, da nach Fortnahme 
von 1£2 Flachenstiicken keine geschlossene zweiseitige FIache mehr ubrig 
bleibt, a2 - /12 voneinander linear unabhangige II.,i, und folglich ist, 

70) Dieser rein der Komplexustheorie entspringende Beweis der (komplek
tischen) Eulerschen Formel riihrt iill wesentlichen von Poincare her, Palermo 
Rend. 13 (1899), § 3. Betreffs des Zusatzes "komplektisch" s. Anm. 98. 
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da durch die Fortnahme der 112 Flachenstucke keine Kante wegge
fallen sein kann, fur diesen 01 die Zahl !L1 = a2 - !L2 + P1 - 1, wenn 
P 1 - 1 die Maximalanzahl del' zusammen auf Ms nicht begrenzenden 
Kreise von 01 ist. Nun ist abel' wieder !Ll = a1 - "0 + 1 und so 
erhalten wil' die Beziehung: 

ao - a1 + a2 - as = - P1 + P2 • 

Einer Verallgemeinerung auf n Dimensionen steht nichts im Wege, 
so daB fur die Anzahlen der Teilmannigfaltigkeiten einer zweiseitigen 
Mn die Beziehung gilt: 

ao - a1 + ... + (- l)"a,. 

= 1 + (_1)"_ (P1 -1) + (P2 -1) + ... + (-1)"-1(Pn _ 1 -1), 

wenn P k dem Obigen entsprechend definiert ist. Dies ist die erweiterte 
(komplektische) Et~lerschc Formel fiir n Dimensionen.H) P lI P 2 , ••• , 

P n - 1 heiBen die Bettischen Zahlen del' Mannigfaltigkeit Mn.72) Urn 
fur einseitige Mn die analoge Formel zu erhalten, braucht man nul' 
auf del' rechten Seite del' obigen Gleichung die Zahl (- l)n fort
zulassen. 

Wie aus diesel' Art del' Ableitung hervorgeht, gilt diese Formel 
auch fiir Komplexe Cn , welche bIos die Forderung el'fiillen, daB ein 

71) S. Poincare a. a. 0.; vgl. auch die folg. Anm. Fiir eine Sphare fUr die 
(nach "Grundlagen" Nr. 5) aHe Zahlen PI> ... , Pn - 1 gleich 1 sind, ergibt sich 

DCo - DCl + ... (- l)na" = 0 

oder = 2, je nachdem n ungerade oder gerade ist. Dber die Literatur zu dies em 
Satze, del' sich vielleichter mit Hilfe des Begriffes des Homoomorphismus resp. der 
interuen Transformation ableiten HiBt, vgl. Complexus Nr. 4 und Nexus II Nr. 1 
und Anm 99. 

72) Diese Bezeichnung rl1hrt von Poincare her: J. ec. polyt. (2) 1 1895, p. 19. 
Betti selbst definierl die Zahlen anders, indem er namlich den Zusatz, daB die 
begrenzenden Mannigfaltigkeiten einfach oder mehrfach gezahlt werden diirfen, 
nicht macht. Die so definierten Zahlen sind von denen Poincares im aHgemeinen 
verschieden, und es gilt fiir sie die obige Formel nicht mehr. Hierauf hat 
Heegaard, Forstudier ... , Dissert. Kopenhagen 1898, p. 87 ff. aufmerksam gemaeht, 
was Poincare Palermo Rend. 13 (1899), p.l ff. weiter ausfiihrt. Dieselbe Definition wie 
Betti gibt Riemann in seinem Fragment iiber An. sit. Werke 2. Aufi., p. 479. Es ist 
nicht unmoglich, daB die Arbeiten von Betti und Riemann nieht unabhangig 
voneinander entstanden sind (Riemanns Aufenthalt in Italien, vgL R. Werke, 
2. Aufi., p. 555 f.). V gl. A. Tonelli, Rom Line. Atti (2) 2 (1875), p. 594; E. Bal'
tolotti, Rom Linc. Rend. (4) ;j' (1889), p.229; Tonelli, Rom Line. Rend. (4) 6 1 

(1890), p. 139. 1<'erner E. PicaI'd et G. Sirnaj't, Th. d. f. d. 2 variables, Paris, 1 
(1897), p. 27 fr. Der Beweis, den Poincare filr die Formel im J. ec. polyt. ge
geben hat, ist, wie Heegaa'rd 1. c. bemerkt hat, unriehtig, ebenfalls wegen Nieht
beachtung der beiden versehiedenen Definitionen del' Bettischen Zahlen. 



A. Complexus. 3, Rohere Komplexe und die Eulersche Formel. 183 

konstituierelldes Raumstiick 8"_1 zu zwei und nul' zu zwei konsti
tuierenden S" geh5rt, d. i. fiir unhomogene Komplexe (siehe Grund
lagen Nr. 5), so z. B. fli.r Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen, bei 
denen die Umgebung nicht jedes Punktes sich wie eine Kugel vel'
halt, sondern bei denen Punkte etwa mit l'ingflachenformigen Um
gebungen existieren. (Beispiel: Eine Mannigfaltigkeit bestehe aus 
zwei Raumstiicken mit zwei gemeinsamen Flachenstiicken (d. i. einem 
Torus) und den Pyramiden mit gemeinsamer Spitze, deren Basen die 
anderen die beiden Raumstiicke begrellzenden Fliichenstiicke sind.) 
Eine andere Art von Beispielen liefern O2 , die geschlossene M2 mit 
singuUiren Punkten (Selbstberiihrungspunkten) darstelleu. N ennt man 
an die Anzahl der Sn eines On' zwischen deren Berandungen keine 
Kongruenz besteht (an = an resp. = an - 1 fUr ein- resp. zweiseitige 
M .. ), dann ist folgende Verallgemeinerung der komplektischen Eulerschen 
Fot'mel fiir einen beliebigen Komplex On giiltig: 

,,-1 ,,-1 

~(- 1)k(tk + (- 1)nun = 1 + ~(PI ~ 1)(-1)1. 
o 1 

Nur fiir gewohnliche (homogene) geschlossene Mannigfaltigkeiten 
dagegen gelten die folgenden Beziehungen zwischen den GroBen, die 
wir komb'inierte Anzahlen 73) nennen wollen: U nter ai,k (Mn) verstehen 
WIT, wenni > kist, die Anzahl del' Mn konstituierenden Mannigfaltig
keiten i teY Dimension, jede so oft gezahlt, als sie von Mannigfaltigkeiten 
kter Dimension begrenzt wird, wenn i < k die Anzahl del' M" konsti
tuierenden Mannigfaltigkeiten iter Dimension, jede so oft gezahlt, als die 
Anzahl del' Mannigfaltigkeiten l.:ter Dimension angibt, zu deren Be
grenzung sie gehOrt. Allgemein ist a i k = ak i und a1 0 = 2 av fitl' 
jede (geschlossene) lYlnCn > 1 )a2,0 = a2,1,' fiir jede M,,(n >'2): a3,0 + as,2 

= a3 ,1 + 2a3 , ferner fur jede M 2 :aO,1 =aO,2' fur jede MS :a2,s= 2c,(2' 

al ,3 = a1,~, (to,l + ao,s = aO,2 + 2ao; diese Formel folgt, weil die 
Umgebung jedes Punktes sich wie eine Kugel verhalt. Aus dies en 
Formeln folgt fiir eine geschlossene Ms del' Satz: 

ao - Ci1 + OC2 - as = 0, 
woraus nach dem Obigen folgt: 

Pl = P2 , 

em fundamentaler Satz, del' zuerst von Poincare richtig ansgesprochen 
und bewiesen wurde 71). - Allgemein el'gibt sich fur jede ungerade 

73) Von Poincare, J. ec. polyt. (2) 1 (1895), § 17, eingefiihrt. 
74) Der Satz wurde zuerst von Betti 1. c. ausgesprocheu, ist aber unrichtig 

fiir seine Definition der Bettischen Zahlen, Poincares Beweis im J. ec. polyt, ist 
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Anzahl von Dimensionen die Formel: 

"0 - a1 + 1X2 - •.• - an = 0, 

woraus nach dem Obigen fiir zweiseitige Mannigfaltigkeiten 

PI - P2 + Ps - PI,. - ..• - Pn - 1 = 0 

folgt. Bei einseitigen Mannigfaltigkeiten ist das Aggregat auf der 
linken Seite gleich 1. Fur manche Zwecke ist es praktisch, kompli
ziertere Anzahlen einzufiihren, die von drei und mehr Argumenten 
abhangen 75). 

Poincare hat noch eine ganz andere Art von GroBeD eingefiihrt, 
die Mannigfaltigkeiten (von mehr als zwei Dimensionen) charakte
risieren, namlich die Torsionskoeffizienten 76). Wir erweitern die De
finition von Homologien fiir mehrdimensionale zweiseitige Mannigfal
tigkeiten und es sei etwa: 

k ~Vin/ "" 0, (k> 1), 

und k die kleinste Zahl, die diese Homologie erfiillt (es darf also 
z. B. nicht ;Ev;II/ selbst "" 0 sein), dann wird k ein q-dimensionaler 
Torsionskoeffizient der Mannigfaltigkeit M" genannt. Den N amen 
rechtfertigt Poincm'e, indem er nachweist, daB Mannigfaltigkeiten mit 
Torsionskoeffizienten (oder kurz mit Torsion) notwendigerweise ein
seitige Mannigfaltigkeitel1 el1thalten miissen. Doch ist dieser Grund 
nicht recht zwillgend, da umgekehrt M .. ohne Torsion, z. B. eine E4 , 

sogar geschlossel1e eillseitige Gebilde enthalten konnen. Geschlossene 
einseitige M,,_l wird allerdings bIos eine M" mit Torsion besitzen 
konnen. (Poincare beweist iibl'igens nur die Existenz ungeschlossener 
einseitiger Gebilde 77).) Sehr wichtig ist die analytische Methode zur 

unzureichend (s. Anm. 72), stichhaltig dagegen in den Palermo Rend. 3 (1899). Das
selbe gilt von dem Beweise bei Picard-Simart 1. c. p. 44:1f. Der Beweis im Text 
ist eine Kombination der Poincareschen Betrachtungen in den beiden Arbeiten, 
die nur fUr Ms zum Ziele fiihrt. V gl. Complexus Nr. 4:. 

75) S. M. Dehn, Math. Ann. 61 (1906), p. 661. 
76) Lond. Math. Soc. 32 (1900), p. 281:1f. 
77) Beispiele von Mannigfaltigkeiten mit Torsion bei Poincare, J. ec. polyt. 

(2) 1895, p. 52 j Heegaa1'd, Forstudier; Poincare, Palermo Rend. 13, p. 287 f. Die den 
Beispielen zugrunde gelegten Ms sind alle homoomorph mit dem projektiven 
dreidimensionalen Raum oder, was dasselbe ist, mit dem Kugelraum, dessen 
Oberflltche zentral auf sich selbst bezogen ist, d. i. der zweiseitigen dreidimen
sionalen Erweiterung des geschlossenen Mo'bittsschen Bandes (s. Connexus n B). 
Eine einfache Zusammensetzung dieser Mannigfaltigkeit aus Raumstiicken erhlUt 
man in einer Mannigfaltigkeit, die a.us 4 Hexaedern (Wiirfeln), 12 Vierecken, 16 
Strecken (den Kanten und Korperdiagonalen emes Wiirfels) und 8 Punkten besteht. 
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Bestimmung der Torsionskoeffizienten 78). Man gibt jedem Raumstiick 
Siq+l und 8qk eine bestimmte Indikatrix. Dann setzt man file = 0, 
wenn Sqk nieht auf 8\+1 liegt, gleich + 1 odeI' - 1, wenn 8qk auf 
SiqH liegt und durch die Indikatrix des letzteren eine mit ihl'er 
eigenen iibereinstimmende resp. ihr entgegengesetzte Indikatrix be
stimmt wird. Man macht sich aus den file eine Tabelle Tq+o mit 
Ct:q+ 1 Linien und IXq Kolonnen, in del' fik in der i ten Lillie und kten 

Kolonne zu stehen kommt. Die Tabelle kann durch Addition und 
Subtraktion einzelner Kolonnen oder Linien, ferner dureh Vertauschung 
mit gleichseitigem Zeichenwechsel in eine solche iibergefuhrt werden, 
in del' aIle Elemente null sind mit Ausnahme del' Elemente, fur die 
i = kist. Diese sind, wenn sie von null, + 1 und - 1 verschieden 
sind, die Torsionskoeffizienten der betrefl'enden Mannigfaltigkeit. Solche 
Tabellen sind aueh sonst sehr praktisch, z. B. zur Entscheidung del' 
Frage, ob eine vorliegende Mannigfaltigkeit ein- odeI' zweiseitig ist. 

4:. Benutzung von nektischen Methoden fur die Theorie 
hoherer Komplexe. Da die Zusammenhangstheorie (nexus) fur mehr 
als zwei Dimensionen bisher nul' unvollkommen entwickelt ist, anderer
seits die bisherigen Resultate derselben in engstem Zusammenhange 
mit dem Vorhergehenden stehen, sollen diese gleieh an diesel' Stelle 
auseinandergesetzt werden. Da bei jedem einzelnen del' Prozesse, die 
eine interne Transformation (siehe Grundlagen Nr. 5) zusammensetzen, 
jedesmal gleiehzeitig zwei aufeinanderfolgende Anzahlen einer M", je 
urn Eins vermehrt werden, so ergibt sleh del' Satz, daB fur zwei 
hornoornorphe Mn die alternierende 8u;rnme dm· Anzahlen (Xi gleich sein 
muf3. Diese Summe entspricht naeh Dyck 79) der Kfoneckerschen 
Charakteristik eines die Mannigfaltigkeit darstellenden Funktionen
systems (siehe aueh Nexus Nr. 8). Man iiberzeugt sich ferner leicht, 
daB die Maximalanzahl nicht begrenzender Kurven, Flachen usw. 
durch eine interne Transformation ungeandert bleibt. Wir er
halt en so den Satz: Zwei homoomorphe ~I", haben gleiche Bettische 
Zahlen (s. Nr. 3), die iibrigens aueh Zusa1nrnenhangszahlen genannt 
werden. Speziell erhalten wir hierdureh das Resultat, daB die Zu
sammenhangszahlen fur eine Mannigfaltigkeit im engeren Sinne (redu
zierte Bettische Zahlen nach Poincanf) gleich den Zusammenhangs
zahlen fiir eine Mannigfaltigkeit im weiteren Sinne (siehe Grundlagell 
Nr. 4:) sind. Dadurch gewinnen die Siitze des vorigen Abschnittes 
eine tiefere Bedeutung. Ganz dasselbe, was hier iiber die Zusammen-

78) Poincare, Lond. Math. Soc. 32 (1900), p. 281 ff. 
79) Math. Ann. 37 (1890), p. 273 ff. 
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hangszahlen gesagt ist, gilt auch fiir die Torsionskoeffizienten, infolge 
des ebenfalls leicht zu beweisenden Satzes, daB zwei homoomorphe 
Mannigfaltigkeiten gleiche Torsionskoeffizienten haben. Nach Poin
care SO) gibt es zu jeder Mannigfaltigkeit M .. eine homoomorphe su 
ihr resiproke M'II' von der Art, daB jedem Punkt von M'II ein 8'11 von 
M .. ', jedem S'II_m VOll M .. ein Sm von Mi.', endlich jedem S" von M" 
ein Punkt von M",' in der Weise zugeordnet werden kann, daB, wenn 
auf M.. ein Si zur Begrenzung eines Sk gehort, das Sk entsprechende 
8n_k auf Mn' zur Begrenzung des entsprechenden S"_i gehort. Es 
liiBt sich dann zeigen, daB die Maximalanzahl der nicht begrenzenden 
Ilk auf Mn gleich der Maximalanzahl der nicht begrenzenden IIn_k 

auf Mn' ist, woraus nach dem Obigen, weil 1Jfn und M",' homoo
morph sind, fiir jede geschlossene zweiseitige Mannigfaltigkeit M j der 
wichtige Satz folgt: 

Pk _ P",_k· S1) 

Ebenso folgt, daB die q-dimensionalen Torsionskoeffizienten mit den 
(n - 1 - q) - dimensiol1alel1 Torsionskoeffizienten iibereinstimmen 82) 
miissen und daB eine zweiseitige M", keine (n - l)-dimensionale 
Torsion haben kann 83), was gleichbedeutend mit dem Satz ist, der 
fiir M2 oben bereits abgeleitet ist und auch direkt verallgemeinert 
werden kann: Homologien, die auf zweiseitigen Mn zwischen n -l-di
mensionalen Mannigfaltigkeiten bestehen, konnen durch einen allen 
Koeffizienten gemeinsamen Faktor dividiert werden. 

Die Vermutung 84), daB eine M"" ohne Torsion, deren siimt
liche Zusammenhangszahlen gleich 1 sind, einer Hypersphiire homoo
morph ist, hat Poincare durch ein Beispiel als irrig nachgewiesen 85), 
das in folgende Form gebracht werden kann. Man nehme zwei 
von Doppelringfliichen 'I' und r' begrenzte Raume R und It und 
stelle aus ihnen einen geschlossenen Raum dadurch her, da.B man die 
Oberfliichen r und r' in folgender Weise aufeinander bezieht: Seien 
01 und O2 resp. Ot' und O2' zwei zusammen nicht begrenzende Kreise 
der Ringfiache r resp. r', die je ein Flachenstiick des betre:ft'enden Ring-

80) Palermo Rend. 13 (1899), p. 314!f. 
81) Dieser Satz ist die Verallgemeinerung des Satzes, daB fUr eine M3 

P1 = P! ist; fill: den Beweis gilt dasselbe wie fur den Beweis des letzteren (s. 
Anm. 75). Der Beweis im Text ist der von Poincare in Palermo Rend. 13, § 8 
und Lond. Math. Soc. 32 (1900), § 5, p. 295. ' 

82) Poincare, Lond. Math. Soc. a. a. O. p. 302. 
83) Poincare, a. a. O. p. 307. 
84) Poincare, a. a. O. p. 308. 
85) Palermo Rend. 18 (1904), p. 45. 
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raumes begrenzen (also auf diesem homolog null sind) (siehe Figur 3). 
Seien ferner r 1 und r 2 zwei Kurven auf r, von denen r 1 mit 01 

einen und mit O2 keinen Punkt, und r 2 mit 01 keinen und mit O2 

einen Punkt gemeinsam hat. Endlich seien D1 und D2 zwei sich 
nicht schneidende Kurven auf r, die bei geeigneter Wahl des Durch
laufungssinus von Ou O2 , r 1 und r 2 die Homologie 

(1) D1 + 2 r 1 + r 2 + 01 ""' 0 ... 
und 
(2) D2 + 3 r 1 + 2 r 2 + 01 + O2 '" 0 ... 

befriedigen (siehe Figur 3). Da man wagen der Ersetzbarkeit von 

Fig. 3. 

Homologien durch Kongruenzen (siehe Seite 179) dieselbeh mit ganzen 
Zahlen multiplizieren und voneinander abziehen kann, so folgen aus 
diesen Homologien die weiteren: 

(3) 
und 
(4) 

Da das System {DlI D2 } aquivalent (siehe Grundlagen Nr. 3 und Nexus 
Nr. 7) ist mit dem System {01 ' 02}' so kann man die Ringflachen r 
und r' so homoomorph auf einander beziehen, daB Dl und Dv Ot' und 
O2' entsprechen. Erklart man nun iiberhaupt sich so entsprechende 
Elemente von r und r' als identisch, so erhalt man einen geschlossenen 
Raum, ohne Torsion, dessen Bettische Zahlen = 1 sind. Denn: Jede der 
JJfs angehorige Kurve begrenzt und zwar einmal genommen. Denn in 
R begrenzen 01 und 02' in K D1 und D2 , und folglich nach (3) und (4) 



188 ~I. Dehn. III A B 3. Analysis situs. P. Heegaat·d. 

auch r 1 und r2, weil jede einem Aggregat von begrenzenden Kurven 
homologe Kurve selbst begrenzt. Jede andere Kune aber ist homolog 
mit einem linearen Aggregat von 011 O2 , r 1 und r2• Also ist die M)3 
ohne Torsion und es ist PI = 1. Also auch P2 = 1 (siehe p. 183). 
Aber diese Ms ist nicht mit einer Hyperkugel homoomorph. Denn: 
Zerlegt man eine Hyperkugel irgendwie in zwei Doppelringriiume, R 
und R' mit der gemeinsamen Begrenzungsfliiche r, dann sind die in 
R begrenzenden Kurven von r in der obigen Bezeichnung homolog mit 
0 1 , O2 oder 01 + O2 , und die in R' begrenzenden mit r ll r 2 oder 
Tl + T2 , wo, wie oben r 1 01 in einem und O2 in keinem Punkt, und 
r 2 01 in keinem und O2 in einem Punkt schneidet. Das ist aber fur 
die oben konstruierte JJIs nicht der Fall. 

Die Losung des Hauptproblems in der Zusammenhangstheorie, 
niimlich notwendige und hinreichende Bedingungen fUr den Homoo
morphismus zweier Mn aufzustellen, ist fur mehr als zwei Dimen
sionen leider nicht gelungen. Das liegt vor allem daran, daIl es bis
her nicht gelungen ist, Normalformen fur M" (n> 2) (siehe Nexus 
Nr. 3) aufzustellen85a) 86). 

B. Nexus. 

I. Nexus von Linien. 

Hier ist die ganze Theorie erschopft in dem Satze: Jede elll
dimensionale Mannigfaltigkeit ist entweder mit einer Strecke oder 
mit einem aus zwei Strecken bestehenden Kreise homoomorph 87). 

Doch soUen him'her, wegen der spiiteren Verallgemeinerung, noch 
gerechnet werden gewisse Betrachtungen analytisch-geometrischer 
Natur, die von Dyck 88) hen-uhren. Dyck bestimmt eine Charakteristik 
K fiir ein System {M1 } von eindimensionalen Mannigfaltigkeiten, die 

85") Rierauf weist Dyck, Math. Ann. 37 (1890), p. 306 hin. V gl. bei Heegaa1'd~ 
Dissert. Kopenhagen 1898, den Versuch, das Verfahren zur RerRtellung von Normal
form en von M! fUr dreidimensionale Mannigfaltigkeiten zu erweitem, p. 43 if. 

86) Uber weitere polydimensionale Untersuchungen s. Nexus Nr. 8, Connexus I 
und II B; vgl. femer: P. Wernicke, Uber die An. sit. mehrdimensionaler Raume, 
G5ttingen 1904 (Dissert.). Schon Mobius, Leipzig Ber. 15 (1863), p. 18 = Werke 2 
(1886), p.435, hat sich mit 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, namlich mit 
den von Ring- und Kugelflachen begrenzten TeHen eines Eo besch1i.ftigt. Sein 
Hauptresultat ist, daB aUe von je einer Ring- und einer Kugelflache begrenzten 
Raumteile einander elementarverwandt sind. Seine Behauptung, dati aUe von 
je zwei Ringflachen begrenzte Korper elementarverwandt sind, ist, wie leicht 
einzusehen, unrichtig. 

87) S. F. Mobius, Leipzig Ber. 15 (1863), p. 18 = Werke 2 (1886), p. 435. 
88) Leipzig Ber. 13 (1886), p. 53; Math. Ann. 32 (1888), p. 465 if. 
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gleich del' Anzahl der ungeschlossenen Linien dieses Systems ist. 
Mit Hilfe der Kroneckerschen Charakteristikentheorie [I B 3a, Runge, 
Nr. 7] bestimmt er zunachst die Charakteristik desjenigen {M1 }, welcher 
von den "innerhalb" einer Kurve 1{I(x, y) = 0 liegenden Teilen del' 
Geraden Y = Ya 89) gebildet wird. Dann wird anstatt del' Geraden 
eine beliebige Kurve cp(x, y) = ° genommen 90). Dureh stetige Um
formung laBt er die gegebene {M1 } aus einer {M1 } mit bekanntem 
K entstehen. Es andert sich K fur solche Lagen del' sieh defor
mierenden {M1 }, bei denen die Kurven 1/J = 0 und rp = ° sich be
riihren. Durch Untersuchung des Einfiusses, den die verschiedenen 
Arlen von Beruhrungspunkten auf die Anderung von K haben, er
gibt sich K d. i. also: die Anzahl del' Stucke von rp = 0, die inner
halb 1/J = ° liegen, als die Kroneckersche Chal'akteristik des Funk
tionensystems 91) 

rp = 0, 1/J = ° und A = 0, 

wo A die Funktionaldeterminante von rp und 1/J bedeutet. 

II. Nexus von Flachen. 

1. Einleitung. Das Hauptproblem unserer Theorie ist die Auf
stellung der notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir den Homoo
morphismus zweier gegebener Fliichen, M2 und 1Jl2'.92) Die Losung ist 
die folgende: 

89) Leipzig Ber. 1. c., p. 62 und Leipzig Ber. 14 (1887), p. 40. 
90) Math. Ann. 32 (1888), p. 466 if. 
91) L. Kronecker, Berlin Monatsber. 1878, p. 145. 
92) Der wesentliche Kern dieses Problems ist zuerst von Riemann behandelt 

worden (Diss. Gott. (1851) Nr. 6 = Werke (2. Aufl.), p. 9 und J. f. Math. 54 
(1857), p. 105 = Werke (2. Aufl.) , p. 91) und zwar nach zwei verschiedenen 
Methoden, namlich erstens mit Hilfe der Theorie der Querschnitte (Dias.) und 
zweitens mit Hilfe der Theorie der Riickkehrschnitte (J. f. Math.). Bei unserer 
Darstellung ergeben sich die Riemannschen Resultate tiber Querschnitte und Rtick
kehrschnitte als Korollare der allgemeinen Theorie (s. Nr. 4, 5). Das Problem ist 
nach dem Fundamentalsatz der Homotopie (Grundlagen Nr. 1) aquivalent mit dem 
Problem: Wann sind zwei M! im Es miteinander homotop, oder, anachaulicher, 
ineinander stetig transformierbar? In dieser Form ist das Problem von Jordan 
(J. de math. (2) 11 (1866), p. 105) formuliert und ffir zweiseitige Flachen be
handelt worden. DaB hierbei aIle moglichen sogenannten anschaulichen An
nahmen gemacht werden, ist von vomeherein klar. Es wird z. B. die End
lichkeit des Geschlechts (s. Nexus Nr. 0) vorausgesetzt, ferner folgende An
nahme iiber die stetige Deformierbarkeit gemacht: "Deux surfaces S, S' sont 
applicables l'une sur l'autre, si ron peut les decomposer en elements infiniment 
petits, de telle sorte qu'a des elements quiconques contigues de S correspondent 
des elements contigues de S'." NaturgemaB werden nachher beim Beweis auch 
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Sei (.(2 resp. a2 ' die Anzahl del' (Elementar-)Flachenstiieke, aus 
denen M2 resp. M2' zusammengesetzt sind, a1 resp. tx/ die Anzahlen 
del' auf ihnen liegenden Strecken, ao resp. IXO' die Anzahlen del' auf 
ihnen liegenden Punkte. Dann sind die notwendigell und hinreiehen
den Bedingungen fur den Homoomorphismus von lYI2 und JJf2': 

f 1) M2 und J.vI2' haben gleieh viel Randkurven, 
2) M2 und JJf2' sind entweder beide einseitig odeI' beide zwei-

A'l seitig, 
3) - a o + a 1 - (.(2 = - ao' + a]' -- ('(2'· 

DaB 1), 2) und 3) notwendige Bedingungen sind, ist sofol't einzu
sehen. Ji-'iil' 1) ist das selbstverstandlich, fiir 2) folgt es aus 
Grundlagen N r. I), endlich, da durch die beiden Fundamentaltrans
formationen des Homoomorphismus sich ao und ('(1 resp. al und lX2 

gleichzeitig um eine Einheit vermehren, so ergibt sieh auch 3) als 
notwendig. Es ist ferner auch keine von den Bedingungen in den 
beiden anderen enthalten, d. i. man kann zwei einander nicht homoo
morphe Flachen konstruieren, die zwei del' Bedingungen, abel' nicht 
die dritte befriedigen. 1m speziellen folgt aus 3), daB fiir ane del' 
Kugel homoomorphe Flachen - 1X0 + a1 - lX2 + 2 = 0 sein muB. 
Diese Formel heiBt die spezielle Ettlersche Polyederj'rJ1"Jllel 92a). DaB die 
drei Bedingungen A. hil1l'eichende Bedingungen sind, ergiht sich durch 
Konstruktion einer N ormalform fiir jede :b-'liiche resp. einer N ormal
iiberdeckung einer gegebenen FUiche mit Flachenstiicken. 

2. Normalform 93). Wir machen die gegebene Flache M2 zu
nachst dadurch zu einer unberandeten FHiche M 2°, daB wir Elementar-

stillschweigend Annahmen iiber die Entstehung s01cher unendlich kleiner Teile 
gemacht. Charakteristisch fiir die anschauungsgem}iile Beweisfiihrung ist endlich, 
daB die Voraussetzung der Zweiseitigkeit gar nicht ausdriicklich gemacht wird, 
sondern nur in abgeleiteten Eigenschaften (s. p. 10i a. a. 0.) zu Tage tritt. 

Wesentlich in der vorliegendell Formulierung ist das Problem VOl' Jm'dan 
von Mobius fur zweiseitige geschlossene FHi-chen in unbedingt ausreichender 
Strenge erledigt worden (Leipzig Ber. 15 (1863), p. 19 = Werke 2 (1886), 
p. 436 ff.), indem er von den als elementarverwandt (s. Anm. 15) nachzuweisenden 
Flachen voraussetzt, daB sie endliche Ausdehnung haben, stetig gekrtimmt und 
ohne Doppellinien sind. 

Der allgemeinste Fall des Problems wird von Dyck (Math. Ann. 32 (1888), 
p. (57) behandelt. Jedoch ist die Behandlung nicht als vollstiindig zu bezeichnen, 
weil die Uberfiihrbarkeit aller Fllichen in gewisse N ormalformen ohne Beweis 
angenommen wird. Gerade hierin liegt aber die Schwierigkeit (vgl. Anm. 93). 

92") Literatur s. Anm. 99. 
93) Die erste Idee, auf die hier entwickelte Weise eine N ormalform zu er

halten, findet sich bei Listing, Der Census raumlicher Komplexe, 1862, Nr. 13 ;=: 
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fl.achenstiicke hinzufiigen, die von den Randkurven von M1 begrenzt 
werden. N aeh der Ausfiihrul1g dieses Prozesses greifen wir irgend 
eines del' konstituierenden Fliichenstiieke, etwa S2 \ heraus, dessen Be
grel1zung b' sein moge. Gibt es ein Elementarflachenstiick 822, das 
mit b" nUl" einen Streckenzug gemeinsam hat, so wollen wir auch 
dies herausgreifen. Die S/ und S22 nieht gemeinsamen Kanten bilden 
eine Berandung b". Gibt es dann ein Elementarflaehenstiick 82a, das 
mit bt einen und nul' einen Streckenzug gemeinsam hat, so vereinigen 
wir dieses wieder mit S2 1 und 822• Diejenigen Kanten diesel' drei 
FHichen, die je nUl" einer von ihnen angehoren, bilden eine Berandung 
b"'. So fahren wir fort, bis wir zu einer Gesamtheit von Elementar
fiachenstiicken S/, 822, ••• , 82m gelangen, die zusammen ein Elementar
fiachenstilck P2(m) mit del' Berandung b(m) bilden, von del' Art, daB 
jedes andere del' konstituierenden Poly gone (Flachenstiicke) mit b(m) 

entweder mindestens zwei getrennte Streckenziige odeI' keinen Strecken
zug gemeinsam hat. Den zweiten Fall konnen wil' ausschlieBen durch 
eine geeignete Abanderung del' gegebenen Uberdeckung (interne Trans
formation) ("Kanal" von b(m) zu dem betreffenden Polygon; Fig. 4). 
Durch eine weitere ahnliche 
Abanderung del' Uberdeckung 
konnen wir erreichen, daB jeder 
Eckpunkt irgend eines del' nicht 
zu pm) gehOrenden Polygone 
auf b(m) liegt (Fig. 5). Endlich 
durch eine dritte Abanderung 
kann bewirkt werden, daB in 
jedem Eckpunkt hoehstens zwei 

.... : .. 

d:i)(ic~i[ ;;;k,;,§'·· 

Fig. 4. 

Poly gone (Fig. G) zusammenstoBen. Durch diese Abanderungen sei 
P2(m) in P20 (die "Punktierungsflache") iibergegangen, b(m) in bOo Die 
nicht zu P2 ° gehorenden Polygone bilden eine Flache R2 ° ("Restflache"). 
'Vir nehmen eines diesel' Polygone, etwa F2' heraus, bezeichnen ein mit 
diesem zusammenhangendes zweites Polygon mit Ft, ein mit Ft 
Gott. Abh. 10 (1862). Sie ist von Betti insbesondere auch auf Mannigfaltig
keiten von hOherer Dimension angewandt (Ann. di mat. (2) 4, (1871), p. 146 if.), 
und spater von Petej·sen fiIT zweiseitige Flachen weiter ausgebildet worden 
(Forelasninger over Funktionstheori, Kopenhagen, (1895), p. 83 = Vorlesungen 
iiber Funktionentheorie, Kopenhagen, (1898), p. 76). 1m Nachla6 von Mobius 
(Werke 2, Nachla6 I (§ 9» findet sich bereits diese Konstruktion der Normalform 
auseinandergesetzt. Da, wie aus einer Anmerkung an der betreffenden Stelle 
hervorgeht, Gauft sich mit der Normalform im speziellen FaIle der Ringflache 
beschaftigt hat, so ist es nicht unwahrscheinlich, da6 die Idee der Konstruktion 
uberhaupt urspriinglich von Gau6 herstammt. 
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zusammenhangendes mit Ft' usw., bis wir zu einem Polygon Fi(m,) 

kommen, das auBer mit F,}rn, -1) auch noch mit anderen del' vorangehen
den Polygone Strecken gemeinsam hat, etwa mit F 2(1'),F2(1,), ••• , F 2(ln,). 

Wir verbinden dann die zwei Kanten von Fi(m,) , die zu bO gehoren, 
und die von del' mit F 2CI,) gemeinsamen Kante ausgehen, mit einem 
Streckenzug, der in F 2(m,) verlauft, und schneiden so von F 1cm,) das 
Polygon G2' abo Entsprechende Streckenziige ziehen wir zwischen 
den Kanten von F 2(m,), die von denjenigen Kanten ausgehen, die F 2cm,.) 

Fig. 5. Fig. 6. 

mit F2(1.) resp. F2(1.), ••• gemeillsam hat. Sorgen wir dafiir, daB diese 
Streckenziige sich nicht schneiden, so erhalten wir weitere Polygone 
G2", ••• , G/',) und ein Polygon F 2(m,) von der Art, daB 

1) F2', ••• , F 2Cm,) zusammen ein Elementarflachenstiick Z2' bilden, 
und daB 

2) G', G", ... , GCn,) Elementarfiachenstiicke sind, von denen jedes 
vollstandig berandet wird von zwei Streckenziigen, die es mit bO ge
meinsam hat und zwei Streckenziigen, die es mit Z2' gemeinsam hat. 

Wir nehmen jetzt ein Polygon Fs(m, + 1), das mit Z2' eine Strecke 
gemeinsam hat, dann ein Polygon, das mit F 2(m, +1) zusammenhangt 
usw. Wir gelangen wieder zu einer Flache F 2(m,) , die auBer mit 
F 2Cm.-1) auch noch mit anderen del' vorangehenden Polygone (inkl. del' 
Polygone von Z'), etwa F2(lu,+1), ..• , F2(ln.) zusammenhangt. Wir 
teilen sie dem Obigen entsprechend in 'no..! + 1 Teile: 

G (n,+1) G (1I,H) G (11,+11.) und F.--;n, 
2 ' '4 , ... , '4 '4 • 

So fahren wir fort, bis all keiner Flache eine Fliiche angrenzt, die 
nicht schon im Konstruktiollsmodus vorkommt. Aile Kanten diesel' 
Flachen Gede Flache hat mindestens zwei solche Kanten), an denen 
keine andere Flache angrenzt, gehoren folglich. zu bOo Da abel' jede 
Flache von geschlossenen Kurven berandet wird, und bO selbst eine 
geschlossene Kurve ist, so ist die Gesamtheit diesel' Kanten mit bO 
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identisch. Da aber jedes zu Rso gehOrende Polygon mit bO Kanten 
gemeinsam hat und jede dieser Kanten nur zu einer Fliiche gehort, 
so kommen in unsarem Konstruktionsmodus aile Rs ° bedeckenden 
Flachell VOl". Unsere Restflache Rso ist dann in folgende Teile zerlegt: 

1) das Elementarflachenstiick ("Zentmlpolygon") Zi' das aus den 
Flachen Fs', F2", ••• , F 2m" F 2(m, +l), ••• , F2""" ••• besteht; 

2) die k Elementarflachenstiicke ("Biinder~ G2', Gs", ... , G2(n.), 

G2(n,+1), ... , G(k), von denen jedes vollstandig berandet wird von zwei 
Streckenziigen, die es mit bO gemeinsam hat, und zwei Streckenziigen, 
die es mit Z2 gemeinsam hat. Fiir die Anzahl del' Bander und ihre 
gegenseitige Lage gilt folgendes: 

a) Zweiseifige Flachen (siehe iiber Definition von Ein- resp. 
Zweiseitigkeit, Grundlagen Nr. 2). Sei qir;sA ein Band, G2i, das mit Z2 
die Streckenziige qA und rA, mit bO die Streckenziige qiri und Sit; 
gemeinsam hat. Aus der Voraussetzung der Zweiseitigkeit folgt, daS 
q und r durch t und s auf del' Berandung von Z2 nicht getrennt werden, 
d. i. daB Gi2 ein "ungedrehtes" Band ist. Da aber bO eine geschlossene 
Kurve ist, so schlieBen wir, daB es mindestens ein Band qJ"~~t;(G2i) 

- I " 
=t!i!iUf=~"""'!~ -==----~ 

/' / -- ,/ - .- ---- /"" 

------ ---.---
Fig. 7. 

geben muS, dessen mit Z2 gemeinsamen Streckenziige if; t~ und Si r,: 
durch qt und sr auf der Berandung von Z2 getrennt werden. Durch 
eine einfache Abiinderung ("Uberschiebung", siehe beispielsweise Fig_ 7) 
der Uberdeckung von R2° konnen wir es erreichen, daB jedes weitere 
Band G/' mit Z2 zwei Streckenziige gemeinsam hat, die aIle innerhalb 
eines der vier Teile liegen, in die die Berandung von Z2 durch die 
Strecken q;ti' qJ,:, Sir;, ~~ geteilt wird. vVir konnen clann wieder 
das obige Verfahren anwenden, urn ein zweites Paar von Bandern zu 
bestimmen, bei denen die Paare del' mit Z2 gemeillsamen Strecken sich 
gegenseitig trennen. Fahren wir so fort, so erhalten wir das Resultat: 

Jede geschlossene zweiseitige Flache Ms ° kann iiberdeckt werde;n mit: 
1) einem ElementarfliichensUick ("Punktierungsfliiche'') P2o; 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 1. 13 
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2) e£ner "Restflache" R2°, die besteht 
a) aus einem Elementat'flachenstiick ("Zentralfliiehe") Z2' 
b) aus p Paaren von Elementarfliichenstiicken (',Biindern"). 

J edes Band ist ungedreht und bat mit del' Berandung von Z2 
zwei ,,Anheftungsstrecken" gemeinsam, die voneinander getrennt sind 
durch die zwei Anheftungsstrecken desjenigen Bandes, das mit dem 
ersten zusammen ein Paar bildet. Die Anheftungsstrecken eines Paares 
von Bandel'll werden durch diejenigen anderer Paare nicht getrennt. 
- Andererseits ist auch jede solche Flache zweiseitig. 

P) Einseitige Fliichen. AuBel' Paaren von ungedrehten Bandel'll, 
deren Anheftungslinien sich trennen, gibt es nul' noch einzelne "ge
drehte" Blinder und zwar mindestens ein solches. Durch eine Reihe 
von passenden "Uberschiebungen" erhiilt man statt jedes Doppelbandes 
zwei gedrehte Bander. Wir erhalten so das Resultat: 

Jede geschlossene e'inseitige Fliiche :J12° karin iiberdec7d u;erdfn mit 
1) einer Punktierwngstliiche p 2o; 

2) einer Resttliiche R2°, die besteht 
a) aus einer E7cmentarflii(he Z2' 
b) G'lIS k an Z2 mit zU'ei Strecken angehefieten Elemtntar-

fliichenstiicken (lIgedrehifn Biindern''). 
Die zwei Anheftung~strecken eines Bandes werden von denen anderer 
Bander nicht getrennt; jedes Band bildet mit Z2 zusammen eine 
einseitige Flache. - Von den k gedrehten Bandel'll konnen wir eine 
gerade Anzahl 2n < Ii: in n Doppelblinder verwandeln. 

Aus unseren zugrunde gelegten De£nitionen ergibt sich ohne 
Schwierigkeiten del' Satz: Zuei F'liichen, die aus einer geschlossenen Fliiche 
dadurch enisiehen, dafJ man zueimal die gleiche Anzahl 'Von Elemenim'
tliichenstiicken, die keine Pttnkte miteinander gemein haben, u'egliifJt, sind 
miteinander homoomorph. 

Unter Beachtung dieses Satzes gehen wir von M2° wieder zu M2 
zuriick und elhalten den Satz: 

Eine zuei~eitige Fliide mit r Randkur'I:en (r> 0) kann bedeckt 
u-erden mit 

a) eimtn E hmodarfliidensti:'ck Z2' 
b) p an Z2 angehefteten "Doppelbiindern", D2', •• " D 2(p) , 

c) r - 1 eil1j'achm Biindern, B2', ' , ., Bl-l). 
Die Anheftungsstrecken eines diesel' Bandel' werden von den An

beftungsstrecken del' snderen Blinder nicht getrennt. 
Eine cil1seitige Fliiche mit l' Randkunxn (r > 0) kann iiberdeckt 

u'errden mit 
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a) einem Elementarfliichenstiick Z2' 
b) k an Z2 angehefteten, gedrehten Biindern, H2', ... , H2 (k) , 

c) r - 1 einfachen Biindern, B2', Bt, ... , Bl-l). 
(Entsprechende Bemerkung liber die Trennung del' Anheftungs

strecken und Verwandlung del' gedrehten Bander in Doppelbander 
wie oben.) 

Eine solche Uberdeckung, wie sie in dem obigen Satze angegeben 
ist, soIl eine Normaliiberdeckung heiBen, odeI' auch: die Flache M2, in 
dieser Form dargestellt, solI Normalform von M2 genannt werden. 
Bei einseitigen Flachen wollen wir von Normaliiberdec1£ung erster Art 
resp. Normalform erster Art reden, wenn keine Doppelbander vorhanden 
sind, und von Normaliiberdeckung resp. Normalform zweiter Art, wenn 
hochstens zwei gedrehte Bander vorhanden sind. 

3. Loaung des Hauptproblems. Die Zahl - flO + al - a2 be
zeichnen wir als Charakteristik K( M 2) 97) der Flache M 2 • Sie ist 
leicht zu bestimmen, wenn M2 selbst, reap. wenn sie geschlossen ist, 
ihre Restflache R2 in del' Normalform vorliegt: 

ex) Zweiseitige Fliichen: 

K(M2) = - [Sp + 4(r-1)] + [Sp + 4(r - 1) - 4p + 2(r - 1)] 
- [1 + 2p + r - 1] 

resp.: 
K(R2) = - ESp] + [Sp + 4p] - [1 + 2pJ 

und daraus allgemein: 
(2) K(M2) = 2p +r - 2, 

wenn 1" = 0 gesetzt wird fur den Fall, daB M2 geschlossen ist. 
f3) Einseitige Fliichen: 

K(M2) = - [41£ + 4(r - 1)J + [4k + 4(1' -1) + 2k + 2(t· - 1)] 
-[1 + k + r - 1J 

resp.: 
K(R2) = [- 4kJ + [4k + 2kJ - [1 + 1£] 

97) Dyck, Math. Ann. 32 (1888), p.457, wo - K mit K11bezeichnet wird. Statt 
diesel" Charakteristik fiihrt Riemann (Diss. Nr.6 = Werke, 2. Aufl., p. 11) fiir un
geschlossene, zweiseitige Flachen die "Zusammenhangszahl" Z = 2 P + r = 2 + K 
ein, die gleich der um 1 vermehrten Anzahl von Querschnitten ist, die not
wendig sind, um die Flache in ein E2 zu verwandeln (s. p. 5); fur eine geschlossene 
M2 setzt Riemann Z(M2) = Z(R2), also = 2p + 1 = 3 + K; Schliifli [J. f. Math. 
76 (1873), p. 152 Anm.; siehe auch F. Klein, Math. Ann. 6 (1873), p. 579 und 7 
(1874), p. 550 Anm.; aut. Vorles. iiber Riem. Fl., Gott. [po 11] setzt dagegen fUr 
geschlossene Flachen die ,,1£ngew6hnliche" Zusammenhangszahl = Z(R!) - 1, die 
so definierte Zusammenhangszahl ist also fUr geschlossene sowie ungeschlossene 
Flllchen = 2 + K. 

13* 
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und daraus allgemein: 

(2) 

Hat also fur zwei Flachen K denselben Wert, sind ferner beide 
einseitig oder zweiseitig und haben sie dieselbe Anzahl von Rand
kurven, so sind sie selbst in der Normalform resp.,ihre Restflachen 
in der N ormalform identisch. Denn, wie wir aus den obigen Formeln 
sehen, muB dann die Anzahl der Doppelbander resp. die Anzahl der 
gedrehten Bander die gleiche sein. Damit haben wir nachgewiesen 
daB die Bedingungen A (S. 190) auch hinreichend sind. 

4. Anwendungen der Normalform. 

a) Beweis des Neumannschen Axioms 94): Jede Flache mit min
destens einer Randkurve liiBt sich durch eine Anzahl von Querschnitten 
in ein Elementarflachenstuck verwandeln. Der Beweis geschieht so, 
daB man ane Bander in der Normalform in zwei Polygone mit je 
einer Anheftungsstrecke an Z2 zerlegt, und die Verbindung dieser 
zwei Polygone miteinander aufhebt. 

b) Mobiussche Gntndform fib' eine 1Jf2 • N ehmen wir wieder an, 
daB M2 keine geschlossene Fla.che ist, dann zerschneiden wir ebenso 
wie in a), wenn die Fliiche zweiseitig ist, je eines von den ein Doppel
band bildenden Bandern, wenn die Flache einseitig ist, jedes del' ge
drehten Bander. Die Flache wird dann homoomorph mit einem 
(p + r - l)fach bzw. (r - l)fach punktierten Elementarfiachenstuck, 
der "G1'undform" von JlJ2 • 95) 1st M2 einseitig, so konnen wir von den 
k gedrehten Bandern 2h «k) Bander zu Doppelbandern machen und 
dann durch Zerschneidung der k - 2 h gedrehten Bander und je 
eines von den zu Paaren angeordneten 2 h Bandern ein (h + l' - 1)-
fach punktiertes Elementarflachenstuck erhalten. . 

c) Minimalzahl von bedeckenden Elementarfliichenstiicken. Mit Hilfe 
der N ormaliiberdeckung folgt leicht der Satz (s. Fig. 8): 

94) C. Neumann, Vorlesungen iiber die Riemannsche Theorie, 2. Aufi., Leipzig 
(1884), p. 151; J. Petersen gibt (a. a. O. p. 72) einen auf die Anschauung basierten 
Beweis mit Hilfe der Punktierungsfiachen. Jedoch ist das Axiom naturgemaB 
unbeweisbar, wenn man nicht irgend welche Eigenschaften der M9 axiomatiach 
festlegt, die unserer Voraussetzung der Uberdeckbarkeit mit einer endlichen 
Anzahl von Elementarflachen entspricht. 

95") Da man jede zweiseitige Flache in zwei Grundformen zerlegen kann, 
aber jede Grundform, wie leicht zu sehen, aus 2 Flachenstiicken zusammensetz
bar ist, so findet man sofort (Mobius, Werke, Bd. 1, Nachl. I, § !a), daB jede 
geschlossene einseitige Flache aus vier Elementarflachenstiicken zusammensetz
bar ist. 
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Jede geschlossene Flache kann stets mit drei Elementarfliichen
stiicken bedeckt werden. Jede nicht geschlossene Flache und jede Kugel
flache kann mit zwei Elementa,rfliichen bedeckt werden 95a). 

d) Normalt'ormen (iii' geschlossene Flachen 96). 

Fig. 8. Fig. 9. 

Fig. 10. Fig. 11. 

a) Zweiseitige Fliichen. Eine Flache, deren Restflache p Doppel
bander hat, ist homoomorph mit einer Kugel mit p "Henkeln" (Fig. 9); 

95) Mobius, Leipzig Ber. 15 (1863) = Werke 2, p. 450. 
96) Diese Formen fUr geschlossene Flachen sind, soweit zweiseitige Flachen 

in Betracht kommen, als betrachtet worden von Riemann (cf. Klein, Uber Rie
manns Theorie . . . (1882), p. IV), Mobius, a. a. O. § 16, Tonelli (Rom Linc. Atti 
(2) 2 (1875), p. 594, vgl. Rom Linc. Rend. (5) 41 (1895), P 300; W. K. Clifford 
London Proc. Math. Soc. 8 (1877), p.292). Normalformen fur einseitige Flachen 
sind von Dyck a. a. O. aufgestellt. 
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denn ein Elementarflachenstiick mit einem angehefteten Doppelband 
ist homoomorph mit einer punktierten Ringfiache. 

(3) Einseitige Fliichen. Jede einseitige Flache, deren Restflache k 
(gedrehte) Bander hat, ist homoomorph mit einer Kugel mit k "Kreuz
hauben" (Fig. 10). Ersetzen wir 2h « k) Bander durch Doppelbander, 
so erhalten wir eine Kugel mit k - 2h Kreuzhauben und h Henkeln. 
2l « k) Kreuzhauben konnen auch ersetzt werden durch l "sick durch
setsende" Henkel (Fig. 11). 

5. Fortsetzung. Riickkehrschnitte und Querschnitte und die 
eigentliche Eruersche Formel. Man kann die Anzahl p der Doppel
bander resp. die Anzahl k del' gedrehten Bander del' Normalform 
einer Flache in Verbindung bringen mit anderen Anzahlen, die fiir 
die Flache an und fiir sich charakteristisch sind und uns die Aufstellung 
der (anschaulichen) eigentlichen Eulerschen Formel ermoglichen. 

a) Zweiseitige Flachen. Verbinden wir in der Normalform 
einen Punkt einer Anheftungsstrecke eines Doppelbandes mit einem 
Punkt der zugehOrigen Anheftungsstrecke durch :!lwei Streckenziige, 
einen in dem Band, den anderen in Z2 verlaufend, so haben wir 
in der Gesamtheit dieser Strecken einen die Flache nicht zer
stiickelnden Riickkehrschnitt. Es lassen sich auf diese Weise im 
ganzen p solcher einander nicht schneidender Riickkehrschnitte legen. 
Durch die Riickkehrschnitte wird die Charakteristik nicht geandert, 
denn ao und "t vermehren sich urn dieselbe Zahl. Geht also Mi 
durch q zusammen nicht zerstiickelnde, einander nicht schneidende 
Riickkehrschnitte in die Flache Mi' iiber, so muB, weil K( M2) = X( Mi ') 
ist und M,t.' 2 q Randkurven mehr hat als M2, die Zahl p' fur M' = p - 2 q 
sein. Wir haben damit, da p' nicht negativ sein kann, den Satz: 

1st fur eine zweiseitige Flache die Maximalsahl der einander nicht 
schneidenden, susarwmen nicht zersfliickelnden Riickkehrschn-itte gleich p, 
so ist: 

- ao + a l -/X2 = 2p + 2,. - 2, 

wo r die Anzahl der Randkurven bedeutet. 
Das ist die eigentliche 98) Eulersche Polyederforme199). 

98) Aus folgendem Grunde haben wir hier den Namen "eigentliche" Eul. F. 
vorgeschlagen: In der im Complexus abgeleiteten entsprechenden Formel hangt 
K ab von P 1 - 1, d. i. der Maximalzahl der zusammen nicht begrenzenden 
Kreise auf der M!. P 1 -1 hat aber, wenn es > 0 ist, eine der Anschauung 
durchaus nicht so unmittelbar zugangliche Bedeutung wie pals Maximalzahl 
der zusammen nicht zerstiickelnden, sich nicht schneidenden, doppelpunktlosen 
Kreise. Es laSt sich zwar unschwer fUr eine Mannigfaltigkeit im engeren 8inne 
nachweisen 1) daS eine einzelne nicht begrenzende Kurve auch eine nicht zer-
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Dud femer: 
Wenn irgend p - m (m < p) zusammen nicht zersfiickelnde Ruck

kehrschnitte, die sich nicht schneiden, vorlielJen, kann man stets (mit 

stiickelnde ist, 2) daB P, - 1 eine gerade Zahl ist. Aber fUr eine Mannigfaltig
keit im engeren Sinne ist im allgemeinen p in der obigen Bedeutung nicht gleieh 

~. + x..~ r = P, - 1. Sondern das gilt nur fiir MannigfaltiO"keiten im weiteren 
2 2 <> 

Sinne, kann also nur im Nexus und zwar mit Hilfe der Normalform abgeleitet 
werden. Die eigentliche E. F. ist nicht nur anschaulicher, sondern auch viel 
tiefliegender als die complektisehe, die wir im complexus im AnschluB an Poincare 
abgeleitet haben. Dementsprechend kann die letztere Formel unschwer fUr Mn 
verallgemeinert werden, wahrend das fur die "nektische" Formel noch nieht ge
lungen ist, weil es eben eine N ormalformdarstellung der Mn fur n> 2 bis jetzt 
nicht gibt. 

99) Uber die Geschiehte des Eulerschen Polyedersatzes gibt M. BrUckner, 
Vielecke und Vielflache, Leipzig 1900, eine ausfiihrliche Ubersicht, die wir im 
folgenden fur die Literaturangaben benutzen. Der Satz selbst ist zunaehst 
in zwei Abteilungen zu gliedern: 1) Gleichheit der alternierenden Summe 
ao - a , + at fur zwei homoomorphe Polyeder (010 - a l + ()C2 - ••• + (-1)11 fUr M", 
s. S. 185), woraus unmittelbar die gewonnliche Eulersehe Formel ()Co - OI, + ()Ct = 2 
fi1r die der Kugel homoomorphen (also z. B. fiir die konvexen) Polyeder folgt. 
2) Abhangigkeit der alternierenden Summe vom Geschlecht p, (verallgemeinerte 
eigentliche Eulersche I<'ormel). 

Gewiihnliche Eulm'sche Formel. Rein topologische Beweise: Euler, s. Anm. 7; 
S. L'Htdlier, Gergonne Annales 3 (1812-13), p. 169; C. Seidelin, Tyehsen Tidskr. 
(2) 6 (1870), p. 22; E. de Jonquicres, Paris C. R. 60 (1890), p. 110; Kirkman, 
Manchester Memoirs (2) 12 (1835), p. 47; A. Cauchy, Reeh. sur les polyedres, J. ee. 
pol. cah. 16 (1813), p. 76; J. A. Grunert, J. f. Math. 2, 1827, p. 367; H. 1 hieme, 
Balt.zel· El. 2 (1883), Leipzig, p. 213; Ck. v. Staudt, Geometrie del' Luge, Niirnberg 
1847, § 4. Die Beweise in den Lehrbuchern sind oft un streng , weil von dem 
notwendig vorauszusetzenden Homoomorphismus mit der Kugel (Konvexitat) nieht 
der notige Gebrauch gemacht iat. Benutzung metrischer Hilfsmittel: Descartes 
s. Anm. 6. L' Huiliel' a. a. 0.; J. Steiner, J. f. Math. 1, 1826, p. 364 = Ges. 
Werke 1, p. 97; A. JYI. Legendre, El. d. geom. 7. ea. Paris, (1808), p. 228; Meier 
Hirsch, Sammlung geom. Aufg. 2 (Berlin 1807), p. 93; Dehn (fiir 3, 4 und 5 Dim.), 
Math. Ann. 61, 1906, p.561, wo man auch etwas iiber die topologische Bedeutung 
der benutzten Beweismittel findet. 

Vemllgemeinerte eigentliche Eulersche Formel: L' H~tilier, a. a. 0., nUl" fUr 
besondere Formen del' Fllichen (Hohlungen, Durehbohrungen); ebenso R. Hoppe, 
Arch. ~fath. Phya. 63 (1879), p. 100; Listing, Zenaus del' rauml. Kompl.; vgl. 
ferner Cauchy, a. a. 0.; K. Beckel', Zeitsehr. Math. Phya. 14 (1869), p. 65, 337, 
18 (1873), p.328, 19 (1874), p.459. Del' Satz in del' im Text vorliegenden Form 
ist fiir zweiseitige Flachen von Mobius 1863, Ges. Werke 2, p. 433 if. abgeleitet 
worden, indem er die Flaehe dureh parallele Sehnitte in Grundformen zerlegt; 
vgl. aueh J01'dan, J. f. Math. 66 (1866), p. 86; C. Crone, Tiddskr. Math. (5) 3, 
(1885), p. 44-47; 'P. Rollnm', Zeitschr. f. Realschulw. 53 (1880), p. 133; im ii.brigen 
vgl. Anm. 92. 
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Hilfe der Normalformdarstellung) noch m weitere nicld zerstiickelnde 
Riickkehrschnitte angeben, die einander und die ersteren nicht schneiden. 

p wird als Geschlecht von Ms bezeichnet 99a): 

Wir verstehen unter einem Querschnitt einen Streckenzug, del' 
zwei Randpunkte auf M2 vel'bindet. Da die Anzahl del' illneren Eck
punkte eines ungeschlossenen Streckenzuges um 1 kleinel' ist als die An
zahl seiner Kanten, so wird durch einen Querschnitt K(M2) um 1 groSeI'. 
Querschnitte erster Art verbinden zwei Punkte derselben Randkurve, r wird 
um 1 groBer, es muS also, damit K urn 1 groSel' wird, p um 1 kleiner 
werden, wenn der Querschnitt nicht zel'stiickelt; d. i. eines der Doppel
bander verschwindet. p ist demnach gleich del' Maximalzahl der zusammen 
nicht zerstiickelnden Querschnitte erster Art. Quet'schnitte zweiter Art 
verbinden zwei Punkte von zwei verschiedenen Randkurven. r wird 
urn 1 kleiner, es bleibt also p unverandert, wenn der Querschnitt 
nicht zerstiickelt. Durch p Querschnitte erster Art und p + r -1 Quer
schnitte zweiter Art wird M2 resp. R2 in ein Elementarfiachenstiick 
verwandelt. Sind irgendwie p - m (m < p) Querschnitte erster Art 
und p+r-1-n(m~n<p+r-1) Querschnitte zweiterArtvor
gelegt, so kann man stets (mit Hilfe del' Normalform) in und nicht 
mehr weitere Querschnitte erstel' Art und n und nicht mehr weitere 
Querschnitte zweiter Art angeben, die zusammen die Fliiche nicht 
zerstiiekeln. 

b) Einseitige Fliichen. 
a) Die erste Normalform hat k = 2" + 1 gedrehte Bander. Es 

gibt dt'ei versckiedenc Arten von Riickkehrschn'itten. 
1) Man kann 2" einander nicht schneidende, und zusammen nicht 

zerstiickelnde Riickkelt1'schnitte mit je einem Rande finden, die die Fliiehe 
einseitig lassen. Wir erhalten solche Kurven, wenn wir in del' ge
wohnlichen Normalform, in der neben "einfachen" Randbandern nul' 
gedrehte Bander anftreten, je einen Punkt einer Anheftungsstreeke eines 
gedrehten Bandes mit einem Punkt del' zugehorigen Anheftungs
strecke durch zwei Streekenziige verbinden, einen in dem Band den 
anderen in Zs veI"laufend. Dureh einen Riiekkehrsehnitt dieser 
Art wird die Charakteristik K nieht geandert. Darans folgt wieder: 
Ziehen wir irgend wie 2" - m sieh nicht schneidender, znsammell 
nicht zerstiiekelndel', einseitig lassender, einrandiger Riickkehrschnitte 
auf der Flache M 2 , so ist die entstehende Fliiche homoomorph 

99&) Del' Begriff des Geschlechts als del' J\lIaximalzahl del' nicht zel'stiickeln
den Riickkehrschnitte ist von Riemann eingefiihrt und als Grundlage der Theorie 
des Zusammenhangs von zweiseitigen Flitchen benutzt (J. f. 1Ifath. 54 (1857), 
p. 105 = Werke (2. Aufl..), p. 92), 
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mit jeder FIache, die aus M2 durch Ziehen irgend welcher anderer 
2" - m solcher Riickkehrschnitte entsteht, und wir konnen noch 
weitere m - 1 (und nicht mehr) solche Riickkehrschnitte finden. 
2" ist aber die Maximalzahl dieser Riickkehrschnitte erster Art, weil 
ein weiterer die JJ12 in eine (nach Voraussetzung einseitige) Flache mit 
k' gedrehten Biindern verwandeln wiirde, aus der Invarianz der 
Charakteristik und daraus, daB wir jetzt notwendig k Ranukurven 
haben wiirden, aber k' = 0 folgen wiirde. 

2) Man kann einen einrandigen, nicht zerstiickelnden Riickkehrschnitt 
finden, der die Flache zu einer zweiseitigen macht. Man erhalt einen 
solchen, wenn man die Flache (resp. die RestfHiche) in del' zweiten 
Normalform annimmt, und das einzige gedrehte Band ebenso wie in 
1) zerschneidet. Die Charakteristik wird wiederum nicht verandert: 
Zwei Fliichen, die aus M2 durch zwei verschiedene RiickkehrschniUe 
dieser Art entstehen, sind homoomorph, denn aIle Bedingungen A 
sind erfiillt. 

3) Es gibt "und nicht mehr einander wicht schneidende, zwei
randige, zusammen nicht zerstiickelnde Riickkehrschnitte, die M2 einseitig 
lassen. Wir finden sie am einfachsten wieder in der Normalform mit 
"Doppelbandem. Es folgt ebenso wie oben: 2 Flachen, die aus M2 
durch je ,,- m Riickkehrschnitte dritter Art entstehen, sind homoo
morph und " ist die Maximalzahl solcher Kurven. 

Weiter gibt es keine nicht zerstiickelnde Riic7ckehrschnitte. Denn 
der einzig iibrige Fall ware ein zweirandiger, zweiseitig machender 
Riickkehrschnitt. Ein solcher verandert die Charakteristik K nicht. 
Es ist abel' vor dem Ausfiihren des Schnittes 

und nachher 
K-r=k-2 

K-r=2p+2. 

Da aber die Zahl auf der rechten Seite das erste Mal ungerade, das 
zweite Mal gerade ist, so ist dieser Fall unmoglich. 

fJ) Die Normalform hat k = 2" gedrehte Bander. 
Es gibt wieder drei und nttr drei vm'schiedene At·ten von Ruckkehr

schnittell, von denen ganz analoges gilt, wie bei a): 
1) 2" - 1 einrandige, einseitig lassende Riickkehrschnitte; 
2) einen zweirandigen, zweiseitig machenden Riickkehrschnitt. 

(Wir finden ihn durch gleichzeitige Zerschneidung zweier gedrehter 
Bander, wenn die iibrigen Bander aIle zu Doppelbandern zusammen
geordnet sind.) 

Wir konnen jetzt die eigentliche Eulersche Formel fur einseitige 
Fliichen in folgender Form aufstellen: 
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1st fur eine einseitige Fliiche die Maximalzahl dt/' einandtr nicht 
schneidendm zusammen nicht zerstuckelnden Biickkehrschnitte gleich k, 
so ist,' 

Fig. 12. 

3) 2k - 2 zweirandige, einseitig lassende Riickkehl'schnitte. 
Auf einseitigen Flachen kann es vier verschiedene Artm von Quer

schnitten geben (s. die Figuren. In den Fig. 12-14 ist die erste 

Fig. 13. 

Normalform als vorliegend vorausgesetzt, III den Fig. 15 und 16 die 
zweite N orrnalform.) 

Fig. 14. 

1) r (die Anzahl von Randkurven) wird durch den Querschnitt 
urn 1 groBer, k urn 2 kleiner. 

2) r unvel'andert, k wird urn 1 kleineI'. 
3) r wird urn 1 kleiner, k bleibt unverandert. 
In den Fallen 1), 2), 3) bleibt die Flache einseitig. 
4a) Flachen, bei denen k ungerade ist. r bleibt unverandert. 

Die Flache wird eine zweiseitige Flache mit dem Geschlecht 
p=t(k-l). 
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4fJ) Flachen, bei denen k gerade ist: r wird urn 1 groBer. Die 
FHiche wird eine zweiseitige Flache yom Geschlecht p = t(k - 2). 

Fig. 15. 

6. Zusammensetzung von Flitchen. Vereinigen wir zwei Flachen 
M 2' und M 2" zu einer Flache M 2 , indem wir eine Randkurve von 

Fig. 16. 

M 2' zusammenfallen lassen mit einer Randkurve von M 3", so ist, wei I 
ein Riickkehrschnitt den Ausdruck K nicht andert: 

K(M2) = K(M2') + K(M2"). 
Hieraus folgt del' Satz: 
Zwei Fliichen, die entweder beide einseitig oder beide zweiseitig 

sind, und aus je zwei resp. homoomorphen Fliichen durch Verschmelzung 
von je einer Randkwrve der Teile entstanden sind, sind einander homoo
morpho 

7. Aquivalenz von Kurven auf Flii.chen. Zwei beliebige Systeme 
von m Randkurven auf einer M2 sind stets einander aquivalent (Grund
lagen Nr. 3). Das folgt daraus, daB man in der Normaliiberdeckung von 
M2 die Reihenfolge der Randbander auf del' Berandung del' Zentral
flache beliebig vertauschen und eine beliebige Randkurve als Berandung 
der Punktierungsflache wahlen kann. Zwei Riickkehrschnitte, M2,1 und 
M;;l, auf M2 sind aquivalent, wenn die durch Zerschneiden von M2 
Hings M;,l und Mi:l entstehenden Flachen resp. Flachenpaare einander 
homoomorph sind. Denn seien z. B. die Riickkehrschnitte uicht zer-
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stiickelnd und zweirandig, so mogen durch die Schnitte langs M;,l und 
M;;t aus M2 die homoomorphen Flachen M2' und M2" mit den neuen 
Randkurven r' und ;p' bzw. rO und ;p" entstehen. Nach dem Obigen 
kann man dann M 2' und M 2" homoomorph so aufeinander beziehen, da~ 
sich r' und r N sowie ;p' und ;p" entsprechen. Von M 2' geht man zuriick 
zu einer mit M2 homoomorphen Flache, indem wieder die Randkanten 
von r' und ;p' paal'weise als identisch erkliirt werden; erklart man nun 
die entsprechenden Randkantenpaare von r" und r" als identisch, so 
geht auch Mt wieder in eine zu M2 homoomorphe Flache tiber, und 
die homoomorphe Beziehung zwischen M 2' und Mt, bei der sich 
die Kurvenpaare r', ;p' :und r", r" entsprechen, wil'd, wenn sie geeignet 
gewahlt ist, iibergehen in eine homoomorphe Beziehung von M2 auf 
sich selbst, bei del' sich M;,l und M 2;1 entsprechen. Sind M 2' und 
M2" einseitig, so hat man hierbei zu berucksichtigen, daB man zwei 
homoomorphe einseitige Flachen mit je zwei Handkurven so aufein
ander homoomorph beziehen kann, daB dabei den beliebig gewahlten 
Indikatricen del' Randkurven von M 2' beliebig gewahlte Indikatricen 
del' Randkurven von M 2" entsprechen. Ganz analoge Betrachtungen 
geIten, wenn M;,l und M;;t zerstiickelnde Kurven sind. 

Auf Grund dieses Satzes folgt aus Nr. 5 del' Satz: 
Auf einer zwm'seitigen Fliiche VOIn Geschlecht p sind irgend zwei 

Systeme von je p - 'in zusammen nicht zerstiickelnden, einander nicht 
schneidenden Rtickkehrschnitten miteinandel' aquivalent. Entsprechende 
Satze gelten auf einer einseitigen Fliiche fur Systeme von Rtickkehr
schnitten der verschiedenen Arten. 

Ferner: Zwei geschlossene Kurven auf einer zweiseitigen M 2 , die 
einen Punkt gemeinsam haben, sind aquivalent, denll sie sind beide 
nicht zerstiickelnd. 

Auf einer geschlossenen zweiseitigen Flache vom Geschlecht p >0 
gibt es 2 + [; ] und nicht mehr geschlossene Kurven, von denen 

keine einel' anderen aquivalent ist. 

8. Analytisch-geometrische Entwicklungen. Seine Unter-
suchungen von Kurvensystemen (s. Nexus I) hat Dyck auf zwei- und 
mehr-dimensionale Mannigfaltigkeitell ausgedehnt 99a) und zwar unter 
Anwendung del' gleichen (oben angedeuteten) Methodel1. Es ergibt sich 
so unter anderen das wichtige Resultat: Die Charakteristik K del' 
Flache q;(x, y, z) = 0 ist gleich del' Kroneckerschen Charakteristik 

99 a) Math. Ann. 32 (18fl8), p. 457 und 37 (1890), p. 273; siehe fUr mehr
dimensionale Mannigfaltigkeiten Complexus Nr. 4. 
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«p = 0, ~: = 0, ~; = 0, 
o<p . 
-=0 oz 
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multipliziert mit dem Faktor - 2, wenn «p = 0 zweiseitig ist und 
keine Doppellinien hat. Da nun nach Kronecker 99b) die Kroneckersehe 
Charakteristik multipliziert mit 4" gleieh del' GauJ3sehen Owrvatura 
integra C del' Fliiehe «p = 0 ist, so ergibt sieh, unter den obigen 
Voraussetzungen, 

C=-2K1t. 

Fur einseitige Fliichen sind die Resultate von nicht so einfacher Form. 
Die Curvatura integra im Zusammenhang mit Kist von W. BO'!J99C) 

untersucht worden. Er erweitert ihre Definition aueh auf polyedrische 
Ecken und andere Singularitaten und findet unter del' V oraussetzung 
stiickweise stetiger Tangentialebene ohne Bellutzung del' Kronecker
schen Charakteristikentheorie mittels eillfaeher anschaulieher Uber
legungen 

0= - 2Kn + n4n, 

wo n die Anzahl del' ungeschlossenen Doppellinien del' betrachteten 
Fliiche ist, die sowohl ein- als zweiseitig sein kann 99d). 

O. Connexus. 
I. Homotopie. 

1) Del' Begriff del' Homotopie ist bis jetzt von besonderer Be
deutung geworden fur die Theone del' Kurven auf Fliichen. Das hier 
sich bietende Hauptproblem: Aufstellung del' notwendigen und hinreichen
den Bedingungen fur die Homotopie zweier Kurven ist fUr zweiseitige 
Fliichen von JordanlOO) vollstandig gelost worden: Jede Kurve ist homo
top mit einer dureh einen festen Punkt 0 hindurchgehenden. Hat man 
zwei solche Kurven II/ und II12 mit bestimmtem Umlaufssinn, dann 
ist eine Kurve III (mit singularem Punkte in 0) eindentig gegeben 
durch die Bestimmung, daB sie zusammengesetzt ist aus den Kurven 
II/ und Ill!' die in diesel' Reihenfolge und in gegebenem Sinne 
durchlaufen werden sollen: wir schreiben ill = II/· III 2. Wir konnen 
nun beliebig viele Kurven II/, ... , III", die aueh teilweise identiseh sein 

99 b ) Berlin Monatsber. 1869, p. 689. 
99°) DiBS. Gottingen 1901; Math. Ann. 57 (1903), p. 151. 
99 d ) Vgl. Mobius a. a. O. § 20; F. Reech, J. ec. polyt. cah.21, (1858)i 

femer Anwendungen in der physischen Geographie: Oayley (Phil. Mag. (4) 18 
(1859», OZ. Maxwell (Phil. Ma.g. 1870). 

100) J. d. math. (2) 11 (1866), p. 100 ff. 
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konnen, so zusammensetzen und es gilt fiir diese Komposition das 
assoziative Gesetz; dagegen sind nur solche Anderungen in der Reihen
folge erlaubt, die aus zyklischen Vertauschungen zusammengesetzt 
sind. JOt'dan konstruiert nun ein kanonisches Fundamentalsystem von 
Kurven durch 0, aus dem sich aIle auderen zusammensetzen lassen, 
auf folgende Weise: es sei C, ClI ... , 0p_1 ein System von nicht zer
stiickelnden, sich nicht schneidenden, mit U mlaufssinn versehenen Kurven 
(s. Nexus Nr. 5). Sei ferner r, r ll ... , rp _ 1 ein zweites solches System 
von del' A.rt, daB die Kurven Ci und rk , wenn i =l= kist, keinen, 
wenn i = kist, einen Punkt gemeinsam haben (Wir erhalten solche 
2 p Kurven leicht in del' N ormalform als "Langsschnitte" in den p 
Paaren zusammengehoriger Bander.) Seien endlich A1, A2 , ••• , Ar 
die mit Umlaufssinn versehenen Randkurven del' betrachteten M,.. 
Dann sei mit [OJ, [01], ... , [Cp_1]; [r], [rl ], ... , [rp_1]; [Al ], ... , [Ar] 
ein System von zu jenen 2p + r Kurven homotopen Kurven be
zeichnet, die ane durch den Punkt 0 hindurchgehen. Bezeichnen 
wir mit [0]-1, ... die Kurven [C], ... , im dem gegebenen entgegen
gesetzten Sinne durchlaufen, und fiigen wir diese Kurven zu den 
o b igen 2 p + r hinzu, so erhalten wir in diesel' Gesamtheit von 
4p + 2r Kurven das gesuchte Fundamentalsystem. 

Die Kurve: 

[c][r][C-1][r-1] ... [Cp_1]-1[rp_1]-1[A1]'" [AJr = G 

wird, falls del' Umlaufssinn von [A1] usw. passend gewahlt ist, mit 
der Begrenzung eines Elementarfla·chenstiickes homotop sein, oder, wie 
wie man sagt, auf einen Punkt reduzierbar sein. Wir haben dann 
die Satze: 

1) Jede Kurve ist homo top mit einer Komposition aus den 
Kurven des Fundamentalsystems. 2) Zwei Kurven sind dann und 
nur dann homotop, wenn je zwei zu ihnen homotope Kompositionen 
des Fundamentalsystems ineinallder iibergehell: a) durch zyklische 
Anderullg del' Reihenfolge, b) durch Einschaltung der Komposition G, 
c) durch A.usschaltung von Kompositionen von del' Form [0] [0] -1. 

Hieraus ergibt sich z. B. del' Satz, daB aUe Kurven auf dem ge
schlossellen Kreisring in del' Form On pn enthalten sind. - Die so
dann sich darbietende Frage nach den Invarianten von Kurven bei 
externen Trallsformationen auf Flachen, also die Frage nach del' An
zahl del' nicht "auflOsbaren" Doppelpunkte, wird von Poincare 10l) be
handelt, ebenso die Frage nach der Minimalanzahl von Punktell, die 

101) Palermo Rend. 18 (1904), § 4. 
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zwei Kurven, die mit einem gegebenen Paare von Kurven homotop 
sind, gemeinsam haben. 

Auch fiir hahere Dimensionen sind die von Jordan begonnenen 
Betrachtungen von groBer Bedeutung: In der Gesamtheit von ge
schlossenen mit Umlaufssinn versehenen Kurven, die durch einen festen 
Punkt 0 laufen, betrachte man nul' die nicht homotopen als von
einander vel'schieden. Die Gesamtheit von zwei solchen Kurven liefert 
nach obigem wieder eine bestimmte, mit Umlaufssinn versehene, durch 
o gehende Kurve. Die durch einen Punkt einer M" laufenden Kurven 
liefem so durch ihre Kompositionseigenschaften eine diskontinuierliche 
Gruppe, deren Bau fiir die Flache charakteristisch ist. Denn es ist 
(wegen Grundlagen Nr. 3) fur jeden Punkt der M n , und wie man 
auch leicht sehen kann, fiir jeden Punkt einer mit der Mn homoo
morphen Mannigfaltigkeit diese Gruppe die gleiche. Diese Gruppe 
ist von Poincare zuerst betrachtet und hat von ihm den Namen 
Fundamentalgrttppe der Mn erhalten 102). 

II. Isotopie. 

A. Kurven. 1) Eine Kune (Verknotung). Man hat bisher der 
Isotopie angehOrige Betrachtungen nur fUr Elementarmannigfaltig
keiten, hauptsachlich naturlich fur den gewohnlichen Raum, angestellt. 
Eine direkte Bestimmung der Lage einer Kurve im Raume ist auf 
Grund unserer Auseinandersetzungen in den "Grundlagen" leicht zu 
erreichen. Am einfachsten denkt man sich den Raum in Hexaeder 
(Wurfel) zerlegt, deren Ecken man in del' ublichen Weise (cartesische) 
Koordinaten gibt. Dann ist jede Kurve des Raumes isotop mit einem 
Zug von Streck en, die samtlich Kanten von Wiirfeln einer geeigneten 
Einteilung sind, und dieser Streckenzug ist durch ein Schema von der 
.Art gegeben: 

Z1 Z 2 ... zn z1· 

Jede Kolonne stellt einen Punkt der Kurve dar. Zwei auf
einanderfolgende Kolonnen unterscheiden sich stets nur in einer 
einzigen Zahl. Da wir hier die Kurven stets ohne Doppelpunkt an
nehmen, so werden keine zwei Kolonnen mit Ausnahme der ersten 
und letzten identisch sein. Zwei isotope derartige Kurven gehen 
durch folgende Transformationen auseinander hervor: 1) Multiplikation 

102) J. ec. polyt. (2) 1 (1895), § 12. 
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aller Zahlen des Schemas mit einer von N uil verschiedenen positiven 
Zahl. 2) Ersatz von aufeinander folgenden Kolonnen von der Art: 

durch vier Kolonnen von 

x 
Y 
z 

xx+l 
y y 

z z 
der Art: 

x x+l 
y+l y+l 
z z z 

3) Umkehrung der Transformation von der Art 2), 4) Ersatz der drei 
aufeinanderfolgenden Kolonnen von der Art: 

;/: x x+l 
y+l y y 
z z z 

durch die Reihen 
x x+l x+l 
y+l y+l Y 
z z z. 

Damit sind aile Probleme der Isotopie von Kurven eines Es auf 
arithmetische Probleme zuriickgefiihrt. Eine Kurve, die nicht mit der 
Beralldung eines (Elementar-)Flachenstiicks isotop ist, hei.St ein KnoWn. 

Der erste, der sich mit Knoten beschiiftigte, war wohl Listingl03). 
Er projiziert die Kurve auf eine Ebene oder eine Kugel; das 
erstere konnen wir auch bequem mit Hilfe des Schemas machen, 
indem wir eine Reihe, etwa die z-Reihe weglassen und dadurch 
entstehende identische Kolonnen, die unmittelbar aufeinander folgen, 
als eine einzige ansehen. Eine solche Kurve, die Projektion der ge
gebenen auf die xy-Ebene, hat im ailgemeinen singuliire Punkte und 
Strecken, doch konnen letztere durch die obigen Transformationen 
leicht weggeschafft werden. Sie teilt die Projektionsflache in Par
zellen, zu denen (bei Projektion auf die Ebene) das umschlie6ende 
Gebiet als selbstiindige Parzelle (Amplexum ) 104) mitgerechnet wird. 
Durch isotope Transformationen konnen wir es leicht erreichen, da.8 
an jedem singuliiren Punkte (Uberkreuzungsstelle) bloB zwei Zweige 
cler Kurve sich schneiden. Dann liefert uns die Lage der Raumkurve 
eine Teilung der Winkelriiume an einer Uberkreuzungsstelle in zwei 

103) Vorstudien, Gottingen 1848, p. 51. 
104) Listing a. a. O. p. 55. 
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Gruppen. Namlich besitzt etwa der Zweig Zl an dieser Stelle eine 
groBere z-Koordinate, so geben wir den beiden von der Uberkreuzungs
stelle ausgehenden Teilen von Zl einen Durchlaufungssinn von diesem 
Punkte aus, bewegen uns auf der positiven Seite der xy-Ebene und 
bezeichnen die links von diesem Zweige gelegenen Winkelraume mit Il, 
die rechts gelegenen mit ~. Insbesondere betrachtet Listing monotype 
Formen, bei welchen in jeder Parzelle alle Winkelraume dasselbe 
Symbol haben. Jede Parzelle eines solchen Knotens wird symbolisch 
dargestellt durch ihr Typuszeichen (Il oder 0) mit eiuem Exponenten, 
welcher die Eckenzahl der Parzelle angibt. 

Die Koeffizienten des "Komplexionssymboles" (Listing) 

f a on + b dn - 1 + ... } 
1 al Atl + bl A"- 1 + .. . 

bezeichnen die Anzahl del' verschiedenen Parzellentypen. 
Es iat 

a + b + ... + a l + bl + ... 
gleich der Anzahl der Kreuzungen + 2, und 

an + ben - 1) + '" = aln + blen - 1) + ... 
ist gleich der doppelten Zahl der Uberkreuzungen. - Die zwei Knoten 
in Fig. 17 und 18 werden von ihm ala Beispiel fur die Moglichkeit 

Fig. 17. Fig. 18. 

zitiertl05), daB zwei verschiedene Komplexionssymbole zu isotopen 
Known gehoren konnen. Taitl06) gibt ein Beispiel dafur, daB zwei nicht 
isotope, monotype Known daBselbe Komplexionssymbol haben konnen. 
Ob man, wie H Weith l07) behauptet, immer Wendepunkte in der Pro-

105) p. 58. 
106) Edinb. Proc. 9 (1877), p. 325; vgl. auch p. 310. 
107) Weith, Disseri. Zurich 1876, p. 7 und 27. 

EllOyklop. d. math. WiS8eDSch. 1Il 1-. 
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jektion vermeiden kann, ist zweifelhaft. Ein Wendepunkt hat bei 
unserem Darstellungsverfahren den Typus: 

x+2 

11+ 1. 

In einer Reihe von Arbeiten flihrt Tait lOS) die Untersuchungen 
weiter. Er wurde dazu durch W. Thomsons Theorie der Wirbelatome 
angeregtl09). Wie Lisfling betrachtet er die Projektion des Knotens und 
stellt sie schematisch durch eine Reihe von Buchstaben dar. Die Ver
knotungsordnung (degree of knottiness) "Verschlingung" (Fr. Meyer lO9a) 

ist gleich der Minimalzahl von Uberkreuzungen nach jeder moglichen 
Reduktion 110). Eine andere flir den Verknotungszustand charakte
ristische Zahl ist die "Beknottedness" 111), d. h. die Minimalzahl von 
Vorzeichenanderungen bei Uberkreuzungell, welche den ganzen Ver
knotungszustand aufhebt. Die Buchstaben bezeichnen die Uberkreu
zungen und werden in der Ordnung geschrieben, in welcher man diese 
trifl't, wenn man die Kurve durchlauft. Ein + oder - liber jedem 
Buchstaben gibt an, ob man bei der Uberkreuzung liber oder unter 
den anderen Zweig hinweglauft. Der Klloten in Fig. 17 z. B. ist ge· 
geben durch 

-+-+-+-+-+-+-+-
A F B GOA DOE B FE G D A. 

Einfacher gestaltet sich das Schema, wenn der Zeichenwechsel 
wie in diesem Beispiele immer ein alternierender ist lU). (Fur eine 
gegebene Projektion konnen die Uberkreuzungen immer so gewahlt 
werden, daB sie einen alternierenden Knoten darstellt, weil immer eine 
gerade Anzahl von Kanten sich auf jeder Schlinge von einem Kreuzungs
punkt zu demselben zuruck befindet) 113). Da wir die Buchstaben so 
wahlen konnen, daB sie an den ungeraden Stellen in der alphabetischen 
Ordnung vorkommen, so ist es hinreichend, die Buchstaben der ge
raden Stellen anzugeben; im obigen Beispiele durch 

FGAOBED. 

108) Edinb. Proc. 9 (1877), p. 59, 237, 289, 306, 321, 363, 391, 403, 405 
und in gedritngter Form Edinb. Trans. 28 (1879), p. 145; Edinb. Proc. 10 (1879), 
p. 48; Educ. Times 33 (1880), p. 33; Edinb. Trans. 32 (1885), p. 327; ibid. p. 493. 

109) Edinb. Proc. 9 (1876), p. 59. 
109&) Diss. Miinchen 1878. 
110) Edinb. Trans. 28 (1879), p. 148. 
111) 1. c. p. 177; vg1. auch Edinb. Proc. 10 (1879), p. 48. 
112) 1. c. p. 149. 
113) 1. c. p. 147; vgl. auch Jul. Petersen, Acta math. 15 (1891), p. 198. 
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Tait untersucht die ve1'schiedenen Schemata fur eine gegebene 
Verknotungsordnung und gibt ferner verschiedene Reduktionsmethoden 
an 114). Fur alternierende Knoten gibt e1' eine andere schematische Dar
stellung 115) an, welche als eine Erweiterung des Listingschen Com
plexionssymbols betrachtet werden kann. Die Parzellen konnen schach
hrettartig in schraffierte und nichtschraffie1'te eingeteilt werden 116). 
Wir bilden ein Schema, indem wir entweder die schraffierten Parzellen 
oder auch die nicht-schraffierten durch Zahlen reprasentieren, welche 
ihre Anzahl von Ecken angeben. Die Zahlen werden zu einem Linien
komplex mit Strecken verbunden, welche angeben, in welcher Weise 
die Parzellen durch die Uberkreuzungen miteinander in Verbindnng 
stehen. Jeder Linienkomplex kann einem Knoten zugeordnet werden. 
Der Knoten in Fig. 17 wird z. B. folgende Schemata haben: 

/ 3 " 0: / I " 
3=5=3 

2 2 

oder l: 1)4( I 
3--3 

Tait gibt eine Aufzahlung alier alternierenden Knoten mit drei 
bis zehn Uberkreuzungspunkte1l 117). Der einfachste (tke trefoil knot, 
Kleeblattschlinge) ist 

/2~ 
3 _ 3 oder 2 - 2 

Diese Aufzahlungen sind von T. P. Kirkman 118) und O. N. Little 119) 
fortgesetzt (bis elf Uberkreuzungen). Letztgenannter hat auch die 
Knoten mit acht und neun Uberkreuzungen, welche nicht-altemierend 
sind, aufgeziihlt 120). 

Wenn wir in einem alternierenden Knoten die Art der Uber
krenzungen iiberall andern, wodurch die Bezeichnungen lund 0 in 
den Parzellen vertauscht werden, entsteht ein Knoten, welcher die 
Perversion 121) des gegebenen iet; wenn dieser mit dem gegebenen 

114) Vgl. auch Weith a. a. O. 
115) Tait 1. c. p. 65. 
116) Tait, Brit. Assoc. Rep. 1876; Messenger (2) 6 (1877), p. 132. 1st schon 

in Listings Einteilung in l- und d'-Parzellen enthalten. 
117) Edinb. Trans. 28 (1879), p. 153 fr.; ibid. 32 (1887), p. 327 und p. 501. 
118) Edinb. Proc. 13 (1885), p. 359; ibid. p. 363; ibid. p. 514; ibid. p. 693; 

Edinb. Trans. 32 (1887), p. 281; ibid. p. 483. 
119) Connecticut Trans. 7 (1885), p. 27; Edinb. Trans. 36 (1892), p. 253. 
120) Edinb. Trans. 35 (1890), p. 663; Edinb. Trans. 39 (1900), p. 771. 
121) Listings Vorstudien, p. 22. 

14* 
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ieotop iet, wird er amphicheiral genannt 122) .. Ee gibt amphicheirale 
Knoten fur jede gerade VerknotungsO'rdnungl!S). Dagegen iet z. B. 
der einzige Knoten mit del' Verknotungsordnung 3, die Kleeblattschlinge, 
nicht amphicheiral. Auf einer ll3 dagegen sind aIle Knoten amphicheiral. 

Wir konnen in verschiedener Weise FIachen konstruieren, welche 
von der verknoteten Raumkurve begrenzt sind. Solche Flachen mit sin
guUiren Linien betrachten Weith 124) und O. Boddicker 1lI5). Tait, O. Simony 
u. a. 126) betrachten FIachen ohne Selbetdurchkreuzungen. Man kann 
solche Flachen konstruieren, indem man in der Projektion die schraf
fierten Parzellell mit Fliichen erfullt, die bei den Uberkreuzungspunkten 
zwischen den Kurvenzweigen "als um 7r tordierte Flachenstreifen" 

Fig. 19. 

verlaufen. Die schraffierle Flache in Fig. 19 
ist nach Tait 127) linksgewunden (dexiotrop 
nach Listing 128»). Umgekehrt kann man 
fragen, welche Verknotungseigenschaften Kur
ven auf gegebener Fliiche haben konnen. 
N ur auf nicht einfach zusammenhangenden 
Flachen konnen verknotete (oder verkettete) 
Kurven liegen. 

Wenn wir die Kurve mit einer Umlaufsrichtung versehen, konnen 
wir eine Uberkreuzung als positiv rechnen, wenn wir in der gegebenen 
Richtung des einen Zweiges "liegend" die positive Richtung del' 
anderen Zweige als von rechts kommend sehen, sonst negativ 129). 

Die algebraische Zahl der Uberkreuzungen ist fur die reduzierle 
Form jedes Knotens bestimmt; rut· a1nphiclwirale FO'Tmen ist sie 
gleich 0 180). A . B. Kcmpe l31) nennt zwei Uberkreuzungen miteinander 

122) Tait, 1. c. p. 147; ibid. p. 187. Ein Beispiel schon in Listings Nach-
laB, Edinb. Trans. 39 (1900), p . 771. 

123) Tait, 1. c. p . 189. 
124) Diss. Zurich 1876, p. 24. 
125) Erweiterung der Gatt,6schen Theorie del' Yerschlingungen, Stuttgart, 

1876, p. 62 ff.; vg1. auch Tait, 1. c. p. 180. 
126) Vg1. Anm. 129. 
127) 1. c. p . 147. 
128) Vorstudien, p . 53; vgl. teils die Literaturiibersicht 1. c. p. 35 if., teils 

Edinb. Proc. 9 (1877), p. 316. 
129) Verwandte oder identische Festsetzungen z. B. bei Listing, Vorstudien, 

p. 52; Boeddickel', Erweiterungen der Gau,6schen Theorie der Verschlingungen, 
Stuttgart 1876, p.49; Tait, Edinb. Trans. 28 (1879), p. 147 und Edinb. Proc. 
10 (1879), p. 42; Si1llony, Gemeinfa6liche Losung . . . 1881, p. 3; H. Bntnn, Zeit
schr. f. Math. 37 (1892), p. 106; Little, Edinb. Trans. 39 (1900), p . 774. 

130) Little, 1. c. 
131) Edinb. Proc. 14 (1886), p. 36. 
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verkettet, wenn ihre zwei Paare von Buchstaben in dem Taitschen 
Schema (in Kreisordnung geschrieben) einander trennen. 

BrunnlS2) hat folgenden Satz aufgestellt: Die algebraische Summe 
del' (geeignet mit V orzeichen versehenen) scheinbaren Doppelpunkte, 
die von einem beliebigen Punkt a aus erscheinen, plus der algebraischen 
Summe der (in passender Weise mit Vorzeichen gerechneten) Schnitt
punkte einer Linie, welche a und einen festen Punkt a' verbindet, 
mit der developpablen FIache del' Raumkurve, ist eine konstante 
Zahl (eine Invariante fur isotope TransformationM). 

Eine von dem Taitschen Schema und dem Listing-Taitschen 
Symbol verschiedene Darstellung eines Knotens gibt Brunn 133), wo 
die Beschreibung des Knotens in Form einer Substitution hervortritt. 
Eine Andeutung eines auderen Symboles befindet sich bei Brunel 1M). 

Die topologischen Verknotungsbegriffe sind mit dem reellen Ge
bilde der analytischen Geometrie in Verbindung gesetzt worden, in
dem A. BrilllSS) gezeigt hat, daB die Kleeblattschlinge von einer end
lichen, rationalen Raumkurve 6. Ordnung gebildet wird, und Fr. Meyer 186) 
vermittelst des Taitschen Schemas die Typen der algebraischen ebenen, 
rationalen Kurven 4. und 5. Ordnung mit reellen, nicht isolierten 
Doppelpunkten aufgestellt hat. Es mu8te hierbei die Taitsche Dar
stellung einige Modifikationen erfahren, z. B. wegen der eventuellen "pro
jektivisch tmserstOrbaren" Asymptoten, welche bei den algebraischen 
Kurven vorkommen konnen. Die von Tait aufgestellten Knotenprojek
tionen mit nicht mehr als 7 Uberkreuzungen konnen samtlich durch ebene, 
rationale endliche Kurven 6. Ordnung dargestellt werden (event. mit 
isolierlen oder imaginal'en Doppelpunkten). 

2) Zwei und mehr Kurven (Verkettung). Auch hier handelt es 
sich bloB um Untersuchungen im Ea' Gelingt es (nach etwaiger 
interner Transformation des Es), zwei Kurven in Kugeln einzuschlieBen, 
die keinen Punkt miteinander gemeinsam haben, so sind sie unver
kettet, andernfalls verkettet. Analoges gilt fur drei und mehrere Kurven. 
Nach Tait 137) (vgl. auch Brunn 1S3-y) konnen drei unverknotete Kurven-

132) Deutsche Math.-Ver. Jahresber. 3 (1893), p. 84. Es ist eine wichtige 
Aufgabe, den rein topologischen Kern des Sa.tz6s herauszuschiilen, 

133) Verh. d. into Math.-Kongr. in Ziirich 1897 (Leipzig 1898), p. 266. 
134) Bordeaux Extr. Proc. verb. 1891/92, p. IV; [Bord. Mem. (4) 13 (1893)]. 
135) Math. Ann. 18 (1881), p. 96. 
136) DiBS. Miinchen, 1878; Edinb. Proc. 13 (1886), p. 931. 
137) Edinb. Proc. 9 (1877), p.66, 405; Edinb. Trans. 28 (1879), p. 183; vgl. 

auch Drum Brown, Edinb. Proc. 13 (1885), p. 383. 
138) Miinchen Ber. 22 (1892), p.77. 
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miteinander verkettet sein, ohne daB irgend zwei von ihnen vel'kettet 
sind (s. Fig. 20). Brunn 138) flihrt ein Schema des Verkettungszustandes, 
und verschiedene die Verkettung cho;rakterisierende Zahlen ein 139). Die 
ersten Betrachtungen dagegen libel' Verkettung oder Verschlingung 
von zwei Kurven verdanken wir GaufJ 140), del' (ohne Beweis) den 
Satz aufgestellt hat, daB, wenn die Koordinaten irgend eines Punktes 
del' beiden Kurven (x, y, z) resp. (x', y', :/) sind, 

j'j" (x -x) (dydz'-dzdy')+(y'-y) (dzdx'-dxdz')+ (z:-z) (dxdy'-dyd[l;J 

• [(x' - Xli + (y' - y)' + (z' - Z)i)2 
=V 

Fig. 20. Fig. 21. 

gleich elller ganzen Zahl m mal 4 % ist und bei irgeml welchen 
isotopen Transformation unverandert bleibt. Maxwell 141) beweist, 
daB, wenn die eine Kurve von einem elektrischen Strom, die andere 
von einem Magnetpol durchlaufen wird, die Arbeit, abgesehen von einer 
Konstanten, gleich V ist. - mist ein MaB del' Verkettung. Es kann 
jedoch bei ganz verschieden vel'ketteten Kurven denselben 'Vert 
haben, z. B. kann es 0 sein fUr zwei verkettete Kurven (s. Fig. 21). 
Spatel' haben Boeddicker 142), J'Ihomae 143), Taitl44) und Bi"ttnn145) das 
Verschlingungsintegl'al untel'sucht. Del' erste zeigt, daB m abgesehen vom 
V ol'zeichen gleich del' Diffel'enz del' Anzahl del' positiven und del' negativen 

139) Vgl. auch Katalog math. phys. Modelle, hersg. von Dyck, Mii.nchen 
1893, Nachtrag 30 und 189a. 

140) Werke 5, p. 605. 
141) A treatise on electricity and magnetism, Oxford, 2 (1873), p. 40. 
142) s. Anm. 125. 
143) Freiburg Ber. 7 (1876). 
144) Edinb. Trans. 28 (1879), p. 178. 
145) Zeitschr. Math. Phys. 37 (1892), p. 114. 
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Schnittpunkte der einen Kurve mit einer von del' anderen begrenzten 
zweiseitigen Fliiche ist. Dabei ist die eine Seite der Flache positiv, die 
andere negativ und ein Schnittpunkt positiv gerechnet, wenn die K urve 
von der positiven zur negativen Seite geht, negativ, wenn das Um
gekehrte der Fall ist. Brunn 145) zeigt, daB 12 m I = I 8 - 11 ist, wo 8 
die Anzahl der positiven Uberkreuzungen (s.oben) del' Raumkurven 
ist, und Jl die del' negativen. 

B. Fliichen twul mehr-dimensionale Mannigfaltigkeiten. N och 
weniger als bei den Kurven ist hier die TheOl·ie del' Isotopie ent
wickelt. Wenn zwei berandete Fliichen isotop sein sollen, so miissen 
sie selbst natiirlich homoomorph und ihre Randkurvensysteme mit
einander isotop sein. Aber das geniigt nicht, wie man aus dem Bei
spiel des punktierten verschlungenen Schlauches erkennt. Die Schwierig
keit der hier sowie in del' Knotell- und Kettentheorie zu lOsenden 
Probleme hiingt damit zusammen, daB das im wesentlichen Probleme 
des Nexus fiir dreidimensionale Gebilde sind: Entfernt man aus zwei 
Kugeln die von zwei isotopen geschlossenen Flachen begrenzten Raume, 
so miissen die Restraume homoomol'ph sein. Naher untersucht sind 
bisher bloB Bander, d. i. von einer odel' zwei Randkurven begl'enzte, 
einseitige resp. zweiseitige Fliichen, die dureh einen Querschnitt ein
faeh zusammenhiingend werden. Wenn das Band einseitig ist, so kann 
seine Randkurve in mannigfacher Weise verknotet, aber doch nieht mit 
jedem beliebigen Knoten isotop sein, dasselbe gilt fiir den Verkettungs
und Verknotungszustand del' zwei Randkurven eines zweiseitigen Bandes. 
Ist hier z. B. eine der Kurven unverknotet, so ist es auch die andere, 
und sie sind in diesem FaIle nicht andel'S verkettet, als wie die Aehsen
linie eines Ringes, und ein doppelpunktlosel' nieht zerstiickelnder Riiek
kehrschnitt: das Band ist isotop mit einem Teile einer RingfHiehe. 
Zum Zwecke del' Herstellung von Knoten und Ketten sind die Bander 
zuerst von Tait 146) , dann spater eingehend von Simony 147) studiert. 

146) Tait, Edinb. Trans. 28 (1879), p. 169; vgl. auch Listing, Vorstudien 
(1848), p. 49 if. 

147) Wien Ber. 82 1 (1880), p. 691; ibid. 841 (1881), p. 237; ibid. 85 2 

(1882), p. 907; ibid. 87 1 (1883), p. 556; ibid. 881 (1883), p. 939; ibid. 961 (1887), 
p. 191; vgl. auch Simony, Gemeinfa6liche leicht kontrollierbare Lijsung del' Auf
gabe: "In ein ringformig geschlossenes Band einen Knoten zu machen" und vel'
wandte merkwiirdige Pl'obleme, Wien (3. Auff. 1881); :Math. Ann. 19 (1882), 
p. 110; :Math. Ann. 24 (1884), p. 253; Math. Ann. 31 (1888), p. 549; Tageblatt 
des Vers. der N aturf. u. .Arzte 59 in Berlin (1886), p. 336; ibid. 60 in Wies
baden (1887), p. 229. L. Koller, Wien Bel'. 89 ' (1884), p. 250; L. Schuster, Wien Bel'. 
97!a (1888), p. 217; F. Dingeldey, Wien Ber. 98 1a (1889), p. 79; vgl. auch Dingeldey, 
Topologische Studien, Leipzig 1890, und die Rezension dieses Buches von Brunn, 
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Del' einfachste Fall des einseitigen Bandes riihrt von Mobius 148) her. 
Dasselbe ist uberhaupt das erste Beispiel einer einseitigen Flliche und 
hat den Namen Mobiussches Band bekommen. Hier ist die Rand
kurve verknotet. 

Mobius hat auch die empirische Konstruktion der nachstliegenden 
FaIle gegeben, Torsion eines langlichen rechteckigen Streifens urn 
:rr, 2:rr, . .. , n:rr und Zusammenheftung del' Enden ohne Verschlingung. 
Dies sind, wenn n gerade ist, die oben angefuhrlen auf einer Ring
flache liegenden Bander. Die fur komplizierte verschlungene Bander 
von Simony gegebene Definition des TorsionsmaBes hat Brunn 1409) als 
unzureichend nachgewiesen und foIgende dafur aufgestellt: Wenn das 
Band zwei Randkurven hat, so ist die Torsion (8 - A):rr, wo 8 die 
Zahl del' positiven (s. p. 212), A die del' negativen Uberkreuzungen 
ist. Eine ahnliche Anzahlbestimmung wird fur Bander mit nul' einer 
Randkurve auf diese Definition zuriickgefiihrl. 

Simony stellt auch Untersuchungen an uber die Verschlingung 
von Bandel'll, die eintritt, wenn man ein zweiseitiges Band lange del' 
Mittellinie aufschneidet. Eine exakte Definition del' zu betrachten
den Bander und Flachen erhalt man, wenn man wie bei del' Kurven
definition eine Einteilung des Raumes, etwa in Wurfel, zugrunde legt. 

Dyck 150) hat das GaufJsche Verschlingungsintegral erweiterl fur 
den Fall derVerkettung einer Mk mit einer Mn_k _ 1 im En' Indem 
er zeigt, daB dieses Integral in nahem Zusammenhang steht mit del' 
Charakteristik zugehoriger Funktionssysteme, ergibt sich unmittelbar, 
daB diese Integrale gegeniiber speziellen extel'llen Transformationen 
sich invariant verhalten. Er findet ferner den Satz: Wie man auch 
die Mk und lYln _ k _ 1 darstellenden n + 1 Gleichungen in zwei Gruppen 
teilt, das durch das Verschlingungsintegral gegebene MaE del' Ver
kettung del' durch diese beiden Gruppen dargestellten Mannigfaltig
keiten bleibt stets das gleiche. Es ist zu erwarten, daB diesel' Satz 
auch eil1e rein geometrische Bedeutung hat. 

D. Mannigfaltigkeiten mit Singularitii.ten. 
1. Allgemeine1'c PTobleme. Wir haben hier das Problem: Ge

geben eine JJfn ; man soIl aHe Typen von miteinander nicht isotopen 

Zeitschr. f. Math. 37 (1892), hist.-lit. Abt., p. 72, wo die Erklarung der Tatsache 
gegeben ist, daB eine von Dingeldey hergestellte Reihe von Gebilden identisch 
ist mit einer Reihe von Simony gebildeter Knoten. 

148) s. Anm. 14). 
149) Z. Math. Phys. 37 (1892), p. 106. 
150) Miinchen Ber. 25 (1895), p. 261, und besonders p. 447. 
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Mannigfaltigkeiten mit odeI' ohne Singularitaten, die auf ihr liegen 
kOllnen, bestimmen. Es ist dies das umfassendste Problem derIso
to pie , und es ist demgemiiB auch fiir die einfachsten Falle nul' in 
sehr bescheidenem Umfang gelost. Bei geschlossenen oder ungeschlos
senen Kurven kann man fiiglich von singularen Strecken absehen 
und sich bei singuliiren Punkten auf Doppelpunkte beschranken. 
GaufJ 151) hat sich mit del' Aufstellung von Typen ebener singularer Kurven 
(Trakten) beschaftigt. Er bezeichnet die singularen Punkte mit Buch
stab en a, b, e, ... und stent die Kurven etwa in del' Form a be a be 
dar, wo die aufeinander folgenden Buchstaben aufeinander tolgende 
Punkte del' Kurve bezeichnen (vgl. p. 210). Fur den Ea entspricht 
jeder solcher Ausdruck auch wirklich einer Kurve, nicht so 
fur einen E2 • So Z. B. gibt es keine Kurve, die den Ausdruck 
abaebe liefern wiirde. Gmtf3152) unterscheidet nun noch unter den 
reprasentationsIahigen Ausdrucken diejenigen, die es bei Vor- und 
Nachsetzung eines neuen Knotenpunktes bleiben, und solche, fiir die 
das nicht del' Fall ist. aabbee ist ein Beispiel fiir den ersten, 
ababcc eins fiir den zweiten Fall. Bis zu fiinf Doppelpunkten hat 
GattfJ aIle moglichen Trakte aufgestellt. Eine allgemeine Regel fiir 
die Moglichkeit odeI' Unmoglichkeit von Trakten aufzustellen, ist ihm 
jedoch nicht gelungen. 

Allgemeine Untersuchungen iiber Singularitaten bei geschlossenen 
Fliichen riihren von Boy 153) her. Er beweist den Satz, daB es 
zu jeder geschlossenen Fliiche homoomorphe Heprasentanten im 
E3 gibt, die als Singularitaten hOchstens geschlossene Doppel
linien mit einem dreifachen Punkt besitzen. Dazu war es bloB 
notig, eine derartige einseitige Flache mit del' Charakteristik - 1 
zu konstruieren 154). Del' Satz hat insofern eine besondere Bedeutung, 
als aus ihm folgt, daB es zu jeder Flache homoomorphe analytische 
Reprasentanten gibt, bei denen in del' Umgebung jedes Punktes eine 
Koordinate sich in del' Form von (hOchstens drei) Potenzreihen dar
stellen laBt, die nach ganzen Potenzen del' anderen Koordinaten fort
schreiten. 

2. Riemannsehe Fliichen. Voil groBter Bedeutung sind diejenigen 
singuHiren zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten, die man als Rie
mannsche Fliiehen bezeichnet. Vom rein topologischen Standpunkt 

151) Werke 8 (Nachla8), p. 271 if. 
152) a. a. O. p. 282. 
153) Dissen. Gottingen (1901) u. Math. Ann. 57 (1\)03), p. 151 if. 
1M) Vgl. auch mitt. Nachr. 1901, p. 20. 
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aus sind sie etwa folgendermaBen zu definieren 155): Auf einer Kugel
Hache verbinde man tv Punkte all a jU ' • " aw mit einem weiteren 
Punkte 0 durch sich nicht schneidende Linien lu l2' ... , lw, und 
schneide liings dieser Linien die Kugelfliiche auf, d, h, man betrachte 
die Kugelfliiche als ein Elementarflachenstiick mit singuliirer Beran
dung, die aus den Linien 1t'l/" 12'12""." 1~1~ in dieser Reihenfolge 
(wenn wir die Indizes 1, 2, . , ., w passend gewiihlt haben) besteht, 
wobei aber je zwei Linien 1;' und l;" zu einer Doppellinie zusammen
faIleD. 0 wird demnach fiir dieses Elementarflachenstiick ein w
facher Punkt, Wir denkeD uns nun die Kugel mit n solchen Ele-
mentarfliichenstiicken (Bliittern) Btl"" B.. mit denselben Singu
laritaten bedeckt und erkliiren je eine Linie 1k' auf einem Blatt B. 
mit einer Linie 1k" auf demselben oder einem anderen Blatt Bat als 
identisch. Dadurch erhalten wir eine odeI' mehrere gesehlossene 
zweiseitige Fliiehen, und es gibt gemiiB der Zusammenheftungs
bestimmung zu jeder Linie 1k eine Substitution del' Zahlen 1 bis n: 

( 1, 2, ' , ., n) 8- , 
k - all "2"'" an 

1st nun die durch 811 , • ,,8 .. erzeugte Gruppe transitiv, da.nn hiingen 
aUe Blatter miteinander zusammen, und wir haben eine geschlossene 
Flaehej ist ferner 81 82 ". 8 .. = 1, so bedeutet das, daB der 
Punkt 0 als n-facher singularer Punkt zu zahlen ist (wie jeder andere 
Punkt der Kugel mit Ausnahme der V erzweigungspunkte), Sind aIle 
diese Bedingungen erfiillt, dann nennen wir die Fliiche eine Riemannsche 
Flacke mit den w Verzweigungspunkten all' .. , aw und den w Ver
zweigungslinien 11 , ••• , 1w.156) An jedem Verzweigungspunkte a. werden 
sieh die Blatter zu Ci Zyklen anordnen, Jedem Zyklus entsprieht ein 
bestimmter Punkt A"j der singularitiitenfreien Manlligfaltigkeit, deren 
Bild die Riemannsehe Fliiehe ist, und die in diesem Zyklus vereinigten 
Blatter sind die Bilder der an den Punkten A',j hangenden Fliichen
stucke, Es ist also ai ein c;-facher Punkt. Jede del' Linien l; ist 
eine n-fache Linie, und es folgt so aus der Eulerschen Formel (s. 
Nexus II Nr.5) die Beziehung: 

(~ ci + n) + n = wn + 2 - 2p, 
oder auch 

~ (n - Ci) - 2n = 2(p - 1), 

wo dann n - ci wieder eine Bedeutung hat. Es ist namlich diese Zahl 

155) s. Ad. Hurwitz, Math. Ann. 39 (1891), p. 3. 
156) HU1'lL'itz 1. c. 
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gleich der Summe der um 1 verminderlen Anzahlen der in den Zyklen 
zusammenhangenden Blatter, oder gleich der Multip1iziUit des Ver
zweigunspunktes ai . Riemann 157) beweist diese Relation mit funk
tionentheoretischen Hilfsmitteln (Dirich1etsches Prinzip, konforme Ab
bildung), C. Neumann 158) spater mit den Hilfsmitteln der Analysis situs. 
Aus der Formel folgt, daB die Summe der Multiplizitaten stets eine 
gerade Zahl ist, daB also beispw. eine Flache mit nur einfachen Ver
zweigungspunkten davon eine gerade Zahl besitzen muB. Zwei Rie
mannsche Flachen sind als gleich zu erachten, wenn sie sich bloB 
durch die Numerierung der Blatter und Verzweigungspunkte unter
scheiden. Die Anzahl alier moglichen Riemannschen Fliichen mit bloB 
einfachen Verzweigungspunkten und gegebener Anzahl von Blattern 
und Verzweigungspunkten iet von Hurwitz 159) bestimmt worden. Trans
fm'mationen der Riemannschen Fliiche sind zunachst von J. Liiroth 160) 

I 
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/ 
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,/ 

1\ I 
(e e., 
\ 2 , __ a2: .- .... . a, -----

e' I 
Fig. 22. 

1\2 0 1' 
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0'" 0" 
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rf 2" ~ \e· ~2 
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ebenfalls fiir den Fall von lauter einfachen Verzweigungspunkten 
untersucht worden. Ais Transformationen kommen hier in Betracht 
die durch funktionentheoretische Begriffe unmittelbar gelieferten "Uber
schiebungen" der Verzweigungslinien. Diese sind von folgender Art: 
seien 11 ,12 , zwei aufeinanderfolgende Verzweigungsschnitte und mogen an 
11 die Blatter 1 und 2, an 72 die Blatter 2 und 3 zusammenhangen, 
dann transformiere man 11 in 11' so, daB 1/ auf 11 folgt (s. Fig. 22) 
und lasse an 12 jetzt 1 und 2 in einander iibergehen. Dieser Trans
formation der Riemannschen FUi.che entspricht die in der Fig. 23 an-

157) Theorie der Abelschen Funkt. § 7; J. f. Math. 54 (1857), p.127 = 

Werke (2. Auff.) , p. 113; vgL auch H. Durege, Funktionenth., Leipzig, 1. Auff. 
(1865), §§ 58, 59; Thomae, Zeitschr. :Math. Phys. 12 (1867), p.361 u. Durege, 
Wien Sitzber. 69 2 (1874), p.115. 

158) Vorles. iib. Riemanns Theorie U8W. Leipzig 1865, p. 312 
159) 1. c. u. Math. Ann. 55 (1901), p. 53 fI'. 
160) Math. Ann. 4 (1871), p. 181; A. Clebsch, Math. Ann. 6 (1873), p. 216; 

vgl. auch J. H. Gmf, Dissert. Bern 1880; Picard, TraiM 2, Paris 1893, p. 369 if.; 
Jordan, Cours 2, Paris (2. Auff.) 1894, p. 558 if.; E. Be1iini, Rom Line. Rend. 
(5) 3 1 (1894), p. 106; H. Stahl, Theorie d. Abelschen F., Leipzig 1896, p. 31. 
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gedeutete Anderung der iJberdeckung eines zu ihr gehOrigen singula~ 
ritatenfreien Originals. 

Liiroth hat bewiesen, daB durch solche Uberschiebungen eine 
Flliche (mit lauter einfachen V erzweigungspunkten) in eine solche von 
kanonischer Form iibergefiihrt werden kann: Das erste Blatt hangt 
bIos mit dem zweiten und zwal' in zwei Vel'zweigungslinien zusammen, 
allgemein: das kt• Blatt (k < n) hangt bIos mit dem k + 1 ten 

und k - 1 ten und zwar in je zwei Verzweigungsschnitten zusammen, 
endlich das nt• bIos mit dem n - lien und zwar in 2 p + 2 Linien. 

Allgemeinere Transformationen mit Bewegung der Verzweigungs
punkte von beliebigen Riemannschen Flachen sind von Hurwitz 161) 

untersucht. Gehen die Verzweigungspunkte aus einer bestimmten Lage 
durch eine Bewegung wieder in die urspriingliche Lage iiber, so ist 
im allgemeinen durch diese Bewegung das Substitutions schema 81 , ••• , Sw 
transformiert, und es liefern so diese Bewegungen wieder Substitutions
gruppen, die Monodromiegruppen 162) heiBen. 

Die Begriffsbildung, die zu den Riemannschen Fliichen fiihrte, hat 
eine Verallgemeinerung erfahren: Man hat Flachen betrachtet, welche, 
analog wie die Riemannschen Flachen auf del' Kugel, allgemein auf 
irgend einer zweiseitigen geschlossenen Flache vom Geschlecht q > 0 
ausgebreitet sind. Da jedes der n die Flache zusammensetzenden 
Blatter eine punktierte q-geschlechtliche Flache ist, so muB man, urn 
die Eulersche Formel anwenden zu k6nnen, in jedem Blatt noch 2q 
Querschnitte, also 411 Ecken und 2q Strecken hinzufiigen. Wir er
halten so: 

oder: 
(n + .:E ci + 4nq) + n = wn + 2nq + 2 - 2p 

~ .:E (n - ci ) + n (q - 1) = P - 1. 

Hwrwitz162) hat eille Reihe seiner fur gew6hnliche Riemannsche Flachen 
angestellten Betrachtungen auch auf diesen Fall ausgedehnt 163). 

161) Math. Ann. 39 (1891), p. 1; vgl. auch Klein, Riem. Th., Leipzig 1882, 
p. 64; H. Kasten, Theorie d. dreiblattr. Riemannschen Flachen, Gottingen 1876. 

162) Hurwitz, 1. c. 
163) Uber die Anwendung del' Riemannschen Flachen in der Funktionen

theorie, 8. IT B 2, Wirtinge1'. 

(Abgeschlossen im Janua.r 1907.) 
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Da der vorliegende Artikel einen allgemeinen Uberblick fiber die 
darauffolgenden von Bd. III geben soIl, so muB hier auf Literatur
angabe verzichtet werden, und fur jeden einzelnen Abschnitt auf die 
bei den entsprechenden Arlikeln von III A, B; III C; III D angeffihrte 
Literatur verwiesen werden. Bier werden nur einige Werke allge
meinen oder historischen Charakters erwlihnt: 
A. Brill und M. Noether, Die Entwickelung der Theorie der algebraischen 

Funktionen itt alterer und neuerer Zeit, Deutsche Math.·Ver. Jahresber. 3 
(1894), p. 107-066 ("Bericht"). 
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M. Clwsles, Aper<,lU historique sm l'origine et Ie developpement des methodes en 
geometrie, Bruxelles 1837; 2. Auft. Paris 18i5 ("Aperyu historique"). 

F. Klein, Einleitung in die hahere Geometrie, 2 Bde; autogr. 'V orlesung, Gattingen 
1892-93; insbes. Bd. 1 ("Hahere GeometrieH). 

E. Kotter, Die Entwickelung der synthetischen Geometrie. 1. Teil: von Monge 
bis auf v. Staudt, Deutsche Math.-'V er. Jahresber. 52 (1901), p.1-486 ("Bericht"). 

G. Loria, Il passato e il presente delle principali teorie geometriche, Torino 
Mem. 38 (1887); deutsch durch F. Schiitte, Leipzig 1888. Zweite ital. Aufi., 
Torino 1896. 

E. Pascal, Repertorio di matematiche superiori, 2 (Geometria), Milano 1900; 
deutsch durch A. Schepp, Leipzig 1902. 

I. Allgemeine Bemerkungen. Fixierung des Themas: 
Die Entwicklung der Geometrie im 19. Jahrhundert, 

von Monge beginnend. 

1. Charakteristische Merkmale der beiden Geometrieen. Man 
unterscheidet allgemein zwei Arten von Geometrie: die synthetische 
Geometrie, welche die Figuren an sich betrachtet, und die analytische 
Geometrie, welche mit Hilfe der Analysis ihr Lehrgebaude aufstellt. 
Es liegt in del' Natur del' Sache, daB von diesen beiden Arten, geo
metrische Gebilde zu untersuchen, ausschlietUich die erste in den 
alteren Zeiten angewandt wurde, wahrend die zweite erst im 17. Jahr
hundert, nach Entstehung der Algebra, als Anwendung der Algebra 
anf die KU1'venlehre ZUl' Geltung kam. 

",Til' k6nnen die Geometrie zunachst als eine eigenartigeWissen
schaft auffassen, welche du]'ch Betrachtungen aus der Raumanschauung 
veranlaBt wird. Sie benutzt einige Grundbegriffe (Punkt, gerade 
Linie, ... ) und stiitzt sich auf eine Reihe von Grundsatzen (die 
sogen. "Postulate"), welche aus der Anschauung entnommen sind, 
dann aber innerhalb Ullseres Geistes einem Abstraktionsprozesse unter
worfen und dementsprechend in genauerer Form ausgesprochen werden. 
Von hier aus schreitet man durch deduktive Schliisse weiter, und 
gelangt zu abstrakten Resultatel1, welche sich dUTch eine gewisser
maBen inverse Operation, d. h. durch einen Ubergang von abstrakten 
(mathematischen) Punkten usw. zu konkreten (physikalischen), auf die 
physikalische Welt anwenden lassen 1). Die Auswahl der notwendigen 

1) Diese abstrakten Resultate lassen sich ja auch in vielfacher Weise inter
pretieren, indem man den Grundbegriffen Punkt, gerade Linie, ... auch andere, 
von den gewohnlichen verschiedene Bedeutungen erteilt, welche den zugrunde 
gelegten Postulaten geniigen. So war es besonders in den neueren mehr
dimensional en Untersuchungen (Nr. 30; III C 9, mehrdimensionale Raume, Segt·e). 

15" 
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Grundsatze, ihre prazise Formulierung, die auf ihre gegenseitige Ver
traglichkeit und Unabhangigkeit bezuglichen Untersuchungen, sind 
schwierige und zugleich grundlegende Aufgaben (III A, B 1, Prinzipien 
der Geometrie, Enriques). 

Anderseits konnen wir die Arithmetik, oder allgemeiner die 
Analysis, d. h. die Grundeigenschaften der Zahlen als bekannt voraus
setzen; diese Eigenschaften lassen sich ebenfalls aus gewissen Grund
satzen ableiten, die aber in kleinerer Anzahl und viel einfacher 
sind als die der Geometrie. Verstehen wir unter einem Punkte 
(beispw. des Raumes) das aus drei Zahlen (den sogen. Koordinaten) 
gebildete analytische Element; unter einer Ebene den Inbegriff aller 
Punkte (d. h. aller Zahlentripel), die eine bestimmte lineare Gleichung 
mit drei Veranderlichen befriedigen; usw., so ergibt sich aus bekannten 
analytischen Theoremen sofori, da£ die geometrischen Satze uber die 
Bestimmung von geraden Linien und Ebenen durch zwei bezw. drei 
Punkte (in allgemeiner Lage) , sowie auch diejenigen liber Durch
schnitte von geraden Linien und Ebenen, samtlich bestehen; und 
zugleich folgt die Kontinuitlit des (analytisch definierten) Raumes 
aus derjenigen der Zahlen. Von hier aus la£t sich eine "analytische 
Raumlehre" entwickeln, welche sich mit der Geometrie deckt, ohne 
irgendwie notwendigerweise die Anschauung oder geometrische Begriffe 
und Operationen zu benutzen. In diesel' werden die geometrischen 
Gebilde durch analytische (deren "Koordinaten", oder deren "Gleich
ungen") ersetzt, auf welche die Rechnungsmethoden anwendbar sind; 
der Ubergang von einem Gebilde zu einem anderen deckt sich mit 
der Aufgabe, aus del' Gleichung des ersten die des zweiten abzu
leiten; geometrische Wahrheiten sind denkbare Gegenbilder analy
tischer Beziehungen. Das ist die "analytische Geometrie"; erstere heiBt 
dagegen "synthetische Geometrie". 

2. Weiteres fiber die Grundbegriife der analytischen Geo
metrie. In historischer Hinsicht darf bemerkt werden, daB die "ana
lytische Raumlehre" dadurch zur Geltung kam, daB man die Punkte 
der Ebene oder des Raumes durch 2 bezw. 3 Zahlen (deren Koordi
naten) "darzustellen" lernte, und von hier aus die analytische Theorie 
der Zahlenpaare oder Zahlentripel aufbaute und geometrisch deutete. 

Spuren eines orthogonalen Koordinatensystems in der Ebene sind 
schon in lilteren Zeiten zu finden; insbesondere hat Apollonius (ca. 
200 v. Ohr.) metrische Eigenschaften der Kegelschnitte durch Formeln 
dargestellt, die mit den heutigen Gleichungen dieser Kurven in bezug 
auf spezielle Koordinatensysteme zusammenfallen. 1m 15. J ahrhundert 
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bestimmte ViCte (1540-1603) die Punkte einer geraden Linie dureh 
Zahlen. Aber die Mogliehkeit, den Algorithmus der Algebra auf die 
Darstellung beliebiger, nach bestimmten Gesetzen konstruierler Ge
bilde anzuwenden, und zugleieh aueh den V orteil, den die systematisehe 
Anwendung dieser Darstellung bieten konnte, haben, obwohl noch in 
besehrankter Form, erst Descat·tes (1596-1650) und, fiir spezielle FaIle, 
Fermat (1602-1665) erkannt la). Derselbe Grundbegriff, den sie fUr 
die Punktgebilde einer Ebene aufstellten und fUr die Raumgeometrie 
andeuteten, ist in neuerer Zeit in mannigfaltiger Weise angewandt und 
verallgemeinert worden (III A, B 8, Koordinaten, Miiller). In jeder 
"Grundform" 1., 2. oder 3. Stufe (Nr. 9), deren Element der Punkt, 
die gerade Linie, oder die Ebene ist, sind versehiedenartige Koor
dinatenbestimmungen bekannt; direkte Koordinatenbestimmungen lassen 
sieh ebenfalls auf das 003 _ System der Kreise einer Ebene und 
auf das oo4-System der Raumkugeln anwenden; dabei sind die Koor
dinaten immer bestimmte, mit dem betr. Elemente zusammenhangende 
geometrische GraBen. Wesentliches Kennzeichen einer jeden Koordinaten
bestimmttngist, dafJ bei gegebenen Koordinaten das entsprechende Ge
bilde eindeutig bestirmnt sei, und umgekehrt, sowie dafJ bei stetiger 
Anderung der Koordinaten das Gebilde sich ebenfalls stetig andere, und 
umgekehrt. 

1m allgemeinen wird jedes einzelne Gebilde durch eine Anzahl k 
unabhangiger Koordinaten bestimmt. Es kann sieh aber manehmal 
empfehlen, k + 1 homogene Koordinaten zu benutzen, oder aueh das 
Gebilde mit einer groBeren Anzahl von Koordinaten zu behaften, 
welche dann nicht mehr unabhangig sind, sondern eine entspreehende 
Anzahl von Bedingungsgleichungen identiseh erfUllen miissen. So ist 
es z. B. bei den Pliickerschen Linienkoordinaten im Raume (III C 10, 
Wiilsch), bei den pentaspharischen Koordinaten (III A, B 8, Muller), bei 

den Pentaederkoordinaten fur die Darstellung der Flachen 3. Ordnung 
(ill C 7, Meyer, Nr. 3)2). 

1 a) Descartes in seiner "Geometrie" (Leyde, 1637), 3ter Anhang zu dem "Discours 
sur la methode pour bien conduire sa raison et chercher la verite dans les 
sciences plus la dioptrique, les meteores et la geometrie", p. 297 u. if. = Oeuvres, 
publiees par Ch. Adam et P. Tannery, 6 (Paris 1902), p. 369 (vgl. Brill und 
Noether, Bericht, p. 113-16); Fermat in seiner "Ad locos pIanos et solidos 
isagoge", welche unabhangig von Descartes geschrieben, aber erst spater, nach 
seinem Tode, in den "Varia opera mathematica" (Tolosae 1679) veroifentlicht 
wurde (Oeuvres de Fermat publiees par P. Tannery et Ch. Henry, 1 (paris 
1891), p. 91). 

2) Diesen Standpunkt hat besonders P. Serret in seiner "Geometrie de 
direction. Application des coordonnees polyedriques" (Paris 1869) berucksichtigt, 
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Raben wir in einem System von Gebilden eine Koordinaten
bestimmung eingefiihrt, so konnen wir dort kleinere Scharen von 
Gebilden dadurch definieren, daB wir die k Koordinaten eines 
Gebildes einer oder mehreren Gleichungen zwischen k Veranderlichen 
unterwerfen. Wir sagen dann, daB die betreffende Schar durch 
diese Gleichung oder dieses System von GIeichungen dargestellt wird. 
Umgekehrt kann jede Gleichung und jedes System vertraglicher GIei
chungen in mehrfacher Weise geometrisch gedeutet werden, uberall 
wo sich die Veriinderlichen als Koordinaten deuten lassen. 

Von hier aus ergibt sich eine wesentliche Erweiterung des 
Koordinatenbegriffes. Wir konnen uus in die (beispielsweise in 
Punktkoordinaten geschriebene) GIeichung eines Gebildes eine be
lie bige ( endliche) Anzahl von Parametern eingefuhrt denken, und 
die Gesamtheit der Gebilde ins Auge fassen, deren Gleichungen 
allen moglichen Wertsystemen dieser Parameter entsprechen. Erfullt 
dabei jene Gleichung noch die Bedingung, jedes Gebilde del' 
Schar fur ein einziges VVertsystem, oder auch nUl' fur eine diskrete 
Anzahl von Wertsystemen del' Parameter darzustellen 23), so daB 
bei stetiger Anderung der Parameter das Gebilde sich auch stetig 
iindert und umgekehrt, so durfen wir die obigen Parameter als Koordi
naten des entsprechenden Gebildes innerhalb der betrachteten Schar 
auffassen. Diese Uberlegung wird fortwiihrend auf lineare Systeme 
algebraischer Kurven und Flachen, insbesondere auf das System aller 
ebenen Kurven odeI' aUer Flachen von gegebener Ordnung und auf 
Involutionen in einstufigen Gebilden angewandt. Dadurch, und even
tuell nach wiederholter Anwendung dieses Verfahrens, werden viel 
weitere Kreise geometrischerGebilde der Koordinatenbestimmung 
zugiinglich. 

Gleichungen mit mehreren Reihen von Yariabelen lassen sich 
dadurch geometrisch deuten, daB die Variabelen jeder einzelnen Reihe 
als Koordinaten eines Elementes je einer Mannigfaltigkeit gedeutet 
werden; dieser Deutung liegt die Gesamtheit derjenigen Gebilde zu
grunde, welche aus je einem Elemente einer jeden der obigen Mannig
faltigkeitell auf aIle moglichen Weisen bestehen. Diese verschiedenen 
Elemente sind nicht notwendigerweise gleichartig; bei ungleichartigen 

iRdem er zeigte, was mit dies en "polyedrischen Koordinaten" iiherhaupt zu 
machen ist. 

2&) Auch im Falle einer diskl'eten Anzahl von 'Wertsystemen laBt sich durch 
geeignete Festsetzungen die eindeutige Umkehrbarkeit der Korrespondenz zwischen 
Parametel'werten und Gebilden herstellen. 



2. Weiteres iiber die Grundbegriffe der analytischen Geometrie. 227 

Elementen liefern die Olebsch'schen "Konnexe" der Ebene das einfachste 
Beispiel 3). 

Als eine Erweiterung der Deutung endlicher Gleichungen durch 
geometrische Gebilde ist die durch G. Monge erdachte4) und spater 
dUTch P. du Bois-Reymond 5) und S. Lie·"') wieder aufgenommene geo
metrische Deutung der Differentialgleichungen anzusehen. Ebenso wie ein 
Wertsystem von x, yoder x, y, z als ein Punkt der Ebene oder des Raumes 

gedeutet wird, so kann man ein Wertsystem von x, y, y' (= :~) oder von 

d d d b {)z oz 1 . L" X,Y,z, x: y: Z ezw. vonx,y,z'P=ax' q=ayasem" Imeu-

element" der Ebene, oder als ein Linien- bezw. Flachenelement des 
Raumes deuten. Durch eine Differentialgleichung wird eine ge
wisse Mannigfaltigkeit solcher Elemente dargestellt, und das Inte
grationsproblem dieser Differentialgleichung laBt sich dann geometrisch 
in durchsichtiger Weise auffassen (II A 4b, Vessiot; II A 5, v. Weber; 
vgl. Nr. 39). 

Die Bestimmung geometrischer Gebilde durch Koordinaien, ttnd die 
Da'rstellung von Systemen solcher Gebilde, d. h. nochmals von Gebilden, 
durch Gleichungen, sind die beiden Grundbegriffe der analytischen Geo
metrie; dariiber hinaus kommt es nur auf Rechnungen (im allgemeinsten 
Sinne), d. h. auf Aufgaben der Analysis an. Jedes Gebilde, welches 
durch eine Gleichung dargestellt wird, liiBt sich iibrigens auch, allge
mein zu reden, durch Koordinaten bestimmen, indem man als solche 
die in seiner Gleichung auftretenden Konstanten ansieht; und jedes 
Gebilde, welches sich durch Koordinaten bestimmen IaBt, kann als 

3) tJber ein neues Grundgebilde der analytischen Geometrie der Ebene, 
Gatt. Nachr., 18. Sept. 1872, p. 429; Math. Ann. 6 (1873), p. 208. Der Begriff 
des Konnexes tritt schon bei J. Plucker auf (Analytisch-geometrische Entwick
lungen, 22, Essen, 1831, § 2). 

4) Supplement, ou l'on fait voir .... , Paris Acad. 1784, p.502. Application 
de l'analyse a Ill. geolletrie, teilweise 1795 veroffentlicht, unter dem Titel: 
"Feuil1es d'analyse appliquee a la geometrie", letzte Ausgabe Paris 1850, 
durch J. Liouville; vgl. insb. die Addition, p. 420 u. if. 

0) Beitrage zur Interpretation del' partieUen Differentialgleichungen mit 
drei Variabeln (Leipzig 1864). 

5&) Schon in aeinen eraten Arbeiten (1870-71) machte Lie die Pluckersche 
Liniengeometrie und die Kugelgeometrie fiir die Leme der Differentialgleichungen 
nutzbar. Die Grundbegriife der geometrischen Deutung der Differentialgleichungen 
sind bereits in den Aufsatzen von 1872 (Christiania Forh.; Gatt. Nachr. p. 473) 
enthalten und finden von do. an fortwahrend Anwendung. Ausfiihrlich wurde 
diese Deutung in "Geometrie der Beriihrungstransformationen" 1 (Leipzig 1896) 
dargelegt. S. auch die von F. Engel herausgegebenen 3 Kapitel aus dem un
vollendeten Bd. 2 in Math. Ann. 59 (1904), p. 193. 
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gemeinsames Element (Durchschnitt) gewisser Systeme angesehen 
werden, deren jedes durch eine Gleichung (und zwar durch das Kon
stantsetzen je einer ·der obigen Koordinaten) dargestellt wird. 

3. Gegenseitige Beziehungen der heiden Geometrieen. J ede 
geometrische Frage kann nach analytischer, oder nach synthetischer 
Methode behandelt werden. In der analytischen Behandlung lassen 
sich drei wesentliche Momente unterscheiden: 1) die analytische 
Uhersetzung des Problems, in welcher es sich darum handelt, die vor
liegenden Umstande durch Gleichungen auszudriicken, d. h. "in del' 
Sprache der analytischen Geometrie zu schreiben"; 2) die Ableitung, 
von diesem System von Gleichuugen ausgehend, der weiteren Glei
chungen oder der Koordinatenwerte, welche die aufgesuchten Gebilde 
darstelleu; eine rein analytische Aufgabe, in welcher die von der 
Analysis der Geometrie geleistete Hilfe besteht; 3) die geometrische 
Deutung der analytisch gewonnenen ResuItate. Der in den Einzel
problemen 1) und 3) verlangte Ubergang von einer geometrischen 
Beziehung zu ihrem analytischen Bilde und umgekehrt ist oft ein 
unmittelbarer, fast unbewuBter. Dagegen bemhen die in der Auf
gabe 2) einbegriffenen Umformungen auf einer Reihe allgemeiner und 
fortwahrend auftretender analytischer Prozesse (z. B. Gleichungen der 
geraden Linie oder der Ebene durch 2 oder 3 vorgelegte Punkte, 
Durchschnitt gerader Linien und Ebenen, Gleichungen von Tangenten 
und Tangentenebenen an vorgelegten Kurven und Flachen, Zusammen
setzung von Gleichungen zu linearen Systemen, ... ), in denen das 
Wesentliche del' analytischen Geometrie liegt. 

Trotz des scheinbaren Gegensatzes laBt sich in den Methoden 
del' beiden Geometrieen vielfach derselbe Leitfaden erkennen. Wird 
eine Frage den beiden Behandlungsweisen unterworfen, so ist oft 
del' Gedankengang nul' einer; geandert ist bloB die Ausdrucksweise, 
die "Sprache". In der Tat kann jede synthetische Uberlegung "ana
lytisch iibersetzt" werden; und aus einer Reihe synthetischer Opera
tionen, welche von gewissen Gebilden (A) ausgehend ein weiteres (B) 
erzeugen, ergibt sich durch Umsetzung ein analytischer Proze.6, 
welcher aus den Gleichungen der Gebilde (A) die Gleichungen von 
(B) zu folgern gestattet, wie es oben bei 2) gemeint war. Umgekehrt 
kann, allgemein zu reden, jede Rechnung geometrisch gedeutet werden, 
und zwar auf sehr verschiedene Weisen, je nach del' Mannigfaltigkeit, 
innerhalb welcher man die auftretenden Variabeln als Koordil1aten 
deutet; so daB eil1 einziger analytischer Proze.6 die Behandlung ver
.schiedener (in gewissem Sinne aquivalel1ter) geometrischer Fragen 
liefern kann. 
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Durch diese geometrischen Interpretationen werden Ofters analy
tische Betrachtungen veranschaulicht und belebt, so daB die Geometrie 
ihrerseits der Analysis zu Hilfe kommt. So war es z. B. in del' Nr. 2 
erwahnten Theorie del' Differentialgleichungen (vgl. Nr. 5, 36, 39); 
ebenso laSt sich der Begriff des Differentialquotienten einer reellen 
Funktion y = ((x) (II A 1, Funktionenlehre, Pringsheim, Nr. 10) durch 
Betrachtung der Tangente an die Kurve y = ((x) klar machen. 

4. Plan der folgenden Darstellung. Es war ein Verdienst del' 
analytischen Methode, jene Allgemeinheit del' Auffassung und Behand
lung, welche friiher als ein besonderer V orteil del' Analysis erschien, 
auch der Geometrie zuganglich gemacht zu haben. Die synthetische 
Geometrie erreichte abel' im 19. Jahrhundert, im algebraischen Gebiet, 
eine ebenso vollstandige und von jeder fremden Hilfe unabhangige All
gemeinheit. Wie es in Bezug auf die beiden Arten von Geometrie bei 
den neuesten Untersuchungen steht, hauptsachlich in der Mengenlehre, 
lassen wir noch dahingestellt sein (1 A 5, Sehoenfliesi Nr. 16; III A B 2, 
v. Mangoldt, Nr. 8, 9). Es soll die An(gabe der (olgenden Darstellung 
sein, zu zeigen, wie sich die beiden Behandlungsweisen del' Geometrie 
wiihrend des 19. Jahrhnnderts entwickelt tmd dtwchdrungen haben, und 
wie in den grundlegenden geometrischen Untersuchungen ofters beide 
Methoden auf ihren Anteil am Endresultat Anspruch machell diirfen. 

5. Die Stellung von Monge. Durch die Einfiihrung des Koordi
natenbegriffes in die Geometrie, und die kurz darauf (Ende des 
17. Jahrhunderts) durch Newton (1642-1727) und Leibniz (1646-
1716) erfolgte Erfindung del' Infinitesimalrechnung (II A 2, Voss) 
wurde del' mathematischen Tatigkeit ein weites Gebiet eroffnet. Auf
gaben aus den aHeren Zeiten, welche del' synthetischen Geometrie 
unzuganglich erschienen, lieBen sich durch die neuen Methoden mit 
iiberraschender Leichtigkeit behandeln; das ist besonders an del' 
Theorje der infinitesimalen Beziehungen del' Kurven und Flachen 
(III D 1, 2, v. Mangoldt; 3, v. Lilienthal) ersichtlich, an deren Spitze 
Clairaut (1715-65) 6) und Euler (1707-83) 7) stehen. 

Am Ende des 18. Jahrhunderts herrscht in Frankreich ein Akti
vitatszentrum, und alIes gruppiert sich um die neugegriindete "Ecole 
polytechniqueu. Die zentrale SteHung nimmt G. JJfonge (1746-1818) 
ein, welcher in seiner Hauptleistung "Application de l'analyse a la 
geometrie Il4), zugleich mit der Ausgestaltung del' Aufgaben del' Flachen-

6) Traite des courbes a double courbul'c (Paris 1731). 
7) Introductio in analysin infinitorum, 2 (Lausannae 1748); Recherches sur 

la courbure des surfaces (Berlin Abh. 16, 1760). 
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theorie, die Geometrie zum ersten Male fiir eine rein analytische Theorie 
- die Theorie del' partiellen und totalen Differentialgleichungen -
ausnutzt; insbesondere sucht er durch geometrische Konstruktionen 
ein Verstandnis diesel' Differentialgleichungen und del' betreffenden Inte
grationsprobleme zu gewinnen (vgl. Nr. 36, 39). - Ein zweites Werk 
von Monge sind seine "Leyons de geometrie descriptive"7&); und obwohl 
das wesentlich eine organisatorische Leistung ist, indem del' Unter
richt del' darstellenden Geometrie (m A, B 7, Pappe-ritz) in feste Form 
gebracht und weiteren Kreisen zuganglich gemacht wird, so war es 
doch dlJr lJrste Schritt sum Neuaufbliihen der synthetischen Geometrie. 
In diesem Gebiete diirfen wir als Hauptpunkte von JJionge's Leistung 
die beiden folgenden bezeichnen: 

1) Die systematische Anwendung von Projektionen - obwohl 
bei ihm nul' von Orthogonalprojektionen -, durch welche er die Be
ziehungen zwischen zweidimensionalen und dreidimensionalen .Figuren 
beherrscht, sowie auch Eigenschaften del' einen aus denen del' anderen 
ableitet, und welche von jener Zeit an zu einem selbstandigen Unter
suchungsmittel erwachsen sind; 

2) Die Einfiihruug einer neuen Beweismethode, welche die alteren 
Geometer als unstreng und unzulassig verworfen hatten, abel' in 
Monge's und seiner Schiiler Handen Erfolg haben sollte, del' "Methode 
des relations contingmtes"8), nach welcher man das Auftreten odeI' das 
Nichtauftreten gewisser Umstande als zufallig ("contillgent'~ betrachtet, 
und folglich einen bei ihrem Auftreten bewiesenen Satz (z. B. in del' 
V oraussetzung, daB eine Flache 2. Grades von einer gewissen gemden 
Linie getroffen wird) stillschweigend als allgemein bewiesen ansieht 
und ausspricht (d. h. auch fiir den Fall, daB obige Linie die Fliiche 
2. Grades nicht trifft9». Diese gliickliche Idee soUte erst durch 
Poncelefs "Principe de continuite" (Nr. 7), durch die analytische 
Ubersetzung del' Beweisfiihrung, und zuletzt noch durch die Imaginar
theorie (Nr. 14ft'.) ihre Begriindung erhalten. 

6, Die Nachfolger von Monge. Unter den Schiilern von Monge 
entsteht del' Wunsch, die zahlreichen Satze, welche die Koordinaten
methode del' Geometrie erworben hatte, aus diesel' letzten Wissen
schaft allein, ohne fl'emde Hilfe, durch die neuen Methoden abzu-

7&) Erate Ver1iifentlichung an der Ecole normale, 1795; in Buchform 1799 
(an VIT) erachienen. 

8) Bezeichnung nach M. Chasles, Aper~lU historique, p. 197 u. if. S. auch 
ebenda, Note XXIV. 

9) Geometrie descriptive, Nr. 35 u. if. 
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leiten. In diesel' Hinsicht sind in erster Linie die Arbeiten von 
L. N. M. Carnot (1753-1823) zu nennen: De la correlation des figures 
de geometrie (Paris 1801), die Geol1uitrie de position (Paris 1803) und 
die unter dem N amen Essai Sit), la them'ie des trans'Uersales vielzitierte 
Schrift 10). Er bedient sich mit Vorliebe von Transversalenbetrachtungen, 
welche von einer Verallgemeinerung des Satzes des Menelaus, betreffend 
die Schnittpunkte einer ebenen Kurve (an Stelle einer geraden Linie) 
mit den Seitell eines Dreiecks, ausgehen. Besonders entwickelt sich 
die Lehre del' Kegelschnitte und Flachen 2. Grades (III C 1, 2 Dingeldey, 
Staude), deren bereits von JYlonge vielfach behandelte Polarentbeorie 
C. J. Bl'ianchon (1783-1864) auf seinen Satz tiber das einem Kegel
schnitte umbeschriebene Sechsseit ftihrt 11). Und alles gipfelt in 
J. V. Poncelet's "Traitt des p1'oprietCs projectives des jigu'res", welchel' 
die erste systematische Darstellung der "Projektiven Geometrie/( 
(III A, B 6, Schoen flies) im heutigen Sinne ist. 

II. Einsetzen del' synthetischen Geometrie durch Poncelet, 
Mobius, Steiner, Chasles. 

7. Poncelet's "Traite". Poncelet's "Traitei(12) markiel't den Uber
gang von del' iiltel'en zur neueren synthetischen Geometl'ie, indem hier 
zum ersten "Male gewisse moderne Begriife und Gesichtspunkte in be
stimmter Form auftreten und rationelle Anwendung finden. Als 
Huuptpunkte sind die folgenden hervorzuheben: 

1) Poncelet(1788-1867) ftihrt schon am Anfang seines "Traite" den 
Begriff der Projektion, und zwar del' allgemeinsten "Zentmlprojektion" 
ein (Nr. 1 u. if.), und macht daraus eill Mittel, um aus Eigenschaften 
einfacher Figuren Eigenschaften komplizierter Figuren, in die sicb 
erstere projizieren lassen, abzuleiten. Dabei bietet sich von selbst del' 
U nterschied dar zwischen den "projekt?:ven Eigenschaften" del' Figuren, 
d. h. solchen, die durch Projektion llngeandert bleiben (Nr. 5) 
(III A, B u, Scltonflies), und den "nicht projektiven"; zu ersteren 
gehoren die samtlicben Eigenschaften "del' Lage", dagegen nul' spezielle 
"metl'ische" Eigenschaften (N 1'. 7); darunter weist Poncelet (Nr. 21) 

10) MeIDoire sur Ia relation qui existe entre Ie:'! distances respectives de 
cinq points quelconques pris dans I'espace; suivi d'nu essai sur let theorie des 
transversales (Paris 1806). 

11) Sur les surfaces courbes du second degre, J. ec. polyt, 6 (1806), 
p. 297. Beweis erst in Bd. 10 (1810), p, 1. 

12) Traite des proprietes projectives des figures (Paris 1822), 2te Anfi., 
2. Bde., 1805-66. 
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hin auf das schon bei Brianchon 12) vorkommende Doppelverhliltnis von 
vier Punkten einer geraden Linie, dessen Invarianz gegeniiber beliebiger 
Projektion auf einen bekannten Satz des Pappus hinauskommtl4). 

- Bei der systematischen Anwendung der Zentralprojektion wird es 
auch notwendig, das unendlich Weite zu beherrschen; was Poncelet 
(zugleich mit anderen Betrachtungen) dazu fiihrt, das unendlich Weite 
der Ebene als eine gerade Linie von unbestimmter Richtung (Nr. 96), 
das unendlich Weite des Raumes als eine Ebene von unbestimmter 
Stellung (Nr. 580) aufzmassen, und daraufhin allgemein giiltige 
Satze iiber Lagenbeziehungen aufzustellen. Mit der Zentralprojektion 
verbindet el' die Betrachtung der "lwmologischen Figttren" in der Ebene 
(Nr. 297 u. ff.) und im Raume (d. h. die sogen. "Reliefperspektive"; 
Nr. 576 u. ff.): ein erster Ansatz zur Betrachtung der "kollinearen 
Beziehung" zwischen Grundgebilden 2. oder 3. Stufe. 

2) In Poncelet's Theorie der Kegelschnitte und Flachen 2. Grades, 
wie sie bereits im "Traite" entwickelt wird, und noch mehr in 
seinem "Memoire sur la theorie generale des polaires reciproques", 
welches 1824 der Pariser Akademie vorgelegt wurde, aber erst 1826 
in einem kurzen Auszuge 15) und 1829 in extenso 16) zum Abdruck ge
langte, findet sich ein bemerkenswerler Ansatz fiir das Dualitiitsprinzip. 
Diese grundlegende Beziehung zwischen "Punkt" und "Gerade" in der 
Ebene, Bowie auch zwischen "Punkt" und "Ebene" im Raume, versuchte 
Gergonne in drei 1824-27 erschienenen Arbeiten 17) dahin zu be
griinden, daB die Fundamentalsatze der Geometrie eben jene Wort
umwechslungen gestatten 18), und daB sich dieses Symmetriegesetz als 
"Principe de dualiM" durch die gesamte Geometrie der Ebene bezw. 
des Raumes hindurchzieht. Das war der Anfang eines Prioritats
streites zwischen Poncelet und Gergonne 19). Sollte auch das Dualitats
gesetz erst in spaterer Zeit durch Mb"bius (1827) und Pliicker (1831) 
(Nr.8, 12) in voller Allgemeinheit aufgefaBt und begriindet werden, 
so war doch Poncelet der erste, welcher die weitgehende Bedeutung 

18) Memoire Bur les lignes du second ordre (Paris 1817). 
14) Mathem. Collect. 7, Satz 129. 1m Drnck zuerst lateinisch durch F. Com

mandino herausgegeben (Venetis 1589). 
15) Gerg. Ann. 17 (1826), p. 265. 
16) J. f. Math. 4, (1829), p. 1. Abgedruckt in der 2. Auf!.. des "Traite", 

Bd. 2, p. 57 u. if. 
17) Gerg. Ann. 15 (1824-25), p.157 j 16 (1825-26), p. 209 j 17 (1826-27), p. 214. 
18) In moderner AusBprache, eine "automorphe Transformation" mit der 

Periode 2. 
19) VgI. E. Kotter, Bericht, p. 160 u. if. 
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eines Spezialfalles desselben, der Polarentransformation, eingesehen und 
ausdriicklich hervorgehoben hat, wahrend Gergonne das allgemeine 
Gesetz bereits in den ersten Elementen der Geometrie erkannte, aber 
nur beobachten Im·nte. 

3) Bei Poncelet tritt als "Principe de continuite" [III C 3, Ab
zahlende Methoden, Zeuthen, Nr. 5 -7] eine vorlaufige Recht
fertigung - wenn auch noch nicht eine eigentliche Begriindung -
der Methode auf, die Monge als "Methode des relations contingentes" 
stiIlschweigend anwendete (s. oben, Nr. 5). ,,lst eine Figur aus 
einer anderen durch stetige Veranderung hervorgegangen, und « ebenso 
allgemein als diese», so kann eine an der ersten Figur bewiesene 
Eigenschaft ohne weiteres auf die andere iibertragen werdeni/20). 
Es besteht bei ihm sozusagen die Auffassung, da13 eine Eigen
schaft, die einmal vorhanden ist, bei kontinuierlicher Anderung 
der Figur nicht verschwinden kann, und dafi man folglich 
berechtigt ist, aus dem FaIle, in welchem gewisse ZUlU Beweise er
forderliche Elemente wirklich auftreten, auch auf den Fall zu 
schliefien, in welchem diese Elemente "ide ell" sind. Dieses Prinzip 
sucht Poncelet gewissermaBen durch Analogie mit der Koordinaten
methode, d. h. mit der Algebra zu rechtfertigen 21). Ja, urn an "die 
Analogie zwischen den Ideen und der Sprache" fest zu halten (Nr. 50), 
spricht er ohne weiteres von einer "ideenen Sehne" zweier Kegel-

20) V gl. die "Introduction" des "Traite" p. XllI u. ff. Weiteres iiber das 
Kontinuitiitsprinzip findet sich in den "Considerations philosophiques et techni
ques sur Ie principe de continuite dans les lois geometriques" (Applications 
d'analyse et de geometrifl ... , Paris 1862-64, 2, p. 296-312). 

21) Es gibt bekanntlich eine groBe Menge analytischer Prozesse, welche 
erst im komplexen Gebiete stets durchflihrbar sind und zu einem einfachen 
stets gultigen Endresultat fiihren; so oft die analytische Behandlung eines 
geometrischen Problems auf einen derartigen ProzeB hinauskommt - wie es in 
del' algebraischen Geometrie, wegen des Auftretens des Fundamentalsatzes der Al
gebra (I B 1 a, Netto, Nr. 7), forlwahrend geschieht -, wird man das Resultat, ins
besondere die Anzahl der vorhandenen Losungen nicht aussprechen konnen, ohne 
eine groBe Anzahl von Ausnahmefallen hinzuzufiigen, falls man nicht die eventuellen 
imaginaren Losungen durch ebenfalls "imaginare" (den reellen gleichberechtigte) 
Elemente interpretiert. Es empfiehlt sich daher, fUr derartige analytische Ent
wicklungen den Punktraum von Hause aUB als Inbegriff aUer belie big komplexer 
Zahlentripel einzufiihren, und jedes aUB nicht samtlich reeHen Zahlen bestehen
des Tripel als einen "imaginaren" oder "komplexen" Punkt zu definieren; hierin 
liegt eine bloB formelle, abel' doch strenge Einfiihrung der imaginliren Elemente, 
welche fUr die analytische Gpometrie zulassig ist. Fiir die synthetische Geo
metrie ist aber eine entsprechende Erweiterung der Begriffe, Punkt, Gerade usw. 
erforderlicb, wie sie v. Staudt geleistet hat (Nr. 14). 
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schnitte und von "imaginaren Schnittpunkten", und erkennt in diesen 
"expressions purement figurees, mais fondees sur des rapports exacts 
et rigoureux" (Nr. 62) das einzige Mittel, durch welches die synthe
tische Geometrie sich zu einer ebenso vollen Allgemeinheit als die 
Analysis erheben kann. Dadurch kommt er zu del' Bemerkung 
(Nr. 94), daB aIle Kreise einer Ebene "ont idealment deux points 
imaginaires communs a l'infiniu, und daB (Nr. 95) je zwei yon diesen 
Kreisen auch eine im Endlichen gelegene reelle oder ideelle gemein
same Sehne besitzen, welche aber flir konzentrische Kreise ebenfalls 
ins Unendliche libergeht. Ebenso besitzen zwei KugeIn (Nr. 593), 
und allgemeiner je zwei ahnliche und iihnlich gelegene Fliichen 
2. Grades eine unendlich weit liegende reelle oder ideelle gemeinsame 
ebene Schnittkurve. Man ersieht daraus, daB die fur die folgende 
Entwicklung grundlegenden Begriffe del' Kreispunkte eiller Ebene und 
des Kugelkreises im Raume in bestimmter Form bereits vorliegen, 
und, obwohl unsystematisch, schon angewandt werden, um metrische 
Beziehungen projektiv aufzufassen. 

8. Mobius. Das Zentrum del' geometrischen Tatigkeit siedelt 
nun nach Deutschland libel', wo die neuen Ideen der franzosischen 
Schule und insbesondere die von Poncelet weiter verfolgt werden, 
und mit der analytischen Geometrie in Verbindung tl'eten. 1m 
Gebiete del' synthetischen Geometrie sind hier A. F. Mobius 
(1790-1868), welcher auch Analytiker war, und J. Steiner (1796-1863) 
zu nennen. 

In Mobius' "Barycentrischer Calcul"21a) wird (§§ 217 u. ff.) 
die allgemeine kollinew·e Verwandtschaft ebener oder riiumlicher 
Figuren betrachtet, und deren eindeutige Bestimmung dUTch 4 resp. 
5 Paare entsprechender Punkte in allgemeiner Lage festgesetzt. 
Bemerkenswert ist del" Ansatz (§§ 247-48) zu eiuer Klassifokation 
der Eigenschafien fJcometrischer FifJuren, je nach den Verwandt
schaften (Kollineation, Affinitat, Ahnlichkeit), bei welchen diese Eigen
schaften sich "invariant Ii verhalten, wo bei das vielfach behandelte 
"Doppelschnittsverhiiltnis" als die fundamentale Invariante der kolli
nearen Verwandtschaft erscheint. 

Durch die reziproke Beziehung ebener Figuren (§§ 285 u. fr.) gewinnt 
Mobius das Mittel, einem Satze liber Lagenbeziehungen aus der 
ebellen Geometrie seinen "dualen" an die Seite zu stellen, ohne sieh 
eines vermittelndell Gebildes 2. Grades zu bedienen, d. h. das Dttalitats
prinzip in seiner allgemeinen Fassung streng aufzustellen. 

21") Leipzig 1827. Ges. Werke 1 (Leipzig 1885), p. 1. 
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9. Steiner. In seiner "Systematischen Entwicklung" 22) hatte 
sich Steiner die Aufgabe gestellt, die Ergebnisse der letzten Jahr
zebnte im Gebiete del' Geometrie zu einem organisch zusammen
hangenden Ganzen zusammenzufassen. Von den funf Ahschnitten, die 
vorlaufig geplant waren, ist nur einer zustande gekommen, welche 
folgende Anordnung del' projektiven Geometrie enthiilt: 

1) Die Aufzahlung del' Grundgebilde del' verschiedenen Stufen 
(Punktreihe, Strahlenbuschel, usw.). 

2) Die Betrachtung ihrer perspektivisehen Lagen und del' damus 
entspringenden ein-eindeutigen Korrespondenzen, welche durch das 
Heranziehen der unendlich fernen Elemente vervollstandigt werden. 

3) Del' Begriff del' projekiiven K01'respondenz zwischen Grund
gebilden 1. Stufe, indem man, von del' perspektiven Lage zweier Ge
bilden ausgehend, ihre ein-eindeutige Zuordnung festhalt, wahrend die 
Gebilde selbst (jedes fur sich als ein starres System gedacht) in neue 
Lagen ubergehen, insbesondere in eine "schiefe" Lage, in welcher ent
sprechende Elemente nicht mehr ineinander liegen. 

4) In zwei projektiven Gebilden erster Stufe haben entsprechende 
Quadrupel gleiches Doppelverhaltnis; und ilwe Beziehung ist durek 
drei Paare entspj·echender Elemente eindetttig bestimmt. Von hier aus 
wird die Tbeorie der projektiven Beziehungen mit den betreffenden 
Konstruktionen ausfuhrlich entwickelt. 

5) Die Erzeugung der KegelsclmiUe und ihrer Tangentenenve
loppen durch projektive Strahlenbiiscbel bezw. Punktreihen wird fur 
den Kreis direkt erortert, und von da aus auf jeden Kegelschnitt und 
auf die KegelfHichen durch Projektion iibertragen. Aus diesel' Er
zeugung lassen sich "fast aUe anderen Eigenschaften del' Kegelschnitte 
in einem umfassenden Zusammenhange und auf eine iiberraschend 
einfache und anschauliche Weise entwickelnlt. 

6) Auch fiir das "einfache" (d. h. einschalige) Hyperboloid werden 
drei verschiedene Erzeugungen angegeben (§ 50 u. ff.), namlich a) durch 
projektive Punktreihen, die nicht in einer Ebene liegen ; b) durch pro
jektive Ebenenbiischel mit schiefen Achsen; c) durch die Gesamtheit 
der geraden Linien, welche drei feste zu je zwei schief liegende gerade 
Linien treffen 23). Als spezieller Fall wird (§ 52) das hyperbolische 
Paraboloid angefuhrt. 

22) Systematische Entwickelung del' Abhangigkeit geometrischer Gestalten 
voneinander ... , Berlin 1832. 

23) Die Erzeugung c) tritt bei Monge auf (Geometrie descriptive, an vII, 
Additions, 2). Die beiden anderen waren nur an metrischen Spezialfallen be-
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10. Weiterfiihrung des Steiner'schen Programms. Steiner's 
"Entwicklung" enthalt den Ansatz eines allgemeinen und umfang
reichen Programms, namlich der 1'ein synthetischen Definition geome
trischer Gebilde als Erzeugungen projektiver Grundformen. Dieses Pro
gramm wurde spater durch andere we iter verfolgt; insbesondere durch 
J. Seydewitz (1807 -1852) (eingehendere Untersuchung der pro
jektiven Beziehungen einstufiger Gebilde und der Involutionen, mit 
Anwendungen auf die Theorie der Kegelschnitte 23R); projektive und 
quadratische Verwandtschaften zwischen Grundgebilden zweiter Stufe 2Sb); 
Erzeugung del' Flachen 2. Ordnung durch reziproke Strahlen
biindeP4), und deren Konstruktion aus neun gegebenen Punkten 24a); 

Erzeugung der Raumkurven 3. Ordnung durch kollineare Strahlen
biindel 24b)); ferner durch H Schroeter (1829-1892), welcher die 
Grassmann'sche Erzeugung der Flachen 3. Ordnung durch drei 
kollineare Ebenenbiindel wieder aufnahm 25), die ]'Iachen 2. Grades 
weiter verfolgte, und die analytisch bereits hervorgetretenen Eigen
schaften der ebenen Kurven 3. Ordnung und der Raumkurve 4. Ord
nung erster Spezies auf rein geometrischem Wege ableitete 26); durch 
Th. Reye, dessen "Geometrie der Lage", in ihren aufeinanderfolgenden 
Auflagen 26a) , diese samtlichen Auseinandersetzungen zugleich mit 
neuen Entwicklungen (tetraedraler Komplex, einfachste Strahlen
kongrueIlzen, Kummer'sche FIache, ... ) zusaruruenfaBte; durch 
Fr. Schur, welcher diesen Weg fortsetzte, wo Re1Je aufhorte (ebene 
Kurven 3. Ordnung, Raurukurven Rs 6, Flachen 4. Ordnung, die 

kannt (E. Kiitter, Bericht, p. 76-78) und sind erst durch Steiner der allgemeinen 
projektiven Behandlung zuganglich geworden. 

23") Archiv Math. Phys. 4 (1844), p. 246; 5 (1844), p. 225. 
23 b) Ebenda 7 (1846), p. 113; 8 (1846), p. 1. 
24) Ebenda 9 (1847), p. 158,187. 
24&) a. a. O. S. anch ebenda 17 (1851), p. 275. 
24 b) Ebenda 10 (1847), p. 203. Die Erzeugung der Raumkurven 3. Ordnung 

durch drei projektive EbenenbiiBchel tritt erst bei Ohasles auf (Paris C. R. 45 
(1857), p. 189). 

25) J. f. Math. 62 (1863), p. 265. Betreffend Grassmann, s. J. f. Math. 49 
(1855), p.47; insbes. §§ 5-6; Ges.Werke 21 (Leipzig 1904), p.180. 

26) Man vgl. die JJehrbiicher: Jacob Steiner's Vorlesungen iiber synthetische 
Geometrie, 2: die Theorie der Kegelschnitte gestiitzt auf projektivische Eigen
schaften (Leipzig 1866, 2. Aufi. 1876); 'l'heorie der Oberfiachen 2. Ordnung und 
der Raumkurven 3. Ordnung als Erzeugnisse projektivischer Gebilde (Leipzig 1880); 
die Theorie der ebenen Kurven 3.0rdnung (Leipzig 1888); Grundziige einer rein 
geometrischen Theorie der Raumkurve 4. Ordnung erster Spezies (Leipzig 1890). 

26&) 1. Aufi., 2 Bde., Leipzig 1868; 2. Aufi. 1882; 3. Aufl., 3 Bde., 1886-92; 
4. Aufl.; Bd. 1, 1899; Bd. 2, Stuttgart 1907. 
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eine solche Rs 6 enthalten) 27). Es lag aber in der N atUl" der 
Sache, daB gewisse Ubelstande nicht vermieden und eine volle 
Allgemeinheit in den erzeugten Figuren nicht immer erreicht 
werden konnte. Der Begriff des Doppelverhaltnisses, welcher von 
del' Betrachtung der Langen und Winkel, d. h. von metrischen Be
griffen ausging, war in del' Steiner'schen Theorie der projektiven Be
ziehungen immer noch grundlegend 27a); die Erzeugung durch projek
tive Gnmdformen fiihrte noch nicht auf die allgemeinsten Kurven und 
Flachen beliebiger Ordnung; und die imaginaren Elemente entzogen 
sich del' ganzen Behandlung. 

11. Chasles. Zu der Poncelet-Steiner'schen Richtung darf noch 
der franz6sische Geometer M. Chasles (1796-1880) gerechnet werden. 
Seiner Leistung liegen drei Begriffe zugrunde: 1) das Doppelverhaltnis 
von vier Elementen, welches er als "rapport anharmonique" bezeichnet; 
2) die projektiven Beziehungen, oder "divisions homographiques", welche 
durch die Gleichheit del' Doppelverhaltnisse entsprechender Quadrupel 
bedingt werden; 3) die involutorische Lage von sechs Elementen eines 
einstufigen Gebildes. Diese Begriffe treten im "Aperyu historique" (1837), 
besonders in den N oten, fortwiihrend auf, und werden im Traite de geometrie 
superieure (Paris 1852; 2. Aufi. 1880) ausfiihrlich besprochen. In 
dem auf den Aperyu historique folgenden, abel' bereits 1829 redigierten 
1Jiemoire de geometric sur deux principes generaux de la science: la 
d1~alite et l'homographic werden die reziproken und kollinearen Be
ziehungen raumlicher Figuren eingehend untersucht (fiir ebene Figuren, 
s. den gen. Traite, sect. 3); darunter weist Chaslcs (1, § 24), von del' 
Betrachtung einer infinitesimalen Bewegung odeI' auch eines Kraft
systems ausgehend, auf den Fall des N ullsystems hin (s. Allm. 42»). 
1m Trait£! des sections coniqnes (1, Paris 1865) wird die Theorie der 
Kegelschnitte von der projektiven Erzeugung aus entwickelt. 

Von imaginaren Elementen wird bei Chasles, ebenso wie bei 
Poncclet, in einer noch unbestimmten Form geredet .. 1m groBen 
und ganzen sieht er in del' Algebra und in del' gleichmaEigen 
Anwendbarkeit del' analytischen Operationen auf reelle und kom
plexe Zahlen die eigentliche Begriindung del' Einfiihrung imagi
narer Elemente in die Geometrie. Fur Paare konjugiert-imaginiirer 
Punkte gibt Chasles auch reelle Darstezz,ungen an 28): namlich durch 

27) Uber die durch kollineare Grundgebilde erzeugten Kurven und FliLchen, 
Math. Ann. 18 (1881), p. 1. 

27&) In Reye's "Geometrie del' Lage" wird aber v. Staudt's Definition del' 
projektiven Beziehung durch harmonische Wiirfe (Nr. 13) aufgenommen. 

28) "Les imaginaires, qui se presentent toujours par couple", COlllme dans 
Encyklop. d. math. WissenBch. III 1. llj 
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ihren (reellen) Mittelpunkt, und das Produkt der Abstande von einem 
festen Anfangspunktel!9); und weiter spricht er auch von imaginiiren 
Kt'eisen einer reellen Ebene, die er dureh reellen Mittelpunkt und 
negatives Radiusquadrat darstellt SO) und zur Aufstellung von Eigen
sehaften der Kegel mit kreisformiger Basis benutzt. Er bemerkt aueh, 
daB die Polaritat in bezug auf einen imaginliren Kreis sieh von einem 
bestimmten Punkte aus dureh eine orthogonale Polaritat projizieren 
laBt; abel' die eigentliche Bedeutung dieses Punktes - daB er nam
lieh eine der beiden "Nullkugeln" des dureh den vorgelegten Kreis 
bestimmten Kugelbiischels ist - wurde erst spater dureh Mboius 
erkannt31)82). 

III. Entsprechende Entwicklung der analytischen Geometrie. 

12. Mobius, Plucker. In der analytisehen Geometrie stehen bis 
1825 die eleganten (groBtenteils in Gerg. Ann. enthaltenen) Abhand
lungen von H. Gm-gonne (1771-1859) und G. Lame's (1795-1870): 
"Examen des differentes methodes ... " (Paris 1818) im Mittelpunkte. 
Durch die synthetische Entwicklung der projektiven Geometrie erhielt 
die analytische Geometrie einen bedeutenden AnstoB; neue Probleme 
boten sich ihrer Behandlung dar, und fiir diese Behandlung muBten 
auch neue Methoden gesehaffen werden. Es steht hier noehmals 
A. F. Mobius lmd mit ihm J. Pliicker (1801-1868)82&) im Vorder-

les racines d'une equation du 2nd degre, n'o:lfrent aucune difficulM dans leur 
interpretation, et se trouvent toujours representes par des elements reels ... " 
(Rapport sur les progres de la geometrie, Paris 1870, chap. 4, p. 220 - 21). 

29) Geometrie supelieure, chap. 5. 
30) a. a. O. chap. 33, 34. 
31) nber imaginare Kreise, Leipzig Ber. 9 (1857), p. 38 = Werke 2, p. 315. 
32) An diescl" Stelle moge noch erwahnt werden, dall E. Laguerre (Soc. 

philomatique Bull., 1870, p. 95; Nouv. Ann. de math. (2) 11 (1872), p. 14, 108, 
241 = Oeuvres' 2 (Paris 1905), p. 109, 238) konjugiert - imaginare Punkte des 
Raumes durch den reellen Kreis darstellt, welcher den von diesen Punkten 
auslaufenden Nullkegeln gemeinsam ist (III D 3, 'I). Lilienthal, Nr.4). Diese Dar
stellung tritt auch bei W. Fiedler auf (Cyklographie, Leipzig 1882, p. 138 u. :If.). 
Durch Umlaufung des Laguerreschen Kreises in bestimmtem Sinne erfolgt die 
Trennung der beiden konjugiert-imaginaren Punkte. Entsprechendes fUr imaginare 
Punkte der Ebene lieferte Laguerre in Nouv. Ann. de math. (2) 9 (1870), p. 163, 
241 = Oeuvres 2, p. 83, 98. 

32") Eine eingehende Wiirdigung von Plucker's Arbeiten ist in der Gedacht
nisrede von A. Olebsch enthalten (Gott, Abh. 15 (1872), a.bgedruckt in Plucke?Jl 
Ges. Wiss. Abh. 1, herausgegeb. von A. ScMnflies (Leipzig 1895), p. IX). Be
tre:lfend den wissenscha.ftlichen Nachlall, s. A. ScMnflies, Math. Ann. 58 (1904), 
p.385. 
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grund, und ihre Rauptleistungen diirfen wir ill folgenden Punkten 
zusammenfassen: 

1) Es werden zum ersten Male homogene KoQt'dinaten einge{iihrt, 
und dadurch das unendlich Weite der analytischen Geometrie zu
ganglich gemacht. Bei Mobius geschieht das durch barycentrische 
Koordinaten S3): jeder Punkt D einer Ebene laBt sich als Schwerpunkt 
irgend dreier anderer nicht in einer Geraden liegender Punkte A, B, C 
derselben Ebene in der Form D = pA + qB + 'TO darsteUen, deren 
Gewichte p, q, r in bestimmten Verhiiltnissen (und zwar gleich den 
Dreiecken DBC: DOA : DAB) zueinander stehen; es hei£\en dann 
p, q, r die "homogenen barycentrischen Koordinaten" von D. Bei 
Mobius findet sich gewisserma£\en auch der Begriff del' "Gleichung 
der unendlich fernen Geraden", insofern er bemerkt, da£\ wenn 
p + q + r = 0 ist, der Punkt pA + qB + rO unendlich fern in 
bestimmter Richtung liegt (§ 32). Der Begriff der homogenen 
Gleichung einer ebenen Kurve in der Form {(P, q, r) = 0 tritt erst 
bei Pliicker auf, welcher die Abstiinde eines beliebigen Punktes von 
den drei Seiten eines festen Dreiecks allgemein als Dreieckskoordi
naten einfiihrlM ) und die vielfachen Ubereinstimmungen zwischen 
seinen Resultaten und Poncelet's Au£\erungen iiber das unendlicb 
Weite Ofters hervorhebt. 

2) In einer Arbeit aus dem Jahl"e 18303°) bemerkt PlUcker, daB 
man die Konstanten der Gleichung einer geraden Linie als Koordinaten 
der Linie auffassen kann, und daraus eine neue Art gewinnt, Kurven 
durch Gleichungen darzustellen; namlich als Enveloppen ihrer Tan
genten. Es war das ein erster Ansatz zur Betrachtung beliebiger Raum
elemente, und zu deren Darstellung durch Koordinaten 86) (III A B 7, 
MUller, Koordinaten; TIl C 10, Waelsch, Rohere Raumelemente). Und 
in dem Umstande, daf3 Punkt und Gerade von vornherein als gleich
berechtigte Grundelemente der Geometrie del' Ebene angesehen werden 
d iirfen, daB die Bedingung ihrer vereinigten Lage die symmetrische Gestalt 

33) Barycentrischer Calcul, Abschn. I, Kap. 3. 
34) Dber ein neues Koordinatensystem, J. f. Math. 5 (1829), p. 1, oder auch: 

Ges. Wiss. Abh. 1, p. 124. 
35) Dber eine neue Art ... , J. f. Math. 6 (1830), p. 107, oder auch: Ges. 

wiss. Abh., 1, p. 178. Viel ausfuhrlicher im 2. Bde., Abt. 1 der "Analytisch
geometrischen Entwicklungen", Essen 1831. 

36) Ebenenkoordinaten im Raume und die daraus flie.6ende neue Darstellung 
der Flachen und Developpabeln, werden im J. f. Math. 9 (1832), p. 124 be
trachtet (Abh. 1, p. 224). Ausfuhrlicher im "System der Geometrie des Raumes" 
(Dusseldorf 1846, 2. Auf!. 1852), wo auch (Nr. 258) vorlaufig bemerkt wird, da.6 
sich die gerade Linie im Raume durch vier Koordinaten bestimmen lii.8t. 

16* 
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ux + vy + 1 = 0 hat, daB eine beliebige Kette algebraischer Gleichnngen 
mit zwei Variabeln eine doppelte Interpretation - dnrch Punkt- und 
Geradenkoordinaten - erhalten kann, erblickt er das ganze Geheimnis 
des DuaUtiitsprinzips, und hebt das an verschiedenen Stellen hervors1). 

3) Zusammen mit Gergonne 37&) und Bobillier S8) hat PlUcker die 
Methode der abgekurzten Bezeichnung in die analytische Geometrie ein
gefiihrt S9) und vielfach ausgenntzt, in welcher fUr ganze l!'unktionen 
der Koordinaten, mit denen man in mannigfaltiger Weise operieren 
ronB, Abkiirzungen angewandt werden. 

4) Die analytische Darstellnng der kollinearen Verwandtschaft in 
der Ebene und im Raume durch barycentrische odeI' Dreiecks- resp. 
Tetraeder-Koordinaten kommt daranf hinaus, daB die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes des einen Systems lineare Funktionen der 
Koordinaten des entsprechenden Punktes des andel'll sind 40). 

5) Die reziJYl'oke Verwandtschaft stellt PlUcker durch eine bilineare 
Gleichung dar - die aequatio directrix _'U), und gelangt dadnrch zu 
seinem Prinzip der Reziprozitiit, in welch em er auf eine zweite Weise 
die Grundlage der Dualitiit erblickt. Bei Mobius kommt diese 
bilineare Gleichung auch VOl', insbesondere fiir die riiumliche Rezi
prozitiit, in welcher jeder Punkt der entsprechenden Ebene angehort, 
d. h. fiir den Fall des "Nt~llsystems(2). 

37) Vorrede zum 2. Bde der Analytisch - geometrischen Entwicklungen, 
p. 8; ebenda, FuJ3note p. 283-84; System der analytischen Geometrie, Berlin 1835, 
Abschn.1. Man vergl. auch: E. Kotter, Bericht, FuJ3note zu p. 169. 

37&) Recherches sur quelques lois generales .. , Gerg. Ann. 17 (1826-27), 
p.214. 

38) Essai sur un nouveau mode de recherche des proprietes de l' etendue, 
Gerg. Ann. 18 (1827-28), p. 320. 

39) U"ber ein neues Prinzip der Geometrie ... J. f. Math. 5 (1829), p. 268; 
oder auch Abh. 1, p. 159; Anwendung auf Kurven 3. Ordnung in J. f. Math. 
34 (1847), p. 329 (Abh. 1, p. 404). Als Ausgangspunkt dieser Methode ist die 
spezielle Bemerkung von G. Lame anzllsehen, daJ3 durch die Gleichung 
mE + m' E' = 0 jedes Gebilde dargestellt werden kann, welches die samtlichen 
Schnittpunkte zweier Gebilde derselben Ordnung E = 0, E' = 0 enthalt (Gerg. 
Ann. 7 (1816-17), p. 229; Examen des differentes methodes ... , Paris 1818, p. 28). 

40) Mobius, Barycentrischer Calcul, §§ 217 u. ff. Fiir die Kollineation im 
Raume s. Pliicker, System der Geometrie des Raumes, § 1. 

41) Andeutung in dem Anm. 84) erwahnten Aufsatze: Uber ein neues 
Koordinatensystem, Nr. 36 u. ff. Ausfilhrlich in den Analytisch-geometrischen 
Entwicklungen 2, Nr. 697 u. ff. 

42) J. f. Math. 10 (1833), p. 317 = Werke 1, p.489. Zu dieser besonderen 
Beziehung war schon vorher, von mechanischen Betrachtungen ausgehend, 
G. Giorgini in einer 1827 verfaJ3ten und 1828 erschienenen Arbeit gelangt (Mem. 
soc. it. d. sc. 20 (parte matem.), 1828, p. 243 [IV 2, Timerding, Nr. 10]). Be-
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6) Was die imaginaren Elemente betrifft? so operiert man? von 
Pliicker anfangend, in del' analytischen Geometrie in gleicher Weise mit 
reeIlen und imaginaren Elementen43); und es ist beispielsweise selbst
verstandlich? daB aile Kugeln des Raumes durch die feste Kurve 
xl! + y2 + Z2 = t = 0 hindurchgehen. 

IV. von Staudt. Insbesondere Gebilde 2. Grades und 
Imaginartheorie mit Erweiterungen. 

13. von Staudt. Einen bedeutenden und endgiiltigen Schritt 
machte die projektive Geometrie durch G. C. CAr. von Staudt's nGeo
mef1'ie der Lage" (Niirnberg 1847) und "Beitrage zur Geometrie der 
Lage" (3 Hefte, Niirnberg 1856-60). Als Hauptgedanken der 
?,Geometrie der Lage" sind die beiden folgenden zu bezeichnen: 

1) Die Benutzung der durch raumliche Betrachtungen gewonnenen 
Satze iiber homologische Dreiecke und Vierecke und der darauf ge
griindeten Lagentheorie der harmonischen Gebilde zu einer neuen 
Definition der projektiven Beziehung zwischen Grundformen 1. Stufe, 
zu welcher (bei l'eellen Elementen) die Bedingung ausreicht, daB 
harmonischell Gebilden stets ebensolche entsprechen 44). 

2) Die Betrachtung des aIlgemeinen Polarsystems in der Ebene, 
durch welches der Kegelschnitt - und zwar zugleich als Punkt- und 
Liniengebilde - definiel't wird. Dadurch wird auch del' Fall des reellen 
nullteiligen Kegelschnittes einbegriffen, welcher sich del' Erzeugung 
durch projektive Strahlenbiischel entzieht. Entspl'echende Gebilde bei 
einer Dimension sind die (elliptischen und hyperbolischen) lnvolutionen; 

treifend Chasles, s. Nr. 11. Ebenso ist als Vorlaufer dieser Beziehung die Ab
handlung von lYIobius tiber einander zugleich um- und einbeschriebene Tetraeder 
anzusehen (J. f. Math. 3 (1828), p. 273 = Werke 1, p. 439). 

43) S. beispielsw. System der analytischen Geometrie, Nr. 27 u. if., Nr. 55 u if. 
44) Der v. Staudt'sche Beweis des Fundamentalsatzes, daB eine projektive 

Beziehung einstufiger Gebilde, welche drei getrennte Doppelelemente besitzt, not
wendigerweise identisch ist (Nr. 106), und daB folglich eine projektive Beziehung 
stets durch drei Paare entsprechender Elemente eindeutig bestimmt ist, war 
nicht einwandsfrei, ist aber spater durch Heranziehen des Oantor-Dedekind'schen 
Kontinuitatsprinzips (I A :3, Grenz begriff, Pringsheim, N r. 4; III A, B 1, Prin
zipien der Geometrie, Enriques, Nr. ,;,20) vervollstandigt worden (vergl. F. Klein, 
Math. Ann. 6 (1873), p. 132; ebenda 7 (1874), p. 531, J. Luroth und H. G. Zeuthen, 
ebenda p. 535; Klein, Math. Ann. 37 (1890), p. 544, bez. p.565f.; G. Darboux, 
Math. Ann. 17 (1880), p. 55). Bei Zulassung imaginarer Elemente ist in der De
finition der Projektivitat zwischen einstufigen Gebilden die weitere Bedingung er
ford erlich, daB entsprechende Warfe, was den Sinn anbelangt, von derselben 
Art seien ("Beitrage", 2. Heft, Nr. 215. Vergl. auch unten, Nr. 18). 
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bei drei Dimensionen die (nullteiligen, einteiligen und nicht gerad
linigen, und geradlinigen) Fliichen 2. Grades. 

Durch das bei 1) angegebene Verfahren wurde del' Aufbau del' 
projektiven Geometrie ohne Heranziehen metrischer Begriffe ermog
licht. Und durch die Betrachtung des Polarsystems in del' Ebene 
und im Raume gestaltete sich die allgemeine Theorie del' Gebilde 
2. Grades in ihrer moglichst einfachen und ration ellen Form. 

14. v. Staudt's Imaginiirtheorie. Die erste Losung des Problems: 
"Imaginare Elemente durch wirklich vorhandene geometrische Gebilde 
zu definieren, und zwar derart, daB sie den reellen Elementen vollig 
gleichberechtigt seien" verdanken wir v. Staudt's "Beitragen". 

Als "imaginares Element (Punkt, gerade Linie, Ebene) erster 
Art" definiert v. Staudt (§ 7) den Inbegriff einer elliptischen (d. h. keine 
Doppelelemente besitzenden) Involution auf einem einstufigen Gebilde 
(Punktreihe, Strahlenbuschel, Ebenenbuschel) und irgend eines del' 
beiden auf dem Gebilde zu unterscheidenden (entgegengesetzten) Sinne45j. 
Und als "imaginare Gerade zweiter Art" definiert er den Inbegriff 
einer elliptischen Involution auf einer Regelschar und eines bestimmten 
Sinnes auf letzterer. Die beiden aus einer und derselben Involution 
und den zwei verschiedenen Sinnen auf deren Trager bestehenden 
Elemente heiBen "konjugierl-imaginar". Sind AAlI BBl irgend 
zwei Paare del' elliptischen Involution, so lassen sich die beiden Sinne 
als ABAu ABl Ai voneinander unterscheiden, und die entsprechen
den konjugiert-imaginaren Elemente werden durch die Elementenreihen 
ABAl Bl resp. ABl Al B dargestellt. Sind die Paare AA1 , BBl zu ein
ander harmonisch, so heiBt die Darstellung auch harmonisch. Unter 

45) Die Betrachtung des Sinnes erscheint zunachst als etwas willkiirliches. 
Wir versuchen das nach Vorlesungserklarungen von F. Klein zu rechtfertigen. 
Bekanntlich filhrt in del' analytischen Geometrie die Frage nach den in einer 
elliptischen Involution auf einer Punktreihe sich selbst entsprechenden Punkten 
auf eine Gleichung 2. Grades mit konjugiert-imaginaren Wurzeln a ± bi. Denken 
wir uns diese Involution auf del' x-Axe del' x + yi-Ebene gelegen, so sind die 
beiden Punkte a ± bi del' x+ yi-Ebeni! (I A 4, Study, Nr. 5) gerade diejenigen, 
aus welchen die vorgelegte Involution sich durch eine l'echtwinklige Strahlen
involution projizieren HiBt; es erscheint also als zweckma8ig, diese beiden 
konjugiert-imaginaren Punkte a ± bi durch jene Involution darzustellen. Diese 
beiden Punkte sind zugleich auch die Grundpunkte des Kreisbiischels, welcher 
die x-Axe zur Zentralaxe hat und die obige Involution ausschneidet. Umkreisen 
wir diese beiden Punkte a ± bider x + yi-Ebene in einer und derselben 
Richtung, etwa in der Richtung des Uhrzeigers, und iibertragen diese Umkreisung 
in kontinuierlicher Weise auf die x-Axe, so ergeben sich die beiden entgegen
gesetzten Sinne auf letzterer. 
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allen Darstellungen eines und desselben imaginaren Elementes, welche 
von einem bestimmten Elemente A del' Form ausgehen, ist eine abel' 
auch nur eine harmonisch. 

Die v. Sta1tdt'sche Theorie ist also eine Theorie der Involutionen 
und der Sinne in einstufigen Gebilden; jeder Satz, welcher in ihr auf
tritt, konnte so ausgesprochen werden, daB nul' von ree11en Punkten, 
Geraden, Ebenen die Rede ware. 

Die ZugehOrigkeit (Inzidenz) ree11er und imaginarer Elemente, 
sowie auch imaginarer Elemente unter sich, wird derarl definiert, daB 
die samtlichen Grundsatze iiber eindeutige Bestimmung und iiber 
Durchschnitte von Ebenen und geraden Linien auch im imaginaren 
Gebiet ihre Giiltigkeit behalten. 

Den lnbegriff von vier in bestimmter Reihenfolge zu betrachten
den Elementen eines einstufigen Gebildes nennt v. Staudt einen "Wurf". 
Entsprechende Wiide zweier projektiver Gebilde heiBen auch projektiv, 
odeI' einander gleich. Von geeigneten Definitionen del' Fundamental
operationen (§§ 19-21) ausgehend, wird ein "Reehnen mit Wiirfen" 
entwiekelt, und jeder Schar unter sich gleieher Wiirfe je eine Zahl 
zugeordnet (§§ 28, 29), welche mit dem (durch metrische Beziehungen 
definierten) Doppelverhaltnisse del' vier Elemente zusammenfallt. 

Dureh v. Stattdt's Leistung erreichte die geometrische Theorie 
del' imaginaren Elemente ihre strenge und endgiiltige Gestalt. Es 
diirfen von jetzt an, was hauptsachlich fiir die algebraisehe 
Geometrie (III, C) von grundlegender Bedeutung ist, reelle und 
imaginiire Elemente als gleichberechtigt angesehen werden, ebenso wie 
in den analytischen Entwicklungen die Koeffizienten und Variablen 
del' auftretenden Gleiehungen als belie big komplex anzusehen sind. 
v. Staudt selbst hat die projektiven Beziehungen zweier Gebilde 
und die Theorie del' Kegelschnitte mit Riieksicht auf das Imagi
nare durehgefiihrt, wobei es sich zeigt, daB die .Ausnahmen, welche die 
ausschlieBliche Betraehtung des Reellen iibrig liiBt, beseitigt werden, 
und zugleich Ubereinstimmung mit den Resultaten del' al1alytisehen 
Geometrie stattfindet (s. auch Nr. 15). 

15. Weitere Ausbildung der Imaginartheorie. Leider hat diese 
grundlegel1de Ul1tersuehung nicht gleich diejel1ige .Anerkennung und 
Verbreitung gefunden, die sie verdiente. Erst in H. Pfaff's "N euere 
Geometrieii46) wurde die v. Staudt'sche Definition del' imaginaren Ele
mente mit unwesentlichen Anderuugen aufgenommen. O. Stolz 47) 

46) Erlangen 1867, vgl. Abschn. I, §§ 9-10. 
47) Math. Ann. 4 (1871), p. 416. 
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stellte sich die Aufgabe, v. Staudt's Betrachtungen analytisch zu ver
folgen, und zeigte, daB man die imaginiiren Elemente durch Systeme 
von komplexen Zahlen derarl darstellen kann, daB die zwischen 
ersteren obwaltenden Beziehungen in den iiblichen Beziehungen zwischen 
letzteren ihr analytisches Bild finden. F. August4.S) fiihrle die imagi
naren Geraden 2. Art als Durchschnitte imaginiirer Ebenen ein, deren 
l'eelle Trager (gerade Linien) sich nicht treffen (d. h. von Ebenen, 
die keinen reellen Punkt gemeinsam haben). 

Eine wesentliche .Anderung zu v. Staudt's Verfahren hat 
F. Klein 49) vorgeschlagen. Er geht von der Bemerkung aus, daB 
zwei konjugierl - imaginare Punkte auf ihrer reellen Verbindungs
geraden stets Doppelelemente einer zyklischen Projektivitiit von 
beliebiger Ordnung n sind, und daB als Bild des einzelnen imaginiiren 
Punktes irgend ein in bestimmtem Sinne durehlaufener Cyklus dieser 
Projektivitat dienen kann, wahrend sein konjugierler durch denselben 
aber in entgegengesetztem Sinne durchlaufenen Cyklus dargestellt 
wird. Am einfachsten gestaltet sich das mr n = 3, da jedes System 
von drei Punkten einer geraden Linie zyklisch projektivisch ist, und 
zwar nur auf eine einzige Weise 50). Der komplexe Punkt wird dann 
durch drei beliebige in bestimmter Reihenfolge zu nehmende reelle Punkte 
einer reellen Geraden dargestellt, d. h. durch ein Punkttripel abe
bea == cab, wahrend sein konjugierter Punkt bae - aeb == cba ist 51). 

Dieses in bestimmter Reihenfolge zu nehmende Punktetripel 
enthiilt bereits alles, was zur Darstellung des einzelnen imaginaren 
Punktes notwendig ist, und auch nicht mehr, da die drei Punkte 
a, b, e auf der geraden Linie beliebig angenommen werden darfen. 

Der Begriff der "zyklisch projektivischen Reihen" umfaBt auch 
v. Staudt's "harmonische Darstellung" der imaginaren Elemente. 
1st namlich abed eine solche Darstellung, so sind die beiden Paare 
ae, bd zueinander harmonisch; und es folgt daraus: 

abed 7\ adeb 7\ beda, 
d. h. abed ist eine cyklisch projektivische Reihe 4. Ordnung. 

48) Untersuchungen iiber das Imaginare in der Geometrie, Programm der 
Friedrichsrealschule, Berlin 1872. 

49) Witt. Nachr. 14. Aug. 1872, p. 373, abgedruckt in Math. Ann. 22 (1883), 
p.242. 

50) Fur n= 2 dagegen auf 001 Weisen: dieser Fall ware a.lso fUr Klein's 
Darstellung ungeeignet. 

51) Analytisch kommt diese Darstellung darauf hinaus, daB diese beiden 
konjugiert-imaginaren Punkte durch die Hesse'sche Kovariante derjenigen ku
bischen Form, welche das Tripel a, b, c vorstellt, reprasentiert werden (Math. 
Ann. 22 (1883), p. 245). 
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Einen weiteren Fortschritt brachten fiir die Imaginiirtheorie 
zwei Abhandlungen von J. Liiroth 52). In der erst en Abhandlung 
wird gezeigt, daB man das dureh v. Staudt erfundene Rechnen 
mit Wiirfen so erweitern und ausbilden kann, daB sieh der Beweis 
des Fundamentalsatzes der Algebra auf eine algebraisebe Gleiehung, 
die einen unbekannten Wurf enthiilt und deren Koeffizienten auch 
lauter Wiirfe sind, iibertragen liiBt: "Es gibt stets einen Wurf - und 
folglich auch n vViirfe - fiir welche eine gegebene Funktion nten Grades 
eines unbekannten Wurfes dem Wude Null gleich wird." Es werden 
dann fiir Punkte und Geraden einer Ebene projektive (d. h. Wurf-) 
Koordinaten eingefiihrt, und gezeigt, daB sich die Bedingung der 
vereinigten Lage durch eine bilineare Gleichung darstellen HiBt. Die 
zweite Abhandlung enthalt Ausfiihrungen zu der obigen Klein'schen 
Auffassung. Vereinfachende Zusatze zur erst en Liiroth'sehen Abhand
lung, mit der Aufstellung der linearen Gleichung einer Ebene oder 
eines Punktes des Raumes in Wurfkoordinaten, hat R. Sturm 52a) 

gegeben. 
Eine ausfiihrliche Darstellung der v. Staudt'schen TheOl'ie, mit 

der Einfiihrung projektiver Koordinaten in den Grundformen 1., 2. 
3. Stufe, gab W. Fiedler in seiner "Darstellenden Geometrie " 53). Da
durch war die Beziehung zur analytischen Geometrie in endgiiltiger 
Welse gewonnen. F. Enriques erreichte das fiir den Punktraum auf 
einen Schlag 54) , indem er zwischen letzterem und dem als Illbegriff 
der homogenen Zahlenquadrupel (Xt X2X3X4) aufgefaBten "analytischen 
Raum" eine Kollineation herstellte, in welcher fiinf unabhangigen 
Raumpunkten ebensoviele beliebige unabhangige analytische Punkte, 
z. B. (1000), (0100), (0010), (0001), (1111), entsprechen. 

Die v. Siaudt'sche Theorie vereinfaeht sich besonders, wenn man 
nur konjugiert-imaginare Elemente zu Paaren, und nicht voneinander 
getrennt, betraehten will, da das Heranziehen des Sinnes vermieden 
wird. Fiir diesen Fall lieferte C. Segre 55) eine eingehende Behandlung. 

52) Das Imaginare in der Geometrie und das Rechneri mit Wurfen, Math. 
Ann. 8 (1874), p. 145; ebenda 11 (1876), p. 84. Vgl. auch einen friiheren Auf
satz in Gott. Nachr. 1873. [llI AB 1, Enriques, Nr. 19J. 

52&) Math. Ann. 9 (1875), p. 333. 
53) Die dal'stellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geo

metrie del' Lage, 2. Auf!. (Leipzig 1875) 3, p. 30 u. if. (3. Auf!. 1883-88; 3, 
p. 67 u. if.) 

54) Lezioni di geometria proiettiva (Bologna 1898; 2. Auf!. 1904), deutsch 
durch H. Fleischer (Leipzig 1903), Anhang IV, V. 

55) Le coppie di elementi imaginari nella geometria proiettiva sintetica, 
Torino Mem. (2), 38 (1886). 



246 III A B 4a. Gino Fano. Gegensatz v. synthetischer u. analytischer Geometrie. 

In Grundformen 1. Stufe werden (ree11e, imaginare) zueinander har
monische Paare durch vertauschbare (hyperbolische, elliptische) Invo
lutionen, die Doppelelemente einer nicht involutorischen Projektivitat 
durch die einzige mit letzterer.vertauschbaren Involution (die "Involu
zione unita") dargestellt. Ein Paar konjugiert-imaginarer Geraden 
2. Art wird durch ein raumliches geschart-involutorisches System, 
welches wedel' Doppelpunkte noch Doppelebenen besitzt, ein imaginarer 
Kegelschnitt durch ein Polarsystem, welches keine Ordnungskurve 
besitzt, eindeutig definiert. Die Siitze von Desargues und Sturm be
halten auch im imaginaren Gebiet ihre Giiltigkeit. 

Eine zusammenfassel1de Darstellullg der geometrischen Imaginar
theorieen hat A. Ramorino gege ben 56), welcher auch weitere Literatur 
anfiihrt. 

16. Spatere Erweiterungen. Hyperalgebraische Gebilde und 
bikomplexe Elemente. Versil1nlichen wir uns die Gesamtheit der 
oo2r komplexen Elemente einer Grundform r ter Stufe F (oder auch, 
allgemeiner, irgend einer r-gliedrigen Mannigfaltigkeit) durch ein 
reelles Gebilde W2r von doppelter Dimensionenanzahl - wie es bei 
einem einstufigen Gebilde durch die reelle z-Ebene oder z-Kugel ge
schieht -, so konnen wir innerhalb W2r beliebige aus OOk (k < 2r) 
reellen Elementen bestehende Gebilde Gk ins Auge fassen, und nach 
deren Bildern gk auf der Grundform F fragen, welche aus OOk kom
plexen Elementen bestehen werden 57). Als solche gk ergeben sich 
nicht nul' Linien, Flachen usw., sondern auch eine groBe Menge 
weiter~r Gebilde, deren einfachstes Beispiel (fiir r = 1, k = 1) 
in v. Staudt's "Ketten" vorliegt 58). Es ist das ein allgemeines und um
fangreiches Pro gramm, welches von C. Segre skizziert und bis zu einem 
gewissen Punkte durchgefiihrt wurde 59). 

Aus einerimaginiit·en Grundform F laBt sich eiue reelle Dar
ste11ung cI>2r i:ifters dadurch erbalten, daB man als Bild eines jeden 
komplex en Elementes von F das einzige ihm angeborige reelle Ele
ment einer bestimmten Art auswiihlt, beispielsweise fiir jeden Punkt 

56) Gli elementi immaginari nella geometria, Giorn. di mat. 35 (1897), 
p. ~42; ebenda 36 (1898), p. 317. 

57) D. h. aUB Elementen, deren Gesamtheit auf das System der Werle von 
k veranderlichen reellen Zahlen in stetiger Weise bezogen werden kann. 

58) "Beitrage", 2. Heft, § 15. 
59) Le rappresentazioni reali delle forme complesse e gli enti iperalgebrici, 

Math. Ann. 40 (1891), p. 413; Un nuovo campo di ricerche geometriche, Torino 
Atti, 25 (1889-90), p. 276, 430, 592; 26 (1890-91), p. 35. Bebreft'end diese 
letzteren Aufsatze, s. Nr. 18. 
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die reelle Gerade, welche ihn mil; seinem konjugiert-imaginar€m 
verbindet. Als wichtigste reelle Darstellungen eines einstufigen Ge
bildes ergeben sich: 1) del' lnbegriff der reellen Punkte einer reellen 
Ebene 60); 2) das Strahlensystem 1. Ordmmg tmd 1. Klasse mit konjugiert
imaginaren Leitlinien; 3) die nicllt geradlinige Plache 2. Grades, 
insbesondere die (reelle) Kugel 61). 

Reelle Reprasentanten von Grundformen 2. und haherer Stufe 
lassen sich nach demselben Grundprinzip in mehrdimensionalen Raumen 
(III C 9, Segre) aufstellen 62). 

Die obigen gk nennen wir fi.ir k = 1 "Faden" (jili) , fur k = 2 
"Gewebe" (tele) usw.; eine "Linie" (odeI' Regelschar usw.) del' Grund
form Fist also ein spezielles Gewebe; eine FHiche ist ein spezielles g4; 
v. Staudt's Ketten sind aber Faden. Bei ungeradem k haben wir es 
stets mit Gebilden zu tun, welche in del' bisherigen Geometrie nicht 
in Betracht kamen. 1st das reelle Gebilde Gk algebraisch (was immer 
zutriift, falls gk algebraisch ist, nicht abel' umgekehrt!), so nennell 
wir gk hyperalgebraisch (und diese Definition ist von del' besonderen 
Art del' <P2r , welche die Grulldform F versillnlicht, ullabhangig); unter 
den hyperalgebraischen Gebilden sind also die algebraischen einbe
griffen. Ais "hyperalgebraische Korrespondenzen" bezeichnen wir 
die, welche durch algebraische Korrespondenzen auf CP2r abgebildet 
werden. 

Will man die Durchschnitte von hyperalgebraischen Gebilden gk 
untersuchen, insbesondere fiir ein Bolches gk den Begriff del' "Ordnung" 
aufstellen, so erscheint es zweckmaBig, die entsprechenden Begriffe 
und Satze libel' die algebraischen Bilder Gk auf die gk zu ubertragen. 
Dabei tritt die Schwierigkeit auf, daB bei den Gk bis jetzt nul' die 
reellen Elemente ins Auge gefaBt wurden, wahrend die heranzu
ziehenden Satze erst im komplexen Gebiet ihre volle GiHtigkeit cr-

60) Ein 8pezialfall diesel' Darstellung ist dmjenige der komplexen Variablen 
x + iy in del' Ebene naeh Wessel-Argand-GaufJ (I A 4, Study, Nr. 5). Diese Er
zeugung der GaufJ'schen x + iy -Ebene findet sich auch in F. Klein's "Rie
mann'sehe Flachen" (Gattingen, autogr. Vorl., 2. Abdr. 1904, 1, p. 267 u. ff.). 

61) In den beiden letzten Darstellungen treten keine Fundamentalelemente 
auf, d. h. die Beziehung der Grundform auf ihren reellen Reprasentanten ist 
ausnahmslos ein-eindeutig. In der ersten Darstellung gibt es dagegen eine 
reelle Gerade (in der GaufJ'sehen Ebene die unendlieh ferne Gerade), deren samt
Hehe Punkte einem einzigen Elemente der Grundform entsprechen. 

62) Einige derartige (der Riemann-Neumann'sehen Kugel analoge) Mannig
faltigkeiten hat C. Segre in einem anderen Aufsatze angegeben (8ulle varieta 
ehe rappresentano Ie eoppie di punti di due piani 0 spazi, Palermo Rend. I) 

(1891), p. 192. V gl. insbes. Nr. 9). 



248 III A B 4 a. Gino Fano. Gegensatz v. synthetischer u. analytischer Geometrie. 

halten; hierdurch werden Ausnahmefalle, ungenaue odeI' komplizierle 
Satze verursacht. 

Diese Schwierigkeiten lassen sich dadureh beseitigen, daB man 
den Elementenbegriff abermals erweitert; und zwar indem man die 
bisher als ree11 vorausgesetzten <P2r und Gk als Inbegriff ihrer samtlichen 
reellen und komplexen Elemente auffaBt, und diesen komplexen 
Elementen weitere in geeigneter Weise zu definierende, die sogen. "bi
komplexen" Elemente der Grundform F, als entsprechend zuordnet. Zur 
geometrischen Definition letzterer braueht man nur eine del' reellen 
Definitionen komplexer Elemente von <P2r auf die Grundform F zu iiber
tragen. So kann z. B. in einer Ebene, als reellem Reprasentanten einer 
komplexen Geraden, ein Paar konjugiert-imaginarer Punkte durch 
einen ree11en Kreisbiischel definiert werden; dementsprechend werden 
wir in der komplexen Geraden ein Paar von "bikomplexen Zwillings
punkten" (coppia di punti bicomplessi gemelli) als einen "Biischel von 
Ketten" definieren, welcher keine Grundelemente hat, oder aueh als 
eine Involution ohne Doppelelemente auf einer dieser Ketten. Dureh 
Heranziehen der beiden Sinne auf der Kette laBt sich dieses Paar 
noeh in seine beiden Elemente spaUen. Die Ordnttng eines hyper
algebmischen gl in einer geraden Linie wird dann gleieh der Halfte 
der Anzahl seiner Schnittpunkte mit einer Kette. 

t 7. Entsprechende analytische Entwicklungen. Bikomplexe 
Zahlen. Analytisch kommen diese Betrachtungen darauf hinaus, daB 
man eine jede Koordinate eines imaginaren Elementes del' Grund
form F als komplexe Zahl x + iy in ihre beiden Bestandteile x, y 
spaUet, und diese samtlichen Bestandteile, in doppelter Anzahl als 
die friiheren Koordinaten, ganz beliebig in die Gleichungen aufnimmt 
(was damit gleichbedeutend ist, daB wir zugleieh mit jeder Elementen
koordinate x + iy die komplex-konjugierte Variable x - i y ebenfalls 
in die Gleiehungell mit aufnehmen und als unabhangige Verander
liehe betraehten) 63). Sind die betreffenden Gleiehungell zwischen x, y 
(oder zwischen x ± iy) algebraiseh, so haben wir es mit hyper
algebraisehen Gebildell zu tun. 

63) Die hierauf beziiglichen Untersuchungen konnen folglich mit Yorteil 
iiberall herangezogen werden, wo zugleich mit jeder komplexen Yariablen die 
entsprechende komplex-konjugierte auf tritt, was in der Funktionentheorie (z. B. 
in der Theorie del' automorphen Funktionen, der konformen Abbildung, der 
Minimalflachen) ofters geschieht. V gl. auch Nr. 18. Insbesondere konnen die 
obigen Gebilde <P! r (Nr. 16) fUr die Theorie der Funktionen memerer komplexer 
Veranderlichen ahnliches leisten, wie die gewohnliche z-Ebene oder z-Kugel 
fiir die Funktionen einer Veranderlichen (II B). 
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Del' Einfiihrung bikomplexer Elemente UiBt sich eine entsprechende 
Erweiterung des Zahlbegriffes zur Seite stellen, indem man die beiden 
Bestandteile x, y jeder komplexen Zahl (Koordinate) x + iy auch als 
komplex, in del' Form: 

x = Xl + hx2 , Y = Yl + hY2 

annimmt, unter heine neue von i und - i verschiedene imaginare 
Einheit verstanden, welche ebenfalls die Bedingung h2 = - 1 erfant. 
Will man filr diese "bi7complexen" Zahlen 

Xl + hX2 + 1:Yl + ihY2 

die ublichen Rechllungsgeset,ze del' reellen Zahlen aufrecht erhalten, so 
muB das System "Nullteiler" enthalten (I A 4, Study, N r. 11), und zwal' 
gibt es davon zwei verschiedene Systeme 54), welche fill' h = i bezw. 
h = - i zum Verschwinden gebracht werden. In einem einstufigen 
Gebilde gibt es zwei Scharen spezieller Faden, die sogen. "Protofili", 
denen die Eigenschaft zukommt, daB bikomplexe Punkte desselben 
"Protofilo" stets Kool'dinaten haben, deren Differenz einem Nullteiler 
des einen odeI' des anderen Systems gleich ist 54a). 

Als unmittelbare Folge del' Einfilhrung bikomplexer Elemente 
und Zahlen ergiht sich, daB wir uns nicht mehr auf Gebilde gk ~der 
Grundform F zu beschranken brauchen, deren entsprechende Bilder 
G k in w2r ree11 sind (vgl. Nr. 16); vielmehr durfen wlr inner
halb c;I>2r beliebig komplexe (insbesondere algebraische) Gebilde aus
wahlen, und deren Bilder in F, welche beliebig bikomplex (insbeson
dere hyperalgebraisch) sein werden, untersuchen. Wir gelangen da
durch zu einer "allgemeinen bikomplexen Geometrie", welche zu der 
"reellen" und "komplexen" Geometrie als eine dritte Stufe hinzutritt. 

. Es HiBt sich auch einsehen, daB em ahnlicher Ubergang, 

64) C. Segre a. a. O. Nr. 29-30. 
64°) Das obige System von hOheren komplexen Zahlen (I A 4, Stttdy, 

Nr. 7 if.) bekommt dadurch eine direkte geometrische Interpretation. Andere 
Systeme komplexer Zahlen haben sich ebenfalls in der Geometrie, schon 
seit (fraSS11lann und Hamilton, als niitzlich erwiesen, hauptsachlich dadurch, daB 
das Rechnen mit ihnen als ein Algorithmus zur Zusammenfassung und formalen 
Vereinfachung mehrerer :Formeln dienen kann. Eine derartige Anwendung hat 
E. Study gemacht, indem er zur Darstellung der Strahlen im Raume die sog. 
"dualen GraBen", d. h. drei als homogene Koordinaten aufgefaBte komplexe 
Zahlen a + bE benutzte, wobei 8' = 0 vorausgesetzt wird (Geometrie der Dynamen, 
Leipzig 1903, p. 199 if.) (III A, B 4 b, Gruppentheorie, Fano; Nr.17). Weitere 
geometrische Anwendungen der dualen Zahlen, s. III A, B 4 b, Nr. 20, 24. 
S. auch J. Griinwald, tIber duale Zahlen und ihre Anwendung in der Geometrie, 
Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 81. 
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wie derjenige von komplexen zu bikomplexen Elementen und Zahlen 
und von komplexer zu bikomplexer Geometrie, mehrmals, ja sogar ins 
Unendliche wiederholt werden kann. 

18. Direkte Untersuchung der hyperalgebraischen Gebilde. 
Beziehung zu den Hermite'schen Formen. In den Anm. 59) erwahnten 
Arbeiten: Un nuovo campo di ricerche geometriche hat O. Segre die 
hyperalgebraischen Gebilde direkt untersucht - anstatt von ihren 
reellen Reprasentanten auszugehen -; sowohl auf analytischem Wege, 
indem er deren Gleichungen an die Spitze stent, als durch synthe
tische Betrachtungen, wenn es sich um Gebilde handelt, welche 
durch einfache hyperalgebraische Korrespondenzen erzeugt werden, 
insbesondere durch die sogenannten "antiprojektiven" Beziehungen, 
welche eine ganz ahnliche Rolle spielen wie die projektiven. Bine 
ein-eindeutige und kontinuierliche Beziehung zweier einstufiger Ge
bilde, welche harmonische Wiirfe in ebensolche iiberfiihrt, ist im 
komplexen Gebiet nicht notwendig projektiv, vielmehr kann sie 
einen nicht neutralen (d. h. nicht reellen) Wurf in einen entgegen
gesetzter Art, was den Sinn anbelangt (d. h. in seinen konjugiert
imaginaren) iiherfiihren 65). In dies em Falle heiBt die Beziehung 
antiprojektiv 66); und auch bei Gebilden h6herer Stufe unterscheiden 
sich die antiprojektiven Korrespondenzen in ihrer Definition von den 
projektiven nul' dadurch, daB entsprechende nicht neutrale Wiirfe von 
entgegengesetzter Art sind (Segre, a. a. O. Nr. 1-3). Die Satze libel' 
eindeutige Bestimmung del' projektiven Konespondenzen durch 3, 4, 
5 Paare entsprechender Elemente in allgemeiner Lage und die einfachsten 
Konstruktionen lassen sich auf den antiprojektiven Fall sofort liber
tragen; Unterschiede treten dagegen bei den Doppelelementen auf. 
Die Untersuchung del' "Antiinvolutionen" (d. h. del' antiprojektiven 
Beziehungen, welche mit ihren Inversen zusammenfallen; Nr. 11ff.) 
fiihrt zur Verallgemeinerung des v. Stwudt'schen Begriffes einer 
"Kette": eine Kette 1,ter Stttfe ist, yom Standpunkte del' projektiven 
Geometrie aus, mit dem Inbegriffe del' reellen Elemente einer reellen 
Grundform r ter Stufe identisch. 

Diese Korrespondenzen (llicht aher die sofort zu nennenden anti-

65) v. Staudt, Beitrage zur Geometrie der Lage § 16, Nr. 225. 
66) Auf der komplexen Geraden gibt es also, auBer den projektiven und 

antiprojektiven Beziehungen, keine weiteren kontinuierlichen Korrespondenzen, 
welche harmonische Wurfe in ebensolche uberfUhren. Die Frage, ob die Kon
tinuitat del' Beziehung auch im komplexen Gebiet aus der harmonischen Eigen
schaft bereits zu folgern ist, hat Segl'e a. a. O. aufgestellt, ist aber bis jetzt 
unbeantwortet geblieben. 
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polaren) waren kurz vorher unter dem Namen "Symmetralitaten" von 
C. Juel 66 8.) betrachtet worden; aber Segrds Untersuchungen sind von 
denen Juel's unabhangig, und greifen tiefer ein. 

Durch die "antipolaren" Korrespondenzen der Ebene und des 
Raumes werden die "Hyperkegelschnitte" und die "HyperfIachen 
2. Grades" erzeugt (a. a. O. N r. 27 :If.), welche aus den samtlichen 
( 008 bezw. (05) sich selbst reziproken Punkten der Grundform bestehen, 
falls solche uberhaupt vorhanden sind. Aus diesen Gebilden lassen 
sich Buschel und hohere lineare Systeme zusammensetzen, deren 
Grundgebilde in einzelnen Fallen durch antiprojektive Biischel von 
Geraden oder Ebenen erzeugt werden: hierin liegt wieder eine Ab
wei chung von del' projektiven Geometrie. Dagegen schlieBt sich die 
Theorie der linearen Transformationen, welche einen Hyperkegel
schnitt oder eine Hyperflache 2. Grades, d. h. die betreffende Anti
polaritat, in sich iiberfuhren, an die projektive Geometrie der K;egel
schnitte und Flachen 2. Grades (Ill C I, Dingeldey; 2, Staude, insb. IX: 
III A, B 4 b, Gruppentheorie, Fano, Nr. 9) ziemlich eng an. Analytisch 
sind das die (spater von .A. L oewy 66b) verfolgten) linearen automorphen 
Transformationen einer Hermite'schen Form, d. h. einer bilinearen 
Form ~ aikx;xk mit konjugiert·komplexen Veranderlichen und kon
jugiert -komplexen Koeffizienten (aik = iiki); die damus entstehenden 
Gruppen haben G. Fubini 66C) und E. Study 66 d) angegeben. Als An
wendungen diesel' Begri:lfe mogen die folgenden erwahnt werden: 

1) G. Fubini und E. Study (a. a. 0.) haben aus den Hermite'schen 
Formen, analog den quadratischen, eine Art projektiver MaBbestim
mung (III A,B 4b, Gruppentheorie, Fano, Nr. 9, 31) abgeleitet; 
insbesondere eine elZiptische und eine hyperbolische Hermitesche Maf3-
bestimmung durch Zugrundelegung einer definiten positiven Hermite
schen Form (X1X! + XliX!! + ... + x"x,,) oder einer indefiniten von 
del' Gestalt X1Xl + ... + x .. _1 X,,_1 - X" x,. , und eine parabolische 
als Grenzfall del' vorhergehenden. In den heiden ersten Fallen werden 

66 &) Bidrag til den imaginare Linies og den imaginare Plans Geometri, 
Diss. Kjobenhavn 1885; tl"ber einige Grundgebilde der projektiven Geometrie, 
Acta math. 14 (1890) p. 1. 

66b ) Math. Ann. 50 (1898), p. 557; Nova Acta Leopold. 71 (1898), Nr. 8; 
Math. Ann. 52 (1899), p. 588. 

66 C) Sulla teoria delle forme quadratiche Hermitiane e dei sistemi di tali 
fonne (Catania, Gioenia Atti (4) 17 (1904), Nr. 4; insbes. p. 36ff.); Sulle 
metriche definite da una forma Hermitiana (Veneto 1st. Atti (8) 6, 1903-1904; 
p.501). 

66 d) Kurzeste Wege im komplexen Gebiet, Math. Ann. 60 (1905), p.321. 
S. auch Verh. des Ill. into Math.-Kongr. zu Heidelberg (Leipzig 1905), p. 313. 
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die Kollineationen und Antikollineationen, welche das betreft'ende 
Hermite'sche Polarsystem in Ruhe lassen, als Hcrmite'sche Bewegungen 
und Umlegungen gedeutet; die geeignet definierte "Entfernung" zweier 
Punkte bleibt dabei ungeandert; aus diesen Transformationen er
geben sich als Grenzfall die parabolischen Hermite'schen Bewegungen 
und Umlegnngen. Durch Spaltung der imaginaren Veranderlichen 
in ihre ree11en Bestandteile lassen sich diese Gruppen Hermite'scher 
Operationen als projektive Gruppen h6herer Raume deuten. 

2) Anwendungen auf Funktionentheorie. Die von E. Picard 67) 

untersuchten "Hyperfuchs'schen" Funktionen von 2 Veranderlichen ge
statten Gruppen ganzzahliger linearer Transformationen, welche als 
Kollineationen der Ebene mit invariantem Hyperkegelschnitt gedeutet 
werden kOnnen. Und ebenso wie F. Klein und R. Fricke 67 .. ) fUr 
eigentlich -diskontinuierliche Gruppen linearer Transformationen einer 
Veranderlichen, insbesondere fur die Gruppen mit Hauptkreis, welche 
mit . projektiven Gruppen eines komplexen einstufigen Gebildes mit 
invarianter Kette gleichbedeutend sind, die zugehOrigen Funda
mentalbereiche definiert haben, so hat Fubini61b) , beilaufig auch 
Study (a. a. O. § 12), fur diskontinuierliche Gruppen mit einer in
varianten Hcrmite'schen Form denselben Begriff aufgestellt, und ersterer 
uberdies die Existenz entsprechender Hyperfuchs'scher Funktionen 
bewiesen. Diese Gruppen (deren einige sich arithmetisch einfach 
charakterisieren lassen) werden auch, wie bei einer Veranderlichen, 
durch Hinzunahme von Operationen zweiter Art erweitert. Obgleich 
groBtenteils nur der Fall von n = 2 Veranderlichen berucksichtigt 
wird, erstreckt sich die SchluBweise auf beliebiges n. Fur eine ge
gebene Gruppe linearer Transformationen mehrerer Veranderlichen 
hat spater A. Hurwitz 68) die Herstellung eines Fundamentalbereiches 
allgemein behandelt. Die ebenfa11s von Fubini betrachteten diskon
tinuierlichen Gruppen, welche ein System Hcrmite'scher Formen in 
Ruhe lassen, finden bei weiteren Funktionen Anwendung, welche 

67) Acta math. 1 (1882), p. 297; 2 (1883), p. 114; 5 (1884), p. 121; Ann. 
ec. norm. (3) 2 (1885), p.357. Ansatz fiir eine Verallgemeinerung auf n Ver
anderliche bei w: Wirtinger, Wien Ber. 108 (1899), p. 1239. 

67") Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen, 2 Bde. 
(Leipzig 1890-92); Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen, 
Bd. 1 (Leipzig 1897), Bd. 2, 1. Lief. (Leipzig 1901). Ferner II B 4, Automorphe 
Funktionen, Fricke. 

67b) a. a. 0., Gioenia Atti (4) 17 (1904), Nr. 4. Applicazioni analitiche dei 
gruppi di proiettivita trasformanti in se una forma Hermitiana, ebenda Nr. 9. 

68) Zur Theorie der automorphen Funktionen von beliebig vielen Variabeln, 
Math. Ann. 61 (1905), p. 325. 
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lineare Transformationen einzelner Veranderlichen fur sich oder em
zeIner Reihen von Veranderlichen zulassen 68a). 

3) Anwendungen in der Zahlentheorie. Die Aquivalenztheorie 
und die Reduktion der binaren Dirichlet'schen Formen (1 C 2, Vahlen, 
C 13) und Hermiteschen Formen (ebenda c 15, ell) mit ganzen kom
plexen Koeffizienten, wie sie von Dirichlet, Hermite, Picard, Klein 
und Fricke, Bianchi durchgefiihrt worden ist, laBt sich nach Loewy 
und Fubini (a. a. 0.) auf Hermite'sche Formen mit meh1'eren Ve1'ander
lichen ubertragen, durch Zugrundelegen der Betrachtung von ihren 
reproduzierenden Gruppen und deren Fundamentalbereichen. 

V. Allgemeine Theorie der algebraischen Gebilde von zwei uud 
drei Dimensionen. 

19. Analytische Theorie der algebraischen ebenen Kurven. 
Die Theorie del' algebraischen ebenen Kurven h6he1'er Ordnung (III C 4, 
Berzolari) ist bereits im 18. Jahrhunderl verschiedentlich in Angriff 
genommen worden; von Newton, dessen (vielleicht schon 1678 ver
faBte 69») "Enumeratio linearum tertii ordinis" (London 1704) drei 
allgemeine Satze uber algebraische Kurven enthlilt; femer von 
MacLaurin, Euler, Cramer (dessen N amen noch an das nach ihm 
benannte Paradoxon gebunden ist) 69a). Einzelne Fragen haben spater 
Lame (Lame'sches Prinzip), Poncelet (Klasse einer allgemeinen Kurve 
n ter Ordnung und Bobillier (Polarentheorie) behandelt 69b). Bis in die 
2. Halfte des 19. Jahrhunderts war aber die Behandlung diesel' Kurven 
eine uberwiegend analytische, was nieht zu verwundem ist, da sich 
die Grundbegriffe der "algebraischen Kurve" und ihrer "Ordnung" 

68a) Zuerst bei E. Picard, Sur les fonctions hyperab!Hiennes, J. de math. 
(4) 1 (1885), p. 87; H. Bourget, Toulouse Ann. 12 (1898), D, p. 1; Spezialfall, 
nach Veranlassung von D. Hilbert, bei O. Blumenthal, Math. Ann. 56 (1903), 
p. 509; ebenda 58 (1904), p. 497; Deutsche Math.-Ver. Jahresb. 13 (1904), p. 120. 
Ferner G. Fubini, Ann. di mat. (3) 10 (1904), p. 1; 11 (1905), p. 159, insbes. § 8. 

69) R. Ball, A short account on the history of mathematics, Cambridge 
1888, p. 321. 

69a ) C. Mac Lattrin, Geometria organica, sive descriptio linearum curvarum 
universalis (London 1720); De linearum geometric arum proprietatibus generalibus 
tractatus, Appendix zu "A treatise of algebra" (London 1748), franzosische 
Ausgabe von E. de Jonquie1'es in "Melanges de geometrie pure" (Paris 1856), 
p. 197-261; L. Euler, Introductio in analysin infinitorum, 2 (Lausanne 1748); 
G. Cramer, Introduction a l'analyse des lignes courbes algebriques (Geneve 1750). 

69b) G. Lame, Examen des differentes methodes ... (Paris 1818); Poncelet, 
Gerg. Ann. 8 (1817-18), p. 213; Bobillier, ebenda 18 (1827-28), p. 89, 157, 253; 
19 (1828-29), p. 106, 138, 302. 

Encyklop. d. math. Wi8sensch. III 1. 17 
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du:reh die Analysis einfach aufstellen lassen, wahrend andererseits 
die Begriffsbestimmung des Algebraischen den Synthetikem uberhaupt 
fehlte, und del' Ordnungsbegriff erst durch die Einfiihrung del' ima
ginliren Elemente (Nr. 140) del' reinen Geometrie in Strenge zugang
lich wurde. 

A. F. Mobius 70) hat diejenigen Kurven betrachtet, welche durch 
einen veranderlichen Punkt fA + gB + hC beschrieben werden, unter 
f, g, h beliebige ganze Funktionen nten Grades eines Parameters ver
standen. Diese sind aber (falls n> 2 ist) noch nicht die allgemein
sten ebenen Kurven nter Ordnung (wie Mobius selbst erkannte), sondern 
nur rationale Kurven (ill C 5, Spezielle Kurven, Kohn). 

Die allgemeine analytische Behandlung del' algebraischen ebenen 
Kurven, wie wir sie heute durchzufiihren pflegen, ruhrt hauptsachlich 
von J. Pliicker her. !hm verdanken wir den Begriff der Gleichung 
einer Kurve in Linienkoordinaten 85). 1m "System der analytiscJten 
Geometrie" 71) lieferte er (im 3. Abschnitt) eine vollstandige Unter
suchung und Klassifikation del' ebenen Kurven 3. Ordnung, mit An
deutungen iiber Kurven 3. Klasse; es liegt hierin schon del' Typus 
fur die Behandlung del' Kurven hoherer Ordnungen, fur welche 
in § 6 einige allgemeine Satze aufgestellt werden, darunter (p. 264) 
die Anzahl del' Wendepunkte einer Kurve nter Ordnung. Aus del' 
"Theorie del" algebraischen Kurven" 72) mogen noch hervorgehoben 
werden: 

1) in den "Einleitenden Betrachtungen" - die Schnittpunkt
theoreme 78), d. h. Relationen zwischen den m· n Schnittpunkten zweier 
algebraischer Kurven mter und nter Ordnung, die schon durch Euler, 
Cramer und spateI' durch Jacobi 74) in Angriff genommen waren, und 
bei PlUcker in erster Linie zur Untersuchung der "unelldlichen 
Zweige" ebener Kurven und ihrer Asymptoten dienen; 

2) im 2. Abschnitt, § 4, die Theorie der singularen Punkte, ins
besondere (Nr. 68) die Beziehungen zwischen den Singularitats
anzahlen einer belie bigen Kurve (d. h. die sogenannten "Pliicker'schen 
Formeln" 75); 

70) Barycentrischer Calcul, §§ 66:1f. 
71) Berlin 1835. 
72) Theorie der algebraischen Kurven gegriindet auf eine neue Behand-

lungsweise der analytischen Geometrie, Bonn 1839. 
73) Vgl. auch Gerg. Ann. 19 (1828), p. 97. 
74) De relationibus ... , J. f. Math. 15 (1S36) p. 285 = Werke 3, p.329. 
75) Diese Beziehungen werden fur den Fall aufgestellt, daB die betre:lfende 

Kurve nur Doppelpunkte und Spitzen, Doppel- und Wendetangenten besitzt; 
aber es liegen bereits Ansittze fUr den Fall hOherer Singularitaten vor. 
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3) in dem darauffolgenden § 5, eine Diskussion und Aufzahlung der 
verschiedenen ebenen Kurven 4. Ordnung (III C 5, Spezielle Kurven, Kohn). 

In seinen Betrachtungen beschrankt sich PUicker iiberall auf den 
sogen. "allgemeinen Fall" und stiitzt sich oft auf blo£es Konstanten
zahlen: seine Beweise bediirfen folglich noch wesentlicher Erganzungen 75 a). 

Von 1844 an zeigte O. Hesse in mehreren, hauptsachlich im 
J. f. Math. verofl'entlichten Aufsatzen 76), wie sich die Theorie der 
algebraischen Gleichungen systematisch zur Aufstellung einer all
gemeinen Theorie der Kurven und Flachen anwenden lallt. Das 
neue Instrument del' Determinanten, welches nun der Algebra zur 
voUen Verfiigung stand, benutzte er meisterhaft; seine samtlichen 
Betrachtungen und Beweismethoden sind wegen ihrer bis dahin 
ungebrauchlichen Eleganz hervorzuheben. Es ergab sich dabei 
daB eine groBe Reihe geometrischer Wahrheiten als unmittelbare 
Ubersetzung gewisser algebra;ischer Identitaten aufgestellt werden 
konnten; ein Prinzip, welches in del' weiteren Entwicklung del' ana
lytischen Geometrie, und besonders in del' Invariantentheorie viel
fache Anwendung gefunden hat 76 .. ). Insbesondere verdanken wir 
Hesse eine eingehende Untersuchung der Wendepunkte und Doppel
tangenten ebener Kurven, wobei die Wendepunkte· zum ersten 
Male als Durchschnitte der vorgelegten Kurve mit del' so gen. "Hesse
schen Kune" erscheinen, und die Gleichung letzterer in del' be
kannten Determinantenform auftritt 77). Zur Verbreitung diesel' Unter
suchungen hat das 1852 erschienene Lehrbuch von G. Salmon 78) 
wesentlich beigetragen. Einzelne Ausfiihrungen iiber die Entwicklung 

75") Uber derartige Erganzungen zur Methode des Konstantenziihlens s. 
E. Lasker, Math. Ann. 58 (1904), p. 434. 

76) Vgl. auch Ges. Werke, Miinchen 1897. 
76 a) Darauf hat neuerdings W. Fr. Meyer hingewiesen (Ueber das Wesen 

mathematischer Beweise, Verh. d. III. into Math.-Kongr. zu Heidelberg, Leipzig 
1905, p. 667); und das "Identitiitsprinzip" hat er in einer Reihe dort zitierter Ar
beiten zu weiterer Geltung gebracht. V gl. noch die seitdem erschienenen Ar
beiten: Monatsh. Math. Phys. 18 (1907), p. 138; Wien Berichte, April 1907; 
Arch. Math. Phys. 12 (1907), p. 1 (Fortsetzung erscheint demnachst); Leipzig 
Ber., April 1907. Das Prinzip der Methode besteht darin, den geometrischen 
Inhalt grundlegender Konfigurationen auszuschOpfen durch Identitaten, d. h. ge
nauer, durch identisch verschwindende Simultaninvarianten der gegeben gedachten 
Elemente. Der Vorzug der Methode, die insofern wesentlich liber Hesse hinaus
geht, besteht darin, daB sie zugleich allen besondern und Grenzfallen, soweit sie 
mit den Bedingungen der Figur liberhaupt noch vertraglich sind, gerecht wird. 

77) J. f. Math. 41 (1851), p. 276-77 = Werke, p. 268-70. 
78) A Treatise on higher plane curves, Dublin 1852, deutsch bearbeitet 

durch W. Fiedler, Leipzig 1873, 2. Auf!. 1882. 
17* 
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diesel' Theorie gehoren zu III C 4 (Berzolari); del' Leistung von 
A. Clebsch, welcher weiter fortgeschrittene Gesichtspunkte verfolgte, 
gedenken wir in Nr.22 und Nr. 31. Diese Leistungen wurden spater 
durch F. Lindemann mit weiteren Ausfiihrungen in einem Lehrbuche 
zusammengefaBt 78 a). 

20. Oberfiii.chen im Raume. Das Streb en nach Verallgemeine
rung, welches del' EinfluB del' Analysis auf die geometrischen Unter
suchungen ausiibte, muBte dazu fiihren, die Gebilde des Raumes zu 
untersuchen, welche Analogieen mit den ebenen Kurven darbieten. 
Das konnte nach zwei verschiedenen Richtungen geschehen. Indem 
man die Tatsache ins Auge faBte, daB diese Kurven durch eine 
Gleichung zwischen den Koordinaten eines Punktes del' Ebene dar
gestellt werden, ergab sich als Analogon im Raume die Theorie der 
Oberflachen. Wenn man hingegen eine ebene Kurve als eine Reihe 
von 001 Punkten ansieht, so kann man die Theorie ausdehnen, in
dem man die Beschrankung aufhebt, daB diese in einer Ebene ge
legen seien; dann entsteht die Theorie der nicllt ebenen Kurven odeI' 
del' Kurven doppelter Kriimmung. 

Die analytische Theorie del' Oberflachen schlieBt sich zu Anfang 
ziemlich eng an die del' ebenen Kurven an. Elementare Fragen 
werden fiir ebene Kunen und fur Flachen gleichzeitig behandelt; in 
hoheren Fragen bleibt abel' die Flachentheorie 6fters zuriick, da die 
verfugbaren Mittel nicht ebenso vervollkommnet sind. - Fur Ober
flachen beliebiger Ordnung stellten bereits Gergonne 79) und Chasles 80) 

Eigenschaften auf; Poncelet bestimmte die Klasse del' allgemeinen 
algebraischen Flache nter Ordnung 81), wahrend Durchschnittstheoreme 
von Pliicker 82) und Jacobi 74) gegeben wurden. Wesentliche Beitrage 
brachten sodann Salmon und Cayley; insbesondere verdanken wir 
ersterem die Zusammenfassung del' Flachentheorie in einem Lehr
buche 83). Wegen Einzelheiten und weiterer Entwicklung verweisen 
wir auf III C 6, Flachentheorie (Oastelnuovo und Enriques). 

78") Vorlesungen iiber Geometrie von A. Clebsch, bearbeitet und heraus
gegeben von F. Lindemann. Bd. 1, Leipzig 1876; Bd. 2 (Geollletrie des Raumes) 
Teil 1, Leipzig 1891; 2. Auf!. von Bd. 1, Teil 1, 1. Lief., 1906. 

79) Gerg. Ann. 17 (1826), p. 255. 
80) Mellloire de geometrie, Anhang zum Aper9u historique (1, § 15; 2, § 10ft'.). 
81) Memoire sur la tMorie generale des polaires reciproques, J. f. Math. 

4 (1829), p. 1 (Anm. 16). S. insb. p. 30. 
82) Gerg. Ann. 19 (1828), p. 129; J. f. Math. 16 (1837), p. 47; System der 

Geometrie des Raumes (s. Anm. 36), 1. Abschn. § 3. 
83) A Treatise on analytic geometry of three dimensions (Dublin 1862), 

deutsch bearbeitet durch W. Fiedler (1863-65), 3. Auf!. Leipzig 1879-80, 2 Bde. 
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21. Raumkurven. Raumkurven 4. Ol'dnung sind als Durch
schnitte zweier FIachen 2. Ordnung, insbesondere von Kegeln oder 
Zylindern, zuerst durch Monge's Methoden del' darstellenden Geometrie 
untersucht worden 83a); P. Hachette gedenkt fliichtig auch des Falles, in 
welch em diesel' Durchschnitt in eine Gerade und eine Kurve 3. Ord
nung zerfiillt84). Rationale Raumkurven beliebiger Ordnung hat A. F. 
Miibius durch baryzentrische Ausdrucke pA + qB + rC + sD mit 
einem veriinderlichen Parameter dargestellt 84&), und darunter den ein
fachsten Fall der Raumkurve 3. Ordnung besonders hervorgehoben. 
Die Untersuchung del' allgemeinen Eigenschaften del' algebraischen 
nicht ebenen Kurven hat abel' groBe Schwierigkeiten dargeboten. 
Erst spat erkannte man, daB sich nicht jede Raumkurve als voll
standiger Schnitt zweier Oberfliichen herstellen liiBt84b), und daB 
folglich zu ihrer analytischen Darstellung zwei (und selbst drei 85») 
Gleichungen nicht immer ausreichen; daB die gleichzeitige Betrachtung 
der Ordnung und der eventuellen Doppelpunkte zur Einteilung dieser 
Kurven nicht hinreicht, da bereits zwei verschiedene Arlen von 
Raumkurven 4. Ordnung ohlle Doppelpunkte existieren86), und daB 
von del' 9. Ordnung an auch das Heranziehen del' Anzahl der schein
baren Doppelpunkte eine vollstiindige Klassifikation del' Kurven noch 
llicht gestattet86a). Die allgemeine Theorie und Klassifikation del' 
algebraischen Raumkurven konnte daher mit den vorangehenden 
Theorieen keine vollstandige .A.hnlichkeit darbieten. Wesentliche Re
sultate verdanken wir jedoch A. Cayley, welcher 1845 die Formeln auf
stellte, die (analog denen von PlUcker) die Zahlen del' Singularitiiten 
einer Raumkurve untereinander verbinden 81), und fur die analytische 
Darstellung einerseits die Raumkurven als Durchschnitte eines "Mono ides" 

8S&) Monge, Geometrie descriptive (Anm. 7&), Chap. 3. 
84) Corresp. de reo. polyt. 1 (1808), Nr. 9, p. S68. 
84&) Barycentrischer Caloul, § 95ff. 
84b) A. Cayley, Note sur les hyperdeterminants, J. f. Math. 34 (1847), 

p. 148; insb. p. 152 = Coll. math. papers 1, p.852. 
85) L. Kroneckm', Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen 

GraBen, J. f. Math. 92 (1882), p. 1, § 10; K. Th. Vahlen, Bemerkung zur voll
standigen Darstellung algebraischer Raumkurven, ebenda 108 (1891), p. 346. 

86) G. Salmon, On the classification of curves of double curvature, Cambro 
math. J. 5 (1850), p. 53; Steiner, tJber die Flachen 3. Grades, J. f. Math. 58 
(1857), p. 138, insb. p. 138. 

86&) Die allgemeinste (von 36 Konstanten abhangige) 010 9 mit 18 schein
baren Doppelpunkten kann von zwei verBchiedenen Arten sein, eine (3,3), oder 
eine (2,6) mit drei 6-punktigen Sehnen alB Restkurve. Man vgl. die Anm. 90), 91) 

zitierten Abhandlungen von G. H. Halphen, p. 166, und M. Noether, p. 101-
87) J. de math. 10 (1845), p. 245, englisch in Cambro math. J.5 (1850), p. 18. 
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(d. h. einer Flii,che nter Ordnung mit (n - 1) -fachem Punkte) und 
eines Kegels herstellte, welche sich auBerdem nur in einer gewissen 
Anzahl von Geraden treffen 88), und andererseits die Gleichung des 
Linienkomplexes heranzog, welcher aus den samtlichen Geraden be
steht, die die vorgelegte Kurve treffen 89). Einen bemerkenswerten 
Fortschritt machte diese Theorie durch die beiden von der Berliner 
Akademie 1882 preisgekronten grundlegenden Abhandlungen von 
G. Halphen 90) und M. Noether 91). Den nicht ebenen algebraischen 
Kurven sind einzelne Kapitel in Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie 
des Raumes 2, gewidmet83). Fiir weiteres verweisen wir auf III C 8, 
Raumkurven (Rohn). 

22. Zusammenhang mit der projektiven Invariantentheorie. 
Der analytisch behandelten projektiven Geometrie der algebraischen 
Gebilde verdankt die "Formentheorie" oder (lineare) "Invariantentheorie" 
(I B 2, Meyer) einen bedeutenden AnstoB, sowie umgekehrt letztere durch 
ihre darauf folgende Entwicklung an del' Ausbildung del' analytischen 
Theorie der algebraischen Gebilde groBen Anteil hatte. - Es lag 
die Bemerkung nahe, daB die geometrischen Eigenschaften eines Ge
bildes durch analytische Bildungen oder Gleichungen darstellbar 
sein muBten, welche in bezug auf die linearen Transformationen 
der Veranderlichen, die einer Koordinatentransformation entsprechen 
- und im FaIle "projektiver" Eigenschaften, in bezug auf allgemeine 
lineare Transformationen der Koordinaten - invarianten Charakter 
aufweisen (wozu das Doppelverhiiltnis das einfachste Beispiel lieferte). 
Die Theorie del' algebraischen ebenen Kurven hatte auch zu mehreren 
Gebilden (Hesse'sche Kurve, Steiner'sche Kurve; III C 4, Berzolari, 
Nr. 7) gefiihrt, die zu einer vorgelegten Kurve eine invariante Be
ziehung haben. Es entstand nun die Frage, wie und was fiir in
variante Bildungen sich allgemein aus einer vorgelegten algebraischen 
Gleichung oder Form ableiten lieBen. Zur Beantwortung diesel' 
Frage hatten, von anderen Gesichtspunkten ausgehend, seit ca. 1845 die 
englischen Mathematiker, insbesondere A. Cayley, G. Salmon, J. J. Syl
vester, wesentliche Beitrage geliefert, andererseits auch Ok. Hermite und 

88) Paris C. R. 54 (1862), p. 55, 396, 672; ebenda 58 (1864) p. 994. Oder 
auch: ColI. math. papers 5, p. 7, 24. 

89) Quart. J. 3 (1860), p.225; ebenda 5 (1862), p.81. Oder auch: Papers 4, 
p. 446, 490. 

90) Memoire sur Ia classification des com'bes gauches aIgebriques, J. ec. 
poIyt. 52 (1882), p. 1. 

91) Zur Grundlegung del' Theorie del' algebraischen Raumkurven, Berlin 
Abhandl. 1883. Auszug in J. f. Math. 93 (1882), p. 271. 
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F. Brioschi (vgl. I B 2, Meyer, N r. 2), als 1858 S. Aronhold an dem Beispiele 
del' ternaren kubischen Form 92) den Zusammenhang dieses Gebietes 
mit del' projektiven Geometrie entwickelte und etwas spater93) seine 
prinzipiellen Ideen allgemein darlegte. N ach ihm nimmt A. Olebsch diese 
algebraisch-geometrischen Entwicklungen auf, kniipft an die Arbeiten 
del' englischen Mathematiker an, bedient sich mit V orliebe der Deter
minantentheorie und insbesondere des Mnltiplikationssatzes del' Determi
nanten als algebraischen Hilfsmittels, und steigt in Anlehnung an die 
projektive Anschauungsweise zu allgemeinen invariantentheoretischen 
Problem en del' Theorie del' algebl'aischen Kurven und Flachen auf 94). 
Die lnvariantentheorie liefert ein aUgemeines Prinzip - welches bis 
dahin fehlte - ZUt· Entdeckung geometrischer Wahrheiten aUf ana
lytischem Wege; sie gibt allgemeine Methoden (vgl. I B 2), um 
aus ellier gegebenen Form f deren Inval'ianten und Koval'ianten abzu
leiten, und diese, gleich Null gesetzt, liefern ausschlieBlich und voll
standig diejenigen Gleichungen, welche projektive Eigenschaften des 
GfJbildes f = 0 ausdriicken odeI' weitel'e mit f = 0 projektiv zu
sammenhangende Gebilde darstellen (III A, B 4 b, Gruppentheol'ie, Fano, 
Nr. 34, 36). 

23. Gra13mann's lineale Erzeugung der Kurven und Flachen. 
Zum allgemeinen Begriff del' algebraisehen Kurve haben sich die 
Synthetiker nm schwer erheben konnen, und die sogenannten "geo
metriscuen Theol'ieen" del' Kurven und FIaehen waren lange Zeit hin
durch nicht rein synthetisch, of tel'S aueh unvollstandig. 

H. GrafJmann hat 1846 bemel'kt95), daB die gewohnliche p1'o
jektive Geometl'ie zu1' allgemeinen Behandlung del' Kurven 2. O1'd
nung zwa1' ausreicht, nicht abel' zu derjenigen del' Kurven h5he1'er 
Ol'dnung, da man dul'ch projektive El'zeugung nul' zu besonde1'en 
Ku1'vengattungen gelangt. Um allgemeine Kurven nter Ordnung zu 
el'zeugen, stellte er folgenden (in del' "Ausdehnungslehl'eli von 1844 
bel'eits ausgesp1'ochenen 95a)) Hauptsatz auf (III C 4, Algebraische Kul'ven, 
Berzolari, Nr. 10): 

"Wenn die Lage eines beweglichen Punktes X in del' Ebene da
dmeh beschrankt ist, daB ein Punkt und eine Ge1'ade, welche durch 

92) J. f. Math. 55 (1858), p. 79. 
93) J. f. Math. 62 (1863), p. 281. 
94) Man vgl. den Nachruf fiir Clebsch in Math. Ann. 7 (1874), p. 13 u. if. 
95) Grundzuge zu einer rein geometrischen Theorie del" Kurven mit An

wendung einer rein geometrischen Analyse, J. f. Math. 31 (1846), p. 111 
= Ges. Werke 21 (Leipzig 1904), p. 49. 

95S ) § 145-48 = Ges. Werke 11, p. 245 if. 
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Konstruktionen vermittelst des Lineals aus jenem Punkte X und aus 
einer Reihe fester Punkte und Geraden hervorgehen, zusammenliegen 
sollen (d. h. der Punkt in der Geraden liegen soll), so beschreibt der 
Punkt X ein algebraisches Punktgebilde, und zwar vom nten Grade, 
wenn bei jenen Konstruktionen der bewegliche Punkt n-mal an
gewandt ist." 

Darauf folgt der duale Satz iiber die lineale Erzeugung der 
Tangentenenveloppe einer Kurve nter Klasse. In einer weiteren Ab
handlung 96) wird der umgekehrte Satz aufgestellt, daB sich auch 
jedes Punkt- bezw. jedes Geradengebilde nten Grades in der an
gegebenen Weise erzeugen lii13t. Der Beweis kommt darauf hinaus, 
daB die GIeichung F (x, y) = 0 des Gebildes in die V orschrift fiir 
die Bauart des erzeugenden Mechanismus umgesetzt wird. Fiir Ge
bilde 3. und 4. Grades werden die verschiedenen Erzeugungen einzeln 
diskutiert 97). 

Fiir Oberflachen im Raume wird ein entsprechender Satz auf
gestellt 98) , wobei das Zusammenliegen eines Punktes und einer ge
raden Linie durch die Bedingung ersetzt wird, daB zwei durch lineale 
Konstruktionen gewonnene gerade Linien in einer Ebene liegen sollen. 

Das ist abel' bloB eine geometrische "Erzeugung" von allgemeinen 
Punktgebilden gegebenen Grades; als "Definition" derselben und des 
Grades liegt immer noch die analytische zugrunde. Auch wenn 
GrafJmann die Kurven (m + n)ter Ordnung durch projektive Buschel 
von Kurven mter und nter Ordnung erzeugt, und zugleich erkennt, daB 
diese Erzeugung stets moglich ist 99), sind das nur einzelne Fragen, 
und von einer eigentlichen Kurventheorie ist bei ihm noch keines
wegs die Rede. 

J. Liiroth hat vermittelst seiner W urftheorie bewiesen 100), daB 
die GrafJmann'schen Punktgebilde nten Grades von jeder geraden 
Linie in n Punkten getroffen werden, und daB zwei Punktgebilde 
mten und nten Grades sich in m· n Punkten schneiden. Es wiirde 
sich folgIich eine geometrische Theorie der ebenen algebraischen 

96) J. f. Math. 42 (1861), p. 187 = Werke 2 1, p. 80. 
97) J. f. Math. 36 (1848), p. 177; 44 (1862), p. 1; 62 (1866), p. 264 = Werke 

21, p. 73, 109, 218. 
98) J. f. Math. 49 (1860), p. 1, und weitere Noten, ebenda bis p. 66 = 

Werke 21, p. 136-198. 
99) Die hOhere Projektivitat und Perspektivitat in der Ebene dargestellt 

durch geometrische Analyse, J. f. Math. 42 (1861), p. 193; Die Mhere Projek
tivitat in der Ebene dargestellt durch Funktionsverkniipfungen, ebenda p. 204 
= Werke 2\ p. 86, 99. 

100) Vgl. die Anm. 62) zitierte Abhandlung in Math. Ann. 8 (1874), p. 145. 
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Kurven dadurch aufstellen lassen, daB man deren Erzeugung nach 
Graf3mann als Definition zugrunde legt, und darauf die Schnittpunkt
theOl'eme nach v. Stattdt und Liiroth beweist. Diese Theorie ist abel' 
nicht wei tel' verfolgt worden. Von MaBverhiiltnissen wiirde dabei gar 
nicht geredet werden; es fragt sich aber, ob eine Theorie, welche der 
Weiterfuhrung des Rechnens mit Wurfen bis zu Eliminationsproblemen 
bedarf, als rein synthetisch zu bezeichnen ware. Auch Liiroth scheint 
die Sache in dies em Sinne als fur noch nicht erledigt zu halten 101). 

24:. Algebraisch-geometrische Theorieen, Cremona. In einer 
1848 del' Berliner Akademie eingereichten Mitteilung von J. Steiner 102) 

werden einige Satze aus del' Polarentheorie del' ebenen Kurven ohne 
Gebrauch del' Koordinaten angefiihrt, und zugleich treten die be
merkenswerlen zu einer gegebenen Kurve kovarianten Kurven auf, 
die heute Steiner's, Hesse's und Oayley's Namen tragen. Bei M. Chasles 103) 

und E. de Jonqtderes 104) konzentriert sich das Hauptinteresse auf die 
~ wahrscheinlich unabhangig von Graf3mann erdachte) Erzeugung alge
braischer Kurven durch projektive Buschel von Kurven niederer Ord
nungen, welche auf die Konstruktion von Kurven durch vorgelegte 
Punkte vielfach angewandt wird. Es war das ein Mittel, um sich von 
del' rein analytischen Behandlung dieser Kurven mindestens teilweise 
frei zu machen. In del' "Intl'oduzione ad una teoria geometr'ica delle 
curve piane"105) beweist L. Oremona in einheitlicher und vielfach 
geometrischer (wenn auch nicht immer einwandsfreier) Methode aIle 
wichtigeren Satze, die von den vorhergehenden analytischen Geometern 
erfunden worden waren, und fiigt auch neue Resultate hinzu. Eine 
solche Darstellung lieferte er kurz nachher auch fUr QberfHichen 106). 

101) a. a. O. p. 148-49. 
102) Berlin Ber. 1848, p. 310; unter dem Titel: Allgemeine Eigenschaften 

der algebraischen Kurven in J. f. Math. 47 (1851), p.l abgedruckt = Ges. Werke, 
herausg. von K. WeierstrajJ, Berlin 1881-82, 2, p.493. S. auch die darauf
folgende Abhandlung: Uber solche algebraische Kurven, welche einen Mittel
punkt haben usw., J. f. Math. 48 (1851), p. 7 = Werke 2, p. 501. 

103) Paris C. R. (36) 1853, p. 943; 37 (1853), p. 272, 372, 437; 41 (1855), 
p.1102, 1190; 45 (1857), p. 318, 1061; J. de math. (1) 19 (1854), p. 366. 

104) Melanges de geometrie pure, Paris 1856 (vgl. insbesond. chap. IV); 
Essai sur la generation des courbes geometriques ... , Paris [Sav. etr.] Mem. 
pres. (2) 16 (1858), p. 159 (Bericht von M. Chasles in Paris C. R. 45 (1857), 
p. 318). Anwendungen auf Kurven 3. und 4. Ordnung in J. de math. (2) 1 
(1856), p. 411; 2 (1857), p. 153, 249, 267. 

105) Bologna Mem.12 (1862), p. 305, in deutscher Ubersetzung durch M. CUTtze, 
Greifswald 1865. 1m 2. Abschnitt (Polarentheorie) werden auch die von Steiner 
in obiger Mitteilung ausgesprochenen Satze bewiesen. 
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Diesen Untersuchungen liegen aber, in mehr oder weniger sicht
barer Form, analytische Begriffe und Siitze zugrunde. Die beiden 
Satze, die Cremona in seiner "Introduzione" Nr. 36-37 als "Porismi 
di Chasles" anfuhrt 106a) , sind mit der Gleichung einer ebenen Kurve 
in Punkt- bezw. in Linienkoordinaten gleichbedeutend. Die Polarell
theorie der ebenen Kurven und der Fliichen stiitzt sich auf die 
Polarentheorie der einstufigen Gebilde, welche analytisch begrundet 
wird. Der Satz, daB zwei projektive Buschel von Kurven mter 

und 12ter Ordnung eine Kurve von der Ordnung m + 12 erzeugen, be
ruht auf Involutionsbetrachtungen 107), welche ebenfalls einer analy
tischen Begriindung bedurfen. Die ganze Auseinandersetzung beruht 
wesentlich noch auf dem Fundamentalsatze der Algebra: wir haben es 
so zu sagen mit einer "algebraisch-geometrischen" Theorie der Kurven 
und Fliichen zu tun; was als geometrisch erscheint, ist 5fters nur 
eine geometrische U mformung von algebraischen Uberlegungen. 

F. Schur 108) hat die Polarentheorie der ebenen Kurven geo
metrisch aufzubauen versucht, indem er von dem als bekannt voraus
gesetzten FaIle einer Kurve nter Ordnung auf denjenigen einer Kurve 
(n + l)ter Ordnung schlieBt, wobei abel' noch drei Fundamental
satze der Algebra entlehnt werden mussen. Ob dadurch auch nur 
"die Anwendung del' Algebra auf ein kleineres Feld eingeschrankt 
wird", ist zweifelhaft. 

25. Ansatz von H. Thieme. Einen Ansatz zu einer eigentlichen 
rein geometrischen Theorie der algebraischen Gebilde von beliebiger 
Ordnung durch wirkliche Konstruktion der betreffenden Polarsysteme 
hat H. Thieme gegeben 109) (III C 4, Berzolari, Nr.5, 11). 

Thieme stellt sich die Aufgabe, Systeme von Punktgruppen einer 
Geraden, von Kurven einer Ebene, und von Flachen zu konstruieren, 
welche fur ein derselben Dimension angehoriges Gebilde der nachsten 

106) Preliminari di una teoria geometrica delle superficie, Bologna Mem. 
(2) 6 (1866), p. 91; 7 (1866), p.29; deutsch ubertragen durch Curtze, Berlin 1870. 

106") Chasles, Aper~lU historique, 2. Aufi., p. 280. 
107) Jonquieres, Mehtnges ... , p. 174; Cremona, lntroduzione ... , p. 346 

u. 323. Diese Betrachtungen wurden spater durch Chasles, Paris C. R. 58 (1864), 
p.1175, zu dem nach ihm benannten "Korrespondenzprinzip" (ITI C 3, Abzahlende 
Methoden, Zeuthen, Nr. 12 u. ff.) formuliert und zur allgemeinen Beweismethode 
gemacht. Vgl. auch C. Segre, Bibl. math. N. F. 6 (1892), p. 33. 

108) Eine geometrische Ableitung der Polareigenschaften der ebenen Kurven, 
Zeitschr. Math. Phys. 22 (1876), p. 220. 

109) Die Definition der geometrischen Gebilde durch Konstruktion ihrer 
Polarsysteme, Zeitschr. Math. Phys. 24 (1878), p. 221, 276. Vgl. auch Math. Ann. 
20 (1882), p. 144. 
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Ordnung Systeme erster Polaren sind. Dadurch entsteht eben die 
Moglichkeit, diese Gebilde Tein geometrisch zu definieren; namlich 
als "Ordnungsgebilde" ihrer Polarsysteme, wie es v. Staudt fur die 
Gebilde 2. Grades gemacht hat. Und in der Tat konstruierl Thieme 
das (auf den Punktraum projektiv bezogene) Polarengebiisch einer 
Flache (n + l)ter Ordnung, sodann auch ein Biischel, ein Biindel 
und eine beliebige lineare Mannigfaltigkeit von Ordnungsflachen 
solcher Polarsysteme, unter der V oraussetzung, die ja fiir n = 2 
erfiillt ist, daB die entsprechenden Konstruktionen und Eigenschaften 
flir Flachen nter Ordnung schon abgeleitet sind. Dabei betrachtet 
er aber nur reelle Elemente; und der Satz iiber die Schnittpunkte 
einer geraden Linie mit einer ebenen Kurve oder Flii.che tritt 
bei ihm nur in der einfachen Form auf: "Kurven und Flachen 
(n + lyer Ordnung enthalten von einer Geraden hochstens n + 1 oder 
aIle Punkte"110). Allerdings konnte seine Auseinandersetzung groBten
teils auch fiir den Fall komplexer Elemente aufrecht erhalten werden, 
aber die Hauptschwierigkeit, der Beweis des prazis formulierlen Schnitt
punkttheorems, ware noch zu iiberwinden. 

In einem weiteren Aufsatze 111) wird diese Aufgabe speziell fiir 
Flachen 3. Ordnung behandelt, unter Zugrundelegung der Theorie der 
Flachen 2.0rdnung und ihrer linearen Systeme. 

Trotz seiner unvollstandigen Durchfiihrung war Thieme's Ansatz 
richtig. W ollte man die algebraischen Gebilde dritten und hOheren 
Grades nach v. Sta~£dt's Muster ins Auge fassen und durchaus im 
Gebiete der reellen Elemente bleiben, so mu6te man damit beginnen, 
von den gewohnlichen Polarsystemen, d. h. von den bilinearen Ver
wandtschaften, zu den "trilinearen" ~aikkxix,,'X,/' = 0 und weiter 
hinaufzusteigen, wozu eben die obigen hoheren Polarsysteme ein 
erster Ansatz sind 112). Ausfiihrlicher und systematischer hat das R. De 
Paolis gemacht, leider ohne damit zu Ende zu kommen (vgl. Nr. 27). 

110) a. a. O. Zeitschr. Math. Phys. 24, p. 284. 
111) Die FHLchen dritter Ordnung als Ordnungsflachen von Polarsystemen, 

Math. Ann. 28 (1886), p. 133. 
112) Die n-linearen Verwandtschaften einstufiger Gebilde sind in neuerer 

Zeit und hauptsachlich fUr n = 3 in mehreren Arbeiten untersucht worden. 
Andeutungen sind schon bei F. August, De superficiebus tertii ordinis, Diss. 
Berlin 1862, zu finden. Ausfiihrlicher und systematischer bei J. Rosanes, Uber 
linear-abhangige Punktsysteme, J. f. Math. 88 (1879), p. 241 § 9; H. Schubert, 
Die trilineare Beziehuni zwischen drei einstufigen Grundgebilden, Math. Ann. 
17 (1880), p. 457; B. Klein, Theorie der trilinear symmetrischen Elementar
gebilde, Marburg 1881; C. Le Paige et F. Folie, Bruxelles Mem. 42 (1879). 
43 (1882), 45 (1884); Bruxelles Bull. (3) 5 (1883); G. Castelnuovo, Studio 
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26. Aufstellung der rein synthetischen Xurventheorie durch 
E. Kotter. Die zahlreichen Versuche, eine rein synthetische 1'heorie 
der algebraischen Gebilde zu begriinden, hatten erst dann Erfolg, 
als die Berliner Akademie in den Jahren 1884 und 1886 eine 
darauf beziigliche Arbeit fiir die Verteilung des Steiner'schen Preises 
verlangte. In E. Kotter's Preisarbeit von 1886 118) wird eine solche 
Theorie, wenn auch nicht vollstandig durchgefiihrt, doch bis zu 
einem gewissen Punkte entwickelt (III C 4, Berzolari, Nr. 11). 

E. Kotter geht von der Bemerkung aus, daB der hohe Grad ein
facher und sicherer Begriindung der Tatsachen in der analytischen 
Geometrie erstens darauf beruht, daB in die Fundamente die imagi
ginaren GroBen vollstandig aufgenommen sind, zweitens aber darauf, 
daB vor Eintritt in dieselbe die Theorie der ganzen Funktionen 
einer und mehrerer Variabeln erledigt ist. Insbesondere setzt man 
als bekannt voraus, daB eine ganze Funktion einer Variablen und 
nten Grades n im allgemeinen verschiedene N ullstellen besitzt, und daB 
zwei ganze Funktionen zweier Variabeln mten und nten Grades fur 
m· n Wertepaare der Variabeln zugleich verschwinden (Bezout's Theorem, 
I B 1 b, Netto, Nr. 6). 

Was den ersten Punkt anbelangt, so gibt v. Staudfs Theorie der 
imaginaren Elemente die geometrische Ubersetzung der analytischen 
Theorie. Und vom 2. Kapitel an sind fiir Kotter reelle und imaginare 
Elemente gleich wertig. 

Das Ersatzmittel fiir die Theorie der ganzen Funktionen 
findet E. Kotter in der Theorie der Involutionen. Wie eine Punkt
gruppe analytisch durch eine Gleichung nten Grades dargestellt wird, 
so kann sie geometrisch als "Koinzidenzgruppe" zweier projektiver 
Involutionen fixiert werden, d. h. als System derjenigen Elemente, 
deren jedes zwei entsprechenden Gruppen projektiver Involutionen 
1m und 1n_m gemeinsam ist. Als allgemeine Beweismethode be-

sulle omografie di 2& specie, IBt. Veneto Atti (6) 5 (1887); F. London, Zur 
TheOlie der trilinearen Verwandschaft dreier einstufigen Grundgebilde, Math. 
Ann. 44 (1893), p. 345. Mit der Theorie der trilinearen Verwandschaften ebener 
Systeme hat sich lange Zeit hindurch G. Hauck beschaftigt (J. f. Math. 95 
(1883), p.l, insbes. § 3; ebenda 97 (1884), p. 261; 98 (1884), p. 304; 108 (1891), 
p. 25; 111 (1893), p. 207), welcher zu derBelben zunachBt dadurch gelangte, daB 
er vom Gesichtspunkte der darstellenden Geometrie aus die Beziehungen unter
Buchte, die zwischen drei Projektionen eineB und desBelben ebenen oder raum
lichen Systems obwalten. 

113) Grundziige einer rein geometrischen Theone der algebraischen ebenen 
Kurven, Berlin Abhandl. 1887. 
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nutzt er den SchluB von n auf n + 1, indem der Fall n = 2 aus 
der gewohnlichen projektiven Geometrie wohlbekannt ist. 

Auf die Lehre der Involutionen folgt diejenige der "Involutiolls
netze" zweiter und hoherer Stufe, die den linearen Systemen binarer 
Formen entsprechen; aus dies en werden gewisse 001 Reihen von 
Punktgruppen herausgehoben, die sogen. "Involutionen IA-ten Rangesli, 

welche sich zu ersteren gerade so verhalten, wie ein Kegelschnitt oder 
eine Raumkurve 3. Ordnung zur Ebene bezw. zum Raume. Zwei 
Involutionen mter Ordnung, p,ten Ranges und nter Ordnung, vten Ranges 
konnen projektiv aufeinander bezogen werden, und haben 1m all
gemeinen mv + nlA- gemeinsame Stellen. 

1m 4. Kapitel werden (immer durch Schlusse von n auf 
n + 1) die Lehrsatze uber die Erzeugung der algebraischen Kurven, 
ih1'e gemeinsamen Punkte und ihr ZusammenflieBen zu Buscheln, 
Netzen usw. begrundet. Zwei zueinander projektive Buschel von 
Kurven mter und (n - m)ter Ordnung erzeugen eine Kurve nter Ord
nung (d. h. ein Punktgebildtl, welches von einer Geraden allgemeiner 
Lage in n Punkten getroffen wird). Zwei Kurven m ter und nter Ord
nung, deren gemeinsame Punkte fUr beide einfach sind und vonein
ander verschiedene Tangenten besitzen, haben stets m· n Schnitt
punkte. Darauf folgen weitere Schnittpunkttheoreme und Satze 
liber Polarentheorie; zuletzt wird die Graf3mann'sche lineale Er
zeugung der Kurven nter Ordnung auf die Betrachtung del' allgemeinen 
n-linearen Verwandtschaft verallgemeinert, und von da aus eine Kon-

struktion del' Kurve nter Ordnung durch n (n;- 3) gegebene Punkte 

gewonnen 114). 

27. Untersuchungen von R. De Paolis. Die Kotter'sche Theorie 
der ebenen Ku1'ven da1'f vielleicht noch del' Steiner'schen Richtung 
eNr. 9, 10, 24) zugerechnet werden, insofern del' Ve1'f. an del' Idee 
festhalt, Ku1'ven beliebiger Ordnung durch projektive Buschel von 
Ku1'ven niederer Ordnungen zu erzeugen. Dagegen kommt die gleich
zeitig durch R. De Paolis e1'dachte 11isung desselben Problems del' 
v. Staudt'schen Definition del' Kegelschnitte durch Polarsysteme nahe1'; 
aber die von ihm begonnenen Untersuchungen wurden leider durch 
seinen 1892 e1'folgten Tod abgeschnitten. 

De Paolt's hatte seinen Ausgangspunkt noch weiter zuruckverlegt, und 

114) Erganzungen (Erzeugung von Kurven mit vielfachen Punkten, Polar en
theorie, Jacobi'sche Kurve eines Netzes, Hesse'sche Kurve) lieferte Kotter in der 
Abhandlung: Die Hesse'sche Kurve in rein geometrischer Behandlung, Math. Ann. 
34 (1889), p. 123. 
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war von den eigentlicben Grundlagen der Geometrie ausgegangen (III C 4, 
Berzolari, Nr. 11). Seine "Teoria dei gruppi geomett'ici e delle corri
spondenze eke si possono stabilire tra i loro elementi" 115) enthiiIt 
Betrachtungen aus der Analysis situs (III A, B 3, Dehn und Heegaard), 
insbesondere aus der Zusammenhangstheorie der Flachen, mit rein 
geometrischen Beweisen von Satzen iiber kontinuierliche Korrespon
denzen, welche mit analytischen Satzen von Weierstraf3 und G. Oantor 
gleichbedeutend sind. Dies kann als derjenige Teil der Geometrie ange
sehen werden, welcber der "aIlgemeinen Funktionentheorie" entspricht. -
Die zweite Abhandlung "Le eorrispondenze proiettive nelle forme geometriehe 
fondamentali di 1a speeie"llG) entspricht del' Theorie der algebraischen 
Funktionen einer Veranderlichen. Die Grundlage zu dieser Theorie 
gibt eine rein geometrische Untersuchung der n-linearen Verwandt
schaften zwischen n einstufigen Gebilden: dabei werden die Elemente 
diesel' Gebilde zu 00,,-1_ Scharen von Gruppen aus n Elementen 
("aggruppamenti proiettivi di ordine n'~ zusammengefatlt, welche da
durch charakterisiert sind, dati wenn man n - 2 Elemente einer 
Gruppe (odeI' eines Punkt-n-tupels) auf den bez. Gebilden ale:; fest 
annimmt, die beiden iibrigen stets projektive Reihen beschreiben. 
Es ist das das geometrische Bild der n-linearen Gleichung allJaya$'" = 0, 
welche aIle Polargleichungen in Gebilden erster Stufe, sowie auch die 
Gleichung der allgemeinen Korrespondenz (m, n) als Spezialfiille um
fatlt. Bei zusammenfallenden Gebilden Hefem die obigen "aggrup
pamenti proietti vi" die Involutionen nter Ordnung und (n - 1 )ter Stufe, 
und als Durchschnitte letzterer erhiilt man diejenigen niedrigerer 
Stufe. Eine Involution nter Ordnung und (n - l)ter Stufe und eine (in 
dieser nicht enthaltene) 1. Stufe und ebenfalls nter Ordnung haben 
stets eine gemeinsame Punktgruppe; durch diesen Satz, welcher 
den Fundamentalsatz der Algebra ersetzt, wird die notwendige 
Grundlage zu den weiteren synthetischen Untersuchungen gewonnen. 
Ebenso wie sich der Fundamentalsatz der Algebra in rein algebraischer 
Weise nicht begriinden liitlt, so muS auch der Beweis dieses Satzes 
aus den allgemeinen Betrachtungen von Abh.11!i) iiber kontinuierliche 
Korrespondenzen gefolgert werden. 

Diese beiden Abhandlungen waren Ausarbeitungen des 1. und 
2. Teiles eines Manuskripts, welches del' Verf. Ende 1887 der "Acca
demia dei Lincei" zu einem Preisbewerb eingereicht hatte. Von den 

116) Mem. Soc. it. BC. (3) 7 (1890), Nr. 6. AUB;lOug, mit weiteren Unter
suchungen, in Ann. di mat. (2) 18 (1890), p. 93. 

116) Torino Mem. (2) 42 (1892), p. 496. Bericht von C. Segre in Torino 
Atti 27 (1892), p. 366. 
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weiter vorgenommenen Untersuchungen, welche die rein synthe
tische Theorie der algebraischen ebenen Kurven liefern soUten, lag 
im Manuskript als 3. Teil ein kurzer Entwurf vor, welcher nach 
dem Tode des Verf. durch C. Segre verofi'entlicht wurde 117). Dieser 
enthalt bereits die geometrische Definition der Kurve nter Ordnung 
durch eine Art n-linearer V erwandtschaft, und den Satz fiber die 
Schnittpunkte zweier Kurven mter und nter Ordnung 1l8). 

VI. Mebrdimensionale algebraische Geometrie. 

28. Ansiitze zur analytischen Auffassung mehrdimensionaler 
Riiume. Es war nur eine durch unser Anschauungsvermogen ver
anlaBte Einschrankung, daB wir uns in der Geometrie lange Zeit 
auf Betrachtungen von hochstens drei Dimensionen bezogen. Abel' 
nachdem die Anwendung der Algebra auf die Geometrie gezeigt 
hatte, wie die analytischen Tatsachen, welche mit der Theorie der 
Funktionim einer, zweier oder dreier Variabeln verknfipft sind, einer 
den Sinnen zuganglichen Darstellung fahig sind, lag es nahe, nach 
einer solchen Darstellung auch fur den Fall einer groBeren An
zahl von Variabeln zu fragen; und folglich, um auch die Analogie 
del' Sprache zu behalten, nicht nur von "belie big ausgedehnten Mannig
faltigkeiten", sondern von "mehrdimensionalen Raumeni( (III A B 1, 
Enriques, Nr. 15; III C 9, Segre) zu reden. Das geschah zunachst, 
ohne daB man sich irgendwie um die Existenz solcher Raume 
ktimmerte (die man als eine mehr metaphysische als mathematische 
Frage betrachtete); abel', mochte diese Darstellung eine sinnlich wahr
nehmba1'e oder eine iibersinnliche sein, man fand sie doch niitzlich 
und machte davon wiederholten Gebrauch. 

Die erste Andeutung iiber eine solche Auffassung hat vermutlich 
A. Cayley in seinen "Ohapters in the analytical geometry of' (n) di
mensions" 119) gegeben; abel' erst 1869 fiihrte e1' sie im "Memoir on abstract 
geometry" 120) naher aus. A. Cauchy bemerkte, wie die mehrdimensio
nale Geometrie geeignet sei: "a eclaircir un grand nombre de questions 
delicates" et "a guider Ie calculateur au milieu des difficultes"121). Den 

117) Teoria generale delle corrispondenze proiettive e degli aggruppamenti 
proiettivi nelle forme fondamentali a due dimensioni, Roma Line. Rend. (5) 3 
(1894, 2. sem.), p. 225 (datierl vom 30. Dez. 1887). 

118) Man vgl. aueh C. Segre's Nachruf fiir De Paolis in Palermo Rend. 6 
(1892), p. 208. 

119) Cambro matb. J. 4 (1843), p.119 = ColI. math. papers 1, p. 55. 
120) Lond. Trans. 160 (1869), p.51 = Papers 6, p. 456. 
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Begriff einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit hat H. GrafJmann in 
seiner Ausdehnuugslehre von 1844 allgemein aufgestellt, indem er seine 
"Systeme nter Stufe" aus einer beliebigen erzeugenden Figur durch 
lIn verschiedene Gesetze der Anderung" hervorgehen lieB. Diese 
Erzeugungsweise tritt auch in B. Riemann's Habilitationsschrift von 
1854 122) auf, in welcher als wesentliches Kennzeichen einer n-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit verlangt wird, "daB sich die Orts
bestimmung in derselben auf n GroBenbestimmungen zuriickfiihren 
laBt" 122a). Riemann verfolgt dann spezieU die "MaBverhaltnisse" einer 
solchen Mannigfaltigkeit, und diesel' Gedanke hat sich nach vielen 
Richtungen entwickelt (III A, B 1, Prinzipien der Geometrie, Enriques, 
Abschn. V A; III D 10, Differentialgeometrie mehrdimens. Mannigf., 
Stackel). Insbesondere tritt durch Riemann und E. Beltrami 123) del' 
Begriff del' verschiedenen Kriimmungen dieser Mannigfaltigkeit in den 
V ordergrund, und das Hauptinteresse konzentriert sich auf die 

Mannigfaltigkeiten "konstanter Kriimmung", welche eine n(n: 1) -fache 

Schar von Bewegungen gestatten. A. Helmftoltz 124) versucht dagegen 
die Mannigfaltigkeit durch die Existenz dieser Schar von Bewegungen 
zu charakterisieren, und von hier aus auf ihre MaBverhiiltnisse zu 
schliellen: ein Problem, dessen strenge Behandlung spater S. Lie 
lieferte 124a) (Ill A B 1, Enriques, Abschn. V B). 

29. Mehrdimensionale Raume veranla.l3t durch Betrachtung 
beliebiger Raumelemente. In GrafJmann's Erzeugung der "Systeme 

121) Memoire sur les lieux analytiques, Paris C. R. 24 (1847), p.885 = 

Oeuvres 10, p. 292-295. 
122) Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen, Gott. 

Abh. 13, oder auch Ges. Werke (Leipzig 1876), 2. Auf!. 1892, p. 272 u. ff. Man 
vgl. auch die Commentatio mathematica, ebenda p. 403. 

122") Das ist aber heute als unzureichend erkannt worden; die Zuordnung 
muB dazu noch umkehrbar eindeutig und stetig sein (I A 5, Mengenlehre, Schoen
flies, Nr. 2, Anm. 16». 

123) Teoria fondamentale degli spazi di curvatura co stante , Ann. di mat. 
(2) 2 (1868-1869), p. 232 = Opere matern. 1 (Milano 1902), p. 406. 

124) Uber die Tatsachen, die der Geometrie zugrunde liegen, Gott. N achr. 
3. Juni 1868 = Wiss. Abh. 2 (Leipzig 1883), p. 618. Vgl. auch Verhandl. d. 
naturh.-med. Ver. zu Heidelberg 4 (1866), p. 197; 5 (1869), p. 31 = Wiss. Abh. 2, 
p. 613. Geometrische Erlauterungen zum Helmholtz'schen Problem lieferte 
F. Klein (Nicht-Euklidische Geometrie, auto gr. Vorl., G6ttingen 1889-90, 2. Auf!. 
1894, Bd. 1, p. 261 ff.). 

124") Theorie del' Transformationsgruppen 3 (Leipzig 1893), Abt. 5. Man 
vgl. auch die friiheren dort zitierten Aufsatze, insbesondere H. Poincare, Paris 
Bull. Soc. math. de France 15 (1887), p. 203. 
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nter Stufe" war auch ein geometrischer - abel' noch unbestimmter -
Ansatz enthalten. Diesen Ansatz hat J. PlUcker in bestimmter Weise 
formuliert, indem er bemerkte, daB man unserem Raume eine be
liebige Anzahl von Dimensionen zuerteilen kann, durch eine passende 
Wahl des geometrischen Gebildes, welches man als erzeugendes 
Element auffaBt. Diesen Gedanken wendete er in seiner "Neuen 
Geometrie des Raumes"125), obwohl vielfach in analytischer Form, auf 
den Fall del' geraden Linie im Raume an. Ebenso hat Cayley 126) 
die Kegelschnitte einer Ebene als Punkte eines 5-dimensionalen 
Raumes aufgefaBt; und H. Halphen 127) hat einige Siitze libel' Systeme 
von ebenen Kurven aufgestellt, welche mit wohlbekannten Siitzen libel' 
Mannigfaltigkeiten 2. und 3. Grades gleichbedeutend sind. Diese 
Idee hat in immer breiteren Kreisen Erfolg und Anwendung gefunden; 
die Kugelgeometrie, die Geometrie del' Kreise oder del' Kegelschnitte 
im Raume u. a. sind daraus erwachsen (vgl. III A, B 8, Koordinaten
systeme, Muller; ill C 10, Rohere Raumelemente, Waelsch). Insbe
sondere lii.Bt sich jedes lineare System nter Stufe yon algebraischen 
Formen (Punktgruppen auf der geraden Linie, ebenen Kurven, Flachen, 
bilinearen Formen, Konnexen usw.) als ein (linearer) R", auffassen, was 
zu einer groBen Reihe von Spezialfiillen und Anwendungen AnlaB gibt. 

30. Weitere Ausbildung der projektiven Auffassung. Den 
groBten Antrieb haben die n-dimensionalen Untersuchungen erst 
dann erhalten, als sich die Geometer, durch obige Betrachtungen 
veranlaBt, die Aufgabe stellten, die elementare und projektive 
Geometrie del' Ebene und des Raumes auf den n-dimensionalen 
Fall zu libertragen. Das war damit gleichbedeutend, daB man 
in del' gewohnlichen Raumgeometrie das Postulat del' dreifachen 
Ausdehnung des Raumes fallen lieB (und dementsprechend auch 
die Grundsiitze nber das gegenseitige Trefl'en von geraden Linien 
und Ebenen abiinderte). Die 3 Dimensionen des Raumes betrach
tete iibrigens schon GaufJ als eine "Eigentlimlichkeit del' mensch
lichen Seele" 128). Und 1846 hat Cayley 129) darauf hingewiesen, daB 

125) Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der ge
raden Linie als Raumelement, Leipzig 1868-1869. Eine Andeutung libel' den 
obigen Gedanken ist bereits 1846 im "System del' Geometrie des Raumes" Nr. 258 
zu finden (vgl. Nr. 12). Man vgl. auch die im 1. Bande von Plucker's Ges. wiss. 
Abhandl. (Leipzig 1895) unter Nr. 33-38 abgeclruckten Schriften. 

126) On the curves which satisfy given conditions, London Trans. 158 (1867), 
p. 75 = Papers 6, p. 191. 

127) Recherches de geometrie a n dimensions, Paris Bull. soc. math. de 
Fr. 2 (1874), p. 34. 

128) Sartorius v. WaZterhausen, GauB zum Gedachtnis, Leipzig 1856, p. 81. 
Encyklop. d. math. Wi •• ensch. III 1. 18 
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durch mehrdimensionale Betrachtungen gewisse Untersuchungen liber 
Konfigurationen vereinfacht werden konnen, insofern letztere sich aus 
anderen hoherer Raume, welche einfacher sind, durch ebene Schnitte 
ableiten lassen. Dieser Gedanke hatte aber erst spater Erfolg, ob
wohl dabei keine prinzipielle Schwierigkeit vorlag 130). 

Die Entwicklung der mehrdimensionalen Geometrie zu einer 
selbstandigen Disziplin beginnt ungefahr 1870 mit einer Reihe von 
Aufsatzen, welche anfangs noch einen wesentlich analytischen Charakter 
besitzen, wahrend nach und nach der geometrische Standpunkt immer 
mehr in den V ordergrund tritt. Hier mag nur an die bahn
brechenden Arbeiten erinnert werden, wahrend flir die anderen 
auf III C 9, Mehrdimensionale Raume (Segre) verwiesen wird. 
M. Noether nimmt in seinen Untersuchungen liber das eindeutige Ent
sprechen algebraischer Gebilde 181) bereits auf den n-dimensionalen 
Fall Bezug. A. Olebsch zieht den invariantentheoretischen Gesichts
punkt heran und lehrt dadurch in einem Rn lineare Raulle niedri
gerer Dimension durch Koordinaten zu bestimmen 132). H. Halphen 127) 

betrachtet den allgemeinen Schnitt zweier algebraischer Gebilde im 
R", zugleich mit dem FaIle vielfacher Punkte oder Teile; Erganzungen 
zu seinen Beweisen hat spater M. Noether gebrachV83). C. Jordan 
entwickelt die metrische Geometrie des Rn in Cartesischen Koordinaten 134), 
wahrend E. d'Ovidio 135) die allgemeine projektive MaBbestimmung iill Rn 
ausflihrt. In den Arbeiten F. Klein's, welche 1868-1872 in den Gott. 
Nachr. und in den Math. Ann. publiziert wurden, treten mehrdimen
sionale Betrachtungen fortwahrend auf, und werden besonders auf 
Mannigfaltigkeiten 2. Grades und damit zusammenhiingende Probleme 
(Liniengeometrie 136), stereographische Projektion, allgemeine projektive 

129) Sur quelques tMoremes de la geometrie de position, J. f. Math. 31 
(1845), p. 217 = Papers 1, p. 321. 

130) Wesentliche metrische Eigenschaften des Rn sind in einer 1852 der 
Wiener Akademie vorgelegten, aber erst neulich publizierten Abhandlung von 
L. Schlafli enthalten (Theorie der vielfachen Kontinuitat, Ziirich Naturf. Ges. 
Neue Denkschriften 38, 1901). 

131) Math. Ann. 2 (1870), p. 293. 
132) Dber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie, Gott. Abh. 17 

(1872); Math. Ann. 5 (1872), p.427. Eine Andeutung iiber die Koordinaten 
niedrigerer Raume im Rn ist bereits in GmfJrnann's Ausdehnungslehre von 1844 
enthalten. 

133) Erlangen Ber., 4. Dez. 1876; Math. Ann. 11 (1877), p. 571. 
134) Paris C. R. 75 (1872), p.1614; Paris Bull. soc. math. de Fr. 3 (1875), p. 103. 
135) Le funzioni metribhe fondamentali ... , Roma Linc. Mem. (3) 1 (1877). 
136) "Die Liniengeometrie ist wie die Geometrie auf einer M4 ('J.) des R5", 

Math. Ann. 5 (1871), p. 261 u. ff. 
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MaBbestimmung) angewandt. In Klein's Erlanger Programmschrift 187) 

wird ebenfalls del' n-dimensionale Fall berucksichtigt. 
In del' grundlegenden Abhandlung von W. K. Clifford "On the 

classification of loci" 188), wird das allgemeine Studium del' Kurven 
in beliebigen Riiumen in Angri:ff genom men , und synthetische Be
trachtungen treten abwechselnd mit analytischen auf. Die rein syn
thetische projektive Geometrie des R" beginnt mit del' Arbeit von 
G. Veronese "Behandlung der projektivischen Verhiiltnisse . . ." 139), 
in welcher der R" durch Projektion eines R,,_l von einem auBerhalb 
gelegenen Punkte geometrisch erzeugt wird, und die Fundamental
operationen des Projizierens und des Schneidens systematisch angewandt 
werden, urn Gebilde irgend eines Raumes, insbesondere auch eines R 3 , 

aus anderen eines haheren Raumes durch Projektion abzuleiten, und 
Eigenschaften del' ersteren aus denen del' letzteren zu folgel'll. Ein
zelne Abschnitte dieser Abhandlung sind den projektiven Beziehungen 
zweier B", der Erzeugung algebraischer Gebilde durch projektive 
Grundformen, und den M;-l eines R" gewidmet; im 4. Abschnitt 
werden auch die Pliicker-Cayley'schen Formeln fur die Singularitaten 
einer ebenen Kurve oder einer Raumkurve auf Kurven des R" aus
gedehnt. Diese Arbeit eroffnete fur Italien eine Periode lebhafter Tatig
keit in del' mehrdimensionalen projektiven und algebraiscben Geometrie, 
bei welcher C. Segre im Mittelpunkte steht, und in welcher synthe
tische und analytiscbe Betrachtungen abwechselnd angewandt werden. 
Fur die "Geometrie auf einem algebraischen Gebilde" (III C4, Algebraische 
Kurven, Berzolari, Nr. 23-34:; III C 6, Algebraische Flachen, Castel
nuovo und Enriques; vgl. auch unten Nr. 31-32) haben sich diese Unter
suchungen als besonders nutzlich erwiesen. Durch Anregung von 
C. Segre 140) wurde auch die Aufgabe: "einen R,. durch ein System 
von unabhangigen Postulaten derartig zu definieren, daB die Bestim
mung seiner Punkte durch Koordinaten daraus gefolgert werden kanne" 
in vie Ifacher Weise behandelt. 

Erst durch diese Entwicklung del' n-dimensionalen Geometrie 
ist die synthetische Behandlung del' analytischen wieder gleichwertig 
geworden. 

137) Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen, 
Erlangen 1872. Abgedrucl\t in Math. Ann. 43 (1893), p.63. 

138) London Trans. 169 (1878), p. 663; oder auch Math. papers (London 1882), 
p.303. 

139) Math. Ann. 19 (1881), p. 161. 
140) Su alcuni indirizzi nelle investigazioni geometriche, Riv. di mat. 1 

(1891), p. 42. 
18· 
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VII. Geometrie auf einem algebraischen Gebilde. 

31. Heranziehen transzendenter Funktionen. Die Stellung 
von Clebsch. Die Theorie der algebraischen Kurven und Fliichen, 
welche bis ca. 1860 eine rein projektive war, hat sich von jener Zeit 
an auch nach einer anderen Richtung entwickelt, wozu die neueren 
analytischen und geometrischen Gesichtspunkte beigetragen haben. 

Einerseits hat A. Olebsch l40 .. ) die in den letzten Jahrzehnten be
deutend fortgeschrittene Funktionentheorie, insbesondere die TheOl'ie 
der Funktionen einer komplexen Veranderlichen (II B), in Kontakt mit der 
Geometrie gesetzt, und gezeigt, wie sich die Theorie der elIiptischen 
und Abel'schen Funktionen auf die Geometrie der algebraischen 
Kurven anwenden laBt. Seiner Abhandlung "fiber die A.nwendung 
der Abel'schen Funktionen in der Geometrie" 141) liegt der Gedanke 
zugrunde, daB man die Gleichung, welche Abel zur Definition der 
"Klasse" (d. h. der Irrationalitat) in den nach ihm benannten Inte
gralen ansetzt, als Gleichung einer algebraischen ebenen Kurve be
trachten kann; und von hier aus erkennt er in den seit lange be
kannten Schnittpunktsatzen eine unmittelbare Folge des Abel'schen 
Theorems, welches zugleich nicht nur die Anzahl del' Bedingungen 
zwischen den Schnittpunkten algebraischer Kurven angibt, sondem 
auch diese Bedingungen selbst in moglichst durchsichtiger Form. 
Die auf die "Klasse" beziigliche Zahl p der unabhangigen, iiberall 
endlich bleibenden Integrale setzte Olebsch mit der Anzahl der Doppel
punkte der entsprechenden ebenen Kurve in Verbindung, und stellte 
somit den Begriff des "Geschlechtes" einer algebraischen Kurve auf, 
welches fiir aIle ebenen und nicht ebenen Kurven, die auseinander 
durch "eindeutige Transformation" (mit Beriicksichtigung der be
treffenden komplexen Elementel) abgeleitet werden kOnnen, den
selben Wert hat 142). Wenn nuch dieser Begriff nicht neu und 
das Invarianztheorem in anderer Fassung bereits von Riemann 
gegeben worden war 14S), so hat doch Clebsch seine geometrische Inter
pretation aligemein ausgesprochen und dessen Tragweite erkannt. 
Dieser Satz gehorte einem bis dahin noch wenig durchforschten 
Gebiet an, welches von den bleibenden Eigenschaften algebraischer Be-

140°) Man vgl. den Nachruf fi'ir Clebsch, Math. Ann. 7 (1874), p. 20 if. S. 
auch fiir diesen Abschnitt: Brill und Noether, Bericht, Abschn. V C. D. 

141) J. f. Math. 63 (1863), p. 189. 
142) J. f. Math. 64 (1864), p. 98. 
143) Theorie del' Abel'schen Funktionen, J. f. Math. 54 (1857), p. 115, insb. 

p. 133; oder Ges. Werke, 2. Aufl. 1892, p. 88 u. if. 
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ziehttngen bei beliebigen eindeutigen Transformationen handelt, und zu 
demselben gehOrte ebenfalls die Frage nach den "Moduln" einer 
Klasse algebraischer Funktionen, deren Anzahl fur den allgemeinen 
Fall bereits Riemann bestimmt hatte 1M). Dieses Gebiet, in welchem 
Funktionentheorie und Theorie del' algebraischen Kurven miteinander 
verschmolzen erscheinen, haben die Arbeiten von Olebsch eroffnet 
und durchdrungen. Und als natiirliche Erweiterung auf Gebilde 
2. Stufe wurde del' Begriff des Geschlechtes einer Flache aufgestellt, 
und allgemein nach den Eigenschaften einer Flache gefragt, welche 
durch eindeutige Transformation (oder Abbildung) del' Flache nicht 
zerstort werden 145) (1 B 1 c, Landsberg, Nr. 23). 

Andererseits waren zu jener Zeit auch in del' geometrischen 
Forschung - durch Ausbildung del' Lehre del' Transformationen 
(ill C 11, Castelnuovo und Enriques) - die Begriffe geniigend vor
geruckt. Batte man sich vorher auf die projektiven und quadratischen 
Transformationen beschrankt, so war seit 1863 durch Oremona 146) 

del' allgemeine Begriff del' eindeutig-umkehrbaren Punkttransformation 
einer Ebene aufgestellt, und 1869-71 durch Oayley147), Oremona 148) 

und Noether 149) auf den Raum ausgedehnt worden. Die Untersuchung 
del' auf speziellen FHichen liegenden Kurven und Kurvensysteme hatte 
zu bemerkenswerten "Flachenabbildungen" gefiihrt: darunter zu derviel
fach behandelten ebenen Abbildung del' FIachen 2. Grades und del' 
durch Clebsch 150) und Oremona 151) geleisteten ebenen Abbildung del' 

144) 3. a. O. p. 136. 
145) Die Moglichkeit der eindeutigen Beziehung zweier FHichen aufein

ander hangt allerdings von einer ganzen Reihe von Fragen ab, von welchen 
man zu jener Zeit keine Vorstellung hatte und die auch heute nicht ganz er
ledigt sind. Aber Clebsch hat auch hier den ersten Schritt getan, und den Be
griff des "Geschlechtes" einer FHiche aufgestellt (Paris C. R. 67 (1868), p. 1238), 
dessen Invarianz bei eindeutigen Transformationen durch M. Noether (Zur Theorie 
des eindeutigen Entsprechens ... , Math. Ann. 2 (1870), p. 293; 8 (1875), p. 495, 
§ 3-6) bewiesen wurde. Den Begriff des "numerischen" Geschlechtes (p .. ) 
einer }<'liiche verdanken wir Oayley, London Trans. 159 (1869), p. 227; Math. Ann. 
3 (1871), p. 526 = Papers 6, p. 355; 8, p. 394; und seine Invarianz haben 
Zeuthen, Math. Ann. 4 (1871), p. 21, und Noether, ebenda 8 (1875), p. 495, § 9 
bewiesen. 

146) Bologna Mem. (2) 2 (1863); ebenda 5 (1865), abgedruckt in Giorn. 
di mat. 1 (1863), p. 305; 3 (1865), p. 269, 363. 

147) On the rational transformations between two spaces, London math. 
Soc. Proceed. 3 (1869-71), p. 127 = Papers 7, p. 189. 

148) Gott. Nachr. 1871, abgedruckt in Math. Ann. 4 (1871), p. 213; Milano 
Rend. 4 (1871), p. 269, 315; Ann. di mat. 5 (1871), p. 13l. 

149) Math. Ann. 3 (1871), p. 547. 
150) J. f. Math. 65 (1865), p. 359. 
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FHichen 3. Ordnung. In diesen Beispielen von eindeutigen Transfor
mationen, deren letztere sich nicht auf den ganzen Raum, sondel'll 
nur auf einzelne Gebilde bezogen, lag auch das notwendige geometrische 
Material VOl', urn zu einer Geometrie auf einem algebraischen Gebilde 
(Kurve, FHiche usw.) aufzusteigen. 

32. Geometrie auf einer algebraischen Kurve oder FHi.che. 

In del' Geometrie auf einem algebraischen einfach ausgedehnten Gebilde, 
d. h. auf einer algebraischen Kurve (I B 1 c, Landsberg; III C 4, Berzolari, 
Nr. 23-34-), werden die "rationalen Funktionen des Gebildes", d. h. 
die linearen Scbaren (oder Involutionen) von Punktgruppen der Kurve 
verfolgt; das System del' Niveaupunkte einer rationalen Funktion 
des Gebildes ist namlich die allgemeinste rationale (Xl1-Involution. 
Diese Theorie hat sich nach verschiedenen Richtungen entwickelt: 

1) die funktionale Richtung, nach Riemann's "Theorie del' Abel
schen Funktionen", welche die rationalen Funktionen des Gebildes, d. h. 
die zu einer gewissen "Klasse" angehorigen algebraischen Funktionen 
und deren Integrale, d. h. die Abel'schen Integrale, funktionentheoretisch 
untersucht; 

2) die algebraisch-geometrische Richtung nach einer grundlegenden 
Arbeit von A. Brill und M. Noether 152), welche das algebraische Gebilde 
durch eine ebene Kurve versinnlicht, und auf diesel' die rationalen 
Involutionen allgemein durch "adjungierte" Kurven ausschneidet. 
Eine zusammenfassende Darstellung diesel' Untersuchungen lieferte 
E. Bertini 153); 

3) die algebraisch-arithmet'tsche Richtung nach L. Kronecker 154) 

und Dedekind- Weber 155), welche auf die Untel'suchung del' einzelnen 
"Klassen" algebraischer Funktionen die al'ithmetischen Methoden del' 
Theorie del' algebraischen Zahlenkorpel' (I C 4a, Hilbert) anwendetj 

4) die rein geometrische Richtung, welche mehrdimensionale Be
trachtungen heranzieht, und die Involutionell g1lk dul'ch Kurven nter 

151) In seiner 1866 von der Berliner .Akademie preisgekranten Schrift; 
J. f. Math. 68 (1868), p. 1. 

152) Uber die algebraischen Funktionen und ihre Anwendung in der Geo
metrie, Math . .Ann. 7 (1873), p. 269. 

153) .Ann. di mat. (2) 22 (1894), p. 1. 
154) Zuerst in Vorlesungen dargelegt. S. die .Abh.: tJber die Diskriminante 

algebraischer Funktionen einer Variabeln, J. f. !fath. 91 (1881), p. 1l01, und vor 
allem: Grundziige einer arithmetiBchen Theorie der algebraischen GraBen, J. f. 
Math. 92 (1882), p. 1. Man vgl. das Lehrbuch von K. Hensel und G. Landsberg, 
Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln, Leipzig 1902. 

155) Theorie der algebraischen Funktionen einer Veranderlichen, J. f. Math. 
92 (1882), p. 181. 



32. Geometrie auf einer algebraischen Kurve oder Flaehe. 275 

Ordnung des Rk "darstellt", auf denen die Punktgruppen G n del' 
Involution durch die Rk _ 1 ausgeschnitteu werden. Dazu haben die 
italienischen Geometer, insbesondere C. Segre und G. Castelnuovo die 
wesentlichsten Beitrage geliefert; ersterem verdanken wir auch eine 
zusammenfassende Darstellung 156). 

Fur zweifach ausgedehnte Gebilde, d. h. algebraische Fliichen, kann 
man ebenfalls eine analytische oder transzendente (entsprechend der 
Riemann'schen) und eine algebraisch-geometrische Richtung unter
scheiden. Del' ersten ist M. Noether 157) zuzurechnen, welcher Doppel
integrale algebraischer Differentiale einfuhrte, die auf del' Fliiche 
uberall endlich bleiben und das Analogon del' Abel'schen Integrale 
1. Gattung bei aIgebraischen Kurven sind; spater auch E. Picard 158), 
welcher auf den FIachen, deren "lineare Konnexion" > 1 ist, einfache 
Integrale von totalen Differentialen betrachtete, und G. Humberf159), 

welcher spezielle Fliichen, darunter die sogen. "hyperelliptischen Flachen", 
untersuchte 160). Dagegen haben die italienischen Geometer, ins
besondere G. Castelmtovo und F. Enriques, die linearen Systeme von 
Kurven auf den Flachen untersucht, wofur durch das Studium del' 
linearen Systeme ebener Kurven, d. h. von Kurven auf rationalen 
FHichen, bereits del' Ansatz vorlag; und auf diesem Wege sind sie dazu 
geKommen, eine groBe Anzahl von invarianten Charakteren einer 
Flache geometrisch zu definieren und zu b eherrs chen. In beiden 
Richtungen herrscht heutzutage in Italien eine groBe Aktivitat. Eine 
zusammenfassende Darstellung del' erhaltenen Resultate bis 1896 
lieferten Oastelnuovo und Enriques in Math. Ann. 48 (1897), p. 241; 
weiterer bis 1901 in Ann. di mat. (3) 6 (1901), p. 165; und neuer
dings noch im Anhang (Note V) des Lehrbuches von Picard und 
Simarf160). Ubrigens vgl. man III C 6, Algebraische FHichen (Castel
nuovo und Enriques); III C 9, Mehrdimensionale Riiume (Segt'e); 
III C 11, Korrespondenzen (Oastelnuovo und Enriques). 

156) Introduzione alIa geometria sopra un ente algebrico semplieemente 
infinito, Ann. di mat. (2) 22 (1894), p.41. 

157) a. a. 0.; Math. Ann. 2 (1870), p. 293; 8 (1875), p. 495. 
158) J. de math. (4) 1 (1885), p.281; 2 (1886), p.329; 5 (1889), p. 35 

(in letzterer Abhandlung p. 135 Einfiihrung des Begriffes der linearen Komplexion); 
sowie aueh mehrere Aufsatze in Paris C. R. 

159) J. de math. (4) 9 (1893), p. 29,351; 10 (1894), p.190; Paris C. R. 117 
(1893), p. 361; 120 (1895), p. 365, 425. 

160) Man vgl. die zusammenfassende Darstellung von E. Picard und 
G. Simart, TMorie des fonctions algebriques de deux variables independantes, 
2 Bdll., Paris 1897-1906, welche auch die nenesten Resultate einbegreift, und 
beiden Untersuchungsrichtungen gerecht wird. 
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VIII. Abzahlende Geometrie. 

33. Zweck und allgemeine Prinzipien. In einem algebraischen 
System von oor geometrischen Gebilden gibt es eine endliche Anzahl 
von Gebilden, welche r einfache unabhangige Bedingungen erfiillen. 
Es kann nun del' Fall eintreten, daB es, bei vorgelegten Bedingungen, 
zunachst darauf ankommt, jene Anzahl zu kennen, auch ohne die eil1-
zelnen Losungen zu bestimmen. So ist es beispielsweise, wenn man 
vorlaufig nur den Grad einer irgendwie erzeugten Kurve odeI' Flache 
sucht. Die Bestimmung jener Anzahl kann of tel'S durch allgemeine 
Methoden ausgefiihrt werden, deren Inbegriff die sogenannte abzah
lende Geometrie III C 3 (Zeuthen) bildet. Diese abzahlenden Probleme 
konl1en auch algebraisch formuliert werden; es hal1delt sich namlich 
um die Anzahl del' Losungen eines Systems algebraischer Gleichungen, 
unter del' Voraussetzung, daB diese Anzahl iiberhaupt eine endliche 
sei. Das kommt zuletzt darauf hinaus, indem wir aIle Unbekannten 
bis auf eine eliminiert denken, den Grad del' resultierenden Glei
chung mit del' einzigen letzten Unbekannten zu bestimmen. Del' 
Grad diesel' Gleichung ist mit del' Anzahl ihl'er W urzeln identisch, 
unter del' VOl'aussetzung, daB die Aufzahlung sowohl imaginare als 
reelle Wurzeln umfaBt, und jede k-fache Wurzel k-mal mitgerechnet 
wird; hat sich del' Grad infolge del' den gegebenen Gro13en erteilten 
Werte um h erniedrigt, so ist dazu auch 00 als h-fache Wurzel zu 
betrachten. 

Ihren ersten Ausgangspunkt hat also die abzahlende Geometrie 
in del' algebl'aischen Darstellung, insbesondere im Fundamentalsatze 
del' Algebra (I B 1 a, Netto, Nr. 7) und in dem daraus flie13enden 
Bizout'schen Theorem (I BIb, Netto, Nr. 6; III C 4, Berzolari, Nr. 2). 
Auf ersterem beruht das Anm. 107) erwahnte "Korrespondenzprinzip" 
(III C 3, Zeuthen, Nr. 13), von dem vermutlich schon Steiner in einer 
Reihe unbewiesener Satze 102) Gebrauch machte, mid welches durch 
Ohasles, de Jonquieres, Oremona (Nr. 24:) vielfache Anwendung fand. 
Bei den weitergehenden Anwendungen dieses Prinzips entstehen abel' 
wegen del' Multiplizitat del' einzelnen Losungen und des eventuellen 
Auftretens von Losungen anderer Aufgaben, die in derselben Gleichung 
einbegriffen sind, erhebliche Schwierigkeiten. Immerhin ist das eine 
Hauptmethode del' abzahlenden Untersuchungen und hat zu weiteren 
Korrespondenzprinzipien, namlich auf einer algebraischen Kurve (Oay
ley-Brill'sche Formel) odeI' auch in del' Ebene und im Raume von drei 
odeI' mehr Dimensionen AnlaB gegeben (III C 3, Zeuthen, Nr. 16, 17). 

Eine groBe Tragweite hatte wahrend mehrerer J ahrzehnte 
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Poncelet's "Kontinuitatsprinzip" (Nr. 7), welches besonders bei Pro
blemen liber algebraische Kurven und Flachen angewandt wurde, in
dem man letztere in kontinuierlicher Weise in Gebilde niedrigerer Ord
nungen, speziell in lauter Geraden und Ebenen zerfallen lieB. 
H. Schubert sprach es 1876 als "Prinzip der Erhaltung del' Anzahlii16l) 
in folgender Weise aus: "Eine Anzahl wird unendlich odeI' bleibt er
halt en, wenn die gegebenen Gebilde spezielle Lagen im Raume oder 
zueinander einnehmen, oder wenn anstelle del' zuniichst allgemein ge
dachten gegebenen Gebilde speziellere Gebilde treten, welche die De
finition erfiillen." Er wies zugleich auf seine algebraische Begriindung 
hin, welche erst in neuerer Zeit praziser aufgefaBt und wieder erortert 
wurde (III C 3, Zeuthen, Nr. 33, wo insbesondere auch auf die von 
E. Study, Arch. Math. Phys. (3) 8 (1905), p. 271 erhobenen Einwande 
eingegangen wird). 

Bei Chasles und de Jonqw'eres gilt es ofters, gewisse Anzahlen, 
hauptsiichlich liber Systeme von Kurven und Fliichen, aus anderen, 
elementaren (den sog. "Charakteristiken") abzuleiten. Diese Ableitung 
stente G. H. Halphen l6la) in einigen Fallen durch eine Art sym
bolischer Multiplikation dar, und daraus hat H. Schubert ein all
gemeines Mittel geschaffen zur sukzessiven anzahl-geometrischen Ein
flihrung neuer Bedingungen, die sich aus einfacheren zusammensetzen 
lassen, und deren so gen. "Moduln" aus den Moduln letzterer durch 
jene Multiplikation entstehen162). In diesem Bedingungskalkiil fand 
er das Mittel zu einem systematischen Aufb::tn der abziihlenden Geo
metrie, welchen sein "Kalkiil del' abzahlenden Geometrie'(161) enthalt. 
Die Bildung del' dazu notwendigen elementaren Moduln beruht auf 
den beiden von der Algebra herriihrenden Hauptmethoden, das Prinzip 
der Erhaltung del' Anzahl und das Korrespondenzprinzip, welche bzw. 
die sogen. "Inzidenzformeln" und "Koinzidenzformeln" liefern: auf 
diese wird dann die symbolische Rechnung angewandt. Formeln und 
Rechnung sind spater auf mehrdimensionale Riiume erweitert worden 
(III C 3, Zeuthen, Nr. 26). 

IX. Di:iferentialgeometrie. 
34. Exkurs liber Funktionentheorie. Die Untersuchungen del' 

Differentialgeometrie unterscheiden sich von den vorhergehenden 

161) Math. Ann. 10 (1876), p. 23; KalkUl der abzahlenden Geometrie 
(Leipzig 1879), p. 12. 

161") Paris C. R. 76 (1873), p. 1074. 
162) Math. Ann. 10 (1876), p. 1, 318; vorlaufige Mitteilungen in Witt. 

Nachr. 1874-75. 
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hauptsachlich dadurch, daB ihnen, allgemein zu reden, nicht die Be
trachtung eines ganzen Gebildes (Kurve, FHiche usw.) zugrunde liegt, 
sondel'll bloB diejenige einer gewissen "Umgebung" eines Elementes, 
auBerhalb welcher die Verhaltnisse gewohnlich unerortert bleiben. 
Es kommt also oft gar nicht darauf an, ob das zu untersuchende 
Gebilde ein algebl'aisches oder ein analytisches oder auch kein solches ist. 

Von diesem Standpunkte aus laBt sich die geometrische Wissen
schaft in zwei Teile spalten, entsprechend einer Teilung der Funk
tionentheorie. 

Bekanntlich heiBt U' = fez) eine Funktion derreellen Variablen Z/63) 
wenn in einem gewissen Intervalle zu jedem (reellen) Werte von z 
ein bestimmter Wert oder auch mehrere getrennte Werte von w ge
horen. Diese Zusammengehorigkeit ist das einzige Charakteristische 
am Funktionsbegriff, wahrend aIle iibrigen Eigenschaften, von denen 
man gewohnlich bei Funktionen redet, nul' bestimmten Funktions
klassen zukommen. 

Will man aber die Variahilitiit von z nicht auf reelle Werte 
einschranken, sondern auch komplexe Werte (II B) zulassen, so 
empfiehlt es sich, den Funktionsbegriff dahin einzuschranken, daB 
man nul' analytische Funktionen betrachtet, diejenigen namlich, welche 
sich innerhalb eines gewissen Gebietes in eine gleichmaBig konver
gierende Taylor'sche (Potenz-)Reihe entwickeln lassen. Das ist aber 
auch, wenn wir komplexe Koeffizienten in der Potenzreihe zulassen, 
der allgemeinste Begriff der Funktion einer komplexen Verander
lichen, wie derselbe von K. Weierstra/3 eingefiihrt worden ist 164). 
Durch die innerhalb eines bestimmten Kreises konvergierende Potenz
reihe: 

w = a + b (z - zo) + c (z - zy + ... 
wird narnlich ein Funktionselement definiert, aus welchem die ent
sprechende Gesamtfunktion durch den Proze/3 der analytischen Fort
setzung (II B 1, Analytische Funktionen, Osgood, Nr.13) herzustellen ist. 

163) Nach G. Lejeune-Dirichlet; vgl. IIA 1, Funktionenlehre, Pringsheim, Nr.3. 
164) Weierstmft, Einleitung in die Theorie del' analytischen Funktionen 

(handschr. Vorl.) § 122. Die Cauchy-Riemann'sche Definition einer Funktion 
einer komplexen Veranderlichen u + iv = rcx + iy) Cnach Cauchy: "fonction 
monog/me", Exerc. d'an. et de phys. math., Paris 1839, 4, p. 346; Riemann, 
Grundlagen fUr eine allgemeine Theorie del' Funktionen einer veranderlichen 
komplexen GroBe, Diss. Gottingen 1851, oder Ges. Werke, 2. Aufl., p. 3-4) legt 
dagegen fiil' die reellen Bestandteile u, v die partieUen Differentialgleichungen 

OU ov o~~ ov 
ox = oy' oy = - ox 

zugrunde (liB 1, Osgood, Nr. 2). 
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Entsprechend del' obigen Definition sind unter den Funktionen 
einer reellen Varia bIen 1) unstetige, 2) stetige abel' nicht differen
tiierbare, 3) stetige, ein- odeI' mehrmal odeI' aueh unendlieh oft 
differentiierbare, abel' noeh nieht analytische, 4) analytische Funk
tionen einbegriffen. Dagegen sind die Funktionen einer komplexen 
Variablen von Hause aus analytische Funktionen. Und entspreehen
des gilt aueh fur Funktionen mehrerer Variablen. - Sehen wir von 
den unstetigen, sowie auch von den stetigen abel' nieht differentiiel'
baren Funktionen reeller Variabeln ab, deren Auftreten in del' Geo
metrie im folgenden Kapitel kul'z angedeutet und in III A, B 2 "Linie 
und FHiehe" (v. Mangoldt) ausfiihrlich besp1'oehen wird, so lassen 
sich die Funktionen 1'eeller und kom plexer Variablen in folgendel' 
Weise zusammenfassen: 

1) Die Fun7ctionselemente, worunter wir einerseits die stetigen 
ein- oder mehrmal differentiierba1'el1 Funktionen ree11er Va1'iablen vel'
stehen, insoweit fUr diesel ben innerhalb del' bez. Definitionsbereiehe 
die Entwiekelbarkeit in eine Potenzl'eihe noeh nieht verlangt wird; 
und andererseits die analytisehen Funktionen 1'ee11er oder komplexel' 
Val'iablen, so lange man deren Betraehtungen auf einzelne Potenz
reihen einschrankt; 

2) die Gesamtfttn7ctionen, welche innerhalb ihl'er eventuellen 
"natiirlichen Grenzen" (lIB 1, Osgood, Nr. 13, Anm. 65); III A B 2, 
v. Mangoldt, N r. 8) fiir aHe komplexen Wene del' Variablen definiert 
sind, und mit Ausnahme der singular en Stellen stetig, unbeschrankt 
differentiierbar und durch Potenzreihen darstellbal' sind. 

35. Gegensatz zwischen Geometrie eines begrenzten Raum
stuckes und Geometrie des Gesamtraumes. Diesen beiden Funk
tionsklassen entsprechend HiBt sich die Geometrie in zwei Teile 
spalten 165), namlich: 

1) Geometrie im begrenzten Rawmstiic7c odeI' lnfinitesimalgeometrie 
oder auch Differentialgeometrie (in engerem Sinne 166)), entsprechend 
del' Verwendung von Funktionselementen; 

2) Geometrie des Gesamtraumes, entsprechend del' Verwendung 
von Gesamtfunktionen; 

auf jeden Zweig del' Geometrie (III A, B 4 b, Gruppel1theorie, Fano, 
Nr. 3) ist diese Spaltung anwendbar. 

Zu 1) gehort del' groBte Teil del' Anwendungen del' Differential-

165) F. Klein, Hohere Geometrie 1, p. 6 u. if. 
166) D. h. als Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf die 

Geometrie, und nicht als Gegensatz zur "algebraischen Geometrie". 
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und Integralrechnung auf die Geometrie; vgl. III D 1,2, Anwendung der 
Infinitesimalrechnung auf Kurven, Flachen und den Raum (v. Man
goldt); ill D 3, Flachenkurven (v. Lilienthal), teilweise auch ill D 6. 7.8. 
9. 10. Dabei hat man gewohnlich mit Funktionen reeHer Variabeln 
zu tun, welche nur fur allgemeine Werte der Variabeln eine gewisse 
(endliche) Anzahl von Malen diffel'entiiel'bar sein mussen 167). Die Ein
ftihl'ung komplexer Veranderlichen gestattet manchmal, der Behandlung, 
durch den so ermoglichten Algorithmus (vgl. Anm. 64"», eine bequemere 
und elegantere Form zu erteilen, z. B. in der Theorie der konfm-men 
Abbildung von Fliichen (II B 1; Analytisehe Funktionen (Osgood), Nr.5, 
19 u. ff.; TIl D 6a, Flachenabbildung (VoP), Nr.3-5) und in der 
Theorie der Minimalfliichen (III D 5, Transzendente Fliichen (v. Lilien
thal), Nr. 19 u. ff.; III D 6a, FIachenabbildnng (rop), Nr. 27); 
speziell bei letzteren in den sog. Weierstrap'schen Formeln (III D 5, 
Nr. 21). - Zu diesem Zweige der Geometrie gehOrt aueh der groate 
Teil del' Untersuchungen von S. Lie tiber Transformationsgruppen 
(II A 6, Maurer und Burkhardt) und Bertihrungstransformationen 
(III D 7, Scheffers), insofern Lie bei seinen Transformationen gewohn
Heh nul' Funktionen mit einem beschrankten Giiltigkeitsbereiche, ohne 
allalytische Fortsetzung - und manchmal auch nul' einen ganz unbe
stimmten Funktionsbegriff - im Auge hatte 168). 

In der Geometrie des Gesamtraumes kommen dagegen die Fragen 
zur Sprache, in deren Besprechung die geometrischen Gebilde als Ganzes 
betrachtet werden. Die dabei auftretenden Funktionen mussen sieh also, 
aus ihren einzelnen Elementen, zu wohlbestimmten Gesamtfunktionen 
fortsetzen lassen, wozu del' analytische Charakter erforderlieh ist. Die 
Geometrie des Gesamtraumes kann folglich aueh als Geometrie der 
analytischen Gebilde bezeiehnet werden, d. h. der Gebilde, die dureh 
analytische Funktionell (odeI' Gleiehungen) definiert sind 168 a). Bei kom-

167) V gI. z. B. L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, Pisa 1894, p.1, 60 
(2. Aufl., 1902-03, 2 Bde). 

168) Die Differentialgeometrie hat bemerkenswerte Beziehungen 1) zur hoheren 
Geodiisie (VI 3, Pizzetti), wegen der auf einen begrenzten 'l'eil der Erdoberflache 
bezuglichen Untersuchungen, mit welch en sich letztere beschaftigt; 2) zur mathe
matischen Physik, insbesondere zur Potentialtheorie (II A 7b, Burkhardt und Meyer), 
wo man mit Abbildungen und Randwertaufgaben fortwahrend zu tun hat; 3) zur 
analytischen Mechanilc, insofern mehrere mechanische Probleme ihre Bedeutung 
in der Differentialgeometrie haben. So fithrt z. B. das Jacobi'sche "Prinzip der 
kleinsten Wirkung" (IV I 1, Rationelle Mechanik, Vo/J, Nr. 4S-U) auf die Be
stimmung der geodatischen Linien in demjenigen Raume, in welchem die 
Lag'l'ange'schen Variablen Koordinaten sind. 

16S a) Prazise Formulierung in lIB 1, Osgood, Nr. IS. 
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plexer Variabilitat der Veranderlichen kommt dies en Gebilden die 
charakteristische Eigenschaft zu, durch ein irgendwie beschranktes 
(abel' endliches!) ihnen angehoriges Stuck bereits vollstandig und 
eil1deutig defil1iert zu sein: das ist eine unmittelbare Folge des 
Pril1zips del' Darstellung analytischer Funktionen durch Potenzreihen 
und ihrer analytischen Fortsetzung. In del' Geometrie des Gesamt
raumes empfiehlt es sich folglich, den Variabeln von Anfang an 
komplexe Veranderlichkeit zu erteilen, d. h. in den Gebilden reelle 
und imaginare Elemente als gleichwertig anzusehen. 

Unter den analytischen Funktionen haben die "algebraischen" 
(II B 2, Wirtinger) eine besondere Stellung, und kommen in der 
"Theorie del' algebraischen Gebilde" zur Geltung, d. h. del' Gebilde, 
welche durch ein System algebraischer Gleichungen zwischen den 
Koordinaten eines veranderlichen Elementes dargestellt werden; in 
diesen Gleichungen durfen auch, was abel' unwesentlich ist, eine be
liebige endliche Zahl willkurlicher Parameter auftreten 169). In den 
meisten Untersuchungen uber algebraische Gebilde, z. B. in deren 
Bestimmung durch eine genugende Anzahl von Punkten, oder in 
del' Aufsuchung del' Schnittpunkte zweier Gebilde, haben wir diese 
Gebilde als Ganzes im Auge. 

Dber die algebraische Geometrie wird in III C berichtet, wahrend 
in III D 4,5 (Transzendente Kurven und Flachen: Scheffers; v. Lilien
thal) analytische abel' doch nicht algebraische Kurven und Fliichen 
besprochen werden. 

Bis Nr. 33 hatten wir Fragen aus del' Geometrie des Gesamt
raumes im Auge; in diesem Kapitel darf ein allgemeiner Blick auf 
die Differentialgeometrie geworfen werden. 

36. Monge's "Application". Dupin. Die alteren Untersuchungen 
libel' Differentialgeometrie del' Kurven und ]'lachen (III D 1,2 (v. Man
goldt), 3 (v. Lilienthal») stammen (vgl. Nr. 5) aus dem 18. Jahrhundert. 
Hinsichtlich del' Kurven treten von Anfang an die Begriffe del' 
Tangente, del' Oskulationsebene (im Raume), des Kriimmungskreises, 
der Evolute, der BogenIange, a)1f. Fur Oberflachen haben Euler 170) 

und Met~snierl7l) die Krummungsverhaltnisse untersucht. Ihren Auf
schwung erhielt abel' die Differentialgeometrie durch Monge's "Appli-

169) C. Segre, Introduzione alIa geometria sopra un ente algebrico semplice
mente infinito, Ann. di mat. (2), 22 (1894), p. 41; Nr. 3. 

170) Recherches sur la courbure des surfaces, Berlin Abh., 16 (1760). 
171) Recherches sur la courbure des surfaces, Paris Mem. sav. etr. 10, 1785. 
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cation de l'analyse a la geometrie""') nnddurch die "Disquisitiones 
generales circa superficies curvas" von O. F. Gau{3 172). 

Aus Monge's Werk sind folgende Punkte hervorzuheben: 
1) Die weiteren Untersuchungen iiber die Krummungsverhilltnisse 

einer Oberflache in der Umgebung eines beliebigen Punktes und die 
Behandlung mehrerer damit zusammenhangender Fragen, insbesondere 
die Bestimmung der :Flachen, fur welche die beiden Hauptkriimmungs
radien irgend einer Bedingung genugen (Minimalflachen; Flachen bei 
denen einer der Kriimmungsradien iiberall gleich grot\ ist, ... ). 

2) Die Tkeorie der Enveloppen mit ihren Charakteristiken und 
Riickkehrkurven, darunter Developpabele, Rohrenfiachen, Flachen 
konstanter N eigung. 

3) Die Anwendung del' Flachentheorie und insbesondere der 
Theorie der Enveloppen auf das geometrische Verstandnis der par
tiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit drei Variabeln. Dabei 
zeigt Monge, wie es manchmal fur die Bestimmung einer Familie 
von Oberfliichen bequemer und niitzlicher ist, eine Differentialgleichung 
zu haben, als eine Gleichung in endlichen Ausdriicken, und wie man 
nicht nul' von del' 7.weiten zur erst en iibergehen kann, sondern auch 
umgekehrt. Dieser letzte Ubergang ist mit der Integration der vor
gelegten Differentialgleichung gleichbedeutend. 

Als Nachfolger Monge's in seiner differential-geometrischen Lei
stung moge Ok. Dupin erwiihnt werden, in dessen "Developpements de 
geomefJrie"173) die Begriffe del' konjugierten Tangenten in einem Punkte 
einer Oberfiache, del' Hauptiangentenlinien ("lignes asymptotiques") 
und del' Indikatrix, welche seinen Namen tragt, eingefiihrt werden. 
Dazu kommt noch del' Satz, dat\ die Flachen eines dreifachen Ortho
gonalsystems sich in ihren Krummungslinien schneiden. 

37. Gad' "Disquisitiones". Bei Gau{3 sind zwei Begriffe grund
legend, und an seinen Namen gebunden: 

1) die "krummlinigen Koordinaten" auf einer Oberflache; 
2) die Betrachtung des "K1'iilJnmungsma{3es" einer Oberflache in 

einem Punkte allgemeiner Lage, welches er gleich dem inversen Pro
dukt der Hauptkriimmungsradien sebt. 

Bei del' Bestimmung des Ausdruckes des KUl'Venelementes auf del' 
FHiche durch die krummlinigen Koordinaten bieten sich die Koeffizienten 

172) Der k. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1827 eingereicht, im 6. Bde. der 
"Commentationes recentiores" veroifentlicht, und in Gau~' Werken Bd.4, (Got
tingen 1873), p. 217 u. if. abgedruckt (Ostwald's Klassiker Nr. 6, hrag. von 
A. Wangerin). 

173) Paris 1813. 
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E, F, G dar, deren grundlegende Bedeutung fur die Theorie del' auf
einander abwickelbaren Fllichen (III D Ga, VofJ) GaufJ hervorge
hoben hat; durch diese Koeffizienten und deren Ableitungen nach 
den einzelnen Koordinaten HiJ~t sich die GaufJ'sche Krlimmung aus
driicken. Zugleich fiihrt GattfJ die neue Betrachtung del' Flachen ein 
als unendlich dunner biegsamer und unausdehnbarer Korper; bei ihren 
Biegungen bleibt das KrummungsmaB an irgend einer Stelle invariant, 
und es ist folglich die Gleichheit des KrummungsmaBes in entsprechen
den Punkten eine notwendige Bedingung dazu, daB zwei Oberflachen 
aufeinander abwickelbar seien. Diese Bedingung ist abel' nul' fur 
Flachen konstanten KrummungsmaBes hinreichend; andernfalls sind 
noch weitere Bedingungen erforderlich, wie Mind1:ng hervorgehoben 
haP74) (III D 6a, VofJ, Nr. 15). Die Differentialgleichullg del' geo
datischen Linien auf einer Flache ist ebenfalls durch GaufJ aufgestellt 
und flir weitere Probleme (Polarkoordinaten, geodatische Kreise, Parallel
linien) verwertet worden (III D 3, v. Lilienthal, Abschn. IV). 

38. Fortschreiten der inftnitesimalen Kurven- und Flil.chen
theorie. Die von Monge und GaufJ gegebenen Ansatze waren fur mehrere 
J ahrzehnte und sind teilweise auch jetzt in del' Differentialgeometrie 
maBgebend (III D 1, 2 (v. Mangoldt) , 3 (v. Lilienthal»). - Die 
GaufJ'sche Theorie del' krummlinigen Koordinaten auf einer Ober
flache lieB den Wunsch entstehen, eine derartige Theorie fiir den 
Raum (als dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit) aufzustellen. Das 
hat zuerst Lam( 175) durch elliptische Koordinaten geleistet; spater 
erhob er sich zu einer allgemeinen Theorie, die er, zugleich mit An
wendungen auf die Elastizitatslehre (IV 2 C III), in einem Lehrbuch 
zusammenfaBte 176). Ebenso ist Riemann's Ha bilitationsschrift: "Dber 
die Hypothesen ... " (vgl. Nr. 28) als erster Ansatz fiir die Erweite
rung del' GaufJ'schen Theorie auf den n-dimensionalen Fall anzusehen 
(III D 10, Stdckel). 

Fur die Differentialgeometrie del' Kurven und Fliichen liegen 
mehrere zusammenfassende Darstellungen und Lehrbiicher VOl' (vgl. 
III D. 1,2,3, v. Mangoldt, v. Lilienthal) - auch wenn man von den 
Lehrblichern del' Differential- und Integralrechnung (II A 2, VofJ) 
absieht, welche mehr odeI' weniger die geometrischen Anwendungen 
berlicksichtigen. Diese Darstellungen sind alle in analytischer Fassung: 

174) Wie sich entscheiden laBt ... , J. f. Math. 19 (1839), p.370. 
175) Paris Mem. div. sav. 5 (1833); J. de math. 2 (1837), p. 147. 
176) Leyons sur la theorie des coordonnees curvilignes et leurs diverses 

applications, Paris 1859. 
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die synthetische Behandlung del' Diffel'entialgeometrie ist bis jetzt 
nul' in geringerem MaBe beriicksichtigt worden 176a). 

39. Allgemeiner Uberblick iiber die Untersuchungen von 
S. Lie. In seinen Bestrebungen ist S. Lie von del' Auffassung 
ausgegangen, daJ3 es wiinschenswert sei (nach dem Vorbilde von 
Monge) die geometrischen Begriffe fiir die Analysis zu verwerten. 
Geometrische Untersuchungen veranlaJ3ten ihn 1869 -71 zur Be
trachtung einiger endlicher kontinuierlicher Gruppen. Ferner bemerkte 
er, daB die meisten gewohnlichen Differentialgleichungen, deren 
Integration sich durch die iilteren Methoden ausfUhren lieJ3, bei ge
wissen leicht angebbaren Scharen (und zwar "Grupp en") von Trans
formationen invariant bleiben, und daB jene Integrationsmethoden 
wesentlich in del' Verwertung diesel' Eigenschaft bestehen; sowie auch 
daB die Integrationstheorie del' partiellen Differentialgleichungen 
1. Ordnung sich als eine "Geometrie del' Flachenelemente" auffassen 
HiBt, in welcher del' Begriff del' "Beruhrungstransformation" die funda
mentale Rolle spielt. Von hier aus sind als selbstandige Disziplinen 
1) die allgemeine Theorie del' endlichen kontinuierlichen Gruppen 
(II A 6, Ma'urer und Burkhardt); 2) die allgemeine Theorie del' Be
riihrungstransfol'mationen (III D 7, Scheffers); 3) die geometrische 
Theorie del' Diffel'entialgleichungen (III D 8, Liebmann) entstanden. 
Diese Theol'ieen durfen del' Differentialgeometl'ie zugerechnet werden, 
da man bei ihnen, allgemein Zll red en, mit Funktionen von beschranktem 
Gultigkeitsbereiche zu tun bat. 

Die allgemeine Theorie del' endlichen kontinuierlichen G1'uppen 
stammt aus den Jahren 1873-74 und wurde spater in den dl'ei 
Banden "Theorie del' Transformationsgl'uppen Ii 176b) da1'gelegt, unter 
welchen insbesondere del' erste Band die allgemeine Theorie del' 
kontinuierlichen Gruppen behandelt. Grundlegende Begriffe sind die
jenigen del' infinitesimalen Transformation, del' Zusammensetzung del' 
Gl'uppe, und ihrer Definition durch Differentialgleichungen. 

Den Begriff del' Bel'iihrungstransfol'mation hat Lie - indem 
e1' PlUcker's Ideen iiber Transfol'mationen mit Wechsel des Raum
elementes weiter verfolgte 177) zuerst allgemein geometl'isch 

176") W. Schell, Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Kriimmung in 
rein geometrischer Darstellung, Leipzig 1859; zweite, wesentlich umgearbeitete 
und erweiterte Auflage 1898. 

176b) Herausgegeben durch F. Engel, Leipzig 1888-93. S. auch: Lie, 
V orlesungen iiber kontinuierliche Gruppen mit geometrischen und anderen An
wendungen, herausgegeben durch G. Scheffers, Leipzig 1893. 

177) Over en Classe geometriske Transformationer, Christ. Forh. 1871, p. 67; 
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gefaBt. 1m dreidimensionalen Raume sind das diejenigen Trans

formationen der fiinf Variabeln x, y, z, p = ~~~, q = ~1, welche die 

Gleichung dz - pdx - qdy = 0 in sich selbst iiberfiihren (d. h. die 
Gleichung dz' - p'dx' - q'dy' = Q (dz - pdx - qdy) identisch er
fUUen). Bei dies en Umformungen gehen FHichen im allgemeinen in 
FHichen - ausnahmsweise in Linien oder Punkte - und Fliichen, die 
sich beriihren, in ebensolche iiber. Der 2. Band der "Theorie der 
Transformationsgruppen" enthalt die allgemeine Theorie der Beriih
rungstransformationen in n Veranderlichen, zugleich mit deren 
Invariantentheorie und del' Theorie del' endlichen kontinuierlichen 
Gruppen von Beriihrungstransformationen. Fiir n = 2 und n = 3 
werden die Beriihrungstransformationen in dem Anm. 5a) erwiihnten 
Lehrbuche "Geometrie del' Beriihrungstransformationen" geometrisch 
vielfach behandelt. 

Die geometrische Theorie del' Differentialgleichungen geht von 
JJ:longes Auffassung aus"') 5.). Die Diffel'entialgleichung {(x, y, y') = 0 
ordnet jedem Punkte (x, y) del' Ebene eine oder mehrere bestimmte 

Fortschreitungsrichtungen y' = ~.~ zu; die Gleichung "integrieren" be

c1eutet "Kurven zu bestimmen, die in jedem ihrer Punkte eine del' 
zugehorigen Fortschreitungsrichtungen zur Tangente haben", odeI' "die 
00 2 Linienelemente (x, y, y'), welche di~ Gleichung f = 0 erftillen, zu 
lauter kontinuierlichen Kunen zusammel1-zufassen": diese Kurven (bis 
auf das sogen. "singulare Integral") werden durch die integrierte 
Gleichung F (x, y, k) = 0 dargestellt. Diese Betrach tungsweise 
hiingt mit Olebsch's Theorie del' Konnexe 3) zusammen; denn jeder 
Konnex rp(x, y, u, v) = 0 einer Ebene zieht eine solche Differential
gleichung nach sich, die seinen Durchschnitt ("Koincidenz") mit dem 
Hauptkonnexe ux + vy + 1 = 0 darsteIIt, d. h. deren lntegralkurven 
dadurch definiert sind, daB fiberall Punkt und zugehorige Tangente 
die Konnexgleichung cp = 0 erfiillen 177a). Geht bei einer Transformations
gruppe die vorgelegte Differentialgleichung in sich fiber, so ist auch 
die ool-Schar der Integralkurven invariant, und diese Eigenschaft kann 
fiir die Integration der Differentialgleichung verwertet werden 177b). 

Uber Komplexe, insbesondere tiniel1- und Kugelkomplexe ... , Math. Ann. 5 
(1872), p. 145, insb. Abschn. 1. 

177") Clebsch-Lindemann, Vorlesungen uber Geometrie 1, Abt. 7; Klein, 
Hohere Geometrie 1, p. 244 u. if. 

177b ) Diese Auffassung stammt aus den Jahren 1871-74, und wurde spater 
in einem Lehrbuche ausfiihrlich behandelt: S. Lie, Vorlesungen libel' Differential
gleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen, herausgegeben von 
G. Scheifers, Leipzig 1891. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 1. 19 
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~ Entsprechendes gilt mutatis mutandis fiir die gewohnliche Diffe
rentialgleichung (x, '!I, z, '!I', z') = 0, und fiir die partielle Diffe

rentialgleichung erster Ordnung (x, '!I, z, p, q) = 0 (wo p = ;;, 

q = ~;), welche jedem Punkte (x, '!I, z) den durch die Ebenen: 

p(X - x) + q(Y - '!I) - (Z - z) = 0 

eingehiillten Kegel zuordnet (im FaIle einer linearen Gleichung also 
einen Ebenenbiischel); die Aufgabe ist dann, die 004 Fliichenelemente 
(x, '!I, z, p, q), welche die Gleichung (= 0 erfiillen, zu Flachen zu
sammenfassen. 

x. Weitere Verallgemeinerungen des analytischell .Ansatzes. 

4:0. Der allgemeine Kurvenbegriff in analytischer Fassung 
(ill A, B 2, Linie und Flache, v. Mangoldt). Der analytische Ansatz hat 
in neuerer Zeit auch in weitere Gebiete der Geometrie eingegriffen 
und besonders in die "Analysis situs", welche sich mit solchen 
Eigenschaften der geometrischen Gebilde (Kurven, Flachen, ... ) be
schaftigt, die bei stetiger Deformation ungeandert bleiben (III A, B 3, 
Analysis situs, Dehn und Heegaarif). 

Hier steht zunachst del' Begriff der allgemeinen Kurve und 
Flache im V ordergrunde. Die Definition der Kurven und Flachen 
liegt jenseits der Raumanschauung, insofern letztere nur eine 
begrenzte Genauigkeit hat. Urn die Definition exakt zu machen, 
rouB man die Raumanschauung durch prazise Axiome stiitzen 
(vgl. Nr. 1), und das geschieht einerseits durch Vermittlung der 
analytischen Geometrie, andererseits durch die neuesten Entwick
lungen der Mengenlehre (I A 5, Schoentlies). Die zwischen den ana
lytischen und den mengentheoretisch-geometrischen Ausdrucksweisen 
derselben Begriffe und Satze obwaltenden Beziehungen klar zu stellen 
ist eines der wichtigsten Problema der Analysis situs. 

Die augenscheinliche analytische Definition der ebenen Kurve 
durch die in einem bestimmten reeHen Intervalle a < t < b stetigen 
Funktionen: 

x = ep(t), Y = 1jJ(t) 
hat sich im Laufe der Zeit als zu umfassend erwiesen. Wir brauchen 
nur auf das Beispiel der Peanoschen Kurve 178) hinzuweisen, welche 
ein ganzes Flachenstiick bedeckt, wie Hilberf179) und Klein 180) geo-

178) Sur une courbe qui remplit une aire carree, Math. Ann. 86 (1890), 
p.157. 

179) Math. Ann. 88 (1891), p. 4'i9. 
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metrisch erlliutert haben (IA5, Schoenfiies, Nr.16; IIIAB2, v.Mangoldt, 
Nr. 8), und auf den anderen (wesentlich verschiedenen!) Fall der Epi~ 
cykloide (III A B 2, v. Mangoldt, Nr. 4:; III D 4, Transzendente Kurven, 
Schetfers, Nr. 5), welche, wenn die beiden Kreisradien in einem irra
tionalen Verhaltnisse stehen, einen Kreisring iiberall dicM erfiillt, ohne 
da6 jeder Punkt des Kreisringes ihr angehort. Wollen wir also an 
dem Begriff der "empirischen Kurve" festhalten, so empfiehlt es sich, 
die Definition einzuschranken. 

Die Unterscheidung del' verschiedenen iiberhaupt moglichen 
Kurvenarten auf Grund del' analytischen Definition wurde von 
We:ierstraf3 in seinen Vorlesungen zur Geltung gebracht, und in 
neuerer Zeit' durch C. Jordan 181) wieder aufgenommen und aus
fiihrlich behandelt. Letzterer verlangt, da6 die durch x = ep(t), 
Y = 1/J(t) definierte Kurve im lntervalle a < t < b keinen Doppelpunkt 
besitzt - d. h. da6 fiir keine zwei Werte t1 + ta, fur welche a < tl < b, 
a < ta < b ist, zugleich ep(t!) = ep(~), 1/J(tt) = 1/J(t2) wird - und 
nimmt dazu noch an, daB die Kurve "geschlossen" sei, d. h. daB 
ep (a) = ep (b), 1/J (a) = 1/J (b ). Von der so definierten Kurve zeigt er, daB 
ihr eine der wichtigsten Eigenschaften der geschlossenen empirischen 
Kurven zukommt; daB sie namlich die Ebene in zwei Teile spaltet, 
einen "inneren" und einen "auBeren" Teil, nach del' gewohnlichen 
Auffassung (III A B 1, Enriq~tes, Nr. 13; III AB 2, v. Mangoldt, Nr.8). 

Diesel' Satz bewirkt einen Zusammenhang zwischen der analy
tischen Kurvendefinition und den geometrischen Begriffen, welche aus 
der Mengenlehre hervorgehen (vgl. oben). Del' Jordan'sche Satz ist 
abel' nicht ohne weiteres umkehrbar; es erweist sich nicht jedes Punkt
gebilde, welches die Ebene in ein au.Beres und ein inneres Gebiet teilt, 
als eine stetige Kurve x = ep(t), Y = 1/J(t). Del' geometrische Begriff 
del' Ge bietsgrenze wird auf den del' (analytisch definierten) Kurve 
erst durch weitere Bedingungen eingeschdinkt, wie .A. Schoenflies 182) 

hervorgehoben hat (III AB 2, v. Mangoldt, Nr.9). 
Bei der Jordanschen Kurve kann von den weiteren Eigenschaften 

der empirischen Kurve im allgemeinen noch nicht die Rede sein. Del' 
Begriff del' "BogenHinge" auf dieser kommt erst dann hera us , wenn 
ep(t) und 1/J(t) "bornierte Funktionen" sind 183), d. h. wenn in dem zu 

180) Anwendung del' Differential- und Integralrechnung auf Geometrie 
(autogr. Vorles.), Gottingen 1902, p. 241 u. :!f. 

181) Cours d'analyse de l'ecole poly technique 1 (2m • ed., 1893), p. 90 u. ff. 
182) Witt. Nachr. 1902, p.185; Math. Ann. 58 (1903), p. 195 (vgl. insbesondere 

§ 7 u. ff.); ebenda 59 (1904), p. 129; 62 (1906), p. 286; Deutsche Math.-Ver. 
Jahresber. 15 (1906). p. 557; Gott. Nachr. 1907, p. 28. 

19* 
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betrachtenden Intervalle die Summen ihrer positiven Zuwachse und die 
Summen der negativen Zuwachse je fur sich genommen endlich sind. 
Und damit die Kurve eine Tangente, bezw. eine Kriimmung besitzt, 
sind noch weitere Bedingungen erforderlich; so ist es hinreichend (abel' 
nicht notwendig), daB cp und 1/J im betreffenden Intervalle einmal, 
bezw. zweimal differentiierbar sind, wodurch wir zu den Funktions
elementen (Nr. 34:) 184), d. h. zur Differentialgeometrie zuriickkommen. 

In den letzten Jahren gibt es Weiterentwicklungen nach ver
schiedenen Seiten (III A, B 2, Linie und Flache, v. Mangoldt), die wir 
aber nicht verfolgen, da es sich hier nul' urn einen allgemeinen Uber
blick handeln soIl. Fiir die axiomatische Behandlung del' Geometrie 
nach D. Hilbert 185) dUl'ch Zugrundelegung des Gruppenbegriffes, ebenso 
wie bei Helmholtz (Nr. 28), abel' ohne die Differentiierbarkeit del' die 
Bewegung vermittelnden Funktionen vorauszusetzen, verweisen wir auf 
III A B 1, Prinzipien del' Geometrie, Enriques, Abschnitt VB. 

183) O. Jordan, a. a. O. p. 100 u. if. 
184) Besser, nach F. Klein, "regulal'e Funktiollselemente" (a. a. O. p. 255). 
185) Math. Ann. 56 (1903), p. 381. 

(Abgeschlossen im Mai 1907.) 
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III AB 4b. KONTINUIERLIOHE GEOMETRISOHE 
GRUPPEN. DIE GRUPPENTHEORIE 

ALB GEOMETRIBCHES EINTEILUNGSPRINZIP. 

VO!'\ 

G. FANO 
IN TURIN. 

Inhal tsubersicht. 
I. Transformationen. Transformationsgruppen und zugehorige Geometrien. 

1. Transformationen. 
2. Transformationsgruppen und deren Einteilung. 
3. Kleine gruppentheoretische Auffassung der Geometrie. Die einer Gruppe 

zugehorige Invariantentheorie. 
4. Hauptgruppe. Elementargeometrie. 
I). Allgemeine projektive Gruppe. Projektive Geometrie. 
6. Kontinuierliche Untergruppen der allgemeinen projektiven Gruppe. 
7. Fortsetzung. Affine Gruppe. Affine Geometrie. 
S. Fortsetzung. Projektive Gruppen mit invarianten Kurven und Flachen. 
9. Fortsetzung. Projektive Gruppe mit invarianter M~_l. Die Nicht-Eukli

dischen Geometrien. 
10. Beispiele projektiver Geometrien mit invarianter M!_l. Projekt.ive Linien-

geometrie. 
11. Fortsetzung. Gruppe der reziproken Radien. Niedere Kugelgeometrie. 
12. Kontinuierliche Untergruppen der Gruppe der reziproken Radien. 
IS. Die Liesche Kugelgeometrie. 
14. Laguerres "Geometrie de direction". 
11). Beriihrungstransformationen. Endliche kontinuierliche Gruppen von Be-

riihrungstransformationen. 
16. Studys Geometrie der Elemente 2. Ordnung in der Ebene. 
17. Studys Gruppen der dualen und der radialen Projektivitaten. 
IS. Die radial-projektive Geometrie. 
19. Fortsetzung. Projektive Abbildung der radial-projektiven Geometrie. 
20. Studys projektive und pseudokonforme Geometrie der Somen. 
21. Gruppe der Oremonaschen Transformationen. 
22. Endliche kontinuierliche Gruppen von Oremonaschen Transformationen und 

deren projektive Abbildung. 
23. Aufzahlung einiger unendlicher Gruppen. 
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24. Fortsetzung. Unendliche Gruppen von Beruhrungstransformationen. 
25. Andere geometrische Gruppen. Die Analysis situs. 
26. Die verschiedenen Geometrien auf einer gegebenen Mannigfaltigkeit. 

II. Gegenseitige Beziehung verschiedener Geometrien in gruppen
theoretischer Hinsicht. 

27. Geometrien mit ahnlichen Groppen. Projektive Geometrie im binaren Ge
biete. 

28. Fortsetzung. Projektive Deutung der binaren Formen auf del' rationalen 
Normalkurve n ter Ordnung. 

29. Ausdehnung auf beliebige lineare Systeme algebraischer Formen. 
SO. Weitere Beispiele von Geometrien mit ahnlichen Groppen. 
Sl. Geometrien, von deren Fundamentalgruppen die eine in der anderen als 

Untergruppe enthalten ist. Einordnung der Euklidischen und Nicht-Eukli
dischen Geometrie in die projektive. 

S2. Fortsetzung. Einordnung der projektiven Geometrie in Geometrien mit 
umfassenderen Gruppen. 

III. Besondere Ausflihl"Ullgen libel' die Invarialltell der Gruppell. 

SSe Allgemeines. Differentialinvarianten. 
S4. Invariantentheorie der linearen Gruppe. 
S5. Deutung der linearen Invariantentheorie durch die projektive Geometrie. 
S6. Deutung der linearen Invariantentheorie durch die affine Geometrie. 
S7. Ansatz fiir die analytische Behandlung einer jeden Geometrie durch aus-

schlieBliche Beriicksichtigung der zugehorigen Invarianten. 
S8. Spezielle Ausfiihrungen fiir die metrische Geometrie. 
S9. Spezielle Ausfiihrungen betreffend projektive Geometrie. 
40. Spezielles uber geometrische Anwendungen der TheOl'ie del' Elementarteiler. 
41. Ausfiihrungen betreffend die projektive Geometrie einer quadratischen 

Mannigfaltigkeit von nicht verschwindender Diskriminante. 
42. Geometrie der reziproken Radien. Apollonisches Problem. 

Literatur. 
F. Klein, Vergleichende Betrachtungen ttber neuere geometrische Forschungen, 

Programm zum Eintritt in die philosophische Fakultat, Erlangen 1872; ab
gedruckt (mit Zusatzen) in Math. Ann. 43 (1893), p.63. Italienisch iibertragen 
durch G. Fano, Ann. di matem. (2) 17 (1889-90), p. 307; franzosisch durch 
H. Padi, Ann. ec. norm. (3) 8 (1891), p. 87, 173; englisch durch M. W. Haskell, 
New York M. S. Bull. 2 (1893), p. 215 ["Erlanger Programm"j. 

- Einleitung in die hohere Geometrie, autogr. Vorlesung, ausgearbeitet von 
F. Schilling, 2 Bde; Gottingen, 1892-93 ["Hohere Geometrie"]. 

S. Lie, Theorie der Transformationsgruppen (unter Mitwirkung von F. Engel), 
3 Bde, Leipzig 1888-93 ["Th. d. Trausfgr."]' 

- Vorlesungen iiber kontinuierliche Gruppen mit geometrischen und anderen 
Anwendungen, bearbeitet und herausgegeben von G. Sche{fm's, Leipzig 1893 
["Kontin. Gruppen"]. 
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S. Lie, Untersuchungen liber unendliche kontinuierliche Gruppen, zum Teil von 
F. Engel redigiert, Leipzig Abhandl. 21 (1895), p. 41 ["Unendliche Gruppen"]. 

- Geometrie der Beriihrungstransformationen (unter Mitwirkung von G. Sche/fers), 
Bd. 1, Leipzig 1896 ["Geom. d. BT"J. Drei Kapitel aus dem unvollendeten 
zweiten Bande der Geometrie der Beriihrungstransformationen, aus dem Nach
lasse von Lie herausgegeben von F. Engel (Math. Ann. 59 (1904), p. 193). 

I. Transformationen. Transformationsgruppen nnd zugehorige 
Geometrien. 

1. Transformationen. Spuren yon speziellen geometl'ischen 
Transformationen sind schon bei den griechischen Geometern, nament
lich bei Apollonius zu finden 1). In del' Analysis wurden in den 
letzten Jahrhunderten Transformationen del' auftretenden Verander
lichen fortwahrend herangezogen, um Gleichungen aufzulosen und 
Differentialgleichungen zu integrieren. Abel' erst am Anfang des 
19. Jahrhunderts wurde del' heutige Begriff einer Transformation fur 
die Geometrie erworben; einerseits indem das systematische Studium 
del' Projektionen den YVeg zu den projektiven Transformationen er
ofi'nete (III A B 4 a, Fano, N r. 5-7) 2); anderseits indem man lernte, 
die in der Analysis liblichen Transformationen nicht bloB als Wechsel 
del' Variablen zu betrachten, sondern als U manderung eines Gebildes 
geometrisch zu deuten. Dadurch ist del' allgemeine Begriff einer 
K01'respondenz zwischen zwei Gebilden, ihrer Abbildttng aufeinander, 
ihrer Transformation ineinander, ihrer Identitiit yom Standpunkte ellier 
solchen Transformation aus allmahlich entstanden. 

Sind die Variabeln x/, x2', ... , xn' als Funktionen von Xu x2, ... , xn 
durch irgend welche Gleichungen bestimmt: 

x/ = t;(X1X2 ... xn) i = 1, 2, ... , n, 
wo die t; innerhalb gewisser Bereiche definierte Funktionen bedeuten, 
so sagt man, daB diese Gleichungen eine Transformation zwischen den 
Variabeln x und x' darstellen. Lassen sich die obigen Gleichungen 
nach den Xi aufzu16sen, so erh1ilt man dadurch die inverse Transfor
mation. - Deuten wir die x und x' als Koordinaten in zwei even
tuell auch zusammenfallenden Gebilden (nach Bedarf, auf bestimmte 

1) V gl. G. Loria, Le scienze esatte nell'antica Grecia, Modena Mem. (2) 11 
(1895); insb. p. 231 if. 

2) V gl. M. Ohasles, Aperyu historique sur l'origine et Ie developpement des 
methodes en geometrie (Bruxelles 1837; 2. Aufi. Paris 1875), chap. 5, 6. 
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Teile derselben eingeschrankt), so wird durch obige Gleichungen eine 
Transformation oder Korrespondenz der beiden Gebilde oder ihrer 
betrachteten Teile dargestellt. Die bei der Deutung der x und x' 
zugrunde gelegten Raumelemente durfen ganz beliebig sein, und 
braucben auch nicht beidemal von derselben Art zu sein; wir erhalten 
dadurcb, je nach den verscbiedenen Moglicbkeiten, Punkttransfm·
mationen, Beriihrungstransformationen (falls beide Reihen von Variabeln 
als Koordinaten von Linienelementen in der Ebene, oder von Fllichen
elementen im Raume gedeutet werden konnen), Transformationen 
mit Wechsel des Raumelementes, usw. 

Sind die /'; analytiscbe Funktionen, so nennen wir die Trans
formation ebenfalls analytiscb. Darunter sind insbesondere die alge
braischen, rationalen, birationalen, linearen Transformationen, die 
(Euklidiscbel1 und Nicht-Euklidiscbel1) Bewegungen, usw. einbegriffen. 

Gebt aus einem geometriscben Gebilde durch eine bestimmte 
Transformation ein anderes hervor, so lassen sich aus den Eigen
schaften des erst en , vermoge der Transformation, entsprechende 
Eigenschaften des zweiten folgern. Allgemeil1 zu reden, werden 
einige dieser Eigenschaften bei der genannten Transformation erhalten 
bleiben; diese sind dann als invariant in bezug auf die Transfor
mation aufzufassen. Liegt eine Klasse von Gebilden vor, die ausein
ander dmch Transformationen einer bestimmten Art hervorgehen, so 
wird die Untersuchung ihrer gemeinsamen, durch diese Transfor
mationen nicbt zerst6rbaren Eigenschaften auf diejenige der Eigen
schaften eines einzigen Reprasentanten der Klasse zuruckgefuhrt. N ach 
neuerer Auffassung wird das einzelne Gebilde nicht mehr als starr 
gegeben angesehen, sondern als veranderlich, als transformierbar, und 
seine Eigenschaften werden nur so weit betracbtet, als sie gegenuber 
gewissen Anderungen invariant sind. 

2. Transformationsgruppen und deren Einteilung. Eine end
liche oder unendliche Mannigfaltigkeit von Transformationen kann die 
Eigenschaft baben, daB je zwei dieser Transformationen, sofern sie 
zusammengesetzt (d. h. nach einander ausgefuhrt) werden konnen, 
immer wieder eine Transformation derselben Mannigfaltigkeit ergeben 
(die ibr "Produkt" - in der betreffenden Reihenfolge - heiSt). 
Man sagt dann, daB diese Transformationen eine "Gruppe" bilden. 

Die Transformationen konnen dabei auch nur fur eine diskrete 
Menge von Wertsystemen der Veranderlichen definiert sein. Auch 
konnen unter Umstanden geometrische oder andere Operationen in 
ahnlicber Weise zu "Gruppen" zusammengesetzt werden. In dieser 
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Weise kam die Gruppendefinition zunachst in der Substitutionentheorie 
(I A 6, Burkhardt, Nr. 5) zur Geltung, insbesondere in der Galoisschen 
Theorie der algebraischen Gleichungen (I B 3 c, d, Holder), wo die zu
sammenzusetzenden Operationen Versetzungen einer endlichen Anzahl 
von Elementen sind. Andererseits trat der Gruppenbegriff auf in der 
Invariantentheorie linearer Substitutionen (I B 2, Meyer) und in ihren 
zahlentheoretischen und geometrischen Anwendungen (I C 2, Arith
metische Theorie der Formen, Vahlen; IlIA, B 6, Projektive Geometrie, 
SchOnflies ). 

Die umfassende Bedeutung des Gruppenbegriffes, weit uber die 
ersten Anwendungen hinaus, trat in den Arbeiten von O. Jordan 
hervor S). Hieran reihen sich die geometrischen Arbeiten von F. Klein 4) 

und S. Lie5), welche den Gruppenbegriff zu einem speziellen Unter
suchungsgegenstande machen und in den Mittelpunkt der mathematischen 
I!'orschung rucken. Wahrend aber Klein im weiteren Verfolg ins
besondere diskontinuierliche geometrische Gruppen untersuchte und 
deren Bedeutung fUr die verschiedenen Gebiete der Mathematik dar
legte (Gleichungstheorie, Zahlentheorie, Funktionentheorie) 6), ist S. Lie 

3) Vgl. die im 3. Abschnitt des "TraiM des substitutions et des equations 
algebriques" (paris, 1870) enthaltenen Anwendungen der Gruppentheorie auf 
geometrische Probleme und transzendente Funktionen, sowie auch die Abhand
lung "Memoire sur les groupes de mouvements", Ann. di mat. (2) 2 (1868 -69), 
p. 167, 322. 

4) Vgl. die zahlreichen Aufsatze in den Gott. Nachr. und in den Math. Ann., 
sowie auch die Lehrbitcher: Vorlesungen uber das Ikosaeder und die Auflosung 
der Gleichung vom 5. Grade (Leipzig 1884); Vorlesungen iiber elliptische Modul
funktionen (herausgeg. von R. Fl'icke, 2 Bde., Leipzig 1890-92), und die Gl:lttinger 
autographierten Vorlesungshefte: Hl:lhere Geometrie (1,2; 1892-93; bereits unter 
"Literatur" angefiihrl, da insb. Bd. 2 einer allgemeinen Wiirdigung der geo
metriechen Gruppen gewidmet iet); tJber die hypergeometrische Funktion (1894); 
tJber lineare Differentialgleichungen der zweiten Ordnung (1894); Ausgewahlte 
Kapitel der Zahlentheorie (1, 2; 1896). Zuletzt noch: Klein-Fricke, Vorlesungen 
uber automorphe Funktionen (Bd. 1, Leipzig 1897; Bd. 2, 1. Lief. 1901). 

5) Grl:lBtenteils in den Christiania Forhandl., Archiv for math. og natur
videnskab, Gl:ltt. Nachr., Math. Ann., Leipzig Ber. enthalten; Verzeichnis von 
F. Engel in Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 174-. Man vergleiche ferner die unter 
"Literatur" angefiihrlen Lehrbiicher, in denen die hauptsachlichen Theorien 
zusammengefaBt sind. 

6) Einen wesentlichen Aufschwung hat die Theorie der diskontinuierlichen 
Gruppen und ihre Anwendung auf die Funktionentheorie auch durch H. Poincares 
Arbeiten erhalten (Theorie des groupes fuchsiens, Acta math. 1 (1882), p. 1; 
Memoire sur les fonctions fuchsiennes, ebenda, p. 193; Memoire sur les groupes 
kleineens, ebenda 3 (1883), p. 49. S. auch die verschiedenen friiheren Mittei
lungen in Paris C. R. 92, 93, 94 (1881-82», in welchen die eigentlich-diskonti-
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Schopfer einer Theorie del' kontinuierlichen geometrischen Gruppen (II A 6, 
Maurer und Burkhardt) geworden, die im vorliegenden Artikel fort
wahrend zu benutzen sein wird. 

Als "endliche" (insbesondere "r-gliedrige") kontinuierliche Gruppe 
bezeichnet Lie jede r-fach unendliche (d. h. von l' wesentlichen [kom
plexenJ Parametel'll abhangige) Schar von Transformationen, welche die 
Gruppeneigenschaft besitzt und die identische Transformation enthalt 
(II A 6, N r. 2). Seine Theorie del' endlichen kontinuierlichen Gruppen ist 
mit del' Substitutionentheorie in dem Sinne verwandt, daB viele Be
griffe (Vertauschbarkeit, Ahnlichkeit, Untergruppe, invariante Untel'
gruppe) und Satze sich auf erstere iibertragen lassen. Es kommen 
abel' auch neue und wichtige Begl'iffe hinzu; insbesondere die Be
griffe del' infinitesimalen Transfm-mation und del' Zusammensetzung einer 
Gruppe. Fiir die infinitesimale Transformation fiX i = ~i . at fiihrt Lie 

das Symbol Xf ,,-= 2}~i;f ein, welches anzeigt, daB fin f + at· Xf 
i t 

iibel'geht. Eille r-gliedrige Gruppe enthalt r unabhangige infinite-
simale Transformationen Xlf, ... , XJ, durch die sich jede andere 
linear mit konstanten Koeffizienten ausdriicken liiBt; wiederholt man 
letztere unendlich oft, so erhiilt man die endlichell Transformati~nen 
del' Gruppe (in einer gewissen Umgebung del' identischen Trans
formation). Die "Klammerausdriicke" (XiXk ) -~ XlXd) - Xk(XJ) 
sind wiederum lineare Funktionen del' XI mit konstanten Koeffizienten 
cik/; diese Koeffizienten bestimmen die "Zusammensetzung" del' Gruppe. 
J edem System von Konstanten Gik/l welche bestimmten Gleichungen 
geniigen (II A 6, N r. 5), entsprechen unendlich viele gleichzusammen
gesetzte r-gliedrige Gruppen. 

Den Begriff einer "unendlichen" (d. h. von willkiirlichen Funk
tionen abhiingendenJ kontinuierlichen Gruppe hat Lie seit 1883 7) 

dahin begrenzt, daB die in ihren infinitesimalen Transformationen 
auftretenden Funktionen ~i einem System von einel' endlichen Anzahl 
linearer pal'tieller Differentialgleichungen geniigen sollen. SpaterS) 
definierte er als solche die Gesamtheit del' Transfol'mationell 

nuiel'lichen Gruppen von linearen Substitutionen einer komplex en Yedinderlichen 
durch Polygon- und Polyedereinteilungen del' Ebene und des Raumes verfolgt 
und die zugehorigen "Fuchsschen" und ."Kleinschen" Funktionen konstruiert werden. 

7) Uber unendliche kontinuierliche Gruppen, Christiania Forhandl. 1883, 
Nr. 12. 

8) Th. d. Transfgl'. 1, p. 5-G; Christiania FOl'handl. 1889, Nr. 7. S. auch 
II A 6, Nr. 22. 
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bei denen die Funktionen F; die allgemeinsten Losungen eines 
gewissen Systems von einer endlichen Anzahl partieller Differential
gleichungen sind; eine solche Gruppe liiBt sich durch infinitesimale 
Transformationen erzeugen, die der obigen Bedingung geniigen. Auch 
fiir diese Gruppen hat Lie eine Theorie aufgebaut9) , welche zur 
Theorie der endlichen Gruppen parallel liiuft. 

Es gibt auch Gruppen, die aus getrennten kontinuierlichen Scharen 
bestehen, von denen eine eine (endliche oder unendliche) kontinuier
liche Gruppe ist. Diese bezeichnet man als "gemischte" Gruppen 10). 

3. Deins gruppentheoretische Auffassung der Geometrie. Die 
einer Gruppe zugehorige Invariantentheorie. F. Klein hat 1872 
gezeigt 11) , wie die Transformationsgruppen, insbesondere die konti
nuierlichen und gemischten Gruppen, in der Geometrie zur Geltung 
kommen, und wie die geometrischen Gruppen eine Systematik der 
verschiedenen Behandlungsweisen der Geometrie liefern. 

"Geometrische" Eigenschaften eines Gebildes sind nach F. Klein 
unabhiingig von der Lage, welche dieses Gebilde im Raume ein
nimmt, von seiner absoluten GroBe, und von dem "Sinne", in welchem 
seine Teile geordnet sind (d. h. von der Anordnung, die den Unter
schied von seinem Spiegelbilde begriindet) 12). Sie bleiben also un
geiindert bei allen Bewegungen und Ahnlichkeitstransformationen, bei 
den Spiegelungen, sowie auch bei allen Transformationen, die sich 
aus diesen zusammensetzen. Diese Transformationen bilden eine 
Gruppe, die sogen. "Hauptgruppe" (Nr.4:): Geometrische Eigenschaften 
werden dwrch die Transformationen der Hauptgruppe nicht geiindert, 
und umgekehrt: Geometrische Eigenschaften sind durch ihre Unver
iinderlich7ceit gegeniiber den Transformationen cler Hauptgruppe charakte
risiert. Die "Geometrie" erscheint also als ein Studium der zu der 
Hauptgruppe riiumlicher Transformationen gehOrigen Invariantentheorie 
(welche ofters als "Elementargeometrie" (Nr. 4:) bezeichnet wird). 
Nun gibt es viele Arlen, diese Betrachtungsweise zu erweitern, indem 
man an Stelle alter geometrischer Eigenschaften nur diejenigen ins 
Auge faBt, die bei einer umfassenderen Gruppe von Transformationen 

9) Leipzig Ber. 43 (1891), p. 316, 353; sowie auch: "Unendliche Gruppen". 
10) Th. d. Transfgr. 1, Kap. 18; II A 6, Nr. 21. Beispiele: die Gruppe aller 

Bewegungen und Umlegungen; die Gi:uppe der linearen Transformationen, deren 
Determinante eine ganze Zahl, oder eine nt • Einheitswurzel ist. 

11) Erlanger Programm. S. auch: Rohere Geometrie 2, p. 27ft'. 
12) 1st das bei irgend einer Eigenschaft nicht del' Fall, so heiBt diese 

Eigenschaft nach F. 1i1ein auch nicht "geometrisch"; dagegen kann sie eventuell 
eine "topographische" Eigenschaft sein (Klein: Rohere Geometrie 2, p. 29). 
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ungeandert bleiben; dazu liefern die "projektiven" Eigenschaften (Nr.6) 
das einfachste Beispiel. Wir konnen auch, allgemeiner, beliebige 
mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten (III A B 4a, Fano, Nr.28-30; 
III C 9, Segre) heranziehen, Transformationsgruppen in diesen Mannig
faltigkeiten betrachten, und folgende umfassendere Aufgabe stellen: 

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in dieser eine Transf'ormations
gruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit angehorigen Gebilde 
hinsichtlich solclMr Eigenschaften unters~tchen, die durck die Transfor
mationen der Gruppe nicht zerstOrt werden. Diese Untersuchung bildet 
einen besonderen Zweig der (im allgemeinsten Sinne aufgefaBtel1) 
Geometrie, welcher durch das "Zugrundelegel1" odeI' durch "Adjullktion" 
jener Gruppe charakterisiert wird. Diese verschiedel1en Zweige, den 
verschiedenel1 uberhaupt moglichel1 Gruppen entspl'echend, lassen sich 
so aIle systematisch auffassen und beherrschen. 

In Anlehnung an die moderne Ausdrucksweise kann man eine 
entsprecbende Forderung del' Analysis formulierell: Es ist eine Mannig
faltigkeit und in dieser eine Transformationsgr~tppe gegeben; man ent
wickele die auf die Gruppe beziigliche Invariantentheorie. In dieser 
Invariantentheol'ie fragt man nach solchen Verbindungen aus den 
Variabeln, eventuell auch ibl'en Differentialquotienten, und den auf 
ein Gebilde bezuglichen Konstanten, welche sich bei den Transfor
mationen der Gruppe invariant verhalten, und zwar entweder "absolut" 
invariant, oder auch nur "I'elativ" invariant, d. h. invariant bis auf eine 
Potenz eines von den Transformationskoeffizienten abhangigen Aus
druckes 12a). Zu del' Aufstellung der Invarianten einer Gruppe hat 
S. Lie in seiner Theorie del' Tl'ansformationsgruppen wesentliche 
Ansatze und Beitrage geliefel't (vgl. unten, Abschn. III). 

Als Element der zu untersuchendell Mannigfaltigkeit kann jedes 
in diesel' enthaltene Gebilde (Pul1kt, Punktgruppe, Kurve, Flache usw.) 
aufgefaBt werden. Wollen wir aber, insbesondere bei del' Koordinaten
bestimmul1g, bestimmte Gebilde als Raumelemente auszeichnen, ohne 
daB Gleichberechtigtes ungleichartig dargestellt wel'de, so mussen wil' 
die Raumelemente so wahlen, daB bei jedel' Operation der Gruppe 
ihre Gesamtheit, nicht aber jedes einzelne von ihnen in sich uber
geht. Ein del'artiges System von Gebilden, die vel'moge del' Gruppe 
auseinander hervorgehen, nennt man einen "Korper". Die Gesamtheit 
der Raumelemente muf3 also einen Korper hilden, oderin Korper zer
legt wet'den konnen; diese Elemente durfen abel' nicht die Eigenschaft 

12") Bei den Differentialinvarianten kann auch noch ein in gewisser "\Veise 
von den Variabeln abhangiger Faktor hinzutreten. 
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haben, schon bei einer invarianten Untergruppe (II A 6, Maurer 
und Burkhardt, Nr. 6) del' gerade betrachteten Gruppe in Ruhe zu 
bleiben. 

Ein solcher Karpel' laBt sich, bei vorgelegter Gruppe, noch auf 
unendlich viele Weisen auswahlen. Abel' so lange wir del' Unter
suchung dieselbe Gruppe zugrunde legen, bleibt del' Inhalt del' Geo
metrie unverandert; jeder Satz, del' bei einer Annahme des Raum
elementes sieh ergibt, ist aueh ein Satz bei beliebiger anderer An
nahme, nur die Anordnung und Verkniipfung del' Satze ist geandert. 

Die gruppentheoretisehe Auffassung del' Geometrie hat aueh 
das eigentliehe Wesen del' "Differentialgeometrieil ans Licht gestellt 
und gezeigt, daB letztere kein Gegensatz zur "projektiven Geometrie" 
odeI' zur "algebraischen Geometrie" ist, sondel'll nUl" zur "Geometrie 
des Gesamtraumesil (III A B 4 a, Fano, Nr. 35), und daB man inner
halb beider eine elementare (odeI' metrisehe), eine projektive, eine 
birationale usw.· Auffassung unterseheiden kann. 

In F Kleins Programmsehrift werden mehrere geometrische Grup
pen aufgezahlt, deren Invariantentheorien sich teilweise erst spateI' ent
wiekelt haben. We it ere Gruppen sind dann hinzugetreten, und einige 
U ntergruppen von diesen sind zu einer selbstandigen Bedeutung 
erwaehsen. In del' folgenden Aufzahlung besehranken wir uns darauf, 
die wichtigeren Falle zu bespreehen. 

4. Hauptgruppe. Elementargeometrie. Wir erwahnen in erster 
Linie die bereits genannte "Hauptgruppe", den Inbegriff aller Ahnlieh
keitstransformationen, unter welehen aueh die Bewegungen und die 
"Umlegungen" odeI' "Operationen 2. Art", d. h. die Produkte del' 
Bewegungen mit irgend einer Spiegelung, einbegriffen sind. Analytiseh 
setzten sieh diese Transformationen (z. B. im Rs) bei Zugrundelegung 
cartesiseher Koordinaten aus den Parallelversehiebungen: 

Xl = X + A, Yl = Y + B, Z1 = Z + 0, 
aus den Drehungen um den Anfangspunkt: 

I
XI = ax + by + ez, 
Yl =a'x +b'y +c'z, [ab'e"] = 1, 

Zl = a"x + b"y + e"z, 
deren Koeffizienten nul' von drei wesentliehen Parametern abhangen, 
so daB insbesondere jeder von ihnen gleieh del' zugehOrigen Unter
determinante in der Determinante [a b' e"] ist, und aus den perspek
tiven Ahnliehkeitstransformationen, die den Anfangspunkt in Ruhe 
lassen: 
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zusammen. 1m ganzen enthalt die Hauptgruppe des Raumes 7 Para

meter; die del' Ebene enthalt deren 4; die des Rn deren C~ t 1) + 1. Die 

bei dieser Gruppe invarianten Eigenschaften del' Figuren pfl.egt man 
als "metrischeu Eigenschaften, die zugeharige Invariantentheorie als 
"Elementa1'geometrieu (oder auch "ahnliche" odeI' "aquiforme" Geometrie), 
zu bezeichnen. Entfernungen sind relative, WinkeigriH3en absolute 
Invarianten. Bei diesel' Gruppe wird gewahnlich die Betrachtung 
auf reeIle Elemente und Transformationen eingeschrankt, obgleich die 
obigen Formeln auch im komplexen Gebiet ihre volle Bedeutung 
behalten. 

In AnschluB an die Hauptgruppe von Rs hat F. Klein ein "Prinzip 
fur eine rationelle Klassifikation geometrischer GraBen" aufgestellt 13), 
welches, seinem Gedanken nach, aus den el'sten Arbeiten von Cayley 
und Sylvester nber lineare Invariantentheorie (I B 2, Meyer, Nr. 2) 
hel'stammt, und auf jede Transfol'mationsgl'uppe anwendbar ist. N ach
dem wir die Raumelemente, etwa die Punkte, durch Kool'dinaten be
stimmt haben, konnen wir uns beliebige andere Gebilde dul'ch Punkte 
definiert und dementsprechend dnrch Kool'dinaten festgelegt den ken, 
die Verbindungen verschiedener Reihen von Punktkoordinaten sind. 
Als "geometrische GraBe" bezeichnet man den Inbegriff del' solcher
weise zul' Festlegung eines Gebildes dienenden Koordinaten; und die 
gemeinte Klassifikation kommt darauf hinaus, daB solche geo
metrischen GraBen als gleichartig angesehen werden, del'en Kool'dinaten 
bei den Operationen del' Gl'uppe die gleichen Andel'ungen erleiden. 
Auch die geometrische Beziehung ungleichartiger GroBen el'gibt sich 
aus dem Vel'gleich del' beiderlei Anderungen diesel' GraBen. 

Dieses Klassifikationsprinzip wendet Klein a. a. O. auf die 
"SchraubengroBen" (unendlich kleine Bewegungen, Kraftesysteme, Ball
scbe Scbrauben) an. Eine Ballscbe Scbraube, d. h. del' Inbegl'iff del' 
um eine feste Achse hel'umgelegten Schraubenlinien von gegebenem 
Windungssinn und bestimmter Ganghohe (also von Zentl'alachse und 
"Parameter", nach R. Ball "pitch"), ist mit dem linearen Komplex, 
del' von den Normalen jener Schraubenlinien gebildet wil'd, ein-ein
deutig zusammengeordnet. Und die Ballsche Schraubentheorie ist 
mit del' elementaren odeI' konkreten Liniengeometrie, welcbe die Haupt-

13) Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball, Zeitschr. Math. Phys. 47 
(1902), p. 237; abgedruckt in Math. Ann. 62 (1906), p. 419. Betreffend R. Ball 
s. seine zusammenfassende Darstellung: A Treatise on the theory of screws, 
Cambridge 1900. 
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gruppe zugrunde legt und den linearen Komplex als Raumelement 
benutzt, identisch. 

In seinen V orlesungen hat F. Klein auch die Klassifikation der 
geometrischen Gr5Ben der Mechanik und Physik gegeniiber der Haupt
gruppe wiederholt vorgetragen; man vergleiche hieriiber IV 14, Geo
metrische Grundbegriffe del' Mechanik deformierbarer Korper (Abraham). 

5. Allgemeine projektive Gruppe. Projektive Geometrie. Die 
"allgemeine projektive Grttppe" ist die Gruppe alIer kollinearen U mfor
mungen, d. h. alier Punkttransformationen des R", bei welchen Punkte 
eines (eben en) Rn _ 1 in ebensolche iibergehen. Die dabei invarianten 
Eigenschaften der Figuren heiBen "projektive" Eigenschaften und lassen 
sich auf logische Kombinationen der heiden Begriffe der "Inzidenz" 
verschiedenartiger Elemente und der "A.nordnung der Elemente eines 
Gehildes erster Stufe" zuriickfiihren 14). Ihre Untersuchung ist Gegen
stand der "projektiven Geometric"; die zugehorige Invariantentheorie 
wird Of tel'S als "Net(ere Algebra" oder "Algebra der linearen Trans
formationen" oder auch "Theorie der algebraischen Formen" (1 B 2, Meyer) 
bezeichnet, insofern, bei Zugrundelegung homogener projektiver Punkt
koordinaten, die Koliineationen durch lineare Substitutionen dieser 
Koordinaten analytisch dargestellt werden. 1m Rn enthlilt die all
gemeine projektive Gruppe n(n + 2) Parameter. Durch Hinzunahme 
del' (ebenfalls n(n + 2)-gliedrigen) Schar del' dualistischen Um
formungen, bei welchen die Punkte in die R n _ 1 iibergehen und um
gekehrt, geM aus ihr eine gemischte Gruppe hervor, die Fundamental
gruppe der "erweiterten projektiven Geometric". 

Bei Zugrundelegullg der Gesamtgruppe del' kollinearen und dua
listischen Umformungen bilden die Punkte keinen Karpel' mehr; 
man muB also entweder den Inbegriff "aIler Punkte und alIer Rn_/' 
als Raumelemente betrachten, oder andere Raumelemente einfiihren, 
die einen Korper bilden. Einen Bolchen bilden im Rs die "geraden 
Linien"; und durch Einfiihrung dieser gestaltet sich die Theorie als 
"projektive Liniengeometrie" (III C 10, Wiilsch; s. auch unten, Nr. 10). 
Entsprechendes gilt fur jeden Rn mit ungerader Anzahl n von 
Dimensionen, bei Einfiihrung der En -1 als Raumelemente. Ein 

2 

anderes System geeigneter Raumelemente wird in jedem Rn durch die 
Gebilde geliefert, welche aus einem Punkte und einem ihn enthalten
den R n _ 1 bestehen; in der Ebene also durch die Linienelemente, im 
Rs durch die Fliichenelemente usw. 

14) F. Enriques, Lezioni di geometria proiettiva, Bologna 1898; 2. Auf!. 
1905. Deutsche Ausgabe von H. Heischer, Leipzig 1903 (s. insbes. §§ 5-6). 
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In beiden Fallen, in del' gewohnlichen und del' erweiterten pro
jektiven Geometrie, diirfen wir imaginare Elemente (III A B 4a, Fano, 
Nr. 14: ff.) und Transformationen entweder ausschlieJ3en, odeI' abel' zu
lassen. 1m ersten FaIle ergibt sich die "reelle projektive Geometrie" 
(III A B 6, SchOnflies) , weiche beispw. hyperbolische und elliptische 
Involutionen in Gebilden 1. Stufe, sowie auch (reelIe) geradlinige und 
nicht geradlinige Flachen 2. Grades im Raume unterscheidet; im zweiten. 
l!"'alle die "komplexe projektive Geometrie", bei welcher jede Involution 
zwei Doppelelemente hat, und samtliche Involutionen, sowie auch 
samtliche Kegelschnitte wie Fliichen 2. Grades von nicht verschwin
den del' Determinante untereinander gleich berechtigt sind. Diese Art 
von Geometrie im komplexen Gebiet hat v. Staudt in seinen "Bei
tragen zur Geometrie del' Lage" 15) begriindet. 

Eine andere Erweiterung del' projektiven Gruppe ergibt sich bei 
Gebrauch imaginarer Elemente, indem man die Vertauschung del' 
konjugiert-komplexen Gebilde, d. h. von + i und - i, also die sog. 
"antiprojektiven Umformungen" (III A B4a, Fano, Nr.16-18) hinzu
nimmt16). 

Dber die Moglichkeit einer "bikomplexen projektiven Geometrie" 
und anderer Erweiterungen in derselben Richtung sei auf III A B 4a, 
Nr. 16 verwiesen. 

6. Kontinuierliche Untergruppen del' allgemeinen pl'ojektiven 
Gruppe. Auch einige Untergruppen del' allgemeinen projektiven Gruppe 
des Rn bieten Interesse dar. Die hierauf beziiglichen Resultate setzen 
groJ3tenteils voraus, daB alie auftretenden Transformationen und Para
meter als komplex betrachtet werden. Uber reelle Gruppen ist nul' 
weniges naher ausgefiihrt11). 

15) 8 Hefte, Nurnberg 1856-60. 
16) DaB diese Vertauschungen uber die komplexe projektive Geometrie 

hinausgehen, hat bereits v. Staudt bemerkt (Beitrage, Nr. 225). Fur n = 1, 
d. h. in einem Gebilde 1. Stufe, sind das die in der komplexen Funktionen
theorie (II B) seit Riemann wohlbekannten Spiegelungen und Operationen 2. Art 
(F. Klein, Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer 
Integrale, Leipzig 1882; insb. p. 70 if.). .Als geometrische Korrespondenzen 
fiir n;:2; 1 treten diese Umformungen bei C. Juel auf (Bidrag til den imaginare 
Linies og Plans Geometri, Diss. Kjiibenhavn 1885; Acta math. 14 (1890), p. 1); 
aber ausfiihrlicher und unabhangig von ihm werden sie bei C. Segre behandelt 
(Torino Atti 25 (1889-90), p. 276, 480,592; 26 (1890-91), p. 35; Math . .Ann. 40 
(1892), p. 418). 

17) S. Lie, Theorie d. Transfgr. 3, Kap. 19, § 83. Fiir die beiden Falle 
n = 1 und n = 2 und fur spezieUe Gruppen bei n = 3 s. die sofort anzu
fuhrenden .Arbeiten von H. B. Newson. 
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a) Die allgemeine projektive Gruppe der geraden Linie (n = 1) 
ist dreigliedrig. J ede in ihr enthaltene zweigliedrige (bezw. ein
gliedrige) Untergruppe besteht aus dem Inbegriffe alier projektiven 
Transformationen, die einen festen PUllkt (bezw. zwei, eventuell aueh 
zusammenfallende Punkte) in Ruhe lassen 18). 

Lie hat auch den Satz aufgestellt: "Jede endliehe kontinuierliche 
Gruppe in einer (komplexen) einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit 
ist mit einer projektiven Gruppe ahnlich und enthalt somit hochstens 
drei (komplexe) Parameter." 19) 

Diesel' Satz ist aueh im reellen Gebiet giiltig 20) 21). 
b) Die kontinuierliehen projektiven Gruppen der Ebene (n = 2) 

bat Lie volistandig bestimmt. Er hat namlich eine Reihe von Typen 
angegeben, aus denen aIle iibrigen Gruppen dureh Ausfiihrung einer 
projektiven Transformation abgeleitet werden konnen 22). 

Insbesondere ergibt sieh del' Satz: "Jede kontinuierlicbe Unter
gruppe der acbtgliedrigen Kollineationsgruppe der Ebene laBt ent
wedel' einen Punkt oder eine Gerade in Ruhe, oder sie ist die drei
gliedrige projektive Gruppe eines niebt ausgearteten Kegelsehnittes." 

Die endliehen Gleichungen der Typen von projektiven Gruppen 
del' Ebene, in niebt homogenen sowie aueh in homogenen Koordinaten 
hat W. Fr. Meyer aufgestellt 23). Diese Typen werden dureh die bei 
ibnen invariant bleibenden geometrischen Gebilde einzeln eharakterisiert, 
und fiir jeden Typus wird eine charakteristische invariante Differential
gleiehung angegeben. 

18) Lie-Scheffel's, Kontinuierliche Gruppen, p. 129; Lie, Th. d. Transfgr. 
3, p. 17. 

19) Gott. Nachr., Dezember 1874, p.529; Math. Ann. 16 (1880), p.455; 
Th. d. Transfgr. 3, p. 6. 

20) Th. d. Transfgr. 3, p. 369. 
21) Synthetische Untersuchungen liber reelle kontinuierliche projektive 

Gruppen auf der geraden Linie hat H. B. Newson angesteHt. S. die Aufsi1tze: 
Continuous groups of projective transformations treated synthetically, Kansas 
Univ. Quart. (A) 4 (1895-96), p. 71; Supplementary notes, ebenda p. 169; On 
singular transformations in real projective groups, Amer. M. S. Bull. (2) 6 (1900), 
p. 431. Die projektiven Gruppen auf der komplexen Geraden werden in Kansas 
Univ. Bull. 1 (1902), p. 115 als reeHe konforme Gruppen der Ebene (Nr. 11-12) 
gedeutet. 

22) Math. Ann. 16 (1880), p. 522 u. ff.; Arch. for math. 10 (1884), p. 74; 
Lie-Scheffel's, Kontinnierliche Gruppen, p. 288; Th. d. Transfgr. 3, p. 106. 

23) Tabellen von endlichen kontinuierlichen Transformationsgruppen, Chicago 
Congress Papers (New York 1896), p. 187. Auch fiir die endlichen kontinuier
lichen Gruppen der Ebene werden aus den Lieschen infinitesimal en Trans
formationen durch Integration die endlichen Gleichungen gewonnen. 

Encyklop. d. math. 'Vis.ensch. III 1. 20 
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Auf synthetischem Wege wurden die projektiven Gruppen der 
Ebene von H. B. Newson behande1t 24). Seinen Ansgangspunkt bilden 
die perspektiven Kollineationen und ihre Gruppen 25); aus diesen sucht 
er umfassendere Gruppen zusammenzusetzen. Dadurch gelangt er zur 
Lieschen Tabelle der projektiven Gruppen der Ebene, die er auch in 
endlicher Gestalt anfiihrl S8). 

c) 1m Raume Rs gilt der Hauptsatz: "Jede kontinuierliche Unter
gruppe der 15-gliedrigen Kollineationsgruppe des Rs liiJ~t mindestens 
einen Punkt, eine Linie oder eine Flache invariant, mit Ausnahme der 
zehngliedrigen Gruppe eines nicht ausgearteten linearen Komplexes"27). 
Diese Untergruppen lassen auch aIle eine "ebene Punktfigur", d. h. 
mindestens einen Punkt, eine gerade Linie oder eine Ebene in Ruhe, 
ausgenommen die drei folgenden: 

1. die zehngliedrige Gruppe eines nicht ausgearteten linearen 
Komplexes; 

2. die sechsgliedrige Gruppe einer nicht ausgearteten Flache 
2. Grades (Nl>. 9); 

3. die dreigliedrige Gruppe einer Raumkurve 3. Ordnung (Nr.8, 
28)28). 

d) Fur n > 3 sind derartige allgemeine Satze nicht bekannt. Die 
n (n + 2)-gliedrige Kollineationsgruppe des Rn ist aber stets "einfach" 
(d. h. sie besitzt keine invariante Untergruppe); ihre groBten Unter
gruppen enthalten n (n + 1) Parameter, und bestehen aus allen Trans
formationen, welche entweder einen Punkt oder einen Rn _ t in Ruhe 
lassen 29). 

7. Fortsetzung. Affine Gruppe. Affine Geometrie. Die n (n + 1)
gliedrige projektive Gruppe des Rn mit invariantem Rn_1 kann ein-

24) Continuous groups of projective transformations treated synthetically, 
Kansas Univ. Quart. (A) 4 (1895-96), p. 243; ebenda 5 (1896), p. 81. Eine zu
sammenfassende Darstellung enthliJt die Abhandlung: A new theory of col
lineations and their Lie groups, Amer. J. 24 (1902), p. 109. Vgl. auch: Report 
on the theory of collineations (proc. Amer. Ass. adv. sc. 51 (1902), p. 305). 

25) S. auch: A. Emch, Continuous groups of perspective collineations in 
the plane treated synthetically, Kansas Univ. Quart. (A) 5 (1896), p. 1. 

26) DaB durch die erhaltenen Gruppen die Gesamtheit der projektiven 
Gruppen der Ebene erschopft wird, ergibt sich aber bei Newson erst aus dem 
Vergleich mit Lie's Resultaten. 

27) Lie, Archiv for math. 10 (1884), p. 113 u. :If.; Th. d. Transfgr. 3, p. 235. 
28) Spezielle projektive Gruppen im Es in AnschluB an die invariant blei

benden Elemente hat H. B. Newson in einer Reihe von kurzen Aufsatzen unter
sucht (A new theory of collineations in space, Kansas Univ. Quart. (A) 10 (1901), 
p. 33, 87, 99). 

29) Lie, Math. Ann. 25 (18'85), p. 130; Th. d. Transfgr. 1, p. 560, 569. 
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facher aufgefaBt werden, wenn man in dem (als Euklidisch voraus
gesetzten) Rn den festen Bn_1 ins Unendliche wirft. Man erhalt dann 
die "affine Gruppe" SO), welche aus allen projektiven Umformungen 
besteht, die eigentliche Elemente immer wieder in eigentliche und 
daher auch uneigentliche Elemente in ebensolche uberfuhren. Diese 
Transformationen werden gewohnlich auf das reelle Gebiet ein
geschrankt. Analytisch werden sie durch lineare, ganze, im all
gemeinen nicht homogene Substitutionen del' cartesischen Punktkoor
dinaten dargestellt. In del' affinen Geometrie kommt es auf solche 
Beziehungen zwischen den Elementen an, die sich auf Inzidenz (in 
elementarem Sinne), Parallelismus, und Anordnung innerhalb Gebilden 
1. Stufe zuruckfuhren lassen; weitere metrische Eigenschaften bleiben 
ausgeschlossen. Legt man den affinen Transformationen die weitere 
Beschrankung auf, daB je zwei orthogonale (uneigentliche) Elemente 
wiedel' in solche u bergehen sollen, so bleiben aIle WinkelgroBen 
ungeandert, und man kommt zur Elementargeometrie zuriick. 

Die Bedeutung del' affinen Geometrie als einer mittleren Ab
stufung zwischen Elementargeometrie und projektiver Geometrie ist 
bereits von A. F. Mobius gestreift worden 31). F. Klein hat sie in 
seinen zahlentheoretischen Vorlesungen 32) besonders zul' Geltung ge
bracht; E. Study hat auch darauf hingewiesen (s. Anm. 235), und 
L. Hefftm' hat sie neuerdings ausfuhrlich besprochen 33). Aus del' 
Hauptgruppe (Nr. 4) ergibt sich die affine Gruppe durch Hinzunahme 
del' perspektivischen Kollineationen mit unendlich fernem Zentrum, 
die projektive Gruppe erst durch Hinzunahme beliebiger zentraler 
Kollineationen. Von den drei invarianten Beziehungen mit denen sich 
die Elementargeometrie befaBt: InfJidenz, Parallelismus, Orthogonalitiit, 
bleiben bei affinen Transformationen nul' die beiden ersten, bei pro
jektiven nul' die el'ste erhalten. Die projektive Geometrie kennt zwei 
Klassen von l'eellen Po]arsystemen in del' Ebene, und entsprechend 
zwei Klassen von l'eellen nicht ausgearteten Kegelschnitten: die "nuIl
teiligeni( und die "einteiligen"; die affine Geometrie spaltet die ein-

30) Nach S. Lie "allgemeine lineare Gruppe"; Th. d. Transfgr. 1, p.556-57. 
31) Der Barycentrische CalcUl, Leipzig 1827, § 144 ff., § 248 = Ges. 

Werke 1 (Leipzig 1885), p. 177ff., 316-18. S. auch IIIAB4a, Fano, Nr.8. 
32) Ausgewahlte Kapitel der Zahlentheorie (autogr. Vorlesung, G5ttingen 

1895-96) 1, p. 51 u. fr. 
33) Uber das Lehrgebaude der Geometrie, insbesondere bei analytischer 

Behandlung, Deutsche Math.-Ver. Jahresber. 12 (1903), p.490. L. Hetrter und 
C. Koehler, Lehrbuch der analytischen Geometrie 1 (Leipzig-Berlin 1905), insbes. 
Nr. 9, 10, 28, 83 u. fr., 147 u. fr. 

20* 
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teiligen Kegelschnitte in Ellipse, Parabel, Hyperbel, und zieht Mittel
punkt, Durchmesser, Asymptoten heran; die Elementargeometrie redet 
von Achsen und Brennpunkten, und erkennt im Kreise und in der 
gleichseitigen Hyperbel ausgezeichnete Spezialfalle. Fiir die projektive 
Geometrie ist das Doppelverhaltnis die charakteristische absolute In
variante; fiir die affine Geometrie das Abstandsverhaltnis von drei auf 
einer Geraden liegenden Punkten; fiir die Elemental'geometrie bilden 
das Abstandsverhaltnis und das sog. "Richtungsverhaltnis" von drei 
Geraden ein charakteristisches System von absoluten Invarianten. 
Diese Invarianten liefern fiir jede ·Abstufung del' Geometrie ein natur
gemaBes und charakteristisches Koordinatensystem: fiir die projektive 
Geometrie die allgemeinen Doppelverhaltnis- oder projektiven Koordi
naten; fiir die affine Geometrie die allgemeinsten cartesischen Punkt
koordinaten 34); fiir die Elementargeometrie die orthogonalen gleich
seitigen Koordinaten. 

Fiir die affine Geometrie ist bei n = 2 auch das Flachenverhaltnis 
von zwei Dreiecken, oder allgemeiner von zwei geschlossenen ebenen 
Figuren, bei n = 3 das Volumenverhaltnis usw. eine charakteristische 
absolute Invariante. Verlangt man, daB die Flacheninhalte bei n = 2, 
bezw. die Volumina bei n = 3 usw. ungeandert bleiben, so sondert 
sich aus del' affinen Gruppe eine 11, (11, + 1) - 1-gliedrige invariante 
Untergruppe ab: die speziell-affine oder aqtti-affine Gruppe S5). 

Weitere Untergruppen del' allgemeinen projektiven und zugleich 
auch del' affinen Gruppe mit n2 und 11,2 - 1 Parametern sind die 
allgemeine und die speziell-affine Gruppe mit festem eigentlichem Punkte. 
Analytisch wird die erste durch die samtlichen linearen homogenen 
Transformationen del' n cartesischen Punktkoordinaten dargestellt, 
die zweite durch aUe solche Transformationcn, deren Determinante 
= 1 ist. S. Lie nennt diese Gruppen allgemeine und spezielle lineare 
homogene Gruppe 36). Diese beiden Gruppen stehen zu del' pl'ojek
tiven Gruppe des B n _ 1 in einfacher Beziehung, du sie die <x>n-l yom 
festen Punkte auslaufenden geraden Linien auch projektiv, auf aUe 
iiberhaupt moglichen Arten, vertauschen. Sie konnen gewissermaBen 
als Projektionen del' allgemeinen projektiven Gruppe eines Rn _ 1 

34) Die Mobiusschen "barycentrischen Koordinaten" p: q: r (III A B 4a, 
Fano, Nr. 12; III A B 8, Koordinatensysteme, Muller, S. Barycentrischel' Calciil, 
§§ 28 if., 144:1f.) sind auch Abstandsverhaltnisse, und folglich fur die affine 
Geometrie geeignet. Dabei wird, an Stelle einer Seite des Fundamentaldreiecks, 
die Einheitsgerade ins Unendliclie geworfen. 

35) Heffter und Koehler, a. a. O. p. 220. 
36) Th. d. Transfgr. 1, p. 557-58. 
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von einem festen auBerhalb des Rn _ 1 gelegenen Punkte angesehen 
werden. 

Die allgemeine lineare homogene Gruppe des Rn ist zur all
gemeinen projektiven Gruppe des Rn _ 1 meroedrisch isomorph; die 
spezielle lineare homo gene Gruppe des Rn ist mit der eben genannten 
Gruppe des R,n-l gleichzusammengesetzt, und (n, 1 )-deutig isomorph 
auf sie bezogen. 

8. Fortsetzung. Projektive Gruppen mit invarianten Kurven 
und FIachen. Es gibt eine Reihe kontinuierlicher und gemischter pro
jektiver Gruppen, welche durch die Invarianz irgend einer Punktfigur 
(Kurve, Flache usw.) charakterisiert werden (und, in bezug auf diese 
Figuren, als "automorphei< projektive Gruppen bezeichnet werden 
konnen). Diese Punktfiguren sind also Gebilde, die unendlich viele 
(notwendigerweise eine Gruppe bildende) projektive Transformationen 
gestatten S7). 

a) F. Klein und S. Lie haben 1870 die Frage nach den sogenannten 
W-Kurven (III D 4, Scheffers, Nr. 13 u. ff.), d. h. Kurven mit einer 
kontinuierlichen Schar von projektiven Transformationen in sich, auf
gestellt und fur ebene Kurven und Raumkurven gelOst 38). Vom 
modernen Standpunkte aus sind das die Bahnkurven eingliedriger pro
jektiver Gruppen. Bei getrenllt liegenden Fixpunktell und unter An
nahme projektiver nicht homogener Punktkoordinaten laBt sich eine 
W-Kurve des Rn durch die Gleichullgen: 

darstellen, wobei tx2 , as, ... , an geeignete Konstanten bezeichnen. 
Analytisch lassen sich die W-Kurven als Integralkurven gewisser 

Differentialsysteme 1. Ordnung auffassen. Insbesondere sind die W
Kurven der Ebene Integralkurven von Jacobischen gewohnlichen 
Differentialgleichungen (II A 4b, Vessiot, Nr.8). 

1st eine W-Kurve algebraisch, so ist sie zugleich auch rational 
(d. h. yom Geschlecht Null)S9). 

Gestattet eine im Rn, aber in keinem R n _ 1 ellthaltene irreduzible 
Kurve eine mindestens zweigliedrige projektive Gruppe, so gestattet 

37) Allgemeine Problemstellung in Bezug auf eine beJiebige Gruppe bei 
P. Klein, Erlanger Programm, SchluBbemerkungen. S. auch die Anm. 88) an
gefilhrte Arbeit in :Math. Ann. 4, §§ 6, 7. 

38) Paris C. R. 70 (1870), p. 1222, 1275; Math. Ann. 4 (1872), p. 50. 
39) G. Loria, Giorn. di mat. 26 (1888), p. 334. S. auch die dort angefUhrten 

Arbeiten von A. Cayley, L. Ore11lona, E. Be1·tini. 
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sie aueh eine dreigliedrige (aber keine umfassendere) und ist eme 
algebraisehe rationale Normalkurve nter Ordnung 40). 

Die dreigliedrige projektive Gruppe einer rationalen Normalkurve 
nter Ordnung iIll Rn ist mit der allgemeinen projektiven Gruppe del' 
geraden Linie holoedrisch isomorph (Nr. 28); sie ist auch die einzige 
dreigliedrige projektive Gruppe des R n , welche diese Eigenschaft hat 
und keine ebene Mannigfaltigkeit niedrigerer Dimension im Rn in 
Ruhe HiBt4l). 

b) Von Fliichen des R3 mit 00 2 vertauschbaren projektiven Trans
formationen (sogenannten W-Flachen; III D 5, v. Lilienthal, Nr. 6) ist 
bereits in der ersten Klein-Lieschen Mitteilung aus dem Jahre 187042) 
die Rede. Bei getrennt liegenden Doppelpunkten lassen sich deren 
Gleichungen in der allgemeinen Form: 

mit verschwindender Summe 1X1 + 1X2 + 1X3 + 1X4 schreiben. 
Einzelne Kurven und Flachen 3. Ordnung mit unendlich vielen 

projektiven Transformationen in sich hat H. Poincare bestimmt4S). 
1m Jahre 1882 stellte sich Lie") die Aufgabe, aIle Flachen des R3 

zu bestimmen, welche eine kontinuierliche mindestens dreigliedrige 
projektive Gruppe gestatten. Als solche ergaben sieh, von den Ebenen 
und Kegelfl.achen 45) abgesehen: 

1. die nicht ausgearteten FIachen 2. Grades, de ran jede eine sechs
gliedrige projektive Gruppe zulaBt; 

2. die abwickelbare Flache einer Raumkurve 3. Ordnung, welche 
dieselbe dreigliedrige Gruppe gestattet, wie diese Raumkurve. 

Dazu muBte spater46) die damals iIhersehene Oayley'sche Linien-

40) Lie, Th. d. Transfgr. 3, p. 187. 
41) Th. d. Transfgr. 3, p. 758, 785. 
42) Paris C. R. 70 (1870), p. 1222. S. Anm 38). 
43) Sur les formes cubiques, ternaires et quaternaires (Journ. ec. polyt. 31 

(cah. 50) (1881), p. 199). In Paris C. R. 97 (1883), p. 949 gab Poincare auch einen 
Ansatz zur Bestimmung der Mn - l des R n , welche mindestens zwei nicht ver
tauschbare infinitesimale projektive Transformationen gestatten. 

44) Archiv for math. og naturw. 7 (1882), p. 179. 
45) Eine Kegelflache des Ro geht bei den 00 4 perspektivischen Kollineationen 

in sich tiber, welche ihren Mittelpunkt als Kollineationszentrum haben. Dazu 
kommen noch weitere Kollineationen, und zwar wird die Gesamtanzahl 005 

bezw. 00 7, wenn die ebenen Schnitte der Kegelflitchen W-Kurven bezw. Kegel
schnitte sind. 1m letzten Falle ist die Gruppe im komplexen Gebiet korrelativ 
zur Gruppe der 00 7 Ahnlichkeitstransformationen. 

46) Christiania Forhandl. 1884, no. 9 j vgl. auch Th. d. Transfgr. 3, p. 190 
bis 196. 
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Hache 3. Ordnung (III C 7, Meyer, Nr. 14:) hinzugefugt werden, welche 
ebenfalls eine dreigliedrige projektive Gruppe zulailt. 

Seine (wesentlich analytischen) Untersuchungen verfolgte Lie 
1895 weiter47), indem e1' aHe FHichen bestimmte, die nur eine zwei
gliedrige projektive Gruppe gestatten. Dabei ging er stets von der 
Betrachtung der zur Gruppe gehorigen infinitesimalen Transfo1'
mationen aus. 

Inzwischen hatten italienische Geometer, insbesondere F. Enriques 48) 

und G. Fano 49), die Frage nach den Flachen mit unendlich vielen 
projektiven Transformationen in sich geometrisch (mit den Methoden 
der projektiven Geometrie) angegriffen. Fano gelangte zu folgenden 
HesuItaten: 

1. Jede algebraische Flache mit unendlich vielen projektiven 
Transformationen in sich lailt sich eindeutig-umkehrbar auf eine Regel
Hache abbilden; 

2. gestattet eine algebraische FHiche eine tmnsitive projektive 
Gruppe (d. h. eine Gruppe, bei welcher zwei ihr angehorige Punkte 
allgemeiner Lage stets ineinander iiberfiihrbar sind), so ist sie rational, 
d. h. eindeutig-umkeh1'bar auf die Ebene abbildbar 50). 

Diese beiden Satze sind auch im Rn gultig. 
c) Fur algebraische Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension, 

welche eine kOlltilluierliche und ,,nicht integ1'able"51) projektive Gruppe 
gestatten, hat G. Fano 52) einen bemerkenswerten Zusammenhang mit 
der Invariantentheorie der bina1'en Formen hervo1'gehoben. Die Glei
chungen einer solchen Mannigfaltigkeit ergeben sich durch Nullsetzen 
von Inva1'ianten, oder auch durch das identische NuHsetzen von Ko-

47) Leipzig Bel'. 47 (1895), p. 209. 
48) 1st. Veneto Atti (7) 4 (1892-93), p. 1590; ebenda 5 (1893-94), p. 638. 
49) Roma Lincei Rend. (5) 4 (1895), 1. sem., p. 149; Palermo Rend. 10 

(1896), p. 16. 
50) Bei diesel' eben en Abbildung geht die projektive Gruppe del' betrachteten 

Flache in eine Gruppe von Cremonaschen Transformationen del' Ebene uber. Aus 
den spateI' zu besprechenden Satzen iiber endliche kontinuierliche Gl'uppen von 
Cremonaschen Transformationen (Nr. 22) HiBt sich noch folgern, daB obige Flache 
entweder auf eine Ebene, odeI' auf eine nicht ausgeartete Flache 2. Grades, odeI' 
endlich auf eine rationale normale Kegelflache rnter Ordnung des Rm+ 1 so abge
bildet werden kann, daB del' vorgelegten projektiven Grnppe eine ebenfalls pro
jektive Gruppe auf del' neuen Flache entspricht. Dadurch lassen sich auch die 
uberhaupt moglichen Zusammensetzungen diesel' automorphen Gruppen leicht 
ubersehen. (V gl. G. Fano, Roma Lincei Rend. (5) 4 (1895), 1. sem., p. 325; 
Palermo Rend. 10 (1896), p. 1.) 

51) Lie, Th. d. Transfgr. 1, p. 265; 3, p. 679. 
52) Torino Mem. (2) 46 (1895-96). Vgl. auch Anm. '87). 
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varianten einer binaren Form oder eines Systems binarer Formen, 
wenn man die Koeffizienten dieser Formen als Punktkoordinaten 
deutet. Fur n < 4 hat Fano aUe uberhaupt moglichen FaIle aufgeziihlt. 

Fur n = 4 hat G. Fano auch die dreidimensionalell Gebilde 
bestimmt, welche eine kontinuierliche und nicht integrable projektive 
Gruppe gestatten 03). 

Die algebraischen Ms des E" (n> 3), welche eine kontinuierliche 
transitive projektive Gruppe gestatten, sind aHe rational, d. h. auf 
den Rs abbildbar M ). 

9. Fortsetzung. Projektive Gruppe mit invarianter M! -1. 

Die Nicht-Euklidischen Geometrien. Unter den automorphen projek
tiven Gruppen des R" moge noch die von S. Lie vielfach untersuchte OO) 

projektive Gruppe einer nicht ausgearteten Mannigfaltigkeit zweiten 

Grades [M!-lJ besonders erwiihnt werden. Diese Gruppe enthiilt 

n(n -: 1) Parameter. Fur ungerades n besteht sie aus zwei kontinuier

lichen Transformationsscharen, deren eine die beiden auf M!-l 
befindlichen Systeme von Rn -1 in Ruhe liiBt, wahrend die andere sie 

2 

vertauscht; die erste Schar ist fiir sich eine Gruppe, und zwar, falls 
n> 3 ist, eine einfache Gruppe. Bei geradem n ist die Gesamtgruppe 
selbst kontinuierlich und einfach. 

Die analytische 1nvariantentheorie dieser Gruppe ist die wohl
bekannte Theone der quadratischen Formen von beliebig vielen 
Variabeln mit nicht verschwindender Determinante (sofern Formen 
mit einander proportionalen Koeffizienten als aquivalent betrachtet 
werden). 

Bei Zulassung imaginarer Elemente und Transformationen sind 
die siimtlichen nicht ausgearteten M!-l des R" (und folglich die zu
gehorigen Kollineationsgruppen) projektiv untereinander gleichberech
tigt. Beschriinkell wir uns aber auf reelle Gleichungen und reelle 
lineare Substitutionen, so kommt das "Triigheitsgesetz" der quadra
tischen Formen (I B 2, Meyer, Nr. 3) in Betracht, und es sind danach 
n + 2 d n+ 3 h' d Art M2 d . -2- 0 er -2- versc Ie ene en von n -1 un von zugehorlgen 

Gruppen zu unterscheiden, je nach der Anzahl der positiven und nega-

53) 1st. Veneto A.tti (7) 7 (1895-96), p. 1069. 
54) G. Fano, Roma Lincei Rend. (5) 8 1 (1899), p. 562. 
55) Th. d. Transfgr. 3, Kap. 17, 18; Kap. 29, p. 809. Betreffend reelle 

Gruppen, 8. Kap. 19, § 84. 
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" 
tiven Glieder der auf die "kanonisehe" Form ~aixl = 0 reduzierten 

o 

Gleichung der M! -1 . 

Die projektive Behandlung eines Rn mit invarianter M!-1 kann 
man nach einer von A. Cayley 56) herstammenden und von F. Klein 57) 
weiter entwickelten Auffassung als eine "allgemeine Metrik des R,." 
denten (Nr.31), in welcher als "Entfernung" zweier Punkte der mit einer 
Konstanten multiplizierte Logarithmus des Doppelverhaltnisses dieser 
heiden Punkte und del' Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie mit der 
M!-1 definiert wird, also die M;.-1 - die sogenannte "Fundamental
fliiche" oder "absolute Fliiche" - als Ort del' unendlich fernen Punkte 
erscheint. Die so definierten Entfernungen sind namlich invariant 
hei allen projektiven Umformungen des Rn , welche die M!-1 in Ruhe 
lassen. Insbesondere ergeben sich in einem reellen Rn hei Aus
wahl einer nullteiligen oder einer einteiligen und nicht geradlinigen 
M!_1,58) die heiden "Nicht-Euklidischen" MaBgeometrien, und zwar 
bzw. die elliptische und die hyperbolische Geometrie (wiihrend die 
paraboliscbe Geometrie erst durch Ausartung der M!-1 entsteht 59). 

Bei diesen Ma.6geometrien erscheint der Rn als eine Mannigfaltigkeit 
von konstantem KriimmungsmaBe nach Riemanns Vorstellung60) 61). 

56) A Sixth Memoir on Quantics, London Trans. 149 (1859), p. 61 = Coll. 
math. papers 2 (Cambridge 1889), p. 561. 

57) Gott. Nachr. 1871, p. 419; mer die sogenannte Nicht-Euklidische 
Geometrie, Math. Ann. 4 (1871), p. 573; ebenda 6 (1873), p. 112. 

58) D. h. einer M:_ 1 , deren homogene Gleichung durch eine reelle line are 
n 

Substitution auf die Form ~x~ = 0 im ersten FaIle, im zweiten FaIle aber 
o 

auf die Form x~ + x~ + ... + X!_l - x! = 0 reduzierbar ist. 

59) V gl. III A B 1, Enriques, Abschn. IV. Das axiomatische Interesse 
welches in dem soeben zitierten Referat voransteht, tritt abel' hier ganzlich zu
riick. Die Nicht-Euklidische Ausdrucksweise hat einfach den Zweck, die geo
metrische Forschung zu erleichtern. 

60) aber die Hypothesen, welche del' Geometrie zugrunde liegen, Habili
tationsschrift 1854, Gott. Abh. 13 (1867) = Ges. Werke (Leipzig 1876), p. 254 
(2. Auf!. 1892, p. 272). 

61) Dber elliptische und hyperbolische Geometrie hat neuerdings E. Study U nter
suchungen angestelIt, in welchen der Rs von vornherein als eine Mannigfaltigkeit 
von drei komplexen Dimensionen, also als eine reelle 6-dimensionale Mannigfaltig
keit betrachtet wird Caber Nicht·Euklidische und Liniengeometrie, Deutsche 
Math.·Ver. Jahresber. 15 (1906), p. 476; Amer. J. 29 (1907), p.116ff.). Als Raum
element fiihrt er die die Fundamentalf!ache nicht berithrende gerade Linie ein, 
welche er durch Unterscheidung ihrer beiden Schnittpunkte mit jener Flache als 
"Anfangspunkt" und "Endpunkt" gewisserma.6en "orientiert", und als Speer oder 
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10. Beispiele projektiver Geometrien mit invarianter ~-1' 
Projektive Liniengeometrie. Es gibt eine ganze Reihe von Geo
metrien, deren Pundamentalgruppen, bei geeigneter Auswahl der 
Raumelemente und bei Einfiihrung eines geeigneten Koordinaten
systems, durch die linearen Transformationen dieser Koordinaten dar
gestellt werden, welche eine quadratiflche GIeichung von nicht ver·· 
schwindender Diskriminante in sich iiberfiihren. Diese Geometrien 
diirfen demnach als projektive Behandlungen einer nicht ausgearteten 
M;-l eines Rn (nach Nr. 9 also auch als allgemeine MaBgeometrien) 
aufgefaBt werden. 

Je nach den einzelnen Fallen kann es sich empfehlen, bei dieser 
Behandlung imaginare Elemente und Transformationen auszuschlieBen 
oder aber zuzulassen. Bei Einschrankung auf Realitat ist zur Fest
legung der Geometrie auch die Angabe del' Klasse erforderlich, zu 
welcher die Mr~-l im Sinne des Tragheitsgesetzes gehort (Nr. 9). 

Ein erstes Beispiel liefert die projektive Liniengeometrie (Nr. 0, s. 
III C 10, Geometrie hoherer Raumelemente, Walsch). Als Koor
dinaten der geraden Linie im Raume betrachtet man die relativen 
Werte del' aus den projektiven Koordinatell zweier ihr allgehoriger 
Punkte oder Ebellell gebildeten sechs zweigliedrigen Determinanten 
Pik; zwischen diesell besteht identisch die Relation 2. Grades: 

P =P12PS4 + P1SP42 + P14P23 = o. 
Ausfiihrlichen Gebrauch von diesell Koordinaten hat zuerst J. Plucker 
gemacht 62); er halt aber noch an der aiteren "metrischen" Auffassung 

Pfeil bezeichnet. Diese Mannigfaltigkeit wird dann in zwei verschiedenen Weisen 
durch Hinzunahme uneigentlicher Elemente zu einem abgeschlossenen Speer
kontinuurn und zu einem Pfeilkontinuurn erganzt. Unter den 008 Speeren oder 
Pfeilen sind 004, geeignet definierte, als reell zu bezeichnen. Das Kontinuum der 
reellen (und komplexen) Pfeile des elliptischen Raumes la6t sich in einfacher Weiae 
auf das Kontinuum der reellen (und komplexen) Pfeile des eUiptischen Raumes 
birational, iiberall eindeutig-umkehrbar und stetig abbilden, indem man die 
beiden zum elliptischen Raume geh5renden Bildkugeln (vgl. Nr. 30, a'''») auf 
die absolute Flache des hyperbolischen Raumes legt, und dann das linke und 
rechte Bild des ersten Pfeiles mit dem Anfangs- und Endpunkt des zweiten 
identifiziert. 

62) Koordinaten del' geraden Linie im Raume treten, allerdings in von del' 
beutigen ganz verschiedener Form, in H. GrafJmanns Ausdehnungslehre von 1844 
bereits auf. Jm "System der Geometrie des Raumes" (Diisseldorf 1846) hat Plucker 
(Nr. 258) die Gerade im Raume durch vier unabhangige Koordinaten bestimmt; auf 
diese Art kann man aber nicht aHe Geraden des projektiven Kontinuums aus
nahmslos darstellen. Die sechs zweigliedrigen Determinanten mit del' quadratischen 
Bedingungsgleichung treten bei A. Oayley auf [Quart. J.3 (1860), p. 225; ebenda 
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fest, indem er in seiner Theorie del' Linienkomplexe 1. und 2. Grades 
besonders auf deren metrische Beziehungen achtet. Sodann hat 
F. Klein hervorgehoben, daB bei kollinearen und rezipl'oken Um
formungen des Rs die Pik eine lineare Transformation erleiden, welche 
die Gleichung P = 0 in sich iiberfiihrt, wahrend umgekehrt jede 
solche Transformation eine raumliche Kollineation odeI' Reziprozitat 
ergibt 63). Von hier aus gelangt die projektive Liniengeometrie, d. h. 
die (erweiterte) projektive Geometrie des Rs (Nr. 5) mit del' geraden 
Linie als Raumelement, zanachst also die projektive Theorie del' 
Linienkomplexe 1. and 2. Grades 64), zur konsequenten Entwicklung. 
Proje7ctive Liniengeometrie ist mit der proje7ctiven Behandlung der durch 
die Gleichung P = 0 dargestellten M42 des R5 gleichbedeutend. Ins
besondere deckt sich die reelle projektive Geometrie mit del' reellen 
Behandlung diesel' M42; auf kanonische Form reduziert lautet ihre 
Gleichung: Z1 2 + z/ + Z3 2 - Z42 - Z52 - Z62 = O. 

Die Polarbeziehung ~P;k ~P = 0 bedeutet, daB die geraden 
uPik 

Linien (p) und (p') einander schneiden, was eben eine projektive 
Beziehung ist. 

Die projektive Liniengeometrie laSt sich zu einer proje7ctiven 
Geometrie der linearen Komplexe (oder Gewinde) weiterbilden, indem 
man den Koordinaten Pik auch solche relative Werte beilegt, welche 
die Bedingungsgleichung P = 0 nicht erfiillen 65). Diese Werte (Xik) 

5 (1862), p. 81 = CoIl. math. papers 4, p. 446, 490; s. auch III A B 4 a, JPano, 
Nr. 21]. Und von 1865 an hat Plucker in mehreren Aufsatzen (Ges. Werke 1, 
herausgegeben von A. Schoenflies, Leipzig 1895, p. 462 fr.) und in der "N euen 
Geometrie des Raumes" (1, Leipzig 1868; 2, herausgeg. von JP. Klein, 1869) diese 
Koordinaten auf die Untersuchnng der Liniengebilde im Raume, insbesondere 
der Komplexe 1. und 2. Grades systematisch angewandt. Wegen EinfUhrung 
der Linienkoordinaten als selbstandiger Veranderlicher, und zwar als der mit 
gewissen Konstanten multiplizierten Momente der zu bestimmenden Geraden in 
bezng auf die sechs Kanten des Koordinatentetraeders s. H. G. Zeuthen, Math. Ann. 
1 (1869), p. 432; F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 366. 

63) Uber die Transformation der allgemeinen Gleichung des 2. Grades 
zwischen Linienkoordillaten auf eine kanonische Form (Diss. Bonn, 1868; ab
gedruckt in Math. Ann. 23 (1884), p.539), insb. II; Uber Liniengeometrie und 
metrische Geometl'ie (Math. Ann. 5 (1872), p. 257) insb. § 1 (s. auch Math. Ann. 
4 (1871), p. 356); Erlanger Programm, § 5. 

64) S. die erw1i.hnte Kleinsche Dissertation. Weiter: Zur Theorie del' 
Linienkomplexe 1. und 2. Grades, Math. Ann. 2 (1870), p. 198 (Auszug in Gott. 
Nachr. 1869, p. 258). 

65) Dagegen konnen wir die absoluten Werte del' sechs Veranderlichen als 
Koordinaten einer "Dyname" betrachten. S. Plucker, Neue Geometrie des Raumes 
1, p.24-25. 
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lassen sich niimlich als Koordinaten des linearen Komplexes: 

"'" oP ~ aik ;;;-- = 0 
uPik 

betrachten; wenn /Xu /XS4 + a1S a42 + /X14 a23 = 0 ist, so besteht dieser 
Komplex aus den Geraden, welche die feste Gerade (a) schneiden, er 
kann also mit letzterer identifiziert werden. Die Polarenbeziehung in be
zug auf P = 0 ist dann der analytische Ausdruck der "involutori
schen Lageii66) zweier Komplexe. Diese Weiterbildung, die schon PlUcker 
in Aussicht genommen hatte 67), tritt bei F. Klein deutlich hervor, 
indem die linearen Komplexe als Punkte eines R5 aufgefaBt werden 
und dieser R5 projektiv behandelt wird unter Auszeichnung der Ml 
der "speziellen" linearen Komplexe (d. h. del' Geraden) 68). 

Die Schrauhentheorie von R. Ball (Nr. 4) und die "Geometrie 
der Dynamen" von E. Study (Nr. 17-19) sind ebenfalls Geometrien, 
welche den linearen Komplex, letztere auch (in der Hauptsache) die 
gerade Linie als Raumelement benutzen, aber zu anderen Fundamental
gruppen gehoren. 

11. Fortsetzung. Gruppe der reziproken Radien. Niedere 
Kugelgeometrie. Die Gruppe der reziproken Radien ergiht sich aus 
der Hauptgruppe (Nr. 4) durch Hinzunahme der Inve1'sionen (in bezug 
auf Kreise, bezw. Kugeln usw.) 69) und del' Produkte aus Inversionen 
und Ahnlichkeitstransformationen. N ach einem Satze von Liouville 70) 
ist diese Gruppe, mit Einschrankung auf Realitat, im Raume Rs 
zugleich auch die Gruppe alZer konformen Transformationen (d. h. aller 
Transformationen, welche die WinkelgroBen nicht iindern); und das
selbe gilt fur jeden Euklidischen Rn , so lange n > 3 ist 71), wahrend 

66) Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 201. 
67) Plucker, Neue Geometrie des Raumes 1, p. 25. 
68) Weitere Ausfiihrungen bei Th. Reye, J. f. Math. 95 (1883), p. 330; 

R. De Paolis, Roma .Lincei Mem. (4) 1 (1884), p. 205. Diese Geometrie hat 
O. Segj'e als eine "allgemeine Metrik" der linearen Komplexe behandelt (Torino 
Atti 19 (1883-84), p. 159). 

69) Die Inversionen haben in der mathematischen Physik durch die Theorie 
der elektrischen Bilder von W. Thompson eine bemerkenswerte Anwendung ge
funden (W. Thompson, J. de math. 10 (1845), p. 364; Papers on electrostatics 
and magnetism, London 1872; 2. Auff. 1884, p. 144ff.). 

70) Exten8ion au cas de trois dimensions de la question du trace geogra
phique, Note VI im Anhang zu G. JJfonges "Application de l'analyse a la geo
metrie" (paris 1850), p. 609. 

71) Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 186; Th. d. Transfgr. 3, p. 347. Weitere 
ana.lytische Beweise bei R. Beez, Zeitschr. Math. Phys. 20 (1875), p. 253; G. Darboux, 
Ann. ec. norm. (2) 7 (1878), p. 282. Teilweise synihetischer Beweis fiir n = 3 
bei A. Capelli, Ann. di mat. (2) 14 (1886-87), p. 227. 
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durch die entspl'echende 6-g1iedrige Gruppe del' Ebene deren konforme 
Transformationen bei weitem noch nicht erschOpft sind (vgl. Nr. 23, a). 
Die Operationen diesel' 6-g1iedrigen Gruppe del' Ebene hei.Ben "Kreis
verwandtschaf'ten" 72). W egen diesel' Bedeutung wird die Geometrie 
der reziproken Raclien gewohnlich als konforme Geometrie auf das 
reelle Gebiet eingeschrankt; ihre Formeln behalten abel' auch im kom
plexen Gebiet ihre volle Giiltigkeit (und in diesem Sinne wird sie 
Nr. 13 llochmals zur Sprache kommen). 

Die einfachste analytische Darstellung del' Geometrie der reziproken 
Radien ergibt sich (wenn wir uns auf den Rs beschranken diirfen) 
bei Zugrundelegung homogener, pentaspharischer Punktkoordinaten 
Xl: X2 : Xs: X4 : X5, mit einer quadratischen Bedingungsgleichung .Q,(x) = 0 
von nicht vel'schwindender Diskriminante (III A B 8, Miiller) 73). Ihre 
Fundamentalgruppe besteht dann aus den linearen Substitution en 
del' xi] welche die GIeichung s:!, (x) = 0 in sich iiberfiihren; die obige 
Geometrie ist also in del' Tat mit del' projektiven Geometrie auf einer 

72) Diese Trahsformationen hat zuerst L. J. Magnus als Spezialfalle von 
quadratischen Transformationen gestreift (J. f. Math. 8 (1831), p. 51, insb. p. 60; 
Sammlung von Aufgaben und Lehrsatzen usw., 2 Bde., Berlin 1833-37, insb. 1, 
p. 236, 290). A. F. ~W[6bius hat sie ausfiihrlich untersucht und als "Kreisverwandt
schaften" bezeichnet; sie zerfallen in zwei getrennte Scharen ("direkte" und 
"inverse"), je nachdem entsprechende Figuren denselben oder umgekehrten Sinn 
aufweisen (was dar auf hinauskommt, daB die beiden Kreispunkte in Ruhe 
bleiben, oder aber vertauscht werden). S. die Abh.: Dber eine neue Verwandt
schaft zwischen eben en Figuren (Leipzig Bel'. 5 (1853), p. 14 = J. f. Math. 52 (1856), 
p. 218 = Ges. WerkB 2 (Leipzig 1886), p. 206); Die Theorie del' Kreisverwandt
schaft in rein geometrischer Darstellung (Leipzig Abh. 2 (1855), p. 529 = Werke 2, 
p. 243). In der zweiten Abh. §§ 27-31 wird die Theorie der Kreisvel'wandtschaft 
auf spharische Figuren ausgedehnt, indem solche Figuren "kreisverwandt" genannt 
werden, wenn ihre stereogl'aphischen ebenen Projektionen in derselben Beziehung 
stehen. § 32ft·. enthalten eine Erweiterung auf die Kreisverwandtschaft zwischen 
Figuren im Raume, wobei jeder KugelHache des eine]} Raumes eine Kugelfiache 
im andern entspricht. 

73) Die pentaspharischen Koordinaten sind lineare Verbindungen del' GroBen 
x 2 + y2 + Z2, X, y, z, 1, unter x, y, z gewohnliche rechtwinklige Koordinaten ver
standen. Geometrisch driicken sie die "Potenzen" des betreffenden Punktes in bezug 
auf fiinf feste linear-unabbangige Kugeln aus. Diese Koordinaten sind haupt
sachlich von G. Darboux in seiner Schrift: "Sur une classe remarquable de 
courbes et de surfaces algebriques et sur la theorie des imaginaires" (Paris 1873) 
eingefijhrt worden (vgl. insbes. Note X, p. 256). Seine Untersuchungeu gehen 
jedoch bis auf die Jahre 1869-70 zurltck, wo er mit F. Klein und S. Lie in 
vielfacher Beziehung stand. Demgema.B tritt auch bei Untersuchungen Ietzterer 
Ofters eine Bezugnahme auf pentaspharische Koordinaten auf (vgl. Math. Ann. 5 
(1872), p. 252 ff. u. 264 ff.). S. auch: Klein, Hohere Geometrie 1, p. 98 ff., 198ff., 
373 ff. 
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nieht ausgearteten MS2 des R4 gleiehbedeutend. Die Gleichung diesel' 
MS2 la1lt sieh dureh eine reelle lineare Substitution auf die Form 
$12 + Z2 2 + ZS2 + $42 - Z52 = 0 bringen. 

Die Polarenbeziehung ~ x,' ~:. = ° bedeutet, da.6 die beiden 
• 

Punkte (x) und (x') eine versehwindende Entfernung haben. Es gibt 
abel' keine derartigen reellen Punkte, welehe beide auf del' Mannig
faltigkeit .Q (x) = ° Hegen. 

Dureh eine allgemeine lineare Gleiehung ~ uj x, = ° wird eine 
Kugel dargestellt; und bei jeder Operation del' Gruppe geht diese 
Kugel wieder in eine Kugel libel'. Punkt, Kreis, Kugel, sind in del' 
Geometrie del' reziproken Radien die Grundbegriffe, weil sie ebenso
viele "Korper" bilden 7Sa); Gerade und Ebenen sind spezielle Kreise 
und Kugeln, dadureh eharakterisiert, da.6 sie einen im Sinne dieser 
Geometrie nieht ausgezeichneten "unendlieh fernen" Punkt enthalten. 
lndem die 004 Kugeln den ebenen Sehnitten von .Q(x) = ° ent
sprechen, lii,.6t sieh del' Rs del' pentaspharisehen Koordinaten x, als 
stereographisehe Projektion (III C 2, Staude, Nr. 88) diesel' Mannig
faltigkeit auffassen. Die Geometrie der reziproken Radien des Rs 
kommt also darauf hinaus, diesen Raum als stereographische Projektion 
der Mannigfaltigkeit .Q,(x) = 0 zu betrachten, unit letstere mit projek· 
tiven Mitteln zu untersuchen. Diesel' Satz lii,Bt sieh auf jeden R" 
iibertragen (n> 2).74) 

Zur Darstellung del' Gruppe del' reziproken Radien dlirfen wir 
aueh die Kugeln als Raumelemente zugrunde legen, und sie dureh 
die (als Koordinaten aufgefaBten) Koeffizienten ui del' obigen Kugel
gleichung bestimmen. Bei linearen Substitution en del' Xi erleiden 
die Uj die kontragrediente lineare Substitution, und die quadratische 
Gleiehung cp (u) = 0, unter cP die zu .Q, adjungierte Form verstanden, 
geht in sieh libel'. Diese Gleichung bedeutet, daB die Kugel (u) sieh 
auf einen Punkt zusammenzieht (d. h. in einen Minimalkegel ausartet), 

und die Polargleiehung ~ u/~:. = 0, da.B die Kugeln (u) und (u') 
• 

einander senkrecht schneiden, was eben invariante Beziehungen sind. 
In diesel' Weise erscheint die Geometrie der resiproken Radien 

als eine Kugelgeometrie, und zwar als die von F. Klein sogenannte 

73&) Die invarianten Eigenschaften der Figur zweier Kreise im Ea gegen
liber der konformen Gruppe des Es hat E. v. Weber verfolgt (Zur Geometrie der 
Kreise im Raume, .Arch. Math. Phys. (3) 7 (1904), p. 286). 

74) F. Klein, Erlanger Programm, § 6; iJber Liniengeometrie und metrische 
Geometrie (.Math. Ann. 5 (1872), p. 257 insb. § 2) j Rohere Geometrie 1, p. 373 if. 
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"niedere" Kugelgeomet'fie 75). Die 004 Kugeln des Rs werden als 
Punkte eines R4 aufgefaBt; die Punkte und Ebenen des R3 erscheinen 
als besonclere Kugeln und bilden im R4 bezw. eine invariante Ms 2 (<p = 0) 
und einen nicht invarianten (linearen) Rs' Eine elementare Dar
steHung diesel' Kugelgeometrie lieferte Th. Reye 76); weitere Unter
suchungen mit Anwendung auf die Klassifikation del' Cykliden ver
clanken wir G. LO'fia 77). 

12. Kontinuierliche Untergruppen der Gruppe der reziproken 
Radien. Die Untergruppen del' Gruppe del' reziproken Radien lassen 
sich im Rn allgemein dadurch bestimmen, daB man diese Gesamt
gruppe als stereographische Projektion del' projektiven Gruppe einer 
Mn2 des Rn +1 betrachtet und aus letzterer die einzelnen Untergruppeu 
heraushebt. Diese Gruppen sind zugleich auch Gruppen von quadra
tischen Transformationen (Nr. 22, letzter Absatz). 

Was speziell die Ebene angeh t, so lassen sich die direkten 
Kreisverwandtschaften 72) analytisch durch lineare Transformationen 
einer komplexen Veranderlichen x + iy darstel1en, die inversen da
gegen durch die Transformationen, bei denen x' + iy' eine line are, 
im allgemeinen gebrochene Funktion von x - iy ist (s. Nr. 30). Die 
daraus gebildeten Gruppen sind also Gruppen von projektiven (Nr. 5,6) 
und antiprojektiven 16) Umformungen in Gebilden 1. Stufe (s. auch 
I A 4, Komplexe GraBen, Study, Nr.6). Auf synthetischem Wege hat 
H. B. Newson diese Gruppen bearbeitet78). 

Die reellen konformen kontinuierlichen Gruppen des Rs hat 
U. Amaldi bestimmt79), indem er sie als projektive Gruppen des 
R4 mit invarianter reeHer Kugel betrachtet. Von diesen Gruppen 
fiihrt er auch die erzeugenden infinitesimalen Transformationen an. 
Es ergibt sich dabei, daB jede kontinuierliche Untergruppe der kon
formen Gesamtgruppe entweder durch eine konforme Transformation 
111 eine Gruppe von Euklidischen Bewegungen odeI' Ahnlichkeitsfor-

75) F. Klein) Hohere Geometrie 1, p. 228, 467ff.; 2, p. 38. 
76) Synthetische Geometrie der Kugeln und linearen Kugelsysteme, Leipzig 

1879. S. auch: Collectanea mathematica in memoriam D. Chelini, edita cum et 
studio L. C1'emona et E. Beltrami) Mediolani 1881, p. 241; J. f. Math. 95 (1883), 
p. 330 (insb. SchluBbemerkungen, p. 347); ebenda 99 (1886), p. 205. 

77) G. Loria) Ricerche intorno alla geometria della sfera usw., Torino 
Mem. (2) 36 (1884). V gl. auch Nr. 40. 

78) Continuous groups of circular transformations, Amer. M. S. Bull. (2) 4 
(1897), p. 107; Indirect circular transformations and their mixed groups, ebenda. 
7 (1900), p. 259). S. auch Nr. 6, Anm. 21). 

79) I gruppi continui reali di trasformazioni conformi della spazio, Toriuo 
JliIem. (2) 55 (1904-05). 
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mationen iiberfiihrbar ist, oder mit einer Gruppe von Nieht-Eukli· 
disehen Bewegungen ahnlieh ist, oder endlieh aus den 004 Trans
formationen besteht, die einen reellen Kreis in Ruhe lassen. 

U. Amaldi hat aueh Untersuchungen angestellt iibel' die Flaehen, 
welehe eine kontinuierliehe Schar konformer Transformationen ge
statten 80). Lii.Bt man die trivialen Falle del' Ebene und der Kugel 
bei Seite, so konnen diese Transformationen in nicht gro.Berer An
zahl als 00 2 sein: sind sie gerade 00 2, so laBt sieh die betreft'ende 
]'laehe dureh eine konforme Transformation in einen Rotationskegel, 
oder in einen Rotationszylinder, oder in einen Kreisring iiberfiihren. 

13. Die Liesche Kugelgeometrie 81). Der niederen (oder ele
mentaren) Kugelgeometrie reiht sich die "hOhere" oder Liesche Kugel
geometrie an. 

Bei Zugrundelegung der in Nr. 11 eingefiihrlen homogenen 
Kugelkoordinaten ui mit der Bedingungsgleiehung w(u) = 0 ergibt 
sieh der Radius einer beliebigen Kugel (u) in del' Form: 

r = + v'<P(U-;u.u3~~) 
- :lJc,ui ' 

wo ~UiCi = 0 die Bedingung ist, da.B die Kugel sich auf eine 
Ebene reduziert. Nun konnen wir U 6 = V tP (u1 U 2 .•• u5) als seehste 
homo gene und iiberzahlige Kugelkoordinate einfiihren, so daB die seehs 
(hexaspharisehen) Koordinaten ui an die quadratisehe Bedingungs
gleiehung 

gebunden sind. Die linearen Transformationen dieser sechs Val'iabeln, 
welehe die Bedingungsgleiehung: 

1/J - U62 - tP(u1 U2 Us U4 U5) = 0 

(von ebenfalls nieht verschwindender Diskriminante) in sieh iiber
fiihren, ordnen einer jeden Kugel zwei Kugeln zu (wegen del' Un
bestimmtheit des Vorzeichens von tts); diese 0015 Kugeltransforma
tionen bilden die Fundamentalgruppe der Liesehen Kugelgeometrie. 

Wir haben es also mit der projektiven Gruppe des R5 zu tun, 
welcbe die quadratische Mannigfaltigkeit 'l/J = 0 in sieh iiberfiihrt. 
Diese Gruppe konnen wir naeh BeEeben auf das reelle Gebiet ein
sehranken, odeI' nicht; in bezug auf den ersten Fall sei noch erwahnt, 

80) Le superficie con infinite trasformazioni conformi in se stesse, Roma 
Lincei Rend. (5) 10, 2. sem. (1901), p. 168. 

81) Christiania Forhandl. 1871, p. 67, 182; Gott. Nachr. 1871, p. 191, 535; 
Math. Ann. 5 (1872), p. 145. 
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daB die quadratische Form 'IjJ sich durch eine reelle lineare Substitution 
auf die Gestalt V 12 + V22 + V S2 + V 42 - V5 2 - V6 2 bringen laBt 82). 

Einem Punkte, als Kugel von verschwindendem Radius (tts = 0), 
entspricht im allgemeinen keine Punktkugel. Die Punkte bilden also 
bei diesel' Gruppe keinen Karpel'; einen solchen bilden abel' die 004 

Kugeln. Die Polarenbeziehung ~ tt( ~ ~ = 0 bedeutet, daB die Kugeln 
~ uMi 

(tt) und (u' ) einander beriihren. Beriihrung ist f'olglich eine bei der 
Lieschen Kugelgeometrie invariante Beziehung; und dem Flachenelement 
(Nl'. 5), welches zwei sich bel'iihrenden Kugeln gemeinsam ist, wil'd 
bei jeder Operation del' Gruppe ein bestimmtes, den transformierten 
Kugeln gemeinsames FHichenelement zugeordnet. Die Flachenelemente 
bilden demnach bei del' hoheren Kugelgeometrie auch einen Korper; 
man wird also die 15-gliedrige Gruppe diesel' Geometrie auch in Koor
dinaten von FHichenelementen darstellen konnen, wobei die Transfo1'
mationen del' G1'uppe als besondel'e Beriihnmgstransformationen (III D 7, 
Scheffers; s. auch unten, N1'. 15) e1'scheinen. Es sind das die samtlichen 
Beriihrungstransformationen, welche Kugeln in Kugeln, odeI' auch 
die Kriimmungslinien (III D 3, v. Lilienthal, Nr. 1) einer jeden Ober
Hache in ebensolche uberfiih1'en 8S). 

Projektive Liniengeometrie des Rs (Nr. 10), Geometrie del' rezi
p1'oken Radien des R4 (Nr. 11) und Liesche Kugelgeometrie des Rs 
sind aHe projektive Behandlungen einer nicht ausgearteten M42 des 
Ro' 1m 1'ee11en Gebiet unterscheiden sie sich untereinander dadurch, 
daB die bezuglichen Ml im Sinne des Tl'agheitsgesetzes del' quadra
tischen Formen den drei verschiedenen indefiniten Typen angehoren, 
also durch reelle lineare Substitutionen nicht ineinander uberfiihrbar 
sind. Wenn man aber von den Realitiitsverhaltnissen absieht, sind sie 
aIle gleich bedeutend (s. auch N r. 30 c»). Durch Vergleichung del' Ab
bildungen del' Ml im 1. und im 3. FaIle auf die Mannigfaltigkeiten 
del' komplexen geraden Linien und del' komplexen Kugeln des Rs 
ergibt sich die von S. Lie entdeckte bemerkenswerte Beruhrungs
transformation, welche die geraden Linien in Kugeln, und die Haupt
tangentenlinien del' Fliichen des Geradenraumes in die Kriimmungs
linien del' entsprechenden FHichen des Kugelraumes uberfuhrt 84). 

82) Klein, Hiihere Geometrie 1, p. 20(1. 

83) Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 183; Klein, Hohere Geometrie 1, p. 485-86. 
84) Paris C. R. 71 (1870), p. 579; Berlin Ber. 1870, p. 891 (zusammen mit 

F.Klein, abgedruckt in Matb. Ann. 23 (1884), p. 579; s. iuab. Nr. 'I); Christiania 
~'orhandl. 1870, p. 506. S. ferner die Anm. 81) erwahnten Aufsatze, Bowie aucb: 
Geometrie d. BT 1, Kap. 10, § 4 (III D 3, v. Lilienthal, Nr. 35). 

Encyklop. d. math. ·Wissensch. III 1. 21 
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Dagegen lii1\t sich die Abbildung der Geometrie der reziproken Radien 
des R4 auf die Liesche Kugelgeometrie des Rs (immer noch im kom
plexen Gebiet) in folgender Weise herstellen 85): Wir denken uns im 
Punktraume R4 die Gruppe der reziproken Radien konstruiert, und legen 
dann von jedem Punkte dieses R4 nach der (Euklidischen) Fundamental
{lache (M2 2) den zugehiirigen Minimalkegel (Ts 2). Schneiden wir letzteren 
mit einem festen Rs (wodurch eben eine Kugel entsteht), so ergt'bt sich 
eine (2, l)-deutige Zuordnung zwischen den Punkten des R4 ~tnd den 
Kugeln des R s, welche geradedie obige Gruppenabbildung liefert. 

Die letzte Abbildung lii.1\t sich auf hohere Raume ubertragen. 
Die Liesche Kugelgeometrie des Rn ergibt sich aus der projektiven 
Behandlung einer nicht ausgearteten M!+l des Rn+2 , wenn man 
zuerst diese stereographisch auf die Punkte des Rn+l und dann letztere 
durch Minimalprojektion (2, l)-deutig auf die Kugeln des Rn bezieht86). 

Fur n = 2 liefert die 10here Kugelgeometrie die Geometrie der 
0010 Beruhrungstransformationen der Ebene, welche Kreise in Kreise 
uberfiihren 87) (s. auch Nr. 15). 

14. Laguerres "Geometrie de direction". Den Inversionen 
konnen wir Laguerres "Transformations par directions reciproquesii 88) 
zur Seite stellen, welche, ebenso wie die Inversionen, fur sich noch 
keine Gruppe bilden, abel' erzeugende Operationen einer solchen sind. 
Dabei beschranken wir uns mit Lagum're auf die Betrachtung ree11er 
Figuren. 

Eine in bestimmtem Sinne zu durchlaufende Gerade, resp. Kreis, 
nennt Laguert'e eine "Dit'ektion" ode("Halbgerade", resp. einen "Zyklus" 

85) F. Klein, Rohere Geometrie 1, p. 472 if. 
86) F. Klein, a. a. O. p.475. 
87) Diese Beriihrungstransformationen hat G. Scheft'ers synthetisch bestimmt 

(Leipzig Ber. 51 (1899), p. 145). 
88) Sur la geometrie de direction (Paris soc. math. Bull. 8 (1880), p. 196 = 

Oeuvres 2 (Paris 1905), p. 592); Sur la transformation par directions reciproques 
(Paris C. R. 92 (1881), p. 71 = Oeuvres 2, p. 604); Transformations par semi
droites reciproques (Nouv. Ann. (3) 1 (1882), p. 542 = Oeuvres 2, p. 608), wo die 
friihere Definition etwas 'umgeandert wird; Sur les hypercycles (Paris C. R. 94 
(1882), p. 778, 933, 1033, 1160 = Oeuvres 2, p. 620); Sur les anticaustiques par 
reflexion de la parabole, les rayons incidents etant paralleles (Nouv. Ann. (3) 2 
(1883), p. 16 = Oeuvres 2, p. 636); Sur quelques proprietes des cycles (ebenda 
p. 65 = Oeuvres 2, p. 651); Sur les courbes de direction de la troisieme classe 
(ebenda p. 97 = Oeuvres 2, p. 660); Sur les anticaustiques par reflexion de la 
parabole, les rayons incidents etant perpendiculaires It l'axe (ebenda 4 (1885), 
p. 5 = Oeuvres 2, p. 675). Zusammenfassende Darstellung: Recherches sur la 
geometrie de direction, Paris 1885. 
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oder "Halbkreis"; und eine Halbgerade heiBt "Tangente" an einen ZykluB, 
wenn die beziigliche Gerade den Kreis des Zyklus beriihrt, und in 
dem Beriihrungspunkte die Richtungen del' beiden Elemente iiberein
stimmen. Damit vereinfachen sich die elementaren Siitze iiber Lagen
beziehungen von Geraden und Kreisen; an einen Zyklus kann man 
parallel zu einer gegebenen Halbgeraden nur eine Tangente ziehen; 
es gibt einen einzigen Zyklus, del' drei gegebene Halbgeraden be
riihrt; usw. 

Nun lassen sich die Halbgeraden del' Ebene einander eindeutig
umkehrbar so zuordnen, daB man verlangt, daB je zwei entsprechende 
(reziproke) Halbgeraden sich stets auf einer bestimmten Geraden, der 
Transformationsachse, schneiden, und irgend zwei Paare reziproker 
Halbgeraden Tangenten eines und desselben Zyklus sind. Diese "Trans
formation par directions rtlciproques" hangt bei gegebener Transfor
mationsachse noch von einem Parameter abo Tangenten eines Zyklus 
gehen wiederum in Tangenten eines Zyklus iiber; es gibt abel' unend
lich viele Zyklen, deren reziproke Bilder "Punkte", d. h. Halbgeraden
biischel sind. Del' "Tangentialabstand" zweier Zyklen (d. h. del' Abstand 
zwischen den Beriihrungspunkten je einer ihrer gemeinsamen Tan
genten) iindert sich durch die Transformation nicht; diesel' Satz liiBt 
sich auch auf Tangentialabstiinde beliebiger Kurven iibertragen und 
darf demjenigen del' Invarianz del' Winkel bei Transformationen 
durch reziproke Radien zur Seite gestellt werden (vgl. Nr. 24-, e)). 

Betrachtet man eine Kurve als Enveloppe einer sie beriihrenden 
Halbgeraden, so kann sie von del' Enveloppe del' entgegengesetzten 
Halbgeraden nicht immer analytisch getrennt werden. Diese Eigen
schaft kommt abel' besonderen Kurven zu, den "courbes de direction" 
(z. B. dem Kreise); dann zerfallt auch die Umhiillungskurve eines 
Kreises von beliebigem konstanten Radius, dessen Mittelpunkt die 
vorgelegte Kurve beschreibt, in zwei getrennte Kurven. 

Fiir den Raum hat Laguerre die entsprechenden Begriffe: Halb
ebene, Halbkegel, Halbflache, ... eingefiihrt und die Transformationen 
durch reziproke Direktionen definiert: zwei reziproke Halbebenen 
schneiden sich auf einer festen Ebene; zwei Paare reziprokel' Halb
ebenen beriihren einen Rotations-Halbkegel. Einer Halbkugel (oder 
"orientierten Kugel") entspricht eine Halbkugel, welche sich auch 
auf einen Punkt zusammenziehen kann; einem Rotations-Halbkegel 
ein ebensolcher Halbkegel, eventuell ein Halbzylinder oder eine Halb
gerade (d. h. ein Halbebenenbiischel); einer Halbfliiche eine HalbfHiche, 
und den Kriimmungslinien del' ersten diejenigen del' zweiten. 

Diese Transformationen sind zugleich spezielle Beriihrungstrans-
21* 
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formationen, und als solche in del' 15-g1iedrigen Gruppe del' Lieschen 
Kugelgeometrie enthalten 89). Ihnen, sowie auch ihren Produkten, 
kommt die charakteristische Eigenschaft zu, das System der Ebenen 
in sich zu transformieren; diese Produkte bilden eine 10-gliedrige 
Untergruppe del' Lieschen Gruppe, welche die Fundamentalgruppe 
del' "Geometrie de direction" ist. In del' Ebene ist die entsprechende 
Gruppe 6-glienrig. 

Durch Betrachtung del' Halbkreise und Halbkugeln, oder "orien
tierten" Kreise und Kugeln, kann die von M. Chasles, A. F. Mobius 
und E. Laguerre in del' Hauptsache herruhrende 90) und von W Fiedler 91) 

weiter verfolgte Abbildung del' Punkte des Es auf die Kreise einer 
festen Ebene, welche Nr.13 durch Minimalprojektion auf die Punkte 
des En+! und die Kugeln des En erweitert wurde, zu einer eindeutig
umkehrbaren gemacht werden. Die Minimalprojektion im En +1 kann 
auch durch Projektion einer anderen Mr~-l ersetzt werden, welche 
die Euklidische Fundamental-M;_2 des En enthiilt; insbesondere 
kann dadurch die Zuordnung von Punkten und Kugeln reell werden. 
Del' Laguerreschen Gruppe des En entspricht im En+l bei del' ge
nann ten Abbildung eine projektive Gruppe, welche mit del' Gruppe 
del' Euklidischen Bewegungen und U mlegungen identifiziert werden 
kann. Diese Beziehungen, und die SteHung der Laguerreschen Geo
metrie zur Geometrie der reziproken Radien, hat E. JYliiller untersucht 92). 

15. Beriihrungstransformationen. Endliche kontinuierliche 
Gruppen von Beriihrungstransformationen. Die Gruppen del' Lie
schen Kugelgeometrie und del' Laguerreschen "Geometl'ie de direction" 
sind Beispiele von endlichen kontinuierlichen Gruppen von Beruhrungs
transformation en. 

1m Es bezeichnet S. Lie als "Berilhrungstransformation"98) (III D 7, 

Scheffers) j ede Transformation der funf Varia beln x, y, It, P ( = ~ :), 

89) Die Beziehungen der Laguerreschen Geometrie zur Lieschen Kugel
geometrie hat O. Stephanos besprochen (Paris C. R. 92 (1881), p. 1195). Betreffend 
Darstellung der Halbkugeln durch Quaternionen (I A 4, Komplexe GraBen, Study, 
Nr. 9) s. O. Stephanos, Math. Ann. 22 (1883), p. 589. 

90) Vgl. IlIA, B 40 a, Fano, Nr.ll, Anm. SO), 31),82). 
91) Cyklographie, Leipzig 1882, insb. p.138ff. Hier wird auch p. 13 der 

Drehungssinn des Kreises, also der orientierte Kreis herangezogen. 
92) Die Geometrie orientierter Kugeln nach GraBmannschen l\1ethoden, 

Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 289; Beitrage zur Zyklographie, Deutsche 
Math.-Ver. Jahresb. 14 (1\)05), p. 574. 

93) Th. d. Transfgr. 2, p. 48 -49; Geom. d. BT 1, p. 647, wo auch die 
friihere Literatur angefiihrt wird. Auf den Begdff der Berithrungstransformation 



q(= ~~), welche 

(1) 

15. Berii.hrungstransformationen. 

die Gleichung: 

dz - pclx - qcly = 0 
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in sich iiberfiihrt. Diese fiinf Variabeln lassen sich als Koordinaten 
des Fliichenelementes deuten, welches aus dem Punkte (x, y, z) und der 
diesen Punkt enthaltenden Ebene p(X - x) + q(Y -y) - (Z - z) =0 
besteht. Die in dieser Darstellungsform enthaltenen Fliichenelemente 
bilden bei obigen Transformationen einell Karper. 

Diese Definition HiBt sich auf mel! :dimensionale Raume erweitern. 
"Beriihrungstransformationen" des R" + 1 94) sind die Transformationen 
der 2n + 1 Variabeln z, Xl' x2, ... , X,,, PlI P2' ... , Pn , welche die zu 
(1) analoge Beziehung: 

(2) dz -- P1dxl - P2dx2 - ... - Pndxn = 0 
nicht zel'stol'en; sie kannen also als Punkttransfol'mationen des R2n +l 

aufgefaBt werden, welche diese Pfaffsche Gleichung in sich iibel'
fiihren. 1m En+! kann man die 2n + 1 Variabeln z, xi) Pi als Kool'
dinaten des "Elementes" betl'achten, welches aus dem Punkte (xu X2, 

... , xn, z) und dem diesen Punkt enthaltenden Rn: 

,2Pi(Xi - Xi) - (Z - z) = 0 

besteht. FUr n = 1, d. h. in del' Ebene, ist das das "Linienelement" 
(1. Ol'dnung). 

Als "vereinigte Lage" zweier konsekutivel' Elemente (z, xi) Pi) 
und (z + dz, Xi + clxi, Pi + dpi) bezeichnet man die durch Gleichung 
(2) dargestellte Beziehung; geometl'isch bedeutet das, daB del' Rn des 
einen Elementes durch den Punkt des anderen hil1dnrchgeht. "Vel'ein" 
heiBt jede Mannigfaltigkeit von Elementen, deren jedes sich mit den 
unendlich benachbarten in vel'einigter Lage befindet. Bei Beriihl'ungs
transformationen ist die vereinigte Lage konsekutiver Elemente eine 
charakteristische invariante Beziehung 95); jeder Vel'ein von Elementen 
geht in einen ebensolchen fiber. 

kam Lie, indem er PlUckers Ideen liber Transformationen mit Wechsel des 
Raumelementes weiter verfolgte, und eine allgemeine "aequatio directrix" 
F(x, y, z, X, Y, Z) = 0, oder anch zwei oder drei solche Gleichungen zu
grunde legte. 

94) Th. d. Transfgr. 2, p. 114 (flir n = 2, p. 6); Geom. d. BT 1, p.114 (fitr 
n = 2, p.43). 

95) Die Punkttransformationen haben dagegen (fiir n> 2) die charakte
ristische Eigenschaft, vereinigt gelegene konsekutive Linienelemente in ebensolche 
zu verwandeln. Die kollinearen und dualistischen Umformungen bewahren 
endlich die vereinigte Lage konsekutiver "Konnexelemente" (Klein, Erlanger 
Programm, § 9). 
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1m Rs erscheinen Punkt, Kurve und Flache aHe als 002-Vereine 
von Fllichenelementen; eine Fliiche wird namlich von 00 2 Flachen
elementen bedeckt, eine Kurve von ebensovielen beriihrt, durch einen 
Punkt gehen 002 Elemente hindurch, so da.6 je zwei konsekutive stets 
vereinigt liegen. Den 008 Punkten werden durch eine Beriihrungstrans
formation entweder nochmals Punkte, oder aber Kurven, oder endlich 
Flachen zugeordnet. 1m ersten FaIle erscheint die Transformation 
als eine "erweiterte Punkttransformation", wiihrend umgekehrt jede 
Punkttransformation durch Betrachtung der Differentialquotienten der 
Variabeln (so weit diese iiberhaupt existieren) sich zu einer Be
riihrungstransformation erweitern lii.6t, jede Gruppe von Punkttrans
formationen also zu einer Gruppe von Beriihrungstransformationen. 

Es gibt a ber auch Gruppen von Beriihrungstransformationen, 
welche sich nicht durch eine weitere Beriihrungstransformation auf eine 
GruppevonPunkttransformationen desselben Raumes zuriickfiihren lassen. 
S. Lie bezeichnet sie als "irreduzible" Gruppen und auf diese kon
zentriert sich (auch wegen des Nr. 27 angefiihrten Ableitungsprinzips) 
das Hauptinteresse 96). 

In der Ebene ist jede endliche kontinuierliche irreduzible Gruppe 
von Beriihrungstransformationen entweder 6- oder 7- oder 10-gliedrig, 
und dementsprechend auf einen von drei bestimmten Typen zuriick
fiihrbar, von denen die beiden ersten Untergruppen des letzten sind. 
Die typische lO-gliedrige Gruppe ist die groBte Gruppe von Be
riihrullgstransformationen der Ebene, welche die Differentialgleichung 

3. Ordnung :~;- = 0, und folglich die oos-Schar der Parabeln mit 

parallelen Achsen z = ax2 + bx + c invariant liiJ3t; durch eine weitere 
Beriihrungstransformation ist sie auch mit der Gruppe ahnlich, welche 
aus den 00 10 Beriihrungstransformationen besteht, die Kreise in Kreise 
iiberfiihren, und als Analogon im Rs die Gruppe der Lieschen Kugel
geometrie (Nr. 13) hat. 

In der Ebene ergeben sich also keine wesentlich neuen Gruppen. 
Fiir allgemeines n werden bei Le96) nur drei typische irreduzible 
Gruppen des Rn+1 besprochen, we1che fiir n = 1 die obigen Gruppen 
der Ebene liefern; als Gruppen von Punkttransformationen des R2n+1 

aufgefaBt, haben diese Gruppen und die zu ihnen ahnlichen die 
charakteristische Eigenschaft, die 002n-1 Linienelemente durch einen 
festgehaltenen Punkt allgemeiner Lage, welche die invariante Pfaff
sche Gleichung (2) erfiillen, in der noch moglichen allgemeinsten 
Weise, d. h. n(2n + l)-gliedrig, zu transformieren. Bereits iill Rs 

96) Th. d. Transfgr. 2, Aht. 4 und 5. 
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sind aber weit mehr Typen irreduzibler Gruppen von Beriihrungs
transformationen enthalten; einzelne von diesen haben G. Scheffers, 
F. Engel und O. W. Oseen bestimmt97). Bekeffend unendliche Gruppen, 
s. Nr. 24:, f). 

16. Studys Geometrie der Elemente 2. Ordnung in der Ebene. 
Das "Linienelement" der Ebene, dessen Betrachtung bei Beriihrungs
transformationen grundlegend ist, kann als Inbegriff alier analytischen 
Kurven aufgefat\t werden, die in einem bestimmten Punkte (regularen 
V erhaltens) eine feste Gerade beriihren. 

Ais "eigentliches Element 2. Ordnung" erklart E. Study 98) den 
Inbegriff aller analytischen Kurven, die in einem festen Punkte mit 
einer dort sich regular verhaltenden unter ihnen dreipunktige Be
riihrung, mit der Tangente dieser Kurve aber nul' zweipunktige Be
riihrung haben. Zur analytischen Darstellung dieser Elemente benutzt 
e1' ein System von 6 homogenen Grot\en: 

Xl : X2 : Xs : ~ : ~ : Us, 
von welchen die Xi Koordinaten des festen Punktes, die U;, der festen 
Tangente sind, so dat\ die Gleichung: 

U1Xl + U2 X 2 + UsXs = 0 

identisch befriedigt wird; und iiber die in den Xi und U;, enthaltenen 
Proportionalfaktoren trifft er eine solche Festsetzung99), dat\ fiir ein 
vorgelegtes Element durch Verfiigung liber einen Faktor der andere 
bis auf eine dritte Einheitswurzel bestimmt wird. Trennt man die 
drei Bestimmungsweisen dieser Einheitswurzel voneinander, so ergiht 
sich die analytische Darstellung eines "orientierten" Elementes 2. Ord
nung. Von den drei Orientierungen eines reeHen Elementes ist elUe 
und auch nur eine reel!. 

Beide oo4-Mannigfaltigkeiten der "nicht-orientierten" und der 
"o1'ientierten" eigentlichen Elemente 2. Ordnung werden durch die 
00 2 Punkte (Xl~XSOOO) und die 00 2 Geraden (OOOU1 U2 Us) als 
"uneigentliche Elemente" zu abgeschlossenen Kontinuis erganzt (§ 1,5); 

97) G. Scheffers, .Acta math. 14 (1891), p. 111; F. Engel, Paris C. R. 116 
(1893), p. 786 j Th. d. Transfgr. 3, p. 763 j C. w: Oseen, Stockholm, Oefversigt af 
Forh. 58 (1901), p. 307; Uber die endlichen, kontinuierlichen, irreduziblen Be
riihrungstransformationsgruppen im Raume, Diss. Lund, 1901. 

98) Die Elemente 2. Ordnung in der ebenen projektiven Geometrie, Leipzig 
Ber. 53 (1901), p. 338. 

99) Ui=J-!(CX)Oj, WO (CZ)!=O diePunktgleichung eines das Linien
element enthaltenden Kegelschnittes, und J dessen Invariante bedeutet. 
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€Ille solche Erganzung kann aber auch auf andere Arten gescheben 
(§ 7). 

Auch fiir Elemente 2. Ordnung kann man einen Begriff der "ver
einigten Lage" aufstellen, und "Verein" wird jede analytische Mannig
faltigkeit des betrachteten Kontinuums genannt, in der je zwei kOl1se
kutive Elemente vereinigt liegen 100). 1m obigen abgeschlossenen Kon
tinuum gibt es zwei Arten von 00 1_ Vereinen: die Gesamtbeit der 
Elemente 2. Ordnung einer Kurve, und die der Elemente, welche 
zu demselben Linieneiement 1. Ordnung gehoren ("triviale" V ereine). 

Der Behandlung der oo4-Mannigfaltigkeit der nicht-orientierten 
Elemente 2. Ordnung legt Study eine 9-gliedrige Gruppe g9 zugrunde. 
Diese gg entsteht durch Zusammensetzung der allgemeinen projektiven 
Gruppe gs (Nr. 5), die er durch lineare Substitutionen von der Deter
minante + 1 darstellt, mit der eingliedrigen Gruppe gl: 

III dieser letzten Gruppe bedeutet ~ den Parameter, der also fUr jede 
T 

Operation als konstant zu betrachten ist. Die Gruppen gs und gl sind 
invariante Untergruppen von gg; gl liiBt jeden trivialen Verein in Ruhe. 

Zwei eigentliche (nicht orientierte) Elemente (X, U) und (Y, V) 

haben in bezug auf gg die absolute Invariante i~~~:· Die Bedingung 

del' Kegelschnittlage, d. h. daB zwei zu verschiedenen Punkten und 
Geraden gehorige Elemente durch einen Kegelschnitt verbunden 
werden konnen, ist, daB diese Invariante den Wert + 1 annimmt. 

Der Behandlung der Mannigfaltigkeit der orientierten Elemente 
2. Ordnung kann man eine Gruppe yg mit invariant en Untergruppen 
Ys und Y1 zugrunde legen, welche auf gg, gs, gl (3,1)-eindeutig iso
morph bezogen sind. 

Study bestimmt alle Punktmannigfaltigkeiten M4 irgend eines R n , 

denen folgende Eigenschaften zukommen: 1) die projektiven Koor
dinaten eines Punktes allgemeiner Lage von ]yI4 sollen rationale ganze 
homogene Funktionen der Koordinaten Xi: U; eines eigentlichen 
orientierten Elementes 2.0rdnung sein; 2) durch die hiermit gegebene 
Abbildung solI die Gruppe Ys (eventuell aueh 'Yg) in eine gleich
zusammengesetzte projektive Gruppe auf ]JI4 iibergehen. Die Um
kehrung dieser Abbildung ist nicht notwendig eindeutig; sie kann es 

100) Erweiterung auf Linienelemente hiiherer Ordnung, sowie auch auf 
Elemente 2 .. 0rdnung im R., bei F. Engel, Leipzig Bel". 54 (1902), p. 17. S. 
auch ebenda 45 (1893), p. 468. 
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aber sein; und es kann sich auch der Fall ergeben, daB die Punkte 
allgemeinet· Lage der 1t14 sich den nicht-orientiel'ten eigentlichen 
Elementen 2. Ordnung eindeutig-umkehrbar zuordnen lassen. 

Als einfachste Abbildung ergibt sich folgende (§ 10): Das dttrch 
die 00 2 Punkte ttnd die 00 2 Gcraden abgeschlossene Kontinuum der 
orientierten Elemente 2. Ordnung lajJt sich aMsnahmslos eindeutig-um
kehrbar ctMf eine M42 von nic7d verschwindender Diskriminante des R5, 

insbesondere auf das Pliickersche Linienkontinuum des Rs (Nr. 10) ab
bilden. Den Punkten und Geraden der Ebene entspl'echen auf M42 

die Punkte zweier schiefen R2, im Linienkontinuum also die Geraden 
eines Biindels und die einer Ebene; den 00 3 trivialen Vereinen die 
geraden Linien der M4 2, welche die heiden R2 treffen, oder also die 
Linienbiischel, welche mit obigem Bundel und obiger Ebene je eine 
Gerade gemein haben. Die Gruppen 1'9' 1'8' h werden durch diesc 
Abbildtmg (bei geeigneter Verfiigung uber die willkurlichen Konstanten) 
in GrMppen r9 , rs, r 1 affiner Transformationen (Nr. 7) des Linien
rawnesiibergefiihrt, namlich in die allgemeine lineare homogene Gt·Mppe, 
die spezieUe lineare homogene Gruppe und die ZM r9 gehorige eingliedrige 
Gmppe von perspektiven .Ahnlichkeitstransformationen. Darin liegt die 
Moglichkeit, die Geometrie der al1gemeinen linearen homogenen Gruppe 
auf eine neue Art in die Ebene zu Ltbertragen. 

Das Problem der Integration einer gewohnlichen Differential
gleichung 2. Ordnung mit zwei Variabeln ist (bei geeignetel' Fest
setzung uber die auftretenden Begriffe, auf die wir nicht weiter ein
gehen) damit gleichbedeutend, daB man aus einem "Komplex" von 
Elementen 2. Ordnung auf alle moglichen Aden Vereine herausgreift. 
Vermoge obiger Abbildung auf den Linienraum kommt das darauf hin
aus, aus einem Linienkomplex auf aIle moglichen Arten RegelfIachen 
von bestimmter Beschaffenheit, sog. "integrierende Regelflachen" zu 
en tnehmen. 

17. Studys Gruppen der dualen und der radialen Projek

tivitiiten. Zu den Studyschen Gruppen del' dualen Projektivitaten 
und der radialen Projektivitaten gelangt man auf verschiedene Wei sen. 

a) F. Klein gab 1873 101) folgendell Ansatz: 
Die reellen und imaginal'en Geraden einer Ebene konnen wir 

durch die (reellen und imaginaren) Punktepaare eines KegelschniUes K 
dieser Ebene, in denell jene Geraden den Kegelschnitt schneiden, ein
eindeutig darstellen (s. auch N r. 2 I). Versinnlichen wir uns die kom-

101) Eine Ubertragung des Pascal'schen Satzes auf Raumgeometrie, Erlanger 
Ber. 1873, abgedruckt in Math. Ann. 22 (1883), p. 246. 



326 III A B 4 h. G. Fano. Kontinuierliche geometrische Gruppen. 

plexen Elemente dieses Kegelschnittes durch eine reelle Kugel 
(III A B 4 a, Fano, Nr. 16), und ersetzen wir die (reellen) Punktepaare 
diesel' Kugel durch ihre Verbindungs1inien, so werden die reellen und 
imaginaren Geraden del' vorgelegten Ebene auf diese Verbindungs
linien, d. h. auf die Geraden eines hyperbolischen Raumes mit del' 
obigen Kugel als Fundamentalflache abgebi1det. Diese Abbildung ist 
eine durchaus ein-eindeutige, sobald man das Kontinuum diesel' letzteren 
Geraden durch Hinzufiigung del' Punkte del' absoluten Flache abschlie.Bt. 
Gerade, die in bezug auf den Kege1schnitt K konjugiert sind (ohne 
ihn zu beriihren), werden als Gerade abgebildet, welche im Sinne 
del' auf die Kugel als Fundamentalflache zu griindenden hyperbolischen 
Geometrie einander rechtwinklig schneiden. Den reellen und ima
ginaren Kollineationen del' Ebene, welche den Kegelschnitt K in sich 
iiberfiihren, entsprechen die Bewegungen dieses hyperbolischen Raumes. 
Die Geraden del' Ebene kann man bei dies em Abbildungsprinzip auch 
durch die Punkte, namlich jede Gerade durch ihren Pol in bezug auf 
den fundamentalen Kegelschnitt, ersetzen. 

Hier setzt nun Study ein, indem er diese beiden Abbildungen 
nebeneinander betrachtet. Einmal ordnet er den (K nicht beriihren
den) komplex en Geraden del' Ebene Linienstiicke im Inneren des 
hyperbolischen Raumes zu, die er Strahlen, und zwar "eigentliche" 
Strahlen nennt. Zweitens abel' ordnet er dem Pol einer jeden s01chen 
Geraden in bezug auf K nochmals denselben Strahl zu. Die Mannig
faltigkeit diesel' Strahlen wird dadurch zweimal gesetzt, odeI' mit 
zwei "Schichten" iiberdeckti Strahl en, die iibereinander liegen, ent
sprechen Polare und Pol in bezug auf Ki ein Punkt und eine Gerade 
del' Ausgangsebene, welche vereinigt liegen, werden durch Strahlen 
verschiedener Schichten dargestellt, die im Sinne del' hyperbolischen 
Geometrie einander rechtwinklig schneiden. In jeder einzelnen Schicht 
kann die Mannigfaltigkeit der eigentlichen Shahlen durch die Punkte 
del' Fundamentalflache zu einem abgeschlossenen Kontinuum erganzt 
werden; diese "ulleigentlichen" Strahlen, oder Punktstrahlen, entsprechen 
dann in del' ersten Schicht den Tangenten, in del' zweiten den Punkten 
des Kegelschnittes X; und del' Begriff des rechtwinkligen Schneidens 
kann so erweitert werden, da.B ausllahms10s Strahlen verschiedener 
Schichten, die einallder rechtwinklig schneiden, Gerade und Punkt in 
del' Ebene elltsprechen, die vereinigt liegen. 

Unterwirft man nun die Punkte und Geraden del' Ebene einer 
komplexen Kollineation, so wird die Beziehung zwischen Polare und 
Pol in del' Regel zerstol't, vereinigte Lage abel' ist eine invariante 
Eigenschaft. Dementsprechend erhalt man im doppelt iiberdeckten 
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Strahlenraume eine Vertauschung der Stranlen, bei welcher die beiden 
Sehichten einzeln in Ruhe bleiben, und reehtwinklige Strahlen ver
schiedener Sehiehten in ebensolehe iibergehen, aber nieht notwendig 
Punktstrahlen in ebensolche, und aueh nieht ubereinander liegende 
Strahlen in ebensolehe. 

Die so erhaltenen Strahlentransformationen heiBen duale Kolli
neationen im hyperbolischen Raume (aueh im elliptisehen Raume 
gibt es ahnlieh zu erkHirende Transformationen). Sie bilden eine 
reelle 16-gliedrige kontinuierliehe Gruppe, welche zur Gruppe alIer 
komplexen Kollineationen in der Ebene isomorph ist und die 6-gliedrige 
Gruppe der hyperbolischen Bewegungen umfaBt 102). N aeh Hinzu
nahme der Umlegungen im hyperbolisehen Raume umfaBt diese Gruppe 
aUe Strahlentransformationen, die aus einem N ormalennetz (d. h. aus 
den 00 2 irgend einen Strahl zweiter Schicht senkreeht sehneidenden 
Strahlen erster Schieht, oder umgekehrt) wieder ein solehes hervor
gehen lassen 103). 

Lassen wir nun den Radius der benutzten Kugel ins Unendliehe 
wachsen, und fUhren gleichzeitig den Ubergang von der hyperbolisehen 
zur Euklidisehen Geometrie aus, so ergibt sieh aus der vorhergehen
den Gruppe die weiterhin auf andere A.rt erklarte Gruppe der dualen 
Kollineationen im Ettklidischen Raume. N aeh wie vor werden zwei 
Schichten von Strahlen betraehtet, und innerhalb beider die Strahlen 
ausnahmslos ein-eindeutig vertauseht (wofern man fur die jetzigen 
uneigentliehen Elemente eine geeignete Festsetzung trifft); aber recht
winkliges Sehneiden (nunmehr in Euklidisehem Sinne) von Strahlen 
versehiedener Sehiehten ist jetzt eine invariante Eigensehaft gegen
libel' einer umfassenderen Gruppe (da die Ahnlichkeitstransformationen 
neu hinzugetreten sind), welehe 17 -gliedrig ist, und Gruppe der radialen 
Projektivitaten heiBt 104). 

Das Bild der radial-projektiven Geometrie im Euklidisehen Raume, 
das man sieh auf diesem Wege maehen kann, ist aber weder hin-

102) Diese Gruppe kann auch wieder in ein passend erkHirtes Kontinuum 
"komplexer Strahl en" hinein fortgesetzt werden. 

103) E. Study, Festschrift zu H. Limprichts Jubelfeier: "Uber Nicht-Eukli
dische und Liniellgeometrie" (Greifswald 1900), mit unbedeutenden Anderungen 
und einigen Zusatzen abgedruckt in Deutsche Math.-Ver. Jahresb. 11 (1902), 
p. 313. S. ferner: H. Beck, Die Strahlenketten im hyperbolischen Raume, Diss. 
Bonn (Hannover 1905). Fur die dual-projektive Geometrie im elliptischen Raume 
B. J. Coolidge, Die dual-projektive Geometrie im elliptischen und spharischen 
Raume, Diss. Bonn (Greifswald 1904). Vgl. auch: E. Davis, Die geometrische 
Addition der Stabe in der hyperbolischen Geometrie, Diss. Greifswald 1904. 

104) Geometrie der Dynamen (Leipzig 1903), p. 440-41. 
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reichend scharf umschrieben, noch vollstandig; eine direkte Begriin
dung ist vorzuziehen. 

b) Wir gehen jetzt 105) von einem eigentlichen Liniengebiisch 
(odeI' speziellen linearen Komplexe, s. Nr. 10) aus, mit den (reellen, 
aus orthogonalen Punktkoordinaten entstandenen) Pliic7cerschen Koor
dinaten xou X02 , X03 , X 23 ' x 311 X l2 (wobei X01 X23 + X02 X31 + X03 Xu = 0, 
abel' nicht zugleich X01 = X 02 = xos = 0 ist). Setzen wir diese Koor
dinaten zu den drei "dualenil Verbindungen: 

Xl = X01 + X 23 c; X2 = X02 + X S1 C; XS = X03 + X 12 c 

zusammen, in denen c eine die Gleichnng 82 = 0 erffillende Ein
heit bedeutet (I A 4, Komplexe Zahlen, Study, Nr. 9, (32)), so gehen 
bei gleichzeitiger Multiplikation von Xu X2J Xs mit einer weiteren 
dualen Grosse 0 + T c (6 =F 0) die X ik in 

oXou oX02 , oXos, 6X23 + TXou oXSI + TX02 , 6X12 + TX03 

fiber, d. h. in die Koordinaten eines del' 001 Gewil1de, welche die 
obige Gerade (x) zur Hauptachse haben. Durch die Verhaltnisgro.Ben 
Xl : X2 : Xs (in dem Sinne, daB eine gleichzeitige Multiplikation der
selben mit 0 + TC (0 =F 0) gestattet wird) wil'd also diese Hauptachse 
eindeutig bestimmt und umgekehrt; wir durfen dernnach die drei 
reellen homogenen dualen Grof3en Xl' X 2 , Xs als Koordinaten des so 
festgeset:den eigentlichen "Strahles" auffassen. 

Wir den ken uns weiter die Mannigfaltigkeit aller ree11en Strahlen 
des Euklidischen Rs doppelt iiberdeckt, unterwerfen die Strahlen del' 
ersten Schicht den linearen Transformationen mit dualen Koeffizienten 

X/ = :E aik X k , dabei noch vorausgesetzt, daB del' skalal'e Teil del' 
k 

Detel'minant,e 1 aik 1_ ~ von Null verschieden sei; und die Strahlen 
del' zweiten Schicht den kontragredienten Tl'ansfol'mationen 

0;' = ~ ':lot:,. Uk' 
~ ua ik 

k 

Das gibt im Strahlemaume, wegen del' Homogenitat del' aw eme 
reelle G16 : die Gruppe der dualen Kollineationen 106). 

105) Geometrie der Dynamen, p. 199 if .. p. 231 ff. 
106) Diese Gruppe ist ein Grenzfall (s. oben) der Gruppe der reellen und 

imaginaren Kollineationen der Ebene mit den samtlichen komplexen Punkten 
und Geraden alB Elementen. - In der dual-projektiven Geometrie des hyper
bolischen Raumes hat man es an Stelle der obigen Studyschen "dualen GraBen" 
mit den gewahnlichen komplexen Zahlen zu tun. 1m elliptischen FaIle dagegen 
muE ein anderes System komplexer GraBen herangezogen werden (vgl. J. Coolidge, 
a. a. O. § 2). 
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Durch Zusammensetzung diesel' Operationen mit del' involuto
rischen Transformation, die jedem Strahle erster Schicht den dariiber 
liegenden Strahl zweiter Schicht zuordnet, ergeben sich die dualen 
Korrelationen; und weiter noch die dualen Antilwllineationen und Anti
korrelationen durch Anderung des V orzeichens des vektoriellen Koef
fizienten in den X' und U'.107) 

V erlangt man, daBdas Ubereinanderiiegen von Strahlen ver
schiedeller Schichten nicht geandert wird, so reduzieren sich die dua
len Kollineationen auf die 00 6 Bewegungen, die Antikollineationen 
auf die U mlegungen. 

Durch Zusammensetzung diesel' samtlichen Strahlentransforma
tionen mit den Ahnlichkeitstransformationen entsteht eine Gruppe, 
deren allgemeine Transformation von 17 Parametern abhangt und als 
"Gruppe der radialen Projektivitaten" bezeichnet wird. 1hre Opera
tionen zerfallen in mdiale Kollineationen und radiale Korrelationen, je 
nachdem die beiden Strahlenschichten einzeln erhalten bleiben odeI' 
vertauscht werden; erstere bilden eine kontinuierliche Gruppe G17 . 

SoIl das Ubereinanderliegen del' Strahlen verschiedener Schichten 
erhalten bleiben, so reduziert sich diese G17 auf die Gruppe del' 
Ahnlichkeitstransformationen. 

Die radialen Projektivitiiien wnlassen alle Translormationen von 
Strahlen, die aus clem Normalennetze eines eigentlichen Strahles wieder ein 
solches hervorgehen lassen. Aus del' Achse des ersten geht im allge
meinen nicht die Achse des zweiten hervor; abel' diese Achsen unter
liegen einer zweiten radialen Kollineation, die zu del' ersten kontra
greclient heiBt. 

Vier Strahlen eines N ormalennetzes, von den en keine zwei parallel 
sind, haben, in bestimmter Reihenfolge, ein "duales Doppelverhaltnisli, 

welches eine absolute 1nvariante del' G16 del' dual en Kollineationen 
ist, abel' gegeniiber beliebigen radialen Projektivitaten nicld inva
riant ist 108). 

Die G16 del' dualen Kollineationen ist die umfassendste invariante 
kontinuierliche Untergruppe del' G17' AuBerdem enthalt die G17 noeh 
zwei weitel'e inval'iante kontinuierliche Untergmppen: die eine, mit 

107) Diese heiden Ausdriicke sind Untersuchungen von C. Segre (III AB h, 
Fano, Nr. 18) tiber 'l'ransforrnationen komplexer Veranderlicher entlehnt. S. auch 
oben, Nr. 0, insb. Anm. 16), und Nr. 30, a). 

108) Eine duale Kollineation laBt sich durch vier Paare entsprechender 
Strahlen in allgemeiner Lage eindeutig bestimmen; und zu jedem fiinften Strahle 
kann man den zugeordneten finden durch wiederholte Konstruktion der gemein
sarnen Normale zu eigentlichen nicht parallelen Strahlen derselben Schicht. 
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neun Parametern, besteht aus allen Transformationen von G11 , welche 
die uneigentlichen Strahlen einzeln in Ruhe lassen; die zweite, mit 
acht Parametern, bildet den DUl'chschnitt dieser G9 mit G16 ; ihre 
Transformationen heiBen duale Schiebungen, und sind zu je zweien 
vertauBchbar. 

c) Die Gruppe del' radialen Kollineationen entsteht endlich auch 
aus der Pliickerschen Liniengeometrie (Nr. 10), wenn man in dieser 
das von fiinf Konstanten abhangige Gewinde (d. h. den linearen Linien
komplex) als Raumelement betrachtet und folgendermaBen verfahrtl09): 

Unterwirft man die als projektives Punktkontinuum eines Eo auf· 
gefaBte Mannigfaltigkeit der Gewinde solchen linearen Transfor
mationen der sechs homogenen Gewindekoordinaten, welche koachsiale 
Gewinde in ebensolche iiberfiihren, so reduziert sich die Gruppe rS5 
jener slimtlichen linearen Transformationen auf eine ~8; die Achsen 
dieser Gewinde werden dann radial-kollinear unter einander vertauscht, 
und zwar in allgemeinster Weise, d. h. durch die ganze G17.110) 

18. Die radial-projektive Geometrie. Die Studysche "Geometrie 
der radialen Projektivitiiten" hat die Gesamtgruppe der radialen Kolli
neationen und Korrelationen zur Fundamentalgruppe, und hat als Ob
jekt solche Eigenschaften der Strahlengebilde, die bei den genannten 
Operationen ungeandert bleiben. 

Radiale Projektivitiiten mhren eigentliche parallele Strahlen der
selben Schicht in ebensolche iiber. Die Parallelenbiischel bilden folglich 
eine zweite Art (von vier Konstanten abhangiger) Figuren, die von den 
radialen Projektivitaten durch eine zu G17 holoedrisch-isomorphe Gruppe 
vertauscht werden; sie konnen ebenso wie die Strahlen als Grund
elemente fiir die Studysche Geometrie gewahlt werden, und lassen 
sich auch einfach durch Koordinaten darstellen. - Ordnet man einem 
jeden Parallelenbiischel das andere, dessen Strahlen die seinigen 
orthogonal durchsetzen, als "reziproke" Figur zu, so ergibt sich eine 
Reziprozitiitsbeziehung, die sich durch die ganze radial-projektive 
Geometrie hindurchzieht. 

1m iibrigen will folgendes iiberlegt sein: 
Bei der projektiven Liniengeometrie (Nr. 0, 10) wird die Mannig

faltigkeit der eigentlichen reellen Geraden erst durch Hinzufiigung 
der "unendlich fernAn Geraden" in ein abgeschlosselles Kontinuum 

109) Geometrie der Dyna.rnen, p. 237. 
110) Urn eine vollstandige Einsicht in diese Beziehung zu gewinnen, mu.6 

man die Yannigfaltigkeit aUer Gewinde doppelt iiberdecken, und in den beiden 
Schichten von Gewinden kontra.gredient-linear operieren. 
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verwandelt. Erst dadurch wird einer groBen Anzahl von Satzen der 
projektiven Geometrie, die nach der elementaren Auffassung Aus
nahmen unterliegen, eine allgemeine Gultigkeit verliehen; insbesondere 
konnen erst in diesem abgeschlossenen Linienkontinuum die projek
tiven Umformungen als iiberall wohldefinierte eindeutige und stetige 
Transformationen erklart werden. Da wir es hier mit einer von 
der projektiven durchaus verschiedenen Gruppe (oder Geometrie) zu 
tun haben, so kann es nicht verwundern, daB dieselben Eigenschaften 
in bezug auf die vorliegenden Transformationen sich erst dadurch 
erreichen lassen, daB man die Mannigfaltigkeit der reellen eigent
lichen Strahl en in anderer Weise zu einem abgeschlossenen Kontinuum 
erganzt 111) 112). 

Diese Erganzung laBt sich, wie Study gezeigt hat, auf zwei ver
schiedene Weisen ausfiihren, indem man sich beide Male einell reellen 
eigentlichen Strahl durch das zugehorige N ormalennetz fixiert denkt: 

a) Einmal kann man dieses Normalennetz als aus 00 1 eigentlichen 
Strahlenbuscheln bestehend ansehen (deren Mittelpunkte auf dem be
treffenden Strahle liegen), und dann bekommt man als Grenzfall, wenn 
die samtlichen Mittelpunkte unendlich weit in derselben Richtung 
fortriicken, eill Biindel paralleler Geraden. Da dieses Bundel wieder 
ein geometrisches Element definiert, namlich seinen (unendlich fern en) 
Scheitelpunkt, und zugleich durch diesen eindeutig bestimmt wird, 
so kann dieser Scheitel, nach Study "Punktstrahl" genannt, als Grenz
gebilde eines reellen eigentlichen Strahles aufgefaBt werden. Durch die 
00 2 Punktstrahlen wird dann die Strahlenmannigfaltigkeit in einer 
erst en Weise a bgeschlossen 113). 

111) So empfiehlt es sich z. B., die Ebene in bezug auf die Gruppe del' 
Kreisverwandtscbaften (Nr. 11) durch einen einzigen unendlich fern en Punkt 
abzuschlieBen. 

112) Eben darum bedient sich Study systematisch des Wortes "Strahl" an 
Stelle von "gerade Linie". "Eigentlicher reeller Strahl" bedeutet genau dasselbe 
wie "eigentliche (d. i. im Endlichen verlaufende) reelle gerade Linie"; abel' die 
beiden Begriffe werden, was das Unendliche angeht, in verschiedener Weise ver
allgemeinert. W oJlte man hier an den iiblichen (projektiven) Verabredungen 
iiber unendlich ferne Gerade festhalten, so wiirde bei stetiger Anderung der 
obigen dual en Strahlenkoordinaten del' entsprechende Strahl sich nicht immer 
stetig andern. 

113) Als Normalennetz eines Punktstrahles ist eine reduzibele Figur zu be
trachten, deren Bestandteile erstens die Gesamtheit aller eigentlichen Stl'ahlen 
und Punktstl'ahlen eines Parallelenbiindels, zweitens das Feld alIel' Punktstrahlen 
sind. Dementspl'echend muB im FaIle b) in das Normalennetz eines Grenz
strahles ein 00 2 - System von Grenzstrahlen als Bestandteil mitaufgenommen 
werden. 
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b) Oder man kann in dem Normalennetz eines eigentlichen 
Strahles die 00 1 Parallelenbiischel betrachten, deren Ebenen ebenfalls 
ein Biischel mit jenem Strahl als Achse bilden, und dieses Ebenen
biischel im Grenzfall in ein Biischel paralleler Ebenen iibergehen 
lassen. Ais Grenzgebilde des Normalennetzes bekommt man wiederum 
ein Biindel paralleler Strahlen, die aber auf 001 Biischel in be
stimmter Weise verteilt sind, ein "gestreiftes Parallelenbiindel iI. 
Durch die 00 3 iiberhaupt moglichen derartigen Gebilde, die Study als 
"Grenzstrahlen" bezeichnet, wird der Strahlenraum ebenfalls zu einem 
abgeschlossenen Kontinuum erganzt. 

Fur diese beiden Kontinua, namlich: 
a) die Gesamtheit der 004 Normalennetze und der 00 2 Parallelen

biindel, d. h. der 004 eigentlichen Strahlen und der 00 2 Punktstrahlen 
("erstes naturliches Strahlenkontinuum"); 

b) die Gesamtheit der 004 N ormalennetze und der 00 3 gestreiften 
Parallelenbiindel, d. h. der 004 eigentlichen Strahlen und del' 003 Grenz
strahlen ("zweites naturliches Strahlenkontinuum"); 

lassen sich geeignete Koordinatensysteme einfuhren 114), so daB 
stetige Ortsanderungen in der Strahlenmannigfaltigkeit durch stetige 
.Anderungen del' Koordinaten dargestellt werden. 

In jedem diesel' heiden Strahlenkontinua sind die radialen Pro
jektivitiiten iiherall wohldefi,niert, eindeutig und stetig. Wir haben somit 
zwei Arten radial-projektiver Geometrie, die aber, soweit nur eigent
liche Strahlen in Frage kommen, identisch sind 115) 116). 

Nun kann man die Definition irgend eines dieser abgeschlossenen 
vierfltCh ausgedehnten reellen Strahlenkontinua dadurch erweitern, daB 
man imaginii1'e Strahlen zula.6t, d. h. den obigen Xik und den samt
lichen daraus abgeleiteten Gro.6en beliebige komplexe Werte erteilt. 
Die (bei reellen eigentlichen Elementen vollkommene) Identitat der 
beiden Begriffe "Strahl" und "gerade Linie" (vgl. Anm. 112) findet dann 
nur in geringerem Umfange statt; es gibt imaginare eigentliche Strahlen, 
die nicht zugleich als gerade Linien angesehen werden konnen, und 

114) Die Strahlenkoordinaten "zweiter" und "dritter Art" (Geometrie der 
Dynamen, p. 259, 270). 

115) Es wird auch nachgewiesen, daB weitere in ahnlichem Sinne natiirliche 
Strahlenkontinua nicht existieren, daB also die beiden obigen Kontinua zusam
men durch die Gruppe G17 der eigentlichen Strahlen bereits charakterisiert sind. 

116) Die Mannigfaltigkeit der 004 "eigentlichen" ParallelenbiischellaBt sich 
ebenfalls durch Neuschlipfung von "uneigentlichen" Biischeln auf vier verschie
dene Weisen zu abgeschlossenen Kontinuis erweitern, in denen die Operatio
nen der Fundamentalgruppe iiberall wohldefiniert, eindeutig und stetig sind 
(s. Anm. 111). 
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ebenso Strahlen, deren Koordinaten Xik zwar PlUckersche Koordinaten 
gerader Linien, aber nicht solche einer bestimmten geraden Linie (viel
mehr eines ganzen Biischels von Minimalgeraden) liefern. Dieser Unter
schied tritt in weiteren Untersuchungen noch mehr in den Vorder
grund, und es zeigt sich, daB die Vertauschung del' beiden W orte 
"Strahl" und "gerade Linie" allgemein zu reden unzulassig istj 
z. B. in der Behauptung: "Jedes eigentliche reelle odeI' imaginiire 
Gewinde hat einen einzigen eigentlichen Strahl als Hauptachsej und 
umgekehrt gehort zu jedem eigentlichen reellen oder imaginaren 
Strahle ein bestimmtes Biischel koachsialer Gewinde." Del' "planare 
Strahlenkomplex" und das Pliickersche Liniengebiisch mit unendlich 
ferner Achse fallen in ihren reellen eigentlichen Elementen zusammen, 
sind abel', als Ganzes betrachtet, mit verschiedenen Eigenschaften 
ausgestattet und nicht vollkommen-eindeutig aufeinander abbildbar. 

Die· Strahlenorter der verschiedenen Dimensionen (3, 2, 1) be
zeichnet Study als Stmhlenkomplexe, Kongruenzen, Bander. Ein alge
braischer Strahlenkomplex im ersten natiirlichen Strahlenkontinuum 
kann durch Nullsetzen einer einzigen rationalen homogenen Funk
tion der Strahlenkoordinaten zweiter Art dargestellt werden j ihm 
kommen zwei charakteristische Zahlen zu, die zusammen in der 
radial-projektiven Geometrie eine ahnliche Bedeutung haben, wie der 
Grad eines Linienkomplexes in der Pliickerschen Liniengeometrie. 
Besonders eingehend untersucht Study die linearen Systeme von Ge
winden (die durch Iineare Gleichungell zwischen den Gewinde
koordinaten X ik dargestellt werden) und die Orter ihrer Hauptachsen, 
die er, zugleich mit anderen Gebilden, die entweder Grenzlagen solcher 
Orter sind, oder Bestandteile von solchen, samtlich als Ketten bezeich
net. Diese linearen Systeme werden zunachst nach ihren in bezug 
auf Gu oder G16 invarianten Eigenschaften klassifiziert; dann aber 
such in bezug auf die Gruppe der Euklidischen Bewegungen, d. h. 
nach ihren metrischen Eigenschaften 117). 

19. Fortsetzung. Projektive Abbildung der radial-projektiven 
Geometrie. Study fragt auch nach allen M4 eines beliebigen Rau
mes Rn , denen folgende beide Eigenschaften zukommen: 

1) die M4 solI auf das Strahlenkontinuum des Rs rational ab
bildbar sein; 

2) durch diese Abbildung soll die Gruppe der radialen Pro
jektivitaten m eine Zll ihr holoedrisch-isomorphe projektive Gruppe 
iibergehen. 

117) Geometrie der Dynamen, §§ 29, 36. 
Encyklop. d. math. Wis •• nsch. nr 1. 22 
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Diese M4 sollen also fur die radial-projektive Geometrie eine 
ahuliche Bedeutung haben, wie die Ml von nicht verschwindender 
Diskriminante im R5 fur die projektive Liniengeometrie (Nr. 10). 

Die M4 der vel'langten Art sind von zweierlei Bescha:lfenheit; die 
einen sind eindeutig und stetig auf das erste naturliche Stl'ahlen
kontinuum, die andel'en auf das zweite abbildbar. 

Die einfachste M4 der ersten Art laBt sich in folgender Weise 
konstruieren: Man nehme in einem Rs einen R2 und einen Ru, die 
keinen Punkt gemein haben, und in letzterem eine nicht geradlinige 
Normalflache 4. Ordnung 118). Diese beziehe man korrelativ auf R2, 

wodurch jedem ihrel' Punkte aIle Punkte einer geraden Linie in R2 
und jedem Punkte von R2 ein Kegelschnitt auf der N ormalflache 
zugeordnet wil'd. Vel'bindet man die samtlichen Paal'e del' solcher
weise zugeordneten Punkte durch (OOS) gel'ade Linien, so entsteht die 
verlangte M 4 , welche von del' 6. Ordnung und der 3. Klasse ist. 
Die Punkte des R2 sind Bildel' del' 00 2 Punktstrahlen 119). 

Die Durchschnitte diesel' M46 mit ebenen Raumen R7 sind Bilder 
der (von acht Konstanten abhangigen) quadl'atischen Strahienkolll
plexe; diese MannigfaItigkeit el'weist sich deshalb als besonders nutz
lich beim Studium diesel' Komplexe und ihl'el' Dul'chschnitte (daruntel' 
del' ein- und mehl'dimensionalen Ketten). 

HaIt man in Rs einen geeigneten Rs fest, so l'eduzierl sich die 
pl'ojektive 17 -gliedl'ige Gruppe del' M46 auf eine 7 -gliedrige Gl'uppe, 
welche zul' Gruppe del' Ahnlichkeitstransformationen holoedl'isch-iso
mol'ph ist und die im Rs gelegenen Figul'en durch eine Gruppe vel'
tauscht, die zul' Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen projektiv
ahnlich ist. Die metl'ische Geometrie des Rs steht also zur radial
projektiven in einem abnlichen Verhaltnisse, wie die projektive Geo-

118) S. Nr. 29, sowie die dort Anm. 192) bis 195) angefiihrte Literatur. 
119) Diese Erzeugung del' M.6 hat eine systematische Bedeutung, da 

man die Normal1Hl.che 4. Ordnung allgemeiner durch eine von der Ol'dnung n', 
im Raume von ~(Iy 2+ 3) Dimensionen enthaltene, ersetzen kann, d. h. durchjene 

FHl.che, welche, wenn man die Koeffizienten der Gleichung einer algebl'aischen 
ebenen Kurve nter Klasse als homogene Punktkoordinaten deutet, die BUder del' 
Kurven enthalt, die aus n-fach zahlenden Punkten bestehen. \Vir bekommen 
dadurch eine Reihe von algebraischen vierfach ausgedehnten Kontinuis mit ent
sprechenden (n2 + 2n + 9)-gliedrigen Gruppen birationaler Transformationen. 
In diesel' Reihe ist das erste Studysche natiirliche Strahlenkontinuum das zweite 
Glied, das erste Glied ist abel' das Pluckersche Linienkontinuum (da man fiir 
n = 1 eine M4 2 des Ro el'halt); die entspl'echenden Gruppen sind die Gruppe 
del' radialen Projektivitaten und die affine Gruppe des Ro (da ein R. in Ruhe 
bleibt, 8. Nr. 7). 



20. Studys projektive und pseudokonfonne Geometrie der Somen. 335 

metrie eines Rl zu der eines R2 , insofern die el'ste so zu sagen als ein 
Ausschnitt aus der zweiten erscheint. 

FaSt man als Raumelement das Parallelenbiischel auf, oder auch 
die "aplanare Kettenkongruenzli (d. h. den allgemeinsten Typus der 
zweidimensionalen Kette)120), so lassen sich ebenfalls projektive Bilder 
der isomorphen 17-gIiedrigen Gl'uppen mit diesen neuen Raumelemen
ten aufstellen. 1m ersten FaIle lassen sich die 004 Parallelenbiischel 
eindeutig-umkehrbar und stetig den vom Scheitel verschiedenen Punk
ten eines N ormalkegels T46 des R8 so zuordnen, daB die radia
len Pl'ojektivitaten als pl'ojektive U mformungen abgebildet werden 121). 
1m zweiten Falle lassen sich die 008 aplanaren Kettenkongruenzen 
den im Endlichen gelegenen Punkten eines Rs (und ihre "reziproken" 
den Punkten einer zweiten Schicht desselben Rs) derart zuordnen, 
daB aus der betreffenden 17-g1iedrigen Gruppe ebenfalls eine projek
tive Gruppe hervorgeht. Aus diesen Abbildungen lassen sich weitere 
Analogien zwischen der Euklidischen Geometrie und del' radial-pro
jektiven ableiten. 

Die einfachste M4 der zweiten Art, d. h. die einfachste M 4 , 

die eindeutig und stetig auf das zweite natiirliche Strahlenkontinuum 
abbildbar ist, gehort einem R17 an 122). 

20. Studys projektive und pseudokonforme Geometrie der 
So men. In der Kinematik kann als Repriisentant eines starren 
Korpers ein System von dl'ei den Indizes 1, 2, 3 zugeordneten ein
ander rechtwinklig schneidenden ol'ientierten Gel'aden gedacht werden. 
Dieses Achsen;;ystem laSt sich durch Bewegung in 00 6 verschiedene 
Lagen bringen; jede einzelne von diesen Lagen nennt E. Study ein 
(eigentliches) Soma 123). Parallele Somen heiBen die, die durch eine 
Euklidische Schiebung ineinander iibergehen; wiihrend symmetrale odeI' 

120) Jede aplanare Kettenkongruenz geht aus einem Strahlenbl'i.ndel mit 
eigentlichem Scheitel durch eine duale Kollineation (und zwar durch eine 
einzige duale Kollineation aus der Untergruppe G8 ) hervor. Die gemeinsamen 
N ormalen zwischen il'gend zwei Strahlen der Kongruenz Hegen in einer zweiteu 
Kongruenz von derselben Art, und diese Eigenschaft ist fiir die aplanaren Ketten
kongruenzen charakteristisch. Es gibt 008 solche Paare von Kongruenzen. 

121) Da die vom Scheitel verschiedenen Punkte des Normalkegels r4 6 durch 
den Scheitel selbst zu einem abgeschlossenen Kontinuum erganzt werden, so 
besteht die Moglichkeit, die Mannigfaltigkeit der 00 4 Parallelenbiischel 
durch Hinzufiigung eines einzigen "nneigentlichen" oder "singularen" Biischels 
ebenfalls abzuschlie13en. Das hiermit erzeugte Kontinnum bezeichnet Study als 
das "erste natiirliche Kontinuum von Parallelenhuscheln". 

122) Geometrie der Dynamen, p. 272. 
1:.!3) Geometrie der Dynamen, p. 556. 

22* 
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hemisymmetrale Somen durch eine Umwendung oder eine Umschrau
bung (d. h. eine Drehung oder eine Schraubung um eine eigentliche 
Gerade als Achse mit dem Drehungswinkel %) auseinander hervor
gehen. Ais Koordinaten eines Soma konnen die Parameter der (ein
deutig bestimmten) Bewegung aufgefaBt werden, durch welche dieses 
Soma aus einem beliebigen ein fiir allemal festgesetzten "Protosoma" 
hervorgeht. Bei geeigneter Auswahl von acht homogenen durch eine 
quadratische Gleichung verbundenen Parametern (an Stelle von sechs 
durchaus unabhangigen) 194) lassen sich diese Parameter (ebenso wie 
die Pliickerschen Linienkoordinaten in Nr. 17, b») zu vier dualen 
GraBen: 

Xo = Xo + X12S • Ii, 

Xl = XOl + xi/s . Ii; Xli = XOll + XSl • Ii; Xs = Xos + xu' Ii, (E2 = 0), 

zusammenfassen, so daB die verschiedenen zu einem Soma gehorigen 
Systeme von Xr Werten auseinander durch Multiplikation mit einer 
weiteren dualen GroBe entstehen. Als Koordinaten eines Soma konnen 
also die vier reellen homogenen dualen GrofJen X. verwendet werden; 
dabei lautet die quadratische Bedingungsgleichung zwischen den x 
folgendermaBen: 

(1) xoxm + XOlXlIS + XO!X31 + X03X12 = 0, 

und es wird noch vorausgesetzt, daB die skalaren Koeffizienten 
xo, X011 X02 , X03 der Xi nicht samtlich verschwinden. 

Der Begriff des Soma erscheint demnach als eine zunachst rein 
formale Erweiterung des Begriffes: reeller eigentlicher Strahl. 

Durch lineare Transformationen Xi' = ~ aile X" mit dualen Koeffi-
k 

zienten am deren Determinante einen von Null verschiedenen skalaren 
Bestandteil besitzt, wird eine 30-gliedrige Gruppe von reellen Somen
transformationen dargestellt, die dual-projektiv heiBen. Durch Zu
sammensetzung dieser mit den AhnIichkeitstransformationen (welche 
auch Somen in ebensolche iiberfiihren) ergibt sich eine kontinuierliche 
Groppe mit 31 wesentlichen Parametern, deren TransfQ1'mationen im 
Somenk(Yfltinuum uberall wohldefinierl, eindeutig und stetig sind, und 
die Study als somatisch-projektive Umformungenoder somatische Kolli
neationen bezeichnet 125). 

Die §so der dual-projektiven Transformationen der Somen ist eine 

124) E. Studg, Von den Bewegungen und Umlegungen, Math. Ann. 39 (1891), 
p. 441 (insbes. p. 536:ff.). S. ferner I A 4, Komplexe Zahlen, Study, Nr.12; 
IV 3, Kinematik, Schoenflies und Grubler, Nr. 1, 6. 

121\) Geometrie der Dynamen, p. 561. 
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invariante Dntergruppe der ~31 der somatisch - projektiven Trans
formationen. Die ~31 hat auch zwei weitere invariante kontinuier
liche Untergruppen, niimlich eine ~16 und eine §15' die jedes 
einzelne oos_ GebUsch paralleler Somen in Ruhe lassen, und dessen 
Somen durch je eine perspektive Ahnlichkeitstransformation oder 
durch eine Schiebung vertauschen. Die §15 ist Durchschnitt von §so 
und §16 und besteht aus lauter vertauschbaren Operationen ("dual
projektive Schiebungen der Somen"). Die durchaus analoge Zu
sammensetzung der drei Gruppell der Ahnlichkeitstransformationen 
(Nr. 4), der radialen Kollineatiollen (Nr. 17) und der somatischen 
Kollineatiollen liiBt sich durch folgende Schemata erHiutern: 

Ahnlichkeits- Radiale Somatische 
transformationeJt Kollineationen Kollineationen 

97 Gl7 /§31~ / '" / ~ 
g6 g4 G16 G9 §so §16 

" / " , / ", / 
g3 Gs §15 

Auch hier erscheint es als zweckmiiBig, das Somenkontinuum 
mit zwei Schichten zu iiberdecken, und bei dual- projektiven Trans
formationen die Somen der beiden Schichten stets kontragredienten 
Transformationen zu unterwerfen. Es ergeben sich dann genau wie 
in der Strahlengeometrie Unterscheidungen zwischen somatischen Kolli
neationen und Korrelationen, dualen Kollineationen und Antikolli
neationen, usw. Fur den alle diese Begriffe umfassenden Begriff der 
somatischen Projektivitiit gilt der charakteristische Satz: 

Somatische Projektivitiiten lassen invariant Parallelismtts von Somen 
derselben Schicht und hemisymmetrale sowie symmetrale Lage von Bomen 
verschiedener Bchichten. 

Die (reellen) analytischen Scharen von oor Somen (r < 6), die 
in dieser somatisch -projektiven Geometrie (oder projektiven Geometrie 
der Bomen) betrachtet werden, sind die geometrischen Bilder der irre
duziblen Systeme analytischer Bedingungen, die einem starren 
Korper r Grade der Freiheit lassen. Daraus wird die Bedeutung 
dieser Geometrie fur die Kinematik ersichtlich (s. IV 3, Kinematik, 
Schoenflies und Griihler, Nr. 20). 

Die Mannigfaltigkeit der 006 "eigentlichen" Somen kann durch 
Hinzufiigung von 004 geeignet definierten "Parasomen" zu einem in 
bezug auf die Gruppe §31 natiirlichen Kontinuum erganzt werden. 
Durch Einfiihrung weiterer Koordinaten (Koordinaten ,,2. Art") liiBt 
sich der Begriff des Parasoma analytisch in iihnlicher Weise auf-
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stelien, wie der Begriff des Punktstrahles in der Strahlengeometrie 
(Nr. 18). Das so abgesehlossene Kontinuum liiJ3t sich auf eine M6 
des R15 eindeutig-umkehrbar abbilden, so daB §Sl in eine holoedriseh
isomorphe projektive Gruppe der Ms (Nr. 8) iibergeht. Bilder der 
Parasomen auf der M6 sind die Punkte einer M42; in bezug auf die 
Parasomen reduzierl sieh die somatisch-projektive Geometrie auf die 
projektive Liniengeometrie (Nr. 10). 

Erganzt man dagegen die Mannigfaltigkeit der eigentlichen Somen 
durch die 003 die Gleiehung (1) befriedigenden Wertsysteme, fiir 
welehe Xo = X01 = X02 = xos = 0 ist, und die Study als Koordinaten 
eines "Pseudosoma" bezeiehnet, so werden die analytischen Trans
formationen, die in dies em neuen Kontinuum iiberall wohldefiniert, 
eindeutig und stetig sind, dureh die linearen Transformationen der 
aeht Variabeln x ersehopft, die das Bestehen der quadratisehen Glei
chung (1) nicht zerstoren. Study nennt sie "pseudokonforme" Trans
formationen der Somen; sie bilden eine gemischte Gruppe mit 28 
Parametern, deren kontinuierliehe Untergruppe §28 einfach ist (Nr. 9). 
In der durch diese Gruppe charakterisierten "pseudokonformen Geometrie 
der Somen" liegt wieder ein Beispiel del' in Nr. 9 allgemein be
sprochenen Geometrie vor 126). 

Die Gesamtheit alier Transformationen del' eigentlichen Somen, 
die zugleich projektiv und pseudokonform sind, bildet eine ge
misehte Gruppe §1S' c61S mit 13 Parametern; sie besteht aus allen 
Transformationen von §Sl' die das Ubereinanderliegen von Somen ver
schiedener Schichten nicht zerstoren, und verhalt sieh also zu §Sl 
ebenso wie die Gruppe g7 der Ahnlichkeitstransformationen zur G17 del' 
radialen Pro j ekti vi ta ten. 

Die in §1S' c61S enthaltenen dual- projektiven Transformationen 
bilden ebenfalls eine gemischte Gruppe §12' c612 und werden als "ortho
gonale" Transformationen del' Somen bezeichnet, weil sie, in dualen 
Koordinaten dargestellt, die dual- quadratische Form 

X/ + X22 + Xs 2 + X4 2 

nur urn eillen (dualen) Faktor iindern 127). Die kontinuierliehe Gruppe 
§12 kann in zwei miteinander vertauschbare Gruppen §s, §6' zerlegt 
werden, deren erste mit der Gruppe del' Euklidischen Bewegungen 

126) Diese Geometrie hat Study "pseudokonform" genannt, weil sie, ebenso 
wie die konforme Geometrie des Rn fur n> 2, auf die projektive Behandlung 
einer quadratischen Mannigfaltigkeit eines hoheren Raumes hinauskommt. 

127) In der Geometrie dieser Gruppe findet offenbar die Nicht-Euklidische 
Geometrie im Raume positiver Kriimmung eine neue und wesentliche Erweiterung. 
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zusammenfallt, wenn man das eigentliche reelle Soma als Raumelement 
wahlt. 

Der zur Gruppe §12 gehorige Aquivalenzbegriff ist der natiirliche 
.lquivalenzbeg1·iff der Kinematik, von dem allerdings gewohnlich keine 
ausdriickliche Definition gegeben wird, und naeh welehem zwei OOT_ 

Scharen von Bewegungen (8) und (8') aquivalent heiBen, wenn zwei 
Bewegungen A, B existieren, fUr die 

(8') = A-l(8)B 

ist. Dagegen konnen in der Meehanik als aquivalent nur solche 
Seharen erachtet werden, die aus einer von ihnen dureh Transformationen 
del' Bewegungsgruppe §6 hervorgehen ((8') (8) B). Diese beiden 
Aquivalenzbegriffe erseheinen also als einzelne Glieder, an bestimmten 
Stellen, in einer ganzen Reihe von Aquivalenzbegl'iffen. 

21. Gruppe der Cremonaschen Transformationen. In einem 
Gebilde 1. Stufe gibt es nach funktionentheoretisehen Grundsatzen 
keine anderen birationalen, d. h. algebl'aischen und ein - eindeutigen 
Punkttransformationen als die lineal'en (d. h. die pl'ojektiven). 1m 
R", fur n > 2, gibt es abel' noeh sehl' viele andere, die im allgemeinen 
(1, 1 )-deutig sind und birationale oder Cremonasehe Transformationen 128) 

heiBen; sie bilden eine Gruppe, die von keiner endliehen Anzahl von 
Parametern abhangt, abel' auch keine "unendliehe kontinuierliche 
Gruppe" im Lieschen Sinne ist, weil sie durch Differentialgleichungen 
nicht definiert und vermutlieh auch nicht durch infinitesimale Trans
formationen erzeugt werden kann (sie enthalt jedoch eine groBe An
zahl endlicher kontinuierlicher Gruppen; s. Nr. 22). 

Die birationalen Transformationen del' Ebene lassen sich naeh 
einem fast gleichzeitig von W. K. Clifford 129), M. Noether 130) und 
J. Rosanes 131) aufgestellten Satze als Produkte einer endlichen Anzahl 

128) Die einfachsten unter diesen Transformationen, namlich die quadra
tischen, treten in der Ebene bei L. J. Magnus, insbesondere die Kreisverwandt
schaften bei Mooiu8 auf; s. Anm. 72). Allgemeinste Transformationen in der 
Ebene bei L. Oremona, Bologna Mem. (2) 2 (1863), 5 (1865), abgedruckt in Giorn. 
di mat. 1 (1863), p. 305; 3 (1865), p. 269, 363. Im Rs' s. Cremona, Gott. N achr. 
1871, p. 129, abgedruckt in Math. Ann. 4 (1871), p. 213; Milano Rend. 4 (1871), 
p. 269, 315; Ann. di mat. 5 (1871), p. 213; gleichzeitig auch bei A. Cayley (London 
Math. Soc. Proc. 3 (1869-71), p. 127 = Pa.pers 7, p. 189) und bei 1VI. Noether 
(Math. Ann. 3 (1871), p. 547). 

129) Ohne Beweis: s. die "Analysis of Cremona's transformations" im An
hang zu den Math. papers (London 1882), p. 542. 

130) Uber Flachen, wel.che Scharen rationaler Kurven besitzen, Math. Ann. 3 
(1871), p. 161. V gL insbes. p. 167. 

131) J. f. Math. 73 (1871), p. 97. 
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von quadratischen Transformationen herstellen. Diesem Satze hat aber 
erst spiiter M. Noether 132) durch Beriicksichtigung des Falles unendlich 
naher Fundamentalpunkte eine festere Basis gegeben. Neuerdings hat 
O. Segre lSS) bemerkt, da1\ auch der Noethersche Beweis eine Liicke ent
hiilt; aber G. Oastelnuovo 1S4) hat auf anderem Wege die Richtigkeit 
des Satzes auBer Zweifel gesetzt. 

Fiir n::::::: 3 hat man die Frage nach den erzeugenden Operationen 
der Gruppe noch nicht angegriffen. 

Die Invariantentheorie der Gruppe der Oremonaschen Trans
formationen ist lange nicht so weit entwickelt wie die der vorher
gehenden; doch weiB man z. B., da1\ bei ihren Transformationen die 
Geschlechter und Moduln algebraischer Gebilde invariant sind. Letztere 
bleiben aber ungeandert bei allen algebraischen Transformationen, die 
auch nur fiir das einzelne in Betracht kommende Gebilde eindeutig 
sind (Nr. 26, a); und es konnte die Frage sein, ob es dariiber hinaus 
noch Eigenschaften der Kurven, Flachen usw. gibt, welche bei diesem 
hOheren (Riemannschen) Standpunkte nicht in Betracht kommen, 
aber doch Invarianten in bezug auf Oremonasche Transformationen 
sind. Dariiber sind noch keine systematischen Untersuchungen ange
stellt worden. Doch weill man, daB bei endlichen kontinuierlichen 
Gruppen von Cremonaschen Transformationen lineare Systeme alge
braischer M n _ 1 invariant bleiben (Nr. 22). 

F. Klein IS5) stent auch die Frage nach einer Invariantentheorie 
der Differentialformen, z. B. der Pfaff'schen Ausdriicke, mit rationalen 
(oder algebraischen) Koeffizienten, gegenuber birationalen (bezw. alge
braischen, Nr. 25, a) Transformationen. Von da aus sollte das Stu
dium und die Klassifikation der durch algebraische Differentialglei
chungen definierten transzendent,en Funktionen erwachsen 186). 

22. Endliche kontinuierliche Gruppen von Cremonaschen 
Transformationen und deren projektive Abbildung. In jedem Bn 
gibt es eine groBe .Anzahl endlicher kontinuierlicher Gruppen von 
Cremonaschen Transformationen; die einfachsten Beispiele sind, nach 
den projektiven, die konformen Gruppen (Nr.11, 12). Gestattet eine 
M,. irgend eines Rd (d> n) eine kontinuierliche Gruppe projektiver 
Transformationen (Nr.8), und ist sic mtional, d. h. auf Bn eindeutig 

132) Math. Ann. 5 (1872), p. 635. 
138) Torino Atti 86 (1901), p. 645. 
134) Torino Atti 36 (1901), p. 861. 
185) Robere Geometrie 1, p. 447 :If. 
136) S. A. Voss, Math. Ann. 28 (1884), p. 157, 849. 
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abbildbar, so geht bei dieser Abbildung die projektive Gruppe der 
M.,. in eine endliche kontinuierliche Oremonasche Gruppe des B.,. fiber. 

Dieser Satz ist auch umkehrbar. In bezug auf jede endliche 
kontinuierliche Gruppe von Cremonaschen Transformationen gibt es 
unendlich viele lineare Systeme von Formen (M,,_1): 

Aofo + Ad1 + ... + AaId = 0, 

welche bei allen Operationen der Gruppe in sich iibergehen; unter
wirft man namlich eine M'lI_1 oder ein kontinuierliches System von 
M'lI_l diesen samtlichen Operationen, so hat das kleinste lineare 
System, welches die so erhaltenen M,,_l enthalt, die verlangte Eigen
schaft. Unter diesen invarianten Systemen gibt es (wenn d> n ist) 
stets solche, die "einfach" sind, d. h. so beschaffen, daB die Mannig
faltigkeiten des Systems, welche einen Punkt allgemeiner Lage des R,. 
enthalten, nicht aile durch einen weiteren mit ersterem verander
lichen Punkt hindurchgehen. Durch die Gleichungen: 

Yi = fo 
in welchen die Yi homogene Punktkoordinaten im Rd bedeuten, wird 
del' R" auf eine M" des Rd ein-eindeutig abgebildet; und die vor
gelegte Gruppe von Cremonaschen Transformationen des B" geht in 
eine birationale Gruppe diesel' M" fiber, welche deren ebene Schnitte 

(~J.iYi _~AJi = 0) in ebensolche iiberfiihrt, und folglich in einer 
projektiven Gruppe des Ra enthalten ist, welche die genannte lJI" in
variant laBt (Nr. 8). Jede endliche kontinttierliche Gruppe 'Von Oremona
schen Transformationen eines R" kann also als eine projektive Gruppe 
auf einer M" eines geeigneten Rd attfgefafjt werden 137). Wenn wir dem 
Gesamtraume eine geniigend groBe Anzahl von Dimensionen erteilen, 
so lassen sich aIle fiberhaupt moglichen Geometrien, denen endliche kon
tinuierliche Gruppen von Oremonaschen Transformationen zu Grunde 
liegen, unter der proje7ctiven Geometrie einbegreifen. Und das war 
auch mit allen bisher betrachteten Geometrien del' Fall. 

Die endlichen kontinuierlichen Gruppen von Cremonaschen Trans
formationen der Ebene und des Raumes (n = 2, 3) sind aIle bekannt. 
Die del' Ebene hat F. Enriques 138) durch ebenfalls birationale Trans
formationen auf drei Typen (nebst ihren Untergruppen) zurfickgefiihrt; 
namlich: 

137) Man vgl. die sofort anzufiihrenden Arbeiten von G. Fano (Anm. 140) 
bis lU)). 

138) Roma Line. Rend. (5) 2 (1893), 1. sem., p. 468, 532. 
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a) die 8-g1iedrige Kollineationsgruppe; 

b) die 6-g1iedrige Gruppe del' qlladratischen Tl'ansformationen mit 
zwei festen Fundamentalpunkten; d. h., falls man diese beiden Punkte 
durch eine Kollineation in die imaginal'en Kreispllnkte wirft, die 
Gruppe del' direkten Kreisverwandtschaften 139); 

c) die "Jonquieresschen Grllppen", welche ein Strahlenbuschel, 
und zugleich ein lineal'es System von Kllrven irgend einer Ordnllng m, 
mit dem Mittelpunkte jenes Strahlenbuschels als gemeinsamem (m -1)
fa chen Punkte und mit ebenfalls gemeinsamen Tangenten in dies em 
Punkte in sich uberfiihren. 

Zll dies em Resultat gelangt Enriques durch Konstrllktion eines 
in bezug auf die Gruppe invarianten lineal'en Systems von alge
braischen Kurven, und Betrachtllng del' zugehol'igen sukzessiven adjun
gierten Systeme, welche mit ersterem invariant verbunden sind 
(III C 4, Berzolari, Abschn. V). Diesel' Proze£ laBt sich bei dem helltigen 
Zllstande del' FHichentheol'ie auf den Rallm Rs nicht ubertl'agen; abel' 
die Konstruktion eines invarianten linearen Systems von FHichen ge
stattet, die vorgelegte Cremonasche Gruppe durch eine birational-iso
morphe projektive Gruppe mit invarianter M3 Zll el'setzen (s. oben), 
wodurch die Sache auf eine Klassifikation del' projektiven Gruppen 
mit invarianter M3 eNr. 8) zuruckgefiihrt wil'd. Nach F. Enriques 
und G. Fano 140) kann jede endliche kontinuierliche Gruppe von 
Oremonaschen Transformationen des Rs durch eine weitere Oremona
sche 'Transformatiou auf eine del' folgenden Gruppen zuruckgefuhrl 
werden: 

a) 15-gliedrige Kollineationsgl'Uppe und ihl'e Untergruppen; 

b) lO-gliedrige Gruppe del' reziproken Radien mit Untergruppen; 

c) "verallgemeinerte Jonquieressche Gruppen", d. h. Gruppen mit 
invariantem Ebenenbuschel odeI' Strahlenbundel; 

d) zwei 3-g1iedrige einfache Gruppen von Transfol'mationen 3. 
bezw. 7. Ordnung. 

Die verschiedenen Gruppen des Falles c) hat spater G. Fano 141) 
aufgezahlt; allch hat e1' den Zusammenhang zwischen Oremonaschen 

139) Diese Gruppe ist eine der heiden kontinuierlichen Scharen, welche 
die Gesamtgruppe der reziproken Radien in der Ebene bilden. V gl. Nr. 11, 
insb. Anm. 72). 

140) Enriques-Fano, Sui gruppi continui di trasformazioni cremoniane 
della spazio, Ann. di mat. (2) 26 (1897), p. 59, 

141) I gruppi di Jonquieres generalizzati, Torino Mem. (2) 48 (1898), p. 221. 
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und projektiven Gruppen in mannigfaltigel' Weise erlautert und aus
genutzt 142). 

Die kontinuierlichen Gruppen von quadratischen Transformationen 
des Rs hat M. Noether aufgezahlt 143); es gibt fiinf Gesamtgruppen, 
mit verschiedenen Untergruppen. 

23. Aufzahlung einiger unendlicher Gruppen. Von unendlichen 
Gruppen, die bei Lie studiert werden, erwahnen wir die folgenden: 

a) Die Grippe aZZer reellen konformen Punkttransformationen der Ebene 
(fiir den Rn, n > 3, s. Nr.11), d. h. del' reellen Punkttransformationen, 
welche die WinkelgroBen nicht andern. Diese Transformationen ver
halten sich also im Kleinen, in der Umgebung regularer Stellen, wie 
Ahnlichkeitstransformatiollen. Je nachdem der Sinn der Winkel nicht 
geandert oder geandert wird, ergeben sich zwei getrennte Trans
formationsscharen, deren erstere eine unendliche kontinuierliche Gruppe 
in Lieschem Sinne ist. Damit eine Punkttransformation der Ebelle 
konform sei, ist es notwendig und hinreichend, daB die in den Glei
chungen: 

auftretenden 

u = u(x, y), 

Funktionen u, v den 

ou_+~ ox - -- ay' 

v = v (x, y) 

partiellen Diiferelltialgleich ungen: 

au=+~ oy ax 
geniigen, wobei die unteren Vorzeichen dem FaIle der Winkelumkeh
rung entsprechen. Funktionentheoretisch bedeuten diese Bedingungen, 
da.6 u + iv eine Funktion (in Riemann'schem Sinne; lIB 1, Osgood, 
Nr.2, 5) der komplexen Variablen x + iy ist. 

b) Die Gruppe aller reellen Punkttransformationen y; = f;(x), welche 
die Volumina der Korper (bei n = 2 die Fliicheninhalte) nicht iindern, 

wozu erforderlich ist, daB die partielle Differentialgleichung II ::: r = 1 

erfiillt sei. Diese Gruppe neunt man zuweilen "Mobius'sclte Gruppe"l44); 
ihre Invariantentheorie kann als "Geometrie der inkompressiblen 

, df., 
FlUssigkeiten" bezeichnet werden. J e nachdem dx: = + 1 oder 

= - 1 ist, zerfallen diese Transformationen in zwei getrennte Scharen 
G,eigentliche" und "uneigentliche" volumtreue, resp. flachentreue Trans
formationen), von denen erstere eine unendliche kontinuierliche Gruppe 

142) Palermo Rend. 10 (1896), p. 1, 16 j ebenda 11 (1897), p. 240 j Torino 
Atti 33 (1898), p. 480. 

143) Deutsch. Math.-Ver. Jahresb. 5 (1896), p. 68. 
144) Uber eine allgemeinere Art der Affinitat geometrischer Figuren (J. f. 

Math. 12 (1834), p. 109 = Werke 1, p. 517). 
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ist. Nach S. Lie U5) wird diese Gruppe im Falle n = 2 durch die 
infinitesimalen Transformationen 

Af=X~[+ yJL ox oy 

erzeugt, welche die Differentialgleichung ~; + ~~ = 0 erfiillen 146). 

Mobius hat 144) auch die allgemeineren Punkttransformationen der 
Ebene und des Raumes untersucht, welche die Fllicheninhalte bzw. 
die Volumina nach einem konstanten Verhaltnisse andern. Diese 
bilden ebenfalls eine tmendliche kontinuierliche Gruppe, die aus der 
oben genannten durch Zufiigung der AhnlichkeitstranlSfol·mationen 
entsteht. 

c) Die unendlichen kontinuierlichen Gruppen von analytischen 
Punkttransformationen der Ebene hat S. Lie bereits 1883 auf be
stimmte Typen zuriickgefiihrt 147). Fur die imprimitiven Gruppen, 
d. h. die, die mindestens eine Kurvenschar fJ! (xy) = konst. invariant 
lassen, ergeben sich mehrere Typen, die er aufziihlt, und die entweder 
zwei oder aber nur eine Kurvenschar der angegebenen Art in sich iiber
fiihren. Dagegen sind die von der unten folgenden Gesamtgruppe d) ver
schiedenen primitiven Gmppen durch eine weitere Punkttransformation 
mit einer der beiden Gruppen b) ahnlich, d. h. mit der Gruppe der 
eigentlich flachentreuen Transformationen, oder mit del' Gruppe der 
Transformationen, welche die Flacheninhalte in konstanten Verhiilt
nissen andern. Dieser Satz ist in einem allgemeineren und fiir jeden 
Btl giiltigen enthalten 148): ,,1st eine unendliche kontinuierliche Gruppe 
des Rtl (n > 1) so beschaffen, daB bei Festhaltung eines Punktes all
gemeiner Lage· die oon-1 Linienelemente durch dies en Punkt stets in 
alIgemeinster Weise, also (n2 - l)-gliedrig (s. unten, d)) transformiert 
werden, so sind nul' drei Fiille moglich: 1) Die Gruppe ist durch 
eine Punkttransformation iihnlich mit der unendlichen Gruppe, die 
aIle :,Volumelemente" des R,. invariant laBt; 2) sie ist ahnlich mit der 
Gruppe, deren Transformationen die "Volumelemente" in konstanten 
Verhaltnissen andern; 3) sie ist die unendliche Gmppe alIer Punkt-

145) lJber DifFerentialinvarianten, Math. Ann. 24 (1884), p. 537; insb. p. 561. 
146) K. Garda (Monatsh. Math. Phys. 8 (1897), p. 170) hat die Punkttrans

formationen des R3 bestimmt, welche aIle Flacheninhalte invariant lassen. Diese 
Eigenschaft kommt nur den Bewegungen und Umlegungen zu. 

147) tJber unendliche kontinuierliche Gruppen, Christiania Forhandl. 1883, 
Nr. 12. S. auch: Unendliche Gruppen, p. 43. 

148) Unendliche Gruppen, p. 61. 
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transformation en des Rn" (II A 6, Kontinuierliche Gruppen, Maurer 
und Burkhardt; Nl". 22) 149). Diese Gruppen sind aIle primitiv. 

1m Rs gibt es nach U. Amaldi 150), auBer den soeben el"wahriten 
Lieschen Typen, nur einen weiteren Typus von unendlichen kontinuier
lichen primitiven Gruppen von Punkttmnsformationen: die Gruppe 
alier analytischen Punkttransformationen, welche die Pf'affsche Glei
chung dz - ydx = 0 in sich iiberfiihren. Diese kann auch als die 
unendliche Gruppe aIler analytischen Bel"iihrungstransformationen del' 
Ebene gedeutet werden. 1m R4 150) und Rn 151) sind dagegen dureh 
die obigen Lieschen Gruppen aUe Typen von unendlichen kontinuier
lichen pl"imitiven Gruppen bereits erledigt. 

d) Die Gruppe aZZer analytischen Pttnkttrans/ormationen. In bezug 
auf diese Gruppe besitzt keine analytische Punktmannigfaltigkeit, von 
ihrer Dimension abgesehen, invariante Eigenschaften. Die ersten 
Differentiale dx, dy, ... der Veranderlichen erleiden bei jeder analy
tischen UmfOl"mung stets eine lineare Transformation; innerhalb unend
lich kleiner Umgebungen entsprechender Punkte in allgemeiner Lage 
kann also jede analytische Transformation als linear (projektiv) auf
gefaBt werden (I B 2, Meyer, Nr.22; III D 3, v. Lilienthal, Nr.8; 
III D 6a, Vo/J, Nr. 2). Dadurch greift die lineare Invariantentheorie 
in die Theorie der allgemeinsten analytischen Transformationen ein. 

Invariante Eigenschaften gegeniiber beliebigen analytischen Punkt
trans formationen besitzen, allgemein zu reden, die Differentialaus
driicke und Differentialgleichungen (Pfaffsche Ausdriicke und Glei
chungen, Mongesche Gleichungen, partielle Differentialgleichungen 152)). 

149) Eine endliche kontinuierliche Gruppe in n Veranderlichen, welche die 
Linienelemente durch einen Punkt allgemeiner Lage ebenfalls (n2-1)-gliedrig 
transformiert, ist stets mit einer projektiven Gruppe ahnlich, und zwar mit der 
allgemeinen projektiven, mit der allgemeinen linearen oder mit der speziellen 
linearen Gruppe (Nr. 5, 7) (S. Lie, Archiv for Math. 3 (1878), p. 375; Th. d. 
Transfgr. 1, p. 631). 

150) I gruppi continui infiniti primitivi in tre e quattro variabili, Modena 
Atti (3) 7 (1906). 

151) G. Kowalewski, Die primitiven Transformationsgruppen in fiinf Ver
anderlichen, Habilitationsschrift Leipzig, Leipzig Ber. 51 (1899), p. 69. 

152) Bei der Untersuchung dieser invarianten Eigenschaften ist Ofters die 
geometrische Deutnng der Differentialgleichungen heranzuziehen, die auf G. Monge 
zurtickgeht ("Supplement OU l'on fait voir ... ", Paris Acad. 1784, p. 502; "Appli
cation de l'analyse a la geometrie", als "Feuilles d'analyse appliquee a la geo
metrie" 1795 erschienen; letzte Ausgabe durch J. Liouville, Paris 1850). In 
neuerer Zeit wurden diese Fragen in den Lehrbiichern von G .. Darboux (Leyons 
sur la theorie generale des surfaces, 4 Bde., Paris 1887-96) und S. Lie viel-
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Ein Pfaffscher Ausdruck ;;EXidxi (II A 5, Partielle Differentialglei-
i 

chungen, v. Weber; Nr. 18ff.) hat eine bilineare schiefe "Kovariante": 

~ (?Xi _ £~j.:) dx.bx 
~ OXk OXi • k' 
i,k 

deren identisches Verschwinden aussagt, da£ der vol'gelegte Ausdruck 
ein exaktes Differential ist. 1st das nicht der Fall, so wird doch das 
Verhalten des Pfaffschen Ausdruckes gegeniiber Punkttransformationen 
durch einen Charakter festgelegt, welcher sich aus der Determinante 
der obigen bilinearen Form und aus derselben mit + Xli + X 2 , ••• , 

+ Xn geranderten Determinante ergibt, in dem Sinne, da£ zwei Aus
drlicke von demselben (oder von verschiedenem) Charakter stets (nie
mals) ineinander transformierbar sind; je nachdem dieser Charakter 
gerade (= 2 r) odeI' ungerade (= 2 r + 1) ist, la£t sich der vol'
gelegte Ausdruck auf eine der N ormalformen 

zr+1 dZ1 + ... + z2r dzr oder dzo + zr+1 dZ1 + ... + z2r dzr 

bringen 153). - Die Invariantentheorie eines quadratischen Differential
ausdruckes :E X;kdx;dxk deckt sich mit del' metrischen Geometrie 

-i, k 

auf del' Mannigfaltigkeit, deren Bogenelementquadrat durch diesen 
Ausdruck dargestellt wird (N r. 26, b). Fur den Fall zweier Variabelen, 
d. h. del' gewohnlichen krummen Flachen, hat C. F. Ganf3 eine erste 

Invariante gefunden, namlich das KriimmungsmaB k = _1_, welches 
Ih ('2 

e1' durch die Koeffizienten del' zugehorigen Form dss und deren Diffe-
rentialquotienten nach den Variabeln ausdriickte 154). Weitere Inva
riantenbildungen, und zwar "Kontravarianten", sind E. Beltramis "Diffe
rentialparameterli Ai lP und 1::.2 tP 155). Den Begriff des Gaussschen 

fach behandelt. Fiir die beziigliche fuvariantentheorie s. F. Klein, Hohere Geo
metrie 1, p. 403-36, wo auch weitere Literatur angefiihrt wird. 

153) G. Frobeniu8, J. f. Math. 82 (1876), p. 230; S. Lie, Archiv f. Math. 
2 (1877), p. 338. S. auch Leipzig Ber. 48 (1896), p. 390. 

154) Diflquisitiones generales circa superficies curvas, der K. Ges. d. Wiss. 
zu Gottingen 1827 eingereicht und in "Commentationes recentiores" Bd.6 ver
offentlicht: abgedruckt in GaufJ' Werken, 4 (Gottingen 1873), p. 217 (Ostwalds 
Klassiker, Nr. 5). Die Diskussion der Differentialform ds 2 liefert die Eigenschaften 
der FIache, welche allen ihren Biegungsflachen gemeinsam sind. Die volle Gestalt 
der Flache beherrscht man aber erst durch Hinzunahme der zweiten Differential
form, die, gleich Null gesetzt, die Asymptotenkurven darstellt (1 B 2, lnvarianten
theorie, Meye1·,'.Nr.22; ill D 3, Kurven auf den Flachen, v. Lilienthal, Nrr. 4, 33). 

155) Ricerche di analisi applicata alla geometria, mehrere Aufsatze in 
Giom. di mat. 2 (1864); 3 (1865), insb. 2, p. 355 = Opere 1 (Milano 1902), 
p. 107, insb. p. 140 if. Erweiterung auf n Veranderliche: Sulla teoria gene
rale dei parametri differenziali, Bologna Mem. (2) 8 (1868), p. 549 = Opere 2 
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KriimmungsmaBes hat B. Riemann auf den Fall mehrerer Variabeln, 
und zwar auf die einzelnen "geodatischen" M2 einer beliebig aus
gedehnten Mannigfaltigkeit iibertragen 156). Diese Untersuchung haben 
E. B. Christoffel und R. Lipschitz wieder aufgenommen, indem sie die 
Frage nach der Aquivalenz zweier quadratischen Ausdriicke be
handelten 157); diese Frage kommt darauf zuriick, die Aquivalenz ge
wisser algebraischer Formen im Sinne der linearen Invariantentheorie 
zu priifen. 

Fiir die Klassifikation der partiellen Differentialgleichungen scheint 
das Zugrundelegen der umfassenderen Gruppe aller analytischen Be
riihrungstransformationen (N r. 24, g)) vorteilhafter. Eine Klassifikation 
der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung gegeniiber Punkt
transformationen hat aber S. Lie angestellt 158). 

24. Fortsetzung. Unendliche Gruppen von Beriihrungstrans
formationen (III D 7, Scheffers). 

e) Die Grttppe alter "iiquidistanten" BeruhrungstrclJUsformationen 159) 

oder "iiquilongen Transformationen" 160) der Ebene, d. h. alIer Beriih
rungstransformationen, die erstens jede Gerade in eine Gerade und 
zweitens jede Strecke in eine gleichlange Strecke iiberfiihren 161). 

Darunter sind insbesondere die "Dilatationen" einbegriffen 162). Diese 
Gruppe bildet ein bemerkenswertes Gegenstiick zur konformen Gruppe 
(Nr. 23, a)); bei letzterer sind die Winkel, bei ersterer die Tangential-

(1904), p. 74. Fur allgemeine Orthogonalkoordinaten im Rg schon bei G. Lame: 
Leyons sur les coordonnees curvilignes et leurs diverses applications (Paris 181)9) 
(I B 2, Meyer, Nr. 22; III D 3, v. Lilienthal, Nr. 8). 

166) Ygl. die Anm. 60) erwahnte Habilitationsschrift, sowie auch die Pariser 
Preisaufgabe aus dem Jahre 1861, die in den Ges. Werken unter Nr. XXII mit 
ErJauterungen von H. Weber aufgenommen ist (Leipzig 1876, p. 370; 2. Aufl.. 1892). 

157) Christoftel, J. f. Math. 70 (1869), p. 241; Lipschitz, ebenda 70 
(1869), p. 71; 71 (1870), p. 274, 288; 72 (1870), p. 1; 74 (1872), p. 116, 150; 78 
(1874), p. 1 (I B 2, Meyer, Nrr. 3, 22). 

158) Gottinger Nachr. 1872, p. 473. 
159) E. Study, Uber mehrere Probleme der Geometrie, die dem Problem 

der konformen Abbildung analog sind, Bonn Ges. f. Natur- u. Heilkunde, Ber. 
5. Dez. 1904. 

160) G. Scheffers, Uber Isogonalkurven, Aquitangentialkurven und komplexe 
Zahlen, Yerh. des 3. intern. Mathem.-Kongr., Heidelberg 1904, p. 349. Aus
fiihrlicher in Math. Ann. 60 (1905), p. 491, insb. §§ 6-7. 

161) Linienelemente einer Geraden gehen also in ebensolche uber; und die 
Entfernungen zwischen den Punkten zweier Linienelemente derselben Geraden 
sollen ungeandert bleiben. 

162) S. Lie, Geom. d. Bl' 1, p. 14. Uber Dilatationen im Raume, s. Math. 
Ann. 59 (1904), p. 209. 
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abstande zweier Kurven invariant; bei einer konformen Transformation 
geht jede Schar von 002 Isogonalkurven (d. h. von Kurven, die eine 
col-Schar unter konstantem Winkel durchsetzen) in eine ebensolche 
Schar iiber, bei einer aquilongen Transformation wird jede Schar von 
co2 "Aquitangentialkurven" (d. h. von Kurven, die mit einer col-Schar 
Tangenten von konstanter Lange - gemessen zwischen den beiden 
Beriihrungspunkten - gemein haben) in eine ebensolche iibergefiihrl. 

Diese Analogie kommt auch in der analytischen Darstellung zum 
Ausdruck. Dazu erscheint es zweckmiiBig, den Geraden bestimmte 
Fortschreitungssinne beizulegen, d. h. dieselben zu "orientieren", wo
durch die iiqnilonge Gruppe in zwei kontinuierliche Scharen von 
"eigentlichen" und "uneigentlichen" iiquilongen Transformationen zer
fant, je nachdem entsprechende Strecken gleich oder entgegengesetzt 
gleich sind. W ird dann eine Gerade in cartesischen Orthogonal
koordinaten durch die Hessesche Normalgleichung: 

x cos u + y sin u - v = 0 

mit positivem v dargestellt, so betrachten wir u, v als Koordinaten 
der zugehorigen orientierten Geraden (oder "Halbgeraden''), die den 
Anfangspunkt zur linken Hand hat, dagegen u + :It, - v als Koordi
naten ihrer entgegengesetzten. In diesen Koordinaten sind die Glei
chungen einer iiquilongen Transformation: 

u' = rp (u, v), v' = t/J Cu, v) 
an die beiden Bedingungen: 

(1). ocp =0 
OV ' 

alP = + o'IjJ au - ov 

gebunden, wo das obere (untere) Vorzeichen dem FaIle der eigent
lichen (uneigentlichen) Transformationen entspricht; also: 

u' = cp(u), v' = X (u) + V· rp'(u) 

mit den beliebig annehmbaren Funktionen rp und X von u allein. 
Diese Transformationen brauchen nicht notwendig analytisch zu sem. 

Betrachtet man nun den Ausdruck 

u' + 8V' = rp (u, v) + 8' t/J (u, v) 

mit 82 = 0 aIs eine "dnale" GroBe (Nr. 17, 20), so liefern die Glei
chungen (1) die Bedingung dafiir, daB der Differentialquotient: 

d(u'+ev') _ (cpu+e""u)du+(cp~+e",,~)dv 
d(U+EV) - du+edv 

unabhangig von :: sei; man kann dann u' + EV' eine "synektische 

Funktion von u + EV" nennen, und sagen: Die iUJ.uilonge Gruppe lii{Jt 
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sich mit Benutzung der beiden Einheiten 1 und 8, tVO 82 = 0 ist, durch 
die einzige Gleichung u' + 8V' = feu + 8V) darstellen 163). 

Die A.nalogie mit der konformen Gruppe und mit ihrer Darstellung 
durch die Funktionen einer gewohnlichen komplexen Veranderlichen 
x+'iy ist also ersichtlich. Ebenso wie die konformen Transformationen, 
die Kreise in Kreise iiberfiihren, die Gruppe der reziproken Radien 
(N r. 11) bilden, so bilden auch die aquilongen Transformationen, 
die orientierte Kreise in ebensolche iiberfiihren, eine von sechs 
Parametern abhangige gemischte algebraische Untergruppe: die La
guerresche Gruppe (Nr.14:). Nach geeigneter Umanderung des Koor
dinatensystems (u, v) lassen sich die Operationen dieser Gruppe durch 
lineare Substitutionen 

'= '+ .' _ aw+?~ 
W - U 8V - cw + d' 

, aw+b 
W=---cw+d 

mit reell-dualen Koeffizienten a, b, c, d darstellen 164). 
Die aquilongen Transformationen hat Study auch fur den Nicht

Euklidischen Fall erklart. Zu dem Zweck fiihrt er eine imaginare 
Einheit 8 ein, die in den beiden Fallen der elliptischen und der hyper
bolischen Ebene bzw. die beiden Gleichungen: 

82 = - 1, [;2 = + 1 

·erfiillt (im ersten Falle also vorlaufig mit der gewohnlichen imagi
naren Einheit i identifiziert werden kann, im zweiten FaIle aber als 
von + 1 verschieden anzunehmen ist) , und setzt aus den Koordinaten 
u, v emer orientierten Geraden die GroBe: 

z = u + 2 arc tg { tgh (~ . 8) }i '=' ; + 81] 
zusammen. Bedeutet dann z den zu z konjugierten Wert ; - E1] 

163) Hierin liegt eine in der Natur der Sache begriindete Deutung des 
Systems der dualen Zahlen. Als natiirlicher reeller Trager dieses Zahlensystems 
erscheint also das System der orientierten Geraden der Ebene. 

164) J. Grunwald, Uber duale Zahlen und ihre Anwendung in der Geometrie, 
Monatsh. f. Math. Phys. 17 (1906), p. 81 (insb. § 15). Die du'alen Zahlen 
10 = U + EV mit komplexen u, v hat Grunwald durch die 004 reellen Speere 
(oder orientierten Geraden) des Euklidischen Rs demrt eindeutig dargestellt, 
da6 die Transformationen w' = few) durch sogenannte "dual-konforme" Speer
transformationen und die linearen Transformationen 

, (ao - as t) 10 + (a, i-a.) 
w = -(a,T+ a.) w + (as i + ao) 

mit reell-dualen Koeffizienten ao' a" a., as durch die reellen Bewegungen des 
Rg gedeutet werden. 

Encyklop. d. mafu. Wis.ensch. III 1. 23 
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und fez) eine konvergente Reihe von der Form: 

~ (air + 8bi..) (z - zoY 
k 

so liefern die Gleichungen: 

z' = f(z) , Z' = fez) 

mit ihren analytischen Fortsetzungen die allgemeinste analytische 
aquilonge Transformation. Diese Transformationen lassen sich auch 
in das gewohnliche komplexe Gebiet fortsetzen (wobei im elliptischen 
Falle 8 =1= + i anzunehmen ist). 

In dies em allgemeinen Resultat ist auch der Euklidische Pall 
einbegriffen, da sich z fur 82 = 0 auf u + EV reduziert. 

In der hyperbolischen Ebene (nicht aber in del' elliptischen) 
gibt es auch reelle nicht-analytische Transformationen der verlangten 
Art; die allgemeinsten unter ihnen werden durch die reellen umkehr
baren Losungen der Differentialgleichungen: 

geliefert. 
Die besprochenen Aufgaben lassen sich auf n Dimensionen aus

dehnen 16h). In den beiden Nicht-Euklidischen R3 gibt es abel' nur 
eine endliche 10- gliedrige kontinuierliche Gruppe von aquidistanten 
Beruhrungstransformationen, wie es auch mit den konformen Trans
formationen del' Fall ist. Dagegen gibt es im Euklidischen Rs eine 
unendliche Gruppe von aquidistanten Beriihrungstransformationen, 

f) Unendliche irreduzible Gruppen von analytischen Beriihrungs
transformationen. Unter den Gruppen von Beriihrungstransformationen 
bieten die irreduziblen (Nr. 15) das Hauptinteresse dar (dazu gehort 
aber nicht die Gruppe der aquidistanten Beriihrungstransformationen). 
In del' Ebene enthalt die Gruppe aller analytischen Beriihrungstrans
formationen (welche selbst irreduzibel ist) nur zwei Arten von un
endlichen kontinuierlichen irreduziblen Untergruppen; durch eine 
weitere Beriihrungstransformation sind diese mit den heiden Gruppen 
iihnlich, deren charakteristische Funktionen die beiden Formen 

t2, (x, y) mid cz + t2, (x, y) 

besitzen, wo t2, eine willkurliche analytische Punktion von x, y und c 
eine willkurliche Konstante bedeutet 165). Dieser Satz laBt sich, wie 
fiir die endlichen Gruppen (Nr. 15), in folgender Porm auf jeden 

164") Study, a. a. O. § 6. 
165) S. Lie, Unendliche Gruppen, p. 83. 
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Rn+1 iibertragen: ,,1st eine unendliche kontinuierliche Gruppe von 
Beriihrungstransformationen des Rn+1 als Gruppe von Punkttrans
formationen des R2n +1 (z, X;, Pi) so beschaffen, daB die CX)2n-1 Linien
elemente durch einen festgehaItenen PunH allgemeiner Lage, welche 
del' Pfaffschen Gleichung 

dz -;ZPidxj = 0 
i 

geniigen, in maglichst allgemeiner Weise, d. h. n(2n + l)-gliedrig 
transformiert werden, so ist die Gruppe irreduzibel, und entweder 
falIt sie mit der unendlichen Gruppe aIler Beriihrungstiansformationen 
des Rn +1 zusammen oder sie ist durch eine Beriihrungstransformation 
dieses Raumes ahnlich mit einer del' beiden Gruppen a (Xi' Pi) und 
az + ,Q, (,xi) Pi)"166). 

1m Rs gibt es nach G. Kowalewski 151), auBer der Gesamtheit 
aIler analytischen Beriihrungstransformationen, keine andere unend
liche kontinuierliche Gruppe solcher Transformationen, welche als 
Gruppe von Punkttransformationen des R5 (x, y, z, p, q) primitiv 
ausfallt. Unter den iibrigen Gruppen, die also im R5 imprimitiv sind, 
treten in erster Linie diejenigen auf, die im R5 eine invariante 001_ 

Schar von M4 besitzen, d. h. die unendlichen Gruppen von Beriihrungs
transformationen des Rs, welche eine CX)1_ Schar von partieIlen Diffe
rentialgleichungen 1. Ordnung rex, y, z, p, q) = konst. in sich iiber
fiihrenj unter diesen gibt es bereits eine groBe Anzahl irreduzibler 
typischer Gruppen, die U. Amaldi 167) bestimmt hat. 

g) Die Grttppe aller analytischen Beruhrungstransformationen. Die 
geometrischen Gebilde, welche in bezug auf beliebige analytische Be
riihrungstransformationen invariante Eigenschaften besitzen, werden 
im Rs durch Gleichungen dargestellt, welche die fiinf Veranderlichen 
x, y, Z,p, q (im R n +1' die 2n + 1 Veranderlichen z, Xi' Pi)' eventuell 
auch andere GraBen, enthalten j also durch partielle Differentialglei
c7mngen und Systeme solcher Gleichung.;n (II A 5, v. Weber; III D 8, 
Geometrische Theorie del' Differentialgleichungen, Liebmann). Be
riihrungstransformationen kommen in del' Tat von alters her in del' 
Theorie del' partiellen Differentialgleichungen zur Anwendungj nur 
waren dabei nicht die Transformationen an sich und ihre Invarianten
theorie, sondern die Transformation del' betreffenden Differentialgleichung 
und die Erledigung bestimmter Integrationsprobleme del' Untersuchungs
gegenstand. Erst Lie hat eine Invariantentheorie der Beruhrungstrans-

166) S. Lie, a. a. O. p. 107. 
167) Sui gruppi continui infiniti di trasf'ormazioni di contatto dello spazio, 

Torino Mem. (2) 57 (1906), p. 141. 
23'" 
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formationen begriindet, und zugleich durch geometrische Betrachtungen 
Klarheit in die Begriffe gebracht168). 

Eine partielle Differentialgleiehung 1. Ordnung f(xyzpq) = 0 
besitzt noeh keinerlei lnvarianten gegeniiber beliebigen Beriihrungs
transformationen; es ist stets moglieh, sie dureh eine geeignete 
Beriihrungstransformation in jede andere, z. B. in die einfaehe Glei
chung z = ° iiberzufiihren 169). Dieser Satz laBt sich auf n Dimensionen 
ausdehnen. 

Dagegen kann man bereits bei einem System von partiellen Diffe
rentialgleichungen 1. Ordnung ((xyzpq) = 0, rp(xyzpq) = 0, ... oder 
bei einem Funktionensystem f, rp, . . . naeh invarianten Eigensehaften 
fragen. Dabei kommt es namentlieh auf die Betraehtung der Poisson
schen Klammerausdriieke [f rpl an 169a). Das Verschwinden dieses 
Ausdruckes infolge von f = ° und q; = ° bedeutet, daB diese beiden 
partiellen Differentialgleichungen "in Involution liegen", d. h. daB sie 
001 Integralgebilde von je 002 Elementen gemein haben, wahrend 
bei seinem identisehen Verschwinden dieselbe Eigensehaft je zwei 
Differentialgleiehungen f = konst., rp = konst. zukommt. Und das 
sind eben invariante Beziehungen. 

Eine Klassifikation der partiellen Differentialgleiehungen 2. Ord
nung hinsiehtlich beliebiger Beriihrungstransformationen des R3 (xyz) 
findet sich in II A 5 Cv. Weber), Nr. 4:3 170). Ganz besonders ist die 
Invariantentheorie der sogen. Monge-Ampereschen Gleichungen 171): 

A(rs-t2) + Br + Os + Dt + E= ° 
168) Fur die Invariantentheorie der Beruhrungstransformationen sind zwei 

altere Arbeiten von S. Lie grundlegend; sein "Programm" von 1872: Kurzes 
Resume mehrerer neuen Theorien, Christiania Forhandl. 1872, p. 24, und die 
Abhandlung: Begriindung einer Invariantentheorie der Beriihrnngstransformationen, 
Math. Ann. 8 (t875), p. 215, welche auch Umarbeitungen alterer Aufsatze ent
halt. In den spateren Arbeiten von Lie tritt diese Theorie fortwahrend anf, 
insb. in Th. d. Transfgr. 2 und Geometrie d. BT. S. auch F. Klein, Hiihere 
Geometrie 1, p. 558 u. ff. 

169) S. Lie, Christiana Forhandl. 1872, p. 24, 132; Gottinger Nachr. 1872, 
p. 478; F. Klein, Erlanger Programm, § 9. 

169") S. Lie, Zur Theorie partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung usw., 
Gottinger Nachr. 1872, p.473, insb. p. -178-79. S. auch die verschiedenen 
Arbeiten in Christiana Forhandl. 1872. 

170) Nach E. Goursat, Acta math. 19 (1895), p. 285, insb. p. 297; Leyons 
sur l'integration des equations aux derivees partieUes du second ordre 1 (Paris 
1896), Nr. 87. 

171) G. Monge, Paris Hist. 1784, p.118; A. M. Ampere, Journ. ec. pol. 11, 
cah. 18 (1820), p. 34. 
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untersucht worden, wo A, B, ... Funktionen von x, y, Z, p, q und 
If, s, t die zweiten Differentialquotienten bedeuten: diese bilden nam
Hch eine invariante Kategorie 172). Dureh eine geeignete Beriihrungs
transformation kann man jede solche Gleichung linear machen, d. h. 
A zum Verschwinden bringen. Die linearen Gleichungen sind dadurch 
charakterisiert, daB sie die 003 Punkte des Raumes zu Integral
gebilden haben; die linem·en homogenen (A = E = 0) haben auch 
die 008 Ebenen zu Int(:gralgebilden. 

Nach Amperes Vorgang haben die Analytiker die Frage verfolgt, 
wann eine Monge-Amperesche Gleiehung eine intermediare Integral
gleiehung v - rp(u) = 0 besitzt, wo !p eine willkiirliehe Funktion 
ist und u, v unabhangige Funktionen von x, y, Z, p, q bezeichnen. 
Diese Kategorie von Differentialgleiehungen ist gegeniiber Beriihrungs
transformation en invariant; liegen u, v miteinander in Involution, so 
laBt sieh die Differentialgleichung durch eine Beriihrungstransformation 
auf die Normalform 

o~z 
r_ ax2 = 0 

bringen, welche die Integralflachen Z = Y(y) + x . Y1 (y) besitzt 178). 

h) Die (fUr die Optik wichtige) unendliche Gruppe aller Trans
formationen der "orientierten Strahlen" des R3 (d. h. Strahlen mit bei
gelegter bestimmter positiver Richtung), welche aus Normalenkon
gmenzen von Fliichen wieder solche hervorgehen lassen; und hier an
schlie Bend : 

h') Die unendliche Gn~ppe der "orientierten" Beriihrungstrans
formationen, welche pamllele Vereine in eben solche iiberfiihren, d. h. 
welche die ool-Gruppe der Dilationen 162) in Ruhe lassen. ("Orientiertes 
Fliichenelement" oder I' Wellenelement" heiBt das System eines orien
tierten Strahles und einer zn diesem senkrechten (eigentlichen) Ebene; 
"Punkt" des Elementes ist der Durchschnitt des Strahles mit der 
Ebene; die Begriffe der "vereinigten Lage" zweier Elemente, des 
"Vereins" von 00 1 oder 00 2 Elementen, und der "orientierten Be
riihrungstransformation" lassen sich auf diesen Fall sofort iibertragen.) 

Zwischen den beiden obigen Gruppen hat E. Study folgende Be
ziehung hervorgehoben 174): Jede Transformation von h') liefert durch 

172) S. Lie, Christiania Forhandl. 1871, p. 86; Math. Ann. 6 (1872), p. 163; 
ebenda 69 (1904), p. 246; F. Klein, a. a. O. p.661. Fur die Theorie der Monge
.,1mpereschen Gleichungen s. auch: G. Da1·boux, Le90ns sur la theorie generale 
des surfaces 3 (Paris 1894), p. 263 ff. 

173) Lie-Engel, Math. Ann. 69 (1904), p. 276-76. 
174) -Uber Hamiltons geometrische Optik und deren Beziehung zur Theorie 
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" Verkiirrzung" eine Transformation von h), wiihrend umge7cehrt jede 
Transformation von h) auf ex} Arten zu einer Transformation von h') 
erweitert werden kann. 

Die 005 orientierten Elemente lassen sieh in geeigneter Weise 
dureh sieben Kool'dinaten bestimmen, namlieh die Riehtungskosinus 
X, Y, Z des (orientierten) Strahles, die eartesischen Orthogonal
koordinaten $, H, Z des li'uBpunktes des vom Anfangspunkte auf den 
Strahl gefallten Lotes, und den Abstand .Q -der Ebene von diesem 
Anfangspunkte. Diese Koordinaten sind an die beiden Gleiehungen: 

X2+ Y2+P=1, $X+HY+ZZ=O 

gebunden; und die vereinigte Lage zweier konsekutiver Wellenelemente 
wird dureh die Pfaffsehe Gleiehung: 

(2) dQ, - ~dX - HdY - ZdZ = 0 

bedingt. Die Gruppe h') besteht dann aus den analytisehen Trans
formationen del' sieben Veranderliehen X, Y, Z,~, H, Z,.Q, welehe 
die Gleiehungen (1) und (2) nicht zerstoren; und die obengemeinte 
Verkiirzung diesel' Transformationen besteht einfaeh darin, daB man 
von del' Koordinate .Q absieht. 

Die Bedeutung der Gruppe h) fiir die Optik ergibt sich aus dem 
Malus-Dupinschen Satze 175), naeh welch em jede Normalenkongruenz 
einer Schar paralleler Flachen infolge einer endlichen Anzahl von 
Reflexionen und Breehungen an Trennungsflachen isotroper Medien 
immer wieder eine solche Strahlenkongruenz erzeugt. 

Andererseits laBt ein gewohnliehes dioptrisehes System aus jedem 
Punkte des Objekt- oder des Bildraumes naeh bestimmtem Zeitverlauf 
im allgemeinen eine Wellenflache des anderen Raumes entstehen; und 
diese Beziehung zwischen Punkten des einen Raumes und orientierlen 
Flaehen des anderen ist eine Transformation del' Gruppe h'). Variiert 
das Zeitintervall, so erhalt man 001 orientierte Beriihrungstrans
formationen, welehe aIle dieselbe verkiirzte Strahlentransformation h) 
liefem. 

Die analytische Behandlung del' Transformationen h') tritt schon 

del' Beriihrungstransformationen, Deutsche Math. -Vel'. Jahresber. 14 (1905), 
p. 424. Ausfiihrlich behandelt Study nul' den allgemeinen Fall, in welchem den 
ebenen Vereinen allgemeiner Lage doppelt gekriimmte zweidimensionale Vereine 
entsprechen. An Stelle von Punktkoordinaten, wie bei Lie, treten hier Ebenen
koordinaten auf. 

175) L. Malus, Journ. ec. pol., cah. 14 (1808); Dupin, Sur les routes suivies 
par la lumiere etc. (Applications de geometrie et de mecanique, Paris 1822). 
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bei W. R. Hamilton 176) auf. Seine charakteristische Funktion ist 
namlich erzeugende Funktion einer Schar von 001 Beriihrungstrans
formationen und von ihm selbst als solche behandelt worden. Study 
benutzt a. a. O. eine einfachere erzeugende Funktion, die auf dem Be
griff des orientierten Elementes beruht. 

25. Andere geometrische Grupp en. Die Analysis situs. In 
F. Kleins Programm werden auch Gruppen angefiihrt, die keine 
Liesche Gruppen (Nr. 2) sind; als solche ist uns schon (Nr. 21) die 
Gruppe alIer Cremonaschen Transformationen begegnet. Als weitere 
Beispiele erwahnen wir: 

a) Die Gruppe aller algebraischen Punkttransformationen, und 
namentlich: 

b) Die Gruppe aZZer reellen eindeutig- umkehrbaren und stetigen 
Punkttransformationen, welche durch Zusammensetzung unendlich kleiner 
Verzerrungen entstehen. Diese Transformationen sind im allgemeinen 
auch nicht analytisch; ihre Theorie bewegt sich auf dem Gebiete 
der willkiirlichen Punktionen und tragt die prinzipielle Beschrankung 
auf reeHe Raumelemente in sich. Man kann abel' diese Gruppe er
weitern, indem man sie mit den reellen Kollineationen, die auch das 
Unendlichferne modifizieren, verbindet. 

Die Invariantentheorie dieser Gruppe bezeichnet man als "Analysis 
situs" (Ill A B 3, Dehn nnd Heegard). Dazu gehOren zunachst die 
Eigenschaften gestaltlicher Art del' (reellen) Kurven und Flachen; 
ferner die auf eine Punktmenge beziiglichen Begriffe: 1) des Grenz
punktes, also auch del' abgeschlossenen, in sich dichten, perfekten Menie 
(I A 5, Mengenlehre, Schoenfiies, Nrn. 1, 11,13); 2) des Zusammen
hanges; 3) del' Dimension 177). Insbesondere ist del' Begriff del' ge
schlossenen einfachen Kurve und der durch sie bewirkten Gebietseinteilung 
gegeniiber der Gruppe der Analysis situs der Ebene invariant 178). 

176) V gl. namentlich das dritte Supplement zu dem "Systems of rays", 
Dublin Trans. 17 (1837). S. auch: F. Klein, Uber neuere englische Arbeiten 
zur Mechanik, Deutsche Math.-Ver. Jahresber. 1 (1892), p.35; S. Lie, Die in
finitesimalen Berlihrnngstransformationen der Optik, Leipzig Ber. 48 (1896) p. 131. 

177) Bei beliebigen reellen Punkttransformationen ist dagegen die Dimension 
einer Punktmenge nicht invariant. Invariant ist nur ihre "Ml1chtigkeit" (I A 5, 
Nr. 4), und der B" hat die Ml1chtigkeit des B1 , d. h. des linearen Konti
nuums (wie zuerst G. Cantor, J. f. Math. 84 (1878), p. 245 bewiesen hat). 
G. Peano hat auBerdem gezeigt (Math. Ann. 36 (1890), p. 157), daB die Punkte 
einer Strecke auch stetig (aber nicht umkehrbar eindeutig!) auf die Punkte 
eines Flachenstilckes abgebildet werden konnen; D. Hilbert hat das geometrisch 
.erlautert (Math. Ann. 38 (1891), p.459) (IA5, Nr. 2; IIIAB 2, Nr. 8; III AB 4 a, Nr. 40). 

178) Die Satze der Analysis situs uber Kurven und KurvenbOgen, sowie 
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26. Die verschiedenen Geometrien auf einer gegebenen 
Mannigfaltigkeit 179). 1st irgend ein System von Eigenschaften eines 
Gebildes G bei einer gewissen Gruppe der zu Grunde liegenden Raum
form - welche wir als die moglichst umfassende voraussetzen -
invariant, so kann es doch vorkommen, daB diese Eigenschaften auch 
bei anderen Transformationen erhalten bleiben, falls man letztere nicht 
auf die ganze Raumform, sondern nur auf das Gebilde G bezieht. 

a) Die Geschlechter und Moduln einer algebraischen Mannig
faltigkeit IL bleiben invariant auch bei rationalen nicht eindeutig um
kehrbaren Transformationen der Raumform, welche 11 enthiiJt, so lange 
jedem Punkte allgemeiner Lage des zu !L entsprechenden Gebildes ein
deutig ein Punkt von IL zugeordnet werden kann, gleichgiiltig, ob 
demselben noch andere Raumpunkte auBerhalb IL entsprechen. Man 
kann sich derartige Transformationen nicht nur zwischen zwei Rkl 
sondern auch zwischen einem Rk und einer im Rn (n> 7c) liegenden 
Mk denken. Durch die unabhangigen Gleichungen: 

i = I, 2, ... , n, 

WO Xli xv···, xk bezw. YlI Y2' .. ·' Yn nicht homogene Punktkoor
dinaten im Rk und im Rn und die r. rationale Funktionen bedeuten, 
wird namlich im Rn eine Mk dargestellt; jedem Punkte (x) des Rk 
entspricht im allgemeinen ein Punkt (y) dieser M k; jedem Punkte 
dieser Mk aber eine diskrete .Anzahl (~ 1) von Punkten des Rk• 

Betrachten wir nun in Rk irgend eine Mh (h < 7c), so entspricht ihr 
innerhalb Mk eine M h ; und trotz der im allgemeinen nicht eindeutig
umkehrbaren Beziehung zwischen Rk und Mk werden doch die beiden 
Gebilde Mh und Mit, allgemein zu reden, ein-eindeutig aufeinander 
bezogen sein, da die iibrigen Punkte von Rk , die einem Punkte von 
Mh entsprechen, nicht auf MI. liegen; die Geschlechter und Moduln 
von Mh bleiben also beirn Ubergang zu Mh erhalten. 

Die Eigenschaften eines algebraischen Gebildes, die in bezug 
auf samtliche 'rransformationen der hier angegebenen Art invariant 

iiber die durch sie bestimmten Gebietseinteilungen hat neuerdings A. Schoenflies 
mengentheoretisch erkJart und begriindet (lilath. Ann. 58 (1904), p. 195; 59 (1904), 
p.129; 62 (1906), p. 286; s. auch Deutsche .l\fath.-Ver. Jahresber. 15 (1906), 
p. 557; Witt. Nachr. 1907, p. 28). Insbesondere hat er die notwendigen und hin
reichenden Eigenschaften bestimmt, die fiir eine Punktmenge erfiillt sein miissen, 
damit sie im Sinne der Analysis situs als gleichwertig mit del' Geraden oder 
mit der Strecke betrachtet werden kann. Da seine Begriffe den umkehrbar ein
deutigen und stetigen Transformationen der Ebene gegenuber invariant sind, so 
diirfen sie als "natiirliche Begriffe" del' Analysis situs im Sinne yon Nr. 37 ff. 
aufgefaBt werden (III A B 2, 'V. Mangoldt, Nr. 9). 
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sind, sind Objekte eiller weiteren Illvariantentheorie, die als "Geo
metrie attf dem algebraischen Gebilde" (I B 1 c, Landsberg; II B 2, 
Wirtinger; III AB 4a, Fano, Nr. 32; ill C 4, Berzolari, Nr.23-34; 
III C 5, 7, 10) bezeichnet wird, und eine Erweiterung del' in Nr.21 
besproehenen Ideen bildet (wie in Kleins Programmschrift, § 8, 1) 

bereits angedeutet ist). 

b) Derselbe Grundgedanke findet auch bei weiteren Tl'ansfor
mationsgebieten Anwendung 179); wir gelangen dadurch zu anderen 
Invariantentheorien, welche samtlich als "Geometrien (auf) einer 
gegebenen Mannigfaltigkeit" bezeichnet werden (insofern immer nul' 
diese Mannigfaltigkeit in Betracht kommt, unbekiimmert c1arum, wie 
sieh die beziigliehen Transformationen aufierhalb diesel' verhalten; 
unbekiimmert selbst darum, ob sie sich in del' zugrunde liegenden 
Raumfol'm irgendwie fortsetzen lassen). 

:Fassen wir solche Punkttransformationen ins Auge, welche die 
Bogenlangen (und folglich auch die W inkelgroBen) auf einer vorge
legten Mannigfaltigkeit ungeandert lassen, und zwar nur insoweit sie 
sieh auf diese Mannigfaltigkeit beziehen, was etwa dadureh gesehehen 
kann, daB wir sie uns als "Biegungen" (Deformationen ohne Ausdeh
nung) denken, so gelangen wir zur metrischen Geometrie auf der 
gegebenen 1}Iannigfaltigkeit, die im FaIle zweier Dimenslonen mit einem 
wesentliehen Bestandteile del' GaufJschen Theorie der krwmmen 
Fliichen 154) zusammenfiillt. Dahin gehoren die :Fragen nach den 
Kriimmungsverhaltnissen del' vorgelegten Mannigfaltigkeit, nach den 
geodatischen Linien, usw. :Flaehen, welche yom Standpunkte diesel' 
Geometrie aus (eventuell auf geeignete Bereiche eingeschrankt) iden
tisch sind, nennt man auf einander "abwickelbar". A. VofJ bezeiehnet 
sie als "isometrische :Fliichen" 180). 

e) Ebenso konnen wir uns eine Analysis situs einer bestimmten 
Mannigfaltigkeit, beispielsweise einer Fliiche, unabhangig von dem 
umgebenden Raume denken. F. Klein hat zuerst ausdriicklieh darauf 
hingewiesen 181), daB die Eigensehaften eines Gebildes, welche bei 
beliebigen Verzerl'ungen erhalten b1eiben, sich in "absolute" und 
"relative" sondern; el'stere kommen dem Gebilde unabhangig von dem 
umfassenden Raume zu; letztel'e (z. B. die Gesamtkriimmung einer 

179) F. Klein, Erlanger Programm, § 8, 1,2. S. auch: F. Enriqttes, Con
ferenze di geometria (autogr. Vorlesung), Bologna 1895, Nr. 28. 

180) Matb. Ann. 46 (1895), p. 97; cf. III D 6 a Nr. 2, 15 tf. 
181) Uber den Zusammenhang der FBi chen , Math. Ann. 9 (1875), p.476. 

S. auch: Erlanger Pro gramm, a. a. O. 
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ebenen Kurve odeI' einer Flache) sind nul' invariant bei Verzerrungen 
dieses Raumes (Nr. 25), nicht aber bei beliebigen Verzerrungen des 
Gebildes. Der Zusammenhang einer Flache, insbesondere del' Begriff 
einer "einseitigen FHiche" odeI' "Doppelflache" (d. h. einer Flache, 
auf welcher man durch kontinuierliches Fortschreiten von einer 
FHichenseite zur anderen gelangen kann 182») (III A B 3, Dehn und Hee
gaard, Nr. 2), laBt sich, wie Klein hervorgehoben hat, so definieren, daB 
er als ein absolutes Charakteristikum gelten kann. Flachen gleichen 
Zusammenhanges sind Flachen, die ausnahmslos ein-eindeutig und 
stetig (unbekiimmert um den umgebenden Raum) aufeinander bezogen 
werden konnen 18S). 

II. Gegenseitige Beziehung verschiedener Geometrien 
in gruppentheoretischer Hinsicht. 

27. Geometrien mit ahnlichen Grupp en. Projektive Geo
metrie im binaren Gebiete. Raben ·wir den Gruppenbegriff jeder 
geometrischen Theorie zugrunde gelegt, so leuchtet auch ein, daB 
"ahnliche", d. h. durch irgend eine Transformation ineinander iiber
fiihrbare Gruppen stets Geometrien, d. h. Invariantentheorien liefern 
werden, die imwesentlichen zusammenfallen (in dem Sinne, daB jeder 
Satz und jede Invariante del' einen durch die betreffende Trans
formation einen entsprechenden Satz odeI' eine Invariante del' anderen 
ergeben wird). Das hat F. Klein in seiner Programmschrift von 
1872, § 4 hervorgehoben, und durch zahlreiche Beispiele erHiutert 184). 

182) N aeh einer Mittheilung P. Stiickels (Math. Ann. 52 (1899), p. 598) sind .A. F. 
Mobius und J. B. Listing, beide mit der Verallgemeinerung des Eulerschen Satzes 
tiber Polyeder beschaftigt, fast gleichzeitig (1858) und unabhangig voneinander 
zur Entdeckung del' einseitigen Flachen gelangt; ersterer im Aufsatze: Uber die 
Bestimmung des Inhaltes eines Polyeders (Leipzig Ber. 17 (1865), p. 31 = Werke 
2 (Leipzig 1886), p. 473, s. insbes. § 9); letzterer in del' bereits friiher vel'offent
liehten Abhandlung liber den Zensus raumlicher Komplexe (Gott. Abh. 10, 1862). 

183) Diese Betrachtungen haben auch flir algebl'aische Probleme ihre 
Bedeutung. Betrachtungen aus del' Aualysis situs del' Flachen bildeten die 
Grundlage von Riemanns Theorie der algebl'aischen Funktionen und ihrel' Inte
grale (Theorie der Abelschen Funktionen, Jour. f. Math. 54 (1857), p. 115 = 

Ges. Werke, Leipzig 1876, p. 81; 2. Auf!. 18iJ2; II B 2, Wirtinger). Ebenso hat 
E. Picard zum Aufbau del' Theol'ie der algebraischen Funktionen von zwei 
Verauderlichen Konnexionsbetrachtungen liber reelle vierdimensionale Mannig
faltigkeiten herangezogen (J. de math. (4) 5 (1889), p. 135; E. Picard u. G. Si'fl~art, 
Theorie des fonctions algebriques de deux variables independantes 1 (Paris 1897), 
insb. chap. 4) (III AB 4 a, Fano, Nr.32, p. 275; III C 10, Oastelnuovo und Enriques). 

184) Weitere Beispiele sind in dem Aufsatze: "Uber Liniengeometrie und 
metrische Geometrie" enthalten (Math. Ann. 5 (1872), p. 257). 
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Da die Wahl des Raumelementes unwesentlich ist, kommt es 
gar nicht darauf an, ob die betreffende Transformation die Raum
elemente del' einen Geometrie in die del' zweiten oder nul' in einen 
andaren Karpel' liberflihrt. 

Als erstes Beispiel mag folgendes angeflihrt werden: 
Die projektive Geometrie eines Gebildes 1. Stufe, d. h. die Them'ie 

der biniiren Formen, deekt sich mit der projek&iven Geomet1'ie der Ebene 
unter Auszeiehnung eines Kegelsehnittes. Letztere geht niimlich in 
erstere libel' durch die einfache Transformation: 

wobei Y1Y3 - Y2 2 = 0 die Gleichung des ausgezeichneten Kegelschnittes 
in del' Ebene Y1: Y2 : Ys ist; die geraden Linien del' Ebene werden in 
die "Elementenpaarei( des ainstufigen Gebildes liberflihrt. 

Diesen Zusammenhang hat in del' Hauptsache bereits O. Hesse 
hervorgehoben 185), indem er durch eine Gleichullg: 

AJ.2+ 2BJ. + C= 0, 

wo A, B, C lineare Funktionen del' rechtwinkligen Koordinaten 
x, Y in del' Ebene bedeuten, eine eindeutig-umkehrbare Beziehung 
zwischen den Punkten diesel' Ebene und den Punktepaaren einer 
geraden Linie herstellte. Punkten (x, y) einer geraden Linie del' 
Ebene entsprechen Punktepaare einer und derselben Involution; und 
die aus zusammenfallenden Elementen bestehenden Punktepaare werden 
in del' Ebene durch die Punkte (x, y) des Kegelschnittes B2_ AC = 0 
abgebildet. 

Auch bei diesel' Abbildung gehen die linearen Tl'ansformationen 
del' geraden Linie in die Kollineationen del' Ebene libel', welche d~ 
Kegelschnitt B2 - A C = 0 in sich liberfiihren. 

Den obigen Satz durfen wir auch folgendermaBen aussprechen: 
Die projektive Geometrie eines Gebildes 1. Stufe ist mit der all

gemeinen projektiven MafJbestimmung in der Ebene (Nr. 9, 31) gleich
bedeutend. 

28. Fortsetzung. Projektive Deutung dar binaren Forman 
auf del' rationalen Normalkurve nter Ordnung. Das "Hessesche 
Ubertragungsprinzip" HiBt sich auf ein beliebiges n erweitern (wie 
F. Klein in seiner Programmschrift § 4 betont und W. Fr. Meyer 186) 

185) Ein Ubertragungsprinzip, J. f. Math. 66 (1866), p. 15 = Ges. Werke, 
Munchen 1897, p. 531. 

186) Apolantat und rationale Kurven, Tiibingen 1883. Es war eine Haupt
leistung dieses Buches, das Hesse-Kleinsche Ubertragungsprinzip einerseits mit 
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ausgefuhrt hat). Die n + 1 Koeffizienten a j einer allgemeinen binaren 
Form nrer Ordnung: 

(1)' f= aOxIn+ na1X1n-lxs + (;) asxt-2x22 + ... + anxsn 

odeI' auch der Gleichung: 

(1') aoln + na1 A.,,-1 + (;) a2 A.n- 2 + ... + an = 0, 

wo Xl = it gesetzt worden ist, deuten wir als projektive homogene x2 

Punktkoordinaten im Rn, und ordnen jedem Punkt-n-tupel f = 0 auf 
del' geraden Linie den Punkt (aOal ... an) des Rn als entsprechend zu. 
Den Punkt-n-tupeln, die aus lauter zusammenfallenden Punkten 
bestehen, entsprechen im Rn die Punkte del' rationalen N ormalkurve 
nrer Ordnung: 

(2) I'flao a1 as· .. an_III = 0, 
a1 as as· .. an 

welche dadurch eindeutig-umkehrbar auf das Gebiet der it-Werte, d. h. 
auf die ursprungliche gerade Linie abgebildet wird. Die linearen 
Transformationen diesel' geraden Linie bilden sich dann ala die 008 

automorphen projektiven Umformungen jener Normalkurve ab, d. h. 
als die ooS Kollineationen des Rn , welche die Normalkurve in sich 
uberfuhren (Nr. 8a) 18~. 

Die projektive Geometrie eines Gebildes 1. Stufe deckt sich mit 
der projektiven Behandlung des Rn unler Auszeichnung einer rationalen 
Normalkurve n ter Ordnung. 

Man kann auch von der Ab bildung del' geraden Linie auf die 

Normalkurve (2) ausgehen, indem man dem PunktEi Xl = it der gel' aden 
XI 

Linie den Punkt: 

(3) 

der Normalkurve als entsprechend zuweist; jedem Punkt-n-tupel (1) 
odeI' (1') auf ersterer wird dann ein Punkt-n-tupel auf' letzterer, und 
folglich del' dieses Punkt-n-tupel ausschneidende R"_1 zugeordnet; und 
der Punkt (aOal ... an) des Rn ist der Pol dieses Rn_1 in bezug auf 
die N ormalkurve (2). 

dem Apolaritatsprinzip, anderseits mit der Theorie der elementaren symme
trischen Funktionen in organische Verbindung gebracht zu haben. 

187) Die Invarianten und Kovarianten der binaren Form (1) lieferu, gleich 
Null gesetzt (die Kovarianten, durch identisches Nullsetzen) aIle Gebilde, welche 
bei der dreigliedrigen projektiven Gruppe der Normalkurve in sich iibergehen 
(G. Fano, Sulle varieta algebriche con un gruppo continuo non integrabile di 
trasformazioni proiettive in se, Torino Mem. (2) 46, 18911-96). 
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Dadurch gewinnen wir die einfachste geometrische Deutung del' 
TheOl'ie der binal'en Fol'men nter Ol'dnung. Als Bild del' Nullstellen 
einer Form nter Ordnung durfen wir nach Belieben entweder ein Punkt
n-tupel auf del' N ormalkurve, oder den dadurch bestimmt.en R n_ lI oder 
endlich dessen Pol in bezug auf die N ormalkurve betrachten; je nach 
den Umstanden wird das eine oder das andere Bild vorzuziehen sem. 
Die Theorie del' Polaritat, del' Reduktion binarer Formen auf kano
nische Formen usw., HiBt sich dadurch in sebr einfacher Weise 
geometrisch auffassen. 

Zwei Formen nter Ordnung sind apolar oder konjugiert (d. h. sie 
haben eine verschwindende bilineare Simultaninvariante), wenn del' 
Bildpunkt del' einen dem Bild - Rn _ 1 del' anderen angehart (d. h. 
wenn ihre Bildpunkte in del' durch die N ol'malkurve bestimmten 
Polaritat konjugiert sind) 188): bei ungeradem n ist jede Form zu sich 
selbst apolar, d. h. jeder Rn _ 1 enthalt seinen Pol. Allgemeiner heiBt 
irgend eine Punktgruppe gk zu Gn "apolar" wenn del' Bildpunkt von 
Gn dem durch gk (irn Rn) bestimmten Rk _ 1 angehort; besteht 9k aus 
lauter verschiedenen Elementen Xl = ° , ... , X k = 0, so lliBt sich G n 

in del' Form Xl" + x 2n + ... + Xt = 0 dal'stellen. Die Frage nach 
allen zu G n apolaren Punktgruppen ist mit del' geometl'ischen Frage 
gleichbedeutend, von einem Punkte A des Rn die Rk -1 zu ziehen, 
welche die N ormalkurve in je k Punkten treffen. Bei gegebenem A 

ist, allgemein zu reden, fiir k ein Minimalwert (::::: n t 1) vorhanden. 

Bei ungeradern n und allgemeiner Lage von A ist eine einzige Lasung 

k = n t 1 rnaglich; d. h. eine allgemeine binare Form ungerader 
• n+1 

Ordnung n laSt sich auf eine einzige Weise als Summe von --2-

n ten Potenzen darstellen. Die Bedeutung und den gegenseitigen Zu
sammenhang diesel' und anderer lcanon£scher algebraischer Formen in 
del' Geometrie hat F. Meyer 186) eingehend verfolgt (s. auch II B 2, 
Invariantentheorie, Meyer, Nr. 24). 

Eine einfache geometrische Deutung erhalten auch die Fragen, 
in denen die Bestimmung einer Involution Inr, d. h. eines linearen 
Systems binarer Formen, durch die Angabe einzelner Elemente ge-

188) Geometrische Erlauterungen der Apolaritatsverhaltnisse sind in Fr. 
Meyer's "Apolaritat" zu finden; s. auch O. Schlesinger, Diss. Breslau 1882, mit 
einigen Anderungen und Zusatzen abgedruckt in Math. Ann. 22 (1883), p. 520; 
F. Lindemann, Paris S. M. Bull. 5 (1877), p. 113; 6 (1878), p. 195; Math. Ann. 23 
(1884), p. 111; L. Berzolari, Napoli Rend. (2) 5 (1891), p. 35, 71; Ann. di mat. 
(2) 19 (1891/92), p. 269; ebenda 21 (1893), p. 1. 
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wisser Formen (in groBerer Anzahl als r + 1) verlangt wird 189). 

Das kommt darauf hinaus, im Rn einen linearen Raum zu bestimmen, 
der sich auf eine gewisse Anzahl gegebener Riiume "stutzt". Darunter 
sei die Frage erwiihnt nach den In1, d. h. nach den Formenbiischeln, 
die eine vorgelegte Jacobische Kovariante besitzen 190); also nach 
den Rn _ 2 des Rn , welche 2(n -1) bestimmte Tangenten der Normal
kurve (d. h., allgemein, ebenso viele gerade binien) trefl'en; ihre 
A hI· t (2 n - 2)! 191) 

nza IS =n!(n-l)! . 

29. Ausdehnung auf beliebige line are Systeme algebraischer 
Formen. Der Grundgedanke des Hesse -Kleinschen Ubertragungs
prinzips, welcher darauf hinauskommt, das lineare System aIler biniiren 
Formen nter Ordnung durch die Punkte (oder durch die Rn _ 1) des R" 
darzustellen, lii.Bt sich auf jedes lineare System algebraischer Formen 
anwenden. Betrachten wir ein lineares System nter Stufe von Formen 
mit k + 1 Variabeln (n> k): 

(1) Aofo + )..tf1 + ... + lnf~ = 0, 

so konnen wir einerseits diese Variabeln als homogene Punktkoor
dinaten im Rk deuten, andererseits abel' die Parameter )..0' )"1) •.. , An 
als homogene Koordinaten eines Punktes, oder (noch bessel') eines 
Rn _ 1 im Rn. Dann scheidet jeder Punkt P von Rk aus (1) ein 
lineares System (n-1 )!er Stufe aus, welches, allgemein zu reden, auSer 
P selbst und den eventuellen Grundpunkten von (1) keine anderen 
Grundelemente besitzt; diesem linearen System entspricht in Rn ein 
ebensolches System (d. h. ein con - 1-Biindel) von Rn _ v und folglich 
ein Punkt P', der Mittelpunkt dieses Bundels. Den Punkten P von 
Rk werden dadurch die Punkte P' einer rationalen Mk des' Rn ein
eindeutig zugeordnet (welche aus Rk durch die einfache Transfor
mation Yi = f;(x) hervorgeht); die Invariantentheorie des linearen 
Systems (1) deckt sich dann mit der projektiven Geometrie dieser Mk 
(vgl. Nr. 8, 22). 

Piir k = 1 ist das lineare System (1) eine Involution n ter Stufe 
und irgend einer Ordnung m > n im biniiren Gebiet; diese Involution 

189) Vgl. w: Fr. Meye,·, Apolaritat, p. 320; Math. Ann. 21 (1883), p. 125. 
190) Diese Frage kommt fiir n = 4 schon bei O. SUphanos vor (Paris 

c. R. 93 (1881), p. 994, Bowie die dort angekiindigte Abhandlung: Memoire sur 
les faisceaux de formes binaires ayant une meme Jacobienne, Par. sav. etr. (2) 
27 (1883)). Weitere Ausfiihrungen bei A. Brill (Math. Ann. 20 (1882), p. 334); 
c. SUphanos (Ann. ec.norm. (3)1 (1884), p. 351); D. Hilbert (Math. Ann. 33 (1889), p. 227). 

191) H. Schubert, Hamburg Math. Ges. Mitt. April 1884; Math. Ann. 26 
(1886), p. 26; Acta math. 8 (1886), p. 97 (III C 3, Zeuthen, Nr. 26). 
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wird dureh eine rationale Kurve Cm des Rn dargestellt, auf welcher 
die einzelnen Punktgruppen durch die R n _ 1 ausgesehnitten werden 
(fur m = n, s. Nr. 28). 

Fur k = 2 ergibt sieh die in del' neueren Geometrie fortwahrend 
auftretende eindeutige .Abbildung der rationalen FIaehen auf die Ebene, 
so daB die Kurven des linearen Systems (1) den ebenen Schnittkurven 
dieser FHiche entsprechen; die Ordnung del' FIaehe wird durch die 
Anzahl del' veranderlichen Sehnittpunkte von je zwei Kurven (d. h. 
durch den "Grad") des Systems (1) gegeben. Besteht das System (1) 
aUB allen ternaren quadratisehen Formen, so ergibt sieh eine Flache 
viertel' Ordnuug F4 des R5, deren geometrische Eigenschaften gelegent
lieh von A. Cayley 1S2) berii.hrt, und ausfuhrlich dureh G. Veronese 193) 

erortert wurden. Die lineare Invan'clntentheorie der terniiren qltadm
tischen Formen deckt sich also mit der projektiven Behandlnng dieser 
F4, wie auch C. Segre hervorgehoben haP94) 195). 

Die Formen des linearen Systems (1) durfen auch mehrel'e Reihen 
von Variabeln ellthalten. Deutet man diese Variabelnreihen als homogene 
Punktkoordinaten in ebenso vielen Raumen RhJ Rk , ••• , so gelangt 
man, im FaIle des umfassendsten linearen Systems, durch eine A bbil
dung Xzm ... = xlYm ... zu einer Mannigfaltigkeit ]J1~ (Q = h + k + ... ), 
welche im obigen Sinne das System alIer Punktgruppen darstellt, die 
aus je einem Pnnkte eines jeden del' Raume Rh) Rk , • •• bestehen. 
Die einfachsten FaIle dieser Art hat ebenfalls C. Segre 196) besprochen. 

Das System alIer binaren bilinearen Formen: 

192) On the Curves which satisfy given Conditions, Lond. Trans. 158 (1868), 
p. 75 = ColI. math. papers 6, p. 191. S. insbes. Nr. 16. 

J 93) La superficie omaloide normale a due dimensioni e del quarto or
dine ... , Roma Lincei Mem. (3) 19 (1884). 

194) Considerazioni intol'llo alIa geometria delle coniche di un piano ... , 
Torino Atti 20 (1884-1885), p. 487. 

195) In seinen Untersuchungen iiber die Geometrie der Kegelschnitte und 
deren Charakteristikenproblem hat E. Stttdy die oo6-Mannigfaltigkeit der Kegel
schnitte einer Ebene, als Orter von Punkten und geraden Linien gleichzeitig 
aufgefaBt, einmal (Math. Ann. 27 (1886), p. 58) auf gewisse durch eine quadra
tische Transformation verbundene Elementenpaare des ED abgebildet, ein zweites 
Mal aber (ebenda 40 (1892), p. 551, 563) auf die Punkte einer M 5 102 des E 27 • 

Dadurch kommt er ebenfalls zur Betrachtung del' obigen F4 und der damit 
zusammenhangenden Fragen. Entsprechende Untersuchungen iiber die geo
metrische Deutung von Systemen beliebiger ternarer Formen hat Study im Lehr
buche "Methoden zur Theorie der ternaren Formen" (Leipzig 1889) durchgefllhrt; 
s. insb. § 12. 

196) Sulle varieta che rappresentano Ie coppie di punti di due piani 0 spazi, 
Palermo Rend. 5 (1891), p. 192. 
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f= all x1Yl + a1a x1 '!/2 + auxaYl + a22 X aYa, 

welche, gleich Null gesetzt, als projektive Beziehungen zweier ein
stufiger Gebilde gedeutet werden konnen, hat O. Stiphanos auch in 
anderer Weise geometrisch dargestellt. J eder Projektivitat f = 0 laSt 
er im Raume Rs den Punkt (au, an, aS1 ' aS2) entsprechen. Ais 
Fundamentalgebilde im Rs ergeben sich: 1) die OberHache 2. Grades 
all aS2 - a12 aS1 = 0 (bei reellem Grundtetraeder eiu einschaliges 
Hyperboloid), deren Punkte den ausgearteten Korrespondenzen ent
sprechen; 2) die Ebene an = all1 del' involutorischen Beziehungen; 
3) der Durchschnitt von 1) und 2), namlich der (nicht zerfallende) 
Kegelschnitt del' parabolischen Involutionen 197). 

Lassen wir jetzt jeder projektiven Umformung B ihre "transfor
mierte" durch eine feste nicht ausgeartete Projektivitat .A. (d. h. die 
Umformung BA -- A -1 BA) entsprechen, so werden die beziiglichen 
Bildpunkte in Rs homographisch einander zugeordnet; variiert A, so 
ergeben sich OOs verschiedene Kollineationen, welche die Flache 1) 
und zugleich die Ebene 2) in sich iiberfiihren. Die InvariantentheO'tie 
df»' binaren bilinearen Formen (d. h. del' projektiven Beziehungen in 
einem Gebilde 1. Stufe) ist also mit der projektiven Geometrie des 
Systems einer nicht ausgearteten Flache 2. Grades und einer diese 
Flache nicht beriihrenden Ebene gleichbedeutend. 

30. Weitere Beispiele von Geometrien mit iihnlichen Gruppen. 
Als solche mogen noch die folgenden Beispiele erwahnt werden: 

a) Die Geometrie der projektiven ttnd antiprojektiven 16) Umfor
mungen eines komplexen Gebildes 1. Sture deckt sich mit der Geo
metrie der reziproken Radien in der reellen Ebene, oder auch mit der 
projektiven Geometrie aUf der 1'eellen Kugelflache. Bei Darsteliung der 
komplexen Variabeln x + iy in der reellen Ebene (I A 4, Study, Nr. 5) 
oder auf del' Riemannschen KugelHache (lIB 1, Osgood, Nr. 8; s. auch 
III A, B 4a, Fano, Nr.16), werden namlich die (von sechs I'eellen 
Parametern abhangigen) linearen Transformationen von x + iy und 
die weiteren Transformationen, bei welchen x' + iy' eine lineare (im 
allgemeinen gebrochene) Funktiol1 von x - iy ist, dureh die direkten 
und inversen Kreisverwandtschuftel1 der Ebene (vgl. Nr.l1), oder durch 
.die 006 projektiven Transformationen der x + iy-Kugel gedeutet 

197) Memoire sur 1a representation des homographies binaires ... , Math. 
Ann. 22 (1883), p. 299. Die Darstellung der Invo1utionen durch die Punkte der 
Ebene au = an deckt sich mit der Hesseschen Darstellung der Punktepaare 
einer geraden Linie - namlich der Paare von Doppe1elementen der einze1nen 
Invo1utionen - ebenfalls durch die Punkte jener Ebene (vgl. Nr. 27). 
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(wobei auf der Kugel, je nach den beiden Fallen, entweder jede 
einzelne Schar imaginarer Erzeugender in Ruhe bleibt, oder beide 
Scharen vertauscht werden 198»). Diese Gruppen der Ebene und der 
KugeHlache gehen durch stereographische Projektion ineinander iiber. 
Besonders ist von dies em Standpunkte aus die geometrische Deutung 
der binaren Formen in der Ebene und auf der Kugel untersucht worden. 
Quadratische und kubische Formen in der GaufJschen Ebene treten 
bereits bei E. Beltrami auf I99); die DarsteUung der biquadratischen 
Formen, und iiberhaupt aUer Formen mit linearen Transformationen 
in sich (insbesondere der "Formen der regularen Korper") auf der 
Kugel hat F. Klein eingehend erortert 200); weitere A.usfiihrungen 
lieferle L. Wedekind 201). 

Durch Festlegung eines Punktes auf der Kugelflache reduziert 
sich die obige Gruppe auf eine viergliedrige Untergruppe, welche 
sich vom festen Punkte aus stereographisch als die Hauptgruppe der 
Ebene (N r. 4:) projiziert. Also: 

a') Die Elementargeometrie der Ebene ist mit der projektiven Be
handlung einer Kugelflache unter Hinzunahme eines ihrer Punkte gleich
bedeutend 202). Durch diese viergliedrigen Gruppen werden die Trans
formationen gedeutet, bei welchen x' + iy' eine lineare und ganze 
Funktion mit komplexen Koeffizienten von x + iy oder von x - iy ist. 

a") Die Elementa;rgeomefirie der hyperbolischen oder cler elliptischen 
Ebene ist gleichbedeutend mit der projektiven Behandlung einer Kugel
fliiche unter Hinz'/,mahme eines aufJerhalb oder innerhalb der Kugelliegen
den Punktes; und zwar durch die (2, 1) -deutige Projektion vom fest
gehaltenen Punkte aus 203). 1m zweiten Falle kann der feste Punkt 

198) In der Hauptsache tritt diese Deutung schon bei ..4. F. Mobius auf 
(Leipzig Ber. 4 (1852), p. 41 = Werke 2, p. 189; Bowie die beiden Anm. 72) er
wil.hnten Abhandlungen liber Kreisverwandtschaften). Gelegentlich wird die 
geometrische Bedeutung der linearen Substitution von x + iy auf der Kugel 
auch in Riemanns Abhandlung liber Minimalfiachen beriihrt (Ges. Werke, Leipzig 
1876, p.287, insb. Nr. 8; 2. Aufi. 1892). Prinzipiell wird die Sache bei F. Klein 
entwickelt (Erlanger Programm, § 6; Math. Ann. 9 (1875), p. 183, insb. p.185). 

199) Ricerche sullo. geometria delle fo=e binarie cubiche, Bologna Mem. 
(2) 9 (1869), p. 607 = Opere mat. 2 (Milano 1904), p.129. 

200) Erlanger Programm (Note VIII); Math. Ann. 9 (1875), p. 183; Vor
lesungen ti.ber das Ikosaeder usw., Leipzig 1884. 

201) Beitrage zur geometrischen Interpretation binarer Formen, Diss. Er~ 
langen 1875; Math. Ann. 9 (1875), p. 209. Vgl. auch Clebsch-Lindemann, Vor
lesungen tiber Geometrie 2 (Leipzig 1891), p. 606 u. if. 

202) Klein, Erlanger Programm, § 4. 
203) Klein, Nicht - Euklidische Geometrie (autogr. Vorlesung), Gottingen 

1892, 2, p. 159 (2. Aufi. 1894). 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 1. 24 
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mit dem Mittelpunkte der Kugel identifiziert werden; wir bekommen 
dann die Euklidische Geometrie der Kugelfliiche. Die zugehOrige 
3-gliedrige Gruppe linearer Transformation von x + iy 204.) ist zugleich 
auch die Gruppe, durch welche, bei den 006 Bewegungen des ellip
tischen Raumes, die OOS Vertauschungen der Erzeugenden einer jeden 
Schar auf der imaginaren Fundamentalfiache dargestellt werden. Da 
nun die obigen 006 Bewegungen durch Zusammensetzung dieser beiden' 
3-gliedrigen Gruppen der einzelnen Scharen von Erzeugenden ent
stehen, so ergibt sich weiter 205): 

a"') Die elliptische Raumgeometrie ist identisch mit der Euklidischen 
Geometrie auf zwei Kugelfliichen; insbesondere entsprechen den links
seitigen und rechtsseitigen Schiebungen die Drehungen der einen 
(linken) oder der anderen (rechten) Kugelfiache. Die Mannigfaltigkeit 
aUer reellen "orientierten" Geraden (oder Speere) des elliptischen Raumes 
laBt sich eindeutig-umkehrbar auf die Mannigfaltigkeit aUer Punkte
paare abbilden, die aus je einem (reeUen) Punkte einer jeden.der beiden 
Kugeln bestehen, so daB die obige Gruppenabbildung stattfindet 205). 

b) Die projektive Geometrie in der komplexen Ebene deckt sich mit 
der dual-projektiven Geometrie des (reellen) hyperbolischen Raumes (Nr.17). 

c) Die projektive Geometrie des komplexen Rs ist mit der hOheren 
oder Lie'schen Kugelgeometrie (Nr. 13) gleichbedeutend, weil die ihnen 
zugrunde liegenden Gruppen, falls man in der einen die gerade Linie, 
in der anderen die Kugel als Raumelement einfiihrt, durch eine von 
S. Lie entdeckte 84.) bemerkenswerte Beriihrungstransformation inein
ander iibergehen 206). 

204) Die allgemeine Formel fUr diese linearen Transformationen, d. h. 

, (d + ic) z - (b - ia) 
z = (b + ia)z + (d - ic) 

(mit reellen a, b, c, d), tritt als bilineare Gleichung bei A. Cayley auf (Math. 
Ann. Hi (1879), p. 238; Papers 10, p. 153). S. auch: Klein, Vorlesung iiber das 
Ikosaeder usw., p. 34. Die Formel war jedoch schon GaulJ bekannt (Werke S 
<Leipzig 1900), p. 355). Uber die grundlegende Verwendung derselben in der 
Mechanik starrer Korper vgl. F. Klein-A. Sommerfeld, Theorie des Kreisels, Heft 
1-3, Leipzig 1897, 1898, 1903. 

205) E. Study, Uber Nicht-Euklidische und Liniengeometrie, Deutsche Math.
Ver. Jahresber. 11 (1902), p. 313, insb. p. 318ff.; ebenda 15 (1906), p.476; 
Amer. J. 29 (1907), p.1l6 if. S. auch J. S. Ooolidge, Les congruences isotropes usw., 
Torino Atti 39 (1903-04), p. 175. 

206) Auf gerade Linien und Kugeln bezogen, ist diese Transformation 
(2, l)-deutigj jeder geraden Linie ordnet sie eine Kugel, jeder Kugel aber zwei 
gerade Linien r und r' zu. Nur fur eine Punktkugel fallen diese beiden geraden 
Linien zusammen; eine solche Gerade gehort einem bestimmten linearen Kom
plexe an, in bezug auf welchen r und r', wenn voneinander verschieden, kon-
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Wir betonen aber, daB dieses mtr unter Zulassung imaginarer 
Elemente gilt. Diese beiden Geometrien fallen niimlich mit del' pro
jektiven Behandlung einer nicht ausgearteten Ml des Ro zusamlllen; 
aber von reellelll Standpunkte aus unterscheiden sie sich darin, daB 
die zugehorigen M42 im Sinne des Tragheitsgesetzes zu verschiedenen 
(indefiniten) Typen gehoren (Nr. 9, 10, 13). 

Die Geometrie der reziproken Radien in Rd, ist ebenfalls, un tel' 
Zugrundelegung homogener hexaspharischer Koordinaten, mit der 
projektiven Behandlung einer Md,2 des R5 und folglich im komplexen 
Gebiet mit den beiden obigen Geometrien gleichbedeutend. Bei Ein
schriinkung auf Realitiit unterscheidet sie sich aber von ihnen und 
gehiirt einem dritten Typus an (s. Nr. 11, 13). 

c') Durch die obige Beriihrungstransformation gehen, eben falls illl 
kOlllplexen Gebiet, ineiuander fiber: 

1) Die projektive Geometrie des Rs mit Auszeichnung eines allge
meinen linearen Komplexes und die niedere Kugelgeometrie (odeI' Geo
metrie der reziproken Radien). Beide durfen als projektive Behand
lungsweisen des Punktraumes R4 mit Auszeichnung einer nicht aus
gearteten ]1,£32 aufgefaBt werden, und sind folglich den bei c) aufge
ziihlten Geometrien analog; sie unterscheiden sich von diesen nul' 
hinsichtlich del' Dimensionenanzah1 207). 

2) Die projektive Geometrie des R3 mit Auszeichnung eines all
gemeinen linearen Komplexes und einer in diesem Komplex enthaltenen 
speziellen linearen Kongruenz (d. h. einer Kongruenz mit zusammenfallen
den Leitstrahlen) und die metrische Geometrie des (Euklidischen) Ba• 

d) Allgemeiner, bei beliebigem n (> 4): Die projektive Behand
lung einer nicht ausgearteten M; -1 des Rn deckt sich mit der Geometrie 
der reziproken Radien (odeI' niederen Kugelgeometrie) des R n _ 1 und 
mit der hOheren Kugelgeometrie des R n _ 2 (immer unter Zulassung lma
giniirer Elemente) 208). 

31. Geometrien, von deren Fundamentalgruppen die eine 
in der anderen als Untergruppe enthalten ist. Einordnung der 

jugierte Polaren sind. Dadurch wird dieser lineare Komplex auf den Punkt
raum abgebildet. Diese letzte Abbildung hatte fruher M. Noether gelegentlich 
gegeben (Zur Theorie der algebraischen Funktionen, G(itt. Nachr. 1869, p. 298). 

207) Metrische Analogien zwischen der Geometrie der reziproken Radien 
und der projektiven Geometrie im R3 (wobei Punkt und gerade Linie, Kugel 
und linearer Komplex entsprechende Gebilde sind) hat O. Segre hervorgehoben 
(Sulle geometrie metriche dei complessi lineari e delle sfere ... , Torino Atti 19 
(1883), p. 159). 

208) F. Klein, Dber Liniengeometrie und metrische Geometrie, Math. Ann. 5 
(1872), p. 257, insb. p. 267; H6here Geometrie 1, p. 467ff. 

24* 
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Euklidischen und Nicht-Euklidischen Geometrie in die projektive. 
In Kleins Programmschrift (§ 2) wird auch die Frage behandelt nach 
der gegenseitigen Beziehung zweier Geometrien, von deren Fundamental
gruppen die eine in der anderen als Untergruppe enthalten ist. 

Die siimtlichen Eigenschaften beliebiger Gebilde, welche in der 
zweiten Geometrie (die die umfassendere Gruppe hat). zur GeHung 
kommen, treten auch in der ersten Geometrie auf; nicht aber umge
kehrt. LiiBt sich aber die erste Gruppe aus der zweiten dadurch 
ausscheiden, daB sie aus allen Transformationen besteht, die ein be
stimmtes Gebilde r in sich iiberfiihren, so konnen die in der ersten 
Geometrie auftretenden Eigenschaften der Figuren auch als del' zweiten 
Geometrie angehorig aufgefaBt werden; doch nicht als Eigenschaften 
dieser Figuren an sich, sondem als Eigenschaften des aus diesen 
Figuren und dem Gebilde r bestehenden Systems. 

Wir diirfen folglich die erste Geometrie als einen Teil del' zweiten 
ansehen; dieser Teil wird dadurch charakterisiert, daB man den zu 
untersuchenden Gebilden das Gebilde r "adjungiert". 

Ais klassisches Beispiel erwiihnen wir zuniichst die E1:nordnung 
der Elementargeomeflrie (oder Euklidischen Metrik) in die reelle pro
jektive Geometrie durch Einfuhrung (im Rs) des imaginiiren Kugelkreises 
(d. h. eines nullteiligen Kegelschnittes mit reeller Gleichung in der 
unendlich fernen Ebene) als Gebilde r; sodann auch die Einordnung 
der Nicht-Euklidischen Metrik wieder in die projektive Geometrie durch 
Festlegung einer nicht ausgearteten Fliiche 2. Grades, und zwar die 
elliptische Metrik durch eine nullteilige Flliche, die hyperbolische 
dagegen durch eine einteilige aber nicht geradliuige Flache. 

Die erste Betrachtung des Kugelkreises geht auf Poncelet zuriick 
(III AB 4 a, Fano, Nr. 7); aber bei ihm, sowie auch bei PlUcker und 
Chasles (ebenda Nr. 11, 12), wird von den Kreispunkten und dem 
Kugelkreise nur gelegelltlich Gebrauch gemacht, um metrische Siitze 
projektiv aufzufassen. E. Laguerre fragte sich 209), was aus einem 
Winkel durch Projektion, oder allgemeiner durch homographische 
Transformation wird, und sprach den Satz aus, daB der Winkel zweier 
Geraden gleich dem durch 2i dividierten Logarithmus eines gewissell 
Doppelverhiiltnisses ist, daB man folglich jede Beziehung zwischen 
Winkeln projektiv auffassen kaun. Erst bei A. Cayley 210) treten eiuer-

209) Sur la theorie des foyers, Nouv. Ann. 12 (1853), p. 57 = "\Verke 2, 
p. 6. S. insbes. Nr. 4. 

210) A Sixth Memoir 011 Quantics, Lond. Trans. 149 (1859), p.61 = CoIl. 
math. papers 2, p. 561. S. insbes. Nr. 209 u. if. (,,011 the theory of distance"). 
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seits die Formeln fiir den Abstand zweier Punkte und fiir den Winkel 
zweier Geraden auf, als simultane Invarianten der Gleichungen dieser 
beiden Elemente und der Gleichung des "absoluten" Gebildes; anderer
seits aber auch, implicite, der Ansatz fiir den Nicht-Euklidischen Fall, 
indem (in der Ebene) die beiden Kreispunkte durch einen nicht aus
gearteten Kegelschnitt ersetzt werden. Zerflillt dieser Kegelschnitt als 
Enveloppe seiner Tangenten in die beiden Buschel, welche die Kreis
punkte zu Mittelpunkten haben, so liefern die Oayleyschen Formeln im 
Grenzfall die Formeln der Euklidischen Metrik 211). Oayley kommt 
dadurch zu dem Schlusse: "the metrical properties of a figure are not 
the properties of the figure considered per se apart from everything else, 
but its properties when considered in connexion with another figure, 
viz. the conic termed the absolute"; und daB "metrical geometry is a 
part of descriptive geometry"; von dieser (d. h. von der projektiven 
Geometrie) geht man zu jener iiber durch Festlegung des absoluten 
Gebildes "as a standard of reference". 

Den geometrischen Inhalt der allgemeinen Cayleyschen MaBbe
stimmung und den Umstand, daB diese nicht nur durch geeignete 
Partikularisation die Euklidische Metrik ergibt, sondern in derselben 
Beziehung auch zu den MaBgeometrien steht, die sich den Parallelen
theorien von Gaufj-Lobatschewsky-Bolyai und den verwandten Betrach
tungen von Riemann und Helmholtz anschlieBen, hat F. Klein ausein
andergesetzt 212). Er hat zugleich die axiomatische Seite des Ansatzes 
herausgearbeitet (III A B 1, Enriques, Abschn. IV), und durch Reran
ziehen der Gruppentheorie das Ganze systematisch aufgefaBt und ge
ordnet 218). 

So wird der metrischen Geometrie innerbalb der projektiven eine 
prazise Stellung erteiIt. Jeder Satz aus der projektiven Geometrie 
des Rs, in welchem eine invariante Fliiche 2. Grades auf tritt, kann 

V gl. die iibersichtliche Darstellung bei R. Frlcke-F. Klein, Vorlesungen iiber die 
Theorie der automorphen Funktionen, Leipzig 1897, Einleitung. 

211) Diese Oayleyschen Betrachtungen hat W. Fiedler sofort in seine 
Lehrbiicher aufgenommen und ausfiihrlicher dargelegt (Die Elemente der neueren 
Geometrie und der Algebra der binaren Formen, Leipzig 1862, Art. 24, 25; 
Analytische Theorie der Kegelschnitte, nach G. Salmon frei bearbeitet, 2. Aufl.., 
Leipzig 1866, Art. 366 u. if.). 

212) tJber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Math. Ann. 4 (1871), 

p.673. 
213) nber die Bogenannte Nicht-EuklidiBche Geometrie, II, Math. Ann. 6 

(1873), p. 112. Diese Abhandlung enthalt auch einen AnBatz fUr den n-dimen
sionalen Fall und den Beweis der Moglichkeit, die projektive Geometrie ohne 
Voraussetzung des Parallelenaxioms nach dem Vorgange v. Staudts aufzubauen. 
Nachtrag ebenda 7 (1874), p. 531. 
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als eine Eigenschaft der allgemeinen Cayleysch.en MaBbestimmung 
aufgefaBt werden. Bleibt er noch bestehen, wenn die Flache als En
veloppe in einen Kegelschnitt ausartet, so ergibt sich ein Satz der 
Euklidischen Metrik. Umgekehrt kann bei jedem Satze der Euklidi
schen Metrik gefragt werden, ob ein ahnlicher Satz auch gilt, wenn 
der Kugelkreis durch eine vollig beliebige FIache 2. Grades ersetzt 
wird, oder nur durch eine in einen Kegelschnitt ausgeartete 214). 

Als weitere Beispiele von Geometrien, deren eine eine Unter
gruppe der anderen zur Fundamentalgruppe hat, seien hier anschlieBend 
gleich die folgenden angefiihrt: 

a) Aus der niederen Kugelgeometrie ergibt sich ebenfalls die Ele
mentargeometrie dureh Festlegung eines Punktes (mit darauffolgender 
Uberfiihrung des linearen Systems der 00 3 Kugeln, welche diesen 
Punkt enthalten, in das System aller Ebenen). 

b) Die Ahnlichkeitstransformationen konnen als die radialen Pro
jektivitaten (Nr. 17) angesehen werden, welche die "absolute Kon
gruenz" in Rube lassen. Letztere wird im ersten natiirlichen Strahlen 
kontinuum durch die Gleichungen X 12 + X 22 + Xs 2= X~l + X~2 + X~3 = 0 
dargestellt, und besteht aus allen eigentlichen Strahlen, die sich selbst 
rechtwinklig schneiden, sowie aus allen Punktstrahlen, die zu sich 
selbst doppelt-orthogonal sind. 

Aus der Geometrie der radialen Projektivitiiten erhiilt man also 
die Elementargeometrie durch Festlegung der absoluten Kongruenz 215). 

Letztere hat demnach fur die Euklidische Geometrie im R3 mit 
dem Strahle als Raumelement genau dieselbe Bedeutung, wie der 
Komplex der 00 3 Minimalgeraden, wenn die Gerade als Raumelement 
gewahlt wird. 

c) Aus der projektiven Geometrie ergibt sich die affine Geometrie 
durch Festlegung der unendlich fernen Ebene (Parallelismus zweier 
Geraden oder zweier Ebenen ist eine projektive Beziehung diesel" Ge
bilde zu der unendlich femen Ebene). 

214) Instruktive Beispiele bei W. Fr. Meyer, Uber Verallgemeinerungen von 
Satzen tiber die Kugel und das ein- resp. umbeschriebene Tetraeder, Deutsche 
Math.-Ver. Jahresber. 12 (1903), p. 137, sowie in einer Reihe von Aufsatzen im 
Archiv f. Math. Phys. (3) 1 (1901), 5 (1903), 8 (1904); vgl. den zusammenfassen
den Bericht: III. internat. Math.-KongreB, Heidelberg 1904 (Leipzig 1905), p.322, 
sowie III AB 4a, Fano, p. 255, Anm. 76&). 

215) E. Study, Geometrie der Dynamen, p. 292. In derselben Weise erhalt 
man aus den invarianten Untergruppen G16 , G9 , Gs der G17 der radialen Pro
jektivitaten (Nr. 17) die invarianten Untergruppen der Gruppe der Ahnlichkeits
transformationen, d. h. die Gruppen der Euklidischen Bewegungen, der perspek
tiven Ahnlichkeitstransformationen und der Schiebungen (s. auch Nr. 20). 
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32. Fortsetzung. Einordnung der projektiven Geometrie in 
Geometrien mit umfassenderen Gruppen. Ebenso wie die metrische 
Geometrie in die projektive, liiBt sich auch die projektive Geometrie 
(von den dl1alistischen Transformationen abgesehen) in Geometrien 
mit umfassenderen Gruppen, insbesondere in die Gruppe aUer analy
tischen Punkttransformationen (Nr. 23, d») und in die Analysis situs 
(Nr. 25) 8inordnen 216). 

Die komplexe projektive Geometrie ergibt sich at!S der Geometrie 
aller analytischen Punkttransformationen durch Festlegung der Mannig
faltigkeit der Ebenen (im R n , der R n _ 1), ebenso wie die Elementar
geometrie aus der projektiven Geometrie durch Festlegung des imagi
niiren Kugelkreises. So ist z. B. vom Standpunkte der Geometrie aUer 
analytischen Transformationen die Bezeichnung einer Fliiche des Rs 
als einer algebraischen von einer gewissen Ordnung als eine invariante 
Beziehung zur Mannigfaltigkeit der Ebenen aufzufassen, was be
sonders deutlich wird, wenn man ihre Erzeugung an Gra/Jmanns 
lineale Konstruktion kniipft (III A B 4a, Fano, Nr. 23; fiir ebene 
Kurven auch III C 4, Berzolari, Nr. 10). 

b"'benso gelangt man von der Analysis situs, d. h. von der Geometrie 
aller reellen stetigen tmd umkehrbar-eindeutigen Punkttransformationen, 
zur reellen projektiren Geometrie, indem man das System aller Ebenen 
adjungiert. 

Diese Einordnung del' metrischen Geometrie in die projektive 
und del' projektiven in die Analysis situs ist von grundiegender Be
deutung, da es erkenntnistheoretisch besonderen Wert hat (vgl. III 
A B 1, Enriques, Nr. 12), in del' Darlegung del' Geometrie mit der 
Analysis situs zu beginnen, welche nul' die aUgemeinsten Begriffe 
einer Kurve, einer Flache oder einer kontinuierlichen belie big aus
gedehnten Mannigfaltigkeit (d. h. die einfachsten iiberhaupt moglichen 
Begriffe) benutzt, um von da aus zur projektiven Geometrie durch 
Einfiihrung der weiteren Begriffe "Ebene" und "gerade Linie" und 
zur Elementargeometrie durch Festlegung des imaginaren Kugelkreises 
(d. h. einer Ebene und eines in dieser enthaltenen Kegelschnittes) 
und Einfiihrung der darauf beruhenden Begriffe "Winkel" und "Ab
stand" hinabzusteigen. Hierin liegt das Prinzip fiir die Anordnung 
der Encyklopiidieartikel von Bd. III A B : a) Analysis situs; b) pro
jekti ve Geometrie; c) metrische Geometrie. 

Man gelangt ebenfalls: 
a) von del' Geometrie aller eindeutig-umkehrbaren analytischen 

216) F. Klein,Erlanger Programm, § 8, 3. 
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Punkttransformationen zur Geometrie der birationalen Transformationen 
durch Festlegung des Systems aUer algebraischen Mannigfaltigkeiten; 

b) von der Geometrie aller analytischen Beriihrungstransforma
tionen zur Lieschen Kugelgeometrie durch Festlegung des Systems 
der 004 Kugeln, und von letzterer zur niederen Kugelgeometrie, so
wie zur Laguerreschen "Geometrie de direction" durch die weitere 
Festlegung des Systems alIer Punkte oder auer Ebenen. 

TIl. Besondere Ausfiihrungen fiber die Invarianten 
der Gruppen. 

33. Allgemeines. Differentialinvarianten. In N r. 3 ist bereits 
hervorgehoben worden, daB zu jeder Gruppe geometrischer Tmnsfor
mationen eine bestimmte Invariantentheorie gehOrt, und es wurde 
angedeutet, was unter einer zu dieser Gruppe zugehorigen Invariante 
allgemein zu verstehen ist. Wir gehen nun darauf etwas naher ein. 

Eine analytische Verbindung der V eranderlichen, eventuell auch 
mehrerer Reihen von Veri:i.nderlichen, und del' auf irgend ein Gebilde 
beziiglichen Konstanten, die bei den Transformationen del' Gruppe 
durchaus ungeandert bleibt, nennen wir eine absolute Invariante del' 
Gruppe; eine Verbindung, die sich bis auf einen von den Transfor
mationskoeffizienten abbangigen Ausdruck als Faktor reproduziel't, 
eine relative Invariante. Eine absolute Invariante eines Gebildes 
ist eine mit diesem Gebilde zusammenhangende Fundamel1talgl'oBe 
del' durch die zugrunde gelegte Gruppe charakterisierten Geometrie. 
Eine relative Invariante liefert durch Nullsetzen eine invariante 
Gleichung, die entweder eine invariante Eigenschaft jenes Gebildes 
ausdriickt, odeI' ein wei teres mit ersterem invariant verbundenes 
Gebilde darstellt. 

Besteht das vorliegende Gebilde aus einer kontinuierlichen Auf
einanderfolge von Elementen, so kanl1 man in den Invarianten auch 
die Differentialquotienten del' Veranderlichen mit aufnehmel1. Diese 
Invarianten heiBen dann "Differentialinvarianten"217); dadurch wird del' 

217) In weniger bestimmter Form ist dieser Begriff schon in lUteren Arbeiten 
von Lie zu linden (Christiania Forhandl. 1872, bes. p. 132; Gott. N achr. 1874, p. 529). 
Auch der "Riemann-Schwarzsche Ausdruck" oder "Differentialparameter" (H. A. 
Schwarz: Dber diejenigen FaIle usw., J. f. Math. 75 (1873), p. 292 = Werke 2 
(Berlin 1890), p. 211; vgl. auch die friiheren dort angefiihrten Aufsatze) ist ein 
isoliertes Beispiel einer Differentialinvariante der projektiven Gruppe. Einen 
grollen Impuls hat die Theorie der Differentialinvarianten seit 1875 bezw. 1879 
durch G. H. Ralphen und E. Laguerre erhalten; Halphen wandte sich den pro
jektiven Differentialinvarianten der Kurven und FIachen zu (Paris C. R. 81 (1875), 
p. 1053; J. de math. (3) 2 (1876), p.257, 371; These sur les invariants differentiels, 
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Bereich del' Transformationsgeometrie auf die Probleme der Differen
tialgeometrie ausgedehnt. Fiir jede geometrische Gruppe lassen sich 
zugehOrige Differentialinvarianten aufstellen 218). So ist z· B. der 

(1 + y'2} Kriimmungsradius (J = --,,-- einer Kurve y = ((x) an einer be-y 
stimmten Stelle eine (relative) Differentialinvariante der metrisehen 
Geometrie. Bei umfassenderen Gruppen sind die Differentialinvarianten, 
allgemein zu reden, weniger einfaeh, da die Anzahl der Parameter 
der Gruppe groBer ist, und man folglich, urn sie zu eliminieren, 
hohere Differentialquotienten in den Formeln braucht. 

Die Liesche Gruppentheorie enthiilt allgemeine Ansatze fiir die 
Aufstellung der Invarianten einer beliebig vorgelegten Gruppe. Kennt 
man die endlichen Gleichungen einer Gruppe, so kann man ihre 
Invarianten durch Elimination finden; kennt man die infinitesimalen 
Transformationen, so ergeben sich die Invarianten als gemeinsame 
Losungen gewisser partieller Differentialgleichungen. Auch der Be
griff der Differentialinvariante gewinnt erst bei Lie seine volle Be
deutung und Bestimmtheit; jede endliche oder unendliche kontinuier
liehe Transformationsgruppe besitzt eine unendliche Reihe von Diffe
rentialinvarianten, die sich als Losungen von vollstiindigen Systemen 
definieren lassen 219). Lie betrachtet sie auch als gewohnliche In
varianten einer "erweiterten Gruppe" 220). 

Paris 1878; J. ec. polytechn. 47 (1880), p. 1); Laguerre dagegen den Differential
invarianten del' linearen homogenen Differentialgleichungen, d. h. den gegeniiber 
del' unendlichen Gruppe Xl = F (x), Y1 = Y . !P (X) mit willkiirlichen Funktionen 
Fund !P invarianten Ausdriicken (paris C. R. 88 (1879), p. 116, 224 = Oeuvres 
1 (Paris 1898), p. 420, 424; s. auch: F. Brioschi, Paris Soc. math. Bull. 7 (1879), 
p. 105) (I B 2, Meyer, Nr. 20; IT A 4 b. Vessiot, Nr. 34). Diese Untersuchungen 
setzte Halphen in seiner 1881 preisgekronten Arbeit (Paris say. etr. (2) 28\ 1883) 
miteinander in Verbindung (s. auch: Acta math. ::I (1884), p. 325). 

218) Differentialinvarianten der Bewegungsgruppe, s. Lie, Kontin. Gruppen, 
Kap. 22. Die Differentialinvarianten der projektiven Geometrie sind in neuerer 
Zeit besonders untersucht worden; die projektiven Differentialinvarianten einer 
Kurve eines beliebigen En durch L. Berzolari (Ann. di mat. (2) 26 (1897), p. 1), 
und die projektiven Differentialinvarianten der FHLchentheorie, von gelegentlichen 
Betrachtungen bei G. Darboux abgesehen (Le~ons sur 10. tMorie generale de 
surfaces, besonders Bd. 1 (Paris 1887) und 2 (1889», durch A. Vof3 (Zur Theorie 
der Kriimmung der Fiachen, Math. Ann. 39 (1891), p. 179); vgl. I B 2, Meyer, 
Nr. 20, 21. Eine zusammenfassende Darstellung der projektiven Differential
geometrie der Kurven und geradlinigen Flachen lieferte E. J. Wilczynski (Pro
jective differential geometry of curves and ruled surfaces, Leipzig 1906; iiber 
geradlinige Flachen s. auch verschiedene Arbeiten in Amer. M. S. Trans., von 
1901 an). 

219) Arch. for Math. 7 (1882), p. 192; Christiania Forhandl. 1882, Nr. 21, 
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Die Liesche Theorie beantworlet aber die Fragen nach den In
variant en , Differentialinvarianten und nach den Kriterien der Aqui
valenz innerhalb einer Gruppe nur yom Standpunkte der analytischen 
Funktionen aus. Ihre Auseinandersetzungen beziehen sich gewohn
lich nur auf die Umgebung einer gewissen Stelle (III AB 4 a, Fano, 
Nr. 35, 39) und konnen, eben um ihrer Allgemeinheit willen, mehr 
nicht leisten. Folglich erledigt sie keineswegs die algebraische In
variantentheorie der allgemeinen projektiven Gruppe, oder ihrer alga
braischen Untergruppen, und der weiteren algebraischen Gruppen 
(z. B. von Oremonaschen Transformationen), die mit projektiven aqui
valent sind, und deren Theorien den ganzen Raum umspannen. Es 
scheint auch schwierig zu sein, fur die Behandlung einer algebraischen 
Gruppe zunachst die allgemeine Theorie der Transformationsgruppen 
anzuwenden und hinterher den Forderungen der Algebra gerecht zu 
werden. Diese algebraischen Invariantentheorien haben also einen 
selbstandigen Ursprung und eine selbstandige Bedeutung. 

34-. Invariantentheorie der linearen Gruppe. Die Invarianten
theorie der allgemeinen linearen Gruppe (I B 2, Meyer), d. h. die 
"Theorie der algebraischen F ormen ", ist hauptsachlich aus dem 
Algorithmus der analytisch behandelten projektiven Geometrie er
wachsen (III AB 4 a, Fano, Nr. 22) - zum Teile auch aus der algebra
ischen Determinantentheorie und aus zahlentheoretischen Fragen -j 
sie hat sich aber von da aus zu einer selbstandigen Disziplin ent
wickelt, und ihre Gesichtspunkte und Hilfsmittel gehen heutzutage 
wesentlich uber die in der Geometrie iiblichen Verkniipfungsweisen 
hinaus. Die zu einer vorgelegten algebraischen Form zugehorigen 
Invariantenbildungen lassen sich nach allgemeinen Methoden und 
RegeIn aufstellen, die seit langerer Zeit zu einer Theorie (I B 2, ]}JeylYr) 
zusammengefaBt wurden. In diesel' alteren Theorie kommt es fast 
ausschlieBlich darauf an, ganze rationale homogene Funktionen der 
Koeffizienten der Grundform; oder auch dieser Koeffizienten und der 
VariabeIn ("Invarianten" in engerem Sinne, und "Kovarianten") zu 
betrachten, welche sich bei Ausfiihrung einer linearen Transformation 
bis auf eine ganze Potenz der Transformationsdeterminante als Faktor 
reproduzieren, sowie auch die zwischen diesen Funktionen bestehenden 
Identitaten (Syzygien") aufzustellen (I B 2, N r. 2, 8). Insbesondere 

22; Math. Ann. 24 (1884), p. 562, 566; Th. d. Transfgr. 1, p. 549. Man vgl. 
such M. Noethers Nachruf fUr Lie in Math. Ann. 63 (1900), p.l, insbes. p. 33ft'.; 
sowie: G. Pick, Wien Ber. 115 (1906), p. 140. 

220) Th. d. Transfgr. 1, p. 523 if. 
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behauptet der "Endlichkeitssatz" (I B 2, N r. 6) 221), daB es fur jedes 
System von Grundformen eine endliche Anzahl von ganzen rationalen 
1nvarianten gibt, dnrch welche sich jede andere rationale und ganze 
1nvariante in ganzer und rationaler Form ausdriicken laBt. 

Demgegenuber hat E. Study222) in Anlehnung an L. Kronecker 223) 
ein System von scharfe1'en Begriffsbildungen aufgestellt, welches 
auch die in einzelnen Untersuchungen (z. B. bei den elliptischen, 
hyperelliptischen und Abelschen Funktionen) bereits aufgetretenen 
irrationalen Invarianten einschlieBt. Er unterscheidet vier Gebiete, 
denen e1' die "rationalen und ganzen", die "rationalen", die "ganzen 
algebraischen" und die "algebraischen" Invarianten und Kovarianten 
zuschreibt; die beiden letzteren Arten werden durch algebraische Glei
chungen definiert, deren Koeffizienten ganze, bezw. rationale 1nvari
anten und Kovarianten sind. AHe diese Bildungen reproduzieren sich 
bei linearen Substitutionen der Veranderlichen bis auf eine Potenz der 
Transformationsdeterminante mit rationalem Exponenten; zu ihrer Auf
stellung ist die "symbolische Methode" anwendbar, da sich die Theorie 
del' irrationalen und gebrochenen Invarianten auf die der ganzen 
zuriickfuhren laBt. Bei del' Darstellung weiterer Invarianten durch 
eine gewisse Anzahl von Fundamentalinvarianten betont Study, ob 
diese Darstellung rational und ganz, oder einfach rational usw. ist. 

A. Hilbert hat den Hauptsatz aufgestellt 224), daB sich unter den 
ganzen rationalen Invarianten eines Systems von Grundformen stets 
eine endliche Anzahl bestimmen laBt, zwischen denen keine algebrai
sche Relation mit konstanten Koeffizienten stattfindet und durch 
welche jede andere ganz und algebraisch ausgedriickt werden kann. 
Zu diesen Invarianten kann man eine weitere hinzufiigen, derart, daB 
die ubrigen sich durch diese und die vorhergehenden rational aus
dl'ucken lassen (I B 2, Nr. 6). 

35. Deutung del' linearen Invariantentheorie durch die pro
jektive Geometrie. Eine vielbenutzte geometrische Deutung del' 
1nvariantenbildungen algebraischer Formen von n Veranderlichen 

221) Fiir Formen mit beliebig vielen Veranderlichen durch A. Hilbert be
wiesen (Math. Ann. 36 (1890), p. 473, insb. p. 531). 

222) l\fethoden zur Theorie der ternaren Formen, Leipzig 1889. S. auch 
Leipzig Ber. 39 (1887), p. 137 (I B 2, Nr. 2). Beispiele, mit Anwendungen auf 
elliptische Funktionen, in Amer. J. 16 (1894), p. 156; 17 (1895), p. 185, 216. 

223) V gl. die Festschrift: Grundziige einer arithmetischen Theorie der 
algebraischen GroBen, J. f. Math. 92 (1882), p. 1. 

224) Math. Ann. 42 (1893), p. 313. S. auch: Chicago Congress Papers 
(New York 1896), p. 116. 
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wird durch die projektive Geometrie geliefert, faUs man die Ver
anderlichen als projektive homo gene Punktkoordinaten im Rn _ 1 

deutet. Dabei ist abel' hervorzuheben, daB es in del' In variant en
theorie auf die Form f selbst, in del' projektiven Geometrie des Rn _ 1 

dagegen nul' auf die durch N ullsetzen diesel' Form sich ergebende 
Gleichung (d. h. auf die algebraische Mannigfaltigkeit) f=O ankommt. 

Die Invariantenbildt~ngen der algebraischen Form (, gleich Null 
gesetzt, liefern alle Gleichungen, welche projektive Eigenschaften des Ge
bildes f = 0 ausdrucken, orIer weitere mit diesem projektiv zusammen
hangende Gebilde darstellen. 

Insbesondere liefert das Verschwinden einer "Invariante" in engerem 
Sinne (d. h. einer Bildung, die nul' die Koeffizienten von fund 
keine Variabeln enthalt) die Bedingung dafur, daB das Gebilde f = 0 
eine bestimmte "projektivei( Eigenschaft besitze. 

Durch das Nullsetzen einer "Kovariantei(, die eine einzige Reihe 
von Punktkoordinaten enthalt, wird ein weiteres Punktgebilde dar
gestellt, welches zu f = 0 eine projektive Beziehung hat. Treten 
mehrere Reihen von Punktkoordinaten auf, so konnen die betrefl'enden 
Kovarianten durch geeignete mit f = 0 zusammenhangende Korrespon
denzen (oder auch Konnexe, Komplexe usw.) geometrisch gedeutet 
werden. 

Das identische Verschwinden einer Kovariante (d. h. das Ver
schwinden alIer ihrer Koeffizienten) liefert wiederum den Ausdruck 
einer projektiven Eigenschaft von f = O. 

Fur n > 3 treten in dem vollstandigen Formensystem "Kontra
varianten" und "Zwischenformen" auf (I B 2, Nr. 2). Als Kontravarianten 
bezeichnet man, fiir n = 3, und im FaIle, wo die Grundform nur eine 
Reihe von Veriinderlichen enthiilt, die Bildungen, die, auBer den Koeffi
zienten der Grundform, eine odeI' mehrere Reihen von Variabeln enthalten, 
dia sich in bezug auf die Variabeln der Grundform "kontragredient" 
verhalten, und dementsprechend als Linienkoordinaten in del' Ebene 
gedeutet werden konnen. Kommt nul' eine Reihe solcher Variabeln 
VOl', so ergibt sich durch Nullsetzen del' Kontravariante die Tangenten
gleichung einer Kune, die mit del' Grundkurve in invarianter Be
ziehung steht. Fiirallgemeines n hat A. Clebsch gezeigt 225), daB auBer 
den Punktkoordinaten noch n - 2 hemerkenswerte Arten (Stufen) 
von Variabeln die Eigenschaft hahen, zugleich mit den Grundvariabeln 
eine lineare Transformation zu erleiden 226); diese Varia beln lassen sich 

225) Gott. Abh. 17 (1872); Math. Ann. 5 (1872), p. 427. 
226) Diese verschiedenen Stufen von GraBen spielen bereits in GrafJmannp. 

Ausdehnungslehre von 1844 (als "AusdebnungsgraBen") eine wichtige Rolle. 
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als Koordinaten von Riiumen RlI R2 , ••• , R n _ 2 im Rn _ 1 deuten. Als 
Kontravariante bezeichnet man eine invariante Bildung, welche eine 
oder mehrere Reihen von Variablen einer dieser Stufen enthalt; im 
Falle einer einzigen Variablenreihe liefert sie, gleich Null gesetzt, ein 
aus geraden Linien, Ebellell usw. bestehendes Gebilde, welches mit 
f = 0 projektiv zusammenhangt. 

Die "Zwischenformen" enthalten Variablenreihen verschiedener 
Stufen. Nach A. Clebsch (a. a. 0.) kann man dies en Verbindungen 
eine feste N ormalform geben, so daB es genugt, solche Verbindungen 
zu betrachten, welche von jeder Variablenstufe hiichstens eine Reihe 
enthalten: die ubrigen lassen sich aus dies en und deren Polaren 
zusammensetzen. Durch Nullsetzen solcher Formen werden weitere 
geometrische Gebilde dargestellt, die Clebsch allgemein als "Konnexe" 
bezeichnet hat 227). 

Als "Kombinanten" bezeichnet man invariante Bildungen aus 
Formen gleicher Ordnung, welche sich nur um einen Faktor andern, 
wenn man eine oder mehrere dieser Formen durch (unabhangige) 
lineare Kombinationen derselben ersetzt; ihr Nullsetzen liefert projek
tive Eigenschaften des durch die Grundformen bestimmten linearen 
Systems, oder auch weitere Gebilde, die zu diesem linearen System 
invariante Beziehung haben. 

Entsprechendes gilt fur die "Semikombinanten", welche sich auf 
Formen ungleicher Ordnung beziehen, die aber durch Mnltiplikation 
mit Hilfsformen auf dieselbe Ordnung gebracht worden sind, voraus
gesetzt, daB die Koeffizienten dieser Hilfsformen in den zu betrachten
den Verbindungen nicht auftreten (I B 2, Nr. 24) 

36. Deutung der linearen Invariantentheorie durch die af:fl.ne 
Geometrie. Eine andere, vollstandigere geometrische Deutung der 
Theorie der algebraischen Formen ergibt sich, wenn man die n Ver
anderlichen, die den linearen homogenen Substitutionen unterworfen 
werden, als n-icht-homogelle Punktkoordinaten im Rn betrachtet. 
Diese Darstellung hat in bezug auf die vorhergehellde den V orteil, 
daB es bei ihr auf die Verallderlichen und auf die Koeffizienten selbst 
und nicht bloB auf deren Verhaltnisse ankommt; folglich auch auf 
die Form fund nicht nur auf die Gleichung f = O. Dadurch konnen 
Eigenschaftell, die bei der projektiven Deutung verloren gingen, eine 

227) Einfachster Fall in der Ebene (n = 3), s. Clebsch, Gottinger Nachr. 
18. Sept. 1872, p. 429, und Math. Ann. 6 (1873), p. 203. Der Begriff dieses Kon
nexes tritt wesentlich schon bei J. Plucker auf (Analytisch - geometrische Ent
wicklungen, Essen 1828-31, 2', § 2). 
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geometrische Bedeutung erlangen. Die allgemeine lineare Gruppe 
del' n Veranderlichen wird als die umfassendste affine Gruppe des 
En mit festern im Endlichen gelegenen Punkte (dem Anfangspunkte 
del' Koordinaten; vgl. N r. 7) gedeutet. Aile Eigenschaften del' Formen, 
welche bei linearen Substitutionen invariant sind, verwandeln sich 
jetzt in Beziehungen del' affinen Geometrie; insbesondere ist eine rela
tive Invariante eine GroBe, die sich bei affinen Transformationen 
nul' um einen (von del' Transformation abhangigen) konstanten Faktor 
andert (wie z. B. die V olumina del' Korper). 

Diese geornetrische Darstellung hat in neuerer Zeit in del' Zahlen
theorie, z. B. in del' arithmetischen Theorie del' binaren quadratischen 
Formen (I C 2c, Vahlen) Anwendung gefunden. Versinnlichen wir uns 
eine solche Form f= ax2 + bxy + cy2 mit ganzzahligen Variabeln 
x, y dmch ein "Punktgitter" (d. h. dmch die Gesamtheit del' Punkte, 
welche in irgend einem xy-Systeme ganzzahlige Koordinaten haben) 
und dmch den Einheitskegelschnitt f = 1, 228) so kommt die Frage 
nach del' "Aquivalenz" zweier Formen darauf hinaus, ob die ent
sprechenden aus "Punktgitter und Einheitskegelschnitt" bestehenden 
Figuren affin (und zwar notwendigerweise aquiaffin) verwandt sind; 
oder auch, wenn man beide Formen auf dasselbe Punktgitter bezieht, 
ob die beiden Einheitskegelschnitte in del' affinen Geometrie dieses 
Gitters 229) einander aquivalent sind. 

a 7 • Ansatz fur die analytische Behandlung einer jeden Geo
metrie durch ausschlie.lUiche Beriicksichtigung der zugehorigen In
varianten. Leibniz hatte bereits die Idee einer Analysis el'faBt, welche 
alie geornetrischen Gedanken mit Einfachheit und Vollendung ZUlli 

Ausdruck bringen soUte; abel' seine Bestrebungen konnten bei seinen 
Zeitgenossen noch kein Verstandnis finden und blieben auch spateI' 
lange vergessen. 1m 19. Jahrhundert erweckten A. F .. Zlfobius durch 

228) F. Klein, Ausgewahlte Kapitel der Zahlentheorie, autogr. Vorles. 
(Gottingen 1896); vgl. insbes. 1, p. 86 if. 

229) Diese Geometrie hat als Fundamentalgruppe die Gruppe del' ganz
zahligen linearen Substitutionen 

x' = /Xx + {Jy, 

y' = yX+d'y, 

bei denen /Xd' - {Jy = ± 1 ist. Punktgitter bei n Dimensionen werden in 
H. Minkowskis "Geometrie del' Zahlen" (Leipzig 1896) verwendet, urn Satze libel' 
die Volumina nirgends konkaver Korper geometrisch zu erlautern; daraus ergeben 
sich arithmetische Anwendungen auf Systeme von n linearen Formen mit 
n Variabeln, und auf die Reduktion del' positiven quadratischen Formen mit 
n Variabeln. [I C 2, Vahlen, Nr. a bis e.] 
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seinen barycentrischen Caleiil (1827) und H Graf3mann durch seine 
Ausdehnungslehre (1844) diesen Gedanken zu neuem Leben, sie hielten 
aber noch an der Auffassung fest, es ware moglich, mit einem einzigen 
Kalkiil iiberall durchzukommen. Heute diirfen wir sagen, daB das nicht 
der Fall sein kann, und daB die Geometrien verschiedener Transforma
tionsgruppen auck verschiedenartige analytische Hilfsmittel erfonlcrn. So 
beruht z. B. die Brauchbarkeit der Hamiltonschen Quaternionen fUr 
viele Probleme der Geometrie und der mathematischen Physik darauf, 
daB in diesen Problem en die Gruppe derEuklidischen Drehungen 
urn einen festen Punkt eine wichtige Rolle spielt, und daB fiir diese 
Gruppe das Multiplikationsgesetz del' Quaternionen die einfachste ana
lytische Darstellung x' = a-1xa liefert (I A 4, Komplexe GroBen, 
Study, Nr. 12). 

Es ist also die Aufgabe, fiir jede Gruppe ein geeignetes Algo
rithmensystem zu schafI"en. Dabei kann man den Zweck verfolgen. 
in der analytischen Behandlung der verschiedenen Gruppeu an be
stimmten allgemeinen ldeen festzuhalten; z. B. del' Forderung zu geniigen, 
daB in dem analytischen Apparat (d. h. in den Formeln) die Ein
fiihrung willkiirlicher Elemente so weit als moglich vermieden wird, 
dagegen aber aHe wesentliehen Elemente der Frage und nur diese, 
d. h. die beziiglichen "Invariant en" eintreten. Wir kommen so zu 
den Algorithmen, welche auf ausschlief3licher Beriicksichtigung der 
Invarianten beruhen, d. h. zu del' einer jeden Gruppe entsprechen
den Geometria intrinseca 230) odeI' natiirlichen Geometrie. Allerdings 
hat ein derartiges Verfahren seine Schwierigkeiten, und einen wesent
lichen Vorteil vermag es oft nul' nach bedeutender Anstrengung, oder 
auch gar nicht zu bieten; es kann aber zuweilen eine tiefere Einsieht 
111 die Struktur des Systems del' geometrischen Satze ermoglichen. 

38. Spezielle Ausfiihrungen fiir die metrische Geometrie. 
a) Fiir die Hauptgruppe, d. h. fitr die metrische Geometrie, liefert 

die ebene Trigonometrie bereits einen Stoff, in dessen Behandlung nur 
relative und absolute lnvarianten der zu betrachtenden Figuren (die 
Seitenlangen, und die WinkelgroBen mit ihren goniometrischen Funk
tionen) auftreten. Die gewohnliche Trigonometrie des Dreiecks kann 
man namlich als das Studium der zwischen den drei Seiten, den 
d~ei Sinus und den drei Kosinus der Winkel bestehenden ratio
nalen ganzen Beziehungen auffassen (darunter auch die identischen 
Gleichungen sin2 IX + cos2 IX = 1 einbegriffen). In bezug auf die drei 

230) Wir entlehnen den Namen E. Oesaros "Lezioni di geometria intrin
seca" (Napoli 1896), deutdch durch G. Kowalewski (Leipzig 1901). V gl. Nr. 38, b). 



380 III A B 4 b. G. Fano. Kontinuierliche geometrische Gruppen. 

Seitenlangen, die relative Invarianten sind, miissen diese Gleichungen 
homogen sein. Entsprechendes gilt fUr die spharische Trigonometrie 
in bezug auf die Gruppe del' Drehungen des Rs urn einen festen 
Punkt; dabei sind auch die Seiten absolute Invarianten 2S1). 

b) Der oben gemeinten Richtung ist das Bestreben zuzuschreiben, 
Kurven und Fliichen zu definieren durch Beziehungen zwischen GroBen, 
welche von keinem Koordinatensystem abhangen, sondern nur den 
einzelnen Kurven- bezw. Flachenpunkten zugehoren, und daher erhalten 
bleiben, wenn das Gebilde seine Lage (nicht abel' seine Gestalt) andert. 
Derartige GroBen sind: Bogenlangen, Kriimmungsradie'Il, Torsionsradien, 
Winkel del' Tangente gegen eine feste Kurventangente, die man als 
"natiirliche Koordinaten" benutzen kann; die Gleichungen zwischen 
diesen GroBen hat W. Whewell 2S2) "intrinsic equations" (esoterische, odeI' 
natiirliche Gleichungen) genannt. In der Ebene sind die Kurven
gleichungen in natiirlichen Koordinaten Differentialgleichungen 3. Ord
nung, welche die dreigliedrige Gruppe del' Euklidischen Bewegungen 
gestatten, und deren Integralkurven demnach aHe kongruent sind; die 
natiirlichen Koordinaten sind ihrerseits Differentialinvarianten jener 
Gruppe. Zu dies em Gebiete gehoren l1amentlich die Untersuchungen 
von E. Cesaro 2S3), welcher die infinitesimalen Beziehungen del' Kurven 
und Flachen durch Voranstellung und systematische Anwendung del' 
obigen il1varianten GroBen darlegt. Einen zusammenfassenden Bericht 
libel' die Lehre von den natiirlichen Koordinatel1 lieferte E. Wolffing 2S4). 

231) Hinsichtlich einer Systematisierung aUer Theoreme del' ebenen und 
spharischen Trigonometrie durch VoransteUung des invariantentheoretischen Ge
sichtspunktes verweisen wir auf das Programm von E. Study im Schlu.Bworl del' 
Abhandlung: Spharische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und eUiptische 
Funktionen (Leipzig Abh. 33 (1893), p. 81). Fur die spharische Tl'igonometrie, 
s. auch: Klein, Uber die hypergeometrische Funktion (autogr. Vor1.), Gottingen 
1894; insb. II A, Kap. 2. Eine auf del' neueren Resultantentheorie beruhende 
elementare Untersuchung del' Identitaten, die zwischen den link en Seiten del' 
Formeln del' ebenen und spharischen Trigonometrie bestehen, gibt W. Fmnz 
Meyer, Deutsche Math.-Ver. Jahresber. 7 (1899), p. 147, ausfuhl'lichel' J. f. Math. 
116 (1899), p. 209. 

232) On the intrinsic equation of a curve and its application, Cambro 
Trans. 8 (1849), p. 669; ebenda 9 (1861), p. 160. 

233) Lezioni di geometria intrinseca, S. Anm. 230). Die fl'ii.heren Arbeiten 
von Cesaro sind in lViilffings Bericht (s. Anm. 234)) aufgezahlt. Vgl. auch: 
SuUa geometria intrinseca degli spazi curvi, Napoli Atti (2) 6 (1894). 

234) Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 142. Als Zwischenglieder zwischen den 
gewohnlichen und den naturlichen Koordinaten werden die "halbnaturlichen 
Koordinaten" betrachtet, welche Invarianten von Untergruppen del' Gruppe del' 
Euklidischen Bewegungen sind. 
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c) Ein umfangreiches Programm, welches die ganze metrische 
Geometrie umfaJ3t, hat E. Study skizziert und bis zu einem gewissen 
Punkte durchgefiihrt2 s5). Als ganze Bewegttngsinvariante bezeichnet er 
eine ganze allseitig homogene Funktion der Koeffizienten irgend welcher 
temarer alge braischer Formen F (Xl x2 Xs U 1 U2 tts), die bei Ausfiihrung 
einer Bewegung auf die Punkte (x) und geraden Linien (u) del' Ebene 
sich mit einem von den Transformationskoeffizienttm abhangigen Faktor 
reproduziert. Die Frage nach allen Funktionen 'diesel' Art, durch die 
sich die iibrigen rational und ganz ausdriicken lassen, laJ3t sich nicht 
allgemein beantworten; man kann aber dem Problem eine speziellere 
und immer noch ziemlich allgemeine Form erteilen, namlich: die Be
wegungsinvarianten eines Systems linearer Formen (d. h. einzelner 
Punkte und gerader Linien) und die zwischen ihnen stattfindenden 
Relationen zu ermitteln. Unter diesen speziellen Bewegungsinvarianten, 
mit deren Hilfe sich die allgemeinsten symbolisch darstellen lassen, 
haben die "Hauptinvariantenli das groJ3te Interesse, weil sie bei reellen 
Grundformen aHe ree11en Invarianten einbegreifen. Sie sind ganze 
rationale Funktionen gewisser elementarer Hauptinvarianten, welche 
projektive Simultaninvarianten der vorgelegten Formen und zweier 
weiterer, einer linearen und einer quadl'atischen, sind 236), und deren es 
8 Typen mit 32 Relationen zwischen ihnen gibt. Die GroJ3en, mit 
denen es die Elemental'geometrie vorzugsweise zu tun hat, sind 
absolute Invarianten, d. h. Quotienten von diesen Bewegungsinvarianten. 
Stttdy zeigt wie sich z. B. die Entfernung zweier Punkte, der kiirzeste 
Abstand eines Punktes von einer Geraden, die goniometl'ischen Funk
tionen des Winkels zweiel' Gel'aden, die FUiche des durch drei Punkte 
oder dl'ei gerade Linien bestimmten Dl'eiecks usw. durch Bewegungs
invarianten ausdriicken lassen. Vermoge diesel' Formeln gehen aus 
den identischen Re1ationen zwischen den Bewegungsinval'ianten e1e
mentargeometrische Siitze hervol', von denen einige bekannt und 
haufig benutzt, andere abel' in den bisherigen Untersuchungen noch 

235) t'rber Bewegungsinvarianten und elementare Geometrie, Leipzig Ber. 48 
(1896), p. 649. Diese Untersuchung erstreckt sich auf aIle reellen Gruppen, die 
zwischen der Gruppe der Bewegungen und der projektiven Gruppe lie gen. Fur 
den Rg , s. Geometrie der Dynamen, § 17. 

236) Durch diese beiden weiteren Formen werden namlich die beiden Kreis
punkte dargestellt (vgl. a. a. O. p. 653). Aber die Invarianten dieses erweiterten 
Systems gegeniiber der allgemeinen projektiven Gruppe werden nicht durch die 
gewohnliche Theorie der ternaren Formen geliefert, da die beiden weiteren 
Formen nicht von einander unabhangige Koeffizienten haben j eine t'rbereinstim
mung mit gewissen Invarianten der gewohnlichen Theorie besteht bei den 
elementaren Bewegungsinvarianten, aber nicht bei den zusammengesetzten. 

Encyklop. d. math. WisBensch. III 1. 25 
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nicht aufgetreten sind. Die Elementargeometrie kann man also als 
ein Studium des Modulsystems auffassen, welches von den linken 
Seiten jener Identitaten gebildet wird.· 

39. Spezielle Ausfiihrungen betre:ffend projektive Geometrie. 
Die invariantentheoretische Behandlung der projektiven Geometrie 
kommt wesentlich darauf hinaus, die lineare lnvariantentheorie der 
algebraischen Formen (Nr. 34:) an die Spitze zu stellen, und aus den 
Relationen zwischen den zugehorigen Invarianten die verschiedenen 
projektiv-geometrischen Satze abzuleiten. Obgleich aber diese In
variantentheorie als selbstandige Disziplin schon weit fortgeschritten 
ist, so Hegen doch geniigende Untersuchungen iiber eine derartige 
vollstandige Systematisierung der projektiven Geometrie bis jetzt 
nicht vor. 

1m binaren Gebiet ist das Doppelverhiiltnis von vier Elementen 
die fundamentale absolute Invariante der projektiven Geometrie. Es 
ist also dieser Richtung alles das zuzuschreiben, was auf ein kon
sequentes Operieren mit Doppelverhiiltnissen hinauskommt 287). 

E. Study hat diesen Begriff des Doppelverhiiltnisses allgemeiner 
aufgefaBt und eine Reihe von Ausdriicken betrachtet, die er eben
falls Doppelverhaltnisse nennt 238), und die sich auf mehrere Weisen 
auf gewohnliche Doppelverhaltnisse eines binaren Gebietes zuriick
fiihren lassen: jeder von ihnen ist die einfachste absolute Invariante 
einer gewissen Transformationsgruppe, welche ihrerseits durch jenen 
Ausdruck definierl ist. Durch derartige Doppelverhaltnisse charak
terisiert er: 

1) Die Figur von vier verschiedenen Punkten auf einer alIge
meinen Flache 2. Ordnung gegeniiber den kolIinearen automorphen 
Transformationen dieser Fliiche, so lange die Werte der zugehOrigen 
Doppelv~rhaltnisse aIle endlich sind, d. h. so lange keine zwei der 
Punkte auf einer Erzeugenden der Flache liegen 239). Beim Kegel 

237) Die projektiven nicht homogenen Koordinaten in den verschiedenen 
Grundformen erster, zweiter, dritter Stufe sind allerdings Doppelverhaltnisse: 
sie hll.ngen aber von den (willkiirlichen) Grundelementen des Koordinaten
aystems ab. 

238) Betrachtungen nber Doppelverhaltnisse, Leipzig Ber. 48 (1896), p. 199. 
239) Die betrefl'enden Studyschen Formeln stimmen zum Teil mit denen 

uberein, die L. Wedekind fUr vier Punkte einer reellen nicht geradlinigen FHiche 
entwickelt hat (Math. Ann. 9 (1875), p. 209; 17 (1880), p.1). Der Begriff des 
DoppelverhiUtnisses von vier Punkten einer Kugel geht iibrigens auf Mobius 
zUrUck; vgl. die Anm. 72) und 198) erwahnten Schriften. 
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muJ.\ noch speziell angegeben werden, ob die vier Punkte in einer 
Ebene enthalten sind, oder nicht; 

2) die Figur von vier Geraden im Raume gegenuber beliebigen 
projektiven Transformationen, so lange die Werle der zugehorigen 
Gra/3mannschen Doppelverhaltnisse 240) aIle endlich sind; 

3) die Figur von vier Raumpunkten gegeniiber der konformen 
Gruppe, so lange die Werle ihrer Abstandsdoppelverhaltnisse alle end
lich sind, d. h. so lange keine zwei von ihnen auf einer Minimal
geraden liegen; 

4) das System von vier Kugeln gegenuber den Lieschen Kugel
transformationen, so lange die Wene der zugehOrigen Doppelverhalt
nisse aUe endlich sind. 

4:0. SpezieUes fiber geometrische Anwendungen der Theorie 
der Elementarteiler. Einzelne Probleme aus der projektiven Geo
metrie haben eine endgiiltige und vollstandige Lasung erst dann er
halten, als man den invariantentheoretischen Standpunkt berucksich
tigt und zu ihrer Lasung invariantentheoretische Rilfsmittel heran
gezogen hat. So hat die "Theorie der Elementarteiler" ein brauch
bares Mittel abgegeben, um eine Reihe projektiver Klassifikationen 
und Ausartungen zu untersuchen 241). 

Diese Theorie stammt aus dem Problem her (I B 2, Meyer, Nr. 3): 
"Zwei quadratische Formen fund cp von je n Veranderlichen durch 
eine lineare Transformation in eine einfache oder sogenannte kano
nische Form uberzufiihren." Dabei ist das Verhalten der Deter
minante der linearen Verbindung Af + l'rp von wesentlicher Bedeutung. 
Verschwindet sie nicht identisch und kann sie in n verschiedene 
Linearfaktoren zerlegt werden, so lassen sich beide Formen gleich
zeitig als Aggregate von n Quadraten unabhiingiger linearer Formen 
darsteUen ll42) ; andernfalls muE man eine Reihe verschiedener FaIle 
unterscheiden, wobei es darauf ankommt, ob und wie oft ein mehr
facher Faktor jener Determinante gleichzeitig in aUen Unterdeter
minanten jedes einzelnen Grades auftritt (vgl. I B 2, Meyer, Nr. 3; 
I C 2 b, Vahlen; fur n = 4 auch III C 2, Staude, Nr. 73). - Die voll
standige Losung dieses Problems gab K Weierstra/3, nachdem er 

240) .A.usdehnungslehre von 1844, § 165 = Werke 1 \ p. 271. Man vgl. 
o.uch die .A.nmerkung von Study in demselben Bande, p. 409. 

241) V gl. die zusammenfassende Darstellung von P. Muth, Theorie und An
wendung der Elementarteiler, Leipzig 1895. 

242) A. Cauchy, Sur l'equation a l'aide de 10. queUe ... , Exerc. de math. 4 
(1829), p. 140 = Oeuvres (2) 9 (Paris 1891), p.174; C. G. J. Jacobi, J. f. Math. 
12 (1834), p. 1 = Werke 3 (Berlin 1884), p. 191. 

25* 
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ihr schon vorher nahe gekommen war 248), in seiner Arbeit: ,;Uber 
Scharen bilinearer und quadratischer Formen" 244), und zwar nicht nur 
fur quadratische, sondern auch fiir bilineare Formen von n Veriinder
lichen. 1st }.a + fLb ein Linearfaktor der Determinante D des Buschels 
J...f + fLCP, und bedeutet ll! (Q>O) den Exponenten der hochsten Potenz, 
zu welcher erhoben dieser Faktor in allen Unterdeterminanten Qten 

Grades von D enthalten ist (Q = n, n - 1, ... , n - h + 1), so 
sind die Differenzen el! = ll! - ll!_l alIe positivi setzen wir noch 
en_"+l = In-h+U so enthiilt D die Potenz: 

(J...a+ fLb )'nc=(J...a+fLb)"n(J...a+ fLb)en- I ... (J...a+!lb )"n-h+1, 

und wenn J...' a + fL'b usw. die iibrigen Linearfaktoren von D sind, so 
ergibt sich: 

D= (J...a+ fLb)"n . .. (J...a+ fLb),n-h + 1(J...' a+ !L'b)e'n ... (J...'a+ fLbfn-h'+I .•. 

Jeder einzelne der Faktoren, in welche D soeben zerlegt wurde, 
hei13t ein "Elementarteiler" dieser Determinante, und ist eine (im all
gemeinen irrationale) 1nvariante der beiden Formen f, cpo Fur die 
Aquivalenz zweier Formenpaare gegeniiber linearen Transformationen 
ist die Ubereinstimmung der Elementarteiler der Determinanten ihrer 
Buschel die notwendige und hinreichende Bedingung. Ais kanonische 
Formen, auf die sich ein vorgelegtes Formenbiischel in den einzelnen 
Fallen reduzieren IaBt, lassen sich solche aufstellen, deren Koeffizienten 
die in den Elementarteilern auftretenden Konstanten, also relative 
Simultaninvarianten der beiden Formen fund cP sind 245) •. 

Den geometrischen 1nhalt dieser Untersuchung hat O. Segre hervor
gehoben 246), indem er zeigte, das alles darauf hinauskommt, wi.e viele 
Formen von verschwindender Determinante nebst Unterdeterminanten 
bis zu einem bestimmten Grade im Buschel J...f + fLCP enthalten sind, 
und was fur "Lagen" sie im Buschel besitzen, d. h. was fur Doppel
verhiiltnisse je zwei derselben mit fund cP bilden; diese Doppelverhalt
nisse sind absolute Invarianten, und werden durch Koeffizientenver
hiiltnisse der Weierstraf3schen kari.onischen Formen geliefert. 

Eine bemerkenswerte Anwendung dieser Theorie ist die syste
matische Klassifikation der Linienkomplexe 2. Grades, die F. Klein in 
seiner Dissertation 247) begonnen hat, und die A. Weiler 24S) und 

243) Berl. Monatsber. 1858, p. 208 = Werke 1 (Berlin 18(4) p. 233. 
244) Ebenda 1868, p. 310 = Werke 2 (Berlin 1895), p. 19. 
245) Wegen weiterer Literatur s. I B 2, Meyer, Nr. 3. 
246) Studio Bulle quadriche in uno spazio lineare ad un numero qualunque 

di dimensioni, Torino Mem. (2) 36 (1884). 
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O. Segre 249) vervollstandigt haben (I B 2, Meyer, Nr. 3; III C 10, 
Waelsch). 

A.Is weitere geometrische Anwendung der Theorie der Elementar
teiler hat O. Segre die kollinearen Transformationen eines R,. klassifiziert, 
und zwar durch Betrachtung der beiden bilinearen Formen in Punkt
und R .. _1-Koordinaten, deren eine die Kollineation analytisch dar
stellt, wahrend die andere die Bedingung der vereinigten Lage von 
Punkt und R"_l ausdriickt 250). L. Kronecker und G. Frobenius S51) 

haben lVeierstrafJ' Theorie auf die Untersuchung der linearen Trans
formationen angewandt, welche eine quadratische, oder auch eine 
symmetrische oder alternierende bilineare Form in sich iiberfiihren; 
die betrefl'enden Resultate hat O. Segre fiir den Fall der Pliicker
schen Ml der Raumgeraden, also fUr die Klassifikation der kolli
nearen und dualistischen Umformungen eines Ra geometrisch aus
gewertet 1l511). Die Klassifikation der Flachen 4. Ordllung mit (even
tuell auch zerfallendem) Doppelkegelschnitt (oder Riickkehrkegelschnitt) 
lii..Bt sich ebenfalls auf ein Problem fiber Elementarteiler zuriickfiihren, 
insofern diese FHichen als Projektionen des Durchschnittes zweier Mall, 
d. h. des Grundgebildes eines Biischels von Msll des R4 erhalten werden: 
es kommt folglich nur darauf an, diese Biischel zu klassifizieren, 
und auch das hat O. Segre auseinandergesetzt258). Fallt der Doppel
kegelschnitt del' Fliiche mit dem Kugelkreise zusammen, so heiSt die 
Fliiche eine "Cyklide". Die Cykliden hat G. Loria 254) als Durch
schnitte eines quadratischen Kugelkomplexes mit dem ebenfalls quad
ratischen Komplexe der Nullkugeln (d. h. der Kugeln von verschwin-

247) 'Dber die Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades 
zwischen Linienkoordinaten auf eine kanonische Form, Diss. Bonn 1868; ab
gedruckt in Math. Ann. 23 (1884), p. 539. 

248) Gber die verschiedenen Gattungen der Komplexe 2. Grades, Math. 
Ann. 7 (1874), p. 145. 

249) Sullo. geometria della retta e delle sue serie quadratiche, Torino Mem. 
(2) 36 (1884). 

250) Sulla teoria e sullo. classificazione delle omografie in uno spazio lineare 
ad un numero qualunque di dimensioni, Romo. Lincei Mem. (3) 19 (1884). S. 
auch A. B. Coble, Amer. J. 27 (1905), p. 25. 

251) V gl. die I B 2, p. 332-33 angefiihrte Literatux. 
252) Ricerche sulle omografie e sulle correlazioni in generale ... , Torino 

Mem. (2) 37 (1885). 
253) Etude des diiferentes surfaces du 4me ordre a conique double ou 

cuspid ale ... , Math. Ann. 24 (1884), p. 313. 
254) Ricerche intorno aHa geometrio. della sfera ... , Torino Mem. (2) 

36 (1884). S. die Benutzung dieser Theorie fiir die Zwecke der mathematischen 
Physik bei M. Bocher, Die Reihenentwicklungen der Potentialtheorie (Leipzig 1894). 
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dendem Radius) betrachtet, wodurch die Theorie del' Elementarteiler 
auf eine vollstandige Klassifikation der Cykliden gegenuber der Gruppe 
der reziproken Radien anwendbar wurde. Diese Klassifikation umfaBt 
auch die Cykliden 3. Ordnung (d. h. die FIachen 3. Ordnung, die 
durch den Kugelkreis einfach hindurchgehen). Fragen der Art waren 
an sich nicht neu, wurden abel' erst durch die Theorie del' Elemen
tarleiler vollstandig beantwortet. 

4:1. Ausfiihrungen betreffend die projektive Geometrie einer 
quadratischen Mannigfaltigkeit von nicht verschwindender Deter
minante. Fur die analytische Behandlung diesel' Geometrie hat 
E. Study die zugehorige Invariantentheorie entwickelt 255). 1m System 
von beliebig vielen linearen Formen eines Gebietes (n - 1 )ter Stufe gibt 
es, sobald n > 3 ist, zwei Typen irreduzibler ganzer Invarianten 
der projektiven Gruppe einer M~-2: eine symmetrische von je zwei 
Formen und eine alternierende von je n Formen. Zwischen diesen 
Invarianten bestehen Relationen, die Study auf zwei Typen zuriick
fiihrl. Fur die Behandlung algebraisch-geometrischer Aufgaben mit 
Hilfe del' Invarianten diesel' Gruppe liegen Ansatze VOl'; z. B. lassen 
sich aUe Linienkomplexe im Raume bestimmen, die von einem quad
ratischen Linienkomplexe rational abhangen und mit ihm invariant 
verkniipft sind, und ebenso die kovarianten Kugelkomplexe eines 
quadratischen Kugelkomplexes. 

4:2. Geometrie der reziproken Radien. Apollonisches Problem. 
Die 6-gliedrige Gruppe del' reziproken Radien in del' Ebene ist nach 
Nr. 30, d) mit del' projektiven Gruppe einer allgemeinen FHiche 2. Grades 
(d. h. mit del' in voriger Nr. betrachteten Gruppe, fiir n = 4) gleich
bedeutend. Zu diesel' Gruppe gehort das "ApoUonische Problem": 
"Einen Kreis zu bestimmen, del' drei gegebene Kreise beruhrt", fur 
welches E. Study eine Losung gegeben hat, die nul' invarianten
theoretische Hilfsmittel benutzt, so daB alIe vermoge Transformationen 
diesel' Gruppe aquivalenten Aufgaben gleichzeitig erledigt werden256). 

Algebraisch kann das Problem in folgender Weise formuliert 
werden: 

Vorgelegt sind die Gleichungen dreier Kreise Wi (x) = 0 (in tetra
cyklischen, einer quadratischell Relation geniigenden Koordinaten). 

255) Uber die Invarianten der projektiven Gruppe einer quadratischen 
Mannigfaltigkeit von nicht verschwindender Diskriminante, Leipz. Ber. 49 (1897), 
p.443. 

256) Das Apollonische Problem, Math. Ann. 49 (1897), p. 497. 
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Gesucht ist eine irrationale Kovariante der linea,ren Formen Wi (x), 
deren verschiedene Wede, gleich Null gesetzt, die Beriihrungslcreise 
einzeln darstellen 257). 

Die konstrulctive Losung ist (bei reellen Figuren) den Mascheroni
schen Konstrnktionen 258) insofern verwandt, als ausschlieBlich Kreise 
zur Verwendung kommen. Sie unterscheidet sich aber von diesen 
Konstruktionen wesentlich dadurch, daB del' Mittelpunkt eines Kreises, 
als nicht- invariant mit dem Kreis verbunden, nicht benutzt werden 
darf. Statt des Zirkels ist also ein anderes Hilfsmittel, das biegsame 
Kreislineal, zu verwenden. 

AuBerdem unterscheidet Study zwischen linearen und quadratischen 
Konstruktionen. 

Die linearen Konstruktionen beruhen auf folgende Postulaten: 

1) Man kann drei vorgelegte Punkte durch einen Kreis verbinden. 

2) Wenn zwei Kreise sich in einem bekannten Punkte schneiden, 
so ist auch der andere Schnittpunkt diesel' Kreise rational bekannt. 

Mit diesen Hilfsmitteln liiBt sich z. B. die Aufgabe lOsen, die 
Inversion zu konstruieren, die zu einem c1urch drei seiner Punkte be
stimmten Kreise gehort. Ebenso kann man zwei Kreise durch ein 
Buschel verbinden, wenn diese Kreise durch die zugehorigen Inver
sionen gegeben sind, unabhangig davon, ob diese Kreise reelle Schnitt
punkte habell oder nicht. 

Die quadratischen Aufgaben kommen darauf hinaus, zwei Kreise 
miteinander ZUlli Durchschnitt zu bringen; diese Aufgabe liiBt sich 
durch lineare Konstruktionen auf den Fall zuriickfiihren, die Schnitt
punkte zweier orthogonaler Kreise zu :Linden, von denen der eine 
punktweise bekannt ist. Das ist aquivalent mit del' Forderung, die 
Doppelelemente eiuer Involution auf einem punktweise bekannten 
Kreise zu bestimmeu. 

Ais Aufgabe del' konstruiereudeu Geometrie lautet dauu das 
Apollonische Problem wie folgt: Gegeben sind drei Kreise (durch die 
mit ihnen verbundenen Inversionen). Man soU dU1'ck lineare und mog 
lichst wenige quadmtiscke Konstruktionen die Kreise finden, die diese 
drei Kreise beriihren. 

257) Ebenso werden z. B. die Isogonalkreise von vier linear-unabhangigen 
Kreis en durch Nullsetzen der verschiedenen Werte einer irrationalen Kovariante 
dargestellt. 

258) L. Mascheroni, La geometria del compasso, Pavia 1797; neue Auf!. 
durch G. Fazzari, Palermo 1903. Deutsche Ausgabe durch G~¥son, Berlin 1825. 



388 ill A B 4, b. G. Fano. Kontinuierliche geometrische Gruppen. 

Nach einer Reihe von Vorbereitungen wird die algebraische Auf
gabe a, a. O. §§ 3-4, die konstruktive §§ 17-18 gelost. Ohne 
Anderung der Formeln oder der Konstruktionen wird dadurch auch 
das Apollonische Problem ffir Kreise auf einer Kugelflache gelOst; 
und Gleiches gilt fur die etwas umfassendere Aufgabe: "Die ebenen 
Schnitte einer reellen nicht geradlinigen Flache 2. Grades zu finden, 
die drei gegebene ebene Schnitte beriihren"; der Begriff der Ortho
gonalitat ist dabei durch den des Konjugiertseins in bezug auf diese 
Flii.che zu ersetzen. 

(AbgeschloBsen im Juli 1907.) 
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Abktirzungen. 
Von folgenden Bezeichnungen ist vielfach Gebrauch gemacht worden. Es 

bedeuten 

einen Kegelschnitt, resp. eine ebene oder raumliche Kurve nt•r Ordnung, sowie eine 
Flache zweiter resp. nt • r Ordnung. Insbesondere sollen 

K i , E 2 , H'I,' P", R" 

einen Kegel zweiter Ordnung, ein Ellipsoid, ein Hyperboloid, ein Paraboloid und 
eine Regelschar darstellen. 

Durch 
!\!, 1£, !R, 3, lB 

wird eine .Projektivitat, eine Kollineation, eine Reziprozitat (Korrelation), eine 
Involution, sowie allgemein eine Verwandtschaft bezeichnet. 

Punkte und Geraden werden durch gro.6e resp. kleine lateinische Buch
staben bezeichnet, Ebenen durch kleine griechische. 

A. Historische Einleitung 1). 
1. Die Zentralprojektion. Die Entstehung der projektiven Denk

weise hat sich an die Lehre von der Perspektive angeschlossen. Nach
dem H. Lambert und G. Monge aus der praktischen Kunst der Per-

1) Hierzu vergleiche besonders den ausfiihrlichen Bericht von E. Kotter. 
26* 
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spektive die Wissenschaft der darstellenden Geometrie geschaffen hatten 
(E. Papperitz, III A B 6), war der Gedan ke, das Studium der Projektions
methoden 7.um Selbstzweck zu erheben, fast unmittelbar gegeben. 
Die tatsiichliche Benutzung der Zentralprojektion fur Beweise ebener 
Siitze reicht freilich erheblich weiter zuriick. Bereits B. Pascal hat 
seinen Sechsecksatz dadurch gewonnen, daB er den c2 aIs Projektion 
eines Kreises betrachtete. (Naheres bei F. Dingeldey, III C 1, Nr. 18.) 

Von erheblichem EinHuB auf die projektiven Vorstellungen war 
die Einflihrung der unendlieh fernen Punkte. DaB parallelen Geraden 
bei der Zentralprojektion Geraden durch einen Punkt (Fluchtpunkt) ent
sprechen, lehrte schon G. Ubaldi um 1600; doch hat erst G. Desargues 
40 J ahr spater parallele Geraden als Geraden durch einen unendlich 
fern en Punkt aufzufassen gelehrt. Die Fluehtlinie einer Ebene, als 
Ort aller Fluchtpunkte, erscheint zuerst bei B. Taylor und J. H. 
Lambert nm 1750 2). AIsbald entstand das methodische Bemiihen, zur 
Vereinfachung der Beweise die Figuren so in eine andere Ebene zu 
projizieren, daB gewisse Elemente ins Unendliche riickten oder eine 
spezielle Form erhielten. Wesentlich waren folgende Methoden im 
Gebrauch 3). Es wird ein Punkt P in einen P'"" oder eine Gerade 9 
in die g~ resp. ein Viereck in ein Parallelogramm projiziert; es wird 
eine 9 in die g~ und zugleich ein c2 in einen Kreis projiziert; es werden 
zwei ell in zwei Kreise, oder endlich ein ell in einen Kreis und ein 
Punkt P in des sen Mittelpunkt projiziert4). Allerdings gingen diese 
Methoden urspriinglich nicht liber den Charakter von Kunstgriffen 
hinaus; ihre Umgestaltung zu einer allgemeinen projekt~ven Denk
weise erfolgt erst durch J. V. Poneelet 5). 

2) Diese Zitate entnehme ich Ch,·. Wieners Lehrbuch der darstellenden 
Geometrie (Leipzig 1884), das im Bd. I eine sehr ausfiihrliche historische Ein
leitung enthii.lt. 

3) Mit diesEln Methoden hat z. B. Ferriot den sogenannten Viereckssatz fiir 
den ct (Nr. 2) bewiesen, Gergonne Ann. 3 (1812), p. 166, und O. J. Brianchon den 
sogenannten Desarguesschen Involutionssatz (Nr. 2 und 13), Mem. sur les lignes 
du second ordre, Paris 1817, p. 13; vgl. auch noch O. Schliimilch und F. Schur, 
Zeitschr. Math. Phys. 39 (1894), p. 117 u. 245, 247. Ubrigens war die bewuBte 
Idee der goo damals noch nicht vorhanden, vgl. Anm. 23. 

4) Auch die Methode der stereographischen Projektion wurde zu analogen 
Zwecken vielfach benutzt, insbesondere durch M. Chasles, der die Methode zu
gleich auf eine beliebige F. ausdehnte; Corr. sur 1'ec. polyt. 3 (1814), p.l1. 
Ubrigens handelte es sich hier um Ubertragung von Satzen aus der Ebene 
(Taktionsproblem) auf die F.. V gl. auch noch G. Catalan in Journ. de math. 
19 (1854), p. 132. 

5) Die Zusammenstellung dieser Methoden und ihre einheitliche Begriindung 
findet man im Traite § 99 fr. 1m § 121 gibt Poncelet auch den Ort aller Punkte. 
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2. Carnots Theorie der Transversalen. L. N. M. Carnat ging 
von der Frage aus, welche V orzeichenanderungen metrische Relationen 
erleiden, falls die in sie eingehenden Punkte, Geraden usw. unter 
Wahrung gewisser allgemeiner Bedingungen ihre Lage andern 6). Er 
betrachtet alie durch kontinuierliche Anderung entstehenden Figuren 
als Vom gleichen Typus (figures correlatives) 7) und nutzt diese Auf
fassung so aus, daB er eine moglichst einfache Figur als Ausgangs
objekt wahlt und an sie seine Schlusse ankniipft, wahrend man vor 
ihm fur jede Figurenart eine besondere Betrachtung fur erforderlich 
hielt. Durch die Tendenz, in der veranderlichen Figur das konstante 
Gesetz zu suchen, hat Carnot ebenfalls zur Vorbereitung der modernen 
Denkweise beigetragen 8). 

Die Methoden der Transversalen und ihre von der zufalligen 
Figur unabhangigen Relationen haben lange Zeit das geometrische 
Studium beeinfluBt. Die wichtigste dieser Relationen bildet der fo1-
gende Satz: Wird ein ebenes oder raumliches Polygon ABC ... N 
von einer Geraden resp. Ebene in A' B' ... N' geschnitten, so ist immer 

AA' . BB'· ... NN' = BA' . OB'· ... AN'. 
Ein analoger Satz gilt fur den Schnitt mit beliebig vielen Trans
versalen, sowie fur den Schnitt eines Polygons mit einer Kurve en .9) 

von denen aus sich zwei c2 in zwei Kreise projizieren lassen. Er fiigt in § 131 
hinzu, daB man zwei c2 , die eine doppelte Beriihrung haben, in zwei konzen
trische Kreise projizieren kann. V gl. auch (]hasles, Traite des sections coniques, 
Paris 1865, p. 194. 

6) Den au.6eren AnlaB hierzu bildete seine Abneigung gegen die negativen 
Zahlen, die er grundsatzlich verwarf, und von denen er behauptete, da.6 ihr Ge
brauch zu FehIschliissen fiihre; vgl. De la correlation, p. 2 u. 38 und Geometrie 
de position, p. II. Widerlegungen von Carnots Bedenken gaben in neuerer Zeit 
noch A. Terquem, Nouv. Ann. de math. (2) 7 (1868), p. 437; A. Cayley und J. J. 
Sylvester, Mess of math. (2) 14 (1885), p. 92 u. 113 (Cayley, Collected papers 12, p. 305). 

7) Als einfachsten Fall der figures correlatives nennt er die ahnlich veran
derlichen Figuren, De la Correlation, p. 37. Das Wort Oorrelation bedeutet die 
Beziehung beliebiger Figuren auf eine spezielle, deren Eigenschaften man 
kennt, p. 1. 

8) Auf ihn geht auch die Einfiihrung des vollstandigen n-Ecks und n-Seits 
zuriick. 

9) Carnot beweist die Satze trigonometrisch fiir das Dreieck und verallge
meinert sie dann durch den SchluB von n auf n + 1. V gl. De Ia correlation, 
p. 118, 162, 291, 297, 437. Verallgemeinerungen der Carnotschen Satze gab 
..4.. Terquem, Nouv. Ann. 10 (1851), p. 100. Einen Spezialfall des Ietztgenannten 
Satzes kannte schon L Newton fiir die Cs' 

Das Carnotsche Theorem kann als Spezialfall des Abelschen aufgefaBt 
werden, fUr den Fall, daB die cn in Iauter Geraden zerfallt. V gl. Clebsch-Linde
mann, Vorlesungen uber Geometrie 2, Leipzig 1876, p. 754 u. 830. 



394 III A B 5. A. Schoenflies. Projektive Geometrie. 

Handelt es sich z. B. um den Schnitt einer Cs mit einem Dreieck 
ABC, und liegen auf den Seiten AB, BO, VA die Schnittpunkte 
P P' P", Q Q' Q", BB' E', so ist 

.A.P·.A.p'· AP"· BQ· BQ'. BQ"· OR· OR'· OR" 
BP.BP'.BP".OQ.OQ'.OQ".AR-AR'.AK' = 1. 

Diese Siitze sind von den Geometern im Anfang des 19. Jahrhunderts 
vorwiegend benutzt worden, besonders auch zur Ableitung solcher 
Satze, die man spater auf Grund der projektiveu Methoden ableitete 10) 

M. Ghasles 11) gab mit ihrer Hilfe die erste geometrische Ableitung 
der beiden Geradenscharen eines lly" Oarnot und J. V. Poncelet12) be
nutzten sie zum Beweis des Pascalschen Satzes, O. J. Brianchon 1S) 

griindete auf sie die Konstruktion eines c2 aus flinf Punkten resp. 
Tangenten, vor aHem aber leitete man den sogenannten Desarguesschen 
Involutionssatz (Nr. 13), d. h. den Satz, daB ein Viereck und ein ihm 
umgeschriebener ~ auf jeder Geraden eine Involution bestimmen, sowie 
den allgemeinen Viereckssatz am c2 , der die von vier Punkten und 
ihren Tangenten gebildeten Vierecke und ihre gemeinsame Diagonal
figur betrifft, und damit die Polaritat aus ihnen ab 14). Poncelet 15) be
nutzte sie sogar bereits zur Konstruktion der Cs aus gegebenen Punkten; 
in neuerer Zeit hat insbesondere P. SerreP6) die Transversalentheorie 
zur Aufstellung von Schnittpunktsiitzen liber algebraische Gebilde ver
wertet. 

Theoretische Verallgemeinerungen der Carnotschen Satze sind in 
neuerer Zeit mehrfach gegeben worden. A. GOb 17) hat den Satz, der 
ein Dreieck und eine cn betrifft, auf eine Kurve nter Klasse dualisiert, 
und C. A. Laisant18) hat sich die Frage gestellt, nnter welchen Be-

10) Eine Ableitung der Transversalensatze auf Grund projektiver Tatsachen 
findet sich bei .A.. Jacobi, J. f. Math. 31 (1846), p. 53. 

11) Corr. Bur 1'ec. polyt. 2 (1812), p. 440 u. 466. 
12) Trait6 2, § 148. 
13) Mem. sur les !ignes du second ordre, Paris 1817. 
14) V gl. besonders den Bericht von E. Kotter, p. 23 u. 49. 
15) Die erste Mitteilung findet sich in der Corr. Quetelet 7 (1832), p. 79. 

Seine Schrift: Analyse des transversales appliquee aux courbes et surfaces alge
briques enthlUt eine eingehende Theorie der ca auf Grund der Transversalen
satze; vgl. den Trait6 2, p. 122:!f. 

16) V gl. besonders Geometrie de direction, Paris 1869, femer z. B. Paris C. R. 
82 (1876), p. 270. Jedes windschiefe Zehneck, dessen Seiten sich auf einer Ebene 
schneiden, ist in eine F. einschreibbar usw. 

17) Assoc. Fraw;. Besan90n 22 (1893), p. 258. V gl. auch .A.. Oazamian in 
Nouv. Ann. (3) 14 (1895), p. 30; F. Ferrari, ebenda, p. 41. 

18) Nouv. Ann. (3) 9 (1890), p. 5. 
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dingungen man die Garnotschen Slitze umkehren, d. h. aus der Schnitt
punktsrelation, wenn sie fiir jedes Polygon existiert, auf die Existenz 
der c" schlieBen kann. Dies ist nur der Fall, wenn die Zahl der 
Polygonschnittpunkte die Zahl der Punkte, die die cn bestimmen, um 
eine Einheit iibersteigt, was nur fiir n = 1 und n = 2 der Fall ist. 
Analoges gilt im Raum fiir FIachen; hier ist auBer n = 1 und n = 2 
auch n = 6 ein moglicher Wert 19). 

3. Das Prinzip der Kontinuitat. Die Vervollkommnung, die 
die analytische Geometrie durch G. Mon.qe erfahren hatte, stellte die 
Geometer vor die Aufgabe, ihren Begriffen dieselbe Allgemeinheit zu 
geben, die die analytische Methode durch die Unbestimmtheit der 
Koeffizienten erreicht. Dieser Forderung hat in allgemeinster Weise 
J. V. Poncelet durch das Prinzip der Kontinuitiit entsprochen, das die 
Resultate von der zufalligen Anlage der Figur unabhangig erkIart, 
und in dem Spesialfall allgemeinen Charakters den zureichenden Ver
treter des allgemeinen Falles sieht 20). Fiir den c2 hatte iibrigens 
schon G. Desargues den Ubergang von der aIten zur modernen Denk
weise vollzogen, indem er Kreis, Ellipse, Hyperbel, Parabel und das 
System zweier Geraden als Arlen derselben Kurvengattung (des 
Schnitts einer Ebene mit einem Kreiskegel) betrachtete. Die analoge 
allgemeine Auffassung durchzieht Newtons Theorie der ebenen CS21); 

endlich sollen ja auch L. N. M. Garnots korrelative Figuren durch 
kontinuierliche Inderung ineinander iibergehen Mnnen 22). Erst Poncelet 
hat aber diese Auffassung zu einem grundlegenden Prinzip erhoben 
und davon umfassende und systematische Anwendung gemacht. Jetzt 
liegt das Prinzip der Kontinuitat dem gesamten geometrischen Denken 
zugrunde. 

Erstens soll das Prinzip, wie schon bei Desargues, die Einheit
lichkeit der durch Schneiden und Projizieren entstehenden Figuren
arten ausdriicken; es fiihrt so zur Konzeption der unendlich fernen 
Geraden und der unendlich fernen Ebene 211). Es solI zweitens die 

19) Die zugeMrigen Polygone sind Vierecke, Fiinfecke und Vierzehnecke. 
20) Vgl. besonders den Traite, § 111, 135-139, 406, 407, 638 sowie Vor-

rede, p. XII ff. 
21) Enumeratio linearum tertii ordinis, London 1706. 
22) De la correlation, p. 6 u. 37. 
23) Traite, § 96 u. 580. Ubrigens waren die Analytiker mit der Hinzu

rechnung der "unendlichen Wurzeln" einer Gleichung und mit der Idee der 9 '" 
keineswegs vorangegangenj so beruft sich z. B. Gergonne in seinen Annalen 17 
(1827), p.216 ausdriicklich auf Poncelet. Vgl. auch PlUcker, Journ. f. Math. 5 
(1829), p. 8 (Ges. Abhandlungen 1, p. 131). Die strengere Auffassung, dati die 
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volle Gleichwerligkeit und Einheitlichkeit aller Gebilde aussprechen, 
die unter Wahrung gewisser allgemeiner, ihre Natnr und ihre Eigen
schaften betreft'enden Bedingungen, dnrch kontinuierliehe Deformation 
auseinander hervorgehen; so benutzt es z. B. zur Ableitung der Schnitt
punktssatze einer en und em den speziellen Fall von resp. m und n Ge
raden 24). Drittens aber und hauptsachlich solite es die Allgemeingiiltig
keit der geometrischen Resultate und Methoden auch auf die Falle aus
dehnen, in denen die analytische Darstellung auf imaginiire GroBen fiihrt. 
Dies geschieht zunachst so, daB Poncelet das Prinzip auf solche Falle 
beschrankt, in denen sich das Endresultat an reelle Gebilde kniipft, 
wahrend das Imaginare nur in die Definitionen oder Beweise eingeht, 
und er erreicht dies, indem er die am Imaginaren haftende Definition 
dieser Gebilde an solche reellen Eigenschaften kniipft, die beim kon
tinuierlichen Ubergang vom reellen zum imaginaren invariant bleiben 
(vgl.Nr.19). Die konsequente Anwendung des Prinzips fuhrt jedoch viel
fach iiber diese Falle hinaus. Poneelet operiert sogar mit imaginaren 
Projektionsmethoden, indem er Gil' die sich schneiden, als Projektionen 
solcher betrachtet, die sich nicht schneiden, und auch hier verfolgt, 
was beim Ubergang vom Schneiden zum Nichtschneiden ungeii.ndert 
bleibt. Er gelangt so insbesondere zu den beiden unendlich femen 
imaginiiren Kreispunkten, die alsbald fiir das gesamte geometrische 
Denken eine fundamentale Bedeutung gewannen, wenn auch ihre volle 
Tragweite erst spater auf Grund ihrer analytisch-metrischen Natur 
zum BewuBtsein gelangte 25). Er fiihrt sie ais die Punkte ein, durch 

Zulassigkeit der unendlich fernen Elemente zu erweisen ist, und daB der Beweis 
darauf beruht, daB sie den fundamentalen Schnittpunktsaxiomen genugen, ge
Mrt erst einer weit spateren Zeit an. Sie ist im wesentlichen schon bei G. K. 
(]h. v. Staudt, Geometrie der Lage, p. 23 vorhanden. 

Durch die Adjunktion der uneigentlichen Elemente wird die projektive 
Ebene eine einseitige Flaehe (Dehn-Heegara, III AB 3, Nr. 2), worauf L. Sihliifli 
in einem an F. Klein gerichteten Brief' hinwies, Math. Ann. 7 (1874), p.660. 
Eine ganz im Endlichen enthaltene der projektiven Ebene gestaltlich gleichartige 
Flaehe gab W. Boyan, Dissertation Gottingen 1901 (Modell erschienen bei 
M. Schilling, Halle a/S.). 

Ahnliches gilt fUr jeden projektiven Raum; er stent stets ein Gebilde von 
8peziellem Zusammenhang dar; vgl. Enriques III AB 1, Nr. 36ff. 

24) Traite, § 538 u. 598; vgl. auch § 639. Naheres uber die Verwendung 
des Kontinuitatsprinzips fiir analoge Schnittpunktsatze bei Zeuthen III C 3, Nr.l). 

25) Poncelet operiert zwar meist nur mit den beiden imaginiiren unendlich 
fernen Punkten, die zwei Kreise gemein haben, hat aber die daraus flieJ3ende 
Folgerung, daB aIle Kreise einer Ebene durch dieselben zwei imaginaren Punkte 
gehen, an einer Stelle bestimmt ausgesprochen. "Des cereles placees arbitraire
ment sur un plan ne sont donc tout a. fait independants entre eux, comme on 
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die alle Kreise gehen, erkennt konzentrische Kreise als solche, die in 
ihnen eine doppelte Beriihrung haben, erkennt, daB aIle C2, die einen 
Brennpunkt gemein haben, zwei sich in ihm schneidende gemeinsame 
Tangenten besitzen, entdeckt den Kugelkreis (Nr. 4:) und seine Be
deutung als gemeinsame Beriihrungskurve fiir konzentrische Kugeln, 
iibertragt die Satze iiber Kugeln auf beliebige F2 , deren Schnittkurve 
in zwei C2 zerfaIlt, gelangt zu dem Resultat, daB es sogar sechs 
Scharen von Kreisschnitten einer F2 gibt, von denen jedoch nul' zwei 
ree11 sind, erhebt sich zu der Vorstellung, daB jede F2 zwei Scharen 
geradliniger Erzeugungslinien enthalt, usw. USW. 26). 

B. Allgemeine Begriffe uud Methoden. 
4:. Die Begrnndung der projektiven Denkweise durch Poncelet. 

Die Wissenschaft del' projektiven Geometrie erstand, als J. V. Poncelet 
seinen Traite des proprietis projectives des figures veroffentlichte 21). 
In erster Linie soUte er freilich dem Zweck dienen, auf Grund des 
Prinzips del' Kontinuitat die Satze iiber die c2 und F2 durch Projektions
methoden auf Satze tiber Kreise und Kugeln zuriickzufiihren. Sein 
tieferer Gehalt, seine Bedeutung fiir die modeme Denkweise liegt 
aber darin, daB an seiner Spitze die auch heute noch grundlegende 
Frage nach allen denjenigen Eigenschaften geometrischer Gebilde steht, 
die bei Zentralprojektion erhalten bleiben. Als solche erkannte Poncelet 
nicht bloB diejenigen del' Lage (deskriptive Eigenschaften) , sondern 
auch Eigenschaften metrischer N atur 28). Er gibt als allgemeinste 
metrische Funktion projektiven Charakters einen Quotienten an, dessen 
Zahler und Neuner aus Produkten einzelner Strecken besteht, die 

pourrait Ie croire au premier abord; ils ont idealement deux points imaginaires 
communs a l'infini ... TraiM § 94. V gl. auch die Erganznngen von O. Ludwig. 

26) Vgl. besonders Traite, § 53, 77, 92, 95, 238,453,594, 619, 630 usw. 
Zu den Kreisschnitten gelangt Poncelet, indem er die Schnittkurve der unendlich 
fernen Ebene E", mit F" und der Kugel betrachtet und den Satz benutzt, daB 
ffir jede gemeinsame Sehne dieser beiden c2 aIle durch sie hindurchgehenden 
Ebenen die Kugel und die Fi in ahnlichen Kurven schneiden; a. a. O. § 619. 
Die Existenz des Kugelkreises erscheint als gelegentliches Resultat in § 630. 

27) Die Ideen, die in ihm niedergelegt sind, stammen bekanntlich aus dem 
Jahre 1813, aus der Zeit, in der Ponce let Kriegsgefangener in RuBland war. "Cet 
ouvrage est Ie resultat des recherches que j'ai entreprises, des Ie printemps de 
1818, dans les prisons de la Russie" heiBt es in den eraten Worten der Vorrede. 

28) Die Unterscheidung metrischer und deskriptiver Eigenschaften war im 
Anfang des 19. Jahrhunderls alIgemein iIblich. Man verlangte sogar schon, daB 
der Teil der Geometrie, der yom metrischen unabhangig ist, aus reinen Lage
beziehungen zu begriinden sei, vgl. z. B. Gergonne in seinen Annalen 16 (1826), 
p.209. 
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folgendermaBen formal bestimmt sind. 1m Zahler und N enner muB 
jeder Streckenendpunkt gleich oft auftreten, und jeder Strecke des 
Ziihlers muB eine auf derserben Geraden liegende Strecke des N enners 
entsprechen und umgekehrt 29). Aus diesem umfassenden Theorem 
folgt der projektive Charakter fur harmonische Punkte und das 
Doppel verhiiltnis 30), fiir die Gleichungen der Involution und ihr Auf
treten am Viereck und dem ihm umgeschriebenen e2 , fur die Batze 
der Transversalentheorie, fur die Eigenschaften der Polaritiit usw. usw. 
Ein weiterer Erfolg Poncelets war die Einfiihrung und Diskussion 
der perspektiven Lage fur inzidente ebene resp. raumliche Systeme 
(Nr. 11); er erhielt sie durch Verailgemeinerung der ahnlichen Lage 
von Kreisen und Kugeln, bei denen er im Ahnlichkeitspunkt das 
Perspektivitatszentrum und in der g<7) resp. Coo die Achse und Ebene 
der Perspektivitat erkannte. Er gelangt so zur ailgemeinen Auf
fassung zweier ell derselben Ebene als perspektiver Gebilde, so daB 
ein Schnittpunkt zweier gemeinsamen Tangenten das Zentrum und 
eine gemeinsame Sehne die Achse der Perspektivitat istSl), und 
schlieBt daran die Erkenntnis, daB aile cll mit gemeinsamem Brenn
punkt zwei gemeinsame imaginare Tangenten besitzen 32). Er gelangt 
endlich auch zur Reliefperspektive, erkennt, daB man jede F", als 
reliefperspektives Bild einer Kugel auffassen kann, erhalt daraus 
wieder Satze iiber FlI mit gemeinsamem cl!' gewinnt aus dem Satz, 
daB zwei perspektiv liegende F2 die Ebene der Perspektivitat in dem
selben clI schneiden, die Idee des Kugelkreises S3), folgert daraus wieder, 
daB aile ahnlichen und ahnlich gelegenen F2 als Reliefprojektionen 
von Kugeln betrachtet werden k6nnen, usw. usw. (V gl. auch Nr. 3.) 

5. Polaritltt, Reziprozitiit und Dualitiit. Soweit die Polaritat M) 

am clI die harmonischen Beziehungen und die Tangenten umfaBt, 

29) Vgl. § 10 if., besonders § 20. 
30) Beispiele fiir metrische Beziehungen von n Punkten gibt A. Terquem, 

Nouv. Ann. 6 (1847), p. 68. 
31) Vgl. Traite, § 290ff. Insbesondere hat er auch die in Nr. 3 genannten 

Satze uber c, mit gemeinsamem Brennpunkt in der WeiBe abgeleitet, daB er sie 
als Cz in perspektiver Lage mit dem Brennpunkt als PerspektivitiLtszentrum 
deutete. In welcher Weise man Ecken und Seiten des beiden Cz gemeinBamen 
Vierecks und Vierseits als Achse und Zentrum wahlen kann, hat Em. Weyr er
orieri, Wien Ber. 57 (1868), p. 449. Die obigen Methoden erortert auch 
A. Larmor, Quart. Journ. 21 (1886), p. 339. 

32) V gl. auch M. Ohasles, Corr.Quetelet 5 (1829), p. 18. 
33) Trait8 § 593 und 630ff. 

34) Der Name "Pol" stammt von Servois, "Polare" von J. D. Gergonne, vgl. 
Gerg. Ann. 1 (1810), p. 337 u. 3 (1812), p. 287. 
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wurde sie bereits von Ph. de la Hire erkannt, der sie aus den ana
logen, schon den Griechen gelaufigen Kreissatzen durch Projektion 
ableitete S5). Die Vierecksatze (Nr. 2) gab in vollstandiger Form zu
erst C. Mac Laurin 86). Noch im Beginn des neunzehnten Jahrhunderls 
stand die Ableitung der Polareigenschaften der C2 im V ordergrund des 
Interesses; bald ist es der Pascalsche Satz, bald die Transversalen
theorie, bald der Vierecksatz, bald die Involution, die den Ausgangs
punkt bildet. 

Die Polareigenschaften der F'j gehen auf G. Monge S7) zuriick, der 
sie analytisch ableitete und in seinen V orlesungen an der Ecole poly
technique zuerst vortrug. Eine erste geometrische Ableitung, die die 
Polaritiit bezuglich der c2 und sonst nur die volle Pigur der perspektiven 
Dreiecke im Raum benutzt, stammt von O. J. Brianchon 38); auf ihn geht 
auch die Erkenntnis zuriick, daB man die Polaritat zur Ubertragung 
von Lehrsiitzen benutzen kann 39). Auf diese Weise hat Brianchon 
seinen Sechsecksatz aus dem des B. Pascal abgeleitet. Die allgemeine 
Bedeutung und Tragweite dieser Methode hat aber erst J. V. Poncelet40) 

erfaBt, indem er von der Polarfigur des Sechsecks zu der eines 
n-Ecks und von ihr zur Polarfigur einer beliebigen Kurve aufstieg, 
und deren wechselseitiges Verhaltnis erkannte, daB namlich einem 
Punkt und seiner Tangente auf der einen eine Tangente mit ihrem 
Beriihrungspunkt auf der anderen entspricht (Methode der reziproken 
Polaren). Er knupft hieran die doppelte Auffassung einer Kurve als 

35) Sectiones conicae in novem libros distributae, Paris 1685; vgl. Ohasles, 
.Apersm historique, p. 122 if. 

36) De linearum geometricarum proprietatibus generalibus tractatus 1748, 
p. 31. Dies Werk erschien erst nach Mac Laurins Tod als .Appendix zu seiner 
.Algebra. Der Satz vom eingeschriebenen und umgeschriebenen Viereck (ohne 
die Diagonalenfigur) findet sich schon bei R. Simson, Sectionum conicarum libn 
V, Edinburgh 1735, p. 197 j vgl. KO"tter, Bericht, p. 33 u. 50. 

37) Sie wurden durch seine Schuler bekannt, die sofon eine Reihe von 
Einzelsatzen Rufstellten; sie beschaftigen sich auch schon mit dem Ort, den eine 
Ebene umhiillt, wenn ihr Pol gewisse Kurven oder Flachen beschreibt, und er
kannten insbesondere, daB einer Raumkurve eine abwickelbare Flache entspricht. 
Vgl. z. B. Ferussac Bull. 11 (1829), p. 1; 15 (1831), p. 218. Naheres bei Staude 
III C 2, Nr. 38:!f. 

38) Journ. de 1'ec. polyt., Heft 13 (1806), p. 297. 
39) Dieser Gedanke tritt auch schon bei D. Encontre und Stainville auf; 

Gerg . .Ann. 1 (1810), p. 122 u. 190. 
40) V gl. Mem. sur la theorie generale des polaires reciproques, J. f. Math. 

4 (1829), p. 1. Die .Arbeit war bereits 1824 der Pariser Akademie vorgelegt 
worden. 
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Punkt- und Tangentengebilde 41), sowie das wechselseitige Entsprechen 
ihrer Singularitaten42), und erhebt sich zu der allgemeinen Idee, daS 
sich jeder von Punkten und Geraden handelnde deskriptive Satz re.n
prok iibertragen HUH. Er bemerkt auch, daB die Polaritat beziiglich 
einer F2 zu einer riiumlichen Reziprozitiit und einem analogen Ent
sprechen der Flachen fiihrt, so daB die Regelflachen sich selbst rezi
prok sind, den Raumkurven mit ihren Tangenten und Schmiegungs
ebenen die abwickelbaren Flachen mit ihren Erzeugenden und den 
Punkten ihrer Wendekante entsprechen, usw. USW. 43). 

Auf Grund der ersten Potzeeletschen Resultate und seiner Ent
deckung del' Reziprozitiit beziiglich der c2 und F2 hat alsbald J. D. 
Gergonne") die Dualitiit als allgemeines Grundgesetz "der Ausdehnung" 
formuliert, so daB der gewohnlichen Geometrie, in der der Punkt das 
Grundgebilde ist, eine Geometrie gegeniibersteht, fiir die in der Ebene 
die Gerade, im Raume die Ebene das Grundgebilde abgibt. Diesem 
Gesetz legt er axiomatischen Charakter bei, er weist aber doch darauf 
hin, daB seine Richtigkeit aus Poncelets Methode der reziproken Po
laren folge 45). Auch haben wohl einige Untersuchungen, in denen die 
Dualitat der Polyeder und der spharischen Trigonometrie deutlich 
herausgearbeitet war, zu Gergonnes Konzeption beigetragen 46). Die 
besondere Bedeutung des Dualitatsgedankens liegt in seiner iiber die 
Methode der reziproken Polaren hinausgehenden Allgemeinheit und 
Unmittelbarkeit; wenn wir heute projektiv und dualistisch denken, 

41) Der Name "Klasse" einer Kurve stammt von J. D. Gergonne; vgl. Gerg. 
Ann. 18 (1828), p. 151. 

42) Dies wird schon im TraiM, p. 234, gestreift. Naheres bei Berzolari 
mC4, Nr.8. 

43) Es gibt entsprechende Gebilde eines PolarRystems, die sich zug1eich in 
gewissen Kollineationen entsprechen; es sind aber nur ci und F 2 • V gl. G. Fouret 
und M. d'Ocagne, Bull. S. M. F. 13 (1885), p. 204; 14 (1886), p. 18; sowie A. del 
Be, Palermo, Rend. 2 (1888), p.87. 

44) Gerg. Ann. 16 (1826), p. 209; 18 (1828), p. 149. An den ersten Auf
satz 8ch10£\ sich im Band 17 u. 18 eine 1ebhafte Polemik zwischen Ponce let und 
Gergonne iiber die Tragweite und die Stellung der beiderseitigen Prinzipien, 
die man in ihrem wesentlichen Teil im Anhang zum Traite (2. Auf!. 2, p.351) 
abgedruckt findet. Die richtigen Begriffe Ordnung und KIasse hat iibrigens Ger
gonne erst im zweiten Artikel eingefiihrt. 

45) Ein von der Polarentheorie unabhangiger Beweis beruht bekanntlich 
auf dem Fundamentalsatz fUr die reziproke Beziehung (Nr. 8). 

46) Vg1. Sorlin, Gerg. Ann. 15 (1824), p. 273, sowie eine Arbeit von Gergonne 
selbst 15 (1824), p. 157, in der sogar schon das System der "doubles c010nnes" 
auf tritt, und die an eine analoge eines ungenannten Autors anschlieBt; Bd. 9 
t1818) p. 321. V gl. anch 11 (1820), p. 326 u. 12 (1821). p. 69. 
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durfen wir das Verdienst Poncelet und Gergonne zu gleichen Teilen 
beilegen. 

Bereits Poncelet41) hat die Reziprozitat zur Ubertragung metri
scher Eigenschaften benutzt, indem er als Grundgebilde Kreis und 
Kugel wahlte; er hat in seinem bekannten Streit mit Gergonne auch 
aus diesem Grunde die Uberlegenheit der Methode der reziproken 
Polaren behauptet48). M. Chasles 49) hat sich zur Ubertragung metri
scher Relationen der Parabel und des Paraboloids bedient. Spater 
hat dann noch A. Mannheim 50) metrische Beziehungen zwischen den 
Krummungsverhaltnissen reziproker Kurven abgeleitet, und zwar fur 
Kreis resp. Kugel als Grundgebilde (vgl. auch Nr. 9). 

6. Der allgemeine Verwandtschaftsbegrifi'. Bereits I. Newton 51) 

und Ph. de la Hire 52) benutzten zur Ableitung von Satzen tiber c2 eine 
Punktverwandtschaft, die sich durch Umlegen von zwei perspektiv 
liegenden Ebenen um ihre Schnittlinie ergibt. G. Walker 53) benutzt 
zu dem gleichen Zweck eine Verwandtschaft, bei der jeder Punkt als 
Schnitt entsprechender Strahlen projektivischer Buschel zu betrachten 
ist, die eine Kollineation vermitteln. L. Euler 54) besaB bereits den 
klaren Begriff affiner Raumtransformation. Um 1800 scheint der Be
griff der geometrischen Transformation allgemein gelaufig gewesen zu 
sein; man benutzte besonders diejenigen, die auf proportionale Koordi-

47) J. f. Math. 4 (1829), p. 61. Er ubertragt z. B. Streckenrelationen in 
solche zwischen den Winkelsinus, und Kugelsatze in 801che uber RotationsfHichen. 
V gl. auch Corresp. Quetelet 7 (1832), p. 118; Ferussac Bull. 8 (1828), p. 109; 
9, p. 110 u. 292, Bowie Bobillier, Gerg. Ann. 18 (1827), p. 270. 

48) Ferussac Bull. 8 (1827), p. 110. Gergonne hatte das Dualitatsprinzip 
nur fiir die Eigenschaften der Lage (situation) aufgestellt . 

. 49) Corr. Quetelet 6 (1829), p. 281 u. 6 (11)30), p. 1. Vgl. dazu auch 
Poncelet in COIT. Quetelet 7 (1832), p. 118 u. 141. Ohasles hat im Aper~lU hist. 
p. 226 auch auf die imaginare Kugel als Grundgebilde hingewiesen. 

60) Mannheirn iibertragt z. B. die Eulersche Relation auf die Kriimmungs
radien der Schnittkurven, deren Ebenen durch eine Gerade gehen. Vgl. Journ. de 
math. (2) 11 (1866), p. 193. Andere Transformationen metrischer Relationen ent
halt seine Schrift: Transformations des proprietes metriques des figures, Paris 
1867. Eingehender hat kiirzlich noch L. Ripert die Dualisierung allgemeiner 
und metrischer Eigenschaften durchgefiihrt, Nouv. Ann. de math. (3) 17 (1898), 
p. 446; 18 (1899), p. 101 u. 306. 

51) V gl. dazu C. Juel, Nyt Tydskr. f. Math. 2 (1891), p. 3. 
62) Sectiones conicae, 1686. 
63) Vgl. uber G. Walker und seinen treatise of conic sections (1794) einen 

Artikel von C. Taylor in Quart. Journ. 14 (1877), p. 25. 
64) Introductio in analysin infinitorum 2, § 442. Er hat auch das Wort 

"Affinitat" eingefiihrt. Vgl. auch Mobius, Barye. Calcul, § 147 (Ges. Werke 1, 
p. 180). 
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nateniinderung, auf Drehung des Koordinatensystems usw. hina.us
la.ufen 55). Erst...4.. F. Mobius 56) hat jedoch diesem Begriff eine all
gemeinere Bedeutung gegeben und sein Studium zum Selbstzweck 
erhoben; er ging davon aus, diejenige allgemeinste Verwandtschaft zu 
suchen, die die Ahnlichkeit, die Gleichheit und die Affinitii.t als spe
zielle Faile enthiilt. Er definierl sie so, daB Punkten, die auf einer 
Geraden oder Ebene liegen, wieder Punkte entsprechen, die auf einer 
Geraden resp. Ebene Hegen, und bezeichnet sie als Kollineation 57). Er 
zeigte bereits, daB die ebene Kollineation durch vier, die raumliche 
durch flinf Paare entsprechender Punkte allgemeiner Lage 58) be
stimmt ist. Den Beweis grlindet er auf die nach ihm benannte "Netz
konstruktion". Bildet man namlich aus je vier Punkten einer Ebene 
durch Verbinden und Schneiden aile weiteren Punkte, so gelangt 
man dadurch zu einem iiberail dichten 69) N etz von Paaren ent
sprechender Punkte, womit Mobius den Beweis fiir erledigt ansah. 
Bei strengerer Auffassung bedarf jedoch dieser Beweis noch des Be
griffs des Grenzpunktes. In der Tat wird, wenn man noch die Grenz
punkte zu Hilfe nimmt, jedem Punkt sein entsprechender zugewiesen 
(Naheres in Nr. 17). 

Mobius zeigte auch bereits, dat\ zwei kollineare Ebenen stets in 
perspektive Lage gebracht werden konnen 60) (Nr.9). 

1m AnschluB an Mobius hat bereits ...4.. J. Magnus 61) alle einein-

55) V gl. z. B. die Anzeige von PonceZets Traite in Ferussac Bull. 1 (1822), 
p. 5, sowie den TraiM selbst, Vorrede, p. XXI. M. Chasles iibertrug mittels 
affiner Transformation Satze uber Kugeln auf Ellipsoide. Er benutzte insbesondere 
auch solche speziellen Transformationsmethoden, die auf Kollineationen hinaus
la.ufen, vgl. J. de math. 2 (1837), p. 388. Transforma.tionsmethoden, die mit der 
Reziprozitat gleichwertig sind, erortert er im Aper~u hist., p. 223. 

56) Mobius gelangte zur Idee der Kollineation an der Hand der Tatsache, 
daB das Fundamentaldreieck seiner baryzentrischen Koordinaten auf viele Re
sultate ohne EinfluB ist, und man daher die Koordinaten auf verschiedene Drei
ecke beziehen kann, worin die kollineare Beziehung enthalten ist. Die Dar
stellung selbst, die eine eingehende Darlegung der Gesetze der Kollineation ent
halt, erschien im J. f. Math. 4 (1829), p. 101 (Ges. Werke 1, p. 447). 

67) Die analytischen Formeln, die einer Kollineation entsprechen, :linden 
sich schon bei E. Waring; er fiihrt sie als Verallgemeinerung spezieller Newton
scher Formeln ein und zeigt, daB der Grad einer Kurve erhalten bleibt. V gl. 
Chasles, Aper~u hist., p. 218 Anm. 

58) d. h. keine 3 auf g, keine 4 in E. 

59) Punkte heiBen iiberall dicht in einem Gebiet, wenn jede dem Gebiet 
angehOrige noch so kleine Kreisflache mindestens einen von ihnen (also auch 
nnendlich viele) enthalt (vgl. I A 5, Schoenflies Nr. 11). 

60) Barye. Calcul § 230. Fiir kollineare Raume ist es nicht der Fall (Nr. D). 
61) J. f. Math. 8 (1832), p. 52. 
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deutigen Punktverwandtschaften zu bestimmen gesucht. Er fand 
auBer der Kollineation noch die quadratische Verwandtschaft, die er 
irniimlich fiir die allgemeinste hielt (N r. 26). 

7. Das Doppelverhii.ltnis. Sind ABOD vier Punkte einer Ge
raden, so wird der Quotient 

AO.AD .AO· BD 
BO: BD = Be. AD = (ABOD) 

im AnschluB an A. F. Mobius 62) als ihr Doppelvm-hiiltnis (Dv) be
zeichnet. Ebenso besitzen vier Geraden abed durch einen Punkt, resp. 
vier Ebenen tX~rrJ durch eine Gerade je ein Dv (abed) resp. (a~r(}), 
dessen Wert gleich dem analogen aus den Sinus der beziiglichen Winkel 
gebildeten Quotienten ist; man hat also 

(abed) = sin (ae) . sin (a d). 
sin (b e) • sin (b d)' 

(a II. (}) = ~in (a r) • sin (IX lJ). 
PI' sin (~r) • sin (~lJ) 

Der fiir die projektive Geometrie grundiegende Satz, daB vier 
Geraden durch einen Punkt dasselbe Dv hahen, wie die vier Punkte 
auf einer sie schneidenden Transversalen, daB also das Dv projektiver 
Natur ist (Nr. 4), war bereits Pappus bekannt 6S). 

Die theoretische Wiirdigung und Erorterung des Dv kniipft sich 
an A. F. Mobius. Sie beruht auf einigen grundlegenden Strecken
relationen, namlich 

AB+BA=O, AB+BO=AC 

und der fiir vier Punkte einer Geraden stets erfiillten Identitat 64) 
AB· CD+AO·DB+AD·BO=O. 

Aus ihnen foIgt, daB es zu den 24 Permutationen von ABOD nur 
sechs verschiedene Wene des Dv gibt, deren jeder vier dieser Permu
tationen entspricht; wird (ABOD) = A. gesetzt, so lassen sich die 
sechs Wene durch 

A., 
1 1 A A.-I 

1 - l, T' 1=-[' A. - l' --A.--

62) Barycentr. Calciil, § 180ft'.; vgl. auch J. f. Math. 4 (1829), p. 101; 
(Ges. Werke 1, p. 219 u. 447). Mobius sagt allerdings Doppelschnittverhaltnis. 
M. Chasles hat fiir das Dv spater den N amen anharmonisches Verhaltnis eingefiihrt; 
Aperyu hist. p. 35. -ober das Dv von vier Punkten einer Ebene vgl. Nr. 8. 

63) Dieser Satz bildet das 129. Lemma zu den Porismen von Euklid; vgl. 
Pappi .A.lexandrini collectiones, herausgegeben von F. Hultsch, 2, Berlin 1877, 
p.873. 

64) Diese Identitat kannte schon L. Euler, Petersb. Novi Commentarii 1 
(1750), p. 49. 
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darstellen 65). Mobius hat auch bereits den Produktsatz flir die drei 
Dv von funf Punkten gegeben, daB namlich 

(ABDE) (ABEO) (ABOD) = 1 

ist, und gezeigt, daB sich ein Dv von vier Punkten ABOD durch 
die Dv ausdrucken liiBt, die jeder von ihnen mit drei festen Punkten 
bestimmt66). Sind Aa, Ab , Ae, Ad die bezuglichen vier Dv, so ist 

(ABOD) = (A.a - A.e) (A.b -ld). 
(A.b - A.J (la -ld) 

Diese Tatsache kann als Ausgangspunkt fur die Theorie der projek
tiven Beziehung (Nr.8) verwendet werden. 

Wenn fur die Punkte ABOD von den sechs Werten ihrer Dv 
je zwei einander gleich werden, heiBen die Punkte harmonisch 67); fur 
sie ist A = - 1 68). Sie zerfallen in zwei Paare zugeordneter Punkte, 
die einander (harmonisch) trennen; analog kann man harmonische 
Strahlen und Ebenen definieren. Der fur die projektive Geometrie 
wichtigste Satz uber harmonische Punkte lautet, daB in jedem voll
standigen Vierseit zwei Gegenecken mit zwei Diagonalpunkten je ein 
Paar zugeordneter harmonischer Punkte bilden 69). Fur harmonische 
Punkte und Strahlen besteht eine groBe Zahl elementarer Relationen 70). 

Werden je drei Werte der sechs Dv einander gleich, so heiBen 
AB 0 D iiquianharmonisch 71); solche Punkte sind jedoch niemals reell. 
Fur sie ist A einer dritten Einheitswurzel gleich. 

65) Barycentrischer Calcul, § 184 (Ges. Werke 1, p. 221). mer die Gleichung, 
der die sechs Werte des Dv genugen, und ihre Eigenschaften vgl. die analytischen 
Erganzungen von O. Ludwig. 

66) Barye. Calciil § 185. Bei n Geraden einer Ebene existieren 2n - 8, 
bei n Ebenen 3 n - 15 unabhangige Dv, in denen die ubrigen rational sind. 
Fiir Relationen zwischen Dv vgl. besonders auch Ohasles, TraiM de geom. sup.; 
Battaglini, Giorn. di mat. 1 (1863), p. 41, 97, 161, sowie die oben genannten 
Lehrbucher. 

67) Fiir die Bezeichnung verweis~ Steiner auf' de la Hire, Sectiones 
conicae, 1685. 

68) Bei anderer Anordnung der Paare ergeben sich die Werte A. = t und 
A.=2. 

69) Hierauf griindllt sich die lineale Konstruktion des vierten harmonischen 
Punktes zu drei gegebenen. Steiner (Werke 1, p. 290) fuhrt sie auf de la Hire 
zuruck. E. B~tSChe gibt eine Verallgemeinerung dieser Konstruktion fiir A. = - n, 
wo n eine ganze Zahl istj Math. Ann. 41 (1893), p. 591. 

70) Vgl. z. B. M. Chasles, Geom. super. chap. IV; ferner G. Dostor, Ann. 
nouv. 10 (1851), p. 78. Vgl. auch Elementargeometrie, J. Sommer, III A B 10. 

71) Diese Bezeichllung stammt von L. Cremona, lntroduzione ad una 
teoria geometrica delle curve piane, Bologna 1862, p. 21. 
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F. Folie 7!) hat den Begriff des Dv auf 2n Punkte ABO .. . KL 
einer Geraden ausgedehnt, indem er es durch den Quotienten 
AB· CD . .. KL : BO . DE ... LA deBnierl; iibrigens ist ein solches 
Dv durch einfache Dv ausdriickbar 73). 

Der Begriff des Dv kann auf Elementargebilde hOherer Stufe 
ausgedehnt werden, indem man die Strecken und die. ebenen Winkel 
durch die Dreiecksfiachen und die korperlichen Winkel ersetzt. Auf 
die Moglichkeit einer solchen Verallgemeinerung wies bereits Poncelet 
hin. Mobius 74) hat alsdann fiir sechs und mehr Punkte einer Ebene 
Produkte von Dreiecksverhiiltnissen angegeben, die projektiven Cha
rakter haben. Das genaue Analogon der Streckenrelation, die dem 
Dv zugrunde liegt, gab K W. Cliffora'15)j fiir sechs Punkte einer 
Ebene ist 

ABC· DEF - ABD . EFO + ABE· FOD - ABF· ODE = 0, 
und dies ist eine projektive Relation. Clifford hat auch bereits das 
Analogon des Satzes von Pappus aufgestelltj er zeigte, daB gewisse 
Quotienten von je vier Dreiecksfiachen, die auf sechs Ebenen eines 
Biindels durch ihre Schnittlinien mit irgendeiner anderen siebenten 
Ebene ausgeschnitten werden, von der Lage der siebenten Ebene un
abhiingig sind, und hat auf Grund davon die fundamentalen projek
tiven Beziehungen iibertragen. Ein Fiinfpunktverhaltnis dieser Art 
gab C. W. Merrifiel( 76); es ist das Dreiecksverhiiltnis 

(L = (ABO. BOD . .. EAB) : (ACE· BDA ... EBD) , 
das bei allen 720 Permutation en nur zw6lf Werle annimmt. Rela
tionen fur solche Dreiecksverhaltnisse Bnden sich in groBer Zahl bei 
G. Battaglini 77) j neuerdings hat besonders E. Busche 78) ihr Verhalten 
gegeniiber den 720 Permutationen untersucht. J. Bri1l 79) hat kiirz-

72) BrUssel Bull. belg. (2) 44 (1877), p. 469 u. 45 (1878), p. 88. Eine Er
weiterung auf n Punkte gab auch Bchon A. Terquem, Nouv. Ann. 6 (1847) p. 68. 

73) Eine andere Erweiterung gibt Ok. Beyel in der Weise, daB er das Dv 
aus einfachen additiv zusammensetzt. Er benutzt es zur Erzeugung von cn. mit 
(n -l)-fachem Punkt, Zeitschr. Math. Phys. 34 (1889), p. 375. 

74) Barycentrischer Calcnl, § 222. Fur die perspektive Lage wurde sie von 
E. Heis abgeleitet; Arch. f. Math. 31 (1858), p. 31. 

75) London Math. Soc. Proc. 2 (1869), p. 3. Clifford gibt analoge Relationen 
fiir Gro6en, die je durch drei Geraden einer Ebene, oder durch drei Geraden 
resp. drei Ebenen eines Biindels bestimmt sind. 1m Biindel treten die Sinus der 
durch je drei Ebenen oder Strahlen bestimmten kOrperlichen Winkel auf. 

76) Mess. of math. (2) 6 (1875), p. 94; vgl. auch sein Note-book fUr 1870. 
77) Giorn. di mat. 3 (1865), p. 298. 
78) J. f. Math. 114 (1894), p. 1. 
79) Quart. Journ. 29 (1897), p. 286. 

Ellcy]dop. d. math. Wissensch. m 1. 27 
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lich ebenfalls die obenerwahnte Oliffordsche Verallgemeinerung des 
Satzes von Pappus ausgesprochen. Eine Ausdehnung des Dv auf sechs 
und neun Strahlen eines Biindels findet sich bei F. Folie und Oh. Le 
Paige, nebst Anwendungen auf F2 und Fa 80). (Naheres bei O. Ludwig.) 

8. Die Grundgebilde und ihre projektive Beziehung. Ratte 
J. V. Poncelet die projektive Denkweise begriindet, A. F. Mobius den 
Begriff der kollinearen Verwandtschaft geschaffen, so verdanken wir 
J. Steiner 81) die SchOpfung der Grundgebilde als Operationsmittel und 
die projektiven Erzeugungsmethoden, d. h. die Kunst, aus den einfachen 
Grundgebilden durch blo.Bes Schneiden und Verbinden neue Gebilde 
abzuleiten, und so zu immer hoheren geometrischen Gebilden aufzu
steigen. 

Grundgebilde erster Stufe sind 1) die Pttnktreihe u(A) alB 
Gesamtheit aller Punkte A auf einer Geraden u, die auch Trager 
der Punktreihe heiBt, 2) der Strahlen'biischel M (a) als Gesamt
heit alier Geraden a einer Ebene durch einen Punkt M, den 
Mittelpunkt des Biischels, und 3) der Ebenenbuschel u(a) als Ge
samtheit aner Ebenen a durch eine Gerade u, die Achse des 
Ebenenbiischels. Grundgebilde zweiter Stufe sind 1) das Punktfeld 
c(A) und das Strahlenfeld c(a), d. h. die Gesamtheit aner Punkte 
resp. Geraden einer Ebene Ii, Bowie 2) der Rundel, der insbeson
dere Strahlenbiindel S (a) oder Ebenenbiindel S (a) hei.Bt, je nachdem 
er als Gesamtheit aller Geraden oder aIlel' Ebenen durch einen 
Punkt S aufgefa.Bt wil'd 82). Grundgebilde dritter Stufe endlich ist 
der Punktraum 2J (A) als Gesamtheit aIlel' Punkte, Bowie der Ebenen
raum 2J (a) alB Gesamtheit aner Ebenen; beide zusammen werden 
auch riiumliches System .E genannt. Die Grundgebilde stehen ein
ander dualistisch gegeniibel'; und zwar Punktreihe und Ebenenbiischel, 
Punktfeld und Ebenenbiindel, Strahlenfeld und Strahlenbiindel, Punkt
raum und Ebenenraum, wiihrend der Strahlenbiischel sich selbst ent
spricht83). Diese Tatsache bewirkt., da.B die projektiven Beziehungen 

80) Brux. Bull. Belg. (2) 48 (1879), p. 41. Gewisse sachs Punkte der F! 
bestimmen mit jedem anderen Punkt sechs Strahlen von konstantem Dv; analog 
gewisse Gruppen von neun Punkten einer Fa mit jedem anderen ihrer Punkte. 
Auch die Erzeugungsmethoden werden iibertragen. 

81) Steiner gibt fur die Entstehung seiner Ideen das Jam 1828 an. V gl. 
Syst. Entw. Vorrede (p.235 d. ges. Werke). 

82) Auch der Name Stern ist im Gebrauch, besonders bei den italienischen 
Geometern. 

83) In der Dualitat Lezuglich Ebene und Bundel entsprechen sich Punkt
reihe und Strahlbiischel, resp. Strahlenbiischel und Ebenenbiischel. 



8. Die Grundgebilde und ihre projektive Beziehung. 407 

und die Erzeugungsmethoden dualisierbar sind; sie ist deshalb eines 
der fruchtbarsten Uberlragungsprinzipien im Gebiet der Kurven und 
Flachen geworden84). (Uber Involutionen als Grundgebilde vgl. Nr.13.) 

Eine Punktreihe u (A) und ein Buschel M (a) hei.6en perspekfliv ge
legen oder bezogen, wenn die Punktreihe ein Schnitt des Buschels ist, d. h. 
wenn jedem Strahl a des Buschels sein Schnittpunkt A mit u zugewiesen 
wird85). Ebenso hei.6en zwei Punktreihen u (A) undu (A') perspektiv 
bezogen, wenn sie Schnitte desselben Buschels sind; zwei entsprechende 
Punkte A und A' liegen auf demselben Buschelstrahl und im Schnitt
punkt von u und u' liegen zwei entsprechende Punkte vereinigt. Das 
Analoge gilt fUr Ebenenbiischel und Punktreihe, sowie fur Ebenen
buschel und Strahlenbuschel. Ein Biindel S und eine Ebene c hei.6en 
perspektiv gelegen oder bezogen, wenn jedem Strahl a von S in c 
sein Schnittpunkt A und jeder Ebene fJ von S ihre Schnittgerade b 
in E entspricht, und analog ist es fur zwei Ebenen, resp. zwei Bundel. 
Hebt man durch Verschieben der Punktreihen, Ebenen usw. die per
spektive Lage auf, wahrend die vorhandene Beziehung der Elemente 
erhalten bleibt, so ergibt sich die projektive Beziehung. In dieser 
Weise hat J. Steiner 86) die projektive Beziehung zweier Punktreihen 
oder Buschel zuerst eingefuhrl. 

Wird die Lage der Grundgebilde im Raum als unveriinderlich 
angesehen, so mu.6 ihre projektive Beziehung auf andere Weise be
griindet werden. Fur zwei einstufige Grundgebilde kann sie auf drei 
verschiedene Arlen definiert werden. Diejenige Definition, die sich 
aus der ursprunglichen perspektiven Lage unmittelbar ergibt, und die 
ebenfalls bereits bei J. Steiner auf tritt, stiitzt sich auf den Pappus
Behan Satz von der projektiven N atur des ])v und nennt demgema.6 
zwei Punktreihen oder Buschel projektiv bezogen, wenn die Elemente 
sich eineindeutig entsprechen, und die Dv entsprechender Elemente 
einander gleich sind 81).. Die projektive Beziehung ist durch drei Paare 
entsprechender Punkte eindeutig bestimmt (Fundamentalso,tz) 88). Die 
Stetigkeit ist eine Folge dieser Definition; eine weitere Folge ist, daB 
zwischen den Abszissen entprechender Punkte zweier projektiven Punkt-

84) Von zwei Satzen, die durch dualistische tJbertragung auseinander her
vorgehen, wird im folgenden immer nur einer angefiihrt. 

85) Der Biischel wird ale Projektion oder Schein der Punktreihe bezeichnet. 
86) Syst. Entw. § 6. Die projektive Beziehung irgendwelcher Gebilde be

zeichnet M. Ohasles als Homographie, die perspektive bezeichnet schon Poncelet 
als Homologie. 

87) Vgl. auch A. F. Mobius, Barycentr. Calcw, § 194. 
88) Hierzu und fUr daB Folgende vg-l. auch III AB 1, Nr. 20, 21, (Enrigues) 

27'" 
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reihen eine bilineare Relation besteht. Diese bilineare Relation bildet 
die analytische Grundlage der projektiven Beziehung; auch M. Chasles89) 

hat zur Definition von vornherein Streekenrelationen benutzt, die der 
bilinearen Relation aquivalent sind 90). Wenn ABC ... MN .. und 
A' H C' ... M N' .. entsprechende Elemente sind, so wird dies dureh 

A.BC ... MN .. . % A.' HC ... MN' ... 

bezeichnet 91). M. Chasles 92) hat spater das Postulat aufgestellt, daB 
jede eineindeutige nicht transzendente Beziehung eine projektive sei. 
Dies kann im komplexen Gebiet bekanntlich bewiesen werden; doch 
laSt es sieh, wenn man nur im Reellen bleibt, in dieser allgemeinen 
Form nicht aufrecht erhalten, wie von C. F. ·Geiser an einem Beispiel 
gezeigt wurde 93). 

2) Will man die projektive Geometrie von der euklidisehen Metrik 
und den Kongruenzaxiomen unabhangig aufbauen 94), so darf man 
weder das Dv zugrunde legen, noch das Bewegungsmoment, das im 
urspriinglichen Ausgangspunkt bei Steiner vorhanden ist. Eine Defi
nition, die dem Rechnung tragt, ist zuerst von K. G. C. v. Staudt auf-

89) Apersm hiat., p. 32; vgl. auch den Traite. 
90) Das Dv ala Invariante der bilinearen Beziehung erkannte zuerst A. Cayley, 

Paris C. R. 41 (1855), p. 1097 (Collect. Papers 2, p. 566). 
91) Diese Bezeichnung ist auch fUr entsprechende Elemente von Ebenen, 

Biindeln, Raumen im Gebrauch. 
92) Paris C. R. 41 (1855), p. 1097. Chasles hat dorl noch ein analogea 

Prinzip aufgestellt; es betrifft die eineindeutige Beziehung zwischen den Punkten 
einer Punktreihe und den Punktepaaren einer anderen und besagt, daB die 
Punktepaare eine zur Punktreihe projektive Involution bilden (Nr. 13). 

93) Ann. di mat. (2) 4 (1870), p. 25. Der Satz, daB zwei Tangenten einer 
Ellipse von einer dritten beweglichen in projektiven Punktreihen geschnitten 
werden, mill3te sich namlich soust auf jedes konvexe Oval ausdehnen lassen. 

Die algebraische Gleichung, die Chasles implizite fiir beide Veranderliche 
voraussetzt, kann namlich fiir jede von ihnen immer nur eine einzige reelle 
Wurzel haben. Trotzdem hat das Chaslessche Prinzip wie auch das allgemeine 
Korrespondenzprinzip eine Fiille wertvoller Resultate geliefert; augenscheinlich 
deshalb, weil man es nur dann anzuwenden p£legt, wenn wirklich die Gesamt
zahl der moglichen PUDktzuordnungen (einschlieBlich der imaginaren) bekannt 
ist, man also tatsachlich im komplexen Gebiet operirt. (V gl. Zeuthen III C 3, 
Nr. 12 u. 13.) 

Einen Beweisversnch des obigen Chaslesschen Prinzips gab W. Fiedler, 
Zeitschr. Math. Phys. 6 (1861), p. 1, indem er ohne weiteres aus dem algebra
ischen Charakter der Relation auf ihre bilineare Form schloB. V gl. auch 
H. Schoute, Diss. Leiden (1870). 

94) Hierfiir ist neben methodischen Gesichtspunkten die Riicksicht auf die 
nichteuklidische Geometrie maBgebend (Enriques, III AB 1). 
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gestellt worden (N r. 17); eine zweite, die von L. Oremona 96) stammt, 
bezeichnet zwei Punktreihen oder Buschel als projektiv, wenn sie das 
erste und letzte Glied in einer Kette von lauter perspektivisch liegen
den Elementargebilden sind 96). Diese Formulierung ist auf Ebene 
und Raum ubertragbar. Wichtig ist noch die geringste Zahl der Glieder 
der Kette, deren man zur Vermittelung der projektiven Beziehung 
bei gegebenen Gebilden bedarf91). 

Die im obigen Sinn gefaBte projektive Beziehung eweier Ebenen 
E und E' ist identisch mit der kollinearen Beziehung, die schon bei 
A. F. MiJbius (Nr.6) auftritt. Sie ist daher so definierbar, daB jedem 
Punkt ..A ein Punkt A' und jeder Geraden g eine Gerade g' ent
spricht, und vereinigte 1age von Punkt und Gerade wieder vereinigte 
1age bedingt, d. h. wenn P auf g liegt, so liegt P' auf g'. Wie 
man eine solche kollineare Beziehung konstruktiv herstellen kann, hat 
zuerst F. Seydewite 98) gezeigt, indem er zwei Biischel jeder der beiden 
Ebenen so aufeinander bezog, daB ffir beide Beziehungeri der gemein
same Biischelstrahl dem gemeinsamen Strahl entspricht, und daB je zwei 
entsprechende Biischel und Punktreihen einander projektiv sind. Der 
Hauptsatz der Theorie lautet, daB die kollineare Beziehung durch vier 
Paare entsprechender Punkte oder Geraden allgemeiner 1age 99) be
stimmt ist. Er ist eine unmittelbare Folge des obigen Fundamental
satzes. Setzt man, wie es bei Mboius geschieht, die projektive Be
ziehung der Gebilde erster Stufe nicht voraus, so bedarf der Beweis 
des Hauptsatzes, der durch die Mobiussche Netzkonstruktion gefiihrt 
wird (Nr. 6), auBerdem eines Stetigkeitsaxioms (vgl. Nr.17). Ent
sprechende Punktreihen und Biischel in E und E' sind zueinander pro
jektiv. Nach H. Schroter 1OO) ist jedes Paar entsprechender Punkte A, ..A' 
dadurch ersetzbar, daB zwei Punkten P, Q von E in E' Punkte ent
sprechen sollen, die auf gegebenen Geraden p', q' liegen. Durch acht 

96) Elemente der projektivischen Geometrie, § 33; vgl. auch J. Tkomae, Ehene 
Gebilde, p. 16, sowie P . .Aschieri, Bologna Mem. (4) 1 (1881), p. 145. 

96) Die Benutzung einer Kette perspektiver Beziehungen zur Vermittelung 
der projektiven Beziehung tritt schon bei Staudt auf; Geom. d. Lage, p. 05. Er 
erschlieLlt sie dort auf Grund seines Funda.mentalsatzes; vgl. Nr. 17. 

97) FUr ebene Systeme reichen nach V.Dantscher 'I). Kollesberg (Innsbr. Ber. 
18 (1889), p. 68) drei Perspektivitltten aus. Fiir rltumliche Systeme hat F. Aschieri 
eine Kette aufgestellt, 1st. Lomb. Rend. (2) 18 (1886), p. 989. Nach einer Be
merkung von O. 8egre ist die kleinste Zahl;im Rn gleich n - m, weun die 
Doppelelemente einen Rm hilden, Fortschr. d. Math. 17 (1888), p. 618. 

98) Arch. f. Math. 7 (1846), p. 118; 8 (1846), p.1. 
99) D. h. keine drei P auf g, keine drei g durch P. 

100) J. f. Ma.th. 62 (1863), p. 219. 
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Punkte von E und acht Geraden in c' ist also die Beziehung eben
falls eindeutig bestimmbar. 

Die projektive oder kollineare Beziehung zweier Raume bnn 
ebenfalls auf das eineindeutige Entsprechen in Verbindung mit der 
vereinigten Lage gegriindet werden. Je zwei entsprechende Gebilde 
erster resp. zweiter Stufe beider Raume sind projektiv. Die mum
liche Kollineation ist durch fiinf Paare entsprechender Punkte, die 
sich in allgemeiner Lage befinden, bestimmt101). Der direkte Beweis 
des Satzes kann ebenfalls durch Netzkonstruktion in Verbindung mit 
einem Stetigkeitsaxiom gefiihrt werden. Setzt man die Satze iiber 
projektive Beziehung der Gebilde erster resp. zweiter Stufe voraus, 
so bedarf der Beweis eines solchen Axioms nicht mehr. 

In kollinearen Riiumen sind je zwei entsprechende Figuren ent
weder stets gleichstimmig oder stets ungleichstimmig lOS). 

Eine Gruppe von vier in bestimmter Anordnung vorgestellten 
Punkten ABOD einer Geraden wird nach dem Vorgang von K. G. 
0. v. Staudt als Wurf bezeichnetj durch ihre Einfuhrung bezweckte er, 
den Begrifl des Dv ohne Hilfe der Metrik zu definieren, was ibm such 
gelungen ist. Er hat so einen Fortschritt prinzipieller Art vollzogen 
(Nr.21). Man kann auf Grund davon die obige metrische Definition der 
Projektivimt so iibertragen, daB man Gebilde kollinear nennt, wenn 
entsprechende Wiirfe projektiv sind. G. Kohn10S) hat eine formale Ver
allgemeinerung dieses Begriffes auf Ebene und Raum vorgenommen. 1st 
die kollineare Beziehung von E und c' durch ABOD und A'B'(JD' 
gegeben, so bestimmt ein Punkt Emit ABOD einen c" und damit 
auf ihm gewisse aus diesen fiinf Punkten gebildete Dv. Es gibt dann 
in c' zu Os einen eindeutig bestimmten C'2 durch A' B' 0' D' und auf 
ibm einen Punkt E', der E entspricht und mit A' B' 0' D' auf c,' die 
gleichen Dv bestimmtl(4). Man kann daher ABODE als einen Punkt
wurf der fiinf Punkte bezeichnen, der bei kollinearer Beziehung in
variant ist (vgl. Nr. 11). :Falls DE die Geraden BO, OA, AB in 

101) Die Konstruktion entsprechender Punkte bei 6 gegebenen Punktepaaren 
gab Poudra, Nouv. Ann. de math. 19 (1860), p. 108. 

102) Vgl. G. Hauck, Zeitschr. Math. Phys. 24 (1879), p. 381; C. Rodenberu, 
ebenda 30 (1886), p. 114. Der Gegensatz ist derselbe, wie der zwischen rechter 
Hand und linker Hand. Fiir perspektiv liegende Rii.ume hatte ihn schon Staudt 
kurz beriihrt, Geom. d. Lage, § 136. 

103) Math. Ann. 46 (1895), p. 286. Der Begriff lii.J3t die Ausdehnung auf den 
R", zu, indem man dessen Normalkurve benutzt. V gl. I B 2, Fr. Meyer, Nr.26, p.394. 

104) DaB die kollineare Beziehung durch Zuweisung entsprechender ct und c.' 
vermittelbar ist, findet sich schon bei Mobius, J. f. Math. 4 (1829), p. 134 (Ges. 
Werke 1, p. 473), und bei F. Seydewitz, Arch. f. Math. 8 (1846), p.l. 
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Au Bu 01 trifft, so stellt auch A1 B1 01 n E diesen W urf dar. Diese 
Definition liiBt sich auf den Raum iibertragen. Die Lage der Punkte 
F, F gegen die fUnf Punkte ABODE, die nebst A'B'an'E die 
Kollineation zwischen E und z: bestimmen, kann dadurch bestimmt 
werden, daB zu der durch ABODEF bestimmten as die cs' und auf 
ihr F' entsprechend bestimmt wird; es sind dann die Wiirfe ABODEF 
und A' B' aD' E' F projektiv. 

Zwei Ebenen E und l heillen reziprok aufeinander bezogen, wenn 
jedem Punkt A, der auf b liegt, eine Gerade a' durch B' entspricht; 
analog heiBen zwei Biindel S, S' reziprok, falls jedem Strahl a der 
Ebene fJ eine Ebene (x' durch b' entspricht, und zwei Raume lJ, E, 
falls jedem Punkt A der Ebene {j eine Ebene (x' durch B' entspricht; 
damit entspricht von selbst jeder Geraden 9 eine Gerade g'105). Bereits 
A. F. MobiuS 106) hat die reziproke Beziehung zweier Ebenen aus der 
kollinearen abgeleitet; eine eingehendere Untersuchung hat sie jedoch 
erst durch F. Seydewitzl07) gefunden. Die 8iitze uber kollineare Ge
hilde lassen sich durch Dualisierung auf reziproke Gebilde iiber
tragen; insbesondere ist die reziproke Beziehung zweier Ebenen oder 
Biindel durch vier und die zweier Raume durch fiinf Paare ent
sprechender Elemente bestimmt. HieriIi ist zugleich ein independenter 
Beweis des allgemeinen ebenen und raumlichen Dualitatsgesetzes ent
halten 108). 1m Anschlu.6 an M. Ohasles wird die Reziprozitat vielfach 
als Korrelation bezeichnet. 

Die kollineare und reziproke Beziehung zweier Raume .E und E 
hnn auch durch projektivische Regelscharen vermittelt werden; man 
kann drei Strahlen der einen dreien der anderen zuweisen und alsdann 
noch festsetzen, ob die Beziehung kollinear odllr reziprok sein solI. 

Zwei Punkte A und B' resp. zwei Geraden a' und b heiBen kon
jugiert in E, l, falls A auf b', also auch B' auf a liegt, und analog 
fur den Rauru; sie hei.6e;n auch Nullpaare, und zwar deshalb, weil die 
bilineare ternare Form, die analytisch die Reziprozitat darstellt, fiir 
solche Paare von Punkten oder Geraden verschwindet. GemaB dem 
obigen 8atz von H. Schroter 109) ist eine Reziprozitat auch dann be
stimmt, wenn irgendein Paar entsprechender Elemente A, a', resp. A, (x' 

durch zwei Paare konjugierler Punkte e.rsetzt wird. Die Theorie der 

106) Genauer entsprechen allen Punkten auf galle Ebenen durch g'. 
106) Barye. Calciil § 288 if. 
107) V gl. das Zitat in Anm. 104. 
108) tJber die Voraussetzungen dieses Beweises vgl. Nr. 1'Z. 
109) J. f. Math. 62 (1863), p. 219. Fur die bezuglichen Konstruktionen vgl. 

besonders F. London, Math. Ann. 38 (1891), p. 334. 
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NuIlpaare ist sonst wesentlich auf analytischer Grundlage entstanden 110); 
ich erwahne hier nur noch den zuerst von A. ClebsChlll) gegebenen 
Satz, daB fiinf Nullpaare ein von ihnen abhlingiges sechstes linear be
stiinmen (Nr. 24:). Das Nahere bei O. Ludwig. 

9. Metrische Eigenschaften der projektiven Beziehung. Fiir 
projektive Punktreihen und Biischel folgen aus der Gleichheit ent
sprechender Dv eine FiiIle von metrischen Relationen fiir entsprechende 
Elementengruppen 112). Von mehr prinzipieller Bedeutung sind die 
folgenden. Sind 9 und g' projektive Punktreihen, so entspricht dem 
unendlichfemen Punkt Q", von 9 im aIlgemeiuen mn endlicher Punkt 
Q' von g', ebenso dem Punkt R~ von g' ain endlieher Punkt R von g. 
Die Punkte R und Q' heiilen Fluchtpunkte; es hat RA . Q' A' fur alle 
Punktpaare A, A' einen konstanten Wert. Dies konstante Produkt 
heiilt Potene der projektiven Beziehung. Es gibt zwei Punktepaare 
G, G' und H, H', so daB 

RG=Q'G'=HR=HQ' 

ist; sie heiBen Potmzpunkte. 
Fiir zwei projektive Biischel M und M' gibt es je ein Paar ent

sprechender rechtwinkliger Strahlen s, t, resp. s', t', und es ist fur je 
zwei Strahlen a, a' das Produkt tg (ta). tg (s' a') konstant; es heiBt 
wieder die Potenz der projektiven Strahlen. Auch fiir die Buschel 
existieren Strahlenpaare g, g' und h, h', so daB zugleich 

(sg) = ((g') = (hs) = (h't') 

ist; sie heiBen Potenzstrahlen. Die gleichen Winkel (st) und (s't') 
reprasentieren iibrigens nur einen speziellen Fall eines doppelten Systems 
gleicher Winkel; zu a, a' gibt es zwei Paare c, c' resp. d, d', so daB 
(ac) = (a' c') und (ad) = Cd' a') ist. Analog gibt es fiir zwei Punkt
reihen ein doppeltes System gleicher Strecken. 

In zwei kollinearen Ebenen t; und t;' entspricht den unendlich
fernen Geraden q", und r~ im allgemeinen je eine endliche Gerade q 
resp. r, die man Fluchtlinien nennt. F. Seydewitz 118) zeigte, daB es in 

110) V gl. besonders J. Rosanes, J. f. Math. 88 (1879), p. 241 und 90 (1881), 
p.303. 

111) Math. Ann. 6 (1873), p.205. Ein Beispiel solcher sechs Paare bilden die 
Schnittpunkte einer Ebene mit einer Dopp.elsechs auf einer Fa; vgl. R. Sturm, 
Math. Ann. 22 (1883), p.574 und III C 7, Fr. Meyer, Flachen S. Ordnung. 

112) Vgl. besonders M. Ohasles, TraiM de geom. sup., sowie ..4.. Jacobi, J. f. 
Math. 31 (1846), p. 40 j E.Heis, Arch. f. Math. 31 (1858), p. 37; G.Battaglini, Giorn. 
di mat. 1 (1863), p. 1, 41, 97, 161; G. Veronese, Giorn. di mat. 17 (1879), p. 181. 

113) V gl. Arch. f. Math. 8 (1846), p. 10 j vgl. auch G. Battaglini, Giorn. di 
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E und l zwei Paare entsprechender kongruenter Buschel gibt, und daB 
die Verbindungslinie ihrer Zentra F, F1 resp. F', F/ auf der Flucht
linie senkrecht steht; ebenso gibt es zwei Paare kongruenter Punkt
reiben, und ihre Trager laufen in jeder der heiden Ebenen der Flucht
linie parallel. Zwei kollineare ebene Felder konnen daher stets in 
perspektive Lage gebracht werden 1l4). H. J. St. Smith 115) hat dem 
hinzugefiigt, daB das Kreisbiischel mit den Nullkreisen F, Fl in ein 
Kreisbiischel mit den Nullkreisen F', F/ ubergeht U6); allgemein jeder 
~, fiir den F und Fl Brennpunkte sind, in einen analogen c2' mit 
F' und F/ als Brennpunkten. Diese beiden Scharen entsprechender 
konfokaler c2 beherrschen die rnetrischen Beziehungen von E und 8'117). 

Fiir zwei kollineare Bundel gibt es je ein Dreikant von drei 
entsprechenden rechtwinkligen Strahlen, das stets reell ist; ferner je 
zwei Paare kongruenter homologer Ebenenbiischel und Strahlenbiischel, 
deren Trager symmetrisch zu den Dreikantebenen liegen und gegen
seitig aufeinander senkrecht stehen 118). 

In zwei kollinearen Raumen .lJ und .lJ' entspricht den unendlich
femen Ebenen 8 a> und 'I)'", je eine im Endlichen gelegene Ehene s' 
und '1], die Fluchtebene heiBt. Ihre metrischen Beziehungen sind viel
fach untersucht worden 119). Es gibt unendlich viele kongruente Punkt
reihen; ihre Trager bilden Parallelstrahlenbuschel in je zwei homologen 
den Fluchtebenen parallelen Ehenen 120). 

Sind a und a' entsprechende Ebenen, so giht es stets ein zu 
ihnen senkrechtes Paar entsprechender Geraden b, b'; diese fiir die 

mat. 4 (1866), p. 97, 174; A. Transon, N ouv. Ann. de math. (2) 8 (1869), p. 227; 
E. Ise, Acc. Pontan. Atti 24, Nr. 3 (1894). 

114) Einen Beweis auf Grund der gleichen Strahlbuachel gibt G. Kilbinger, 
Zeitschr. f. Math. 42 (1897), p. 104. 

115) London Math. Soc. Proc. 2 (1869), p. 196 (Collected papers 1, p. 545). 
116) Die Nullkreiae sind die beiden dem Buschel angehOrigen Kreise vom 

Radius Null; sie sind zugleich die beiden Grundpunkte des orthogonalen Kreis
bUachels. 

117) Spezielle metrische Eigenachaften gibt auch A. Cayley, Quart. Journ. 
3 (1860), p. 177 (Collect. Papers 4, p. 442). 

118) VgI. F. Seydewitz, Arch. f. Math. 9 (1847), p. 166, wo sich auch weitere 
Relationen finden; ferner H. Faure, Nouv. Ann. 17 (1858), p. 181; 18, p. 381; 
19, p. 189. H. Smith hat diese Beziehungen aua der Betrachtung der NulIkegel 
abgeleitet; vgl. das Zitat in Anm. 86. Eine einfache geometrische Ablei~ung 

gibt H. Sehroter, Theor. d. Oberfl., p. 377. 
119) Maegis, Diss. Konigsberg 1868; F. Richelot, Joum. f. Ma.th. 70 (1869), 

p. 137; G. 'Wenzel, Diss. Breslau 1870; besonders aber von H. Smith (vgl. ADm. 
116) und im Anschlu13 an ihn von Th. Reye, Math. Ann. 46 (1895), p. 423. 

120) Nach R. Sturm bilden diese Trager eine Kongruenz (2, 2), doch sind 
aIle anderen Geraden imaginar, Math. Ann. 28 (1886), p. 261. 
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metrischen Beziehungen wichtigen Geraden bilden je einen Komplex ~ll' 
der identisch ist mit dem Achsenkomplex einer Schar konfokaler Fll , 

und dessen Haupttetraeder in E aus der Ii 00 und drei orthogonalen 
Ebenen besteht. Diese zwei Scharen konfokaler F2 entsprechen einander 
und sind fUr die vorliegenden Probleme wiederum charakteristisch. 
Insbesondere sind je zwei entsprechende Fokalachsen dieser Flachen 
Achsen kongruenter EbenenbiischeI l21). Die von diesen Achsen ge
bildete Kongruenz hat R. Sturm 122) zuerst untersucht. Naher unter
sucht sind ferner die kongruenten Strahlbiischel123) und die einander 
entsprechenden Kreise 124). 

Formeln, die Kriimmung und Torsion in entsprechenden Punkten 
ebener und raumliche kollinearer Kurven betrefi'en, sind vielfach auf
gestellt worden, und das Analoge gilt fUr entsprechende Flachen 125). 
Eine systematische G11lndlage hierfiir bieten wieder die entsprechenden 
konfokalen C2 und F2 , und die durch sie bewirkten Teilungen von 
Ebene und Raum in entsprechende Bestandteile; in dieser Weise haben 
besonders St. Smith und im AnschluB an ihn Th. Reye die beziiglichen 
Formeln abgeleitet 126). Da man jeden l1! als projektives Bild eines Kreises, 
insbesondere seines Kriimmungskreises ansehen kann, so lassen sich 
auf diesem Wege die Kriimmungsverhaltnisse der ClI und F2 geo
metrisch entwickeln; eine eingehende Darstellung gab O. Cranz l27). Auch 
die Formeln von Euler und Meusnier sind in solcher Weise abgeleitet 
worden 128). Formeln fiir Kriimmung entsprechender Kurven in rezi
proken System en finden sich bei L. Geisenheimer 129). 

121) Von ihnen finden sich die Tangenten der Fokalellipsen schon bei 
Richelot, vgl. das Zitat in Anm. 88, p. 137. 

122) Sie ist eine Kongruenz (6, 2); vgl. daB Zitat in Anm. 89, p. 264. 
123) Sie gehen zu einem Nullsystem (0: = 6, (I = 2, r = 4) VeranlasBung; 

R. Sturm, Math. Ann. 28 (1886), p. 267. Die Zahl 0: = 6 bestimmt auch 
H. Schr{]ter, Theor. d. OberH., p. 392; von diesen sechs Ebenen sind immer nUE 
zwei reeH. 

124) G. Kilbinger, DiBS. Stra8burg 1880. In jeder Ebene bilden sie ein 
Biischel, des sen Potenzlinie in die Fluchtebene rant. 

125) L. Geisenheimer, Z. f. Math. 25 (1880), p. 215; R. Mehmke, Fortschr. 
d. Math. 1888, p. 861; F. Machovec, Prag Ber. 1888, p. 169; C. Servais, Brussel 
!Iem. cour. 58 (1898); .A. Demoulin, Paris C. R. 126 (1898), p. 390. 

126) V gl. die Zitate in Anm. 115 u. 119. 
127) Synthetisch-geometrische Theorie von Kurven und FHichen zweiter Ord

nung, Stuttgart 1886. Die Krii.mmung del' cj hat schon J. Steiner erledigt; vgl. 
H. Schroter, Vorles. § 38. V gl. auch C. Pelz, Prag Ber. 1879, p. 205, sowie 
JJingeldey III C 1, Nr. 36, Anm. 222. 

128) W. Marx, Math. Ann. 17 (l881), p. 110; C. Cranz, Zeitscm. f. Math. 
31 (1886), p. 56; vgl. auch A. Mannheim, Anm. 35. 

129) Zeitschr. f. :Math. 30 (1885), p. 129. 
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Falls bei projektiven Punktreihen die unendlichfernen Punkte ein
ander entsprechen, so heiBen die Punktreihen iihnlich; je zwei ent
sprechende Strecken haben ein konstantes Verhaltnis Q; fur Q = 1 
werden die Punktreihen kongruent oder gleich. Ebene und raumliche 
Systeme, deren unendlichferne Elemente entsprechende sind, heiBen 
affin. In affinen Systemen entspricht dem Halbierungspunkt einer 
Strecke wieder der Halbierungspunkt, ferner jedem Parallelogramm 
ein Parallelogramm und jedem Parallelepipedon ein Parallelepipedon, 
endlich dem Mittelpunkt jedes c2 und jeder F2 wieder der Mittelpunkt 
der entsprechenden c2' oder F 2'. Urn z wei Ebenen oder Raume aflin 
zu beziehen, kann man einem Dreieek ein Dreieek, resp. einem Tetraeder 
ein Tetraeder beliebig zuweisen. In affinen Systemen stehen je zwei 
entsprechende ebene Fliichen, ebenso je zwei entspreehende Korper
voluwina in konstantem VerhaItnis zu einander 130). Einen Spezialfall 
affinel' Systeme bilden die iihnlichen Systeme. Die projektive Definition 
del' AhnIichkeit besagt, daB affine ebene Systeme ahnlieh sind, wenn 
in goo und g~ die imaginaren Kreispunkte einander entspreehen; raum
liehe, falls in Coo und c~ die Kugelkreise entsprechende Gebilde sind 131). 

Eine noch speziellere affine Beziehung bildet die Kongruenz resp. die 
Symmetrie1S2). (V gl. Schoenflies IV 3, Nr. 1.) 

Fur affine und ahnliche Systeme nehmen die oben abgeleiteten 
metrisehen Verhaltnisse einfachere Formen an, insbesondere auch die 
Satze uber die in ihnen etwa vorhandenen kongruenten Gebilde 133). 

Insbesondere folgt aus den obigen Satzen uber projektive Buschel 
und Bundel, daB es in ebenen Systemen fur je zwei Punkte P und 
P' ein Paar entspreehender rechtwinkliger Strahlen konstanter Rich
tUllg gibt, und fur raumliche Systeme drei analoge orthogonale Strahlen 
(Hauptaxen). (Uber die metrischen Eigenschaften reziproker Grund
gebilde vgl. Nr. 11.) 

10. Die Erzeugungsmethoden. Del' machtige Fortschritt, den 
das Studiulll der geometrischen Gebilde den Erzeugungsmethoden von 

130) Mobius hat im Joum. f. Math. 12 (1834), p.l09 eine VerwandtBchaft 
betrachtet, fiir die die Proportionalitat der V olumina gilt, ohne daJl sie pro
jektiv iBt (Ges. Werke 1, p.517). 

131) Die EinfUhrung der Kreispunkte und des Kugelkreises in diese De
finitionen laJlt sich kaum feststeUen; sachlich war Bie durch den Traite von 
Poncelet Bchon gegeben oder wenigstens vorbereitet. 

132) Die ebene Symmetrie behandelt M. Chasles, Paris C. R. 51 (1860), 
p. 905. Vgl. auch R. Baltzer, Journ. f. Math. 52 (1856), p. 146. 

133) Vgl. z. B. F. Seydewitz, Arch. f. Math. 8 (1846), p. 28; R. Sturm, Math. 
Ann. 28 (1886), p.261; K. Moshammer, Wien Ber. ,74 (1876), p. 131, ferner 
auch M. Chasles, Bull. scienc. math. de Ferussac 14 (1836), p. 321. 
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J. Steiner verdankt, beruht wesentlich auf zwei Umstanden. Erstens 
besitzen die durch ihn geschaffenen Begriffe und Methoden unmittel
bare konstruktive, der Anschauung zugangliche und daher im besten 
Sinn geometrische Vorziige, zweitens aber erwiesen sie sich als der 
weitesten Verallgemeinerung zuganglich. Bestimmungsweisen der C2, 

die auf eine projektive Erzeugung hinauslaufen, sind allerdings Hi.ngst 
bekannt gewesen, ehe Steiner systematisch den c2 als Ort der Schnitt
punkte entsprechender Strahlen von projektiven Biischeln definierte. 
Hierhin gehort zunachst Newtons organische Konstruktion der ~ 1M), 
sowie ihre Erzeugung durch veranderliche Polygone, die bereits Mac
laurin und Braikenridge bekannt war 135). J. N. P. Hachette 1S6) erzeugt 
einen Kegel durch Ebenenbiischel, deren Ebenen orthogonal sind, 
eben so J. P. M. Binet1S7) das beziigliche Hyperboloid. BenoiPS8)gab 
die Erzeugung eines ~ durch zwei Biischel, die ahnliche Punktreihen 
proJIZleren. Giorgini1S9) lehrte, dall die Geraden, die zwei Gegen
kanten eines windschiefen Vierecks proportional teilen, ein hyperboli
sches P2 bestimmen; M. Ohasles zeigte bald darauf, dall die ent
stehende Fliiche ein Hs ist, falls die Teilungsverhii.ltnisse auf den 
Gegenkanten nicht gleich sind, sondern selbst ein konstantes Ver
Mltnis besitzen 140). Schon H. Lambert hatte bewiesen 141), dall aIle 
Geraden, die vier gegebene Geraden einer Ebene nach demselben Ver
Mltnis teilen, eine Parabel bilden. Endlich erwahne ich den von 
Manderlier 142) bewiesenen Satz, dall die Gegenseiten eines Tangenten
vierecks einer Parabel von jeder fiinften Tangente in proportionale 
Teile geteilt werden. Ohasles 148) hat diesen Satz spater so auf be-

134) Vgl. dazu O. Taylor, Cambro matb. Proc. 3 (1881), p. 359 u. 381. 
135) tJ'ber diese und andere Literatur vgl. aucb E. Kotter, Bericht, p. 9. 
136) Corr. polyt. 1 (1812), p. 179. Es ist der orthogonale KegeL 
137) Corr. polyt. 2 (1813), p. 70. Dies Hi ist ebenfalls das orthogonale. 
138) Bull. des sciences Ferussac 3 (1823), p. 206 und Corr. Quetelet 4, 

(1828), p. 364. Benoit hat bereits den Satz, daJ.\ irgend zwei Punkte des c, alB 
Buscbelzentra gewablt werden konnen. 

139) Corr. polyt. 2 (1813), p. 440. Die Existenz der so durcb ein wind
scbiefes Viereck bestimmten Flache und die beiden auf ibr liegenden Geraden-
8charen treten schon bei Meier Hirsch auf; Sammlung geometrischer Aufgaben 
2 (1807), p. 238. 

140) Corr. polyt. 2 (1813), p. 446. Die Bedingung kommt auf die Konstanz 
des Dv hinaus; doch wird diese Folgerung bei Ohasles nicht gezogen. Vgl. 
hienu auch die ausfiihrliche Darstellung bei Kotter, Bericht, p. 282 if. 

141) Insigniores orbitae cometarum proprietates, Vind.1761, Sect.I,Lemma 18. 
142) Corr. Quetelet 4 (1828), p. 155. Der Satz war von anderer Seite als 

.Aufgabe gestellt worden. 
143) Corr. Quetelet 4 (1828), p. 363. Chasles beweist aucb die Umkehrung 
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liebige l1t ubertragen, daB diese Teilverhaltnisse bei ihnen selbst in 
konstantem Verhiiltnis stehen. Wenn aber auch die Konstanz der Dv 
hierin kIar zu Tage tritt, so ist es doch erst Steiner gewesen, der 
daran Ideenallgemeiner Tragweite knupfte und den allgemeinen Be
griff der projektiven Erzeugungsmethoden ersann. 

Steiner ist zur projektiven Erzeugung der c2 zunachst so gelangt, 
daB er von der evidenten Erzeugung des Kreises durch gleiche Buschel 
ausging und sie durch Zentralprojektion auf den C2 iibertrug; analog 
beweist er die Erzeugung durch projektive Punktreihen 144). Daran 
schlieBt er alsdann die Erzeugung der K2 und H2 durch projektive 
Ebenenbuschel, resp. durch projektive Punktreihen, deren Trager 
windschief liegen. Die Erzeugung der F2 durch reziproke Bundel 
lehrte F. Seydew#z145); er fand auch die Erzeugung der raumlichen Cs 
durch zwei kollineare Biinde!. Eine Konstruktion dieser Cg , die auf 
ihre Erzeugung durch drei projektive . Ebenenbuschel hinauslauft, gab 
zuerst Chasles 146). Das Sekantensystem der Cs als Erzeugnis der beiden 
Bundel wurde zuerst von Th. Reye 141) naher in Betracht gezogen. Als 
nachster naturlicher Fortschritt ist die Erzeugung der Fg durch drei 
BiindeP48), sowie endlich der Reyesche Komplex 149) als Erzeugnis 
zweier kollinearer Riiume zu erwiihnen. Von besonderer Wichtigkeit 
sind hier noch die Beweise, daB die Mittelpunkte der Buschel, Bundel 
usw. keine ausgezeichneten Elemente der erzeugten Gebilde darstellen, 
sondern durch irgend zwej. beliebige ersetzbar sind; sie wurden im 
allgemeinen unmittelbar mit der Erzeugung gefunden. 

und hat darauf spater den Anspruch gegriindet, die projektive Erzeugung der ct 

gefunden zu haben. V gl. hierzu auch die Ausfiihrungen von Kotter) Bericht, 
p. 285 ff. 

144) So in den Syst. Entw. § 37 if.; freilich konnte er auf diese Weise die 
Allgemeinheit der erzeugten Gebilde nicht beweisen (Nr. 22). Die vom Kreis 
unabhangige Erzeugung lehrte er seit 1833 in seinen Vorlesungen; vgl. Steiner
Schroter, Vorles. Vorrede, p.4. 

145) Arch. f. Math. 9 (1847), 187 u. 10 (1848), p. 203. 
146) V gl. J. de math. (2) 2 (1857), p. ;397; Chasles gibt hier (ohne Beweis) 

den Satz, daB die Cs aua j~ zwei ihrer Sehnen durch projektive Buschel projiziert 
wird; die Erzeugung einer Cs durch drei projektive Buschel ist augenscheinlich 
schon vorher bekannt gewesen. Satze dieser Art enthalt auch der Aper9u histo
rique, Note 33. Und doch bedurfte der Fortgang von diesen Satzen bis zum 
obigen Chaslesschen Theorem volle 20 Jahre. 

147) Geometrie der Lage 2, p. 66. 
148) Dies geht der Sache nach auf H. GrafJmann zuruck, J. f. Math. 49 

(1854), p. 59 (Ges. Werke 21, p. 136). Vgl. III C 7, Fr. Meyej·. Uber GrafJmanns 
sonstige Erzeugungsmethoden vgl. Berzolari III C 4, Nr. 10. 

149) Er findet sich zuerst dargestellt in der Geometrie der Lage 2 (1867), 
Kap.15. 
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Eine erste Verallgemeinerung erfuhren die Erzeugungsmethoden 
dadurch, daB man den Begriff der Grundgebilde und der projektiven 
Beziehung, sowie die Erzeugungsmethoden auf ihre Erzeugnisse Belbst 
ausdehnte 150). Da man niimlich die ell, die Hi, und die riiumlichen 
Cs aus beliebigen Punkten resp. Geraden durch projektive Gebilde er
zeugen kann, so liiBt sich fiir irgend vier Elemente der Begriff des 
Dv definieren. Damit ist auch die projektive Beziehung definierbar; 
z. B. versteht man unter dem Dv von vier Punkten eines Gr das Dv 
der vier Stl'ahIen, durch die sie aus irgendeinem Punkte des Cs pro
jiziert werden. 

In dieser Richtung ist zuerst Staudtt51) vorgegangen, indem er 
die grundlegenden Satze auf ,,krumme" projektive Punktreihen iibertrug. 
Er verwendet sie jedoch nur zu Siitzen iiber die besondere Lage zweier 
Kegelschnitte 152). Zur Erzeugung neuer Gebilde haben sie zuerst 
H. Schroter 15S) und L. Cremona 1M) methodisch benutzt, indem sie auf 
diese Weise Erzeugungen ebener ell und c" sowie der Rll ausflihrten. 

Man kann die projektive Beziehung zweitens auf Buschel und 
hOhere Mannigfaltigkeiten von Kurven und Fliichen ausdehnen. Den 
AnstoB hierzu haben die Analytiker gegeben. Die geometrische Be
griindung geht wohl auf Steinerl55) zuriick. Er lehrte das ~-BfiBchel 
als projektives Grundgebilde aufzufasBen, indem er die Moglichkeit 
zeigte, es projektiv auf das Biischel seiner Tangenten in einem der 
reellen Grundpunkte zu beziehen. Seine Kombination mit dem Strahl
biischel fiihl'te sodann zur projektiven Erzeugung der ebenen es UBW.156); 

160) J. 8teinet' spricht zwar von harmonischen Punkten und Tangenten 
eines c1 ; die Idee, projektive Punktreihen auch auf einem Cs zu betrachten, er
scheint jedoch zuerat bei ...4.. Jacobi, J. f. Math. 31 (1846), p. 67. 

161) Geometrie der Lage, p. 149 if. VgI. auch das Zitat auf .Jacobi in 
ADm. 160. 

162) V gl. auch ...4.. GOpel, J. f. Math. 36 (1848), p. 317; er betrachtet wesentlich 
die perspektive resp. involutorische Lage der krummen Punktreihen, und gibt 
Anwendungen auf Ponceletsche Polygone. 

163) J. f. Math. 54 (1867), p. 31; vgl. auch H. Milinowski, Zeitschr. f. Math. 
18 (1873), p. 288. Man gelangt so nur zu gewissen Cs und c,. Fiir die Ausdehnung 
auf cn vgl. MiZinowski, J. f. Math. 78 (1874), p. 176. Auch eine Newtonsche Er
zeugung der Cs und c, iat hier ala V orlaufer zu erwahnen; . vgl. das Zitat in 
Anm.136. 

164) J. f. Math. 58 (1861), p. 138. 
166) Journ. f. Math. 47 (1864), p. 1. Die Arbeit stammt aua dem Jahr 

1848 (Ges. Werke 2, p.493). Vgl. auch Steiner-SchrOter, Vorlesungen, 2. AuH., 
p. 224 if. V gl. auch das Zitat auf Ohasles in Anm. 166. 

166) So verfuhr als erster M. Ohasles, Paris C. R. 37 (1863), p. 94.9. E. de 
Jonquieres zeigte iibrigens, da8 Maclaurins organische Erzeugung der Os und c. 
auf Erzeugung durch ct-Biischel, insbesondere Parallelbiischel hinauslaufen. 
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damit war auch fiir die geometrische Theorie der algebraischen Kurven 
und Flachen die Moglichkeit begriindet, hOhere Kunen und Flachen 
durch projektive Biischel resp. Biindel von niederen zu erzeugen und 
zu definieren 157). (Naheres bei Fano III A B 4a, Nr. 24 if., Berzolari 
III C 4, Nr. 11.) 

Eine weitere Verallgemeinerung der projektiven Erzeugung besteht 
darin, da.6 nicht mehr je zwei entsprechende Elemente ein neues Ge
bilde durch Schneiden oder Verbinden liefern, sondern nur gewisse 
Elementenpaare. Hierher gehOrt die Erzeugung raumlicher Cs durch 
kollineare Biindel, die Erzeugung ebener Ca durch drei vereinigte 
kollineare Ebenen, die der Sache nach auf H. GrafJmann 158) zuriick
geht, und einer Klasse von F4 durch vier kollineare Raume, die von 
F. Schur gegeben wurde 159). Auch die Ersetzung der bilinearen Be
ziehung durch die trilineare stellt eine Verallgemeinerung des Steiner
schen Grundgedankens dar l60); ebenso die auf dem Korrespondenz
prinzip ruhende Zuordnung von mehrdeutig bezogenen Elementarge
bilden (Zeuthen III C 3, Nr. 12 fr.) und ihre Verwendung zur Erzeugung 
hOherer Gebilde, mit der Cremona begonnen hat. Eine letzte Er
weiterung, die hier zu nennen ist, betriift die Frage nach der Mannig
faltigkeit der gleichartigen Erzeugungen desselben Gebildes 161). Diese 
Fragestellung kniipft wesentlich an Th. Reye 162) und F. Schur 163) an 
und hat ebenfalls zu neuen Problem en prinzipieller Tragweite iiber 
Kurven, Flachen und Liniengebilde Veranlassung gegeben. 

157) Hierin Hind insbesondere E. de Jonquieres und L. Cremona voran
gegangen. 

158) J. f. Math. 49 (1854), p.59 (Ges. Werke 2\ p. 136); ausfiihrlicher wurde 
sie dann von H. Schroter erortert, ebenda 62 (1863), p. 231. Man vgl. auch Chasles, 
Paris C. R. 52 (1861), p. 115. Die anderen Graftmannschen Brzeugungsmethoden 
finden sich Journ. f. Math. 36 (1848), p. 177; 42 (1851), p. 187,204; (44) (1852), 
p. 1; 52 (1856), p. 254 (Ges. Werke 21, p. 73 if.). 

159) Math. Ann. 18 (1881), p. 27. 
160) V gl. die Erzeugung der Fs durch drei trilineare Buschel (Nr. 20) bei 

F. August, Diss. Berlin 1862; vgl. such F. London, Math. Ann. 44 (189,1), p. 375. 
Von Ok. le Paige wurde eine quadrilineare Beziehung von vier Punktreihen 80 

zur Erzeugung der Fa benutzt, daB er die Punktreihen aus vier Geraden einer 
Ebene E projiziert. Die Punkte, in denen sich je vier entsprechende Bbenen 
dieser quadrilinearen Buschel schneiden, bilden eine Fa und die Ebene E; Acta 
math. 5 (1884), p. 195. V gl. auch F. Schur, Leipzig Ber. 36 (1884), p. 128, und 
III C 7, Fr. Meyer. 

161) F. Seydewitz erkannte bereits, daB die FI nach Wahl der Bundel
mittelpunkte auf unendlich viele Art durch reziproke Biindel erzeugbar ist; Arch. 
f. Math. 9 (1847), p. 158. 

162) Geom. d. Lage, 2, p. 72, 74, 125, 177 und Journ. f. Math. 74 (1871), p.l. 
163) Math. Ann. 18 (1881), p. 1 Anm. 
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11. Vereinigta Lagan projektiver Systema. Fur zwei vereinigte 
Punktreihen oder Strahlbuschel gibt es zwei sich selbst entsprachende 
Elemente (DoppeZelemente). Sind die Grundgebilde ungleichlaufend, 
so sind sie stets reellj sind die Gebilde gleichlaufend, so konnen sie 
auch zusammenfallen resp. imaginar werden. Bei Punktreihen ins
besondere hiingt dies von der Lage der Fluchtpunkte und Poteoz
punkte (Nr. 9) zueinander ab; die Doppelelemente sind reell, zu
sammenfallend oder imaginar, je nachdem 

BQ'> GH, RQ' = GH odeI' Rq < GH 

istlM). Die beiden Doppelelemente M und N haben die sie definierende 
Eigenschaft, daB das Dv (MNAA') einen konstanten Wert 1 hat. 
FUr ihre Konstruktion gab bereits J. Steiner die beiden auch heute 
noch theoretisch wichtigen Methoden; die aine konstruiert sie geo
metrisch auf Grund del' Gleichungen 

BM + MQ' = RQ' und MQ'. MR = t GHI; 

die andere benutzt einen festen Kreis, auf den sie beide Punktreihen 
projiziert, und lauft darauf hinaus, die Doppelpunkte zweier auf 
einer C, liegenden projektiven Punktreihen (Nr. 10) zu bestimmen. 
Dies beruht darauf, daB sie sich als Schnittpunkte einer linear be
stimmbaren Geraden mit dem C, ergeben. Nine dritte Konstruktion 
iet in Nr. 13 enthalten. 

Auf del' zuletzt genannten Konstruierbarkeit del' Doppelpunkte 
beruht u. a. die Moglichkeit, eine gr06e Reihe geomettischer Auf
gab en dadurch mittels eines einzigen festen Kreises zu losen, daB 
man die projektiven Punktreihen auf ihn iibertrigt (Aufgaben eweiten 
Grades 165); im Gegensatz zu der groBen Reihe von Aufgaben, die auf 
Grund der projektiven Beziehung odeI' del' Erzeugungsmethoden linear 
konstruierbar sind) 166). Hierher gehoren z. B. gewisse Schlie6ungs
probleme, d. h. die Aufgabe, Polygone zu zeichnen, die gegebenen 
Polygonen (z. B. such sich selbst) ein- resp. umgeschrieben sind 167). 

164) 1st R Q' = G H, so bilden die Punkte G, G' resp. H, H' das bezugliche 
eine Punktepaar. 

166) Eine der wichtigsten Aufgal>en dieser Art war die, die beiden Geraden 
zu konstruieren, die vier gegebene Geraden schneiden. Eine erste Losung gaben 
Brianc1wn und Petit, Corr. sur l'ecole polyt. 1 (1812), p. 434; spater Bobillier 
und Garbinsky in Gerg. Ann. de math. 18 (1828), p. 182, sowie Steiner in Jonrn. 
f. Ma.th. 2 (1830), p. 268 (Ges. Werke 1, p. 146). Eine L6sung auf Grund der 
Doppelelemente gab Steiner in den Syst. Entw.; vgl. Werke 1, p. 402. 

166) Diese Konstrnktionen stiitzen sich meist auf die linear konstruierbaren 
einfachen Schnittpunkts:6.guren, zumal auf den Satz vom vollstii.ndigen Viereck, 
den Desarguesschen und Pascalschen Satz. 
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Bei ahnlichen Punktreihen liegt der eine Doppelpnnkt im Un
endlichen, ein zweiter im Endlichen; fiir kongruente Punktreihen fallen, 
wenn sie gleichlaufend sind, beide Doppelpunkte in den unendlich
fernen Punkt. Fur kongruente gleichlaufende Strahlbiischel werden 
die Doppelstrahlen von denen gebildet, die durch die imaginaren 
Kreispunkte gehen; (Minimalgfffaden) oder isotrope Geraden. 

Vereinigte kollineare Ebenen s, s' haben im allgemeinen die Ecken Pi 
und die Seiten Pi eines Dreiecks (Hauptdreieck) als Doppelelemente ent
sprechend gemein. Sind A, A' entsprechende Punkte, so hat das 
Buschel A(P1 P2 PaA') ein konstantes Dv; ferner ist auch das Dv 
g(P1P2PSg') fiir aIle Paare g, g' konstant, und es sind beide Dv einander 
gleich 168). Man setzt dies nach Staudt in die Form 169) 

P1 P2 PsAA' % P 1 P'2 PaBB'. 

Sie druckt auch aus, daB die drei Seiten PI' P2' Ps auf allen Verbindungs
linien entsprechender Punkte projektive Reihen bestimmen; und ebenso 
reziprok. Jedes Punktepaar A, A.' bildet mit P1 P2 PS den fiir die 
Kollineation invarianten Wurf (N r. 8). Sind endlich ),', ),", ;.'" die 
Werte der Dv, die den drei Seiten des Hauptdreiecks zugehoren und 
auf ihnen durch zwei entsprechende Geraden bestimmt werden, so ist 
).' ),").'" = 1. Es gibt funf verschiedene Spezialfalle der vereinigten 
Lage kollinearer Ebenen. Von den Doppelpunkten konnen aHe oder 
nur einer reell sein, sie konnen auch teilweise oder samtlich zu
sammenfalIen; man kann diese FaIle methodisch z. B. so erhalten, daB 
man Ii und c' als Schnitte kollinearer Biindel ansieht und die Lage 
der durch sie erzeugten Cs zur Ebene sins Auge faBt170). Fur affine 

167) Solche sowie auch andere Probleme £lnden sich in groBel' Zahl bereits 
in den eraten Banden der Ann. de math. von Servois, Gergonne und Lhtdlier 
behandelt; vgl. 2 (1811), p. 116 u. 285; 8 (1877), p. 141. Vgl. auch Poncelet, 
Traite, § 552, Bowie besondera Steiner: Die geometrischen Konstruktionen, aus
gefiihrt mittels der geraden Linie und eines festen Kreiaes, Berlin 1833 (Werke, 
herausgeg. von Weierstra/J 1, p. 461). Auch Poncelet hat in seinem Traite 
§ 255 schon darauf hingewiesen, daB man aUe Aufgaben zweiten Grades lineal 
erledigen bnn, wenn man einen festen Kreis und seinen Mittelpunkt hat. Bei 
Steiner findet sich insofern ein Fortschritt, als der Mittelpunkt durch die oben 
im Text genannte Methode der Konstruktion der Doppelpunkte entbehrlich wird. 
V gl. auch K(Ytter, Bericht, p. 135. Die sogenannte Methode der falschen Position 
lliuft sachlich ebenfalls auf die Bestimmung der Doppelelemente projektiver Ge
bilde hinaus. V gl. z. B. L. Oremona, Elemente der projektiven Geometrie, p. 213. 

168) Vgl. Ok. Beyel, Zeitschr. Math. Phys. 31 (1886), p. 157 u. 37 (1892), p. 59. 
169) Beitrage, p. i:l32; vgl. auch G. Kohn, Math. Ann. 46 (1895), p. 285. 
170) V gl. G. Loria, Giorn. di mat. 22 (1884), p. 1. tIber perspektive Lage 

vgl. Nr.12. 
Encyklop. d. math. Wisssnsch. III 1. 28 
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Systeme gibt es im ailgemeinen nur einen im Endlichen gelegenen 
Doppelpunkt, den Affinitatspol; fiir ahnliche Systeme ist es der .A.hn
lichkeitspol, fiir kongruente der Drehungspol; fiir kongruente und ahn
liche Systeme fallen die beiden anderen Doppelpunkte in die imagi
naren Kreispunkte. (Naheres bei Schoenflies IV 3, Nr. 1.) 

Bei Beschrlinkung auf den gewohnlichen Raum sind kollineare 
Raume E, E' stets in vereinigter Lage. Sie haben im ailgemeinen 
die Ecken P., die Kanten PiT< und die Ebenen ~i eines Tetraeders 
(Haupttetraeder) als Doppelelemente; ein Paar Gegenkanten ist not
wendig ree1l 17l). Die Hauptrelation besagt, daB 

P1 P2 PSP"AA' ~ P1P2PSP"BB' 

ist 172). Sie bedeutet, daE die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
die Ebenen des Tetraeders in konstantem Dv schneiden, daE aus ihnen 
die Ecken durch Buschel von konstantem Dv projiziert werden, und 
daE beide Dv einander gleich sind. Die samtlichen moglichen 13 Fa.lle 
hat auf geometrischer Grundlage bereits K. G. C. v. Staudt 17S) in 
Betracht gezogen. (Naheres bei O. Ludwig.) 

Die wichtigsten SpezialfalIe, die nicht involutorisch sind (Nr. 13), 
sind folgende. Es konnen aile Punkte einer Geraden g und aile Ebenen 
durch eine Achse h Doppelelemente sein (axiale Koilineationen)174); es 
konnen alle Punkte zweier Geraden g und h, sowie aile Ebenen durch 
g und h Doppelelemente sein (gescharte Koilineationen), so daB g und 
h von allen Verbindungslinien entsprechender Punkte und allen Schnitt
linien entsprechender Ebenen geschnitten werden; es konnen endlich 
aile Punkte und Geraden einer Ebene E und aile Strahlen und Ebenen 
eines Strahlenbiindels M Doppelelemente sein (zentrische Kollineationen). 
1m letzten Fall liegen sie im gewohnlichen Sinn perspektiv. Im 
ersten Fall zerfailt der durch E und E' bestimmte tetraedrale Kom
plex ~l! in zwei lineare Komplexe, im zweiten degeneriert er in eine 
lineare Kongruenz von Doppelstrahlen, deren Leitstrahlen g und h 
sind; im dritten in den Bundel M und die Ebene E, deren Strahlen 

171) Vgl. z. B. H. Schoute, Arch. Need. 6 (1871), p. 348; F. Liiroth, Math. 
Ann. 13 (1878), p. 310. 

172) Staudt, Beitr.3, p.382; vgl. auch G. Kohn, Math. Ann. 46 (1895), 
p.285. 

173) Beitrii.ge 3, p. 328. Vgl. auch G. Battaglini, Giom. di mat. 14 (1875), 
p.116; Napoli Rend. 14 (1876), p. 2; G. Loria, ebenda 22 (1884), p. 1; H. B. 
Newson, Kansas Univ. Quart. 6 (1897), p.63. Vgl. auch Nr. 10. 

174) Vgl. F. Schur, Math. Ann. 19 (1881), p. 430, auf den die Bezeichnung 
axial zuriickgeht. 



11. Vereinigte Lagen projektiver Systeme. 423 

ebenfalls samtlieh Doppelstrahlen sind 175). In den beiden letzten Fallen 
sind die Dv (g h P PI) resp. (M C P PI) fur aHe Punktepaare P, P' 
konstant. 

Fur affine, ahnliche und kongruente Systeme treten wieder Be
sonderheiten ein. Dem Tetraeder der Doppelelemente gehort stets 
die E", an; daher bleibt hochstens ein Punkt im Endlichen, der Affinitiits
pol oder Ahnlich7ceitspol hei.Bt. Ahnliehe und kongruente Ranme haben 
in Coo den Kugelkreis 7c oo gemein und auf ihm zwei Doppelpunkte; der 
dritte ist der Pol ihrer Verbindungslinie bezuglich le",. Dureh ihn 
geht die im Endlichen gelegene zweite reelle DoppeIgerade; bei kon
gruenten Systemen ist sie die Drehungsachse resp. Schraubenachse176). 

Ahnliche Riiume konnen durch Drehung urn sie in ahnliche Lage in 
bezug auf den Ahnlichkeitspol gebracht werden; die eine im End
lichen vorhandene Tetraederebene steht auf ihr senkrecht 171). Ahn
liche Raume in iihnlicher Lage bilden einen speziellen Fall perspek
tiver kollinearer Systeme. 

Vereinigte ebene kollineare Systeme konnen auch einen Cll ent
sprechend gernein haben, so daB er durch die Kollineation in sich 
ubergeht (freilich nicht punktweise). Giebt es einen solchen Cll , so gibt 
es unendlich viele; sie beruhren einander in zwei Ecken des Haupt
dreiecks und haben zwei seiner Seiten zu Tangenten. Die Kollineation 
beiBt auch Hermitesche 178). Analog kann eine raumliche Kollineation 
auch C2, raumliehe Cs und Fl) in sich iiberfiihren (Naheres bei O. Ludwig.) 

Man kann sieh den Doppelpunkten vereinigter projektiver oder 
kollinearer Gebilde durch einen GrenzprozeB allmahlieh anniihern. 
Darauf haben zuerst G. BattaglinP79) und Ed. Weyr 180) hingewiesen. 
Wird bei zwei vereinigten Punktreihen zu A der Punkt A' bestimmt, 
zu A' = B der Punkt B' usw., so approximiert die Reihe A'B' ... 
gegen einen der heiden DoppeJpunkte, die Realitat vorausgesetzt. 
vVird A als L' aufgefaBt, dazu L bestirnmt, zu L = K' wieder 11, 
so approximiert die Reihe L' X' . . . gegen den anderen Doppelpunkt. 
Fur kollineare Ebenen fiihren diese beiden Reihen ebenfalls zu zweien 
der Doppelpunkte, und das Analoge gilt von den Geraden und deren 

175) Die Klassifizierung im AnschluB an den Komplex Q:~ findet sich bei 
A. Ameseder, Wien Ber. 98 (1889), p. 290. 

176) Naheres unter Kinematik (Schoentlies IV 3, Nr. 1). Don werden auch 
die Au:snahmefalle, Bowie die spiegelbildlich gleichen Systeme behandelt. 

177) Vgl. K. Moshammer, ,Wien Ber. 74 (1876), p. 131. 
178) Journ. f. Math. 47 (1853), p. 313. Die Bedingung, der der zur KolIi

neaHon gehOrige Wurf (Nr. 8) genugt, gibt G. Kohn, Math. Ann. 46 (1895), p. 294. 
179) Giom. di mat. 1 (1863), p. 231. 
180) Prag Ber. 1869, p. 3. 

28* 
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Ketten. Diese Verhiiltnisse hat besonders L. Amodeo 181) naher be
trachtet. 

Einen ahnlichen ApproximationsprozeB mittels eines Fiinfecks hat 
A. Clebsch 182) angegeben. Er beruht damuf, daB die Diagonalen des 
Fiinfecks ein diesem kollineares Fiinfeck bilden usw.; diese Fiinfecke 
convergieren wieder gegen den Doppelpunkt. 

Inzidente reziproke ebene Systeme hat zuerst F. Seydewitz 18B) aus
fiihrlich erortert. Ais ausgezeichnete Elemente treten die der gao ent
sprechenden Mittelpunkte und ein durch sie gehendes Paar senk
rechter konjugierter Strahlen (Nr. 8) auf 184); bringt man sie zur 
Deckung, so entsteht ein Polarsystem (Nr.13). In jedem System gibt 
es einen c2 , dessen Punkte auf den entsprechenden Strahlen Hegen; 
diese Strahlen umhiillen einen ":I der analogen Eigenschaft, und zwar 
haben cll und "2 eine doppelte Beriihrung. Umgekehrt kann ein sol
cher c2 und "2 immer zur Vermittlung einer reziproken Beziehung 
benutzt werden. Vereinigte reziproke Ebenen geben auch zu einer 
quadratischen Verwandtschaft Veranlassung (Nr. 25). 

In zwei reziproken Biindeln gibt es stets ein Paar entsprechender 
rechtwinkliger Dreikante, wie H. Schroter bewiesen hat185); sie lassen 
sich stets so legen, daB sie ein Polarsystem bilden, und zwar fallen 
dessen Hauptachsen mit den genannten ausgezeichneten orthogonalen 
Richtungen zusammen. 

Fiir vereinigt liegende reziproke Raume bestehen analoge Satze186). 

Es gibt in jedem Raum einen Mittelpunkt, der der E~ entspricht, und 
durch ihn je ein Dreikant senkrechter Geraden, das sich wechselseitig 
entspricht. 

In E und E' gibt es wieder je eine Fll (Kernflache) , deren 
Punkte auf den ihnen entsprechenden Ebenen liegen, und diese Ebenen 
umhiillen je eine 4'2; die Flachen FlJ und 4'2 haben ein windschiefes 
Vierseit gernein, dessen Geraden sich in E und,l;' selbst entsprechen. 
Ordnet man je zwei Punkte einander zu, die in beiden reziproken 

181) Giorn. di mat. 27 (1889), p. 40. Vgl. auch M. Genty, Bull. Soc. M. F. 
21 (1893), p. 101, sowie T. Broden, tJber die Iteration ternarer Kollineationen 
mit rationalen Koeffizienten, Lund 1899. 

182) Math. Ann. 4 (1871), p. 476. 
183) Arch. Math. Phys. 8 (1846), p. 1. 
184) Dies bemerkte schon Seydewitz; vgl. das Zitat in .Anm. 183. 
185) Journ. f. Math. 77 (1875), p. 105. Eine ausfl'ihrliche Darstellung iiber 

reziproke Felder und Biindel enthalt auch seine Theorie der Oberflachen zweiter 
Ordnung, § 49 u. 50. 

186) H. Schroter, J. f. Math. 77 (1875), p. 105 und R. Sturm, Math. Ann. 19 
(1881), p. 461. 
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Beziehungen derselben Ebene entsprechen, so bilden ihre Verbindungs
linien (Wechselstrahlen) einen Komplex zweiten Grades ~1I' dessen 
Singularitatenflache in die Kernflachen zerfallt187). Ein zweiter fiir 
die Korrelation wichtiger Komplex und zwar ein linearer, wird von 
den Tragern derjenigen Punktreihen gebildet, die mit den zugehOrigen 
Ebenenbiischeln eine Involution bestimmen 188). 

Eine vollstiindige Klassifikation alIer Arten von Reziprozitaten 
auf Grund der Natur der Fliichen ~ und WI" sowie der genannten 
Komplexe hat D. Montesano 189) gegeben. 

Reziproke Raurue lassen sich im ailgemeinen so legen, daB sie ein 
Polarsystem (Nr. 13) bilden 190); eine Ausnahme kann nur eintreten, 
fails ihre Mittelpunkte im Unendlichen liegen. Sie konnen aber dann 
moglicherweise noch zu einem Polarsystem beziiglich eines gleich
seitigen oder eines Rotationsparabololds vereinigt werden. 1st dies der 
Fall, so lassen sie sich sogar in die Lage des NUlisystems (Nr. 13) 
bringen, worauf zuerst G. Hauck 191) hingewiesen hat. 

12. Besondere Lagan. Von allen besonderen Lagen ist die per
spektive Lage (Nr. 8 und 9) die wichtigste. Aus den Fundamental
satzel?- der projektiven resp. kollinearen Beziehung folgt, daB projektive 
Punktreihen perspektiv liegen, falls sie ihren Schnittpunkt ent
sprechend gemein haben, und Ebenen, wenn sie aile Punkte ihrer 
Schnittlinie entsprechend gemein haben. Duale Satze bestehen fiir 
Biischel und Bundel. Da es in zwei kollinearen nicht affinen Ebenen 
E, l kongruente Punktreihen gibt, so konnen sie stets in perspektive 
Lage gebracht werden (Nr. 9). 

Vereim:gte Ebenen liegen perspektiv, wenn sie aile Punkte einer 
Geraden u und damit auch aile Strahlen eines Biischels s gemein 
haben und umgekehrt; u und s. bilden Achse und Zentrum der Per
spektivitiit und werden auch Kollineationsachse und Kollineations
zentrum genannt. Fur aIle Paare A, A' ist das Dv (uSAA') konstant. 
Die ahnliche Lage zweier iihnlichen Ebenen iet ein Spezialfail der 
perspektiven mit g'l> als Perspektivitiitsachse u und dem Ahnlichkeits
pol als Zentrum S; Poncelet hat zuerst auf sie hingewiesen (Nr.4)192). 

187) V gl. R. Sturm, Math. Ann. 28 (1887), p. 269, und III C 10, E. Waelsch, 
Liniengeometrie. 

188) R. Sturm, Math. Ann. 19 (1881), p. 475 und 28 (1886), p. 268. 
189) Su 10. corrispondenza reciproca fro. due sistemi dello spazio, Napoli 1885. 
190) Th. Reye, J. f. Math. 79 (1876), p. 68. 
191) Zeitschr. Math. Phys. 31 (1886), p. 362. V gl. auch O. Segre, Giorn. di 

mat. 25 (1887), p. 20, wo die besonderen metrischen Verhaltnisse naher er6rtert 
werden. 

192) Traite § 322 if. Er zeigte auch, dae zwei sich doppelt berUhrende c, 



426 III A B 6. A. 8choenflies. Projektive Geometrie. 

Kollineare Riiume liegen perspektiv, falls sie aIle Punkte einer 
Ebene und damit auch aIle Strahlen eines Bundels gemein haben. 
Ebene und Bundelmittelpunkt steIlen das Zentrum S und die Ebene 0 

der Perspektivitiit dar; das Dv (SoA.A') ist wiederum konstant. Diese 
Lage wird auch als zentrische Kollineation bezeichnet. Die Idee 
perspektiver Lage fur zwei Riiume tritt ebenfaIls zuerst bei J. V. 
Poncelet 19S) auf (Nr. 4:). Kollineare Riiume konnen nicht immer in 
perspektive Lage gebracht werden 194). Dies wurde ziemlic:i?- gleich
zeitig von Maegis, L. Painvin und H. St. Smith erkannt. Bei Painvin195) 
erscheint als Bedingung, daB dem Kugelkreis von .1.J in .1.J' wieder 
ein Kreis entspricht; bei Maegis und Smith196) hat sie die Form, daB 
die Fokalellipse von Nr. 9 ein Kreis ist197). G. Hauck hat die Be
dingung folgendermaBen ausgesprochen. Sind u, v, w und u', v', w' die 
entsprechenden orthogonalen Strahlen fur zwei Punkte P, P', und sind 
U1 v;. Wi die Punkte von c, die den unendlich femen Punkten von 
u', v', w' entsprechen, und U2 Y2 W2 die analogen Punkte von 13', so 
muss en die Dreiecke U1 Vi fV1 und U2 V2 W2 iihnlich sein 198). 

Sollen von drei vereinigten ebenen Systemen je zwei perspektiv 
liegen, so liegen die drei Zentra auf einer Geraden und es gehen die 

eine Perspektivitat bestimmen, fitr die die Beriihrungssehne die Achae und der 
Schnitt der Tangenten das Zentrum iat. Die verschiedenen ebenen Perspektivi
taten hat im AnschluB hieran kurzlich A. Emch bestimmt, Diss. Kansas 1896. 

193) TraiM, § 582. Dort findet sich auch schon der Satz iiber per
spektive Tetraeder, den spater auch Steiner bewies (J. f. Math. 1 (1829), p. 1; 
Werke I, p. 3). 

194) Wahrend also in der Ebene die Perspektivitat die aUgemeinste Kolli
neation darstellt, trifft dies fiir den Raum nicht zu; die raumliche Perspektivitat 
schlie1\t nur 13 Konstanten ein (sie werden durch 8, 11, den Wert des Dv und 
die 6 Parameter gebildet, die den 006 Bewegungen des Raumes entsprechen), 
die allgemeine Kollineation jedoch 15. 

196) Ann. nouv. (2) 9 (1870), p. 92. Damit deckt sich die Bedingung von 
G. Kilbinger, daB in 1: und Z' entsprechende Kugelflachen existieren miissen, 
Diss. Stra1\burg 1880. 

1911) V gl. Anm. 86. V gl. auch noch E. Dewulf, Bull. sc. math. (2) 1 (1877), 
p. 137; G. Bellavitis, Atti 1st. Veneto (3) 15 (1870), p. 876. 

197) Auch in geschart kollineare Lage kOnnen 1: und 2' im allgemeinen 
nicht gebracht werden; vgl. L. Berlnicker und G. Dm-boux, Paris C. R. 104 
(1887), p. 771 und 773. 

198) Zeitschr. f. Math. 21 (1876), p. 413. Fiir affine raumliche Systeme ist 
die Bedingung von A. Beck so auagesprochen worden, daB fiir einen der drei 
entsprechenden orthogonalen Hauptstrahlen der zugehorige Ahnlichkeitsfaktor 
den Wert 1 hat, Zeitschr. f. Math. 44 (1899)., p. 86. In ahnlicher Form ergibt 
sich auch die Bedingung, daB zwei affine ebene Systeme in parallelperspektive 
Lage gebracht werden konnen. 
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drei Achsen durch einen Punkt. Ein ahnlicher, aber nicht ganz so ein
facher Satz gilt fUr drei Raume. Es sind entweder die drei Ebenen 
vereinigt und es liegen die Zentra auf einer Geraden, odeI' es sind 
die drei Zentra vereinigt und es gehen die EbeneIt durch eine Ge
rade 199). 

Die Grundlage aller besonderen Untersuchungen iiber perspektive 
ebene odeI' raumliche Figuren bilden die perspektiven Dreiecke und 
Tetraeder. Die Tatsache, daB zwei Dreiecke ABO und A1B1 01 im 
Raum perspektiv liegen konnen, war schon G. Desargues bekannt. 
Auf Oh. J. Brianchon geht die Bemerkung zuriick, daB auch AB01 

und AlBlO, ebenso ABlO und A l BCl1 resp. AlBO und ABlel je 
zwei perspektive Dreiecke fiir dasselbe Zentrum bilden 200). Durch 
Projektion del' raumlichen Figur ergeben sich die gleichen Satze fiir 
die Ebene 20l). Einen theoretischen F'ortschritt auf diesem Gebiet 
bedeutet abel' erst die Bemerkung von J. Rosanes 202) und H. Schroter 202), 

daB zwei in derselben Ebene enthaltene Dreiecke auf mehr als eine 
Art perspektiv liegen konnen 203); es kann auf 2, 3, 4 und 6 Arten 
geschehen, doch ist del' letzte Fall reell nicht realisierbar. Die vier
fach perspektiven Dreiecke hangen auf das Engste mit dem soge
nann ten Olebschschen Sechseck zusammen, das auf 10 Arten ein 
Brianchonsches Sechseck ist 204); bei jeder Teilung dieses Sechsecks in 
zwei Dreiecke sind diese Dreiecke vierfach perspektiv205). 

Wie ein Dreieck und sein Polardreieck in bezug auf einen C2 stets 
perspektiv liegen 206) I so gibt es auch umgekehrt stets einen CSI in 

199) C. Rodenberg, Zeitschr. Math. Phys. 30 (1885), p. 113. Auch die Um-
kehrungen der Satze sind richtig. 

200) Journ. de rile. polyt. Heft 13 (1806), p. 297. 
201) Vgl. auch Anm. 320. 
202) Math. Ann. 2 (1870), p. 549 u. 553. Vgl. auch J. Vdlyi, Arch. Math. 

Phys. 70 (1884), p. 105 und Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 167. 
203) F. W. Kirchner bestimmt die Mengen aller Dreiecke, die mit 1, 2, 3, 

4, 6 anderen zugleieh perspektiv Iiegen, Diss. Halle 1888. 
204) Der einfaehste Typus dieses Seehsecks ist im Bundel rea,lisiertj er 

beateht aus den seehs Diagonalen des reguH1ren Ikosaeders j vgl. F. Klein, Math. 
Ann, 12 (1877), p. 531. 

205) V gl. besonders H. Schroter, Math. Ann. 28 (1887), p. 457, Bowie E. Heft, 
ebenda 28, p. 167, wo sich aUe einschlagigen Fragen sehr ausfiibrIich eriirtert 
finden. 

206) Den Satz gab J. Plucker, Journ. f. Math. 5 (1829), p. 11. Geometrisch 
wurde er von ..4.. Descos in Nouv. Ann. de math. 4 (1845), p. 352 bewiesen. 
A. Terquem bemerkt dazu, daB er aUB einem Theorem von Chasles liber die F. 
folge, das in Gerg. Ann. de math. 19 (1829), p.65 enthalten ist. VgI:auch Staudt, 
Geometrie der Lage, p. 135. 
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bezug auf den zwei perspektive Dreiecke zueinander polar sind so1). 
Siitze iiber perspektive Polygone sind in groBer Zahl abgeleitet 
worden 208). 

Zwei Tetraeder konnen auch auf zwei und auf vier Arten per
spektiv liegen. Die vierfach perspektive Lage ist noch auf zwei Arten 
moglich. Den wichtigeren dieser beiden Faile bilden die desmischen 
Tetraeder, deren Moglichkeit zuerst O. Hermes 209) bemerkte; sie treten 
in einer Reihe bemerkenswerter Konfigurationen auf und sind aus
fiihrlich zuerst von C. Stephanos 210) untersucht worden. Hier sei nur 
noch erwahnt, daB die vier Perspektivitatszentra ein drittes Tetraeder 
hilden, das mit jedem der beiden anderen in bezug auf jede Ecke des 
dritten ebenfails perspektiv liegt211). VgI. III AB 5a, E. Steinitz, Kon
figurationen. 

Nehen der perspektiven Lage ist auch die hyperboloidische Lage 
zweier Tetraeder vielfach untersucht worden, und noch allgemeiner 
diejenige, bei der die vier Verbindungslinien AiA;' resp. die Schnitt
linien (etiet;') einer linearen Geradenmannigfaltigkeit angehoren m). 

J. Valyi21S) findet, daB die vier Geraden entweder durch einen 
Punkt gehen oder in einer Ebene liegen oder einem ~ angehoren, 
oder zu je zwei zwei ebenen Strahlbiischeln, so daB der Mittelpunkt 
eines jeden in der Ebene des anderen liegt. Diese Moglichkeiten 
konnen auch kombiniert auftreten. Zwei reziproke polare Tetraeeder 
einer F2 sind stets Tetraeder dieser Art, wie auch umgekehrt zu zwei 
solchen Tetraedern eine beziigliche F2 existiert 214). Die hyperboloidische 

207) J. Valyi, Arch. Math. Phys. (2) 2 (1886), p. 320. 
208) Vgl. z. B. S. Kantor, Wien Ber. 80 (1879), p. 715; A. Keller, Dias. 

GieJ3en 1888. 
209) J. f. Math. 57 (1859), p. 218 u .. 100 (1886), p.258. Vgl. auch L. Cre

mona, Rom Lincei Mem. (3) 1 (1877), p. 142. 
210) Bull. sc. math. (2) 3 (1879), p. 424. 
211) Eingehendere Arbeiten tiber perspektive Tetraeder gab en u. a. Veronese, 

Rom Linc. Mem. (3) 4 (1880), p. 132; Th. Reye, Acta math. 1 (1882), p.97; 
J. Valyi, Arch. Math. Phys. (2) 3 (1886), p. 441; H. Schroter, J. f. Math. 93, p. 169 
und 109, p. 341; E. Hefi, Math. Ann. 28 (1887), p. 212; L. Klug, Arch. Math. 
Phys. (2) 6 (1888), p. 93. 

212) G. Kahn betrachtet Tetraeder, die sich in gescharter Kollineation 
entsprechen; er bezeichnet sie ala schier perspektivisch. Solche zwei Tetraeder 
sind einem und demselben dritten zugleich ein- und umgeschrieben. Wien Ber. 
107 (1899), p. 777. 

213) Monatsh. Math. 4 (1894), p. 121; Ungaro Ber. 13 (1895), p. 166, 189; 
Monatsh. Math. 6 (1895), p. 220. 

214) J. Rosanes, J. f. Math. 90 (1881), p. 320; J. Valyi, Monatsh. Math. 6 
(1895), p. 220; P. Muth, Zeitsch. Math. Phys. 38 (1893), p. 314. 
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Lage tritt schon bei M.Ohasles 215) auf. Mehrfach hyperboloidische 
Lagen von zwei Tetraedern hat besonders F. Schur 216) untersuchtj es 
ist dreifache, vierfache, fiinffache, achtfache und neunfache Lage mog
lich. Er weist zugleich darauf hin, daB ebenso wie perspektive Tetra
eder aus entsprechenden Punkten einer senflrischen Kollineation be
stehen, hyperboloidisch liegende Tetraeder im allgemeinen entsprechende 
Punkte nicht einer gescharten, sondern nur einer axialen Kollineation 
bilden 217). 

Wenn bei einer eben en Kollineation ein D~eieck ABO dem Drei
eck A'HO' eingeschrieben ist, so gibt es 00' solcher Dreiecke und 
man sagt nach M. Pasch 218): die Kollineation befinde sich in einge
schriebener Dreieckslagej die inverse Kollineation (Nr. 23), die jedem 
Punkt A' den Punkt A zuordnet, befindet sich in umgeschriebener 
Dreieckslage. Eine Kollineation kann sich in eingeschriebener und 
umgeschriebener Lage befindenj den beiden Serien von je 00' Dreiecken 
ist alsdann eine Serie von 002 Dreiecken gemein, die einander ein
und umgeschrieben und daher identisch sind, d. h. die Kollineation ist 
eine zyklische von der Periode 3 und umgekehrt (Nr. 14:). Pasch hat 
diese Begriffsbestimmungen auf Korrelationen ausgedehnt; er hat solche 
Korrelationen m, m' betrachtet, bei denen das Produkt mm' (Nr.23) 
eine Kollineation in ein- resp. umschriebener Dreieckslage liefert, und 
nennt auch m gegen m' in ein- resp. umschriebener Dreieckslage be
findlich 219). (Naheres hieriiber sowie fiber apolare Korrelationen und 
solche, die sich stfitzen, bei O. Ludwig.) 

Eine Reihe von Arbeiten beschiiftigt sich mit den besondel'en 
Lagen gewisser einzelner Gebilde resp. mit mehreren Kollineationen 
in besonderer Beziehung220). 

215) Aper~lU hist. Note 32. Weitere Literatur in Math. Ann. 19 (1881), p.429. 
216) Math. Ann. 20 (1882), p. 270 if. und 19 (1881), p. 429. 
217) Es gibt iur zwei beliebige Tetraeder zwei axiale Kollineationen, in 

denen sie sich entsprechen, 00 1 fUr die hyperboloidische Lage und oo! fur die 
perspektive. Zwei perspektive Tetraeder entsprechen einander im allgemeinen 
in 008 Kollineationen; darunter ist eine zentrische, keine axiale oder gescha.rle. 
H. Schnell, Dias. Gie~en 1891, bestimmt die perspektiven und hyperboloidiech 
liegenden Tetraeder fur aIle 008 Kollineationen, die dasselbe Haupttetraeder 
haben. 

218) Math. Ann. 28 (1884), p. 419. Zwei Ecken eines Dreiecks sind beHebig 
und bestimmen eindeutig die dritte. 

219) Rosanes bezeichnet solche Korrelationen als konjugiert. Eine geo
metrische Definition dieses Begriffs gab S. Goldschmidt, Dies. GieBen 1888, sowie 
Zeitschr. Math. Phys. 80 (1885), p. 182. 

220) Drei vereinigte kollineare Ebenen, deren drei Doppelpunktsdreiecke 
auf einem ct Hegen, betrachtet G. Tarry, Paris C. R. 94 (1882), p. 141. F. Frem. 
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13. Involutorische Lagen. Zwei projektive Grundgebilde in ver
einigter Lage heiBen involtdoriseh, wenn je zwei Elemente einander 
doppelt entsprechen. In dieser Weise wurde die Definition von 
M. Chasles 221) zuerst aufgestellt. Es besteht der Satz, daB das doppelte 
Entsprechen fur je zwei Elemente gilt, wenn es fur ein Paar der Fall 
ist. Sind AA', BE, CO' drei Paare entsprechender Punkte in zwei 
involutorischen Punktreihen, so ist 

AB'. BO'· OA' = AO'· BA'· C13'. 

Diese fundamentale Relation fur seehs Punkte in Involution oder drei 
Paare konjugierter Punkte war schon Pappus bekannt, ala beim Schnitt 
einer Transversale mit einem vollstandigen Viereck auftretend 222). 

G. Desargues 223) hat das Zentrum der Involution eingefuhrt, d. h. den
jenigen Punkt 0, der dem Punkt 0'00 entspricht, und gezeigt, daB fur 
jedes Punktepaar die Gleichung OA . OA' = const. besteht. Das voll
standige System der sieben Streckenrelationen, die sich fur sechs Punkte 
in Involution aufstellen lassen, gab wohl ala erster Ok. J. Brianehon 224). 

Metrische Relationen sonstiger Art hat insbesondere Ohasles 225) in 
groBer Zahl aufgestellt. Involutorische Strahlbiischel erhalt man am 
einfachsten, indem man die entsprechenden rechten Winkel wechsel
seitig aufeinander legt. Je nachdem die Doppelelemente der involu
torisch liegenden Punktreihen oder Buschel reell oder imaginar sind, 
heiBt die Involution hyperboliseh oder elliptisch. Bei der hyperbolischen 
Involution bildet jedes Paar konjugierter Elemente mit den Doppel
elementen vier harmonische Elemente. 

Krieg v. Hochfelden untersucht drei raumliche Systeme, deren Kollineationen 
die Relation @:l~' ~s = 1 erfiillen (Nr. 23) j Wien Ber. 97 (1888), p. 806. V gl. 
auch G.Kohn, Wien Ber. 93 (1886), p. 314. 

221) Aperc;m hist. Note 10, p. 334. 1st das doppelte Entsprechen fUr ein 
Punktepaar vorhanden, so gilt es immerj vgl. F. Se'!idewitz, Arch. Math. Phys. 4 
(1843), p. 283. 

222) V gl. Pappi Alexandrini collectiones, herausgegeben von F. Hultsch, 
2 (1877), p. 873. 

223) Oeuvres de Desargues, herausgegeben von Poudra, 1 (1864), p. 119. 
Es ist nur eine Abschrift des Desarguesschen Hauptwerkes auf uns gekommen, 
die Ghasles 1845 der Pariser Akademie vorlegte. Naheres bei Ghasles, Aper~lU 

historique, p. 74 und bei Kotter, Bericht, p. 43. 
224) Er folgert es aua dem Ptolemaischen Lehrsatz; Memoires sur les lignes 

du second ordre, Paris 1817, p. 11. Eine einfache algebraiache Deutung dieser 
Relationen gibt O. Hesse, J. f. Math. 63 (1864), p. 179 (ges. Werke, p. 515). 

225) TraiM de geom. sup., chap. 9ff. Vgl. auch H. Seydewitz, Arch. f. Math. 
4 (1844),p. 253 j A. Jacobi, J. f. Math. 31 (1846), p. 45; G. Battaglini, Giorn. di 
mat. 1 (1863)" p. 1, 41, 97, 161; G. Becker, Prag Ber. (1878), p. 272; B. Klein, 
Zeitschr. Math. Phys. 28 (188R), p. 252. 
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Die einfachste eIliptische Involution ist die zirkulare, bei del' je 
zwei Elemente eines Paares (Strahlen) aufeinander senkrecht stehen; 
ihre Doppelelemente gehen durch die beiden Kreispunkte del' Ebene, 
in del' ihre Strahlen liegen. Die einfachste hyperbolische Involution 
ist die Syrnmetrie, bei del' aIle Paare symmetrisch gegen die Doppel
elemente liegen 226). Eine beliebige Ebeneninvolution kann stets durch 
eine zirkulare resp. symmetrische Strahleninvolution geschnitten 
werden und umgekehrt 227). 

Fallen beide Doppelelemente del' Involution zusammen, so heiBt 
sie parabolisch; sie stellt eine ausgeartete Involution dar 1l28) (Nr. 15). 

AuBel' beim voIlstandigen Viereck tritt die Punktinvolution auch 
beirn Schnitt einer Transversale mit irgend drei cll eines c2 - Buschels 
auf 229), insbesondere also beim Schnitt mit dem c2 und irgend einem 
eingeschriebenen VierecPBO). 

Sucht man zu drei Punkten einer Geraden in jeder moglichen 
Anordnung den vierten harrnonischen, so bilden diese drei Punkte mit 
den gegebenen eine Involution 231). 

Del' Begriff del' Involution mBt sich auf die Punkte odeI' Tan
genten einer cll ubertragen; uberhaupt auf aIle Gebilde erster Stufe, 
also auf K 2 , Hll usw. Zwei involutorische Punktreihen auf einem C2 

liegen so, daB die Verbindungslinien aIler Punktepaare durch einen 
Punkt (das Involutions.eentrum) gehen 232), so daB die von ihm an den 

226) Bei del' symmetrischen Punktinvolution liegt ein Doppelpunkt unend
lich fern; eine hyperholische Involution kann daher in die Symmetrie projiziert 
werden (vgl. Nr. 22). 

227) H. Schroter, Th. d. Oberfi., p. 19; Tv. Fiedlm', Zurich Zeitschr. 26 (1881), 
p.89. 

FUr besondere Slttze uber Involutionen vgl. noch E. Dewulf, Bull. sc. math. 
(2) 3 (1879), p. 385; R. Boger, Diss. Leipzig 1886; G. Kohn, Monatsh. Math. 2 
(1891), p. 141, del' das Auftreten der Involution beim Schnitt einer Geraden mit 
den zehn Flachen eines raumlichen Funfflachs konstatiert. 

228) Sie tritt z. B. auf den Tangenten eines Cs auf; jeder Punkt ist dem 
Beriihrungspunkt konjugiert. 

229) Diesen Satz gab Oh. Sturm, Ann. de math. 17 (1826), p. 180. Auf ihm 
beruht die bekannte Konstruktion der Doppelpunkte einer Involution mittels 
eines Kreisbuschels. 

230) Del' ohige Satz stammt von Desargues; vgl. das Zitat in .Anm. 223, 
p. 188. Uber das Auftreten der Involution in der Pola.ritat fiir den c~ vgl. 
F. Dingeldey TIl C 1, Nr. 10. 

231) V gl. Staudt, Geometrie der Lage, § 220. 
232) Vgl. F. Seydewitz, Arch. Math. Phys. 4 (1844), p. 264; A. Jacobi, J. f. 

Math. 31 (1846), p. 67. 
Die involutorische Paarung hat ein Seitenstiick auf den F 2 • Werden deren 

Punkte durch je drei konjugierte Strahlen eines Polarbiindels, des sen Scheitel auf 
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c2 gehenden Tangenten die Doppelelemente liefern; auf seiner Poisre 
(der Involutionsachse) schneiden sich die involutorisch gepaarten 
Cs-Tangenten. Die Erzeugenden einer Hi hat in analoger Weise 
zuerst Chasles 233) involutorisch gepaart. Nach einem Satz von 
Ed. Weyr 234) schneidet ein c2 -Buschel jeden durch zwei seiner Grund
punkte gehenden e2' in einer Punktinvolution. 

Mit jeder projektiven Beziehung hiingt eine gewisse Involution 
zusammen, der eine prinzipiellere Bedeutung zukommt. Sind namJich 
A, A' entsprechende Punkte vereinigter Punktreihen, und ist Ai der
jenige Punkt, dem A entspricht, so bilden All A' entsprechende Punkte 
einer projektiven Beziehung, die die gleichen Doppelpunkte M und N 
besitzt, wie die urspriingliche. Wird nun A" so bestimmt, da.6 A'AI 
und AA" zwei harmonische Paare sind, so bilden A, A" eine In
volution, die ebenfalls M und N als Doppelpunkte besitzt. Diese 
Satze sind von ]Jf. Chasles 235) gegeben worden; sie ermoglichen, die 
Konstruktion der Doppelpunkte einer Projektivitat (Nr. 11) auf die
jenigen einer Involution zuruckzufuhren. Noch allgemeiner ist fol
gender Satz von M. Pasch 236): Wird A" so bestimmt, da6 fiir ge
gebenes I das Dv (A'AIAA") = I ist, so bilden A, A" eine projektive 
Beziehung, die ebenfalls M und N als Doppelpunkte besitzt und 
durch die gegebene Projektivitat in sich iibergefiihrt wird. 

Fiir zwei auf demselben Trager liegende Involutionen gibt es 
ein beiden gemeinsames Punktepaar. Werden die Involutionen auf 
einen c2 projiziert, so wird es durch die Verbindungslinie der beiden 
Involutionszentren ausgeschnitten 237). Es ist nur dann imaginar, 
wenn beide Involutionen hyperbolisch sind und ihre Doppelelemente 
sich gegenseitig trennen. Ane geometrischen Konstruktionen, die 
auf die Ermittelung der gemeinsamen Elemente zweier Involutionen 

der F2 Jiegt, zu Tripeln vereinigt, so gehen aHe durch je ein Tripel bestimmten 
Ebenen durch einen Punkt. Den Satz kannte schon Fregier, Gerg. Ann. 7 (1816), 
p.97; einen ersten geometrischen Beweis gab H. Schriitej', J. f. Math. 64 (1865), 
p.180. 

233) J. de math. 4 (1839), p. 348. Satze iiber sie gibt z. B. Staudt, Bei
trl1ge 2, § 88 fr. 

234) Wien Ber. 58 (1868), p. 223. 
235) Traite de geom. sup., p. 186; 2. Auf!. (1880), p. 177. V gl. auch 

H. Schroeter, J. f. Math. 77 (1874), p. 120. 
236) J. f. Math. 91 (1881), p. 349 und Math. Ann. 23 (1884), p. 422. Der 

Satz 11111t sich auf ebene Kollineationen iibertragen; man nimmt drei Paare PQ, 
QR, RS entsprechender Punkte und bestimmt F 80, daB PQRSP' derselben 
Punktgruppe kollinear sind. Vgl. auch C. Segre, Torino Mem. (2) 38 (1886), p. 3. 

237) F. Seydewitz, Arch. f. Math. 4 (1844), p. 265. 
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fiihren, konnen daher mittels eines festen Kreises ausgefiihrt werden 
(Nr.11). Hierher gebOrt z. B. die Aufgabe, ein Punktepaar zu kon
struieren, das mit zwei anderen Paaren zugleich harmonisch liegt. 

Involutionen lassen sich, worauf zuerst M. Ohasles 2S8) hinwies, der 
projektiven Beziehung unterwerfen: Konstruiert man fiir vier Punkte
paare und irgendeinen Punkt P je den vierten harmonischen Punkt, 
so ist das Dv dieser vier Punkte von P unabhangig und wird als 
Dv der vier Punktepaare bezeichnet, womit die Grundlage der pro
jektiven Beziehung und damit auch die Ausdehnbarkeit der Er
zeugungsmethoden gegeben ist (Nr. 10). Sie wurden alsbald zur Er
zeugung der Gebilde dritten und viertel1 Grades benutzt. (V gl. G. Kohn, 
III C 5) 289). 

Die involutorische Lage zweier vereinigten ebenen Systeme ist 
nur ein besonderer Fall der perspektiven Lage, niimlich der, daB je
des Punktepaar dnrch Zentrum und Achse der Perspektivitat harmo
nisch getrennt ist, also das zngehOrige Dv = - 1 ist. 1st das doppelte 
Entsprechen fiir zwei Punktepaare beliebiger Lage ediillt, so auch 
fUr die ebenen Systeme. Diese besondere involutorische und zugleich 
perspektive Lage (zentrische Involution) ist auch fur zwei kollineare 
Riiume moglich; auBer ihr aber noch eine zweite, die schiefe oder ge~ 
scharte Involution heiBt t40); sie stellt denjemgen Fall der gescharten 
Kollineation (Nr. 12) dar, daB jedes Punktepaar mit den Leitstrahlen 
der beziiglichen linearen Kongruenz vier harmonische Punkte bestimmt, 
also das konstante Dv dieser Kollineation (Nr. 11) den Wert -1 
hat. Sie ist durch die beiden Leitstrahlen bestimmt241). Lassen sich 
zwei Raume geschart involutorisch legen, so ist es auf 001 Arten 
moglich 242). 

238) Paris C. R. 41 (1855), p. 679 u. 1079. Analytiseh druckt sich die Be
ziehung dureh eine in x, resp. y quadratisehe Gleichung aus, so daB eine aus 
den neun Koeffizienten gebildete Determinante versehwindet. 

239) H. Schroeter hat eine synthetisehe Geometrie der ebenen Cs auf die 
Erzeugung durch projektive Strahleninvolutionen in halbperspektiver Lage ge
griindet; Math. Ann. I) (1872), p. 63. tJber Erzeugungen mittels Mherer In
volutionen vgl. H. G. Zeuthen, III C 3. 

240) Thren einfachstep. Fall stent wieder die Symmetrie beziiglich einer E 

oder g dar. 
241) Diese Involution betraehtete zuerst Staudt, Geom. d. Lage, § 230. 

VgI. auch C. Stephanos, Bull. se. math. (2) 3 (1879), p.471. Besondere Satze uber 
Kreise und Kreisbiischel in ebenen und raumlichen Involutionen gibt G. Kil
binger, Progr. Saargemiind (1883). 

242) L. Berlnicker I Paris C. R. 104 (1887), p. 771; G. Darboux, ebenda, 
p. 774. 
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Der Begriff der involutorischen Lage liillt sich auf resiproke 
vereinigte Systeme ausdehnen. Dies scheint ebenfalls F. Seydewitz24.1f'y 
zuerst getan zu haben; er fand, daB es entweder keinen Punkt giht, 
der auf der zugehorigen Geraden liegt, oder aber 001, die einen C1 

bilden. In dies em Falle ist das involutorische System das Polarsystem 
fiir diesen c2 ; in ihn fallen die Kurven C2 und "2 von Nr. 11 mit
einander zusammen. Jedes derartige involutorische ebene System wird 
daher als Polarsystem bezeichnet und Cs als seine Ordnungskurve. 
Diese Definitionen lassen sich auf den Biindel und den Raum aus
dehnen 244). 1m involutorischen Bundel (Polarbundef) gibt es ins
besondere ein ortlwgonales Dreikant entsprechender Strahlen resp. 
Ebenen g4.5). 1m Raum gibt es eine Fg (Ordnungsflache) der Punkte, 
die auf den ihnen entsprechenden Ebenen liegen; in sie fallen die Fi 
und tP2 von Nr. 11 zusammen 246). Wenn es bei zwei reziproken 
Ebenen, Biindeln, Raumen ein Dreieck, Dreikant oder Tetraeder gibt, 
dessen Elemente sich doppelt entsprechen, so ist die involutorische 
Lage stets vorhanden und es gilt fur aIle. 

Die hochste Besonderheit, die fiir zwei reziproke Riiume mog
lich ist, besteht darin, daB jeder Punkt P seiner zugehorigen Ebene 
~ doppelt entspricht. Es liegt dann immer P in % und die beiden 
reziproken Systeme bilden ein Nullsystem (vgl. K. Zindler, III An
hang); jedes Tetraeder ABOD ist .dem entsprechenden zugleich ein
und umgeschrieben 247). 

14:. Zyklische Projektivitaten. Entspricht in einer projek
tiven Beziehung vereinigter Gebilde dem Element A das Element Ai, 
dem Ai = B das Element Bl , dem Element Bi = 0 das Element 01 

243) Arch. f. Math. 9 (1846), p. 158. Dorl findet sich auch eine ausfUhr
Hehe Ableitung metriseher Relationen. 

244) Naheres uber Polaritat fiir c,' K, und F, bei Dingeldey, ill C 1, 
Nr. 10 und Staude, III C 2, Nr. 38 fr. 

245) 1m rotatorischen Polarbiindel gibt es 00 1 orthogonale Polardreikante. 
Es kann aber auch jeder Strahl auf der zugehOrigen Ebene senkrecht stehen; 
dieser einfachste Polarbiindel heiBt orthogonal und stellt die Polaritat bezuglich 
des absoluten Kegels dar. 

246) Ein Gebilde, das in bezug auf einen c, oder eine Fi sich selbst polar 
ist, heiBt auto polar; jede autopolare c" kann als Enveloppe von autopolaren c, 
betraehtet werden; vgl. P. AppeU, Nouv. Ann. (3) 13 (1894), p. 206. DaB c, und 
F'J, autopolar sein konnen, ist evident; jeder c, ist es fiir den c,/, der mit ihm 
eine doppelte Beruhrung hat, und eine F'J, ist es fiir eine F'J." mit der sie sieh 
in einem c2 beriihrt. 

247) Die ein- und umgeschriebene Lage zweier Tetraeder ist iibrigens 
noeh auf andere Arlen moglich; vgl. P. Muth, Zeitschr. f. Math. 37 (1892), p. 117 
und G. Bauer, Miinehen Ber. 27 (1897), p. 359. 
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nsw., so kann es vorkommen, daB die Kette ABO .•. nach n Schritten 
wieder zu .A zuruckfiihrt, daB also dem nttm Punkt M der Punkt A 
als A4 zugeordnet ist 948). Es ist dann 

(1) ABO ... M 1C BO ... MA 

und die Gebilde heiBen zyklisch projektiv; insbesOJidere A, B, . •. , M 
eine zyklisch projektive Gruppe. 

Durch eine zyklische Projektivitltt ~ werden zugleich noch n - 2 
andere, ebenfalls zyklische Projektivitltten definiert; die sltmtlichen so 
vorhandenen n - 1 Projektivitltten lassen sich durch die Potenzen 
(Nr.23) 

In inS ms mn-l .,." 't" , 't" , ••. 't" 

darstellen, und zwar werden die sich in ihnen entsprechenden Punkte 
durch die verschiedenen Potenzen des Zyklus (AB 0 ..• M) ge
liefert M9). Die nte Potenz ~n heiBt Identitiit, in ihr entspricht jeder 
Punkt sich selbst 260). 

Den einfachsten Fall n = 2 einer zyklischen Projektivitltt steUt 
die involutorische Beziehung dar; fur n = 3 heiBt bei Gebilden erster 
Stufe eine zyklische Gruppe eine iiquianharmonische 251). Wie bei der 
Involution gilt aucb hier der Satz, da.B falls irgend eine zyklische 
Gruppe von n Elementen vorhanden ist, jede Kette sich nach n 
Schritten schlie6t. In den Grundgebilden erster Sture existieren zykUsche 
Projektivitiiten fiir jedes nj bei gegebenem n ist die projektive Be
ziehung durch irgend drei konsekutive Elemente der Gruppe eindeutig 
bestimmt, wie J. Liiroth gezeigt hat 252). 

248) Auf solche Punktgruppen hat zuerst A. Olebsch hingewiesen J. f. Math. 
68 (1868), p. 167. Systematisch hat sich mit ihnen zuerst Battaglini beschaftigt, 
Giom. di mat. 14 (1875), p. 116. Er studiert auch Verwandtschaften von teil
weise zyklischem Charakter. 

249) Fur dies en Begriff vgl. H. Burkhardt I A 6, Nr. 1, 2, S. 
250) Eine. eingehende Darstellung der Eigenschaften der zyklisch en Pro

jektivitaten enthiilt z. B. Reyes Geometrie der Lage, 2. Bd., 3. Auf!.. (1892), 
p. 96 if. Fur n = 4 hat man die Projektivitaten ~, \j3', \j3ft; die sich in ihnen 
entsprechenden Punkte sind durch 

(ABOD), (AO)(BD), und (ADBO) 

dargestellt. Es ist also ~2 eine Involution. 
251) Fur sie und die obige Bezeichnung vgl. H. SCMoter, Math. Ann. 10 

(1876), p. 420. 
252) Math. Ann. 11 (1877), p. 84; vgl. auch S. Kantor, Wien Ber.82 (1880), 

p. 34. A. Ameseder hat die zyklischen Projektivitaten auf Grund davon be
handelt, daB unter den Potenzen stets eine ist, die mit der Reihenfolge der 
Elemente identisch ist, Wien Ber. 98 (1889), p. 290. 
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Da das Dv zwischen den Doppelelernenten und zwei entsprechen
den Elementen eine nte Einheitswurzel ist, so laBt sich jede zyklische 
Projektivitat auf die Drehung eines Strahlbuschels abbilden 253), wodurch 
ihre Theorie der Sache nach gekennzeichnet ist (Nr.22). 

Fur eine ebe/¥! zyklische Kollineation 2M) gibt es nur einen reellen 
Doppelpunkt U und eine reelle Doppelgerade u; sie kann so in eine 
andere Ebene projiziert werden, daB u ins Unendliche falit, die ima
ginaren Doppelpunkte in die Kreispunkte, und die Kollineation selbst 
in eine Drehung von der Periode n um den reellen Doppelpunkt uber
geht. Damit ist wieder der Charakter der allgemeinsten zyklischen 
Kollineation als projektive Verallgemeinerung der Drehung einer 
Ebene in sich gekennzeichnet (Nr. 22). Die zyklische Kollineation ist 
zugleich eine Hermitesche (Nr. 12). Es folgt noch, daB jede ebene 
zyklische Gruppe entweder auf einer 9 oder einem ell liegt. 

Fur eine riiumliehe zyklische Kollineation gibt es stets zwei 
reelle sich selbst entsprechende Geraden 9 und h, die entweder 
alle Punkte gernein haben oder eine zyklische Projektivitat ent
halten 255). Abgesehen von den Fallen, daB aIle Punkte jedes Zyklus 
j3 auf einer 9 oder einer [; liegen 256), gibt es fur n = 4 noch drei 
verschiedene FaIle, fur n = 5 jedoch nur einen. Charakteristisch ist 
stets die Natur der Doppelgeraden 9 und h. 1st n = 4, so kann zu
nachst die Gerade 9 lauter Doppelpunkte enthalten, und h Trager einer 
Involution sein; zwei Geraden des durch .A1.All As.A" bestimmten Tetra
eders schneiden sich auf g, zwei andere schneiden h in einem Punkte
paar der Involution. Diesen Fall hat H. Schroeter 257) untersucht; er 
findet, da.B zwei Tetraeder vierfach hyperboloidisch liegen 258). Die 
beiden anderen Falle hat A. Pampuch 259) erortert. Sie sind so cha-

253) V gL O. Bonsdorff. Helsingfors Acta Soc. ~'enn. 11 (1880), p. 329. Er 
behandelt das Problem vom Standpunkt der Formentheorie aus. 

254) F. Liiroth, Math. Ann. 13 (1878), p. 305; H. Reim, Diss. Breslau (1879). 
Der Fall n = 3 wird auch als trilineare Lage bezeichnet. Ein Dreieck und sein 
entsprechendes Hegen nach H. Schroter dreifach perspektiv, Theor. d. Oberfi., 
p. 402 if. 

255) Die allgemeinste Bewegung ist eine Schraubenbewegung (Schoenflies, 
IV 3, Nr. 1) und daher keine zyklische Kollineation. 

256) Zu ihnen gehOren wieder die Drehungen um einen festen Punkt, die 
periodisch sind. Fiir n = 3 sind nur diese beiden FaIle moglich. 

257) Math. Ann. 20 (1882), p. 231. 
258) Zwei solche Tetraeder sind zugleich einander ein- und umgeschrieben; 

vgl. P. Muth, Zeitschr. Math. Phys. 37 (1892), p. 117. Zu einem Tetraeder gibt es 
auch solche, die mit ihm einfach, zweifach, vierfach perspektiv, resp. fiinffach 
und neunfach hyperboloidisch Hegen. V gl. K. Uhrig, Diss. GieBen 1891. 

259) Diss. Stra6burg 1886. 
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rakterisiert, daB entweder auf 9 und h je eine elliptische resp. hyper
bolische Involution existiert, oder aber auf 9 und h je eine zyklische 
Projektivitat n = 4 vorhanden iat. Pampuch hat auch aIle Fu sowie 
aIle raumlichen Cs und c4, bestimmt, die sich in der Kollineation salbst 
entsprechen. 

Den Fall n = {) haben H. Kiippers 260) und A. Ameseder961) unter
sucht. Es gibt ein Biischel von F 2 , das bei der zyklischen Kolli
naation in sich iibergeht, sowie zwei in sich duale Bundel von Ca, die 
sich selbst entspreohen.S62); sie gehen je durch fiinf Punkte eines 
Quintupels und haben samtlich 9 und h als Sekanten, und diese Ge
raden sind zugleich Trager zyklischer Ebenenbiischel und Punktreihen· 
n = 5. Auch dieser Fall hat in der zyklischen Lage kongrnenter 
Raume seinen typischen Vertreter. 1st n > 6, so liegt jede zyklische 
Gruppe entweder auf einer g, einer E, einem Paar von E oder eiIiem Hs' 

S. Kantor 268) hat den Begriff der zyklischen Beziehung dahin 
verallgemeinert, daB die beziigliche Punktgruppe, falls es sich um 
eine ebene Kollineation handelt, auf einer em liegt, und falls es sich 
nm eine riiumliche handelt, auf einer Fm' Auch bier gilt der Satz, 
daB dies immer zutrifft, wenn es einmal der Fall ist. 

16. Ausgeartete Projektivitaten und Xorrelationen. Bei aus
gearteten Projektivitaten usw. entsprioht nicht mehr jedem Element 
des einen Gebildes ein und nur ein Element des anderen. Die Er
kenntnis ihrer allgemeineren Bedeutung verdankt man A. T. Hirst. 
Griindet man die projektive Beziehung auf die perspektive Lage, so 
ergeben sich die Ausartungen, falls das perspektive Zentrum in eines 
oder beide Gebilde hineinfallt 264). Nur die so entstehenden Aus
artungen sollen hier in Betracht gezogen werden. 

Bei der ausgearteten projektiven Beziehnng zweier Punktreihen 
entspricht jedem Punkt der einen derselbePunkt der anderen und. 
umgekehrt lI65). 

Ausartungen bei Gebilden zweiter und dritter Stufe lassen sich nach 
A. Hirst 266) am besten rur reziproke Systeme ausspreohen. Solcher 

260) Diss. Miinster 1890. 
261) Wien Ber. 98 (1889), p. 588. 
262) Jedes Biindel enthll.lt ein festes imaginares Schmiegungstetraeder. 
263) Wien Ber. 82 (1880), p. 34; vgl. aueh M. Genty, Bull. S. M. F. 21 

(1893), p. 48. V gl. aueh Nr. 24. 
264) Vgl. die folgende Anmerkung so wie auch W. Fiedler, Darstellende 

Geometrie, 2. Aufl. (1875), p. 68, 80 u. 704. 
265) Fiir die ausgeartete Involution vgl. Nr. 13 und Anm. 229. 
266) London Math. Soc. Proc. 5 (1875), p. 41; 6 (1876), p. 7; 8 (1877), p. 262; 

Encyklop. d. math. Wiesen.ch. ill 1. 29 
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gibt es fiir ebene Systeme drei (si'I'IfJUZiire Korre1ationen)u1). Zwei 
sind zueinander, die dritte ist sich selbst reziprok. 

1m ersten Fall gibt es in jeder Ebene einen singulii.ren Punkt P, 
dem jede g der anderen entspricht (eentrale Ausartung); ferner sind 
die Buschel durch P und P' projektiv so zugeordnet, daB jeder g 
durch P jeder Punkt der entsprechenden g' durch P' entspricht. 
Durch das Punktepaar und die Projektivimt der Biischel ist die Korre
lation bestimmt. Der zweite Fall ist, wie bereits erwii.hnt, zum ersten 
reziprok (axiale Ausartung). 1m dritten Fall gibt es in jeder Ebene 
einen singulii.ren Punkt P resp. P, dem aUe Geraden der anderen Ebene 
entsprechen, und durch ihn eine singuliire Gerade k resp. 11:, der alle 
Punkte der anderen Ebene entsprechen. Uberdies entspricht jetzt jedem 
Punkt von k jede Gerade durch P und umgekehrt. Dieser Fall steUt 
also eine Kombination der beiden vorigen dar (eentraZ-axiale Aus
artung) j er wird als Ausartung eweiter Art bezeichnet, im Gegensatz 
zu den beiden vorstehenden Ausartungen erster ArttG8). 

Fiir raumliche reziproke Systeme 1I6D)' X und X' gibt es drei ver
s,chiedene Typen von Ausartungen. Ausartungen erster Art existieren 
drei; zwei, die eentrale und planare, sind zuemander, die dritte ist 
zu sieh selbst dualistisch. Bei der zentralen existiert in .E und X' 
je ein singularer Punkt P resp. P', dem alle Ebenen entspreehenj die 
Biindel P und P' sind reziprok, und jeder Evon P entsprechen alle 
Punkte des ihr zugeordneten Strahles e' von P. Die planare Aus
artung ist hierzu wieder dualistisch. Bei del" dritten Ausartung, der 
axialen, gibt es je eine singuliire g resp. g', der alle Geraden ent
sprechen. Die Punktreihen und Buschel auf g und g' sind projektiv, 
und jedem Punkt A von g entsprechen alle Ebenen durch A' und 
jeder Ebene durch 9 alle Punkte auf g'. 

Ann. di mat. (2) 6 (1877), p. 263; vgl. aueh B. Sturm, Math. Ann. 12 (1877), 
p. 261 u. 270. 

267} Diese ergeben sieh aueh, indem der ell eines Polarsystems degeneriert, 
vgl. Hirst Anm. 266. Das Analoge gilt fUr die rl!.umliehen AUBartungen. 

268) Die geometrische und analytiBche Ableitung der AUBartungen decken 
Bich nieht vollstltndig. (Nltheres bei O. Lurlwig.) Eine ersehOpfende Aufzlthlung 
gaben G. Loria, Giorn. di mat.·22 (1884), p. 1 und O. Segre, Rom Line. Mem.. (3) 19 
(1884), p. 127, auf Grund der Theorie der bilinearen Formen (IllB 2), und zwar 
fiir den B... Man kann die so definierbaren Ausartungen geometrisch dadureh 
erzeugen, daJ3 man z. B. in der Ebene bei ,den Vierecken und Vierseiten, die 
die Korrelation bestimmen, Punkte oder Seiten zusammenfallen IltBt, und analog 
im Raum; vgl. z. B. Beye, Geometrie der Lage 2 (1907), p. 20 u. 35. 

269) ..4. Hirst, London Math. Soc. Proc. 6 (1874), p. 7; 21 (1890), p. 92. V gl. 
auch G. del Prete, Lomb. 1st. Rend. (2) 30 (1897), p. 400, wo sieh eine methodische 
Aufzahlung fiir den B,. findet. 
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Ausartungen zweiter Art gibt es dreij sie entstehen so, daB die 
genannten Projektivitaten selbst ausarten; sie bilden zugleich die Kom
bination der vorstehenden. Hirst bezeichnet sie als zentral-axiale, 
planar-axiale und zentral-planare Ausartung. Eine ist sich selbst, die 
beiden anderen sind zueinander reziprok. Von den beiden letzten ent
hlnt die eine je einen singularen Punkt P, P und durch ibn je einen 
singuliiren Strahl 9 resp. g', so daB ihnen alle Strahlen oder Punkte 
der anderen Ebene entsprechen. Die Punktreihen und die Ebenen
biischel um 9 und g' sind wieder projektiv, und jeder dieser Ebenen IX 

entsprechen aIle Punkte von a' usw. Die andere ist, wie bereits er
wahnt, zu ihr reziprok. Fiir die dritte existiert je eine singuliire 
Ebene E resp. l, in ihr ein singularer Punkt P resp. P', sowie je ein 
singularer Strahlenbiischel mit P und P' als Mittelpunkt; die beiden 
Biischel sind projektiv, so daB jedem Punkt A eiaes Strahles a aIle 
Ebenen a' durch a' und umgekehrt entsprechen. Endlich gibt es noch 
eine Ausartung dritter Art (die zentral-planar-axiale Ausartung); fiir 
sie gibt es in ~ einen singularen P, eine singulare g und eine singulare E, 

so daB P, g, E vereinigt liegen und ihnen alle Ebenen, Geraden und 
Punkte von I,' entsprechen, und analog ist es fiir 2:' 270). 

Die oben genannte allgemeinere Bedeutung dieser Ausartungen 
ist die, daB sie fur die Theorie der Kollineation und Korrelation eine 
ahnliche Rolle spielen, wie die ausartenden Cg und Fll fiir das Cha
rakteristikenproblem (Zeuthen III C 3, Nr. 27)271). Insbesondere gilt 
dies fiir die Pro bleme der Anzahlgeometrie, also fiir die Aufgabe, die 
Anzahl der Korrelationen zu ermitteln, die gewissen vorgegebenen 
Bedingungen genugen. Fur ebene Korrelationen hat T. A. Hirst 272) 

dies Problem vollstandig erledigt. Die Bedingungen, die eine ebene 
Korrelation festlegen, zerfallen in einfache und doppelte. Ein Paar 
entsprechender A, a' resp. b, 13' stent eine doppelte, also doppelt zu 
zahlende Bedingung dar, ein Paar konjugierter Punkte oder Strahlen 
eine einfache. 1st k, l, m, n die Zahl solcher Elementenpaare, die eine 
Korrelation festlegen Bollen, so ist t1 = 2k + 2l + m + n = 8; die 
Gruppe (k, 1, m, n) heiBt die Signatur der Beziehung. 

270) Die Zahl der allgemeinen Bedingungen einer Kollineation reduziert 
sich bei den Ausartungen von 15 auf 14, 13, 12. 

271) Diese Beziehung kommt auch in folgendem zum Ausdruck. Wird 
eine c! oder eine F'J. einer ausgearleten Kollineation unterworfen, so entsteht 
ein ausgeartetes Gebilde zweiter Ordnung. Ebenso ist es, wenn man bei einer aus
gearteten Korrelation beide Ebenen (oder Raume) zu einem Polarsystem vereinigt. 

272) London Math. Soc. Proc. 5 (1874), p.40; vgl. auch Ann. di mat. (2) 6 
(1874), p. 260. 

29* 
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1st die Zahl f1 der Bedingungen gleich 7, so gibt es unter den 
001 zugehorigen Korrelationen stete gewisse Ausartungen; ihre Zahl 
und Art hat Hirst fUr jede mogliehe Signatur (k, l, m, n), die bei 
7 Bedingungen auftreten kann, bestimmt. Mit ihrer Hilfe liiBt sich 
die oben. genannte Frage nach der Anzahl der jeder einzelnen Signatur 
bei 8 Bedingungen zugehOrigen Korrelationen beantworten. 1st E 
die Enveloppe aller Geraden der einen Ebene, die fur aIle 001 Korre
lationen einem Punkt der anderen entsprechen, und c der Ort aller 
Punkte, die in der einen Ebene einer Geraden der anderen entsprechen, 
so hangt die Klasse 1.£ von E und die Ordnung v von c mit den Aus
artungen durch die aus der Charakteristikentheorie bekannten Formeln 
(ZeJUthen III C 3, Nr.27) 

1.£ = 2v -:It, V = 21.£ - A. 

zusammen, wenn :It und A. die Zahl der vorhandenen Ausartungen 
mit singulii.rem Punkt und singuHi.rer Geraden darstellen. Anderer
seits lief em f£ und v zugleieh die Zahl der Korrelationen fur die
jenigen 8 Bedingungen, die durch Hinzufugen eines Punktepaares oder 
Geradenpaares zu den 7 gegebenen entstehen, also fUr die Signaturen 
(k, l, m + 1, n) und (k, l, m, n + 1). In dieser Weise hat Hirst das 
Problem der Korrelationen fiir aIle Signaturen erledigt. 1st n = 0, 
so ist die Zahl der zugehOrigen Korrelationen immer gleich 1 j die 
Korrelation ist daher linear konstruierbar. Ausgenommen ist nur die 
Signatur (2 2 0 0), fur die eine Korrelation uberhaupt nicht existieren 
kann. Einzelne dieser FaIle waren iibrigens schon vorher von 
H. Schroter behandelt worden 278). 

Spater hat Hirst das Problem noch in anderer Form behandelt274.). 
Er geht von den 002 Korrelationen aus,. die dureh seeks Bedingungen 
bestimmt werden. Unter ihnen befinden sich 001 zentrale und 001 axiale 
Ausartungen, sowie (im allgemeinen) eine endliche Zahl von Aus
artungen zweiter Art. Zu jeder dieser beiden Seharen von Aus
artungen erster Art gehoren wieder zwei Charakteristiken. Es sei A.p 

die Zahl der axiaIen Ausartungen, fur die noch ein weiteres Punkte
paar konjugiert ist (also zugleieh die Klasse der Kurve der einen 
Ebene, die. fur aile die 001 axialen Ausartungen einem Punkt der 
anderen entspricht) und it, die Zahl der axialen Ausartungen, fUr die 
noch ein weiteres Geradenpaar konjugiert ist (also die Ordnung der 
Kurve, die jeder Geraden einer jeden Ebene in der anderen zugehOrt). 
Sind dann :ltp und :It, die entsprechenden Zahlen fur die zentralen 

273) Journ. f. Math. 62 (1863), p. 215. 
274) London Math. Soc. Proc. 8 (1877), p. 262 



10. Auageartete Projekti,vitaten und Korrelationen. 441 

Korrelationen, so bestehen die Gleichungen 

21/ = Ap +.f}, 2np = 1£, +-B-, 
wenn -B- die Zahl del' Korrelationen zweiter Art bedeutet. 

Andererseits liefern die Zahlen A, und 1p zugleich die Werte von 
1 fur gewisse Signaturen bei sieben Bedingungen. Dies bewirkt, daB, 
wenn .f} bekannt ist, alle Werte von A aus gewissen von ihnen be
stimmt werden konnen, nitd zwar genugt es, dies fur sechs Signaturen 
zu tun, fur die die Bestimmung auBerordentlich einfach ist. Ebenso 
ist es fur die Werte von n. 

Das analoge Problem der raumlichen Korrelation ist von Hirst 
und P. Visalli bearbeitet worden. Man hat hier vier Arten von Be
dingungen zu unterscheiden. Konjugierte Punkte, Geraden oder Ebenen 
stellen einfache Bedingungen dar; eine Gerade, die einem Punkte 
oder einer Ebene konjugiert ist, liefert aine doppelte Bedingung; ent
sprechende Punkte und Ebenen eine dreifache und entsprechende Ge
raden eine viet-fache. Es sind 15 einfache Bedingungen notig, urn 
eine resp. eine endliche Zahl von KorrelatioD€lD festzulegen. Die 
weiteren Untersuchungen sind denen fiir ebene Systeme analog. Bei 
14 Bedingungen gibt es je eine endliche Zahl zentraler, planarer und 
axialer Ausartungen - sie seien A, n und "" -, sowie ferner drei 
Charakteristiken tt, v, Q; sie stellen die Klasse der Developpablen, die 
Ordnung der Raumkurve, Bowie den Grad der Regelflache dar, die 
fiir aIle 001 zugehOrigen Korrelationen je einem Punkt einer Ebene 
oder einer Geraden zugeordnet sind. Sie Hefern also zugleich die 
Anzahl der Korrelationen, die sich ergeben, wenn man die beziigliche 
Signatur um ein Paar konjugierter Punkte, Ebenen oder Geraden ver
mehrt. Endlich geIten fiir sie und die Zahlen 1£, 1, t/J, die aus der 
Charakteristikentheorie der F2 bekannten Relationen (Zeuthen III C 3, 
Nr.28). Analog ist es fiir die Systeme von 13 und 12 Bedingungen 
und die Ausartungen zweiter und dritter Art. 

Hirst 275) ist so vorgegangen, daB er analog zu seiner zweiten 
Behandlung des ebenen Problems zunachst den Fall von 12 Bedingungen 
ins Auge faBte, die Anzahl der zugehOrigen Ausartungen dritter Art 
bestimmte, und von hier aus die FaIle von 13,14 und 15 Bedingungen 

275) London Math. Soc. Proc. 6 (1876), p. 7 u. 21 (1890), p. 92. Die erate 
Arbeit enthalt nur eine kurze vorlaufige Mitteilung. ttbrigens hangen Ruch die 
Arbeiten von R. Sturm in Math. Ann. 12 (1877), p.254 enge mit diesem Problem 
zusammen (Nr.16); doch sttitzt sich die auafiihrliche Hirstsche Darstellung nicht 
mehr auf die Sturmschen Resultate. 
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erledigte. Er beschriinkt sich freilich in seiner Darstellung im wesent
lichen auf einfache Bedingungen 276). 

Dagegen hat Visalli277) den direkten Weg eingeschlagen. Er 
hat auf Grund eigener Reduktionsmethoden die charakteristischen Aus
artungen fur 14 und 13 Bedingungen direkt ermittelt und von hier 
aus die zugehorigen Charakteristiken des Problems bestimmt. 1m 
Gegensatz zu Hirst hat er auBer den einfachen such die dreifachen 
Bedingungen in Betracht gezogen und dies en Teil des Problems ein
gehend erledigt. 

16. Das Problem der Projektivitat. Bei G. K. O. v. Staudt 278) 

erscheint zuerst eine Aufgabe, die verallgemeinert zum Problem der 
Projeldivitiit fuhrt. Sind in E und c' je vier resp. fiinf Punktepaare 
AA', BE', ... gegeben, und werden die A, B, ... in Emit P verbun
den, so soIl man P' so tinden, daB 

P(AB . .. ) nP'(A'B' . .. ) 
ist. Fur vier Punktepaare ist der Ort von P' entweder eine Gerade 
oder ein °2 ; er wird von allen Punkten gebildet, die mit A' B' 0' D' 
dasselbe Dv bestimmen, wie P mit ABOD. Fur funf Punktepaare 
gibt es daher zu P nur einen Punkt P" wie bereits von Staudt an
gegeben wurde 279). Sind sechs Punktepaare AA', . .. gegeben, so 
kann man nsch den Punktepaaren P, P' fragen, die mit ihnen pro
jektive Buschel bestimmen; sie erfullen nach Cltasles in E und E' je 
eine os; fur sieben Punktepaare endlich gibt es noch drei solcher 
Paare P, P', wie zuerst von Ohasles angegeben wurde ISO). 

Eine tiefere Erorterung des Problems der Projektivitat begriindete 
R. Sturm 281), indem er auch diejenigen Punkte und Gebilde ins Auge 
faBte, fur die die Losung ausartet. Wenn fiir n = 4 der Punkt P 
in einen der Punkte A, B, 0, D hineinfailt, so entspricht ihm noch 

276) Hirst gibt einen Hinweis, wie man die mehrfachen Bedingungen 
auf die einfachen zuriickfiihren kann. 

277) Rom Ace. Linc. Mem. (4) 3 (1886), p. 897. 
278) Geom. d. Lage, p. 147. 
279) M. Chasles hat spater den analogen Fall fur sieben Ebenen eines 

Buschele a1s Aufgabe gestellt, Nouv. Ann. 14 (1855), p. 211. Eine Losung gab 
alsbald Poudra, ebenda, p. 310; 15 (1856), p. 161. Die Konstruktion fiir funf 
Punktepaare wurde von H. Schroeter vereinfacht, Zeitschr. Math. Phys. 35 (1890), 
p.59. 

280) Nouv. Ann. de math. 14 (1855), p.50, wo Chasles das Theorem als 
Aufgabe stellte. Losungen geben Paudra, ebenda, 15 (1856), p. 50 und H. de 
Jonquieres, 17 (1858), p. 399. Vgl. auch L.Cremona, Nouv. Ann. 20 (1861), p.453 
und K. Kiippet·, Rozpravy 6, Nr. 21 (1897), sowie Ed. Weyr, ebenda 8 (1899), Nr. 24. 

281) Math. Ann. 1 (1869), p. 633. 
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jeder Punkt P' von 8'. Analog entspricht fur n= 5 dem Punkt A 
von E in 8 ein c2', und zwar derjenige, der durch 13' (J D' E geht, 
und fiir dessen Punkte P' das Dv P' (B' 0' D' E') gleich dem Dv 
A(BODE) ist. Jedem del' beiden Kegelschnitte von E und l, die 
durch die gegebenen fiinf Punkte gehen, entspricht iiberdies ebenfalls 
derselbe Punkt del' anderen Ebene; ist Q' diesel' Punkt in 8', so ist 
er zugleich gemeinsamer Schnittpunkt del' fUnf ebengenannten Kegel
schnitte, und analog ist es fiir E 282). Sturm nennt ihn den mit den 
gegebenen fiinf Punkten verbundenen Punkt. Wie er spateI' bewiesen 
hat, sind auch die nach den verbundenen Punkten gehenden Strahlen 
entsprechende Strahlen del' beiden StrahlbiischeI 28S). 

Das Problem der Projektivitat wurde von H. Muller 284) auf den 
Raum iibertragen, und zwar in folgender Weise. Zu n Punktepaaren 
A.A/ soil man solche Geraden g, g' finden, die mit den Punktgruppen 
projektive Ebenenbiischel bilden. Diese Aufgabe hat Muller bis zum 
Wert n = 7 erledigt. Die Untersuchung beruht darallf, daB aile Ge
raden, die mit vier Punkten ABOD vier Ebenen a{3r~ von konstantem 
Dv bestimmen, einen tetraedralen Komplex @:2 bilden. Hierin ist zu
gleich die Losung des Problems fiir n = 4 enthalten 285). Jeder Geraden 
g von 2J entspricht also ein solcher Komplex (£2' von ~'. Wie 
R. Sturm bemerkte21S), entspricht einer Geraden g' dieses Komplexes 
in 2J ein Komplex 1r2' der g enthalt; diese Komplexe sind also in 
der Weise adjungiert, daB @:2' zu jeder Geraden von (£2 und @:2 zu 
jeder Geraden von 1r2' gehOrt. Fiir n = 5 bilden daher die zu einer 
gegebenen Geraden g gehorigen g' noch das Sekantensystem einer Cs 
und fUr n = 6 ein H2 ; ihnen ist wieder in I' ein analoges Sekanten
system und ein analoges H 2' so adjungiert, daB je zwei ihnen angehOrige 
Geraden mit den Ai und A; projektive Buschel bestimmen. Fiir 
n = 7 existiert zu g im allgemeinen noch eine Gerade g'. 

Auch hier hat Sturm die Ausartungen und die ausgezeichneten 
Gebilde naher in Betracht gezogen. Falls die Gerade g durch einen 

282) Die bei fiinf gegebenen Punktepaaren durch die Paare P, J.Y bestimmte 
Verwandtscbaft (eine ~8) hat R. Sturm ebenfalls naher untersucht Math. Ann. 1 
(1869), p. 533. Einer Geraden entspricht im allgemeinen eine cs , die jeden der 
gegebenen fiinf Punkte, sowie den mit ihnen verbundenen Punkt als Doppelpunkt 
hat; einer cS ' die durch diese sechs Grundpunkte geht, eine analoge cg'. Sturm 
macht don auch Anwendungen auf die Konstruktion einer F~. 

283) Math. Ann. 22 (1883), p. 571. 
284) Math. Ann. 1 (1869), p. 413. 
285) Diese Aufgabe wurde bereits (in reziproker Form) von Steiner gestellt; 

vgl. Werke 1, p. 442 (die p. 627 von H. Schroeter hinzugefiigte Anmerkung ist 
freilich irrig). 
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der gegebenen Punkte A, geht oder in die Verbindungslinie ~A,t zweier 
solcherPunkte rant, treten in der Weise Ausnahmen em, da6 ihnen 
eine hOhere M annigfaltigkeit yon Geraden g' entspricht.. AIle diese 
Ausnahmen Bowie die durch die zugehOrigen Geraden 0' gebildeten 
geometrischen Orter hat R. 8turm Sl4) ausfiihrlich untersucht. 1st z. B. 
n = 6, so entsprechen einer Geraden a, die durch einen Punkt ~ 
geht, noch aIle Geraden a' yon X', die ihr in bezug auf die ubrigen 
funf Punkte A,t zugeordnet sind, also das Sekantensystem einer Cs'; 
ebenso entsprechen der V erbindungslinie ~.A., noch aIle Geraden, die 
ihr bezuglich der ubrigen vier Punkte Ai zugeordnet sind, also ein 
Komplex (£9'. Besondere Gesetze bestehen auch fUr die Geraden, die 
eine der Verbindungslinien A,A,t tre:ifen, sowie fUr die Gebilde, die 
durch die gegebenen Punktgruppen ganz oder teilweise bestimmt sind. 
So entsprechen im Fall n = 6 aIlen Sekanten der durch die sechs 
Punkte Ai bestimmten Cs in X' nur. die Geraden eines H t ' und im 
Fall n = 7 entspricht den Geraden eines jeden HI' das durch die 
sieben gegebenen Punkte Ai geht, in:1:' nur eine einzige Gerade. 
Diese Gebilde beherrsehen die Eigenart der einander in X und X' 
entsprechenden geometrischen Orter. 

Sturm hat auch die Ausdehnung auf n 2: 8 gegeben '86). FUr n = 8 
gibt es noch je einen Komplex (£, und (£;, dem die Geradenpaare 0, g' 
angehoren konnen; fiir n = 9 existiert je eine Kongruenz sechster 
Ordnung und 10. KIasse; fUr n = 10 je eine geradlinige F,o; endlich 
existieren fUr n = 11 noch 20 einander entsprechende Geradenpaare. 
Auch hier hat Sturm die zwischen diesen Gebilden bestehenden Ver
wandtschaften sowie ihr Verhalten zu den gegebenen Punktgruppen 
und den durch sie bestimmten ausgezeichneten Gebilden eingehend 
untersucht. 

Sturm hat das Problem der Projektivitiit alsbald auch auf Grund
gebilde zweiter Stufe ausgedehntj zunachst so, daB zu n Punktepaaren 
Ai~' Punkte S, S' gesucht werden, so daB S(Ai) " S'CA,') ist, und 
deren Verwandtschaft diskutierl 187). FUr n = 5 stiitzt sich die Losung 
einerseits darauf, da6 man die Riiume JJ und X' kollinear so auf
einander beziehen kann, daB man die Punkte A. und A,' einander 
entsprechen laBt, und andererseits auf dasProblem der riiumlichen 

286) Math. Ann. 6 (1873), p. 518. Dort wird auch die im Fall n = 7 vor
handene im allgemeinen eineindeutige Verwandtschaft zwischen g und g' ein
gehend untersucht. 

287) Math. Ann. 10 (1876), p. 117. FUr gewisse durch die Punkte .A. und 
.A.' bestimmte Gebilde treten wieder Ausnahmen ein, die die Besonderheit dar 
zwischen 8 und 8' bestehenden VerwandtBchaft charakterisieren. 
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Projektivitat. So ergibt sich zu jedem 8 noch eine raumliche cs' von 
Punkten 8', und zwar diejenige, die der durch 8 und die Punkte A, 
gehenden as bei der kollinearen Beziehung entspricht, so daB die 
beiden kollinearen Kurven Cs und cs' den Ort der Punkte 8, g abgeben. 
Fur n = 6 erfullen die Paare S, S' je eine F jU fur n = 7 existieren 
nur noch vier geeignete Paare S, 8'. 

Sp1i.te~ hat R. Sturm 288) dem Problem noch folgende Verall
gemeinerung erteilt, die hOchste, die hier erreichbar ist. Seien in .1J 
gegeben k Punkte Ail Z Geraden bil in I' k Geraden a/, Z Punkte 
B/, ferner m Punktepaare 0" 0;,' und n Geradenpaare dil a,', so 
suchtman solche Punkte 8, S' (assoziierte Punkte) als Mittelpunkte 
kollinearer Bundel, so da1\ 8(A., bl:) ']I; S'(a/BD ist, jeder Strahl 80, 
I·esp. 8' 0,' in der dem anderen entsprechenden Ebene liegt, und jede 
Ebene S d; resp. 8' d/ durch den der anderen entsprechenden Strahl 
geht. Es mu1\ 

8 < 2k + 2Z + m + n s: 14 

sein. Die Zahlen k, Z, m, n bilden die Signatur des Problems. Fur 
die Zahl 8 ist im allgemeinen jedem Punkt 8 noch jeder Punkt S' 
assoziiert. FUr (/ = 9, 10, 11 ergibt sich zu jedem Punkt Seine 
FI1i.che, eine Kurve, Bowie eine endliche Zahl von Punkten. Fur 
(/ = 12, 13, 14 ergibt Bich als Ort der Punkte S, die in I' assoziierle 
Punkte besitzen, noch je eine FI1i.che, eine Kurve, und eine endliche 
Zahl von Punkten. 

Bei der Behandlung aller dieser Probleme hat sich Sturm der 
Methoden bedient, die T. A. Hirst fur die verwandten Fragen bei den 
in Nr. 15 erorterten Aufgaben benutzt hat. Er Btutzt sich gleichfalls 
auf die jeder Signatur entsprechenden Charakteristiken, die zu ihr 
gehorigen Ausartungszahlen und die sie verbindenden Relationen. 
Die Charakteristiken stellen wieder die Anzah! der Kollineationen 
dar, die bei Hinzufiigung eines weiteren Punktepaares oder Ebenen
paares auftreten; sie lief ern unmittelbar die Gradzahlen der gesuchten 
geometrischen arter. Z. B. bestimmen die beiden Charakteristiken, 
die dem Fall (/ = 8 und der Signatur (klmn) entsprechen, die Ord-· 
nung der FI1i.che der Punkte S', die fur (/ = 9 und die Signaturen 
(k, 1, m + 1, n) und (k, Z, m, n + 1) dem Punkt S assoziiert sind. 
Analog kann auch die Vielfachheit der auf den einzelnen geometrischeu 
Ortern liegenden ausgezeichneten Gebilde ermittelt werden 1189). 

288) Math. Ann. 12 (1877), p. 254-
289) V gl. auch S. Kantor, Wien Denkschr. 42 (1883), p. 83; P. Yisalli, 

Rom Linc. Mem. (4) 3 (1886), p. 897. 
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Nach den gleichen Methoden hat Sturm spater auch das Problem 
der raumlichen Projektivitat ement und zugleich in allgemeinerer 
Fassung in Angriff genommen. Es liUH sich namlich dahin ver
allgemeinern, da.6 au.6er Punktepaaren A, A', . .. auch Ebenenpaare 
a, a', . .. gegeben sind, und die Geraden g, g' so bestimmt werden, 
da.6 die Buschel 

g(.A. ... ) 7t g(A' ... ) und zngleich g(a ... ) n: (g'(a' ... ) 

sind; sind k Punktepaare und l Ebenenpaare vorhanden, so ist 

7 <k + l < 14. 

Auch diese Aufgabe hat Sturm 290) nach den Hirstschen Methoden 
ausfuhrlich behandelt. 

17. Die Abtrennung der Metrik durch K. G. C. v. Staudt und 
der Fundamentalsatz 291). Staudt 292) hat sich das Problem gestellt, das 
Lehrgebaude der projektiven Geometrie aufzubauen, ohne sich auf 
metrische Begriffe von Strecken und Winkeln zu stutzen, also auch 
unabhangig von dem grundlegenden Begriff des Dv 293). Er hat das 
bleibende Verdienst, in bahnbrechender Weise dies Problem der Losung 
entgegengefdhrt zu haben. Indem er sich teils ausdrucklich, teils 
stillschweigend nur auf solche Annahmen stutzt, die die blo.6e Lage 
und Anordnung von Punkten, Geraden usw. betreffen, gelingt es ihm 
- und darin besteht eine Hauptleistung - den Satz, daJ3 die Dia
gonalen eines vollstandigen Vierseits einander harmonisch teilen, aus 

290) Math. Ann. 16 (1879), p. 407. 
291) Hier wird, wie auch sonst in diesem Artikel, stets der gewohnliche 

Euklidische Raum als Operationsobjekt angenommen. Doch sind die geo
metrischen Tatsachen, die in dem Staudtschen Beweis des Fundamentalsatzes 
die Gmndlage bilden, vom Parallelaxiom unabbangig und damit auf die nicht
euklidische Geometrie iibertragbar, wie von F. Klein in seiner Kritik des Staudt
schen Beweisganges alsbald hervorgehoben wurde (vgl. das Zitat in Anm. 296). 

Eine eingehende Erortemng aUer Tatsachen prinzipieller Natur, die fiir 
den Fundamentalsatz wie iiberhaupt fUr die projektive Geometrie die grund
legenden Voraussetzungen darsteUen, sowie ihrer gegenseitigen Beziehungen gibt 
Enriques ill AB 1, Nr.17-21. Die obige DarsteHung ist deshalb wesentlich 
historisch gehalten. Sie beschrankt sich auf eine ausfiihrliche Erortemng des 
Staudtschen Gedankenganges, sowie auf die Darlegung der Kleinschen Kritik 
und auf die Arbeiten, die sich unmittelbar an sie angeschlossen haben. 

292) Geom. d. Lage; fiir das Folgende vgl.besonders p. 40-51. Eine Dar
steHung des StaudtschenEntwicklungsganges findet sich auch bei H. Pfaff, Neuere 
Geometrie. Vgl. auch E. Neumayr, Innsbruck Ber. 9 (1879), p. 144. 

293) VgI. auch Anm. 28. Die Tatsachen, die Staudt zugrunde legte, be
zeichnet man jetzt nsch D. Hilbert als Axiome der Verknupfung und der An
ordnung, vgl. seine Gmndlagen der Geometrie 1903, p. 2 if. 
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'den einfachen Schnittpunktssatzen des Raurnes zu beweisen. Seine 
Betraehtung giht auch sofort den Satz, daB die harmonischen Punkte 
in zwei Paare gleiehbereehtigter zerfailen, die einander trennen, und 
daB aIle diese Eigensehaften bei Projektiou erhalten hleiben, also pro
jektiv invariant sind 294). Staudt definiert nun die projektive Beziehung 
dadureh, daB sie eineindeutig ist, und daf3 harmonischen Elementen 
wieder harmonische Elemente entsprechen. Urn die ZuUissigkeit dieser 
Definition darzutun, ist zu zeigen, daB die projektive Beziehung dureh 
drei Paare entspreehender Punkte bestimmt ist, resp. daB in zwei ver
einigten projektiven Punktreihen aile entspreehenden Punkte zllsarnrnen
failen, wenn dies ffir drei del' Fail ist. Del' Beweis dieses Funda
mentalsatzes der projektiven Geometrie ist nur fiir den Fail zu fiihren, 
daB keine Strecke bekannt ist, deren samtliche Punkte sieh selbst ent
sprechen; Staudt ffihrt ihn, indem er zunachst zu den drei Doppel
punkten in unbegrenzter Zahl andere als vierte harmonisehe kon
struiert und nun wie folgt argumentiert. Wfirden die Gebilde keine 
stetige Aufeinanderfolge von Elementen gemein "/laben, so wiirde, wenn 
A und B solche zwei aufeinander folgenden Elernente sind, daB die 
Strecke AB keine weiteren Doppelpunkte enthielte, auf ihrer Er
ganzungsstrecke doch rnindestens noeh ein Doppelpunkt existieren, 
was einen Widerspruch darstellt. 

F. Klein wies in seinen Arbeiten iiber die nichteuklidische 
Geometrie 295) darauf hin, daB del' Staudtsehe Beweis Liicken enthait, 
und daB VOl' ailem die Notwendigkeit besteht, auch in die projektive 
Geometrie den Begriff des Grenzpunktes einzufiihren. Es ware narnlich 
an sieh durchaus moglich, daB die Reihe del' von Staudt konstruierten 
harrnonischen Elemente, obgleich unbegrenzt, docb in gewisse Strecken 
nicht eindringt 296). Urn dies auszuschlieBen, fiibrte Krein folgende 
Voraussetzung ein: 1st auf del' Geraden eine unendliche Reihe von 
Punkten gegeben, die in eine Strecke nicht eindringt, . soil es gestattet 
sein, von einem Grenzelement, dem die Reihe zustrebt, als einem v6Ilig 
bestimmten Punkte zu sprecheu; es muB also die in del' gewohnliehen 

294) In neuerer Sprechweise heiBt dies, daB der Begriff "zwischen" pro
jektiv invariant ist. 

295) Math. Ann. 6 (1873), p. 139; 7 (1874), p. 551. 
296) Auf Grund unserer heutigen Kenntnisse fiber Punktmengen (Schoen

flies I A 5) kann man sagen,· daB ein Grundirrb'lm Stotudts darin besGeht, ohne 
weiteres von "aufeinander folgenden" Punkten zu sprechen, zwischen denen keine 
anderen der von ihm konstruierten Punkte liegen. Es gibt sowohl iiberall dichte, 
wie nirgends dichte unendliche Punktmengen, ffir die aufeinander folgende Punkte 
iiberhaupt nicht existieren. Ganz auders ist es, wenn man die Punktmengen 
auf Grund des Kleinschen Postulats in abgeschlossene Mengen verwandelt. C 



448 ill ABo. A. Schoen flies. Projektive Geometrie. 

Geometrie vorhandene Stetigkeit auch fUr die Grundgebilde der pro
jektiven Geometrie zugrunde gelegt werden. Eine zweite V oraussetzung, 
die er hinzufiigte, war die, daB er die projektive Besiehung von vorn
herein als eine stetige einfuhrte; falls also in der Reihe der harmo
nischen Elemente Grenzelemente der eben genannten Art auftreten, 
so soUten sie der Reihe zugezahlt werden 297). Auf Grund davon 
lliBt sich der Beweis des Fundamentalsatzes in der Tat durchfiihren. 
Ein exakter Beweis, daB Kleins erste V oraussetzung die Existenz einer 
Strecke ausschlieBt, in die man mit der fortgesetzten Konstruktion 
harmonischer Punkte nicht eindringt, ist alsbald von H. Liiroth 
und H. G. Zeuthen gegeben worden 295). Er beruht darauf, daB zwei 
Punktepaare AB und Al B1, die zu demselben dritten Paar harmonisch 
sind, einander nicht trennen, und daB, wenn A1 eine Punktreihe A; 
mit A als Grenzpunkt durchlauft, der Punkt Bl eine Punktreihe B. 
mit B als Grenzpunkt durchlauft 298). Hieraus ergibt sich bereits, 
daB die Doppelpunkte jedenfalls uberall dicht liegen, und auf Grund 
der zweiten Kleinschen Voraussetzung folgt alsdann der Fundamental
satz selbst. 

Einen weiteren Fortschritt verdankt man G. Darhoux'J99). Man 
kann namlich die zweite Kleinsche V oraussetzung, also die Stetigkeit 
der projektiven Beziehung auch durch die Forderung ersetzen, daB 
die Anordnung der Elemente bei ihr erhalten bleibe, daB also Punkten, 
die eine Folge bilden, Punkte entsprechen, die ebenfalls eine Folge 
bilden 300). Dies lliBt sich aber alseine Konsequenz der Staudtschen 
Definition erweisen, so daB jene Voraussetzung iiberfliissig wird. Denn 
sonst konnte es zwei Gruppen von vier entsprechenden Punkten ABOD 
und A'B'C'D' geben, die so in je zwei Paare zerfallen, daB die einen 
einander trennen, die anderen nicht; es konnte dsher nur fiir die eine 
Punktgruppe ein reelles zu beiden Paaren harmonisches Paar geben. 
Darboux stiitzt dies auf das Argument, daB zwei Pnnkte, die einen 
Kreis im gleichen Sinn so durchlaufen, daB der eine sich zuerst hinter 

297) Ubrigens hat auch Staudt die Stetigkeit der projektiven Beziehung 
bereits in Betracht gezogen. Bei ihm erscheint sie freilich als Folge des Fun
damentalsatzes, unter Benutzung der Kette von Perspektivitaten, durch die 
man zwei gegebene projektive Punktreihen verbinden kann: vgl. Geometrie der 
Lage, p. 55. 

298) Dies ist eine unmittelbare Folge davon, daB die Anordnung bei der 
Projektion erhalten bleibt; vgl. z. B. Pasch, Neuere Geometrie, p. 90. 

299) Math. Ann. 17 (1880), p. 55. V gl. hierzu auch F. Schur in Math. Ann. 
18 (1881), p. 252. 

300) Auf diese Formulierung hatte ebenfalls bereits F. Klein hingewiesen, 
Math. Ann. 7 (1874), p. 587. 
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und spater vor dem anderen befindet, notwendig einmal zusammen
fallen. Hieraus kann dann der Fundamentalsatz leicht geschlossen 
werden und zwar folgendermaBen. Gabe es zwei homologe Punkte X, X', 
die nicht identisch sind, so konnte man drei Doppelpunkte A, B, C 
so wahlen, daB A und B zwischen X und X' liegen, und X' zwischen 
B und C. Die Punkte Y und Y', die beziiglich AB zu X und X' 
harmonisch sind, fallen dann zwischen A und B. Es wiirden mithin 
X Y und B 0 einander trennen, wahrend X' Y und BO es nicht tun 301). 

Der Fundamentalsatz kann in del' gleichen Weise bewiesen wer
den, falls man Cremonas Definition der projektiven Beziehung zugrullde 
legt, die eine Folge von zwei Perspektivitaten benutzt, ebenfalls von 
jeder metrischen Beziehung frei ist (Nr. 8) und ebenfalls den gewohn
lichen Stetigkeitsbegriff zugrunde legt. So verfahrt J. Thomae 302). 

Die Erhaltung der Anordnung ist in diesem Fall eine unmittelbare 
Folge der Definition. De~ Beweis ergibt sich hier in einfacher Weise 
so, daB man den Fundamentalsatz von vornherein nul' als Existenz
theorem auffaBt, und von dem konstruktiven Teil des Beweises, wie 
er bei Staudt vorhanden ist, ganz absieht. Ais Grundlage reicht dann 
die oben von Darboux benutzte Tatsache aus, daB, wenn ein die Gerade 
durchlaufendes Element ein anderes iiberholt, beide not wen dig eiumal 
zusammenfallen. 

Man hat endlich auch die Moglichkeit, den Aufbau der projektiven 
Geometrie mit der Theorie der ebenen Kollineation zu beginnen 303) und 
zu zeigen, daB in kollinearen vereinigten Ebenen aIle entsprechenden 
Punkte zusammenfallen, falls es vier Paare tun. Hierzu kann die 
1Jfobiussche Netzkonstruktion benutzt werden, die das genaue Analogon 
der unbegrenzten Konstruktion vierter harrnonischer Punkte ist, falls 
man sie ebenfalls noch durch Hinzunahme des Begriffs des Grenz
punktes erweitert. DaB dies ebenso ausfiihrbar ist, wie im linearen 
Gebiet, hat kiirzlich K. Zindler 804) dargelegt. Es hat iiberdies den 
methodischen V orteil, daB der sonst etwas fremde Grundbegriff der 
harmonischen Lage sich hier mehr naturgemaB an der Hand des zu
grunde gelegten Vierecks einstellt 305). 

301) Ein besonders ausfiihrlicher Beweis des Fundamentalsatzes findet sich 
bei F. Enriques, Lez. di geom. proj., p. 90. 

302) Geom. d. Lage, p. 12 i vgl. auch F. Schur, Math. Ann. 18 (1881), p.253. 
303) So verfuhr G. Battaglini, Giorn. di mat. 12 (187~), p. 300, der sich 

jedoch nur auf die Netzkonstruktion stiitzt. Vgl. auch F. Schur, Math. Ann. 18 
(1881), p. 252. 

304) Wien Ber. 98 (1889), p.499. Vgl. auch Le Paige, Liege Mem. (2) 15 
(1888), Nr. 5. 

305) Eine Ableitung des Fundamentalsatzes auf Grund der Theorie der 
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M. Paseh 80G) hat das Verdienst, zum erstenmalin systematischer 
Vollstindigkeit die grundlegenden raumlichen Tatsachen empirischen 
oder axiomatisehen Charakters zusammengestellt zu haben, die not
wendig und himeichend sind, um mit ihnen in liickenloser Weise den 
weiteren geometrischen Aufbau, wie er dem Staudtschen Lehrgebaude 
entspricht 307) , deduktiv zu bewirken. Um dies unabhiingig yom 
Parallelenaxiom zu leisten, hat er sich zunachst auf den empirisch 
allein gegebenen endlichen Bereich beschrankt und dann erst von hier 
aus die Begriffe und Definitionen auf das unerreichbare (ideelle) 
Gebiet ausdehnt 308). Er ist so der eigentliche Begriinder der gesamten 
neueren Untersuchungen iiber die Prinzipien der Geometrie und iiber 
die in sie eingehenden Axiome geworden (Enriques III AB 1). Pasch 
hat fur den Beweis des Fundamentalsatzes im Gegensatz zu Staudt 
iibrigens auch den Kongruenzbegriff herangezogen 809). Eine neue 
Wendung liegt auch darin, daB der Fundamentalsatz direkt unter die 
Postulate mit aufgenommen wird S10). 

18. Die grundlegende Bedeutung der SChnittpunktssii.tze. Man 
kann rur den Aufbau der projektiven Geometrie gewisse Schnittpunkts
siitze als Grundlage benutzen. Dieser Auffassung hat zuerst H. Wiener Sll) 

Ausdruck gegeben. Die Siitze, die hier in ]'rage kommen, sind der 
Satz des Desargues iiber perspektive ebene Dreiecke, und derjenige 
Spezialfall des Pascals chen Satzes, bei dem der ell in zwei Geraden 
zerfaJlt, deren jede drei Punkte triigt Sill). Die grundlegende Bedeutung 

Biischel und Netze von Projektivitaten versuchte B. Klein, indem er nachzuweisen 
suchte, daB drei Paare von Punkten eine Projektivitiit in der Gesamtheit aller 
festlegen, Marburg Bar. 1887, p. 37 u. 1888, p. 1. 

306) Vorlesungen iiber neuere Geometrie, 1882. 
307) Eine geringf"dgige Liicke bemerkte M. Pieri, Torino Atti 31 (1897), 

p. 387; vgl. M. Pasch, Math. Ann. 48 (1897), p.l11. 
308) Dasselbe tat F. Schur, Math. Ann. 39 (1891), p. 113. VgI. auch noch 

V. Reyes'll Prosper, ebenda 29 (1886), p. 164 und M. Pasch, ebenda 30 (1887)~ 
p.1.27. 

309) VgI. p. 101, 120, 127. "Obrigens ist auch das Bogenannte Archimedische 
Axiom (Enriques III AB, Nr. 7) fiir den Beweis erforderlich. 

310) Man kann den Fundamentalsatz durch die Involution am Viereck er
setzen. Sie behandeln a.lB Grundlage O. Ie Paige und F. Deruyts, Bull. Belg. (3) 
15 (1888), p. 335. 

Vgl. endlich auch H. G. Zeuthen, Paris C. R. 120 (1897), p. 608 u. 808; 
126 (1898), p. 213; hier wird zum Beweis des Fundamentalsatzes Begriff und 
Natur einer Regelschar und ihrer Leitschar alB anschaulich gegeben postuliert. 

311) Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver. 1 (1892), p. 40; 3 (1894), p. 70. 
812) Wie Steiner (Werke 1, p. 298) erwiihnt. war dieser Spezialfall des 

Pascals chen Satzes Bchon Pappus bekannt; er bildet das 13. Lemma zu den 
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dieser Satze ist in den Lehrgangen der projektiven Geometrie tatsiich
lich schon vorher zum Ausdruck gekommen S18) , es hat sogar schon 
C. J. Brianchon 314.) gelegentlich darauf hingewiesen, daB beide Siitze 
ausreichend seien, um mit ihnen aIle Aufgaben zweiten Grades zu lOsen. 
Wiener hat jedoch das Verdienst, die methodische Bedeutung dieser 
Siitze herausgeschalt zu haben; er hat daran die Forderung geknupft, 
die Gebiete der Geometrie uberhaupt nach den grundlegenden Schnitt
punktssatzen zu definieren. Operationsgebiet ist in diesem Fall die 
Menge aller Elemente, die sich aus gewissen anderen mittels der Schnitt
punktssatze ableiten lassen. Wird die projektive Geometrie auf ein 
solches Gebiet beschriinkt, so wird in ihm sowohl der Stetigkeitsbe
griff als auch der Fundamentalsatz durch die beiden Schnittpunkts
satze entbehrlich gemacht. Die iiblichen Axiome iiber Lage, Ord
nung usw. der Grundgebilde sind dabei naturlich ebenfalls voraus
zusetzen 315). 

Das von H. Wiener hiermit postulierte Programm hat zu wich
tigen Untersuchungen uber die Frage gefuhrt, welche Stellung den 
beiden Schnittpunktssatzen im Gebaude der Geometrie iiberhaupt zu
kommt. Dall der Satz iiber perspektive Dreiecke, falls diese Dreiecke 
in verschiedenen Ebenen Hegen, eine direkte Folge der grundlegenden 
Definitionen iiber Punkte, Gerade und Ebenen ist, hat bereits G. Desar
gues selbst erkannt; fur die Ebene hat er ihn aus einem Satz des 
Ptolemiius iiber den Schnitt eines Dreiecks mit einer Transversale 
abgeleitet 316). Fiir J. V. Poncelet S17) war der Weg, den Satz fur die 

Porismen des Euklid, die Pappus im 7. Buch mitteilt. Vgl. Pappi Alexandrini 
collectiones, herausgegeben von P. Hultsch, 2 (1877), p. 887. Die Figur kann 
iibrigens auch als Zyklus von drei einander ein- und umgeschriebenen Drei
ecken betrachtet werden. Fur die Theorie kommt besonders der Fall in Betracht, 
dati die Pascalsche Gerade in grn {'ant. Ibn benutzt methodisch auch schon 
RJidell, Arch. Math. Phys. 1 (1841), p. 188. Auf die vollstandige Figur, die sich 
zu den zweimal drei Punkten fiir aIle Gruppierungen ergibt, wies zuerst Steiner 
hin, Gerg. Ann. 19 (1829), p. 128. Einen Beweis gab J. PlUcker, Journ. f. Math. 
10 (1831), p. 222. 

313) V gl. z. B. H. Steiner-Schroeter, Theorie der Kegelschnitte, p. 26 und 87. 
Dort linden sich die beiden Figuren in der Weise, dati die erste fUr das lineare 
Gebiet, die zweite fiir die Theorie der c2 die Grundlage darstellt. 

314) Journ. ec. polyt. Heft 10 (1810), p.13. Es ist bemerkenswert, daE auch 
Brianchon den eben genannten Spezialfall benutzt und ihn aus der .Ahnlich
keitslehre ableitet. 

315) Doch hat Wiener nahere Ausfiihrungen und Beweise nicbt gegeben. 
316) So berichtet M. Ohasles, Aper9. hist. § 28. Nach E. Kotter ha.t je

doch Desargues den Satz der Ebene aus dem Raum durch ParaIlelprojektion ge
wonnen, Bericht, p. 8. Der Satz scheint dann in Vergessenheit geraten zu 
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Ebene aus dem Raum zu erschlieBen, bereits selbstverstandlich; frei
lich bedarf es noch eines Beweises, daB zwei perspektive ebene Drei
ecke sich stets als Projektion einer analogen raumlichen Figur auf
fassen lassen, was aber leicht geschehen kann S18). Dagegen ist von 
A. Schoenflies bewiesen, daB der Pascalsche Satz aus einer Raum
figur, die von Punkten allgemeiner oder auch besonderer Lage aus
geht, nicht durch Projektion erhalten werden kann 819). Die axiomatische 
Bedeutung beider Satze fur die ebene Geometrie wurde von D. Hilbert sJO) 
naher er6rtert. Andere, von ihnen unabhangige Schnittpunktssatze 
konnen in der Ebene nicht existieren. Uberdies besteht die Bedeutung 
des Desar!fiteSschen Satzes darin, daB er nicht allein die notwendige, 
sondern auch die kinreichende Bedingung darstelIt, damit eine ebene 
projektive Geometrie, in der er und die grundlegenden Axiome gelten, 
Teil einer raumlichen Geometrie ist, in der ebenfalls die grundlegendell 
projektiven Axiome in Geltung sind 821). DaB der Desarguessche Satz 
unbeweisbar ist, wenn man sich nur auf die ebenen projektiven Axiome 
stutzt, ha~te scholl vorher F. Klein bemerktS2'). 

Anders steht die Frage, wenn man auch den Kongruenzbegriff 
voraussetzt, der der projektiven Geometrie allerdings fremd ist; als
dann k6nnen beide Satze bewiesen werden. Fiir den DesargU".sschen 
Satz ist dies, falls man die Perspektivitatsachse als g,., wahIt, evident, 
fur den Pascals chen Satz sind Beweise von F. Schur und D. Hilbert 
gegeben worden 323). (Naheres bei Enriques III AB 1, Nr. 4:2.) 

sein, bis ihn Servois reproduziert hat, Solutions peu connues de differents pro
blemes de geometrie pratique (1804; an XII), p. 23. 

317) Traite, p. 86. 
318) Einen Beweis gibt z. B. F. Enriques, Lezioni, p. 50. 
319) Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver. 1 (1892), p. 62 und Konigsb. phYIil.-ok. 

Ges.44 (1903), p.4. Eine Ausnahme tritt naturgemiU3 nur dann ein, wenn die 
besondere Lage der Raumpunkte dem Pascalschen Satz gleichwertig ist. 

820) Grundlagen, p. 51, 70, '11, 77. Die Beziehung der Satze zum Archi
medischen Axiom bleibt hier auller Betracht; vgl. das Nahere bei Enriques III A 1. 

821) Dabei wird die Geltung des euklidischen Parallelenaxioms voraus
gesetzt. 

322) Math. Ann. 6 (1873), p. 185. 
323) Math. Ann. 51 (1898), p. 401; Grundlagen (1899), p. 28. Hilbert setzt 

auch hierfiir das Parallelenaxiom voraus. SChur benutzt das Rotationshyperboloid, 
dessen Existenz aus den Kongruenzaxiomen gefolgert werden kann, und den auf 
ihm vorhandenen Pascalschen Satz, dessen Existenz bereits G. P. Dandelin be
merkt hat; Gerg. Annales 15 (1824), p. 887; Corr. Quetelet 2 (1826), p. 10. 
H. Wiener bemerkte, daB man den Beweis aus den Satzen uber Flachengleichheit 
folgem kann, Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver. 3 (1894), p. 72. Den Pascals chen Satz 
fUr ein beliebiges H t hat wohl zuerst Servois bewiesen, Gerg. Ann. de math. 1 
(1811), p. 332. 
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19. Imaginare Elemente S24). Wenn auch das zuerst naiv, dann 
bewuBt benutzte Prinzip der Kontinuitat (N r. 3) die geometrische 
Sprechweise fur imaginare Elemente und Gebilde allmahlich zur all
gemeinen Gewohnheit gemacht hatte, so lastete nichtsdestoweniger 
das Imaginare wie ein beunruhigender Druck auf den Vertretern der 
geometrischen Wissenschaft; hat doch bekanntlich J. Steiner gelegent
Hch vom "Gespenst" des Imaginaren gesprochen. Die strengeren Me
tho den haben daher stets die Verpfiichtung anerkannt, sich mit dem 
Imaginaren abfinden zu mussen, und haben dem, soweit moglich, 
nachzukommen gesucht. Diese Tendenz hat sich in verschiedenen 
Richtungen geltend gemacht. Zunachst mehr auBerlich, indem man 
die Notwendigkeit empfand, fur solche FaIle, in denen gewisse Be
griffe oder Gebilde des Beweisganges imaginar werden, einen be son
deren, nur im Reellen operierenden Beweis zu geben 325). Ferner be
wirkte diese Tendenz, daB man iiberhaupt den Realitatsfragen der 
Gebilde besondere Aufmerksamkeit schenkte, und ein Problem nur 
dann als vollig erledigt ansah, wenn die auf die Realitat beziiglichen 
Fragen beantwortet sind. Fur die einfachen Probleme von Nr. 11 
und Nr. 13 sind die Realitatsfragen in diesem Artikel erortert worden. 
Von anderen mehr elementaren Satzen sind z. B. diejenigen, die das 
System zweier c2 betrefi'en, schon lange erledigt S26). In dieser Richtung 
ist aber auch eine Reihe ebenso bedeutsamer wie schwierig zu er
mittelnder Einzelresultate gewonnen worden. An erster Stelle sind 
hier die eingehenden Untersuchungen von R. Sturm iiber die Realitats
verhaltnisse der 27 Geraden einer Fa zu nennen 327). (Naheres bei 
F. Meyer III C 7.) 

324) V gl. K. G. C. v. Staudt, Beitrlige I, II. Eine ausfiihrliche Darstellung 
der Staudtschen Imaginartheorie ist enthalten bei H. Pfaff, N euere Geometrie 
(1867). Eine historische Studie iiber die Imaginartheorien gibt A. Ramorino, 
Giorn. di mat. 35 (1897), p. 242. 

325) Untersuchungen dieser Art hat z. B. H. Schroeter vielfach ausgefiihrtj 
als eine der friihesten erwahne ich den Nachweis der Satze von Nr.l1 iiber in
zidente ebene und raumliche reziproke Systeme, falls das beziigliche Polarsystem 
reelle c~ bzw. F2 nicht bestimmt, J. f. Math. 77 (1874), p. 105j vgl. auch Vor
lesungen, sowie Theor. d. Oberfi. 

326) Dies geschah fCir das durch sie besti=te Viereck bzw. Vierseit 
bereits von F. Seydewitz in Arch. f. Math. 5 (1844), p. 225, nachdem schon J. V. 
Poncelet die Analyse des Problems teilweise ausgefiihrt hatte, TraiM § 359 ff. 
Zwei gemeinsame Sehnen sind stets reel1. Eine ausfiihrliche Behandlung der 
Realitatsverhaltnisse des cj-Biischels enthalten die Vorlesungen von Steiner-Schroter, 
2. Aufi., § 41ft'. Vgl. auch Staudt, Geometrie der Lage, p. 17'1; Paulus, Grund
linien, p. 220; Chasles, Traite des sections coniques, Paris 1865, p. 219, 228, 237 
Fiir die Realitatsverhaltnisse der F2 vgl. O. Staude III C 2, Nr. 74. 

Encyklop. d math. Wissensch. ill 1. 30 
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N aeh durchaus anderer Richtung gehen die Versuche, dem !ina
ginaren auf Grund geeigneter, anreelle Gebilde anschlieBender geome
trischer Definitionen eine volle Gleichwertigkeit mit den reellen Ge
bilden zu sichern, und damit den Resultaten der projektiven Geometrie 
in Wahrheit diejenige Allgemeinheit zu schaffen, die das Prinzip 
der Kontinuitat postuliert, und die sie der analytischen Geometrie 
gleichwertig machtS!8). Methodische Versuche dieser Art hat bereits 
J. V. PonceletS'9) angesteIlt; er hat die gemeinsame Sekante zweier Cs 
im Fall nicht reeller Schnittpunkte dadurch zu definieren verstanden, 
daB er ffir sie eine neue von den Schnittpunkten unabhangige Defini
tion suchte, die fiir jede Lage der C, erhalten bleibt. Er benutzt 
dazu einen Punkt, der fiir jede S~kante reell definierbar ist, namlich 
ihren Schnittpunkt mit dem konjugierten Durchmesser (ihren Hal
bierungspunkt); ist er fur die gemeinsame Sehne gefunden, so ist 
dainit die ihr konjugierte Richtung, also auch sie selbst bestimmt. 
Die Existenz dieses Punktes erschlie.6t Ponecelet allerdings genau ge
nommen durch eine mehr algebraische BetrachtungS30). 

Liegt hier die richtige Tendenz zugrunde, die Begriffsbestimmungen 
an reeIle Eigenschaften zu knupfen, die von der zufiilligen Lage un
abhiingig sind, so erscheint sie doch bei Poncelet nur als eine Art 
Kunstgriff, der uberdies wesentlich den Fiillen dient, in denen das 
Imaginiire nur ein Durchgangselement fur reeIle Resultate bildet. Die 
systematische Bezwingung des Imaginiiren, die die imginiiren Elemente 
als gleichberechtigte Operationsobjekte neben die reellen steilt, ver-

327) Synthetische Untersuchungen iiber Flachen dritter Ordnung, Leipzig 
1867. 

328) AIle Deutungen, die mehr oder weniger auf analytischen oder rechne
rischen Tatsachen beruhen, bleiben hier auBer Betracht. Dahin geh1iren auch 
die im wesentlichen trivialen Dtmtungen von M. Ohasles in Geom. super. §§ 86, 
180, 778 U8W. Uber G. Tarry und andere vgl. Anm. 248. 

329) Traite, § 57if', § IS5if'. Ahnlich verfuhr spater M. Chasles, der die durch 
Polareigenschaften definierte ideelle Sehne zweier c2 als "Symptosenachse" bezeich
nete, J. de math. S, p.385; vgI. auch noch G. v. Escherich, Arch. f. Math. 60 
(1878), p. 22 und Okr. Wiener, Zeitschr. Math. Phys. 12 (1867), p. 376. 

330) Er benutzt dazu einen geometrischcn Ort, der den obengenannten Punkt 
enthalt, und erschlieBt seine Existenz durch Variabilitat eines Parameters, von dem 
die Lage des Punktes auf dem Ort abhangt, Traite, § 59. Er ha.t (Txaite, §§ 53, 
77 usw.) zu diesem Zweck die ideelle Sehne zweier Ellipsen a.uch durch eine 
reelIe Sehne zweier gewissen Hypexbeln ersetzt, worln ihm iibrigens schon L. N. 
M. Oarnot vorangegangen war, De Is. correlation (1804), p. 86. Er folgert mit 
ihrer Hilfe insbesondere, daB die ideale Sekante zweier ahnlichen und ahnlich 
gelegenen Ellipsen die gao ist, und zwar deshalb, weil es fiir die zugeMrigen 
Hyperbeln so iet; vgl. § 89if'. 
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danken wir erst K. G. O. v. Staudt 551). Er nahm den zuerst von 
Ok. Paulus S311) geauBerten Gedanken auf, den imaginiiren Punkt durch 
eine (reelle) elliptische Punktinvolution darzustellen, deren Punktepaare 
also einander trennen; das neue, was er hinzufiigte, und was die 
weitere Entwicklung der Theorie erst ermoglichte, war die Idee, die 
beiden konjugiert imaginareu Punkte, die den Doppelpunkten der In
volution entsprechen, dadurch zu trennen, daB er fiir die durch zwei 
Paare AA', BE' bestimmte Involution einen Sinn (Richtung) ein
fiihrte, der durch die Ordnung dieser Punkte bestimmt ist, und die 
beiden verschiedenen Sinne AA' B und ABA' die heiden konjugiert 
imaginaren Punkte darstellen lieS 353). 

Ein imaginiirer Punkt liegt danach stets auf einer reeHen Ge
raden. Analog wird eine imaginiire Ebene durch eine mit einem Sinn 
behaftete (reelle) elliptische Eheneninvolution dargestellt; es geht also 
eine imaginare Ebene stets durch eine reelle Gerade. Imaginiire Ge
raden gibt es zweierlei Art; die Gerade erster Art, die in einer reeHen 
Ebene liegt, einen reeHen Punkt enthalt und durch eine eHiptische 
Strahleninvolution bestimmt ist 3M), und die Gerade zweiter Art, die 
durch eine (reelle) eHiptisch-involutorische Regelschar (N r. 13) bestimmt 
ist und weder einen reellen Punkt enthalt, noch in einer reellen Ebene 
liegt. Jedes imaginare Element ist also durch zwei reelle Elementen
paare und einen Sinn definiert; andererseits kann dasselbe Element 
durch unendlich viele Involutionen dargestellt werden 335). Die Definition 

331) V gl. fiir das Folgende die Beitrage zur Geometrie der Lage. Eine 
analytische Darstellung von Staudts Theorie gab C. Stephanos, Bull. des sc. (2) 
7 (1879), p. 204. O. Stolz zeigte, wieauch die analytische Methode im AnschluB 
an Staudt zu einer vom Koordinatensystem unabhiingigen Definition der imagi
naren Elemente gelangen kann, Math. Ann. 4 (1871), p.416; vgl. auch O. Tog-
noli, Giorn. di mat. 31 (1899), p. 137. . 

332) Grundlinien, p. 199. Auch F. Seydewitz hatte schon mit einer gleich
artigen Idee operiert. Eine andere Deutung des Imaginaren durch Involutionen 
gab Paulus im Arch. f. Math. 21 (1853), 175 und 22 (1854), p. 121. Er benutzt 
dort dasjenige Punktepaar der Involution, dessen Abstand ein Minimum ist, das 
also den Doppelpunkten des hyperbolischen Falls entspricht. 

333) R. Sturm hat statt der geraden Punktreihe einen ci benutzt. Da jeder 
auf ihm vorhandenen elJiptischen Involution ein im Innern von c, liegendes In
volutionszentrum entspricht, so BLuft dies darauf hinau8, die komplexe Zahlen
ebene auf eine im Innern des c2 ausgespannte zweiblattrige Flache abzubilden, 
Math. Ann. 9 (1876), p. 341. 

334) Die durch eine zirkulare Involution dargestellten Geraden einer Ebene, 
die nach den imaginaren Kreispunkten laufen, werden als isotrope Geraden oder 
Minimalgeraden bezeichnet. Staudt bemerkte schon, daB jede auf sich selbst 
senkrecht steht, Beitrage § 190. 

30· 
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der Geraden zweiter Art hat ubrigens durch F. August836) eine metho
dische Verbesserung erfahren. Sie wird als Verhindungslinie von 
zwei imaginaren Punkten, bzw. als Schnitt zweier imaginarer Ebenen 
eingefuhrt, so daB ihr reelles Substrat eine Hneare Kongruenz ist, 
deren Leitlinien die heiden konjugiert imaginaren Geraden zweiter 
Art darstellen. 

Das Wesentliche ist nun, daB diese Definitionen den projektiven 
Grundtatsachen geniigen, zuniichst also denen desSchneidens und 
Verbindens. Staudt weist eingehend nach, daB zwei Punkte bzw. zwei 
Ebenen stats eine Gerade bestimmen, zwei Geraden derselben Ebene 
einen Punkt usw. Die imaginaren Elemente konnen daher den Pro
zessen desProjizierens ebenso unterworfen werden wie die reellen. 
Es bleibt ferner auch der fur die Staudtsche Theorie fundamentale 
Viereckssatz in Kraft, und damit kann auch die Definition der har
monischen Elemente auf das imaginare Gebiet ubertragen werden. 
Den SchluBstein des Gebaudes bildet aber die Erkenntnis, daB auch 
der Begriff der 4nordnung bzw. des Sinnes allgemein auf jede Gruppe 
v9n vier beliebigen imaginaren Elementen desselben Tragers aus
gedehnt werden kannj man folgert insbesondere, daB die eben defi
nierten harmonischen Elemente in zwei Paare zerfallen, die sich gegen
seitig trennen usw. Dies leistet Staudt folgendermaBen. Sind z. B. 
P, Q, R, S vier imaginare Punkte einer Geraden zweiter Art und 
p, q, r, s ihre reellen Trager, so bedarf nur der Fall der Erorterung, 
daB p, q, r, s nicht derselben Regelschar angehoren, also in Staudt
scher Bezeichnung nicht etwa einen nr;utralen Wurf (Nr.21) bilden387). 

1st dann EFG Heine Darstellung des Punktes S auf der Geraden s, 
so kommt ihr ein bestimmter Sinn zu. Andererseits bestimmen die 
Geraden pqr eine Regelschar. Sind nun abed vier solche Leitlinien 
dieser Regelschar, die eine Darstellung unserer Geraden zweiter Art 
liefern, also del' oben genannten linearen Kongruenz angehoren, so 
wird durch den Ebenenbiischel, den a mit den Geraden der Regel
schar bestimmt, auf dem Trager s ebenfalls ein gewisser Sinn be
stimmt, der entweder mit dem Sinn von pqr oder abel' mit dem Sinn 
von prq identisch ist. Je nachdem nun auf dem Trager s der Sinn 

335) Sind AAl! BBl vier harmonische Elemente, so heiBt die Darstellung 
eine harmonische. 

336) Programm Berlin 1872. So auch bei J. Liiroth, der eine Neubearbei
tung von Staudts Imaginli.rtheorie gegeben hat, Math. Ann. 8 (1874), p. 145. 

337) Den Inbegriff aller zu P, Q, R neutralen Punkte S bezeichnet Staudt 
ala Kette (a. a. o. § 206). 



19. Imaginare Elemente. 457 

von EFG H mit dem Sinn von pqr oder von prq iibereinstimmt, 
heiSt S im Sinn P Q Roder P R Q liegend SS8). 

Auf Grund dieser Definition laSt sich dann zunachst beweisen, 
daB entsprechende Wiirfe bei reell projektiver Beziehung entweder 
beide neutral oder aber beide von gleichem Sinn sind, und daB ins
besondere harmonischen Wiirfen wieder harmonische Wiirfe ent
sprechen. Damit ist die Moglichkeit gegeben 839), die projektive Be
ziehung auch allgemein dahin zu definieren, daB sie eine eineindeu
tige Beziehung ist, bei der zwei entsprechende Wiirfe entweder beide 
neutral sind, oder falls sie nicht neutral sind, gleichen Sinn besitzen 340). 
Von hier aus gelangt man alsdann auch zur Definition del' Reziprozi
tat und Kollineation fiir ebene und raumliche Elernentargebilde. Als 
wichtigstes Einzelergebnis nenne ich noch die Tatsache, daB Staudt die 
irnaginaren ell und F2 dadurch zu definieren vermochte, daB er all
gernein die ell als Ordnungskurve eines reellen Polarsystems einfiihrte, 
d. h. als Ort der reellen oder imaginaren Punkte, die auf ihren Polaren 
liegen, und fUr die so definierten ell die Allgemeingiiltigkeit del' den 
reellen ell zukommenden projektiven Eigenschaften nachwies 341). 

Staudt hat auch bereits eine Reihe von einzelnen Satzen und 
Konstruktionen auf die Falle ausgedehnt, in denen irnaginare Bestirnmungs~ 
stiicke auftreten; dabei handelt es sich wieder wesentlich darum, eine 
solche Umformung der Konstruktionen zu bewirken, daB sie allgemeine 
Giiltigkeit besitzen. Derartige Untersuchungen sind auch sonet viel
fach durcbgefiihrt worden 342). Die Konstruktion des ell aus flinf 

338) Man hat zu zeigen, daB diese Definition von der gewahlten Geraden 
a unabhangig ist, was Staudt tnt; § 55. Ubrigens hangt der oben definierte 
Sinn einzig und allein davon ab, auf welcher Seite der Regelschar die Gerade s 
liegt; daB s die Regelschar nicht schneidet, folgt aus. der Definition. Vgl. auch 
Liiroth, Math. Ann. 8 (1875), p. 163. 

339) Dies entspricht dem Bogenannten Prinzip der Permanenz formaler Ge
setze von H. Hankel (I Ai). 

340) Bilden AB OD einen imaginaren harmonischen Wurf, so tun es auch 
die zu ihnen konjugierten Elemente A1 B1 01 D1. Wurde man nun die projek
tive Beziehung so definieren, daB harmonischen Wurfen harmonische entsprechen, 
so wiirden bei zwei projektiven vereinigten Punktreihen, die alle reellen Elemente 
entsprechend gemein haben, die imaginaren sich wechselseitig entsprechen 
Mnnen. Daher ist die Gleichheit des Sinnes in die Definition als Forderung 
aufzunehmen (Beitrage, § 225). Die Antiprojektivitaten von Nr. 26 BchlieBt Staudt 
a. a. O. ausdriicklich aus. 

341) Die Ubertragung dieser Begrift'e auf den Bundel fuhrte Staudt dazu, 
daB orthogonal soviel ist wie konjugiert bezuglich des Kugelkreises, und der 
orthogonale Bundel ein Polarbundel fiir den absoluten Kegel (Beitrage, § 192ft'.); 
vgl. auch M. Chasles, J. de math. (2) 5 (1860), p. 425. 



458 ill A B 6. A. 8choenflies. ProjektiTe Geometrie. 

Punkten oder Tangenten fur die Falle, daB zwei oder vier imagmar 
werden, hat in vollem Umfang zuerst R. StaudiglS4.S) erledigt. Aus
fiihdich wurden die doppelt beriihrenden Cs und die beziiglichen Kon
struktionen von F. HofmannlJ44.) erortert. K. BobekS4.6) gab analoge 
Konstruktionen fUr eine F'J' ffir den achten Schnittpunkt dreier Fs, 
wenn sechs der gegebenen sieben Punkte imaginar sind, und fUr die 
raumliche c4, erster Art aus acht imaginaren Punkten, O. HofjfeldS4.6) 
analoge Konstruktionen der Fs und der raumlichen Ca, wenn acht 
resp. sechs Punkte imaginii.r sind, (]h. BcyelM7) untersuchte ebene per
spektive Systeme fUr den Fall, daB Zentrum, Achse oder dss charak
teristische Dv (Nr. 12) imaginar sind. O. Servais MS) gab eine ein
gehende Diskussion der raumlichen Cs nsw. 

F. Klein 349) hat zuerst darauf hingewiesen, daB man zur Defini
tion der imaginaren Punkte statt einer elliptischen Involution jede 
zyklische Projektivitat (Nr. 14) benutzen kann, die die gleichen (ima
ginaren) Doppelpunkte besitztj ein Gedanke, den spater H. LilrothS50) 

eingehender durchgefiihrt hat. Der einfachste Fall ergibt sich ffir 
n = 3, weil hier die zur Unterscheidung der heiden konjugiert ima-

342) A del Re, Giom. di mat. 28 (1890), p. 257, betrachtet den Involutions
satz am Viereck. 

343) Wien Ber. 61 (1870), p. 607. Einzelne Probleme dieser Art hat bereits 
H. Seydewits behandelt Arch. f. Math. 5 (1844), p. 331; ebenso (]hr. Paulus, Grund
linien § 118 und Arch. f. Math. 22 (1854), p. 121. Vgl. auch Okasles, Sections 
coniques, p. 226; Olivier, J. de math. (2) 4 (1869), p. 82; O. Hoflfeld, Diss. Jena 
1882; R. Boger, Diss. Leipzig 1886; V. Retali, Pa.lermo Rend. 2 (1888), p.25; 
F. Spath, Monatsh. f. Math. 1 (1890), p. 237; F. Ruth, Monatsh. f. Math. 3 (1892), 
p. 81; K. Schober, Konstruktion von c. aUB imaginli.ren Elementen, Innsbrnck 
1892; F. MaclUYvec, MonatBh. f. Math. 4 (1893), p. 96; J. Thomae, Zeitschr. Math. 
Phys. 38 (1893), p. 381 u. 39 (1894), p. 63; R. BOger, Hamburg Math. Mitt. 3 
(1898), p. 352. 

344) Die Konstrnktionen doppelt beriihrender c. mit imagini!.ren Bestim-
mungsstiicken, Leipzig 1886. 

345) Prag Ber. fiir 1882 (1883), p. 65. 
346) Zeitschr. Ma.th. Phys. 3S (1888), p. 111 u. 187. 
347) ZUrich Vierleljahrsschr. 81 (1886), p. 20. 
348) Sur les imaginaires en geometrie, Gent 1894, und La projectiviM 

imaginaire, Briissel Mem. cour. 49 (1896) u. 52 (1894). Die Abhandlungen enth&l. 
ten iiberdies eine eingehende Darstellung der Theorie Staudts nebst Anwendungen 
auf cl , auf Kollineationen nsw. Servais modifiziert sie so, daB er den reeUen 
und den imaginlken Tell des Wurfs direkt durch ein])v auf einem c! darsteUt. 
Er zeigt dort auch das Verhi!.ltnis, in dem die DarstaUungen des Imagini!.ren 
durch G. Tarry, Ed. Laguerre und A. Mouchot zur Darstellung Staudts stahen. 

349) G15tt. Nachr. 1872, p. 375; abgedrnckt in Math. Ann. 22 (1888), p. 2'2 
850) Math. Ann. 11 (1877), p. 84. 
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gmaren Elemente dienenden Sinne ABC und CBA mit den drei 
Elementen der zyklischen Gruppe unmittelbar gegeben sind 551). In 
noch allgemeinerer Form erscheint dieser Gedanke bei H. Wiener 552) 

und F. Amodeo 558). Wiener geht davon aus, daB wenn ~ eine Pro
jektivitat mit reellen Doppelpunkten M, N ist, die zyklische Gruppe 
der Punkte A', A", A"', ... , die zu A durch die Projektivitaten ~, 
~2, ~3, ••• (Nr. 23) zugeordnet werden, gegen den einenDoppelpunkt 
konvergiert, und die zyklische Gruppe A_lI A_2' A_a, ... , die dem 
A in den Projektivitaten ~-\ ~-Il, ~-s, ... entsprechen, gegen den 
anderen (Nr. 21). Diese Reihen sind iiberdies fiir alle Punkte A, B, ... 
einander projektiv (Nr. 23); sie konnen daher im Fall imaginarer 
Doppelpunkte zu deren Definition benutzt werden; die beiden Sinne 
werden durch ~ bzw. ~-1 ersetzt. Amodeo endlich faBt das ganze 
Biischel (Nr. 24:) aller Projektivitaten ins Auge, die die gleichen 
Doppelpunkte besitzen, bzw. mit ~ vertauschbar sind; jede von ihnen 
hnn in derselben 'Weise benutzt werden, wie ~ selbst. Dieses Biischel 
enthalt nnn eine Involution und unendlich viele zyklische Projektivi
taten; benutzt man diese, so hat man wieder die Staudtsche bzw. 
die Klein-Liirothsche Darstellung. 

C. Segre 354) hat die Grundlagen der Imaginartheorie insofern modi
fiziert, als er von vornherein das Punktepaar als Ausgangspunkt 
nimmt, was fiir viele Fragen ausreichend ist; namlich immer dann, 
wenn es nicht notig ist, die beiden conjugiert imaginaren Punkte 
zn trennen. Jedes reelle Paar kann durch eine Involution mit ihnen 
als Doppelelementen dargestellt werden; die Ubertragung dieser Tat
sache fiihrt dann wieder zur Darstellung eines imaginaren Paares 
durch diejenige Involution, die zu allen ~ mit denselben Doppel
elementen bzw. deren Biischel als die mit ihnen verbundene Involution 
gehort (Nr. 23) usw. Dieser Ausgangspunkt erweist sich fur das 
Operieren mit Projektivitaten und deren Beziehungen als einfach und 
niitzlich. 1m Raum werden analog die konjugierten Geraden zweiter 
Art durch eine gescharte Involution definiert, die zu einem Buschel 
gescharter Kollineationen gehOrt usw. (V gl. Fano ill AB 4a, Nr.15.) 

20. Die Antiprojektivitat oder Symmetralltat S55). Eine frucht
bare Weiterbildung hat die Staudtsche Imaginartheorie durch O. Ju,el 356) 

351) Niiheres bei Fano III AB 4 a, Nr. 15. 
352) Habilitationsschrift Halle 1885. 
353) Giorn. di mat. 26 (1888), p. 363. 
354) Torino M:em. (2) 38 (1886). 
355) tiber die prinzipielle Bedeutung vgl. Fano, III A B 4: a, Nr. 11) if. 
356) Dies. Kopenhagen 1885 und Acta math. 14 (1890), p. 1. 
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und a. Segre S5'l) erfahren. Sie tragt dem Fall Rechnung, dessen Erorte
rung K. G. C. v. Staudt ausdriicklich abgelehnt hatte, daB namlich ver
einigte Punktreihen alle reellen Punkte gemein haben konnen, wahrend 
die konjugiert imaginaren sich wechselseitig entsprechen 358). Eine 
derartige Beziehung bezeichnet Juel als Symmetralitat, 8egre als Anti
projektivittit. Denkt man sich die projektive Beziehung ~ durcheine 
bilineare Relation zwischen x und y gegeben, so entsteht aus ihr die 
Antiprojektivitat ~, indem man y durch die konjugiert komplexe 
GroBe ersetzt359). Juel hat sie geometrisch auf folgendem Wege ab
geleitet. Sind g und g' irgend zwei imaginare Geraden zweier Riiume 
I und I', so haben sowohl ihre imaginaren Punkte, wie auch ihre 
imaginaren Ebenen die gleiche lineare Kongruenz zum Trager; man 
kann daher I und I' sowohl kollinear, als auch reziprok so auf
einander beziehen, daB je drei Geraden der beiden Kongruenzen ein
ander entsprechen. Die damit definierte Punktverwandschaft zwischen 
g und g' ist dann nur im ersten Fall eine projektive, im zweiten da
gegen eine symmetrale. Segre gelangt zur ~, indem er von Staudts 
grundlegender Definition ausgeht (Nr. 16) und die oben genannte Be
schrankung weglaBt. Mittels des Darbouxschen Beweisganges (NT. 16) 
ergeben sich alsdann im imaginaren Gebiet noch zwei verschiedene 
Verwandtschaften, die dem Fundamentalsatz geniigen, namlich die ~ 
und die ~; sie stehen in dem gleichen VerhlHtnis zueinander wie Be
wegungen und Umlegungenj das Produkt ~1 ~2 (Nr. 23) ist also wie
der eine~. Eine ~ ist daher ebenfalls durch irgend drei Punkte
paare bestimmt; sie enthalt im allgemeinen ein Paar Punkte M, N, die 
entweder Doppelpunkte sind oder sich wechselseitig en tsprech en 360). 

Die vorstehenden Begriffsbildnngen lassen sich auf Ebene und 
Raum iibertragen; neben den Antikollineationen lassen sich hier auch 
die Antireziprozitiiten definieren. Auch hier gilt, daB andere einein
deutige stetige Verwandtschaften, die auf der Bedingung der vel"
einigten Lage beruhen, nicht existieren. Eine ebene Antikollinea
tion 5l( ist durch vier Punktepaare bestimmt; sie besitzt entweder drei 
Doppelpunkte und Doppelgeraden oder aber nUl" einen Doppelpunkt 

357) Torino Atti 25 (1890), p. 276 u.430; 26 (1890), p. 35 u. 592; Math. Ann. 
40 (1892), p. 413. 

358) V gl. Anm. 340. 

359) Entsprechende Dv haben daher konjugierl komplexe Werte. V gl. 
auch die analytische Darstellung von G. Sforza, Giorn. di mat. 30 (1891), p. 159. 

360) 1m ersten Fall ist der Modul, im zweiten daB Argument des Dv (MR A A') 
konstant. 
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und eine Doppelgerade, wahrend sich zwei andere Punkte und Ge
raden wechselseitig entsprechen. 

Den wichtigsten Typus aller Antiprojektivitiiten stellen die Antiin
'L'Olutionen ® dar; eine solche liefert z. B. der oben genannte Fall, daB 
alle reellen Punkte einer Geraden sich selbst, die konjugiert imaginaren 
a~er sich wechselseitig entsprechen. Doch liefert dies nicht den all
gemeinsten Fall einer linearen ®; denn es brauchen fiir eine solche ® 
iiberhaupt keine Doppelpunkte zu existieren; gibt es aber einen, so 
gibt es zugleich 00\ die im Staudtschen Sinn eine Kette bilden. Fur 
eine ebene ® existieren stets Doppelpunkte, und zwar gibt es deren 
002; sie bilden die naturgemaBe Verallgemeinerung des Staudtschen 
Begriffs einer Kette, und werden daher von Juel und Segre als zwei
dimensionale oder ebene Ketten bezeichnet. Flir eine raumliche ® 
gibt es wieder keinen oder aber 003 Doppelpunkte, die ebenfalls als 
Kette bezeichnet werden usw. Eine lineare Kette ist durch drei, eine 
ebene durch vier, eine raumliche durch flinf Punkte bestimmt, und 
kann aus ihnen nach den Methoden der reellen Kollineationen (N etz
konstruktionen usw.) abgeleitet werden 361). Die Ketten konnen auch 
als Erzengnis antiperspektiver Biischel, Bundel nsw. definiert werden, 
sie bilden die einfachsten Vertreter einer Menge von 00\ 00 2, OOS 

Elementen, die aus der Gesamtheit aller 00 2, 004, 00 6 komplexen 
Elemente herausgehoben werden konnen, und die Segre als hyper
algebraisch bezeichnet. (Vgl. Fano III AB 4a, Nr. 16ff.) 

Auch fur die Antireziprozitiiten .p existieren analoge Siitze wie 
im reellen Gebiet, allerdings sind auch wesentliche Unterschiede vor
handen. (Naheres bei O. Ludwig.) 

21. Das Rechnen mit Wiirfen. Um die volle Gleichu:ertigkeit der 
geometrisch projektiven Betrachtung mit der rechnerisch analytischen 
zu erreichen, hat man den Koordinatenbegriff auf geometrischer Grund
lage zu definieren und die Geltung der flir ihn vorhandenen Rech
nungsgesetze nachzuweisen. Es ist ein Hauptziel Staudts gewesen, 
dem auf Grund eines exakten Beweisganges zu genugen und damit 
in endgiiltiger Form zu leisren, was Poncelet angestrebt und durch 
die im Prinzip der Kontinuitat enthaltene Forderung angebahnt hatte. 
Die Grundlage bildet die Tatsache, daB sich die gewohnliche MaB
bestimmung im linearen Gebiet als Dv auffassen liiBt. Da sich nun 
die gewohnliche Koordinatenbestimmung der analytischen Geometrie 

361) Juel bezeichnet eine Gerade, die mit der ebenen Kette eine einfache 
Kette gemein hat, ala adjungierte Gerade; eine ebene Kette ist dann auch durch 
drei Punkte und eine adjungierte Gerade bestimmt usw. 
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sonst nur noch auf Begriffe und Konstruktionen stiitzt, die vom 
metrischen unabhangig sind, so handelte es sich nur darum, das lJtJ 
durch eine vom Metrischen unabhangige Definition einzufiihren und 
fiir den so geschaffenen Begriff die Geltung der Rechnungsgesetze zu 
erweisen. Das erste erreichte Staudt so, da.6 er die von den vier 
Punkten eines Dv gebildete Punktgruppe (Wur{, Nr. 7) direkt als 
Operationsobjekt einfiihrte und Wiirfe als gleich definierte, wenn sie 
einander projektiv entsprechen. Er erhielt damit einen projektiv in
varianten Begriff, der unmittelbar auch das imaginare Gebiet umfa.6te. 
Damit war denn auch die der Sache nach schon von Mobius S6') ge
gebene auf dem Dv beruhende und sonst nur linear konstruktiv ver
famende projektive Koordinatenbestimmung unmittelbar iibertragba.r. 

Die wesentlichste Aufgabe bestand aber darin, auch die Rechnungs
gesetze auf die Wiirfe iibertragen. Das Verdienst, hier bahnbrechend 
gewesen zu sein, gebiihrt ebenfalls noch K. G. C. v. Staudt S6S). Er hat 
bereits gezeigt, wie man fiir Summe und Produkt zweier Wiirfe einen 
neuen W urf geometrisch so definieren kann, daB die Rechnungsregeln 
gewahrt werden 364). Insbesondere stellen die neutralen W urfe (d. h. 
diejenigen, die entweder aus vier reellen Punkten bestehen, oder aus 
solchen imaginaren, deren Trager hyperboloidische Lage haben) die 
reellen Za.hlen, also die Kette aller neutralen Wiirfe die Gesamtheit 
aller reellen Zahlen dar, und dies so, daB dem harmonischen Wurf die 
Zahl - 1 entspricht. Als komplexe Einheiten werden dann aile die
jenigen nur dem Sinne nach verschiedenen Wiirfe definiert, deren 

362) Eine solche Koordinatenbestimmung hatte im reellen Gebiet Mobius 
nach den Methoden des baryzentrischen Calculs, mit Hilfe der mehrfach ge
nannten Netzkonstruktion ausgefiihrt. Er findet, daB jedem erreiehbaren Punkte 
rationale Zahlentripel zugeMren, und umgekehrt rationalen Koordinaten stets 
eiu linear konstruierbarer Punkt entspricht; Barye. Caleiil, § 198 if. Spater ist 
dies in allgemeinster Weise von W. Fiedler geschehen, ZUrieh Vierteljahrssehr. 15 
(1870), p. 152. Vgl. aueh J. Hemming, ebenda 16 (1871), p. 41, wo sich die Dis
kussion der Koordinatentransformation fiir projektive Koordinaten findet. Nll.heres 
uber die projektiven Koordinatenmethoden bei Muller III AB 7. 

363) V gl. Beitrll.ge, p. 166 if; H. Pfaff, Neuere Geometrie. 
364) Sind ABOD = U undABODI = Ut die beiden Wfufe, und wird 

der Punkt S so bestimmt, daB 00, DDt und AS eine Involution bilden, so stent 
ABOS die Summe U + u;. dar. DaB Produkt ergibt sieh auf Grund davon, daB 
wenn MN, AD, BO drei Paare einer Involution sind, die Relation 

(MNAB) (MANO'; = (MAND) 

besteht. Um daher das Produkt UU1 zu konstruieren, gehe man von dreiPunkten 
M, A, N aus und bestimme zunachst Al und A, so, daB (MAN A 1 ) = U und 
(MAt NA2 ) = U1 ist, so ist (MANA!) = UUt der Produktwurf. Vgl. Beitrage, 
p. 167ft" 



22. Methodische Gesichtspunklie. 463 

Quadrat ein harmonischer Wurf ist, und auf Grund davon kann flir 
jeden nicht neutralen Wurf eine solche additive und multiplikative 
Darstellung durch andere Wiirfe gefunden werden, daB ihm eine be
tltimmte komplexe Zahl entspricht. J. Liiroth 366) hat diese Resultate 
noch wesentlich ergllnzt. Er hat die neutralen Wiirfe in positive 
und negative geteilt, den absoluten Betrag nicht neutraler Wiirfe ein
gefiihrt und gezeigt, da.6 fiir ihn die GroBenbeziehungen geIten, und 
daher auch der Stetigkeitsbegriff auf sie ausgedehnt werden kann. 
Als Gesamtresultat dieser Untersuchungen ergibt sich also die Tat
sache, da.6 mittels der Staudtschen !deen, unabhllngig von der Metrik 
und auf rein projektiver Grundlage, eine Koordinatenbestimmung und 
die Anwendbarkeit der analytischen Methoden in vollem Umfang be
griindet werden kann (vgl. Fano III AB 4a, Nt. 14, 15). 

22. Methodische Gesichtspunkte. 1st einmal die Moglichkeit 
erwiesen, die projektive Geometrie unabhangig von der Metrik zu be
griinden, so kann man weiter ford ern, daB sie sieh in ihren Entwick
lungen aller Hilfsmittel enthlllt, die aus der Algebra stammen. Sie 
hat vor allem ihre Gebilde selbstandig zu definierenj insbesondere 
muB sie dies in einer Weise tun, die projektiv invariant ist, wozu 
dann noch in zweiter Linie die Aufgabe tritt, die Gleichwertigkeit 
der analytischen und geometrischen Methoden und Resultate zti priifen 
und nachzuweisen. Erwagungen, die auf der Konstantenabzllhlung 
beruhen, bleiben dabei auBer Betracht. 

J. V. Poncelet366) handelte hereits der obigen Forderung gemllB, 
indem er den Satz, daB die Projektion eines ~ wieder ein cll ist, auf 
den projektiven Charakter derjenigen metrischen Relation stiitzte, die 
schon bei den Griechen fiir den cll definierend war. Dagegen enthielt 
J. Steinm-s erste projektive Erzeugung der cll (Nr. 10) noch eine Lucke. 
Er stiitzte sie darauf, daB ein cll durch einen schiefen Schnitt eines 
Kreiskegels entsteht, und ein Kreis durch gleiche Biischel erzeugbar 
ist; es war aber noch nicht geometrisch bewiesen, daB jeder einen Cll 

projizierende Kegel Kreisschnitte besitzt3S1). Steiner 368) hat daher 

366) Math. Ann. 8 (1876), p. 145. 
366) TraiM, § 41. 
367) Dies konnte erst aua den besonderen Eigenachaften des Kegels oder 

Polarsystems, die sich auf seine FokalacBaen und seine zyklischen Ebenen be
ziehen, erschlossen werden. Eine systematische Daratellung findet sich z. B. bei 
&hroter, Theorie der Oherfl., p. 51 und bei Reye, Geometrie der Lage 1, 
s. Aufl.., p.179. Nach M. Ghasles solI allerdings R. Descartes den Satz schon 
besessen haben, Rapport, p. 75. 

368) Dies geschah in seinen Vorlesungen; vgl. Steiner-Schroter, Vorlesungen, 
Vorrede, p. VI. 
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spater den hier einzig moglichen Weg eingeschlagen, den c2 als Er
zeugnis projektiver Gebilde zu definieren, und alsdann die einzelnen 
c2 als Spezialfa11e dieser Definition nachzuweisen. Erst K. G. C. v. Staudt 
vermochte es abel', del' geomeirischen Definition dieselbe· Allgemein
heit zu geben, wie del' analytischen, indem er den C2 als Ordnungs
kurve eines Polarsystems definierte (Nr. 13). 

Die Steinersche und Staudtsche Definition sind typisch fUr aile 
Definitionen hoherer Gebilde; diesem Zweck dienen entweder die Er
zeugungsmethoden oder solche Definitionen, die an die vereinigte Lage 
gewisser Gebilde ankniipfen. Dabei entsteht aber eine del' Geometrie 
speziell anhaftende methodische Schwierigkeit. DaB yom Standpunkt 
del' projektiven Geometrie aus wedel' das Bezoutsche Theorem, noch 
auch das Korrespondenzprinzip erlaubte Hilfsmittel sind, ist evident; 
um zu beweisen, daB ein irgendwie definiertes Gebilde z. B. eine Fa 
ist, ist vielmehr zu zeigen, daB es auf die Weise erzeugt werden kann, 
durch welcbe die Fa definiert ist 369). Die eine Erzeugungsweise ist 
aus der anderen abzuleiten. Das erste Beispiel, in dem dies geleistet 
wurde, ist der Identitatsbeweis del' durch Biischel bzw. Punktreiben 
erzeugten C2, den Steiner in seinen Vorlesungen gegeben hat, sowie 
del' analoge Beweis fiir das Erzeugnis von zwei Ebenenbiischeln und 
zwei Punktreihen 370). Fur die F2 laBt sicb del' Identitatsbeweis aus 
del' Theorie del' Polaritat entnehmen. Fur die raumliehe Cs hat 
H. Schroter 371) die Identitat del' Gesamtheit ihrer Schmiegungsebenen 
mit dem Erzeugnis dreier Punktreihen nachgewiesen, nachdem schon 
M. Cltasles 372) die hierzu notigen Satze abgeleitet hatte. Die Identitat 
der Erzeugnisse zweier kollinearen Blindel und dreier projektiven 
Ebenenbiischel ist der Sache nach zuerst von Ohasles ohne Beweis 
ausgesprochen worden; die ausfiihrliche Begrundung ist spater durcb 
Th. Reye 373) gescheben. F. Schur 374) bewies nocb unHingst die Iden
titat del' Tripelkurve Cs mit dem Erzeugnis eines c2-Buschels und eines 
StrablbUschels, nachdem auch bereits Steiner 375) und Th. Reye 376) 

369) Dagegen pfiegte man sich urspritnglich auf den Beweis zu be
schranken, daB ein Gebilde mit einer Geraden n Punkte gernein hat. Auch in 
Cremonas Theorie der Cs steht noch (ohne Beweis) der Satz an der Spitze, dae 
zwei Cs sich in neun Punkten schneiden. 

370) Steiner-Schroter, Vorlesungen, p. 101 und Vonede, p. VII. 
371) J. f. Math. 56 (1859), p. 27. 
372) J. de math. (2) 2 (1857), p. 397. 
373) Geometrie der Lage 2, p. 72. 
374) Zeitschr. Math. Phys. 24 (1879), p. 119 Dasselbe hatte vorher bereits 

H. Milinowski versucht, ebenda 21 (1876), p. 427 und 23 (1878), p. 27, 85, 211. 
375) Vgl. Steiner-Schroter, Vorlesungen, p.507. 
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dies fiir besondere Faile abgeleitet hatten usw. Keineswegs aber ist 
die hier erhobene Forderung bisher in ailen Failen erfiillt worden. 
F Schur 874) hat gelegentlich die Notwendigkeit betont, ihr wieder 
mehr gerecht zu werden. 

Ein ahnlicher Gesichtspunkt ist maBgebend fur den Beweis, daiS 
ein geometrisches Gebilde durch eine gewisse Zahl von Punkten, Ge
raden, Ebenen eindeutig bestimmt ist. Dem konstruktiven Charakter 
der projektiven Geometrie entsprechend sind diese Beweise erst dann 
als gefiihrt zu erachten, wenn durch die gegebenen Elemente die 
definierende Erzeugung vermittelt und die Konstruktion wirklich ge
leistet werden kann. Die Erzeugung der c2 aus 5 Punkten gebOrt 
den Elementen an. Dagegen haben die linearen Konstruktionen der 
bOheren Kurven und der raumlichen Gebilde noch bis in die neueste 
Zeit hinein mannigfache Behandlung gefunden (Staude III C 2, Nr. 49; 
Kohn III C 5 und Meyer III C 7). 

Von methodischem Interesse ist auch die Frage, ob und inwie
weit es gestattet ist, die Gebilde und Probleme zu spezialisieren, 
ohne daB die fiir sie abgeleiteten Resultate die allgemeine Geltung 
verlieren. Die franzosische Schule hat sich lange Zeit unbedenklich 
direkt auf den Boden des Prinzips der Kontinuitat gestellt und fiir 
die Erorterung von Kurven und Fliichen insonderheit ihr Verhalten 
gegeniiber g"" bzw. E", in Betracht gezogen. Hingegen haben die 
fiihrenden deutschen Geometer gemeint, jede Spezialisierung als einen 
VerstoB gegen die Allgemeinheit der Untersuchung ver13chmahen zu 
sollen. Eine Anderung ist hierin in neuerer Zeit erst wieder durch 
F. Klein eingetreten, der iiberall auch fiir die geometrischen Problem
stellungen diejenige Einfachheit angestrebt und ausgefiihrt hat, die 
I1nalytisch einer spezieilen und moglichst giinstigen Wahl des Koordi
natensystems entspricht S77). Die Erkenntnis des allgemeinen projek-

376) Geometrie der Lage 2, Kap. 22. 
377) Vgl. z. B. die Albeit iiber F s ' Math. Ann. 6 (1873), p.555 und die 

im Anschlu13 daran von C. Rodenberg hergestellten, im Verlag von L. Brill in 
Darmstadt (jetzt M. Schilling in Halle) erschienenen Modelle, sowie auch dessen 
Albeit in Math. Ann. 14 (1877), p. 46, im Gegensatz zu dem ersten von (]hr. 

Wiener stammenden unsymmetrischen Modell. Ein anderes Beispiel bildet der 
Nachweis, da13 das von A. Clebsch gefundene zehnfach Brianchonsche Sechseck 
durch die sachs Hauptdiagonalen des Ikosaeders realisiert ist; Math. Ann. 4 (1871), 
p. 333 u. 12 (1877), p. 531. 

Dieser methodische Gesichtspunkt ist auch fiir die Theorie der Konfigu
rationen von Wichtigkeit. Vgl. z. B. Th. Reyes Nachweis, da13 die Figur der 
desmischen Tetraeder am Wiirfel und Oktaeder nachweisbar ist, Acta math. 1 
(1882), p. 97. 
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tiven Charakters alIer Koordinatenmethoden und aIler MaBbestimmung 
hat wesentlich dazu beigetragen, dieser Anregung Erfolg zu ver
schaffen; es ist heute durchaus gelaufig, moglichst spepiell zu denken 
und die am SpezielIen gefundenen Resultate durch Projipieren JIU . rer
allgemeinern. Man projiziert z. B. eine zyklische Projektivitiit in eine 
Drehung (Nr. 14), eine hyperbolische Involution in eine Symmetrie 
(Nr. 13) usw., und kann damit deren Gesetze unmittelbar in Evidenz 
setzen 878). Damit ist dem Prinzip der Kontinuitat uberaIl da zu seinem 
Recht verholfen, wo sich seine projektive Natur nachweisen liiBt. 

Der methodischen Vereinfachung dient endlich auch die auf 
H. Wiener zuruckgehende Tendenz, die alIgemeinen Operationen als 
Produkte von symmetrischen aufzufassen, was er fiir ein gewisses Ge
biet durchgefuhrt hat (Nr. 23). 

Die wichtigsten Probleme, die hier noch zu erortern sind, be
trefl'en die Frage, wie die projektive Geometrie einerseits fiir den 
Fundamentalsatz der Algebra, andererseits fiir die gesamte Invarianten
theorie ein Aquivalent schaffen kann, ohne den Boden der projektiven 
reelIen Hilfsmittel und Gebilde zu verlassen 879). Was den Funda
mentalsatz der Algebra betrifft, bzw. die Definition von Gruppen 
solcher n Punkte, die das Aquivalent der Wurzeln einer Gleichung 
nten Grades darstellen, so hat K. G. O. v. Staudt durch DarstelIung der 
W urzeln einer quadratischen Gleichung mittels reeIler Involutionen den 
Anfang gemacht (Nr. 19). Fur n = 3 hat H. Thieme SSO) ein Polar
system dritter Ordnung, das den Wurzeln einer Gleichung dritten 
Grades entspricht, durch projektive Beziehung einer Punktreihe und 
eines Buschels von Involutionen zu definieren gelehrt SS1) und gezeigt, 
daB diese Methode von n auf n + 1 iibertragen werden kann. Das 
Gleiche hat spater in ausfuhrlicher Darstellung E. Kotter 88J) getan. 
Was den Ersatz der Invariantentheorie betrifft, so sind hier wenigstens 
fiir das bin are Gebiet einige Ansatze vorhalldell; sie beruhen darauf, daB 
die neuere Zeit die den binaren Formen entsprechenden Projektivi-

378) R. Krause hat dies fiir die wrnaren und quaternaren zyklischen 
Kollineationen durchgefiihrt, Programm Stettin, 1897. 

379) Naheres bei Fano ill AB 4a, Nr. 26 if. 
380) Zeitschr. Math. Phys. 24 (1879), p. 221 u. 276; Math. Ann. 28 (1886), 

p.133. 
381) B. Klein hat hierzu die trilinear symmetrische Verwandtschaft auf einer 

c2 benutzt, Theorie der trilinear-symmetrischen Elementargebilde, Marburg 1881. 
382) Grundziige einer rein geometrischen Theorie der algebraischen Kurven, 

Berlin 1887; Kotter gibt dort auch die Staudtsche Imaginartheorie in etwas 
modifizierter Form. 
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titen und Involutionen direkt ins Auge faSt und ffir sie diejenigen 
gegenseitigen Beziehungen zu definieren verstand, die den Formu
lierungen der Invanantentheorie parallel gehen 888). (V gl. auch Fano, 
III AB 40., Nr. 25ft'.) 

23. Das Beehnen mit Verwandtsehaften. Wird durch die pro
jektive Verwandtschaft f8 dem System I das System I' zugeordnet, 
z. B. jedem A ein A', und wird dem System I' mittteis der Verwandt
schaft f8' ein System .E" zugeordnet, also jedem A' ein A", so wird 
die Beziehung ~", die .E" dem System I zuordnet, also A" dem A, 
als Produkt von f8 und f8' bezeichnet 384); man schreibt: 

f8" = f8~' resp. If8I'f8'.E" = .Ef8"E". 

Dieser Produktbegriff geniigt dem asso$iativen Gesetz und gestattet 
daher die Anwendung aller assoziativen Operationen, besonders auch 
des Gruppenbegri{fs 885). Es ist klar, daS aile Operationen, die ein 
Gebilde in sich iiberfiihren, eine Gruppe bilden. Die Verwandtschaft, 
die S in E iiberfiihrt, also A dem A' zuordnet, heiSt die zu ~ in
verse und wird durch )8-1 bezeichnet; .eine Verwandtschaft, bei der 
jedes Element sich selbst entspricht, heiSt identitiit. Die Verwandt
schaft U' = ~-lUf8 heiSt aus U durch Transformation mit ~ ent
standen; ist U' = U, also auch Uf8 = f8U, so heiSt U mit ~ ver
tauschbar, ist U' = U-l, so sagt man, U wird durch f8 umgekehrt. 
1st U -1 f8 = f8 -1 U, so heiBen U und f8 nach O. Segre harmonisch, 
jedes dieser beiden Produkte iet alsdann eine Involution, und es ist 
U = )8 3 386). Harmonische Involutionen sind stets vertauschbar und 
umgekehrt. 

Involutionen auf derselben Geraden mit reeilen Doppelpunkten 
sind vertauschbar, also auch harmonisch, wenn ihre Doppelpunkte sich 
harmonisch trennen 881). Zwei Projektivitaten ~ und :0 auf g mit reeilen 

383) Sind z. B. 31 und 31 zwei Involutionen, 80 stellt die mit beiden har
monische Involution 3 die Funktionaldeterminante der beiden beziiglichen Formen 
dar. Vgl. H. Wiener, Habilitationsschr. Halle 1885. 

384) Kombinationen von Verwandtsehaften hat man schon lange ausgefiihrt; 
die Ubertragung des formaJen bekannten Algorithmue der Gruppentheorie auf 
die Projektivitaten geht auf C. Stephanos zurfiek, Bull. se. math. (2) 3 (1879), 
p. 453 und Math. Ann. 22 (1883), p. 299. 

385) Ober einfaehe Gruppen von Kollineationen uew., die mit der Theorie 
derKonfigurationen oder dar Theorie besonderer Kurven und Flachen usw. zu
sammenhangen, vgl. E. Steinits, mAB 5a Projektive Konfigurationen, und me 13 
Raumeinteilungen. 

386) Ein Punktepaar AB geht daher durch U und 18 in Ai Bl resp. Bl ~ fiber. 
3S7) Daher stammt die Bezeichnung harmonische Projektivitaten. 
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Doppelpunkten sind vertauschbar, falls sie die namlichen Doppelpunkte 
besitzen. 1st 3 eine zu ~ harmonische Involution auf g, 80 bilden 
die Doppelpunkte von ~ ein Punktepaar von 3. Theoretisch wichtig 
ist auch die mit $ verbundene resp. zu ~ zugehOrige Involution 3. 
Werden zu A die Punkte A' und A_I bestimmt, die in ~ und ~-l 
dem A entsprechen, und alsdann Al so, daB die Punkte A_1A'A~ 
harmonisch sind, so bilden AA1 die Involution 3; sie ist mit ~ ver
tauschbar. 

Die Beziehungen der Projektivitaten nehmen ihre einfachste Form 
an, wenn man, wie dies C. Segre 388) getan hat, als Trager einen Cz 
wahlt. Vertauschbare Involutionen 3, 31 sind alsdann solche, deren 
Zentren resp. Achsen einander beziiglich des 02 konjugiert sind; der 
Schnitt beider Achsen gibt das Zentrum der Involution 32 = 331 , 

Ferner gibt es zu jeder ~ auf 02 eine bestimmte Pascalgerade p, und 
es sind ~ und 0. vertauschbar, falls sie die gleiche Pascalgerade be
eitzen, wahrend die zu ~ gehOrige Involution 3 die Pascalgerade p 
als Involutionsachse besitzt. Endlich wird ~ durch 3 umgekehrt, 
falls p zur Involutionsachse von 3 konjugiert ist usw. 

Ebene und raumliche Kollineationen in vereinigter Lage sind stete 
und nur dann vertauschbar, wenn sie dieselben Doppelelemente be
sitzen. 

Ebene resp. raumliche zentrische 3 sind vertauschbar, falls das 
Zentrum der einen auf der Achse resp. Ebene der anderen liegt; ge
scharte sind es, falls die vier Achsen ein Viereck oder vier harmo
nische Geraden einer Hs bilden 389). Eine gescharte und eine zen
trische 3 sind vertauschbar, wenn die Achsen der ersten mit dem 
Zentrum und der Ebene der zweiten inzident sind. Eine 3 iet z. B. 
mit einer Polaritat vertauschbar, wenn Zentrum und Ebene resp. die 
Achsen der 3 in der Polaritat einander entsprechen 890). Eine Null
korrelation ist nur mit gescharten Involutionen oder Nullkorrelationen 
vertauschbar. Eine allgemeine raumliche (£ ist nur unter Bedingungen 
mit einer Korrelation g( vertauschbar. 

Th. Reye 391) hat die Aufsuchung der vertauschbaren resp. harmo-

388) J. f. Math. 100 (1887), p. 329; vgl. auch F. Aschieri, 1st. Lomb. Rend. 
(2) 22 (1889), p. 414, 484. 

389) Fur diese u~d die folgenden Satze vgl. D. Montesano, Ann. di mat. 14 
(1886), p. 131. Eine ausfiihrliche Darstellung fUr Ebene und Raum gibt A. Sannia, 
Lezioni, p. 444. Zu einer gescharten (£ gibt es eine mit ihr verbundene gescharte 
3; a.. a. O. p. 496. 

390) Polaritaten sind daher vertauschbar, wenn die eine ein Produkt aus 
der anderen und einer der oben genannten Involutionen ist. 

391) Geom. d. Lage 3, p. 219 und Math. Ann. 43 (1893), p. 145. Hier wer-
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nischen tt und m auf das Studium derjenigen zuriickgefiihrt, von denen 
die eine die andere umkehrt; es beruht dies darauf, daB, wenn U 
durch !B und m3 umgekehrt wird, U mit 18m! vertauBchbar ist. Eine 
ebene tt, deren Doppelpunkte ein Polardreieck einer Polaritat bilden, 
wird durch diese Polaritat umgekehrt; ein analoger Satz gilt im Raum. 
Eine ebene m wird durch jede ~ umgekehrt, deren Zentrum und Achse 
Pol und Polare fiir die beiden durch m bestimmten ClI sind, die also 
diese clI in sich transformiert; analog wird eine raumliche ffi durch 
jede ~ umgekehrt, die die mit m zusammenhangenden FlI und <P2 in 
sich transformiert, ebenso durch jede Polaritat der Form ~ffi, wo ~ 
eine der vorstehenden Involutionen ist, usw. 

Von sonstigen Aufgaben, die das Rechnen mit Verwandtschaften 
benutzen, sind zunachst solche zu erwahnen, die die Auflosung ge
gebener Verwandtschaften in ein Produkt von spezieilen bezwecken, 
insbesondere von Perspektivitaten, Involutionen, A.hnlichkeitstransfor
mationen USW. 392). H. Wiener S93) hat die groBe Klasse ailer derjenigen 
Verwandtschaften studiert, die sich als Produkt von zwei Involutionen 
darsteilen lassen, insbesondere auch solche Gruppen, die nur Involu
tionen enthalten; zu der ersten Klasse gehoren aile Projektivitaten 
auf einer Geraden, da eine Projektivitat stets als Produkt von zwei 
Involutionen darstellbar ist, sowie aile Kollineationen, die eine ell resp. 
F2 in sich iiberfiihren. Zugleich haben diese Gruppen die Eigenschaft, 
daB sie sich auf die sonst bereits bekannten Gruppen von Bewegungen 
und Umwendungen projektiv abbilden lassen und Hefern so ein lehr
reiches Beispiel fiir die in Nr. 21 erorterte methodische Auffassung. 

Eine besonders einfache Behandlung gestatten die zyklischen 
Gruppen (Nr. 14:), wenn man das Rechnen mit Projektivitaten benutzt. 
Es sei ~ eine beliebige Projektivitat, und man fasse die unbegrenzte 
Reihe von Projektivitaten 

(1) 1, $, ~2, ~s, •.. , $\ ... 
ins Auge, so wird die Reihe von Punkten 

(2) 

den die obigen Satze auch fUr den Fall bewiesen, daB die F'J, und 4\. nicht reell 
sind und auf spezielle [ ausgedehnt, insbesondere auf solche, die jede Schar 
einer R'J, in sich transformieren. 

892) Vgl. z. B. A. del Re, Napoli Rend. (2) 2, p.428 und Palermo Rend. 2 
(1888), p. 37 und 128; Giorn. di mat. 28 (1890), p.269; Riv. di mat. 2 (1892), 
p.99; F. Deruyts, Mem. Liege (2) 17 (1892), Nr.3; M. Boeher, Math. Ann. 48 
(1898), p. 598. Hierher gehOrt auch die AuflOsung jeder (£ in ein Produkt von 
Perspektivitaten, vgl. Anm. 97. 

893) Leipzig Ber. 42 (1890), p. 245; 43 (1891), p.424 und 644; 45 (1893), p.555. 
Encyk!op. d. math. Wissensch. III 1. 31 
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die durch sie zu A zugeordnet werden, in allgemeinerer Bedeutung 
e benfalls ala zyklische Reihe bezeichnet. Falls dann ein erstes n 
existiert, so da.B ~ = 1 ist, so entsteht die endliche zyklische Gruppe 
von Nr. 14:. Fur diese Reihen bestehen noch folgende Satze 894). Es 
ist, fails A und B irgend zwei Punkte sind, 

AAI~'" A l •·• n BBIB2 ••• Bl •• • , 

und flir eine endliche zyklische Gruppe ist, wie evident, 

ferner ist auch 
AAI .... A n _ 1 :It AiAt+I' .. Ai_I; 

Al As ... An :It An' .. As A l1 

und es bilden fur jedes i die Punktepaare Ai_lAi + l eine Involution, 
deren eines Doppelelement Ai ist. Durch Abbildung der zyklischen 
Projektivitat auf eine Drehung werden diese Satze wiederum unmittel
bar durchsichtig. 

Eine formale Vereinfachung erfahrt auch ein Resultat von Nr. 11. 
Sind namlich 

(3) A_l1 A_2' .... A_lI .... 

die Punkte, die zu A durch die Projektivitaten 
'iR-I 'iR-2 'iR-l 
1-' ,1-' , .... 1-' , ... 

zugeordnet werden, so konvergieren die Reihen (2) und (3) gegen die 
beiden Doppelpunkte M und N von ~, die zugleich Doppelpunkte 
ailer ~" und ~-. sind. 

24:. Buschel, Netze usw. von Verwandtschaften. Die Tatsache, 
die fUr die Theorie der Buschel und N etze die Grundlage bildet, be
sagt, daB die samtlichen Projektivitaten, Kollineationen und Korrela
tionen, ebenso die verschiedenen Involutionen usw. je eine lineare 
Mannigfaltigkeit bilden. 

Zunachst ergiht sich die Vielfachheit dieser Mannigfaltigkeiten 
unmittelbar aus den Fundamentalsatzen. Da eine Projektivitat oder 
Involution auf einer Geraden durch drei resp. zwei Paare entsprecheuder 
Punkte bestimmt ist, gibt es auf der Geraden 00 8 Projektivitaten und 
002 Involutionen 395). Eine ebene Kollineation ist durch vier Paare 
entsprechender Punkte bestimmt, es gibt daher 00 8 ebene Kolli
neationen und Korrelationen, darunter sind 004 involutorische Kolli-

394) C. Stephanos, Anm. 384; H. Wiener, Anm.352; A.. A.meseder, Wien 
Berichte 98 (1889), p. 290 und Mona.tah. Math. 1 (1890), p. 371, wo die Abbildung 
a.uf die Drehung durchgefiihrl wird. 

395) Zu jeder Projektivitat gibt es 002 mit ihr harmonische. 



24:. Buschel, Netze U8W. von Verwandtschaften. 471 

neationen und 005 involutorische Korrelationen. Endlich existieren 
im Raum 00 15 Koliineationen, darunter 00 6 zentrale und 008 axiale 
involutorische, und 0015 Korrelationen, worunter 009 involutorische. 

Der lineare Charakter dieser Mannigfaltigkeiten, der sich auf 
analytischer Grundlage unmittelbar erkennen laBt, bedarf geometrisch 
einer ausfuhrlicheren Begriindung. Zunachst handelte es sich darum, 
die einschHigigen Begriffe auf geometrischer Grundlage einzufiihren. 
Dies ist zuerst fiir die Projektivitaten geleistet worden. 

Den einfachsten Fali eines Biischels von Projektivitiiten stellen alie 
diejenigen auf dieselbe Punktreihe bezuglichen Projektivitaten dar, die 
dieselben reelien Doppelpunkte besitzen. Es beruht dies auf der 
Tatsache, daB fur eille ~, deren Doppelpunkte M und N sind, das 
Dv (MN AA') einen fur aile A, A' festen Wert 1 hat (Nr. 11). Wird 
daher A festgehalten, wahrend A'die Gerade g durchliiuft, so ist jede 
~ durch A' bestimmt und umgekehrt, und es entspricht jeder ~ ein 
Wert 1 zwischen - 00 und + 00. Einen Biischel von ~ bilden 
auch diejenigen Projektivitaten 0,;., die man auf Grund des in Nr. 13 
genannten Satzes von M. Pasch 236) fur alie Werte von 1 erhalt; es 
besteht namlich auch fiir sie der Satz, daB, wenn man zu irgend zwei 
Punkten A und B die Punkte 

All A2 , A3 , ••• Al , • •• resp. Bl , B2 , Ba, ••. B l , ••• 

bestimmt, die ihnen in den Projektivitaten 0 11 O2 , D:II ... 0,,,, ... ent
sprechen, diese Punktreihen selbst projektiv sind. Damit ist wieder 
die Moglichkeit gegeben, von dem Dv von vier Projektivitaten 0.< zu 
sprechen, indem man darunter das Dv von vier Punkten A" versteht. 
Dieser Satz ist fiir den Biischelbegriff grundlegend 396). Es folgt aus 
ihm noch, daB zwei verschiedene Projektivitaten ~l und ~J eindeutig 
ein Biischel bestimmen. Sind die Doppelpunkte von ~1 und jJ52 reeli, 
so haben alie ihm angehorigen ~" die Eigenschaft, daB ihre Doppel
punkte mit denen von jJ51 und ~2 eine Involution bilden 397). 

H. Wiener 398) und C. Segre 399) haben das Verdienst, den Begriff 
des Biischels und seine Eigenschaften geometrisch begrundet zu haben, 
ohne ihn an das Dv oder an Realitatsverhaltnisse zu knupfen. Wiener 
hat Biischel von Involutionen ins A.uge gefaBt; es sind dies solche, 

396) Diesen Satz gab C. Stephanos, Math. Ann. 22 (1883), p. 299. Einen 
speziellen Fall bildet der Satz von Nr. 23 liber harmonische Projektivitaten. 

397) Vgl. auch C. Hol3(eld, Diss. Jena 1882. 
398) Habilitationsschrift Halle 1885. 
399) J. f. Math. 100 (1886), p. 317. Die Formulierungen von Seg1'e lassen 

sich auch auf Antiprojektivitaten (Nr. 20) ausdehnen. 
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die zu einer gegebenen 3 harmonisch resp. mit ihr vertauschbar sind. 
Auch 8egres Entwicklungen nehmen diejenige stets existierende Invo
lution zum Ausgangspunkt, die mit den Projektivitaten des Biischels 
vertauschbar ist. 1st namlich ~ eine beliebige Projektivitat, und wird 
gemaB Nr.23 die zu ihr gehorige Involution (A.A.') konstruiert, so 
ist diese mit ~ vertauschbar, und fails $ eine nicht involutorische 
Projektivitat ist, so ist 3 die einzige derartige Involution. Eine jede 
Projektivitat ~,t kann nun durch 3 und ein Punktepaar A, .A.,t be
stimmt werden; ist namlich A_,t so definiert, daB AA'A._1A.l har
monisch sind, so stellen A.A.,t, A'A./ und A_,t.A. drei Paare ent
sprechender Punkte fiir ~ dar. AlIe $.t1 die 3 als zugehOrige In
volution besitzen, stellen daher ein Biischel unter sich vertauschbarer 
Projektivitaten ~,t dar, filr das die Zuordnung zur Punktreihe aus 
der Definition unmittelbar erhellt4.00). 

Um hieraus den allgemeinsten Begriff eines Buschels zu erhalten, 
verfahrt Segre folgendermaBen. 

Sind ~ und 0 irgend zwei Projektivitaten, so gibt es stets solche 
zwei Involutionen 3 und ~r, so daB 3 durch ~ und 0 in 3' uber
gefuhrt wird. Sucht man die Gesamtheit aller dieser Projektivitaten, 
die 3 in 3' uberfiihren, so zeigt sich, daB sie in zwei Scharen ~l 
resp. O,t zerfallen; gehOren ~,t und ~ ... derselben Schar an, so gebOrt 
zu $l~ ... -1 immer 3 als die zugehorige Involution; gebOren $,t und 
0.... zu verschiedenen Scharen, so sind sie harmonisch und ~l 0. ... - 1 

stellt eine zu 3 harmonische Involution dar. Jede dieser beiden 
Scharen stellt je ein Buschel dar, und man nennt uberdies beide 
Buschel zueinander harmonisch; in jedem Biischel ist im aIlgemeinen 
eine Involution enthalten. Ferner folgt nun, daB ein Buschel ($, 0) 
durch zwei Projektivitaten ~ und 0 eindeutig bestimmt ist; daB es 
entsteht, indem man aile Projektivitaten $1 mit ~ multipliziert, zu 
denen dieselbe Involution gehort, wie zu $0.- 1, und daB aile zu $ 
und 0. harmonischen Projektivitaten ein Biischel bilden, das zu ~ 
und 0. harmonisch iat. Endlich folgt daun noch die Projektivitiit der 
obigen Punktreihen A, ~, ... A l , .•. und B, BlI ... Bu ... ffir jedes 
Buschel. 

In der Tatsache, daB ~ und 0 ein Buschel bestimmen, und daB 
zu ibm wieder ein bestimmtes harmonisches Biischel existiert, liegt 
der Grund ffir den linearen Charakter der Mannigfaltigkeit aIler OOS 

Projektivitaten. Es gibt insbesondere eine Projektivitiit, die zu drei 

400) Es entspricht dem speziellen Biischel mit denselben Doppelpunkten 
und ken in ein Biischel von Rotationen projiziert werden. 
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gegebenen ~, 0., m harmonisch ist; wenn zu 0.~-1 und zu fft~-l 
die Involutionen 31 und 32 gehoren, so konstruiere man 3 harmonisch 
zu 31 und 32 , und hat in 3~ die gesuchte Projektivitat. Umgekehrt 
kann man such die 00' zu ihr harmonischen Projektivitaten ins Allge 
fassenj sie sind durch ~, 0., m bestimmt, und man kann zeigen, daB 
diese Mengen den Charakter ebener Gebilde besitzen, woraus der 
lineare Charakter der Menge aller COS Projektivitaten sich ergibt. 
Wie F. Aschieri4.01) naher ausgefuhrt hat, kann man auf diese Weise 
zu der von O. Stepltanos40J) auf analytischem Wege gefllndenen Ab
bildung ailer Projektivitaten, resp. was dasselbe ist, aller bilinearen 
Formen auf den Unearen Punktraum gelangen. Es entspricht in ihr 
jeder ~ ein Raumpunkt pj alle zu ~ harmonischen Projektivitaten 
erfiillen eine Ebene 1&, die Polarebene von p bezuglich einer FI ist, 
und zwar ist diese FI so definiert, da8 ihren Punkten die ausgearteten 
~ entsprechen4(8). (Naheres bei O. Ludwig.) 

Dber Buschel und Netze von ebenen oder raumlichen Kollinea
tionen existieren bislang nur wenige Arbeiten, die den vorstehenden 
in ihrer Grundlage und Tendenz analog sind. A. Ameseder404,) hat in 
dieser Hinsicht besonders die gescharlen Kollineationen studiert und die
jenigen, die eine FI in sich transformieren, und auch fur sie die zu
gehorigen Involutionen in den Mittelpunkt der Betrachtung geriickt. 

Abgesehen von einigen Einzeluntersuchungen '05) uber Mannig
faltigkeiten spezieUer (ii; und m sind als Untersuchungen von weiter
gehendem Interesse zunachst diejenigen von S. Kantor(06 ) zu erwahnen. 
Sie betreffen die 001 ebenen Kollineationen mit drei festen Punkte
paaren, resp. die 008 raumlichen mit vier festen Pnnktepaaren. Sie 
haben wesentlich die Tendenz, die mit ihnen zusammenhii.ngenden 

401) Jst. Lomb. Rend. (2) 22 (1889), p. 558 und 624. 
402) V gl. Anm. 297. 
403) Eine Definition der Biischel und Netze von Projektivitaten auf Grund 

der Perspektivitaten giht B. Klein, Marburg Ber. 1887, p. 1. Die Mannigfaltig
keit alIer co~ Involutionen und ihr linearer Charakter werden auch bei E. Kotter 
abgeleitet: Grundzuge einer rein geometrischen Theorie der algebraischen Kurven, 
Berlin 1887, p. 11011'.; auf analytischer Grundlage bei F. Deruyts, Liege Mem. 
(2) 17 (1892), Nr. 8. 

404) Monatsh. Math. 1 (1890), p. 371. 
405) L. Cerio hat die Gesamtheit aIler ebenen Affinitaten in Betracht ge

zogen, Giom. di mat. 20 (1882), p. 321; F. Amodeo untersucht Biischel von 001 

ebenen Perspektivitaten, Giom. di mat. 27 (1889), p.40; A. del Re solche von 
001 Polaritaten, Giom. di mat. 28 (1890). p. 257. 

406) Wien Denkschr. 46 (1888), p. 83. Einige spezielIe SlI.tze gibt A. del Be, 
Palermo Rend. 2 (1888), p. 128; vgl. auch R.8turm, Math. Ann. 19 (1882), p.461. 
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hOheren Punktverwandtschaften darzulegen, die Un Netz auftretenden 
ausgearteten Q: zu finden, Bowie solche Q:, die gegebenen Bedingungen 
irgendwelcher Art geniigen. Diese Gesichtspunkte sind auch fUr die 
Untersuchung der Mannigfaltigkeiten von m maBgebend gewesen. Man 
hat bisher besonders die Biischel von 001 m mit sieben (vgl. Nr.15) 
und das Gebiisch von 008 m mit fiim festen Paaren konjugierter Punkte 
untersucht, doch gehBren diese Untersuchungen mehr dem Gebiet der 
analytischen resp. der abzahlenden Methoden, sowie der allgemeinen 
Theorie der Konneu an. (Naheres bei G. Oastelnuovo und F. Enriques, 
III C 11.) Die Theorie des Biischels der 001 mist im wesentlichen 
identisch mit der Theorie der ~lI (Nr. 26). Von dem Geblisch alIer 
001 m mit flinf festen Paaren konjugierter Punkte erwahne ich hier 
den von A. Olebsch4.°1) gegebenen Satz, daB diese flinf Paare noch ein 
sechstes linear bestimmen (Nr. 8); es ist zugleich dasjenige Paar, das 
Sturm beim Problem der Projektivitat im Fall n = 5 das mit den 
5 gegebenen Punktepaaren verbundene Paar nennt (Nr. 16). Die hier 
interessierende geometrische Bedeutung dieser Paare ist die, daB, wie 
R. Sturm 4.0S) gezeigt hat, in jedem Geblisch von 003 Kollineationen 
sechs Perspektivitaten vorhanden sind, und deren sechs Pasre von 
Zentrum und Achse bilden die sechs Paare konjugierter Elemente P 
und g, die den sechs Punktepaaren der m entsprechen 4.(9). 

Die allgemeine Theorie der Mannigfaltigkeiten aZZer Projektivi
taten, Kollineationen usw. hat wesentlich Th. Reye4.10) eingehend dar
gestellt, und den von ihnen gebildeten Rft resp. die in ihm vorhan
denen M." diskutiertj liber diese Untersuchungen, die zugleich einen 
im Es enthaltenen Ersatz fiir den spekulativen Begriff des R. zu 
liefem bestimmt sind, vgl. CastelnuO'Vo und Enriques III C 11. 

25. Die trilineare einstu1lge Beziehung. Die trilineare Beziehung 
zwischen drei Grundgebilden erster Stufe driickt sich4.11) durch eine 
Gleichung aus, die in bezug auf jede der drei beziiglichen Koor-

407) Math. Ann. 6 (1873), p. 203. 
408) Math. Ann. 22 (1883), p. 569. Sturm behandelt dort allgemein den 

Fall der durch beliebige fiinf einfache Bedingungen gegebenen m. 
409) 'Ober Gruppen von Kollineationen vgl. aastelnuovo und Enrique8 III C 11. 
410) J. f. Math. 104 (1889), p. 211; 106 (1890), p. 30 u. 315; 107 (1890), 

p. 162; 108 (1890), p. 89; vgl. auch K. Zindler, ebenda 111 (1893), p.308. 
411) Eine analytische eingehende Diskussion der trilinearen Beziehung 

geben a. Ie Paige und F. Folie in Brissel Mem. cour.42 (1879) Nr. 4; 48 (1880); 
45 (1882); vgl. auch C. le Paige, Liege Mem. (2) 10 (188S), Nr. 2 und Bull. belg. 
(3) 6 (1883), p. 25 und 85. Eine ausfiihrliche Behandlung der trilinearen Verwandt
schaft gibt F. London, Math. Ann. 44 (1894), p. 876. (Naheres bei O. Ludwig.) 
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dinaten linear istj jedes Element des einen Gebildes ist also erst 
nach Wahl je eines Elementes der beiden anderen Gebilde bestimmt. 
Die Gesamtheit aller dieser Elemententripel wird auch als Tripelfeld 
bezeichnet. Sie wurde zuerst von F. August412) zur Erzeugung der 
Fa benutzt (Nr. 10). Er fuhrt sie so ein, daB er die Punkte einer 
Ebene von drei Achsen aus projiziert. Das eingehendere Studium der 
trilinearen Verwandtschaft begann H. Schubert41S); sie entsteht in ein
fachster Weise so, daB man drei Punktreihen g, g', g" ins Auge faBt, 
die Schnitte mit demselben Ebenenbundel sind; haIt man einen Punkt 
A von g fest, so beschreiben die entsprechenden Punktepaare A'A" 
auf g' resp. gil projektive Punktreihen. Drei trilineare Punktreihen 
derselben Ebene heiBen insbesondere geradlinig bezogen, wenn jede 
Gerade der Ebene auf ihnen entsprechende Punkte ausschneidet; diese 
Lage spieIt hier die gleiche Rolle wie die perspektive Lage fur die 
projektive Beziehung. 

Fur die trilineare Beziehung geIten folgende Hauptsatze. 1) Es 
gibt auf jeder der drei Geraden zwei singuliire Punkte, mit denen sich 
in der Weise sechs Paare bilden lassen, daB erstens jedes Paar aus 
solchen Punkten besteht, die zweien dieser Geraden angehoren, und 
zweitens jedem solchen Paar jeder Punkt der dritten Geraden ent
spricht. 2) Das Produkt der drei Dv, die zwei Tripel entsprechender 
Punkte auf jeder Geraden mit den zwei singuHi.ren Punkten bestimmen, 
hat den Wert 1414). 3) Drei trilineare Punktreihen derselben Ebene 
liegen geradlinig, wenn die singularen Punkte in die Ecken des von 
ihnen gebildeten Dreiecks fallen, und ein Tripel in gerader Linie liegt. 
4) Sind h, h', h" Punktreihen, die zu g, g', g" projektiv sind, so sind 
auch h, h', h" in trilinearer Beziehung, falls g, g', g" es sind. Die 
beiden letzten Satze ermoglichen es, die allgemeinen Eigenschaften 
der trilinearen Beziehung aus denen der geradlinigen Lage in einfacher 
Weise abzuleiten; sie lief ern z. B. unmittelbar die Konstruktion neuer 
Tripel, falls ein Tripel und die singuHiren Elemente gegeben sind. 
Fur jedes Paar singularer Elemente konnen zwei Tripel eintreten, 
so daB die trilineare Beziehung auch durch sieben Tripel bestimmt 
ist; jedes achte ist linear konstruierb ar 415). 

412) Diss. Berlin 1862. 
413) Math. Ann. 17 (1880), p. 457. Schubert hat dort auch bereits die Aus

artungen der trilinearen Beziehung behandelt. 
414) Die ersten beiden Satze sind im wesentlichen Bchon bei August ent

halten; vgl. Anm. 322. 
415) V gl. z. B. C. le Paige, Bull. belg. (3) 5 (1883), p. 25 und 85, wo diese 

Konstruktion angegeben wird. Er teilt die trilinearen Beziehungen in Klassen, 
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G. Oastelnuovo U6) hat die trilineare Beziehung a.uf einer r1tumlichen 
c8 so erzeugt, daB er drei beliebige Sekanten a, b, c der Cs w1thlt und 
einen Punkt P einer Ebene E aus a, b, c resp. in die Punkte Pa.' Pb, Pe 

von Cs projiziert. U mgekehrl kann auch jede auf einer Cs vorhandene 
trilineare Beziehung in dieser Weise erzeugt werden, wobei noch eine 
Sehne beliebig ist. Oastelnuovo gibt Konstruktionen der trilinearen 
Beziehung auf der cs ' falls 1, 3, 5 Tripel und resp. 6, 4, 2 singullire 
Punkte gegeben sind; er betrachtet auBerdem eingehend solohe Serien 
von 00 1 Tripeln, die den Punkten einer 9 resp. eines G! in E ent
sprechen, und leitet fiber sie eine Reihe von Satzen abo 

G. Hauck 417) hat metrische Relationen ffir die trilineare Verwandt
sohaft abgeleitet. Er erzeugt sie duroh Projektion einer Ebene auf 
drei ihrer Geraden aus dreien ihrer Punkte. Auf der Geraden 9 gibt 
es einen Punkt P, der den Punkten P~ und P:;' zugeordnet ist, ihren 
Fluchtpunkt, und es besteht fiir die Fluchtpunkte P, P, P' und die 
singularen Punkte ST, S'T', S" T" die Relation 

SP: PT = S'P': P'T' = S"P": P"T" = const. 

Diese Konstante nennt Hauck die Oharakteristik der trilinearen 
Beziehung; durch sie und die 6 singuliiren Punkte ist die trilineare 
Beziehung bestimmt. Er hat insbesondere auch solche Faile betrachtet, 
die speziellen einfachen Werten der Charakteristik entsprechen. 

Wird jedem Punkt A von h die zwischen A' und A" bestehende 
Projektivitat ~ zugeordnet, so werden dadurch die Elemente von h 
projektivisch auf den Buschel aller dieser Projektivitaten ~ bezogen. 
Dieser Gesichtspunkt findet sich bei F. London 418). Die singularen 
Elemente sind dann diejenigen, fur welche die zugehOrige ~ ausartet; 
sie konnen iibrigens auch zusammenfallen und zwar geschieht dies, 
wenn in der entsprechenden geradlinigen Lage g, g', g" durch einen 
Punkt gehen; es tritt daher notwendig auf allen Tragem zugleich 
ain (singuliires Tripelfeld) 419). 

je nachdem die beziigliche zugehorige Fs in eine Fs und eine E resp. in drei E 

zerfallt. Eingehende Behandlung der Konstruktionen gibt a.uch F. London, 
vgl. daB Zitat in Anm. 411. 

416) 1st. Veneto Atti (6) 5 (1887), p. 1041. Er bezeichnet sie aIs Homogra
phie zweiter Art. V gl. auch F. Aschieri, 1st. Lomb. Rend. (2) 28 (1890), p. 312; 
F. Deruyts., Briissel Soc. sc. (3) 17 (1889), p. 312. 

417) Math. Ann. 44 (1894), p. 375. 
418) tJber eine von Ok. Le Paige eingefiihrte quadrilineare Verwandtschaft 

vgl. Nr. 10, Anm. 160. 
419) J. f. Math. 108 (1891), p. 25. tJber die von Hauck ausfiihrlich behan

delte trilineare Beziehung der Elementargebilde zweiter Sture vgl. E. Papperits, 
IIIAB 6. 
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Hat man auf denselben Tragern zwei trilineare Verwandtschaften 
(TripeUelder), so bestimmen sie ein Buschel und es gibt 001 Tripel, 
die allen Verwandtschaften des Biischels gemeinsam sind. F. London 
bezeichnet sie als bikursale Tripelreihen420), im Gegensatz zu den uni
kursalen Tripelreihen, die aus den Tripeln entsprechender Elemente 
dreier projektiver Grundgebilde bestehen. In jedem Tripelfeld gibt es 
zwei verschiedene Netze von je 002 solcher unikursalen Tripelreihen, 
und es ist jede Reihe eines jeden Netzes durch zwei Tripel bestimmt; 
andererseits gehort zu irgend zwei Tripelreihen desselben N etzes stets 
ein gemeinsames Tripel, zu zwei Tripelreihen, die den beiden ver
schiedenen N etzen angehoren, deren zwei. F. London hat auch die 
fur die singuHiren Verwandtschaften auftretenden Ausnahmen dar
gelegt. Analog kann man drei Tripelfelder zugrunde legen, das von 
ihnen gebildete Netz betrachten USW. 421). Fur sie gibt es sechs ge
meinsame Tripel, die in der Art voneinander abhangen, daJ3 funf das 
sechste linear bestimmen 422). 

Das auf die trilineare Verwandtschaft beziigliche Problem der 
Projektivitat hat H. Schubert428) behandelt. 

26. Die einfachsten quadratischen Verwandtschaften. Bereits 
in den systematischen Entwicklungen wurde J. Steiner auf geometri
schem Wege 424) auf die Existenz q uadratischer Verwandtschaften lllll 
gefiihrt; er setzte je zwei Punkte P, P' zweier Ebenen c und c' ent
sprechend, die durch emen zwel feste Geraden schneidenden Strahl 

420) Math. Ann. 44 (1894), p. 378. Jedes einzelne Element bnn namlich 
mit zwei Elementenpaaren ein Tripel bilden; bei den unikursalen Reihen gibt es 
nur ein solches Pallor fUr jedes Element. 

421) LaBt man g' mit g" zusammenfallen, und ordnet dem A die Doppel
punkte der beziigIichen Punktreihen zu, 80 entsteht die einzweideutige Verwandt
Bchaft; vgl. B. Klein, Theorie der trilinear symmetrischen Elementargebilde, Mar
burg 1881. B. Klein laBt schlieBlich aIle Trager zusammenfallen, jedes Tripel 
sich dreifach entsprechen und nimmt als Trager einen Ci , alsdann entsteht eine 
involutorisc1.e Beziehung, die sich am einfachsten aus den Ecken von Dreiecken 
herstellen laBt, die einem anderen c2 umgeschrieben sind, und die Klein als tri
linear symmetrisch bezeichnet und zu Aufgaben dritten Grades verwendet. V gl. 
auch Ann. di mat. (2) 18 (1890), p. 213. 

422) Vgl. F. London, Math. Ann. 45 (1894), p. 545. Die Konstrnktion des 
neunten Schnittpunktes zweier Cs und des achten Schnittpunktes dreier Pi laBt 
sich auf die Konstruktion des sechsten Tripels zuriickfiihren. 

423) Progr. Hamburg 1882. 
424) Analytisch tritt die }8t zuerst bei J. Plucker auf, J. f. Math. 5 (1829), 

p. 28, sowie bei A. J. Magnus, der sie freilich flir die allgemeinste eineindeutige 
Punktverwandtschaft hielt, da er die Eineindeutigkeit von vornherein als Be
stehen einer bilinearen Relation deutete, J. f. Math. 8 (1831), p. 51. 
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ausgeschnitten werden"I» (schiefe Projektion). Er erkannte bereits, 
daB es in jeder Ebene drei Hauptpunkte (oder Fundamentalpunkte) gibtj 
denen in der anderen nicht ein Punkt, sondern eine ganze Gerade 
(HauptUnie oder Fundamentallinie) entspricht, daB einer Geraden 9 
der einen Ebene ein c2' entspricht, der dem Hauptdreieck umschrieben 
ist, und allgemein einer c .. eine c; .. , die durch jeden Hauptpunkt 
nfach geht, und deren Ordnung sich um je zwei Einheiten erniedrigt, 
so oft die cn durch einen Hauptpunkt ihrer Ebene geht. Auch der 
Satz, daB einem Strahlbiischel durch einen Hauptpunkt von E in l 
ein projektiver Buschel entspricbt, dessen Mittelpunkt ebenfalls ein 
Hauptpunkt ist, sowie einem beliebigen Strahlbuschel von E in l ein 
projektiver es'-Buschel, ist bei ihm der Sache nach schon enthalten. 
Die Steinersche Erzeugungsweise der ~1I' die eine lineare Kongruenz 
mit zwei reellen Leitlinien zur Erzeugung benutzt, stent ubrigens, wie 
E. Vessiot426) zeigte, durchaus den allgemeinen Fall dar; sie liefert aUe 
verschiedenen Typen der ~lI' falls man die Leitlinien auch imaginar 
oder zusammenfallend wiihlt und unterscheidet, ob die Schnittlinie (EE') 
von den Leitlinien geschnitten wird oder nicht. 

Von anderen Erzeugungsweisen ist zunachst diejenige von F. Seyde
wit;s4ll1) zu erwahnen; er ordnet zwei Strahlenbiischel Sea), T(b) resp. 
S' (0:), 'I' (b') beider Ebenen projektiv einander zu und jedem Schnitt
punkt Cab) den Schnittpunkt (a'b') der entsprechenden Strahlen. Er 
gab auch zuerst den Satz, daB die lSI durch die Hauptpunkte und ein 
weiteres Paar P, P' eindeutig bestimmt ist"B). Er benutzt die lS, 
ausgiebig als Ubertragungsprinzip, und betrachtet wesentlich besondere 
Filie, z. B. den, daB die Buschel S, T resp. S', T' gleiche Buschel 
sind, wobei jeder g", ein Kreis entspricht, sowie such den Fall ver
einigter Hauptpunkte. 

Wird die Ebene E reziprok auf die ineinander liegenden Ebenen l 
und E" bezogen, und dem Punkt P von E der Schnittpunkt P' = (p',p'') 
zugeordnet, so bilden die Pasre P, P' ebenfalls eiDe ~,. Diese Er-

426) System. geom. Entwicklungen § 59 (Werke 1, p.l07fl'.). Vgl. aueh 
A. Transon, Nouv. Ann. (2) 4 (1865), p. 385. 

426) Bull. soc. ma.th. 22 (1894), p. 209. Jede lB~ kann durch schiefe Pro
jektion in Verbindung mit einer Perspektive vermittelt werden. 

427) Arch. Math. Phys. 7 (1846), p. 136; 8 (1846), p. 1. Wenn dem gemein
samen Strahl von S und Timmer der gemeinsame Strahl von 8' und T' ant
spricht, so geht die lB. in die Kollineation iiber (Nr. 8). Die obige Definition 
der lB. ha.t auch G. Bauer als fruchtbares tJberlragungsprinzip benutzt, J. f. 
Math. 69 (1868), p. 293. 

428) V gl. &uch A. Hirst. Nouv. Ann. (2) 5 (1866), p. 213. 
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zeugung erscheint zuerst bei A. Jacobi4.99), spater bei G. Battaglini4.S0) 
und Th. Reye4S1), die sie ausfiihrlich erortert hahen. Da eine Korrelation 
durch 8 Paare konjugierter Punkte bestimmt ist, so zeigt dies unmittel
bar, daB eine ~9 durch sieben Paare entsprechender Punkte bestimmt 
ist, und daB ihre Theorie mit der des Biischels von 001 Korrela
tionen, fiir die diese Punktepaare konjugiert sind, eng zusammenhangt 
(Nr. 23); die singuliiren Punkte der drei ausgearteten m dieses Buschels 
sind die Hauptpunkte der ~2 4.82). Reye erzeugte die ~2 auch so, daB 
er eine F'J von zwei Punkten aus durch Bundel projizierle und diese 
durch Ebenen schnitt 43S). Liegen 8' und 8 vereinigt, so gibt es ein 
Punktepaar, das sich in der ~2 doppelt entspricht; es besteht aus 
den Doppelelementen einer Involution, die aus den Punktepaaren ge
bildet ist, die fur jede der CX)1 Korrelationen in dieselbe feste Gerade 
fallen. Auch sonst sind zyklische Gruppen in jeder ~2 vielfach vor
handen 4.34.). 

Eine involutorische ~2 wurde der Sache nach schon von G. Bella
vitis4.30) aufgestellt, spater wurde sie in ausfiihrlicher Form von 
A. Hirst436) und F. Geiser 487) erortert. Th. Reye43B) konstruiert Rie, 

429) J. f. Math. 23 (1842), p. 243 u. 31 (1846), p. 76. 
430} Giorn. di ma.t. 1 (18lJ3), p. 321 und Zeitschr. Math. Phys. 11 (1866), 

p. 280. V gl. auch A. VoP, ebenda 17 (1872), p. 375 und H. Milinowski, J. f. 
Math. 79 (1874), p. 140, die die analoge lS, zwischen den Punkten von fund den 
Geraden von E' untersuchten. Bei Milinowski ist irrigerweise nur von einer so 
bestimmten lS. die Rede. 

431) Zeitschr. Math. Phys. 11 (1866), p. 280. Die Reyesche Erzeugung ist 
umkehrbar. Raben zwei in lS, stehende Bundel sieben Paare entsprechender 
Strahlen, die sich schneiden, so tun as aHa und sie erzeugen eine F,. Vgl. 
R. Sturm, Math. Ann. 19 (1882), p. 470, wo auch der Zusammenhang mit dem 
Problem der Projektivitat und anderen Problemen der abzahlenden Geometrie 
ausfiihrlich erortert wird. Die Konstruktion aus sieben Punktepaaren findet sich 
zuerst bei H. Schr6ter, J. f. Math. 62 (1863), p. 224; vgl. auch F. London, Math. 
Ann. 38 (1891), p. 334. 

432) .A. Hirst, London Math. Soc. Proc. 5 (1873), p. 40. Dort findet man die 
Theorie auf Grund der abzahlenden Methoden behandelt. 

433) V gl. auch G. Darboux, Bull. soc. phil. 5 (1868), p. 72. 
434) V gl. S. Kantor, Ann. di mat. (2) 10 (1880), p. 64, sowie .A. Hirst, Quart. 

Journ. 17 (1881), p.301. Die Resultate selbst hatte er schon auf der British 
Assoc. for the Adv. of Se. Birmingham 1865 mitgeteilt. 

435) Padua Ac. Nuovi Saggi 4 (1838). 
436) London Roy. Soc. Proc. 14 (1865), p. 92. Hirst gibt in ihr eine aus

fiihrliche Erorterung der einander entsprechenden Kurven und ihrer Eigenschaften. 
437) Bern Naturf. Ges. Mitt. 1865. 
438) Zeitschr. Math. Phys. 11 (1866), p. 299. Del' oben erwahnte Fall tritt 

ILuch bei F. Seydewitz auf, Arch. Math. Phys. 5 (1844), p. 225; vgl. auch G. G. 
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indem er bei vereinigter Lage von drei Ebenen E, E' und E" die heiden 
ebenen Felder {und E" je als Polarsystem zu E a.nnimmt. Das gemein
same Diagonaldreieck der beiden zugehOrigen c'/ und ~" ist alsdann 
das Hauptdreieckj in ihm entspricht entweder jede1' Punkt der Gegen
seite, oder aber nur ein Punkt der Gegenseite und die beiden anderen 
den Seiten, auf denen sie liegen 4S9). A. del Re440) hat eine reziproke 
quadratische Nullverwandtschaft aufgestelltj er erzeugt sie, indem er 
von einem Buschel Sea) und einer dazu projektiven Punktreihe u(A) 
ausgeht und jedem Punkt P von a die Gerade P A zuordnet441). 

Die Ausartungen der quadratischen Verwandtschaft hat H Schu
bert442) behandelt. 

Fur zwei vereinigte quadratische Vel'wandtschaften gilt der Satz, 
daB, wenn sie fUill gemeinsame Punktepaare besitzen, auch noch ein 
sechstes existiertj haben sie sechs gemeinsame Paare beliebiger Lage, 
so gibt es noch 001 andere, die Ihnen ebenfalls gemeinsam sind44S). 

Denkt man sich die beiden ~2 dadurch definiert, daB man E reziprok 
auf e' und {' resp. auf l' und E''' bezieht, so folgt das obige sechste 
Paar aus dem von A.. Clebsch gefundenen Theorem uber ein Netz von 
00 3 Korrelationen (Nr. 24:), mit dem der Satz identisch ist. 

de Longchamps, Nouv. Ann. (2) 5, p. 119; J. J. A. Mathieu, ebenda 4 (1865). 
p. 393, 481, 529. 

439) Vgl. B. Igel, Zeitschr. Math. Phys. 17 (1872), p. 516; J. Neuberg, Ma
thesis 8 (1888), p. 177, sowie P. H. Schoute, Assoc. fran9. Blois (1884). 

440) Napoli Rendic. (2) 3 (1889), p. 101. 
441) Eine besondere Erzeugung der ~1 gab F. Nicoli, Modena Mem. (2) 7, 

p. 253. 
442) Hamburg Mitt. 1 (1882), p. 31. 
443) E. Duporcq, Paris C. R. 126 (1898), p. 1405. Die Slttze haben filr die 

Kinematik wichtige Bedeutung (Schoenflies IV A 3, Nr. 8ft'.). 

(Abgeschlossen im Januar 1909.) 
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1. Definitionen. 1st in der Ebene ein Punkt P und eine Gerade 9 
gegeben, so unterscheidet die projektive Geometrie beziiglich der Lage 
dieser Elemente nur zwei FaIle: die spezielle insidente Lage, bei 
welcher P auf 9 liegt, und die allgemeine nicht-insidente. Hat man 
ain System von Punkten und Geraden der projektiven Ebene, so kann 
man in demselben Sinne die Gruppierung dieser Elemente als gegeben 
betrachten, wenn die zwischen ihnen statthabenden Inzidenzen gegeben 
sind. Zwei Systeme von Elementen haben hiernach dieselbe Grup
pierung, wenn die Punkte und Geraden des einen auf die Punkte und 
Geraden des andern in der Weise ein-eindeutig bezogen werden konnen, 

Encyklop. d. math,. Wisaenach. III 1. 32 
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daB inzidenten Elementen wieder inzidente entsprechen. Diese Mog
lichkeit liegt z. B. stets dann vor, wenn das eine System durch eine 
Kollineation in das andere iibergefuhrt werden kann; doch ist die 
Existenz einer solchen Kollineation fur die Gleichartigkeit der Grup
pierung nicht notwendig. Analog bezeichnet der Ausdruck "reziprok" 
nur die Mogliehkeit einer eindeutigen Beziehung zwischen den Punkten 
und Geraden des einen Systems und den Geraden und Punkten des 
andern, bei welcher inzidenten Elementen wieder inzidente entsprechen. 

Als ebene Konfiguration wird eine Gruppierung von Punkten 
und Geraden der Ebene dann bezeiehnet, wenn jeder Punkt mit gleich 
vielen Geraden, jede Gerade mit gleieh vielen Punkten inzident ist. 
Man legt der Konfiguration das Symbol (pY' g17) bei, wenn sie p 
Punkte, 9 Geraden enthiilt, durch jeden Punkt r Geraden gehen und 
auf jeder Geraden % Punkte liegen1). Es ist p . r = 9 . %. 1m Falle 
p = 9 = n, % = ']' =" ist das einfachere Zeichen n" gebrauchlich 2). 
Analog versteht man unter einer raumlichen Konfiguration (Abc, BaY, Ol) 
eine Gruppierung von .A. Punkten, B Geraden, 0 Ebenen des projek
tiven Ra, bei welcher jeder Punkt mit b Geraden und c Ebenen, jede 
Gerade mit a Punkten und ']' Ebenen, jede Ebene mit a Punkten und 
fJ Geraden inzident ist 3). Es werden indessen nicht immer aile drei 
Arten von Elementen in Betracht gezogen. 

Verschiedene Erweiterungen des Begriffs Konfiguration liegen 
auf der Hand: erstens konnen die Untersuchungen auf mehrdimen
sionale Raume ausgedehnt werden, ferner kann man statt der Punkte, 
Geraden, Ebenen andere Arten von Elementen, statt der Inzidenz 
eine andere spezielle Lagenbeziehung einfuhren, z. B. in der Ebene 
Konfigurationen von Geraden und Kegelsehnitten betrachten, bei denen 
jede Gerade dieselbe Anzahl von Kegelschnitten, jeder Kegelschnitt 
dieselbe Anzahl von Geraden beriihrt. Doch soll, wo nichts anderes 
bemerkt, die Bezeichnung Konfiguration in dem zuerst angegebenen 
Sinne gebraucht werden. 

Die Punkte, Geraden, Ebenen einer Konfiguration heiBen ihre 
Elemente. Neben diesen spielen in den Untersuchungen noeh die 
Diagonalen, Diagonalebenen, Diagonalpunkte eine Rolle, d. h. diejenigen 
Geraden, Ebenen, Punkte, welche, ohne selbst Konfigurationselemente 
zu sein, sich unmittelbar durch Verbindung oder als Schnitt solcher 
Elemente ergeben. 

1) J. de Vries, Acta math. 12 (1888), p. 63. 
2) Th. Reye, Acta math. 1 (1882), p. 94. 
3) J. de Vries, Wiener Ber. 100 (1891), p. 822. 
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Diejenigen Permutationen der Konfigurationselemente, welche 
Punkte in Punkte, Geraden in Gel'aden, Ebenen in Ebenen, inzidente 
Elemente in inzidente uberfuhren, bilden die Zttr Konfiguration ge
hOrige Gruppe4} Dieselbe kann, wenn die Konfiguration zu sich selbst 
reziprok ist, durch Hinzunahme der rezipro7cen Beziehungen zu einer 
Gruppe von doppelter Ordnung erweitert werden. Insofern man aliein 
die Permutationen der Punkte oder Geraden oder Ebenen betrachtet, 
kann man von zwei bzw. drei Gruppen sprechen, die aber in allen 
in Betracht kommenden Fallen holoedrisch isomorph sind. Elemente, 
welche durch die Permutationen ineinander ubergehen, hei.Ben gleich
berechtigt. Sind aile Elemente der einen Art, etwa aIle Punkte gleich
berechtigt, ist also ihre Gruppe transitiv, so folgt noch keineswegs 
dasselbe fur die andern Gruppen 5). Sind alle Gru ppen transitiv, so 
heiBt die Konfiguration regelmiifJig 6). 

Das Symbol (PY' g;t) bzw. (AbC, Bl, Cl) wird zur Charakteri
sierung einer bestimmten Konfiguration im aIlgemeinen nicht aus
reichen. Bei den Konfigurationen, welche nur zwei Arten von Ele
menten enthalten, z. B. den eben en Konfigurationen, bedient man sich 
in der Regel folgender Bezeichnung.Man fuhrt fur die Elemente 
der einen Art Zeichen ein und ordnet diese in Kolonnen an, deren 
jede ein Element der andern Art darstelit, indem sie die Zeichen der 
mit ihm inzidenten Elemente enthalt. So kann z. B. das Schema 

1 234 
5 6 7 8 

9 999 

1 2 3 4 

6 5 8 7 

10 10 10 10 

1 234 

7 856 
11111111 

1 2 3 4 

8 7 6 5 

12 12 12 12 

zur Bezeichnung einer ebenen (124' 163) oder auch (163 , 124) dienen, 
je nachdem die Ziffern Punkte oder Geraden darstellen. Das Schema 
einer ebenen Konfiguration muB offenbar so beschaffen sein, daB aIle 
Kolonnen gleich viele und voneinander verschiedene Zeichen enthalten, 
daB ferner jedes Zeichen in gleich vielen Kolonnen auf tritt, zwei Ko
lonnen aber niemals _ mehr als ein Zeichen gernein haben. Haufig 
wird der Name Konfiguration, besser schematische Konfiguration, auch 
fur jedes Schema gebraucht, das solchen Bedingungen genugt, gleich
viel ob es geometrisch realisierbar ist odeI' nicht. 

4) A. Schoenflies, Math. Ann. 31 (1888), p. 43. 
5) Ebene Konfigurationen, bei denen alle Punkte gleichberechtigt sind, 

wahrend verschiedenartige Geraden auftreten, wurden wohl zuerst von J. de Vries 
bemerkt; Acta math. 12 (1888), p. 75. 

6) A. Schoenflies 1. c. 4). 

32* 
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2. Historisches. Reyes Problem der Konfigurationen. Unter
suchungsmethoden. Wenn man von trivialen Fallen absieht, so sind 
zwei ebene Konfigurationen seit langeI' Zeit aligemein bekannt: 1) die 
Desarguesscbe Konfiguration 103, bestehend aus zwei perspektiven 
Dreiecken, den drei Schnittpunkten homologer Seiten, den drei Ver
bindungsgeraden homologer Ecken, dem Zentrum und del' Achse der 
Perspektivitiit; 2) die Pascalsche Konfiguration 93 , bestehend aus 
einem Pascalschen Sechseck, des sen Ecken abwechselnd auf zwei 
Geraden liegen, dies en beiden Geraden, den drei Schnittpunkten gegen
uberliegender Seiten des Sechsecks und del' Pascalscben Geraden, 
welche die drei Schnittpunkte verbindet. - DaB die Ahnlichkeitspunkte 
von 4 Kugeln mit den Geraden und Ebenen, auf denen sie zu je 3 
bzw. 6 liegen, eine Konfiguration (1246, 1633, 1264) bilden, bemerkte 
J. V. Poncelet 7). J. Sfeiner 8) zeigte, daB die 27 Geraden einer aIlge
meinen FIache dritter Ordnung, ihre Schnittpunkte und die Ebenen, 
welche 3 von den Geraden enthalten, eine· Konfiguration (13529, 27lo 
45217) bilden, daB man aus dieser eine Konfiguration (135;6, 72032,45m 
erhalt, wenn man die 27 Geraden durch die Diagonalen ersetzt, nach 
welchen sich die 45 Ebenen der erst en Konfiguration schneiden. Zu del' 
Erkenntnis einer ausgedehntenKlasse von Konfigurationen war jedoch 
schon 1845 A. Cayley 9) gelangt. Seine Arbeit wurde indessen wenig 
beachtet, und als Th. Reye die Aufmerksamkeit del' Mathematiker auf 
jene merkwurdigen Gruppierungen lenkte 10), fur die e1' den Namen 
Konfiguration einfuhrte, wurden die Cayleyschen Konfigurationen 
(Nr. 7) durch S. Kantor, H Schubert, G. Veronese und andere wieder 
entdeckt. Reye schliigt ein systematisches Studium del' Konfigura
tionen VOl'. Sein Problem der Konfigurationen verlangt VOl' allem die 
Ermittelung aller zu den verschiedenen Symbolen (Pr, gtt) bzw. 
(AbC, Bar, Cl) gehOrigen Konfigurationen. Um diese Aufgabe fiir einen 
bestimmten Fall naher ins Auge zu fassen, beschranken wir uns auf 
die ebenen Konfigurationen. Del' sich zuniichst darbietende Weg, urn 
aile zu einem bestimmten Symbol (Pr' gtt) gehorigen Konfigurationen 
zu erhalten, ist der, daB man von del' Aufstellung aller moglichen 
schematischen Konfigurationen ausgeht und daun untersucht, ob sich 
dieselben geometrisch realisieren lassen. Was den zweiten Teil del' 

7) TraiM des proprietes projectives des figures, Paris (1822), p. 409. 
8) J. f. Math. 53 (1857), p. 135 = Werke 2, p. 651. 
9) J. f. Math. 31 (1846), p. 213 = ColI. math. Papers 1, p. 317. 
10) Zuerst in seiner Geometrie der Lage I, 2. Auf!. (1876), p.4. Die Be

zeichnung Konfiguration umfaBt zuerst nur diejenigen raumlichen (ebenen) Ge
bilde, fUr welche die Anzahl der 1;'unkte gleich der der Ebenen (Geraden) ist. 
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Aufgabe betrifft, so ist zuniichst festzusetzen, was man unter geome
trischer Existenz bei Konfigurationen versteht. Am natiirlichsten 
diirfte die Forderung sein, daB die geometrische Konfiguration p ver
schiedene Punkte, 9 verschiedene Geraden enthalt, und daB auch nur 
solche Inzidenzen zwischen ihnen statthaben, welche das Schema vor
schreibt. Diesen Umstanden tragen die den schematischen Konfigura
tionen auferlegten Bedingungen nul' zum Teil Rechnung. Beriick
sichtigt man, daB bei del' Konstruktion 4 Punkte, von denen den 
Bedingungen der Konfiguration gemaB keine 3 in einer Geraden liegen, 
willkiirlich angenommen werden diirfen (wofern die Konfiguration 
iiberhaupt geometrisch existieren soli), daB ferne I' die vorgeschriebenen 
Inzidenzen py = gn; Bedingungen darstellen, denen gemaB die iibrigen 
p + 9 - 4 Elemente zu wahlen sind, so erkennt man, daB im Falle 
2 (p + g) - p;v - 8 < 0, falls zwischen den Inzidenzbedingungen nicht 
Abhangigkeiten in genii gender Anzahl stattfinden, die Konfiguration 
geometrisch nicht realisierbar ist. Die Vermutung, daB solche Ab
hangigkeiten nur in einer Minderzahl von Fallen auftreten, wird durch 
die Priifung del' Konfigurationen mit einer kleinen Anzahl von Elementen 
verstarkt. Es darf als wahrscheinlich gelten, daB unter allen schema
tischen Konfigurationen CPr' 9 "J, bei denen 2 (p + g) - p;v - 8 < ° 
ist, nul' ein verschwindend kleiner Teil geometrisch herstellbar ist. Die 
vom Schema ausgehende Behandlung scheint daher in groBerem Um
fange nUl' zweckmaBig bei denjenigen Klassen von Konfigurationen, 
deren Indizes die Ungleichung 2 en; + r) - n;y > ° erflillen. .Ahn
liches gilt fiir die raumlichen Konfigurationen. 

DemgemaB hat sich auch die Literatur libel' Konfigurationen ge
staltet. Die meisten Arbeiten kniipfen an einzelne Konfigurationen 
an, auf welche geometrische Untersuchungen irgendwelcher Art ge
fiihrt haben. Man untersucbt die Umstande, welche das Zustande
kommen del' Konfigurationen bewirken und gelangt hiernach oft durch 
Verallgemeinerung zu einer ganzen Klasse verwandter Konfigurationen. 
Es handelt sich dabei fast ausschlieBlich um regelmaBige Konfigura
tionen. Zahlreich sind die Methoden, um aus einer Konfignration an
dere herzuleiten 11), es kann hier nur kurz darauf eingegangen werden. 
Durch Fortlassung von Konfigurationselementen wird man haufig zu 
weiteren Konfigurationen geflihrt. Dabei sind lediglich Uberlegungen 
kombinatorischer Art auszufiihren, indem die Betra0htung des Schemas 
der Konfiguration schon die in ihr enthaltenen Konfigurationen zeigt. 

11) Besondere Methoden dieser Art wurden von K. Zindler ausgebildetj 
Wiener Ber. 105 (1896), p. 311. 
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In dieser Hinsicht hat namentlich J. de Vries die Cayleyschen Kon
figurationen untersucht12). Doch ist zu beachten, daB, wenn auch 
die urspriingliche Konfiguration allgemein konstruierl worden ist, so 
daB also durch Variation der bei der Konstruktion willkiirlich ange
nommenen Elemente jede Konfiguration derselben Art erhalten werden 
kann, die abgeleitete nicht allgemein zu sein braucht. Was ferner die 
Herleitung komplizierlererKonfigurationen aus einfacheren durch Hin
zufiigen von Elementen anlangt, so sei nur bemerkt, daB hier fiir die 
ebenen Konfigurationen namentlich der Zusammenhang mit Kurven 
dritter Ordnung, fiir die raumlichen del' Zusammenhang mit den end
lichen Gruppen von Kollineationen und Korrelationen von Bedeutung 
ist. Endlich konnen aus einfacheren Konfigurationen in mehrdimen
sionalen Raumen durch die Methode des Projizierens und Schneidens 
kompliziertere Konfigurationen in Raumen von geringerer Dimen
sionenzahl hergeleitet werden. Allen diesen Untersuchungen gegen
iiber nehmen diejenigen, welche sich mit der schematischen Herlei
tung aller zu einem gegebenen Symbol gehOrigen Konfigurationen be
schaftigen, nur einen geringen Umfang ein. Sie beschrallken sich in 
der Ebene fast ausschlieBlich auf die Konfigurationen ns' Nach obigem 
wiirden auch noch die Konfigurationen mit den Indizes r = 3, :It = 4 
oder 5; r = 4 oder 5, :It = 3 eine ahnliche Behandlung zulassen. 

3. Schematische Bildungsweise der ebenen Xonfigurationen tas 
Jeder Punkt einer Konfiguration n8 ist noch mit 6 anderen durch eine 
Konfigurationsgerade verbnnden, n kann also nicht < 7 sein. Fiir 
n = 7 erhalt man eine schematische Konfiguration, ebenso fur n = 8. 
S. Kantor, welcher zuerst die systematische Aufsuchung alier zu einem 
gegebenen n gehOrigen Konfigurationen tas in Angriff nMm, zeigte 
noch, daB es 3 Konfigurationen 9s und 10 Konfigurationen lOs gibt13). 

Sein Beweis wurde durch H. Schroeter erganzt 14). Erledigt wurden 
ferner noch die Faile ta = 11 und n = 12, welche 31 bzw. 228 Kon
figurationen liefern 15). Wahrend fUr n < 10 jede Konfiguration ns zu 
sich selbst reziprok ist, ist dies bei den Konfigurationen 11s nicht 
mehr der Fall. Eine allgemeine Methode, um aus den Konfigurationen 
(n - 1)8 die Konfigurationen ns herzuleiten, gab V. Martinelli an: 
Man greife aus einer Konfiguration (n - l)s zwei Geraden ABO und 

12) Math. Ann. 34 (1889), p; 227; 35 (1890), p. 401. 
13) Wien. Ber. 84,2 (1881), p. 916, 1291. 
14) Gottinger Nachr. (1889), p. 193. 
16) Den Fall n = 11 erledigte V. Martinetti im AnschluB an Beine im Texte aU8-

einandergeBetzten Untersuchungen: Ann. di mat. (2) 15 (1887), p. 1. R. Daublebsky 
tJ. Sterneck gab die Konfigurationen 128 an: MonatBh. Math. 6 (1895), p.223. 
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Al Bl 01 ohne gemeinsamen Punkt heraus. Punkt A kann nicht mit 
A17 B17 01 zugleich durch Konfigurationsgeraden verbunden sein. 1st 
nun A mit Al nieM verbunden, so ersetze man in dem Schema die 
Kolonnen ABC und A1B101 dureh A2BO, A2B101 und AA1A2, wo 
A2 einen neuen Punkt bezeichnet. Dann hat man das Schema einer 
Konfiguration ns' Je naehdem eine Konfiguration ns durch .diesen 
ProzeB aus irgendeiner Konfiguration (n - l)s abgeleitet werden kann 
oder nicht, nennt Martinetti sie reduzibel oder irreduzibel. Es gelingt 
ihm nun, die irreduziblen Konfigurationen ns vollstandig anzugeben. 
Es gibt zwei Klassen irreduzibler Konfigurationen na, von denen die 
erste fiir jedes n, die zweite fur jedes n = 10m eine Konfiguration ent
hiilt. Die Konfigurationen del' ersten Klasse werden durch das Schema 

1 2 3 4 n-3 n-2 n-1 n 
2345 ... n-2n-1 n 1 

4567 ... n 1 23 
als sIck selbst regelmiif3ig ein und 2tmbeschriebene n-Ecke eharakterisiert. 
Die del' zweiten werden aus 2m Dreiecken D17 D2, ... D2m erhalten, 
deren Ecken einander in bestimmter Weise zugeordnet sind, und von 
denen jedes mit dem folgenden, das letzte mit dem ersten perspektive 
Lage hat. Die Konfiguration enthiilt auJ3er den Dreiecken noch von 
den Dreieckspaaren D1D2; DsD4,; ... ; D2m_1D2m die Verbindungs
geraden homologer Punkte, sowie die Perspektivitiitszentren, von den 
Dreieckspaaren D2DS; D4D5; ... ; D2mDl die Schnittpunkte homologer 
Seiten und die Perspektivitiitsachsen. Fiir n = 10 hat man die 
Desarguessche Figur. AuBerdem gibt es nur noch 3 irreduzible Kon
figurationen: die Pascalsche Konfiguration 9s und zwei unter den 
Konfigurationen lOs. Bei dem von JJ:fartinetti angegebenen Verfahren 
wird man natiirlich im allgemeinen eine und dieselbe Konfiguration 
mehrmals erhalten. Unter den Mitteln, welche die Prufung del' Iden
tWit erleichtern, ist die von Kantor eingefiihrte Betrachtung del' Rest
figuren 16) hervorzuheben. Unter der Restfigur eines Konfigurations
punktes P versteht Kantor die Gesamtheit del' mit P nicht verbun
denen Konfigurationspunkte nebst den diese verbindenden Konfigura
tionsgeraden. Es gibt 2 verschiedene Restfiguren fiir n = 9, 3 fiir 
n = 10, 6 fiir n = 11, 18 fur n = 12. Die Gesamtheit der zu den 
Punkten einer Konfiguration gehorigen Restfiguren bildet das Rest
system der Konfiguration. Zur Identitiit zweier Konfigurationen ist 
natiirlich die Gleichheit der Restsysteme erforderlieh. Indessen zeigt 
Martinetti, daB schon bei den Konfigurationen l1s die Betrachtung 

16) 1 c. lO) p. 1298. 
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der Restfiguren nicht ausreicht, indem verschiedene Konngurationen 
mit gleichen Restsystemen auftreten 11). 

Ein System von einfachen Polygonen mit insgesamt n Ecken, 
welches im allgemeinsten Sinne sich selbst ein- und also auch um
beschrieben ist, so daB also jede Seite irgendeines Polygons auBer 
den ihr zugehOrigen Ecken noch eine Ecke desselben oder eines an
dern Systempolygons enthalt, stellt eine Konfiguration ns dar. Um
gekehrt gilt, daB jede Konfiguration ns sich (auf mannigfache Weise) 
als ein derartiges System von Polygonen auffassen laBt 18). Es beruht 
dies auf der Moglichkeit, in dem Schema der Konfiguration die Ele
mente innerhalb der einzelnen Kolonnen so anzuordnen, daB jede 
Horizontalreihe aIle Elemente umfaBt. Kantor zeigte, daB flir n ~ 10 
jede Konfiguration ns durch ein einziges Polygon dargestellt (in einem 
einzigen geschlossenen Zuge durchlaufen) werden kann. Dieser Satz 
gilt auch noch fiir n = 11, aber, einer Angabe Kantors entgegen, 
nicht fiir aIle Konfigurationen ns. Man kann vielmehr, me groB auch 
die Zahl k angenommen werde, stets Konfigurationen ns angeben, 
welche sich nicht in weniger als k Polygone aufiosen lassen 19). 

A. Schoenflies hat die Aufstellung der regelmaBigen Konfigura
tionen n8 in Angriff genommen 20). Er teilt dieselben nach der An
zahl a der Konfigurationsdreiecke ein, welche einen gegebenen Kon
figurationspunkt zur Ecke haben: Die Untersuchung ergibt zunachst 
diejenige oben angegebene Klasse irreduzibler Konfigurationen, deren 
es fiir jedes n eine gibt; die zugehOl'igen Werte von oc sind 12 fiir 
n = 7, 9 fiir n = 8, 8 fur n = 9, 6 fur n > 10. Mit diesen Kon
figurationen sind aIle diejenigen regelmaBigen Konfigul'ationen er
schopft, in denen die 3 Punkte einer Konfigurationsgeraden mit einem 
und demselben vierten Konfigurationspunkte durch Konfigurations
geraden verbunden sind. AuBer den genannten gibt es nur noch 2 
regelmaBige Konfigurationen, fur welche a = 6 ist: die Desarguessche 
und die Pascalsche; bei allen andern ist a <4. Wahrend so der 
Fall a = 5 nicht vorkommt, kann oc jeden der Werte 4, 3, 2, 1, 0 
haben 21). Die Erledigung der FaIle oc = 4 und ex = 3 fiihrt auf 
Cyklen von Polygon en, die einander regelmaBig ein- und umbeschrieben 
sind. Es werden im AnschluB daran aIle derarligen Konfigurationen 

17) Ann. di mat. (2) 15 (1887), p. 26. 
18) V. Martinetti 1. c. 17) p. 2. Beweis bei E. Steinitz, Diss. Breslau (1894), p. 7. 
19) E. Steinitz, Monatsh. Math. Phys. 8 (1897), p. 293. 
20) Math. Ann. 31 (1888), p. 43. 
21) Die Angabe bei Schoenflies, daB der Fall" = 1 nicht vorkommt, beruht 

auf einem Irrtum; s. E. Steinitz, Arch. f. Math. u. Phys. (8) 16 (1910), No. 28, p.311. 
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und die zugehorigen Permutationsgruppen aufgestellt. Abgesehen von 
denjenigen Konfigurationen, die sich als ein einziges sich selbst regel
maBig ein- und umbeschriebenes Polygon auffassen lassen, hat man 
zwei Klassen zu unterscheiden, welche folgende Eigenschaften gemein 
haben: Sind Po, PlJ'" Pq die Polygone (p + 1)-Ecke), E iO , EiU ••• E ip 

die (geordneten) Ecken von Pi' so enthalt allgemein die Seite Eik Ei,k+l 

von Pi die Ecke Ei +1,k./) wo der zweite, die Nummer der Ecke inner
halb des Polygons angebende Index von E modulo p + 1 zu nehmen 
ist, und l eine, ebenso wie p und q festgewahlte, von i und k unab
hangige Zahl ist, die zu p + 1 relativ prim sein muB. Dies gilt fur 
i = 0, 1, ... q - 1. Bei den Polygonen del' ersten Klasse liegt nun 
auf del' Seite Eq,kEq,k+l von Pq die Ecke Eo,r+w und es bestehen 
die Beziehungen r (l - 1) =-= 0, lq+ 1 -- 1 (mod. p + 1); bei del' zweiten 
Klasse liegt auf der Seite Eq,kEq,k+l der Pnnkt EO,r-kl' und es be
stehen die Beziehungen (r -l)(l-l) _1, lq+l - 1 (mod. p + 1), 
deren N otwendigkeit man leicht erkennt. Es kommt auch del' Fall 
vor, daB eine Konfiguration sowohl ala zur ersten wie znr zweiten 
Klasse gehorig aufgefaBt werden kann. Mit diesen Konfigurationen 
sind nicht aile regelmaBigen Konfigurationen na el'schopft. 

Es. sei noch folgendes bemerkt: Wenn in einer Konfignration 
na aile Punkte gleichberechtigt sind und n nicht durch 3 teilbar ist, 
so ist die Konfiguration regelmaBig. Dagegen kann es fur n = 3m 
vorkommen, daB 2 oder 3 verschiedene Arten von Geraden auftreten. 
Auch unter den regelmaBigen Konfigurationen na gibt es solche, die 
nicht zu sich reziprok sind.22) 

4. Geometrische Eigenschaften der Konfigurationen ns. Die 
Konfiguration 73 ist geometrisch nicht ausfiihrbar. Die Konfiguration 
83 kann aufgefaBt werden als ein System von zwei einander ein- und 
umbeschriebenen Vierecken. DaB einsolches System nicht vollstandig 
reeil sein kann, zeigte schon MobiuS 23), doch existiert eine imaginare 
Konfiguration, welche dem Schema entspricht. Ihre 4 Diagonalen 
schneid en sich in einem Punkte. Fiigt man diesen und die Diago
nalen zu der Konfignration 8a, so hat man die Konfiguration (94,123)24) 
(s. Nr. 5). Die 3 Konfigurationen 93 existieren samtlich reeIl24). Von 
den 10 Konfigurationen 1°3 existieren nur 9 geometrisch 25), wiihrend 

22) E. Steinitz 1. cY) No. 24-27, p. 308-310. 
23) J. f. Math. 3 (1828), p. 276 = Werke 1, p. 437. 
24) S. Kantor, 1. C. 18). - H . .A.. Schwa1'z, der die dritte (unregelmliBige) 

KOhfiguration 98 eingehend behandelt, konstruiert eine besondere Form derselben, 
die bei Drehung um 120 0 in sich ubergeht, Berliner Ber. 1910. 

25) H. Schroeter, Gottinger Nachr. (1889), p. 193. 
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die Konfigurationen 11s wieder samtlich geometrisch, und zwar reell 
konstruierbar sind. Anscheinend ist dies fiir aile Konfigurationen ns, 
n > 10 der Fall; doch ist diese Frage noch nicht entschieden. Was 
nun die Konstruktion selbst betrifft, so zog bereits Martinetti aus 
der AuflOsbarkeit der Konfigurationen ns in Systeme von Polygonen 
den SchluE, daB dieselbe stets auf die Aufgabe der Ermittelung der 
Doppelelemente inzidenter projektiver Punktreihen zuriickgefiihrt, also 
mit Zirkel und Lineal geleistet werden konne 26). Viele Konfigura
tionen ns lassen sich indes auch linear konstruieren. So die 3 Kon
figurationen 93, sowie afrgemeiner aIle diejenigen, welche sich als 
Cyklen von Dreiecken auffassen lassen, deren jedes dem folgenden 
umbesehrieben ist, ferner die irreduziblen Konfigurationen der zweiten 
Klasse, einige Konfigurationen lOs, 11s usf. 1st eine allgemeine lineare 
Konstruktion nieht moglich, so werden doeh in vielen Fallen spezielle 
Konfigurationen der vorgesehriebenen Art linear ausfiihrbar sein. Der
artige Konstruktionen, welehe sich auf bekannte Eigensehaften der 
Kurven dritter Ordnung stiitzen, wurden zuerst von Schroeter fiir die 
irreduziblen Konfigurationen der ersten Klasse, sodann fiir die Kon
figurationen lOs angegeben 27). Die Schroetersche Methode laBt sich der
artig erweitern, daE sie fiir die meisten Konfigurationen ns Anwen
dung findet 28). 

5. Ebene Xonfigurationen auf Xurven dritter Ordnung. Zahl
reiche Konfigurationen CPr' g1t) konnen einer Os einbeschrieben sein. 
So gibt es unter den n-Ecken, die der 03 zugleich ein- und umbe
schrieben sind (III C 5, p. 502, G. Kohn) viele, deren Ecken Punkte einer 
Konfiguration n3 bilden. A. Schoenflies fand, daB die meisten der von 
ihm angegebenen regelmaEigen Konfigurationen ns auf einer Os vor
kommen ~9). Besonders bemerkenswert sind solcheKonfigurationen, 
durch deren Punkte notwendig eine 03 hindurchgehen muB. Naiiir
lieh kommt hierbei nur der Fall in Betraeht, daB die Zahl der Kon
figurationspunkte > 9 ist. Von den Konfigurationen mit 9 Punkten 
sind aber noeh diejenigen hier von Interesse, durch deren Punkte ein 
Os-Buschel hindurchgeht. Es sind dies die Konfigurationen (94 , 123)30) 
und die Pascalsehe Konfiguration 93. AIle Konfigurationen (941 123) 

sind untereinander kollinear. Die vier durch einen Punkt gehenden 

26) 1. c.H). 
27) 1. C. 25) und Gottinger Nachr. (1888), p. 237. 
28) E. Steinitz, Diss. Breslau (1894). 
29) Gott. Nachr. (1889), p. 334. Man sehe auch die III C 5 (G. Kohn), Ailm. 

178, 179 angegebene Literatur. 
30) s. III C 5, Nr. 16ft'. 
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Geraden bilden einen aquianharmonischen Wurf. Die Kurven Os, 
welche durch die Punkte einer Konfiguration (94 , 123) hindurchgehen, 
haben in ihnen ihre Wendepunkte. Die Konfiguration kann nicht 
vollstandig reell sein. Sie besitzt 12 Diagonalpunkte, welche zusammen 
mit den 12 Konfigurationsgeraden 4 Dreiecke D bilden. Je 2 dieser 
Dreiecke sind auf sechsfache Weise perspektiv, die Zentren und Achsen 
dieser Perspektivitaten werden von den Ecken und Seit~n der beiden 
iibrigen Dreiecke gebildet. Die Figur dieser 4 Dreiecke ist zu sich 
selbst korrelativ: Wie ihre Seiten mit ihren Schnittpunkten eine Kon
figuration (94 , 12s) bilden, so liegen ihre Ecken zu je 4 auf 9 Geraden 
und bildeu mit ihnen zusammen eine Konfiguration (12s, 94)31). 

Die Punkte der Pascalschen Konfiguration lassen sich durch 
Ai, Bo O;(i = 0, 1, 2) derart bezeichnen, daB je drei Punkte AiBkq 
in einer Geraden liegen, falls i + k + l durch 3 teilbar ist. Die 
Punkte und Diagonalen der Konfiguration bilden 3 Dreiecke A, B, 0 
(A mit den Ecken Ao, All A2 usf.), von denen je zwei dreifach per
spektiv sind. Die Perspektivitatszentren sind die Ecken des dritten 32). 
Da die Konfiguration zu sich selbst reziprok ist, so gilt Entsprechen
des fur die Konfigurationsgeraden. Von der zweiten regelmaBigen 
Konfiguration 9s bemerkt S. Kantor, daB ihre Punkte und Diagonalen 
ein Neuneck bilden, welches der durch die Punkte bestimmten Os zu
gleich umbeschrieben ist S3). 

Unter den ebenen Konfigurationen (12,l) 163) gibt es zwei, deren 
Punkte in Quadrupel unverbundener zerfallen. J. de Vries bezeichnet 
sie mit (124' 16s) A. und (124' 16s) B34). (12,l) 168) A. ist die Hessesche 
Konfiguration (Nr. 8). Ihre Punkte liegen auf einer zweiziigigen Os' 
Die Punkte eines jeden Quadrupels haben denselben Tangentialpunkt, 
und die 3 Tangentialpunkte liegen in einer Geraden g. DaB umge
kehrt die Beriihrungspunkte dreier Tangentenquadrupel, die zu 3 in 
einer Geraden gelegenen Punkten einer Os gehoren, eine Konfiguration 
(124' 16s) bilden, bemerkte schon Hesse 35). 

Die Konfiguration (124' 16s) B gehort zu einer Serie von Kon
figurationen, die aus der Betrachtung zyklisch-perspektiver Polygone 
entspringt. Perspektiv heiBen hier zwei n-Ecke A. und B, sofel'll nul' 

ill) Uber die zu der Konfiguration gehOrige Kollineationsgruppe G2l6 s. Nr.14 
und Ene. I B 3 f. Nr. 0 (0. Holder); III Co, Nr. 18, (Kohn). 

32) H. Schroeter, Math. Ann. 2 (1870), p. 555. 
33) S. Kantor l. c. lS) p. 931. 
34) J. de Vries, Acta math. 12 (1888), p. 63; H. Schroeter, J. f. Math. 108 

(1891), p. 269. 
35) J. f. Math. 36 (1848), p. 153 = Ges. Abh. p. 164. 
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bei gewisser Zuordnung die Verbindungsgeraden entsprechender Ecken 
durch ainen Punkt laufen. Sind A und B mehrfach perspektiv, so 
gehen bei Festhaltung der Ecken von A die verschiedenen perspek
tiven Zuordnungen durch Permutationen der Ecken von B auseinander 
hervor. Liegt eine solche n-fache Perspektivitat vor, daB durch An
wendung derselben zyklischen Permutation die verschiedenen Perspek
tivitaten erhalten werden, so heiBen A und B zyklisch-perspektiv. 
Die Perspektivitatszentren bilden ein drittes n-Eck O. Man kann die 
Ecken der 3 Polygone so mit Ail B;, C;(i = 0, ... n - 1) bezeichnen, 
daB AiBk q in einer Geraden liegen, sobald i + k + 1 0 mod n ist. 
Es ergibt sich so eine Konfiguration (3nn)(n~3)' deren Diagonalen die 
Seiten der (vollstandigen) n-Ecke A, B, 0 bilden, und man sieM, daB 
aIle drei gleichartig auftreten. Solche Konfigurationen existieren reell 
fur jeden Wert von n, ihre Punkte liegen stets auf einer Os. Um
gekehrt liegen auf jeder reellen allgemeinen Os (ebenso auf jeder in 
einen Kegelschnitt und eine nicht schneidende Gerade zerfallenden, 
sowie auf der rationalen Os mit isoliertem Doppelpunkt) 00 2 reelle 
Konfigurationen der hier besprochenen Art 36). Fur n = 3 hat man die 
Pascalsche Konfiguration, fur n = 4 die Konfiguration (124' 163) B37). 

6. Konfigurationen von Punkten und Ebenen. Es sind hier 
besonders solche Konfigurationen untersucht worden, bei denen keine 
zwei Punkte (Ebenen) mehr als zwei Ebenen (Punkte) gemein haben. 
Dies setzen wir im folgenden, sofern nieMs anderes bemerkt, voraus. 
Sind Punkte und Ebenen in gleicher Anzahl vorhanden, so verwenden 
wir wieder das einfachere Symbol nk • Der kleinste interessierende 
Wert von kist 4, und es muB alsdann n > 7 sein. Die schematische 
Behandlung des Problems ergibt eine Konfiguration 74 , die aber nicht 
geometrisch realisierbar ist 38). Unter den Konfigurationen 84 ist eine 
seit langem bekannt. 1m Jahre 1828 fand Mobius, daB zwei Tetraeder 
einander zugleich ein- und umbeschrieben sein konnen 39). Sie bilden 
alsdann eine Konfiguration 84 , Werden - unter Beobachtung der 
Reihenfolge - mit Ao, B O) 00' Do die Ecken des einen Tetraeders, 
mit AI) B l ) 01 ) Dl die auf den gegeniiberliegenden FHichen gelegenen 
Ecken des andern bezeichnet, so werden auf den Av BlI 011 Dl gegen
uberliegenden Flachen des zweiten Tetraeders die Ecken des ersten 

36) E. Steinitz, Arch. f. Math. u. Phys. (3) 16 (1910), p. 297, 304-306. 
37) Der Zusa=enhang der Konfiguration (124' 16s) B mit der Os findet 

sich zuerst bei J. de Vries, Acta math. 12 (1889), p. 68. Weitere Literatur dieser 
Konfiguration: H. Schroeter, J. f. Math. 108 (1891), p. 297:ff. 

38) Martinetti, Gi. di mat. 34 (1896), p. 192. 
39) J. f. Math. 3 (1828), p. 273 = Werke 1, p. 437. 
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entweder in der ursprunglichen Reihenfolge sich vorfinden oder eine 
Permutation aufweisen. Der erste Fall allein wird von Mobius be
handelt, der auch darauf hinwies, daB eine Inzidenzbedingung eine 
Folge der iibrigen ist. Vier Punkte AiBj OkD, liegen in einer Ebene, 
wenn i + j + k + l ungerade ist, andernfalls bilden sie ein Tetraeder, 
welches dem Tetraeder der vier iibrigen Punkte ein- und umbe
Bchrieben ist. Den vier in der Konfiguration demgemaB enthaltenen 
Tetraederpaaren entsprechen vier NUIlsysteme; jedes NUIlsystem ver
tauscht die beiden zugehorigen Tetraeder. Die vier NUIlsysteme 
stellen vertauschbare Operationen dar (liegen in Involution) und er
zeugen eine Gruppe von 8 Kollineationen und 8 Korrelationen, die 
gerade ausreicht, aIle Elemente der 84 ineinander iiberzufiihren. -
Unter den Konstruktionen der 84 ist eine besonders iibersichtlich, 
welche von zwei Geradenquadrupeln ai' b, (i = 1, ... 4) einer Flache 
zweiter Ordnung ausgeht. Diese Geraden bilden mit ihren Schnitt
punkten Aik = (a" bk) und Verbindungsebenen aik eine Konfiguration 
(1627,844,1672), in welcher 18 Mobiussche Konfigurationen (z. B. Am Aim, 
IXw aim; i, k = 1,2; l, m = 3,4) enthalten sind. Andererseits kommt 
jede Mobiussche 84 in 3 Konfigul'ationen (1627, 8/,1672) vor. Diese Be
trachtung zeigt zugleich, daB zwei Mobiussche Tetraeder dreifach hyper
bolisch liegen, und daB die 84 auf drei Arten in zwei v:ierfach hyper
bolische Tetraeder (z.B. AoBoA1BlI OoDOC1Dl) zedegt werden kann40). 

Nicht lange nach Erscheinen der Mobiusschen Arbeit regte Steiner 
an, die samtlichen FaIle ein- und umbeschl'iebener Tetraeder zu dis
kutiel'en41). Die Aufgabe fand durch P. Muth4l!) und G. Bauer48) eine 
Losung. Den vier verschiedenartigen (d. h. nicht-ahnlichen) Permuta
tionen, die man mit vier Elementen Ao, Bo, 00' Do (abgesehen von 
der Identitat) bilden kann, entsprechen 4 Moglichkeiten. AIle diese 
lassen sich auch geometrisch realisieren, ohne daB aber, wie im 
Mobiusschen FaIle, zwischen den Inzidenzbedingungen eine Abhiingig
keit besteht. Man hat so 5 verschiedene Konfigul'ationen 84, deren 
jede zu sich selbst rezipl'ok ist. 

Eine schematische Ableitung aller Konfigurationen 84 gab V. MM
tinetti44). Es zeigte sich aber, daB es nul' die 5 schon erwahnten 
Konfigurationen gibt, sofern man an der Bedingung festhiilt, daB zwel 

40) G. Galucci, Napoli Rend. fasc. 30 (1906), p. 29f. 
41) Systematische Entw. Art. 58. Berlin 1832 = Werke 1, p. 405 = Ostwalds 

Klassiker 83, p. 91. 
42) Zeitsch Math. Phys. 37 (1892), p. 117. 
43) Munchen. Ber. 27 (1897), p. 359. 
44) Gi. di mat. 35 (1897), p. 81. 
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Konfigurationselemente der einen Art nie mehr als zwei der andern 
gemein haben sollen. LaBt man drei (aber nicht mehr) gemeinsame 
Elemente zu, so treten noch 10 weitere Konfigurationen auf, eben
falls siimtlich geometrisch reell ausfiihrbar. Martinetti hat in gleicher 
Weise die Konfigurationen 9, untersucht und 26 bzw. 250 derartige 
Konfigurationen erhalten '5). 

Weitere Untersuchungen Martinettis beziehen sich auf den Fall 
dreier Tetraeder, deren je zwei einander ein- und umbeschrieben sind. 
Dabei werden nur eigentliche Tetraeder ohne gemeinsame Elemente 
betrachtet, so daB die Figur eine Konfiguration 125 darstellt. Von 
den 37 Fallen, die sich schematisch aufstellen lassen, existieren nur 
28 geometrisch, und diese stellen im ganzen nur 23 verschiedene 
Konfigurationen 125 dar '6). 

Die Anzahl n der Punkte und Ebenen einer nA: kann nicht 
< 1 + k(k 2 1) sein, und es mu.B, wenn diese Minimalzahl eintritt, 

jedes Punktepaar mit einem Ebenenpaar, jedes Ebenenpaar mit einem 
Punktepaar inzident sein .. Die Untersuchung dieser Faile ergibt eine 
43, namlich das Tetraeder, ferner, wie schon erwahnt, eine sehema
tische aber nicht geometrische 7,. Dasselbe Ergebnis zeigt der Fall 
115 '7). Anders steht es beim nachsten Fall 166. Hier hat man die 
Kummersche Konfiguration (Nr. 11). E. Oiani48) und V. Marlinetti49) 
zeigten, daB es keine andere Konfiguration 166 gibt. 

7. Kombinatorische Konfigurationen. s Punkte 1, 2, ... in all

gemeiner Lage im projektiven R" (s > n) bestimmen zu je zweien (:) 

Geraden (~), zu je dreien (:) Ebenen (It,) usf. Aus dieser Figur, 
der Verallgemeinerung des vollstandigen ebenen s-Ecks, konnen durch 
Schneiden, mittels eines Rr(r < n), der durch keinen der s Punkte 
geht, kompliziertere Konfigurationen gewonnen werden 50). Die Gruppe 

45) Atti R. Acc. Pel. 15 (1901), p. 351. 
46) Atti R. Acc. Pel. 18 (1903), p. 136. 
47) Martinetti, Gi. di mat. 34 (1896), p. 193. 
48) Gi. di mat. 34 (1896), p. 177 und 37 (1899), p.62. Erst der zweite Beweis 

von Giani ist vollstll.ndig. 
49) Gi. ell mat. 35 (1897), p. 235. 
50) Diese Konfigurationen wurden zuerst von Gayley behandelt, J. f. Math. 

31 (1846), p. 213 = Papers 1, p.317; S. Kantor, Wien. Ber. 80 (1879), p. 715; 
ferner von G. Veronese, Math. Ann. 19 (1882), p. 161 f1'.; H. Schubert, Hamburg. 
Mitt. Nr. 4 (1884), p. 82; Fr. Meyer,Wiirtt. Korresp. 1884, Heft 7, 8; J. de Vries, 
Amst. Vers!' en Meded. (3) 6 (1889), p. 8. In dieser Abhandlung wird im Zu-. 
sammenhang mit den polyedralen Konfigurationen die Figur der 60 Pascalschen 
Geraden, 60 KiJ:kmanpunkte, 20 Steinerpunkte und 20 Cayleylinien behandelt, 
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einer solchen Konfiguration ist mit der symmetrischen Gruppe von 
s Elementen holoedrisch isomorph. 

Piir den Fall r = 2 erhalt man eme ebene Konfiguration 

(( ~ 1) , (S)). Jeder Punkt (jede Gerade) entsteht durch 
n s-n+l n n 

Schnitt der Ebene mit einem Rn _ 2 (Rn _ 1) und wird passend durch 
die Kombination derjenigen n - 1 (bzw. n) Elemente bezeichnet, 
welche den Rn _ 2 (Bn _ 1) bestimmen. Diese Bezeichnung laBt die 
Struktur der Konfiguration deutlich iibersehen. Ein Punkt ist mit 
einer Geraden inzident, wenn die ihn bezeichnende Kombination in 
derjenigen der Geraden enthalten ist. Die Konfiguration ist vollkommen 
bestimmt durch die beiden Zahlen n und soder die beiden Indizes 
r = s - n + 1, 7( = n, so daB die ganze Klasse von Konfigurationen 
fiir jedes Indexpaar 7(, r eine Konfiguration besitzt. '1C = 3, r = 3 
gibt die Desarguessche Konfiguration. Bei Vertauschung del' beiden 
Indizes geht die Konfiguration in die reziproke fiber. In jeder Kon
figuration sind auch alle Konfigurationen dieser Klasse mit kleinerem 
Indexpaar enthalten, aber auch viele andere. Man kann diese Kon
figurationen auch leicht, ohne vom Rn auszugehen und ohne Herbei
ziehung von Hilfspunkten und -geraden linear konstruieren. Ein 
Punkt, die durch ihn gehenden Geraden und die weiteren auf diesen 
gelegenen r (7( - 1) Punkte sind willkiirlich wahlbar; dann ist die 
Konfiguration bestimmt. 

Die Konfigurationen, in denen 7( odeI' r gleich 3 ist, kann man 
aus S Kreisen in del' Ebene ableiten. 1m ersten Falle wird die Kon
figuration von den auBeren Ahnlichkeitspunkten je zweier Kreise und 
den sie enthaltenden Ahnlichkeitsachsen je dreier Kreise gebildet 51); 

im zweiten aus den Potenzlinien je zweier und den Potenzpunkten je 
dreier Kreise. G. Jung zeigt, daB 1n cyklisch geordnete Krafte, die 
sich in einer Ebene im Gleichgewicht haIten, und n zugehorige Seil

polygone einer Konfiguration ((m t n) , (m t n) ) der hier be-
s m+n-2 

sprochenen Art bestimmen, in del' die Kraftlinien und Seilpolygone 
vorkommen und auch die iibrigen Elemente eine einfache mechanische 
Bedeutung haben 52). Jung neunt diese Konfigurationen polyedrale, eine 
Bezeichnung, die von J. de Vries und andern auf die ganze Klasse 
der hier besprochenen Konfigurationen ausgedehnt wird. 

welche zusammen eine Konfiguration 804 bilden. J. de Vries, Amst. Versl. en 
Med. (3) 6, p. 45 (1889), Math. Ann. 34, p. 227 u. 35, p. 401 (1889); u. a. 

51) J. de Vries, Math. Ann. 34 (1889), p. 227. 
52) Ann. di mat. (2) 12 (1884), p. 169. V gl. Art. IV, 5, Graphische Statik, 

(G. Henneberg). 
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Die polyedralen (Oayleyschen) Konfigurationen lassen sich noch 
verallgemeinern. Es seien im R3 s Punkte PH P 2 , ••• p.(s > 3) in 
allgemeiner Lage gegeben. Auf jeder del' Geraden Pi Pi werde ein 
Punkt 1 i = i 1 angenommen. Die Verbindungsgerade von 1 i und 1 k 
heiBe 1 ik und schneide die Gerade PjPk in ik. Je 3 Punkte ik, il, 
kl Eegen in einer Geraden ikl, je 4 Geraden ik1, i7cm, ilm, klm 
bilden ein vollstandiges Vierseit in einer Ebene iklm. Es sei jetzt 
v irgendeine natiil'liche Zahl. Dann gehoren zu jedem Punktquadrupel 
PiPkP/P m v3 Kollineationen x, welche diese Punkte ungeandel't lassen 
und del' Bedingung "v= 1 geniigen. Dieselben sind allerdings, sobald 
v > 2 ist, nicht mehr alle reell. DUl'ch diese Kollineationen wird 
jeder del' Punkte i7c, il, im, kl, km, 1m in v Punkte, jede del' Ge
raden ikl, ikm, i1m, k1m in v2 Geraden, und wird die Ebene iklm 
in V S Ebenen iibergefiihrt. Verfahrt man so mit allen Quadrupeln, so 
bilden die aus den Punkten ik, Gel'aden ikl und Ebenen iklm er
haltenen Elemente eine gewisse Konfiguration. Analog kann man im 
Rn verfahren und dann das entstandene Gebilde durch einen RrCr<n) 
schneiden. 1m Falle v = 1 erhalt man die polyedralen Konfigura
tionen; abel' auch del' Fall v = 2 liefert reelle und linear herstellbare 
Konfigurationen. 

Die einfachsten Konfigurationen diesel' Art kann man in· del' 
Ebene wiederum erhalten, indem man von s Kreisen 1,2, ... s aus
geht, nunmehr abel' alle Ahnlichkeitspunkte und -achsen in Betracht 

zieht. Dieselben bilden dann eine Konfiguration (2 ( : ) , 4 ( :) ), 
2(s-2) S 

von J. de Vries mit Os bezeichnet 5S). °4 ist die Hessesche Konfiguration 
(Nr. 0 u. 8). Behufs iibersichtlicher Darstellung gebe man jedem Kreise 
zwei Zeichen i und I Coder auch + i und - i), die man auch geo
metrisch als die beiden verschiedenen Orientierungen nach dem Umlaufs
sinn interpretieren kann, und bezeichne mit ik = tk den auBeren, mit 
ik = lk den inneren Ahnlichkeitspunkt. Zu zwei orientierteu Kreisen 
gehort dann ein Ahnlichkeitspunkt, zu dreien eine Ahnlichkeitsachse. 
Vernihl't man im Rs in gleicher Weise mit Kugeln, so kommt noch 
hinzu, daB je 4 orientierte Kugeln eine Ebene bestimmen, in del' 
ihre Ahnlichkeitspunkte und -achsen ein vollstandiges Vierseit bilden. 

( s 4(8;2) (s 2(8-3) s 4) 
Es entsteht eine Konfiguration 2 (2 )2($-2) , 4 3)s ,8 (4)6' In 

derselben kommen noch andere Vierseite VOl', welche durch die samt
lichen Ahnlichkeitspunkte und -achsen je dreier nicht-orientierter 

53) J. de V1'ies, Arch. Neer!. 25 (1892), p. 33. 
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Kugeln gebildet werden. Fiigt man die Ebenen diesel' Vierseite hinzu, 
so hat man eine Konfiguration A mit dem Symbol 

(2( 8)'-2+4(822) 4( 8)' 1+2(.-3) (( 8) 8( 8))4). 
2 2 ($ _ 2) , 3 s '3 + 4 6 

Diese Konfiguration ist fiir s > 4 im Gegensatz zu ailen anderen in 
diesel' N r. besprochenen Konfigurationen nicht mehr regelmaBig, weil 
zwar aile ihre Punkte und Geraden, abel' nicht aile Ebenen gleich
berechtigt sind. Die Konfiguration ~ ist aber die regelmaBige 
Reyesche Konliguration (Nr. 8). 

Andere Arten kombinatorischer Konfigurationen wurden von 
J. A. Barra'U angegeben 54). 

8. Die Reyesche Konfiguration und elUlge verwandte Kon
figurationen. Die Reyesche Konfiguration, welcher das Symbol 
(1246, 16s 3, 1264) zukommt, wurde bereits von Poncelet bei Betrachtung 
del' Ahnlichkeitspunkte von 4 Kugeln bemerkt. Die grundlegenden 
Untersuchungen gaben C. Stephanos 55), G. Veronese 56), Th. Reye 57). Aile 
Reyeschen Konfigurationen gehen sowohl durch Koilineationen wie 
durch Korrelationen ineinander iiber. Die 12 Punkte der Konfigura
tion gruppieren sich zu 3 Tetraedern A, B, G, deren Kanten die 
samtlichen Diagonalen del' Konfiguration darsteilen. Die Ecken del' 
Tetraeder lassen sich derart durch Am Bw Gik(i, k = 0, 1) be
zeichnen, daB drei Punkte Aw B lm , Cnp in einer Konfigurations
geraden liegen, sobald die Summen i + l + n, k + m + p beide ge
rade sind. Demnach sind je zwei Tetraeder vierfach (aber nicht 
zyklisch) perspektiv. Die Perspektivitatszentren bilden die Ecken des 
dritten Tetraeders, ebenso schneiden sich bei jedel' Pel'spektivitat die 
homologen Ebenen del' zwei ersten Tetraeder in den Geraden eines 
Vierseits, dessen Ebene dem dritten Tetraeder angehort. Die 3 Tetra
eder bilden nach der Ausdl'ucksweise von C. Stephanos ein clesmisches 
System 6, indem ihre hier beschriebene Lage die notwendige und hin
reichende Bedingung dafiir darsteilt, daB sie, als zerfailende Flachen 
viertel' Ordnung aufgefaBt, einem Biischel (cYcof1/rj) angehoren. Ein 
zweites desmisches System 6' wil'd von den Ebenen del' Konfigura
tion gebildet. fl und fl' heiBen konjugierte Systeme. Ebenso treten 
die Reyeschen Konfigurationen selbst paarweise konj'Ugiert auf: die 

54) Haarlem, Arch. Musee Teyler (2) 11, 3 (1908), p. 1. 
55) Bull. sc. math. ask (2) 3 (1879), p. 424. 
56) Memorie Acc. R. Lincei (3) 9 (1881), p. 307. 
57) Acta math. 1 (1882), p. 97; ferner A. Vietor, Freiburg. Ber. (8) 2 (1882), 

p.206. 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 1. 33 
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Ecken von A' und die Ebenen von A sind die Elemente der kon
jugierten Konfiguration 58). J edes Tetraeder des einen Systems hat 
mit jedem des and ern ein Gegenkantenpaar gemein. Die beiden auf 
einer Kante liegenden Eckenpaare, ebenso die hindurchgehenden 
Ebenenpaare der beiden Tetraeder trennen einander harmonisch. Die 
Ecken, Kanten, FHichen aller 6 Tetraeder bilden eine Konfiguration 
(2439, 184,\ 2493), die harmon£sche Konfiguration. Die Hessesche Kon
figuration und die harmonische Konfiguration (243' 184,) in der Ebene 
konnen durch Projektion der Punkte und Geraden der Reyeschen 
Konfiguration bzw. der riiumlichen harmonischen Konfigllration auf
gefaBt werden 09). Viele ihrer Eigenschaften ergeben sich unmittelbar 
aus denen der raumlichen Konfigurationen. Je z,,:"ei Hessesche Kon
figurationen sind "konjugiertU, und ihre Punkte sind die Ecken zweier 
Systeme von je drei "desmischen Vierecken". Die Beziehungen der 
Hesseschen Konfiguration zur Kurve dritter Ordnung wurden oben 
(Nr. 5) angegeben. J. de Vries zeigte, daB die Punkte zweier kon
jugierter Hessescher Konfigurationen oder also die Punkte der har
monischen Konfiguration (243' 184) auf einer Kurve vierter Ordnung 
liegen. 

9. Die Gruppe der Reyeschen Konfiguration. Beziehungen zur 
elliptischen Geometrie und zum 24-Zell des R4,. Um die RegelmaBig
keit der Reyeschen Konfiguration und ihre Reziprozitat in Evidenz zu 
setzen, kann man folgendes Verfahren einschlagen 60). 16 Elemente 
aik(i, k = 1, 2, 3, 4) zu einem quadratischen System (aik) angeordnet, 
deute man als Geraden im Raum, und zwar sollen zwei Elemente, 
wenn sie derselben Zeile oder Kolonne angehoren, windschiefe, andern
falls schneidende Geraden darstellen. Dann hat man die Geraden einer 
Reyeschen Konfiguration. Zur Bezeichnung der Punkte und Ebenen 
der Konfiguration dienen die positiven und negativen Determinanten-

58) Die Ecken, Kanten, Flachen eines Wiirfels sind Elemente einer Reye
schen Konfiguration; die Ecken, Kanten, Flachen des dem Wiirfel einbeschrie
benen regularen Oktaeders Elemente der konjugierten Konfiguration; Reye 1. c. 
p. 99, 100. 

59) E. Hess, J. f. Math. 111 (1893), p. 53. Die raumliche harmonische Kon
figuration wurde von Reye 1. c. 5 "1) und A. Vietor 1. C. 67) studiert, die ehene von 
J. de Vries, Amst. Vers!' en Meded. (3) 5 (1888); Arch. Neer!. 23 (1888), p. 93; Acta 
math. 12 (1888), p.74; Arnst. Vel's!. en Meded. (3) 7 (1890), p. 177; V. Martinetti, 
Atti Acc. Gioenia Sc. nat. Catania (4) 3 (1891), p. 20. Die Hessesche Konfigu
ration behandeln eingehend J. de Vries, Acta math. 12 (1888), p. 72; H. Schroeter, 
J. f. Math. 108 (1891), p. 269; E. Hess, J. f. Math. 111 (1893), p. 53. 

60) E. Steinitz, Arch. f. Math. u. Phys. (3) 1 (1901), p. 124. G. Gallu<:ci, Atti 
del IV. congr. internazionale dei mat. Roma (1909) II, p. 290. 
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terme (bzw. umgekehrt). Jeder Punkt (jede Ebene) ist mit den Ge
raden inzident, deren Zeichen in dem Term vorkommen. 

Die geometrische Bedeutung des quadratischen Systems (aik) 

bleibt bei den Permutation en der Zeilen und der Kolonnen Bowie bei 
den Vertauschungen der Zeilen mit den Kolonnen ungeandert. Mit 
diesen 24· 24 . 2 = 1152 Operationen sind aile Permutationen und 
Reziprozitaten der Reyeschen Konfiguration erschopft. Sie werden 
samtlich durch Koilineationen bzw. Korrelationen realisiert. Von 
Wichtigkeit sind zwei Untergruppen G;4 und G;~ del' Gruppe G115!, 

welche den blof3en Zeilen bzw. Kolonnenpermutationen entsprechen. 
Durch die Operation en von G;4 (oder G;~) wird jeder Punkt, jede 
Ebene des Raumes in die 12 Punkte und 12 Ebenen einer Reyeschen 
Konfiguration iibergefiihrt. Die 2· 6 Vertauschungen von je zwei 
Zeilen oder Kolonnen ergeben die einzigen in G1152 enthaltenen NulI
systeme 61). Die volistandige Aufzahlung der verschiedenen in G1152 

enthaltenen Operationen wurde zuerst von J. Feder gegeben 62). 
Durch die Operationen von G1152 wird auch die konjugierte Kon

figuration in sich iibergefiihrt. Nimmt man noch die Koilineationen 
und Korrelationen hinzu, welche die beiden konjugierten Konfigura
tionen miteinander vertauschen, so erhalt man eine G2304 • Unter ihren 
Korrelationen ist ein ausgezeichnetes Polarsystem P mit imaginarer 
OrdnungsfHiche F enthalten, in welchem die 6 desmischen Tetraeder 
Poltetraeder sind. Die Regelscharen von F stehen zu den Gruppen 
G;4 und G;~ in einfacher Beziehung. Jede dieser Gruppen la.Bt die 
Geraden del' einen Schar unverandert, wahrend sie in bezug auf die 
andere eine Oktaedergruppe 63) darstellt 64). Die 3 von der Identitat 
verschiedenen Operationen del' in einer solchen Oktaedergruppe ent
haltenen Vierergruppe 65) geben in Verbindung mit P NUIlsysteme. 
So erhalt man 2· 3 N uIlsysteme, die miteinander vertauschbar sind 66). 

Die Ordllungsflache F wird durch aile Operatiollen der G2304, in 
sich iibergefiihrt. Hierauf beruhen die einfachen Beziehungen der 
Reyeschen Konfiguration zur elliptischen Geometrie, die sich im Prinzip 
bei Hess fin den 67). Jede Konfigurationsebene wird durch die 4 in ihr 

61) Reye, 1. e. 57) p. 101. 
62) Math. Ann. 47 (1896), p. 375. 
63) Ene. I B 3f (A. Wiman), Nr. 2, p. 524. 
64) Steinitz, 1. c., p. 132. Zwei Oktaedergruppen auf den Regelseharen einer 

Flache zweiter Ordnung angenommen, bestimmen ihrerseits zwei konjugierte 
Reyesche Konfignrationen. 

65) Enc. I B 3 f., Nr. 2, p. 525. 
66) Dieselben erzeugen die Kummersche Gruppe (Nr. 11). 
67) Nova acta Leop.-Carol. 75 (1899), p.241. 

33* 
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gelegenen Konfigurationsgeraden in 3 Vierecke und 4 Dreiecke ein
geteilt. Werden aIle Vierecke entfernt, so teilen die zuriickbleibenden 
Dreiecke den Raum in 12 Oktaeder ein. Wird die Flache Feiner 
elliptischen Ma.Bbestimmung zugrunde gelegt, so erscheinen die 12 
Oktaeder regular und kongruent. Hiernach wird eine Reyesche Kon
figuration auch erhalten, indem man das regulare 24-Zell des R4, aus 
seinem Zentrum auf einen Rs projiziert. 

10. Die Kon1lguration von Hess. Ahnliche Verhaltnisse findet 
man bei einer von E. Hess 8ehr eingehend behandelten Konfiguration 
(60/5, 7255, 60[5)68), deren Beschreibung an das Schema einer Deter
minante 5ten Grades I aik I angekniipft sei. Die 60 positiven Determi
nantenterme dienen sowohl zur Bezeichnung der 60 Punkte wie der 
60 Ebenen der Konfiguration; ein Punkt und eine Ebene sind inzi
dent, wenn die zugehorigen Terme genau ein Element aik gemein 
haben. Hierdurch ist die Konfiguration vollstandig charakterisiert. 
Das Schema liiBt die 72 Geraden, die mit je 5 Punkten und 5 Ebenen 
inzident sind, ablesen, ebenso 200 3-punktige und 3-flachige Diago
nalen. Die Konfiguration enthiilt 25 desmische Systeme. Die 12 
positiven Terme, welche ein gegebenes Element aik enthalten, stellen 
die Ecken und Flachen eines solchen Systems dar. Zu der Konfigura
tion gehort ein ausgezeichnetes Polarsystem P mit imaginarer Ord
nungsfHiche F. Die beiden durch denselben Determinantenterm be
zeichneten Konfigurationselemente werden durch P miteinander ver
tauscht. Die 60 geraden Zeilenpermutationen werden durch eine 
Gruppe von 60 Kollineationen (und 60 Korrelationen) verwirklicht. 
Dieselben lassen die Geraden der einen Regelschar von F unverandert 
und unterwerfen die der andern einer Ikosaedergruppe. Entsprechen
des gilt von den Kolonnen. Zwei auf den beiden Regelscharen einer 
Fliiche 2. Grades angenommene Ikosaedergruppen bestimmen stets 
eine Hesssche Konfiguration. Die ganze zur Hessschen Konfiguration 
gehOrige Transformationsgruppe umfaBt 60·60·2·2 = 14400 Opera
tionen. 

J ede Konfigurationse bene wird durch die 6 in ihr gelegenen Kon
figurationsgeraden in 6 Fiinfecke und 10 Dreiecke eingeteilt. Nach 
.Ausschaltung der Fiinfecke. teilt die Konfiguration den projektiven 
Raum in 300 Tetraeder, die bei elliptischer Ma.Bbestimmung mit der 
OrdnungsfHiche F regular und kongruent werden. Die Hesssche Kon-

68) Math. Ann. 28 (1886), p. 107 ; Nova acta Leo.p.-Carol. 75 (1899), p. 273. 
Man vgl. auch das Referat iiber diese Arbeit Arch. f. Math. u.Phys. (3) 3 (1902), 
p.302. 
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figuration wird deshalb auch erhalten, indem man das regulare 600-
Zell des E, aus seinem Zentrum auf. einen Rs projiziert. 

11. Die Kummersche Konfiguration. Wie schon am Ende von 
Nr. 6 erwahnt wurde, haben E. Ciani und V. Martinetti bewiesen, daB 
es nur eine Konfiguration 166 von Punkten und Ehenen giht, wenn ge
fordert wird, daB 2 Elemente der einen Art niemals mehr als 2 der 
andern Art gernein haben sollen. Eine solche Konfiguration wird, 
wie E. Kummer fand, von den 16 Doppelpunkten und 16 singularen 
Ebenen der nach ihm benannten FIache vierter Ordnung gehildet 69). 

Kummer bemerkte auch, daB die 6 in einer Ebene gelegenen Punkte 
einem Kegelschnitt angehOren und die 6 durch einen Punkt gehenden 
Ebenen Tangentialebenen eines Kegels zweiten Grades sind. Durch 
die singularen Elemente ist die Kummersche Flache bestirnmt, doch 
giht es 003 Konfigurationen 166 , welche der Fliiche zugleich ein
und umbeschrieben sind 70). 

Ein Schema, welches die Inzidenzverhiiltnisse der Konfiguration 
166 Ieicht iibersehen laBt, gab C. Jordan 71). Die Punkte und Ebenen 
lassen sich namlich so durch zwei quadratische Systeme (Aik) und 
(a'k)' i, k = 1,2,3,4 bezeichnen, daB zwischen Aik und aik Inzidenz 
stattfindet, wenn entweder i = l, k < m oder i < l, k = mist. Dies 
zeigt, daB jede Zeile oder Kolonne des ersten Systems mit der ent
sprechenden Zeile bzw. Kolonne des zweiten ein Tetraeder darstellt, 
in dem Aik und aik einander gegeniiberliegen, ferner, daB je zwei 
Zeilen oder Kolonnen ein Mobiussches Tetraederpaar (Nr. 6) dar
stellen 72). Daraus aber ist we iter die Existenz von 6 vertauschbaren 
(involutorisch gelegenen) Nullsystemen abzuleiten, welche die Kon
figuration in sich iiberfiihren. Auf das Auftreten der Mobiusschen 
Tetraeder griinden· sich Hneare KonstruktionenJ welche von V. Mar
tinetti 73) und L. Berzolari 74) gegeben wurden. 

In Nr. 9 war auf das Auftreten vertauschbarer NUllsysteme in 
der zu zwei konjugierten Reyeschen Konfigurationen gehorigen Gruppe 
hingewiesen worden. F. Klein wurde durch seine Behandlung der 
Liniengeometrie unmittelbar auf diese NUllsysteme gefiihrt 75). Indem 
er die Iinearen Komplexe oder N ullsysteme des Ell durch Punkte im 

69) Berlin. Ber. (1864), p. 247. 
70) F. Klein, Math. Ann. 27 (1886), p. 106. 
71) J. f. Math. 70 (1869), p. 182. 
72) V. Martinetti, Palermo Rend. 16 (1902), p. 196. 
73) 1. c.7!) p. 197. 
74) Roma Ace. L. Rend. (5) 16, (1907) p. 726ff. 
75) Math. Ann. 2 (1870), p. 212. 
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R5 reprasentiert, erscheinen vertauschbare N ullsysteme als konjugierle 
Punkte derjenigen quadratischen Mannigfaltigkeit M(2) des Rr" deren 
Punkte die geraden Linien (oder degenerierten linearen Komplexe) 
des Rs darstellen. Ein Polhexatop der M(2) liefert 6 vertauschbare 
Nullsysteme. Hieraus wird sofort klar, daB zwei derartige Sextupel 
kollinear zueinander sind und daB bei Beriicksichtigung von Realitats
verhaltnissen unter den 10 moglichen Einteilungen eines solchen Sex
tupels in zwei Tripel eine ausgezeichnet ist, indem von den 6 konju
gierten Punkten des R5 je 3 zu beiden Beiten der M(2) Hegen. Auch 
die iibrigen Verhaltnisse lassen sich in del' liniengeometrischen Be
handlung leicht iibersehen. Das Produkt der 6 N ullsysteme ergibt 
die Identitiit, die NUllsysteme erzeugen daher eine Gruppe von 32 
Operationen - sie werde Kummersche Gruppe genannt. Werden die 
N ullsysteme mit 1 23 45 6 bezeichnet, und wird unter iklmnp eine 
Permutation dieser Ziffern verstanden, so besteht die Kummersche 
Gruppe aus der Identitat, 6 NUlisystemen i, 15 gescharten Involu
tionen ik und 10 Polarsystemen ikl = mnp. Die Direktrizen von 
ik sind reell, wenn die Punkte, welche i und k im R5 repriisentieren, 
zu verschiedenen Seiten von M(9) liegen, andernfalls konjugiert-kom
plex 76). Dasjenige Polarsystem ikl, bei welchem die i, k, 1 ent
sprechenden Punkte des R5 auf derselben Seite von M(2) Hegen, hat 
eine imaginare Ordnungsflache, die 9 iibrigen Ordnungsftiichen sind 
reell und hyperbolisch. Diese 10 Fliichen heiBen auch Fundamental
Hachen 77). 

Durch die 32 Operationen der zugehOrigen Kummerschen Gruppe 
wird jedes Element der Konfiguration 166 in jedes andere iibergefiihrt. 
Dadurch gewinnt man eine iibersichtliche Darstellung der 32 Kon
figurationselemente, indem man ein beliebiges Element mit 0, jedes 
andere durch diejenige Operation bezeichnet, durch welche es aus 0 
hervorgeht 78). Diese Darstellung liiBt sofort erkennen, daB jedem der 
10 Polarsysteme ein Jordansches Schema (s. oben) entspricht, z. B. 
dem Polarsystem ikl = mnp das Schema 

o i k 
m mi mk ml 
n ni n7c nl 
p pi pk pl. 

76) Es wird hier wie vorher vorausgesetzt, dati aHe 6 Nullsysteme 
reell sind. 

77) F. Klein, 1. C. 75), p. 208. 
78) H. Weber, J. f. Math. 84 (1878), p. 332. 
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Es gibt 00 18 Kummersche Konfigurationen, von denen l1atiirlich 
immer nur 00 15 kollinear verwandt sind. Der UberschuB von 3 auBert 
sich in einem projektiven, 6-elementigell Wurf auf einstufigem Trager, 
der jeder Konfiguration zukommt 79). Zwei Konfigurationen, die den
selben W urf haben, sind kollinear. Dieser W urf, dessen Elemente den 
6 N ullsystemen eindelltig zugeordnet sind, tritt in verschiedener Weise 
an der Konfiguration in Erscheinllng. Einmal haben die 6 in einer 
Ebene ° gelegenen PUl1kte i, k, l, m, n, p auf dem sie verbindenden 
Kegelschnitt diesen Wurf, und Entsprechendes gilt naturlich von den 
Ebenen eines Punktes. Sodann kommt den 6 Punk ten (Ebenen) 
0, mn, np, pk, hZ, lm in del' durch sie bestilllmten Raumkurve dritter 
Ordnung eben dieser Wurf zu. Auf die Punkt- oder Ebenensextupel 
dieser letzten Art hatten auch die Untersuchungen von C. W Borchardt80), 

A. Cayley 81) und H. Weber 82) fiber die Parameterdarstellung der Kummer
schen FHiche durch Thetafunktionen zweier Veranderlichen gefiihrt 
(vgl. II B 6, Krazer- Wininger). Dabei zeigte es sich, daB zur Kon
struktion der Konfiguration ein solches Sextupel (in allgemeiner 
Lage) willkfirlich angenommen werden darf, und die Konfiguration 
alsdann eindeutig bestimmt und linear konstruierbar ist. Th. Reye83), 

H. Schroeter 84) und F. Geiser 85) leiten dieses Resultat synthetisch her. 
Besondere Kummerscbe Konfigurationen erhiiIt man, indem man 

den charakteristischen W urf speziell wlihlt. Den Fall eines zyklisch 
projektiven Wurfes reprlisentiert eine von J. de Vries angegebene Kon
figuration 86) , deren Punkte die Kantenmitten und unendlich femen 
Punkte der rliumlichen Diagonalen eines Wiirfels sind. E. Hess 87) und 
E. Bertini88) behandeln die Faile, in denen das auf der Konfigurations
ebene gelegene PascaZsche Sechseck zugleich ein Brianchonsches ist. 

Zu jeder Kummerschen Gruppe gehOren 00 3 Konfigurationen 166, 

da ein beliebiger Punkt P durch die 32 Operationen der Gruppe in 
die Elemente einer Kummerschen Konfiguration iibergefiihrt wird. 
Ausartungen treten nur ein, wenn P auf einer Fundamentalflache an-

79) Th. Reye, J. f. Math. 86 (1879), p. 84, 209. 
80) J. f. Math. 83 (1877), p. 234 = Werke, p. 341. 
81) J. f. Math. 83 (1877), p. 210 = Pa.pers 10, p. 157. 
82) J. f. Math. 84 (1878), p. 332. 
83) 1. C. 79), p. 209. 
84) J. f. Math. 100 (1887), p. 231. 
85) Zurich Naturf. Ges. 41,2, (1896), p. 24. 
86) Wiener Ber. 100 (1891), p. 828. 
87) Nova a.cta Leop.-Carol. 00 (1890), p. 97. Das Sechseck bnn ein 1-, 

2-, 3-, 4-, 6-fach Brianchonsches sein. 
88) Milano R. 1st. Lomb. Rend. (2) 29 (1896), p. 066. 
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genommen wird. Die Konfignration wird dann im allgemeinen eine 
167 , bei welcher die Kegelschnitte zerfallen und ihr Doppelpunkt als 
weiterer Konfigurationspunkt auf die Ebene getreten ist; sie wird eine 
85 , bei der je 4 Punkte und Ebenen mit einer Geraden inzident sind, 
wenn P auf einer Direktrix einer Involution ik liegt, und reduziert sich 
auf ein Fundamentaltetraeder (s. Nr. 12), wenn P Ecke eines solchen ist. 
G. Veronese 89) und E. Hess haben eine Reihe von Konfigurationen an~ 
gegeben, die sich aus der Kummerschen ableiten lassen. W. Wirtinger 90) 

und A. Barrau 91) untersuchten Analoga zur Kummerschen FHiche und 
Konfiguration in mehrdimensionalen Raumen. Das vollstandigeFormen
system der Kummerschen Gruppe wurde von E. Study92) angegeben. 

fiber den Zusammenhang der Kummerschen Konfiguration mit 
den Doppeltangenten einer 0, sehe man Enc. III C 5 Nr. 73 (G. Kohn). 

12. Die Kleinsche Konfiguration nnd Gruppe 93). Bezeichnet in 
einer Kummerschen Gruppe (ik) das zu der gescharten Involution ik 
gehOrige Direktrizenpaar, so sind zwei Paare wie (i k), (n) windschief, 
wahrend zwei Paare wie (ik), (lm) einander in 4 Punkten schneiden. 
Drei Paare (ik), (il), (kl) gehBren einer Regelschar - sie hellle (ikl) -
an und trennen einander harmonisch, sind also niemals gleichzeitig 
reell. (ikl) und (mnp) sind die beiden Regelscharen, welche auf der 
zum Polarsystem ikl = mnp gehOrigen OrdnungsHache (Fundamental
Hache) liegen. Drei Direktrizenpaare (ik) (lm) (np) bilden die Kanten 
eines Tetraeders, "Fundamentaltetraeder" genannt. Es gibt 15 solche 
Tetraeder, sie bilden die Kleinsche Konfiguration (60315, 3°66, 6W5). 
In jedem der Polarsysteme ikl = mnp sind 6 Fundamentaltetraeder, 
namlich (im) (kn) (lp), (in) (kp) (lm), (ip) (km) (In); (im) (kp) (In), 
(ip)(kn)(lm), (in)(km)(lp), Poltetraeder; sie bilden zwei konjugierte 
desmische Systeme. Durch ein desmisches System ist die ganze Kon
figuration bestimmt. Besteht die Kummersche Gruppe nur aus reellen 
Operationen, so gehOrt zu der imaginaren FundamentalHache (s. Nr.H) 
ein reelles Paar desmischer Systeme, die iibrigen Tetraeder sind imaginar. 

Die Kummersche Gruppe, welche jedes Fundamentaltetraeder III 

89) Memorie Acc. R. Lincei (3) 9 (1881), p. 307. 
90) Gott. Nachr. (1889), p. 474; Monatsh. Math. Phys. 1 (1890), p. 113. 
91) Proceed. Amsterdam (1907/8), p. 263, 503. 
92) Leipzig. Ber. 44 (1892), p. 122. 
93) DieseKonfiguration findet sich zuerst in P. Kleins Dissertation, Bonn 

(1868), (Abdruck Math. Ann. 23 (1884), p. 539), sodann Math. Ann. 2 (1870), p. 212. 
Die Gruppe der 6! Operationen zuerst Math. Ann. 4 (1871) p. 356. Zu den in 
dieser und den folgenden Nummern des Textes behandelten Gruppen vgl. noch 
:fl. Bagnera, Palermo Rend. 9 (1905), p. 1. 
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sich iiberfiihrt, ist ausgezeichnete Untergruppe derjenigen (Kleinschen) 
Gruppe, die alle linearen Transformationen umfaBt, durch welche die 
Kleinsche Konfiguration (oder Kummersche Gruppe) in sich uber
gefiihrt wird. In der liniengeometrischen Behandlung Kleins wird 
diese Gruppe durch die Permutationen und Vorzeichenumkehrungen 
von 6 homogenen Variablen (den homogenen Punktkoordinaten im Eo) 
dargestellt. Sie umfaBt 6! . 32 = 23040 Operationen 94). Die bloB en 
Zeichenumkehrungen liefern die Kummersche Gruppe. 

Die 320 Geraden del' 20 Reyeschen Konfigurationen, welche zu 
den desmischen System en der Kleinschen Konfiguration gehoren, sind 
in dieser 3-punktige und zugleich 3-fHichige Diagonalen. Jeder Punkt, 
jede Ebene der Konfiguration ist mit 16 diesel' Diagonalen inzident, 
welche die Geraden einer (spezieilen) Konfiguration (12,0 16s) B 
(s. Nr. 5) darstellen. Die Kleinsche Konfiguration besitzt auBerdem 
noch 360 2 punktige und zugleich 2 fUichige Diagonalen 95). C. Stephanos 
gah ihre Diagonalebenen an 96). Es sind 240, auf denen je 6 Punkte 
zu einem Vierseit angeordnet sind und 960, welche je 4 Punkte, 
davon 3 in einer Geraden enthalten. Weitere sehr umfangreiche Unter
suchungen der Kleinschen Konfiguration fuhrte E. Hess aus; auch gab 
er die geometrische Bedeutung ailer in der Kleinschen Gruppe ent
haltener Operationen an 97). 

13. Konfigurationen aus endlichen Kollineationsgruppen: bi
nares Gebiet. Zu den in den letzten Nummern besprochenen Kon
figurationen gehOrten Gruppen von Kollineationen (und Korrelationen). 
Man kann umgekehrt von einer endlichen Kollineationsgruppe aus
gehenund nach zugehorigen Konfigurationen fragen. Diese Frage
stellung war gegeben, seit man uberhaupt anfing, sich mit den endlichen 
Kollineationsgruppen zu beschaftigen. 1m binaren Gebiet wurden diese 
Gruppen von F. Klein zuerst voilstandig aufgezahlt 98). Das Ergebnis 
war, daB auBer der zyklischen Gruppe beliebiger Ordnung, der Vierer
gruppe (Diedergruppe der Ordnung 4) und del' Diedergruppe von del' 
Ordnung 2n (n ~ 3), den einzigen reell darstellbaren Gruppen, nUl' 
noch drei Gruppen existieren, die man nach den regularen Polyedern 
Tetraeder, Oktaeder, Ikosaeder zu bezeichnen pflegt. Wird ein regu
lares Oktaeder oder Ikosaeder aus seinem Mittelpunkt auf die um
beschriebene Kugel projiziert, so entsteht auf diesel' eine regulare 

94) Enc. I B 3f. Nr. 22, (Wiman). 
95) F. Klein, 1. c. 93), p. 208. 
96) Bull. p. 450, s. Note 55). 
97) Nova acta Leop.-Carol. 55 (1890), p. 97 j 75 (1899), p. 5. 
98) V gl. die Literaturangaben Ene. I B 3f, Nr. 2, (Wiman). 
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Einteilung. Die 24 bzw. 60 Drehungen, welche diese Einteilung in 
sich uberfuhren, lassen je ein Punktepaar invariant, und diese Pole 
steilen sich als Ecken-, Kanten- und Flachenmitten des Netzes dar. 
Bezeichnet man die Punkte der Kugel in ublicher Weise durch kom
plexe Zahlen z, und deutet man diese als Koordinaten in einem 
rationalen Trager (Gerade, Kegelschnitt usf.), so entspricht der Gruppe 
der Drehungen eine Gruppe linear-gebrochener Substitutionen von z 
bzw. von Projektivitaten des rationalen Tragers. Die hier auftretenden 
drei A.rten von Polen bezeichnen wir als Ecken-, FliiChen-, Kanten
punkte und fassen sie aile unter der Bezeichnung bt'niire Oktaeder- bzw. 
lkosaederkonfiguration zusammen 99). - Die vier Gegenflachenpaare des 
Oktaeders werden durch die zugehorige Gruppe auf aile A.rten mit
einander vertauscht, so daE die Gruppe mit der symmetrischen Gruppe 
von vier Dingen isomorph ist. Die Tetraedergruppe ist in der Okta
edergruppe enthalten und entspricht der alternierenden Gruppe von 
vier Dingen. - DaB die Ikosaedergruppe mit der alternierenden 
Gruppe von funf Dingen isomorph ist, spricht sich darin aus, daB die 
30 Kantenpunkte des Ikosaeders die Ecken von funf Oktaedern bilden, 
welche bei den Drehungen aile geraden Permutationen erfahren. Die 
zwei Gegentetraeder, die sich aus den Fliichenpunkten eines solchen 
Oktaeders (die, auf der Kugel betrachtet, zugleich Flachenpunkte des 
Ikosaeders sind) bilden lassen, treten innerhalb der Gruppe nicht als 
gleichberechtigt auf, und man erhalt demnach zwei verschiedene 
Systeme von je flinf Tetraedern, zu denen sich die 20 Fliichenpunkte 
des Ikosaeders gruppieren lassen. V gl. I B 3 f., (Wiman). 

14. Konfigurationen aus Kollineationsgruppen: ternares Ge
biet 100). In del' Ebene zahlen .wir, unter Beiseitelassung trivialer 
FaIle, funf Koilineationsgruppen auf: 1. Die terniire Oktaedergruppe G24 

(mit der Tetraedergruppe GI2 ), 2. die terniire llcosaedergruppe G60 , 3. die 
Hessesche Gruppe G216 (mit ihren Untergruppen G72 , G36 , G1Jj), 4. die 
Kleinsche Gruppe G168 , 5. die Valentinersche Gruppe G360 • - Zu jeder 
dieser Gruppen gehOrt ein bestimmter algebraischer Korper in der 
Weise, daE zur Schreibung der Gruppe die Zahlen dieses Korpers 
notwendig, aber auch hinreichend sind. Es ist dies bei del' G24 del' 
Korper R del' rationalen Zahlen, bei jeder der Gruppen G60 , G116 , G168 

ist es ein Korper zweiten Grades R(OJ), R(e), Ren), bei der G360 ein 
Korper vierlen Grades ReOJ, Ii). Dabei bezeichnen wir mit OJ, OJ'; 1i,8'; 

99) Wir gebrauchen hier und im folgenden die Bezeichnung Konfiguration 
haufig in einer von der urspriinglichen etwas abweichenden, in jedem Falle 
genau angegebenen Bedeutung. 

100) V gl. I B 3f, Nr. I) (Wiman). 
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''J, 1';' die W urzeln der Gleichungen Xl + x - 1 = 0, x 2 + X + 1 = 0, 
x 2 + X + 2 = 0, also 

, -1+V5 , -l±FS ' -1+0 
w, w = 2 ,E, E = 2 ,1],1] = 2 • 

Man ersieht hieraus, daB nur die beiden ersten Gruppen reell 
darstellbar sind. 

Bei der geometrischen Behandlung dieser Gruppen ist folgendes 
zu beachten. Jede in einer Gruppe enthaltene Operation zweiter Ord
nung stellt sich als eine Involution dar; es gehoren zu ihr ein "Haupt
pol" P und eine "Hauptachse' a, alIe durch P gehenden Geraden und 
aIle auf a liegenden Punkte bleiben bei der Operation ungeandert. 
Hat man zwei vertauschbare Operationen zweiter Ordnung tI, 't, so 
ist auch (}. 't von der zweiten Ordnung. Die Operationen (j, 't, (1. 't 

und die Identitat bilden die terniire Vierergruppe. Zu dieser gehOrt 
ein Dreieck ("Hauptdreieck"), dessen Ecken und Seiten die Hauptpole 
und -achsen der drei Involutionen sind. Zu jeder Diedergruppe von 
der Ordnung 2n (n :2 3) gehOrt ebenfalls ein "Hauptpol" und eine 
"Hauptachse". Es sind dies die einzigen Elemente (Punkte, Geraden), 
welche bei allen Operationen der Diedergruppe ungeandert bleiben. 
Die Diedergruppe enthalt auBer einer zyklischen Gruppe der Ord
nung n noch n Involutionen, deren Hauptachsen mit dem Hauptpol, 
deren Hauptpole mit der Hauptachse der Diedergruppe inzident sind. 
lst n gerade, so enthiilt die zyklische Untergruppe noch eine Invo
lution, welche denselben Hauptpol und dieselbe Hauptachse hat wie 
die Diedergruppe. 

Das System der Hauptpole und -achsen aller in einer Gruppe 
enthaltenen Involutionen und Diedergruppen fassen wir unter del' 
Bezeichnung Konfiguration der Gruppe zusammen. Dabei sind immel' 
ein Punkt und eine Gerade, welche als Hauptelemente derselben In
volution oder Diedergruppe auftreten, einander zugeordnet. Diese 
Zuordnung, welche wir im folgenden mit II bezeichnen, stent eine 
reziproke Beziehung (Nr. 1) der Konfiguration auf sich selbst dar. -
Andere als die schon im vorstehenden erwahnten Inzidenzen finden 
zwischen den Konfigurations-Elementen nicht statt, und es ist hiernach 
die Konfiguration durch die abstrakt gegebene Gruppe vollig bestimmt. 
Da die Konfigurations-Elemente durch die Operationen der Gruppe ein
deutig bestimmt sind, so konnen alle ihre Koordinaten in dem zur 
Gruppe gehorigen Korpel' geschrieben werden. 

Jede Kollineation der Gruppe bewirkt eine Permutation der zu
gehorigen Konfiguration. Aber nur im Falle der G24, ist die Per
mutationsgruppe mit der Kollineationsgruppe erschOpft. Dagegen ist 
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in den Fallen der G60 , Gm , G16S die Permutationsgruppe von der 
doppelten, im Falle GS60 von der vierfachen Ordnung. Dies hangt 
mit den algebraischen Korpern zusammen, welche zu den Gruppen 
gehoren. Die nicht durch Kollineationen realisierbaren Permutationen 
konnen durch gewisse andere Operationen ("Pseudokollineationen'~ dar
gestellt werden, die sich aus der Kombination von (nicht notwendig 
zur Gruppe gehOrigen) Kollineationen mit der Galoisschen Gruppe des 
Zahlkorpers ergeben 101). Alle diese Gruppen lassen sich auch in be
stimmter Weise durch Korrelationen und - abgesehen von der Gu -
"Pseudokorrelationen" erweitern. 

Wir gehen nun auf die Konfigurationen im einzelnen ein. 
Bei der ternaren Oktaeder- und Ikosaederkonfiguration 102) ist II ein 

Polarsystem. Der zugehorige Kegelschnitt" wird von den Konfigurations
Geraden in den Punktepaaren einer biniiren Oktaeder- bzw. Ikosaeder
konfiguration (Nr. 13) geschnitten. Umgekehrt ist die ternare Konfigu
ration durch die binare bestimmt, was auch damus hervorgeht, daB 
jede Projektivitat auf einem Kegelschnitt in einer Kollineation der 
Ebene enthalten und sonach auch jede binare Gruppe zueiner terniiren 
fiihrt. 1st" ein Kreis, so ergeben sich die Punkte der ternaren Kon
figurationen, indem man die Ecken-, Flachen-, Kantenmitten eines re
gularen Oktaeders oder Ikosaeders aus dem Kugelzentrum 0 projiziert. 
Die zu den Projektionsstrahlen senkrechten Ebenen durch 0 schneiden 
die zugehorigen Konfigurationsgeraden aus. Man kann also auch bei 
den ternaren Konfigurationen Ecken-, Flachen-, Kantenpunkte unter
scheiden. ",Vir bezeichnen dieselben mit A, B, C, mit a, b, c die 
zugehorigen Geraden. 

Die Oktaederkonfiguration wird durch die willkiirlich zu wahlenden 
vier FIachenpunkte B bestimmt, und die Gruppe besteht aus den 
Kollineationen, welche diese Punkte permutieren lOS). Das vollstandige 
Viereck (Vierseit) del' Punkte B (Geraden b) hat die sechs Geraden c 
(Punkte C) zu Seiten (Ecken); die drei Punkte A und Geraden a 
bilden das Hauptdreieck der Konfiguration, welches sowohl fur das voll· 

101) Zu den Pseudokollineationen gehOren auch die .Antiprojektivit1tten 
(III.A B 5, Nr. 20, &hoenflies). Die hier vorkommenden Pseudokollineationen sind 
immer nur als Operationen innerhalb des Netzes aufzufassen, dessen Elemente 
durch die Zahlen des zugrunde liegenden algebraischen Korpers ausgedrnckt 
werden. 

102) Klein-Fricke, Automorphe Funktionen I (1897), p. 69 if. 
103) Von hier aus 11tBt sich sofort ein Analogon der Gruppe und Konfigura

tion in jedem Rn abJeiten. Den Fall des Rs behandelt eine Arbeit von E. Ciani. 
Pa.lermo Rend. 21 (1906), p. 322. 
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stiindige Viereck wie Vierseit Diagonaldreieck ist. Macht man das
selbe zum Koordinatendreieck, einen Punkt B zum Einheitspunkt 
(1, 1, 1), so haben je zwei durch n zugeordnete Elemente dieselben 
Koordinaten. .AuBer den Elementen der terniiren Konfiguration treten 
als Pole und .Achsen 104) der Gruppe noch die Punkte der biniiren 
Konfiguration und die zugehorigen Tangenten auf. Um aile diese Ele
mente auszudriicken, braucht man den Korper der 24. Einheitswurzeln 
(vom Grade 8). 

Die ternare lkosaederkonfiguration enthiilt 6 Punkte A, 10 Punkte B, 
15 Punkte 0 sowie die entsprechende .Anzahl von Geraden a, b, c. 
Jede Gerade a enthiilt 5 Punkte 0, jede Gerade b 3 Punkte 0, jede 
Gerade c 2 Punkte A, 2 Punkte B und 2 Punkte O. Fiir die Punkte 
gilt natiirlich das Duale. Die Punkte 0 und Geraden c bilden 5 Haupt
dreiecke. Die 24 Operationen 5. Ordnung aus G60 zerfal1en in zwei 
Systeme T, T von je 12; nur die Operationen desselben Systems sind 
innerhalb der G60 (oder auch innerhalb der Gruppe aller Kollineationen 
der Ebene) gleichberechtigt. GebOrl /1 zu T, so gebOrt /12 zu T'. 
Macht man drei der Punkte A zu Ecken eines Koordinatendreiecks 
und gibt man einem vierlen die Koordinaten (ro, 1, 1), so erhalten 
die beiden iibrigen die Koordinaten (1, w, 1) und (1,1, ro)105). Wendet 
man die Transformation 

Yl = ro' Xl + X2 + Xa, Y2 = Xl + ro' X2 + xs , Ys = Xl + 3)2 + W' X2 

an, und vertauscht man hierauf in den Koordinaten aller Punkte ro 
mit ro', so werden die Konfigurationspunkte nur untereinander permutiert; 
man hat also eine zur Konfiguration gehOrige Pseudokollineation. pie 
ganze Permutationsgruppe der Konfiguration ist mit der symmetrischen 

104) Als Pol wird hier ein Punkt P bezeichnet, der bei einer Operation (J 

festbleibt, vorausgesetzt, da8 er nicht auf einer Geraden g liegt, deren samtliche 
Punkte bei (J festbleiben. In diesem FaIle hei8t P nur dann' Pol, wenn noch 
eine andere Operation 'C existiert, welche P, nicht aber aIle Punkte von g fest
halt. Fur die Bezeichnung "Achse" gilt Entsprechendes. Aus diesem Grunde 
sind z. B. bei der temaren Ikosaedergruppe im folgenden die Kantenpunkte der 
zugehorigen binaren Konfiguration nicht zu den Polen gezahlt. Nach dieser Er
klarung gibt as stats nur eine endliche Anzahl von Polen und Achsen. 

105) Aus den 6 Punkten A lassen sich 10 Paare perspektiver Dreiecke 
bilden, die Punkte B und Geraden b sind die Zentren und Achsen der 10 Per
spektivitaten. Das Sechseck der Punkte A ist deshalb ein zehnfach Brianchon
sches. Von dieser Seite her tritt die Figur schon bei A. CZebsch (Math. Ann. 4 
(1871), p. 284 und 476) auf. Arbeiten von H. Schroeter (Math. Ann. 28 (1886), 
p. 457) und E. HefJ (ebenda p. 167) schlie8en sich an. Aber erst bei F. KZdn 
findet sich der gruppentheoretische Gesichtspunkt und die Bemerkung, daB die 
Figur die Projektion eines Ikosaeders ist. 
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Gruppe von funf Dingen isomorph. Die Koilineationen bewirken 
unter den funf Hauptdreiecken aIle geraden, die Pseudokollineationen 
aile ungeraden Vertauschungen; die letzteren verlauschen die oben 
genannten Systeme T, T'. An Polen und Achsen besitzt die GS() 

noch die Ecken- und FHichenpunkte der binaren lkosaederkonfiguration 
auf x, sowie die zugehorigen Tangenten. AIle diese Elemente konnen 
wieder in einem Korper 8. Grades, dem der 15. (oder 30.) Einheits
wurzeln geschrieben werden. 

Bei den Gruppen G2lS ' Gl6S ' Gsso stellt II eine Pseudokon-elation 
(spezieil eine Antireziprozitat) dar, und man kann, ohne den zur 
Gruppe gehorigen Zahlkorper zu erweitern, das Koordinatensystem 
so einrichten, daB zwei durch n aufeinander bezogene Elemente 
konjugiert-komplexe Koordinateri haben. Den unten bei den einzelnen 
Konfigurationen angegebenen Koordinatensystemen kommt diese Eigen
schaft zu. 

AIle in der Gm enthaltenen Involutionen und Diedergruppen 
kommen schon in einer ausgezeichneten Untergruppe GlS vor. Wir 
bezeichnen die zugehOrige Konfiguration deshalb auch als "G1s -Kon
figuration". Dieselbe enthalt zwei Arten von Elementen: 9 Punkte A 
(Geraden a), welche den Involutionen, und 12 Punkte B (Geraden b)~ 
welche den Diedergruppen (der Ordnung 2 . 3) entsprechen. Die Punkte 
A und Geraden b bilden eine (94 , 12s), die Punkte B und Geraden a eine· 
(123' 9 J (s. N r. 5) 106). Die Punkte B und Geraden b setzen sich zu 
vier Dreiecken D. zusammen. Dieselben bleiben bei den Operationen 
von G1S invariant, erfahren durch die KoIlineationsgruppe G216 alle 
geraden, durch die Pseudokollineationen (ebenso durch die Korrelationen) 
der erweiterten Gruppe alie ungeraden Permutationen. Man kann so
verfugen, daB ein Dreieck A Koordinatendreieck wird, und die Ko
ordinaten Xli X2, Xs der iibrigen Punkte B und Geraden b durch 
x1s = X23 = Xs S = 1 definierl sind. Die Geraden a und b schneiden 
sich auBer in den Punkten B noch in 36 Punkten 0, deren auf jeder 
Geraden b drei, auf jeder Geraden a vier liegen. Auf jeder Geradeu a 
bilden die Punkte B und 0 die acht Ecken-FHichenpunkte einer 
binaren Tetraederkonfiguration, die von den a invariant lassenden Ope
rationen der G216 hervorgerufen wird. Zu ihr gehoren sechs Kanten
punkte D. 1m ganzen hat man 54 Punkte D. Den Punkten a und D 
stehen ebensoviele Geraden c, dgegeniiber. Aile diese Elemente sind 
Pole und Achsen der G2l6 • AuBer ihnen gibt es nul' noch 72 Pole E 
und Achsen e, die sich zu 24 Dreiecken anordnen. Jede der vier 

106) Vgl. mC5 (Kohn) Nr.lo-18, insbesondere p. 476, vorletzte Zeile if. 
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liquianharmonischen Kurven 3. Ordnung, die in den Punkten A ihre 
Wendepunkte haben, geht durch die Ecken von sechs dieser Dreiecke 107). 

AIle 72 Punkte E liegen auf einer Kurve 6. Ordnung, welche bei 
allen Operationen der G216 invariant ist. Die Schreibung aller Pole 
und Achsen der G216 erfol'dert den Korper der 36. Einheitswurzeln 
(vom Grade 12). 

Die G168 108) ist isomorph mit der Kongruenzgruppe 

Yl = aXl + bx2 , 'Y2 - eX1 + dX2 (mod. 7), 

wenn Xl' X2 (Yl' Y2) nul' ihren Verhiiltnissen nach in Betracht kommen 
und nur solche Substitutionen betrachtet werden, fiir weiche ad - be 
quadratischer Rest von 7 (und natiirlich nicht = 0) ist. Diese Gruppe 
ist einfach 109). LliBt man fiir ad - be auch quadratische Nichtreste 
zu, so hat man eine Gruppe von 336 Operationen. Mit dieser ist die 
volle Permutationsgruppe der zur G168 gehorigen Konfiguration isomorph. 
Diese Konfiguration enthlilt zwei Arten von Punkten und Geraden: 
21 Punkte A (Geraden a), den Diedergruppen der Ordnung 2·4 
(oder den Involutionen) entsprechend, und 28 Punkte B (Geraden b), 
welche den Diedergruppen von der Ordnung 2 . 3 entsprechen. Die 
Punkte A und Geraden a bilden eine 214 , die Punkte A und Ge
raden b eine (214' 283), die Punkte B und Geraden a eine (28g , 214)' 
Kein Punkt B liegt auf einer Geraden b. Die vier Punkte A einer 
Geraden a bilden einen harmonischen W urf. Bei geeigneter Wahl des 
Koordinatensystems gehen die Punkte A aus (1,0,0), (0, 1, 1), (T), 1, 1), 
die Punkte B aus (1,1,1), (r/, 1,0), (1- r/, 1, 1) durch Permutation 
del' Koordinaten hervor. Durch Vertauschung von 'I) mit r/ erhiilt 
man aus einem Punkt die zugehorige Gerade. F. Klein gab eine 
Aufzahlung aller Untergruppen der G168 , unter denen besonders 14 Ok. 
taedergruppen bemerkenswert sind. Diese sowie die zugehorigen Kon
figurationen treten zwar innerhalb der vollen Permutationsgruppe der 
G168-Konfiguration als gleichberechtigt auf, in bezug auf die Kollineations
gruppe abel' zerfallen sie in zwei Systeme zu je sieben. Den 14 Oktaeder
konfigurationen entsprechend besitzt die Konfiguration del' G168 14 Haupt
dreiecke. J eder Punkt A tritt in je einer Oktaederkonfiguration eines 
jeden del' beiden Systeme als Ecken-, in je zweien als Kantenpunkt 
auf. Einer Oktaederkonfiguration gegeniiber spalten sich die sieben des 

107) Hierzu und fiir die folgende Angabe vgl. III C 5, Nr.33, (Kohn), wo auch 
die einschlagige Literatur angegeben ist. 

108) F. Klein, Math. Ann. 14 (1879), p. 428. H. Weber, Algebra II (2. Auf!. 
1899), § 88, § 133ft'. Vgl. rB3f., Nr. 16, (Wiman). 

109) H. Weber, Algebra II, § 82. 
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andern Systems in drei und vier. Mit dreien hat die Konfiguration je 
eine Eeke des Hauptdreieeks (und die zugehOrige Gegenseite), mit den 
iibrigen vieren je einen Plaehenpunkt B gemein. Zu jeder Oktaeder
konfiguration gehort ein Kegelsehnitt" und auf dies em eine biniire Okta
ederkonfiguration. Die Eekenpunkte ° und PIaehenpunkte D derselben 
sind vier- bzw. dreiziihlige Pole der GI6S ' Man hat 42 Punkte 0, 
56 Punkte D. Jeder Kegelschnitt" wird von drei Kegelschnitten 
des andern Systems in einem Punktepaar ° (und noch zwei andern 
Punkten) geschnitten, von den iibrigen vieren in je einem Punkte
paar D beriihrt. AuBer den Punkten A, B, 0, D und den zugehOrigen 
Geraden besitzt die GI6S noch 24 siebenziihlige Pole E, die mit den 
zugehOrigen Achsen e achtDreiecke bilden. Es sind dies die Fun
damentaldreiecke der acht Untergruppen 7. Ordnung der G16S ' 

Es gibt eine Kurve 4. Ordnung, die bei allen Operationen der 
GI6S invariant bleibt. Ihre Wendepunkte sind die Punkte E, ihre 
Wendetangenten die Geraden e, ihre Doppeltangenten die Geraden b 
und die Beriihrungspunkte dieser Tangenten die Punkte D110). 

Die GS60 ist der alternierenden Gruppe von sechs Elementen 1, ... 6 
isomorph ill), ihre Operationen mogen deshalb durch die Substitutionen 
dieser Elemente bezeichnet werden. Die zugehorige Konfiguration 
wurde von F Gerbaldi 112) und W Burnside 118) untersucht. Sie besteht aus 
36 (innerhalb der GS60) gleichberechtigten Punkten A (Geraden a), 
120 Punkten B (Geraden b), 45 gleichberechtigten Punkten ° (Ge
raden c). Diese Elemente entsprechen den Diedergruppen der Ord
nungen 2 . 5, 2· 3, 2.4, die letzteren auch den Involutionen, also 
Substitutionen von der Porm (ik) (lm) (n) (P). Es bilden A und c 
eine (365 , 454), B und c eine (120s, 45s), ° und c eine 454 , Die 
120 Punkte B und Geraden b gruppieren sieh zu 40 Dreiecken 6. 
Andere Inzidenzen finden nicht statt. Die 40 Dreiecke zerfallen' in 
zwei Systeme S, S' zu je 20; nur die zu demselben System gehorigen 
Dreieeke (bzw. ihre 60 Punkte odeI' Geraden) sind innerhalb del' GS60 

gleichberechtigt. Die Dreiecke des Systems S sind die Fundamental
dreieeke in den Operationen vom Typus (ikT) (m) (n) (p), wahrend die 
andern den Operationen (ikl) (mnp) entsprechen. Die Konfiguration be
sitzt ferner zwei Systeme U, U' von je 15 Hauptdreiecken, die von den 
Elementen 0, c gebildet werden. Zu einem Dreieck aus U gehoren 
drei Involutionen (ik) (lm), (il) (km), (im) (kl), zu einem Dreieck aus 

110) lJ'. Klein, 1. C. 108) p. 437 Jr. 
111) A. Wiman, Math. Ann. 47 (1896), p. 531. 
112) Palermo Rend. 12 (1898), p. 23. 
113) London Math. Soc. Proc. (2) 4 (1906), p. 54. 
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U' drei Involutionen (ik) (lm), (ik) (np), (lm) (np). Wie bei der 
Ikosaedergruppe, so teilt sich auch bei der GS60 das System der Ope
rationen 5. Ordnung -144 an Zahl - in zwei gleichgroBe Systeme T, T'. 

Die GS60 enthalt zehn Gruppen GiS, die den zehn moglichen Ein
teilungen von sechs Dingen in zwei Tripel entsprechen. Die G360 

enthiUt ferner zwei Systeme I, I' von je sechs Ikosaedergruppen. Die 
Gruppen aus 1 erhlilt man, indem man je eines von sechs Elementen 
festhiilt, die ubrigen den geraden Permutationen unterwirft; die andern 
stellen sich als die sechs moglichen transitiven Gruppen der sechs 
Elemente vom Typus der Ikosaedergruppe dar. Die Konfiguration der 
GS60 enthiiJt demgemaB zehn G1s-Konfigurationen und zwei Systeme von 
je sechs Ikosaederkonfigurationen. Die Punkte A, B, ° sind die Ecken-, 
Fllichen-, Kantenpunkte der Ikosaederkonfigurationen. Die G1S- Konfigura
tionen setzen sich nur aus den ElementenB, b, O,e zusammen, wobei B, b 
dieselbe Bedeutung wie fruher (p. 510, Z.20) hat, 0, e aber die Stelle des 
friiheren A, a vertritt. Die in den zehn Gls-Konfigurationen auftretenden 
10· 4 Dreiecke D. sind die 40 Dreiecke D. der Gs6o-Konfiguration. Jede 
Gls-Konfiguration enthiiJt zwei Dreiecke aus 8, zwei aus S'. Die in den 
sechs Ikosaederkonfigurationen des Systems 1 (I') auftretenden 6 . 10 
Punkte B und Geraden b sind die Elemente des Systems 8 (8'), je 
zwei dieser sechs Konfigurationen haben immer eins der 15 Hauptdreiecke 
des Systems U (U) gemein, welches auch das gemeinsame Poldreieck 
der zu den Ikosaederkonfigurationen gehorigen Kegelschnitte " darstellt. 
Die sechs Kegelschnitte des Systems 1 (1') schneiden sich in den 4·15 
Punkten B des Systems 8 (8'). Die Punkte B sind zugleich die Fliichen
punkte der auf den Kegelschnitten " gelegenen binaren Ikosaederkonfigu
rationen. Die vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte desselben Systems 
bezeichnen auf diesen regulare Tetraeder (aquianharmonische Wiirfe). 
J e zwei Ikosaederkonfigurationen verschiedener Systeme haben allemal 
je einen Punkt A, die zugehorige Gerade a und die mit A und a 
inzidenten Geraden e und Punkte ° gemein. Die zugehorigen Kegel
schnitte haben doppelte Beriihrung. 1m ganzen hat man 72 solche 
Beriihrungspunkte D; es sind die Eckenpunkte der binaren Ikosaeder
konfigurationen auf den Kegelschnitten ,,114). A.uf jeder Geraden a hat 
man zwei harmonische Punktepaare A, durch welche ein drittes zu den 
beiden ersten harmonisches Paar E bestimmt ist. Man hat 90 Punkte E. 
Die Punkte A, B, 0, D, E sind die samtlichen Pole der GS60 ' 

Yon einer ternaren Ikosaederkonfiguration ausgehend, welche 15 

114) Das System der 2 . 6 Kegelschnitte " kommt schon 1882 bei F. Gerbaldi 
vor, Torino Atti 17, p. 566. 
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Punkte C und Geraden c enthalt, gelangt man zur Gs6o-Konfiguration 'wie 
folgt: Man bestimme die FIachenpunkte der zugehOrigen binaren Ikosa
ederkonfiguration. Es seien Pi? P2 die beiden Systeme von je funf regu
Hiren Tetraedern, zu denen sich die 20 FIachenpunkte auf" anordnen 
lassen. Man betrachte die 5 . 4 Punkte des einen der beiden Systeme 
als Ecken von funf vollstandigen Vierecken und bilde aus den Tan
genten der 5· 4 Punkte des andern fiinf vollstandige Vierseite. Dann 
geben die Seiten der vollstandigen Vierecke und die Ecken der voll
standigen Vierseite die noch fehlenden 30 Geraden c und Punkte C. 
Die Elemente A, B, a, b stellen die iibrigen Schnittpunkte der Ge
raden c und Verbindungsgeraden del' Punkte C dar. Es laBt sich 
daher jede Ikosaederkonfiguration auf zwei Axten zu einer Gs6o -Kon
figuration erweitern. Dasselbe gilt von der Gls-Konfiguration 115). 

Die volle Permutationsgruppe der Gs6o-Konfiguration wird realisiert 
durch die Kollineationsgruppe GS60 = Ho, ein System Hi von Pseudo
kollineationen, welche w mit w' vertauschen, ein System H2, welches 
Ii mit Ii' vertauscht, endlich ein System Hs' durch welches sowohl OJ> 

mit w' als auch Ii mit Ii' vertauscht wird. Jedes dieser Systeme um
faBt 360 Pseudokollineationen. Entsprechend hat man neben einem 
System Ko von 360 Korrelationen noch drei Systeme Kv K 2 , Ka von 
je 360 Pseudokorrelationen. Die Operation II gehort zu K2 • Die 
Systeme Ho + Hi' Ho + H2 , Ho + Hs stellen ausgezeichnete Unter
gruppen der vollen Permutationsgruppe dar; die letzte ist der sym
metrischen Gruppe isomorph, indem sie die Ikosaederkonfigurationen 
eines jeden der Systeme 1, l' auf alle Arten vertauscht. Durch Hi 
und H',4 werden die Systeme 1, l' (und damit auch S, S' sowie U, U') 
miteinander vertauscht, durch ~ und Hs die beiden Systeme T, T~ 
von Operationen 5. Ordnung. Die Korrelationen vertauschen ehen
falls I und 1'. 

15. Konfigurationen aus endlichen Xollineationsgruppen: qua
ternares Gebiet. Nul' einzelne der quaternaren Kollineationsgruppen sind 
hinsichtlich der zugehorigen Konfigurationen naher untersucht worden. 

Fiir die mit der symmetrischen Gruppe von 7 Dingen holoe
drisch isomorphe Gruppe G7 ! von Kollineationen und Korrelationen hat 
H. Maschke eine bemerkenswerte Konfiguration angegeben 116). Zu 
der genannten Gruppe gelangte F. Klein durch die Einfiihrung iiber-

6 

zahliger Linienkoordinaten, welche den heiden Bedingungen ~ Xi = 0, 
i=U 

115) Von der G18 -Konfiguration ausgehend ge1angt w: Burnside zur 
G860 -Konfiguration, 1. C. 118). 

116) Math. Ann. 36 (1890), p. 190. 
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6 

~x/ geniigen (s. Enz. I B 3£., Wiman, Nr. 19). Die geraden Per-
;=0 

mutation en der 7 Koordinaten stellen Kollineationen, die ungeraden 
Korrelationen dar. Die Zahlen 3, 1], 1], 1), 1]', 1)'J 1]', wo 1] dieselbe Be
deutung wie in Nr. 14 hat, stellen die Koordinaten einer Geraden dar. 
Dieselbe wird durch die Operation en von G71 in 140 Geraden (Haupt
geraden) iibergefiihrt. Es gibt 120 Punkte (Hauptpunkte) und 120 
Ebenen (Hauptebenen), die mit je 7 Hauptgeraden inzident sind; mit 
ihnen sind alle Schnittpunkte und Verbindungsebenen von Haupt
geraden erscbopft. Die Haupt-Punkte, -Geraden und -Ebenen bilden 
eine Konfiguration (12°721, 14066, 1202\), deren Punkte und Ebenen 
durch die G71 samtlich untereinander vertauscht werden. Jede Kon
figurationsebene wird durch die 21 in der G71 enthaltenen NUllsysteme 
- welche den Vertauschungen je zweier Koordinaten entsprechen -
in die mit ihr inzidenten Hauptpunkte iibergefiihrt. Die 6 mit einer 
Konfigurations-Geraden inzidenten Punkte (Eben en) bilden einen < be
stimmten projektiven WUTf, sie gruppieren sich in zwei Tripel Al AliAs; 
B1BlIBs und drei Paare AiBi(i = 1,2,3) derart, daB A;Bk und AkB; 
einander harmonisch trennen 117). Die 120 Hauptpunkte liegen ferner 
zu je dreien auf 840 Geraden (Nebengeraden), durch jede derselben 
gehen zugleich drei Hauptebenen. Die Haupt-Punkte und -Ebenen 
bilden mit den Nebengeraden eine Konfiguration (120ii, 84°33, 120m. 

Ein anderes zur G71 gehoriges Geradensystem betrachtet E.Meyer118); 

es sind die 720 Geraden g, deren Koordinaten eine Permutation der 
( 27ti) 

Werte rk k = 0, 1, ... ,6, r = e-7- darstellen. Es gibt 120 Tetra-
eder, deren Ranten von Geraden 9 gebildet werden. Jede Gerade 9 
kommt in einem Tetraeder vor, und es gruppieren sich daher diese 
Geraden in 360 Paare von Gegengeraden, welche als Gegenkanten in 
einem Tetraeder auftreten. AuBer den Tetraeder-Ecken und -Ebenen 
gibt es noch 840 Punkte P und ebensoviele Ebenen 7C, welche mit 
je drei Geraden 9 inzident sind. Jede Gerade gist entweder mit 7 
Punkten P und keiner Ebene 7C (Gerade erster Art) oder mit 7 
Ebenen 7C und keinem Punkt P (Gerade zweiter Art) inzident. Zwei 
Gegengeraden sind stets von verschiedener Art. Daher enthiilt jedes 
Tetraeder eine ausgezeichnete Ecke, deren drei Kanten von derselben 

117) Maschke bezeichnet einen Bolchen Wurf als metharmonisch. Wenn man 
einem von 2 regularen Dreiecken und 3 Quadraten begrenzten Prisma die Kugel 
umschreibt und ihre Punkte, wie ublich, als komplexe Zahlen deutet, so geben 
die 6 Ecken des Prismas den metharmonischen Wurf; 1. cy6) p. 201 Anm. 

118) Math. Ann. 65 (1908), p. 299. 
34* 
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Art sind. Eine genauere Untersuchung zeigt, daB sie von del' zweiten 
Art sind, und die del' Ecke gegeniiberliegendll ausgezeichnete FHiche 
des Tetraeders enthalt demgemaB drei Geraden erster Art. Die aus
gezeichneten Ecken und Ebenen del' 120 Tetraeder sind mit den 
Haupt-Punkten und -Ebenen Maschkes identisch. 

Eine aus del' Gruppe von 25920 = 3 . 40 . 216 Operationen 119) 
entspringende Konfiguration hat A. Witting untersucht 120). Die Gruppe 
besitzt 40 gleichberechtigte Untergruppen del' Ordnung 3 . 216. Bei 
jeder derselben bleibt ein Punkt A und eine Ebene a fest. Es gibt 
90 Geraden g, deren jede mit vier Punkten A und vier Ebenen a 
inzident ist, und die einander paarweise zugeordnet sind. Die Punkte A, 
Ebenen a und Geraden g bilden eine Konfiguration (40129,9°44, 40/2). 

Es gibt keine andere Konfiguration mit dies em Symbol. Die zu einer 
Ebene a gehorige Untergruppe del' Ordnung 3 . 216 enthalt drei Ope
rationen (einschl. Identitiit), bei denen jeder Punkt von IX fest bleibt. 
Die genannte Untergruppe ergibt daher fiir a eine temare G216 • Die 
zugehorige Konfiguration (12a, 94) wird von den in a gelegellen Kon
figurationselementen gebildet. Die KOllfiguration (4°129,9°44, 40912) besitzt 
240 Diagonalen d, jede von ibnen ist mit zwei Punk ten A und zwei 
Ebenen a inzident. Die Elemente A, a, d sind Ecken, Flachen und 
Kanten von 40 Tetraedern T. Eckell und gegenuberliegellde Flachen 
sind zugeordnete Elemente del' Konfiguration. Die Flachen eines solchen 
ll'etraeders enthalten samtliche Konfigurationspunkte. Man kann so ver
fiigen, daB eins del' Tetraeder Koordinatentetraeder wird und die 
ubrigen KOllfigurationspunkte und -ebenen die Koordinaten (0, - C2' Ca, c4)' 
(ClI 0, - cs, c",), (- CII C2' 0, C4)' (CII C2' cs, 0) erhalten, wo fiir clIc2' CS, C4 

beliebige (gleiche odeI' verschiedene) dritte Einheitswurzeln zu setzen 
sind. Je zwei zugeordnete Elemellte A, a haben dann konjugiert
komplexe Koordinaten. 

119) I B 3f, Nr. 23, (Wiman). 
120) Dissertation, Gottingen 1887, Math. Ann. 29 (1886), p. 168. 

(Abgeschlossen im April 1910.) 
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III AB 6. DARSTELLENDE GEOMETRIE. 
VON 

E. PAPPERITZ. 
IN FREIBERG (SA). 

Inhal tsubersich t. 
I. Ziele, Grundlagen und Methoden. 

1. Geometrische Zeichen- und Bilderspracbe. Bestimmung der Lage, Gestalt 
und GroBe der Gebilde. 

2. Korrespondenz zwischen Begriff und Zeichen. Original und Bild. 
3. Die darstellende Geometrie als angewandte und als deduktive mathematische 

Wissenschaft. 
4. Die graphischen Charaktere. 
5. Die Entstehung und die Darstellung geometrischer Gebilde. 
6. DaB Konstruieren. 
'2. Postulate der Konstruktion. 
8. Die vVerkzeuge des Geometers. 
9. Die Einfachheit graphischer Konstruktionen. Operationssysteme. Geometro-

graphie. 
10. Die Genauigkeit graphischer Konstruktionen. Fehlertheorie. 
11. Projizieren und Durchdringen. SehprozeB und Schattenbildung. 
12. Einteilung der Darstellungsmethoden. 
13. Hilfsverfahren und 'l'ransformationen. 
14. N omenklatur und Bezeichnungsweise. Zeichnerische Regeln. 

II. Geometrische DarstellungsverfahreJl. vor .1lIonge. 

15. Darstellungsverfahren im Altertum. Die RiBkunst des Mittelalters. 
16. Die malerische Perspektive von der Renaissance bis zum Ende des 16. Jahr-

hunderts. 
1'2. Diirers "Unterweisung". 
18. Die axonometrische Perspektive bei Desargues und seinen Zeitgenossen. 
19. Die freie Perspektive bei Stevin, Gravesande, Taylor und Lambert. 
20. Die Weiterentwicklung der RiBkunst an den Aufgaben des Steinschnittes 

durch Freziej·. 

III. Begriindung eines wissenschaftlichen Systems. 
21. Manges "Geometrie descriptive". 
22. Die Prinzipien der darstellenden Geometrie. 
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23. Die Erzeugung krummer Flachen. Theorie der Raumkurven. 
24. Der Aufgabenbereich. 
21>. Lacroix, Monges Rivale. 
26. Monges Schule. 
27. Die Nachwirkung der ldeen Monges. 

IV. Neuere Entwicklung der Darstellungsmethoden. 
28. Die Geometrie der Lage. 
29. Die Kollinearverwandtschaften. 
30. Die organische Verbindung der darstellenden Geometrie mit der Geometrie 

der Lage. 
31. Die orthogonale axonometrische Projektion. 
32. Die freie und axonometrische schiefe Pl'ojektion. 
33. Die freie und angewandte Perspektive. 
34. Die plastische Perspektive. 
31>. Die Schatten- und Beleuchtungstheorie. 

v. Besondere deskriptive Aufgaben und Methoden. 
36. Polyeder. 
37. Kurven und FHichen zweiter Ordnung. Durchdringungen. 
38. Geometrie der Bewegung. Rollkurven. Verzahnungstheorie. 
39. Rotationsflachen. 
40. Schraubengebilde. 
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I. Ziele, Grundlagen und Methoden. 
1. Geometrische Zeichen- und Bildersprache. Bestimmung der 

Lage, Gestalt und Gro.l3e der Gebilde. Die darstellende (beschreibende 
oder deskripti ve) G eometrie lehrt geometrische Gedanken durch gra-
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phische oder plastische Bilder ausdrucken. Sie umfaBt die den geo
metrischen Begriffen selbst entnommenen Mittel zur Bestimmung der 
Lagebeziehungen zwischen den geometrischen Elementen, del' Gestalt 
und Gro[3e del' aus ihnen erzeugten h6heren Gebilde oder Figuren. 
Sie ist also furs erste, wie jede Sprache und Schrift, ein Verstan
digungsmittel im geistigen Verkehr. Sie war und ist iill besonderen 
die Weltsprache del' 1ngenieure. Ais eine rein geometrische Zeichen
sprache 1) abel' bildet sie die Erganzung del' arithmetischen Symbolik 
odeI' Formelsprache. 1hre Entwicklungsgeschichte fuhrt uns weit zu
ruck bis zu den ersten Anfangen menschlicher Kultur. Denn erst 
del' Versuch, Dinge abzubilden oder abzuzeichnen und primitive Ab
bildungen symbolisch zu gebrauchen, lieB die Schrift entstehen, wurde 
del' Ursprung del' bildenden Kiinste und in Verb in dung mit dem Be
griffe des MaBes die Grundlage der Geometrie. 

2. Korrespondenz zwischen Begriff und Zeichen. Original und 
BUd. Soll die darstellende Geometrie nicht bloBe Zeichenkunst bleiben, 
sondern eine Wissenschaft sein, so muB sie das wesentliche Erfordernis 
einer Begriffsschrift erfullen. Zwischen ihren Zeichen und den Be
griff en oder Begriffsverknupfungen, die sie bedeutel1, muB eine ein
deutige, wechselseitige Korrespondenz 2) bestehen. Man muB also nicht 
nur von dem darzustellenden Gegenstande, dem Original, nach genauer 
V orschrift, die auf der Definition des Objektes fuBt, zu seinem Bilde 
ubergehen konnen, sondern auch umgekehrt aus dem Bilde unzwei
deutig auf die geometrischen Eigenschaften des Originales und auf 
seine Lagebeziehungen zu anderen Objekten zuriickschlie[3en konnen. 
Der bildenden Kunst, die sich meist nur auf die individuelle Be
obachtungsgabe verlaBt nnd sich nur selten auf wissenschaftlich be
grundete Darstellungsregeln stutzt, stehen Freiheiten zu, weil sie fiber 
komplementare Ausdrucksmittel verfugt, die der Wissel1schaft fremd 
sind. Sie laBt uns die Eigenschaften des Gegenstandes aus dem 
Bilde mehr erraten als erschlieBen. Dem sprachlichen Ausdruck mathe
matischer Gedanken gegenfiber besitzt das exakte graphische Bild den 
Vorzug fast unmittelbarer Verstiindlichkeit. Dies hat von jeher wissen
schaftliche Schriftsteller veranlaBt, dem Texte ihrer Werke erliiuternde 
Figuren beizufugen. Freilich miissen diese, urn ihren Zweck zu er
fullen, den Regeln der Zeichenkunst auch wirklich elltsprechen. Hinter 

1) E. Papperitz, Uber die wissenschaftliche Bedeutung der darstellenden 
Geometrie und ihre Entwicklung bis zur systematischen Begriindung durch 
G. Monge, Freiberg 1901. 

2) G. Loria, Vorlesungen liber darstellende Geometrie, deutsch von Fr. Schutte, 
1, Leipzig 1907, p. 1. 
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der Bezeichnung "schematische Figuril verbirgt sich zuweilen der 
Mangel an deskriptivem Konnen. Hiermit soll nicht bestritten werden, 
daB schematische Andeutungen wegen ihrer Ubersichtlichkeit hiiufig 
zweckentsprechend sind. 

3. Die darstellende Geometrie als angewandte und als de
duktive mathematische Wissenschaft. Bisher ist die darstellende 
Geometrie nur im Hinblick auf ihre Anwendbarkeit gekenn
zeichnet worden. Damit ist ihr Zweck und ihr Wesen nicht er
schopft. Seit G. Monge (1746-1818) seine "Geometrie descriptive" 
veroifentlichte S), hat sie sich zu einer selbstandigen mathematischen 
Wissenschatl entwickelt. Diese Disziplin liefert uns nicht nul' pra
gnante und exakte Ausdrucksmittel fur geometrische Begriife, Opera
tionen und Satze, sondern gewahrt uns auch einen klaren Einblick 
in den organischen Aufbau, die Struktur der geometrischen Gebilde. 
Die ihr eigenen Transformationsgruppen lassen uns den gesetzmaBigen 
Formenwandel der Raumgebilde, ihre invarianten Eigenschaften, ihre 
inneren Verwandtschaften und ihre Abstammung von gewissen ein
fachen Urformen erkennen. U nd so gut man "im Kopfeil rechnen, 
uberhaupt in irgendeiner Sprache denken kann, ohne die Gedanken 
schriftlich zu fixieren oder auszusprechen, so kann man auch die geo
metrischen Operationen ohne Zeichenblatt und Stift rein in Gedanken 
vollziehen und dabei geometrische Begriffe durch andere abbilden oder 
darstellen. In dies em Sinne wird die deskriptive Geometrie ein Mittel 
zur Erforschung mathematischer Wahrheiten. Weil also ihre Me
tho den uns befahigen, Satze abzuleiten und zu beweisen, ist sie nicht 
bloB eine angewandte mathematische Disziplin, sondern reiht sich den 
deduktiven Wissenschaften ebenburtig ein. 

Ahnlich wie eine Sprache die Laute zu Silben und Wortern, die 
Worter zu Siitzen und diese zu Gedankenreihen vereinigt und dies 
alles mittels der Schrift symbolisch wiedergibt, verfahrt auch die 
darstellende Geometrie. Sie geht davon aus, fur die geometrischen 
Elemente, also fur Begriffe, einfach,e, graphisch wiederzugebende Zeichen 
einzufiihren, die jene vertreten und mit ihnen in einer umkehrbar 
eindeutigen Korrespondenz stehen. Wir wollen sie Charaktere nennen. 
Sie verbindet die Charaktere durch wohldefinierte Operationen, ge
langt so zur Abbildung zusammengesetzter Raumgebilde und zur kon
struktiven Losung geometrischer Aufgaben. Schlie.Blich entwickelt sie 

3) Lectons donnees a l'Ecole normaJe, publiees d'abord en feuilles, d'apres les 
stenographes. Journal des ecoles normales, I-IV, Paris 1795. In Buchform zu
erst 1798 erschienen. 
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zusammenhangende Darstellungsmethoden, die ebenso gut rein geo
metrischen Untersuchungen wie praktischen Anwendungen dienen und 
sich den verschiedenen Zwecken anpassen konnen. 

4:. Die graphischen Charaktere. Die Charaktere sind nicld will
kurlich erfundene graphische Zeichen, deren Bedeutung auf einer still
schweigenden Ubereinkunft oder auf ausdrucklicher Festsetzung be
ruht4) , sondern sie haben in gewissem Sinne einen natiirlichen Ur
sprung, und ihre Bedeutung drangt sich uns unmittelbar auf, weil ihre 
Erscheimmgsform die Vorstellung der wesentlichen Merkmale jener ab
strakten, intuitiven Begriffe erweckt, die sie vertreten. Sie wirken 
auf uns ahnlich wie ein Portrat, das die lebendige Erinnerung an die 
seelischen Eigenschaften der dargestellten Personlichkeit hervorruft. 
Die realen graphischen Bilder sind mit den idealen geometrischen 
Originalen nicht identisch, aber sie "gleichen" ihnen, sofern die geistigen 
Eindrucke, die wir von beiden empfangen, in wesentlichen Eigen
schaften iibereinstimmen. Solche Abbildungen konnen "ikonische" 
(clxdw, Bildnis) genannt werden. Auf ihrer Anwendung beruht die 
anschauliche Deutlichkeit und Ubersichtlichkeit der Verfahren und der 
Ergebnisse der deskriptiven Geometrie. Indessen werden auch "ani
konische" Charaktere benutzt, z. B. in der Cyklographie (Nr. 4:5). 

Wie jeder Mathematiker numerisch und symbolisch rechnen 
konnen muB, urn analytisch zu denken, muB er auch "geometrisch 
schreiben, lesen, rechnen", d. h. zeichnen, Zeichnungen verstehen und 
konstruieren lemen, bevor er dahin gelangt "geometrisch zu denken". 
Dies zeigt auch die Geschichte der Mathematik; denn aus der Blute 
der darstellenden Geometrie hat sich als reife Frueht die neuere syn
thetische Geometrie, die Geometrie dcr Lage entwickelt. Gleichzeitig 
ist aber hiermit die hohe erzieherische Bedeutung unserer Disziplin 
gekennzeichnet, die schon von G. Monge 5) betont wurde, die heute 
allgemein anerkannt wird 6), und die darin besteht, daB sie das wirk-

4) Letzteres gilt schon von den ,.natiirlichen" Zahlzeichen, in erhohtem 
MaBe aber von den "kunstlichen" Zahlzeichen, der Ziffernschrift und der arith
metischen Symbolik, (I A 1, Grundlagen der Arithmetik, Schubert). Abel' auch 
hier HiBt sich ein Grundsatz erkennen. Wie sich die logische Entwicklung del' 
arithmetischen Operationen nach dem "Prinzip der Permanenz fo=aler Gesetze" 
(H. Hankel, Theorie der komplexen Zahlensysteme, Leipzig 1867, p. 10) richtet, 
so konnte man bei jeder Art mathematischer Symbolik von einem "Prinzip der 
Konsequenz in der Bezeichnungsweise" sprechen. 

5) Geometrie descriptive, 1798, p. 105. 
6) F. Klein hat in einer akademischen Rede (Leipzig 1880) ausgesprochen: 

,,1st es nicht eine ebenso wurdige Aufgabe der Mathematik richtig zu zeichnen, 
wie die, richtig zu rechnen?" Zeitschr. f. math.-nat. Unterricht 26, 1895, p. 534. 
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samste, vielleicht das einzige Mittel bildet, um die geometrische Vor
stellungskraft zu beleben, zu entwickeln und zu schulen 7). 

5. Die Entstehung und die Darstellung geometrischer Gebilde. 
DaB die darstellenden Geometer der Erzeugung raumlicher Figuren 
aus einfachen Elementen, etwa durch geregelte Bewegung von Punkten, 
Geraden, Kreisen, Ebenen, Kugeln usw., oder ihrer Ableitung aus be
kannten Formen durch Tmnsformationen, Verwandtschaf~en die ein
gehendsten Untersuchungen widmen, hat einen naturlichen Grund. 
Die geometrische Definition einer Figur ist ja eine begriffliche Be
schreibung, die implicite das Gesetz der Entstehung ausspricht. Um
gekehrt, die genaue Ang-abe seiner Erzeugung gibt nicht nur eine zu
reichende Definition des Gebildes, sondern weist uns auch den besten 
und nachsten Weg zu seiner graphischen Beschreibung oder Darstellung. 
Hat man z. B. definiert: Ein Kreis ist der Ort aHer Punkte in der 
Ebene, die von einem gegebenen Punkte gleich entfernt liegen, so 
hat man schon die Existenz des Kreises behauptet und die Hypothese 
gemacht, daB es moglich sei, mit einem geeigneten Instrument, dem 
Zirkel, einen Kreis zu konstruieren oder zu zeichnen. 

6. Das Konstruieren. Konstruieren heiBt aus gegebenen Ele
menten durch geometrische Operationen gesuchte Elemente ableiten. 
Begrifflich kann man in jedem Raume konstruieren, praktisch nur im 
Raume von drei Dimensionen. Die wirkliche Ausfiihrung raumlicher 
Konstruktionen kommt fur die dal'steHende Geometrie bei der Her
stellung von Modellen und bei der kinematischen Darstellung von 
Raumfiguren (III AB 6, Anhang, Papperitz) in Betracht. Die wich
tigste Art des praktischen Konstruierens ist das Zeichnen. 

Das geometrische Zeichnen setzt als Operationsfeld eine bestimmte 
Zeichenflache oder Tafel voraus und erfordert weiter, daB man auf 
dieser gewisse Arten von Linien nach genauer V orschrift beschreiben 
kann (daher: "Linearzeichnen"). Man kann in dem zweidimensionalen 
Gebiete die zeichnerischen Operationen auf ein Gebiet von einer 
Dimension, z. B. auf eine Gerade, einen Kreis oder eine andere krumme 
Linie, einsch1"anken. 1m Raume abel' kann man mit den gewohnlichen 
Hilfsmitteln nicht zeichnen. Als Zeichenflache dient fast immer eine 
Ebene, selten und nur bei besonderen AnHissen eine Kugel, ein Zylinder 

Vgl. P. Stiickel, Angewandte Mathematik und Physik an den dentschen Universi
taten, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. XIII, 6, 1904. W. Fiedler, Die darstellende 
Geometrie in organischer Verbindung mit der Geometrie der Lage, 3. Aufi., 1883, 
Vorrede p. Vill. 

7) Rohn und Papperitz, Darstellende Geometrie, 3. Aufi., 1906, Einleitung. 
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oder eine andere krumme Fliiche. Wir sprechen hier nur yom Zeichnen 
in der Ebene. 

7. Postulate der Konstruktion. Die konstruktive Losbarkeit 
geometrischer Aufgaben hiingt von del' Erfiillung gewisser Bedingungen 
abo Theoretisch lassen sich diese als Postulate der Konstruktion formu
lierell, praktisch Iauft dies darauf hinaus, die notwendigen, bzw. zu
liissigen Werkzeuge des Geometers und die mit ihnen ausfiihrbaren 
Grundoperationen systematisch aufzuziihlen. Nach G. Loria8) geniigt 
es folgende Aufgaben los en zu konnen. 

In der Ebene: 

1. Zwei gegebene Punkte durch eine Gerade zu verbinden. 
2. Den Schnittpunkt zweier Geraden zu finden. 
3. Einen Kreis zu beschreiben, dessen Mittelpullkt und Radius ge

geben ist. 

1m Raume: 

1. Durch drei gegebene Punkte (oder einen PUllkt und eme Gerade) 
eine Ebelle zu legen. 

2. Den Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene zu finden. 
3. Die Schnittlinie zweier Ebellen zu finden. 
4. Eine Kugel zu beschreiben, deren Mittelpunkt und Radius be

kannt ist. 
Da abel' streng genommen nur in del' Ebene diese Postulate er

fiillt werden konnen, im Raume nicht, so bildet es, wie schon Monge 
dargelegt hat 9), die Hauptaufgabe der darstellenden Geometrie: die im 
Raume unmoglichen Konstruktionen auf die in der Ebene ausfuhrbaren 
zuruckzufuhren. Man erkennt sofort, daB in dem obigen System von 
Postulaten der Punkt von Anfang an als ein deskriptiv bestimmbares 
Element angesehen wird. Will man sich auf den Standpunkt stellen, 
in der darstellenden Geometrie die Gerade oder den Kreis, oder beide 
als primiire Elemente 10) zu betrachten, den Punke aber, weil er zu
meist graphisch durch den Schnitt von Linien bestimmt wird, als 

8) Vorlesungen uber darstellende Geometrie, deutsch von Fr. Schutte, I. 
Leipzig 1907, p. 1. 

9) Geometrie descriptive, 1798, I, 1. 
10) W. Fiedler betont gegeniiber Manges Auffassung der Grundprobleme: 

"daB die Bestimmung der geraden Linie und nicht die des Punktes das Ur
spriingliche in ihrer Entwicklung sein musse." Dber das System in der 
darstellenden Geometrie, Zeitsch. Math. Phys., 8, (1863), p. 144f. und Dar
stellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geometrie der Lage I, 
Vorrede, 1883. 
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sekundiires Element, so wird eine andere Anordnung der Postulate 
notwendig. Zugleieh ist die Frage aufzuwerfen, ob es nieht notig 
sei, jene Postulate zu erganzen, etwa indem man als lOsbare .Aufgaben 
hinzufiigt: 

In der Ebene: 

4. Die Schnittpunkte einer Geraden und emes Kreises oder zweier 
Kreise zu finden. 

1m Raume: 

5. Die Sehnittpunkte einer Geraden mit einer Kugel zu finden. 

8. Die Werkzeuge des Geometers. Unter den deskriptiven 
Werkzeugen stehen der Zirkel und das Lineal in erster Reihe. Beide 
sind alt, und man kann niehts Bestimmtes dariiber sagen, wann und 
wo sie eingefiihrt worden sein mogen. Auch welcher Art diese In~ 
strumente urspriinglieh waren, laBt sieh aus den sparlichen Nach~ 
richten schwer erkennen 11). Ware der Erfinder des Zirkels bekannt, 
so miiBte ihn die Geschichte der Mathematik an riihmlieher Stelle 
nennen. DaB aber diese beiden Instrumente schon in vorchristlicher 
Zeit allgemein bekannt waren, geht daraus hervor, daB M. Vitruvius 
Pollio die zu seiner Zeit (um 10 v. Chr.) bekannten Darstellungsver~ 
fahren als "circini regulae que modiee con tin ens usus" bezeiehnet 12). 

Der Zirkel (circinus, compas) gilt, namentlich in seiner heutigen, 
vollkommenen Form, als ein Instrument, mit dem sich sehr genau 
konstruieren HiBt. 

11) 1m Alterlum scheinen die Handwerker statt des Lineals die Richtschnur 
(xcwalV, (j'~cMt/L'T)) benutzt zu haben, wie es heute noch die Zimmerleute und Stein
metzen tun. Dies ist eine an beiden Enden festgehaltene, mit Rotel, Kreide 
oder dergleichen gerarbte Schnur, die angespannt und wieder losgelassen die ge
wollte gerade Linie auf einer ebenen Flache abzeichnet. Der deutsche Handwerks
name dafur ist "Schmitze". - Statt eines eigentlichen Zirkels haben sich die Alten 
einer Vorrichtung (8£OC~'I)T'T)S, diQ'Pos) bedient, die zuerst aus einem Einsatzstifte 
und einem mittels einer Schnur daran befestigten Zeichenstifte bestanden haben 
mag (franz. simbleau). Diese Art einen Kreis zu beschreiben, bildete offenbar die 
V orlauferin der Fadenkonstruktion einer Ellipse. Zum gleichen Zwecke bediente 
man sich wohl auch einer Mepkette, eines Zirkels mit konstanter Schenke16tfnung, 
eines Streckenubertragers oder EichmafJes (vgl. D. Hilbert, Grundlagen der Geo~ 
metrie, 2. Auf!., Leipzig 1903). Ubrigens scheint man in friiheren Zeiten oft in 
Ermangelung vollkommenerer Zeichenmittel Punkte durch Einstechen eines 
spitzen Instruments, Linien durch Einritzen in die Zeichenfiache dargestellt zu 
haben, wie es handwerksmaBig noch heute vorkommt. Daraus erklaren sich 
Ausdrucke, wie "aufi:eiBen", "RiJ3", "ReiJ3zeug" usw. 

12) M. Vitruvius Pollio, De architectura libri decem I, 2. Ausgabe von 
V. Rose, Leipzig 1899, p. 10. 
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Das Lineal oder Richtscheit (regula, regle), das in seiner Zieh
kante eigentlich nur das Modell einer geraden Linie vorstellt, gilt 
mit Recht, und zwar aus technischen Griinden, fiir weniger genau. 
Aber keine mechanische Erfindung, die zur exakten Geradfiihrung 
eines Punktes dienen kann (wie etwa der Peaucelliersche Inversor) 
hat in der Praxis das altbewahrte, handliche Instrument verdrangen 
konnen. Wenn Euklides definiert: die Gerade ist eine Linie, die in 
bezug auf ihre Punkte gleichmaBig (8~ i:r10V) liegt (III A B 1, Prinzipien 
der Geometrie, Enriques, Nr. 3), so darf sich dies der Zeichner dahin 
auslegen, daB es gleichgiiltig ist, von welcher Seite und mit welchem 
Teile er an zwei gezeichnete Punkte die Kante eines guten Lineales 
anlegt, urn die Verbindungslinie zu ziehen (Linealprobe). Um gerade 
Linien auch unter anderen Bedingungen leicht zeichnen zu konnen, 
beniitzt der Geometer das Lineal jetzt fast ausschlieBlich in der Form 
des Zeichendreiecks. 

Das Zeichendreieck oder Winkelscheit (equerre) ist rechtwinklig. 
Es ist aus dem Modell eines rechten Winkels (Winkelma(3, norma) 
hervorgegangen. Seine spitzen Winkel messen gewohnlich beide 45°, 
oder der eine 30°, der andere 60° 13). Verfiigt man iiber zwei Zeichen
dreiecke, so kann man nicht nur Parallelen, sondern auch Normalen 
zu einer gegebenen Geraden zeichnen, indem man die Hypotenuse des 
einen Dreiecks langs einer Kante des anderen verschiebt und die Ka
theteu als Ziehkanten beniitzt. Der rechte Winkel muB bei seiner 
Verdoppelung durch die Umwendung des Winkelscheits den gestreckten 
ergeben (Winkelprobe). Bei technischen Zeichnungen, in denen vor
zugsweise das Grund- und AufriBverfahren angewandt wird, bedient 
man sich oft der Rei(3schiene (ein Lineal mit zur Ziehkante recht
winkligem Anschlagbrett, also eine besondere Art Winkelscheit). Ihr 
Gebrauch setzt voraus, daB das Reif3brett zwei zueinander rechtwinklige 
Kanten zum Anlegen habe. 

Erfindungsgeist und Prazisionsmechanik haben zahlreiche, fUr 
spezielle Zwecke wertvolle, im allgemeinen aber fiir den Geometer 
entbehrliche Zeicheninstrumente hinzugefiigt, auf die an dieser Stelle 
nicht naher eingegangen wird 14). Lineal und Zirkel aber bleiben die 

13) Rei E. Bings "Kreiswinkel", d~r die graphische Rektifikation und Qua
dratur des Kreises erleichtert, verhalt sich die langere Kathete zur Hypotenuse 
wie ~ V; zu 1. Vgl. A. zur Megede, Wie fertigt man techniche Zeichnungen? 
Berlin 1894, p. 59. 

14) Pal'allelenlineale, Fluchtschienen; Strecken-, Winkel- und Dreiecks
iibertrager; Proportionalzirkel, Strecken- und Winkelteiler; lineale MaBstabe, 
Teilkreise und Nonien; Kurvenzirkel, Storchschnabel, Pantographen und Per
spektographen usw. (III AB 6, Anhang, Papperitz). 
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Hauptinstrumente des Geometers. Die jetzt allgemein gebriiuchlichen 
Winkelscheite darf man den Linealen zurechnen. Insofern die dar
stellende Geometrie sich nicht allein mit Lageziehungen, sondern auch 
mit der Bestimmung von Gro£enverhiiltnissen der Objekte beschiiftigt, 
benutzt sie Maf3stabe verschiedener Art; genauer ausgedruckt: sie 
bildet sich Maf3stabe, denn jede Maf3angabe erfolgt auf deskriptivem 
Wege. Die Ma.BsUibe selbst und die zahlreichen Instrumente, an 
dellen sie eine wesentliche Rolle spielen, sind daher nicht unter die 
ursprunglichen Werkzeuge des Geometers zu rechnen. 

Grundslitzlich wird man die Auswahl unter den Werkzeugen nicht 
ohne zwingenden Grund vergro£ern; dagegen ist zu untersuchen, in
wieweit man sich Beschrankungen auferlegen kann. Man kann ledig
lich den Zirkel zur Konstruktion benutzen, wie L. Mascheroni (1750 
-1800) darlegt15). Das Lineal allein reicht nicht fur aile Zwecke 
aus; man mu.B nach J. Steiner (1796-1863) noch wenigstens einen 
Kreis zu Hilfe nehmen konnen 16). Eine Konstruktion mag homogen, 
und zwar linear oder zirkular heiBen, wenn sie sich nur eines Instru
mentes, entweder des Lineals oder des Zirkels bedient17). Die 7cano
nischen oder klassischen Konstruktionen benutzen nur diese beiden 
Werkzeuge; die modernen auBerdem die Winkelscheite. 

9. Die Einfachheit graphischer Xonstruktionen. Operations
systeme. Geometrographie. Wir wollen die unter gegebenen Voraus
setzungen miiglichen Konstruktionen hier nicht im Sinne der Prinzipien
lehre (III A B 1, Enriques) erortern, sondern ihre graphische Ausfiihrbar
keit mit gegebenen lnstrumenten und unter gegebenen Bedingungen ver
folgen. Dies ist unerlliBlich, urn die Versuche zur Beantwortung del' von 
J. Steiner 18) aufgeworfenen Frage zu wurdigen: "Auf welche Weise jede 
geometrische Aufgabe, theoretisch oder praktisch, am einfachsten, 
genauesten odeI' sichersten konstruiert werden konne, und zwar: 

1) welches im allgemeinen, 
2) welches bei beschrankten Hilfsmitteln, und 
3) welches bei obwaltenden Hindernissen das zweckmaBigste 

Verfahren seill. 

15) Geometria del compasso, Pavia 1797, nen heransgegeben von G. Fazzari. 
Palermo 1901, deutach von GrUson, Berlin 1825. 

16) Die geometrischen Konatruktionen, ausgefiihrt mittelst der geraden 
Linie und eines festen Kreises, Berlin 1833 = Werke 1, p. 461 = Ostwalds 
Klassiker 60. Yorher: J. B. Benedicti, resolutio omnium Euclidis problematum 
una tantummodo circini data apertura, Yenedig 1553. 

17) Im algebraischen Sinne unterscheidet man konstruktive Aufgaben ersten 
und zweiten Grades. 

18) A. a. O. (s. Anm. 16), p. 89. 
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Cltr. Wiener (1826-1896) sucht einen MaBstab fiir die Einfach
heit der Konstruktionen zu gewinnen, indem er an verschiedenen Stellen 
seines Hauptwerkes 19) die zur Losung einer Aufgabe erforderlichen 
Operationen abzahlt. Dabei wird von einer Bewertung der einzelnen 
Operationen zwar noch nicht gesprochen, aber doch bereits erwahnt, 
daB der notwendige Wechsel der Instrumente nicht belanglos ist. 
E. Lemoine 20) unternahm es seit 1888, von E. Bernes und G. Tarry 
unterstiitzt, die schwierige Frage durch systematische Zergliederung der 
Konstruktionen zu IOsen. Sein V orgehen hat sehr anregend auf die 
darstellenden Geometer gewirkt, aber sein System, das auf einer sym
bolischen Bezeichnung und Bewertung der graphischen Operationen 
beruht, ist, wie er selbst zugibt, noch verbesserungsfahig, und zwar 
ofl'enbar deshalb, weil die grundlegenden Annahmen nicht frei von 
Willkiir sind 21). Nimmt man aber dieses geometrographische System 
(oder ein ahnliches) als zweckdienlich an, um die Einfachheit einer 
Konstruktion zu beurteilen, so muB man zugleich sagen, daB es fur 
sich allein nicht hinreicht, urn ihre Genauigkeit abzuschatzen. Hierzu 
kann nur in einer Theorie der graphischen Konstruktionsfehler und in 
der Anwendung der Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung (I D 1, 
Czuber) die rationelle Grundlage gefunden werden. 

Die deskriptiven Elementaroperationen bestehen darin, Ptmkte, 
Gerade und Kreise durch graphische Oharaktere zu bestimmen, und 
zwar a) willkiirlich oder b) unter gegebenen Bedingungen, d. h. aus 
gegebenen Charakteren. Letzteres erfolgt durch Herstellung der ver
einigten Lage der Charaktere (Koinzidenz, Verbindung und Schnitt der 
Elemente). Jede Operation umfaBt die zur Herstellung eines graphi
schen Zeichens erforderlichen Manipulationen an und mit den Werk
zeugen. Es empfiehlt sich aber nicht, die Handhabung der Werk
zeuge selbst, deren Erfolg von der Geschicklichkeit, Scharfsichtigkeit 
und Sorgfalt des Zeichners abhangt, zu analysieren. Ebensowenig ist 
hier auf eine Priifung der technischen Vollkommenheit und der Trag
weite der Instrumente einzugehen. Es handelt sich zunachst nur urn 
die Frage: Kann man die Konstruktionen nach dem Grade ihrer Ein
fachheit systematisch einteilen? Daran schlieBt sich die von der 
ersten vollig verschiedene Frage nach der Genauigkeit des Ergebnisses. 

19) Lehrbuch der darstellenden Geometrie, Leipzig I, 1884, II, 1887. 
20) Geometrographie, ou l'art des constructions geometriques, Paris (Sci

entia 18) 1902. 
21) R. Mehmke, Bemerkungen zur Geornetrographie v. M. E. Lemoine, 

Jahresber. d. deutsch. Math.- Ver. 12, (1903), p. 113. V gl. R. Guntsche, Zu Herrn 
R. Mehmkes Bemerkungen usw., ebenda p. 289. 

Encyklop. d. math. Wi.sensch. III 1. 35 
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SchlieBt man sich dieser Auffassung an, so kann man die Ope
rationen nach der Zahl der zu erfiillenden graphischen Bedingungen 
abstufen. Die Abziihluug der Bedingungen braucht nicht von ihrer 
analytischen Formulierung auszugehen, muB aber mit ihr im Einklang' 
stehen und auf das Prinzip der lJualitiit Riicksicht nahmen. Sie muB 
auch der Zahl der in einer Aufgabe verfiigbaren Konstanten und 
ebenso der Zahl der fiir die Ausfiihrung zu erwartenden Fehlerkompo
nenten entsprechen. Der Versuch, nach diesem Gesichtspunkte die
Operationen zu ordnen, fiihrt zu folgender Ubersicht!2): 

Graphische Elementaroperationen. 
A. O. Stufe: 

6 willkiirlich einen Punkt zeichnenj 
c willkiirlich eine Gerade zeichnenj 
" willkiirlich einen Kreis zeichnen. 

B. 1. Stufe: 

6 1 willkiirlich einen Punkt auf eine gegebene Linie setzenj 
cl willkiirlich eine Gerade durch einen gegebenen Punkt oder in 

einer gegebenen Richtung ziehen; 
"1 willkiirlich einen Kreis um einen Punkt einer gegebenen Linie

oder durch einen gegebenen Punkt beschreiben. 

C. 2. Stufe: 

6 2 den Schnittpunkt zweier gegebenen Linien findenj 
C2 die Gerade ziehen, die durch zwei gegebene Punkte oder durch 

einen gegebenen Punkt in einer gegebenen Richtung geht; 
"Jl willkiirlich einen Kreis um einen gegebenen Punkt oder durch. 

einen gegebenen Punkt und um einen Punkt einer gegebenen 
Linie beschreiben. 

D. 3. Stufe. 

"3 den Kreis um einen gegebenen Punkt und durch emen ge
gebenen Punkt bescbreiben. 

Der Unterschied zwischen den Operationssystemen ist leicht zu 
erkennen. E. Lemoine geht von der Handhabung der Instrumente
aus; E. Bemes Jl3) betrachtet die Herstellung der graphischen Charak-

22) Die auf einen Punkt (C11//l-Elo'P), eine Gerade (EM tEla) oder einen Kreis 
(l£v"lo~) oder auf den Wechsel (p.Et;IX{Jol1}') der Instrumente beziiglichen Opera
tionen werden hier durch C1, E, 1£ und /I- bezeichnet. Der Index gibt die Stufen
zahl an. Die von E. Lemoine gebrauchten Symbole E, 0, E Ieiten sich ofl'enbar 
von den Instrumenten her (regIe, compas, equerre). 

23) E. Lemoine, Geometrographie, Paris 1902, Scientia 18, p. 18 .Anm. 
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tere unter gegebenen Bedingungen als ausschlaggebend; E. Papperitz 
sucht diesen Gedanken systematisch durchzufiihren. Inwieweit man 
berechtigt ist, graphische Operationen linter sich als gleichwertig an
zusehen und Aquivalenzgleichungen (etwa wie: C2 = 2 Cl usw.) aufzu
stellen, sollte Gegenstand einer Untersuchung sein, die sich auf die 
Frage richtet, ob die gegebenen Bedingungen voneinander unabhangig 
erftillt werden k6nnen. Will man aber 80lche Aquivalenzen an
nehmen (was zur Vereinfachung zweckmaBig erscheint), so muB man 
sich dessen bewuBt sein, daB man damit neue Hypothesen einftihrt. 
Der bei einer nicht homogenen Konstruktion notige Wechsel der In
strumente fL ist keine graphische Operation; er muB aber beachtet 
werden, wenn es sich urn die Beurteilung der Einfachheit handelt, 
weil er wie eine Unstetigkeit oder Unterbrechung auf den Gang des 
Verfahrens einwirkt. Der mittlere Zeitaufwand fiir die Ausftihrung 
einer Konstruktion hangt zu sehr von subjektiven Momenten ab, um 
hier in Betracht zu kommen. 

Um nun ein Urteil iiber die Einfachheit einer Konstruktion zu 
gewinnen, schreiben wir zuerst die Symbole der notigen Operationen 
und Instrumentenwechsel in der vorgeschriebenen Reihenfolge auf. 
Die willktirlichen Operationen, welche die zur Fragestellung gehOrigen 
Angaben betreifen, zahlen nicht mit. Urn die zur Losung der Auf
gabe dienenden Operationen gleichmaBig zu bewerten, machen Wir 
folgende Hypothesen: 

1) Graphische Operationen gleicher Stufe sind gleichwertig. 
2) Eiue Operation nter Stufe ist mit der n - fachen Operation 

1. Stufe gleichwertig. 
3) Jeder Instrumenteuwechsel zahIt als eine Operation 1. Stufe. 

Multiplizieren wir jetzt jedes Symbol (als eine Einheit genommen) 
mit seiner Stufenzahl und addieren die Produkte, so erhalten wir eine 
ganze Zahl 

n = a61 + bCl + cX1 + dfL 

als Stufenzahl einer Konstruktion, und die Zahl ~ kann als Maf3 ihrer n 
Einfachheit dienen. Ebenso leicht kann die Zahl der bentitzten 
Punkte, Geraden und Kreise angegeben werden. Wenn man will, 
kann man die Instrumentenwechsel unberticksichtigt lassen, also ihre 
Anzahl d· fL unterdriicken. 

10. Die Genauigkeit graphischer Konstruktionen. Fehlertheorie. 
Die Frage nach der Genauigkeit muB im praktischen Sinne ohne um
standliche Rechnung beantwortet werden. Die grundlegenden Hypo
thesen tiber die Entstehung und Fortpflanzung der Fehler miissen daher 

35* 
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moglichst einfach sein, aber mit der zeichnerischen Erfahrung einer
seits und den Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung (1D 1, Ozuber) 
andererseits im Einklang stehen. Eine gewisse W~7,lkUr ist bei ihrer 
Aufstellung unvermeUllich. Fur die nachtragliche Ausgleichung der 
Fehler auf Grund von Uberbestimmungen einzelner Elemente oder von 
Wiederholungen ganzer Konstruktionen muB die von O. F. GaufJ (1777 
-18(5) auf, dem Gebiete der messenden Beobachtungen eingefiihrte 
Methode der kleinsten Quadrate (I D 2, Ausgleichungsrechnung, Bau
schinger) in ihre Rechte treten. Die Wiederholung von Konstruk
tionen zu dem gleichen Zwecke liegt eigentlich nicht im Wesen der 
deskriptiven Geometrie. Der Zeichner wird es sich vielmehr zur 
Aufgabe machen miissen, schon bei einmaliger Konstruktion die Ent
stehung merklicher Fehler zu verhiiten. 

Den naturlichen Ausgangspunkt fiir die graphische Fehlertheorie 
bildet die wirkliche Beschatfenheit der Charaktere. Die meisten Autoren, 
die sich mit jener beschiiftigen 24), stimmen darin uberein, daB die 
realen graphischen Charaktere als Flaihen aufzufassen sind, die in 
irgendeiner Weise auf dem Zeichenblatt kenntlich gemacht werden. 
Die Instrumente ermoglichen es zwar, diesen Fliichen geeignete Be-

24) R. Cotes, Aestimatio errorum in mixta mathesi etc., Cambridge 1709; 
Chr. v. Wolf, Element&. Matheseos, Halle 1713 und Elementa Geometriae 2, Elements. 
Trigonometriae planae, p. 58f.; J. H. Lambert, Beytrage zum Gebrauche der Mathe
matik und deren Anwendung, Berlin 1765, 11 (Anmerkungen und Zusatze zur prak
tischen Geometrie). Mit Regeln iiber genaues Konstruieren befassen sich Chr. Wiener, 
tiber die moglichst genaue mechanische Rektifikation eines verzeichneten Kurven
bogens, Zeitschr. Math. Phys. 16 (1871); Lehrb. d. darst. Geom. 1 (1884), p. 184 
und G. Muller, Lehrb. d. zeichnenden Geom., 6. Aufl., Stuttgart 1901, Bowie 
A. Witting, Geometr. Konstruktionen, insbesondere in begrenzter Ebene, Progr. 
Dresden 1899, und P. Zuhlke, Ausfiihrung elementargeom. Konstruktionen bei 
ungiinstigen Lageverhaltnissen, Leipzig u. Berlin 1906. Auf die Notwendigkeit 
einer rationellen graphischen Fehlerlheorie hat besondets F. Klein wiederholt 
nachdriicklich hingewiesen. Unter den Gesichtspunkten der Wahrscheinlichkeits
rechnung haben F. Geulfl', Die Genauigkeit geometrischer Zeichnungen, behandelt 
nach dem Gau,6schen Ausgleichungsverfahren, Diss. Freiburg (Progr. Durlach) 1902 
und K. Nits, Anwendungen der Theorie der Fehler in der Ebene auf Konstruk
tionen mit Zirkel und Lineal, Diss. Konigsberg 1905; Beitrage zu einer Fehler
theorie der geometrischen Konstruktionen, Zeitschr. Math. Phys. (53) 1 (1906), diese 
Fragen untersucht, von mehr elementaren Gesichtspunkten aus dagegen P. Bohmer, 
tiber geometrische Approximationen, Diss. Gottingen 1904. J. H. Lambert, Ohr. 
Wiener, R. Mehmke, P. Biihmer, K. Nits u. a. haben Versuchsreihen zur Ermitt
lung der wahrscheinlichen GroBe von Konstruktionsfehlern angestellt. Die im 
Texte vorgetragene Auffassung steht der von K. Nits vertretenen am nachsten. 
Beziiglich der praktischen Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes werden 
neue, vereinfachende V orschlage gemacht. 
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grenzungsformen und Dimensionen zu geben; aber gleichwohl bleiben 
Unvollkommenheiten zuriick, von denen die unvermeidlichen Fehler in 
der graphischen Bestimmung einer Grof3e oder einer Lagebeziehung her
riihren. Die Erkenntnis ihrer Ursachen kann zur Verminderung der 
Fehler beitragen, ist aber fiir die Bewertung des Ergebnisses nieht aus
sehlaggebend. Die Fehlerquellen sind nieht nur in der Beschaffenheit der 
Charaktere, sondern aueh in der Art ihrer Entstehung und ihrer weiteren 
Benutzung zu suehen. Man kann technische (objektive) und personliche 
(subjektive) Fehler unterscheiden. Sie wirken aber in einer nur sehr 
schwer kontrollierbaren Weise zusammen. Der wahre Fehler liiBt sich 
niemals angeben, sondern nur eine Grenze, die sein absoluter Betrag 
wahrscheinlich nicht iibersteigt. Es erscheint daher zweckmaBig, auf 
Grund des Gau(3schen Fehlergesetzes einen mittleren Fehler zu defi
nieren und zu bereehnen. Jeder Fehler bezieht sieh auf die Bestim
mung einer einzelnen GroBe. Nach der Art der gesuchten GroBen 
sind daher auch die Fehler zu unterseheiden. Zu einem einheitliehen 
Ausdruck fiir den "Gesamtfehler einer Konstruktion" oder fiir ihre 
"Genauigkeit im allgemeinen" gelangt man also auch auf diesem 
Wege nicht. Das Ziel der U ntersuchung muB vielmehr ein spezielles 
und scharf bestimmtes sein. Die Frage, in welcher Weise aus allen 
Einzelfehlern in einer Konstruktion ein Ausdruck fur den Gesamt
fehler herzuleiten sei, bleibt zunachst offen, solange nieht etwa die 
Aufgabe in der Bestimmung einer einzigen GroBe besteht. 

Die Charaktere lassen sieh ebenso einteilen wie die Operationen, 
deren Ergebnisse sie sind. Bei den Operationen O. Stufe kann man 
nieht von einem Fehler sprechen; man dar! vielmehr annehmen, daB 
die aus Ihnen hervorgehenden primitiven Charaktere die idealen Ele
mente tatsachlieh bestimmen. Sowie aber aus gegebenen Charakteren 
neue abgeleitet werden, stellen sich Fehler ein und vererben sich fort. 
Keine im Laufe einer Konstruktion auftretende Bedingung ist gra
phisch genau erfiillbar; jede unabhiingige Bedingung bringt also eine 
Fehlerkomponente mit sieh. Die Fehler zerfallen in zwei Arten: 
Strecken- oiler Abstandsfehler und Winkel- oder Rt:chtungsfehler. Ihre 
mittlere Grof3e HiBt sieh sehrittweise ermitteln. Hier eroffnet sieh ein 
weites Feld fiir theoretische Untersuchungen. Aber unser nachstes 
Ziel ist, die Fehlertheorie dureh Einfiihrung geeigneter Hypothesen 
praktisch anwendbar zu machen. 

A. Die Operation en o. Stule sind willkurlich, folglich fehlerfrei. 
Ais primitive Charaktere fiir den Punkt, die Gerade und den Kreis 
sehen wir eine kleine KreisfHiche, einen sehmalen von zwei parallelen 
Geraden oder einen von zwei konzentrisehen Kreisen begrenzten 
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Flii.chenstreifen an und nennen diese Realgebilde einen Punktkreis, 
Geradenstreifen oder Kreisstreifen. Die idealen Elemente geiten uns 
als durch den Mittelpunkt oder die Mittellinie des realen Gebildes 
genau bestimmt. Die Breite eines primitiven Charakters, also der 
Punktdurchmesser oder die Strichbreite ist eine willkiirliche Konstante. 
Wir erteilen ihr fiir aile primitiven Charaktere, die im Laufe der
selben Konstruktion vorkommen, den gleichen Wert 2b. Ferner mag 
ein sehr kurzer Kreisbogen durch seine Tangente, also der ihm ent
sprechende Kreisstreifen durch einen Geradenstreifen ersetzt werden. 
Wir haben es dann nur mit Lagebesiehungen von Punkten und Ge
raden oder ihrer Charaktere zu tun, die durch ..Abstiinde und Winkel 
bestimmt werden. 

B. Die Operationen 1. Stufe stellen die vereinigte Lage der Ele
mente her. Der mittlere ..Abstandsfehler + m, der sich einsteilt, wenn 
ein Punkt mit einem Punkte, oder ein Punkt mit einer Linie, oder 
eine Linie mit einem Punkte vereinigt werden soil, darf bei primi
tiven Charakteren als konstant angesehen werden. Seine GroBe ist 
zwar fiir die Operationen (111 Ell "1 experimentell ein wenig verschie
den gefunden worden; er andert sich aber, wie es scheint, nur mit 
der Breite der Charaktere. Solange diese konstant ist, ist er es auch. 
tTherdies entspricht unsere Annahme dem Gesetze der Dualitiit. Nimmt 
man (was den GepHogenheiten guter ZeichEer entspricht) etwa b = 
0,05 mm, so ist der mittlere Abstandsfehler + m annahernd ebenso 
groB25); er wachst aber langsamer als die Breite selbst. Statt der 
faktischen Breite 2b fiihren wir nun 2m als virtuelle Breite ein und 
denken uns die reellen Charaktere durch virtuelle Oharaktere (mittlerer 
Fehlerkreis oder Fehlerstreifen) ersetzt. Der mittlere Richtungsfehler 
+ () einer Geraden hangt auBer von der vilrtuellen Breite auch von 
der Liinge 0 des Geradenstreifens ab; er ist 0 umgekehrt proportional. 

C. Die Operationen 2. Stufe betreffen die Sohnitt- und Verbindungs
elemente. Hier haben wir es mit fibgeleiteten Ohwrakteren zu tun, fiir 
welche die seitherigen Annahmen teilweise nicht mehr aufrecht er
halten werden kOnnen. Die mittleren Abstandsfehler werden bei ihnen 
veranderlich, die mittleren Richtungsfehler werden es in hOherem Grade. 
Die ..Art der Erzeugung und der Benutzung der Charaktere macht 
ihren EinHu.6 geltend. Wenn aueh die realen GebiIde, deren man 
sich naeh wie vor bedient, ihre Formen und Abmessungen nicht 
andero, so werden doch die Fehler nun auch von den Lagebeziehungen 
der bestimmenden und der gesuchten Elemente abhiingig. Dem kann 

25) K. Nits, Beitrage usw. § 5. 
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man Rechnung tragen, indem man sich an die Stelle der Realgebilde 
virtuelle Chara7ctere von anderer Begrenzungsform und wechselnder 
Breite gesetzt denkt. Der ideale Schnittpunkt zweier Geraden z. B. 
ist nach einer gelaufigen Auffassung innerhalb des Parallelogramms 
zu suchen, das den beiden Geradenstreifen gemeinsam ist. Betrachten 
wir nun sogleich den allgemeinen Fall, wo die virtuellen Breiten 2ml 
und 2m2 der Streifen voneinander verschieden sind, so ist jenes 
Parallelogramm die sogenannte Sp£elfliiche des Schnittpunktes. Anderer
seits folgert man aus dem Fehlergesetz, daB aIle mit gleicher mittlerer 
Wahrscheinlichkeit zu erwartenden Treffpunkte auf einer mittleren 
Fehlerellipse 26) liegen, von welcher die Mittellinien des Parallelogramms 
konjugierte Durchmesser sind. Den Begriff der Spl:elfliiche eines Ele
mentes, den K. Nitz als ungeeignet verwirft, kann man so abandern, 
daB er aufhOrt, dem Fehlergesetz und der Wahrscheinlichkeit zu 
widersprechen. Man definiere etwa: Die Spielflache eines Elementes 
{)der sein virtueller Charakter ist die Fliiche der mittleren Fehler
kurve. Fur den Schnitt zweier Linien ergibt sich dann eine Punkt
ellipse, allgemeiner ein Punktoval (von einer Kurve h6herer Ordnung 
begrenzt); fur die Verbindungslinie zweier Punkte findet man eine 
Strahlhyperbel und fur einen Kreis einen von zwei Aquidistanten einer 
Punktellipse (allgemeiner eines Punktovals) begrenzten Ringstreifen, 
Kreistoroid. Riel' kommen nur Punktellipsen und Strahlhyperbeln in 
Betracht. 

Eine Pun7ctellipse hiingt von den virtuellen Breiten 2ml und 2m2 
der sich schneidenden Linien und von ihrem Winkel OJ abo 1st sie 
gegeben, so kommt fur ihre weitere Benutzung ihre virtuelle Breite 
2 m", in einer bestimmten Richtung in Betracht, die durch den Winlel 'I/! 
mit der ersten Linie bestimmt sein mag. Dies ist ein Durchmesser 
ihrer FuBpunktkurve oder der Abstand del' beiden zu del' gegebenen 
Richtung parallelen Tangenten. Del' mittlere Abstandsfehler in diesel' 
Richtung ist m1p' Es ist zweckmaBig, sich die Ellipse jetzt wieder 
durch einen Kreis mit dem Radius m1p ersetzt zu denken (virtueller 
Punktkreis ). 

Eine Strahlhyperbel wird von allen gleich wahrscheinlichen Lagen 
del' idealen Verbindungslinie zweier Punkte umhullt. Die Strahl
hyperbel (mittlerer Wahrscheinlichkeit) hiingt ab von den virtu ellen 
Breiten del' gegebenen Punktellipsen normal zur Verbindungslinie del' 
Mittelpunkte und von ihrer Entfernung O. Fur ihre weitere Benutzung 

26) Den Begriff der "Fehlerellipse" hat schon A. Bravais, Analyse mathern. 
sur les probabilites des erreurs de situation d'un point, Paris 1846, Mem. pres. 
p. div. 8avants, 9, p. 255. (Vgl. I D 2, Ausgleichungsrechnung, Bauschinger, Nr. 14:.) 
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ist ihre virtuelle Breite 2mp an einer bestimmten Stelle maBgebend, 
die durch den Abstand p vom ersten Punkte gegeben sein mag. 

D. Die Fahler bei den Operationen 3. Stufe, die den Kreis be
treifen, setzen sich in leicht erkennbarer Weise aus den Fehlern der 
Operationen niederer Stufe zusammen. 

K. Nitz27) hat gezeigt, wie sich aus solchen einfachen Ansatzen 
die mittleren Abstands- und Bichtungsfehler mit Hilfe dreier Grund
gleichungen herechnen. und dann zusammensetzen lassen. Es bleibt nur 
zu wiinschen, daB die hierzu natigen, vorHiufig noch etwas umstand
lichen Rechnungen durch numerische Hilfstabellen erleichtert werden. 
Eine zweckmaBige Einrichtung solcher Tafeln erscheint einigermaBen 
ditdurch erschwert, daB drei bis vier der GraBen 1nv m2, w, 1/J, 0 und p 
als unabhangige Argumente auftreten. Aber auch in dieser Beziehung 
sind noch Vereinfachungen (etwa durch Einfiihrung von Verhaltnis
zahlen oder Doppelverhaltniswerten) denkbar. 

Ein Versuch, zu einem Ausdruck fiir den Gesamtfehler einer ganzen 
Konstruktion oder zu einem "coefficient d'exactitude" im Sinne von 
E. Lemoine zu gelangen, IaBt sich vielleicht auf folgenden Wegen 
unternehmen. Entweder, man fiihre die verschiedenartigen Fehler auf 
lauter lineare zuriick und fiige diese zusammen, indem man das 
Quadrat des Gesamtfehlers der Summe der Quadrate aller linearen 
Fehler gleichsetzt. Oder man gehe von den Flachen der virtuellen 
Charaktere, also den Spiel{liichen, aus und addiere diese, um eine 
Gesamtspielflache fiir alle Konstruktionselemente zusammen zu er
halten. Beides ist aber nur denkbar, wenn man das Operationsfeld 
willkiirlich abgrenzt. Denkt man sich etwa dieses Gebiet fur jede 
Operation als eine Kreisflache (Aktionskreis) mit dem Halbmesser a 
(Aktionsradius), so kann man etwa statt eines Richtungsfehlers 0 
den linearen Fehler a· 0 einfiihren und andererseits bei den Strahl
hyperbeln nur die Flachen in Rechnung stelIen, die durch einen um 
ihren Mittelpunkt mit dem Radius a beschriebenen Kreis begrenzt 
werden. Solchen Ansatzen haftet aber ein reichliches MaB von Will
kiir an. Sie eignen sich allenfalls dazu, die Ubereinstimmung der 
graphischen Fehlertheorie mit der zeichnerischen Erfahrung in ein-

27) Beitrage usw., § 6. Nach den angenommenen Bezeichnungen ist: 

m 2 = ?ill 2 cos 2 ('I/> - co) + m.' cos 2 'l/' 
1f' sin2 (j) , 

'+ . sin'(} = ~-~-o· , 
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facher Weise und fiir einzelne Operationen klar zu machen, die man 
aber auch schon aus den Nitzschen Formeln herausliest. 

Wichtig sind die besonderen Niiherungsmethoden, durch welche 
man die nach den allgemeinen Konstruktionsregeln zu erwartenden 
Fehler zu vermindern und die Bestimmung einzelner Elemente (Tan
genten, Normalen usw.) an gezeichneten Kurven zu verscharfen sucht. 
Auch dieses geschieht mittels gewisser Hilfskurven, die man "Nahe
rungskurven, Fehler- oder fehlerzeigende Kurven" genannt hat 28). 

11. Projizieren und Durchdringen. SehprozeJ3 und Schatten
bildung. Schon die einfachsten Operationen, die Vereinigung (Declcung), 
die Verbindung und der Schnitt geometrischer Elemente legen in ab
strakter Ausdrucksform physische Tatsachen oder physiologische Vor
gange fest. Wie diese der Beobachtung zuganglich sind, so lassen 
sich umgekehrt jene sichtbar oder greifbar versinnlichen. Das Pro
jizieren ahmt den V organg beim Sehen der Korper oder die Ent
stehung ihrer Schatten nacho 

Die Zentralprojektion entsteht als Schnitt der Bildflache mit dem 
Bundel der projizierenden Strahlen (Sehstrahlen, Lichtstrahlen) , welche 
aus einem Zentrum (Augpunkt, Lichtquelle) nach den Punkten des 
Objektes gezogen sind, oder mit dem Scheine des Gegenstandes. Wird 
das Zentrum durch einen unendlichfernen Punkt (eine Richtung) er
setzt, so ergibt sich die (schiefe oder orthogonale) Parallelprojektion. 
Die Schattenkonstruktionsaufgaben sind mit den en der Projektion auf 
krumme FIachen identisch. Man unterscheidet am Objekte und in 
der Bildflache die von den Sehstrahlen getroffenen oder nicht ge
troffenen Teile; sie werden durch die wahren und scheinbaren Um
rifJlinien getrennt. Bei den Schattenkonstruktionen scheidet man 
zwischen der Zentralbeleuchfung und der Parallelbeleuchftmg, je nach
dem die punktformig vorgestellte Lichtquelle sich in endlichem oder 
unendlichem Abstande vom Gegenstande befindet. Die unbeleuchteten 
FIachenteile liegen entweder im Eigenschatten oder im Schlagschatten 
des K6rpers. Ihre Randlinien heiBen Lichtgrenze oder Schlagschatten
grenze. Die Annahme leuchtender Fliichen (oder K6rper) fiihrt zu einer 
Erweiternng dieser Theorie, bei der es vornehmlich auf die Konstruktion 
der Grenzen der Voll- 1md Halbschatten ankommt. Die Beleuchtungs
theorie, welche die Lichtstufen aufkrummen Oberflachen konstruierenlehrt, 
kniipft zwar ihre besonderen Methoden an die Lehre von der Schatten
konstruktion an, fuBt aber andererseits auf physikalischen Hypothesen. 

28) Chr. Wiener, Lehrb. d. D. G. 1 (1884), p. 165 f.; K. Rohn und E. Pap
pentz, Lehrb. d. D. G. 1 (1896), p. 222 f. 
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Verfolgt man die Entwicklung, die der Begriff der Projektion 
erfahren hat, so ist es psychologisch interessant festzustellen, daB bei 
ihr der Wunsch, Gegenstande maglichst tauschend so abzubilden, wie 
sie das Auge sieht, eine groBere Rolle gespielt zu haben scheint als 
die Beobachtung der Schattenbildung an Korpern. 

Die Lasung der Durchdringungsaufgaben erfordert oft die Ein
fiihrung von Hilfselementen. 

12. Einteilung der Darstellungsmethoden. Aile Darstellungs
methoden beruhen in erster Linie auf dem Projektionsverfahren. Gleich
wohl sind andere Verfahren nicht nur zuliissig, sondern in allen den 
Fallen notwendig, wo jenes versagt. N eben den Projektionen sind 
namentlich Schnitte und Spurelemente unentbehrlich. Die Methoden
lehre hat eine doppelte Aufgabe; sie soil Regeln aufstellen, 1) um 
vom Objekte zum geometrischen Bilde zu gelangen (Konstruktion des 
Bildes), 2) um aus dies em auf die Eigenschaften des Objektes zuriick
zuschlieBen (Rekonstruktion des Originales). Anfangs wurde fast aus
schlieBlich die erste Aufgabe ins Auge gefaBt; die Notwendigkeit der 
zweiten hat eigentlich erst Monge klargestellt und die vollstandige 
Losung gegeben. Sein schopferisch verwerteter Grundgedanke war: 
Eine Projektion geniigt nicht, um ein Objekt durch die Zeichnung 
zu bestimmen; folglich muB entweder eine zweite Projektion hinzu
genommen werden, oder andere Angaben mussen die fehlenden Be
stimmungsstiicke ersetzen. Aus dies em Gedanken zog Monge die 
Folgerungen, die fiir den Ausbau eines Systems der deskriptiven Me
thoden entscheidende Bedeutung erlangen sollten 29). Sem Hauptver
dienst besteht also darin, die Aufgabe der darstellenden Geometrie und 
die Mittel zu ihrer Losung klar erkannt zu haben. Welche Art der 
Projektion, welche komplementaren Bestimmungsweisen man anwenden 
will, richtet sich nach dem jeweiligen Zwecke. Die Darstellungs
methoden sind daher einzuteilen: 1) nach der Art der Projektion, 
2) danach, ob sie wesentlich von Lagebeziehungen oder von Maf3rela
tionen ausgehen. Da sich die MaBangaben gewohnlich auf Breiten, 
Hohen und Tiefen oder auf drei rechtwinklige Achsen eines Koordi
natensystemes beziehen, hat man den Namen "Axonometrie" gebildet. 
Den "axonometrischen" V erfahren stehen die "freien" Projektionen 
gegeniiber. Wird auf spezielle (z. B. architektonische) Aufgaben 
Rucksicht genommen, so spricht man auch wohl von "angewandten" 
Darstellungsmethoden. 

29) Geom. descr. 1798, 1, 1-13, p. 5-31. 
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Ubersicht der gebranchlichen DarstelInngsmethoden. 
A. Parallelprojektion. 

1. Grund- und AufrifJverfahren. Orthogonale Projektion auf zwei 
rechtwinklige Tafeln. Charaktere: Projektionen und Spurelemente. 

2. Orthogonale axonometrische Projektion auf eine Tafel. Angabe des 
Achsenkreuzbildes und der AchsenmaBstabe. 

3. Kotierte Projektion (topographisches Verfahren). Orthogonale Pro
jektion auf eine Ebene mit Angabe der Koten (HohenmaBzahlen). 

4. Frde schiefe Projektion auf eine Tafel mit Angabe eines Pro
jektionsdreiecks. Charaktere: Projektionen, Spur- und Hilfselemente. 

5. Schiefe axonometrische Projektion auf eine Tafel. Angabe des Achsen
kreuzbildes und der AchsenmaBstabe. 

6. Angewandte schiefe Projektion (Kavalier-, Militiir- oder Vogelperspek
tive). GrundriB (AufriB) mit Angabe des Verkiirzungsverhii.ltnisses 
der schief projizierten Hohen (Tafelabstande) SO). 

B. Zentralprojektion. 
7. Frde Perspektive. Zentralprojektion auf eine Tafel mit Angabe 

des Hauptpunktes und des Distanzkreises. Charaktere: Projektionen, 
Spur- und Fluchtelemente. 

8. .A.xonometrische Perspektive. Zentralprojektion auf eine Tafel mit 
Benutzung der Fluchtma.6stabe fiir Breiten und Hohen oder Tiefen 
(veraltetes V erfahren). 

9. Angewandte Perspektive (architektonisches V erfahren). Zentralprojek
tion auf eine Tafel, ausgehend vom Grund- und Anfril.t Angabe 
der Grundlinie, des Horizontes, des Hauptpunktes und der Distanz. 

Alle Darstellungsverfahren lassen sich aus der Zentralprojektion 
als der allgemeinsten Form entwickeln 81). Welche Methode aus di
daktischen Riicksichten an die Spitze zu stellen sei, ist eine andere 
Frage. Mehrfache zentrale Projektion kommt als eigentliche Dar
stellungsmethode wenig in Betracht. Ais Prinzip der Photogrammetrie 
(Nr.44) dient sie zur Losung der zweiten Hauptaufgabe (Rekonstruk
tion des Origin ales ). 

13. Hilfsverfahren und Transformationen. Zur Losung deskrip
tiver Probleme miissen nicht nur die Projektionselemente durch Spur-

30) In der Fortifikationslehre nannte man friiher kleinere Aufbauten auf 
Festungswerken "Kavaliere"j daraus erklart sich der Name "Kavalierperspektive". 

31) Dies hat namentlich W. Fiedler wiederholt betontj z. B. in der Ein
leitung zur Darst. Geometrie 1, 3. Auf!.. 1883. Die Namen der Geometer, an die 
sich die Entwicklung der einzelnen Darstellungsmethoden knupft, werden an 
spateren Stellen genannt. 
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und Fluchtelemente erganzt werden, sondern es sind auch Hilfselemente 
und Hitfskonstruktionen notig. Als Hilfselernente dienen meist Gerade, 
Kreise, Ebenen, Kugel-, Kegel- und Zylinderflachen. Die Zwischen
konstruktionen verlangen entweder eine Hilfsprojektion (auf eine neue 
Tafel von geeigneter Stellung, z. B. den in der Methode der zugeord
neten Normalrisse neb en dern Grund- und AufriB haufig vorkornrnen
den Seiten- oder Kreuzrij3) oder eine Transformation. Die Transfor
rnationen beziehen sich auf Lagen-, Groj3en- oder Formveriinderungen: 
1) Urn eine fiir die Losung der Aufgabe giinstige Lage des Objektes 
zur Zeichentafel zu erlangen, hat man eine bestimrnte Bewegung des 
Objektes oder der Tafel bis zu dieser Lage und eventuell wieder 
zuriick bis zur Anfangslage in einer N ebenkonstruktion zu verfolgen. 
Als Bewegungsformen kommen die Parallelverschiebung, die Drehung 
(namentlich als Umlegung oder Umwendung ebener .J:i~iguren) und die 
Verschraubung in Betracht. 2) Verkleinerungen und VergroBerungen 
der Bilder richten sich gewohnlich nach den Gesetzen der perspek
tiven Ahnlichkeit. Mit den Verkleinerungen oder Reduktionen bezweckt 
man haufig die Benutzung unzuganglicher (zu weit entfernt liegender) 
Elernente zu vermeiden. Vergroj3erungen werden angewandt, urn schwer 
erkennbare Details der Hauptzeichnung in einer Nebenfigur deutlich 
zu machen. 3) Zur graphischen Rektifikation von KurvenbOgen oder 
zur Komplanation abwickelbarer Flachen oder zur Bestimmung geo
datischer Linien auf ihnen ist das Ausrichten und Biegen der krummeu 
Linien und Flachen, ihre Abwicklung und Aufwicklung auszufiihren. 

14. Nomenklatur. Bezeichnungsweise. Zeichnerische Regein. 
In der darstellenden Geometrie hat sich die Nomenklatur erfreulicher
weise einheitlich entwickelt. Hierzu mag viel beigetragen haben, 
daB sie als wissenschaftliche Disziplin noch verhaltnismaBig jung ist 
und daB Monge sogleich mit einem fertigen, wohlabgerul1deten Sy
sterne hervortrat. Nicht genau das gleiche laBt sich von der Be
zeichnungsweise sagen, die in der deskriptiven Geometrie insofern 
wichtig ist, als sie einerseits durch die Beschriftung der Zeichnungen 
mese leicht verstiindlich, andererseits den sprachlichen Gedankenausdruck 
kurz und ubersichtlich rnachel1 solI. Indessen sind die bei neueren 
Autorel1 aufgetretenen Divergenzen der Auffassung nicht so erheblich, 
daB sie nicht ausgeglichen werden konl1ten. Selbstverstandlich kann 
man es keinem geometrischen Schriftsteller verwehren, seine eigene, 
wohlerwogene Bezeichnungsweise anzuwenden; es liegt aber nament
lich im Interesse des Unterrichts, eine Verstandigung wenigstens in 
den Hauptfragen anzubahnen. In den Zeichnungen treten als wesent
liche Elemente Punkte und Linien auf; es handelt sich also vornehrn-
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lich darum, wie diese bezeichnet werden sollen, ob mit groBen und 
kleinen lateinischen Buchstaben oder umgekehrt. Die erstgenannte 
Bezeichnungsweise hat sich zweifellos friiher eingebiirgert und we iter 
verbreitet (nicht nur in vielen Lehrbiichern der darstellenden Geo
metrie, sondern iiberhaupt in ungezahlten mathematischen Schriften 
und Lehrbiichern). Fiir sie spricht also das Prinzip der Wahrnng 
der historischen Kontinuitat. Auch fiir die andere Art der Be
zeichnung sind Griinde angefiihrt worden 52). Viel leichter als iiber 
diese Kardinalfrage diirfte sich eine Einigung iiber die Bezeichnung 
der Ehenen und der Winkel sowie iiber die Operationszeichen er
zielen lassen. fiber die zeichnerischen Regeln endlich bestehen keine 
nennenswerten Meinungsverschiedenheiten Es ist allgemein· gebrauch
lich geworden, die in einer Darstellung vorkommenden Flachen als 
undurchsichtig zu betrachten und nul' die (in der Projektionsrichtung) 
sichtbaren Linien mit vollem Striche auszuziehen, alle iibrigen aber 
(die Hilfslinien eingeschlossen) nur durch punktierte oder gestrichelte 
Linien anzudeuten. 

II. Geometrische Darstellungsverfahren Tor Monge. 
15. Darstellungsverfahren im Altertum. Die Ri~kunst des 

Mittelalters. Zu den ersten Versuchen, graphische Bilder nicht nach 
bloB em AugenmaB, sondern nach geometrischen Regeln und genauen 
MaBen zu entwenen, lag die Veranlassung in den praktischen Auf
gaben der Feldme{3kunst und der Baukunst. Spater erwuchsen der 
Malerei die schwierigeren Probleme del' Perspektive. Schon die Reste 
groBartiger Bauten del' altesten Kulturvolker lassen in ihrer Anlage 
und Ausfiihrung eine Sicherheit und Genauigkeit erkennen, die nur 
durch die Annahme erklarlich werden, daB Pliine und Werkzeichnungen 
benutzt worden sind. Auch sind noch einzelne historische Beweis
stiicke erhalten 33). 

Welcher Art die friihesten Darstellungen waren, geht aus zwei 
Stellen in dem Werke des romischen Agrimensors und Architekten 
M. Vitruvius Pollio hervor 34). Drei Formen waren es: die Ichno
graphie (txvog, FuBstapfe), die Orthographie (oQ&6g, aufrecht) und die 
Scenographie (6Xfjv'lj, Buhne). Sie entsprechen dem "Grundri{3", dem 

32) E. Miiller, Zur Frage der Bezeichnungsweise in der darstellenden Geo
metrie, Zeitschr. Math. Phys. (49) 1 (1903); R. Mehmke, ebenda 48, p. 144. 

33) Ohr. Wiener, Lehrb. d. darst. Geom. 1, p. 5 f., fiihrt mehrere interessante 
Dokumente an. 

34) De architectura libri decem, I 2 u. VII praef., Ausgabe von V. Rose, 
Leipzig 1899, p. 10 u. 157. E. Papperitz interpretierte diese Stellen 1). 
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"Aufrif3" und einer "Perspektive in gerader Ansicht". Breiten und 
Tiefen, in der Grundebene aneinander getragen, ergaben gleichsam 
den Abdruck eines Gebaudes auf dem Boden; Breiten und Hohen, in 
aufrechter Ebene zusammengesetzt, ein Bild der Front ohne Riick
sicht auf Tiefen. Die Scenographie aber bezweckte, Gemalden durch 
geeignete Linienfiihrung eine plastische Wirkung zu verleihen. Dieses 
asthetische Bediirfnis trat zuerst in der Theatermalerei hervor und 
fiihrte dazu, die Zentralprojektion als Konstruktionsprinzip anzuwenden. 
Vitruv spricht bei der Scenographie von einem "Zentrum". Darunter 
ist an der einen Stelle unser Hauptpunkt, an der anderen der Aug
punkt zu verstehen. 

Die wenigen Kenntnisse von der Perspektive, die sich im Alter
tum nachweisen lassen, scheinen in den kulturarmen Zeiten der 
Volkerwanderung vollig in Vergessenheit geraten zu sein. In der 
Malerei machte sich die "byzantinische Manier" breit. Die Kunst der 
asiatischen Kulturvolker (Inder, Japaner, Chinesen) zeigt keine per
spektive Raumauffassung. Die malerische Perspektive wurde erst in 
der Renaissancezeit von spekulativen Kiinstlern wiederentdeckt. Das 
Verfahren der Grund- und Aufrisse dagegen erhielt sich das ganze 
Mittelalter hindurch und wurde in den "Bauhiitten" wegen der immer 
schwieriger werdenden Aufgaben des Steinschnittes gepflegt. Aber 
Gemeingut der mathematisch Gebildeten konnte es nicht werden, weil 
in jenen Zeiten auf dem Gebiete wissenschaftlicher Entdeckungen 
und niitzlicher Erfindungen die Geheimniskramerei an der Tages
ordnung war. 

16. Die ma1erische Perspektive von der Renaissance bis zum 
Ende des 16. Jahrhunderts. Mit dem Wiederaufbliihen der Kiinste 
beginnt fiir die darstellende Geometrie eine neue Epoche. Waren es 
zuerst auch nur einzelne Probleme der Perspektive, an deren geometri
scher Losung sich namentlich italienische Meister versuchten, so 
trugen sie doch vieles zur Klarung der Grundanschauungen und zur 
Bildung der wichtigsten Begriffe bei und bereiteten eine mathema
tische Behandlung vor, die mit Guido Ubaldo del Monte (1545-1607) 
einsetzt. Der Grundgedanke der Zentralprojektion, wonach die Per
spektive eines Gegenstandes als Sehnitt der "Sehstrahlenpyramide" 
mit der Bildflache entsteht, tritt klar hervor und wird zum Ausgangs
punkt aller Bemiihungen, mit Zirkel und Lineal oder mit dioptrischen 
Apparaten die Unvollkommenheiten der Linienfiihrung in Zeichnungen, 
Gemalden und plastischen Bildwerken zu beseitigen oder zu vermin
dern. Aus jener Zeit datiert die Einfiihrung einer ganzen Reihe von 
fundamentalen Begriffen, wie z. B. Gesichts- oder Augpunkt, Bildebene, 
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Distanz, Hauptpunkt, Boden- oder Grundebene, Grundlinie, Horizont
linie, Distane- und Accidentalpunkte usw. Die Fragestellung entsprach 
den Anwendungen in der bildenden Kunst. 

Als Grwndaufgaben betrachtete man 1) die Abbildung der Punkte 
der Grundebene (die man sich meist als quadratisch getafeIten Fu.6-
boden vorstellte), 2) die der Kohen uber dem Boden. Leon Battista 
Alberti (1404-1472) loste die erste Aufgabe (fiir gerade Ansicht) 
mittels des Hauptpunktes und eines Distanzpunktes, gab aber keine 
Beweise 85). Er wandte den Flor an (ein ausgespanntes Fadennetz, 
durch dessen Maschen man die Objektpunkte anvisierte). Piero degli 
Franceschi (1420-1492)86) kannte die Fluchtpunkte beliebiger Hori
zontalen. Die Anwendung seiner Regeln zeigt das (mutmaBlich erste 
gedruckte) Werk iiber Perspektive von Viator (Pelerin) 37). Der feine 
Sinn fiir Perspektive, den schon die Werke der Friihrenaissance offen
baren, fUhrte dahin, einzeInen Meistern, wie Filippo Brunelleschi 
(1377-1446) und Lorenzo Ghiberti (1378-1455), genaue Kenntnisse 
ihrer mathematischen RegeIn zuzuschreiben, womit wohl etwas zu 
viel gesagt ist. Die beriihmten Bronzetiiren des Ghiberti am Bapti
sterium zu Florenz zeigen eine geniale Ubertragung der Prinzipien 
der malerischen Perspektive auf die plastische Zeichnung im Relief, 
bilden aber kein Beispiel fiir die Anwendung der Zentralkollineation 
des Raumes (s. Nr.34:), die man mit wenig Berechtigung als Relief
perspektive bezeichnet hat. Leonardo da Vinci (1452-1519) spricht 
das Gesetz aus, daS sich die Bildlangen gleicher aufrechter Strecken 
(in einer Ebene durch das Auge) wie die reziproken Distanzen vom 
Auge verhalten 3S). Albrecht Durer (1471-1528) benutzte teils di
optrische Apparate, teils bestimmte er das perspektive Bild mit Hilfe 
von zugeordneten Normalrissen (s. Nr. 17). Auch Jean Oousin (1501 
-1590)39), G. Barozzi da Vignola (1507-1579)40) und Daniele Bar-

35) Sein Werk: De pictura, vor 1444 verfaJ3t, wurde lateinisch in Niimberg 
1511 gedruckt. Italienisch: Della pittura e della statua, v. R. Dufresne, Paris 
1701 und N eapel 1733. 

36) Seine Schrift: De prospectiva pingendi befindet sich in der Biblioteca 
Ambrosiana zu Mailand; sie wurde herausgegeben unter dem Titel: Petrus Pictor 
Bwrgensis, De prospectiva pingendi, von Winterberg, StraL\burg 1899. 

37) De artificiali perspectiva. Das Werk enthalt wenig Text, aber zahl
reiche schone Figuren. Ort und J ahr des Erscheinens sind auf dem Titel nicht 
vermerkt. Nach OM. Wieners Angabe: Toul 1505. 

38) Trattato della pittura, Ausg. von R. Dufresne, Paris 1701 u. Neapel 
1733, p. 15. 

39) Livre de 10. perspective, Paris 1560. 
40) Vignolas Werk liegt in einer Bearbeitung von Egnatio Danti vor: Le 

due regole della prospettiva pratica etc., Rom 1644. 
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baro41) bedienten sieh noeh neb en geometl'isehen Siitzen solcher em
pirischer Hilfsmittel. G. Dbaldo 42) endlich verzichtete vallig auf diese 
und operierte rein geometrisch. Er gab den allgemeinen Begriff des 
FluchtJYunktes ("punctum concursus") paralleler Geraden und laste die 
Grundaufgaben del' Perspektive, namentlieh fiir ebene Figuren, auf 
zahlreiehe Arten, indem er dabei die Umlegungen benutzte. In 
G. Dbaldo darf man den Begruniier der theoretischen Perspektive sehen. 

17. Durers" Unterweisung"4S). Del' Name des deutschen MaIers 
Albrecht Durer (1471-1528) wird in del' Geschichte del' Mathematik 
ruhmend erwuhnt44); abel' worin seine selbstiindigen Leistungen und 
Fortschritte auf dem Gebiete del' darstellenden Geometrie bestehen, 
ist noch nicht geniigend bekannt. 

Durer will nicht als ein Mathematiker geIten 45), sondeI'll die 

41) La pratica della prospettiva, Venedig 1569. 
42) Perspectivae libri sex, Pesaro 1600. Die vier ersten Bucher bringen 

fast aHe Hauptsatze der Perspektive. Die Konstruktionen gehen aus vom Grund.
rifJ (planta) der Objektpunkte und ihrer Hohe uber dem Boden (subjectum pla
num); die Bildebene (erectum planum) ist vertikal; daB Bild (sectio) wird mittelB 
der Sehstrahlen gefunden. Die streng bewiesenen Regeln werden nicht nur zur 
DarsteHung geradliniger und ebenfliichigel' Gebilde angewandt, sondern auch auf 
krumme Linien und Fliichen ausgedehnt (Kreis, Zylinder, Kegel, Kugel). Das 
filnfte Buch handelt von den Schattenkonstruktionen, das sechste von der Theater
perspektive. 

43) Dies Werk erschien zuerst in Numberg 1525; es hat sieben Auflagen 
erfahren und "Schule gemacht". In der zweiten deutschen Ausgabe fiihrt es 
den Titel: "Vnterweysung der Messung mit dem Zirckel vnd richtscheyt / in 
Linien Ebnen vn gantzen Corporen I durch Albrecht Durer zusa=engezogen I vii 
durch jn selbs (als er noch auff erden war) an viI orten gebessert I in sonder
heyt mit XXIJ. figure gemert / die selbigen auch mit eygner handt aufgerisBen I 
wie es dann eyn yder werckman erkenen wirdt. Nun aber zu nutz allen kunst 
liebhabenden in truck geben. 1538." Eine in Nurnberg von J. Camerarius be
arbeitete lateinische Ubersetzung ist zuerst 1532 in Paris erschienen. 

44) A. G. Kastner, Gesch. d. Math. 2, Gottingen 1797, p.9; M. Chasles, 
Aper9u bistorique sur l'origine et Ie developpement des methodes en geometrie, 
Paris 1837; deutsch von Sohnke, 1839, p. 623 f. C. J. Gerhardt, Gesch. d. Math. 
in Deutschland, Miinchen 1877, p. 25 bezeichnet Durel's Werk als "die erste dar
stellende Geometrie in deutscber Sprache". Chr. Wiener, Lehrb. d. darst. Geom., 
Leipzig 1884, p. 10 u. 14; S. Gunther, Die geometr. Naherungskonstruktionen 
A. Diirers, Progr. Ansbach, 1885; Gesch. d. math. Unterrichts im deutschen 
Mittelalter, Berlin 1887; Albr. Durer, einer der Begrunder der neueren Kurven
lehre, Bib!. math. 3 (1886); H. StaigmuUer, Durer als Mathematiker, Progr. Stutt
gart 1891. M. Cantor, Vorl. ub. Gesch. d. Math. 2, Leipzig 1900, p. 459-468; 
im 4. Bd., Abschn. XXV (Perspektive u. darst. Geom.), 1908, bezweifelt G. Loria 
die Berechtigung der Gerhardtschen Auffassung. 

45) Seine Schrift beginnt er mit den Worten: "Der aHer scharff sinnigst 
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geometrische Zeichenkunst kiinstlerischen Zwecken und vor allem der 
Erziehung junger Kiinstler dienstbar machen. Darin liegt seine Starke, 
nicht aber in den eingestreuten Versuchen, mathematische Satze zu 
demonstrieren, die mit dem Hauptinhalte seiner Schrift oftmals nur 
in losem Zusammenhange stehen. Er erfindet neue geomefJrische For
men, er erdenkt fur sie eine gesetzmaJ3ige Erzeugung und wendet 
diese sofort deskriptiv an; aber eine streng mathematische Analyse ist 
ihm fremd. Er zeigt sich stets als ein Synthetiker, der in den For
men der Kunst und in der organischen Natur geo.metrisch faBbare 
Gesetze wiedererkennen will 46). 

Durers Figuren sind auf den ersten Blick verstandlich; weniger 
leicht seine altertumliche Sprache. Er meidet die Fremdworter; fehlen 
ihm deutsche Namen, so erfindet er welche. Wir lesen von Zirkel-, 
Schlangen-, Eier-, Brenn-, Gabel-, Schnecken-, Schrauben-, Muschel- und 
Spinnenlinien, von Barlinien (Parallel en) , Zwerchlinien (horizontalen 
Querlinien) und Ortstrichen (Diagonalen, Transversalen). Er braucht 
das Wort Ebene, wo wir heute Flache sagen (also auch fur krumme 
1!'lii.chen). Er spricht von einer platten gevierten Ebene (Quadrat), 
einer runden Ebene (Kreisflache), einer hohlen oder erhabenen gekugelten 
Ebene (Halbkugel), einer gebogenen (Zylinder) und einer gebeulten 
(welligen) Ebene. Statt Geometrie sagt er meist Messung. Das Wort 
Perspektive gebraucht er nicht; eine perspektive Zeichnung nennt er 
ein abgestohlenes Gemalde ("Gemel"). In die Sprache unserer Zeit 
ubertragen, wurde also der Titel seines Werkes etwa lauten: Geo
metrische Anleitung, Linien, l1liichen und Korper mit Zirkel und' Lineal 
zu zeichnen. Die Bezeichnung als J)arstellende Geometrie wiirde sinn
gemiH3 sein, denn dem Autor war das Grund- und Aufrif3verfahren 
in der vervollkommneten Form gelaufig, die nach irriger Meinung erst 
Monge eingefuhrt haben soIl. Aber weder J)iilrer noch FrMier noch 
Monge nimmt die Erfindung der Methode der zugeordneten Normal-: 
risse, wie sie E. Muller treffend nennt 41), fur sich in Anspruch. Sie 
war schon zu Durers Zeiten nichts N eues mehr, sondel'll gehorte zu 
den Zunfttraditionen der "Bauhiitten". 

Durer war als Maler an die aufrechte Stellung der Bildflache 
gewohnt. Er stellt den Grund horizontal, den aUfgezogenen Rif3 ver-

Euclides / hat den grundt der Geometria zusammengesetz / wer den selben wohl 
versteht / der darff diser hernach geschriben ding gar nit." 

46) Das letztere geht deutlich aus einer anderen bekannten Schrift Diirers 
hervor: Von menschlicher Proportion, N iirnberg 1528. 

47) E. Muller, Lehrb. d. darst. Geom. f. techno Hochschulen 1, Leipzig und 
Berlin 1908, p. 12. 

Encyklcp. d. math. Wis •• naeh. III 1. 36 
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tikal; er zeichnet den Schnitt del' Tafeln als Zwerchlinie und den 
ersten RiB unter dem zweiten. Offen bar denkt er sich die erste Tafel 
umgelegt, denn er spricht vom niedergedriickten Grund. Die beiden 
Risse eines Punktes bezeichnet er mit gleichen Zahlen odeI' Buch
stab en und verbindet sie durch aufrechte Linien. 1m Gebrauche 
dieser Mittel abel' geht er nicht 'systematisch vor. Verschiedenartige 
Gebilde wechseln in bunter Reihe. Von den eingestreuten Siitzen 
sind nur die rein deskriptiven beachtlich. Er bildet von ihm erdachte,. 
teilweise auch schon VOl' ihm bekannte mechanische und dioptrische 
Zeichenapparate abo 

Die Unterwe1:sung besteht aus vier Buchern. 1m I. Buch werden 
vornehmlich Spiralen und Kegelschnitte behandelt; im II. Polygone 
und mosaikartige regelmiif,rige Einteilwngen der Ebenein Felder; im 
III. architektonische Formen, Gnomoni7c und Buchstabenschnitt; im IV. 
Polyedm', Perspe7ctive und Schatten7constru7ction. 

1. Buch. In Durers Art, Spiralen zu konstruieren, erkennt man 
die Keime zur Methode der ebenen Polarkoordinaten, vgl. III A. B 7, Nr. 9 r 

E. 1YIiiller. Er dreht namlich einen linealen Ma.Bstab durch gleiche 
Winkel um den Nullpunkt del' Teilung als Pol, zieht Vektoren und 
begrenzt sie nach einer in del' Erzeugung des MaBstabes ausgepragten 
Regel. So findet er die Archimedische Spirale (r = a . rp), eine Schnecken-

linie (r = a· tg :) und eine Art Kardioide (r = a . sin~-). Weiter 

versucht er eine ewige Linie, die stetig einwarts nach einem Zentrum (um
gekehrt abel' endlos in die W eite) lauft, nach del' V orschrift zu zeichnen,. 
daB sich del' Vektor bei jedem Umlauf auf die Halfte vermindert. Dies 

gibt eine logarithmisehe Spirale (1' = a· 22'P,,). Indem er zwischen gleich
maBig geradlinig verschobene Kreise gleiche kleine Strecken eintragt, 
erhalt er eine Kurve, die als GrundrifJ einer Linie gleichen Falles aUf 
einem sehiefen Kreiszylinder aufgefaBt werden kann; sie zeigt den 
Typus einer Cykloide. Abel' auf die Konstruktion del' Roll7curven ist 
Durer nicht gekommen. 1st fiir eine. bewegte Geradedie Summe der 
Abschnitte auf zwei rechtwinkligen A.chsen = a und fur einen ihrer 
Punkte del' A.bstand vom ersten A.chsenschnitt = b, so beschreibt er 
D'iirers Muschellinie 48) ((xy - y2 + b2)2 + (x + y- a?· (y2 - b2) = 0). 
Von diesel' Kurve wird nul' em Stlick gezeichnet; ihre A.symptoten 

48) Sie ist von der Konchoide des Nikomedes (vgl. M. Canto!', Vorl. lib. 
Gesch. d. Math. 1 (1894), p. 334 f.) verschieden. Die Zeichenapparate Durers 
und des Nikomedes haben eine gewisse Ahnlichkeit. Vielleicht hat Durer eine 
ungenaue Kenntnis der alten Konstruktion gehabt. 
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und die Hiillparabel der Konstruktionslinien bleiben unbeachtet. Diirers 
Spinnenlinie ist eine Epizykloide und wird mit Hilfe von Epizyklen 
konstruiertj der Name ist von der Konfiguration der Hilfslinien her
geleitet. Die drei Arten der Kegelschnitte werden aus den Projektionen 
eines Drehkegels mittels einer zum AufriB normalen Schnittebene in 
wahrer Gestalt gezeichnet, von der Hyperbel (Gabellinie) nur ein Zweig 
ohne Asymptoten. Die Ellipse wird auch als "in die Lange gezogener 
Kreis" durch eine besondere affine Transformation erhalten. DaB 
Durer ihre doppeUe Symmetrie entgangen sei, weil er sie "Eierlinie" 
nennt und ungenau zeichnet, ist moglich, aber nicht erwiesen, weil er 
vorher die UmriBform eines Eies besonders behandelt und seine Kon
struktionsregeln an sich richtig sind 49). Von der Parabel (Brennlinie) 
kennt er die Eigenschaft des Brennpunktes. 

Durer kennt zwei Arten riiumlicher Schneckenlinien (vgl. ill D 4, 
Scheffers). Er laBt einen Punkt im GrundriB entweder einen Kreis oder 
eine Spirale beschreiben und erteilt ihm gleichzeitig eine dem Drehwinkel 
seines Vektors proportionale V erschie bung aufwarts. 1m ersten Falle 
erhal t er eine Schraubenlinie 50) und als ihren A ufriB eine allgemeine Sinus-

linie U = sin :). Die Erfindung der gemeinen Sinuslinie (y = sin x) 
schreibt man G. P. Roberval (1602-1675) zu, der sie 1635 als Be
gleitkurve ("comes, socia") der gespitzten Zykloide fand 51). DUrer 
benutzt graphische Maf3stiibe statt numerischer Tafeln fiir die Sinus 
und Tangenten. Die Grundideen des graphischen Rechnens (I F Nu
merisches Rechnen, R. Mehmke) waren ihm nicht fremd. Hier inter
essieren graphische Losungen deskriptiver Aufgaben: die Zusammen
setzung der erwahnten Eiform aus KreisbOgen, die Aufsuchung des 
Zentrums eines gezeichneten Kreisbogens, der Kreis durch drei Punkte 
und der Beriihrungspunkt einer gezeichneten Kreistangente. Ferner 
seine Auffassung von den Parallelen: bewegt sich ein Punkt auf einer 
Geraden, so dreht sich die nach ihm aus einem festen Punkte ge
zogene Ortlinie, neigt sich stetig naher zur Barlinie und "komen 
doch ewiglich nymer meer zusamen"5~). 

Das II. Buch "von den ebnen Feldern" und das III. "von den 
korperlichen Dingen" bringen deskriptiv wenig N eues. In planimetri
schen und stereometrischen Fragen zeigt sich Diirer abhangig von den 

49) Vgl. M. Cantor, a. a. O. 2, p. 461 u. H. Staigmuller, p. 16. 
50) .. Eyn andre Schneckenlini / die auch die Steinmetze zu den stigen ge

brauchen / sie wirdet aber billicher ein schraufl'en lini genannt", a. a. O. Bl. B 2. 
51) G. Persone Roberval, Mem. Academie Royale des Sciences 6, Paris 1730, 

p.302. Vgl. M. Cantor, Vorl. 2, p. 878. 
52) a. a. O. Bl. C 1. 

36* 
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antiken Geometern, deren Siitze ihm unvollstiindig aus Ubersetzungen 
oder Exzerpten 5S) oder aus der Uberlieferung des Kunsthandwerkes 
bekannt waren. Er unterscheidet zwischen den "mechanice" oder 
"demonstrative" gefundenen Siitzen, liiSt sich aber dennoch dazu ver
leiten, aus rein zeichnerischen Ergebnissen unrichtige Schliisse zu 
ziehen. So hindern ihn z. B. bei der Zusammensetzung reguliirer 
Polygone nur graphische Fehler, Schlie(Jungssiitze richtig zu erkennen. 

Am Anfang des IV. Buches stent er die reguliiren (Platonischen) 
und viele halbreguliire (Archimedische) Polyeder durch Normalrisse 
dar. Einige Fehler beweisen, daB Durer die Geometrie der Alten 
nicht vollkommen verstanden hat. Was er selbstiindig und deskriptiv 
anfaBt, z. B. die Entwicklung der Polyedernetze, gelingt ihm. Auf dem 
Boden fremder Ergebnisse aber flihlt er sich unsicher. Die Schatten
konstruktion setzt Durer an dem Beispiele eines gerade aufgestellten 
Wiirfels auseinander. Er zieht aus beiden Rissen des Lichtpunktes 
die Projektionen der Lichtstrahlen durch die Ecken und sucht ihre 
Spurpunkte (genau so, wie es rund 260 Jahre spiiter G. Monge lehrte). 
Unabhiingig von italienischen Meistern hatte Durer sein Verfahren 
entwickelt, die Perspektive eines Gegenstandes und seines Boden
schattens aus Normalrissen abzuleiten. Licht- und Augpunkt bestimmt 
er durch Grund- und Aufri(J, die Bildebene M ) stent er wie einen 
SeitenriB zu beiden Tafeln normal, zieht Sehstrahlen in beiden Rissen 
und bestimmt ihre Spurpunkte in dem SeitenriB, den er umlegt. Als 
"nehern W eg" triigt er das Verfahren des Haupt- und Distanzpunktes 
vor, das er auf seiner italienischen Reise (1506, vielleicht von Luca 
Pacioli) gelernt hatte. 

DUrer stand mit seinen geometrischen Kenntnissen iiber seinen 
Zeitgenossen. Wenn ihm auch mathematische Strenge unerreichbar 
blieb, war er doch der erste fruchtbare Schriftsteller auf dem Gebiete 
der darstellenden Geometrie und der Begriinder der "angcwandten 
Perspektiv~' in Deutschland. 

18. Die axonometrische Perspektive bei Desargues und seinen 
Zeitgenossen. Durch die Auffassung der Italiener von den Grund
problemen (Abbildung der quadratischen Bodentiifelung und der Hohen) 

53) Hierher gehOrt die "Geometria deutsch", unbekannten Verfassers, NUrn
berger Stadthihliothek, ver1iffentlicht von S. GUnther, Zeitschr. Math. Phys. 22, 
hist.-liter. Abt., p. 5 f. 

54) "Eyn ebne durchsichtige Abschneidung aller der streymlinien die auJ3 
dem aug fallen auff die ding die es sicht", a. a. O. Bl. P 1. Es ist genau die
selbe Konstruktion, die G. Loria, Vorl. iib. darst. Geom. 1, deutsch v. Fr. SchUtte, 
Leipzig 1901, p. 31, anfiihrt. 
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war eine ma(3stabliche oder axonometrische Behandlung der Perspektive 
nahegeriickt; ebenso war der Koordinatenbegriff vorbereitet, auf dem 
R. Descartes (1596-1650) die analytische Geometrie aufbaute 55). Die 
Idee der perspektiven Ma(3stabe verwerlete G. Desargues (1593-1662) 
zu einer allgemeinen Methode. Mehrere von den Aperyus dieses mit 
Descartes befreundeten Geometers und Architekten, die man verloren 
glaubte, die aber M. Poudra 56) gro.Btenteils aufgefunden und heraus
gegeben hat, betrefl'en deskriptive Aufgaben del' Perspektive 57) und des 
Steinschnittes 58) und der Gnomonik. DaB Desargues durch seine Ideen 
iiber unendlichferne Elemente, perspektive Lage, Kegelschnitte, Trans
versalen, Involutionen, Pole und Polaren USW. 59) wesentlich zur Grund
legung der projektiven Geometrie (III A B 4 a, Fano; III A B 5, Schoenflies) 
beigetragell und seinen Schiilern, darunter Bl. Pascal (1623-1662), 
fruchtbringende Anregungen gegeben hat, erkennen J. V. Poncelet 
(1788-1867)60) und M. Ohasles (1793-1880)61) an; ersterer nennt ihn 
den "Monge de son siecle". Desargues liebte es, allgemeine Siitze oder 
Methoden dogmatisch zu geben. Del' Kupferstecher und Radierer A. Bosse 
(1605-1678) bemiihte sich die Ideen seines Lehrers auszuarbeiten 62) 
und weiterzufiihren 63); seine Kommentare wurden von Desargues ge-

55) B. Descartes, Geometrie, Leyden 1637. Deutsch v. L. Schlesinger, Berlin 
1894. 

56) Oeuvres de Desargues, reunies et analysees par M. Poudra, 2 Bande, 
Paris 1876. 

57) Methode universelle de mettre en perspective les objects donnes reelle
ment ou en devis, avec leurs proportions, mesures, eloignemens, sans employer 
aucun point qui soit hors du champ de l'ouvrage, p. G. D. L.Paris, priv.1630, gedr. 
1636, Original verloren, reprod. von A. Bosse 1647. - Perspective adressee aux 
theoriciens, Paris 1643. 

58) Brouillon project d'exemple d'une maniere universelle du sieur G. D. L. 
touchant la pratique du trait a preuve pour la coupe des pierres en l'archi
tecture et de l'eclaircissement d'une maniere de reduire au petit pied en per
spective comme en geometral et de tracer tous quadrans plats d'heures egales 
au soleil, Paris 1640. 

59) Brouillon project d'une atteinte aux evenemens des rencontres d'un 
cone avec un plan etc., Paris 1639. 

60) Trait8 des proprietes projectives des figures, Paris 1822, Introduction 
p. XXXVIII f. 

61) AperslU historique sur l'origine et Ie developpement des methodes en 
geometrie, Paris 1837, p. 74 f., 331 f. 

62) A. Bosse, La pratique du trait a preuve de M. Desargues Lyonnois, 
pour la coupe des pierres en l'architecture, Paris 1643. Maniere universelle de 
M. Desargues pour pratiquer la perspective par petit-pied comme Ie geometral etc., 
Paris 1648. Moyen universel de pratiquer la perspective sur les tableaux ou 
surfaces irregulieres etc., Paris 1653. 

63) A. Bosse, Traite des pratiques geometrales et perspectives enseignees 
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billigt. Andererseits hatte dieser Feinde, die ihm die Prioritat seiner 
Erfindung der Fluchtmaf3stiibe bestritten 64) und seine Verdienste durch 
anonyme oder 6ffentliche Flugschriften 65) zu verkleinern suchten. 

In der Perspektive geht Desargues von Koordinaten, namlich 
Tiefen-, Breiten- und Hdhenmaf3en, aus. Den Tiefenmaf3stab (echelle 
fuyante), den Breiten- und Hohenmaf3stab (echelle des mesures) leitet 
er aus dem wahren Maf3stab (echelle de petits-pieds) ab, der flir den 
GrulldriB (plan geometral, assiete) gilt und auf der Grulldlinie ge
zeichnet ist. Er beniitzt den Hauptpunkt des Horizontes und statt 
des eigentlichen Distanzpunktes einen reduzierten, den er durch gleich
maBige Verkleinerung der Distanz und des GrundmaBstabes erhiilt. 
In einem Anhange zur Methode universelle werden fiir "les contem
platifs" die Begriffe des Sehstrahles (ligne de l'oeil), der Sehstrahlen
ebene und des Fluchtpunktes paralleler Geraden erortert, auch bemerkt, 
daB ein Strahlbiischel durch Parallelen abgebildet wird, wenn der 
Sehstrahl des Scheitels zur Tafel parallel ist. Wie zur Bestimmung 
der Bildrichtungen horizontaler Geraden eine maf3stiibliche Einteilung 
der Horizontlinie dienen kann, fiigte E. Migon hinzu 64). M. Battaz 66) 
erreichte dies en Zweck durch Umlegung der Grund- und Horizont
ebene, indem er Flucht- und Teilungspunkt einer horizontalen Geraden 
durch umgelegte Sehstrahlen bestimmte. 

Die Grundaufgaben des Steinschnittes legt Desargues an dem aller
dings instrukti ven Beispiel eines schriigabsteigenden gewolbten Durch-

dans l'Academie Royale de la peinture et sculpture, Paris 1665, bringt An
wendungen der Perspektive auf Basreliefs. 

64) E. Migon schrieb sie f"alschlich dem Ingenieur Aleaume zU. Aleaumes 
1628 privilegiertes Werk: Introduction a la perspective pratique, ensemble l'usage 
du compas optique et perspectif, von dem nur wenige Blatter gedruckt wurden' 
enthalt jene Methode nicht. E. Migon erwarb die unvollendete Schrift und gab 
sie mit eigenen Zusatzen unter dem Titel: La perspective speculative et pratique. 
De l'invention de sieur Aleaume, ingenieur du Roy. Mise au jour par E. Migon, 
Paris 1643, heraus. Er reproduziert die von Desargues 1636 publizierte Methode 
der perspektiven MaBstabe, bringt aber als etwas Neues eine Einteilung der 
Horizontlinie hinzu, die man nach M. Poudra als eine "echelle des directions" 
bezeichnen kann. Dieser MaBstab gibt die Fluchtpunkte der Horizontalen von 
bestimmter Tafelneigung und wird erhalten, wenn man in der Horizontebene 
einen Teilkreis aus dem Augpunkt ala Zentrum auf die Borizontlinie projiziert. 

65) J. Cumbelle, Examen des oeuvres du sieur Desargues, Paris 1644. 
Naheres iiber die unfruchtbaren Streitigkeiten der Gelehrten in jener Zeit findet 
man bei M. Poudm, Oeuvres de Desargues 2. - Vaulezard, Abrege ou racourcy 
de la perspective par l'imitation, Paris 1644. 

66) M. Battaz, Abreviations des plus difficiles operations de perspective 
pratique, Paris 1644. 
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ganges in einer Bosckungsmauer (descente biaise dans un mur en talus) 
dar. Er bestimmt mittels Hilfsebenen und Achse (essieu) die Wolb
flache (vonte) aus einzelnen Erzeugenden, die Stellungswinkel der 
Widerlager (coussinets), der Fugen (joints) und Seiten (panneaux) der 
Wolbsteine und den Lehrbogen (arc droit, cintre). Auch hier vermiJ3t 
man jede Begriindung der Konstruktionen. TIber die Natur der Wolb
ll.ache erfahrt man nichts Naheres. 

19. Die freie Perspektive bei Stevin, Gravesande, Taylor und 
Lambert. S. Stevin (1548-1620) steht zwar auf dem Boden der 
angewandten Perspektive, bringt aber, wie G. Ubaldo, in seiner Optik67) 
Batze, in denen man die Keime zur Zentralkollineation ebener Figuren 
ilrkennt. Um zur Perspektive eines Gegenstandes zu gelangen, die 
sein Kommentator Girard "ombragement" nennt, nimmt er das Auge, 
seinen GrundrifJ (pied de l'oeil), die Tafel (vitre), die Grundlinie 
(vitrebase), die Hoke des Horizontes dariiber (mesure du spectateur), 
den GrundrifJ des Objektes (orthographie, plan, pave) und den Auf
rifJ (orthographie, profil, relief) als gegeben an. Eine Gerade be
stimmt er durch ihren Spurpunkt (attouchement) und Fluchtpunkt 
(point de conjonction). Er kennt den Satz, daJ3 die perspektive Be
ziehung zweier Ebenen bei der Drehung urn die Achse erhalten bleibt 68). 

Er zieht verschiedene Lagen der Tafel in Betracht 69), sucht Abkur
zungen und Kontrollen der Konstruktion (brievetes et certitudes sur 
l'operation) und behandelt die Aufgabe, die Lage des Augpunktes aus 
der Perspektive wiederzufinden 70) unter Beniitzung des Satzes, daB je 
$wei Vierec7ce (quadrangle om bragea ble et l' om bre) in perspektive Lage 
gebracht werden konnen 71). Auch bildet er perspektive MafJstabe 711). 

W. J. s'Gravesande (1688-1742) entwickelte Deue Methoden der 
beschreibenden Perspektive 73), indem er nicht nur Spur- und Flucht
elemente, sondern auch Verschwindungselemente anwandte. Er gebraucht 

67) S. Stevin, Math. Werke, Leyden 1605-1608; von W. Snellius aus dem 
HolHi.ndischen ins Lateinische iibersetzt 1608. Hier wird die franzosische .A.us
gabe von A.. Girard, Leyden 1634, zitiert: Oeuvres mathematiques, V. livre de 
l'optique, 1) de Ia scenographie, dite vulgairement perspective. - Vgl. M. Ohasles, 
.A.perc;u historique etc., 2 . .A.ufi., Paris 1875, p. 347. 

68) Tourner Ie vitre sur Ia vitrebase comme axe et la ligne du spectateur 
sur Ie pied: a. a. O. p. 533. 

69) Le vitre a angle oblique sur Ie pave, p. 535; parallele avec Ie pave, 
p. 536. 

70) De l'invention de l'oeil, p. 550. 
71) Seine Konstruktion ist nicht ganz allgemein. 
72) De l'ombragement par quarres, .A.ppendice 5, p. 548. 
73) G. J. s'Gravesande, Essay de perspective, La Haye 1711, Rotterdam 1717. 
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die Namen: ligne de terre (Grundlinie), point de vue ou principal 
(Hauptpunkt), rayon principal (Sehstrahl normal zur Tafel), point de 
station (GrundriB des Augpunktes), points de distance (Distanzpuukte 
des Horizontes) und ligne geometrale r:v erschwindungslinie im Grund
riB). Durch Umlegungen gelangt er zu einer Theorie der Zenwal
kollineation in der Ebene und geht insofern uber seine Vorganger 
hinaus, als er die perspektiven Umrisse eines Drehkegels, Zylinders 
und einer Kugel (mit Angabe der Achsen der UmriBellipse) bestimmt. 

Brook Taylor (1685-1731) 74) verallgemeinerte die Verfahren der 
Perspektive, die man zuvor meist nur auf ebene Figuren von be
sonderer (horizontaler oder vertikaler) Stellung angewandt hatte, und 
schuf bereits eine einfache und allgemeine Methode, fast in dem Sinne, 
wie sie spater W. Fiedler 75) an die Spitze seiner Methodenlehre stellte, 
Taylor geht vom Zentrum (point of sight) zum Hauptpunkt (centre 
of the picture) uber und benutzt die Distanz (aber nicht grundsatz
lich den Distanzkreis); er legt die Verschwindungsebene (directing 
plane) durch das Zentrum parallel zur Tafel. Eine beliebige Gerade 
bestimmt eT durch ihren Spurpunkt (intersection) in der Tafel und 
ihren V erschwindungspunkt (directing point )oder Fluchtpunkt (vani
shing point), eben so die Ebenen durch die analogen Bestimmungs
stucke: Spurll:nie, Verschwindungs- oder Fluchtlinie; auch bedient er 
sich des Normalrisses (seat) eines Punktes oder einer Geraden in der 
Tafel. Mit diesen Mitteln lost er die. deskripti-cen Grundaufgaben, 
z. B. Aufgaben uber den Parallelismus und die rechtwinklige SteHung 
von Geraden und Ebenen, uber das Auftragen gegebener Strecken 
und Winkel u. a. m. Aber als echter Mathematiker begnugt sich 
Taylor nicht damit, die direkten Aufgaben der Perspektive gelOst zu 
hahen, sondern kehrt sie auch um, indem er aus der perspektiven 
Zeichnung die Eigenschaften der Originalfigur und die Rauptbestim
mungsstucke der angewandten Zentralprojektion rekonstruiert. 

J. H. Lambert (1728-1777) verfolgt das Ziel, die Perspektive 

74) Er. Taylor, Linea.r perspective, 1715; verbesserte Aufl..: New principles 
of linear perspective, London 1719; Bearbeitung von J. Colson, London 1749. 
Taylors Werk wurde ubersetzt, kommentierl und mit Zusatzen bereichert: ita
lienisch von P. Jaquier, Elementi di prospettiva secondo Ii principi di Brook 
Taylor etc., Roma 1705; franzosisch von unbek. Verf., Nouveaux principes de la 
perspective lineaire etc., Amst~rdam 1759; J. Kirby, Dr. Brook Taylors Method 
of Perspective etc., Ipswich 1754. - H. Hamilton, Stereography or a. general 
treatise of Perspective in all its branches, London 1748, kniipfte an Taylor an. 

75) w: Fiedler, Die darstellende Geometrie, Leipzig 1871, 1. Kap., p. 5 f. 
Vgl. Jahresber. des deutschen Math.-Ver. 1905, p. 493. w: Fiedle1', Meine Mit
arbeit an der Reform der darstellenden Geometrie in neuerer Zeit. 
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unabhangig von Normalrissen zu entwickeln; darum nennt er seine 
Methode die freie Perspektive. Das hier zu betrachtende Werk 76) 
gliedert sich in acht Abschnitte; die zweite Auflage enthalt Zusatze. 
1m I. Abschnitt: "Von den Griinden der Perspektive und den Ge
setzen, nach denen ebene FIachen und daraufstehende Korper ent
worfen werden", flihrt Lambert die Grunilbegriffe ein: Gesichtspunkt, 
Hauptaugenpunkt, Entfernung, Fundamental- oder Grundlinie, Hori
sontallinie, Vertikalfliiche (normal zur Tafel durch das Auge) und die 
Abweichung der horizontalen Geraden von del' Tafelnormalen sowie 
ihre Fluchtpunkte. Um die Bildrichtung horizontaler Geraden zu be
stimmen, fiihrt er ahnlich wie E. Migon 64) einen " Winkelmesser" oder 
eine "MeBleiter" auf der Horizontlinie ein; diesel' MaBstab gibt die 
Tangenten del' Winkel mit del' Tafelnormalen. Lambert behalt die 
fur die Originalelemente gultigen Ausdriicke del' Lagebeziehungen 
auch fUr die perspektive Abbildung bei. Er spricht von "perspekti
vischen Parallelen und N ormalen" und von einer "perspektivischen Geo
metrie" 77), in der wir die Anfange zu einer projelctiven Maf3bestimmung 
erkennen. Mit seinem Winkelmesser lOst Lambert mehrere Grund
aufgaben, z. B. die Abbildung eines Kreises von gegebener Chorde 
und gegebenem GradmaB des Bogens. Der II. Abschnitt: "Von del' 
geschickten Lage des Auges und del' Entfernung del' Tafel von dem
selbigen" wendet sich an die ausiibenden Kiinstler. Der III. Ab
schnitt: "Von verschiedenen Instrumenten, dadurch die Ausiibung del' 
Perspektive verkiirzt wird" handelt vom Gebrauche eines Proportional
zirkels, den Lambert fiir wichtig genug ansah, um ihm eine besondere 
Schrift zu widmen 78). Del' IV. Abschnitt: "Die Ausiibung obiger 
Regeln in ausfiihrlichern Exempeln" zeigt, daB Lambert die Konstruk
tion der Voll- und Halbschatten beherrscht. Del' V. Abschnitt: "Von 

76) J. H. Lambert, l!'reye Perspektive, oder Anweisung, jeden perspektivi
schen AufriB von freyen Stiicken und ohne GrundriB zu verfertigen, Ziirich 1759, 
2. Aufi. 1774. Eine franzosische Ausgabe, Zurich 1759, fiihrt den Titel: La per
spective affranchie de l'embarras du plan geometral. Den gleichen N amen 
brauchte in etwas anderem Sinne P. Ch. Bourgoing, Perspective affranchie, Paris 
1661, der sich von den MaBstaben des Desargues freimachen und die Flucht
punkte an ihrer Stelle verwerten wollte. - J. H. La'lnberts Grundregeln del' 
Perspektive aus Betrachtung einer perspektivisch gezeichneten Landschaft ab
geleitet, ZUlli Druck befordert von C. F. Hindenburg, Leipzig 1799, bewegen sich 
mehr auf dem Gebiete kunstlerischer Anwendungen. - Vgl. Fr. Schur, Johann 
Heinrich Lambert als Geometer, Festrede, Karlsruhe 1905. 

77) A. a. O. § 30, p. 12. 
78) KurzgefaBte Regeln zu perspektivischen Zeichnungen vermittelst eines 

zu deren Ausiibung sowie auch zu geometrischen Zeichnungen eingerichteten 
Proportionalzirkels, Augsburg 1768. 
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der Entwerfung schiefliegender Linien und Flii.chen und des sen, was 
darauf vorkommt" und der VI. Abschnitt: "Verschiedene Anmerkungen 
und Beyspiele, so zur Erlii.uterung des sen dienen, was erst von der 
Zeichnung schiefliegender Flachen gelehrt worden" bringen die An
wendung der Begriffe: Grenzlinie (Fluchtlinie) einer Epene und Plucht
punkt der Ebenennormalen. Wichtig ist der VII. Abschnitt: "Von 
der perspektivischen Entwerfung aus einem unendlich entfernten Ge
sichtspunkte", weil er fast vollstandig die der Affinitiit eigenen Lage
und MaBbeziehungen ausspricht. Der VIII. Abschnitt: "Umgekehrte 
Aufgaben der Perspektive" lehrt die Rekonstruktion der Bestimmungs
stucke einer Zentralprojektion aus der Zeichnung und enthalt bereits 
Prinzipien, die heute in der Photogrammetrie zur vollen Geltung ge
langt sind (s. Nr.4:4:). Lambert ist auch unter den Begriindern der 
Beleuchtungfftheorie zu nennen (s. Nr. 30). 

E. Zanotti (1709-1782) 79) loste die Probleme der Perspektive 
lronstruktiv in ahnlichem Sinne wie s' Gravesande, Taylor und Lambert. 
Aus analytischen Gesichtspunkten wurde der gleiche Gegenstand von 
N. L. la Oaille (1713-1762) 80) und A. G. Kiistner (1719-1800) 81) 
betrachtet. W. J. G. Karsten (1732-1787) 82) schloB sich Lambert 
an, benutzte aber auch die Rechnung. 

20. Die Weiterentwicklung der RiJ3kunst an den Aufgaben 
des Steinschnittes durch Frezier. In einem reichhaltigen Werke 8S) 
behandelt der Genieoffizier A. F. Frezier (1682-1773) die Anwen
dungen der HiBkunst auf die Aufgaben der Stereotomie und viele damit 
zusammenhangende Fragen der deskriptiven Geometrie. In dem ersten 
der drei "Discours preliminaires": "Sur l'utilite de la theorie dans les 
arts relatifs a l'architecture", legt der Autor den Ausgangspunkt seiner 
Untersuchungen dar: es sind die Bediirfnisse des ausfii]uenden Archi
tekten und Bauingenieurs. In dem zweiten: "Exposition et division 
du sujet dont il s'agit" wird der Stoff nach folgenden Kapiteln ein
geteilt: 1. Tomomorphie (Figures des sections des solides), 2. Tomo-

79) E. Zanotti, De perspectiva in theorema unum redacta, Bonon. Com
ment. 3, 1755, p. 169 f. - Trattato teorico-pratico di prospettiva, Bologna 1766. 

80) N. L. la Oaille, Le90ns elementaires d'optique,Paris, 1. Aufi. 1750, 3. T. 
81) A. G. Kastner, Perspectivae et projectionum theoria generalis analytica, 

Leipzig 1752. 
82) W. J. G. Karsten, Lehrbegriff der gesamten Mathematik 7, 2. T. Die 

Optik und die Perspektive, Greifswald 1775. 
83) La theorie et la pratique de 1110 coupe des pierres et des bois, pour 1110 

construction des voutes et autres parties de batimens civils et militaires, ou 
Traite de stereotomie a l'usage de l'architecture, par M. Fresier, Stra.6burg und 
Paris, 1 (1737), 2 (1738), 3 (1739). 
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graphie (Description des sections, pratique des traits), 3. SMreographie 
(Description des Bolides), 4. Tomotechnie eL'art de faire des sections). 
Frezier sagt selbst, daB der erste Teil seines Werkes von der Wissen
schaft, der zweite von der Kunst des Steinschnittes handelt. In dem 
dritten Discours: "De l'origine de la coupe des pierres et de l'usage 
qu'on en doit faire" erwahnt Frezier mehrere frfihere Werke fiber 
seinen Gegenstand 84), die aber mathematisch nicht von Interesse sind. 
Er bezeichnet es als seine Aufgabe, eine genaue Kenntnis der krummen 
Lint'en und Fliichen zu geben, die bei Gew6lbekonstruktionen vor
kommen, friihere Irrtiimer zu berichtigen, die Konstruktion von Rissen 
(epures) zu lehren und den Methoden Beweise hinzuzufiigen. 

Das 1. Buch bringt nach einigen allgemeinen Bemerkungen fiber 
Wolbflachen im 1. Teil eine Theorie der ebenen Schnitte der Kugel, 
der Kreiskegel und Kreiszylinder, des RotationselUpsoides (spheroide), 
des Rotationsparaboloides und zweischaligen Hyperboloides (conoides 
reguliers) und del' des Kreisr inges (corps cy lindriq ue annulaire) par
allel zur Drehachse. Das einschalige Hyperboloid tritt nicht auf. Der 
2. Teil behandelt die aus der Durchdringung (penetration) von Kugeln, 
Kegeln und Zylindern entspringenden Raumkurven 4. Ordnung 1. Art. 
Diese untersucht zu haben bildet ein wesentliches Verdienst von 
Frezier. Ohne eine systematische Einteilung dieser Kurven geben zu 
konnen, bestrebt er sich, die sich durchdringenden FIachen in mannig
facher Weise zu kombinieren, urn moglichst alle praktisch verwert
baren Typen zu erhalten und bezeichnet diese mit neuen Namen, die 
er von dem lateinischen Worte imbrex (hohler Dachziegel) ableitet: 
"cicloimbre, ellipsimbre, ellipso'idimbre, parabolo'idimbre, hyperbolo'i
dimbl'e" 85). Die Figuren stellen (soweit sienicht schematisch sind) 
die Gebilde in einer Parallelperspektive dar, wobei gerade und schiefe 
Ansichten wechseln. 

1m II. Buch handelt es sich um die Beschreibung (description) 
der vorerwahnten ebenen und Raumkurven. Was hier Frezier vor
tragt, ist fUr die Entwicklung der deskriptiven Methoden in der Geo-

84) Philibert de LOI''me, TraiM d'architecture 1567. - M. JOUSS6, Secrets 
d'Architecture, La Fleche 1642. - P. Dechalles, De lapidum sectione 1672, stiitzt 
sich auf P. Deroo, Architecture des voutes ou l'art des traits et coupes des 
voutes 1643. 

85) Die letzten drei Namen konnten heute leicht mi.6verstanden werden. 
Es ist hier nicht von den Begriffen: Ellipsoid, Paraboloid, Hyperboloid mit be,. 
zug auf die Fliichen 2. Ordnung die Rede, sondern von Raumkurven, die mit 
einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel gestaltlich eine gewisse Ubereinstimmung 
zeigen. Zu allgemeinem Gebrauche sind die Bezeichnungen nicht gelangt. 
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metrie von gro.Bter Bedeutung. Der 1. Teil fiihrt in die Darstellung 
der Kegelschnitte und einiger anderer Kurven in der Ebene ein. Die 
Konstruktion des Kreises unter erschwerenden Bedingungen, wo weder 
der gewohnliche Zirkel noch die Kreisschnur (simbleau) 11) benutzt· 
werden kann (z. B. bei unzuganglichem Zentrum oder sehr groBem 
Radius), wird vom Gesichtspunkte des Zeichners aus erortert und 
dabei verschiedener Apparate Erwahnung getan, die den Kreis (z. B. 
durch drei gegebene Punkte) mechanisch (organiquement) zu zeichnen 
gestatten. 1m gleichen Sinne werden die Kegelschnitte behandelt, und 
zwar auf zweierlei Weise: entweder geht der Autor von der gezeiCh
neten Kurve (consideree comme etant faite) aus, um ihre Haupt
bestimmungsstucke (Zentrum, konjugierte Durchmesser, Achsen, Brenn
punkte, Tangenten) graphisch zu finden, oder er stellt zureichende 
Bedingungen auf, um die Kurve (consideree com me a faire) aus 
Achsen, Durchmessern, gegebenen Punkten, Tangenten und ihren Be
riihrungspunkten zu konstruieren. Wir durfen in diesen echt deskriptiv 
gehaltenen Ausfuhrungen die QueUe einer ganzen Reihe von Konstruk
tionen erblicken, aus der spatere Autoren bewuBt und unbewu.Bt ge
schopft haben; zugleich aber liegen in der von Frezier geschilderten Er
zeugung von Kurven "par un mouvement continu" die ersten Ansatze 
zu einer GeomefJrie der Bewegung (IV 4, SchOnflies). Durch affine Trans
formationen lOst der Verfasser das Problem, Kegelschnitte so zu ver
langern oder zu verkiirzen, da.B die verwandelte Kurve mit der ur
spriinglichen auf einem Zylinder liegt86). Den Kreisring und die 
Schra·ubenrohrenflache stellt sich Frezier als deformierten KreissyUnder 
vor, dessen Achse kreisformig (corps cylindrique annulaire) oder nach 
einer Schraubenlinie (helicoide) gebogen ist. Er zeichnet eine Art 
ihrer ebenen Schnitte parallel zur Dreh- oder Schraubenachse als 
"une ovale du quatrieme ordre" 87). Dann wendet er sich den SpiraZen 
zu. Zuerst konstruiert er die Archimedische Spirale, dann elUptische, 
parabolische und hyperbolische Spiralen, indem er die Ordinaten der 
"genera trice" fur gleichmaBig wachsende Abszissen ais Radienvektoren 
fur gleichma.Big wachsende Drehwinkel beniitzt. Er kehrt den Um
laufsinn um und verwandelt seine Kurven durch affine Transforma
tionen 88), die er auch sonst verwendet89). Weiter spricht er von der 

86) Alonger ou racourcir les ellipses en telle raison qu'on voudra, en sort& 
qu'elles soient toujours les sections d'un meme cylindre 1, p. 140. 

87) Im. Faile der Schraubenfiache ist dies nur bedingt richtig. 
88) "Quarreanx changez en parallelogrames" 1, p. 173. 
89) z. B. urn einen "arc de courbe reguliere" in einen "arc rampant" zu 

verwandeln. 
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"imitation" der Kurven durch Zusammensetzung von Kreisbogen, von 
Satzen iiber Tangenten, Normalen und Brennpunkte der Kegelschnitte 
und beniitzt Hilfskurven, um die FuBpunkte der Normalen von auBer
halb gelegenen Punkten zu finden. Der 2. Teil ist der Beschreibung 
von Kurven auf konkaven oder konvexen Fliichen gewidmet. Dabei 
wird schon der Projektionsmethode im allgemeinen gedacht. Es han
delt sich um die Bestimmung der Hauptkreise auf einer Kugel, der 
Kreisschnitte des Kegels und Zylinders und der Formen der ebenen 
Schnitte ei:tJ.es geraden Kreiskegels. Hierbei werden N ormalrisse ver
schiedenartig angewendet. Der 3. Teil behandelt die Raumkurven 
4. Ordnung 1. Art, ihre Beschreibung auf krummen Flachen und ihre 
Darstellung in einer ebenen Projektion, ebenso die Schraubenlinien 
(helices) und SchneckenUm:en (limaces) auf dem Kegel und der Kugel. 

Das III. Buch: "De la description des divisions des solides" ist 
wichtig, weil darin die Hilfsmittel der geometrischen Darstellung 
kOrperlicher Gebilde besprochen werden. Frezier fiihrt die Rif3kunst90) 

auf vier verschiedene Fonnen der Beschreibung zuriick: 1) Ichnographie 
(GrundriB, plan), 2) Ortographie (Aufrill, elevation; SeitenriB, profi.l; 
Vertikalschnitt, coupe), 3) Epipedographie (developpement, N etz von 
Polyedern, Abwicklung krummer Flachen) und 4) Goniographie (de
scription des biveaux, Bestimmung der Winkel) 91). Die 5) Sceno
graphie (Perspektive) wird fiir die Anwendung in der Stereotomie als 
ungeeignet ausgeschaltet. Hierbei ist besonders interessant, was Frezier 
iiber die Zusammenstellung der Zeichnungen in einem Risse 92) sagt; 
er empfindet deutlich den Mangel eines einheitlichen Prinzips, ent
scheidet sich selbst aber gleichwohl nicht fur eine bestimmte Anord
nung der Risse, die ihren Zusammenhang unmittelbar erk611nen laBt 93). 

Andererseits warnt er davor, aus Zufalligkeiten in der Zeichnung auf 
notwendige Zusammenhange zu schlieBen. Es blieb G. Monge vor
behalten, die Zuordnung der Normalrisse zueinander zum Grundsats 
zu erheben. 

Der Inhalt des IV. Buches, welches den 2. und 3. Band fiint 
(1. Teil: Dber die Tomotechnie oder die Kunst des Steinschnittes fiir 
die Konstruktion yon Gewolben usw., 2. Teil: Dber den Schnitt der 
Gewolbe mit zwei oder mehreren Oberflachen), ist vorwiegend techni-

90) "On peut donc reduire tout l' Art de tracer une Epure a quatre sortes 
de descriptions" 1, p. 270. 

91) Fresier behandelt such die Dreikantsaufgaben. 
92) "De l'Arrangement des DesBins dans l'Epure" 1, p. 271. 
93) Wie Frezie1· sich diesen denkt, geht klar aua mehreren seiner Figuren 

hervor, z. B. Fig. 170, Pl. 16; Fig. 249, PI. 20; Figg. 264, 265, PI. 22. 
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scher Natur. Aber am Anfange gibt Frezier sehr bemerkenswerte 
Untersuchungen tiber die Erzeugung krummer Fliichen durch gesetz
miLBig bewegte Linien, namentlich tiber windschiefe Regelfliichen. In 
dem Abschnitt "De Is connoissance des surfacesu 94) versucht Frezier 
die (fur architektonische Zwecke in Betracht kommenden) kt'ummen 
Fliichen nach dem Grade ihrer Regelmiif3£gkeit einzuteilen. Dieser 
Begriff wird aber nicht scharf definiert. Er unterscheidet zunachst 
"surfaces regulieres et irregulieres". In die ersteren bezieht er auBer 
den Oberflachen der "corps primitifs" (Kugel, Kreiskegel und Zylinder) 
auch die "surfaces nSgulierement irregulieresu ein (d. h. Spharoide, 
Kegel und Zylinder von nicht kreisformiger Basis, Ringflachen usw.). 
Die Zahl der irregularen FHichen ist unendlich; zu diesen rechnet er 
die windschiefen Fliichen (surfaces gauches) und aIle iibrigen, die ihm 
einfaIlen. - In dem Kapitel: "Des surfaces courbes regulierement 
irregulieres" 95) fiihrt der Autor vier Arten von "Surfaces gauches" 
an, denen er N amen gibt, die von dem lateinischen W orte limus 
(scheel, schielend) abgeleitet sind. Er definiert sie (wenn auch nicht 
vollstandig) durch die Art ihrer Erzeugung. Er denkt sich die schiefen 
Flachen durch Vierecke begrenzt, die gerade oder krummlinige Seiten 
haben, und beniitzt zwei Gegenseiten als Leitlinien, welche die Er~ 
zeugende bestandig schneiden soIl. 1) "Planolime" nennt er die 
Flache, die eine Gerade beschreibt, wenn sie zwei feste windschiefe 
Gerade bestandig schneidet (und einer Ebene parallel bleibt), 2) "mixti
lime", wenn die eine Leitgerade durch eine Kurve ersetzt wird, 
3) "doliolime", wenn beide Leitlinien krumm sind (dolium, PaB). Dies 
sind Regelflachen. Wird aber eine Kurve als Erzeugende benutzt, so 
nennt er die Flache 4) "sphericolime". Fur die weiteren Aufgaben 
des Steinschnittes werden verschiedene Arlen solcher Flachen tatsach
lich beniitzt und beschrieben. 

Frezier hat unzweifelhaft die Methoden der darstellenden Geometrie 
ein bedeutendes Stiick VOl' warts gebracht und seinem bertihmten Nach
folger G. Monge auch darin vorgearbeitet, daB er die Aufmerksamkeit 
der Mathematiker wieder auf die Fruchtbarkeit einer synthetischen 
Behandltmg der Geometrie nach Euklidischem Muster lenkte 96). 

94) 2, p. 3. 
95) "En Termes de l'Art: Des Paremens Gauehes" 2, p. 7. 
96) 1m II. Discours preliminaire sagt er: "Je s9ai qu'aujourd'hui la Geo

metrie Lineaire n'est plus gueres a la mode, et que pour se donner un air de 
Science, il faut faire parade de l'Analyae; eependant "l'ancienne Geometrie" (dit 
un S9avant) quoique moins sublime, moins piquante, merne moins agreable, est 
plus indispensablernent necessaire, et plus sensiblement utile". Er zitiert hierbei 
B. Fontenelle, Eloge d'Ozanam, Mem. de l'acad. d. se. Paris 1717. 
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III. Begriindung eines wissenschaftlichen Systems. 
21. Monges "Geometrie descriptive". G. Monge (1746--1818)97) 

trat 1795 mit einem in der Stille sorgfii1tig vorbereiteten Werke her
vor, das zu einer Zeit gewaltiger politischer Umwalzungen auch auf 
dem Gebiete der geometrischen Wissenschaften eine Art Revolution 
einleitete. Man vergleiche den Artikel: Gegensatz von synthetischer und 
analytischer Geometrie (III A B 4a, Fano, Nr. 5). Er bereicherte die 
reine Geometrie mit einer neuen Disziplin, der er den Namen gab: 
"Geometrie descriptive", und dies geschah, wahrend noch die frucht
baren Anregungen, welche R. Descartes durch seine analytische Geo
metrie den Mathematikem gegeben hatte, in vollster Wirkung standen 
und auf allen Gebieten der Analysis groBe Entdeckungen gemacht 
wurden, an denen Monge selbst durch eigene Untersuchungen hervor
ragend beteiligt war 98). Seine Professur an der Ecole normale und 
der Ecole poly technique gewahrte Monge die erste Moglichkeit, uber 
seine neue Methode, die e1' wahrend seiner fruheren Tatigkeit an der 
Artillerieschule zu Mezieres (1765-1783) ausgebildet hatte, aber wie 
ein militarisches Staatsgeheimnis zu hiiten gezwungen gewesen war, 
ofl'entlich vorzutragen. Seine Vortrage erschienen zuerst in dem J oumal 
des ecoles normales unter dem Titel: "Levons de geometrie descriptive, 
donnees a l'ecole normale, publiees d'abord en feu illes, d'apres les 
sMnographes", Paris an III, 1795, und bald darauf in Buchform als 
"Geometrie descriptive", an VII, 1798, mit 25 Pigurentafeln. Das 
Werk erlebte eine Reihe von Auflagen, von den en die dritte (1811) 
mit Zusatzen von J. N. P. Hachette, die 4. und 5. Auflage (1820 und 
1827) mit Supplementen von B. Brisson versehen war; Ubersetzungen 
und Bearbeitungen folgten nacho 

Den ungeheuren Einflu.B, den die von Monge entwickelten Prin
zipien der beschreibenden Geometrie auf die Portschritte der geo
metrischen Wissenschaften ausiibten, machte M. Chasles (1793-1880) 
zum Gegenstand eingehender Untersuchung im V. Kapitel und den 

97) TIber die Lebensschicksale und die wissenschaftliche Laufbahn von 
G. Monge findet man Naheres in der Lobrede, die F. Arago (1846) dem An
denken des beriihmten Geometers in der Pariser Akademie widmete, Oeuvres 
completes de F. Arago 2, Paris 1854, p. 427 f. Man vgl. Oh. Dupin, Essai sur 
les services et les traveaux scientifiques de G. Monge, Paris 1819, und die An
merkungen, welche R. HaufJner seiner dentschen Ubersetzung der Darstellenden 
Geometrie von 1798 (Ostwalds Klassiker Nr. 117, Leipzig 1900, p. 181) anfiigt. 

98) G. Monge, Feuilles d'analyse appliquee a la geometrie etc., Paris 
1794-95. - Sur les !ignes de courbure de la surface de l'ellipso'ide, Journ. de 
l'ecole polyt. 2 (1795), p. 145. 
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Noten XXIII und XXIV seiner Geschichte der Geometrie 99), ebenso 
auch Chr. Wiener im 1. Abschnitt seines Lehrbuches 100). 

C. F. Gatt/J 101) empfiehlt die Geometrie descriptive als eine "kraf
tige Geistesnahrungli zur "Belebung und Erhaltung des echten geo
metrischen Geistes". In der Tat brachte Monges Schopfung einen 
Umschwung hervor; sie belebte aufs neue die rein geometrischen Me
tho den, nicht im Gegensatz zur Analysis, sondern als ihre willkommene 
Erganzung. Monge gibt den Proje7ctionsmethoden einen neuen Wert, 
indem er sie anwendet, nicht nur um die Verwandtschaften ebener Ge
bilde und ihre gewissen Transformationsgruppen gegeniiber invarianten 
Eigenschaften zu finden, sondern die Geometrie des Raumes auf die 
der Ebene zuriickzufiihren. Monge geht sogleich von umfassenden 
Gesichtspunktenaus: die begrifflichen Konstruktionen im Raume 
sollen in der Ebene mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar werden. Die 
Aufgabe der beschreibenden Geometrie ist darum eine doppelte: 1) Me
thoden zu geben, um auf einer Zeichenflache (feuille de des sin) von 
zwei Dimensionen korperliche Figuren (corps) von drei Dimensionen 
auf Grund ihrer geometrischen Definition darzustellen, 2) aus dieser 
Darstellung aIle Siitze abzuleiten, die aus der Gestalt und gegen
seitigen I~age der Figuren folgen 102). Die zur Erreichung dieses 
Zweckes dienlichen Verfahren ("procedes qu'une longue experience a 
fait decouvrir") waren schon !angst praktisch und theoretisch so we it 
entwickelt, daB es nur an einem einheitl·ichen Prinzip fehlte, urn ihre 
"Bestimmungsweisen umkehrbar eindeutig und allgemein anwendbar zu 
machen. Nachdem Monge verschiedene Moglichkeiten, einen Punkt 
des Raumes deskriptiv zu bestimmen, durchgesprochen hat, entscheidet 
er sich dahin, der Forderung der Eindeutigkeit durch die feste Zuord
nung zweier Normalrisse zueinander zu entsprechen. In diesen werden 
den Elementen Punkt, Gerade, Ebene bestimmte Projektions- oder 
SpureZemente als Charaktere zugewiesen, auf welche sich die Methoden 
zur allgemeinen Auflosung der stereometrischen Aufgaben griinden. 
Das Prinzip, durch welches Monge der Forderung der Allgemeinheit 
und Vollstiindig7ceit der Losungen gerecht wird, findet sich nicht aus
driicklich formuliert, geM aber aus seiner Beweisart deutlich hervor, 
welche es erlaubt, die Giiltigkeit der Satze und Methoden unabhangig 
von zufalligen Beziehungen (relations contillgentes) zu erkellllen lOS). 

99) Aper9u historique sur l'origine et Ie deveIoppement des methodes en 
geometrie, Bruxelles 1837, Paris 1875, deutsch von L. A. Sohnke, H;alle 1839. 

100) Lehrb. der darst. Geom. 1, Leipzig 1884, p. 25. 
101) C. F. GaujJ, Werke 4, p. 359. - Gott. gel. Anz. 121 (1813). 
102) Geom. deser. 1798, p. 5. 
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Diese A.uffassung wurde von L. N. M. Oarnot (1753-1823) zu 
seinem Korrelation..rprinzip 104) und von J. V. Poncelet (1788-1867) 
zum Prinzip der Kontinuitiit 105) weiterentwickelt und beherrscht seit
dem die Beweisarten der projektiven Geometrie (A. Schoenflies, III A B 5). 
Die geometrische Beschreibung betrifft nicht mehr, wie bei Monges 
Vorlaufern, eine einzelne Art von Gebilden, sondel'll zeigt die An
wendung del' Methode auf alle analogen Fiille. Dies forderte zu Unter
suchungen dariiber auf, welche Figuren als analoge im deskriptiven 
Sinne geIten diirfen, und fiihrte zur Theorie der geometrischen Ver
wandtschaften allgemeinster Art, sowie zu den Transformations- und 
Ubertragungsprinzipien, die diese vermitteln. Die deskriptiv wichtig
sten sind: 1) die Kollineationen 106), welche speziell zur Ahnlichkeit 
und .A.ffinitiit (einschlietHich del' Kongruenz und Symmetrie), der Per
spektivitiit (bei Poncelet: Homologie) odeI' allgemein zur Projektivitiit 
(bei Chasles: Homographie) fiihreu; 2) die Beziehungen zwischen riium
lichen und ebenen Figuren, die durch Projizieren und Schneiden her
gestellt werden 107); 3) die auf der Polarentheorie beruhende Rezipro
Zftiit 108) und die allgemeine Dualitiit 109) in der Ebene und im Raume; 
4) die Beziehungen, die. sich bei der Projektion raumlicher Objekte 
aus den Transformationen des Bezugssystems, d. h. aus den Lagever
anderungen der Bildebene, des Zentrums oder aus del' Bewegung des 
Originals ergeben. AHe diese Umwcmdlungsprinzipien zielen dahin, 
den deskt'iptiven Methoden dieselbe .A.llgemeinheit zu verleihen, welche 
die analytischen durch die Un bestimmtheit der Koeffizienten in den 
Gleichungen, also durch" die Va·riation der Konstanten erreichen. Und 
wenn Monge diese Gnmdsatze auch nicht in der heute iiblichen Form 
ausgesprochen hat, so iiberzeugen uns doch die an mehreren Stellen 
angestellten Vergleiche zwischen den Methoden del' deskriptiven Geo-

103) V gl. :J1. Chasles, Aper~lU 5, § 10 if., und III A B 4 a, Nr. ii, Fano. 
104) TraiM de la correlation des figures, Paris 1801. Vgl. IIIAB 4a, Nr.6, Fano. 
105) TraiM des proprietes projectives des figures, Paris 1822, Introduction 

p. XIII und p. 413ff. Vgl. IIIAB 4a, Nr. 7, Fano; IIIAB 5, Nr.S, 4, SchOnflies. 
106) Auf den allgemeinen Begriff der Kollineation wurde zuerst ..4.. F. 

Moebius (1790-1868) durch den baryzentrischen Kalkul, Leipzig 1827, gefithrt. 
Vgl. J. f. Math. 4 (1829), p. 101; Ges. W. (1885':..87) 1, p. 417. 

107) M. Chasles, Aper9u hist. 5 (7), bezeichnet diese mit dem Worte: Trans
mutation des {igUl·es. 

108) J. V. Poncelet, Mem. sur la theorie generale des polaires reciproques, 
Journ. f. Math. 4 (1829), p. 1 if. 

109) J. D. Gergonne, Recherches sur quelques lois generales qui regissent 
les lignes et surfaces algebriques de tous los ordres. Ann. de mathem. 17 (1826/27), 
p.214if. Vgl. IlIAB 4a, Nr. 7, Fano; IllAB5, Nr. 0, SchOnflies. 

Encyklop. d math. Wis.ensch. III 1. 37 
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metrie und der Algebra und zwischen den Konstruktwnen im Raume 
und in der Ebene llO) davon, daB sie seiner Denkweise zugrunde ge
legen haben. 

Das Prinzip der Kontinuitiit fiihrt ferner notwendig zur Unter
scheidung der allgemeinen und der besonderen, ausgearteten Eigenschaften 
der Gebilde, die in der Koinzidenz gewisser Elemente oder anderen zu
falligen Beziehungen (SinguZaritiiten) ihren Grund haben (vgl. III D 1,2, 
Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Kurven und 
Fliichen, v. Mangoldt, Nr. 3; III C 4, Abschn. II, Berzolari), Bowie zu 
den Eigenschaften, die den Transformationen einer gewissen Gruppe 
gegenuber invariant bleiben. Endlich leitet dies Prinzip uber zu dem 
(schon bei den grundlegenden Aufgaben zweiten Grades zu beobachten
den) Au(trefen imaginiirer Elemente. W 0 im alge braischen Sinne 
imaginare Elemente oder Beziehungen als gegeben angesehen werden 
durfen (z. B. bei den Doppelelementen vereinigter projektiver Gebilde odeI' 
Involutionen, bei den konjugierten Kegelschnitten 111) und del' Imaginar
projektion 112», sind hier reeUe grapl,!,ische Daten zu beniitzen, welche 
die konstruktive Losbarkeit del' Aufgaben gewahrleisten. (V gl. 
III A B 4a, Nr. 14, 15, Fano; III A B 5, Nr. 19, Schonflies.) 

23. Die Erzeugung krummer Flachen. Theorie der Raum
kurven. Das Grund- und AufriBverfahren reicht vollkommen aus, 
um aIle Gebilde darzusteIlen, die aus einzelnen Punkten und Linien 
bestehen. Fiir die Bestimmung der Gestalt und Lage del' Fliichen 
aber erweist sich dieses Verfahren als unzuIanglich und unfruchtbar. 
Die Darstellung der Fliichen erfordert ein neues Prinzip 118), welches 
Monge darin findet, der Losung der vielen wichtigen Probleme, die 
sich hier darbieten (wie der Frage nach den Tangentialebenen, Nor
malm, den beiden Kriimmungen in jedem FIachenpunkte, den Kriim
mungslinien, den Ruckkehrkurven, den mehrfachen Kurven und Punkten 
usw., vgl. III D 1, 2, v. Mangoldt; III D 3, III D 5, v. Lilienthal) be
stimmte Erzeugungsweisen der Fliichen zugrunde zu legen. DaB jede 
krumme Flache durch die Bewegung einer krummen Linie erzeugt 
werden kann, die entweder eine ~~nveriinderliche oder eine gesetz
miifJig veriinderliche Gestalt besitzt, erIautert Monge an den Zylinder-, 

110) Geom. deser. 1 (10), 3 (49-50), 4 (88-89). 
111) Poncelet, Propr. proj., p. 29, nennt sie sections coniques supplimentaires. 
112) Mit dieser besehiiftigte sieh eingehend Chr. Wiener, Lehrb. der darst. 

Geom. 1, p. 315 ff. u. 382 if. Uber seheinbare Unstetigkeit geometriseher Kon
struktionen, welche dureh imaginare Elemente derselben verursaeht wird, Zeitsehr. 
Math. Phys. 2 (1867), p. 388 ff. 

113) Geom. deser. 1 (11-13). 
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Kegel- und Umdrehttngsfliichen 114) und empfiehIt unter den unendlich 
vielen Ereeugungsweisen zwei geeignete auszuwahlen, urn durch jeden 
Fliichenpunkt ewei Ereeugende zu legen, deren Kenntnis bei den 
meisten Aufgaben geniigt. Bofort wendet er sein Prinzip auf die 
Ebene an und hebt unter ihren Geraden die beiden Spurlinien (traces), 
spater auch die SpwrparaUelen hervor, die wir heute Haupt- oder 
besser Streichlinien nennen. Die zu diesen normalen Falllinien treten 
ill der Folge ebenfalls auf. 

Mit der Entstehung und den Eigenschaften der Raumkurven und 
abwickelbaren Flachen hatta sich Monge schon vorher beschaftigtl15). 
Rier stent er die Dttrchdringungskurven krummer Fliiehen nach der 
Methode der schneidenden Hilfsfliiehen dar. In den einfachsten Fallen 
wahIt er horizontale Rilfsebenen; bei zwei Kegelflachen legt er die 
Ebenen durch beide Spitzen, bei Zylinderflachen parallel zu den Er
zeugenden; bei zwei Rotationsflachen mit sich schneidenden Achsen 
benutzt er konzentrische Kugelflachen. Die Tangente e!'ner Raumkurve 
ergibt sich ala Schnitt der Tangentialebenen der Flachen, die sich in 
ihr durchdringen. Auch die Methode von G. P. Roberval (1602-
1675) zur Tangentenbestimmung bei der Bahnkurve eines bewegten 
Punktes 116) wird erwahnt. Aber bei dem Versuch, sie auf Raum
kurven auszudehnen, bezieht sich Monge auf ein unzutrefi'endes Bei
spiel 117). Die weiteren Ausfiihrungen liber doppeltgekrummte Linien, 
die sich wesentlich mit dem Inhalt der oben 115) zitierien Abhandluug 
decken, werden nicht deskriptiv verwertet. 

24. Dar Aufgabenbereich. Monges Geometrie descriptive ist kein 
aIle Teile der Disziplin gleichmaJ3ig berucksichtigendes und metho
disch geordnetes Lehrbuch. Sie ist aus Vortragen entstanden, in 
denen didaktische Rlicksichten und bei der N euheit des Gegenstandes 

114) Ais viertes Beispiel fiihrt er die windschiefen Regelfliichen (surfaces 
gauches) und ihre drei Leitkurven an, darunter das Hyperboloid mit beiden 
Scharen der Erzeugenden, p. 130, Addition II. 

115) Mem. sur les developpees, les rayons de courbure et les dill'erents 
genres d'inflexions des courbes a. double courbure (1771), Mem. pres. p. div. sav. 
Paris 10 (1785), p. 5111'. (vgl. SchluJ3kap. der Feuilles d'analyse). Mem. sur les pro
prietes de plusieurs genres de surfaces courbes, pamculierement sur celles des 
surfaces developpables, avec une application a. 10. theorie des ombres et penombres 
(1776), Mem. pres. p. div. sav. Paris 9 (1780), p. 38211'. 

116) Observations sur 10. composition des mouvemens et sur Ie moyen de 
trouver les touchantes des lignes courbes, herausgeg. von Du Verdus, Mem. de 
l'acad. d. BC. Paris 6 (1730). Vgl. IV, 4, Nr. 7, Note 66, Sch6nflies. 

117) Es ist eine ebene Kurve. Vgl. R. Haul1ner, .Anm. 16 zur deutschen 
tJbersetzung der Geom. descr. 

37* 
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vor aHem der Wunsch, daB Interesse an den Darstellungsmethoden 
unter bestandigem HinweiB auf die Erfolge der Analysis zu beleben, 
den Ausschlag gaben. Was diesem Werke an erschopfender Voll
standigkeit und Systematik mangelt, ersetzt es reichlich durch die 
Fi.ille anregender Gedanken, durch die Klarheit des Stiles, die Ein
fachheit und Eleganz der angewandten Methoden. Die Beispiele, die 
fiir die praktische Verwerltmg der TheOl-ie angefiihrt werden, sind 
nicht aIle gliicklich gewahlt; einzelne miissen uns erkiinstelt er
scheinen, was uns nicht wunder nehmen darf, da ja die enorme 
Tragweite der deskriptiven Methoden fiir die praktische Ingenieur
kunst sich erst nach vielseitiger Erprobung und nicht sogleich am 
Anfang zeigen konnte. Jedenfallshat Monge ihre kunftige Bedeutung 
vomusgeahnt 118). Das der Ausgabe von 1798 vorgedruckte Aver
tissement besagt, daB die Geometrie descriptive nur den ersten Teil 
eines umfassenden Werkes bildete, an dessen Fortsetzung Monge 
durch politische Auftrage gehindert wurde und welches noch die 
Linearperspekt£ve, die Schattenkonstruktionen, die Beschreibung der Ma
schinenelemente sowie die Stereotomie (die Lehre yom Schnitt der Steine 
und HOlzer) behandeln solIte. Die Figurentafeln waren schon graviert, 
dienten abel' zunachst nur den Schulern der Ecole poly technique alB 
V orlagen und Monges N achfolgern als Fingerzeige fur den weiteren 
Ausbau der Gedanken ihres Meisters. 

118) Er sagt (Programme, p. 2) von der darstellenden Geometrie: "c'est une 
langue necessaire a l'homme de genie, qui conoyoit un projet, a ceux qui doivent 
en diriger l'execution, et enfin aux artistes qui doivent eux-memes en executer 
les differentes parties". Monge fiihrt einige wichtige Anwendungen aus der 
Geodiisie, der Ji'ortijikationslehre und dem Steinschnitt an: die Heduktion eines 
Winkels auf den Horizont (r, 22), Defilements von Festungswerken (II,3), Terrain
aufnahmen (drei Probleme, IV, 95-102), Fugenschnitt der GewOlbsteine (II, 24; 
V, 130). In den stereotomischen Aufgaben itbertrifft er Ji'rezier, indem er fiir 
die normale Lage der Fugenflachen zueinander und zur WolbfHiche die statischen 
Griinde wenigstens andeutet und die Theorie der Kriimmungsflachen und Nor
malenfliichen anwendet. Wenn man aber schon von der geistreichen Losung der 
drei geodatischen Aufgaben sagen darf, daB sie sich fitr die wirkliche Anwen
dung kaum eignen, so gilt dies (wie Monge selbst sich nicht verhehlt) in noch 
hoherem MaBe von dem, was er fiber die Anwendung del' Tangentialebenen und 
K1'iidnmungslinien in del' Malm'ei und der Radierkunst zur Bestimmung der 
Farbentone, Helligkeitsgrade, Glanzpunkte (II, 25, 34) und der geeigneten Lage 
der Schraffierungslinien (V, 131) sagt. Ein Gebiet praktisch wertvoller Anwen
dungen der graphischen Methoden (Verzahnungstheol'ie) streift Monge mit der 
Bemerkung (V, 105), daB sich die K1'eisevolvente als Form von Maschinenelementen 
(Daumenwellen, Hebezapfen an Pochstempeln, Zahnradern) verwenden lasse, 
wobei er des seinerzeit berlihmten Mechanikers J. Veaucanson (1709 -1782) 
gedenkt. 
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Die Geometrie descriptive ist in funf Teile gegliedert, von denen 
der letzte mehr der "rationAllen" als der "darstellenden" Geometrie 
angehOrt. Der 1. Abschnitt (1-22) hat keine Uberschrift; er handelt 
von den Aufgaben und Methoden del' darstellenden Geometrie iiber
haupt und den stereometrischen Aufgaben insbesondere. Die Auswahl 
unter den letzteren ist so getrofl'en, daB damus die wesentlichen 
Methoderi entnommen werden konnen. Del' Inhalt del' folgenden Ab
schnitte ist durch ihre Uberschriften meist geniigend gekennzeichnet: 
II. (23-47) Des plans tangens et des norm ales aux surfaces courbes. 
Dieser Abschnitt enthlilt Untersuchungen, die auf die The01'ie der 
lwnjugierten Pole, Polm'en nnd Polarebenen bei dem Kreise, del' Kngel, 
den Kegelschnitten und den Fliichen 2. Ordnung sowie del' Ahnlich
keitspunkte von K1'eisen und Kugeln fiihren 119); III (48-87) Des inter
sections des surfaces combes; IV (88-102) Application de la methode 
de construire les intersections des surfaces courbes a la solution de 
diverses questions; V (103-131) De la courbure et des developpees 
des courbes a double courbure. Von den .Additions bezieht sich I. auf 
die Schnittpunkte dreier Kreiszylinder, II. tragt die Uberschrift: De 
la generation des surfaces (IV. exemple), III. Du plan tangent a une 
surface gauche. 

25. Lacroix, Monges Rivale. Ah Compliment des elemens de 
geometrie, die in seinen Essais swr l'enseignement en general, et sur 
celni des mathimatiqnes en partic:ulier120) enthalten waren, lieB S. F. 
Lacroix (1765-1843) die Essais de geolluftrie snr les plans et les sur
faces courbes, Paris 1796, erscheinen, einWerk, das w:a.hrseheinlieh 
nicht ganz unabhangig von den EinfliIssen entstanden ist, die JJIonges 
Ideen auf seine Zeitgenossen ausiibten 121), Lacroix geht systemati
scher VOl' als Monge, abel' im wesentlichen stimmen seine Methoden 
mit denen seines Lebrers und nachmaligen Kollegen iiberein. N aeh 
del' Methode del' plans coordonnes behandelt er die Darstellung del' 
Geraden 122), del' Ebene und del' Kugel und lOst regelrecht die Fnnda
mentalau(gaben, darunter auch die des D1'eikants. Del' zweite '['eil 

119) V gl. E. Kotter, Die Entwicklung der synthetischen Geometrie, Jahresber. 
des deutsch. Math.-Ver. 5 (1898), p. 48, 88 u. 112. Die Satze iiber die Ahnlich
keitspunkte von Kugeln unterliegen gewissen Einwanden. V gl. G. Lm'ia in 
M. Cantors Gesch. der Math. 4 (1908), p. 629. 

120) S, Avis du libraire, 6. ed., Paris 1829. 
121) Die Entstehungsgeschichte des Werkes wird einigermaBen verschieden 

geschildert von Ch. Dupin, Essai historique sur les services et les travaux scien
tifiques de Gabpaj'd Monge, Paris 1819, und von Th. Olivier in der Vorrede ZUlli 

Cours de geometric descriptive 1, Paris 1852. 
122) Neu erscheint der Ausdruck "plans pl'ojetans". 
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bringt die Erzeugung der Fllichen (namentlich der Kegel-, Zylinder
und Dmdrehungsflachen) , der Kurven doppelter Kriimmung und der 
Durchdringungskurven. Es folgen die windschiefen und abwickelbaren 
Regelflachen, die Aufgaben der Abwicklung, der Tangentialebenen und 
der Kriimmungstheorie. Den Schlu.6 bildet ein Essai sur la perspec
tive, der bekannta Methoden wiedergibt. 

26. Monges Schule. Seinen Schfilern hatte Monge Anregungen 
und Stoff gegeben, die sia zum Ausbau einer der nfitzlichsten Wissen
schaften verwerten konnten. Dies geschah bei den wiederholten N eu
auflagen der Geometrie descriptive durch Zusatze, die J. N P. Hachette 
(1769-1834) und B. Brisson (1777-1827) verfaBten, aber auch in 
selbstandigen Schriften. Ratte schon Monge 123) auf die Wichtigkeit 
der Aufgaben fiber das Dreikant hingewiesen, in denen die ganze 
sphiirische Trigonometrie enthalten sei, so brachte Hachette ihre voll
standige Losung l24) unter gleichzeitiger Verwendung des supplemen
taren oder Polardreikants. Ferner ffihrten Hachette und Brisson das 
von Monge aufgestellte Programm insofern durch, als sie die Schatten
konstruktionen, die Grundlagen der Beleuchtungslehre und die Perspek
tive nach Monges Gesichtspunten und teilweise nach seinen Aufzeich
nungen bearbeiteten 125). Nach den Materialien, die Monge der Ecole 
poly technique fiberlassen hatte, bearbeitete C. F. Dupuis ainen Aufsatzl 
der die Abstufungen der Helligkeit in den Zeichnungen betraf 126). 

Bachette schrieb einen Traitr! de geometrie descriptive, Paris 1822, der 
auBer der Theorie der Schatten, der Perspektive und der Stereotomie 
noch Untersuchungen fiber die Flachen 2. Ordnung, windschiefe Regel
flachen, Schraubenfliichen, iiber die Oskulation von Fllichen und die 
Kriimmung der Raumkurven enthiilt. F. P. Ch. Dupin (1784~1873) 
trug durch seinen Satz iiber die konjugierten Tangenten einer Flacke 
zur Vereinfachung der Schattenkonstruktionen bei krummen Fliichen 
bei 127). Hachette verwertete diesen Satz zur Bestimmung der Spitzen 

123) Journ. polyt. (an ill) 1796. V gl. Geom. descr., p. 28. 
124) Solution complete de la pyramide tria.ngulaire, Corresp. sur l'ecole 

polyt.1 (1813), p. 41ff.j TraiM de geom. descr., Paris 1822, p. 122ff. - G. Bellavitis, 
Lezioni di geometria descrittiva, Padua 1851, p. 43 ff., leitete aus der KOllStruk
tion die Grundgleichungen de1· sphiirischen Trigonometrie ab, und F. Hemming, 
Zeitschr. Math. Phys. 17 (1872), p. 159 ff., vervollkommnete diese Ableitung. 

125) Monge-Hachette, Sur la theorie des ombres et de la perspective; sur 
les points brill ants des surfaces courbes, Corresp. sur 1'eoole polyt. 1, (1813), 
p.295ff. 

126) Mem. sur la determination geometrique des teintes dans les dessins, 
.T. ec. polyt. 1 (1797), p. 167:1f. 

127) Vgl. Rohn-Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom. 1 (1906), p. 309. 
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der Schlagschattengrenzen von FHichen negativer Krummung. Dupin 
iorderte aber namentlich die Theorie der Fliichenkrummung U8) durch die 
Betrachtung der Indikatrix und der Haupttangenten in einem Flachen
punkte. Seine Untersuchungen fiber die konfokalen Fliiehen 2. Ordnung 
und ihre Schnittlinien, die Krummungslinien, sind in diesem Zusammen
hange ebenfalls zu erwahnen. Auch die Schriften von O. F. A. Leroy 
(1i80-1854) knupfen an Monge an und suchen die in den Anweu
dungen seiner Theorien noch vorhandenen Lucken auszufullen 129). 

Naheres uber die hier beriihrten Probleme findet man in den Artikeln: 
Anwend~tng der Differential- und lntegralrechnung auf Kurven und 
Fliichen (ill D, 1, 2, v. Mangoldt), Die auf einer Fliiche gezogenen Kurven 
(III D 3, v. Lilienthal) und Die Fliichen 2. Ordnung (III C 2, Staude). 

27. Die Nachwirkung dar Ideen Monges blieb nicht nur lange 
Zeit unter den franzosischen Geometern lebendig, sondern verbreitete 
sich such auf andere Lander. Dies beweist eine gro8e Anzahl von 
Lehrbuchern, unter denen wir die von Th. Olivier (1793-1853) 130) 
J. A. R. de la Gournerie (1814-1886)181), Fr. Weinbrenner (1766-
1826)182), G.Schret"ber (1799-1871)183) und B. Gugler (1812-1880)18&) 
anfiihren, welche sich der Auffassung Monges anschlie8en. 

IV. Neuere Entwicklung der Darstellungsmethoden. 
28. Die Geometrie der Lage. Indem die darstellende Geometrie 

auf elementarer Grundlage und mit den ihr eigenen Mitteln die Lehre 
von den Projel.;tionen, den Schnitten und anderen Umformungen der 
Raumgebilde entwickelte, bezeichnete sie den Stoff del' reinen Geo
metrie und lehrle die Eigenschaften der raumlichen Formen auf eine 
neue allgemeine Art erkennen. Monge liebte es, die deshriptiven Opera
tionen mit denen der Algebra zu vergleichen 185); aber seit das Prinzip 
der Kontinuitiit in der Geometrie, von der es herstammt, zu voller 

128) Developpements de geometrie, Paris 1813. 
129) TraiM de geometrie descriptive, Paris 1836, deutsch von E. 1/. Kauff

mann, Stuttgart 1838; Traite de stereotomie, Paris 1844, deutsch von E. F. 
Kauffmann, Stuttgart 1844. 

130) Th. Olivie'r, Cours de geometrie descriptive Paris 1 (1843), 2 (1844), De
veloppements 1843, Complements 1845, Additions 1847, Applications 1847. 

131) J. de la Gournerie, TraiM de geometrie descriptive, Paris 1 (1860), 
2 (1862), 3 (1864). 

132) Fr. Weinbrenner, Architekton. Lehrbuch, Tiibingen 1 (1810), 2 (1819), 
133) G. Schrdber, Lehrbnch der darstellenden Geometrie nach Monges Geom. 

deB cr. vollstandig bearbeitet, Karlsruhe u. Freiburg 1828-29. 
134) B. GI/uler, Lehrb. der beschreibenden Geometrie, Niirnberg 1841. 
135) Geom. deser. (1) 10 und (3) 49-50. 
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Geltung gelangt war, seit den starren Formen der antiken Geometrie 
durch das Prinzip der Erzeugung, das sie aus beweglichen Elementen 
entstehen laBt, neues Leben eingefH:iBt worden war, zeigte sich, daB 
viele Methoden der darstellenden Geometrie auch denen der Infinite
simalrechnung nahe verwandt sind. In der Tat kann die erstere die 
Begriffe des Unendlichkleinen und UnendlichgrofJen 186) nicht umgehen, 
wie sie ja iiberhaupt den MafJbegriff benutzen mu.B, da die Bestim
mung der GrofJenverhiiltnisse der Figuren ebenso einen Teil ihrer Auf
gabe bildet, wie die der Lagebeziehungen. Die perspektive Abbildung 
der unendlichfernen Elemente und die deskriptive Auffassung des 
Parallelismus bieten wahrhaft geometrische Mittel dar, um den Be
griff des Unendlichen der mathematischen Behandlung zuganglich zu 
mach en. Den Grenzwertbestimmungen der Analysis treten geometrische 
Transformationen zur Seite, von deren Natur es abhangt, in welcher 
Form sich das Unendliche in der menschlichen Anschauung wider
spiegelt. Die in der deskriptiven Auffassung del' unzugiinglichen und 
uneigentlichen Elemente beruhende pragnante Ausdrucksweise bedeutet 
eine Reform der Sprache der Geometer, die klarend und vereinfachend 
wirkt, indem sie den Grundsiitzen ausnahmslose Geltung verscha:fft. 
Die darstellende Geometrie fiihrt zu neuen abstrakten Begriffsbildungen 
in der reinen Geometrie. Die deskriptiven Erzeugungs- und. Trans
formationsmethoden werden zum Fundament einer neuen Wissenschaft, 
der Geometrie der Lage. Diese schaltet die Maf3begriffe zunachst aus 
und verwertet, unabhangig vorl ihrer praktischen Durchfiihrbarkeit, 
die Konstruktionen rein begrifflich. Sie ordnet stetig gereihte Elemente 
durch Projizieren und Schneiden einander .zu, andert die urspriinglich 
vorausgesetzte perspektive Lage der aufeinander bezogenen Gebilde, bei 
welcher das eine aus dem anderen oder beide aus demselben dritten 
als Schein oder Schnitt hervorgegangen waren, in eine schiefe Lage 
ab und untersucht die neuen Gebilde, deren Elemente sich abermals 
durch Verbinden oder Schneiden aus den sich projektiv entsprechenden 
Elementen ergeben. Die so gewonnenen Erzeugnisse dienen als Ele
mente, um aus ihnen Raumformen hOherer Stufe aufzubauen. Durch 
die Herbeiziehung der Mittel der Analysis noch allgemeiner aufgefa£t, 
fiihren diese Prinzipien zur projektiven Geometrie, deren Entwicklung 
sich an viele beriihmte Namen kniipft. Wir nennen hier nur wenige: 
L. N M. Carnot 187), Oh. J. Brianchon 138), J. V. PonceleP39) , A. F. 

136) Rohn-Pappel"itz, Lehrb. d. darst. Geom. 1, 3. Aufl., p. 214 f. 
137) Geometrie de position, Paris 1801, deutsch von Schuhmacher, Altona 

1808-10. 
138) Mem. sur les !ignes du second ordre,Paris 1817. 
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Mobius 140), J. Steiner 141) , M. Chasles 142), G. K. Chr. v. Staudt 14S), 

L. Cremona14.4) und Th. Beye 145). 

Bezliglich del' projektiven Geometrie ist auf A. Schoenflies (III A B 5) 
zu verweisen. Ihre synthetischen Methoden entstammen groBenteils del' 
deskriptiven Geometrie; eine gllickliche Verbindung derselben mit del' 
Methode der Koordinaten im weitesten Sinne und del' Theorie der 
algebraischen Formen vou beliebig vielen Variabeln verleiht ihr eine 
gro1\ere Allgemeinheit. Von den zUfiilligen Einflussen der Bezugssysteme 
und von den Besonderheiten der Einzelformen macht sie sich durch 
die Theorie der lnvarianten und del' geometrischen Verwandtschaften 
frei und unterwirft sogar die Melrik in del' Lehre von den projek
tiven Maf3bestimmungen ihren allgemeinen Gesichtspunkten. Vgl. auch 
III A B 1, Abschn. IV, Enriques. 

29. Die Kollinearverwandtschaften. Schon im Altertum haben 
die Geometer die einfachsten Verwandtschaften der ebenen FifJllren ge
kannt. Euklides (urn 300 v. ehr.) zieht die Ahnlichkeit und die (per
spektive) iihnliche Lage in Betracht 146). Bei L.Euler (1707-1783) 
tritt del' Begriff des Ahnlichkeitszentrums (centrum similitudinis) auf 147). 
Die perspektiv ahnlichen Figuren neunt M. Chasles homothetisch 14S). 
Satze libel' die ahnliche Lage von Kreisen, Kugeln llSW. wurden viel
fach mit deskriptiven Mitteln bewiesen 149). Die Gesetze del' Ahnlieh
keit werden leicht aus del' Zentmlprojektion paralleler Ebenen abgeleitet. 
und auf den Raum ausgedehnt. Sie charakterisieren die Vel'wandtschaft 
als Kollineation, bei del' Punkten, Geraden und Ebenen gleiehal'tige 
Elemente entsprechen, ferner entsprechende Winkel gleich, korrespon
dierende Langen, Flachen und Volumina abel' proportional sind 150). 

139) Traite des proprietes projectives des figures, Paris 1822. 
140) Der barycentriscbe Calciil, Leipzig 1827. 
141) Systematiscbe Entwicklung der Abbangigkeit geometriscber Gestalten, 

Berlin 1832; Ges. vVerke, berausgeg. von C. Weierstra/l, Berlin 1882, 1, p. 229 
-469 = Ostwalds Klassiker 82, 83. 

142) Mem. de geometrie sur deux principes generaux, la dualiM et l'homo
graphie, Paris 1837: TraiM de geometrie superieure, Paris 1852. 

143) Geometrie der Lage, Niirnberg 1847; Beitrage zur Geom. der Lage, 
Ntirnberg 1856. 

144) Elementi di geometria projettiva, Torino 1873, deutsch von R. Trmdvetter, 
Stuttgart 1882. 

145) Die Geometrie der Lage, Leipzig 1866-67, 3. Aufi. 188/\-92, 4. Aufi. 
1899-1910. 

146) Euklides, Elemente, Ausgabe von Heiberg, Leipzig 1883-88, (6) 18, (11) 27. 
147) Nov. Act. Petrop. 9 (1791), p. 154. 
148) Gergonne Ann. de matb. 18 (1827), p. 280. 
149) lI-fonge, Geom. deser. 2, p. 43--44. 
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Nach M. Ckasles 151) hat A. C. Clairault (1713-1765)152) schon 
vor L. Euler die durch Parallelprojektion vermittelte Verwandtschaft 
ebener Figuren untersuchtj er nennt sie courbes de meme espixe. Del' 
Name Affinitiit rlihl't von Euler her 153). J. Y. Poncelet 154) behandelt 
die affinen Gebilde als Spezialfalle seiner figures homologiques. Die 
flir aftine Figuren geltenden allgemeinen Gesetze ergeben sich, de
skriptiv aufgefaBt, aus del' Parallelprojektion, deren Eigenschaften man 
bei J. H. Lambert 155) entwickelt tindet, und ihrer Ubertragung auf 
raumliche Gebilde. Diese Kollineation ist dUTCh die Eigenschaft ge
kennzeichnet, daB del' Parallelismus erhalten bleibt und folglich par
allele Strecken ihren Bildern proportional sind 156). Die A/{initat im 
weiteren Sinne 157) umfaBt die Kongruenz, Symmetrie und Ahnlichkeit 
als besondere Fiiile. Deskriptiv wichtig ist del' Satz von del' Existenz 
entspreckender reekter Winkel odeI' reehtwinkliger Dreikante in affinen 
ebenen odeI' raumlichen System en, weil er zur Auftindung vorhandener 
Symmetrien fiihrt. 

Wahrend bei den at'finen Transformatwnen die unendlichfernen 
Elemente als solche erhalten bleiben, geht aus der Zentralprojektion 
bei analoger Erweiterung del' Gesetze des Entsprechens eine lloch 
allgemeinere Art del' Kollineation hervor, durch welche unendlich
ferne Elemente in endliche Fluchtelemente oder endliche Verschwin
dungselemente in unendlichferne libergeflihrt werden. 

Niiheres libel' die bier berlihrten Begriffe, namentlich libel' die 
Doppelelemente bei vel'einigten projektiven Grundgebilden, kollinearen 
ebenen odeI' raumlichen Systemen, libel' ihre perspektiven oder in
volutorischen Lagen tindet man bei A. Schoenflies (III AB 5, Nr.11 
bis 13). Flir die Darstellungsprobleme ist immer die Herstellung del' 
perspektiven Lage kollinearer Figuren das Wichtigste. TV. Fiedler 158) 

sagt, daB er "ausgehelld von del' Zentralprojektion, dann aufsteigend 
zur zentrischen Kollineation del' Riiume als del' Theone del' Modeilie
rungsmethoden und zurlickgehend zu dem Spezialfall del' Parallel-

150) V gl. Rohn-Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom 1 (1906), p. 8. 
151) Aper\lU hist., Ausg. v. 1875, p. 553. 
152) Mem. aead. d. se., 7, Paris (1731). 
153) De similitudine et affinitate linearum curvarum, Introd. in anal. infin. 

(2) 18, Lausanne 1748, p. 239 if. 
154) Traite d. propr. proj., Paris 1822, p. 174 ff. 
155) Von der perspektivischen Entwerfung aus einem unendlich entfernten 

Gesichtspunkte, Freie Perspektive 7, Zurich 1774, p. 156 ff. 
156) Rohn-Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom. 1906, p. 11 ff. 
157) Rohn-Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom. 1. Aufl. 1893, p. 18 ff. 
158) Darst. Geom. 1. Auf!. 1871, Vorrede p. VI; 3. Aufl. 1883, 1, p. VITI. 
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projektion" aUe die Hilfsmittel gewinne, welche fiir die konstruktive 
Theorie der krummen Linien und Fliichen notig sind. In den in
volutorischen Systemen der Ebene und des Raumes erkennt er die 
QueUe aller Arten von Symmetrie. 

Von mehr analytischen Gesichtspunkten ausgehend definiert A. F. 
Mobius allgemein die Kollinearverwandtschaft 159); vorher behandelt er 
speziell die Affinitat 160). Er bemerkt, daB die Projektion einer Ebene 
auf eine andere zu kollinearverwandten Figuren fiihrt 161) und beweist, 
daB man diese auf unendlichviele Arten in zentrale Lage bringen 
kann, wenn man zwei entsprechende Vierecke kennt 162). L. J. Magnus 163) 

fiihrte den jetzt gebriiuchlichen kiirzeren Namen Kollineation ein. 
J. V. Poncelet spricht statt ihrer von der Homologie l64), und M. Chasles 165) 

er blickt in dem principe d'homographie das wichtigste Mittel, urn die 
Eigenschaften der Raumformen zu verallgemeinern. 

30. Die organische Verb in dung der darstellenden Geometrie 
mit der Geometrie der Lage. W. Fiedler hat grundsatzIich in seinen 
Schriften 166) einen anderen Gedankengang eingeschlagell als G. Monge 
in seinen V ortriigen. Zwischen der Veroffentlichung der "Geometrie 
descriptive" und der ersten Auflage von Fiedlers Lehrbuch liegt ein 
Zeitraum von 76 Janren. Schon dies erkliirt die Verschiedenheit der 
Auffassungen. Zu Monges Zeiten gab es keine Geometrie der Lage 
im neueren Sinne, und die projektive Geometric befand sich in den 
ersten Stadien ihrer Entwicklung. Die Methodell der Zentralprojek
tion waren freilich schon vorhanden und ihre Kenntnis namentlich in 
Frankreich verbreitet. Dennoch muBte Monge klar sein, daB die Per
spektive fiir die Praxis der Architekten und Ingenieure nicht das 
leistete, was das Grund- und Aufrif3rerfahren zu leisten berufen war, 
wenn ihm eine systematische Behandlung und Weiterbildung zuteil 
wurde. Dieser walldte sich daher das Interesse Monges in erster 
Linie zu. Abel' er beschrankte sich llicht auf die Entwicklung der 

159) Barycentr. Calciil 7, p. 301. 
160) 2, p. 191 if. 
161) 7, p. 321 Anm. 
162) 8, p. 327. 
163) Aufgaben u. Lehrsatze aus der analyt. Geom., Berlin 1833. 
164) TraiM d. prop. proj. 297, p. 159. 
165) Aper9u hist., p. 261. 
166) Die darstellende Geometrie, 1. Auf!. Leipzig 1871; 3. Aufl. in 3 Teilen: 

Die darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit der Geometrie der 
Lage. I. Die Methoden der darstellenden und die Elemente der projektivischen 
Geometrie, 1883; II. Die darst. Geom. der krummen Linien und FBi-chen, 1885; 
III. Die konstruierende und analytische Geometrie der Lage, 1888. 
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orthogonalen Parallelprojektion, sondern bezog mit deutlicher Absicht 
die Methoden der Erzeugung krummm' Fliichen und Linien, an deren 
Klarstellung es trotz der wertvollen Y orarbeiten des Praktikers Frezier 
110ch fehIte, in seine Darstellung ein. Aus dem groBzugigen Plane 167), 

von dem Monge selbst nur den ersten Teil durchfuhren konnte, geht 
hervor, daB es Monge vornehmlich darauf ankam, die beschreibende 
Geometrie fiir ihre Anwendung durch die Kiinstler, Ingenienre und 
Handwerker geschickt zu machen: "pour tirer la nation franc;aise de 
la dependance OU elle a ete jusqu'a present de l'industrie etrangere" 168). 

Aus dieser Zweckbestimmung erkHirt sich die Disposition des Werkes. 
Dagegen darf man nicht annehmen, daB Monge den von ihm ein
geschlagenen Weg der weiteren Entwicklung der darstellenden Geo
metrie als den aHein richtigen habe vorzeichnen wollen. Vom Stand
punkte einer streng wissenschaftlichen Systematik aus stellt W. Fiedler 
mit Recht die Zentralprojektion und die zent1'ische Kollineation der 
Riiume als allgemeinste Methoden voran, um aus ihnen die Parallel
projektion und die affine Kollineation durch Spezialisierung abzuleiten. 
Didaktische Rl'tcksichten, die schon bei Monge von EinfluB waren, 
veranlassen ihn aber zu verlangen, daB del' Erledigung seines auf die 
Bediirfnisse der modernen wissenschaftlichen Hochschulen zugeschnit
tenen Programmes ein Kursus yorangehe, der die Elemente des 
Grund- und AufriBverfahrens lehrt 169). Auch die von W. Fiedler her
gestellte organische Verbindung dm' deskriptiven, der 1'einen und analy
tischen Geometrie erscheint nicht als eine in dem Wesen ihrer Prin
zipien begrlindete Verschmelzung diesel' Wissenschaften, sondern als 
eine aus didaktischen Grunden als zweckmaBig erkannte Anordnung 
und Formung des geometrischell Lehrstoffes, indem er sagt, daB die 
darstellende Geometrie die Aufgabe habe, sich selbst iiberflussig zu 
machen, daB sie die natiirlicbe Einftihrung in die reine Geometrie 
sei und ganz natLirlich da in dieselbe einmiinde, wo sie ihre Aufgabe 
beendet habe 170). Die SchUler Manges, wie J N P. Hachette und 
B. Brisson, denen die Aufgabe zufiel, das Werk ihres Meisters in 
seinem Sinl1e zu vollenden, haben in del' deskriptiven Behandlung 
der krummen Linien und Fliichen das "Schema von Monge" bei
behalten. DaB viele nachfolgende Autoren das gleiche taten, erklart 
sich wohl zumeist aus dem beispiellosen ErfoIge, den die "Geometrie 
descriptive" schon bei ihrem erst en Erscheinen gehabt hatte. 

167) V gL d. "Avertissement", Geom. descr. 1798, p. IV. 
168) VgL d. "Progamme", GeOID. descr. 17\:18, p. 1. 
169) W. Fiedler, Darst. Geom. 1, 3. Aufl., Vorrede p. VIII. 
170) W. Fiedler, Darst. Geom. :l, 3. Aufl., Vorrede p. V u. VII. 
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31. Die orthogonale axonometrische Projektion. Je vollkom
mener die geometrische Darstellung eines Objektes den Gesichts
eindruck wiedergibt, desto leichter ist es, das Original in del' Vor
stellung zu rekonstruieren. Seine wirkliche Konstruktion nach del' 
Zeichnung aber erfordert mehr: man solI dem Risse die uJahren Ab
messungen leicht entnehmen konnen. Fill' die technische Praxis ge
nilgt es wohl, die wichtigeren MaBzahlen in die Handrisse odeI' Werk
zeichnungen einzutragen. Dieses ni1.tzliche Verfahren hat aber mit 
der deskriptiven Geometrie nichts zu tun. In del' Anschaulichkeit del' 
Bilder i1.bertl'ifft die perspektive Zeiehnung auf einer Tafel jede Parallel
projektion, besonders das System kombinierter Normalrisse. In del' 
lYIaf3bestimmung abel' ist es umgekehrt. Del' W unseh, die Darstellung 
von Korpern so. zu gestalten, daB sie anschaulich wirkt und doch zu
gleich eine einfache Ubertruguug del' MaBe gestattet, lieB die Methode 
der Axonometrie entstehen. Ihl' Prinzip ist} die Punkte einer Raum
figur zuerst auf ein Achsensystern zu beziehen, ihre Bilder durch die 
Proje7ction der Koordinaten mit Hilfe geeiglleter Maf3stabe zu be
stimmen, und daraus umgekehrt das Objekt. Da es gewohnlich aus
reicht, an realen Objekten die Breiten, Bohen und Tiefen zu messen, 
wahlt man meist ein rechtwinkliges Koordinatensystem. Da ferner die 
MaBbeziehungen in der Zentralprojektion nicht einfaeh genug sind, 
rechnet man die von G. Dcsargucs (Nr. 18) und J. H. Lambert (Nr. 19) 
entwickelte JJfethode der perspektivcn 1YlafJstabe nicht zur eigentlichen 
Axonometrie, setzt vielmehr eine Parallelprojektion voraus 171). Das 
Hauptproblem, die schiefe Projektiou eines gegebenen Wilrfels und 
die Verhiiltnisse zwischen del' Kantenlange und ihren BildHingen zu 
finden, behandelt schon J. H. Lambert 172), indem er von del' Zentral
projektion eines unendlichkleinen Wi1.rfels ausgeht. Allgemein wurde 
die Frage erst durch den Satz von K. Pohlke 173) erledigt. Seither 
haben sieh verschiedene Autoren 174) mit diesem Satze und der Ver
einfachung seines Beweises beschiHtigt. Der Satz lautet in all
gemeinster Fassul1g 175): Die Parallelprojektion OsAsBsCs eines ge-

171) R. Staudigl, Die axonom. u. schiefe Proj., Wien 1875, p. 20. 
172) Freie Perspektive, Ziirich 1774, p. 107 if. 
173) Wie H. A. Schwarz im Journ. f. Math. 63 (1864), p. 309 = Ges. Abh.2, 

p. 1 mitteilt, hat Pohlke seinen Hauptsatz im Jahre 1853 gefunden, ver5ifentlichte 
ihn aber erst in seiner Darstellenden Geometrie, Berlin 1860, 4. A.uf!. 1876, p. 109. 

174) C. Pelz, Wien Ber. 76 (1877), p. 123; Fr. Schur, J. f. Math. 117 (1897), 
p. 24; Fr. Schilling, Zeitschr. Math. Phys. 48 (1902), p. 487; Th. Schmid, Zur Kontur
bestimmung der Flachen 2. Grades (Pohlkes Satz), Wien Bel'. 113 (1904), p. 1423. 

175) Rohn-Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom. 2, 3. Auf!. 1906, p. 7 if. 
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gebenen Tetraeders OABC kann durch passende Wahl der Projek
tionsrichtung und der Bildebene stets zu einem gegebenen Viereck 
OoAoBoCo ahnlich gestaltet werden. K. Pohlke geht von einem recht
winkligen Achsenkreuze aus; G. Hauck 176) hat auch schiefwinklige 
Systeme in Betracht gezogen, was besonders fiir kristallographische 
Anwendungen unentbehrlich iat. 

Die orthogonale axonometrische Projektion wurde zuerst in ihrer 
speziellsten Form als isometrische von dem Ingenieur Farish 177) fur 
technische Zeichnungen verwendet. Hierbei werden die Kanten eines 
Wiirfels in die Seiten und Diagonalen eines regularen Sechsecks pro
jiziert. H. W. Brandes 178) und A. Sopwith 179) entwickelten dieses 
Verfahren, welches den Nachteil hat, daB ofters die Charaktere wich
tiger Elemente aufeinanderfallen. O. Mollinger 180) erweiterte es zur 
zweiachsig-isometrischen Projektion. Aber erst J. L. Weisbach 181) gab 
der Theorie die allgemeine Grundlage, indem er auf analytischem 
Wege zeigte, daB man aus den gegebenen Winkeln zwischen den 
Achsenbildern die Verkiirzungsverhiiltnisse und aus diesen umgekehrt 
jene Winkel find en konne. Er hielt es zur Vereinfachung der Mes
sungen fiir zweckmaBig, die Verkiirzungsverhaltnisse durch ganze 
Zahlen auszudriicken. Von rein deskriptiven Geaichtspuukten aus be
handelten die Hauptaufgaben R. Skuhersky 182), C. Pelz 183), J. Tesa; 184), 
D. Tessari 185) und L. Berzolari 186). Naheres iiber kristallographische 
Anwendungen in Nr. 32. 

23. Die freie und axonometrische schiefe Projektion. Lange 
Zeit, bevor ihre Gesetze mathematisch festgelegt waren, ist die schiefe 
Parallelprojektion angewandt worden, oftmals als Surrogat der Zentral-

176) G. Hauck, Grundziige einer allgemeinen axonometrischen Theorie der 
darst. Perspektive, Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876), p. 81 if. 

177) Isometrical perspective, Cambridge Phil. Trans. 1820. 
178) Isometrische Perspektive, Gehlers phys. Worlerbuch (7) 1 (1833). 
179) Treatise on isometrical drawing, London 1834. 
180) Isometrische Projektionslehre, Solothurn 1840. 
181) Uber die monodimetrische und anisometrische Projektionslehre, Polyt. 

Mitt. von Volz u. Kramarsch 1, Tiibingen 1844, p. 125 if.; Anleitung zum axono
metro Zeichnen, Freiberg 1857. 

182) Orthographische Parallelperspektive, Prag 1858. 
183) Zur wissenschaftlichen Behandlung der orthogonalen Axonometrie, Wien 

Ber. 81 (1880), p. 300; 83 (1881), p. 375; 90 (1884), p. 1060; Prag Ber. 1885, p. 648. 
184) Uber den orthogonal-axonometrischen Verkiirzungskreis, Wien Ber. 81 

(1880), p. 453. 
185) Projezioni assonometriche ortogonali ed oblique, Torino 1882. 
186) Sull' assonometria ortogonale considerata come metodo di rappresen

tazione, Pavia 1893. 
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perspektive, deren Regeln dem Zeichner entweder unbekannt oder 
unbequem waren. J. H. Lambert scheint der erste Schriftsteller 
zu sein, der sie nach mathematischen Prinzipien behandelt. Aber 
erst in neuerer Zeit ist sie als selbstandige exakte Darstellungs
methode wissenschaftlich entwickelt worden.' Sie bedient sich wie 
die Perspektive und die axonometrische Projektion nur einer Tafel 
und bedarf daher der Angabe gewisser Bestimmungsstucke, die eine 
zweite koordinierte Projektion ersetzen. 

J. Schlesinger 187) verbindet mit der einfachen schiefen Projektion 
gewisse Bestimmungsweisen der Perspektive. AuBerhalb der Bild
ebene nimmt er einen Punkt a als Hilfsauge an, fixiert es durch 
seine Orthogonalprojektion, den Hauptpunkt, und den Distanzkreis, 
die Richtung der projizierenden Strahlen aber durch seine schiefe 
Projektion, den Nebenpunkt a.. Gerade und Ebenen bestimmt er 
durch ihre Spur- und Fluchtelemente, letztere fiir zentrale Projektion 
aus dem Hilfsauge verstanden. Sind z. B. G und Goo Spur- und 
Fluchtpunkt einer Geraden g, so ist ihr Bild die Parallele zu O.G", 
durch G, usw. Ein Punkt erfordert au!ler seiner schiefen Projektion 
die Angabe einer ihn enthaltenden Geraden oder eines gleichwertigen 
Bestimmungsstiickes. Fiir die Abbildung der Strecken wird der Be
griff des Moduls der schiefen Projektion einer Geraden eingefiihrt, d. i. 
das fiir Parallelen konstante Verhaltnis zwischen Bild und Original. 
Dasselbe Verhiiltnis, fur Tafelnormalen gebildet, heiBt schlechthin 
Modul der schiefen Projektion. Original und Bild werden bei Figuren, 
deren Ebene zur Tafel parallel oder beziiglich einer Normalebene zur 
Projektionsrichtung symmetrisch liegt, kongruent. Solche Ebenen 
befinden sich in Kongruenzstellung und bestimmen in einer beliebigen 
Ebene die Kongruenzrichtungen ihrer Geraden. Auf die analogen Ver
hiiltnisse, die bei den Halbierungsebenen der Winkel zwischen Grund
und AufriBtafel auftreten, hat W. Fiedler 188) aufmerksam gemacht. 
J. Schlesinger benutzt die Kongruenzlagen in Verbindung mit den 
Affinitiitsgesetzen bei den Umlegungen ebener Figuren. Bei Schlesinger 
erscheint die schiefe Projektion noch nicht als selbstandige Dar
stellungsmethode. Ale solche tritt sie bei G. A. v. Peschka auf. 

G. A. v. Peschka 189) fiihrt anstatt der unendlichfernen Ebene eine 
zur Tafel parallele Distanzebene ein. Die Projektionsrichtung und die 
Distanz werden durch ein rechtwinkliges Dreieck charakterisiert, 

187) Die darst. Geom. im Sinne der neueren Geom., Wien 1870, p. 223 if. 
188) Vgl. Jahresber. d. deutscb. Math.-Ver. 14, 1905, p. 493. 
189) Freie Bchiefe Projektion, Wien Ber. 75 (1877), p. 917; Darstellende u. 

projektive Geometrie 1, Wien 1883, p. 212 If. 
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dessen Katheten die an irgendeiner Stelle konstrnierte Distanz und 
ihre schiefe Projektion bilden, und welches in die Tafel umgelegt ein 
Projektionsdreieck heiBt. Gerade und Ebenen werden durch ihre Spur
und Distanzelemente bestimmbar; die Bilder del' letzteren werden (wie 
in del' Perspektive) als Fluchtelemente bezeichnet. In del' Losung der 
Grundprobleme unterscheidet sich die Methode grundsatzlich nicht von 
del' del' freien Perspektit'e 190). 

Die axonometrische schiefe Projektion wird durch die Stellun.q de:r 
Bildebene fJum Koordinatensystem und durch die Projektionsrichtung 
bestimmt. Bei del' Wahl zwischen verschiedenen Annahmen laBt man 
sich durch praktische Riicksichten leiten; man vermeidet besonders, 
daB sich die wichtigen Kanten und It'liichen eines Objektes nur als 
Punkte oder Linien projizieren. Zwei Annohmen kommen vorzugs
weise zur Anwendung: bei del' ersten fallen Bild- und AufriBebene 
zusammen, bei del' anderen geht die Bildebene durch die (vertikale) 
fJ-Achse, ist abel' gegen die x- und y-Achse beliebig geneigt. Die 
erste Methode deckt sich dem Wesen nach mit einem alteren Ver
fahren, das in del' Fortifikationslehre fUr PHine benutzt wird und 
unter dem N amen Kavalierperspektive (auch Militar- oder V ogel
perspektive) bekannt ist. Bei dies em wird ein Grundri.B durch eine 
graphische Angabe del' Hohen del' Objektpunkte dariiber erganzt. 
Die Hohen erscheinen aUe in gleicher Richtung umgelegt (odeI' schief 
unter dem Winkel 45 ° projiziert). Die erste Hauptart del' schiefen 
Projektion hat L. Burmester 191 ) iibersichtlich dargelegt. Die fJweite 
Hauptcwt wurde von C. F. Naumann 192) und H. KOpp193) fiir kristaUo· 
graphische Darstellungen entwickelt und benutzt. Die Kristallogra
phie bildet eines del' wichtigsten Anwendungsgebiete del' Axonometrie, 
da sich die KristaUformen aller Systeme leicht auf geeignete Achsen
kreuze beziehen lassen. Allerdings dan man sich hierbei nicht auf 
ein dreiachsig - rechtwinkliges Achsensystem beschranken. Axono
metrische Zeichnungen finden sich schon bei E. Mohs l94) und A. Breit· 

190) R. Staudigl, tIber die IdentitiLt von Konstruktionen in perspektivischer, 
schiefer u. orthogon. Projektion, Wien Ber. 64 (1871), p. 490. 

191) Grundziige der schiefen Parallelperspektive, Zeitschr. Math. Phys. 16 
(1871), p. 449:1f.. Fur den Unterricht empfiehlt er, bei den grundlegenden Auf· 
gaben die Methoden der orlhogonalen und schiefen Projektion nebeneinander 
anzuwenden, urn durch ihren Vergleich der geometrischen Auffassung eine 
gr6Bere Geschmeidigkeit zu verleihen. 

192) Lehrb. d. reinen u. angew. Kristallographie, Leipzig 1830; Anfangs· 
griinde d. Kristallographie, Dresden u. Leipzig 1841, 

193) Einleitung in d. Kristallographie, Braunschweig 1849. 
194) GrundriB d. Miueralogie, Dresden 1822, 1824. 
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haupt195). Man vergleiche den Artikel: Kristallographie (V, 7, Liebisch, 
Schoenflies, Miigge). 

Vergleicht man die beiden Hauptarten der schiefen Projektion 
hinsichtlich ihrer Bildwirkung, so ist der zweiten der V orzug zu geben, 
weil bei ihr das Bild mit dem mittleren Teile der Perspektive (aus 
grof3er Distanz) annahernd iibereinstimmt, wahrend bei der ersteren 
die Verzerrungen auftreten, die sich in den vom Hauptpunkt ent
fernteren Teilen einer perspektivischen Zeichnung um so bemerklicher 
machen, je kleiner die Distanz des Zentrums ist. Die Wahl des 
Gesichtspunktes gegeniiber dem Gegenstande ist also fur die Bild
wirkung wichtiger als die der Stellung der Bildflache zu den Seh
strahlen. Die axonometrischen Entwiirfe eignen sich besonders zum 
Skizzieren. 

33. Die freie und angewandte Perspektive. U nter den neueren 
Autoren hat zuerst B. E. Cousinery 196) die Zentralprojektion als em 
selbstandiges geometrisches Darstellungsverfahren aufgefaBt. Er be
dient sich nur einer Zeichentafel und bestimmt das Zentrum in ihr 
durch seine Orthogonalprojektion, den Hauptpunkt, und den darnm 
beschriebenen Distanzkreis. Diese Bestimmungsweise hat in der Folge 
an Bedeutung gewonnen: einerseits durch die Einfiihrung der Rieht
kegel fiir Strahlen, die gleiche Winkel mit der Tafel bilden und deren 
Spurkreise man Neigungskreise genannt hat 197), andererseits in der 
Cyklographie (Nr. 4:0). B. E. Cousinery bestimmt, wie schon Br. Taylor 
(Nr. 19), Gerade und Ebenen durch ihre Spuren (traces) und Flucht
elemente (limites), einen Punkt aber durch zwei Gerade, von denen 
eine der das Pttnktbild liefernde Sehstrahl sein kann. Wie er an 
vielerlei Beispielen zeigt, reichendiese Mittel aus, um die typischen 
Aufgaben der Planimetrie und Stereometrie in einer Weise zu lOsen, 
die tbeoretisch der Methode Monges nicht nachsteht 198). 

Diese Methode, die man heute nacb dem Vorgange von G. A. 
v. Peschka und E. Koutny199) freie Perspelctive nennt, ist seither in 
den meisten umfassenderen Lehrbiichern behandelt worden. W. Fied
ler 200) hat sie als die Quelle der Methoden hingestellt und insbesondere 

195) Vollstand. Handbuch d. Mineralogie, Dresden u. Leipzig 1836-48. 
196) Geometrie perspective ou principes de projection polaire appliquee a 

la description des corps, Paris 1828. 
197) V gl. W. Fiedler, Die darstell. Geometrie, 1. Auf!.. 1871, p. 5 ff.; 3. Aufl. 

1883, p. 8 ff. 
198) V gl. M. Chasles, Ap. hist. (5) 9. 
199) G. A. 'V. Peschka und E. Koutny, Freie Perspektive, Hannover 1868. 
200) Die Zentralprojektion als geometrische Wissenschaft, Progr. Chemnitz 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 1. 38 
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den Einflu13 der Transformationen (Nr. 13) auf die Darstellung unter
sucht; letzteres fast gleichzeitig mit Fr. Tilser 201). W. Fiedler bewies 
ferner'Oll), daB die unendlichferne Ebene durch jede andere das Pro
jektionszentrum nicht enthaltende Ebene derart vertreten werden kann, 
daB die Bilder ihrer Punkte und Geraden die Fluchtelemente ersetzen. 
Hierdurch wird es moglich, die Prinzipien der freien schiefen Projek
tion, wie sie bei J. Schlesinger und G. A. v. Peschka auftreten (Nr. 32), 
direkt aus denen der Zentralprojektion abzuleiten. Fur einige ele
mentare Aufgaben, die die rechtwinklige Stellung von Geraden und 
Ebenen oder allgemeinere Winkelrelationen betrefl'en, gewahrt die 
Anwendung des Hauptpunktes und der Neigungskreise in Verbindung 
mit dem Umlegungsverfahren sogar einfachere Losungen, als es die· 
Methode der kombinierten N ormalrisse vermag. 

Die Aufgabe der angewandten Perspektive ist eine doppelte. Es 
soll erstens (und das ist namentlich fur Architekten bei ihren Ent
wiirfen wichtig) aus vorhandenem Grund- und AufrifJ das perspektive 
Bild des Gegenstandes oogeleitet werden, z. B. um die plastische Ge
samtwirkung eines geplanten Bauwerkes zur Anschauung zu bringen. 
Zweitens Bollen aus vorliegenden genauen perspektwischen Aufnahmen, 
eines wirklichen Objektes seine Abmessungen und die Lagebe£iehungen. 
seiner Teile rekonstruiert werden. Letzteres ist speziell die Aufgabe 
der Photogrammetrie (Nr.4:4:). 

Es lag in dem von Monge aufgestellten Programm, da.B bei 
seinen Schulern und Nachfolgern die angewandte Perspektive alsbald 
Gegenstand erneuter Untersuchung wurde. So bei J. N. P. Hachette 
und B. Brisson. Von deutschen Autoren wandten sich Fr. Wein
brenner l103) und G. Schreiber 2(4) diesem Thema zu. J. Adhtfmar 205} 

neigt mehr zu der seit G. Desargues in Frankreich eingebiirgerten 
axonometrischen Behandlungsweise. J. de la Gournerie 206) behandelt· 

1860. nber die Transformationen in d. darstell. Geometrie, Zeitschr. Math. Phys 
9 (1864), p. 331. Die Methodik d. darstell. Geometrie zugleich als Einleitg. i. d. 
Geom. d. Lage, Wien Ber. 05 (1867), p. 659. 

201) System der Perspektive, Prag 1867. 
202) Geometr. Mitt. 4, VierteljahrsBchr. d. Ziiricher Naturf.-Ges. 24 (1879). 

p. 205 if. 
203) ArchitektoniBches Lehrbuch 2, Tiibingen 1819. 
204) Kursus d. darstell. Geom., nebst ihren Anwendungen auf d. Lehre der 

Schatten u. d. Perspektive, die Konstruktionen in Holz u. Stein., d. Defilement u. 
d. topogr. Zeichnung, Karlsruhe u. Freiburg 1828-1833; Malerische Perspektive. 
Karlsruhe 1854. 

205) Traite de perspective lineaire, Paris 1838. 
206) Traite de perspective lineaire, Pads 1859; TraiM de geom. descr .• 

Paris 1860. 
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fast aile wichtigen Fragen der darsteilenden Geometrie, darunter be
sonders ihre Anwendung auf die Theaterperspektive. Sein Urteil iiber 
die kunstlerischen Freiheiten begriindet er durch eingehende Unter
suchungen fiber die Rekonstruktion (restitution) des Originals aus dem 
Bilde, fiber die Aufsuchung des richtigen Gesichtspunktes und den 
EinfluB der verstandesgemaBen Interpretation optischer Eindriicke 207). 

Von kiinstlerischen Auffassungen geht auch Fr. Bossuet208) aus. 
G. Hauck209) sucht zwischen der Perspektive auf ebener Tafel und 
der zentralen Kugelprojektion, bei der die scheinbaren GroBen erhalten 
bleiben, also zwischen Kollinearitiit und Kon{'ormitiit zu vermitteln 
durch seine subjektive Perspektive. Interessant sind die von L. Bur
mester 210), Fr. Schilling 211), K. Doehlemann 212) u. a. angestellten Unter
suchungen fiber die Perspektive in den Gemalden beriihmter iilterer 
Meister. 

Der Erfolg eiuer vielseitigen Durchforschung der seit Guido 
Ubaldo 42) in der praktischen Perspektive aufgetretenen Konstruktions
arlen war die Vollkommenheit, Einfachheit und Ailgemeinheit der 
Methoden, die schlieBlich zur Erfindung exakter Apparate zur mecha
nischen Hersteilung des perspektiven Bildes aus gegebenen Rissen 
fiihrte 21S) (III AB 6, Anhang, Papperitz). 

34. Die plastische Perspektive, oder wie man sie in miBbrauch
licher Anwendung eines W ortes von heterogener Bedeutung genannt 
hat, die Reliefperspektive, ist geometrisch aufgefaBt eine Zentralkolli
neation riiumlicher Figuren 214). Sie wird bestimmt durch das Zen-

207) Uber diese Fragen vgl. R. SchiifJler, Die richtige Deutung perspekti
vischer Bilder, Graz 1904; L. Burmester, Theorie d. geometrisch-optischen Ge
stalttauschungen, Zeitschr. f. Psychologie 41, Leipzig 1906. 

208) TraiM de perspective lineaire, Briissel 1871. 
209) Die subjektive Perspektive und die horizontalen Kurvaturen des dori

schen Styls, Stuttgart 1879. 
210) W. Dyck, Katalog mathematischer Modelle usw., Nachtrag, Miinchen 

1893, p. 51. 
211) Uber die Anwendungen der darstellenden Geometrie usw., Vortrage, 

Leipzig 1904. 
212) Die Verwertung der Linearperspektive zur Datierung von Bildern, 

Miinchen 1905; Die Perspektive der Briider van Eyck, Zeitschr. Math. Phy~. 52 
(1905), p. 419. 

213) G. Hauck, Mein perspektivischer Apparat, Berlin 1884. Vgl. W. Dyck, 
Katalog math. Mod., Miinchen 1893. Nr. 112; Hauck-Brauers perspekt. Apparat, 
p. 234 ff. 

214) Rohn-Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom. 2, 3. Aufl.. 1906, p. 136 ff. In 
der Kunst bedeutet Relief eine durch Erhabenheiten des Bildstoffes hervor
gebrachte Zeichnung von Figuren auf einer Flache. Die urspriingliche Form 

38* 
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trum 0, die Kollineationsebene II, in der die den kollinearen Raumen 
entsprechend gemeinsamen Punkte und Linien liegen, und ein Paar ent
sprechender Punkte, die auf einem Strahl durch 0 liegen. Sie benutzt 
die Begriffe der Gegenebenen, die als Verschwindungsebene IIe oder 
Fluchtebene II", der unendlichfernen Ebene des Bild- oder Original
raumes jedesmal im anderen korrespondieren und zu II parallel sind. 
Sie entsprechen den Gegenpunkten einer Geraden, bzw. den Gegen
achsen einer Ebene in der Zentralkollineation der ebenen Figuren. 

Die von G. Desargues inspirierte Schrift von A. Bosse 215) 1ehrt 
die Tiefe des Basreliefs nach perspektivem Maflstabe behandeln. J B. 
Breysig 216), der die Elemente der Theorie fiir Kiinstler auseinander
setzte, ist wahrscheinlich der Urheber des Namens "Reliefperspektive". 
Auf mehr theoretischem Standpunkte steht C. T. Anger 217). G. Schrei
ber 218) gibt ein Beispiel fiir die Reliefperspektive eines Gebaudes. 
Auch M. Poudra 219) stellt seine Untersuchungen in den Dienst der 
Technik. J. Morstadt 220) sprach den Satz aus, dafl die Orthogonal
projektion der Reliefperspektive auf die Bildflache mit der Perspek
tive des Objektes aus einem verschobenen Auge identisch ist; er be
handelte die Kollinearverwandtschaft einer FHiche 2. Ordnung mit der 
Kugel. R. Staudig1221 ) zeigte, daB der Grundrifl des Reliefbildes als 
Perspektive des Grundrisses vom Objekte konstruiert werden kann. 
Ferner ist H. Hertzer 222) und L. Burmester 228) zu erwahnen. 

der Darstellung ist das Flachrelief (Basrelief), die spatere das Hochrelief (Haut
relief). Die Figuren hangen mit dem Hintergrund zusammen; lOsen sich ein
zelne von ihnen vom Hintergrunde los, so werden sie "rond", d. h. in ihrer 
wahren Gestalt, gebildet. Die Vermittlung der Ubergange bleibt dem kiinstle
rischen Ermessen iiberlassen. Jedenfalls abel' miissen die Zwischenriiume del' 
nach dem Hintergrunde (del' Fluchtebene) zu sich mehr und mehr verflachenden 
Figuren aus praktischen und asthetischen Griinden wegfallen, BO daB von einer 
zentrisch-kollinearen AbbHdung gar nicht die Rede sein kann (Nr. 16). 

215) Traite des pratiques geometrales et perspectives, Paris 1665. 
216) Versuch einer Erlauterong del' Reliefperspektive, Magdeburg 1798. 
217) Analyt. Darstellung der Basreliefperspektive, Danzig 1834; Beitrage zur 

Basreliefperspektive, Danzig 1836; Uber die Transform. del' Figuren in andere der
selben Gattung, Archiv Math. Phys. 4 (1844), p. 207. Anger behandelt die Aufgabe, 
eine Kugel zu finden, die einer gegebenen Flache zweiter Ordnung entspricht. 

218) Malerische Perspektive, Karlsruhe 1854. 
219) Traite de perspective-relief, Paris 1862. Schon 1853 berichtete M.Ohasles 

iiber seine Arbeiten, Paris C. R. 37, p. 880. 
220) ti"ber rauml. Projektion (Reliefprojektion), insbes. d. d. Kugel, Zeitschr. 

Math. Phys. 12 (1867), p. 326. 
221) Grundzii.ge der Reliefperspektive, Wien 1868. 
222) ti"ber die Zentral-Raumprojektion, Zeitschr. d. Ver. deutscher Zeichen

lehrer, Berlin 1 (1874), p. 4, 21, 40; 2 (1875), p. 5, 21, 56, 70, 113. Die Grund-
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In rein geometrischer Auffassung wurde die Theorie der kol
linearen Verwandtschaft riiumlicher Systeme von J. V. Poncelet 224) in 
seiner them'ie des figures homologiques, ou perspective-relief; von K G. 
Ohr. v. Staudt 225), Th. Reye 226), W. Fiedler 227) und J. Schlesinger 228) 

behandelt. 

35. Die Schatten- und Beleuchtungstheorie. Die Aufgaben, 
fUr einen durch krumme FHichen begrenzten Korper bei irgendeiner 
Projekt£onsart die wahre und scheinbare Umrif3linie oder bei Zentral
oder Parallelbeleuchtung die Lichtgrenze, d. h. die Grenzlinie zwischen 
dem beleuchteten und unbeleuchteten Teile seiner Oberfiache, dem 
Eigenschatten, und die Begrenzung seines Schlagschattens auf einer 
Ebene zu finden, sind identisch. Das Problem, den Schlagschatten zu 
bestimmen, den ein Korper auf die Oberfiache eines anderen wirft, 
deckt sich mit dem der Durchdringung zweier Fliichen. Die in beiden 
Fallen angewandten Methoden haben daher eine gemeinsame Grund
lage. So stimmt z. B. das Prinzip, den Schlagschatten eines Korpers 
auf einen zweiten dadurch zu bestimmen, daB man von beiden den 
Scblagscbatten auf eine Hilfsebene sucht und aus den UberkrfYuzungs
punkten der Grenzlinien die Lichtstahlen riickwiirts bis zu den Er
zeugenden der schattenempfangenden Flacbe verfolgt, mit dem Ver
fahren ii berein, welches die Durchdringung eines Kegels mit einer 
anderen Flache liefert. Die Aufsuchung der Glanzpunkte einer spiegeln
den FHiche und der Lichfgrenze auf matter Flache sind die Aufgaben 
tiber die Beriihrung von Ebenen oder Kegeln. Setzt man an Stelle 
einer pun7ct(ormigen Lichtquelle einen leuchtenden Korper voraus, so 
muB, um die Grenzlinien des Voll- und Ealbschattens zu unden, die 
den Oberfiiichen des leuchtenden und beleucbteten Korpers gemeinsam 
umschriebene abwic7celbare Fliiche betrachtet werden, deren beide Schalen 
durchihre Beriihrungs7curven die Grenzlinien liefern. Die Bestimmung 
der Linien gleicher Lichtstufe (lsophoten, Lichtgleichen) oder gleicher 
schein barer Hellig7ceit (Isophengen, Hellegleichen) auf krummen Flachen 
beruht auf denselben Konstruktionsmitteln, hangt aber tiberdies von 

prinzipien der Zentral-Raumprojektion (Relief-Projektion) Berlin 1875. Man ver
gleiche auch L. Klug, Konstruktion des Reliefs einer FHiche zweiter Ordnung, 
Wien Ber. 114 (1905), p. 65. 

223) Grundziige der Reliefperspektive nebst Anwendung zur Herstellung 
reliefprojektivischer Modelle, Leipzig 1883. 

224) TraiM de proprietea projectives des figures, Paris 1822. 
225) Beitrage zur Geometrie der Lage, Niirnberg 1860, 3. Heft. 
226) Geometrie der Lage, Hannover 1866. 
227) Darstellende Geometrie, Leipzig 1871. 
228) Darstellende Geometrie, Wien 1870. 
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gewissen physikalischen Hypothesen ab, die nur experimentell begriindet 
werden konnen und zur Photometrie gehoren. 

Nachdem in der Perspektive die Schattenkonstruktion seit A.. Durer 
(N r. 17) fiir Polyeder schon mehrfach behandelt worden war, wurde 
sie von G. Monge (Nr. 23) allgemein auf krumme FHichen und auf 
die Voll- und Halbschatten ausgedehnt. Letzteres erforderte die ab
wic7celbare Flache, die von allen gemeinsamen Tangentialebenen zweier 
7crummer Flachen umhiillt wird 229). F. P. Ok. Dupin (1784-1873)280) 
fand, daB der Lichtstrahl und die Lichtgrenztangente in einem Flachen
punkte 7conjugierte Durchmesser del' lndikatrix sind (Nr. 26), und J. N P. 
Hachette 231) bestimmte aus den die Lichtgrenze beriihrenden Lichtstrahlen 
die Spitzen der Schlagschatfengrenze, denen die Punkte entsprechen, 
in denen sich die Grenze des Eigenschattens in die des Schlagschattens 
der Pliiche auf sich selbst tangential fortsetzt. Solche Punkte treten 
nur bei Flachen negativer Kriimmung auf. Dber mehrere Spezial
verfahren findet man Angaben in Nr. 39 und 40. 

Ais Begriinder del' geometrischen Beleuchtungstheorie darf man 
J. H. Lambert282) ansehen. Nach der physikalischen Seite hatte schon 
vorher P. Bouguer (1698-1758)238) wertvolle Beitrage geliefert. Fiir 
die Bestimmung der Lichtstufen auf krummen Flachen erlangten in 
del' Folge wesentlich nur die beiden Grundanschauungen praktische 
Geltung, die zur Konstruktion der Isophoten und der Isophengen fiihren. 
Bezeichnen c und a die Winkel des einfallenden Lichtstrahles und 
des Sehstrahles gegen die Flachennormale, so wird nach der ersten 
Hypothese die wahre Beleuchtungsintensitiit des Flachenelementes zu 
cos E, nach der zweiten die scheinbare Intensitiit zu cos c . cos a pro
portional gesetzt. Man findet eine eingehende Darstellung bei Chr. 
Wiener 234), der auch umfassende Versuche angestellt hat. In del' 
gleichen Richtung kommen die photometrischen Untersuchungen von 
Bordoni 285), Cohen Stuart 236) und J. K. Fr. Zollner 237) in Betracht. Die 

229) Monge, Mem. sur les proprietes de plusieurs genres de surfaces cour
bes, particulierement sur celles des surfaces developpables, avec une application 
a la tMorie des ombres' et penombres (1775), Mem. pres. p. div. Sav. Paris 9 
(1780), p. 382 if. 

230) Developpements de geometrie, Paris 1813. 
231) TraiM de geometrie descriptive, Paris 1822. 
232) Photometria, sive de mensura et gradibus luminis, colornm et umbrae, 

Augsburg 1760. 
233) Essai optique sur la gradation de la lumiere, Paris 1729; ausfiihrlicher 

herausgegeben von De la Caille 1760. 
234) Lehrb. d. darst. Geom. 1 (1884); 7, p. 390if. 
235) Sopra Ie linee uniformemente illuminate, Giornale di fisica, Pavia 1823. 
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absolute Lichtstarke ist natiirlich von der Entfernung r zwischem dem 

Auge und dem Flachenelement abhangig; sie ist proportional :! . 
Die relative Intensitat dagegen erscheint von r fast unabhangig, weil 
sich die scheinbare GroBe des Flachenelementes mit wachsendem r 
nach demselben Gesetze verkleinert. L. Cohen Stuart geht vielleicht in 
dem Streben nach Genauigkeit zu weit, wenn er die Kurven einer 

FHiche konstruiert, fur welche cos! 8 einen konstanten Wert behalt. 
r 

Die experimentellen Feststellungen scheinen zugunsten der von Lam-
bert, Bouguer und Chr. Wiener vertretenen Hypothese, nach welcher 
die Isophoten gesucht werden mussen, zu entscheiden; weniger im 
Sinne der Isophengentheorie, die von einigen Schiilern Monges 238) ver
treten und neuerdings von L. Burmester 239) neb en der lsophotentheorie 
ausfuhrlich entwickelt wurde. 

Deskriptiv wurde die Beleuchtungstheorie von B. F. A. Leroy 240), 

J. Egle 241), Fr. Kammerer 242), Fr. Tilser 243), E. Koutny 244), R. Niemt
schik 245), D. Tessari 246) und vielen neueren Autol'en ausgebildet. 

V. Besondere deskriptive Aufgaben und Methoden. 

36, Polyeder. Die deskriptive Theorie del' Vielfiache oder Poly
eder geht von den dualen Begl'iffen des n -Ecks oder n - Seits in der 
Ebene und des n-F'lachs odel' n-Kants im Strahlbiindel aus, urn aUa 
diesen zuerst Pyramiden und Prismen, dann reguliire und irregulare 
Polyeder allgemeiner Art abzuleiten. Grundlegend ist die Loaung der 
Aufgaben uber das Dreikant124). Die Relation zwischen den An
zahlen del' Ecken, Flachen und Kanten (e + f = k + 2) wurde von 

236) Solution d'un probleme de photometrie, Journ. de Math. 13 (1848), 
p.257. 

237) J. K. Fr. Zollner (1834 -1882), Photometrische Untersuchungen, 
Leipzig 1865. 

238) B. Brisson in der 5. Auf!. von Monges Geom. descr. Paris 1827. Dupuis, 
Mem. sur la determination des teintes dans les dessins, J. ec. polyt. 1 (1797). 

239) Theorie u. Darstellung d. Beleuchtung gesetzmaBig gestalteter. Flachen, 
Leipzig 1871. 

240) TraiM de stereometrie, Paris 1844. 
241) Uber das Schattieren der Oberflachen regelmaBiger Korper, Festschrift, 

Stuttgart 1855. 
242) Wien Ber. 46 (1862), p. 405. 
243) Die Lehre der geometr. Beleuchtungskonstruktionen, Wien 1862. 
244) Theorie der Beleuchtung bummer Flachen vom zweiten Grade bei 

parallelen Lichtstrahlen, Brunn 1867. 
245) Direkte Beleuchtungskonstruktionen fUr Flachen usw. Wien Ber. 

57 (1868), p. 678. 
246) La teoria delle ombre e del chiaro-scuro, Turin 1878-1880. 
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L. Euler 241) fUr einfach zusammenhiingende Polyeder gegeben und 
spater auf mehrfach zusammenhiingende ausgedehnt. Hierzu tritt der 
Satz ij ber die Konstantenzahl eines Vielflachs, welche der Kantenzahl 
gleich ist. Naheres findet man bei L. Poinsot 248), der die Polyeder 
zweiter Art eingehend untersuchte, bei Ghr. Wiener 249) und bei 
V. Eberhard 250). Von den vier regelmaf3igen Stern polyedern , welche 
den Platonischen Korpern erganzend zur Seite treten, nnden sich zwei 
schon bei J. Kepler (1571-1630) 251), die beiden fehlenden fugte 
L. Poinsot hinzu. Eine bedeutsame Erweiterung erfuhr die Polyeder
theorie durch M. Briickner 252). An die Darstellung der Vielflache 
schlo.6 sich die frfiheste Entwicklung del' Methoden zur Konstruktion 
der Schatten und Durchdringungsfiguren an. 

37. Xurven und Flii.chen 2. Ordnung. Durchdringungen. 1m 
allgemeinen ist auf die Artikel fiber Kegelschnitte (III 0 1, Dingel
dey) und Flachen 2. Ordnung (III C 4, Stmule), sowie auf E. Kotter 260) 
zu verweisen. Seit J. Steiner 253) wird ein Kegelschnitt ala Erzeugnis 
projektiver Strahlbuschel oder Punktreihen konstruiert. Der Satz von 
Bl. PascaP54) tiber das hexagamma mysticum und der duale Satz von 
Ghr. J. Brianchon 255) konnen in Verbindung mit der von J. D. Ger
gonne 256) und J. F. Servois 257) entwickelten Polarentheorie als Grundlage 
fur eine vollstandige Theorie der Kegelschnitte dienen und ermoglichen 
deren Konstruktion auf Grund von ftinf gegebenen Bedingungen. Von 
alteren Autoren sind in dies em Zusammenhange noch G. Desargues 258) 

247) Nov. Corum. Petrop. 4 (1752), p.109 u. 156. 
248) Mem. sur les polygones et les polyedres, J. ec. polyt. 10 (1810), p. 16. 
249) Bemerkungen tiber die regelmaJ.ligen Sternvielflache, Zeitschr. Math. 

Phys. 12 (1867), p. 174. 
250) Zur Morphologie der Polyeder, Leipzig 1891. 
251) Harmonices mundi !ibri V, Lincii 1619. 
252) Dber die gleicheckig - gleichflachigen, diskontinuierlichen und nicht

konvexen Polyeder, mit. 29 Tafeln, Abh. d. Leop.-CaroI. Akad. 86 1, Halle 1906. 
253) Systemat. Entwicklung d. Abh. geom. Gestalten voneinander, Berlin 

1832, § 37ff. = Werke 1, p. 329ff. = Ostwalds Klassiker 83, p.8ff. Man vgl. 
M. Chasles, Traite de geom. sup. 185'.l, p. 396, 400ff. und K. G. Ohr. v. Staudt, 
Dber die Kurven zweiter Ordnung, Progr. Gymn. Niirnberg 1831, Geom. d. Lage 
1847; J. Steiner, Vorl. ii. synthet. Geom., 2. T., bearb. v. H. Schr6ter 1867, § 20-26. 

254) Essai pour les coniques, Paris 1640, Oeuvres p. Bossut, Paris 1779, 
2. Aufl. 1819 oder Oeuvres compI. p. 011. Lahure 2, Paris 1858, p. 354 ff. 

255) J. ec. polyt. 13 (1806), p. 301. 
256) Ann. de math. 3 (1813), p. 297. 
257) Ann. de math. 1 (1811), p. 337. 
258) Brouillon project d'une atteinte aux evenemens des rencontres d'un 

cone avec un plan, Paris 1639, Oeunes p. M. Poudra 1, Paris 1864. 
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und Ph. de la Hire 259) zu nennen. Viele Konstruktionsarten der 
Kegelschnitte beruhen auf der Zentralprojektion des Kreises, andere 
auf den Brennpunktseigenschaf'ten. Uber die mechanische Beschreibung 
der Kegelschnitte (Fadenkonstruktionen, Kegelschnittzirkel usw.) findet 
man Niiheres in dem Artikel fiber graphische Darstellungen und Mo
delle (III AB 6, Anhang, Papperitz) , wegen der allgemeinen Theorie 
bei E. Kotter 260). Die Fokaleigenschaften waren bereits Apollonius 
von Pergae (ca. 220 v. Chr.)261) bekannt, der die ursprunglich als 
Schnitte eines geraden Kreiskegels definierten Kurven auch an einem 
schiefen Kreiskegel konstruierte. Die konfokalen Systeme scheint zuerst 
C. Maclaurin (1698-1746) 262) untersucht zu haben. Die Fragen nach 
den Schnittpunkten und gemeinsamen l'angenten zweier Kegelschnitte 
wurden von C. G. J. Jacobi 263), J. Pliicker 264) analytisch, von M. Chas
les 265), J. Steiner 266) , Chr. v. Staudt 267) synthetisch beantwortet. Biischel 
und Scharen von Kegelschnitten fiihrte J. Steiner 268) ein und gab 
ihnen auch den N amen. Uber ihre Verzeichnung mittels Liniennetzen 
spricht Chr. Wiener 269) ausfiihrlich. 

Die Fliichen 2. Ordnung wurden zuerst analytisch u:q.tersucht und 
eingeteilt von L. Euler 270) sowie von G. Monge und J. N. P. Ha
chette 271). Ihrer synthetischen Behandlung legt man ihr Verhalten 
gegeniiber schneidenden Geraden und Ebenen und ihre projektive Erseu
gung nach J. Steiner 272) und Chr. v. Staudt 273) zugrunde. Als Ein
teilungsgrund kommt nach J. V. Poncelet 274) und J. Pliicker 275) das 

259) Sectiones conicae, Paris 1685. 
260) Die Entwicklung d. synthet. Geom., Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 

1899-1901, p. 45-52, 83-88. 
261) Conicorum 1. 1 und 3. 
262) A treatise of fluxions 2, London 1742, 2. Aufl. 1801, p. 127. 
263) J. f. Math. 14 (1835), p. 281 = Werke 3, p. 292 ff. 
264) Analyt.-geometr. Entwicklungen 2, Essen 1828-1831, p. 167 ff. 
265) Sections coniques, Paris 1865, p. 231 ff. 
266) Vorl lib. synthet. Geom. 2 (1867), .bearb. v. Schr6ter, Leipzig, p. 54. 
267) Geom. d. Lage 1847, p. 171 ff. 
268) J. f. Math. 47 (1854), p. 7-105 = Werke 2, p. 501-594, s. bes. p.550, 

552; Vorl. 2 (1867), p. 279. 
269) Lehrb. d. darst. GeoID. 1 (1884), p. 325 ff. 
270) Introductio in analysin infinitorum, Lausanne 1748, 2. Appendix de 

superficiebus. 
271) A.pplication d'algebre a la geometrie, J. ee. polyt. 11 (1802). 
272) System. Entw. 1832, p.186 ff. = Werke 1, p. 370 ff. = Ostwalds Klassiker 

83, p. 52ff. 
273) Geom. d. Lage 1847, p. 197. 
274) Propr. proj. 1822, p. 373. 
275) System d. analyt. Geom. d. Raumes 1846. 
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Verhalten der FIachen gegen die unendlichferne Ebene in Betracht. 
Die beiden Scharen von Kreisschnitten auf den Flachen 2. Ordnung 
(das hyperbolische Paraboloid ausgenommen), die einen besonderen 
Fall der Scharen perspektiv iihnlicher Parallelschnitte bilden und zu 
den Kreispun7cten fiihren, wurden von Monge und Hachette bestimmt. 
Diese Kreisschnittsysteme vermitteln eine affine Transformation der 
Rotationsfliichen 2. Ordnung in die allgemeinen Formen, die von 
A. Bri1l 276) und H. Wiener 271) zur Konstruktion beweglicher FHichen
modelle benutzt wurden. (Naheres III AB 6, Anhang, Papperitz.) 
Die von J. Steiner 278) und M. Chasles 279) gegebenen Losungen des 
Problems, die Flache 2. Ordnung durch neun gegebene Pun7cte zu kon
struieren, waren noch ziemlich verwickelt. KRohn 280) gab eine ein
fache und iibersichtliche Lasung, indem er die neun Punkte zudreien 
in die Seiten eines Trieders verteilte und die Beziehungen der Kegel
schnittsysteme untersuchte, die diese Punkttripel enthalten und sich 
paarweise auf den Triederkanten begegnen. 

Die Darstellung der Durchdringungskurven zweier Kegel oder all
gemeiner Fliichen 2. Ordnung hatten schon G. Monge 281) und J. N. 
P. Hachette 282) in Angriff genommen. Rein geometrisch wurden die 
Raumktwven 4. Ordnung und 1. Spezies von J. V. Poncelet 283), der die 
Existenz der vier sie enthaltenden Kegel 2. Ordnung nachwies, und 
spater von H. SchrOter 284) untersucht. Der Fliichenbiischel 2. Ordnung 
tritt zuerst in spezieller Form (mit konzentrischen Grundflachen) bei 
Oh. Dupin 285) , allgemein bei Ok. Lame286) auf. Mit der Bestimmung 
des Fliichenbuschels durch acht Punkte des Raumes von allgemeiner 
Lage beschiiftigen sich J. Plucker 287) und Th. Reye 288). 

276) Vgl. W. Dyck, Katalog math. Modelle, Miinchen, 1892, p. 258. 
277) H. Wieners Sammlung mathematischer Modelle, .Leipzig 1905. 
278) J. f. Math. 68 (1868), p. 191 = Werke 2, p. 717. Die 10sung stammt 

aus dem Jahre 1836. 
279) Paris C. R. 41 (1855), p. 1103. 
280) Leipziger Berichte 1894, p. 160. Man vergleiche: A. Adler, Zur Kon

struktion d. Flachen zweiten Grades aus neun gegebenen Punkten, Wien. Ber. 
110 (1901), p. 204. 

281) Geom. descr. 3 (1798), p. 59 if. 
282) Geom. des cr. 4 (1822), p. 85 if. 
283) Propr. proj. 1822, p. 392 if. 
284) Grundzuge einer rein geom. Theorie d. Raumkurven 4. Ordn. 1. Spez., 

Leipzig 1890. 
285) J. ec. polyt. 14 (1808), p. 80. 
286) Examen des diiferentes methodes employees pour resoudre les pro

blemes de geometrie, Paris 1818. 
287) Ann. de mathem. 19 (1829), p. 131 = Ges. Abh. 1, p. 83. 
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Die Raumkurven 3. Ordnung gehen aus der Durchdringung zweier 
Regelflachen 2. Ordnung in dem besonderen Falle hervor, wo diese 
eine Erzeugende gemein haben. Ihre Darstellung gestaltet sich am 
einfachsten, wenn man zwei Kegel als erzeugende Flachen wahlt. 
Mehrere Eigenschaften dieser Raumkurven findet man bei A. F. Mo
biuS 289), die vollstandige Theorie bei M. Ohasles 290), Chr. v. Staudt 291), 

Th. Reye 292) und H. Schroter 29S). 

Die spharische Ellipse definierte N. v. Fuf3 294) durch die Bedingung, 
daB die Summe der spharischen Abstande ihrer Punkte von zwei festen 
Punkten konstant bleibt, und erkannte sie als Schnitt der Kugel mit 
einem konzentrischen Kegel 2. Ordnung. Hiernach ist eine Fadenkon
struktion der Ellipse auf der Kugel moglich. L. J. Magnus 295) fand, daB 
die erwiihnten spharischen Abstandslinien mit der Tangente gleiche 
Winkel bilden. J. Steiner 296) stellte die spharische Ellipse als Hiillkurve 
dar. Weiteres findet man bei M. Chasles 297) und Ohr. Gudermann 298). 

Auf dem einschaligen Hyperboloide gehOrt zu jeder Schar von 
Erzeugenden eine Striktionslinie. Mit ihrer Darstellung befaBten sich 
A. Migotti, Th. Schmidt und A. Adler 299). 

Die Schar von Flacken 2. Ordnung tritt bei J. V. Poncelet 300) auf. 
Die zwei Flachen 2. Ordnung gemeinsam umschriebene abwickelbare 
Flacke 4. Klasse, deren Erzeugung schon G. Monge 1l5) erortert hatte, 
wurde von Th. Olivier SOl) und J. de la Gournerie S02) deskriptiv behandelt. 

38. Geometrie der Bewegung. Rollkurven. Verzahnungstheorie. 
Die geometrische Untersuchung der Bewegungen in einer Ebene fiihrte 

288) Geom. d. Lage 3 (1892), p. 17. 
289) Barycentr. Calcul, 1827, p. 118 ff. 
290) Paris C. R. 40 (1857), p. 189 ff. 
291) Beitr. z. Geom. d. Lage 1860, p. 298 ff. 
292) Geom. d. Lage 2 (1892), p. 188 ff. V gl. den Bericht von Reye in Ramb. 

Mitt. 2, 1890, p. 43. 
293) Theorie d. Oberfl. 2. Ordnung u. d. Raumkurven 3. Ordn. als Erzeug

nisse projektiver Gebilde, Leipzig 1880. 
294) Problematum quorundam sphaericorum solutio. De proprietatibus qui

busdam ellipseos in superficie sphaerica descriptae. Nov. Acta Petrop. 2, 3 (1788). 
295) Ann. de math. 16 (1826), p. 33. 
296) Verwandlung u. Teilnng spharischer Figuren durch Konstruktion, J. f. 

Math. 2 (1827), p. 45 ff. = Werke 1, p. 101 ff. 
297) Mem. sur les proprietes des coniq1).es spheriques, Paris 1831. 
298) GrundriB der analytischen Spharik, K61n 1830. 
299) Wien Ber. 80 (1879), p. 1023; 84 (1881), p. 908; 85 (1882), p. 369. 
300) J. f. Math. 4 (1829), p. 1. Vgl. M. Chasles, Ap. hist. p. 396. 
301) COUIS de geom. descr. 2 (1884). 
302) Traite de geom. des cr. 2 (1862). 
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zu dem Begriffe des MomentanzenfJrums oder Poles, der von L. Euler 
herriihrt, und damit zur theoretischen Kliirung eines viel alteren, der 
Beobachtung entnommenen ErzfYUgungsprinzips ffir ebene Kurven. 
Dieses liiSt die Rollkurve als Bahnlinie eines Punktes entstehen, der 
mit einer beweglichen Kurve, der Polkurve, fest verbunden ist, wah
rend diese auf einer festen Kurve, der Polbahn, ohne Gleiten rollt. 
Die allgemeine Theorie findet man bei F. Reuleaux SOS), Ghr. Wiener 304) 

und L. Bwrmester S05) entwickelt. Neuerdings sind die riiumlichen Be
wegungen mit Rilfe des Begriffes der Mornentanachse auf die Schrauben
bewegung zuriickgefiihrl worden. Diese Theorie wurde von· R. Ball 806) 
und F. Klein auseinandergesetzt. 1m allgemeinen ist auf die Artikel 
iiber Besondere transzendente Kurven (ITl D 4, Scheffers) und iiber Kine
matik (IV,3, Schoenflies) hinzuweisen. Ferner kommen die Arbeiten 
von H. Wiener S07) und E. Study S08) in Betracht, die sich auf die Zu
sammensetzung und Zerlegung der einfachen Bewegungen (Schiebung, 
Drehung, Umwendung, Schraubung) in Verbindung mit der Spiegelung 
beziehen und daraus Folgerungen fiir das Operieren mit geometrischen 
Verwandtschaften ableiten. 

Unter den Rollinien bot sich zuerst die Radlinie oder gemeine 
Zykloide der Betrachtung dar, die Galilei 1590 gefunden haben soll. 
Sie hat im Verein mit verwandten Kurven nach der Erfindung der 
analytischen Geometrie und der Infinitesimalrechnung viele Geometer 
vorzugsweise beschaftigt, aber mehr in der Richtung metrischer, weniger 
deskriptiver Fragen. Ahnlich ist es mit den schon seit Ptolemiius be
kannten Epizykloiden und anderen zyklischen Linien. Es fehIte noch 
lange Zeit an einer allgemeinen Theorie der einschIagigen Bewegungs
gesetze, die eine Verwertung fiir Darstellungszwecke ermoglicht hiitte. 
Erst in neuerer Zeit kommen diese kinematischen Prinzipien bei 
L. Burmester S05), Fr. Schilling S09) und G. Loria S10) auch deskriptiv 

303) Theoretische Kinematik, Braunschweig 1875, p. 64 if. 
304) Zeitschr. Math. Phys. 26 (1881), p. 257fl:'.j 27 (1882), p. 129if. 
305) Lehrbuch der Kinematik, Leipzig 1888, p. 20, 134, 173if. 
306) A treatise on the theory of screws, Cambridge 1876, 2. Aufi. 1900; 

deutsch bearbeitet von H. Gravelius, Berlin 1889. F. Klein, Zur Schraubentheorie 
v. Sir Robert Ball, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 237, abgedruckt, mit Zu
satzen, Ma.th. Ann. 62 (1906), p. 419. 

307) Leipziger Berichte 1890. Die Zusammensetzung zweier endlichen 
Schraubungen zu einer einzigen p. 13 j Zur Theorie der Umwendungen p. 71 j Ober 
geometrische Analysen p. 245. 

308) Von den Bewegungen und Umlegungen, I u. II, Math. Ann. 39 (1891), 
p.441fl:'. 

309) tJber neue kinematische Modelle, sowie eine neue Einfiihrung in die 
Theorie der zyklischen Kurven, Zeitschr. Math. Phys. 44 (1899), p. 214if. 
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zur Geltung. Die zyklischen Linien finden eine wichtige Anwendung 
in der Theorie der Zahnriider und Zahnstangen. Trochoiden und 
Kreisevolventen werden hier als Formelemente benutzt. Nach der 
praktischen Seite hin wurde die geometrische Verzahnungstheorie von 
F. Redtenbacher311), F. Reuleaux S12) und C. Bach 813) entwickelt; nach 
del' theoretischen legte Reuleaux die Methoden der Hilfspolbahnen 
dar, und Fr. Schilling 314) gab der Theorie im Sinne der darstellenden 
Geometrie ihre Abrundung, indem er zugleich instruktive 7cinematische 
Modelle konstruierte. 

39. Rotationsfiachen. Einfache Drehflachen kommen schon bei 
Archimedes (287-212 v. Chr.) im I. Buche von den Konoiden und 
Sphiiroiden vor 315). Aber die antiken Geometer richteten ihr Augen
merk mehr auf metrische Probleme. Die Darstellung der Drehflachen 
und die mit ihr zusammenhangenden Probleme wurden erst viel 
spateI' von A. F. Frezier, G. Monge und ihren N achfolgern behandelt. 
Dnter den vielerlei Spezialverfahren mogen eine elegante Konstruktion 
der Schatten an Ringflachen bei Parallelbeleuchtung von M. Dunesme 316), 
die direkten UmriBkonstruktionen von R. Niemtschik 317) und die Be
handlung der Durchdringungskurve zweier RotatioDsfiachen bei A. 
Mannlteim 318) angefuhrt werden. 1m allgemeinen gehen aile Konstruk
tionsverfahren von den Meridian7curven und den Parallelkreisen aus. 

4:0. Schraubengebilde. Die Schraubenlinie ist schon aus dem 
Altertum bekannt. Proclus Diadochus 319) bewies, daB gleiche Teile 
der Schraubenlinie kongruent sind, daB sie also in sich beweglich ist, 
eine Eigenschaft, die sie nur mit der Geraden und dem Kreise teilt. 
In der Nomen7clatur herrschte bezuglich des Gebrauches der N amen: 
Schraubenlinie, Spirale, Schnec7cenlinie (Helix) lange Zeit eine gewisse 

310) Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, deutsch von 
Fr. Schutte, Leipzig 1902. 

311) Der Maschinenbau 1, Mannheim 1862. 
312) Der Konstrukteur, 3. Aufi., Braunschweig 1869. 
313) Die Maschinenelemente usw., Stuttgart 1891. 
314) Beriihrungstransformationen und Yerzahnung, Jahresber. d. Deutschen 

Math. Ver. 11 (1902), p. 267 ff. Uber neue kinematische Modelle pur Verzahnungs
theorie nebst einer geometrischen Einfiihrung in dieses Gebiet, Zeitschr. lVlath. 
Phys.51 (1904), p. lff. 

315) Ausg. von Heiberg, Leipzig, 1 (1880). 
316) Paris C. R. 38 (1854), p. 953 und 45 (1857), p. 527. 
317) Wien Ber. 52 (1866), p. 573. 
318) Cours de geom. descr., Paris 1880. 
319) Kommentar z. 1. Buch der Elemente des Euklides, herausgegeben von 

F1'iedlein, Leipzig 1873. 
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Unsicherheit. Jetzt versteht man unter einer Schraubenlinie die geo
diitische Linie eines geraden Kreiszylinders, die bei der Aufwicklung 
einer Ebene auf diesen aus einer ihrer Geraden entsteht. H. PitotS20) 

fand, daB ihr Schlagschatten auf eine Ebene parallel zur Achse eine 
Sinuslinie ist. Er sprach bei dieser Gelegenheit zuerst von einer 
Kurve doppelter Krummung (courbe a double courbure). Die Schrauben
fliichen werden nach der Art ihrcr Erzeugung unterschieden. N eben 
den Meridiankurven und Normalkurven, deren Ebenen entweder die 
Schraubenachse enthalten oder zu den schraubenformigen Bahnen 
ihrer Punkte normal stehen, und bei Regelflachen den erzeugenden 
Geraden selbst, werden die koaxialen Schraubenlinien, die ihre Punkte 
beschreiben, zur Losung der deskriptiven Aufgaben benutzt. Unter 
den Regel:fl.iichen ist die Tangentenflache der Schraubenlinie und die 
axial- normale von Wichtigkeit; erst ere , weil sie abwickelbar ist, 
letztere wegen ihrer technischen Verwendbarkeit. Daneben mussen 
die Schraubenrohrenfliichen erwiihnt werden, die bei der Verschraubung 
eines Kreises entstehen, dessen Ebene zur Bewegungsrichtung (Ser
pentine) oder zur Schraubenachse (gewundene Saule, Pfropfenzieher
ftache) normal steht. Auch diese Rohren- oder KfJ,nal{lachen wurden 
seit langer Zeit technisch benutztS21). Die Schrauben soIl schon Ar
chimedes 822) gekannt haben; sie werden als rechts- und linksgangige 
unterschieden und nach der Form des Profils in flach- und scharf
giingige eingeteilt. Aile diese Schraubengebilde geben reichen AnlaB 
zu deskriptiven Untersuchungen. Die Parailelprojektion der Sckrauben
linie fuhrt zu den Sinuslinien, den Zykloiden und ihren affinen Kurven. 
Ebene Schnitte der Schraubenflachen ergeben Spiralen, ihre Schatten 
Zykloiden mit ihren Aquidistanten, die Lichtgrenzen auf Regelschrauben
:fI.achen liefern, zur Achse parallel projiziert, unikursale Kurven 4. Ord
nung usw. 

Von Monges Schiilem beschaftigte sich J. N. P. Hachette S2S) ein
gehend mit Schraubenftachen. L. Bwrmester 324) gab eine ausfuhrliche 
konstruktive Theorie. J. Teswr S25) und viele neuere Autoren behan
delten die zahlreichen Probleme, die sich an die Darstellung der 
Schraubengebilde knupfen. 

320) Hist. de l'Acad. d. Sc., Paris 1724. 
321) Guido Ubaldo del Monte, De cochlea libri VI, Venedig 1610. 
322) Diodor 1, p. 35 und 5, p. 37. 
323) Tra.ite de geom. descr. 1822. 
324) Kinematisch - geometrische Konstruktionen der Parallelprojektion der 

Schrauben und insbes. des Schattens derselben, Zeitschr. Math. Phys. 18 (1873), 
p.185. 

325) Wien Ber. 86 (1882), 377 und 94 (1886), p. 181. 
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41. Abwickelbare und windschiefe Regelfiiichen, Bahn- und 
Hiillfiachen. Abwickelbare Fliichen wurden von L. Euler 326), G. Monge 327) 

und A. Tinseau 328) untersucht. Die Hauptsatze fiber windschiefe Regel
fliichen finden sich bei M. Chasles 329) und A. Cayley3~O). Ausfiihr
lichere Darstellungen gaben analytisch G. Salmon 331), synthetisch 
J. de la Gournerie 332), deskriptiv wurden die Regelflachen von Chr. 
Wiener 333) und K. Rohn 334) behandelt. Besonders zogen die Regel
fliichen 3. und 4. Grades die A.ufmerksamkeit auf sich. Sie wurden 
von A. Cayley 335), L. Cremona 336), M. Chasles 331), Em. Weyr 338), K. Rohn 339) 

und Th. Reye340) behandelt. J. PlUcker 341) untersuchte zuerst das 
Zylindroid. Die abwic7celbare Normalenfliiche, die von den Normalen 
Iaugs einer Kriimmungslinie erzeugt wird, definierte G. Monge 342). 
A.llgemeinere Untersuchungen lieferten A. Mannheim 343), E. Koutny344) 

326) De solidis, quorum superficiem in planum explicare licet, Nov. Comm. 
Petrop. 16 (1771). 

327) Mem. sur les developpees et les points singuliers des courbes a double 
courbure 1771, Mem. Sav. etr. Paris 10 (1785). 

328) Solution de quelques problemes etc. 1774, Mem. d. Sav. etr. 9 (1781). 
329) Corresp. Quetelet 11 (1839). 
330) Cambridge and Dublin Math. Journ. 7 (1852), p. 171 = Papers 2, p. 33. 

On Skew Surfaces, otherwise Scrolls, London Transact. 153 (1863), p. 453; 154 
(1864), p. 559, 159 (1869), p. 111 = ColI. Math. Papers 5, p. 168 u. 201, 6, p. 312. 

331) Salmon-Fiedler, Analyt. Geom. d. Raumes, 3. Auff. Leipzig 1880, 2 
p. 288:1f. und p. 252 ff. 

332) Traite de geom. descr. 2 (1862), Nr. 613 ff.; 3 (1864), Nr. 882 ff. 
333) Darst. Geom. 2 (1877), p. 420 ff. 
334) Rolm-Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom. 3 (1906), p. 216 fr. 
335) On the Skew Surface of the Third Order, Phil. Mag. 24 1862, p. 514 

= ColI. Math. Papers 5, p. 90. On the Theory of Cubic Surfaces, Phil. Mag. 27 
(1864), p. 493 = Papers 5, p_ 138. A Memoir on Cubic Surfaces, London Transact. 
159 (1869), p. 231 = Papers 6, p. 359. On a Surface of the Fourth Order, Phil. 
Mag. 21 (1861), p. 491 = Papers 5, p. 66. Mem. sur les courbes du troisieme 
ordre, Journ. de Math. 9 (1844), p. 285 u. 9 (1845), p. 102 = Papers 1, p. 183 
u. 190. Mem. sur les courbes a double courbure et les surfaces developpables, 
Journ. de Math. 10 (1845), p. 245 = Papers 1, p. 207. 

336) Atti Istituto Lombardo 2 (1861); Mem. Bologna 8 (1868); Sur leR sur-
faces gauches du troisieme degre, J. f. Math. 60 (1862), p. 313. 

337) Paris C. R. 53 (1861), p. 884. 
338) Geom. d. rauml. Erzeugnisse usw., Wien 1870. 
339) Math. Ann. 24 (1884), p. 55 und 28 (1887), p. 284. 
340) Geom. d. Lage 3 (1892), p. 92 :If. 
341) On a new geometry of space, Lond. Trans. 155 (1865), p. 756 = Ges. 

Abh. 1, p. 535; Neue Geom. des Raumes, Leipzig 1868-1869. 
342) Geom. descr. 127 (1798). 
343) Mem. sur les pinceaux de droites et les normalies, Journ. de Math. 

17 (1872), p. 109; Cours de geom. deser., Paris 1880, p. 273 f. 
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und G. A. v. Peschka 345). Ohr. Wiener 346) widmete der Wolbfli:iche des 
schiefen Durchgangs eingehende Behandlung. 

4:2. Kriimmung der Xurven und Flii.chen. Die Theorie der 
Kriimmung ebener Kurven wurde zuerst von Okr. Huygens 34'T) an
gebahnt. G. w: Leibni~348) und J. Newton 349) wandten ihre neuen 
analytischen Methoden auf sie an. Die Relation zwischen dem Kriim
mungsradius einer Kurve und dem ihrer Orlhogonalprojektion gab 
G. Bellavitis 350) , fur die Zentralprojektion L. Geisenheimer S51). Die 
Kriimmungskreise der Kegelschnitte leitete W. Fiedler 852) aus einer aus
gearteten Zentralkollineation abo Einfache Konstruktionen gab O. Pel~853), 
die einfachsten entwickelte K. Rohn 354). 

Dber die Kriimmung der Raumkurven handelt G. Monge 355). Die 
Abhiingigkeit des Verhaltens einer Raumkurve von dem Bewegungs
sinne des beschreibenden Punktes, der Tangente und Schmiegungs
ebene und die Entstehung ihrer einfachen Singularitiiten legte Ohr. 
Wiener 956) dar und erliiuterte sie durch Modelle. 

Die 'J'heorie der Kriimmung der Flachen beruht wesentlich auf 
den Untersuchungen von L. Euler S57) und M. Ok. Meusnier 358). Den 
Begriff der Kriimmungslinien verdanken wir G. Monge 859). Die 
Haupttangenten und die Indikatrix treten zuerst bei Oh. Dupin auf360). 

344) Wien Ber. 75 (1877), p. 851. 
345) Wien Ber. 81 (1880), p. 1128 u. 1163. 
346) Darst. Geom. 2 (1887), p. 475 if. 
347) De evolutione et dimensione linearum curvarum, Horologium oscilla

torium 3, Paris 1673. 
348) Acta Erudit. Leipzig 1686 und 1692. 
349) Principia philosophiae naturalis mathematica, London 1687; The 

method of fluxions etc., London 1786, probl. 5, 6, p. 59 if. 
350) Geometria descrittiva, Padua 1851, p. 188. 
351) Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880), p. 214. 
352) Darst. Geom. 1, 3. Aufl., p. 188 f: 
353) Die Kriimmungshalbmesserkonstruktionen der Kegelschnitte als KOl'ol

Iarien eines Steinerschen Satzes, Ber. Bohm. G. d. W., Prag 1879, p. 205if. 
354) Konstr. d. Kriimmungsradius bei einem Kegelschnitt durch fiinf Punkte, 

Leipziger Berichte 1900, p. 17. 
355) Geom. descr. 5 (1798), p. 104-112. 
356) Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880), p. 95. 
357) Recherches sur 10. courbure des surfa.ces, Rist. Mem. Berlin 1760. 
358) Mem. sur 10. courbure des surfaces, Mem. Sav. etr., Paris 1776. 
359) Mem. sur 10. theorie des deblais et des remblais, Mem. Paris 1781; 

Application de l'analyse a la geometrie 15, 16 (1795); Sur les lignes de cour
bure de 10. surface de l'ellipsoide, J. ec. polyt. 2 (1796); Geom. descr. 5 (1798), 
p.125-131. 
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Das System der konfokalen Flachen 2. Grades, welches zu ihren Kriim
mungslinien in naher Beziehung steht, findet man bei Oh. Dupin 361) 

und J. Binet 362), ferner bei Em. Weyr 363). Die Theorie des Krum
.mungsmaf3es hat C. F. Gauf3364) entwickelt. 

4-3. Kotierte Projektion und Topographie. Stereographische 
und Kartenprojektion. Die Darstellung der topographischen oder 
Terrainflachen erheischt besondere Methoden, da sie nicht geometrisch 
definiert werden konnen, sondern durch messende Beobachtungen der 
Bodengestaltung anniihernd bestimmt werden mussen. Der Geograph 
Ph. Buache (1700-1773) fiihrte 1738 die Horizontal- und Niveau
.kurven in die Erdbeschreibung ein, die man sich leicht als Grenzen 
liberschwemmter Gebiete vorstellt. Nach Ch. Dupin 365) soIl der Genie
offizier Chdtillon diese Idee zuerst deskriptiv verwertet und M. de 
.Mureau die Vertikal- oder Profilschnitte des Bodens hinzugefugt haben, 
die heute in der Geologie und Lagerstattenlehre eine bemerkenswerte 
Rolle spielen. G. Monge 366) behandelte bereits mehrere topographische 
Aufgaben, und J. de la Gournerie 367) schrieb iiber die topographischen 
IJarstellungsmethoden. Zusammenfassend legte G. A. V. Peschka 368) das 
Verfahren der kotierten Projektion dar. Man findet die Hauptbegriffe 
und Satze dieser Methode bei Rohn-Papperitz 369) in einem Abschnitt 
liber topographische Fliichen auseinandergesetzt. Es kommen wesent
lich die Begrift'e: Kote (Hohenzahl) einer Niveaulinie, Gipfel-, Mulden
und Sattel- oder Jochpunkte, Fallinien (rechtwinklig zu den Horizontal
kurven), Kammlinie, Talweg und Linie gleichen Gefalles in Betracht. 
Die abwic7celbaren Flachen gleichfOrmiger Neigung, die fur die kiinst
liche Bodengestaltung (Boschungsflachen) wichtig sind, wurden von 
J. de la Gournerie 370) deskriptiv behandelt. Sie bieten ein rein geo-

360) Developpements de geometrie, pour faire suite a la geometrie pratique 
de Monge, Paris 1813. 

361) Ebenda p. 269. 
362) J. ee. polyt. 16 (1813), p. 59. 
363) Dber Kriimmungslinien der Flachen 2. Grades und konfokale Systeme 

solcher FHichen, Wien Ber. 58 (1868), p. 60. 
364) Disquisitiones generales circa superficies curvas, Comment. Gotting. 

rec. 6 (1828) = Werke 4 (1880), p. 217. 
365) Essai sur les services et les travaux scientifiques de G. Monge, Paris 1819. 
366) Geom. descr. 4 (1798), p. 95-102. 
367) Discours sur l'art du trait et la geometrie descriptive, Paris 1855, 

p. 22 if. 
368) Kotierte Ebenen und deren Anwendung, Brunn 1877. 
369) Lehrb. d. darst. Geom. (3) 300 (1906), p. 289. 
370) TraiM de geom. deser. 2, Paris 1802, p. 104 Jr. 
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594 m A B 6. E. Papperitz. Darstellende Geometrie. 

metrisches Interesse, insofern ihreNiveaulinie~ sich als Aquidistanten
oder Evolventen mit gemeinsam(fY Evolute projizieren. 

Die stereographische Projektion (eine konforme ader winkeltreue 
AbbiZdung) ist von Hipparch (um 160 v. Chr.) erfunden und von 
Ptolemaeus (um 140 n. Chr.) zur Darstellung der scheinbaren Himmels
kugel in seinem "Planisphaerium" benutzt worden. Den Namen gab 
ihr Fr. Aguillon S71). Naheres findet sich bei E. Reusch 372); iiber ihre 
kartographische Anwendung bei H. Gretschel 37S). Beiliiufig sind noch 
die ZyZind(fYprojektion und Kegelprojektion der Kugel zu erwlihnen, die 
zur Herstellung von Land- und Seekarten verwendet werden 374). Man 
vergleiche den Artikel iiber Kartographie (VI 14, Bourgeois und Furt
wangler). 

4:4. Photogrammetrie. Die fortschreitende technische Vervoll
kommnung und Verallgemeinerung der photographischen Verfahren 
hat einen neuen Zweig der darstellenden Geometrie entstehen lassen,. 
der es wesentlich mit der zweiten Hauptaufgabe zu tun hat, die 
Photogrammetrie (VI 1 2, Finsterwalder). Diese lehrt aus photo
graphisch gewonnenen perspektiven Bildern den Gegenstand rekon
struieren, und zwar nicht nur durch Wiederaufsuchung des richtigen 
Gesichtspunktes geistig restituieren, sondern nach allen Lagebeziehungen 
und wahren Abmessungen bestimmen. Hierzu dient auBer der Fest
legung d(fY Data der Perspektive die Vergleickung gewisser Maf3e in 
der Wirklichkeit und im Bilde. Meist leitet man aus den perspektiven 
Bildern den G-rund- und .A.t~frif3 des Objektes ab und fiigt einen Maf3-
stab hinzu. Nliheres findet man bereits in dem ausfiihrlichen Berichte 
von S. Finsterwalder 375) und bei Fr. Schilling376). 

45. Abbildungen im weiteren Sinne sind in verschiedenen 
anderen 'l'eilen der Mathematik zur Geltung gekommen. In der dar-

371) Opticorum lib. 6, Antwerpen 1613, p. 498. 
372) Die stereographische Projektion, Leipzig 1881. 
373) Lehrb. d. Kartenprojektion, Weimar 1873. 
374) Die vielerlei Modifikationen, welche diese Verfahren zu dem Zwecke 

erfahren haben, ein auf der Erdkugel gedachtes, aus Meridian- und Breiten
kreisen gebildetes Gradnetz auf ebener Flache abzubilden, sind in ihrer Mehr
zahl keine eigentlichen Projektionen. Die Bedingungen, daJ! die Abbildung 
winkeltreu (konform), langentreu (aquidistant) oder flachentreu (aquivalent) sein 
8011, lassen sich nicht vereinen. Man hat daher zu Verfahren gegriffen, die 
zwischen den Methoden, die einzelnen dieser Bedingungen genugen, vermitteln, 
um die Abweichungen moglichst zu ven-ingern. 

375) Die geom. Grundlagen der Photogrammetrie, Jahresber. d. deutsch. 
Math.-Ver. (6) 2 (1899), p. lff. 

376) Uber die Anwendungen der darstellenden Geometrie, insbesondere uber 
die Photogrammetrie, Leipzig und Berlin 1904. 
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stellenden Geometrie ist wesentlich nur ein einzelnes, nichtikonisches 
Verfahren, die Zy7clographie, entwickelt worden. Es beruht auf einer 
schon von B. E. COttsinery angewandten Bestimmungsweise des Aug
punktes in der Perspektive durch Hctuptpun7ct und Distanzkreis und 
ist von W. Fiedler 377) eingefuhrt worden. E. Miiller 378) wies auf 
Weiterbildungen der Zyklographie hin, die sie besonders durch konse
quente Orientierung der Kreise zur Behandlung del' Beriihr2tngstrans
formationen, die Kreise in Kreise iiberfiihren, geeignet macht. Auch 
die Kristallographen benutzen ein anikonisches Darstellungsverfahren, 
indem sie ebene Kristallfliichen durch die aus dem Mittelpunkt des 
Achsensystems auf sie gefallten Normalen odeI' durch deren Spur
punkte in einer konzentrischen Kugelfliiche bestimmen, die ihrerseits 
durch stereographische Proje7ction abgebildet wird. 

SchlieBlich sei darauf hingewiesen, daB von G. Veronese 379), P. H. 
Schoute 380), G. Loria 381), R. JYIehmke 382), H de Vries 383) und E. Muller 384) 
die Methoden der darstellenden Geometrie auf die Gebilde im Raume 
von vier Dimensionen ausgedehnt worden sind. 

377) Cyklographie oder Konstruktion der Aufgaben uber Kreise und Kugeln 
und elementare Geometrie der Kreis- und Kugelsysteme, Leipzig 1882. 

378) Beitrage zur Zyklographie, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 14 (1905), 
p.574f. 

379) Behandlung der projektivischen Verhaltnisse der Raume von verschie
denen Dimensionen durch das Prinzip des Projizierens und Schneid ens , Math. 
Ann. 19 (1881), p. 161 ff. Sulla geometria descrittiva a quattro dimensioni, Atti 
1st. Ven. (5) 8 (1882), p. 981 ff. 

380) RegelmaBige Schnitte und Projektionen des 120 zelles und 600 zelles 
im vierdimensionalen Raume, Antwerpen 1895. - Het vierdimensionalen pris
moide, Verh. Ak. Amst. 5, 2 (1896), p. 1 fr. - Les hyperquadriques dans l'espace 
a quatre dimensions, a. a. 0.7,4 (1900), p.lff. - Le deplacement Ie plus general 
dans l'espace a n dimensions. Ann. Ec. Polyt. Delft 7 (1901). - Mehrdimen
sionale Geometrie, 1. Die linearen Raume, II. Die Polytope, Leipzig 1902 u. 1906. 

381) Arch. Math. Phys. (3) 2 (1902), p. 257ff. 
382) Ueber die darstellende Geometrie der Raume von 4 und mehr Dimen

sionen usw., Stuttgart, Mathem.-naturwiss. Mitteilungen (2) 6 (1904), p. 44ff. 
383) Die Lehre von der Zentralprojektion im vierdimemionalen Raume, 

Leipzig 1905. 
384) Die darstellende Geometrie ala eine Versinnlichung der abstrakten 

projektiven Geometrie, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 14 (1905), p. 569. 

(Abgeschlossen Juli 1909.) 
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III AB 7. DIE VERSOHIEDENEN KOORDINATEN
sysrrEME. 

VON 

E. MULLER 
IN WIEN. 

Inhal tsti bersich t. 
Einleitnng. 

1. AllgemeineI' Begriff und Zweck del' Koordinaten. Einteilungsprinzipe. 

I. Pnnktkoordinaten. 
2. Parallelkoordinaten (Cartesische Koordinaten) in der Ebene. 
3. Parallelkoordinaten im Raum. Begriff des n-dimensionalen Raumes. 
4. Allgemeine Punktkoordinaten (Krummlinige Koordinaten). 
o. Lineare Punktkoordinaten im allgemeinen. 
6. Besondere Arten linearer Punktkool'dinaten. 
7. Minimalkoordinaten. 
8. Nichtlineare projektive Punktkoordinaten. 
9. Polarkoordinaten: 

a) In del' Ebene. 
b) 1m Raum. 

10. Polyspharische Koordinaten und ihre Analoga in del' Ebene, in del' Geraden 
und im En. 

11. Kool'dinaten in bezug auf eine Normkurve. 
12. Allgemeine elliptische Koordinaten. 
13. Spezielle elliptische Koordinaten. 
14. Parabolische Koordinaten. 
16. Projektive Verallgemeinerung del' elliptischen Koordinaten. Anwendungen. 
16. Zyklidische Koordinaten. 
17. Sonstige Punktkoordinaten. 

II. Koordinaten von algebraischen Fliichen, Linien in der Ebene und 
Pnnktgrnppen in der Geraden (allgemein: M:'_l im B u )' 

18. Allgemeines. 
19. Pliickersche Ebenenkoordinaten und Linienkoordinaten in der Ebene. 
20. Allgemeine Ebenenkoordinaten. 
21. Lineare Ebenenkoordinaten im allgemeinen. 
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22. Besondere Arten linearer Ebenenkoordinaten und Linienkoordinaten in der 
Ebene. 

23. Sonstige Ebenenkoordinaten und Linienkoordinaten in der Ebene. 
24. Pentaspharische Kugelkoordinaten und ihre Analoga. 
25. Hexaspharische Kugelkoordinaten und ihre Analoga; Komplexkoordinaten. 
26. Koordinaten von algebraischen Flachen, Kurven in der Ebene und Punkt

gruppen in der Geraden. 

III. Koordinaten von Linien 1m Haum (allgemein: von M!? im R n , r < n-l). 

27. PluckefBche Linienkoordinaten. 
28. Gewindekoordinaten, Kleinsche Linienkoordinaten. 
29. Sonstige Linienkoordinaten. 
30. R.-Koordinaten im Rn' Koordinaten von Kreisen und Punktepaaren im Rs' 

IV. Koordinaten von Gebilden auf einer Kurve oder Flliche (einer nieht

31. Allgemeines. 
linearen Mannigfaltigkeit). 

32. Koordinaten auf der Kugelflache (Spharische Koordinaten). 
33. Koordinaten auf einer Flache zweiter Ordnung. 
34. N atiirliche Koordinaten. 
35. Koordinaten sonstiger Elemente. 

V. Koordinatentransformation. 
36. Allgemeines. 
37. Lineare, insbesondere orthogonale Transformationen. 
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diert und mit Zusatzen versehen von S. Gundelfinger, 1876. [Vorles. Raum. 
Zitate nach d. 1. Aufi.] 

-, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der Geraden, des Punktes und 
des Kreises in der Ebene, Leipzig 1866. 3. Aufi., revidiert von S. Gundel
finger, 1881. 4. Aufl., rev. u. erganzt von S. Gundelfinger, 1906. [Vories. 
Ebene.] 

G. Holzmuller, Einfiihrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften 
Leipzig 1882. 

C. M. Jessop, A treatise on the line complex, Cambridge 1903. [Line complex.] 
W. Killing, Lehrbuch der analytischen Geometrie in homogenen Koordinaten, 

2 Teile, Paderbom 1900 -01. 
F. Klein, Vergleichende Betrachtungen liber neuere geometrische Forschungen. 

Programm zum Eintritt i. d. phil. Fac. u. d. Senat d. k. Friedrich-Alexanders
Univ. zu Erlangen, Erlangen 1872 = Math. Ann. 43, p. 63-100. Italienisch 
von G. Fano: Ann. mat. p. appl. Milano (2) 17 (1890), p. 307-343. Franzosisch 
von H. Pade: Ann. ec. norm. (3) 8 (1891), p.87, 173. Englisch von M. W. 
Haskell: Bull. Amer. math. Soc. 2 (1893), p. 216-249. Polnisch von S. Dick
stein: Prace mat. Hz. 6 (1896). Russisch von D. M. Sintsoff: Kasan Abh. 
(2) 5, 6 (1896-6). [Vergl. Betr.] 

-, Einleitung in die hohere Geometrie. Autogr. Vorlesungen ausgearb. von 
F. Schilling. 2 Teile, Gottingen 1893. [HOhere Geom.] 

-, Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus. Autogr. Vorlesungen aus
gearb. von E. Hellinger. 1. T.: Arithmetik, Algebra, Analysis (Winters. 1907/8), 
Leipzig 1908. 2. T.: Geometrie (Sommers. 1908), Leipzig 1909. [Elementarmath.] 

G. Koenigs, La Geometrie regIee et ses applications, Paris 1896. [Geom. reglee.] 
G. Lame, Leyons Bur les coordonnees curvilignes et leurs diverses applications, 

Paris 1859. 
L. Lecornu, Artikel "Coordonnees" in "La grande Encyclopedie", Paris, t. 12 

(1891), p. 887 f. 
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G. Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven. Theorie und 
Geschichte. Autorisierte, nach dem italienischen Manuskript bearbeitete 
deutsche Ausgabe von F. Schutte, Leipzig 1902. [Ebene Kurven.] 

L. I. Magnus, Sammlung von Aufgaben und Lehrsatzen aus der analytischen 
Geometrie. 1. (der Ebene), Berlin 1833 [als 3. T. von Meier Hirschs Sammlung 
geom. Aufgaben erschienenJ. 2. (des Raumes, 1. .Abt.), Berlin 1837. [.Aufg. 
u. Lehrs. 1 oder 2.J 

W. Fr. Meyer, Apolaritat und rationale Kurven. Eine systematische Vorunter
suchung zu einer allgemeinen Theorie der linearen Raume. Tiibingen 1883. 
[ Apolaritat.] 

A. F. MO"bius, Der barycentrische Calcul, ein neues Hlilfsmittel zur analytischen 
Behandlung der Geometrie, Leipzig 1827 = Ges. Werke, 1. Bd. herausg. von 
R. Baltzer, Leipzig 1885. [Baryc. Calcu!.] 

P. Muth, Grundlagen fiir die geometrische Anwendung der Invariantentheorie, 
Leipzig 1895. [Grundlagen.J 

M. d'Ocagne, Coordonnees paralleles et axiales, Paris 1885. 
G. S. Ohm, Elemente der analytischen Geometrie im Raume am schiefwinkeligen 

Koordinatensysteme (1. Bd. der "Beitrage zur Molekular-Physik"), Niirn
berg 1849. 

E. Pascal, Repertorium der hoheren Mathematik, 2. Teil: Die Geometrie. Deutsch 
von A. Schepp, Leipzig 1902. [Rep.J 

J. Plucker, Analytisch - geometrische Entwickelungen, Essen, Bd. I 1828, Bd. II 
1881. [Entw.J 

-, System der analytischen Geometrie, Berlin 1835. [Syst. anal. Geom.] 
-, System der Geometde des Raumes, Dusseldorf 1846. [Syst. Geom. d. R.] 
-, Neue Geometrie des Raumes, Leipzig. Bd. I 1868, Bd. II (herausg. von 

F. Klein) 1869. [Neue Geom. d. R.] 
Th. Reye, Synthetische Geometrie der Kugeln und linearen Kugelsysteme mit 

einer Einleitung in die analytische Geometrie der Kugelsysteme, Leipzig 1879. 
Italiellische Ubers., Geometria sintetica delle sfere e dei lorD sistemi lineari. 
von Massimo Misani, Milano 1881. [Geom. d. Kugeln.] 

C. Runge, Analytische Geometrie der Ebene, Leipzig u. Berlin 1908. [Anal. GeOID.] 

G. Salmon, A treatise on conic sections, Dublin 1848; 6. Aufl. London 1879;-
deutsch bearb. von W. Fiedler: 1. Teil, 7.Aufl. 1907; 2. Teil, 6. Aufl. 1903, Leipzig. 

F. Schur, Lehrbuch der analytischen Geometrie, Leipzig 1898. [Anal. Geom.] 

B. Sommer, Die Winkelkoordinaten, Coblenz 1848. 

O. Staude, Analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und der Ebene. 
Ein Handbuch zu den V orlesungen und Ubungen liber analytische Geometrie,. 
Leipzig und Berlin 1905. [Anal. Geom.] 

-, Die Fokaleigenschaften der FHlchen zweiter Drdnung, Leipzig 1896. [Fokal
eigenschaften. ] 

E. Study, Geometrie der Dynamen. Die Zusammensetzung von Kraften und ver
wandte Gegenstande der Geometrie, Leipzig 1903. Die beiden eraten Ab
schnitte sind schon 1901 als erstes Heft des ganzen Werkes erschienen. 
[Geom. d. Dynamen.] 

J. Thomae, GrundriB einer analytischen Geometrie der Ebene, Leipzig 1906. 
H. E. Timerding, Geometrie der Krafte, Leipzig 1908 [GeOID. d. Kr.]. 
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H. Weber und J. Wellstein, Encyklopadie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch 
fur Lehrende und Studierende. 2. Bd. Elemente der Geometrie, Leipzig 1905. 
3. Bd. Angewandte Elementar-Mathematik, Leipzig 1907. [Weber- Wellstein, 
Encyk!.] 

E. Wiilffing, Artikel "Koordinaten" in O. Luegers Lexikon der gesamten Technik, 
Stuttgart 1894-99. 

-, Bericht liber den gegenwartigen Stand der Lehre von den natiirlichen Ko
ordinaten, Bib!. math. (3) 1 (1900), p. 142-159. [Ber.] 

K. Zindler, Liniengeometrie mit Anwendungen. 1. Bd. Leipzig 1902 (Sammlung 
Schubert XXXIV), 2. Bd. 1906 (Sammlung Schubert LI). [Liniengeom.] 

Historische und bibliographische Schriften. 

M. Oantor, Vorlesungen uber Geschichte der Mathematik. I. Bd. Von den alte
sten Zeiten bis zum Jahre 1200 n. Chr., 2. Aufi. Leipzig 1894, 3. Aufi. 1907. 
II. Bd. Von 1200-1668, 2. Aufi. Leipzig 1900. m. Bd. Von 1668-1758, 2. Aufi. 
Leipzig 1901. IV. Bd. Von 175D-1799, unter Mitwirkung verschiedener Autoren, 
Leipzig 1908. [Vorl.] 

E. Kotter, Die Entwickelung der synthetischen Geometrie von Monge bis auf 
Staudt (1847). Erster Band eines Berichtes, erstattet der Deutschen Mathe
matiker-Vereinigung, Jahresber. d. deutsch. Math. - Ver. 5 (1901), 2. Heft. 
[Bericht.] 

G. Loria, n passato ed il presente delle principali teorie geometriche. Seconda 
edizione accresciuta et interamente rifatta, Torino 1896. Deutsche Ubersetzung 
der 1887 erschienenen 1. Ausg. von F. Schutte, Leipzig 1888. [Teor. geom.] 

F. Muller, Fuhrer durch die mathematische Literatur mit besonderer Beruck
sichtigung der historisch wichtigen Schriften, Leipzig u. Berlin 1909 (insb. 
p.164-170). 

Royal Society of London, Catalogue of scientific Papers 1800-1900. Subject 
Index. Vol I: Pure Mathematics, Cambridge 1908 (insb. p.425-427). 

J. Tropflce, Geschichte der Elementar-Mathematik in systematischer Darstellung. 
2. Bd. Leipzig 1903. [Tropflce.] 

E. Wolffing, Mathematischer Bucherschatz. 1. Teil: Reine Mathematik, Leipzig 
1903. Nr. 190. 

H. G. Zeuthen, Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum, deutsche Aus
gabe von R. von Fischer-Benzon, Kopenhagen 1886. [Kegelschn.] 

Die Abkiirzung der Zeitschriftentitel geschah, soweit es die Redaktion 
zulieJ.l, nach: 
F. lJliiller, Abgekurzte Titel von Zeitschriften mathematischen Inhalts, Leipzig 

1903. (Sonderabdruck aus Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 12). 

Einleitung. 
1. Allgemeiner Begriff und Zweck der Koordinaten. Ein

teilungsprinzipe. Koordinaten 1) kann man in der Geometrie allge-

1) Der Name stammt von G. W. Leibniz, vgl. Anm. 21. H. Graf3mann, 
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mein als Zahlen definieren, durch die ein raumliches Gebilde in bezug 
auf andere, als gegeben angenommene Gebilde (die Fundamental- oder 
Grundgebilde) bestimmt wird 2). Die letzteren bilden die Basis 3) der 
Koordinaten. Die verschiedenen Arten, auf die Raumgebilden Zahlen
gruppen als Koordinaten zugeordnet werden, geben die verschiedenen 
Koordinatensysteme. Bei den meisten von ihnen enthalt die Basis 
jene Mannigfaltigkeiten von Elementen, fur welche nur eine der Ko
ordinaten nicht verschwindet. Zwei Koordinatensysteme werden als 
gleichartig angesehen, wenn, bei verschiedenen Basen, die Zuordnung 
der Zahlgruppen zu den Raumgebilden nach der gleichen Vorschrift 
erfolgt. 

Die Koordinaten Xli X 2 , .•• , Xn en> 1) eines Raumgebildes heiBen 
lwmogen, wenn sie nur endliche Werie annehmen, nicht aIle gleich
zeitig null werden und die W ertesysteme (Xl' X2 , •.• , Xn) und 
(~xlI t;>x2, ... , (Jxn), wo (J weder Null noch unendlich ist, aquiva
lent sind 4). 

Die gebrauchlichen Koordinatensysteme enthalten nur endliche 

Ausdehnungsl. v. 1844, § 87 = Ges. W. 1" p. 152. schHigt dafiir das deutsche Wort 
Zeiger vor, das jedoch bisher nur von K. Zindler, Liniengeom., aufgenommen wurde. 

2) Bei den meisten Koordinatensystemen haben die Koordinaten einfache 
geometrische Bedeutungen (GroBen von Strecken, FHi.chen, Volumen, Winkeln 
oder Verhaltnisse solcher). 

Den Begriff von Punktkoordinaten hat J. Plucker schon 1829 sehr allgemein 
gefaBt (J. f. Math. 5, p. 1 = Ges. Abh. 1, p. 124). V gl. auch N. Druckenmiiller, 
Ubertragungsprinzipien, p. 1, 4. Dieses noch ofter zu nennende Werk eines 
Schiilers Pluckers, das sich durch einen hohen wissenschaftlichen Standpunkt 
gegeniiber der Koordinatengeometrie auszeichnet und Originalgedanken (unter 
anderem eine Theorie der Polaren algebraischer Kurven (s. hierzu J. f. Math. 26 
(1843), p. 4, FuBn.) enth1i.lt, ist mit Unrecht kaum bekannt geworden. 

Die Bestimmung durch Koordinaten ist auch auf andere Mannigfaltigkeiten 
von Dingen anwendbar. B. Riemanns Habilitationsschrift v. J. 1854 (Abh. Ges. 
Gott. 13 (1867), p. 3 = Ges. W., 2. Aufi., p. 273; franz. LJbers. von J. Houel = 

Ann. mat. p. appl. (2) 3 (1869-70), p. 309-326) handelt in I, § 1 von allge
meinen Begriffen, deren Bestimmungsweisen eine mehrfach ausgedehnte Mannig
faltigkeit bilden. Hierzu gehOren z. B. die Farben; vgl. K. Zindler, Zeitschr. f. 
Psychologie u. Physiologie d. Sinnesorgane, 20 (Leipzig 1899), p. 225-293. 

3) W. Unverzagt, Uber einige neue Projektionsmethoden, Progr. Wiesbaden 
1865, p. 2. 

4) P. Muth, Grundlagen, p. 3. Wegen des ersten Auftretens homogener 
Koordinaten s. Anm. 60a, 61. 

F. Giudice, Rend. Circ. mat. Palermo 12 (1898), p. 288, nennt ein Koordi
natensystem halbh01nogen, wenn e i n e homo gene Funktion der Koordinaten einen 
von Null verschiedenen konstanten Wert besitzt, wahrend die iibrigen noch vor
handenen Beziehungen zwischen den Koordinaten sich durch homogene Glei
chungen ausdriicken lassen. 
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Anzahlen von Koordinaten 5), die sich mit den durch sie besMmmten 
Raumgebilden stetig iindern 6). Letztere Voraussetzung iet notwendig 
und hinreichend, damit die Raumgebilde eine stetige Mannigfaltigkeit 
bilden'1). 

Durch die Einfiihrung von Koordinaten wird also eine Mannig
faltigkeit von Raumgebilden (die in bezug auf eine Transformations
gruppe einen KorperB) bilden) stetig und, wenigstens innerhalb ge
wisser Grenzen, umkehrbar eindeutig auf eine Zahlenmannigfaltigkeit 
abgebildet. Von der Moglichkeit einer solchen Abbildung geht die 
analytische Geometrie aus 9). 

5) B. Riemann erwahnt in I, § 3 seiner Habilitationsschrift (Anm. 2) auch 
die Moglichkeit von Mannigfaltigkeiten, in denen ein Element zu seiner Bestim
mung eine unendliche Reihe oder eine stetige Mannigfaltigkeit von Koordinaten 
erfordert. G. Veronese gelangt bei seinen Untersuchungen iiber die Grundlagen 
d. Geometrie (III AB 1, Enriques, Nr. 1) zu Raumen von unendlich vielen Dimen
sionen. Wegen geometrischer Beispiele, die zur Untersuchung solcher Mannig
faltigkeiten fiihren, vgl. E. Jouffret, Geometrie a quatre dimensions, Paris 1903, 
~ 57; E. Oesaro, Ann. mat. p. appl. (2) 15 (1888), p.323. S. Pincherle (II All, 
Nr. 13) betrachtet den Raum der analytischen Funktionen von abzahlbar unend
licher Dimensionenzahl. M. Frechet, Rend. Cire. mat. Palermo 22 (1906), p. 38-
43; Nouv. Ann. Math. (4) 8 (1908), p. 97-116, 289-317, gibt die Grundlagen 
fUr eine analytische Geometrie mit unendlich vielen Koordinaten, deren Begriff 
iibrigens schon den Arbeiten von D. Hilbert iiber lineare Integralgleichungen 
(vgl. insbes. Nachr. Ges. Gott. 1896, p. 158 f.) und einigen sich diesen anschlieaen
den Arbeiten wie von L. Fejer, E. Fischer, F. Riesz ("Sur une espece de gao
metrie analytique des systemes de fonctions sommables", Paris C. R. 144 
(1907), p. 1409) und E. Schmidt, Rend. Circ. mat. Palermo 25 (1908), p. 53-77, 
zugrunde liegt. V gl. hierzu auch ...4.. Schoenflies, Die Entw. der Lehre von den 
PunktIDannigfaltigkeiten, 2. T., Leipzig 1908, p. 297-299; G. Kowalewski, Ein
fiihrung in die Determinantentheorie uaw., Leipzig 1909, p. 407if. 

6) Dabei ist vorausgesetzt, daa der Begriff einer stetigen Anderung dieser 
Raumgebilde bereits feststehe. Ein beachtenswertes Beispiel fUr eine derartige 
Stetigkeitsdefinition gibt D. Hilbert (vgl. III AB 1, F. Enriques, Nr.lo, Anm. 143). 
Vgl. auch E. Borel, Bull. soc. math. France 31 (1903), p. 272-275, wo Defini-
1iionen fiir benachbarle Gerade und Ebenen aufgestellt werden. - Gewohnlich 
versteht man unter einer stetigen Anderung eines Raumgebildes eine solche, die 
einer stetigen Anderung seiner Koordinaten entspricht. Diese Definition setzt 
also die Einfiihrung von Koordinaten schon voraus. 

7) I A 5, 8choenflies, Nr. 2, Anm. 16. 
8) III AB 4 b, Fano, Nr. 3. 
9) Wegen dieser Auffassung des Raumes als Zahlenmannigfaltigkeit vgl. 

S. Lie, Theorie der Transformationsgruppen, unter Mitwirkung von F. Engel, 3, 
Leipzig 1893, A bt. V, insbes. p. 394 f. u. 506. Wegen der Voraussetzungen, unter 
denen die Einfiihrung von Koordinaten in einer drei- oder mehrdimensionalen 
Mannigfaltigkeit moglich sein 8011, vgl. H. Burkhardt, Nachr. Ges. Giltt. (math.
phys.) 1895, p.114·-118; F. Enriques (III AB 1, Nr.lO, Anm. 142), ferner Anm.lo. 
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Die Einfiihrung von Koordinaten bezweckt aber meist mehr ala 
bloBe Lagenbestimmung von Raumgebilden gegeniiber der Basis des 
Koordinatensystems 10); sie sollen vielmehr als Hilfsmittel zur Dar
stellung von System en solcher Gebilde und zur Untersuchung gegen
seitiger geometrischer Beziehungen dieser neuen und der urspriing
lichen Gebilde mittels Rechnung dienen (analytische 38) oder Koordi
naten- Geometrie). 

Sobald man von einer geometrischen Beziehung raumlicher Gebilde 
spricht, setzt man stillschweigend voraus, daB eine Transformations
gruppe des Raumes existiere, hinsichtlich welcher diese Beziehung ll) 

invariant ist (II A 6, Maurer und Burkhardt, Nr. 1; III AB 4b, Fano, 
Nr. 3). Wird die Basis Seines Koordinatensystems (8) durch eine 
bestimmte Raumtransformation % in die Basis S' eines Koordinaten
systems (8') iibergefiihrt und besitzen je zwei durch % einander zu
geordnete Raumelemente p, p' in (8) bzw. (S') gleiche Koordinaten, 
so sagen wir, das Koordinatensystem (die Koordinatenbestimmung) (S) 
wird durch die Transformation % in (S') ubergefiihrt. Wird ein 
Koordinatensystem (8) durch die Transformationen einer bestimmten 
Gruppe in samtliche mit (8) als gleichartig geltende Koordinaten
systeme iibergefiihrt und in keine andern, so heiSt das Koordinaten
system invariant gegenuber dieser Transformationsgruppe. Ein solches 
Koordinatensystem wird fur die analytische Behandlung der durch die 
Gruppe definierten Geometrie besonders geeignet sein 12). 

Die Einteilung der Koordinatensysteme 18) kann erfolgen: 1) nach 
dem Elemente der Koordinatenbestimmung (Punkt-, Ebenen-, Kugel-, 
Linienkoordinaten usw.); 2) nach dem Koordinatenfelde (Koordinaten 
in der Ebene, im Raum, auf einer krummen Linie oder FIache usw.); 
3) nach der Anzahl der zur Bestimmung eines Elementes notigen 

- Viele allgemeine analytisch-geometrische Untersuchnngen, wie Lies Gruppen
theorie, beziehen sich nur auf Zahlenmannigfaltigkeiten; auf geometrische Mannig
faltigkeiten werden sie erst anwendbar, nachdem man Koordinaten eingefiihrt 
hat (F. Lindemann, Anmerkungen zu H. Poincare, Wissenschaft u. Hypothese, 
Leipzig 1904, p. 275). V gl. noch G. Combebiac, Sur les representations numeriques 
des ensembles, Bull. soc. math. France 34 (1906), p. 227-229. 

10) Hingegen ist in der Astronomie und Geodasie die Lagenbestimmung 
oft der Hauptzweck der Koordinaten. 

11) Solche Beziehungen sind in der Folge: Entfemung zweier Punkte, Winkel 
zweier Geraden oder Ebenen, Rauminhalt eines Tetraeders, gemeinsame Potenz 
zweier Kugeln, Inzidenz von Punkt und Ebene, Apolaritat zweier algebraischen 
Flachen usw. 

12) Vgl. F. Klein, Vergl. Betr., p. 3S. 
13) V gl. hierzu: N. Druckenmuller, Ubertragungsprinzipien, § 2. 
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Koordinat.en oder 4) nach der Transformationsgruppe, gegeniiber der 
das Koordinatensystem invariant ist. 

1m folgenden haben die ersten beiden Gesichtspunkte vor allem 
Beriicksichtigung gefunden. 

I. Punktkoordinaten. 
2. Parallelkoordinaten (Cartesische Koordinaten) in der Ebene. 

Die Grundlage fiir die Definition alier in diesem Artikel behandelten 
Koordinaten bildet hier (und auch sonst gewohnlich 14») das Postulat 
(Oantorsches Axiom)15), daB zu jedem Punkt einer Geraden 15,,) eine 
eindeutig bestimmte positive oder negative (rationale oder irrationale) 
Zahl, die Entfernung oder der Abstand des Punktes von einem fest 
gewahlten Punkt 0 dieser Geraden, und umgekehrt zu jeder solchen 
Zahl ein bestimmter Punkt der Geraden gehore, dessen Abstand von 
o durch diese Zahl angegeben wird. Der der positiven Einheit zu
gehOrige Punkt E (Einheitspunkt) ist Endpunkt der Einheitstrecke OB, 
auf welche die MaBzahlen aller iibrigen Strecken der Geraden bezogen 
gedacht sind. Dem uneigentlichen (unendlichfernen) Punkt der Ge
raden ist die Zahl 00 (mit oder ohne Vorzeichen 15b) zugeordnet. 
Man nennt diese einem jeden Punkte der Geraden zugeordnete Zahl 
seine (Abstand-)Koordinate 16) oder Abszisse21) beziiglich des Anfangs-

14) F. Klein, Anwendungen d. Differential- u. Integralrechnung auf Geo
metrie; eine Revision der Prinzipien. Autogr. Vorl. (Sommers. 1901) ausgearb. 
von C. M'uller, Leipzig 1902, p. 17; F. Schur, Anal. Geom., p. 6. 

15) V gl. I A 3, Pringsheim, Nr. 4, u. III AB 1, Enriques, Nr. 7. Dieser hier 
postulierte Satz UiBt sich aus verschiedenen Gruppen von Axiomen deduzieren. 
V gl. hierzu die Aufsiitze von O. Holder, "Die Axiome del' Quantitiit u. die Lehre 
vom MaB", Ber. Ges. Leipzig (math.-phys.) 1901, p. 1-64, und "Die Zahlenskala auf 
der projektiven Geraden und die independente Geometrie dieser Geraden", Math. 
Ann. 65 (1908), p. 161-260, in welch letzterem insbesondere die Literatur dieses 
Gegenstandes auch kritisch beleuchtet wird. 

15&) AlIe in dies em Artikel angefiihrten geometrischen Gebilde sind als 
reeH zu betrachten, solange nicht etwas anderes ausdriicklich bemerkt ist. 

15 b) V gL Heffter-Koehler 1, p. 31. Es liegt hier noch keine Notwendigkeit 
vor, nur einen unendlichfernen Punkt zu adjungieren. 

16) Der Begriff dieser Koordinaten auf der Geraden riihrt wohl von F. Vieta 
(Opera math., ed. von F. van Schooten, Lugd. Batav. 1646, p. 45) her; erlautert 
werden sie von L. Euler, Introd. 2, p. 1-2. Die analytische Geometrie in der 
Geraden sowie in den iibrigen Grundgebilden 1. Stufe behandelt systematisch 
wohl zum ersten Male R. Baltzer, Anal. Geom., Kap. I, wenn auch schon vorher 
W. Fiedler projektive Koordinaten (Nr. 0) fUr die verschiedenen Grundgebilde 
eingefiihrt hatte; seinem Beispiel folgen die neueren Lehrbiicher, wie z. B. 
L. Raschi, Geometria analitica aHe coordinate, Parma 1891; P. Muth, Grund
lag en, § 1, 2; E. d'Ovidio, Geometria analitica, Torino 1896 (auch: Teoria anal. 
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pun7ctes, NullJ!Un7ctes oder Ursprungs 0 ("origo"). Die Punkte 0 und 
E bilden (zusammen mit dem uneigentlichen Punkt der Geraden) die 
Basis dieses Koordinatensystems. 

Von einem komplexen Zahlenwert sagt man, er bestimme einen 
imaginaren oder komplexen Pun7ct17) der Geraden. 

Schreibt man die Abszisse eines Punktes in der Form ~, so 

sind (x, t) homogene .Abstandkoordinaten (N r. 1) dieses Punktes 17a); (x, 0), 
wo X irgend eine von Null verschiedene Zahl bezeichnet, sind die 
homogenen Koordinaten des unendlichfemen Punktes der Geraden. 
Erst hier wird es erforderlich, einen unendlichfemen Punkt zu postu
lieren. 

Eine nicht homogene Gleichung ((x) = 0 bestimmt, indem man 
ihre W urzeln als Abszissen von Punkten betrachtet, eine Punktgruppe 
auf del' Geraden; ((x) = 0 heiBe die Gleichung der PunktgruppeYh). 

Wlihlt man in der Ebene zwei sich im Punkte 0 (dem Koordi
natenursprttng oder Koordinatenan(angspunkt) schneidende feste Gerade 
OX, 0 Y, die Koordinatenachsen 18), und auf jeder von ihnen eine 
positive Richtung 19), und schneiden die durch irgend einen Punkt P 

delle forme geom. fond., Torino 1885); F. Amodeo, Geometria proiettiva, N apoH 
1905; G. Castelnuovo, Lezioni di geometria analitica e proiettiva, 1, 2, Roma
Milano 1904, 1905; O. Staude, Anal. Geom.; J. Thomae, Grundr. e. anal. Geom. 
d. Ebene, Leipzig 1906, und insbesondere Heffter-Koehler 1. 

17) E. Study, Math. Ann. 63 (1907), p. 241. - Wegen der geometrischen 
Deutung dieser Punkte vgl. J. Plucker, Syat. anal. Geom., p. 19; O. Stolz, Math. 
Ann. 4 (1871), p. 471 f.; Ber. d. naturw.-medic. Ver. Innsbruck 19 (1890), p. 3-7; 
F. August, Unters. lib. d. Imag. in der Geom., Progr. Friedrichs-Realsch. Berlin 1872; 
F. Klein, Nachr. Gott. Ges. 1872, p. 374-379 = Math. Ann. 22 (1883), p.242-245. 
Siehe auch III AB 4a, Fano, Nr.1!, 15. Zur Geschichte der imaginaren Elemente 
in der Geometrie vgl. A. Ramorino, G. mat. 35 [(2) 4] (1897), p. 242-258; 
36 [(2) 5] (1898), p. 317-345. 

17a) Heffter-Koehler 1, p. 63 nennen sie Hessesche Koordinaten. 
1P) Nach O. Staude, Anal. Geom., p. 441, Anm. 120, benutzt sie schon 

L. Eule1·. Die Untersuchung der Eigenschaften algebraischer Punktgruppen 
unter Zugrundelegung der homogenen Gleichung (x, t) = 0 bildet den Haupt
gegenstand der Invariantentheorie binarer Formen (I B 2, Meyer). 

18) H. GrafJmann, J. f. Math. 24 (1842), p. 264 = Ges. Werke 2\ p: 6, und 
Ausdehnungsl. V. 1844, § 87 = Ges. Werke 11, p. 151, sagt Richtachsen (fiir die 
Koordinatenstrecken Richtstiicke), K. Zindler (Anm. 1) Zeigerachsen. 

19) Bei R. Descartes (Anm. 28) und seinen Nachfolgern fehlt die Beruck
sichtigung des Vorzeichens der beiden Koordinaten Bowie deren Gleichberechti
gung. Es tritt gewohnlich nur die Abszissenachse, der Ursprung und die Rich
tung der Ordinaten auf. V ollkommene Klarheit in diesen Beziehungen herrscht 
bei L. Euler, rntrod. 2, p. 4 f. V gl. hierzu G. Loria, Verh. d. III. intern. Math.
Kongr., Leipzig 1905, p. 567, 568. 
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der Ebene gelegten Parallelen zu 0 Y und 0 X auf 0 X bzw. 0 Y 
die Punkte P' und P" aus, so heiBen die gerichteten Streck en 20) 
OP' und OP" oder deren gewohnlich auf dieselbe Einheitstrecke 
(vgl. jedoch .A.nm. 21&) bezogenen Langenzahlen die Parallel- oder 
Oartesischen Koordinaten des Punktes P. Zur U nterscheidung nennt 
man eine der .A.chsen, etwa OX, Abszissen-, die andere, OY, Ordi
natenaChse und die in ihnen gemessenen Koordinaten x und y bzw. 
Abszissen und Ordinaten 21). 

20) R. Descartes (Anm. 28) und seine Nachfolger rechnen mit Strecken, 
nicht mit Zahlen, was erst etwa Beit A. M. Legendre allgemein gebrauchlich 
wurde, obgleich man diese AnBicht schon bei I. Newton trifft (vgl. O. Stolz, 
Gr1lBen u. Zahlen, Leipzig 1891, p. 12, 13). In G. S. KlugeZ, Mathematisches 
W1lrterbuch, 11, Leipzig 1803, p. 556, werden die Koordinaten als "gerade Linien" 
(d. h. Strecken) erklart. V gl. auch J. B. Biot, Geom. anal. (1805). Descartes' 
wichtigster Schritt uber die Alten hinaus bestand darin, daB er unter Einfiih
rung der Einheitstrecke das Ergebnis der Multiplikation und Division von 
Strecken wieder als Strecke darstellte, wodurch jeder rationale Ausdruck geo
metrisch deutbar wurde. Allen Gliedern eines ganzen rational en Ausdrucks kann 
durch Multiplikation mit entsprechenden Potenzen der Einheitstrecke dieselbe 
Dimension erteilt werden (La Geometrie, <Euvres de Descartes, 6, p. 371 f. In 
der systematischen Anwendung der Algebra auf Geometrie hatte Descartes in 
M. Ghetaldi (1566-1627) einen Vorganger, uber des sen Werk "De resolutione 
et compositione mathematica" man den Aufsatz von E. Gelcich, Zeitschr. Math. 
Phys. 27 (1882), Suppl. (Abh. Gesch. d. Math. 4. Heft), p. 191-231, vergleiche. 

In neuerer Zeit riickte Fr. Schur, Anal. Geom., p. 6-13, die Auffassung 
der Koordinaten als Strecken in den Vordergrund, indem er auf Grund des 
Axchimedischen Axioms das Rechnen mit Strecken strenger begriindete. Fur 
elementar-geometrische Betrachtungen £ant dann die Voraussetzung des obigen 
Postulates weg. Ohne Benutzung des Archimedischen Axioms fiihrt D. Hilbert, 
Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1899, § 14, eine den gew1lhnlichen Rechnungs
gesetzen folgende Streckenrechnung ein. 

21) Bei I. Newton, G. Cramer und selbst .bei L. Euler, Introd. 2, p. 7, noch 
.Applikaten. Nach R. Baltzer, Ber. Ges. Leipzig (math.-phys.) 17 (1865), p. 6, 6, 
treten die Namen Abszisse und Ordinate ohne weitere Erklarung bei G. W. 
Leibniz (Brief an Oldenburg v. 27. Aug. 1676 = Ldbnizens math. Schriften, 
herausg. v. C. I. Gerhardt, 1. Abt., 1, London-Berlin 1860, p. 114) auf. Newton 
hat zwar auch das Wort Abszissc in der modernen Bedeutung gebraucht, aber 
noch nicht in den "Prinzipien". Der Name Koordinaten riihrt ebenfalls von 
Leibniz her (Acta Erud. Lips. 1692, p. 170 = Leibnizens math. Schriften, herausg. 
v. C. I. Gerhardt, 2. Abt., 1, Halle 1858, p. 268). In R. Descartes, Geometrie, 
Leyden 1637, linden sich diese Namen noch nicht; "appliquee par ordre" steht 
in der Apolloniu8schen Bedeutung (ordinatim applicatae) von parallelen Sehnen 
aines Kegelschnittes. In P. Fermats "Isagoge" (Anm. 29) wird applicata bereits 
freier gebraucht. Lineae ordinatae hieBen irgend welche parallelen Linien schon 
bei den r1lmischen Feldmessern (M. Cantor, VorL, 1 (2. Aufi.), p. 515) und auch 
die Wortvel'bindung ordinatim applicata ist (ebenda 2 (2. Aufi.), p. 812) in einem 
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Ais Basis (N r. 1) dieses Koordinatensystems konnen betrachtet 
werden die beiden Achsen 0 X, 0 Y und der die Koordinaten (+ 1, 
+ 1) besitzende Einheitspunkt21e.) E, dessen Annahme die Wahl der 
positiven Einheitstrecken auf den Achsen vertritt. Bei gleicblangen 
Einheitstrecken soll das Koordinatensystem gleiChschenklig heiBen 213). 

Den eigentlichen Punkten der Ebene werden auf diese Weise die 
reeIlen endlichen Zahlenpaare x, y eineindeutig und stetig zugeordnet. 

Schreibt man diese Koordinaten in der Form :' ~ , so sind x, ,!/, t 
homogene Parallelkoordinaten 22) des Punktes. t = 0 entsprechen, wenn 
nicht x und y gleichzeitig verschwinden, die uneigentlichen oder un
endlichfernen Punkte der Ebene (vgl. Anm. 42). 

Seit K. F. GaufJ und A. L. Oauchy 2'4) denkt man sich daB Gebiet 
der reeIlen Punkte der Ebene gewohnlich noch durch das der kom-

1615 herausgegebenen Werke Keplers gebraucht. Vgl. zur Geschichte dieser 
Fachworter Tropfke 2, p. 425-427. 

Die Bezeichnung der Koordinaten mit x, 'Y stammt von R. Descartes (Oeuvres 
6, p. 383); Fermat wie Vieta verwendeten hierzu Vokale. Die Verwendung 
von Abszisse und Ordinate zur Lagenbestimmung beliebiger Punkte und damit 
zur analytischen Behandlung der ganzen ebenen Geometrie tritt erst bei L. Euler, 
J. L. Lagrange und insbesondere G. Monge klar hervor. Fiir Descalies und seine 
Nachfolger sind x, 'Y immer Strecken, die mit den Punkten einer Kurve zu
sammenhangen. 

Den Ausdruck Parallelkoordinaten gebraucht besonders J. 'Plucker, Syst. 
anal. Geom., 1835. O. Staude, Anal. Geom., p. 49, nennt sie auch gemeine Ko
ordinaten. 

21 A) Bei den im Text erwahnten Koordinaten gehort E einer der Symme
kalen der Koordinatenachsen an. Wird E au.6erhalb dieser Geraden und au.6er
halb der Achsen beliebig im Endlichen gewahlt, so sind die Einheiten fur die 
Messung der Koordinatenstrecken verschieden. Heffter-Koehler 1, p. 202, 244 Fu.6n., 
nennen letztere Koordinaten allgemeine, erstere gleichseitige Parallelkoordinaten; 
im Text wird der in der darstellenden Geometrie in gleichem Sinne ubliche und 
anschaulichere Ausdruck gleichschenklig gebraucht. Wegen Einfiihrung des Ein
heitspunktes siehe Anm. 147. 

22) Vgl. Nr.l und Anm. 60-64. Setzt man r = yx'+ y!, so sind auch 

~, JL, -.!.. oder, wenn rp den Winkel bezeichnet, den der Halbstrahl 0 P mit der r r r 

positiven X-Achee bildet, G = cos rp, 1) = sin rp, 1:' = -.!.. homogene Koordinaten 
r 

des Punktes P. Sie behandelt Fr. W. Frankenbach, tJb. e. neues Koord.-System 
(Diss. Rostock), Riga 1869. 

23) A. Brill und M. Noether, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 3 (1894), p. 294. 
tJbrigens werden schon von L. Euler, Introd. 2, p. 9 f., komplexe Koordinaten
werle in Betracht gezogen. V gl. auch die Bemerkungen ill AB 40., Fano, Nr. '1 t 

Anm. 21, Bowie A. Ramorino, G. mat. 35 (1897), p. 244 f. 
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plexen Punkte erweitert, von denen jeder durch ein Paar komplexe 
Zahlen x, yoder ein Tripel x : y : t definiert ist 17). 

Die angefiihrte Art, die Lage eines Punktes in der Ebene zu 
bestimmen, wurde schon von den Feldmessern der Alten benutzt 24); 
Apollonius und Archimedes haben sie zur Definition und Untersuchung 
geometrischer Figuren verwendet 25), ja Nicole Oresme (ca. 1320-1382) 
stellte bereits N aturerscheinungen kurvenmaBig dar 26). Die Bedeutung 
.dieser Methode trat aber erst hervor, als man, im Besitze der Alge
bra, mit den Koordinaten rechnen konnte 27). Als Erfinder dieser 
Methode gilt gewohnlich R. Descartes 28); jedoch war sie auch, und 
zwar vor dem Erscheinen von Descartes' "Geometrie", P. Fermat 29) 

bekannt. 

24) V gl. Tropfke 2, p. 407 f. 
25) H. G. Zeuthen, Kegelschn., p. 78. Beziiglich der hierbei verwendeten 

"geometrischen Algebra" siehe p. 7. - M. Chasles, Ap. hist., Note ill, p. 276, 
ist der Ansicht, da8 Euklids Lehre von den "Porismen" die analytische Geo
metrie der Alteri war. 

26) "Tractatus de latitudinibus formarum", mehrfach gedruckt, z. B. Padua 
1482. Latitudo hei8t die eine Erscheinung (= forma, z. B. Bewegung, Warme
anderung) darstellende Strecke, longitudo diejenige, von der die forma abhangig 
gedacht mrd. Naheres dariiber bei M. Curtze, Zeitschr. Math. Phys. 13, SuppI. 
(1868), § 14; ferner "Die mathem. Schriften d. N. Oresme", Berlin 1870, insbes. 
p. 11. V gl. auch L. Gegenbauer, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 12 (1903), p. 327; 
H. Hankel, Zur Geschichte d. Mathem. in Altertum u. lVIittelalter, Leipzig 1874, 
p. 351 Fu8n.; Tropfke 2, p. 409, 410. 

27) Uber die Entwicklung der algebraischen Geometrie vgl. Tropfke 2, 
p. 410-414. 

28) Rene Descartes du Pen'on (1596-1650), latinisiert Cartesius. Sein fiir 
die Entwicklung der Koordinatenmethoden grundlegendes Werk La Geometric 
erschien ohne Angabe des Verfassers Leyden 1637 in franzosischer Sprache als 
Anhang zu den "Discours de la methode pour bien conduire la raison et cher
cher la verite dans les sciences". Neuabdrucke davon erschienen 1728, 1886, 
1894; ferner ist sie enthalten in den (Euvres de Descartes, ed. V. Cousin, 5, 
Paris 1824, p. 309-428, und, der Originalausgabe vollig entsprechend, in den 
CEuvres de Descartes, publiees par Ch. Admn et P. Tannery, 6, Paris 1902, 
p. 367-485. - Franciscus van Schooten d. Jung. veranstaltete Leyden 1649 die 
Ausgabe einer lateinischen Ubersetzung und ihr folgte Amsterdam 1659 ein 
erneuter Abdruck mit zahlreichen Erganzungen von verschiedenen Verfassern 
(Fr. van Schooten, Florimond de Beaune, Johannes Hudde, Heinrich van Heu
raet, Johannes de 'Witt) in zwei Banden (die unter Mathematikern verbreitetste 
Ausgabe I). - Eine deutsche Ubersetzung von L. Schlesinger erschien Berlin 1894. 
V gI. die Charakteristik dieses Werkes bei M. Cantor, Vorl. 2 (2. Aufl.), p. 793 fr., 
811 fr. 

29) "Ad locos pIanos et solidos isagoge"; Varia opera mathematica D. Petri 
de Fermat, Tolosae 1679, p. 2-11; <EuVIes de Fermat, publiees par les soins 
,de P. Tannery et Ch. Henry, 1, Paris 1891, p.91-110, und in franzosischer 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 1. 40 
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Den hohlen Winkel OJ (0 < OJ < 180°), den die positiven Ko
ordinatenhalbachsen begrenzen (dem also der Einheitspunkt angehort), 
nennt man den Koordinatenwinkel. J e nachdem OJ 9= 900 oder OJ = 90° 
ist, heiBen Koordinatensystem und Koordinaten schiefwinklig bzw. recht
winklig oder orthogonal. 

Der Sinn, in dem sich die Halbachse der positiven Abszissen drehen 
muB, um den Koordinatenwinkel zu durchlaufen, wird vorleilhaft als der 
positive Drehsinn 30) der Ebene gewahlt und die Vorzeichenbestimmung 
fiir Winkel und FIachen in der Ebene~l) darauf gegriindet, so daB 
Gebilde ihren Sinn andern, sobald der Sinn des Koordinatenwinkels 
geandert wird. Die Basen zweier rechtwinkligen Koordinatensysteme 
in der Ebene, mit gleichen Einheitstrecken, lassen sich durch eine 
Bewegung in der Ebene oder durch eine solche Bewegung unter 
Hinzunahme einer Umwendung der Ebene zur Deckung bringen, je 
nachdem sie denselben oder entgegengesetzten Drehsinn bestimmen 
(gleich- oder gegensinnig, gleich oder entgegengesetzt orientiert sind). 

Das allgemeine (Anm. 21 a) schiefwinklige Parallelkoordinaten
system ist invariant (Nr. 1) gegeniiber den affinen, das rechtwinklig
gleichschenklige invariant gegeniiber den aquiformen (Ahnlichkeits-) 
Transformationen der Ebene. Ersteres wird daher das naturgemaBe 
Koordinatensystem zur analytischen Behandlung der affinen, letzteres 
zur analytischen Behandlung der iiquiformen Geometrie in der Ebene 
bilden 32). 

-obers.3 (1896), p. 85-101. Vgl. die Charakteristik dieses Werkes bei M. Cantor, 
Vorl. 2 (2. Aufl.), p. 817:1f. - Fermats Bekanntschaft mit der analytisch-geom. 
Methode vor dem Erscheinen der "Geometrie" beweist der Brief an Roberval 
vom 22. Sept. 1636 (Oeuvres 2 (1894), p. 74). V gl. auch Oeuvres 1, p. 91, FuBn.1. 
Wenn auch bei der letzten Niederschrift der "Isagoge", wie sie in den Varia 
opera erschienen ist, dem Autor Descartes' Geometrie bekannt war, so geht sie 
doch in wesentlichen Dingen weit iiber Descartes hinaus. V gl. hierzu auch 
S. GUnther, Die Anfange und Entwicklungsstadien des Koordinatenprinzips, Abh. 
Naturf. Ges. Niirnberg 6 (1877). Italien. Ubersetzung von G. Garbim'o, Bull. bibl. 
storia Boncompagni 10 (Rom 1877), p.363-406; Tropfke 2, p. 417-419. -
Wegen der Entwicklung d. anal. Geometrie vgl. R. Baltzer, Anal. Geom., p. 76. 
77; Tropfke 2, p. 421-425; G. Loria, Anm. 19, p. 562-574. 

30) Es ist heutzutage ziemlich allgemein iiblich, in Erlauterungsfiguren zu 
analytisch-geometrischen Untersuchungen die Achsen so zu orientieren, daB der 
positive Drehsinn der Ebene fur den Beschauer dem Drehsinn des Uhrzeigers 
entgegengesetzt erscheint. Die Rechnung muB von dieser Wahl vollig unab
hangig sein. 

31) V gl. Anm. 71. 
32) Heffter-Koehler 1, p. 15, 255. Vgl. auch ill AB 4b, Fano, NrA, 7. -

Fiir bestimmte Zwecke erweist sich eine besondere Lage der Koordinatenbasis 
gegenuber gegebenen Gebilden als vorteilhaft. G. Schirdewahn, Sitzungsber. Berlin 
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Bezeichnet (ex) eine gewissen Stetigkeits- und Differenzierbar
keitsbedingungen (II AI, Pringsheim, Nr. 11) geniigende Funktion 
und betrachtet man (ex) = y in einem Parallelkoordinatensystem als 
Ordinate eines Punktes mit der unabhangig veriinderlichen Abszisse x, 
so werden dadurch die Punkte einer Kurve 53) (eines Kurvenstiickes) 
bestimmt. Man nennt y = (ex) die Gleichtmg der Kurve. Sie kann 
auch in der impliziten Form F(x, y) = 0 34) gegeben sein oder es 
konnen auch x und y als ebensolche Funktionen eines Parameters t: 

(1) x = cp (t), 

oder als Funktionen von n Parametern 55) dargestellt werden, zwischen 
denen n - 1 unabhiingige Gleichungen bestehen 36). 

1st umgekehrt eine Kurve durch ein geometrisches oder mecha
nisches Gesetz definiert, das in eine Rechenvorschrift transformiert 
werden kann (II A 1, Pringsheim, Nr. 5), so entspricht ihr eine Glei
chung y = ((x). Hingegen liiBt sich eine willkiirlich gezeichnete Kurve 
immer nur naherungsweise durch eine Funktion darstellen. Sie be
bestimmt nach F. Klein 37) einen Funktionsstrei{en. 

Den Hauptgegenstand der analyt1'schen Geometrie S8) (Koordinaten-

Math. Ges. 4 (1905), p. 16-20 (beigeg. Arch. Math. Phys. (3) 9 (1905), z. B. 
wahlt fUr Zwecke der Dreiecksgeometrie die Achsen als Asymptoten einer einem 
gegebenen Dreieck umschriebenen gleichseitigen Hyperbel. 

33) Die Idee, da6 eine Gleichung zwischen den Parallelkoordinaten eines 
Punktes eine Linie in der Ebene bestimme, stammt von R. Desca1·tes, La Geo
metrie, Oeuvres 6, p. 336, 392. V gl. hierzu auch die Anm. 25, 29. 

Welches die hinreichenden Bedingungen sind, damit y = ((x) eine Kurve 
im gebrauchlichen Sinne darstelle, ist eine offene Frage. V gl. III A B 2, v. Man
goldt, Nr. 1-11; III AB 4a, Fano, Nr. 40; III D 1,2, v. Mangoldt, Nr.2. 

34) 1st die Funktion in x und y homogen, so stellt sie ein System von 
geraden Linien durch den Ursprung dar. 

35) Der Gebrauch dieser erweiterten Bedeutung des Wortes "Parameter" 
geht auf Leibniz zuriiek. Vgl. Tropfke 2, p. 427. Parameterdarstellungen von 
Kurven benutzt G. Cramer, Introduction it l'analyse des !ignes eourbes alge
briques, Geneve 1750, p. 34, die der Geraden in der Ebene und im Raum ge
braucht A. L. Cauchy, Appl., p. 16. 

36) V gl. hierzu G. Loria, Rend. Cire .. mat. Palermo 17 (1903), p. 45 f.; 
C. Briot u. J. C. Bouquet, Les;ons de geometrie analytique, 146 ed. par Appell, 
Paris 1893, p. 96-100; G. Castelnuovo, Lezioni di geom. anal. e proiettiva 1, 
Roma-Milano 1904, p. 239. 

37) Sitzungsber. phys. - med. Soc. Erlangen 1873 = Math. Ann. 22 (1883), 
p. 249-259. S. auch M. Pasch, Einleitung in die Differential- und Integral
rechnung, Leipzig 1882, p. 13 und Math. Ann. 30 (1887), p. 131; ferner IIIAB 2, 
v. Mangoldt, Nr. 10. 

38) Der Name Geometrie analytique tritt ill modernen Sinn zuerst bei 
S. F. Lacroix, Traite du ealcul differentiel et du calcul integral, Paris 1797-

40* 
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geometrie) der Ebene bildet die Untersuchung der durch algebraische 
oder allgemeiner analytische Funktionen definierten Kurven 39). 

Bezeichnet in der Gleichung 

(2) F(x, y) = 0 
F eine nicht identisch verschwindende ganze rationale Funktion nten 

Grades, so nennt man die dadurch bestimmte Kurve eine algebraische 
Kurve nter Ordnung40). Die einfachste Kurve in diesem Sinn ist die 
durch eine lineare Gleichung 

(3) G_Ax+By+O=O 

1800, fiir "Application de l'algebre a la geometrie" auf, der im Sinne von Lagranges 
Mecanique analytique die Konstruktionen aus der Geometrie moglichst zu ver
bannen suchte. V gl. R. Baltzer, Anal. Geom., p. 76; F. Muller, Jahresber. d. 
deutsch. Math.-Ver. 13 (1904), p.252; G. Loria, Verh. d. III. intern. Math.-Kongr., 
Leipzig 1905, p. 572. 

Zur allgemeinen Verbreitung dieser Disziplin hat das Lehrbuch von J. B. 
Biot, Geom. anal., viel beigetragen (vgl. J.PlUcker, Entw. 2, p. ill). Wegen ihrer 
historischen Entwicklung vgl. auBer den eben angefiihrten Arbeiten noch Tropfke 
2, p. 407-425, und M. Cantor, Vorl. 4, p. 451-576 (von V. Kommerell). 

39) Nach den Methoden der analytischen Geometrie sind auch elementar
geometrische Fragen uber Winkel, Entfernungen, FIachen- und Rauminhalte 
vielfach behandelt worden, Hier sei nur erwahnt J. L. Lagmnge, Solutions 
analytiques de quelques problemes sur les pyramides triangulaires, Nouv. Mem. 
Ac. Berlin 1773, p. 149-177 = Oeuvres 3 (Paris 1869), p, 661-692; M. Reip, 
Essai analytique et geometrique, Corr. math. phys. 10 (1838), p. 229-290. 

Eine eigenartige analytisch - geometrische Behandlung der Polygonometrie 
(in der Ebene und im Raum) findet sich in dem wenig bekannten Werke G. B. 
Magistrini, Poligonometria analitica, Bologna 1809. - Chr. Dopplers "Versuch 
einer analyt. Behandlung beliebig begrenzter und zusammengesetzter Linien, 
Flachen u. Korper", Prag 1839 (= Abh. Bohm. Ges. Prag (5) 1 (1840), worin mit 
Gleichungen operiert wird, fur welche die Bereiche der unabhangigen Variabeln 
begrenzt sind, geht uber formale Festsetzungen kaum hinaus und scheint keine 
Weiterbearbeitung erfahren zu haben.- H. Gergonne, Ann. math. p. appl. 17 (1827), 
p. 134-137, und A. L. Cauchy, Paris C. R. 24 (1847), p. 886 = Oeuvres (1) 10, p. 293, 
weisen auf die Bestimmungen geometrischer Orter durch Ungleichungen hin. 
Wegen Verwendung ganzzahliger oder rationaler Koordinaten (in der Ebene und 
im Raum) zur geometrischen Behandlung vou Aufgaben der Zahlentheorie vgl. 
F. Klein, Ausgewahlte Kapitel der Zahlentheorie, 1, 2, autogr. Vorl., gehalten 
1895-96, ausgearb. von A. Sommerfeld U. Ph. Furtwiingler, Gottingen 1896, 1897; 
H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, 1. Lief., Leipzig 1896, 2. Lief., 1910; Dio
phantische Approximationen, Leipzig 1907. 

Andere Anwendungsgebiete der Koordinatengeometrie werden spater (z. B. 
Nr. 24-26, 27-30, 35) Erwahnung finden. 

40) Die Einteilung der Kurven nach ihrer Ordnung stammt von I. Newton 
(vgl. A. BI'ill u. M. Noether, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 3 (1894), p. 119). 
Den Ausdruck "Ordnung" statt "Grad" im Gegensatz zur "Klasse" (Anm. 377) 
hat zuerst J. Plucker, Entw. 2, p. 2 FuEn" angewandt. 
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dargestellte gerade Linie41). Sie schneidet auf den Achsen die Stucke 
a a 

-.A und - Ii abo A = 0, B = 0 ordnet man die unerullichferne 

oder uneigentliche Gerade 4S) der Ebene zu, als Ort der unendlichfernen 
Punkte dieser. Sind die Verhiiltnisse der Koeffizienten A, B, C nicht 
samtlich reell, so definiert die Gleichung eine imaginiire (komplexe) 
Gerade, insbesondere eine Minimalgerade (III D 1, 2, V. Mangoldt, 
Nr. 12), wenn 

und AS+B2=O. 
Sie enthiilt einen einzigen reellen Punkt I7). 

N eben den Koordinaten von Punkten hat sich die Einfuhrung 
der Koordinaten gerichteter Strecken (Vektoren) als vorteilhaft erwiesen. 
Sind (Xli Yl)' (X2' Ys) die Koordinaten zweier Punkte PlI Ps' so hei.Ben 
~ = x 2 - Xli 'Y} = Y2 - YI nach R. Baltzer 48) die Koordinaten der ge
richteten Strecke PI P2 • Die Koordinaten zweier Strecken PI P2 , QI Q2 

sind dann und nur dann gleich, wenn die Strecken durch eine Par
allelverschiebung mit ihren Anfangspunkten PlI QI und ihren End
punkten P2, Q2 zur Deckung gebracht werden konnen. 

Fur parallele Strecken ist das Koordinatenverhiiltnis konstant. 
Durch die Strecke (~, 'Y}) wird also ein unendlichferner Punkt bestimmt, 
von dem ~, 'Y} homogene Koordinaten 44) sind. 

41) Die Gleichung der Geraden findet sich nicht in Descartes' Geometrie, 
sondern erst bei Joh. de Witt, Elementa curvarum linearum, abgedruckt in Fr. van 
Schootens lateinischer Ausgabe der Geomet1'ie (Amsterdam 1659, vgl. Anm. 28) 
p. 243. Hingegen kannte und benutzte sie schon P. de ]i'errnat, Ad locos pIanos 
isagoge, Oeuvres 1, p. 92, 93, und in franz. Ubers. 3, p. 86, 87. 

Wegen Ableitung der Gleichung der Geraden ohne Beniitzung des Archi
medischen Axioms vgl. D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1899, § 17. 

42) Vgl. H. Beck, Zeitschr. math. naturw. Unterr. 40 (1909), p.130. Wegen 
Literatur betreffs der unendlichfernen Elemente S. O. Staude, Anal. Geom., p. 423, 
Anm.17. 

43) J. f. Math. 46 (1853, geschr. 1850); Anal. Geom., § 15. In anderer 
Form findet sich dieser Begriff schon bei H. Graf3mann, Ausdehnungsl. V. 

1844, § 99 = Ges. math. phys. W. 1 \ p. 166, wo die Strecke als Differenz ihrer 
Endpunkte auftritt. Der Vektorbegriff selbst solI sich nach K. Heun, Lehrb. d. 
Mechanik 1, Leipzig 1906, p. 6, schon bei L. EuleT finden. Operiert mit ihm vor 
Graf3mann wird von C. Wessel und J. R . .Argand (1806) (vgI. I A 4, Study, Anm.10); 
G. Bellavitis, Ann. sc. 1st. Regno Lomb. Ven. 5 (1835), p.244-259; 7 (1837), 
p. 243-261; 8 (1838), p. 17-37, 85-121; Mem. 1st. Ven. 1 (1843), p. 225--267 
(vgl. auch die histor. Bemerkungen 19 (1876), p. 449-491); .A. F. Mobius, Die 
Elemente d. Mechanik d. Himmels, Leipzig 1843. V gl. ferner IV 2, Timerding, 
Nr. 1, 2, und wegen der Beziehungen zwischen Bellavitis, Mobius und Graf3mann 
den Bericht iiber Mobius' Nachla.6, Ges. W. 4 (1887), p. 717 f. 

44) R. Baltzer, Anal. Geom., § 15,3; H. Graf3mann, Ausdehnungsl. v. 1862, 
Nr. 228 = Ges. math. phys. W. 1 s, p. 157. 



614 III A B 7. E. M ul/er. Die verschiedenen Koordina tensysteme. 

Bezieht sich die Gl. (3) einer Geraden auf ein rechtwinklig
gleichschenkliges Koordinatensystem, so sind ~ = B, r; = - A die 
Koordinaten einer der Geraden angeharigen Strecke45) und ~ = A, 
'Yj = B die Koordinaten einer aus ihr durch Drehung urn einen posi
ti ven rechten Winkel hervorgehenden Strecke. Erstere mage die Richt
strecke, letztere die Normalenstrec7ce del' Geraden heiBen. Der lineare 
Ausdruck G (Gl. 3) bestimmt also eine Gerade samt einem ihr an
gehorigen Vektor von der Hinge VA2 + jj2. Dieses von H. Graf3-
mann 46) unter dem Namen "LiniengraBe" eingefiihrte Gebilde, auch 
Stab, linienfluchtiger oder Pun7ctve7ctor 46) genannt, verdient mehr Be
achtung in der analytischen Geometrie 47). Deutet man den Stab als 
Kraft, so stellt G das Drehmoment dieser Kraft (oder des Stabes) in 
bezug auf den Punkt (x, y) dar 48). Dividiert man G durch den ab
soluten Wert von YA2 + B2, so nennt man den neuen Ausdruck r 
die Hessesche Normalform 49) der Geraden. 1hre Richtstrecke hat nun 

45) R. Baltzer, Anal. Geom., § 28, 3, p. 163. Solche Verwendung gerich
teter Strecken geht auf H. Gra{Jmann (vgl. etwa: Geom. Analyse, Leipzig 1847, 
§ 18 = Ges. W. 11, p. 300 f.) zuriick und bringt, zumal bei gleichzeitiger Be
nutzung des auBeren und inneren Streckenproduktes, un mittel bare Klarheit in 
die hier auftretenden analytischen Ausdriicke. G. Runge, Anal. Geom., stellt diese 
Begriffe an die Spitze. 

46) Ausdehnungsl. v. 1844, p. 163 = Ges. W. 11, p. 189; vgl. wegen der 
Benennungen Stab und linienfluchtiger Vektor IV 2, Timerding, Anm.11. H. Hankel, 
Theorie der komplexen Zahlen, Leipzig 1867, p. 130, gebraucht dafiir "Geraden
stuck" (und analog, p. 134, 135, Ebenenstiick und Raumstuck) , franzosische Geo
meter (vgl. G. Koenigs, Le90ns de cinematique, Paris 1897, p. 1) heiBen dieses 
Gebilde "segment". "point-vector" bei E. W. Hyde, The directional calculus, 
based upon the methods of Hermann Grassmann, Boston 1890, p. 1. 

47) V gl. jedoch C. Runge, Anal. Geom., § 10, 11; F. Klein, Elementarmath. 2, 
p. 42ff. 

48) G. Gulmann, Graphische Statik, 2. Auf!., Zurich 1875, Nr. 39, p. 164. 
Bezeichnen G" G., ... , Gn lineare Ausdriicke, so stellt G, + G. + ... + Gn die 
Resultierende der durch die Summanden bestimmten Krafte dar. Wegen weiterer 
Beziehungen zwischen analytischer Geometrie und graphischer Statik vgl. Viertelj. 
Naturf. Ges. Ziirich 15 (1870), p. 1-24. In anderer Form finden sich die Grund
gedanken schon bei Gm{Jmann; vgl. E. M~mer, Neue Methode zur Ableitung 
der statischen Gesetze, Mitt. d. Technol. Gewerbe - Museums Wien (2) 3 (1893). 
p.17-72. 

49) Bezeichnen lX, ~ die Winkel, welche die Strecke (A, B) mit den posi
tiven Koordinatenhalbachsen einschlieEt, und p den Abstand der Geraden vom 
Ursprung (diesen Abstand also yom Ursprung aus nach der Geraden hin gemessen 
und als positiv oder negativ betrachtet, je nachdem diese Richtung mit der der 
Strecke (A, B) iibereinstimmt oder nicht), so ist r - x cos IX + y cos ~ = p. Diese 
Gleichungsform findet sich bei: A. L. Cauchy, Appl., p. 29 (analoge Gleichungsform 
der Ebene); L. I. Magnus, Aufg. u. Lehrs. 1, p. 15; O. Hesse, Vorles. Raum, p. 16 
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die Lange eins, r gibt also den Abstand des Punktes (x, y) von der 
Geraden 49&) an. 

Durch die Richtnng der Normalenstrecke (A, B) solI die positive 
Normalenrichtung (die positive Seite, das positive Ufer 50») der Ge
raden G angegeben werden. Diese Festsetzung ist nur vom Drehsinn 
-des Koordinatensystems, nicht von der Lage der Koordinatenachsen 
in der Ebene abhangig und versagt (ffir eigentliche Gerade) nie. Hin
gegen ist die noch in den meisten Lehrbfichern 51) angegebene, von 
O. Hesse 49) stammende Festsetzung auch von der Lage des Koordi
natenursprungs abhangig und versagt fiir die durch ihn gehenden 
Geraden. Auch die von R. v. Lilienthal 52) vorgeschlagene Festsetzung 
der positiven Richtung einer Geraden hangt von der Lage des Koor
dinatensystems abo 

3. Parallelkoordinaten im Raum. Begri:if des n-dimensionalen 
Raumes. Die Parallelkoordinaten im Raum, fiber die sich die ersten 
Andeutungen bei R. Descartes 6S) finden, deren allgemeine Verwendung 
aber erst durch A. Ot. Olairaut 18) (1731) angebahnt wurde, lassen 
sich analog wie in der Ebene (Nr. 2) definieren. 

(die analoge Gleichungsform der Ebene) und Vorles. Ebene, 3. Aufi., p. 15, hier 
mit zahlreichen Anwendungen. Von letzterem riihrt die Bezeichnung Normalform. 

49") Die entsprechende Formel findet sich bei E. Waring, Miscellanea ana
lytica de aequationibus algebraicis et curvarum proprietatibus, Cambridge 1762, 
p. 101 f.; ferner die analoge im Raum angewandt bei Monge et Hachette, J. ec. 
polyt. cah. 11 (1802), p. 148, und entwickelt bei G. Monge, Application de l'ana
lyse a la geometrie, Paris 1807, p.ll. - In schiefwinkligen Koordinaten J. Plucker, 
Entw. 1, p. 11, fUr die Ebene, M. Chasles, Ap. hist., p. 765, fiir den Raum. -
Deutungen des Vorzeichens geben J. PlUcker a. a. 0., p. 12 und insbesondere 
O. Hesse a. a. 0., p.17. Nach diesem hat ein Punkt von der Geraden einen 
positiven oder negativen Abstand, jenachdem er mit dem Ursprung auf der
selben oder auf der entgegengesetzten Seite der Geraden liegt. 

R. Baltzer, Anal. Geom., § 29, 3, setzt konsequenter r=xcoslX+Ycos (l + p; 
p bezeichnet dann den Abstand des UrBprungs von der Geraden. 

50) R. Baltzer, Anal. Geom., § 29, 3, 4. 
51) Diese Festsetzung findet sich jedoch in dem hier angegebenen Sinn 

auJ3er bei Baltzer z. B. noch bei Weber- Wellstein, Encykl. 2, § 58, Nr. 2; O. Staude, 
Anal. Geom., § 17, Nr. 4, und C. Runge, Anal. Geom., p. 16. 

52) Math. Ann. 42 (1893), p. 495-504. Vgl. Anm. 99. 
53) La Geometrie, Livre II, letzter Abschnitt = Oeuvres 6, p. 440. - Nach 

H. G. Zeuthen, Kegelschn., p. 422, hiitte Bchon Archimedes bei seiDen Unter
suchungen der ebenen Schnitte von Kegeln und Dreh:B.achen 2. O. raumliche 
Koordinaten verwendet. - Auch De la Hire, Les lieux gGometriques, Paris 1679, 
p. 210, 215, stent Raumkoordinaten auf, ohne auf ihre weitere Verwendung ein
zugehen. - Die erste Abhandlung uber anal. Geom. d. Raumes hat A. Parent 
1700 veroifentlicht. V gl. Anm. 73. 
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Durch einen eigentlichen Punkt 0 (Koordinatenursprung odeI' 
Koordinatenanfangspunkt) lege man drei nicht durch dieselbe Gerade 

gehende Ebenen (Koordinatenebenen) und 
wahle auf jeder ihrer Schnittlinien 0 Xr 
OY, OZ (Koordinatenachsen, zusammen: 
Achsenkreuz) eine positiveRichtung. Schnei
den die durch irgend einen Punkt P des 
Raumes parallel zu den Ebenen 0 Y Z, 

F· 1 OZX, OXY gele&rten Ebenen die Koor-19. . ~ 

dinatenachsen OX, 0 Y, 0 Z bzw. in den 
Punkten P." P'J1 Ps ' so heiBen die gerichteten Strecken OP", OPy, 
OPs odeI' deren gewohnlich auf dieselbe Einheitstrecke bezogene 
Langenzahlen x, y, 15 die Parallel- odeI' Cartesischen Koordinaten des 
Punktes P(4). Auch bei Wahl verschiedener Einheitstrecken auf den 
Achsen heiBt del' Punkt E mit den Koordinaten (+ 1, + 1, + 1) del' 
Einheitspunkt55); seine Annahme vertritt die Wahl del' positiven Ein
heitstrecken auf den Achsen. Das Achsenkreuz und der Einheits
punkt bilden die Basis (Nr. 1) dieses Koordinatensystems, das wieder 
bei gleichlangen Einheitstrecken gleichschenklig heiBen so1l21a). 

J edem reellen Punkt des Raumes ist auf diese Weise ein reelles 
Zahlentripel x, y, z umkehrbar eindeutig und stetig zugeordnet 56). Ein 
Tripel von Zahlen, unter denen mindestens eine komplex ist, definiert 
einen komplexen (imaginaren) Punkt, das Tripel del' konjugiert kom
plexen Zahlen den konjugiert komplexen Punkt 57). 

Schreibt man diese Koordinaten in der Form :' ~, +, so sind 

die vier Zablen x, y, 15, t die homogenen Parallelkoordinaten (Nr. 1) des 
Punktes. Die Vorteile ihrer Verwendung bestehen darin, daB die 
Gleichungen von Flachen (und zwar nicht bloB von algebraischen) 
homogen (II B 1, Osgood, Nr. 4:9) werden, also die Anwendung del' 
Satze tiber homogene Funktionen gestatten 58), daB man zur Betrachtung 

54) Vgl. hierzu die Anm. 18, 19, 20. Die heute allgemein iibliche Be
zeichnung von Punkten mittels ihrer Koordinaten in der Form (x, y, z) erwahnt 
ausdriicklich A. L. Cauchy, Appl., p. 16 FuBn. 

55) V gl. Anm. 21 a. 

56) Dabei ist zu beachten, daB fiir jede Zahl eines Tripels festgesetzt sein 
muB, welcher Achse sie zugeordnet ist. Eine solche Festsetzung £aUt bei den 
in Nr. 11 behandelten Koordinatensystemen weg. Vgl. femer Anm.6. 

57) Vgl. Anm. 17, femer P. Muth, Grundlagen, § 6. Fur konjugiert sagt 
zur Vermeidung von MiBverstandnissen J. Thomae, Die Kegelschnitte in rein 
projektiver Behandlung, Halle a. S. 1894, p. 79, aggregiert; Heffter-Koehler iT 
haben diese Benennung neuerlich aufgenommen. 



3. Parallelkoordinaten im Raum. 617 

unendlichferner (uneigentlicher) Punkte bloB t = 0 59) (X, y, Z nicht 
gleichzeitig verschwindend) zu setzen braucht 60) und fiir t = 1 es 
wieder mit gewohnlichen Parallelkoordinaten zu tun hat. Homogene 
Koordinaten iibet:haupt wurden wohl zuerst von A. F. Mobius 60a) 

und J. Pliicker 61) eingefiihrt, diese besonderen 6~) hauptsachlich von 
O. Hesse 63) und A. Oayley 64) vielfach verwendet. 

Als positive Drehrichtungen in den Koordinatenebenen gelten 
gewohnlich jene, durch die von den drei positiveu Halbachsen OX, 
OY, OZ je zwei in dieser Reihe zyklisch folgende durch Drehung 
urn einen hohlen Winkel zur Deckung gebracht werden 64a). 

Das allgemeine Paralielkoordinatensystem (A.nm. 63) ist invariant 
gegeniiber den affinen Raumtransformationen, bildet daher das natur
gemaBe Koordinatensystem zur analytischen Behandlung der affinen 
Geometrie 65). 

58) J. Plitcke1", J. f. Math. 5 (1829) = Ges. Abh. 1, p. 154 f.; N. Drucken
muller, Ubertragungsprinzipien, § 5. 

59) Gleichung der unendlichfernen Ebene. V gl. Anm. 42. 
60) E. Study, Geom. d. Dynamen, p. 248, weist daranf hin, daB in dem 

durch die uneigentliehen Punkte erweiterten Pnnktkontinuum jedem Punkt ein 
bestimmtes Wertsystem der Verhaltnisse x: y: z: t und umgekehrt entspricht, 
wobei x = y = z = t = 0 ausgeschlossen ist. Je zwei Punkte dieses er
weiterten Kontinuums konnen dann immer durch eine im Kontinuum ver
laufende stetige Kurve so verbunden werden, dall fiir keinen ihrer Punkte die 
Koordinaten dem Wertsystem 0, 0, 0, 0 beliebig nahe kommen. In diesem er
weiterten Kontinuum hat ferner jede unendliche Punktmenge Haufungsstellen; 
das Kontinuum ist also dann abgeschlossen (I A 5, Schoenflies, Nr. 11). 

60") Barye. Caleul, I, Kap. 3 = Ges. Werke 1, p. 50 ff. Bei ihm fehlt je
doch noch die Verwendung homogener Gleiehungen. 

61) J. f. Math. 5 (1829), p. 1-36 = Ges. Abh. 1, p. 125; Entw. 2, p. 11,12, 
insbesondere die Anmerkung auf p. 12; vgl. aueh Ges. Abh. 1, p. 526 I<'uBn. 

62) Sie finden sieh bei J. Plucke1", wenn man von der Andeutung Entw. 1, 
p. 12 absieht, erst im Syst. anal. Geom. (1835), Nr. 21 und wurden von ihm 
selten verwendet. 

63) J. f. Math. 28 (1844), p. 104 = Werke, p. 132; Vorles. Raum, 6. Vorl., 
p. 60 f. Hesse war der erste, der in seinen Aufsatzen und Lehrbiiehern zeigte, 
welche Eleganz in der Rechnung sich durch Verwendung homogener Koordinaten 
erreichen laBt. - Heffter-Koehler 1, p. 201 nennen obige homogene Koordinaten 
Hessesche und zwar allgemeine, wenn die Einheitstrecken auf den Aehsen be
liebig sind, und gleichseitige (p. 230), wenn diese Strecken gleieh lang sind. 

64) The Quart. J. p. appl. math. 3 (1860), p. 225-236 = Math. pap. 4, 
Nr. 284; s. aueh Anm. 197. 

64") A. L. Cauchy, Appl., p. 13. 
65) V gl. Anm. 32. - Schiefwinklige Koordinaten verwenden Monge et 

Hachette, J. ee. polyt. cah. 11 (1802), p. 147. Die ganze analytische Geometrie 
(inklusive Theorie der Raumkurven u. Flachen, zumal der Flaehen 2. 0.) behan-
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Stehen die drei Koordinatenachsen aufeinander senkrecht, so heiBt 
das Koordinatensystem rechtwinklig odeI' orthogonal. N ehmen wir es 
auBerdem gleichschenklig an, so hat nicht nur das Schnittdreieck der 
unendlichfernen Ebene mit den Koordinatenachsen (Poldreieck des 
absoluten Kegelschnitts J), sondern auch der Schnittpunkt mit der 
Verbindungslinie OE des Ursprungs und des Einheitspunktes zum 
Kegelschnitt J eine gegeniiber iiquiformen Raumtransformationen 
(III AB 4b, Fano, Nr.4:) invariante Lage. Das gleichschenklig-recht
winklige Koordinatensystem bi1det daher das naturgemaBe Koordinaten
system zur analytischen Behandlung der aquiformen Geometrie 32). 

Die Erfahrung 66) 1ehrt die Existenz zweier verschiedenen Arlen 
rechtwinkliger Achsenkreuze. Zwei Achsenkreuze derselben Art lassen 
sich durch Bewegung so zur Deckung bringen, daB auch ihre posi
tiven Halbachsen aufeinander fallen; zwei Achsenkreuze verschiedener 
Art lassen sich nur unter Zuhilfenahme einer Spiegelung an einer 
Ebene (nicht durch Bewegung allein) derarl ineinander iiberfiihren. 
Unter Zugrundelegung der obigen Pestsetzung der positiven Dreh-

delt mittels dieser Koordinaten G. S. Ohm, Beitrage zur Molekular - Physik 1, 
GrundriB der analytischen Geometrie im Raume am schiefwinkeligen Koordinaten
systeme, Nurnberg 1849. Die Grundformeln wurden abgeleitet von R. Baltzer, 
J. f. Math. 46 (1853), p. 145-163 = Nouv. Ann. (1) 13 (1854), p.5-25 (vgl. 
auch Anal. Geom., Kap. 8, 9), und auf umstandliche Weise von J. A. (fl"unert, 
Arch. Math. Phys. 34 (1860), p. 121-248. Vgl. ferner L. Ripert, Nouv. Ann. 
(3) 19 (1900), p.409-419; L. Pilgrim, Math.-naturw. Mitt. math.-naturw. Ver. 
Wiirt. (2) 9 (1907), p. 51-77, auch im Sonderabdruck: "Vereinfachte Behand
lung der schiefwinkligen Koordinaten im Raum", Stuttgart 1909, erschienen. -
A. L. Cauchy, Paris C. R. 21 (1845), p.305-316 = Oeuvres (1) 9, p. 253-265, 
leitet einige der Grundformeln unter Verwendung zweier konjugierter Achsen
kreuze ab, bei denen namlich die Achsen des einen auf den Ebenen des anderen 
senkrecht stehen. Bei G. S. Ohm a. a. 0., p. 31 ff. bilden solche "Doppelsysteme" 
ein wesentliches Hilfsmittel seiner Untersuchungen. Solche Achsenkrcuze benutzt 
auch C. Cail/er, L'Enseign. math. 4 (1902), p. 273 f. - Ais Beispiel fur eine be
stimmten Zwecken angepaBte Wahl der Koordinatenbasis seien die "coordonmJes 
bimedianes" von J. N. Haton de la Goupilliere, Nouv. Ann. (2) 4 (1865), p. 249 f., 
erwahnt. Die Verbindungslinien der Mitten der Gegenkanten eines Tetraeders 
bilden hier das Achsenkreuz fur Parallelkoordinaten. 

66) S. A. F. Mobius, Baryc. Calcul, § 140 Anm. - C. F. GaufJ schreibt an 
Gerling (23. Juni 1846; Werke 8, Leipzig 1900, p.248): "Diesen Unterschied 
zweier Systeme von je drei geraden Linien kann man aber nicht auf Begriffe 
bringen, sondern nur aus dem Anhalten an widclich vorhandene raumliche Dinge 
v01·zeigen. Zwei Geister konnen sich nicht anders dariiber verstandigen, als daB 
sie ihre Anschauungen an ein und dasselbe in der wirklichen Welt vorkommende 
System kniipfen." V gl. hierzu jedoch Weber- WelZstein, Encykl. 2, p. 110; W. Killing 
und H. Hovestadt 71). 
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sinne in den Koordinatenebenen ist jedes rechtwinklige Achsenkreuz 
mit den beiden durch zyklische Vertauschung der Achsen daraus hervor
gehenden gleichartig (gleichsinnig), mit jedem durch Vertauschung bloB 
zweier Achsen hervorgehenden ungleichartig (gegensinnig) 61). Ergibt 
eine Drehung des Achsenkreuzes etwa um die Z-Achse im positiven 
Drehsinn der XY-Ebene in Verbindung mit einer Schiebung in der 
Richtung der positiven Z-Achse eine Rechtsschraube, so nennt man das 
Koordinatensystem ein Rechtssystem (oder rechtshiindiges System), im ent
gegengesetzten Fall ein Linkssystem (oder linkshiindiges System)68). Auf 
die N otwendigkeit, die Art des zugrunde gelegten rechtwinkligen Koordi
natensystems zu beachten, wurde man wohl zuerst in der mathematischen 
Physik gefiihrt68); sie drangte sich aber auch bei rein geometrischen 

67) L. I. Magnus, Aufg. und Lehrs. 2, p. 56. Fur schiefw. Koordinaten
systeme bei G. S. Ohm a. a. 0., p. 54-61. 

68) A. Foppl, Einfiihrung in die Maxwellsche Theorie der Elektrizitat, 
Leipzig 1894, p. 10; right-handed und left-handed bei J. Ol. Maxwell, A treatise 
on electricity and magnetism 1, Oxford 1873, p. 24 (deutsch von B. Weinstein, 
Berlin 1883, p. 25), der sie auch als die Systeme des Weins und des Hopfens 
bezeichnet, weil die Ranken dieser Pflanzen rechts bzw. links gewunden sind. 
Die beste Vorstellung von einer Rechtsschraubung liefert uns (nach Maxwel't) 
die Bewegung der rechten Hand beim Vorwartssto13en und gleiehzeitigen un
gezwungenen Drehen (d. h. Drehen der Oberseite auf dem kiirzesten Wege naeh 
au6en hin). tiber diese Festsetzungen scheint unter den Geometern noeh keine 
Einigkeit zu bestehen; vgl. z. B. die gegenteilige Definition bei G. Scheffe'l's, 
Einf. in die Theorie der Kurven, Leipzig 1901, p. 158. Aueh 
die Botaniker definieren rechts und links gewnnden entgegen
gesetzt wie oben; Hopfen hei6t bei ihnen reehts gewunden. 
Nebengezeichnete Figur stellt, wenn OX und OZ in der 
Zeichenebene liegend gedacht werden, ein Reehtssystem oder 
Linkssystem vor, jenaehdem OY im Raum hinter oder vor 
der Zeichenebene (mit dem Besehauer zu versehiedenen Seiten 
oder auf derselben Seite der Zeichenebene) liegt. Die Ausdriicke 

Fig. 2. 

"rechts-" und "linkshandig" erklaren sich aueh so, daB die X-, Y- und Z-Achse 
bei diesen Achsenkreuzen so liegen wie der ausgestreckte Daumen, Zeige- und 
Mittelfinger der rechten bzw. linken Hand. (Vgl. F. Klein, Elementarmath. 1, 
p. 156.) In den Lehrbiichern der analytischen Geometrie werden gewohnlich 
Linkssysteme (franz6sische S.) zugrunde gelegt gedacht. C. Maxwell hat a. a. O. 
nach dem Vorbilde von Thomson u. Tait das mit dem System der Astronomen 
iibereinstimmende Rechtssystem (engUsches S.) vorgeschlagen, das auch mit dem 
gebrauchlichen Achsenkreuz in der Ebene (Anm. 30) in einfacherem Zusammen
hang steht; vgl. L. Prandtl, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 13 (1904), p. 39; 
O. Staude, Anal. Geom., p. 157, dehnt obige Unterscheidung auf schiefwinklige 
Achseukreuze aus und neunt (p. 158) Rechtssysteme positiv, Linkssysteme negativ 
-orientierl; sie findet sich iibl'igens Bchon bei G. S. Ohm a. a. 0., p.58 (Systeme 
mit nlLhnlichem" odeI' nunahnlichem Achsenlauf"). 
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Untersuchungen z. B. bei denen iiber Kriimmung von Flachen und 
Windung von Raumkurven auf 69). 

Alie mit Hilfe der Rechnung abgeleiteten Gesetze miissen unab
hangig von der Art des zugrunde gelegten Achsenkreuzes sein 70). 
Die zur Ersetzung der geometrischen Anschauung in die Formeln ein
tretenden relativen RaumgroBen definiert man daher am vorteilhafte· 
sten mit Hilfe dieses Achsenkreuzes 71). Die Richtungen des mensch-

69) K. Peterson, fiber Kurven und Flachen, Moskau-Leipzig 1868, p. 4. -
O. Stolz, Monatsh. Math. Phys. 1 (1890), p. 433-442; Rechts- und Linkssysteme 
werden hier Koordinatensysteme erster und zweiter Art genannt. 

70) Dies findet sich klar auseinandergesetzt bei C. Lange, Beitrag z. anaL 
Geom. d. geraden Linie im Raume, Progr. Insterburg 1864, p. 4, 5. 

71) Schon C. F. Gauf3, Theoria motu8 corporum coelestium, Hamburg 1809, 
Art. 137 (deutsche fibers. von C. Haase, Hannover 1865) = Werke 7 (Leipzig 
1906), p. 177, empfiehlt, die geometrischen GroJ3en so zu definieren, "daJ3 man 
nicht fUr die einzelnen verschiedenen FaIle auf besondere Figuren zu rekurrieren 
braucht", und fiihrt dies, soweit es dort erforderlich, durch. Einiges findet sieh 
bereits bei L: N. 11f. Carnot, Geometrie de position, Paris 1803, 1804 (deutsch von 
H. C. Schumacher, Altona 1808, 1810). Die heute gebrauehliehen Zeichenfest
setzungen stammen im wesentliehen von A. F. Mobius, Baryc. Caleul, Leipzig 1827, 
§§ 1, 17-20,165 Anm., und A. L. Cauchy, Appl., p. 11-42; Paris C. R. 21 (1845), 
p. 305-316 = Oeuvres (1) 9, p. 253-265; ersteres Werk Cauchys hat viel zur 
Verbreitung solcher genaueren Begriffsbestimmungen beigetragen. - Dureh
gehends angewendet finden sie sieh bei R. Baltzer, Theorie u. Anwendung der 
Determinanten, Leipzig 1857 (5. Aufl. 1881), § 16-18; Elemente der Math. 2, 
Leipzig 1867 (2. Aufl.) und Anal. Geom. § 9, 10, 46; ferner eingehend ausein
andergesetzt in den Lehrbiichern der anal. Geom. von O. Staude und Heffter
Koehler. - Die konsequente Bezugnahme auf das urspriingliehe Koordinaten
system zur Festsetzung der Vorzeichen (des Sinnes) findet sieh in beiden Bearbei
tungen von H. Graf3manns Ausdehnungslehre. lndem 0 Stolz, Monatsh. Math. 
Phys. 1 (1890), p. 433-442, die Vorzeichenfestsetzungen wie Cauchy und Mobiug 
an ein mit dem menschliehen Korper verbundenes Aehsenkreuz kniipft, sieht 
er sich zur Einfiihrung eines in den Formeln mitlaufenden Koeffizienten E ge
notigt, der den Wert + 1 oder - 1 erhalt, je naehdem das zugrunde gelegte 
Koordinatensystem ein Rechts- oder Linkssystem ist. Ein positiver Wert der 
Torsion in einem Punkt einer Raumkurve zeigt z. B. an, daB die Sehraubung der 
Kurve an dieser Stelle identisch mit der einer Rechts- oder Linksschraube ist, je 
nachdem man ein Reehts- oder Linkssystem zugrunde gelegt hat. V gl. aueh 
Zeitschr. Math. Phys. 16 (1871), p. 168-178. Hingegen wird mittels des urspriing
lichen Achsenkreuzes das Vorzeiehen der Torsion definiert in III D 1, 2, ·V. lIIan
goldt, Nr. 29, p. 75. 

Wegen Vorzeiehenbestimmungen in der (anal.) Geometrie vgl. ferner: De 
Morgan, Cambro Dubl. math. J. 6 (1851), p. 156-160; E. Lucas, Mathesis (1) 
10 (1890), p. 5-8; O. Stolz u. J. A. Grneiner, Theoretisehe Arithmetik, Leipzig 
1902, p. 117-119, 329 f.; F. Klein, Elementarmath. 2, p. 5-41. - fiber Abstande 
und Winkel komplexer Elemente vgl. G. Marletta, Rend. Cire. mat. Palermo 
19 (1905), p. 120-128. 
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lichen Korpers (etwa FuB-Kopfrichtung, Richtung nach vorne und 
Richtung des seitlich gestreckten linken Armes, oder Achsenkreuze 
gebildet aUB Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten oder linken 
Hand usw.), auf die man der leichteren Vorstellbarkeit balber oft Be
zug nimmt, sollen nur das an eine andere Stelle des Raumes bewegte 
ursprungliche Koordinatenkreuz vertreten. 

A.11e Punkte des Raumes, deren Parallelkoordinaten x, y, s die 
Gleichung 
(1) F(x,y,z) =0 

erfiillen, wo F eine gewissen Stetigkeits- und Differenzierbarkeits
bedingungen geniigende (meist analytische) Funktion bezeichnet 711), 

gehoren einer Fliiche 7S) an, deren reelle Punkte auch bloB eine Kurve 
erfullen oder vereinzelt auftreten konnen. 1st F(x, y, z) homogen, so 
stent die Gleichung eine Kegelflache mit der Spitze im Ursprung 

d 73) M d' Gl . h' d ( of. ht'd . h . ar . an nennt lese elC ung 0 er wenn ffZ DIC 1 entlsc 

versch windet) die mit ihr aquivalente 

(2) z = {(x, y) 

die Gleichung der Flacke 7S). Allgemeiner lassen sich die Koordi-

Beziiglich der Postulate, auf denen die Sinnesfestsetzungen der geometri
schen Gebilde beruhen, vgl. IIIAB 1, Enriques, Nr.4, femer W. K~1ling und 
H. Hovestadt, Ha.ndbuch des mathem. Unterrichts 1, Leipzig und Berlin 1910, 
p. 55 if., 101 fr. 

72) Vgl. F. Klein, Anm.14, p.172f.; IIIAB 2, v. Mangoldt, Nr.12. Welche 
Bedingungen die Funktion F erfiillen muB, damit Gl. (1) eine Flache im ge
brauchlichen Sinne darstelle, ist eine ofrene Frage. 

73) Einer Doppelserie von Punkten nach R. Baltzer, Anal. Geom., p. 72. 
Nach M. Chasles, Ap. hist., p. 138, war A. Parent (1666-1716) der erete, 

der 1700 die Gleichung einer Flache aufstellte (Naheres bei M. Cantor, Vorl. 3 
(2. Aufi.), p.418). Auch Joh. Bernoulli soIl bei Behandlung des Problems der 
kurzesten Linie zwischen zwei Punkten einer Flache diese durch eine Gleichung 
zwischen drei Variabeln dargestellt haben. DaB er und Lei1miz bereits am Ende 
des 17. Jahrh. im Besitze der Einsicht waren, eine krumme Flache lasse sich 
durch eine Gleichung zwischen drei Koordinaten darstellen, geht aus ihrem Brief
wechsel hervor; vgl. P. Stackel, Ber. Ges. Leipzig (math. -phys.) 1893, p. 448; 
hingegen auch M. Cantor, Vorl. 3 (2. Aufi.), p. 418f. und Tropfke 2, p.423. Aber 
erst A. Cl. Clairaut, Recherches sur les courbes a double courbure, Paris 1731 (vgl. 
die Besprechung dieses 1729 vollendeten Werkes eines 16jahrigen bei M. Oantor, 
Vorl. 3 (2. Aufi.), p. 779 f.), hat die Lehre von den Raumkoordinaten methodisch 
a.uf krumme Flachen und Raumkurven angewandt. Bei ihm findet sich auch 
Bchon (a. a. 0., p. 15, Nr. 31) die Gleichung eines algebraischen Kegels mit der 
Spitze im Ursprung. Die wichtigste Weiterbildung erfuhr die analytische Geo
metrie des Raumes durch L. Euler, Introd. 2, Appendix de superficiebus, in 
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naten x, '!I, z eines Fl1i.chenpunktes als Funktionen zweier unabhlingig 
verii.nderlichen Parameter u, v (lll AB 2, v. Mangoldt, Nr. 12) oder als 
Funktionen von n Parametern darstellen, zwischen denen n - 2 un
abhiingige Gleichungen bestehen. 

AIle Punkte, deren Pl1orallelkoordinaten zwei Gleichungen 

(3) Fl (x, y, z) = 0, Fi (x, y, z) = 0 

genfigen, erffiIlen im allgemeinen eine Raumkurve 74) (lll AB 2, v. Man
goldt, Nr.6; III AB 4a, Fano, Nr.21), die auch, wenn All As Para
meter bezeichnen, den 001 Flachen At Fl + A2 Fs = 0 75) angehOrt. Oft 
stellt man durch Elimination je einer der Variabeln, y und z z. B., 
die Gl. (3) auch in der Form 

(4) ft(x,y) =0, fs(x,z) =0 

dar. Sie geben die Projektionen der Raumkurve parallel zur Z- und 
zur Y-Achse auf die XY- bzw. XZ-Ebene 76). Die Kurve erscheint 
dann als Schnitt zweier Zylinder. Bei Raumkurven, die nicht voll-. 
stiindiger Schnitt zweier Flachen sind, versagt diese Darstellung, indem 
sie die Kurve nicht zu individualisieren vermag (lll.A B 4a, Fano, 
Nr. 21). Man erreicht dies, indem man x, y, z als Funktionen eines 
Parameters t darstellt oder als Funktionen von n Parametern, zwi
schen denen n - 1 voneinander unabhii.ngige Gleichungen bestehen 77). 
A. Oayley verwendet zur Darstellung einer algebraischen Raumkurve 
auch den Komplex der sie schneidenden Geraden 78) sowie die so
genannten Monoidfiachen 79) i A. Brill 79 a.) das System aller fiber der 

welch em Anhang zum erstenmal die Elemente dieser Disziplin systematisch be
handelt werden. 

74) Sene 'Von Punkten nach R. Baltzer, Anal. Geom., p. 72. Raumkuxven 
wurden auf analytischem Wege schon vor Clairaut, sogar schon von den Alten 
untersuchtj vgl. M. Ohasles, Ap. hist., p. 139-141. A. Parent z. B. hat (nach 
M. Cantor, Vorl. 3 (2. Aufi.), p. 418) 1702 die Schraublinie mit Hilfe von Koor
dinaten untersucht. Der Ausdruck ligne a double courbure riihrt von H. Pitot, 
Rist. Ac. sc. Paris, Annee 1724 (gedr. 1726), p. 113, her. Angenommen und ein
gebiirgert wurde dieser Ausdruck durch Clairaut. Linien doppelter Kriimmung 
heiJ3en sie bei ihm deshalb, weil sie an der Kriimmung zweier ebenen Kuxven, 
ihrer Projektionen, teilnehmen (a. a. 0., Vorrede, p. 2). Beziiglich J. Hermann, 
der 1732 ebenfalls Oberfiachen und Raumkuxven behandelte, vgl. M. Oantor, 
Vorl. 3 (2. Aufl..), p. 786. 

75) mAB 4a, Fano, Nr.12, Anm. 39. 
76) Schon von R. Descartes, Anm.53, angedeutet; in voller Klarheit bei 

A. Cl. Clairaut a. a. 0., etwa Vorrede, p. 2. 
77) Vgl. G. Loria, Rend. eirc. mat. Palermo 17 (1903), p. 50. 
78) Anm. 484. V gl. auch A. Vo/J, Math. Ann. 13 (1878), p. 232-248. 
79) III AB h, Fano, Nr. 21, Anm. 88. 
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Kurve stehenden Kegel, deren Spitzen sich auf .emer Geraden be
finden. 

Drei Flachengleichungen Fl = 0, F2 = 0, 
1m allgemeinen eine Punktgruppe, die auch 
A1Fl + AsFs + AsFs = ° angehort. 

Fs = 0 bestimmen 
allen 00 2 Flachen 

Bezeichnet in Gl. (1) F eine ganze rationale Funktion nten Grades, 
so nennt man die hierdurch bestimmte FIache eine algebraische Flache 
n ter Ordnung 80). Sie heiBt reell oder imaginar, je nachdem die Ver
haltnisse der Koeffizienten samtlich reell sind oder nicht. Besitzt eine 
reelle Flache keinen reeHen Teil, so nennt sie F. Klein 81) "nunteilig". 

Die einfachste algebraische FIache ist die durch eine lineare 
Gleichung 
(5) 13 = Ax + By + Cz + D = 0 
bestimmte Ebene 82). Sie schneidet auf den Achsen die Stucke 

D D D 
- A' - B' - 0 ab; 0· x + o· y + o· fj + D = ° stent daher 
die unendlichferne 83) (oder uneigentliche) Ebene dar. 

Jede imaginare (besser komplexe) Ebene, insbesondere jede durch 
die Gleichung 

(worin nicht A=B= C sein darf) definierte Minimalebene 84), besitzt 
eme reeHe Gerade. 

79 A) Nachr. Ges. Gott. 1901, p. 156-168; Math. Ann. 64 (1907), p. 289-324; 
Rend. eirc. mat. Palermo 25 (1908), p. 188-192 (fiir Kurven 3.0.). 

80) Verschiedene solche Flachen untersucht schon A. Cl. Olairaut, Recherches, 
1731. L. Euler, lntrod. 2, p. 373-398, diskutiert zum erstenmal die durch qua
dratische Gleichungen dargestellten FHichen. 

81) Nicht-Euklidische Geometrie 2 (Auto gr. Vorl. Sommers. 1890), p. 62; 
Hohere Geom. 1, p. 355, fiir Flachen und Kurven zweiter Ordnung. 

82) Die Gleichung der Ebene findet sich zuerst bei A. CZ. Olairaut, Re
cherches (1731), p. 6, Nr. 10 und p. 38, Nr. 66; ferner (nach M. Cantor, Vorl. 3 
(2. Aufi.), p. 786) bei J. Hermann, Comm. Ac. Petro (a. 1732, 1733), 6, p. 36-67. S. 
auch L. Euler, Introd. 2, Append. § 97 f. Zu ihrer Ableitung werden in den Lehr
biichern verschiedene geometrische Eigenschaften der Ebene herangezogen. G.Monge, 
Application (vgl. Anm. 86), § III, z. B. betrachtet die Ebene als Ort einer Geraden 
von fester Richtung, die langs einer zweiten Geraden hingleitet; O. Hesse, Vorles. 
Raum, benutzt einmal (p. 13) die Eigenschaft, daJ.l der Inhalt des von vier 
Punkten einer Ebene bestimmten Tetraeders verschwindet, dann (p. 14), daJ.l sie 
der Ort alIer Punkte ist, die von zwei Punkten gleiche Abstande haben oder 
(p. 15) deren Lote auf eine feste durch den Ursprung gelegte Gerade denselben 
FuJ.lpunkt haben (Diese Ableitung schon bei Ch. Sturm, Ann. math. p. appl. 15 
(1824/25), p. 341). Beziiglich der Frage, auf Grund welcher Axiome sich die 
lineare Form der Gleichung einer Ebene ergebe, vgl. Anm. 167. 

83) V gl. Anm. 42. 
84) III D 1, 2, v. Mangoldt, Nr. 12. 
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Sind (xu Yl' $1)' (X2' Y2' Z2) die rechtwinkligen Koordinaten zweier 
Punkte Pl1 P2 , so heiBen, wie in del' Ebene, 

~ = X2 - Xl' 'Y) = Y2 - Yu ~ = Z2 - $1 

nach R. Baltzer 85) die Koordinaten der gerichteten Strecke (des Vek
tors) P1 P2. 1hre Hinge ist 1 = y;2 + 'Y)2 + ~2 und ihre N eigungswinkel 
a, (1, r gegen die Kool'dinatenachsen sind gegeben durch 

cos IX = f, cos fJ = t, cos r = f 86) . 

N ennt man Strecken mit gleichen Kool'dinaten gleich, so sind gleiche 
Strecken solche, die durch eine Pal'allelverschiebung (mit ihren An
fangs· und Endpunkten) zur Deckung gebracht werden konnen. Wie 
in del' Ebene eNr. 2) bestimmt jede Strecke einen unendlichfernen 
Punkt, von dem ~, 'Y), b homogene Koordinaten 87) sind. Zwei Strecken 
(~, 'Y),~) und Cf, 'Y)', n sind dann (und nur dann) zueinander normal, 
wenn ~~' + 'Y)r/ + bb' = 0 ist. 

R. Baltzer 88) hat auch den von H. Grafimann 89) stammen den 

85) J. f. Math. 46 (1853), p. 145 und Anal. Geom., § 45 (fiir beliebige Par
allelkoordinaten). Vgl. auch Anm. 43. 

86) Damus folgen sofort die von A. L. Cauchy, Appl., p. 16, vielfach ver
wende ten Gleichungen einer Geraden 

x - Xl Y - Yl Z - Zl 

cos cc = cos fJ = cos r . 
Die Gleichungen einer Geraden (imer Normalrisse auf die XZ- und YZ-Ebene) 

X = az + cc 

y=bz+fJ 
wurden von G. Monge, Application de l'analyse it la geometrie (die erste, Paris 
1795 erschienene, und die zweite Ausgabe fiihren den Titel "Feuilles d'analyse 
appliquee a la geometrie, a 1'usage de 1'8cole poly technique"), 4" ed. Paris 1809, 
p. 2, eingeflihrt. Uber die Tragweite dieser Einfiihrung liuaerte sich J. Plucker 
1833 in einer Rezension (Ges. Abh. 1, p. 617): "Diese neue Geometrie (von 
Descartes) nahm eine ganz andere Gestaltung durch Monge an, welcher, nach
dem durch Euler und Lagrange schon manches vorbereitet worden war, dadurch, 
daa er die Gleichung der geraden Linien einfiihrte, Rechnung und Konstmktion 
streng von einander schied. Wie von Descartes, so kann man auch von Monge 
sagen: er schuf eine neue Geometrie." 

87) R. Baltzer, Anal. Geom., § 45, 2; H. GrafJmann 44). 
88) J. f. Math. 46 (1853), p. 152; Anal. Geom., p. 376 f. (fiir beliebige Parallel

koordinaten). 
89) Ausdehnungsl. v. 1844, § 91; PX ' PY ' Pz heiaen bei ihm die Zeiger 

eines Fliichenraumes, wofUr auch der von R. Mehmke vorgeschlagene Ausdruck 
Feld (H. GrafJmanns Ges. W. 12, p. 435) oder von E. W. Hyde (Anm. 46) plane
vector gebraucht wird. Es sei jedoch hervorgehoben, daa schon A. L. Cauchy 
in seiner, wie es scheint, zu wenig beachteten Theorie der "moments lineaires" 
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Begriff der Koordinaten einer Planfigur (Plangrofje) 90) in die analy
tische Geometrie eingefiihrt. Man versteht darunter die Inhalte 
p"" PII , P. der Normalprojektionen einer mit bestimmtem Umlaufsinn 
versehenen Planfigur ( etwa eines Parallelogramms) P bzw. auf die 
Ebenen OYZ, OZX, OXY eines rechtwinkligen Achsenkreuzes. Die 
Vorzeichen von p"" Pll' p. werden nach dem positiven Drehsinn in den 
betreffenden Koordinatenebenen bestimmt. Diese Koordinaten be
stimmen eindeutig die Steilung, den Sinn und Fliicheninhalt von Pi 
sie sind homogene Koordinaten einer unendlichfernen Geraden 91). 

Betrachtet man p"" PII , P. als Koordinaten eines Vektors, so ist 
dessen Lange gleich dem Inhalt von Pi er steht zu P senkrecht und 
bestimmt zusammen mit dem Drehsinn von P einen Schraubsinn, der 
dem des zugrunde gelegten Koordinatensystems gleicht. Dieser Vektor 
heiSt nach H Grafjmann 92) die Ergiinzung der PlangroBe p. 

Bezieht sich die Gl. (5) einer Ebene auf ein rechtwinklig·gleich
schenkliges Koordinatensystem, so sind .A, B, 0 die Koordinaten einer 
zur Ebene parallelen PlangroSe oder von deren Ergiinzungsstrecke 98). 
Letztere moge die Normalenstrecke der Ebene heiSen. Der lineare 
Ausdruck E CGI. 5) bestimmt also eine Ebene samt einer ihr etwa 
angehorig zu denkenden Planfigur von der GroSe -V.As + B2 + 0 2 • 

Dieses von H Grafjmann 94.) unter dem N amen Ebenengrofje ( oder 
Plangrofje) eingefiihrte Gebilde, auch Blatt95), gebundene Plangrof3e 9G) 

oder Punkt-Ebene- Vektor 97) genannt, verdient samt den vorhergehen
den Begriffen mehr Beachtung in der analytischen Geometrie. 

(Exercices de mathematiques, Paris 1826 = Oeuvres (2) 6, Paris 1887, p. 89-
112; 149-168, 191-201) die Projektionen einer PlangroJ3e genau wie Koordi
naten handhabt. 

90) IV 2, Timerding, Nr. 3; FUichenvektor bei H. E. Timerding, Geom. d. Kr., 
p. 20. V gl. auch O. Staude, Anal. Geom., §§ 34, 86. 

91) R. Baltzer, Anal. Geom., p. 400. 
92) Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 335, 336 = Ges. W. I', p. 211 f. - Die 

Definition der Erganzung in IV 14, Abraham, Nr. 3 und IV 2, Timerding, Nr. 3 
13timmt mit der obigen Gra,6mannschen nicht vollig uberein, weil die Richtung 
der Erganzungsstrecke un8bhangig von dem zugrunde liegenden Koordinaten
system festgelegt wird. Nach dieser Definition waren die Koordinaten einer 
PlangroJ3e (im Gegensatz zu Gra,6mann) nicht immer denen ihrer Erganzung 
gleich, eine Tats8che, zu der iibrigens schon A. L. Cauchy, 8. a. 0., p. 101, gelangt. 

98) R. Baltzer, Anal. Geom., § 49, 6. 
94) Ausdehnungsl. v. 1844, p. 163 = Ges. W. 11, p. 189. In der Aus

dehnungsl. v. 1862, Nr. 257 = Ges. W. I', p. 172 gebraucht er dafur "Flachen
teil". V gl. auch Anm. 46. 

95) H. Gra,6manns Ges. W. 1 I, p. 438. 
96) IV 2, Timerding, Nr. 3; gebundener Bivektor bei E. Jahnke, Vorl. ub. d. 

Vektorenrechnung usw., Leipzig 1905, p. 113. 
Encyklop. d. math. Wiseenach. ill 1. 41 
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SchlieBt die Normalenstrecke (A, B, 0) mit den Koordinaten
achsen die Winkel a, (3, 'Y ein, so erhalt man durch Division der 
G1. (5) mit dem absoluten Zahlwert yA2 + B2 + C2 die Gleichung 
del' Ebene in der Hesseschen Normalform 98) 

(6) x cos a + y cos (J + z cos 'Y + p = 0, 

wo p den N ormalabstand des Ursprungs von der Ebene bezeichnet. 
Solche Normalabstande sollenstets von der Ebene aus gegen die 
Punkte hin gemessen und mit dem positiven oder negativen Vor
zeichen versehen werden, je nachdem diese Richtung mit der der 
N ormalenstrecke iibereinstimmt oder ihr entgegengesetzt ist. Diese 
Festsetzung ist nur von der Art, nicht von der Lage des zugrunde 
gelegten Koordinatensystems abhangig 99) und versagt (fiir eigentliche 
Ebenen) nie. Durch die Angabe del' Normalenstrecke (odeI' der enti 
sprechenden PlangroBe) wird also eine positive und negative Seite 
der Ebene unterschieden, d. h. die Ebene orientiert100). Del' Aus
druck c in G1. (5) gibt den mit der Lange der N ormalenstrecke (oder 

97) "point-plane-vector" bei E. W. Hyde (vgl. Anm. 46). 
98) O. Hesse, Vorles. Raum, p.16. Bei Hesse steM - p statt + p; vgl. 

.A.nm. 49 u. 49". Eine andere, haufig verwendete Normalform: 

~+1t-+~=1 m n p 

benutzt schon G. Lame, Examen des differentes methodes, employees pour 
resoudre les problemes de geometrie, Paris 1818 (Neudruck 1903), p. 89 f.; eine 
einfache Ableitung dieser Gleichung gab W. Schell, Zeitschr. Math. Phys. 1 
(1856), p. 106-114. 

99) Erst der lineare .A.usdruck Ii, nicht schon die Gleichung Ii = 0, bestimmt 
die positive Normalenrichtung der Ebene. R. v. Lilienthal, Math. Ann. 42 (1893), 
p. 496-504, mochte fUr jeden Fan die positive Richtung einer Geraden und da
mit auch die positive Normalenrichtung einer Ebene festlegen, indem er sagt, 
(x, y, z) liege auf der positiven oder negativen Seite von (xo' Yo, zo), je nachdem 
die erste nicht verschwindende der Differenzen z - zo' y - Yo, x - Xo positiv 
oder negativ ist. Ahnlich hat O. Stolz, Vorl. lib. aHg. .A.rithm., 2, Leipzig 1886, 
p. 37, fiir besondere Zwecke die positive Richtung von Geraden in der Ebene 
bestimmt. - Dadurch wurden aber die positiven Normalenrichtungen der Ebenen 
von der Lage des Achsenkreuzes abhangen, sich mit dieser andern. V gl. auch 
die Bemerkung von O. Stolz, Math. Ann. 43 (1893), p. 691 f., zu v. Lilienthals 
Vorschlag. 

100) Mit orientierten Ebenen rechnet H. GrafJmann in beiden Ausgaben 
der .A.usdehnungslehre. Den Ausdruck "Orientierung" in dies em ,Sinn gebraucht 
C. Stephanos, Math. Ann. 22 (1883), p. 337; vgl auch die daselbst p. 336 wieder
gegebenen Bemerkungen von G. Darboux. Auf die Wichtigkeit dieses Begriffes 
fiir aHe geometrischen Untersuchungen hat E. Study, Geom. d. Dynamen, § 17, 
nachdriicklich hingewiesen und seinen Zusammenhang mit den in der anal. 
Geom. auftretenden Irrationalitaten erortert. 
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dem Inhalt des Blattes) multiplizierten .A.bstand des Punktes (x, 'Y, $) 
von der Ebene l01) an und kann als Moment des Blattes im Punkte 
(x, 'Y, $) bezeichnet werden. 

Die Einfiihrung der bisher besprochenen Koordinaten in der 
Geraden, in der Ebene und im Raum bestand in einer umkehrbar 
eindeutigen und stetigen Zuordnung der Punkte dieser Gebilde und der 
Werte eines bzw. zweier oder dreier Parameter. Nun gibt es, wie 
wir in der Folge sehen werden, Mannigfaltigkeiten von Elementen, 
die sich auf dieselbe Weise den Werten von mehr als drei Para
metern zuordnen lassen. Die Eigenschaften einer solchen Mannig
faltigkeit lassen sich in zwei Klassen scheiden; die der ersten Klasse 
hangen von der besonderen N atur der die Mannigfaltigkeit bildenden 
Elemente ab, die der zweiten Klasse bloB von dem Umstand, daB 
sich die Elemente der Mannigfaltigkeit ausnahmslos umkehrbar ein
deutig den Wertegruppen von n Parametern zuordnen lassen l02). Sieht 
man beim Studium der letzteren Eigenschaftell von der besonderen 
Art der Elemente der Mannigfaltigkeit ab, so gelangt man zur ab
strakten V orstellung eines n - dimensionalen Raumes E" lOS). Die Ge
samtheit der (reellen oder komplex en) Wertegruppen der n Parameter 
Xli x2 , ••• , x" selbst wird auch analytischer Raum l04) genannt; jede 
solche Wertegruppe heiBt ein Pun7ct dieses Raumes, die Zahlen Xl' 

X 2 , ••• , X" heiilen die Koordinaten dieses Punktes. 
Aile Punkte, deren Koordinaten s voneinander unabhangigen 

linearen Gleichungen geniigen, bilden einen Rn_.lOO); ein Rl heiBt 

101) V gl. Anm. 49". 
102) E. Bertini, Introduzione alIa geometria proiettiva degli iperspazi etc., 

Pisa 1907, p. 1. 
103) Dieser Begriff tritt schon bei J. L. Lagrange und O. G. J. Jacobi auf 

und soll K. F. GaufJ gelaufig gewesen sein (vgl. P. Stiickel, Ber. iib. d. Mechanik 
mehrfacher Mannigfaltigkeiten, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver.12 (1903), p.471); 
er findet sich jedoch, wenn auch ohne mathematische Bestimmtheit, schon in 11lteren 
Zeiten (vgl. G. Loria, Teor. geom., p. 302, und die Schilderung der Entwicklung 
des Begriffs der mehrdimensionalen Geometrie bei G. Veronese, Grundziige d. Geom. 
von mehreren Dimensionen usw., deutsch von A. Schepp, Leipzig 1894, p. 684 
-692). Ausdriickliche wissenschaftliche Behandlung erfuhr er jedoch erst nach 
1840 von A. Oayley.(1843), H. GrafJmann (1844), A. L. Cauchy (1847), B. Rie
mann (1854) usw. Vgl. III AB 1, EnTiques, Nr. 10; III AB 4a, Farw, Nr.28-30; 
III C 9, Segre. 

104) A. L. Oauchy, Paris C. R.24 (1847), p. 886; F. Enriques, Vorl. iib. pro
jektive Geometrie, deutsch von H. Fleischer, Leipzig 1903, p. 350. 

105) Vgl. hierzu: A. L. Oauchy, a. a. 0.; C. Jordan, Paris C. R. 75 (1872), 
p. 1614-1616, der dieses Gebilde n-plan nennt, und C. Segre, Mem . .Ace. Torino 
(2) 36 (1885, gesehr. 1883), p. 15-21. 

41* 
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auch "Gerade", ein R2 "Ebene" und ein Rs "Raum". Fur diese Ge
hilde gelten dann analoge Gesetze l06) wie filr die Grundgebilde des 
Rai z. B. gehoren je s + 1 beliebige Punkte einem R. an. 

LiiBt man Xli x!, ... , x" so unendlich werden, daB ihre Verhiilt
nisse konstante Werte behalten, so sollen solche Gruppen unendlicher 
Werte unendlichferne Punlde des Rn hei£en; Xu X2, •.. , x" sind dann 
homogene Koordinaten (Nr. 1) derselben. Samtliche unendlichfernen 
Punkte des Rn gehoren dem unendlichfernen Rn_1 con st. = 0 an. 
Gerade mit demselben unendlichfernen Punkt oder Rn _ l mit dem
selben unendlichfernen Rn _ 2 heiBen parallel (III C 9, Mehrdimensio
nale Raume, Segre). 

Nennt man den Punkt mit den Koordinaten Null Ursprung, 
ferner die Geraden, filr welche n - 1 der Koordinaten verschwinden, 
Koordinatenachsen und den Wert der nicht verschwindenden Koordi
nate den Abstand des betreffenden Achsenpunktes vom U rsprung 
(also (1, 1, ... , 1) den Einheitspunkt) , so sieht man, daB diese Koor
dinaten vollkommen analog den Parallelkoordinaten im gewohnlichen 
Rs sind. Wird noch im unendlichfernen R n _ 1 das absolute Gebilde 
durch die Gleichung ;;Zx/ = 0 oder die Entfernung zweier Punkte 
x, y durch V (Xl - Y1)2 + (X2 - Y2)2 + ... + (xn - Yn)2107) definiert, 
so lassen sich aile metrischen Begriffe auf den Rn ubertragen, und das 
Koordinatensystem ist rechtwinklig. 

Die Punkte, deren Koordinaten einer nichtlinearen Gleichung ge
nilgen, bilden eine unebene (krumme, nichtlineare) (n - 1 )-dimensionale 
Mannig{altigkeit M" -1 (einen krummen Raum) 108). 1st die G leichung 
algebraisch vom r ten Grade, so bezeichnet man die Mannigfaltigkeit 
auch mit M::_ 1 • Analoge Bezeichnungen kommen fur die durch ein 
System algebraischer Gleichungen definierten Mannigfaltigkeiten niedri
gerer Dimensionenzahlen zur Anwendung 109). 

106) Sie :linden sieh in voller Allgemeinheit bei H. Grafimann, Ausdehnungsl. 
v. 1844; vgl. z. B. § 126; er nennt einen Rk ein Gebiet (k + 1)'''' Stufe. 

107) A.. L. Cauchy, a. a. 0., u. C. Jordan, a. a. 0.; vgl. noch: Weber- Wellstein, 
Encykl. 2, p.82-97 (fiir den Rs), und H. Laurent, La geometrie analytique 
generale, Paris 1906, p. 14. - Wegen analytiseher Behandlung der versehiedenen 
Ma.6geometrien im Rn vgl. E. Beltrami, Ann. mat. p. appl. (2) 2 (1868-69), 
p.232-255 (franz. Ubers. Ann. ec. norm. (1) 6 (1869), p. 345-375) = Opere mat. 1, 
p. 406-429, und Anm. 163. 

108) E. Study, Rend. Cire. mat. Palermo 21 (1906), p. 346, sehlagt vor, den 
Inbegriff der reellen Wertesysteme von n Parametern Raum, hingegen den In
begriff der 00" komplexen Wertesysteme Mannigfaltigkeit von n (reellen bzw. 
komplexen) Dimensionen zu nennen. 

109) F. klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 258 f. 
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Analog wie fur den gewohnlichen Raum lassen sich auch fUr 
den Rn homogene Koordinaten xo, Xli ... , x,. einfuhren (Nr. 1), so 
daB fiir Xo = 1 die Koordinaten Xli X2, ..• , x" mit den obigen iden
tisch sind. 

Wenn fur eine Mannigfaltigkeit von Elementen nicht von vorn
herein eine umkehrbar eindeutige Zuordnung ihrer Elemente zu den 
Werten von n Parametern gegeben ist, so entsteht die Frage llO) nach 
jenen Postulaten, aus denen eine Bestimmung ihrer Elemente durch 
Koordinaten gefolgert werden kann (vgl. III C 9, Segre). 

40. Allgemeine Punktkoordinaten (krummlinige Koordinaten). 
Der Begriff krummliniger Koordinaten in der Ebene findet sich schon 
bei G. W. Leibniz 111). Er verallgemeinert die Cartesischen Koordinaten 
dadurch, daB er eine beliebige Kurve als x-Achse wahlt und an Stelle 
der Parallelen zur y-Achse ein System von Kurven voraussetzt, die 
den Punkten der x-Achse nach einem festen Gesetze zugeordnet sind. 
Auch J. L. Lagrange 112) und K. F. Gauf3113) verwendeten krumm
linige Koordinaten. Die fiir die Entwicklung der Koordinatensysteme 
maBgebenden Begriffsbildungen stamml'n jedoch von G. Lame und 
J. Plucker. 

Seien 
(1) fl(X, y, z) = 0, f2(X,y,Z) =0, f~(x,y,z)=O, 

110) Die Frage wurde von C. Segre, Riv. mat. Torino 1 (1891), p. 42, auf
geworfen. 

111) Aufsatz aus dem Jahre 1692, Ges. W. 5, p. 266-269. V gl. JYI. Cantor, 
Vorl. 3 (1901), p. 211. Einen Sonderfall dieser Koordinaten benutzte 1691 Jakob 
Bernoulli (vgl. Anm. 231). G. Loria, Ebene Kurven, p. 606, erwahnt eine Arbeit 
von G. Manfredi, De constructione aequationum differentialium primi gradua, 
Bononiae 1707, worin als Koordinaten eines Punktes der Ebene der senkrechte 
Abstand von einer:festen Kurve und der von einem festen Kurvenpunkt bis zum 
1!'uBpunkt jener Senkrechten reichende Bogen genommen werden. - Dieses Ko
ordinatensystem haben in neuerer Zeit E. Mathieu, J. math. p. appl. (3) 8 (1882), 
p. 5-19, und M. Petrovich, Sitzungsber. Bohm. Ges. 1898, Nr. VII, verwendet. -
Auch A. OZ. Olairaut, Recherches sur les courbes it double courbure, Paris 1731, letzte 
S. d. Vorrede, durfte mit den Worten: "A l'egard des courbes a double cour
bure ... , dont les coordonnees repl'esentent des lignes courbes" krummlinige Ko
ordinaten im Raum gemeint haben. - L. Euler, Introd. 2, § 392, sagt bereits, 
daB die N atur der Linien auf sehr viele andere Arlen durch Gleichungen zwischen 
zwei veranderlichen GroBen ausgedruckt werden kann ("cum igitur pluribus 
aliis modis naturae linearum aequationibus comprehendi queant, quae inter 
duas variabiles formentur"). 

112) Vgl. IV1, VojJ, Nr. 37; IV 6. Stackel, Nr. 4. 
113) V gl. III D 1,2, v. Mangoldt, Nr. 34, Anm. 221, 222. - Auch Ch. Du

pin, Developpements de geometrie, Paris 1813, p. 20, beniitzt bei einer geome
trischen Betrachtung "ordonnees curvilignes". 
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wo die {; analytische Funktionen (II B 1, Nr. 4:0) bezeichnen, die 
Gleichungen dreier Flachen in (etwa rechtwinkligen) Parallelkoordi
naten, wobei die Funktionaldeterminante 

I of, Of2 }l"-i 
. OX1 OX2 oXs 

als nicht identisch verschwindend vorausgesetzt wird. Dann nehmen 
die Funktionen f" in jedem Punkt (x, y, $) bestimmte Zahlwerte 
Xv x2, xa an; und wenn man umgekehrt drei Zahlwerte Xi beliebig 
wahlt, so bestimmen sie mittels der Gleichungen 

(2) ftex, y, $) = Xv (2(X, y, z) = x2, (s(x, y, z) = Xs 

Wertetripel von x, y, $, d. h. einen oder mehrere (auch unendlich 
viele diskrete) Punkte des Raumes. Diese Zahlen Xi oder die Werte 
dreier FunkUonen f" (x, y, z) der Parallelkoordinaten x, y, z in einem 
Punkte des Raumes nennen wir seine allgemeinen Punktkoordinaten 114). 
G. Lame1l5) wurde auf diese Koordinaten, die er spater krummlinige 
(curvilignes) nannte, durch mathematisch-physikalische Untersuchungen 
gefiihrt, indem er partielle Differentialgleichungen, wie sie in der 
Warmetheorie, Elastizitatstheorie und Optik auftreten, zu integrieren 
8uchte116). Seine geometrischen Anwendungen dieser Koordinaten ge
Mren daher hauptsachlich in das Gebiet der Differentialgeometrie 
(Ill D 1, 2, 3). 

114) Allgemeiner konnte man sagen: Werden die Parallelkoordinaten x, y, z 
eines Punktes von drei Parametern Xl' X 2 , x. abhangig gemacht mittels Glei
chungen 

(i=1,2,3), 

die nach xl' X 2 , x. auflosbar sind, so nennt man Xl' X 2 , X3 krummlinige Koor
dinaten des Punktes. Die Funktionen f, konnen auch als die drei Zweige einer 
algebraischen Funktion 3. Grades der Koordinaten IX, y, z definiert sein (vgl. 
Nr.11-16). 

115) J. ec. polyt. cah. 23, t.14 (1834), p. 215-246; Paris C. R. 6 (1838), 
p. 43-45; del' Sonderfall der elliptischen Koordinaten wurde von ihm schon 
1833 (vgl. Anm. 296) behandelt. Anwendungen dieser Koordinaten gab er: J. 
math. p. appl. (1) 1 (1836), p. 77-87; 3 (1838), p. 552-555; 5 (1840), p. 313-
347; 6 (1841), p. 37-60; 8 (1843), p. 397-434. Eine Zusammenfassung dieser 
Untersuchungen bildet das Werk: Leyons sur les coordonnees curvilignes et leurs 
diverses applications, Paris 1859. Vgl. ferner die Werke: Leyons sur les fonc
tions inverses des transcendantes et les surfaces isothermes, Paris 1857; Leyons 
sur la theorie aualytique de la chaleur, Paris 1861; Leyons sur la theorie ma
thematique de l'elasticite des corps solides, Paris 1852; 2" ed. 1866. Wegen 
weiterer Literatur S. G. Loria, Teor. geom. cap. V, Nr. 15. 

116) Vgl. IV 14, Abraham, Nr. 20; IV 24, Tedone; V 4, Hobson u. Diessel
horst; V 21, Wangerin, Nr. 26. 
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J. Pliicker 117) gelangte zu diesen Koordinaten in dem Bestreben, den 
Koordinatenbegriff moglichst allgemein zu fassen, und hat dadurch 
auf die Ausbildung der algebraischen analytischen Geometrie den wich
tigeren EinfluB ausgeiibt. 

Die Gleicbungen (2) bestimmen, wenn man Xu X2, X3 als ver
anderliche Parameter ansieht, drei Fliichenseharen, aus denen durch 
jeden Punkt des Raumes je eine Fliiche geht 117a.). Die durch die 
Gleiehungen (1) gege benen Fliichen dieser Seharen spielen eine iihn
liehe Rolle wie die Koordinatenebenen, ihre drei Schnittlinien wie 
die Koordinatenachsen und einer ihrel' Sehnittpunkte 0 wie der Ur
sprung bei den Parallelkoordinaten, weil fUr diese Gebilde bzw. eine, 
zwei oder drei der Koordinaten verschwinden. Man kann daher diese 
drei Fliichen Koordinatenflachen lI8), ihre Sehnittlinien Koordinaten
achsen und 0 den Ursprung der allgemeinen Punktkoordinaten nennen. 
Die Fliichen (2) 119) entspreehen den zu den Koordinatenebenen paral
lelen Ebenen. Bezeiehnen Su S2' S3 die von 0 aus gemessenen Bogen-

117) Schon 1829 (J. f. Math. 5, p. 1) spricht er fiir die Ebene das allgemeine 
Prinzip aus: "Jeder besonderen Art die Lage eines Punktes in Beziehung auf 
Punkte oder Linien, die als der Lage nach bekannt angesehen werden, zu be
stimmen, entspricht ein Koordinatensystem." Aber erst im Syst. anal. Geom. (1835), 
p. 1 betrachtet er die obigen allgemeinen Punktkoordinaten in der Ebene. 

Wie schon F. Klein, Rohere Geom. 1, p. 35, bemerkt, ist J. PlUckers Me
thode der abgekiirzten Bezeichnung (III AB 480, Fano, Nr. 12, Anm.39), die aber 
auch G. Lame, Ann. math. p. appl. 7 (1817), p. 229-240 (Auszug aus einem 
1816 der Akademie vorgelegten Memoire); H. Ge1'gonne, ebenda 17 (1826-27), 
p. 214-254; 19 (1828-29), p. 220-223 (dieser schon im vollen BewuBtsein der 
Wichtigkeit dieser Betrachtungen als eines neuen Instrumentes geometrischer 
Forschung) und E. Bobillier, ebenda 18 (1827-28), p. 25-28, 320-339, 359-367, 
verwendeten, nichts als die Einftihrung neuer Punktkoordinaten. 

117A) Die Wertepaare zweier Parameter, etwa X 2 , x s ' bestimmen 00 2 Kurven; 
fur irgend eine Kurve dieser Kongruenz ist Xl der Parameter eines Kurven
punktes (E. Beltrami, Ricerche di analisi applicata alIa geometria, Giorn. mat. 2 
(1864), p. 267 = Opere mat. 1 (Milano 1902), p.107). Auf diesen Gedanken 
grundet L. P. Eisenhart, Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1903), p. 470-488, eine 
einfache Methode zur Untersuchung von Kurvenkongruenzen (Nr. 30). 

118) In allgemeinerer Bedeutung bei O. Staude, Fokaleigenschaften, p. 180. 
119) 1st t; (x, y, z) eine ganze rationale Funktion n'en Grades, so beriihren 

sich die Flachen fi (x, y, z) = Xi Hings ihrer unendlichfernen Kurve (n -l)-fach. 
1st fi (x, y, z) insbesondere Yom zweiten Grade, so sind die Flachen fi (x, y, z) = Xi 

ahnlich und ahnlich gelegen. 
Bezeichnen t; und gi ganze rationale Funktionen gleichen Grades, so bilden 

die FHichen einer jeden Schar 
fi (x, y, z) 
-'-"-~~-'-- = X. 
gi (x, y, z) , 

ein Buschel. Fur lineare Funktionen fi und gi vgl. Nr. 8. 
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langen der Koordinatenachsen, so ist Si = lfJi(X.) = Wi (X, y, z). Es 
lassen sich also auch die Bogenlangen, die die durch einen Punkt 
(x, y, z) gehenden Flachen (2) auf den (krummen) Koordinatenachsen 
abschneiden, als allgemeine Koordinaten dieses Punktes betrachten. 
Damit ist der Name krummlinige Koordinaten gerechtfertigt. Indessen 
ist zu beachten, daB bei krummlinigen Koordinaten im allgemeinen 
.A.usnahme-Punkte oder -Linien auftreten, in denen die Eindeutigkeit. 
der Zuordnung zwischen Punkt uud Wertetripel aufhort. So z. B. 
kann im besondern ein "Ursprung" im obigen Sinne gar nicht exi
stieren. 

In der mathematischen Physik und in der Differentialgeometrie 
sind besonders die auf dreifach orthogonale Flachenscharen 120) (III D 
1, 2, v. Mangoldt, N r. 23) beziiglichen orthogonalen Koordinaten von 
Wichtigkeit, die auch den Hauptgegenstand der Lame'schen Unter
suchungen bilden 121). 

Fur den Fall, als die ~ ganze rationale Funktionen bezeichnen, 
hat J. Plilcker 122) die Koordinaten Xi geometrisch gedeutet. Wird 
durch den PUllkt P(x, y, s) parallel zu eiller gewahlten Richtung eine 
Gerade gelegt, die die Flache {;(x, y, z) = 0 in den Punkten QlI Q2, 
... , Qn schneidet, so ist 

(3) {;(x, y, z) = Ci ' PQ1 . PQ2 ..... PQ~, 

120) Wertvolle histol'ische Bemerkungen iiber diese Flachensysteme finden 
sich bei P. E. Adam, Sur les systemes triples orthogonaux, These, Paris 1887, 
und G. Darboux, Systemes orth. V gl. ferner G. Loria 11"); E. Pascal, Rep. 2, 
p. 506 f. - G. Darboux hat diese Untersuchungen auf den Rn ausgedehnt (vgl. 
a. a. 0., p. 158 ft'.) und gezeigt, wie sich die Ergebnisse zur Aufstellung neuer 
Systeme orthogonaler Koordinaten im R8 verwerten lassen (ebenda p. 169ft'., wo 
auch weitere Literatur angegeben ist). 

121) Nichtorthogonale Koordinaten behandelte z. B. L. Aoust, Paris C. R. 48 
(1859), p.842; 54 (1862), p. 461; J. f. Math. 58 (1861), p. 352-368; Ann. mat. 
p. appl. (1) 6 (1863), p. 65-87; (2) 2 (1868-69), p. 39-64; (2) 3 (1869-70), 
p. 55-69; (2) 5 (1871-73), p. 261-288; Ann. ec. norm. 6 (1869), p. 205-233. 
D. Codazzi, Ann. mat. p. appl. (2) 1 (1867-68), p. 293-310; (2) 2 (1868-69), 
p. 101-110, 276-287; (2) 4 (1870-71), p. 10-24. E. Roger, Ann. Mines (7) 5 
(1874), p.ll0-168 (studiert insbesondere die "coordonnees planispheriques" p.1l6f.). 
E. Mathieu, J. math. p. appl. (3) 8 (1882), p. 5-18. 

122) Syst. anal. Geom., p. 2-4; Druckenmuller, Ubertragungsprinzipien, 
p. 35-61. Der in Gl. (3) enthaltene Satz stammt (fUr die ebenen Kurven 3.0.) von 
I. Newton, Enumeratio linearum tertii ordinis, London 1706 = 1. Newtoni, Opuscula, 
Lausannae & Genevae 1744, t. 1, p. 250. (S. auch M. Cantor, Vorl. 3, 2. Aufl., 
p.422f.). Vgl. hierzu Salmon-Piedler, Anal. Geom. d. hOheren ebenen Kurven, 
Leipzig 1873, p. 129. Der Satz wurde von E. Laguerre, Paris C. R. 60 (1865), 
p. 72 = Oeuvres 2, p. 20, verallgemeinert. 
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WO ci eine blo£ von der gewahlten Richtung abhangige Konstante 
bedeutet. Die Koordinaten Xi eines Punktes P sind also gleich den 
mit gewissen Konstanten multiplizierten Produkten der Abstande 
dieses Punktes von den Schnittpunkten der Koordinatenflachen ft = 0 
mit je einer der durch P parallel zu drei festen Richtungen gezogenen 
Geraden. Diese Richtungen durfen auch zusammenfallen; ferner durfen 
die ft auch lineare Funktionen sein (Nr. 3). 

J ede Gleichung zwischen den Koordinaten Xi definiert eine 
Flache 122"); zwei voneinander unabhangige Gleichungen definieren im 
allgemeinen eine Raumkurve, drei eine Punktgruppe. Es lassen sich 
auch hier homogene Koordinaten einfuhren, indem man noch eine vierte 
Koordinate x4 = (4(X, y,:o) hinzunimmt und blo£ die Verhaltnisse 
Xl : x2 : Xs : x4 beachtet. Samtliche, geometrische Beziehungen dar
stellende Gleichungen mussen in XII x2 , ••• , x4 homogen sein. Die 
line are Gleichung 
(4) a1 x1 + a2 x 2 + aaxs + a4 x 4 = 0 

stellt eine FIache dar, deren Gleichung in Parallelkoordinaten lautet: 

(4") ad1 (x, y, z) + ads (x, y, z) + as{s(x, y,:o) + a4{4(x, y, z) = O. 

Ordnet man den Punkten des Raumes 123) auf zwei verschiedene 
Arten Zahlentripel Xi und X;' (i = 1,2,3) als Koordinaten stetig zu, 
so mussen 124) die Zahlen x/ Funktionen der Xi sein. Aus irgendeinem 
System von Punktkoordinaten geht daher jedes andere durch Glei
chungen der Form (2) hervor oder: 

Jedes System von Punktkoordinaten des Raumes ist in dem durch 
die Gleichungen (2) definierten System als Sonderfall enthalten. 

1m allgemeinen wird mittels der krummlinigen Koordinaten nur 
Geometrie im begrenzten Raumstuck 125) getrieben. (V gl. die Be
merkung auf p. 632.) Besondere Falle dieser Koordinaten jedoch, die 
gerade im folgenden zur eingehenderen Besprechung gelangen, dienen 
auch zu geometrischen Untersuchungen im Gesamtraum. 

122°) 1st ((Xll x., xa) = 0 diese Gleichung, so stent 

""'(X. - x.) _01 = 0 (i = 1, 2, 3), 
~ , 'ox; 

worin die Xi die laufenden Koordinaten derselben .Art bezeichnen, eine Flache 
dar, die die gegebene im Punkt (Xi) beriihrt (H. L PU1'kiss, The Oxf. Cambro 
Dublin Mess. 3 (1866), p. 19). 

123) Analoges gilt fUr jedes andere Koordinatenfeld. 
124) II A 1, Pringsheim, Nr. 3. 
125) F. Klein, Rohere Geom. 1, p. 36 j vgl. auch III AB 4 a, Fano, Nr 35 

u. II B 1, Osgood, Anm. 8. 



634 III A B 7. E. Muller. Die verschiedenen Koordinatensysteme. 

Die analogen Betrachtungen fur die Ebene und die gerade Linie 
unterscheiden sich bloB durch die verminderte Anzahl der Koordi
Daten 126). Setzt man z. B. Xl = ((X) und deutet x als Abszisse eines 
Punktes einer Geraden, so ist Xl die Koordinate des Punktes in bezug 
auf die Punktgruppe (ex) = 0 (Nr. 2). 

5. Lineare Punktkoordinaten im allgemeinen. Unter linearen l27) 

Punktkoordinaten im Raume versteht man solche, in denen jede 
Ebene durch eine lineare Gleichung dargestellt wird. fiber das car
tesische hinausgehende derartige Koordinatensysteme wurden um das 
Jahr 1830 unabhangig voneinander aufgestellt durch A. F. MijbiuS l28), 

K. W. Feuerbach129), E. Bobillier l30), J. Pliicker1S1) und M. Ohasles 132). 

Am klarsten und verbunden mit dem BewuBtsein seiner Tragweite 
tritt dieser Begriff bei J. Plucker auf. 

Bezeichnen ~,fJ, ~ irgendwelche lineare Punktkoordinaten, 80 

126) Natiirlich treten in anderen Beziehungen bedeutende Verschiedenheiten 
auf. In der Ebene z. B. bilden die Werte des reellen und imaginaren Teiles 
einer jeden analytischen Funktion der komplexen Variablen x + iy stets ortho
gonale krummlinige Punktkoordinaten x,, x2 ; die Kurven x, = const., x! = const. 
bilden ein Isothermensystem (vgl. G. Holzmuller, Einfiihrung i. d. Theorie d. iso
gonalen Verwandtsehaften, Leipzig 1882, § 41, wo sich auch weitere Literatur 
hierzu findet). Ein analoger Satz flir den Raum besteht nieht. 

Wahlt man in der Ebene eine feate Kurve E, auf der die Bogenlange s 
von einem festen Punkt aus gemessen wird, und legt man in dem zu s ge
horigen Kurvenpunkt T die Tangente, auf der irgend ein Punkt P von T die Ent
fernung r hat, so sind s und r ebene krummlinige Koordinaten des Punktes P. 
Sie verwendet samt" dem Winkel 0, den obige Tangente etwa mit einer festen 
Tangente von E bildet, E. Habich, Ann. mat. p. appl. (2) 2 (1868-69), p. 134-149. 

127) Der Name stammt von J. Plucker, Syst. anal. Geom., p. 5. 
128) Barye. Caleul, 1827. Schon vor Mobius hat F. A. Forstemann in 

seiner Inaug.-Dissert. "Theoriae punctorum centralium primae lineae", Halae 1817, 
in ahnlieher, aber nicht so weitgehender Art den Schwerpunktbegriff zu geom. 
TInters. verwendet. V gl. "Berieht liber Mobius' Naehlatl", Mobius Ges. W. 4, 
p. 711, wo sich aueh nahere Angaben iiber die Entstehung des barye. Caleuls finden. 

129) Grundritl zu analytischen Untersuchungen der dreieckigen Pyramide, 
Niirnberg 1827, p. 7, 8. Schon 1826 in Okens Isicl, p. 565 angekiindigt. 

130) Ann. math~ p. appl. 18 (1827-28), p. 320-339, 359-367. Er reehnet 
hier mit den linearen Funktionen von x, y (oder x, y, z) wie mit Koordinaten, 
o bgleich eine geometrisehe Deutung fUr sie noeh fehlt. V gl. auch die Anm. von 
A. Schoenflies in J. Pluckers Ges. Abh. 1, Leipzig 1895, p. 599 und E. K6tte1', 
Berieht, Kap. XXIII, insbes. p. 200. 

131) Zuerst J. f. Math. 5 (1829), p. 1-36 = Ges. Abh. 1, p. 124-158. 
132) Ap. hist. (1837), Memoire de geometrie, 2" partie, § XII, XIII (p. 728 f.). 

Ein Sonderfall davon schon auseinandergesetzt in Corr. math. phys. (publ. par 
A. Quetelet) 6 (1830), p. 81-84. 
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daB also 
(1) A~ + B'Yj + C~ + D = 0, 
worin A, B, C, D (nicht samtlich verschwindende) Konstanten be
deuten, eine Ebene darstellt, und x, y, z Koordinaten derselben Art; 
dann mussen ~,'Yj, ~ solche Funktionen von x, y, z sein, daB durch 
deren Substitution in Gl. (1) eine lineare Gleichung in x, y, z hervor
geht, d. h. es muB 

(2) ~ _ (leX, y, z) 
- f,(x, y, z)' 

sein, wo die 

(3) 

f2 (x, y, z) 'Yj-- f, (x, y, z) , 
~=&J~~ 

f4 (x, y, z) 

(i = 1, 2, 3, 4) 

lineare Funktionen von x, y, z sind, deren Determinante D. = I a1 b2 Cs d4 i 
wir von Null verschieden yoraussetzen. Aus irgend einem System linea
rer Punktkoordinaten, z. B. den Parallelkoordinaten, gehen daher alle 
anderen durch gebrochene lineare Transformationen hervor 13S). Da diese 
Transformationen von 15 wesentlichen Konstanten abhangen, so gibt 
es 00 15 verschiedene lineare raumliche Koordinatensysteme. 

Da es gleichgultig ist, von welchen linearen Koordinaten wir 
ausgehen, so sollen x, y, Z als (gleichschenklig-)rechtwinklige Ko
ordinaten gedacht und 
(4) a/x + bjy + ciz + di = Xi (i = 1, 2,3,4) 
gesetzt werden. Die Zahlen Xj heiBen die homogenen linearen Punkt
koordinaten 134). Die verschiedenen geometrischen Deutungen, welche 
die Zahlen Xi sowie deren Verhaltnisse erfahren haben, beziehen sich 
auf die vier Ebenen IX;, fUr welche Xi = ° ist und die wegen t1 =1= ° 
die Seitenflachen eines Tetraeders A1 A2 As A4 (Ai Gegenecke von IX;) 
bilden. Man nennt es Koordinaten- 135), FundamentaP36) oder Grund
tetraeder, seine FIachen Koordinatenebenen und die Xi auch Tetraeder
oder Vierebenenkoordinaten 137). 

133) J. PlUcker, Syst. anal. Geom. (1835), p. 4, Nr. 7. 
134) O. Hesse, Vorles. Raum, p. 205. 
135) J. Pliicker, J. f. Math. 5 (1829) = Ges. Abh. 1, p. 126. 
136) A. F. Mobius, Barye. Calcul, §§ 28, 33. - K. Zindler, Liniengeom. 1, 

p. 74, sagt Grund· oder Zeigertetraeder (vgl. Anm. 1). 
137) G. Salmon, A treatise on the higher plane curves, Dublin 1852 

(vgl. Anm. 176), deutsehe Ausgabe unter dem Titel "Anal. GeoID. d. hoheren 
ebenen Kurven" von W. Fiedle/', Leipzig 1873 (2. Auf!. 1882), nennt die ent
spreehenden Koordinaten in der Ebene, unbekannt mit den Begriffsbildungen 
von PlUcker und Mobi~ts, Dreilinien- und deren duale Form (Nr. 21) Dreipunkt
koordinaten ~,trilinear" und "threepoint tangential coordinates"). V gl. W. Fiedler, 
Zeitsehr. Math. Phys. 4 (1859), p. 91-106. - Fallt die eine Dreieekseite ins Un
endliehe, so wird auch von Zweilinienkoordinaten (bilinear coordinates) gesproehen. 
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Ubereinstimmend mit der J Pliickerschen Deutung der allgemei
nen Punktkoordinaten (Nr. 4:) sind die Xi proportional den mit festen 
Konstanten multiplizierten, parallel zu vier festen, aber belie big wahl
baren Richtungen gemessenen Abstanden des Punktes von den Tetra
ederfHichen 138). Insbesondere sind die Xi die bzw. mit Qi= -Val + bi2 + c/~ 
multiplizierten Normalabstande p,189) des Punktes P(x, y, z) von den 
Ebenen Xi = 0, wobei a" bi' ci als Koordinaten der positiven Nor
malenstrecken dieser Ebenen (Nr. 3) geIten. Rei vorgegebenem Ko
ordinatentetraeder darf man seine Ebenen willkiirlich orientieren 140). 
Nun teilen die vier Koordinatenebenen zusammen mit der unendlich
fernen Ebene den Raum in 15 Gebiete, deren jedem eine Kombination 
der Koordinatenvorzeichen entspricht. Da es 16 solche Vorzeichen
kombinationen gibt, so entsprechen einer Kombination keine Raum
punkte l4l). Beachtet man jedoch bloB die Verhaltnisse 

(5) 

der Xii so bleiben sie bei der Zeichenanderung samtlicher Xi ungean
dert und gestatten nur 8 Vorzeichenkombinationen. Nennt man nun 
von den obigen 15 Raumgebieten jene, die mit dem Tetraeder bloB 
in einer Ecke, Kante oder FIache zusammensto.8en, bzw. Eck-, Kan
ten- oder Flachengebiete und denkt man sich jedes Eckgebiet mit 
dem zur Gegenflache gehorigen Flachengebiet sowie je zwei zu Gegen
kanten gehOrige Kantengebiete Iangs der unendlichfernen Ebene zu
sammenhangend, so besteht der Raum blo.8 aus 8 Gebieten, die den 
8 Vorzeichenkombinationen der ~i entsprechen 142). 

138) Fur Dreieckskoordinaten in der Ebene: J. Plucker, Syst. anal. Geom., 
p. 6. - Den Sonderfall, daB die festen Richtungen zusammenfallen und die Kon
stanten = 1 gewahlt werden, behandelt F. Casorati, Rend. 1st. Lomb. (2) 10 
(1877), p. 11-19, 40-45; Nouv. Ann. (2) 17 (1878), p. 5-20. 

139) Yon dieser Deutung ging J. Plucker, J. f. Math. 5 (1829) = Ges. Abh. 
1, p. 126, bei der ersten Einfuhrung des entspreehenden ebenen Koordinaten
systems aus. V gl. ferner Syat. Geom. d. R. (1846), p. 5. 

140) Die Gleichungen dieser Ebenen lassen sich stets in solcher Form 
schreiben, da6 ai' bi , ci die vorgegebene Orientierung der Ebene Xi = 0 bestim
men (Nr. 3). Man kann aber aueh die Koordinatenvorzeiehen eines einzigen, in 
keiner Koordinatenebene liegenden Punktes wahlen (J. Pliicker, Syst. anal. Geom., 
p. 6, Nr. 9). 

141) Orientiert man z. B., wie es gewohnlich gesehieht, die Ebenen derart, 
daB die Punkte im Innern des Tetraeders lauter positive Koordinaten besitzen, so 
gibt es keine Punkte mit lauter negativen Koordinaten. 

142) W. Fiedler, Darst. Geom. 3 (3. Aufi.), p. 111. Ygl. auch A. F. Mobius, 
Barye. Caleul, § 34 = Ges. W. 1, p. 55-57; J. Plucker, Syst. anal. Geom., p. 7; 
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Je vier beliebige Zahlen Xu X2 , Xa, X4 (0, 0, 0, 0 ausgenommen) 
konnen immer als homogene Tetraederkoordinaten eines Punktes be
trachtet werden 143), weil sich immer eine Konstante Q so bestimmen 
laBt, daB 
(6) QXi = aix + biy + ciz + d; (i = 1,2,3,4) 

wird. Bezeichnet I::.i die zu di gehorige Unterdeterminante von 1::., 
80 ist 

(7) 

Sollen also vier Zahlen Xi gleich (nicht bloB proportional) den mit 
den Konstanten Qi = 'V al + bl + cl multiplizierten N ormalabstanden 
Pi von vier Ebenen aix + biy + G;Z + di = ° sein, so muB zwischen 
ihnen die Gleichung 

(8) 

bestehen, die verschiedene geometrische Deutungen zulaBt144). A.us 
(6) und (7) folgt ~AiXi = ° als Gleichung der unendlichfernen 
Ebene 145). 1st umgekehrt die Gleichung, die zwischen den Koordi
naten Xi bestehen soli, gegeben, so bestimm.en sich daraus die Kon
stanten Qil mit denen die A.bstande Pi zu multiplizieren sind 146). 

Der Punkt E, dessen homogene Tetraederkoordinaten QXi = 1 
sind, heiBt Einheitspunkt. W Fiedler 147) hat durch die ausdrlickliche 
Hervorhebung dieses Punktes (sowie der Einheitsebene, Nr. 21) das 
tetraedrische Koordinatensystem bedeutend durchsichtiger gestaltet, 
insbesondere die Ubersicht liber die moglichen Sonderfalle (Nr. 6) 

W. Killing, Lehrbuch d. analyt. Geom. in homogenen Koordinaten, Paderbom 
1900-1901, 1, § 2; 2, § 2. 

143) Dabei wird vorausgesetzt, daB diese vier Zahlen auf eine durch die 
Bezeichnung bestimmte Weise den Koordinatenebenen zugeordnet sind. Sonat 
bestimmen diese Zahlen 24 (in der Ebene 6) Punkte, die einer Flache (Kurve) 
2. O. angehiiren. Vgl. W. Fiedler, a. a. 0., p. 113, 131. - Uber die Elementen
gruppen aus permutierten Koordinaten handeIn: G. Ve1'onese, Ann. mat. p. appl. 
(2) 11 (1883), p. 93-236; P. H. Schoute, L'Enseign. math. 5 (1903), p. 106-110. 
Wegen Lagenbeziehungen zweier Punkte (oder Ebenen), deren Koordinaten z. B. 
reziprok sind, vgl. W. Fiedler, a. a. 0., p. 115. 

144) Vgl. J. Plucker, Syst. anal. Geom., Nr. 10 f. (fiir d. Ebene); J. Toeplitz, 
Zeitschr. Math. Phys. 14 (1869), p. 253-260; L. Kronecker, J. f. Math. 72 (1870), 
p. 160; ferner Anm. 148. 

145) Vgl. Anm. 42. 
146) J. Plucker, Syst. anal. Geom., Nr. 10-13. 
147) VierteIj. N aturf. Ges. Zurich 15 (1870), p. 170; Darst. Geom., 1. Auf!.. 

(1871), p. 532. Erwahnt wird dieser Punkt schon bei K. G. Chr. v. Staudt, Bei
trage z. Geom. d. Lage, 2. Heft, Nfunberg 1857, p. 267. 
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erleichtert. Da die Abstande eo des Punktes E von den Koordinaten

ebenen proportional ..!:.. sind, so ist 
(!. 

(9) n X - Q P - Pi 1(8) 
0;; • - i i-e. . 

Betrachtet man die Abstande ej als Langeneinheiten, wodurch 
die Abstande Pi gemessen werden, so sind die Tetraederkoordinaten 
eines Punktes proportional seinen durch die Abstande des Einheits
punktes gemessenen Abstanden von den Koordinatenebenen. Die Xi 

heiBen deshalb auch tetrametrische Punktkoordinaten 1(9). Statt als 
N ormalabstande kann man die ej und Pi auch als die parallel zu vier 
beliebigen festen Richtungen gemessenen Entfe:t:nungen der Punkte E 
und P von den Koordinatenebenen annehmen. 

E darf beliebig auf3erhalb der Koordinatenebenen gewiihlt wer
den; seine Wahl ersetzt die der Konstanten (!i' Das Koordinaten
tetraeder und der Einheitspunkt bilden die Basis der linearen Punkt
koordinaten. 

Die ausgezeichnete Roile, die nach der obigen Definition der Xi 

(Gl. 6) die unendlichferne Ebene spielt, indem ihren Punkten unend
lichgrof3e Koordinatenwerte entsprechen, kann nach J. Pliicker 150) da
durch aufgehoben werden, daf3 man noch eine fiinfte Ebene 

X5 = a5 x + b5'!1 + c5 z + d5 = 0 
hinzunimmt und 

(10) , x· 
(!X. =---.!.. 

• X5 
(i= 1,2,3,4) 

setzt; dann sind die x/ auf dasselbe Tetraeder bezogene lineare Ko
ordinaten, die aber fur die Punkte von X5 = 0 unendlichgroB werden. 
Durch die Wahl der funf Ebenen Xl = 0, Xs = 0, ... , X5 = 0 sind 
die homogenen Koordinaten x/ eben80 bestimmt, wie fruher die Xi 

durch die Wahl des Tetraeders und des Einheitspunktes (15 Kon
stante) 161). 

Die Werte von r (r > 4) linearen Funktionen Xi der Parailel
koordinaten eines Punktes hei13en lineare iiberziihlige Punktkoordi-

148) Bezeichnen f. die Inhalte der Tetraederfiachen und v das Tetraeder
volumen, so liiBt sich Gl. (8) in der Form Bchreiben .:Eed.x. = v. Vgl. W.Fiedler, 
Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 24 (1879), p.l71; Darst. Geom. (3. Aufl.) 8, p.157. 

149) W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 15 (1870), p. 170, oder Darst. 
Geom., 1. Aufi., p. 582. 

Eine andere auf den R,. ausdehnbare Deutung der Koordinaten Xi gibt 
G. Kohn, Sitzungsber. Ak. (math.-nat.) Wien 104 (1895), p.1167-1170. 

150) Syst. anal. Geom., Nr. 17, 18 (fiir die Ebene). 
151) J. Plilcker, a. a.. 0., p. 13. 



Ii. Lineare Punktkoordinaten im allgemeinen. 639 

naten 152) oder Polyederko(Y1"dinaten 153). Sie stellen die mit festen Kon
stanten multiplizierten Abstlinde des Punktes von mehr als vier Ebenen 
dar. Werden sie homogen verwendet, so bestehen zwischen ihnen 
r - 4 lineare Bedingungsgleichungen. Zahlreiche Anwendungen dieser 
Koordinaten sowie der entsprechenden in der Ebene finden sich bei 
E. Bobillierl54), J. PlUcker 155), P. Serret 156) u. a. 151). 

Die Verhliltnisse der Tetraederkoordinaten Xj (oder xs') eines 
Punktes P lassen sich als Doppelverhaltnisse deuten 158). Werden 

1(2) In der Ebene: J. Plucker, J. f. Math. 5 (1829) = Ges. Abh. 1, p. 153. 
Solche Koordinaten sind auch die Teilverhaltnisse, welche M. Chasles, Traite de 
geom. sup., Paris 1852, 2° ed. 1880, p. 290-300, verwendet. 

1(3) P. Serret, Geometrie de direction, Application des coordonnees poly
edriques etc., Paris 1869, p. 19. 

1M) V gl. Anm. 130. 
155) Zuerst erwahnt J. f. Math. 5 (1829), Nr. 42 = Ges. Abh. 1, p. 153 und 

Syst. anal. Geom. (1835), p. 9. Seine "Methode der abgekiirzten Bezeichnung" 
lliJ3t sich jedoch ebenfalls als Einfuhrung passend gewahlter iiberzahliger (wenn 
auch nicht immer linearer) Punktkoordinaten ansehen. Dasselbe gilt von einigen 
Teilen des Gra,6mannschen Kalkiils. 

156) Geometrie de direction, Paris 1869. 
1(7) "Quadrilinear" und "Pentahedral coordinates" behandelt W. A. Wit

worth, The Oxf. Cambro Dublin Mess. 1 (1862), p. 193-203; 3 (1866), p. 71-82, 
146-151, 173-177; E. Laguerre, Nouv. Ann. (2) 11 (1872), p. 319f. = Oeuvres 
2 (Paris 1905), p. 281; A. Olebsch, Math. Ann. 4 (1871), p. 329ff.; F. Klein, Vorl. 
lib. d. Ikosaeder, Leipzig 1884, p. 162, 163; wegen Anwendung der Pentaeder
koordinaten in der Theorie d. Fl. 3. O. vgl. ill C 7, Meyer; F. Morley, Trans. 
Amer. Math. Soc. 4 (1903), p. 290f. - A. Maatz, Zur Geschichte der Polyeder
koordinaten, Rostock 1903, war dem Verfasser nicht zuglinglich. 

1(8) Vgl. W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 15 (1870), p. 169, und 
Darst. Geom. (1. Aufi.), p. 532, der an K. G. Chr. v. Staudt (ADm. 147, p. 266) 
und W. R. Hamilton, Elements of Quaternions, ed. by W. E. Hamilton, Dublin 
1866, p. 24 f. u. 62 f. ("anharmonic coordinates"), ankniipft und gleichzeitig die 
dualen Koordinaten (Nr. 21) betrachtet. 

Der Begriff projektiver Koordinaten ist schon vollkommen klar in A. F. 
Mobius, Baryc. Calcul (1827), 8. Kap., § 235ff. ("der abgekiirzte barycentrische 
Calcul") enthalten. Wenn er in der Ebene vier mit Gewichten versehene Punkte 
A, B, 0, D annimmt, zwischen denen die Gleichung A + B + 0 + D = 0 be
steht, und irgend einen fiinften Punkt E durch die Gleichung 

EA + Ii' B + E"O + E = 0 

bestimmt (§ 239), so bemerkt er dazu (§ 242), daB ~, und ~: Doppelverhliltnisse 
E c 

sind, und zwar 

~, = (A., 0, BD, BE) = (B. AODE). 
e 

Wird Dale Einheitspunkt angesehen, so stimmt diese Form genau mit dar 
W. Fiedlers iiberein. DaB Analoge zeigt Mobius (§ 244) fUr den Raum. Er ist 
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namlich die Punkte Au At, A3 , A4, in irgend einer Reihenfolge mit 
A.AkA,Am und der Einheitspunkt mit E bezeichnet, so ist 

(11) 

also gleich dem Doppelverhaltnis der vier Ebenen, die sich durch die 
Kante [A,Am] nach den Punkten Ao, A k , E, P legen lassen, d. h. 

(12) 

Die drei in GI. (5) mit ~11 ~2' ~8 bezeichneten Koordinaten, die 
die Lage eines Punktes gegeniiber dem Koordinatentetraeder und Ein-

sich auch (§ 235) vollkommen Idar uber die Rolle dieser Koordinaten bei geo
metrischen Untersuchungen, namlich zur .Entwicklung ailer derjenigen Eigen
schaften einer Figur, welche sie mit jeder ihr kollinear verwandten Figur, als 
solchen, gemein hat". 

Da die Rechnung mit Punkten bei Mobius nur eine abgekiirzte Schreib
weise dafiir ist, daB aHe Gleichungen fUr die parallel zu irgend einer Richtung 
gemessenen Entfernungen der Punkte von jeder beliebigen Geraden gelten sollen, 
80 erhalt man daraus unmittelbar die im Text gegebene Ableitung, wenn man 
diese Gerade nacheinander mit den Seiten des Fundamentaldreiecks zusammen
fallen laBt. 

M. Chasles lSi) gelangt durch kollineare Umformung des Cartesischen 
Systems im wesentlichen zu demselben System. Statt des Einheitspunktes E 
treten drei in den Kanten Al A" AI A" As A4 beliebig gewahlte Punkte 
auf, die als Projektionen von E aus den Seiten des Dreiecks At At As auf 
die gegenuberliegenden Tetraederkanten zu betrachten sind. Wird ebenso 
der laufende Punkt P projiziert, so sind die Doppelverhaltnisse der auf den 
Kanten durch A, liegenden Punktquadrupel die Ohaslesschen Koordinaten, also 
mit den obigen Sl' sJ' ss identisch. Chasles stellt die Tatsache, daB diese 
Doppelverhaltnisse projektive Koordinaten sind, in verschiedenen Formen dar, 
die darauf hinauskommen, daB sich das Doppelverhaltnis der im Text erwahnten 
vier Ebenen durch [A/Am] durch das Doppelverhli.ltnis ihrer Schnittpunkte mit 
irgend welchen Geraden des Raumes ersetzen 11i.J3t; er betrachtet auch die Sonder
faIle, daB A4 oder [~AI As] unendlichfem liegen (vgl. Anm. 188). V gl. auch 
Traite de geometrie superieure, Paris 1852 (2" ed. 1880), p. 341 f. 

Es sei ferner bemerkt, daB die als weitgehende Verallgemeinerung des 
Mobiusschen abgekurzten bar. Kalk. aufzufassenden .harmonischen Gleichungen" 
von H. GrafJmann (Ausdehnungsl. v. 1844, § 168 f. = Ges. W. 11, p. 275 f.) im
plizite die projektiven Koordinaten enthalten, da die Verhaltnisse der .harmo
nischen Koeffizienten" projektive Invananten sind. 

Erst durch W. Fiedlers systematische Darstellung dieser Koordinaten t'iir 
die verschiedenen Grundgebilde fanden sie allgemeine Verbreitung und Anwen
dung, sodaB sie ofter auch mit seinem N amen belegt werden. V gl. wegen 
Fiedlers Verdienste in dieser Richtung G. Hauck, Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876), 
p. 424-426, und W.Fiedler, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver.14 (1905), p. 497-500. 
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heitspunkt bestimmen, sind also Doppelverhiiltnisse 159) (Wurfe) und 
als solche invariant gegeniiber projektiven Transformationen des 
Raumes. Man nennt daher ;1' ;2' ;3 Doppelverhiiltnis- oder Wurf
koordinaten 160), auch nichthomogene 161) (die Xi homogene) lineare pro
jektive 162) Koordinaten. Da dieses Koordinatensystem invariant (N r. 1) 
gegeniiber projektiven Punkttransformationen des Raumes ist, so eignet 
es sich besonders zur analytischen Behandlung der projektiven Geo
metrie 163). 

Fur die Punkte der Koordinatenebene a4 nehmen ;1' ;2' ;8 un
endlichgroBe Werte an. 

159) Alle linearen, nichthomogenen Punktkoordinaten miissen sich auf das 
Schema der G1. (12) bringen lassen. Dies erscheint zuweilen dadurch verschleiert, 
daB die in (12) auftretenden Ebenenquadrupel z. B. mit Geraden geschnitten 
und statt der Doppelverhaltnisse der Ebenen die der Schnittpunkte verwendet 
werden. Beispiele hierfiir bei M. Chasles, Ap. hist., p. 730 f. u. Traite de geom. 
sup., Paris 1852, 2" ed. 1880, p. 285 f. (insbes. FuBn. p. 286). 

160) v. Staudt, Anm. 158; sein Hauptverdienst gegel1iiber seinen Vorgangern 
beruht auf dem Nachweis, daB die Wurf'koordinaten gleicherweise zur Bestim
mung der von ihm geometrisch definierlen imaginaren Elemente dienen. V gl. 
hierzu J. Luroth, Math. Ann. 8 (1875), p. 207 -214; 11 (1877), p. 84-110; R. Sturm, 
ebenda 9 (1876), p. 343-346. Wegen der sich hieraus ergebenden Fortschritte 
vgl. III AB 4a, Fano, Nr. 14. 

161) Die sechs einem Punkte P zugehOrigen Doppelverhiiltnisse sind halb
homo gene Koordinaten (Anm.4), ebenso die baryzentrischen Koordinaten (Nr. 6). 
V gl. F. Giudice, Rend. Circ. mat. Palermo 12 (1898), p. 289 f., 293. 

162) W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 15 (1870), p. 152. 
163) Die MaBverhaltnisse des euklidischen Raumes behandeln mit dies en 

Koordinaten: R. Gerlach, Die Metrik in projektiven Koordinaten, Diss. Ziirich 
1899 (sehr eingehend fiir Punkt-, Ebenen- und Strahlenkoordinaten); w: Fiedler, 
Zeitschr. Math. Phys. 8 (1863), p. 45-53; Viertelj. Naturf. Ges. Ziirich 24 (1879), 
p. 170-179; Darst. Geom. (3. Aufi.) 3, p. 77, 107; E. d'Ovidio, G. mat. 8 (1870), 
p.250-284; 11 (1873), p. 197-220; H. Faure, Nouv. Ann. (3) 3 (1884), p. 140 
-144; F. Giudice, Rend. Circ. mat. Palermo 12 (1898), p. 278-306; 13 (1899), 
p. 379; Atti Acc. Torino 34 (1899), p. 277-291; Vogt, Nouv. Ann. (3) 11 (1892), 
p. 148-158; L. Pilgrim 66), p. 83 ff. - S. Gundelfinger, Vorl. a. d. anal. Geom. 
d. Kegelschnitte, herausgeg. von Fr. Dingeldey, Leipzig 1895, behandelt damit 
samtliche metrischen Probleme iiber Kegelschnitte in der Ebene. Wegen Behand
lung der Cayley-Kleinschen MaBgeometrie (1lI AB 1, Enriques, Nr. 22, 23) mittels 
projektiver Koordinaten seien erwahnt: F. Klein, Math. Ann. 4 (1871), p. 573-
625; Nicht-Euklidische Geometrie, Autogr. Vorl., geh. 1889/90, ausgearb. von 
Fr. Schilling, 2. Abdr., Gottingen 1893; E. d'Ovidio, Studio sulla geometria pro
iettiva, Ann. mat. p. appl. (2) 6 (1873), p. 72-101; Le funzione metriche fonda
mentali negli spazi di quante si vogliano dimensioni e di curvatura costante, 
Mem. Acc. Lincei (fis. mat. nat.) 1 (1876-77); vgl. auch Math. Ann. 12 (1877), 
p. 403-418. F. Lindemann, Sitzungsber. phys.-med. Soc. Erlangen 1873 (28. Juli); 
Math. Ann. 7 (1874), p. 56-144; Clebsch-Lindemann 21, p. 461f.; H. Stahl, Uber 
die MaBfunktionen der analytischen Geometrie, Progr. Berlin 1873. 

Encyklop. d. math. WiBseusch. III 1. 42 
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Mittels der Definition Xi = l?i lassen sich diese Koordinaten unter 
ei 

Voraussetzung von MaBbegriffen auch direkt, 6hne Zuriickgehen auf 
Parallelkoordinaten, einfiihren und als lineare Koordinaten erkennen 164). 
Da ferner nach v. Staudt das Doppelverhiiltnis von vier Elementen 
eines Grundgebildes erster Stufe unabhangig von allen MaBbegriffen 
definierbar ist (III.A B 5, Schoenjlies, Nr. 17) und nach F. Klein 165) 

auch die Annahmen iiber die unendlichfernen Punkte einer Geraden 
dafiir irrelevant sind, so kann die Einfiihrung projektiver Koordi
naten allein auf Grund der Axiome der .Anordnung, Verkniipfung und 
Stetigkeit 166) geschehen und damit die analytische Geometrie begriindet 
werden 161). 

F. Em'iques 168) faBt die Einfiihrung der homogenen projektiven 
Koordinaten als Herstellung einer Kollineation zwischen dem Punkt
raum und dem analytischen Raum (Nr. 3) der homogenen Zahlen
quadrupel (Xli xs, xs, X4,) auf. 

Der Ubergang von einem System homogener linearer Koordinaten 
zu einem anderen (Nr. 37) wird nach J. PlUcker (vgl. Gl. (3») durch 
eine lineare Snbstitution von nicht verschwindender Determinante be-

164) Diesen Vorgang befolgen die meisten modernen Lehrbucher der anal. 
Geometrie, so: W. Fiedler, Darst. Geom. (3. Aufl.) 3, p. 69 if.; Anal. Geom. der 
Kegelschnitte (nach G. Salmon), 7. Auf!., 1. T., Leipzig 1907, p. 142 f.; H. Oranz, 
Lehrb. d. anal. Geom. der Ebene (nach S. Gundelfinger) 1. T., Stuttgart 1892, 
p. 162-183; W. Killing, Lehrb. d. anal. Geom. in homogenen Koordinaten 1, 2, 
Paderborn 1900-01; K. Doehlemann, Geometrische Transfonnationen 1, Leipzig 
1902, und die meisten der in Anm. 16 erwahnten Lehrbiicher; ferner F. Morley, 
Trans. Amer. math. Soc. 4 (1903), p. 288-296. Hingegen gehen von Parallel
koordinaten aus: Clebsch-Lindemann 1t, p. 64, 21, p. 80; O. Staude, Anal. Geom., 
p.301. 

165) Math. Ann. 4 (1871), p. 623f.; 6 (1873), p. 142-145. F. Schur, ebenda. 
39 (1891), p. 113-124. 

166) Benennungen nach D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1899. 
2. Aufl. 1903, 3. Auf!. 1909 (Bd. 7 von "Wissenschaft und Hypothese"). 

167) K. G. Ohr. 'V. Sta1ldt 147), p. 266f.; M. Pasch, Vorl. uber neuere Geom., 
Leipzig 1882, § 22; J. Liiroth, Math. Ann. 8 (1875), p. 207-213; F. Klein, Math. 
Ann. 6 (1873), p. 142; Olebsch-Lindemann 2\ p. 433-461. (Vgl. ferner III AB 5, 
Schoenfiies, Nr. 21; ill A B 1, Enriques, Nr. 19.) Eine davon vollig verschiedene, 
sich auf den Entfernungsbegriff stiitzende Begriindung der anal. Geometrie gibt 
J. de Tilly, Mem. cour. et autres Ac. Belg. 47 (1892) = Mathesis (2) 2 (1892), 
Suppl., p. (1)-(80). V gl. auch F. Klein, Elementarmath. 2, p. 327 if. 

168) Lezioni di geometria proiettiva, Bologna 1898 (2. Auf!. 1904), p. 352, 
insbes. deutsche tibers. (Vorl. uber proj. Geom.) von H. Fleischer, Leipzig 1903, 
p. 338ff.; Rend. eirc. mat. Palermo 12 (1898), p.222. Vgl. hierzu die Bemerkung 
von O. Holder, Math. Ann. 65 (1908), p. 164 Ful.ln. 
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wirkt. Umgekehrt Hi.13t sich jede solche Substitution 

(13) (i = 1, 2, 3,4) 

als Ubergang zu einer neuen Koordinatenbasis deuten. Die ita Ecke 
A;' des neuen Koordinatentetraeders hat im alten System die Koordi
naten alii as;, as;, a4 ;, der neue Einheitspunkt die Koordinaten 

~aill ~ai2' ~aiS' ~a;4 169). 

Die Einfiihrung linearer projektiver Koordinaten in der Ebene 
und Geraden geschieht vollig analog wie im Raum und kann ent
weder von den Parallel- bzw. A.bstandskoordinaten (Nr.2) ausgehend 
oder unmittelbar geschehen 170). Letztere Art la.Bt sich ebenso fur die 
Strahlen eines Biindels 171) oder Biischels und fur alie iibrigen Grund
gebilde der verschiedenen Stufenzahlen. (Nr. 21) durchfiihren 170). 

Erstere A.rt ist unmittelbar auf den R,. (Nr.3) anwendbar. 
Bezeichnen XCi), y(i) , Z(i) , t(·) (i = 1, 2, 3,4) homogene Parallel

koordinaten der nicht derselben Ebene angehorigen Punkte P(l), P2), 

PS), P(4), so lassen sich die Koordinaten x, y, z, taller Punkte der 
Geraden p(l) P(2) oder der Ebene P1) P2) peS) oder des Raumes in der 
Form. 
(14) flX = ~J.,iX(;), flY = ~J.,iy(i), QZ = ~J.,iZ(i), Qt = ~J.,it(;) 

darstellen, wenn bzw. i = 1,2, i = 1,2,3, i = 1, 2,3,4 gesetzt wird 172). 

169) J. J. Hemming, Viertelj. Naturf. GeB. ZUrich 16 (1871), p. 41-49; 
W. If'iedler, Darst. Geom. (1871), p. 666 f.; 3. Aufi., 3, § 63; Viertelj. Naturf. GeB. 
Zurich 24 (1879), p. Hoff. - Vgl. auch H. Graf3mann, Ausdehnungsl. v. 1844, 
§ 118; Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 238, und die ZUBammenstellung bei P. Muth, 
Grundlagen, p. 91 f. 

170) Vgl. W. Fiedler 15 f5) und die Anm.16 u.164 zitierten Lehrbucher. Fiir 
die Gerade ist die projektive Koordinate 6 = (A:t At EP); O. Staude (III C 2, Nr.22 
und Anal. Geom., p. 36, 293) nennt sie Zweiecks-, fiir daB Strahl- und Ebenenbuschel 
Zweiseits- bzw. Zwei(lachskoordinate. 

171) Projiziert man eine Ebene Emit der Koordinatenbasis A 1 , :12 , As, E 
aus einem Punkt S und wahlt im Bundel (S) die mit jenen Punkten inzidenten 
Strahlen a1 , a2 , as, e als Basis (Koordinatendreikant und Einheitstrahl), so haben 
irgend ein Punkt P in E und der mit ihm inzidente Strahl p in (S) die gleichen 
Koordinaten 

61 = (Ai' A:t As E P) = (at' a1 as ep), 62 = (A1 . ~ As E p) = (a1 . a l as ep). 

Daraus folgt, dati jedes System linearer Koordinaten in einer Ebene alB Zentral
projektion eines ebenen Parallelkoordinatensystems betrachtet werden darf. 
O. G. J. Jacobi, J. f. Math. 8 (1832), p.338-341 = Werke 3, p. 138-141; all
gemeiner bei W. ]!'iedler, Darst. Geom. (1871), p. 539. 

172) AlB Zusammenfassung der vier Gl. (14) in eine latlt sich der (ab
gekiirzte) baryzentriBche Kalkul von A. F. Mobius (1827) und die Rechnung mit 
Punkten bei H. Gral3mann, Ausdehnungsl. v. 1844, § 107, auffassen. Eingehende 

42* 
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Die homogenen Parameter 17S) (A'11 '\'2)' (,\,u '\'2' ,\,s), (All '\'2' '\'S, '\'4) sind 
dann ebenfalls homogene line are Koordinaten der Punkte einer Ge
raden bzw. einer Ebene oder des Raumes 174). 

6. Besondere Arten linearer Punktkoordinaten. Samtliche 
.Arten linearer Punktkoordinaten miissen aus den projektiven durch 

besondere Wahl der Koordinatenbasis 
hervorgehen (Nr. 5). Bei der folgen
den Aufzahlung der wichtigsten FaIle 
sollen mit E l , E 2 , E3 und Pp P2' P3 
stets die Projektionen des Punktes E 
bzw. P auf die Kanten A4Al' .A.4 A2' 
A4AS des Koordinatentetraeders aus 
deren Gegenkanten bezeichnet werden 
(Fig. 3). 

a) Samtliche Ecken des Koordinaten
tetraeders liegen im Endlichen. Wahlt 
man E als Mitte der dem Tetraeder 

A, eingeschriebenen KugeI 175), so sind die 
Fig. 3. Xi proportional den Abstanden des 

Punktes P von den Koordinatenebenen 
( Vierebenenkoordinaten 176) [ englisch: q uadri planar coordinates] oder 
N ormalkoordinaten 177». 

Beriicksichtigung finden diese Parameterdarstellungen bei P. Muth, Grundlagen, 
und O. Staude, Anal. Geom. (insbes. Anm. 80). S. auch Clebsch-Lindemann, 
2\ p. 99. 

173) V gl. Anm. 35. 
174) Wegen ihrer Verwendung im En (Nr.3) vgl. etwa E. Bertini, Intr. aHa 

geom. proiettiva degli iperspazi, Pisa 1907, p. 3 f. 
175) Fur E als Mitte einer der angeschriebenen Kugeln wiirden, statt der 

Punkte im Innenraum des Tetraeders, die Punkte jenes der acht Gebiete (Nr.5), 
dem die Kugel angehort, Koordinaten von gleichem Vorzeichen besitzen. 

176) W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Ziirich 24 (1879), p.148; Darst. 
Geom. (3. Auf!.) 3, p. 107; vgl. Anm. 137. Sie finden sich bei J. Plucker, Anm. 
131; Syst. anal. GeoID., p. 7, und baben durch die Lehrbucher von G. Salmon 
zumal in der deutschen Bearbeitung von W. Fiedler weite Verbreitung er
halten [1) A treatise on conic sections etc., London 1848, 2. Auf!. 1850, 3. Auf!.. 
1855, 6. Auf!. 1879. Die Ausgabe von 1855 liegt der ersten deutschen Bearb. 
"Anal. Geom. d. Kegelschnitte.", Leipzig 1860 zugrunde, wovon der 1. Teil 1907 
in 7. Auf!. erschienen. 2) A treatise on the higher plane curves etc., Dublin 1852; 
2. Auf!.. 1873, 3. Auf!. 1879. Nach der 2. von A. Cayley mitbesorgten Ausgabe 
erschien die deutsche Bearb. "Anal. Geom. d. hoheren ebenen Kurven", Leipzig 
1873, 2. Auf!. 1882. 3) A treatise on the analytic geometry of three dimensions, 
Dublin 1862, 3. Auf!. 1874, 4. Auf!. 1882. Deutsche Bearb. "Anal. Geom. des 
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Wii,hlt man E als Schwerpunkt des Koordinatentetraeders, so 
lassen sich die Xi entweder als baryzentrische 178) oder ala Volumkoor
dinaten 179) auffassen. 1m ersten Fall sind die Xi ponderable Massen, 
mit denen man sich die Ecken des Koordinatentetraeders belegt denkt, 
dam it P ihr Schwerpunkt wird 180); im zweiten Fall sind die Xi pro~ 

portional den V olumen der Tetraeder, die P mit den SeitenfHichen 
des Koordinatentetraeders bestimmt181). Damit im ersten Fall P das 
Gewicht eins erhalte oder im zweiten Fall die Zahlen Xi den an
gegebenen Volumen gleich seien, muB die Beziehung ;Ex; = 4 be
stehen 148); ;Ex; = 0 ist die Gleichung der unendlichfernen Ebene 18l!). 
Diese Koordinaten sind invariant gegenuber affinen Transformationen, 

Raurnes", Leipzig 1. T. 1863, 2. T. 1865; 4. Aufl. d. 1. T. 1898, 3. Aufl. d. 2. T. 
1880.] Vgl. ferner: H. Faure, Nouv. Ann. (2) 2 (1863), p.289-300; E. Walker, 
The Oxf. Camb. Dublin Mess. 2 (1864), p.40-44; W. A. Whitworth, ebenda 1 
(1862), p. 162; R. Heger, Zeitschr. Math. Phys. 16 (1871), p. 1-41. 

177) Dieser Name wird gebraueht III C 1, Dl:ngeldey, Anm. 80, und von 
J. de Vries, Arch. Math. Phys. (3) 9 (1905), p. 33-36. 

178) R. Baltzer, Anal. Geom., p. 59, 421. 
179) W. Fiedler, Viertelj. N aturf. Ges. Zurich 24 (1879), p. 148. 
180) A. F. Mobius, Baryc. Caleul, § 33; IV 4, Jung, Nr.6. Vgl. die Dar

legung des Zusammenhanges zwischen baryzentrischen und Dreilinienkoordinaten 
bei W. Fiedler, Anal. Geom. d. Kegelsehn. von G. Salmon, Leipzig 1860, p. 576 f. 
Eingehend behandelt werden sie bei Heffter-Koehler 1, p. 35,223. Anwendungen 
von ihnen maehten (auBer Mobius) G. Darboux, Sur les relations entre les 
groupes de points, de cereles et de spheres dans Ie plan et dans l'espaee, Ann. 
ee. norm. (2) 1 (1872), p. 323-392; E. Cescwo, Nouv. Ann. (3) 5 (1886), p. 215 
-242; Ann. mat. p. appl. (2) 15 (1887-88), p. 313-323 (auf Kurven im En); 
Mathesis (1) 10 (1890), p. 177-190 (auf die Geometrie des Dreiecks); Vorl. iiber 
natiirliehe Geometrie, deutsche Ausg. von G. Kou;alewski, Leipzig 1901, p.111 
-135, 297. Die baryz. Koordinaten eines Punktes in bezug auf ein Dreieck 
stehen in einfaeher Beziehung zu den Tragheitskoordinaten dieses Punktes, d. h. 
seinen rechtwinkligen Koordinaten in bezug auf die Tragheitshauptaehsen der 
Dreiecksflaehe. 

In der Ebene heiBen die Verhaltnjllse der reziproken baryz. Koordinaten 
Cevasche Koordinaten. Vgl. F. Giudice, Rend. Cire. mat. Palermo 12 (1898), p.290f. 

181) A. F. Mobius, a. a. O. - K. W. Feuerbach, Anm. 129, p. 7, nennt den 
vierten Teil dieser Volumen die den Tetraedereeken "koordinierten Koeffizienten" 
des Punktes P und benutzt dieses "neue Koordinatensystem" (p. 8) zur Ableitung 
zahlreieher Satze uber das Tetraecler. Mit diesem Koordinatensystem besehaf
tigen sich: A. Cayley, On the six coord. of a line, Nr. 78, Trans. Cambro Phil. 
Soc. 11' (1869), p. 290-323 = Math. pap. 7, p. 96 f.; Osw. Hermes, Die Ver
haltniskoord. in der Ebene, Progr. Berlin 1860; N. M. Ferrers, Treatise on tri
linear coordinates etc., London 1861 (4. Aufl. 1890), p. 94; L. K1'onecker, J. f. 
Math. 72 (1870), p. 159-162; L. Schendel, Elem. der anal. Geom. der Ebene in 
trilin. Koord., Jena 1874; J. W. Sharpe, Mess. of math. 9 (1879-80), p. 10-23. 

182) A. P. Mobius, Barye. Caleul, § 34 = Ges. W. 1, p. 57. 
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daher zur Behandlung der affinen Geometrie geeignet (III A B 4 b, 
Fano, Nr. 7). 

Wahlt man E auf einer durch A", parallel zu "4 gelegten Ge
raden und A",E als Langeneinheit, dann schneiden die Ebenen A1 A,P, 
AsAsP, AsA1P auf jener Geraden Punkte aus, deren Entfernungen 
von A", bzw. ~1' ~2' ~8 sind 18S). 

Schneidet die Gerade P E die Ebene IXi (i = 1, 2, 3, 4) in Qi' so 
ist ~i = (Q4 QiEP) (i = 1, 2, 3). Wird E unendlichfern gewahlt, 

so ist ~. = !!iP 184). 

• Q4 P 
Durch reelle kollineare raumliche Transformationen sind aHe Faile 

(reeller) linearer Koordinaten auf den Fall reguliirer teftraedrischer Koor
dinaten 185) zuriickfiihrbar, in dem das Koordinatentetraeder regelmaBig 
und dessen Mitte Einheitspunkt ist 186). 

b) Die Ecke A", des Koordinatentetraeders liegt unendlichfern 181). 
Wahlt man E derart, daB die Punkte E l , E 2 , Es auf derselben Seite 
von IX", Hegen und von den Punkten A1 , A.2 , As die gleiche als nega
tive Langeneinheit zu betrachtende Entfernung besitzen (s. Nr. 22, 
Fig. 5), so ist 

(1) (i = 1,2,3). 

Diese Punktkoordinaten 188) haben eine ahnliche Form wie die PlUcker
schen Ebenenkoordinaten (Nr 19). 

188) M. Ohasles, Ap .. hist., p. 734. Das im TraiM de geom. sup., Paris 
1852, 2° ed. 1880, chap. 21, 23 angegebene System lin. Koord. in der Ebene 
ergibt sich, wenn man die zu den Ecken A!, ~ des Koordinatendreiecks Al ~ ~ 
gehOrigen DoppelverhiiItnisse 61 bzw. ~! von je vier Strahlen (vgl. ADm. 171) durch 
die ihnen gleichen einfachen Verhiiltnisse ersetzt, welche diese Strahlen auf zwei 
bzw. zu [Al E] und [~E] parallelen Geraden bestimmen. 

184) J. Plucker und F. Casorati, Anm. 138. 
185) W. Fiedler, Darst. Geom. (3. Aufl.) 3, p. 128, 95. 
186) Bezeichnen die Xi (i = 1, 2,' 3) regulare Dreieckskoordinaten in der 

Ebene, so sind die Koordinaten der beiden absoluten Punkte dieser Ebene, unter 
w eine dritte Einheitswurzel verstanden, 

Xl: X! : 1£8 = 1 : w: w! und = 1 : WI: w. 

Vgl. Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. hOh. eb. Ku.rven, Leipzig 1873, p.6, und die 
Verallgemeinerung von P. Mansion, Mess. of math. 5 (1876), p. 159. - H. M. 
Jeffery, The Quart. J. p. appl. math. 10 (1870), p. 1 f., wiihlt ala Koordinaten
tetraeder eines mit normaleti Gegenkanten. 

187) W. Fiedler, a. a. 0., p. 123, nennt diese Koordinaten prismatische und 
die entsprechenden in der Ebene (p. 91) 8treifenkoordinaten. S. auch Viertelj. 
Naturf. Ges. ZUrich 24 (1879), p. 164. 

188) Sie finden sich schon bei M. Chasles, Ap. hist. (1837), Mem. de 
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Wiihlt man A4 als den unendlichfernen Punkt der zur Ebene des 
Dreiecks Al A2As senkrechten Richtung und E derart, daB die Strecken 
:'f;E; (i = 1,2,3) gleichgerichtet und gleich den zu den Ecken Ai ge
horigen Hohen des Dreiecks A1 A2 As sind, so ist 

(2) (i = 1,2,3). 

Hierin bezeichnet CPt den Winkel, den die Halbebene AkA,P mit der 
Halbebene AkAIA; bildet, und dessen positiver Drehsinn von letzterer 
aus nach der Seite von E hin zu nehmen ist 188a). Die entsprechenden 
Koordinaten in der Ebene, das sind die Kotangenten der Winkel CP1 
und CP2' welche die von zwei festen Punkten A2 und A1 aus nach 
dem laufenden Punkt P gezogenen Halbstrahlen mit der Strecke A1 A2 
bilden, werden als Winkel- 189) ooer biangulare Koordinaten be
zeichnet 189a). 

geom. Nr. 234, nur sind AiE; all:! positive Einheiten gewahlt. - Die analogen 
Koordinaten in der Ebene behandelt K. Schwering, Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876), 
p. 278-286; Theorie und Anwendung der Linienkoordinaten, Leipzig 1884. 
21f. d'Ocagne, Nouv. Ann. (3) 6 (1887), p. 493-502; (3) 11 (1892), p. 70-75, etc. 
(Anm. 409), behandelte sie alB "coordonnees paralleles". - Wegen der raum
lichen Koordinaten s. auch H. Heddaeus, Theorie u. Anwendung e. bes. Ebenen
koordinatensystems, Diss. Marburg 1889. - DaB man in der Ebene zwei der 
Koordinatenlinien parallel wahlen diirfe, bemerkt schon J. Plucker, J. f. Math. 
{, (1829) = Ges. Abh. 1, p. 127. - V g!. ferner V. Schlegel, Bull. Soc. math. France 
23 (1895), p. 216-219. 

188") Diese Koordinaten benutzt F. Folie, Fondements d'une geometrie 
superieure CarMsienne, Mem. Ac. Belg. 39 (1872), Extrait p. 125 f., als "coor
donnees triedriques particulieres". 

189) Diese Koordinaten, bei denen also CPl und CP2 in entgegengesetztem 
Sinn gemessen werden, behandeln, ohne des Zusammenhanges mit den projek
tiven Koordinaten zu gedenken: W. Walton, P. Ford, H. M. Jeffery, The Quart. 
J. p. app!. math. 9 (1868), p. 47-57 Cu. Nouv. Ann. (2) 10 (1871), p.122-135], 
13 (1875), p. 75-87, 130-149; F. Folie 188a), Extrait p. 63 (als "coordonnees bipo
laires"); R. W. Genese, Proe. London Math. Soc. 12 (1881), p.157-168; The 
Quart. J. p. appl. math. 18 (1881), p. 150-154; J. C. Wilson, On the traversing 
of geometrical figures, Oxford 1905, p. 132 f. - Auch wenn CPl und CP2 in dem
selben Sinn gemessen werden, sind cotg CPl und cotg CP2 line are Koordinaten. 
Sie ergeben sich aus den aUg. projektiven ~2 und ~1' wenn man A. als unend
lichfernen Punkt der zu Al A2 normalen Richtung und E l , E2 zu verschiedenen 
Seiten von Al A2 so wahlt, daB .Al Iff;, = A~-E; = Al A2 ist. E ist also der 
unendlichferne Punkt von Al E 2 • Diese Koordinaten behandelt T. Biggin, The 
Quart. J. p. appl. math. 25 (1891), p. 237 f. - B. Sommer, Die Winkelkoordi
naten, Coblenz 1848, wahlt u = cotg CPl und v = cotg CPl - cotg CP2 als Koordi
naten eines Punktes. Hierher gehoren auch die "achsialen" Punktkoordinaten 
von W. Esson, The Quart. J. p. appl. math. 10 (1870), p. 113-121. 

189") Vgl. anch Nr. 17, insbes. Anm. 350. 
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Wird E auf einer Geraden 9 durch A4 so gewahlt, daB seine 
Entfernung vom Schnittpunkt 0 der Ebene "4 mit 9 gleich der posi
tiven Einheit ist, und haben die Schnittpunkte der Ebenen A 2 AsP, 
A BA 1P, Al~P mit 9 von 0 bzw. die Abstande PlI Pi' Ps, dann ist 

~i = ~~ (i = 1, 2, 3) 190). 

c) Die Ecken A4 und As liegen unenrllichfern. Diese Keilkoordi
naten bespricht W. Fiedler 191). Stehen die Richtungen von As und 
A4 untereinander und zu At A2 senkrecht und wahlt man E als den 
unendlichfernen Punkt del' von A2 ausgehenden Diagonale jenes Wur
fels, dessen Kanten die Richtungen A2AV A 2 As, A2A4 haben, so 
sind die 6i identisch mit del' von T. Bigginl92) gegebenen Ausdehnung 
der Zweiwinkelkoordinaten auf den Raum. Bezeichnen namlich P' 
den NormalriB von P auf as, rpl und 'P2 die Neigungswinkel del' 

--+ 
Halbstrahlen A2 P' bzw. Al P' gegen Al A 2 , ~ den N eigungswinkel 
der Halbebene A 1 A 2 P gegen as, so hat man 

61 = cotg 'PI' 62 = cotg 'Ps, ~3 = tg~. 
d) Die Ebene "4 liegt unendlichfern. In diesem zu b) in gewissem 

Sinne dualen Fall artet das Koordinatentetraeder in das Achsenkreuz 
del' Parallelkoordinaten (Nr. 3) mit A4 als Ursprung aus. A4EU 
A4E" A-:E~ sind die Einheitstrecken. Je nach der Wahl von E 
sind ~1I 62' 63 die gleichschenkligen oder allgemeinen Cartesischen 
Koordinaten. Letztere lassen sich auch als die Verhaltnisse del' 
parallel zu festen Richtungen gemessenen Abstande del' Punkte P 
und E von den drei Koordinatenebenen deuten. Die fest en Rich
tungen durfen auch zu den Koordinatenebenen senkrechtstehen 1~3) 
odeI' in eine Richtung zusammenfallen 194). 

Die Sonderfalle del' linearen Koordinaten in den Grundgebilden 
1. Stufe behandeln eingehend Heffter-Koehler 1945). 

190) Die entsprechenden Koordinaten in der Ebene bei Aubertin, J. f. Math. 
45 (1852), p. 247. 

191) Darst. Geom. (3. Auff.) 3, p.126. 
192) The Quart. J. p. appl. math. 25 (1891), p. 237-258. 
193) J. Plucker, Syst. anal. GeOID., Nr.22, p.16. Die entsprechenden Koor

dinaten in der Ebene fur zwei feste Richtungen verwendet E. Pen'in, Assoc. 
Frans\ Congres de St. Etienne (1897), 26 (1898), p. 90-107. 

194) J. Plucker, a. a. O. 
194 0) 1, I. Abschn. 1m Strahlbiischel z. B. ist bei festgelegtem positiven 

Drehsinn die Tangente oder Kotangente des Winkels, den ein veranderIicher 
Strahl p mit einem festen einschlieBt, eine lineare Koordinate von p (a. a. 0., 
p. 104). 
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7'. Minimalkoordinaten. Wiihlt man zur Definition linearer 
Punktkoordinaten (Nr. 5) komplexe lineare Funktionen der rechtwink
ligen Koordinaten 195), dann besteht das Grundtetraeder aus komplexen 
Ebenen, und es entsprechen einem reeIlen Punkt im aUgemeinen kom
plexe Koordinaten. Z. B. benutzt man zuweilen ein von zwei Paaren 
konjugierter Minimalebenen gebildetes Koordinatentetraeder, das durch 
seine zwei reellen Gegenkanten bestimmt ist 196). 

Wiihlt man in der Ebene die Werte zweier konjugiert komplexen 
linearen Funktionen der rechtwinkligen Koordinaten als nichthomogene 
Dreieckskoordinaten, so besteht das Grunddreiseit aus zwei konjugiert 
komplexen Geraden, die sich in einem reellen Punkt schneiden, und 
aus der unendlichfernen Geraden. Setzt man insbesondere 

(1) u=x+iy, v=x-iy, 
so sind die durch den Ursprung des rechtwinkligen Achsenkreuzes 
gehenden Minimalgeraden die im Endlichen liegenden Seiten des nenen 
Grunddreiecks. Wir nennen daher mit F. Klein 197) u und v die 
Minimalkoordinaten des reeIlen oder komplexen Punktes P (x, y). Die 
Minimalgeraden durch P schneiden dann die x-Achse in Punkten mit 
den Abszissen u und v. Das Entfernungsquadrat der Punkte P 1 (uv v1), 

P 2 (u2 , v2) stellt sich in Produktform 
--2 

(2) P1P2 = (u2 - ttl) (V2 - v1) 

Ferner ist fiir reeIle Punkte PI' P2 

(3) 

195) J. Plucker, Syst. anal. Geom., Nr. 27 f. j J. f. Math. 34 (1847), p. 346 f. 
FuEn. = Ges. Abh. 1, p. 423. - Die Definition der Wurfkoordinaten bei K. G. 
Chr. v. Staudt, Beitr. z. Geom. d. Lage (1857), Nr. 411, bezieht sich auch auf 
imaginare Grundelemente. 

196) S. G. Darboux, Classe rem., p. 218 f. - V gl. auch Nr. 33. 
197) Ausgew. Kapitel der Zahlentheorie 1, Autogr. Vorl. (Winters. 1895/96), 

ausgearb. von A. Sommerfeld, Gottingen 1896, p. 65. - A. Cayley, Trans. R. Soc. 
Edinb. 25 (1868), p. 1-110 = Math. pap. 6, p. 498, nennt sie circular coordi
nates (bei Salmon-Piedler, Anal. Geom. d. hoh. eb. Kurven, Leipzig 1873, p. 7, 
mit "Kreis-Koordinaten" iibers.) und nimmt zur IIerbeifiihrung der Homogenitat 
noch eine dritte, gewohnlich als Einheit gedachte Koordinate w hinzu. u = 0, 
w = 0 und v = 0, W = 0 sind dann die Koordinaten der absoluten Punkte. -
E. Laguerre, Nouv. Ann. (2) 9 (1870), p. 171 = Oeuvres 2, p.94, nennt u, v 
coordonnees isotropes, die Minimalgeraden (p. 164, 165 = Oeuvres 2, p. 89) droites 
isotropes (auch Bull. Soc. Philom. 1867 = Oeuvres 2, p. 27) und die der Diffe
rentialgleichung d s = 0 geniigenden Kurven einer FHiche "lignes isotropes". 

198) E. Laguerre, a. a. 0., p. 172, 173 (Oeuvres 2, p.95). Auf clen Gl. (2) u. (3) 
beruhen viele Satze, die G. Darboux, Classe rem., p. 61-106, und an anderen 
Orten mittels dieser Koordinaten ableitet. 
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--wo cp den N eigungswinkel des Halbstrahles Pi Ps mit del' positiven 
x-Halbachse bezeichnet 199). 

Ein reeller Punkt ist durch seine u- odeI' seine v-Koordinate allein 
bestimmt, weil die reellen und die imaginaren Teile beider gleich 
sind 200). Fiir einen komplexen Punkt P (x = x' + ix", y = y' + iy") 
hingegen, wo jetzt x', x", y', y" reeIle Zahlen bedeuten, haben 

tt = (x' - y") + i (y' + x") 
v = (x' + y") - i (y' - x") 

(4) 

verschiedene reeIle und imaginare Teile. Bestimmt nun die u-Koor
dinate von P den reeIlen Punkt p und die v- Koordinate den reellen 
Punkt p', so ist damit einem jeden (endlichfernen) imaginaren Punkt P 
umkehrbar eindeutig ein reel1es arientiertes Punktepaar pp' (bei dem 
also die Reihenfolge zu beachten ist) zugeordnet (E. Laguerre 201»). 
Die Punkte p und p' fallen fiir ainen reellen Punkt P zusammen 
und iindern ihre Reihenfolge fur den zu P konjugierten Pnnkt. p, p' 
sind die reellen Punkte del' beiden Minimalgeraden durch P 202), daher 

199) E. Laguerre, a. a. 0., p. 172. 
200) Geometrisch hei6t dies, die 00 1 imaginaren Strahlen eines jeden der 

Biischel von Minimalgeraden sind den reeHen endlichfernen Punkten ein - ein
deutig zugeordnet. Damit dies auch fUr den reeHen, unendlichfemen Strahl 
geIte, fa.6t man diesen als Punkt auf; eine unendlichgro.6e u- oder v-Koordinate 
bestimmt den unendlichfernen Punkt. S. F. Klein, Nicht - Euklidische Geome
trie 2 (Autogr. Vorl., Sommers. 1890, ausgearb. v. Fr. Schilling, 2. Abdr. Gott. 
1893), p. 90. 

201) A. a. 0., p. 168 f. (Oeuvres 2, p. 92 f.); der Vektor pp' hei.6t das segment 
reprisentatif des imago Punktes. - V gl. dagegen die Darsteilung eines komplexen 
Punktes durch ein Pnnktepaar bei O. Stol~, Math. Ann. 4, (1871), p. 416 Fu.6n.; 
W. FiedJer, Anal. Geom. der Kegelschnitte, nach G. Salmon, 7. Aufl., 1 (1907), 
p. 25. - O. A. Bjerknes, tIber die geOID. Representation der Gleichungen, nsw., 
Christiania 1859, hat die unvollkommene Darstellung des imago Punktes P durch 
den reeHen Punkt (x' - y", y' + tJf') benutzt. Vgl. Bull. sc. math. 8 (1875), 
p. 135, und E. R. Neovius, Ofv. F(lrh. Fiuska Soc. Helsingf. 29 (1886), p. 154-161. 
M. Marie, Theorie des fonctions de variables imaginaires, Paris 1874-75, und in 
zahlreichen anderen Abhandl. reprasentiert P durch den reeilen Punkt (X' + x", 
y' + y"). Wegen anderer Darstellungen S • ...4.. RamOl-ino, Giorn. mat. 35 (1897), 
p. 257 f. 

202) Denkt maD sich mit V. Staudt einen imaginaren Punkt durch eine 
elliptische Involution in einer reellen orientierten Geraden definiert, so sind p, p' 
jene zwei Punkte der Ebene, aus denen diese Involntion durch Rechtwinkel
involutionen projiziert wird. Da sich der Sinn der Geraden auf die beiden 
Strahlbiischel iibertragt, so besitzt die eine Strahlinvolution den positiven, die 
andere den negativen Drehsinn der Ebene. Der Scheitel der ersteren Boll den 
ersten, der Scheitel der letzteren den zweiten Pnnkt des darstellenden Punkte
paares bilden. Fiir die samtlichen imago Punkte einer reeHen Geraden findet 
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unabhangig von dem ursprunglichen rechtwinkligen Koordinaten
system WS). 

J eder Gleichung f (u, v) = 0 gehOrt eine reelle oder imaginare 
Kurve und umgekehrt zu 20Sa). Besitzt die aquivalente Gleichung in 
x, y nul' reelle Koeffizienten, so enthalt die Kurve zu jedem kom
plexen Punkt auch den konjugierten. Ordnet man nun nach Laguerre 
den 00 2 Punkten einer (nicht in Minimalgerade zerfallenden) Kurve 
die orientierten Punktepaare pp' zu, so bilden p und p' entsprechende 
Punkte einer (von singularen Stell en abgesehen) gegensinnig kon
formen 204) Punktverwandtschaft in der Ebene, die fur reelle oder 
nullteilige Kurven involutorisch ist. Die Punkte einer reellen Ge
raden 9 werden auf diese Weise durch die zu 9 symmetrischen 
Punktepaare, die Punkte einer komplexen Geraden oder eines kom
plexen Kreises durch die entsprechenden Punkte zweier gegensinnig 
ahnlichen 205) bzw. kreisverwandten 206) Systeme dargestellt. Die Koor
dinaten tt, v bilden also ein Hilfsmittel zum Studium gegensinnig 
konformer Verwandtschaften in der Ebene 207). 

sich diese Darstellung schon bei K. G. Chr. v. Staudt, Beitr. z. Geom. d. L., 2. H., 
Niirn berg 1857, Nr. 410. 

Sind PIP/, P.P.' die die komplexen Punkte PI' p. darstellenden Punkte
paare, so folgert Laguerre, a. a. 0., p. 174 = Oeuvres 2, p.97, aus Gl. (2), daB 

PI p.2 = PI P • . p/ P.' . ef'i 

ist, wo /L den Winkel bezeichnet, den die gerichtete Strecke p/ P.' mit PI P. bildet. 
203) Laguerre, Oeuvres 2, p. 92. 
203") Die Beziehungen, die zwischen den Gleichungskoeffizienten fiir eine 

reelle Kurve bestehen miissen, untersucht A. Perna, Rend. Circ. mat. Palermo 
17 (1902), p. 65-72. - Wegen Anwendungen der Koordinaten u, v vgl.: E. Cesaro, 
Nouv. Ann. (4) 1 (1901), p. 1-9; H. Poincare, Acta math. 3 (1883), p. 50. 

204) E. Study, Math. Ann. 63 (1906), p.242. Er weist auf den Zusammen
hang dieser Verwandtschaften mit den konformen Spiegelungen an einem reellen 
Kurvenbogen (H. A. Schwarz, Ges. W. 2, p. 149-151) hin. 

205) E. Laguerre, Nouv. Ann. (2) 9 (1870), p. 252 = Oeuvres 2, p. 107; 
Bull. Soc. math. France 1 (1873), p.242 = Oeuvres 2, p.353. - Daraus, daB 
in der Umgebung eines Kurvenpunktes die Kurve durch ihre Tangente ersetz
bar ist, folgert man dann die vorher erwl1hnte gegensinnige Konformitat del' all
gemeinen Punktverwandtschaft. Obige Tatsache fiihrt auch zu einem geome
trischen Ubertragungsprinzip, demzufolge man in der Geometrie der Ebene den 
Pu"ukt durch ein orientiertes Punktepaar, die Gerade durch eine gegensinnige 
Ahnlichkeit ersetzen darf. 

206) E. Laguen'e, Bull. Soc. math. France 1 (187::1), p. 248 = Oeuvres 2, 
p. 362. 

207) PP' stent z. B. (Laguerre, Oeuvres 2, p. 103) einen komplexen Punkt 
einer reellen Ellipse dann und nur dann dar, wenn P und p' auf einer kon
fokalen Hyperbel so liegen, daB ihre Verbindungslinie zu einer der Tangenten 
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Fur die reellen Punkte der Ebene ist die Minimalkoordinate u 
identisch mit jener komplexen Zahl, die nach K. F. Gauf3 (bzw. 
C. Wessel und J. R. Argand, I A 4, Study, Nr.5) jedem Punkt zu
geordnet wird 208). Fa.Bt man diese Zuordnung als Abbildung der 
komplexen Punkte. einer Geraden (hier der x-Achse) auf die reailen 
Punkte der Ebene auf, so HiBt sich wie im binaren Gebiet (Nr. 5) 
jeder reeile Punkt z der Ebene durch das komplexe Doppelverhaltnis 209) 

(5) ( ) z-a z-a b = a a ze = ___ 1 : ___ 2 
12 e-a1 e-a2 

der Hyperbel in deren Schnittpunkten mit der Ellipse parallel iat. Diese Dar
stellung imaginarer Punkte durch reelle orientierte Punktepaare hangt aufs 
engste mit F. Kleins Darstellung der Riemannschen Flache einer algebraischen 
Funktion (Math. Ann. 7 (1874), p. 558-566) zusammen. Vgl. E. Laguerre, Nouv. 
Ann. (2) 9 (1870) = Oeuvres 2, p. 102. 

1m Raum wird nach E. Laguerre, Nouv. Ann. (2) 11 (1872), p. 14-21, 
108-117, 241-254 (oder L'Institut, Nr. 1898 (1870»), ein imaginarer Punkt P 
durch einen reellen orientierten Kreis dargestellt, den Ort der reellen Punkte 
des Minimalkegels durch P. Vgl. noch P. Molenbroek, Nouv. Ann. (3) 10 (1891), 
p. 434-453 (auch Arch. Math. Phya. (2) 10 (1891), p. 261-282, und Nieuw Arch. 
Wisk. 19 (1891), p. 113-131). Die entsprechende Abbildung von imaginaren 
Kreisen einer Ebene durch reelle Punktepaare haben schon M. Chasles, TraiM 
de geom. sup., Paris 1852, 2e ed. 1880, chap. 33, und ..4.. F. Mobius, Ber. Ges. 
Leipzig (math.-phys.) 9 (1857), p.38-48; 10 (1858), p. 1-17 = Ges. W. 2, 
p. 313-328, 329-347, betrachtet. Eine Darstellung der imaginaren Punkte des 
Raumes durch reelle Punktepaare studiert L. Autonne, Bull. Soc. math. France 
29 (1901), p. 95-118. Weitere Literatur hierzu bei A. Ramorino, Giom. mat. 
35 (2) 4) (1897), p. 256-258. 

208) Diese Gauf3sche Koordinate wurde in zahlreichen geometrischen Unter
suchungen verwendet. V gl. etwa auJ3er den Arbeiten von ..4.. F. ]}[obius und ver
schiedenen meist im N achlal.l gefundenen Bemerkungen von C. F. GaufJ (Werke 4, 
p. 396-398; 8, p. 307-356): F. H. Siebeck, J. f. Math. 55 (1858), p. 221-253; 
F. Lucas, Paria C. R. 75 (1872), p.1250; 77 (1873), p.1463; Bull. Soc. math. 
France 33 (1905), p. 225-229; G. Holzmuller, Einfiihrung in die Theorie der 
isogonalen Verwandtschaftep. usw., Leipzig 1882; J. Brill, Mesa. of Math. 16 
(1886-87), p. 8-20; J. Schick, Sitzungsber. math.-phys. Ak. Munchen 30 (1900), 
p. 249-272; E. v. Weber, ebenda 31 (1901), p. 367-408; F. Morley, Trans. Amer. 
Math. Soc. 1 (1900), p. 97-115; 4 (1903), p.1-12; 8 (1907), p.14-24; E. Cesaro, 
Giorn. mat. 39 (1901), p. 145-161; J. Kiirschdk, Arch. Math. Phya. (3) 8 (1905), 
p.285. 

Eine projektive Verallgemeinerungdieser Koordinate verwendet E. Busche, 
Grundz. einer rechnenden Geom. der Lage, Progr. Bergedorf bei Hamburg 1890, 
indem er einem reellen Punkt der Ebene mit den projektiven Koordinaten 6, 7J 
die komplexe Zahl 6 + i7J zuordnet. 

Wegen Verwendung bikomplexer Zahlen als Koordinaten s. III A B 4 at 
Fano, Nr. 17, 18. 

209) Dieser Begriff stammt von ..4.. P. Mobius, Ber. Ges. Leipzig (math.-
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bestimmen, das er mit den Grundpunkten au a2 und dem Einheits
punkt e bildet. Diese drei Punkte sind willkiirlich wiihlbar. Nach 
L. Wedekind 2lO) ist S auch durch die Winkel ausdriickbar, welche die 
vier durch je drei der Punkte all a2, Z, e legbaren Kreise miteinander 
einschlieBen 211). Wahlt man al = 0 (Ursprung des rechtwinkligen 
A.chsenkreuzes), a2 = 00 (unendlichferner Punkt der Ebene), e = + 1 
(x = 1, Y = 0), so ist nach (5) ~ = z. Die GaufJsche Koordinate z 
eines Punktes erscheint demnach als Sonderfall der komplexen Doppel
verhaltniskoordinate. Letztere geht aus ersterer durch eine Trans
formation 

(6) z'=OI.z++~ 
yz u 

mit komplex en Koeffizienten hervor. Daraus folgt (1 A. 4, Study, Nr.6), 
daB aile Punkte, fiir welche der reelle bzw. imaginare Teil von ~ 

konstant ist, auf Kreisen durch a2 liegen, die in diesem Punkt den 
Kreis a1 a2e beriihren bzw. orthogonal schneiden 212). 

Die Koordinate ~ ist invariant gegeniiber linearen Transforma
tionen der Form (6), d. h. gegeniiber Kreisverwandtschaften ohne Um
legung der Winkel 213), ist daher in der ebenen Geometrie der reziproken 
Radien (III A.B 4 b, Fano, Nr. 11 und 30, a») vorteilhaft verwendbar, 
sofern es sich bloB um reeile Figuren handelt 214). Zur analogen Ko
ordinatenbestimmung komplexer Punkte sind zwei Doppelverhiiltnisse 
erforderlich (vgl. Nr. 8). 

phys.) 5 (1853), p. 14-24 insbes. § 2 = J. f. Math. 52 (1856), p. 229-242 = Ges. 
W. 2, p. 208. Wegen des Zusammenhanges mit der v. Staudtschen Theorie vgl. 
Clebsch-Lindemann, 2\ p. 621f. - E. Study, Betrachtungen uber Doppelver
haltnisse, Ber. Ges. Leipzig (math.-phys.) 48 (1896), p. 200-221, gab verschie
dene weitere Verallgemeinerungen dieses Begriffs. 

210) Beitr. z. geom. Interpr. binarer Formen, Dies. Erlangen 1875, p. 12, 19; 
Math. Ann. 9 (1876), p. 211; 17 (1880), p. 9. 

211) Hieraus folgt so fort die Moglichkeit, diese Koordinatenbestimmung 
eines Punktes durch stereographische Projektion auf die Kugel zu ubertragen 
(Nr.33). 

F. Lucas, Paris C. R. 77 (1873), p. 1464, verwendet in der Ebene als 
"coordonnees anharmoniques" den absoluten Betrag und die Amplitude von ,. 
Einen Sonderfall davon bilden die Polarkoordinaten (Nr. 9, a). 

212) L. Wedekind, Beitr. z. geom. Interpr. usw., p. 20. 
213) Ahnlichkeitstransformationen brauchen nicht, wie es haufig geschieht, 

besonders erwahnt zu werden, da sie sich aus Inversionen zusammensetzen lassen. 
(Die Zusammensetzung zweier Inversionen an konzentrischen Kreisen ist eine 
Ahnlichkeit.) 

214) F. Klein, Vergl. Betr., § 6, insbes. Math. Ann. 43 (1893), p. 78 (letzte 
Fu.l.ln.). 
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8. Nichtlineare projektive Punktkoordinaten. Weist man in 
zwei Strahlbiischeln (A1) und (A2) der Ebene mit den reeilen Schei
teln All A2 je drei beliebigen reeilen Strahlen die Doppelverhaltnis
werte 0, 00, 1 zu, so ist durch diese Festsetzung jedem reeilen Strahl 
der beiden Buschel eine reelle, jedem nicht reellen Strahl eine kom
plexe Zahl als projektive Koordinate (Nr. 5) zugeordnet 2l5). Durch 
jeden Punkt P der Ebene, mit Ausnahme von A1 und A2 , geht nun 
ein Strahl eines jeden Buschels. Gehoren diesen Strahlen in den 
Buscheln bzw. die Koordinaten ;1 und ;2 zu, so sind diese Zahlen 
nichtlineare projektive Koordinaten des Punktes P. Denn sie bestimmen 
den PunH im ailgemeinen eindeutig, und aile Punkte, deren Koordi
naten ~1I ~2 der linearen Gleichung a 1 ~1 + a2~2 + as = 0 genugen, 
gehOren einem Kegelschnitt an, del' durch A l , A2 und den Schnitt
punkt der beiden Strahlen mit der Koordinate 00 geht 216). Nur die 
zur Verbindungslinie At A2 gehOrigen Koordinaten bestimmen keinen 
Punkt eindeutig, und nur fiir die Punkte At, A2 wird eine der Koor
dinaten unbestimmt. Ferner andern sich ~t' ~2 bei einer kollinearen 
Transformation der Ebene nicht. 

Diese/Koordinaten gehen aus den rechtwinkligen durch eine qua
dratische Transformation 217) hervor. Eine analoge Koordinatenbestim
mung ist auf aile Elemente anwendbar, die aus den Elementen zweier 
Grundgebilde erster Stufe durch Verbinden oder Schneiden hervor
gehen 218). 

Bezeichnet f (~11 ~a) eine ganze rationale Funktion, die in ~1 vom 
n1 ten, in ;2 vom n2 ten Grade ist,so stellt f (;11 ~2) = ° eine algebraische 
Kurve dar, die jede Gerade durch ~ in nt und jede Gerade durch 
A1 in n2 Punkten (au.Berhalb As bzw. A1) schneidet 219). Werden ~1 

215) K. G. (]hr. v. Staudt, Beitr. z. GeoID. d. Lage, 2. H., Niirnberg 1857, § 29. 
216) J. O. Becker, Zeitschr. Math. Phys. 16 (1871), p. 531-534; E. Busche 108), 

p.l0; K. Hensel u. G. Landsberg, Theorie der algebr. Funktionen einer Variablen 
usw., Leipzig 1902, p. 366 f. 

217) V gl. ill A B 4 b, Fano, Anm. 72, und wegen Einzelheiten etwa K. Doehle
mann, Geom. Transformationen 2, Leipzig 1908, 1. Kap. 

218) FUr zwei Ebenenbiischel im Raume z. B. sind die Doppelverhaltnisse 
~1' ~2 Koordinaten der Strahlen des durch die beiden Biischel erzeugten N etzes 
oder Biindels (E. Busche, a. a. 0.). V gL den Sonderfall bei F. Folie 1883), p. 132 f. 

Werden in zwei Ebenen oder allgemeiner in zwei Grundgebilden 2. Stufe 
Elemente mit gleichen projektiven Koordinaten einander zugeordnet, so ergibt 
sich die allgemeine quadratische Verwandtschaft zwischen diesen Grundgebilden. 
V gl. P. Seydewitz, Arch. Math. Phys. 7 (1846), p. 113-148. 

219) E. Kasner, Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1900), p.450, nennt np n i die 
Teilordnungen (pw·tial orders) der Kurve. V gl. hierzu auch Nr. 33. 
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und ~2 beliebigen voneinander unabhangigen linearen Transformationen 
unterworfen, so erfahren die Punkte der Ebene eine quadratische 
Transformation. 

Die Koordinaten ~1I ~2 lassen sich ebenso fiir Strahlbiischel mit 
komplex en Scheiteln definieren. Verlegt man insbesondere Au A2 in 
die absoluten Punkte der Ebene, so werden ~i' ~2 nichtlineare Minimal
koordinaten 220), die erwahnte quadratische Transformation geht in die 
Mobiussche Kreisverwandtschaft iiber, und die Invariantentheorie der 
ebenen Kurven flir die Gruppe der Inversionen wird nach E. Kasner 220) 

mit der Invariantentheorie der doppelt binaren Formen identisch 221), 
deren Variable unabhangigen linearen Transformationen unterworfen 
werden. Fur ni = n2 = 2 stellt f(~l1 ~2) = 0 eine zyklische Kurve 
4. Ordnung 222) dar. 

Gehort dem Strahl Ai A2 in beiden Biischeln der Wert co zu, 
so sind ~i' ~2 die in Nr. 5 (bzw. Nr. 7) betrachteten linearen Koor
dinaten. 

1m Raume lassen sieh analog wie in der Ebene als projektive 
Koordinaten eines Punktes P die Doppelverhaltnisse ~1I ~2' ~3 ver
wenden, die zu den durch P gehenden Ebenen dreier Ebenenbiischel 
gehoren. Von dieser eindeutigen Bestimmung durch Koordinaten 
sind die Punkte der durch die Achsen der drei Ebenenbiisehel leg
baren FIache 2. Ordnung ausgenommen 223). Auch diese Koordinaten 
sind nicht linear 224) , da eine lineare Gleichung zwischen ihnen eine 
Flache 3. Ordnung definiert (III C 7, Meyer). Einen Sonderfall davon 
fiihrt K G. Ohr. v. Stattdt 225) an. Liegen die Achsen der drei Biischel 

220) Ebenda p. 451. 
221) Statt ~1' ~2 lassen sich namlich Bofort homogene Koordinaten ~/: ~/', 

~2' : ~2" einfiihren. 
222) Vgl. Nr.10, Anm.275. E. Kasner gibt a. a. 0., p. 490f. unter Ver

wen dung der Minimalkoordinaten eine Klassifikation dieser Kurven; p.493 fiihrt 
er fUr jedes der Bilschel von Minimalgeraden drei homogene Koordinaten ein, 
zwischen denen eine quadratische Bedingungsgleichung besteht (vgl. Anm. 614). 

223) Deshalb schIagt A. Visnya, Arch. Math. Phys. (3) 10 (1906), p. 338, 
den Ubergang zu den Koordinaten in bezug auf eine N ormkurve vor (vgl. Anm. 224). 

224) E. Busche 208). Der Ort aIler Punkte ~1 = ~2 = ~3 ist eine Raumkurve 
3. O. 03 (mit den Achsen jener Ebenenbilschel als Bisekallten), auf der hierdurch 
ein Parameter verteilt ist. Die Koordinatenbestimmung HU3t sich nun auch so 
auffassen, daB jedem Punkt P die Parameterwerte seiner Projektionen aus jenen 
Bisekanten auf die Os zugeordnet werden. Analoges gilt fill die Ebene und flir 
den Rn (Nr. 11). 

Werden in zwei Raumen Punkte mit gleichen derartigen Koordinaten zu
geordnet, so ergibt sich eine rationale kubische Verwandtschaft dieser Raume. 
V gl. F. v. Krieg, Zeitschr. Math. Phys. 29 (1884) Suppl., p. 38-72. 
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in einer Ebene und gehort ihr in allen drei Biischeln die Koordi
nate 00 zu, so sind Sl' ~ll' ~s lineare Koordinaten (Nr.5). 

Allgemein sind die Werte dreier Funktionen der linearen pro
jektiven Koordinaten nichtlineare projektive Koordinaten. Namentlich 
gilt dies fur die reziproken Werte der linearen Koordinaten 1126). 

9. Polarkoordinaten. Wird die Lage eines Punktes P durch 
seine Entfernung r von einem festen Punkt 0 (dem POl227), Anfangs
'P'tmkt228) oder Ursprung) und die Richtung des Halbstrahls OP be
stimmt, so heiJlen die hierzu notigen Zahlen seit dem 19. Jahrhun
dert die Polarkooriiinaten von P. r = 0 P wird Raiiiusvektor 2ll7) 

(auch Vektor) oder Leitstrahl2i8), Fahrstrahl genannt. Die Bestimmung 
der Richtung von 0 P erfolgt auf mancherlei Arten. 

a) In der Ebana. Wiihlt man einen vom Pol ausgehenden 
festen Halbstrahl 0 X (die Polarachse, Achse 228) oder Fundamental
linie) und den positiven Drehsinu der Ebene, daun ist der Halbstrahl 
o P durch seinen im BogeumaB ausgedruckten N eigungswinkel rp 
gegen 0 X bestimmt. rp wird Anomalie, Amplitude, Abweichung, Azi
muth 229) oder .A.rgument229a) genaunt und ist nur bis auf Vielfache 

225) Beitr. z. Geom. d. Lage, H. 2, Niirnberg 1857, Nr. 412. Hierher ge
horen auch die "coordonnees triedriques generales" von F. Folie 188&), p. 134 f., 
der die Achsen der drei Ebenenbl"ischel parallel zu einer festen Ebene wahlt 
und als Koordinaten eines Punktes P die Kotangenten der Winkel nimmt, welche 
die durch P gehenden Ebenen der Biischel mit der festen Ebene bilden (vgl. 
Anm. 194&). 

226) A. Demoulin, Mem. cour. et autres Ac. Belg. 44 (1891) (vgl. Bull. Ac. 
Belg. Se. 20 (1890), p. 20-27), z. B. verwendet die reziproken Werle der Nr. 6 
Ende von b) erwahnten Koordinaten. 

E. Lemoine, Bull. Soc. math. France 16 (1888), p. 170f., wahlt auf den Ge
laden OX, OY, OZ die festen Punkte A, B, 0 nnd projizierl den laufenden 
Punkt P aus BO, OA, 4B bzw. anf OX, 0 Y, OZ. Die E'ntfernungen der 
Projektionen von 0 nennt er "verallgemeinerte Cariesisehe Koordinaten", weil 
sie in letztere iibergehen, wenn ..4., B, C ins Unendliche riieken. Diese Koordi
naten sind, wie eine einfache Reehnnng zeigt, lineare gebroehene Funktionen 
der linearen projektiven Koordinaten. lhr ebenes Analogon wird (p. 165 f.) etwas 
naher untersucht. 

227) Monge et Bachette, J. ec. polyt. cah. 11 (t.4) (an X), p. 150. Nach 
M. Oantor, Vorl. 4, p. 613, tritt der Ansdrnck "equazione polare" znerst bei dem 
Italiener Fontana (1784) auf. 

228) L. I. Magnus, Anfg. u. Lehrsil.tze, 1, p. 4; 2, p. 3. 
229) G. Loria, L'Enseign. math. 1 (1899), p. 367. Bei M. Simon, Anal. 

Geometrie der Ebene, Leipzig 1900, p. 25, auch Phase oder Richtungsbogen. 
229") J. A. Grunert, Anal. Geom. d. Ebene und d. Raumes fUr pol are Koor

dinatensysteme, Greifswald u. Leipzig 1857, p. 3. Dieses Werk behandelt die 
gauze analytische Geometrie, inkl. Difi'erentialgeometrie, unter ausschlie13licher 
Benutzung von Polarkoordinaten. 
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von 2x bestimmt. r wird gewohnlich als positiv angesehen; jedoch 
laBt ein negativer Wert von r die Deutung zu, daB P der Erganzung 
des durch g; bestimmten Halbstrahls angehort, also sich mit dem 
Punkt (rp + x, r) deckt230). Dieses erste Beispiel eines von dem 
Cartesischen verschiedenen Koordinatensystems wurde 1748 von 
L. Euler 231) ohne Einfuhrung besonderer N amen angegeben. 

Als Koordinatenbasis kann ein orientierter Einheitskreis mit dem 
Pol als Mitte und ein auf der Peripherie gewahlter Anfangspunkt 
fur die Bogenmessung betrachtet werden. 

Wahlt man die Polarachse als positive x-Achse eines gleich
schenklig - rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen Einheitstrecke 
dem Radius und dessen positiver Drehsinn (N r. 2) dem des Basis
kreises gleich ist, so hangen die rechtwinkligen und polaren Koordi
naten eines Punktes durch die Gleichungen 

( 1) x = r cos rp , y = r sin q:> 

zusammen 232). Die Polarkoordinaten des Punktes (x, y) sind also die 
Werte der Funktionen 

(2) 

230) L. Euler, Introd., lib. 2, cap. 21, § 526; L. I. Magnus, Aufg. u. Lehra. 
1, p. 4; Th. Dobson, The Mathematician 1, London 1845, p. 167 f.; R. Baltzer, 
Anal. Geom., § 14, 4; H. Draseh, Z. Realschulw. Wien, 12 (1887), p. 79-83; 
G. Loria, Period. mat. inaegn. sec. Livorno 15 (1899), p. 7-11; L'Enseign. math. 
1 (1899), p.357-364; Ebene Kurven, p.714; SeTret-Seheffers, Diff.- u. Integr.
Rechnung 1, Leipzig 1906, p. 345f. Vgl. ferner die Bemerkung von E. Prouhet, 
Nouv. Ann. (1) 20 (1861), p. 344-348, uber den Fall der Reduktibilitat der 
Polargleichung einer Kurve oder Flache. 

231) Introd. 2, cap. 17, § 391 £, und cap. 21, § 526 f. Da von Euler unsere 
heutige Bezeichnungsweise der trigonometrischen Funktiouen sowie deren Auf
fassung als Winkelfunktionen stammt (vgl. Th. St. Davies, Trans. R. Soc. Edinb. 
12 (1834, gel. 1832), p. 264; A. v. Braunrnuhl, Vorl. uber Geschichte d. Trigono
metrie 2, Leipzig 1903, p. 104), so wird es verstandlich, daB vor ihm Polar
koordinaten in dem heutzutage gebrauchlichen Sinn nicht auftreten. - N ach 
M. Cantor, Vorl. 3 (2. AufL), p. 482 hat Jakob Bernoulli, Acta Ernd. Lips., 
Januarh. 1691 = Opera 1, p.431-442, die erste Anwendung von Polarkoordi
naten zur Behandlung der parabolischen Spirale gemacht. Er denkt sich die 
Achse einer gewiihnlichen Parabel in Gestalt eines Kreises gebogen und die Or
dinaten senkrecht zu diesem aufgetragen. P. de Varignon, Rist. Mem. math. 
phys. Ac. so. Paris (a. 1704) 1722, p. 69-131 hat, ankniipfend an Fermat (Oeuvres, 
p. 179) Gleiohungen von Kurven in Polarkoordinaten aufgestellt (p. 70 f.), indem 
er, von einer beliebigen ebenen Kurve ausgehend, die Ordinate eines Kurven
punktes als Bogen eines festen Kreises und die Abszisse als zugehiirigen Radius
vektor auffaBt. Aber erst bei Euler tritt der Gedanke hinzu, daB auf diese 
Weise die Lage jedes Punktes der Ebene bestimmbar ist. 

232) L. Euler, Introd. 2, § 395. 
Encyklop. d. math. WiBBenBch. III 1. 43 
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wo arctg kongruent mit einem Winkel S n; gewahlt wird, je nach
dem y positiv oder negativ ist, und wo die Quadratwurzel stets po
sitiv zu nehmen ist. Sie gehoren zu den orthogonalen krummlinigen 
Koordinaten (Nr. 4:). Die Koordinatenkurven sind die Geraden durch 
den Pol und die Kreise um ihn. 

Jede in Polarkoordinaten gegebene Kurve 

(3) fer, cp) = 0 
kann als NormalriB der Schnittkurve einer Drehflache mit einer Wendel
Hache betrachtet werden, deren gemeinsame Achse die im Pol er
l'ichtete Normale auf die Koordinatenebene ist. Wahlt man fiir die 
Wendelflache die Steigung eins, so hat del' Meridian del' Dl'ehflache, 
die Drehachse als z-Achse betrachtet, in l'echtwinkligen Kool'dinaten 
die Gleichung fey, z) = 0 233). 

Lineare Gleichungen in Polarkool'dinaten stellen al'chimedische 
Spiralen dar, die yom Pol ausgehen 234). 

Polarkoordinaten werden haufig zur Untersuchung einer Kurve 
in der Umgebung eines ihrer Punkte benutzt 235). 

Als Verallgemeinel'ung diesel' Kool'dinaten sind (fiir reelle Punkte) 
der absolute Betrag und die Amplitude des in Nr. 7 betrachteten 
komplexen Doppelverhaltnisses ~ aufzufassen 236), ferner die elliptischert 
und hyperbolischen Polarkoordinaten von C.-A. Laisant 236 &). 

233) M. Chasles, Ap. hist., Note VITI, p. 297-301. Sonderf1Ule davon hat 
schon Pappus betrachtet (ebenda § 26). S. auch H. Wieleitner, Spez. ebene 
Kurven, Leipzig 1908, p. 249. - Wegen der Ableitung der Kurve r(rp, r) = 0 
aus rex, y) = 0 vgl. P. de Varignon, .A.nm. 231 und G. Loria, Ebene Kurven, p. 595. 

nber die Konstruktion von Kurven, deren Gleichungen in Polarkoordinaten 
gegeben sind, handelt (J1t. Biehler, Nouv. Ann. (3) 3 (1884), p.367-376; 4 (1885), 
p. 153-159, 223-235, 249-256. Die Symmetrie in Polarkoordinaten untersucht 
J. Lefebre, Nouv. Ann. (3) 11 (1892), p. 302-314, 353-374. Die Kurven von der 
Gl. r' = 2mqJ + nrp' studiert R. Rudini, Ann. sc. mat. fis. Roma 4 (1853), p. 1} 

-24. - S. auch III C 4, Ber$olari, .A.nm. 2 und III D 4, Sche(fers, Nr. 9, 37. 
234) L. Euler, Introd. 2, § 526. Die Kurve r(I', qJ) = 0 wird daher im 

Punkt (ro, 'Po) von der archimedischen Spirale (1' - ro) (~~\ + (qJ - qJo) (;;\=0 

beriihrt (H. I. Purkiss 12'"), p. 20). 
235) Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. hoheren ebenen Kurven, Leipzig 1873, 

p. 26. G. Halphen, III C 4, Berzolari, .A.nm. 2. 
236) S. F. Lucas 211). - Als weitgehende Verallgemeinerung, wobei statt 

des Poles eine Kurve tritt, konnen die von E. Habich, .A.nm. 126, benutzten Ko
ordinaten aufgefaBt werden. 

236") Essai sur les fonctions hyperboliques, Paris 1874. Laisant wahlt z. B. 
statt des Einheitskreises eine gleichseitige Hyperbel mit der Mitte 0, deren auf 
dem Halbstrahl OX liegender reeller Scheitel.A von a die Entfernung eins hat. 
Schneidet der Halbstrahl OF die Hyperbel in dem reellen Punkt M, so nennt 
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b) Im Raum 287). Legt man durch den Pol 0 eine orientierte 
Ebene % mit bestimmtem positiven Drehsinn (Polarebene)258) und 
zieht in ihr einen Halbstrahl 
OX (Polarachse), so wird, wenn 
P' den NormalriB von P auf % 

bezeichnet (Fig. 4), die Rich
tung von 0 P bestimmt durch 

die Winkel rp = X 0 P' und 

X = YO P. '1", q>, X sind dann 
riiumliche Polarkoordinaten 289) 

des Punktes P. Wiihlt man die 
Fig. 4. 

Polarachse als x-Achse, die Polarebene als gleichorientierte xy-Ebene eines 
rechtwinklig-gleichschenkligen Koordinatensystems (Nr.3), so hangen 
diese Polarkoordinaten mit den rechtwinkligen durch die Gleichungen 

(4) x = r cos X cos q>, y = r cos X sin q>, Z = r sin X 
zusammen 240). 

er r = ~ ~ und den doppelten HyperbeJsektor cp = 2 . A 0 M die Polarkoordinaten 

der gleichseitigen Hyperbel (a. a. 0., p. 76). Ihr Zusammenhang mit den recht
winkligen Koordinaten wird durch Gleichungen vermittelt, die sich von den Gl. (1) 
bloB dadurch unterscbeiden, daB statt der Kreisfunktionen die entsprecbenden 
Hyperbelfunktionen treten. Ahnlich werden Polarkoordinaten einer ungleich
seitigen Hyperbel (p. 82) oder einer Ellipse (p. 71) definiert und zu geometrischen 
Untersuchungen verwertet. Vgl. hierzu auch S. GUnther, Die Lehre von den 
gewohnlichen und verallgemeinerten Hyperbelfunktionen uew., Halle a/So 1881, 
p. 381, 386, 389. - Diese Koordinaten sind im Grunde nichts anderes als Polar
koordinaten einer pseudometrischen Geometrie, in der namlich irgend ein reelles 
oder konjugiert imaginares Punktepaar der unendlichfernen Geraden als absolutes 
Punktepaar verwendet wird. (Vgl. wegen dieser Geometrien: F. Klein, Ausgew. 
Kapitel der Zahlentheorie, Autogr. Vorl. 1, Gottingen 1896, p.67-79; Elementar
math. 2, p. 368-375, 379.) S. auch Anm. 362. 

237) Solche Koordinaten diirfte A. OZ. Clairaut, Recherches sur les courbes 
a double courbure, Paris 1731 (Vorrede, letzte Seite) im Auge gebabt haben, 
wenn er sagtj "A l'egard des courbes a double courbure, dont les coo,.donnees 
partent d'un point . •. " 

238) Fundamentalebene bei J. A. Grunert, Anm. 229 a, p. 2; G. S. Ohm, Anal. 
Geom., p. 127, der' von "Central-" statt Polarkoordinaten spricht, verwendet 
astronomische Benennungen: n = Gleicherebene, 0 X = Grundrichtung, cp = 
Lange, X = Breite. 

239) J. L. Lagrange, Nouv. Mem. Ac. Berlin (a. 1773), p. 127 = Oeuvres 3, 
Paris 1869, p. 626, bezeichnet die Einfiihrung dieser Koordinaten statt der recht
winkligen als "une des transformations les plus utileB et les plUB ordinaires". 
Vgl. Monge et Hachette U7)j J. A. Grunert U9 &) , p. 3, nennt rp daB (undamentale, 
X daB nor'male Argument des Punktes P. 

240) J. L. Lagrange tBD), wo nur statt X daB Komplement auftritt; Monge 
43* 
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Sei 1/J = XOP und .a- der Neigungswinkel der Halbebene OXP 
gegen n (Fig. 4), so benutzt man auch r, 1/J, .a- als Polarkoordinaten 
des Punktes P 241). Sie gehen in die vorhergehenden im wesentlichen 
iiber, sobald man die y-Achse als Polarachse nnd die YH-Ebene als 
Polarebene wiihlt. 

Wiihlt man 0 als Ursprung eines rechtwinkligen Achsenkreuzes 
und schlie.Bt OP mit den Achsen die Winkel 1,1-', v eiD, so bestim
men zwei der Winkel die Richtnng von OP242). r, 1, 1-', v sind da
her Polarkoordinaten 248) von P, wenn die Gleichung cos2 1 + cos! I-' 
+ cosllv = 1 besteht. 

Die Koordinaten cp, X, r sowohl als .a-, 1/J, r sind orthogonale Koor
dinaten (Nr. 4). Da sich unter den Koordinatenfliichen (Nr. 4:) eine 
Schar von Kugeln befindet, hei.Ben sie auch Kugelkoordinaten 244). 

Ist P' der N ormalri.B von P auf die Polarebene n und bezeich
net man die ebenen Polarkoordinaten von P' (Fig. 4) mit cp, (), den 
Abstand P'P mit H, so heillen die orthogonalen Koordinaten cp, (), H 
auch Zylinderkoordinaten 245) des Punktes P. 

Unter k eine willkiirliche Konstante verstanden, hei.Ben die Aus
driicke 

(5) x - ksin.!- sin 1 - k ' 
k . r . 

y = sillTslU~, k . r . 
H = sillTsmv, 

r 
P = cosk' 

zwischen denen die Gleichung Xli + y2 + Z2 = k2 (1 _ p2) besteht, 

et Hachette u 1) (mit zwei Druckfehlern); L. I. Magnus, Aufg. u. Lehrs. 2, p. 3. 
Den Zusa=enhang dieser Koordinaten mit den schiefwinkligen Parallelkoordi
naten leitet G. S. Ohm, Anal. Geom., p. 129 f., ab; die analogen Koordinaten fiir 
den Rn gibt F. Klein, Math. Ann. 18 (1881), p. 245, an. 

241) L. L Magnus, a. a. 0., samt Zusammenhang mit den rechtwinkligen 
Koordinaten. 

242) Wegen Konstruktion von P aus r, a, /L B. O~ Staude, Anal. Geom., p. 163. 
243) Monge et Hachette und L.l. Magnus a. a. O. - Ok. Laisant, Bull. Soc. 

math. France 26 (1896), p. 271, nennt sie symmet1'ische Polarkoordinaten. Ahn
Hch definiert O. Staude, Anal. Geom., p. 64, die Pola1'koordinaten einer Strecke. 

Die Richtung von 0 P wird auch durch die Winkel besti=t, welche die 
Normalrisse von OP auf die xz- und xy-Ebene mit OX einschlieBen. S. 
wegen dieser Koordinaten L. I. Magnus, a. a. 0., p. 4. 

244) R. Baltzer, Anal. Geom., p.388. - Die von S. Gilnther, Anm.236&, 
p. 421, 425, 435, betrachteten hyperboloidischen Polarkoordinaten bilden daB rli.um
liche Analogon der oben erwli.hnten Laisantschen Koordinaten. 

245) R. Baltzer, ebenda, p. 386. Zur analytischen Darstellung von Schraub
flli.chen verwendet sie L. L Magnus, Aufg. u. Lehrs. 2, p.474; zur Ausftihrung 
von Kubaturen usw. Brenner, Arch. Math. Phys. 13 (1849), p. 244-259. - Wegen 
der elliptischen Polarkoordinaten s. Anm. 623. 
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nach W. K~71ing 246) die WeierstrafJschen Koordinaten eines Punktes. 
Sie haben sich fiir das Studium nichteuklidischer Raume als niitzlich 
erwiesen 247). 

10. Polyspharische Koordinaten und ihre Analoga in der 
Ebene, in der Geraden und im En. 

(1) K; - a;(x2+ y2 + Z2) + 2bi x + 2c;y + 2d;z + e; 

sei eine besondere reelle, nicht identisch verschwindende ganze rationale 
Funktion 2. Grades der gleichschenklig-rechtwinkligen Koordinaten 
x, y, z. Samtliche durch K; = 0 definierten geometrischen Gebilde 
sollen jetzt Kugeln heiBen. Fur a; =+= 0 stent K; = 0 eine Kugel 
im Sinne der Elementargeometrie dar, deren Mitte 0; die reellen 

K d· b· c· d· h d d R d' d h oor maten - a~' - a:' - a: at un eren a lUS ri urc 

(2) 

bis auf das Vorzeichen gegeben ist. r i kann reell odm- rein imaginar 
sein 248). Fur ri = 0 soll die in den Minimalkegel des reellen Punktes 
0i degenerierte Kugel Nullkugel 249) genannt werden. Fur ai = 0 stent 
Ki = 0 erne Ebene als Kugel mit unendlich groBem Radius dar. Die 
Strecke (bo Cil d;) bestimmt (Nr. 3) die Richtung des unendlichfernen 
Mittelpunktes. Der Form Ki __ ei entspricht die unendlichferne Ebene 
(Nr. 3), die hier zugleich als Nullkugel zu betrachten ist 250). 

246) Die Nichteuklidischen Raumformen in anal. Behandlung, Leipzig 1885, 
p. 56. Nach F. Klein, Autogr. Vorl. iiber Nichteukl. Geom. 1, p. 297, hat diese 
Koordinaten Weierstra,(l im Sommersemester 1872 im Seminar mitgeteilt. 

247) Wahlt man in einem solchen Raum drei zueinander normale Ebenen 
und bezeichnet die aus einem Punkte P auf sie gefallten Lote mit a, b, c, so ist 

k · a k·b k' c 
x = 8m k ' y = Sill k ' Z = Sill T ' 

wo Ii das KriimmungsmaB des Raumes bedeutet. Fiir k = 00 gehen x, y, Z 

in die Cartesischen Koordinaten iiber. - Anwendungen finden sich, auBer in den 
.Anm. 246 angefiihrten Werken, noch bei W. Story, Amer. J. math. 5 (1882), 
p. 358-381; W. Killing, J. f. Math. 98 (1885), p. 1-48; L. Gerard, Sur la geo
metrie non euclidienne, These, Paris 1892; F. Hausdorff. Ber. Ges. Leipzig 
(math.-phys.) 51 (1899), p. 161-214; H. Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, 
Leipzig 1905, p.166 f. - Wegen anderer Koordinaten in nichteuklidischen Raumen 
s. III AB 11. 

248) In letzerem Fall solI die Kugel nach F. Klein (Anm. 81) nullteilig heiBen. 
249) A. Cayley, Ann. mat. p. appl. (2) 1 (1867-68), p.132; Punktkttgel 

bei Th. Beye, GeoID. d. Kugeln, p. 4, und G. Loria, Mem. Acc. Torino (2) 36 
(1884), p. 203. 

250) Vgl. Anm. 263. 
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1st a, =F 0, so heiSt der Wert von K; fur einen Punkt P (x, y, z) 
at 

die Potenz der Kugel in diesem Punkt 251). Setzt man 0iP = do so ist 

(3) Ki -d 2 _r2 
a,. - i i • 

das Quadrat der Tangentialentfernung des Punktes P von der Kugel 
(Oi' rJ Fur at = 0 kann der Wert von ~ selbst als Potenz be
trachtet werden (vgl. Nr. 3). Der Ort ailer Punkte, in denen Ki 
einen konstanten Wert hat, ist eine Kugel urn OJ. 

Die Werte von drei oder vier linear unabhangigen Funktionen Ki 
in einem Punkte P bilden (Nr. 4:) nichthomogene bzw. homogene 
krummlinige Koordinaten des Punktes P und konnen als trispharische 
bzw. tetraspharische Punktkoordinaten bezeichnet werden. Sie sind die 
mit festen Konstanten multiplizierten Potenzen von drei nicht durch 
denselben Kreis gehenden, bzw. vier nicht durch dasselbe Punktepaar 
gehenden Grundkugeln im Punkte P 252), werden daher auch Potenz-

251) III C 2, Staude, Nr. 11. Der Name stammt von J. Steiner, J. f. Math. 1 
(1826), p. 164 f. = Ges. W. 1, p. 22; E. Laguerre, Paris C. R. 1865 = Oeuvres 2, 
p.20, nennt die linke Seite der Gl. (x, y) = 0 die Potenz der dadurch definierten 
algebraischen Kurve im Punkte (x, y). Fur eine Kurve 2nter Ordnung, die die 
absoluten Punkte zu n-fachen Punkten hat, gilt der Satz: Zieht man durch den 
Punkt Peine beliebige, die Kurve in A1 , Ai' ... , A! n schneidende Gerade, so 
hat PAl' P A! ..... P Ai n einen von der Richtung der Geraden unabhangigen 
Wert, die Potenz der Kurve in P. Solche den Kreis und die spater erwahnten 
zyklischen Kurven umfassende Kurven werden daher auch Potenzkurven genanut 
(vgl. H. Wieleitner, Spez. ebene Kurven, Leipzig 1908, p. 10). 

252) Nachdem J. Plucker, Entw. 1 (1828), p. 49 f. auf das Rechnen mit den 
linken Seiten von Kreisgleichungen aufinerksam gemacht, lag es nahe, diese 
GroBen als Punktkoordinaten in der Ebene zu betrachten. H. G. Zeuthen, Nouv. 
Ann. (2) 3 (1864), p. 297-306, untersucht die durch lineare und quadratische 
Gleichungen zwischen Zweikreiskoordinaten bestimmten Kurven. G. Darboux, 
ebenda, p. 156-165, untersucht die ebenen Schnitte des Torus, indem er die 
G leichung dieser FHiche in der Form c t + c't' + e" t" = 0 darstellt, worin t, 
t', (' die Tangentialentfernungen eines Flachenpunktes von drei eingeschriebenen 
Kugeln bezeichnen, also die Quadratwurzeln aus trispharischen Koordinaten. 
V gl. wegen tetraspharischer Koordinaten auch zahlreiche Stell en in "Classe rem.". 
Auf den Sonderfall dieser Koorrlinaten, daB man als Grundkugeln Nullkugeln wahle, 
machte F. H. Siebeck, J. f. Math. 62 (1863), p. 155f., aufmerksam. Trizyklische 
Koordinaten in der Ebene und tetraspharis~he im Raum hat J. Casey vielfach 
benutzt. V gl. bezuglich ersterer Trans. R. Ir. Ac. Dublin 24 (1869), p. 457-569, 
bezi:iglich letzterer (bei orthogonalen Grundkugeln) Phil. Trans. 161 (1871), 
p. 587 if. 1st K = ;Em;Ki (i = 1, 2, 3, 4), so hat die Mitte von K bezuglich der 
Mitten der vier Kugeln Ki die baryzentrischen Koordinaten mi ; J. Casey, a. a. 0., 
p. 585. Der Satz findet sich schon bei H. GrafJmann, Geom. Analyse usw., 
gekronte Preisschr. Leipzig 184,7 = Ges. W. 1 \ p. 386; Ausdehnungsl. v. 1862, 



10. Polyspha,rische Koordinaten und ihre .Analoga usw. 663 

lcoordinaten 25S) genannt. Vier beliebige Zahlen, als tetraspharische 
Koordinaten betrachtet, bestimmen zwei bezuglich del' Orthogonal
kugel der Grundkugeln inverse Punkte. Die trisphiirischen Koordinaten 
lassen sich als tetraspharische ansehen, fur die eine Grundkugel die 
unendlichferne Ebene (N ullkugel) ist. 

Jede homogene Gleichung nten Grades zwischen den tetrasphari
schen Koordinaten stellt eine Flache 2nter Ordnung dar, die den ab
soluten Kegelschnitt zur n-fachen Kurve hat und beziiglich der Ortho
gonalkugel der Grulldkugeln zu sich selbst invers ist 254). Solche 
Fliichen heiBen nach Th. Mmdard 255) anallagmatisch; sie werden von 
allen Kugeln doppelt beriihrt, deren Mitten einer bestimmten Flache 
nter Ordnung angehoren und die eine feste Kugel orthogonal schnei
den. Jede lineare homogene GIeichung stellt insbesondere eine dem 
Gebiiseh der Grundkugeln angehorige Kugel dar 256). 

Besonders vorteilhaft hat sieh die Einfiihrung iiberzahliger homo
gener Koordinaten obiger Art, der Darbouxschen pentasphiirischen Punkt
lcoordinaten 257) ,erwiesen. Bezeichnen K l , K 2 , ••• , K5 voneinander 
linear unabhangige Formen obiger Art C!alb2Csd4e51+0), ai' a2, 

p. 271 = Ges. W. 12, p. 268; vgl. auch E. Miiller, Monatsh. Math. Phys. 3 
(1892), p. 373; K. Doehlemann, Geom. Transformationen 2, Leipzig 1908, p. 85. -
E. Lucas, Nouv. Corr. math. 2 (1876), p. 225-232, 257-265, 289-296; 3 (1877), 

K. 
p. 225-230; Ann. mat. p. appl. (2) 8 (1877), p. 187 -192, benutzt --' (i = 1,2,3,4) 

2ai ri 

oder (Bull. Soc. math. France 5 (1877), p. 136-143) Ki ala tetraspharische (bzw. 
ai 

trizyklische) Punktkoordinaten. V gl. auch: A. Magener, Anallagmatische Punkt-
koordinaten im Kugelgebiische und ihre Anwendung auf die nichteukl. Geometrie, 
Diss. StraBburg 1906; ferner die astatischen Koordinaten bei Weber - Wellstein, 
Encykl. 3, p. 539-545, die trizyklische Koordinaten darstellen, deren Grund
kreise durch denselben Punkt gehen. 

2(3) W. K. Oliffords "power-coordinates", Math. pap., p. 334; vgl. Anm. 261. 
2(4) G. Darboux, Ann. ec. norm. (2) 1 (1872), p. 369; Classe rem., p. 127. 
255) L'Institut (1864) = Nouv. Ann. (2) 3 (1864), p. 307. Der Name ist 

zusammengesetzt aus dem ex: privativum und &UaO"O"(() = ich andere. 
2(6) J. Oasey, London Phil. Trans. 161 (1871), p. 585; fur Nullkugeln als 

Grundkugeln schon bei F. H. Siebeck, Anm. 252, p.156. 
257) Paris C. R. 73 (1871), p. 734f.; Ann. ee. norm. (2) 1 (1872), p. 392. 

Darboux befand sich schon 1868 in deren Besitz; vgl. seine Bemerkung Paris 
C. R. 73 (1871), p. 734, ferner: F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 268; H6here 
Geom. 1, p. 107; S. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 252. Ausfiihrlich behandelt hat 
er sie fUr den Fall zueinander normaler Grundkugeln in "Classe rem." Note X, 
p. 256, und "Leyons" 1 (1887). chap. VI; der Name "coordonnees pentaspheriques" 
findet sich daselbst p. 213. S. die Darlegung dieser Koordinaten samt zahl
reichen Anwendungen bei R. Lachlan, On systems of circles and spheres, London 
Phil. Trans. 177 (1886), p. 481-625, und F. Klein, H6here Geom. 1 (1893), p. 98 ff. 
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. . . , a5 irgendwelche reelle Konstanten und Q einen Proportionalitats
faktor, so versteht man darunter die durch die Gleichungen 

(4) Qxi=aJf; (i=1,2, ... ,5) 

definierten Zahlen Xi' Damit fiinf Zahlen Xi pentaspharische Koordi
naten eines Punktes seien, miissen sie einer aus (4) leicht ableitbaren 
homogenen quadratischen Gleichung a, (x) = 0 von nicht verschwin
dender Diskriminante geniigen 258). Hat man es mit einem reellen 
Koordinatensystem zu tun, worin namlich einem reellen Punkt reelle 
Koordinaten entsprechen, so ist die Form a, im Sinne des Tragheits
gesetzes (I B 2, Meyer, N r. 3) durch vier V orzeichen der einen und 
ein V orzeichen der anderen Art gekennzeichnet 259). J ede GroBe K 
der Art (1) HiBt sich in der Form 

(5) 

darstellen 260), worin die mi der GroBe K eigentiimliche Konstanten be
deuten. Die Gleichung einer jeden Kugel ist daher in den Koordi
naten Xi linear homogen, und umgekehrt stellt jede solche Gleichung 
eine Kugel dar. Die Zahlen mi sollen die Ableitzahlen 260) der Kugel 
K -:- 0 aus den Kugeln Ki = 0 heiBen. 

Beim Rechnen mit den Formen K spielt die aus den Koeffizien
ten irgend zweier Formen Ki und Kk gebildete bilineare Form 

(6) [K; I Kkl = aiek + akei - 2 (b;bk + cjck + didk) 

eine wichtige Rolle. Das Operationssymbol [KiiKk] besitzt Produkt
charakter 261) , denn es gilt dafiir das kommutative und distributive 

258) G. Darboux, Ann. ec. norm. (2) 1 (1872), p. 390; Classe rem., p. 271; 
G. Loria, Mem. Acc. Torino (2) 36 (1884), p. 209; F. Klein, Hohere Geom. 1, p. 99. 

259) F. Klein, Hohere Geom. 1, p. 200; ]}L Boeher, Reihenentw., p. 40, 30 f. 
260) H. GrafJmann, Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 392-395 = Ges. W. 1", 

p. 263-265. 
261) Er ist von M. Badorff, Beitrage z. Theorie d. Kreises u. d. Kugel, 

Progr. GroBherz. Gymn. in Baden, 1877, nachgewiesen und benutzt worden. S. 
ferner W. K. Clifford, On the powers of spheres, Math. pap. (London 1882), 
p. 333, welcher Aufsatz nach dem Herausgeber aus dem Jahre 1868 stammt. Fur 
den Fall von Nullkugeln scheint dies en Produktcharakter auch A. F. Mobius 
erkannt zu haben; vgl. die Abschnitte V-VIII seiner nachgelassenen Abhand
lung "Uber geom. Addition u. Multipl." aus d. J. 1862, Ges. W. 4, p. 678-697. 
Die Arbeiten von: R. Mehmke, Anwendung d. GraBmannschen Ausdehnungslehre 
a. d. Geom. d. Kreise i. d. Ebene, Diss. Stuttgart 1880; H. Cox, The Quart. J. 
p. appl. math. 19 (1883), p. 79 f.; 25 (1891), p. 1-71; E. ]J;[iiller, Monatsh. Math. 
Phys. 3 (1892), p. 365-402; 4 (1893), p. 1-52, beruhell zum groBeu Teil auf der 
Ausnutzung dieser Eigenschaft, die natiirlich fiir aHe bilinearen Formen gilt. 
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Gesetz. Ftir ai =l= 0, ak =1= 0 ist, unter dik die Zentraldistanz der 
Kugeln Ki = 0, Kk = 0 verstanden, 

(7) 

Dieser Ausdruck heiBt die gemeinsame Potenz 262) der beiden 
Kugeln oder die Potenz der einen Kugel in der anderen. Fur r k = 0 
geht sie in die Potenz der Kugel K; im Punkt Kk und fur ri = rk = 0 
in das Entfemungsquadrat der beiden Punkte tiber. Ferner ist 
[KJK;] = - 2 alrl 263). Schneiden sich die beiden Kugeln in reellen 
Punkten unter dem Winkel !fJw so besteht die Gleichung 264) 

(8) [Kil K k] = _ 2r.r cos cpo • 
a.ak • k .k, 

fur den Fall sich nicht reell schneidender Kugeln dient sie zur Defini
tion des Schnittwinkels CPik' 

Die Formeln in pentaspharischen Koordinaten gestalten sich be
sonders einfach, wenn die GraBen Ki so gewahlt werden, daB die 
Gleichungen 
(9) [KiIKk] = 0 (i, k = 1,2, ... ,5; i =+= k) 

bestehen, die Grundkugeln also wechselseitig normal sind. Zwischen 
deren Halbmessern besteht dann die Gleichung 

(10) 1 1 1 
~+~+ ... +~=O; 

1 I 5 

262) "puissance commune" bei G. Darboux, Ann. !lc. norm. (2) 1 (1872), p.350; 
Classe rem., p. 259; s. auch W. K. Clifford, Anm. 261, p. 332. G. Frobenius, J. f. Math. 
79 (1875), p.185-247, verwendet das -t-fache dieser Grtl.Be unter der Bezeich
nung rik; G. Loria, Mem. Acc. Torino (2) 36 (1885), p.208, nennt r.s+rk2-dii 
die Simultaninvariante der beiden Kugeln. Auf eine wichtige Eigenschaft dieses 
Ausdrucks weist G. Schlumberger, O"b. n-dimensionale lineare u. quadrat. Kugel
systeme, Diss. Ziirich 1896, p. 9, hin. - Andere Ausdrucke werden von J. Stei
ner, Ges. W. 1, p. 32, und Fr. G. Affolter, Math. Ann. 4 (1872), p. 185, als "ge
meinsame Potenz" zweier Kugeln bezeichnet. Eine Ausdehnung des Potenz
begriJfs auf zwei Kegelschnitte einer Ebene gab R. Lachlan, London Phil. Trans. 
177 (1886), p. 489. 

263) Fur a i = 0, ak 9= 0 ist [Ki I K k] gleich dem mit ak und der Lange 
der Normalenstrecke (Nr. 3) der Ebene Ki multiplizierten Abstand des Punktes 
Ok von dieser Ebene. FUr a. = ak = 0 ist [Ki IKk] gleich dem negativen dop
pelten Produkt der Normalenstrecken beider Ebenen, multipliziert mit dem Ko
sinus ihres Neigungswinkels. ]i'iir K, als unendlichferne Ebene ist [KI I K,] 
= a,. 6, und [K, I K 2 ] = 0; wegen der letzten Gleichung ist die unendlichferne 
Ebene Ills Nullkugel zu betrachten. S. auch R. Lachlan!6,), p. 484, 576. 

264) G. Darboux, Ann. ec. norm. (2) 1 (1872), p.352. Bei entsprechender 
Definition des Winkels kann rechts auch das positive Vorzeichen auftreten. 
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VIer sind reeli, einer ist imaginar 265). Setzt man noch in Gl. (4) 

(11) 
1 1 

tX. = air, = ~/b.! + c.! + d.! - a.e.' 
t~ I- .. ZI 

wo die Quadratwurzeln, mithin auch die Radien der Grundkugeln 
mit bestimmten Vorzeichen behaftet zu denken sind, so sind die 
orthogonalen pentasphiirischen Koordinaten Xi eines Punktes 

(12) 

also proportional den durch die Kugelradien dividierten Potenzen des 
Punktes in bezug auf fiinf zueinander normale Kugeln. Von den 
GraBen Ki durfen drei auch Ebenen bestimmen; (Ix; ist dann der 
doppeIte Abstand des Punktes von der orientierten Ebene Ki = 0 
(Nr. 3)266). Alie Punkte der unendlichfernen Ebene auBerhalb des ab-

soluten Kegelschnittes haben die Koordinaten Xi = ~; jedem Punkt 
ri 

des letzteren gehoren 001 Koordinatenquintupel zu 266a). 

In der Gleichung 

(13) 

einer Kugel in diesen Koordinaten sind die Koeffizienten qi den durch 
die Radien der Grundkugeln dividierten Potenzen der Kugel in den 
Grundkugeln proportional 267). Da fur eine Nulikugel die qi den Xi 

265) G. Darboux, Classe rem., p. 136; F. Klein, Hohere Geom. 1, p. 100 
-102. Nach R. Lachlan, London Phil. Trans. 177 (1886), p. 518 Fu.6n., ware 
Clifford, Educational Times, 1865-66, der erste, der vier orthogonale Kreise in 
der Ebene benutzt; die Koordinaten in bezug auf fiinf orthogonale Kugeln 
verwendet schon J. Casey, London Phil. Trans. 161 (1871), p. 600. - Die Mitten 
yon je vier dieser Kugeln bilden die Ecken eines Tetraeders, dessen Hohen sich 
in der Mitte der fl1nften treffen (Th. Moutard, N OUY. Ann. (2) 3 (1864), p. 306; 
G. Darboux, a. a. 0.). 

266) G. Darboux, Classe rem., p. 137, 265, 266; Le90ns 1, p. 216. 
266&) G. Darboux, Classe rem., p. 266, 267. 
267) Denn da (Q = 1 gedacht) 

5 L K. K= q.~-' 
, • a·r. 

1 • 

die Gl. (13) entsprechende quadratische Form in kartesischen Koordinaten ist, 
so folgt 

V gl. G. Darboux, Paris C R. 73 (1871), p. 736; Classe rem., p. 259. qi ver
schwindet, sobald die Kugel zur Grundkugel Ki normal ist. 
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proportional sind 267), so ist fur sie 

(14a) ~q/ = 0 
oder 
(14b) 

Letztere einfache Form nimmt die oben erwahnte Bedingungs
gleichung a (x) = 0 fur orthogonale pentaspharische Koordinaten 
an 268). Umgekehrt lassen sich je funf dieser Gleichung genugende 
Zahlen Xi als orthogonale pentaspharische Koordinaten eines Punktes 
ansehen 269). Fur 

(15) 

stellt ~qiXi = 0 eme Ebene dar; 

(16) ~~~ = 0 

ist die Gleichung der unendlichfernen Ebene, die zufolge Gl. (14a) 
als N ullkugel zu betrachten ist270). Fur irgend zwei Kugeln 

K=~qiXi = 0, 

K'=~q:Xi=O 

ist, wegen [KIK'] = -- : LQ;qi', die Bedingungihrer Orthogonalitat 271) 

(1 7) ~qiQ: = 0" 

268) G. Darboux, Ann. ee. norm. (2) 1 (1872), p. 390; Classe rem., Nr. 48; 
s. auch p. 272. - Einige andere Spezialsysteme pentaspharischer Koordinaten 
samt den entspreehenden Identitiiten betraehtet R. Lachlan, a. a. 0., p. 602 (drei 
orthogonale Kugeln und deren Schnittpunkte ala Grundkugeln), und insbesondere 
M. Bocher, Reihenentw., p. 41, 42. - G. Darboux, Bull. se. math. astr. 2 (1871), 
p. 155, hat die projektive Verallgemeinerung dieser Koordinaten zum Studium 
der FHichen vierter Ordnung mit einem Doppelkegelsehnitt (oder der allgemeinen 
Flliehen dritter Ordnung) benutzt. 

269) Fur die reehtwinkligen Koordinaten dieses Punktes foIgt 

_ ~b;Xi _ ~C;Xi 
X = __ L..! __ a_ir; y = L..! air; 

~Xi ~Xi 
~ 1"; ,.:::;. r i 

Z= 

Da flir ffinf zueinander normale Kugeln K; 

~a~>=-2 
ist, so darf in diesen Gleiehungen fUr Punkte im Endlichen ~ ~~ = - ~-

~ r i Q 
gesetzt werden. S. G. Darboux, Olasse rem., p. 141, Gl. (41), wo aber bei x, y, Z 

der Faktor 2 fehIt, und Leo;ons 1, p. 217. 
270) G. Darboux, Classe rem., p. 260, 270. V gl. auch Anm. 263. 
271) G. Darboux, ebenda p. 262. Fur die gemeinsame Potenz der beiden 
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Die Wichtigkeit des pentaspharischen Koordinatensystems besteht 
in seiner Invarianz (N r. 1) gegeniiber der Gruppe der Irwersionen 
(III AB4b, Fano, Nr. 11)272), so daB bei seiner Verwendung gleich
zeitig alie durch Inversion ineinander iiberfiihrbaren Figuren studiert 
werden 273). Geht die Grundkugel Xi dabei in eine Ebene iiber, so 
wird (Ix, der doppelte Abstand von der Ebene. 

Kugeln findet er 

DarauB folgt fiir das Distanzquadrat zweier Punkte mit den orthogonal en penta
spharischen Koordinaten xi und Yi 

und fur das Linienelement 

~(x,- y.)! 
d 2 = _"';;;';_--': ____ t_ 

"",Xi ~ Yi 
~ ri~ ri 

a. a. 0., Note X; Le90ns 1, p. 213-219. Aueh der Winkel zweier durch ihre 
Gleiehungen in dies en Koordinaten gegebenen FHichen driickt sich auf sym
metrische Weise aus; Le90ns 1, p. 220. 

272) Vorbereitet war diese Verwandtschaft durch J. Stdners "potenzhaltende 
Punkte", J. f. Math. 1 (1826) = Ges. W. 1, p. 33, und Poncelets invers liegende 
Punkte. Besprochen wurde sie zuerst von J. Plucker, Entw. 1 (1828), Nr.184; 
J. f. Math. 11 (1834, dat. v. 1831) = Ges. Abh. 1, p. 277. Als Sonderfall der 
quadratischen Transformation hat sie gestreift L. L Magnus, J. f. Math. 8 (1831), 
p. 51, insbes. p. 60; Aufg. u. Lehrs. 1, p. 236, 290; G. Bellavitis, Ann. se. 1st. 
Regno Lomb. Ven. 6 (1836), p.136-141; Nuovi Saggi Ace. Padova 4 (1838), 
p. 243-288 hat diese Transformation und ihre projektive Verallgemeinerung 
auseinandergesetzt. V gl. ferner J. W. Stubbs, The London Edinb. Dublin PhiL 
Mag. (3) 23 (1843), p. 338-347. N eu entdeekt wurde diese Transformation ala 
"Prinzip der elektrischen Bilder" von W. :J.'homson, J. math. p. appl. 10 (1845), 
p. 364-367, unabhangig von Thomson auch von C. Neumann, stat. Temperatur
zustand, Leipzig 1861; vgl. auch "Potential", Leipzig 1877, p. 54, 355 [II 1..7 b, 
Nr. 16]; den Namen "transformation par rayons reciproques" erhielt sie dureh 
J. Liouville, ebenda 12 (1847), p.276. In allgemeinerer Form gelangte dazu 
A. F. Mobius, Ber. Ges. Leipzig (math.-phys.) 5 (1853), p. 14-24 = J. f. Math. 52 
(1856), p. 218-228 = Ges. W. 2, p. 207-217; Abh. Ges. Leipzig (math.-phys.) 2 
(1855), p. 529-595 = Ges. W.2, p. 243-314. Die projektive Verallgemeinerung 
behandelt ala "quadratisehe Inversion" T. A. Hirst, Ann. mat. p. appl. (1) 7 (1865), 
p. 49-65 und Proe. R. Soc. London 14 (1865), p. 49-65; hierin mit Erwahnung 
der dualen Transformation. Den Sonderfall der Inversion an einer gleiehseitigen 
Hyperbel hat auch G. V. Schiaparelli, Mem. Ace. Torino (2) 21 (1864, geschr. 1861), 
p. 227-319, studiert. - Die Inversion wird aueh Spiegelung an einer Kugel oder 
Symmetrie beziiglich einer Kugel genannt. 
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Jede homogene Gleichung CP(X12, x,/', ... , X52) = 0 zwischen den 
Quadraten der orthogonalen pentaspharischen Koordinaten Xi bestimmt 
(zusammen mit der Identitat ~xl = 0) eine beziiglich jeder der 
Grundkugeln anallagmatische Fliiche 274). Eine homogene quadratische 
Gleichung zwischen den Xi bestimmt im allgemeinen eine Flache 
vierter Ordnung mit dem absoluten Kegelschnitt als Doppelkurve, 
eine sogenannte Zyklide 275). Diese Gleichung laBt sich im allgemein-

273) G. Darboux, Classe rem., p. 266. S. auch F. Klein, Vergl. Betr., § 6. 
Die Gruppe der Inversionen nennt G. Kpenigs, Geom. regIee, p. 140, auch "an
allagmatische Gruppe". J ede Transformation diesel Gruppe laBt sich als lineare 
Transformation der xi auffassen, die !l.(x) in sich selbst iiberfiihrt. Auf dieser 
Eigenschaft der Koordinaten Xi beruht ihre Anwendung in der Theorie der 
Kriimmungslinien und der orthogonalen Flachensysteme; vgl. G.Darboux, Le90ns 1, 
Nr. 164, 166. 

274) G. Darboux, Classe rem., p. 139. Diese Kugeln heiBen nach Th. Mou
tard t76) "spheres principales", nach J. de la Gournerie und G. Darboux (Classe 
rem., p.116) "spheres directrices", sonst auch Symmetriekugeln. - Auf andere 
anallagmatische Kurven und Flachen vierter und hoherer Ordnung wies H. Pic
quet, Paris C. R. 87 (1878), p. 460, hin. 

276) Diese Flachen wurden zuerst von Th. Moutard, Nouv. Ann. (2) 3 (1864), 
p. 306-309, 636-539; Bull. Soc. Philom. (1864); Paris C. R. 69 (1864), p. 243, 
und G. Darboux, Paris C. R. 69 (1864), p. 240-242; Ann. ec. norm. 2 (1866), p. 55, 
3 (1866), p. 97-141, (2) 1 (1872), p. 273-292, usw. untersucht. Mit diesen Flachen 
und den analogen Kurven auf der Kugel und in der Ebene hat sich ferner 
E. Laguerre von 1865 an in mehreren Arbeiten beschaftigt; vgl. Oenvres 2, 
Paris 1906. - G. Darboux, Paris C. R. 68 (1869), p. 1313, gab ihnen den N amen 
cyclides (den analogen Kurven in der Ebene den Namen cycliquts, ebenda), der 
ursprunglich von Ch. Dupin, Applications de geometrie et de mecanique, Paris 
1822, p. 200, fur die Hiillflache der drei gegebene Kugeln beriihrenden Kugeln 
gebraucht wurde. [Diese Dupinsche Zyklide ist schon besprochen: Corr. ec. polyt. 
1 (1804-8, geschr. a. XI!), 26 ed. Paris 1813, p. 22-25; 2 (1809-13, geschr. 
1812), p. 423-425.] J. Casey, London Phil. Trans. 161 (1871), p. 587, schloB 
sich dieser Benennung an. - E. E. Kummer, Monatsber. Ak. Berlin 1863, p. 324 
-336 = J. f. Math. 64 (1865), p. 66-76, hatte schon vorher die Flachen vierter 
Ordnung mit einem beliebigen Doppelkegelschnitt untersucht. Ausfiihrliches 
iiber diese Flachen bei L. BerzoZari, Ann. mat. p. appl. (2) 13 (1885), p. 81-174, 
und O. Segre. Math. Ann. 24 (1884), p.313-444. - Bezuglich der hinsichtlich 
der Gruppe der Inversionen verschiedenen Arten von Zykliden s. G. Darboux, 
Classe rem., p. 128-131; G. Loria, Mem. Acc. Torino (2) 36 (1884), p. 266-297; 
M. Bocher, Reihenentw., Kap. 3, 4, insbes. p. 53. - Zur Geschichte der Zykliden 
vgl. das die Hauptergebnisse seiner Untersuchungen iiber diese Flachen ent
haltende Werk von G. Darboux, Classe rem., p. 107 if. und das Literaturverzeich
nis p. 337-340; ferner C. Segre, a. a. 0., p. 313 ff.; G. Loria, Teor. geom. Kap.3, 
Nr. 9; R. Suppantschitsch, "Ober Oberflachen vierter Ordnung mit Doppelkegel
schnitt, Progr. Prag 1904. - Wegen der zykli.schen (oder bizirkularen) Kurven 
vierter Ordnung vgl. III C 5, Kohn, Nr. 84-90, 94-96, zumal Anm. 367. 
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sten Fall durch Ubergang zu einem neuen System orthogonaler penta
spharischer Koordinaten auf die Form 

(18) 
5 2}X/ll = 0 

1 a, 

bringen, so da8 die neuen Grundkugeln die Symmetriekugeln der 
Flache274) sind. 

In jedem der durch diese Symmetriekugeln (als Orthogonal
kugeln) bestimmten Gebiisch gibt es ool! die Flache doppelt be
rfihrende Kugeln, deren Mitten einer Flache zweiter Ordnung (einer 
Deferente 276) angehoren. Die fiinf Deferenten sind konfokal (III C 2, 
Staude, Nr. 53) 276&). 

Die vollkommen analogen, nur durch die Koordinatenanzahl ver
schiedenen Koordinatensysteme existieren in Raumen beliebiger Di
mensionenzahI 277), insbesondere auch in der Ebene (bi-, tri- und tetra
zyklische Koordinaten 278)) und in der Geraden. Fiir letztere sind die 
den obigen ~ entsprechenden Formen ai x 2 + 2bix + c. allgemeine 
quadratische Formen einer Veranderlichen und bestimmen, gleich Null 
gesetzt, Punktepaare. Auf sie lassen sich die Begriffe Mittelpunkt, 
Radius, Potenz, gemeinsame Potenz fibertragen; Orthogonalitat ist 
durch harmonische Lage zu ersetzen 279). Eine homogene Gleichung 
nten Grades zwischen den Dreipunktepaarkoordinaten eines Punktes be
stimmt 2n Punkte 280). 

276) J. de la Gournerie, J. math. p. appl. (2) 14 (1869), p.37, spricht von 
"courbe deferente"; die Bezeichnung ist der Astronomie der Alten entlehnt (vgl. 
K. Doehlemann, Geom. Transformationen 2, Leipzig 1908, p. 79 FuBn.). S. auch 
G. Darboux, Classe rem., p. 116. 

276") VgI. G. Darboux, Ann. ec. norm. (2) 1 (1872), p. 275; Classe rem., 
p. 117, 153. 

277) S. Lie, Nachr. Ges. Witt. 1871, p. 191-209,535-557; F. Klein, Math. 
Ann. 5 (1872), p. 257-277; M. Bocher, Reihenentw., p. 243 f.; G. IJarboux, 
Systemes orth., p. 121. 

278) Sie werden in der Mehrzahl der angeftihrten Arbeiten tiber penta
spharische Koordinaten besprochen. H. Cox, The Quart. J. p. appl. math. 19 (1883), 
p. 112, erwahnt den Sonderfall, daB als Grundkreise zwei orthogonale Kreise und 
deren Schnittpunkte verwendet werden. S. auch R. Lachlan, London Phil. Trans. 177 
(1886), p. 518f. - M. Boche?', Reihenentw., p. 25-34, untersucht verschiedene 
Sonderfalle dieses Koordinatensystems. E. Kasner, Trans. Amer. Math. Soc. 1 
(1900), p. 442 f., benutzt sie neben den Minimalkoordinaten zur Behandlung der 
Inversionsgruppe der Ebene und insbes. zur Klassifikation der zyklischen Kurven 
vierter Ordnung (p. 490). 

279) E. Muller, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 124, 125. 
280) Eine ahnliche Darstellung binarer Formen gerader Ordnung kommt 
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11. Koordinaten in bezug auf eine Normkurve. In 

(1) F(x, y, z, A) - fSAs + f2A2 + flA + fo 
seien die Koeffizienten r. ganze rationale Funktionen der Cartesischen 
Koordinaten x, y, S (oder anderer linearer Punktkoordinaten). Dann 
definiert die Gleichung 
(2) F(x, '!I, z, A) = 0 

A alB algebraische Funktion dritten Grades der Koordinaten x, y, z. 
Die drm Zweige Al , A2 , As dieser Funktion definieren dann im Sinne 
von Nr.4o krwmmlinige Koordinaten des Punktes (x, '!I, Z)28l). 1m Rn 
(N r. 3) muBte die der Gl. (2) entsprechende Gleichung vom nten Grade 
in A sein. 

Wahlt man in (1) die f; als voneinander unabhangige ganze 
lineare Funktionen von x, '!I, z oder, was auf dasBelbe hinauskommt, 
als homogene lineare F'unktionen der Tetraederkoordinaten Xi (Nr. 5), 
setzt also 
(3) fi = (-!)i-la. - (-1y-l(ail xl + ai2 x 2 + ajSxs + lXi4XJ, 

i = 0, 1, 2, 3; IlXik I =l= 0, 
so stellt die (2) entsprechende Gleichung 282) 

(4) asAs - a2As + alA. - lXo = ° 
die Ebenen einer Raumkurve dritter Ordnung dar, die den Werten von 
A. ein·eindeutig zugeordnet sind. Man nennt nach W. Fr. Meyer 28S) 

fur einen R" die durch die analoge Gleichung 

" 
(5) ~(_IY-llXiA.i = 0 

o 
definierle Kurve nter Ordnung eine Normkurve dieses Raumes 284). Die 

bei A. Olebsch, Theorie der binll.ren algebraischen Formen, Leipzig 1872, § 103, 
zur Anwendung. 

281) 61. (2) bestimmt eine Flachenschar, von der im allgemeinen durch 
jeden Punkt des Raumes drei Flachen gehen. Die elementarsymmetrischen 

Funktionen von a1 , at, as, also 81 = - ~ , 82 = 7a ' ss = - %, sind Koordi

naten des Punktes (a:, y, z) im gebrll.uchlicheren Sinn (Nr. 4). 
282) Sie findet sich bei L. Cremona, Ann. mat. p. appl. (1) 1 (1858), p. 165, 

die Ausdehnung auf den Rn bei W. K. Clifford, London Phil. Trans. 169 (1878), 
p. 663-681 = Math. pap., p. 312; s. auch C . ..4.. 'V. Drach, Zeitschr. Math. Phys. 12 
(Supplement) (1867), p. 80:lf. j E. Beltrami, Rend. 1st. Lomb. (2) 1 (1868), p. 130 f. 
= Opere mat. 1, p. 35H.; R. Sturm, J. f. Math. 86 (1879), p. 116. - Die duale 
Form verwendet schon ..4.. F. Mobius, Barye. Calcul, § 96. 

283) Apolaritll.t, p. 42; auf dieses Werk verweise ieh wegen weiterer Literatur. 
284) G. Konn, Sitzungsber. Ak. (math.-nat.) Wien 104 (1895), p. 1167-

1170, deutet die linearen homogenen Koordinaten eines Punktes P im Rn mittels 
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einem Punkt (x, y, z) zugehorigen Werte All A21 AS, d. h. die Para
meter der durch ihn gehenden Kurvenebenen 285), sollen daher die Ko· 
ordinaten des Punktes in bezug auf eine Normkurve 286) heiBen. Sie 
unterscheiden sich von den fruher besprochenen Punktkoordinaten 
wesentlich dadurch, daB es gleichgultig ist, welche der drei Koordi
natenwerte man als Ai' A2 oder As betrachtet. Die 'Punkte, fur welche 
zwei der Ai gleich sind, gehoren der TangentenfIache der N ormkurve, 
jene, fur welche Ai = A2 = As ist, der Normkurve selbst an. 

Das durch die Ebenen Ui = 0 gebildete Tetraeder ist ein Schmieg
tetraeder der N ormkurve 287). Die elementarsymmetrischen Funk
tionen der Ai sind projektive Koordinaten in bezug auf dieses Tetra
eder, dessen Einheitspunkt die Koordinaten A1 = 1, A2 = + V - 1, 
As = - -V - 1 besitzt. Jede nicht zerfallende Raumkurve dritter Ord
nung kann als N ormkurve gewahlt werden. Punkte, die in bezug 
auf zwei verschiedene N ormkurven gIeiche Koordinaten Ai haben, sind 
entsprechende Punkte kollinearer Raume 288). Das Koordinatensystem 
ist zur Untersuchung projektiver Eigenschaften geeignet. 

Die durch GIeichungen zwischen den Koordinaten Ai definierten 
Flachen sind kaum untersucht worden 289). Die Hauptanwendungen 

der durch die Grundpunkte, den Einheitspunkt und P legbaren Normkurve. 
Vgl. ferner dessen Deutung der Koordinaten einer Ebene, ebenda 112 20 (1903), 
p. 332, die sich dualisieren laBt. 

285) Sind die den Werten A = 00, 0, 1 entsprechenden Kurvenebenen c"" 
co' cl fest gegeben, so ist der Parameter A. irgend einer Kurvenebene Ii gleich dem 
Doppelverhaltnis (coo Co cl c) und kann filr jede Normkurve rein geometrisch defi
niert werden. Da die Ebenen der Normkurve ihren Schnittpunkten mit irgend 
einer festen Tangente projektiv entsprechen, so konnen die Werte A.l , A.2 , AS als 
projektive Koordinaten dreier Punkte dieser Tangente aufgefaBt werden. 

286) W. Fr. Meyer, Apolaritat, p. 50; dieses Werk bevorzugt ala Koordinaten 
die elementarsymmetrischen Funktionen von A.l , A2 , I.s . Diese Koordinaten
bestimmung verwenden schon K. W. Clifford und R. Sturm, a. a. 0., sowie 
Th. Hirst, On the representation of points in space by triplets of points on a 
line, Proc. London Math. Soc. 2 (1869, geschr. 1867), p. 48. 

287) W. Fr. Meyer, a. a. 0., p.47, 48. Die Ecken ao und as des Tetra
eders gehoren der Raumkurve an, as und ao sind Schmiegebenen, [ao all, [as a2 ] 

Tangenten in diesen Punkten. Die vier Ebenen (X; = 0 bestimmen, auch wenn 
man angibt, welche zwei Tetraederecken Punkte und welche zwei Kanten Tan
genten der Kurve sein sollen, diese noch nicht vollig, sondern es ist z. B. noch 
die Kenntnis eines Threr Punkte notig. Dies erklart sich aus Gl. (4) dadurch, 
daB eine Ebene die lineare zugebOrige Funktion ai nur bis auf einen Zahlen
faktor bestimmt. 

288) W. Fr. Meyel', a. a. 0., p. 399. 
289) rst (Al , A. 2 , A.s) eine ganze rationale Funktion yom Grade n; in A.; 

(i = 1, 2, 3), so ist die Ordnung der Flache (A.!> A2 , AS) = 0 im allgemeinen 
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fand dieses Koordinatensystem beim Studium binarer Formen mittels 
geometrischer Ab bildungen (N r. 26) a90). 

Das analoge Koordinatensystem in der Ebene, fur welches, wenn 
,(X; lineare homo gene Funktionen der Dreieckskoordinaten bezeichnen, 
der Kegelschnitt 
(6) et2 ).2 - alA + eto = 0 

als Normkurve dient, ist von G. Darboux 291) und W. K.Olifford 292 ) 

aufgestellt und benutzt worden. Der absolute Kegelschnitt des Rau
mes insbesondere dient Clebsch-Lindemann 293) zur Definition von Ko
ordinaten in der unendlichfernen Ebene und E Waelsch 294), unter 

2(nl + n2 + ns)' 1st die Funktion ( in allen Ai symmetrisch und vom n'en Grade, 
so definiert (A.l' A2 , A.s) = 0 eine Flache n'er Ordnung. Eine allgemeine lineare 
Gleichung zwischen den A.i bestimmt daher eine Flache sechster Ordnung. 

290) S. III C 2, Staude, Nr. 107; III A B 4 b, Fano, Nr. 28; insbesondere aber 
W. Fr. Meyer, a. a. O. Ausftlhrliche Literaturangaben dariiber 1 B 2, Meyer, Nr. 24. 

291) L'Institut 40 (1872), p.180-182, 259-263; Classe rem., Note II, 
p. 183; Paris C. R. 90 (1880), p.85. Vgl. auch J. Neuberg, Nouv. Corr. math. 
2 (1876), p. 1, 34, 65. - Die zu (6) duale Gleichungsform eines Kegelschnitts 
1m Wesen bei A. F. Mobius, Baryc. Calcul, § 61. 

292) Proc. London Math. Soc. 7 (1875), p. 29-38 = Math. pap., p. 205-217. 
Zu einem ahnlichen Koordinatensystem gelangte J. PlUcker, J. f. Math. 34 (1847), 
p. 360-376 = Ges. Abh. 1, p. 437 f., indem er seine stereographischen Koordi
naten eines Punktes einer Regelfiache zweiter Ordnung fiir den l!'all der De
generation der Flache in das Tangentensystem einer Kurve zweiter Klasse unter
sucht. Vgl. auch die Bemerkung von A. Cayley, J. f. Math. 67 (1867), p.95f. 
= Math. pap. 7, p. 121 f. - Eine Kegelschnittgleichung der Form (6) vermittelt 
bei O. Hesse, J. f. Math. 66 (1866), p. 15-21 = Ges. W., p. 531-538, die Ab
bildung der Punkte der Ebene auf die Punktepaare einer Geraden. - Rein 
geometrisch definiert diese Koordinaten A. Visnya. Arch. Math. Phys. (3) 10 (1906), 
p.337-339. Anwendung finden sie bei..4.. Hurwitz, Math. Ann. 45 (1894), p. 85f. 

Verwandt damit ist das System der "Kreiskoordinaten", das J. Plucker 
1847 in seinen Vorlesungen erwahnt und W. Stammer, J. f. Math. 44 (1852), 
p. 295-316 ,(sowie Diss. 1849), behandelt hat. Als Normkegelschnitt dient ein 
Kreis, als Parameterwerte seiner Punkte werden ihre Bogenabstande von einem 
festen Punkt gewahlt. 

Hier greift die Beziehung zwischen icp und tg -} als Parameter ein. Fur 

(x - iy)A.~ - 2rl + (x + iy) = 0 
oder 

(r + x)).! - 2yA + (r - x) = 0 

als Gleichung des Normkreises erhalt man ala Parameterwerte seiner Punkte in 

obigem Sinn A.=eicp bzw. A=tg-}. 

293) 21, p. 571, 606 f. 
294) Sitzungsber. Ak. (math. - nat.) Wien 112h (1903), 

-1097, 1533-1552; Anz. Ak. Wien 38 (1901), Nr. XXVII. 
Encyklop. d. math. Wissensch. III 1. 

p. 645-665, 1091 
Hat Punkt P die 

44 
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Hinzunahme eines im Endlichen liegenden Punktes 0, zur Aufstellung 
eines mBglichst absoluten Koordinatensystems, das er zur "Binlir
analyse des Raumes" verwendet. 

12. Allgemeine elliptische Xoordinaten 295). Um den nachsten 
Fall der eingangs N r. 11 erwahnten krummlinigen Koordinaten zu er
halten, waren in der dortigen Gl. (1) die r. alB beliebige quadratische 
Funktionen von x, !I, S zu wahlen 295&). Hierzu gehBren, als die einzig 
untersuchten Sonderfalle, die elliptischen und parabolischen Koordinaten 
Bowie deren projektive Yerallgemeinerung. 

Auf die elliptischen Koordinaten wurde G. Lame 296) gefiihrt~ 
indem er eine isothermische Schar von Flachen 2. Ordnung suchte. 
Er fand die durch die Gleichung 

(1) (a> b > c), 

worin a, b, c reelle Zahlen und l einen Parameter bezeichnen, de
finierte Schar konfokaler 291) (homofokaler) Flachen. Multipliziert man 

rechtwinkligen Koordinaten x, y, s und setzt man ao = x + iy, at = is. 
as = x - i Y , so heiBt die binltre quadratische Form all: I die Koordinate des 
Punktes P oder des Vektors 0 P. Das vektorielle und skalare Produkt zweier. 
Vektoren stehen mit der ersten und zweiten Uberschiebung ihrer Koordinaten
formen in einfacher Beziehung. Den Punkten des Minimalkegels aus 0 ent
sprechen Quadrate von Linearformen, welch letztere als Koordinaten der "Mi
nimalpunkte" geIten. Eine Ebene wird durch die Koordinate ihres Poles beziig
Hch der Einheitskugel um 0 bestimmt. Eine orientierte Gerade (Speer) hat zu 
Koordinaten die ihrer Sohnittpunkte mit dem Minimalkegel aus O. (Diese Binar
analyse wird auf die Dreiecksgeometrie angewandt: Monatsh. Math. Phys. 16 
(1905), p. 273-311). Einer binltren Form 2"ter Ordnung lassen sich dann, ent
sprechend ihren Zerlegungen in quadratisohe Faktoren, ein System von je 
" gleich langen von 0 ausgehenden Vektoren (Polyvektoren oder Vielbeinen vter 
Ordnung) zuordnen; ·die Koeffizienten der binaren Form sind die Koordinaten 
des Vielbeins. Vgl. Sitzungsber. Ak. (math.-nat.) Wien 113 b (1904), p.ll07ff .• 
Anz. Ak. Wien 43 (1906) v. 26. Apr.; Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 241-280. 
Paris C. R. 143 (1906), p. 204-207. 

295) Vgl. auoh IlIC1, Dingeldey, Nr. 66; IIlC2, Staude, Nr. 64; IV 2, Ti
merding, Nr. 30. 

295&) Einen allgemeineren hierher gehorigen Fall behandelt O. Boklen, Anal. 
Geom., p. 202 f. 

296) J. math. p. appl. (1) 2 (1837), p.147-183, abgedruckt aus Mem. pres. 
div. say. Ac. sc. Paris 5 (1833, erschienen 1838), p. 184, welcher Band aber nach 
jenem Aufsatz zur Ausgabe gelangte; vgl. auoh die Inhaltsangabe in Ann. Chim. 
Phys. 53 (1833), p. 190-204. 

297) Auf sie wurde J. Binet, J. eo. polyt. cah. 16 (1813), p. 59 (Iu a l'In
stitut 1811), gefiihrt, der auch ihre Haupteigenschaften erkannt hat; vgl. J. math. 
p. appl. (1) 2 (1837), p. 148. Ch. Dupin beschaftigte sich schon 1805 mit diesem. 
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Gl. (1) mit (a - A) (b - A) (c - A), wodurch auch die A = a, A = b, 
A = c entsprechenden Doppelebenen Xll = 0, y2 = 0, Z2 = ° als un
eigentliche Flachen der Schar hinzugerechnet werden, so erhalt sie 
die Form 

(2) f(A) =-::' X2 (b - A) (c-1) +y2 (0- A) (a-l) + Z2 (a- A) (b- A) 

-(a-A)(b-l)(c-l) = ° 
oder 
(3) r(l) === AS + A2 (x2 + y2 + Z2 - a- b - c) 

+ A [-(b+c)x2-(0+a)yll_(a+b)z2+ ab+ bc+ca] 
+ (bcx2 + cay2 + abz2 - abc) = O. 

Aus (3) ist die Ubereinstimmung mit (1) in Nr.ll ersichtlich 298). 

Die Wurzeln lu A2 , AS dieser Gleichung heiJ3en die (allgemeinen) ellip
tisch en Koordinaten 299) des Punktes (x, y, z). Sie gehOren zu den 
ort7lOgonalen krummlinigen Koordinaten (Nr. 4). 

dreifach orthogonalen Flachensystem, hat aber seine Untersuchungen erst 1813, 
Devel. de geometrie, p. 305 f., veroffentlicht (L'Institut de France hat 1813 seine 
Prioritat anerkannt; s. a. a. 0., p. 305 FuBn.). - Weitere Literatur liber kon
fokale Flachen 2. O. III C 2, Staude, Nr. 53; ihre Geschichte bei E. Kotter, Be
richt 1, p. 81-83, 396 f. Wegen des ersten Auftretens konfokaler Kegelschnitte 
s. ill C 1, DingeZdey, Anm. 402. - Bei Lame hat Gl. (1) die Form 

x2 y2 Z2 

v+ ).2_ /J2+ J..2_C'= 1. 

298) fo = 0 stent die ). = 0 entsprechende Flache der Schar, f2 = 0 deren 
Mongesche Kugel und fl = 0 jene Flache 2. O. dar, aus deren Punkten an fo = 0 
drei rechtwinklige Tangenten legbar sind (III C 2, Staude, Nr. 25), wahrend 
fs = 0 die unendlichferne Ebene bestimmt. - Die Analogie zwischen den Ko
ordinaten in bezug auf eine Normkurve und den elliptischen Koordinaten hat 
E. BeZtrarni 282), Opere mat. 1, p. 355, benutzt. Wahlt man mit ihm als Norm
kurve die kubische Parabel 

x + y + Z -1 
a-A. b-J.. c-J..-' 

so geht aus deren Schmiegebenen die Schar der konfokalen Flachen 2. O. durch 
eine quadratische Transformation hervor. 

299) G. Lame, J. math. p. appl. (1) 2 (1837), p. 156 (hier und Ann. Chim. 
Phys. 53 (1833), p.199, die Namen "coordonnees elliptiques" und "surfaces hoino
focales"; wegen des letzteren vgl. auch III C 2, Staude, Anm. 262). C. G. J. Jacobi, 
Monatsber. Ak. Berlin 1839, p.64 = J. f. Math. 19 (1839), p. 309 = Werke 2, 
p. 57 = J. math. p. appl. (1) 6 (1840), p. 267 (vgl. auch Paris C. R. 8 (1839), 
p. 284), verwendet sie als Substitutionsvariable zur Integration der Differential
gleichungen der geodatischen Linien (Beweis der Satze bei J. Liouville, J. math. 
p. appl. \I (1844), p. 401-408) und der ebenen konformen Abbildung des Ellip
Boides (vgl. d. naheren J. f. Math. 59 (1861), p. 80ff., von S. Cohn aus den hinter
lassenen Papieren mitgeteilt). V gl. auch J. f. Math. 12 (1834), p. 25. Er be-

44" 
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Setzt man in r(l) fUr l nacheinander die Werte - 00, c, b, a 
ein, so erkennt man aus den auftretenden Zeichenwechseln, daB 
f(l) = 0 ffir einen reellen Punkt allgemeiner Lage drei verschiedene 
reelle W urzeln lu l2' l3 besitzt, fur die die U ngleichungen 

-.,-- 00 < II < C < l2 < b < l3 < a 

bestehen. Von den diesen Wurzeln entsprechenden Flachen durch den 
Punkt (x, y, z) ist die erste ein Ellipsoid, die zweite ein einschaliges, 
die dritte ein zweischaliges Hyperboloid 300). Fur einen Punkt in einer 
der Koordinatenebenen artet eine der Flachen in diese doppelt fiber
deckt zu denkende Ebene aus. Dabei bildet in der xy-Ebene die 
FokaleUipse 
(4) 

Xl y! 
-+~=1 a-c b-c 

den Ubergang von einem sehr platten, ihr I~neres doppelt fiber
deckenden Ellipsoid zu einem sehr platten, ihr AuBeres doppelt fiber
deckenden einschaligen Hyperboloid. In derxz-Ebene bildet die 
Fokalhyperbel 
(5) 

x! z' 
--~=1 
a-b b- c 

den Ubergang von einem sehr platten, ihr luBeres doppelt uber
deckenden einschaligen Hyperboloid zu einem 8ehr platten, ihr Inneres 
doppelt fiberdeckenden zweischaligen Hyperboloid. Die Fokalkurve in 
der yz-Ebene ist nullteilig 800&). 

Ein Wertetripel lu l2' ,1,s bestimmt acht gegen die Koordinaten
ebenen symmetri8ch gelegene Punkte. Deren rechtwinklige Koordi
naten sind durch die Gleichungen SOl) 

(6) 

2 (a - 1.1) (a - 1.1 ) (a - 1.8 ) 

X = (a-b) (a -=-c~)--' 

2 (b-1.1) (b -A.) (b - as) 
Y = (b - c) (b - a) , 

Z2 = (c -1.1) (c -1..) (c - as) 
(c- a) (c - b) 

merkt die Anfange der Substitution der ebenen elliptischen Koordinaten fUr x, Y 
bei Euler und Legendre; vgl. B. Baltzer, Anal. Geom., p.125. Weitere Literatur 
iiber elliptische Koordinaten bei J. A. Grunert, Arch. Math. Phys. 39 (1862), 
p. 377 -424. - Wegen des Zusammenhanges der Gl. (3) mit der Theorie der ge
brochenen Fokaldistanzen von O. Staude vgl. ill C 2, Staude, Nr. 64. 

300) Naheres bei O. Staude, Fokaleigenschaften, p. 1-16. Vgl. such IV 2, 
Timm'ding, Nr. 30. 

300&) Diese Diskussion giht Ok. Dupin, Devel. de geometrie, p. 308-314; 
B. such F. Klein, Rohere GeoID. 1, p. 38 if. 

301) G. Lame, Anm. 299, p. 156. 



12. Allgemeine elliptische Koordinaten. 677 

gegeben. Man erhiilt sie aua der Gleichung 

(7) f(A.) = (A. - ).1) (A. - A.s) (1 - As), 
wenn man nacheinander A = a, b, c setzt 80B). Weitere Beziehungen 
zwischen den rechtwinkligen und elliptischen Koordinaten eines Punktes 
bei O. Hesse 808) und O. BiJklm 80S&). 

Fur die Fokalellipse wird A1 = A2 = c, fiir die Fokalhyperbel 
AS = As = b, fiir die unendlichfeme Ebene A1 = - 00 8M). As = cs, 
A8 = Os bestimmen eine Raumkurve 4. Ordnung, die fur die beiden in 
ihr sich durchschneidenden Fliichen Kriimmungslinie ist 80h). Das 
Linienelement dS1 dieser Kurve ist durch die Gleichung 

(8) ds 2 = ~ (1, -11) (18 -11 ) d)' 2 
1 4 (a - A1) (b - A,.) (c - A1) 1 

gegeben, und fUr die Linienelemente dsa, dss der beiden anderen 
Scharen von Schnittkurven bestehen analoge Gleichungen. Da diese 
drei Kurvenscharen einander rechtwinklig schneiden, so ergibt sich 
aus ds! = ds12 + dsl + dSs2 die Formel fur tin beUebiges Linien
element in elliptischen Koordinaten 805). Ihre Form zeigt, daB die 
Flachenschar isothermisch ist 805 .. ). 

Geht man statt von (1) von der Gleichung der konfokalen Kurven 
2. Ordnung (ill C 1, Dingeldey, Nr. 65) 

Xl y' -+---1 a-1 b-1-

302) Der Grundgedanke dieser einfachen Losung, namlich 
Xl yl Zl 

a-a+b-1+C-1- 1 

a.ls Partialbruchzerlegung von 

(a - all (1 -1,) (1 - 1s) 
(a - a) (b -1) (c -1) 

anzusehen, stammt von J. Binet, J. ec. polyt. 9, cah. 16 (1813, lu a l'Institut 1811), 
p. 60 und insbes. J. math. p. appl. (1) 2 (1837), p. 151, 102, wo er die Rechnung 
gleich fiir n Variable durchfiihrt. 

303) Varles. Raum (1861), 22. Vorl. S. auch A. Cayley, Cambro Dublin math. 
J. 1 (1846), p. 207 f. = Math. pap. 1, p. 203; O. Staude, Fokaleigenschaften, p. 27-29. 

303") AnaL Geom., p. 99 ff.; diese Beziehungen werden hier geometrisch 
gedeutet. 

304) O. Staude, a. a. 0., p. 10. 
304·) Aus den Gl. (6) geht hervor, daJ3 sich die rechtwinkligen Koordinaten 

eines Punktes einer solchen Kriimmungslinie als elliptische Funktionen eines 
Parameters darstellen lassen. S. auch ill C 2, Staude, Nr. 113. 

305) G. Lame, J. math. p. appl. (1) 2 (1.837), p. 158. O. Staude, a. a. 0., 
p. 29-31; O. Hesse, Vorles. Raum, p. 268. 

305 a) Wegen solcher Flachenscharen s. G. Darboux, Systemes orth. 1, 
livre II, chap. 3, 4, 5. 
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aus, so gelangt man auf demselben Wege zu den ellipfischen Koordi
naten in der Ebene 306). C. G. J. Jacobi 807) hat die analogen Betrach
tungen fur den R" durehgefuhrt. 

13. Spezielle elliptische Koordinaten. Sie ergeben sieh, wenn 
von den Groaen a, b, c der Gl. (3) in Nr. 12 zwei oder aile drei ein
ander gleich werden. Wegen a > b > c sind nur die drei Grenzfaile 
I) a = b, b> C; II) a> b, b = c; III) a = b = c moglieh. 

Fall I: a = b, b > C 308). 

Die Wurzel ).S der erwahnten Gleichung wird = a. Setzt man 

2 (a -).1) (a -).!) 
r= a-c ' 

so konnen die Gl. (6) von Nr.12 in der Form 

(1) 

x = r cos p, 

y =rsinp, 

Z2 = ( __ C_-_).--=1"-) ~(c __ ).=!) 
c-a 

geschrieben werden. In jeder Ebene dureh die z-Achse, die mit der 
xz-Ebene den Winkel cp einschlieBt, sind ).11 A2 eiliptische Punkt
koordinaten. Die Schar konfokaler Flachen besteht aus abgeplatteten 
Drehellipsoiden und einschaligen Drehhyperboloiden mit der z-Aehse 
als Drehachse, ferner aus Ebenenpaaren dureh diese 309). 

Fall 11: a> b, b = C 310). 

Die Wurzel At der Gl. (3) in Nr. 12 wird = b. Setzt man 

2 (b - ).2) (b - ).3) 

r= b-a ' 

306) III C 1, Dingeldey, Nr.66; CZebsch-Lindemann, 1, p. 164; O. Staude, 
Fokaleigenschaften, p. 162 f. - Der Name "elliptische Koordinaten" eines Punktes 
der Ebene wird in einer zweiten Bedeutung von E. Heine, Handbuch der Kugel
funktionen, 2. Aufl.., 1, Berlin 1878, p. 16, gebraucht. V gl. Anm. 352. 

307) J. f. Math. 19 (1839), p. 312 (vgl. Anm. 299); Vorlesungen iiber Dynamik, 
geh. Winters. 1842-43, herausgeg. von A. Clebsch, Berlin 1866; 2. Ausg. in 
Ges. W., Suppl., Berlin 1884, p. 199-211. - S. auch L. Schlaefli, J. f. Math. 
43 (1852), p. 23-36; F. Klein, Math. Ann. 28 (1887), p. 543; G. Darboux, Systemes 
orih. 1, p. 171; .A.. Toxopeus, Nieuw Arch. Wisk. Gen. Arnst. (2) 6 (1903), p. 1-32. 

308) G. Lame, J. math. p. appl. (1) 2 (1837), p. 170, § 18; Olebsch-Linde
mann, 2\ p. 273 f. 

309) O. Staude, Fokaleigenschaften, p. 17. 
310) G. Lame, a. a. 0., p. 169, § 17. 
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so konnen die Gl. (6), Nr. 12, in der Form 

x 2 = ~ - ).2) (a - ).s) 
a-b ' 

(2) y = r cos g;, 
z = r sin g; 

679 

geschrieben werden. In jeder Ebene durch die x-Achse, die mit der 
xy- Ebene den Winkel g; einschlieBt, sind l2' l3 elliptische Punkt
koordinaten. Die Schar konfokaler Flachen besteht aus verlangertell 
Dl'ehellipsoiden und zweischaligen Dl'ehhypel'boloiden mit der x-Achse 
als Drehachse, ferner aus Ebenenpaaren durch diese. 

Fall III: a = b = C 311). 

Von den Wurzeln der Gl. (3), Nr.12, werden 12 = ls = a. So
lange a -l =1= 0, entsprechen den Werten von J.. konzentrische Kugeln. 
Zur Untersuchung des Grenzfalles l = a nehme man mit O. Hesse 312) 
die Substitution 

(3) a=x+ca, b=,,+c~, c="+cy, l="+c~ 
vor, wo IX,~, r beliebige reelle Zahlen bedeuten und c gegen Null 
konvergieren soll. Gl. (1), Nr. 12, geht dann iiber in 

(4) 
x' y' z· - + ~ + ---- = 0, 

ct-IL ~-IL 'l'-{L 

welche Gleichung eine Schar konfokaler Kegel 2. Ordnung mit gemein
samer Spitze im U rsprung darstellt (ausgeartete Hyperboloide) 313). 

N ehmen wir IX > (3 > r an, so besitzt Gl. (4) fiir jeden reellen Strahl 
aus dem Ursprung zwei reelle Wurzeln !1-1' f12' so daB 

1X>f12>{3>!1-1>r 

ist. Zwei Zahlen !1-1' !1-2 bestimmen vier vom Ursprung ausgehende, 
gegen die Koordinatenebenen symmetrische Strahlen und konnen als 
deren elliptische Koordinaten im Bundel angesehen werden. 

Bezeichnet r den Radiusvektor des Punktes (x, y, to), so folgt 
aus (4): 

(5) 

311) Ebenda p. 172, § 19. 
312) 'Vorles. Raum, p. 270, fiir a = O. S. Clebsch-Lindemann, 2 \ p. 274. Die 

Substitution kann Bouch in den Fallen I und II zur Anwendung koinmen; s. 
O. Staude, Fokaleigenschaften, 1. Kap., § 5. 

313) Beziiglich dieses Systems s. Clebsch-Lindemann, 21, p. 275-277, 278 

FuBn.; III C 2, Staude, Nr. 59. 
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Die speziellen elliptischen Koordinaten !L11 !Ls, r nennt O. Hesse 314) 

elliptische Kugelkoordinaten. 
Die Schar der konfokalen Kegel schneidet aus einer konzentri

schen Kugel eine Schar konfokaler (sich gegenseitig orthogonal schnei
dender) spharischer Kegelschnitte (III C 2, Staude, .Anm. 522) aus; 
!Ll' !L2 k6nnen als elliptische Koordinaten auf dm- Kugel (Nr. 32) be
nutzt werden. 

Werden noch von den Werten ft, {J, r zwei einander gleich, z. B. 
et = p, so gelangt man durch einen ahnlichen Grenzubergang wie im 
Fall I schlieBlich zu den raumlichen Polarkoordinaten q;, X, r (Nr. 9, 
G1. (4»)315). 

U. Parabolische Koordinaten. Die Gleichung 
y~ z! 

(1) b---;' + C=J. + 2x + A = 0, 

worin b und c reelle Zahlen (b > c) und A einen Parameter bezeichnen, 
deJiniert eine Schar konfokaler Paraboloide 316) mit der x-Achse als 
Hauptachse. Bringt man (1) auf die Form 

(2) f(J..)=y2(C - A) + z2(b- J..) + (2x + A) (b-J..) (C-A) = 0, 

wodurch die den Werten A = b, c entsprechenden Doppelebenen y2 = 0, 
Z2 = ° als uneigentliche Flachen der Schar beigefugt werden, so er
kennt man, wie in Nr. 12, daB diese Gleichung fur einen reellen 
Punkt allgemeiner Lage drei verschiedene reelle W urzeln J..l , A2 , As be
sitzt, fur die die Ungleichungen 

- cx:><A1 <C<J..2<b<As <+OO 
bestehen. Diese W urzeln heiBen die parabolischen Koordinaten 311) des 

314) Vorles. Raum, p. 271. - Fur die Kugel M n _ l im En bei F. Klein, 
Math. Ann. 18 (1881), p. 245. 

315) Clebsck-Lindemann, 21, p. 278. - Fiir den En F. Klein, a. a. O. 
316) Diese Schar hat Ok. Dupin, Devel. de geom., Paris 1813, p. 314-322, 

entdeckt und diskutiert. 
317) G. Lame. J. math. p. appl. (1) 2 (1837), p. 169 (bloB angedeutet); (1) 8 

(1843), p.432-434; (2) 19 (1874, geschr.1843 oder 1844), p.311-318; O. Bolden, 
Arch. Math. Phys. (1) 35 (1860), p. 81-92; Anal. Geom., p. 177 ff.; C. A. Valson, 
Nouv. Ann. (1) 19 (1860), p. 298-306 (hier p. 299 der Name "coordonnees para
boliques"); Paris C. R. 50 (1861), p. 680-682. -Der Grenziibergang von den 
elliptischen zu den parabolischen Koordinaten findet sich bei J. A. Serret, Cours 
de calcul differentiel et integral 1, Paris 1868, art. 337, und O. Staude, Fokal
eigenschaften, p. 177f.; in letzterem Werke erfahren die parabolischen Koordi
naten (p.l04-131) die eingehendste Behandlung. - Vgl. auch I. Paczkowski, 
Orthogonale parabol. FHichen, Progr. Gnesen 1874; K. Baer, Parabolische Koordi
naten in der Ebene u. im Raume, Progr. Realgym. Frankfurt a. O. 1888; F. G'I'OS-
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Punktes (x, y, z). Al entspricht ein linkes S18) elliptisches Paraboloid, 
das sich nach der negativen Seite der x-Achse ins Unendliche erstreckt, 
A2 ein hyperbolisches Paraboloid und AS ein rechtes S18 ) elliptisches Para
boloid. In der xy- bzw. xz-Ebene bilden die Fokalparabeln 

(3) 

y2 
·b-~- + 2x + c = 0, 
~C 

Z2 

c~b+2x+b=O 

den Ubergang zwischen den sehr platten elliptischen und hyperboli
schen Paraboloiden, die bzw. das lnnere und AuBere dieser Parabeln 
doppelt iiberdecken. 

Ein Koordinatentripel All A2, AS bestimmt durch den Schnitt der 
drei zugehorigen zueinander orthogonalen Paraboloide vier gegen die 
xy- und xz-Ebene symmetrisch liegende Punkte, deren rechtwinklige 
Koordinaten durch die Gleichungen 319) 

b+C-A ~1-1 X - '2 S 
- 2 ' 

(4) 2 (b -A,) (b -12) (b -18) 
Y = c~b ' 

Z2 = ~-l,)jc-=_12L(c_=~82 
b-c 

gegeben sind (vgl. Nr. 12). Fiir die Punkte del' linken Fokalparabel 
wird A1 = A2 = c, fur die Punkte der rechten A2 = As = b. Fur alie 
Punkte der unendlichfernen Ebene mit Ausnahme des Punktes in del' 
x-Achse ist Ai = - (x). 

Fur das Bogenelement del' Schnittkurve zweier zueinander nor
malen FIachen der Schar, z. B. A2 = C2 und As = cs, erhiilt man 

(5) d 2 = 2. Q:2 -I.,) (1.8 -I.,) dA 2 
81 4 (b -I.,) (c -I.,) 1 , 

woraus wie III Nr. 12 der Ausdruck fur ein beliebiges Linienelement 
folgt 320). 

curth, Uber parabolisehe Koordinaten und die geodatischen Linien auf dem ellip
tisehen Paraboloid, Diss. Marburg 1887; Clebsch-Lindentann, 2" p. 304. 

318) Benennung von O. Staude, a. a. 0., p. 108. 
319) G. Lame, J. math. appl. (1) 8 (1843), p. 434; (2) 19 (1874, gesehr. 1843 

oder 1844), p. 312; O. Boklen, Arch. Math. Phys. (1) 35 (1860), p. 81; Anal. Geom., 
p. 178f.; C. A. Valson, Nouv. Ann. (1) 19 (1860), p. 301; Paris C. R. 50 (1861), 
p. 680. Weitere Beziehungen zwischen rechtwinkligen und parabolischen Ko
ordinaten bei O. Boklen, Anal. GeoID., p. 179 f., und O. Staude, Fokaleigen
Bchaften, § 30. 

320) C. A. Valson, Nouv. Ann. (1) 19 (1860), p.301; O. B6klen, Anal. 
GeoID., p. 180. 
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Analoges gilt fur die parabolischen Koordinaten in aer Ebene S21 ). 

SpezieUe parabolische Koordinaten S22) ergeben sich ffir b = c. Die 
elliptischen Paraboloide werden Drehparaboloide um die x-Achse, die 
hyperbolischen gehen in die Ebenen durch diese Achse tiber. Wie 
in Nr. 13 erhlilt man, 

rll = - (b - 11 ) (b - ls)' 
setzend, 

(6) X=-}(b-A1-ls), y=rcosrp, z=rsinrp. 

rp ist der Neigungswinkel der durch den Punkt (x, y, z) und die 
x-Achse gelegten Ebene mit der xy-Ebene; 111 ls sind die ebenen 
parabolischen Koordinaten dieses Punktes. 

15. Projektive Verallgemeinerung der elliptischen Koordinaten. 
Anwendungen. Das System der konfokalen Flachen 2. Ordnung IaBt 
sich in linearen Ebenenkoordinaten (Nr. 21) als lineares System dar
stellen32S); es ist jene besondere Schar von Flachen 2. Klasse, die den 
absoluten Kegelschnitt als singulare Flache (Grenz{liiche 324) enthalt. 
Sind nun F(uu U lI , us, U4) = 0, IP(uu u2 , us, u4) = Odie Gleichungen 
zweier beliebigen Flachen 2. Klasse, so stem F - lIP = 0, unter 1 
einen veranderlichen Parameter verstanden, die durch Fund tlJ be
stimmte Flachenschar dar. rhre Gleichung in linearen homogenen 
Punktkoordinaten Xi (Nr. 5) hat dann die Form 325) 

(1) fals + f21l! + fll + fo = 0, 
worin die f; durch kovariante Prozesse aus Fund IP hervorgegangene 
quadratische Form en der Xi bezeichnen (Nr.l1). Die Wurzeln 111 )'2' A.s 
dieser Gleichung sind die projektiv verallgemeinerten ellipfischen Koor
dinaten S26) des Punktes (xv x2, xs, x4). Sind die Gleichungen von F 

321) O. Staude, Fokaleigenschaften, p.171-173; III C 1, Dingeldey, Nr. 65, 66. 
322) O. Staude, a. a. 0., p. 122. 
323) M. Chasles, Ap. hist., p. 397. Die analytische Darstellung in Ebenen

koordinaten stammt von J. Plucker, Syst. Geom. d. R., p. 331, Nr. 270; vgl. die Dar
stellung bei O. Hesse, Vorles. Raum, p.287f., durch welche diese Auffassung erst 
aUgemein bekannt geworden zu sein scheint. - Bei der Darstellung des Systems 
in Ebenenkoordinaten entsprechen den Werten A = - 00, c, b, a der absolute 
Kegelschnitt und die Fokalkurven, nicht aber deren Ebenen als Doppelebenen. 
V gl. Clebsch-Lindemann, 21, p. 267; O. Staude, Fokaleigenschaften, p. 176; III C 2, 
Staude, Nr. 53, 54. 

324) O. Hesse, Vorles. Raum, p. 139. 
325) Vgl. etwa Salmon-Fiedler, Analyt. Geom. des Raumes, 2. Aufi., 1. T., 

Leipzig 1874, p. 255. 
326) J. Liiroth, Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), p.158. (Die in dieser Arbeit 

behandelte Verallgemeinerung des Begriffs der Kritmmungslinien einer Flache 
2. O. findet sich wieder bei G. Darboux, Classe rem., p. 177-180.) O. Staude, 
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4> (auf ihr gemeinsames Poltetraeder bezogen) 

{F == "tU12 + IXj U22 + tXsUsli + tX,U,2 = 0, 
<P == u1' + ~2 + US2 + U,2 = 0, 

so erhalt die Gleichung F - A eli = 0 in Punktkoordinaten die ein
fache Form 

(3) 

Daraus folgen zwischen den Xi und A1 , A2 , AS ahnliche Beziehungen 
wie in Nr. 12 827). 

Die elliptischen und parabolischen Koordinaten wurden, abgesehen 
von ihren zahlreichen Anwendungen in der Mechanik und mathemati
schen Physik S28), vornehmlich zum Studium der Flachen 2. Ordnung, 
besonders deren Kriimmungs- und geodatischen Linien, zur Berech
nung ihrer Oberflache usw. mit Erfolg verwendet S29). 

Von den durch eine Gleichung f (Al1 All As) = 0 dargestellten 
Flachen haben namentlich O. Staude 830) und W. Roberts SSl) einige 
Faile untersucht. 

Uber lineare Gleichungen zwischen ellipt. Koordinaten, Diss. Leipzig 1881. -
Eine ausfiihrliche Behandlung und Verwendung erfahren diese Koordinaten bei 
Clebsch-Lindemann 2\ p. 289 f.; dabei werden auch die Falle besonderer gegen
seitiger Lagen von Fund !P beriicksichtigt. 

327) Clebsch-Lindemann, 21, p. 290. 
328) G. Lame 116); Anm. 116; O. G. J. Jacobi 807); J. Liouville, J. math. p. 

appl. (1) 11 (1846), p. 217-236, 261-290, 352-378; 12 (1847), p. 410-444. 
E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl., 1, Berlin 1878, p. 353 if.; 
2 (1881) an verschiedenen Stallen; G. Kirchhoff, Vorlesungen fiber math. Physik. 
Mechanik, Leipzig 1876, p.203if.; F. Klein, Math. Ann. 18 (1881), p.412f.; 
O. Staude, Math. Ann. 27 (1886), p. 412 -418; 41 (1892), p. 251 if. 

329) III C 2, Staude, Nr. 64-66; C. G. J. Jacobi!99); M. Roberts, J. math. p. 
appl. (1) 11 (1846), p. 1-4 (Bericht dariiber von J. Liouville, ebenda 10 (1845), 
p. 466); 13 (1848), p. 1-11; 15 (1850), p. 275-295; Ann. mat. p. appl. (2) 5 (1871/73), 
p. 17-19. G. Lame, LeSIons sur les coordonnees curvilignes, Paris 1859, p.129-142. 
O. Boklen, Arch. Math. Phys. 34 (1860), p. 26-32, 308-316; Zeitschr. Math. 
Phys.26 (1881), p.383-387, und die mannigfachen Satze in Anal. Geom. (1861), 
p.98-197. O. Hesse, Vorles. Raum (1861), 22. u. 23. Vorl.; w: Roberts, Ann. 
mat. p. appl. (1) 6 (1863), p. 28-32; H. IJurrande, Nouv. Ann. (2) 4 (1865), 
p. 125-128; E. Beltrami, ebenda p. 232 f. = Opere mat. 1, p. 105 f. Eine Reihe 
von Anwendungen (insbes. betreffs der Zentraflache eines Ellipsoides) gibt G. IJar
boux, Bull. sc. math. (ask) 3 (1872), p.122-128; zahlreiche neue Fokaleigenschaften 
der Flachen zweiten Grades leitet damit ab O. Staude, Math. Ann. 20 (1882), 
p.147-184; 22 (1883), p. 1-69, 145-176 (mit weiterer Literatur); 27 (1886), 
p.256-271. 

330) fiber lineare Gleichungen zwischen elliptischen Koordinaten, Diss. 
Leipzig 1881; Math. Ann. 27 (1886), p. 253 f. 
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16. Zyklidische Koordinaten. Wahlt man die fiinf Symmetrie
kugeln einer allgemeinen Zyklide als Grundkugeln eines orthogonalen 
pentaspharischen Koordinatensystems, so hat ihre Gleichung (Nr. 10, 
Gl. (18» die Form 

(1) 

Das System der mit ihr konfokalen Zykliden, d. h. derjenigen Schar 
Bolcher Flachen, die derselben Minimaldeveloppablen 332) eingeschrieben 
sind, wird dann durch die Gleichungen BSS) 

5 
~ X·2 0 
~l • a· = , 

1 • 

(2 a) 

(2 b) 

dargestellt, worin die ai reell vorausgesetzt werden und Jt emen ver
anderlichen Parameter bezeichnet. Dieses gleichzeitig von Th. Mou
tard 334) und G. Darboux 3S3) entdeckte, aus drei zueinander orthogo-

331) C. R. Ae. se. Paris 53 (1861), p. 546-552, 724, 799-801; Ann. mat. 
p. appl. (1) 4 (1861), p. 143, 147f.; J. f. Math. 62 (1863), p.50-60. (S. auch J. Cl. 
Maxwell, The Quart. J. p. app!. math. 9 (1868), p. 123 = Scient. pap. 2, Cambridge 
1890, p. 157, und G. Darboux, Systemes orth. 1, p. 68-61.) In diesen Arbeiten 
werden die elliptisehen Koordinaten aueh zur Aufsuchung dreifach orthogonaler 
Flachensysteme benutzt; vgl. auch H. Maschke, nber ein dreifach orthogonales 
Flachensystem gebildet aus Fllichen 3. 0., Diss. Gottingen 1880. - Die Glei
chung der Wellenfiache in diesen Koordinaten steUt auf A. Cayley, The Messenger 
Math. 8 (1879), p. 190; vgl. auch O. B6klen, Anal. Geom., 2. Aufi., p. 318 f. 

332) Tangentenfiache einer Minimalkurve, ill D 1, 2, v. Mangoldt, Nr. 12. 
G. Darboux, Paris C. R. 69 (1864), p. 240; 68 (1869), p. 1313, oder Classe rem., 
p. 9, nennt, die Pluckersehe Brennpunktdefinition auf den Raum ubertragend, 
die Doppelkurven der zu einer FHiche if> gehOrigen Minimaldeveloppablen die 
1/okalkurven von if>. 

333) In dieser Form zuerst bei G. Darboux in einem 1868 der Pariser 
Akademie eingereichten Memoire (vgl. Paris C. R. 68 (1869), p. 1311; S. Lie, 
Math. Ann. 6 (1872), p. 262 FuJ3n.); dann Paris C. R. 73 (1871), p. 736; Sur les 
tMoremes d'Ivory etc., Mem. Soc. se. pbys. nat. Bordeaux 8 (1872), p. 240 (aueh 
Paris 1872); und Classe rem., p.134. S. auch 1/. Klein, Math. Ann. 6 (1872), 
p. 268. - Die Flachensehar selbst schon Paris C. R. 69 (1. Aug. 1864), p. 240-242; 
s. aucb Ann. ee. norm. (1) 3 (1866), p. 97, wo drei der Grundkugeln als Ebenen 
vorauBgesetzt sind (dureh Inversion immer erreiehbar). Von dem entsprechenden 
Kurvensystem in der Ebene (konfokale zyklische Kurven 4. 0.) hat schon H. Siebeck, 
J. f. Math. 67 (1860), p. 369-370; 59 (1861), p. 173-184, einen SonderfaU behandelt. 

334) L'Institut (1864); Nouv. Ann. (2) 3 (1864), p. 537; Paris C. R. 59 (1864, 
1. Aug.), p. 243 f. 
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nalen Scharen bestehende Flachensystem gibt zu einem die elliptischen 
und parabolischen Koordinaten (Nr. 12, 14:) umfassenden Koordinaten
system Veranlassung. 

Multipliziert man Gl. (2a) mit dem gemeinsamen Nenner, wo
durch die fiinf Grundkugeln Xi = 0, doppelt liberdeckt, als uneigent
liche Flachen zur Schar der Zykliden hinzugenommen werden, so 
fant das Glied mit ,,4 infolge Gl. (2b) weg, und man erhlilt eine 
Gleichung dl'itten Grades in l, die zur Art der eingangs Nr. 11 er
wlihnten gehort. Eine del' GraBen Xi!' etwa X5 2, ist fur reelle Punkte 
negativ (Nr. 10, Gl. (10». Ordnet man nun die Zahlen ai derart nach 
ihrer GroBe, daB a1 > a2 > as > a4 ist, so besitzt die Gleichung fur 
einen reellen Punkt allgemeiner Lage stets drei reelle Wurzeln All AV A3 , 

die so liegen, daB 

a1 > Al > all > l2 > as > "s > a4 

ist, welchen Wert auch a5 haben mag S35). Au A2, As heiJ~en die (all
gemeinen) zyklidischen Koordinaten S36) des Punktes (xJ Ihnen ent
sprechen die drei durch diesen Punkt gehenden, zueinander orthogo
nalen Zykliden des Systems 337), deren 16 Schnittpunkte durch "11 All' AS 
bestimmt werden. 

Analog wie in N r. 12 fur die rechtwinkligen erhalt man hier 
flir die pentasphlirischen Koordinaten der Punkte (All "2' "s) die Glei
chungen 338) 

(3) (i = 1,2, .. ,5), 
wo 
(4) tel) = (l-A1)(J, - Al/)(l-ls), 

~ ,OO=~-~~-~~-~~-~~-~ 
und 

(6) 

335) G. Darboux, Classe rem., p. 139. 
336) G. Darboux, Paris C. R. 68 (1869), p. 1311-1313; 69 (1869), p. 392 

-394 (hier wird auch gezeigt, wie sich aus einem System elliptischer Koordi
naten fUr n Variable (Nr. 12) beliebig viele algebraische Orthogonalsysteme fiir 
drei Variable ableiten lassen, deren jedem ein orthogonales Koordinatensystem 
entspricht); Classe rem., p. 140-143. M. Boeher, Reihenentw., p. 86 f., wo der 
Name "zyklidiseh" fiir diese Koordinaten eingefiihrt wird. 

337) Beziiglich der Gestalten dieser Zykliden s. M. Boeher, Reihenentw., 
p. 71 f. 

338) G. Darboux, Classe rem., p. 141; M. Boeher, a. a. 0., p. 87. - Mittels 
der Gleichungen in Anm. 269 folgen daraus di{: Ausdriicke fiir die rechtwink
ligen Koordinaten der Punkte; s. G. Darboux, a. a. 0., p. 142. 
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ist. Der Ausdruck fur ein beliebiges Linienelement ergibt sich nach 
Anm. 271 aus den Linienelementen d x, in einer Form 839), die sich 
von der in elliptischen Koordinaten (Nr. 12, Gl. (8)) bloB durch einen 
von den Koordinaten des Raumpunktes abhangigen Faktor und den 
hoheren Grad von p (A) unterscheidet. 

Die verschiedenen Arten und Ausartungen der zyklidischen Koor
dinaten hat M. Boeher 840) untersucht. Es gehoren hierzu die meisten 
in der mathematischen Physik zur Verwendung gelangenden krumm
linigen orthogonalen Koordinaten 841), namentlich auch die elliptischen 
und Cartesischen. 

Geometrische Anwendungen dieser Koordinaten sowie ihrer pro
jektiven Verallgemeinerung gab G. Darboux 842). 

Auch diese Koordinaten lassen sich analog fUr den R", defi
nieren 348). 

17. Sonstige Punktkoordinaten. Aus den elliptischen sowohl 
als zyklidischen Koordinaten sind transzendente Punktkoordinaten ab
geleitet worden. Z. B. hat man die drei hyperelliptischen Integrale 

t; 

(1) u·=r~ (i=1, 2, 3), 
• -ito ~ 

wo !p(l) die durch Gl. (5) in Nr. 16 definierte Funktion und l;o 
Konstante bedeuten, als transzendente Koordinaten verwendetM4). 

339) G. Darboux, a. a. 0., p. 142; Systemes orth. 1, p. 292; M. Bocher, 
Reihenentw., p 89. - Dieses System ist nicht isotherm (G. Darboux, a. a. 0., 
p. 140). 

340) A. a. 0., Kap. 3, § 4; Kap. 5, § 2, 3. 
841) S. E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufi., 2 Bande samt 

Anhang von E. Haentz8chel, Berlin 1878,1881, 1893. - A. L. Dixon, Proc. London 
Math. Soc. 27 (1896), p. 233 f. 

342) Classe rem., p. 143-150; Sur les theoremes d'!vory etc., Paris 1872 
= Mem. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux 8 (1872), p. 240 if. 

343) G. Darboux, Paris C. R. 69 (1869), p. 393; Systemes orth. 1, p. 122; 
F. Klein, Math. Ann. 38 (1891), p. 145; M. Bocher, a. a. 0., p. 247. 

344) O. Staude, Math. Ann. 22 (1883), p. 27 if.; Acta math. 10 (1887), 
p. 183-200 (schon K. Weierstraft, Monatsber. Ak. Berlin 1861, p. 986); M. Boche,., 
Reihenentw., p. 99-101. Wegen der analogen, aus den elliptischen und para
bolischen Koordinaten hervorgehenden transzendenten Koordinaten s. G. Lame, 
J. math. p. appl. (1) 2 (1837), p.175if.; (2) 19 (1874, geschr. 1843 oder 1844), 
p. 311; besonders eingehend: Le90ns sur les fonctions inverses etc., Paris 1857, 
p.46ff. 

Wegen des Ausdriickens der elliptischen Koordinaten durch elliptische 
Funktionen dreier Parameter vgl. z. B. H. Dwrege, Theorie d. elliptischen Funk
tionen, 5. Aufl., bearb. v. L. Maurer, Leipzig 1908, p. 263 f. 
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Zahlreiche orthogonale Koordinatensysteme III der Ebene hat 
G. Holzmiiller 345) untersucht. 

Bestimmt man einen Punkt P der Ebene (zweideutig) durch 
seine Entfernungen rl1 r 2 von zwei festen Punkten 01' O2 (den Polen), 
so werden ru r2 seine bipola1'en oder dipola1'en Koordinaten genannt 346). 

1'12, 1'2 2 sind nach Nr. 10 spezielle bizyklische Punktkoordinaten. Die 
Gleichung f(rll 1'2) = 0 stellt eine zur Geraden 01 02 symmetrische 
Kurve dar. Die ersten Anwendungen von diesen Koordinaten diirften 
J. A. Grunert 347) und Ok. Sturm 348) gemacht haben. P. Zech 349) wies 

Ein den Polarkoordinaten ahnliches Punktkoordinatensystem, bei dem statt 
der konzentrischen Kreise konfokale Ellipsen auftreten, benutzt P. Meutzner, 
Math. Ann. 8 (1875), p. 322 f. 

345) Anm. 126. Besonders eingehend hat er sich (p. 166 ff.) mit den 
lemniskatischen Koordinaten beliebiger Ordnung beschiiftigt, die aus der Sub
stitution X + i Y = (x + iy)n hervorgehen (s. auch J. f. Math. 83 (1877), p. 38 
-42). Beziiglich der gewohnlichen lemniskatischen Koordinaten (n = 2) s. auch 
G. Lame, Le<;lons sur les coordonnees curvilignes et leurs diverses applications, 
Paris 1859, p. 217; E. Lommel, Zeitschr. Math. Phys. 12 (1867), p. 50; G. Holz
muller, Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876), p. 330 f. u. a. a. O. V gl. auch J. G. Hagen, 
Synopsis 2, p. 84-93. 

346) P. Tannery, Zeitschr. Math. Phys. 44, Suppl. (1899), p. 510, schreibt 
ihre Aufstellung R. Descartes zu, des sen Ovalen (aplanetische Linien, G. Loria, 
Ebene Kurven, p. 163; III C 5, Kahn, Nr. 90) durch eine lineare Gleichung 
zwischen '1'" r2 definiert sind; vgl. R. Descartes, La Geometrie (1637), livre II, 
p. 353 f. = Oeuvres 6, p. 424-431; 10, p.310-324 und besonders die Bemerkungen 
von P. Tannery, p. 327. - .A.. Oayley, The Lond. Edinb. Dublin Phil. Mag. 14 (1857), 
p. 142-146 = Math. pap. 3, p. 258-261, untersucht die Gestalt der durch die 
Gleichung m,(r, + m2/r'j = c definierten Potentialkurven, jedoch ohne naheres 
Eingehen auf die Koordinaten '1'" r!. V gl. auch III C 5, Kahn, Anm. 394. H. Seidler, 
Z. Realschulw. Wien 34 (1909), p. 198-217, 270-278 untersucht Kurven von der 
Gleichung rTrW = konst. - Diese Koordinaten geben die einfachste konstruktive 
Bestimmungsweise eines Punktes in der Ebene; vgl. E. Lemoine, Bull. Soc. math. 
France 16 (1888), p. 165. 

347) Arch. Math. Phys. 32 (1859), p. 444-469. 
348) Cours d'Analyse de rec. polyt., 2e ed., 1, Paris 1863, p.209f. Be

zeichnen a" a2 die Winkel der Kurventangente gegen die Leitstrahlen, so 
zeigt er, daB 

dr! cos a, 
dr2 = cos a 2 

ist, und gibt den Ausdruck fUr das Bogenelement an. In der 3. Auff. dieses 
Bandes (1868) werden p. 219 auch die biangularen Koordinaten verwendet. 

349) Zeitschr. Math. PhYB. 12 (1867), p. 277 f. Es ist 

~!i: dr2 = drp, : drp2' 
'1', '1'2 

Damit laBt sich z. B. fill das System der Niveaulinien fUr zwei entgegengesetzte 

Magnetpole ~ - .!.. = ~ die Differentialgleichun'g der orthogonalen Trajek-r, '1'2 c 
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auf den Vorteil hin, den nach O. W. Baur 35l) die gleichzeitige Ein
fiihrung der biangularen Koordinaten besitzt, d. h. der Winkel CPl' CP2' 
die 01 P bzw. O2 P mit 01 02 einschlieBen 350). Bei jenen Kurven, 
deren Gleichungen in bipolaren Koordinaten einfache Gestalt besitzen, 
fiihrt die Robervalsche Methode zu einfachen Tangentenkonstruktionen 351). 

H. Siebeck333) benutzte (1860) 

(2) '1', + 'I'll V = r t - 'I'll 
U = --2-' 2' 

also die halhen Hauptachsen der durch P gehenden Kegelschnitte 
mit den Brennpunkten 011 O2 , als Koordinaten von PS52). Fiir 
0 1 02 = 2e ist 

(3) 

die Gleichung dieser konfokalen Schar. Fiir die zugehorigen ellip
tischen Koordinaten Al1 A.2 (Nr. ] 2) ergehen sich die Beziehungen 553) 

(4) e2 -A.1=u2, e2 - A,2 =v2, 

torien aufstellen, deren Integration cos €Pt - COB !Ps = c Hefert. Y gl. auch P. Bar
barin, Nouv. Ann. (3) 1 (1882), p. 15-28; F. G. Teixeira, Arch. Math. Phys. (3) 3 
(1902), p. 132-135; Serret-Scheffers, Diff.- u. Integr.-Rechnung 1, Leipzig und 
Berlin 1908, p. 352. Die orthogonalen Trajektorlen eines in Bipolarkoordinaten 
gegebenen Kurvensystems behandeln ferner: G. Daries, Nouv. Ann. (3) 13 (1894), 
p.283-292; G. Scheffers, Math.-naturw. Mitt. Wiirt. (2) 2 (1900), p. 48f. (auch 
Sonderabdruck, Stuttgart, p. 16 f.). 

350) Ygl. Nr. 6. In dem Anm. 189 erwahnten Aufsatz von W. Walton wird 
gelegentlich das Winkelpaar €Pt, €p, selbst (nicht cot €PI' cot €p,) als Koordinaten 
verwendet und z. B. die Kurve €Pt' ± €P. II = 1 diskutiert. W. Woolsey Johnson, 
Amer. J. math. 3 (1880), p. 320-325, untersucht die durch die Gleichung 
ml €PI ± m, €Pi = a, WO ml , m! relativ prime ganze Zahlen bezeichnen, definierten 
verallgemeinerten Strophoiden. 

351) M. Cantor, Zeitschr. Math. Phys. 12 (1867), p.428-430; C. W. Baur, 
ebenda, p. 430-433; A. Hurwitz, Math. Ann. 22 (1883), p. 231 f.; G. Peano, Appl. 
geom. del Calc. inf., Torino 1887, p. 139-142; G. Scheffers, Math.-naturw. Mitt. 
Wiirt. (2) 2 (1900), p. 33-49; H. Wieleitner, Spez. ebene Kurven, Leipzig 1908, 
p. 33 f. - Die Kurve f(rt , '1'.) = 0 wird im Punkte (rt , r,) von dem Descartesschen 

Oval (Rt-rt)!f + (Rt-rll) !f =0 beriihrt, worin RI,R. laufende bipolare 
Ort ur! 

Koordinaten bezeichnen (H. L Purkiss, Anm. 122., p. 20). Eine Formel f'Ur den 
Kriimmungsradius der Kurve stellt P. Frost, The Messenger Math. 10 (1880-81), 
p. 18, auf. 

352) Fiir e = 1 sind u und v die Anm. 306 von E. Heine gebrauchten Ko
ordinaten. 

353) Sie deutet G. Darboux, Leyons 2 (1889), p. 422 an, wo sich auch 
Gl. (7) findet. Dieses Koordinatensystem bildet daselbst nur den Sonderfall eines 
Koordinatensystems auf irgend einer krummen Flache, fUr die 1'1' r! die geoda
tischen Entfernungen eines Punktes von zwei festen Kurven bedeuten. Die u-
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worau8 

(5) { r 1 = yea -Ii + ye2 - 12 

r2 = yC2 -Ii - ye2 -12 

und, mit Berucksichtigung der zu (6) und (8) in Nr. 12 analogen 
Gleichungen in der Ebene, 

1 
X2 = u!v~ 

2 

(6) 2 (e' - 1(2) (ell _ v 2) 
y =- e2 

(7) 
folgt. 

Betrachtet man die Abstande eines Punktes der Ebene von 
mehreren Polen als seine (multipolaren) Koordinaten, so mussen 
zwischen diesen Bedingungsgleichungen bestehen 854). Nahere Unter
suchung haben nur die tripolaren Koordinaten gefunden 855). 

Tripolare Koordinaten im Raum werden merkwurdig selten ver
wendetj G. Darboux a56) benutzt sie beim Beweis der Jacobischen Satze 
iiber FUichen 2. Ordnung (III C 2, Staude, Nr. 62) und deren Verall
gemeinerungen sowie an anderen Orten. M. d'Ocagne 357) wahlt als 
Koordinaten eines Punktes P der Ebene seine Tangentialentfernungen 
von einer oder mehreren algebraischen festen Kurven. 

Durch Verallgemeinerung der multipolaren Koordinaten sind auch 

und v-Linien sind dann geodatische Ellipsen und Hyperbeln. Vgl. auch O. BO'klen, 
Anal. Geom., 2. Aufi., p. 278 f. 

354) Bezuglich der Gleichung zwischen den gegenseitigen Abstanden von 
vier Punkten einer Ebene s. R. Baltzer, Theorie u. Anw. d. Determinanten, 5. Aufi., 
Leipzig 1881, p. 240. Unabhangig von dies en Bedingungsgleichungen ist die 
Tangentenkonstruktion fiir eine Kurve f(Tl1 r ll , ..• , Tn) = c durchrtihrbar; vgl. 
G. Scheffel's u. G. Peano, Anm. 351. 

355) Ed. Lucas, Mathesis 9 (1889), p. 129-134, 173-181; A. Poulain, 
J. math. spec. Paris (3) 3 (1889), p. 3-10, 51-55, 130-134, 155-15\), 171 f.; 
(3) 5 (1891), p. 265-276 (beide Zitate nach Jahrb. Fortschr. Math.). Verwendung 
bei Salmon-Fiedle1-, Anal. Geom. d. hOh. ebenen Kurven, Leipzig 1873, p. 304 f.; 
G. Darboux, Mem. Soc. se. phys. nat. Bordeaux 8 (1872), p. 24B; Classe rem., p. 55. 

356) Mem. Soc. BC. phys. nat. Bordeaux 8 (1872), p. 210. Bemerkung 'iiber 
die FJache (Zyklide) art + br2 + cr. = 0 Classe rem., p. 47 FuBn. 

357) Nouv. Ann. (3) 17 (1898), p. 115-118. Allgemeiner Paris C. R. 109 
(1889), p. 959; N oUV. Ann. (3) 9 (1890), p. 289-293; 13 (1894), p. 501, wo er 
statt der Tangentialentfernungen die "Entfernungen unter dem Winkel (J" (d. h. 
jene Verbindungsstrecken von P mit Kurvenpunkten, die die Kurve unter dem 
Winkel 0 schneiden) wahlt. Auch die dualen Koordinaten, gebildet aus den 
"Entfernungen unter dem Winkel Oil einer Geraden von einer oder mehreren al
gebraischen Kurven, werden benutzt. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 1. 45 
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A. Oayleys 358) zomale Koordinaten, das sind die Quadratwurzeln aus, 
ganzen rationalen Funktionen der homogenen rechtwinkligen Koordi
naten, hervorgegangen. 

Als dipolare Koordinaten eines Punktes P der Ebene bezeichnet 

man auch of} = log!:! und den Winkel Ii) , unter dem die Strecke 01 0i: 
1'1 

von P aus gesehen wird 859). Die peripolaren Koordinaten von O. Neu-
mann 860) haben nur in der mathematischen Physik Anwendung ge
funden. 

Der Verwendung von rll rs als Koordinaten Hegt die Auffassung 
zugrunde,. jeden Punkt der Ebene als Schnitt der durch ihn gehenden 
Kreise zweier Buschel konzentrischer Kreise aufzufassen. Zu einem 
im Binne der Kreisgeometrie verallgemeinerten Koordinatensystem 
gelangt man, wenn man zu demselben Zweck zwei beliebige Kreis
buschel benutzt, deren Kreise durch Koordinaten bestimmt werden. Ein 
hierher gehOriges System hat E. Habich S61 ) betrachtet. Sind 0, A, B 
feste Punkte und 1, I-' die Winkel, unter denen man die Strecken 
OA, OB aus P sieht, so gelten cot1, cotp. ala dessen Koordinaten. 
Diese Bestimmungsweise liiBii sich auf den Raum ausdehnen. 

Hier waren auch jene Koordinaten zu erwiilmen, die aus den. 
ublichen durch Zugrundelegung einer andern MaBbestimmung hervor
gehen362). 

358) Trans. R. Soc. Edinb. 25 (1868), p. 1-110 = Math. pap. 6, p.470-576. 
359) E. Betti, Teoria delle force Newtoniane e sue applicaz. all' elettro

statica e al magnetismo, Pisa 1879; deutsch von W· Fr. Meyer unter dem Titeh 
"Lehrbuch der Potentialtheorie usw.", Stuttgart 1885, p. 208. Nach O. Neu
mann, Math. Ann. 18 (1881), p. 195 if., sollen sie von W. Thomson eingefiihrl. 
worden sein. Besitzen 0 1 , 0, die rechtwinkligen Koordinaten (- e, 0) bzw_ 
(+ e, 0) und bezeichnet e die GaulJsche Koordinate (Nr. 7) von P, so sind .ft 

und co der reelle und imaginare Teil von log e + e. Die Kurven {1 = konst. und: 
e-e 

CD = konst. bilden zwei orthogonale Kreisbiischel. Zur Bestimmung eines Punktes. 
im Raume nimmt man noch den Neigungswinkel cp der Ebene P01 0 t gegen 
eine feste Ebene durch 91 0, hinzu. Geometrische Untersuchungen mittels diesel' 

Koordinaten (wobei ~= e-~ sta.tt.ft benutzt wird) von G. Leonhardt, Zeitschr. 

Math. Phys. 27 (1882), p. 846-362. 
360) Abh. Ges. Leipzig (math.-phys.) 12 (1880), p. 365-398. Verwendet wurden 

sie schon in der Arbeit: Theone d. Elektrizitats- und Warme-Vert. in einem Ringe, 
Halle a. S. 1864. Vgl. auch Ber. Ges. Leipzig (math.-phys.) 29 (1877), p. 134 if. 

361) Nouv. Ann. (3) 3 (1884), p. 358-867. Hiermit verwandt sind die 
"trigonic coordinates" von W. Walton, The Quart. J. p. appl. math. 9 (1868). 
p. 340-343. V gl. auch A. Poulain, Principes de la nouvelle geometrie du triangle, 
Paris 1892. 

362) V gl. die Minimalkoordinaten in der pseudometrischen ebenen Geo-
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II. Koordinaten von algebraischen Flachen, Linien in der Ebene 
und Punktgruppen in der Geraden (allgemein: M::~l im Bn)' 

18. Ailgemeines. Der allgemeinen Koordinatendefinition in Nr. 1 
gemliB nennt man Zahlen, die eine Fliiche gegeniiber irgendwelchen 
festen Gebilden bestimmen, Koordinaten dieser Fliiche. Dieser fur die 
Weiterentwicklung der Koordinatenmethoden ausschlaggebende Ge
danke geht auf J. PUicker 36S) zuruck. N ach seinem V organge konnen 

wir die N = (n + 1) (n + 2) (n + 3) Koeffizienten 364) (; in der Gleichung 
1.2.3 k 

F(xu x2 , Xs, x,j,) = ° einer algebraischen FHiche nter Ordnung als deren 
homogene Koordinaten (Nr. 1) bezeichnen 365). 

Sind F l , F 2 , •.• , FN voneinander linear unabhlingige solche 
Fliichen, ist also die Determinante I t';,k I =l= 0, so lliBt sich F in der 
Form 
(1) 

darstellen. Die Zahlen mi sollen nach H. Grafjmann S66) die (homo
genen) Koordinaten der Placke F = ° in bezug auf die festen Flachen 
FlI }I~, ... , F N heiBen. Die vorher erwiihnten Koordinaten fk bilden 
einen Sonderfall davon. 

Bei infinitesimal-geometrischen Untersuchungen wlihlt man noch 
allgemeiner 367) irgend eine von n Parametern abhangige FHiche 

(2) f(x,y,Z,Pl,P2' ... ,Pn) =0 

als Raumelement und betrachtet dann die Parameter Pu Pa, ... , Pn als 
Koordinaten einer besondern FHiche. Diese Flache kann als Element 

metrie bei F. Klein 197). Griindet man in der Ebene auf zwei zu den absoluten 
(Kreis-)Punkten harmonische Punkte eine MaBbestimmung, so erhalt man die 
von J. Edalji, .Arch. Math. Phys. (3) 9 (1905), p. 271 f., besprochenen hyperboli
schen Parallel- und Polarkoordinaten. V gl. auch .Anm. 236". 

Bei F. Klein und S. Lie kommen wiederholt die logarithmischen Koordi
naten logx, logy, logz zur Verwendung. S. etwa. Lie-Scheffers, Geom. d. Be
riihrungstransf. 1, Leipzig 1896, an verschiedenen Stellen. 

363) V gl. A. Clebsch, .Abh. Ges. Gott. 16 (1872), p. 31 = J. Plucker, Ges . 
.Abh. 1, p. XXXIII f.; F. Klein, Hahere Geom. 1, p. 151, 160, 230. Vollkommen 
vertraut war H. GrafJmann mit dieser .Auffassung; vgl. .Ausdehnungsl. v. 1862, 
Nr. 392, 393. 

364) III C 6, Castelnuovo und Enriques. 
365) R. Baltzer, .Anal. Geom., p. 73. Uber das erste Auftreten von Flachen

oder Kurvenmannigfaltigkeiten (Serien) s. ebenda., § 19, Nr. 3. 
366) Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 393 = Ges. W. 12, p. 264; die mi heiBen 

daselbst auch die Ableitzahlen von P aus 1/1 ' •.. , F N. 

367) S. Lie, Math . .Ann. 5 (1872), p. 150; G. Koenigs, Paris C. R. 104 (1887), 
p. 673, 842; Acta math. 10 (1887), p. 313-338. 

45* 
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eines abstrakten Rn (Nr.3) aufgefaBt werden S6S). Eine oder mehrere 
Gleichungen zwischen den Pi (oder m.) bestimmen Fliichenmannig
faltigkeiten 868). 

Analoges gilt fiir Kurven in der Ebene oder Punktgruppen in 
der Geraden. 

19. Pliickersche Ebenenkoordinaten und Linienkoordinaten 
in der Ebene. 1st 
(1) 

die Gleichung einer Ebene in Parallelkoordinaten (Nr. 3), so sind 
(nach Nr. 18) die Koeffizienten u. die homogenen (Pliickerschen) Ko
ordinaten dieser Ebene 369). Bringt man (1) durch Division mit u4 

auf die Pliickersche Normallarm 

(2) ux + vy + WI! + 1 = 0, 

so bedeuten u, v, w die negativen reziproken Achsenabschnitte der 
Ebene und heiBen gewohnlich deren Pliickersche Koardinaien 370). u = 0, 

868) H. Graf3mann, a. a. 0., Nr. 393. 
369) J. Plucker, J. f. Math. 6 (1829), p. 107-146 = Ges. Abh. 1, p. 178-

219; Entw. 2 (1831), p. 10; an beiden Stellen fiir die Geraden der Ebene. In 
der Vonede zu letzterem Bande (p. VII) erwll.hnt Plucker, daB er Ende August 
1829 den neuen Schritt tat, die Koeffizienten in der Gleichung einer geraden 
Linie als deren Koordinaten zu betrachten. Die selbstverstandliche Verallgemei
nerung auf den Ranm vollzog er J. f. Math. 9 (1832), p. 124-134 = Ges. Abh. 
1, p.224-234. - Implizite verwendet schon A. F. M6"/)ius, Baryc. Caleul (1827), 
§ 6, bei der Begriindung seines Kalkiils Ebenenkoordinaten, indem er zeigt, daB 
alle Ebenen, deren parallel zu irgend einer Richtung gemessene Abstl!.nde von 
vier Grundpunkten einer linearen Gleichung geniigen, durch denselben Punkt 
gehen. Vgl. auch seinen Brief an W. Fiedler in Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. 
Kegelschnitte, Leipzig 1860, p. 674f. - M. Chasles hat unabhangig von PlUcker 
nnd fast gleichzeitig mit ihm diese Koordinaten aufgestellt. V gl. Brief vom 
10. Dez. 1829 an Quetelet in Con. math. phys. 6 (1830), p.81-84 und die Be
merkung dazu p. 85-87; ferner auch G. Darboux, Bull. BC. math. (ask) 6 (1874), 
p. 118-116; E. Kotter, Bericht 1, p. 355. Chasles gelangte zu den Ebenen
koordinaten, indem er das kartesische System einer korrelativen Transformation 
unterwarf und von dem erhaltenen Koordinatentetraeder eine Flache ins Un
endliche verlegte. Vgl. noch Ap. hist. p. 628-639. - J. Booth, On an applica.tion 
of a new analytic method of the theory of curves and Burfaces, Liverpool 1843, 
scheint ebenfalls selbstl!.ndig auf diese Koordinaten gefiihrt worden zu sein, die 
er tangential coordinates (vgl. W. R. Hamilton, Elements of Quatemions, ed. by 
W. E. Hamilton, Dublin 1866, p. 46 Fu13n.) nennt. Daher haben sie einige 
Geometer, besonders in England, als Boothsche Koordinaten bezeichnet. Es 
werden z. B. als solche die positiven reziproken Achsenabschnitte bezeichnet von 
H. M. Jeffery, The Quart. J. p. appl. math. 4 (1868), p. 309-332. 

870) J. Plucker, Syat. Geom. d. R., p. 1, nennt sie Plankoordinaten. Jeder 
Normalform der Gleichung einer Ebene oder Geraden entspringen spezielle Ko-
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v = 0, w = ° sind die Koordinaten der unendlichfernen Ebene. Fur 
die Ebenen durch den Ursprung haben u, v, w im allgemeinen un
endlichgroBe Werte; fiir die Ebenen durch eine Achse wird die be
trefl'ende Koordinate unbestimmt. 

Sieht man in Gl. (2) x, y, z als konstant an, so geniigen ihr die 
Koordinaten u, v, waller durch den Punkt (x, y, z) gehenden Ebenen. 
Gl. (2) heiBt dann die Gleichung des Punktes (x, y, Z)871). Allgemeiner 
ist jede line are Gleichung in H, v, w 

(3) au + bv + cw + d = 0 

die Gleichung eines Punktes, namlich desjenigen, des sen hom 0 gene 
Parallelkoordinaten (Nr. 3) a, b, c, a sind. 

Unter Voraussetzung eines rechtwinklig-gleichschenkligen Achsen
kreuzes (Nr.3) ist die linke Seite von (3) dem mit ayu2 + v2 + wll 

IDultiplizierten Abstand des Punktes von der Ebene (u, v, w) gleich 372), 

wobei die Strecke (u, v, w) (Nr. 3) die positive Richtung angibt. 
d = ° ist die Gleichung des Ursprungs. 

Fiihrt man homogene Punkt- und Ebenenkoordinaten (vgl. Nr. 3, 
inshes. Anm. 60) Xi bzw. ui ein, so ist 

(4) 
4 

'L)u;Xi = 0 
1 

die Gleichung einer Ebene oder eines Punktes, je nachdem die ui oder 
Xi als konstant betrachtet werden 373). 

ordinaten. PlUckm', ebenda Nr.3 und J. f. Math. n (1832), p. 124 = Ges. Abh. 
1, p.224, bevorzugt die Form z + uy + vx + w = 0; W. Killing, Lehrb. d. anal. 
Geom. in homogenen Koordinaten, Paderborn 1900-01, 1, § 11; 2, § 8, nennt 
die Koeffizienten der Hesseschen Normalform (Nr. 3) der Gleichung einer Ebene 
ihre Hesseschen Koordinaten; M. d'Ocagne, Nouv. Ann. (4) 1 (1901), p. 433-450, 
betrachtet gelegentlich, von der Gleichungsform y = ~ (x - J.) einer Geraden 
ausgehend, J. und fL als deren (nichtlineare) Kuordinaten. 

371) J. Plucker, J. f. Math. 6 (1829) = Ges. Abh. 1, p. 179 (fi:ir die Ebene); 
J. f. Math. 9 (1832) = Ges. Abh. 1, p. 225 (fUr den Raum). O. Hesse, Vorles. Raum, 
p. 49, nennt sie die Normalform der Gleichung des Punktes. 

372) J. Plucker, J. f. Math. 6 (1829), p. 112 = Ges. Abh. 1, p. 183 (fUr 
Linienkoordinaten in der Ebene). Setzt man diesen Ausdruek einer Konstanten 
gleich, so erhalt man die Gleichung einer orientierten Kugel (Nr. 25) in linearen 
]£benenkoordinaten. Flir die Kreise der Ebene: J. PlUcker, a. a. 0., Ende § 1; 
Entw.2 (1831), p. 34 f.; O. Hesse, Vorles. Ebene (3. Aufl.), p. 189 f. Fiir die Kugeln, 
bei Benutzung von Vierpunktkoordinaten (Nr. 22): L. Kronecker, J. f. Math. 72 
(1870), p. 162. 

373) J. Plucker, Syst. Geom. d. R., p. 3. Die Schreibweise mit Indizes bei 
O. HesIJe, Vorles. Raum, p. 61. 
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Aile Ebenen, deren Koordinaten ui die homogene Gleichung 
F(uD U2 , us, u4 ) = 0 befriedigen374), umhiillen eine Flache, die aber 
auch ganz oder teilweise in Kurven oder Punkte degenerieren kann. 
So z. B. umhiillen die der Gleichung 

(5) u2 + v2 + w 2 = 0 

geniigenden Minimalebenen (Nr.3) den in der unendlichfernen Ebene 
liegenden imaginaren absoluten Kegelschnitt (Kugel7creis)S75). Zwei solche 
Gleichungen definieren im ailgemeinen eine abwickelbare Flache S75&) 
(einen Torsus oder eine Torse), drei eine Gruppe diskreter Ebenen 376). 

1st F eine ganze rationale homo gene Funktion nten Grades, so gehen 
durch jede Gerade des Raumes n Tangentenebenen der Flache, und 
diese heiSt eine algebraische Flii.che nter Klasse 377). Die Flache erster 
Klasse ist der Punkt als Ebenenbiindel aufgefaBt. 

Entsprechendes gilt im Rn , zumal in der Ebene. Die Koordinaten 
einer Geraden heiBen Linien- oder Strahl7coordinaten. 

Durch Einfiihrung der Ebenenkoordinaten (Strahlkoordinaten in 
der Ebene) hat J. Plucker dem Prinzip der Dualitat S78) seinen analy-

374) F wird gewohnlich ala analytische Funktion vorausgesetzt, B. Nr. 3. 
Die Gleichung des Beriihrungspunktes in nichthomogener l!'orm bei M. Chasles, 
Ap. hist., p. 634. 

375) IlIAB 1, Enriques, Nr.22; IIIAB 4a, Fano, Nr. 7,11,12; IV 2, Timer
ding, Nr. 29. 

375&) J. Pliicker, J. f. Math. 9 (1832) = Ges. Abh. 1, p. 228; M. Chasles, 
Ap. hist., p. 634. Solche Flachen wurden zuerst von L. Euler (1771) und 
G. Monge (1780) untersucht. S. ill D 6 a, VO/3, Nr. 21. 

376) V gl. hierzu sowie zur analytischen Darstellung anderer Raumgebilde 
o. Staude, Anal. Geom., § 72. 

377) Der Klassenbegriff fiir Kurven stammt von J. D. Gergonne, Ann. math. 
p. appl. 18 (1827-28), p. 151. Nach M. Okasles, Ap. hist., p. 96, war De Beaune 
(1601-?) der erate, der die Idee faBte, Kurven durch Eigenschaften ihrer Tan
genten zu definieren; Kurven als Enveloppen von Geraden haben Ok. Huygens 
und E. W. v. Tschirnhaus betrachtet (vgl. M. Cantor, Vorl. 3, 2. Aufi., p.140f., 
148). Gleichungen von Kurven und FHi,chen als Strahl- bzw. Ebenenort treten 
zuerst bei J. Plucker, J. f. Math. 6 (1829) = Ges. Abh. 1, p. 180 bzw. J. f. Math. 9 
(1832), p. 124 = Ges. Abh. 1, p.224 auf. Fur die verhaltnismaBig seltenere Ver
wendung der Ebenenkoordinaten in der Infinitesimalgeometrie vgl. man: J. PlUcker, 
J. f. Math. 9 (1832), p. 124-134 = Ges. Abh. 1, p. 224-234; Syst. Geom. d. R., 
p.32-36; L. Painvin, Paris C. R. 71 (1870), p. 217-222; 73 (1871), p.902f.; 
Bull. sc. math. (ask) 3 (1872), p. 174-190; J. math. p. appl. (2) 17 (1872), 
p. 219-248; J. Franz, Arch. Math. Phys. 55 (1873), p.l05-112; G. Darboux, 
Le90ns 1, p. 234f.; L. Bianchi, Vorl. lib. Differentialgeom., deutsch von M. Lukat, 
Leipzig 1899, p. 139. 

378) IIIAB 4a, Fano, Nr. 7 (insbes. Anm. 17), 8, 12,2). Zur Geschichte 
des Dualitl1tsgesetzes vgl. .A.. Clebsch, Abh. Ges. Gott. 16 (1872), p. 12 f. = 
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tischen Ausdruck geschaffen. Je zwei duale S1itze im Raum (in der 
Ebene) sind verschiedene Interpretationen - in Punkt- und in Ebenen
koordinaten (Strahlkoordinaten) - desselben analytischen Satzes. 

20. Allgemeine Ebenenkoordinaten. Damit bezeichnet man v511ig 
analog wie III Nr. 4: die Werte 

(1) U i = (;(u, v, w) (i = 1, 2,3), 

welche drei voneinander unabhangige analytische Funktionen (; der 
Pliickerschen Ebenenkoordinaten (Nr. 19) fur eine Ebene Cu, v, w) des 
Raumes annehmen 379). Sieht man die u. als ver1inderliche' Parameter 
an, so definieren die Gleichungen (1) drei Scharen von Flachen, aus 
denen je eine FHiche eine gegebene Ebene beriihrt. Aile Ebenen, fiir 
die zwei der Koordinaten ui gegebene Werte annehmen, umhiillen 
eine abwickelbare FHiche 880). Einem Koordinatentripel ull u2 , Us ge
hort im allgemeinen eine Gruppe von Ebenen zu, als gemeinschaft
liche Tangentenebenen der den einzelnen Koordinatenwerten ent
s prechenden Flachen. 

Diese allgemeinen Ebenenkoordinaten haben bisher keine ein
gehendere Untersuchung erfahren. J. Pliicker 379) hat flir den Fall, 
als die fi rationale Funktionen bezeichnen, eine geometrische Deutung 
der Koordinaten ui gegeben. 

Jede (auch lineare) Gleichung zwischen den Koordinaten ui de
finiert eine Flache (im besondern eine Kurve oder Punktgruppe) als 
Ebenenort 381); zwei Gleichungen definieren im allgemeinen eine ab
wickelbare Flache, drei eine Ebenengruppe. Der Begriff homogener 
Koordinaten aus Nr. 4: sowie der dort ausgesprochene allgemeine Satz 
lassen sich auf die allgemeinen Ebenenkoordinaten unmittelbar uber
tragen. 

Analoge Begriffsbildungen sind in del' Ebene und im Strahl
bundel (allgemein En) moglich. 

J. Pliickers Ges. Abh., p. XVIIIf. (vgl. auch ebenda p. 619); R. Baltzer, Anal. 
Geom., § 19, Nr. 0; E. Kotter, Bericht 1, p. 160f.; Tropfke 2, p. 95; O. Staude, 
Anal. Geom., p. 441, Anm. 119. 

379) J. Pliicker, Syst. anal. Geom~, Nr.43 (filr die Ebene); s. auch N. Drucken
muller, Ubertragungsprinzipien, p. 70-88. 

380) Hier gilt Anm. 117" in dualer Ubertragung. 
381) 1st f (ull u 2 , us) = 0 diese Gleichung, so stellt 

;S(Ui-Ui) ;~i = 0 (i = 1, 2, 3), 

worin die Ui laufende Koordinaten derselben Art bezeichnen, eine Flache dar, 
die die gegebene in der Ebene u j beriihrt (Anm. 122"). 
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21. Lineare Ebenenkoordinaten im allgemeinen. Man verstehl; 
unter linem'en 382) Ebenenkoordinaten im Raume solche, in denen jeder 
Punkt durch eine lineare Gleichung dargestellt wird. Die allgemein
sten homogenen Koordinaten u. dieser Art sind (vgl. die analogen 
Betrachtungen in Nr. 5) proportional vier gegebenen, voneinander 
unabhangigen linearen Funktionen der Pliickerschen Ebenenkoordi
naten, also 
(1) aUi = A.u + Biv + Ciw + Di (i = 1, 2, 3, 4), 

wo !:J. = 1.A1B2 CsD41 =+= ° ist und a einen Proportionalitatsfaktor be
zeichnet 383). 

Zufolge der in Nr. 19 erwahnten Deutung der rechten Seiten 
dieser Gleichungen sind die linearen Koordinaten einer Ebene :Jt pro
portional ihren mit festen Konstanten D. multiplizierten N ormal
abstanden :Jt. von den vier festen Punkten ui = 0 384). Es andern 
sich bloB die Konstanten, wenn man die Abstande der Ebenen par
allel zu vier festen Richtungen miBt 385). Die Punkte U i = ° heiB~n 
Fundamental-, Grund-, Koordinatenpunkte, Ecken des Fundamental- oder 
Grundtetraeders und die Koordinaten ui Vierpunkt- oder homogene 
Tetraederkoordinaten der Ebene 386). 

Je vier beliebige Zahlen ull u2 , Us, U4 (0, 0, 0, ° ausgenommen) 
konnen immer als homogene Tetraederkoordinaten einer Ebene an
gesehen werden 387) (vgl. Nr. 5). Soilen diese Zahlen gleich (nicht 
bloB proportional) den mit den Konstanten Di multiplizierten Normal
abstanden einer Ebene von den Grundpunkten sein, so muS zwischen 

382) J. PlUcker, Syet. anal. Geom., p. 30 (fUr die Ebene); Syet. Geom. d. R., 
p. 6 (fiir den Raum). 

383) Ebenda p. 32 bzw. 6. 
384) Man kann noch eine weitere line are Funktion 

Uo = .A5u + B.v + Oow + Db 
hinzunehmen und wie fUr die Punktkoordinaten (Nr. 0) ~~- (i = 1 2 3 4) ale 

Us " , 

homogene Koordinaten einer Ebene wahlen; vgl. J. PlUcker, Syst. anal. Geom., 
p. 37. R. Heger, Zeitechr. Math. Phys. 15 (1870), p. 119, z. B. betrachtet als 
Koordinaten einer Ebene die Quotienten aus ihren Abstanden von den .Ecken 
des Grundtetraeders und vom Mittelpunkt der dem Tetraeder eingeschriebenen 
Kugel und ersetzt (ebenda p. 391; 16 (1871), p. 3) letzteren Punkt durch einen 
beliebigen. 

385) J. Plucker, Syst. anal. Geom., p. 33 j Syst. Geom. d. R., p. 6, 7. V gl. 
auch Clebsch-Lindernann 2\ p. 80 f. 

386) Vgl. die Anm. 136, 137. - Tetragonale Koordinaten bei R. Baltzer, 
Anal. Geom., p. 423. 

387) V gl. Anm. 143, insbes. W. Fiedler, a. a. O. 
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ihnen eine Bedingungsgleichung bestehen. Bezeichnet Ai die zu D i 
gehOrige Unterdeterminante in A = I Al B2 C3 D41, so lautet diese 
Gleichung (vgl. Nr. 5, (8» 

(2) ~lUl + A2uS + AguS + ~4U4 = A. 
Sie liiBt verschiedene geometrische Deutungen zu 388). 1st umgekehrt 
die Gleichung, die zwischen den Koordinaten ui bestehen soil, ge
geben, so bestimmen sich daraus die Konstanten 0;(= D;), mit denen 
die Abstande Xi zu multiplizieren sind 389). 

Die Ebene 13, deren homogene Koordinaten ou; = 1 sind, heiBt 
nach W. Fiedler 390) Einheitsebene. Da ihre Abstande 13; von den 

Grundpunkten proportional ~ sind, so ist 
(ji 

(3) 

Betrachtet man die Abstande Ci als Langeneinheiten, wodurch 
die Abstande Xi gemessen werden, so sind die Tetraederkoordinaten 
einer Ebene X proportional ihren durch die Abstande der Einheits
ebene gemessenen Abstanden von den Grundpunkten. Die U i heiBen 
deshalb auch tetrametrische Ebenenkoordinaten S91). Statt als Normal
abstande kann man die 13; und Xi auch als die parallel zu vier festen 
Richtungen gemessenen Entfernungen der Ebenen c und X von den 
Grundpunkten annehmen. 

c darf beliebig, nur durch keinen Grundpunkt gehel1d, gewahlt 
werden; ihre Wahl el'setzt die der Konstanten (')i' Das Koordinaten
tetraeder und die Eil1heitsebene bilden die Basis del' linearen Ebenen
koordinaten. 

Die iiberziihligen Ebenenkoordinaten werden analog wie die ent
sprechenden Punktkoordinaten definiert (Nl'. 5) 892). 

388) J. PlUcker, Syst. anal. Geom., p. 34, 36, 37 (fiir die Ebene); L. Kronecker, 
J. f. Math. 72 (1870), p. 161; W. Fiedler, Darst. Geom. 3 (3. Aufl.) , p. 159; 
J. Toeplitz 144); R. Heger, Zeitschr. Math. Phys. 15 (1870), p.392; 16 (1871), p. 3; 
1() (1874), p. 94, 95 (in welchen Arbeiten jedoch die Ebenen- bzw. Linienkoordi
naten eine etwas andere Bedeutung haben; vgl. Anm.384. 

389) J. Plucker, Anm. 388. 
390) S. Einhcitspunkt in Nr. 5, insbes. Anm. 147. 
391) S. Anm. 14\). Wegen des Zusammenhanges dieser Koordinaten einer 

KristallfHiche mit deren Indizes vgl. V 7, Liebisch, Schoertflies, Milgge, Nr.10. 
392) P. Serret, Geometrie de direction, Paris 1869, p. 30, wo sich vielfache 

Anwendungen davon finden. - Die von JJrI. Chasles, Trait8 de Geom. sup., Paris 
1862, 2" ed. 1880, p. 303-314, benutzten Teil- oder Doppelverhintnisse sind 
ebenfalls solche Koordinaten. Die pentaspharischen Kugelkoordinaten (Nr. 24), 
zur Bestimmung von Ebenen angewandt, geben "coordonnees tangentielles sur
abondantes" (G. Darboux, Classe rem., p. 260). 
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Die Verhaltnisse der Koordinaten u. lassen sich nach W. Fied
ler 898) als Doppelverhaltnisse deuten. Werden namlich die Seiten
:lUichen !Xli !X2 , as, !X4 des Koordinatentetraeders in irgend einer Reihen
folge mit !Xi!Xkal!Xm bezeicbnet, so ist 

(4) 

also gleich dem Doppelverhaltnis der vier Punkte, die die Ebenen 
ail ak, E, '1t auf der Kante [alam] ausschneiden, d. h. 

(5) 

Dl'ei diesel' Doppelverhaltnisse, z. B. 
U. 

fJ!2=u' 
4 

Us 

fJJs = u' 
4 

reichen zur Bestimmung einer Ebene hin; sie sind invariant gegen
fiber projektiven Tl'ansformationen des Raumes. Man nennt daher 
fJJu fJ!21 fJJs Doppelverhaltnis- oder Wurfkoordinaten oder auch nicht
homogene (die u. homogene) lineare projektive Koordinaten S95). Da dieses 
Koordinatensystem iuvariant (N r. 1) gegenfiber kollinearen Raumtrans
fol'mationen ist, so ist sein Hauptanwendungsgebiet die projektive 
Geometrie S96). Sie lassen sich vollkommen dual wie die entsprechenden 
Punktkoordinaten auch rein geometrisch und von MaBbegriffen un
abhangig definieren (vgl. Nr. 5). 

Fur die Ebenen durch A4 nehmen fJJlI 1fJ2' fJ!s unendlichgroBe 
Werle an. 

Die Werte 

(i = 1, 2,3), 

die drei lineare Funktionen der Pluckers chen Ebenenkoordinaten fur 
eine Ebene (u, v, w) annehmen, sind mit den Koordinaten fJJi identisch. 
Die Grundpunkte At> A 2 , As haben namlich die Gleichungen Pi = 0, 

393) Vgl. Anm.158. Auch M. Chasles, Ap. hist., p. 629; K. G. v. Staudt, 
Beitrage, p.267, und W. R. Hamilton 108) betrachten Doppelverhaltniskoordinaten 
der Ebene; die der letzten beiden sind mit obigen identisch. 

394) Bezeichnen Ai die den 0:. gegeniiberliegenden Ecken des Grund
tetraeders und Eik' Pik die Schnittpunkte von [A.Ak] mit c bzw. 'tt, so ist auch 

u· 
u' = (AkAiEikPik)· 

k 

395) V gl. die Anm. 159-162. 
396) Vgl. Anm. 163. Die daselbst angefiihrten Werke und Arbeiten be

handeln meist Punkt- und Ebenenkoordinaten gleichzeitig. Die Trennung hier 
geschah mit Riicksicht auf die historische Entwicklung. 
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und Punkt A4 ist der konst. = 0 entsprechende Ursprung des zu
grunde gelegten rechtwinkligen Achsenkreuzes. Die Pi sind aber die 
mit festen Konstanten multiplizierten Quotienten aus den Abstiinden 
einer Ebene von den Punkten All A 2 , As und aus dem Abstande 
von A4 • 

Wegen weiterer hierher gehOriger Bemerkungen sei auf Nr. 0 
verWlesen. 

Lii.Bt man, wie ublich, die zur Definition der tetraedrischen 
Punkt- und Ebenenkoordinaten benutzten Grundtetraeder zusammeD
fallen, so miissen die GroBen Ai, Bi' 0., Di in Gl. (1) gleich den 
durch bestimmte Konstante 'ri dividierten Unterdeterminanten von 
/:). = \a1 b2cSd4 \ aus Nr. 0 sein. Die Gleichung ux + vy + wz + 1 = 0 
einer Ebene erhiilt dann in den Koordinaten x., ui die Form 897) 

(6) 

dabei haben Einheitspunkt und Einheitsebene willkiirliche gegen
seitige Lage 898). 

Damit die 'r. = 1 werden, ist notwendig und hinreichend, daB 
die Einheitsebene E die Harmonikalebene 899) des Einheitspunktes E 
beziiglich des Grundtetraeders sei; die Verbindungsebene [E AiAk] 
und E schneiden dann [AlA".] in zwei A, und Am harmonisch tren
nenden Punkten. Bei derartiger Wahl von E und E oder, wie wir 
kurz sagen wollen, bei Vereinigung der Basen fiir Punkt- und Ebenen-

397) S. Clebsch-Lindemann 1, p. 65; 2\ p. 83. 
398) J. Lii;roth, Math. Ann. 8 (1876), p. 213; W. Fiedler, Darst. Geom. 3 

(3. Aufi.), p. 120. Werden Punkt- und Ebenenkoordinaten rein geometrisch de
Hnien, so mua die Bedingungsgleichung fUr die vereinigte Lage eines Punktes 
und einer Ebene aus geometrischen Eigenschaften abgeleitet werden. Siehe 
W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 15 (1870), p.162, 171-174; Darst. Geom., 
1. Aufi., p. 514 f., 533-537; 2. Aufi., p. 530-532, 547-550, 739 f.; 3. Aufi. 3, 
p.117-122 (drei Beweise; vgl. auch die Literaturnachweise dazu p. 643); R. Sturm, 
Math. Ann. 9 (1876), p.343; Clebsch-Lindemann 2\ p.460; K. Th. Vahlen, Ab
strakte Geometrie, Unters. uber die Grundlagen der euklidischenu. nicht-eukli
dischen Geometrie, Leipzig 1905, p. 137. 

399) W. Fiedle1' 898). Zum Begriff Harmonikalebene und Harmonikalpunkt, 
die auch Polarebene und Pol in bezug auf ein Tetraeder hei8en, sowie die ana
logen Begriffe in der Ebene S.: J. Plucker, Entw. 2, p. 24; Syst. anal. Geom., 
p.10, 34; O. Hermes, J. f. Math. 56 (1859), p.204; O. Staude, Anal. Geom., 
§ 26, 55 (Nr. 8, 9) Bowie den Literatumachweis p. 435, Anm. 86. - Die unend
lichfeme Ebene ist die Harmonikalebene des Tetraederschwerpunktes; durch 
kollineare Transformation folgt darauB der allgemeine Fall. 
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koordinaten erhiilt (6) die einfache Form. 400) 
4 

(7) [ux] - ~ UiXi = O. 
1 

Die tetraedrischen Ebenenkoordinaten sind alBo die Koeffizienten der 
Gleichung einer Ebene in tetraedrischen Punktkoordinaten und werden 
haufig auf diese Weise definiert401). 

AUB (7) folgt, da.6 die linearen homogenen Koordinaten einer 
Ebene (eines Punktes) proportional sind den dreigliedrigen Determi
nanten der aus den Koordinaten dreier Punkte der Ebene (dreier 
Ebenen durch den Punkt) gebildeten Matrix40ll). 

Werden Punkte und Ebenen auf nicht vereinigte Koordinaten
basen bezogen, so bestimmt die Gleichung u. = f}Xi (i = 1,2,3,4) 
eine raumliche Korrelation (Reziprozitat) 40S). Bei vereinigten Koor
dinatenbaBen geht die Korrelation in die Polaritat beziiglich der 
Fliiche 2. Ordnung 

4 

(8) ',2Xl = 0 
1 

iiber, die das Grundtetraeder zum Poltetraeder, Einheitspunkt und 
Einheitsebene als Pol und Polarebene besitzt404). 

Auf die analogen Linienkoordinaten in der Ebene und die daraus 
durch Projektion (N r. {) hervorgehenden Ebenenkoordinaten im Bundel 
sei blo.6 hingewiesen 405). 1m Gebiete der geraden Linie (allgemeiner im 
binaren Gebiet) erweist sich die Einfiihrung der dualen Koordinaten 
u1 = Xli' ull = - Xl bisweilen als vorteilhaft406). Die Bedingung der 

400) Vgl. Anm. 397, 398 und die Ableitung von Gl. (7) mittels Koordinaten
transformation bei Heffter-Koehlel' 1, p. 134. Das Symbol [ux] in (7) besitzt 
Produktcharakter. 

401) Z. B. F. Klein, Nicht-Euklidische Geom. 2, autogr. Vorl. (Sommers. 
1890), ausgearb. von Fr. Schilling, Gottingen 1893, p.4; Heffter-Koehler 1, p. 135. 
- Fiir den abstrakten En (Nr.3) z. B. bei E. Bertini174), p.21. 

402) F. Klein, a. a. 0., p. 7. - Die Werte u. selbst sind nach H. Grafi
mann 9'), 95) die Koordinaten eines Blattes (Nr. 3). 

403) J. Plucker, Syst. anal. Geom., p. 74 (fur die Ebene); Syst. Geom. d. R. t 

p. 10 (fiir den Raum). 
404) J. PlUcker, Syst. Geom. d. R., p. 14, 319; W. Fiedler, Darst. Geom. 3 

(3. Aufi.), p. 115. 
405) Z. B. W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 15 (1870), p. 158-160; 

P. Muth, Grundlagen § 7. Weitere Literatur bei O. Staude, Anal. Geom., p.439 
.Anm.l05. 

406) M. Pasch, Math . .Ann. 23 (1884), p. 419; Heffter-Koehler 1, p. 48. Zur 
Definition der DoppelverhiUtniskoordinaten in der Geraden und im Strahlbuschel 
vgl. auch K. Doehlemann, Zeitschr. Math. Phys. 41 (1896), p. 265-271. 
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vereinigten Lage eines Punktes (Xi) mit einem Punkt (u;) erhalt dann 
die mit (7) analoge Form UiXi + U2 X2 = o. 

Der Ubergang von einem System homogener linearer Ebenen
koordinaten Ui zu einem andern u; wird wie fur Punktkoordinaten 
(Nr. 5, Gl. (13») durch eine lineare Substitution bewirkt. Im FaIle die 
Basen fur Punkt- und Ebenenkoordinaten vereinigt sind, zieht die 
Transformation der Koordinaten Xi die der uj nach sich, und zwar 
drucken sich die t~i' durch die u j vermittelst desselben aber trans
ponierten Koeffizientensystems aus wie die Xi durch die x/, also 

(9) (i = 1,2, 3, 4). 

Die Xi und ui sind kontragrediente Variable. 

22. Besondere Arten linearer Ebenenkoordinaten und Linien
koordinaten in der Ebene. Samtliche Arten linearer Ebenenkoordi
naten gehen aus den allgemeinen (Nr.21) durch besondere Wahl der 
Koordinatenbasis hervor. Bleibt man bei der gebrauchlichen An
nahme, daB Punkte und Ebenen auf dasselbe Tetraeder bezogen 
werden und die Einheitsebene die Harmonikalebene des Einheits
punktes ist (Nr. 21), so gehort zu jeder besonderen Art linearer 
Punktkoordinaten (Nr. 6) auch eine besondere Art Hnearer Ebenen
koordinaten407). Es mage hier jedoch nur auf wenige Falle hin
gewiesen werden. 

Den baryzentrischen Koordinaten (Nr. 6, a») gehort jenes lineare 
Ebenenkoordinatensystem zu, dessen Einheitsebene die unendlichferne 
Ebene ist 399); die Koordinaten uj sind proportional den Abstanden del' 
Ebene von den Grundpunkten (Vierpun7ctkoordinaten) 408). 

Vielleicht das einfachste line are Ebenenkoordinatensystem ist das 
zum Fall b) in N r. 6 gehorige I wo der Grundpunkt A4 im U nend
lichen liegt (Fig. 5). Schneiden namlich die Ebenen c und 7t auf den 
drei parallelen "Achsen" Ai A4, A2 A 4 , As A4 bezuglich die Strecken 

407) J. PlUcker, Syst. Geom. d. R., p. 4, nennt zwei solche Koordinaten
systeme befreundet. W. Fiedler, Darst. GeoID. 3 (3. Aufi.), p. 108, bezeichnet sie alB 
zusammengehOrige Punkt- und Ebenenkoordinaten, ebenso Heffter-Koehler 1, p. 140. 

408) W. Fiedler, Darst. Geom. 3 (3. AuH.) , p. 108. - DaB von M. Chasles, 
Traite de geom. sup., Paris 1852, 2· ed. 1880, p. 316 f., 327 f. eingefiihrte und 
von P. Sondat, Nouv. Ann. (3) 12 (1893), p. 360-387,503-519, wiederbehandelte 
Pnnkt- und Linienkoordinatensystem in der Ebene gehOrt hierzu. Die Vierpunkt
koordinaten sind invariant gegeniiber affinen Transformationen (III A B 4 b, 
Fano, Nr. 7). 
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A.Ew A,P'4 (i = 1,2,3) ab, so ist zufolge Anm.394: 

(1) rp.= Ui = (A4 A.E.4P.J = AiPi ! (i = 1,2,3). 
• U 4 • ., AiE i4 

Die Koordinaten CPi einer Ebene n sind also im allgemeinen die 
Langenzahlen der von ihr auf den drei Achsen abgeschnittenen 

Fig. 5. 

Strecken, jede durch eine andre Einheit 
gemessen. Wahlt man noch sll[A1A2AS] 
und die AiEi4 gleich lang, so sind die 
Koordinaten CP. einer Ebene die Langen 
der von ihr auf drei parallelen Achsen 
abgeschnittenen Strecken, wahrend die zu
gehorigen Punktkoordinaten (Nr.6, Gl. (1» 
sich als negative reziproke Achsenabschnitte 
darstellen. Diese Koordinaten, deren ebenes 
Analogon als Schweringsche Linienkoordi
naten bekannt wurde, sind zu den Carte
sischen Punktkoordinaten (vgl. Nr. 6, d») 
dual und haben mehrfache Behandlung 
erfahren 409). 

Dem Fall d) in Nr. 6 gehOren als 

(09) Auf diese Dualitat hat V. Schlegel, Zeitschr. Math. Phys. 23 (1878), 
p. 195 f. hingewiesen; sie war jedoch schon M. Ohasles S61l) bekannt, der diese 
Koordinaten fiir die Ebene und den Raum (Ap. hist., p. 630) aufgestellt und 
benutzt hat. Die Bemerkung von A. Schoenflies in J. Pluckers Ges. Abh. 1, 
p. 600, daB die Chaslesschen !deen in der a. a. O. ausgesprochenen Form eine 
analytische Verwendung nicht gestattet hatten, d. h. wohl, daB diese Koordi
naten nicht linear waren, beruht oft'enbar auf einem Versehen. - Das ebene 
Koordinatensystem obiger Art, das auch bei Salmon-Fiedler, Hohere ebene Kurven, 
Leipzig 1873, p. 9, erwahnt wird, behandeln: W. Unverzagt, Uber ein einfaches 
Koordinatensystem der Geraden, Progr. Wiesbaden 1871, des sen Inhalt F. Rudio, 
Zeitschr. Math. Phys. 44 Suppl. (1899), p. 383-397 wiedergibt. K. Schwering, 
Jhrsb. d. Westphal. Provinzialver. 1874, p. 149; Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876), 
p. 278-286; Die Parallelkurve der Ellipse als Kurve vom Range Eins unter 
Anwendung eines neuen Linienkoordinatensystems, Progr. Brilon 1878; Theorie 
und Anwendung der Linienkoordinaten, Leipzig 1884. F. Oasorati, Rend. 1st. 
Lomb. (2) 10 (1877), P 11-19, 40-45 = Nouv. Ann. (2) 17 (1878), p.5-20. 
F. Franklin, Amer. J. math. 1 (1878), p. 148-173. M. d'Ocagne, Nouv. Ann. (3) 3 
(1884), p.410-423, usw.; in Ann. Ponts ChauBsees (6) 8 (1884), p. 531, wendet 
er sie zur graphischen Losung trinomischer Gleichungen an, woriiber mehr in 1 F, 
Mehmke, Nr.46; Coordonnees paralleles et axiales, Paris 1885, p. 3 f., 75f.; Bull. 
Soc. math. France 18 (1890), p. 108-118; Nouv. Ann. (3) 11 (1892), p. 70-75; 
(4) 5 (1905), p. 160-163. M. J. van Uven, Period. mensile mat. p. appl. 2 (1902), 
p. 145-154. W. Krimphoff, Zeitschr. Math. Phys. 30 (1885), p. 253-256. K. Nitz, 
Anw. der Theorie der Fehler in der Ebene auf Konstruktionen mit Zirkel u. Lineal, 
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Ebenenkoordinaten die Pliickerschen (Nr. 19) zu, wobei aber die Ab
stande auf den drei (im allgemeinen schiefwinkligen) Koordinaten
achsen auch durch drei verschiedene Langeneinheiten gemessen werden 
diirfen410). 

Wlihlt man in der Ebene die Werte zweier konjugiert komplexen 
linearen Funktionen der rechtwinklig-gleichschenkligen Pliickerschen 
Koordinaten u, v als komplexe (imaginiire) Linienkoordinaten 411), so 
besitzt das Grunddreieck zwei konjugiert komplexe Punkte (einer 
reeHen Geraden) und den Ursprung des zugrunde gelegten rechtwink
ligen Achsenkreuzes zu Ecken (Nr. 21). Setzt man insbesondere 

(2) X = u + iv, 1/J = u - iv, 

so fallen die komplexen Grundpunkte in die absoluten Punkte der 
Ebene; es sollen daher X und 1/1 die Minimalkoordinaten der Geraden 
(u, v) heiBen. Eine reelle Gerade ist durch ihre x- oder 1/1-Koordinate 
allein bestimmt. Man gelangt damit zu einer Darstellung komplexer 
Zahlen durch reelle gerade Linien, die der Gauf3schen (Nr. 7) dual 
gegeniibersteht412). Der Zahl 0 entspricht die unendlichferne Gerade, 
der Zahl 00 der Ursprung, den man hier vorteilhaft als Gemde auf
fassen wird. N ach einem p. 700 erwahnten Satz ist die eine kom
plexe Zahl darstellende Gerade p die Polare des dieselbe Zahl nach 
Gauf3 darstellenden Punktes beziiglich des nullteiligen Kreises vom 
Halbmesser -V - 1 urn den Ursprung 412). Damus erkennt man, wie 
sich die zu den iibrigen in Nr. 7 erwahnten Punktkoordinaten ana
logen Strahlkoordinaten gestalten 413). 

Diaa. Konigsberg i. Pro 1905, p. 21 if. - Das Ebenenkoordinatensystem behandeln 
noch H. Heddaeus, Anm. 188, und V. Schlegel, Bull. Soc. math. France 23 (1895), 
p.216-219. 

410) J. Plucker, Syst. anal. Geom., p. 38, Nr.54. Vgl. hierzu fur die Ebene 
auch Heffter-Koehler 1, Nr. 86. 

411) J. PlUcker, Syst. anal. Geom., p. 38. Wl1hlt man in Nr. 21, Gl. (1) 
die Ai' B., Gi , D. als komplexe Zahlen, dann hat das Grundtetraeder im all
gemeinen komplexe Ecken und einer reellen Ebene entsprechen im allgemeinen 
komplexe Koordinaten. 

412) Sie benutzt J. Brill, The Messenger Math. 17 (1887-88), p. 80-93, 
zur Ableitung geometrischer Satze auf ahnliche Weise, wie die Gau,6sche Dar
steHung verwendet wird. Ebenda 20 (1890-91), p. 166-171 wird auch der im 
Text erwahnte Zusammenhang mit letzterer Darstellung dargelegt (ohne des all
gemeinen Prinzips zu gedenken) und auf die Statik angewandt. 

413) Es sei noch folgende Bemerkung gestattet. Die durch eine analytische 
Funktion f bewirkte Strahltransformation 

U+ iV= f(u + iv) 

zwischen zwei Ebenen besitzt die Eigenschaft, daB entsprechende Punkte zweier 
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23. Sonstige Ebenenkoordinaten und Linienkoordinaten in der 
Ebene. Die Definition nichtlinearer projektiver Ebenenkoordinaten 
ergibt sich durch duale Ubertragung aus Nr.8. 

Mehrfach untersucht sind die sogenannten polaren Linienkoordi
naten in der Ebene. 1st 

(1) xcosa + ysinIX - P = 0 

die auf gleichschenklig-rechtwinklige .A.chsen bezogene Gleichung einer 
Geraden (Hessesche Normalform, Nr. 2), so versteht man darunter die 
Zahlen IX und P 414). Die Gerade wird dabei alB orientiert voraus
gesetzt (Nr. 2). IX und p sind zugleich die Polarkoordinaten (Nr. 9, a) 
des FuBpunktes des aUB dem Ursprung auf die Gerade gefii.llten 
Lotes415). Stellt man die Minimalkoordinate X = u + iv der Ge
raden (Nr. 22) in der Form 

(2) 
. 1 . . eia 

U + ~v = - --(cos IX + ~ sm IX) = --p p 

dar, so sind IX, p die polaren Koordinaten der Geraden 416). Eine 
wichtige Rolle spielen diese Koordinaten bei der Aufstellung aller 
aquidistanten (oder aquilongen) Beriihrungstmnsformationen der Ebene417). 

Wiihlt man eine (orientierte) Polarachse und auf ihr den PolO, 
so ist eine orientierte Gerade bestimmt durch ihren Neigungswinkel () 
gegen die Polarachse und durch die Strecke A, die sie auf der Achse 
von ° aus abschneidet. A und () nennt M. d'Ocagne418) die axialen 

entsprechenden Strahlen aus den Koordinatenanfangspunkten durch kongruente 
Strahlbiischel projiziert werden. 

414) J. Ph. Weinmeister, Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876), p. 301-324, nach 
dem diese Koordinaten auch ofter benannt werden. Es haben sie jedoch schon: 
H. 1. Purkiss, The Oxf. Camb. Dublin Mess. 3 (1866), p. 83-88, unter dem 
Namen "pedal coordinates" (bereits erwahnt ebenda 2 (1864), p. 97) und L. Pain
vin, Bull. sc. math. (astr.) 3 (1872), p. 176, unter dem Namen "coordonnees po
laires tangentielles" angewandt. Auch von L. Aoust sollen sie vorgeschlage'll 
worden sein; vgl. Nouv. Ann. (3) 3 (1884)" p. 545 FuBn. F. Balitrand, Nouv. 
Ann. (3) 12 (1893), p. 256-286, leitet damit Satze uber Kriimmungsradien alge
braischer Kurven, uber FuBpunktkurven und Spiralen ab; R. A. Roberts, The 
Quart. J. p. appl. math. 36 (1905), p.162-170, verwendet sie zur Untersuchung 
konfokaler Systeme von Kurven dritter und vierter Klasse. G. Schefrers, Math. 
Ann. 60 (1905), p. 519, nennt sie Normalkoordinaten. 

415) Eine Gleichung cp (IX, p) = 0 stent also, je nachdem man Cl, pals 
polare Punkt- oder Linienkoordinaten betrachtet, zwei Kurven dar, von denen 
die erstere die FuBpunktkurve der letzteren fur den Ursprung als Pol ist (H. I. 
Purkiss, a. a. 0., p. 21). 

416) J. Brill, The Messenger Math. 17 (1887-88), p. 83. 
417) V gl. III AB 4 b, Fano, Nr. 2~. 
418) Nouv. Ann. (3) 3 (1884), p. 410-423, 456-470, 516-522, 545-561; 
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Koordinaten der Geradenj sie sind von den vorhergehenden nicht 
wesentlich verschieden, verdienen aber mehr Beachtung, weil sie zu 
den polaren Punktkoordinaten dual sind 419). 

Die aus der Hesseschen Normalform der Gleichung einer Ebene 
(Nr. 3) hervorgehenden polaren Ebenenkoordinaten scheinen nicht ver
wendet worden zu sein. 

Die durch die Gleichungen 

(3) aiu + b;v+c;w + 1 
~i = -"--=-Vru""!I;;=+';=V:O;;2==+-!=W=ii,t (i= 1, 2, 3) 

gegebenen Abstande der orientierten Ebene ~(u, v, w) von den drei 
Polen 0i(~i = 0) sind im Sinne von Nr. 20 nichtlineare Koordinaten 
yon ~, die man als tripolare Ebenenkoordinaten420) bezeichnen wird . 
.Jedes Koordinatentripel bestimmt ein zur Ebene [010203] symmetrisches 
Ebenenpaar, jede Gleichung f(~l1 ~21 ~s) = 0 daher eine zu [OJ 02 os] 

(3) 4 (1885), p. 110-130; Coordonnees paralleles et axiales, Paris 1885, p. 36 f. 
Gleichzeitig verwendet diese Koordinaten E. Oesaro, NOllv. Ann. (3) 4 (1885), 
p. 256-264. V gl. femer V. Schlegel, Franc. Ass. (Congr. de Grenoble) 1885 (nacb 
.Tahrb. Forlschr. Math. 17, p. 675f.). 

419) Diese Dualitlit tritt erst bei Zugrundelegung einer Oayleyschen MaB
bestimmung vllllig hervor; vgl. E. Oesaro, NOllv. Ann. (3) 4 (1885), p. 267. 

6 ~ 
Die Gleichung der Traktrix lautet in diesen Koordinaten tg 2" = e I , 

stimmt also formal mit der der logarithmischen Spirale in polaren Punktkoordi
naten iiberein. J ede Gleichung F (6, 0') = 0 definierl eine axiale Transforma
tion (Sonderfall der von E. Habich 126), p. 138 untersuchten Transformation). 
6' = 0 + ro (E. Oesaro, a. a. 0., p. 259) definierl die zu den konchoidalen dualen 

Transformationen, worunter die "transf. orthotangentielle" M. d'Ocagnes (ro = ;) 

ausgezeichnet ist. tg:. tg ~~ = konst. definiert die der Transformation durch 

reziproke Radien analoge "transf. par directions reciproques" von E. Laguerre 
(vgl. III AB 4 b, Fano, Nr. 14). 

Betrachtet man mit M. d'Ocagne, Nouv. Ann. (4) 1 (1901), p. 433 f., !l- = tg 0 
und den obigen Wert a als Koordinaten einer Geraden (sie hlingen mit den 

Pluckerschen durch die Gleichungen u = - ~ , 'IJ = 11ft zusammen), so stellen 

f(l, ft) = 0 und f(l, - ~) = 0 zwei durch orthotangentielle Transformation 

auseinander hervorgehende Kurven dar. 
420) Bipolare Linienkoordinaten in der Ebene verwendet K. Nits, Anw. d. 

Theorie d. Fehler in d. Ebene usw., Diss. K6nigsberg i. Pro 1905, p. 18-21; 
Zeitschr. Math. Phys. 53 (1906), p. 14 f. Sie bilden einen Sonderfall der Anm. 357 
erwahnten d'Ocagneschen Linienkoordinaten, verdienen a.ber selbstlindige Be
handlung. 

Encyklop. d. math. Wissensch. III 1. 46 
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symmetrische FHi,che, jede line are Gleichung insbesondere eine solche 
Kugel. 

H. Beck421) fiihrt in Anlehnung an E. Study (Nr. 29) vier iiber
zahlige homogene Koordinaten einer Geraden (Stmhlenkoordinaten) 
Xu X2, Xli' X 22 em, zwischen denen die Bedingungsgleichung 

(4) X1 Xl1 + X 2 X 22 = 0 

besteht. Die Gesamtheit der eigentlichen reellen Strahlen wird dann 
durch unendlich viele uneigentliche Strahlen zu einem geschlossenen 
Koutinuum erganzt. 

24:. Pentaspharische Kugelkoordinaten und ihre Analoga. N ach 
den Ebenenkoordinaten sind die Kugelkoordinaten die haufigst auf
tretenden Flachenkoordinaten (Nr. 18), weil verschiedene Unter
suchungen zur Schaffung einer Kugelgeometrie 422) fiihrten, in der als 
Raumelement die Kugel betrachtet wird (IIIAB4b, Fano, Nr.l1-14). 
Am naheliegendsten erscheint die Bestimmung einer Kugel durch die 
rechtwinkligen Koordinaten ihres Mittelpunktes und durch ihren Ra
dius 422 a) ; trotzdem fan den diese Koordinaten nur seltenere Verwen
dung423). Fiir die Ebene hat mittels der analogen Kreiskoordinaten 
N. Druc7cenmiiller424) (1842) die Grundzuge einer Kreisgeometrie dar
gelegt. 

421) Zeitschr. math. naturw. Unterr. 40 (1909), p. 132. 
Vgl. auch die Speerkoordinaten in der Ebene bei W. Blaschke, Monatsh. 

Math. Phys. 21 (1910), p. 5, 49, 16 f.; an letzterer Stelle wird jeder Speer durch 
eine duale Zahl (Nr. 29) so dargestellt, da.B den linearen Transformationen ·mit, 
dualen Koeffizienten Laguerresche Transformationen entsprechen. 

422) Dieser Name wird zum erstenmal von S Lie, Ma,th. Ann. 5 (1872),. 
p. 187. gebraucht; vgl. G. Darboux, Classe rem., p. XII. 

422&) Th. Reye, Geom. d. KugeIn, p. 76, benutzt statt des Radius die Potenz 
der Kugel im Koordinatenursprung. 

423) V gl. jedoch S. Lie, a. a. 0" p. 170 if.; 185 FuBn.; C. Stephanos, Math. 
Ann. 22 (1883), p.590; E. Milller, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p.274-283 
(insbes. p. 274 1!'u.Bn.). 

424) Ubertragungsprinzipien, IV. Kap. Zwei GIeichungen zwischen diesen 
Koordinaten bestimmen eine Kreisschar und damit deren HiiIIkurve. Die Elimi
nation des Kreisradius r zwischen dies en Gleichungen Iiefert den Ort der Kreis-
mittelpunkte, die "Achee" der Kreisschar. Wird diese Kurve aIs gegeben vor-
ausgesetzt und bezeichnet s ihre BogenIange, so kann die Kreisschar auch durch 
eine Gleichung fer, s) = 0 dargestellt werden. Die Gleichungen eraten und zweiten 
Grades erfahren eine nahere Untersuchung. - Kurze Erwahnung finden diese 
Kreiskoordinaten bei S. Lie, a. a, 0., p. 185 FuEn., und ein Sonderfall bei Finck,. 
Nouv. Ann. (1) 3 (1884), p. 152 f. - Deutet man r alB rechtwinklige z-Koordinate 
eines Raumpunktes,_ so hat man die von W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 
24 (1879), p, 221-226; 25 (1880), p. 217-256, 403-409; CykIograpbie, Leipzig 
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In Ubereinstimmung mit Nr. 18 waren als Koordinaten einer 
Kugel die Koeffizienten ihres Gleichungspolynoms (vgl. III C 2, Staude, 
Nr. 14:9) oder allgemeiner jene Zahlen anzusehen, durch die dieses 
Polynom aus funf vorgegebenen und voneinander unabhangigen solchen 
Polynomen ableitbar ist (Nr. 18, 10) 425). Gew1:ihnlich bezeichnet man 
mit G. Darboux 426) als pentaspharische Koordinaten einer Kugel K die 
Koeffizienten qi ihrer Gleichung in orthogonalen pentaspharischen 
Punktkoordinaten (s. Nr. 10, Gl. (13»). Diese Koordinaten qi sind 
proportional den Potenzen von K in den fiinf Grundkugeln K i , divi
diert durch deren Radien riO J e funf Zahlen qi (die nicht samtlich 
verschwinden, und von denen fur eine reelle Kugel eine imaginar sein 
muE) k6nnen immer als pentaspharische Koordinaten einer Kugel an
gesehen werden; je nachdem sie der Gleichung 

1882; Acta math. 5 (1884), p. 331-408, verwertete Abbildung der reellen Kreise 
der Ebene auf die reellen Punkte des Raumes, deren Grundgedanke schon 
B. E. Cousinery, Geometrie perspective, Paris 1828, p.55f., zur Losung des 
Apollonischen Problems verwendet hat. z = ir gesetzt, gibt hingegen die von 
M. Chasles, Traite de Geom. sup., Paris 1852, chap. 33; A. F. Mobius, Ber. Ges. 
Leipzig (math.-phys.) 9 (1857), p.38-48; 10 (1858), p. 1-17 = Ges. W. 2, 
p. 317-347; A. Oayley, Ann. mat. p. appl. (2) 1 (1867-68), p. 134; G. Darboux, 
Ann. ec. norm. (2) 1 (1872), p.343-349, 369-383; Lie·Scheffers, Geom. d. Be
ruhrungstransf. 1, Leipzig 1896, p. 428 f., verwertete Abbildung der reellen Kreise 
der Ebene auf imaginare Punkte des Raumes. 

425) Die Keime Hir diese Kreis- und Kugelkoordinaten liegen schon in 
J. PlUckers Methode der abgekurzten Bezeichnung (Anm. 117). In anderer Form 
finden sich Ansatze bei H. Gra{dmann, Geom. Analyse, Preisschrift, Leipzig 1847 
= Ges. W. 1" p. 321-399 (in den Paragraphen uber "Kugelgrollen"), und ins
besondere Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 405-409 = Ges. W. 1!, p. 274-280; 
weiter verfolgt wurden diese von: R. Mehmke, Zeitschr. Math. Phys. 24 (1879), 
p. 257-269; Anm. 261; H. Cox 261) und E. Muller 261). Hier seien von Arbeiten 
uber Kreis- und Kugelkoordinaten noch erwahnt: G. v. Gyurkovich, Zeitschr. 
Math. Phys. 11 (1866), p. 494-504; 12 (1867), p. 264-275; P. H. Schoute, Stzgsb. 
Ak. (math. nat.) Wien 94 (1886), p. 786-793; F. Aschieri, Rend. 1st. Lomb. (2) 
19 (1886), p. 355-361, 416-424, 449-458; F. J. van den Berg, Nieuw Arch. 
Wisk. Gen. Amsterdam (2) 1 (1894), p. 11-44; G. Galucci, Nouv. Ann. (3) 19 
(1900), p. 145-169. 

426) Classe rem., Note X, bes. p. 258; LeSIons 1, p. 227; vgl. hierzu Anm. 257. 
Da diese Kugelkoordinaten meist gleichzeitig mit pentaspharischen Punktkoordi
naten behandelt werden, so kann beziiglich der Literatur auch auf Nr. 10 ver
wiesen werden. Hervorgehoben sei jedoch G. L01'ia, Mem. Acc. Torino (2) 36 

(1884), p. 205f.; The Quart. J. p. appl. math. 22 (1886), p. 44 f., der wie H. Gra{d
mann 260) die Kugelkoordinaten als die Ableitzahlen von K aus beliebigen fiinf 
Grundkugeln definiert (s. Nr. 10, Gl. (5». Fur orthogonale Grundkugeln stimmt 
diese Definition mit obiger iiberein (vgl. z. B. E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 4 
(1893), p. 40). 

46* 
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~ ql = 0 oder ~ !: = 0 

geniigen, bestimmen sie eine Nullkugel oder eine Ebene (Nr. 10, 
Gl. (14a), (15». Verschwindet die Koordinate q,) so ist K zur Grund
kugel Ki orthogonal (Nr. 10) 421). 

Die Grundkugeln lassen sich verschiedenartig speziell wahlen. 
Wahlt man die drei rechtwinkligen Koordinatenebenen als K l , Ka, Ku 
und die urn den Ursprung mit den Radien i und + 1 geschlagenen 
Kugeln als K4 und K5 ) so haben die pentaspharischen Koordinaten 
der Kugel 

a(x2 + yS + Z2) + 2bx + 2cy + 2dz + e = 0 
die Werie 428) : 

Samtliche Kugeln des Raumes bilden einen R4 , die Nullkugeln 
eine darin enthaltene Mg2 (Nr. 3). Die Koordinaten einer verander
lichen Kugel sollen in der Folge mit xJi = 1,2, .. , 5) bezeichnet 
werden429). Durch eine, zwei oder drei homogene Gleichungen zwi
schen den Xi werden drei-, zwei- oder eindimensionale Kugelmannig
faltigkeiten definiert, die man bzw. Komplexe, Kongruenzen oder 
Scharen430) von Kugeln nennt. Der durch die lineare Gleichung 

(1) 
5 

~qiX, = 0 
1 

definierte Komplex besteht nach Nr. 10 aus allen die Kugel (qi) 

427) AHe zu einer Kugel orthogonalen Kugeln sind ans vier von ihnen 
Ki (i = 1, 2, 3, 4) ableitbar. Die Ableitzahlen einer Kugel K dieses "Ge
biisches" sind Volumkoordinaten (Nr. 6, al) des Mittelpunktes von K in bezug 
auf das von den Mitten der Kugeln Ki gebildete Tetraeder; J. Casey, Phil. 
Trans. R. Soc. London 161 (1871), p. 585, Art. 3, p. 586, 2. FuBn. (1872); allgemein 
bei E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 3 (1892), p. 381, Nr. 13. 

428) G. Darboux, LeSIons 1, p. 213 f.; die Verallgemeinerung fiir den Rn 
bei C. Guichard, Ann. ec. norm. (3) 11 (1898), p. 196. 

429) Die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z ihres Mittelpunktes sind durch 
die ersten drei Gleichungen in Anm. 269 gegeben; ihr Halbmesser ist 

-V ~Xi2 
'1'= ~Xi; 

..:::.,; ri 

vgl. G. 'Darboux, Classe rem., p. 259, 306. 
430) Die eraten beiden Namen gebraucht Th. Reye, Geom. d. Kugeln, p. 77; 

Chelini ColI. math. Mailand 1881, p. 242; sie wurden in allgemeiner Bedeutung 
von S. Lie, Anm. 457, aUB der Liniengeometrie (vgl. Nr. 27) heriibergenommen. 
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(OrChogonalkugel) orthogonal schneidenden Kugeln, wird daher auch 
Orlhogonalkomplex oder Kugelgebiisch431) genannt. Auch die Ebenen 
des Raumes, deren Koordinaten Xi ja der Gleichung 

5 

(2) ~:::2-=O 
1 r i 

geniigen, bilden emen solchen Komplex; seine Orthogonalkugel ist 
die unendlichferne Nullkugel U (Nr. 10) 432). 

Die durch zwei oder drei lineare Gleichungen zwischen den Xi 

definierten Kongruenzen und Scharen werden auch Kugelbundel und 
Kugelbuschel genannt 433). Samtliche Kugeln eines reellen Biindels 
gehen durch zwei (getrennte oder vereinigte) reelle oder konjugiert 
imaginare Punkte, samtliche Kugeln eines I'eellen Buschels durch 
einen reellen ein- oder nullteiligen Kreis 434). 

Jede homogene algebraische Gleichung nten Grades in den Xi 

bestimmt einen Kugelkomplex nter Ordnung, weil von ihm in jedem 
Kugelbuschel Xi + ).Yi n Kugeln liegen. Die Gesamtheit aller Null
kugeln, deren Koordinaten nach Obi gem der Gleichung 

(3) 

geniigen, bilden einen besondern nicht singularen quadratischen Kom
plex 435). Je zwei orthogonale Kugeln (x;), (x;') sind beziiglich dieses 
Komplexes konjugiert 436). AllgemeineI' ist die bilineare Porm ~XiX/ 

431) Th. Reye, Geom. d. Kugeln, p. 5. - Do. die Orthogonalkugel eines 
reeHen Kugelgebtisches auch nullteilig sein kann, so ist es vorteilhaft, jede Kugel 
durch ein Gebusch zu definieren. Diese Auffassung verwertet fUr die Ebene 
E. Study, Math. Ann. 49 (1897), p. 501. - Ersetzt man die nuIlteilige Ortho
gonalkugel eines reellen Gebiisches durch eine konzentrische Kugel von gleich
groBem reeIlen Radius, so wird sie von den Kugeln des Komplexes in GroB
kreisen geschnitten. Umgekehrt bilden aIle eine reelle Kugel nach GroBkreisen 
schneidenden Kugeln ein Gebltsch. ]'itr die Ebene findet sich diese geometrisch 
wichtige Bemerkung bei H. GrafJmann, Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 399 = Ges. 
Abh. 1', p. 269; vgl. iibrigens auch Geom. Analyse, § 22 = Ges. Abh. 1 \ p. 393. 

432) G. Loria, Mem. Ace. Torino (2) 36 (1884), p. 224 f. 
433) Th. Reye, a. a. 0., p. 5, 19, 22. 
434) Letzterer liegt in reeHer Ebene, hat reeIle Mitte, jedoch rein imagi

naren Halbmesser; er kann auch in zwei konjugiert imaginare Gerade zerfallen. 
435) In allgemeinen (d. h. nicht orthogonalen) pentaspharischen Koordi

naten ist D., = 0 (Nr. 10) die Gleichung dieses Komplexes. V gl. G. Darboux, 
Classe rem., p. 274; G. Loria, a. a. 0., p.209. Allgemeiner bilden aIle Kugeln 
mit demselben Radius einen quadratischen Komplex, wie aus Anm. 429 folgi 
(vgl. Th. Reye, a. a. 0., p. 77). 

436) V gl. Nr. 10, Gl. (17). 
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mit dem N eigungswinkel fJ> der beiden Kugeln durch die Gleichung 

(4) 

verkniipft437). Die Nullkugeln eines Komplexes nter Ordnung (Kon
gruenz 2nter Ordnung) gehOren im allgemeinen einer FUiche 2nter 

Ordnung an, die im Sinne der projektiven Geometrie den absoluten 
Kegelschnitt zur n-fachen Kurve hat4S7a). Jeder Kreis schneidet die 
Flache in 2n Punkten. Eine Zyklide (Nr. 10) ist auf diese Weise 
einem Biischel quadratischer Kugelkomplexe zugeordnet, unter denen 
sich der Komplex der Nullkugeln befindet438). 

Zu den Kugelkoordinaten Xi dual (kontragredient, s. Nr. 21) sind 
hier die Koordinaten des Kugelgebiisches, d. h. die Koeffizienten seines 
Gleichungspolynoms (1) oder die Koordinaten seiner Orthogonal
kugeI439). Jede Kugel ist daher doppelt zu denken, einmal als Ele
ment, das andere Mal als Orthogonalkugel des durch sie bestimmten 
Gebiisches MO). Bezeichnen ui diese Gebiischkoordinaten, so stellt jede 
homogene Gleichung in den ui wieder einen Kugelkomplex dar, aber 
als Hiillgebilde von Kugelgebiischen betrachtet. ~U;2 = 0 ist die 
Gleichung des N ullkugelkomplexes. 

Das System der pentasphariscben Kugelkoordinaten ist gegeniiber 
der Gruppe der Inversionen des Raumes invariant (Nr. I)M1). Es 
bildet das natiirliche Koordinatensystem fiir die analytische Behand
lung der niederen Kugelgeometrie M2). 

437) Folgt aus Nr. 10, Gl. (8) und den Anm. 271, 421t; vgl. auch G. Loria, 
a. a. 0., p. 218. 

437&) G. Loria, a. a. 0., p. 251 FuBn. 
438) Th. Reye, Chelini Coli. math., Mailand 1881, p. 241- 258 Cinsbes. 

Nr. 19); J. f. Math. 99 (1886), p. 206. Diese Auffassung verwertet G. Loria, 
a.. a. 0., p. 251 if. 

439) Solche Koordinaten verwendet Th. Reye, Chelini CoH. math., Nr. 21 f. 
440) Mit E. Study, Geom. d. Dynamen, p. 237, wiirde man von Kugeln 

"erster und zweiter Schicht" sprechen. V gl. auch Nr. 28, Anm. 527. 
441) G. Darboux, Classe rem., p. 265; G. Loria, a. a. 0., p. 206. Die Trans

formationen dieser Gruppe werden analytisch durch jene linearen homogenen 
Substitutionen der Xi dargestellt, die :E X;2 nur um einen Faktor andern 
(G. Loria, a. a. 0., p. 209-211). 

442) F. Klein, Hohere Geom. 2, p. 38. V gl. Anm. 273 und III AB 4 b, Fano, 
Nr. 11. Do. die Bewegungen und Ahnlichkeitstransformationen sich aus Inversionen 
zusammensetzen lassen, braucht man diese "Hauptgruppe" nicht mehr besonders 
zu erwahnen. Sieht man die Xi als line are homogene Punktkoordinaten in einem 
R. (Nr. 3) an, so erkennt man, daB diese Kugelgeometrie identisch ist mit der 
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Analoge Koordinatensysteme lassen sich in allen Rn deflnieren 443), 
zumal auch in der Ebene (tetrazyklische Kreiskoordinaten44.4» und in 
der Geraden (Punktepaarkoordinaten) 445). Ferner kann man statt der 
gewohnlichen MaBbestimmung eine allgemeine Cayleysche zugrunde 
legen 446); die Kugeln des Rs z. B. sind dann die der absoluten Flache 
umschriebenen Flachen zweiter Ordnung. 

Analog wie in Nr. 4: und Nr. 20 wird man hier allgemeine homo
gene Kugelkoordinaten als die Werte definieren, welche fiinf gegebene 
homogene analytische Funktionen der pentaspharischen Koordinaten 
Xi fiir irgend eine Kugel annehmen. Die VerhiHtnisse von vier dieser 
Funktionen zur fiinften sind dann nichthomogene Kugelkoordinaten. 
Solche lassen sich auch analog, wie eingangs Nr. 11 fUr Punktkoor
dinaten erwahnt, definieren. Hierher gehoren die von G. Darboux44.7) 
eingefiihrten und verwendeten zyklidischen K~tgelkoordinaten; es sind 

projektiven Geometrie dieses B4 unter Auszeichnung einer nicht singularen Ms 2; 
F. Klein, Vergl. Betr., § 6; Math. Ann. 43 (1893). p. 78. 

Welchen Nutzen die mathematische Physik aus der Verwendung penta
.spharischer Koordinaten ziehen kaun, zeigt M. Bocher, Reihenentw.; einige Bei
spiele hierfiir hatte schon G. Darboux, Paris C. R. 83 (1876), p. 1037, 1099, ge
geben. Neben der Untersuchung der Zykliden bringen weitere geometrische 
Anwendungen: G. Da1'boux, Ann. ec. norm. (2) 1 (1872), p. 390-392. G. Loria, 
Anm.432, p. 212 if.; Atti Acc. Torino 20 (1885), p. 505-526; B. Lachlan, London 
Phil. Trans. 177 (1886), p. 481-625; Proc. London Math. Soc. 27 (1896), p. 71-85; 
E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 3 (1892), p. 395--402. 

443) S. Lie, N aehr. Ges. Witt. (1871), p. 191-209, 535-557; F. Klein, Math. 
Ann. 5 (1872), p. 257-277; A. del Be, Rend. Cire. mat. Palermo 2 (1888), p.124 
-127; G. Schlumberger, Uber n·dimensionale lineare u. quadrat. Kugelsysteme, 
DiBs. Zurich 1896. 

444) Vgl. auBe:r den in Anm. 278 und 425 angefuhrten Arbeiten etwa noch 
G. Loria, The Quart. J. p. appl. math. 22 (1886), p. 44-73; W. K. Clifford, 
Math. pap., p. 546-555; E. Study, Math. Ann. 49 (1897), p. 499 ff. 

445) Einige darauf bezugliche Bemerkungen linden sich in den naeh
gelassenen Schriften von W. K. Clifford, Math. pap., p. 555 f. ("Theory of Po
wers"). Ausfuhrlieher handelt davon E. Miiller, Monatsh. Math. Phys. 4 (1893), 
p. 6-14 und Anm. 279. "Orthogonale" Punktepaare sind harmoniseh; eine lineare 
Gleichung zwischen den Koordinaten eines Punktepaares stellt eine quadratisehe 
Involution dar. In der Geraden ist die Inversionsgruppe identisch mit der pro
jektiven (F. Klein, Ve:rgl. Betr., p.21 FuBn.). O. Hesses Ubertragungsprinzip 
(J. f. Math. 66 (1866), p. 15-21 = Ges. W., p. 531-538) besteht darin, die Ko
ordinaten eines Punktepaares als Dreieekskoordinaten eines Punktes der Ebene 
.zu betrachten. 

446) H. Andoyer, Leyons 1, Nr. 384f. (fUr die Ebene); Vorarbeiten hierzu 
bei J. Casey, Ann. mat. p. appl. (2) 2 (1868), p. 203-318; London Phil. Trans. 
161 (1871), p. 587-592. 

447) Bull. se. math. (astr.) 3 (1872), p. 122-128; Classe rem., Note XllI, XIV. 
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wo die ai Konstante bezeichnen 448). 

25. He:x:asphii.rische Kugelkoordinaten und ihre Analoga; Kom
ple:x:koordinaten. Durch die (orthogonalen) pentaspharischen Koordi
naten Xi einer Kugel (Nr. 24:) ist ihr H~lbmesser429) 

(1) r= ~ 
~Xi 

.:::;.; ri 

nur dem absoluten Wert, nicht auch dem V orzeichen nach bestimmt. 
Dieses hangt von dem Vorzeichen ab, das man der Wurzel im Zahler 
erteilt. Wir wollen uns vorstellen, daB (ahnlich wie bei der Ebene 
in Nr. 3) die positiven Normalen (also die Radien) einer reellen ein
teiligen Kugel von der Mitte aus gegen die Oberflache hin oder von 
der Oberflache gegen die Mitte hin gerichtet seien, je nachdem der 
Halbmesser positiv oder negativ angenommen wird449). Eine solcha 
mit bestimmter Radienrichtung versehene Kugel, deren Tangential
ebenen damit orientiert sind, soli eine orientierte Kugel 450) heiBen. 

448) Wird eine Schar von Kugelkomplexen ntor Ordnung von (X)! Kugel
gebiischen umhiillt, die auch den NuUkugelkomplex beriihren (deren Orthogonal
kugeln also Nullkugeln sind), so nennt man sie konfokal (Th. Reye, Chelini Coli. 
math., Nr. 3). Gl. (5) stellt eine Schar konfokaler Komplexe zweiter Ordnung 
dar, von den en durch jede Kugel des Raumes vier zueinander orthogonale Kom
plexe der Schar gehen (ebenda Nr. 15). Die Nullkugeln der Komplexe erfiill~n 

die in Nr. 16 erwahnten konfokalen Zykliden. 
449) G. Frobenius, J. f. Math. 79 (1875), p. 226, wahlt die Richtung gegen 

die Mitte ala die positive. - Denkt man sich das zugrunde liegende rechtwinklige 
.Achsenkreuz so verlegt, daB der Ursprung in einen Kugelpunkt und die positive 
z-.Achsein die positive Normalenrichtung der Kugel faUt, so gibt der positive 
Drehsinn der xy-Ebene den poaitiven Drehsinn in dem betreffenden Punkt der 
Kugelflache an. Die Orientierung einer Kugel ist daher gleichbedeutend mit 
der Festlegung des positiven Drehsinnes auf ihr oder, was damit gleichbedeutend 
ist, mit der Auszeichnung einer der beiden Scharen von Minimalerzeugenden; 
vgl. O. Stephanos, Paris C. R. 92 (1881), p. 1195. - Man kann auch nach A. Schoen
flies (vgl. V. Snyder, Uber d. linearen Komplexe der Lieschen Kugelgeom., DiBS. 

Gottingen 1895, p. 3) die orientierte Kugel durch den von ihr begrenzten Innen
oder AuBenraum definiert denken und sie demgemaB als Innen- oder AufJen
kugel bezeichnen. 

450) Die Orientierung von Kurven und Flachen wurde von 1880 an von 
E. Laguerre ausdriicklich eingefiihrt und verwendet (s. TIL A B 4 b, Fano, Nr. 14, 
insbes. Anm. 88). Orientierte Ebenen, Kugeln und Flachen nalmte er semi-plans, 
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Eine nichtorientierte Kugel muB jetzt als Uberdeckung zweier ent
gegengesetzt orientierter Kugeln vorgestellt werden. Der Winkel 
zweier orientierten Kugeln in einem reellen gemeinsamen Punkt ist 
bis auf Vielfache von 2,,; bestimmt und gleich dem Winkel der orien
tierten Radien durch diesen Punkt. Nur wenn dieser Winkel null 
(n i c h t wenn er ,,;) ist, soIl gesagt werden, die beiden orientierten 
Kugeln beriihren sich; die Radien der beiden Kugeln, mithin auch 
deren Tangentialebenen, haben dann im Beriihrungspunkt gleiche 
Orientierung451). Nach Nr. 24:, Gl. (4) ist die Bedingungsgleichung 
fur die Beriihrung der Kugeln (Xi)' (Xi') 

(2) 
1 1 

Zur Bestimmung einer orientierten Kugel ist die Einfiihrung 
einer neuen Koordinate notwendig, die geeignet ist, das Vorzeichen 

semi-spheres und semi-surfaces, orientierte Kreise und Gerade der Ebene cycles 
und directions. C. Stephanos, Math. Ann. 22 (1883), p. 337, 590, gebraucht den 
Ausdrnck sphere orientee. Von einer "semi-surfaces" (oder "courbe de direction") 
kann nach E. Laguerre nur gesprochen werden, wenn sichdie Richtungskosinus 
ihrer Normalen als rationale Funktionen der rechtwinkligen Koordinaten des 
zugehOrigen Flachenpunktes darstellen lassen, weil dann die beiden Seiten der 
Flitche analytisch trennbar sind. Nach C. Stephanos, Paris C. R. 92 (1881), p. 1195, 
lassen sich die Minimalkurven Bolcher Flaehen in zwei verschiedene Systeme 
trennen. Die Gleichung einer sol chen FJache in Phickerschen Ebenenkoordinaten 
(Nr.19) lautet (U 2+V2+W2) 1jJ2(U,V,W) - tp2(U,V,W)=0, unter IjJ und 1jJ ganze 
rationale Funktionen verstanden. V gl. E. Laguerre, Sur les anticaustiques par 
Itlfiexion de la parabole, Nouv. Ann. (3) 2 (1883), p. 28 = Oeuvres 2, p. 646 (fiir 
ebene Kurven)j G. Darboux, LeSlOns 1, Nr. 231 j vgl. hierzu sowie liber Anwen
dung der Orientierung bei ebenen algebraischen Kurven III C 4, Berzolari, Nr. 21, 
und H. Wieleitner, Spez. ebene Kurven, Leipzig 1908, p. 117. Die in Anm. 372 
erwahnte Darstellung einer Kugel in Pluckerschen Ebenenkoordinaten leitet sofort 
zu ihrer Orientierung und damit zu einer "niederen Geometrie orientierter Kugeln". 
Siehe E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 269-301, und die hieran 
ankniipfenden Arbeiten von P. F. S'mith, Ann. of math. (2) 1 (1900), p. 153-172 j 
Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1900), p. 371-390. Auf die Wichtigkeit des Orien
tierungsbegriffs in der Geometrie der Beriihrungstransformationen wies E. Study, 
Geitt. gel. Anz. (1897), p. 441 (vgl. auch Anm. 100) hin. H. Andoyer, LeSlOns 1, 
p. 398 und Nr. 384, behandelt die Orientierung bei Cay/eyscher MaBbestimmung. 

451) Gleichorientierte Kugeln konnen sich nur von innen, ungleichorientierte 
nur von aullen beriihren. E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 313, sagt 
von zwei orientierten Flachen, die in einem gemeinsamen Punkt dieselbe Tangential
ebene, aber entgegengesetzte Orientiernng besitzen, sie beruhren sich uneigentlich. 
H. Andoye1·, a. a. 0., p. 418, nennt solche Flachen quasi-tangentes. W. Blaschke, 
Monatsh. Math. Phys. 21 (1910), p. 12, spricht von gleich- oder gegensinniger Be
riihrung. 
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der Quadratwurzel in (1) zu kennzeichnen. Hierzu kann die sechste 
homogene Koordinate 45i) 

(3) X6 = yr-~(X-l"""S -+-x-2"""' -=+-x-'s s;-"+-'--x-4-=-s +-. -x-5=-') 

dieneD, wenn man festsetzt, da.6 das V orzeichen dieser Wurzel mit 
dem der Wurzel in (1) stets iibereinstimmen soll. Zwischen dies en 
sachs Koordinaten elller Kugel besteht dann die Gleichung 

(4) 
6 

q, -- 2X;4 = 0, 
1 

worin fur eine reelle Kugel Xs und eine der iibrigen Koordinatell 
imaginar sind (Nr. 24)453). Je sechs der G1. (4) geniigende Zahlen 
konnen immer als hexasphiirische Koordinaf;en4M) einer mientierten 
Kugel betrachtet werden. Eine homogene Gleichung zwischen diesen 
Koordinaten bestimmt zusammen mit q) = 0 einen Kugelkomplex. 
Die algebraischen Komplexe nter Ordnung in diesen Koordinaten 455) 

sind im allgemeinen algebraische Komplexe 2nter Ordnung in penta
spharischen Koordinaten (Nr. 24). 

Da der Schnittwinkel rp zweier Kugeln mit den hexaspharischen 

462) G. Darbo'UX, Leljlons 1, p. 227; F. Klein, HlIhere Geom. 1, p. 471; 
ebends. p. 208 f., 469 f., werden diese Koordinaten direkt, von der Gleichung der 
Kugel in rechtwinkligen Punktkoordinaten ausgehend, eingefiihrt. 

463) F. Klein, Hohere Geom. 1, p. 209. 
464) Dieser Name, den F. Klein, a. a. 0., p. 474, in dem Sinne gebraucht, 

da8 Xl' X,, ... 'X6 sich auch als homogene Koordinaten eines Punktes im R, 
in bezug auf sechs zueinander orthogonale Kugelraume auffassen lassen (vgl. 
Nr. 10), hat sich fiir obige Koordinaten eingebiirgert. VgI. E. Muller, Monatsh. 
Math. Phys. 9 (1898), p. 312; P. F. Smith 450); llAB4b, Fano, Nr. 13. 

Die von S. Lie, Math. Ann. 6 (1872), p. 170f., als Koordinaten einer orlen
tierten Kugel benutzten rechtwinkligen Koordinaten X, Y, Z ihrer Mitte und 
der Radius H hangen mit speziellen hexasphllrischen Koordinaten durch die 
Gleichungen 

zusammen. Die Potenz der Kugel im Ursprung ist - X4 +- ~X6. Xl = 0, x, = 0, 
x, SX5 

Xs = 0 stellen die drei rechtwinkligen Koordinatenebenen und x, = 0, X5 = 0 
zwei um den Ursprung mit den Hs.lbmessern 1 und i beschrieben gedachte Kugeln 
oder genauer die durch sie bestimmten Kugelgebiische dar. 

465) Sie werden zu diiferentialgeometrischen Untersuchungen benutzt von 
A. V. Backlund, Ett bidrag till Kub-komplexernas, Arsskr. Univ. Lund 9 (1873) 
(Jahrb. Fortschr. Math. 5, p. 417); V. Snyder, Bull. Amer. math. Soc. (2) 4 (1898), 
p. 144-164; Amer. J. math. 22 (1900), p. 117-100. 
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Koordinaten (Xi)' (X.') nach Nr. 24:, Gl. (4) aus der Gleichung 
5 

(5) xsxs' COS t:p = - :E XiX.' 
1 

folgt4M), so besteht der durch die Gleichung 
s 

(6) ~aixi= 0 
1 

definierte lineare Kugelkomplex nach S. Lie457) aua allen Kugeln, die 
mit der durch die Koordinaten aI' as, ... , a 51 Y-(aI 2+aj!9+ ... + a5l!) 
bestimmten orientierten Kugel (der lsogonalkugel458) des Komplexes) 
den durch 
(7) cos <p y - (a12 + ... + a5l!) = as 

bestimmten Winkel tp einschlie.Ben. Fur as = 0 stellt (6) ein Kugel
gebiisch (Nr. 24) dar, in dem die Orientierung der Kugeln bedeu-

456) Bezeichnet t die Tangentialentfernung der beiden Kugeln, so ist 

s 
~(Xi-X/)t 

t2 I __ .,,--_ 

= ~5 ~x/ 
~ r.~ ri 

1 1 

und die Beriihrungsbedingung benachbarter Kugeln 

6 

~dXi2= O. 
1 

V gl. G.· Darboux, Le90ns 1, p. 228-230. 
457) Math. Ann. 5 (1872), p. 173; vgl. auch Paris C. R. 71 (1870), p. 582; 

Nachr. Ges. Gott. (1871), p. 208. Die Orientierung wird jedoch von Lie nicht 
betont. E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 302, hat fur dieses Gebilde 
den Namen spharischer Kugelkomplex vorgeschlagen, weil es im Kugelraum die
selbe Rolle spielt wie die Kugel im Punktraum. H. Andoyer, Le90ns 1, p. 400, 
nennt das analoge aus Kreisen der Ebene bestehende Gebilde hype1'cercle (Muller, 
a. a. 0., p. 315, zyklisches Kreissystem). 

458) V. Snyder 449), p. 15, nennt sie Grundkugel. Sie ist der On der Null
kugeln des Komplexes. Dessen Ebenen umhiillen eine mit der Isogonalkugel 
konzentrische orientierle Kugel, von der alie Komplexkugeln mit endlichem 
Radius dieselbe Tangentialentfernung besitzen. E. Muller, a. a.O., p. 303, nennt 
sie deshalb die Mittelkugel des Komplexes. Sind.x;" Yo, Zo, Ho ihre Lieschen 
Koordinaten, so ist 

(x- x;y + (Y - Yo) 2 + (Z-Zo)t + (iH-iRo)! = konst. 

die Gleichung des Komplexes (S. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 173). 
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tungslos ist. Genugen die Koeffizienten von GI. (6) der Bedingung 
s 

(8) ~a/J = 0, 
1 

so besteht der Komplex aus alIen die orientierte Kugel (a.) beriihren
den Kugeln und soil Nullkomplex(59) heiBen. Die Gesamtheit aIler 
Kugeln von gegebenem Radius, insbesondere aIle Nullkugeln, bilden 
jetzt einen linearen Komplex. 

Die voneinander unabhangigen Koeffizienten ai' as, ... , as in 
Gl. (6) betrachten wir als homogene Koordinaten eines linearen Kugel
komplexes. Diese Komplexe bilden einen B6 (Nr. 3), die Nullkomplexe 
zufolge (8) eine darin enthaltene nichtsinguliire Ml Zwei lineare 
Komplexe (as)' (a/) hei6en normal zueinander, wenn sie bezfiglich dieser 
M4 S konjugiert sind, wenn also 

(9) 
6 

~aia/=O 
1 

ist460). Die Kugeln eines linearen Komplexes ~ bestimmen die zu ~ 
normalen Nullkomplexe. Zwei Nullkomplexe sind normal zueinander, 
wenn ihre Isogonalkugeln sich berfihren. 

Von den die Basis unseres Koordinatensystems bildenden sechs, 
paarweise normalen Komplexen Xl = 0, ... , Xs = 0 sind die ersten 
ffinf Kugelgebusche, der letzte ist der Nullkugelkomplex (vgl. (3»). 
Allgemeiner lassen sich irgend sechs, paarweise normale Komplexe 

(10) ~i-~aikxk = 0 
k=1, ... ,6 

zugrunde legen und als Koordinaten des Komplexes (Xi) die Werle 
von ~i annehmen. Wiihlt man, was immer moglich ist, die Aus
driicke ~i in solcher Form, daJ.I die Bedingungsgleichung ffir einen 
N ullkomplex die Form 

(11) 

erhiilt, so ersieht man, daB die Koordinaten eines Nullkomplexes iden-

469) E. Milller, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 803. 
460) Ebenda p. 306; P. F. Smith, Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1900), p. 376. 

Sind !p und !p' die Winkel, unter denen die Isogonalkugeln K und K' der 
beiden Komplexe von deren Kugeln geschnitten werden, so besteht im Fall der 

N ormalitat der Komplexe die Beziehung cos XX' = cos!p cos !p'. 
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tisch sind mit den hexaspharischen Koordinaten eines Punktes in 
einem R4 461). 

Jene linearen Transformationen des Komplexraumes, die die M,l 
der NUllkomplexe invariant lassen, bilden jene Gruppe VOll Beriihrungs
transformationen 462) , die orientierte Kugeln wieder in solche iiber
fiihren. Diese Gruppe definiert die Bogenannte hohere oder Liesche 
KugeZgeometrie 463) (III AB 4 b, Fano, Nr. 13). 

Die der Gleichung 

(12) 

genugenden ebenen KugelkompZexe464) (deren Isogonalkugeln Ebenen 
sind) bilden einen R4 , worin die N ullkomplexe (orientierten Ebenen) 
eine singulare Ms 2 (emen zweidimensionalen quadratischen Kegel) 
erfiillen46o). Jene linearen Transformationen dieses R4 , die die Ma2 

invariant lassen, fuhren orientierte Ebenen und Kugeln wieder in 
solche iiber und definieren eine niedere Geometrie orientierter Kugeln 
(Laguerres "Geometrie de direction", III AB 4 b, Fano, Nr. 14), die zur 
Inversionsgeometrie (N r. 10) dual ist 466). 

461) F. Klein, Rohere Geom. 1, p. 474. 
462) Zu beachten ist hierbei, da6 nur die eigentliche Beriihrung eine in

variante Eigenschaft ist, nicht die uneigentliche (A.nm. 451); vgl. E. Mt'iller, 
a. a. 0., p. 313. Die Transformationen obiger Gruppe setzen sich aus den In
versionen an lineaj'en K1!gelkornplexen zusarnmen; ebenda und P. ]i'. Smith, a. a.O., 
p. 376-381. Es sind dies nach S. Lie (Math. Ann. 5 (1872), p. 183) die allge
meinsten Beriihrungstransformationen, die die KruIilmungslinien einer FJache 
ungeandert lassen; vgl. hierzu G. Darboux, Systemes orth. 1, p. 61-63, und die 
1'. 64-68 folgende Anwendung der hexaspharischen Koordinaten. 

463) Letzteren Ausdruck gebraucht F. Klein, VergI. Betr., § 7, wendet aber 
Rohere Geom. 1, p. 469, ersteren an. 

464) E. Milller, a. a. 0., p. 279; P. F. Smith, a. a. 0., p. 374. 
6 

465) Legt man an die dnrch ~a" = 0 definierte M5 i aller Nullkomplexe 
1 

in dem (von allen Ebenen gebildeten) Nullkomplex ai = ~ (i = 1, 2, ... , 5), 

a, ~ "V=.i' '. ~ 0 d,n t"""",,,don R" '" hat "di, Gl::'hung 2"' ~ 0, 
~ri 1 ri 

ist also mit dem Raum der ebenen Komplexe identisch. 
466) Die SteHung dieser Geometrie in der Lieschen Kugelgeometrie kenn-

2eichnet C. Stephanos, Paris C. R. 92 (1881), p. 1197. Vgl. ferner G. Darboux, 
Le90ns 1 (1887), p. 253 f.; Lie-Scheffers, Geom. d. Beriihrungstransf. 1, Leipzig 
1896, p. 443 FuEn. E. M'iiller, a. a. 0., §§ 5, 6, verfolgt diese Dualitat ins Einzelnej 
vgI. auch P. F. Smith, Ann. math. (2) 1 (1900), p.153-172; P. Epstein, Die 
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Wie aile Betrachtungen der Kugelgeometrie lassen sich auch die 
dieser N ummer auf den Rn ausdehnen 467). 

In der Geraden insbesondere werden vier Zahlen Xl"'" xH 

zwischen denen die Gleichung 

(13) 

besteht, als homogene Koordinaten eines orientierten Punktepaares468) 

auftreten. Die Orientierung liiBt sich geometrisch als Festsetzung einer 
Reihenfolge fiir die Punkte eines Paares deuten. Dem linearen Kugel
komplex entspricht die Projektivitat, den Komplexkoordinaten ent
sprechen die vier homogenen Koordinaten einer Projektivitiit469). Eine 
lineare Transformation in den x" die Gl. (13) invariant laBt470), fiihrt 
die Puuktepaare einer Projektivitat in die Punktepaare einer anderen 
fiber, insbesondere degenerierte Projektivitaten wieder in solche. 

26. Koordinaten von algebraischen Flachen, Kurven in der 
Ebene und Punktgruppen in der Geraden. Die aus den linearen 
homogenen Punktkoordinaten Xli xl!, xs, X4 (Nr. 5) gebildeten Potenz
produkte nten Grades noch mit den entsprechenden Polynomialkoeffi-

dualistische Erganzung des Potenzbegriffs in der Geometrie des Kreises, Zeitschr. 
math. naturw. Unterr. 37 (1906), p. 499-520. 

467) Vgl. S. Lie und F. Klein Wl). Mittels der analogen pentazyklischen 
Koordinaten behandelt die Kreisgeometrie in der Ebene V. Snyder, Bull. Amer. 
math. Soc. (2) 6 (1900), p. 319-322. V gl. den Hinweis auf diese Koordinaten 
bei F. Klein, Math. Ann. 43 (1893), p. 83 FuBn. 

468) E. Miiller, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 127. 
469) Ebenda; sieM man diese Koordinaten als Tetraederkoordinaten eines 

Punktes an. so erhalt man die von C. Stephanos, Math. Ann. 22 (1883), p. 299 
-367, behandelte Abbildung der Projektivitaten auf die Punkte des Raumes. 
Die Deutung dieser Zahlen als tetrazyklische Kreiskoordinaten liefert die von 
E. Muller, a. a. 0., p. 128, erwahnte Abbildung der Projektivitaten auf die nicht
orientierten Kreise der Ebene. Vgl. auch E. Meyer, Jahresber. d. deutsch. Math.
Ver. 16 (1907), p. 138-142. 

Die Auffassung der Gesamtheit der Projektivitaten in einer Geraden (einem 
R l ) als Rs liegt auch den Arbeiten von C. Segre, J. f. Math. 100 (1887), p. 317 
-330; O. F. Aschieri, Rend. 1st. Lomb. (2) 22 (1889), p. 414-428, 484-496, 558 
-565,624-646; F. Amodeo, Lezioni di Geometria proiettiva, Napoli 1905, Cap. II 
(Angabe weiterer Arbeiten p. 453 f.) und H. GrafJmann d. Jiing., Projektive Geometrie 
der Ebene unter Benutzung der Punktrechnung, 1, Leipzig 1909, p. 288ff., zugrunde. 

470) Bezeichnet lJ3 eine Projektivitat und ordnet man irgend einem orien
tierten Punktepaar pq der Geraden ein anderes p'q' derart zu, daB pq' und p'q 
Punktepaare von lJ3 sind, so entspricht diese Punktepaartransformation der In
Tersion an einem Kugelkomplex. Aus solchen Inversionen an Projektivitiiten 
setzt sich die obige allgemeine lineare Transformation zusammen. 
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zienten multipliziert, also die Ausdrucke 

(1) 

sollen in einer gewissen Reihenfolge mit X;(i = 1,2, ... , N; vgl. 
Nr. 18), die nach Weglassung der Koeffizienten und nach Ersetzung 
der Xi durch die zugehorigen Ebenenkoordinaten ui (Nr. 21) damus 
hervorgehellden Ausdrucke mit Ui bezeichnet werden. Dann lassen 
sich die Gleichungspolynome F, IP von FHichen nter Ordnung bzw. 
nier Klasse m den Formen 

F= f1X1 + f2X2 + ... + fNXN 
(P = fJJl U1 + rp2 U2 + ... + rpNUN 

(2) 

schreiben. Die Zahlen f" und rpk sind nach Nr. 18 homogene Koor
dinaien der Fliiche F bzw. IP. Homogene Gleichungen zwischen den 
fk oder rpk definieren Systeme algebraischer Flachen nter Ordnung oder 
nter Klasse471). 

Fiir die Anwendung dieser Koordinaten ist der von Th. Reye472) 

eingefiihrte allgemeine Begriff der Apolaritiit von Wichtigkeit. Der 
Wert der bilinearen Form 

(3) 

heiBt das nte Moment 47S) der Flache F in bezug auf (P oder um
gekehrl; verschwindet dieses Moment, so sind die beiden Flachen 
zueinander apolar. Betrachtet man die fk und rpk als homo gene 
line are Koordinaten eines Punktes bzw. eines RN _ 2 in einem RN _ 1 

(Nr. 3), so ist die Apolaritatsbedingung identisch mit der Bedingung 
fur das Ineinanderliegen von Punkt und R N _ 2 474). Zu N -1 linear 

471) Beziiglich des eraten Auftretens allgemeiner FHichenkoordinaten vgl. 
Anm. 363, 366, bezuglich der Systeme von FIachen zweiten Grades III C 2, Staude,· 
Nr.146-14:8; allgemeinere Systeme behandelt Th. Reye, J. f. Math. 82 (1877), 
p. 1-21, 173-206. 

472) J. f. Math. 72 (1870), p. 293-326; 78 (1874), p.97-113; 79 (1875), 
p. 159-175; H. GraIJmann, J. f. Math. 84 (1877), p.273-283 = Ges. W. 2\ 
p. 283-294. J. Rosanes, Mat~. Ann. 6 (1873), p. 265, nennt apolare Kegelschnitte 
konjugiert; vgl. auch J. f. Math. 76 (1873), p. 312-330. Weitere Literatnr uber 
Apolarit1it I B 2, Meyer, Nr. 24. 

473) J. f. Math. 72 (1870), p. 293-326; uber Tragheitsmomente, Zeitschr. 
Math. Phys. 10 (1865), p. 433-455. Das Symbol [Fw] besitzt Produktcharakter 
(Nr. 10). 

474) Fur die Kurven zweiter Grdnung in der Ebene vgl. E. Study, Math. 
Ann. 27 (1886), p.58-101 (auch Habilitationsschrift 1885); 40 (1892), p. 551-558, 
wo sich auch weitere Literatur uber deren Auffassung ala RD findet; W. Wirtinger, 
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unabhangigen :Flachen nter Ordnung F; (nter Klasae Wi)· gibt es eine 
einzige zu allen apolare Flache ntBr Klasse (nter Ordnung); ihre Ko
ordinaten sind proportional den Determinanten der Matrix 

(4) II II (i=1,2, ... ,N-l). 
Iftkl k=1,2, ... ,N 

Xi ist apolar zu allen Uk' fur welche k =+= i iat. 
Benutzt man statt der Produkte Xi allgemeiner N voneinander 

linear unabhangige :Formen nter Ordnung Fl1 F2 , • •• , FN und statt der 
Ui die zu je N - 1 der Formen Fi apolaren Formen nter Klasse W/75), 

so wird 

(5) 

sein (Nr. 18). Die Ableitzahlen mi und fLo sind die homogenen Ko
ordinaten der Flliche F = 0 bzw. t1J = 0 in bezug auf die Funda
mentalfl.achen F; und Wi; sie gehen aus den fk und rpk durch kontra
grediente lineare Transformationen hervor. Wegen 

N 

(6) [Fw] = Iftkl~m;fLi 
1 

sind die Koordinaten mtCfLi) einer Flache nter Ordnung (Klasse) pro
portional ihren Momenten [F Wi] ([ W F;]) in bezug auf die Funda
mentalfl.achen ntBr Klasse (Ordnung). Aus (Nr. 21, Gl. (7)) 

folgt 

(7) 

4 

[ux] =.L;Uix; 
1 

N 

[ux]n= ~ll;Xi476). 

Math. Ann. 40 (1892), p. 273ff. (samt Anwendungen zum Studium der ebenen 0.); 
E. Bertini, Introd. aila geometria proiettiva degli iperspazi etc., Pisa 1907, 
p. 327-352. 

475) Genauer: Wi ~rpik Uk (k= 1,2, .•. , N), wo die CPik die zu den tik 

gehOrigen Unterdeterminanten in I fik I bezeichnen. 
476) Allgemeiner ist 

N 

~FiWi = I fik I [uxt· 
1 

Die Wi (bzw. F i ) sind also die homogenen Koordinaten der n-fachen Ebene (u;) 
(des n-fachen Punktes (Xi) in bezug auf die Fundamentalfiachen Fi (blOW. Wi)' 
Die n-fachen Ebenen bilden in dem RN _ 1 der Flachen nter Ordnnng eine ratio-

nale M;'. Wegen geometrischer Anwendungen dieser Betrachtungsweise vgl. 
IIIAB4b, Fano, Nr.29. 
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Die Gleichung (2) einer Flache nter Ordnung aagt daher aua, daB sie 
(wegen [~Xi] = 1) zu ihren alB Flachen nter Klasse betrachteten 
Punkten apolar ist477). 

Analoges gilt fiir jeden linearen Raum. 1m binaren Gebiet, wo 
N = n + 1 ist, fiihl't man ebenfalls die zu xlJ X2 dualen Koordinaten 
U1, 'U2 ein (Nr. 21). r lineare Gleichungen zwischen den fk oder fJJk 

.o.efinieren eine Involution nten Grades, (n - r)ter Stufe478). Die zu 
·einer Form F (vom nten Grade in Xu x2 ) apolaren n-fachen Punkte 
(ulJ u2) decken sich mit den durch Ii' = 0 dargestellten Punkten479). 

477) Th. Reye, J. f. Math. 78 (1874), p. 105. Zwischen den nten Potenzen Ill' 
von N Punkten IIi = 0 einer Flli.che nter Or4nung besteht immer eine Gleichung 

N 

~ai~n= O. 
1 

Auf li.hnlichen Beziehungen berehen die so ergebnisreichen Untersuchungen von 
P. Serret, Geometrie de direction, Pads 1859; vgl. aueh Paris C. R. 86 (1878), 
p. 39-42. iP ist aus N voneinander unabhangigen GrBBen II/, ableitbar, etwa 

N 

iP=~!l-Jlt. 
1 

Denkt man sieh insbesondere II. in der Form 

a.u + biv + ci '/.(} + 1 
~ = yut + Vi + '/.(}I 

gegeben, wo u, v, '/.(} PZuckersche Ebenenkoordinaten (Nr. 19) bezeichnen, so ist 
II/, die nte Potenz des Abstandes des Punktes II. = 0 von der Ebene (u, v, w). 
Betrachtet man tJ-. als Masse des Punktes IIi = 0, so ist iP gleich dem nten 

Momente eines Massensystems in bezug auf die Ebene (u, v, w). q, = 0 stellt 
also den Ort der Ebenen dar, bezuglich derer das nte Moment des gegebenen 
Masaensystems verschwindet (nte NuZZfliiche nach Reye oder, fur n = 2, das ima
g'inii1'e B$'Zd des Massensystems nach Hesse). V gl. Th. Beye 478); O. Hesse, V orles. 
Raum, 2. Auf!.. (1869), 3. Auf!.. (1876), 25. Vorl.; inabes. IV 4, Jwng, Nr. 11, 26. 

478) Solche Involutionen wurden in zahlreichen Abhandlungen, wenn auch 
nicht auf rechnerischem Wege, von Em. Weyr untersucht, z. B. "Beitrage zur. 
Kurvenlehre", Wien 1880, p.36-44; vgl. auch E. de Jonquieres, Ann. mat. p. 
appl. 2 (1869), p. 86 if. 

479) J. Rosanes, J. f. Math. 76 (1873), p. 312-330. - Betrachtet ma.n die lk 
ala homogene lineare Koordinaten eines Punktes im Bn , so entsprechen den 
n-fachen Punkten (u i ) die Punkte einer rationalen Ml ", der Normkurve (Nr.11) 
des Bn (vgl. Anm. 476), den n-fachen Punkten (Xi) die Schmieg-Rn _ 1 dieser 
Kurve. Die lk sind die Koordinaten des Punktes bezuglich der Ml" (Nr. 11). 
Verwertungen dieser Abbildung fUr die Theorie der binli.ren Formen finden sich 
bei F. Meyer, Apolaritat (mit zahlreicher Literatur); L. BersoZari, Rend. Cire. 
mat. Palermo 5 (1891), p. 9-50; Ann. mat. p. appl. (2) 21 (1893), p. 1-24 (hier 
weitere Literatur); S. Lie und G. Scheffers, Vorl. ub. kontinuierliche Gruppen 
mit geom. u. anderen Anwendungen, Leipzig 1893, Kap. 23 j F. Klein, Katalog 

EncyJdop. d. math. WissenBch. ill 1. 47 
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III. Koordinaten von Linien im Raum (allgemein: von M m 
r 

im R n , r<n-l). 
27. Pliickersche Linienkoordinaten. Obgleich Systeme VOlt 

00 2 Geraden schon von L. Euler und G. Monge, Systeme von 008 Ge
raden von E. L. Malus, J. Ph. M. Binet, G. Giorgini, A. F. Mobius~ 
W R. Hamilton, E. Kummer, A. Transon u. a. 480) untersucht worden 
sind, so faBte doch erst J. PlUcker den Gedanken, nicht nur in den 
von Monge eingefiihrten Gleichungen einer Geraden (Nr. 3, Anm. 86} 

x = rz + (! 
y = sz + (j (1) 

die Koeffizienten als Koordinaten der Geraden aufzufassen 481), sondern 
auch die durch Gleichungen zwischen diesen Koordinaten definierten 
Liniengebilde zu untersuchen482). H. Gra/3mann 48S) hat den Begriff 
der Linienkoordinaten, ja der Koordinaten ailer III einem linearen 

math. Modelle nsw., herausg. v. W. Dyck, Munchen 1894, p. 4; E. Waelsch,. 
Monatsh. Math. Phys. 6 (1895), p. 161-284, 375-389; L. Brusotti, Ann. mat_ 
p. appl. (3) 9 (1904), p. 311-352. 

480) Vgl. wegen naherer Angaben: A. Clebsch, Zum Gedachtnis an Julius 
Plucker, Abh. Ges. Gott. 16 (1872), p. 26-31 = Ges. Abh. 1, p. XXX-XXXIV ~ 
G. Koenigs, Ann. ec. norm. (2) 11 (1882), p. 219-223; S. Lie und G. Scheffers, 
Geom. d. Beruhrungstransf. 1, Leipzig 1896, p. 268-275; K. Zindler, Jahresber. 
d. deutsch. Math.-Ver. 15 (1906), p. 185 if.; L. Berwald, Krummungseigenschaften 
der Brennflachen usw., Diss. Munchen 1909, p. 49ff. Da.6 Monge schon vor Malus 
die allgemeinen Linienkongruenzen untersucht hat, weist C. Segre, Bibl. math. 
(3) 8 (1908), p.321-324, nacho - Vgl. auch III C 10, Liniengeometrie, Timerding. 

481) Monge (z. B. in Application de l'analyse, Anm. 86) Bowohl als andere 
Mathematiker vor Plucker (z. B. J. Bouquet, J. math. p. appl. (1) 11 (1846), 
p. 125-128) definieren hliufig Regelflachen, indem sie diese Koeffizienten als 
Funktionen eines Parameters wahlen. 

482) J. Plucker, Syst. Geom. d. R. (1846), p. 322. Er weist darauf hin, da.6 
die gerade Linie hierdurch zur geometrischen Interpretation von analytischen 
Beziehungen zwischen vier Variabeln dienen konne; eine Gleichung zwischen 
ihnen bestimme "noch keinen geometrischen Ort fur die gerade Linie, sondem. 
nur ein Gesetz, nach welchem der unendliche Raum aus geraden Linien besteht". 
Auch eine ausfuhrliche Bearbeitung dieses Gegenstandes wird schon in Aus
sicht gestellt. 

483) Ausdehnungsl. v. 1844, p. 167, 170 = Ges. W. 1\ p. 192, 195. Die 
Fu.6note an letzterer Stelle solI sich jedenfalls auf J. f. Math. 25 (1843), p. 62 
-66, beziehen, wo GrafJmann die eine feste Gerade schneidenden Tangenten 
einer Flache oder Sekanten einer Raumkurve (nicht aber eines allgemeinen 
Strahlkomplexes) betrachtet und als Koordinaten dieser Strahlen vier Zahlen 
benutzt, zwischen denen eine quadratische Beziehung besteht. V gl. auch die 
Anmerkungen zu dieser Abhandlung in Ges. W. 21, p. 367-370. 
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Raum enthaltenen linearen Mannigfaltigkeiten, in seiner Weise voll
kommen klar hingestellt und auch Anwendungen auf die Statik ge
macht, sich jedoch nicht mit der Untersuchung der durch Gleichungen 
zwischen dies en Koordinaten dargestellten Gebilde bescbaftigt. Auch 
A. Cayley484) benutzte 1860 und 1862 gelegentlich homogene Linien
koordinaten, ohne auf ihte Bedeutung als solche besonderes Gewicht 
zu legen. 

J. Pliicker hat seine Ideen fiber Liniengeometrie ziemlich aus
fUhrlich im Jahre 1865 485) mitgeteilt und sie in dem Werke "Neue 
Geometrie des Raumes" 1868-69 zusammenfassend systematisch dar~ 

gestellt. Den Koeffizienten r, s, Q, (j der Gl. (1) als Strahlenkoordi
naten, die die Gerade als Trager einer Punktreihe bestimmen, stellt 
er die Koeffizienten p, q, 11:, U in den Gleichungen 

U= pw + :n; 
(2) 

v = qw +" 
der Geraden III Ebenenkoordinaten u, v, w (Nr. 19) als Achsenkoordi
naten486) gegenfiber, die die Gerade als Trager eines Ebenenbfischels 
bestimmen. 

Eine Gleichung zwischen den Strahlen- oder Achsenkoordinaten 
scheidet aus den 004 Geraden des Raumes 00 3 aus, die einen Kom
plex bilden. Zwei voneinander unabhangige Gleichungen definieren 
eine Kongruenz, drei solche Gleichungen eine Regel-, Strahlen- oder 
Linientliiche487) (genauer eine Geradenschar) 488) und vier Gleichungen 

484) The Quart. J. p. appl. math. 3 (1860, geschr. 1859), p. 225-236; 5 
(1862), p. 81 = Math. pap. 4, p. 446, 490. Diese "new coordinates" werden zur 
Darstellung einer Raumkurve mittels des aUB einem beliebigen Punkt durch sie 
gelegten Kegels benutzt. Als Linienkoordinaten behandelt er sie erst in dem 
Aufsatz: On the six coordinates of a line, Cambridge Phil. Trans. 11, part 2 
(1869), p. 290-323 = Math. pap. 7, p. 66-98. 

485) Proc. R. Soc. London 14 (1865), p. 53-58; London Phil. Trans. 155 
(1865), p.725-791 (franz. U'bers. J. math. p. appl. (2) 11 (1866), p.337-404); 
156 (1866), p.361-380. Vgl. ferner die kurze Note in Les Mondes 13 (1867), p. 79 
-84, und Theorie generale des surfaces reglees, leur classification et leur con
struction, Ann. mat. p. appl. (2) 1 (1867), p. 160-169. Samtliche Aufsatze auch 
in den Ges. Abh. 1, p. 462-585. 

Die Grundziige der Pluckers chen Liniengeometrie behandelt Dronke, Zeitschr. 
Math. Phys. 11 (1866), p.4.6-52; 12 (1867), p. 481-494; G. Janni, G. mat. 8 
(1870), p. 302-326. 

486) Sie finden sich schon Syst. GeOID. d. R., p.322. Die Gl. (2) stellen 
die Spurpunkte der Geraden in der xz - und y z -Ebene dar. 

487) Diese Benennungen linden sich bei J. PUicker, Proc. R. Soc. London 
14 (1865), p. 53-58, und Neue Geom. d. R., p' 18-21; statt Kongruenz ge-

47* 
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eine Gruppe von Strahlen. Die erst en drei Gebilde lassen sich auch 
dadurch definieren, daB man die Koordinaten der Geraden als Funk
tionen von drei, zwei oder einem Parameter wahlt489). 

Die Linienkoordinaten r, s, (I, eJ oder p, q, n, x leiden an dem 
Ubelstande, daB sie sich bei einer Raumkollineation nicht linear 
andern,der Gleichungsgrad eines algebraischen Strahlkomplexes z. B. 
schon beim Ubergang zu einem neuen rechtwinkligen Koordinaten
system ein anderer wird490). J. Plucker fiihrte deshalb (1865) eine 
fiinfte, iiberzahlige Koordinate 

(3) 'YJ = reJ - sQ bzw. /l} = px - qn 
ein 49l); der Grad einer algebraischen Gleichung in diesen fiinf Strahl
oder Achsenkoordinaten andert sich nun bei projektiven Transforma
tionen des Raumes nicht 492). 

Die Koordinaten r, s, Q, <1, 'YJ einer dnrch die Punkte P' (x', y', z') 
und P"(x", y", 21") gehenden Geraden driicken sich durch die sechs 
Zahlen 

P12 = x' y" - y' x", P2S = y' 21" - Z' y", PSl = Z' x" - x' z", 

PS4 = 21' - 21", Pa = x' - x", P24 = y' - y" 
(4) 

brauchte man vorher den Ausdruck Strahlensystem (vgl. E. E. Kummel·, J. f. 
Math. 57 (1860), p. 189). 

488) G. Koenigs, Geom. reglee, p. 14, gebraucht den Ausdruck "serie reglee", 
da die Tangenten einer ebenen Kurve keine RegelHache und die beiden Er
zeugendenscharen einer RegelHache zweiter Ordnung dieselbe Regelfiache bilden. 

489) Die Parameterdarstellung einer Strahlkongruenz verwendet z. B. 
E. E. Kummer, a. a. 0., p. 190 f., indem er seine sechs Bestimmungsstiicke einer 
Geraden (die rechtwinkligen Koordinaten eines ihrer Punkte und ihre Richtungs
kosinus) als Funktionen zweier Veranderlichen u, v annimmt; die Parameter
darstellung einer Regelfiache benutzt J. Luroth, J. f. Math. 67 (1867), p. 133 f. 
Aus jeder Parameterdarstellung eines Komplexes entspringt eine Abbildung seiner 
Strahlen auf die Punkte oder Ebenen des Raumes (21[. N6tl~er, Nachr. Ges. Gott. 
1869, p. 305; P. del Pezzo, Rend. eirc. mat. Palermo 1 (1884-87), p. 157-164). 
Solche Darstellungen :linden besonders in der Infinitesimalgeometrie Verwendung; 
vgl. G. Koenigs, Geom. reglee, chap. IV. Bei K. Zindler, Liniengeom. 1 u.2, bildet 
die Parameterdarstellung der liniengeometrischen Grundgebilde ein Hauptunter
suchungsmittel (vgl. 1, § 60 u. insbes. 2). 

490) Dies zeigt sich schon, wenn man x = y', y = z', z = x' setzt; vgl. 
etwa Lie-Scheffers, Geom. d. Beriihrungstransf. 1, Leipzig 1896, p. 276. 

491) Ges. Abh., p.478f.; 1) tritt in der Gleichung des Normalrisses der 
Geraden auf die xy-Ebene, ro in der Gleichung des Spurpunktes der Geraden 
in dieser Ebene auf. A. Schoenflies, Plitckers Ges. Abh. 1, p. 620, sieht in dieser 
Einfiihrung die Hauptleistung, die PlUcker uber den Standpunkt von 1846 
hinausfUhrte. 

492) J. Plucker, Ges. Abh. 1, p. 489 f., fUr die Bewegungen; F. Klein, 
Diss. Bonn 1868 = Math. Ann. 23 (1884), p. 546f., allgemein. 
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Wle folgt aus: 

(5) 

Man kann daher die Pik (Pik = -Pki) als rechtwinklige homogene 
Strahlkoordinaten betrachten, zwischen denen die Gleichung 

(6) P12PS4 + P23P14 + PS1P24, = 0 

besteht. Analoges gilt fur die Achsenkoordinaten. Durch Einfiih
rung homogener rechtwinkliger Koordinaten (Nr. 3) gestalten sich 
die Ausdrucke Pik symmetrischer 49S). 

Wiihlt man fur P' und P" den Punkt (x, y, z) und einen be
nachbarten, so ist 

(7) 

(Z), 

P12 = xdy - ydx, P23 = ydz - zdy, PSl = zdx - xdz, 

PS4= - dz P dx P24 = - dy 494). 14=- , 

Bezeichnen Yi und Zi Tetraederkoordinaten zweier Punkte (y) und 
so hat schon H. Graf3mann 495) 1844 als Koordinaten der Ver-

493) J. PUicker, London Phil. Trans. 155 (1865), p. 725-791, Add. Note Nr.2 = 

Ges. Abh. 1, p. 526 f., wo aber fiir diese "sechs Koordinaten eiDer Geraden" keine 
eigenen Zeichen (vgl. Anm. 495) eingefiihrt werden. Plucker gibt jedoch a. a. 0., 
Nr. 4 eine geometrische Deutung dieser Koordinaten. Bezeichnen namlich a-, p, 'Y 
die Achsenneigungen der Geraden P' P", }., /L, 11 die der positiven N ormalen
richtung von [OP'P"] und d den Normalabstand der Geraden von 0, so be
stehen die Proportionen 

Pa: P24 : Pa4 : P2a : PSl : Pu = cos a- : cos fJ : cos 'Y : d cos}. : d cos /L : d cos 11. 

V gl. auch Neue Geom. d. R., p. 2 f.; O. A. v. Drach, Math. Ann. 2 (1869), p. 128f.; 
A. Thaer, Zeitschr. Math. Phys. 28 (1883), p. 315-318; K. Zindler, Liniengeom. 
1, § 33. Fur P' p" = 1 nennt letzterer die Pi k die Normalzeiger der Geraden. 
Diese Koordinaten erwahnt auch E. E. Kummer, Math. Abh. Ak. Berlin, aus d. 
J. 1866 (1867), p. 5, ohne sie weiter zu verwerlen, und A. Cayley, Math. pap. 7, 
p. 89. Nach R. W. H. T. Hudson, The Messenger Math. 31 (1901-02), p. 151-157, 
lassen sie die kinematische Deutung zu, einen auf der Einheitskugel sich be
wegenden Punkt und seine Geschwindigkeit nach GroBe und Richtung zu be
stimmen. Vgl. auch C. M. Jessop, Line complex, p.347. 1m allgemeinen Fall 
(P' p" =l= 1) deutet Plucker, a. a. 0., Nr. 7 und 25, Pu, P24' Pa4 als die zu den 
Koordinatenachsen parallelen Komponenten einer Kraft, deren Drehmomente in 
bezug auf jene Achsen P2S' PSl , Pu sind. Sechs der Gl. (6) geniigende Zahlen 
konnen als Koordinaten einer an einem starren Korper angreifenden Kraft be
trachtet werden; s. jedoch Anm. 506. Vgl. auch die Einfiihrung obiger Koordi
naten bei G. Darboux, Le90ns 1, p. 194f. 

494) Diese von J. PUicker 493), Add. Note, Nr.6 = Ges. Abh. 1, p. 528, samt 
den analogen Achsenkoordinaten erwahnten Formen hat S. Lie bei seinen Unter
suchungen iiber Mongesche Differentialgleichungen verwertet. V gl. Lie-Scheffers, 
Geom. d. Beriihrungstransf. 1, Leipzig 1896, p. 284. 

495) V gl. Anm. 483; die Koordinaten ("Zeiger") der Geraden sind bei ihm 
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bindungsgeraden die aus der Matrix 

(8) il '#1 Y2 Ys Y41'1 
II Zl Z2 Zs Z4 I 

entnehmbaren sechs Determinanten 

(9) - I Yi Yk i _ 
Pik -I I - - Pki 

Z. Zk 

definiert496). Sie andern sich proportional, wenn man (y) und (z) durch 
zwei andere Punkte der Geraden ersetzt, und sind Koordinaten der 
vier Verbindungsebenen der Geraden mit den Ecken des Koordinaten· 
tetraeders497). Die Beziehung 

(10) P =P12PS4 + P2SP14 + PS1P24 = 0 498), 

die Zahlen, mittels welcher das ituBere Produkt zweier Punkte (oder Ebenen) 
aus den sechs auBeren Produkten zweiter Stufe der urspriinglichen Einheiten 
abgeleitet wird. Sie sind also urspriinglich Koordinaten eines Stabes (Nr. 2) 
im Raum und damit homogene Koordinaten einer Geraden. Solche tetraedrische 
Strahlkoordinaten benutzten auch G. Battaglini, Rend. Ace. sc. fis. mat. Napoli 3 
(1866) = G. mat. 6 (1868), p. 24-36, 239-258; J. Liiroth, J. f. Math. 67 (1867), 
p.130; P. Gordan, Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), p. 59; F. Klein, Ub. d. Transf. 
d. allg. Gleichung uew., Diss. Bonn 1868 = Math. Ann. 23 (1884), p. 539-578. 
A. Cayley 506). Die Bezeichnung der Koordinaten mit Pik findet sich bei Gordan, 
withrend Luroth und Klein Pu = Pt, Pts = P! , Pu = Ps, Pa4 = P4' P4! = P6' 
PIS = Ps setzen. In letzterer, oft bequemeren Bezeichnung lautet Gl. (10) 

~PkPk+S = 0 (k = 1, 2, 3). 

496) 1m Sinne Graftmanns sind die Pik Rt-Koordinaten in einem beliebigen 
Ra (Nr. 3). Bezeichnen z. B. Yi und z. tetrazyklische Koordinaten zweier Kreise 
der Ebene (Nr. 24), so sind die Pik die homogenen Koordinaten des durch sie 
bestimmten Biiechels oder ihres Schnittpunktepaares. Der Zusammenhang der 
PlUckersehen Liniengeometrie und der mit Hilfe dieser Koordinaten entwickel
baren Geometrie der Punktepaare in der Ebene liiBt sich herstellen, indem man 
die Schnittpunktepaare einer festen Kugel mit den Geraden des Raumes stereo
graphisch projiziert. V gl. R. Mehmke, Zeitschr. Math. Phys. 24. (1879), p. 266 
-268; E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 7 (1896), p. 79. 

497) ·W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Ziirich 15 (1870), p. 181; Darst. 
Geom., Leipzig 1871, p. 547f. Das Verhaltnis zweier Pik mit einem gemeinsamen 
Index liU~t sieh daher als DoppelverhiUtnis deuten. 

498) P wird aueh oft in der Form gesehrieben, daB die iibrigen Glieder 
a.us dem ersten hervorgehen, indem man den Index 1 festhalt und die iibrigen 
zyklisch vertauseht. P ist ein Sonderfall der von C. G. J. Jacobi, J. f. Ma.th. 2 
(1827), p. 355, untersuchten Pfatfschen Ausdriicke; vgl. etwa G. Kowalewski, Ein
fiihrung in die Determinantentheorie, Leipzig 1909, p 140. 

Die Bedingungsgleiehung (10) wird gewohnlich A. Cayley, The Quart. J. p. 
appl. math. 3 (1860, geschr. 1859), p. 225 = Math. pap. 4, p. 446, zugeschrieben, 
obwohl sie Bchon H. Graftmann bekannt war; denn die in Ausdehnungsl. v. 1844, 
§ 124, angegebene Bedingungsgleichung S . S = 0 ffir eine Gerade ist mit (10) 
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die unmittelbar aus 
Yl Ys '!Is Y4 

(11) 
Zl Z9 Zs 54 

'!I1 '!Is '!Ia Y4 
Z1 Z2 Zs Z4 

folgt, spricht die Bedingung dafiir aus, daB jene vier Ebenen eine 
Gerade gemeinsam haben499). P = 0 ist daher auch die hinreichende 
Bedingung dafiir, daB sechs beliebige, nicht samtlich verachwindende 
-reelle Zahlen Pzk ala Linienkoordinaten betrachtet werden konnen 500). 

Dabei ist die Erweiterung des Begriffs der geraden Linie durch die 
unendlichfemen Geraden schon vorausgesetzt501). 

Bezeichnen Vi und Wi die zu den vorhergehenden Punktkoordi
"Daten gehorigen (Nr. 22) Koordinaten zweier Ebenen (v) und (w), 
"So sind 

(12) I Vj Vk I 
qik= ,= - qki 

Wi W k t 

.die telraedrischen Achsenkoordinaten 50S) ihrer Schnittlinie, die sich 
wieder nur proportional andern, wenn man (v) und (w) durch zwei 
andere Ebenen des Biischels ersetzt. Die qik sind Koordinaten der 
Schnittpunkte der Geraden mit den Flachen des Grundtetraeders 503). 

Zwischen den Koordinaten Pik und qik einer Geraden bestehen die 

identisch. Ala Beziehung zwischen den Tetraedervolumen, die eine Strecke mit 
den Kanten eines Tetraeders bestimmt, findet sich diese Gleichung iibrigens 
schon bei A. F. Mobius, Baryc. Calcul, § 170, Gl. 1= Gos. Werke 1, p.204. 
"Eine nichthomogene Relation zwischen diesen Volumkoordinaten (Zeuthensche 
Koordinaten) stellt E. d' Ovidio, G. mat. 10 (1872), p. 33, auf. 

499) W. Fiedler 497). 

500) J. Luroth, J. f. Math. 67 (1867), p. 130; F. Klein, Diss. Bonn 1868 = 

Math. Ann. 23 (1884), p. 542; Nachr. Ges. Gott. 1869, p. 258., 
501) Erst durch diese Erweiterung wird erreicht, dafi die Gesamtheit aller 

tleraden ein abgeschloBsenes Kontinuum bildet, daB also jede beliebige unend
Hche Menge von Geraden wohldefinierle Haufungsstellen erhlilt. Vgl. E. Study, 
Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 97 f. 

502) J. PlUcker 498), Add. Note Nr. 2 = Ges. Abh.1, p. 627; die FuJ.\note zu 
Nr. 1 beweist, dafi Plucker hier allgemeine lineare Ebenenkoordinaten vor Augen 
batte. Bei H. GrafJrnann 488) sind die Achsenkoordinaten mitverstanden. G. Koenigs, 
Geow. reglee, p. I) f., bezeichnet mit Pik die Achsen-, mit qik die Strahlkoordi
llaten. K. Zindler, Liniengeom. 1, insbes. p. 86 FuBn., folgt ibm darin, nur ver
wendet er (wie W. Fiedler) statt qik die Zeichen nik und gebraucht nicht wie 
Koenigs fiir beide die gemeinschaftHche Bezeichnung rik' die auch F. Klein, 
Math. Ann. 2 (1870), p. 200, verwendet, wenn eine Unterscheidung zwischen P'k 
und qik unnotig ist. 

603) W. Fiedle1· 497). 
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Beziehungen 504,) 

(13) 
die sich in 

(13a) 

Pil = PIS = PSl = PH. = Pu = Pu = (!, 
QS4 qu. q" Q2S ~1. Q12 

zusammenfassen lassen. 
Wie die rechtwinkligen (Anm. 493) lassen auch die tetraedrischen 

Strahlkoordinaten verschiedene geometrische und mechanische Deu
tungen zu. Wiihlt man in der Geraden eine beliebige Strecke, so sind 
die Plk proportional den V olumen der Tetraeder, die diese Strecke mit 
den Kanten A.Ak des Grundtetraeders bestimmt (Volumkoordinaten)505). 
Denkt man sich in der Geraden [A,AJ eine Kraft wirken, die durch den 
Pu -fachen Vektor AIAk dargestellt wird, so haben diese sechs Kriifte, 
wofern P = 0 ist, eine Resultierende. Die Pik bestimmen also eine 
Kraft oder einen Stab eNr. 2)506). Wird das sechsfache Volumen 

504) J. Liilroth, J. f. Math. 67 (1867), p. 131. Diese Gleichungen bilden nur 
einen Sonderfall eines allgemeinen Determinantensatzes, den A. Brill, Math. 
Ann. 4 (1871), p. 530, bewiesen hat, der sich aber in anderer Form schon bei 
H. Graftmann, Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 112 = Ges. W. 11. p. 82 f. findet. 
S. auch M. Pasch, J. f. Math. 75 (1873), p. 108f.; W. F. Meyer, Apolaritat, § 1. 
- Vgl. noch die Ableitung von (13) bei W. Fiedler, Darst. Geom., 2. Aufi., p. 560. 

505) Diese Deutung ist bei H. GrafJmann selbstverstandlich, ferner bei 
H. G. Zeuthen, Math. Ann. 1 (1869). p. 436, und A. Oayley, Cambridge Phil. Soc. 
11/2 (1869, geschr. 1867), p. 290-323 = Math. pap. 7, p. 97, erwahnt. - Bezeichnet 
man alB Moment zweier Geraden daB Produkt aus ihrem kiirzesten Abstand und 
dem Sinus ihres Neigungswinkels (F. Brioschi, J. f. Math. 50 (1855), p. 236 = Opere 
mat. 5, p. 264, ohne den Namen "Moment"; A. Oayley, a. a. 0., Nr. 58; H. G. 
Zeuthen, a. a. 0., p. 433 f.; vgl. noch IV 2, Timerding, Nr. 9, insbes. Anm. 22). 
so sind die P'k auch gleich den mit festen Konstanten mnltiplizierten Momenten 
der Geraden in bezug auf die Kanten des Grundtetraeders. V gl. auch O. A. 
'I). Drach, Math. Ann. 2 (1869), p. 134. 

506) H. GrafJmann, .Ausdehnungsl. v. 1844, § 115, 121 = Ges. W. t1 
p. 191, 199 f. (vgl. auch Anm. 483); J. Plucker 49S), .Add. Note IV = Ges. Abh. 1. 
p.539-541; Neue Geom. d. R., p. 23f.; H. G. Zeuthen, Math. Ann. 1 (1870). 
p. 433. Unter dem Namen "coordonnees tetraedriques des segments" werden 
diese Stabkoordinaten auch von G. Koenigs, Le90ns de Cinematique, Paris 1897. 
p. 419-422, kurz behandelt. Liegt der Stab im Unendlichen, so sind seine Ko
ordinaten die eines Feldes (Nr. S). - An ein dem baryzentrischen Kalkiil ahn
liches Rechnen mit Stab en dachte (wahrscheinlich um 1843) auch O. F. Gaup; 
vgl. Werke 8, p. 298. 

Durch eine nichtbomogene Gleichung zwischen den Stabkoordinaten Pi" 
wird nach K. Zindle'J", Liniengeom. 1, p. 118 f., ein Stabwald definiert. Das Ge
bilde selbst erwahnt sobon J. Pliicker, a. a. O. = Ges. Abh. 1, p. 540; .Neue 
Geom. d. R., p. 23, als "Kraftekomplex" und fiihrt auch seine Haupteigenschaften 
an. Einige Untersuchungen iiber Stabmannigfaltigkeiten, besonders iiber die durch 
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des Grundtetraeders als Einheit gewahlt, so sind die Pik (oder qik) 
die statischen Momente der Kraft beziiglich der Kanten des Grund
tetraeders. Auf diese Art lassen sich die Linienkoordinaten ohne 
Benutzung von Punkt- oder Ebenenkoordinaten definieren 507). 

Die Bedingung fiir das Schneiden (die Inzidenz) zweier Geraden 
(Pu,) und (P/k) lautet 

(14) P;2PS4 + P;SP14 + P;lP24 + P;4P12 + P;~2S + P;~Sl = 0 
oder 

(14a) 

wofiir kurz [P'p] = 0 geschrieben werden soIl. 509). 

Bedeuten die P/k die Koordinaten einer festen Geraden, so defi
niert Gl. (14) einen speziellen linearen Strahlkomplex 510) (ein Strahl
gebUsch51l)), von dem (P;'k) die Achse ist. Bezeichnen hingegen aik 

beliebige (nicht P = 0 geniigende) sechs Zahlen, so ist 

(15) [apJ=O 

lineare Gleichung zwischen den Pik definierten, riihren von K. Zindler, Linien
geom. 1, § 43, 45, 48, 82, 83; Boltzmann-Festschrift, Leipzig 1904, p. 34-37, her, 
Hegen aber auch Betrachtungen von R. St. Ball, Theory of screws, und E. Study, 
Geom. d. Dynamen, zugrunde. 

Geniigen die Pik nicht der Gleichung P = 0, so bestimmen sie ein KrliJte
system (eine Kriiftesumme nach GrafJmann, a. a.O.) oder nach J. Pliicke1', London 
Phil. Trans. 156 (1866), p. 361-380 = Ges. Abh. 1, p. 548, eine Dyname oder 
auch eine unendlichkleine Verschiebung. Nitheres damber in IV 2, Timerding, 
Nr. 5, 7 und bei F. Klein, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 240f. Wegen der 
historischen Entwicklung der "Schraubentheorie" vg!. auch H. E. Timerding, 
Geom. d. Kr., p. 147 FuBn. 

507) H. G. Zeuthen, a. a. 0., p. 435. Die GrajJmann·Zeuthensche Definition 
der Linienkoordinaten dehnt auf mehrdimensionale Raume aus: W. H. Young, 
Proc. London Math. Soc. 29 (1898), p. 478-487. Schon J.Pliicker 493), Add. Note III 
= Ges. Abh. 1, p. 637-639, hat ein Linienkoordinatensystem aufzusteJlen ge
sucht, bei dem von Punkt- oder Ebenenkoordinaten kein Gebrauch gemacht wird. 
Er betrachtet zu dies em Zweck vier feBte Grade des Raumes als Achsen linearer 
Strahlkomplexe, die durch die zu bestimmende Gerade gehen, und wahlt die 
Parameter dieser Komplexe alB Koordinaten der Geraden. Sie bestimmen jedoch 
im allgemeinen ein Geradenpaar. 

508) J. Liiroth 500), p. 131; F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 200. Man kann 

Gl. (14) auch in den Formen 2P:kQik = 0 oder ;:EPikQ[k = 0 schreiben. 

509) A. VojJ, Math. Ann. 8 (1875), p. 67; C. M. Jessop, Line complex, p. 20. 
Gl. (10) kann man nun auch in der Form [p!] = 0 schreiben. 

510) P. Gordan, Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), p. 59; 1/. Klein 508), p. 201. 
E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 2 (1891), p. 280, nennt ihn NUllkomplex. Diese 
Gleichung einer Geraden in Linienkoordinaten findet sich inhaltlich schon bei 
A. Cayley, The Quart. J. p. app!. math. 3 (1860), p. 225-236 = Math. pap. 4, p. 449. 

511) R. Sturm, Liniengeometrie 1, Leipzig 1892, p. 3. 
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die Gleichung eines allgeme;inen lineMen Strahlkomplexes 511) (eines 
Strahlgewindes 518)). 

Zwei Gewinde [ap] = 0, [bp] = 0 liegen nach F. Klein 51') in
volutorisch (in Involution), wenn ihre bilineare Invariante [ab] = 0 
ist. Einer um einen gemeinschaftlichen Gewindestrahl sich drehenden 
Ebene gehOren dann als Nullpunkte in den beiden Gewinden die 
Punktepaare einer Involution zu 515). Die Strahlen eines Gewindes 
sind die Achsen jener Strahlgebiische, die mit dem Gewinde involu
torisch liegen. Ein Strahlgebiisch liegt mit sich selbst in Involution. 

Sind die Pik = P;k + Pi~Y i gemeine komplexe Zahlen, die der 
Gl. (10) geniigen, so sagt man, sie bestimmen eine imaginiire (komplexe) 
Gerade zweit&' oder erst&' Art516), je nachdem [p'2] =!= 0 oder [p'!] = 0 
ist. AIle die Inzidenzbedingung [pr] = 0 erfiillenden reellen Geraden 
(rik) gehOren einem elliptischen oder parabolischen Strahlnetz an 517). 

512) J. Plucker, Proc. R. Soc. London 14 (1865), p. 53-58 = Ges. Abh. 1, 
p. 464; Anm.493 = Ges. Abh. 1, p. 479; Neue Geom. d. R., p. 26, in den Ko
ordinaten r, s, (1,11, 'Yj. 

513) R. Sturm, a. a. 0., p.62. - Das Strahlgebilde selbst war schon vor 
PlUcker bekannt. Beziiglich seiner Geschichte und Eigenachaften vgl. ill C 10, 
Timerding, und llr D 9, Zindler. 

614) Nachr. Ges. Gott. 1869, p. 260; Math. Ann. 2 (1870), p. 201 f. Die 
Invariante [ab] ist bis auf Faktoren, die bloB von jedem der Komplexe allein 
abhangen, identisch mit dem von F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 368, defi
nierten Moment der heiden Komplexej H. E. Timerding, Geom. d. Kr., p.138, 
nennt [ab] die Konkurrens der entsprechenden Dynamen. G. Battaglini, Atti 
Acc. fis. mat. Napoli 4 (1869), Nr. 14, bezeichnet zwei involutorische Komplexe 
(eigentlich Dynamen) ala in harmonischer Lage befindlichj R. St. BalZ"°S-; als 
resiprokj E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 2 (1891), p.280, ala normal; G. Koenigs, 
Gtlom. reglee, p. 41, als orthogonal. - Unter Zugrundelegung einer beliebigen 
Flache zweiten Grades als absoluter Flache definiert E. d'Ovidio, Ann. mat. p. 
appl. (2) 7 (1876-76), p. 80f., die Begriffe Moment, Distans und Winkel zweier 
Komplexe und stellt dafiir die Formeln auf. 

516) Die beiden Komplexe liegen beziiglich der beiden speziellen Komplexe 
ihres Biischels harmonisch. Durch solche Komplexe werden die Punkte und 
Ebenen des Raumes involutorisch gepaart (windschiefe Involution); s. F. Klein, 
Nachr. Ges. Gott. 1869, p.261j Math. Ann. 2 (1870), p.202; 4 (1871), p.414. 
Jeder der beiden Komplexe wird durch das Nullsystem des anderen in sich 
transformiert. 

616) Erstere enthalt keinen reellen Punkt und liegt in keiner reellen Ebene, 
letztere enthalt einen reellen Punkt und liegt in einer reellen Ebene. Die 
Namen stammen von K. G. (]hr. v. Staudt, Beitr. z. Geom. d. Lage, 1. Heft, Niim
berg, 1866, p. 76 f.; F. Klein, Nicht-Euklidische Geometrie, autogr. Vorles. 2, 
Gottingen 1890, p. 41, gebra.ucht dafiir hoch-imaginur und nieder-imaginiir, 
K. Zindler, Liniengeom. 1, p. 211, allgemeine und spesielle imaginiire Gerade. 

517) F. Klein, Diss. Bonn 1868 = Math. Ann. 23 (1884), p.646j O. Stols, 
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Da umgekehrt jedem solchen Strahlnetz sechs komplexe Zahlen Pi/, 
oder deren konjugierte zugeordnet werden konnen 518), so ist jede ima
ginare Gerade durch ein Strahlnetz definierbar. Die Trennung der 
beiden konjugiert imaginaren Geraden geschieht nach K. G. Ohr. 
v. Staudt519) durch Unterscheidung des Sinnes (Orientierung) im Netz. 
Die Aufgabe, einen gegebenen Ausdruck in Linienkoordinaten durch 
Anderung der Koordinatenbasis auf eine kanonische Form zu bringen, 
fiihrt oft auf Grundtetraeder, deren Kanten imaginar sind 520). 

Die Koordinaten Pik (oder qik) werden bei einer kollinearen 
Transformation des Raumes linear und homogen transformiert 521); der 
Grad eines algebraischen Strahlkomplexes wird hierdurch nicht ge
andert. N ach F Klein 522) sind die allgemeinen linearen homogenen 
Transformationen del' Pw die den Ausdruck P in ein Vielfaches 
seiner selbst iiberfiihren, mit den kollinearen und korrelativen Trans
formationen des Raumes identisch 523). Gegeniiber der Gesamtheit 
dieser Transformationen bilden die Punkte oder Ebenen keinen Korper, 
wohl aber die Strahlen (vgl. IIIAB4b, Fano, Nr. 0). 

Math. Ann. 4 (1871), p. 440 f.; K. Zindler, a. a. 0., 5. Abschn., wo die imaginaren 
Elemente eingehend behandelt sind. Zur Geschichte der imaginaren Geraden vgl. 
A. Ramorino 11). 

518) K. Zindler, a. a. 0., p. 206, 210. 
519) S. Anm. 516; O. Stolz, a. a. 0., p. 440 f.; K. Zindler, a. a. 0., p. 216. 
620) F. Klein, Dias. Bonn 1868 = Math. Ann. 23 (1884), p. 651 f.; K. Zindler, 

a. a. 0., § 69. 
521) Sind 

x;' = ail Xl + a,2x! + a"xs + a,4x4 (i = 1, 2, 3, 4) 

die Transformationsgleichungen ffir die Punkte des Raumes, so lauten die fiir 
die Strahlenkoordinaten Pik 

1 ... 4 

Pik = ~(ai.Uah - aivak,.)P,LV (i, k = 1, 2, 3, 4), ,.. 
wo die Koeffizienten der P,u" die Koordinaten der Kanten des alten Tetraeders 
beziiglich des neuen bedeuten. F. Klein, a. a. 0., p. 547. Vgl. ferner A. Cayley, 
Cambridge Phil. Trans. 11/2 (1868), Art. 76, 77; G. Battaglini, G. mat. 6 (1868), 
p. 240; J. J. Hemming, Viertelj. Naturf. Ges. Ziirich 16 (1871), p. 47 f.; W. Fiedler, 
Darst. Geom., 2. Aufi., p. 6011. 

522) A. a. 0., p. 546 f., vgl. auch Math. Ann. 4 (1871), p. 356; 6 (1872), 
p. 262; A. Vo/J, Math. Ann. 13 (1878), p. 354 f. 

523) Z. B. sind ein ebenes Strahlfeld und ein Strahlbiindel im Sinne der 
Liniengeometrie nicht unterscheidbar; G. Koenigs, Geom. reglee, p. 13, gebraucht 
daher fiir sie gemeinsam den Namen hyperfaisceau. Durch eine oder mehrere 
allgemeine Gleichungen zwischen Linienkoordinaten werden immer nur solche 
geometrische Gebilde dargestellt, die in sich dual sind; vgl. J. Plucker, Neue 
Geom. d. R., p. 199; A. Vo/J, Math. Ann. 8 (1876), p. 68 
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28. Gewindekoordinaten, Kleinsche Linienkoordinaten. Be
zeichnet man die sechs in Nr. 27 auftretenden Indizeskombinationen 
(ik) in irgend einer Reihenfolge mit 1,2, ... , 6, so kann die GIeichung 
eines Gewindes (Nr. 27, GI. (15) in den Formen 

(1) [aq] =~a;qi = 0 oder rap] ~aiPi = 0 (i = 1,2, ... ,6) 
geschrieben werden. Die Koeffizienten a; und lti sollen die homogenen 
Strahl- bzw. Achsenkoordinaten des Gewindes 524) hei.Ben. Die Gesamt
heit der Gewinde bildet einen doppelt iiberdeckt zu denkenden R& 
(Gewinde erster und zweiter Schicht 525»; zwei Gewinde gehOren der 
gleichen Schicht all, wenn die Koordinaten beider Strahl- oder Achsen
koordinaten sind. 

Bezeichnen Pi und qi von nun an auch Strahl- bzw. Achsen
koordinaten eines veranderlichen Gewindes, so liegen aIle durch die 
line are Gleichung 

(2) (i=1,2, ... ,6) 

definierten Gewinde zu dem Gewinde (a;) der andern Schicht involu
torisch (Nr. 27). Diese Gewinde bilden einen R4 526), und die It; 

konnen auch als Koordinaten dieses Gewinde-R4 betrachtet werden. 
Das gleiche gilt fUr die Gewinde der andern Schicht 527). Die spe
ziellen Komplexe (Strahlgebiische) des Raumes bilden die Elemente 
bzw. Tangential-R4 einer nichtsingularen Ml Zwei involutorische 
Gewinde derselben Schicht sind zwei hinsichtlich der Ml konjugierte 
Elemente des Gewinde-R5 • Die PUickersche oder projektive Linien
geometrie 528) ist identisch mit der projektiven Geometrie eines R5 
unter Auszeichnung einer nichtsingularen Ml529). 

524) Gewindekoordinaten betrachtet zuerst F. Klein, Diss. Bonn 1868, p. 20 
= Math. Ann. 23 (1884), p. 554 Fu13n.; Math. Ann. 2 (1870), p. 368 (vgl. auch 
M. Pasch, J. f. Math. 75 (1873), p.llO), obgleich sich die Koordinaten einer 
lJyname schon bei H. Graftmann und J. Plucker find en (vgL Anm. 506); beziig
lich letzterer, die auch Schraubenkoordinaten heiBen, s. IV 2, Timerding, Nr. 14. 
Obige Benennungen der Gewindekoordinaten bei K. Zindler, Liniengeom. 1, p. 149. 

525) Diese Ausdrucksweise gebraucht E. Study, Geom. d. Dynamen, p. 237. 
526) R. Sturm, Liniengeom. 1, Leipzig 1892, p. 197, gebraucht dafitr den 

Reyeschen Ausdruck (J. f. Math. 95 (1883), p. 3;34) "Gewebe". 
527) Die doppelte AuffasBung eines jeden GewindeB, einmal ala Element, 

das andere Mal ala Verlreter der 00· zu ihm involutorischen Gewinde findet 
aich schon bei A. Cayley, Cambridge Phil. Trans. 11/2 (1868), Art. 35, naher er
(irtert bei F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 369; vgl. auch M. Pasch, J. f. Math. 
75 (1872), p. 126. 

528) Wegen anderer Arten von Liniengeometrien vgl. Nr. 29. 
529) F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 366; 5 (1872), p. 258, 262 f.; Vergl. 

Betr., p. 18; C. M. Jessop, Line complex, chap. Xill. Behandlungen der . Linien-
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Zu allgemeineren Gewindekoordinaten Xr gelangt man durch Aus
ubung der linearen Transformation 530) 

(3) Xr = 2)ariPi 
i=1, ... ,6 

(r = 1,2, ... , 6; 6. = [ar ; I =l= 0). 

Die xr sind die mit festen Konstanten multiplizierten Momente des 
Gewindes (Pi) 514) in bezug auf die sechs durch die Gleichungen 
xr = 0 definierten Gewinde X r • Damit diese allgemeinen Gewinde
(Komplex-)Koordinaten ein Strahlgebusch und damit eine Gerade be
stimmen531), mussen sie einer quadratischen Bedingungsgleichung X = 0 
geniigen, deren Koeffizienten die Invarianten und bilinearen Simultan
Invarianten der Grundgewinde (Fundamentalkomplexe) sind; aus der 
Form von X kann auf die Art und gegenseitige Lage der Grund
komplexe geschlossen werden 532). 

Nehen die Gewindekoordinaten xr stellen sich sofort die Koordi
naten 533) 

(4) 

-die wieder proportional den mit passenden Konstanten multiplizierten 
Momenten des Komplexes (xr ) in bezug auf sechs neue Komplexe 
Ur (ur = 0) sind. Die quadratische Gleichung U = 0, der die u-Ko
ordinaten einer Geraden (eines Strahlgebusches) geniigen, ist mit 
X = 0 identisch. 

Sind Xi' Ui und x/, u/ die Koordinaten zweier Gewinde, so lautet 
die Involutionsbedingung 

(5) 

geometrie in diesem Sinn gaben Th. Reye, J. f. Math. 95 (1883), p. 330-348; 
C. Segre, Mem. Acc. Torino (2) 36 (1885, geschr. 1883), p.91f.; Atti Acc. Torino 19 
(1883-84), p. 159-186; G. Fano, Ann. mat. p. appl. (2) 21 (1893), p. 141-192, 
mit Literaturangaben. S. auch ill AB 4 b, Fano, Nr. 10. 

Nach dem in Nr. 27 erwahnten Kleinschen Satz ist die Gesamtheit der 
linearen Punkt- und Ebenentransformationen des Raumes identisch mit jenen 
linearen Transformationen des Gewinde-Ro, die die M4 2 in sich selbst transfor
mieren. V gl. hierzu A. Vo{J, Math. Ann. 13 (1878), p. 354 f.; alebsch-Lindemann 
2\ p. 401-414; A. Loewy, Nova Acta 65 (1895), p. 30-39. 

530) F. Klein, Math, Ann, 2 (1870), p. 202. 
531) Da6 in diesem Fall die xr proportional seien den mit willkiirlichen 

Konstanten multiplizierten Momenten der Geraden in bezug auf die ihr in den 
sechs Gewinden Xr zugeordneten Geraden, wie F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), 
p. 202, Nr. 4, und p. 367 angegeben, wurde von ihm (Math. Ann. 28 (1887), p. 560 
FuEn.) auf Grund einer Mitteilung Bertinis' zurUckgenommen. 

532) F. Klein, Math, Ann. 2 (1870), p. 203, 367. 
533) Ebenda, p. 367; vgL auch K, Zindler, Liniengeom, 1, § 81. 
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Daraus folgt, daB jedes Gewinde Ur mit allen Gewinden Xi auBer 
Xr involutorisch liegt und umgekehrl 534). 

Wahlt man die sechs Grundgewinde Xr derart, daB sie gegen
seitig involutorisch liegen 585) und ihre Invarianten den Wert eins er
halten (was sich durch die lineare Transformation (3) stets erreichen 
laBt), so nimmt die Gleichung X = 0 die symmetrische Gestalt 

(6) X 12+ X22+ ... + X6 2 = 0 

an. Die Gewinde Ur und Xr fallen nun zusammen, die Koordinaten 
ui und Xi werden gleich und heiBen gewohnlich Kleinsche Komplex
bzw. Linienkoordinaten 586). Dieses Koordinatensystem ist invariant 
gegenuber orthogonalen Transformationen der sechs GroBen Xi. Es 
ist besonders fur die Untersuchung der quadratischen Strahlkomplexe 
von Wichtigkeit 587). Die Bedingung fur das Schneiden zweier be
nachbarten Geraden lautet ~dx/ = 0 538). 

534) F. Klein, a. a. 0., p. 369. 
535) R. St. Ball, Theory of screws, nennt solche sechs Gewinde korreziprok 

und gibt in Nr. 41 an, daB man ein solches System z. B. schon erhalt, wenn 
man jede Achse eines rechtwinkligen Achsenkreuzes zur Achse zweier Gewinde 
mit entgegengesetzt gleichen Parametern wahlt. 

536) F. Klein, Nachr. Ges. G(itt. (1869), p. 262; Math. Ann. 2 (1870), p. 203 f. 
Sollen die Komplexe Xi samtlich reell sein, so miissen nach dem Tragheitsgesetz 
der quadratischen Formen die xi zur Halfte reell, zur Halfte rein imaginar sein. 
Die Gewinde der einen Gruppe sind dann rechts, die der anderen links ge
wunden. Man gelangt z. B. zu solchen Koordinaten, wenn man 

P, + P4 = X, , P, - P. = x.0, 
Pi + P5 = Xi' Pi - Po = X5 0, 
Ps + Ps = x. , Ps - P6 = X6 Y - 1 

setzt. Vgl. F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 205; G. Koenigs, Geom. regMe, 
Nr. 75. - R. de Paolis, Mem. Acc. Lincei (fis. mat. nat.) (4) 1 (1~85), p. 205-231, 
leitet fiir den Gewinderaum Ro auf synthetischem Wege (vgl. Nr. 5) Doppel
verhiHtniskoordinaten eines Gewindes in bezug auf sechs Grundgewinde und ein 
"Einheitsgewinde" ab und gelangt fiir involutorische Grundgewinde in § 13 zu 
einer neuen Deutung der Kleinschen Koordinaten. Mittels der Graf3mannschen 
Methoden behandelt den Gewinderaum E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 2 (1891), 
p. 272-290, mittels einer eigenen Symbolik R. WeitzenbOck, Anm. 576. Beziiglich 
der verschiedenen durch die sechs involutorischen Grundgewinde bestimmten Kon
figurationen vgl. III C 10, Timerding. 

537) F. Klein, Nachr. Ges. Gott. (1869), p. 266 f. Diese Koordinaten werden 
fast ausschlieBlich in dem Werke: C. M. Jessop, Line complex, verwendet. 

Deutet man die Xi als Koordinaten eines linearen Kugelkomplexes (Nr.25), 
so gelangt man zur Abbildung des Strahlraumes auf den Raum der orientierlen 
Kugeln, die S. Lie, Paris C. R. 71 (1870), p. 579-583; Math. Ann. 5 (1872), 
p. 170 f., entdeckt hat. V gl. E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 314; 
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Gleichungen zwischen den Koordinaten Xi definieren Gewinde
systeme 589). 

29. Sonstige Linienkoordinaten. Bezeichnen ''(xu x2 , ••• , x6) 

(i = 1,2,3,4) voneinander unabhangige homogene analytische :Funk
tionen oter Dimension der Kleinschen Koordinaten Xi (Nr. 28), so 
werden die Werte 1il die diese Funktionen fiir eine bestimmte Ge
rade des Raumes annehmen, allgemeine Linienkoordinaten sein 540). Von 
diesen sind bisher wohl nur die den elliptischen Punktkoordinaten 
(Nr. 12, bzw. zyklidischen Kugelkoordinaten, Nr. 24:) analogen be
handelt worden. 

Bezeichnen k. Konstante und 1 emen veranderlichen Parameter, 
so stellen die Gleichungen 

6 

(1) L;xl=O 
1 

zwischen den Kleinschen Koordinaten eine Schar von Strahlkom
plexen zweiten Grades mit gemeinsamer Singularitatenfliiche 541) dar. 
Die vier Werte 111 111 , 1s, 14 von 1, die irgend einer Geraden des 
Raumes (einem Wertesystem Xi) entsprechen (vgl. Nr. 12, 16), nennt 
F. Klein 542) die elliptischen Koordinaten einer Geraden 543) und ver-

o. M. Jessop, Line complex, chap. xn, insbes. p. 243. E. Duporcq, Bull. Soc. 
math. France 27 (1899), p. 146 f., verallgemeinert diese Abbildung in der Rich
tung, da/3 statt der Kugeln die einer festen Flii.che zweiter Ordnung umschriebenen 
Flachen zweiter Ordnung auftreten; vgl. auch R. Bricard, Nouv. Ann. (4) 5 (1905), 
p.221-225. 

538) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 293. 
539) Th. Reye, J. f. Math. 95 (1883), p. 333-348. 
540) Die meisten Bemerkungen in Nr. 4: lassen sinngema/3e Ubertragung 

zu; statt der drei Flachenscharen treten hier vier Scharen von Strahlkomplexen 
auf, der Orthogonalitat entspricht hier die involutorische Lage (Anm. 542). 

541) F. Klein, Nachr. Ges. Glitt. (1869), p. 276; Math. Ann. 2 (1870), p.224; 
5 (1872), p. 273. S. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 245, nennt solche Komplexe 
konfokal, R. Sturm, Liniengeom., 3, Leipzig 1896, p. 34, kosinguliir. V gl. auch 
Th. Reye WJ). 

542) Nachr. Ges. G(itt. (1871), p.44-49; Math. Ann. 5 (1872), p.293f.; 
28 (1887), p. 554 f. Die Parameterwerte a1 , •• , a4 bestimmen die vier durch die 
Gerade gehenden Komplexe der Schar, von denen je zwei involutorisch liegen 
(vgl. C. M. Jessop, a. a. 0., Nr. 127). Solche Involutionssysteme von Komplexen 
sind den dreifach orthogonalen Flachensystemen analog (F. Klein, Math. Ann. 5 
(1872), p. 260, 272). 

Von den elliptischen Linienkoordinaten ausgehend, fiihrte F. Klein, Math. 
Ann. 27 (1886), p. 144 if., tmnszendente Linienkoordinaten ein, die den eingangs 
Nr. 17 erwahnten Punktkoordinaten analog sind. 
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wendet sie zum Studium der Kummerschen Flache. Die Beziehungen 
zwischen den Ai und x. stimmen mit den analogen in Nr. 16 iiberein. 
TIber die Sonderfalle dieser Koordinaten scheinen Untersuchungen 
zu fehlen. 

FaBt man nach E. Study54.l) die sechs rechtwinkligen Koordinaten 
Pik (Nr. 27) eines reellen Gewindes mittels der Einheiten 1 und E, 

fur welch letztere c2 = 0 sein solI (vgl. I A 4, Study, Nr. 9), zu den 
drei reellen dualen Zahlen 

(2) ~ = P14 + PiS E, X, = P24 + PSlc, Xs = PSI. + P12 E 

zusammen und multipliziert diese mit einer beliebigen reellen dualen 
Zahl Q = 6 + 't' c (6 =1= 0), so stellen die Bestandteile der neuen GroBen 
die Koordinaten eines koaxialen Gewindes oder Liniengebusches dar. 
Sieht man also die dualen Zahlen Xu X 2 , Xs als VerhaltnisgroBen 
in dem Sinne an, daB eine gleichzeitige Multiplikation dieser Zahlen 
mit einer dualen Zahl Q gestattet wird, so konnen sie als ein System 
von Strahlkoordinaten 54.5) aufgefaBt werden, indem sie das ganze 
Biischel koaxialer Gewinde, mithin auch dessen Achse bestimmen. 
Unter Verwendung dieser dualen Strahlkoordinaten findet eine weit
gehende Analogie zwischen der Geometrie im Bundel und der Linien
geometrie statt 54,S). Jede lineare Transformation 

(3) (i= 1, 2,3) 

543) E. Study, Geom. d. Dynamen, § 38, fiihrt "elliptische Koordinaten" 
ganz anderer Art fur die Strahlen gewisser Kongruenzen ein. 

544) a. a. 0., p. 200f.; Ber. Ges. Leipzig 51 (1899), p. 31. Ahnliche Unter
suchungen stellten an: A. P. Kotjeln,7coff, Schraubenrechnung u. einige Anw. der
selben auf Geom. u. Mechanik, Kasan 1895-96; Nachr. phys.-math. Ges. Kasan 
(2) 8 (1899), Nr. 2, 3, 4; 9 (1899), Nr. 1, 2 (beides mssisch; Inhaltsang. s. Jahrb. 
Fortschr. Math.); D. N. Sdliger, Kasan Univ. (1897), p. 93-108; R. de Saussure, 
Amer. J. math. 18 (1896), p.304-346; 19 (1897),p. 329-370 [vgl. hierin ins
besondere die p. 341-349 besprochenen Koordinatensysteme im Strahlraum, die 
solchen auf der Kugel analog sind]; Paris C. R. 123 (1896), p. 734-737; Bull. 
Amer. math. Soc. 3 (1897), p. 81-86; J. Pete1·sen, Overs. Selsk. Forh. Kjobenh. 
(1898), p. 283-349. - V gl. auch R. W. H. T. Hudson, The Messenger Math. 31 
(1901/2), p. 157; 32 (1902/8), p. 31-36. 

545) E. Study nennt das durch ~ : ~ : Xa bestimmte Gebilde Strahl zum 
Unterschied von der geraden Linie, weil im imaginaren Gebiet diese Koordi
naten zu andern Erweiterungen des Begriffes fUhren als die Pluckers chen Linien
koordinaten. Aber auch die Vorstellung des reellen eigentlichen "Strahles" alB 
Trager eines Normalennetzes weicht von der dergeraden Linie in der projek
tiven Geometrie abo 

546) E. Study, Geom d. Dynamen, § 23. VgI. auch E.lIfuller, Arch. Math. 
Phys. (3) 5 (1903), p. 104-118. 
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z. B., deren duale Koeffizienten aik die Bedingungsgleichungen fur eine 
orthogonale Transformation im Bundel (Nr. 37) erfiillen, stellt die 
allgemeinste raumliche Bewegung dar 547). Die durch die Gruppe der 
Transformationen (3) mit beliebigen dualen Koeffizienten definierte 
Geometrie der d~lalen Projektivitaten (vgl. III A B 4 b, Fano, N r. 17-19) 
ist von der projektiven Liniengeometrie ganzlich verschieden 548). 

Bestimmt man einen eigentlichen Strahl (in Studyscher Bedeu
tung) durch die Koordinaten Pik und definiert des sen stetige .A.nderung 
durch die stetige Anderung der Pw so erhalt man kein reguliires 
Kontinuum im Studyschen Sinne, namlich keines, das sich umkehrbar 
eindeutig und stetig auf ein abgeschlossenes, im projektiven Punkt
kontinuum verlaufendes Punktkontinuum abbilden HiBt 549). Urn ein 
solches zu erhalten, fiihrt E. Study550) als eine zweite Art von Strahl
koordinaten die sechs GroBen 

Ii = P12' 12 = PiS' Is = Pw 

(4) ~ _I P1S P42 i ~ -! P14 P2S I, ~ _ I P12 P34 i 
.Nll - II ' .N22 - I .N33 - I . 

P14 P23 ! P12 P34 PiS P 42 I 

ein, zwischen denen die Identitat 

(5) 
3 

~lkIkk = 0 
1 

besteht und die mit den GroBen QIk und Q2lkk alB aquivalent anzu
sehen sind. Die uneigentlichen Elemente dieses Kontinuums, die Punkt
strahlen, konnen den unendlichfernen Punkten gleichgesetzt werden 551). 

547) E. Study, a. a. 0., p. 219f'. 
548) Durch diese Transformation wird z. B. das Normalennetz eines eigent

lichen Strahls immer wieder in ein solches ubergefUhrt. Zur Orientierung uber 
diese Disziplin sowie uber die Moglichkeit anderer Erweiternngen der gewohnlichen 
Liniengeometrie vgl. E. Study, Jahresber. deutsch. Math.-Ver.ll (1902), p. 97-123, 
213-340, ferner das ausflihrliche Referat von E. M~Uler, Arch. Math. Phys. (3) 9 
(1905), p. 81-90. 

549) Geom. d. Dynamen, p. 260 FuBn. 
550) a. a. 0., p. 558. DieserVorgang durfte vorbildlich fiir die Untersuchung 

andrer Elementmannigfaltigkeiten, besonders fur die Definition der uneigent
lichen Elemente einer solchen werden. - Wegen einer weiteren Art von Strahl
koordinaten, durch die ein zweites natiirliches Strahlkontinuum erklart wird, 
s. ebenda, p. 267 f. V gl. auch ill AB 4 b, Fano, Nr. 18. 

551) a. a. 0., p. 261. 
An E. Studys Untersuchungen schlieBen die Arbeiten an: E. Davis, Die 

geom. Addition der Stabe in der hyperbolischen Geometrie, Diss. Greifswald 1904; 
J. Coolidge, Die dual-projektive Geometrie im elliptischen u. spharischen Raume, 
Diss. Bonn (Greifswald 1904); H. Beck, Die Strahlenketten im hyperbolischen 

Encyklop. d. math. WiBsensclI. III 1. 48 
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Vier homogene duale Zahlen bestimmen eindeutig die Lage eines 
starren Korpers (eines Soma) im Rs. Diese Somenkoordinaten bilden 
ein neues, Erfolg versprechendes Mittel zu kinematischen Unter
suchungen 552). 

Andere Koordinaten von Geraden verwenden oder erwahnen ge
legentlich E. Waelsch 55S), E. v. Weber 554) , K. Zindler 555), J. Grun
wald 55!). 

30. R.-Koordinaten im Rn. Koordinaten von Kreisen und 
Punktepaaren im Rs. Schon 1844 hat H. GmfJmann 556) die Linien
koordinaten nur als einen Sonderfall der Koordinaten linearer Gebilde 
in einem mehrdimensionalen Raum aufgefaBt. Sind X(l), X(21, •.. , x(r) r 
nicht demselben Rr _ 2 angehOrige Punkte eines Rn_ lI x/k) (i= 1,2, ... ,n) 
deren line are homogene Koordinaten, so nennt er die (n)r Deter-

Raum, Diss. Bonn (Hannover 1905). - Betreffs der Liniengeometrie in nicht
euklidischen Raumen vgl. auch F. Lindemann, Math. Ann. 7 (1874), p.56-144. 

552) E. Study, a. a. 0., p. 556 f.; III AB 4 b, Fano, Nr. 20. 
553) Sitzungsb. Ak. (math. nat.) Wien 1122& (1903), p.1539; vgl. auch Anm. 294. 
564) Ber. Ges. Leipzig 55 (1903), p. 380; Ber. Ak. Munchen 34 (1904), p. 447; 

Monatsh. Math. Phys. 16 (1905), p.217. 1st Ux+Vy+ Wz+ T=O, mit 
U~ + V' + W' = 0, die Gleichung einer Minimalebene (Nr. 3), so kann man. 
ihr einen Speer, namlich die reeHe orientierte Tragergerade der Ebene einein
deutig zuweisen. U, V, W, T konnen dann als homogene Koordinaten dieses 
Speeres gedeutet werden. J. Grunwald, Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 105 f., 
stellt jede Minimalebene und damit jeden Speer des euklidischen Raumes durch 
eine komplexe duale Zahl w = u + EV dar, indem er 

u' - 1 u!+ 1 
T:U:V:W=-V:2~V 1:-2-:ui=l 

setzt. - Die Anwendung der Quaternionentheorie auf Liniengeometrie, zumal 
zur Behandlung der Strahlgewinde, zeigt A. Buchheim, The Messenger Math. 12' 
(1882/3), p. 129-133; 13 (1883/4), p. 120-124. 

555) Liniengeom. 2, p. 67f.; Jabresber. deutsch. Math.-Ver.15 (1906), p. 190f. 
Auf einer orientierten Geraden S. werde der Ursprung 0 und durch sie die feste
Ebene ~ gewahlt. Als natiirliche Zeiger eines Strahles S dienen der Winkel 

(i) = 80s, die Lange a des Gemeinlotes zwischen So und S, der N eigungswinkel IX 

dieses Lotes gegen ~ und der Abstand z des LotfuBpunktes auf So . von O. Aile 
Regelflachen, die sich langs So bemhren, bestimmen eine Fortschreitungsrichtung 
im Linienraum. Werden z, a, IX, 0) ala Funktionen eines Parameters t gewahlt, 

wobei So dem Werte t = 0 entspricht, so ist P = lim ~ (fiir t = 0) der Vet-
O) 

teilungsparameter der Regelflache in So' z, lX, P sind die Zeiger einer Fort
schreitungsrichtung. Denselben Dienst wie diese leisten die Koordinaten der 
Korrelationen, welche die durch So gelegten Regelflachen auf So bestimmen; vgL 
G. Koenigs 669). 

5(6) Ausdehnungsl. § 88, 116 = Ges. W. 1 \ p. 162, 191 f. 
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minanten p. . . der Matrix 'It,. ... 'l.r 

(1) iX.(k)li. I 'l. ,'=1,2, ... ,n 
k=1,2, ... ,r 

die Koordil1aten (Zeiger) des durch die r PUl1kte legbaren Rr _ 1 .557) 

Die (n)r -1 - r(n-r) unabhangigen Gleichungen, die zwischen 
(n)r Zahlen bestehen mussen, damit sie als Koordinaten eines R r _ 1 

in einem Rn _ 1 (eines Gebietes rter Stufe in einem Gebiete nter Stufe) 
betrachtet werden durfen, hat Gra(3mann, angeregt durch einen Auf
satz Th. Reyes 558), erst 1878 aufzusuchen gelehrt 559). 

Das erste mehrfach verwendete Beispiel fiir diese Verallgemei
nerung der Pliickerschen Lil1ienkoordinaten bilden die Koordinaten von 
Kreisen im Rattme 560). Bezeichnen Xii Yi (i = 1,2, ' .. , 5) die penta
spharischen Koordinaten (Nr. 24:) der Kugeln x bzw. y, so fiihrte 
C. Stephanos 561) 1881 die zehn Determinanten Pik der Matrix 

(2) I! :; 11;=1,2, ... ,5 

als homogene Koordinaten des durch X und Y bestimmten Kugelbuschels 

5(7) Vgl. auch A. Clebsch, Witt. gel. Anz. (1869), p.1575; Abh. Ges. Gott. 17 
(1872), math. Cl., p. Of.; Math. Ann. 5 (1872), p. 428 f. 

(58) J. f. Math. 82 (1877), p. 9. 
5(9) J. f. Math. 84 (1878), p. 281£. = Ges. W.2\ p. 291f. Auf anderem 

Wege leitete diese Gleichungen K. Th. Vahlen, J. f. Math. 112 (1893), p. 306-310, 
ab. - E, Study, Nachtrage zu 12 d. ges. Werke von H. G'I'a/Jmann, Leipzig 1893, 
p. 510f., und E. Pascal, Ann. mat. p. appl. (2) 24 (1896), p. 241-253, zeigten auf 
verschiedenen Wegen, daB sich diese Gleichungen immer auf' quadratische zuriick
fuhren lassen; diese quadratischen Relationen wurden iibrigens schon von 
E. d'Ovidio, Atti Acc. Torino 12 (1876), p. 349, und fUr den Sonderfall n = 6, 
f' = 3 von A. Oayley, The Quart. J. p. appl. math. 15 (1878), p. 55-57, aufgestellt. 
Vgl. auch E. Pascal, Die Determinanten, deutsch von H. Leitzmann, p. 121£. 

(60) Wegen Untersuchungen iiber Systeme von 00' Kreisen (zyklische Fliichen) 
vgl. III D 5, v. Lilienthal, Nr. 4. Besonders sei auf G. Dema'l'tres, Ann. ec. norm. 
(3) 2 (1885), p. 123-182; 4 (1887), p. 145-158, u. E. Cosserat, Sur Ie cerele con
sidere comme element generateur de l'espaee, These, Paris 1889, hingewiesen. 
Beziiglich der Systeme von 00 2 Kreisen (Kreiskong1'uenzen) S. G. Da'l'boux, Le~ons 2, 
p. 314-345; Systemes orth. 1, p. 181; L. Bianchi, Vorl. lib. Difi'erentialgeometrie, 
deutsch von M. Lukat, Leipzig 1899, Kap. 13; mit ihrer Untersuchung hat sich 
insbesondere A. Ribaucour in mehreren Arbeiten beschliftigt; vgl. Paris C. R. 76 
(1873), p. 478, 830; 92 (1881), p. 233; 113 (1891), p. 304, 324. Systeme von oon-' 
Kreisen im En' die von 00' Mn-, orthogonal geschnitten werden, untersucht 
U. Sbrana, Rend. Cire. mat. Palermo 19 (1905), p. 258-290. Als Koordinaten 
eines Kreises verwendet er die rechtwinkligen Koordinaten des Mittelpunktes, 
den Radius und die Richtungskosinus zweier normalen Halbstrahlen in der Kreis
ebene. 

561) Paris C. R. 93 (1881), p. 578, 633. 
48* 
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oder ihres Sehnitlkreises ein 562), betrachtet also den Kreis als Rl in 
einem R4 563). Zwischen dies en Koordinaten bestehen funf Gleichungen 
der Form 
(3) 

wo CI., ~, 'Y, 8, E die Zahlen 1, 2, ... , 5 in irgend einer Anordnung be
zeichnen. Von dies en GIeichungen sind nur drei voneinander unab
hangig 564). 

Es gibt funf Kreise, deren Koordinaten sechs voneinander un
abhangen linearen Gleichungen genugen. Daraus folgt, daB zu vier 
gegebenen Kreisen immer ein funfter gehort, dessen Koordinaten sich 
linear durch die der gegebenen ausdrucken lassen. Solche funf Kreise 
nennt C. Sfephanos 561) einen Pe:ntazyklus ("pentacyclell) und teilt die' 
Konstruktion des funften aus vier gegebenen mit. Seine Siitze wurden 
von G. Koenigs 566) und O. Landsberg 566) bewiesen und die Unter
suchung nach verschiedenen Richtungen weitergefuhrt 567). Koenigs 
studiert insbesondere das Kreissystem A 5 , das eine lineare Gleichung 

(4) (i, k = 1, 2, ... ,5; i =F k) 

562) E. v. Weber, Arch. Math. Phys. (3) 7 (1904), p. 288f., benutzt diese 
Koordinaten zur Untersuchung der gegeniiber den konformen Punkttransforma
tionen des Raumes invarianten Eigenschaften der Figur zweier Kreise; er fiihrt 
auch p. 293 die Koordinaten eines Zyklus (orientierten Kreises) ein. - Wegen 
Koordinaten linearer Kugelgebilde vgl. auch F. Aschieri, Rend. 1st. Lomb. (2) 
19 (1886), p. 614-619, 698-703. 

Die Kugeln eines Gebiisches lassen sich durch vier homogene Koordinaten 
(Nr. 24), des sen Kreise daher dureh sechs den Pluckers chen Linienkoordinaten 
vollig analoge Koordinaten P'k festlegen. Die Satze der Liniengeometrie sind 
daher auf die Kreisgeometrie im Gebiisch ubertragbar; vgl. E. Muller, Monatsh. 
Math. Phys. 7 (1896), p. 78. G. Darboux (vgl. etwa Le90ns 3, Nr. 846, 847) hat 
fiir diesen V-bergang eine geometrisehe Transformation angegeben. 

663) W. Spottiswoode, Paris C. R. 76 (1873), p. 1191, hat die mit obigen 
Kreiskoordinaten formal ubereinstimmenden Koordinaten von Geraden und Ebenen 
im R4 definiert und die Bedingungsgleichungen (3) aufgestellt. 

564) W. H. Young, Atti Ace. Torino 34 (1899), p. 596-599, untersucht die 
Syzygien der verschiedenen Arten, die zwischen den .Qa bestehen. 

665) Ann. Fac. sc. Toulouse 2 (1888), p. F I-F 19. 
566) Untersuchung uber die Gruppen einer linearen fiinffachen Mannig

faltigkeit. Diss. Bresla.u 1889, p. 17-22. 
567) Auch die Ergebnisse der fast gleichzeitigen Untersuchungen von O. Seg1'e 

uber den R4 (vgl. etwa Rend. Cire. mat. Palermo 2 (1888), p. 45-52) waren bier 
zu erwahnen, da sie sieh auf das in Rede stehende Gebiet unmittelbar uber
tragen lassen, indem ma.n "Gerade" und "Ebene" dureh "Kreis" bzw. "Punkte
paar" ersetzt. S. auch E. Muller, Sitzungsb. Ak. (math. nat.) Wien 118 2 & (1909), 
p 1059--68. 
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definiert568). Die in gerade Linien ausartenden Kreise dieses Systems 
bilden ein Strahlgewinde (Nr. 27). Wie E. Cosserat 569) bemerkt hat, 
besteht A5 aus allen Kreisen, die durch die Schnittpunktepaare der 
Strahlen eines Gewindes mit einer bestimmten Kugel (Zentralkugel) 
gehen. Derselbe Verfasser hat auch die durch 2, 3, 4 und 5 lineare 
Gleichungen zwischen den Pik definierten Kreissysteme A 4 , As, A 2 , Al 

naher untersucht 570). 

Gleichberechtigt neben den Koordinaten eines Kreises treten die 
des Punktepaares (KugelbUndels) auf, als des dualen Gebildes im 
Kugelraum. Bezeichnen tti) Vi die pentaspharischen Koordinaten zweier 
Kugelgeblische u und V (Nr. 24-), so sind die zehn Determinanten 
~ik = UiVk - UkVi die homogenen Koordinaten des U und v gemein
samen Kugelbiindels oder dessen Schnittpunktepaares. Obige Be
merkungen liber die Koordinaten Pik lassen. sich unmittelbar auf die 
ttik libertragen. Eine lineare Gleichung zwischen den ttik definiert ein 
Punktepaarsystem, bestehend aus allen Punktepaaren, die auf den 
Kreisen eines linearen Kreiskomplexes liegen, der einem bestimmten 
Kugelgeblisch, dem Hauptgebusch, angehort 571). 

Die Gleichung 

~ttikPik = ° (i, k = 1,2, ... , 5) 
stellt ein lineares Kreissystem oder ein lineares Punktepaarsystem dar, 
je nachdem die ~ik oder Pik als beliebige Konstante betrachtet werden. Die 
Koeffizienten ttH bzw. Pw fiir die ni ch t ttik = - ttki oder Pik = - PH 
zu sein braucht, heiBen die Koordinaten dieser Systeme. Der Kreis er
scheint als Vertreter eines speziellen Punktepaarsystems, dessen Punkte
paare mit dem Kreis auf Kugeln liegen, und das Punktepaar als Ver
treter eines speziellen Kreissystems, dessen Kreise mit dem Punktepaar 
auf Kugeln liegen. Besteht zwischen einem linearen Kreissystem (1tik) 

und einem linearen Punktepaarsystem (Pik) die Gleichung ~ ttikPik = 0, 
so heiBen sie apolar 572). Zu neun voneinander unabhangigen solchen 
Kreissystemen gibt es ein einziges apolares Punktepaarsystem. 

568) Seine Haupteigenschaft besteht darin, daB aUe auf einer beliebigen 
Kugel k liegenden Kreise des Systems zu einer Kugel k' (der zu k konjugierten) 
orthogonal sind. Die Beziehung zwischen k und k' ist jedoch nicht umkehrbar, 
vielmehr stehen aUe Kugeln k' zu einer Kugel, der Zentral- oder Hauptkugel des 
Systems A5 , senkrecht, deren pentasphlirische Koordinaten die aus den ai k ge
bildeten GroBen a" (0: = 1,2, ... ,5) sind. 

569) Paris C. R. 106 (1888), p. 1467-70; Sur Ie cercle considere comme 
element generateur de l'espace, These, Paris 1889, insbes. p. 56f., = Ann. Fac. se. 
Toulouse 3 (1889), p. E1-E81. 

570) V gl. auch Mesuret, Paris C. R. 136 (1903), p. 1126, 1302. 
571) E. Miiller, Monatsh. Math. Phys. 7 (1896), p. 84. 
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Die Gesamtheit der linearen Kreissysteme bildet ainen R9 , worin 
die R8 als die Punktepaarsysteme zu betrachten sind. In jedem 14. 
solcher Kreissysteme gibt es immer funf speeielle Systeme (Kreise). 
Die Kreisgeometrie des Raumes ist bei diesel" Auffassung identisch mit 
der projektiven Geometrie eines Rg unter Auszeichnung einer Ml57S) 

Die Pik und :!tile lassen sich nach E. Miiller 574) in der NT. 26 er
wiihnten l1iederen Geometrie orientierler Kugeln auch als Koordinaten 
orientierler Drehkegel und orientierter Ebenenpaare deuten. Man gelangt 
dadurch zu einem dualen Gegenstiick der obigen Geometrie. 

In einem R5 sind die 15 R1 -Koordinaten Pik (mit sechs Be
dingungsgleichungen), die 20 .Rs-Koordinaten Pijk (mit zehn Bedingungs
gleichungen) und ihre dualen Koordinaten zu betrachten 575). Ein 
wichtiges Anwendungsgebiet hierfiir bildet der Raum der Strahl
gewinde (Nr. 28), in dem, sich die Pikund PiJk als Koordinaten eines 
Strahlnetzes bzw. einer Regelschar deuten lassen 576). Ais andere An
wendungsgebiete waren die Rr. der linearen Kugelkomplexe (Nr. 25) und 
der Kegeischnitte einer Ebene (Nr. 26) zu eJ;Wlthnen 577). Eingehendere 
Untersuchungen dariiber fehlen. 

Auch die Koordinaten der linearen Mannigfaltigkeiten algebra
ischer Fliichen nter Ordnung, also z. B. die Koordinaten der Schnitt
kurve zweier und der Schnittpunktgruppe dreier Fliichen gleicher 
Ordnung als Determinanten der Matrix aus den Koordinaten zweier 
oder dreier Fliichen, sowie die analogen Begriffe in der Ebene und 
Geraden haben bisher wenig Beachtung gefunden 578). 

672) E. Mullet·, a. a. 0., p. 87. 
573) G. Koenigs, a. a. 0., p. F3; E. Muller, a. a. 0., § 5. 
574) Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 298-30l. 
575) O. Landsberg. a. a. 0., p.22-67. Die beiden Hauptsatze fiir de~ Ra 

lauten: 1) 8 lin. R 1 -Systeme haben 14 Rl gemeinsam; 2) 9 lin. RD-Systeme haben 
42 Rt gemeinsam. Diese Zahlen hat auch H. Schubert, Acta math. 8 (1886), 
p. 97 -118, gefunden. 

576) M. Pasch, J. f. Math. 75 (1872), p. 129, 139; O. Landsberg, a. a. 0., 
p. 75-81; K. Zindler, Liniengeom. 1, § 86. R. Weitzenb{ick, Komplex-Symbolik. 
Eine Einfilhrung in die analytische Geometrie mehrdimensionaler Rli.ume. Leipzig 
1908, p. 43, 48, 178-181. Beachtenswerle Anfange zu einer Geometrie der Strahl
netze finden sich bei E. d'Ovidio, Ann. mat. p. appl. (2) 7 (1875/6), p. 38-51. 

677)' Bezilglich des letzteren vgl. O. Landsberg, a. a. 0., p. 70-74. Wegen 
Analogien mit der Liniengeometrie des Rs vgl. E. Beltrami, G. mat. 9 (1871), 
p. 344 = Opere mat. 2, p. 186f.; L. Cremona, G. mat. 10 (1872), p.47f. Vgl. 
auch Anm. 474. - Das System der Kegelschnitte im Raum betrachtet M. Ohasles, 
Paris C. R., 61 (1865), p. 389; G. Halphen, Bull. Soc. math. France 2 (1873/4), p. 11 f.; 
wegen deren Koordinaten vgl. W. Spottiswoode, Proc. London math. Soc. 10 (1879), 
p. 185-196 (samt Bemerkung von A. Cayley), und wegen Koordinaten ebener 
algebraischer Kurven im Raume H. W. L. Tanner, ebenda 13 (1882), p. 125-148. 
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Wird, wie es in der Infinitesimalgeometrie hiiufig geschieht, ein 
System von con Raumkurven durch zwei, n Parameter PlI P2' .. . ,p" 
enthaltende Gleichungen zwischen den rechtwinkligen Koordinaten 

(5) flex, y, z, Pl,P2,·· ·,Pn) = 0, f2(X, y, Z,PUP2"'" Pn) = 0 

definiert, so dienen die vVerte dieser Parameter als Koordinaten der 
einzelnen Kurven 579). Fur n = 3 bilden die Kurven einen Komplex 580), 

fur n = 2 eine Kongruenz 581). Sind die Gleichungen (5) in x, y, Z 

linear, so stellen die Pi Strahlkoordinaten dar 582). 

IV. Koordinaten von Gebilden auf einer Kurve oder Fliiche 
(in einer nichtlinearen :Mannigfaltigkeit). 

31. Allgemeines. Sind die homogenen linearen Koordinaten Xi 

eines Punktes der Ebene oder des Raumes als Funktionen eines Pa
rameters t gegeben (Nr. 2, 3), so gehoren die den verschiedenen 
Werten von t entsprechenden Punkte einer ebenen oder raumlichen 
Kurve an, und t kann als Koorainate ehws Punktes (oder einer Punkt
gruppe) dieser Kurve gelten 583). 

Fur eine rationale Kurve, d. h. wenn die Xi als ganze rationale 
Funktionen eines Parameters A gegeben sind, liiBt sich stets ein neuer 
Parameter t so einfuhren, daB die Kurvenpunkte und die Werte von t 

einander eineindeutig entsprechen 584). Die Untersuchung der Punkt-

578) Th. Reye, J. f. Math. 82 (1877), p. 9f. 
579) G. Koenigs, Paris C. R. 104 (1887), p. 842-844; Acta math. 10 (1887), 

p. 313-338; E. Cosserat, Paris C. R. 107 (1888), p. 653; These, Anm. 560, p. 13 f. 
580) S. Ll:e, Math. Ann. 5 (1872), p. 151 f. - Betrachtet man Pl' P2' Ps als 

rechtwinklige Punktkoordinaten X, Y, Z eines zweiten Raumes, so bestimmen 
die Gleichungen (5) eine Beriihrungstransformation der beiden Raume, durch die 
den Punkten des einen Raumes die Kurven eines Komplexes des andern R.aumes 
entsprechen (ebenda p. 155). 

081) G. Da1'boux, Leyons 2, livre IV; L. Bianchi 560) , p. 339; L. P. Eisen
hart 11'"). 

582) S. Lie, a. a. 0., p. 16H. - Die speziellen Gleichungen 

x + Zz - (X+iY) = 0, Y - (X-iY)z - Z = 0 

(vgl. Anm. 580) stell en die Liesche Transformation von Geraden in Kugeln (Anm. 
537) dar (ebenda p. 167). 

583) t laBt natiirlich sehr haufig mannigfaltige geometrische Deutungen 
zu. - Der Kurvenbegriff ist durch den allgemeineren Begriff einer Element-M1 

ersetzbar; vgl. W. K. Olifford, On the classification of loci, Phil. Trans. R. Soc. 
London 169 (1878), p. 663-681 = Math. pap., p. 305-331; C. Segre, Introd. alIa 
geometria sopra un ente algebrico semplicemente infinito, Ann. mat. p. appl. (2) 
i2 (189!), p. 41. 

584) J. Liiroth, Math. Ann. 9 (1875), p. 163-165; C. Segre, a. a. 0., Nr. 5, 24; 
P. Appell u. E. Goursat, Theorie des fonctions algebriques et de leurs integrales, 
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gruppen und Korrespondenzen auf diesen Kurven mittels der Koordi
nate t oder der homogenen Koordinaten tv ts wird identisch mit der 
Geometrie auf der geraden Linie&8&), fur welche verschiedene Koordi
natensysteme im vorhergehenden erwahnt wurden. Die einfachsten 
Beispiele bilden die Kegelschnitte, die Raumkurven dritter Ordnungr 

allgemein die N ormkurven der Rn &86). 

Wegen der Koordinaten (und Geometrie) auf beliebigen algebra
ischen Kurven (bzw. Ml im R" &87) vgl. II B 2, Wirtinger, Nr. 26; 
ill AB 4a, Fano, Nr. 32; III C 4, Berzolari, Abschnitt IV; III C 8, Rohn. 

Sind die homogenen linearen Koordinaten x, eines Raumpunktes 
als Funktionen zweier Parameter u, v gegeben, so gehoren die den 
Wertepaarenu, v entsprechenden Punkte einer Fliiche an (Nr.3), und 
es konnen u, v als (GaufJsche) Koordinaten cines Punktes (oder einer 
Punktgruppe) auf der Flache geIten 588). f( u, v) = 0 definiert eine 
Kurve auf der Fliiche. Beziiglich der zahlreichen zur analytischen 
Behandlung der Geometrie auf beliebigen krummen Fliichen ver
wendeten Koordinatensysteme sei auf die betreft'enden Artikel 688) 

verWlesen. 
Lassen sich die x, als ganze rationale Funktionen von u und v 

darstellen, so heiBt die Fliiche rational; sie ist eineindeutig auf die Ebene 
abbildbar 589). Den verschiedenen Koordinatensystemen in der Ebene 
entsprechen solche auf den rationalen Flachen. Die einfachsten Bei
spiele hierfiir bilden die Fliichen zweiter Ordnung (Nr. 33), insbe
sondere die Kugel (Nr. 32). 

Paris 1895, p. 288f.; F. Enriques, Rend. Circ. mat. Palermo 10 (1896), p 80-35; 
H. Weber, Lehrb. der Algebra 2, Braunschweig 1896, p. 404 f.; E. Bertini, Introd. 
aHa geom. proiettiva degli iperspazi etc., Pisa 1907, p. 270 f. 

585) F. Klein, .v ergI. Betr., p. 14. Mit den rationalen Kurven, deren erate 
Untersuchung auf Mobius zuriickgeht, beschaftigt sich eingehend W.Fr. Meye,', 
Apolaritat, wo auch Literatur angegeben. 

586) Vgl. Nr. 11, ferner W. K. Clifford 58S). Zur Parameterbestimmung auf 
Kurven zweiter und dritter Ordnung s. O. Juel, Math. Ann. 47 (1896), p. 72-104; 
III C 5, Kohn, Nr. 21, 36, 44. 

587) Ale Ml in einem RD ist auch eine Regelflache zu betrachten. Die 
homogenen Koordinaten xi (i = 1, 2, ... , 6) einer Erzeugenden stellen sich als 
algebraische Funktionen eines Parameters oder ala ganze rationale Funktionen 
zweier Parameter dar, zwischen denen eine algebraische Gleichung besteht. V gL 
J. LUroth, J. f. Math. 67 (1867), p.133f. 

588) Vgl. ITr AB 2, v. Mangoldt, Nr. 12, insbes. Anm. 61; III AB 4&, Fano, 
Nr. 32; III D 1,2, v. Mangoldt, Nr. 34; lIT D 3, v. Lilienthal, Nr. 4, 21f. 

589) G. Castelnuovo, Math. Ann. 44 (1894), p. 155 (auch Rend. Acc. Lincei 
Roma (5) II, (1898), p. 205-209); G. Castelnuovo und li'. Enriques, ebenda 48 
(1897), p. 314; I B lc, Landsberg, Nr.22. 
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Wegen Koordinaten auf andern algebraischen Fliichen siehe 
III C 6, Castelnuovo und Enriques. 

Sind allgemein die linearen homogenen Koordinaten 

Xi (i=1,2, ... ,n+1) 
eines Elementes im R" als Funktionen von r wesentlichen Parametern 
tll t2 , ••• , tr gegeben, so gehoren die den verschiedenen Parameterwerten 
entsprechenden Elemente einer Mr an, und t1 , t2 , ••• , tr konnen als 
Koordinaten eines Elementes dieser Mr gelten 590). Dies HiBt sich z. B. 
zur Koordinatenbestimmung in Strahlkongruenzen und Strahlkomplexen 
verwerten 591). 

32. Koordinaten auf der Kugelil.ache (Spharische Koordi
naten) 592). Obgleich solche Koordinaten in der Astronomie zur Be
stimmung eines Ortes auf der scheinbaren Himmelskugel schon in 
alten Zeiten angewandt wurden593), diirfte der erste Versuch, Kurven 
auf der Kugel durch Gleichungen zwischen spharischen Koordinaten 
eines Punktes zu definieren, von J. Skene 594) (1796) herriihren. Die 
hierbei verwendeten Koordinaten entsprechen der geographischen Lange 
und Breite 595). 

690) Ein Beispiel hierzu behandelt schon N. D1'uckenmuller, Ubertragungs
prinzipien, p. 241 f., der in dem System der r ten Polaren der Punkte einer Ebene 
beziiglich einer festen algebraischen Kurve als Koordinaten einer Polaren die 
Parallelkoordinaten ihres Poles wahlt. 

691) Auf die Geometrie im Strahlnetz weist schon J. Plucker, Neue Geom. 
d. R., p. 83, hin. Beziiglich des Strahlgewindes und Strahlnetzes vgl. K. Zindler, 
Liniengeom. 1, § 55, 60; beziiglich der allgemeinen Strahlkongruenzen und Strahl
komplexe ebenda 2, p. 75f., 180f. 

592) Wegen Literatur iiber die Geometrie auf der Kugel s. R. Baltzer, Die 
Elemente der Mathematik 2,4. Aufl., Leipzig 1874, p.164-182, 312-333; Tropfke, 
2, p. 251£.; R. Heger, Anal. Geom. auf der Kugel, Leipzig 1908 (Samml. Schubert, 
LIV), p. V-VII. 

593) Tropfke 2, p. 407; S. Gunther, Geschichte der Mathematik 1, Leipzig 
1908, p. 117f. 

594) Er beantworlete in The Gentlemans Diary, London 1796, die im Jahr
gang 1795 von Th. White gestellte Frage nach der Gleichung einer spharischen 
Kurve. V gl. die historischen Bemerkungen von Th. St. Davies, Trans. R. Soc. 
Edinburg 12 (1834, gel. 1832), Note E, p. 361 f. u. Vorrede p. 259-270. 

595) Wahlt man auf einem Hauptkreis einen Anfangspunkt A und einen 
positiven Sinn und lallt aus einem Punkt P der Kugel das spharische Lot 
PQ auf jenen Hauptkreis, so nennt man die Bogen .iQ = -IT, QP = Tj die recht
winkligen sphiirischen Koordinaten von P; Azimut und Hohe, Rektaszension und 
Deklination, Lange und Breite eines Gestirns sind 801che Koordinaten. Be
zeichnet rp den Neigungswinkel des Hauptkreises AP gegen den gegebenen und 
ist Q = Ii>, so heiBen Q, rp die sphiirischen Polarkoordinaten des Punktes P. 
Sie verwendet z. B. J. Casey, London Phil. Trans. 161 (1871), p. 602. 
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Urn 1830 herum haben C. Gudermann und Th. St. Davies unab
han gig voneinander die analytische Geometrie auf der Kugel syste
matisch bearbeitet. 

Sind 0 X, 0 Y zwei unter dem Winkel ill gegeneinander geneigte 
orientierte Quadranten auf der Kugel (die beiden Achsen) und schneiden 

y die durch den Punkt P und die Punkte Y 
und X gelegten Hauptkreise auf jenen 
.Achsen bzw. die Stucke OM = x und 
ON = y ab (Fig. 6), so nennt C. Guder
mann 596) a = tg x, b = tg Y die Achsen-
7coordinaten des Punktes P. Wegen 

(1) tg x = ~n o~, tg Y = sin ~ 
sinMX sinNY 

sind diese Koordinaten fur das Strahlbundel, 
Fig. 6. das die Punkte der Kugelflache vom Zen-

trum aus projiziert 591), oder fur die Kugel 
selbst Doppelverhaltniskoordinaten (Nr. 5); der Einheitspunkt auf der 
Kugel ist der Schnittpunkt der Hauptkreise, welche die Mitten von 
O~X und 0 Y mit Y bzw. X verbinden. 

Projiziert man die Kugel aus ibrer Mitte auf die Tangentialebene 
des Punktes 0, so sind die Gudermannschen .Achsenkoordinaten eines 
Kugelpunktes identisch mit den Parallelkoordinaten seiner Projektion 
in bezug auf das von den Tangenten der spharischen Achsen in 0 

596) GrundriB der analytischen Spharik, Koln 1830; J. f. Math. 6 (1830), 
p. 244-254; 11 (1834), p. 394-398. Dieselben Koordinaten benutzen zu verschie
denen analytischen Untersuchungen auf der Kugel Vannson, Nouv. Ann. (1) 17-20 
(1858-61); Heilermann, Zeitschr. Math. Phys. 6 (1861), p. 153-181. - Gudermann 
verwendet zuweilen auch die spharischen Polarkoordinaten (Anm. 595) unter 
dem N amen Zentralkoordinaten. 

597) Die Ubertragung der Blindelkoordinaten auf die Kugel ist M. Chasles 
geillufig; vgl. Ap. hist., p. 553f. Vgl. ferner C. Graves, Two geometrical Memoirs 
on the general properties of cones of the second degree and of the spherical 
conics by M. OhasZes, translated from the french, with notes and additions and 
an appendix on the application of analysis to spherical geometry, Dublin 1841; 
die erwllhnten Abhandlungen Chasles' sind in den Nouv. Mem. Ac. Belgique 6 
(1830) erschienen. A. Borgnet, Essai de geometrie analytique de la sphere, Paris 
1847; Paris C. R. 25 (1847), p. 723; Nouv. Ann. 7 (1848), p. 147-150, 174-177, 
392-395; dann die Dissertationen liber spharische Kegelschnitte von L. Geisen
heimer, Jena (Schweidnitz) 1869, u. H. Vogt, Breslau 1873. G. Huber, Zeitschr. 
Math. Phys. 45 (1900), p.86-118, hingegen studiert diese Raumkurven und deren 
.Tangentenfillchen, indem er die rechtwinkligen Koordinaten ihrer Punkte als 
elliptische Funktionen eines oder zweier Parameter darstellt. 
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gebildete Achsenkreuz. Die Gleichung einer spharischen Kurve in 
Qbigen Koordinaten ist demnach identisch mit der Gleichung ihrer 
Zentralprojektion aus der Kugelmitte in Parallelkoordinaten 598). 

Th. St. Davies 599 ) setzt ro = 90° voraus und wahlt (Fig. 6) OM 
und MP oder noch haufiger OM = o~ und YP (Poldistanz) 
als Koordinaten von P. 

Gudm-mann 600) iibertragt auch die ebenen Dreieckskoordinaten 
(Nr. 5) auf die Kugel, indem er die Sinus der aus einem Punkt auf 
die Seiten eines spharischen Dreiecks gefailten spharischen Lote als 
homogene spharische Koordinaten eines Punktes betrachtet 601). 

F. A. Mobius 60ll) wendet die Methoden seines baryzentrischen 

598) N. DruckenmtUlel', Ubertragungsprinzipien, p. 7, wo sich auch schon 
die Bemerkung findet, daB hierdurch jedes andere Koordinatensystem der Ebene 
ebenfalls auf die Kugel iibertragbar wird; Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. R. 1, 
Leipzig 1863, p. 311 f. Nimmt man (f) = 90° an und wahlt sin MP, sin ffp als 
sphlirische Koordinaten des Punktes P, so stimmt die Gleichung einer spharischen 
Kurve in diesen Koordinaten iiberein mit der Gleichung ihrer Orthogonal
proj ektion auf eine zur Tangentialebene in 0 parallele Ebene in rechtwink
ligen Koordinaten; ebenda p. 312. 

599) Trans. R. Soc. Edinburg 12 (1834), p. 259-362 (gel. 1832), p. 379-428 
(gel. 1833). Schon 1831, ebenda p. 77 --122, hat er diese Koordinaten zum Studium 
einer astronomischen Frage verwendet. Die folgenden Abhandlungen sind analy
tischen Untersuchungen uber Kugelkreise, zahlreiche spharische Kurven (Spiralen, 
spharische Kegelschnitte, Loxodromen usw.), Koordinatentransformationen auf der 
Kugel und Projektionen der Kugel auf die Ebene gewidmet. Uber die spharischen 
Kurven wird manches Neue geboten; zahlreiche historische Bemerkungen ver
dienen Beachtung. - Davies' Methoden wurden weiteren Kreisen durch die 
Untersuchungen von S. S. Greatheed, Cambro math. J. 1 (1839), p. 193-204; 2 
(1841), p. 37-45, bekannt. 

600) Analytische Spharik, p. 153f. 1m Lehrb. d. niederen Spharik, Miinster 
1835, Abschn. 10, p. 295 if., legt er ein dreirechtwinkliges spharisches Dreieck 
zugrunde und verwendet als "Distanzkoordinaten" die spharischen Abstande eines 
Punktes von den Ecken dieses Dreiecks. 

601) Mit diesem Koordinatensystem beschaftigen sich auch A. Cayley, Cambro 
Dublin math. J. 1 (1846), p. 22-33 = Math. pap. 1, p. 218; P. Cassani, G. mat. 6 
(1868), p. 81-96; Fr. Danieols, Ann. Soc. scient. Bruxelles 25A (1901), p.138-141; 
Arch. Math. Phys. (3) 5 (1903), p. 261-273; Essai de geometrie spMrique en 
coordonnees projectives, Fribourg 1907 (Publ. de l'Universite de Fribourg (Suisse). 
Nouvelle serie, fas. VIII); R. Heger, J. f.' Math. 132 (1907), p. 279; Arch. Math. 
Phys. (3) 13 (1908), p. 129; Anm. 592, p. 3 [hier werden (p. 5) als homogene 
rechtwinklige Koordinaten eines Hauptkreises die obigen Koordinaten seines Poles 
betrachtetJ. 

602) Abh. Jablon. Ges. Leipzig 1846, p. 45-86 = Ges. W. 2, p. 1-54. -
Wlihlt man auf der Kugel drei feste Punkte A, B, C, so kann man ihnen stets 
solche Gewichte a, b, c beilegen, daB der Schwerpunkt zwischen ihnen und dem 
mit dem Gewichte p - a - b - c versehenen Kugelzentrum 0 in einen gegebenen 
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Kalkiils auf spharische Figuren an, wobei auch Hauptkreise als Ele
mente betrachtet werden. 

All diese Koordinaten lassen sich als Sonderfalle der linearen 
Koordinaten im Bundel durch das Kugelzentrum betrachten. Die ana
lytische Geometrie auf der Kugel erscheint aus diesem Gesichtspunkte 
identisch mit der Geometrie im Biindel (Nr. 5)603). Die elliptischen 
Koordinaten in letzterem (Nr. 13, Fall III) sind dann zugleich ellip
tische Koordinaten auf der Kugel 604). Auch die den verschiedenen 
Kugelkoordinaten (Nr. 2~, 25, 10, 16) analogen Kreis- und Punkt
koordinaten auf der Kugel lassen sich auf diese Weise leicht einfuhren, 
indem man von den Drehkegeln im Bundel ausgeht605). 

Man kann aber auch die Kreise auf der Kugel als die Schnitte mit 
deren Orlhogonalkugeln betrachten. Wiihlt man nun die gegebelle 
Kugel " samt vier zu ihr und untereinander orlhogonalen Kugeln 
als Grundkugeln eines Systems pentaspharischer Kugelkoordinatell 

Punkt P der KugelfHiche rallt. Bezeichnen cp, x, 1/1 die aus P auf die Haupt
kreise BC, CA, AB gerallten spharischen Lote, so sind die homogenen Koordi
naten a, h, c proportional mit sin BC sin cp, sin CA sin x, sin AB sin 1/J und im 
wesentlichen identisch mit einem von A. Cayley 601) erwahnten System. a, h, c 
sind auch proportional den Parallelkoordinaten von P in bezug auf das Achsen
kreuz OA, OB, ~C. 

603) Dieser Auffassung entspncht die Behandlung der Spharik bei O. Hesse, 
Vorles. Raum (1861), p. 33f.; W. Fiedler, Zeitschr. Math. Phys. 8 (1863), p.392-394 
(vgl. auch dessen Charakterisierung der Metrik auf der Kugel in "Die Elemente 
d. neueren Geom. u. d. Algebra d. binaren Formen", Leipzig 1862, p. 234); 
Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. Raumes 1, Leipzig 1863, p. 312-334. - Vgl. noch 
O. Stolz, Zeitschr. Math. Phys.16 (1871), p. 168-178; P. Cassani 60 !); Fr. Danie'ls, 
L'Enseign. math. 7 (1906), p. 206-221, sowie "Essai de geom. spherique" 60!). 

Die Punkte der Kugel lassen sich nur den Halbstrahlen durch das Zen
trum eineindeutig zuordnen. Wegen des Unterschiedes zwischen der Geometrie 
im Halb- und der im Vollstrahlbiindel vgl. F. Klein, Nicht-Euklid. Geom. 1 
(Autogr. Vorl. Winters. 1889/90), 2. Abdr. Gottingen 1893, p. 11f., 97-105. 

E. Rudert, Grundlagen z. einer Geom. d. Kugel, Progr., Leipzig 1899; Uber 
kleine Kugelkreise, Diss. Leipzig 1900, verwendet die Methoden der Grassmann
schen Ausdehnungslehre. 

Analog gestaltet sich die Untersuchung von Gebilden in der hyperbolischen 
Ebene bei Verwendung der Weierstraftschen Koordinaten (Nr. 9); vgl. W. Killing, 
Die nicht-euklidischen Raumformen, Leipzig 1885, p.17f., und die Anm. 247 
angefiihrten Arbeiten. 

604) J. Liouville, J. math. p. appl. (1) 11 (1846), p. 369-374, verwendet sie 
zum Studium der Bewegung eines Punktes auf der Kugel. 

605) J. Casey 095), p. 607; G. Frohenius, J. f. Math. 79 (1875), p.187; 
R. Lachlan, The Messenger Math. 14 (1884/85), p. 145-152; London Phil. Trans. 
177 (1886), p. 545-575 (samt Untersuchungen iiber spharische zyklische Kurven 
vierter Ordnung). 
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(Nr.24), so bilden die vier Koordinaten der zu " orthogonalen Kugeln 
eiu System orthogonaler tetrazyklischer Kreiskoordinaten auf der Kugel 606). 

Damit lassen sich aber auch die den hexaspharischen Koordinaten 
(Nr. 25) analogen Kreiskoordinaten auf der Kugel definieren. 

Wegen anderer aus der Auffassung der Kugel als Regelflache 
zweiter Ordnung entspringenden Koordinaten siehe Nr. 33 607). 

Punktkoordinaten auf einer Nttllkugel (einem Minimalkegel) fl1hrte 
G. Darboltx 608) ein. 

33. Koordinaten auf einer FUi.che zweiter Ordnung. Sind OX 
und 0 Y die durch den fest gewahlten Punkt 0 einer windschiefen 
Regelflache zweiter Ordnung gehenden Erzeugenden, so schneiden die 
Erzeugenden irgend eines Flachenpunktes P auf 0 X und 0 Y die 
Punkte P l bzw. P 2 aus. Die Abstande ~ = OP1, 1} = OP2 benutzen 
J. Pliicker 609) und M. Chasles 610) als Koordinaten des Punktes P (Nr. 31). 
~ = konst., 1} = konst. sind die Gleichungen der beiden Erzeugenden
scharen; ~ = 0, 'I} = ° sind die Koordinaten von 0, ~ = co, 'I} = 00 

die Koordinaten des zweiten Endpunktes 0 1 des durch 0 gehenden 
Durchmessers der Flache. 
(1) f(~, 1}) = 0 
ist die Gleichung einer Kurve auf der Flache. Bezeichnet f eine ganze 
rationale Funktion, die in ~ bis ZUlli pten, in 1} bis ZUlli qten Grad auf
steigt, so ist die durch die Gleichung dargestellte algebraische Kurve 

606) J. Casey·95), p. 603; E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 4 (1893), p.14-28, 
samt den analogen Koordinaten f. d. Punktepaare eines Kreises, p. 28 f. - Wegen 
Koordinaten von Punktepaaren auf der Kugel vgl. Anm. 496. Die von E. Cosserat, 
Sur Ie cercle considere comme element generateur de l'espace, These, Paris 1889, 
p. 40-42, eingefiihrten Punktepaarkoordinaten erweisen sich als identisch mit 
den Pluckers chen Koordinaten der Verbindungsgeraden in bezug auf ein Pol
tetraeder der Kugel. V gl. auch p. 39 die tetrazyklischen Punktkoordinaten. 

607) E. Hutt, Eine neue Art d. elliptischen Kugelkoordinaten, Progr. Berlin 
1872, und G. Darboux, Le<;ons 2 (1889), p. 422, verwenden die halbe Summe und 
Differenz der spharischen Abstande eines Punktes der Kugel von zwei festen 
Punkten als Koordinaten (vgl. Nr. 17, Anm. 353); die Koordinatenlinien sind 
dann spharische Kegelschnitte. Tripolare Punktkoordinaten auf der Kugel treten 
bei G. Darboux, Classe rem., p. 42, auf; ein System isometrischer Koordinaten 
erwahnt .A. Enneper, Zeitschr. Math. Phys. 24 (1879), p. 256. 

608) Bull. BC. math. (2) 29 (1905), p. 34, 39. 
609) J. f. Math. 34 (1847), p.341-356, 360-376 = Ges. Abh. 1, p. 417-433, 

437-455 (vgl. hierzu auch die Bemerkung des Herausgebers p. 611). In letzterem 
Aufsatz nennt er G, 'lJ stereographische Koordinaten. 

(110) Paris C. R. 53 (1861), p. 985-996, 1077-1086,1203-1210. Mit diesen 
Koordinaten hat sich auch .A. Cayley, Phil. Mag. 22 (1861), p. 35-38 = Math. 
pap. 5, p. 70 beschaftigt. Die meisten Anwendungen riihren von Chasles her. 
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von der (p + q/en Ordnung 611) und schneidet jede Erzeugende 'Yj = konst. 
in p, jede Erzeugende ; = konst. in q Punkten. Eine bilineare Glei
chung zwischen ~ und 'YJ definiert einen Kegelschnitt. 

Projiziert man die FHiche aus dem Punkt 01 auf die Ebene OXY 
(stereographisehe Projektion)612), so hat die Projektion P' von P in 
bezug auf die Achsen OX, OY die Parallelkoordinaten ;, 'Yj. Gl. (1) 
ist also gleichzeitig die Gleichung der stereographischen Projektion der 
Flachenkurve aus 0 1 , Die den bilinearen Gleichungen zwischen ;, 'YJ 

entsprechenden ebenen Schnitte der Flache 618) projizieren sich als 
Kegelschnitte durch die unendlichfernen Punkte von 0 X und 0 Y. 

Eine projektive Verallgemeinerung dieser Koordinaten ergibt sich 
durch Einfiihrung projektiver Koordinaten (Nr. 8) in jeder der beiden 
Regelscharen. 614) Bringt man die Flachengleichung (in linearen homo
genen Koordinaten) auf die Form 

(2) XIX, - X2 X 3 = 0, 

so sind Xi Xs solche Koordinaten. 615) Die homogenen Koordinaten 
Xl' Xl 

X/, x2', Xs' der Projektion eines FIachenpunktes (Xi) aus dem Beriih
rungspunkt der Ebene Xl = 0 auf die Ebene x4 = 0 Bind, wenn die 
Schnittlinien mit den Ebenen Xl = 0, x2 = 0, Xs = 0 alB Seiten des 
Grunddreiecks benutzt werden, mit den Koordinaten Xl' x" Xs des 
Flachenpunktes proportional. 

611) DaB die Ordnung einer Kurve auf dem einschaligen Hyperboloid nicht 
mit dem Grad ihrer Gleichung iibereinstimmt, hat A. Cayley a. a. O. bemerkt. 
1st der Grad der Gl. (1) um r Einheiten kleiner als die Ordnung der Kurve, 
so hat diese einen 1'-fachen Punkt in °1 , E. Kasner, Trans. Amer. Math. Soc. 1 
(1900), p. 450, nennt p und q die Teilo1'dnungen ("partial orders") der Kurve. 

612) Diese Verallgemeinerung der gewohnlichen stereographischen Projektion 
gab M. Chasles; Naheres dariiber bei Clebsch-Lindemann 2\ p. 414-432, Literatur 
in III C 2, Staude, Nr. 88, 120. 

613) Damit hangt die von C. Stephano8 (vgl. Anm. 469) behandelte .A.bbildung 
der binaren Projektivitaten auf die Punkte des Raumes zusammen. 

614) Sie verwendet zur invariantentheoretischen Untersuchung der einer 
Flache 2. O. angehorigen Kurven hinsichtlich der Gruppe der kollinearen Trans
formationen der Flache in sich E. Kasner a. a. 0., p. 451 f. In § 36 derselben 
Arbeit fiihrt er als Koordinaten eines Punktes der FHiche 2. O. zwei Gruppen 
ternlirer homogener Koordinaten ein, fiiI deren jede eine quadratische Bedingungs
gleichung besteht. Sind z. B. L' = 0, L" = 0, L'" = 0, L = 0 die Gleichungen 
von Erzeugenden derselben Schar in Linienkoordinaten (Nr. 27), so besteht eine 
Identitlit 

L = r 1 L' + 1'll L" + 1'3 L'''. 
1'1 : r, : r. sind dann die erwlihnten Koordinaten der Erzeugenden L durch einen 
Flachenpunktj fiir die zweite Erzeugende durch diesen Punkt gilt analoges. 

615) A. Oayley 610); Clebsch-Lindemann 2 1, p.422f. 
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Fur Nichtregelflachen zweiter Ordnung werden die analogen Koor
dinaten Xi eines reellen Punktes, mithin auch die x;' komplex. 616) 

Flir die Einheitskugel um den Ursprung eines rechtwinkligen Achsen
kreuzes 
(3) (z-1)(z+ 1) + (x+iy)(x -iy) = 0 

z. B. sind die FIachenkoordinaten des Punktes x, y, z 

(4) ~_X2'_X+iY 7j=Xs~=x-i~617) 
-x/-1-z' Xl 1-z' 

also zugleich Minimalkoordinaten (Nr. 7) der Projektion dieses Punktes 
aus (0,0, 1) auf die Ebene z = - 1. Daraus folgt flir die recht
winkligen Koordinaten x', y' der Projektion auf die xy- Ebene 

(5) 
mithin 
(6) 

x' = _x_, y' = _y_, 618) 
1-z 1-z 

~ = x' + iy', t) = x' - iy'. 

Diese auf B. Riemann 619) zuruckgehende Darstellung der kom
plexen Variabeln durch Punkte der Kugel ist fur verschiedene Teile 
der Mathematik von Nutzen gewesen.620) Die allgemeinere Darstellung 
von L. Weaekind 621) ist mit der in der Ebene (Nr. 7) vollig analog. 

Projiziert man die Kugel aus ihrer Mitte auf eine Ebene x, so 
umhullen die paarweise sich deckenden Projektionen der Erzeugenden 
einen nullteiligen Kreis K. Sind AI' AI/ Punktkoordinaten in x be-

616) J. Plucker, J. f. Math. 34 (1847), p. 341-356, Nr. 9 = Ges. Abh. 1, p. 423. 
617) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 264f. (gleich fur die M;_l im Rn); 

Nicht-Euklid. Geom. 2 (Autogr. Vorl. Sommers. 1890, ausgearb. von Fr. Schilling), 
2. Abdr., Gottingen 1893, p. 86. - Vgl. auch G. Darboux, Leyons 1, p. 22, und 
G. Koenigs, Geom. reglee, Nr. 92. 

618) Aus (4) ergibt sich x' = c ~, y' = c ~- . Da der Punkt x = 1, 
1-z l-z 

Y = z = 0 mit seiner Projektion auf die xy-Ebene zusammenfallt, muE c = 1 
sein. - Aus (5) und (3) folgen die oft verwendeten Formeln 

2x' 2y' x'2+ y'2_1 
X= X'2+ y"+ l' Y=-;?2+ y'2-}-f' Z= X'2+ y'2+ 1 . 

619) Zuerst dargelegt von O. Neumann, Vorl. iib. Riemanns Theorie d. 
Abelschen Integrale, Leipzig (1865), 2. Aufi. 1884, p. 52. 

620) F. Klein, Vergl. Betr., § 6 u. Note VII; Sitzungsber. phys.-med. Soc. 
Erlangen, Nov. 1873 = Math. Ann. 22 (1883), p. 246-248; ~Iath. Ann. 9 (1875), 
p. 189; Vorl. ub. d. Ikosaeder usw., Leipzig 1884, p.29f. Wegen Verwendung 
der stereographischen Abbildung der M';_1 im Rn auf den Rn_ 1 vgl. III AB 4b, 
Fano, Nr. 30, 31. 

621) Beitr. z. geom. Interpr. binarer Formen. Diss. Erlangen 1875, § 4; 
Math. Ann. 9 (1876), p. 209f.; Studien im binaren Wertgebiet, Habil. Karlsruhe 
1876, p. 1 f. 
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zuglich K als Normkurve (Nr.11) und betrachtet man eine Tangente 
von K, je nachdem ihr die Koordinate Ai oder 12 zugeordnet wird, als 
Projektion einer Erzeugenden der einen oder andern Schar, so ent
spricht dem Punkte (11' Is) in 11: ein einziger Punkt auf der Kugel. 
Die Geometrie auf der Kugel wird identisch mit der elliptischen Geo
metrie in 11: mit K als absolutem Kegelschnitt.622) 

Da die Punkte auf der Oberfiache eines dreiachsigen Ellipsoides 
mittels der Gleichungen 

(7) 
x = a cosu, 

'!J = b sin u cos v, 
s = c sin u sin v 

dargestellt werden konnen 62S), so bilden die Winkel u, v Koordinaten 
auf dem Ellipsoid (fiir a = b = c auf der Kugel). Ferner konnen 
zwei der Nr. 12-15 besprochenen elliptischen Koordinaten Ai' ls, Is 
als Punktkoordinaten der durch die dritte bestimmten Flache zweiter 
Ordnung dienen 624); die Parameterlinien sind die Kriimmungslinien 
der FIache. Die Geometrie auf dem Ellipsoid (insbesondere Spharoid) 
ist wegen ihrer Bedeutung fur die Erdmessung und Schiffahrt schon 
von A. C. Clairaut und L. Euler 625) behandelt worden. 

Wegen der geodatischen Polarkoordinaten und der rechtwinkUgen 

622) G. Darboux, Classe rem., Note Ill, p.208f.; F. Klein, Vergl. Betr., 
p. 27; Clebsch-Lindemann 21, p. 606f. V gl. aueh III A B 4 b, Fano, Nr.30a"). 

623) J. Jvory, London Phil. Trans. 1809, p. 350; C. F. GaufJ, Commentat. 
ree. Soc. Gott. 2 (1813), p. 17 = Werke 5, Gottingen 1877, p. 16 (nach III A B 2, 
v. Mangoldt, Anm; 61). a, u, v lassen sich zufolge (7) als krummlinige raum
liche Koordinaten auffassen und heillen (J. G. Hagen, Synopsis der hOheren 
Mathematik 2, p. 81) die elliptischen Polarkoordinaten des Punktes (x, y, z). 

624) V gl. 299), 829) j C. G. J. Jacobi, J. f. Math. 19 (1839), p. 309, driiekt sie 
durch die Winkel u und v aus. S. auch E. Heine, Randbuch d. Kugelfunktionen, 
2. Aufi., 1, Berlin 1878, p. 852. 

Van Geer, Zeitschr. Math. Phys. 20 (1875), p. 804-811, nennt As -Al und 
AS -}.I die zentralen Koordinaten eines Punktes P auf dem Ellipsoid AI' weil sie 
den Quadraten der Achsen des zu P konjugierlen Diametralschnittes gleich sind. 

625) Die Grundzuge der sphiiroidischen Trigonometrie haben A. C. Clairaut, 
Mem. Rist. Ac. inscr. Paris 1733, 1789, u. L. Euler, Rist. Mem. Ac. Berlin 9 (1753), 
p. 258ff., geschaffen. Es handelt sieh dabei in erster Linie um die Auflosung 
spharoidischer Dreieeke, die von zwei von einem Pole ausgehenden Meridianbogen 
und der geodatischen Verbindungslinie ihrer Endpunkte gebildet wird. V gl. 
B.Oriani, !\fem. (fis. mat.) 1st. Nat. Bologna 1/1 (1806), p. 118-198; 2/1 (1808), 
p. 1-58; 2/2 (1810), p. 1-58; Mem. 1st. Lomb.-Ven. 4 (1838), p. 825-331. Eine 
Geschichte dieses Zweiges gibt Grunert in Kliigels Mathern. Worterbuch 5, Leipzig 
1881, p. 332 f., eine zusamrnenfassende Darstellung in "Spharoidisehe Trigono
metrie", Berlin 1833; vgl. auch Loxodromische Trigonometrie, Leipzig .1849. 
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geodatischen oder Soldnerschen Koordinaten auf dem Spharoid vgl. 
VI 1,3, Pizzetti, Nr. 16, 22. 

34:. Natiirliche Koordinaten.626) Man versteht darunter Bestim
mungsarten von Elementen einer nichtlinearen (krummen) Mannig
faltigkeit (Kurve, Flache usw.) , bei denen nicht auf au6erhalb der 
Mannigfaltigkeit befindliche Gebilde Bezug genommen wird, wie es 
z. B. die Basis eines Koordinatensystems ist.611l) Bezeichnet z. B. s die 
von einem festen Punkt aus gemessene und bis zu einem Punkt P 
reichende Bogenlange einer ebenen Kurve, q; den Winkel der Tangente 
in P gegen eine feste Tangente (oder eine andere orientierte Gerade) 
und Q den Kriimmungshalbmesser in P, so sind die Zahlen (s, q;) von 
K.C.F.Krause 6118), A.Peters6119), J.PlUcker 6SO), W. Whewell 631) u. a.632), 

die Zahlen (q;, Q), fiir die E. Wolffing 633) den N amen Entwicklungs
koordinaten vorschliigt, von L. Euler 634) , L. Aoust 635) u. a. 636) , die 

626) VgI. auch IliA B4b, Fano, Nr. 3Sb) und IIID4, Scheffers, an vielen 
Stellen. 

Wegen des Auftretens und Entstehens dieses Namens sowie der in ahnlichem 
Sinn gebrauchten Ausdriicke: coordonnees intrinseques (esoterische Koordinaten), 
intrinsic equation, geornetria intrinsica vgl. den eingehenden "Bericht iiber den 
gegenwartigen Stand der Lehre von den natiirlichen Koordinaten" von E. Wolffing, 
Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 142-169, der bei der Abfassung dieser Nummer von 
groBem Werte war. 

627) Dem Bestreben, sich von den Koordinatenachsen unabhangig zu machen, 
eutsprang auch Le~'bnizens "Charakteristik" (vgL Leibnizens mathem. Schriften, 
herausgeg. von Gerhardt, 2, p. 20f., 27f.; 5, p. 141-178; oder auch H. Graft
manns Ges. Werke 11, p. 417f.) und H. GrafJrnanns Ausdehnungslehre (vgl. Ausg. 
v. 1844, p. VIn = Ges. Werke 1 t, p. 9). 

628) Novae theoriae linearum curvarum, originariae et vere scientificae, 
specimina quinque prima. Herausgeg. v. H. Schroder, Miinchen 1835. 

629) Nene Curvenlehre Dresden 1838. 
630) Theorie d. algebr.'Kurven, Bonn 1839, p.201. Vgl. auch d. Fu6n. p. 206. 
631) Trans. Cambro Phil. Soc. 8 (1849), p. 669-671; 9 (1851), p. 150f. Eine 

deutsche Ubersetzung dieser Abhandlungen gab A. Walter, Progr. d. k. k. ersten 
Staatsrealsch., Graz 1907. 

632) S. E. Wolffing, Ber., p. 14,sf. 
633) Ber., p. 144. 
634) Nova Acta Ac. Petrop. 1 (1783), p. 75-116. 
636) Analyse infiniMsimale des courbes planes, Paris 1873. 
636) E. W6lffing, Ber., p. 144f. - 1st f(cp, (l) = 0 die Gleichung der Kurve 

und legt man durch einen festen Punkt 0 Strecken, die mit den lu:iimmungs
radien gleich und parallel sind, so erfiillen ihre Endpnnkte eine Kurve (die 
Radiale der gegebenen), deren Gleichung in Polarkoordinaten cp, Q (Nr. 9) wieder 
obige Form hat, wenn 0 als Pol und die Polarachse senkrecht zur Anfangs
tangente gewahlt wird. V gl. auch H. Wieleitner, Spez. ebene Kurven, Leipzig 
1908, § 30. 

Encyklop. d math. Wissensch. ill 1. 49 
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Zahlen (s, Q) endlich (esoterische Koordinaten nach dem V orschlag von 
R. Hoppe) von L. Euler 637), u. a.6S8), insbesondere von E. Cesaro 639) 

studiert und verwendet worden. Mit letzteren Koordinaten hat die 
Differentialgeometrie der ebenen Kurven weitgehende Behandlung er
fahren (III D 1,2, v. Mangoldt, Nr.15). Vielfache Anwendungen fanden 
auch die Gergonneschen 640) Koordinaten ('I, (11)' WO '11 den Kriimmungs
radius der Evolute in dem P entsprechenden Punkt bezeichnet. 

Aufklarung libel' den Charakter der verschiedenen natlirlichen 
Koordinaten brachte erst S. Lies Gruppentheorie. Die natiirlichen 
Koordinaten fiir ebene Kurven sind Differentialinvarianten (niedrigster 
Ordnungen) der Gruppe del' Bewegungen in der Ebene; eine natar
liche Gleichung gehort zu samtlichen (X)S mit einer Kurve kongruenten 
Kurven und zu keinen andern.641) Auch fUr Raumkurven und krumme 
Flachen 642) verwendet man als natiirliche Koordinaten die Differential
invarianten niedrigster Ordnungen hinsichtlich del' Bewegungen des. 
Raumes, fiir die Raumkurven z. B. die Bogenlange und die Radien 

637) Comm. Ac. Petro 12 (1750), p. 3-52. 
638) E. Waltfing, Ber., p. 145-147 .. 
639) Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896. Deutsche Ausg.: Vor

lesungen uber natiirliche Geometrie von G. Kowalewski, Leipzig 1901; vgl. ferner 
G. Loria, Ebene Kurven, an vielen Stell en, und die Anwendungen auf Rollkurven 
bei H. Wieleitner 636), IV. Abschn.; wegen anderer Arbeiten noch E. W6lffing~ 
Ber., p. 155. 

640) Ann. math. p. appl. 4 (1813), p. 42-55; betreffs der zahlreip,hen Ar
beiten, in denen diese Koordinaten zur Verwendung gelangen vgl. E. W6lffing, 
Ber., p. 148f. 

641) E. Waltfing, Ber., p. 149; G. Scheffel's, Einfiihrung in die Theorie der' 
Kurven, Leipzig 1901, p. 52f.; III D 1, 2, V. Mangoldt, Nr. II). 

Jedes Paar von Differentialinvarianten, die gegenuber einer Untergruppe 
der Bewegungen in der Ebene invariant sind, kann man als halbnaturliche Koor· 
dinaten bezeichnen (E. W61ffing, Ber., p. 150f.). Hierzu gehOren die Zusammen
stellung von Abszisse und Bogen (s. auch H. Wieleitner 686), p. 392f.), Radiusvektor 
des Kurvenpunktes und Ursprungslot auf die Tangente (G. Bacchi, Geometria. 
analitica delle linee piane, Pavia. 1854; H. I. Purkiss, The Oxf. Camb. Dublin 
Mess. 2 (1864), p. 98; 3 (1866), p.21; E. J. Nanson, The Messenger Math. 28 
(1898/99), p. 80; 32 (1902/03), p. 64). 

Eine Verallgemeinerung der natiirlichen Koordinaten bilden die von G. Pick~ 
Sitzungsb. Ak. (math. nat.) Wien 115, Abt. ITa (1906), p. 139-159, betrachteten 
kovarianten Koordinaten niedrigster Ordnung, die gegeniiber ~llen Transfor
mationen !liner r-gliedrigen Gruppe von Punkttransformationen in der Ebene in
variant sind. - S. auch die Formkoordinaten bei E. W6lffing, Ber., p. 154. 

642) Beziiglich naturlicher Gleichungen von Regelfiachen vgl. X. Antomari, 
Appl. de la methode cinematique it l'etude des surfaces reglees. Mouvement 
d'un corps Bolide assujetti a cinq conditions. These. Paris 1894; R. de Baus8ure~ 
Amer. J. math. 19 (1897), p. 349; K. Zindler, Liniengeom. 2, p. 20f. 
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der ersten und zweiten Kriimmung 643) (III D 1,2, v. Mangoldt, Nr.32). 
Beziiglich der natiirlichen Gleichungen einer Flliche siehe III D, 1,2, 
Nr.35. 

Die natiirlichen Koordinaten vermogen die gewohnlichen keines
wegs zu ersetzen, sind abel' fiir differentialgeometrische Untersuchungen 
von groBem Werte. Die so stark zuriickgebliebene Theorie der trans
zendenten Kurven hat durch Verwendung dieser Koordinaten vielerlei 
Anregungen erfahren.644) 

35. Koordinaten sonstiger Elemente. Den Gedanken, die Kom
bination zweier Elemente verschiedener Systeme als neues Element zu 
betrachten, hat schon J. G. H. Swellengrebel 645) klar gefaBt und ver
wertet. Die Kombination eines Punktes und einer Geraden der Ebene 
fiihrte A. Clebsch 646), von der Invariantentheorie ausgehend, ein. Sind 
Xii U; (i = 1,2,3) homogene lineare Koordinaten des Punktes und 
der Geraden, so nennt man die sechs Zahlen Xi' Ui 647), von denen die 
Xi und die U i je mit einer beliebigen Zahl multipliziert werden diirfen, 
die Koordinaten des Funkt-Linienelementes 648) (x u) in der Ebene. 
Eine in den Xi und u. homogene Gleichung ((x, u) = 0 scheidet aus 
diesen 004 Elementen 003 aus, deren Inbegriff Clebsch einen Konnex 
nennt. Er ordnet jedem Punkte X die Tangenten einer Kurve, jeder 
Geraden u die Punkte einer Kune zu. Eine algebraische Gleichung 
vom mten Grad in den Xi und nten Grad in den ui definiert einen 

643) O. Rausenberge1', GrundJagen zu einem System von Kriimmungskoord. 
Diss. Heidelberg (Berlin 1875). 

644) S. H. Wieleitner· 686), insbes. Abschn. IV, V. 
645) Anal.-geom. Unters. iib. aIlgem. Verwandtschafts-Verhaltnisse von Koor

dinaten·Systemen, Bonn 1855, p. 2. Sind xy, u'v' die Koordinaten der Elemente, 
so werden x, y, u', v' als Koordinaten des Elementenpaares angesehen. Durch 
drei Gleichungen zwischen ihnen wird eine Elementen-Kette, durch zwei ein 
Elementen-Netz definiert; diese Netze werden als Verwandtschaften zwischen den 
beiden Systemen naher untersucht. Beachtenswert erscheint dabei die im IV. Ab
schnitt fUr den Fall einer Punktverwandtschaft behandelte Tangential-Affinitat, 
die in der Umgebung eines Punktepaares die allgemeine Verwandtschaft ersetzt. 
Der Keim dieser Begriffsbildungen findet sich bei J. Plucker, Entw. 2, p. 251 f. 

646) Abh. Ges. Gott. 17 (1872), math. Kl. p. 11f. (beliebige Elementkombi
nationen); Math. Ann. 6 (1873), p. 203-215 = Nachr. Ges. Gott. 1872; Clebsch
Lindemann 1, p. 936f. 

647) Auf Zusammenhange mit den Pliickerschen Linienkoordinaten weist 
A. Clebsch, Math. Ann. 6 (1873), p. 213 hin. 

648) Diese systematische Benennung £ndet sich bei E. Kasner, Trans. Amer. 
Math. Soc. 4 (1903), p. 213-233. Sonst spricht man von Konnexelementen; 
F.Klein, Vergl. Betr., § 9, bezeichnete damit die Kombination von Punkt, Gerade 
und Ebene, insbesondere in vereinigter Lage. 

49* 



756 III A B 7. E. Muller. Die verschiedenen Koordinatensysteme. 

Konnex (m,n) von der mten Ordnung und nten Klasse. Der Konnex(l, 1) 
fiihrt zur Kollineation.649) Die durch zwei Gleichungen zwischen Xi' Ui 

definierten (X)2 Elemente gehoren einer Koinzidenz an. Sie deckt sich 
mit dem allgemeinsten Begriff der reziproken Verwandtschaft. Drei 
Gleichungen bestimmen zwei Kurven, von denen die Punkte der einen 
den Tangenten der andern zugeordnet sind, vier Gleichungen eine 
Elementengruppe. Die Gleichung UI Xl + U,x, + UsXs = 0 definiert 
den identischen Konnex, bestehend aus allen Elementen, bei denen 
Punkt und Gerade vereinigt liegen. J eder Konnex hat mit ihm seine 
Hauptkoinzidenz 650) gemeinsam. 

Bei der Ausdehnung auf den Raum sind die Kombinationen 
Punkt-Ebene 651 ) , Punkt· Gerade 652) und, dual hierzu, Ebene- Gerade 
moglich. 

J. Rosanes 653) wird durch die Auffassung zweier Punkte, etwa 
verschiedener Ebenen, als Element (Punktepaar) zu neuen :Fraga
stellungen und Ergebnissen iiber linear-abhangige Punktsysteme 654), 

649) Olebsch-Lindemann 1, p. 988f.; A. Clebsch u. P. Gordan, Math. Ann. 1 
(1869), p. 359f.; A. Vo/J, Math. Ann. 15 (1879), p.355-358. Untersuchungen iiber 
den Konnex (1,2) steUte J. W P. Godt, Diss. Gottingen 1873, an, solche iiber 
(m, 1) und (1, n) finden sich bei Olebsch-Lindemann 1, p. 1001 f. Der Konnex (m, n) 
ist nur unvollstandig, hauptsachlich im Zusammenhang mit der Theorie der 
algebraischen Differentialgleichungen unterBucht worden; vgl. jedoch O. Stephanos, 
Bull. sc. math. (ask) (2) 4 (1880), p. 318-328. 

Weitere Literatur bei E. Pascal, Rep. 2, p. 173-176. 
650) Mit deren Hilfe werden die Konnexkurven definiert, welche Integral

kurven einer durch den Konnex bestimmten Differentialgleichung 1. O. sind. 
A. Clebsch, Math. Ann. 6 (1873), p. 209; Glebsch-Lindemann 1, p. 962f. u. insbes. 
p. l014f., wozu jedoch zu bemerken, daB hierin schon Liesche Begriffsbildungen 
auftreten; vgl. Lie-Engel, Theorie d. Transformationsgr., II. Abschn., Leipzig 1890, 
p. 34 FuEn. 

651) R. Krause, Math. Ann. 14 (1879), p. 294-322, behandelt den Pnnkt
Ebenen-Konnex (2, 1), D. Sinzow, Publ. d_ Univ. Kasan 1894/96, auch sep. 1896 
(russisch) erschienen (nach Jahrb. Fortschr. Math. 27, p. 545-547, oder Bull. sc. 
math. (astr.) 22 (1898), p. 221-228), den allgemeinen Konnex (m, n) dieser Art 
und iibertragt auch die Entwicklungen auf den Fall von n homogenen Koordi
naten. Verschiedene Anwendungen dieser Elemente insbes. der Hauptkoinzi
denzen gibt: L. Autonne, Mem. cour. et sav. etr. Ac. Belg. 59 (1901) [vgl. Jahrb. 
Fortschr. Math. 34, Jhrg. 1903, p. 712ff.]; J. ec. polyt. (2) 8 (1903), p. 17-73. 

652) E. Kasner, Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1903), p. 213-233, fiihrt das 
durch die linearen Punktkoordinaten Xi und die PlUckerschen Linienkoordinaten Pik 

bestimmte Punkt-Linienelement im Raume ein (p. 214) und untersucht eingehender 
den Pwnkt-Linienkonnex (1,1). 

653) J. f. Math. 88 (1880), p. 241-273; 90 (1881), p.303-321; 96 (1883), 
p. 247-255; 100 (1887), p. 311-316. 

654) P Punktepaare heiBen linear-abhangig, sobald jede bilineare Form, 



31>. Koordinaten sonstiger Elemente. 757 

insbesondere bei Korrelationen, gefiihrt. Eigentlich handelt es sich 
dabei schon urn die Untersuchung des Rs del' bilinearen temaren 
Formen, deren Koeffizienten man als Koordinaten der dadurch definierten 
Korrelationen auffassen kann. Die Geraden- und Punktepaare bilden 
in dies em Rs eine 1J£46• C. Segre 655) untersucht diese wichtige Mannig
faltigkeit eingehend, indem er als Koordinaten eines Punktepaares 
die Produkte Xu = xiYj (i, j = 1, 2, 3) aus den linearen homogenen 
Koordinaten del' Punkte verwendet. Auf analoge Weise definiert er 
die Koordinaten einer Gruppe von 7c Punkten, die k verschiedenen 
Raumen beliebiger Dimensionenzahlen angehoren. 

Unabhangig von Clebsch hat S. Lie 656) den fur die Theorie del' 
Beriihrungstransformationen wichtigen Begriff des Elementes eines Rn 
(in del' Ebene Linienelement, im Raum Flachenelement) aufgestellt. 
Es ist dies del' Inbegriff eines Punktes und eines ihn enthaltenden 
Rn_ i . Sind xl' X 2 , ••. , xn+1 die homogenen linearen Koordinaten des 
ersteren, Pil P2' ... , P lI +1 die des letzteren und besteht die Beziehung 
n+1 

L)XiPi=O, so heiBen Xli"" xn + lI PlI""Pn +1 die homogenen 
1 

Elementkoordinaten 657). Allgemein nennt Lie 658) den Inbegriff eines 
Punktes und eines ihn enthaltenden Rk ein Mk-Element, zumal im 
Ra einen Punkt und eine hindurchgehende Gerade Linienelement im 
Raume. Als dessen Koordinaten 659) werden gewohnlich die recht
winkligen Koordinaten x, y, z des Punktes und die Verhaltnisse del' 
Inkremente dx: dy : dz betrachtet, die x, y, z beirn Fortschreiten des 
Punktes auf del' Geraden erhaIten. 

die durch p - 1 von ihnen annulliert wird, aueh das pte zum Nullpaare hat. 
J. f. Math. 88 (1880), p. 248. 

655) Rend. Cire. mat. Palermo 5 (1891), p. 192-204. 
656) Forh. Selsk. Christ. (1872), p. 28-34. Vgl. hierzu Lie-Engel, Theorie 

d. Transformationsgr. 2, Leipzig 1890, §§ 30-32. Diese Begriffsbildung geM auf 
G. Monge zuruek und findet sich schon ziemlieh klar bei P. du Bois-Reymond, 
Beitrage z. Interpr. d. partieHen Differentialgleichungen mit drei Variabeln, 
Leipzig 1864, p. 13 f.; die SteHung der Ebene wird hier durch die N ormalen
richtung angegeben. 

657) Lie-Engel, a. a. 0., p. 109. Lie verwendet gewohnlich nichthomogene 
Koordinaten. V gl. auch E. O. Lovett, Ann. mat. p. appl. (3) 7 (1902), p. 39-98. 
Wegen Mannigfaltigkeiten solcher Elemente, ins bes. Elementvereinen, vgl. II A 5, 
v. Weber, Nr. 31>. A. Vo/3, Math. Ann. 23 (1884), p. 45-81, 359-411, betrachtet 
Systeme von 00 2 Flachenelementen ("Punkt-Ebenen") und hebt die Analogie der 
erhaltenen Ergebnisse mit denen der FHichentheorie hervor. 

658) Lie-Engel, Transformationsgr. 3, Leipzig 1893, p. 480. 
659) Lie-Scheffers, Geom. d. Beruhrungstr., Leipzig 1896, p. 249. 
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E. Study 660) wies auf die N otwendigkeit des Operierens mit 
orientierten Linien- und Flachenelementen hin. 

Mit der Definition von Elementen hoherer Ordnung, als VeraIl
gemeinerung der eben erwiihnten erster Ordnung (oder der Konnex
koordinaten), haben sich F.Engel 66l), E.v. Weber 662), E.Study 66S) u. a.6M) 

beschiiftigt. Bei Study handelt es sich urn Koordinaten der· Linien
elemente zweiter Ordnung in der Ebene, die gegen projektive Trans
formationen von der Determinante + 1 invariant sind. Als Koordi
naten eines eigentlichen solchen Linienelements dienen sechs homogene 
GroBen Xl: Xli: Xs : u1 : Ull : Us, die der Gleichung (ux) = 0 geniigen 
und bei denen nicht nur gleichzeitige Multiplikation ailer mit einem 
und demselben Faktor, sondern aullerdem auch Multiplikation der 
GroBen x. oder u. mit einer dritten Einheitswurzel E gestattet ist. Die 
Xi' Us sind die homogenen Koordinaten des zum Elemente zweiter Ord
nung gehOrigen Elementes erster Ordnung. Ferner besteht, wenn f = 0 
die Gleichung eines das Element zweiter Ordnung enthaltenden Kegel
schnittes in homogenen linearen Punktkoordinaten x. und J seine 
Determinante ist, die Beziehung 

1 of 
U =-- --. , 2ft ox, 

Je nachdem samtliche u, oder X, verschwinden, stellen diese Koordinaten 
noch die 001l Punkte oder 002 Geraden der Ebene dar, welche Mannig
faltigkeiten uneigentliche Elemente zweiter Ordnung heiBen. Der Inbegriff 
dieser eigentlichen und uneigentlichen Eleniente zweiter Ordnung in der 
Ebene bildet ein abgeschlossenes projektiv-invariantes Kontinuum 665). 

Ein eigentliches Element zweiter Ordnung gestattet eine dreifache 

660) Gott. gel. Anz. 1897, p. 441; vgl. femer E. Muller, Monatsh. Math. 
Phys. 9 (1898), p. 313, wo auch auf die Bestimmung orientierter Flachenelemente 
durch gewisse Buschel von Kugelkomplexen hingewiesen wirdj femer P. F.Smith, 
Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1900), p. 372. 

661) Ber. Ges. Leipzig 45 (1893), p. 468-476. Auch F. Klein hat schon 
anfangs der siebziger Jahre des verfl. Jahrhunderts Versuche nach dieser Rich
tung hin untemommenj vgl. F. Engel, Ber. Ges. Leipzig 54 (1902), p. 17. 

662) Math. Ann. 44 (1894), p.468-472. 
668) Ber. Ges. Leipzig 53 (1901), p. 338-403. 
664) II A 6, v. Weber, Anm. 46. 
665) E. Study, a. a. 0., p.342. tjber andere Arten, die Mannigfaltigkeit der 

eigentlichen Elemente 2. O. dnrch uneigentliche zu einem abgeschlossenen Kon
tinuum zu erganzen, vgl. a. a.. 0., § 7. Wegen der Begriffe "vereinigte Lage" und 
"Elementvereine" fiir diese Elemente vgl. § 2. Zwei eigentliche Elemente 2. O. 

(x: u), (y: v) besitzen eine Inva.riante ~:x~:; hat sie den Wert + 1, so sind 

die Elemente durch einen Kegelschnitt ve~bindbar. 
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Orientierung, je nachdem man als seine Koordinaten (x: u), (EX: u), 
(clx : u) betrachtet. Die orientierten Elemente zweiter Ordnung lassen 
sich umkehrbar-eindeutig auf das PlUckerscheLinienkontinuum abbilden, 
wobei ein Strahlbundel und ein Strahlfeld (x; = 0 und ui = 0 ent
sprechend) ausgezeichnet sind.666) 

Ausgehend von der Definition, daB je zwei benachbarte, vereinigt 
liegende Elemente erster Ordnung der Ebene ein Element zweiter Ord
nung bestimmen, gelangt F. Engel 661) auf einfache Weise zu Koordi
naten der letzteren (die auch schon Study angegeben) und, diesen 
-Gedanken verfolgend, zu Koordinaten fur Elemente zweiter Ordnung 
1m Raume. 

Schon oben wurde bemerkt, daB die Einfiihrung von Punkte
paaren als Elementen dazu fiihrt, bilineare Formen oder die durch sie 
bestimmten Verwandtschaften (Projektivitiiten) als Elemente und deren 
Koeffizienten als ihre Koordinaten zu betrachten.668) Die Projektivi
tiLten zwischen zwei binaren Gebieten haben auf diese Weise fast 
.gleichzeitig G. Koenigs 669) und besonders ausfiihrlich C. Stephanos 670) 

studiert. Analoge Untersuchungen uber das System der Projektivi
tiLten im terniiren Gebiet hat E. Study671) begonnen. 

666) Nil.heres iiber diese beachtenswerte .Abbildung a. a. 0., § 10, 11 und 
III.AB4b, Fano, Nr. 16. 

667) Ber. Ges. Leipzig 64 (1902), p. 17 -51. Die Grundgedanken dieser .Arbeit 
hat er schon in einem Vortrag auf der N aturfol'scherversammlung in Hamburg 
{Sept. 1901) mitgeteilt. Vgl. Jahresber. deutsch. Math.-Ver.11 (1902), p. 187. Zwei 
unendlich benachbarte Elemente nter Ordnung der Ebene heillen vereinigt liegend, 
wenn die Elemente (n - l)ter Ordnung, denen sie angehllren, entweder identisch 
sind oder vereinigt Hegen. Zwei benachbarle und vereinigt liegende Elemente 
nter Ordnung bestimmen ein Element (n + l)ter Ordnung. Von den Elementen 1. O. 
ausgehend, gelangt man so zur Definition der Elemente nter Ordnung. 1m Raume 
bestimmen jedoch noch nicht zwei benachbarte vereinigt liegende Elemente 1. O. 
ein Bolches 2. O. 

668) Dieser Gedanke findet sich schon bei H. Graflmann, .Ausdehnungsl. v. 
1862, Nr. 381, wenn er jeden Bruch mit n Nennern aus den n Z Einheitsbriichen 
ableitet. 

669) .Ann. ec. norm. (2) 11 (1882), p. 239-245 und Geom. reglee, Nr. 24. 
Die bilineare Form definiert bei ihm eine Projektivitat zwischen den Punkten und 
Ebenen einer Geraden (correlation harmonique), wie solche auf ihr durch die un
endlich benachbarten Geraden indiziert werden. Nach Abbildung dieser Pro
jektivitaten auf die Ebenen des Raumes entsprechen den singulaxen Projektivi
taten (Elementenpaaren) die Ebenen einer FHlche 2. Kl. Indem er diese als daB 
.Absolute betrachtet, iibertragt er die Ma13begriffe auf die Projektivitil.ten und 
macht davon vielfache Anwendungen in der differentiellen Liniengeometrie. 

670) Math . .Ann. 22 (1883), p. 299-367; vgl. auch Anm. 469. 
671) Methoden z. Theorie d. ternil.ren Formen, Leipzig 1889, § 15. In § 11 
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Auch die analytische Untersuchung der von Th. Reye 672) ein
gefiihrten linearen Mannigfaltigkeiten projektiver Grundgebilde fiihrt 
auf bilineare Formen, jedoch der besondern Art, daB die beiden 
Variablenreihen verschiedenen Gebieten (z. B. dem binaren und quater
nih'en) entnommen sind. 

Ein Seitenstiick zum Strahlgewinde bildet der eine infinitesimale 
reine Deformation eines elastischen Korpers (oder dessen Spannungs
zustand) darstellende Tensor 673) , der durch sechs Koordinaten Pi .. 
(i, k = 1, 2, 3, Pik = PH) bestimmtwird. 

Die die Lagen eines starren Korpers bestimmenden Somenkoordi
naten von E. Stu"dy wurden schon Nr.29 erwahnt 674). 

v. Koordinatentransformation. 
36. Allgemeines. Werden den Elementen eines Korpers auf 

zwei verschiedene Arten (8) und (S') Zahlengruppen (xu x2 , ••• , x,,) 
und (x/, x2', ••• , xn') als Koordinaten zugewiesen (Nr.l), so bestimmen 
die Koordinaten eines Elementes in dem einen System schon die 
Koordinaten desselben Elementes in dem andem System (im all
gemeinen mehrdeutig), d. h. die Koordinaten Xi sind Funktionen der 
Koordinaten x/ und umgekehrt. Es bestehen also n voneinander unab-

dieses Werkes findet auch der allgemeine Gedanke Verwendung (vgl. Nr. 26), 
die Koeffizienten in der Gleichung eines Konnexes (m, n) als seine Koordinaten 
zu betrachten. 

672) J. f. Math. 104 (1889), p. 211-240; 106 (1890), p. 30-47, 315-329; 107 
(1891), p. 162-178; 108 (1891), p. 89-124; Sitzungsb. Ak. Berlin 1889, p. 833-839. 
Diese Arbeiten sind vorwiegend synthetisch. Die analytische Behandlung haben 
W. Stahl, J. f. Math. 107 (1891), p. 179-188, u. E. Timerding, Nachr. Ges. Gott. 
(math.-phys.) 1898, p. 317-328, begonnen. Die Einfiihrung der bilinearen Formen 
geschah auf Yeranlassung von F. London durch H. Guradze, Die Reyesche Geom. 
d. Mannigf. proj. Grundgeb. mittels e. bes. Art bilin. Formen, Diss. Breslau 
1900. Die von J. Rosanes 65S) angewandten Methoden und Begriffe lassen sich 
hier nachbilden. Auf ahnliche Weise lassen sich auch die Mannigfaltigkeiten 
projektiver Kugelbiischel, -biindel und -gebiische, die Th. Reye, Ann. mat. p. app!. 
(3) 5 (1901), p. 2-15, synthetisch untersucht hat, analytisch behandeln. 

673) H. E. Timerding, Geom. d. Kr., p. 360-370. Fiir denselben Begriif 
gebraucht w: Voigt, Nachr. Ges. Gott. 1900, p. 117; 1904, p. 495, das Wort 
Tensortripel. Wie einer Dyname ein Strahlgewinde wird einem Tensor eil1 
Reyescher Achsenkomplex beigeordnet. Natiirlich lassen sich die Tensoren ein
eindeutig den Kegelschnitten einer Ebene (Nr. 26) zuordnen. 

674) Schlie.6lich sei noch auf die yon Weber- Wellstein, Encykl. 2, p. 105, 
mit Hilfe von Funktionalen definierten Koordinaten der allgemeinsten algebraischen 
Gebilde, die sich aus einzelnen Punkt-, Kurven- und Flachensystemen zusammen
setzen, hingewiesen; ferner seien verschiedene auf Koordinaten beziigliche Stellen 
in § 13 und 14 dieses Werkes der Beachtung empfoblen. 
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hangige Gleichungen 675) 

(1) Fk(xlI X 2 , ..• , Xn; x/, x./, ... , x .. ') = ° 
oder in expliziter Form 

(k= 1,2, ... , n) 

(1 a) Xi = t~(Xl" x2', ... , xn') (i = 1, 2, ... , n). 

Sie vermitteln die Transformation der Koordinaten eines Elementes 
im System (8) in die Koordinaten desselben Elementes im System 
(S') und umgekehrt. 

Setzt man etwa das System (S') und damit die Koordinaten x/ 
samtlicher Elemente des Korpers als gegeben voraus, so definieren 
nach Nr. 4: Gleichungen del' Art (1 a) oder (1) ein neues Koordinaten
system. Die Einfiihrung eines nmten Koordinatensysterns und eine 
Koordinatentransformation bedingen einander also gegenseitig 676). 

Transformiert man das einen geometrischen Ort (eine Element
mannigfaltigkeit) definierende Gleichungssystem zwischen den Kool'di
nat en Xi 

(2) (r < n) 

mittels C1a), so erhalt man ein Gleichungssystem 

(3) X/ = 0, X2' = 0, ... , X/ = 0, 

das denselben Ort in den Koordinaten x/ darstellt. Die Transformation 
hat zumeist den Zweck, den Gleichungen des Ortes einfachere odel' 
doch fur die Beantwortung gewisser Fragen brauchbarere Formen zu 
erteilen. 

Nach H. G. Zeuthen 677) hat schon Apollonius bei seinen Unter
suchungen libel' Kegelschnitte nicht blo£ mit Parallelkoordinaten 25), 

sondern auch mit Transformationen diesel' operiert. L. Euler war 
1748 die Transformation eines Systems von Parallelkoordinaten in 
ein anderes (Nr. 37) oder von Parallelkoordinaten der Ebene in Polar
koordinaten 232) geHiufig. Allgemeinere solche Transformationen hat man 
im Laufe des 18. Jahrhunderts als analytische Hilfsmittel, zumal bei 
del' Integration von Differentialgleichungen, vielfach verwendet, ohne 
auf ihre geometrische BedeutU'llg zu achten. 

Als man im 19. Jahrhundert die Xi und x/ in den Gleichungen 
(1a) als Koordinaten zweier verschiedener Elemente derselben Art in 
bezug auf dieselbe Basis oder auf verschiedene Basen deutete und 
dadurch zu Transformationen in dem zugrunde liegenden Elementen
korper (Koordinatenfeld, vorerst ebenes und raumliches Punktfeld) 

675) V gl. N. Druckenmuller, Ubertragungsprinzipien, Art. 14. 
676) N. Druckenmuller, a. a. 0., Art. 15. 
677) Kegelschn., 4. Abschnitt. 
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oder zu Verwandtschaften zweier solcher gelangte, erhielten diese 
Gleichungen eine ungeahnte Wichtigkeit678). Werden endlich die Xi 

und xo' als Koordinaten von Elementen verschiedener Art gedeutet, 
so stellen die Gleichungen (ia) eine Abbildung oder Verwandtschaft 
zweier verschiedenartiger Elementenkorper (Koordinatenfelder) dar und 
liefem gleichzeitig ein Ubertragungsprinzip679). 

37. Lineare. insbesondre orthogonale Transformationen. Die 
Tra.nsformation rechtwinkliger Koordinaten in der Ebene findet sich 
bei J. P. de Gua de Malves 680) , G. Oramer 681) und insbesondere 
L. Euler68~. Dieser geht von der Frage aus, wie sich die Gleichung 
einer eben en Kurve mit der Koordinatenbasis andert. Indem er das 
urspriingliche rechtwinklig gleichschenklige System 0 X Y in das neue 
0' X' Y' durch Schiebungen parallel 0 X und 0 Y und Drehung um 
den Ursprung iiberfiihrt, findet er, wenn 0' die Koordinaten a, b be
sitzt und « = 0 x,?Y X' ist, die Transformationsformeln 688): 

678) A. F. Mobius, Barye. Caleul, § 152, 217; J. PlUcker, J. f. Math. 5 (1829) 
= Ges. Abh. 1, p. 144, 149; Entw.2, p. 251 fr.; Syst. anaL Geom., p. 48 fr.; Syst. 
Geom. d. R., p. 7 fr.; M. Ohasles, Anm. 706; N. DruckenmUller, a. a. 0., Art. 15 tr. 
Vgl.auehIIIAB4a, Fano, Nr.12; IIIAB4b, Fano, Nr.l; IIIAB5, Schoenflies, 
Nr.6. 

679) J. PlUcker, Syst. anal. Geom., p. 48-83; N. Druckenmuller, a. a.. 0:, Art. 15; 
J. PlUcker, J. f. Math. 5 (1829), Nr. 31 FuBn., Nr. 36 tr. = Ges. Abh. 1, p. 144 FuJ3n., 
149 f., und insbes. Entw. 2, p. 251 fr., stellt VerwandtBchaften mittels einer 
"aequatio directrix", d. i. einer Gleichung der Form (1) dar, wo die heiden 
Koordinatenreihen auch zu verschiedenariigen "Elementen gehOren diirfen. S. Lie, 
Math. Ann. 5 (1872), p. 155-159 und zweite FuJ3n. p. 159, hat dieses Prinzip 
durch Verwendung mehrerer der Gl. (1) fruchtbar verallgemeinert. 

Deutet man drei Zahlen einmal als Koordinaten eines Pnnktes, das andre 
Mal als Koordinaten einer Flache, so ist damit eine Beriihrungstransformation 
bestimmt. Ein Beispiel hierfiir wurde Nr. 23, Anm.416 erwahnt; ein andres gibt 
A. Demoulin, Bull. sc. math. (2) 23 (1899), p. 242-244. 

Ersetzt man iIi der Gleichnng einer bekannten ebenen Kurve, etwa in recht
winkligen Koordinaten x, '/I, diese durch irgendwelche andern Punkt- oder 
Linienkoordinaten u, v, so bezeichnet man dieses Hilfsmittel znr Ableitung neuer 
Kurven auch ala Methode der Koordinatenverwandlung. V gl. G. Loria, Ebene 
Knrven, p.593; H. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven, Leipzig 1908, V. Abschnitt. 

680) Usage de l'analyse de Descartes etc., Paris 1740; vgl. M. Cantor, Vorl. 
3 (2. Antl.), p. 794 f. 

681) Introduction a l'analyse des !ignes courbes algebriques, Geneve 1750; 
vgl. M. Canror, a. a. 0., p. 825. 

682) Introd. 2 (1748), cap. 2 (De coordinatarum permutatione). Auf genaue 
V orzeichenfestsetzungen fUr Strecken und Winkel wird dabei natiirlich noch nicht 
geachtet. VgI. in dieser Beziehung Heffter-Koehler 1, p. 245 f. 

683) L. Euler, Introd. 2, p. 17. Setzt man 

x + i'/l=z, x'+iy'=z', a +ib=c, 
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x = a + x' cos tx -- y' sin IX 

y = b + x' sin tx + y' cos IX. 

Fur den Fall gegensinniger Achsenkreuze (Nr.2), den Euler nicht 
beriicksichtigt, waren in (1) die V orzeichen von y' zu andern. Aus 
den weiteren Transformationsforrneln fur rechtwinklige in schiefwink
lige Koordinaten 68<1) zieht er die wichtige Folgerung, daB sich die 
Ordnung einer algebraischen Kurve beirn Wechsel des Parallelkoor
dinatensystems, d. i. bei einer beliebigen linearen Substitution der 
Koordinaten, nicht andert 68<l3). 

Euler 685) hat 1748 auch schon die Transformationsformeln fUr 
den Ubergang von einem raurnlichen rechtwinklig gleichschenkligen 
Achsenkreuz 0 X Y Z zu einem andern gleichartigen 0' X' y' Z' unter 
Verwendung der Gl. (1) abgeleitet. Es treten hierin auBer den Koor
dinaten a, b, c des Punktes 0' noch die dl'ei Eulerschen Winkel auf, 
namlich der N eigungswinkel zwischen der x y- und x' y' - Ebene und die 
Winkel, unter den en die Schnittlinie dieser Ebenen (Knotenlinie) gegen 
die x- und x'-Achse geneigt ist 686). 

Mit diesen Transfol'mationsformeln hat sich Euler 687) noch 1770 
und 1775 eingehend beschaftigt. 

Bezeichnen x, y, z und x', y', z' die Koordinaten desselben Punktes 
P in bezug auf die beiden rechtwinklig gleichschenkligen Achsen
kreuze OXYZ bzw. OX'Y'Z mit dernselben Ursprung und gleichen 
Einheitstrecken, ferner aik (i, k = 1, 2, 3) die Kosinus der Winkel, 
unter denen die Achsen dieser Kreuze gegeneinander geneigt sind, 
wobei die Indizes 1,2,3 sich an erster Stelle auf die x-, y- und 
z-Achse, an zweiter Stelle auf die x'-, y'- und z'-Achse beziehen, dann 

so lassen sich die Gleichungen (1) in die oft verwendete Gleichung 

z=c+iaz' 
zusammenfassen, die auch wie die Gl. (1) alB Darstellung einer Bewegung einer 
Ebene in sich oder als kongruente Abbildung einer Ebene auf eine andre ge
deutet werden kann. Vgl. etwa G. Holzmuller, Anm. 126, p. 24. 

684) Introd. 2, p. 21-23. 
684") Introd. 2, p. 25. Diesen Satz sprechen auch J. P. de Gua de Malves, 

Anm. 680, p. 340, und G. Cramer, Anm. 681, p. 54, aus; vgl. hierzu noch III C 4, 
Berzolari, Anm. 4. 

685) Introd. 2, p. 365-369. 
686) Zur Herleitung der Transformationsformeln vgl. R. Wolf, Arch. Math. 

Phys. (1) 13 (1849), p. 274£.; F. Klein und ...4.. Sommerfeld, Uber die Theorie 
des Kreisels, Heft 1, Leipzig 1897, p. 17-19; O. Staude, Anal. Geom., p.178-182. 

687) Novi Comm. Ac. Petrop. 15, a. 1770 (1771), p. 75-106; 20, a. 1775 
(1776), p. 189-207, 218-220. 
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'+ '+ ' X = anx a12 y a1S z 
Y = a2l x' + a22 y' + a2S z' 
Z = aSlx' + as2 Y' + assz'. 

Zufolge der bekannten Beziehung zwischen den Richtungskosinus einer 
orientierten Geraden und zwischen denen zweier orientierten normalen 
Geraden beziiglich eines rechtwinklig gleichschenkligen Achsenkreuzes 
(Nr.3, Koordinaten von Strecken) bestehen zwischen den 9 Gro£en 
aik die 12 Gleichungen689) 

(3) {all + a2 l + as;2 = 1 
allau + a2iaU + as;aSk = 0 

(4) {ai1 2 + ai2 2 + ais2 = 1 
ail akl + ai2 ak2 + aiS au = 0 

(i = 1, 2, 3) 
(ik = 12, 23, 31) 
(i = 1, 2, 3) 
(ik = 12, 23, 31), 

688) J. L. Lagrange, Nouv. Mem. Ac. Berlin a. 1773 = Oeuvres 3, p. 580 if.; 
A. J. Lexell, N ovi Comm. Ac. Petrop. 20, a.. 1776 (1776), p. 246, fiir die Koor
dinaten entsprechender Punkte eines um 0 gedrehten starren Korpera. Die obige 
Bedeutung der aik war aber Euler jedenfo.lls schon 1770 (Anm. 687) bekannt. 

Die Gl. (2) ergeben sich unmittelbar, wenn man den von 0 na.ch P reichen
den, aus den zu 0 X', 0 Y', 0 Z' parallelen Strecken zusammengesetzten Linien
zug auf die Achsen 0 X, 0 Y, 0 Z normal projiziert und den Sa.tz benutzt, da5 
diese Projektionen denen der Strecke OP gleich sind. Vgl. hierzu sowie wegen 
der Ableitung der entsprechenden Transformationsformeln fur schiefwinklige 
Koordinaten: L. N. M. Carnot, Sur 10. relation qui existe entre les distances 
respectives de cinq points etc., Paris 1806, p. 61; deutsehe mers. von H. C. Schu
macher, Geometrie der Stellung 2, Altona 1810, p. 317-321; Ch. Sturm, Ann. math. 
p.appl.15 (1824/25), p. 336 if.; R. Baltzer, Anal. Geom., p. 383. Wegen der Trans
formation schiefwinkliger Koordinaten vgl. ferner: Monge et Hachette, Anm. 227, 
p. 147-161; G. Monge, Anm. 86, p. 20-24; Livet, J. ee. polyt. 6 (1806), p. 270 
-275; J. F. Franr;ais, ebenda 7 (1808), p. 182-190; J. N. P. Hachette, Con. ee. 
polyt.2 (1809-13), p. 6-13, 247-249; J. A. Grunert, Anm. 693, p.458-494; 
L. L Magnus, Aufg. u. Lehrs. 2, p. 51 f.; G. S. Ohm, Anm. 65, p. 113-125, 133 
-144. 

689) L. Euler, Novi Comm. Ac. Petrop. 16, IL. 1770 (1771), p. 76 if. Er 
gelangt zur Gleichungsgruppe (3) durch die I<'orderung, daL\ zufolge obiger Sub
stitution 

a;! +y2+ 1$2 = a;'! + y'! +Z'2 

werden solI. Solehe Substitutionen, die nach einer Bemerkung A. Cayleys ge
w5hnlich orthogonal hei5en, wurden fUr n Variable (bei Euler fiir n = 4, a. a. 0., 
p. 89 if.) von A. L. Cauchy, C. G. J. Jacobi, O. Hesse u. a. studiert und an
gewandt; vgl. I B 2, Meyer, Anm. 39, 41-46; E. Pascal, Die Determinanten, 
deutsch von H. Leitzmann, Leipzig 1900, p. 164 f. Sie lassen sich im Rn (Nr. 3) 
als Transformationen rechtwinkliger Koordinaten mit demselben Ursprung oder 
als Bewegungen um einen Punkt deuten; vgl. etwa H. Laurent, La geometrie 
analytique generale, Paris 1906, p. 7-12, 29-33. 
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von denen die eine Gruppe rein algebraiseh aus der andern folgt690). 
Multipliziert man nach A. L. Cauchy 691) die Gleichungen (2) mit den 
Koeffizienten einer Spalte, so ergeben sieh, unter Beriicksichtigung 
von (3), die Gleichungen 

(5) 
x' = allx + a21 y + a 31 z 

y' = a12 x + a22 y + a32 z 

z' = a13 x + a\lsY + a33 z 

fur die zu (2) inverse Transformation und daraus mit Benutzung von 
x2 + y2 + Z2 = X'II + y'2 + z'2 die Gleichungen (4). Der Multipli
kationssatz der Determinanten (I .A 2, Netto, Nr.21) fuhrt sofort zu 
dem Satz, daB das Quadrat der Determinante 

A = I aikl 
der orthogonalen Transformation (2) den Wert + 1 hat, also A = ± 1 
ist. Bezeichnet ferner "ik die zu aik gehorige Unterdeterminante von 
1::.., so besteht die weitere Beziehung 

(6) 

I::.. = + 1 ist die notwendige und hinreiehende Bedingung fur 
die Gleiehsinnigkeit (Gleiehartigkeit, Nr. 3), I::.. = - 1 fur die Gegen
sinnigkeit der beiden Aehsenkreuze 692). 

690) L. Euler, a. a. 0., p. 79 ff.; die im Text folgenden Andeutungen uber 
die Ableitung der Grundfonneln der orthogonalen Transformation gelten auch 
fUr n Variable und stammen von Cauchy und Jacobi; vg1. R. Baltzer, Theorie 
und Anwendung der Determinanten, 4. Aufl., Leipzig 1875, p. 172 ff. Alie zwischen 
den a; k bestehenden Beziehungen lassen sich aus den G1. (3) ableiten. V gl. wegeu 
solcher Beziehungen: M. Rei", Corr. math. phys. Bruxelles 11 (1839), p. 119-
173; O. Hesse, Vorles. Raum, p. 216-219; J. f. Math. 63 (1864), p. 247-251, der sie, 
weil die unendlichfernen Punkte der beiden Achsenkreuze Poldreiecke des ab
soluten Kegelschnittes sind, mit der Theorie der Kurven zweiter Ordnung ver
kniipft. 

691) Exercises de Mathematiques, 4" annee, Paris 1829, p. 158. = Oeuvres 
(2) 9, p. 193 f. O. Hesse, VorIes. Raum, p. 214, leitet sie aus 

X2+yi+ Z2 = aft + y'2 + z'2 
durch Differentiation nach X, y', z' abo 

692) Darauf haben C. G. J. Jacobi, J. f. Math. 15 (1836), p. 309, und L. L 
Magnus, Aufg. u. Lehrs. 2 (1837), p. 58, aufmerksam gemacht. Eingehend er
orterte dies M. Rei/3, Anm.690, der darlegt, daB die Mathematiker, die sich 
vorher mit der orthogonalen Transformation beschiiftigt hatten, nux das positive 
Vorzeichen von ll. beachteten, ja sogar die Unmoglichkeit des negativen zu be
weisen versuchten. R. Dedekind, J. f. Math. 50 (1855), p. 272-275, beweist, 
daB das Bestehen der G1. (3) schon die Rechtwinkligkeit beider Achsenkreuze 
zur Folge hat. 
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Da zwiscben den 9 GroEen a'k die 6 voneinander unabbangigen 
Gl. (3) oder (4) bestehen, so mussen sie sich durch drei voneinander 
unabhangige GroBen ausdriicken lassen. Als solche benutzte Euler 693) 

1770 drei Winkel und gelangte dadurch zu den unsymmetrischen 
Transformationsformeln von 1748 (Anm. 685). Spater 694) driickte er 
die aik durcb vier Winkel tp, a, p, r aus, die der Gleicbung 

cos2 a + cos2 P + cos2 r = 1 

geniigen. Fur A = + 1 sind a, p, r die Richtungswinkel der Achse 
jener Drehung, die das eine Achsenkreuz in das andre uberfuhrt 695), 

und tp ist der zugehorige Drehwinkel. Die Gleichungen baben die 
Form 

all = cos xx' = cos2 a(l - cos rp) + cos tp 

(7) a12 = cos xy' = cos IX cos P(l - cos tp) - cos r sinrp 

au = cos yx' = cos a cos P(l - cos tp) + cos r sin rp 
. , 

die iibrigen gehen durch zyklische Anderung aus den hingescbriebenen 
bervor. 

A~ J. Lexell 696) driickte die a'k durcb drei unter ihnen, namlich 
all' a22 , ass aus. Setzt man ferner in den Gl. (7) 

cos ex tg : = A, cos f3 tg f = p" cos r tg : = v, 

so erhiilt man fur A = + 1 die schon von Euler 697) angegebenen, 

693) Novi Comm. Ac. Petrop. 15, a. 1770 (1771), p.86. VgI. wegen dieser 
Formeln IV 6, Stiickel, p. 553, und wegen der verschiedenen Gestalten, in denen 
sich ihrer Lagrange, Laplace, Poisson, Lacroix und Encke bedient haben, J . .A. 
Grunert, Supplemente zu G. S. Kliigels Worlerbuche der rein en Mathematik, 
1. Abt., Leipzig 1833, p. 485 fr. 

694) Novi Comm. Ac. Petrop. 20, a. 1775 (1776), p. 220. Vgl. auch C. G.J. 
Jacobi, J. f. Math. 2 (1827), p. 188 f. = Werke 7, p. 3-5; J. A. Grunert, J. f. 
Math. 8 (1832), p. 153-159; Nouv. Ann. (1) 5 (1846), p.414-419; R. Baltzer, 
Determinanten, 4. Aufi., p. 181 f. 

695) Beziiglich dieses Satzes vgl. E. Kotter, Bericht, p. 190 f. 
696) Anm. 688, p. 254; in dessen Gleichungen sind die mit IX, (3, r bezeich-

1-a I-a 1-a 
neten Gro.6en bzw. 2 11, ~, --2 _S.!!. V gl. hierzu ferner: G. Monge, 

Mem. Ac. sc. Paris 1784, p. 114 (J. D. Gergonne, Ann. math. p. appl. 7 (1816/17), 
p. 54-61, gibt symmetrischere Ausdriicke in den 5 GroLlen cos IX, cos (J, cos r, 
cos q;, sin q;, zwischen denen zwei Bedingnngsgleichungen bestehen); J. F. Encke, 
Berliner astr. Jahrb. fiIT 1832 (1830), p. 305-310 = (franz. Ubers.) Corr. math. 
phys. Bruxelles 7 (1832), p. 273; J..A. Grunert, Anm. 693, p. 481 f.; M. Chasles, 
Ap. hist., p. 678; L. L Magnus, Aufg. u. Lehrs. 2, p. 59 fr. (auch fUr t:::. = - 1); 
M. Rei/J, Anm. 690, p. 158 if. 
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O. Rodrigues 691) wiedergefundenen rationalen Ausdriicke der 
A, p" v in der Form 

l+a'-",I- v l 

all = 1 + al+ ",I + "I' . 
-,,+afL v+al£ 

a12 = 2 1 + as + fL' + v" a21 = 21 + a' + 1£' + v' , 
., 

wo wieder die fehlenden Gleichungen durch zyklische Anderung aus 
den hingeschriebenen hervorgehen. Andert man in (8) die Vorzeichen 
einer ungeraden Anzahl von Reihen oder Spalten der Matrix I au I, 
so erhalt man eine orthogonale Transformation mit I:!:. = - 1698) • 

..4..0ayley699) hat gezeigt, wie sich die n2 Koeffizienten einer ortho-

697) L. Euler, Anm. 689, p. 101; O. Rodrigues, J. math. p. appl. 5 (1840), 
p.405. Vgl. noch L. Schlatli, Arch. Math. Phys. (1) 13 (1849), p. 279 f., und 
G. Darbour£, Le90ns 1, p.34, ferner die in C. F. Gaul3' NaehlaB gefundenen und 
naeh P. StiickeZ wahrseheinlieh aus dem Jahre 1819 stammenden Bemerkungen 
(Werke 8, p. 357 :If.), worunter aueh die Zusammensetzung zweier aufeinander
folgenden orthogonalen Transformationen, die der von Rodrigues gefundenen 
Zusammensetzung zweier Drehungen um sich sehneidende Achsen entsprieht. 

698) Zur Transformation reehtwinkliger Koordinaten vgl. noch: G. Bardelli, 
Rend. 1st. Lomb. (2) 2 (1869), p. 248-255; F. Borletti, ebenda (2) 15 (1882), 
p.252-268; G. Darboux, LeSIons 4, p. 433-435, und die Note in G. Koenigs, 
LeSIons de cinematiques, Paris 1897, p. 343 f.; .A. Schoenflies, Rend. Cire. mat. 
Palermo 29 (1910), p. 1-11; die letzten drei Arbeiten bezwecken die direkte 
Ableitung der Formeln (8). 

Wegen Darstellung der orthogonalen Transformation mittels Quaternionen 
und der darauf beruhenden Ableitung von (8) siehe: .A. Cayley, The Lond. Edinb. 
Dublin Phil. Mag. 26 (1845), p.141-145; 33 (1848), p.196-200 = Math. pap. 1, 
p.123-126, 405-409; H. Hankel, Theorie der komplexen Zahlensysteme, Leipzig 
1867, p. 193 f.; Klein-Sommerfeld, Anm. 686, p.55-66; G. Koenigs, LeSIons de 
cinematiques, Paris 1897, p. 464-483; E. Study, Mitt. naturw. Ver. N euvorp. 
1899; W. Fr. Meyer, Sitzungsb. Ak. (math.-nat.) Wien 1161a, p. 136-150. 

Bestimmt man einen reellen Punkt der Einheitskugel urn 0 durch die 
Minimalkoordinate 6 (Nr. 33), so HiBt sich naeh .A. Cayley, Math. Ann. 15 (1879), 
p. 239 = Math. pap. 10, p. 153, jede Drehung der Kugel um 0 in der Form 

I; = (11,+ ic) 6' - (b -ia) 
(b + i a) 6' + (d - ic) 

darstel1en, wo 

a = cos IX sin :' b = cos P sin : ' c=eosr sin :' 
daher 

a'+ bl + c! + d 2 = 1 

d = cos J'., 
2 

ist. Vgl. JUAB 4b, Fano, Anm. 204; Klein-Sommerfeld, a. a. 0., p. 23 if., und 
die direkte Herleitung dieser Gleiehung bei .A. Schoenflies, Jahresber. deutsch. 
Math.-Ver.18 (1909), p.456-458, und J. Wellstei{l, ebenda 19 (1910), p.169-172; 
vgl. ferner noch G. Darboux, Bull. Be. math. (2) 29 (1905), p. 34-55. 

699) J. f. Math. 32 (1846), p. 119-123 = Math. pap. 1, p. 332-835. Fiir 
n = 4 aueh bei L. Euler, Anm. 689, p. 102. V gl. R. Baltzer, Anm. 690, p. 179. 
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gonalen Transformation im Rn rational durch tn(n - 1) Gro13en aus· 
driicken lassen. 

Aus den eine beliebige orthogonale Transformation im Biindel (0) 
darstellenden Gleichungen (2) und (3) folgen sofort die Gleichungen 

x = aux' + au'!l + alsi + a14 

(9) y = a21 x' + a2, y' + a2~z' + a24 
Z = aSlx' + a 32 y' + assz' + aM' 

die zusammen mit den Gl. (3) den Ubergang von einem rechtwinklig 
gleichschenkligen Achsenkreuz 0 X Y Z zu einem andern solchen 
0' X' Y' Z' mit gleicher Einheitstrecke darsteilen, dessen Ursprung 0' 
die Koordinaten aw a24l aS4 besitzt. Deutet man in (9) die Variablen 
als Koordinaten zweier auf dasselbe Achsenkreuz bezogenen Punkte, 
so stellen diese Gleichungen eine Transformation des Raumes (Nr.36) 
und zwar zusammen mit den Gl. (3), wenn A = + 1 ist, die allge
meinste Bewegung eines starren Korpers dar 700). 

Gehoren zu den beiden rechtwinklig gleichschenkligen Achsen
kreuzen verschiedene Einheitstrecken, so unterscheiden sich die Trans
formationsgleichungen von den obigen blo13 darin, daB statt a;k 

(i, k = 1, 2, 3) itaik tritt, wo it eine von 0 und 00 verschiedene 
positive oder negative reeIle Zahl bezeichnet. Bezogen auf ein festes 
Achsenkreuz stellen diese Gleichungen eine Ahnlichkeitstransformation, 
also eine Operation der Hauptgruppe riiumlicher .1nderungen (IIIAB4b, 
Fano, Nr.4) dar. F. Klein 701) klassifiziert die "geometrischen GroBen" 
(z. B. die Vektoren) nach dem Verhalten ihrer Koordinaten gegeniiber 
den Operation en dieser Gruppe oder gegeniiber der Gruppe der Trans
formationen eines rechtwinklig gleichschenkligen Achsenkreuzes, indem 
er aIle diejenigen und nur diejenigen als gleichartig ansieht, deren 
Koordinaten bei den Operationen der Gruppe die gleichen Anderungen 
erleiden. 

Die auf ein rechtwinklig gleichschenkliges Achsenkreuz bezogenen 
Pliickerschen Ebenenkoordinaten (Nr. 19) erfahren beim Ubergang auf 

700) Vgl. IV 3, Schoenflies und Griibler, Nr. 6; IV 6, Stackel, Nr. 27, 28. 
Die Lage eines rechtwinkligen Achsenkreuzes im Raum lliBt sich durch acht 
homogene Koordinaten festlegen, zwischen denen eine quadratische Beziehung 
besteht, die der zwischen den Koordinaten eines Strahles (Nr. 27) analog ist. 
Vgl., auBer Anm. 552, die analytische Darstellung von R. de Saussures "Geometrie 
des feuillets" bei R. Bricard, Nouv. Ann. (4) 10 (1910), p. 1-21, wo sich nahere 
Angaben fiber die Saussureschen Arbeiten finden. 

701) Z. Math. Phys. 47 (1902), p. 239 = Math. Ann. 62 (1906), p.421, 447 f. 
Vgl. auch: IIIAB4b, Fano, Nr. 4; IV 2, Timerding, Nr.I-4; IV 14, Abraham, 
Nr. 1-3; H. E. Timerding, Geom. d. Kr., p. 58 if. 
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ein neues solche!! Achsenkreuz dieselben Substitutionen wie die Carte
sischen Punktkoordinaten 702). 

Die obige orthogonale Transformation ist nur ein Sonderfall jener 
linearen Transformationen, die eine Flache zweiten Grades in sich 
uberfuhren 703). 

Wenn aile Koeffizienten aik voneinander unabhangig sind, so 
stellen die Gl. (9) entweder den Ubergang von einem Parallelkoor
dinatensystem zu einem andern 7(4) oder, unter xy z und x' y' fJ' Parallel
koordinaten zweier auf dasselbe Achsenkreuz bezogenen Punkte ver
standen, die allgemeinste affine Raumtransformation dar 705). Dividiert 
man die rechten Seiten der Gl. (9) durch a41 x' + a42 y' + a4S z' + a44 , 

so stellen die so erhaltenen Gleichungen entweder den Ubergang von 
einem System linearer Punktkoordinaten zu einem andern (Nr. 5) 
oder eine Koilineation des Raumes dar 706). Diese Koordinatentrans
formation wurde schon in Nr. 5 (fur Ebenenkoordinaten in Nr. 21) 
besprochen; auf die mannigfaltigen, im vorhergehenden nicht erwiihnten 
Sonderfiille kann nicht eingegangen werden 707). 

702) O. Hesse, Vorles. Raum, p. 220. 
703) IB 2, lJIeyer, Nr.3; Olebsch-Lindemann 2, p.356-389 (vgl. ebenda 

p. 389-414 uber die linearen Transformationen, die ein Strahlgewinde in sich 
iiberfuhren); P. F. Smith, Trans. Amer. Math. Soc. 6 (1905), p. 1-16. 

Die orthogonale Transformation im Bundel fiihrt gleichzeitig zu Satzen der 
spharischen Trigonometrie (vgl. A. t,. Bmunmflhl, Vorlesungen uber Geschichte 
der Trigonometrie 2, Leipzig 1903, p.179f.); den tieferen Zusammenhang zwischen 
diesen beiden Gebieten hat E. Stttdy, Spharische Trigonometrie, orthogonale 
Substitutionen und elliptische Funktionen, Abh. Ges. Leipzig (math.-phys.) 20 
(1893), p. 87-232 (auch als Sonderabdruck Leipzig 1893 erschienen), aufgedeckt. 
E. Eckhardt, Zuruckfuhrung der spharischen Trigonometrie auf die Geometrie 
des ebenen Kreisvierecks, Leipzig und Berlin 1909, p. 145 if., deutet die ortho
gonalen Transformationen am ebenen Kreisviereek. 

Beitrll.ge zur Koordinatentransformation in Raumen konstanter Krtimmung 
lieferten: E. Beltrami, Ann. mat. p. appl. (2) 2 (1868/69), p. 232-255 = Opere 1, 
p. 406-429; J. Liiroth, Rend. Oirc. mat. Palermo 23 (1907), p. 163-168. 

704) S. Anm. 688. Wegen Verwendung der Koordinatentransformationen 
fUr kristallographisehe Zweeke vgl. C. Viola, Rend. Ace. Lincei Roma 15 (1906), 
p. 89-98, wo aueh weitere Literatur angegeben. 

705) A. F. MiJbius, Barye. Oaleul, § 152. Die Verwandtschaft ergibt sich 
auch, wonn man Punkte einander zuordnet, die beziiglich zweier ungleieh
sehenkliger Achsenkreuze gleiche Koordinaten besitzen. 

706) V gl. M. Chasles, Ap. hist., p. 767 if. Nach ihm (p. 769) gab fur die 
Ebene E. Waring (1762) diese Transformationsgleichungen an (als Verallgemeine
rung einer Bchon von L Newton gebrauchten Methode, Kurven zu transformieren), 
ohne sie aber als Definition einer Verwandtschaft aufzufassen. V gl. III 0 4, 
Berzolari, Anm. 4; IIIAB4a, Fano, Nr. 1; W. Fiedler, Darst. Geom., 3. Aufi., 
3, p. 411 ff. 

Encyklop. d. math. Wissensch HI 1. 50 
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Der Bedeutung der linearen Transformation anderer Koordinaten 
wurde meist bei den betreffenden Kool'dinatensystemen gedacht708). 

707) Die Transformation baryzentrischer Koordinaten bei A. F. 1I'1ubills, 
Baryc. Calcnl, § 35 = Werke 1, p.58; vgl. hierzu auch C. A. Laisant, L'Enseign. 
math. 3 (1901), p. 208-210. Beziiglich der Transformation einiger der in Nr.6 
und 22 besprochenen linearen Koordinatcn 'l'gl. lV. Fiedler, Darst. Geom., 3. Aufl., 
:I, p. 421 if., ferner fiir die Ebene Heffter-Koehler 1, an verschiedenen Stellen. 

Delltet man in den Gl. (9) x, y, z und x', y', z' ala line are Punkt- bzw. 
Ebenenkoordinaten, so stellen sie die allgemoinste Korrelation im Rauill dar. 
Beziiglich der Sonderfalle der Kollineationen und Korrelationen vgl. C. Segre, 
l\Iem. Acc. Lincei Roma (3a) 19 (1884); P. ]tIt/th, Theorie und Anwendung der 
Elementarteiler, Leipzig 1899, p. 198-223; III AB 5, Schoen{lies, Nr. 11-10. 

708) Wegen der Transformation yon Polarkoordinaten ineinander vgl. J. A. 
Grunert, Anm. 229", p.5-27. Beziiglich nichtlinearer Koordinatentransf. vgl. Nr. 4, 
20, ferner Tlt. R"ye. J. f. Math. 94 (1883), p. 312-318; I B 1 c, Landsberg, Nr.23. 

(ALgeschlosseu illl .Tuli 1910.) 
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W. V. Oyck-Milnchen H. Burkhardt-Zttrich H. Lamb-Manchester 
O. Hilbert-GOttingen O. Castelnuovo-Rom A. E. H. Love-Oxtord 
O. Holder-Leipzig M. Oehn-Milnster i. W. C. H. MUiler-Gl!ttingen 
O. Landsberg-Kiel F.Oingeldey-Darmstadt J. Petersen-Kopenhagell 
R. Mehmke-Stuttga.rt F. Enrlques-Bologna L. Prandtl-GOttingen 
W. Fr. Meyer-KOnigsberg i.P. O. Fano - Turin [ran<l H. Remner-Aaohen 
E. Netto-Glellen C. Guichard-Cl.rmont-Fer- A. SChoenflles-K~nigsberg 
V. Pareto--Laus .. nne P. Heegaard- Vedbaek bei P. Stackel-Hannover 
A. Prlngshelm - MUnchen Kopenhagen O. Tedone - Genua 
K. Runge-GOttingen K. 'Heun-Karlsruhe A. Tlmptl-Danzill' 
A. Sohoenllles-Kllnigsberg O. Kohn.- Wien E. Tlmerding-StraJburg L E. 

i P. H. Liebmann-Leipzig A. Voss-M1inchen 
H. Schubert-Hamburg G. Loria-Genua O. T. Walker-Simla (Indien) 
D. Sellwanotf-St. Petersburg R. v. Llllenthal-Mllnsteri.W. O. Zemplon-Budapest. 
E. Study-Bonn H. v. Mangoldt-Danzig 
K. Th. Vahlen-Greitswald W.Fr. Meyer-KOnigsbergi.P. 
H. Weber-Strallburg i. E. E. Milller- Wien 
A. Wiman-Lund. J. Neuberg-Luttioh 

E. Papperltz-Freiberg 1. S. 
II. Band: K. Rohn-Lelpzig 

M. B6cher-Cambridge, Mass. O. Scheffers-Charlottenburg 
O. Brunei (t) A. Sohoenllles-Kilnigsberg 
H. Burkhard!-Zjl.rieh C. Segre-Turin [i. P. 
O. Faber-Karlsruhe M. Simon-Strallburg i. E. 
R. Frloke-Braunschweig J. Sommer-Danzig 
H. Hahn-Wien P. Stackel-Hannover 
J. Harkness-Montreal O. Staude-Rostook 
K. Hensel-Marburg H. Stelnltz - Charlottenburg 
O. Herglotz-Gllttingen A. Voss-MUnchen 
A. Kneser-Breslau E. Wllsoh-Brilnn 
A. Krazer-Karlsrnhe H. 8. Zeuthen-Kopenhagen 
L. Maurer-TUbingen K. Zindier-Innsbruok. 
W. Fr, Meyer-KOnigsbergiP. 
W. F. Osgood-Cambridge. IV. Band: 
P. Palnlev6-Paris [Mass. M. Abraham-GOttingen 
S. Plncherle-Bologna L. Boltzmann (t) 
A. Prlngshelm-Mllnchen C. Cranz-Berlin 
A Sommerfeld-MUnchen S. Finsterwalder-Mflnchsn 
E. Vesslot-Lyon O. Fisoher-Leipzlg 

V. Band: 

M. Abraham - G~ttingen 
L. Bo Itzmann (t) 
O. H. Bryan-Bangor ('Walea) 
P. Oebye-M1inchen 
H. Dubois - Berlin 
H.Otesselhorst-Boriiu 
S. Finsterwaider - JlIilnchen 
R. Oans - TUbingen 
F. W. Hinrichsen-Aachen 
E. W. Hobson-Cambridge 
J. H. van t'Hoff- Berlin 
H. Kamerlingh-Onnes-Leiden 
Th. Llebbch -Gilttingen 
H. A. Lorentz-Leidon 
L. Mamlook -Berlin 
O. Mle-Greifswald 
H. Mlnkowskl- GOttlngen 
O. MUgge-KOnigsberg 1. P. 
J. Nabl- Wien 
F. PookelS-Heidelberg 
L. Prandtl- GOtdngen 
R. RIIlff -Stuttgart 

VI,!. Band: 
R. Bourgeois-Pari, 
O. H. Darwin -Cambridge 
S. Finsterwalder-Mllnchen 
H. Hergeseil-StraBburg 
S. Hough-Kap,tadt 
H. Meldau-Br.men 
J. M. Pernter-Wien 
P. P izzettl- Pi,a 
C. Reinhertz (tl 
A. Schmidt-Potsdam 
W. Trabert -Wien 
E. Wlechert-Gilttingen. 

VI, 2. Band: 
E. Anding-Gotha 
J. Bauschinger -Berlin 
A. Bemporad-Catania 
E. W_ Brown-Hav.rford 
C. Ed. Cas pari -Paris 
C. V. L. Charlier-Lund 
F. Cohn -KOnigsberg 1.1'. 
R. Emden - M1lnchen 
F. K. Glnzel-Berlin 
J. v. Hepperger- Wien 
O. Herglotz-Gilttingen 
H. Kobold-Kiel 
F. R. Moulton-Chicago 
O. v. Niessl-Brilnn 
S.Oppenheim-Prag 
L. Schulhof-Paris 
K. Schwarzsohiid-GMtingen 
E. Stromgren-Kiel 
K. Sundmann-H.l,ingfors 
E. T. Whittaker-Cambridge 
C. W. Wirtz-Stra/lburg I. E 
H. v. Zelpel-Pulkowa. 

Sprechsaal fUr die Encyklopadie der Mathematischen Wissenschaften. 
Unter der Abteilung Sprechsaal fll.r die Encyklopltdie der Mathematisch.n Wis.en

schaften nlmmt die Bedaktion des Jabresberichts der Deutschen Mathematiker-Vereinigung (herausgegeben 
von A. Gutzmer in Halle a/8.) ihr aus dem JJeserkreise zugehende Verbe'Berungsvorschllig. und Er
ganzungen (auoh in llterarischer Hinsicht) zu den erachienenen Heften der Encykloplidie auf. Di.sbezUgliche 
Eins.nelnnge!> Bind an den Unterzeichneten zu richten. Beitrlige filr den S pro c h 8 .. a I haben biBher beige
st.uert die Herren W. Ahrens. M. Bl>oher. A. v. Braunml1hl, 'J'. J. I'A. Bromwich, H. Burkhardt. 
G.Enestrilm. H. Fehr. L. Henneberg. E. Jahnke, F. Klein. M. Koppe, M. Krause, Josef KUr
sohllk, E. Lampe. A. Loewy, Gino'Loria. J. Lflroth. Otto Meillner. W. }'r. Meyer, E. MUller, 
E. NeUo • .M. Noether, W. O.good. K. Petr, S. Pincherle, C. Runge. L. Saahchlltz, Carl 
Schmidt, A. Sohoenflie8. F. Schur, E. Study, Th. Vahlen, A. Wangerin, K. v. Wesendonck, 
W. Wirting"r. W. Fr. Hefer, KGnigBberg i. Pr.-Marauuenhof, Herzog Albrechlallee 27. 



Band 1111. Heft 4:. 

ENCYKLOPADIE 
DEB 

MATHEMATISCHEN 
WISSENSCHAFTEN 

MIT EINSOHLUSS IHRER ANWENDUNGEN. 

HERAUSGEGEBEN 
1M AUFTRAGE DER AKADEMIEN DER W1SSENSCHAFTEN 

ZU GOTTINGEN, LEIPZIG. MUNCHEN UND WIEN 
SOWlE UNTER MITWIRKUNG ZAHLREICHER FACHGENOSSEN. 

IN SIEBEN BANDEN. 

BAND I: ARITH!IETIK U. AL6EBRA,} RED. VON W. FR. llEYER IN KONIGSBERG. 
IN 2 TEILEN ..... 

{H. BURKHARDT IN Mtl"NCHEN UND 
II: ANALYSIS, IN 3 TEILEN. . . . W. WIRTINGER IN WIEN. 

III: GEOMETRlE, IN 3 TEILEN. • . W. FR. MEYER IN KONIGSBERG. 
IV: llECHANIK, IN 4 TEILBANDEN { F. KLE~~ IN GOTTINGEN UND 

C. H. !IULLER IN HANNOVER. 
V: PHYSIK, IN 3 TEILEN. . . .. . A. SOmlERFELD IN Mtl"NCHEN. 

VI, 1: GEOD1SIE UND GEOPHYSIK. {PH.FURTWANGLER IN BONN UND 
E. WIECHERT IN GOTTINGEN. 

VI, 2: ASTRONO)IlE . . . . • . . .. . K. SCHWARZSCHILD IN POTSDAM. 
- VII: GESCHICHTE, PHILOSOPHIE, DIDAKTIK (IN VORBEREITUNG). 

BAND III 1. HEFT 4. 

eRNST STEINITZ IN BRESLAU: KONFIGURATIONEN DER PROJEKTIVEN GEOMETRIE. 481 
E. PAPPEBITZ IN FREIBERG (S •. ): DARSTEI.LENDE GEOMETRIE . • • • • • . • . . . • 517 
E.l!lULLER IN WIEN: DIE VERSCHIEDENEN KOORDINATENSYSTEME .•...•... 596 

AU8GEGEBEN A.M 10. NOVEMBER 1910, 

LEIPZIG, 
DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 

1910. 

Jeder Band iMt einzeln kijuflich. - Bisher erschien: Bd. I (vollstiintlig) j M.lll, 
Heftl-6j Bd.lh, Hl!ftlj Bd.lIs, HeftIj Bd.III1 .. Heft 1-4; Bd. Ilh, Heft 1-4; Btl.UIs, 
Hen I-ilj Bd. IVlI, Heft 1-4 (vollstiindig)j Btl. lVIII, Heft I, Btl. IV2I, Heft 1-4 (voll
stiindig)j Bel. lVIII, Heft I-3i.Btl. Vl, Heft 1-4; Bd. V2, Heft 1-3; Rd. V3, HeftI u.2j 
Btl. VIu. Hef't 1-8: Rd. VI lB. Heft t n. 2: Bd. VI!. Heft 1-3. 




