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Yorwort. 
Auf Anregung meines verehrten Lehrers Professor M. Radakovic 

habe ich im Frilhjahr 1919 noch als Nichthabilitierter an der Uni
versitiit Graz eine Reihe von Vortragen fiber Quantenstatistik und 
Quantentheorie gehalten, auf welche die Grundgedanken der vorliegen
den Darstellung zUrfickgehen. Der bereits in Ausfiihrung begriffene 
Plan, eine systematische Bearbeitung des Inhaltes dieser V ortrage 
und spaterer Vorlesungen an der Wiener Universitat und Technischen 
Hochschule zu einem Buche zu formen, wurde zuriickgestellt, als der 
Herausgeber des Bandes Physik der Encyklopii.die, Professor Sommer
feld, am ersten deutschen Physikertag 1921 in Jena die Einladung an 
mich richtete, einen Encyklopadieartikel iiber Quantenstatistik zu schrei
ben, welcher auch das Wichtigste fiber die Grundlagen der Quanten
tkeorie enthalten soUte. TInter diesen Umstanden war es unvermeid
lich; daB manches von der Ausfiihrlichkeit des geplanten Buches auf 
den Encyklopii.dieartikel uberging, welcher dadurch einen im allge
meinen nicht ublichen Umfaug angenommen hat. Die Niederschrift 
des Artikels hat sich zu meinem Bedauern aus mancherlei person
lichen, namentlich gesundheitlichen Grunden durch mehrere Jahre hin
gezogenj es ist mir kaum moglich, genug Worte des Dankes fur die 
Geduld zu :1inden, welche der Herausgeber, Professor SommerfeZd, und 
der Verlag den sich immer wieder emeuernden Verzogemngen gegen
uber bewiesen habenl Diese Verzogerungen haben es nun allerdings 
moglich gemacht, vieles von der reichen Ernte der Quantenfrucht aus 
letzter Zeit mit aufzunehmen, was sonst hii.tte unberiicksichtigt blei
ben miissenj andererseits aber mogen sie gewisse UngleichmiBigkeiten 
in der Behandlung des Stoffes verschuldet haben, deren vollige Be
seitigung spiter nicht mehr ausfiihrbar war. - Da es ein Buch abn
lichen Umfanges tiber Quantenstatistik oder Quantentheorie in del' 
Fachliteratur bisher nicht gibt, habe ich mich mit Zustimmung von 
Professor SommerfeZd zu der selbstii.ndigen Herausgabe des Artikels 
in Buchform entschlossen, welche hier vorliegt. 

Ffir stete Anregung, Forderung und Kritik bei meiner Arbeit habe 
ich vor allem Geheimrat Professor Sommerfeld Meinen lebhaftesten 



VI Vorwort. 

Dank zu sagen, ferner ganz besonders Professor K. F. Herzfeld (Mun
chen), dem ich eine bis ins einzelne gehende Kritik meines Manu
skriptes sowie zahlreiche wichtige Zusiitze und Verbesserungen ver
danke. Manche wertvolle Anregung schulde ich weiterhin insbesondere 
den Herren Prof. P. Ehrenfest (Leiden), Dr. W. Pauli (Hamburg), 
Prof. M. RadakoviC (Graz), Prof. Ol. Schaefer (Marburg a. d. Lahn), 
Prof. W. Schottky (Rostock), Prof. W. WMinger (Wien). Meinem ver
ehrten Freunde Prof. H. Thirring danke ich besonders herzlich fur 
unermiidliche freundschaftliche Forderung und Ermutigung! 

Endlich mochte ich es auch nicht unterlassen, den Verlag meiner 
dankbaren Anerkennung fUr sein dauerndes verstiindnisvolles Entgegen
kommen zu versichern. 

'riel'S, den 15. August 1925. 
Adolf Smekal. 
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rp(qk,Pk' a) Zeitmittelwert der Phasenfunktion rp(qk,Pk, a). 

fiJ Bewegungsfrequenzen, cor "Grundschwingungszahlen". 
"II Strahlungsfrequenzen. 

n, k Quantenzahlen. 
En, In, gn' .. , Quantenwerte von Energie, Wirkungsvariablen, Gewichtsfunk

tion usw. 
n', n° Quantenzahlwerte vor bzw. nach Eintritt eines Quanteniiberganges. 

4. Universelle Konstanten. 

c = 2,99.10 10 em/sec Liehtgeschwindigkeit. 
e = 4,774·10- 10 el.-st. Einh. Elektronen- bzw. Protonenladung, Elemen

tarquantum der ElektrizitiLt. 
m = 0,899. 10- n g Ruhmasse des Elektrons. 
m' = 1,649. 10- U g Ruhmasse des Protons. 

h = 6,54 . 10- n erg. sec Planclcsches elementares Wirkungsquantum. 
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Vorbemerkung. Die Aufstellung des Planckschen Strahlungs
gesetzes um die Jahrhundertwende bedeutet den Beginn einer einzig
artigen Krise in del' theoretischen Physik, deren Beendigung wir auch 
heute noch nicht vorauszusehen vermogen. Die Anfange ihrer Frucht, 
del' Quantentheorie, find en sich diesem Ausgangspunkte gemii.B in 
V 23: Theorie der Strahlung von W. Wien behandelt, welche Dar
stellung dem eigentlichen Thema des vorliegenden Artikels historisch 
daher am nachsten steht. Die neuere Entwicklung hingegen, ge
kennzeichnet durch die Namen Einstein, Bohr, Sommerfeld, hat die 
Quantentheorie im wesentlichen immer deutlicher zu einer Theorie der 
Materie fortgebildet; als Inbegriff molekularer Gesetzmiij3igkeiten ist 
sie dadurch nicht nul' in Beziehung zu den makroskopischen Gesetzen 
der gesamten klassischen *) P1W.,i7c getreten, sondern hat auch - worauf 
es hier allerdings nicht ankommen wird - in mancherlei Hinsicht 
die Chemz'e del' Physik tributpflichtig gemacht. 

Die Auffassung, daB in del' Quantentheorie im wesentlichen eine 
Theorie del' Materie zu erblicken sei, legt den Versuch nahe, die 
allgemeinen quantentheoretischen GesetzmaBigkeiten als jene Bedin
gungen hinzustellen, welchen Atome und Mole7ciile in ihrer Vielheit 
als gemeinsame Tragel' der makroskopischen mechanischen und elektro
dynamischen Erscheinungen zu geniigen haben. Es ist klar, daB nul' 
die Methoden del' statistischen Physik berufen sein konnen, eine der
artige Briicke zwischen den klassischen und den Quantengesetzen zu 
schlagen. Von einer solchen, liickenlosen Darstellung der allgemeinen 
Grundlagen der Quantentheorie ist man gegenwartig zwar noch ziem
lich weit entfernt, namentlich was die elektrodynamischen Fragen 
anbetrifft. Nach del' 'mechanischen und thermodynamischen Seite hin
gegen ist eine statistische Fundierung der Quantentheorie bereits in 
ziemlichem U mfange mogIich. Da dieser Weg zugleich eine rationelle 
Behandlung der Quantenstatistik vorzubereiten gestattet, ist er in vor
liegendem Berichte zum Ausgangspunkte gewii.hlt worden. 

Aus diesen Grunden wird im ersten Abschnitte die jiingste Ent
wicklung der statistischen Mechanik dargelegt, soweit sie auf rein 
klassischen Grundlagen beruht und als fUr die Quantentheorie frucht
bar angesehen werden kann. Die Darstellung ~ieser Entwicklung, 
welche grundlegend mit dem Namen P. Ehrenfests verkniipft ist, kann 
darum in vieler Hinsicht ala Erganzung und Fortsetzung von IV 32: 
Begriffliche Grundlagen der statistischen Auffassun,g in der Mechanik 

*) Die Bezeichnung "klassisch" wird hier wie im folgenden stets im Gegen
satz zu "quantentheoretisch" benutzt, so daB in diesem Zusammenhange z .. B. 
auch die Relativitatstheorie zur nklassischen Physik" gerechnet wird. 
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von P. und T. Ehren(est angesehen werden. In diesen Abschnitt geht 
ferner ein Teil jener Entwicklungen der hOheren Dynamik ein (IV 11 
und 12, P. Stiickel, VI 2, 12, E. T. Whittaker), welche von den ein
zelnen Autoren meist im Zusammenhang mit speziellen Quantenpro
blemen behandelt worden sind. N achdem die Quantenstatistik soweit 
geffihrt ist, als dies ohne Kenntnis der feineren Quantengesetze des 
Atombaues tunlicb erscheint, wird im zweiten Abschnitte eine mog
lichst deduktive Darstellung der grundlegenden quantentheoretischen Ge
sichtspunkte zu geben versucht und fiber deren Anwendungsgebiet so
wie fiber die Stellungnahme der Quantentheorie su den Strahlungsfragen 
berichtet. Da eine eingehendere quantentheoretische Behandlung der 
allgemeinen spektroskopischen Gesetsmii{JigkeUen einer abgesonderten 
Darstellung vorbehalten war, muB bezfiglich dieser Fragen auf die 
Berichte V 26 von C. Runge und V 27 von A. Kratser verwiesen 
werden. Der SchluBabschnitt endlich ist einer Reihe von Anwen
dungen gewisser im zweiten Teile gewonnener Erkenntnisse auf die 
Quantenstatistik gewidmet. Da die Quantentheorie des (esten Aggregat
/tustandes bereits in V 25 durch M. Born eine selbstiindige Behand
lung erfahren hat, beschranken sich diese Anwendungen zunachst auf 
fhermische Eigenscha(ten der Gase; die anschlie8ende quantenstatistische 
Untersuchung der chemischen Gleichgewichte und der quantenstatisti
schen Bedeuttmg des Nernstschen Wiirmetheorems besitzt gewisse Be
riihrungspunkte mit der Behandlung dieser Fragen durch K .F. Hers
(eld in seinem Berichte V 11, Physikalische und Elektrochemie. 

I. Die Entwicklung der klassischen statistischen Mechanik 
zur Quantenstatistik. 

1. Einleitung. Allgemeine Richtlinien. Die Aufgabe der physi
kalischen Statistik besteht darin, die molekularen GesetzmaBigkeiten mit 
den makroskopischen zu verkniipfen. Der Ubergang von den ungeheuer 
vielen Gleichungen der molekularen V organge zu den wenigen be
kannten phanomenologischen Gesetzen wird dabei durch Mittelbildungen 
fiber die molekularen Zustandsveranderlichen vollzogen 1), so da8 die 

1) Unter gewissen, allerdinga wesentlich von Annaherungen besonderer Art 
Gebrauch machenden Voraussetzungen klinnen die phanomenologischen Gesetze 
mit Hilbert auch als Bedingungen dafiir aufgefa13t werden, daB die Gleichungen 
der Molekularvorgange auflt>sbar sind; sie erscheinen dann ala Eliminations
resultat dieser Gleichungen. Vgl. die Hilberlsche Gastheorie, D. Hilbert, Grund
ziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Leipzig 1912, 
Bowie die Einleitnng zu M. Born, Dynamik der Kristallgitter, Leipzig 1915. 

Die Frage nach der Bestimmtheit makroskopischer Prozesse auf Grund der 
Molekulartheorien behandelt T. Ehrenfest-Afanassjewa, Vers!' Akad. Amsterdam 
26 (1917), p. 1088; vgl. femer IV 32, Nr. 19. 
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phanomenologischen, direkt me.8baren GroBen, ihrer experimentellen 
Bedeutung nach, als eeitliche oder eeitlich-riiumliche Mittelwerle aufzu
fassen und darzustellen sind. Die Losung dieser Aufgabe fiir das Gebiet 
der phanomenologischen Tkermodynamik insbesondere ist einer der 
Hauptgegenstande der statistischen Mechanik. Ausgangspunkt der Be
trachtung ist in jedem Falle die Aufstellung eines geeigneten Modells 
fiir das zugrunde gelegte physikalische System, welches formal den 
Bedingungen des oben angedeuteten Uberganges zu genugen hat. Nun 
ist kIar, da8 es viele derartige Modelle geben kann, deren A.nwendung 
auf die wirkIichen Korper versagt oder nur innerhalb beschrankter 
Grenzen erfolgreich ist. Man wird daher trachten, das zu benutzende 
Modell so allgemein als moglich zu wahlen, um es den speziellen 
Eigenschaften der wirklichen Korper gegeniiber moglichst anpassungs
fahig zu erhalten. Bevor wir uns aber der Behandlung des nach dem 
heutigen Stande der Theorie in dieser Hinsicht erfolgreichsten Mo
delles zuwenden, erscheint es notwendig, einen kurzen Uberblick fiber 
jene Richtungen der statistischen Mechanik vorauszuschicken, welche 
deren neuere Entwicklung gekennzeichnet haben. 

Die phanomenologische Thermodynamik forden, daB die makro
skopischen Zustandsgro8en eines warmen Korpers durch seine Gesamt
energie E und eine Anzahl unabhiingiger "iiufjerer" makroskopischer Para
meter' (Volumen V, Schwere-, elektrische, magnetische Felder usw.) 
allein darstellbar sind, welch letztere in ihrer Gesamtheit mit dem 
Buehstaben a* bezeiehnet werden mogen. Das Versehwinden der zahl
reiehen molekularen Zustandveranderlichen aus den Ausdriicken fiir 
die makroskopischen Zustandsgro8en ist nun bisher auf folgende beide 
Arten erreicht worden 9), von denen aber namentlich in der alteren 
Statistik meist gleicheeitig Gebrauch gemacht worden ist: 

A. Man wahlt die Differentialgleichungen, den en die Bewegung 
des angenommenen Modelles gehorcht, so, daB die Zeitmittelwerte der 
fur die Thermodynamik in Betracht kommenden molekularen Zustands
funktionen ("Phasenfunktionen") nur von E und den a* abhangen. 

B. Man lii..8t die Natur dieser Differentialgleichungen vollstandig 
offen, lii.8t die Bewegung jedoch willkiirlich belie big oft unstetig werden 
und verfiigt fiber das Verhalten des Modells an den Unstetigkeits-, 
stellen durch "W ahrscheinlichkeits"-Annahmenj letztere konnen dann 
mit Leichtigkeit so eingerichtet werden, da13 die genannten Zeitmittel
werte Buch nur wieder E und die a * enthalten. - Diesen letzteren 
Weg hat von Anfang an besonders die kinetische Gastheorie entwickeltS), 

2) V gl. ..4. Smekal, Monatsh. Ma.th. Phys. 82 (1922), p. 246. 
8) Vgl. IV 82, Nr.l. 
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wobei die "ZusammenstoBe" mit ausreichender Genauigkeit durch der
arlige Bewegungs-Singularitaten ersetzt werden konnten. 

Die Q.uRsiergodenhypothese. Wie P. und T. Ehrenfest in IV 32 
eingehend ausgefuhrt hahen, liegen der iilteren klassischen statistililchen 
Mechanik teils bewu6t, teils unbewuBt, durchwegs Modelle zugrunde, 
fur welche die Eigenschaft A. von entscheidender Bedeutung ist; es 
sind dies die von Boltsmann und Maxwell vielbenutzten ergodischen 
mechanischen Systeme. Ein solches System soll im "r-Raumetf nur eine 
einzige Phasenbahn ("G-Bahn") besitzen, welche exakt durch jeden 
Phasenpunkt seiner "Energiefliiche" hindurchgeht.') Die seinerzeit von 
P. und T. Ehrenfest geiiuBerten Zweifel hinsichtlich der Widerspruchs
losigkeit dieser Definition haben inzwischen ihre Bestiitigung gefunden: 
wie RosenthaZ5) und PlanchereZe) zeigen konnten, ist sie aus mengen
theoretischen Griinden unhaltbar. Indessen hatten bereits P. und T. 
Ehrenfest in der Quasiergodenhypothese eine viel weniger weitge~ende 
.Annahme formuliert 7), welche nur fordert, daB jede beliebige G-Bahn 
jedem Punkte der Energieflache beliebig nahe kommt. 8) Bei Hinzu
nahme einiger weiterer Einschriinkungen 9) ist sie imstande, die Ergoden· 

4) Vgl. IV 32, Nr. lOa. Betreffs der oben sowie im folgenden verwendeten 
Begriffe der statistischen Mechanik vergleiche man, wenn nicht anders bemerkt, 
ebenfalls IV 32, namentlich Nr. I) und 12. 

5) A. Rosenthal, Ann. d. Phys. (4) 42 (1913), p. 796. 
'6) M. Plancherel, Ann. d. Phys. (4) 42 (1918), p.l06t. 
7) IV 32, Anm. 89 a), 90). 
8) Mit Riicksicht auf den Poincare-OaratheodorY8Chen Wiederkehr8ate (vgl. 

C. CaratModory, Berlin. Ber. 1919, p. 580) kann man dies in Strenge nur bis auf 
eine Punktmenge vom Lebesgueschen Map Null fordem, was praktisch jedoeh 
nicht von Belang ist. 

Die Bewegungsgleichungen eines quasiergodisehen Mechanismus kijnnen 
auBer dem Energieintegral kein weiteres eindeutigea Integral besitzen. 

H. A. Lorentz [1], p. 20, hat nun gegeniiber der Ergoden- bzw. Quasi
ergodenannahme auf die Notwendigkeit einer Beriicksiehtigung der Existenz der 
Schwerpunktsintegrale hingewiesen, deren Vorhandensein (ebenso wie jenes der 
Flachensitze) vor allem aueh erforderlieh ist, um die makroskopisch-mechanischen 
Eigensehaften der betr&ehteten thermischen Systeme zutreffend daratellen zu 
kijnnen. Indessen zeigt er selbst, da.6 die Beriicksiehtigung dieses Umstandes 
wegen der ungeheuren Zahl der molekularen Ifreiheitsgrade praktisch nichts 
ausgibt, was bereits von P. Hertz, Math. Ann. 74 (1913), p. 158; vgl. p. 167, 
Anm. 2, angedeutet worden war. Formal IIl..6t sich diese Schwierigkeit jedoeh 
stets iiberwinden, wenn man die Quasiergodenhypothese nur auf die um die 
Schwerpunkts- und Flil.chenintegrale reduzierle Bewegung des Modelles bezieht. 
Vgl. dazu femer gewillse Betraehtungen, die jiingst von G. Jaffe, Ann. d. Phys. 
76 (1926), p. 680, angeBtellt worden sind. 

9) Vgl. IV 82, .!.nm. 90) und 93), Bowie P. Herte, Statistische Mechanik in 
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hypothese hinsiehtlieh ihrer Bedeutung fiir die statistisehe Meehanik, 
namentlich in bezug auf die Formulierung A vollstiindig zu ersetzen. 
DaB meehanische Systeme wirklich moglich sind, bei denen Bahn
kurven von quasiergodischem Typus auftreten, hat Artin 10) an einem 
von G. Herglots aufgefundenen meehanisehen Problem von zwei Frei
heitsgraden naehgewiesen; indessen kommt diese Eigensehaft keines
wegs samtlichen Bahnkurven dieses Problems zu, sondern nur einer 
allerdings iiberwiegenden Mannigfaltigkeit von ihnen. ll) - Eine Uber
tragung der Quasiergodenhypothese auf die Quantenstatistik ist von 
Searvassi vorgenommen worden. 12) 

Die statistische Mechanik von P. Hertz. Die Annahme eines 
quasiergodisehen Modelles fiir den warm en Korper enthiilt zunachst 
noch niehts Naheres iiber seine molekulare Konstitution; mit den oben 
erwihnten Zusatzvoraussetzungen garantiert sie bloB, daB die Zeit
mittelwerte aller1S) zeitlich veranderlieher Phasenfunktionen von den 
Webd--Gans, Repertorium dar Physik, Bd. I, 2 (Leipzig 1916), p.486-600 ("Rep."), 
insbesondere Nr. 250, p. 483. 

10) W. Arlin, Vortrag am Naturforschertag 1922 in Leipzig, Abh. Math. 
Sem. Hamburg 3 (1924), p. 170. Allerdings wird der Wiederkehrbereich (Anm.66) 
dar Bahnkurven des Arlinschen Beispieles von Singularitaten begrenzt, welche 
die Erfiillung der in der vorigen Anmerkung zitierten Bedingungen unmoglich 
machen diirften. Bei Abwesenheit solcher Singularitiiten sind nach T. M. Oherry, 
Trans. Cambridge Phil. Soc. 23 (29;l4), p. 48, quasiergodische Bahnkurven unmiig
lich (Zusatz bei der Revision). 

11) Neben 00 8 quasiergodischen Bahnkurven gibt es hier namlich noch 00 

viele periodische und co! einfach- und doppelt-8symptotische Bahnkurven. 
Neuerdings ist es E. Fermi, Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 261, gelungen zu 

beweisen, daB jedes mechanische System, welches auiler dem Energieintegral 
keine weiteren eindeutigen, analytischen, von der Zeit unabhangigen Integrale 
besitzt, unter gewissen Zusatzvoraussetzungen (daS e8 ein "Normalsystem" ist, 
vgl. Anm. 349) qU8siergodische Bahnkurven haben bnn; bezuglich ihrer Mannig
faltigkeit vgl. man auch W. Urbanski, Phys. Ztschr. 26 (1924), p.47. Auch hier 
gibt es stets Parlikularliisungen, welche diese Eigenschaft nicht besitzen, so daB 
keineswegs samtliche Bahnkurven quasiergodisch sind. 

Hinsichtlich der Bedeutung, welche man den nicht-quasiergodischen Parti
kularliisungen beimessen kann, vgl. Anm. 165), aber auch Anm. 380). 

12) A. Szarvassi, Denkschr. Wien Akad. 95 (1918), p. 391, auf p. 420. Vgl. 
dazu Anm. 184). 

13) Diese Eigenschaft ist zweifellos viel zu weitgehend gegenuber den For
derungen der Thermodynamik, welche sich jedenfalls nur auf makroskopisch be
obachtbare Zeitmittelwerte erstrecken konnen (vgl. die Formulierung A). Bisher 
liegen nur zwei Verduche vor, die erwii.hnte Unabhilngigkeitsforderung bIoS fUr 
bestimmte Zeitmittelwerte zu kIaren. J. Kroo, Bull. Acad. Cracovie (A) 1913, 
p. 548, diskutiert so das Zeitmittel der kinetischen Energie, A. Smekal, Wien. 
Ber. 126 [II a] (1917), p. 1515, §§ 5-7, die Bedingungen fiir das Zustande
kommen des Gleichverteilungssatzes der kinetischen Energie. - Keine allgemeine 
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willkiirlichen Integrationskonstanten der Bewegung, abgesehen von der 
Gesamtenergie E, unabhiingig werden. Dies ist ein mechanisches, bzw. ein 
Problem der Theone der Differentialgleichungen, ebenso wie die Berechnung 
dieser Zeitmittelwerte als Funktion von E und a* selbst, welches u. a. mit 
Notwendigkeit zum Gleichverteilungssatze der kinetischen Energie fiihrt.14) 

Diese Ergebnisse reichen indessen nicht hin, um die kinetisch
statistische Bedeutung der Temperatur sowie alier iibrigen mit dem 
II. Hauptsatze der Thermodynamik zusammenhangenden Fragen klar
zustellen. Setzt man, wie wir dies hier zunachst getan haben, die An
nahme eines quasiergodischen Modelies voran, so lii.L\t sich dies erst 
auf dem Wege einer Zerlegung des ganzen Systems in Teilsysteme 
erreichen, ohne daB es wesentlich ware, hierbei bis auf die einzelnen 
Molekiile und Atome zuriickzugehen. Das Verdienst, diesen sehr be
achtenswerlen Weg konsequent verfolgt und ausgebaut zu haben, ge
biihrt P. Herts. 1f') .I!'iir jene Art der Statistik, die wir heute grund
satzlich als alleinberechtigt ansehen miissen, die Quantenstatistik, vermag 
dieser Weg jedoch kaum Nennenswertes zu leisten, wie schon der 
Hinweis darauf zeigt, daB die Quasiergodenhypothese bereits unab
hangig Ton jeder spezielleren Modellvorstellung unweigerlich den Gleich
verteilungssatz zur Folge hat. 

Behandlung scheint jedoch bisher in der Literatur die Hauptfrage gefunden zu 
hahen, fiir welche Arlen von Ham~1tonschen Bewegungsgleichungen zeitfreie Inte
grale existieren, die von E una den a" allein abhiingen und sick unendlich lang
samen, umkehrbar erfolgenden Parameterverschiebungen gegenuber invariant ver
halten - me es die makroskopische Thermodynamik von der Entropie folgert. 
Die Hilfsmittel zur Bearbeitung dieser Frage Hegen gegenwartig in der Theorie 
der Parameterinvarianten (Nr. 3A.) hereit, welche vielleicht -eine restlose Beant
wortung und damit auch eine Entscheidung iiber die Brauchharkeit von Mo
dellen der Beschaft'enheit A iiberhaupt, ermi5glichen wird. Bisher iet die Exi
stenz derartiger Integrale nur fur rein perio'dische (Boltzmann, Olausius), mono
zyklische (Helmholtz) und quasiergodische 8ysteme (P. Hertz) sichergestellt [vgl. 
Anm.48) und 114)]; ihre Nichtexistenz fiir bedingt periodische Systeme (vgl. Nr. to a) 
wurde von Boltzmann in SpeziaifaJ.len bereits vermutet, ist aber erst jiingst auf 
Grund gewisser Ergebnisse von Burgers (s. Anm. 71) beweisbar geworden. DaB 
rein periodische und monozyklische Systeme keine brauchbaren Modelle warmer 
Korper zu liefem vermi5gen, ist von Anfang a.n keinerlei besonderen Zweifeln 
begegnet. V gl. zu diesen Fragen seither die Darstellung bei A. Smekal, Mole
kulare und statistische Theorie der Wiirme, im Handbuch der Physik, herausge
geben von H. Geiger und K. Scheel, Bd. 9, Berlin, Springer 1926 (im Erscheinen). 

14) Vgl. P. Hertz, Rep. l. c. Anm. 9), Nr. 260-255; A. Smekal, 1. c. 
Anm. 13, § 2, ferner unten, Nr. '2 a. 

16) P. Hertz, Rep. 1. c. Anm. 9), ferner Ergebn. d. exakt. Naturwiss. 1 (1922), 
p. 60. Fiir die Wechselwirkungen der Teilsysteme muS dann wesentlich von 
einer Annahme der Art B Gebrauch gemacht werden. 
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Die neueste Entwicklung der "gastheoretischen" Riohtung. Die 
ubrige Entwicklung der statistischen Mechanik wii.hrend der letzten 
zehn Jahre hat darum auch im wesentlichen den alten Weg von 
Boltzmann und Maxwell weitergefiihrt, den sie allerdings wesentlieh 
vertieft und erweitert: sie geht wieder direkt von der molekularen 
Konstitution der Materie aus. Wie in der kinetiscJi£n Gastheorie (V 8, 
L. Boltzmann und J. Nabl) wird der warme Korper aus einer Viel
heit gleichbeschaffener MolekiUe aufgebaut gedacht, die, besonders aus
gesprochen im Gase, als Modell von der Art B zusammenwirkenj diese 
Molekule sind jedoch nicht mehr Massenpunkte oder staxie Korper, 
vielmehr wird der EinfiuB ihres Feinbaues und der Ungleichwertigkeit 
iltrer Freiheitsgrade 16) weitestgehend beriicksichtigt (z. B. Nr. 24:). Auch 
die "W ahrscheinlichkeits" -Annahmen sind nicht mehr die alten "Gleich
moglichkeits"-Behauptungenj an ihre Stelle treten zunii.chst unbestimmt 
bleibende Ansiitze iiber relative Baufigkeiten (Nr. 3,4:), die hinterher 
aUB der Erfahrung direkt bestimmbar werden und so zu den Grund
annahmen der Quantentheorie fiihren (Nr. 9). 

Allerdings ha'ben P. und T. Ehrenfest mit allem Nachdruck darauf 
hinweisen mussen, daB die statistische Mechanik bis 1911 zumindest 
an einer Stelle von der bedenklichen Ergodenhypothese Gebrauch zu 
machen genotigt war: zur Rechtfertigung der Gleichsetzung von riium
lichen und eeitlichen Mittelwerten. 17) Wenngleieh nach dem Obigen an 
Stelle der Ergodenhypothese nunmehr die Quasiergodenhypothese ge
setzt werden konnte, so war dies zunachst nur durch einen Verzieht 
auf eine ausdruckliche Rechtfertigung der angedeuteten Verallgemeine
rungen moglich - eine von fast allen Autoren vollstii.ndig ignorierte 
Schwierigkeit. Erst Szarvassi lS) hat durch Einfiihrung "ergoeonaler" 
Systemgesamtheiten diese Lucke mit Bewu8tsein auszufiillen gesucht, bis 
v. Mises 18) einen wahrscheinlichkeitstheoretischen Weg angegeben hat, 
durch den die Verwendung der Quasiergodenhypothese oder einer an
deren Annahme vom Typus A an dieser Stelle uberhaupt entbehrlich ge
macht worden ist (Nr. 4:). Damit ist die statistische Mechanik auch von 
einer teilweisen Beniitzung eines Modells der Art A vollstandig gereinigt, 
soweit man nicht eine solche Voraussetzung, wie z. B. fur die Translations
bewegung nicht-entarteter Gase (Nr. 3), aus praktischen Griinden als 
innerhalb bestimmterGrenzen brauchbareAnnahme bewu8t festhalten will. 

Da der modernen Behandlung der Atomtheorie des festen Zustandes 
(Dynamik der Kristallg#ter) durch M. Born in V 25 eine selbstandige, 

16) Vgl. IV 82, Nr.29. 
17) Vgl. IV 82, Nr.11-13. 
18) R. 'IJ. Mises, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 226, 256. 



2. "Mechanische" Eigenschaften des Gasmodells. 873 

eingehende Darstellung zuteil geworden iet, braucht auf die von ihr 
dargebotenen statistischen Probleme nur hinsichtlich einiger grund
sii.tzlicher Fragen, und dies erst an spaterer Stelle (Nr. 6 b), eingegangen 
zu werden. Tragfahige Grundlagen fur eine allgemeine molekular
statistische Theorie des flussigen Aggregatzustandes sind bis heute noch 
nicht aufgestellt worden. So bleibt fur das Weitere zunachst nur die 
statistische Behandlung von Gasmodellen ubrig, deren moglichst all
gemein gehaltener Darstellung wir uns nunmehr zuwenden. Wir be
trachten hierbei einstweilen nur chemisch einheitliche Gase von ein
oder mehratomigen Molekiilen, oder Gasgemische, deren Komponenten 
miteinander nicht chemisch reagieren. Die allgemeine Theorie der 
Dissoziationsgleichgewichte wird erst in Nr. 25 behandelt. 

2. "Mechanische" Eigenschaften des Gasmodells. Das Gas, bzw. 
jede Komponente eines Gasgemisches, bestehe aus N untereinander 
gleichartigen Molekulen. Jedes Molekiil werde als beliebig kompliziert 
gebautes Gebilde angesehen, dessen genauere Struktur (Nr. 13) wir 
hier noch offen lassen, eventuell sogar direkt als unbekannt auffassen 
konnen. Vorausgesetzt sei nur, daB die auf seinen rubenden Massen
schwerpunkt bezogene oder "innere", von veranderlich auBeren Kraften 
ungestDrte Bewegung (einscblieBlich der Rotation) durch ein System 
von 8 totalen Differentialgleichungen von zweiter Ordnung nach del' 
Zeit t beschrieben werden kann, in denen auBer Fnnktionen von s 
unabhangigen Koordinaten (und unter gewissen Umstanden auch von t), 
nur noch die in Nr. 1 erwahnten, im allgemeinen konstanten auBeren 
Parameter a* vorkommen. Ein solches System von Differentialglei
chungen 19) laBt sich dann auf die Form von 28 "kanonischen" Diffe
rentialgleichungen nach Art der Hamiltonschen kanonischen Ditferen
tialgleichungen der Mechanik bringen, welche nunmehr zwei Reihen 
voneinander unabhangiger Veranderlicher, die s Koordinaten qk und 8 

dazu kanonisch konjugierte Impulse Pk (k = 1,2, ... , s) enthalten: 

) dqk oH dPk oH 
(1 Tt=OPk' Tt=-Oqk (k=1,2, ... ,s). 

Dann sei H (qk,Pk' a *) wie in der Mechanik als Hamiltonsche Funktion be
zeichnet, sals Anzahl der "inneren"Freiheitsgrade 20); Hfallt meist mit der 
Gesamtenergie E (lb, Pk' a *), der inneren Energie des Molekuls, zusammen. 

19) Aber auch wesentlich allgemeinere ~ysteme von DifferentialgIeichungen. 
Vgl. z. B. E. T. Whittaker, An~lytical Dynamics, 2. Aufl.. Cambridge 1917, Nr.110, 
p. 265/267. 1m allgemeinen muJ3 dazu vorausgesetzt werden, daLl die Bewegungs
gleichungen ~us einem Variationsprinzipe ableitbar sind. 

20) Die WahI der Bezeichnungen hat hier etwas anders erfoIgen mussen 
a.le beispieIsweiee in IV 32. V gl. die tJbersicht iiber die Bezeichnungsweise am 
Eingang dieses Berichtes. 
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Diese kanonischen Bewegungsgleichungen heiSen im engeren Sinne 

des W ortes "mechanische", wenn das Molekiil z. B. aus i- + 1 l\fassen

punkten bestiinde, zwischen denen Newtonsche Anziehungskriifte wirkten 
(Mehrkorperproblem). In Ubereinstimmung mit der Bezeichnung: sta
tistische Mechanik sei diese Terminologie innerhalb des vorliegenden 
Abschnittes auch noch dann festgehalten, wenn der Aufbau 'des Mole
kiils wesentlich auf elektrodynamische Weise gedacht isi, wie beim 
Bohr-Rutherfordschen Atommodell (Nr. 13).21) Die Berechtigung oder 
Notwendigkeit der Wahl obiger Differentialgleichungen fUr die innere 
Bewegung der Molekiile ist iibrigens keineswegs direkt nachweisbar; 
sie wird aber in hohem MaBe nahegelegt durch den Umstand, daB in 
der gesamten makroskopischen Physik hohere als die zweiten Diffe
rentialquotienten der Koordinaten nach der Zeit keine selbstiindige 
Rolle spielen. 12) 

Bezeichnen x, y, ~ die kartesischen Koordinaten des Massenschwer
punktes, p"" PII , pz die dazugehorigen Impulse und M die Gesamtmasse 
des Molekiils, so besteht seine Translationsenergie E t ( x, y, ~,P "" P 11' P., a*) 
aus der von den Impulseu allein abhangigen kinetischen Energie 

(2) 2~1' (p! + p~ + p;), 

zu der allen falls eine von den vorhandenen iiuBeren Parametern ab
hangige potentielle Energie (lJ (x, ,!!, ~,a*) hinzukommen kann. 23) 

Der Momentanzustand eines Molekiils ist demnach durch die 
2· (s + 3) = 2· r GroSen q., Pk (k = 1,2, ... s), x, y,~, 17"" Pll' P., - seine 
"Phasen" - vollstandig bestimmt; die wiihrend seiner freien Bewegung 
unveriinderliche Gesamtenergie ist E (qk,Pk' a*) + Et (p""Py, P., x, ,!!,~, a*). 

21) Dies mu8 deswegen Lesonders betont werden, weil zahlreiche Autoren 
von der makroskopisehen Physik her nur aHes das als "meehanisch" zu be
zeiehnen scheinen, was "nieht" "elektrisch" ist. V gl. auch Anm. 246). 

22) Man wird diesen Standpunkt daher jedenfalls so lange beizubehalten 
haben, als seine Unzulanglichkeit nicht naehgewiesen ist, wovon gegenwartig 
noeh keine Rede sein kann. Er ist ubrigens keineswegs wcsentlich fUr die naeh
folgende Entwieklung der statistisehen Meehanik, welche Hoeh ganz bedeutend 
allgemeinere Ansatze zulielle; hingegen konnten derartige Verallgemeinerungen 
fiir die Quantentheorie von Interesse werden. S. Nr. 14, 1Gb. 

. 23) Von dem quantitativ nur hOehst selten in Betraeht kommenden FaIle, 
da,B q, aueh von der "inneren" Bewegung des Molekiils abbangt, sehen wir im 
folgenden der Einfachheit halber ab, ebenso wie aueh stets q, = 0 gesetzt wer
den soIl, da z. B. der Fall des Gases im Sehwerefelde innerhalb der gewohn
lichen Darstellungen der kinetisehen Gastheorie behandelt werden kann und Mer 
keine neuen Gesichtspunkte liefert. Desgleichen mull hinsiehtlich der iiblichen 
Auffassung des Verhaltens der Molekiile in der Nahe von GefaBwlinden auf jene 
Darstellungen verwiesen werden. 
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Man kann die Bewegung des einzelnen Molekiils daher in einem 2r
dimensionalen Ehrenfestschen p.-Raum 'J4) abbilden, in dem aIle seine 
Phasen als Koordinaten aufgefa.6t werden. 

Beziiglieh der Gesamtheit von N Molekiilen der obigen Besehafi'en
heit endlieh setzen wir voraus, daB sie sieh in einem geschlossenen 
GefliJ~e vom V olumen V befinden (ebenso von den samtlichen Kom
ponenten des Gasgemisches). Der Einfaehheit halber vernachHissigen 
wir hier sowohl das endliehe Volumen der Molekiile gegeniiber V als 
aueh ihre wechselseitigen Beeinfl.ussungen. '5) Indessen sollen die Mole
kule sich dann doch nicht so vollstandig unabhangig voneinander be
wegen, als wie wenn jedem Einzelmolekiil ein Raumgebiet V fiir sich 
allein zur Verfiigung stiinde. Wahrend einer fortlaufenden Reihe von 
im ubrigen ganz "zufii.llig" aufeinanderfolgenden Zeitpunkten Bollen 
sich die Momentanwerte der Phasen eines oder mehrerer Molekule 
des Gases "Ullstetig" um beliebige endliche Betriige andern konnen 
(s. Nr. 1, Annahme B): dies also die Wirkung, welehe wir dem gleich
zeitigen Vorhandensein der N Molekiile in V zuschreiben. In der kine
tischen Gastheo-rie werden die "ZusammenstoBe" durch derartige Un-

24) Vgl. IV 82, Nr.12a. 
26) Beziiglich der Beriicksichtigung dieser Punkte vgl. Anm. 104) und Nr. 17 

sowie Nr. 19 und 24 e, wo aueh die Fragen der Gasenta.rtung beriihrt werden. -
tJber die Dimensionen der Molekiile, Atome und lODen, Bowie die Methoden zu 
ihrer BeRtimmung vgl. den zusammenfassenden Bericht von K. ll. Herzfeld, J ahrb. 
d. Rad. 19 (1928), p. 259. 

Die GrolSenordnung der zwiscLenmolekularen elektrischen Felder ist von 
P. Debye, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 160, auf Grund des Bohr·Rutherfordschen 
Atommodells abgeschll.tzt worden, die genaue Rechnung hat J. Roltsmark, Phys. 
Ztschr. 20 (1919), p. 162; Ann. d. Phys. 68 (1919), p. 677; Phys. Ztschr. 26 (1924), 
p. 'i8, ausgefiihrt und auf das Problem der Verbreiterung der Spektrallinien an
gewendet [vgl. dazu auch Nr. 16 b, Anm. 883) und 876)]. 

Der elektrische Ursprung der van der Waalsschen Kohasionskriifte ist eben
falls von P. Debye, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 179, aufgeklll.rt worden, Phys. 
Ztschr. 22 (1921), p. 802 auch jener der bei groBer Annll.herung zweier Molekeln 
geweckten abstoBenden Krll.fte. Vgl. dazu ferner W. H. Keesom, Phys. Ztschr. 
22 (1921), p.129, 648; 28 (1922), p.226; ll. Zwicky, Phys. Ztschr. 22 (1921), 
p.449; H. "b'alkenhagen, Diss. Gllttingen 1920; Phys. Ztschr. 23 (1922), p.87; 
O. Klein, Fysisk Tidsskrift 20 (1922), p. 12'i. 

Unabhll.ngig von den modernen atomelektrischen Fragestellungen haben 
S. Chapman und D. Enskog in weiterer Verfolgung der klassischen Arbeiten von 
Boltzmann und Maxwell die kinetische Theorie der V orglinge in "mitBig ver
diinnten" Gasen behandelt. Literaturangaben bei D. Enskog, Diss. Upsala 1917, 
Ark. f. Math. Astr.och Fys.16 (1921), Nr.16; K. Svenska Vet. Handl. 63 (1922), Nr.4. 
Betreffs der lI.lteren Literatur s. V 9 (L. Boltzmann und J. Nabl), insbesondere 
Nr. 22-21), 29, 30, Bowie V 10 (R. KammerZingh On'les und W. H. Keesom). 
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stetigkeitsansatze approximiert. 16) Man muB dann annehmen, daB die 
Molekiildimensionen auch gegeniiber den "mittleren freien Wegllingen" 
vernachliissigbar klein sind; in der Tat betragh dieses Verhaltnis unter 
normalen Umstanden 10-8 und wird bei hoch verdiinnten Gasen noch 
wesentlich kleiner. Von der gleichen GroBenordnung ist daun auch 
das Verhii.ltnis der im Mittel wahrend beliebiger Beobachtungsdauern 
als Summe der "StoBdauem" vernachllissigten Zeiten gegeniiber diesen 
Beobachtungsdauern selbst. Es empfiehlt sich aber, fiir das Folgende 
von dieser spezielien physikalischen Rechtfertigung der eingefiihrten 
Unstetigkeiten einstweilen abzusehen, da sie fiir die formale Entwick
lung der statistischen Mechanik belanglos ist; dies wird uns zugleich 
ermoglichen, den Fall der Wechselwirkungen der Gasmolekiile mit dem 
sie umgebenden Strahlungsfelde unter einem zu erledigen. - Wie man 
sieht, haben die gemachten Annahmen zur Folge, daB die Gesamt
energie E des Gases in jedem Augenblicke durch die Summe der Energien 
der einzelnen Molekiile gegeben ist; wahrend die letzteren an den Un
stetigkeitsstelien sich urn beliebige Betrage verandern konnen, bleibt E 
dauernd konstant. 17) 

3. Die Struktur des Molekiilphasenraumes. "Rii.umliche" a priori
Bii.u:flgkeitseigenschaften des Gasmodells. Urn das Verhalten des Gas
modelis an den Unstetigkeitsstelien seiner Bewegung naher zu kenn
zeichnen, ist es erforderlich, die Bewegung selbst geeignet beschreiben 
zu konnen. Die altere statistische Mechanik verwendet hierzu meist 
abwechselnd den T-Raum und den p.-Raum. Ersterer kommt fiir uns 

26) Nach v. Mise8, Phys. Ztschr. 21 (1920), p.225, 266, liegt die gena.uere 
Rechtfertigung hierflir darin, daB- Bewegungszustande zweier Molekiile vor dem 
StoJ3e, die nur "unendHch" wenig voneinander verschieden sind, endlich groj3e 
Unterschiede der Bewegnngen der beiden Molekiile nach dem StoBe zur Folge 
haben Mnnen. (Wenn z. B. die beiden Molekiile geradlinig aufeinander 108-

fliegen, so kann jedes von ihnen durch den ZusammenstoB entweder "rechts" 
oder "links" a.us seiner urspriinglichen Bewegungsrichtung abgelenkt werden, je 
nachdem, ob diese urn "unendlich" wenig nach rechts oder links von der Ver
bindnngslinie der beiden Molekiilschwerpunkte abgewichen war.) Der Umstand, 
daB es sich hier urn eine .AuBerung tatsiichlich vorhandener BewegungsBingulari
taten (exakt zentrales Aufeinanderlosfiiegen der Molekiile) handelt, rechtfertigt 
es auch und zwingt sogar dazu, fiir das physikalische Geschehen in der Um
gebung einer solchen Stelle Hiiufi,gkeitsansatze ("Wahrscheinlichkeits&nnahmen") 
einzufiihren (Nr. 3 und 4:) und so die unmittelba.r-kausale Determination der Me
chanik durch die mehr mittelbare der Wahrscheinlichkeitsgesetze zu erganzen. 
Das gleiche gilt naturgemaB auch fUr die "Umgebung" der Singularitaten be
Hebiger nicht-mechanischer Vorgange. 

27) Betreft"s der Schwankungen, die E infolge des thermischen Kontaktes 
des Gases mit seiner Umgebung in Wirklichkeit dauernd mitmacht, vgl. Nr. 1 b. 
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hier jedoch nicht notwendig in Betracht, da von einer Annahme vom 
Typus A (Nr. 1) nicht Gebrauch gemacht werden soll; seine Benutzung 
wird jedoch unerHi,6lich im Falle der Untersuchung von Dissoziations
gleichgewichten (Nr. 25). Der I£-Raum gestattet hingegen in bequemer 
Weise die hier festgehaltene Unveranderlichkeit und Gleichartigkeit 
der Molekiile zur Geltung zu bringen. 

(1) Die altere klassische statistische Mechanik teilt den p,-Raum 
in "sehr kleine aber endliche" und untereinander gleich groEe Zellen 
(oder "Elementargebiete der Wahrscheinlichkeitit) ein, deren Form im 
iibrigen beliebig und daher z. B. parallelepipedisch sein kann. Werden 
die Phasenpunkte samtlicher N Molekiile zu einem bestimmten Zeit
punkt t in dies en ~-Raum eingetragen gedacht, so werden sich in 
jeder der fortlaufend mit 1, '2, ... , 1, ... numerierten Zellen bestimmte 
Anzahlen NL,l' NL,'4' ••. , NL,p ... solcher Punkte vorfinden. Die Ge-
samtheit der Zahlen N L ,! stellt eine bestimmte Verteilung der NMolekiil

bildpunkte iiber die Zellen dar und heiBt die Zustandsverteilung Z L 

der Molekule zur Zeit t. 18) Ais MaB fUr die" Wahrscheinlichkeit" einer 
solchen Zustandsverteilung wird dann - besonders seit dem syste
matischen Gebrauch, den Planck von dieser GroBe gemacht hat 29) -

die Anzahl samtlicher individueller Realisierungsmoglichkeiten oder 
Komplexionen von Z L' 

(3) 
Nt 

angesehen. Um diese kombinatorische GroBe zu berechnen, wird an
genommen: 

(3.:r) daB alle innerhalb der gleichen Zelle befindlichen ,,Molekiile" 
physikalisch als hinreichend gleichwertig gelten konnen und daher 
untereinander vertauschbar, Molekiile verschiedener Zellen aber nicht 
vertauschbar sind, 

(bI ) daB die Aufenthalte jedes Molekiils in gleich groBen Zellen 
a priori als gleichhaufig anzusehen sind. -

Die A.nnahme (bI ) kann in der iilteren Theorie mittels der Ergode:n
ode:r Quasiergodenhypothese unter Berufung auf den Liouvilleschen Satz 
gerechtfertigt werden, der zugleich die Veranlassung zur Wahl gleich 
grof3er Zellen gibt. (3.:r) pflegt hingegen keine nahere Begriindung zu 
erhalten und steht anscheinend in befremdlichem Gegensatze zu der 
Willkiirlichkeit, die nach Obi gem hinsichtlich der Gro/3e des Volumens a 

28) V gl. IV 32, Nr. 12 a. 
29) M. Planck [1] nennt sie wenig gliicklich "thermodynamische Wahr

scheinlichkeit"; sie ist identisch mit Ehrenfests P(Z), vgl. IV 32, Gl. (36). 
S me kal, Allgcm. Grund!. d. Quantenstatistik u. Quantentheorie 57 
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der gewahlten Zellen iibrigbleibt. Indessen sieht man leicht, daB auch 
hier die Ergoden- oder Quasiergodenhypothese, die ja grundsatzlich 
keinen Punkt des r- und wRaumesSO) vor einem anderen auszeichnet, 
eine wesentliche Rolle spielt: Man braucht etwa nur dafiir zu sorgen, 
daB jeder Verkleinerung von Q, eine Zunahme von N parallel geht, 
so daB fiir .Q, -)0 0 und gleichzeitig N -)0 00 das Produkt .Q, • N einem 
endlichen, von Null verschiedenen Grenzwert zustrebt. Die Annahme 
(a1) hat also fiir .Q, von endlicher GroBe eigentlich keinen Sinn und 
zeigt sich nur im FaIle dieses Grenziiberganges hinterher gerecht
fertigt, dessen Ausfiihrbarkeit in der alteren Theorie mit Riicksicht 
auf die Ergoden- oder Quasiergodenhypothese nul' dem Bedenken be
gegnen konnte, daB die Molekiilzahl N eine grundsiitelich .endliche, 
wenn auch ungeheure Gro.6e darstellt. Durch wirkliche· Ausfiihrung 
des angedeuteten Grenziiberganges kann man daher nur zu einer stetigen 
App,'oximation der bei Festhalten an obiger Methodik prineipiell dis
kontinuierlichen Phasenfunktionen rp (Z) des Gases gelangen. 31) Will 
man der Endlichkeit von N schon fiorher Rechnung tragen, so dan 
man die Q, eine von N abhangige endliche GroBe nicht unterschreiten 
lassen. 82) 

(II) Aus dem Obigen geht hervor, daB mit dem Verzicht auf die 
Ergoden- oder Quasiergodenhypothese eine wesentliche Revision der 

30} Die Annahme der Ergoden- oder Quasiergodenhypothese fill das Gas
modell (r-Raum) zieht notwendig auch jene £iiI das Einzelmolekiil (p.-Raum) 
nach sich, nur daB letzteres hierbei keinen energetischen Einschrankungen zu 
unterliegen braucht. 

31} Vgl. IV 32, Nr. 12c. 
32} Der im Vorstehenden auseinandergesetzte Sachverhalt findet sich bei 

P. und T. Ehrenfest, IV 32, Anm. 110}, nur kurz angedeutet. Wir haben es fiir 
notwendig befunden, ibn hier so eingehend darzustellen, um die fast bei jedem 
Schritte wesentliche Rolle d~r Ergoden- oder Quasiergodenhypothese klarzu
stellen, welche im Nachfolgenden vollstandig verlassen werden wird. Wie man 
sieht, bedingt hier also die Endlichkeit von N allein die Endlichkeit der Zellen
groJ3e, welche der quasiergodische Mechanismus nicht zu begriinden vermag, ja, 
welcher er geradezu widersprichtj dsher bleibt such die nahere Struktur der 
Zellen (iiber die ja nur der MechanismuB des Modells etwas aussagen konnte) 
vollstandig nnbestimmt und irrelevant. - Bei der Quantefistatistik (Nr. 10) hin
gegen iet es gerade der Mechanismus des Modells, der diese Endlichkeit und zu
gleich auch eine bestimmte Zellenstruktur festlegt, so dall der grundsii.tzlichen 
Beriicksichtigung der Endlichkeit von N keine weiteren Schwierigkeiten ent
gegenstehen. 

Der Vollstandigkeit halber sei endlich auch noch darauf hingewiesen, daa 
.Q. beim quasiergodischen Mechanismue natiirlich auch nicht beliebig groB ge
wii.hlt werden darf, sondern stets "sehr klein gegeniiber der feinsten physika
lischen Unterscheidbarkeit" bleiben muB. 
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Betrachtungen und Baufigkeitsansatze fUr das Gasmodell im [L-Raum 
erforderlich wird. Da nach Nr. 2 die innere Bewegung der Molekiile 
vollkommen unabhangig von ihrer Translationsbewegung erfolgen solI, 
kann der 2r-dimensionale [L-Raum in einen 2s-dimensionalen fiir die 
innere Bewegung und einen 6-dimensionalen fiir die Translation ge
spalten werden, die nun nacheinander behandelt werden sollen. 

lnnere Eewegung. Ais Grundannahme hinsichtlich der Bedeu
tung einer brauchbaren Zelleneinteilung des [L-Raumes muB mit Riick
sicht auf (ar) und (br) (s. oben) offensichtlich festgehalten werden: 

(SrI) daB die a priori -Hiiufigkeit aller Molekiilzustande, welche 
durch die [L-Punkte einer bestimmten Zelle dargestellt werden, bei un
begrenzt fortgesetzt gedachter Unterteilung gleich grofJ wird, damit 
von ihnen iiberdies noch angenommen werden kann, daB sie physi
kalisch als hinreichend gleichwertig und ununterscheidbar, und daher 
einanuer ersetzbar (vertauschbar) angesehen werden konnen. 

(bn) Von Zelle zu Zelle hingegen wird diese a priori-Haufigkeit 
nun im allgemeinen verschieden sein und nicht mehr durch das V olumen 
der Zellen allein bestimmt werden mussen. -

1m Gegensatz zu (aI ) und (bI ) enthalten (au) und (brr) keinerlei 
Behauptungen uber Eigenschaften der Molekiile, sondern Ansiitze, welche 
ffir die Anwendul!-g der kombinatorischen Methodik der statistischen 
Mechanik unerlaBlich sind.s2 .. ) Welche spezielle Form diese Ansatze fur 
wirkliche Molekiile besitzen, kann und muB der spateren Entscheidung 
durch die Erfahrung iiberlassen bleiben (Nr. 9); dies gilt namentlich 
auch von dem Ansatz verschiedener a priori -Haufigkeiten (brr), der 
erstmals von P. Ehrenfest SS) in die Statistik eingefiihrt worden ist.54) 

32 a) In einem, bis vor kurzem aber kaum fiir abanderungsfahig oder -be
diirftig angesehenen, jedoch fundamentalen Punkte enthalt (an) ebenso wie der 
klassische Ansatz (ar) allerdings eine Behauptung - zwar nicht beziiglich der 
Eigenschaften des EinzelmolekiiIs, wohl aber iiber Eigenschaften des Zusammen
wilkens der MolekiiIe zu einem statistischen System. Nach der oben und im 
folgenden vertretenen Auffassung haben die Molekiile, deren Phasenpunkte in 
die gieiche /L-Zelle fallen, als voneinander statistisch unabhiingig zu geiten, was 
anschaulich zwar naheliegt, begrifflich jedoch keineswegs notwendig ist. Wenn 
man die statistische Unabhangigkeit der Insassen jeder einzelnen p,-Zelle aufgibt. 
so gelangt man zu einer jiingst von S. N. Bose, Ztschr. f. Phys. 26 (1924.), p. 17~ 
vorgeschlagenen und von .A. Einstein, Berl. Ber. 1924, p. ~61; 1925, p. 3, be
fiirworteten abweichenden Methodik, deren Bedeutung am Ende von Nr. 27 kur~ 
besprochen werden wird; vgl. namentlich Anm. 795), 796), 797). 

3S) P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657. In einem speziellen strah
lungstheoretischen FaIle hat P. Ehrenfest diesen Ansatz bereits schon friiher be
handelt, vgl. Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91, § 5. - Hinsichtlich der Bedeutung 
einer nicht konstanten a. priori-Haufigkeit oder "Gewichtsfunktion" s. auch Anm. 99). 

57* 
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Mit Riicksicht auf (Srr) und (brr) erweist es sich - ohne dae 
damit der Allgemeinheit irgendwie Abbruch getan werden wiirde -
aIs vorteilhaft, Molekiilznstande, deren a priori-Gleichhaufigkeit auf 
Grund der Bewegungsgleichungen (1) von vornherein als feststehend 
angesehen werden muB, jedenfalls nicht in verschiedenen, sondern stets 
nur in ein und derselben Zelle unterzubringen. Hinsichtlich dieser 
Zustande gibt der als Axiom anzusehende Satz Auskunft, daB zwei 
Molekiilzustande, von denen der eine kausal, d. h. eben auf Grund 
von (1), aus dem andern hel'Torgeht, a priori gleiche Haufigkeit be
sitzen.35) Denkt man sich daher die ganze unendliche p, -Kune eines 
Molekiils in den p,-Raum eingetragen, die seiner ungestorten Bewegung 
bei Wahl irgendwelcher bestimmter Anfangsbedingungen nach (1) ent
spricht, so hat man eine Gesamtheit solcher a priori gleichhaufiger 
Molekiilzustande. 

Die vollstandige Integration der Gleichungen (1) der jetzt etwa 
als konservativ vorauszuBetzenden inneren Bewegung erfolgt bekannt
lich am einfachsten mittels der Hamilton-Jacobischen partiellen Diffe
rentialgleichung. 36) Fiihrt man in E (qk' Pk' a*) an Stelle der Impulse Pk 
durch die s Gleichungen 

(4) (k = 1, 2, _ .. , s) 

34) In der alteren statistischen Mechanik war man der Meinung, daB (bI) 
die einzig zulassige Annahme Bei, weil sie mittels des Liouvilleschen Satzes aus 
den Bewegmigsgleichungen (1) allein gefolgert werden kanne; wie unter (1) her
'Yorgehoben worden ist, benatigt man hierzu aber noch die Ergoden- oder Quasi
ergodenhypothese. Auch H. Poincare hatte sich dieser Meinung angeschlosBen, 
vgI. J. de Phys. (3) 2 (1912), p. 5, verwendet aber in der gleichen Arbeit bereits 
ebenfalls einen Ansatz von der Art (brr), unabhangig von Ehrenfest. -

Der in der alteren Btatistischen Mechanik ala "Mall fUr die Wahrschein
lichkeit" benutzten absoluten Integralinvariante 

(28) 

f. jdql"'" dq" dpl"'" dp. 

entspricht in der neueren "atetigen" Statistik die absolute Integralinvariante 
(9.) 

J . ju(qk' Pk' a*) dql' ... , dq., dpl' ... , dp. 

[siehe die Gleichungen (15), (~6), (34aa) und (50»), in welcher g(qk, Pk, a*) ein 
(eindeutiges) zeitfreiea Integral der Bewegungsgleichungen (1) sein muB. Vgl. 
E. T. Whittaker, Analytical dynamics, 2. Auf!.. Cambridge 1917, p. 283. Der 
Liouvillcsche Satz geht daraus einfach fUr g = 1 hervor]. 

35) Zur genaueren Erklarung der Bedeutung dieser oder ahnlicher AU8-
sagen vg1. z. B. P. Hertz, Rep. 1. c. (a. Anm. 9), Nr.247. 

36) V gl. etwa II A 5, E. v. Weber (Partielle Differentialgleichungen), mabes. 
Nr. 31, oder E. T. Whittaker, Analytical dynamics, 2. Auf!.. Cambridge 1917. 



3. Die Struktur des Molekiilphasenraumes uew, 881 

die partiellen Differentialquotienten einer Funktion S ein, so erhalt 
man diese Differentialgleichung, indem man noch E der willkiirlichen 
(Energie-) Konstante a1 gleichsetzt: 

(5) 08 08 *_ E (qu ' , " q., 0 ,"',., ,a) - "1' ql vq. 
Wenn nun 

(6) S (ql1 ' , " q., au ' , " a" a*) + 0 

eine vollstandige Losung von (5) ist, worin aa, ' , , a. und 0 weitere 
willkurliche Konstanten bedeuten, so stellen die Gleichungen 

08 08 
(7) " = t + flu c:;-- = fJj (i = 2, 3, .. " s) 

val va. 

zusammen mit den Gleichungen (4) die allgemeine Losung der Be
wegungsgleichungen (1) dar; fJl1 "" fJ. sind ebenfalls willkiirliche Kon
stanten, t bedeutet wieder die Zeit, Die Gleichungen (4) und (7) ge
statten einerseits die Phasen q", p" als Funktionen der a., fl., a* und 
der Zeit auszudriicken: 

(8) {q" = q" (cxu ' '" a" t + fJl1 fJa, .. " f3. ,a*) l (k = 1,2,0' " s) 
p" = p" (a11 "" a" t + (11' fl., '0', fJ., a*), f 

oder umgekehrt die "Integrale" A., B; als Funktionen der q", Pi' a* 
darzustellen: 

(9) {E(qk'P", a*) - A1 (qk' p", a*) = a1, B1 (q",p", a*) = t + flu 
A.(q", p", a*) = a., B,(qlr.' Plr.' a*) = fl. (i = 2, 3, ' , " s). 

Jade p,-Kurve eines Molekiils als geometrischer Ort a priori gleich
haufiger Molekiilzustii.nde wird also mittels der Gleichungen (8) er
halten werden konnen, indem man den willkiirlichen Konstanten 
a11 0' " a., Pa, ' 0 " fl. bestimmte feste Werte erteilt und t + fJl alle 
Werte von - 00 bis + 00 annehmen la.6t; sie kann auch, was auf 
dasselbe hinauslauft, als Schnittlinie der 2 s - 1 zeitfreien Integral
"Hyperfiachen" Aj = a; (i = 1,2,0 0 " s), B j = fl. (i = 2, 3, ' 0 0' s) im 
p,-Raume interpretiert werden, 

Indessen sind die p,-Kurven der ungestorten inneren Molekiil
bewegung nicht die einzigen Orte nach (1) a priori gleichhaufiger 
Molekiilzustande im p,-Raume, Wenn in der Thermodynamik mit einem 
warmen Korper ein adiabatisch-reversibler Proze.6 ausgefuhrt wird, so 
bedeutet das eine "unendlich langsame" umkehrbare Anderung der iiuf3eren 
Parameter a *, die an jedem einzelnen der Gasmolekiile wirksam wird. 
Die dadurch verursachten Storungen der inneren Molekiilbewegung 
lassen sich - weil unendlich langsam erfolgend - nun ebenfalls 
mittels der Gleichungen (1) berechnen, und man schlieBt ahnlich wie 
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oben: Alle durch "unendlich langsame", umkehrbare lnderungen makro
skopischerS1) Parameter erreichbaren p.-Kurven verbinden Molekulzustande 
von a priori gleicher Kdufigkeit. Damit sind zugleich samtliche der
arligen Zustiinde eruiert: weitere Beeinflussungsmoglichkeiten der Mole
kule sind makroskopisch nicht realisierbar. 

Die 2s - 1 zeitfreien unter den Integralen (9) sind Phasenfunk
tionen des Molekuls, welche sich dem zeitlichen Ablauf der ungestorten 
Bewegung des Molekuls gegenuber invariant verhalten; einer "unend
lich langsamen", umkehrbaren Parameterverschiebung d'a* gegenuber 
werden sie sich im allgemeinen jedoch verandern. Diese Veranderung 
betragt, wie III Nr. SA naher erortert werden wird, z. B. fur Ai: 

(10) d'A, = OAi(~~!k' a*) . d'a* = d'ctil 

wobei durch den Querstrich der zeitliChe Mittelwert von ~ :~, genommen 

liber die ganze unendliche Erstreckung der ungestorten Ausgangs
bewegung (der anfanglichen p. -Kurve) angedeutet werden soll. Funk
tionen der zeitfreien Integrale J(E, A2 , ••• , A., B2 , ••• , B.) (also wieder 
derartige Integrale), welche die Eigenschaft haben, da5 fur sie 

(11) d'J = 0, 

hei5en Parameterinvarianten oder adiabatische Invarianten 88) in bezug 
auf die Parameter a*. Wenn u die Anzahl samtlicher eindeutiger 
voneinander unabhangiger Parameterinvarianten I der Bewegungs
gleichungen (1) darstellt, so ist ein "Biindel" von allen durch unendlich 
langsame, umkehrbal'e Parameteranderungen ineinander liberflihrbaren 
p.-Kurven einfach durch irgendwelche feate Werte dieser III 12 , ••• , Iu 
bestimmt (Nr. SA); die Werte der librigen, von den I unabhangigen 
zeitfreien Integrale (2 s - tt - 1 an der Zahl) sind dann beliebig 
wahlbar und bestimmen zusammen mit den I die einzelnen p.-Kurven 
dieses Biindels. 

37) Nur mittelB soleher Parameter a* werden ja die einzelnen Molekiile wil'
kiilrlich beeinftu1'bar. nber die Ausdehnung der Betrachtung auf siimtliehe am 
Molekiil auftretenden Parameter a einschlielJlick der molekularen vgl. Nr. SA 
und 14, Bowie namentlich Anm. 285). 

38) Letztere Bezeichnung riihrt von P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), 
p. 327 her; sie hat den Nachteil, da8 daB Eigenschaftswort "adiabatisch" mehr 
an die rasch verlaufenden adiabatischen Vorgange der technischen Thermodyna
mik erinnert, als an die hier wesentlichere Reversibilitat der Parameteranderung. 
Da die Ermittlung dieser Invarianten (s. Nr. SA) uberdies nichts mit Thermo
dynamik zu tun hat, Bondem ein Problem der Dynamik darstellt, hat A. Smekal, 
s. Anm. 41), die Bezeichnung "Parameterinvarianten" fiir sie in Vorschlag ge
bracht, an der im folgenden auch festgehalten werden 8011. 
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Um nun die Zellen des 2s-dimensionalen ,.,.-Raumes der inneren 
Bewegung abzugrenzen, wird man Gebiete wahlen, welche von einander 
benachbarteu derartigen Biindeln ausgefullt werden 89), und wird diese 
letzteren nach (Srr) auch untereinander als a priori gleichhaufig geIten 
lassen. N ach geeigneter N ormierung del' I (s. unten) kann man hierzu 
etwa u Flachenscharen 

(12) lr=l;O\ Ir=l;l), Ir=I;2), ... ,lr=lsnr), ... (r=1,2, ... ,u)40) 

in Ansatz bringen, welche die Struktur des ,.,.-Raumes bestimmen41); 
die ~n,.) bedeuten hierbei festzuhaltende Spezi~lwerte der den Inte
gralen Ir gleichzusetzenden willkurlichen Konstanten, welche fur aIle 
nr der Bedingung genugen: 

(13) 

Die Scharen (12) miissen ferner so gew1thlt werden, daB sie das gauze 
Gebiet deB ,.,.-Raumes iiberdecken, deBsen Punkte physikalisch reali-

39) Diese Bedingung kann keineswegs fUr ganz beliebige mechanische Sy
steme (1) enunt werden, sondem nur fiir solche, welche eine kontinuierZiche 
Mannigf&ltigkeit "sta.biler", d. h. ganz im Endlichen verlaufender Bahnkurven 
besitzen. S. Nr. SA, wo diese Systeme zu den Klassen (A) und (B) zusammen
gefaBt sind. In Anbetracht der erfahrungsgema.6en weitgehenden Stabilit!l.t von 
Atomen und MolekUlen bedeutet dieser Umstand hier jedoch keinerlei Ein
schrankung. 

Soweit sich die nachfolgenden und die Ausfiihrungen von Nr. SA auf die 
Einteilung des tvRaumes beziehen, solI stete stillschweigend vorausgesetzt wer
den, da.6 man es nur mit Systemen der Art (A) in Nr. SA (Existenz kontinuier
licher Mannigfaltigkeiten stabiler Ll)sungen von (1) von genau 28 Dimensionen) 
zu tun hat. 1m Falle (B) ware derjenige Teil des p.-Raumes, dessen Punkte 
physikalisch realisierbaren, also vor allem stabilen MolekUlzustanden entsprechen, 
und auf den sich daher die Einteilung (12) zu beziehen hatte, von 11« 28) Di
mensionen; formal bliebe davon alles unberohrt, bis auf die Schreibweise von 
(14), sowie (14') und (14") in Nr. II A und die Begrundung dieser Beziehungen 
in Anm.74). 

40) Die &llgemeinste zulassige Einteilung bestiinde darin, jede Ir-Flache 
nicht zur gemeinsamen Begrenzung eines ganzen Zellstreifens zu verwenden, son
dem nur zur gegenseitigen Abgrenzung zweier Nachbarzellen. FUr die allge
meine Entwicklung der Theorie iet die Spezialisierung (12) belanglos; sie ist die 
einzige, die bisher und ausnahmslos praktische Bedeutung erlangt hat. -

Eine Verwechslung des hier gebrauchten Index ,. mit der froher benutzten 
Anzabl ,. = 8 + 3 der inneren und Translationsfreiheitsgrade der Molekiile braucht 
wohl nicht befiirchtet werden, um so mehr all letztere Bezeichnung im folgenden 
nicht mehr auftreten wird. 

41) A. SmekaZ, Wien. Anz. 1921, p. 126; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 
2 (1921), p. 47 (vorlll.ufige Mitteilung). 
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sierbaren Molekiilzustanden entsprechen.4.3) - Die von den Fliichen 
lr = 1;nr-1)und I,. = l~nr) (1' = 1,2, ... , u) begrenzte Zelle kann durch u 
ganze Zahlen, z. B. die lndizes nll n 2 • ••• , nu gekennzeichnet werden; 
die erwahnte N ormierung der II' kann so erfolgen, daB das V olumen 
dieser Zelle .Q,"u" .... ~ "u fiir s = u direkt durch das Produkt 

u 

(14) .Q,n" ... , ... ,nu = Il(l;"r) _1~nr-1») 
1'=1 

gegeben ist. 43) 

Uber die Wahl der GroBen ~"r) laSt sich a priori gar nichts aus
sagen, da die Bewegungsgleichungen (1) hieriiber - im Gegensatz 
zur alteren Theorie (1), welche wegen (bI ) die Gleichheit aIler Zell
volumina nahelegte - keine Aussage zu folgern gestatten. Wir konnen 
und miissen diese Frage, wie schon erwahnt, offen lassen und ihre 
spatere Beantwortung der Erfahrung iiberweisen. Nach dem Ansatz (12) 
mogen die .Q,nu n., ... , Wu also beliebig groB und voneinander verschieden 
ausfallen, unter Umstanden sogar von verschiedener Dimensionszahl 
sein, infinitesimal werden oder auf Null zusammenschrumpfenU ). A.uf 
Grund von (an) schreiben wir endlich jeder Zelle einen bestimmten 
mittleren Energiewert En" n., .. . , nu zu und ebenso bestimmte derartige 
Werte fiir die anderen in Betracht kommenden Phasenfunktionen der 
Molekiile oder deren Zeitmittelwerte. 45) 

Nach (bn ) haben wir schlielHich bestimmte Ansatze fiir die a priori
Haufigkeiten der verschiedenen Zellen einzufiihren. Diese a priori
Haufigkeiten sind als Phasenfunktionen der Molekiile aufzufassen, die 
sich sowohl dem zeitlichen Ablauf der ungestorten Bewegung, als auch 
unendlich langsamen, umkehrbaren Par~eteriinderungen gegeniiber 
invariant verhalten mussen. Auf letztere Eigenschaft namentlich schlie.6t 
man ebenso wie im vorangehenden. 46) Mit P. Eh1'enfest 33) sei im ganzen 
von Zellen bedeckten Teil des /L-Raumes eine nicht negative Funktion 

42) Die Notwendigkeit dieser Bedingung hat in der Quantenstatistik be
sonders M. Planck, Verhand!. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), p. 407, 438; Ann. 
d. Phys. 50 (1916), p. 385, § 3, betont. S. ferner Anm. 39). 

43) S. Nr. 3 A, wo auch der Fall u < s angefiihrt wird. - Ein Beispiel, 
welches die Anwendung der Ansil.tze dieser Nummer illustriert, findet sich in 
Nr. 6 b, wozu auch Nr. 9, p. 954/955 verglichen werden moge. 

44) Um diese letzte, von der Erfahrung zugelassene Moglichkeit mitbe
riicksichtigen zu konnen, sind in (13) auch Gleichheitszeichen geschrieben worden. 

45) Diese Annahme steht off'ensichtlich in engstem Zusammenhange mit 
der Struktur des E£-Raumes selbst: GroJ3e und Form der einzelnen Zellen miissen 
so gewil.hlt sein, daJ3 derartige mittlere Werte iiberhaupt existieren. 

46) Diese wichtige Bemerkung (vgl. Nr. 8) scheint sich an dieser Stelle 
nirgends in der Literatur zu finden. 
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9 (q", Pic' a*) - die "Gewichtsfunktion" - definiert, von welcher inner
halh jeder Zelle ein ganz bestimmter Wert gnu no. •.. , nu als a priori
Haufigkeit oder "Geu:icht" der Zelle nu 1'121 ••• , n,. gewahlt werde47); 

dann muB 9 (qk' Pk' a*) als eine "reine ll Funktion aIler voneinander 
unabhangiger eindeutiger Parameterinvarianten Ir von (1) dargestellt 
werden konnen: 

(15) 

In der Tat folgt hieraus fiir eine Parameterverschiebung d'a* nach (11) 
,. 

(16) d'g =:2 :I' OIr = 0.4.8) 
r=l 

Translation. Die Anwendung der im vorstehenden enthattenen 
Gesichtspunkte auf die Frage nach der Struktur des 6-dimensionalen 
Translations-p-Raumes fiihrt zuniichst zu der FeststeIlung, daB die 

47) Namentlich wenn die Gewichtsfunktion als stcUg a.ngenommen wird, 
Hi6t sich ihre Einfiihrung bei endlichen ZeHdimensionen auch naher als "Wahr
scheinlichkeitsfunktion" im Siune Reichenbachs bewerkstelligen. V gl. H. Reichen
bach, Diss. Erlangen 1916; Ztachr. f. Phys. 2 (1920), p. 160; 4, (1921), p.448. 

P. Ehrenfest (vg1. Aum. 33) fiihrt die Gewichtefunktion direkt als a priori
Wah'fSCheinlichkeit ein und fordert demgemall, dafl ihr Integral uber den ganzen 
I'-Raum erstreckt, die Einheit ergebe; er hebt aber hervor, dafl dieses Integral 
flir aHe bekannten Gewichtsfunktionen divergiert. Dies ist indessen nicht ver
wunderlich, wenn man bedenkt, dail g doch nur relative Haufi,gkeiten miflt und 
ala echte Wahrscheinlichkeit einen im Grenzfalle unendlich groil werden den 
Nenner erhalten mii1lte. In der Tat kann diese Schwierigkeit behoben werden, 

wenn man anstatt g den Quotienten f:t alB a priori - Wahrscheinlichkeit einfUhrt 

und beachtet, dall die angegebene Integration nur bei gleichzeitiger Auafiihrung 
einea GrenziibergangeB von der Art des auf p. 878 angedeuteten legitimiert wer
den kann, in welchem FaIle dann das Integral im allgemeinen konvergiert. 

48) Zufolge (14) kann daher auch daB Zellvolumen als Gewichtafunktion 
gewlLhlt werden, ahnlich wie in der alteren Theorie (1). tJber die Tragweite 
dieses Umstandes a. Nr. 24-. 

Hingegen hat z. B. das 'Von der "Energiefliiche des MoZekilZs" im I'-Raum 
umschlo88etle Volumen ("Phasenvolumen"), falla ea iiberhaupt endlich iat, nicht 
diese Eigenschaft. Diese trifft vielmehr nur in ganz spezieZkn Fallen zu, z. B. 
fiir periodische Systeme von einem Freiheitsgrade oder fiir quasiergodische Glei
chungen (1). Der erstgenannte Satz ist von Boltzmann bewiesen worden (siehe 
Anm. 114), der letztere von P. Hertz, vg1. z. B. Rep. 1. c., Anm. 9), Nr. 270 (a. 
auch Anm. 68). - P. Elvrenfest, vgl. Anm. 33), hat in dieaer Arbeit §§ 3, 4 ein 
Integraltheorem bewieBen, nach dem das ilber den I'-Raum erstreckte Integral 
einer beUebigen Funktion dieses Volumens die Eigenschaft (11) bzw. (16) hat. Der 
dort aus dem Verachwinden von (82 a) gezogene Schlu6, da6 eine beZiebige lfunk
tion dieses Volumens fUr g gewahlt werden dUrfe, ist wegen (16) alao nur fiir die 
genannten apeziellen Syateme berechtigt. 
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Translationsbewegung keinerlei Parameterinvarianten besitzt (s. Nr. SA). 
Eine bestimmte Zelleneinteilung, die von der Natur der Bewegung 
selbst in einem ahnlichen Sinne wie oben gefordert wiirde, ist hier 
also nicht angebbar. Konsequenterweise ist daher eine beliebige Phasen
raum-Einteilung vorzunehmen und mit ihr der auf p. 878 angedeutete 
Greuzubergang auszufuhren. Del' Annahme einer ganz beliebigen Ge
wichtsfunktion, 

wurde hier wegen des makroskopischen Charakters del' Dimensionen 
von V unter Umstanden bereits die unmittelbare makroskopische Er
fahrung widersprechen. Da in Nr. 2 die Wechselwirkungen der Mole
kule ganzlich vernachlassigt worden sind, kann man schlieBen, daB 
gl von x, y, s unabhangig sein muB, ferner wegen der Willkiirlich
keit der Orientierung des kartesischen Koordinatensystems del' x, y, Z, 

daB gl nur die Quadratsumme der p, also allein die Translations
energie E t (2) enthalten konnte. Die Erfahrung hat hier bekanntlich 
bis zu dem noch hypothetischen Entartungsgebiet der Gase ausnahms
los fur 
(17) gt = const. 

entschieden. ~9) Diese Umstande zeigen, daB wir auf die Translation 
die in der alteren Theorie (I) aus del' Quasiergodenhypothese gefolgerten 
Annahmen (Br) und (bI ) ohne weiteres ubertragen durfen; da aus (ar) 
und (bI ) aUein die Quasiergodenhypothese jedoch nicht deduziert werden 
kann 50), ist es moglich, sie auch bei del' Behandlung der Translation 
zu vermeiden. 

3 A. Theorie der Parameterinvarianten oder adiabatischen In
varianten. S8) Die in Nr. 3 eingefUhrlen "raumlichen" Haufigkeits
ansatze haben die Bedeutung der Parameterinvarianten eines beliebigen 
mechanischen Systems fUr die Begrundung einer rationeUen Statistik 
bereits erkennen lassen. Da die Existenz solcher 1nvarianten auBerdem 
unter Umstanden Schlusse uber den Bau von Atomen und Molekulen 
zu ziehen erlaubt und fur die Quantentheorie dieser Gebilde von grund
satzlicher Bedeutung ist (N r. 14), solI an dieser Stelle eine kurze Ubel'
sicht uber ihre Theorie eingeschaltet werden, die im Grunde genom
men ein sehr spezielles Kapitel del' hoheren Dynamik darstellt. 

Wie in Nr. 2 werde vorausgesetzt, daB die innere Bewegung del' 
Molekule durch die kanonischen Bewegungsgleichungen (1) bestimmt 
Sel; die zugehOrige Hamiltonsche Funktion H(qk' Pk' a), bzw. die Ge-

49) Vgl. hierzu Nr. 9. 
50) V gl. hieruber Nr. 4, insbesondere Anm. 80). 
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samtenergie der inneren Bewegung E(qk' Pk' a) enthalte aber nun be
liebig viele Parameter a, die keineswegs siimtlick makroskopischeJr Natwr 
su sein braucken. Werden irgendwelche dieser Parameter "unendlich 
langsam" verschoben, so ist fiir die "Umkehrbarkeit" dieses Prozesses, 
wie sich leicht einsehen laBt, erforderlich, daS es Bahnkurven des 
mechanischen Problems mit infinitesimal benachbarten Parameterwerten 
gibt, welche im allgemeinen die gleichen analytischen Eigenschaften 
besitzen und VOT allem "stabil" in ,dem Sinne sein miissen, daB ihre 
qlc und Plc fiir alle Zeiten zwischen endlichen Grenzen eingeschlossen 
bleiben. 61) Nach dem Poincare-OaratModoryscken Wiederkehrsatse 511) er
fiillen derarlige stabile Bahnkurven einen endlichen Bereich von einer 
Dimensionszahl ~ < 2s iiberall dicht 5S), so daB sich zu jedem beliebigen 
Punkte einer Bahnkurve mit dem Parameterwerte a + ~ a stets be
Hebig viele Punkte der Bahnkurve mit dem Parameterwerte a finden 
lassen, welche von ersterem hochstens einen Abstand von der GroSen
ordnung I ~a I besitzen, und umgekehrt. Bahnkurven, welche ins Un
endliche laufen, haben diese Eigenschaft naturgemaS nicht, so daB es 
bei ihnen nicht moglich ist, das "gestorte" System (a + h a) zu jedem 
beliebigen Zeitpunkte durch i, unendlich langsame" Ausfiihrung einer 
Parameterverschiebung - ha in seinen ungestorten Bewegungszustand 
(a) zuriickzufiihren. Mit Riicksicht auf diese Erfordernisse hat man 
demnach zwischen folgenden Arlen von mechanischen Problemen zu 
unterscheiden: 

(A) Die stabilen Losungen bilden kontinuierliche, 2s-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten. 

(B) Die stabilen Losungen bilden kontinuierliche, 6"-dimensionale 
Mannigfaltigkeiten (11 < 2s). 

(0) Es gibt iiberhaupt keine kontinuierlichen Mannigfaltigkeiten 
'Stabiler Losungen. 

(D) Es gibt iiberhaupt keine stabilen Losungen. 
Die Fiille (0) und (D) scheiden somit von der ferneren Betrachtung 
aus; zu (D) gebOn z. B. die Translationsbewegung der Molekiile, fiir 
welche daher keine Parameterinvarianten angegeben werden konnen. 
1m Falle (B) hat man ofl'enbar zwischen solchen Parametern zu unter
scheiden, durch deren Verschiebung das mechanische System aus einer 

51) Beziiglich der verschiedenen iiblichen Stabilitli.tsdefinitionen vgl. man 
etwa VI 2,12 (E. T. Whittaker), Prinzipien der Storungstheorie und aZZgemeinen 
Theone der Bahnkurven in dynamischen Problemen, Nr. '1 und 8. 

52) O. OarathioiJory, Berl. Ber. 1919, p. 580. 
53) Abgesehen von einer im allgemeinen belanglosen Punktmenge vom 

Lebesgueschen MaB Null. 
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stabilen Bahnkurve wieder in eine solche iibergefiihrt wird, und solchen, 
durch deren Verschiebung das System instabil wird54.) (InstabUitats
Parameter). Zu den Systemen der Klasse (B) gebOrl z. B. das Newton
sche bzw. Ooulombsche Drei- una Vielkorperproblem. Die erfahrungs
maBige Stabilitat der Atome und Molekiile verlangt also, daB zu
mindest die makroskopischen Parameter a* nicht zu ihren "Instabili
tats -Parametern" gebOren, falls molekulare Gebilde mit ausreichen
der Berechtigung als Ooulombsche Vielkorpersysieme angesehen werden 
Mnnen (vgl. dazu Nr. 13, 14).54.) 1m folgenden mogen etwaige In
stabilitats-Parameter stabiler Losullgen der Gleichungen (1) von der 
Untersuchung ausdriicklich als ausgeschlossen geIten; bei den iibrigen 
Parametern sollen ferner nur solche Werte und Verschiebungen zu
gelassen werden, welche keine Inderungen des analytischen Charakters 
der betrachteten stabilen Bahnkurven zur Folge haben. 65) 

Um nun den EinfluB "unendlich langsamer" Parameterverschie
bungen auf die Bewegung des betrachteten mechanischen Systems zu 
berechnen, hat man derartige V organge durch die folgenden Annahmen 
zu prazisieren 66), wobei es wegen der Unabhangigkeit der einzelnen 

54.) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294.'1 
55) "Unendlich langsame" umkehrbare Parameteriibergange zwischen Fa

milien von stabilen Partikularlosungen von (1) verschiedenen analytischen Cha
raktcrs (z. B. von doppeltperiodischen zu einfachperiodischen oder beliebigen 
mehrfachperiodischen zu quasiergodischen Familien) fiihren zu Schwierigkeiten, 
auf welche an dieser Stelle nicht genauer eingegangen werden kann. V gl. z. B. 
P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327, § 9; .T. M. Burgers [1], §§ 38-40; 
N. Bohr [2], Teil I, § 3. Als Grenzfall solcher Vorgange kann auch das unend
Hch langsame Anwachsen auJ3erer Kraftfelder angesehen werden, wenn hierbei 
yom feldfreien Zustande ausgegangen wird (a = 0) und das l!'eld den analyti
schen Charakter der Bewegung modifiziert. S. Nr. 16 b. 

E. Fermi, Nuovo Cimento 25 (1923), p.171, zeigte neuerdings an einem 
einfachen Beispiele, daB das Ergebnis unendlich langsam ausgefiihrter Para
meterverschiebungen von endljchem Betrage durchaus davon abhangig iat, ob 
die durchlaufenen Zwischenzustande samtlich zur gleichen Bahnkurvenfamilie wie 
der Ausgangs- und Endzustand geMren oder nicht. Allerdings handelt es sich 
hier auch noch darum, daB zur Ausfiihrung des betreffenden Verschiebungspro
zesses mindestens zwei vcrschiedenartige Parameter verandert werden miissen. 
Eine allgemeine Behandlung dieses Umstandes und seiner Konsequenzen fUr 
Bahnkurven gleichen analytischen Charakters hat E. Fermi, Nuovo Cimento 25 
(1923), p.271, zu formulieren versucht, wobei der in Anm. 66) vermutete Satz 
ohne Beweis verwendet wird; aIle Resultate Fermis lassen sich jedoch aus be
reits bekannten Ergebnissen (vgl. Anm. 68) folgero, wenn man die ganze Frage
stellung auf jene weiter uuten im Text, p. 892, behandelte, nach der Existenz 
if,bereinstimmender Parametcrinvarianten fiir belie big verschiedene Parameter zuriick
fiihrt. (Anm. bei der Korrektur.) 

56) J. M. Burgej's, Proc. Acad. Amsterdam 20 (1917), p. 149. 
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Parameter voneinander zunachst offenbar genligt, sich auf einen em
zigen derselben zu beschranken: 

(a) Selbst nach Ablauf eines Zeitraumes, wahrend dessen der 
Phasenpunkt des Systems jedem Punkte seines Poincare-CaratModory
schen Wiederkehrbereiches 5S) beliebig nahe gekommell ist, kann die ge
samte Parameterverschiebung 8a als kleine Gro.6e erster Ordnung an
gesehen werden. 

(b) Die Allderungsgeschwindigkeiten ~~ konnen bei del' ange

strebten Genauigkeit als konstant angesehen werden. 57) 
(c) Die Bewegungsgleichungen (1) bleiben wahrend der Parameter

verschiebung innerhalb der angestrebten Genauigkeit gliltig08), so da.6 
der Einflu.6 der letzteren wegen (a) z. B. nach den Methoden der 
Storungstheorie berechnet werden kann. 59) 

Urn die durch eine unendlich langsame Parameterverschiebung ~a 
bewirkte totale zeitliche Anderung eines beliebigen del' zeitfreien Inte
grale Ai (9) von (1) zu berechnen, hat man dessen Momentananderung 

fiber die durch 

(JAi (Qk' Pk, a) da 
aa . at 

T 

f da. dt = 8a 
• ' dt 
o 

bestimmte Zeitdauer T zu integrieren. Zufolge (b) erhiilt man 
T T 

~A.=~JOAi(qk'Pk,a). dt. da. T= ~j·OAi(Qk'Pk,a). dt. va' 
• T oa dt T oa ' 

o 0 

57) Die Tragweite dieser Annahme ist noch nicht untersucht, und daher 
strenggenommen mit Sicherheit auch noch nicht angebbar, ob das Ergebnis 
einer unendlich langsamen Parameterverschiebung von der Art, wie a mit der 
Zeit variiert, unabhangig ist. Mit J. M. Burgers - [lJ, p. 242 - kann man 
dies indessen alB Behr wahrscheinlich ansehen, wenn die Parameterverschiebung 

nur keine Resonanz mit dem ungestorten System zur Folge hat, oder:; dauernd 

ala unendlich klein gegeniiber irgendwelchen der ~~k angesehen werden kann. 

Vgl. dazu ferner A. Sommerfeld [1], p. 376,720, und H. Kneser, Math. Ann. 91 
(1924), p. 155. 

58) Diese Annahme ist wegen den Bestehenbleibens des Energiesatzes im 
allgemeinen unbedenklich, wie man z. B. unmittelbar sieht, wenn die zu variie
rend en Parameter nur in die Kraftefunktion eingehen. 

59) Das Auftreten sakularer Storungen, welche die erforderliche Stabilitat 
.a.ufheben, ist durch die vorangegangenen Festsetzungen iiber die im folgenden 
zu betrachtenden Parameter bereits ausgeschlossen. 
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wegen (a) k6nnen unter dem lntegralzeichen fur die qk und p", die ent
sprechenden Werte fur die ungestorte Ausgangsbewegung (konstantes a) 
eingesetzt werden 60), wegen des Wiederkehrsatzes 5%) kann uberdies der 

Zeitmittelwert yon °O~i uber T durch dessen Grenzwert fur T __ 00 

ersetzt werden, falls letzterer existiert. Da sich dieser Grenzwert 
wiederum wegen des Wiederkehrsatzes yom Zeitmittelwert, genommen 
fiber die ganze unendliche Erstreckung del' Bahnkurve, nicht unter
scheidet, ergibt sich schlieBlich in Ubereinstimmung mit (10), unab
h~ngig yom Beginne del' Parameterverschiebung 

(10') O'Ai = ilAi(qa~Pk' a) . O'a. 61) 

Um samtliche durch (11) definierten Parameterinvarianten der 
Bewegungsgleichungen (1) in bezug auf einen speziellen Parameter a 
zu finden, fuhrt man a zunachst als willkurliche Funktion der Zeit 

ein und setzt hinterher ~; = const. 62) Wahrend die vollstandige Losung 

(6) der H"amilton-Jacobischen Differentialgleichung (5) im Falle a = con st. 
zu den Integrationskonstanten IXiI Pi in (9) fiihrt, bestimmt sie im Falle 
a = aCt) mittels (4) und (7) eine Beriihrungstransformation, welche 
yon den urspriinglichen kanonischen Veranderlichen q"" Pk zu den neuen 
kanonischen Variablen «iI Pi uberzugehen erlaubt. Da die charakte
ristische Funktion S dieser Transformation jetzt yon der Zeit ab
hangt, lauten die Bewegungsgleichungen (1) in den neuen Varia bIen 
geschrieben nunmehr 

(1') (i = 1,2, ... , s), 

60) J. M. Burgers, 1. c.; vgl. auch die genauere Durehfiihrung fUr einzelne 
Spezialfalle bei N. BohT [2], namentlich p. 23/24. 

61) DaB dieser Betrag im allgemeinen von der speziellen Wahl der be
nutzten kanonischen Variablen qk' Pk unabhangig ist, hangt wiederum mit dem 
Wiederkehrsatz, bzw. mit der vorausgesetzten Stabilitiit der fUr diese Betrach
tung zugelassenen Bahnkurven von (1) zusammen. Wenn die Bewegung mehr
faeh periodisch ist und mittels mehrfacher Fourierseher Reihen dargestellt wer
den kann, Hiflt sich dies dureh direkte Ausreehnung zeigen. Beziiglieh einer 
Anwendung dieses Satzes vgl. man Anm. 73). 

62) G. Krutkow, Vers!' Akad. Amsterdam 27 (1918), p. 908; A. Smekal, Wien 
Anz. 1921, p. 126; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 2 (1921), p. "7; ferner auch 
G. Krutkow und V. Fock, Ztsehr. f. Phys. 13 (1923), p. 195, § 1. - Eine andere 
a.llgemeine Methode, die auf der Theorie der kontinuierliehen Gruppen beruhen 
solI, wurde jiingst von V. F. Lenzen, Phys. Rev. (2) 20 (1922), p. 201 angekiindigt. 

Der Grundgedanke obiger Methode findet sieh, auf einen Spezialfall ange
wendet, bereits bei J. M. BU1'gers, Versl. Akad. Amsterdam 25 (1917), p. 1055. 
aueh [1], § 39. 
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wobei sich K zu 
(1") K( . R. )=H+ oS . da = + as(ct;,{Ji,a).da 

IX" /-", a aa dt IXI aa dt 

ergibt. 63) Setzt man jetzt in (1) ~; = con st. und integriert, ahnlich 

wie vordem bei der Ableitung von (10'), beide Seiten dieser Glei
chungen nach der Zeit, so ergibt sich mit Riicksicht auf (1") 

oA, = OIX, = - ~!·:R .. oa'j 
t'. (. _ 1 9 ) 64) 

~ ~- ,,-,, ... ,8. 

oBj = O~j=~' d'a 
ua u ct, 

(10" ) 

Mit Hilfe von (10") ist es nun im allgemeinen wenigstens grund
satzlich maglich, samtliche Parameterinvarianten (11) der Bewegungs
gleichungen (1) als Funktionen. del' Ai und Bi zu ermitteln. Ebenso 
wie bei den gewahnlichen Integralen von (1) konzentriert sich das 
Interesse vor allem auf jene Parameterinvarianten, die als eindeutige 
Funktionen der qk und Pk dargestellt werden kannen. Solche Parameter
inTarianten mussen ofl'enbar durch samtliche voneinander unabhangigen, 
gewohnlichen eindeutigen Integrale von (1) ausgedriickt werden konnen 
und sind letzteren an Zahl daher hOchstens gleich.55) Bezuglich ihrer 
Ermittlung mage darauf hingewiesen werden, daB beliebige, iiber sta
bile Bahnknrven erstreckte Zeitmittelwerte, wie sie auch die rechten 
Seiten von (10") einnehmen, im allgemeinen nur von eindeutigen Inte
gralen von (1) abhangen konnen. 66) LaBt man daher bei del' Bestim-

63) Vgl. z. B. E. T. Whittaker, Analytical Dynamics, 2. Auf!. Cambridge 
1917; Nr. 138 in Verbindung mit Nr. 142 und dem Energiesatz. 

64) Fur i = 1 ist an Stelle von Bj , Bl - t zu setzen. - Ein ahnlicher 
MittelungBprozell wie in (10") findet ganz allgemein auch in der iibrigen StO
fungstheorie Anwendung, wenn es sich urn die Bestimmung einer ersten Nii.he
rung handelt. V gl. z. B. N. Bohr [2], p. 62/64, oder Nr. 15 b. 

65) Bei Problemen, deren Hamilton-Jacobische Differentialgleichung (5) 
durch Separation der Variablen integriert werden kann (bedingt periodische 
Systeme, s. Nr.15), betragt die Anzahl der eindeutigen Integrale im allgemeinen s; 
beim VielkOrperproblem geben uber diese Frage die bekannten Theoreme von 
Bruns und Poincare Auskunft, vgl. z. B. VI 2, 12 (E. T. Whittaker), Nr.4o oder das 
in Anm. 63) zitierte Buch deB gleichen Verfassers, ferner E. Fermi, Phys. Ztschr. 
24 (1923), p. 261. Die gleiche Frage bei beliebigen Problemen von lwei Freiheits
graden behandeln in letzter Zeit E. T. Whittaker, Proc. Edinb. Roy. Soc. 37 (1!l17), 
p. 95 und H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, § 8. Nach T. M. Cherry, 
Proc. Cambro Phil. Soc. 22 (1924), p. 287, gibt der Poincaresche Ratz allerdings 
nur die Anzahl jener eindeutigen Integrale richtig an, weleke nach Potenzen 
eines Parameters entwickelbar sind. 

66) Dieser Satz ist bisher allerdings nur fii! Spezialf"alle beweisbar. Seine 
Allgemeingiiltigkeit wiirde das Zutreffen folgender beider Annahmen zur Voraus-
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mung der Parameterinvarianten von den Gleichungen (10") alie jene 
weg, welche sich auf die Anderung eines Integrals beziehen, das auf 
den rechten Seiten alier dieser Gleichungen nicht auf tritt, so wird man 
nur die eindeutigen Parameterinvarianten von (1) erbalten. 67) 

Der Urn stand, daB die rechten Seiten von (10") nnter den Zeit
mittelwerten partielie Ableitungen nach dem speziell ins Auge ge
faBten Parameter a aufweisen, zeigt, daB man im allgemeinen fl:ir 
verschiedene Parameter a, rerschiedene Systeme unabhangiger Parameter
invarianten erhalten wird. Alie bisher in Betracht gekommenen und 
rechnerisch beherrschbaren Systeme lassen sich indessen auf die Form 
mehrfach-fJyklischer Systeme bringen, fiir welche die Unabhiil1gigkeit der 
eindeutigen Parameterinvarianten von der speziellen Wahl der Para
meter leicht nachgewiesen werden kann. Ein solches System be
sitzt die Eigenschaft, daB seine Ham1·ltonsche Funktion H bzw. seine 
Gesamtenergie E nur von den Impulsen Pk und den Parametern, 
nicht aber von den Koordinaten qk abhiingt. Urn die ausgezeichuete 
Steliung derartiger Systeme gebiihrend hervorlreten zu lassen, mogen 

setzung haben mussen: 1. Jeder Zeitmittelwert kann durch einen Zahlmittelwo·t 
iiber den ~-dimensiona.len Poincare-Caratheodory schen Wiederkehrbereieh der be
treffenden Bahnkurve ersetzt werden. 2. Dieser Wiederkehrbereich selbst wird 
ausschlie.6lich durch eindeutige Integrale von (1) "begrenzt". - Beide Annabmen 
sind fUr bedingt periodische Systeme (s. Nr. 15) auf Grund eines Satzes von 
P. Stackel beweiabar, vgl. J. M. Burgers, YerBl. Akad. Amsterdam 25 (1916), 
p. 849, 918. Der Beweis iet ohne weiteres auf bedingt periodische, durch 
Fouriersche Reihen darstellbare Partikular16sungen allgemeinerer Systeme liber
tragbar; in allen diesen Fallen ist ubrigens auch das Yerhalten der Funktion S 
in (10") leicht zu ubersehen, vgl. J. M. Burgers, Yersl. Akad. Amsterdam 25 
(1917), p. 1055. - Bei quasiergodischen Systemen (s. Anm. 10 und 11) gilt 1. so
zusagen durch Definition, s. Anm. 9), beziiglich 2. vgL man E. Fermi, Phys. 
Ztschr. 24 (1923), p. 261 und W. Urbanski, Pbys. Ztschr. 25 (1924), p. 47. Hier 
ist ~ = 28 - 1, und alle Zeitmittelwerte hangen aU8schlieBlich von der Energie
konstante ct1 abo - 1m Zusammenhang mit 2. sei auch auf die Bemerkungen von 
H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, §§ 7-9, iiber die Rolle der eindeutigen 
lntegrale hingewiesen. (Der Begriff "Ergodenhypothese" ist hier nicht im iib
lichen Sinne gefa.6t.) Ygl. ferner Anm. 55), zweiter Absatz. 

67) Wiirde man von der Zeitmittelbildung iiber die rechten Seiten von (1') 

absehen wollen und die Gleichungen (1') fiir ~; = const. integrieren, so wiirden 

sich im allgemeinen genau 28 -1 Integrale von (1') als Parameterinvarianten 
ergeben, die aber keineswegs samtlich eindeutige Funktionen der qk und Pk sein 
und mit den nach der obigen Methode beBtimmten iibereinstimmen wiirden. 
Nur bei , = 1 fallen die beiden Ergebnisse notwendig zusammen, wie auch 
G. Krutkow und V. Fock, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 195, am "Rayleighschen 
Pendel" (periodisches System von einem Freiheitsgrade) direkt rechnerisch ge
zeigt haben. 
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fur sie im folgenden anstatt Pic' qk (k = 1,2, ... , s) die Bezeichnungen 
I r, wr (r = 1,2, ... , u « s» benutzt werden. Dann folgt aus den 

Hamiltonschen Gleichungen (1) wegen ~H = 0, Ir = const., und wenn 
UWr 

man ~~ = ror setzt, Wr = rort + 6r , wobei die GroBen 6r ebenso wie 

die Werte der Ir willkurliche Integrationskonstanten darstellen. Wegen 
(4) hat die vollstandige Losung S der Ham~7,ton-Jacobischen Differential
gleichung (5) eines derartigen Systems die Gestalt 

.. 
(5') S =~lr· wr+ 0, 

r=l 

ist also unabhiingig von siimtZichen an dem System vorkommenden Para
metern. Indem wir jetzt an Stelle der ail P. in den Gleichungen (1 ') 
die kanonisch konjugierten Variablen I r • wr wahlen, erhalten wir fUr 
die wahrend der Verschiebung beZiebiger Parameter gultige Ham~7,ton-

'sche Funktion (1") wegen ~! = 0 einfach K = H (Ir' a) und somit 

(11') hIr = 0 (r = 1,2,." "' u). 
Rinsichtlich der wr findet man, daB die Beziehungen dd~r = ror wahrend 

der Parameterverschiebungen unverii.ndert ihre Gultigkeit bewahren, 
so daB uber das Verhalten der fur die Bewegung selbst belanglosen 
GroBen hr in dies em singularen Falle keine weiteren Aussagen gemacht 
werden konnen. Die Impulse eines mehrfach-syklischen Systems sind 
demnach in besug auf jeden beliebigen seiner Parameter Parameter
invarianten oder adiabatische Invarianten. 68) 

68) Man iiberzeugt sich leicht, daB dies auch fiir die zykliachen Impulse 
von Systemen gilt, die nicht bezuglich aller Koordinaten zugleich zyklisch sind, 
.s. z. B. G. Krutkow, Versl. Akad. Amsterdam 27 (1918), p.90S, § 6. 

Die fundlltmentale Frage nach den notwendigen und himeichenden Bedin
gungen dafiir, daB die eindeutigen Parameterinvlltrianten eines dynamischen Pro
blems fiir alle nach den einleitenden Festsetzungen dieser Nr. in Betracht kom
menden Parameter miteinander iibereinstimmen, ist, da die ga.nze Fragestellung 
in der Literatur noch iiberhaupt keine Beachtung gefunden hat, bisher nicht 
naher untersucht worden. Indessen scheint es aber einen derartigen Fall zu geben, 
bei dem die Zuruckfiihrung auf zyklische Variable unmoglich ist, so daB diese 
Eigenschaft dafiir im IItllgemeinen nicht ausreichend sein diirfte. Wenn die be
reits bekannten Probleme mit quasiergodischen Bahnkunen (a. Anm. 10 und 11) 
die in Anm. 9) nll.her zitierten Zusatzbedingungen erfiillen soUten, so daB die 
Berechtigung der Annahme 1. in Anm. 66) fUr sie dadmch gewahrleistet wil.re, 
dann konnte der Beweis fiir die Parameterinvarianz des sogenannten "Phasen
volumens" (a. Anm.4S) ergodischer Syateme unmittelbar auf sie ubertragen werden. 
Dieser Beweia atammt von P. Hertz, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 225, 537, § 11 
(vgl. auch die in Anm. 48) zitierte Stelle) und ist von speziellen Eigenschaften 

Smekal, AUgem. GrundL d. QuantenstatiBtik u. Quantentheorie 58 
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Bei allen Systemen mit stabilen Bahnkurven, deren kartesische 
Koordinaten qk und die dazugehOrigen kanonisch konjugierten Impulse 
Pk (k = 1,2, ... s) sich durch geeignete Beriihrungstransformationen 
in die Variablen wr' Ir (r = 1,2, ... u) eines mehrfach-zyklischen Sy
stems iiberfiihren lassen, haben sich die qk' Pk als mehrfach-periodische 
Funktionen der wr darstellen lassen 69), wobei der "Periodizitatsgrad" u 
stets < s ist. Sie sind dann im allgemeinen in u-fache Fouriersche 
Reihen nach den "Winkelvariablen" wr entwickelbar 70), in welchen sie 
die Periode 1 besitzen mogen. Daraus geht unmittelbar hervor, daB 
die wr bei allen dies en Systemen von der Dimension einer reinen Zahl 
sind, die Ir somit siimtlich von der Dimension einer Wirkungsgro{Je. 
Fiir die aus diesem Grunde auch als "Wirkungsvariable" bezeichneten 
Ir erhalt man dann (vgl. Nr. loa) 

1 • 

(11") Ir= Jdwr · ~ Pk :~: (r = 1, 2, ... u). 
o k=1 

Der Beweis dafiir, daB die GroBen (11") Parameterinvarianten odeI' 
adiabatische Invarianten sind, wurde fUr die einzelnen, die Quanten
theorie interessierenden Spezialfiille bereits vor der im vorstehenden 
auseinandergesetzten allgemeinen Theorie erbracht. Fiir rein periodische 
nnd quasi-periodische Systeme hat dies P. Ehrenfest auf Grund eines 
mechanischen Theorems von Boltzmann gezeigt, fiir nicht-entartete 
(u = s) sowie fiir entartete (u < s) bedingt periodische Systeme (Nr. 15) 
Burgers. 71) Alle diese Systeme gehoren zu der eingangs dieser Nr. 

des benutzten Parameters unabhangig; G. Krutkow, 1. c. § 8 hat ibn, von (10") 
ausgebend, wiederholt. S. auch P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 827. 
§ 6. - Bei allen nicht-quasiergodischen Systemen hingegen hat sich fur die ge
nannte Unabhiingigkeit der Paramete1'invarianten von den speziellen Eigentumlich
keiten der verschiedenen Parameter die Zuruckfuhrbardeit auf mehrfach-zyklische 
Systeme als notwendig erwiesen. - V gl. dazu Anm. 65), zweiter Absatz. 

69) Die Umkehrung dieses Satzes ist von G. Herglotz bewiesen, aber nicht 
publiziert worden (vg!. J. M. Burgers [1], p. 48, und A. Smekal, Ztschr. f. Phys_ 
11 (1922), p. 294, wo dieser Beweis erwahnt wird), nacbdem er schon friiher ent
weder bekannt oder vermutet worden war, s. K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, 
p. 548. Spater hat H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, § 6, obne Kenntnis 
desselben, einen davon vollig unabhangigen Beweis gegeben. 

70) Dabei solI, um die Eindeutigkeit dieser Entwicklungen zu gewahrleisten. 

stets vorausgesetzt sein, daB zwischen den u GroBen ~: = COr keine Linearbezie-
r 

hungen mit rationalen Koeffizienten bestehen, was sich immer durch geeignete 
Wabl der Beriibrungstransformationen erreichen laBt. Beispiele hierfiir etwa bei 
J. M. Burgers [1], insbesondere §§ 10-14. 

71) P. Ehrenfest, VerB!. Akad. Amsterdam 22 (1913), p. 586; Ann. d. Phys. 
61 (1916), p. 327, s. ferner auch Anm. 114) und H. Kneser, Math. Ann. 91 (1924). 
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unter (A) aufgefuhrten Klasse von mechanischen Problemen. Be
schriinkt man sich auf die im. AnschluB an die Verhiiltnisse bei der 
Klasse (B) zugelassenen Parameter, so gilt die Parameterinvarianz 
von (11") auch fur beliebige, mittels mehrfache:r Fourierscher Reihen 
darstellbare Familien von bedingt periodischen Partikularlosungen beliebig 
allgemeinerer Probleme.72) 73) 

Fur die in Nr. 3 eingefuhrlen "raumlichen" Haufigkeitsansatze 
des Gasmodells kommen ofl'ensichtlich nur eindeutige Parameterinvari
anten in Betracht, die unabhangig von den verschiedenen Arlen makro
skopischer Parameter a* sind. Man kann erwarten, daB die inn ere B~
wegung der Molekule zumindest <lann so beschaffen sein wird, daB 
diese Bedingung erfullbar ist, wenn die in Nr. 3 eingefiihrte Gewichts
funktion hinterher an der Erfahrung gepriift, sich als von einer Kon
stante ve:rschieden herausstellt (Nr. 9). Die in Nr. 3 mit Riicksicht auf 
die p.-Raum-Struktur gewiinschte Normierung der Parameterinvarianten 
ist notwendig, um der U~bestimmtheit zu begegnen, welche in dem 
Umstande begriindet ist, daB jede "reineu Funktion irgendwelcher 
Parameterinvarianten immer wieder eine Parameterinvariante ist. Sie 
lauft darauf hinaus, das Volumelement ds!' des p.-Raumes mit Hilfe 
von Parameterinvarianten auszudriicken. Wenn der Periodizitatsgrad u 
irgendeines der oben erwahnten Systeme, welche die Parameterinva
rianten (11') besitzen, gleich der Anzahl der Freiheitsgrade ist, hat 

p. 155; J. M. Burgers, Ann. d. Phys. 52 (1917), p. 195; Versl. Abd. Amsterdam 
26 (1917), p. 849, 918. Von (10") ausgehend, hat spater auch G. Krutkow einen 
eleganten Beweis flir nicht-entartete, bedingt periodische Systeme gegeben, Versl. 
Akad. Amsterdam 27 (1918), p. 294, § 7. Bedingt periodische Losungen, welche 
nicht durch Separation der Variablen bei der Integration der Hamilton-Jacobi
schen Differentialgleichung erhalten worden sind, hat ebenfalls Burgers unter
Bucht, Versl. Akad. Amsterdam 26 (1917), p. 1056, vgl. auch den Beweis von Bohr 
und Kramer-s, N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, Anm. 1) auf p. 132, end
lich M. v. Laue, Ann. d. Phys. 76 (1926), p. 619. Beziiglich einer beim Burge'F
Bchen Invarianzbeweise auftretenden Schwierigkeit vgl. man Anm. 357). 

72) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294. Die Einzelheiten des Be
weisee verlaufen genau so wie bei J. M. Burgers, Versl. Akad. Amsterdam 26 
(1917), p. 1055. 

73) Allen in diesem AbBatze erwahnten Systemen (bzw. Partikularlosungen) 
ist gemeinsam, dati ihre Gesamtenergie H (11k! Pk, a) = E(l1k, Pi' a) auf die Form 
E(Iro") gebracht werden kann. Die "Kraft", welche an dem System durcb 
Verschiebung des Parameters a hervorgerufen wird, berechnet sich mittels (10') 

~E 
zu - ~ und betragt auf Grund· des in Anm. 61) angefiihrten Satzes einfach 

oE(lr,a) 
oa 

58* 
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man einfach 
(14') 

Der Fall u < s erfordert eine niihere Untersuchung des speziellen vor
liegenden Problemes; man erhalt allgemein 

(14") d~ = del{,). d(l{.) ... d(l~u), (u < s) 
wobei ft + t; + ... + fu = S.75) 

4:. "Zeitliche" a priori-Hi.i.ufigkeitseigenschaften des Gasmodells. 
Seine Zeitgesamtheit. Nachdem in Nr. 3 die Hilfsmittel fiir eine 
Beschreibung der Bewegung des Gasmodells in einer Weise entwickelt 
worden sind, die der kombinatorischen Methodik der statistischen Me
chanik angepa.Bt ist, kann nunme-hr auch auf das Verhalten des Mo
dells an den Unstetigkeitsstellen seiner Bewegung eingegangen werden. 
Auch hieriiber laBt sich zuniichst nur ein Ansatz einfiihren, iiber de~, 
die Erfahrung naher zu entscheiden haben wird (Nr. 9, 11, 26). Ais 
V orlaufer eines solchen hinsichtlich der Translation allein, ist der "Sto/3-
zahlansatz" der kinetischen Gastheorie in seiner statistischen We iter
bildung anzusehen.76) 

Die Zellen des Translations-/L-Raumes mogen in beliebiger Weise 
numeriert sein und n/ bzw. n;' zwei beliebige dieser Zellen bedeuten. 
Anderseits seien die beiden Zellen nt', n2', ••• , n: bzw. nt, nt, ... , n,," 
des /L-Raumes der inneren Bewegung ins Auge gefaBt. Denkt man 
sich die beiden Riiume als Projektionen des einheitlichen 2 (s + 3)
dimensionalen /L-Raumes der inneren und Translationsbewegung, so 
kennzeichnen die beiden Indexkombinationen 

74) Da der Ubergang von den Pkl qk zu den I r , wr durch eine Beruhrungs
transformation vermittelt wird und fUr jede solche die Funktionaldeterminante 
der Pk, qk nach den I r , wr der Einheit gleich ist, el'halt man 

f· Jap, ... dp.dql··· dq. f· JdII ... dI.dw, ... dw •. 

Wird nun entsprechend der Einteilung (12) uber aIle wr von 0 bis 1 integriert, 
so gelangt man zu (14'). Del' Beweis von (14") kann auf ahnlichem Wege ge
fiihrt werden. S. aber auch Anm. 39). 

75) In direktem Zusammenhange mit der Quantentheorie und unabhangig 
von der Frage der Parameterinvarianten werden die Normierungsfragen behan
delt von M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), p. 407, 438; Ann. 
d. Phys. 50 (1!J16), p. 385; spezieIl mit bedingt periodischen Systemen beschilf
tigen sich K. SchwMzschild, Berl. Ber. 1916, p. 548, und P. S. Epstein, Berl. 
Ber. 1918, p. 435. Vom obigen Standpunkte aus sei auf G. Krutkow, Versl. 
.Akad. Amsterdam 29 (1920), p. 69 verwiesen, des sen Betrachtungen sich indessen 
formal auf den r-Raum beziehen. 

76) Vgl. IV 32, Nr. 3-6, insbesondere aber Nr.18. Ferner L. Boltzmann, 
Vorlesungen uber Gastheorie, 2 Bande, 2. Aufi. Leipzig 1912. 
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zwei beliebige Zustandsgebiete oder Zellen (n') und en") der inneren 
und Translationsbewegung eines Molekiils. Besteht nun eine der Be
wegungsunstetigkeiten des Gasmodells darin, daB eines der in (n') be
findlichen Molekiile innerhalb einer vernachIassigbar kurzen Zeit nach 
(n") iibergeht, so sei die a priori-Haufigkeit eines solchen Uberganges 
wahrend der Zeitstrecke dt durch 

(18) 0':,:' . dt (n' ~ n") 

und fiir den inversen V organg durch 

(lSa) 0':,:, . dt ( , ") n~n 

gegeben.77) Befinden sich zu Beginn von dt gerade N~9) bzw. N~9.) 

Molekiile in den Zellen (n') bzw. (n"), so wird die durch die Wechsel
wirkung mit (n") verursachte Inderung von N~9) wahrend dt im Mittel 

(19) a(n'')N<?) - (N<O) nn; _ N IO) en") . at 
n - n" lin' n' rl 

betragen. Uber die N atur derjenigen V organge, welche die Existenz 
und GroBe dieser "Ubergangswahrscheinlichkeiten" (18), (18 a) be
dingen, braucht an dieser Stelle noch keine spezielle Annahme ein
gefiihrt zu werden.78) 

Wie aus der Formulierung dieser Ansatze hervorgeht, sind sie 
im allgemeinen nicht an die Voraussetzung gebunden, daB das Gas
modell gegen seine Umgebung energetisch abgeschlossen ist (Nr. 5), 
sondern werden auch des sen Wechselwirkungen mit anderen warmen 
Korpern, sowie der Hohlraumstrahlung zu beriicksichtigen gestatten 
(Nr. 7, 8). In letzteren Fallen wird dem Gase fortdauernd in ganz 
unregelmaBiger Weise Energie zugefiihrt oder von ihm abgeleitet 
werden; an Stelle der Konstanz der Energiesumme aHer Molekiile 
tritt dann bei stationarem Verhalten des Gases die Bedingung eines 
fiir hinreichend lange Zeiten konstanten mittleren Gesamtenergiebe
trages E (Nr.7). In del' vorliegenden Nummer beschranken wir uns 

77) Beziiglich der Zeitdauer eines derartigen tJbergangeB vgl. man insbe
sondere Anm. 192). - Der Index t weist wie im Vorhergehenden stets auf die 
Translationsbewegung der Molekiile hin, wahrend die Zeit t stets als Argument 
geschrieben wird. 

78) Dber jene Zellen bzw. Molekiilzustande (n'), (n"), zwischen denen iiber
haupt keine Dbergangsmoglichkeiten bestehen, fiir die also die Grol.len (IS) und 
(ISa) zugleich verschwinden, gibt in der Quantentheorie das Bohl'sche Korl'espon
-:lenzprinzip Auskunft. Vgl. Nr. 14:. 

Man wird bemerken, daB das Verschwinden des "Gewichtes" gn' einer Zelle 
(n') notwendig daB Verschwinden von 

" n' Cn' und Cn 
fur aHe n nach sich zieht, und umgekehrt. V gl. Anm. SO) aber auch 90). 
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jedoch . im wesentlichen auf den Fall dauernder energetischer Isolie
rung des Gasmodells. 

Die GraBen (18) bzw. (18a) mussen naturgemiiB von der Zeit 
unabbangig sein; im Gegensatz zu den "raumlicben" a priori-Haufig
keiten g bingegen kann fur sie eine Parameterinvarianzbedingung von 
der Art (16) weder erwartet noch begriindet werden, da sie im all
gemeinen von der Gesamtenergie des Gases abbangen miissen, wie 
auch aus der spater zu erwiihnenden Stationaritiitsbedingung (32) (und 
in Verbindung mit (41) und (64a)) unmittelbar hervorgeht. Dieser 
Umstand erschwert es betrachtlich, von vornherein genauere Angaben 
iiber ihre Abhangigkeit von den zeitfreien Integralen in (9) und von 
der Translationsenergie Et (2) der Molekiile zu machen. Jene Schwie
rigkeit wird aber zunachst vollstandig wettgemacht durch die Tat
sache, daB die GraBen (18) und (lSa) flir die A·bleitung des thermi
schen Gleichgewichtes im Gase keine wesentliche Rolle spielen (s. 
weiter unten), und ebenso auch bei den iibrigen der statistischen Be
handlung zuganglichen warmen Karpern (Nr. 6). - Nahere Ausfiih
rungen iiber die Bedeutung und Unabhangigkeit der "Ubergangs
wahrscheinlichkeiten" (18), (lSa) bei speziellen Problemen finden sich 
in den Nr. 11, 12, 26. 

Da nach Nr. 3 jeder beliebigen Zelle (n') oder (n") ganz be
stimmte Werte der Molekiilenergie E(qk, p", a*) + E t , etwa En' + Et,n' 

bzw. E"" + Et,n" zuzuordnen sind, kann die Numerierung aller Zellen 
nach zunehmenden Energiewerten vorgenommen werden. Dann be
zeichne N~m), N~m), ... , Nlm), ... die Anzahl der zur Zeit tm in der 1., 
2., ... , lten, ... Zelle befindlichen Molekiile oder deren Zustandsvertei
lung Z(tm)' Hierbei gilt dauernd flir aIle m 

(20) 

und 
co 

(21) ~~(m). (EI + Etl) = E, 
1=1 ' 

wobei nach Annahme fur aile l 

(22) E 1_ 1 + Et,l_l < EI + Et" < EI+J + E t,I+1 

ist- GeM man von einer beliebigen Anfangsverteilung Z(to) aus, so 
verandern sich die N/O) nach den gemachten Annahmen wahrend dt 
in ganz zufalliger Weise zu einer Z (tl)' die natiirlich in keiner Weise 
vorausberechenbar ist; iihnliches tritt nach Ablauf weiterer Teilstrecken 
dt ein und nach m solchen Intervallen sei Z (tm) erreicht. Die Auf
einanderfolge dieser einzelnen Zustandsverteilungen nennt man die Zeit-
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gesamthe:it des Gasmodelles. Betrachtet man nun eine sehr gr06e Zahl 
m von solchen zeitlich a.ufeinandergefolgten Zustandsverteilungen, so 
werden sich die einzelnen Zusta.ndsverteilungen darin immer wieder
holen, einige ofter, andere seltener. Um den unter Umstanden makro
skopisch beobachtbaren Zeitmittelwert einer bestimmten molekularen 
GroBe rp (z. B. der Arbeitsleistung eines auBeren Feldes am einzelnen 
Molekiil bei der Parameterverschiebung oa*) zu berechnen, hat man 
nun folgendermaBen zu verfahren: 

Der Index L kennzeichne eine beliebige dieser Zustandsvertei
lungen N L,I, NL,s, , .. NL,I, ... , welche 'tL-mal wahrend der Zeit 
tm - to aufgetreten ist. Die Gesamtzahl aller verschiedenen ZL sei 
L*; dann ist jedenfalls 

L* 

(23) :8T:L' dt = tm -- to' 
L=1 

Der "raumliche" Mittelwert von ep, d. h. der Mittelwert liber den p,
Raum, etwa [ep ]L, ist dann oft'enbar 

"" (24) [ep]L = ~NL,I' epl, 
1=1 

wenn epz den Wert von ep in der Zlen Zelle des p,-Raumes bedeutet. 
[eph iindert sich, sowie die ZL in der Zeitgesamtheit durch eine an
dere abgelost wird. Die gesuchte GroBe entspricht also dem zeit
lichen MitteZwerl von [ep]L, 

L* L* 00 

(25) g; = _1_ ~'t'L' dt . [ep]L = _1_ ""'" """'T:LNL I' CPI' dt 
tm-to~ tm-to~~" 

L=l L=1 1=1 

und zugleich einem zeitZick-raumZicMn MitteZwerl von ep.79) Durch Ver
tauschung der beiden Summationen nach L und Z erMlt man, wenn 

L* 

(26) N; = t -=- t ~'tLNL,I' dt 
m o~ 

L=1 

von nun an die mittZeren Anzahlen von Moleklil-Phasenpunkten in der 
lien Zelle des ,,-Raumes bedeuten: 

"" 
(27) (jJ =~Nz' CPI' 

1=1 

Die mittels der 't'L definierten mittleren Anzahlen Nz werden, 

79) 1m Gegensatz zu der Bezeichnung der Zeitmittelwerte iiber die innere 
Bewegung des einzelnen Molekiils durch einen einfachen Querschnitt (s. Gl. (10», 
seien im folgenden die nach (25) bzw. (27) und (32) liber das ganze Gas gebil
deten Mittelwerle (im allgemeinen stets fur lim tm - to = 00) durch zwei Quer
striche angedeutet. 
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auch wenn man in (26) bzw. (25) und (27) zum Limes tm - to = 00-

fibergeht, im allgemeinen fur raumlich voneinander getrennte, im 
fibrigen aber vollig gleichbeschaffene Gasmodelle beliebig verschieden. 
ausfallen konnen, je nachdem, wie bei ihnen gerade zufiillig die ein
zelnen Zustandsverteilungen aufeinandergefolgt sind. Die Benutzung 
der Ansatze (18), (18 a) zusammen mit jenen von Nr. 3 gestattet nun 
jedoch, Aussagen fiber ihr wahrscheinliches mittleres Verhalten, fiber 
ihre wahrschein1iche mittlere Grope zu machen.sa) Indem man wieder 
von einer beliebigen, aber bestimmten Anfangsverteilung lo zur Zeit. 
to ausgeht, kann man namlich die Frage stellen, mit welcher relativen 
Haufigkeit das Auftreten einer bestimmten, beliebigen anderen Zu
standsverteilung Zl nach Ablauf von dt zu erwarten sein wird, wobei 
naturlich an den Bedingungen (20) und (21) festgehalten werden muB. 
Diese relative Haufigkeit ist auf Grund der in Nr. 3 und eingangs 
dieser Nummer gemachten Ansatze ohne weiteres berechenbar, ebenso 
jene dafiir, daB nach Ablauf von m Zeitstrecken dt gerade die m in
dividuellen Zustandsverteilungen lo. ll' l2' ... , lm aufeinandergefolgt. 
sind 81); usf. In dieser Reihe von Zustandsverteilungen wird z. B. die 
100 Zelle des I£-Raumes eine ganz bestimmte Anzahl von Malen die 
Anzahl Nj* von Molekfilphasenpunkten enthalten haben. Fragt man 
nun nach der Relativhaufigkeit, mit der N,* Molekiile in der loon Zelle 
wahrend einer gam: beliebigen, mit (20) und (21) vertraglichen Reihe 
von m zeitlich aufeinandergefolgten Zustandsverteilungen, die aus lo-

80) Hierin kommt am wesentlichsten der Unterschied zutage zwischen jenen 
Modellen, die allein mit Haufigkeitsansatzen arbeiten, und den quasiergodischen. 
Bei letzteren ist die Realisierung jeder Z L zu irgendeinem Zeitpunkte sicher -
laut Definition der quasiergodischen Mechanismen j bei ersteren, falls die fUr Z L

in Betracht kommenden "nbergangswahrscheinlichkeiten" (18), (1880) von Null 
verschieden sind, was keineswegs notwendig ist, moglich und wahrscheinlich -
moglich bleibt aber auch das Gegenteil! DaB man durch geeignete Verf'dgung 
iiber die g oder die 'Obergangswahrscheinlichkeiten (vgl. Anm. 78) bei den Haufig
keitsmodellen die Realisierung beliebig zahlreicher Zustandsverteilungen unmoglich 
machen kann, begriindet ihre weitaus gr(}Bere Allgemeinheit und Anpassungs
fahigkeit. -

Diese Gegeniiberstellung hinsichtlich der Sicherheit, mit der iiberhaupt 
realisierbare Zustandsverteilungen erwartet werden k(}nnen, verliert sehr viel an 
Scharfe, wenn man bedenkt, da.l1 die statistische Deutung der Irreversibilitat 
auch beim quasiergodischen Gasmodell den gleichen Schwierigkeiten unterworfen 
ist, die eben jeder wa.hrscheinlichkeitstheoretiachen:Untersuchung anhaften. Siehe 
IV 32. - Nach der Auffassung des Referenten ist den Bemerkungen von P. und 
T. Ehrenfest iiber die Stellung der "Wahrscheinlichkeits-Hypothesen" in der 
Physik - IV 32, Nr. 80 - an dieser Stelle auch heute nichts Trijetlicheres hinzu
zufiigen. 

81) R. v. Mises, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 225, 256. 
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hervorgegangen sind, vorkommen, so ergibt sich hierfiir eine be
stimmte, von Zo, E, N, m und N,* abhangige GroBe. Wenn fUr E, N 
und m sehr grope Zahlen gewahlt werden, so zeigt sich bei geeigneten 
Annahmen iiber das Verhalten der ,;Ubergangswahrscheinlichkeiten It 

(18), (18 a), daB diese Relativhaufigkeit an einer bloB von E abhii.n
gigen, von Zo una den ,!Ubergangswahrscheinlichkeiten" hingegen unab
Mngigen 82), im allgemeinen unganzzahligen Stelle ~* = N, ein Ma
ximum besitzt und iiberdies nur in einer sehr engen Umgebung von 
N, von Null merklich verschiedene Betrage annimmt.88) Da dieses 
Maximum in der Grenze fiir N _ 00, m - 00 beliebig steil gemacht 
werden kann und fiir beliebige Zellenindizes l existiert, zeigt sich das 
wahrscheinliche seitliche mittlere Yerhalten des Gases durch einen mitt
leren Verteilungssustand der Molekiile gekennzeichnet, welcher durch 
die Gesamtheit alier Zahlen N, gegeben ist.M ) 

82) Diese nbergangBwahrscheinlichkeiten werden sich .. uJ3er bei statisti
!lchem Nichtgleichgewicht im allgemeinen nur bei Scbwankungserscheinungen 
iluJ3ern konnen, zu deren Beobachtung die gewohnIichen "makr08kopischen" 
Beobachtungazeiten viel zu lange andauem. 

83) Diese nberlegungen, deren eingehende Darstellung gelegentIich an an
derer Stelle veroifentlicht werden solI, verlaufen ganz ahnlich wie die in der 
Anm. 81) zitierten von 'I). Mises. Bei 'I). Mises wird das Gasmodell jedoch nicht. 
ala energetisch abgeschlossen betrachtet und nur die Frage nach der Wahr
scheinlichkeit beantwortet, mit der in seiner Zeitgesamtheit die Gesamtenergie E 
auftritt ("kanonische Gesa.mtheit", vgl. Nr. 7b). Der Beweis ist bei 'I). Mises 
einstweilen nur fiir zwei Spezialialle durchgefiihrt, namlich: 1. ruhende Planck
sche Oszillatoren von einem Freiheitsgrade, 2. Brownsche Molekularbewegung. 
Aus dem Beweisgange ist, wie auch schon v. Mises nachdriicklich betont hat, 
zu entnehmen, daB dessen nberlragung auf wesentlich allgemeinere Fiille keinen 
prinzipiellen Schwierigkeiten begegnen kann; allerdings werden die zur Aus
fiihrnng der Grenziibergange N ~ 00, m ~ 00 notwendigen Umformungen lehr 
weitliLufig und uniibersichtlich - vielleicht wird sich auch hier der von C. G. 
Darwin und R. H. Fowler (s. Anm. 94, 95) entwickelte Formalismus als niitzlich 
erweisen Mnnen. Welcher Art die Einschrankungen sind, die bei der Behand
lung der allgemeinsten Fi111e hinsichtlich der Wahl der g und der "nbergang8-
wahrscheinlichkeiten" (18), (1880) einzufiihren sein werden, ist noch nicht unter
sucht. Vgl. aber Anm. 85) und 90). 

Den wesentlichsten Pnnkt der angedeuteten Beweisgange stent die Berech
nung m-facher, im Limes unendlicher Wahrscheinlichkeitsprodukte dar; sie wird 
durch einen Satz von 'I). Mises selbst ermoglicht, R. v. Mises, Math. Ztschr. 4 
(1919), p. 1, 1. Teil. Es sei noch hervorgehoben, dall die erwahnten SlLtze und 
Beweisfiihrungen bei v. Mises in der Terminologie der "Grundlagen der Wahr
scheinlichkeitsrechnung" des gleichen Autors, Math. Ztschr. 5 (1919), p. 52 aus
gesprochen sind, aber auch unabhangig von ihr formulierl werden konnen. 

84) Wie man bemerken wird, Mnnen die im allgemeinen unganzen Zahlen 
N, keine Zustandsverteilung bestimmen; vgl. auch Anm. 89). nber ihre Appro
ximation durch eine solche hingegen vgl. Nr. I) b. 
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Der Umstand, daB die gewohnlich unbekannten oder schwer zu 
ermittelnden ,;tThergangswahrscheinlichkeiten" (18), (18 a) fiir die 
GroJ3en N, im allgemeinen belanglos sind85), ermoglicht es, die N, 
mittels eines geeigneten fingierten Gasmodelles auf wesentlich ein
facherem Wege zu berechnen. Man braucht hierzu nur etwa ein 
Modell zu betrachten, in des sen Zeitgesamtheit sich alle mit den Be
dingungen (20) und (21) vertraglichen individuellen Zustandsvertei
lungen Z gleich oft und gleich lange Zeit realisiert zeigen.86) Der 
hierbei auftretenden besonderen Gesamtheit von Zustandsverteilungen 
hat man unabhangig von deren zeitlicher Aufeinanderfolge auch fiir 
jedes beliebige (wirkliche oder fingierte) Gasmodell eine eigene Bedeu
tung beigelegt und sie als Raumgesamtheit des Gases des sen Zeitge
samtheit gegeniibergestellt. Sie ist oft'enbar eine rein theoretische 
Konstruktion 81); man erhalt sie, indem man sich eine sehr groBe An-

85) Die Beschrankung auf derartige Gasmodelle ist charakteristisch fiir den 
gegenwartigen Stand der Statistik und kann in gewiasem Sinne als eines ihrer 
Postulate angesehen werden. Denn die hier im Anschlull an die v. Misessche 
Unterauchung . vorangestellte Ableitung des mittleren Verteilungszustandes (81) 
wird von den meisten Autoren liberhaupt gar nicht angeatrebt; dieaer mittlere 
Verteilungazuatand pflegt vielmehr entweder einfach der Raumgesamtheit dea 
Gasmodelles (a. im Text weiter unten) entnommen und durch eine der Quasi
ergodenhypotheae verwandte Annahme (s. z. B. Anm. 12) gerechtfertigt zu wer
den, oder eine derartige Rechtfertigung unterbleibt uberhaupt. Ja, die Frage
steHung wird aogar umgekehrt, (81) wird ala gultig vorausgeaetzt, und ea wird 
versucht, daraus Ausaagen liber die "Obergangswahracheinlichkeiten (18), (18 a) 
abzuleiten (vgl. Nr. 11, 26), aiehe auch Anm. 90). 

Weun man bedenkt, daB die Unabhangigkeit der N, von den Ubergangs
wahracheinlichkeiten (18), (1880) wesentlich durch die ungeheure Grii[Je der Mole
kiilanzahl N mitbewirkt wird, ao ergibt sich jedoch, daB obige Beschrankung 
praktisch kaum von groBer Tragweite sein diirfte. Die Frage nach der Exiatenz 
und Bedeutung allgemeinerer Verteilungseigenschaften iet noch unerledigt (vgl. 
Anm.88). Man kann jedoch vermuten, daB sie bei der atatistischen Behandlung 
sogenannter "unvollstandiger Gleichgewichte" eine Rolle apielen konnten. Uber 
die Poaition der biaherigen Statistik gegenuber aolchen Gleichgewichten vgl. man 
W. Schottky, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 481. 

86) Ein aolches fingiertes Modell wurde den "ergozonalen" Modellen von 
Szarvassi (s. Anm. 12) entaprechen. Denkt man sich den in Nr.3 (1) angedeu
teten Grenzubergang zu infinitesimalen f£-Raumzellen auagefiihrt, so wiirde ein 
aolchea Modell in ein quasiergodisches ubergehen (a. Nr. 1). Alle alteren Darstel
lungen beschaftigen sich von vornherein ausachlieBlich mit derartigen apeziellen 
Modellen, 80 daB an dieser Stelle die Benutzung der Quasiergodenhypotheae 
oder einer verwandten Annahme fur sie unerlii[Jlich war. V gl. N r. 1 Ende, so
wie Anm.17). 

87) Solche Gesamtheiten iiberhaupt nennt P. Hertz, Rep., s. Anm. 9), vir
tuelle Gesamtheiten. Nach obiger Definition erscheint die Raumgesamtheit hier 
aomit als Spezialfall einer virtnellen Gesamtheit. 
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zahl von kongruenten, in Zellen eingeteilten p.-Raumen vorsteilt, in 
deren jedem sich eine bestimmte Zustandsverteilung von N Molekiilen 
mit der Energiesumme E realisiert vorfindet. Eine bestimmte Zu
standsverteilung ZL, gegeben durch die Molekiilanzahlen 

(28) NL,l, NL,'J, ..• NL,I, •.• 

wird in ihr um so haufiger vorkommen, je groZer die Zahl ihrer Reali
sierungsmogUchkeiten B(ZL) ist. Wenn man beriicksichtigt, da.1\ nach 
Nr.3 der lten Zelle das Gewicht gl zukommt, daB die relative Haufig
keit fiir das gleichzeitige Vorkommen von NL,I Molekiilen in dieser 
Zelle also gt L, I 

betragt, so erhalt man hierfiir 88) 

) R(Z) N! NLI NLIl NL'Z (29 L = N 1 N 'N' . g1 'gj , '" gl ' ••. 
L,1 L,lI···· L,Z···· 

Damit ist die Relativhaufigkeit jeder beliebigen Zustandsverteilung ZL 
in der Raumgesamtheit des Gases bestimmt, wenn die NL,I iiberdies 
der Bedingung .., 
(30) ~NL,,(E, + EI,I) = E 

1=1 

(vgl. (21» genii gen. Fiir den Mittelwerl der in der lten Zelle des p,
Raumes jeweils vorhandenen Anzahl von Molekiilphasenpunkten er
halt man 

L· 
~R(ZL) . NL,/ 

(31) N, = L=l L' 89), 

~R(ZL) 
L=l 

und dies wird bei iiber aile Grenzen wachsender Anzahl der p.-Raume 
mit dem zeitlichen Mittelwerte von NL,I fur das oben erwahnte fin
gierte Gasmodell identisch (vgl. auch (26)!). Wie aus der vorange
gangenen Argumentation hervorgeht und auch durch direkte Rech
Dung erhli.rtet werden kann, miissen fur N _ 00 die GroBen N; in 
(31) nun auch mit den vorhin aus der Zeitgesamtheit eines beliebigen 
Gasmodells abgeleiteten, gleichbezeichneten GroBen identisch werden. 
Der wahrscheinliche, zeitlich-mittlere Verleilungszustand der MolekUle 
eines beliebigen Gases mit den "Ubergangswahrscheinlichkeiien" (18), 

88) P. Elvrenfest, 8. Anm. 83). - Betre:ffs des kombinatorischen Faktors vgl. 
(3), femer IV 32, Anm. 116) u. 116), wo daB Volumen des ZL-"Sternes" in glei
cher Weise berechnet wird wie R(ZJ. 

89) Wabrend die N L ,/ nacb Definition ganze Zahlen darstellen, ist das fur 
die N nicht mehr mit Notwendigkeit der Fall. 
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(18 a) wird fur grof3e Werte von N also direkt aus dessen Raumgesamt
heit mittels (31) berechenbar. 

Da die mittleren Inderungen der N j offen bar verschwinden miissen, 
folgt jetzt aus (19) fiir zwei beliebige Zellen (n') und (n") eine Be
ziehung von der Form 

(32) 

welcbe die Bedingung del' Stationaritiit del' Bewegung ~s Gasmodells 
zum Ausdruck bringt; die in sie eingehenden GraBen V stellen nun
mehr im allgemeinen gewisse zeitlich-raumliche Mittelwerte del' "Uber
gangswahrscheinlichkeiten" (18), (lSa) dar. 90) Fur den zeitlich-raumlichen 
Mittelwert einer beliebigen Molekulphasenfunktion fJJ (vgl. (27») ergibt sich 

00 

(33) ~ ~N 91) fJJ =~ I' fJJl' 
1=1 

Den durch die Zablen Nl charakterisierlen mittleren Verteilungs
zustand im Gase bezeichnen wir im folgenden als Boltzmannsche Ver
teilung 92); sie stent nicht das wirkliche mittlere zeitliche Verhalten 

90) Diese oft gefolgerte undbenutzte (vgl. Nr. 11 , 26) Beziehung ist wohl 
him'eichend fiir die gewiinschte Stationaritat, aber keineswegs notwendig, wie 
zuerst M. Radakovic und E. Schrodinger anl1iJ3lich von Vortragen hervorgehoben 
haben. Seien etwa (a), (b), (c) drei Zellen des lL-Raumes, fiir welche nur die 
l\fittel werle der Ubergangswahrscheinlichkeiten O~, cg und C': oder bloB diese 
selbst von Null verschieden seien, so wird bei 

N .iJi.=Nb·O~=N .0" a a 'I C C 

die Bewegung stationar bleiben und ahnliches auch bei Aufnahme belie big vieler 
weiterer Zellen in diesen "Zykel" bestehen konnen. Man sieht leicht, daB Sta
!;ionaritat iiberhaupt nur durch Einfiihrung solcher "Zykel" erreicht werden kann, 
wenn -n" d -an' an' un n" 

nicht zugleich verschwinden. Man wird bemerken, daB die Nn' bzw. N n" in 
(32) auf einem von der Benutzung der a vollkommen freien Wege, namlich 
mittels der Raumgesamtheit zu berechnen sind. Auf die noch offene Frage hin
sichtlich der den Ubergangswahrscheinlichkeiten aufzuerlegenden Beschrankungen 
ist bereits in Anm. 83) hingewiesen worden; (32) stent ersichtlich eine hierbei 
stete zu bcriicksichtigende Beding~ng dar. Beziiglich eines Beispiels, welches 
den Zusammenhang der a und C illustriert, vgl. man Nr. 11, p. 972, ferner 
Nr.26. 

91) Wenn rp eine zeitlich nranderliche Molekiilphasenfunktion ist, so hat 
man in (33) anstatt rpl dessen Zeitmittelwert qJI (s. Anm. 79) einzufiihren. V gl. 
z. B. A. Smekal, Ann. d. Phys. 57 (1918), p. 276, § 2. 

92) P. und T. Ehrenfest haben - vgl. IV 32, Nr.3 u. Nr. 13 - die ehe
mals sehr verbreitete Bezeichnung "Maxwell-Boltzmannsche Verteilung" fiir jene 
Zustandsverieilung Z von der Energie E festgehalten, fUr welche R(Z) (29) den 
groBten Wert annimmt (s. auch Nr. 5 b). Obige, auch der Kiirze halber empfeh-
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des individuellen Gases dar, sondem nur das mit erdriickend groBer 
Wahrscheinlichkeit zu erwarlende. Dieser Umstand ist fur die stati
stische Interpretation der lrreversibilitatsfr80gen des II. Hauptsatzes der 
Thermodynamik, sowie fiir den Nachweis des Boltzmannscken H-Theo
'Tems von entscheidender Bedeutung, wie P. und T. Ehrenfest in IV 32 
naher ausgefiihrt hahen. 1m folgenden soll er jedoch, damit zugleich 
dem allgemeinen Sprachgebrauch folgend, nur an jenen Stellen eigens 
betont werden, wo eine besondere Veranlassung dafiir vorliegt. 

5. Die Boltzmannsche Verteilung des G8osmodells. Um die 
BoZtzmannsche Verteilung rechnerisch zu ermitteln, haben wir die in 
(31) auftretenden Summen auszufiihren. Der Ubersichtlichkeit halber 
stellen wir die von den Ansatzen der £liiheren Nummern formal hier
zu erforderlichen nochmals zusammen: 

(a) Jede Zelle (n) des ~-Raumes besitzt ein bestimmtes a priori
Gewicht gn' 

(b) Jeder Zelle (n) des p.-Raumes ist ein bestimmter Molekiil
energiewert En + E t,,. zugeordnet. 

(c) Die Summe der Energien aller N Molekiile betragt E (30). 
Bedeutet ferner ~ eine beliebige komplexe Veranderliche, so sei die 
mittels der Ansatze (a) und (b) definierle Funktion 

(34) F(~) = glr:1+Et,1 + g2r:S+Et,2 + ... 

als "Verteilungsfunktion" der GasmolekiUe bezeichnet93)j bei geeigneter 
Wahl der Molekiilenergiewerte und vor allem der "Gewichte" wird sie 
wegen (22) innerh80lb des Einheitskreisesl ~I < 1 als konvergent voraus
gesetzt werden konnen. 

lenawerte Bezeichnung betrifft definitionsgema.B keine einzelne ZUltandsverteilung, 
Bondem eine mittlere. Wegen des au.6erordentlichen nberwiegens der "Maxwell
Boltzma'l'l'nschen Verteilung" (vgl. Nr. 0) fa.llen die beiden Verteilungen aber 
praktisch miteinander vollstandig zusammen. 

93) Unter Verteilungsfunktion des Gasmodells hingegen solI aus spater 
ersichtlichen Griinden die Nte Potenz von F({;) verstanden werden. - Da die 
Gewichtsfunktion nach Anm.47) nur relative Haujigkeite'l'l miBt, kann Rie mit 
einem beliebigen konstanten, dimensionslosen Fa.ktor multipliziert werden, ohne 
daB damit an ihrer physikalischen Bedeutung etwas geandert werden wiirde. Die 
gleiche Unbestimmtheit haftet demnach der Definition der Verteilungsfunktionen 
F(r;; an; sie a.u.Bert sich daher iiberall dort, wo in den statistischen Gr(lJ3en 
keine Differentia.lquotienten von log F (r;; auftreten. V gl. z. B. N r. 8 a. Dber die 
Festlegung dieses Faktors durch die Quantentheorie B. Nr. 24 c, 20, 27. 
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5a. Die strenge Methode. Betrachtet man mit Darwin unll 
Fowler94.) die Potenzentwicklung von 

(35) [FWY, 
80 folgt aus dem Polynomialsatz wegen (30), daB der Koeffizient von 
tE in (35) gleich der im Nenner von (31) auftretenden Summe 

ist. Nach den Oauchyschen Integralformeln betragt dieser Koeffizient 

(37) R = 2~if~:!1 [FWY, 
r 

wenn die Integration in der komplexen Zahlenebene etwa langs eines 
Kreises vom Radius I r I < 1 erfolgt. Um fur die Gesamtenergie E 
eine ahnliche Integraldarstellung zu erhalten, bildet man die Doppel-
summe 

L* .. 

(36 a) R· E =~R(ZL) .~NL,Z· (Ez + Ee,z) , 
L=1 1=1 

welche ersichtlich mit dem Koeffizienten von tE in 

(35 a) ~. a~ [FWY 
iibereinstimmt. Hieraus folgt 

1 fat a (38) R • E = hi tE+1 ~ at [FWY 
r 

Fiir die Boltzmannsche Verteilung ergibt sich aus (31) und (36) 
L* 

(36b) R .N,=~R(ZL)· NL,I, 
L=l 

und auf ahnlichem Wege wie in den fruheren Fallen erhalt man fiir 
den Koeffizienten von tE-(Ez+Et,z) in 

(35 b) 

(39) 

N . [F(~)]N-1, 

1 fa~ R· N, = N· - -n. f'(Ez+E11). [F(fo)]N-1 z 2ni tE+1~Z I> , I> • 

r 

Integrale von der Form (37), (38), (39) lassen im Falle sehr 

94) O. G. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 460. 
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groBer N und E asymptotische Entwicklungen zu 95), die eine Zuriick
fiihrung von (38) und (39) auf (37) ermoglichen. Die SchluBweise 
ist dabei etwa die folgende~): Die Integranden aller dieser Integrale 
werden auf der reellen positiven Halbachse fiir ~ = 0 und ~ = 1 un
endlich und besitzen an einer einsigen dazwischenliegenden Stelle 4}

ein Minimum. Fiihrt man den Kreis f gerade durch ~ = 4}- hindurch, 
so findet man, daB unter allen Werten dieser Integranden langs der 
Peripherie von f, jene, welche dem auf der positiven reellen Halb
aehse liegenden Punkte entsprechen, desto steilere Maxima sind, je 
groBer N und E gewahlt wurden. Man kann also die Integrale dureh 
die Werte ihrer Integranden an der reellen Stelle ~ = 4}- ersetzen und 
zur Bestimmung von 4}- von jenen ihrer Faktoren absehen, welehe 
keine durch die GroBe von N und E bedingten steilen Maxima be
sitzen. Von diesen letztgenannten Faktoren abgesehen, lantet die 

95) "Ober derartige Entwicklungen vgl. z. B. II A 12 (R. Burkhardt), Nr.IOD. 
- Darwin und Fowler (1. c.) benutzen hierfiir eine Form, die Bie alB "method 
of steepest dsscents" bezeichnen. Zu deren Rechtferligung machen sie hinsicht
Hch deB komplexen Linienintegrals 

--.!. (..pm [!li(~)]E dl; hiJ· [; 
r 

folgende VorauBsetzungen: !li(f:) ist analytisch und nach zunehmenden Potenzen 
von ~ entwickelbar; seine Entwicklung, deren Koeffizienten reell und positiv sind, 
beginnt mit einer negativen Potenz und hat einen endlichen Konvergenzradius, 
der ohne Beschrinkung der Aligemeinheit gleich Eins angenommen werden kann; 
!lie Exponenten dieser Reihe sind nicht von der Form u + fl· cl, worin u und fl 
bestimmte ganze Zahlen Bind und cl alle ganzen Zahlen durchll1uft. 'Ij1 (l;) ist 
analytisch und besitzt keine Pole innerhalb des Einheitskreises, ausgenommen 
etwa ffir [; = O. '1 bedeutet einen einmaligen geschloBsenen, positiv zu durch
laufenden Integrationsweg um den Ursprung. 

In den obigen Fallen iBt ofi'enbar 
N 

!li(~)=hl. [F(t)]E 
und alle erwlihnten Bedingungen sind entweder tri'Yial oder stets erfiillbar, biB 
auf die notwendige Konvergenz der Verteilungsfunktion (34) selbBt, die von der 
Reihe der Molekiil-Energiewerte E .. + E t, .. abUngt, welche clurch geeignet ge
wiihlte rationale Ztihlen beliebig weitgehend approximiert zu clenken sind. Nach 
Darwin und Fowler soIl die Konvergenz von (34) im Quantenfalle durch da.B 
Bohrsche Korreaponclenzprinzip (Nr. 14) stets gesichert sein; vgl. indessen Anm. 209) 
und Nr.24b, wo ein unter allen Umstitnden konvergenzerzeugender Gesichts
punkt herangezogen wird. -

Die Methode von Darwin und Fowler ist engstens verwandt mit der "Me
thode der Sattelpunkte", die P. Debye [Miinchen Akad. 1910, Nr. 5; Math. Ann. 
67 (1910), p. 685] zur 8osymptotiBchen Darstellung der Zylinderfunktionen benutzt 
und die Bchon frtiher von Riemann skizzierl war. 1m Reellen geht sie in Lord 
Kelvins "Methode der stationl1ren Phase" uber. 
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Minimumbedingung fiir die Integranden in (37), (38), (39) gemeinsam 

d~ {~-E·[F(~)]N} =0. 

Wenn -D- (0 <.f)- < 1) also ihre einzige reelle Losung bedeutet, hat 
man in Ubereinstimmung mit (38) 

(40) E = N. -D-. dIO~!'(&) . 

Aus (39) folgt jetzt fiir die Boltzmannsche Verteilung: 

(41) 
9 &(E,+Et"l g,&(E, + Et,iJ 

N,=N· I F(~=N.-----,-=",,----
~g,&(EI+Et,il 
1=1 

Auf ahnlichem Wege wie (41) berechnen Daru'in und Fowler auch 
das mittlere Schwankungsquadrat von N, und fin den 96) 

(42) (NL.,-N,)'~N,. [1 +~Il + N(E,+~~-j)'ll 
(41) gibt also die mittlere Molekiilanzahl an, die nach N r. 4: in 

einer beliebigen Zelle des p-Raumes bei hinreichend langer Beobach
tungszeit anzutreffen sein wiirde. fiber die Bedeutung der durch (40) 
bestimmten GroBe .f)- und ihren Zusammenhang mit dem Temperatwr
begriff (Nr. 6, 7) kann an dieser Stelle noch nichts ausgesagt werden. 
Da E wegen (30) zugleich mit den Molekiilenergiewerten E + Ee von 
den Parametern a* abhangt (Nr. 2), kann man aus (40) zunachst nur 
folgern, daB auch .f)- von dies en Parametern abhangig ist. 

o b. Das altere Verfahren. Wahrend obige Approximations
methode mathematisch vollig einwandfrei durchgefiihrt werden kann, 
weist der bisher iibliche Weg zur Ableitung der Verteilung (41) eine 
gewisse Liicke auf, welche durch die Benutzung der nur fiir groSe 
Anzahlen n giiltigen (abgekiirzten) Stirlingschen Formel 
(43) n! '" nn . e- n 

verursacht wirdj andererseits kommt ihm aber groBere Durchsichtig
keit und Anschaulichkeit zu als der ailgemeinen Darwin-Fowlerschen 
Methode. Wenn mit Riicksicht auf die GroBe von N angenommen 
wird, daB einer der Summanden von (36) aile iibrigen um GroBen-

96) DaB zweite Glied in der geschweiften Klammer bnn nur weggelassen 
werden, wenn sich daB Gas mit einem sehr groDen Warmereservoir in thermi
scher Beruhrung befindet (Nr. 7). - Die Mittelwerte beliebig hoher Scbwankungs
potenzen haben Darwin und Fowler ebenfalls nach ibrer Methode berechnet, 
vgl. Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 (1922), p. 391. 
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ordnungen ubertrifft, 80 kann die ganze Sum me durch die "Anzahl 
der Realisierungsmoglich7ceiten" jener Zustandsverteilung Zn (Maxwell
Boltzmannsche Verteilung9~) ersetzt werden 97), welche B(Z) zu einem 
Maximum macht.98) 

lndem man die Stirlingsche Formel ohne Rucksicht auf die Gro8e 
der NL,I auf B(ZL) anwendet, erhalt man 

log B(ZL) = N .1ogN - N + ~(NL'I .log//- + NL,I)' 
1=1 L,I 

U ill dies mit Berucksichtigung der beiden N ebenbedingungen 99) 

(20 a) 

und 

(30) 
00 

~NL,I(EI + E/,l) = E 
1= 1 

zu einem Maximum zu machen, hat man mittels zweier willkiirlicher 
Lagrangescher Multiplikatoren (I und -IT1 den Ausdruck 

(44) 10gR(ZL) + (IN - -IT1E 

zu bilden und dessen Anderungen fUr beliebige dNL,1 gleich Null zu 
setzen: 
(44 a) 

97) Den Nachweis, daB die "wahrscheinlichste" Zustandsverteilung 2MB den 
EinfiuB aHer ubrigen Z in (36) uberwiegt, hat (ebenfalls mit Benutzung der Stir
lings chen Formel) K. F. Herzfeld, Phys. Zeitschr. 15 (1914), p. 786, erbracht. 

98) Diejenigen Autoren, welche vom Boltzmannschen Prinzip 
(90) S = k . log R(lME) 

ausgehen (vgl. Nr. 8b), pflegen die Bevorzugung von 2MB mit Riicksicht auf den 
II. Hauptsatz zu rechtfertigen, indem sie die Entropie S aua Irreversibilitats
grllnden mit der Zustandsverteilung 2MB maximaler "Wahrscheinlichkeit" (siehe 
Anm.29) R(ZMB) verkniipfen. Ganz abgesehen von den gegen die unmittelbare 
Begriindung von (90) zu erhebenden Einwendungen, ist dieser Vorgang auch 
methodisch bedenklich, da man an dieser Stelle noch uber keine statistische 
Temperaturdefinition verfilgt. 

99) Der Einflul3 eventueller weiterer Nebenbedingungen [z. B. die Forde
rung der Giiltigkeit der Schwerpunkts- und Flachensatze fUr das gesamte Gas
modell (vgl. dazu Anm. 8)] laBt sich, wie P. Ehrenfest gezeigt hat, auf die Ein
fiihrung einer im !£-Raume nicht KOllstanten (im allgemeinen alJerdings von &l 

abhangigen) Gewichtsfunktion zuruckfiihren und braucht daher hier nicht weiter 
beriicksichtigt zu werden. V gl. P. Ehrent'est, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91, 
Anm. 1 auf p. 95 und Phys. Ztschr. 7 (1906), p. 528. Ein Beispiel fiir einen 
solchen Fall ist in Nr. 24b, ferner auch in einer Arbeit von A. March, Phys. 
Ztschr. 22 (1921), p. 429, zu finden. - Umgekehrt kann eine nicht konstante Ge
wichtsfunktion als Reprasentant derartiger Nebenbedingungen angesehen werden. 
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Die Ausfiihrung dieser Rechnung ergibt fur 2MB, wenn Q mittels (20a) 
eliminiert wird, 

(45) 

der Lagrange-Faktor -ttl ist hierbei durch die Nebenbedingung (30) 
bestimmt.100) 

Wie der Vergleich von (41) und (45) dartut, stimmt die Zu
standsverteilung 2MB mit der Boltzmannschen Verleilung vollkommen 
iiberein, wenn man -It = e-.ft. 

setzt. Die Einzelverteilung 2MB leistet also praktiscb genau dasselbe 
wie die mittlere Boltzmann-Verteilung. Sieht man von der nicht voll
standig legitimen Anwendung der Stirlingschen Formel ab, so ist da
mit zugleich der Beweis geliefert, daB die Zustandsverteilung ZME tat
sachlich alIe iibrigen ZL seitlich und raumlich erdriickend iWerwiegtlOl), 

wie es die Ausgangsannahme fordert. 

5 C. DaB MaxwellBche GeschwindigkeitsverteilungsgeBetz. Macht 
man von der in Nr. 2 und 3 der Bequemlichkeit halber eingefiihrten, 
in dieser Nummer bisher jedoch noch nicht benutzten Unabhangig
keit der inneren Bewegung der Molekiile von ihrer Translationsbewe
gung Gebrauch, so zeigt sich, daB man an Stelle der einheitlichen 
Verteilungsfunktion F(~) (34) der Gasmolekiile auch das Produkt zweier 
solcher hii.tte benutzen konnen; die eine derselben, 

., 
(34 a) f(b) =~gl.~El., 

1.=1 

moge sich nur auf die innere Bewegung der Molekiile beziehen, die 
andere hingegen 

QO 

(34 b) ftW =~gl.~Et,1t 
It=l 

aUein auf die Translation. Die Gro.6en ... E l., ••• sollen jetzt die 
nach zunehmenden Betragen geordnete Reihe der inneren Energien 

100) P. E7/h'enfest, Phys. Ztschr. 16 (1914), p. 657. 
101) Damit ist der Beweis der diesbeziiglichen Boltzmannschen Behauptnng 

(III) bei P. und T. Ehrenfest, IV 82, Nr.1S, ohne Benutzung der Ergoden- oder 
Quasiergodenhypothese erbracht. Vgl. dazu auch K. Lichtenecker, Phys. Ztschr. 
20 (1919), p. 919, und Anm. 166). 

Fiir konstante Gewicht.funktionen stimmen (41) und (45) Ituch vollkommen 
mit jener p.-Raumverteilung uberein, die formal der Gibbsschen kanonischen r
Raumvertellung entspricht. V gl. IV 32, Nr. 21, ferner im Text weiter unten, 
Nr. ?b, und Anm. 186). 
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bedeuten, welche den einzelnen Zellen des E£-Raumes der inneren Be
wegung (Nr.3) zugeordnet sind, .. , Et ,!." ••• die entsprechende Reihe 
der Translationsenergien. Denkt man sich jetzt (34a) und (34b) mit
einander multipliziert, so ergeben sich in der Tat lauter Glieder von 
der Form der einzelnen Summanden von F(~) und nur diese. 

Die angedeutete Zerlegung der Verteilungsfunktion ermoglicht 
es, von der spezieilen Beschaffenheit (17) der Translations-Gewichts
funktion Gebrauch zu machen und mit Riicksicht auf sie die Summe 
(41) bzw. (45) durch ein Integral iiber den zulassigen Teil des 1£
Raumes der Translation zu approximieren.102) Indem man fiir aile 
Zeilen dieses E£·Raumes 

(46) ilx dy dz ilp", ilPlI ill" 
gl.= Gt 

setzt, worin Gt eine hier nicht naher bestimmbare MaBkonstante be
deutet lOS), erhiilt man 

(6) 1 I. ) 
(34bb) ft(~) = ~tJ . ·f~Uf\P!+P;+P; . dxdydedp", dpll dP., 

wobei die Integration nach x, 'If, e iiber das Volumen VlO4.), nach p,., 

102) Vgl. Nr.3 (1). 
108) Um die Dimension von F(~) durch diese Approximation nicht zu ver

andem, mu/3 die einstweilen unbestimmt bleibende Konsta.nte Gt (vgl. aber 
Nr. 26, 2 7) die Dimension der dritten Potenz einer Wirlrnngsgro/3e erhalten. [Offen
ba.r besitzt F(~) die Dimension der Gewichtsfunktion, die ma.n stets zu Null 
wihlen kann und wird; ~ muJj ersichtlich die Dimenllion Null (bzw. Zogarith
mische .Dimension) haben und daher ebenso auch .a-, vgl. (64).] -

Beziiglich einer eingehenderen Rechtfertigung del angedeuteten Grenziiber
ganges zum Integral Bei auf O. G . .DOh'Win und R. H. FotOZer, Proc. Ca.mbridge 
Phil. Soc. 21 (1922), p. 262, insbes. § 5, verwiesen. V gl. auch Phil. Mag. 44 
(1922), p. 450, § 12, 13. 

104) Wenn die endliche Ausdehnung der Molekiile und der EinfiuB von 
zwischen ihnen wirkenden Kraften beriicksichtigt werden loll, 10 wird dadurch 
die Berechnung des Integrales (84 bb) in einigen wesentlichen Punkten abge
andert; die einzige dadurch bewirkte Anderung in den nachfolgenden Formeln 
besteht also darin, da8 t,m im allgemeinsten FaIle nicht durch (47) ersetzt, 8on
dern von Fall zu Fall besonders ermittelt werden mu8. - Literaturangaben zur 
"an iler WaaZ,schen TheoNe !lind in Anm. 25) angefiihrt; sie enthalt bis jetzt noch 
keinerlei qnantentheoretische Elemente (vgl. dazu aber Nr.24:b). Innerhalb der 
statistilJchen Mechanik sind die mit ihr zusammenhangenden Fragen, Tor aHem 
die allgemeine Berechnung des Integrales (84 bb) ganz a.usfiihrlich in der Leidener 
Diss. von L. S. Ormtein "Toepassing der sta.tistische Mechanics. Tan Gibbs op 
molekulair-theoretische vraagstukken" (1908) behandelt worden, allerdings mit 
Bezugnahme auf den T-Raum. Vgl. auch L. S. Ornstein, Arch. Neerl. (IllA) 4-
(1918), p. 208. 

59* 
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PII' P. von - 00 bis + 00 105) zu erstrecken ist. Wegen b < 1 er
gibt sich 

(47) f,(b) = (21t M)t _v_ 
I 1 Gt 
og1 

und daher fiir die einheitliche Verteilungsfunktion (34) 
t co 

(34 c) F(b) = (2n¥\. ;t. ~ glbEl.106) IogiJ 1=1 

Die Boltzmannsche Verteilung (41) erhii.lt jetzt die GestaItl07) 

, ...!.....(p! 2 ') E 21tM)-Yl .frUf z+Py+P. + I 

(48) ~=N(-l v· g/.., • dxdydzdPxdpydP.· 
log~ ~g.frE/ 

1=1 

Die allein von der Translationsbewegung herriihrenden Faktoren dieses 
Ausdrucks 

-j 1 2 2 2 

(49) M(V, {)o) =(21t~) V.l)-2M(PX+Py+Pz). dxdydzdpxdpydP. 
logF 

sind offenbar fiir alie Gase gemeinsam; mit N multipliziert gibt (49) 
die mittlere Zahl alier Gasmolekiile an, die sich innerhalb des V 0-

lumens zwischen x und x + dX, y und y + dy, z und z + ds be
finden und deren Impulse zwischen den Grenzen pz und Px + dp z' 

1 

PII und P" + dp", P. und P. + dp. liegen. Fiir.l)- = e - kT (T abso
lute Temperatur, s. Nr. 8a) entspricht (49) also dem MaxweUschen Ge
schwindigkeitsverteilungsgesetz, wie man unmittelbar sieht, wenn man 
anstatt der Impulsgro1\en die Geschwindigkeiten X, ii, £ einfiihrt.l08) -

106) Eigentlich iiber p~ + pi + p! ~ 2 M . E, doch ist dieser Unterschied 
wegen der enormen GroRe von E belanglos. 

106) An Stelle des Snmmationsindex II in (34a) schreiben wir hier und im 
folgenden der Bequemlichkeit blber wieder Z. 

107) Man beachte, daR die Ma!\koDst80nte Gt nUT in der Verteilungsfunktion 
(34 bb) und (47), bzw. (34c) auf tritt, ans der Boltzmannschen Verteilung (48) und 
ebenso ans dem Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz (49) hingegen 
verschwindet (s. anch Anm. 93). Das Gleiche gilt hinsichtlich der M80Rkonstante 
G in (3ha) geieniiber (60). Uber die Bestimmnng von Gt vgl. Nr.240, liber 
jene von G Nr. 26, 27. 

108) Vgl. z. B. W. Lenz, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 1176, 1260; A.. Wa,8-
muth, Wien Ber. (Ila) 130 (1921), p. 169. - Den Nachweis, daB die MaxweZZsche 
Geschwindigkeitsverteilnng ala 1MB im /L-Raume der Translation aufgefaBt, R(Z) 
wirklich zu einem Maximum macht, hat, unabhangig von der Stirlingschen For
mel, B. v. Mists, Phys. Ztschr. 19 (1918), p.81, erbracht und auch die Frage 
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Wenn die in Nr. S eingefiihrle Gewichtsfunktion fiir die inn ere 
Bewegung der Molekiile eine im /L""Raum iiberall konstante oder wenig
stens stetige Funktion darstellt, so kann auch die Verleilungsfunktion 
(34a) der inneren Bewegung durch einen Integralausdruck appro:x:i
miert werden; der V organg ist dann ein ganz ahnlicher wie bei der 
Translationsbewegung.l09) Man erhiUt so 

(Maa) 
(2.) 

f(~) = ! J . . ·Jg(qk,Pk' a*) . ~(qk'Pk,a.) • df:, 

wobei d" ein Volumelement des 2s-dimensionalen p.-Raumes der 
inneren Bewegung dql1 dqs ... aq" dPl'" dp. und G eine MaBkon
stante von der Dimension der sten Potenz einer Wirkungsgro.Be be
deutet.11°) Die Boltemannsche Verleilung (48), die mit Benutzung von 
(49) die Form erhii.lt 

9 ltEI 
(48 a) N1 = N· M(V,.!},)· -00-1--, 

~gl~1 
1=1 

wird dann 
(q P a"" ... E(q.,p ,a*) d 

(50) N, - N. M (V ft). 9 k7 k, ,.,. • t • 'rl • 
1- , (h) , 

I. jg(l1J.,Pkt a*) ~(q~. Pt,a*). d'r 

die in (34&a) und (50) auftretende Integration ist offenbar iiber den 
ganzen von der Zelleneinteilung (12) bedeckten Teil des E£-Raumes 
der inneren Bewegung zu erstrecken. 

An Stelle der qk' p,. konnen hier endlich noch iiberall die in 
Nr. 3 zur Zelleneinteilung des 1" Raumes herangezogenen eindeuti.qen 
Pa'l'ameterinvarianten lr der Bewegungsgleichungen (1) eingefiihrt 
werden (vgl. Nr. SA). Da gezeigt werden kann, daB die Molekiil
energie als Funktion der lr und a* allein darstellbar ist 78), und die 

nach dar GanzsahZigkeit der Losung (die aber nur fiir eine 2MB linen Sinn hat -
vgl. ADm. 89) behandelt. Bezuglich der alteren Literatur muB auf V 9 (L. BoZts
mann und J. Nabl) und IV 32, Nr. 4, verwiesen werden. 

Einen nicht ganz direkten, experimenteZlen Nachweis des Maa:wellschen Ge
schwindigkeitsverteilungsgesetzes hat O. Stern an Molekularstrahlen erbracht, 
Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p.49; 3 (1920), p.417; Phys. Ztschr. 21 (1920), p.582. 
Zu diesen Experimenten vgl. ferner M. Bom und E. Bormann, Phys. Ztschr. 21 
(1920), p. 678, sowie den Bericht liber Atomstrahlen von W. GerZach, Erg. d. ex. 
Naturwiss. 3 (1924), p. 182. 

109) Wil.hrend bei der Translation Form und GroRe der Zellen beliebig 
waren, mnR bei der inneren Bewegung eine Zelleneinteilung des !l-·Raumes Ton 
der bestimmten Form (12) auch wiihrend der Ausfiihrung d/l8 Grensilbergang/l8 sum 
IntegraZ beibehalten werden. -

110) V gl. Anm. 103) und 107). 
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Gewichtsfunktion 9 nach (15) nur von den Ir abhangt, erhalt man 
z. B. anstatt (50) 

(1) ""E(l,a*) d"" 
(50 a) N = N. M(V fF) . gr' 'U r . 0<., 

I '(u) , I· f g(Ir ) • {TE(Ir,a*) • d.Q 

worin d~ entsprechend (14) jetzt das Volumendifferential des [L

Raumes, ausgedriickt in den I r , bedeutet. 

6. Die: Boltzmannsche Verteilung bei beHebigen statistischen 
Gebilden. 

6 a. Gasgemische. Ntl) Molekiile eines Gases 1, Nt!) Molekiile 
eines Gases 2, '" sollen im gleichen V olumen V miteinander ver
einigt sein und die Gesamtenergie E besitzenj die "Verteilungsfunk
tionen" (34) der einzelnen Molekiilsorten seien FI (b), F 2 (b), .... 
Bei sinngemaBer Ausdehnung der in Nr. 2-4: gemachten Voraus
setzungen auf das Gasgemisch wird man den Zustand desselben zu 
einem bestimmten Zeitpunkte kennzeichnen konnen, indem man die 
momentane Zustandsverteilung jeder einzelnen Molekiilsorte in ihrem 
eigenen p,-Raume ohne Riicksicht auf die gleichzeittg in V befind
lichen Fremdmolekiile angibt. Auf dem in N r. 4: geschilderten Wege 
gewinnt man wieder die Berechtigung, die zu erwartende mittlere zeit
liche Hiiufigkeitsverteilung im Gasgemische durch jene seiner Raum
gesamtheit (ygl. (31») zu ersetzen. Die Anzahl der Realisierungsmog
lichkeiten einer aus den bestimmten Partial-Zustandsverteilungen z~l, 
z~~, ... bestehenden Total-Zustandsverteilung Z~,2, ... ) ist dann gleich 
dem Produkte von lauter Ausdriicken R(Z~~), R(Z~~), .. " die analog 
(29) gebaut sind: 

(29A) R(Z~·2, .. . ») = R(Z~;) . R(Z~~) ... 

Urn entsprechend (36) die Summe R(l,s, ... ) fUr aile mit der gegebenen 
Gesamtenergie E vertraglichen Z(l,!, ... ) zu berechnen, wird man sich 
mit Darwin und Fowler 94,) wieder der Verteilungsfunktionen bedienen. 
Dann erhiilt man R(I,2, ... ) als den Koeffizienten von bE in der Poly
nomialentwicklung von 

(35 A) 

in der Form 

(37) R(I,2, ... ) = 2~iJ /:1 [F1(b)]NC1). [F2 (b)]N C2 ) ••• 

r 

und findet die den Gleichungen (38) und (39) entsprechenden Be
ziehungen, indem man dort ebenfalls an Stelle von [F(b)]N das Pro
dukt (35A) einsetzt. Die gleiche Argumentation wie in der vorigen 



6. Die Boltzmannsche Verteilung bei beliebigen statistischen Gebilden. 915 

Nummer fiihrt zu der Bedingungsgleichung 

ad: (bE. [Fl (~)t(1)· [F2(~)]N(2). [FS(~)]N(3) . •. } = 0 

fiir die GroBe .a-, welche die asymptotische Darstellung dieser und 
ailer verwandt gebauten Integrate fiir sehr groBe E, N(l), Nt!), N(S), ••• 

ermoglicht. Man erhiilt so 

(40A') E = N(l).a-. dlog Fl(.{7)+N(~./}-. dlogFt C-3-) +N(S).a-. dlog Fs(&) + ... 
d-3- d.{7 d.{7 • 

Die Energie, welche z. B. der ersten Komponente des Gasgemisches 
zukommt, ist nun keine konstante GroBe mehr; sie schwankt um einen 
Mittelwert El , der mittels einer iihnlich wie (36) gebauten Summe zu 

(olA) E = N(l)./}-. dlogF1 (-3-) 
1 d-3-

gefunden werden kann. Gleiches gilt naturgemaB auch fiir die iibrigen 
Komponenten des Gasgemisches. Man hat also 

(40AA) E = E1 + EJ + Es + ... 
und bemerkt, daB die Ausdriicke (51) fur die einzelnen Gemischkom
ponenten formal vollstiindig mit Gleichung (40) fUr das energetisch 
abgeschlossene Einzelgas iibereinstimmen. Fiir die Boltzmannsche Ver
teilung jeder Molekiilsorte erhalt man iibereinstimmend mit dem Friiheren 

(41 A) ~(l) = N(l). _!I4}(E1+Et,v , usf., 
~gl-3-(EI+Et,l) 

1=1 
( *) -3-E(qk,Pk ,a*). d 

(50 A) ~(1) = N(l) • M(l) (V, &) . (98/ q~,Pk' a " t J ,usf.; 
I . Jg(~'Pk' a*) ,a.E(2k ,Pk , .. *) • dt 

hierbei unterscheiden sich die Maxwellschen Geschwindigkeitsvertei
lungsausdriicke M(l) (V, &), M(2) (V , .a-), • •• nach (49) nur hinsichtlich 
der den einzelnen Molekiilsorten zukommenden Massen M 1 , M 2 , ••• , 

6 b. Fester Korper und Hohlraumstrahlung. Die bisherigen 
Methoden und Ergebnisse sind mit Leichtigkeit auch auf beliebige 
statistische Gebilde anwendbar, wenn auf sie eine sinngemiiBe Erwei
terung der in den Nummern 2-4, gemachten Ansiitze moglich iat. 
Dazu ist' vor allem erforderlich, daB sich ein solches Gebilde aus 
einer sehr groBen Anzahl von im allgemeinen voneinander unabhiin
gigen, gleichartigen Teilgebilden zusammensetzen liiBt, deren Wechsel
wirkungen ala von vernachliissigbar kurzer Dauer angesehen werden 
konnen und denen ein hinreichend groBer Energiebetrag gemeinsam 
ist. Beispiele solcher Gebilde sind die gebriiuchlichen Modelle belie
biger fester Ki3rper, insbesondere von Kristallen, deren Molekiile (lonen, 
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Atome, eventuell Elektronen) durch quasielastische Krafte aneinander 
gebunden sind (V 25, Atomtheorie des festen Zustandes (M. Born»), ferner 
die Hohlraumstrahlung (V 23, Theone der Strahlung (W. Wien»). 

In den genannten beiden Fallen stellt es sich als moglich heraus, 
den Bewegungszustand des Gebildes mit Hilfe von Normalkoordinaten 
zu beschreiben 111); die Bewegh.ngsgleichungen zerfallen dann in lauter 
gleichgebaute Beziehungen von der Form 

d'q (52) dt! + 4n!v2 • q = 0, 

welche man als Schwingungsgleichung eines linearen harmonischen 
Ossi71ators zu bezeichnen pflegt, wenn die darin auftretende Koordi
nate q als Elongation eines um seine Ruhelage linear schwingenden 
Massenpunktes m aufgefa.Bt wird. Die Frequenzen v in (52) entspre
chen den verschiedenen Eigenschwingungen des festen Korpers, be
ziehungsweise des durchstrahlten Hohlraumes. Die Anzahl der Eigen
schwingungen, welch en eine Frequenz zwischen v und v + dv zu
kommt, betragt fiir beliebig geformte Volumilla V112) beim festen. 
Korper 

(53 a) N (). d - 12nll!' dll V 
FE V V - VB , 

(v eine mittlere Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir transversale und 
longitudinale Wellen), bei der Hohlraumstrahlung hingegen 

( 8nll!' d'll V (53 b) NHs v)· dv =--ca-
(c Lichtgeschwindigkeit). Die Hohlraumstrahlung besitzt unbegrenzt 
viele Freiheitsgrade, ihr Frequenzspektrum kann als stetig angesehen. 

111) Betl'eifs del' Kristalle vgl. fur das Folgende V 25 (M. Born), insbes. 
Nr. 18 und 19. Bezuglich del' Hohlraumstrahlung siebe V 23 CWO Wien), ferner
P. Debye, Ann. d. Phys. 38 (1910), p. 1427; M. v. Laue, Ann. d. Phys. 44 (1914). 
p. 1197; H. A. Lorentz [1], p. 23; A. Rubinowicz, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 96, 
und M. Planck [1]. - Eine GegenubersteUung von Kristall und Hohll'aumatrah
lung findet sich z. B. bei L. Flamm, Phys. Ztschr. 15 (1918), p. 116, 166, und_ 
M. Planck [1]. 

Fiir FlUssigkeiten ist ein allgemeine!", fUr obige Zwecke verwendbarer An
satz noch nicht bekannt geworden. Hingegen sind ahnliche Ansatze wie beim 
festen Korper auch auf die Translationsbewegung von Gasen bei sehr tiefen Tem
peraturen angewendet und zur Berechnung des quantentheoretischen Ausdrucks. 
fiir die chemische Konstante benutzt worden. S. dariiber Nr. 19. 

112) Hinsichtlich der Unabhiingigkeit von Form und GroBe des Volumens 
vgl. F. Hasenohrl, Phys. Ztschr. 7 (1906), p. 87; H. Weyl, Math. Ann. 71 (1911),. 
p. 441; Crenes J. 141 (1912), p. 163; 143 (1914), p. 177; Palermo Rend. 89 (1915), 
p.l; M. v. Laue, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 1197; femer V 24, WeUenoptik 
(M. v. Laue), Nr. 44. 
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werden und erstreckt sich ins Unendliche. Der feste Korper hingegen 
besitzt eine endliche, wenn auch sehr grolle Zahl von Freiheitsgraden 
N FK, denen genau genommen eine diskrete Reihe von Frequenzen 
entspricht; er hat daher eine endliche kleinste, sowie eine gro6te 
Frequenz, von denen erstere jedoch praktisch stets Null gesetzt und 
letztere, die Debyesche Grenzfrequenz v D, durch die Beziehung 

t'D 

(03 a') 12"'V J 2 d N -- • V· v = FK 
VS 

o 

approximiert werden kann. 
Es ist nun leicht zu sehen, daB die statistische Behandlung des 

Festkorpers oder der Hohlraumstrahlung ganz analog jener eines Gas
gemisches erfolgen kann. An Stelle jeder Komponente des Gasge
misches treten samtliche Eigenschwingungen gleicher Frequenz, die 
das betrachtete Gebilde besitzt. Um die Uberlegungen von Nr. 4, und 
5 auch hier an wenden zu konnen, mu6 man voraussetzen: 

(1) daB zwischen den Eigenschwingungen gleicher Frequenz 
ungehinderter Energieaustausch stattfinden konnen muS, 

(2) dall dies auch fur Eigenschwingungen verschiedener Fre
quenz moglich istYS) 

Bedeut-et nun F(v,~) die Verteilungsfunktion einer Eigenschwingung 
(eines Oszillators) von der Frequenz v, so hat man zur Aufsuchung 

113) 1m Falle der Bohlraumstrahlung pHegen diese Annahmen tatsachlich 
auch explizit ausgesprochen zu werden; in der Tat entspricht die Rolle des 
Planckschen Kohlest(J;ubchens, welches dazu bestimmt ist, die Umkehrbarkeit der 
mit der Hohlraumstrahlung vorgenommenen thermodynamischen Prozesse sicher
zustellen (vgl. M. Planck [1], § 68), diesen Voraussetzungen. - Fur den festen 
Korper scheint nur H. A. Lorentz [1], Note VITI, p. 112/114, besonders auf die 
l'iotwendigkeit derartiger Annahmen hingewiesen zu haben, die iibrigens auch 
mit dem Problem der Wiirmeleitfiihigkeit eines Kristalls in engem Zusammen
hang atehen. [Ohne unmittelbare Beziehung zu (1) und (2) auch vermutet bei 
M. Born, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 185, SchluBabsatz. Der dort behandelte 
und zu dieser Vermutung fiihrende Fall stellt ein "unvollstandiges Gleichge
wicht" dar, beziiglich deB Ben auf Anm.85) verwiesen werden mage.] Das Problem 
der Warmeleitiahigkeit muB gegenwartig noch als ganzlich ungeklart ange
sehen werden [s. V 26 (M. Born), Nr.31) Ende] , doch ist eB wohl wahrschein
lich, daB man dabei kaum ohne Beriicksichtigung dieser Annahmen wird aus
kommen kannen, auch dann, wenn man wie bei hohen Temperaturen unelastische 
Schwingungen im Kristall zulassen muB (vgl. V 25, Nr. 34:). Strenggenommen 
iet die gewohnliche und Quantenstatistik (und damit die Thermodynamik, siehe 
Nr. 7) der Festkorper ala nicht ganz einwandfrei begrundet anzusehen, solange 
man sich der Notwendigkeit obiger Annahmen nicht bewuBt wird. Vgl. auch 
Anm.137). 
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des Boltsmannschen Verteilungszustandes analog (35A) das Produkt 

(35B) P( = II[F(v, t)]N(7).d7 
~ 

zu bilden, worin N(v) . a'll, je nachdem, ob es sich um den Festkorper 
oder die Hohlraumstrahlung handelt, den .Ausdruck (53a) oder (53b) 
bedeutetj Approximation durch ein Integral ergibt 

(35BB) logP(t) = fF(v, b)· N(v). a'll, 
wobei vorausgesetzt werden muB, daB (35B) bzw. (35BB) fur I bl < 1 
konvergieren. Die in (35BB) auftretende Integration hat beim festen 
Korper von v = 0 bis v = 'I'D zu erfolgen, bei der HohlrauIDstrahlung 
von '11= 0 bis '11= 00. An Stelle von (37 A) tritt jetzt fur eine ge
gebene Gesamtenergie E des FestkOrpers bzw. der Hohlraumstrahlung 

1 fat (37 B) R = hi tE+l PCb) 

und man findet 

(40 B) 

r 

E = -17 a log P(fi) . 
d.ft 

Dem Mittelwert der Energie der Molekule einer beliebigen Komponente 
des Gasgemisches entspricht nun hier die mittlere, auf die N(v) . dv 
Eigenschwingungen (Oszillatoren) des Frequenzintervalles dv entfal
lende Energie E". dv. Analog (51A) betragt sie 

(51B) E,.. dv = N(v)· av· -17 Ologo~("'.ft), 

und wegen (35 BB) ist ersichtlich 

(40BB) E .rE". a'll, 
mit dem gleichen Integrationsbereich wie (35BB). -

Die wirkliche Ausfuhrung obiger Formeln sowie auch die Auf
steHung der zu ( 41 A) analogen Boltsmannschen Verteilung fur die 
Eigenschwingungen (Oszillatoren) selbst, erfordert die Kenntnis der 
Verteilungsfunktion F (v, b), zu deren Ermittlung auf die Sch wingungs
gleichung (52) zuruckgegangen werden muB. Fassen wir sie, was 
formal ohne Einschrankung der Allgemeinheit moglich ist, direkt als 
Oszillator-Bewegungsgleichung des Massenpunktes m auf, so entspricht 
ihr die Energie 

(54) 

welche nunmehr an Stelle der Molekiilenergie der bisherigen Betrach
tungen zu treten hat. Der p,-Raum dieses Gebildes von einem Frei
heitsgrade ist zweidimensional, und die "Energieflache" (54) stellt in 
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ihm zugleich die einzige, zu E = a gehOrige ~-Kurve dar. Die beiden 

Halbachsen del' Ellipse (54) in der q,p-Ebene sind y'2ma und ~~v!' 
ihr FH\cheninhalt ·betragt daher ..:.; fiir verschiedene Werte von a er-

v 
halt man eine Schar konzentrischer Ellipsen, deren Flacheninhalte 
also proportional a anwachsen. 

Um die Zelleneinteilung der {L-Ebene vornehmen zu konnen, hat 
man nach Nr. 3 zunachst als a priori gleichhaufige Oszillatorzustande 
die FL-Kurve (54) und alle aus ihr dUl'ch umkehrbare, unendlich lang
sa me Parameterveranderungen hervorgehenden FL-Kurven aufzusuchen. 
Als makroskopisch beeinfluBbal'er Para.meter a* kommt hier nul' die 
Frequenz v in Betracht; wird namlich das Volumen des Festkol'pers 
odeI' eines durchstrahlten HohIraumes umkehrbar unendlich langsam 
("adiabatisch reversibel") geandert, so andern sich hierbei auch die 
Frequenzen alier Eigenschwingungen in der gleichen Art. Bei einer 

Bolchen .A.uderung von v andert sich nun auch ex, die GroBe ~ hin-
v 

gegen bleibt, wie Ehrenfest unter Benutzung eines Satzes von Boltz
mann gezeigt hat 114), invariant. Nach del' in Nr. 3 und Nr. 3A ver
wendeten Bezeichnungsweise ist also 

(55) 1 = E(q~P'iJ. 

eine Parameterinvariante (Adiabatische Invariante) des Oszillators bzw. 
jeder Eigenschwingung des Festkorpers oder des Hohlraumes, und 
zwar, wie man leicht einsieht, die einzige. Entsprechend (12) wird 
man also eine Ellipsenschar 

(56) 1 = ho, 1 = hI' 1 = h" ... , 1= h", 
wahlen konnen, urn die Zellen der ~-Ebene festzulegen; (56) kann 
mit Benutzung von (55) auch in del' Form geschrieben werden 

(56 a) E=hov, E=h1v, E=h2 v, ... , E=hnv, 
Die Konstanten ho, hll h2' ... , h1l , ••• sind erslchtlich von del' Dimen
sion einer Wirkungsgroj3e; hinsichtlich ihrer besonderen Wahl kann, 
wie bereits in Nr. 3 hervorgehoben, a priori gar nichts ausgesagt wer
den 115), vielmehr darf dariiber nur mit Berufung auf die Erfahrung 

114) P. Ehrenfest, Proc. Amsterdam Abd. 16 (1914), p. 591; Ann. d. Phys. 
51 (1916), p. 327, Anhang I; ferner L. Boltzmann, Wiss. Abh. Bd. I, p. 26, 228; 
PIinzipien der Mechanik (Leipzig 1904), Bd. II, § 39, 40, 41, 48; R. Clausius, 
Pogg. Ann. 142 (1870), p. 211. Siehe auch Anm. 48) und 71). 

115) Da. E mit he zugleich verschwindet und der Fall ho < 0 physikalisch 
bedeutungslos ist, kann nur geschlossen werden, daB ho = 0 zu setzen ist, was 
dem Ursprung der p, q-Ebene entspricht. Vgl. Anm.42). 
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(Nr.9) entschieden werden. Wenn entsprechend (13) h"_1 < h .. < h,,+l 
(=) (=) 

vorausgesetzt wird, so sieht man, daB die Fliiche der nten Zelle durch 

(56 b) ~,,= h" - h,,_l 

(vgl. (14») bestimmt ist. Die geometrische Bedeutung von (55) ist 
also. die folgende: Verandert man die Frequenz " der Oszillatoren 
bzw. der Eigenschwingungen umkehrbar unendlich langsam, so ver
andern in der p,-Ebene die Ellipsen (56a) ihre Gestalt, jedoch so, 
daB der Flacheninhalt (56b) zwischen je zweien von ihnen ungeandert 
bleibt. 

U m die Verteilungsfunktion hinschreiben zu konnen, hat man 
jetzt nach Nr. 4) jeder Zelle der p,-Ebene ein bestimmtes a priori
Gewicht zuzuschreiben, welches nach Nr. 3, Gleichung (15) nur von 
(55) abhangen kann: Wi.i.hlt man in der nten Zelle einen bestimmten 
Punkt q,., p", durch den die Bahnkurve 

(57) E(q,.,p .. , v) = Mn). " 

hindurchgeht, so wird nun der Zelle zugeordnet 

(a) das Gewicht 

(57a) g,. = g(In) = g [E(q":,.,,,)] = g(M"») 116), 

(b) die ~nergie 
(57 b) E,. = E(q,.,p,., v) = h(")·". 

Uber die spezielle Form der Gewichtsfunktion g(l) kann nach Nr. 3 
von vornherein ebensowenig etwas Genaueres ausgesagt werden, als 
iiber die Struktur (56) bzw. (56110) der Phasenebene. Auch ihre end
giiltige Bestimmung muB der Erfahrung iiberlassen bleiben; doch 
wird es sich im nachfolgenden wenigstens fiir die Hohlraumstrahlung 
als moglich herausstellen, einige qualitative Angaben iiber ihren Ver
Iauf vorherzusagen. - Mit diesen Ansatzen erhi.i.lt man nun fiir die 
gesuchte Verteilungsfunktion 

GO 

(58) F(v, b) =~g,.f;,h<")''I'. 
,,=1 

Da g .. nach (57 a) und (55) sich umkehrbaren, unendlich langsamen 
,,-lnderungen gegeniiber invariant verhaIt, ist im Oszillator-Spezial-

116) DaB die Gewichtsfunktion bei dar Hohlra.umstrahlung von der Form 
(67 a.) sein md, hat P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91, mittels des sta
tistischen Analogons zum II. Hauptsatz der Thermodynamik gezeigt. Vgl. Nr. 8, 
wo darauf hingewiesen wird, daJ3 die bloB wa.hrscheinlichkeitstheoretisch begriin
dete Forderung (16) bzw. (57 a) hinreichend ist flir die Giiltigkeit des II. Haupt
satzes bei den vorliegenden statistischen Modellen. 
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falle F(v, b) f'iir derartige Anderungen von der Form 

(58 a) F(v, b) = F1 (b') = Fs(v . 10gb). 

Wenn g(I) stetig ll7) ist, kann (58) durch ein Integral ersetzt werden, 
wobei man dann zur Rechtfertigung der Gleichungen (35B), (35 BB), 
(37B), (40B) und (51B) den Grenziibergang N(v). dv __ 00 (vgl. 
Nr. 3 (I» ausfiihren muB. Dann ergibt sich entsprechend (34aa) 

co CD 

F(v, b) = !J Jg[E(q~P''')J' bE(q,P,')' dq· dp, 
o 0 

wo G einen Maifaktor von der Dimension einer Wirkungsgro.Be be
deutet 118); fiihrt man anstatt von q und p die Variable 1 (55) ein, 
so findet man 

~ 

(58b) F(v, b) = ~fg(1) . b!" . di. 
o 

Mit (58) bzw. (58b) erhalt man jetzt fiir die Boltsmannsche Ver
teilung der Oszillatoren bzw. der Eigenschwingungen analog (41 A) 
und (50A) 

(41 B) 

(50 B) 

.&"(n).,, 

N,,(v) . dv = N(v) . dv ~n , 
"" .&"(n)." .,Un 

,,=1 

Nn(v) . dv = N(v) . dv 0,.,(1) . .o-!'''. dIn 

.fg(I) . .o-!'" . d1 
o 

Die Anwendung von (58) bzw. (58b) auf (40B) und (51B) soIl 
lID. folgenden bloB auf die Hohlraumstrahlung 119) erfolgenj die aus-

117) P. Ehrenfest (s. die vorige Anm.) hat auf3erdem den Fall beriicksich
tigt, da6 9 fiir einzeZne Wede von I ( .. Punktbelegung") von der gleichen Gr5f3en
ordnung wird, wie die gleichzeitig vorha.ndene stetige Gewichtsfunktion, integriert 
liber einen endlichen Bereich von I ("Streckenbelegung"). Man kann diesen Fall 
dadurch berocksichtigen, daf3 man ror F(", ~ die Summe von zwei Ausdriicken 
der Form (1i8) und (1i8b) setzt; die Bedeutung von (58) ist dann aber inBofem 
eine etwas gell.nderte, alB dann z. B. gn ereakt nur das Gewicht der p.-Kurve (57) 
darBtellt, wllhrend es in (57 a) fiir a.lle innerhalb der n ton Zelle verla.ufenden 
I'-Kurven steht. Eine formal andere Mi:iglichkeit besteht darin, F(",~) als 
StieZtjesscMs Integral anzusetzen, was auch bei beliebigen Molekiilen fiir F(~ 
geschehen bnn. S. Nr. 9, Gl. (S4 a). 

118) v gl. Anm. lOS). 
119) Die Ableitung obiger Formeln fiir den festen K5rper und die Hohl

raumstrahlung nach der hier befolgten Methode de,. Verteilungsf"nktionen (Nr.os) 
ist allein fiir den quantentheoretiBchen Fall, d. h. mit spezialisierter Gewichts
fnnktion, von C. G. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 
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fuhrliche Darstellung der endgiiltigen quantentheoretischen Behand-
1 

lung 1JO) des Festkorpers mittels dieser FormeIn ist fiir .fr = e -11:1' 

(T absolute Temperatur) bei M. Born, V 25, Nr.20-35 zu finden. 
Bezeichnet man, wie iiblich, die auf die Volumeneinheit ent

fallende mittlere Energie der Hohlraumeigenschwingungen von der 
Frequenz '/I als riiumlicke Straklungsdickte (> ('/I), so folgt hierfdr a us 
(51B) in Verbindung mit (53b) und (58) 

(59) ( ) 8 nv' A olog F, (1/ . log,l)o) 8 n.,,8 F. ( 1 Q.) 
(> '/I = --cs . 'U • o oft = --cs. s '/I. og'U , 

wobei ,ft durch die Energie E der Gesamtstraklung 
00 00 

(60) ~ = j(>(v) . d'/l = 8c:.['/I8 • Fs('/I .log-lt) . d'/l 
o 0 

nach Gleichung (40 b) festgelegt ist. Der zeitlich-riiumlicke mittlere 
Strahlungszustand im Hohlraume ist also durch die Zustaniisgrof3e .fr 
bestimmt, welcke in die Straklungsdickte (>('/1) nur in der Verbindung 
'/I . log -It eingekt. Dies entspricht der Aussage des Wienscken Verschie
bungsgesetzes, das sonst meist auf thermodynamisch·elektrodynamischer 
Grundlage abgeleitet zu werden pfiegt.121) Obige Begriindung setzt 
namentlich die dazu unerlaBlichen elektrodynamischen Voraussetzungen 
klar in Evidenz, welche sich auf das Ergebnis der Abziihlung der Hohl
raumeigenschwingungen (53b) und die Benutzung der harmonischen 

(1922), p. 262 angegeben worden. Des alteren Verfahrens (Nr. I) b) bedienen sich 
sowohl im sogenannten "klassischen" (g = const.), wie im quantentheoretischen 
Falle aIle iibrigen Autoren, vor allem M. Planck [1]. Den aligemeinen Fall be
Hebiger Gewichtsfunktion g(l) hat bei dar Hohlraumstrahlung - ebenfalIs mit
tels des alteren Verfahrens (Nr. lib) - P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91 
behandelt. VgI. diesbeziiglich die Anmerkungen 116) und 117). 

120) d. h. mittels der von der Quantentheorie bzw. von der Erfahrung ge
forderten speziellen Gewichtsfunktionj vgl. Nr. 9. 

121) Vgl. etwa V 28 (W. Wien) oder M. Planck [1], § 71-90. - Laat man 
die auf p. 917 genannte Bedingung (2) fallen, so erhalt man das Verschiebungs
gesetz fiir die Eigenschwingungen gleicher Frequenz ." gesondert, wobei diesen 
dann eine bestimmte, willkiirlich vorgegebene Energie E(~) und ein durch (51 B) 
daraus abzuleitender Zustandsparameter 08'(1') entspricht, der nun fiir verschiedene 
" beliebig verschieden ausfallen kann. Die entsprechenden Ergebnisse dar aut 
etw&B verschiedenen Voraussetzungen beruhenden elektromagnetischen U"berlegung 
finden sich z. B. bei M. Planck [1], § 91-106. - Wird von der Bedingung (2) 
beim futen KiYrper abgesehen, so zeigt sich mit Hilfe der in den beiden nach
folgenden Nummern angestellten Uberlegungen, daB diese Ergebnisse die Unmog
lichkeit einu thermodynamischen GZeichgewichtseustanacs bei ihm zur Folge hatten -
woraus sich namentlich die UnerliUHichkeit dar Bedingung (2) besonders drastisch 
demonstrieren laJ3t. 
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Schwingungsgleichungen (52) beschranken.122) - Indem man in das 
Integral (60) anstatt 11 die GroBe v . log a- als neue Integrationsver
iinderliche einfuhrt 123), ergibt sich ferner, da(.S die Gesamtstrahlung der 

vierten Potenz von lO~,& proportional wird, was dem Stefan-Boltzmann

schen Gesetze fur die Gesamtstrahlung entspricht, jedoch erst mittels 
der in den folgenden beiden Nummern erfolgenden Klarstellung des 
Temperaturbegriffes abschlieBend begrundet werden kann. 124) 

Die bisher gezogenen Folgerungen geIten fur ganz beliebige Ge
wichtsfunktionen g(l), soferne diese die Bedingung (60) fUr die End
lichkeit der Energie der Gesamtstrahlung erfullen.125) Man sieht aber 
leicht, daB diese Bedingung keineswegs von jeder GewichtsfunktioD 
befriedigt werden kanD; setzt man z. B. 9 = 1, so wird aus (58b) 

(58bb) 1 1 
F(v, ~) = 71 . 1 

".logy 

122) Der in Anm. 114 zitierte Boltzmannsche Satz gilt fUr beliebige pet'io
dische Systeme (vgl. Nr. 3.A.), so daB die Beschrankung auf die spezielle harmo
nische Schwingungsgleichung bei obigen Betrachtungen (und ahnlich fast iiberall 
in der Strahlungstheorie) unwesentZich ist, wenn nur die Freque'/1Z (reziproke Pe
rio de) des Systems von dessen Energit unabhiingig ist. 

123) Vgl. z. B. M. Planck [1], § 86. 
124) O. G. Darwin und R. H. Fowler (vgl. Anm. 119) haben hervorgehoben, 

daB eine salcha Ableitung des Stefan.Boltzmannschen Strahlungsgesetzes weder 
Existenz noch GroZe eines Strahlungsdruekes p "Vorau8setzt, ein solcher jedoch 
umgekehrt daraus gefolgert werden kann. In der Tat erhalt man aus diesem 
Gesetze rein thermodynamisch 

pV =tE 
und daraus geht hervor, daB die elektromagnetischen Voraussetzungen zur Ab
leitung des Maxwellschen Strahlungsdrucke$ mit jenen iibereinstimmen, welche 
oben fUr daB Wiensche Verschiebungsgesetz namhaft gemacht worden sind. Eine 
spezielle Wahl der Gewichtsfunktion ist fiir seine Begriindung also ebensowenig 
erforderlich, wie fUr das Stefan-Boltzmannsche Gesetz. 

125) Da sich (53 a) und (53 b) bloB um einen Zahlenfaktor voneinander 
unterscheiden, gelten diese Folgerungen gleicherweise fUr den festen Korper, wo 
z. B. dem Stefan-Boltzmannschen Gesetze, bzw. seinen Differentialquotienten nach T, 
das bekannte Debyesche TS-Gesetz der spezifu,chen Wiirme bei tiefen Temperaturen 
entspricht [vgl. V 25 (M. Born), Nr.26]. DaB TS-Gesetz des Festkiirpers hat 
also keine Bpeziellere Gewichtswahl zur Voraussetzung alB die schwarze Strah
lung; liber seine Grenzen vgl. Ol. Schaefer, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 287; 
M. Planck [1], p. 217. Wegen der Endlichkeit der Debye3chen Gl'enzfl'equenz "D 

sind die weiter unten ;aus der Endlichkeit der Gesamtstrahlung (60) gezogenen 
Schlusse iiber die Gewichtsfunktion fur den festen Korper jedoch erst dann bin
dend, wenn man das TS-Gesetz ala Erfahrungssatz ansieht, dem die Gewichts
wahl angepaBt werden mutl. 
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und das Integral (60) divergiert (,,Rayleigh-Jeans-Katastrophe" nnch 
Ehrenfest, weil dieser Ansatz zum Rayleigh-Jeansschen Strahlungs
gesetze fiihrt). Die genauere Diskussion der Bedingung (60) ist von 
Ehrenfest 126) ausgefiihrt worden, kann hier aber nur hinsichtlich 
einiger ihrer Ergebnisse wiedergegeben werden. Ehrenfest bezeichnet 
die Bedingung der Konvergenz von (60) ala "Violettforderung", die 
weitere, daB Ft(v .log~) sich fur kleine Werte von v .log-B- wie 
(58 bb) verhalte, ala "Rotforderung". Er findet dann: 

(A) Die Violettforderung ist mit einer stetigen Gewichtsfunktion g(I) 
("reiner Streckenbelegung") unve;rtriiglich. 

(B) Damit sie erfiillbar wird, muS der Energiewert E = 0 (1 = 0) 
ein Sonde;rgewicht go erhalten und g(l) bei Annaherung an 1 = 0 
starker als von iler eweiten Ordnung gegen Null gehen. 

(0) Die Rotforderung zeigt sich nur dann nicht erfullt, wenn g(l) 
fiir groBe 1 zu stark gegen Null abnimmt. 

Noch weitergehende Aussagen iiber das Verhalten von g(l) sind 
bloB dann moglich, wenn man weitere, durch die bisherigen Betrach
tungen nicht mehr nahegelegte Einschrankungen, etwa beziiglich des 
Verhaltens von (59) postuliert; solche Bedingungen Mnnen nur mehr 
im Wege des unmittelbaren Vergleiches von (59) mit den experi
mentellen Ergebnissen iiber die Energieverteilung im Normalspektrum 
gewonnen werden und sollen daher erst an spii.terer Stelle (Nr.9) zur 
Erorterung gelangen. 

7. Thermodynamisches Gleichgewicht zwischen beliebigen war
men Xorpern. In den vorigen beiden Nummern ist die Ableitung der 
Boltemannschen Verteilttng fUr beliebige statistische Gebilde insofern 
zunii.chst bloB formal vorgenommen worden, als es nach aufJen ener
getisch vollkommen abgeschlossene Systeme in Wirklichkeit gar nicht geben 
kann. Von der bisher stets mitgefiihrten Bedingung, daJl die Energie
summe aller Teilgebilde (Molekii.le bzw. Oszillatoren oder Eigen
schwingungen) fiir jede vorkommende Zustandsverteilung strengge
nommen exakt gleich E sein muBte, befreit man sich, indem man 
derartige Gebilde in energetisch-the;rmischer Wechselwirkung untereinander 
der Betrachtung unterzieht. 

7 a. Empirische Temperatur. 

F1(b), F 2W, 
sollen die Verteilungsfunktionen (34c)J:beliebig vieler verschiedener 

126) P.Ehrenfest, Ann. d. Phys. 86 (1911), p. 91. Vgl. dazu femer P. Ehren
fest, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 543, wo sich auch einige hier nicht an
gefiihrte Literaturangaben zur Geschichte des Problems finden. 
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Gase mit den Molekiilanzahlen Nl1 N2 , ••• und den V olumina V 1, V 2, .•. 

bedeuten, 
P (l) () p(2) 

FKS' FK"" 

die Verteilungsfunktionen (35 B) beliebig vieler, diese Volumina be
grenzender fester Korper und endlich PHS(s) die Verteilungsfunktion 
der Hohlraumstrahlung. Wenn wir aile diese Gebilde in energetischer 
W echsel wirkung untereinander betrachten, so hat es keine Schwierig
keit, das Darwin-Fowlersche Verfahren (N r. I) a) auch auf sie zur An
wen dung zu bringen. Wie in den beiden vorigen Nummern erhalt 
man die Summe R der Realisierungsmoglichkeiten aller von ihnen 
ausfiihrbaren Zustandsverteilungen, indem man den Koeffizienten von SE 
der Potenzentwicklung des Ausdruckes 

Il[F(s)]N· II[PFK(~)]· PHSC~) 
mittels der Cauchyschen Integralformeln zu 

f dt - ... 
R = 2~i ~E+l IT [FWY' IT PFKCm· PHS(t,) 

r 

berechnet. Fiir die GroBe .ft, welche die asymptotische Entwicklung 
dieses und aller ahnlich gebauten Integrale anzugeben gestattet, erhalt 
man die zu den friiheren Fallen analog gebaute Bedingungsgleichung 

welche fUr die Gesamtenergie zu der Beziehung 

(61) E _ "" . . d log F(&) "" d log PFKW) d log PHS(ft) 
- .c.; N.ft d& + ,.c.; .a- d & + {}o -----.cd&~~ 

ffthrt. Dieser Ausdruck besteht ersichtlich aus lauter Summanden, von 
denen jeder nur einem bestimmten unter den Gasen, festen Korpern 
oder der Hohlraumstrahlung zugehOrt. Auf ganz ahnlichem Wege, wie 
dies beim Gasgemische (Nr. 6a) geschehen ist, iiberzeugt man sich, 
daB jeder Summand die mittlere Energie darstellt, welche dem be
trefl'enden Gebilde wahrend hinreichend langer Beobachtungszeit zu
kommen wird. Bezeichnet man diese mittleren Energien mit E(N), EF K, 

EHs, so bringt 

(61 a) E=~E(N)+~EFK+EHs 

die mittlere Energieverteilung zwischen den verschiedenen in Energie
austausch befindlichen Gebilden zum Ausdruck. Die urspriingliche 
Form (61) dieser Beziehung setzt nun die wichtige Eigenschaft in 
Evidenz, daf3 dieser mittlere Verteilungszustand durch eine einzige, allen 

s me k ai, Allgem. Gru:J.dl. d. Quantenstatistik u. Qu&ntentheorie 60 
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Gebilden gemeinsame Zustandsgro{3e .& gekennzeichnet ist. 127) Eine der· 
artige GroBe bezeichnet man in der makroskopischen Thermodynamik 
als empirische Temperatur 128) der miteinander in Energieaustausch be
findlichen Gebilde, womit sich zugleich herausstellt, daB diese tatsiich
lich als Modelle warmer Korper brauchbar sind; der mittlere Zustand 
selbst wird dann als ihr thermodynamisches Gleichgewicht bezeichnet. 

Man uberzeugt sich leicht, daB die Ergebnisse der beiden vorigen 
Nummern hinsichtlich der Boltzmannschen Verteilung bei einzelnen 
Gasen, Gasgemischen, festen Korpern und der Hohlraumstrahlung auch 
unter den hier benutzten allgemeineren energetischen Voraussetzungen 
unverandert zu Recht bestehen; der einzige Unterschied besteht darin, 
daB man fur .& nunmehr bei allen in "thermischer Beruhrunr/' befind
lichen warmen Korpern den gleichen Wert einzusetzen hat. Fur den 
einzelnen thermisch nicht isolierten warm en Korper hiingt {)o jetzt also 
nicht mehr von einem bestimmten willkurlich vorgegebenen, sondern 
von seinem mittleren Energieinhalte, ferner von den Werten der auBeren 
makroskopischen Parameter a * ab. 129) Die hier statistisch definierle 
empirische Temperatur eines warmen Korpers ist also genau so wie 
jene der makroskopischen Thermodynamik eine Funktion seiner inneren 
Energie E und, falls man von der Mitwirkung weiterer Parameter abo 
sieht, seines Volumens V. 

Wahlt man als MaB fur die empirische Temperatur, wie in der 
makroskopischen Thermodynamik gebrauchlich, aber an sich willkiir· 
lich, die Warmeausdehnung einer besonderen thermometrischen Sub· 
stanz, eines idealen Gases, so liiBt sich der Zusammenhang dieser GroBe 
mit {)o leicht aufsuchen. Das Modell eines solchen einatomigen Gases 
erhalt man aus dem allgemeinen, in Nr. 2, 3 und 4 behandelten Mo· 
delle, indem man einfach von der inneren Bewegung der Molekiile 
absieht. Die Verteilungsfunktion des idealen einatomigen Gases ist daun 
durch (47) allein gegeben, seine Energie (bzw. mittlere Energie, wenn 
es in thermischem Gleichgewicht mit anderen warm en Korpern steht) 
nach (40) durch 

127) Das in Nr. () b geschilderte altere Verfahren fiihrt in aHem, wenn 
auch nicht ganz 80 iibersichtlich, zu den gleichen Ergebnissen. Die Gemeinsam-

keit der GroBe .{jo bzw. log ~ = -6-1 geht insbesondere' daraus hervor, daB die Be

dingung konstanter Gesamtenergie der miteinander wechselwirkenden statistischen 
Gebilde einen einzigen, ihnen allen gemeinsamen Lagrange-Multiplikator .{jo1 er
fordert. Vgl. P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657, § 4. 

128) Vgl. M. Born, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 218, 249, 282; § 2. 
129) V gl. Nr. () a Ende. 
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3 

(62) E =N·{)-· dlogF(&) =N· {)-.~ 110g [(2"M)2~Jl = 3N._l_. 
d& d-IT 1 1 Gt 2 1 1 

og {i og;a: 

Bedeutet p den Druck des idealen Gases, R die Gaskonstante und 
T die "absolute" Temperatur der gasthermometrischen Skala, so ist 
pro Mol 

(63) 2 
pV=R.T=3 E. 

Man findet also, wenn jetzt fur N die Anzahl der Molekiile pro Mol, 
die Loschmidtsche Zahl genommen wird, 

(64) ~ = k. T130), 

log-:a;-

wobei 

(65) 
R 

k=N 

universell und von der Dimension Energie pro Grad ist und als Boltz
mannsche Konstante bezeichnet zu werden pflegt. (62) und (64) er
geben zusammen fur den Energieinhalt des idealen einatomigen Gases 

(62a) E=3N.\T j 

da die Anzahl der Translationsfreiheitsgrade jedes der N Molekule drei 
betragt, entfallt auf jeden Freiheitsgrad der gleiehe mittlere Energie-

betrag k ~ T. Ein derartiger Satz von der Gleichverteilung der Energie iiber 

die Freiheitsgrade muB sieh, wie die Ableitung von (62) aus (47) bzw. 
(34 bb) zeigt, stets dann ergeben, wenn die Molekiilenergie eine homo
gene quadratische Form der in ihr vorkommenden Variablen ist und die 
Gewichtsfunktion konstant gesetst werden darf. Da der Ausdruck (54) 
fijr die Oszillatorenergie die erstgenannte Bedingung erfullt, so findet 
man dies en Satz in der Tat auch fiir den festen Korper und die Hohl
raumstrahlung, wenn man fur diese beiden Gebilde versuchsweise die 
Gewiehtsfunktion konstant setztj der mittlere, auf jeden Freiheitsgrad 
entfallende Energiebetrag wird hier .kT, entsprechend dem Umstande, 

daB zu dem Mittelwerte der kinetischen Energie k: pro Freiheitsgrad 

ein gleichgroBer Betrag an mittlerer potentieller Energie hiuzutritt.1S1) 

130) Die am Ende von Nr. 3 aus theoreti~chen Grunden als zulassig be
zeichnete beliebige Translationsgewichtsfunktion gt(Et) wiirde in (62) und (64) im 
allgemeinen zu ganz andersartigen Abhangigkeiten von & fuhren kOnnen. Siehe 
auch Nr. 9, p. 952. 

131) Die Annahme g = const. ist indessen, wie sich bei der Hohlraumstrah
lung bel'eits in Nr. 6 b gegeniiber der ;Violettforderung" gezeigt hat, unzulassig; 

60· 
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Wenn in die Formeln der beiden vorhergehenden Nummern 
1 

(64a) .1)0 = e-i:T 

eingefuhrt wird, so erhi:ilt man den Energieinhalt sowie die Boltsmann
sche Verteilung fUr Gase, Gasgemische, feste Korper und die Strahlun!S 
ausgedruckt als Funktionen der gasthermometrischen Temperatur. Bei 
der Strahlung ergibt sich das. Wiensche Verschiebungsgesets in der fib
lichen Form 

(593) 

und aus (60) das Stefan-Boltsmannsche Gesets, wonach die Gesamt
strahlung der vierten Potenz von T proportional ist. 

7 b. Energie·Schwankungen. Wie zu Beginn von 7 a bereits ge
zeigt worden ist, verhalten sich die einzelnen Bestandteile eines aus 
Gasen, festen Korpern und Hohlraumstrahlung zusammengesetzten 
thermischen Systems praktisch genau so, wie wenn sie gegeneinander 
thermisch isoliert waren, dabei aber die gleiche Temperatur .j). bzw. T 
besitzen wurden. Ein wesentlicher Unterschied besteht nur darin, daB 
der Energieinhalt jedes dieser Bestandteile nicht konstant bleibt, sondem 
sckwankt, so daB durch die gemeinsame Temperatur nur ein mittlerer 
Energieinhalt fur jeden von ihnen eindeutig bestimmt wird. Bedeutet 

F.A(~) die Verteilungsfunktion des Bestandteiles A und IIF(~) das 
(,d) 

Produkt der Verteilungsfunktionen alIer fibrigen Bestandteile, so ist 

beim festen Korper ergibt sich dasselbe, wenn man das Debyesche TB·Gesetz ale 
Erfahrungssatz beriicksichtigt, vgl. Anm. 125) und Nr. 9. - Fiir hohe Tempera. 
turen und kleine Eigenschwingongsfrequenzen hingegen ist 9 = const. eine brauch
bare Nitherung; beim' festen KBrper ergibt sie den Gleichverteilungssatz in 
der Gestalt des Dulong-Petitschen Grensgeset~es der spesifi,schen Wiirmen [V 25 
(M. Born), Nr. 20], bei der Hohlraumstrahlung als Bayleigh-Jeanssches Grens
gesets [V 23 (w: Wien) , Nr. 4A., 6; siehe femer die "Rotforderung", oben, 
Nr. 6b). -

Die im Text angegebenen Bedingungen sind indessen nur hinreichend fiir 
das Zustandekommen des Gleichverteilungssatzes in der Form (62a); ihre Not
wendigkeit ist nur filr die mit Hll.ufigkeitsansi!.tzen arbeitenden Modelle [Nr. S (II)] 
evident. Diesbeziigliche Zweifel von W. Peddie, Proc. Edinburgh Roy. Soc. 26 
(1906), p. 180 hat P. Ehrenfest, cbenda 27 (1907), p. 195 geklll.rt. Hinsichtlich 
rein mechanischer Modelle ist die Frage dieser Bedingungen noch unerledigt, 
vgl. Anm. 18); quasiergodische Modelle ergeben dagegen stete den Gleichverlei
lungssatz, aber fiir die kinetiscbe Energie a.llein. S. Anm. 14). - Beziiglich der 
Giiltigkeit des Gleichverteilungssatzes fiir hohe Ozillator- bzw. Rotatorfrequenzen 
vgl. man die Diskussion iiber diesen Punkt bei G. Jaffe, Ann. d. Phys. 74 (1924), 
p. 628 und R. Becker, A.nn. d. Phys. 75 (1924), p. 556 
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entsprechend (38) der mittlere Energieinhalt EA von A durch 

(66) R E lf d~ d 'n • A = 2ni tE+1 ~d~[FA~)]' [F(~)] 

b t · t b . r (A) es Imm , wo el 

R = ~ f :£1 FAm ·rr [F(~)]. 
n~. ~ 

r (A) 

(67) 

1m Fall eines Gases hat man fiir FA (6) den .A.usdruck (35) einzu
fiihren, fur ein Gasgemisch, einen festen Korper oder die Strahlung 
die Ausdrucke (35A) bzw. (S5B), (35BB). Dann ergibt sich (vgl. 
z. B. (51A)) 
(66 a) EA = it d log !!A(It) = k. Ti. dlog FA (k· T). 

d.ft dT 

Sei nun EA , L ein beliebiger, mit der gegebenen Gesamtenergie E des 
thermischen Systems vertriiglicher Energiewert von A I so wird das 
mittlere Schwankungsquadrat von EA 

(EA,L - EAl = E~,L - E~. 

Zur Ermittlung dieses .A.usdruckes hat man also noch 

E~,L 

zu berechnen, was z. B. im Falie eines Gases (Nr.5) folgendermaBen 
geschehen kann: 

Bedeutet Z<t) eine beliebige Zustandsverteilung des Gases und E A, L 

die ihr entsprechende Energie, so hat man, entsprechend (30) 
OC) 

E = ~ N(Al . (E(A) + E(A») . A,L ~ L,l I t,1 

1=1 

Wendet man den Operator ~. :~ zweimal hintereinander auf 

[ 
~ (A) (A)]lil A 

FAm=[F(A)mtA= ~g;A).~EI +Et,l 
1=1 

an, so erhiilt man nach .A.usfiihrung del' Polynomialentwicklung fiir 
das allgemeine Glied derselben 

R(Z<:») . E~, L • ~EA, L • . 
Urn E~L zu berechnen, hat man jetzt die Summe alier Ausdriicke 
dieser .A.rt zu bilden, fiir welche EA, L mit del' Energie E des Gesamt
systems vertl'iiglich ist. Diese Summe ist del' Darwin-Fowlerschen 
SchluBweise94) gemaB abel' nichts anderes als del' Koeffizient von ~E 
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in der Entwicklung von 

{ (~~r FA(~) } . II [F(~)] 
(A) 

und betragt 

= 1 r d~ {( d)1I } II R· E!,L = hiJ ~E+l ~ d&, FAW' [F(~)]. 
r (A) 

(68) 

Die asymptotische Entwicklung dieses Integrals gibt bis auf Gliedel' 
zweiter Ordnung nach dem allgemeinen Verfahren von Nr. 5a 

_ (.&d~rFA(~) ~:.&{EA·FA(.&)} dEA 
(68a) E~,L = FA(ft) FAW) = (EA)1I + a- d8' . 

Die Gultigkeit dieser Formeln ist ersichtlich, nicht auf den zur illu
stration herangezogenen Fall eines Gases beschrankt, Fur das mittlere 
Schwankungaquadrat der Energie von A ergibt sich also in erater 
Naherung allgemein 

7iir===W~2 dE A ,dEA 
(69) (EA,L- EA) =./}- d.& = k· T dT; 

dieser Ausdruck hiingt nur von der mittleren Energie von .A ab, gleich
giiltig mit wie vielen anderen warmen Korpern .A sich in thermischer 
Wechselwirkung befindet.132) Bis auf Glieder von der dritten Ordnung 
hingegen ergibt sich nach Darwin und Fowler-uS) 

( 
dEA) dEA dft 

(EAL- EA)2=./)-- 1-- . , d.& dE 
dft 

(69 a) 

132) Wird fiir A ein ideales einatomiges Gas gewahlt, so ergibt (69) wegen 

(62110) fiir das mittlere Schwankungsquadrat seiner Energie den Betrag 3:-. kiT'. 

Da die im Vorhergehenden betrachteten Gasmodelle sich hinsichtlich furer Trans
lation genau so wie ideale Gase verhalten, ,stellt dieser Betrag fUr beliebige 
solche Gase in erster Annaherung auch gleichzeitig das mittlere Schwankungs
quadrat des auf ihre Translation entfallenden Energiebetrages dar. Der Um
stand, daS die Verteilungsfunktion eines beliebigen solchen Gases nach (34c) als 
Produkt der Verteilungsfunktion fiir ein ideales einatomiges Gas (47) (s. oben 
Nr. 7 a) und eines nur von der inneren Energie der Molekiile herriihrenden An
teils geschrieben' werden kann, zeigt namlich (vgl. die Betrachtungen vo~ Nr.6 
und 7 a), da8 es formal immer ersetzt werden kann durch ein ideales eins.tomiges 
Gas, welches sich in Warmegleichgewicht ,mit einem Gebilde mhender MolekUle 
befindet, deren Verteilungsfunktion durch (34S.) gegeben ist. - Die Moglichkeit 
einer solchen Ersetzung zeigt ferner, da8 man in vielen Fallen sinh auf die Be
trachtung 'dieses statistischen Gebildes ruhender Molekiile beschranken kann, 
ohne damit der Allgemeinheit irgendwelchen Abbruch zu tun. 

133) V gl. Anm. 94), ferner O. G. Darwin und B. H. Fowler, Proc. Cambridge 
Phil. Soc. 21 (1922), p. 391, G1. (2, 6). 



7. Thermodynamisehes Gleicbgewicht zwischen beliebigen warmen Korpern. 931 

Der Schwankungsausdruck (69) ist also nur dann hinreichend gerecht
fertigt, wenn E geniigend groB gegeniiber EA ist, d. h. wenn .A. sich 
entweder in thermischem Kontakt mit einem "Warmereservoir" be
findet oder nur einem sehr kleinen Teil des Gesamtsystems ausmacht. 

Besteht das Gesamtsystem aus sehr vielen gleichartigen 134), Energie 
austauschenden Bestandteilen A, so kann man nicht nur auch fUr 
diesen Fall den Schwankungsausdruck (69) ableiten 135), sondern auch 
die relative Haufigkeit des Auftretens beliebiger von EA verschiedener 
Energiewerte EA,L wahrend hinreichend langer Beobachtungszeiten er
mitteln. Das letztere wird am einfachsten dadurch ermoglicht, daB 
man A als "Molekiil" eines ,,A-Gases" von willkiirlich vielen ".A.-Mole
kiilen" auffaBt, die Annahmen der Nummern 2-4: sinngemaB auf dies en 
Fall erweitert, wobei der Ft-Raum zum "T-Raum" (vgl. Nr. 1) wird, 
und die Boltzmannsche Verteilung fiir das .A.-Gas aufsucht. Man ge
langt BO ohne Benutzung der Ergo den- oder Quasiergodenhypothese 
(N r. 1) zu Verteilungsgesetzen, welche den Boltzmannschen Ergebnissen 
Bowie denen der von Gibbs behandelten kanonischen Gesamtheit ent
sprechen. 136) Diese Methode ist indessen nur anwendbar, wenn die 

134) Dann wird, wenn N die Anzahl der A bedeutet, E = EA' N und der 

Klammerausdruck in (69 a): (1 - ~). 
135) J. W. Gibbs, Elementary Principles in Statistical Mechanics (1902), 

deutsch von E. Zermelo, Leipzig 1905, p. 71, Gl. (198) und (205); A. Einstein, 
Ann. d. Phys. 14 (1904), p. 360; Congres Solvay BrnxellAs 1912, p. 419; M. v. Laue, 
Verh. Deutsch. PhYB. Ges. 17 (1915), p. 198; K. Szell, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 
17 (1915), p. '122; L. Brillouin, J. d. Phys. et Ie Rad. (6) 2 (1921), p. 65; M.Planck, 
Ber1. Ber. 1923, p. 350, 355. 

Die Mittelwerte hoherer Potenzen: der Energie hat ebenfallB zuerBt Gibbs 
(auf Grund seiner nkanonischen" Gesamtheit) berechnet, 1. c. p. 76, G1. (220). 
O. G. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 (1922), § 2 haben 
hierfiir unter ahnlichen Voraussetzungen wie sie im Text zur Ableitung von (68) 
benutzt worden sind, auch die Glieder zweiter und dritter Ordnung ermittelt.-

Alle Oberlegungen dieser Nummer setzen stillschweigend vorauB, da.6 die 
makroskopiBchen Parameter a* hierfiir als exakt konstant angeaehen werden 
konnen. Wli.hrend diese Annahme bei den benutzten Gasmodellen unbedenklich 
ist, bedeutet sie beim festen Korper, daB er sich strenggenommen vollstandig 
inkompre8sibel verhalten mu.6. Den EinfluB der Kompressibilitat haben mit Be
nutzung deB Boltzmannschen Prinzipes (Nr. 8b) H. A. Lorentz [1], Note V und 
M. v. Laue, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 542; 19 (1918), p. 23 berlickBichtigt. Vg1. 
z. B. auch R. Fiirth, Sch wankungserscheinungen in der Physik, Braunschweig 
1920, III. Kapitel. Fehlresultate von K. C. Kar, Phys. Rev. 21 (1923), p. 672; 
Phys. Ztachr. 24 (1923), p. 429 sind jungst von R. Furth, Phys. Ztschr. 25 (1924), 
p. 111 berichtigt worden. 

136) V gl. IV 32 (P. und T. Ehrenfest), Nr. 26 und 28; P. Hertz, Rep., siehe 
Anm. 9, Kapitel II; C. G. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 823, 
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Wechselwirkungen der "A-Molekiile" im Sinne von Nr. 2 und 4: nur 
wahrend vernachlassigbar kurzen Zeitstrecken stattfinden, so daB es 
berechtigt ist, sie praktisch als voneinander unabhiingig anzusehen. 
Werden die "A - Molekiile" z. B. dadurch erhalten, daB man sich ein 
geniigend groBes Gasvolumen in gleichgroBe Parallelepipede eingeteilt 
denkt, deren Inhalt je ein "A-Molekiil" reprasentiert, so wird dies bei 
Benutzung der bisherigen Gasmodelle stete zullissig sein, wenn nur 
jedes "A-Molekiil" geniigend zahlreiche wirkliche Molekiile enthalt. 
Eine gleichartige Unterteilung hinsichtlich der benutzten Modelle fur 
den festen Korper 187) und die Hohlraumetrahlung ist indessen im all
gemeinen nicht mehr ohne weiteres zulaseig. 

Fiir letztere haben Ornstein und Zernike 1S8) direkt 'nachgewiesen~ 
daB es grundsatzlich nicht gestattet iet, den Strahlungszustand inner
halb beliebiger Teilvolumina eines von vollkommen spiegelnden 189) 

Wanden abgegrenzten, evakuierten Hohlraumes als unabhangig anzu
sehen; dies ist unmittelbar evident, da ja innerhalb eines solchen die 
.A.nnahmen (1) una (2) von Nr. 6 b unerfullbar sind, wenn die Strahlung 
in ihm stehende Schwingungen ausfiihrt, wie in erster Annaherung wohl 
aus jeder beliebigen Theorie der Optik gefolgert werden mii.Bte. Bei 

wo allerdings nirgends der denkbar allgemeinste Fall entwickelt wird. S. auch 
Anm. 101). Beziiglich der Gibbsschen Resultate selbst vgl. man sein in der 
vorigen Anmerkung zitiertes Bueh, femer IV 82, Nr. 19-24. - Unter den oben 
angedeuteten Umstanden entsprieht E.A dem Mittelwerte der Energie von A in 
einer kannonischen Gesamtheit, deren Modul gleich k· T ist. - Eine direkte 
Ableitung der kanonischen Verteilung ohne Benutzung der Ergoden- oder Quasi
ergodenhypothese und ohne Bezugnahme auf ein A-Gas gibt R. 'V. Mises, siehe 
Anm.81). 

187) Bei festen Klirpern, namentlich bei Bchlechten Wiirtlleleitern (vgL 
Anm. 113), klinnte es wesentlieh von der zeitlichen Hiiufigkeit der nach den Be
dingungen (1) und (2) von Nr. 6b erfolgenden Wechselwirkungen zwischen den 
einzelnen Eigenschwingungen abhangen, ob die Anwendung von (69) bzw. (69 a) 
zu Resultaten f11hrt, denen innerhalb der iiblichen makroskopischen Beobach
tungszeiten eine Bedeutung beigemessen werden kann. 1m Fall der Gase ist 
dieser Punkt wegen der enonnen Haufigkeit der "Zusammensto1\e" vollkommen 
belanglos. 

188) L. S. Ornstein und F. Zernike, Versl. Akad. Amsterdam 28 (1919). 
p. 281, § 2, 8. In dieser Arbeit wird vom Planckschen Strahlungsgesetze Ge
brauch gemacht, um altere tJberlegungen Einsteins zu entkraften, welche zur 
Lichtquantentheorie gefiihrt hatten. V gl. dariiber Nr. 12, Anm. 284). Der von 
Ornstein und Zernike beziiglich der Anwendung der Schwankungsformel (69a) 
auf die Hohlraumstrahlung gefundene Widerspruch wird im Tarle ohne Be
nutzung einer speziellen Strahlungsformel abgeleitet. 

189) Oder was grundsatzlich auf dasselbe hinauslauft, von diflilB vollkommen 
refiektierenden Wanden, wie sie A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 132; 
Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 186, 817, verwendet. 



7. Thermodynamisches Gleichgewicht zwischen beliebigen warm en Korpem. 933 

Zugrundelegung der harmonischen Schwingungsgleichung (52) kann 
man unter dieser Voraussetzung das mittlere Schwankungsquadrat der 
Energie E~. dv berecbnen, welche im Mittel auf aile Eigenschwin
gungen von der Frequenz v des Teilvolumens y* entfant. Man erhalt 
fiir diese sogenannten Inter{erenzschwankungen unabhiingig von einer 
speziellen Energieverteilung una einem besonderen Strahlungsgesets l4.0) 

("",0) E ' (E:· dv)! (* . dv - E* . av) = . 
Y,L " Nus(v). dv 

N ach (69) ware anderseits, wenn y* klein gegen das Gesamtvolumen 
des Hohlraumes ist, 

~~==,~==~~~~ oE* (70a) (E* . av - E*· a v)! = k·Ti-" dv 
1',L l' oT ' 

was zusammen mit (70) zu einer Differentialgleichung fiihrt, deren 
Integration mit Riicksicht auf das Wiensche Verschiebungsgesetz (59a) 
und die mit der "Rotfordernng" von Nr. 6 b, Ende, gleichbedentende Be
dingung, daB E~ mit T zugleich unendlich werden muB, ergeben wiirde 

(71) E~. dv = Nus(v). av· k· T. 

Die zugehorige Strahlungsdichte ware 

( ) () 8 nil!' k . T 
71a Q v = CS 

und stimmt mit jener iiberein, die sich aus (58bb) herleitet (Rayleigh
Jeanssches Strahlungsgesetz). Do. (71a) zugleich mit (58bb) der Forde
rung nach Endlichkeit der Gesamtstrahlung (60) ("Violettforderung" 
von Nr. 6b) widerspricht, ist die eingangs dieses Absatzes behanptete 
Unzulassigkeit der Anwendung von (69) bzw. (690.) auf Teilvolumina der 
Vakuumstrahlung nuumehr auch auf rechnerischem Wege erwiesen.141) 

140) L. 8. Ornstein und F. Zerm7ce, 1. c. § 2; H. A. Lorentz [1], Note IX. 
Zur quantentheoretischen Deutung des Ausdruckes (70) vgl. mall auch ADm. 242). -
Die oben besondera hervorgehobene Allgemeinheit des Ausdruckes (70) ist von 
entscheidender Bedeutung fUr die na.chfolgenden Betra.chtungen, welche die Aus
sagen liber Strahlungsschwankungen soweit zu fiihren trachten, ala dies ohne 
Benutzung einer speziellen Elektrodynamik moglich erscheint. 

141) Die Ursa.chen dieses WiderapmcheB Hegen a.lso in der Koharenz der 
die einzelnen Teilvolumina in gesetzmll.Bigem Ablauf iiberstreichenden stehenden 
Schwingungen. Da. M. fl. Laue, Ann. d. Phys. 20 (1906), p. 365; 23 (1907), p. 1, 
795, gezeigt hat, daB die Entropien kohll.renter Strahlenbiiudel aich nicht additifl 
zusammensetzen la.ssen, ka.nn ma.n die der ganzen Strahlung zukommende En
tropie nicht gleich der Summe der mittleren Entropien setzen, welche den ver
Bchiedenen Volumsteilen des durchatrahlten Hohlraumes zuzuordnen wii.ren. Orn
stein und Zerm'ke (1. c.) legen auf diese Form der Begriindung obigen Wider
IIpruches da.s Ha.uptgewicht, da Einstein (vgl. Anm. 139) sich zur Ableitung von 
(69) des Boltzmannschen Prinzipea (Nr. 8b) bedient und hierzu jene Additivitat 
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Offellbar wiirde das Ergebnis (70), das gesamte Schwankungs
quadrat der Strahlungsenergie illnerhalb des ganz beUebig wahlbaren 
Teilvolumens V* darzustelien, von dem Augenblicke an erst fehlerhaft 
werden, wo es eine iiber den ganzen Hohlraum hin wirksame Vor
richtung gitbe, welche den vorausgesetzten stehenden Schwingungszu
stand innerhalb desselben und liings seiner Begrenzungen willkiirlich 
immer wieder unterbricht und umordnet, wodurch die Bedingungen (1) 
und (2) von N r. 6 b und damit die erforderliche statistische Unab
hangigkeit beliebiger Teilvolumina zur Realisierung gelangen wiirden. 
Wenn man sich nach einer derartigen V orrichtung umsieht, so wird 
man zunitchst genotigt, auf die Grundlagen der elektromagnetischen 
Lichttheorie in ihrer elektronentheoretischen Weiterbildung (V 14, (H . .A. 
Lorentz») zuriickzugreifen. Wie H A. LorentfJ und nsmentlich RitfJ 142) 

betont hahen, miissen sich alie Feld- bzw. "Ather"-Vorgitnge der Max
well-LorentfJschen Theorie mittels retardierter Potentiale aUf die Bewe
gungen der das elektromagnetische Feld "begrenfJenden" materiellen elektri
schen Teilchen (Bestandteile der Atome von Gasen und festen K5rpern 
in den vorangegangenen Betrachtungen) fJuriickfiihren lassen; innerhalb 
des Hohlraumes mit ideal spiegelnden Wanden ist eine derartige Zuruck
fiihrung begreiflicherweise nicht moglich. Eina solche Hohlraumstrah
lung kann nur als ideale, in Strenge nicht verwirklichbare Abstraktion 
angesehen werden, da bei ihr auf die Mitwirkung von Materia als 
grundsatzlich notwendige QueUe oder Senke elektromagnetischer Feld
energie bewuBt Verzicht geleistet wird.uS) Denkt man sich den Hohlraum 
hingegen von wirklichen warmen Korpern (Festkorpern und einzelnen 
Gasmolekiilen) begrenzt, so wird das statistische Verhalten der Strah
lung durch jenes der umgebenden Materie im Sinne der LorentfJ-RitfJ
schen Deutung der Strahlungsvorgange mitbestimmt sein, wobei man 
es allerdings offen lassen mull, ob die Maxwell-LorentfJsche Theorie eine 
fJutreffende Darstellung dieser Abhiingigkeit fJU lief ern vermag. Die 0 ben 
genannte V orrichtung kann also nur in dem Vermogen der wirklichen 
Materie, Strahlung zu absorbieren und emittieren gesucht werden, und 
dies ist del' einfJige Weg, die Erfiiliung der Bedingungen (1) und (2) 
von Nr. 6 b fur die Strahlung sicherzustellen. 144) Die Energieschwan-

voraussetzen mua. .1.llerdings fiihrt die Maxwellsche Theorie auch unabhiingig 
davon aUf (70a), was offenbar in den speziellen Voraussetzungen begriindet ist, 
welche sie fiir die Wechselwirkungen zwischen Strahlung und Materie benutzt. 

142) W. Ritz, Ann. Chim. Phys. (8) 13 (1908), p. 145. 
143) W. Ritz, Phys. Ztschr. 9 (1908), p. 903; A. Einstein, Phys. Ztschr. 10 

(1909), p. 185; W. Ritz, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 224. 
144) V gl. die Rolle des Planckschen Kohlestaubchens, Anm. 113), ferner 

Anm.121). 
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kungen der Strahlung konnen daher nur fiir einen von wirklicher Ma
terie begrenzten Hohlraumteil in lJbereinstimmung mit den in Nr. 6 b 
an das Strahlungsgesetz gestellten Anforderungen 14.5) erhalten und mit
tels (69) bzw. (69a) berechnet werden. Durch Anwendung von (69) 
auf das Wiensche V ersc hiebungsgesetz ( 59 a) erhalt man fiir die Strali
lung des Frequenzintervalles dv allgemein 

of, G) 
(Ey,L'dv-E,..dv)2=k.T2v.NHS(v).dv oT . 

Zieht man hiervon die im Hohlrauminnem unabhangig von dem Ein
fluB der begrenzenden Materie erfolgenden lnterferenzschwankungen (70) 
ab, so kann der Beitrag der Wechselwirkungen mit der Wandmaterie 
zum mittleren Schwankungsquadrat der Strahlungsenergie pro V olums
einheit in der Form 

(72) k· XZ OQ ~'IIT T) • dv - 8::' [Q (v, T)]3. dv > 0 

geschrieben werden. Der Umstand, daB diese GroBe nach dem Obigen 
nicht verschwinden kann, weist darauf hin, daB es unmoglich ist, das 
Strahlungsgesetz fiir irgendwelche Arlen von Materie zu begriinden 146), 
ohne hierbei von deren spezieZlen Absorptions- und Emissionsgesetzen 
wesentlichen Gebrauch zu machen. 

7 c. Impu1s-Schwank.ungen. Neben dem Energieaustausch, den die 
in N r. 2 und 4: eingefiihrten kurzandauernden, zeitlich regellos auf
-einanderfolgenden Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen bzw. 

145) W. Ritz, Phys. Ztschr. 9 (1908), p. 903 meint, daB wegen der oben an 
der idealen Hohlraumstrahlung geiibten Kritik auch der Auedruck (63b) fUr die 
Anzahl der Eigenechwingungen bzw. Freiheitsgrade der Strahlung im Volumen V 
hiniallig werden miillte, und folgert, datl es durch Verminderung dieser Anzahl 
moglich sein muSte, die Rayltigh-Jeans-Katastrophe von Nr. 6b, Gl. (68bb) zu 
yermeiden. Es iet indessen leicht einzusehen, daB (53 b) von obiger Kritik nicht 
berllhrl wird und bei Befolgung des Ritzschen Vorschlages weder das Wiensche 
Verschiebungsgesetz noch das Stefan-Boltzmannsche Gesetz zutreffend sein konnte; 
ilbenso wiirde sich der Strahlungsdruck (s. Anm. 124) nicht zu dem von del' Moo;
wellschen Theorie geforderten Betra.ge ergeben, von der Ritz ja. bei seinen Be
trachtungen ausgeh~ 

Die in Anm. 143) zitierte Diskussion zwischen Rits und Einstein wurde 
durch eine gemeinsame Erklii.rung, W. Ritz und A. Einstein, Phys. Ztschr. 10 
(1909), p. 328 abgeschlossen, welche sich nur auf die Frage nach der Begriin
dung der IrretJef'sibt'litiit der Strahlungsvorgange bezieht. 

146) Mit a.nderen Worten: die Gewichtsfunktion g(I) in (41B) bzw. (60B) 
zu bestimmen. Die Feststellungen (A) bis (C) am Ende von Nr. 6 b enthalten 
daher implizit bereits die ersten, vorlau:6.gen, endgiiltig aber erst auf Grund der 
Erfahrnng Bither prll.zisierbaren Aussagen uber Strahlungseigenschaften der 
Materie. 
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Eigenschwingungen der betrachteten statistischen Gebilde vermitteln, 
wird unter Umstanden auch ein Austausch von linearem oder von 
Drehimpuls unter ihnen eintreten, dessen genauere Kenntnis in einigen 
Fallen von Interesse ist. Innerhalb homogener warmer Korper kommt 
er allerdings nur bei Gasen in Betracbt, wo in der kinetischen Gas
theorie bei der Aufstellung des Stof3zahlansatses1l.7) auf ihn Riicksicht 
genommen werden mul\' Der mittlere Linearimpuls-Austausch zwischen 
Gas und begrenzendem festen Kl:lrper, auf Grund dessen die GroBe 
des an der Grenzflache herrschenden Druckes angegeben werden kann, 
findet ebenfalls im Rahmen der kinetischen Gasthearie seine Behaud
lung. 148) Fiir den Rahmen der vorliegenden Darstellung kommt dem
nach nur der Impulsaustausch zwischen materiellen Korpern und der 
Strahlung in Betracbt, wobei hier zunacbst nur auf den Linearimpuls 
eingegangen werden soil. 149) 

Ein materielles Kiigelchen oder ein Gasmolekiil von der Masse M 
bewege sich innerhalb der Hohlraumstrahlung der Einfachheit halber 
nur in einer bestimmten Richtung, z. B. der x-Achse, mit der Ge
schwindigkeit v. N ach einer von Einstein mehrfach auch in der Theorie der 
Brownschen Molekularbewegung benutzten Methode kann man zweierlei 
Anderungen unterscheiden, die der Impuls M· 'V des Kiigelchens bzw. 
Gasmolekiils wahrend der kurzen Zeit 1: erfahrt 150): 

(1) Der Strahlungsdruck verursacht eine Widerstandskraft, die 

jene Bewegung zu hemmen sucht und bei Vernachliissigung von (~r 
und hOheren Potenzen dieses Verhiiltnisses proportional der Geschwindig
keit wird. Die dadurch wiihrend der Zeit 1: hervorgerufene Impuls
anderung betriigt: - D . 'V • or. 

(2) Die UnregelmaBigkeiten des Strahlungsfeldes bewirken einen 
nach GroBe und V orzeichen stets wechselnden elektromagnetischen 
Impuls 6., der innerhalb der angestrebten Genauigkeit ala von 'V unab
hiingig angesehen werden kann. 

Bei Abwesenheit der Strahlung und Warmegleichgewicht ergibt 

147) Vgl. Anm. 76). 
148) V 9 (L. Boltmann und J. Nab'f), Nr. 2-0. Hinsichtlich der zuge

bOrigen lmpuls- bzw. Druckschwankungen auch filr beliebige warme Karper vgl. 
R. Fiilrth, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 850 oder das in Anm. 135) zitierte Buch 
des gieichen Autors. 

U9) Die Frage nach der Erhaltung des Drehimpulses bei den Strahlungs
vorgil.ngen wird erst in Nr. 20 Erwahnung finden. 

160) A. Einstein, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 185,817; Ann. d. Phys. 88 (1910), 
1>. 1105; Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 121 j L. Brillouin, J. de Phys. et Ie Rad. (6) 2 
(1921), p. 140. 
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sich die mittlere kinetische Energie des Teilchens in der Bewegungs 
riehtung zu 

(73) 
M.;)i k· T 
-2-=-2-; 

fiir ein Gasmolekiil geht dies unmittelbar aus dem Gleichverteilungs
satz (62a) hervor151), ebenso fiir ein beliebiges materielles Kiigelehen, 
wie man leieht naehweist, wenn z. B. eine Suspension sehr vieler 
solcher gleicher Teilchen in einem Gase naeh dem Vorbild von Nr. 6a 
behandelt wird. Da die Anwesenheit der Strahlung im Falle des 
Warmegleichgewichtes an dieser Beziehung niehts andern kann, hat 
man zunachst 

und wegen 
(M. V)2 = (M. 'IJ -D· 'IJ • ~ + 6.)~ 

v·A=O 

bis auf das zu vernaehlassigende Glied mit ~2 

6.2 = 2 D· M· va . ~. 
Mit Benutzung von (73) ergibt sich endlich 

(74) 
7J..t 
-=2Dk·T. 
~ 

(I) Um D zu ermitteln, hat man die Strahlungsvorgange nach der 
speziellen Relativitatstheorie von einem Koordinatensystem aus zu be
urleilen, in welchem das bewegte Teilchen ruht. Beziiglieh der Gefa6-
wande ist die Strahlung naturgemai\ in ihrem mittleren Verhalten 
isotrop und betragt pro Volumeneinheit filr einen bestimmten infini
tesimalen Korperwinkel dK, welcher eine bestimmte Strahlriehtung 
kennzeiehnet, sowie fiir das Frequenzintervall dv 

(75) 
iJX 

I;> (v, T) . dv 4# . 

1m bewegten Koordinatensystem ist die Volumdiehte der Strahlung 
hingegen von der Strahlriehtung abhangig, welche durch den Winkel 
qJ' mit der x-Achse festgelegt sei. An Stelle von (75) tritt daher 

(75&) '(' 'T) d ,d X' I;> v, p, . V 4:1t ' 

wofiir die relativistischen Transformationsformeln ergeben 

(75 b) (l(v', p', T) = [Q (v') +~V" cos q/ 0(1 ~!:': 1')J . (1- 37 cos «pI). 
Einstein hebt hervor, dai\ die Giiltigkeit dieser Beziehung wesentlich 
iiber jene der Maxwellschen Elektrodynamik hinausgeht, aus der sie ur-

161) V gl. p. 927 und Anm. 131). 
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spriinglich abgeleitet wird; da in ihre Grundlagen nur der Energie
satz, das Dopplersche Prinzip und die Aberration eingehen, miisse sie 
auch von jeder anderen als der Undulationstheorie des Lichtes geliefert 
werden konnen. Bedeutet nun t1 einen mittleren Querschnitt und a(v') 
den mittleren Absorptionskoeffisient des Teilchens fur Strahlung des 
Frequenzintervalles dv', so wird die aus der Richtung q/ wahrend der 
Zeit ~ im Mittel absorbierte Energie 

(76) ( ') '(' 'T) d ,dK' a v . ~ . c . d • (! v, q; , . v 4n . 

Der zugehOrige auf das Teilchen iibertragene Linearimpuls betragt 
den cten Teil hiervon; seine hier allein in Betracht kommende x-Kom
ponente ergibt sich durch Multiplikation mit cos rp', und daraus der 
mittlere Gesamtimpuls in der x-Richtung, indem man 

dK' = 2~ sin q;'. dq;' 

setzt und iiber q;' von Nnll bis ~ integriert. So nndet man, wenn 
anstatt v' wieder v geschrieben wird, fiir die von der Strahlung des 
Frequenzbereiches dv verursachten Impulswirkungen 

(77) D = '; a (V)d [(! (v, T) - i oQ ~~ T)]. 
(II) Zur Berechnung des mittleren Quadrates der auf das Teilchen 

iibertragenen unregelma1Hgen Impulse 6., bedient man sich am ein
fachsten des im vorigen Abschnitte diskutierten Ausdruckes fiir da.s 
mittlere Energie-Schwankungsquadrat. Hierzu ist es notwendig, nach
einander die Impulswirkung jener Schwankungen zu berechnen, welche 
zu einer Energieaufnahme bzw. Energieabgabe des Teilchens in bezug 
auf das Strahlungsfeld fiihren. Offenbar sind diese Energiebetrage bei 
Warmegleichgewicht im Mittel einander gleich; da die Erhaltung des 
Impulegleichgewichtes auch die Gleichheit der dabei iibertragenen 
mittleren Bewegungsgro8en verlangt, wird es hinreichen, allein die 
mit Energieabsorption verbundenen Impulsschwankungen zu betrachten 
und das so erhaltene Resultat nachtraglich zu verdoppeln. Eine Trans
formation der Strahlungsdichte auf das bewegte Koordinatensystem 
ist hier iiberfliissig, da das Teilchen fiir diese Betrachtung und bei der 
angestrebten Genauigkeit alB ruhend angesehen werden kann. Wendet 
man (7080) auf die Volumeneinheit von in Warmegleichgewicht mit 
Materie benndlicher Hohlraumstrahlung an, so hat man 

k. T2 OQ ('II, T) . dv' 
I)T ' 

um die auf dae Teilchen ausgeiibten Impulswirkungen zu berechnen, 
miissen jedoch die Energieschwankungen jeder beliebigen Strahlrichtung 
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gesondert untersucht und als voneinander unabhiingig angesehen werden 
diirfen. 15J) Wird der obige Ausdruck daher auf das Volumen eines 
dem Teilchen umschriebenen Zylinders angewendet, dessen Erzeugenden 
parallel einer beliebigen Strahlrichtung und von der Lange ~ . c sind, 
so wiirde er durch c2 dividiert, das mittlere Quadrat der Impuls
schwankungen wahrend ~ angeben, wenn siimtlichen vorgekommenen 
Energieschwankungen Absorptionsprozesse des Teilchens entsprechen 
wiirden. Fur siimtliche Strahlrichtungen entsprechen nun gerade dem 
Bruchteil4n· a (v) .~. c· ~ (vgl. (76) und.(77») der Energieschwankungen 
pro Volumeneinheit derartige Absorptionsvorgangej dieser Betrag ist 
noch durch 3 zn dividieren, wenn man aus ibm das mittlere Quadrat 
aller x-Komponenten der dabei iibertragenen Impulse ableiten will, 
wie aus seiner Unabhiingigkeit von den Koordinatenrichtungen und 
der vorausgesetzten Unabhiingigkeit aller Einzelschwankungen hervor
geht. Insgesamt erhiilt man also fiir Absorption und Emission 

- 2 kT! o~(v, T) 
(78) AJ=a· 4n«(v).'t'C'67 oT ·dv. 

(III) Fubrt man (77) und (78) in (74) ein, so folgt 

(79) 

welche Differentialgleichung das Wiensche Verschiebungsgesetz (59 a) 
ergibt. Wie man bemerkt, fallen die individuellen Eigenschaften des 
betrachteten Materieteilchens (mittlerer Querschnitt, Absorptions- und 
Emissionseigenschaften) vollstandig aus obigen Uberlegungen wieder 
hinaus. Es ist einleuchtend, daB eine analoge Untersuchung einer im 
Strahlungsraume mit der Geschwindigkeit v bewegten, vollstandig re
flektierenden oder spiegelnden Platte oder eines ebensolchen Kiigelchens 
zu dem gleichen Ergebnisse fiihren muB, wenn man sich wieder der 

152) Diese Annahme enthalt formal eine Vorausset:.:ung uber gerichtete 
Energie-Absorption und -Emission. Wie L. Brillouin (1. c.) hervorhebt, ist sie 
fUr die nachfolgende Ableitung des Wienschen Verschiebungsgesetzes von grund
satzlicher Bedeutung und Boll der von Einstein in seinen alteren ArbeiOOn be
nutzten Annahme gleichwertig sein, daIS die Schwankungen benachbarler Teile 
einer ebenen klassisch-elektromagnetischen Welle als voneinander unabhli.ngig 
angesehen werden konnen. Nach G. Breit, Phys. Rev. 22 (1923), p. 313 hingegen 
soIl in der Wellentheorie den Interferenzoorgangen der soots in endlicher SpektraZ
breite dv zur Absorption gelangenden Stra.hlung fUr das Zustandekommen von 
(78) die Ha.nptrolle zugeschrieben werden. - Wahrend die Vorstellung gerichteter 
Strahlungsemission mit der Maxwellschen Theorie noch am ehesten bei ma.ho
skopischen Teilchen vertraglich scheint, fUhrt Bie namentlich bei einzelnen Mole
killen zn emsten Widerspriichen mit den ublichen Folgerungen hinsichtlich der 
Emission in Kugelwellen. Vgl. dazu Nr.ll, 12 und 20. 
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allgemeinen Schwankungsformel (69) bzw. (70a) bedient 153); wiirde 
man anstatt dessen, wie in Nr. 7b als im allgemeinen ungerechtfertigt 
nachgewiesen, den Ausdruck (70) fiir die Interferenzschwankungen 
allein benutzen, so kame man ahnlich wie in Nr. 7b zum unbrauch
baren Rayleigh-Jeansschen Straklungsgesets (71), (71 a). 

Bei naherer Priifung der den Ubedegungen dieses Abschnittes 
zugrunde liegenden V oraussetzungen findet man, daB sie ihrer statisti
schen Seite nach im wesentlichen mit jenen von Nr. 6b und 7b fiber
einstimmen. Die Gruppierung der aus der Maxwellschen Elektrodynamik 
heriibergenommenen Annahmen ist hier jedoch eine etwas verschiedene. 
Dementsprechend unterscheidet sich die obige Ableitung des Wienschen 
Verschiebnngsgesetzes wesentlich von jener in Nr. 6b: letztere ist auf 
daB Modell der Hohlraumstrahlung an sich gegriindet, erstere hin
gegen auf deren Wechselwirkung mit Materie von bekannten bzw. 
priifbaren thermisch-statistischen Eigenschaften. Die Tragweite beider 
Ableitungen reicht, wie sich bereits gezeigt hat, wesentlich fiber jene 
der benutzten Aussagen der Maxwellschen Elektrodynamik hinaus. Um 
die vollstandige Maxwellsche Theorie zu priifen, ist aber unmittelbar 
nur die Methode des vorliegenden Abschnittes brauchbar. Einstein 
und Hop(154) haben zu diesem Zwecke die Rechnung fiir einen ge
dampften Planckschen Oszillator ausgefiihrt und dessen Strahlungs
eigenschaften nach der Maxwellschen Elektrodynamik ermittelt. Indem 
hierbei A'J auf einem von dem obigen abweichenden Wege berechnet 
wird, gelangen sle zur Di:fferentialgleichung 

) CS 'J 'II OQ 
(79a 24nk. T.v,Q = Q -"3 0'11' 

deren Integration wieder zum Rayleigh-Jeansschen Strahlungsgesetze 
fiihrt und damit der "Violettfordernng" (Nr. 6 b) widerspricht. Wahrend 
die bisher benutzten Aussagen der Maxwellschen Theorie sich in vollem 
Umfange als brauchbar erwiesen, versagen also ihre dariiber hinaus
gehenden Ansii.tze und Folgerungen hinsichtlich der Strahlungseigen-

153) L. Brillouin, 1. c, § 10, 11. 
154) ..4.. Einstein und L. Hopf, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1105. Dieser 

Untersuchung geht eine damit in Zusammenhang stehende Arbeit der gleichen 
Autoren, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1096 voran, in der gezeigt wird, daB die 
Koeffizienten einer Fourier-Reihe, welche die Schwingung natiirlicher Strahlung 
darstellen soli, als statistisch voneinander unabhangig angesehen werden durfen. 
Dieser Satz wurde von M. v. Laue, Ann. d. Phys. 47 (1915), p, 853 bestritten; 
die anschlieBende Diskussion, ..4.. Einstein, Ann. d. Phys. 47 (1915), p. 879; 
M. v. Laue, Ann. d. Phys. 48 (1915), p. 668, vermochte fUr MaxwelZsche Strahlung 
im wesentlichen den Elnstein-Hopfschen Standpunkt sicherzustellen. S. dazu 
ferner M. Planck, Ann, d. Phys, 73 (1924), p. 272. 
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schaften materieller Korper. Die Ursachen der "Rayleigh-Jeans-Kata
strophe" liegen demnach anf klassisch-elektrodynamischem und nicht 
anf statistischem Gebiete. 

8. Die statistische Form. des n. Hauptsatzes der Thermo
dynamik. 

8 B. Das EntropieditrerentiaL Die Klarstellung der statistischen 
Bedeutung des Temperaturbegriffes kann erst als abgeschlossen geIten, 
wenn gezeigt werden kann, daB einer ganz bestimmten Funktion der 
in Nr. 7 a als empirische Temperatur erkannten GroBe 0& Eigenschaften 
zukommen, wie sie in der makroskopischen Thermodynamik die ab
solute Temperatur T als integrierender Nenner des Differentialausdrucks 
fur die "zugefiihrte Wiirme" besitzt. E bedeute wieder die Gesamtenergie 
des in 7 B betrachteten Systems warmer Korper und ebenso a * ihre 
gemeinsamen auBeren makroskopischen Parameter. Werden die letzteren 
unendlich langsam und umkehrbar verschoben, so folgt aus dem 
Energiesatz, daB hierzu die Leistung einer auBeren Arbeit 

~A.da* 
,,' 

aufgewendet werden muB. Erfolgt gleichzeitig mit dieser Arbeitsleistung 
eine Energieanderung dE, so ist der Differentialansdruck der "zu
gefuhrten Wiirme" durch 

(80) cJQ = dE + ~A. da* 
,,* 

definiert. Der II. Hauptsatz besagt dann die Existenz eines inte
grierenden Nenners T, welcher 80. zu dem vollstandigen Differential 

!fO 
(81) dS =-1' 

der Entropie S des Korpersystems macht. 
Zur Berechnung der den makroskopischen Kraften A entsprechen

den Mittelwerle hat man zu bedenken, daB die Parameteriinderungen 
da* an jedem einzelnen Molekiil bzw. jeder Eigenschwingung der ver-

schiedenen warmen Korper angreifen und dort eine Kraft oE~:~ a*) 7S) 

hervorrufen, wenn unter E wieder die Energie eines beliebigen Mole
kiils bzw. einer Eigenschwingung verstanden wird. Die Boltzmannsche 
Verteilung ergibt dann allgemein als Gesamtkraft (z. B. fiir ein Gas 
(Nr. 5) nach (48a) oder (50a) und Well'l a* nicht mit dem Volumen 
identisch ist 105»): 

155) Falls a" = V ware, hii.tten die Formeln nur au13erlich ein anderes AUB
sehen, wegen des in (48a) und (508) isoliert geschriebenen Maxwellschen Ver
teilungsfaktors (49), der bei den Gasen, im Gegensatz zu (34a.) allein von V ab
hl!.ngig ist. 
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(82) 

.. 
~ oE1 . .jjoEI 
-~ glf)a* 

N '=1 .. 
~ g,.,u.E1 
1=1 

of(ft, a*) 
oa* N 

- F(ft,a*) . --1 -
log ;u;-

.. 
N ~ og'.,u.E1 
~oa* 
1=1 1 

1 log
.ft 

Hat man die Gewichtsfunktion entsprechend den Feststellungen und 

Ansiitzen von Nr. 3 gewiihlt, so verschwindet ::! nach (16) fur jeden 
beliebigen Zellenindex Z und damit der in obiger Beziehung auftretende 
Ausdruck ~ 

~ !.JJI .,u.E1 
~ oa· 

(82 a) N. I=~ = 0. 156) 

~ 01·,u.E1 
1=1 

Bedeutet nun 

(83) JI- JI[F.A(t, a*)] 
das Produkt der Verteilungsfunktionen aZZer Bestandteile .A des be
trachteten thermischen Gesamtsystems (vgl. p. 925 und 928), so hat 
man nach (82) und (82a) 
(84) A = ~. OlogII~:(.ft, a*)]; 

log;u;-

die Gesamtenergie betriigt anderseits nach (61) 

£=.o-.ologII[F.A(.ft,a*)]. 
~4~ o.ft 

Der Differentialausdruck der "zugefiihrten Warme" wird auf Grund 
dieser Beziehungen von der Form 

6Q - {f) log II + .o-ollogII} . d.o-
- O.ft oft' 

(80a) 
+ ~{.o-aIIOg II + _1_. 0 log II} • da* 

""- O.ft· oa* 1 oa· 
a* log;u;-

1 { 1 f) log II} 
= log.!..' d logn + log;u;- . .o-. ~ . 

3-

166) ..4.. Smekal, Phy •. Ztsehr. 19 (1918), p. 187, 200. 
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1 
log i" ist also ein integrierender Faktor von dO, und zwar offenbar 

der einzige, der von .f}o allein abhangig ist. Es ergibt sich daher 

(81 a) log ~ . d'O = d {log II + log ~ . E} ; 
wurde der Ausdruck (82a) nicht verschwinden, so ist leicht einzusehen, 
daB d' 0 im ailgemeinen uberhaupt keine integrierenden Faktoren be
sitzt, jedenfails aber auch in Spezialfailen keinen von .ft allein ab
hiingigen besitzen kann. Das Verschwinden von (82a) ist also hin
reichend und notwendig 157) filr die Moglichkeit einer statistischen Inter
pretation des IL Hauptsatzes der Thermodynamik. 158) Diese Bedingung 
ist nach obigem stets er!"iillt, wenn, wie auch gerechtfertigterweise nicht 
anders moglich, die Gewichtsfunktion g auf Grund der in Nr. 3 er
iYrterten GesicJttspunkte als Funktion von Parameterinvarianten allein an
gesetzt worden ist. 159) Da.f}o bereits friiher als empirische Temperatur 
erkannt worden ist, kann man aus (81) in Ubereinstimmung mit Nr. 7 a 
schlieBen, daB 

(64) 
1 

-=k·T 
1 ' log-
~ 

worin k wieder durch (65) bestimmt ist. Die Entropie des betrachteten 
Korpersystems ist demnach bis auf eine willkilrliche additive Kon
stante durch 

(85) E 
S = k . log II + T 

gegeben. 160) Setzt man fur II das Produkt (83) der Verteilungsfunk
tionen ailer Korper A ein, so wird 

(85a) S = ~ {k . log F.d(.ft, a*) + ~} = ~ S.d. 

Die in S.d bzw. S auftretenden willkiirlichen additiven Konstanten 
ha.ngen offenbar mit einer Unbestimmtheit zusammen, welche der De
finition der Gewichtsfunktionen insgesamt und damit auch der Ver-

167) Notwendig, weil der eventuell existierende integrierende l!'aktor neben 
.fr sonst auch noch die Parameter der verschiedenen Korper .A enthalten miiBte, 
was seiner EigenBchaft, ebenso wie ~ allein alB empirische Temperatur geIten 
zu konnen, widerspricht. 

168) P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 657, § 2; vgl. auch Anm. 48). 
159) P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327, § 8; .A. Smekal , Phys. 

Ztschr. 19 (1918), p. 137,200; Wien. Anz. 1921, p. 126; Verh. Deutsch. Phys. 
Ges. (3) 2 (1921), p. 47; G. Krutkow, Versl. Akad. Amsterdam 29 (1920), p. 693; 
N. Bohr [2], p. 11. 

160) V gl. z. B. C. G. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44, (1922), p. 823. 
61· 
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teilungsfunktionen anhaftet: Multipliziert man 9 mit einem beliebigen 
konstanten Zahlenfaktor, so erhalten auch die FA(~, a*) diesen Faktor, 
ohne daB sich an den bisherigen Betrachtungen auch nur das Geringste 
andern wurde.93) Ebenso konnen die im FaIle stetiger Gewichtsfunktionen 
eingefuhrten unbestimmten MaBfaktoren G (vgl. z. B. (47), (34aa), (58bb») 
stets mit denunbekanntenEntropiekonstanten vereinigt gedacht werden. 
Auf die Bedeutung der letzteren fur das chemische Verhalten der Gase 
und das Gesetz ihrer Siittigungsdrucke kann erst in Nr. 25 eingegangen 
werden. 

Die Beziehung (85a) bringt zum Ausdruck, daB die Entropie eines 
in thermodynamischem Gleichgewichte befindlichen Systems warmer 
Korper gleich der Summe ihrer Einzel-Entropien ist. Halt man an 
der Definition 

(86) 
E~ 

S~ = k ·logFA(B-, a*) + T + const. 

auch fur Nicht-Gleichgewicht fest, so ist leicht einzusehen, daB bei ge
eigneter Verfiigung uber die willkurliche Konstante (Nr.27) in 

(87) SA + SB < SA +B 
das Gleichheitszeichen nur im FaIle des Warmegleichgewichtes zwischen 
.A. und B gelten kann. Man hat namlich im allgemeinen 

1 Ii' S~ = 10gF.A(.f)oA, a*) - EA .10g&A, 

wobei &A fur den thermisch isolierten Korper .A nach (40), (40A) 
oder (40B) durch 

bestimmt ist; letztere Beziehung besagt aber nichts anderes, als daB 
SA fur die vorgegebene Energie E~ an der Stelle & = & A ein Minimum 
besitzt. Es ist also jedenfalls fur .f)o =+= .f)o A, &B 

1 
Ii' SA < 10gFA(.f)o) - EA log & 

und 
1 Ii' SB < log FB(.f)o) - EB log&. 

Die Vereinigung dieser beiden Ungleichungen ergibt daher fur konstant 
gehaltene Energiesumme die Behauptung (87), womit die Irreversibilitat 
des Wiirmeausgleiches von A und B im makroskopischen Sinne bewiesen 
jst. l6l) Die in Nr. 7b naher behandelte Tatsache der Schwankungen 

161) Wie Darwin und Fowler (vgl. die vorige Anm.) hervorheben, hatte 
die Funktion 2 = S + b . E die gleiche Eigenschaft der Zunahme, wobei b eine 
universelle Konstante bedeutet. Wiirde man daher darauf ausgehen, eine Funk-
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des Energieinhaltes aller miteinander in thermischem Gleichgewichte 
befindlichen warmen Korper zeigt hingegen, daB von einer solchen 
Irreversibilitat im moZekularen Sinne keine Rede sein kann 162); die 
mittels (86) statistisch definierte EntropiegroBe schwankt zugleich mit 
dem mittleren Energieinhalte des betrachteten warm en Korpers. 

Bezeichnet man mit Planck 163) die charakteristische Funktion eines 
warmen Korpers, wenn T und die Parameter a* (Volumen usw.) als 
dessen unabhangige Zustandsvariablen gewahlt werden, mit 1Jf(T, a*), 
so ergibt die makroskopische Thermodynamik 

(88) E = T2. ~~ lA=T.o"P 

oT 
o"P 

S=1Jf+T· oT ' 
wobei "i]J" mit der (reien Energie l64) F des Korpers durch 

(88 a) F=-T·-qf 
zusammenhangt. Der Vergleich von (88) mit den Beziehungen (84), 
(84a) und (85a) zeigt, daB, abgesehen von willkiirlichen additiven 
Konstanten, allgemein 

"i]J" = k . log II, 

tion dieser Eigenschaft allein statistisch aufzubauen und als statistiscbes En
tropieanalogon zu wablen, so wiirde die makroskopisch-tbermodynamische Be-

ziehung ~S =~ fUr Tkeine bestimmteFestlegung durch.(JoherbeifUhren konnen; 
oE T 

dies gilt fiir aHe Vereinigungs- und Trennungsiiberlegungen bei konstanter Energie. 
Vgl. ferner K. F. Herzfeld, Wien. Ber. (IIa) 122 (1913), p. 1553. 

162) Siehe auch Nr. 4, Ende. - Uber die Gultigkeitsgrenzen des II. Haupt
satzes vergleicbe man insbesondere M. v. Smoluchowski, Gottinger Vortrage uber 
die kinetische Theorie der Materie und der Elektrizitat, Leipzig 1914, p. 88-121, 
ferner Pbys. Ztschr. 13 (1912), p. 1069; Wien. Ber. (lIa) 124 (1915), p. 339. 

163) M. Planck [1], § 127; Thermodynamik, 6. Aufl., Leipzig 1921, § 152 a. 
164) Genauer: Freie Energie bei konstantem Druck (Eucken). - Zur Ver

anscbaulichung von lJF kann man sich auf Grund von (89) den ganzen zellen
bedeckten Teil des IL-Raumes mit der Dichte 

l)-(EI+Et,ll 

fUr jede Zelle belegt denken. Dann ist z. B., im Falle eines Gases, das "Ge
samtgewicht" des /L-Raumes identisch mit der Verteilungsfunktion FW (34) fiir 
~ =.(Jo und gleich 'P 

e- N7c . 

Bezuglich einer naheren Diskussion der statistischen Formeln fiir die verschie
denen thermodynamischen Funktionen vgl. man insbesondere K. F. Herzfeld, 
Ztschr. f. phys. Chem. 96 (1920), p. 139; Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 186; 23 (1922), 
p. 95 oder V 11 (K. F. Herzfeld), Nr. o. 
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bzw. fiir jeden einzelnen Bestandteil .A des thermischen Systems 

(89) iFA = k . log FA (T, a*)j 

die freie Energie F.A von .A wird 

(89 a) FA = - k . T· log FA (T, a*). 

Mit Riicksicht auf die Bedeutung der zur Ableitung von (85) heran
gezogenen Boltsmannschen Verteilung (vgl. Nr.4: Ende) moge auch 
an dieser Stelle ausdriicklich betont werden, daB diese, wie iiberhaupt 
alle statistischen Ergebnisse strenggenommen keineswegs die wirklichen 
Werte der betreffenden makroskopisch-thermodynamischen GroBen dar
stellen, oder deren Zeitmittelwerte iiber praktisch unendlich lange Be
obachtungsdauern. Obige Beziehungen geben vielmehr nur deren wakr
scheinliChste zeitliche Mittelwerte an und es ist innerhalb der Statistik 
prinzipiell unmoglich, beliebig groBe Abweichungen von ihnen auszu
schlie Ben. 165) 

Sb. Das Boltzmannsche Prinzip. Anstatt die Begriindung der 
statistischen Form des Entropiesatzes in Anlehnung an die Ergebnisse 
der exakten Methode von Nr. I) a vorzunehmen, hiitte man sich auch 
unmittelbar jener des in Nr. I) b skizzierten 8Jteren Verfahrens bedienen 
konnen. Dieses letztere gestattet iiberdies dem Ausdruck fiir die En
tropie jene andere, weitTerbreite Deutung zu geben, welche den Inhalt 
des sogenannten Boltsmannschen Prinsips ausmacht. Aus der auch fiir 
ganz beliebige statistische Gebilde giiltigen Gleichung (44a) kann 
namlich unmittelbar die Gleichheit der vollstandigen Differentiale 

d log R (ZMB) = d { - (! . N + ./11 ' E} 

abgelesen werden, wenn man bedenkt, daB unter allen iiberhaupt 
denkbaren und ganz beliebigen, in ( 44 a) zulassigen Inderungen h N, 
auch jene vorkommen miissen, welche einer infinitesimalen Energie
anderung dE und umkehrbar unendlich langsamen Arbeitsleistung 
~A. da* entsprechen. Mittels (20a) und (45) wird - ~N, abgesehen 
a* 

von Gliedern, welche von E und den a* unabkiingig sind, unschwer 

165) Siehe auch Anm. 80). Demgegeniiber hat Planck mebrfach die An
sicht vertreten, daB es dem Physiker frei steht, durch eine besondere physikalische 
Zusatzannanme solche Abweichungen auszuschlieBen, welche eine Verletzung des 
anerkannt eindeutigen Ablaufes der makroskopischen Erscheinungen hervorrufen 
wiirden. Vgl. IV 32 (P. und T. EMenfest), Nr.30, ferner Anm. 1). 

166) Mittels dieser Beziehung und der StirZingschen Formel (43) liU3t sich 
naoh K. Lichtenecker, 'Verh. Deutsch. PhYI. Ges. 21 (1919), p. 236 die Entropie 
nor mit einer Unsicherheit von mehr ala 1/1 % ermitteln. Da. Lichtenecker die 
StirZingsche Formel aelbst nicht benutzt, gilt seine Abschii.tzung auch fUr die 
erste Nii.herung von (85) bzw. (86). 
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zu log [F(e-.'t., a*)]N bzw. fur das oben betrachtete Gesamtsystem 
nach (83) zu log II bestimmt; dann ergibt die auf (82 a) gegrundete 

11 Beziehung (81a) wegen -IT1 = log:u.-

-IT1• d'Q = d log R (lNB) 

und daher wegen (64) und (85) bzw. (86) 

(90) S = k . log R (INB) + const. 166) 

Hierbei bedeutet INB (vgl. p. 909) jene Zustandsverteilung des be
trachteten statistischen Gebildes (Korpersystem oder einzelner warmer 
Korper), welche die "Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten" R(Z) 167) 

oder die "thermodynamische Wahrscheinlichkeit" nach Planck l68) zu 
einem Maximum macht. In der Form (90) besagt das Boltzmannsche 
Prinzip also, dafj die Entropie bis auf eine willkurliche additive Kon
stante durch den k-fachen Logarithmus der (thermodynamischen) Wahr
scheinlichkeit der mit den gegebenen auBeren Bedingungen vertriiglichen 
Zustandsverteilung maximaler Komplexionsanzahl gegeben sei. 169) Wie 
die Resultate von Nr. 5 b zeigen, kann man ubrigens an Stelle von 
R (lMB) in (90) nach Belieben auch Roder R (lm) (fur die zeitlich 
mittlere Zustandsverteilung lm) setzen, ohne das ja stets nur asympto
tisch ausgewertete Ergebnis derselben irgendwie zu verandern. Schlie6-

167) Vgl. z. B. Gl. (29), (36), (29A). 
168) Vgl. Anm. 29). - Eine andere, auf einem Vorschlag von D. Ht1berl 

beruhende Definition der "thermodynamischen Wahrscheinlichkeit", zu deren 
Begrundung man zweier verschiedener Zelleneinteilungen des /L-Raumes bedad, 
wird von D. Enskog, Ann. d. Phys. 72 (1923), p. 321 benutzt. Sie stellt jedoch 
ebenso wie die Plancksche keine "echte" W ahrscheinlichkeit dar und eine auf 
sie gegriindete Ableitung des Boltzmannschen Prinzipes analog jener von (90 a) 
ware den gleichen Einwendungen ausgesetzt, wie sie weiter unten im Texte 
naher angegeben werden. Uber die Bedeutung dieser abgeanderten Definition 
vgl. man Anm. 762). 

169) Vgl. V 8 (L. Boltzmann und J. Nabl), Nr. 13; IV 32 (P. und T. Ehren
fest), insbesondere Nr. 28 und 29; M. Planck [1], § 113-127. - Die in Anm. 158) 
zitierte Arbeit von P. Ehrenfest ist urspriinglich dem (oben etwas vereinfachten) 
Beweise von (90) gewidmet, eben so A. Sm.ekal, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 137, 
200. Von den zahlreichen Arbeiten iiber das Boltzmannsche Prinzip seien noch 
hervorgehoben: A. Einstein, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1277; L. S. Ornstein, Arch. 
Neer!. (IlIA) 2 (1912), p. 78; K. F. Herzfeld, Wien. Ber. (Ila) 122 (1913), p. 1553; 
Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 786; T. Ehrenfest-Afanassjewa, Versl. Akad. Amsterdam 
26 (1918), p. 1437; P. Ehrenfest und V. Trkal, Ann. d. Phys. 65 (1921), p. 609; 
Versl. Akad. Amsterdam 28 (1920), p.162; M. Planck, Ann. d. Phys. 66 (1921), 
p. 366; O. G. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 823, § 4; 
R. H. Fowler, Phil. Mag. 45 (1923), p. 497; R. C. Tolman, J. Amer. Chem. Soc. 44 
(1922), p. 75; D. Enskog, Ann. d. Phys. 72 (1923), p. 321. 
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lich moge auch noch hervorgehoben werden, da/3 der Beweis von (90) 
ebenso wie jener von (85) bzw. (86) vollstiindig unabhiingig 'lion bestimmten 
Verfugungen Uber die Gewichtsfunktion verlauft, sofem diese wegen 
(82a) der bereits anderwarts als notwendig begriindeten Bedingung 
(16) geniigt. 

1m Gegensatz zu obiger, in jeder Hinsicht konsequenter Begrun
dung leitet Planck in seinen Darstellungen der Strahlungstheorie das 
Boltzmannsche Prinsip mittels einer eigentumlichen Methode ab, die 
in der Literatur zu mehrfachen Einwendungen AniaB gegeben hat. 
Erblickt man mit Boltsmann das Wesen der Irreversibilitat der Warme
erscheinungen darin, daB die statistischen Systeme "im allgemeinen" 
von Zustandsverteilungen "geringerer 'Vahrscheinlichkeit" zu solchen 
"hOherer Wahrscheinlichkeit" iiberzugehen strehen, so gelangt man 
dazu, "die GroBe der Entropie als ein direktes allgemeines MaB fur 
die physikalische Wahrscheinlichkeit" aufzufassen. Ohne daft es not
wendig sein soil, diese Wahrscheinliehkeit vorher genau su definieren, 
wird angenommen, daB 8 eine universelle Funktion dieser Wahrscheinlich
keit W sei. Fur die zwei voneinander als vollkommen unabhangig 
(thermisch isoliert) vorausgesetzten warm en Korper A und B wird 
auf Grund des Ansatzes 

8.04 = f(W..4), 
sowie aus dem Multiplikationstheorem der Wahrsckeinlichkeiten unab
hiingiger Ereignisse 

8.A+B= 8.04 + 8B = f(W.A+B) = f(WA • WB) 

gefolgert und aus dieser Funktionalgleichung 

(90a) S = k . log W 

abgeleitet, wobei in (90a) entgegen (90) keine willkurliehe additive 
Konstante mehr auftreten kann. Indem Planck eine bestimmte Zellen
einteilung des p,-Raumes und die konstante Gewichtsfunktion Eins 
axiomatisch festlegt, wird die b1'sherige "echte' Wahrscheinlichkeit ohne 
niihere Rechtfertigung mit Bezug auf die seitlichen Vorgange an dem be
trachteten System, hinterher durch die Definition der "thermodynami
schen" Wahrscheinliehkeit ReZn) ersetst. Obwohl die GroBen R(ZHB) 
sehr gro/3e, stets ganze Zahlen darstellen, muf3 es also stillschweigend als 
unbedenklich angesehen werden, auf sie das oben benutzte Multiplikations
theorem "echter W ahrscheinlichkeiten" unabhiingiger Ereignisse anwenden 
su kanne'll. Auf diese Art gelangt man wieder zu (90), wobei aber 
die willkiirliche Konstante wegen del' Verfugung iiber die Gewichts
funktion bereits zu Null festgelegt erscheint. 
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Obige Darstellung des Planckschen Gadankenganges liiJ~t durch 
die Hervorhebung der dabei notwendigen, einer besonderen Begrundung 
entbehrenden Annahmen die Angriffspunkte der meisten gegen ihn 
erhobenen Einwendungen erkennen. Hat man aber einmal die uni
verselle Bedeutung von R(ZjllB) mit Riicksicht auf die Zeitgesamtheit 
der betrachteten beliebigen statistischen Gebilde klargesteilt (Nr. 4:, 6 b), 
so liiBt sich der groBte Teil seiner iibrigen Schwierigkeiten vermeiden, 
wenn es gelingt, an Stelle dar "thermodynamischen" Wahrscheinlich
keiten mit "echten" zu operieren. Hierzu ware es zuniichst am nahe
liegendsten, wie in der Thermodynamik iiberhaupt, nur Entropiediffe
renzen zu betrachten, in welcbem Falle bei gegebener Gesamtenergie 
sowohl (90) als (900.) zu 

(90b) S'-S"=k.log[;~;'D 
fiihren, do. dann z. B. nach (36) ailgemein fur beliebige Zustandsver

teilungen W(Z) = R~Z) ist. Wegen der asymptotischen Gleicbheit von 

R(ZMB) und R betriigt aber das Maximum von R~Z) stets Eins, so daB 

man bei Verwendung echter Wahrscheinlichkeiten fur das innere thermo
dynamische Gleichgewicht eines isoZierien warmen Korpers aus (900.) 
stets S = 0 erhalten miiBte. Diese Schwierigkeit failt dagegen sofort 
weg, wenn man den betracbteten warmen Korper A in thermische 
Beriihrung mit einem sehr groBen System oder Warmereservoir W 
bringt (vgl. Nr. 7b Ende). Jetzt wird nii.mlich (vgl. z. B. (29A)) 

RA(Z(AI) • Rw(Z(W») 
W.A = R ' A+W 

R (Z(W») 
wobei der Faktor:; fiir ein sehr groBes Gebilde W als von 

.A+W 
den Zustandsverteilungen Z(A) unabhiingig angesehen werden kann. Die 
"echte" W ahrscheinlichkeit W A wird so bis auf einen von A unab
hangigen Faktor gleich der "thermodynamischen", und die Aufsuchung 
ihres Maximalwertes kann nun wie bei Planck erfolgen. 

9. Bestimmung von Gewichtsfunktionen auf Grund experimen
teller Ergebnisse. Existenz diskreter stationsrer Quantenzustsnde. 
Wie aus (88) und (89) bereits hervorgegangen ist, lassen sich samt
liche thermodynamische GroBen eines warm en Korpers A durch Ver
mittlung der Planckschen Funktion lJf statistisch auf seine Verteilungs
funktion FA(T, a*) zuriickfiihren. Dieses fundame;ntale Ergebnis ermog
licht prinzipiell die Bestimmung der in die FA eingehenden Gewichts
funktionen una Molekiile;nergien, sofern die makroskopisch-thermische;n 
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Grof3en empirisch gegeben sind. Wie die Ergebnisse von Nr. 6 b liber die 
Gewiehtsfunktion der Hohlraumstrahlung gezeigt haben, wird man im 
allgemeinen nicht einmal erwarten durfen, mit stetigen Gewichtsfunk
tionen das Auslangen zu finden. U m aueh die Unstetigkeiten der Ge
wiehtsverteilung ermitteln zu konnen, setzt man die allgemeine Ver
teilungsfunktion (340.) der inneren Bewegung .der Molekiile am em
faehaten al!! Stiiltjessches Integral an, in der Form 

co 

(340.') F('C) fe-d. dg', 
o 

wobei 'C = k ~ T gesetzt ist.170) R. H. Fowler l7l ) hat nun in Weiter

fiihrung eines Gedankens von Poincare zeigen konnen, daB fiir der
artige Integrale ein Umkehrtheorem analog dem bekannten Fourier
schen Integraltheorem gilt. Dieses ergiht, auf (34&,) angewendet, den 
Zusammenhang zwischen g' und der Molekiilenergie E in der Gestalt: 

a+ico 

(91) g' = ~fF(r;) . e'tE • d-r 
2n~ -r ' 

... (1-;00 

wobei a eine beliebige positive reelle Zahl bedeutet, die einen ge
wissen Grenzwert nicht unterschreiten darf.172) Aus (91) entnimmt 

170) Wie ma.n sieht, wird die bisherige Rolle von g hier nun von dg' liber
nommen (vgl. auch den Ausatz (46) und (340.0.». Die a priori-Haufigkeit do.fiir, 
daB die Energie E eines Molekiiles zwischen El und E, (> E l ) gelegen sei, 
wird jetzt durch g' (EI ) - g' (El ) gemessen. 

171) R. H. Fowler, Proc. Roy. Soc. A 99 (1921), p.462. Eine Behandlung 
der Integralgleichung (34 a') findet sich in allem Wesentlichen aber bereits 1859 bei 
B. Riemann, Ges. Werke, II. Aufl., p.149 (vgl. hierzu auch die Note von H. Weber, 
p. 154), und hat seither oftmalige Anwendung no.mentlich in der analytischen 
Zahlentheorie gefunden. Siehe etwa H. Bachmann, Analytische Zahlentheorie. 

172) Die genaueren Festsetzungen und Voro.ussetzungen hierfiir sind die 
folgenden: g' sei eine monoton-zunehmende Funktion von E fiir alle in Betracht 
kommenden Werle von E, welche in jedem endlichen Intervall (Em' E .. ) nur 
eine endliche Anzahl von Sprungstellen besitzt. Die GrllBe der zugeh6rigen 
Sprnngwerte bei E~ Bei ji' wobei E;-~oo, wenn i~oo. UnterljfCIf-j· dg'(E) 
werde nicht daB allgemeinste Stieltjessche Integral verstanden, sondern dieses 

Integral gleich;2 feE;) .j; + freE) :~. dE gesetzt, wobei :~ existieren und 

stetig sein soll, abgesehen von einer endlichen Zahl von Stell en in jedem end
lichen Intervalle (Em' E,,), in welchem e8 auch beschrilnkt sein rod. Wenn 
liberdies 00 co 

~ji·e-1Ei und Je-'tE.:~.dE 
o -a 

fUr ,; == 10 konvergieren und a so gewllhlt wird, daB in (- a,O) keine Sprung-
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man, daB F( -,;) als komplexe Funktion ihres Arguments gegeben sein muB, 
was im allgemeinen nur annaherungsweise der Fall sein wird, wenn F(?:) 
auf Grund der experimentellen Ergebnisse durch eine empirische Formel 
dargestellt werden konnte; indessen liiBt sich diese Schwierigkeit -
wenn erforderlich - auch vermeiden und g' als Funktion von E 
direkt mit Benutzung bloB reeller Tabellenwerte fUr Fer:) bestimmen.17S) 

Thermische Grenzgesetze filr hinreichend hohe Temperaturen. 
Urn die Anwendbarkeit der obigen Methode zu illustrieren, mage zu
nachst auf das Verhalten der verschiedenen warm en Korper einschlieB
lich der Strahlung bei hinreichend hohen Temperaturen eingegangen 
werden. ErfahrungsgemaB wird die spezifische Warrne bei konstantern 
Volurnen sowohl bei festen Karpern (Dulong-Petitsches Gesetz) als bei 
ein- und mehratomigen Gasen fur hohe Temperatnren konstant 174) und 

zwar gleich " bzw. i pro Freiheitsgrad. Da Cv = ~ ~, ergibt sich aus 

(88), daB der thermische Energieinhalt (abgesehen von der hier be
langlosen Energiekonstante) in diesem Grenzgebiete proportional der 
absoluten Temperatur wird, was nach .dem Rayleigh-Jeansschen Grenz
gesetze (7180) fur lange Wellen und hohe Temperaturen auch fur die 
Hohlraumstrahlung zutrifft. Aus (88) und (89) folgt dann, daB die 
Verteilungsfunktion der Teilsysteme fur diese Arten thermischer Systeme 
pro Freiheitsgrad entweder der absoluten Temperatur oder deren Quadrat
wurzel proportional wird. 175) Man hat demnach F (r:) proportional 

-.!.. oder ,~ und findet allgemein 
~ 1''' 

(92) 9 = const (lim T --+ 00). 

werte von g' vorkommen, sei nun 
co 

F(~) =fe-~E. dg'(E). 
-a 

Dann ist F(1'rholomorphifiir alle Punkte der komplexen Halbebene, fUr welche 
der reelle Teil von 'I' grol.\er ala 'Yo ist, nnd man hat 

y=ir 

(91') ~[g'(E+O) +g'(E - O)]-g'(- a) = lim ~ !F(1')' e1:E. dT. 
2 r-+oo 2 %t. " 

wobei 1>10,1>0. 
y-ir 

173) R. H. Fowler, 1. c. § 5. Vgl. auch C. G. Darwin nnd R. H. FowZer, 
Phil. Mag. 44 (1922), p. 823. 

174) Der Einflul.\ anharmoniBcher Schwingungen und des Schmelzens bei 
den festen Korpern und der der beginnenden DisBoziation bzw. Ionisation bei 
den Gasen, welche unter Umstanden ein tl"berschreiten dieser konBtanten Grenz
werle zu bewirken oder deren Erreichen zu verhindern vermogen, kann hier 
anner' Betracht bleiben. 

175) Bezuglich der Hohlraumstrahlung vgl. (58bb) in Verbindung mit (64); 
da.B gleiche gilt fUr den Festkorper. 
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Fur hoke Temperaturen verhiilt sich die Gewichtsfunktion aller hier be
trachteten thermischen Systeme wie eine Konstante, in vollster Dberein
stimmung mit der in Nr. 3 (I) angefiihrten Gleichhiiufigkeitsbehauptung 
(bI ) der iilteren statistischen Mechanik, in welcher diese allerdings auch 
fur beliebig tiefe Temperaturen unveranderl in Geltung bleiben sollte. 
Das gleiche Ergebnis hinsichtlich der Translatwnsbewegung der Gase 
allein, fur beliebige Temperaturen bis herab zum hypothetischen Ent
artungsgebiet (s. Nr. 19, 24:c) ist bereits in Nr. 3, Ende und Nr. lie 
vorweggenommen worden.176) 

Die Energieverteilung im. Normalspektrum der Hohlraumstrah
lung. Eine das thermische Verhalten fiir beliebig hohe und tiefe Tem
peraturen gleichmaBig gut darstellende, vollkommen selbstandige und 
empirisch gesicherte Beziehung besitzt man nur fur die Hohlraum
strahlung: das fiir die Quantentheorie fundamentale Plancksche Strah
Zungsgesetz.177) Die neuesten, zur Priifung dieser Beziehung angestellten 
Messungen von Rubens und Michel haben ergeben, daB der Ausdruck 

(93) () 8:n;h'JIs 1 
" v = -cs-' h" 

ekT -1 

die beobachteten GroBen innerhalb der 1 % betragenden MeBgenauig
keit vollstandig darstellt.178) Durch diese Untersuchung miissen die 
auf Verarbeitung der gesamten alteren experimentellen Literatur ge
g~iindeten Schlusse von Nernst und Wulf zugunsten einer Strahlungs
formel von der Gestalt 

(930.) . (1 + a) 

als wenigstens innerhalb der zuletzt erreichten MeBgenauigkeit wider

legt .gelten; ex sollte namlich fur groBe und kleine Werte von ; 

176) V gl. dazu auch die auf p. 927 und in Anm. 131 iiber den Gleichver
teilungssate der Energie gemachten Bemerkungen. 

177) M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 19.0kt. 1900, p. 202. Zur 
Geschichte dieser Strahlungsformel vgl. man insbesondere die 1. Aut1age von 
M. Planck [1] (1906), sowie den Planckschen Nobelvortrag: "Die Entstehung und 
bisherige Entwicklung der Quantentheorie", Leipzig 1920 (Barth) oder M.Planck, 
Physikalische Rundblicke, Leipzig 1922 (Hirzel). 

178) H. Rubens und G. Michel, Berl. Ber. 1921, p.590j Phys. Ztschr. 22 
(1921), p. 569. Spatere Messungen im Ultraviolett nach einer lichtelektrischen 
Methode iibertreffen diese Untersuchung nicht an Genauigkeit und befinden sich 
mit ihr inuerhalb der Fehlergrenzen vollig in tJbereinstimmung. V gl. E. Csaszar, 
Programm der Hochschule in Papa 1918, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 220; 
E. Steinke, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 215. 
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gegen Null konvergieren, dazwischen aber einen maximalen Wert von 
7 % erreichen.119) 

Sieht man (93) als exakt an, so folgt daraus mit Rficksicht auf (53 b) 
00 

(94) F(r: v) = C -- = C. ~e-~·"kv 
, 1- e-~·h> £.J 

71=0 

und zufolge (91) [bzw. (91')] oder durch direkten Vergleicb mit (58) 
,,11+. 

limjg(E) . dE = C .-..0 (n = 0, 1, 2, ... , 00 ) , .. ,,-. 
wobei E die Energie einer beliebigen Hohlraumeigenschwingung von 
der Frequenz 11 bedeutet und die Konstante C willkiirlich bleibt.180) 

Hierfiir kann auch einfacher geschrieben werden 

{ g=c=const. fur E,,=n.hv (n=O,I,2, ... ,00) 
(95) 9 = ° fiir E =F En .181) 

Die Gewichtsfunktion der Hohlraumstrahlung ist demnack unstetig. Jede 
ihrer Eigenschwingungen besitet entweder Uberhaupt keine Energie oder 
einen Energiebetrag, welcher einem ganeeahligen Vielfachen des "Energie-

179) W. Nernst und Th. Wulf, Verha.ndl. Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), 
p. 294. Auf diele Arbeit sei femer hinaichtlich aUer l!J.teren, zur Priifung der 
Planckschen Formel angesteUten experimentellen Untersuchungen verwiesen. Bis 
1909 sind diese auch in V 28 CWO Wien), Nr.12 besprochen. 

180) VgI. Anm. 98). 
181) P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91 j H. Poincare, J. d. Phys. 

(6) 2 (1912), p. 5; M. Planck, Acta. ma.th. 88 (1921), p. 387; R. H. Fowler, Proc. 
Roy. Soc. A 99 (1921), p. 462. - Obige Analyse, bei Poincare mittels des ge
W6hnlichen Fourierschen Integraltheorems durchgefiihrt, enthillt eine Lucke, 
welche dmch die oben angefuhrte Erweiterung desselben durch Fowler vermie
den werden kann. Auf Grund von (91') findet man im einzelnen 

r+~oo 

1 '1 f C·e~E doc 
"2 [g' (E + 0) + g'(E - 0)] - g'(- a) = hi 1 _ e-~""'--; 

r-~co 

r+ ico r+;co 
=s..j..(;.l(E-tth).dOC. ~Je-~[(P+l)hv-E] .d'l:. 

2n~::E'o 'I: +2n1 l-e- dY 'I: 

r-ioo r- ico 

Da.s erste Integral auf" der rechten Seite gibt C(p + 1) fur ph'll < E < (p + 1)11,'11 
und C(p +!) fUr E = ph'll, da.s zweite hingegen verschwindet. Zufolge Anm. 170) 
bat man also fUr die a priori-Haufigkeit dafiir, daB die Energie einer Hohlraum
eigenschwingung im Intervall (Eb' E~ gelegen ist, 

und 
g'(Eb) - g'(EJ = 0 fiir ph'll < Ea < Eb < (p + l)h'JI 

g'(Eb) - g'(EJ = C fiir (p -1)11,'11 < Ea <ph'll < Eb < (P + 1) 11,'11, 

was mit (95) identisch iat. 
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quantums" hv gleich ist 181), wobei das diese Grotle bestimmende Planck
sche "Wirkungsquantum" h direkt aus den empirisch bestimmten Kon
stanten der Strahlungsgleichung (93) zu 6,52.10- 17 erg· sec berechnet 
werden kann.18S) AIle iibrigen denkbaren Energiewerle haben das Ge
wicht Null, kommen also, zumindest praktisch, iiberhaupt nicht Tor. 

Trotzdem ist (95) mit dem fruher fur kleine Werle von ; erhaltenen 

Grenzgesetze (92) wohl verlraglich. In diesem Falle haben fur die 
Strahlungsformel vor aHem jene unter den ausgezeichneten Werten 
von (95) Bedeutung, fiir welche n sehr groB ist; sind n' und n" 
zwei solche A.nzahlen, fiir welche uberdies n" - n' <SE n', n", so wird 

E,of- E"'·t h d '" b l' b' kl' d' S h . E ml wac sen en n, n e Ie Ig em, Ie c wmgungszu-
,,' 

stande, welche den ausgezeichneten Energiewerten E" entsprechen, 
riicken im Verhiiltnis zu diesem selbst immer dichter zusammen, so daB 
fUr sehr groBe n praktisch fiir jeden beliebigen Energiewert 9 = const. 
wird, wie in der alteren statistischen Mechanik. - Fragt man auf 
Grund des Ergebnisses (95) nach jener Struktur der p.-Ebene (56) 
bzw. (56a), die gewahlt werden rouB, urn bei Annahme von (95) das 
Plancksche Strahlungsgesetz (93) abzuleiten, so ist klar, daB jede be
liebige Ellipseneinteilung (56) zuUissig sein wird, in deren ZeUen 
hOchstens je eine p.-Kurve mit Ton Null verschiedenem Gewicht 9 vor
kommt. Setzt man z. B. h,. = n . h und rechnet die ituBere Begrenzung 
der ZeUen aIs nicht mehr zu ihnen gehorig l84) , so ware das ebenso 

182) Diese Aussage ist wesentlich von jener zu unterscheiden, ~aB auf jede 
Eigenschwingung nur eine ganze Anzahl selbstl!.ndiger "Lichtquanten" hfl ent
fallen kilnne. Vgl. P. Ehrenfest, Ann. d. Phys 36 (1911), p. 91, § 14, insbeson
dere p. 112/114,; s. auch Anm. 226), femer G. Krutkow, Phys. Ztschr. 16 (1914,). 
p. 133, 363 und P. Ehrenfest und H. KamerZingh Onnei, Ann. d. Phys. 46 (1916), 
p. 1021, Anhang, sowie Anm. 545). 

183) Vgl. z. B. M. Planck [1] § 164, wo aus den lIJteren Messungen genauer 
h = 6,525 . 10-17 abgeleitet wird. Aus den neuesten Messungen Ton Rubens und 
Michel, s. Anm. 178). hat O. Michel, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 285, h = 6,621 • 10-Sf 

berechnet. - 1jber lamtliche Metooden zur Bestimmung von h und deren Er
gebnisse bis Mai 1920 berichtet zusammenfassend R. Lailenburg, Jahrb. d. Rad. 
17 (1920), p. 93, 273 und erUIt als besten Mittelwert h = 6,54. lOu mit einer 
Unsicherheit von etwa 2 Promille. 

184) Eine derarlige Zelleneinteilung ist z. B. von M. Planck [1] und auch 
bei fast allen iibrigen Ableitungen des Strahlungsgesetzes zugrunde gelegt wor~ 
den, welche hierzu Oszillatoren oder Hohlraumeigensehwingungen benutzen; in 
den ersten drei Auflagen des Planckschen Buches wird (95) dabei fiir die BOge
nannte 1. Fassung de,. PlancksChen Quantentheorie als Postulat an die Spitze ge
stellt und ebenso bei den meisten anderen Autoren. Von derartigen Ableitungen 
seien noch hervorgehoben: P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 7 (1906), p. 528; P. Debye, 
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zulassig, wie z. B. hn = (n - t)h; man kann die Zellen aber auch 
beliebig schmal wahlen, so daB nur wenige von ihnen uberhaupt 
Phasenpunkte enthalten konnen oder allein mit den durch (95) aus
gezeichneten p,- Ellipsen E .. = n . hv operieren. -

Die fundamentale Bedeutung, welche das Ergebnis einer unste
tigen, nur diskrete, von Null verschiedene Werte aufweisenden Gewichts
funktion del' Hohlraumstrahlung fur die gesamte Theol'ie der Materie 
erbalten hat, liiBt es wiinschenswert erscheinen, auch die statistischen 
Grundlagen einer Strahlungsfol'mel zu ermitteln, welche im Sinne von 
(93a) von der Planckschen Formel abweichtl'5), wobei a eine will-

Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 1427; P. Ehrenfest und H. Kame1'lingh Onnes, Ann. d. 
Phys. 46 (1915), p. 1021; A. Szarl'assi, Denkschr. Wien. Akad. 95 (1918), p. 391; 
L. Flamm, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 116, 166; J. Kunz, Phil. Mag. 45 (1923), 
p. 300; S. N. Bose, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 178. Beroerkenswerterweise 
ist sich von allen Autoren nur Szarvassi dessen bewu13t gewesen, dati die 
Anwendung der statistischen Formeln von Nr. I) und 6 auf die Quantentheorie 
der Hohlraurostrahlung die Ersetzbarkeit einer Zeitgesamtheit durch eine Raum
gesamtheit zur Voraussetzung hat. Da die Untersuchung von v. Mises (Anm. 81), 
auf Grund welcher diese Sachlage in Nr. 4 geklart worden ist, damals noch 
nicht vorlag, formulierte Szarvassi eine eigene, der Planckschen Quantentheorie 
angepa6te VorauBsetzung, welche die Rolle der Quasiergodenhypothese in der 
alteren statistischen Mechanik (Nr. 1) zu iibernehmen bestirorot war; weil von 
der "Bahnkurve" des statiatischen Gebildes im r-Raume bei grundsiitzUcher End
lichkeit des Volumens der /l-.Raumzellen und konstanter Gewichtsfunktion hier 
nur mehr verlangt werden mutlte, da.6 sie nach geniigend langer Zeit in jede 
der nun ebenfalls endlichen r-Raumzellen gelange, und zwar durchschnittlich in 
jede Zelle gleich oft (anstatt jedem Punkte der Ene1'giefiiiche immer wieder be
liebig nahezukommen), hat Szarvassi derartige Gebilde e1'gozonal genannt. Diese 
oder eine verwandte Annahme hatte man seinerzeit ubrigens auch zur Recht
ferligung aller im Rahmen der inzwischen aufgegebenen II. Fassung der Planck
schen Quantentheorie (vgl. hierzu Anm. 191) vorgenommenen Anwendungen der 
Statistik benotigt. - Eine allgemeine, auf die Wechselwirkung von Strahlung 
mit beUebiger Materie gegriindete Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes 
von grotlter prinzipieller Tragweite ist von Einstein gegeben worden und wird 
in Nr. 11 dargestellt. Die oben erwahnten, auf einer Oazillatoren- oder Hohl
raumeigenschwingungs-Statistik beruhenden Ableitungen von (93) sind ihr gegen
iiber in der neneren Literatur etwas in den Hintergrund getreten, jedoch mit 
Unrecht; wie die Ausfiihrungen von Nr. 6 b zeigen, ist ein Gro.6teil von den 
Grundlagen der ersteren fiir den Beweis des Wienschen Verschiebungsgesetzes 
unerliWlich, dessen Kenntnis die Einsteinsche Ableitung voraussetzen rou6. Siehe 
ferner Anm. 224). - Vom Standpunkt einer Erweiterung der Jaumannschen Kon
tinuitiitstheorie del' Physik, welche atomistische Bilder und Modelle Tollig zu ver
meiden bestrebt ist, hat E. Lohr, Denkschr. Wien. Akad. 99 (1924), p. 11, insbes. 
§§ 2, 3, Ii eine Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes skizziert. 

185) Abgesehen von den auf empirischen Daten beruhenden, nunmehr ent
krafteten Einwendungen von Nernst und WuZf gegen (9a) (s. Anm. 179), hat auf 
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kiirliche, numerisch beliebig klein zu haltende Funktion von ; be

deutet, die fur groBe und kleine Werte ihres Arguments gegen Null 
konvergiert. Diese und ii.hnliche Fragen sind von P. Ehrenfest im 
Anschlu6 an seine bereits am Ende von Nr.6b angefilhrten Ergeb
nisse untersucht und beantwortet worden. In Verscharfung der dort 
angefiihrten Bedingungen (A) bis (C) findet man fiir (93a) 

9 = 0= const. filr Eo = 0, El = h . v 
g=O fUr 0< E<E1 

(95a) 9 beliebig fur E>E1 
jedoch 

lim 9 ---+ 0= const. fur lim k~ ~ 0. 186) 

Die Existenz zumindest einer sweiten Singularitat von gist demnach 
auch in dies em FaIle nicht mehr zu umgehen. Damit zufolge (93a) 
auf eine Hohlraumeigenschwingung iiberhaupt Energie entfallt, mu6 
diese also mindestens hv betragen. Tatsachlich sind von der Annahme 
der Wirksamkeit einer derartigen "Reizschwelle" fiir die Eigenschwin
gungsenergie einige Autoren ausgegangen, welche bestrebt waren, die 
zur Ableitung eines brauchbaren Strahlungsgesetzes unumganglichen 
Diskontinuitaten nach Moglichkeit zu reduzieren.181) Wird bloB eine 
endliche Anzahl von "Energiestufen" in (95) zugelassen, im ubrigen 

Grund der (bier freilich nicht sehr ina Gewicht fallenden) klaasischen Elektro
dynamik auch E. Kretschmann, Ann. d. Phya. 66 (1921), p. 310, eine derartige 
Abweichung vom Planckschen Gesetze als moglich bezeichnet. 

186) P. Elwenfest, 1. c. Anm. 126), § 12 und 13, Beispiel III. - LiU3t man 
hingegen die in (98) und (9380) enthaltene, im Grunde genommen wesentlich iiber 
jede experimentelle Kontrollmliglichkeit hinauBgehende Annahme eines exponen
tiellen Abfallea der Nennerfunktion in der Strahlungsgleichung fallen, ao kann 
die Unerlll.l3lichkeit eines zweiten "Punktgewiohtes" (s. Anm. 117), wie Elwen
fest besonders hervorhebt, nicht mem gefolgert werden. ,Die Annahme lim g -+ C 

fUr lim k~ -+ 0 in (96 a) entspricht dem allgemeinen Grenzgesetze (92). 

187) H. 'V. Juptner, Ztschr. f. Elektrochem. 19 (1913), p. 711; J. de Boissoudy, 
Paris C. R. 166 (1918), p. 765; J. d. Phys. (6) 3 (1913), p. 385 (vgl. dazu E. Bauer, 
ebenda, p. 641; J. de Boissoudy, ebenda., p. 649); E. Csaszar, Ztschr. f. Phys. 14, 

(1923), p. 842; 19 (1923), p. 213. Bei A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40 
(1913), p. 551 fungierte voriibergehend eine derartige Schwellenwertenergie als 
NullpunktBenergie [vgl. dazu die Bemerkungen von A. Eucken im Anhange zu 
"Die Theorie der Strahlung und der Quanten" (Solvay-KongreB 1911), Halle 
1914, p. 374]. S. ferner den Versuoh von W. Nemst, Verhandl. Deutsch. Phys. 
Ges. 18 (1916), p. 83, die an (95) anschliel3ende Quantentheorie iiberhaupt zu 
vermeiden. 



9. Bestimmung von Gewichtst'unkt. auf Grund experimenteller Ergebnisse. 957 

aber (95 a) beibehalten und diese Anzahl hinreichend gr06 genommen, 
so approximiert (95a) das Plancksche Strahlungsgesetz bis zu jedem 
gewiinschten Genauigkeitsgrade.188) 

Materielle Festkorper bei beliebigen Temperaturen. Wie in 
N r. 6 b gezeigt worden ist, stimmen die Grundlagen einer statistischen 
Behandlung der teste:n Korper .in den meisten wesentlichen Punkten 
mit jenen der Hohlraumstrahlung iibereinj insbesondere ist die allge
meine Verteilungsfunktion (58) der Eigenschwingungen von gleicher 
Frequenz in beiden Fallen dieselbe. Hinsichtlich der experimentellen 
makroskopisch-thermischen Daten, welche zur Ermittlung des Verlaufes 
der Gewichtsfunktion beim Festkorper in Betracht kommen, besteht 
aber ein wesentlicher Unterschied gegeniiber der Hohlraumstrahlung: 
wah rend es bei letzterer experimentell keine Sch wierigkeiten hat, das 
Strahlungsgesetz (83) fur beliebiges monochromatisches Licht empirisch 
zu ermitteln, bezieht sich die Kenntnis des Verlaufes der spesifische:n 
Warme (cp, woraus Cy berechenbar) des Festkorpers alB Funktion 
seiner Temperatur auf samtliche an ihm auftretende Eigenfrequenzen 
zugleich. Wie die Prufung der Debyeschen Theorie 189) an der Erfah
rung ergeben hat, laSt sich Cv fiir etwa 20, meist reguliir kristalli
sierende, chemisch verhaltnisma6ig einfache Stoffe 190) mit bemerkens-

188) E. Csaszar, 1. c. Dieser Fall kann vielleicht insofern ein gewisses 
Interesse beanspruchen, ala ja die Existenz von zumindest endlich vielen Energie
atufen (allerdings an Materie) direkt experimentell sichergestellt werden konnte 
(a. weiter unten). Um z. B. die Messungen von Rubens und Michel (Tgl. Anm. 178) 
auf diese Weise innerhalb der Beobachtungsgenauigkeit darzustellen, wiirde man 
.mindestens 15 diakrete Energiewerte von (95) benl>tigen. 

189) V 25 (M. Born), Nr. 26, 27. 
190) Vgl. z. B. dim vortrefflichen Bericht von E. Schriidinger, Phys. Ztschr. 

20 (1919). p. 420, 450, 474-, 497, 523, insbesondere Fig. 6 und die Tabellen II, 
III und V. - Auch hier muB aber natfulich, wie schon oben bei der Strahlung, 
hervorgehoben werden, da~ die experimentellen Ergebnisse die exakte Giiltigkeit 
eines Funktionsverlaufea (96) [eventuell in Verbindung mit (96a)] nicht zu er
weisen vermogen. Wahrend jede Festkorpereigenschwingung bei exakter Giiltig
keit von (96) nach (100) abziihlbar unendlich viele Energiestufen annehmen kl>nnen 
mii~te, wird man hier, ebenso me in Anm. 188) bei der Strahlung. fragen kl>nnen, 
wie vieler diakreter Energiestufen es bedar!, um den gemessenen Verlauf der ape
zifiachen Warme mit der Temperatur innerhalb der Beobachtungsfehlergrenzen 
wiedergeben zu konnen. Mit einer einzigen SchweZlenwertenergie (vgl. Anm. 187), 
oberhalb welcher 9 = conet. gesetzt wird, sucht H. v. Juptner, Ztschr. f. Elektro
chem. 19 (1913), p. 711; 20 (1914), p. 10, 105, daa Auelangen zu linden. Nach 
E. Csaszar, Ztscbr. f. Phys. 19 (t923), p.213 reicht beim Ou die Annahme der 
ersten, beim Ag jene der ersten una zweiten Stufe von (100) fUr eine befriedigende 
Wiedergabe von Cv hin; indessen zeigt sich, daB die mittels solcher Daratellungen 
errechneten Werte von @, bzw. "n [vgl. (96')] dann im allgemeinen wesentlich 
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werter Genauigkeit bis zu den tiefsten Temperaturen durch 

(96) [ 12['" ~s 3a; ] cv=NFK·k- -~--dg---:vB. e _ 1 e" - 1 
o 

darstellen, wobei 

(96') 

(@ ])ebyes "charakteristische" Temperatur) gesetzt ist und der Zu
sammenhang zwischen der Gesamtzahl der Freiheitsgrade des Fest
korpers NFK und der ])ebyeschen Grenzfrequenz Vn durch (53a') ge
geben wird. In einer weiteren, ebenfalls recht betrachtlichen Anzahl 
von Fallen 190) entspricht der Verlauf von Cy den Folgerungen der 
weitergehenden Born-Karmanschen Theorie 189), nach welcher Cv durch 
Ausdriicke von der Form (96) (,,Debyefunktionen'~ und damit additiv 
verbundene von der Gestalt 

(96a) NFX • k(;~~)t (x = :."1:) 
("Einsteinfunktionen',) darstellbar wirdj die Grotlen Vo bedeuten dann 
gewisse charakteristische Eigenfrequenzen des Kristallgitters. Durch 
Integration nach der Temperatur ergibt sich fiir den Energieinhalt 
aus (96) 

3f'" ~s (97') E = N FK • kT:vB e~ -1 dg + Eo(vD), 
o 

was sich mit Benutzung von (53a) auf die Form bringen lii.8t 
~D 

E J NFK(v). [':!:..."," + EO(V)] . dv; 
o ieT_1 

(97) 

(96a) hingegen ergibt 

(97 a) NFK · [k~"o + E~(VO)J . 
·e llT -1 

Da die bei der Integration Ruftretenden willkiirlichen additiven Kon
stanten Eo bzw. Eo und 8~ im allgemeinen Funktionen von Vn bzw_ v 

und Vo sein werden und sich zeigen wird, dati sie den Veriauf der 
Gewichtsfunktion grundsatzlich zu beeinflussen vermogen, muB auf sie 
im folgenden besondere Riicksicht genommen werden. Schreibt man das 

~ 

schlechter mit den auf anderen Wegen berechneten iibereinstimmen, a.IB bei Be
nutzung der urspriinglichen Debyeschen Formel (96). Siehe femer E. Sc'krodinger, 
Ztschr. f. PhYB. 25 (1924), p.173; E. Csdsear, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 872. 
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Plancksche Strahlungsgesetz (93) mit Riicksicht auf (35 b) in der Form 

(93') E~ = ()(v) . V = Nas(v). b htt 

ekT -1 

so erkennt man, dafJ das Zeitmittel der Energie einer eineelnen Hohl
raumeigenschwingung 
(98) c(v)=~ 

ekT -1 

bis aUf die unbekannte additive Funktion co(v) brow. c~(v) mit jenem 
einer beliebigen FestkiYrpereigenschwingung gleicher Frequenz Uberein
stimmt. 

Wenn Co = E~ = 0, so iet der Verlauf der Gewichtsfunktion der 
Festkorpereigenschwingungen offenbar zugleich mit jenem der Hohl
raumeigenschwingungen durch (95) gegeben und alIe im AnschluB an 
das Plancksche Strahlungsgesetz angestellten Erwagungen gelten sinn
gemaB auch fUr alle festen Korper, auf welche sich die Debye-Born
Karmansche Theorie anwenden lii6t. 1st Eo bzw. c~ hingegen von Null 
verschieden, so ist fur T = 0, E = Eo bzw. c = co, und der Korper 
sowie auch jede seiner Eigenschwingungen besitzen eine Nullpunkts
energie. An Stelle der Verteilungsfunktion (94) erhalt man jetzt 

(99) 

Wie der Vergleich mit (94) und (58) zeigt, ergibt sich fiir die Ge-
wichtsfunktion 

{ 9 = 0 = COllst. 

(100) 9 = ° fiir ~ = Co + n· hv (n=O, 1, ... ,00) 
fiir E+~. 

gist also beim festen Korper auch im Falle des Vorhandenseins einer 
Nullpunktsenergie nur an einer Reihe isolierter Stellen von Null ver
schieden, niimlich fur jene Schwingungszustande der Eigenfrequenzen, 
welche einem Energiebetrag der Wertereihe E't, Et, ... , E:, ... ent
sprechen. Alie iibrigen, zufolge der makroskopisch-mechanischen Be
wegungsgleichungen in gleicher Weise zulassigen Schwingungszustande 
besitzen das Gewicht Null.191) lndem man sie wegen ihres praktischen 

191) M. Planck hat in der sogenannten "zweiten Fassung" der Quanten
theorie (s. die II. Auflage von [1], 1913, ferner die IV., 1921) versucht, den Fall 
Eo = -1 II, ." auf Grund klassisch-elektrodynamischer Kompromi6hypothesen zu be
griinden. Diese, von ihrem Urheber inzwischen wenigstens hinsichtlich ihrer 
extremen Form zuriickgenommene Fassung [so M. Planck, Die Naturwissenschaften 
11 (1923), p. 636], ist iibrigens auch mit der Statistik nicht ohne weiteres in Einklang 
zu bringen. Nach der "zweiten Fassung" BoUten namlich z. B. auch aHe Schwin-

62* 
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Nicht-Auftretens als nichtstationiir ansieht, bezeichnet man die in (95) 
bzw. (100) durch das Eingehen des Planckschen Wirkungsquantums 

gungszustande von Festkorpereigenfrequenzen moglich sein, welchen eine von 
den En (95) bzw. It-'';; (100) verschiedene Energie zukommt, und zwar sollten im 
Mittel alle solchen Zustande, fiir welche E" -1 < E ~ En ist, gleich hiiufig vor
kommen. Nach Planck ware daher innerhalb dieser Theorie die Gesamtzahl der 
Eigenschwingungen, fiir welche En -1 < E?:: En ist, proportional 

En- En_l 
e--2k--:Z;-

zu setzen gewesen. Nun treten aber zufolge del' Boltzmannschen Verte-ilung 
(Nr. 5,6) die (Eigenschwingungen von :del' Energie Emit der zeitlich-l'aum
lichen Relativhaufigkeit 

E 
e- kl' 

auf, so daB grundsatzlich nur infinitesimal benachbarten Energiewerten gleiche 
Relativhaufigkeiten entspl'echen konnen. Die genannte Annahme von Planck 
.sollte nun aber fiir die prinzipiell endlichen Energieintervalle (En -1' En) gelten 
und konnte daher nur zu einem unechten, vom jeweiligen Anfangszustande ab
hiingigen Warmegleichgewicht des betrachteten statistischen Gebildes fiihren. Zu 
einem Ausweg aus diesen Schwierigkeiten kann man mit K. F. Herzfeld, Wien. 
Ber. (JIa) 121 (1912), p. 1449, nur dann gelangen, wenn man die mit den Energie
werten E ausgestatteten Schwingungszustande von vornherein als voneinander 
statistisch abhiingig ansieht, was auf eine Modifikation der statistischen Grund
lagen hinauslauft. 

Durch die bereits mehrfach zitierte Untersuchung der statistischen Grund
lagen des Planckschen Strahiungsgesetzes von P. Ehrenfest war im Grunde ge
nommen bereits 1911 (also im Entstehungsjahre der "zweiten Fassung" und ohne 
ihre Kenntnis) gezeigt worden, daB die "zweite Fassung" der gewohnlichen Statistik 
widerspricht und keine legitime Ableitung des Planckschen Ausdruckes (98) mit 
B. = th'lI ermoglichen kann. Ein Jahr darauf hat B. Poincare, J. d. Phys. (0) 
3 (1913), p. 5 diese :E'rage direkt behandelt und das negative Ergebnis fOl'IDuliert. 
Die in Anm.181) el'wahnte Liicke seines Beweises hat M.Planc1c, Acta math. 38 
(1921), p. 387 den Anla13 zu einem Versuch geboten, der angefochtenen Ableitmng 
einen neuen Beweisgl'und zu gehen. Die in Anm. 181) angedeutete Fowlersche 
Beweisfiihmng, angewendet auf den Fall einer Nullpunktsenergie Eo = th . .", 
widedegt nunmehr jeden derartigen Versuch endgiiltig, indem sie eindeutig zu 
(100) fiihrt. 

Allerdings muB man sich abel' auch dariiber im kIa'ren sein, daB Ergeb
nissen wie etwa (95) und (100) in Ietzter Linie doch nur groBenordnungsmaBige 
Bedeutung zukommen kann. Wiirde man z. B. annehmen wollen, daB die mitt
leren "Lebensdauern" der oben ausgeschlossenen Zwischenzustande um min de
stens drei GroBenordnungen geringer sind ala jene del' Quantenzustande, so findet 
man leicht, daB ein derartiges Verhalten bisher weder bei den Strahlungs
messungen, noch bei jenen der spezifischen Warme der Festkorper hatte be
merkt werden konnen. Tatsachlich liegt in der Quantentheorie der Dispersions
erscheinungen eine derartige Miiglichkeit vor, wie K. F. Herzfeld und nament
lich A. Smekal jiingst nahel ausg .. fiihrt haben. V gl. dazu Nr. 21. 



9. Bestimmnng von Gewichtsfunkt. auf Grund experimenteller Ergebnisse. 961 

gekennzeichneten, realisierbaren Eigenschwingungszustande auch ale 
stationiire oder Quantenzustiinde.19~) 

Die Frage nach der Existenz und GroBe einer Nullpunktsenergie 
des festen Korpers ist auBer fiir die Festlegung seiner Quantenzu
stande auch fiir seine Thermodynamik von Belang, da Eo wegen seiner 
Abhangigkeit von Vn auch als Funktion des Korpervolumens V auf
gefaBt werden kann. 193) Wird sie mit Planck als der kalorische 
Energiedefekt des Korpers im Dulong-Petitschen Gebiet gegeniiber der 
ihm nach der alteren klassischen Statistik zustehenden Energie ange
sehen, so hat man auf Grund der empirisch bestatigten Beziehung (96) 

(101) 
T) 

Eo=lim L-N FK • kT -f~v· dT] = {NFK • hVD. l94) 
1'~oo • o 

Bennewitz und Simon haben jiingst wahrscheinlich machen konnen, 
daB eine Nullpunktsenergie dieser GroBenordnung aus der niedrigen 

192) Die Ergebnisse (95) und (100), sowie die analogen, weiter nnten hin
sichtlich der Qnanteneigenschaften von Gasmolekiilen zusammengestellten Folge
rungen und experimentellen Feststellungen beweisen also z. B., daB die mitUere 
Abklingungsdauer, welche von einem Quantengebilde zur Ansfiihrung eines mit 
spontaner Energieausstrahlung verbundenen Uberganges zwischen zwei Quanten
zustiinden benlltigt wird, von niedrigerer GriifJenordnung sein muB als die mitt
leren Verweilzeiten des Gebildes in diesen ausgezeichneten Zustiinden selbst. 
Ahnliches gilt ersichtlich auch von allen librigen mit derartigen Quantenuber
giingen verbundenen Vorgangen. Diese wichtige Folgerung bestatigt hinterher 
die Berechtigung der am Ende von Nr. 2 und zu Beginn von Nr.4: gemachten, 
fUr die in den Nummern 4: bis 8 geschilderte Form der Statistik wesentliche 
Voraussetzung, daJ3 jene tThergangszeitdauern praktisch gegen die Verweilzeiten 
vernachlassigt werden konnen. - Die in der vorigen Anmerkung erorterte Un
zulitnglichkeit der "zweiten Fassung" der Planckschen Quantentheorie kann in 
diesem Zusammenha.nge auch mit dem Hinweise auf die von ihr fur den Ab
sorptionsprozeB geforderte endliche "Mkumulationszeit" in Verbindung gebracht 
werden. Der gleiche Widerspruch wiirde durch die Annahme einer merklichen 
Abklingungszeit lellchtender Atome hervorgerufen werden, wie sie anfangs von 
W. Wien, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 697 zur Deutung seiner Versuche liber die 
Abnahme der Lichtemission von ins Va.knum auslaufenden Kanalstrahlen heran
gezogen worden iat. Diese Annahme wurde von G. Mie, Ann. d. Phys. 66 (1921). 
p.237; 73 (1924), p.195 iibernommen und Bogar zu einer Strahlungstheorie 
weiter ausgebildet, fUhrt aber in ihrer Anwendung auf die spezifische Wii.rme 
materieller Kllrper ersichtlich zu Widerspriichen mit experimenteU gesicherten 
Ergebnissen der Quantentheorie, wie z. B. (96) und (100). 

193) VgI. z. B. P. Debye, Wolfskehlvortrage Gottingen 1913, Leipzig 1914 
(Teubner), p. 19; oder M. Planck [1], IV. Aufl. 1921, § 184. 

194) Vgl. auch V 25 (M. Born), Nr. So, Gl. (390'). Die aua der Born-Kar
mdnschen Theorie hervorgehenden Beziehungen fUr Cv fiihren naturgemli.1\ zu 
Ausdriieken von der gleicheu Grll.llenordnung. 
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Schmelztemperatur des Wasserstoffes gefolgert werden kann und auch 
in den Abweichungen der tiefsiedenden Gase von der Troutonschen 
Regel zum Ausdruck gelangt. 195) Sollten diese Ergebnisse - was aber 
gegenwartig unstatthaft, und vielleicht auch in Zukunft unwahrschein
lich - direkt zugunsten des Ausdruckes (101) gedeutet werden dur
fen, so konnte man wegen 

1'D 

(101') !NFK(v). thv. dv = t:NFK' hVD 
o 

[vgl. (53a) und (53 a')] geneigt sein, auf das Vorhandensein emer 
Nullpunktsenergie vom Betrage 

(102) lio(v) = thv 
fiir jede einzelne Festkorperschwingung von der Frequenz v zu schlie
Ben. 196) Die Definition (101) setzt allerdings stillschweigend voraus, 

195) K. Bennewitz und F. Simon, Ztschr. f. Phys. 16 (1923), p. 183. Die 
Veriasser kiindigen weitere Untersuchungen zu dieser wichtigen Frage an und 
heben hervor, da13 die von A. Byk, Ann. d. Phys. 66 (1921), p. 157; 69 (1922), 
p. 161; Ztschr. f. phys. Chem. 110 (1924), p. 291 (vgl. dazu auch Anm. 436) als 
Quanteneffekte gedeuteten Abweichungen verschiedener Eigenschaften nament
lich der tiefsiedenden Gase vom Theorem der iibereinstimmenden Zustande auf 
das Vorhandensein einer Nullpunktsenergie zuriickgeffihrt werden konnen. Zu 
den Arbeiten von Byk vgl. man auch noch G. M. Schwab, Ztschr. f. Phys. 11 
(1922), p. 188. 

196) Es mu13 aber betont werden, da/3 ein solcher Riickschlu13 nicht unbe
dingt als zwingend anerkannt zu werden braucht. Wie die neuere Entwicklung 
der Bohrschen Atomtheorie gezeigt hat (s. N. Bohr [3], 3. Vortrag, oder auch 
Nr. H, Gl. (134» hangt die stets endliche NuUpunktsenergie der Atominnenbe
wegung von mannigfachen Stabilitatsverhaltnissen abo Es mag daher sein, daB 
Eo (,,) nicht iiir aUe Frequenzen den gleichen Ausdruck (102) besitzt, namentlich 
wird man bei den Frequenzen "0 der "Einstein"-Glieder in der Born-Kdrmdn
schen Theorie an eine Sonderstellung denken konnen. Aus den gleichen Griin
den ware auch denkbar, daB sich 80:(") fiir Festkorper verschiedener chemischer 
Zusammensetzung verschieden grofl ergibt. 

Eine einwandfreie quantentheoretische Begrundung des Ausdruckes (102) 
ist bisher nicht moglich gewesen (vgl. dazu Anm. 191). Jedenfalls erinnert (102) 
an das Auftreten halber Quantenzahlen bei den Bandenspektren [hier handelt es 
sich vielfach ebenfalls um Ionenbindungen wie im Kristall! S. z. B. A. Kratzer, 
Ergeb. d. exakt. Naturwiss. 1 (1922), p. 315]. ferner bei den Gesetzma13igkeiten 
des anomalen Zeemaneffektes (vgl. dazu V 26. O. Runge). In Analogie zu den 
quantentheoretisch einfachsten Fallen (z. B. beim H- Atom) wiirde man jedoch 
eher 80 (,,) = h . '/I erwarten, wie dies bereits VOl del' Bohrschen Theorie von 
A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 374 als wahrscheinlich an
gesehen worden ist. Zugunsten des letztgenannten Wflrkes konnen Beobach
tungen von G. E. M. Jauncey, Phys. Rev. 20 (1922), p. 421 fiber die Temperatur
abhangigkeit der Zerstreuung von Rontgenstrahlen durch NaCI-Kristalle ge-
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daB der Energieinhalt des Festkorpers den von der klassischen Theorie 
gegebenen Wert bei hohen Temperaturen such wirklich annirnmt; 
trifft dies nicht zu, so bedeuten (101) bzw. (102) bloB jene Energie
betriige, urn welche die tats8.chlichen Energieinhalte bei hohen Tem
peraturen hinter den klassischen zuriickbleiben.196a) 

Gaee. Wie Eucken erstmals an Wasserstoff festgestellt hat, stimmt 
das thermische Verhalten mehratomiger Gase bei hinreichend tiefen 
Temperaturen mit jenem der einatomigen iiberein.197) Der Abfall der 
spezifischen Warme ist quaUtativ hierbei ein ahnlicher wie bei den 
Festkorpern, so daB wegen (92) in bezug auf die innere Bewegung 
der Molekiile (Rotation und Schwingungen der atomaren Bestandteile 
gegeneinander) ohne weitere Rechnung auf die Wirksamkeit einer 
nicht konstanten Gewichtsfunktion geschlossen werden kann. Wie be
reits am Ende von Nr. SA. hervorgehoben worden ist, kann bereits 
aus diesem Umstande aUein gefolgert werden, daB die innere Bewe
gung der Molekiile einer bestimmten speeiellen Klasse von dynami
schen Problemen angehoren muB198), womit auch eine bestimmte Art 
ihres inneren Aufbaues vor allen anderen denkbaren Moglichkeiten 

deutet werden, wenn man sie nach der Theorie von P. Debye, Ann. d. Phys. 43 
(1914), p. 47 berechnet. Debye und Jauncey rechnen allerdings nur mit der 
Planckschen Nullpunktsenergie (102), mit welcher Jawncey keine befriedigende 
nbereinstimmung findet und daher, auf L. BriUouin, Ann. de phys. 17 (1922), 
p. 88 verweisend, geneigt ist, die Debyesche Theorie als mangelhaft anzusehen; 
~o ('II) = h" ergibt indessen eine verhaltnismiiBig zufriedenstellende tJbereinstim
mung zwischen Theorie und Experiment. 

Eine NuUpunktsenergie von dar GroBe (102) spielt auch in der Sterns chen 
Ableitung des quantentheoretischen Ausdrucks filr die chemische Konstante eine 
wesentliche Rolle (s. Nr. 25, 27); da der gleiche Ausdruck aber auch noch aut 
zahlTeiche andere Arten erhalten werden kann, scheint diesem Umstande keine 
entscheidende Beweiskraft zugunsten von (102) zuerkannt werden zu sollen. 

196a) Siehe V 11 (K. F. Herzfelil), Nr. 27, p. 1087/1038. 
197) A. Eucken, Berl. Ber. 1912, p. 141; s. auch K. Scheel und W. Heuse, 

Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 473. 
198) Nach Nr. SA. mull die innere Bewegung der Atome und Molekiile da

her so beschaft'en sein, daB sie 
a) eindeutige Parameterinvarianten besitzt, 
b) diese zumindest fiir aHe makroskopischen Parameter a miteinander iiber-

einstimmen. 
Wie dolt naher ausgefiihrt, konnen bieher nur bedingt periodische Systeme oder 
bedingt periodische PartikularlOsungen nicht bedingt periodischer Systeme als diesen 
Bedingungen geniigend angesehen werden. Bei letzteren Systemen bleibt dann 
einstweilen die Frage offen, ob und aUf welche Art dafiilr gesorgt ist, dap die 
wirkliche Bewegung tatsiichlich nur in derartigen PartikularUisungen erfolgen kann r 
s. Nr. 14: und 16. 
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ausgezeichnet und gefordert erscheint. Die gleichen Folgerungen er
geben sich aus dem Anstieg der spezifischen Warmen mehratomiger 
und einatomiger174.) Gase in der Niihe beginnender Dissoziation bzw. 
Ionisation. Eine rechnerische Entscheidung auf Grund der experimen
tellen Daten dariiber, ob die Gewichtsfunktion der Gasmolekiile ebenso 
einen diskontinuierlichen Verlauf zeigt, wie beim festen Korper, oder 
nicht, ist bisher nicht versucht worden.199) Die Existenz und Bestim
mung von Anregungs- und Ionisationsspannungen zahlreicher ein- und 
mehratorniger Gase mittels der Franck-Herlzschen ElektronenstofJmethode, 
vor aUem der direkte Nachweis von zu den eineelnen Speldrallinien 
gehorigen diskrefen Energiestufen der Atome und Molekiile durch Franck 
und seine Mitarbeiter1OO) konnen jedoch nur im Sinne einer diskreten 
Gewichtsfunktion gedeutet weI'den; die relative Grotle von 9 fUr die 
einzelnen Quantenzustande bleibt dadurch allerdings noch unbestimmt. 
Von fundamentaler Bedeutung ist der Umstand, dati sich die gemes
Bellen Gro.6en der Energiestufen, im Gegensatz zu (95) und (100), im 
allgemeinen um verschieden grope Betriige voneinander unterscheiden.l!Ol) 
Einen vom Elektronenstotlverfi!.hren vollig unabhangigen, ganz direkten 
experimentellen Nachweis der Existenz diskreter Quanteneustiinde haben 
endlich Stern und Gerlach zu erbringen vermocht, indem sie zeigten, 
dati sich die Atome eines Ag-Dampfstrahles im magnetischen Felde 
nur auf zwei bestimmte diskrete Weisen gegen die Feldrichtung ein-

199) tJber die Versuche, bei Voraussetzung ·einer disko-ntinuierlichen Ge
wichtsfwnktion die spezifische Warme des Wasserstofies formeImii..6ig darzustellen, 
wird in Nr. 24: b berichtet werden. 

200) J. Franck und P. Knipping, Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 320 (He); 
J. Franck und E. Einsporn, Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 18; E. Einsporn, Diss. 
Berlin 1920; Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 208 (Hg); E. Brandt, Ztschr. f. Phys. 8 
(1922), p. 32 (Nt). Ferner neuerdings G. Hertz, Physico. 3 (1923), p. 802; Natur
wissenscho.ften 11 (1923), p. 778; Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 18 (He, Ne, Hg, 
Zn, TI); P. S. Olmstead und K. T. Oompton, Phys. Rev. 22 "(t923), p.559 (H); 
G. Hertz und R. K. Kloppel's, Ztschr. f. Phys. 31 (1926), p.463 (A, Kr, Xe); 
G. Hertz und J. a. Scharp de Visser, Ztschr. f. Phys. 81 (1925), p. 470 (Ne). 

Bezuglich der Anregungs- und Ionisierungsspannungen, a.lIer Einzelheiten, 
sowie der experimentellen Methodik muJ3 auf den voro.ngehenden Artikel tiber 
Serienspektren: V 26 (a. Runge) oder A. Sommerfeld [1] verwiesen werden, ferner 
auf' die zusammenfassenden Berichte von J. Franck und G. Hertz, Phys. Ztschr. 
20 (1919), p. 182 und J. Franck, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 388, 409,441, 446. 

201) Setzt man die Existenz einer diskreten Gewichtsfunktion voraus, so 
kann die Frage, ob die Energieunterschiede benachbarter Quantenzustitnde mit 
zunehmender Energie monoton abnehmen oder nicht, unter Umstll.nden bereits aus 
den Abweichungen des empirisch ermittelten Verlaufes der spezifischen Wi!.rmen 
von einer "Eimtein"-Funktion (96a) beurteilt werden. 
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stellen; die Gewichte der heiden Quantenzustande ergaben sich hierbei 
als gleich grofJ.202) 

10. Allgemeine Quantenstatistik. Die Ergebnisse der vorigen 
Nummer zeigen, daf3 die Gewic7/tsfunktion in allen der unmittelbaren 
oder mittelbaren Prt"ifung zuganglichen Fallen statistischer Gebilde nur 
eine diskrete Reihe von nieht verschwindenden Werten besitzt. Man wird 
darum nicht zogern, diese Eigenschaft auf ganz beliebige materielle 
Korper zu iibertragen, welche einer statistischen Behandlung zugang
lich sind.203) Offensichtlich ist diese Annahme gleichbedeutend mit 
der Existenz diskt·eter stationarer Zustande der Teilsysteme (Atome, 
Molekule, Eigenschwingungen) aus denen sich das statistische Gebilde 
zusammensetzt.204) Fur isolierte Atome und Molekule beliebiger ehemi
seher Beschaffenheit ist dieses Postulat zuerst von Bohr im Jahre 1913 
in der Form ausgesprochen worden, daB solche Gebilde dauernd nur in 
einer di~kreten Reihe stationarer Zustande zu existieren vermogen 205) 

(1. Grundpostulat der Bohrschen Theorie). 

202) W. Gerlach und O. Stern, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p.ll0; 9 (1922), 
p. 349, 353; Ann. d. Phys. 74 (1924), p. 673. Inzwischen hat Stern auch die Unter
suchung des gleichen Effektes im elektrischen Felde angekiindigt. - Die Gleich
heit der Gewichte konnte im obigen Faile nur ungefahr festgestellt werden. 

Beziiglich der quantentheoretischen ..1.bleitung dieser Effekte und ihrer Deu
tung vgl. man Nr. 15 b. 

203) Da GriiEe und Verlauf der spezifischen Warme bei konstantem V 0-

lumen zumindest fUr einatomige Fliissigkeiten mit jenen der festen Kiirper nahe
zu iibereinstimmen, gilt dies vermutlich nicht bloE fUr die neben der Hohlraum
strahlung bisher allein in Betracht gezogenen Gase und FestkiJrper, sondern auch 
fiir Flii8sigkeiten, obwohl fUr diese ein spezielles, brauchbares Modell gegen
wartig nirht vorliegt. Roh ausgedriickt, verhalten sich wenigstens :einatomige 
Fliissigkeiten thermisch so ahnlich wie ein submikroskopisch feines, lockeres 
Kristallpulver, dessen Kornchen in unausgesetzter Bewegung umeinander be
griffen sind. Vgl. zu dieser Frage u. a. H. Mache, Wien. Ber. (2a) 110 (1901), 
p. 176; G. Mie, Ann. d. Phys. 11 (1903), p. 667; E. Madelung, Phys. Ztschr. 14 
(1913), p. 729; M. Born und R. Courant, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 731; A. Eucken, 
Berl. Ber. 1914, p. 682; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 4, 18; C. V. 
Raman, Nature 111 (1923), p. 428; W. H. Bragg, Nature 111 (1923), p.428; 
C. V. Raman, Nature 111 (1923), p. 632; K. Honda, Phil. Mag. 46 (1923), p 189; 
F. A. Lindemann, Phil. Mag. 45 (1923), p. 1119. 

204) Die Existenz stationarer Zustande ist also keine statistische Eigenschaft 
der Teilsysteme, nur der Weg, welcher zur Ermittlung dieser Eigentiimlichkeit 
gefiihrt hat, war statistischer Natur. Er hat daber auch die Frage nach der Exi
stenz -stationlirer ZUBtande materieller Systeme, welche nicht als Bestandteile 
eines statistisch behandelbaren Gebildes aufgefaBt werden Mnnen (z. B. Gase, 
deren Molekiile merkliche Wechselwirkungen aufeinander ausiiben), einen guten 
Sinn. V gl. diesbeziiglich Nr. 17. 

206) N. Bohr [lJ, [2J, [3]; Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p.117. Die Bohrsche 
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Da die quantenstatistische Behandlung der Festkorper bereits in 
V 26 (M. Born) entwickelt worden ist, kann die folgende DarsteUung 
der allgemeinen Quantenstatistik ausschlielHich auf Gase beschrankt 
werden, fiir deren Translation nach '(92) die Ergebnisse von Nr. 5c 
in unveranderter Geltung bleiben. Wenn vorausgesetzt wird, da1\ die 
innere Energie eines beliebigen Gasmolekiils E(qk,Pk' a*) nach Nr. SA 
als Funktion der eindeutigen, rur aUe a* miteinander iibereinstimmen
den Parameterinvarianten Ir der inneren Molekularbewegung darge
stent ist 206), so konnen die ausgezeichneten Werle E,. der diskreten 
stational'en Zustande aus E(Ir' a*) nur dadurch erhalten werden, daB 
man den Ir fiir jede Nummer n ausgezeichnete Werle 

(103) {(r_1,2, ... ,u) 
I r,l, I r,2, ... , Ir,n, . . . (1 2 ) n- , , ... , 00 

erteilt, so daB 
(103') E(Ir,n, a*) = En 

wird. 1st die Funktion E(Ir' a*) bekannt, so lassen sich die GroBen 
(103) ohne weiteres aus der Reihe der ausgezeichneten, stets nach 
zunehmenden Betriigen geol'dnet gedachten Energiewerte E,. berechnen, 
wenn man letztere, entweder zugleich mit dem Verlauf der Gewichts
funktion aus makroskopischen Daten ermittelt hat (Nr. 9) oder aus 
spektroskopischen Eigenschaften der Molekiile ableitet (N r. 11); die 
ausgezeichneten GroBen (103) sind hierbei dann stets ebenfalls nach 
eunehmenden bzw. nicht abnehmenden Betragen geordnet. ll0'1) iJber die 
Reihe der den einzelnen stationaren Zustiinden zuzuordnenden Gewichte 

Ul1UII, .•• ,gn"" (n=1,2, ... ,00) 

laBt sich hingegen, abgesehen von dem allgemein giiltigen Grenzge
setze (92), von vornherein keine besondere Aussage machen. 

Nach Nr. 5 C und (64), sowie auf Grund dieser Festsetzungen 
hat die Verteilungsfunktion einer beliebigen Art von ruhenden Mole
kiilen, abgesehen von einer willkiirlichen multiplikativen Konstante, 

(hier nur abgekiirzt wiedergegebene) Formulierung legt also keinen Wert darauf, 
z. B. den Fall der festen Korper mitzuumfassen. 

206) V gl. Anm. 73). 
207) w: Pauli, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 177, § 4, beweist fur bedingt 

periodische Systems (vgl. Nr. SA. und Nr. 10), daiS stets ~~ > 0 (r = 1,2, •. " u), 
r 

was mit obiger Behauptung identisch iat. Der Beweis laSt sich ohne weiteres 
auf mehrfach periodische PartikularUisungen von nicht bedingt periodischen Systemen 
iibertragen und gilt damit fUr aHe Systeme, fiir welchs sich nach Nr. 3 A bieher 
die Existenz von Parameterinvarianten der oben angegebenen Beschaffenheit hat 
nachweis en lassen. 
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jetzt die Gestalt 

(104) 
00 En 

F(T, a*) = ~g". e- kT • %08) 

r,== 1 

Die in N r. 3 besprochene Zelleneinteilung des lL - Raumes kann auf 
vielerlei Arten vorgenommen werden (vgl. p. 954/955), z. B. so, daB 
man in (12) l~nr) = Ir,n setzt [vgl. (103)J, woran im folgenden stets 
stillschweigend festgehalten werden solI. Fur hinreichend hoke Tem
peraturen konnen zufolge (92) aIle jene Glieder in (104) weggelassen 
werden, deren Gewichtsfaktoren von dem konstanten Grenzwerte merk
lich abweichen. Die Eigenschaft del' I r,,, mit En zugleich zuzuneh
men 207), zusammen mit del' Konvergenz 209) von (104) gestatten den 
Rest durch ein Integral zu approximieren, fur welches man bei obiger 
Zelleneinteilung wegen (14), analog (34aa), bzw. (50a) wie in del' 
iilteren "klassischen" statistischen Mechanik erhalt 

00 (u) 00 EUr,a*) 

(104a) F(T, a*) = !f .. ·fe-k~. d~ (T~oo). 
o 0 

Bei Mitberucksichtigung del' Translation erhalt man fiir die Boltz
mannsche Verteilung del' Molekiile entsprechend (48 a) 

(105) 

208) S. Anm. 132). 

En 

gn· e- kT 

N n = N· M(V, T) F(T, a*) . 

209) Die fiir die Anwendbarkeit des Darwin-Fowlerschen Verfahrens (Nr. oa) 
unerla8liche Konvergenzforderung fiir (104) (vgl. Anm. 95) ist namentlich fiir ein
atomige Bohr-Rutherfordsche Molekiile (Nr. 12) wegen deren negativen Energie
werten im allgemeinen nicht erfiillbar. Formal kann diese Schwierigkeit durch 
Einfiihrung einer Gewichtsfunktion vermieden werden, welche zwar (92) wider
spricht, aber die Konvergenz erzeugt. V gl. hierzu K. lJ'. Herzfeld, Ann. d. Phys. 
51 (1916), p. 261; J. M. Burgers [lJ, § 42; E. Fermi, Atti Accad. Naz. Lincei 32 
(1923), p.493; Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p.54, sowie das in Nr.24a behan
delte, der letztgenannten Arbeit entno=ene Beispiel. [Die Herzfeldsche Ge· 
wichtsfunktion ist jedoch, wie bereits Burgers hervorgehoben hat, mit der Be
dingung (16) unvertraglich.J Nach Anm.99) lauft die Benutzung jeder derartigen 
Gewichtsfunktion auf Hinzunahme einer neuen, besonderen Grenzbedingung 
hinauB. Der dabei notwendig werdende verzicht auf (92) laBt in allen diesen 
Fallen stets eine sachliche Rechtfertigung zu, namlich die, daB das Gas fUr hobe 
Temperaturen nicht mehr aHe Eigenschaften deB Gasmodelles von Nr. 2 besitzt 
und alB hinreichend "verdunnt" gelten kann. Zur Frage der Beriicksichtigung 
der zwischenmolekularen Wechselwirkungen vergleiche man Nr.17. Fiir nicht 
zu hohe Temperaturen kommt in (104) nur eine endliche Anzahl von Gliedern 
in Betracht, so daB die Konvergenzschwierigkeit entrant. 
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Wie die Uberlegungen von Nr. 4: und 6 gezeigt haben, mu.6 das 
mittlere eeiaiche Verhalten des Gases bei Wiirmegleichgewicht als durch 
(105) gekennzeichnet angesehen werden, wenn ein, wenigstens prak
tisch, regellos funktionierender Mechanismus existiert, der bewirkt, 
daS die Molekfile im Laufe der Zeit jeden ihrer moglichen inneren 
und Translationsbewegungszustande annehmen konnen.210) Der weit
gehende Unterschied, welcher in der Quantenstatistik zwischen den 
diskreten stationiiren Zustiinden der inneren und den praktisch in ste
tiger!1l) Mannigfaltigkeit vorhandenen Zustanden der Translationsbe
wegung ofi'enbar wird, erfordert die Existenz besonderer "Ubergangs
wahrscheinlichkeiten" (18), (180.), welche den Austausch von stetig 
veriinderlicher Translationsenergie und nur in endlichen Betriigen um
setzbarer ·innerer Energie der Molekiile ermoglichen. Zieht man nun 
noch die Wechselwirkungen der Molekiile mit dem Strahlungsfelde in 
Betracht, so ergeben sich noch weitere derarlige Moglichkeiten fiir 
den Energieaustausch. Die eingehende Darstellung dieser Falle fiber
weisen wir den Anwendungen der Quantenstatistik, wo in Nr. 26a die 
strahlungslosen Wechselwirkungen swischen Translation und innerer Be
wegung, in Nr. 26 b hingegen die strahlungslosen Ionisatwns- und Wieder
vereinigungsstofJe, endlich in Nr. 26 c der lichtelektrische Effekt und das 
Wiedervereinigungsleuchten, zur Erorlerung gelangen. Bei allen diesen 
Moglichkeiten spielen wegen der durch die Translation hervorge
rufenen gastheoretischen Zusammensto.6e und deren Wirkungen die 
Wechselbeziehungen zwischen mehreren verschiedenen Arten von Atom
systemen (z. B. Atome, lonen und freie Elektronen) eine wesentliche 
Rolle, wodurch sie sich als Spezia.J.ialle der Betrachtungen aber das 
allgemeine Dissosiationsgleichgewicht (Nr. 26) erweisen. Die Wechsel
wirkung des Strahlungsfeldes mit der inneren Bewegung der Molekfile 
liiSt sich im Gegensatz zu den bisher aufgezahlten Fallen, wenig
stens hinsichtlich des Energieaustausches, praktisch unabhangig von 
den Translationsvorgangen behandeln. Dieser Fall, der in der folgen
den Nummer besprochen wird, ist fur die anschlieSende Darstellung 
der Grundlagen der Quantentheorie deswegen von besonderem Inter
esse, weil er gewis8e grundlegende Aussagen iiber die Strahlungs-

210) Do. dies, wie namentlich in Nr.11 und Nr. 268 gezeigt wird, auf 
keinerlei besondere Schwierigkeiten st1iBt, entbehren Zweifel an der Legitimitll.t 
dieses Ausdrnckes bzw. seines Fo.ktors (104), wie sie gelegentlich von A. Euckeft, 
Jo.hrb. d. Rad. 16 (1920), p.361, ebenda. p. 379 geauBert worden sind, nunmehr 
jeder Unterlage. 

211) Diese Aussage ist experimentell no.tiirlich gleichbedeutend mit beliebig 
dichter Erfiillung einer stetigen Mannigfaltigkeit, vgl. Nr. 17, 19. 
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eigenschaften isolierter, ruhend gedachter Atome und Molekiile zu 
folgern erlaubt. 

11. Absorption und Emission durch Gasmolekiile im Warme
gleichgewicht mit schwarzer Strahlung. U m die Wechselwirkung 
der inneren Bewegung der Molekiile mit dem Strahlungsfelde bei 
Warmegleichgewicht beschreiben zu konnen, handelt es sich vor allem 
darum, geeignete "Ubergangswahrscheinlichkeiten" (18), (lSa) aufzu
finden, welche den Ubergang eines zunachst ruhend gedachten Mole
kuls aus seinem n"tan in den n'tea stationaren Zustand durch Auf
nahme von Strahlungsenergie, sowie den entgegengesetzen, mit Energie
abgabe verbundenen Vorgang in solcher Weise mit der Strahlungs
dichte (I (v, T) verkniipfen, daB die Stationaritatsbedingung (32) zum 
Planckschen Strahlungsgesetze (93) fiihrt. Eine derartige Ableitung 
der Planckschen Strahlungsformel, welche ganz unabhangig von del' 
besonderen Natur del' Molekiile verlauft, ist in del' Tat moglich und 
von Einstein angegeben worden.212) In A.nalogie zu dem Verhalten 
€iIleS gewohnlichen, linearen elektromagnetischen Oszillators 213) im Max
wellschen Strahlungsfelde unterscheidet Einstein die folgenden drei Mog
lichkeiten von Energieaustausch der Molekule mit dem Strahlungs
felde 214): 

1. Das Molekiil vermag spontan, d. h. ohne Beeinflussung durch 
·das Strahlungsfeld, seinen stationaren Zustand zu verandern, welcher 
Proze6 ofl'enbar nul' mit Ausstrahlung von Energie verbunden sein 
kann.215) Die zugehorige "Ubergangswahrscheinlichkeit" Sel 

(106) A~:' . dt (n' __ n"). 

2. Den mit Energieaufnahme verbundenen ProzeE n" ~ n' vermag 
das Molekiil nur unter dem EinfluB des Strahlungsfeldes, auszufiihren 
(positive Einstrahlung). Wenn er durch Strahlung von der Frequenz v 
verursacht wird, betrage seine "Ubergangswahrscheinlichkeit" 

(107 a) F,.;"I)(V, t) . dt (n" -- n'), 

212) A.Einstein, VerhandL Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 318; Mitt. Phys. 
Ges. Zurich 1916, Nr. 18; Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 121. 

213) S. oben p. 918. 
214) Vgl. die Folgerungen aus demBOMschen Korrespondenzprinzipe (Nr.14), 

welche die nachfolgenden Postulate naher zu begrunden geeignet erscheinen, 
ferner eine naheliegende, von ..4.. Smekal, Ztschr. f. Phys. 33 (1925), p. 613, ge
legentlich benutzte Erganzung der Einsteinschen Betrachtungen, welche jene 
korrespondenzm!l.8ige Rechtfertigung naher ausfiihrt. 

215) Der formale Charakter dieser Folgerung aUB dem Energiesatze ist 
namentlich von N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, III. Kapitel, § 4, be
tont worden. 
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wobei 'YJ{v, t) die zum Zeitpunkt t des als praktisch momentan anzu
sehenden Absorptionsvorganges im betrachteten Raume gerade vor
handene GesamteneI'gie der Strahlung von der Frequenz v, bezogen 
auf die Volumeneinheit, darstellen S011.216) 

3. Das Molekul vermag den unter Energieabgabe verlaufenden 
iJbergang n' _ n" auch unter dem EinfluB des Strahlungsfeldes aus
zufiihren (negative Einstrahlung); wird er durch Strahlung von der 
Frequenz v bewirkt, so soll seine "Ubergangswahrscheinlichkeit" durch 

(107b) (n' _ n") 

gegeben sein.!!17) 

216) L. S. Ornstein und F. Zernike, Versl. Akad. Amsterdam 28 (1919), 
p. 281, § 4. - Da nach Nr. 6 b und 9 auf jeden Freiheitsgrad der Hohlraum
strahlung zu jedem Zeitpunkt entweder gar keine Energie oder aber ein gane
eahliges Vielfaches des Betrages h'IJ entrallt, so entspricht 71('IJ, t) ebenfalls einem 
bestimmten, sehr groilen und mit: der Zeit "sprungweise" veranderlichen ganz
zahligen Vielfachen von h'IJ. tJbrigens kann man formal in der Zuriickfiihrung 
der urspriinglichen Ansatze (107a') und (107b') von Einstein auf element&rere 
Annahmen ohne Schwierigkeit noch weiter gehen als Ornstein und Zernike und 
an Stelle von 7j ('IJ, t) in (107a) und (107b) einfach einen der durch (95) be
stimmten, wechselnden Momentanwmu der Energie einer beUebigen Hohlraum
eigenschwingung von der Frequens 'IJ einfiihren; die von der Einstemschen Ab
leitung des Planckschen Strahlungsgesetzes gelieferte Begrundung der Bohr
schen Frequenebedingung (114) wird damit geradezu trivial, vgl. Anm. 224) (auch 
Anm. 244), zweiter Absatz). - FaBt man die gesamte vorhandene Strahlungs
energie als "Wechselwirkungsenergie" der das Strahlungsfeld begrenzenden ma
teriellen elektriBchen Teilchen auf, so sieht man, daB die "Einstrahlungsvor
gange", welche an einem bestimmten dieser Teilchen, z. B. dem hervorgehobenen 
Molekiil, stattfinden, nach den OrnBtein-Zernikeschen Ansatzen (107 a) und ebenso 
(107b) von dem zeitlichen Verhalten aZZer ubrigen Teilchen abhll.ngen, wahrend 
die "Ausstrahlungs"akte nur durch das zeitliche Verhalten des betrachteten Teil
chens selbst bedingt sind. V gl. dazu Nr. 17. 

217) Man erkennt, daJ3 1. der spontanen Emission des klassischen liuearen 
Oszillators entspricht, 2. und 3. seiner Beeinflussung durch das Strahlungsfeld, 
je nachdem, wie die Phasen des Oszillators und des Feldes zu einem bestimmten 
Zeitpunkte gerade beschaft'en sind. Diese drei MlIglichkeiten bestehen natur
gemaJ! auch fiir kompliziertere klassisch-elektromagnetische Gebilde, als fIir 
lineare O~zillatoren (vgl. dazu Anm. 287 a). Wahrend solche Gebilde aber im 
allgemeinen, d. h. wenn sie mehrere Freiheitsgrade besitzen, gleichzeitig von 
Strahlung verschiedenster Frequene beeinflufjt werden kOnnen, spricht der lineare 
Oszillator nur monochromatisch, niimlich auf Strahlung seiner Eigenfrequenz an. 
Obige Ansatze stehen den Verhaltnissen am linearen Oszillator insofem naher. 
ala sie postulieren, daJ3 der tlbergang zwischen zwei stationaren Zustanden eines 
Molekiils unter allen Umstanden nur durch monochromatische Anregung hervor
gerufen werden kann; andererseits ist es aber durch (107a) und (107b) zunachst 
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Die Groi\en ...4.::', n:,:" n:,:' bedeuten hierbei fiir den n'ten und n"ten 

stationaren Zustand gemeinsam charakteristische Konstante und sind 
fIir isolierte und in Strenge ruhende Molekiile ebenso wie die zeitlich 
veranderlichen EnergiegroBen 'YJ (v, t) temperaturunabhangigj oft'ensicht
lich entspricht der Ansatz (106) dem Gesetz einer radioaktiven Zer
fallsreaktion.'J18) Sind die Gewichte der heiden betrachteten stationaren 
Zustande einander gleich, so mui\ man in Analogie zu dem Verhalten 
des !inearen elektromagnetischen Oszillators im Maxwellschen Strah
lungsfelde erwarten, daB 
(108) JJ;.:, = B::' 

ist 219), welche Beziehung im Falle verschiedener Gewichte ersichtlich zu 

(109) :n' nn" U",,,Bn,, = gR'Da' 

erweitert werden muB.sIIO) 

noch nicht ausgeschlossen, daB monochromatische Strahlung jeder beUebigen F'I'e
quent~ ." zu einem aolchen tJbergangsakte befll.higt sein konnte. 

Mit Riickaicht auf die stets endliche Breite a." der Spektrallinien (vgl. dazu 
Nr. 17 und Anm. 323) miiBte eigentlich in (107 a) und (10'1b) 1/('11, t) dnrch 
1) (.", t) . a'll eraetzt werden, was beim linearen klassischen Oazilla.tor dem Um
sto.nde entspricht, daB auch er streng genommen stats auf Strahlung enalicher 
Spekt'1'albreite reagiert. (V gl. dazu Anm. 162.) Siehe ferner E. Becker, Ztschr. f. 
Phys. 27 (1924), p. 173. 

218) Dieser Umatand ist im Zusammenhang mit einer quantentheoretiachen 
Deutung der radioaktiven Zerfallsvorgange, wie aie von A. Smekal, Wien. Anz. 
1922, p. 129; Ztachr. f. Phys. 10 (1922), p. 276; 26 (1924), p. 266; 28 (1924), 
p.142 und S. EosseZana, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 173 veraucht worden ist, 
von besonderem IntereaBe. 

219) A. Einstein und P. Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 301. -
Man vgl. femer die Daratellung der Begriindung dieser Beziehung bei M. Planck 
[1], §§ 154-159, wo (108) ala "Hauptgesetz der Einstrahlung" mittela der Fokker
Planckschen Differentialgleichung [1. c. § 147, ferner A. Fokker, Ann. II. Phys. 48 
(1914), p. 812; M. Planck, Berl. Ber. 191'1, p. 324] und Berufung auf die Verhitlt
niaBe bei sehr groBen Werten der "Quantenzahlen" n' und n" abgeleitet wird. 
1jbrigens sieht man auch ohne jede Rechnung ein, daB bei elektromagnetischen 
Gebilden mit einer einzigen Eigenfrequenz fiilr grolJe n' 'Und n" aus klassisch
elekt'l'omagnetischen Grii.naen [vgl. dazu Nr. 14, p. 994,999 und Nr. lila, Gl. (142)] 
(108) geIten muD, wahrend bei komplizierteren Gebilden wegen der dort mog
lichen polychromatischen Beeinflussung durch daB Strahlungafeld (a. Anm. 217) 
diese Folgerung im allgemeinen unzulll.Bsig wird und nicht ohne daB Bohrsche 
Korresponilenzprinzip (a. Nr. H) gerechtfertigt werden kann. Tatsll.chlich zieht 
Planck, 1. c. auch nur Gebilde der erstgenannten Art (lineare Oszillatoren, Rota
toren von einem Freiheitsgrade und Kreisbahnen Bohrscher Wasserato:fi'atome) 
in Betracht. 

220) (109) iat von Einstein urspriinglich aus (111) auf Grund der Forderung 
abgeleitet worden, daB erfah'l''Ungsgemii% 1/('11, T) mit wachsender Temperatur T 
zugleich liber alie Grenzen witchst. 
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Um nun jene Strahlungsdichte (J(v, T) eu erhalten, welche herr
schen muS, damit die vorausgesetzten Ubergangsprozesse den durch 
die Boltemannsche Verteilung gekennzeichneten mittleren stationaren 
Gleichgewichtszustand der ruhenden Molekiile nicht zu storen ver
mogen, hat man die zeitlichen Mittelwerte der Ubergangswahrschein
lichkeiten (106), (107 a) und (107 b) zu bilden und in die allgemeine 
Stationaritatsbedingung (32) fiir das Warmegleichgewicht einzufiihren. 
Wegen 
(110) ?leV, t) = (J(V, T) 2lI1) 

erhalt man fur jene Mittelwerte 

(106') 

(107a') 

(107b') 

A::'. dt 

:s:.:, (l(v, T) . dt 

:s:.:'(l(v, T). dt 

und sodann auf Grund von (32) mittels des in (105) eingehenden 
Boltemannschen Verteilungsfaktors fur die inneren Energien der ru
henden Molekiile 

En" En' 

(111) g .. "e - kT • n:.:, (l(v, T) = g,,'e- kT • (A:: + F,.:' . (l(v, T)).l!llll) 

Aus (109) folgt jetzt allgemein 
n" 

A", 

(112) 
-;u 
B,,' 

(l( v, T) = -E-:;",,-,--E-:;",,-,,--

e k·T -1 

und damit bereits die Temperaturabhiingigkeit des Plnnckschen Ge
Gesetzes (93). Der Vergleich mit dem in seinen Grundlagen nach 
Nr. 6b wesentlich iiber die klassische Maxwellsche Elektrodynamik 
hinausgehenden Wienschen Verschiebungsgesetze (59a) ergibt 

221) Beziiglich der Nichtberiicksichtigung der zur Ausfuhrung der voraue
gesetzten QuanteniibergiLnge benotigten Zeitdauern vgl. man Anm. 192). 

222) Der in Anm. 90) formulierle Einwand gegen (32) und damit auch (111) 
widerspricht in seiner Anwendung auf den obigen Fall dem Korrespondenzprin
zip (s. Nr. 14:, p. 999). Er kann daher nur dort wirksam sein und ist es auch, 
wo der Obergang zu groBen Werten von n' und n", bzw. zu kleinen Werten von 
n' und n" grundsiitzUch undurchfiihrbar iat, wie bei mancherlei Arlen von Schein
gleichgewichten, z. B. bei atationltrer Anregung der charakteristischen Antikathoden
strahlung in der R6ntgenrohre. [V gl. dazu und zur Einseitigkeit des radioaktiven 
Zerfalls A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 270; § 6, p. 298; Ztschr. f. Phys. 
28 (1924), p. 142.] 
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(113) 

und 
(114) En' -E",,= h· v, 
womit (112) direkt in das Planc7csche Strahlungsgesetz (93) iibergeht.224) 

Wie aug (114) hervorgeht, gibt es fiir jedes Paar n', n" von statio
naren Zustanden nur eine eint:ige, gant: bestimmte Frequent:, welche 
die auf Grund von (107a) und (107b) bereits als monochromatisch 
postulierte Anregung von Ubergangen zwischen n und n" durch das 
Strahlungsfeld zu bewirken vermag 225) , und mit der Frequenz der, 
beirn analogen, spontanen Ubergang n' ~ n" ausgestrahlten, schaden 
Spektrallinie iibereinstimmt. Diese, von Bohr Beit 1913 in seiner 
Quantentheorie der Linienspektren selbstandig postulierte "Frequenz
bedingung" (II. Grundpostulat der Bohrschen Theorie) besagt iiberdies, 
da/3 bei der Wechselwirkung swischen Strahlung und Innenbewegung der 
Molekule Energie nur in gant:en Betriigen hv umgesett:t werden kann, 

223) Bei Beriicksichtigung von Strahlung endlicher Spektralbreite findet man 
a.n Stelle von (113) 

~nhllS . dll = A::' . 
(l1S') 3 n" , 

C En' 

s. auch E. A. Milne, Phil. Mag. 47 (1924), p. 209. - Wie der Vergleich mit 
.An:' 

(oSb) ergiht, ist der Ausdruck --"-;?" gleich der Anzahl der Hohlraumeigen
h",·B,,' 

Bchwingungen pro Volumeneinheit von der Frequenz 11. 

224) Das fundamentale Ergebnis (114) ermoglicht es zusammen mit (90) 
uumittelbar, das Verha.ltnis der obigen Ableitung des Planckschen Gesetzes zu 
den in Anm. 184) angefiihrten Ableitungen zu iiberblicken. Wii.hrend die letz
teren ausschlieBlich auf die Hohltaumstrahlung Bezug nehmen, kniipft die erstere 
wesentlich an die Strahlungseigenschaften der Materie an, ohne jedoch von Daten 
una.bha.ngig bleiben zu konnen, welche fUr die reine Hohlraumstrahlung kenn
zeichnend sind; auf3er den Ansatzen fiir die tJbergangswahrscheinlichkeiten selbst 
[(107 a), (107b) und Anm. 216)] vgl. man namentlich die Rolle von (110) und die 
in der Torigen Anm. hervorgehobene Bedeutung von (113) bzw. (113'). - Die 
Beziehung (114) beweist, daB jedes Molekiil wahrend del' Ausflihrung eines mit 
Strahlung verbundenen Uberganges zwischen zweien seiner Quantenzustande mit 
einer ganz bestimmten Hohlraumeigenschwingung in Energieaustausch tritt [vgl. 
dazu Nr. 9, Gl. (95), Bowie Anm. 216)]. Den spontanen Ausstrahlungsvorgiingen 
kann hierbei auch die Wechselwirkung mit einem, vorher keine Energie besitzenden 
Freiheitsgrade der Strahlung entsprechen, den positiven und negativen Einstrahlungs
vorgiingen hingegen nur eine solche l1tit Hohlraumeigenschu;ingungen, deren EnerQie 
ein ganzzahUges Vielraches von h'll betragt. 

225) V gl. Anm. 217); beziiglich der endlichen Breite der Spektralli'ftien ferner 
Anm. 323) und Nr. 17. 
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wobei h wieder das Plancksche Wirkungsquantum (p. 954) bedeutet.' l!6) 
Wie in der Theorie der Serien- und Bandenspektren (V 26, O. Runge und 
V 27, A. Kratser) gezeigt wird, entspricht diese der klassischen Max
well-Lorentzschen Elektrodynamik prinzipiell entgegengesetzte Folgerung 
dem ausnahmslos bewahrten Ritzschen Kombinationsprinsip, dessen 
Giiltigkeit bis zu den hochfrequentesten ROntgen- und Gammastrahlen 
hin sichergestellt ist, so daB (114) gegenw8rtig als eines der experi
mentell bestrundierten' Naturgesetze angesehen werden darf.'lI7) Die 
damit gewonnene Interpretation des Kombinatiousprinzipes ermoglicht 
mittels (114) grundsatzlich die Berechnung siimtlicher quantenmiifjig 
ausgeeeichneter, diskreter Energiewerte (103') fur beliebige Atome und 
Molekule aus der Gesamtheit ihrer spektroskopischer Eigenschaftenj 
dieses Ergebnis, das von fundamentalster Bedeutung fiir die gesamte 
Atomtheorie ist, bietet somit eine allgemeine Sicherstellung fiir die 
eingangs der vorigen Nummer postulierte allgemeine Existenz statio
narer ZU8tiinde fiilr beliebige Atome und Molel.:iile, indem es diese un
mittelbar mit der Fiihigkeit jener Gebilde sur Aussendung diskreter, 
scharfer Spektrallinien verkniipft. Die Tragweite der universellen Be
ziehuug (113) wird in Nr. 20 einer niiheren Erorterung unterzogen 
werden. 

Die vorstehende allgemeine Ableitung der Planckechen Strahlungs
formel iet grundsiitzlich auf Temperaturen und Gasdichten beschriinkt, 
bei welchen die Wechselwirkungen benachbarter Molekiile praktisch 
noch nicht in Betracht gezogen werden braucheu; diese nach Nr. 2 

226) Die obige Aussage ist wesentlich von der Behauptung der Licht
quantenhypothese (Nr. 20) zu unterscheiden, nach welcher sich die Strahlunga
energie im Vakuum in seZbstiindigen, raumUch konzentrierten Lichtquanten tIOn 

der Grojje 11,'11 ausbreiten soil. Vgl. Anm. 182) und Anm.545). 
227) VgI. dazu vor aHem N. Bohr [1], [2], [3] und A. Sommerfeld [1], ferner 

W. Gerlach [1 J. 1m Gebiete der RiYntgenspektren wurde die vOTiibergehend be
zweifelte allgemeine Giiltigkeit des Kombinationsprinzipes abschlieBend erwiesen 
von A.8mekal, Wien. Ber. (2 a) 180 (1921), p. 25; Ztschr. f. Phys. 5 (1921), p. 91, 
121;,7 (1921), p. 410; Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 559; D. C08ter, Ztschr. f. Phys. 
5 (1921), p. 139; 6 (1921), p. 185; Paris C. R. 172 (1921), p. 1176; 173 (1921), 
p,77; Phys. Rev. 19 (1922), p. 20; Diss. Leiden 1922; A, Dauvillier, Paris C. R. 
172 (1921), p. 1350; 173 (1921), p. 85; G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 84; 
Ann. d, Phys. 66 (1921), p.487; A. Sommerfeld und G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 
7 (1921), p. 86. 

Hinsichtlich der Gammastrahlung vgl. man O. D. Ellis, Proc. Roy. Soc. A 
99 (1921), p. 261; 101 (1922), p. 1; Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 303; L. Meitne,., 
Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 145; A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 275; 25 
(1924), p. 265; O. D. Ellis und H. W. B. Skinner, Proc. Roy. Soc. A 105 (1924), 
p. 165, 185. 
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auch bei beliebigen statistischen Betrachtungen im allgemeinen un
v~rmeidliche Einschrankung kann hier auch in der Form ausgespro
chen werden, daB die von dem Strahlungsfelde auf die Molekule aus
geubten iiufJeren Krafte vernachlassigbar klein sein mussen gegeniiber 
den zwischen den Bestandteilendes Einzelmolekuls wirkenden inneren 
Kraften.2S8) Die Ableitung gilt nach den gemachten Voraussetzungen 
ferner zunachst bloB fur ruhende Molekule, kann aber mit Leichtig
keit auf den Fall thermisch bewegter Teilchen erweitert werden, indem 
man die GraBen A~;', B::,. En;' der Ansiitze (106), (107a), (107b) bzw. 
(106'), (107 a'), (107 b') in entsprechender Weise von Geschwindigkeits
grofJe und -richtung des betrachteten Molekuls vor uud nach jedem 
Quantenubergang n' ~ n" bzw. n" _ n' abhangen laBt und fUr die 
Anwendung der Stationaritiitsbedingung (32) die vollstandige Boltz
mannsche Verteilungsformel (105) benutzt. Eine iihnliche Betrachtung 
wie oben ergibt zugleich mit dem Planckschen Strahlungsgesetz wieder
urn (113), wahrend an Stelle von (114) jetzt die verallgemeinerte Fre
quenzbedingung 
(115) En' + E/n') - En" - E/n") = h· V 

tritt, in welcher Er') bzw. Elnn) die Translationsenergien bedeuten, die 
das Molekiil vor bzw. nach Ausfuhrung des Quanteniiberganges n' ~ n" 
bzw. n" _ n' besessen hat. 229) Da die Translationsenergien praktisch 
unter allen Umstiinden als stetig veranderlich angesehen werden mussen, 
wird durch (115) im Gegensatz zu (114) ein kontinuierliches Spektrum 
dargestellt; dieses enthalt die zugeharige "scharfe" Spektrallinie (114) 
des ruhenden Molekiils in sich und bedingt deren thermokinetische Yer
breiterung, wie man im Zusammenhang mit dem Dopplerschen Prinzip 
(Nr.20) und dem Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetze (49) 
nachweisen kann. 

Die Anwendung der Stationaritatsbedingung (32) bei den obigen 

228) Die erwahnte Einschrankung, deren letztgenannte Form von N. Bohr, 
Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, II. Kap., § 1, im Zusammenhang mit dem An
satz (106), (106') und dessen Unabhangigkeit von der Strahlungsdichte hervor
gehoben worden ist, kann demnach weder als eine den Einsteinschen Ansatzen 
(106'), (107 a') , (107b'), noch der bisherigen Form der Quantentheorie ~m 'allge
meinen, entgegenstehende Schwierigkeit gewertet werden. Bleibt A:, zufolge 
obiger Einschrankung in (106') von der Strahlungsdichte (l(1I, T) unabhangig, so 
sieht man leicht, dati die Einsteinschen Ansatze die einzigen sind, welche das 
Plancksche Strahlungsgesetz in obiger Weise abzuleiten gestatten und dement
sprechend mit einem Warmegleichgewicht zwischen Strahlung und Molekiilen 
vertraglich sind. 

229) A. Einstein und P. Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 301, § 2; 
E. Schrodinger, Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 301. 

63* 
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Uberlegungen hat zur Folge, daf3 Energie und Impuls, einerseits fiir 
das ganze Gas, andererseits fur die schwarze Strahlung, im zeitlichen 
Mittel unverandert bleiben, womit hier die Giiltigkeit des Energie- und 
lmpulssatzes im makroskopisch-statistischen Sinne gesichert erscheint. 
Fordert man das Bestehen dieser beiden Satze jedoch auch noch fiir 
den Vorgang der Wechselwirkung zwischen der Strahlung und dem Einzel
molekiil, so bediirfen obige Betrachtungen einer Erganzung V0n prin
zipieller Bedeutung.2SO) Was das Bestehen des Energiesatzes beim Einzel
molekul anbetrifft, so wird es formal durch die aus obiger Ableitung 
hervorgegangene Bohrsche Frequenzbedingung (114) bzw. (115) aller
dings bereits gewahrleistet. Beziiglich des lmpulssatzes hingegen ist 
man auf eine eigene Betrachtung der durch die Wechselwirkung mit 
dem Strahlungsfelde bedingten Impulsschwankungen am Einzelmolekiil 
angewiesen, eine Betrachtung, deren Methodik von Einstein herriihrt 
und bereits in N r. 7 c geschildert worden ist. Wie dort hervorge
hoben, hat man zur Berechnung der Impulswirkungen auf ein im 
Strahlungsfelde bewegtes materielies Teilchen die durch Absorption 
und Emission des letzteren verursachten Energieschwankungen fur jede 
beliebige Strahlrichtung getrennt zu behandeln und als voneinander un
abhiingig anzusehen. Wird fiir das bewegliche Teilchen ein einzelnes 
Molekul gewahlt, so ist die GroBe der von ihm verursachten Einzel
energieschwankungen zufoIge (114) bzw. (115) bereits bekannt und 
durch hv gegeben. Nach Nr. 7 c ist nun zu schlieBen, daf3 dem riium
lich gerichteten Umsatz der Strahlungsenergie hv bei Absorption und 

Emission ein Umsatz von Strahlungsimpuls von der Grof3e hv entspricht. 
c 

Die Anwendung dieses Ergebnisses 231) liefert (vgl. Nr. 7 c) mit Be-

230) Diesen Umstand hat O. Halpern, Ztschr. f. Phys. 21 (1924), p. 151, 
iibersehen und ist dadurch zu der unbegriindeten Meinung veranlaJ.lt worden, die 
im Texte nachfolgenden Einsteinschen Uberlegungen und deren Ergebnis als 
entbehrlich ansehen zu durfen. 

231) ..4.. Einstein, Mitt. Phys. Ges. Ziirich 1916, Nr. 18; Phys. Ztschr. 18 
(1917), p. 121. 

Wie die Betrachtungen aufp. 938/939 ergeben haben, ist der Ansatz riiumlich
gerichteter Impulsiibertragungen, unabhangig von der Gro/le des umgesetzten Im
pulses, bereits flir eine von einer speziellen Elektrodynamik moglichst unabhiingige 
Ableitung des Wienschen Verschiebungsgesetzes erforderlich und ist daher nicht 
a.ls eine besondere qt£antentheoretische Folgerung anzusehen. Wenn man sie 
nicht vollkommen exakt, Bondern nur mit beliebig weitgehender Annaherung 
geIten lassen will, so ist sie, wie O. W Oseen J Ann. d. Phys. 69 (1922), p. 202 
gezeigt hat, sogar mit der bereits mehrfach als unzulanglich erkannten Max
wellschen Elektrodynamik vereinbar. [V gl. dazu jiingst auch E. Weber J Ztschr. 
f. Phys. 32 (1925), p. 370.] Allerdings verlangt die Maxwellsche Theorie dann 



11. Absorption u. Emission durch Gasmolekiile im Wil.rmegleichgewichtusw. 971 

riicksichtigung von (111) und (114) bzw. (115): 

(77 a) 

En" 
n' --

~'= 2't'(h"),.gn"Bn,,.e "l'.p(",T). 
3 c E,.. En" 

(78a) 

gn" e "1' + gn'" e-JCj 

In die Impulsgleichgewichtsbedingung 
fl.1 

(74) -=2D.kT 
't' 

eingesetzt, fiihren diese Ausdriicke zu der Differentialgleichung 

( "~) " OP -- 1 h" 
( n - - -). 1 - e "1' = - - n 

.... 3 0" 3 kT .... ' (79 a) 

welche wiederum das Plancksche Strahlungsgesetz (93) ergibt. 
Bedeuten 3(n,) und ~(n'') die Linearimpulsvektoren des Molekiils 

vor und nach Ausfiihrung eines Quanteniiberganges n' ---+ n" bzw. 
n" ___ n', und bezeichnet i einen Einheitsvektor, dessen Richtung mit 
jener der dabei durch das Strahlungsfeld bewirkten Impulsiibertragung 
zusammenfallt, so ist mit den zuletzt angefiihrlen Einsteinschen Be
trachtungen zugleicb auch die allgemeine Giiltigkeit der Yektorgleichung 

(116) ~(n') - 3(11'') = i~ . v 
c 

fur jeden elementaren SfJrahlungsproze{J als notwendige Folgerung der 
Giiltigkeit des Impulssatees am EinzelmolikiiZ erwiesen. Da in (115) 
die gleiche Frequenz v auf tritt, wie in (116), so kann 'II gegebenen
falls auch mittels der letzteren Beziehung bestimmt werden: die "Im
lYUlsfrequenebedingung" (116) tritt so unmittelbar in Parallele eu der 
,,Energiefrequenebedingung" (115), entsprechend der naturgemaBen Ko-

auch eine Fortpflanzung der Lichtenergie im Vakuum innerhalb eines Kegels 
von beliebig kleinem Offnungswinkel, und dieser Kegel wird erst dann zu einer 
"unendlich diinnen Schu13linie" (Einsteinsche Nad.eZstrahlung), wenn man zwar 
die Maxwellsche Theorie fallen liiJ3t, aber den (hier experimentell allerdings 
grundsiitslich tmkontroZlierbaren) Sats "on der Erhaltung des Drehimpulses im 
VakuumstrahZungsfeld.e beibehli.lt. Vgl. W. Schottky, Die Naturwissenschaften 9 
(1921), p. 492, 606; rechte Spalte von p. 609. - Alle derartigen Folgerungen 
iiber die Lichtausbreit'Ulng gehen jedoch weit iiber die bloJ3e Feststellung ge
richteter Impulsubertrag'Ulng bei Absorption und :Emission hinaus und diirfen 
mit ihr ebensowenig verw/ilchselt werden, wie der Umsatz von Strahlungsenergie 
h" mit der Existenz freier "Lichtquanten" im Strahlungshohlraume [Anm. 182), 
226) und 646)]. S. Nr. 20. 
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ordination von Energie- und Impulssatz, welche von der RelaUvitiits
theorie aufgedeckt worden ist.2S2) Die Geringfilgigkeit der in (116) 
auftretenden GraBen, sowie del' in (115) vorkommenden Translations
glieder, selbst bei betrachtlicheren Molekulargeschwindigkeiten, hat 
jedoch zur Folge, daB fur die praktische Berechnung von v nul' die 
urspriingliche Bohrsche Frequenzbedingung (114) als erste Naherung 
von (115) in Betracht kommt. Beziiglich del' prinzipiellen Bedeutung 
von (116) fur die Erklarung des Dopplerefrekts und fur die Frage 
nach del' Zuliissigkeit der Wellentheorie vgL man Nr. 20. 

12. Allgemeine Gesetze der Wechselwirkung zwischen Materie 
und Hohlraumstrahlung bei Warmegleichgewicht. In del' voran
gehenden Nummer ist fur den Spezialfall is olierter , thermisch be
wegter Gasmolekule gezeigt worden, daB die Absorption und Emission 
von Strahlungsenergie grundsatzlich an die Wirksamkeit monochroma
tischer Strahlung gebunden ist, wobei jeder dieser Elementarvorgange 
zwischen Molekiil und Strahlung wenigstens formal verkniipft gedacht 
werden muB mit dem Umsatz eines "Energiequantums" hv und dem 

gleichzeitigen Austausch des Linearimpulsbetrages hll. Zu einer voll-e 
stiindigen Beschreibung des Warmegleichgewichts zwischen den Mole
kiilen und del' Strahlung reichen diese Ergebnisse in des sen noch nicht 
hin: wie fiir den Grenzfall tieferer Temperaturen und praktisch ruhen
del' Molekiile unmittelbar aus obiger Ableitung del' Bohrschen Fre
quenzbedingung (114) ersichtlich wird, soUten hier sonst praktisch 
iiberhaupt nur Wechselwirkungen del' Molekiile mit Strahlung von 

232) Wahrend die Bohrsehe Frequenzbedingung (114) sogleich allgemeine An
erkennung gefunden hat, haben sich einige der fiihrenden Forscher, namentlich 
Bohr [Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117 j Anm. auf p. 150J, der Ubertragung gerich-

teten Impulses h'll gegeniiber noch langere Zeit hindurch sehr reserviert ver-
e 

halten. Ala Erklarung hierfiir mag in Betracht kommen, daB aus dieser faszi
nierenden Folgerung Einsteins bis vor kurzem keinerlei SchWsse von so weit
tragender Bedeutung gezogen worden sind, wie aus der Frequenzbedingung (114). 
Wie in den Nrn. 20, 21, 22 naher gezeigt werden wird, hat aich das jiingst in 
ganz entscheidender Weise geandert. Unabhangig davon muB aber betont wer
den, daB die obige Betrachtung keine anderen hypothetischen Elemente ent
halt, als die eingangs dieser Nr. beim Energiegleichgewicht verwendeten Ein
steinschen Ansatze (106'), (107 a'), (107 b') (vgl. dazu Anm. 228) j die Sicherheit 
von (116) und jene von (115) bzw. (114) ist demnach die gleiche. Ein entgegen
gesetzter Standpunkt ist jiingst von P. Jordan, Ztschr. f. Phys. 30 (1924), p. 297 
zu begriinden versucht worden, doch hat A. Einstein, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), 
p. 784, darauf hingewiesen, daB Jordan eine .Annahme benutzt, welche samtlichen 
Erfahrungen tiber die Lichtabsorption widerspricht. 
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irgendwelchen der durch (114) gegebenen diskreien Spektralfrequenzen 
moglich sein - im Gegensatz zn der durch das ganze Spektrum hin
durch feststellbaren Zerstreuung und Dispersion von Strahlung belie
biger Frequenzen.233) Betrachtet man ferner die Mitwirkung von so 
kurzwelliger Strahlung an dem Warmegleichgewicht mit der Hohl
raumstrahlung, daB mit einer merklichen Ionisation (Nr.18b, 26a, 
26 c) oder Dissoziation (Nr. 18 b, 2o, 26 c) der l\Iolekiile gerechnet 
werden muB, endlich die Teilnahme beliebiger materieller Korper, auf 
welche die obigen statistischen Betrachtungen, wenn iiberhaupt, so 
ebenfalls nicht unmittelbar iibertragen werden konnen, so erhebt sich 
auch hier die Frage nach den allgemeinen Gesetzfn der Wechselwir
kung zwischen Materie und Hohlraumstrahlung. 

Die Beantwortung dieser Frage wird ermoglicht durch die An
wendung der allgemeinen Schwankungsbeziehung (69) auf den Energie
austausch zwischen einem beliebigen materiellen Karper und der durch 
das Plancksche Sirahlungsgesetz (93) fur das gesamte Spelctrum empi
risch gekennzeichneten schwarzen Strahlung. Wird (93) in (69) einge
fiihrt, so erhiilt man fiir das mittlere Energieschwankungsquadrat pro 
V olumeneinheit, bezogen auf einen von beUebiger Maierie begrenzten Te'il 
des durchstrahlten Vakuums (Nr. 7b, p.935), 

(117) k· Ti OP~"T 1) . dv = {hv. ('(v, T) + 8:8
11 2 [('(V,T)]2}. dv. 

Wie der Vergleich mit (70) lehrt, stellt das zweite Glied auf der 
rechten Seite von (117) genau die nach der klassischen Theorie von 
der Mitwirkung der Materie unabhiingigen Interferenzschwankungen der 
Strahlung dar. Nach (72) betriigt also der Anteil der Molekiile an 
den Energieschwankungen der Strahlung (Einsteinsche Schwankungen) 
(72a) hv· Q(v, T) . dv, 
und bezogen auf die Strahlungsdichte ('(v, T) . dv selbst, 
(115 a) . hv. 

Die Deutung dieses fiir ganz beliebige Materie giiltigen Ergebnisses 
bestatigt die fiir isolierte Molekiile vermittels der Bohrschen Frequenz
bedingung (114) bzw. (115) bereits erworbene Erkenntnis im denkbar 
weitgehendsten Sinne, dafJ bei der Wechselwirkung zwischen Materie 
und Strahlungsfeld Energie grundsiitzlich nur in ganzen "Quanten" hv 
umgesetzt werden kann.l!S4) Vergleicht man namlich (115a) mit den 

233) Olfenbar besagt das Postulat von der allgemeinen Existenz diskreter 
stationlker Zustande, daB es Gasmolekiile mit der Eigenschaft, absolut schwarze 
Korper IIU sein, prinzipiell nicht geben kann. 

234) Obige Schwankungsbetrachtung ist bereits lange vor der Bohrschen 
Theorie von Einstein herangezogen worden, um Aufschliisse liber die Strahlungs-
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in Nr. 9 aufgedeckten statistischen Grundlagen des Planckschen Strak
lungsgesetzes (93), so sieht man, daB (11580) gerade dadurch seine Be
deutung erhalt, daB es die kleinste Energiedifferenz darstellt, um welche 
sich der Energieinhalt einer Hohlraumeigenschwingung vermoge der 
Wechselwirkung mit einer beliebigen absorbierenden oder emittieren
den Substanz zu iindern vermag. Auf Molekiile angewandt, liefert die 
obige Schwankungsbetrachtung insbesondere eine von der vorangehen
den in gewisser Hinsicht' unabhangige, sweite lJegriindung der Fre
quenzbedingung (114) bzw. (115).186) (115a) umfaBt auBerdem die 
von Einstein schon 1905 gegebene quantitative Behandlung des licht
elektrischen Effektes, sowie die erfolgreiche Deutung aller Arten von 
kontinuierlichen Spektren nach Boh,. (Nr. 18 b). 

Wird die Betrachtung des in Nr. 7 c und auch in der vorigen 
Nummer behandelten Impulsgleichgewichtes nunmehr auch auf den vor
liegenden Fall der Wechselwirknng zwischen Strahlung und beliebiger 
Materie ausgedehnt, so foIgt aus (115a) in Verallgemeinerung von 
(116), dafj jeaer aerartige Vorgang von' aem Austausch eines .qerichteten 
Impulses vom Betrage 
(116a) c 

begleitet sein muB.IISG) Der daduTch bedingte "RiickstoB". ist beirn 
lichtelektrischen Effekt von Riintgen- una Gammastrahlung experimentell 
nachweisbar 9S7) und scheint berufen zu sein, die quantentheoretische 
Deutung alZer mit Richtungsiinderungen verbundenen optischen Erschei
nungen, einschliefjlich der Inter{erensvorgiinge su liefern (Nr.20, 21, 22). 

eigenschaften der Materie zu gewinnen, vgl. .A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), 
p. 132; Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 185. Einst8ins Riickschlu8 auf die Fortpflan
zuug selbstil.ndiger raumlich konzentrierter "Lichtquanten" h" [vgl. Anm. 182), 
226), 231),545)J im Vakuum wui-de eingehend erst von L. S. Ornstein und F. Zer
nike (Anm.13S) zu widerlegen gesucht (Nr. 6b, p. 932/933, insbesondere Anm.141) 
und auf die oben formulierte Aussa.ge zurUckgefiihrt, nachdem letztere von ver
schiedenen Seiten, namentlich auch von Bohr, Bchon friiher alB aHein bindend 
angesehen worden war. 

235) Natiirlich mu.6 hierzu strenggenommen au8er dem Planckschen Strah
lungsgesetz auch noch das weitere ErfahrungBreBultat der allgemeinen ExiBtenz 
Btationil.rer ZUBtande bei materiellen Gebilden binzugenommen werden. Siehe 
ADm. 204). 

236) V gl. A. Smekal, Die N aturwissenschaften 11 (1923), p. 878. 
237) A. H. Oompton, Nature 112 (1928)', p. 485; F. W. Bubb, Nature 112 

(1928), p. 863; P. Auger, Paris C. R. 177 (1923), p. 169; 178 (1924), p. 929, 1535; 
W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 20 (1923), p. 287; 26 (1924), p. 69; L. Meimer, Ztschr. 
f. Phys. 22 (1924), p. 334; O. T. R. Wilson, Proc. Roy. Soc. A 104 (1923), p. 1; 
A. H. Compton und J. C. Hubbard, Phys. Rev. 23 (1924), p.439. 
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Was insbesondere die oben als notwendig bezeichnete Erganzung 
zur Behandlung des Warmegleichgewichtes zwischen Gasmolekiilen 
und schwarzer Strahlung anbetrifIt, so ist durch die Ergebnisse (115a) 
und (116a) auch der Weg gewiesen, den EinfluB der Wecbselwirkung 
von Molekulen mit monochromatischer Strahlung zu verfolgen, deren 
Frequenz mit den gleichzeitigen Frequenzbedingungen (115) und (116) 
unvertraglich ist. Die Forderung der Giiltigkeit des Energie- und 
Impulssatzes fur derartige Elementarprozesse fiihrt hier zusammen mit· 
(115a) und (116 a) zu der Annahme einer nur teilweisen Energieabsorp
tion durch das Molekill, verbunden mit der Emission von monochroma
tischer Sekundiir$trahlung von anderer als der Primiirfrequenz.2SB) Be
zeichnet ,,' die Primarfrequenz, v" die Sekundarfrequenz und i' bzw. 
iff die Einheitsvektoren fur die Richtung der beiden Strahlungen, so 
erhalt man in Verallgemeinerung von (115) und (116) als Analoga 
der positiven Einstrahlungsvorgiinge 

(118 a) En' + E/n') + hv' = En" + E/n") + hv" 
und 

(119 a) C«n') + ., h '_ Cl«n") + ." h I, 
~ 1 -v - '" 1 -v c c ' 

fiir die Analoga der Ausstrahlungsvorgii!nge und negativen Einstrahlungs
prozesse hingegen 

(118 b) En' + Et(n') - hv' = En" + E/n") + hv" 

und 

(119b) C<'n') ., h, Cl<{n"J + .. , h " 
~\ - 1 (;v = ~ 1 cV, 

238) A.Smekal, Die Naturwissenschaften 11 (1923), p. 873; W.Pauli, Ztschr. 
f. Phys. 18 (1923), p. 272 (Schlullabsatz); A. H. Compton, Phys. Rev. 24 (1924), 
p. 168. Ferner jiingst: H. A. Kramers und w:. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 31 
(1925), p. 681; A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 241 (Zusatz b. d. Korrektur) 

239) Die durch (118) und (119) gekennzeichneten Grundgleichungen fur die 
Zerstreuung des Lichtes und damit auch fur die Dispersion stehen demnach in 
wesentlichem Zusammenhange mit der Molekiiltranslation, wahrend die Bohrsche 
Frequenzbedingung (114) fur die Eigenstrahlung der Molekule als erste Naherung 
von (116) noch fiir ruhe'YIde Molekiile hat abgeleitet werden konnen. Tatsachlich 
haben O. G. Darwin und der Referent bei friiheren Versuchen einer Quanten
theorie der Dispersion nur Strahlungsbeeinflussungen ruhender Molekiile voraus
gesetzt und kein stationiires Energiegleichgewicht erhalten konnen. O. G. Darwin, 
Nature 110 (1922), p.841; Proc. Nat. Acad. Amer. 9 (1923), p. 25; Nature 111 
(1923), p. 771; A. Smekal, Naturwissenschaften 11 (1923), p.873. 

Ein von ganz ahnlichen Voraussetzungen wie im Texte ausgehender Beweis 
fUr das Warmegleichgewicht zwischen schwarzer Strahlung und (longitudinalen) 
Kompressionswellen ("Schall"wellen bzw. Warmebewegung) in {esten oder flussigen 
KiYrpern ist jungst, ebenfalls unter Hinweis auf das Dispersionsproblem, von 
E. Schr6dinger, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 89 gegeben worden. 
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welchs Beziehungen fur v' = 0 in (115) und (116) ubergehen.2S9) Fur 
die "Ubergangswahrscheinlichkeiten" eines derartigen Vorganges und 
seines inversen ergibt sich durch entsprechende Verallgemeinerung 
von (106'), (107 a') und (107 b') 

(120a) B::,(v'). Q(v', T). [A~:' (v") + B::' (v")· Q(v", T)] . dt, 

(120a') [A::' (v') + B~:' (v') . Q (v', T)] . B::,(v") . Q (v", T) . dt, 
beziehungsweise 

(120b) [A::' (v,) + B~:'(v') . Q(v', T)] . [A::' (v") + B::' (v") . Q (v", T)] 

(120b') E;.:,(v') . Q(v', T) . B::.(v") . Q (v", T), 

wodurch das Warmegleichgewicht mit der schwarzen Strahlung ebenso 
wie bei den in N r. 11 betrachteten V orgiingen garantiert erscheint, 
sofern noch entsprechend (113) 

811: v" A~:' (v') 

~ B:~ (v') ; -c-s- = B~;' (v") 

8 %,/' S 
(120c) 

vorausgesetzt wird.240) Da durch die GIeichungen (118) und (119) bei 
vorgegebenen Energie- und ImpulsgroBen jeder beliebigen Frequenz v' 
ein bestimmtes v" zugeordnet wird, ermoglichen obige Betrachtungen zu
sammen mit jenen der vorangehenden N ummer einen vollstiindigen Be
weis fur die Stationaritiit des Wiirmegleichgewichtes zwischen Planck
scher Strahlung und Quantenmolekulell fur Temperaturen, bei welchen 
Ionisation bzw. Dissoziation noch keine merkliche Rolle spielen.241) 242) 

240) A. Einstein und P. Ehrenfest, Ztschr. f. Phys. 19 (1923), p. 301, § 3; 
H. A. Kramers und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 681; A. Smekal, 
Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 241. 

241) Die fur den Fall thermischer oder lichtelektrischer Ionisation bzw. Dis-
8oziation notwendig werdenden Erganzungen ergeben sich aus den Betrachtungen 
von Nr. 26 b und 26 c. 

242) Denkt man sich die in (120a) bzw. (120 a') angezeigten Multiplikationen 
ausgefiihrt, so erhil.lt man bei Beschrankung aut die "normale" Zerstreuung 
(Nr. 21) und Berucksichtigung von (120c) einen AusdlUck, der, abgesehen von 
einem von der Strahlungsdichte unabhangigen Faktor, mit der rechten Seite 
von (117) ubereinstimmt, wenn man nachtraglich v = v' = v" setzt. Diese nahe
rungsweise Gleichsetzung ist sachlich begritndet durch den Umstand, da6 der 
Unterschied von '//' und v" fiir gewohnliche Molekiile dann unme6bar klein wird 
und nul' fUr freie Elektronen und harte Ront.genstrahlung me6bare Betrage er
reichen kann. 

1m Zusammenhang mit den am Ende der Anm. 224) gemachten Bemer
kungen moge noch darauf hingewiesen werden, dati sich das "streuende" Mole
kiil wahrend des Streuvorganges sowohl mit Hohlraumeigenschwingungen in 
Wechselwirkung befinden kann, welche "energiefrei" sind, als mit solchen, die 
ein beliebiges ganzzahliges Vielfaches von hv' bzw. hv" als Enel'gie besitzen. -
Uber die l!'rage nach del' Zeitdauer des Streuvorganges vgl. man Nr. 21. 
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Streicht man in (118 a) En' und En", so wird bei dem betrachteten 
Strahlungsvorgange keine .A.nderung der inneren Energie des Mole
kuls und damit seines Quantenzustandes vor sich gehen; fiir diesen 
Sonderfall, der auch die Wechselwirkung freier Elektronen mit der 
Strahlung umfaSt, lassen sich (120a) bzw. (120a') direkt aus relati
vitatstheoretischen lnvarianzforderungen herleiten. 948) Die Beziehungen 
(118a) und (119 a) sind fur praktisch als frei anzusehende Elektronen 
zuerst von A. H. Compton und P. Debye 244) aufgestellt und mit Ruck
sicht auf die bei der Zerstreuung der Rontgenstrahlen bemerkte Fre
quenzerniedrigung diskutiert worden (Nr. 21). 

IT. Allgemeine Grnndlagen der Quantentheorie. 

A. Quantentheorie isolierter Atome und Molekiile. 
13. Das Rutherford-Bohrsche Atommodell.245) In der voran

gehenden Darstellung der Entwicklung statistisch-mechanischer Be
trachtungen zur Quantenstatistik sind Atome und Molekiile im ailge
meinen ohne R-iicksicht auf ihre genauere Konstitution kurzweg als 
"mechanischeli Gebilde angesehen worden - eine aus der statistischen 
Mechanik vererbte, veraltete Bezeichnungsweise, in welcher "mecha
nisch" der Sache nach aber nur im Sinne von "dynamisch" aufgefa6t 
zu werden braucht.946) Wie insbesondere die durch die Namen Lenard 
und Rutherford gekennzeichneten Untersuchungen uber die Zerstreuung 
von Kathoden- und ce-Strahlen beim Durchgang durch die Materie ge
zeigt haben, mull letztere universell aus elektrisch geladenen Partikeln 
aufgebaut gedacht werden: Atome und Molekiile sind elektrodynamische 
Gebilde. Ihre bisber erkannten letzten Bausteine sind (negative) Elek
tronen und Protonen (positive Elektronen oder Wasserstoffatomionen), 
wie etwa die Erscheinungen der Vakuumentladung und des licht
elektrischen Effektes, die Radioaktivitat und Astons Isotopenforschung, 

243) W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 272; 211 (1924), p. 261. 
244) A. H. Oompton, Phys. Rev. 21 (1923), p. 483; P. Debye, Phys. Ztschr. 

24 (1923), p. 161. 
246) Vgl. hierzu und zum folgenden allgemein ..4.. Sommerfeld [1]; J. M. 

Burgers [1]; N. Bohr [1], [2], r3J; K. Fajans, Radioaktivitat, lV. Aufi., Braun
schweig 1922. 

246) Damit 8011 gemeint sein, da5 es hierbei nur auf die "Bewegung" an 
sicn ankommt, fUr welche man aolange mit "Bewegunga"gleichungen von der 
Form (1) zu operieren versuchen wird, ala dem von der Erfahrung nicht wider
sprochen wird. [Siehe Anm. 22) und 280).] Dieser Standpunkt iat wesentlich 
allgemeiner ala z. B. jener der Newtonschen Mechanik bzw. Dynamik, den er 
aber ala Spezialfall in sich schlieBt. 
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endlich zuletzt und wohl am direktesten die kiinstliche AtomserirUm
merung von Rutherford und Ohadwick7 Kirsch und Petter-s8on dargetan 
haben.uSa) Uber die nahere Struktur dieser Bausteine ist gegenwartig, 
von willkiirlichen und haltlosen Spekulationen (Kugelgestalt usw.) ab
gesehen, nichts bekannt; dem Experimentator haben sie sich bisher 
in allen Fallen als praktisch punktfdrmig wirksame Kraftzentren er
wiesen, deren unveriinderliche elektrische Ladung als wahre Substane tier 
Materie erscheint. Fiir Elektron (- e) und Proton C+ e) ist sie, ab
gesehen vom Vorzeichen, durch das Elementarquantum der Elel.:trisitiit, 
e = 4,774 + 0,005 . 10- 10 elektrostatische Einheiten (Mf"llikan) gao 
geben; fur die Ruhmasse des Elektrons m hat man 0,899. 10-27 Gramm, 
fur jene des Protons m' = 1,649 . 10- 24 Gramm berechnet. Weitere 
zahlenma.6ig angebbare Eigenschaften der beiden Elementarladungen 
sind gegenwartig nicht bekannt. 

Die unter normalen Umstanden stets beobachtete elektrische Neu
tralitat der Atome und Molekiile verlangt, daB gleich viel Elektronen 
und Proton en am Aufbau eines jeden derartigen Gebildes teilnehmen. 
Unabhangig von den chemischen Bindungsverhii.ltnissen befinden sich 
nach Rutherford samtliche im einzelnen Atom vorhandenen positiven 
Ladungen zusammen mit einer bestimmten Anzahl von Elektronen, 
auf ein Raumgebiet vereinigt, dessen Durchmessergro.6enordnung ex
perimentell zu 10- 1S bis 10- 18 cm bestimmt worden ist.1I47) Die resul
tierende Gesamtladung + Z· e dieses Atomkernes ist offenbar gleich 
dem UberschuB der Protonenanzahl Z + Zl iiber jene der Kernelek
tronen Zl; die Kernladungssahl Z nimmt im periodischen System der 
Elemente von Element zu Element um eine Einheit zu und hei.6t 
daher auch Ordnungssahl oder Atomnummer. Jedes chemische Element 
ist demnach durch eine bestimmte ganee Zahl zwischen Z = 1 fiir 
Wasserstoff und Z = 92 fur Uran gegeben; die zu einem bestimmten 
Z-Werte gehorigen verschiedenen Anzahlen Zl kennzeichnen die ein
zelnen Atomarten oder IsoWpen des betrefl'enden Elementes. Experi
mentell hat der Verlauf von Z durch das ganze periodische System7 
und damit die 7,richtige" Anordnung der Elemente, mittels des Mo
seleyschen Gesetees tier ROntgenspektren eindeutig festgelegt werden 
konnen 148); fiir einzelne Elemente sind die Kernladungszahlen in fiber
einstimmung damit von Chadwick auf Grund von Zerstreuungsver-

246a) Siehe etwa H. Pettersson und G. Kirsch, Atomzertriimmerung, Leipzig 
1925 (.Had. Verl.-Ges.). 

247) E. Rutherford, Phil. Mag. 27 (1914), p. 494; O. G. Darwin, Phil. Mag. 
27 (1914), p. 506. 

248) Vg1. V 26 (C. Runge). 
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9uchen an a:·Strahlbilndeln experimentell di'l'ekt bestimmt worden.H9) 

Bezieht man die Atomgewichte, wie ublich, auf Sauerstoff = 16, so 
wird das Atomgewicht eines Protons ,....., 1; wegen der relativen Ge
ringfugigkeit der Elektronenmassen wird dann das Atomgewicht jeder 
Atomart eines chemischen Elementes einfach durch die zugehorige 
Protonenanzahl Z + Zl bestimmt sein mussen, was der praktischen 
Ganssahligkeit der Ast<mschen lsotopenatomgewichte entspricht. Zl mua 
also jeweils gleich der Differenz von ganzzahligem Atomgewicht und 
Atomnummer gesetzt werden; eine davon unabhangige, direkte Be
fitimmung dieser Groae ist bisher noch nicht moglich gewesen, kann 
aber auch ale entbehrlich angesehen werden fur den gegenwartigen 
Stand der Theorie, welcher die Annahme punktfij'l'mig bzw. kugelsym
metrisch wirksamer Atomkerne ale bislang so gut wie vollstandig 
ausreichende Annaherung zur Voraussetzung hat.250) 

AuBerhalb des Atomkernes werden sich beim neutralen Atom nach 
dem Vorangehenden gerade Z Elektronen befinden mussen, welche im 
"Normalzustand" des Atoms Abstande vom Atomzentrum bis zur 
GroBenordnung 10- 8 cm erreichenj iihnliches gilt fur die Molekule, 
welche je nach der betreffenden chemischen Verbindung aus mehreren 
Atomkernen und den entsprechenden Anzahlen von Elektronen be
stehen werden.'151) Nach Ausweis von Zerstreuungsversuchen mit Ka
thoden- und a:-Strahlen sind diese Elektronen einseln wirksam und 
umgeben die Kerne als Elektronenhiille mit einer nach innen hin S'lt

nehmenden Dichte.!52) Die Anzahl Z der Hulleelektronen des Atoms 
ergibt sich aus den gleichen Versuchen in befriedigender Ubereinstim
mung mit der Kernladungszahl, femer aus dem Brechungsquotientrn 
fUr ROntgenstrahlung 168); die genaueste Methode zur erfolgreichen 
Ziihlung der einselnen Hulleelektrcmen, welche zugleich gewisse Eigen
schaften ihrer mittleren 'I'aumlichen Konfigu'l'ationen zu bestimmen ge-

249) J. ahailwick, Phil. Mag. 40 (1920), p. 734. 
250) Beziiglich der gegenwartigen Bedeutung der Quantentheorie fur die 

Frage nach den Einzelheiten des Kernaufbaues vgl. Nr. 17, Anm. 439). 
251) Vgl. den Bericht von K. F. Herzfeld, Jahrb. d. Rad. 19 (1923), p. 259 

uber die Gr!llle der Atome, ronen und Molekiile und die Methoden zu ihrer Be
stimmung. 

252) S. W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 161. Zu diesen und auch 
den iibrigen Ergebnissen der Untersuchungen iiber den Durchgang korpuskularer 
Strablen durch die Materie sowie ihre Bedeutung iur die Fragen des Atombaues 
vgl. man ferner die zusammenfassenden Berichte von R. SeeZiger, Jahrb. d. Rad. 
16 (1920), p. 19 und W. Bothe, Ja.hrb. d. Rad. 20 (1923), p. 46. 

263) ..t. H. Compton, Phil. Ma.g. 45 (1923), p. 1121; vgl. ferner jiingst B. Davis 
und B. 'II. Nardroff, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p. 60, 384; R. 'II. Nardroff, 
Phys. Rev. 24 (1924), p. 143. 
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8tattet, griindet sich jedoch auf Intensitiitsmes8ungen an von kristaUi
sierten KiYrpern reflelctiertem Riintgenlicht.1I54) 

Das Kernproblem der Quantentheorie - letdere als Theorie der 
Materie aUfgefafJt - besteht nun darin, die Elektrodynamik der .A.tom
bestandteile, zuniichst der Elektronenhiille, aUf Grund obiger, empirisch 
sichergestellter Tatsachen und in Dbereinstimmttng mit den vorangegan
genen Ergebnissen der Statistik zu entwickeln. Der naheliegendste Weg 
einer An wendung der Maxwellschen Elektrodynamik auf die Bewegung 
von Z einzelnen Elektronen im Felde eines Z-fa.ch positiv geladenen, 
massebeschwerten Atomkernes erweist sich indessen sogleich als un
gangbar - in Ubereinstimmung mit dem bereits oben in N r. 6 b, 
7 b, 7 c und 9 festgestellten Versagen der Maxwellschen Theorie beim 
Strahlungsproblem und ihrer Unvereinbarkeit mit den in Nr. 12 be
handelten allgemeinen Strahlungseigenschaften beliebiger materieller 
Korper. Wie man etwa aus der Lorentz-Ritzschen Form S56) der Max
wellschen Elektrodynamik entnehmen kann, laBt sich das genannte Be
wegungsproblem zwar grundsatzlich aus einem Variationsprinzip ab
leiten, so daB seine Bewegungsgleichungen auf die kanonische Form 
(1) gebracht werden konnen ll56); doch geht in sie wegen der Anwesen
heit der retardierten Potentiale die Zeit explizit ein und bewirkt, 
daB jede Art von beschleunig1er Bewegung dauernd von irreversibler 
Energie- (und Drehimpuls-)A.usstrahlung begleitet wird. Dieser ununter
brochene Energieverlust widerspricht aber offensichtlich der nach Nr.9 
statistisch abgeleiteten und o.uch experimentell direkt sichergestellten 
Energiekonstanz der A.tome (und Molekule) in ihren stationiiren Quanten
zustanden. 

Urn diesem Widerspruch zu entgehen, ist immer wieder versucht 
worden, innerhalb der Maxwellschen Theorie wenigstens spezielle Typen 
von strahlungsfreien Elektronenbewegungen ausfindig zu machen to'l), 

254) P. Debye und P. Scherrer, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 474; W. L. Bragg, 
R. W. James und C. H. Bosanquet, Phil. Mag. 41 (1921), p. 809; Ztschr. f. Phys. 
8 (1921), p. 77; Phil. Mag. 44 (1922), p. 488; D. R. Harlree, Proc. Cambro Phil. 
Soc. 21 (1928), p. 625; Phil. Mag. 46 (1923), p. 1091. 

255) W. Rits, Ann. Chim. Phys. (8) 13 (1908), p. 145; Arch. Sc. phys. et nat. 
(4) 26 (1908), p. 209; Gesamm. Werke, Paris 1911 (Gauthier-Villars), p. 317,427. 

256) Vgl. Anm. 19). 
257) Vgl. z. B. G. Nordstrom, Proc. Akad. Amst. 22 (1919), p. 145; A. D. 

Fokker, Physica 1 (1921), p. 107; S. R. Milner, Phil. Mag. 41 (1921), p.403; 44 
(1922), p. 1052; G. H. Livens, Phil. Mag. 42 (1921), p.807; G. A. Schott, Phil. 
Mag. 45 (1923), p. 769; L. Page, Phys. Rev. 24 (1924), p. 296. Durch Abiinde
rung der Maxwellschen Theorie hat L. Page, Phys. Rev. 18 (1921), p. 292, strah
lungsfreie Elektronenbahnen zu erhalten gesucht, ahnlich H. Bateman, Mess. of 
Math. 03 (1924), p. 145. 
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doch hat sich auch ihre Strahlungslosigkeit nur als eine scheinbare 
herausgestellt258); wie sich spii.ter zeigen wird (Nr. U), ware es aber 
auch im FaIle ihrer Existenz mit Rucksicht auf das Bohrsche Korre
spondenzprinzip ausgeschlossen, ihnen fur die Quantentheorie irgend
welche Bedeutung zuzubilligen. 

Wahrend sich die Maxwellsche Elektrodynamik bei allen Arten 
von makroskopischen Erscheinungen durchaus bewahrt und auch fiir 
den Grenzfall hinreichend kleiner Frequenzen ("langer Wellen") in der 
Strahlungstheorie zu brauchbaren Grenzgesetzen gefiihrt hat [Nr. 9, 
ferner V 22 und V 23 (w. Wien)], ist ihr Widerspruch zu den strah
lungsfreien Quantenzustanden der Rutherford-Bohrschen Atommodelle 
ein ebenso vollstandiger wie zu deren quantenhaften Strahlungseigen
schaften (Nr. 11, 12). Erwagt man den Umfang der experimentellen 
Sicherstellung der klassischen Grundlagen, so kann diese Tatsache jedoch 
nicht weiter befremdlich erscheinen.259) Von diesen Grundlagen dar! das 
Coulombsche Gesetz der Elektrostatik im lnneren des Atoms jedenfalls 
noch als am besten gesichert angesehen werden 260), wenngleich es fiir 
sehr kleine Distanzen, etwa von 10- 12 cm abwarts, auch nicht mehr 
den Tatsachen entspricht.261) Gegen die Allgemeingiiltigkeit des Biot
Savartschen Gesetzes im Atorninnern liegen nach den quantitativen Er
gebnissen beirn experimentellen Nachweis der Ampereschen Molekular
strome durch die magnetomechanischen Effekte von Barnett 262) und Ein
stein-de Haas 263) gewichtige Bedenken vor, welche durch eine Reihe 
spektroskopischer Tatsachen [anomaler Zeemaneffekt, s. V 26 (0. Runge) 
und V 27 (A. Kratzer)] bekrii.ftigt zu werden scheinen.2M) Was schlieB-

258) G. A. Schott, Phil. Mag. 45 (1923), p. 769, ferner auch Phil. Mag. 36 
(1918), p. 243 und H. Bateman, Proc. Nat. Acad. Amer. 5 (1919), p. !l67. 

259) S. etwa A. Smekal, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 2 (1921), p. 20. 
260) Vgl. z. B. J. Chadwick, Phil. Mag. 40 (1920), p. 734, § 5. 
261) W. Lenz, Munchen Ber. 1918, p. 355, § 3; A. Smekal, Wien. Ber. (2 a) 

129 (1920), p. 455; C. G. Darwin, Phil. Mag. 41 (1921), p. 486. S. femer Anm. 316). 
Ob diese Abweichungen vom Coulombschen Gesetze nicht nnr im Atomkern

bereiche, sondern auch bei der Wechselwirkung der Hiilleelektronen eines Atoms 
von hoherer Kernladung eine wesentliche Rolle spielen, entzieht sich gegenwartig 
noch jeder naheren Beurteilung. 

262) S. J. Barnett, Phys. Rev. 6 (1915), p. 239; I. G. Stewal-t, Phys. Rev. 11 
(1918), p. 100; S. J. Barnett und L. J. H. BaJ·nett, Phys. Rev. 17 (1921), p. 404; 
20 (1922), p. 90; Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 14. 

263) A.Einstein und J. W. de Haas, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1918), 
p. 152; E. Beck, Ann. d. Phys. 60 (1919), p.109; G. Arvidson, Phys. Ztschr. 21 
(1920), p. 88; A. P. Chattock und L. I/. Bates, Nature 90 (1922), p. 721; Trans. 
Phil. Soc. (A) 223 (1922), p.257. Der Effekt wurde iibrigens bereits von O. W. 
Richardson, Phys. Rev. 26 (1908), p. 248, vorausgesagt. 

264) Vgl. z. B. A. Lande, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p.353. 
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lich das Induktionsgesets anbetri1ft, so ist unmittelbar ersichtlich, daB 
es innerhalb von Atomen mit stationaren Quantenzustanden uberhaupt 
nicht ohne wesentliche Modifikation formuliert werden kann. 

Wenn somit auf eine voUstii.ndige Brauchbarkeit der klassischen 
Elektrodynamik im Atominnem von vornherein uberhaupt nicht ge
rechnet werden kann, so wird man anderseits doch erwarten diirfen, 
wenigstens gewisse von ihren Ergebnissen fur die Quantentheorie des 
Atombaues nutzbar machen zu konnen. Dieser in der folgenden Num
mer geschilderte Weg ist vor aUem von Bohr 265) eingeschlagen wor
den, und ihm verdankt man so ziemlich alles, was, abgesehen von den 
beiden fundamentalen Frequenzbedingungen (115) und (116), den 
gegenwartigen Bestand der Atomelektrodynamik ausmacht. Die Mangel, 
mit welchen ein derartiges Verfahren notwendig behaftet ist, nament
lich aber die zahlreichen Lucken, welche es unausgerullt lassen muB, 
sind anderseits so offenkundige, daB es nicht iiberraschen kann, wenn 
die gegenwii.rtige Form der Quantentheorie jene strenge Einheitlich
keit und Folgerichtigkeit vermissen laBt, die man an der klassischen 
Elektrodynamik innerhalb ihrer Domane so sehr bewundern muB. 

14:. Die Korrespondenz- und Stabilitii.tsprinzipe der Quanten
theorie. Um die Ergebnisse der MaxweUsChen Elektrodynamik der 
.A1omelektrodynamik nach Moglichkeit zuganglich zu machen, hat man 
jenes Grenzgebiet aufzuBuchen, in welchem diese beiden theoretischen 
Gebiete miteinander zur Beriihrung gelangen miissen. Von der Strah
lungstheorie ausgehend, hat Planck mehrfach darauf hingewiesen, dafj 
fUr die klassische Theorie das W irkungsquanium k ala unmefJbar klein 
angeseken werden mUsse.966) Nach Planck erscheint demnach die Max
wellsche Elektrodynamik gewissermaBen als Spezialfall der Quanten
theorie fur den ausgezeichneten Grensubergang 
(121) lim h -+ 0, 
was man unmittelbar bestatigt findet, wenn man (121) z. B. auf daB 
Plancksche Sftrahlungsgesete (93) anwendet und damit zum Rayleigh
Jeansscken Strahlungsgesets (71 a) der klassischen Theorie gelangt. 
Bringt man (121) in der Bohrschen Frequenzbedingung (114) bei end
lick bleibender Frequens v zur Ausfiihrung, so riicken die ausgeeeich
neten Energiewerle En" En" der QuantenmolekUle beUebig dicht aneinander, 
was der grundsiitzlichen Zuliissigkeit beliebig stetig veranderlicher Energie
werle bei einem klassisch·elektrodynamischen Gebilde korrespondiert. 

Einen zweiten Weg, der in einem gewissen Zusammenhange mit 

265) N. Bohr [1], [2], [3]. 
266) Vgl. z. B. M. Planck r1], p. 143, § 140. 
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der notwendigen Strahlungsfreiheit der stationaren Quantenzustande 
steht, verdankt man Bohr. 265) Nach der klassischen Theorie wird ein 
Elektron desto weniger Energie ausstrahlen, je geringfugiger die Be
schleunigung ist, welche es erfiihrt. Dies entspricht, wie man sich 
z. B. an einer einfach periodischen Elektronenbewegung leicht uber
zeugen bnn, dem Grensiibergange' 

(122) lim v -+- O. 

Fiihrt man (122) im Planckschm Strahlungsgesetze bei festgehaltenem h 
aus, so gelangt man ebenfaJIs wieder zum RayZeigh-Jeansschen Strah
Zungsgesetze (71a) der klassischen Theorie. Auf die Bohrsche Frequenz
bedingung (114) angewendet, fiihrt (122) auf solche ausgezeichnete 
Energiewerte E"" E .. " der Molekfile bzw. Atome, deren Differenzen be
liebig klein werden konnen miissen. Damit nach Bohr eine eindeutige 
Korrespondene zwischen: klassischer und Atomelektrodynamik erzielt wer
den kann, mufj die diskrete Beihe der ausgezeichneten Energiewerte En 
demnach eine und nur eine Haufungsstelle besitzen. Wenn E.. uberdies 
nach (103') ala Funktion der u eindeutigen, voneinander unabhiingigen 
Parameterinvarianten I r , .. (r = 1, 2, ... , u) der inneren Molekul- bzw. 
Atombewegung dargesielZt werden kann, so mufJ auch die diskrete Reihe 
alZer OIUSgeseichneten Werte Jr , .. (n = 1,2, ... ) je eine einsige Haufungs
stelle besitzen.S67) In diesem Grenzgebiete unterscheiden sich dann -
jetzt immer bei festgehaltenem h! - die Energien benachbarter 
Quantenzustiinde um im Limes infinitesimal werdende Betrage, welche 
mit den beirn Ubergang zwischen zwei solchen Zustanden klassisch 
ausgestrahlten Energien unmittelbar in Vergleich gezogen werden 
konnen. - Der Grenziibergang (122) und die daranschlie1\enden Fol
gerungen bilden den Kern des Bohrschen Korr-espondenzprinzipes, auf 
dessen Bedeutung lui- die Festlegung der stationiiren Zustiinde im 
Nachfolgenden besonders eingegangen werden wird.268) Der Plancksche 
Grenziibergang (121), welcher die .A.bleitung von ganz iilinlichen Kon
sequenzen ermoglicht, soIl zur Unterscheidung davon ala Grundlage 

267) VgI. Nr. 10 und insbesondere die Anm. 207. DaB obige Ergebnis fiihrt 
zusammen mit (133) zu der wichtigen Folgerung, dalJ bei volZstandiger Korrt:
spondenz Bwischen kZassischer und Atomelektroaynamik keirle von den Quanten
zahler" n,. in (138) .ane endliche obere Grfmze besitzen kann, was einzelnen in der 
Literatur aufgetreteuen gegenteiligen luBerungen widerspricht. V gl. z. B. 
D.Enikog, Ann. d. Phys. '72 (1923), p. 321, insbes. p. 342; P. Tartakowsky, 
Ztschr. f. Phys. 15 (1928), p. 153, dagegen jedoch A. Kratzer, Ztschr. f. Phys. 26 
(1924), p. 40. 

268) Vgl. dazu namentlich auch N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 11 '7, 
II. Kap., §§ 2 und S. 
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eines "Planckschen Korrespondenzprinzipes" weiterhin ebenfalls mit 
beriicksichtigt werden.Bs9) 

Um zur praktischen Auswertung der Grenziibergange (121) und 
(122), sowie der in Verbindung damit zu fordernden allgemeinen Korre
spondenz zwischen klassischer und .A.tomelektrodynamik iibergehen zu 
konnen, hat man zunachst eine geeignete .A.nnahme iiber das Verhalten 
eines beliehigen Bohrschen Atommodells in jenem Grenzzustande ein
zufiihren, welcher der Haufungsstelle seiner ausgezeichneten Quan~en
energiewerte entspricht. Wegen der notwendigen Strahlungslosigkeit 
dieses Zustandes darf man Yoraussetzen, daB seine Bewegungsglei
chungen mit geniigender Anniiherung aus den klassisch-elektrodyna
mischen Bewegungsgleichungen hei Vernachliissigung aller jener Glie
der gefunden werden konnen, welche eine Ausstrahlung des Modells 
zur Folge haben miiBten.270) ·Wenn angenommen wird, daB sich das 
elektrische Vielkorpersystem in einem auBeren elektromagnetischen 
Felde mit den zeitlich konstanten Potentialen tP und ~ befindet, und 
wenn ea , ma Ladung und Ruhemasse seines alen Bestandteiles (0: = 1, 
2, ... , Z + 1), ra und Va seinen Koordinaten- und Impulsvektor in 
bezug auf den Massellschwerpunkt bedeuten, so lassen sich diese Be
wegungsgleichungen nach Darwin 'J7l) his auf Glieder yon hoherer als 

der zweiten Ordnung in ~ ganz allgemein auf die kanonische Form 
c 

269) In einer nach Niederschrift obiger Nummer erschienenen UnterBuchung 
von H. A. Senftleben, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 127, wird der hier und im 
folgenden mit Berufung auf Planck benutzte Grenzubergang (121) in ganz ahn
lichem Sinne BYBtematiBch zur Anwendung gebracht. 

270) Diese Bewegungsgleichungen des ModellB Bind fur das Plancksche und 
Bohrsche KorreBpondenzprinzip naturgemiU3 gemeinsam. Bei Anwendung des 
ersteren haben sie jedoch allgemein zu geIten, wahrend das BohrBche Korrespon
denzprinzip strenggenommen nur zu der Erwartung berechtigt, da.6 die Glei
chungen fur einen Modellbewegungszustand richtig sind, bei dem 8owohl die Ab
stiinde der Elektronen 110m Atomkern, als auch jene der Elektronen untereinander 
dauernd "sehr grofJ" sind. Man beachte den Unterschied dieses Modellzustandes 
und desjenigen, der etwa aHein durch hinreichende Entfernung eines Valenz
elektrons vom Atomrest gekennzeichnet ist! V gl. dazu Anm. 450). 

Postuliert ma.n die i£nergiekonBta.nz der Elektronenbewegungen im Atom 
ohne Rucksicht auf die klassische AUBstrahlung, so ergibt die Vereinigung diesel 
Annahme mit der klassischen Elektrodynamik eine Reihe bemerk:ens~ertel 
"Gleichgewichtssatze" f'dr elektromagnetisch aufgebaute Materie, von denen 
einige in der Quantentheorie mehrfach Anwendung gefunden baben. V gl 
W. Schottky, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 232 und dazu M. v. Laue, Phys. Ztschr. 
22 (1921), p. 46. 

271) C. G. Darwin, Phil. Mag. 39 (1920), p.537; Proc. Cambro Phil. Soc. 
20 (t 920), p. 56. 
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1) bringen; die zugehorige Hamiltonsche Funktion ist 

Z + 1. Z + 1 <P'=F") Z + 1 

H _ ~ ~a + ~ ~ e"eji ~ . ~~ 
- ::; 21na :2 "7 ~ -~ 8ctm~ (123) 

und stimmt mit der Energie des Modells iiberein (c Lichtgeschwindig
keit, 1-c;ji gegenseitige Entfernung von ma und mp')' Beschrankt man 
sich auf den feldfreien Fall, der an dieser Stelle zunachst allein in 
Betracht kommt, so sind die beiden letzten Glieder in (123) fortzu
lassen und man erhiilt ein dynamisches Problem, das mathematisch 
noch wesentlich schwieriger ist, wie das gewohnliche Mehrkorperpro
blem, welches durch die beiden ersten Glieder von H aHein gegeben 
ware.272) Nach den Eigenschaften der Losungen des gewohnlichen Mehr
korperproblems [VI 2, 12 (E. T. Whittaker)] ist zu erwarten, daB' das 
allgemeine Problem (123) neben stabilen auch instabile Losungen be
sitzen wird (vgl. dazu Nr. SA), von denen hier offenbar nur die ersteren 
in Betracht kommen konnen. Aber auch unter diesen Losungen muB· 
noch eine engere Wahl getroffen werden, wenn der Fahigkeit des 
Quantengebildes zu monochromatischer Energieemission und -absorption 
in einzelnen Frequenzen des durch (114) gegebenen Linienspektrums 
eine klassisch-elektrodynamische Parallele zugeordnet werden konnen 
soll. Damit das Modell, auch als klassisch-elektrodynamisches Gebilde 
betrachtet, befahigt sein kann, ein Linienspektrum zu emittieren oder zu 
absorbieren 273), mufJ seine Bewegung, wenigstens in erster Annaherung, 
eine mehrfach periodische sein, so daB die Verschiebung ; jedes ein-

272) Die Schwierigkeiten des durch die Hamiltonsche Funktion (123) ge
kennzeichneten allgemeinen Falles sind so groBe, daB er bisher trotz seiner Be
deutung fur das Problem des Heliumatommodelles (s. Nr. 16 a) (verallgemeinertes 
Dreikorperproblem) nur fiix den Fall zweier Korper (Wasserstoffatommodell) inte
griert worden ist. V gl. die in der vorigen Anm. zitierte Untersuchung von 
Darwin. 

273) Dieser Notwendigkeit zufolge mii6te jedes klassisch-elektromagnetische 
Modell fur die Zwecke der Quantentheorie verworfen werden, das die Eigenschaft 
besaBe, dauernd strahlungsfrei bleiben zu konnen. Auf die daraus zu folgernde 
Zwecklosigkeit aller Bemiihungen, strahlungslose Elektronenbahnen auf klassisch
elektromagnetischem Wege zu kOllstruieren (Anm. 257), ist bereits auf p. 987 
hingewiesen worden. 

64 • 
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zelnen seiner Teilchen im Raum als Funktion der Zeit dargestellt 
werden kann durch die mehrfache Fouriersche Reihe 

(124) ~ =~O1'l"""" cos~n(['t1 W 1 + ... + Tu OJ .. ] t + r"",,1'U)' 
'l'l" ·'tu 

OJ1 ., . OJ .. heiBen die Grundschwingungszahlm der Bewegung 274); ihre 
Anzahl U oder der "Periodizitatsgrad" der Bewegung ist, da es sich 
bei derartigen Losungen des dynamischen Problems (123) wie bereits 
erwiihnt, im allgemeinen nur urn bestimmte Klassen von Partikular
losungen handeln kann, kleiner als die Anzahl 3 Z der Freiheitsgrade 
der auf den Schwerpunkt bezogenen inneren Bewegung des Modells. 
Die Losungen (124) von (123) scheinen ferner jedenfalls eine konti
nuierliche, 2 u- dimensionale Mannigfaltigkeit bilden zu miissen, ent
sprechend den Stetigkeitseigenschaften klassisch-elektrodynamischer Ge
bilde.275) Werden fur ein derartiges Gebilde die GroBen 01'1" .1'u und 
OJ t , ... "u vermoge der klassischen Ausstrahlung als mit del' Zeit lang
sam veranderlich angesehen, so wird von dem Gebilde Linienstrahlung 
ausgesendet, welche samtliche Frequenzen 

'&1OJ1 + ... + Tu OJ" 

zugleich enthalten wird, deren zugehor1'ge Amplituden C"l"'1'U in (124) 
von Null verschiedene Werte besitzen. Aus den Korrespondenzprinzipi;n 
(121) und (122) ist nUll zu folgern, daB fur limh~O bzw. limv~O 

274) Die Summation in (124) [und ebenso in (147)] ist iiber aIle ganzzah
ligen Werte von 1:"1' ••• , ~u auszufiihren. Die Eindeutigkeit der Darstellung ist 
gesichert, wenn es keine ganzen Zahlen m1 , ••• , m" gibt, fur welche eine Bezie
hung von der Form 

m1 0>1 + ... + m" Wu = 0 

moglich ist. V gl. dazu Anm. 70). 
275) Vgl. dazu lihnliche tJberlegungen bei A. Smekal, Ztscbr. f. Pbys. 11 

(1922), p. 294; 15 (1923), p. 58. - Obige Losungen entsprechen der in Nr. 3 A. 
unterschiedenen KIasse (B) von "mecbaniscben" Problemen; im FaIle nicbt ent
arteter, bedingt periodischer Systeme (Nr.15a), nach gegenwlirtiger Kenntnis aber 
auch nur in dies em FaIle, wird allerdings u = 3Z, so daJ3 das Problem dann 
der Klasse (A) beizuzlihlen ware. Mit Ritcksicbt auf die kanoniscbe Form der 
Bewegungsgleicbungen von (123) wird dabei bier wie im folgenden iiberall vor
ausgesetzt, daB die mehrfach periodiscben PartikularlOsungen von bedingt perio
discheffl- Typus sind. Die Vermutung von P. Ehrenfest, Ztschr. f. PbYR. 19 (1923), 
p. 242, daJ3 es Reibenlosungen vom Fourierscben Typus (124) geben konnte, fUr 
welche u gegebenenfalls grojJer als die Anzahl der Freiheitsgrade s werden, aber 
stets ~ 28 - 1 sein miiJ3te, halten wir fUr nicbt erweisbar; jedenfalls iet bisher 
kein Beispiel fUr die Moglichkeit eines derartigen Falles bekannt geworden. -
In der Tat findet T. M. Cherry, Trans. Cambro Phil. Soc. 23 (1924), p. 43, daJ3 
stets u ~ s sein muB, lihnlich G. Wataghin, Ann. d. Phys. 76 (1925), p. 41 (Zu
satz bei der Korrektur). 
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alle und "ur diese Frequenzen mit bestimmten, aus der Bohrschen Fre
quenzbedingung (114) folgenden Quantenfrequenzen (asymptotisch zu
sammenfallen mussen: 

(125) 

Wiihrend das Quantenatom aber immer nur einzelne der Frequenzen 
(125) auszustrahlen vermag, werden vom klassischen Gebilde samtliche 
durch (125) gegebene Freque:nzen zugleich ausgesendet. Dieser prinzi
pielle Unterschied zwischen klassischer und .Atomelektrodynamik bleibt 
somit aufrechterhalten und enthUllt den statistischen Charakter der klas
sischen Ergebnisse. Damit die klassische Ausstrahlung in der Grenze 
(121) oder (122) direkt als Resultat einer zeitlichen Mittelbildung auf
gefaBt werden kann, braucht nur noch mit Bohr gefolgert zu werden, 
daf3 die relative Intensitiit der Frequenzen (125) im klassischen Spek
trum als MafJ fur die mittlere zeitliche Baufigkeit der zeitlich vonein
ander unabhiingig erfolgenden, spontanen, monochromatischen Ausstrah
lungsvorgange des Quantenatoms angesehen werden mufJ. Entwickelt 
man das elektrische Moment 

(123 a) 

des betrachteten Modelis nach einer entsprechend (124) gebauten 
Fourierreihe und bezeichnet mit A2 den Mittelwert des Quadrates der 
zu einer von den Frequenzen (125) gehOrigen Schwingungsaruplitude, 
so sind jene Intensitiiten durch Ausdrucke von der Form 

(126) AE = ~(2n)4f.v4 .Ai. At 

gegeben, wo 6.E die auf die Frequenz v entfallende und wahrend der 
Zeit 6.t im Mittel ausgesandte Energie darstellt. In ahnlicher Weise 
konnen nach Bohr auch die Polarisationsverhaltnisse der einzelnen 
Spektralfrequenzen (125) der Fourierentwicklung des elektrischen Mo
mentes entnomruen werden.216) 

Um noch die quantentheoretische Kennzeichnung der stationaren 
Zustande zu ermitteln, welche der Bewegung (124) in der Grenze (121) 
bzw. (122) entsprechen, mage diese mit Hilfe der zyklischen "Winkel
variablen" von der Periode I, 

(127) (r=I,2, ... ,u) 

und der dazu kanonisch konjugierten Parameterinvarianten und "Wir-

276) V gl. dazu namentlich A. Sommerfeld [1], Zusatz 10. 



994 V 28. A. Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie. 

kungsvariablen" 

(128) 

Ir dargestellt gedacht werden (Nr.3A). Wegen 
oE oH 

ror = IT = oI (r = 1,2, ... , u) 
r r 

ergibt die Bohrsche Frequenzbedingung (114) zusammen mit (125) 
fiir jeden der beiden Grenziibergange (121) und (122) 

(129) 
. E(Ir,n.)-E(Ir,n") ~u oE 
hm-------= 1:-' 

h r=l roI,. 

Indem man die Taylorsche Entwicklung von E(Ir) nach dem zweiten 
Gliede abbricht und fiir ein entsprechendes Verhalten des Restgliedes 
sorgt, erhiilt man im FaIle des Planckschen Grenziiberganges fur be
liebige Indizes n', n" 

(130) (r = 1,2, .. . ,u). 

1m Bohrschen Falle (122) hingegen findet man wegen des monotonen 
Verhaltens der I r ,,," I r ,,, .. bei wachsenden Indizes n', rt' (Nr. 10) 
(131) lim Ir n' - Ir ,," = 1:r ' h (r = 1,2, ... , u), 

n'~oo' , 
n"~eo 

vorausgesetzt, daB die Differenz n' - n" endlich bleibt.m) Man hat 
demnach allgemein fiir beide Grenzfalle 

(132) lim I r ,,, = nr . h + h~O) :(r = 1,2, ... , u), 

wo die nr ganze Zahlen sind 278) und die h~O) beliebige, hier nicht niiher 
bestimmbare Konstante von der Dimension einer WirkungsgroBe dar
stellen. 

1m AnschluB an (123) ist zunachst die feldfreie Bewegung des 
Modells im Grenzzustande der Erorterung unterzogen worden, doch 
sieht man ohne weiteres, daB die Ergebnisse (130) und (131) bzw. 
(132) unter den entsprechenden V oraussetzungen auch im FaIle kon
stamer aufJerer Felder zu Recht bestehen bleiben. Von besonderem 
Interesse ist nun aber auch der Fall hinreichend langsam veriinder
liCher aufJerer Felder, welcher sich hinsichtIich der dynamischen Seite 
des durch (123) gekennzeichneten Problems jenem der in Nr. SA be
handelten unendlich langsamen, umkehrbaren Parameterverschiebungen 
an einem beliebigen dynamischen System einordnet. Wie aus den Be
trachtungen von Nr. 3A hervorgeht, bleibt in dies em FaIle die Gultig-

277) Wie man sieht, hat die ganze an (129) ankniipfende Uberlegung zur 
Voraussetzung, da.6 (128) auch noch in einer gewissen Umgebung des dynamischen 
Grenzzustandes (124) einen Sinn hat und beim Ubergang gegen ihn gleichmaBig 
konvergiert. 

278) 1m Bohrschen Falle miissen die n,. offenbar "sehr groBe" ganze Zahlen 
sein, im Planckschen konnen sie auch beliebig kleine ganzzahlige Werte besitzen. 
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keit der kanonischen Bewegungsgleichungen (1) noch. erhalten, und 
dies wird auch hier zutreifen, wenn die Geschwindigkeit der vorge
nommenenParameterverschiebungen bzw. Feldiinderungen so beschriinkt 
gedacht wird, daS sie mit der in (123) vorausgesetzten VernachUissi
gung der klassischen Ausstrahlung vertriiglich bleibt. Da nach den 
Ergebnissen von Nr. 3 A. die GroBen lr Parameterinvarianten oder 
adiabatische Invarianten sind, so ist damit auch fUr den Fall beliebiqer 
mit (124) '1:ertriiglicher, hinreichend langsam veriinderlicher, makrosko
pischer uno,molekularer Parameter die Giiltigkeit der Beziehungen (130), 
(131) bew. (132) sichergesteZlt. Dieses Ergebnis ist anderseits aber 
auch vom Standpunkt der gewohnlichen Dynamik aus unmittelbar 
verstiindlich und unerliiSlich, wenn die linken Seiten von (130) bzw. 
(131) derartigen Parameteriinderungen gegenuber ebenso unveriindert 
bleiben kOnnen sollen, wie das fur deren rechte Seite wegen des uni
versellen Charakters von h von vomherein ersichtlich ist.279) Diese 
Ergebnisse bedeuten oifenbar zugleich auch eine Sicherstellung der 
Stabilitat des betrachteten Modelles in seinen stationiiren Grenequanten
zustiinden (132); im AnschluB an Nr. SA. muS jedoch betont werden, 
daS dies nur ffir solche iiuBere Storungen zutrifft, welche aus einer 
u-fach periodischen Partikularlosung der Bewegungsgleichungen wieder 
eine solche hervorgehen lassen. Ob andersartige Storungen, nament
lich solche durch Instabilitiitsparameter bewirkte (Nr. 3 A), prinzipiell 
ausgeschlossen sind oder nicht, iet ebenso unbekannt wie die Grunde 
dafiir, daB das Modell im Grenzzustande iiberhaupt nur Bewegungs
vorgange ausffihren zu konnen scheint, welche den erwahnten Parti
kularlosungen entsprechen. 

Um die im V orstehenden zusammengestellten Ergebnisse nun auch 
fur die Bestimmung beliebiger, nicht an die Grenziibergange (121) oder 
(122) gebundener Quantenzustande verwerten zu konnen, ist man zur 
Einfiihrung einer Reihe von Annahmen genotigt, welche das Verhalten 
der betrachteten Modelle im eigentlichen Gebiete der Atomelektro
dynamik betreffen und iiber deren Brauchbarkeit und Zulassigkeit im 
Grunde genommen nur der praktische Erfolg entscheiden bnn. Am 
wenigsten bedenklich scheint die Annah'me zu sein, daB es iiberhaupt 
Differentialgleichungen fiir die Beschreibung der Bewegung der Mo
delle in ihren stationiiren Zustanden gibt und diese aus einem Varia-

279) Wie man sieht, mussen daher fiir das klassisch-elektrodynamische 
Modell alle in Betracht kommenden Xnderungen der GroBen Ir mit spontaner 
Strahlwngsemission verbunden sein, was im Quantenfalle den Xnderungen (130) 
bzw. (131) der Ir entapricht, von welchen die Emission deT einzelnen Spektral
linien (125) begleitet wird. 
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tionsprinzipe ableitbar sind, was wieder ermoglichen wiirde, sie in 
der kanonisehen Form (1) auszudriicken.180) Wesentlich weitgehender 
ist hingegen die in vielen Fiillen bewahrte Annahme der speziellen 
Hamiltonschen Fnnktion (123), vor allem such noch nnter Fort
lassung der in (123) vorkommenden Doppelsumme. Diese lanft damnf 
hinaus, die Gesetze del" klassiscken Elektrodynamik unter Vernachliissi
gung der klassischen .Ausstrahlung auch fur die Bewegung in beZiebigen 
Quantenzustiinden '1:ersuchsweise beizubehalten und im wesentliehen blofJ 
die Coulombschen Kraftwirkungen swischen Atomkernen und Elektronen 
zu berikksichtigen. Die Vernachlassignng der Ausstrahlnng bedingt. 
hierbei nach Bohr prinzipiell eine gewisse Unscbii.rfe in der Festlegung 
der Quantenznstande. Fiir letztere wird es entsprechend der Beibe
haltung der oben als fiir den Grenzznstand ma.6gebend angesehenen 
Bewegungsgesetze naheliegend sein, auch die allgemeinen "Quantenbe
dingungen" (132) unverandert festsuhalten. Setzt man demznfolge un
abhangig von irgendwelchen Grenzbetrachtungen 

(133) 1=11, . h + h(O) r r r , 
{(r _1,2, ... ,u} 
(nr - 0, 1,2, ... ) 

so ist dies zwar eine moglich4!l nnd mit (132) vertragliche Qnanten
vorschrift, aber keineswegs die einzige, welche zufolge (121) oder (122) 
in (132) iibergehen wiirde. Die allgemeinen Quantenbedingungen (133) 
stellen demnach ein selbstiindiges Postulat dar, dessen Berechtigung ebenso
blofJ durch den praktischen Erfolg erwiesen werden kann, wie die all
einige Beriicksichtigung Ooulombscher WechseZwirkungskriifte im Inneren· 
der .Atome.181) Auch fiir die Festlegung der additiven Konstanten h}O} 
in (133) m.6t sich von vornherein keinerlei Gesetzma.Bigkeit zwang
lauiig angeben.J81) Nach Bohr nnd Burgers kann man zwar h~O) zu 

280) V gl. Anm. 19). Die Voraussetzung der Ableitbarkeit einer Gesetzlioh
keit aua einem Variationsprinzipe besagt im Grunde genommen nur, daB die be
treffende physikalische Eracheinung unter geringfiigigen und daher unbeobaoht
baren Anderungen der Bedillb'llngen ffir ihr Zustandekommen beobachtbar, sowie
reproduzierbar bleibt und somit iiberhaupt alB gesetzUch erkennbar ist. Diese 
Bemerkung riihrt von W. Wil-tinger her. In der Tat haben sich die physika
!isohen GesetzmiL.Bigkeiten bisher ausnahmslos Variationaprinzipien unterordnen 
lassen; dooh bleibt jedenfalls unsioher, ob man in- Anbetraoht der Diskontinui
tliten der Quantentheorie prinzipiell noch berechtigt ist, eine derartige SchluB
weise bis in das Innere des Atoms fortzusetzen. V gl. hierzu Anm. 428). 

281) In dem sonst ausgezeichneten Biichlein von E. Buchwald, Das Korre
spondenzprinzip, Braunsohweig 1923, ist der SchluB von (132) auf die Quanten
bedingungen (133) versehentlich ala eindeutig dargestellt. V gl. dazu auch die 
Bespreohung von W. Pauli, Die Naturwissensohaften 12 (1924), p. 36. 

282) Vgl. dazu und zu einem Versuche, eine solche aufzufinden, A. S1T/,ekal~ 
Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 275, § 6. 
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(134) h~O) = 0 bzw. = h 

festlegen, je nachdem, ·ob man nr in (133) mit Eins oder Null be
ginnen lassen will, wenn man das Zusatepostulat einfiihrt, daB sich 
die in gewohnlichen kanonischen Koordinaten q", p" geschriebene in
variante "WirkungsgroBe" 

, II 

W j·~P"·dq,, 
t. r=- 1 

von der in den "Quantelungskoordinaten" wr, Ir geschriebenen 
t U II f ~ Ir . dWr = (t - to) ~ Ir . ror 

t. r=l r=l 

fur jede Bewegung des betrachteten dynamischen Gebildes nur um 
zeitlich periodische Glieder unterscheidet, so daB das Zeitmittel der 
WirkungsgroBe einfach durch 

(135) 
u 

W=""l.ro ~ r r 
r=l 

gegeben sain wird.lISS) Das Auftreten sogenannter .,halber" Quanten
zahlen nr bei der Deutung der Komplexstrukturen und anomalen Zee
maneffekte in den Serienspekftren der Elemente, ferner bei den Banden
spekftren (V 26, C. Runge und V 27, A.. Krateer) scheint anderseits, 
wenigstans fiir einzelne von den u Bedingungen (133), mit (134) 
unvertraglich zu sein und diirfte daher einer allgemeinen Giiltigkeit 
von (135) widersprechen. 

Wie oben hervorgehoben, wird durch die adiabatische oder Para
meterinvarianz der GroBen Ir die allgemeine Gultigkeit der Beziehungen 
(132) und damit auch die Stabilitiit der Quantensustiinde in dem oben 
gekennzaichneten AusmaBe fur die Grenzgebiete (121) bzw. (122) sicher
gestellt. Die Ausdehnung dieses Ergebnisses aUf alle beliebigen, nach 
(133) moglichen Quanteneustiinde kann wiederum nur im Wege eines 
neuen selbstiindigen Postulates vo'rgenommen werden, welches zuerst von 
Ehrenfest ausgesprochen worden ist und als Ehrenfestsches Adiabaten
prinzip bezeichnet wird. IIS4) Nach Bohr ist dieses Prinzip auch von 

I 

283) N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, 1. Kap., § 2; Ann. d. Phys. 
71 (1923), p. 228, §:2. 

284) Diese Annahme, welche von P. Ehrenfest bereits Ann. d. Phys. 36 (1911), 
p. 91; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 15 (1913), p. 453; Proc. Acad. Amsterdam 16 
(1914), p. 591 benutzt worden ist, hat A. Einstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 
16 (1914), p.826 mit dem Namen "Adiabatenhypothese" belegt. Ihre eingehende 
Formulierung und Diskussion bei P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327. 
N. Bohr [2) hat sie spltter zuerst unter dem Namen "Prinzip der mecha.nischen 
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grundsatzlicher Bedeutung fur die Festlegung der quantenhaften Energie
werte, welche den Quantenbedingungen (133), (134) entsprechen; da 
aile Zwischenzustande zwischen den stational"en Zustanden sonst prin
zipieil nicht realisierbar sind, ist es wichtig, dafJ man mittels gewisser 
virtueller adiabatischer Transformationsprozesse 'Cerschiedene stationiire 
Zustiinde ineinander uberzufuhren vermag.285) Dieser Umstand ist auch 
von entscheidender Bedeutung fUr die Moglichkeit einer a priorischen 
Bestimmung von statistischen Gewichten fur die einzelnen stationiiren 

Transformierbarkeit der stationaren Zustande" verwendet, aber jiingst, Ztschr. f. 
Phys. 13 (1923), p. 117, die obige, der zuerst gewahlten verwandte Bezeichnung 
vorgesehlagen. S. ferner P. Ehrenfest, Die Naturwissenschaften 11 (1923), p. 543. 

Wie man sich mit Riicksicht auf die in Nr. 3 auseinandergesetzte ~fethode 
zur Ermittlung der Stmktur des ft-Raumes und die allgemeine Bedingung (82a) 
in Nr. 8 fUr die M5glichkeit eines Entropiedifferentials Leicht iiberzeugt, ist das 
Adiabatenprinzip als fundamentale Voraussetzung fur eine allgemeine, rein quanten
statistische Ableitung des II. Hauptsatzes der Thermodynamik anzusehen. Siehe 
P. Ehrenfest, Phys. Ztsehr. 15 (1914), p. 657; Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 327; 
A. Smekal, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 137, 200; N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), 
p. 117, Anmerkung auf p. 136. 1m Rahmen der allgemeinen, in Nr. 2-8 ent
wickelten Statistik, welche (vgl. Nr. 9) die Quantenstatistik als Spezialfall mit
umfailt, sind die Grundlagen des Adiabatenprinzips demnach in jenen Annahmen 
mitenthalten, welche dort hinsichtlich der dynamischen Eigenschaften der Mole
kule zugrundegelegt worden sind. 

Ein in mehrfacher Hinsicht anfechtbarer Versueh, die Quantenbedingungen 
(133), (134) sowie die Boh1"sehe Frequenzbedingung (114) mittels der "Adiabaten
hypothese" zu begriinden, ist von K. Forsterling, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 673 
unternommen worden, doch kann er seit dem Bohrschen Korrespondenzprinzip, 
zumindest was die Frequenzbedingung anbetrifft, nieht mehr aufrechterhalten 
werden. V gl. dazu neuerdings jedoehK. Forsterling, Ztschr. f. Phys. 25 (1924), p. 253. 

285) Ein Beispiel fiir einen derartigen Fall bei N. Bohr [2], p. 32/33, wo 
von den Eigenschaften sogenannter "entarteter" Zustande (vgl. Nr. 15) wesent
lieher Gebrauch gemacht werden muB, ferner bei H. Geppert, Ztschr. f. Phys. 24 
(1924), p. 208. Wie Bohr an der gleichen Stelle, p. 10, hervorhebt, kann man 
zur Vermittlung des Uberganges aber auch immer von einem Zustand des be
traehteten Gebildes Gebraueh maehen:, in dem die auf aIle seine Teilchen wir
kenden Krafte sehr klein sind und fiir welch en die Energiewerte in allen 8ta
tionaren Zustanden nahe miteinander zusammenfallen. Allerdings bedarf es hiet·
zu fast immer nichtt·eahsierbarer Verschiebungen von molekularen Parametern. 
Die Frage, ob dieser Umstand in jedem FaIle als unbedenklich angesehen wer
den kann, ist nach den auf p. 995 gemachten Bemerkungen naheliegend, scheint 
jedoch gegenwartig nicht beantwortbar zu sein. 

1m Rahmen der vorliegenden Darstellung erscheint der im Texte zuletzt 
beriihrte Punkt allerdings von untergeordneterer Bedeutung, da hier, wie in 
Nr. 9--12, im Grunde genommen von einer empirischen Bestimmung der quanten
haften Energiewerte ausgegangen worden iat, sei es mit Milfe der Statistik (Nr. 9), 
der spektroskopischen Tatsachen (p. 9,4) oder direkt mittels des Experiments 
(Anm. 200). 
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ZU8tiilnde, wie man durch Vergleich mit den in Nr. 3 auseinander
gesetzten Gesichtspunkten fur die Ermittlung von a priori gleich
haufigen Molekiilzustitnden unmittelbar erkennen kann.286) Bringt man 
diese Ergebnisse auch im Gebiete der beiden Grenziibergange (121) 
und (122) zur Durchfuhrung, so kann leicht gezeigt werden, wie sich 
die diskontinuierliche Gewichtsverteilung der Quantentheorie hier der 
kontinuierlich· konstanten Gewichtsverteilung der alteren klassischen 
statistischen Mechanik beliebig weitgehend annithern laBt.t87) 

Der allen vorangehenden Folgerungen f(ir beliebige Quanten
zustitnde zugrundeliegende Gedanke einer allgemeillen Korrespondenz 
zwischen den Ergebnissen der klassischen Elektrodynamik und den 
entsprechenden Ansittzen in der Atomelektrodynamik legt weiterhin 
gewisse Annahmen iiber die Strahlungse-igenschaften der Quantenatome 
und -molekfile nahe, welche ebenfalls jenen der klassisch-elektrodyna
mischen Gebilde in dem durch (121) bzw. (122) gekennzeichneten 
Grenzgebiete nachgebildet sind. So wird man aUB der Fiihigkeit der 
letzteren zu spontaner Energieausstrahlung, zu "positiver" und "nega
tiver" Einstrahlung, endlich zur Zerstreuung des Lichtes bei Wechsel
wirkung mit dem umgebenden Strahlungsfelde, auf das Bestehen ana
loger Eigenschaften der ersteren schlieBen, auf welchen Annahmen in 
der Tat auch die in Nr. 11 und 12 benutzten Einsteinschen Ansittze 
(106'), (107a'), (107b') beruhen.287a) Vor allem aber wird man mit 
Bohr trachten, die oben (p.993) ffir den Fall der Grenziibergitnge 
(121) und (122) erwii.hnten Ergebnisse fiber die Intensitiits- und Pola-

286) Auch dieser Punkt ist (vgl. die vorangehende Anmerkung) fiir die 
gegenwartige Darstellung von geringerer Aktualitat, weil nach Nr.9 die Be
stimmung der Gewichte zugleich mit jener der Quantenenergiewerte aus der 
Statistik erfolgen kann, falls hierzu geeignete makroskopische Daten vorliegen. 
V gl. aber Nr. 24. 

287) V gl. N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, 1. Kap., § 5, wo auch 
der Sonderstellung der "entarteten Systeme" besonders gedacht wird. Ferner 
z. B. N. Bohr [2], p. 84 und Nr. 24. 

287 a) Fiir Gebilde von einem Freiheitsgrade hat M. Planck [1] [siehe auch 
Anm. 217) und 219)] die Korrespondenz der Einsteinschen Ansiitze (106'), (107 a'), 
(107b') mit def' klassischen Elektrodynamik systematisch benutzt; fiir Gebilde mit 
zwei und drei Freiheitsgraden ist diese Korrespondenz aUgemein von J. H. Van 
Vleck, J. Opt. Soc. Amer. 9 (1924), p. 27; Phys. Rev. 24 (1924), p. 330, 347, und 
K. F. Niessen, Ann. d. Phys. 75 (1924), p.743, nachgewiesen worden. - Die 
Zerstreuung des Lichtes (Nr. 21) durch Quantengebilde von beliebig vielen Frei
heitsgraden ist auf Grund der quantentheoretischen Deutung dieser Erscheinung 
von A. Smekal, Naturwissenschaf'ten 11 (1923), p. 873, korrespondenzmalHg durch
gefiihrt worden von H. A. Kramef's und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), 
p. 681 (Zusatz bei der Korrektur). 
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risationsverhiiltnisse del' einzelnen Spektrallinien (125) auch ffir die bei 
Ubergangen zwischen beliebigen Quantenzustanden nach (114) ausge
strahlten SpektraIlinien nutzbar zu machen. Sind n/, n2', ••• , nu' und 
nt, nt, ... , n"," die ganzzahligen Werte del' Quantenzahlen nr in (133) 
VOl' bzw. nach einem beliebigen, ins Auge gefaSten Quanteniibergang 
und wird 

(136) (r = 1, 2, ... , it) 
gesetzt, so ordnet Bohr aIle jene Quanteniibergange, fiir welche die 
Anzahlen t'r in (136) mit jenen in (125) iibereinstimmen, del' mittels 
des Grenziiberganges (122) erhaltenen Spektl'alfrequenz (125) des 
klassisch-elektrodynamischen Modelles zu. Diesel' Frequenz muS eine 
ganz bestimmte harmonische Schwingungskomponente in del' aIlge
meinen Fourierentwicklung fiir das elektrische Moment (123a) des 
betrachteten Atomgebildes entsprechen. 1st sie im konkreten FaIle 
tatsachlich vorhanden, so werden alle mit den Bedingungen (136) ver
triiglichen Quanteniibergiinge als moglich anzunehmen sein; ist sie hin
gegen abwesend - d. h. ist ihre Intensitiit Null - so werden alle 
diese Quantenubergiinge als unausfiihrbar zu gelten haben.288) Diese fur 
(136) maSgebende harmonische Schwingungskomponente, welche natur
gemaB auch auBerhalb des Grenzzustandes (122) aufgesucht werden 
kann, heiSt nach Bohr die zu den betrefl'enden Quantenubergangen 
"korrespondierende" Schwingungskomponente in der Bewegung des 
Atoms; del' Inhalt obiger Aussagen wird von Bohr neuerdings als 
"Korrespondenzprinzip" im engeren Sinne des W ortes bezeichnet und 
stellt ein auch ohne Bezugnahme auf die klassische Elektrodynamik 
formulierbares, rein quantentheoretisches Postulat dar.289) 

Wahrend man ohne weitere Schwierigkeiten annehmen konnen 
wird, dafJ der Polarisationszustand aller Spektrallinien 

(136 a) v = ~ [E(n/) - E(n/')] , 

fur welche (136) gilt, der gleiche ist und mit jenem iibereinstimmt, wel
cher der "korrespondierenden" Schwingungskomponente entspricht, ist eine 
ahnliche Aussage hinsichtlich del' Intensitiitsverhiiltnisse schon deswegen 
unmoglich, weil das IntensitatsmaB (126) die Spektralfrequenz v ex-

288) Fiir gewisse Quantenzahlen iet ein derartiges "Auswahlprinzip" etwa 
gleichzeitig mit der Aufstellung des wesentlicb allgemeineren Bohrschen Korre
spondenzprinzipes und unabhangig davon von A. Rubinowicz, Pbys. Ztschr. 19 
(1918), p. 441, 465, formuliert und auf Betrachtungen iiber die Erhaltung des 
Drehimpulses wahrend der Ausstrahlungsvorgange gegriindet worden. V gl. dazu 
N. Bohr [2], p. 46, 84, femer .A. Sommerfeld [1], V. Kap., §§ 1, 2. 

289) N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, IT. Kap., § 2. 
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plizit enthillt. Da an der Aussendung jeder Spektrallinie nach der 
Quantentheorie zwei verschiedene Quantenzustande teilnehmen, der 
Intensitiitsausdruck (126) hingegen einen Amplitudenquadrat-Mittel
wert fur einen einzigen Bewegungszustand des Modelles enthalt, so 
kann man iiberdies nur versuchen, diesen Faktor fur beide beteiligten 
Quantenzustande zu berechnen und einen geeigneten Mittelwert dieser 
Ergebnisse an Stelle von A2 in (126) einzufiihren.290) Dieses provi
sorische Verfahren wird durch die Moglichkeit nahegelegt, nach (133) 
mittels 
(137) IrC).) = h . [n/' + lln; - n;')] + 7t~?) (r = 1,2, ... , u) 

einen Parameter). (0 < ). < 1) einzufuhren, welcher die Frequenzen 
(136a) in Anlehnung an (125) durch 

1 u 

(137a) v J~(n/-n/')'CiJr(A).dA 
o T = 1 

darzustellen gestattet.291) Die speziellen Darstellungen (137) bzw. (137 a) 
fur eine derartige Mittelbildung werden allerdings gegenstandslos, wenn 
man es unternimmt, das Korrespondenzprinzip und die damit zusammen
hangenden Aussagen in Anlehnung an die Folgerungen des Planck
schen Grenzuberganges (121) zu formulieren; im iibrigen gelangt man 
dabei aber zu Annahmen, welehe mit den oben geschilderten in 
allen Punkten iibereinstimmen. 

Wenn man die oben in formaler Analogie zu dem Verhalten 
klassisch-elektrodynamischer Modelle im Grenzzustande (121) oder (122) 
entwickelten Annahmen zusammenfassend iiberblickt, so heben sich als 
Grundpfeiler der gegenwarligen Form der Quanteniheorie fur ruhend 

290) H. A. Kmmers, Dansk. Vid. Selsk. Skr. 8, III (1918). Ein dagegen von 
N. Bohr [2], p. 121 seinerseit geauBertes Bedenken, ist von ihm Ztschr. f. Phys. 
13 (1923), p. 117, p. 145, 149 inzwischen selbst entkraftet worden. - Versuche, 
auf rechnerischem Wege und durch Vergleich mit experimentellen Ergebnissen 
die passendste Mittelungsfunktion ausfindig zu machen, hat F. C. Hoyt, Phil. 
Mag. 46 (1923), p. 135; 47 (1924), p.826, unternommen. 

291) Bei System en mit einem Freiheitegrade und demnach einer einzigen 
Quantenbedingung (133) ware es anstatt derartiger Mittelungsprozesse naheliegen
der, den Intensitatsausdrnck (126) versuchsweise einfach fiir jenen Bewegungs
zustand des Modells zu berechnen, fiir welchen die Spektralfrequenz '/I mit der 
"korrespondierenden" Sch wingungsfrequenz 'r OJ der Bewegung numerisch uber
einstimmt. Ein derartiger Ersatz des Quantengebildes durch ein klassisch-stetiges 
ist gelegentlich bereits von G. Mie, Ann. d. Phys. 66 (1921), p. 237, jedoch zu 
ganz anderen Zwecken, benutzt worden. Wie man leicht sieht, iet eine der
artige Moglichkeit jedoch grundsatzlich auf den Fall eines Freiheitsgrades be
schrankt. 
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gedachte, isolierte Bohrsche Atom- und Molekiilgebilde aus ihnen die 
Quantenbedingungen (133) und das Ehrenfestsche Adiabatenprinsip als 
Stabilitiitsprinsipien hervor. Demgegeniiber werden die Strahlungs
vorgiinge als Geschehnisse, welche mit dem zeitweilig-vorubergehenden 
Instabilwerden der stationiiren Zustiinde verkniipft sind, im wesentlichen 
von der Bohrschen Frequensbedingung (114) und dem Bohrschen Korre
spondensprinsip (136) beherrscht . .Alle diese Gruncllagen bleiben ersicht
lich anwendbar, auch wenn man filr die Quantengebilde an Stelle der 
klassisch-elektrodynamischen, kUnstlich strahlungslos gemachten Niiherungs
gleichungen29~ beliebige kanonische Differentialgleichungen einfilhrt, so
fern letztere nur die Eigenschaft besitzen, fiir die Grenziibergange (121) 
und (122) in die ersteren iiberzugehen und Partikularlosungen vom 
allgemeinen Typus (124) zuzulassen. SolIte sich im VerIaufe der kiinf
tigen Entwicklung der Quantentheorie zeigen, wofiir aber gegenwartig 
noch keine entscheidenden Anhaltspunkte bestehen, daB Differential
gleichungen iiberhaupt nicht geeignet sind, das Verhalten der Atom
systeme in ihren stationaren Zustiinden zu beschreiben, dann wiirden 
allerdings sowohl die Quantenbedingungen (133) als das Bohrsche 
Korrespondenzprinzip in seiner engeren Fassung (136) durch weiter
gehende Annahmen ersetzt werden miissen.29S) Die Giiltigkeit der 

292) Die~e Gleichungen werden in der quantentheoretischen Literatur merk
wiirdigerweise ala "mechanische" bezeichnet, wohl wegen der bisher fast aus
Bchlielllichen Beschrankung auf jene Naherung, welche mit alleiniger Beriick
sichtigung der elektrostatischen Coulombschen Krafte verbunden ist. Man hat 
daher gelegentlich vom "Versagen der Mechanik" in der Qnantentheorie gespro
chen (Nr. 16a), was dem Ohigen zufolge aber nicht mit dem Versagen der allge
meinen dynamischen Diffel'entialgleichungen (1) verwechselt werden darf [vgl. dazu 
Anm. 246), 280)]. Eine diesbeziigliche Unklarheit findet sich auch bei N. Bohr, 
Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, im Texte auf p. 134; vgl. dazu und zu der 
dortigen Anmerkung A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), p. 68. 

293) DaB erstel'e scheint Bohr vor Augen zu haben, wenn er Ztschr. f. Phys. 
13 (1923), p. 117. auf p. 135, jedoch ohne nahere Formulierung, von der Einfiih
rung eines allgemeinen "Prinzips der Existenz und Permanenz der Quantenzahlen" 
spricht, welches auch weiterhin die Zuordnung von bestimmten Quantenzahlen 
zu den verschiedenen stationaren Znstanden ermoglichen miiJUe. Was da.s Korl'e
spondenzprinzip in seiner engeren Fassung anbetl'ifft, so wiirde bei dem Verzicht 
anf Differentialgleichungen die zu (136) "korresponuierende" Schwingungskom
ponente der Bewegung aullerhalb eines der beiden Grenzzustande (121) und (122) 
nicht mehr definiert werden kOnnen und das Gleiche wlirde sich auch im Bohr
Bohen Grenzfalle (122) aus praktischen Grunden herausstellen - m5glicherweise 
jedoch nicht im Planckschen Falle (121). Unabhiingig von dieser Frage wiirde 
es aber jedenfalls geniigen, allen Quantenubergangen, welchen (136) fur feste 
Quantenzahldifferenzen '/;r gemeinsam ist, die gleichen ".Auswahl"- und Polarisa
tiOnB'l:erhiiltnisse zuzuordnen. Dieses formale Verfahren hat sich, ohne Rucksicht-
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Bohrschen Frequenzbedingung (114) erscheint demgegeniiber empirisch 
durch das Plancksche Strahlungsgesetz und das Ritzsche Kombinations
prinzip der Serienspektren bereits ebenso allgemein gesichert, wie das 
Ehrenfestsche Adiabatenprinzip durch seine Beziehungen zu den sta
tistischen Grundlagen des II. Hauptsatzes der Thel'modynamik.284) 

In den naehstfolgenden Nummern wird nun die Anwendung der 
vorstehend besprochenen allgemeinen Prinzipien, vornehmlieh jene 
del' Quantenbedingungen (133) auf die quantentheoretische Behand
lung konkreter Atom- una Molekiilprobleme auseinandergesetzt, wo
mit sieh zugleieh ein Bild ihrer bisher erkannten Tragweite ergeben 
wird. Hingegen sollen im folgenden versehiedene ihrer Anwendungen 
auf fiktive Systeme unbel'iicksichtigt gelassen werden, womit jedoch 
keineswegs beabsiehtigt ist, deren fordernder und kIarender Bedeutung 
fiir den Veriauf der bisherigen Entwicklung der Quantenlehre die An
erkennung zu versagen.294) 

15. Quantentheorie bedingt periodischer Systeme. Modell des 
Wasserstofi'atoms und des einfach positiv geladenen Heliuma.toms. 

1 {) a. Das storungsfreie Modell. N aeh dem allgemeinen Ruther
fora-Bohrschen Atommodell (Nr.IS) besteht das Wasserstofi'atommodell 
aus einem Proton als Atomkern (Z = 1), um welches ein einziges 
Elektron seine Bahnen besehreibt; iihnliches gilt fiir das Modell des 
einfach positiv geladenen Heliumatoms, bei dem jedoch der Kern durch 

na.hme a.uf die Frage nach der Existenz oder Nichtexistenz einer "korrespon
dierenden" Schwingungskomponente, bei der Deutung der optischen Serien
spektren, ihrer Komplexstrukturen und Zeemaneffekte, sowie bei den Riintgen
spektren langst ausgezeichnet bewiihrt und namentlich in den Handen von 
A. Sommerfeld und A. Lande zu den bewundemswertesten Erfolgen gefiihrt. 
Vgl. V 26, C. Runge und V 27, A. Kratzer. 

294) Z. B. Oszillatoren von mehl'eren Freiheitsgraden: H. A. Lorentz, Vers!' 
Akad. Amat. 20 (1912), p. 1108; M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Gea.17 (1915), 
p. 407, 488; Ann. d. Phys. 50 (1916), p. 885; F. Reiche, Ann. d. Phys. 58 (1919), 
p. 657, Anhang I u. II; R. Gam, Ann. d Phys. 61 (1920), p. 400. 

Asymmetrische Oszillatoren: P. Debye, W ohlfskehl-Vortrage, Gottingen 1918, 
erschienen Leipzig 1914, p. 17; P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 827; 
M. Born u. E. Brody, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 140; E. Schrodinger, Ztschr. 
f. Phys. 11 (1922), p. 170; P. Tartakowsky, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), p. 158. -
In samtlichen bisher angefiihrten Axbeiten werden zugleich auch quantenstatistische 
Fragen eingehender behandelt. -

Periodisch gest6rter Rotator: P. Ehrenfest u. G. Breit, Ztschr. f. Phys. 9 
(1922), p. 207; N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 18 (1928), p. 117, auf p. 146/147 u. p. 152; 
P. Ehrenfest und R. O. Tolman, Phys. Rev. 24 (1924), p. 287. 

Rayleighsches Pen del : G. Krutkow u. V. Fock, Ztschr. f. Phys. 13 (1928). p. 195; 
T. H. Havelock, Phil. Mag. 47 (1924), p. 754. 

Ferner zahlreiche Beispiele bei N. Bohr [2] und J. M. Burgers [1]. 
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ein Alphateilchen von der zweifachen Elementarladung (Z = 2) ersetzt 
zu denken ist, ebenso fiir das Modell des doppelt positiv geladenen 
Lithiumatoms mit einem dreifach geladenen Kern (Z = 3), usf. Rechnet 
man dieses Modell nach der klassischen Elektrodynamik durch, so er
geben sich bei forldauernder Energieausstrahlung Spiralbar.nen des 
Elektrons um seinen Kern, welche mit der schlieLUichen Vereinigung 
der beiden Partikel endigen. Um dieser "Katastrophe" gegeniiber eine 
den Tatsachen gemii1le Stabilitiit der Atome zu gewiihrleisten, hat Bohr 
1913 die Quantentheorie auf das Modell angewendet und damit den 
ersten und zugleich grundlegendsten Schritt: fiir die gesamte neuere 
Atomlehre gewagt.295) Vernachlassigt man mit Bohr die Ausstrahlung 
und sieht das Coulombsche Gesetz fiir die Kraftwirkung zwischen Kern 
und Elektron als allein ma.Bgebend an, so hat man es bei Anwendung 
der Gesetze der klassischen Dynamik mit einem elektrischen Analogon 
tum Keplerschen Planetensystem zu tun; die Bewegung des Elektrons 
wird elliptisch und damit einfach periodisch. Indem Bohr in gewisser 
Anlehnung an die Plancksche Behandlung des linearen Oszillators 

(138) - E .. = n . h -; len = 1, 2, ... ) 

setzte, wo Q) die Umlaufsfrequenz der Bewegung bedeutet, erhielt er 

(139) E =_ Zt Rh 
.. n l , (n = 1,2, ... ) 

und mittels der als Postulat eingef"dhrten Frequertlbedingung (114) die 
allgemeine Spektralformel 

(140) '/I = ZS. B()I- n\)' 
(140) ergab fur Z = 1 die Balmersche Serienformel fUr siimtliche 
Spektralfrequensen des Wasserstoffatoms und ermoglichte in ganz be
sonders uberzeugender Weise fur Z = 2 die ldentifitierung der Linien 
des Heliumfunkenspektrums, sowie deren Unterscheidung von den Balmer
linien, indem an Stelle der Rydbergschen Konstante R bei ruhend (d. h. 
unendlich schwer) gedachtem Kern (M = 00) 

(141) 

jene des mitbewegten Kernes von der Masse M 

(141 a) R= 2nl.e4 • ~.M 
hS m+M 

in (140) eingefuhrt werden konnte, welche fiir H und He+ zu merk
lich unterscheidbaren Zahlwerten fuhrt. (V gl. V 26, O. Bunge und 

296) N. Bohr [1], Abhandlung I-III; hier auch die altere Literatur zur 
Geschichte des Problems. 
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V 27, A.. Kratzer.) LaSt man n' und zugleich nil sehr groB werden, 
jedoch so, daB die Differenz n' - n" klein bleibt und in der Grenze 
n' = n" gesetzt werden dan, so wird aus (140) 

(142) 
, " 

1· 2 R n - n ( , ") 1m v ""' --,.- = n - n . w, 
ft.' ~oo n 
1l"~OO 

entsprechend (131) und (125).296) Fiir das Impulsmoment des Elek
trons in seinen Quantenbahnen bekommt man In der Bezeichnungs
weIse von Nr. 14: nach (139) 

(143) In h -=n·-2n 2n (n = 1, 2, ... ) 

in trbereinstimmung mit (133) und (134); die Anwendung der Quanten
theorie auf die Atomprobleme hat demnach von allem Anfang an einen 
Weg eingeschlagen, welcher zu identischen Ergebnissen fiihrt, wie der 
in der vorigen Nummer auseinandergesetzte, allgemeine und bewuSt 
moglichst weitgehende AnschluB an die Folgerungen der Maxwellschen 
Theorie. 

Die vorstehend angedeutete, erste quantentheoretische Behandlung 
der Atommodelle mit einem einzigen Elektron reicht indessen trotz 
ihrer erwlihnten, glanzenden Anfangserfolge nicht hin, um alie ge
naueren Einzelheiten dm- Linien des Balmer- und Heliumfunkenspek
trums, ihre Feinstruktur, sowie ihren Stark- und Zeemaneffekt q,,,anti~ 

tativ wiederzugeben. Dies und damit den ferneren Aushau der Theorie 
ermoglicht zu haben, ist das Verdienst von A. Sommerfeld. 291) Indem 
Sommerfeld die zur Behandlung der "relativistischen" Keplerbewegung 
geeigneten Methoden entwickelte, war die Anwendung der Quanten
theorie auf Systeme von mehreren Freiheitsgraden mit gewissen Pe
riodizitiitseigenschaften298) bereits 80 weit klargestellt, daB kurz darauf 

296) N. Bohr [1], .A.bhandlung X, ferner vor allem [2] [3]. 
297) A. Sommerfeld, Miinchn. Ber. 191&, p. 42&, 459; 1916, p.131; Ann. d. 

Phys. 51 (19111), p. 1, 125, ferner vor aHem [1]. 
298) Ein zeitlich etwas fruherer Versuch von W. Wilson, Phil. Mag, 29 

(1915), p. 795, ferner 31 (1916), p. 156, beschrankt sich im wesentlichen auf die 
Formulierung der gleichen Quantenbedingungen wie bei Sommerfeld, ohne Er
kenntnis ihrer Tragweite, und ist in den Handen seines Urhebers eben so un
fruchtbar geblieben, wie die anfechtbare Theorie von L Ishiwara, Tokyo Sugaki
Buturgakkwai Kizi, 2nd Ser., Vol. 8, Nr.4, p. 166, beziiglich welcher auf N. Bohr 
[1], p.H2 verwiesen werden muE. 

Eine der Sommerfeldschen Behandlung der Quantenprobleme von mehreren 
Freiheitsgraden nahezu vollig aquivalente und ebenfalls gleichzeitige Losung 
riihrt hingegen VOn M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1915), .p. 407, 
438; Ann. d. Phys. 60,(1916), p. 385, her und geht von einer tiefgriindigen Ana
lyse der geometrischen Verhaltnisse im prPhasenraum (vgl. Nr.3) aUI!. Die er-

8 m. k aI, Allgem Grundl. d. Quantenstatistik u. Qnantentheorie 65 
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deren endgiiltige Prazisierung dnrch Untersuchungen von Schwarz
schild und Epstein herbeigefiihrl werden konnte.999) 

Die "relativistische" Keplerbewegung des Wasserstoffatomelek
trons SOO) gehort zu jenen Problemen der Dynamik, deren Hamilton
Jacobische partielle Differentialgleichung (5) sich durch Separation der 
Variablen vo1l8tiindig integrieren liij3t. In diesem FaIle hat die "Wir
kungsfunktion" (6) als vollstandige Lasung der Differentialgleichung 
die spezielle Form 

• 
(6 a) Seq1' ... , q., all"" a.) + a = ~ S,,(qk' all"" a,) + C, 

k=l 

wodurch es maglich wird, jede der 8 ImpulsgroBen Pk mittels (4) durch 
die zugehOrige, kanonisch konjugierte Koordinate q" und die 8 will
kiirlichen Integrationskonstanten au _ .. , a, auszudriicken: 

(4 a) p" = Pk(q", au ... , a.) (k = 1,2, ... ,8).301) 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Maglichkeit 
einer derartigen Darstellung sind von Levi-Civita S02) aufgestellt wor-

S s(s-l) 
den und bestehen aus dem folgenden ystem von 2 partiellen 

Differentialgleich ungen: 
oHoH otH oHoH (}!H oHoH (}!H 

(144) (}iP" iJPI (}qk a~ - ap" () ql (}qk OPI - Oqk OPI (}Pk (}ql 

+ oR oH (}IH = 0 
og. ogj (}P"OPI 

(k = 1,2, ... , s; 1 = 1,2, ... , k - 1, k + 1, ... ,8). 

Bei gegebener, von der Zeit unabhangiger und dann zugleich mit der 

wahnte Aquivalenz wurde fUr Systeme mit den entsprechenden Periodizitats
eigenschaften von P. S. Epstein, Berl. Ber. H118, p. 435 nachgewiesen, femer hat 
H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, gezeigt, daB die PlanckBchen Quante
lungsprinzipien jene Periodizitiitseigenschaften notwendig zur Folge haben. 

299) K. Schwarzschild, Berl. Ber. 1916, p. 548; P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 
60 (1916), p. 489; 51 (1916), p. 168. 

300) V gl. dazu die Untersuchung von G. Jaffe, Ann. d. Phys. 67 (1922), p. 212. 
301) 1m Gegensatz zu der in (6) und auch sonst in Nr. 3 und 3 A. bevor

zugten Schreibweise sehen wir im folgenden von der Angabe der Parameter a 
bzw. a* als Argumente der vorkommenden Funktionen ab, da aIle mit den Para
metern in ZUBammenhang stehenden und hier nocb in Betracht kommenden 
Fragen durch Nr. 3A. und die Ausfiihrungen in Nr.14 iiber das Ehrenfestsche 
.Adiabatenprinzip als erledigt angesehen werden konnen. 

302) T. Levi-Civita, Math. Ann. 69 (1904,), p. 383; vgl. auch H. Kneser, Math. 
Ann. 84 (1921), p. 277, § S. Eine vollstandige Diskussion der Bedingungen (144) 
ist von Levi-Civita fiir s = 2 ausgefiihrt worden; beziiglich 8 = 3 vgl. man 
F . .A. Dall'.A.cqua, Math. Ann. 66 (1909), p. 398. 
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Energie iibereinstimmender Hamiltonschen Funktion H(q1' ... , q"Pl' .. . ,P.) 
der Bewegungsgleichungen (1) ist es somit ein Leichtes, festzustellen, 
ob diese Bedingungen fur irgendwelche kanonische Variable qk' Pk 
erffillt sind oder nicht. 1st ersteres fiir bestimmte q,., Pk der Fall, so 
wird diese Eigenschaft offenbar auch noch fur aIle jene kanonischen 
Veranderlichen Q", P" erhalten bleiben, fur welche 

(145) (k = 1,2, ... , s) 

ist. Gibt es auBer den durch (145) gekennzeichneten kanonischen Ver
anderlichen noch weitere, in welchen die aIlgemeinen Bedingungen 
(144) erfullbar sind, so nennt man das System "entartet" und kann sich 
leicht davon iiberzeugen, daB es dann durch geeignete Transformationen 
in ein solches mit weniger als s Freiheitsgraden iibergefiihrt werden 
kann. - Erweist sich ein vorgelegtes dynamisches Problem in ver
schiedenen bequem zuganglichen Variablen q", p" nicht als "separier
bar", so ware der Nachweis zu erbringen, ob es iiberhaupt kanonische 
Veranderliche geben kann, in denen die Separation moglich wird.soS) 

Zu diesem Zwecke hatte man die Bedingungen ffir jene Beriihrungs
transformationen aufzusuchen, deren Anwendung auf das vorgelegte 
Problem die Befriedigung des Differentialgleichungssystems (144) er
moglichen wiirde. Die allgemeine Erledigung dieser an sich recht be
deutsamen Fragestellung ist bisher nicht gelungen, sie ist im vorliegen
den Falle der Dynamik Bohrscher Atom- und Molekiilmodelle aber 
auch von geringerem Interesse, da die allgemeine Theorie des Drei
und MehrkOrperproblems (Nr.16) erkennen laBt, daB die Separations
methode grundsatzlich nur im Faile storungsfreier oder durch au6ere 
Kraftfelder gestorter Atommodelle mit einem eineigen Elektron an
wendbar sein kann. 

In der gewohnlichen Mechanik ist die Differentialgleichung (5) 
vom zweiten Grade, so daB man im FaIle der Separation fUr (4a) 

(4a') plc=VMqk,a1 , •• ,a.) (k=1,2, ... ,s) 

erhalt, und Gleiches gilt auch z. B. im FaIle der relativistischen Kepler
bewegung. Sind al: und bj; zwei aufeinanderfolgende, reelle und ein
fache Wurzeln des Radikanden in (4a,) und ist die Bedingung 
aj; < q" < b" fur aIle Freiheitsgrade simultan realisierbar, so kann ge
zeigt werden, daB die gj;, wenn sie einmal zwischen ac und bll gelegen 
waren, dauemd zwischen diesen festen "Librationsgrenzen" hin und 
her pendeln. Die Wirkungsfnnktion (6a) wii.chst hierbei nach jeder 

303) 'Ober te,-Zweise separierbare Systeme vgl. man P. S. Epstein, Verhandl. 
Deutsch. Phye. Ges. 19 (1917), p. 116, § 4. 
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einzelnen Sch wingung und fiir jedes gil um den festen "Periodizitats' 
modul" 

(146) (k = 1,2, ... ,8); 

die Bewegung des Gesamtsystems ist dann staMl (vgl. Nr. 2, 3 und 
3 A) und, wenn das Problem nicht entwrtet ist, gerade s-fach periodisch. 
Derartige Systeme heiBen bedingt periodisch, weil man mittels geeig
neter Bedingungen fiir die /Xli' •• , a. in (4a') und (146) die Lange der 
8 verschiedenen Perioden kommensurabel und damit die Systembe
wegung einfach periodisch machen kann.304) 1st das Problem hingegen 
entartet, so wird die Bewegung u-fach periodisch, wobei u gleich der 
Anzahl jener Freiheitsgrade wird, auf welche das System im ader
sten FaIle zuriickgefiihrt werden kann. Man findet demnach, da{J der 
"Periodizitiitsgrad" u eines bedingt periodischen Systems ::s;: s sein mu{J, 
je nachdem "Entartung" vorliegt oder nicht.8OS) 

Will man die Bewegung nun entsprechend den allgemeinen An
forderungen der vorangehenden Nummer, insbesondere des Bohrschen 
Korrespondensprinzipes, durch u-fache FOuNersche Reihen darstellen, 
so hat man eine Beriihrungstransformation auszufiihren, welche die 
Separationsvariablen qk' p" in solche "Uniformisierungsvariable" w,., 1,. 
iiberfiihrt, daB z. B. die 

(147) q" = ~ d:.:~~ .. 1u cos 2n(-tl Wi + ... + ~uWu + r1, ... 1u) 

(k = 1, 2, ... , Sj U < S) 274) 

und ebenso die PIc in den w,. periodisch von der Periode 1 werden, 
wobei die "Winkelvariablen" w,. iiberdies den Relationen (127) und 
(128) gehorchen miissen und gegebenenfalls auch die Bedingung (135) 
hinzugenommen werden kann.806) 80'1) Dann erbalt man allgemein in 

304) P. Stiickel, Habilitationsschdft, Halle 1891, p. 16; Pads C. R. 116 
(1893), p. 480; 121 (1896), p.489; C. L. Charlier, Die Mechanik des Himmele, 
Bd. I, 'Leipzig 1902. . . 

306) Der Begriff der "Entartung" ist von K. Schwarz8child, Berl. Ber. 1916, 
p.648, gepragt und zuerst im Zusammenhange mit den Quantenproblemen er
/:Irtert worden. - Zu obiger Stelle des Textes vgl. man auch Anm. 276). 

306) V gl. dazu vor allem J. M. Burgers [1], wo von derartigen Beriihrungs
transformationen fiir die Atomprobleme an zahlreichen Beispielen systematischer 
Gebrauch gemacht wird. Ferner etwa N. BOM, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, 
I. Kapitel, § 2. - Fa.llt man die Gleichungen (4) und (7) in Nr.3 ala Ausdruck 
einer Beriihrungstransformation auf, so werden die q", Pk (k = 1, 2, •• -.,8) dadurch 
zunachsi in die kanGnischen Gr/:lJ3en ai, Pi (i = 1, 2, ... , s) iibergefiihrt. Die im 
Text erwiihnte Beriihrungstransformation kann dann durch .cine solche ersetzt 
werden, welche die all' •. , IX.; ~1' .. :' fl. weiterhin in die Gr6..1l~n III ' .. ,1:,.. 
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den Separationskoordinaten q .. , p .. 
b .. 

(148) I .. = 2 JP .. · dq .. ~ fVf .. (q .. , /Xv ••• , (Xs) . dq.. it:· dq .. 
ar 

(r = 1,2, ... , u; U < s), 

oder in beliebigen kanonischen Verii.nderlichen qk' PI; gesohrieben (vgl. 
(11"»): 

1 , 

(148 a) I.. Jdw ... ~ Pit' ~: (r = 1, 2, ... , u); 
o It= 1 .. 

fur einen von Anfang an syldischen Freiheitsgrad s, welcher einer 
stabiZen Bewegung entspricht (z. B. Rotationswinkel und Drehimpuls) 
ergibt sich an Stelle von (148) insbesondere 

(148') 
9" 

l~ = ip • . dg, Jps' dq:. = 2,r; . p" 
o 

Wendet man jetzt die Quantenbedingungen (133) 
liegenden Fall an, 

auf den vor-

(149) I = rI:... . dq = n • h + h(O) r / JPr r r r 
{(r= 1,2, .. . ,u; u <8) 
(n .. = 0,1,2, ... ), 

so besagen sie nach (146), dafj bei bedingt periodischen System-en die 
Periodisitiitsmoduln der Wirkungsfunktion, abgesehen von den even
tuellen additiven Konstanten h~O), ganze Vielfache des Planckschen Wit'
kungsquantums h sein miissen.3011) Fuhrt man sie aus, so werden cia-

«17 ..• , a,_ .. ; W1, ... , W", {tl' ... , P,_ .. iiberfiihrt. Die dadurch neu eingeffihrten 
Konstantm aj , ~J (j = 1, 2, .•. ,8 - u) sind gewisse J fiir die Periodizitiitseigen
scho.ften des dynamischen Systems belanglose Funktionen der aj, Pi (i = 1,2, .•. ,8) 
und werden daher im folgenden nicht weiter berficksichtigt; eine besondere Be
deutung kommt ihnen jedoch in der 8tOr'Ungstheorie (Nr. 16 b, Fall I, 2) ZU, we) 

sie die Veranlassung zum Auftreten der "siikularen" St!Srungen geben. 
307) Mit Rucksicht auf die weiter unten (Nr. 15 b) zu besprechende Be

handlung bedingt periodischer Systeme, bei welchen die Separation der Variablen 
praktisch nur mittels einer unendlichen Folge von Berii,hf'unglftransformatione'14 
bewerkstelligt werden kann, m6ge noch da.rauf hinge wiesen werden, daa jede 
DarsteUung der allgemeinen L6swng eines dynamischen Problems (1) von der 
Form (147) die Zurnckffihrung auf kanonisch konjugierte Uniformisierungsver
anderliche Wr , 1 .. ermHglicht und diese daher mit ihr gleichbedeutend ist. Der 
Beweis hierfG.r stammt von G. Herglots, siehe Anm. 69). 

808) Bezuglich des ffir die Anwend'llIlg des Ehrenfestschen Adiabatenprin
Sip8 (Nr. U) bedeutBa.men a.llgemeinen Nachweises dafiir, da8 die "Quanteninte
gra.le" in (149) ffir bedingt periodische Systeme Parameterinvarianten oder adia 
batische Invarianten sind, vgl. man Nr. SA, namentlich aber die in Anm. 71) 
zitierte Literatur. 
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durch - wegen der notwendigen Eindeutigkeit der Integrale 

(9a) Ai(qk,Pk) = IX; (i = 1,2, . 0 ., s) 

im Separationsfalle - bei nicht entarteten Problemen die Werte der 
bisher willkurlich gebliebenen Integrationskonstanten tXl ,. 0 0, tX, ein
deutig festgelegt, und ebeneo bei entarteten Systemen jene u von 
diesen Konstanten, welche fiir den Bewegungsverlauf aUein maBgebend 
sind; die in (127) eingehenden Phasenkonstanten 8r , welche mit den 
willkiirlichen Integrationskonstanten ~11 ••• , P. in (7) zusammenhangen, 
bleiben hingegen beliebig wiihlbar. Zu jedem einzelnen der abziihlbar 
unendlich vielen Quantenzustiinde, welchen entsprechend (103') nach 
(149) die eindeutig bestimmten, ausgezeichnelen Energiewerte 

(150) E .. (Il, .. , ... , lu,,.) = E(nlh + hiO), .•. , nuh + h~O» 
zugehOren, gibt es demnach noch u-dimensional-kontinuierlich viele 
verschiedene mogliche Einzelbewegungen, deren Verhalten fiir hiIirei
chend lange Zeiten betrachtet, jedoch iibereinstimmt.S09) Setzt man 
h~O) in (149) gemiifl (134) fest, so erhiilt man fiir quasiperiodische 
Systeme genau die von Sommerfeld 297) und Wilson 298) vorgeschlagene 
Form des Quantenansatzes, fiir allgemeine bedingt periodische Systeme 
jene von Schwarzschild und Epstein.S10)Sl1) Zur praktischen Berechnung 

309) Der Beweis erfolgt auf Grund eines Satzes von P. Stiickel (Anm. 304.), 
welcher dem Poincare-OarafModorysChen WiederkeMsats (Nr. SA.) bei bedingt 
periodischen Systemen entspricht. Siehe Anm. 62) und 66). 

310) Siehe Anm. 299), femer auch P. Debye, Glltt. Nachr. 1916, p. 1; Phys. 
Ztschr. 17 (1916), p. 607. - Eine Formulierung der Quantenbedingungen, welche 
analog der oben im AnschluB an (146) gewli.hlten, von Sommerfeld herriihrenden 
Fassung bloll auf das Verhalten der Wirkungsfunktion (6) Bezug nimmt, hat 
A. Einstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 19 (1917), p.82, aufgestellt, wozu 
auch noch auf P. S. Epstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 19 (1917), p. 116, 
zu verweisen ist. Die damit verfolgte Absicht, eine Ubertragung dar Quanten
bedingungen auch auf nicht bedingt periodische Systeme zu ermoglichen, hat 
sich jedoch leider nicht verwirklichen lassen, wie sich allgemein im Zusammen
hang mit dem in Anm. 69), 307) erwli.hnten Herglotsschen Satz beweisen liUlt, 
und auch von H. Kneser, Math. Ann. 84 (1921), p. 277, § 6, gezeigt worden ist. 
Weitere Formulierungen, die ebenfalls nichts Neues zu liefem imstande waren, 
rUhren her von E. Brody, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 224., und V. Trkal, Proc. 
Cambro Phil. Soc. 21 (1922), p. 80; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 3 (1922), 
p. 48. Zur letzterwil.hnten Untersuchung vgl. man noch eine Erweiterung von 
J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 22 (1923), p. 647. 

Einen eigenartigen Versuch zu einer Neuformulierung der Quantenbedin
gungen von Sommerfeld-Wilson, SChwarzschild und Epstein hat W. Wilson in 
einer dem Referenten im Original nicht zugiinglich gewesenen Veroifentlicbung, 
Proc. Roy. Soc. A 102 (1922), p.4.78 untemommen. Mit Riicksicht auf die aU-
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sind die "Quantenintegrale" in (149) von Sommerfeld als komplexe 
Integrale aufgefa.6t worden, wie in (148) und (149) durch Angabe des 
Zeichens fur einen geschlossenen Integrationsweg bereits angedeutet 
worden ist, womit der rechnenden Quantentheorie ein machtiges funk
tionentheoretisches Bilfsmittel an die Hand gegeben worden ist.312) 

gemeine Relativitiitstheorie wird fiir mehrfach(?) periodische Systeme allgemein 

J (Pk + e· ~k) . dq" = nk . h (k = 1,2, 3, 4) 

gesetzt (~ Vierer-Vektorpotential). Wahrend drei derartige Bedingungen fur 
Raumkoordinaten eine sacbgema8e Behandlung des z. B. durch ein au6eres ho
mogenes Magnetfeld gestorten Wasserstofi"atommodells (Nr. lob) ermoglichen 
[vgl. A. M. Mosharrafa, Proc. Soy. Soc. A 102 (1922), p. 529], wiirde eine vierte 
Bedingung, deren Integrationsbereich zudem unklar bliebe, zu Ergebnissen fuhren, 
welche dem Korrespondenzprinzip gegenllber absurd erscheinen miitlten. Wie 
O. W. Richardson, Phil. Mag. 46 (1923), p. 911 besonders zeigt, kann n .. schon 
bei einfach periodischen Systemen im allgemeinen nicht mehr ganzzahlig. sein, 
was aber von ihm mit dem beim anormalen Zeemanefi"ekt, bei der Komplex
struktur und bei den Bandenspektren auftretenden "halben" Quantenzahlen (siehe 
p. 997) in Verbindung gebracht wird. Ein dem obigen verwandter Versuch riihrt 
von S. C. Kar, Phil. Mag. 45 (1923), p. 610, her, doch liegt des sen Unzulanglich
keit unmittelbar auf der Hand, vgl. A. Smekal, Phys. Ber. 4 (1923), p. 1083. -
Die Bedeutung der gewohnlichen Quantenbedingungen (149) fiir die Weylsche Er
weiterung der allgemeinen Relativitiitstheorie wird in hochinteressanter Weise von 
E. Schr6dinger, Ztschr. f. Phys. 12 (1922), p. 13 diskutiert; die dabei .auftretende 
Weylsche Linearform scheint in direkter Beziehung zu den ersten drei Quanten
bedingungen in der obigen neuen Form von W. Wilson zu atehen. Zu den letz
teren vgl. man auch die Bemerkungen von M. v. Laue, Ann. d. Phys. 73 (1924), 
p. 190, zur G. A. Schottschen Form der relativistischen Dynamik. 

311) In den eraten Arbeiten, welche von den genannten Autoren der Be
griindung und Anwendung obiger Quantenbedingungen gewidmet worden sind, 
hat vor aHem die Frage nach den zur Quantelung eines vorgelegten Systems ge
eigneten Koordinaten eine wesentliche Rolle gespielt. Demgegenuber ist der 
obigen Darstellung, insbesondere der allgemeinen Schreibweise in (148 a) zu ent
nehmen, daB die Gro6en I,. zeitfreie Integrale der Bewegungsgleichungen (1) und 
als solche beliebigen (kanonischen oder nicht kanoniachen) Transformationen der 
benutzten Variablen gegenuber invariant sind. Die Eindeutigkeit der obigen 
Quantenvorschriften besteht daher fiir ganz beUebige qk' Pk zu Recht, und die 
Quantenintegrale (148) bzw. (14Sa) konnen grundsatzlich in ganz willkiirlichen 
Veranderlichen berechnet werden. Die durch die Bedingungen (145) gekenn
zeichnete Gruppe von Separationsvaria.blen ist aber dadurch ausgezeichnet, da6 
wegen ihrer unmittelbaren Beziehung zu den Periodizitatseigenschaften der be
dingt periodischen Systeme, die Ermittlung der Quantenintegrale durch sie auf 
dem einfachsten und natiirlichsten Wege ermoglicht wird; am unmittelbarsten 
findet dies seinen Ausdruck darin, dati die Veranderlichen Wr , I r , wie man un
mittelbar auch aus (0') entnehmen kann, der Gruppe der Separationsvariabeln 
selbst mitangehoren. 

312) Vgl. namentlich A. Sommerfeld [1], Zusatz 6 und 7. - Einwendungen 
gegen die dabei benutzte Entwicklungsmethode der Qua.ntenintegrale sind von 
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Spezialisiert man die Quantenbedingungen (149) fur einfach periodiscke 
Systeme von beliebig vielen F'f'eiheitsg'f'aden, so hat man es im FaIle 
8 > 1 stets mit entarieten Systemen zu tun und erhiilt die einzige 
Quantenbedingung' 1 

(151) 
OJ 

I .fp· dq = n . h + h(O) 
o 

(n = 0, 1,2 ... ) 

worin ro die Umlaufsfrequenz der Bewegung darstellt.818) Fiir die 
Energie des linea;ren Planckschen 08sillators (52) bzw. idr jene einer 
beliebigen Hohwaum- oder Festko'f'pereigenschwingung von der Frequenz 
v (8 = 1) (Nr: 6 b) erhiilt man daraus nach (55) 

(152) E = n" hv + h(O)v 
II • 

(n = 0, 1, 2, ... ). 

Der Vergleich mit den aus der Statistik (Nr.9) erhaltenen Daten (95) 
bzw. (100) zeigt, daB in der Strahlungstheorie h(O) = ° zu setzen ist, 
wie dies Planck von Anbeginn der Quantentheorie an auch fiir not
wendig befunden hattej fiir den festen Korper hingegen scheint h(O) von 
Null versehieden und nach p. 962 entweder gleich t· h oder gleieh 1·16 
zu sein. Bei der einfach periodischen und darum entarleten 814), ,,nicht-

E. O. Kemble, Proc. Nat. Acad. Amer. 7 (1921), p.283 erhoben, von A. Sommer
feld, J. Opt. Soc. Amer. 6 (1922). p.25 und P. S. Epstein, Proc. Nat. Acad. Amer. 
8 (1922), p. 251, jedoch als unberechtigt zuriickgewiesen worden. 

313) Eine einheitliche Quantentheorie rein periodischer Systeme, wie sie 
auf Grnnd von (151) allgemein entwickelt werden konnte, ist von Bohr 1916 
verfaJlt, wegen des gleichzeitigen Erscheinens Sommerfelds grundlegender Unter
suchungen (Anm. 297) damals jedoch nicht publiziert worden; sie ist nunmehr 
als Abhandlung X bei N. Bohr [1] abgedruckt. Die Bohrsche Behandlung stiitzt 
sich wesentlieh auf das in Anm. 114) zitierte mechanische Theorem von Boltll
mann, das fiir einfach periodische Systeme beliebig vieler Freibeitsgrade gilt und 
seit 1913 von Ehrenfest fiir die Quantentheorie nutzbar gemacht worden ist. 

314) Wil.hrend Bohr die nicht-relativistische Keplerbewegung konsequent 
als mtarietes ebenes Problem (8 = 2) mit der einsigm Quantenbedingung (l1il) 
behandelt, ist sie von Sommerfeld (Anm. 297), ferner [lJ) urspriinglich als nicht 
entartete8 ebenes Problem mit ,wei Bedingungen von der Form (151) gequantelt 
worden. Obwohl das Endergebnis formal mit jenem der Bohrschen Behandlung 
iibereinstimmt, bestehen doch mancherlei wesentliche Unterschiede zwischen den 
beiden Darstellungen. Die Bohrsche Auffassung laBt Ellipsenbahnen von beliebig 
stetig veranderlicher Exzentrizitil.t zu, nach der Sommerfeldschen hingegen sind 
nur quantenbaft ausgezeichnete Exzentrizitil.ten milglich. Withrend die adtaba
tische Invarians von (161) fiir periodische Systeme auf Grund des in der vorigen 
Anmerkung genannten Satzes von Boltllmann sichersteht, sind die beiden Sommer
feldschen Quantenintegrale im FaIle der nicht-relativistischen Keplerbewegung 
(aber auch nur in diesem Falle) keine adiabatischen Invarianten, sondem nur 
deren Summe, welche mit (161) iibereinstimmt. Da nach Nr. 14 iiberdies wegen 
des Korresponilenllprinllipes ausschlieJUich der Periodisitiitsgrad der Bewegij.ng 
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relativistischen" Keplerbewegung des Elektrons im H- oder He+-Atom
modell nach Bohr (8 = 2 fur das ebene, 8 = 3 fur das raumliche 
Problem!), ist zufolge (143), wie oben bereits bemerkt, MOl jedoch 
wiederum durch (134) gegeben. 

1m Falle des ebenen "relativistischen" Keplerproblems (8 = 2) 
hat man fUr die mit der Energie identische Hamiltonsche Funktion 

(123a) ( 
1 ) Ze! 

H= mc2 -V1_~-1 - ---;:-=E, 

wobei v die Geschwindigkeit des Elektrons und 'I' seinen Abstand vom 
ruhend gedachten Atomkern mit der Ladung + Z· e bedeuten und 
nur die Coulombsche Anziehung zwischen Kern und Elektron beriick
sichtigt ist.S15) Bezeichnet man mit Pr den zu 'I' kanonisch konju
gierten Impuls, ebenso mit Ptp das zum Polarwinkel rp gehOrige Im
pulsmoment des Elektrons, so findet man unschwer 

1 mivi 
p; + ,.sp~=~. 

1-c-
Mit der Energiegleichung vereinigt, ergibt dies nach Substitution von (4) 
die Hamilton-Jacobische partieUe Differentialgleichung (5) des Problems 

(08)2+ ~(OS)2= 2mE + 2mZe! + 2.. (E + Ze!)2. or 1'1 otp l' ct r 

Wie man sieht, Ia.Bt sich die Gleichung in den Polarkoordinaten '1', rp 
unmittelbar separieren; eine genauere Untersuchnng lehrt, daB die Be
wegung doppelt periodi8ch und somit nicht entartet ist und einer Ellipse 
mit Periheldrehnng entspricht. Da rp fur das Problem zyklisch ist, 
hat man nach (148') und (149) als "azimutale" Quantenbedingung 

Iq> = 2,,;ptp = n'l' • h (ntp = 1, 2, ... ) 

ilir die Art der Anwendung und die Zahl der Quantenbedingungen maBgebend 
sein da.rf, so kann mit . Rucksicht auf das Adiabaten- und Korrespondenz
prinzip gegenwartig nur die Bohrsche Behandlung der nicht-relativistischen 
KepZerbewegung als folgerichtig angesehen werden. Die 80mmerfeldsche Dar
stellung ergibt sich formal unmittelbar aus der im Text weiter unten behandelten 
und mit den spateren Bohrschen Prinzipien ubereinstimmenden Sommerfeldschen 
Behandlung der relativistischen Keplerbewegung, indem man den Relativitats
einfluB vernachlassigt und hierzu die Lichtgeschwindigkeit c unendlich setzt. 

316) V gl. dazu und zu der nachfolgend angedeuteten Rechnung etwa 
A. Sommerfeld [1], Zusatz 16. - Entwickelt man die Quadratwurzel bis ein-

schlie8lich der Glieder in (~) 4, so entspricht dies den ersten drei Gliedern der 

allgemeinen Hamiltonschen Funktion (123) in Nr. 14:, bei Vernachlassigung der 
dort implizite mitberucksichtigten Kernmitbewegung. 
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Die "radiale" Quantenbedingung hingegen ist von der Form 

Ip fll .A + !f + r~ . dr = - 2ni· (vc- ;])= nr • h 

worin fiir 
(nr = 1,2, ... ), 

A = 2mE + EI B= mZe2 + ZelE 0-- 2 + Zle' 
el , el ' - Pcp 7-

g~se~z~ ist. Indem man Pcp mittels der azimutalen Quantenbedingung 
elimmlert, bekomrnt man fur die Energie E des Modells den geschlos
senen Ausdruck 

(139a) E = me2 • {[I + ZI,,! ]-t - I} 
.. (ncp + Vn~ - ZIIX~I ' 

oder, wenn man nach Potenzen der dimensionslosen Somrnerfeldschen 
"Feinstrukturkonstante" 
(153) 

entwickelt, 

2ne l 
IX=--

he 

(139 a') E = _ Z2R h.{ 1 + ~IIXI __ • (! + n,.) + .. .l 
n '" (ncp+nr)1 (ncp+nr )' 4 ncp J 

(ncp = 1,2, ... ), (nr = 0, I, 2, ... ). 

Setzt man ncp + nr = n, so stimmt dies fiir e = 00 bzw. IX = ° ge
nau mit dem ursprunglichen Bohrschen nicht-relativistischen Energie
ausdruck (139) uberein, wobei die Bydbergsche Konstante B.., wieder 
durch (141) gegeben ist. Urn hier nachtraglich noch der Mitbewegung 
des Atomkernes Rechnung zu tragen, ist es ausreichend, B.., in (1393') 
mit Sommerfeld einfach durch B gemii.£\ (14la) zu ersetzen. Die strenge 
Behandlung dieses Problems, welche auf Grund der Hamiltonschen 
Funktion (123) auBerdern noch den EinfluB der Retardierung der Po
tentiale beriicksichtigt, ist von Darwin 816) ausgefuhrt worden und er-

816) a. G. Darwin, Phil. Mag. 39 (1920), p. 1i37. - Eine Anwendung der 
allgemeinen Relativitatstheorie auf daB oben behandelte Modell, jedoch ohne Be
riicksichtigung von Kernmitbewegung und Retardierung der Potentiale, ist (mit 
Unterstiitzung von Bohr und Kramers) von T11. Wereide, Phys. Rev. 21 (1923), 
p.391 veroffentlicht worden. Das Ergebnis flillt praktisch mit (139a') und (139b) 
zusammen, indem an Stelle von t im zweiten Klammergliede auf der rechten 
Seite von (139 a') eine mittels der Beobachtungsdaten zu bestimmende Konstante 
tritt, zu deren exakter Festlegung die gegenwartige MeJ3genauigkeit aber nicht 
hinreicht; wie man unmittelbar sehen kann, ist der Wert dieser Konstante fUr 

die aHein durch daB Verhi!.ltnis (:;) bedingte relative Lage der Feinstruktur

komponenten ebenso belanglos, wie das in (189b) gegeniiber (139a') hinzugekom
mene konstante Glied. _ Die auf p. 987 angegebene Grenze fiir die Giiltigkeit 
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gibt das von (139a,) kaum merklich verschiedene Resultat 

(139) - 2 I 1 Z!a!' (1 1; nr) I 
b E,,--Z Rh Tcn,p+nr)!+ (ntp+nr)4' "4+"4 (1+]i)'+ n,p + .... 

Wahrend ntp in Ubereinstimmung mit den spektralen Tatsachen der 
Normierung (134) der Quantenintegrale geniigt, welche hier den Um
stand zum A.usdruck bringt, daB Itp =l= 0 sein muB, damit es zu keinem 
Zusammenstiirzen von Kern und Elektron kommt, kann Ir = 0 wer
den, was dem von Bohr bereits vor Sommerfeld berechneten Relati
vitiitseffekt an Kreisbahnen entspricht. S17) Um die Normierung (134) 
bei \beiden Quantenbedingungen moglich zu machen, kann man mit 
Bohr 318) ntp als Impulsquantenzahl "k" allgemein beibehalten, an Stelle 
von nr aber als Hauptquantenzahl "n" die bereits hervorgehobene 

des Coulombschen Gesetzes solI nach Wereide mittels der allgemeinen Relati
vitatstheorie qualitativ hinreichend erklart werden konnen. 

Den EinfiuB der Gravitation auf die relativiatische Keplerbewegung hat 
jiingst auch K. Ogura, Japan. J. of phys. 3 (1924), p. 85, untersucht und dessen 
Unmerklichkeit bestatigt. 

317) N. Bohr [1], Abhandlung VII; [2], p. 90. 
318) N. Bohr [3], p. 78, hier jedoch auch aUB Grunden der Analogie zu 

den Serienspektren der ubrigen Elemente benutzt. - Um die in Anm. 314) er
wahnte Beziehung zwischen den Behandlungen der nicht-relativistischen Kepler
bewegung von Bohr und Sommerfeld naher zu erlautern, mage zunachst darauf 
hingewiesen werden, daB sich die mittels mehrfacher Fourierscher Reihen vom 
Typus (147) darstellbaren Losungen beliebiger dynamischer Probleme jeder ganz
zahligen, linearen Transformation ihrer Uniformisierungsvariablen wr' I,. gegen
uber invariant verhalten und daB dies nach (133) auch fur deren stationare 
Quantenzustiinde gilt. Fiihrt man bei der relativist'ischen Keplerbewegung etwa 
die kanonische Transformation 

w' = a1 W cp + a, wr , ltp = a1 I' + as 1" 
w" = aa W cp + (14 W,. • Ir = a2 I' + a4 In 

aua, 80 bleiben aIle an die Benutzung der fruheren Variablen und ihrer Quanten
werte geknupften Folgerungen ungeiindert. Fur ein entartetes System ist nun die 
in Anm. 274) angegebene Eindeutigkeitsbedingung nicht erfiillt, indem z. B. bei 
der entarteten, nicht-relativistischen Keplerbewegung OJr = wtp und daher bis auf 
eine PhaBenkonstante wr = W wird. Setzt man spezieIl a1 = a~ = 1, at = 0, 
as = -1 und bezeichnet w',CP w", 1', In jetzt mit Wn, wk' In. Ik , so wird 
W k = wr - wtp konstant und gibt die nun willkiirliche Perihellage der Bewegung 
an, ferner wn = wcp' sowie In = Itp + Ir und Ik = I r . lndem Bohr diese Va
riablen auch noch zur Beschreibung und quantentheoretischen Behandlung der 
relativistischen Keplerbewegung benutzt. ordnet er der sich jetzt langsam ver
iindernden Perihellage wk das Sommerfeldsche azimutale Quantenintegral Icp zu, 
wahrend die Summe der beiden Sommerfeldscben Quantenintegrale In = lcp + Ir 
jetzt als Hauptquantenintegral der Radialbewegung zugehOrt. 
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Quantensumme 'nrp + nr einfiihren, welche ofl'enbar ebenfalls (134) ge
horcht; mit diesen Bezeichnungen erhalt man fiir die grof3e Achse 2a 
und den Parameter 2 p (Lange der Sehne im Brennpunkt, senkrecht 
zu 2 a) der relativistischen KepZerellipse - fur letzteren mit einer 
Annaherung, welche (139a') entspricht - die symmetrischen Aus
drucke 
(154) 2 2 h! 2 = k2 • hi 

a = n . 2,,;!Ze!i m ,p 2n!Ze'm' 

wobei 'n, k = 1,2, ... , aber stets n 2: k sein muB. 
Wie Sommerfeld zeigen konnte, gibt (139a) bzw. (139a') (und 

ebenso auch (139 b» eine quantitative Deutung fiir die Feinstruktur 
der Balmer- und Heliumfunkenlinien S19); sie wird bestatigt und ver
vollstandigt durch die Anwendung des Korrespondenzprinzipes auf 
die relativistische Keplerbewegung, welche Bohr vorgenommen und 
Kramers zur Ermittlung der Intensitiits- und Polarisationsverhiiltnisse 
der Feinstrukturkomponenten verarbeitet hat.S2O) Die dem Problem ent
sprechende Fourierentwicklung der Bewegung, welche dem allgemeinen 
Ansatz (124) in Nr. 14 bzw. (147) analog ist, wird hier, wenn x und 
y in der Elektronenbahnebene gelegene, rechtwinklige Koordinaten 
bedeuten, von der Gestalt: 

~=+ee 

X = L: C't cos 2n[(-rwr + CDrp) t + c"J, 
(155) 't= tee 

'Z'=-oo 

+ y = ~ C" sin 2n[(-rwr + CDcp) t + c.,J, 

WO 't" eine beliebige ganze Zahl und CDcp und w, die den beiden 
QuantengroBen I<p und I, nach (128) zugeordneten Grundschwingungs. 
zahlen der Bewegung darstellen. Wegen der Gleichheit der Koeffi
zienten C't in den beiden Entwicklungen kann die Bewegung aufge
fallt werden als tJberlagerung einer Anzahl zirkularer harmonischer 
Schwingungen, deren Umdrehungssinn jenem des Elektrons urn den 
Kern gleich oder entgegengesetzt ist, je nachdem die GroBe -rw, + wtp 
positiv oder negativ ist. Da -r beliebig, der Koeffizient von w<p hin
gegen gleich Eins ist, folgt aus dem Korrespondenzprinzip (136), dap 
uberhaupt nur solche Quantenubergiinge des storungsfreien Atoms mag
lich sind, bei denen sick die azimutale oder Impulsquantenzahl nip = k 

319) Vgl. Anm. 297) und [1J, 8. Kap. "Theorie der Feinstrnktur". 
320) N. Bohr [2J, II. Teil, § 2; H. A. Kramers, Dansk. Vid. Selsk. Skr. 8, ill 

(1918), §§ 2, 7. - Ein vor Aufstellung des Korrespondenzprinzips unternommener 
Versuch zur theoretischen Deutung der IntensitlttsverhiUtnisse riihrt her von 
A. Sommerfeld, Munchn. Ber. 1917, p. 83. 
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um + 1 aruierl SU), wahrend nr' - n/, beliebig grop werden kann; dies, 
sowie die auf Grund von (155) zu erwartenden IntensitatsverhiiJ.tnisse 
fur die einzelnen Quanteniibergange haben sich an den Paschenschen 
Feinstrukturbeobachtungen del' Heliumfunkenlinien auf das uberzeu
gendste bestatigen lassen. 

Was die Fra.ge anbetrlfft, mit welcher Genauigkeit man von vorn
herein erwarlen kann, die spektralen Tatsachen durch obige Theorie 
der relativistischen Keplerbewegung numerisch wiederzugeben, so laBt 
sich darauf zunachst nur fUr die durch (121) odel' (122) gekennzeich
neten Grenzzustiinde des Modelis aus der Vemachlassigung der klas
sischen Ausstrahlung folgern, daB man von allen jenen GraBen bei 
del' praktischen Berechnung abzusehen hat, welche von derselben Ord
nung klein sind, wie das Verhiiltnis der klassisch-elektrodynamischen 
Strahlungskrafte zu den Hauptkraften der vom Kern auf das Elek
tron ausgeiibten Anziehung.s,,) Die Benutzung del' kiinstlich strah
lungsfrei gemachten, klassisch -elektromagnetischen Bewegungsglei
chungen auch fUr beliebige Quantensustiinde des Modelis legt es nahe, 
den erwahnten Genauigkeitsgrad auch im Gebiete del' letzteren fur 
maJ3gebend anzusehen; diese von BohrS2S) vertretene Annahme ist abel' 

321) Dies iat, wie N. Bohr [2], p. 45/48, 88/84 gezeigt hat, auch fur achsen
llymmetrische Atommodelle mit beliebig vielen Elektronen der Fall und entspricht 
dar auch von A. Bubino'Wics (Anm. 288) betrachteten Erhaltung des Drehimpulses 
bei den AusstrahlungS'Vorgiingen. 

322) Fiir den Grenzzustand (122) entspricht dies genau der in (123), beriick
lIichtigten Annii.herung in den relativistischen Gliedern. 

323) N. Bohr [2], p. 5, 94. Bohr hebt an letzterer Stelle und ebenso Ztschr. 
f. Phys. 13 (1923), p. 117, auf p. 160/152 auch die Beziehung dieser Frage zu 
jener nach der Schiirfe der Spektrallinien und der GroBe der endlichen Zeitdauer 
~ines StrahlungS'IJorganges (.t1bklingungsdauer, B. Anm.192) hervor, 'Welche nach 
der klaasischen Elektrodynamik gerade von der Gro.6enordnung obigen Genauig
keitsgrades sein muBten, und von jener der Strahlungsseit, 'Welche von einem mit 
gleicher Amplitude 'und Frequens harmonisch schwingen~en Elektron benotigt wfude, 
um klassisch die gleiche Energiemenge auszustrahlen, welche dem "Quantum" h" 
der betreffenden Spektrallinie entspricht. Auf dies und den Umstand, daB die 
Unscharfe, mit, 'Welcher darnach die Quantenzustande und damit die ausgezeich
Deten Energie'Werte vorausberechnet 'Werden konnen, vermittelB der Bohrschen 
Frequenzbedingung (114) rein quantentheoretisch zu einer Unscharfe der ausge
sandten SpektraJfrequenzen fiihrt, haben A. Sommerfeld und W. Heisenberg, Zts.chr. 
f. Phys. 10 (1922), p. 398 t Betrachtungen und Berechnungen liber die "wahre" 
Spektrallinienbreite angestel1t; wie, Bohr hervorgehoben hat, scheint aber eine 
vollig swangliiufige Beh~dlung dieses Problems a.uf Grund des Korrespondenz
prinzipes gegen'Wii.rtig noch nicht durchflihrbar zu sein. 

Wie diese Andeutungen erkennen lassen durften, 'Wird in den genannten 
Untersuchungen die Diskussion von dem urspriinglichen Ausgangspunkt einer 
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naturgemaB ebensowenig die einzig mogliche und zulassige, wie der 
Versuch einer Beibehaltung der den Gl·enzzustanden entsprechenden 
Bewegungsgleichungen im gleichen Gebiete, so daB gerade ihre Prii
fung an der Erfahrung stets im Auge zu behalten sain diirfte.s24.) Fiir 
den vorliegenden Fall ergibt die Bohrsche Annahme, daB in der Ent
wicklung von (139a) Glieder von gleicher oder hOherer GroBenord-

nung wie Z2. ~:r zu vernachIassigen waren, was fiir kleine \Verle 

von Z der Naherung (139 a') entspricht. Fiir groBe Wene von Z 
hingegen kann noch mindestens ein weiteres Entwicklungsglied hinzu
genommen werden 825), was sich an der faszinierenden Anwendung tier 
Feinlftrukturtheorie OJUf die RomgenS1Jektren durch Sommerfeld bestii
tigt 826) , deren modellmaBige Deutung von einer endgiiltigen Klar-

praktischen Unzuliinglichkeit der benutzten Methoden auf eine prinzipielle Un
miiglwhkeit hin verschoben, die stationaren Zustande mit gr5.Berer Scharfe fest
zulegen, als jener, welche durch den angegebenen Genauigkeitsgrad bedingt 
sein solI. Ein Gesichtspunkt der letzteren Art ist' jedenfalls im h5chsten Ma.Be 
beachtenswert, doch mull es wohl noch als ganzlich ungeklii.rt angesehen werden, 
ob nicht weit eher die Vernachliissigung der Retardierung der Potentiale im Ztt
sammenhang mit den zwischenatomaren und -molekularen Wechselwirkungen (Nr.l 7) 
alB eine gmndsatzliche Ursache fiir die Unmiiglichkeit einer absolut scharf en 
Quantelung in Betracht kommt, um so mehr als fiir die Vernachlassigung der 
Energieausstrahlung in den klassisch - elektrodynamiBchen Bewegungsgleichungen 
ja ohnehin durch die nach (114) festgelegte quantenhafte Ausstrahlung ein ge
eignetes Aquivalent vorliegt. Da die allgemeine Giiltigkeit der auf3erhalb des 
"Grenzzustandes" benutzten Bewegungsgleichungen iiberdies aus theoretischen 
(Nr. 14:), vor allem aber auch aus empirischen (Nr. 16) Grilnden fraglich erscheint 
soIl die weitergehende Frage nach der erzielten Genauigkeit der theoretische~ 
Darstellung im Texte wesentlich von ihrer, letzten Endes allein maf3geblichen, 
empirischen Seite her betrachtet werden. Jedenfalls aber ist es durch Ver
kniipfung der Intensitatseigenschaften einer beliebigen Spektrallinie von der Fre
quenz " mit den klassiach·elektrodynamischen Strahiungseigenschaften eines Mo
delloszillators von der gleichen Frequenz m5glich, die Frage nach der "wahlen" 
Spektrallinienbreite und der Abklingungadauer auf dem von Bohr angeregten 
Wege auch unabhiingig '/Jon einer speziellen Annahme uber die Beschaffenheit der 
Bewegungsgleichungen der Atome in ilvren stationiiren ZUBtiinden zu behandeln. 

324) So wll.re es z. B. denkbar, daB im Gebiete kleiner Quantenzahlen die 
Genauigkeit der obigen Darstellung eine wesentlich griipere sein k5nnte, ala die 
Bohrsche Annahme erwarten Helle. Eine weitgehende Unvoreingenommenheit in 
diesem Punkte scheint jedenfalla iiberall dort Ton besonderer Wichtigkeit zu 
sein, wo man zu der Vermutung Anlaf3 hat, daf3 die fUr die Anzahl der Quanten
bedingungen (lSS) bzw. (149) so wichtige Bestimmung des Periodizitiitsgrades 
eines vorgelegten Bewegungaproblems von der Berilcksichtigung h6herer ala der 
flach Bohr zugelassenen Entwicklungsglieder abhiingig sein konnte (Nr. 10 b, 16s). 

325) N. Bohr [2], p. 95. 
326) .4. Sommerfeld [1], 8. Kap.; ferner.4. Sommerfeld und W. Heisenberg, 

Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 393. 
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stellnng allerdings noch ziemlich weit entfernt zu sein scheint.827) 

Vergleicht man die absolute GroBe des von der Theorie nach (139a') 
ermittelten "Wasserstoffdubletts" mit den experimentellen Ergebnissen, 
so zeigt sich, daB einige Autoren zu einer volligen numerischen Uber
einstimmung gelangen, wahrend andere um 10-20% kleinere Werle 
gem essen baben - ein Ergebnis, das unter a.llen Umstitnden als weit
gehende Bestiitigung fur die der Bohr-Sommerfeldschen Theone zugrunde
liegenden Voraussetsungen angesehen werden mu{3. Wenn die Meinung 
zutre:ft'en sollte, daB die bisher erkannten Fehlerquellen im Sinne einer 
scheinbaren VergroBerung des gemessenen Dublettabstandes wirken 
miissenS28), so ware es denkbar, daB kiinftige Untersuchungen die 
Rea.litat einer derartigen Diskrepanz und damit gewisser Grenzen fiir 
die Anwendbarkeit der obigen Theorie sicherstellen konnten; in An
betraeht der theoretisch vorauszusehenden gro{3en Empfindlichkeit der 
fraglichen Feinstruktwren gegenUber Storungen der leuchtenden Atome 
dwrch homogene oder inhomogene iiu{3ere Felder (Nr. lob) muB eine 
solche Moglichkeit einstweilen aber noch als sehr unwahrscheinlich 
angesehen werden. 

15 b. Theorie dar Storungen des Modells durch ii.uiere makro
skopische Kraftfelder. Wenn das im vorigen Abschnitte betraehtete 
Modell eines Atoms mit einem einzigen Elektron der Wirkung eines 
auBeren elektrischen oder magnetischen Feldes ausgesetzt wird, so ist 
seine bisher stillschweigend angenommene Isoliertheit insofern aufge
hoben, als es nunmehr mit jenen Konfigurationen von anderen, neu
tralen oder elektriseh geladenen Atomen und Molekiilen in Wechsel
wirkung tritt, durch welche jene Felder erzeugt werden. Wenn diese 
Felder aber hinreichend ausgedehnt sind und zeitlich konstante oder 
nur wenig veriin.derliche Feldstiirken besitzen, so wird es durch ge
eignete raumlich-zeitliehe Mittelbildungen iiber das Verhalten jener 
aderen Molekiilanordnungen immer moglich sein, den Einflu8 der 
molekularen Struktur dieser Anordnungen praktisch beliebig weit-

827) A. Lande, Ztschr. f. Phys. 16 (1928), p. 391; 24 (1924), p. 88; 25 
(1924), p.46; R. A. MiZlikan und J. S. BOUie'n, Phys. Rev. 24 (1924), p. 209, 228. 
In diesen Arbeiten wird iiberdies gezeigt, daB die 80mmerfeldsehen Feinstruktur
geset~e .. ueh fUr die Komplexstrukturefl der optischen 8erienspektren mallgebend sind. 

328) Man vgl. den zusammenfassenden Bericht iiber diese Messungen von 
E. Lau, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 60, welcher zu der theoretischen Seite des 
Problems allerdings in unzureichender Weise Stellung nimmt. - Mit der Frage, 
wie als real anzusebende Abweichungen von der vorausberechneten Gr6Be des 
"Wasserstoffdubletts" innerhalb der Theorie aufgeklii.rt werden kl>nnten, haben 
sich besehil.ftigt H. A. W~1son, Proe. Roy. Soc. (A) 102 (1928), p.9; J. D. v d. 
Waals jr., Arch. Neerl. lIllA) 8 (1924), p. 186. 
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gehend zum Versehwinden zu bringen. Versteht man nun unter einem 
makroskopischen Felde ein solches, welches praktisch auBer etwa "im 
Unendlichen" keinerlei weitere Singularitaten aufweist, so wird das 
Atom in dies em prinzipiell natiirlich niemals realisierbaren Falle wie
der in gewissem Sinne als "isoliert" geIten konnen, indem die auBeren 
St5rungen nun wenigstens jedes molekularstrukturellen Charakters 
entkleidet sind. 

Was nun den Ansatz fiir die Wirkung eines derartigen storenden 
elektromagnetischen Feldes anbetrifft, so wird er nach den Darlegungen 
von Nr. 14: fiir die durch (121) bzw. (122) gekennzeichneten "Grenz
zustande" des gestorten Modells einfach mittels der beiden letzten 
Glieder der allgemeinen Hamiltonschen Funktion (123) zu bestimmen 
sein. Entsprechend der in Nr. 14: postulierten, sowie in Nr. loa be
reits bewiihrten Giiltigkeit der strahlungsfrei gemachten, klassisch
elektrodynamischen Bewegungsgleichungen auch fUr beliebige stationare 
Quantenzustande, wird es naheliegend sein, die niiherungsweise Giiltig
keit jenes Ansatzes ebenfalls fur beliebige Quantenzustiinde anfJunehmen.S29) 

Das Bewegungsproblem eines auf solche Art gestorten elektrischen 
Zweikorpermodells unterscheidet sich seiner funktionentheoretischen 
Seite nach qualitativ nicht mehr von jenem des ungestorten Modens, 
so daB von der "gestorten" Bewegung erwartet werden darf, daB sie 
ebenso bedingt periodischen Oharakters sein wird, wie dies von der 
"ungestorten" Bewegung in Nr. loa gezeigt werden konnte. 

Betrachtet man nun zunachst den EinfluB eines unveriinderlichen 
homogenen elektrischen Felrles auf die "nicht-relativistische" Keplerbewe
gung des Elektrons, so zeigt sieh, daB das Problem durch Separation 
der Variablen gelOst und somit tatsachlieh unmittelbar als bedingt 

329) Diese Annahme und die obigen auf sie hinfiihrenden tJberlegungen 
ergeben jene Rechtfertigung fiir den Ansatz makroskopischer Feldwirkungen, den 
J. Stark, Jo.hrb. d. Ro.d. 17 (1920), p. 161 in den bisherigen Darstellungen der 
Quantentheorie mit einem gewissen Rechte vermiit. Eine weitere Rechtfertignng 
kann auf den oben in Nr. H gekennzeichneten statistischen Charakter der Max
wellschen Theorie gegeniiber der Quantentheorie bezogen werden; do. fiir statio
nare Wirkungan das Ergebnis der zeitlichen Mittelung iiber eine Grofie mit ihrem 
Konsto.ntwerte ubereinstimmt, so kann der Maxwellsche Anso.tz fUr konstante, 
oder nur unendlich langsame, urnkehrbar veriinderliche aUfJere Felder unbedenk
lich iibernommen werden, vgl. A. Smekal, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 2 
(1921), p. 20. ..:.... DaB die Wirkungen uJlendliGh langsam und umkehrbar ver
anderlicher Felder alB Spezialfall einer der in Nr. SA betrachteten allgemeinen 
Parameterverschiebungen angesehen werden konnen und daher quantentheoretisch 
dem Ehrenfestschen Adiabatenprinzip' (Nr. 14) unterliegeri,ist von N. Bohr [2] 
und Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, hervorgehoben worden und wird auch 
weiter unten im Texte beriihrt. 
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periodisck erkannt werden kann. Die Bewegung wird hierbei infolge 
des orientierenden EinHusses durch das Feld raumlick und somit nicht 
entartet (s = 3) und entspricht jener eines Teilchens, das unter der 
anziehenden Wirkung zweier fester Zentren steht, von denen sich 
eines im Unendlichen befindet 3110)j nach Nr. 15 a erhii.lt man hier so
mit drei voneinander unabhiingige Quantenbedingungen und fiir die 
rechtwinkligen Koordinaten als Funktionen der Zeit im allgemeinen 
dreifache Fouriersche Reihenentwicklungen (u = 3) vom Typus (124). 
Die Anwendung dieser Ergebnisse auf den von Stark an den Ba"lmer
linien beobachteten und gemessenen Starkeffekt des elektrischen Feldes 
hat zu einer bis in die kleinsten Einzelheiten gehenden quantitativen 
Darstellung der Beobachtungen gefiihrt, wie hinsichtlich der Lage der 
Starkeffektkomponenten von Sckwarssckild und namentlich von Ep
stein SSl), hinsichtlich ihrer Polarisations- und Intensitiitsverhiiltnisse von 
Bohr und Kramers lSS) gezeigt werden konnte.BBS) Ebenso ist eine be-

330) Da die Bewegung unter dem Einft~ der Anziehung zweier fester, im 
Endlichen befindlicher Zentren nach Jacobi in elliptischen Koordinaten separier
bar iat (vgl. Nr. 16), so kommen im vorliegenden FaIle parabolische Koordinaten 
fur die Separation in Betracht. 

331) V gl. Anm. 299). Die eraten: Ergebnisse von P. S. Epstein erschienen 
Phys. ZtBchr. 17 (1916), p. 148. Auf die Moglichkeit, den Star1ceffekt quanten
theoretiach mittels des Bohrschen Wasseratoffatommodells zu deuten, hatte be
reits E. Warburg, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 15 (1913), p. 1269 hingewiesen, 
wahrend nur wenig spater und una.bhli.ngig davon N. Bohr [1], Abhandlung VI, 
die Lage der Hauptkomponenten des Effektes berechnete. V gl. femer einen rein 
klassischen Erklarungsversuch von K. Schwarsschild, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 
16 (1914), p. 20. 

332) N. Bohr [2], II. Teil, § 4; H. A. Kramers, Dansk. Vid. Selsk. Bkr. 8, 
m (1918), §§ 3, 6; N. Bohr, Proc. London Phys. Soc. 35 (1923), p.276. 

333) Die erzielte tJbereinstimmung ist von solcher Gilte, daIS selbst ein so 
erbitterter Gegner der Quantentheorie wie J. Stark ihr seine Anerkennung nicht 
versagt hat. Eine unter gewissen Umstll.nden auftretende, von J. Stark, J ahrb. 
d. Rad. 17 (1920). p. 161 a.llein als unerklarl bezeichnete Intensitatsdissymmetrie 
der Star1ceffektkomponenten ha.t A. Rubinowics, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 331 
gedeutet; vgl. auch N.Bohr [1], Abhandlung VI. An anderer Stelle [Proc. London 
Phya. Soc. 36 (1923), p. 275, auf p. 294] hat Bohr dann darauf hingewiesen, daB 
jene von den experimentellen Bedingungen a.bhl!.ngige Intensitatsdissymmetrie ala 
anschaulicher Beweis fUr die Unabhangig1ceit jener monochromatischen Elementar
prozesse aufzufassen ist, welchen die einzelnen Komponenten nach der Quanten
theorie ihre Entstehung verdanken. 

Der von Stark bereits anliUnich der Entdeckung des nach ihm benannten 
Effektes ausgesprochene Gedanke, daIS ilie Ursache fiir die Verbreiterung der 
Spe1ctrallinien in der Beeinftussung der leuchtenden Atome durch die Nachbar
atome bzw. das zwischenmolekulare Feld (vgl. Anm. 25) zu Buchen sei, ist von 
Holflmar1c auf Grund der obengenannten Ergebniss~ liber den Starkeffekt einer 
quantita.tiven Theorie dieser Verbreiterung zugrunde gelegt worden. V gl. Anm. 375). 

Smok.l, AUgom. Grundl. d. Quanton8tatilltik u. Quantentheorie 66 
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friedigende theoretische Wiedergabe der experimentellen Grobzerlegung 
des Starkeffektes an den Funkenlinien der Fowlerschen Heliumserie 
von Nyquist und Stark moglich gewesen.3M) In allen diesen Fallen 
handelt es sich um den EinfiuS von elektrischen Feldstarken, welche 
Storungen der Elektronenbahn bewirken, die um so vieles betriicht
licher sind als die Unterschiede zwischen der "relativistischen" und 
"nicht-relativistischen" Bewegung des ungesWrten Modells, daS die Ver
nachlassigung des Relativitatseffektes vollauf gerechtfertigt erscheint; 
gleichwohl ist es in dem Ausdruck fiir die Energie des Modells nicht 
notwendig, Glieder von hoherer als der ersten Ordnung in der storen
den Feldstarke beizubehalten.sS6) Erst fiir sehr hohe Feldstarken er
halt man den von Takamine und Kokubu an den Balmerlinien beob
achteten "Starkeffekt zweiter Ordnung", zu dessen theoretischer ~ Deu
tung das in der Feldstarke quadratische Energieglied noch mit heran
gezogen werden md; die erhaltene Ubereinstimmung ist qualitativ 
befriedigend SS6) , doch muS es einstweilen wohl noch weiteren Beob
achtungen vorbehalten bleiben zu entscheiden, ob hier ebenfalls eine 
quantitative lJbereinstimmung erhalten werden konnen wird, oder ob 
hier der Beginn reeller Abweichungen von der Theorie erreicht wor
den ist, deren man nach den Ausfiihrungen von Nr. 14: stets gewiirtig 
sein md. - Befindet sich das betrachtete Modell in einem auSeren 
-makroskopischen, konstanten aber inhomogenen elektrischen Felde, so 
bleiben obige Ergebnisse fur jeden einzelnen Punkt des Feldes zu Recht 
bestehen, da dieses fur den Bereich eines einzelnen Atoms dann immer 

334) H. A. Kramers, Anm. 332); P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 58 (1919), p.553. 
Zu der letzteren Untersuchung vgl. man auch H. A. Kramers, Ztschr. f. Phys. 3 
(1920), p. 199, Anm. 3 auf p. 217. 

335) Wie N. Bohr [2], n. Teil, § 4 mittels der im Text weiter unten ge
schilderten Methoden der quantentheoretiscken Starungstlieorie gezeigt hat, ist die 
Bewegung des Elektrons bei Beschrhkung auf diesen Genauigkeitsgrad in der 
Entwichlung des Energieausdruckes entartet und bIoS doppeltperiodisch (u = 2). 
Dies hatte Bchon K. Schwarsschild in seiner in Anm. 299) zitierten Untersuchung 
gefunden. worauf P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 16~ betonte, daS diese 
Entartung verschwindet, sabala man auch quadratische und hohere Glieder in 
. der Feldstarke zulll.St. 

336) A. SommerfeZd, Ann. d. Phys. 65 (1921), p. 36. - In Unkenntnis der 
bereits von Epstein (Anm. 331) vorgenommenen Berechnung des in der Feldstll.rke 
quadratischen Gliedes hat auch A. M. MOBha"afa, Phil. Mag. 48 (1922), p. 943; 
44 (1922), p. 371 den quadratischen Effekt berechnet und mit den Beobachtungen 
verglichen. Auf die Fehlerhaftigkeit eines das quadratische Glied betreffenden, 
abweichenden Ergebnisses von H. O::Newboult, Phil. Mag. 45 (1923), p. 1081, 
haben A. M. Mosharrafa, Phil. Mag. 46 (1923), p. 751 und P. S. Epstein, Phil. 
Mag. 46 (1923), p. 964 hingewiesen. 
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als hinreichend homogen angesehen werden kann; die Inhomogenitat 
des Feldes bewirkt aber weiterhin das Auftreten einer ponderomoto
rischen Kraft an dem Atom, welche, zunachst wenigstens theoretisch, 
die Trennung der verschiedenen diskreten stationiiren Quantenzustiinde 
bei schnell bewegten Atomstrahlen ermoglichen mU{3.337) 

Der EinfluB eines konstanten, homogenen, auBeren Magnelfeldes auf 
die Elektronenbewegung laBt sich ebenso ohne besondere Schwierig
keiten behandeln wie der Fall des elektrischen Feldes, wenn man fur 
hinreichend groBe Feldstarken den RelativitatseinfluB vernachlassigt 
und von dem geringfugigen, in der Feldstarke quadratischen Gliede 
des Energieausdruckes absieht. Die Variablenseparation erfolgt hier 
in einem urn die F eldrichtung rotierelldell Polar koordinatensystem; 
man erhalt formal drei Quantellbedingungen vom Typus (149), doch 
erweist sich die Bewegung innerhalb der erwahnten Annaherung als 
doppeltperiodisch und darum entartet (s = 3, u = 2). Wie Sommerfeld 
und Debye zeigen konnten, ermoglicht die Theorie eine zutreffende 
Wiedergabe der beim Zeemaneffekt des Wasserstoffes beobachteten 
Linienaufspaltungen 338); die Beschrankung der letzteren auf das nor
male Lorentzsche Triplett ist dann von Bohr als Folge des Korrespon
denzprinzipes gedeutet worden, ebenso wie die Polarisations- und In
tensitatsverhaltnisse der Zeemankomponenten. 539) Wie Sommerfeld 
bereits anlaBlich seiner ersten Untersuchungen uber die Quantelung 
des Wasserstoffatommodells fand 340), kann die Bahnebene des Elektrons 
(It = 2!) bei hinreichend kleinen Feldstarken nur eine beschrankte 

337) O. Stern, Phys. Ztschr. 23 (1922), p.476. 
338) A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 491; P. Debye, Phys. Ztschr. 

17 (1916), p. 507, auch Gott. Nachr. 1916. Eine andere Darstellung, welche die 
in Anm. 310) erwahnte Formulierung der Quantenbedingungen von W. Wilson 
zugrunde legt, hat A. M. Mosharrafa, Proc. Roy. Soc. A 102 (1922), p. 529 ver
offentlicht. Die SchluBformel fUr die GroBe der Linienaufspaltung stimmt mit 
der auf klassischem Wege, namlich mittels des Larmorschen Satzes erhaltenen 
Lorentzschen Deutung iiberein; dies wird, wie A. Sommerfeld [1], p. 369 hervor
hebt, dadurch moglich, daB aus ihr bei der Berechnung mittels der Frequenz
bedingung (114) das Plancksche Wirkungsquantum h herausfallt. - Altere 
quantentheoretische Versuche, den Zeemaneffekt zu begriinden, welche mit dem 
gegenwarligen Stande der Theorie jedoch nicht mem vereinbar sind, haben 
K. F. Herzfeld, Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 193 und N. Bohr [1], Abhandlung VI 
(und X) unternommen. Zu der letztgenannten Untersuchung vgl. man ferner das 
Geleitwort von Bohr zu N. Bohr [1], sowie N. Bohr [2], p. 115, Anm. 2). 

339) N. Bohr [2], II. Teil, § 5. 
340) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 1; hier wird die "raum

liche" Quantelung auf ein "magnetisches Feld von der Starke Null" bezogen, 
dessen Richtung als vorgegeben angesehen wird. 

66* 
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A.nzahl von diskreten Orientierungen gegen das Magnetfeld annehmen, 
welche durch die Bedingung bestimmt werden, daB die zur Feldrich
tung parallele Komponente des Drehimpulsvektors ebenso wie der 
letztere selbst, entsprechend (148') und den Quantenbedingungen nur 

ein ganzzahliges Viel(aches von 2h']f; betragen kann. Dieses auch fiir die 

diskrete Einstellung des Drehimpulsvektors von Atommodellen mit 
beliebig vielen Elektronen gegen das Feld maBgebende Resultat 341) 
solite nach Stern 342) direkt verifizierl werden konnen, indem man die 
von einem inhomogenen Magnet{elde auf die Atome in ihren verschie
denen Einstellungen ausgeiibten verschiedenen ponderomotorischenKrii(te 
benutzt, um durch die magnetische Ablenkung schnell bewegter Atom
strahlen eine Trennung der verschiedenen Quantenzusfiinde herbeizu
fuhren. Die Ausfiihrung des Experiments durch Stern und Gerlach an 
Silberatomstrahlen ergab in der Tat eine direkte Bestatigung fur die 
Existenz einer scharf en "Richtungsquantelung" im magnetischen Felde.343) 

Wie bereits hervorgehoben, gelten die geschilderten Theorien des 
Stark- und Zeemanefl'ektes nur fur Feldstarken, welche hinreichend 
groB sind, um den EinfluB der relativistischen Feinstruktur der Balmer
und Heliumfunkenlinien vollig zu verwischen. Versucht man aber 
das Problem der Einwirkung eines auBeren elektrischen oder magne
tischen Feldes auf die relativistische Keplerbewegung nach den gleichen 
Methoden 7!U behandeln, so zeigt sich, daB eine Separation in den 
verschiedenen leicht zuganglichen Koordinatensystemen nicht bewerk-

341) V gl. z. B. A. Lande, Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 441, wo auch die ver
schiedenen, durch den anomalen Zeemaneffekt bedingten ..4.bweichungen von der 
Ganzzahligkeit der Quantenzahlen zusammengestellt sind, fUr die eine endgiiltige 
modellmlUlige Deutung noch aussteht. Diese Abweichungen von der Ganzzahlig
keit laufen auf eine der Festlegung (134) widersprechende Verfiigung iiber h~O) 
hinaus. fUr die zur Zeit noch mehrere verschiedene Moglichkeiten in Betracht ge
zogen werden konnen. Wie den Ausfiihrungen von Nr. 14, p. 996, zu entnehmen 
ist, kann die Festlegung von h~O) nach der gegenwartigen Form der Quanten
theorie iiberhaupt nur auf empirischem Wege vorgenommen werden; dall diese 
beim anomalen Zeemaneffekt halbzahlig aUBzufallen scheint, besagt natiirlich 
nicht das Geringste fur oder gegen die Giiltigkeit der "Mechanik" (vgl. Anm. 246), 
292) in der Quantentheorie, wie in der Literatur mehrfach angenommen zu wer
den scheint. - Hinsichtlich einer ganz analogen Einstellungsvorschrift fiir den 
DrehimpuIsvektor von Atomen mit beliebig vielen Elektronen gegen ein inhomo
genes elektrisches Feld beim "normalen" und "anomalen" Starkefi"ekt vgl. man 
O. Stern, Phys. Ztschr. 32 (1922). p. 476. 

342) O. Stern, Ztschr. f. Phys. 7 (1921)" p. 249. 
343) W. Gerlach und O. Stern, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p. 110; 9 (1922), 

p.349, 353; Ann. d. Phys. 74 (1924), p. 673. Vgl. dazu auch Nr. 9 Ende, ferner 
fiir weitere prinzipielle Folgerungen aus dem Experiment Nr. 11. 
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stelligt werden kann. Trotzdem ist es denkbar, und aus analytisehen 
Griinden sogar wahrseheinlich, da1\ fUr die genannten Probleme mit
tels (144) und einer, gegebenenfalls unendlichen Folge von Beri.ihrungs
transformationen Separationsvariable gefunden werden konnen.S«) Da 
man mit Riicksicht auf das Korrespondenzprinzip letzten Endes doeh 
nur an Darstellungen der Bewegung interessiert ist, welche die Aus
gangsveranderlichen q.,., p.,. entsprechend (124) direkt als u-fache Fou
rierreihen der kanonischen syklischen Uniformisierungsvariablen W r' Ir 
erseheinen lassen, so wird es hinreichen, fur die allgemeine Losung des 
Problems mittels eines beliebigen Venahrens u-fache Fourierreihen 
naeh der Zeit aufzusuchen, welche die Bewegung (iarstellen, d. h. gleieh
maBig konvergieren; es ist dann stets mogJich 301), zu deJ!. kanonischen 
Veranderlichen W r, Ir uberzugehen, welehe mit den nun nicht mehr 
interessierenden Separationsvariablen (145) entsprechend (148) zu
sammenhangen werden. . 

Ergebnisse von der gewiinschten Besehaffenheit, deren Konvergens 
allerdings in jedem Falle als f'1'aglich angesehen werden mu.6, lief em 
. die Methoden der astronomischen StOrungstheorie (VI 2, 12, E. T. Whit
taker), welche fur die Quantentheorie zuerst von Burgers und Bohr 
nutzbar gemacht worden sind.S45) Handelt es sieh, wie bei den oben 
genannten Problemen, um den Einfiu.6 von storenden Feldern, deren 
Wirkung gegenuber jener der inneren Atomkrafte i~ allgemeinen ge~ 
ringfiigig ist, so bietet sieh als naturgemaB die namentlich von Poin
care und LindstedtS46) benutzte Methode (1) der Entwicklung nach 

844) Wie H. A. Kratners, Ztschr. f. Phys. 8 (1920), p. 199, auf p. 201 ohne 
genauere Kennzeichnung vermerkt, ist ibm und O. Klein der Nachweis gelungen, 
daG das Starke:lfektproblem der relativistif!chen Feinstrulitur m "raumlichen Ko
ordinaten" nicht separierbar istj im Texte ist jedoch an ganz beUebige kano
nische Separationskoordinaten Pr , qr gedacht. 

346) J. M. Bwrgers [1], N. Bohr r2]. Die Parsteliung von Burgers ist aus
gezeichnet durch den systematischen Gebrauch von Beriihrungstransformationen, 
dem sich Bohr in seiner letzten zusammenfassenden Arbeit, Ztschr. f. Phys. 13 
(1928), p. 117, I. Kap., § S anschlieJ3tj vgl. auch H. A. Kramers, Ztschr. f. Phys. 
S (1920), p. 199. Die' Bohrsche Bebandlungsweise beschrlinkt sich grunds1Ltzlich 
auf die Ermittlung einer ersten Naherwng, entsprecliend der von Bohr postulierten 
Genauigkeitsschranke f6.r die mllgliche Festlegung der stationaren ZUBtiinde (vgl. 
dazu Anm. 323), 324). Die quantentheoretische Einkleidung der Methoden zur 
Bestimmung hOherer Anniiherungen ist hingegen (mit Ausnahme der von Epstein 
behandelten Delaunayschen Methode, Anm. 347), 348) von M. Born und seinen 
Mitarbeitern vorgenommen worden. Siehe Anm. 360).: 

346) V gl. etwa H. Poincare, Methodes nouvelles de la mecanique celeste, 
Paris 1893, Bd.' II, Kap. iX:If.; zur Bohlinschen:'Methode ebenda, Bd. II, Kap. XIX 
oder O. L. Charlier, Die Mechanik des Himmels, Leipzig 1902, Bd. II. - Ferner: 
VI " 12 (E. T. Whittaker), Nr. 11. 
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Potenzen eines kleinen storenden Parameters E dar, welche fiir den 
Fall der Entartung des ungestorten Systems dureh ein von Bohlin S46) 

herruhrendes Verfahren ersetzt werden muB. Will man hingegen die 
Methode der Entwieklung nach einem kleinen konstanten Parameter 
vermeiden, bzw. kommt ein solcher in dem betraehteten Falle nicht 
vor, so hat man sieh mit Epstein 847) einer von Delmmay in der Mond
theorie benutzten Methode S48) (II) zu bedienen. 

1. Die erstgenannte Methode besteht in folgendem: Das ungestOrte 
System habe s Freiheitsgrade und sei etwa auf Grund der in Nr.16a 
gesehilderten Separationsmethode als u-fach bedingt periodisch erkanntj 
seine Bewegung wird dann bestimmt sein dureh die 2u Uniformisierungs
variablen wr ' Ir (r = 1, 2, ... , u) sowie weitere 2(s - u) willkiirliehe 
Integrationskonstanten der Bewegung fip Pi (j = 1,2, ... , s - 1.6).806) 
Seine Hamiltonsche Funktion H<0)(I1(0), ••• , 1,,(0» hii.ngt dann von den 
Ir(O) allein ab und stimmt mit seiner Energie E<0) iiberein. Das ge
storie System besitze hingegen, in den Variablen des ungestorten 
Systems ausgedriiekt, die Hamiltonsche Funktion 

I H(L (0) 1 (0) -(0) -(0). w(O) w(o) R(O) R(O) ) 
1 , ... , " '"1""'"._", 1"'" "''''1''''''''.-" 

(156) = H(O)(I/O» + EHf.1)(Ir(O), fijO); w~O), fJ)0» + c'lH<2) ( ••• ) + ... , 
wo W1), $2), .•. wegen der Eindeutigkeit von H in den w~O) perio
disch mit der Periode Eins sein werden, im ubrigen aber beliebige 
Funktionen der 1r (0), "}O), lijO) darstellen.849) Wie man aus der Gultig
keit des Energiesatzes fur das gestorte System unmittelbar entnimmt, 
werden die Ir(O), fijO), fiJO) jetzt aber im alIgemeinen nicht mehr kon
stant und die wW) nieht mehr wie etwa in (127) bloB lineare Funk
tionen der Zeit sein; mittels der kanonischen Differentialgleiehungen 
(1) und der Beziehungen (128) erhiilt man fiir ihre Anderungen 

347) Dieses Verfahren wurde von Epstein bereitB 1917 ausgearbeitet, aber 
erst kiirzlich publiziert, siehe P. S. Epstein, Ztschr. f. Phys. 8 (1922), p. 211, 305, 
auch Phys. Rev. 19 (1922), p. 578. Zur Kritik des Verfahrens an sich vgl. man 
M. Born und w: Pauli, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 137; femer A. Smekal, 
Phys. Ber. 3 (1922), p. 1108. 

348) V gl. dazu den II. Bd. des in ARm. 346) genannten Werkes von H. Poin
care; ferner: E. T. Whittaker, Analytical Dynamics, II. Aufl., Cambridge 1917, 
wo das Delaunaysche Venahren nach Epstein indessen unzureichend bzw. un
vollstil.ndig dargestellt ist. Die Whittakersche Form der Theorie hat Burgers 
(Anm.345) angewendet - Ferner: VI 2, 12 (E. T. Whittaklw), Nr.10. 

349) Ein derartiges System wird mitunter auch alB "Normal system" be
zeichnet, insbesondere fiir den Fall s = u. 
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(157a) 

(157b) lu ~ 1.2 •...• s - u). 

Um die Integration dieser Differentialgleichungen zu bewerkstelligen, 
wird man die zugehorige Hamilton-Jacobische Differentialgleichung (5), 
namlich 

(158) 

mittels einer "Wirkungsfunktion" S zu losen haben, welche man so 
zu konstruieren trachtet, daB sie zugleich eine Beriihrungstransfor
mation von den "ungestorten" kanonischen Uniformisierungsvariablen 
I (0) I (0) -(0) -(0). (0) (0) 1'1(0) R(O) 7._ 

1 , ••• , " , a l , ••• , ",_,,1 W1 , .•• , W" , /'"'1 , ••• , ,.."_,, zu neuen Mkno-
nischen Uniformisierungsvariablen fur das gesiorte System zu liefern 
imstande ist. Da nach dem bereits oben Gesagten vermutet werden 
darf, daB derartige Veranderliche fur die im vorliegenden Abschnitt 
in Betracht kommenden Faile tatsiichlich gefunden werden konnen, so 
wird man fur die gestOrte Bewegung einen bestimmten Periodizitiitsgrad 
u' erwarten, der von u verschieden sein konnen wird, und die ge
wiinschten Veranderlichen mit 

(159a) 

(159b) 

11 , ••• , I",; wlI •.. , wu', 

all' .. , ",-,,'; fill' .. , P.-u' 
bezeichnen. Wenn man nun 
(160) S = S(O) + ES(l) + 6 28(2) + ... 
setzt, so werden die 8(1), Sf!), ..• offenbar periodische Funktionen der 

u 

w~~), wiihrend S(O) z. B. fiir u = u' gleich~ 1r . w~O) ist. Die gewiinschte 
r=l 

Beriihrungstransformation lautet dann l 1(0) -~ -(0) - ~ 
r - aw~?I' IXj - oW> 

(161) as - oS 
W r ' = aIr' ' [jj' = oaj , 

(r = 1, 2, •.. , u) 

(j = 1, 2, ... , 8 - u) 

(r' = 1, 2, .•. , u') 

(j' = 1, 2, .. " 8 - u') 

und man hat nun 8 mittels sukzessiver Approximationen als Funktion 
von den w~O), fiJO); I r" (Xj' zu bestimmen. Wenn das Verfahren etwa 
bis einschlieBlich der mten Niiherung durchgefiihrt und der dabei er-
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mittelte Periodizitatsgrad wieder mit u' bezeichnet wird, so hat man 
z. B. fiir u' > u 
(162a) Ir = Il) + eI/) + ... + em. I/m) 
(162 b) I = 1* + el(l) + ... + e1ll ·I(m) r' r' r' r' 

(r =1,2,oo.,u) 
(r' = u+ 1, ... , u') 

und ahnliche Entwicklungen geIten fur die w, a und P; fiir die Energie 
E des gestorten Systems erhalt man 
(163) E = E<0) + eE(I) + ... + EmE(m). 
1st u' = u, so spricht man von dem alleinigen Auftreten periodischer 
Storungen, bei einer Zunahme des Periodizitiitsgrades del' Bewegung 
(u' > u) hingegen von siikularen Storungen; der letztere Fall ist nament
lich durch das V orkommen der GrofJen nullter Ordnung 1:+ I' ... , 1; 
in (162b) gekennzeichnet, welche ungleieh jenen in (162a) fur das 
ungestorte System nicht charakteristisch sind und bei jedem individu
ellen Storungsproblem gesondert bestimmt werden miissen. 

Die allgemeine Durchfiihrung del' vorstehend angedeuteten Rechen
operationen verdankt man Born und seinen Mitarbeitern.S50) Um ihre 
wesentlichen Ziige kennen zu lernen, geniigt es jedoch, sich auf die 
Ermittlung der ersten Niiherung zu beschranken, die bereits friiher 
von Bohr 345) dargestellt worden war. Urn die GIeichungen (157 a), 
(157 b) in der gewiinschten Weise in erster Annaherung zu inte
grieren, entwickelt man zunachst H(l) in eine u-fache Fourierreihe 
nach den w~O): 

(164) H(l) =~1J!'tl ... 'tu(4°), a)O), P)0») . cos 2~(rlw~O) + ... 
't1···'tU 

und hat nun zwei wesentlich verschiedene HauptfaUe voneinander zu 
unterscheiden: 

1. Wenn die ungestorte Bewegung entweder nicht entartet (u = s) 
oder so beschaffen ist, daB bei u < s die GrofJen "5°), lijO) in (164), 
zumindest aber in das erste Glied qro in (164), nicht eingehen, so tritt 
an Stelle von (161) die infinitesimale Beriihrungstransformation 

{ Ir=lr(O)-E~!~::' wr=W~O)+E~~:; (r =1,2, ... ,14), 
(161 1) 08(1) - - 88(1) 

tiJ = a(O) - E -=cor, flj = fl(~) + E ~-(Q) (j = 1,2, ... ,s-u). 
J OPi J vaj 

Zur Bestimmung der Transformationsfunktion S(l) bedient man sich 
der Bedingung, daLl die Hamilton-Jacobische Difi'erentialgleichung (158) 

350) M. Born und W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 137; M. Born 
und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 44; L. Nordheim, Ztschr. f. Phys. 
17 (1923), p. 316; 21 (1923), p. 242. 
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in erster Nli.herung mittels der Ansatze (160) und (163) befriedigt 
werden muB, was die Differentialgleichung 

(165) 

fur 8(1) ergibt. Bildet man das Zeitmittel iiber diese Beziehung, so 
gibt das zweite Glied auf der linken Seite wegen der Periodizitat 
von S(I) in den w~O) Null, wahrend das erste Glied zufolge (164) Wo 
liefert. Man hat demnach 
(166) E(1) = Wo, 

und damit den Satz, dafJ die Energie des gestOrten Systems als Funk
tion der lr in erster Niiherung gleich jener des ungestorten Systems ist 
vermehrt um den Zeitmittelwert der ,,8torungsfunktion" in erster Niihe
rung E m1) bew. des Potentials der . storenden Krii,fte, genommen uber 
die ungestorte Bewegung: 

(1631) E = E(O)(Iu . .. ,1,,) + E1¥o(I1' ... , I,.). 

Die Integration der nach Abzug von (166) aus (165) resultierenden 
Differentialgleichung ergibt nun mit Benutzung von (128) 

(167) 8(1)=--21 ~ (:~l'.~" (o)sin2n(r1wiO)+ ... +t'"w~O)+r't ), n~ ~lrol ,., ~uO)u ,Po·'I'u 

't~···'t'u 

wo die Summation iiber aile ganzzahligen Kombinationen der t'll .•. , 't'", 
ausgenommen 't'1 = ... = t'" = 0, zu erstrecken ist.S51) 

361) Zm Ermittlung der Mheren Naherungen geht man mit Born und Pauli 
(Anm. 350) nun ganz ebenso vor, indem man die zu (166) anaJogen Bedingungen 
ltir die einzelnen Naherungen aufstellt und sukzessive integriert, was mittels der 
Ergeb~isse der vorangegangenen Naherungen stets moglich ist, wenn die H(1), 
H(2); ••• von den "}o>, fijO) unabhiingig sind. Unter diesen Voraussetzungen de
generieren die letzten 2 (8 - u) Gleichungen (1611) in 

"i = 'a}O) , Pi = fJjOl (j = 1, 2, ... , 8 - u) 

fiir beliebig hohe Naherungen. Setzt man jedoch wie im Text nur die Unab
hangigkeit von qfo von den IijO), ~?) voraus, so mu8 man sich zur Ermittlung 
der hOheren Naherungen einer Fortsetzung des Verfahrens bedienen, welche der 
unter 2. geschilderten Methode angepa6t ist. - Das mathematisch iiu.f\erst ele
gante Verfabren ergab sich Born und Pauli durch Verallgemeinerung einer von 
Born und Brody auf die spezielle Behandlung eines Systems von gekoppelten 
Resonatoren mit Bchwach unh&rmonischer Bindung zugeschnittenen Methode. 
Siehe M. Born und E. Brody, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 140 oder V 25 (M. Born), 
Nr. 30, wo p. 671-673 die Methode ebenfalls geschildert ist. ferner E. Schro
dinger, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p.170. 

Da der Ausdruck "'1 ro~O) + ... + ~"co~) bei beliebigen festen co~O), ••• , ro~) fur 
absolut genommen hinreichend grotle positive und negative Anzahlen "'r beliebig 
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Wie das Ergebnis (1611) zeigt, besitzt das gestorte System in 
erster Naherung hier die Eigenschaften eines bedingt perwdischen 
Systems mit dem gleichen Periodizitiitsgrad wie das ungestorte System. 
Die GroBen Ir in (1611) bzw. (162a) werden daher innerhalb dieser 
Naherung zufolge Nr. SA. adiabatische oder Parameterinvarianten dar
stellen und den allgemeinen Quantenbedingungen (133) zu unterwerfen 
sein. Die Anzahl der Quantenbedingungen des ungestorten und des ge
stmen Systems sind hier also gleich. Wie aus (1611) unmittelbar er
sichtlich ist, werden diese Quantenbedingungen in jene des ungestorten 
Systems iibergehen, wenn man E -4 0 macht und damit die auBeren 
Storungen zum Verschwinden bringt; indem man diesen Vorgang un
endlich langsam und umkehrbar vor sich gehen laBt, erkennt man, 
daB er sich in keiner Weise von den in Nr. SA. betrachteten Para
meterverschiebungen unterscheidet. Durch Umkehrung dieses Gedanken
ganges und Benutzung des Ehrenfestschen Adiabatenprinzips ist damit 
die auch prinzipiell bedeutsame Moglichkeit gegeben, die Quantelung 
des gestorten Systems direkt aus jener des ungestOrten Systems abzu
leiten 85!), 'UJobei E(O) in (1631) seine urspriJ,nglichen Quantenwerte bei
behiilt. 

2. Wenn die ungestorte Bewegung entariet ist (u < s) und die 
GrofJen a;O), 7i5°) in der Storungsfunktwn erster Ordnung (164), nament
Uch aber in ¥o 'Vorkommen, so gibt die unter 1. vorgenommene infi
nitesimale Beriihrungstransformation (1611), (167) wieder die ge
wiinschten Uniformisierungsveranderlichen lr' wr f'dr die ersten u Frei
heitsgrade in erster Niiherung; die Gro..Ben a/, ~/, welche ihr zufolge 
aus den a5°), 7i~0) hervorgehen mogen, sind nun aber ungleich den a" Ii, 
in (1611) noclt Funktionen der Zeit, die nsch (157b), (164) und (167) 
jetzt den kanonischen Differentialgleichungen 

klein gemacht werden kann, und zwar unendlich oft innerhalb des Summations
bereiehes von (167) ("hOhere Kommensurabilititten" der Himmelsmechanik), so 
konvergiert die Reihe, wieBruns gezeigt hat, nur filr Verhaltnisse w~) : w~o> : ..• : 0>::> 
von bestimmten zahlentheoretischen Eigenschaften [vgl. z. B den II. Band des in 
Anm.346) genannten Werkes von (Jharlier, p. 307, oder VI 2, 12 (E. T. Whittaker), 
Nr. 12]. Der dadurch vernrsachte Mangel an gleichmiiBiger Konvergenz von 
(167) ist bei bedingt periodischen StOrungsproblemen naturgemiW nur in der an
gewendeten Methode begriindet und braucht daber innerhalb der vorliegenden 
Nummer nicht weiter in Betracht gezogen zu werden. Bei nicht bedingt perio
dischen Systemen hingegen, z. B. beim Dreikorperproblem, ist diesem Umstande 
prinsipielle Bedeutung beizumessen, s. Nr. 16. 

362) Siehe z. B. P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 827, namentlich 
aber N. Bohr [2], I. Teil, § 2 und Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, I. Kapitel, 
§ 4, ferner p. 998 und Anm. 285). 
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(168) d7Jj 0 y:s'o (j 1 2 ) (it = I; oaj =, , .. . ,s-u 

geniigen mussen. In diesen GroBen ausgedruckt, erscheint an Stelle 
des Energieausdruckes in erster Naherung (1631) jetzt die von der 
Zeit abhangige Funktion 

(163,') E=E(O)(lu "', Iu) + E1JIo(11l"" I .. , ";"'" Ii:_,., 7i:,.", 1f.-.. ), 
Durch die Aufstellung der Gleichungen (168) fur die "sakularen" Sto
lungen ist die weitere Behandlung des Problems auf jene eines be
liebigen Systems von s - u Freiheitsgraden zurUckgefuhrt. Fur die 
in der vorliegenden N ummer aUein in Betracht kommenden Fane 
kann vermutet werden, daB die Losungen von (168) bedingt periodi
scher Natur, etwa vom Periodizitiitsgrad '1" - u, sind und daher ent
weder direkt durch Variablenseparamon (Nr, loa) oder mittels der hier 
geschilderten storungstheoretischen Methoden (I, II) aufgefunden wer
den konnen,S5S) Man erhii.lt dann entweder exakt oder in entsprechen
der Anniilierung an Stelle der a,', Ps' neue, uniformisierende kanonische 
Variable w,.+1' ,.,., w .. ,; 1"+11 .... , 1,., (vgl. (162b)) mit den neuen Be
wegungskonstanten "0"" Ii,_u'; ~lI"" ~._ .. " welche die sakularen 
Storungen (168) jetzt ebenso beschreiben, wie vordem die GroBen 
w~o), ' .. , w~); 1~0), ',., I~O) und liiO), ... , a~'2.u; iiiO), "', (J~~,. das ungestorte 
Bewegungsproblem; denkt man sich die beiden Beruhrungstransforma
tionen, welche hier zur voUstandigen Ermittelung der ersten Nahe
rung in den gewiinschten Uniformisierungsvariablen erforderlich waren, 
"zu einer einzigen zusammengefaJlt, so entspricht ihre Transformations
iunktion, dem allgemeinen Ansatz (160) zufolge, des sen heiden ersten 
Gliedern S(O) + 1;8(1), wo 8(1) nun naturlich von (167) verschieden ist. 
FUr die Energie erhiilt man in erster Naherung mittels der neuen 
Veranderlichen aus (163l1,) 

(163s) E = E(O)(lu ... ,1,.) + Eqr~(~, ., ., I .. . 1,,+1' ... ,1,.,), 

woraus unmittelbar deutlich wird, dafJ der Periodieitiitsgrad des ge
stOrten 8ystems hier jenem der ungestorlen Bewegung gegeniiber euge
nommen hat. Will man die Bewegung mit hoherer als der ersten An
naherung kennen lernen, so hat man, je nach den Umstiinden, wieder 
den unter 1. oder 2. geschilderten Rechenvorgang zur Anwendung zu 
bringen.8M) 

368) Man wird dann y:s'o etwa nach einem darin auftretenden, kleinen kon
stanten Parameter 7j entwickeIn und die unter 1. oder 2. skizzierten Methoden 
zur Anwendung bringen, oder, falls ein Bolcher Parameter nicht zur Verfiigung 
steht, das unter II. geschilderte Verfamen zu benutzen trachten. 

364) V gI. § 2 der in Anm. 350) genannten Arbeit von Born und Pauli, wo 
indessen bloB des FaUes gedacht wird, daB (168) sich direkt mitte1s Separation 
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Um die stationaren Zustande eines siikUlar gestorten Systems fest
zulegen, hat man nach Nr. 14 die allgemeinen Quantenbedingungen 
(133) auf die u' GroBen Ill"" 1u, lu+l1 ... , I". anzuwenden, wodurch 
die Energie des Systems nach (1632) ebenso eindeutig festgelegt wird, 
wie etwa zufolge (1631) fur ein bloB periodisch gestOrtes Problem mit
tels der u Gro.Ben 111"" lu' Die stationiiren Zustiinde eines sakular 
gestorten bedingt periodischen Systems werden also durch eine grof3ere 
Anzahl von Quantenbedingungen bestimmt als jene des ungestorten oder 
periodisch gestvrien Systems. Wahrend die adiabatische oder Parameter
invarianz der Zahlwerte der 11 , ..• ,1", 1u +1 ,"" Iu' innerhalb der vor
gesehenen Annaherung auf Grund der Ergebnisse von Nr. SA allge
mein sichersteht, solange E + 0, wird sie fur E -+ ° offenbar nur mehr 
bei den 11 , ••• , 1" erhalten bleiben konnen 555), trotzdem dann auch die 
Funktionen I" + l' .•. , Iu' gegen endliche Grenzfunktionen I! + l' ... , I:' 
konvergieren, wie aus der in (162b) gewahlten Schreibweise entnom
men werden kann.956) 

3. Abgesehen von den beiden in 1. und 2. geschilderten Haupt
fallen kommen namentlich fur die quantentheoretischen Anwendungen 
zwei moglicherweise wichtige Nebenfalle in Betracht, bei welchen die 

der Variablen losen laBt. -Uber die Bedeutung jener Falle, in welcben die all
gemeine Losung von (168) nicht von bedingt periodischer Natur ist, und uber 
deren Bewertung in der Literatur vgl. man Nr. 16 a. Jedenfalls ist (168) fiir 
aile bisher durchgerechneten Stornngsmoglichkeiten des WasserstoffatommodellB 
(und damit ebenso fiir das He+) separierbar gewesen, so daB sich innerhalb des. 
vorliegenden Abschnittes ein Eingehen auf die anders beschaffenen Moglich
keiten eriibrigt. 

355) Wie man sich etwa durch Anwendung von (128) auf (1631 ) und (1632) 

leicht iiberzeugen kann, sind die Grundschwingungszahlen COl"'" CO" fiir daB 
periodisch gestorte System oder f'rlr die ersten u, periodisch gestorten Freiheits
grade des sakular gestorten Systems stets endlich, wahrend jede der Grund
schwingungszablen /l)u+l"'" /l)u' zugleich mit f proportional den storenden 
Kraften wird. LiiJH man f gegen Null gehen oder von Null aus anwachsen, so 
mrd es also unmoglich sein, die Anderung der auJ3eren Stornngen beliebig klein 
gegen jene der CO u + l' ... , IDu' zu machen, so da5 eine Andernng von B wahrend 
dieses Grenziiberganges nicht als "unendlich la.ngsam und umkehrbar" gelten 
kann, wie dies nach Nr. SA fiir den Beweis der Parameterinvarianz von Iu,+1' ... ,Iv.' 
unerlaBlich ware. Vgl. dazu etwa auch N. Bohr [2], 1. Teil, § 3, p. 30-31. -
-Uber die Frage, wie sich das Bakular gestorte Atom wiihrend der Entstehung 
iiufJerer Felder verhil.lt, vgl. man Nr. 1';\ Anm. 436). 

366) Um 'Fe! in (163,) zu berechnen, hat man ahnlich wie auf p. 1029 daB 
Zeitmittel des Potentials der Storungskrafte uber die ungestorte Bewegung zu 
bilden, hier aber gerade uber diejenige, bei welcher die IU+l'" ., It" in (162b) 
durch die im Texte erwahnten GrenzwerteI: + l' ... , I:, fUr f = 0 ersetzt wor
den sind. 
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vorausgesetzten EntarfJwngssustiinde des ungestiYrten Systems von der bis
her aufgetretenen "eigentZichen Entartung" ars "sufiillige Entartung", so
wie als "GrensentOl1'tung" unterschieden werden. 

Wii.hrend die eigentliche EntMtung gegenuber dem nicht entarteten 
Bewegungszustand durch das aUgemeine Verschwinden von s - u Grund
schwingungszahlen ro J des Systems gekennzeichnet werden kann, wird 
bei der zufiilligen Entartung vorausgesetzt, daB etwa 6 von den u 
Grundschwingungszahlen Iilr der Bewegung (u < s) nur fiilr gans· be
stimmte Wertesysteme 11°), ... , l~O) 'lJerschwinden.857) Wie sich zeigt, wird 
der allgemeine Ansatz (160) fiir die Wirkungsfunktion S des Storungs
problems unter diesen Umstii.nden hinfallig und muB, der Bohlinschen 
Methode entsprechend, durch eine Entwickelung nach aufsteigenden 
Potenzen von VE ersetzt werden. Die Analyse der sii.kularen Storungen 
ergibt hier das Auftreten einer Anzahl u neuer Grundschwingungen 
(u < s - u), fiir welcbe die zugehOrigen kanonischen Uniformisierungs
variablen Wu+l, •.• , wu+u; IU +1,"" lu+u in erster Nii.herung ermittelt 
werden Mnnen; da die Entwickelungen der GroBen 1U+ 1' • _, I .. +u 
aber mit zu ys proportionalen Gliedern beginnen, so daB die 1,,+1, 
.•. , Iu+u fiir E -- 0 zugleich mit den neuen Grundschwingungszahlen 
stetig gegen Null gehen miissen, so sieht man unmittelbar, daB sie in 
bezug auf hinreichend kleine Werte von E 7ceine adiabatischen oder 
Parameterinvarianten der Bewegung darstellen konnen.858) 

1m Falle der Grensentartung handelt es sich um ii.hnliche Ver
haJ.tnissej sie tritt ein, wenn einige der Ir des ungestorten Systems 
die Grenzwerte einer Realitii.tsbedingung annehmen. Setzt man z. B. 

357) Hierl'iir geniigt auch schon das Auftreten zufalliger KommensurabiZi
tiiten zwischen den COr' da man dann, il.hnlich wie in Anm.318), eine Beriih
rungstranBforma.tion dazu benutzen kann, um einige von den /l)r auf Null zu 
tra.nsformieren. Die zufiillige Entartung entspricht daher den sogenannten nie
deren Kommensurabilitiiten der Himmelsmechanik (z. B. KommensurabilitiLt der 
Planetenbahnen); da die Quantentheorie jeweils ganz bestimmte Wena der Ir 
auszeichnet. kann sie far einzelne Quantenzustil.nde bestimmter Modelle von be
sonderer Bedeutung sein. Sie wird es aber ;edenfalls tWl' die allgemeine Beur
Uilung des Effektes unendUch langsamer, umkelvrbflll'er Paramete'I"IJerschiebungen 
sBin, welche Binen vO'I'gelegten stationaren ZUBtand so veriindern, dajl wiilvrend der 
Verschiebwng gewisse Kommensurabilitaten zwischen den /l)r entweder direkt ork,. 
mit grolJer Annahenmg passim werden. Siehe dazu Anm. 360). - Auf das Be
atehen von Schwierigkeiten dieser Art bei Parameterverschiebungen hat bereits 
J. M. Burgers [1], p. 244, in Verbindnng mit seinem BeweiBe fur die POII'amettf'
in'llarian'z der Ii: (Anm. 71) hingewieBen, doeh hat jiiDgst M. 'II. Laue, Ann. d. 
Phys. 76 (1926), p. 619, zeigen konnen, da.13 derartige KommeDsurabilitii,ten fUr 
jeneD Nachweis in vielen Fiillen nnbedenklich sind (Zusa.tz bei der Korrektur). 

368) V gl. dllozu Anm. 355). 
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bei der relativistischen Keplerbewegung (s=u=2) (Nr. 15a) n = k, 
wahrend im allgemeinen n":> kist (p. 1016), so erhlilt man Kreisbahnen 
mit den beiden in7commensurablen Grundschwingungszahlen Wn und CiJ .. ; 

die allgemeine relativistisehe Keplerellipse, welehe einen zweidimensio
nalen Kreisring in der Bahnebene uberall dieht bedeckt, geht hier
bei in eine eindimensionale und geschlossene Grenzkurve uber. Die 
sakularen Storungen eines derartigen Bewegungstypus lassen sich auch 
wieder mittels Uniformisierungsveranderliehen beschreiben, welche fUr 
E ---+ 0 gleich den zugehOrigen Grundschwingungszahlen stetig gegen 
Null gehen, so daB die betrefl'enden I u + 1, ••• , Iu+u fur hinreichend 
kleine Werte von c aueh wieder keine Parameterinvarianten darstellen 
k6nnen.358) 

Die quantentheoretisehe Behandlung derartiger Falle bietet ge
wisse Schwierigkeiten, welche eben damit zusammenhangen, daB die 
neuaufhetenden GraBen IU+l' ... , I u+u fur c--O gegen Null gehen, 
wlihrend die erhaltenen Entwickelungen der benutzten Methode zu
folge im allgemeinen nur fiir so kleine Werte von c konvergieren, 
daB damit die Anwendung der mittels (134) normierten Quanten
·bedingungen (133) auf sie illusorisch wiirde. 1st jene Konvergenz in
dessen fiir hinreichend groBe Werte von c vorhanden, so kann mit 
Riieksicht auf das Korrespondenzprinzip wohl nicht daran gezweifelt 
werden, daB die Anwendung von (133) hier ebenso zu erfolgen hat, 
wie bei den unter 2. behandelten sakularen Storungen eigentlich ent
arteter Systeme.359) Unabhlingig von dieser Frage ist es aber von In
teresse, die Konsequenzen der Annahme 

(169) IU+1 = 0, ... , Iu+u = 0 
fiir daB gestorte System zu verfolgen, da (169) naeh dem Obigen jeden
falls fiir die ungestorte Bewegung gilt, und eine diesbezugliche Ver
fiigung iiber die Konstanten h~O) in den betreffenden Quantenbedin
gungen (133) solange freisteht, als ihr von der Erfahrung nicht wider
sprochen wird. Wie sieh zeigt, bedeutet (169) dann das Bestehen und 
die Erhaltung ganz bestimmter Phasenbeziehungen im gestorten System, 
so daB die gestorte Bewegung den gleichen Periodizitiitsgrad u behalt 
wie die ungestorte Bewegung.360) 

359) Diese Folgerung acheint hingegen von Born und Heisenberg bzw. 
Nordheim (Anm. 350) geleugnet zu werden, ohne da6 dafiir eine genauere Be
griindung ersichtlich ware. V gl. jedoch Anm. 360) und bereits J. M. Burgers 
[11, § 26, p. 143/144. 

360) Dieses Ergebnis ist auf Grund der Anm. 318), 357) wohl ohne weiteres 
einleuchtend; seine eingehende Begrundung geben Born und Heisenberg bzw. 
Nordheim (Anm. 350), welche auch zeigen, da6 im allgemeinen eine endliche 
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II. Wenn in dem zu integrierenden Storungsproblem kein kleiner 
konstanter Parameter zur Verfiigung steht, so kann man mit Delaunay 
und Epstein S61 ) ein bedingt periodisches System von der gleichen An
zahl von Freiheitsgraden wie an dem vorgelegten Problem als Aus
gangssystem wahlen, dessen Bewegung der zu untersuchenden "mog
lichst nahe" kommen soll.362) 1st H(0)(11°), ... , 1~0») die Hamiltonsche 

Anzahl verschiedener zuliissiger Phasenbeziehungen moglich ist, zwischen denen 
dann noch eine anschlieBende Stabilitiitsuntersuchung zu entscheiden hat. Zu ihrer 
Ermittlung kann man bei der zufiilligen Entartung die GroBen wu+ l' ... , Wu + u; 
I u +1, .. ·,Iu+u als Konstante betrachten und das Storungsproblem nach 1. oder 
2. mit beliebiger Annaherung durchfiihren. 1m Ausdruck (163) fUr die Energie 
des gest6rten Systems sind dann E(1), Em, ... nach Ausfiihrung von (169) noch 
von den wu+ll "" wu+u abhangig. Man bestimmt sie, indem man die u Glei
chungen 

nach den wu+1 ' ••• , wu + u auflost, wodurch fiir die verschiedenen moglichen 
Wurzelsysteme Funktionen der II"'" Iu erhalten werden. Setzt man diese in 
den Energieausdruck ein, so bekommt man EUl, EU), ••. ebenso wie E(O) als 
Funktion der 111 .•. , Iu allein; bei einer quantenmaBigen Festlegung der 
II , ... , lu nach (133) erscheint E daher ebenso allein durch QuantengroBen be
stimmt, wie bei den vorangegangenen Hauptf'allen 1. und 2. - Bei der Grenz
entartung fiihrt (169) an Planetenbahnen zu den periodischen L6sungen 1. Art 
von Poincare [siehe z. B. VI 2, 12 (E. T. Whittaker), Nr. 5 u. 6]. 

Wiirde man (169) als alleiniges Ergebnis einer formalen, durch das Korre
spondenzprinzip jedoch nicht zu begrnndenden Anwendung der Quantenbedin
gungen auffassen, so ware damit der von Bohr aus dem Korrespondenzprinzip 
in Ubereinstimmung mit (138) gefolgerte allgemeine Satz in gewissem Sinne 
durchbrochen, dajJ die Anzahl der Quantenbedingungen beUebiger ungestorter oder 
gestOrter Systeme mit deren Periodizitiitsgrad iibereinstimmen mup. Eine gewisse 
Begriindung fUr den Ausschlup aller ubrigen Quantenstufen von (138) mit h~q) = 0 
lr' = u + 1, .. " u + u) gegenuber (169) kann nur in der vielleicht plausiblen 
Forderung gesucht werden, dap die gestOrte Bewegung bei 8 ~ 0 stetig in die un
gesto'rte Bewegung iibergehen miige. Wie am Ende von 1. hervorgehoben, ist sie 
dort von selbst erfiillt und bei 2. gilt ahnliches wenigstens fiir bestimmte von 
den ungestorten Bewegungen, falls man die h~O) in (133) fiir das ungestorte und 
das gestorte System in entsprechender Weise festlegt. Ein starkes Argument 
gegen den Ausschlu6 der erwahnten Quantenstufen in (169) bildet jedoch die im 
Zusammenhang mit Anm. 357) wichtige Bemerkung, dafJ es nUT bei Anwendung 
der '/Jollstiindigen Quantenbedingungen (183) moglich zu sein scheint, den st6renden 
Einfiup der niederen KommensurabiZitiiten bei der Ausfilhrung unendlich lang
samer, umkehrbarer Parameterverschiebungen mogZichst weitgehend zu unterdriicken. 

361) Siehe Anm. 347) und 848), namentlich aber VI 2, 12 (E. T. Whittaker), 
Nr. 10, wo die Methode in wesentlich speziellerer Form am Dreikorperproblem 
auseinandergesetzt wird. 

362) In diesem Punkte wurzeln die Vor- und Nachteile der Methode zu
gleich. Welche Bewegung kommt der erst zu untersuchenden "moglichst nahe"? -
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Funktion dieses Hilfssystems (der "ersten intermediiiren Bewegung'~ und 
b d t d· G"o (0) ](0)( - 1 2 ). -(0) /./(0)(' - 1 2 ) eeuen Ie rOJ.lenWr'r r-, , ... ,u,aj''''j .J-, , ... ,s-u 
seine Uniformisierungsvariablen bzw. Bewegungskonstanten, so werde 
vorausgesetzt, da13 die Hamiltonsche Funktion H des zu untersuchen
den Problems in der Form 
(170) H(I;O), w~O»), ajO), (3;0» = H(O)(l;O») 

+ :E @~,.""u cos 2:'t(~lW~O) + ... + -ruw~) + r", ... "J 274) 
'Z'l ~ •• 't'u • 

dargestellt werden kann. Nun hat man ebenso wie bei 1. zwei Haupt
faIle voneinander zu unterscheiden: 

1. Wenn das gewahlte Hilfssystem entweder nicht entartet (u = s) 
oder so beschaft'en ist, dag u < s die Gro13en a\O), 73(0) in den Entwicke-

J J 

lungskoeffizienten (I)", ... "u von (170) nicht vorkommen, so kann ohne 
Beschrankung der AIlgemeinheit <Po = 0 angenommen werden. Dann 
sei (I)~~) ... 'tu derjenige von den Entwickelungskoeffizienten, welcher den 
numerisch groj3ten Wert besitzt; man definiert nun durch 
(171) H(l) (1;0), w~O» = H(O)(I~O» 

+ (I)~~l ... "u (]~O» . cos 2:'t(-r1 WI + ... + r:uwu + r", ... T.J 

die Hamiltonsche Funktion der "zweiten intermediiiren Bewegung". Da 
nach dem Energiesatz in dieser Naherung H(l) = E sein muS, konnen 
die ](0) nicht mehr konstant und die w(Ol nicht Hing-er lineare Funk-

r r ~ 

tionen der Zeit sein. Die kanonische Transformation 
PO) = 1:' 1(1) 

I 1 1 

(Q = 2, 3, ... , u) 

W(l) = T w(O) + ... + T w(O) + r~ ~ 
I 1 1 u u ·,· .. ·u, 

W(l) = w(O) ](0) = 1(1) + 1:' 1(1) 
~ f( , f( ~ f( 1 

(172) 

liefert zunachst 

(171') H (I) = H(O)(I-(l) 1(1) 1(1» 
l' 2"'" u 

+ (1)(1) ~(I(l) 1(1) .• , ](1». cos w(I)E 
", . .. ~u l' 2' 'u l' 

Wahrend diese Frage allgemein wohl unbeantworlbar bleibt, wird die andere 
nach der Unabhangigkeit des Endergebnisses von dem gewahlten Hilfssystem 
wohl unter einigermatlen definierten V orauBsetzungen erbracht werden konnen. 
Wenn man sich dem Gegenstande der vorliegenden Nummer entsprechend, auf 
voraussichtlich bedingt periodische Probleme beschrankt, so fehlt auch hier noch 
der Nachweis, ob und inwieweit der Entartnngszustand des benutzten Hi1fs~ 
systems das Endergebnis beeinfiutlt, namentlich was seinen Periodizitatsgrad an
betrifft. [Vgl. dazu Epstein (Anm. 347), § 10, Ende.] AHe diese Bedenken, liber 
welche man sich gegenwiirtig wohl nur durch Ignorierung aHer Schwierigkeiten 
hinwegsetzen kann, kommen bei den unter I. geschilderten Methoden ganz von 
selbst nicht in Betracht. - Eine wesentlich giinstigere Stellungnahme zu II. 
gegeniiber 1. vertritt jiingst J. Woltjer, Ztschr. f. Phys. 31 (1926), p. 107 (Zusatz 
bei. der Korrektur). 
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welcher Beziehung offenbar eine separierbare Hamilton-Jaoobische Diffe
rentiaIgleichung entspricht, da 

(172') 1(1) = const. 
~ 

((> = 2, 3, ... , u) 

wird. Fiihrt man anstatt w(l),I(l) das Paar W(l) 1(1) 'on neuen Uni-
1 1 l' 1 

formisierungsvariabeln ein, was rechnerisch allerdings nur mit Be-
nutzung von Entwickelungen nach einem kleinen konstanten Parameter 
durchfilhrbar ist S611a) , so bekommt man mittels der neuen Verii.nder
lichen fiil: H(l) eine Funktion von den 1~1), ••• , I~l) aUein; (170) 'er
halt dann die Form 

(170') H = H(l)eI;l») + ~ ~~",:,~", cos 2".C'~~wil) + ... 
'tl···t'" 

+ ' (1)+ ) 
""WI' r~l'''''t: .. '' 

auf welche das Venahren nun wiederum von neuem angewendet wer
den kann, bis zu dem gewiinschten Grade der Anniiherung. Off~nbar 

liegt es in der Methode selbst begriindet, daJ3 man nicht ohne weiteres 
in der Lage sein wird, auf diesa Weise einen bestimmten vO'1'gegebenen 
Anniiherungsgrad zu erzielen. Eine unerwiinschte Folge dieses U m
standes ist, daJ3 die adiabatische oder Parameterinvarians der "Wir
kungsvariablen" l~m) dann genau genommen nur fiir die (m + 1)te 
"intermediare" Bewegung einen exakt angebbaren Sinn besitzt, filr 
die wirkliche Bewegung gegebenenfalls aber nur von hOchst proble
matischem Werte sein kann, namentlich dann, wenn die Konvergenz 
von (170) eine sehr schlechte ist. Wie man sieht, stimmt der Periodizi
tiitsgrad der durch die verschiedenen intermediaren Bewegungen zu 
ersetzenden gestorten Bewegung hier mit jenem des Hilfssystemes. itoer
ein, und dies gz7J; auch fur die Anzahl tIer Quantenbedingungen, welche 
man dann fur die I;m) nach (133) einzufiihren haben wird. - Wiihrend 
die soebengeschilderte Methode dem nnter I behandelten Falle 1. der 
periodischrm StOrungen entspricht, bekommt man das Analogon zu den 
siikularen Storungen (2.). 

2. wenn das gewihlte Hilfssystem entartet ist (u < s) und die 
GroJ3en "jO)ii}0) in den Entwickelungskoeffizienten W"l'''~'' von (170) 
vO'1'kommen. Rier mnB zunachst das Glied ~o(1;O), ")0), jjJO») in (170) 

362&) Vgl. P. B. Epstein, Anm.247. §§ 7, 8. Es zeigt Bieh, daa die mittels 
der I.P), W~l) beschriebene Bewegung von zweierlei Charakter sein bnn ["Libra
tion" und "Periodizit§.t" (nach E.pstein) bzw. "Rota.tion" (na.ch Born und Pauli)]. 
von denen jedoch der erstere von der Whittakerschen Methode (vgl. ADm. 348) 
nicht mitumfaBt wird. Eine ganz ana.loge Duplizit!i.t tritt nach Born und Pauli 
(Anm. 350) bei 1 auf. jedoch nur im FaIle 2. 
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berficksichtigt werden, falls es von Null verschieden ist.SGS) Dann ist 
die eweite intermediiire Bewegung durch die Hamiltonsche· ·Funktion 
H(l) = H(o> + 9 0 definierlj wegen 

Ip> = I~O) = const. (r = 1,2, ... , u) 

reduzieren sich ihre ,Bewegungsgleichungen auf das System von 
2(s - u) kanonischen Differentialgleichungen 

da(O) o~ d~<O) o~ 
(173) -' = __ 0_ _J = _0 (j 1 2 ) 

dt opjO)' dt oajO) =, , ... ,s-u, 

III welchen ~o analog zu Eyro in (168) durch einen entsprechenden 

363) Dieser Fall tritt bei Epstein [Anm. 247), § 10] nur in sehr undurch
sichtiger Form auf, indem (170) dort fur den vorliegenden Fall ebemo wie fUr 
U = 8 in eine 8-fache Fouriersche Reihe entwickelt wird, welches Verfahren bloB 
rein formal ist, da es unendlich viele konstante Reihenglieder ergibt, deren Auf
einanderfolge und GroBe von der benutzten, unendlich vieldeutigen Wahl der 
"uneigentlichen" Uniformisierungsvariablen w:?~l"'" w~o); I~o;'l' ... , F(0) wesent
lich abhiingen. An Stelle dieser Teilreihe konstanter Glieder von (170), welche 
z. B. divergieren kann, ergibt die obige, konsequentere Behandlungsweise den 
Entwicklungskoeffizienten dio' so daB man nun iiberblicken kann, zu welchen 
bedenklichen Konsequenzen die Voraus8etzung fiihren muLl, ~o durch eine solche 
konvergente Reihenentwicklung ersetzen zu diirfen. Wahrend die natiirlich eben
fa.lls nicht immer unbedenkliche Vorau88etzung einer konvergenten Entwickelbar
keit ron H nach einer U· fachen Fourierreihe implizit auch in dem unter I. be
nutzten Verfahren steckt [vgl. dazu Anm. 361), na.mentlich aber Nr.16], wird 
die obige, von Epstein stillschweigend gemachte weitergehende Annahme zum 
Ursprung der unrichtigen Behauptung, daft das Verfahren II., ungleich jenem 
von 1., 8tet8 mit beliebiglJ'll Anniiherung zu filr die Quantelung geeigneten Unifor
misierung81Jariablen fiihren mUsse. Wie im Text hervorgehoben, trifft dies nur 
dann zu, wenn das hier auftretende, zu (168) analoge System von kanonischen 
Differentialgleichungen mittels solcher Veranderlicher integriert werden kann, 
was ebenso wie bei I. nur fUr die innerhalb der vorliegenden Nummer in Be
tracht kommenden Falle vermutet werden kann. Indem Epstein jedes einzelne 
aeiner Entwicklungsglieder von ~o fiir sich mit H(O) bzw. H(1), .•. vereinigt 
und als eigene, neue "intermediare" Bewegung lihnlich wie unter II., 1. behan
delt, bleiben jene entscheidenden Schwierigkeiten unbemerkt; da man praktisch 
c10ch immer nur endlich viele Glieder einer unendlichen Entwicklung beriick
sichtigen kann, lauft der Mangel der Epsteinschen Behandlung dat'auf hinaus, 
daft 8ie nicht einmal den Einfluft des aperiodischen Gliedes ~o in (170) roll ZtI 

berucksichtigen vermag. 
Die vorstehende Diskussion wiirde im Zusammenhang mit dem in Anm. 862) 

Bemerkten den, Ge"danken nahelegen. alB richtig gewiihltes Bilf88'!18tem ilberhaupt 
nur ein 8olche8 gelten zu lassen, bei welchem von vornherein q;o = 0 wird. Da
durch wiirde wenigstens eine untere Grenze fur den Periodizitiitsgrad des Hilfs
systems fes.tgelegt werden kOnnen, hingegen bleibt die Frage, inwieweit die ge
wahlte Bewegung der zll untersuchenden "moglichst nahe" angepailt ist oder 
nicht, weiterhin unbeantwortet. 
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Zeitmittelwert von H - HCO), genommen iiber die erste intermediiire Be
wegung, erhalten werden kann, und· zwar auch dann noch, wenn keine 
Entwickelung von der Gestalt (170) moglich ist.S64) Wie unter I kann 
vermutet werden, daS die Gleichungen (173) fur die in der vorliegen
den Nummer in Betracht kommenden FaIle separierbar oder mittels 
einer der hier behand, lten storungstheoretischen Methoden bei Be
nutzung von u' - u neuen Uniformisierungsvariablen (u' < s) integrier
bar sind; analog (163s) wird H(O) + Wo dann durch die it friiheren 
und die 'Ii - u neu hinzugekommenen "Wirkungsvariablen lC~) allein 
dargestellt werden konnen. Der Periodizitiitsgrad hat hier FdemndCh 
gegeniiber jenem des benutzten Ausgangssystems zugenommen und ahn
liches gilt auch fUr die Anzahl der Quantenbedingungen, welche del' 
intermediaren Bewegung nach (133) auferlegt werden konnen, falls 
man nach ihrer Ermittelung das Verfahren a bbricht. Will man zu 
weiteren Annaherungen iibergehen, so hat man (170) mittels del' neuen 
Uniformisierungsveranderlichen auszudriicken und nun ahnlich wie 
unter 1. einzelne periodische Glieder zu HCO) + «>0 hinzuzunehmen. 
Wenn u' < s, konnen die Entwicklungskoeffizienten noch 2 (s - u') 
von den GraBen aJO), ~~O) enthalten, so daB die Integration eines neuen, 
aus 2 (s - u') Gleichungen bestehenden und zu (173) analog gebauten 
kanonischen Differentialgleichungssystems notwendig werden und eine 
weitere ErhOhung des Periodizitiitsgrades zur Folge haben kann. Was 
den erzielbaren Annaherungsgrad' dieses Verfahrens und die Parameter
invarianz der von ihm gelieferten "Wirkungsvariablen" anbetrifft, so 
gilt hier das gleiche, wie es oben bereits unter 1. hervorgehoben 
worden ist. 

Uberblickt man die geschilderten storungstheoretischen Methoden, 
so findet man, dafJ der Periodizitiitsgrad der gestorten Bewegung nicht 
immer schon innerhalb der ersten Niiherung ermittelt werden kann (I, 2.; 
II,2.). Dies, sowie die Tatsache, daB unter Umstanden auch die in 
den storenden Kraften quadratischen Glieder zu beobachtbaren Effekten 
AnlaB geben konnen, lassen es angezeigt erscheinen, dann auch den 
hoheren Naherungen eine wesentliche physikalische Bedeutung fiir die 
betreffenden A.tomprobleme zuzuschreiben. Aus den am Ende von 
Nr. 15 a angefiihrten Grunden fur einen bestimmten Genauigkeitsgmd 
der Quantenrechnungen hingegen wird von Bohr der Standpunkt ver-

364) In diesem Falle kann man also wenigstens zu einer ersten Niiherung 
mittels (173) gelangen. - Der im Text betonte Umstand wird von Ep!3tein, 1. c., 
p. 317/318 hervorgehoben und ebenso wie oben mit dem von Bohr benutzten Er
gebnis (168) von 1. in Parallele gebracht, merkwiirdigerweise jedoch ohne den 
in der vorigen Anm. gezogenen Folgerungen nachzugehen. 

67* 
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treten; daJ3 fur die Festlegung der stationiren QuantenzustaD.de im 
wesentlichen aUein die erste Niiheru,ng einer storungstheoretischen 
Untersuchung in Betracht zu kommen hat.865) 

Von den in den Bereich der vorliegenden N ummer fallenden 
quantentheoretischen Anwendungen der storungstheoretischen Methoden 
ist vor allem die korrespondenzmiiBige Behandlung des Stark- und Zee
maneffektes der Balmer- und Heliumfunkenlinien bei hinreichend star
ken auBeren homogenen Feldem zu nennen, mit welcher Bohr die Er
gebnisse von Schwarssch~'ld und Epstein, Sommerfeld und Debye (p.1021, 
1023) in erster Niiherung bestatigt und die dabei auftretenden und 
bereits fruher erwahnten Entartungsverhaltnisse geklart hat. In glei
cher Weise hat Bohr femer eiDe storungstheoretische Behandlung der 
relativistischen Keplerbewegung (Nr. 16 a) geben konnen, indem er zeigte, 
daa die von der Relativitatstheorie bedingten A.bweichungen von der 
gewohnlichen Keplerbewegung in erster A.nnaherung auch alB durch ein 
schwaches auBeres zentrales Zusatzfeld hervorgerufen angesehen wer

·den konnen, dessen Potential dem Entfernungsquadrate verkehrt pro
portional ist.866) Von besonderer Tragweite fiir den Vergleich der 
Sommerfeldschen Fei'llstrukturtheorie mit der Erfahrung ist namentlich 
die Untersuchung des Einflusses kleiner aufjerer homogener elektrischer 
uno' magnetischer StOrungsfelder auf die relativistische Keplerbewegung, 
welche von Sommerfeld, Debye und namentlich von Bohr behandelt S61), 

von Kramers in allen Einzelheiten, insbesondere fur elektrische Felder 
beliebiger Starke, ausgefiihrt worden ist.86S) Die dabei zutage ge
tretene groBe Empfindlichkeit der Feinstrukturkomponenten bereits gegen
iiber ganz minimalen auaeren Ifeldstarken liiat es vollkommen erkliir-

866) Vgl. z. B. N. Bohr [2], [3]; Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117. - Wie 
bereits in Anm. 328) hervorgehoben, kommen hier die beiden Gesichtspunkte 
einer praktischen UneuliingZichkeit der benutzten Bewegungsgleichungen und einer 
prinzipiellen Unmiiglichkeit absolut scharfer Quantelung miteinander zur Beriih
rung. Wenn man, wie am SchluB von Anm. 323) angedeutet, das Problem der 
Spektrallinienbreite aut Grund der klassisch-elektrodynamischen Eigenschaften 
eines "Ersatzoszillators" mit Spektrallinienfrequenz zu losen versucht, so diirfte 
das zUlii,ssige GenauigkeitsmaB fiir die Quantenrechnung mit dem oben im Text 
gegeniiber Bohr eingenommenen Standpunkt im allgemeinen vertrii.glich sein, 
wodurch der B"Mschen Forderung auf etwas anderem Wege Recbnung zu tragen 
versucht werden kann. 

866) N. Bohr [2], II. Teil, § 3. 
367) A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 491; P. Debye, Phya. Ztschr. 

17 (1916)., p. 607; N. Bohr [2], II. Teil, §§ 4, 0; Proc. London Phys. Soc. 30 
(1928), p. 276. 

868) H. A. Kramers, Dansk. Vid. Selak. Bkr. 8, III (1918), §§ 4, 7, 8; Ztschr. 
f. Phys. 3 (1920), p. 199. 



11). Quantentheorie bedingt periodischer Syeteme. 1041 

lich erscheinen, daB die bisherigen Messungen der GroBe des "Wasser. 
stoffdubletts" bei verschiedenen Autoren noch immer merkliche Unter
schiede voneinander zeigen 318) und zum Teil von Sommerfelds theo. 
retischem Werte abweichenj da die bei den Messungen in Betracht 
kommenden Storungen vor aUem durch die inhomogenen und seiaich 
variablen molekular-elektrischen Felder der den leuchtenden Atomen 
benaehbarlen lonen und Molekiile verursacht werden, fur welche eine 
hinreichende theoretische Behandlung bisher noch nicht moglich ge
wesen ist, so muB man iiberdies auf eine noch wesentlich weitgehen
dere BeeinfluBbarkeit der Feinstrukturzerl~gungen gefaBt sem, als sie 
bisher von Kramers fiir makroskopische und konstante Felder Toraus
berechnet werden konnte. Die gleichen storenden Einfliisse diirften 
sich voraussichtlich auch bei der magnetischen Zerlegung der Fein
strukturkomponenten in erheblichem MaBe geltend machen, wo eine 
volle tThereinstimmung zwischen der zuerst von Sommerfeld und De
byeS61) gefolgerten Aufspaltung jeder einzelnen Feinstrukturkompo
nente in ein normales Lorentssches Triplett mit den Beobachtungen 869) 

bisher nicht erzielt werden konnte. Die bei der gleichseitigen Wirkung 
starker iiufjerer, homogener elektrischer und magnetischer Felder auf die 
(nicht-relativistische) Keplerbewegung zu erwartenden Verhaltnisse sind 
zuerst von Bohr S10) diskutiert worden, doch stehen fiir diesen Fall 
gegenwii.rtig noch keinerlei Beobachtungen zur Verfiigung, welche 
einen Vergleich mit den theoretischen Vorhersagen ermoglichen wor
den. Wahrend es Bohr verhaltnismaBig einfach ·gelang, den Fall par
alleler oder aufeinander senkrechter Feldrichtungen zu erledigen, glaubte 
er, daB es fur die sakularen Storungen bei unter einem beliebigen Winkel 

369) Siehe etwa. H. M. Hansen und J. O. Jacobsen, Dansk. Vid. Selsk. Medd. 
11, III (1921), Bowie K. Forsterling und G. Hansen, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), 
p. 26, ferner die dort zitierte liltere Literatur. Wahrend die erstgenannten For
scher an He+ im wesentlichen eine qualitative Best!l.tigung der Theorie erbalten, 
finden F&sterUng und G. Hansen an Ha und H~ eiDe Art Paschen-Backeffekt 
vom Typus der Alka.lidubletts (vgL dazu V 26, C. Runge). Da eine Verschieden
heit aus Modellgriinden wohl so gut wie ausgeschlossen ist, kann der beoba.ch
tete Unterschied direkt als Beweis fiir die Wirksamkeit der in beiden Fallen ja. 
mit Sicherheit verschiedenen storenden Einfiiisse der Nachbaratome angesehen 
werden. Eine theoretische Behandlung jener Einfliisse wird vermutlich a.uch 
wesentlich auf die Orientierung Riicksicbt nehmen miissen, welche die Nachbar
atome bzw. -molekUle durch das Magnetfeld erfa.hren. - Der stl!rende Einfiu6 
eiDes schwachen, homogenen, zum Magnetfelde senkrechten elektrischen Feldes 
a.uf den Zeemaneft'ekt der Feinstrukturkomponenten ist jiingst von H. C. Urey, 
Ztsehr. f. PhYB. 29 (1924.), p. 86; Danek. Vid. Selsk. Skr. VI (1924), Nr. 2, ein
gehender untersucht worden (Zusatz bei der Korrektur). 

370) N. Bohr [2], II. Teil, § 5. 
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gelcreusten F eldern unmoglich sei, die durch das Differentialgleichungs
system (168) gegebene Bewegung mittels fur die Quantelung geeig
neter Uniformisierungsvariablen zu beschreiben. Dieses Problem ist 
dann unabhangig erst von Epstein S71) und Klein 31f) mit positivem Er
gebnisse befriedigend erledigt worden 313), wobei sich Epstein im Gegen
satz zu allen iibrigen bisher angefiihrlen storungstheoretischen Unter
suchungen der von ihm entwickelten, oben unter II. geschilderlen Me
thode bediente. Ebenso wie der gleichzeitige EinfluB elektrischer und 
magnetischer Felder hat sich bisher auch der soorungstheoretisch be
rechenbare Zeemaneffekt 2. Ordnung 314) der Beobachtung entzogen.S15) 

16. Quantentheorie nicht bedingt periodischer Systeme. Wenn 
ein elektrodynamisches Gebilde aus mehr als zwei beweglichen elek
trischen Ladungen besteht, so werden flir seine Bewegung in den 
Grenssustiinden (121) oder (122), wie bereits in Nr. 14: (p.992) an
gedeutet worden ist, nur mehrfach periodische Parlikularlosungen des 
durch die Hamiltonsche Funktion (123) gekennzeichneten allgemeinen 
dynamischen Problems in Betracht kommen konnen. Erweitert man 
den Giiltigkeitsbereich der strahlungsfrei gemachten klassisch-elektro
dynamischen Bewegungsgleichungen nun wiederum versuchsweise auch 

371) P. S. Epstein, Phys. Rev. 22 (1923), p. 202, doch wurde das Ergebnis 
bereits Ztschr. f. Phys. 8 (1922), p. 319 angekiindigt. 

372) O. Klein, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 109. 
373) Vgl. femer W. Lenz, Ztschr. f. Phys. 24 (1922). p. 197, wo das Ergeb

nis Bogar ohne Benutzung der Storungstheorie auf elementarem Wege hergeleitet 
wird. - Eine storungstheoretische Bebandlung VOli O. Halpern, Ztschr. f. Phys. 
18 (1923), p. 287 gibt im Gegensatz zu den iibrigen Autoren kein Resultat in 
geschlossener Form, sondem in jener einer unendlichen Reibe von jedoch frag
licher Konvergenz. 

374) ..4.. M. Mosharrafa, Phil. Mag. 46 (1923), p. 514 berechnet den Effekt 
fiir die relativistische Keplerbewegung auf Grund der von ihm und von W. Wilson 
(Anm. 810) aufgestellten Form der Quantenbedingungen, li.hnlich wie bei seiner 
Behandlung des gewllhnlichen Zeemaneft'ektes (Anm. 338). Fib: die nicht-relati
vistische KepZerbewegung hat O. Halpern, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p.352 eine 
Berechnung veroffentlicht, jedoch ohne den zugehllrigen Energieausdruck explizit 
aufzustellen, so da.6 eine Nachpriifung der beiden Ergebnisse aneinander eine 
genauere Untersuchung erfordern wib:de. 

375) Schlie6lich ist von Burgers auch noch ein Versuch zur quantentheo
retischen Erfassung der Druck'IJerschiebung der Spektrallinien gemacht worden, 
vgl. J. M. Burgers [1], § 25. Die damit in unmittelbarem Zusammenhange ste
hende Frage nach der Druck:verbreite1'ung der Spektrallinien hat J. Holtsmark, 
Ann. d. Phys. 58 (1919), p. 677; Phys. Ztschr. 26 (1924), p. 73; Ztschr. f. Phys. 
31 (1925), p. 803, im Anschlu6 an die oben erwahnte Theorie des Starkeffektes 
eingehend und quantitativ zu beantworlen gesucht. Siehe ferner W. Lenz, Ztschr. 
f. Phys. 25 (1924), p. 299. 



16. Quantentheorie nicht bedingt periodischer Systeme. 1043 

auf gans beliebige stationare Quantenzustande derartiger Gebilde, so 
ergibt sich, daf3 die Quantenzustande der Modelle beliebiger Atome und 
Molekiile, abgesehen vom Wasserstoft'atommodell (Nr. 15), gewissen 

~ 
stetigen, mehrfach periodischen PartikularlOsungsfamilien der nicht be-
dingt periodischen Bewegung dieser Modelle angehOren miifJten.376) 

Bezeichnet man die Anzahl del' "mechanisch" (bzw. "dynamisch" 1146)) 

gezahlten Freiheitsgrade eines derartigen, ruhend gedachten Modelles 
wieder mit s, so ware z. B. fiir ein neutrales, durch auBere makro
skopische Felder (p. 1020) gestortes Atom mit Z-fach positiv geladenem 
Kern, s = 3Z, wie bei del' gestorten raumlichen Bewegung des Wasser
stoft'atommodelles speziell fiir Z = 1. Ebenso wie baim Wasserstoft'atom
modell erniedrigt sich diese Anzahl jedoch urn Eins fiir den feidfreien Fall, 
infolge del' hier willkiirlichen Orientierung der invariablen Ebene des 
Modells im Raume.377) Da nun del' Periodizitatsgl'ad u einer mehrfach 
periodischen Partikularlosung eines nicht bedingt periodischen Pro
blems oft'enbar hochstens s - 1 sein kann 878), so muB z. B. fiir ein 
Atommodell bei Z > 2, u < 3Z - 2 sein. Der Periodisitiitsgrad und 
zufolge (133) auch die Anzahl der Quantenbedingungen sind demnach 
fur Atome (Z > 2) und Molekiile grundsiitzlich kleiner als die Anzahl 
ihrer "mechanischen" Freiheitsgrade. Tatsachlich ist die Anzahl u del' 
"Quantenfreiheitsgrade", wie man aus den Atom- und Molekiilspektren 
auf empirischem Wege entnehmen kann, sogar im allgemeinen ganz 
wesentlich kleiner als s - 2 und spricht damit neben zahlreichen 
snderen Argumenten physikalischer und namentlich valenzchemischer 

376) .A. SmekaZ, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294; 16 (1923), p. 58. Siehe 
auch die Ubersicht fiber das Problem, welche jiingst von M. S. Vallarta, J. Math. 
and Phys. Massach. lnst. Techn. 3 (1924), p. 109 gegeben :worden iat. In we
niger systematischer Form und ohne Bezugnahme auf das :in Nr. 14 benutzte 
und erst spater aufgesteUte Bohrsche Korrespondenzprinzip ist obiger Satz auch 
bereits von J. M. Burgers [1], § 26 ausgesprochen worden. 'fatsachlich hat man 
sich seiner, wenn auch unausgesprochen, jedoch von den ersten Untersuchungen 
Bohrs angefangen, bei siimtlichen bisherigen Versuchen zur Aufstellung brauch
barer Atom- und Molekiilmodelle bedient, wie auch aus deren Schilderung-weiter 
unten im Text entnommen werden kann. 

377) Vgl. etwa J. M. Burgers [1], § 16; dieser Umstand ist in einer alteren 
Veroffentlichung des Referenten, Ztschr. f. PhYB. 4 (1921), p. 26 iibersehen worden. 

378) Ware er namlich gleich s, so miiBte die Bewegung nach dem in 
Anm. 307) erwahnten Satze von Herglotz von bedingt periodischem Charakter sein, 
was nach den Theoremen von Bruns und Poincare iiber die Eigenschaften der 
Integrale der Vielkorperprobleme (vgl. VI 2, 12, E. T. Whittaker, Nr. 4) unmog" 
lich ist. Allerdings unterscheidet sich das elektrische Vielk6rperproblem von jenem 
der Gravitation durch daB prinzipielle Auftreten von Massenkommensurabilitiiten 
und abstollenden Kriiften neben den anziehenden, doch wird die Giiltigkeit der 
erwahnten Theoreme davon nicht beriihrt. 
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Natur zugunsten weitgehender Symmetrieeigepschaften del' in den sta
tionaren Zustanden auftretenden Bewegungstypen. 

Eine allgemeine Methode zur Ermittlung jener stetigen., mehrfach 
periodischen PartikularlOsungstypen nicht bedingt periodischer Systeme, 
welche den gro!3tmogZichen Periodizitiitsgrad besitzen, ist gegenwarlig, 
noch nicht bekanntj in einigen Fallen scheint hierzu die von Poincare 
herriihrende Methode der charakteristischen Exponenten 879) geeignet zu 
sein, welche es ermoglicht, mehrfach periodische PartikularlOsungen in 
der Umgebung einer bereits anderweitig bekannten einfach periodischen 
ParlikularlOsung zu bestimmen.880) Von grundsatzlicher Bedeutung ist 
in diesem Zusammenhange, daB es im allgemeinen einfach periodische 
ParUkularlOsungen "verschiedener Instabilitiiff' gibt, welche durch stetige 
Veranderung der Integrationskonstanten der Bewegung nicht ineinander 
ubergefiihrt werden konnen. Die solchen Losungen. entsprechenden Fa
milien von mehrfach periodischen PartikularlOsungen werden dann 

379) H. Poincare, Acta Math. 13 (1890), p. 249; femer VI 2, .12 (E. T. Whit
taker), Nr. 12, p. 652. 

380) Vgl. A. Smekal, Anm. 376). Die Poincaresche Methode bezweckt ur
spriinglich eine Untet"suchung der Stabilitat einer vorgelegten rein periodiachen 
Partikularliisung gegeniiber kleinen Anderungen in den Werlen der Integrations
konstanten der Bewegung. Aus dem Verhalten der charakteristischen Expo
nenten kann nun geschlosBen werden, welche von den einzelnen Freiheitsgraden 
"Stllrungen" periodischer oder sll.kularer Natur erleiden; die sakularen Storungen 
bediirfen dabei allerdings einer iiber das Poincarescha Vanahren hinausgehenden 
Untersuchung, um im Anschlu6 daran den Periodizitll.tsgrad der der Ausgangs
bewegung benachbarten und an sie stetig anschlieBenden mehrfach periodiachen 
Partikularliisungen ermitteln zu konnen. Diejenigen Anderungen der Bewegungs
konstantan, welche die Stabilitat der Ausgangsbewegung im Sinne von Nr. 3 A. 
au{heben, entsprechen der Verschiebung von "Instabilitll.tsparametern" und miissen 
nach Nr. SA. und Nr.14: (p.995) fib:'ausgescklossen erklart werden (siehe auch 
weiter unten im Text); daB gleiche gilt fur solche Anderungen der Bewegungs
konstanten, welcha zwar die Stabilitat unberiihrt lassen, jedoch zu Na.chbarbe
wegungen von nicht bedingt periodischem Charakter fUhren. Zur Illustration 
des le1;ztgenannten Falles sei auf das in Anm. 10) und 11) erwahnte Herglots
Artinsche Beispiel eines quasiergodischen Systems von zwei Freiheitsgraden hin
gewiasen. [Da fib: 8 ~ 2 jedes quasiergodische System nieht bedingt periodisch 
ist, kommen fiir die Quantentheorie nur seine mehrfach periodischen Partikular
lllsungenl in Betracht, wiihrend seine allgemeinen quasiergodischen Bahnkurven 
ausgesehlossen werden miissen; im Gegensatz hierzu wiirde die altere sta.tistische 
Mechanik (Nr. 1) zufolge dem in Anm. 166) Bemerkten gerade den AusschluB 
jener Partikularlosungen fordem mussen.] 

Ersetzt man die rein periodische Ausgangsillsung durch eine mehrfach perio
dische PartikularlOsung, so kommt man mittels der Poincareschen Methode u. a. 
zu Ergabnissen, welche in naher Beziehung zu den in Nr. 16 b unter I, 3 ge
schilderten storungstheoretischen Fragen stehen. 
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ebenfalls voneinander vollig unabhangig sein und gegebenenfalls 
sogar einen verschiedenen Periodizitatsgrad besitzen konnen. Da 
Bach dem Korrespondenzprineip (Nr. 14) nur Quanteniibergiinge zwi
schen stationaren Zustanden moglich sind, welche einem einheitlichen 
Greneiustande (121) oder (122) zugeordnet sind, so mufJ ein Atom, 
dessen stationare Zustiinde 'aus derartigen voneinander unabhiingigen, 
PartikularlOsungsfamilien mittels der Quantenbedingungen (133) ausge
wahlt sind, mehrere voneinander vollig unabhiingige Spektralserwn be
sitsen, welche untereinander keine "Kombinationslinien" besiteen.881) Jede 
dieser Spektralserien nimmt dann ihren Anfang von einem energie
armsten Zustand des Atoms, unter denen wiederum jener mit der ab
solut kleinsten Energie als Normalsustand des Atoms anzusehen sein 
wird; da der Ubergang aus einem der anderen Serienanfangsquanten
zustande in ihn jetzt nur roehr auf strahlungslosem Wege (Nr. 18a) mog
lich ist, kann man jene als "metastab~7e" Atomzustiinde bezeichnen, im 
AnschluB an die von J Franck und seinen Mitarbeitern, anlaBlich des 
experimentellen N achweises dieser Erscheinung beim He eingefiihrten 
Terminologie. DaB das Spektrum des neutralen Heliums in Uberein
stimmung damit aus zwei, vollig unabhiingigen, miteinander nicht kom
binierenden Spektralserien ("Ortho"- und "Parhelium"spektrum) besteht, 
entspricht obiger V oraussage und ist im Zusammenhange mit dem Korre
spondenzprinzip namentlich von Bohr immer wieder hervorgehoben wor
den.382) Diese Ubereinstiromung von Tatsachen und aus dem Korrespon-

381) .A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294, wo in Anm. 1) auf p. 299 
auch entsprechende Beispiele am Dreikorperproblem angegeben sind, die fiir das 
Problem des Heliumatommodells von Bedeutung werden. DaB es bei Hinzunahme 
individueller Bedingungen, etwa bestimmter Stabt1itatsforderungen, auch Bchon bei 
bedingt periodischen Systemen voneinander unabhangige PariikularlosungBfamilien 
geben kann, freilich nicht analytisch, sondern nur im Sinne jener Zusatzforde
rungen, ist z. B. den Untersuchungen von Pauli und Niessen (Anm. 415) liber 
das Zweizentrenproblem zu entnehmen. Siehe etwa W. Pauli, I. c., Ende von § 8. 

382) N. Bohr [2], Ill. Teil, § 2; [3],2. Vortrag, p. 62f1'., 3. Vorirag, p. 100ff. 
- Mit Riicksicht auf die groBe prinzipielle Tragweite einer solchen Tatsache 
mull jedoch hervorgehoben werden, dall die beobachtete Nichtexistenz der er
walinten KombinationBlinien immer auch durch die Annahme sehr kleiner tJber
gangswahrscheinlichkeiten fiir die betreffenden Quanteniibergange gedeutet wer
den konnte - eine zwar mogliche Auffassung, die aber mit Riicksicht auf die 
Feinstruktur der beiden He-Serienspektren (Anm. 404), Bowie die EigenBchaften 
des "metastabilen" He-Zustandes von Franck als hochBt unwahrscheinlich an
gesehen werden mu~. (Die erwahnten Ubergangswahrscheinlichkeiten brauchen 
hierzu etwa bloj3 von der GrofJenordnung des Verhiiltnisses: Elektronenmasse zu 
Kernmasse zu sein 1) - Die jungst von T. Lyman, Nature 113 (1924), p. 785 ge
fundene He-Kombinationslinie entsteht vermutlich erst unter dem Einfl.u.6 eines 
storenden elektrischen Feldes (Zusatz bei der Korrektur). 
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denzprinzip gezogenen theoretischen Folgerungen scheinen dafiir zu 
sprechen, daB die strahlungsfrei gemachten klassisch-elektrodynamischen 
Bewegungsgleichungen zumindest in qualitativer Hinsicht auch fiir Atom
probleme mit mehr als zwei beweglichen Ladungen ausreichend sind 
und bei einem durchaus zu gewartigenden Versagen in quantitativer 
Hinsicht (p. 996, 1022) nicht etwa so abgeliudert werden miij3ten, daB 
derartige Probleme nunmehr bedingt periodisch wiirden. Aus ahnlichen 
Griinden entnimmt man auch, daB die in Nr. 15 b geschilderten sto
rungstheoretischen Methoden fiir eine Behandlung solcher Probleme 
im allgemeinen nicht in Betracht kommen konnen.S83) Was schlieB
lich die Stabilitiit der stationaren Quantenzustande anbetrifft, welche 

383) .A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294. - Eine genauere Begriin
dung dieser Behauptung hat zunachst darauf hinzuweisen, da13 alle diese Pro
bleme nach Anm. 378) wesentlich nicht bedingt periodisch sind, so daB z. B. die 
allgemeinen Losungen der Differentialgleichungen (168) bzw. (173) fur die saku
laren Storungen, welche eine beliebige Bewegung durch ein neu hinzukommendes 
Elektron erfiihrt (Einfangen cines Elektrons dureh ein .Atom- oder Molekiilion!), 
nicht mehrfach periodischen Charakters sein k6nnen. 1m allgemeinen wird fiir 
diese Probleme iiberdies auch noch die, samtlichen storungstheoretischen Methoden 
von Nr. 15 b zugrundeliegende Voraussetzung unerfiillbar sein, da13 bei ihnen Ent
wicklungen nach mehrfachen Fourierschen Reihen wie in (164) oder (170) uber
haupt moglich und konvergent sind (vgl. Anm. 363). Eine Divergenz der storungs
theoretischen Entwicklungen mu13 daher bei solchen Problemen von prinzipieller 
Bedeutung sein, im Gegensatz zu jener, welche bei bedingt periodischen Problemen 
in den benutzten Methoden selbst begrundet sein kann (vgl. Anm. 351). Diese 
Divergenz ruhrt im allgemeinen davon her, daB die storungstheoretischen Me
thoden fiir die allgemeinen Liisungen eines nic71t bedingt periodischen Problems 
formal und automatisch einen hOheren Periodizitatsgj·ad voraussetzen, als er bei 
geeignet gewahlten Partikular16sungen im gilnstigsten Falle verwirklicht sein kann. 
Erst wenn der Periodizitatsgrad jener Partikularlosungen irgendwie ermittelt ist, 
kann eine, meist beschrankte Anwendung der storungstheoretischen Methoden 
auf legitime Art moglich werden. 

Wahrend die im Texte bevorzugte Argumentation wesentlich auf Folge
rungen aus dem Bohrschen Korrespondenzprinzipe beruht, hat N. Bohr [2] ur
spriinglich mehr auf die als selbstandiges Postulat fiir sich betrachteten, for
malen Quantenbedingungen (149) bzw. (133), (134) gestiitzte Gesichtspunkte ver
treten. Wenn man den Unterschied zwischen allgemcinen Losungen und Parti
kular16sungen bestimmter Pel'iodizitatseigenschaften bei nicht bedingt periodischen 
Problemen au13er Betracht laBt, kann man so mit Born und Pauli (Anm.350) 
zu der Auffassung kommen, daB eine "scharfe Quantelung" hier unmoglich sei 
und daB z. B. das Reliumatom, ebenso wie aIle schwereren Atome und die Mole
kiile, prinzipiell unscharfe Spektrallinien besitzen miisse. Mit Riicksicht auf die 
im Text genannten Belege zugunsten der direkt auf das Korrespondenzprinzip 
fundierten Auffassung eriibrigt es sich indessen wohl, auf die anderen Schwierig
keiten jenes alteren Standpunktes einzugehen, der gegenwartig iiberdies ala all
gemein verlassen angesehen werden kann. 
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aus den mehrfach periodischen PartikularlOsungen nicht bedingt perio
discher Systeme mittels der allgemeinen Quantenbedingungen (133) 
auszuwahlen sind, so ist bereits oben in Nr. 14 (p. 995) hervorgehoben 
worden, daB sie der N atur der Sache nach durch das Ehrenfestsche 
Adiabatenprinzip nur fiir solche au.Bere Storungen gesichert werden 
kann, welche jene Bewegungen in solche vom gleichen analytischen 
Charakter iiberfiihren wiirden. Betrachtet man die Quantenbedingungen 
als auf3ermechanische, kinemat-ische Zusatzrelationen zu den allgemeinen 
Bewegungsgleichungen solcher Probleme, so ware es denkbar, die er
wartete Stabilitat auch andersbeschaffenen Storungen gegeniiber zu 
erhalten3S'); demgegeniiber konnte jedoch auch vermutet werden, daB 
die Stabilitat der stationaren Zustande nur in dem oben gekennzeich
neten AusmaBe besteht und so auch den normalen zwischenmoleku
laren Wechselwirkungen gegeniiber hinreicht 385), auBer wenn es sich 
um direkte StofJvorgiinge (Nr. 18) handelt, welche durch entsprechend 
raschen Ablauf und ein bestimmtes AusmaB gegenseitiger Annaherung 
gekennzeichnet sind. 

Da die vorstehenden Ausfiihrungen allein gewisse analytische 
Eigenschaften der Losungen beliebiger kanonischer Differentialgleichungs
systeme zur Grundlage genommen haben, so werden sie fur die Quanten
theorie nicht bedingt periodischer Systeme auch dann noch maBgebend 
sein, wenn sich die strahlungsfrei gemachten klassisch-elektrodynami
schen Bewegungsgleichungen quantitativ endgiiltig als unzureichend 
erweisen soUten (p. 1053), ohne daB es damit zugleich unmoglich wiirde, 
die innere Bewegung der Atome und Molekiile in ihren stationaren 
Quantenzustanden iiberhaupt mittels Differentialgleichungen beschreiben 
zu konnen.S86) 

16a. Spezielle Atommodelle mit mehreren Elektronen und idea
lisierte Atommodelle. 1m Zusammenhange mit del' auf Grund von 

384) Versuche in dieser Beziehung sind fiir Elektronenringsysteme (vgl. 
weiter unten im Text) von N. Bohr [1], 1. Abhandlung, und L. F6ppl, Phys. 
Ztschr. 15 (1914), p. 707 unternommen worden, nachdem sich bereits J. W. Ni
cholson, Monthly Not. 72 (1911(12), p. 49,139,677,729; 74 (1913/14), p.204, 
486, 623, mit der Stabilisierungsuntersuchung derartiger und verwandter Be
wegungen befa~t hatte. Siehe hierzu ferner J. M. Burgers [1], § 27, wo auch 
eiogehendere Literaturangaben zu finden sind. 

385) Wenn auch die zwischenmolekularen Wechselwirkungen provisorisch 
Quantengesetzen unterworfen wiirden (Nr. 17), tlO konnten sie nach den Ausfiih
rungen der vorliegenden Nummer wiederum nur mehrfach periodischer Natur 
sein, was die im Text geauBerte Vermutung begiinstigen wiirde. 

886) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), p. 58. V gl. dazu Anm. 19), 22), 
246), 280), aber auch Nr. 23, letzter Absatz. 
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(151) anfangs nur fur einfach periodische Systeme moglichen Anwen
dung der Quantentheorie hatte Bohr, und bereits vor ihm Nicholson, 
urspriinglich ebene, aus mehreren, konzentrisch angeorfJneten Elelctronen
"ringen" bestehende Atommodelle angegeben 887), bei welchen man in der 
Folge mit Riicksicht auf die im periodischen System der Elemente zurn 
Ausdruck kommenden Valenzverhiiltnisse 888), sowie auf eine numerische 
Darstellbarkeit einiger Hauptlinien der lWntgenspektren 389) in geeig
neter Weise iiber die Besetzungsanzahlen der einzelnen "Ringe" zu 
verfugen suchte.S90) Jeder Elektronenring erscheint hierbei als ein
fachste periodische PartikularlOsung des entsprechenden Vielkorper
problemes ausgezeichnet und wird zunachst als von seinen Nachbarn 
v511ig unabhangig behandelt; er heiSt ein-, zweiquantig usw., je nach-

dem, welchem ganzzahligen Vielfachen von 2hn der Drehimpuls des ein

zelnen Ringelelctrons gleichgesetzt wird.391) Um die nur rohe nume
rische Wiedergabe zu verbessern, welche fiir die Frequenzen der wich~ 
tigsten Rontgenlinien auf Grund der Annahme eines innersten ein
quantigen, eines nachsten zweiquantigen Elektronenringes usw. im 
Normalzustand der Atome erzielt werden konnte, ist man alsbald da
zu iibergegangen, die gegenseitigen Storungen solcher Ringsysteme 
zu beriicksichtigen, ferner quantenmaSig vorbestimmte N eigungen del' 
verschiedenen Ringebenen zu priifen und auch elliptische Bewegungs
zustande der Ringelektronen zuzulassen.392) Gestutzt auf eine ein-

387) N. Bohr [1], namentlich Abhandlung I-III, ferner J. W. Nicholson, 
Anm.384) und die librige, bei J. M. Burgers [1], § 26-27, aufgezahlte altere 
Literatur. Siehe auch .A. Sommerfeld [1]. 2. Kapitel, §§ 3, 4. 

388) N. Bohr [1], Abhandlung III; J. W. Nicholson, Phil. Mag. 27 (1914), 
p.558; .A. v. d. Broek, Elster-Geitel-Festschrift, Braunschweig 1915, p.428; 
L. Vegard, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 19 (1917), p. 344. 

389) N. Bohr [1], Abhandlung I, III, IX; .A. Sommerfeld, Miinchn. Ber. 1916, 
p. 131; Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 125. 

390) P.Debye, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 276; L. Vegard, Verhandl. Deutsch. 
Phys. Ges. 19 (1917), p. 328; J. Kroo, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 307; L. Vegard, 
Phil. Mag. 35 (1918), p. 294; 37 (1919), p. 237; Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 97, 121. 

391) Nach (151) ware es, wie J. M. Burgers [1], p. 138, Anm. 1), hervor
heht, allein gerechtfertigt, jenen Drehimpuls dem 1Jollstiindigen Elektronenring 
(anstatt jedem Elektron einzeln) zuzuordnen, wie dies auch von Nicholson ge
legentlich gemacht worden ist. Eine Rechtfertigung des obigen Ansatzes ware 
nur auf Grund bestimmter Vorstellungen liber die sukzessive Bildung eines mehr
fach besetzten Elektronenringes aUB einzelnen Elektronen denkbar, doch haben 
gerade derartige Gesichtspunkte mit zu der im nachfolgenden erwahnten Auf
gabe der Elektronenringvorstellung beigetragen. 

392) F. Reiche und A. Smekal, Naturwissenschaften 6 (1918), p. 304; Ann. 
d. Phys. 57 (1918), p.124; A. Smekal, Wien. Ber. (2a) 127 (1918), p.1229; 
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gehende numerische Prufung der Konsequenzen dieser und einiger 
weiterer noch in Betracht kommender Moglichkeiten, hat indessen 
Smekal schlieBlich zeigen kOnnen, daf3 die ElektronenringvorstelZung 
quantitativ uberhaupt unbrauchbar ist und verworfen werden muf3 89S), 

nachdem ahnliche Ergebnisse von kristallgittertheoretischer 394) und valenz
chemischer S95) Seite zum Teil bereits friiher zugunsten raumlicher Atom
modeZZe S96) vorgelegen hatten. Der Mi8erfolg der Elektronenringvor
stellung wird begreiflich, wenn man die maximale lnstabilitiit ebener 
Modelle iiberhaupt in Betracht zieht S97) und bedenkt, daB die klassisch
elektrodynamische Ausstrahlung derartiger Elektronenbewegungen zu
gleich mit deren geometrischen Abmessungen von desto h5herer Ord
nung unendlich klein wird, je mehr Elektronen einem einzelnen Ringe 
angehoren 398); nach dem Bohrschen Korrespondenzprineip (N r. 14) wiir
den sich derartige Bewegungszustiinde auch in quantentheoretischer 
Hinsicht als praktisch strahlungsunfiihig erweisen miissen, au8erdem 
erscheint es nach dem gleichen Prinzipe unmoglich, Elektronenringe 
als Endprodukt einer sukzessiven Bindung einzelner Elektronen durch 
die verschiedenen Ionisierungsstufen der Atome zu erhalten, wie es im 
Wege ihrer verschiedenen Serienspektren experimentell verfolgt werden 

A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 19 (1918), p.297; A. Lande, Verhandl. Deutsch. 
Phys. Ges. 21 (1919), p. 578, 585; .A. D. Fokker, Arch. Neerl. (lIlA) 5 (1921), 
p.193. 

393) .A. Smekal, Wien. Ber. (2a) 128 (1919), p. 639; 129 (1920), p. 635; Phy~. 
Ztschr. 21 (1920), p. 505; L. Vegard, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 271 j A. Smekal, 
Phys. Ztschr. 22 (1921). p. 400. 

394) .A. Johnsen, Phys. Ztschr. 16 (11J15). p. 269; M. Born und A. Lande~ 
Berl. Ber. 1918, p. 1048; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges .. 20 (1918), p. 210 j H. Thir
~ing, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 281; H.Tertsch, Wien. Ber. (1) 129 (1920" p. 91 j 

Doelter.Festschrift, Leipzig 1921, p. 68; M. Born,·V 25, Nr.38; ferner die in 
Anm.238) genannte experimentelle Literatur. 

395) W. Kassel, Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 229; G. N. Lewis, J. Amer. Chem. 
Soc. 38 (1916). p. 762; M. Born, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 20 (1918), p.230. 

396) M. Born, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 20 (1918), p. 230; A. Smekal, 
Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p.309. - AhnlicheWiirfelatommodelle mit ruhendert 
Elektronen, wie sie Born zu qualitativen Zwecken in der genannten Arbeit in 
Betracht zieht, kommen bereits 1916 bei G. N. Lewis (Anm. 395) und spltter bei 
J. Langmuir, J. Amer. Chem. Soc. 41 (1919), p. 868 vor. 

397) Beziiglich eines Versuches, die quantentheoretische Unbrauchbarkeit 
~bener Modelle nachzuweisen, vgl. man O. Halpern, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), 
p. 344, wo allerdings nicht-realisierbare Parameterverschiebungen (a. Anm. 285) 
benutzt werden. 

398) L. Page, Phya. Rev. 20 (1922), p. 18. Beziiglich des vernachlassigbar 
geringen Einfiusses der zugelassenen klasaisch-elektrodynamischen Ausatrahlung 
auf die zwecks numeriacher Wiedergabe der Rontgenspektren betrachteten Ring
modelle vgl. man ILuch .A. D. Fokker, Arch. Neerl. (IlIA) 5 (1921), p. 193. 
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kann (V 26, O.Runge). Ahnliche entscheidende Schwierigkeiten kniipfen 
sich an riiwmlich dynamische Atommodelle, bei welch.en an Stelle der 
friiheren Elektronenringbewegungen ebenfalls wieder einfaeh periodische 
PartikuIarlosungen der zugehorigen Vielkorperprobleme, diesmal je
doch von riiumlich mazimaler Symmetrie, auftreten.S99) TatsachIich hat 
Bohr in letzter Zeit, allerdings auf halbempirisChem Wege unter wesent
licher Benutzung des experimentellen Materials iiber die Serienspektren 
der Elemente und deren Anregungsbedingungen, feststellen konnen, 
daB die Elektronenbewegung iill N ormalzustande der Atome als eine 
wesentlieh verwickeltere angesehen werden muS.4OO) Eine formale Deu
tung der Boh1'schen Ergebnisse in der Terminologie der vorliegen
den Nummer wiirde ergeben, daB sich die Elektronen im Innem der 
Atome in enger Beziehung zu den GesetzmiiBigkeiten des periodisehen 
Systems der Elemente auf einzelne Untergruppen von maximal zwei, 
vier, seeks oder acht Individuen verteilen miissen, deren phasengebundene 
Bewegung in jedenfaUs riiumlich symmetrischen, mindestens doppeltperio
dischen Bahnen G,harmonische Wechselspiele") verliiuft; iiber die Art 
der nicht unbetrii.chtlichen wechselseitigen Beeinflussungen dieser Unter
gruppen ist jedoch noch so wenig bekannt, daB es gegenwartig auch 
nicht annahernd moglich ware, Aussagen iiber die analytische Be
schaft'enheit und namentlich fiber den Periodizitatsgrad jener Parti
kularlosungen der atomaren Vielkorperprobleme zu machen, welche 
dem Normalzustand der Atome entsprechen sollten, falls die in der 
vorliegenden Nummer benutsten Begriffe und Grundlagen zu dessen Be
sc1weibung ilberhaupt ausreichend sind.401) 

399) A. Landi, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges.21 (1919), p. 2, 644,653; 
Berl. Ber. 1919, p. 101; Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 191; 2 (1920), p. 83, 87, a80; 
E. Madelung und ..4. Lande, Ztschr. f. Phys. a (1920), p. 230; T. Rella, Ztschr. f. 
Phys. 3 (1920), p. 167. - Eine vierdimensionale Verallgemeinerung derartiger 
Modelle ist gegeben worden von N. H. Kolkmeijer, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 467; 
Proc. Acad. Amsterdam 23 (1922), p. 1419, 1428, 1434. 

Die allen diesen Atommodellen zugrundeliegende These einer einfach perio
dischen Bewegung aIler Elektronen der gleichen "Elektronenschale" k.ann auch 
so auegedriickt werden, daB alle jene Elektronen gleichzeitig miteinander' "in 
Phase" schwingen. Die gleiche AnnaJJme wird fUr die Bewegung siimtlicher Ele'k
tronen des Atoms in seinem Normalzustande neuerdings von M. Born und 
W. Heisenberg (Anm. 350) im Zusammenhang mit den in Nr. 16 bunter. I, 3 be
sprochenen stllrungstheoretischen Ergebnissen vertreten, jedoch ohne daB auf die 
eingangs dieser Nummer besprochenen prinzipiellen Schwierigkeiten einer st(lrungs
theoretischen Behandlung derartiger Probleme naher eingegangen werden wiirde. 

400) N. Bohr [3], 3. Vortrag; N. Bohr und D. Ooster, Ztschr. f. Phys. 12 
(1923), p. 342; N. Bohr, Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 228. Vgl. ferner V 26, 
O. Runge und V 27, ..4. Kratzer. 

401) Siehe ~r. 23, letzter Abschnitt. 
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Untersuchungen rein theoretischer Natur, welche iihnlich wie beim 
Wasserstofl'atommodell (Nr.15) darauf gerichtet waren, samtliche be
obachtbaren atomaren Eigenschaften bloB auf Grund universeller Kon
stanten wiederzugeben, sind nach dem MiBerfolg der oben aufgezahlten, 
allgemeineren Versuche nur mehr am Heliumatommodell (Z = 2) an
gestellt worden. A us der groBen Anzahl bisher zu diesem Zwecke vor
geschlagener und zum Teil wenigstens mit Riicksicht auf ihre Ioni
sierungsenergie durchgerechneter Modelle fur das He-Atom 402), welche 

402) 1. Einquantiger "Ring" von zwei Elektronen: N. Bohr [1], p. 38; vgl. 
auch A. Sommerfeld [1], p. 84,428,726. - Falsche Ionisierungsspannung, wider
spricht iiberdies dem Korrespondenzprinzip. 

2. Storungstheoretische Behandlung des Dreikorperproblems (vg!. dazu jedoch 
Anm. 383!): P. S. Epstein, Naturwissenschaften 6 (1918), p. 230, § 18; Ztschr. f. 
Phys. 8 (1922). p. 211, 305; A. Lande, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 228; 21 (1920) 
p. 114; N. Bohr [3], p. 63. - Falsche Termwiedergabe fiir den Ortho- und Par
heliumzustand, Widerspruch mit dem Korrespondenzprinzip. 

8. Ebenes Modell mit halbkreisbogenfOrmigen Elektronenschwingungen: 
J. Langmuir, Science 51 (1920), p. 605; H. O. Newboult, Phil. Mag. 45 (1923), 
p.l086; R. de Laer Kronig, Science 68 (1923), p.537. - Widerspricht dem 
Korrespondenzprinzip. 

4. Modell des ParheZiumzustandes mit zwei symmetrischen einquantigen, 
nnter 1200 gegeneinander geneigten Elektronenkreisbahnen: E. O. Kemble, Phil. 
Mag. 42 (1921), p. 123; N .. Bohr [8], p. 100. - Ionisierongsspannung berechnet 
und fehlerhaft befunden von J. H. Van Vleck, Phil. Mag. 44 (1922), p. 842 und 
H. A. Kramers, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 312. Spektralterme desangeregten 
Modells storungstheoretisch (vgl. Anm. 3831) berechnet und fehlerhaft befunden 
yen J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 21 (1923), p. 372 und M. Born und W. Heisen
berg, Ztschr. f. Phys. 16 (1928), p.229. 

6. Ebenes Modell des Orthoheliumzustandes mit innerer einquantiger und 
au»erer zweiquantiger Elektronenbahn (nahe verwandt zu 2.). N. Bohr, Ann. d. 
Phys. 71 (1923), p. 228, § 7, nach gemeinsamen Untersuchungen mit H . ..4.. Kra
mers. - Spektralterme des angeregten Modells storungstheoretisch berechnet und 
fehlerhaft befuuden von M. Born und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 16 (1923), 
p. 229. Stabilitatsfragen: O. Halpern (nach Mitteilungen von A. Rubinowicz und 
W. Pault), Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 344. 

6. Modell mit Elektronenbahnen ohne gegenseitige St1irnngen: L. Silber
stein, Astrophys. J. 56 (1922), p. 119; 67 (1923), p. 248; Nature 110 (1922), p.247; 
111 (1923), p. 46. - Nach W. M. Hicks, Nature 111 (1923), p. 146; O. V. Raman, 
Natnre.110 (1922), p. 700; O. V.llaman und A. S. Ganesan, Astrophys. J. 57 
(1923), p. 248; 59 (1924), p. 61 ist im (iegensatz zur Behauptung Silbersteins keine 
brauchbare Wiedergabe der He-Linien zu erzielen, aullerdem, widerspricht das 
Modell dem Korrespondellzprinzip. 

7. Modell mit verschiedenen gegenseitigen Neigungen der Elektronenbahn
ebenen: L. Silberstein, Astrophys. J. 67 (1923), p. 257; Nature 111 (1923), p. 567; 
112 (1923), p. 53. - Widerspricht dem Korrespondenzprinzip. 

8. Ebenes Modell des Parhelinmzustandes mit bemerkenswerter Anwendnng 
der Qnantenbedingungen: A. Sommerfeld, J. Opt. Soc. Amer. 7 (1923), p. 509. -
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naltezu aIle, verschiedene von den einfach oder doppelt periodischen 
Partikularlosungen des Dreikorperproblems benutzen, tritt ein einziges, 
von Kemble und Bohr herriihrendes Modell hervor40S), dem von An
fang an mit Riicksicht auf die bereits oben (p. 1045) beriihrten spek
tralen Eigentumlichkeiten des He und das Korresponilenspriniip eine 
erhebliche Wahrscheinlichkeit zugebilligt werden konnte. Wie aber 
namentlich die Berechnung der von dem experimenteIlen Werte ver
sehiedenen' GroLle der Ionisierungsspannung des ModelIs durch Van 
Vleck undo Kramers dargetan hat 40S) , muB entweder das, Modell 4(4) 

oder . die Benutzung der strahlungsfrei gemachten klassisch-elektrodyna
mischen Bewegungsgleiehungen (05) als unzullissig angesehen werden. 
Der letztere Standpunkt wird namentlich von Bohr verlreten und er
scheint durch mancherlei Schwierigkeiten gestiitzt, welche sich Jedem 

Ionisierungsspannung noch nicht berechnet, vgl. dazu und zu einem l!.bnlichen, 
noch unpublizierten Modell von W. Heisenberg: O. Laporte, Phys. Ber. 5 (1924), 
p. 91. Modell vermutlich instabil. 

9. Ein theoretischer Versuch von F. J. de Wisniewski, Phys. Ztschr. 25 (1924), 
p. 135, scheint zwar angenll.hert richtige Termwerle zu lief ern, enthalt aber will
ktirliche Abil.nderungen der Bewegungsgleichungen, welche nach W. Heisenberg, 
Ztschr. f. Phys. 25 (1924), p. 175, mit'den bisherigen quantentheoretischen Grund
lagen. unvereinbar sind. Beziiglich eines analogen Versuches am Li-Atommodell 
siebe F. J. de Wisniewski, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 330. 

403) Siehe 4. und o. der vorigen Anmerkung; wll.hrend der Parheliumzustand 
dem Normalzustand des Heliumatoms entspricbt, stimmt der Orthoheliumzusta.nd 
mit dem auf p. 1045 erwahnten "metastabilen" Heliumzustande uberein, der von 
J. Franck und seinen Mitarbeitern festgestellt worden ist. 

404) Hierfur kame in Betracht, daB die fiir den Parheliumzus~and gewahlte 
doppelt-periodische Partikularlosungsfamilie des Dreikorperproblems nicht die 
richtige, sein konnte, wofiir vielleicht spricht, dap es hier voraussichtlich auch 
arei- und vierfach-periodische Partikularlosungen geben kann. Wenn es als ge
rechtfertigt anzusehen ware [vgl. jedoch den in Anm. 399) erwii.hnten Standpunkt 
von Born und Heisenberg], mit Rilcksicht auf die Stabilitatsverhiiltnisse des Modella 
die Realisierung jener mehrfach periodischen Partikularlosungen zu erwarten, 
welche den grof;ltmoglichen Periodizitiitsgrad besitzen, so kOnnte der bisherige Mif3-
erfolg der Theorie wenigstens teilweise auf diesen Umstand zurUckgeilihrt werden. 
TatBli.chlich scheint die Existenz einer Feinstruktur der He- und Li+-Linien sehr 
zugunsten eines PeriodizitatBgrades u> 2 zu sprechen. Bezuglich der ersteren 
vgl. man fUr He: W. Lohmann, Ztschr. f. wiss. Photo 6 (1906), p. 1, 41; .A. E. Ruark, 
P. D. Foote und F. L. Mohler, J. Opt. Soc. Amer. 8 (1924), p. 17; L. S. Ornstein 
und H. O. Burger, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 57; R. Brunetti, Re:rid. Acad. Lincei 
(Ii) 33 (1924), p. 418; fUr Li+: H. Schiller, Ann. d. Phys. 76 (1925), p.292. 

405) Wie bereits in Anm.272) hervorgehoben, ist es beim Heliumatom
modell bisher noah nicht versucht worden, die Retardierung der Potentiale ge
mlU\ (123) zu beriicksichtigen, so da8 hier noch eine weitere Lucke (vgl. die 
vorige Anm.) auszufiillen ware, um den im Texte weiterhin gezogenen Folge
rungen eine endgiiltige Rechtfertigung zu verleihen. 
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Versuche einer von den Gesichtspunkten der vorliegenden N ummel' 
ausgehenden theoretisehen Deutung der in den Serienspektren auf
tretenden Komplexstrukturen und anomalen Zeemaneffekten entgegen
zusetzen seheinen.406) Wenn man .bedenkt, daB bei jeder Art gegen
seitiger Wechselwirkung von Elektronen im Atomverbande a.ui das 
Einzelelektron dauernd quasiperiodisch veranderliehe Kraftwirkungen 
ausgeiibt werden, deren Frequensen vOn der gleichen (}rojJenordnung 
sind wie jene der ausgesandten Spektralfrequenzen, so bnn man in der 
Tat vermuten, daB jene Weehselwirkungen . ebensowenig auf strahlungs
los-klassisch-elektrodynamisehem Wege berechenbar sein werden, wie 
dies nach der Bohrschen F'1'equensbedingung (114) fur die Spektral
frequenzen moglich ist. Ob diese Analogie aber weiter zu der Er
wartung berechtigen darf, auch derartige Wechselwirkungen mit Rilfe 
gewisser Differenz- oder Mittelungsprosesse entsprechend (114) bzw. 
(137 a) wiedergeben zu konnen 40,,), muB noch als ebenso fraglich an
gesehen werden wie jeder Versuch einer direkten Abanderung der 
strahlungsfrei-klassisch-elektrodynamischen Bewegungsgleichungen fur 
.das Gebiet "niederer" Quantenzahlen. 

Die vorstehend angedeuteten, selbst von einer vorlaufigen Auf
losung wohl noch ziemlich weit entfernten Schwierigkeiten haben be
wirkt, daB eine wenigstens qualitative Theorie der spektraZen Gesets-

406) Vgl. z. B. N. Bohr, A.nn. d. Phys. 71 (1928), p.228; A. Lande, Phys. 
Ztschr. 24 (1923), p. 441; R. A. Millikan und J. S. Bowen, Phys. Rev. 24 (1924), 
p. 209, 223; A. Lande, Ztschr. f. Phys. 24 (1924), p. 88; 25 (1924), p. 46; ferner 
jiingst W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 873. 

407) Ein diesbeziiglicher, sehr beachtenswerter Versuch riihrt von W. Heisen
berg her, ist jedoch erst nach der Niederschrift der obigen Nummer Ztschr. f. 
Phys. 26 (1924), p. 291 erschienen; die benutzten Bewegungsgleichungen scheinen, 
iloweit sich das gegenwartig schon iibersehen la8t, gegebenenfalls mit den strah
lungsfrei gemachten . klassisch- elektrodynamischen Bewegungsgleichungen ii'ber
einstimmen zu konnen (jedenfalls aber im Grenzfalle "hoher" Quantenzahlen), 
sind jedoch fiir die Bewegung in den stationaren Quantenzustanden nur mehr 
sozusagen indirekt ma8gebend. Ein der Heisenbergschen Untersuchung ver
wandter Versuch auf storungstheoretischer Grundlage riihrt von M. Born, Ztschr. 
f. Phys. 26 (1924), p. 379 her; entgegen ausdriicklicher Angabe sind dessen V"ber
legungen auch nur wieder auf mehrfach-periodische Partikularl6sungen der Viel
korperprobleme legitim anwendbar (vgl. Anm. 383), ebenso wie die Betrachtungen 
der vorliegenden Nummer (Anmerkung nach Abschlu8 des Manuskriptes). Vgl. 
dazu auch die sich den vorliegenden Schwierigkeiten auf mehrempirischem 
Wege annahernden Betrachtungen von W.Pauli, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 765, 
die auf eine neuartige, wichtige quantentheoretische Deutung des periodischen 
Systems der Elemente von E. O. Stoner, Phil. Mag. 48 (1924), p. 719, Bezug 
nehmen, an welche auch A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 26 {1925), p. 70, anknupft 
{Zusatz bei der Korrektur). 

Smekal, Allgem. GrundI. d. Quanten,tati,tik u. Quantentheorie 68 
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mafjigkeitm (V 26, C. RUf+ge) fiir Atome mit mehreren Elektronen von 
stark idealisierten Grundannahmen auszugehen genotigt war.. 1m An
schluB an die'bahnbrechenden Untersuchungen von Sommerfeld und 
seinen; Schiilem l)etrachtet man hierzu .mittels der Methoden von 
Nt. 15. die Bewegung des "Serien"- oder "Leucht"elektrons eines be
liebigen Atoms in dem zunachst als unvcriinderlich vorgestellten Felde 
des Atom"rumpfs", das man sich etwa durch eine Kugelfunktionen
entwicklung mit unbestimmten· Koeffizienten gegeben' denken kann_ 
Man erhiilt so im aUgemeinen durch drei Quantenbedingungen fest-: 
gelegte priisessierende Zentralbahnen I welche den Rydbergschen und 
Ritlschen TytmS der Serienformeln408), Bamt den daran wahrgenom
mene:Q, Sonderfallen(09), im Einklang mit dem 'Bohrschen Korrespon
denzprinsipeUO) wiederzugeben gestattet haben. Das gleiche ideali
siene Atommodell hat auch die grundsii.tzliche Verschiedenheit des 
Stark311) und Zeemaneffektesm ) an den Serienlinien gegeniiber del' 
an den Wasserstofflinien gefundenen Form dieser Effekte (Nr. 15 b) 
theoretisch vorherzusehen ermoglicht. Um auch die Komplexstruktur der 
Serienlinien und ihre anomalen Zeemaneffekte wiedergeben zu konnen, 
erweist es sich indessen aIs unumganglich, bestimmte, weitergehende 
Annahmen iiber di~ Wechselwirkung zwischen Serienelektron und Atom-

408) A. Sommerfeld, Miinchn. Ber. 1916, p. 131, femer [1], 6. Kapitel. Vgl. 
.auch ~ine der $ommerfeldschen Untersuchung verwandte, jedoch speziellere Unter
suchung von F. Tank, Ann. d. Phys. 69 (1919), p. 293. Zu der teilweise auch 
auf empirische Argl.lmente gestiitzten Weiterfiihrung der Theorie vgl. man 
E. Fue8, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 3Mi. 12 (1922), p. 1; l!{. Bohr, Ann. d. 
Phys. 71 (1923), p. 228, auf p. 267 - 259; G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 19 
(1923), p. 63. 

409) E. Schrodinger, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p.347; N. Bohr, Nature. 
24. Mil.rz 1921; [3],3. Vortrag; Th. v. Urk, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 268 (An
fangsterme der "scharfen" Nebenserie, "TauchbahnenU ); G. Wentzel, Ztschr. f. 
Phys. 19 (1923), p. 63 ("gebrochene" Rydbergserien). Zum Inhalt der in dieser 
und der vorhergehenden Anmerlmng genannten Untersuchungen vgl. man vor 
aHem die systematische Darstellung von .A. Sommerfeld und G. Wentzel in Mar:x:' 
Handbuch der Radiologie, Bd. VI (Leipzig 1924), p. 206ft'.: "Theorie der Spektral-
terme". 

410) N. Bohr, Phil. Mag. 43 (1922), p. 1112; [3], 3. Vortrag; Ann. d. Phys. 
71 (1923), p. 228. 

411) R. Becker, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 332; ferner bereits N. Bohr 
[2J, III. Teil, Bowie Literatur bei R. Ladenburg, Ztschr. f. Phys. 28 (1924), p. 61. 
Der "inhomogene" und der "anomale" Starkeft'ekt wird behandelt von O. Stern, 
Phys. Ztschr. 23 (1922), P 476; die Bedeutung der Quantentheorie des Stark
l.lnd Zeemaneffektes fUr die Theorien des Kc"- «nd Faradayeffektes diskutiert 
K. F. Herzfe.ld, Ann. d. Phys. 69 (1922), p. 369. 

412) .A. M. Mnsha"afa, Phil. Mag. 46 (1923), p. 177. 
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rumpf zu benutzen US), was jedoch zu den bereits oben angedeuteten 
grundsatzlichen Schwierigkeiten fiihrt. Bei allen diesen Untersuchungen 
spielt, unabhangig von der iibrigen Bewegung und ihrer quantentheo
retischen Behandlung, die auf die Quantenbedingung (148') gestiitzte 
Annahme eine wesentliche Rolle, daB der Gesamtdrehimpuls eines be 
liebigen Atoms durch ein ganzzahliges (oder halbzahligesl) Vielfaches 

h 
von 2n gegeben sel. 

16 b. Molekiilm.odelle. Es ist klar, daB die im Vorstehenden 
beriihrten quantentheoretischen Schwierigkeiten fiir eine Theorie des 
Atombaues sich in noch weit hoherem Ma.Be dem Versuch einer quan
titative:n Theorie des Molekiilbaues entgegenstellen miissen. Tatsachlich 
sind, von einigen alteren, auf die inzwischen erledigte Elektronenring
vorstellung (p. 1049) gegriindeten allgemeinen Versuchen414) abgesehen, 
bisher nur die beiden denkbar einfachsten Molekiilmodelle einer quanten
theoretischen Behandlung unterzogen worden: das Modell des Wasser
stoffmolekiilions und das des Wasserstoffmolekiils selbst. Daserstere 
Modelllii.Bt sich nach Niessen und Pauli 41D) auf daB Problem der An
ziehung eines Elektrons durch zwei feste, positive Einheitsladungen 
tragende Zentren zuriickfiihren, wenn man die Bewegung der beiden 
Wasserstofl'atomkerne wegen ihrer im Verhaltnis zu jener des Elek
trons groBen Massen in erster Annaherung vernachlassigt; da das Zwei
zentrenproblem nach Jacobi in elliptischen Koordinaten separierbar 
ist416), konnen hier die in Nr. l5a entwickelten Methoden der quanten
theoretischen Behandlung bedingt periodischer Systeme zur Anwen
dung gebracht werden, wobei die vernachlassigte Kernbewegung eine 

413) A. Sommerfeld, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p. 257; W. Heisenberg, Ztschr. 
f. Phys. 8 (1921), p. 273; .A. Sommerfeld [1], 6. Kapitel und Nachtrag hierzu; 
.A. Sommerfeld und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p.131; ..t. Lande, 
Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 353; 15 (1923), p. 189; 19 (1923), .p. 112; W. Pauli, 
Ztschr. f. Phys. 16 (1923), p. 155; 20 (1924), p. 871; .A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 
70 (1923), p. 32; N. Bohr, .Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 228; A. Lande, Phys. 
Ztschr. 24 (1923), p. 441; W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 291. 

414) N. Bohr [1], namentlich Abhandlung III, siehe ferner J. M. Burgers [1], 
§ 27 if. Die Dispersion derartiger Molekiilmodelle hat A. Sommerfeld, Elster
Geitel.Festschrift, Braunschweig 1915, p. 549, .Ann. d. Phys. 53 (1917), p. 497 
untersucht, die Rotationsdispersion hingegen F. Pauer, .Ann. d. Phys. 56 (1918), 
p. 261. tIber die Zerstreuung des Lichtes durch solche Modelle vgl. M. Born, 
Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 20 (1918), p. 16, iiber ihre spezifische Wiirme (Nr. 24): 
G. Laski, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 269, 550. 

410) K. F. Niessen, Physica 2 (1922), p. 345; Diss. Utrecht 1922; .Ann. d. 
Phys. 70 (1923), p. 129; W. Pauli, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 177. 

416) Vgl. hierzu .Anm.330). 
68* 



1056 V 28. A. SmekaZ. Allgem. Grundlagen der Qu80ntenstatistik 11. Quantentheorie 

erganzende Stabilitatsuntersuchung fiir die einzelnen gefundenen Bahn
typen erforderlich macht.m) Mangels hierzu geeigneter experimen
teller Daten ist eine ,Priifung der so gewonnenen Ergebnisse einst
weilen nicht moglich gewesen.4.17a) Die bisherigen Versuche einer 
quantentheoretischen Behandlung des WasserstoffmolekUlmodells hin
gegen, welche sich samtlich gewisser mehrfach periodischer Partikular
losungen des VierkiirperprobZems mit praktisch in Ruhe befindlichen 
Kernen bedienen, haben ausnahmslos zu negativen Ergebnissen und 
iihnlichen Schwierigkeiten wie beim oben besprochenen Problem des 
Heliumatommodells gefiihrt.'118) 

417) Diese StabilitiUsuntersuchung schlieBt z. B. aIle Typen der Bewegung 
im ebenen Zweizentren-Problem aus, auf welche sich cine friihere Unterauchung 
des Modells durch J. Marshall, Proc. Edinb. Roy. Soc. 42 (1922), p. 247, von 
vornherein beschrankt hatte . .Ahnlich wie in Nr. 168 findet ma.n also auch hier, 
dati ein ebenes Modell aus Stabilitatsgriinden als unbrauchba.r a.ngeaehen wer
den mulS. 

Ein a.nderes ebenes Modell des W a.sseratoffmolekiiliona, bestehend aus zwei, 
ein ruhendes Elektron in einquantiger Kreisbahn umlaufenden Protonen (vgl. 
das unbra.uchbare altere Bohrache Heliumatommodell, Anm. 402), 1.1), hat 
M. Wolfke, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 407, benutzt und mit dem Vieninien
spektr"m des Wasserstoffes in Verbindung gebracht. 

4170.) Diese Priifung ist seither von H. D. Smyth, Proc. Roy. Soc. A 105 
(1924), p. 116, durch Messung der Ionisiernngssp8onnung des Ht ermoglicht wor
den; der gefundene Wert widerspricht dem theoretisch vorausberechneten, so daB 
die Theorie sich hier ebenao wie bei dem neutralen H! (s. weiter unten) als "11-
euliingZich erweist. 

418) 1. Das Bohr-DebYeBche Wasserstoll'molekiilmodell besteht aus zwei 
ruhenden Protonen und einem einquantigen "Ring" von zwei Elektronen, dessen 
Mittelpunkt den Kern80bstand halbierl und dessen Ebene zu letzterem senkrecht 
steht (vgl. das analog gebaute He-Modell von Bohr, Anm. 402), 1. I): N. Bohr [1], 
III. Abhandlung, P. Debye, Miinchn. Ber. 1915, p. 1. Die Strahlungseigenschaften 
des Modells hat M. Wolfke, Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 71, betrachtet, seine Dis
persion ist von P. Debye (I. c.) berechnet worden, seine Rotationsdispersion von 
P. Scherrer, Diss. Gottingen 1916; Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 71 und F. Pauer, 
Ann. d. Phys. 56 (1918), p. 261, der die Sckerrerschen Ergebnisse berichtigt hat. 
AuBer der Dispersion hat R. Gans, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 81, fiir das Mo
dell noch die Depolarisation des TyndaZl-Lichtes, die KeJr'f"konstante und den 
Absorptionskoeffieie1lten berechnet. 1m Gegensatz zu der dabei erhaltenen, meist 
ziemIich befriedigenden ti"bereinstimmung mit der Erfahrung erweiBt sich die 
zuletzt von M. Planck, Beri. Ber. 1919, p. 914, eingehend diskutierle Dissozia
tionswarme des Modells 80ls unrichtig. Die lnstabilitat des Modells gegeniiber 
gewiBsen itufSeren Storungen hat H. J. van Leeuwen, Proc. Acad. Amsterda.m 18 
(1916), p. 1071; Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 196 festgestellt und A. Rubinowics, 
Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 187 eingehend untersucht. Bezuglich weiterer Ein
wande gegen das Modell vgl. man W. Lenz, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 21 
(1919), p. 632 und W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grundlagen 
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Diese MiBerfolge der quantitativen Modellversuche haben abnlicb 
wie bei den Atombauproblemen dazu genotigt, allgemeine GesetzmiiBig:' 
keiten, wie die Strulrtur der Bandenspektren (V 27, A. Kratzer), so
wie die Temperaturabhiingigkeit der spezifischen Wiirme mehraromiger 
MolekUle ~,Rotationsu'iirmff') (Nr. 24: b) bloB qualitativ und ausscblieB
lich auf Grund geeignet idealisierte'l' Molekiilmodelle quantentheoretisch 
zu behandeln. In der Tat gestattet bereits die quantentheoretiscbe 
Behandlung der Rotationsbewegung eines beliebigen starren Molekiil
modells die Grundziige der genannten Erscbeinungen wiederzugeben, 
wobei zweiatomige Molekiile als "Hantel"modelie durch gewobnlicbe 
Rotatoren von einem Freibeitsgrade ersetzt werden konnen,u9), mebr
atomige Molekiile bingegen als Kreisel von auch mehr als einem 
Freiheitsgrade Bebandlung zu :linden baben.no) LiBt man die An-

des neuen Wil.rmesatzes, Halle 1918, p. 163. Hinsichtlich einer Verallgemeinerung 
des Bohr-Debyeschen Modells mit Bezug auf mebrquantige, nicht-kreisfijrmige 
Elektronenbewegungen vgl. ma.n die e.rwil.hnte Unteriluchung von M. Planck, 
ferner H. Kallmann, Diss. Berlin 1920. 

2. Das ebem "Fahrrad"-Modell von W. Lens, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 
21 (1919), p. 632, ist vermutlich (vgl. Anm. U 7) instabil. 

3. Modell wie unter 1., aber mit halbkreisbogenrurmigen Elektronenschwin
gungen: J. Langmuir, Science 52 (1920), p. 433 (vgl. das analoge He-Modell von 
Langmuir, Anm. 402), S.). Bildungsmllglichkeit des Modells fraglich. 

4. Ein "Pendelbahn"-Modell (ebenfalls im Anschlu13 an 1.) hat A. Eucken, 
Naturwissenschaften 10 (1922), p.533, 947, erwogen und seine Bildungsmijglich
keit gegeniiber M. Born, Naturwiss~nschaften 10 (1922), p. 677 diskutiert. 

5. Ein Modell mit "gekreuzten" einquantigen Elektronenbahnen wie beim 
Bohr-Kembleschen He-Modell (Anm. 402), 4.) hat M. Born. Naturwissenschaften 
10 (1922), p. 677 zu. begriinden versucht. Die eingebende Btllmngstbeoretische 
Untersuchung desselben durch L. Nordheim, Ztscbr. f. Phys. 19 (1923), p. 69, ha.t 
indessen seine Unbrauchbarkeit dargetan. 

419) Dieser Gesichtspunkt ist zuerst von N. Bjerrum, Nernst- Festschrift 
1912, p.90, mit der Quantentheorie in Verbindung gebracht worden. Beziiglicb 
der gesamten alteren Literatur zu den Fragen der Molekiilmodelle vgl. man den 
zusammenfassenden Bericht von A. Eucken, Jahrb. d. Rad. 16 (1920), p. 861, be
zuglich der Molekiildimensionen insbesondere auch Ztschr. f. Elektrochem. 26 
(1920), p. 377 und den Bericht von K. F. Hersfeld, Jabrb. d. Elektrochem. 19 
(1923), p. 259. 

Zur quantentheoretiscben und statistischen Behandlung von' einfachen Ro
tatoren vergleicbe man vor a11em M. Planck [1], femer Ann. d. Phys. 52 (1917), 
p. 491; 53 (1917), p. 241 und Nr. 2{ b. 

420) Die alteste quantentheoretische Behandlung des allgemeinen Kreisel
problemes riihrt von M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Gas. 17 (1916), p.415; 
Ann. d. Phys. 60 (1916), p. 386 und K. 8chwarzschild, Berl. Ber. 1916, p. 548, her. 
Den Bymmetrischen Kreisel haben speziell mit Riicksicbt auf das Bohr-Debyesche 
Wasserstoffmolekiilmodell (Anm. 418), 1.) und die spezifische Warme des Wasser. 
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nahme starrer Verbindungen zwischen den Atomen des Einzelmolekiils 
fallen und beriicksichtigt deren gegenseitige Bewegungen zunachst in 
der Form von selbstandigen harmonischen Schwingungen421), so erhaIt 
man Zusammenhiinge zwischen den Einzelbanden eines Bandenspek
trums.422) Eine weitere Annaherung an die wirklichen Verhaltnisse, 
welche jedoch ebenfalls nur mehr fiir die Theorie der Bandenspek
tren von Bedeutung ist, wird erzielt, wenn man die Wechselwirkungen 
zwischen der Rotation und jenen Atomschwingungen beriicksichtigt, die 
nun iiberdies auch als anharmonisch in Rechnung gesetzt werden 
miissen.423) Wahrend die bisherigen Annaherungen bis auf die etwa 
empirisch zu beriicksichtigenden energetischen Beitriige der Bewegung 
eines "Leucht"elektrons von starren Atomen Gebrauch machen, kann 
man, ahnlich wie in der allgemeinen Theorie der Serienspektren (p.1054), 
nun auch noch versuchell, der Bewegung des Leuchtelektrons quanten
miif3ig scharf definierte Drehimpulswerte zuzuschreiben 424), welche dann 
von der gleichen GroBenordnung sein miissen, wie jene der Molekiil
drehung selbst, und die Kreiselbewegung wesentlich beeinflussen. Eine 
noch weitergehende Annaherullg hinsichtlich des Problems der inneren 
Bewegungen eines Molekiils wiirde nun schon auf' die Betrachtung 
konkreter Molekiilmodelle hinauslauf'en miissen, welche wie die oben 
betrachteten einfachsten dieser Art, aus einzelnen Atomkernen und 
Elektronen aufgebaut gedacht werden miissen. Ansatze dafilr, wie 
die aufgezahlten Naherungsschritte als sukzessive Approximationen 

stoffes P. S. Epstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 398; Phys. Ztschr. 
20 (1919), p. 289; F. Kruger, Ann. d. I'hys. 50 (1916), p. 346; 51 (1916), p. 450 
und H. Kallmann, Diss. Berlin 1920, untersucht. Die Quantentheorie des asym
metrischen Kreisels haben F.Reiche, Phys. Ztschr.19 (1918), p. 394 und M. Planck, 
Berl. Ber. 1918, p. 1166, sowie G. Thomsen, Math. Ann. 94 (1925), p. 146, behan
delt. Bezii.glich der allgemeinen Theorie und der Deutung der Bandenspektren 
vergleiche man vor allem T. Heuerlinger, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 188; Ztschr. 
f. Phys. 1 (1920), p. 82 und W. Lenz, VerhandL Deutsch. Phys. Ges. 21 (1919), 
p. 632; fe:rner auch die Darstellung- bei A. Sommerfeld [lJ, sowie die Berichte von 
A. Kratzer, Ergebn. d. exakt. Naturwiss. 1 (1922), p. 315 und R. Mecke, Phys. 
Ztschr. 26 (1925), p. 217. 

421) V gl. insbesondere die in Anm. 419) zitierten Untersuchungen von 
Bjerrum. 

422) H.Sponer, Diss. Gottingen 1920; Jahrb. d. Phil. Fak. Gott. 1921, p. 153; 
A. Kratzer, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p. 289; 16 (1923), p. 353; Phys. Ztschr. 22 
(1921), p. 552; Ann. d. Phys. 67 (1922), p. 127; 71 (1923), p. 72; Miinchn. Ber. 
1922, p. 107; Naturwissenschaften 11 (1923), p. 577. 

423) A. Kratzer, s. die vorige Anmerkung; M. Born und E. Huckel, Phys. 
Ztschr. 24 (1923), p. 1. 

424) A. Kratzer, 1. c., ferner H. A. Kramers, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), 
p. 343; H. A. Kramers und W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 351. 
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des allgemeinen Bewegungsproblems solcher Molekulmodelle darge
stellt werden konnen, sind fur zweiatomige Molekiile von Krat21Jru51 , , 
fur beliebige mehratomige Molekiile jiingst auch von Born und Heisen
berg426) gegeben worden.,m) 

B. Q.ua.ntentheorie unabgeschlossener Systeme. 

17. Allgemeine Gesichtspunkte zu einer einheitlichen Anwen
dung der Quantentheorie. Die bisherigen Betrachtungen haben sich 
ausschlieBlich auf in Strenge isolierte bzw. durch auBere makrosko
pische Felder (Nr. 15 b) gestorte Atomsysteme bezogen. Uue Anwend
barkeit scheint demgemaB zunaehst die gleiche, prinzipiell mit beliebig 
weitgehender Anniiherung mogliche Isolierbarkeit derartiger Gebilde 
von ihrel' raumzeitlichen Umgebung zur Voraussetzung zu haben, wie 
sie die grundsatzliche Stetigkeit, z. B. der klassisch-physikalischen Zu
standsgroBen zu rechtfertigen erlauben wurde.428) Die Annahme einer 

425) A. Kratzer, Anm. 422). 
426) M. Born und W. Heisenberg, Ann. d. Phys. 74 (1924), p. 1. 
427) Do. die experimentelle Untersuchung des Stark- und Zeemaneffektes 

an Bandenlinien bisher noch keinen groBeren, einem quo.ntito.tiven Vergleiche 
giinstigen Umfang erreicbt hat, ist der tbeoretischen Bebandlung der durch 
auBere Felder gestOrten Molekiilbewegung noch wenig Miihe gewidmet worden. 
Die Qtiantelung der Bewegung eines magnetischen Dipols im magnetischen Felde 
haben mit Riicksicht auf Fragen des Paramagnetismus F. Reiche j Ann. d. Pbys. 
04 (1917), p. 401j S. Rotszajn, Ann. d. Phys. 57 (1918), p.181 und A. Smekal, 
Ann. d. Phys. 57 (1918), p. 376, untersucbtj sie stimmt mit jener eines elektri
schen Dipols im elektrischen Felde iiberein, doch reicbt die benutzte Annaberung 
zur Berechnung des Starkeffekte~ der Bandenlinien nicht ·a.us, welche spater von 
G. Hettner, Ztschr. f. Phys. 4 (1920), p. 349, veroffentlicht worden ist. Das Ver
halten elektrischer Dipole in inhomogenen auBeren Kraftfeldern ist von H. Kall
mann und F. Reiche, Ztscbr. f. Phys. 6 (1921), p.352 untersucht worden. Die 
gegenseitige elektrische BeeinfiuBBung von Dipol- und (Juadrupohnolekiilen bat 
P. Debye in den in Anm. 25) zitierten Arbeiten bebandelt, vgl. ferner auch die 
ebendort genannten UntersuchlUlgen von J. Holtsmal'k zum Problem der Spektral
linienverbreiterung. 

428) Eine wenigstens bis zu gewissen Genauigkeitsgraden realisierungsfabige 
Isolierbarkeit ist fiir die gesamte theoretische Pbysik makroskopischer Systeme un
erliiJ3lich und kann in dem hierzu notwendigen AusmaBe gewiB auch als experi_ 
mentell erwiesen geIten; sie ermoglicht die Feststellung bzw. definiert (vgl. 
Anm. 280) den Bereich der iiberhaupt ala gesetzmiifjig erkennbaren Erscbeinungen 
und gestattet, jene als Konsequenzen eines Variationsprinzipes (vgl. Anm. 19 u. 
280) darzustellen. Eine prinzipiell vollstiindige Isolierbarkeit dagegen ware schon 
aua allgemeinen Erkenntnisgrii.nden unmoglicb. - Wenn die Stetigkeit der 
klassisch-physikaliachen ZustandsgroBen eine mit beUebig weitgehender Annaherung 
verwirklichbare Isolierbarkeit eines beliebigen Gebildes zu folgern gestattet, so 
geht sie hierin ersiehtlich weit iiber die Moglichkeit jeder direkten -experimen-
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allgemeinen derartigen Stetigkeit auch fiir die quantenthwretiscken 
ZustandsgroJ.\en (insofem solche uberhaupt generell definierbar sind)419) 
widerspriiche indessen offensichtliuh den fur jene isolierbaren Gebilde 
postulierten Eigensehaften, vor allem der Existens diskreter stationiirer 
Quantensustiinde (Nr. 9, 10), Bowie ihrer Fiihigkeit sur Emission scharfer 
SpektralUnien (Nr. 11).480) Der Umstand, daB namentlich erstere Eigen
sehaft nach Nr. 9 auch fur makroskopische Gebilde, namlich fiir Debye
Born-KarmtZnsche Festkorper, als erwiesen geIten dan, scheint hierbei 
den sonst denkbaren Ausweg zu versperren, die Quantengesetze in 
ihrer Gitnze als provisorische Grenzgesetze fUr Gebilde von bloB 
molekularer GroBenordnung anzusehen. Legt man der Quantentheorie 
daher eine Auffassung zugrunde," welche wenigstens in den beiden 
eben erwahnten Punkten Grundziige von gans allgemeiner Tragweite 
I.lrblickt, so ergibt sieh, wie zuerst Schottky und Smekal4.S1) betont 
haben, dafj eine beliebig weitgehende lsolierung sowohl molelcularer ala 
makroskopischer Gebilde von iJvrer raumzeiaichen Umgebung prinsipiell 
unmoglich sein mufJ.481) DaB speziell die Weehselwirkung benachbarler 

tellen Kontrolle hinaus. Eine salcha wird indessen Bofod entbehrlich, wenn 
man sich auf Grund der aus der Theorie der thermischen Schwankungserschei
ntmgen (Nr. 7) ableitbo.ren empirischen AU8sagen tiber die energetischen und 
Impulswechselwirkungen zwischen Strahlung und beliebigen molekularen tmtl 
makroskopischen Gebilden (Nr. 11, 12) klarmacht, daB jene klassische Folgerung 
tatsachlich nicht zu Recht bestehen kann. Siehe weiter unten im Text und 
Anm.432). 

429) Siebe Nr. 28, letzter Absatz, wo auf die erkenntniatheoretischen .Fol
gerungen aua den im Texte beriihrten Gesichtspunkten hingewiesen wird. 

430) W. Schottky, Naturwissenschaften 9 (1921), p. 492, 506; A. Smekal, 
Monatsh. Math. Phys. 32 (1922), p. 245. 

431) Siehe Anm. 430, ferner vor aHem A. 8mekal, Wien. Anz. 1922, p. '19 
(auch Naturwissenschaften 11 (1923), p. 411). Implizit findet aich eine derartige 
Anschauung bereits in den Untersuchungen zur Theorie der Reaktionsgeschwin
digkeiten von M. Polanyi, Ztschr. f. Phys. 2 (1920), p. 90; 3 (1920), p. 31, doch 
konnte K. F. Herzfeld, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p.132 den dort vorgelegenen 
AnlaB zur Einfiihrung derartiger V orstellungen auch auf Grund klassisch-kine
tischer Annahmen aufkliiren. Eine teiIweise Wiederaufnahme des Polanyischen 
Standpunktes findet sich indessen spii.ter bet J. A. Ohristiansen und H. A. Kra
mers, Ztschr. f. phys. Chem. 104 (1923), p. 451, auf p. 463/464. - Von anderen, 
zum Teil wesentlich spezielleren Momenten ausgehend, sind femer auch H. Tetrode. 
Ztschr. f. Pbys. 10 (1922), p. 817 und H. Skaupy, ZtBchr. f. Phys. 12 (1922), p.18~, 
auf AUBChau.ungen bzw; Vermutung.en gekommen, welche den im Text vertretenen 
Standpunkt zux Voraussetzung haben. 

482) Dem in Anm. 428 Gesagten zufolge wird diese Nicbt-Isolierbarkeit im 
ailgemeinen jedoch nur innerhalb moZekularer Genauigkeit88chranken praktisch 
fiihlbar werden konnen und mussen. Allerdings waren auch beliebig groBe, 
"zufallige" makroskopische Ausnahmen von diesem Verhalten denkb~ und mtlg-
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Atomsysteme in Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergeb
nissen tiber den gegenseitigen Zusammensto/3 molekularer Gebilde 
(Nr. 18) und tiber den lichtelektrischen Effekt (Nr. 18b) nicht auf 
Grund der klassischen Bewegungsgesetze aHein gedeutet werden 
kann4SS), ist daraufhin unmittelbar einleuchtend, doch iet einstweilen 
jeder Versuch, genauere Angaben fiber die tatsachlichen Gesetze jener 
Wechselwirkungen zu erschlieBen, fehlgeschlagen.434) 

Wiirde man indessen die Anwendung del' in den vorangehenden 
Nummern formulierlen Grundpostulate del' Quantentheorie zumindest 
provisorisch auch auf die zwischenmolekularen Wechselwirkungen 
auszudehnen versuchen, so wiirde man die immerhin bereits quali
tativ bedeutungsvolle Aussage erhalten, da/3 sich freie Elektronen, 
lonen, Atome und MolekUle im Felde ihrer wechselseitigen Kraftwir
kungen ebenso in ganz bestimmten Quantenbahnen bewegen sollten, wie 
dies nach Nr. 14-16 ftir die Elektronenbewegungen im Inneren diesel' 

lich, miillten jedoch von der gleichen Seltenheit ("pra.ktischen Unmoglichkeit") 
sein, wie Abweichungen ahnlicher Groilenordnung vom II. Hauptsatz der makro
skopischen Thermodynamik (Nr. 8). 

433) Vgl. z. B. N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, II. Kapitel, § 5. 
434) Man kann diese Lucke aus der Welt zu schaffen suchen, indem man 

die Moglichkeit, derartige Wechselwirkungen eingehender zu beschreiben, iiber
haupt leugnet und einen geeigneten Ersatzmechanismus benutzt, welcher wenig
stens eine formelle Verkniipfung der bei solchen Wechselwirkungen auftretenden 
Energie- und Impulsbilanzen gewahrleistet. Da.B die Inanspruchnahme eines 
derartigen Bildes jedenfalls dazu notigen miiBte, dem Energie- und Impulssatz 
beim elementaren Strahlungsvorgange eine bZofl statistische Bedeutung zuzuschreibcn, 
ist von W. Schottky und dem Referenten gelegentlich einer (an die in Anm.430) 
zitierte Veroffentlichung von· W.Schottky anschlieBenden) im September 1921 statt
gefundene, unpublizierte Unterredung gefolgert worden. Die Aufgabe dieses 
Standpunktes wurde indessen trotz weitergehender, aussichtsreicher Konsequenzen, 
namentlich in bezug a.uf die Strahlungsfragen, durch gewisse Impuls-Schwierig
keiten nahegelegt, sowie durch die ganzliche Entfernung einer derartigen 
Theorie von den Erfahrungstatsachen. Betrachtet man es als eigentliche Auf
gabe der theoretischen Physik, Zusammenhiinge zwischen beobachtbaren ErBchei
nungen aufzuBUchen und moglichst quantitativ zu formulieren, so kann allen 
jenen Bildern,· welche nur um den Preis von ea:perimentell grundsiitzlich un
kontroUierbaren Annahmen jene Bedingungen indirekt zu erfiillen geeignet waren, 
wohl bum viel mehr als bestenfalls heuristische Bedeutung zugeschrieben wer
den. Annahmen dieser Art scheinen auch wesentliche Grundlagen einer jiingst 
von N. Bohr. H. A. Kramers und J. C. Slater, Ztschr. f. Phys. 24 (1924), p.69, 
vertretenen strahlungstheoretischen Deutung;der Quantenvorgange (Nr. 20) zu bil
den, welche in vielen Punkten mit dem oben erwahnten unpublizierten Versuch 
iibereinstimmt. In der vorliegenden Fassung ist diese Tbeorie allerdings nur auf 
hochverdiinnte Gase anwendbar, so da13 sie fiir das im Texte beruhrte Problem 
einstweilen keine neuen Gesichtspunkte geliefert hat. 
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Gebilde zutreft'en 8011.435) In der Tat 8cheint die experimentell sicheI
gestellte Richtungseinstellung der Stern-Gerlachschen Atornstrahlen im in-

435) .A.. Smekal, Wi en. Anz. 1922, p. 79; Naturwissenschaften 11 (1923), 
p. 411; Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 294, § 6. Man wird indessen nicht daran 
voriibergehen konnen, festzusteHen, da.6 es sich hier haufig um Quantenzustande 
handeln wird, deren "mittlere Lebensdauer" von der gleichen Gro.6enordnung 
sein wird, wie einzelne Perioden der gequantelten Bewegungsvorgange selbst, 
was bei isolierten Atomsystemen (Nr. 14:-16) nicht vorkommt, bzw. vorzukommen 
braucht. Wenn Bohr in Bolchen und einigen anderen Fallen (vgl. z. B. Ztschr. 
f. Phys. 13 (1923), p. 117, auf p. 146/147) mit besonderer Riicksichtnahme auf das 
Korrespondenzprinzip von einer Grenze fur die Anwendbarkeit der in Nr. 14 ent
wickelten Quantenpostulate spricht, 80 mochten wir glauben, daB dies mem hin
sichtlich der Zulassigkeit gewisser beim isolierten Wasserstoffatommodell (Nr. 15) 
bewahrter Vereinfachungen und VernachHissigungen (z. B. Benutzung der strah
lungsfrei ttna zeitunabhiingig gemachten Bewegungsgleichungen) angenommen 
werden brauchte, nicht aber beziiglich der Existenz disk1'eter strahlungsfreier 
Quantenbeweg;,t,ngen selbst. Jedenfalls wird es aber als zweckma.6ig angesehen 
werden konnen, mit P. Ehrenfest und R. C. Tolman, Phys. Rev. 24 (1924), p. 287, 
die bei isolierten Atomsystemen meist auftretenden Verhii.ltnisse als "starke" 
Quantelung qualitativ von den oben erwahnten Fallen mit "schwacher" Quante
lung zu unterscheiden. 

Ein weiterer Unterschied zwischen der Quantelung isolierter Atomsysteme 
und jener bei Beriicksichtigung der zwischenmolekularen Wechselwirkungen liegt 
darin,da.6 bei letzteren "entartete" Bewegungen (p. 1008), welche sonat von einer 
riiumlich beliebl:gen Orientierung der Atomsysteme herriihren konnten, im allge
meinen nicht auftreten werden. Wegen der willkiirlichen raumlichen Lage der 
invariablen Ebene eines beliebigen isolierten Atom- und Molekiilmodelles im feld
freien Raum mii.6ten letztere sonat in der Tat siimtlich ala "entartet" angesprochen 
werden; die obige Auffassnng hingegen tragt automatisch der von P. S. Epstein, 
Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 168, geauBerten Idee Rechrlung, welche "entartete" 
Systeme als einen grnndslitzlich nicht realisierten Idealfall ansieht. DaB nach Aus
weis der Statistik (Nr. 24) trotzdem im makroskopiseh feldfreien Rauma aHe mog
lichen Orientierungen der Molekiile vorkommen, laBt auf ainen raumlich-zeitlich 
ungeordneten Oharakter der zwischen1l101ekularen Wechselwirkungen schliellen, wie er 
auch aus den praktischen Erfolgen der Statistik (s. Anm. 438) notwendig gefolgert 
werden muB. Nach dieser Auffassung wiirde die Gesamtzahl aZZer an einer be
stimmten Raumstelle und zu eine1l1 bestimmten Zeitpunkte moglichen Orientierungen 
zwar durch die Sommerleldsche Theorie der Richtungsquantelung (Nr. 15 b) ge
geben sein, die individuelle Orientierung des einzelnen Biiachels von zugelassenen 
Richtungen hingegen von art zu art verschieden und mit der Zeit im Tempo des 
zwischenmolekularen Wechselfeldes veriindm·lich sein. Man vgl. hierzu eine ahn
liehe Art von "Orientierungsquantelung" der im iibrigen ungeordneten Warme
hewegung, welche Schrodinger zur quantentl:ieoretisehen Behandlung der Molekiil
translation (Nr. 19) eingefiihrt hat, ferner einen verwandten strahlungstheoretischen 
Fall in Anm. 548. Einen Beleg fiir die Brauehbarkeit derartiger Vorstellungen 
liefert die Intensitiitstheorie der Mehrfachlinien in den Serienspektren nicht
wl).sserstoifahnlicher Atome, welche von iiuf,eren makroslcopischen Feldern unbe
einf/uf,t sind. Wie namentlich .A.. Sommerfeld, Ztschr. f. techn.Phys. 6 (19,25), 
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homogenen Magnetfelde S43) aUein auf Grund dieser Folgerung wider
spruchsfrei verstanden werden zu konnen.436) Um sie rechnerisch 
naher verfolgen zu konnen, hatte man die unter dem EinfluB ihrer 
Wechselwirkungskrafte vor sich gehende Bewegung samtlicher Pro
tonen und Elektronen eines hinreichend groBen 437) Raomgebietes der 
p. 2, gezeigt hat, sind die Intensitatsverhii.ltnisse der Komplexstrukturen sous der 
Theorie der Richtungsqua.ntelung in auJJeren makroskopischm Feldem vor(lous
berechenbar; vgl. dazu auch die grundlegenden Arbeiten der Utrechter Schule, 
H. B. DO'I'geZo, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 170; H. C. Burger und H. B. Dorgelo, 
Ztschr. f. Phys. 23 (1924), p. 258; L. S. Ornstein und H. O. Burger, Ztschr. f. 
Phys. 24 (1924), p. 41; 28 (1924), p. 135; 29 (1924), p. 241. Der Erfolg der 
Theorie a.uch an einem feldfreim Problem erscheint ohne die obige Auffassung 
unverstandlich, falls man ohne Bezugnahme auf bestimmte Gewiihtsansa"tze fur 
entarlete Systeme (Nr. 24:) das Ausla.ngen zu finden wUnscht. 

436) A. Smekal, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 4 (1923), p. 16, wo die 
Grii.nde angegeben sind, welche gegen die iibrigen, von A. Einstem und P. Ehrtm
fest, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 31, sowie N. BOM, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), 
p. 117; Anm. 1 a.uf p. 149, diskutierten Deutungsmoglichkeiten des Stern-GerZach
.schen Effektes sprechen. Eine ahnliche Bedeutung wie diesem kommt fUr die 
im Text beriihrte Frage auch der Einstellung von beliebigen Atomen und Mole
kiilen in anwachstmden homogtmlm iiuflertm Kraftfeldern zu. 

Von anderen Effekten, welche zugunsten obiger Folgerung gedeutet wer
den Mnnen, kommen gewisse reaktionskinetische Einzelheitm (vgl. Anm. 430), so
wie Beoba.chtungen von S. Datta, Proc. Roy. Soc. A 101 (1922), p. 639 in Betracht, 
welcher die K-Hauptserie bis zum 42. Gliede in Absorption beobachtete und von 
deren 37. Gliede a.n Abweichungen von der serientheoretischen Lage der Linien 
fand, die auf den EinfluB der Nachbaratome zuriickgefiihrt werden mussen, ohne 
da.B dies wie bei der gewohnlichen Linienverbreiterung eine Einbu.Be an Linien
scharfe zur Folge gehabt haben konnte. Auf die Bedeutung der Erfolge der. 
Quantmtheorie der Festkiirper wird in obigem Zusammenhange weiter unten im 
Texte verwiesen. V gl. schlie.Blich auch die quantenthermodynamischen Ergeb~ 
nisse von A. Byk (Anm. 196), welche. soweit sie sich nicht restlos auf das Vor
handensein einer Nullpunktsenergie zuriickfiihren lassen sonten, auch im obigen 
Sinne gedeutet werden konnen. 1Jbrigens kann bei prinzipieller Beriicksichtigung. 
aller zwischenmolekularen Wechselwirkungen auch eine derartige Nullpunkts-. 
energie nur im obigen Sinne verstanden werden, wie ffir Gase noch im Beson" 
deren aUl den Betrachtungen von Nr. 19 entnommen werden kann. 

4S7) Wll.hrend prinzipiell zwa.r die ganze Welt hierzu in Betra.cht gezogen 
werden mii.Bte, geniigt innerhalb atomar homogener Bereiche, sowie bei nor
malen Druck- und TemperaturverbAltnissen jedenfalls bereits die nli.herungsweise 
Betra.chtung von Raumteilen submikroskopischer Abmessungen. Zur Beurteilung 
deB auf diese Weise erzielbaren Annaherungsgrades kann man sichetwa zwei 
derartige Bereiche, einmal voneinander getrennt, das andere Mal miteinander 
vereinigt, untersucht denken; man vgl. hierzu eine analoge, speziell fur Debye
ache Festkorpereigenschwingungen, jedoch zu ganz anderem Zwecke durchge
f\ibrle Betrachtung bei M. Born, Phys. Ztschr. 15 (1914), p.186. - Besonder
heiten treten bloB an den Grenzflii,chtm kondensierler Phasen, ferner bei extrem 
fliederm Drucken una Temperaturen (z. B. Supraleitung) auf. 
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Welt als einheitliches Quantenproblem (38) aufzufassen und deren statio
nare' Zustande auf' Grund der aUgemeinen, in Nr. 16 entwickelten 
Methoden zu ermitteln.439) Der in Nr. 16 hervorgehobene, bisherige 
quantitative, vielleicht aber such prinzipielle MifJerfolg dieser Methoden 
1ehrt indessen die gegenwartige Aussichtslosigkeit eines derartigen 
Beginnens. N ur im Falle der Kristallgittertheorie der Festkorper 
(Nr. 6b, 9 und V 25, M. Born) ist dieses Verfahren, iibrigens bereits 
seit langem und mit quantitativ ganz besonders erfolgreichen Ergeb
nissen durchfiihrbar gewesen; hier ist es aber einstweilen unumganglich, 
die Gitterionen durch naherungsweise statische Gebilde zu idealisieren.440) 

438) Dieser Umstand hat zur Folge, daB z. B. die Betrachtungen del' 
Quantenstatistik (Nr.1-12) nur innerhalb der in Anm. 428 gekennzeichneten Ge
nauigkeitBschranken zulassig (vgl. dazu etwa p. 974/975, vor Anm. 228, Bowie diese 
Anm. selbst), aullerhalb dieser hingegen prinzipiell unzuliissig sind, im Gegen
satz zu jenen del' klassischen Statistik, welche bei geeignet gewii.hlten auaeren 
Bedingungen stets mit belie big weitgehender Genauigkeit anwendungsfiihig 
bleiben. V gl. A. Smekal, Monatsh. Math. Phys. 32 (1922), p. 245, § 3. Beziiglich 
der bei Beriicksichtigung der zwischenmolekularen Wechselwirkungen anzu
wendenden Methodik vgl. man z. B. die Behandlung des Problems der Elek
tronenleitfii.higkeit bei E. Kretschmann, Ann. d. Phys. 74 (1924), p. 189,405, odeI' 
von einem ganz anderen Gesichtspunkt aus A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 33 (1925), 
p.613. 

439) Eine wortliche Durchfiihrung dieses Programmes wiirde u. a. auch 
eine Quantentheorie des Atomkernbaues notwendig machen, fur welcbe neben 
theoretischen Ansatzen auch bereits experimentell bedeutsame Ergebnisse vor
liegen. Beziiglich des Nachweises der Giiltigkeit des Kombinationsprinzipes an 
der Kerngammastrahlung vgl. man die in Anm.227 hierzu erwahnte Literatur; 
die darauB zu folgernde Existenz diskreter stationiirer Zustiinde in den Atomkernen 
wird von den in Anm. 261) zitierten Arbeiten von W. Lenz und A. Smekal bereits 
vorausgesetzt und zusammen mit den experimentellen Daten iiber die Raum
beanspruchung der Atomkerne dazu benutzt, die Giltigkeitsgrenzen des Coulomb
schen Gesetzes im .A.tominneren abzuschii.tzen. Zur quantentheoretischen Deutung 
der radioaktiven Zerfallsvol'giinge vgl. man die in ADm. 218 genannten Arbeiten 
von A. Smekal und S. Rosseland, von welchen die des ersteren auch auf die grnnd
satzlich quantenmaBige Wecbselwirkung zwischen Kernbau und Elektronenhiille 
hinweisen. Die Frage nach dem EinfiuB einer statischen Anisotl'opie des Kern
kraftfeldes auf die Elektronenhiille und deren optische Spektren hat L. Silber
stein, Phil. Mag. 39 (1920), p. 46, nach P. S. Epstein, Phys. Ber. 1 (1920), p. 648, 
freilich in unzureichender Weise behandelt. Beziiglich der quantentheoretischen 
Deutung der experimentell sichergestellten geringfiigigen Abweichungen der 
Spektren isotoper Elemente voneinander vgl. man P. Ehren{'est und N. Bohr. 
Nature 109 (1922), p. 745, iiber die mogliche Bedeutung des Kernaufbaues fiir 
das .A.bbrechen des periodischen Systems der Elemente mit dem Uran S. Rosseland. 
Na.ture 111 (1923), p. 357. 

440) Mit Riicksicht auf den fehlenden Anteil hypothetischer "freier" Elek
tronen an der spezifischen Warme der Elektronenleiter wird deren Leitfahigkeit 
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Ahnliche Beschrankungen, jedoch zusammen mit noch wesentlich weit
gehenderen Vereinfachungen haben sich in der Quantenkinetik (Nr. 18), 
sowie bei allen Versuchen zu einer wenigstens qualitativen quanten
theoretischen Behanillung. der Molekultramlation (Nr. 19) als notwendig 
erwiesen - Fragen, welche demgemaB in direktem Anschlu8 an den 
Gegenstand der vorliegenden Nummer zur Darstellung gelangen sollen. 

Sucht man den im V orstehenden angedeuteten Versuch einer An
wendungdes Postulates von der Existens stationiirer Quantensustiinde(bzw. 
Quantenbewegungen) auf die zwischenmolekularen Wechselwirkungen 
nun auch noch durch die Benutzung von (115a) als Bohrsche Frequens
bedingung nsch der Seite der Strahlungsfragen hin zu erganzen 441), 
so begegnet man gewissen prinzipiellen, einstweilen noch uniiber
wundenen Schwierigkeiten, welche mit der endlichen Ausbreitungs
geschwindigkeit des Lichtes zusammenhangen und die Abgrenzung 
bzw. iiberhaupt die Endlichkeit jener raumliche~ Bereiche betreffen, 
deren materieller Inhalt an einem einzelnen elementaren Strahlungs
vorgange grundsatzlich teilnimmt.4SS) Diese Schwierigkeiten scheinen 
indessen in vielen .Fallen (Nr. 18) wenigstens praktisch bedeutungslos 
zu sein fiir die Anwendung des Energie- und Impulssatses, welche 
nach dem gegenwiirtigen Stande der Strahlungsfragen in cler Quanten
theorie zufolge (115) und (116) hier vor allem in Betracht zu kom
men hat. Die Anwendung dieser Frequenzgesetze ergibt allgemein, 
da8 die Lichtemission eines beliebigen atomaren Gebildes wenigstens 
prinzipiell von dessen Wechselwirkung mit seiner Umgebung abhiingig 
sein mu6 442), wodurch uumittelbar verstiindlich wird, daB aIle Spektral-

zweifelsohne durch relativ stark gebundene Valenzelektronen bewerkstelligt wer
den miissen (Nr. 19), deren Bahnen grundsatzlich nicht mehr auf die Wirkungs
sphare einzelner Gitteratome bzw. -lonen beschrankt sind. (Die Bahnen konnten 
etwa "Tauchbahnen" (vgl. Anm. 409) sein, bei welchen das Wiederneintauchen" 
jedoch stets in die Elektronenhiille eines beliebigen Naehbaratoms erfolgt.) Diese 
insbesondete fur die Deutung der Supraleitung wohl unerlaBliche Annahme wider
spricht jedoch der oben im Texte hervorgehobenen Beachrankung auf statische 
Gitterbausteine, was es bisher unmoglich gemacht hat, eine befriedigende Theorie 
der Temperaturabhangigkeit der elektroniachen Leitflihigkeit aufzustellen. 

441) Die prinzipielle Bedeutung der Strahlungsfragen und der nach Nr. 11 
(unabhangig von den in Anm. 43il) zur Quantenstatistik gemachten Bemerkungen) 
ala statistisch anzusehende Charakter der elementaren Strahlungsvorgange be
wahrt jenen Yersuch davor, auf die tatsachliche Statuierung einer "prastabilierten 
Harmonie" hinauszulaufen, wie sie, aonat allerdings mit viel geringerer Trag
weite, jedem klassisch-stetigen Weltbilde zugrundegelegt werden muB. 

442) Wenn es moglich sein sollte, die Lorentz-RitzBche Auffassnng der 
Maxwellschen Elektrodynamik, welehe den der Materie gegeniibergestellten Begriff 
des Strahlungsfeldes viillig entbehrlieh macht, auf die Quantentheorie auszudehnen, 
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linien, auch yom Dopplereffekt abgesehen, eine erulliche Breite haben 
miissen «3), deren untere Grenze, ihre "wahre" Breite, somit ebenfalls 
durch jene Wechselwirlrnngen bedingt sein mu6."") Die yorausgesetzte 
Anwendbarkeit der jeweils nur eine einzige, "scharfe" Frequenz lie
femden BOMschen Frequenzbedingung wird dabei zur Folge haben, 
daB jene experimentell scheinbar kontinuierlich4.45) erfiillte Spektral
linienbreite in Wahrheit nur aine beliebig dichte Zusammendriingung 
eineelner "schOh'{er" SpekfJralfrequeneen darstellen kann "6), wie auch die 

so ware damit, wie bereits in Anm. 216) angedentet, da.s Eingehen der Strah
lungsdichte in die Eimteinschen Ansatze (1078.'), (107b') bzw. (107a.) , (107b) 
nnmittelbar verstandlich gemacht. Wie man leicht sieht, mu6 aber im Falle 
einer prinzipiellen Beriicksichtigung der zwischenmolekularen Wechselwirkungen 
anch die Einsteinsche "Obergangswahrscheinlichkeit" (106) fur spontane Strah
lungsemission von den "Feldgr<l6en" abhangig werden. Da6 sie es in Nr. 11 
nicht zu sein braucht, hiLngt mit der grundsatzlich unvermeidbaren Vernach
lassignng der zwischenmolekularen Wechselwirkungen bei molekular-statistischen 
Betrachtungen (ADm. 438) zusammen, wie sie an jener Stelle vorliegen und 
worauf auch p. 974/976 bereits hingewiesen worden ist. (Siehe auch Anm. 228.) 

443) Beziiglich des Dopplereffektes vgl. man die Bemerkungen im AnschluB 
an (U5) und Nr. 20; ferner zur Verbreiterung der Spektrallinien durch Stark
effekt in benachbarten Molekularfeldern Anm. 333), 375). Magnetische Molekular
felder als Verbreiterungsursache scheinen bisher noch nicht diskutiert worden 
zu sein, kommen aber praktiach aus quantitativen Griinden wohl meist nicht in 
Betracht. 

444) V gl. dazu Anm. 323). - Zur klassischen Theorie der Spektrallinien
breite vgl. man Lord Rayleigh, Phil. Mag. 29 (1915), p. 274; H. A. Lorentz, Proc. 
Acad. Amsterdam 18 (1916), p. 134; zu deren quantentheoretischer Behandlung: 
A. Sommerfeld und W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 393; G. Green, 
Phys. Rev_ April 1923; G. Breit, Proc. Nat. Acad. Amer. 9 (1923), p. 244; femer 
die in Anm. 323) eingehender gewurdigten .Ansichten Ton Bohr. 

445) Siehe Anm.211). 
446) Dieser Folgerung liegt offensichtlich noch die stillschweigende Voraus

setzung zugrunde, daB die Lichtemission eines Atoms in einem seitlich veriinder
lich.en, inhomogenen Molekularfelde ausschlieBlich durch den Momentanwert des 
Feldes beeinfiu6t wird und daher mit der Lichtemission eines in einem seitlich 
konstanten, homogenen auBeren Felde von entsprechender Starke befindlichen 
Atoms iibereinstimmt. DalJ die Lichtemission rasch bewegter Atome durch in
homogene. makroskopische Felder in jedem Feldpunkte genau 80 modifiziert wird, 
wie die Lichtemission daselbst ruhender Atome, ist durch Versuche von J. Stark, 
.Ann. d. Phys. 43 (1914), p. 966, 991; 48 (1915), p.193; sowie H. Rausch v. Trauben
berg, Vortrag auf der Naturf.-Versamml. Innsbruck 1924, auch Phys. Ztschr. 25 
(19U), p. 607, experimentell £estgestellt worden und kann fUr nicht allzu rasch 
veranderliche Molekularfelder zur Rechtfertigung obiger Anna.hme herangezogen 
werden. Was die qurmtentheoretische Deutung der genannten Erscheinung an
betrifft, so mu6 sie sich vor aHem auf die aus den Ergebnissen der Stutistik 
(Nr. 9) zu ziehende Folgerung stiitzen, dalJ die einzelnen elementaren Strahlungs
vorgiinge von vernachlassigbar kurser Zeitdauer sein miissen [vgl. Anm. 192), 191). 
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lwntinuierlichen Spektren der Atomsysteme (N r. 18 b) gleich dem kon
tinuierlichert. Spektrum aer Warmestrahlung (Nr. 18 b, 19) grundsatz
lich nur als hinreichend dichte Aufeinanderfolgen solcher Frequ~nzen 
angesehen werden diirften. Zieht man die Moglichkeit in Betracht, 
daB der von einem Atom emittierte, individuelle Betrag hv an Strah
lungsenergie von einem entfemten Atom absorbiert werden kann, so 
folgt aus der in dieser Nummer pl'ovisorisch vertretenen Anwen
dung der Quantenpostulate auf die zwischen-molekularen Wechsel
wirkungen, da~ das emittierende und das absorbierende Atom prinzi
piell als miteinander gekoppelt angesehen werden miissen, was fur 
die Quantentheorie der Dispersion (Nr. 21) von Bedeutung zu sein 
scheint.4(7) 

18. Quantenkinetik. Wenn man die W ohldefiniertheit der Atome 
und Molekiile (Nr. 13) bei der Betatigung del' meisten ihrer physika
lischen und chemischen Eigenschaften, insbesondere im Gaszustande, 
als Ausdruck dafiir 3uffaJ3t, daB ihren gegenseitigen Wechselwirkungen 
in vielen Fallen, vor allem energetisch, eine nul' hochst untergeord
nete Bedeutung zukommt, so wird man von den letzteren nicht nur 
absehen konnen bei der Beurteilung der spektralen Eigenschaften von 
isolierten Atomsystemen (Nr.14:-16)448), sondern auch bei der Frage 
nach den Folgen der Wechselwirkung von nur ganz wenigen derartigen 
Gebilden. Wenn jene Wechselwirkung nach voriibergehender gegen
seitiger Annaherung praktiscn wieder belanglos geworden ist, werden 
sich die beteiligten Gebilde, deren Anzahl sich unterdessen durch Zer
fall, Ionisation, Dissoziation oder Wiedervereinigung geandert haben 
mag, dann ebenso wie vor ihrer Begegnung, in ganfJ bestimmten 

060), 579)], wie es auch vou der Lichtquantentheo'l'ie (Nr. 20) gefordert zu werden 
scheint. Eine andere Deutung des erwahnten Effektes, welche den oben ver
folgten Gedankengangen jedoch vollig fernliegt, entwickeln Bohr, Krame'l's und 
Slater in ihrer in Anm. (34) erwlthnten Veroffentlichung. 

(47) A. Smekal, Wien. Anz.1922, p. 79; G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), 
p. 193. - Einer ahnlichen Vorstellung scheint sich anfangs auch Slater bedient 
zu haben, vgl. J. C. Slater, Nature 113 (1924). p. 807, Bowie N. Bohr, H . ..4.. Kra
mers und J. C. Slater, Ztschr. f. Phys. 24 (1924), p. 69, auf p. 70. 

(48) Die Frage, inwieweit ~twa jene Wechselwirkungen grundsatzlich fUr 
die StabiZitiit verschiedener Atomsysteme ma5gebend oder mitbestimmend sein 
konnten, wird damit naturgemat\ jeder Beantwortungsmoglichkeit entzogen. Da5 
dieser Frage in Verbindung mit jener nach der Konstitution des festen und 
fiiissigen Aggregatzustandes eine erhebliche, bislang noch wenig gewiirdigte Be
deutung zukommt, Bcheint unzweifelhaft. Hingegen diirften nach den bieher be
Kannten experimentellen Tatsachen die Wechselwirkungen zwischen Elektronen
hulle und Atomkernen fUr die Stabilitat der letzteren von untergeordneter Be
deutung sein (vgl. indessen letztes Zitat von Anm. (39). 
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stationiiren Zustiinden befinden mussen 449) , gleichdauernd isolierten 
Atomsystemen. Hat jene Wechselwirkung ("Zusammenstop',) eine blei
bende Veriinderung der beteili~ten Gebilde zur Folge gehabt, so 
ist diese nach Nr. 14: nur dann auf klassischem Wege berechenbar, 
wenn der ganze Vorgang im Sinne des Ehrenfestschen A.diabaten
prinzips als umkehrbar, unendlich langsam angesehen werden bnn; 
die bisher vorliegenden Erfahrungen haben indessen gezeigt, daS 
den wirklichen Vorgangen im allgemeinen keine diesem Grenzfalle 
eigentumlichen Bedingungen zukommen.450) Eine Ausnahme hiervon 
bilden bloB jene StoRvorgange, bei welchen die beteiligten Atom
systeme sich vor und nach ihrer Wechselwirkung in stationaren Zu
standen mit hohen Quantenzahlen befinden; hier wird man jedenfalls 
hinsichtlich alier beobachtbaren Mittelwerte auf Grund von Uber
legungen, ahnlich jenen von Nr. 14, eine weitgehende Annaherung 
an die von der kinetischen Gastheorie gelieferten klassischen Ergebnisse 
erwarten durfen.(51) Fur die Moglichkeit einer kunftigen, genaueren 
quantentheoretischen Beschreibung von StojJvorgiingen muB man es mit 
Bohr jedenfalls als bedeutsam ansehen; daS die quantentheoretischen 
Gesetze der Festlegung stationarer Zustande fur isolierte Systeme 
(Nr. 14), sowie der Uberfiihrung solcher Zustande ineinander (Nr. 11), 
den fur klassische Gesetze charakteristischen Forderungen der Relati
vitat der Bezugssysteme und der Umkehrbarkeit der Prozesse ge
niigen - Eigenschaften, welche auch fiir eine Durchfuhrung des in 
der vorangehenden Nummer geschilderten allgemeinen Programmes 
von prinzipieller Bedeutung sind. Da, die Ermittlung jener Quanten-

449) N. Bolllr [1], Abhandlung I, p. 19. 
450) Dies hat sich sowohl bei der Frage nach der Moglichkeit einer "adia

batischen" Bildung von Wasserstoffmolekulen aus Bohrschen Wasserstoffatomen 
herausgestellt, welche Born und Nordheim (s. Anm. 418) unter 5.) diskutiert 
haben, wie bei der Anlagerung von Elektronen an bereils eine Elektronenhulle 
besitzende Atomionen. Del' letztere Punkt ist von prinzipieller Tragweite fiir die 
halbempirische Quantenthem'ie des Atombaues von Bohr (Anm. 400); wenn Bohr 
und Lande (Anm.406) hier von einem unerwarteten "Versageu der Mechanik" 
(Anm. 292) sprechen, so ist dies insofern nicht vollstandig berechtigt, alB die 
Brauchbarkeit der strahlungsfrei gemachten, klassisch-elektrodynamischen Be
wegungsgleichungen fiir diesen Fall nach Anm. 270) von vornherein iiberhaupt 
gar nicht erwartet werden kann. 

451) V gl. hierzu und zu Folgerungen, welche hieraus auch fiir den Fall 
niedriger Quantenzahlen versuchsweise extrapoliert werden konnen, lV. Pauli, 
Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 177, § 3, ferner N. Bohr, Ztschr. f. Physik. 13 (1923), 
p.117, II. Kapitel, § 4 und insbesondere Anm. 1) auf p. 130. 

DaB obige Vorstellungen erfolgreich sind, hat S. Rosseland, Phil. Mag. 45 
(1923), p. 164 gezeigt. 
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gesetze aber noch aussteht, ist es einstweilen blo.13 moglich, die StoB
vorgange durch bilansmafJige Anwendung des Energie-, Impuls- und 
Drehimpulssatzes auf die beteiligten Atomsysteme vor und nach dem 
StoBe naher zu kennzeichnen. Wir beschranken uns hierbei auf den 
Fall zweier zusammenstoBender Gebilde, da Dreier- und MehrfachstoBe 
im allgemeinen nur in der Theorie der Reaktionsgeschwindigkeit von 
wesentlicher Bedeutung sind452), welche jedoch au.Berhalb des vor
liegenden Be.richtes gelegen ist453); im AnschluB an die allgemeinen 
Ausfiihrungen der vorangehenden Nummer erscheint es jedenfalls un
erHiBlich, die Translation der beiden Gebilde fur hinreichende Entfer
nungen von der ZusammenstofJstelle als strahlungsfreie Quantenbewegungen 
aufsufassen. Zumindest insofern die zu betrachtenden StoBvorgange 
durch das Eintreten von Inderungen der stationaren Quantenzustande 
der beteiligten Gebilde oder durch Strahlungsvorgange gekennzeichnet 
sind, mull ihr tatsachliches Zustandekommen ebenso wie jenes der zu 
ihnen inversen V organge als von gewissen "Ubergangswahrscheinlich
keiten" abhiingig angesehen werden; diese .Annahme entspricht den 
diesbeziiglichen allgemeinen Ansatzen (18), (18a) der Statistik und 
stellt zugleich eine rationelle Verallgemeinerung der fUr beliebige 
Qu,antenubergiinge isolierter Atomsysteme in Nr. 11 und 12 erforderlich 
gewesenen Ansatze (106), (107a), (107b) dar, welche fiir eine voU

stiindige Behandlung des thermodynamisch-statistischen Gleichgewichts 
zwischen Strahlung und Materie (Nr. 26b, 26c) unerliU3lich erscheint. 

18 a. Strahlungslose ZussmmenstoBe und Q,uanteniibergange. 
Denkt man sich die Bewegung auf den gemeinsamen Schwerpunkt 
der zusammenstoBenden Gebilde mit den Massen Ml und Ms bezogen, 
so betragt de~en kinetische Energie vor dem Zusammentreffen t ~Vl, wo 

(174) 
M1·Mt 

(.t= 
M1+Mz 

ist und die anf'angliche Relativgeschwindigkeit v nach Nr. 3 und 19 
als zumindest praktisch stetig veriinderlich angesehen werden darf. Die 
beim Zusammensto{J gegebenenfalls zum Umsats gelangende Translations
energie kann daher ebenso wie der Linearimpuls des gemeinsamen Schwer
punktes beliebige Werte annehmen. 1m Gegensatz hierzu wiirde es nahe
liegen, fur den gemeinsamen Drehimpuls der beiden Gebilde auf Grund 

von (148'), (149) und (134) blofj die diskreten Werle 0, 2h", :!, :!, ... 
402) Siehe etwa. K. F. Herzfeld, Ztschr. f. Phys. 8 (1921), p. 132; J. A. Chri

Btiansen und H. A. Kramers, Ztschr. f. phys. Chem. 104 (1923). p. 451. 
453) Vgl. V 11 (K. F. HerzfeliI), Nr. 6, 9. 
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su erwarten:tM) Man iiberzeugt sich jedoch leicht, daB eine derartige 
Bedingung bei nachtriiglicher Beriicksichtigung der Wechselwirkungen 
mit benachbarten Atomsystemen in vielen Fallen wesentlich abgeiindert, 
wenn nicht vollkommen umgestofjen werden mufjte, 80 daB man ihr Ver
sagen im allgemeinen auch bei anfanglichen Relativgeschwindigkeiten 
der stoBenden Gebilde, welche jene der umgebenden Gasmolekiile urn 
Bedeutendes iibertreffen, zu gewartigen haben wird.455) 

Wenn die innere Energie jedes der beiden zusammenst06enden 
Gebilde vor und nach dem Zusammentreffen dieselbe ist, erleiden jene 
bloB .Anderungen hinsichtlich ihrer Translationsenergie und Geschwin
digkeitsrichtung; im Gegensatz zu den hierfiir in der kinetischen Gas
theorie benutzten schematisierenden mechanischen VO'TaussetlZungen 456) 

mu6 jeder Versuch einer rechnerischen Verfolgung solcher V organge 
an realen Atomsystemen auf die individuelle N atur derartiger Gebilde 
(Nr.13) und die zwischen ihnen wirksamen elektrischen Krafte Riick
sicht nehmen. Wie Debye4.57) indessen fur neutrale Rutherford-Bohr
sche Atom- und Molekiilmodelle allgemein zeigen konnte, werden bei 
beginnender gegenseitiger Annaherung stets anlZiehende Krafte geweckt, 
welche erst von einer individuellen Minimaldistanz an in abstofJende 
Kriifte umschlagen. 1st einer der StoBteilnehmer ein Elektron (Ml = m), 
so kann das getroffene Atom oder Molekiil wegen seiner verhaltnis-

454) P. S. Epstein, Proc. Acad. Amsterdam 23 (1922), p. 1193, ferner a.uch 
P. M. S. Blackett, Proc. Cambro Phil. Soc. 22 (1924), p. 56, wo ein derartiger An
satz insbesondere auf die Anregung von Spektrallinien angewendet wird. - In 
einer Wheren Arbeit, Ann. d. Phys. 50 (1916), p.815, hat Epstein eine (in
zwischen fallen gelassene) vollstandige Quantelung der von ihm allein behan
delten relativistischen Hyperbelbewegung vorgeschla.gen, welche obige Drehimpuls
vorschrift bereits in sich geschlossen hatte. 

450) Dies trifft in der Tat zu fur den von Epstein (Anm. 454) betrachteten 
Spezialfall der Erzeugung von "H-Strahlen" durch a-Strahlsto.6 in (molekularem} 
Wasserstoifgas, wo die vernachlassigten Wechselwirkungen des einen sto.6enden 
Teilchens (H-Kern) mit seiner Umgebung jedenfalls ganz erhebliche sind; vgl. 
A. Smekal, Phys. Ber. 3 (1922), p. 1112. 

Von obiger Formulierung wohl zu unterscheiden ware hingegen die weit 
eher in Betracht zu ziehende Annahme, daft sick ein anfangZich beliebiger Dreh-

impuls als Folge des Zusam'lllensto/des nur urn ganssahZige Vielfache von 2h 
iindern kannte. '11: 

456) V 8 (L. BoUsmann und J. Nab't). Eine Ausnahme von obiger Behaup
tung bilden nur Zusammenst6J3e von praktisch ala hinreichend punktformig an
zusehenden Gebilden, wie Z. B. die Erzeugung von H-Strahlen in Wasserstoirgas 
durch a-Strahlsto.6, a.n welchen dann zugleich die eindrucksvollsten Bestatigungen 
fiir· die Giiltigkeit des Energie- und Linearimpuls-Satzes in der Quantenkinetik 
erbracht werden Mnnen. Vgl. E. Rutherford, Phil. Mag. 37 (1919), p. 538. 

457) Siehe Anm. 25). 
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maBig ungeheuren Masse (M2) als praktisch ruhend angesehen werden; 
dann ist nach (174) !L = m, also die St06energie imv2, oder in Volt V 
gemessen, e . V, und das Elektron wird von dem Atom praktisch ohne 
Energieverlust, jedoch mit Richtungsanderung "elastisch" reflektiert. 
Fur hinreichend gro6e Geschwindigkeiten folgt hieraus die Zerstreuung 
von Kathoden- und fJ-Strahlen beim Durchgang durch die Materie, deren 
quantitati ve Verfolgung unter Zugrundelegung Coulombscher Wechsel
wirkungskriifte mit den verschiedenen .Atombestandteilen, gleich jener der 
a-Strahlstreuung, die in Nr. 13 bereits vorweggenommenen experimen
tellen Gruntllagen des .Atombaues geliefert haben.(58) Die von Ram
sauer entdeckte458 a.) experimenteUe Tatsache, daB sehr langsame Elek
tronen in gr06er Anzahl anscheinend strahlungsfrei und ohne mel"k
liche Richtungsanderung Atome zu durchdringen vermogen, hat mehr
fach quantentheoretische Deutungsversuche veranla13t, welche auch 
wieder genotigt waren, auf die allgemeine elektrische Struktur sol
cher Gebilde Bedacht zu nehmen(59), ohne jedoch bisher zu allseitig 
befriedigenden Ergebnissen gelangen zu konnen.460) 

Wird durch den ZusammenstoB zweier Atomsysteme bewirkt, daj3 
eines von ihnen hierbei aus dem Quantenzustande n' in den Quanten
zustand rt' ubergeht, so muB fiir die Translationsenergie vor bzw. nach 
dem StoB, je nachdem, ob En" groBer oder kleiner als En' ist, 

(175) ~. [lV2 > En" - En' (rt, n" beliebig) 

sein; wenn En' < En'" spricht man von strahlungslosen Stijj3en 1. Art, 
Wenn En' > En'" von strahlungslosen Stoj3en 2. Art. Fur Elektronen-

458) Siehe Anm. 252), ferner insbesondere G. Wentzel, Ann. d. Phys. 69 
(1922), p. 335; 70 (1923), p. 561. - Der Hauptgrund, warum die Theorien der 
a- und ~-Strahlzerstreuung gerade in der Quantenkinetik mitangefiihrt werden 
miissen, liegt in der vorausgesetzten und durch den damit erzielten Erfolg ge
rechtferligten Stmhlungslosigkeit der betreffenden Elementarvorgange. 

458a) C. Ramsauer, Ann. d. Phys. 64 (1921), p. 513; 66 (1921), p. 546; 72 
(1923), p. 345; H. F. Mayer, Ann. d. Phys. 64 (1921), p.451. 

459) Beziiglieh der allgemeinen Bahneigensehaften eines Elektrons mit 
hyperbolischer Anfangsgeschwindigkeit im Felde einer positiven Punktladung 
vgl. man die in Anm. 252) angegebene Literatur, fiir die Bewegung im Felde 
von Dipol- oder Quadrupolmolekiilen hingegen: D. Wrinch, Phil. Mag. 43 (1922), 
p.993; G. Greenhill, Phil. Mag. 46 (1923), p. 364; F. Zwicky, Phys. Ztsehr. 24 
(1923), p. 171. 

4(0) F. Hund (nach einem Gedanken von J. Franck), Ztschr. f. Phys. 13 
(1923), p. 241; F. Zwicky, Phys. Ztschr. 24 (1923), p. 171. Zur Kritik der Er
gebnisse, ferner zu den experimentellen Tatsaehen vgl. man den zusammen
fassenden Bedeht von R. Minkowski und H. Sponer, Ergebnisse der exakten 
Naturwiss. 3 (1924), p. 67, zu dar Untersuchung von Hund ferner G. Wentzel, 
Ztschr. f. Phys. 25 (1923), p. 172; E. Riichardt, Ztschr. f. Phys. 25 (1923), p. 164. 

69* 
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stoBe 1. Art ist (175) zuerst von Franck und Hertz bei der Deutung 
ihrer Versuche iiber die Anregung von SpektraUinien durch Elektronen
stofj verwendet und bewahrheitet worden'61), fiir die AMegung durch 
Atom-, MolekUl- oder Ionenstofje hingegen haben Joos und Kulenkampff 
(175) erst jiingt eingehender diskutiert.462) Die notwendige Existenz 
der Sto13e 2 . .Art ist auf Grund von Betrachtungen iiber die Erhaltung 
des statistisch.thermodynamischen Gleichgewichtes gegenUber den StofJen 
1. Art (Nr. 26a) fiir ElektronenstoBe zuerst von Klein und Rosseland, 
ffir MolekUlsto13e von FranCk ausgesprochen 463), von Franck und seinen 
Mitarbeitern auch experimentell erwiesen und verwertet worden.4M) 

Wird die kinetische Energie der sto.6enden Gebilde so weit ge
steigert, daB sie die Ionisierwngsarbeit fiir irgendeine Elektronengruppe 
eines derselben (z. B. K-, L·, M-, ... Valenzelektronen) iibertrifft, 

(176) t flo'" ~ El (bzw. Ex, EL , ••• ) , 

so wird das betreffende Gebilde nach dem St06e in ein (Atom- oder 
MolekuZ-)Ion una em (,.eies Elektron zerlegt sein konnen, wahrend 
das andere Gebilde im allgemeinen 465) unverii.ndert bleibt; wird bei 
MolekUlsto6en die Dissosiationsenergie eines der Sto6teilnehmer von der 
verfugbaren Translationsenergie iibertroffen, so kann der Zusammen
stoB auch die Bildung mehrerer Atom- (bzw. Molekiil-)Ionen zur Folge 

461) Siehe die in Anm. 200) genannte Literatur, femer die an der gleichen 
Stelle im Text hervorgehobene Tragweite jener Untersuchungen fiir die Quanten
theorie des Atombaues. 

462) G. J008 und H. KuZenkampff, Phys. Ztschr. 26 (1924), p. 267. Vgl. 
inzwischen auch J. Franck, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 812. 

463) O. Klein und S. Ro88elantl, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), P 46; J. Franck, 
Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 269. fiberlegungen, welche im wesentlichen anf die 
Mitwirkung von StlH~en 1. una 2. Art mit hinau~laufen, sind jedoch bereits 
frillier von M. Polanyi, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p.81 benutzt und Ztschr. f. 
Phys. 2 (1920), p. 90 Bogar zur Aufstellung einer Theorie tler ReaktWnsgeschwin
tligkeiten herangezogen worden; hier muB auch noch damit gerechnet werden, 
daB angeregte Sto8teilnehmer ihre Energie beim StoBe strahlungslos einbiiJSen 
und daB diese Anregungsenergie zugleich mit der verfiigbaren Translations
energie Anregung bzw. Ionisation und Dissoziation (8. im Text weiter unten) bei 
anderen StoBteilnehmern bewirkt. 

464-) J. Franck, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 259; G. Cano, Ztschr. f. Phys. 
10 (1922), p. 185; G.Oario und J. Franck, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p. 161; 
V. 'I). Keu~ler, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 19; G.Oario und J. Franck, ~tschr. 
f. Phys. 17 (1923), p.202. Vgl. ferner etwa nooh H. Kautsky UDd H. Zocher, 
Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 267; F. Haber und W. Zisch, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), 
p. 302, sowie den zusammenfassenden Bericht von J. Franck, Ergeb. d. exakten 
Naturwiss. 2 (1923), p. 106. 

466) Vgl. jedoch die Bemerkung zu Polanyis Theorie der Reaktionsge
schwindigkciten in Anm. 468}. 
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haben. Alle diese Vorgange sind tatsachlich beobachtbar468) und ent
sprechen gewissermaBen den vorgenannten StoBen 1. Art; mit Riick
sicht auf die Rolle derartiger Vorgange bei Wiirmegleichgewicht (Nr.26b) 
schlieBt man 467) wiederum auch auf das notwendige Vorkommen der 
zu ihnen inversen V organge, welche den StoBen 2. Art. analog werden 
und das Zusammentre:ifen von mindestens drei verschiedenen Gebilden 
zur Voraussetzung haben, von welchen zwei nach dem StoBe mit-; 
einander vereinigt sein miissen.4G8) 

Wenn das Zusammentreifen zweier Atomsysteme schlieBlich zu 
einer strahlungslos erfolgenden Vereinigwng fUhren soll, so iiberzeugt 
man sich leicht, daB dies, wenn iiberhaupt, so praktisch nur bei ganp 
bestimmten Werten ihrer kinetischen Relativenergie moglich sein kann, 
da das aus dem Zusammensto.6 hervorgehende einheitliche Gebilde 
sich in einem bestimmten stationiiren Quantenpustand mit pugehOrigem 
diskreten Energiewert befinden mul3. Wahrend die Vereinigung zweier 
Atome zu einem Molekiil ohne Mitwirkung eines dritten StoBteil
nehmers auch dann keine besondere Tragweite fiir wirkliche Reak
tionsvorgiinge zu besitzen scheint, wenn erstere sich in angeregten 
Zustanden befinden 468), ist die strahlungslose Bindung freier Elektronen 
durch Atomionen oder angeregte Atome zumindest von groBer prin
zipieller Bedeutung. Da der dazu inverse V organg der Ausfiihrung 
eines straklungslosen Quanteniiberganges durch ein isoliertes Atomsystem 
unter Aussendung eines Elektronen,,strahls" entspricht, sieht man un
mittelbar ein, daB solche V organge nur an zumindest in ihren inneren 
Elektronengruppen angeregten Atomen vor sich gehen konnen. Tat
sii.chlich liegen auch bereits Beobachtungen von Rutherford und Ro
binson, Bowie M. de BrogUe vor489), welche von Rosseland als stmhlungs
lose Quanteniibergii.nge der eben erwii.hnten Beschaffenheit aufgefaBt 
worden sind4.7O), nachdem die radioaktive Korpuskularemission bereits 

466) Fiir die gewBhnliche Ionisation und DiBBozia.tion vgl. man die in 
ADm. 200) und 462) genannte Literatur, Bowie etwa A. Sommerfeld [1], llir die 
Anregung der RBntgenniveaus der Atome au.6er dem letztgenannten Werke auch 
noch M. Siegbakn, Spektroskopie der Rl>ntgenBtrahlen, Berlin 1924 (Springer). 

467) Vgl. z. B. R. Becker, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p.325; R. H. Fowler, 
Phil. Ma.g. 47 (1924), p. 257. 

468) V gl. die 'I'eaktionskinetiBche Tragweite Bolcher Dreierst56e in den in 
Anm. 452) genannten Untersuchungen. 

469) E. Rutherford und H. Robinson, Phil. Mag. 26 (1913), p. 717; M. de 
Broglie, Paris C. R. 172 (1921), p. 746, 806; J. de phys. et Ie Radium (6) 2 
(1921), p. 265. Vgl. jiingst auch P. Auger, Paris C. R. 180 (1926), p. 65; J. de 
phys. et Ie Ra.dium (6) 6 (1925), p. 206. 

470) S. Rosseland, ZtBchr.f. Phys.14 (1923), p. 173, § 1; implizit a.ber findet sich 
eine derartige Deutung eigentlieh bereits bei O.D .Ellis, Proc.Roy. Soc. A 101 (1922), p. 3. 
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vorher schon von Smekal 471) in dies em Sinne gedeutet worden war. 
Diese Ergebnisse legen es nahe, liberhaupt allgemein zu erwarten, daJ3 
ein in seinen inneren Elektronengruppen angeregtes A.tomsystem grund
siitzlich sowohl zu strahlungslosen als zu mit Strahlungsemission verbun
denen spontanen Quantenubergiingen befiihigt sein wird; die ersteren 
haben allerdings stets eine spontane Ionisierung des A.toms zur Folge, 
welche bei den letzteren unmoglich ist. Betrachtet man auch die 
Atomkerne als nach Quantengeseteen aufgebaute Gebilde4S9), so erscheint 
die spontane Emission von tX- und fl-Strahlen durch radioaktive Atom
kerne gane von selbst als Ergebnis strahlungsloser Quantenubergiinge, 
wobei an Stelle der Selbstionisation die spontane Elementumwandlung 
tritt; wie die experimentell wohlbekannten Energieverhii.ltnisse der 
radioaktiven Korpuskularstrahlungen und der ihnen zugehOrenden 
RuckstofJatome erkennen lassen darf die zu Beginn dieser Nummer , 
v~rausgesetzte GUUigkeit des Energie- und Linearimpulssatzes in der 
Quantenkinetik insbesondere hier als auf das Schlagendste bestiitigt 
geIten (72), und das gleiche gilt auf Grund des radioaktiven Zerfalls
gesetzes von dem angenommenen wahrscheinlichkeitstheoretischen Oha
rakter der quantenkinetischen Vorgiinge.473) Durch Umkehrung der strah
Zungslosen radioaktiven Quantenubergiinge lii.JU sich ohne Schwierigkeit 
voraussehen, unter welchen Bedingungen der Aufbau radioaktiver Ele
mente, und auf ahnlichem Wege wohl alIer Elemente uberhaupt, zu
standekommend gedacht werden kann.471) 

18 b. Strahlungsbedingte ZU8ammensto~e, kontinuierliche Spek
tren und lichtelektrischer Effekt. Wahrend gegenwartig kaum Na
heres liber das Vorkommen von ZusammenstoBen bekannt ist, durch 
welche einer der (gegebenenfalls angeregten) StoBteilnehmer zu 80for
tiger Spektrallinienemission oder -absorption veranlaBt werde wiirde(74), 

471) A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 276; 26 (1924), p. 266; femer 
S. Rosseland, 1. c. 

472) Literatur siebe etwa bei St. Meyer und E. v. Schu'eidler, Radioakti
vitat, Leipzig 1916 (Teubner). 

478) DaJ3 das experimentell begriindete Zerfallsgesetz der radioaktiven Um
wandlungen formal mit dem Ansatz (106) fur spontane LichtemiBsion isolierter 
Atomsysteme iibereinBtimmt, ist bereits in Nr.l1 und Anm. 218) hervorgehoben 
worden. Dies entBpricht aber vollkommen der eingangs dieser Nummer ge
machten Annahme eines allgemeinen wahrscheinlichkeitstheoretischen Charakters 
der qUantenkinetischen Vorgange, so daB letzterer durch die radioaktiven Tat
sa.chen - und bisher wohl durch diese allein - alB experimentell dilrekt gerecht
feliigt angesehen werden darf. 

474) Diese Moglichkeit erscheint namentlich bei Zusammenstollen ange
regter Atome mit lonen oder freien Elektronen naheliegend, wenn man erwagt, 
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m116 allen jenen StoBvorgangen eine ganz besondere Tragweite, nament
lich auch in prinzipieller Hinsicht, zugeschrieben werden, bei welchen 
die kinetische Relativenergie der Sto(jteilnehmer fur den eintretenden Strah
l~tngsvorgang von wesentlicher Bedeutung ist. Dies gilt vor allem fur 
die bereits im V orangehenden betrachtete Vereinigung der beiden SiofJ
teilnehmer, wo der Energiesatz in Ubereinstimmung mit dem Experi
ment ergibt, daB ein derartiger Vorgang bei beliebigen Werten der 
anfanglichen kinetischen Relativenergie im allgemeinen tatsachlich nur 
unter Strahlungsemission vor sich gehen kann. 

Wenn die Vereinigung zu einem, in seinem nten Ql1antenzustande 
bdindlichen Gebilde erfolgt und Pn den bei der Vereinigung selbst 
freiwerdenden Energiebetrag bezeichnet, so wird die Frequenz 'V des 
"Anlagerungsleuchtens" bei Vernachlassigung von (USa) und formaler 
Anwendung von (115 a) durch 

(177) hv = t!l-Vll + P n (n = 1, 2, 3, ... ) 
gegeben sein. Da v praktisch als stetig veranderlich angesehen werden 
muB, folgt, wiederum formal, aus (177), daB der betrachtete Mecha
nismus durch das Neben- und Nacheinander sehr vieler verschiedener 
ZusammenstoBe mit beliebigen Relativgeschwindigkeiten v zur Ent
stehung eines kontinuierlichen Spektrums AnlaB geben muB, das eine 
scharfe, langwellige Grenze vn besitzen wird, welche durch 

(178) hVll = P n (n = 1, 2, 3, ... ) 
bestimmt sein wird. Betrachtet man z. B. die Anlagerung eines Elek
trons an einen Wassersto.\fatomkern, so wird nach (139) Pn = - En 
(n = 1,2, ... ), und da !f nach (140) die Haufungsstelle (Serien
grenze) der durch n' = n gekennzeichneten Wasserstoffserie darstellt, 
so fallt diese nach (178) gerade mit 'Vn zusammen. Wie demgemaB 
bereits von Bohr und Debye475) hervorgehoben worden ist, beginnen 
die kontinuierlichen Spektren des Wasserstoffes in Ubereinstimmung 
mit den Ergebnissen von Laboratoriumsuntersuchungen und stellar
spektroskopischen Feststellungen sowohl in Emission als in Absorp
tion476) an den Seriengrenzen seines Linienspektrums und erstrecken 

da.B die elektrodynamischen Wirkungen der Strahlung durch dieselben Kriifte 
hervorgerufen werden, wie jene, welche eine beschleunigte Elementarladung nach 
der klassischen Elektrodynamik auszuiiben befahigt ist, und bedenkt, daJ3 eine 
die Lichtemission auslosende Wirkung der Strahlung nach (107 a) und (107 b) 
bereits sichersteht. 

475) N. Bohr [1], Abhandlung I, p. 17; [2], II. Teil, § 6; P. Debye, Phys. 
Ztschr. 18 (1917), p. 428. 

476) Emission: J. Evershed, Phil. Trans. Roy. Soc. A 197 (1901), p. 399; 
W. H. Wright, Lick Observ. Bull. Nr. 291 (1917) [vgl. ferner noch einer Deutung 
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sich von da aus unbegrenzt in der Richtung abnehmender Wellen
liingen, sofern nicht etwa durch eine in den speziellen Versuchsbedin
gungen begriindete endliche Maximalgeschwindigkeit vm der schlieB
lich zur Anlagerung kommenden Elektronen eme endliche Maximal
frequenz v m , 

(179) hVm = tftV~ + Ps, (n = 1,2,3, ... ) 

erzeugt wird, welcher eine kurzwell1~ge Grenze des kontinuierlichen Spek
trums entspricht.477) Ahnliche Verhaltnisse geIten auch fiir die ge
wohnlichen und rontgenoptischen kontinuierlichen Spektren beliebiger 
Atome, Molekiile und Ionen.47S) 

Eine gewisse Vertiefung der 0 bigen, einstweilen bloB auf ( 115 a) 
und den Energiesatz gegriindeten Folgerungen wird ermoglicht, wenn 
man auf die betrachteten V organge mit Bohr Gesichtspunkte zur An
wendung bringt, welche jenen des Korrespondenzprinzipes (Nr. 14) ent
sprechen.479) Betrachtet man hierzu namIich die beiden Zllsammen
stoBenden Atomsysteme vor und nach ihrer Vereinigung als einheii
liches, in strahlungsfreien Quantenzustanden befindliches Gebilde, so kann 
man zunachst anstatt (115a) direkt die Bohrsche Frequenzbedingung 
(114) bzw. die verallgemeinerte Frequenzbedingung (115) zur Be
griindung von (177) heranziehen. Denkt man sich nun einen der 
Grenzzustande (121) bzw. (122) des Gebildes aufgesucht, so zeigt sich, 
daB der grundsatzlich unperiodische Oharakter der Bewegung vor der 
Strahlungsemission keine Zuordnung der letzteren zu diskreten Grund
schwingungszahlen del' Bewegung gestatten kann 480), wie dies in 

bediirftige Ergebnisse des gleichen Verf., Nature 109 (1922), p. 810]; J. Stark, 
Ann. d. Phys. 52 (1917), p. 255. - Absorption: W. Huggins, An Atlas of Re
presentative Stellar Spectra, 1899, p. 85; J. Hartmann, Phys. Ztschr. 18 (1917), 
p. 429. 

477) DaB auch die Intensitiitsverteilung in den kontinuierlichen Spektren 
wesentlich von den Versuchsumstanden, namentlich von der Geschwindigkeits
verteilung der stoflenden Elektronen, abhangig sein hnn, wird von J. Stark, Ann. 
d. Phys. 52 (1917), p. 255, auf p. 264, hervorgehoben. 

478) Z. B. Na: R. W. Wood, Physical Optics, 1911, p. 513; J. Holtsmark, 
Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 88; J-: W. Steubing, Ann. d. Phys. 64 (1921), p.673; 
J. Franck, Ztschr. f. Phys. 5 (1921), p. 428; Br-: J. M. Eder und E. Valenta, 
Beitrage zur Photochemie und SpektraJanalyse, p. 358 if.; W. Steubing, Ztschr. f. 
Phys. 1 (1920), p. 426; 01-: E. v. Angerer, Ztschr. f. Phys. 11 (1922), p.167. Be
ziiglich der kontinuierlichen R6ntgenspektl"en der Atome moge etwa verwiesen 
werden auf W. Kossel, Ztschr. f. Physik 1 (1920), p. 119, ferner auf das in 
Anm. 466) zitierte Werk von M. Siegbahn. 

479) N. Bohlf' [2], II. Teil, § 6; Ztschr. f. Phys. 13 (1923). p. 117, § 5. 
480) Bei diesen Bewegungen faUt auch der son at in Nr. 14 und 16 be

schrittene Ausweg fort, die quantentheoretisch zugelassenen Bewegungen auf 
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Nr. 14: - durch Extrapolation dann auch aufierhalb jener Grenzzu
stande - bei isolierten Atomsystemen moglich war. In allen Einzel
heiten lassen sich diese Verhaltnisse wiederum am klarsten bei der 
Anlagerung eines Elektrons an einen Wassersto:ifatomkem verfolgen, 
dessen vor der Lichtemission beschriebene Keplersche Hyperbelbewegung 
mittels Fourierscher Integrale durch einen kontinuierZichen Bereich von 
Grundschwingungszahlen dargestellt werden kann 481); indem man diese 
Eigenschaft der Bewegung nun wieder lihnlich wie in Nr. 14: allge
mein mit der zu erwartenden Strahlungsemission verkniipft, ergibt 
sich mit Riicksicht auf die quantenmliBige Unbestimmtheit der Re
lativbewegung somit auch im Rahmen korrespondenzmii,6iger Betrach
tungen der kontinuierliche Charakter der durch (177) beschriebenen 
Spektralerschein un g.<l82) 

Fragt man endlich noch nach den Aussagen, welehe eine Hinzu
nahme des Linearimpulssatzes und die Berucksichtigung des Strahlungs
riickstofJes (116a) hinsichtlich der riiJumlichen Orientierung der durch 
(177) in erster Annaherung beschriebenen Strahlungsvorglinge zu 
machen erlauben, so zeigt sieh, dafi man hier nur durch weitere ein
schrii.nkende Voraussetzungen zu bestimmten, experiroentell priifbaren 
Ergebnissen kommen kann. Hierbei wird vor allem auf die Ergeb
nisse der klassischen Ekktrodynamik Rucksicht genommen werden 

mehrfach-periodische PartikularZOsungen zu beBchranken, da. a.uch solche hier 
nicht auftreten kBnnen, wie man sich z. B. leicht an der Kepler8chen unrelati
vistischen oder relativistischen Hyperbelbewegung iiberzeugen kann. 

481) V gl. dazu die vorige Anmerkung, ferner etwa. H. A. Kramers, Phil. 
Ma.g. 46 (1923), p. 836; G. Went.el, Ztschr. f. Phys. 27 (1924), p. 257. Allerdings 
ha.t P. S. Epstein (Anm. 454), eine gewisse Singularitat der Hyperbelbewegung 
benutzend, den Versuch zu einer vollstiilndigen Quantelung dieses Bewegungstypus 
unternommen, welche zu einer Auslese diskreter Bahnformen gefUhrt ha.t, in
zwischen a.ber aufgegeben worden ist. 

482) AllerdingB wird man sich dariiber keiner Tll.uschung hingeben diirfen, 
da.B diese Analogie zu den Korrespondenzbetrachtungen an isolierten, abgeschZos. 
senen Atomsystemen (Nr. 14:) in ma.ncben, nicht unwesentlicben Punkten versagt. 
So ist hier z. B. die Mittelwertda.rstellung (137 a.) grundsatzlich unmBglich, und 
ahnliches gilt fiir die an (126) gekniipften Intensitatsbetrachtwngen; in beiden 
Fallen wird der Umstand entscheidend bemerkbar, daB der Anfangs- und End
zustand des betrachteten einbeitlichen Gebildes anaZllti8ch fJer8chiedenen Be
wegwngstypen angehBren. DaB dieaer Umatand weiterhin zu keiner Unsicherheit 
beziiglich des allgemeinen Chara.kters der eintretenden Strahlungsvorgange fUhrt, 
ist nur dnrch die alleinige Bestimmtheit der letzteren durch einen von diesen 
beiden verschiedenen Zustll.nden bedingt, namlich jenen, in welchem das Gebilde 
zu spontanef' Strahlungsemission beiahigt ist; hierdurch erscheint dann auch der 
allgemeine Charakter der IIU diesen Vorgangen inver8en Art von Strahlungs
ab8orption Qichtelektrischer Effekt, s. im Text weiter unten) eindeutig mitbestimmt. 
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miissen, von welchen man erwarten wird, daB sie sieh, als raumlich
zeitliehe Mittelwerte aufgefaBt, fur lim v _ 0 (122) brauchbar er
weisen werden. Handelt es sich insbesondere um Anlagerung von 
Elektronen geniigend hoher Geschwindigkeit48S ) an Atome oder Atom
ionen, so scheint der emittierte Strahlungsimpuls genahert allein auf 
Kosten des Elektronenimpulses geliefert zu werden, und zwar so, daB 
jene Komponente des Elektronenimpulses, welche in die Emissions-

richtung falIt, gerade h; betragt 484) , was der klassischen Theorie 486) 

qualitativ jedenfalls nicht widerspricht und, ebenfalls zumindest qua
litativ, die beobachtete Asymmetrie der beim A.uftreffen von Kathoden
strahlen auf Materieschichten hervorgerufe:nen Strahlungsemission 486) 

wiedergibt. 
Wie die Umkehrung der bisher betrachteten Strahlungsvorgange 

ergibt, mufj durch Absorption von Strahlung der Frequent! v Ionisation 
bzw. Dissot!iation von isolierten abgeschlosse:nen A.tomsystemen bzw. Mole
kiilen stets dann herbeigefiihrt werden konnen, wenn v grofjer als v" in 
(178) ist. Dieser als lichtelektrisch bezeichnete Effekt wird daher im 
allgemeinen die Erzeugung sowohl negativer oder positiver Ladungs
trager zur Folge haben Mnnen, deren Relativgeschwindigkeit v jetzt 
als durch (177) gegeben angesehen werden muB; handelt es sich spe
ziell um die LosreiBung von Elektronen auf lichtelektrischem Wege, 
so wird (177) mit dem von Einstein bereits 1905 aufgestelIten Quanten
gesetz der lichtelektrischen Elektronenemission487) identisch, fiir welches 

483) Beziiglich einer analogen Sonderstellung hoker Geschwindigkeiten bei 
strahlungslosen Elektronensto/Jen (Nr 180.) vgl. man die in Anm. 462) zitierte 
Untersuchung von Joos und Kulenkampff. 

484) Vgl. die Ansatze von O. W. Richardson, Phil. Mag. 25 (191S), p. 144; 
F. W. Bubb, Nature 113 (1924), p. 237; Phys. Rev. 23 (1924), p. 289; 24 (1924); 
p. 177; Phil. Mag. 49 (1926), p. 824; W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 74. 

485) A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 969. 
486) V gl. z. B. J. Stark, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 902; W. Friedrich, Ann. 

d. Phys. 39 (1912), p.377; w. W. Loebe, Ann. d. Phys. 44 (1914), p.l033; 
E. Wagner, Jahrb. d. Rad. u. Elektr. 16 (1920), p. 190. 

487) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1906), p. 132; vgl. dazu auch Anm.234). 
Setzt man in (177) bzw. (180) n = 1 und bedenkt, dall fiir aHe zu dem betref
fenden Anregungsvorgang gehOrigen Spektrallinien des lichtelektrisch ionisierten 
Gebildes fJ* ~ "1 «178), fiir n = 1) ist, so erhiUt man mit 11* ~ 11 die von Einstein 
in der gleichen Untersuchung auf Grund von (116 a) und dem Energiesatz be
wiesene Stokessche Fluores,enzregel. 1st hingegen n> 1, so zeigt sich, dall die 
Stokessche Regel fiir nicht zu gr06e 11 allgemein nicht richtig sein kann; die 
gleiche Folgerung ergibt sich auf Grund der Bohrschen Frequenzbedingung (114) 
auch schon fiir die durch gewohnliche Lichtabsorption (ohne Ionisation bzw. 
Dissoziation) an Atomen und Molekiilen bewirkte Fluoreszenzstrahlung, sofern 
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man auch 
(180) hv= e· V + P n (n = 1, 2, 3, ... ) 
erhalt, wenD es vorgezogen wird, die Elektronenenergie in Volt aus
zudriicken. Die Gleichung (180) ermoglicht es offensichtlich, die Fre
quemJ einfarbigen Lichtes unabhiingig von der urspriinglich auf wellen
theoretischer Grundlage entwickelien Interferenzspe7ctros7copie zu bestimmen 
und auf das Erge bnis einer GeschwindigkeitsmessuDg zuriickzufiihren (88); 
sie gilt ferner fiir den lichtelektrischen Effekt an festen Korpern und 
Fliissigkeiten489), wo sie u. a. von Millikan auch zu einer PrazisioDS
bestimmung des Planckschen Wirkungsquantums h angewendet worden 
ist 490) und wo an Stelle von Pn in (177) bzw. (180) eine individuelle, 
mehr oder minder unscharfe "AblOsungsarbeit" zu treten hat. SchlieB
lich enthalt (177) auch noch das von Einstein formulierte photoche
mische Aquivalentgesetz(91 ), nach welcham die Anzahl der absorbierten 
Betrage hv gleich der Anzahl der gerade infolge Absorption von 
Strahlung der Frequenz v zerfallenden Molekiile sein 8011.(92) - Hin
sichtlich del' riiumlichen Orientierung der lichtelektrischen Elektronen
emission gegeniiber der Einfallsrichtung der wirksamen Strahlung gilt 
ebenfalls die genaue Umkehrung der oben bereits beziiglich des An
lagerungsleuchtens gemachten Angaben. In Korrespondenz mit den Fol
gerungen der klassischen Theorie, wonach die Elektronen in der Rich· 
tung des elektrischen Vektors, d. h. senkrecht zur Strahlrichtung fort
gerissen werden soUten, zeigt sich eine durchweg seitliche ElektroDen
emission, welche die Wirksamkeit einer in die Strahlrichtung fallenden 
Linearimpulskomponente von der nach (116 a') zu erwartenden GrofJen-

mese Gebilde sich bereits vor ihrer Absorption in angeregten Zustanden befunden 
haben. In der Tat sind derartige Widerspruche zur Stokesschen Regel bei der 
Anregung von Bandenspektren (V 27, A. Kratzer) mehrfach beobachtet worden. 

488) Abgesehen von ihrer prinzipiellen Bedeutuug hat dieBe Methode es 
auch ermoglicht, die Spektralliicke zwischen Millikanschem Ultraviolett und 
langwelliger Rontgenstrahlung zu iiberbriicken, sowie die Wellenlangen der kiir· 
zesten Gammastrahlung zu ermitteln. 

489) Fiir das Gesamtgebiet des lichtelektrischen Effektes, namentlich fiir 
die experimentelie Literatur vgl. man etwa E. Pohl und P. Pringsheim, Die licht
elektrischen Erscheinungen, Braunschweig 1914 (Vieweg); W. Gerlach [1], ferner 
A. Sommerfeld [1], fUr die Beziehungen zwischen lichtelektrischer und thermi· 
scher Elektronenemission z. B. A. Becker, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 30. 

490) Literatur s. Anm. 183). 
491) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 132; 37 (1912), p. 832; 38 

(1912), p. 881; J. Stark, Phys. Ztschr. 9 (1908), p. 889; Ann.d. Phys. 38 (1912), p. 467. 
492) Uber den Umfang der Bestatigung dieses unmittelbar nur auf ideale 

photochemische Vorgange anwendbaren Gesetzes vgl. man etwa den Bericht von 
M. Bodenstein, Ergebn. d. exakten Naturwiss. 1 (1922), p.210. 
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ordnung h:v erkenne:n liifjt493) und damit auch die Asymmetrie der bei c 
der senkrechten Bestrahlung ebener Materieschichten durch Rontgen
oder Gammastrahlen lichtelektrisch ausgelOsten Elektronenemission494) 

qualitativ verstandlich macht. 
Wie die Quantentheorie der Streustrahlung (Nr. 21) ergeben hat, 

rod wesentlich mit der Annahme gerechnet werden, daB die Absorp
tion eines hinreichend groBen Strahlungsenergiebetrages hv' neben 
Ionisation oder Dissoziation des absorbierenden Gebildes auch noch 
das Auftreten einer Strcustrahlung von niedrigerer Frequenz v" als jener 
der absorbierenden Primarstrahlung v' zur Folge haben kann. Die 
Theorie dieses Effektes ist erst kiirzlich von A. H. Oompton 495) naher 
entwickelt worden und fiihrt im Gegensatz zu (177) bzw. (180) bei Ver-

493) V gl. die Literaturangaben in Anm. 237). DaB die Elektroneneillission 
in und entgegengesetzt der Strahlrichtung praktisch verschwindet, hat insbe
sondere W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 59 experimentell erwiesen. tJber 
spezielle theoretische Ansatze zur Deutung alIer dieser Verhaltnisse s. Anm. 484). -
DaJ3 - entsprechend den Folgerungen der klassischen Theorie - die lichtelek
trische Elektronenemission bei Anregung mit linea!' polarisierter Strahlung nach 
F. W. Bubb, Phys. Rev. 23 (1924), p. 137, die Richtung des "elektrischen Vek
tors" merklich bevorzugt, mull trotz eines diesbeziiglichen Deutungsversuches 
des gleichen Verfassers, Phys. Rev. 24 (1924), p. 177, einstweilen als quantentheo
retisch unverstandlich angesehen werden. Wie Bubb zutreffend hervorhebt, muiS 
hierzu ein quantentheoretisches Analogon zu dem klassischen "elektrischen Vektor" 
eines linear polarisierten Lichtstrahls gefunden werden. Es erscheint denkbar, 
daJ3 diese Schwierigkeit nur durch die bereits am Ende von Nr. 17 betonte 
Moglichkeit behebbar sein wird, Emission und Absorption eines individuellen 
Energiebetrages h'V prinzipiell als miteinander gekoppelte Vorgange anzusehen. 

494) Vgl. z. B. das von W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p.69 und 
L.Meitner, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p.334, diskutierte (iibrigens nicht voll
standige) experimentelle Material. Allerdings wird jene Asymmetrie von Meitner 
zuungunsten des lichtelektrischen Effektes vor allem auf die durch den Compton
effekt (s. weiter unten im Text und Nr. 21) bewirkte Asymmetrie zuriickgefiihrt, 
eine Annahme, welche nach der Untersuchung von Bothe jedenfalls nur fUr sehr 
kurzwellige Strahlung volle Berechtigung haben diirfte. Unabhangig von dem 
Ergebnis einer quantitativen Trennung der beiden stets gleichzeitig auftretenden 
(und eigentlich ineinander iibergehenden) Effekte bleibt hingegen der Hinweis 
auf jene Asymmetrie, welche bei dem zum lichtelektrischen Effekte inversen 
"Anlagerungsleuchten" auftritt, wo eine Storung durch den Comptoneffekt prak
tisch ausgeBchlossen sein diirfte. Das Ergebnis der in Anm. 486) angefiihrten 
Untersuchungen spricht demnach ebenfalls fUr eine merkliche Asymmetrie beim 
lichtelektrischen Effekte allein. 

495) ...4.. H. Compton, Phys. Rev. 24 (1924), p. 168. Dieser Effekt bedeutet 
nichts anderes als einen Spezialfall der zuerst von A. S'lnekal, N aturwiss. 11 (1923), 
p. 873, angegebenen "anomalen Zerstreuung" (Nr.21), welche durch ihn Bomit 
ihre experimentelle Bestatigung findet. 
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nachlassigung von (116a) als erster Annaherung zu der Energiebe
dingung 
(181) hv' = t/tv' + P,. + hv", (n = 1,2,3, ... ) 

aus welcher hervorgeht, daB das Spektrum der auftretenden Streu
strahlung kontinuierlich sein mu8 und sich von einer kurzwelligen 
Grense angefangen bis zu beliebig langen Wellen herab erstrecken 
wird; fiir letztere wird hv" unmerklich, so da8 (181) dann in die 
Gleichung (177) des lichtelektrischen Effektes iibergeht. Der Ver
gleich mit den experimentellen Ergebnissen uber den Comptoneffekt496) 

zeigt, da8 der Energie- und Linearimpulssatz hier ebenso wie beim 
gewohnlichen lichtelektrischen Effekt fur eine vollstandige Kennzeich
nung der riiumlichen Vorgange nicht ausreichen. Die zum Oompton
~ffekt inversen V organge, deren Existenz aus dem allgemeinen ther
mischen Gleichgewicht zwischen Strahlung und Materie (Nr. 12) ge
folgert werden mu8, lassen auf Grund von (181) erkennen, daB ein 
"Anlagerungsleuchten" von der Frequenz v' auch unter dem direkten 
Einflu6 monochromatischer Strahlung von der Frequenz v" auf zwei 
miteinander zusammenstotlende Gebilde zustandekommen kann. 

Die im V orangegangenen in Verbindung mit dem kontinuier
lichen Charakter des Anlagerungleuchtens angestellten korrespondenz
mii.1ligen Betrachtungen legen die Erwartung nahe, dafj es bei dem 
Zusammenstofj zweier Atomsysteme auch ohne nachfolgende Vereinigung 
und aUf alleinige Kosten ihrer Translation 497) eu Strahlungsemission 
oder -absorption kommen kann. Diese ebenfalls zuerst von Bohr be
irachtete und zur Deutung des kontinuierlichen Untergrundes im Wasser
stoffspektrum herangezogene Moglichkeit 498) scheint insbesondere ganz 
allgemein von fundamentaler Bedeutung zu sein fiir die Interpretation 
des kontinuierlichen Spektrums der Wiirmestrahlung iiberhaupt.4.99) Be
deuten VI und Vs (etwa < VI) die quantentheoretisch unbestimmt blei
benden Relativgeschwindigkeiten der beiden (unendlich weit vonein-

496) Vgl. Anm. 495), ferner etwa die in Anm.494) zitierte Arbeit von 
L. Meitner. 

497) Da. nach (115) und (116) (vgl. Nr. 20) schon bei der spontanen Aus
strahlung isolierter, abgeschlossener Atomsysteme eine Einbu.6e von innerer und 
Translationsenergie notwendig stattfindet, so ware es (u. a. auch aus Grunden, 
welche den in Anm. 474) angefiihrten verwandt sind) naheliegend, auch Zu
sammenstO.f3e fur moglich zu halten, bei welchen innere und Translationsenergie, 
letztere in beliebigem, stetig veranderlichem Betrage, von heiden Sto.f3teilnehmern 
gemeinsam zur Ausstrahlung bzw. zur Absorption durch Strahlung gelangt. 

498) N. Bohr [2], IT. Teil, § 6. 
499) Vgl. hierzu auch die in Nr.19 gegebene Deutung jenes Spektrums, 

welche der obigen in mehrfacher Hinsicht als verwandt angesehen werden muJ3. 
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ander zu denkenden) Gebilde VOl' und nach dem ZusammenstoBe, so 
ergibt del' Energiesatz nach (115 a) und bei VernachHi.ssigung von 
(116 a) die Bedingung 
(182) hv = tp,v; - til-V;; 
sie zeigt - ebenso wie auch eingehender die angedeutete korrespon
denzmaBige Betrachtung - daB das l'esultierende Spektrum in Emis
sion, wie aueh bei Umkehrung von (182) in Absorption, in der Tat 
ein kontinuierliches sein wird, im welehem fur ganz beliebige Werte 
von v1 und v2 beliebig kleine und beliebig grofJe Frequensen auftreten. 
Wenn die Versuehsumstande jedoch, wie z. B. bei del' Bremsung der 
Kathodenstrahlelektronen durch das Antikathodenmaterial einer mit 
der Spannung V", betriebenen Rontgenrohre, einen endlichen Maximal
wert del' nach (182) in Strahlung umsetzbal'en StoBenergie bedingen, 
so wird das entstehende kontinuierliehe Spektrum analog (179) eine 
scharfe kurswellige Grenze besitzen miissen, deren Frequenz v'" z. B. im 
Falle des kontinuierlichen Spektrums der Rontgenrohre durch das 
auf das vollkommenste bestatigte Duane-Huntsche Gesetz 
(183) hVm = e· V", 
gegeben erseheint.500) Eine eingehende Theorie del' Intensitiiisverteilung 
im kontinuierlichen Rontgenspektrum ist von Kramers und Wentzel auf 
Grund der angedeuteten Korrespondenzuberlegungen, allerdings nicht 
ohne hier einstweilen noeh willkiirlich bleibende Zusatzannahmen, 
ausgearbeitet worden 601) und hat zu einer recht befriedigenden Uber-

600) Siehe etwa W. Gerlach [1] oder das in Anm. (66) zitierte Werk von 
M. Siegbahn. - Eine andere Anwendung von (183), bei welcher V", die Ge
schwindigkeit radioaktiver Pri'11~iir-Betastrahlffl'l miBt, ist zur Deutung eines kon
tinuierlichen Beta- und Gammastrahlspektrums diskutiert worden von S. Bosse
land, Ztschr. f. Phys. 14 (1923), p. 173, § 2 und A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 26 
(1924), p. 266, §§ 3, 6. 

601) H. A. Kramers, Phil. Mag. 46 (1923), p. 836; G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 
27 (1924), p. 267. - Eine rechnerische Auswertung von Korrespondenziiber
legungen erscheint hier gegeniiber der in Anm. (82) beziiglich des Anlagerungs
leuchtens gekennzeichneten Sachlage insofem aussichtsreich, als der Anfangs
und Endzustand des betrachteten Quanteniiberganges jetzt dem gleichen Ufl

periodischen Bewegwngstypus angeh6ren. Allerdings muB es einstweilen noch als 
vollig ungeklii.rt angesehen werden, wie ma.n a.us der Fowrie'Tschen l'11tegraZdar
stelZung der Keplerschen Hyperbelbewegung, welche die Intensitatsverteilung im 
klassisch gereehneten Bremsspektrum vorstellen wiirde, auf die Intensitll.tsver
teilung im quantentheoretischen Bremsspektrum zu schlie1\en hat; beim abge
schlossenen Atomsystem hat diese Frage in Nr. 14: im AnschluB an (136) und 
'136 a) v611ig eindeutig und konaequent beantwortet werden k6nnen - eine Mog
lichkeit, die wesentlich an das Vorhandensein einer diskreten Anzahl von klas
sischen Eigenschwingungen gebunden ist und bei der hier vorliegenden konti-
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einstimmung mit der Erfahrung gefiihrt.502) Diese Theorie umfaBt 
auch eine die Grenzfrequenz (103) ausnehmende Richtungsabhiingigkeit 
jener Intensitatsverteilung in bezug auf das die Bremsstrahlung er
zeugende Kathodenstrahlbiindel; diese Richtungsabhiingigkeit kann nach 
Bohr 50S) als besonderes Zeugnis dafiir aufgefallt werden, daB die von 
der Theorie vorausgesetzten strahlungsbedingten StoBvorgange auch 
tatsachlich realisiert werden. 

19. Quantentheorie der Molekiiltranslation. Wie bereits in N r.17 
allgemein ausgefuhrt und von der speziellen Quantenkinetik in Nr. 18 
mehrfach benutzt worden ist, scheint es unumganglich zu sein, die 
strahlungsfreie Translationsbewegung von A.tomen, Molekiilen, lonen 
oder freien Elektronen im Felde ihrer gegenseitigen Wechselwir
kungen als Quantenbewegung in einem ahnlichen Sinne zu betrachten, 
wie etwa jene eines Elektrons in den stationaren Zustanden des Wasser
stoft'atommodells (Nr. 15) Diese A.uffassung entspricht den prinzi
piellen Folgerungen, welche Nernst aus dem von ihm aufgestellten 

nuierlichen Verteilung derselben hinfamg wird. Wahrend Krarncrs die Intensi
tilten miteinander iibereinstimmender klassischer und Quantenfrequenzen des 
Bremsspektrums einander gleichsetzt und daher genotig ist, den von (183) sich 
bis ins Unendliche erstreckenden Teil des klassischen Spektrums einfach zu 
unterdriicken, benutzt Wentzel eine dem Linienspektrum des Wasserstofi'atoms 
entnommene Umrechnung von klassischen Frequenzen aUf quantentheoretische 
Frequenzen gleicher Intensitiit und vermag so das gesamte ulnendliche k lassische 
Bremsspektrum fiir die Quantentheorie in Anspruch zu nehmen. 

502) Altere Versuche einer Theorie des kontinuierlichen Rontgenspektrums 
riihren her von B. Davis, Phys. Rev. 9 (1917), p. 64; L. Brillouin, Paris C. R. 
170 (1920), p. 274; .A. March, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 209, 429; Ann. d. Phys. 
65 (1921), p. 449; 75 (1924), p. 711; H. Behnken, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p.241. 

503) N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117, auf p. 164/155. - N ach 
Bohr solI allerdings in dem vorliegendem FaIle zum ersten Male die Schwierig
keit auftreten, daB kein bestimmtes rnaterielles Bezugssystem angegeben werden 
konne, in welchem die Frequenz '/I in (182) gemessen werden solI. Dall diese 
Schwierigkeit wegen des Eingehens der Transla.tion in (116) und (116) indessen 
schon bei abgeschloBsenen Einzelatomsystemen allgemein auftreten mull, wird in 
Nr. 20 gezeigt, ist bei letzteren allerdings (vgl. auch Bohr, 1. c., p. 150, Anm. 1) 
quantitativ vollig zu vernachlassigen, 80bald der Dopplereffekt auBer Betracht 
bleiben darf. Die Existenz eines nicht-materieUen BezugsystemB von der ge
wiinschten EigenBchaft kann aber prinzipiell bereits durch das Auftreten des 
Einsteinschen "NadelstIa.hlungsimpulses" (115) bzw. (115 a) an aich als gesichert 
gelten (Nr. 20). - Eine andere, offene Frage bei den betrachteten Vorgangen 
ist es hingegen, ob der Fehler, den man zwecks Anwendung der Bohrschen 
Frequenzbedingung (114) bei der Energieberechnung durch die willkiirliche Iso
lierung (a. Nr. 17) eines zusammenstoBenden Paares von Atomsystemen von dessen 
Umgebung begeht, nicht wesentlich groBer ausfallt, als bei der Isolierung eines 
einzelnen Atomsystems. Vgl. dazu die allgemeinen Bemerkungen auf p. 1065. 
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Wiirmetheorem auch fiir das Verhalten der Gase bei sehr tiefen Tem
peraturen gezogen und als Gasentarlung bezeichnet hat 604.); allerdings 
sind praktische, insbesondere experimentell priifbare Konsequenzen 
von Belang diesen Folgerungen bisher kaum beschieden gewesen.506) 

Bei einer derartigen Sachlage ist so gut wie ausschlieBlich die Fest
stellung von Interesse, ob die quantentheoretische Behandlung der 
Translation mit jenen negativen Ergebnissen verlriiglich ist oder nicht. 
Tatsiichlich ist dies auch - neb en der ungleich bedeutsameren Ab
leitung des quantentheoretischen Ausdruckes fiir die chemische KOMtante 
(Nr.25) - mehr oder minder das Ziel ailer der zahlreichen Unter
suchungen, welche der Gasentartung bisher gewidmet worden sind. 
Diesen ist iibeTdies das Auftreten einer charakteristischen Lange ge
meinsam, welche indirekt 506) oder direkt 507) mit der Quantenbewegung 

604) W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grundlagen des 
neuen Wii.rmesatzes, Halle 1918 (Knapp); zur thermodynamischen Theorie der 
Gasentartung vgl. man ferner H. Mache, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 36S. 

606) Vgl. die Betrachtungen von W. Nernst, Berl. Ber. 1919, p. 118 femer 
etwa eine mogliche Deutung der Ergebnisse von Byk (Anm. 196), 436». Nermt 
versucht, die Temperaturabhangigkeit der Gasreibung bei sehr tiefen Tempera
turen auf Grund seiner Entartungstheorie (Anm. 604), 608» vorauszuberechnen, 
was mit den verfiigbaren experimentellen Daten stimmt nnd auch durch die 
Untersuchungen von P. GUnther, Berl. Ber. 1920, p. 720; Ztschr. f. phys. Chem. 
110 (1924), p. 626 (Nernst·Jubelband) an Wasserstoif bestitigt zu werden scheint. 
Eine ganz andersattige Begriindung fur diesen Eflekt gibt jiingst ..4.. Eifl8tein, 
Berl. Ber. 1926, p. 3, ebenfalls im Zusammenhang mit einer Entartungstheorie 
(Berl. Ber. 1924, p. 261, vgl. Nr. 27, Ende). 

606) 1m BtatistiBchen Teile dieser Betrachtungen (vgl. dazu Nr.24:e) wird 
hier gewohnlich vorausgesetzt, daB die Zellen, in welche der Translationsphasen
raum der Molekiile (Nr.8) einzuteilen ist, die universelle Gr~USe hi besitzen 
sollen, was durch Bezugnahme auf die allgemeine Form der Quantenbedingungen 
(113) gerechtfertigt werden kann (s. p. 1134). 

007) M. Planclc, Berl. Ber. 1916, p. 663; P. Scherrer, Gijtt. Nachr. 1916, 
p. 169 (hier wird das ideale Gas formal als bedingt periodisches System (Nr. 16 a) 
behandelt); E. Brody, Bitzb. Ungar. Akad. 16 (1917), p. 10; 16 (1918), p.98; 
Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 79; G. Schay, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p.37. (Die 
Arbeiten der beiden letzterwahnten Autoren unterscheiden sich nur in ihrem 
statistischen Teile von der Scherrerschen Behandlung); E. Schriirli.nger, Phys. 
Ztschr. 26 (1924), p. 41. 

Wahrend in diesen Arbeiten der Translationsbewegung des Eimelmolek1ils 
quantenhafte Einschritnkungen aufedegt werden, hat eine andere Gruppe von 
Autoren die von Debye mit so groJ3em Erfolg auf die Festkijrper angewendete 
Methode der Eigenschwingungen (Nr. 8 b) zur quantentheoretischen Behandlung 
der SchaZZBckwingungen im Gase benutzt: H. Tetrode, Phys. Ztschr. 14 (1913), 
p.214; W. H. Keesom, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 666, 696; A. Sommerfeld und 
W. Lenz, Gott. Wolfskehl-Vortrage 1913, Leipzig 1914 (Teubner), p. 125. 
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der Molekiile des nahezu stets als ideal und einatomig yorausgesetzten 
Gases zusammenhangt; jene Lange ist meist von der GroBenordnung 
des mittleren Abstandes der Molekiile 5(8) , soil 'aber in einigen Fallen 
sogar den makroskopischen Dimensionen von Gefiif3wanden 509) entspre
chen. Beide Annahmen erscheinen von vornherein in hohem Grade 
unnatiirlich, doch ist es nach einem auf Anregung yon Nernst unter
nommenen, aber gescheiterten Versuch von Sommerfeld und Lenz510) 

erst kiirzlich Sch'1'odinger 007) gelungen, die mitf,lere freie Weglange i 
der Molekiile einer befriedigenden Theorie der Gasentartung zugrunde 
zu legen. Hierzu erweist es sich als notwendig, zunachst von dem 
ungeordneten511) Charakter der Molekiilbewegungen abzusehen und 
diese so zu schematisieren, daB sie in lauter einfach-periodische Teil
bewegungen aufgelost werden konnen, auf welche die Quantenvorschrift 
(151) dann ohne Schwierigkeit anwendbar wird. FaSt man jede dieser 
Teilbewegungen als einen geradlinig und mit konstanter Geschwindig
keit v ausgefiihrten Hin- und Hergang eines Molekiils yon der Masse 
M zwischen je zwei ZusammenstoBen auf, deren raumlicher Abstand 
A bet!agt, so ergibt (151) zusammen mit (134) fiir die ausgezeich
neten Quantenwerte der Translationsgeschwindigkeit v" 

(184) 2 MJ. . v" = n . h, (n = 1, 2, 3, ... ) 

worin fiir 1 im Mittel noch die mittlere freie Weglange f einzusetzen 

508) W. Nernst, Verhand. Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 83 und Anm. 604); 
sowie die in der vorigen Anm. genannten Arbeiten, welche sich der Debye
schen Eigenschwingungsmethode bedienen, ferner jiingst M. Planck, Berl. Ber. 
1926, p. 49. 

609) Vgl. die in Anm. 607) erwiihnten Arbeiten von Planck, Scherrer, Brody, 
Schay und A. Schidlo(, C. R. Soc. phys. et d'hist. nat. Geneve 41 (1924). p. 61. -
Wie E. Schrodinger kiirzlich bemerkt hat, fiihrt daB in diesen Arbeiten benutzte 
Rechenschema .jedoch im Grunde genommen auch wieder auf eine Lange von 
der GroBenordnung des mittleren gegenseitigen Abstandes der Molekiile zuriick. 

610) A. Sommerfeld und W. Lenz (Anm. 607) haben versucht, die mittlere 
freie Wegliinge als Analogon zur Debyeschen Grenzfrequenz (63 a') einzufiihren, 
sind aber auf diese Weise schon fiir hohe Temperaturen zu einer ganz unmijg
lichen Zustandsgleichung fiir das ideale Gas gelangt. - Zum eraten Male wird 
die mittlere freie Weglange allerdings bereits einer Theorie der Gasentartung 
von O. Sackur, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 67, zugrunde gelegt, rant aus ihr aber 
infolge eines von Schrodinger (Anm. 607) bemerkten, nicht mehr gut zu machen
den Versehens wieder hinaus. 

511) V gl. Anm. 436). - Eine nachtriigliche Beriicksichtigung dieses Um
standes erscheint bei Schrodinger implizit durch die Anwendung der Statistik 
zur Berechnung der thermischen ZustandsgrijJ3en -Mittelwerte fiir das entartete 
Gas gegeben, von deren Wiedergabe im obigen Zusammenhange abgesehen wer
den kann. VgI. jedoch Nr.24:c. 

Smekal, Allgem Grund!. d. Quantenatatistik u. Quantentheorie 70 



1086 V 28. A. Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatistik u. Quantentheorie. 

sein wird.51S) Da 1 an sich aber beZiebige Werte anzunehmen vermag, 
so fiihrt (184) allgemein zu beUebig dicht verteilien Quantengeschwindig
keiten V,,(l).5lS) Weil nun die eine Quantenbedingung (184) fur die 
drei Freiheitsgrade der Translation nicht ausreichen kann, eine Rich
tungsquantelung (Nr.ll) b) hier abel' von der Wahl eines ausgezeich
neten Koordinatensystems unabhangig bleiben muB, wird man mit 
Schrodinger festsetzen, daB von einer bestimmten Quantengeschwindig
keit v" 0:) im Mittel so viele verschiedene Richtungen zu unterscheiden 
sein werden, daB die Vektordifferenz benachbarter Richtungen gerade 
von der GroBenordnung 

(185) 
h 

vl = v" - vn _ 1 = 2MI (n beliebig) 

wird. Die Anzahl kn dieser Richtungen erhii.lt so die GrO.6enordnung 
4ntlll 

(186) k" = vl" = 4nn2 (n = 1,2,3, ... ) 

und erscheint damit nunmehr ebenfalls quantenmaBig festgelegt; (186) 
gibt ersichtlich den zu erwartenden Umstand in befriedigender Weise 
wieder, daB die Bewegung der Gasmolekiile desto ungeordneterr.t4.) und 
den klassischen Verhiiltnissen desto ahnlicher wird, je groBere Ge
schwindigkeiten die Molekiile im Mittel besitzen, bzw. je Mher dem
gema.B die Temperatur des Gases sein wird.olO) 

Wendet man die Bohrsche Frequenzbedingung (114) auf (184) 
an, so ergibt sich in gewisser Analogie zu (182) allgemein 

(187) hv = ~Mv2. - lMv'J" = ~ (n'lI - n"2). 2 ,. 'J "8M!1 , 

012) Do. die Tempero.tur o.ls statistische Zustandsgr5j3e (Nr. 7) in eine 
Quantenbedingung nicht eingehen kann, so ist die weitgehende Temperatur
unabhll.ngigkeit der mittleren freien Wegliinge idealer eino.tomiger Gase bei 
konsto.ntem Volumen fUr die Zulll.ssigkeit der obigen Auffassung von wesent
lieher Bedeutung. 

513) V gl. dazu den hiervon praktisch, nicht aber prinzipiell, ununterscheid
baren Fall quasief'godischer Molekiilbewegungen, auf den in Nr. 3, Ende, Bezug 
genommen worden iat. - Die Feststellung des Vorkommens beliebig dicht ver
teilter Quantengeschwindigkeiten nach (184), auf welche die absichtlich skizzen
haft gehaltenen Ausfiihrungen von SCModinger wegen o.lleiniger Benutzung von 
I nicht eingehen, widerlegt die von A. Bchidlof (Anm. 509) der Theorie als un. 
annehmbar entgegengehaltene Folgerung, daB (184) mit I fiir a (wie bei Schf'O
dinger) z. B. bei Helium von Atmospharendruck und T = 273, v,,-vn - 1 ",16 m/sec 
ergeben wiirde. 

514) Siehe Anm. 611). 
515) Do. man mit Schrodinger off'enbar n ~ 1 annehmen wird, erhli.lt man 

nach obiger Theone fUr das ideale einatomige Go.s eine endliche Nullpwnkts-

energie (Nr. 9) pro Molekiil von der GroJ3enordnung h l
_. 

8Ma l 
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dies gibt zunachst diskrete Spektrallinien 5]6), welche das ganze unend
liche Spektrum aber uberall dickt, d. h. praktisch kontinuierlich, er
fiillen werden, so bald man der tatsachlichen Variabilitat von 1 Rech
nung tragt. Das so zustandekommende kontinuierliche Spektrum ent
spricht ofl'enbar wiederum dem kontinuierlichen Spektrum der Wiirme
straklung.517) 

Wahrend die statistische Verarbeitung der vorstehenden, durch 
(184) und (186) zusammengefa1\tim Ansatze fur Gasmolekiile in nber~ 
einstimmung mit den Tatsachen ergibt, daB auch noch bei den tief
sten, bisher zur Messung von spezifischen Warmen aufgesuchten Tem
peraturen eine Gasentartung unmerklich bleibt, fiihrt sie zu einer 
praktisch vollstiindigen Entartung noch bei gewohnlichen Tempera
turen, wenn man sie auf die Bewegung der "freien" Elel,1,ronen im 
Inneren eines Metalles sinngemaB zu ubertragen versucht&18), - ein 
Ergebnis, das mit dem Fehlen eines Beitrages dieser Elektronen zur 
spezifischen Warme des Festkorpers ubereinstimmen wiirde.519) Denkt 
man sich das Kristallgitter eines solchen und in ihm eine beliebige 
Gitterrichtung mit dem Gitterabstande a, langs welcher sich ein 
"rreies" Elektron von Gitteratom (bzw. -ion) zu Gitteratom fortbe
wegt, so ware es naheliegend, die Quantenbedingung (151) jetzt fur 
das einseitige Fortschreiten mit der Periodenliinge d anstatt (184) in 
der Form 
(184110) mVn • d = n . h (n = 1,2, 3, ... ) 

anzusetzen.5]9a) Betrachtet man das Gitter wegen seiner groBen Massen 

516) Man beachte die formale tlbereinstimmung von (187) mit der Spektral
formel eines "reinen Rotationsspektrums" in der Bandentheorie (V 27, A. Kratzer). 

517) Siehe Nr. 17, Ende, ferner die in Nr. ISb gegebene Deutung des kon
tinuierlichen Spektrums der Wllrmestrahlung, welche praktisch auf die obige 
hinauslauft, sobald man die Quanteniibergange (187) jeweils nm in raumlicher 
Nahe eines ZusammenstoJ3-Umkehrpunktes der betrachteten idealisierten Molekiil
bewegung vor sich gehen la5t, was auch mit Riicksicht auf den oben nicht be
riicksichtigten Impu'lssatz unerla5lich zu sein scheint. Die in Anm. 603) er
wahnten Schwierigkeiten bestehen naturgemlUl auch hier. - Vielleicht ist die 
oben benutzte Schematisierung der Molekiilbewegungen noch nicht zu weit
gehend, um gestiitzt auf das kZassische Verteilwngsgesetz der freien Weglangen 
im Gase und das Plancksche Strahlungsgesetz physikalisch sinnvolle Aussagen 
iiber die Intensitatseigenschaften der tJbergange (187) abzrueiten. 

518) E. BCModinger (Anm. 607). 
519) VgI. Anm. 440), oder V 20, ElektronentheOl'ie der Metalle (R. Beeliger), 

Nr.17-19. 
519a) Eine genauere Rechtfertigung dieses Ansatzes ware auf Grund der 

Von Ehrenfest und Breit, sowie Bohr eingehend diskutierten Quantelung eines 
periodisch gestorten Rotators mit irrationalem Verhaltnis zwischen der Itechten" 

70* 
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als unbeweglich, so gibt der Impulssats fiir jeden Quantenubergang, 
bei welchem sich n um eine Einheit andem wiirde, die Aufnahme 
bzw. Abgabe des von n unabhiingigen Linearimpulses 

(184b) 
11, 

wahrend die dabei umgesetzte Energie, entsprechend (187) von n ab
hangig bleibt; doch iet es noch vollig ungeklart, ob diesen Ergeb
nissen, wie aus fonnalen Grunden naheliegend, innerhalb einer quanten
theoretischen Deutung der Rontgenstrahlreflexion an Kristallen (Nr.22) 
eine wesentliche Rolle zugeschrieben werden darf oder nicbt. 

C. Q.ua.ntenthaorie dar Strahlungsvorgange. 

20. Wellentheorie und Quantentheorie. Die klassiscn-elektro
magnetische Wellentheorie der Strahlung geht davon aus, da6 aile 
Losungen der Maxwellschen Gleichungen zugleich auch Losungen der 
Wellengleichung sind - ein Satz, der bedeutsamerweise keine Um
kehrung zulaBt, so da6 ein Versagen der klassischen Elektrodynamik 
jenes einer Wellentheorie keineswegs nach sich ziehen mu6. Indem 
die am meisten gangbare Form del' Maxwell-Lorentzschen Elektro
dynamik dem mit unendlich vielen Freiheitsgraden begabten wellen
theoretischen Strahlungsfelde die Materie mit ihren nur entlUch vielen 
Freiheitsgraden als Quelle oder Senke elektromagnetischer Strahlungs
energie gegeniiberstellte, mu.6te sie versuchen,' die Strahlungseigen
schaften der letzteren dem wellentheoretischen Charakter des ersteren 
gemii..6 zu bestimmen. Die von den Maxwellschen Gleichungen ge
forderte Bedingtheit eines differentiellen Zusammenhanges zwischen 
Strahlung und ungleichformiger Bewegung elektrischer Massen fiihrt so 

Periode der SWrung und der nQuasi"periode der Rotation (Anm. 294) moglich. 
Wenn die Bahn eines im Kristallgitter etwa nach Awn. 440) von Ion zu Ion 
wandemden Elektrons als geschlossen (oder wenigstens quasiperiodisch) ange
nommen wiirde, was der "echten" Periode des angefiihrten Beispieles zu ent
sprechen hil.tte, so wiirde das zwischen zwei Nachbarionen befindliche Bahnsttick 
als "Quasi"periode der Bewegung aufgefa~t werden konnen. 1st nun die "echte" 
Periode sehr lang, so dominierl nach BQM die Quasiperiode und deren jetzt 
berechtigte, selbstandige Quantelung fUhrt auf (18h). Eine andere, problema
tischere Begriindung gibt A. H. Oompton, Phys. Rev. 23 (1924), p. 118. - Ein 
Modan fUr die Elektronenbewegung im Kristallgitter, welches Awn. 440) ent
apricht und an dem sich samtliche angedeuteten Bchliisse eingehend illustrieren 
lassen, ist jungst von K. Hojenaahl, Phil. Mag. 48 (1924), p.349 mit befriedi
gendem Erfolge hinsichtlich einer theoretischen Deutung dar Temperatura.b
:hil.ngigkeit der elektrischen Leitf'il.higkeit von Metallen und Legierungen disku
tiert worden. 
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mit Riicksicht auf die Unveranderlichkeit der Spektralfrequenzen dazu, 
in Atomen und Molekiilen die Existen$ mehrfach-periodischer Elek
tronenbewegungen mit energie- (ebenso impuls- und drehimpuls-)un
abhangigenS20) Frequenzen zu folgern, was im einfachsten Falle auf 
quasielastische Elektronenschwingungen mit konstanten 520) Eigenfre
quenzen hinauslauft. Wegen der notwendigen Vbereinstimmung dieser 
von vornherein als gegebene Materialkonstanten zu betrachtenden Be
wegungsfrequenzen ro mit den verschiedenen Strahlungsfrequenzen v, welche 
in den von jenen Gebilden unaufhOrlich kontinuierlich und irreversibel 
ausgestrahlten Kugelwellen stets gleichzeitig vorhanden sein sollten, er
scheint jede einzelne dieser Strahlungsfrequenzen als das Primare 
gegeniiber der Wellenliinge des ihr entsprechenden Lichtes, welche erst 
durch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit c des letzteren ihre 
Bedeutung erhalt. 

Wie aus den insbesondere in Nr. 13 und 14: behandelten allge
meinen Grundlagen der Quantentheorie isolierter Atomsysteme hervor
geht, stehen diese Folgerungen der Maxwellschen Elektrodynamik in
dessen mit gesicherten experimentelien Tatsachen in uniiberbriickbarem 
Widerspruch, womit die Frage nach der Brauchbarkeit einer.W ellen
theorie des Lichtes der Neubeantwortung bediirftig wird. Dadurch, 
dafj die Quantentheorie einen unmittelbaren differentiellen Zusammen
hang ewischen Elektronenbewegung und Strahlung prineipiell zu ver
werfen ni)tigt, fant aber gerade der einzige Umstand weg, welcher 
jene Beantwortung in der klassischen Theorie - strenggenommen 
erst durch Umkehrung der oben geschilderten SchluBweise - ermog
licht hatte. An seine Stelle treten die Mittelwertaussagen des Korre
spondeneprf,nzipes (Nr. 14), die auch im realisierbaren Grenzfalle (122) 
nur zu einer asymptotischen, daher nicht prinzipiellen Verknupfung von 
Bewegung und Strahlung fuhren. Auch hier ist allerdings stets nur 
eine Spektralfrequenz v - im Wege iiber die Bohrsche Frequenzbe
dingung (114) bzw. 1)15) und (116), zunachst ebenfalls als von vorn
herein gegebene Materiallwnstante - die fiir den einzelnen, prinzipiell 
diskontinuierlichen Strahlungsvorgang primiire GroBe, welcher ebenso 
wie in der klassischen Theorie durch Vermittlung der Lichtgeschwin-

digkeit c eine Zahl .!!-. = ).. als "Wellenliinge", wenn auch einstweilen 
" oAne deren Bedeutung, zugeordnet werden kann. Das Analogon zur 

unpolarisierten klassischen Kugelwelle erhaIt man erst, indem man 
durch eeitlich-riiumliche Mittelbildung iiber alie denkbaren Orientie
rungen des Atomsystems die Impulsgr08en (116) zum Verschwinden 

520) V gl. dazu Anm. 122). 
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bringt. Die prinz~ielle Umkeh'rbarkeit der Quantenvorgiitnge ergibt dann 
allerdings im Gegensatz zur obigen Form der klassischen Theorie, 
daB jene "statistische" Kugelwelle nicht nur als divergierende, sondern 
auch als konvergiel"ende Welle auftreten kann - was auf klassischem 
Wege allen falls nur iiber die Lorentz-Ritzsche Attffassung der Max
wellschen Elektrodynamik 521) erschlossen werden konnte. 

Die vorstehende Ubersicht 522) zeigt, daB die gegenwiirtigen Grund
lagen der Quantentheorie ebensowenig einen RiickschluB auf die Not
wendigkeit einer Wellennatur des Lichtes zulassen, wie auf deren 
grundsatzliche Unmoglichkeit5l!S); hier miissen einstweilen bestimmte 
Annahmen weiterhelfen, von denen solche wellentheoretischer Natur 
jedenfalls zumindest betriichtliche heuristische Bedeutung besitzen und 
solange allein in Betracht gezogen worden sind, als die Moglichkeit 
einer rein quantentheoretischen Deutung der lnterferenz- und Kohli
renzerscheinungen (Nr. 22) noch unbekannt war. Diese Annahmen 
hangen vor allem von der Bedeutung ab, welche den ausgezeichneten 
Quantenzustanden der Atomsysteme zugeschrieben wird. 

Wie die Statistik und auch das direkte Experiment (Nr. 9) er
geben haben, bleiben die Quantenzustiinde durch endliche Zeitdauern 
("mittlere Lebensdauern") hindurch erhalten, um dann in praktisch 
unmef3bar kurzer Zeit 524) ("Quantensprungli) durch andere Quanten
zustande abgelost zu werden. Diese Tatsachen sind im V orangehen
den stets so gedeutet worden, als wiirde das Atomsystem in ihnen 
notwendig strahhtngsfrei sein, wahrend seine quantentheoretische Leucht
dauer mit jener vernachIassigbar kurzen Zeit zusammenfallen miisse, 
welche zur Zuriicklegung eines Quanteniiberganges benotigt wird. 
Diese - altere - Auffassung von Bohr geht auf den stillschweigend 
gehegten Wunsch zuriick, einen stetig-differentiellen Kausalzusammen
hang, wie er nach dem oben Bemerkten der Maxwellschen Theorie, 
ebenso wie auch der gesamten iibrigen klassischenPhysik, zugrundeliegt, 

521) Siehe Anm. 142). 
522) Siehe etwa Anm. 143), ferner .A. Einstein, Phys. Ztschr. 10 (1909), 

p. 817 und A. Smekal, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 873. 
523) P. S. Epstein und P. Ehrenfest, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), 

p. 133, haben sich dariiber allerdings bereits in Form eines Kompromisses ge
auBert, dahingehend, daB das Bohrsche Korrespondenzprinzip die wesentlichen 
Ziige der Wellentheorie in einer fUr die Quantentheorie brauchbaren Form ent
halte, so daB diese mehr im Sinne einer Neuanpassnng, denn einem vollstandigen 
Verlassen der Wellentheorie aufgefaBt werden miisse. 

524) V gl. dazu namentlich die in Anm. 446) angefiihrte experimentelle 
Literatur, welche dort allerdings nur im Sinne der ersten von den beiden nach
stehend besprochenen Auffassungen gedeutet erscheint, ferner Anm. 560) und 579). 
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in der Quantentheorie wenigstens moglichst weitgehend beizubehalten; 
die Abwesenheit experimentell feststellbarer aufJerer Wirkungen des Atom
systems in seinen Quantenznstiinden gibt so den AnlafJ zu der V orstellung 
seiner Strahlungslosigkeit in diesen Zustanden, womit die del' Erfiillung 
obigen Wunsches ohnehin entzogenen Strahlungswirkungen bloB auf die 
minimalen Zeitdauern der Quantenubergange verlegt erscheinen. Diese 
Auffassung hat es in den vorangehenden Nurmnern zugelassen, den 
Energie- und Impulssatz bei den Molekula1'vorgangen beizubehalten. 
Nach Oseen 525) widerspricht sie einer Brauchbarkeit del' Maxwellschen 
Theorie auch weit auBerhalb eines nichtstrahlenden Atomsystems; das 
gleiche gilt nach Nr. 13 und 14: fur die strahlungsfreien Elektronen
bewegungen selbst, welche der Anwendbarkeit des Korrespondenzprin
zipes zuliebe eigenartigerweise sogar unbedingt so beschaffen sein 
miissen, daB sie eine betrachtliche klassische Ausstrahlung zur Folge 
haben wurden.526) Man findet dementsprechend, dafJ die klassische Ab
klingungszeit 7: e~nes linearen Oszillators von der Eigenfrequenz OJ = v, 

(188) 
3mcs 

T = :08-n"' e"'v.' 

grofJenordnungsmafJig mit der mittleren Lebensdauer eines beliebigen an
geregten (nten) Quantenzustandes ubereinstimmen wird 527), welche ihrer
seits in einfacber Weise entweder direkt durch den reziproken Wert von 

(189) A; + A; + ... -+ A;:-l 
mit den Einsteinschen "Ubergangswahrscheinlichkeiten" verkniipft er
scheint5~8) oder mittels der fundamental en Einsteinschen Beziehung 

525) O. W. Oseen, Phys. Ztschr. 16 (1915), p. 395; Ann. d. Phys. 43 (1914), 
p. 639. Auf einen anderen Standpunkt, der ladungsfreien Singularitiiten der 
MaxlOellschen Gleichungen eine prinzipielle Bedeutung beimijJt, hat F. Kottler, 
Wien. Ber. (lla) 129 (1920), p. 3, hingewiesen. 

626) Siehe p. 987, ferner Anm. 273) und 257). 
527) DaB (188) auch als MaB fUr die SchCirfe der Spektrallinien in Betracht 

kommt, ist bereits in Anm. 323) eingehender hervorgehoben worden. 
528) O. Stern und M. Volmer, Phys. Ztschr. 20 (1919), p.183; R. Ladeflr 

burg und F. Reiche, Naturwissenschaften 11 (1923), p. 584. Allerdings muS aus
drucklich hervorgehoben werden, daB die groBenordnungsmaBige Ubereinstim
mung zwischen (188) und (189) auf nicht allzu hohe Quantenstufen. n beschrankt 
ist, da z. B. beim linearen Oszillator (188) unabhangig von n ausfallt, w11hl'end 
seine mittlere Lebensdauer quantentheoretisch nach (126) und (189) wngekehrt 
proportional n sein muB; im Grenzfall groBer Quantenzahlen sind mittlere Lebens
daner und klassische Abklingungsdauer daher sogar von verschiedener. GroBen
oIdnung, was korrespondenzmaBig besOIiders dann zu eigenartigen Konsequenzen 
filhrt, wenn die erstere von derselben GroBenordnung wie die "Schwingungs-

. d 1 . d peno e" -; Wll . 
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(113) auf Absorptionsdaten zuriickgefiibrt werden kann.5i9) Berecbnet 

man -r = ~ 1 fiir den linearen Quanienoszillator von der Frequenz v 
i 

(Nr. 6 b, 9) auf Grund von (126) in Nr. H, so erbalt man tatsacblich 
auch quantentheoretisch den Ausdruck (188)580); daB dieses Ergebnis 
aber von nocb viel groBerer, wenn auch theoretisch einstweilen un
verstandener Tragweite sein rouB, haben Messungen der klassischen 
"Abklingungszeit" von W. Wien insbesondere an Wasserstoffkanal
strahlen gelehrt.5S1) Die nach diesen verschiedenen Wegen ermittelten 
Werte von 't" ergeben iibereinstiromend fiir Atoroe und sichtbares 
Licht eine mittlere Lebensdauer der Quantenzustande von der GroBen
ordnung 10- 7 bis 10- 8 sec, fiir Molekiile im Ultrarot hingegen 10- 5 

bis 1 sec.5i9) 

Eine andere, jiingst von Bohr, Kramers und Slater 532) eingehen
der diskutierte Auffassung versucht den bereits oben betonten Grad 
von Unabhangigkeit zwischen Elektronenbewegung und Strahlungsfre
quenzen in der Quantentheorie Sozus8,gen zum Prinzip zu erbeben. Dcr 
Kontinuitiit jedes stationiiren Quantenzustandes wird eine kontinuierliche 
Kugelwellenstrahlung zugeordnet, welche gleichzeitig siimtliche Spektral
frequenzen enthalten soll, die nach der Bohrschen Frequenzbedingung (114) 
sowie dem Korrespondenzprinzip von jenem Quantenzustande aus moglich 

529) C. Filchtbauer, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 322; R. Ladenburg und 
F. Reiche, 1. c.; R. C. Tolman, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924). p.85; Phys. 
Rev. 23 (1924), p. 693; E . .A. Milne, Phil. Mag. 47 (1924), p. 209. 

530) O. Stern und M. Volmer, 1. c.; M. Planck [I), § 158, Gleichung 361; 
R. Ladenburg und F. Reiche, 1. c. 

531) w:. Wien, Ann. d. Phys. 60 (1919), p. 597; 66 (1921), p. 229; 70 (1923), 
p.1. AuBerdem hat R. Ladenburg, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p.461; 6 (1921), 
p.153 (s. auch ferner R. Ladenburg und P. Reiche, 1. c.) gezeigt, daB (188) fUr 
das erste Glied der Alkalihauptserien gilt, wo die betreffenden Atome bezeich
nenderweise ebenso wie klassische lineare Oszillatoren nur zu Ausstrahlung einer 
einzigen Spektralfrequenz befahigt sind. Das Eingehen der Quantengewichte gn 
in (109) hat zur Folge, dall ein eindeutiger, gesicherter Zusammenhang zwischen 
(188) und der mittleren Lebensdauer fUr beliebige Quantenzustande' beliebiger 
isolierter Atomsysteme eine einwandfreie Bestimmung jener Gewichte ermog
lichen wiirde. 

532) N. Bohr, H . .A. Kramers und J. C. Slater, Ztschr. f. Phys. 24 (1924), 
p. 69; vg1. dazu auch Anm. 434). Nahere Ausfiihrungen zu dieser Auffassung 
stammen von B . .<t. Kramers, Nature 113 (1924), p.673; 114 (1924), p.310; 
E. Schrodinger, Naturwissenschaften 12 (1924), p. 720; R. Becker, Ztschr. f. Phys. 
27 (1924), p. 173; N. Bohr, Naturwissenschaften 12 (1924), p. 1115; J. C. Slater, 
Phys. Rev. 25 (1925), p. 895; der Grundgedanke riihrt her von J. O. Slater, Na
ture 113 (1924), p. 807. - Insbesondere die Behandlung der Dispersionserschei
nungen weist mehrfache Beriihrungspunkte auf mit den Untersuchungen von 
R. Laderiburg (Anm. 581). 
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sind. Diese iiberhaupt nur als "virtuell" anzusehende Strahlung mufJ 
aber die stationiiren Zustiinde unveriindert lassen kannen, so daf3 Energie
und ImpulssatfJ nur mehr statistische Giiltigkeit beanspruchen diirfen 583); 
ihre einzige, der Beobachtung zugiingliche Wirkung 534) soll darin be
stehen, die Einsteinschen Dbergangswahrscheinlichkeiten (106), (107 a), 
(107 b) fur die verschiedenen moglichen Quanteniibergiinge hervorfJurufen. 
Mit dem Eintritt eines derartigen Uberganges in einen anderen Quanten
zU'ltand mu6 daher die vorherige Strahlung nach einer mit der "Lebens
dauer" des Ausgangs-Quantenzustandes iibereinstimmenden "Leuchtdauer" 
abgebrochen 585) werden, urn einer neuen kontinuierlichen Strahlung 
von anderer spekt.raler Zusammensetzung Platz zu machen; der oben 
nach der alteren Auffassung diskutierte Zusammenhang zwischen mitt
lerer Lebensdauer und klassischer Oszillatorleuchtdauer wird hier be
sonders daun aine wesentlich befriedigendere Deutung finden, wenn das 
Atom in jedem seiner Quantenzustande mit so vielen "virtuellen 
Oszillatoren" ausgeriistet und klassisch strahlend gedacht wird 536), 

533) Siehe auch Anm. 434). Fiir den Energiesatz sind die diesbeziiglichen 
VerhiUtnisse von E. Schr6dinger, Naturwissenschaften 12 (1924), p. 720, durch
gerechnet worden, wobei sich ergeben hat, daB das Auftreten meflbarer Schwan
kungen nicht zu befiirchten ist. Ob der gleiche Optimismus auch hinsichtlich 
des Impulssatzes berechtigt ware, kann wohl erst die genaue Untersuchung 
lehren, da hier beirn Comptoneffekt an sehr kurzwelliger Rontgen- und Gamma
strahlung groBe Schwierigkeiten zu erwarten sind (vgl. Nr. 21). (V gl. dazu die 
nachfolgende Anmerkung!) Beziiglich der Bedeutung eines bloa statistisch er
fiiUten Energiesatzes fii"!" die gesamte Physik vgl. man diesbezugliche Ausfith
rungen von F. Exner, Vorlesungen uber die physikalischen Grundlagen der 
Naturwissenschaften, Wien 1919, IV. Kapitel: tJber Naturgesetze. 

634) Dieser Punkt der Theorie kann aua allgemeinen Erkenntnisgriinden 
unbefriedigend erscheinen, vgl. Anm. 434). - Das virtuelle Strahlungsfeld soIl 
nach Bohr, Kramers und Slater allerdings auch noch eine weitgehende gegen
seitige Unabhangigkeit der in voneinander entfernteren Atomsystemen auftreten
den Strahlungsvorgange bedingen, welche ebenfalls der experimentellen Priifung 
zuganglich ist. Diese von den genannten Forschern offensichtlich als wesent
lichste Aussage. ihrer Theorie angesehene Behauptung wiirde im FaIle ihrer 
Richtigkeit der am Ende von Nr. 17 ausgesprochenen Koppelungsfolgerung 
(Anm.447) widersprechen. ist jedoch ganz kiirzlich von W. Bothe und H. Geiger, 
Naturwiss.13 (1925). p. 440; Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 639 am Compton-Effekt 
Nr. 21 experimenteU widerlegt worden, so daJ3 sich im folgenden ein naheres 
Eingehen auf sie eriibrigt. 

535) Zu diesem "Zerhacken" der Atomstrahlung (Schrooinger) in einzelne 
Wellemiige von endlicher Liinge vergleiche man das damit ubereinstimmende 
Ergebnis einer formal-wellentheoretischen Analyse des Einsteinschen Schwan
ltungsausdruckes (117) durch M. Planck, Ann. d. Phys. 73 (1924), p. 272. 

536) In diesem Punkte scheint die Theorie verallgemeinerungsfl!.hig und 
mit Riicksicht auf Anm. 534) Bogar moglicherweise bediirftig zu sein. 
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als es nach (114) und dem Korrespondenzprinzip augenblicklich ge
rade an verschiedenen Spektralfrequenzen auszusenden ·vermochte. Fur 
die "Lebensdauer" jedes Quantenzustandes werden die Atome damit 
hinsichtlich ihrel' wichtigsten Eigenschaften ganz so beschaffen, wie 
die eingangs dieser Nummer aus der klassischen Wellentheorie abge
leiteten Atommodelle; die grundlegende Neuerung der Quantentheorie 
bestiinde dann im wesentlichen darin, daB die samtlichen, momentan 
an einem Atom tatigen und energieunabhii.ngig wirksamen "virtuellen 
Oszillatoren" gleichzeiUg sprungweiser Frequenziinde;rungen fahig wUrden, 
deren Ausma6 durch die Bohrsche Frequenzbedingung (114) gesetz
maBig festgelegt erscheint. - Es ist ohne weiteres klar, daB die 
neuere Bohrsche Auffassung in weitgehender Annaherung zu der immer 
wieder vermuteten Brauchbarkeit der Maxwellschen elektromagnetischen 
Lichttheorie aufJerhalb der Atomsysteme 5S7) berechtigen wurde, womit 
aUe klassisch-wellenoptischen Ergebnisse in ihren Grundzugen der Quanten
theorie dienstbar gemacht werden konnten.538) 

Wenn im vorangehenden bisher allein die altere Auffassung Bohrs 
zugrunde gelegt worden ist und auch daran im folgenden festgehalten 
werden soll, so entspricht dies dem Eindruck, da13 zumindest gegen
wartig beide Auffassungen einander bei gleichen Schwierigkeiten ohne 
erkennbare Entscheidungsmoglichkeit gegeniiberstehen, der ii.lteren je
doch die groBere historische und heuristische Bedeutung zukommt. 
Der letzterwahnte Umstand bezieht sich vornehmlich auch auf die in 
den beiden nachfolgenden Nummern besprochenen Versuche, die Haupt
tatsachen der bisherigen Wellenoptik ohne Benutzung wellenoptisCher 
Hilfsmittel einer quantentheoretischen Deutung zuganglich zu machen. 
Was die angedeuteten Schwierigkeiten anbetrifft, so au13ern sie sich 
in Bohrs neuerer Auffassung auch wieder vornehmlich bei den unab
geschlossenen Systemen (N r. 17 -19), namentlich was hier die Ermitt-

537) V gl. z. B. J. H. Jeans, Proc. Phys. Soc. London 35 (1923), p. 222, odeI' 
E. Bauer, Paris C. R. 174 (1922), p. 1335; femer etwa R. Becker, Ztscht. f. Phys. 
27 (1924), p. 173, Einleitung. - Die Vertraglichkeit des entgegengesetzten Stand
punktes von Oseen (Anm. 525) mit dieser Auffassung wird Bofort verstandlicb, 
wenn man sich daran erinnert, da.B ersterer einen kausal-differentiellen Zusam
menhang zwischen Elektronenbewegung und Strahlung vorau8setzt, von walchem 
gerade hier grundsatzlich abgesehen wird. 

538) BezugIich aller eingehenderen AusfUhrungen uber das virtueUe Strah
Zwngsfeld, seine Beziahung zum MaxweZZschen Strahlungsfelde im Grenzfall langer 
Wellen uud die genauere Art der Wechselwirkung voneinander entfemterer 
Atome hinsichtlich des Zustandekommens der Einsteinschen Ubergangswahr
scheinlichkeiten (10780'), (107b') muB auf die in Anm. 532) aufgezahlte Literatul' 
vel'Wiesen werden. 
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lung und Kennzeichnung der virtuellen Oszillatoren hinsichtlich ihrer 
Eigenfrequenzen und Bezugssysteme anbetrifft. Es ist klar, daB der
artige Schwierigkeiten in jedem theoretischen Gebaude auftreten 
mussen, welches von vornherein auf eine gewisse Dualitiit von Ma
terie und Strahlungsfeld gegrundet ist; zudem bleibt die prinzi
pielle Unkontrollierbarkeit aller dem letzteren zugeschriebenen Vor
gange und Eigenschaften eine erkenntnistheoretisch stets unbefriedi
gende Notwendigkeit. Eine Form der Quantentheorie, welche ahnlich 
der Lorentz -Ritsschen Auffassung der kla-ssischen Elektrodynatnik 521) 

bloB von Aussagen uber Vorgange an materiellen Teilchen Gebrauch 
macht, ist bisher nicht bekannt geworden 539); es hat aber in mancher 
Hinsicht den Anschein, als wiirde die altere Bohrsche Auffassung einer 
Bolchen Theorie naher stehen, als die neuere Auffassung 539), da letz
tere deren Moglichkeit in ihrer gegenwartigen Gestalt ohne eigent· 
liche Begrundung geradezu verneint. 

Innerhalb der alteren Bohrschen Auffassung der Quantenvorgange 
hat es sich bisher noch in keinem Falle als notwendig erwiesen, iiber 
die in Nr. 12 fortnulierten allgemeinen Gesetze der Wechselwirkung zwi
schen Strahlung und Materie bezuglich der Natur der Lichtausbreitung 

539) Gewisserma.6en als eine Vorstufe zu einer derartigen Theorie kann 
a.llenfalls jene im AnschluB an die altere Bohrsche Auffassung entwickelte Vor
stellung angesehen werden, die N.Bohr, Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 1; 13 (1923), 
p. 117, III. Kapitel, § 2, unter dem Namen "Koppelungsprinzip" zusammenfaBt. 
Sie stiltzt sich auf die von W. Wilson, Phil. Mag. 29 (1916), p. 795 betonte, von 
A. llubinowicz, Phys. Ztschr. 18 (1917), p. 96, naher ausgefiihrte Moglichkeit, die 
Hohlraumeigenschwingungen (Nr. 6b, Anm. 111) nach (152) formal ebenso mittels 
der Quantenbedingung (151) zu behande1n, wie ein materielles Atom; wie BoM 
durch Anwendung des Korrespondenzprinzipes auf eine derartige Hohlraumeigen
.schwingung begrundet hat, kann sich die Quantenzahl n in (152) bei jedem 
"Quanteniibergang der Hohlraumeigenschwingung" nur um eine Einheit andern; 
faBt man diesen "Quanteniibergang" als eine wahrend der "Leuchtzeit" an
dauernde Koppelung zwischen dem absorbierenden oder emittierenden Atom und 
der betreffenden Eigenschwingung auf [vgl. L. Flamm, Phys .. Ztschr. 19 (1918), 
p. 125); auch W. Wilson, 1. c .. p. 801, ferner Anm. 224)], so ist damit die Bohr
.sche Fl'equenzbedingung (114) als Folgerung aus den allgemeinen Quantenbedin
gungen (133) abgeleitet (N. Bohr, 1. c.). Dieses faszinierende Ergebnis leidet 
aber, wie Bohr se1bst betont, an dem unabwendbaren Mangel, die Tatsachen der 
Lichtausbreitung und ihre endliche Geschwindigkeit vollstandig ignol'ieren zu mussen! 
Andernfalls ware es naheliegend, die verschiedenen zu einem gegebenen Zeitpunkt 
Energie enthaltenden Hohlraumeigenschwingungen als harmonische Komponenten 
aer Wechselwil'kungseinfliisse zwischen den das Strahlungsfeld begrenzenden mate
riellen Teilchen aufzl~fassen und damit jenes Feld im Sinne des oben ausgespro
-chenen Wunsches vollig auszuschalten. 
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hinauszugehen.540) Dadurch, daB diese Gesetze in Wiedergabe be
obachtbarer To.tsachen bloB den beim einzelnen Elementarvorgang 
auftretenden Umsatz von Energie bzw. Linearimpuls, entsprechend 
(115a) und (116a), festlegen, ermoglichen sie jo. selbst keinerlei Aus
sagen uber den eigentlichen Vorgang der Lichtausbreitung.54.1) Insbe
sondere kann auf Grund diesel' Ergebnisse allein jedenfalls nicht ent
schieden werden, ob dieser Vorgang in Strenge riiumlich gerichtet ist 
oder nicht.542) Wenn die von Einstein 1905 begrundete Lichtquanten
theorie 04S ) annimmt, dafJ sich die Strahlungsenergie durch den leeren 
Raum in riiumlich konzentrierten Lichtquanten von der Energie hv una 

dem Linearimpuls h'll geradlinig ausbreitet, so ist diese Erneuerung des c 
Newtonschen Emissionsgedankens do.her als eine uber (1150.) und 
(1160.) (und ebenso iiber jede Erfahrungskontrolle) wesentlich hinaus
gehende Hypothese anzusehen.544) Wiihrend die in Nr. 2-8 entwickelte 
Statistik fur Lichtquanten, welche allein durch ihren Energiebetrag hv 
gekennzeichnet sind, nur zu dem bloB fiir kurze Wellen bro.uchbo.ren 
Wienschen Strahlungsgesetze 

8nh1l8 -~ 
fl(V T) = -- . e kT .... , c· , 

540) Als einzige Ausnahme kame vielleicht die von S. N. Bose, Ztschr. f. 
Phys. 26 (1924), p. 178, gegebene, auf die Lichtquantentheorie (s. w. n.) gegriin
dete Ableitung des Ausdruckes (53 b) fUr die Anzahl der Hohlraumeigenschwin
gungen in Betracht, doch scheint auch sie allenfalls mit Beschrankung auf 
(115 a) und (116 a) gedeutet werden zu konnen. 

541) Siehe Anm. 182), 226), 234). 
542) VgI. Anm. 231). 
543) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p.132; 20 (1906), p. 199; Verhandl. 

Deutsch. Phys. Ges. 11 (1909), p. 482; Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 185; 19 (1917), 
p. 121. - Eine KompromiBtheorie, welche die Wellentheorie durch Annahme 
einer "fleckigeni" Wellenfront mit eingestreuten Singularitaten im Sinne von 
"Lichtquanten" erganzt, ist bereits fruher von J. J. Thomson, Elektrizitatsdurch
gang durch Gase, deutsch von E. Marx, Leipzig 1906 (Teubner), p. 267, aufge
stent worden; E. Marx, Ann. d. Phys. 41 (1913), p. 161, und F. Kottler, Wien. 
Ber. (IIa) 129 (1920), p. 3, haben sie eingehender zu begriinden gesucht, doch 
hat sie niemals emstlichere Bedeutung erlangt. 

Eine Form der Lichtquantentheorie, welche mit einer jedoch bloB (iktivefl 
"Phasenwelle" operiert, vertritt L. de Broglie, vgl. z. B. These, Paris 1924 
(Masson); jene fiktive Welle spielt hier auch eine groBe Rolle fiir die Stabilitat 
der im ubrigen aber als strahluDgsfrei aufgefa6ten Qnantenzustande. 

544) Dieser Sachverhalt pflegt in der Literatur vielfach nicht geniigend 
beriicksichtigt zu werden. so da6. die Bezeichnung "Lichtquantentheorie" bier 
schon im Anscblull an (115) und (116) benutzt wird, was ungerechtfertigt er
scheint. 
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anstatt zum Planckschen Gesetze (93) fiihrt 545), soll es nach Bose und 

Einstein bei Hinzunahme der Impulsfestlegung mit h" moglich sein, 
c 

(93) im Gegensatz zu Nr. 9 oder 11 ohne jede Benutzung klassischer 
Hilfsmittel statistisch abzuleiten.546) Von der Annahme ausgehend, 
daS die maximale ZellengrofJe im fL-Raume (Nr. 3) der Lichtquanten 
ahnlich wie bei der Molekiiltranslation (N r. 24: c) gleich hS sein SOll541), 

wird dabei der in Nr. 6b wellentheoretisch als "Anzahl der Hohlraum
eigenschwingungen im Volumen V" gedeutete A.usdruck (53b) unmittel
bar als Anzahl aller verschiedenen quantentheoretisch moglichen raum
lichen ..Anordnungen und Orientierungen von Lichtquanten erhalten.548) 

545) Siehe die in Anm. 182) angegebene Literatur, ferner das Ergebnis (90), 
welches fiir n ~ 2 obiger Form der Lichtquantenhypothese widerspricht, dem 
Planckschen Strahlungsgesetze (93) hingegen geniigt. Sucht man (95) in die 
Sprache der Lichtquantentheorie zu iibersetzen, so zeigt sich, daB nach (93) 
neben den "einfachen" Lichtquanten oder Licht"atomen" mit der Energie h" 
auch "mehrfache" Lichtquanten oder Licht"molekiHe" mit der Energie n· h" 
im Strahlungsraume auftreten miiBten. In dieser Form haben die Lichtquanten
theorie zu erweitern bzw. zu erganzen gesucht: M. Wolfke, Phys. Ztschr. 22 
(1921), p. 370; L. de Broglie, Paris C. R. 175 (1922), p. 811; J. de phys. et Ie 
Rad. (VI) 3 (1922), p. 422; These, Paris 1924 (Masson), p.96ff.; W. Bothe, Ztschr. 
t. Phys. 20 (1923), p. 140; 23 (1924), p.214; L. S. Ornstein und H. a. Burger, 
Ztschr. f. Phys. 21 (1924), p. 358. Werden "ZusammenstoBe" zwischen Atomen 
und Qnanten"molekiilen" zugelassen, so kann Einsteins Annahme einer nega
tiven Einstrahlung (Nr. 11) entbehrlich werden. 

546) S. N. Bose, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 178, iibersetzt von A. Einstein. 
Die Arbeit zeriallt in 2lwei, einer nnabhangigen Bewertung fahiger Teile: 1. in 
die lichtquantentheoretische Ableitung von (03 b) (s. oben im Text, aber auch 
Anm.640), 2. in die statistische Behandlung der Lichtquanten, wobei eine von 
Nr. 4: und 8 b abweichende Definition der Zustandswahrscheinlichkeiten in Ver
bindung mit formaler Anwendnng des Boltzmannschen Prinzips (90 a) benutzt 
wird. Der Teil 2 beruht auf einer neuartigen statistischen Methodik (vgl. 
Anm. 3280), deren Tragweite am Ende von Nr. 27 nahere Erwahnung findet. 

547) Vgl. Anm. 006) und Nr.24, insbesondere Nr. 24:c; daB die genannte An
nahme nur die maximale ZellengroBe betreffen kann, folgt aus ahnlichen Betrach
tungen wie auf p. 954/905. Die iiberraschende Bewahrung dieser Voraussetzung 
auch fiir Lichtquanten IaBt deren Bewegung in Analogie zu den Quantenbahnen 
der Atomsysteme treten, was vielleicht als Fingerzeig fiir die Moglichkeit einer 
Quantentheorie der Strahlnngsvorgange angesehen werden konnte, welche aus
schlieBlich auf die beobachtbaren Veranderungen an materiellen Teilchen ge
griindet wird, ohne die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes igno
rieren zu miissen (vgl. Anm. 539). 

648) Die Bosesche Ableitung von (53 b) gibt also eine Art "Orientierungs
quantelung" der Lichtquanten, ahnlich jener von Schrodinger lur die Molekiil
translation zufolge (186) (vgl. daro auch Anm. 435); tatsachlich laat sich (186) 
nach Schrodinger auf verwandtem Wege wie (53 b) bei Bose aus der Forderung 
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Eine gro6ere Anzahl von Spekulationen iiber Dimensionen und son
stige Eigenschaften der Lichtquanten 549) kann hier auBer Betracht 
bleiben, da sie bisher zu keinen nennenswerten Erfolgen gefiihrt hat. 

Was die Polarisationserscheinungen anbetrifft, so erfordern sowohl 
die in Nr. 12 formulierten allgemeinen Gesetze der Wechselwirkung 
zwischen Materie und Strahlung als auch die eben beriihrte Licht
quantentheorie Erganzungen, fiir welche eine endgiiltige Form kaum 
noch gefunden sein diirfte. Der Grund hierfiir liegt vor allem in dem 
Mangel eines dem elektrischen Vektor des Lichtes der Maxwellschen 
Theorie analogen Begriffes in der Quantentheorie550); wie dessen Rolle 
in der klassisch-elektromagnetischen Lichttheorie konform mit den 
beobachteten spezifischen Wirkungen polarisierter Strahlung dartut,. 
diirfte sein Analogon in vielen Fallen in einer verhaltnismiiBig engen 
Koppelung zwischen der Emission und Wiederabsorption individueller 
Strahlungsenergiebetriige hv zu Buchen sein551), welche bei der Wieder
absorption ahnliche Verhaltnisse schafft bzw. auswiihlt, wie bei der 

einer maximalen Zellengr6Be hS ableiten. Eine bis ins einzelne gehende Uber
tragung des Boseschen Verfahrens, wie es A.Einstein, Berl. Ber. 1924, p. 261 
yorgenommen hat, fiihrt zu einer in statistischer Hinsicht neuartigen Theorie 
der Gasentartung (Nr.240), deren prinzipielle Bedeutung am Ende yon Nr.27 
besprochen wird. 

549) Z. B.: M. Brillouin, Paris C. R. 168 (1919), p. 1318; R. Emden, Phys. 
Ztschr. 22 (1921), p. 613; L. de Broglie, Paris C. R. 176 (1922), p. 811; 177 (1923). 
p.607, 548, 630; J. de Phys. et Ie Rad. (VI) 3 (1922), p. 422; H. Bateman, Na
ture 111 (1928), p.667; 112 (1923), p.239; 113 (1924), p. 924; Phil. Mag. 46 
(1923), p. 977; W. Bothe, Ztschr. f. Phys. 17 (1923), p. 137; 26 (1924), p.74; 
L. S. Ornstein und H. O. Burger, Ztschr. f. Phys. 20 (1923), p. 346, 361, hierzu 
W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 261; L. S. Ornstein und H. C. Burger, 
Ztschr. f. Phys. 21 (1924), p. 358; 30 (1924), p. 253; E. Marx, Ztschr. f. Phys. 21 
(1924), p. 248; Ii'. W. Bubb, Nature 113 (1924), p.237; Phys. Rev. 24 (1924), 
p. 177; G. E. M. Jawncey, Phys. Rev. 22 (1923), p. 233; 23 (1924), p. 313; L. Bril
Zouin, Paris C. R. 178 (1924), p. 1696; K. SChap08chnikow, Ztschr. f. Phys. 30 
(1924), P 228; v. S. Vrk~an, Ztschr. f. Phys. 31 (1926), p. 713. 

550) Siehe etwa die in der vorigen Anm. genannten Publikationen yon 
F. W. BuM, bzw. Anm. 493). 

551) Vgl. Nr. 17, Ende, Anm. 447), 493),534) und Nr. 21. - Zu ahnlichen 
Folgerungen fiihrt auch die Frage nach der quantentheoretischen Deutung der 
Interferenzfiihigkeit der Strahlung (KohiLrenzerscheinungen). (Einen diesbeziiglichen, 
jedoch auf ganz anderer Grundlage beruhenden Versuch hat P. S. Epstein, 
Miinchn. Ber. 1919, p.73, untemommen.) Die in der Literatur mehrfach ge
auBerte Meinung, daB hier fiir die Einsteinsche Lichtquantentheorie uniiber
windliche Schwierigkeiten bestehen, scheint unbegriindet, wenn man die 
gleiche Folgerung niGht auch schon auf die Polarisation der Strahlung aus
dehnen will. 
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Emission.552) Die letzteren erscheinen nach dem Bohrschen Korrespon
denzprinzip (Nr. 14:) durch die Polarisationseigenschaften der den ver
schiedenen Quantenubergangen korrespondierenden Schwingungskom
ponenten der Atombewegung festgelegt. Hiernach wird neben zirkularer 
und linearer Polarisation im allgemeinen auch elliptische Polarisation 
auftreten konnen mussen 55S), wobei vieles dafiir zu sprechen scheint, daB 
diese Polarisationsaussagen des Korrespondenzprinzipes Eigenschaften 
der einselnen elementaren Strahlungsvorgiinge betreffen und nicht etwa 
als bloB statistische GesetzmaBigkeiten aufzufassen sind. Eine beson
dere von der Polarisation im allgemeinen nicht unabhangige Eigen
schaft derartiger Einzelvorgange liegt bei isolierten Atomsystemen ferner 
in del' Notwendigkeit, den meist von Null verschiedenen Betrag der 
bei den betreffenden Quanteniibergiingen auftretenden Anderungen des 
Drehimpulsveldors 'Il der Atome der ausgesandten Strahlung zuzuordnen, 
wenn der Satz von der Erhaltung des Drehimpulses gleich jenem von 
de)' Erhaltung der Energie und des Linearimpulses (Nr. 11) am Einzel
atom beibehalten werden SOll.o54) Bei Atomsystemen mit einer Sym
metrieachse, d. h_ fiir alle storungsfreien Atom- und Molekiilmodelle, 

552) V gl. z. B. die quantentheoretisehe Deutung der von R. W. Wood und 
A. Ellet, Proe. Roy. Soc. (A) 108 (1928), p. 396; Phys. Rev. 24 (1924), p. 243, ge
fundene Beeinflussung der bei Erregung mit polarisiertem Lichte erhaltenen Po
larisation des Fluoreszenzlichtes durch Magnetfelder bei W. Hanle, N aturwissen
schaften 11 (1923), p. 690; P. Pringsheim, Naturwissenschaften 12 (1924), p. 247; 
Ztschr. f. Phys. 23 (1924), p. 824; G. Joos, Phys. Ztsehr. 25 (1924), p.130; G. Breit, 
Phil. Mag. 47 (1924), p. 832; E. Gaviola und P. P1'ingsheim, Ztschr. f. Phys. 25 
(1924), p.367; W. Hanle, Ztschr. f. Phys. 30 (1924), p.93. Vgl. ferner A. E. 
Ruark, P. Foote und F. L. Mohler, J. Opt. Soc. Amer. 7 (1923), p. 415; F. Wei
gert, Naturwissenschaften 12 (1924), p. 38. - Eine 'Deutung des Wood-Ellet
effektes bei fehlend,em oder sehr schwachem Felde ist von N. Bohr, Naturwissenc 
sehaften 12 (1924), p. 1115, auf Grund seiner neueren Auffassung der Quanten
vorgiinge gegeben worden (s. aueh W. Hanlf;, I. c.), doch ist sie (im oben ange
deuteten Sinn e) zwanglos auch fiir Bohrs altere AuffaBsung durehfiihrbar. 

553) Siehe N. Bohr, Ztsehr. f. Phys. 6 (1921), p. 1, wo dies in engem Zu~ 
sammenhang mit dem Koppelungsprinzip (Anm. 539) gegeniiber A. Rubinowicz, 
Ztsehr. f. Phys. 4 (1921), p. 343, hervorgehoben wird. 

554) Siehe etwa A. Sommerfeld [1],5. Kapitel, § 1. - Die Bedeutung dieser 
Folgerung verliert allerdings mancherlei an Tragweite, wenn man bedenkt, da6 
isolierte Atomsysteme prinzipiell iiberhaupt nicht vorkommen kOnnen (N r. 1 '1); in 
der Tat wird es bei Aufgabe jener Isolierung zunaehst vollig unsieher, fiir wel
eh.en Bereich die Drehimpulsanderungen nunmehr in Rechnung zu stellen sind, 
ahnlich me dies in Nr. 1'Z (p. 1065) bei unabgesehlossenen Systemen bereits f'ur 
die Anwendung des Energiesatzes (115 a) bzw. (115) hervorgehoben werden 
mu6te [und gleieherweise fur den Impulssatz (116), (116 a) in Betraeht kommtj. 
Es ist aber naheliegend, dieses Bedenken fiilr abgeschlossene Systeme mit Be-
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wird dieser Betrag naeh dem Korrespondeneprinzip 565) fur deren siimt
liehe, in der Rieht~ng dieser Achse zirkular polarisierten Spektral
linien allgemein und unabhiingig von der Strahlungsfrequenz dureh die 
Vektorgleichung 

(190) '1)(n') - ~(n") = b . ~ 
lin 

gegeben, worin b den Einheitsvektor des bei einer beliebigen der
artigen Wechselwirkung mit dem Strahlungsfelde umgesetzten Dreh
impulses bezeichnet.556) Wie Bohr und Rubinowicz gezeigt haben 551), 

kann (190) in Verbindung mit der Bohrsehen Frequenzbedingung 
(114) bzw. (115), auch aus dem klassiseh-elektrodynamischen Ergeb
nisse a bgeleitet werden, daB das Verhiiltnis von Energie und Dreh
impuls der von einem solchen Gebilde ausgestrahlten Kugelwelle von 
der Frequenz v gleich 27iv ist.558) D:l..6 1'1)(n') - ~("")I bei einem 
Quantenubergange eines durch iiufJere Kraftfelder (Nr. 15 b) gestorten 
Atomsystems naeh dem Korrespondenzprinzip auch gleich Null oder 

einem ganzzahligen Vielfachen von 2hn sein kann, scheint einer uni

versellen Geltung von (190) fiir die Strahlungsprozesse zu widerspre-

rufung auf den Erfolg zu ignorieren, welcher das damit ubereinstimmende, still
schweigende Vorgehen der Anwendung von (114) in Nr. 14-16 auf isolierte 
Atome und Molekiile rechtfertigt. 

555) N. Bohr [2]; siehe Anm. 821). 
556) DaJ3 b fur eine bestimmte Richtung zweierlei Drehungssinn besitzen 

hnn, ist quantentheoretisch von besonderem Interesse. Wenn Bose (Anm.546) 
bei seiner oben im Texte erwahnten lichtquantentheoretischen Ableitung von 
(53 b) zunachst bloB den halben Ausdruck (58 b) erhltlt und diesen dann nach
traglich unter bloJ3em Hinweis auf di" Polarisation verdoppelt, so ist das quanten
theoretisch nur mit Rikksicht auf (190) zu rechtfertigen. Dieser Umstand scheint 
sehr fiir die in Anm. 559) vertretene Auffassung zu sprechen, wonach (190) uni
verselle Giiltigkeit fur jede Art von Wechselwirkung zwischen Strahlung und 
Materie beanspruchen Mnnen solIte. 

557) N. Bohr [2], p. 47/48; A. Bubinowicz, Phys. Ztschr. 19 (1918), p.441, 
465; vgl. auch besonders A. Sommerfeld [1], 5. Kapitel, § 2, 3, ferner C. N. Wall, 
Phil. Mag. 48 (1924), p.378. Wie Bohr betont, spricht dieses Ergebnis, unab
hiingig von den allgemeinen Quantenbedingungen (133) und deren Anwendbar
keit, dafiir, daJ3 der Gesamtdrehimpuls eines Atoms ein ganzzahliges Vielfaches 

von :n betragt, wie sonst aus (148') gefolgert werden mull und am Ende von 

Nr. 16 a hervorgehoben worden ist. 
558) H Busch, Phys. Ztschr. 14 (1918), p.465; K. Schaposchnikow, Phys. 

Ztschr. 15 (1914), p. 454; M. Abraham, Phys. Ztschr. 1,5 (1914), p. 914. Vgl. vor 
aHem aber die Darstellung von A. Sommerfeld [1], Zusatz 10. - Tatsachlich hat 

man unmittelbar h'/l: h'/l = !!.- und damit (190). 
2:11: 
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chen. N ur wenn es erlaubt sein soUte, anzunehmen, dafJ aUe auf ~ 
2n 

fehlenden bzw. uberschiissigen Drehimpulsbetrage von jenen Atomanord
nungen gelieferl bsw. aufgenornmen werden, welche die stOrenden Felder 
hervorbringen, ware es moglich, (190) als universelles, fur jede beUebige 
Wechselwirkung von Materie und Strahlungsfeld mafjgebendes Gesetz der 
Energiefrequenzbedingung (115) und der Impulsfrequensbedingung (116) 
ebenbiirtig an die Seite zu stellen.559) 

Was die riiumliche Lokalisation det· Strahlungsvorgiinge anlangt, so 
ist sie im Gegensatz zur klassischen Theorie im einzelnen gegenwartig 
vollkommen unbestimmt, da die Quantentheorie eben gerade jenen 
kausal-differentiellen Zusammenhang zwischen Elektronen bewegung und 
Strahlungsvorgangen aufhebt, welcher innerhalb der klassischen Elektro
dynamik siimtliche beschleunigt bewegten Ladungen als Strahlungsquellen 
erkennen la8t. Die bilanzma6igen Anwendungen (115) bzw. (115_), 
(116) bzw. (116 a) und (190) del' Erhaltungssatze auf die Strahlungs
vorgange, insbesondere aber del' durch (116) auch hinsichtlich seiner 
Richtung festgelegte Einsteinsche Linearimpulsumsatz zeigen, daB eine 
derartige Lokalisation doch wenigstens insofern moglich sein muB, als 
ein ganz bestimmtes Bezugssystem angegeben werden kann, in welchem 
die Frequenz v der ausgesandten Strahlung zu messen ist. Ob der 
Strahlungsproze1\ in einem Raumpunkt innerhalb oder au8erhalb des 
von dem betreffenden Gebilde eingenommenen Raumes vor sich gehend 
gedacht werden und wie dieser Punkt ermittelt werden konnte 560), ent
zieht sich einstweilen aber jeder naheren Kennzeichnung. 

559) Wie es scheint, hnn eine teilweise Aufnahme bzw. Abgabe von Dreh
impuls durch die auBeren Atomanordnungen auch mittels klassischer Uber
legungen wahrscheinlich gemacht werden, da das strahlende Atom im Storungs
felde obnebin nur quasi-abgescbloBsen ist (siehe Nr. I;) b, Anfang). Vielleicht 
ist auch eine experimentelle Bestatigung fiir die vermutete Universalitat des 

Strahlungsdrehimpulses.!!..- nicbt ganzlich ausgeschlossen. Fiir die Moglichkeit 
2n 

einer Lichtquantentheorie 8cheint sie sogar von grnndsatzlicber Bedeutung zu 
Bein, da sich die fUr die Duplizitat der Polarisationsfreibeitsgrade jeder belie
bigen Strahlrichtung (siehe Anm. 556) quantentheoretiscb erforderliche Dupli
zitltt des Drehungssinnes nur bei von Null verschiedenem Drehimpulsumsatz er
geben kann. 

560) Die Annahme einer punktartigen Lokalisierung der Strahlungsprozesse 
wiirde mit Riicksicht auf die Existenz des erwahnten Bezugssystems nabeliegen, 
und auf die endliche Zeit, welche die Zuriicklegung irgendeines Lichtweges er
forden. Eine wenigstens prinzipiell exakt mogliche Definition der Lange eines 
Lichtweges scheint vOr allem unumganglich zu sein fiir die Moglichkeit einer 
quantentheoretischen Deutung der wellentheoretischen Lichtphase (Nr. 21). Der 
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Die Bestimmung des Bezugssystems der bei einem Quantenuber
gang eines isolierten Atomsystems absorbierten oder emittierten mono
chromatischen Strahlung hat Schrodinger ausgeffihrt; sie lii.uft gleich
zeitig hinaus auf eine quantentheoretische Ableitung bsw. Verallgemeine
rung des DopplersChen Prinsipes.561 ) Sind E(n')' E(n") die Absolutbetrage 
der Energiewerte En" En" des Atomsystems fur den betrachteten 

E(n') E(n") Quanteniibergang, derart, daB -2-' -~- dessen entsprechende Ruh-c c 
massen ergeben, und werden unter V(n')' V(n") die Translationsgeschwindig
keiten des Atoms in bezug auf den spektroskopischen Beobo.chter vor 
und nach dem Quanteniibergang verstanden, so lautet die allgemeine 
Energiefrequenzbedingung (115) in relativitatstheoretischer Schreib-
weIse: 

(191) 

Zur Anwendung der Impulsfrequenzbedingung (116) mogen unter 06'( .. ')1 

./)'(n") die Winkel verstanden werden, welche die Richtungen von v(n') 

und v("") mit jener des Stro.hlungsimpulses 11.; bilden; (116) zerfiillt 

dann in die beiden Bedingungen 

(1920.) E(n')V(n')' cos.&(,.,) E(n")' V(n")' cos'&("") _ h" 

11 t -----V! --7' 
ct 1 _ v(n') c' 1 _ v(n'') 

ct c· 

(192b) 

Setzt man 

Eln') - E(~") E(n') - E( .. ',) E( .. ') + E(n") 

(193) Vo = 2hYE(n')' E(n'') h' 2. YE( .. ,). E(n") , 

80 ergibt sich aus (191), (1920.), (192b) fUr die vom spektroskopi-

Versuch, den Absorptions- bzw. Emissionspunkt eines individuellen Strahlungs
prozesses mit einem individuellen Bahnpunkte eines "Leucht"elektrons zu iden
tifizieren, k5nnte vom Standpunkt der vemachlltssigbar kurzen Dauer eines 
Quantendberganges (s. namentlich Anm. 579), femer von den Tatsachen strah
Jungsbedingter ZusammenBtIiBe (Nr. ISb), dem lichtelektrischen und Oompton
eft'ekt aus vorleilhaft erscheinen; er wirkt aber befremdlich gegeniiber dem Um
stand, daB an dem Quanteniibergang eines Atoms mit mehreren Elektronen siimt
lithe Ladungen beteiligt sind und die Auszeichnung deB "Leucht"elektrons daher 
bedenklich wird. 

561) E. Schrodinger, Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 301. Beziiglich eines ll.lteren, 
nicht gegliickten 'Versuches von K. ForsterZing, Ztschr. f. Phys. 3 (1920), p.404, 
vgl. man da.s Referat von W. Pauli, Phys. Ber. 2 (1921), p. 489. 
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schen Beobacbter gemessene Frequenz v der Strahlung 

(194) 11 Y c' - Vrn') yet - V(n'') v=v· . . 
o c - V(n') • cos .a-(n') C - V(n'') . cos -!t(n") 

Del' wellentheoretisch-relativistische Zusammenhang zwischen der Ruh
frequenz v~ und der Frequenz v' der Strahlung einer Lichtquelle, die 
unter dem Winkel .{t gegen die Strahlrichtung mit der Geschwindig
keit v relativ zum spektroskopischen Beobachter bewegt ist, lautet 
demgegenuber 

(194') 
,/-:--, 

, , yC -v 
V = vo • C _ v . cos -!t . 

Wie der Vergleich von (194) und (194') lehrt, ist Vo in (193) als 
quantentheoretische RUhfrequenz der Strahlung anzusprechen; die Doppler
Formel (194) ergibt sich dann einfach durch Multiplikation von Vo 

mit dem geometrischen Mittel des wellentheol'etischen Faktors von v~ 
in (194'), gebildet fiir den Bewegungszustand VOl' und nach Ausfiih
rung des Quanteniiberganges. Fur v = Vo erhiilt man v(n") = - v(n'l' 
.{t(n") = -It(n') = 0, und erkennt, daB diesel' Speziaifall in del' Wellen
theorie tatsachlich gerade jenem einer ruhenden Strahlungsquelle ent
sprichtj man hat dann namlich wegen ~(n') = - ~(n") nach (116) einfach 

(195) 21 ~(n') 1 = h; 
und, da der Strahlungsimpuls fiir die klassische, isotrope Kugelwelle 
verschwindet, ~(n') = ~(nn) = o. Das Ruhsystem eines monochromatischen 
StrahlJungsprozesses erscheint demnach in der Quantentheorie eindeutig de
finiert durch (195), wenn man fordert, dafj jeder von den beiden zur 
ldassischen Theorie fiihrenden Grenzubergange (121) und (122) die 
wellentheoretische Doppler-Formel (194') ergibt. Aus (195) geht abel' 
zugleich unmittelbar hervor, daf3 dieses quantentheoretische Bezugssystem 
der Strahlung weder mit dem Ruhsystem des Atoms vor dem Quanten
iibergange noch demjenigen nach dem Quantenubergange identisch ist; 
die Angabe eines derartigen Bezugsystems auf Grund eines einzigen 
stationaren Zustandes ist demnach unmoglich.562) - Da es fiir die 
vorstehenden Betrachtungen belanglos ist, ob anstatt des Atomsystems 
die Teilnehmer an einem beliebigen strahlungsbedingten Zusammenstofj 

562) Dieser Umstand, der indeeeen keine gr5J3eren Erkenntnisschwierigkeiten 
in eich Bchlie13t, ale schon die Frequenzberechnung mittels der gew5hnlichen 
Bohrschen Frequenzbedingung (114) wurde von Bohr (Anm. 503) voriibergehend 
ale besondere, unannehmbare Harte gewertet. - Eliminiert man iibrigens venn) 

und -!ten'') aus (194) mittels (191) und (192), so erhiilt man nach P. A. M. Dirac, 
Proc. Cambro Phil. Soc. 22 (1924), p. 432, eine Beziehung von der gleichen Form 
(194') wie die klassische Doppler-Formel. 

71* 
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(Nr. 18 b) gewahlt werden, so gelten sie auch fiir aile Arten der 
letzteren, falls dann in (195) unter S(n') der resultierende Gesamt
linearimpuls aller Sto13teilnehmer vor dem Zusammensto.Be verstanden 
wird.5GB) Die durch (194) bedingten Abweichungen von der klassischen 
Doppler- Verbreiterung der Spektrallinien bleiben in allen der experirnen
tellen Prufung gegenwartig zuganglichen Fallen unme.Bbar klein. 

21. Quantentheorie der optischen Zerstreuung und Dispersion. 
Um den Durchgang des Lichtes durch durchsichtige Medien und des sen 
Gesetzmii.Bigkeiten zu verstehen, bedarf es der Klarstellung folgender 
beider Hauptfragen 564): 

I. Wie ist der "Lichtweg" im materiellen Medium beschafl'en? 

II. Warum ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes irn 
materiellen Medium eine andere als im Vakuum? 

Beide Fragen werden von der klassisch-elektromagnetischen Wellen
theorie des Lichtes qualitativ erschOpfend und in mancherlei Hinsicht 
auch quantitativ beantwortet. Fiillt eine "ebene" Lichtwelle von der 
Frequenz v auf ein Atom auf, so folgert die Wellentheorie das Auf
treten einer von dern Atom ansgesandten Kugelwelle gleicher Freqttens, 
welche zunachst bloB eine teilweise Absorption und Zerstreuung der 
Primiirwelle ohne Verrninderung ihrer Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
und ohne Richtungsanderung bewirkt. Urn die gerade mit Anderung 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit und der Richtung verbundene Bre
chung zu erhalten, muB dieser Vorgang nun fiir sehr viele derartige 
Atome, z. B. harmonische Oszillatoren mit der Bewegungseigenfrequenz 
010, untersucht werden, welche etwa aile in einer zur Einfal1srichtung 
der Primarwelle senkrechten Ebene liegen mogen. Durch lnterferens 
der sekundiiren Kugelwellen, also der Streustrahlung, nach dem Huygens
schen Prinzip wird jetzt eine "ebene" Sekundiirwelle von der Frequenz v 
zUBtandekommen, welcher Vorgang nach der klassiBchen Dispersions
theOl'ie unter anderem so gekennzeichnet werden kann, als ob die Licht-

phase tp in der Atomschicht die (positive oder negative) Zeitdauer 2,.,; . ~ rp 

563) Wie man jedoch unmittelbar sieht, folgt aus (193), daB eine bloB auf 
Kosten seiner Translationsenergie zustandekomroende Strahlungsemission eines 
einzelnen mit konstanter Geschwindigkeit gegen den spektroskopischen Beob
achter bewegten Partikels unmoglich ist; nach dero Korrespondenzprinzip (Nr.14) 
ist dies trivial, da gleichf6rmig bewegte Ladungen auch einer klassischen AU8strah· 
lung un{iihig sind. Eine mit ungleichformiger Bewegung verbundene quanten· 
theoretische Ausstrahlung kann dagegen stets im Sinne irgendeiner Art strahlungs. 
bedingten ZusammenstoBes (Nr. 18 b) gedeutet werden. 

564) Siehe etwa K. F. Herzfeld, Ztschr. f. Phys. 23 (1924), p. 341. 
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aufgehalten worden ware, was innerhalb eines aus derartigen Atomen 
bestehenden Mediums das Zustandekommen einer von der Vakuum-

lichtgeschwindigkeit c verschiedenen Phasengeschwindigkeit ~ und da-
n" 

mit eines von Eins verschiedenen Brechungsexponenten n,. erklart; eine 
iihnliche, stets positi1:e Verzogerung erleidet die von der Strahlung trans
portierte Energie und miBt die stets kleiner alB c bleibende Gruppen
geschwindigkeit.565) Wenn v gleich einer Spektralfrequenz Vo des ge" 
troffenen Atoms ist, tritt "Resonanz" und damit, je nach der Phase, 
positive oder negative Einstrahlung (Nr. 11) auf, wenn v nur wenig 
von ihr verschieden ist, "anomale Dispersion". 

Die vorstehende knappe Ubersicht iiber die Grundziige der klas~ 
Bischen Dispersionstheorie liiBt als Hauptpunkte einer Quantentheorie 
der Lichtfortpflanzung in materiellen Medien die N otwendigkeit einer 
quantentheoretischen Erklarung der Zm-streuung und der Interferenz 
erkennen, welche zusammen eine Beantwortung der Frage I ermog
lichen, ferner eine Deutung der Verzogerungszeit in den streuenden 
Atomen, welche die Antwort auf die Frage II enthalten mutt Diese 
Punkte mussen demnach im folgendell einer niiheren Erorterung 
unterzogen werden. 

Um die von einzelnen Bohrschen Atom- oder Molekiilmodellen 
bewirkte Zerstreuung zu berechnen, haben Debye und Sommerfeld, BO
wie Davysson urspriinglich versucht, die BeeinflusBung der Modelle durch 
ankommende Lichtwellen storungstheoretisch-quantenmafjig (Nr. 15 b) 
zu ermitteln, die Ruckwirkung dieser Storung auf die Welle aber alB 
7classische Kugelwelle zu behandeln.566) Wiihrend der erstere Schritt 
allenfalls noch einer Rechtferligung rahig ist567), widerspricht die Auf
fasBung einer Kugelwellen-Streustrahlung der allgemeinen Impulsbe-

565) Siehe K. F. Herzfeld, Anm. 664), ferner L. Natanson, Phil. Mag. 38 

(1919), p. 269. 
566) P. Debye, Miinchn. Ber. 1915, p. 1; A. Sommerfeld, Elster-Geitel-Fest

schrift 1916, p. 575; Ann. d. Phys. 53 (1917), p.497: C. Davysson, Phys. Rev. 8 
(1916), p. 20; ferner insbesondere P. S. Epstein, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 92 
und M. Born, Ztachr. f. Phys. 26 (1924), p. 379, § 2. Beziiglich der auf gleichem 
Wege untersuchten Rotationsdispersion vgl. man Anm.414) und 418). 

567) J. M. Burgers [1], p. 2t5f.; Veral. Amsterd. 26 (1917). p. 702. - Die 
Frage zerrallt allerdings im Grunde genommen bereits in zwei .Teile, a) ob die 
Anwendung storungstheoretischer Quantenbetrachtungen auch auf langsame, 
periodische, also von der Zeit explizit abhangige Stiirungen zulassig ist, b) ob 
das elektrische Feld der Licht"welle" auch tatsachlich ala eine derartige perio
dische StOrung aufgefaBt werden darf. a) ist von Burgers aHein behandelt und 
bejaht worden, b) widerspricht (115 a) und (116 a), kiinnte aber etwa noch bei 
Zugrundelegung einer statistischen Auffassung beibehalten werden. 
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bedingung (116 a). Tatsachlich haben alle diese Versuche zu keiner 
brauchbaren Wiedergabe der Wellenlangenabhangigkeit des Brechungs
exponenten geffihrt568), vor allem auch deswegen, weil sie notwendig 
zu einer der Quantentheorie nach Nr. 14: grundsatzlich widersprechen
den Gleichsetzung von Bewegungsfrequenzen (Do und Spektralfrequenzen 
110 gelangen mfissen. Der letztere Widerspruch kann nun zwar durch 
die Annahme behoben werden, daB die Streustrahlung der Quanten
atome entweder fiberhaupt nur deren Spektralfrequenzen enthalten 
konne 569), oder durch fiktive "Ersatzoszillatoren" in den Atomen her
vorgerufen werde, deren Bewegungsfrequenzen mit den nach der Bohr-
schen Frequenzbedingung (114) berechneten Spektralfrequenzen fiber
einstimmen sollen.570) Die in diesen beiden Fallen den Interferenz
vorgangen zuliebe wiederum vorausgesetzte KugeZwellenemission der 
bisher iiberdies stete alB ruhend betrachteten Streuungszentren wider
spricht aber ehenfalls wieder (116a), so daB man auf dies em Wege 
ebensowenig wie in der klassischen Streuunge- und DispersionBtheorie 
zur Erhaltung des statistischen Warmegleichgewichtes zwischen Ma
terie und Strahlung gelangen kann.571) In der Tat ist auch bereits 
am Ende von Nr. 12 gezeigt worden, daB die Erhaltung jenes Gleich
gewichtes wegen der durch (116 a) bedingten Anderung eines von 
Null verschiedenen Translationsimpulsee beim Streuvorgange nur an 

568) Siehe die in Anm. 666) genannte Literatur. Die zuerst von Debye am 
H1-Molekiilmodell erhaltene "Obereinstimmung wird mit Riicksicht auf das ander
weitige Versagen dieses Modelles (Nr. ISb) hiniallig. 

569) O. G. Darwin, Nature 110 (1922), p.841; Proc. Nat. Acad. Amer. 9 
(1928), p. 771; A. Smekal, vgl. Naturwissenschaften 11 (1928), p. 878. 

670) R. Ladenburg, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 461; R. Ladenburg und 
F. Reiche, Naturwissenschaften 11 (1928), p.684; N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 
(1923), p. 117, auf p. 161/162. - Einem formal ahnlichen Standpunkt entspricht 
fe~er die neuere Auffassung der Quantenvorgiilnge von Bohr, Kramers und Slater 
(Nr.20, ADm. 632), jedoch mit einer virtuellen Kugelwellen-Streustrahlung, welche 
so beschaft'en gedacht wird, daB sie dem im Text nachfolgend angefiihrten, auf 
(11680) gestiitzten Gegenargument aua statiatischen Grlinden zu entgehen vermag. 
Ausfiihrungen zur Quantentheorie der Dispersion, welche mit einer derartigen 
'IIirtuellen Kugelwellen-Streustrahlung arbeiten (was hier nur mehr eine termino
logische Bedeutung hat), sind von H. A. Kramers gegeben worden [Anm.632), 
vgl. dazu ferner R. Ladenburg und F. Reiche, Naturwissenschaften 12 (1924), 
p. 672; M. Born, Ztschr. f. Phy's. 26 (1924), p. 379, §§ 3,4; R. Becker, Ztschr. f. 
Phys. 27 (1924), p. 173]. 

671) Siehe etwa C. G. Darwin und A. Smekal, Anm. 669) oder Anm. 239). 
Der von K. F. Herzfeld (Anm. 664), p. 359 vertretene, entgegengesetzte Stand
punkt kann nur bei bewuBter Vernachlassigung von (116 a) alB gerechtfertigt 
angesehen werden. Die gleiche Vernachlassigung liegt auch der Kramersschen 
Quantentheorie der Dispersion (Anm. 670) zugrunde. 
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thermisch bewegten Streuungszentren moglich ist. Wie zuerst .A.H. Oomp
ton und P. Debye bei der quantentheoretischen Behandlung des Streu
vorganges durch praktisch "freie" Elektronen geschlossen haben, mufj 
die Streustrahlulng eine richtungsabhiingige Welknliingeniinclerung gegen
Uber der Primiirstrahlung aufweisen 612), welche an der hauptsachlich 
von leichten Elementen gestreuten Rontgenstrahlung tatsachlich such 
von A.. H. Compton experimentell festgestellt und gemessen werden 
konnte.57S) Die fiir die Streuung an beliebigen Atomen oder Mole
killen ma6gebenden allgemeinen Beziehungen (118) und (119) sind 
durch Verallgemeinerung der Compton-Debyeschen Betrachtungen von 
Smekal aufgestellt worden 57') und zeigen, daB die in der Streustrah
lung gegeniiber der Primarstrahlung auftretenden Frequensanclerungen 
unter Umstanden sogar von der GrofJenordnung der Spektralfrequensen 
der streuenden Atomsysteme sein konnen miissen, wofiir ein clirekter ex
perimenteller Nachweis einstweilen allerdings noch aussteht.675) Dieser 

672) Siehe Anm. 244), 496), femer W. Pauli, Anm. 243). 
673) A. H. Oompton, Bull. Nat. Res. C~uncil20 (1922), p. 19; Phil. Mag. 46 

(1923), p. 897; Phys. Rev. 21 (1923), p. 483; 22 (1923), p. 409; 24 (1924), p. 168; 
A. H. Compton und Y. H. Woo, Proc. Nat .. Acad. Amer. 10 (1924), p. 271; P. A. 
Roft, Phys. Rev. 22 (1923), p. 624; Proc. Nat. Acad. Amer. 9 (1923), p. 246; 10 
(1924), p. 304; J. A. Becker, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p. 342; M. de Broglie, 
Paris C. R. 178 (1924), p.908; A. H. Oompto:n und J. A. Bearden, Proc. Nat. 
Acad. Amer. 11 (1925), p. 117; Y. H. Woo, ebenda p. 123; P. A. Roft und D. L. 
Webster, ebenda p. 56, 61; H. Kallmann und H. Mark, N aturwiss. 13 (1925), 
p. 297. - Die Realitat des Oomptoneifektes ist von W. Duane und seinen 
Mitarbeitern in zahlreichen Ver<lffentlichungen in den Proc. Nat. Acad. Amer.10 
(1924) bestritten. und eine Deutung der experimentellen Tatsachen auf anderem 
Wege zu geben versucht worden, doch scheint diese Diskrepanz nach den 
neuesten Publikationen im wesentlichen zugunsten der Oomptonschen Ergebnisse 
geklil.rt zu sein. Ein una1'>hii.ngiger Beweis fiir die letzteren liegt aber auch be
reitR vor im Nachweis der Existenz der Oomptonschen RilckstofteZektronen (vgl. die 
Betrachtungen zum Oomptonefi'ekt in Nr. 18 b) durch C. T. R. Wilson und Bothe 
(Anm. 237), namentlich aber den Ergebnissen von A. H. Oompton und J. O. Hub
bard, Phys. Rev. 23 (1924), p: 439 (Diskussion der Wilsonschen Versuche) und 
D. SkobeZzyn, Ztschr. f. Phys. 24 (1924), p. 393; 28 (11124), p. 278. 

674) A. Smekal, ADm. 669) oder 236). 
676) Flir ,," = 0, wo (118) und (119) in (115) und (116) ubergehen, ent

spricht dieser Folgerung aber der e:x:perimenteU zuerst von R. J. St,-utt, Proc. 
Roy. Soc. (A) 96 (1919), p. 272, an Na-Dampf festgestellten Tatsache, daB das 
mit einer von der Resonanzlinie verschiedenen Spe\!:trallinie erregte. Fluo~eszenz
licht auch andere Spektralfrequenzen des fluoreszierenden Atomsystems als jene 
des Primarlichtes enthalt. (Beziiglich Q.er quanten- und serientheoreti1>chen· Dou
tung dieses Effektes vgl. man N. Bohr [3], p. 35/86.) Die notweIidige En.. 
stenz des Analogons zn dieser Erscheinung bei der Streustrlj.hlung ist oben 
direkt aus den auf den Energie- und Impulssatz gegriindll~ep. :aeziehjlngen (118) 
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FaJI muD naeh (118) und (119) namlich stets dann eintreten, wenn die 
unter einem beliebigen Winkel gegen die Primarrichtung erfolgende 
Emission der Sekundarstrahlung mit einem Quantenubergang des streu
enden Gebildes verbunden ist (anomale Zerstreuung); andernfalls erhiilt 
man die nur fUr das leichte Elektron me~bare Frequenzanderung des 
gewohnliehen Comptoneffekts (norm ale Zerstreuung). 676) 

Die Beziehungen (118) und (119) setzen eine zweimalige Anwen
dung der grundlegenden Wechselwirkungsgesetze (115) und (116) 
zwischen Materie und Strahlung voraus, deren Erfolg die Unausweich
lichkeit der Folgerung erkennen zu lassen scheint, dafJ das streuende 
.Atom sich zwischen .Aufnahme der Primiirstrahlung und Emission 
der Sekundiirstrahlung in einem "metastationiiren" ZU8tande von end
licher "Lebensdauer" befinden mufJ.577) Dies entspricht nun gerade der 

und (119) entnommen worden, kann aber auch a.us dem Bohrschen Korrespon
densprinsip (Nr. H) erschlossen werden, wenn man bekannte Satze iiber die er
zwungenen Bch'Wingungen ein- una mehrfach-periodischer- Systeme benutzt. Dieser 
Weg der Begriindung ist jiingst auch von N. Bohr, Naturwissenschaften 12 
(1924), p. 1116, besonders hervorgehoben worden, unter gleichzeitigem Hinweis 
auC seither erschienene Rechnungen von H. A. Krarners und W. Heisenberg, 
Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 681, wozu auch A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), 
p. ~41, zu vergleichen i.t. Beziiglich der inairekten Bestittigung der "anomalen" 
Zerstreuung durch den Compton-Effekt s. den diesbeziiglichen Hinweis in Anm. 495). 

676) Streicht man in (U8) und (119) En' und E .. ,., so erhalt man fUr ein 
streuendes Gebilde von der Masse M und fUr einen Winkel .flo zwischen Primar
und Sekundarstrahlung 

• " fI' • fI" 2 h .! ,f} 
"-,, =-Y-·CS· sm 2; 

die Frequenzdifferenz wird also im siehtbaren und ultravioletten Gebiet unmeB
bar klein; im Rl:Sntgengebiete ist sie wegen des Vorkommens von M im Nenner 
nur flir M = m (Elektronenmasse) meBbar und von der Grl:SBenordnung einiger 
Prozente der Primii.rfrequenz fI'. In Wellenlitngen ausgedriickt, hat man 

l" -l·=~.sinl~ Mel 2' 

worin die rechte Seite tmabhiingig von l wird und fiir M = m, sowie ,f} = ; 
den Zahlenwert 0,0243.10- 8 cm annimmt. Die beiden Grenziibergange (121) und 
(122) fiihren hier bemerkenswerterweise ineofern zu etwas verschiedenen Ergeb
nissen, als (121) fiir die Frequenz- bzw. WellenllLngendifferenz in der Grenze 
exakt Null Hefert, (122) aber nur eine prozentisch beliebig klein werdende 
Wellenlitngenitnderung ergibt. 

577) A. SmekaZ, Ztschr. f. Phys. 32 (1926), p. 241; 34 (1926), p.81. Hier
bei wird also der monochromatische Charakter der elementaren Strahlungsoor
giinge (bzw. der Quanteniibergitnge) ale prinsipiell &ngesehen, wie dies auch der 
Mllglichkeit eines Korrespondenzprinzipes iiberhaupt, sowie der Bohrschen For
mulierung dee II. Grundpostwates der Quantentheorie (114) (N. Bohr [1], [2]) ent
spricht. Mit Riicksicht auf die allgemeinen Bedingungen der Erha.ltung des 
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oben aus der klassischen Dispersionstheorie gezogenen Folgerung, wo
nach eine gewisse mittlere Verzogerungszeit pro streuendem Atom 
formal dazu geeignet iat, den im dispergierenden Medium mit gegen
iiber c verminderter Fortpflanzungsgeschwindigkeit erfolgenden Strah
lungsenergietransport zu deuten. Die Auffassung jener Verzogerungs
zeiten als Lebensdauern von Atom- und Molekulrustiinden bisher unbe
kaunter Art ist, alierdings rein phanomenologisch und unabhangig von 
obiger Quantentheorie der Streuung, zuerst von Herzfeld 564) gegeben 
worden i das V orhandensein eines von Eins verschiedenen Brechungs
exponenten ware demnach als unmittelbarer Beweis fur die Existenz 
der oben erschlossenen Streuungszustande bei beliebigen materiellen 
Medien anzusehen.578) 

Wie die Betrachtung der Energie- und ImpulsverhiiJtnisse zeigt, 
mussen die neuen Atomzustande fur alie Primarfrequenzen v+- Vo 

von den mittels der allgemeinen Quantenbedingungen (133) gekenn
zeichneten stationiiren Quantenzustiinden verschieden sein; ihre mittlere 

Lebensdauer ergibt sich nach Herzfeld von der GroBenordnung ~, 
" also etwa 10- 15 sec fiir sichtbares Licht, gegeniiber 10- 8 sec nach 

(188) oder (189) (Nr. 20) fUr die gewohnlichen stationaren Quanten
zustande, und wurde damit auf eine noch wesentlich geringere Zeitdauer 
der Quanteniibergiinger,79) hinweisen_ Ob die neuen, somit wesentlich 

statistischen Warmegleichgewichtes zwischen Strahlung und Materie (Nr. 11, 
12) Bcheint demgegeniiber eine von .A. Einstein und P. Ehrenfest (Anm. 229) in Be
tracht gezogene V erallgemeinerung, wonach gleichzeitig Wechselwirkung eines 
Atomsystems mit Strahlung mehrerer verschiedener Frequenzen moglich sein 
Bonte, nur bei bereits nach der klassischen Elektrodynamik einer 8pontanen AU8-
8trahlung uberhaupt unfiihigen Systernen, d. h. vor allem an "freien" Elektfonen, 
in Frage zu kommen (vgl. dazu Anm. 581). 

578) Diese Folgerung gilt fur ganz beliebilJ6 derartige Medien, wird aber 
im Zusammenhang mit obiger, an (118) und (119) anschlieBender Begriindung 
zunachst wohl nur fiir die Lichtfortpflanzung in nicht zu stark verdichteten 
Gasen anschaulich, da die zugrundeliegende Anwendung des Energie- und Im
pulssatzes nach Nr. 17 nur bei abgeschlossenen Atomsystemen oder gewissen Arten 
von ZusammenstOften (Nr. 18) alB einigermassen geklart gelten kann. 

579) D. h. der Le:Uchtdauern im Sinne der alteren Bohrschen Auffassung 

der Quantenvorgange. Da.!.. von der GroBenordnung der Zeiidauer eines ein-
11 

zigen Elektronenumlaufes ist, wurde die Dauer eines Quantenilberganges damit 
zu jener des Durchlaufens von bloB einem Teil einer Bahnperiode (oder Quasi
periode) in Beziehung gesetzt werden konnen, was als Indizium fUr einen uber
haupt zeitlos erfolgenden Quanteniibergang, entsprechend der in Anm. 560) dis
kutierten Moglichkeit einer punktartigen Lokalisation der Strahlungsvorgiinge auf
gefa8t werden konnte (s. auch .Anm. 446). 

Die angegebene Lebensdauer-Grollenordnung der "metastationaren" Zustande 
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unbestandigeren, metastationiiren Atom- und Molekiilsustiinde etwa mit 
allen nach den klassischen Bewegungsgesetzen iiberhaupt moglichen 
Zustanden iibereinstimmen oder nicht, kann einstweilen deswegen nicht 
entschieden werden, weil Energie und Impuls als von diesen Zu
standen bisher allein angebbare GroBen eine beliebige Bewegung des 
Atomsystems und seiner Bestandteile keineswegs eindeutig zu kenn
zeichnen vermogen.580) Eine scheinbare Schwierigkeit beziiglich dieser 
Zustande ergibt sich allerdings fiir freie Elektronen, bei welchen 
Energie und Impuls voneinander nicht unabhangig sein konnen; sie 
lost sich aber, wenn man - wie stets moglich - die Elektronen 
beim Comptonefiekt vor Beginn bzw. nach AbschluB des Streuvor
ganges wie in Nr. 18b gemaB (181) ala in Wechselwirkung mit einem 
Atomsystem befindlich ansieht, am ideal freien Elektron aber eine 
Verlangsamung des Strahlungsenergietransportes gegeniiber dem Va
kuum fiberhaupt leugnet.581) Mit Hilfe von (119) und (195) iiber-

kann ala eine eindrucksvolle Bestatigung der von N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 13 
(1923), p. 117, II. Kap., insbesondere §§ 3-5, auf Grund korrespondenzmaBiger 
Betrachtungen geauBerten Auffassung angesehen werden, dati man zu einer 
Giiltigkeitsgrenze der Quantenpostulate gelangen miisse, wenn mittlere Lebens-

dauer und "Schwingungsperiode" ~ von der gleichen Grotlenordnung werden 

'" (Anm. 528). Wie der formale und hinsichtlich des Compton-Effektes auch experi-
mentelle Erfolg der im Texte auseinandergesetzten Quantentheorie der Streuung 
zu beweisen scheint, bezieht sich jene Giiltigkeitsgrenze aber nur auf die Fest
legung der stationa'l'en Quantenzustiinde, welche eben bei den "metastationa'l'en" 
ZUBtanden hinfallig wi'l'd, wahrend die allgemeinen Frequenzbedingungen (115) 
und (116) ebenso wie die Benutzung der Einsteinschen Wahrscheinlichkeits
ansatze (106'), (107a,), (107b') in (120) nach wie vor zu Recht bestehen bleiben. 
Vgl. dazu ferner A. Smekal, Ztschr. f. Phys. 34 (1925), p. 81. 

580) So ware es z. B. denkbar, daB gewisse von den Quantenbedingungen 
der stationaren Zustande aucn fur die "metastationaren" in Geltung bleiben 
konnten. 

581) Die Betrachtung vollkommen isolierter, freier Elektronen - ein kaum 
realisierbarer Grenzfall - ist heuristisch ganz besonders fruchtbar (Compton, 
Debye, Pauli, Anm.572), aber prinzipiell nicht ohne Besonderheiten und Be
denklichkeiten. Wenn das Strahlungsgleichgewicht gematl (120a), (120b) bei 
alleiniger Wechselwirkung mit freien Elektroneu gewahrl werden konnen soIl, 
miiLlten diese formal einer spontanen Ausst'l'ahlung gemaB (105) fiihig sein, wo
fiir die klassische Elektl'odynamik wegen der grundsatzlichen Strahlungsfreibeit 
gleichformig bewegter Ladungen aber kein korrespondenzmaBiges Analogon zu 
bieten vermag. Da die Bremsung bzw. Beschleunigung eines derart bewegten 
Elektrons durch das Stl'ahlungsfeld jedoch zu bestimmten Strahlungsvorgangen 
AnlaB gibt, so werden diese korrespondenzmaBig dem Compton-Debyeschen Streu
vorgang zuzuordnen sein, aber bei im Grenzfall des ideal freien Elektrons ver
schwindendem Zeitintervall zwischen Aufna-hme der Primarstrahlung und Abgabe 
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zeugt ma.n sich leicht, dafJ das Ruhsystem der auf ein Atomsystem 
auftreffenden Primiirstrahlung mit jenem der spater ausgesandten Streu
strahlung iibereinstimmen mufJ, und dafJ, in diesem Bezugssystem ge
messen, die Frequenz der Primiir- und der Sekundiirstrahlung einander 
gleich sein miissen, v' = v", wie in der klassischen Theorie. Dieses Er
gebnis, das auch im Grenzfall freier Elektronen in Geltung bleibt, iet 
fur den letzteren auf Grund relativitatstheoretischer Invarianzforde
rungen zuerst von Pauli abgeleitet worden.582) 

Die nach dem Obigen zu erschlieBende Existenz metastationarer 
Quantenzustande ist in mehrfacher Hinsicht von besonderem Inter
esse, einerseits wegen ihrer allgemeinen quantentheoretischen Bedeu
tung, anderseits wegen ihrer Tragweite flir die Fragen der Statistik. 
Der erstgenannte Punkt ist noch v6llig ungeklart, doch ist es jeden
falls bedeutsam, dafJ die Zeitdauer gastheoretischer ZusammenstofJe der 
Lebensdauer metastationiirer Zustiinde nahekommt, was auf eine mog
liche Beziehung der letzteren zur Theorie der Quantenvorgiinge in un
abgeschlossenen Systemen (Nr.17, 18), namentlich zur zeitlichen Aus
wirkung dieser Erscheinungen in der Theorie der chemischen Um
setzungen und der Reaktionsgeschwindigkeit452) hinweist.582a) In statisti
scher Hinsicht ware jedenfalls festzusteilen, daB die Existenz meta
stationarer Zustande Erganzungen zu den Formeln der Quantenstatistik 
(Nr. 10, 24-27) bedingen wiirde, welche durch auch auBerhalb der 
stationaren Quantenzustande von Null verschiedene, wenn auch nume-

der Sekundarstrahlung, wodurch die Moglichkeit und Notwendigkeit einer Unter
scheidung zwischen spontaner Ausstrahlung einerseits, positiver und negativer 
Einstrahlung anderseits verschwindet. Korrespondenzbetrachtungen zum Compton
eifekt, jedoch ohne Bezugnahme auf die eben beriihrte Fragestellung sind ge
geben worden von K. F6rsterling, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 313; W. Lenz, Ztschr. 
f. Phys. 25 (1924), p. 299; O. Halpern, Ztschr. f. Phys. 30 (1924), p. 130. 

682) Siehe Anm.243), aber auch schon A. H. Compton, Anm. 244). Dieses 
Ergebnis ist von besonderer Bedeutung fiir die Beantwortung der Frage nach 
der Haufigkeitsfunktion, welche fiir die Intensitat der Streuung unter bestimmtem 
Winkel gegen die Primarrichtung bei gegebener Primarintensitat maBgebend ist. 
Pauli und in naher Ubereinstimmung damit auch Compton haben im genannten 
Ruhsystem ("Normalkoordinatensystem" nach Pauh) dafiir die klassische Thom-
80nsche Streuungsformel angenommen, Debye (Anm. 244) benutzt demgegeniiber, 
jedoch in Widerspruch mit den Erfahrungstatsachen, einen etwas abweichenden 
Ansatz. V gl. W. Pauli, 1. c. p. 282, Anm. 2. 

582 a) Man vg1. dazu die jiingst erschienenen Betrachtungen iiber hypo
thetische "Quasimolekeln" von M. Born und J. Franck, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), 
p. 411, sowie den in Verbindung mit den "metastationaren" Zustanden darauf 
bezugnehmenden Hinweis bei A. Smekal,' Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p.241 (Zu
satz bei der Korrektur). 
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risch unbedeutende Werte iter Gewichtsfunktion gekennzeichnet werden 
miiBten.58S) Wie Herefeld 564) fiir den Fall der Dispersion gezeigt hat, 
konnen die dadurch bedingten Abweichungen von der gewohnlichen 
Quantenstatistik erst bei geniigend hohen Temperatwren merklich wer
den, wie es auch schon auf Grund der empi1isch fundierlen Ergeb
nisse (95) und (100) nicht anders zu erwarten ist.OM) 

Mit vorstehender quantentheoretischer Behandlung der Zerstreu
ung und Deutung fiir die Verzogerungszeit der Lichtfortpflanzung in 
den zerstreuenden Atomen ist nach den Ausfiibrungen am Beginne 
dieser Nummer eine quantentheoretische Behandlung der Dispersion 
moglich gemacht, falls nun auch noch eine entsprechende quanten
mii.Bige Begriindung fiir die lnterferenzvorgange gegeben werden kann. 
Vernachlassigt man die "anomale" Zerstreuung (p.1108) und beBchriinkt 
sich auf die "normale" Zerstreuung des Oomptonefi'ektes bei gleich
zeitiger Vernachliissigung 585) der hierbei eintretenden, namentlich im 
optischen Gebiete unmeBbar' klein en 576) Frequenzanderungen, so ist 
eine solche Begriindung in der Tat auf verhaltnismaBig einfachem 
Wege moglich. Fur eine genauere A usfiihrung der Theorie, welche 
die genannten Einschrankungen iiberfliissig macht, seheinen keine 
weiteren prinzipiellen Schwierigkeiten vorzuliegen, doch ist sie bisher 
noch nicht in Angriff genommen worden. 

683) Ob und welche Besonderheiten hierbei entsprechend den allgemeinen 
Ergebnissen von Nr. 611, Ende und Nr. 9 der Umgebung des "untersten" Quanten
znstandes oder "Normalzustandes" eines Atomsystems zuzukommen hil.tten, ist 
einstweilen a11erdings noch nicht naher zu iibersehen. 

684) Siehe Anm. 191), sowie aber die Bemerkungen in Anm. 192) zu einem 
theoretischen Versuch von Mie. 

585) Dieee Vemachlil.ssigung lauft auf eine Unterdriickung des Einstein
schen "Nadelstrahl"impulses (116 a) hinaus, welcher die Richtungsiilnderwng der 
Strahlung bei der Zerstreuung bewirkt. Wenn im folgenden von beUebig ge
formten Lichtwegen die Rede ist, so muB man sich diese alB Ersatz fUr Polygon
ziige vorstellen, welche durch entsprechend oftmalige Wechsel del' Primil.rstrahl
richtung an streuenden Atomen als wahre Lichtwege zustandekommen, wobei von 
den jeweils auftretenden Impulsanderungen abgesehen wird. Ihre Beriicksichti
gung wurde am Ende langer, entsprechend gekrfunmter Lichtwege im allge
meinen schon betrachtliche Vielfache der in A.nm. 576) naher angefiihrten Wellen
langenanderung beim Einzelstreuungsvorgang ergeben k<lnnen, welche jedoch aus 
Intensitatsgriinden bisher stets unbeobachtbar bleiben muBten. FUr die Licht
wege der geometrischen Optik aber iiberzeugt man sich leicht, da.6 eine solche' 
Wellenlangeniinderung bei sichtbarem Licht auch fiir groBe Lichtwege unmerk
lich bleiben muB. Wenn Refiexionsvorgiinge (Nr. 22) zunachst als ausgeschl08sen 
betrachtet werden, 80 kommen praktisch immer nur sehr spitze Streuwinkel in 
Betracht, fUr welche die Wellenlangenanderung nach .Anm. (76) verhil.ltnismaBig 
a.m kleinsten ausfallen muLl, da fur den Streuwinkel N u11 iiberhaupt keine der
artige Anderung eintritt. 
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Da die lnterferenzvorgange nach der klassischen Wellentheoria 
wesentlich von der Phase rp der Lichtstrahlen abhiingen, wird vorerst 
die Aufsuchung eines quantentheoretischen Analogons hierzu erforder
lich. Bedeutet A den Ort des emittierenden, B den des absorbieren
den [positive oder negative Einstrahlung (Nr. H) empfangendenJAtoms, 
welche beide durch einen Lichtweg s von beliebigem Verlaufe ver
bunden zu denken sind, so ist die Phase rpy monochromatischen Lichtes 
von der Frequenz v bzw. der WellenHinge A, fiir den Zeitpunkt der 
Absorption klassisch gegeben durch 

B B 

(196) IPv(s) 1:8 = ; In • . ds, 
A A 

wenn ny den Brechungsindex als Funktion des Ortes darstellt. IP.(s) 
ist dimensionslos, daher eine reine Zahl und gegeniiber beliebigen 
Raum-Zeit-Transformationen invariante GroBe, klassisch mit hinrei
chender Schlirfe definiert, wenn it groB ist gegen die Dimensionen 
von A und B, d. h. wenn Emission und Absorption als hinreichend 
punktartig lokalisierte Vorgange angesehen werden konnen; ob letztere 
auch seiflos erfolgen oder nicht, ist demgegeniiber nicht von Belang. 

Um fur rp" (s) in '(196) einen quantentheoretischen Ausdruck an
geben zu konnen, hat man zunachst zu beachten, daf3 sich alIe in 
(196) vorkommenden GrBBen auf von einem beliebigen Bezugssystem 
aus einheitlich zu beschreibende, bewegte materielle Teilchen beziehen, 
einschlieBlich v (bzw. l), das in der klassischen Theorie durch kon
stante Elektronen-Schwingungsfrequenzen der beteiligten Atome ge
geben ist (Nr.20). Ein solches Bezugssystem kann nun auch in del' 
Quantentheorie beliebig gewahlt werden, wenn man entsprechend Nr.17 
die zwischenmolekularen Wechselwirkungen beriicksichtigt und zu
gleich mit der inneren Bewegung der Molekiile etwa durch kano
nische Differentialgleichungen von der Form (1) beschreibt. Faat 
man nun die Emission des Strahlungsenergiebetrages hv und des sen 
Absorption als eine einheitliche Storung auf, welche mit einem Quanten
iibergange in A anhebt, sich liber die Wechselwirkungen der Atom
systeme und diese selbst, langs s und des sen Umgebung ausbreitet, 
um mit einem Quanteniibergange in B zu endigen 586), so kann man 

586) .Lt. Smekal, Anm.435), - Hierbei kann von speziellen Vorstellungen 
iiber den VerI auf dieser Storungen im einzelnen vollig abgesehen werden, da nux 
das Pauschalergebnis jedes derartigen Vorganges in Betracht kommen wird. 
Es ist daher im Texte auch vermieden worden, hier etwa die Ausdrucksweis6 
der Lichtquantentheorie anzuwenden, wie dies bei Herzfeld (Anm. 564) und Wentzel 
(Anm. 587) geschieht. Das Gleiche diirfte nach dem Vorangehenden auch fiir 
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mit Wentzel 587) als mvariantes Map dieser 8tiJrung diejenige Gesamt
iinderung ansehen, welche die invariante, zu (6) analog gebaute Jacobi
sche Wirkungsfunktion 8 jener kanonischen Bewegungsgleichungen hier
bei erleidet. Diese l.nderung 6.,,8 ist Chier im Gegensatz zu 8 Belbst) 
endlich und kann mit Benutzung der Beziehungen (5) und (7) in der 
Form geschrieben werden 

B B 

(197) 6..8(s) ft. dE + ~fPi . drt; 588) 7 

..4 i.A 

worin E die Gesamtenergie der von der Storung betroffenen Atom
systeme bedeutet.589) 6.,,8(s) ist von der Dimension einer Wirkungs
groBe; dividiert man (197) durch h, so kann man als quantentheore
tische Phase des Lichtweges s mit Wentzel jetzt den invarianten, dimen-

die Quantentheorie del: Zerstreuung deutlich geworden sein, wo die bisherige; 
gegenteilige Auffassung nur dem Umstand zugeschrieben werden kann, dd 
Compton und Debye (Anm. 244» von dem idealen Grenzfall freier Elektronen aus
gegangen sind, an welchem eine Klarstellung der diesbeziiglichen Verhil.ltnisse 
(Anm. 579), 681», nicht ohne weiteres moglich ist. 

587) G. Wenteel, Ztschr. f. Phys. 22 (1924), p. 193; 27 (1924), p. 257, 
Anhang. 

688) Wenn hier dar Einfacbheit halber die Bezeichnungen der zitierten 
Formeln beibehalten werden, so darf doch nicht iibersehen werden, daB es sich 
dort um die Bewegungsgleichungen der inneren Bewegung eines isolierten Atom
systems handelt, hier aber um die Bewegungsgleichungen alier Elementarbesta.nd
telle der Atomsysteme, welche in ilier Wechselwirkung einen beliebig groBen. 
prinzipiell unabgrenzbaren Raumteil der Welt erfiillen (vgl. dazu Anm. 437). 
Die Anzahl der verschiedenen, durch den Index i gekennzeichneten Freiheits
grade ist daher hier strenggenommen unendlich (und deswegen gilt das Gleiche 
auch fiir 8), so daB auch die Anzahl der von der Stilrung in Mitleidenschaft 
gezogenen Freiheitsgrade ohne spezielle Annahmen iiber die Natur der Licht
ausbreitung (z. B. die Lichtquantenvorstellung) nur mit einer gewissen, aller
dings wohl stets quantitativ zu rechtfertigenden Annlthernng ale endlich ange
sehen werden kann. 

689) Da. jeder del: beiden auf der rechten Seite von (197) stehenden Telle 
von S auch fur sich invariant ist, so kann fur das Folgende eine beliebige, ent,. 
sprechend normierte Linearkombination dieser beiden Teile formal zunltchst daB. 
Gleiche leisten. Wie R. de L. Kronig, Ztschr. f. Phys. 29 (19"24), p. 383, aller
dings unter gewissen speziellen Voraussetzungen zeigte, Bchien aus der im nach
folgenden geschilderten Betra.chtung zunl!.chst nur dann die notwendige Existenz 
des Einsteinschen Strahlungsimpulsee (U6a) mit dem richtigen Vorzeichen ge
folgert werden zu kilnnen, wenn ma.n das Vorzeichen des zweiten Teiles von (197) 
umkehrte. Nach Wenteels revidierler Theorie (Ztschr. f. Phys. 27 (1924), p. 279. 
Gl. (62» hingegen erUlt man auf dem Kronigschen Wege das richtige Vorzeichen 

fiir h'IJ, wie G. Wenteel, Phys. Ber. 6 (1925), p. 594 angibt. 
c 
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sionslosen Ausdruck definieren 

(198) 

Wenn man punktartige Lokalisation von Emission und Absorption vor
aussetzt 590), so wird s = c· 6.t, wo 6..t die Zeit der freien Lichtfort
pftanzung ist, ferner z. B. bei positiver Einstrahlung in B591) fiir 
t = fA bzw. t = tB nach der Bohrschen Frequenzbedingung (114) 
t:.E = + hv, und man bekommt (A = Wellenliinge im Vakuum): 

(199) 'P~(s) = ~ + ~ ~Jf3i' da j • 

Durch 
tischer 

(200) 

i 

Vergleich von (196) und (198) ergibt sich als quantentheore
Ausdruck fur den Brechungsexponenten n. allgemein 

d~fpi·d"i 
n = _c_. dtJ..S(s) = 1 + ~_i ___ • 

l' tJ. E ds h ds ' 

der Brechungsexponent mi.8t demnach quantentheoretisch die durch 
Strahlung von der Frequenz v Hings des beliebigen Lichtweges s be
dingten Abweichungen von der sonst ungestorten inter- und intra
molekularen Bewegung pro Weg- und Energieeinheit.· Das Fermat
sche Prinzip der schnellsten Ankunft des Lichtes 

(201) 
B oJn .. ds=O 

A 

besagt dann, daj3 jene Abweichung auf den Lichtwegen der geomefri
schen Optik ein Minimum wird. 

Es hat nun nach Wentsel keine Schwierigkeiten mehr, die wellen
theoretische Interferenzformel als quantenstatistische Gesetzrniij3igkeit urn
zudeuten, wenn man den grundlegenden Unterschied zwischen der De
finition der wellentheoretischen (196) und der quantentheoretischen 
(198), (199) Lichtphase gebiihrend beachtet, wonach letztere gegen
iiber der ersteren prinzipiell nur fiir durch materielle Atome begrenzte 
Lichtwege sinnvoll ist. Allerdings wird man sich angesichts dieser 
Moglichkeit immer dariiber klar sein miissen, daB die Richtigkeit 
oder Brauchbarkeit dieser klassischen GesetzmaBigkeit von vornherein 
nur im Bereiche der beiden Grenzubergiinge (121) oder (122) als sieher-

590) V gl. dazu Anm. 660), 579). 
691) Der Fall der negativen Einstrahlung (Nr. 11) wird bei Wentzel nicht 

erwahnt, kann aber ahnlich behandelt werden. Verfolgt man den Lichtstrahl 
dann &ouch liber B hinau8, bis er irgend einmal durch positive Einstrahlung 
vollstandig erlischt, so hat man wieder den oben behandelten Spezialfall. 
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gestellt betrachtet werden kann.5911) Jedem von A nach B fiihrenden 
Lichtwege wird, da es sich nur um an materielle Teilchen gekniipfte, 
also prinzipiell beobachtbare Vorgiinge handelt, eine bestimmte a priori
Haufigkeit zuzuordnen sein, ebenso wie dies fiir die einzelnen Quanten
iibergange an isolierten Atomsystemen bereits in N r. 11 vorausgesetzt 
worden ist. Betrachtet man nun samtliche moglichen Lichtwege von 
.A nach B, so wird die Haufigkeit eines einen beliebigen dieser Licht
wege beniitzenden Strahlungsvorganges nicltt durch die Summe aller 
dieser a priori-Haufigkeiten gemessen sein, sondern durch das J-faehe 
hiervon, wobei J,,(AB) definierl ist durch 

(202) 

die Vektoren 

(203) ijo =~f., ~ =2'f •. e21ti .'P,,(') 

• • 
werden hierbei mittels der vektoriellen Amplituden der klassischen, 
liings der verschiedenen Wege 8 gestrahlten Wellen erhalten, deren 
Phasen in B gemaB (198) CfJ,,(s) betragen wiirden.D9S) Da der Zahler 
von (202) formal dem Amplitudenquadrat superponierter Wellen ent
spricht, ist (202) auf gans beliebige Interferens'IJorgiinge anwendbar, 
nicht nur auf die in der vorliegenden Nummer fUr die Dispersion 
wichtige statistische Zusammensetzung der von einzelnen Atomen her
riihrenden Streustrahlung. Man erkennt, dafJ das ZUBtandekommen der 
lnterferensen naelt der Quantentheorie wesentlich von dem Vorhandensein 
absorbierender Atome B abhiingt; im Vakuum sind lnter{erenzen nicht 

692) Die Abweichungen von den klassischen Interferenzgesetzen, welchs 
sich namentlich bei hinrelchend kurzwelligsr Strahlung mit Riicksicht auf den 
Einsteinschen Strahlungsimpuls (U6), (116 a) fiihlbar machen mussen, sind von 
Wentsel (Anm. 687) nicht in Riicksicht gezogen worden und Bollen entsprechend 
Anm. 686) im folgenden unbeachtet bleiben, soweit dies in prinzipieller Hin
sicht zuliLssig ist. In der neueren Bohrschen Quantentheorie der Strahlung 
(Nr. 20, Anm. 632) spielen zwar Bowohl die klassischen Interferenzgesetze, wie 
auch der Strahlungsimpuls (116), (116 a) eine entscheidende Rolle, doch wird 
nicht im einzelnen angegeben, in welcher Weise ihre Vereinigung ermilglicht 
gedacht wird. 

693) Wie bei Wentsel (Anm. 587) nll.her bewiesen wird, sind die Vektoren 
f. identisch mit dem Mittelwerle dea weZlentheoretischen Lichtvektors von dem 
AtomsYBtem A, genommen iiber aUe Phasenkonstanten 8r in (127) und gebildet 
fUr den Lichtweg B. Gleichzeitig wird dort auch gezeigt, da.f3 die Aussagen von 
(202) und (203) dann mit den Aussagen des Bohr8chen Korrespondenzprinzipes 
(Nr. 14:) f"lir jeden zwischen zwei stationiif"en Zustanden des Atoms A statt,6nden
den Quantenubergang iibereinstimmen. 



~U. Quantentheorie der optischen Zerstreuung und Dispersion. 1117 

nur nicht (eststellbar, sondern prinsipiell nicht vorhanden.594,) N ach der 
geschilderten Auffassung miiSten die Emissionen zweier verschiedener 
Atome prinzipiell als inkohiirent angesehen werden, was eine nnmittel
bare nnd den experimentellen Tatsachen entsprechenden Verkniipfung 
von Kohiirensdauer und mittlerer Lebensdauer der stationiiren Quanten-

594) Vergleicht man die Auffassung der Interferenzvorgange bei Wentzel 
(Anm. 1)87) mit jener von Bohr, Kramers und Slater (Nr. 20 und Anm. 532), so 
zeigen sich einige formale Ubereinstimmungen, vor allem aber Buch prinzipielle 
Unterschiede. In beiden Fallen wird durch entsprechende Annahmen dafiir ge
sorgt, daJS der Energiesatz mit Riicksicht auf (114) gewahrt wird, bei Wentzel 
wagen d,irekter Koppelung zwischen emittierendem und absorbierendem Atom 
e:x:akt, bei Bohr wegen statistischer Koppelwng, sowie andersartiger Interpretation 
und Bewertung der klassischen Interferenzformel ala in (202) nur statistisch; 
nach Bohr miiBten gegenuber Wentsel Vakuuminterferenzen der "virtuellen" 
Atomstrahlungen ebenso moglich sein wie in der kla.ssischen Vakuumstrahlung. 
Bei Bohr ist, ebenfalla wie in der klassischen Theorie, die Btrahlwng beliebiger 
Atome interferen,fii.hig, und zwar ohne jede zeitliche Einschrankung hindurch, 
d. h. die Koharenzdauer wild in t)'bereinstimmnng mit der Erfahrung gleich der 
mittleren Strahlungsdauer und damit bier auch gleich der mittleren Lebensdauer 
der in Betracht kommenden Quantenzustitnde. Bei WentzeZ ist demgegeniiber 
die Strahlung verschiedener Atome Au At prinzipiell nicht interferenzfahig (a. 
oben), auJSer wenn ea sich um Lichtwege handelt, welche A,., ~ und B mit
einander verbinden. Zur Begriindung der Koharenzdauer muJS sich Wentzel da
her auadriicklich dea Hinweises darauf bedienen, daB die wellentheoretische Inter
ferenz an gleichseitig interferierende Wellen gebunden ist, so daB nur die Inter
ferenz der klassischen Wellen solcher Lichtwege s fur (202) und (203) in Betracht 
kommen kann, deren Durchlaufungszeiten die mittlere Lebensdauer des stationiiren 
Quantensustandes von A vor seiner Emission nicht iibersteigen. Das Endergebnia 
hinsichtlich der Koharenzdauer ist demnach bei Bohr und Wentsel das gleiche, 
doch ist ihre Rolle bei Bohr noch anschaulich, bei Wentzel hingegen durcha.ua 
formal. Eine Erweiterung der WentzeZschen Theorie in dem Sinne, daB auch Inter
ferenzen versehiedener Atome zugelassen wiirden, diirfte eine il.hnliche Begriindnng 
fUr die Kohiirenzdauer wie die Bohrsche ermllglichen, welche jedoch von virtuellen 
Oszillatoren und Strahlungen explizit unabhil.ngig gehalten werden kllnnte. 

Ein besonderer Vorzug der Wentzelschen Auffassung vor der Bohrschen 
kann darln gesehen werden, daB sie von vomherein bewuJ3t aIle prinzipiell auf 
experimentellem Wege nnkontrollierbaren Hypothesen (virtuelle Strahlungen, 
Vakuuminterferenzen, Vakuumfeldstiirken UBW.) ausschlieBt und Wahrscheinlich
keitsansatze formuliert, welche die Interferenzgeometrie der klassischen Elektro
dynamik ersetzen, ohne deren Energie- und Impulsfolgerungen nach sich ziehen 
zu miissen. Dies wird durch den Umstand ermliglicht, daB die Vakuuminter
ferenzvorgange der klassischen Elektrodynamik qualitativ von der Btrahlungs
intensitiit unabhiingig aind. Die Formulierung von Wentzel beschrankt die Trag
weite der Wellentheorie da.her gewissermaBen auf das Geometrische bzw. Wahr
scheinlichkeitstheoretische der Lichtvorgange und stimmt in diesem Punkte mit 
den .. virtuellen" Konsequenzen der Bohr-Kramers-Slaterschen Auffassung vlillig 
iiberein. 

S m e k aI, Allgem. Grandl d. Qnantenstatistik u. Quantentheorie 72 
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sustii/nde ermoglicht, in welchen sich die emittierenden Atome unmittel
bar vor ihrer Lichtaussendung befinden. 

Die Einfiihrung der GroBe 6.vS als invariantes MaE fur den 
Effekt eines elementaren Strahlungsvorganges gibt AniaE zu einer 
naheren Prlifung des hierzu von dem Quanteniibergang des emittie
renden Atomsystems gelieferten Beitrages. Bei Benutzung der quanten
theoretischen Uniformisierungsvariablen wr, Ir (r = 1, 2, ... , u) 
(Nr.I4:-16) des Atomsystems, sowie der Beziehungen (127) und 
(128) erhalt man 

(204) D.S = t· 6.E + ifOr' dlr' 
r=1 

Der Beitrag des emittierenden Atoms zur quantentheoretischen Phase 
rpv(s) (198) hangt demnach wesentlich davon ab, ob und in welchem 
AUBma6 die Phasenkonstanten ~r (r = 1,2, ... , u) sich wahrend des 
Emissionsprozesses andern. Man kann dann mittels der Interferenz
formel (202) fur den Bereich der Grenziibergiinge (121) oder (122) 
beweisen, daB fiir das emittierende Atom A nach der Emission dann 
und nur dann 

Crr = 0, 1, 2, ... ) 

fur lim h ----+ 0 oder lim v. ----+ ° wird, wie es auch das Korrespondenz
prinzip (Nr~ 14) gemaB (130) oder (131) verlangt, wenn. die gleich
seitigenAnderungen der Phasenkonstanten unter den gleichen Voraus
'setzungen 

(205) lim 6.~r = dT (dr= 0, + 1, + 2, ... ) 

betragen.595) Ebenso wie beim Korrespondenzprinzip wird man mangels 
genauerer Einsicht einstweilen versuchsweise anzunehmen geneigt sein, 
daB dies em Zusammenhange allgemeine Bedeutung zugeschrieben wer
den kann, und daB demnach bei spontanen Ausstrahlungsvorgiingen 
stets gleichzeitig 

(206) 
(~r=0,1,2, ... ) 

(dr = 0, + 1, +2, ... ) 

allgemeinen Geltung haben werden. Hat sich das Atom vor dem 
Quantenubergang in dem stationiiren Quantenzustand n' befunden, so 

595) Dieses Ergebnis ist im wesentlichen von G. Wentzel (Anm. 687), § 3, 
abgeleitet worden. Wentzel beriickBichtigt aber nicht, da~ die wellenthElOretische 
Interferenzforinel nur fiir die Grenzialle (121) oder (122) geaichert iet (ADm. 692), 
ferner, da.B die b.Br nicht nur gleich Null, sondern wegen der Periodizitat der 
Exponentialfunktionen in (203) auch ganzzahlig sein konnen. 
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folgt aus (206), daB es sich nachher in einem ebensolchen Zustande 
n" befinden mu6; clann wird 

" (204') S", - Sn"= t· (En,- En") + h· (~1:r' 8r + d), 
r=l 

wo a eine ganze Zahl bedeutet. Fiir unganzzahlige .lnderungen der ~r 
hingegen muS offenbar entweder der Anfangs- oder der Endzustand 
des emittiel'enden Atomsystems ein metastationar(ff' sein.596) Wiirde 
man nun auch noch den Einflu.6 der Atome B auf die quantentheore
tische Lichtphase in Betracht ziehen, so wiirde sich zeigen, da.6 ain 
dem Atom .A gleiches und im Quantenzustande n' bzw. n" befindliches 
Atom B im Falle der Giiltigkeit von (206) mit positiven und negativen 
1:r positive bzw. negative Einstrahlung (Nr. 11) erfahren mu.6, somit 
tatsachlich absorbiert. 1m Falle beliebiger t::.~r' Verschiedenheit der 
Atome .A und B oder ihrer in Betracht kommenden Quanteniiber
gange hingegen wiirde man das Vorkommen metastationarer Atom
zustande find en miissen, welche nach dem Friiheren mit dem Auf
treten von Streustrahlung verkniipft sind. 

Die bisherigen Ausfiihrungen der vorliegenden Nummer zeigen, 
wie zumindest samtliche fiir die klassische Dispersionstheorie erforder
lichen Teilbetrachtungen auch einer quantentheoretischen Begriindung 
fahig sind, mit dem einzigen, wesentlichen und bedeutungsvollen Unter-
9chiede, dafJ an Stelle der klassischen Bewegungseigenfrequenzen aer Atom
systeme des brechenden Mediums deren quantentheoretische Spektralfre
quenzen einzufiihren sind, wie dies in der Tat auch allein dem experi
mentellen Sachverhalt entspricht. Es ist daher fiir das durch die 
Grenziibergange (121) oder (122) gekennzeichnete Grenzgebiet, d. h. 
vor allem fiir lange Wellen, zunachst als Provisorium jedenfalls ge
rechtfertigt, den klassischen Ausdruck fiir den Brechungsexponenten 
n. in die Quantentheorie heriiberzunehmen und dabei gleichzeitig an 
Stelle der erwahnten Eigenfrequenzen die Spektralfrequenzen vi der 
Mediumatome einzufiihren.597) Man erhiilt so 

(207) n2- 1 = Ne2 ~~L 
v 7tm~v~-'JI" 

j ) 

596) Da jede Anderung der Phasenkonstanten wegen der Periodizitat der 
Exponentialfunktionen in (203) nur modulo 1 wirksam werden kann, ware es 
naheliegend, das Ausmall der l::..hr mit der mittleren Lebensdauer der metastatio
naren Zustande in direkten Zusammenhang zu bringen. Tatsachlich ist eine 
Inderung f:l.0r (mod 1), welche von gleicher Grollenordnung wie 1 ist, grollen-

ordnungsma.6ig aquivalent einer Zeitdauer ~- der storungsfreien Bewegung des 
v 

Atomsystems. 
597) Wie bereits den Anm. 571) und 585) entnommen werden kann, ist 

72" 
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worin N die Anzahl der Mediumatome (bzw. Molekiile) pro V olumen
einheit darstellt und aJ in der klassischen'Theorie das Verhiiltnis der 
Anzahl der zu vJ gehOrigen "Dispersionselektronen" zu N bedeutet.598) 

Wie Ladenburg699) auf Grund von Korrespondenzbetrachtungen und 
Benutzung der Einsteinschen Ansatze (106), (107 a), (107 b) filr das 
Warmestrahlungsgleichgewicht (Nr. 11) gezeigt, ha.t, ist ai quanten
theoretisch durch 

(208) 
gn' n" 1:J a. =- A.n,-

J g ... , 3 

gegeben, wenn vJ die beim Quanteniibergange 'Ii - n" ausgesandte 
Spektralfrequenz bedeutet und 'ti die zugehorige, nach (188) berech
nete klassische "Abklingungsdauer". Tatsachlich lii6t sich die Dis
persion zahlreicher Substanzen, namentlich f'dr sichtbare Strahlung, 
mit betrachtlicher Genauigkeit durch einen Ausdruck vom Typus (207) 
darstellen und ebenso hat sich der Zusammenhang (208) in den bis
her priifbaren Failen befriedigend bewahrt.599) Die Spektralfrequenzen 
"'i sind dabei als durch reine Absorption gekennzeichnete Unendlich
keitsstellen von (207) mit den Frequenzen der Absorptionsserie der 
dispergierenden Atomsysteme identisch 600), was ohne weiteres ein
leuchtend ist, wenn man in Analogie zu den V oraussetzungen der 
klassischen Begrilndung von (207) annimmt, daB sich die Atomsysteme 
vor Beginn der Bestrahlung sii.mtlich ~ -ihren Normaleustiinden be
fanden, in welchen nur positive Einstraklung von Licht jener Fre-

dieses Verfahren wegen der zugrunde liegenden Vernachlii.ssigung der Strahlungs
impulse (116) bzw. (U6a) und der beim Streuvorgange auftretenden Wellen
lltngena.nderungen flir beliebig kurzwellige Strahlung mit Sicherheit nicht mehr 
zulii.ssig. 

698) V gl. hierzu etwa. V 22 (W. Wtm, E'lektromagnetisMe Lichtthe01'ie, Nr.to 
bis 22. 

699) B. Ladenlntrg, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), p. 461; 6 (1921), p.163; 
R. Lailenburg und F. Reiche, NaturwiBsenscha.ften 11 (1928), p. 684. 

600) Iu a.llerjiingster Zeit hat G. Wentsel, Zhchr. f. Phys. 29 (1924), p. 306, 
in Fortfiihrung der in Anm. 698) angedeuteten Beziehungen seiner friiheren 
Untersuchungen (Anm. 587) zum Korrespondenzprinzipe wahrscheinlich zu machen 
l'ersncht, da.J3 in (207) an Stelle der '/I} scheinbare Eigenfrequensen '/If auftreten 
miissen, welche grofter sind als die '/I}. (Da.s Auftreten anormaler Dispersion in 
der spektra.len Umgebung der '/I}, welches in dar klassischen Theorie da.s Ein
gehen der '/IJ in (207) wesentlich zur Folge hat, ka.nn davon im allgemeinen 
naturgemiill aber nicht beriihrt werden.) Tatsachlich haben K. F. Hersfeld und 
L. Wolf. Ann. d. Phys. 76 (1926), p. 71, 667, eine derartige scheinbare Violettver
.chiebunfJ iler '/Ii in (207) fUr za.hlreiche Substanzen am experimentellen Ma.terial 
sicherstellen konnen, doch kann dies wegen des V orhandenseins anderer Erkla
IUngsmoglichkeiten einstweilen noch nicht a.la eine Besta.tigung der Wentsel
schen Folgerung angesehen werden. 
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qnenzen moglich ist. Wie indessen die Statistilc (Nr.9, 11, 24-) all
gemein ergibt, muS bei nicht allzu tiefen Temperaturen stets auch 
eine gewisse Anzahl von Atomen in hOheren Quantenz'Ustiinden vor
handen sein, welche beirn Auftreft'en von Strahlung "passender" Fre
qnenz gemaB (107 a), (107 b) durch positive oder negative Einstt'ahlung 
in beliebige andere Quantensustiinde ubergefuhrt werden, wodurch der 
SchluB auf das Auflreten entsprechender Glieder in der Dispersions
formel (207) auch fUr aZle von der Absorptionsserie verschiedenen Spek
tralfrequeneen der Atome unvermeidlich wird.GOl) DaS dies auch aUB 
dem Korrespondenzprinzip mit N otwendigkeit gefolgert werden muS, 
hat Kramers 60ll) rechnerisch erhartet. Die Dispersionsformel (207), 
Bowie (208) bleiben bis auf die Vel'mehrung der Gliederzahl unbe
ruhrt, wenn man wiederum nur Atome eines bestimmten Quanten
zustandes in Betracht zieht; die Vi bedeuten dann samtliche, von 
jenem stationaren Zustande aus in Absorption oder Emission mog
lichen Spektralfrequenzen, wobei (208) fur die letzteren in (207) mit 
dem negativen Vorzeichen einzufuhren ist. Eine experimentelle Be
statigung dieser im Gegensatz zur einfachen 'DispersioDsformel (207) 
nur auf quantentheoretisChem Wege ableitbaren Folgerung steht einst-. 
weilen noch aus. Ebenso ist eiDe genauere, rein quantentheoretische. 
Auswertung des allgemeinen Ausdruckes (200) fur den Brechungs
exponenten bisher noch nicht vorgenommen worden. 

22. Quantentheoretische Deutung der Gitterinterferenz und 
Beugung. Die im AnschluB an (202) und (203) in der vorangehen
den N ummer angestellten quantenstatistisChen Betrachtungen sur klas~ 
sischen Interfereneformel lassen sich grundsiitzlich auch zur quanten
theoretischen Deutung der Gitterinterferenz und Beugung heranziehen, 
wenn ma.n von vornherein auf die Beriicksichtigung der Einsteinschen 
Strahlungsimpulse (116) bzw. {116a) Verzicht leistet, was einer Be
schriinkung auf daB Gebiet kleiner Frequenzen (langer Wellen) gleich
kommt.685) Wie die ebenfalls in Nr. 21 im AnschluB an (118) und 
(119) e:xa.kt behandelte Quantentheorie der Slreuung zeigt, ist es aber 
gerade das A uftreten jener ImpulsgroBen, welche fiir die quanten-

601) Diese Umstande sind zuerst von A. Smekal, Naturwissenscha.ften 11 
(1928), p. 873 anlii.fllich der bereits oben (p. 1108) beriihrten Folgerung der Exi
stenz nanomaler" Zerstreuung beriicksichtigt worden, ohne jedoch eine genauere 
formelma6igen Darstellung zu erhalten. 

602) H. A. Kramer8, Nature 118 (1924-), p.678; 114 (1924), p. 810. -
Kramer, geht von der neueren Bohrschen Auffassung der Quantenvorgange 
(Nr. 20) aus, doch lassen sich seine 'Oberlegungen ohne Abanderung im Binne 
der iilteren Auflassung durchfiihren. 
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theoretische Begrundung del' beim Streuvorgange gleichzeitig mit del' 
Frequenzanderung eintretenden Richtungsanderung der Strahlung maB
gebend ist. Allgemein muf3 jede Art von Richtungsanderung eines Licht
strahls auf eine Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie zuruck
gefuhrt werden, bei welcher vor allem das AUftreten jener gerichteten 
Impulse eine Frequenzanderung bewirkt, sowie das Ausma/J der Rich
tungsanderung festlegt.60S) Die Beriicksichtigung von (116) bzw. (116a) 
verspricht daher im Gebiete derjenigen optischen Erscheinungen wich
tige Ergebnisse zu liefern, bei welchen es sich namentlich urn Gesetz
maJ3igkeiten fUr jene Richtungsanderungen handelt. 1m folgenden 
wird demgemaB VOl' allem auf Fraunhofersche Beugungserscheinungen 
eingegangen, welche sich wenigstens in erster Annaherung 604) unab
han gig von del' quantenstatistischen Interferenzformel (202) behandeln 
lassen. Eine weitgehend analoge Behandlung del' Fresnelschen Beu
gungserscheinungen scheint ohne Benutzung von (202) ebenfalls miig
lich zu sein. 

Wie zuerst Duane605) betont hat, liiBt sich mittels (116110) eine 
quantentheoretische Deutung del' Reflexionsbedingungen an Kristall
gittern geben, welchs A. H. Compton 606), sowie Epstein und Ehren
fest 607) mit den allgemeinen Quantenbedingungen (133) und dem Kor
t'espondensprinzip (Nr. 14:) in Verbindung gebracht haben. Wenn Strah
lung von del' Frequenz v' auf ein (im allgemeinen triklines) Kristall
gitter mit den primitiven Gitterkonstanten dll d21 ds auftrifft, so soll 
hierbei ein Linearimpulsumsatz zwischen Strahlung und Kristall statt
finden, dessen Richtung mit einer der Gitterrichtungen zusammenfallen 
mu/J, im iibrigen abel' durch ein Wahrscheinlichkeitsgesetz bestimmt 
sein moge. Bedeutet 

(209) d = m1 d1 cos(d1d) + rnll d2 cos(dl/d) + mads cos(dsd) 

den diesel' Richtung zugehorigen kleinsten Gitterabstand, wo dann m1 , 

mll , rna relative Primzahlen sind, so soll del' wechselseitig iibertragene 
Impuls gegeben sein durch 

(210) h 
P .-n*·-· n - d' 

603) V gl. .A. Smekal, Anm. 569) und 236). 

(n*= + 1, +2, ... ) 

604) Vgl. die in Anm.610) besprochenen Abweichungen von der Bragg-
schffi Reflexionsbedingung (214). 

605) W. Duane, Proc. Nat. Acad. Amer. 9 (1923), p. 158. 
606) A. H. Compton, Proc. Nat. Acad. Amer. 9 (1923), p. 359. 
607) P. S. Epstein und P. Ehrenfest, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p.133; 

Phys. Rev. 23 (1924), p. 663. Siehe auch G. Breit, Proc. Nat. Acad. Amer. 9 
l1923), p. 238. 
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hierbei bezeichnet n* eine positive oder negativ(608) ganze Zahl und h 
das Plancksche Wirkungsquantum. Wird d aus (210) in (209) ein
gefiihrt, so lassen sich nach bekannten zahlentheoretischen Slitzen drei 
ganze Zahlen nT, nt, n; stets eindeutig so bestimmen, daB fiir jede 
beliebige Gitterrichtung 

(209,) nr· m1 + n: . m2 + nt· ma = n* 
wird und daher auch 

\ 
Pn.· cos(d1d) = nt . ~, Pll*' cos(d2 d) = n; . : ' 

(210) 1 h 2 

pn>' cos(dsd) = n; . If; 
s 

setzt man (210) als giiltig voraus, so ist demnach auch jede in dll 
d2 , ds oder eine andere Gitterrichtung faUende Komponente des iiber
tragenen Impulses durch einen Ausdruck von der allgemeinen Form. 
(210) bestimmt. Wenn v', sowie a', {j', r', Frequenz und Richtungs
kosinus der einfallenden Strahlung und v", sowie a", {j", r", die ent
sprechenden Gro.l.\en fiir die auftretende Sekundarstrablung bedeuten, 
so folgt aus der einstweilen noch postulierten Beziehung (210) und 
dem Impulssatz 

" hv" , hv' 
a . - = p * • cos (d d) + a .--

C n 1 C ' 

(211) if'. h"," = p", • . cos (dtd) + ~' . h",', 
C C 

" h"," , h",' r . -c- = pn* . cos (ds d) + r . -c-; 

der EDergiesatz hingegen ergibt bei Beriicksichtigung eiDes gleich
zeitig mit Pro' umgesetzten Energiebetrages E~fJ von noch unbekannter 
GroBe 
(212) hv' = hv" + :Fi..I£). 

Die GroBe von E~I£) ist ersichtlich allein mallgebend fur die von der 
Reflexionsordnung abhangige Frequenziinderung v' - v", welche so
wobl positiv als negativ ausfallen kann; im Faile der Rontgenstrahl
reflexion an Kristallen bei gewohnlichen Temperaturen muS allerdings 

608) Dies ist unerlii.Blich mit Riicksicht auf die Moglichkeit einer Erha!
tung des Warmegleichgewichtes zwischen Strahlung und Ma.terie, wie es in 
Nr. 11 und 12 behandelt worden ist und zu jeder Art von Wechselwirkung zwi
schen Strahlang und Materie auch den hierzu inversen Vorgang notwendig 
macht. Das im Text erwiihnte Wa.hrscheinlichkeitsgesetz fUr die elementaren 
Wechselwirkangsvorgange zwischen Strahlung und Kristall ist ebenao wie fiir 
die 8treuung am Einzelatom oder -molekiil durch (120 a) and (1~0 b) gegeben 
Die in den Anm. 605), 606) und 607) gen\tnnten Untersuchungen beriicksichtigen 
jeweils nur die Impulsiibertragung von der Strahlung auf den Kristall. 
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die Haufigkeit der negativen .lnderungen ganz erheblich gegen die 
positiven zuriicktreten, so daB im wesentlichen nur eine Frequens
emiedrigung resultieren wird. Man iiberzeugt sich leicht, da.6 E.:f mit 
Riicksicht auf (210) unter allen Umstiinden einen in erster Annahe
rung vernachlassigbar kleinen Betrag darstellen kann. Setzt man 

demgemaB Vi", v" = v, so gibt (211) wegen l = ~ fiir beliebige 
" nT, n~, nt die Bedingungsgleichungen 

( 3) I' , n~ It" _ fl.' __ 1 • n; " , 1 n; 21 a - IX = A. • --- ,,.. 1-' II. r - r =,.. -d ' a1 as's 
welche mit jenen der Laueschen Interferendheorie der Kristallgitter609) 

identisch sind. Fiir beliebige n* erhiilt man in bezug auf die unter 
dem Einfallswinkel oD- erfolgende "Reflexion" von den Gitterebenen 
mit dem Abstand d hingegen das Braggsche Refiexionsgesete609) 

(214) n* - l = 2d sinoD-.610) 

Aus dem Vorstehenden geht hervor, da.6 die Kristallgitterinter
ferenz quantentheoretisch in der Tat direkt und ohne jede Riicksicht
nahme auf Lichtwege und Phasenverhaltnisse erhalten werden kann 611), 
wenn man die beirn einzelnen Elementarvorgang zwischen Kristall 
und Strahlung umgesetzten ImpulsgroBen durch das Postulat (210) 
festlegt.612) Um (210) naher zu begriinden, hat Duane wenig ver-

609) Siehe V 24 (M. v. Laue), Nr. 46-48. 
610) Die Braggsche Beziehung gilt, wie O. G. Darwin und P. P. Ewald 

gezeigt haben, nicht exakt, sondem es ergeben sich ffir h{ihere Ordnungen n* 
geringfiigige Abweichungen von ihr, deren V orhandensein experimentell bereits 
vielfach bestatigt worden ist; vgl. V 25 (M. Born), Nr. 41, 44, und P. P. Ewald, 
ZtBchr. f. Phys. 80 (1924), p. 1. Wahrend Darwin seine Begriindung von vorn
herein ziemlich summarisch auf die Existenz eines von Eins verschiedenen Bre
chungsexponenten fiir Rllntgenstrahlen stiitzt (vgl. zu den Giiltigkeitsgrenzen 
eines derartigen Verfahrens die eben genannte Ewaldsche VerBffentUchung), ist 
EwaZd, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 617, naher auf die bei der "Refiexion" an den 
einzelnen Netzebenen auftretenden Phasenspriinge eingegangen. Wie man beim 
Vergleich mit den allgemeinen Ausfiihrungen von Nr. 21 iiber die klassische 
Dispersionstheorie erkennen wird, werden jenen Phasenspriingen quantentheore
tisch wiederum Verzogerungszeiten der Energiefortpflanzung als mittlere Lebens
dauern von gewissen, wahrend des Reflexionsvorganges bestehenilen metastationiiren 
Zustiinden zuzuordnen sein. Ffir die Beriicksichtigung ihres Einfiusses auf das 
Ergebnis des Interferenzvorganges und damit fUr eine quantentheoretische Be
griindung der Abweichungen von (214) wird die quantenstatistische Interferenz
formel (202) naturgemaB unentbehrlich. 

611) S. dagegen aber die vorangehende Anmerkung! 
612) W. Duane (Anm. 605) hat mittels der gleichen Annahmen auch den 

Versuch gemacht, eine von ihm und G. L. Olark experimentell gefundene und 
als selekti ve Refiexion von R6ntgenstrahlung an Kristallen aufgefa.6te Erscheinung 
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bindliche Dimensionsbetrachtungen angestellt, Oompton hingegen die 
gedanklich ausfiihrbare Verschiebung des Kristallgitters um jede seiner 
Identititsperioden trotz ihres Translationscharakters formal als perio
dischen Vorgang behandelt, der nach (151) fur gleichformige Bewe
gungen in der Tat zu der Quantenbedingung 

" (215) fPn' dq =n·h (n = 1,2, ... ) 
o 

und fur ganzsahlige l.nderungen n* von n zu (210) fuhren mu13te.61S) 

Diese Begrundung ist allerdings wenig befriedigend, da sie weder de,m 
eigentlichen Sinn der Quantenbedingungen, soweit dieser bisher er
kannt, noch den wirklichen Vorgangen an dem reflektierenden Kri
stallgitter zu entspreehen scheint. Eine nlihere Priifung der Energie
gleichung (212) scheint indessen wenig Anhaltspunkte fiir die Mag
liehkeit einer andersartigen Auffassung von (210) zu liefern. Nach 
der Comptonschen Auffassung mii1\te E~~ als Translationsenergie des 
bestrahlten Kristallstiickes gleich dem Quadrate von p .. (210) dividiert 
durch die doppelte Gesamtmasse des Kristallgitters sein 614.) -ein 
ganz ungeheuer kleiner Betrag, welcher die Frequenzdifferenz v' - v" 
aueh fur hohe Reflexionsordnungen n* unmeBbar klein machen wurde. 
Tatsiiehlich haben Kulenkampff und RofJ eine meBbare Frequenziinde: 
rung bisher nicht feststellen konnen 6Ui), was etwa 1" - ).: ~ 10-11 em 

theoretisch zu denten, doch hat W. Kossel, Ztschr. f. Phya. 23 (1924), p. 278, ge
zeigt, daB sich die Beobachtungsergebnisse praktisch restlos auf bereits bekannte 
Eracheinnngen zuriickfiihren lassen, wie dies G. Mie, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), 
po'105, bezuglich eigener, davon nnabhangiger, anf'anglich anch im erwiihnten 
Sinne gedeuteter Beobachtungen bereits selbst erkannt hatte. 

613) Die n*, welche die verachiedenen ReHexions- bzw. Interferenzordnungen 
kennzeiebnen, erseheinen demgemii.B hier und ebenao bei aJlen iibrigen Deutungs
versnchen von (210) als Quantenzahldiffe'l'enzen, welche bei den im Texte weiter 
utlten besproehenen Strichgitterinterferenzen sogar .makroskopisch" und dem 
Auge direkt wahrnehmbar eracheinen! 

614) Der Umstand, daB hier ein bestimmter, quantenhaft festgelegter 
Energie- und Impulsbetrag anf den Kristall iiberlragen bzw. von ihm geliefert 
wird, bringt den betrachteten ReHexionsvorgang an den verschiedenen Netz
ehenen des Gitters in Analogie zu dem V organg der anomalen Zerstreuung von 
Nr. 21. Hiernaeh k6nnte erwartet werden, daB der Kristall selbst zur spontanen 

.E<~) 
Aussendnng eines Spektrnms 11 = + (n* = 1, 2, ... ) bef'ahigt sein k6nnte, was 

na.ch der Oomptonschen Deutung von ».~) jedoeh zu abaurden Folgerungen 
fUhren wiirde. 

616) H. Kulenkampf(, Ztsehr. f. Phys. 19 (1923), p. 17; P. A. Bo~, Phys. 
Rev. 23 (1924), p. 290 (beide Autoren haben ReHexionen von h6chstens dritter 
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entsprechen und eine dem Oomptoneffekt 55f) (Nr. 18 b, 21) verwandte 
Deutung unter Mithilfe lichtelektrisch losgeloster Elektronen vollig 
ausschlie6en dfirfte. Das gleiche Schicksal wird auch dem Versuche 
zuteil, die Ubertragung des Linearimpulses (210) im Wege gleich
zeitiger, teilweiser Strahlungsabsorption durch im Kristallgitter langs 
der verschiedenen Gitterrichtungen bewegte Elektronen zu verstehenj 
hier wiirde die bei jedem Quantenubergang eines solchen Elektrons 
eintretende Impulsanderung nach Grope una Richtung gemii.6 (184 b) 
von selbst mit (210) ubereinstimmen, ffihrt aber zu einem experi
mentell seiner Gro.6e nach nicht mehr zulassig erscheinenden Energie
umsatz. Eine im Rahmen der bisherigen Quantentheorie befriedigende 
Begrundung des Postulates (210) stebt daher noch aus. 

Ahnliche Betrachtungen wie die vorstehenden lassen sich auch auf 
den Fall eines kfinstlichen Beugungsgitters mit der Gitterkonstante a 
anwenden, wenn man auch hier wieder den Ansatz (210) postuliert, 
dessen Verstandnis hier allerdings womoglich noch gro6ere Schwierig
keiten entgegenstehen. Bezeichnet.ft' den Einfallswinkel des mit der 
N eigung .f}" abgebeugten Lichtes, so gibt der Impulssatz ffir v' '" v" = v 

( • <=>.' • A.") h7J * 11, Slnv· - Sln-p .-='11,.-. c d ('11,* = 1,2, ... ) 

und damit das bekannte wellentheoretische Ergebnis 

(216) n* . 1 = a· (sin 4t' - l!Iin .1)0"). 

Zur Begrundung von (210) mu6 hier nach Compton gemiHl (215) 
wiederum eine quantenma6ig festgelegte gleichfOrmige Translations
bewegung des Gitters in seiner Ebene in der etwa mit der x·Achse 
zusammenfallenden Richtung normal zu den Gitterstrichen herange
zogen werden, welehe aber in Wirklichkeit nicht auftritt. Wenn die 
Dichteverteilung der reflektierenden Gittersubstanz fur ein ebenes, un-

Ordnung, n* ~ 8, untersucht, nach Obigell1 miiBte aber die Untersuchung mag
lic'hst hoher Ordnung - man ist bisher bis zur 11. Ordnnng gekommen ~ ungleich 
giinstiger fiir den Nachweis eines mBglicherweise doch meBbaren Effektes sein).
Die Kulenkampffsche Untersuchung scheint auch sicherzustellen, daB die oben 
diskutierle Frequenzemiedrigung unabhii.ngig ist von den in Anm. 610) er:wahnten 
Abweichungen von dar Braggschen Beziehung (214). Ein solcher Zusammenhang 
wnrde bei gleichzeitigem AnschluB an den Comptoneffekt (Anm. 576) vermutet 
und diskutiert von G. E. M. Jauncey und O. H. Eckart, Nature 112 (1923), p. 825; 
M F. Wolfers, Paris C. R. 177 (1923), p. 759; E. O. Hulburt, Phys. Soc. Meeting 
Chicago 1928, doch kommt G. E. M. Jawncey, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), 
p. 67 ohne Kenntnis der Kulenkampffschen Beobachtungen ebenfalls zu einem 
negativen Ergebnisse. 
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endlich ausgedehntes Gitter durch 

(217) D(x) = A sin e~x + If) 
gegeben ware, so folgt aus dem Korrespondeneprinsip (N r 14:) in Ver
bindung mit der gedachten Gitterbewegung formal, daS n in (215) 
sich nur um n* = + 1 andern konnte 616), dal\ an einem solchen 
Gitter also nur Beugungsspektren erster Ordnung auftreten wurden. 
Denkt man sich die Dichtefunktion D(x) eines beliebigen anderen 
unendlichen ebenen Gitters mit der gleichen GiUerkonstante nach 
einer Fourierschen Reihe entwickelt, 

(218) ) ~ . (2nn*x ) D(x = "-' An· sm -d- + d,,- , 
,,·=0 

so folgt aus dem Korrespondenzprinzip, dafj jetzt auch Beugungsspek
tren beZiebig hoher Ordnung n* mogZich sind und dafj die Intensitiit des 
Spektrums n*ter Ordnung sUfolge (126) dem AmpUtudenquadrat A!. dM' 
Entwicklung (218) proportional SM mu/3, wie es auch fiir die Wellen
theorie bewiesen werden kann. Die gleichen hier fur lineare unendlich 
ausgedehnte Strichgitter angedeuteten tTberlegungen erweisen sich 
such fiir endliche !ineare Strich- oder Punktgitter, sowie fur raum
Hche Punktgitter als brauchbar, womit auch aine. quantentheoretische 
Deutung der Intensitiitsverhiiltnisse an den eingangs dieser N ummer 
zunachst bIoS interferenzgeometrisch behandelten Kristallgittern formal 
moglich wird. 1m Falle der endlichen Gitter hat hierbei an Stelle der 
Fourierschen .Reihenentwicklung von D (x) eine entsprechende FouriM'
sche lntegraldarstellung zu treten, mit Bilfe deren die Intensitatsver
h8.1tnisse der verschiedenen Beugungsspektren in vollkommener Uber
einstimmung mit den entsprechenden wellentheoretischen Ergebnisse!), 
erhalten werden Mnnen; die Wirkung des Gitters erscheint hierbei 
a1s Ergebnis der superponierten Wirkungen unendlich vieler Teil
gitter mit· der sinuBwrmigen Dichtefunktion (217) und veranderlicher 
Gitterkonstante. Der gleichen Methode zuganglich erweisen sich auch 
noch die Beugungserscheinungen am Einzelspalt beliebiger Weite, 
80wie an der Kante geradlinig begrenzter Schirme.616a) 

616) Man vergleiche hierzu etwa die analoge, im AnschluB an (165) aua 
dem Korrespondenzprinzipe abgeleitete Folgerung, daJ3 sich die Impulsquanten
zahl bei der relativistischen Keplerbewegung des Elektrons im Wassersto/fatom
modell nur um ± 1 i!.ndem kl5nne; hierbei ist zu beachten, daJ3 die Quanten
~ahlltnderungen in Nr. 14 und 10 nach (186) mit dem Buchstaben '/:, hier aber 
mit n* bezeichnet worden sind. 

616a) Um zu sehen, wie wett die Anwendung meses scheinbar ganz ab-
8urden Verfahrens getcieben werden kann, haben P. Ehrenfest und P. S. Epstein 
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Duane hat schliel3lich auch noch gezeigt, wie die gewohnliche 
Reflexion und Brechung formal mittels des Ansatzes (210) wieder
gegeben werden kann, falls fiir d in (210) auch makroskopische Liingen
dimension en zugelassen werden. Wenn l die Lange und d die Dicke 
einer makroskopischen durcbsicbtigen Platte darstellen und cl die von 
der Vakuumlichtgeschwindigkeit c verschiedene, bereits in Nr. 21 
quantentbeoretisch gedeutete Fortpflanzungsgescbwindigkeit des Lichtes 
im dispergierenden Medium der Platte bedeutet, so gibt eine formale 
Anwendung des Impulssatzes fiir die Richtung der PlaUenebene 

. ,hv' ." hv" * h sm-& . -. - sm -& . - = n .-
C c1 ! 1 

und daber fur v' '" v" = v und makroskopische l allgemein 

(219) sin -&' : sin -&" = c : cl , 

das Snelliussche Brechungsgesetz. Fur die Richtung der Plattendicke 
hingegen hat man aul3erhalb (e) odeI' innerhalb eel) der Platte an 
deren Oberflache 

<>.' hv' a." hv" * h 
COS'l/ • -e- - COS'l/ • -c- = nd . d; 

fur v' "-' v" = v und makroskopische Dicken d folgt daher allgemein 

(220) {)o' = ,r; - 4}" , 

was dem gewohnlichen Reflexionsgesete entspricht. 

23. Riickblick auf die Quantentheorie. Prinzipielle Schwierig
keiten und Axiomatisierungsversuche. Die vorstebende Darstellung 
der Quantenlehre hat, soweit dies gegenwartig ausfiihrbar scheint, in 
deduktiver Weise versucht, die Grundlagen und prinzipiell bedeutungs
vollsten Anwendungen der Theorie zu entwickeln. lndem sie aile 
makroskopischen Gesetze letzten Endes als Ausdruck statistischer Ge
setzmaBigkeiten auffal3t, hat sie sich zunachst del' Ergebnisse der 
statistisehen Analyse derjenigen von diesen GesetzmaBigkeiten bedient, 
welcbe empirisch im weitesten Umfange als gesicbert angesehen wer
den konnen. So wird den thermisehen Eigenschaften materieller Korper 
im wesentlichen schon die allgemeine Existens stationiirer Quanten
zustiinde (Nr. 9, 10), sowie die Giiltigkeit des Ehrenfestschen Adia-

(Anm. 607) auch die Fresnelschen Beugungserscheinungen untersucht, in der Er
wartung, wenigstens hier einen entscheidenden Mil3erfolg feststellen zu konnen; 
indessen hat sich gezeigt, daB das Verfahren bei geeigneter .Anpassung auch 
hier noch zu den wesentlichsten klassischen Ergebnissen fiihrt (Zusatz bei der 
Korrektur). 
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batenprinsips (Nr.14) entnommen, der AllgemeingUltigkeit des Planck
schen Strahlungsgesetzes mit (95) hingegen im Grunde bereits die Ein
stein-Bohrschen Energie- una lmpulsfrequensbedingungen (114), (115), 
(115a) und (116), (116a) (Nr. 9, 11, 12). Die makroskopische 
Maxwellsche Elektrodynamik anderseits laBt ihrer auf die Grenzge
biete (121) und (122) beschrii.nkten Giiltigkeit wegen, eine ebensolche 
Analyse ahnlich weittragender Ergebnisse nicht zu. In Gestalt des 
Planck-Bohrschen Korresponaensgedankens gibt sie bei unvermeidlicher 
Beschrankung aUf isolierbar vorgestelUe elektrodynamische Gebilile bloB 
eine Anleitung zur Formulierung von Quantengesetzen grundsittzlich 
provisorischen Charakters (Nr. 14). Bohrs rein quantentheoretisch 
gefaBtes Korrespondensprinsip, sowie die Sommer(ela-Schwarsschildschen 
(Juantenbedingungen (133) erscheinen demgemii.B alB Ergebnisse ein
fachst-moglicher Extrapolationsversuche; der Grad ihrer Berechtigung 
kann daher im Grunde einstweilen nur an den mit ihnen erzielten 
theoretischen Erfolgen (Nr. 15, 16, 18, 21, 22) gemessen werden und 
bedarf steter Nachpriifung am immerfort zunehmenden experimentellen 
Tatsachenmaterial. 

Bei nii.herem Zusehen zeigt sich jedoch, daB der soeben in groben 
Umrissen einheitlich gezeichnete Hauptgedankengang der Darstellung 
im. einzelnen durch mancherlei Unebenheiten gestart erscheint. Wenn 
etwa eine wirkliche Rechtfertigung der zur genaueren Begriindung 
von (115) und (116) benotigten speziellen statistischen Einsteinschen 
"tJbergangswahrscheinlichkeiten" (106), (107a), (107b) (Nr. 11) erst 
hinterher durch das Korrespondenzprinzip (Nr. 14:) moglich wil'd, so 
beweist dies, daB eine in allen Punkten vollig konsequente Darlegung 
einstweilen nur im Wege einer Vorwegnahme der verschiedenen, flir 
die Theorie gegenwitrtig charakteristischen Grundannahmen und -tat
.sachen aus£nhrbar sain diirfte. Dera.rtige Axiomatisierungsversuche 
sind demgemitB auch von Planck und Bohr in ihren Darstellungen 
der Qllantentheorie bevorzugt worden, leiden damit aber allch unter 
dem Nachteil, daB das Axiomensystem der noch in steter Entwick
lung begriffenen Theorie von Zeit Zll Zeit abgaandert, beziehungsweise 
erganzt werden muB.617) Planck geht hierbai im wesentlichen von 
dem Postulate aU8, da/3 das Volumen einer Phasenraumselle universell 
durch eine ihrer Dimensionszahl entsprechende Potens von h bestimmt 
sein mUsse - was die Struktur des Phasenraumes (Nr. 3) festlegt und 

617) Man vgl. die verschiedenen, untereinander wesentlich abweichenden 
Auflagen des Buches von M. Planck [1J, Bowie die WechBelnde Axiomatik der 
Darstellungen von N. Bohr [1], [2], [3], Bowie Ztschr. f. Phys. 13 (1923), p. 117; 
Ann. d. Phys. 71 (1923), p. 228; Ztschr. f. Phys. 24 (1924), p. 69. 
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den Quantenbedingungen (133) aquivalent ist 618) - und stiitzt sich 
im iibrigen auf Korrespondenzbetrachtungen, welche vielfach an den 
Grenziibergang (121) anschlieBen. Bohr hingegen stent die allgemeine 
Existens stationiirer Quantensustiinde bei Atomsystemen, sowie die 
Frequenzbedingung (114) als Grundpostulate an die Spitze seiner 
Theorie; fUr mehrfach periodische Atomsysteme wird das erstere ins
besondere durch Zulassung der "mechanischen"619) Bewegungsglei
chungen (1) sowie durch direkte Annahme der Quantenbedingungen 
(133), (134) verscharft. Wiihrend Bohr daB Korrespondenzprineip (und 
ebenso das Ehrenfestsche Adiabatenprinzip) anfanglich im Sinne von 
Nr. 14: alB Bindeglied zwischen klassischer und Quantenelektrodyna
mik hinzunahm, hat er es neuerdings vorgezogen, die auf Grund 
jeDes Gesichtspunktes erhaltenen Ergebnisse zum Inhalt eines selb
standigen, rein quantentheoretischen Axioms zu machen, das einA 
von der klassischen Theorie weitgehend unahhangige Formulierung 
erhalt. 

Wie namentlich der Mif;Jerfolg aller bisherigen Anwendungsver
suche del' Quantenbedingungen (133) auf AtomS'lJsteme mit mehr als 
swei beweglichen Ladungen in Nr. 16, sowie die noch recht fragwiirdige 
quantentheoretische Behandlung unabgeschlossener Systeme in· Nr. 17 
zeigen, scheint beim gegenwartigen Stande der Theorie von einer a11-
zu engen Fassung von Quantenpostulaten am besten noch Abstand ge
nommen werden. Bis auf die heiden Einsteinschen Energie- und Im
pulsgesetzmii{3igkeiten (115a) und (116a) fiir beliebige Arten realer 
Wechselwirkungen zwischen Materie und Strahlung scheint noch kei
nem der bisher formulierten Quantengesetze ein wirklich universeller 
Geltungsbereich zugebilligt werden zu konnen. Die eben erwahnten 
Bohrschen Postulate sind von vornherein auf die Behandlung abge
schlossener Systeme von molekularer GrofJenordnung zugeschnitten und 
weisen ihre Grenzen, sobald man sie auf die gegenseitigen Wechsel
wirkungen beliebig zahlreicher derartiger Systeme anzuwenden ver
sucht. Wie sich in Nr. 17 gezeigt hat, scheint es hier allenfalls nur 
noch moglich, das Postulat von der Existenz stationarer Quanten
zustande im Sinne eines solchen von der Existenz stationiirer Quanten
bewegungen beizubehalten, die so beschafl'en sein m iiBten, daB sie nach 
der Auffassung der klassischen Elektrodynamik als strahlungslos zu 

618) V gl. hierzu die in Anm. 298) genannten Untersuchungen von Planck, 
Epstein und Kneser. - Als Folgerung aus den Qua.ntenbedingungen (133) wird 
da.B im Text angefiihrte Plancksche Postulat benutzt in Nr. 24, B. auch Anm. 506) 
und 547). 

619) S. Anm.292). 
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geiten hatten 610); aIle iibrigen Postulate der Quantentheorie abge
schlossener Systeme scheinen sich einstweilen einer entsprechenden 
Verallgemeinerung auf unabgeschlossene Systeme zu widersetzen.611) 

Die meisten bisherigen Sii.tze und Foigerungen der Quantentheorie 
erweisen sich somit als Grensgesetse fur den Idealf'all vollkommen 
isolierter, abgeschlossener Atomsysteme. Abgesehen von der prinzi
piellen Unmoglichkeit, diesen Idealfall zu realisieren (Nr. 17), haftet 
ihnen allen aber auch noch eine, damit teilweise in Verbindung ste
hende erkenntnistheoretische Sckwierigkeit an, welche darin liegt, daB 
man zu der Formulierung· der sie kennzeichnenden Diskontinuitaten 
der Benutzung stetiger Gro~en, insbesondere des Koordinatenbegriffes, 
gegenwartig noch nicht entraten kann.69t) Da das Bokrsche Postulat 
von der allgemeinen Existenz statioriarer Quantenzustiinde bei Atom
systemen in Verbindung mit dem Zufallscharakter der Strahlungsvor
gange in der Quantentheorie darauf hinauslauft, die prinzipielle Exi
stenzmoglichkeit von MaBstaben und Uhren zu leugnen, welche raum
zeitliche V organge mit einer fiir das Atominnere hinreichend weit
gehenden Prazision zu messen gestatten wiirdeIi, so ware es denkbar, 
d~ nur eine diesen Umstanden von vornherein angepaBte Methodik 

620) Diese Auffassung wiirde im Gegensatz zur Theone der a.bgeschlossenen 
Systeme die Erhaltung von Energie und lmpuls nicltt aJs Kennzeichen der sta
tionaren Qua.ntenzustll.nde ansehen konnen, sondern bloB als Kennzeichen des 
Abgeschlossenseins; Eine Quantenbewcgung 'Ware hiernach im allgemeine'll ilurch 
grwndsiitslich stetige Energie- und. J:mpu18iinderungen gekennseichmt, welche mit 
Unterlichtgeschwindigkeit vor sich gehen; ein Quantenubergang wegen (115a) und 
(116a) hingegen durch tlhlStetige, seitlos oder mit Lichtgeschwindigkeit und in end
lichen Betriigen erfolgende derartige .1.nderungen charakterisiert. Dieser Stand
punkt schlieJ3t, wie bereits in Nr. 17 a.ngedeutet, die Anwendbarkeit von (U6a.) 
in der speziellen Form der BOMschen Frequenzbedingung (114) bzw. (111'» und 
{U6) aus,' welche da.s Abgeschlossensein des betrachteten Systems ebenfalls zur 
unvermeidlichen Voraussetzung hat. Ebenso ist die Anwendbarkeit des Korre
spondenzprinzipes im Grunde genommen auf abgeschlossene Systeme beschrankt, 
auBer wenn man sich mit gewissen, bei unabgeschlossenen Systemen hier durch
aus mijglichen Nllhernngsbetrachtungen zufrieden gibt, die aber darauf Riick
sicht nehmen miissen, daB dann bereits innerhalb des betra.chteten Systems 
quantenha.fte BtrahlungB1!organge vor sich gehen konnen; auf einen ahnlichen 
Gesichtspunkt- wie den zuletzt genannten ist iibrigens bereits in Nr. 16, wenn 
Bouch in etwas anderer Form, in Verbindung mit dem Versagen der Quanten
bedingungen (133) bei Atommodellen mit mehr als einem Elektron hingewiesen 
"Worden, also schon im Gabiete· der abgeschlossenen Systeme. 

621) Man vgl. hierzu vor aHem die Diskussion der Begrenzung und Schwierig
keiten dieser Postulate bei·N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 117, femer den 
Inhalt der Torigen Anmerkung, Bowie etwa. ADm. 579). 

622) S. etwa. N. Bohr, Ztschr. f. Phys. 18 (1928), p. 117, Einleitung. 
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zu einer konsequenten Behandlung und vielleicht auch zu einer wirk
lichen und allgemeinen Losung der Atomprobleme berufen sein konnte. 
Die fundamentale Rolle des Planckschen Wirk'Ungsquant'Ums in der bis
herigen Quantentheorie, wie auch die in Nr. 14: gewurdigte Tragweite 
des Planckschen Grenziiberganges (121) lim h _ 0 fur alie Beziehungen 
zur makroskopischen Physik lassen daher erwarten, daB die Planck
sche Gro.Be h als eines der primaren Elemente jener Methodik anzu
sehen sein wird 623), wie wohl auch aIle iibrigen uni'Versellen Konstanten 
der Atomphysik.624) Da h fur die Bestimmung sam-tUcher Diskontinui
taten der Quantentheorie ma.Bgebend ist, konnen aIle bisher mit klas
sischen Hilfsmitteln und Bildern unternommenen Versuche einer fur 
roehr oder minder plausibel gehaltenen Deutung dieser Unstetig
keiten 625) aufgefaBt werden als Versuche einer Interpretation der 
QuantengroJ3e h. 

623) S. etwa Betrachtungen von H. A. Senftleben, Ztschr. f. Phys. 22 (1924). 
p. 127; 28 (1924). p. 96; 31 (1925), p. 627, welche, allerdings ohne befriedigenden 
Erfolg, eine u. a. auch auf dieBen Gedanken gegri'indete axiomatische Grund
legung der Quantentheorie angeBtrebt haben. Beziiglich eines anderen Deutungs
versuches der Quantentheorie vgl. man R. Mecke, Ztschr. f. Phys. 21 (1924), p.26. 

624) Tatsachlich stehen aHe diese GroBen gewissermaBen auBerhalb des 
Rahmens der bisherigen physikalischen Theorien, welche ihr Vorhandensein bloB 
in "phanomenologischem" Sinne verwerten. DaB auch die von h verschiedenen 
universellen Konstanten fiir die Quantentheorie von entscheidender Bedeutung 

s 
sein diirften, laBt sich auf Grund der Dimensionsgleichheit von h und ~ (vgl. 

c 
hierzu etwa die Dimensionslosigkeit der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante 
(153) I), Bowie der numerischen Beziehung 

h '" 8e1 mH 
2:n:cm 

vermuten, fUr welche eine Deutung bislang noch nicht moglich gewesen zu sein 
scheint. In diesem Zusammenhange moge auch auf Versuche von H. Bateman, 
Phys. Rev. 20 (1922), p, 243; Mess. of Math. 62 (1922), p. 116; 58 (1924). p. 146, 
hingewiesen werden, den Mieschen Plan wieder aufzunehmen: durch bestimmte 
Abanderungen der Maxwellschen Elektrodynamik zu einem Verstandnis der Exi
stenz von gerade lwei verschiedenen elementaren Ladungseinheiten und deren Be
Iahigung zu strahlungsfreien, ungleichformigen Bewegungen zu gelangen. Siehe 
ferner einen ahnlichen Versuch zur Deutung der Massenverschiedenheit VOf'I Elek
tron und Proton bei H. ReifJner, Ztschr. f. Phys. 31 (1925), p. 844. 

625) Einige dieser Versuche beschranken sich allerdings auf die beson
deren, beim Wasserstoffatommodell vorliegenden Verhaltnisse. So ein alterer 
Versuch von M. Planck, Berl. Ber. 1915, p. 909, die Unstetigkeit der Quanten
iibergange durch eine ad hoc ersonnene Strahlungshypothese iiberflussig zu 
machen. Ferner A. Szarvassi, Phys. Ztschr. 19 (1918), p. 505, welcher diese Un
stetigkeiten durch Verfiigungen liber die willkiirlich bleibende, a~ditive Kon
stante der Atomenergien zu beseitigen suchtj diese Konstante spielt femer eine 
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Ill. Spezielle Anwendungen der Quantenstatistik. 

24:. Spaziftsche Warme der Ga.se. Wie die allgemeinen Betrach
tungen von N r. 8 a gezeigt haben,. ist die Kenntnis der Yerteilungs
funktion aines beliebigen, chemisch homogenen statistischen Gebildes 
vollig ausreichend zur Beherrschung seines makroskopisch-thermischen 
Verhaltens. Die in Nr. 10 zusammengestellten Eigenschaften der Ver
teilungsfunktion beliebiger Gasmolekule in der Quantenstatistik reichen 
aber im allgemeinen zu einer erschopfenden Behandlung eines kon
kreten Problems wie der spezifischen Warme bestimmter Gase, noch 
nicht aus; die notwendigen Erganzungen hinsichtlich der Quanten
werle En und g,. fur innere Energie und Gewichtsfunktion' der Molekiile 
mussen soweit als irgend moglich den vorstehenden Ausfiihrungen 
iiber die Grundlagen der Quantentheorie (Nr. 13-23) entnommen 
werden. Hierbei wird in Nr. 10 einstweilen stillschweigend voraus
gesetzt, daB die statistische Behandlung der Translationsbewegung der 
MoZekiile in tJbereinstimmung mit den diesbeziiglichen Ergebnissen 
der klassischen Statistik (Nr. I) c) vorgenommen werden darf; den Be
weis hierfiir wird Nr. 24:c mit einer statistischen Behandlung der 
Quantentheorie der MoZekiiltranslation (Nr. 19) nachtraglich zu er
bringen haben. 

wesentliche Rolle bei E. B. Wilson, Proc. Nat. Aca.d. Amer. 10 (1924), p. S4~, 
wo gezeigt wird, daB die Theorie des H-Atoms sich auch ohne Beschrankung 
auf bestimmte Quantenba.hnen, jedoch bei Benutzung gequantelter Kriifte durch
fiihren lai3t, falls letztere dem reziproken Kubus der Entfernung proportidna.l 
gesetzt werden. M. Brillouin, Paris C. R. 173 (1921), p. 639; J. de Phys. et Ie 
Rad. (6) 3 (1922), p. 66, konstruiert eine Lagrangefunktion, welche die Quanten
bahnen des Atoms als ausgezeichnete Bahnen ergibt, aber auch davon ab
weichende Bewegungen zulaBt; ahnlich W. M. H. Greaves, Proc. Cambro Phil. 
Soc. 21 (1923), p. 600. [Ein Variationsprinzip, welches den Quantenbedin
gungen (133) aquivalent ist und nur die Bohrschen Bahnen zulaJ3t, ha.ben 
V. Trkal, Proc. Cambro Phil. Soc. 21 (1922), p. 80; Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 
(3) 3 (1922), p.48 und J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 22 (1923), p. 647, disku
tiert.] - Ein Versuch, das Zustandekommen beliebiger diskontinuierlicher 
Energiebetrage allgemein elektromagnetisch zu begriinden, riihrt von E. T. Whit
taker, Proc. Edinburgh Soc. 42 (1922), p. 129, her, ist aber zu einer Durchbre
chung des Impuls- und Drehimpulssatzes genotigtj vgl. dazu noch J. A. Ewing, 
Proc. Edinburgh Soc. 42 (1922), p. 143; B. B. Baker, Phil. Mag. 44 (1922), p. 777. -
Ebenfalls ohne Beschrankung auf ein spezielles Atommodell hebt A. Smekal, 
Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. (3) 2 (1921), p. 20 hervor, daB die den Quanten
bedingungen zugrunde gelegten zyklisch en Uniformisierungsvariablell jedes 
quantendynamische Problem als Helmholtzschen Polyzylcel, d. h. ala ein System 
mit" verborgenen Bewegungen" erscheinen lassen; durch Benutzung von Quanten
bedingungen wird der Polyzykel gekoppelt und dadurch in einen Monozykel iiber
gefiihrt, wobei die Koppelung dU1'ch das Plancksche h herbeigefuhrt wird. 

s m e k aI, AlIgem Grundl. d. Quantenstatistik u. Quantentheorie 73 
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Was nun die Energiewerte E,. in der allgemeinen Verteilungs
funktion (104) anbetrifft, so sind sie nsch Nr. 15 und 16 in voller 
Strenge einstweilen bloB fur einatomige;n Wasser-stoff (Nr. 24:a) angeb
bar; zur theoretischen UntersuchWlg des thermischen Verhaltens mehr
atumiger Gase (Nr. 24: b) ist man daher auf die mehr qualitativen Er
gebnisse einer quantentheoretischen Behandlung der in Nr.lGb an

gedeuteten idealisierten Molekulmodelle angewiesen. Hinsichtlich der 
Festlegung der Quantengewichte g .. in (104) vermag die Quantentheorie 
demgegenuber wesentlich allgemeinere Aussagen zu lielem. Handelt 
es sich zunachst um ein nicht-entartetes bedingt periodisches System, so 
hat man nach Nr. 15 a genau so viele Quantenbedingungen (u), als 
der Anzahl aer Freiheitsgrade des Systems (s) entsprichtj man findet 
dann, daB die maximale GroBe 626) .Q. einer p.-Raumzelle (Nr. 3), welche 
nur eine Quantenbahn enthalt, auf Grund der Quantenbedingungen 
(133) nach (14) oder (14') unabhangig von n 
(221) .Q.,. = h' 
betragen mu86!7), eine Feststellung, welche im Gebiete der Grenz
ubergange (121) bzw. (122) (Nr. 14:) gemii8 (132) auch unabhii.ngig 
von der extrapolatorischen Wahl der Quantenbedingungen (133) gilt. 
Da es nun nach Bohr mittels des Ehre;nfestschen Adiabatenprinzips 
durch geeignete umkehrbare, unendlich langsame Parameterverschie
bungen moglich sein kann, verschiedene Quantenzusmnde ineinander 
uberzufuhren285) (Nr.I4:), so folgt aus ganz li.hnlichen Betrachtungen 
wie den in Nr.3 hinsichtlich der Anderungen mrikroskopischer Para
meter, daB die a priori -Hau:figkeit g" ailer dieser Quantenzustiinde 
gleich grop' sein mu8 618), 

(222) g .. = 9 = const.6i9), 

wie es fur das Grenzgebiet (121) oder (122) auch unmittelbar aus 
der klassischen Elektrodynamik gefolgert werden kann. Innerhalb dieses 
Grenzgebietes hat man daher in (104) bzw. (104a) wegen (221) einfach 

(223) 
aT: 

g,. = g. h" 
h' G=-, 
U 

626) Siehe p. 964; die, in der Literatur iibrigens stets als selbstverstandlich 
empfundene, konseqnente Benutzung von ".-Zellen maximaler GroBe empfiehlt 
sich namentlich fiir alle jene Betrachtungen, welche den Grenziibergang zur 
klassischen Statistik ohne Weitlil.ufigkeiten zn benutzen anstreben. 

627) Siehe Nr. 23, wo diese Folgerung als von M. Planck [1] benutztes 
Postuiat angefiihrt wird, femer insbesondere Anm. 618). 

628) Siehe vor aHem N. Bohr [2], p. 10, 35, 107. 
629) VgI. hierzn Un in (96) und (tOO), fiir das Grenzgebiet (121) bzw. (122), 

welches statistisch anch mit lim T ~ 00 zusammenrallt, aber (92)1 
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worin 9 ebenso wie in (222) als willkurliche, dimensionslose Kon
stante anzusehen ist. Bei entarteten Systemen ist u < s; aus (14") und 
den Quantenbedingungen (133) folgt dann, daB allgemein 

(224) .Q .. = yen) . h' 

wird, wo y (n) einen von den den Quantenzustand n kennzeichnenden 
Quantenzahlen abhangigen, ganzzahligen Faktor bedeutet. Betrachtet 
man ein nicht-entartetes System mit del' gleichen Anzahl s von Frei
heitsgraden, das sich durch geeignete Parameterverschiebungen in das 
vorgelegte entartete iiberfiihren laSt, so findet man fiir die a priori
Haufigkeit des letzteren in seinem nten Quantenzustande gerade 

(225) g .. = yen) . g, 

worin 9 die gleiche Bedeutung wie fur das nicht-entartete System 
nach (222) bc-"1itzt 630); yen) entspricht somit del' Anzahl jener Quanten
zustande des nicht-entarteten Systems, welche bei der angedeuteten 
Uberfiihrung in das entartete System gegen dessen nten Quantenzustan~ 
konvergieren. Da die raumliche Lage del' invariablen Ebene jedes 
Atom- oder Molekiilmodelles bei Abwesenheit auBerer Kraftfelder be
liebig orienti'ert sein kann, ist jedes derarlige Gebilde als entartetes 
System anzusehen; wenn der Absolutbetrag des Drehimpulses eines 
solchen Gebildes gemaB (148') und (149) oder (190) durch 

(226) I ~(n) I = j . 2hn (j = 1, 2, ... ) 

gegeben ist oo7) und bei u = s - 1 keine weitere Entartung vorliegt, 
so flndet man auf Grund der Theorie der Richtungsquantelung von 
Sommerfeld (Nr. 15 b), daJ3 allgemein 

(227) yCn) = 2j + 1 

sein muS, wo j die zum nton Quantenzustande gehOrige Drehimpuls
quantenzahl bedeutet.6S1) 1m Falle hohe1'er Entartungsgrade 6S2) ware 

680) Siehe Anm. 628). - Wie der Vergleich von (221) und (222) mit (224) 
und (225) beweist, kann man in tJbereinstimmung mit Anm. 48) auch einfach 

(15 a) g'l/, = .Q, .. 

setzen, wenn auf die Dimensionslosigkeit einer a priori-Relativhaufigkeit nicht 
Riicksicht zu nehmen gewiinscht wird. (15 a) entspricht genau dem Gleichhiiufig
keitspostulat der klassischen Statistik [Nr. 3, (1)], welches indessen auch fUr be
Hebig begrenzte Zellen a gelten BolIte. Die Zulassigkeit von (15 a.) ist wesent
Hch an die Benutznng von /L"Zellen von maximaler GroBe gebunden (8. Anm. 626). 

631) Siehe Anm. 340), 341) und namentlich Anm.435), wo im Zusammen
hang mit der Sommerfeldschen Theorie auch die Frage beriihrt wird, inwieweit 
man mit nicht-entarteten Systemen stets das Auslangen finden kann. (227) gilt 
nach Sommerfeld sowohl fUr ganzzahlige alB fiir die halbzahligen Quantenzahl~ 

73· 
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die rechte Seite von (227) durch einen Summenausdruck zu ersetzen, 
welcher Glieder von der Form (227) mit Faktoren multiplizierl ent
halten muBte, die dem EinfiuB der neb en der Raumorientierung be
Btehenden individuellen Entartungseigenschaften Rechnung zu tragen 
hatten.GSB) - Die vorstehenden Betrachtungen zeigen somit, daB die 
Verteilungsfunktion (104) fiir ruhende Bohrsche Atome oder Molekiile 
gemaB (225) allgemein durch 

En 
(228) F(T, a*) = 9 ·~r(n). e- kT .. 
gegeben sein wird, falls dieser Summenausdruck auch tatsii.chlich kon
vergiert; der individuelle Entartungsgrad der betrachteten Atomsysteme 
entscheidet dann daruber, ob y(n) in (228) einfach durch (227) er
setzt oder besonders ermittelt werden muS. 

24:a. Einatomige Gase. Fur einatomige Molekille, insbesondere 
filr Wasserstoifatome gemaB (139) oder (139 a), ist nach der Quanten
theorie allgemein 
(229) limE = 06M) II , 

n+_ 

so daB die Summe in (228) filr garmaklige positive y(n) divergierl 
und damit fur statistisch-thermodynamische Zwecke unbrauchbar wird. 
Dieser MiBerfolg geht oifensichtlich auf die in der Statistik nur schwer 
vermeidliche Vemachlassigung der Wechselwirkungen zwischen den 
vetschiedenen Atomen oder Molekulen4BS) (Nr. 17) zuruck. Da das 
V olumen der betrachteten Atomsysteme mit wachsendem n zunimmt, 

werte der KomplelUtrukturen und anomaltm Zeemaneffekte (V 26, O. Runge) und 
ist daher trotzdem steta ganzzahlig; die DuplizitAt des Drehungssinnes (vgl. dazu 
hm. 556) ist mitberucksichtigt. ttber die alleinige Ausnahmestellwng des Wasser
stoff atoms beziiglich (227) vgL man Anm. 643). 

682) Dies ist z. B. bei der statistischen Behandlung des atomaren Wasser
stoffes in Nr. 24:a der Fall, wo zu der beliebigen Bahnebenenorientierung noch 
die Entartung der nicht-relativistischen Keplerbewegung hinzutritt, was u == s - 2 
entspricht. 

688) Wie der ErColg der Sommerfeldschen Intensitatstheorie der Komplex
atruktur-Spektrallinien (Anm. 485) auf Grund des Ansa.tzes (227) beweist, ist die 
willkiirliche Orientierung der Atomachsen die einzige Entartung, welche inner
halb der einzelnen Multipletts eines Serienspektrums eine'Rolle spielt. Eine Er
weiterung der Theorie auf die Intensitatsverhil.ltnisse von Spektrallinien, welche 
verschiedenen Multipletts angehllren, wiirde daher in der La.ge sein, diesen Um
stand entweder allgemein zli bestatigen oder Aussagen iiber weitere Entartungs
grade der Elektronenbewegung in den Atomen und Molekiilen zutage zu f6rdem. 

634) Dies entspricht der iiblichen Festlegung des Energienullniveaus fiir den 
Ionisationszustand des Atoms bei ruhendem Ion und ruhend gedachtem Elektron. 
Ohne Verfiigung iiber die willkiirliche Energiekonstante wird dar Limes in (229) 
endlich, was die gleichen Konsequenzen nach sieh zieht. 
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was auch fur mhende Atome bei gleichmaBiger Verteilung uber das 
Gasvolumen V auf eine gegenseitige A.nnaherung hinauslauft, so wer
den sich fur hohere Werte von n allmahlich so groBe gegenseitige 
Wechselwirkungsenergien einstellen, daB das Vorkommen allzu hoher 
Quantenzustande damit entsprechend herabgemindert wurde und die 
Konvergenz von (228) zustandekommt. Dieses vorauszusehende Ver
halten kann annaherungsweise dadurch zu besehreiben gesueht wer
den, daB man fur n > n in (228) y(n) = 0 setzt, wodurch (228) in 
eine endliche Summa Ubergeht 635); doch zeigt sieh dann, wie mittels 
del' statistisch-thermodynamischen Beziehungen von Nr. 8 a leicht naeh
gepruft werden kann, daB der von der Translation unabhangige An
teil der spezifisehen Warme des Gases ffir konstante n naeh anf"ang
lieher Zunahme bei hOheren Temperaturen wieder gegen Null ab
nehmen muBte, was der Erfahrung jedenfalls widerspricht.636) Eine 
befriedigendere Losung ergibt sich demgegenUber, wenn man bedenkt, 
daB das Atomvolumen V" nach derQuantentheorie mit n zugleich 
fiber ane Grenzen wRehst, 
(230) 

so daB das A.uftreten beliebig hoher Quantenzustande bereits wegen 
der Enalichkeit von V unterbleiben muB. Die Van der Waalssche Me
thode zur Beriicksichtlgung der enalichen Ausdehnung der MolekUle 687) 

zeigt dann, daB das freie Volumen gegeniiber V um eine Van der 
Waalssche Volumskorrektion bvermindert arscheinen muB, welche an
genahert durch den Mittelwertausdmck 

(231) b = 2~ . ...;sN .. ~Nn(t-'V .. + rV,s =...;sN ... 'l/J(n) (n ~ n) 
" n .. 

gegeben sein wird, in welchem die N" den Verteilungszahlen der N 

685) K. F. Herzfeld, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 261; A. Sommerfeld, Miinchn. 
Ber. 1917, p. 88, insbesondere p. 102; J. M. Burgers [1], § 42; R. Becke,., Ztschr. 
f. Phys. 18 (1928), p. 326, § 2; ferner R. H. Fowle,., Phil. Mag. 44 (1924), p. 1, 
§§ 7, 8, sowie Anm. 209). - Wie Burgers hervorhebt, bedeutet n dann eine Art 
Parameter fiir das Problem, dessen V orhandensein von EinHul3 auf den Gas
druck sein muS, was bereits als Hinweis auf die im folgenden zu besprechende 
Van der Waalssche Volumkorrektur a.ufgefaSt werden konnte. 

In einer jiingst erschienenen Arbeit sucht M. Planck, Ann. d. Phys. 76 
(1924), p. 673, die Konvergenzfrage durch Behandlung eines Ionisationsgleich
gewichtes zwischen H-Atomen, H+-Ionen und freien Elektronen zu umgehen, 
doch lauft a.uch dies letzten Endes wieder auf die Einfiihrung einer willkiirlichen 
oberen Quantenzahlgrenze it fiir die intakten H-Atome hinaus. 

686) K. F. Herzfeld, 1. c.; J. M. Burgers, 1. c. 
637) Siehe V 8 (L. Boltzmann und J. Nabl). Nr. 29. 
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in V enthaltenen Molekiile iiber die verschiedenen Quantenzustiinde 
bei Warmegleichgewicht entsprechen 638) j wahrend diese Verteilungs
zahlen fiir praktisch ausdehnungslose Molekiile nach dem Friiheren 
-eNr. 6) durch die Boltsmannsche Verleilung (41) bzw. (105) gegeben 
sind, hat man sie, oder was auf dasselbe hinauslauft, die ihnen ent
sprechende Verteilungsfunktion, nunmehr erst fiir den Fall endlich 
ausgedehnter Molekiile zu ermitteln. Hierzu erweist es sich am ein
fachsten, das Gas formal als Gasgemisch (Nr. 6a) zu behandeln, dessen 
verschiedene Komponenten aus den N1, N2I . , " N", .. , Molekiilen be
stehen, welche sich durchschnittlich im lien, 2 ten, ' • " nten, • , • Quanten
zustande befinden639); man kann dann seine Entropie S auf Grund der 
vereinfachten Van der Waalsschen Zustandsgleichung 
(232) p(V - b) = N· kT 
thermodynamisch bestimmen 638), wahrend seine Gesamtenergie E durch 

(233) E = iN. kT +~N". E" .. 
gegeben sein wird, wovon das erste Glied gemii.S (62a) der Transla
tion mit ihrem Gleichverleilungssatse entspricht, wii.hrend das zweite 
allein von der inneren Energie der Molekiile herriihrt. Bildet man 
nun die freie Energie F = E - T· S des Ga~es, so kann der Aus
druck fiir die gesuchte Verteilungsfunktion jetzt auf Grund von (89) 
und (89 a) unmittelbar bestimmt werden. Durch Abspaltung des Trans
lationsfaktors der Verteilungsfunktion gemaS (34 c) und Benutzung 
des Ausdruckes (231) fiir die Van der WaaZssche Volumskorrektion 
erhii.lt man fiir F(T, a*) bei b ~ V den Reihenausdruck 

ao E" NtfJt") 

(234) F(T, V) = 9 ~ r(n)· e-k'r--Y-; 
,,=1 

da wegen (230) nach (231) auch 

(230 a) lim ",,(n) = 00 .. ~ .. 
638) E. Fermi, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 64, weniger vollkommen aueh 

Rend. Accad. Linc. 32 (1923), p. 493. Zur Berechnung von b mussen die Atom
volumina V .. der verschiedenen Quantenzustande naturgemii,6 als annii.hernd kugel
fOrmig vorausgesetzt werden, was na.ch der Quantentheorie fur nicht allzu kurze 
Zeitdauern in den meisten Fl!.llen auch gerechtfertigt erscheint. 

639) Diese Methode, welche eine thernwdynamische Begrundung der Formeln 
der Quantenstatistik zulil.8t, verdankt man A. Einstein, Verhandl. Deutsch. Phys. 
Ges. 16 (1914), p.820. VgI. femer W. Schottky, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 1, so
wie M. Planck, Ber!. Ber. 1922, p. 63. Planck zeigt, da6 diese Behandlungs
weise nicht auf Molekule mit quantenhaft verschiedener mnerer Energie be
schrll.nkt ist, sondern auch auf Molekiile anwendbar ist, deren Translations
energie um beliebige Betrlige versehieden ist. 



24. Spezifi.sche Warme der Gase. 1139 

wird, iet die Konvergenz von (234) fiir aIle Temperaturen, bei weI
chen b <Ei V gilt, gesichert. Fur die modifieierte Boltzmarvnsche Ver
teilung ergibt sich demnach in Analogie zu (105) 

(235) 

Fiihrt man (235) in (231) ein, so zeigt sich, daB die Van der Waals
sche "Konstante" b eine Temperatwr{unktion sein muB, wie dies auch 
der Erfahrung entsprichtM1); auch 1/J(n) kann nur nahernngsweise als 
eine Konstante angesehen und etwa durch 4 V" wiedergegeben wer
den 64,), eine genauere Bestimmung ware z. B. mittels der Anfangs
glieder der gewohnlichen Boltzmannschen Verteilnng (105) durch
fiihrbar. 

Die Berechnung der thermodynamisch-statistischen Eigenschaften 
etwa des atomaren Wassersloffes stoBt nunmehr auf keine weiteren 
Schwierigkeiten, wenn man in (234) die quantenhaften Energiewerte 
des Wasserstofi'atoms ERr, "", gemaB (139a) (Nr. iDa) einfiihrt und fur 
die Quantengewichte 

9" = 9 . ,..(nr , n",) = 9 . 2ntp (n", = 1, 2, ... ) 

setzt.648) Vemachlsssigt man den bier belanglosen EinfluB der Rela-

640) Wie in Anm. 99) hervorgehoben worden iat, kann jede Abweichung 
von der gew6hnlichen Bolt,mannschen Verteilung (41) bzw. (106) als EinfluB 
einer nicht konstanten Gewichtsfunktion aufgefaBt werden, welche durch das 
Vorhandensein einer Nebenbedingung [hier (282)!] hervorgerufen wird. Die Ge-

N1fJ(n) 

wichtsfaktoren e--Y- in (286) geniigen zwar der allgemeinen Bedingung (16) 
nicht, doch ist dies in dem Umstande begriindet, daJI schon (232) und in noch 
viel Mherem Grade (286) nur angenli.herte Giiltigkeit besitzen. Der a priori
Charakter der Gewichtsfunktionen an sich wird durch diese Umstli.nde aber 
keineswegs beriOwt, wie Becker und Planck (Anm. 486) behauptet haben. 

641) Siehe V 10 (H. Kamerlingh Onnes und W. Keesom), Nr. 40, 43,47. 
642) Ein dementsprechend vereinfachter Ausdruck fiir (236) findet sich in 

der alteren Arbeit von E. Fermi (Anm. 688), sowie unabhli.ngig davon bei 
H. O. Urey, Astrophys. J. 69 (1924), p. 1. Urey wendet die Van der Waalssche 
Gleichung (232) auf die Molekiile in gleichen Quantenzuatanden gesondert an: 
sein Ausdruck enthilt den Druck p explizit im Exponenten, kann aber mittels 
(282) und b <Ei V ohne Schwierigkeit auf die Form (286) gebracht werden. 

643) Siehe etwa.4. Sommerfeld [1], 4. Kapitel, § 7. DaB 7(n) hier von (227) 
verscbieden iet (Anm. 681), hli.ngt damit zusammen, daB die Impulsquantenzahl 
nlj> bei den Quanteniibergll.ngen des H-Atoms sich nach Nr. loa stets nur um 
Einheit a.ndem kann, wil.hrend j bei Molekiilen und Atomen mit mehr als einem 
Elektron nach Bohr und Sommerfeld aulSerdem auch ungell.ndert bleiben kann. 
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tivitatstheorie, so wird nach (139) mit nr + nip = n einfach 
h E =-R·- (n-12 ) n nS' - , , ... 

doch ist die Elektronenbewegung jetzt entartet, 
ermittelt werden mu.B; man findet 644) 

und damit 
gn=g·n(n+1) 

(236) 
,,=1 

so daB g,. von neuem 

(n = 1,2, ... ) 

Um etwa die spezifische Warme Cy des atomaren Wasserstoffes zu 
bestimmen, hiitte man seinen Energieinhalt nach (236) sowie (88) 
und (89), oder direkt auf Grund von (233) zu berechnen und hierauf 
nach T zu differenzieren; eine Priifung des Ergebnisses ist abel' 
mangels hierzu geeigneter experimenteller Daten einstweilen una us
fiihrbar. 

24: b. Mehratomige Gase. Wie der in Nr. 16 b erstattete Be
richt iiber den gegenwartigen Stand der Quantentheorie mehratomiger 
MolekUle ergiht, ist ein brauchbares Modell nicht einmal fiir den ein
faehsten Fall des zweiatomigen Wasserstoffmolekiils bekannt, so daB 
man sich bier einstweilen mit idealisierten Molekiilmodellen zufrieden 
geben muB. Namentlich die Quantentheorie del' Bandenspektren (V 27, 
A.. Kratser) hat nun gezeigt, daB an mehratomigen Molekiilen im 
wesentlichen drei verschiedene, naherungsweise voneinander unabhiingig 
wirksame Bewegungsvorgange unterschieden werden konnen (Nr.16b): 
Rotation des ganzen Molekiils, Kernschwingungen und Quantenbewe
gungen eines "Leucht"elektrons. Die Energie En des Molekiils in 
seinem nten Quantenzustande setzt sich demgemaB aus drei, in erster 
Annaherung selbstiindigen Summanden zusammen, welche diesen Einzel
vorgangen zugeordnet sind: 

(237) E = ECr) + E(') + E(e). n n n n 

Von diesen drei Gliedern ist das del' Elektronenbewegung entspre
chende E~) ebenso wie die Energie eines Einzelatoms negativ 6S4) und 
konvergiert bei wachsenden Quantenzahlen in Ubereinstimmung mit 

644) Vgl. vor aHem N. Bohr [2]. p. 107, Anm. 1). 
645) Um 1JI(n) nach (231) zu berechnen, bedarf es einer spezieHen Voraus

setzung beziiglich des Zusammenhanges zwischen V,. und den durch (154) ge
kennzeichneten Dimensionen des Wasserstofi'atoms in seinen verschiedenen Quanten
zustil.nden, deren Wahl hier ofi'engelassen bleiben kann. Ale erste Annaherung 
kommt, wie bereits oben angedeutet, 'l/J(n) '" 4, Vn in Betracht, was numerisch 
vllllig ausreichend sein diirfte. 
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(229) gegen Null. Demgegeniiber ist die Schwingungsenergie E~) 
zwar positiv 646), strebt fur hohe Sehwingungsquantenzahlen wegen des 
anharmonischen 423) Charakters der Schwingungen aber ebenfalls gegen 
einen enillichen Grenzwert, namlich die Dissoziationsenergie des un. 
erregten Molekiils. Anders hingegen die Verhiiltnisse bei der Rota· 
tionsenergie Er;;). Bedeutet J das in Betracht kommende Triigheits
moment und 'Y} die Winkelgeschwindigkeit des Molekiils, so wird sein 
Drehimpuls p(r) = '1J • J nach (148,) und (149) festgelegt durch die 
Quantenbedingung 
(238) 2%· p~) = 2 ~'l'JnJ = n(r). h 

und damit seme Rotationsenergie zu 
h' (239) E(r) = .L"S. J = --. n(r'f. 

n 2'1" 8n'J' 

E<;;l wachst also zugleich mit der Rotationsquantenzahl n(r) iiber aUe 
Grenzen, und das Gleiche gilt daher nach (237) auch fiir die gesamte 
Molekiilenergie En.641) 

Fiihrt man die Molekiilenergiewerte (237) zur Berechnung del' 
thermodynamisch-statistischen Eigenschaften eines mehratomigen Gases 
in den allgemeinen quantenstatistischen Ausdruck (228) fur die Ver
reilungsfunktion seiner Molekiile ein, so ist deren Konvergenz durch 
die eben beriihrte Eigenschaft von En auch dann allgemein gesichert, 
wenn von del' beim einatomigen Gase unerlii.Blichen Bezugnahme auf 
die endlichen Molekiildimensionen abgesehen wird.648) Die Unkennt
ms von E~') und E~e) gestattet abel' hierbei im Grunde genommen nul' 

646) Man vgl. den Energieausdrnck (152) fur eine harmonische Schwingungs
bewegung. 

647) Diese Eigenschaft bleibt auch dann noch erhalten, wenn man die 
Wechselwirkungen zwischen Rotation, Kernschwingung und Elektronenbewegung 
angeniihert in Riicksicht zieht (Anm. 423), 424). LaBt man eine andere Quanten
zahl als n(r) unbegrenzt zunehmen, so tritt ebenso wie bei Nichtberucksichtigung 
jener Wechselwirkungen schlieBlich Dissoziation (Schwingungsquantenzahl) oder 
Ionisation (Elektronenbahn-Quantenzahl) des Molekiils ein. Da die Dissoziations
energien von den Ionisationsenergien wesentlich iibertroffen werden, so kann ein 
MolekUl in nbereinstimmung mit den experimentellen Tatsachen im undiB!O
ziierten Zustande gleichwohl mit Rotations- oder Anregungsenergiebetritgen exi
stenzfli.hig sein, welche die Dissoziationsenergie ganz wesentlich iiberlreffen. Fur 
extrem hohe RotationsgescQwindigkeiten allerdings werden aber die Fliehkrafte 
Belbst bei unangeregten Molekiilen zu einer Stabilitlitsgrenze fiihren miissen, 
welcher ein endlicher, ohne Zerfall des Gebildes uniiberschreitbarer Rotations
energiebetrag entspricht. 

648) Die in der vorigen Anmerkung bei strengerer Betrachtung gefolgerte 
Existenz einer maximalen Rotationsenergie von endlichem Betrage wiirde aller
dings wiederum eine Benutzung von (234) und (235) unvermeidlich erscheinen lassen. 
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eine Beriicksichtigung der durch (239) gegebenen Quantenstufen der 
rein en Rotationsenergie; wie eine groBenordnungsmii.6ige Betrachtung 
lehrt, entspricht dies der Beschrankung auf ein Temperaturgebiet, das 
Zimmertemperaturen nicht allzu wesentlich iiberschreitet.649) Setzt man 
demgema.6 voraus, da.6 die Elektronen- und Schwingungsbewegung 
samtlicher im Gase vorhandener Molekiile ihrem untersten Quanten
zustande entsprechen, so kann man J in (239) als konstant ansehen 
und En mit E:l identifizieren. Dann iet nach (228) und (239) fiir 
mehratomige Molekiile allgemein 

"'@ 
(240) F(T, @) = 9 '~r(n)e-T-, 

n 

wenn 

(241) 

eine nur vom molekularen Tragheitsmomente abhangige "charakte
ristische Temperatur" der Molekiile definiert; fiir die spezielle Gewichts
wahl r(n) = 1 ist der Ausdruck (240) zum ersten Male 1913 von 
P. Ehrenfest angegeben und statistisch konsequent begriindet wor-

den. 650) Setzt man mit Ehrenfest tJ = *' so hat man iiberdies 

(240 a) F(tJ) = 9 ·~r(n)e-"·(i 
" 

und daraus nach (88) und (89) fiir den Rotationsanteil der Gesamt
energie des Gases 

(242) 

SOWle fiir den "Rotationswarme" genannten Betrag zu eIDer spezi(i
schen Wiirme 
(243) 

Die statistisch-thermodynamischen Funktionm mehratomiger Gase sind 
demnach fur nicht allzu hoke Temperaturen von der einzigm Veriinder-

649) Wie E. O. Kemble und J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 21 (1923), p. 381,653 
gezeigt haben, hnn man indes fiir die Schwingungsenergie E~) (152) als Nahe
rungsausdruck benutzen und damit die spezifische Warme des Wasserstoifes, 
welche weiter unten im Text als reine Rotationswanne behandelt wird, bis zu 
Temperaturen von etwa 2000° darzustellen suchen. 

650) P. Ehrenfl!8t, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 15 (1913), p. 451. Der 
einzige noch altere, vom heutigen Standpunkte aus aber nicht mehr annehmbare 
Versuch riihrt her von A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 551. 
Ihnlich unannehmbar ist auch ein spaterer Versuch von W. Nernst, VerhandL 
Deutsch. Phys. Ges. 18 (1916), p. 97. 
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lichen t1 = -* abhiingig; verschiedene Gase unterscheiden sich in ihrem 
Verhalten voneinander nur durch ve:rsch iedene Werte ihrer "charakte
ristischen" Temperaturen (8), falls ihre Gewichte yen) miteinander iiberein
stimmen651), was aber durchaus nicht stets der Fall zu sein braucht.65B) 

Zur Priifung des Ausdruckes (243) an der Erfahrung kommt 
bisher allein der von Eucken festgestellte, von Scheel und Heuse be
statigte Abfall der Rotationswiirme des molekularen Wasserstoffes bei 
tiefen Temperaturen in Betracht, welche vom klassischen Grenzwerte 
N· k ausgehend (Nr.9) monoton bis zum Werte Null herabsinkt.603) 

Da Hl} als das leichteste Gas gemiiB (241) auch die groBtmogliche 
"charakteristische Temperatur" €J besitzt, ist auf Grund von (240) in 
Ubereinstimmung mit der Erfahrung vorauszusehen, daB eine Senkung 
der Rotationswarme anderer zwei- oder mehratoroiger Gase unter 
ihren klassischen Gleichverteilungswert von Cy erst bei sehr viel tie
feren Temperaturen eintreten kann, als sie bisher fur thermische 
Messungen an Gasen in Betracht gekommen sind.653a) Fur alie zwei
atoroigen Gase rouS also, ebenso wie fur Wasserstoff bei T> 300°, 

(244) lim N . kt12 d'log F(u] = N· k 
,,~o d.rJ' 

651) Dieses Ergebnis ist iibrigens unabhangig davon, ob man wie oben ge
maS der Bohrschen Theorie mit lier HI." Fassung der Planckschen Quantentheorie 
operiert, oder mit der nIl." Faaaung (Anm. 191), 192»). Der letzteren haben sich 
bedient: E. A. Holm, Ann. d. Phys. 42 (1913), p. 1311; J. v. WeyfJenhoff, Ann. d. 
Phys. 61 (1916), p. 286; M. Planck, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 17 (1916), p. 407; 
8. Rotszayn, Ann. d. Phys. 67 (1918), p. 81; H. Kallmann, Diss. Berlin 1920. 

652) Dai3 die Giiltigkeit des angegebenen Gesetzes nkorrespondierender Zu
stande" wesentlich von der Ubereinstimmung der Gewichtsfunktionen zweier mit
einander zu vergleichender Gase abhiing scheint bisher in der Literatur keine 
Beachtung gefunden zu haben. Ein von A. Langen, Ztschr. f. Elektrochem. 25 
(1919), p. 25 liber Anregung von W. Nernst benutztes Verfahren zur relativ61n 
Berechnung molekularer Tragheitsmomente aua der Dampfdruckkurve und der 
ehemischen Konstante setzt das Korrespondenzgesetz voraus, ohne sich jenes 
wesentlichen Punktes bewuSt zu werden; aua der insbesondere von A. Eucken, 
Jahrb. d. Rad. u. Elekt. 16 (1920), p. 361, betonten Unvertraglichkeit eines Teilee 
der Langenschen Ergebnisse mit den spektroskopiech ermittelten 'l'ragheitsmo
menten mui3 demnach auf Verschiedenheit der Gewichtsfunktionen bei mehreren 
de?' bisher gepriiften Gase geschlossen werden. Man vgl. dazu auch die Einwtinde 
von W. Schottky, Phys. Ztschr. 23 (1922), p. 9, welche vornehmlich den EinfiuS 
des Gewichtes fiiI den untersten Quantenzustand betonen. 

653) A. Eucken, Berl. Ber. 1912, p. 141; K. Scheel und W. Heuse, Berl. Ber. 
1913, p. 44; Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 484; ferner jiingst J. H. Brinkworth, 
Proc. Roy. Soc. A 107 (1926), p. 510 und F.A. Giacomini, PhiL Mag. 60 (1925), p.146. 

668 a.) Der Abfall der Rotationswarme ist von Giacomini (Anm. 653) seither 
auch an den leichten Gasen CH4 und NHs experimentell festgestellt worden. 
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+ .. 

mit limF(<<1) = limg !'Y(n)e- .... a • an 
" ... 0 a~O _eo 

sein, was bei monotonem Verlauf von Cv auf 

(245) "CO) = 0, rCn) = a· n + b (a> 0, b~ 0) 

fiihrt, wo a und b positive bzw. nicht negative, ganze65') Zahlen be
deuten, falls die r (n) nich t fiber haupt eine ungesetzmiBige Zahlenfolge 
darstellen.666) Wegen ,,(0) = 0 liegt es dann am nichsten, allgemein 

(246) rCn) = n 

zu seben, was nach Reiche jedenfalls zu einer befriedigenden tTherein
stimmung bei hohen und tiefen Temperaturen fiihrt, allerdings zu 
einer weniger guten im mittleren Temperaturgebiet, wahrend Bowohl 
der auf (227) gegriindete Ansatz rCn) = 2n + 1, also auch der sonst 
noch naheliegende yCn) = n + 1 sich als wesentlich ungiinstiger er
weisen.656) 

Der Gewichtsansatz (246) fiihrt ebenso wie auch schon (245) 
wegen 1'(0) = 0 zu dem bemerkenswerten, Buch von der Quanten .. 
tkeorie der BaniJenspektren (V 27, ..4.. Kmtle¥") bestitigten Ergebnisse, 
dap der rotationslose Zustand aer MolekUle im Gase praktisch iiber
kaupt nicht vorkommt. Die Bandentheorie zeigt aber weiterhin, daB 
der nur unvollstandige Erfolg der bisherigen Betrachtungen auf di~ 

Benutzung des Energieausdruckes (239) zuriickgefiihrt werden konnte, 
welcher nur dann als gerechtfertigt anzusehen ist, wenn das ruhende 
Molekiil einen verschwindenden Elektronendrekimpu"ls besitzt, was aber 
nach neueren Ergebnissen von Kratser4.tt) nicht zuzutrefl'en scheint. 
Da nach Nr.16 b bisher kein brauchbares Ht-Molekiilmodell vorliegt651), 

654) Dies folgt unmittelbar aua der definitionsgemilJSen Ganzza.hligkeit Ton 
,.(n); wegen der Willkiirlichkeit von g k6n~en a und b iiberdiea al8 relativ prim 
angesehen werden. 

655) Dieser Verdaeht diirfte nicht Tollig unbegriindet sein, einerseits wegen 
der prinzipiellen Sonder8tellung des jeweile untersten Quantenzustande8, anderer
seits wegen der nachfolgend erwahnten Ergebnisse von Schrodinger, welcher die 
Gewichte 7(n) empirisch zu bestimmen ge8ucht hat. 

656) F. Reiche, Ann. d. Phys. 58 (1919), p. 657, femer N. Bohr [1], Abhand
lung X, p. 148. Der Verlluch 7(n) = n bzw. 2n durch eine Wirknng des Schwere
feldes zn begriinden, wird von Reiche selbst ala .recht kiinstlich" bezeichnet; 
ein ILnderer, unzulanglicher VerBueh bei BOM, p. US/144. 

657) Das Bohr·Debllesche Wa,sserstoffmolekiilmodell [1, Anm. 418)] be8itzt 

den Drehimpnls .!!.- in der Richtung der Kemverbindungslinie; hinsichtlich der 
2" 

spezifischen Wirme ist es unterBucht worden von F. Kruger, Ann. d. Phys. 50 
(1916), p. 346; 51 (1916), p.450; P. S. Epstein, Verhandl. Deutsch. Phys. Ges. 18 
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iet man hinsichtlich der GrofJe dieses Drehimpulses einstweilen auf 
Riickschliiss6 aus den Bandenspektren angewiesen, welche bei zwei
atomigen Molekiilen zu einem Betrage von zumindest sehr angenahert 

~ . ;,,; senkrecht zur Kernverbindungslinie fiihren.422) Nach (226) er

halt man dann an Stelle von (238) und (239) 

(238 a) 2x· fJ"J = + (n(r) - t)· h (n(r) = 1,2, ... ) 
und 

(239 a) 

so daB diese Ausdriicke aus (238) und (239) einfach dadurch hervor
gehen, daB man n(r) durch n(r) - t ersetzt. Die gleiche Veranderung 
in den statistischen Formeln (240) bis (243) ergibt dann oft'enbar die 
thermischen Eigenschaften von Molekiilen mit halbzahligem Eigen
drehimpuls; besonders bemerkenswert ist, daB der allgemeine Gewichts
ausdruck (227) jetzt in r(n) = 2n iibergeht, was mit (246) gleich
bedeutend ist, wiihrend im Rahmen der frfiheren Auffassung eine 
systematische Begriindung fur (246) nicht moglich zu sein scheint.606) 
Die auf (246) und (239a) gegriindete Wiedergabe des beobachteten 
Verlaufes der Rotationswarme ist nach Tolman 608) bei hohen Tem
peraturen etwas weniger giinstig als bei Benutzung von (239).61)8a) 
Gibt man die Gewichtswahl frei, so fiihrt 

(247) r(l)-=l, r(2)=2, r(3)=4, 
nach Schrodinger 659) die beste Anpassung an die Beobachtungen her
bei, welche sogar jener von Reiche 656) uberlegen zu sein scheint; eine 
Begrundung der Gewichtsreihe (247) ist bisher aber nicht gelungen. 

(1916), p, 398; H.·Kallmann, Diss. Berlin 1920, hat aber auch hier vollig ver
sagt. DaB Bornsche Wasserstoffmolekiilmodell [5, Anm. 418)] ist von J. H. Van 
Vleck, Phys. Rev. 28 (1924), p. 808. statistisch untersucht worden. 

668) R. C. Tolman, Phys. Rev. 22 (1928), p. 470, ferner jiingst E. Hutchisson 
und J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 26 (1925), p. 243. 

66880) P. Ehrenfest und E. O. Tolman, Phys. Rev. 24 (1924), p. 287, haben 
im Anschlu1\ a.n ihre Unterscheidung von nstarker" und nschwacher" Quantelung 
{Anm. 436) in letzter Zeit Griinde dafiir namhaft gemacht, da1\ die Gewichts
funktion sich hier flir groBe n in besonderer Art quasi-kontinuierlich verhalten 
kOnnte, was dazu geeignet ware, jene Unvollkommenheit bei hohen Tempera
turen zu beseitigeu. 

659) E. Schrodinger, Ztschr. f. Phys. 80 (1924), p. 341. - Ein ahnlicher, auf 
(240) gegriindeter, jedoch in mehrfacher Hinsicht unzulanglicher Versuch einer 
empirischen Gewichtsbestimmung findet sich bereits bei D. Enskog, Ann. d. Phys. 
72 (1923), p. 321 und ergab r (1) = 1, r (2) '" 3, kann wegen seiner Mangel aber 
nicht etwa alB Bestatigung von (227) angesehen werden. 
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Zugunsten der Moleki1le mit halbzahligen Elektronen-Eigendrehim
puIs sprieht, daB sie fiir das Wasserstoffmolekiil auf Grund der Ro
tationswarme Tragheitsmomente ergeben, welche mit den optisehen, 
Daten wesentlich besser vertraglieh sind, als die etwa tmal groBeren 
Werte, welche aus (240), (243) und (245) gefolgert werden miissen.659) 660) 

24:c. Gasentartung. Wie die in Nr. 19 gegebene kritische Be
spreehung der zahlreiehen Versuehe, die Quantentheorie auf die Trans
lationsbewegung der Gasmolekiile anzuwenden, gezeigt hat, scheint 
die dort eingehender gewiirdigte Auffassung von Schrodinger 661) die
jenige zu sein, welche gegenwartig als den wirkliehen V organgen im 
Gase noeh verhaltnisma6ig am weitgehendsten angepaBt, angesehen 
werden kann. Um die Verteilungsfunktion (228) bzw. (104) der nach 
Schrodinger durch (184) und (186) quantenhaft festgelegten Molekiil
bewegungen zu berechnen, hat man wegen (184) 

(248) (n = 1,2, ... ) 

zu setzen und die zugehOrigen Gewichtswerte r(n) (225) zu ermitteln. 
Da E~) die Energie eines n-quantig bewegten Molekiils angibt, das 
sieh im iibrigen an jeder beliebigen Raumstelle des Gasvolumens V be
finden kann, wird r(n) hier oft'enbar bestimmt sein dureh das Produkt 
aus der Gesamteahl Z aZZer q uantentheoretiseh aIs verschieden anzu
sehenden Raumgebiete in V, welche der Bewegung eines einzelnen Mole
kiils sur Verfugung stehen, und der nach (186) in jedem dieser Raum
gebiete moglichen A.nsahl k.. von quantentheoretisCh zugelassenen Bt-'
wegungsrichtungen.662) Die erstgenannte GroBe ergibt sich auf Grund 

660) Die Tatsache, daB das Curiesche Geaetz auch fUr viele feste para
magnetische SaIze gilt, ha.t P. Weip, Phys. Ztachr. 12 (1911), p. 935, veranlu.J3t. 
die freie Drehbarkeit der Molekiile als Trager der Elementarmagnete voriiber
gehend Buch fur den festen Zusta.nd vorauszusetzen. Auf dieser Grundlage und 
mittels ganz l!.hnlicher statistiscber Betrachtungen, wie sie vorstebend zur Deu
tung der Rotationswarme benutzt worden sind, ist mebrfach versucht worden. 
die Abweichungen !)om Curieschen Gesetze bei tiefen Temperaturen theoretisch 
wiederzugeben; vgl. E. 008terhuis, Phys. Ztschr. 14, (1913), p. 862; W. H. Keesom,. 
Phys. Ztschr. 15 (1914), p. 8; W. Budde, Diss. Marburg 1914; B. Gam, Ann. d. 
Phys. 50 (1916), p. 163; J.'I). Weypenhoff, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 285; F.Reiche,. 
Ann. d. Phys. 54 (1917), p. 401; A. Smekal, Ann. d. Phys. 67 (1918), p. 376. Da 
die freie Drehbarkeit der Molekiile im Festkorper jedoch nicht besteht, 80 

mussen rule diese Versuche, wie namentlich O. Stern, Ztschr. f. Phys. 1 (1920). 
p. 147, betont hat, als hinflUlig angesehen werden. 

661) E. Schriidinger, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 41. 
662) DieseB Verfahren H\uft darauf hinaus, die Bewegung des EinzeImole

Kuls wegen der Willkurlichkeit ihrer l'l!.umlichen Lokalisierung innerhalb von V 
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der allgemeinen quantentheoretischen Forderung (221), daB das maxi
male Volumen einer prRaumzelle der Translationsbewegung mit Ruck
sicht auf die arei Schwerpunktsfreiheitsgrade der Molekule durch hS 

festgelegt sain muf" falls eine bestimmte und darum als nicht entartet 
anzusehende Bewegung eines Molekiils ins Auge gefaf.t werden wiirde; 
aus 

Ax· 6.y. 6.(4 ·/::.pz·!::'py·AP. = 6.x· 6.y. !::.s. M8V'. 6.v ~n = hS .. 
erhiUt man mittels (184), (185), (186) und 

V Ax . 6.y .6.(4 = z 

fur Z groBenordnungsmaBig 

und damit 
(249) "'(n) = k . Z = ~_v . nB• 

f 11 211. 8 

De:6.niert man noch mittels 

(250) 9=~ 
8MII.!k 

eine "charakteristische Temperatur" @ fur die quantenhafte Transla
tionsbewegung, so erhiilt man fur die quantenthwretische Verteilungs
funktion Ft(T, V) der Translation 

(251) 

Fur ein Gas unter Normalbedingungen wird nach (250) @) "" 10-' Grad, 
so daf. man die Summe in (251) praktisch fur a:ae Ttffnperatwren durch 
das Integral 

approximieren kann und den von der mittleren freien WegUinge i un
abhiingigen .A.usdruck erhalt: 

(251 a) Ft(T, V) = 9 :3 (2:tMkT/t. 

als entarlet zu behandeln, wodurch die Anwendung von (224) erforderlich wird. -
Bei Schriirlinger (Anm.661) wird die Verteilungsfnnktion (251) - wie man aUB 

Obigem entnimmt. obne besondere Notwendigkeit - auf dem weitlil.ufigeren 
Wege iiber den r-Raum des gesamten Gases ermittelt. 

663) Ma.n vgl. (261) mit (24.0) bei der Rotation8w!lJ:me, beachte jedocb den 
Unterschied der Gewicbte '1(n) in (249) bzw. (245)! 
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Nach (47) und (64) hat sich demgegenfiber auf klassischem Wege 
ergeben 

(251 b) v l Ft(T, V) = 0 (2nMkT) , 
I 

worin Gt naeh (46) eine MaBkonstante von der Dimension der dritten 
Potenz einer WirkungsgroBe bedeutete 10S); wie der Vergleich der beiden 
Ausdriicke lehrt, erhalt man in lJbereinstimmung damit und als Spezial
fall von (223) den Zusammenhang 

(252) Gt = hI .664) 
9 

Da der klassische und der quantentheoretische Ausdruck flir die Ver
teilungsfunktion der Molekiiltranslation bis auf (252) miteinander 
iibereinstimmen, wird der Energieinhalt des Gases gemaB (62) durch 
(62a) (Nr.7a.) gegeben sein, und der Translationsanteil seiner spesi
fischen Wiirme c~) bis su den allertiefsten Temperaturen herab mit dem 
klassischen Konstantwerte t· Nk Ubereinstimmen. Damit ist gezeigt, 
dafj die Gasentartung bis su den tiefsten msher erreichbaren Tempera
turen unmerklich bleiben mufj, wie es auch der Erfaht"Ung entspricht, 
so daB die im Vorangehenden fiir die Translation immer wieder zu
gelassene Benutzung der klassischen Ergebnisse allgemein gerecht
fertigt erscheint. 

Die Ergebnisse der ilbrigen, in Nr. 19 bloB quaiitativ gekenn
zeichneten Versuche zur Anwendung der Quantentheorie auf die Mole
killtranslation Hefem statistische Resultate, welche mit dem oben ein
gehender geschilderten in den meisten Punkten qualitativ iiberein
stimmen 664.&); volle Ubereinstimmung herrscht namentlich darin, daB 
die MaximalgroBe der II-Zellen fiir die Translationsbewegung wie oben 
zu hS angesetzt wird - was nach (221) quantentheoretisch tatsach
lich als unumgangHch angesehen werden muB -, so daB alle diese 
Theorien im klassischen Grenzfalle hoher Temperaturen ebenfalls zu 

664) Ot at uichts anderes als der Q~otient eines ".-Zellenvolumens durch 
daB Gewicht der betreffenden Zelle, wie man auch dem Vergleich mit (224) und 
(225) entnehmen kann. Siehe such Anm.630). - Natiirlich ist Ot mit (252) 

ebensowenig festgelegt als g. Die Bedeutung des Umstandes, daJI man 9 = N 
setzen mu.6 (e = Basis des natiirlichen Logarithmensystems), um zu der iiblichen 
Schreibweise der statistisch-thermodynamischen Funktionen des idealen ein
atomigen Gases zu gelangen (vgl. z. B. M. Planck [1], § 182), kann erst in Nr. 27 
einer nltheren Diskussion unterzogen werden. 

664&) Eine Ausnahme hiervon macht bloB die jiingst von A. Einstein 
(ADm. (05), 508») aufgestellte Entartungstheorie, deren prinzipielle Tragweite in 
ADm. 32S.) und Nr. 27, Ende, nither gewiirdigt wird. 
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(251 a) und (252) fuhren. Die quantitativen Unterschiede der einzelnen 
Theorien lassen sich in aUEm Fallen darauf zuruckfuhren, daB fur die 
bei den allerliefsten Temperaturen eintretenden Abweichungen vom 
klassisch- idealen Gaszustande eine "charakteristische Temperatur" 9 
ma8gebend wird, welche in (250) an Stelle der mittleren freien Weg
lange I entweder eine Lange von der Gro.6enordnung des mittleren Mole
kiilabstandes liOB) enthalt, oder selbst makroskopischer Gef'a.6dimen
sionen.(09) 1m letzteren Falle wird @ praktisch uberhaupt Null, was 
eine Gasentartung praktisch vollig ausschlieBt, im ersteren wird &J von 
der Gro8enordnung: reziprokes Molekulargewieht in Graden, so da.6 das 
Entartungsgebiet naeh diesen Theorien auch nur hochstens an der Grenze 
experimenteller Zuganglichkeit gelegen sein konnte. Wendet man die 
Theorie von Schrodinger auf ein Eleldronengas an, so zeigt der nume
rische Wert von (250) fur M = m, daB hier bei mittleren Temperaturen 
ebenso wie bei gewohnlichen Gasen der ideale Gaszustand herrschen 
mu8, wie es auch der experimentellen Erfahrung uber den Richardson
Effekt entspricht; bei sehr tiefen Temperaturen hingegen konnte der Ent
artungsbeginn des Elektronengases vielleieht noch experimentell faB
bar werden. Setzt man fur die "freien" Elektronen im Inn em eines 
metallischen Stromleiters fur I an Stelle der gaskinetischen GroBen
ordnung 10- 6 em formal den mittleren Atomabstancl im festen oder 
{liissigen Aggregateustand von etwa 5· 10- 8 em in (250) ein, so wird 
9 f'V 1~ Grade, was auf Entartung der Leitungselektronen bis eM 

Schmels- bsw. Verdampfungstemperatur hinausliuft. Wenn man sieh zur 
Bereehnung cler speeifischen W iirme der Leiflungselektronen bei gewohn
lichen Temperaturen auf das erste Glied von (251) beschriinkt, so 

findet man fur 6 = ~ aus (243) in U'bereinstimmung mit Fehlen 

eines derartigen Beitrages zur spezifisehen Warme der Festkorper665) 
cv=O. 

25. Dissoziationsgleichgewicht. Wie die statistische Betrachtung 
des Warmegleichgewiehtes zwischen beliebigen thermischen Systemen, 
einschlie8lich der Hohlraumstrahlung gezeigt hat (Nr. 7), stimmt das 
zeitlich-mittlerethermisehe Verhalten jedes einzelnen der beteiligten 
warmen Korper mit jenem uberein, welches die BoZtsmannsche Yer
teilung fiir ihn im Falle volliger Warnieisolation ergibt (Nr. 0, 6). 
Dabei ist grundsii,tzlich vorausgesetzt worden, da8 chemische Um
setsungen zwischen den miteinander in Warmeaustausch befindliehen, 
chemisch einheitlichen thermischen Systemen nicht staUfinden sollen. 
Lii,8t man diese V oraussetzung fallen, so werden die fruher ala unver-

665) Siehe etwa. V20 (B. Seeliger), Elektronmtheorie der Metalle, Nr.17-19. 
s m e k aI, AUgem. Grund! d. Quantenstatistik u. Quantentheorie 74 
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inderlich vorgegeben anzusehenden Teilchenanzablen der betrachteten 
"realen" warm en Korper (Gase, Gasgemische, Festkorper) von der 
femperatur und den iiuperen makroskopischen Parametern a*, V, ... 
abhiingig; der Beweis der eingangs erwiihnten Bedingung fiir das 
Warmegleichgewicht erfordert dann die statistische Untersuchung von 
Dissoziationsgleichgewichten, worin neben der Behandlung von reinen 
Gasgleichgewichten auch die Betrachtung der gegenseitigen Wechsel
wirkung von gasformigen una festen Phasen bzw. Reaktionsteilnehmern 
mit einbegriffen geiten S011.665 .. ) Diese Untersuchung wird im foigen
den zunachst fur einen einfachen Spezialfall, dann vollig allgemein 
durchgefiihrl und schlieBIich auf den Dampfdruck fester Stoffe ange
wendet; von einer expliziten Beriicksichtigung der Wechselwirkungen 
mit dem Strahlungsfelde kann in der vorliegenden N ummer abgesehen 
werden, da sie keine Anderung der diesbezuglichen Betrachtungen von 
Nr. 7 a zur Folge haben wiirde. 

Boltzmann war der Erste, welcher die Gasdissoziation auf statisti
schem Wege untersucht hat.665b) Die erste systematisch-konsequente 
statistische Behandlung der Dissoziationsgleichgewichte und Klarung 
damit zusammenhiingender prinzipieller Fragen riihrt jedoch von Ehren
fest und Trkal her 866); sie wird fiir die nachfolgende Darstellung 
ebenso als vorbildlich angesehen, wie die Benutzung der bereits in 
der elementareren Statistik bewahrten eleganten mathematischen Me
thodik, welche Darwin und Fowler' entwickeIt 94.) und, entsprechend 
verallgemeinert, auch auf den vorliegenden Fall zur Anwendung ge
bracht haben.661) Eine systematische statistische Grundlegung der ge
samten chemischen Thermodynamik ist auf Grund der Ehrenfest-Trkalr 
schen Ergebnisse von den allgemeinsten, gegenwartig in Betracht 
kommenden Gesichtspunkten ausgehend, von Schottky 668) in AngrHf 

665 a) Zur thermodynamischen Theorie der Gleichgewichte mllge hier etwa. 
verwiesen werden auf M. Planck, Thermodynamik, 6. Auti., Leipzig 1921; W.Nernst, 
Die theoretischen und experimentellen Grundlagen des neuen Warmesatzes, 2. Aufl., 
Halle 1924, Bowie V 11, K. F. Herzfeld (Physikalische tmd Elektrochemie). 

665b) L. Boltzmann, Wied. Ann. 22 (1884), p. 89; Wiss. Abh. Bd. III, p. 71; 
V orlesungen tiber Gastheorie, II. Bd., Leipzig 1898, p. 177:1f. 

666) P. Ehrenfest und V. Trkal, Proc. Akad. Amsterdam 28 (1920), p. 162, 
auch Ann. d. Phys. 65 (1921), p. 609. 

667) C. G. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge Phil Soc. 21 (1928), 
p.780; ahnlich, aber weniger vollkommen bereits bei R. H. Fowler, Phil. Ma.g. 
45 (1923), p. 1. 

668) W. Schottky, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 481, sowie eine iiJtere, auf 
einen spezielleren Kreis von Problemen beschril.nkte Untersuchung, Ann. d. Phys. 
62 (1920), p. 113. Eine vollstandige, eingehende Darstellung der chemischen 
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genommen worden, bisher aber noch nicht zum AbschluB gelangt. Die 
aus der Betrachtung der Dissoziationsgleichgewichte folgenden allge
meinen Besiehungen swischen der Statistik und dem IL Hauptsats der 
Ther'ftlodynamik, sowie dem Nernstschen Warmetheorem werden in Nr. 27 
abschlieBend zusammengestellt. 

25 &. Dissoziationsgleichgewicht bei monomolekularen Gasraak.
tionen. :N<t') Molekiile Al mit der Verteilungsfunktion FAl m eines 
Gases 1, NL.A..) Molekiile As mit der Verteilungsfunktion F At (~) eines 
Gases 2 und NiB,) Molekule Bs mit der Verteilungsfunktion FBa(~) 
eines Gases 3 soilen zu einem bestimmten Zeitpunkte im gleichen 
Volumen V miteinander vereinigt sein und die Gesamtenergie E be
sitzen; die Gase 1 und 2 mogen ein- oder mehratomig sein, das Gas 3 
mindestens zweiatomige Molekiile haben. Wenn zwischen den drai 
Komponenten dieses Gemisches L keinerlei chemische Umsetzungen 
moglich waren, so wiirde seine Verteilungsfunktion nach Nr. 6a durch 
(35 A), die Anzahl R(AlI A .. B.) der Realisierungsmoglichkeiten seiner 
samtlichen mit E sowie konstanten Nl:.A,), NiA.l, NiB,) vertriiglichen Zu
standsverteilungen durch (37) gegeben sein. LiU3t man aber das Ein
treten der monomolekularen Reaktion 

(253) 

zwischen den Molekiilen zu, so werden die Molekiilanzahlen NiA", 
Ni.A.J, NiB.) mit der Zeit veriinderlich und man hat an Stelle von 
R(.A" At, B.) die Gesamtzahl der Realisierungsmoglichkeiten R(.x(A')"x(A.» 

zu ermitteln, die auch aile jene mit E vertraglichen Zustandsvertei
lungen mit umfaBt, fur walche die Anzahlen N'/'), Ni~), Nt·) bloB 
an die Bedingung gebunden sind, daB die Anzahl aller freien und in 
Molekiilen Bs gebundenen Molekiile AI' sowie jene der freien und in 
den Bs gebundenen Molekiile As, vorgegebene konstante Werte X(A,), 

'X(.A,) besitzen. Denkt man sich den /l--Raum der Molekiile Al bzw. 
As, Bs den allgemeinen Ansatzen von Nr.3 gemii.B in Zellen ein,. 
geteilt und jene Zellen mittels eines Index II bzw. ls, ls, im Binne 
zunehmender Molekulenergiewerte E~:') + El~!) bzw. Ff~ + Fiij} , 
Et~B.) + Et~~) numeriert, so wird eine individuelle Zustandsverteilung 
zt" At, B.) des reBgierenden Gasgemisches dadurch gekennzeichnet sein, 
daB sich etwa Ni;: bzw. Ni~, N.?,~, beliebige von den gerade mit 
der Gesamtzahl NiA,) bzw. Ni.AJ, NiB,) vorhandenen Molekiilen Al bzw. 
A" Bs in der II ten bzw. l, ten, ls~n Zelle des zugehorigen /l--Raumes 

Thermodynamik wird von Schottky nach freundlicher pers6nlicher Mitteilung in 
Buchform vorbereitet. 

74* 
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Bufhalten. Jede dieser Zustandsverteilungen wird da.nn die Bedin
gungen zu erfiillen haben: 

(254) 

(255) 

(256) 

co 

+ ~ Nl~~ . [ELBa) + Et~B~) + E~B.)] 7 

1,=1 

die Formulierung der Energiebeschrankung (256) wird hierbei ersicht
lich an die Voraussetzung gebunden sein, daB die willkiirlichen Kon
stanten E&A1), F4A,,), E~B.) aller in (256) eingehenden Molekiilenergie
werte zugleich mit E Buf dasselbe7 an sich im iibrigen willkiirliche 
Energienullniveau bezogen sind.669) 

669) Diese Voraussetzung liegt stillschweigend naturgema6 bereits den Be
trachtungen von Nr. 6a, 7 und 8a, insbesondere den Gleichungen (40A), (40B). 
(61), (61 a), (84 a) zugrunde, ist aber wegen der Unveranderlichkeit der Teilchen
anzahlen der verschiedenen dort betrachteten warmen K5rper von keiner beson
deren Aktualitat. Bier dagegen wird es ganz wesentlich darauf ankommen, in 
welcher Weise die MolekUle AI' ~ bei Elementarvorgangen vom Typus (203) 
ihre Energiekonetanten nmitnehmen", oder andere gesagt, welche Relation zwi
schen Ek41), :b"i,A;), E~B.) besteht. Nimmt man beispielsweise die Molekiile A1 
und ~ einatomig und betrachtet sie in ereter Annaherung als punktfOrmige, 
nur der Translation fahige Gebilde, welche heim Zusammentreten zu einem zwei
atomigen Molekiil Ba in letzterem etwa anharmonische Schwingungen auszu
fUhren verm5gen, so wird es am naheliegendsten gein. jenen Zustand des reagie
renden Gemisches zur Kennzeichnung des Energienullniveaus hetanzuziehen, in 
dem iiberhaupt keine MolekUle Be. sondern bloB einzelne Atome A1 und ~ 
vorhanden sind; setzt man hier willkiirlich E~.Al) = »O.A.l = o. so erkennt man, 
dati »OB.1 dann gerade diejenige Energiemenge darstellt, welche aufgewendet 
werden mu6, um ein Molekiil Be in seine beiden Bestandteile zu zerlegen, und 
welche gleichzeitig der maximalen Schwingungsenergie entspricht, deren ein 
Molekiil Ba iiberhaupt rahig sein kann. - Wenn man mit Schottky (Anm.668) 
den "Kernphasenraum" als r-Raum des Gemisches benut:z.t (siehe weiter unten 
im Text, sowie Amn. 671). so ist es am naheliegendsten, den Zustand v6lliger 
Dissipation der Atome· und Molekiile in Atomkerne und einzelne Elektronen zu 
wahlen, deren wechselseitige Entfernungen so groB zu denken sind, daB eine 
merkliche Wechselwirkung nicht mehr stattfindet. Bei Einbeziehung quantentbeo
retisch gedeuteter radioaktiver Ab- und Aufbauvorgange [siehe Anm. 218), 439), 
femer Nr. 188, Ende] ware im "Urphasenraum" die v5llige Dissipation auch der 
Atomkerne in einzelne Protonen und Elektronen (Nr. 18) zur Festlegung des 
Energienu llniveauB heranztlziehen. 
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Zur Berechnung der Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten 
B(ZCf .. ~,B.) einer bestimmten, mit (254), (255), (256) vertriiglichen 
Zust&ndsverteilung ZC:u4B.) geniigt es im Gegensatz zur elementareren 
Statistik (Nr. 4-6) jetzt nicht mehr, der Betrachtung eine Abbildun.g 
der verschiedenen Molekularzustande in den einzelnen Molekiilphasen
riumen zugrunde zu legen; o:ft'enbar ist eine einheitliche Untersuchung 
des reagierenden Gasgemisches hierzu unerlii]lich, da es im aUge
meinen kein statistisches System geringeren Umfanges giht, in wel
chem eine mogliche, mit (254), (255), (256) vertriigliche Veriinde
rung bei Wahrung seines materiellen Bestandes vorgenommen werden 
kann.670) Betrachtet man dementsprechend den r-Raum des reagieren
den Gasgemisches mit den stets wechselnden Molekiilan.zahlen N'J,Al ), 

NiA,), NiB.), so wird man diesen mit einer den Momentanwerten der 
Molekiilanzahlen zugeordneten und mit jenen zugleich sprungweise 
veranderlichen r-Zelleneinteilung ausgestattet denken konnen, deren 
Projektlon auf NiAl) bzw. Ni.AJ, Nt·) einzelne 1-'- Riiume von Mole
kiilen Ai bzw . .As, Ba, mit der bereits oben festgelegten p.-Zellenein
teilung fUr die Molekiile .A1 bzw. A z, Bs, iibereinstimmt.671) Offenbar 

670) Diese Feststellung gilt mit Notwendigkeit indessen nur f"or echte 
Gleichgewichte; bei unvollstii.ndigen oder »gehemmten" Gleichgewichten (Schottky), 
etwa bei Mitwirknng fester und Hiissiger Reaktionsteilnehmer oder Phasen sind 
in vielen Fallen geeignete Vereinfachungen zulassig. A.Is au8ersten Grenzfall 
~gehemmter" Gleichgewichte kllnnen z. B. die in Nr. 6 a betrachteten leaktionB
uniahigen GILBgemische angesehen werden, bei welchen man mit gesonderter 
statistischer Behandlung der einzelnen Gemischkomponenten das Auslangen findet. 

671) Wie die angegebene Beziehung zwischen den r-Zellen und den ,.,... 
Zelleneinteilungen erkennen liU3t, wird die Dimensionszahl des r-Raumes 
NCfl}. "1 + Nt.)· 1", + Nla). 1". betragen, wenn 1"11 1"" 1"., ana.log Nr. 2, die An
zahl der Freibeitsgra.de von innerer una Tranillationsbewegung der Molekiile A,., 
Au Ba bedeuten; da '1 und 1", beim Zusammentreffen zweier Molekiile A1, At 
zu einem Molekiil Bs ungel!.ndert bleiben miissen, wie man bei aus punktfOr
migen Massen oder Ladungen bestehenden Gebilden (Nr. 13) unmittelbar einsieht, 
so hat man "8 = 1"1 + 1"" was wegen (266) die DimenBionszahl des r-Raumes zu 
X<AJ. "1 + X(.A,)·'I ergibt und damit deren Unveranderlichkeit gegeniiber be
liebigen mit (266) vertraglichen Zustandsverteilungen. - Welche Maximalwerte 
man fUr "1 und ", einzusetzen hat, hiLngt wessntlich von der speziellen Natur 
der mit der Reaktionsgleichung (263) verkniipften Elementarvorgange ab, be
ziehungsweise der Kenntnisse, die man davon zu besitzen vermeint. Bestimmt 
man "1 und ", etwa so, daB man die Anzahl der Einzelladungen (Protonen nnd 
Elektronen) 'IJertirllifacht, welche das Rutherf01"d-BoMSChe AtommoalllZ (Nr. 13) fUr 
Elektronenhiille nnd Atomkernbausteine ergibt, so erhalt man als r-Raum den 
»Urphasenraum", in welchem sich auch raaioaktive Auf- una Abbau'IJo1"giinge ver
folgen lassen (s. Anm. 669). Kann von letzteren, wie wohl fast immer, abge
sehen werden, so kllnnen die Atomkerne als unveranderliche Teilstrukturen an
gesehen und wie Massenpunkte mit je drei Freiheitsgra.den in Rechnung gestellt 
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ist jede individuelle Molekiilverteilung durch eine einzige derartige 
r-Zelle gekennzeichnet. Gilt es nun die Realisierungsmoglichkeiten 
von Z'11,4Bo) abzuzahlen, so hat man die Anzahl aller jener r-Zellen 
zu bestimmen, deren individuelle Molekiilverteilungen dieser Zustands
verteilung entsprecben. Diese Bestimmung kann nach Ehrenfest und 
Trkal 666) auf Iweierlei Arlen von Vertauschungen individueller Mole
kiile zuriickgefiihrt werden, welche die vorgelegte Zustandsverteilung 
Z~.1 .. .12,B.) ungeandert bestehen lassen: Denkt man zunii.chst alle jene 
Vertauschungen ausgefiihrt, brd welchen die freie:n MolekUle ~ und 
ebenso As, sowie Bs, untereinwnder ihre I'-Zellen wechseln, so gibt das, 
in Ubereinstimmung mit dem Produkt dreier voneinander unabhangiger 
Ausdriicke (29), ffir die Anzahl der entsprechenden r-Zellen den Betrag 

N~.1·) I . Ni.A,.) I . NiB.) ! N(.1.) N (.d.) N(B,l 
(257 a) (A.), (.A,.l, (B.) • .. gl:'> L,I •••• g'(-) L,t • ... ul~') L,1a •• , 

.. NL,I,. .... NL•t•••• .NL,,.I .. 

worin .91:1).1 gl~, Ure') die Gewichte der verscbiedenen ,...-Zellen von 
Molekiilen ~, As, Ba bedeuten.61i) Vertauscht man ferner alle in 
MolekUZen Ba gebundenen MolekUle A1 bzw. AI mit freien Molekiaen 
A1 bzw. As, so erhii.lt man die Anzahl 

(257 b) 

werden; dies ergibt Schottkys "Kernphasenraum" (s. Anm. 669), in welchem an 
Stelle von "Molekiilen" .A1 , .A" B. bloJS Elektronen und Atomkerne auftreten. 
Nimmt man .Al und.At als einatomig und naherungsweise punktflSrmig an, wie 
zu Beginn von Anm. 669), so wird ", =", = 3 (vgl. etwa die Behandlungsweise 
von Ehrenfest und Tikal, ADm. 666). Flir den im Text vorliegenden Spezialfall 
ist aber ebenso wie beim allgemeinsten Fall des Dissoziationsgleichgewichtes 
(Nr. 20 b) eine bestimmte Festsetzung liber r1 und rs entbehrlich und nur bei 
konkreten Problemen von gewissem Interesse. Wenn die genauere Struktur der 
Moleklile als unbekannt angesehen wird, wie durchweg im l. Teile des vorliegen
den Beriehtes, so ermoglicht die Theone des Dissoziationsgleichgewichtes Bogar 
gewisse Schllisse hinsichtlich der Molekiileigenschaften, wie weiter unten im Text 
betont werden wird. 

672) Die tibereinstimmung von (267 a) mit dem Produkt dreier voneinander 
nnabh!l.ngiger Auadriicke (29) llUSt ersehen, dalS (29) auch schon ala Anzahl ga
wisser r-Zellen hute gedeutet werden konnen. Diese Auffassung, deren Bezia
hung namentlich zu gewissen Ansiitzen der klassischen statistischen Mechanik 
von Gibbs bedeutungsvoll ist, findet sich in IV 32 (P. und T. Eh"enfest). Nr.12b ft'. 
eingehend berucksichtigt. 

673) Ein Ausdruck dieser Form findet sich erstmals bereits bei L. Bolte
mann, Wiss. Abh. III, p. 71; daun bei H. Tetrode, Versl. Aka.d,"Amsterd. 23 (1916), 
p.1110. - Die Begriindung von (257b) setzt vOtaUS, dalS die Molekiile ~ und 
.AI praktisch wie starre, strukturlose Gebilde behandelt werden konnen, was 
unvermeidlich ist, solange man ihre Struktur als unbekannt ansehen will rsiehe 
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welche angibt, wie viele gleichwertige r-Zellen durch dies en zweiten 
VertauschungsprozeB aus einer jeden von den (257 a) der friiheren 
r-Zellen hervorgehen.674.) Die Gesamtzahl der Realisierungsmoglich
keiten der betrachteten Zustandsverteilung wird also durch Multipli
kation der beiden Ausdriicke (257 a) und (257 b) gegeben sein und 
kann geschrieben werden als Produktausdruck von der Form 675) 

N(A, ) N(~) N(B.) rr lA,) L,I, g(A,) L,I. g(Il,) L,la 
R(Z<;"A.,B.») = X<A,) 1 • X(.d.), • _1, ___ • I. • _1, __ • 

• N(A, ) I N(A.,) I N(B,)! 
ll,ls, l, L,110 L,l2," L,la 

(258) 

Die zeitliche Aufeinanderfolge verschiedener mit (254), (255), (256) 
vertrii.glicher Zustandsverteilungen liiBt sich beim l'eagierenden Gas
gemisch von einer beliebigen Anfangsverteilullg ausgehend, im ein
zelnen ebensowenig vorausberechnen wie beim chemisch homogenen 
Gas. Wie in Nr. 4: fiir letzteres eingehellder geschildert worden ist, 
kann man hingegen anstatt des sen einen wahrscheinlichen, f4eitlich-mitt
leren molekularen Verteilungszustand bestimmen, wenn man die dort 
wahrscheinlichkeitstheoretisch begriindete lquivalenz von Zeitgesamt
heit und Raumgesamtheit benutzt. Diese Aquivalenz beruht im wesent
lichen auf der V oraussetzung, daB fiir jede lnderung eines individuellen 
molekularen Yerteilungssustandes die Existellz gewisser "Ubergangswahr
scheinlichkeiten" (18), (18a) maBgebend ist, deren konkrete Ausdriicke 

Anm. 671), Ende). Andernfalls mii.6te an Stelle von (257 b) ein anderer, jedoch 
formal ganz ahnlich gebauter Ausdruck benutzt werden, in welchem, wie iiber
haupt fiir die ganze vorliegende Untersuchung, die Rolle der Molekiile Al , AI 
von den wahrend der Elementarvorgange (253) unveranderlich bleibenden Teil
strukturen dieser Gebilde iibemommen werden mii6te [a. Anm. 671) und 669)]. 
Die Notwendigkeit einer derartigen, allgemeineren Betrachtungsweise fUr den 
Fall bekannter Molekiilkonstitution hat W. Schottky (Anm. 668) nachdriicklich 
betont. 

674) Wli.brend die Volumina der in (25780) zusammengezli.hlten r-Zellen im 
allgemeinen untereinander verschieden aein konnen (vgl. etwa die am Beginne 
von Nr. 24: diskutierten Verhaltniase in der Quantenstatistik), werden ane (257b) 
r-Zellen, welche aua einer dieser Zellen hervorgehen, untereinander gleiche Vo
lumina besitzen miissen. 

675) Betrachtet man das Gesamtvolumen der in der Anza.hl (258) vorhan
denen, zu einer beliebigen Zuatandsverteilung gehOrigen r-Zellen im r-Raume, 
so wird es wegen der in Anm. 674) hervorgehobenen Eigenschaft moglich sein 
miissen, ein Teilgebiet davon ao abzugrenzen, dall es nach Ausf'lihrung samtlicher 
X(A,)! . X(.A,,)! mllglicher Molekiilvertauschungen von freien oder gebundenen Mo
lekiilen Ai bzw. Ai untereinander, in jenes GeBamtvolumen iibergeflthrt wird. 
Dieses Gebiet, daB in gewiasen Fallen nicht aus lauter ganzen r-Zellen zu
sammengesetzt :liU sein braucht und dessen Betrachtung offenbar jene des Ge
samtvolumens zu ersetzen geeignet iet, wird von Schottky (Anm. 668) fiir die Zu
atandsverteilung maximaler Haufigkeit ala "reduzierter Phasenraum" bezeichnet. 
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aber im allgemeinen 676) belanglos sind fUr den gesuchten wahrschein
lichen, zeitlich-mittleren Molekularzustand, der a~h hier wieder als 
Bolt.zmannsche Verteilung bezeichnet werden soil und der das gesuchte 
Dissoziationsgleichgewicht kennzeichnen wird. Setzt man demgemaB 
das V orhandensein der erforderlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten, 
insbesondere auch fur die mit der Reaktionsgleichung (253) ver
knupften Elementarvorgange voraus, so kann die Bolt.zmannsche Ver
teilung nun unmittelbar auf Grund von (31) berechnet werden. 

Wie in Nr. 5 a empfiehlt es sich hierzu zuniichst die im Nenner 
von (31) auftretende Gesamtzahl der Realisierungsmoglichkeiten aller 
moglichen und mit der Energiebedingung vertriiglichen Zustandsver
teilungen zu untersuchen, welche hier bei Beriicksichtigung der Neben
bedingungen (254), (255), (256) durch 

(259) 

gegeben ist, wo sich die Summation wegen (255) jetzt auch iiber aIle 
zulassigen Molekiilanzahlen NiA,), RiA.), NiB,) erstreckt.677) Bildet man 
mit Darwin und Fowler 667) die Potenzreihenentwicklung des Expo
nentialausdruckes 
(260) X(.d,)! . X(A,,)! • e[~,·FAl ((') +~2·FA.m+';1;' .FB• (<:")] , 

worin ~1I ~2' b drei komplexe Veranderliche bedeuten und FA.(b}, 
FA.(b), FB.(b) die bereits eingefiihrten, analog zu (34) gebauten Ver
teilungsfunktionen der drei Molekiilsorten, so iiberzeugt man sich leicht, 
daB (259) mit dem Koeffizienten jenes Potenzreihengliedes von (260) 
identisch wird, welches die Variablen ;11 ;2' b in der Verbindung 

;::(A1) • ~r(A.) . ~ 
enthiilt. N ach den Cauchyschen Integralformeln kann dieser Koeffi
zient in entsprechender Verallgemeinerung von (37) dargestellt wer
den durch das dreifache komplexe Integral 

(261) 

676) Siehe Anm. 85), wo aber bereits auch auf die Sonderstellung unvoll
standiger oder "gehemmter" Gleichgewichte und ihre Behandlung dmch Schottky 
hingewiesen worden ist. 

677) Die Gro6e (259) bedeutet die Gesamtzahl aHer r-Zellen, deren zuge
hOrige Zustandsvorteilungen mit der Energiebedingung vertraglich sind. Das 
entsprechende r-Raumvolumen stimmt fur sehr grofle X(A, ), X<A.) groBenordnungs
ma6ig mit dem von der "Energiefiache" (256) im r-Ra.ume eingeschlos8enen 
"Phasenvolumen" uberein, was fur den Zusammenhang mit gewissen Ansatzen 
der klassischen statistischen Mechanik (s. Anm. 672) von Bedeutnng ist. 
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mit der Abkiirzuug 

(261 a) F(;l1 ;1I'~) = ~l' FA,(~) +;2' F..:t.(b) + ;l~lI' FB.(~}. 
Fiir die Boltzmannsche Verteilung z. B. der Molekiile A1 erhaIt man 

(262) 
"R(X(.A,), X(.A.» 

R(X(A,) x(.A,,) ~T(A,) (A,) _u_---;-;-;--_ 
, •. HZ, = gz, . 

ag(A,) 
I, 

und daher entsprechend (39) 

(263) 

Bedeuten N(A,), EA, bzw. N(A.), EA. und N(B,), EB, die mittleren An
zahlen und Gesamtenergien der drei lIfolekiilsorten fur den Boltzmann
schen Verteilungszustand, d. h. fUr das gesuchte Dissoziationsgleichgewicht, 
so hat man wegen (262) z. B. 

(264) 

und 

wofiir die zu (263) analog gebauten dreifachen komplexen Integrale 
leicht hinzuzuschreiben sind. Die asymptotische Entwicklung alier 
dieser Integrale fiir sehr groBe Werte von X(A,), ](..:10) und E erfolgt 
ahnlich wie in N r. 5 a 678) und ergibt ein und nur ein reelles, positives 
Wertetripel 

(266) ~l = Xl , ~2 = Xli , ~ = ,If , 

fur welches man an Stelle aller dieser Integrale mit 
der 679) Annaherung deren Integranden setzen kann. 
so fiir das Dissoziationsgleichgewicht 

sem weitgehen
Man bekommt. 

678) Vgl. Anm.95); der allgemeine Fall wird eingehend diskutiert von 
C. G. Darwin und R. H. Fowler, Proc. Cambro Phil. Soc. 21 (1928), p. 730, § 4. 

679) Diese Naherung reicht allerdings bei gewissen Fallen "gehemmter" 
Gleichgewichte (Anm.670) nicht aus (s. auch Anm. 780), ebenso bedarf es zur 
Ermittlung der Energie- una Teilchenzahlschwankungen zwischen den verschie
denen reagierenden Komponenten der Beriicksichtigung weiterer Glieder in den 
asymptotischen Entwicklungen der erwahnten Integrale. Man vgl. hierzu die in 
ADm. 667) genannten Untersuchungen von Darwin und Fowler. 
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{

{.A) (.AJ J,A,) + i A,) + E{A,) 
NJ,. • = Xl • gJ,. . -It I, t,I, 0, 

(.As> (A) AoE(A,) + i AJ + E{A.) N". = X, • gl,' . 'IJ I. t,,,. 0, 

(B ) (B ) i B.) + i B.) + E(B,) 
N,,' =XIXlI.g/a'·-It I• t,la 0, 

(267) 

(268) N{A,) =xI • FA, (ft), N(.A.) = xs' F A,(ft) , N(B,) =XlxlI·FIJ, eft), 
OFA,(.fJ') OFA.(.fJ') OFB, (.fJ') 

(269) EA,==-Xl./)o o,f} ,E..t,= XlI,f}~, EB.= XlXB./)o~, 
woraus man erkennt, daB Xu xs, -It festgelegt werden durch die drei 
Bedingungen (255), (256), oder durch 

{ 
xIF.A,(-B-) + xlx.FB,({)-) = X (.A,) , 

(270) x,IF ..t,(-B-) + XlxIIFB,(-It) = X(..t,) 
und 

(271) 

wovon die letzte Beziehung ersichtlich mit 

(271 a) EA , + EA, ;- E~, = E 

gleichbedeutend ist. Eliminiert man Xl bzw. Xu Xl XI durch Division 
der Gleichungen (267) bzw. (269) mit den entsprechenden Gleichungen 
(268), so lehrt die fibereinstimmung mit (41) und (41A) bzw. (40) 
und (51 A) fiir iibereinstimmende Werte von -B-, dafJ der wakrschein
liehe, eeitlieh-mittlere Molekulareustand eines Gases davon unahhiingig 
ist, ob das Gas bei WiirmegZeichgewicht von iiufJeren EinwirlrA.mgen ab
gesihlossen ist oiler einen Bestandteil eines "physikalischen" oder "ehe
misehen", reagierenden Gasgemisehes bildetj wihrend die Molekiilzahl 
in den beiden ersteren Fallen vorgegeben und unveranderlich ist, 
wird sie im letzteren Falle aber durch die Molekiilzahlen der anderen 
Reaktionsteilnehmer entscheidend beeinfl.uBt. Man erkennt dies un
mittel bar , wenn man Xl und Xli jetzt auch noch zwischen den drei 
Gleichungen (268) untereinander eliminiert und damit als Bedingung 
fur das Bestehen des Reaktions- hsw. Dissosiationsgleiehgewiehts erbilt: 

(272) 

680) Ebenso wie sich die allgemeinen Ergebnisse der Darwin-FowleTSchen 
Methode fiir das isolierte, chemisch homogene Gas (Nr. 0 a) in Nr. IJb auf ein
facherem, dagegen weniger strengem Wege aus der Betrachtung der "wahr
scheinlichsten" (Maa:well-Boltsmannschen) Zustandsverteilung 2MB haben ermitteln 
lassen, k6nnte auch bier von del." Untersuchung der Zustandsverteilung maa:imaler 
R(Z<t".A"B,» ausgegangen werden, wie dies Ehrenfest und Trkal (Anm. 666), 
femer D. Enskog, Ann. d. Phys. 72 (1923), p.821, durchgefiihrt haben; alier
dings wal."e dann noch der bei "gehemmten" Gleichgewichten (Anm. 670) keines-
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Um die Bedeutung der GroSe .0- zu ermitteln, wird man das 
reagierende Gasgemisch als einheitliches, thermisches System betrachten 
Ilnd gemaS N r. 7 a in Energieaustausch ermoglichende Verbindung 
mit anderen warmen Korpern bringen, insbesondere etwa mit einem 
idealen einatomigen Gas als thermometrischer Substanz. Man findet 
dann leicht, daB 08' alle Eigenschaften einer "empirischen Temperatur" 
besitzen und gastheoretisch wiederum durch (64) festgelegt werden 
muS; als MaB fur die absolute Temperatur erweist sich 0.f)o durch eine 
analog zu Nr. 8 a gefiihrte statistische Untersuchung des Entropie
differentials (Nr. 27). Durch Benutzung der allgemeinen thermo
dynamisch-statistischen Beziehungen (88) und (89) iiberzeugt man 
sich dann ohne weitere Scnwierigkeit, daB die gewonnenen Ergeb
nisse mit den thermodynamischen Gleichgewichtsbedingungen uberein
stimmen und daB die Beziehung (272) insbesondere dem Ausdruck 
des Massenwirkungsgesetses fur die betrachtete monomolekulare Reak
tion (253) entspricht. Gegenuber den vorstehenden Betrachtungen, 
welche die eindeutige Existenz eines Gleichgewichtes ebenso wie die 
Gleichgewichtsbedingungen zu erweisen geeignet sind, beschr3nken 
sich alle alteren, vor Ehrenfest und Trkal unternommenen theoreti
schen Versuche, vor allem die sonst grundlegenden Betrachtl.lngen zur 
Gasdissoziation von Boltsmann auch schon methodisch auf eine kine
tische Ableitung oder Interpretation der Gleichgewichtsbedingungen 
allein.681) 

wegs immer mllgliche oder gar selbstverstimdliche Nachweis zu erbringen, daft 
jene ~male B(Z<j.,A.,Ba») griipenordnwngsmiiPig mit R(.x(.A1), x<~» identifiziert 
werden darf. Dieser Punkt steht in nahem Zusammenhange mit der Frage 
nach der Anwendbarkeit des Bolt#mannschen Prinsips (Nr. 8 b) auf vo11stll.ndige 
und gehemmte chemiache Gleichgewichte, auf welche, allerdings in anderem 
Zusammenhange, namentlich von Schottky (Anm. 668) eingegangen wird. 

681} Siehe vor a11em L. Boltztnann, Wied. Ann. 22 (1884), p. 39; Wise. Abh. 
Bd. III, p. 71; Vorlesuugen iiber Gastheorie, II. Bd., Leipzig 1898, p. 177ft'.; femer 
etwa L. Natanson, Wied. Ann. 38 (1889). p.288; G.Jager, Wien. Ber. (lIa) 100 
(1891), p. 1182; 104. (1896), p. 671; O. Stem, Ann. d. Phys. 44 (1914), p.490; 
J. D. 'II. d. Waals ir., Versl. And. Amsterd. 22 (1914), p. 1131; H. Tetrode, Versl. 
Akad. Amsterd. 23 (1916), p, 1110: K. F. H".#feld, Ztschr. f. phys. Chem. 96 (1920), 
p. 139; Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 186; 23 (1922), p. 95, Bowie V 11 (PhY8ikalische 
"nil Elektrochemie), Nr. I), c). - In den il.lteren der bier aufgezll.hlten Arbeiten 
spielt die GrllJ3e der von Boltzmann eingefiihrten "empfindlichen Bezirke" der 
reagierenden Molekiile, Bowie deren EinfiuJ3 auf das Gleichgewicht eine gro/3e 
Rolle; man iiberzeugt sich leicht, da.8 diese Grllllen in die GIeichgewichtsformeln 
(273), (276), (279) in derselben Weise eingehen, wie die spll.ter eingehender dis
kutierten Gewichtsfaktoren g, und daB sie auch ihrer Bedeutung nach in letz
teren mit enthalten Bein miissen. V g1. dazu Anm. 736). 
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Zur genaueren Untersu<lhung der durch (272) gegebenen Realdions
isobare mogen die dort vorkommenden Verleilungsfunktionen im fol
genden bl06 fur den bei voller Allgemeinheit ohnehin aliein aktuelien 
Fall der Quantenstatistik betrachtet werden. Jede der drei Verteilungs
funktionen in (272) kann gema6 Nr. 5 emit hinreichender Genauig
keit als Produkt zweier Faktoren geschrieben werden, von welchen 
der eine auf die innere Bewegung der Molekule aUein Bezug hat und 
quantenstatistisch von der allgemeinen Form (228) ist, wahrend der 
andere die Molekiiltranslation beriicksichtigt und quantenstatistisch 
,durch (251a) gegeben ist. Man findet 80 (B.) (A,) (Ao) 

(B ) 8 (M ) 3 Eo - EO - EO 
(273) ~-'-=~. _h ____ B_, __ tT-L e- kl' 

N(A, ). N(A.,) 9A, ' gA., V (2nk)i MA,' M A• 

E(B.) 
n. 

;$r(ns)' e---,;p 

wobei gA,' g..4,' gB. das Produkt der bisher willkiirlich gebliebenen 
Gewichtsfaktoren in (228) und (251 a) fur die drei Molekiilsorten und 
MA" M A., M B, = MAl + M A., die Molekiilmassen bedeu~en. Durch 
Einfiihrung der Volumskonzentrationen 

N(A, ) N<..4,) N(B,) 
(274) XA, = -Y' X.A, = -V-, XB, = -V-, 

SOWle der Dissoziationsenergie 
(275) Q(AuA.,B,) = + E~Al) + E~A.) - E~B.) 

der Molekiile Ba 682), erhalt man bei Anwendung leicht verstandlicher 
Abkiirzungen 

x 9 S ( M)3 Q(""-,A.B,) ~(B,) 
(276) B, =_B_, ___ h__ B, 1". T-i. e kT . -=C~;-;-'--=7C 

x A, ·x..4, gAl ·gA.(2nk)i MA,·MA, ~(Al).2'(A.); 

will man anstatt der V olumskonzentrationen die Molekulkonzentrationen 

f 
C - ~ N(A,) C _ N<.A,) 

A, - N(A, ) + N(A.) + N(B,) , A., - N(A, ) + N(A.) + N(B,) I 

l N(B,) 
CB - ---;-;-,-----;-;--;-

, - N(.A,) + N(~) + N(R,) 

(277) 

benutzen, so hat man mittels der Zustandsgleichung (63) fur das wie 
ein ideales Gas zu behandelnde Reaktionsgemisch, 
(278) pV = kT· [N(A,) + N(.A,) + N(B.)] 

682) Siehe ADm. 669). 
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den iu8eren Druck p einzufiihren und bekommt 

(279) ~_=_B_,____ B, "2"pT-!e U' • ..:J. • 9 h3 (M ) 3 Q(A,AoB,) ~B.) 

c.4., • C.As 9.4., • 9Ao (2#yi kl M.4.,' M.A t .:E(.4.,). ~(.d;) 

Wie der Vergleich dieser Beziehungen mit den ublichen Aussagen der 
makroskopischen Thermodyna.mik liber Gasgleichgewichte zeigt 688), 
herrscht auch hier wieder vollstandige Ubereinstimmung. Der von 
Temperatur, sowie Volumen bzw. Druck unabhangige, konstante Fak
tor a.uf der rechten Seite der Beziehungen (273), (276), (279) bleibt 
in der klassischen Thermodynamik ohne Zuhilfenahme des Nernst
achen Wilrmetheorems unbestimmbar 684); wie diese Beziehungen er
kennen lassen, vcrmag die Quantenstatistik seine Bedeutung dem
gegenliber ohne Benutsung des Nernstschen Satses an$Ugeben. Zur 
FestZegung des ZahZenwertes dieser Konstante bedMf es aZZerdinga 
auch hier einer Zusatsannahme; sie hat das Verhiiltnis der bisher un
bestimmt gebliebenen Gewichtsfaktoren g.4.1 , gA,., gB. anzugebE\n, braucht 
im Ubrigen abe,. keineswegs mit dem Nernstschen Theorem gZeichwcrtig 
au aein (Nr.27). Wenn man sich zunachst auf den auch in Nr.9 
gewihlten Standpunkt der statistischen Verwertung makroskopisch-

empirischer Ergebnisse stellt, so ist das Verhaltnis ~ mittels (276) 
9.A1 • 9.4.t 

oder (279) jedenfalls grundsatzlicb empirisch bestimmbar und konnte 
unter Umstiinden von bedeutendem EinfluB auf das untersuchte Gleich
gewicht sein. Dieser phanomenologische Standpunkt scheint fur die 
Statistik unausweichlich zu sein, solange die Molekularkonstitution 
ala unbekannt angesehen wird. Betrachtet man die Moleklile jedoch 
als nach Quantengesetzen aufgebaute Ladungssysteme (Nr. 13-16), 
so wird man versuchen konnen, die Beziehungen zwischen den dimen
sionslosen Gewichtsfaktoren 9.4." 9.As, gB, auf theoretischem Wege a 
priori zu ermitteln.686) Die bisher allgemein iibliche und wohl meist 
fiir selbstversti.ndlich gehaltene Annahme geht dahin, daB 

(280) 

683) V gL z. B. M. Planck, Thermodynamik, § 241. 
684) Siehe etwa. W. Nernst, Die theoretischen und experimenteUen Grund

lagen des neuen Wimneaatzes, Halle 1918, 2., mit einem Anhang versehene Auf
lage 1924. 

685) Da.B es im allgemeinen erforderlieh ist, die Gewichte der ",erschiedeMn 
Reaktionsteilnehmer "ufeinander zu buiehen, hat implizit bereitB K. F. Herzfeld, 
Ztschr. f. phys. Chem. 95 (1920), p. 189, bei der Anwendung seines "Probezellen
verfahrens" zur Ableitung der GleiehgewichtBformeln bemerkt. 
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zu setzen ist.6SG) Um sie nachzuweisen, ware es notwendig zu unter
suchen, auf wie vielfache Weise die gemita (253) eintretende Vereini
gung zweier Molekiile .Ai und .As zu einem Molekiil Bs durch einen 
umkehrbal' und unendlich langsam ausgefiihrten ProzeB (Nr. SA) be
werkstelligt werden kann, was bei Anwendung des Ehrenfestschen 
.Adiabatenprinzips (Nr. 14:) eine Beziehung der Quantengewichte von 
Ai' All, Bs aufeinander ermoglichen wiirde. Leider ist es wegen Un
kenntnis der Molekiilmodelle (Nr. 16b) bieher auch nicht einmal im 
Falle del' Dissoziation des Wasserstofl'es moglich gewesen, eine der
artige Gewichtsvergleichung theoretisch durchzufiihren 687); andererseits 
scheint der Moglichkeit von (280) abweichender Beziehungen zwischen 
den Gewichtsfaktoren namentlich bei Molekillen oder Atomen mit sym
met"isch aufgebauten ElektronenhUllen groBe Wahrscheinlichkeit zuge
billigt werden zu sollen.688) 

Wenn man die Gleichgewichtsformel (272) bzw. (273), (276), 
(279) in logarithmierter Form schreibt, so lassen sich die Beitrage 
del' einzelnen Molekiilsorten in einer fur die spiitere Diskussion der 
chemischen Konstanten besonders geeigneten Weise iiberblicken. Aus 
(272), (228), (251a) und (278) erhiilt man an Stelle von (279) 

686) Man vgl. z. B. die Gewichtsdefinitionen von P. Ehrenfest und V. TrkaJ. 
l. c. (Anm. 666), § 2. Wie a.ucb die meisten iibrigen Autoren setzen Ehrenfest 
und Trkal die Quantengewichte dem manmalen p.-Zellenvolumen gleich, wa.s 
nach Anm. 680) und 48) euliissig, aber nicht notwendig iat. Da nun die maxi
malen Zellenvolumina fiir beliebige nicht-entartete Systeme gemaB (221) stete 
durch entsprechende Potellzen von h gegeben sind, was bei beliebigen entarteten 
Systemen zu der iLquivalenten Festlegung (224) fiihrt, so kann dieser Umstand 
zugunsten einer Allgemeingiiltigkeit von (280) geltend gemacht werden. 

687) Man vgl. den MiJ3erfolg der Bemiihungen von M. Born, durch ,.adia
batische" Vereinigung zweier Bohrscher Wasserstoifatommodelle zu einem brauch
baren Wasserstoffmolekiilmodell zu gelangenj siehe Anm. 418), Modell 6), Bowie 
Anm. 450), wo aucb auf einen i!.hnlichen Millerfolg hinsichtlich des Anlagerungs
vorganges freier Elektronen an Atomionen hingewiesen wird; vgl. jedoch Anm. 698). 

688) W. Schottky, Phys. Ztschr. 22 (1921), p.l; 23 (1922), p. 9,448, hat 
diesen TYPUB von Gewichtsfaktoren, zuniLchst aHerdings nur in bezug auf den 
Verdampfungsvorgang (Nr. 26 c), eingehender untersucht und "dynamisches 
Quantengewicht" benannt. Eine wabrscheinlichkeitstheoretiscb strenge Begrun
dung und Ermittlung dieser Art von Quantengewichten ist nur bei Zugrunde
legung von Schottkys "Kernphasenraum" [so Anm. 669) und 671)] denkbar, worauI 
hier jedoch nicht weiter eingegangen werden hnn. - Von den im Text er
wi!.hnten Symmetrieeigenschafteu von Elektronenhiillen wobl zu unterscheiden 
ist der symmetrische Aufbau von Molekiilen durch mehrere gleichartige ...4.tome 
oder Molekil'le, welche z. B. bei Reaktionen der Art 2 A ~ B nach Tetrode, Ehren
fest und TrkaZ (s. Anm. 699) von einschneidender Bedeutung fUr die Berechnung 
von (257 b) wird. Siehe weiter unten im Text, sowie Nr. 26 b. 
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(281) 

Diese Beziehung vereinfacht sich noch bedeutend, wenn man den durch 
2.A,), 2.A·), .;s(B.) bedingten Einflu.B der inneren Molekulbewegungen 
entweder fur sehr tiere oder sehr hohe Temperaturen betrachtet. 1m 
ersteren FaIle reduzieren sich samtliche ~ auf ihre Anfangsglieder 

(232) 

so daB man erhii.lt: 

(28b) logcB. -10gc.A1 -logc~ = logp - {-log T 

Q + Ff.,.A,) + Ff:.~) + R B,) [ (2 n M )fki] + (AHA.,B,) 1 1 1 + 1 (1) B, 
kT og UB,rB. h8 

[ (2nMAJik-f] [ . (2nMA,)ht] 
- log U.A,Y.A,(l) hS -log gA.YA.(l) hI . 

Bei hohen Temperaturen lassen sich die ~ durch Integrale approxi
mieren.690) Fiir den Rotationsanteil zweiatomiger Molekule (Nr.24b) 
erhalt man 

(283) li ~ _ 8n' JkT 691) 
m..;;;. - hi , 

T~oo 

wo J das Tragheitsmoment senkrecht. zur Kernverbindungslinie be
deutet; fur mehratomige Molekille mit den Haupttragheitsmomenten 
J(l) , J(2) , J(S) ergibt sich mit Benutzung von (223) auf klassisch-

689) DaB E] aueh im FaIle alleiniger Beriieksichtigung der Molekiilrotation 
nicht verschwinden kann, ist alB Folgernng aua der Theorie der spezifischen 
Warme des Wasserstoffes in Ubereinstimmung mit jener der Bandenspektren (V 27, 

A. Kratzer) bereits in Nr. 24 b hervorgehoben worden. 
690) Siehe etwa Gl. (104 a). 
691) Allein auf Grund der in Nr. 24 b durch Vergleich mit empirisehen 

Daten gewonnenen AusBagen uber die Quantengewichte l' (n) des molekularen 
Wasserstoifes bliebe es ungewi.J3, ob yen) = n oder = 2n zu setzen ist, was (283) 
um einen Faktor 2 nnsieher machen wiirde. Tatsachlich aber folgt, wie bereits 
auf p. 1146 hervorgehoben ,1'(n) = 2n bereits aua (227), auJ3erdem ergibt die klas
sische Statistik lim1'(n) = 2n, so daJ3 (283) gleichwohl vollig gesichert erscheint. 

n-+oo 
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statistischem Wege 699) : 

. "" 8ns . (8nS ,JtllJ(SlJ"(a)-i(kTyi 
(284) hm~ = h3 • 

T-+ .. 

Was den AnteiZ der Elektronenbewegungen an den .::E, insbesondere bei 
einatomigen Molekiilen anbetrifft, so kann er auch fur die gebriiuch
lichen "hohen" Temperaturen immer noch durch (:282) wiedergegeben 
werden j demgegeniiber erscheint eine Berucksichtigung des Einflusses 
der Atomschwingungen in mehratomigen Molekulen, vor allem aber 
jener der gegenseitigen Bewegung von Ai und ..All in den Molekiilen 
Bs fur hohe Temperaturen unerlaBlich 69S) , mangels hinreichender 
Kenntnis der Molekularkonstitution gegenwartig jedoch noch nicht 
ausfuhrbar.694.) Sieht man von dem letzteren, noch ungewissen Falle 
ab, so zeigt sieh, daB die allgemeine Beziehung (281) nach Einfuh
rung von (282), (283), (284) fur "hohe" Temperaturen die spezielle 
Form: 

(281 b) log CB. - log CA1 - log cAs 

= log P - " . log T + kQ; + i B• - i.A, - i.A., 

annimmt, welche mit der von (281 a) fur tiefste Temperaturen iiberein
stimmt. Wie der Vergleich von (28la) und (281 b) lehrt, sind aber 
nicht nur die Werte von " und Q' in beiden Fallen verschiedeD, 
wenn mindestens eine zweiatomige Komponente vorhanden ist, son
dern auch die "chemischen Konstanten" i der mehratomigen Reaktions
teilnehmer. Wahrend die durch (281 a) definierten "NuUpunktskon
stanten" samtlich von der allgemeinen Form 

(285) [ (2:11: M)-ikfJ 
io = log g. r(l) . ~8--

sind, entha.lten die lIklassischen Konstanten" i.. mehratomiger Molekule 
fiir "hohe" Temperaturen an Stelle von r in (285) samtliche tempe
raturunabhangigen Faktoren von (283) bzw. (284), also etwa fur ein 
zweiatomiges Gas 

(286) 

692) P. Ehren,fest und V. Trkal, 1. c. (Anm. 666), § 4. 
698) Man bedenke, daB der daB Gleichgewicht iiberhaupt ermoglichende 

DiBBoziationsvorgang (258) jene gegenseitige Beweglichkeit notwendig voraussetzt! 
694) Die Hauptschwierillkeiten liegen daran, a) daJl Rotation und Atom

schwingungen nicht voneinander unabhangig sind, b) da.Jl die Atomschwingungen 
anharmonisch sind. Waren sie von der Rotation unbeeinflu8t und iiberdies 
harmonisch, so hitte man fiir jeden Schwingungsanteil mit einer Frequenz " nach 
(98) D") = '("), und daher lim .E<") = kT . 

.7'+00 
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Entspreehend dem Umstande, daB fiir das betrachtete Gleichgewicht 

nur das Verhiiltnis ~ maBgebend ist, nicht aber bestimmte Werle 
gA,' g.A,. 

der gA" gA", gB., erweisen sich die durch eine Gleichung von der 
Form (281 b) definierten "chemischen Konstanten" i A" iA~, iB" um 
additive Konstanten i A1 , iA!!7 i Bs , unbestimmt, fiir welche offenbar bloB 

(287) iA! + iAi = iBs 
erfiillt sem braucht.696) - Wie man sieht, tritt in der Nullpunkts
konstante io das Gewicht r(i) des "untersten"Quantenzustandes, in der 
klassischen Konstante i"" das Triigheitsmoment J des Molekuls auf; ge
lingt es, auf irgendwelchem Wege io und i"" zu bestimmen (Nr. 25c), 
so kann darauf eine quantitative Bestimmung dieser beiden wichtigen 
Molekiileigenschaften gegriindet werden. 

Da die vorstehende quantenstatistische Behandlung des Dissozia
tionsgleichgewichtes der monomolekularen Reaktion (253) keinerlei 
besondere V oraussetzungen hinsichtlich der Beschaffenheit der "Mole
kiil"sorten A.1 und A~ benutzt, konnen fiir die A1 und A,l auch Eineel
atome, sowie lonen und ff'eie Elekironen gewahlt werden. Der letzt
erwiihnte Fall ist namentlich mit Riicksicht auf das lonisationsgleich
gewicht des atomaren Wasserstoffs, 
(253 a) e + H+ ~ H, 

von verschiedenen Seiten 696) behandelt worden und bildet die Grund
lage von Sahas Theorie der Temperatuf'ionisation in Bternatmosphiiren.691) 

Die Gleichgewichtsformeln werden fiir diesen Fall besonders einfach, 
da wegen der N eutralitat der Materia N(H+) = N(e) sein muS und die 
Masse m' von H+ (Nr. 13) mit jener von H praktisch iibereinstimmt; 
das Nichtvorhandensein innerer Freiheitsgrade bei H + und beim freien 
Elektron hat iiberdies zur Folge, daB die Verteilungsfunktionen F w (0/)0) 
und F.(-t}) in (272) allein durch (251a) gegeben sind. Bei Beriick
sichtigung auer dieser Umstande und Benutzung der Verleilungsfunk-

695) Das Ergebnis (287) findet sich in anderer Form bereits bei P. Ehren
fest und V. T'1'kal, 1. c. (Anm. 666), § 7, und ist sta.tistisch gleichbedeutend mit 
der bereits oben p. 1161 und in Anm. 685) betonten Notwendigkeit, die Gewichts
faktoren der Reaktionsteilnehmer aufeinander zu beziehen. 

696) K. F. Rerefeld, Ann. d. Phys. 61 (1916), p. 261; R. Becker, Ztschr. f. 
Phys. 18 (1923), p. 325, § 2; 28 (1924), p.256; R. H. Fowler, Phil. Mag. 45 
(1923), p. 1, § 7; M. Planck, Ann. d. Phys. 75 (1924), p. 673. 

697) M. N. Saha, Nature 105 (1920), p. 232; Phil. Mag. 40 (1920), p.472, 
809; 41 (1921), p. 267; 44 (1922), p. 1128; Proc. Roy. Soc. A 99 (1921), p. 135; 
Ztschr. f. Phys. 6 (1921), p. 40. V gl. auch J. Eggert, Phys. Ztschr. 20 (1919), 
p. 570, femer A. A. Noyes und H. A. Wilson, Astrophys. J. 57 (1923), p. 20. 
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tion (236) fiir H, sowie der rn,it h multipZisierten Ryrlbergschen Kon
stante Ba (141) bzw. (141a) aZs lonisierungsenergie des H-Atoms er
halt man aus (279) als allgemeinste Form der Sahaschen Gleichung 
fiir die Konzentration c der Wasserstoffionen 

I R 'L [3 5J C • PH' t. 5 (2nm)"2" . kY 
log ----- = - -- + -log T + log 1-c· kT II 11,8 (288) 

RH·h( 1) 
+ I D.' DH+ I ~ (+ 1) ek T 1-,.-. -1P(n) .698) 

og-- - og ~ n· n e 
DH n=l 

Ein anderer Spezialfall der betrachteten Gleichgewichtsformeln, 
welcher besondere Erwiihnung verdient, ergibt sich, wenn ~ = As ist, 
so daB an Stelle von (253) 

(253 b) 2A~B 

tritt. Geht man die Entwicklungen dieser Nummer daraufhin noch
mals durch, so zeigt sich, daB zur Berechnung von (257 b) eine cha
rakteristische Erganzung notwendig wird. Da an Stelle von (255) 

(255') Ni.A) + 2 NiB) = X(.A) 

zu treten haben wird, erhii.lt man anstatt (257b) wegen der Verlausch
barkeit der swei gleichen Molekiile A in jedem der Molekfile B 

(257b') 
x(.A)! 

(B) 
N (.Alt N(B) , 2NL 

L' L • 

Das Auftreten der SymmetriezahZ699) 2 in (257b') hat zur Folge, daB 
diese GroBe nunmehr auch als Faktor in die Gleichgewichtsformel 
(272) eingeht, welche dann die Gestalt annimmt: 

(272') [N(.A)]' 2· [F.A(~)]I 
N(B) = FB(~) 

698) Die Reaktion (25380) iet die einzige, fUr welche Rich die Zulassigkeit 
von (280) mit einiger Strenge nachweisen litBt, so daB das mit Riicksicht auf 
(287) in (288) formal beibehaltene Glied 

log (g •. DR+) 
DR 

gleich Null gesetzt werden bnn. - Die im Exponenten des letzten Gliedes von 
(288) geschriebene Funktion 'ij.i(n) entspricht der komplizierteren, analog zu 

N· "" ~n) in (236) auftretenden Funktion, welche die Reihenkonvergenz il.hnlich 

wie in (236) nach sich zieht. 
699) Die Einfiihrung der "Symmetriezahlen" in die Statistik des Dissozia.

tionsgleichgewichtes verdankt man H. Tetrode, Vers!' Akad. Amsterd. 23 (1916), 
p. 1110, sowie P. Ehrenfest und V. Trkal, 1. c. (Anm. 666). 
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Das Dissoziationsgleichgewicht wird demnach wesentlich durch das 
Auftreten der Syrnmetriezahl der Molekiile B in bezug auf die Mole
kiile A beeinfluBt. Definiert man die "chemischen Konstanten" wie 
oben mittels einer Gleichung von der allgemeinen Form (281 b), so 
unterscheiden sich die fiir die Molek-lile B berechneten chemischen 
Konstanten io und ioo von den fruher angegebenen Wert en urn einen 
Addenden - log 2.70°) 

25 b. Dissoziationsgleichgewicht beliebiger Gasreaktionen. Die 
statistische Behandlung des Dissoziationsgleichgewichtes beliebig vieler, 
miteinander reagierender gasf6rmiger Komponenten gestaltet sich in 
ihren Grundzugen ganz ebenso wie bei monomolekularen Reaktionen, 
so daB bezuglich aller prinzipieller Fragen auf den vorangehenden 
Abschnitt verwiesen werden kann, dessen Bezeichnungen in entspre
chend verallgemeinerter Form hier beibehalten werden. Wenn Ai 
(i = 1, 2, ... , p) die p Sorten von "Molekiilen" (Atomen, lonen, lonen 
und neien Elektronen) bedeuten, welche die q sonst noch vorkom-
menden "Verbindungen" Bj (j = 1, 2, ... , q) zusammensetzen, so wer-
den die Gesamtzahlen X(A;) (i = 1,2, ... , p) aller im Volumen V BO-
wohl frei als auch im gebundenen Zustande vorhandenen Ai fiir den 
betrachteten Reaktionsvorgang als vorgegeben anzusehende Konstante 
sein; ist aii die Anzahl der Molekule Ai in einem Molekul del' "Ver
bindung" E" so gilt dann fiir jede beliebige Zustandsverteilung Z~A{,Bjl 

(289) 
q 

N(Ai) + ""a N(Bj) _ X(A,) 
L ..,;;;; ii' L - , 

;=1 
(i = 1,2, .. . ,p) 

wahrend die vorkommenden Reaktionen durch einige oder aile von 
den Beziehungen 
(290) alJA1 + ai ,A2 + ... + apjAp ~ Bj (j = 1,2, ... , q) 
gegeben sind oder auf sie zuriickgefiihrt werden konnen. Die ZustandB
verteilung Z<t', Bj} moge nun gekennzeichnet sein durch das V orhanden
sein von N.~t! Molekulen Ai in der liten Zelle ihres fL - Raumes mit 
der Energie [E,~.A{) + Et~1i) + E~..4i)] und dem Gewicht g~-:'), sowie von 
Nl~{~ Molekulen Bj in der lrn Zelle ihres ~-Raumes mit der Energie 

[E(Bj) + E(Bj ) + E(Bj )] und dem Gewicht gCBj) so daB 
Ij t,lj 0 Ij , 

~ ® 

(291) 2'Ni'~ = NiA{) (i= 1,2, .. . ,p); ~Ni~4)= NiBj) (j = 1, 2, ... ,q) 
Ii =1 Ij=1 

700) Da die chemischen Konstanten nach dem Friiheren unbestimmte Ge
wichtsfaktoren enthalten, welche Beitrage von der Form + log g verursachen, so 
kann man von der oben erwahnten kombinatorischen Berncksichtigung der Mole
kiilsymmetrie auch absehen und den Einftua der Symmetriezahlen von vornherein 
mit jenem der Gewichtsfaktoren g zusammenziehen. 

75* 



1168 V 28. A. Bmekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatietik u. Quanteutheorie. 

und bei vorgegebener Gesamtenergie E 
p .. 

(292) ~ ~ Ni~f~ . [EI~Ai) + Ekt) + E~Aj)] 
;=11;=1 

worin tI, die Symmetriesahlen der Molekule B, in besug aUf die Mole
kiile Ai bedeuten.701) Zur Aufsuchung der Boltsmannschen Verteilung 
und der damit verknupften Bedingungen fur die Existenz des Disso
ziationsgleichgewichtes hat man jetzt samtliche mit (289), (291) und 
(292) vertraglichen Zustandsverteilungen ins Auge zu fassen und den 
dureh sie bedingten wahrscheinlichen, seitlich-mittleren molekularen Ver
teilungssustand des Reaktionsgemisches auf Grund von (31) zu er
mitteln. Die Bestimmung dieses Verleilungszustandes erfolgt am be
quemsten wiederum dureh Betrachtung von 

L* 

(294) R(x(Ai» =~R(Z<fi,Bj») 
L=1 

und der daraus analog zu (264) und (265) ableitbaren Beziehungen 
fur die mittleren AnsahZen N(.Ao), N(BJ) und mittleren Energien EAi, EBi 

der im Gleichgewichte vorhandenen Komponenten. Zur Berechnung 
von (294) empfiehlt sich hier die Einfl1hrung von p + 1 komplexen 
Veranderlichen ell S" ... , gp, e, mit deren Hilfe der zu (260) analoge 
Exponentialausdruck 

11 q 

P :s Si' F Ai(t) + ~~1i. ~t' ... g;Pi. ci.. FB.(t) 
(295) IT [X(.A;) I] . ei=1 j=l ' , 

;=1 

gebildet werden kann, welcher die Verteilungsfunktionen 
.. Ff:Aj) ».Ai) E<.Ai) 

FA;(t) =~ gl(i). b I; + t,li + 0 ; 

li=1 

~ Ff:BJ) + ».Bj) + E(Bj ) 
FBie) = ~ gWj) . b IJ I", 0 

(296) 

',""1 
701) Siehe die Begrdndung von (267bi (SahInS des vorigen Abschni1ltes) 

gegeniiber (267b), Bowie Anm. 699) und 700). 
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der Moleki:l1.e A" Bi enthiilt; identifiziert man (294) mit dem Koeffi
zienten des Gliedes 

U(A, ) • I:X(As) l:X(Ap) , "E 
"'1 Ss ••• Sp II 

in'der Potenzreihenentwicklung von (295), so gewinnt man die Mog
lichkeit, R(x(AJ), R(X(A;)) , N(~), R(x(.A.t» • E..t" usw, mittels der Oauchy-
schen Integralformeln durch (p + 1)-fache komplexe Integrale dar
zustellen, deren asymptotische Entwicklungen bei sehr groBen X(Aj), E, 
durch die Funktionswerte ihrer Integranden fiir eine gewisse, ein
deutig bestimmte, positiv-reelle Wertekombination 

~1 = Xl' ~s= Xu ••• , ~p= Xp' ~ =.&, 
b 'd 678)619) W d' d h d' gege en sm . enn Ie Xv xs, .. " xp aus en nac leser 

Methodik gewonnenen, zu (267), (268), (269) analogen Verteilungs
beziehungen eliminiert werden, so findet man zunii.ehst auch fur den 
hier untersuchten allgemeinsten Fall, daB die Boltemannsche Verteilung 
genau so herauskommt, wie wenn jede einzelne Komponente des er
mittelten Dissoziationsgleichgewichtes bei gleicher "empirischer Tem_ 
peratur" .& und unter einem auBeren Druck, welcher ihrem Partial
druck entsprieht, das ganze zur Verfiigung stehende V olumen V allein 
erfUllen wiirde. Fiir die Teilchenzahlverhiiltni!?se der Reaktioneteil-
nehmer 

(297) 

ergeben sich femer die Beziehungen 
N(B;) 

[N(A1)r1j , [N(.AJr2j •.. [N(.Ap)]"pJ 

FBj(fJo) 
(j = 1, 2, .. "q), 

welche dem Ausdruck des Massenwirkungsgesetzes fUr das Gleichgewicht 
der Reaktionsvorgange (290) entsprechen. Mit diesem zu (272) vollig 
analogen Ergebnisse sind die statistischen Bedingungen fiir das Be
stehen . des betrachteten Gasgleichgewichtes ermittelt; ihre weitere 
Diskussion kann ebenso wie jene von (272) in Nr. 26 a vorgenommen 
werden und fiihrt zu prinzipiellen Folgerungen, welche mit den be
reits dort ausgesprochenen in allen Punkten iibereinstimmen, 

26 c. Dampfdruckformel und chemische Konstante. Um auch 
feste 101) Reaktionsteilnehmer beliebiger Anzahl und chemischer Zu-

702) Die Betrachtungen dieses Abschnittes sind grundsatzlich auch auf 
{Zil8sige KondenBate bzw. ReaktionBteilnehmer anwendbar, sofem man ihnen Ver
teilungsfunktionen zuschreibt, deren analytische Eigenlchaften mit jenen fiir daB 
Folgende in Betracht kommenden der Festkllrper-VerteilungBfunktionen iiberein
stimmen. Diese Annahme ist zwar Behr naheliegend, ihre Berechtigung kann 
aber mangels eines brauchbaren kinetiBchen Molekularmodelles der Fliissigkeiten 
(siehe Anm. 203) nicht niher gepriift werden, BO daB im folgenden von der a.ua
drlicklichen Beriicksichtigung fiiiBsiger Phasen abgesehen werden Boll. 
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sammensetzung in die bisherige statistische Behandlung chemischer 
Gleichgewichte einbeziehen zu Mnnen, liegt es nahe, sich der folgen
den Betrachtungsweise zu bedienen. Ein chemisch einheitlicher, kri
stallisierter FestkOrper, welcher aus NCfE.) gleicharligen Molekiilen' ..4. 
aufgebaut ist, kann als RiesenmoZekUl B JIK) angesehen werden, das 

beim Ve'f'dampfungsvorgang freie "Dampf"molekiile ..4. abspaltet und 
sich mit ihnen bei konstanter Temperatur sowie vorgegebenem "Dampf"
volumen V ins Gleichgewicht setzen wird. Bedeutet X(.A) die vorge
gebene, unveriinderliche Anzahl der freien una "kondensierten" Mole
kiile .A, ferner N-t) die fiir eine bestimmte Zustandsverleilung ZC}FK) 
kennzeichnende Anzahl der "Dampf"molekiile, so hat man analog 
(255) und (289) 
(298) N5::.A) + RYK) = X (.A) , 

wobei an Stelle der friiher betrachteten Gasreaktionen (253) und (290) 
die allgemeine Verdampfungsbeziehung 

(299) ..4. + BNYK) +! B(NyK) +1) 

(NYK) = 1, 2, ... , im allgemeinen sehr groB) , 

auftritt. In Verbindung mit der Frage nach der Anzahl der Reali
sierungsmoglichkeiten einer beliebigen Zustandsverteilung ZI.fFE.) wird 
man jetzt besonders zu beriicksichtigen haben, daB das Riesenmolekiil 
BN(FK) jeweils nur in einem 70S) Exemplare vorhanden ist und im Falle 

L 

sehr groBer NYK) von einer " inneren" V eriauschbOlf'keit seiner Bau
steine wegen der Bestiinaigkeit des festen Zustanaes abgesehen werden 
mu{J.708&) Da durch den Verdampfungsvorgang prinzipiell jedes der 

703) Oder auch mehrere Exemplare, wenn deren Anzahl gegeniiber x(.A) 

gro6enordnungsmILBig verschwindet. Bei sehr groBen Anzahlen von Exemplaren 
und kleinen Molekiilanzahlen N5tK) in ihnen (z. B. Krist&llkeime bei Sublima
tionsbeginn) hingegen wiirde die statistische Behandlung vollig jener der Gas
gleichgewichte entsprechen mussen. 

70S a) In diesem Zusammenhange ist es prinzipiell von grliJUer Tragweite, 
ob man den Bausteinen emes Festkorpers die Fiihigkeit zum PlatzwechseZ, zur 
Selbstdiffmion zuschreiben solI oder nicht. Die gesamte altere Literatur bejaht 
diese Fahigkeit auf Grund der als nSelbst-" oder nFremddiffusion" gedeuteten 
experimentellen Ergebnisse, sowie der eZektroZytischen Leitfahigkeit zahlreicher 
fester Korper, insbesondere von Einkristallen, wobei stillschweigend allerdings 
stets die Vorstellung ideal-regelmaBiger Kristallgitter zugrundegelegt worden ist. 
Nach A. Smekal, Wien. Akad. Anz. 25. Juni 1925, kann demgegeniiber aus den 
Festigkeitseigenschaften der Krist&lle auf das prinzipielle Vorhandensein von 
Poren und sonstigen Storungen der idealen GitterregelmaBigkeit geschlossen 
werden, welche zusammen mit gewissen experimentellen Tatsachen eindeutig 
dafiir sprechen, die Ober/lachen jenfn Poren als Trager der bisher beobachteten 
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N'{K) kondensierten Molekiile immer wieder als Ober{liiihenmolekUZ 
durch emen N achbarn oder ein anderes verdampft gewesenes Fest
korpermolekiil, also dUTch "iiu/3ere" V ertauschung ersetzt werden konnen 
wird, so wird die Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten der konden
sierlen Phase fur jetlen einselnen ihrer molekularen SchwingungseustiiJnde 
dem Fa'ktor NiFK)! proportional sein miissen.7M) Die Anzahl der Rea-
1isierungsmoglichkeiten R(Z~·FK»), von Z<fFK) wird ebenso wie in den 
vorhergehenden Abschnitten durch ein Produkt gegeben sein, welches 
einen zu (257 b) analogen "Vertauschungsfaktor" 

(300) 
N (A) , N(FK) , 

L • L • 

Bowie Beitrage der Gasphase und des Festkorpers von der Form (257 a) 
enthiilt, wovon der letztere nach den soeben gemachten Feststellungen 
aber nur von NiFK) und der inneren Konstitution des kristallisierten 
Kondensates abhangen wird. Kennzeichnet man das Verdampfungs-

Diffusions- und Leitungsvorgll.nge in testen Kllrpern anzusehen. Was die Be
weglichkeit und Vertausehbarkeit der Elektronen in metallisch leitenden Fest
kllrpem an betrifft. 80 liegen hier die Verhii.ltnisse vorauBsichtlich wesentlich 
anders, sind aber noch reiehlich ungeklll.rt; von einer gewissen Bedeutung diirfte 
hierfiir vor allem die Definiertheit des molekula,ren Geriistea auch bei allen 
diesen Substanzen sein, femer die "Entartung" der Leitungselektronen bis zum 
Schmelzpunkte (Nr. 246, Ende). - Wegen der im Text vorausgesetzten und hier 
niher belegten Unmllglichkeit "innel'er" Molekiilvertauschungen kann da,s Ver
dampfungsgleichgewiclit als typisches Beispiel fUr tmVoZlstiindige oder "gehemmte" 
Gleichgewichte [.Anm. 670), 680)] betrachtet werden. - Siehe femer Awn. 794). 

704) Man erkeunt dies unmittelbar, wenn ma.n in (29) a.Ile N L •1 = 1 setzt 
und von dem Beitrag der hier nicht auf die einzelnen Molekiile, sondem auf 
die verschiedenen Quantenzustl!.nde der Festkllrpereigenschwingungen beziiglichen 
Gewichtspotenzen absieht, auBer etwa. von einem allen dieeen Zustl!.nden gemein
Bamen Gewichtsfaktor gFK' der dann in der NY}{)ten Potenz auttritt, was auch 
aus (807) entnommen werden kann. Da beim absoluten Nullpunkt sil.mtliehe 
Eigenschwingungen im "unterBten" Quantenzusta.nd vorhanden sind und dies nur 
einer einzigen Realisierungsmllglichkeit des FestkOrper-Schwingungszustandes ent
spricht, erhitlt man auf Grund des Boltzmannschen Prinzips (Nr. Sb, 27) fiir die 
NuZlpunktsentropie des Festkarpers 

S~~= klogNYK)! + N'{}{)kloggFK 

in Ubereinstimmung mit (383) und den diesbeziiglichen Erwagungen von Nr. 27. 
- Die angegebene Begriindung des Faktors NY}{) I findet sich bei M. Planck 
[1], § 184, von dessen Ausfiihrnngen auf p. 218 hier in Ubereinstimmung mit 
E. Schrodinger, Phys. Ztsehr. 25 (1924), p. 41, FuBn. 3 auf p. 44, jedoch nur der 
erste Teil ale konsequent iibemommen, der Rest hingegen alB konventionell
willkiirlich angesehen wird. VgI. dazu Nr. 27, insbesonjiere Anm. 776), femer 
Anm.787). 
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gleichgewicht durch jenen wahrscheinlichen, seiaich-mittleren Verteiltmgs
sustand der Molekiile A zwischen fester una gasformiger Phase, welcher 
auf Grund der Betrachtungen von Nr.4o ale Boltsmannsche Verteilung 
ermittelt werden kann, so hat man wiederum von (31) auszugehen 
und vor aUem wieder mit der Berechnung des Ausdruckes 

L* 

(301) R(X(A» _ ~R(Z'tFK») 
L=1 

zu beginnen. 
Bedeutet 

(302) 

die Verleilungsfu,nktion der DampfmolekUle .A, von welchen sich willi
rend des Bestehens der Zustandsverteilung Z<tFK) gerade Ni~l in der 
lteD. Zelle ihres ".-Raumes befinden mogen, so ist der Beitrag der Gas
phase fur R(Z'fFK» nach (29) 

N (A) , (A) (A) 
(A FK) L • • I ~(A)]N L,1 • [g(A) ]NL,S 

RA(ZL' ) = N(Al,. N(A) , N(A) , 191 II ... 
L,1' L,lI' • .• L,l·· .. 

wobei 

(303) 
GC 

~ ... "'(A) N(A) 
..:;;;; l.Vi,1 = L 
1=1 

und im FaIle einer zunlichst willkiirlichen Gesamtenergie Et) des 
Dampfes auch 

'" 
(304) "" ... .,(A) [E(A) + E CA) + E(All E(A) ..::;.lVl,l·· I t,1 0 = L 

1=1 

sein muS. Fur die Gesamtzahl der Realisierungsmoglichkeiten samt
licher, fiir beliebige Nl~i mit (303) und (304) vertriglichen Zustands
verteilungen erhiUt man durch Summation iiber RA (Z<tFK») in be
kannter Weise (Nr.25a) den Koeffizienten von 

(305) 

in der Potenzreihenentwicklung der mittels der beiden komplexen 
Verlinderlichen & und e gebildeten Hilfsfunktion 

(306) Nt)! e~FAm. 

Was nun das Kondensat anbetrifft, so lii..6t sich die Verleflungsfunktion 
PFK(f;) (30B) (Nr.6b) der Eigensckwingungen eines aus NYK) Mole
kiilen bestehenden, kristallisierten Festkorpers mittels dem von der 
Bornschen Gittertheorie gelieferten Verteilungsgesetze seiner Eigen-
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frequenzen 706) filr hinreichend groBe NtX ) auf die Form [FFK(m~:X) 
bringen, so daB man einschlieBlich der oben diskutierten "iiufjeren" 
Verlauschungszahl NiX)! seiner MolekUle 

(FX) 
(307) NYX)! . [FFK(t)]NL 

erhiiJt.706) Wenn der Energieinhalt des Kristalles zunachst willkilrlich 
mit E<fK) vorgegeben wird, so bekommt man fiir die Gesamtzahl der 
Realisierungsmoglichkeiten aUer seiner mit konstanten NiFK) und E~X) 
vertraglichen Zustandsverteilungen auf Grund der elemental'en Darwin
Fowlerschen Methodik von Nr. oa den Koeffizienten von 

E(FK) 
(308) t L 

in der Potenzreihenentwicklung von (307). Bildet man daher durch 
Multiplikation von (300), (306) und (307) die Funktion 

(FK) 
(309) ~(A)![~. FFK(~)]NL • (PA(O 

und setzt E~) + E<IX) = E, so wird der Koeffizient von 

(310) e.r(.A) • ~E 

in der Potenzreihenentwicklung von (309) wegen (298) die Anzahl 
der Realisierungsmoglichkeiten samtlicher mit (298) und vorgegebener 
Gesamtenergie E vertrii.glicher Zustandsverleilungen Z~,FK) angeben, 
was mit der gesuchten Gro8e (301) gerade iibereinstimmt. Der Aus
druck (301) wird sich demnach auch bier wiederum mittels der 
Oauchyschen Integralformeln darstellen lassen als komplexes (zwei
faches) Integral, dessen asymptotische Entwicklung filr sehr groBe 
~A), NtK ) und E ebenso wie jene der analog gebauten Integralaus
driicke idr N(A), E.A, usw. durch ein einziges positiv-reelles Wertepaar 

(3U) ~ = x, t = a-
gekennzeichnet sein wird.GiS) Man findet so in erster Annaherung879) 

fiir die hier das Verdampfungsgleichgewicht bestimmende BoZtzmannsche 
Verleilung 

(312) 

(313) 

706) Siebe V 25, M. Born (Atomtheorie des (eaten Zustandes), Nr. 18. 
706) O. G.' Dwrwin und R. H. Fowler, Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 (1922), 

p. 262, § 7. Der Faktor Nt X)! in (800) und (307) wird hier und ebenso bei 
P. Ehrenfest und V. TikaZ (Anm. 666) nicht berlieksiehtigt, hebt sich aber bei 
Multiplikation von (300) und (307) in (309) wieder fort, 80 daB alle weiteren 
Folgerungen dieses Absehnittes mit jenen der genannten Autoren iiberein
stimmen. 



1174 V 28. A.Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatistik n. Quantentheorie. 

und 

(314) 

wodurch die GroBen (311) wegen (298) zugleich eindeutig festgelegt 
erscheinen.706) Eliminiert man x mittels (312) und der ersten Glei
chung (313), so ergibt sich bei Warmegleichgewicht mit der "empi
rischen Temperatur" .I)- (Nr. 7 a) fiir den Dampf dieselbe Gleichung 
(41) (Nr. 5a) wie fUr ein isoliertes, aus Molekulen .A bestehendes Gas. 
Fur hinreichend groBe· Kristalle, d. h. fUr numerisch groBe Mittel
werle N(FK) der Molekiilanzahl in der festen Phase folgt aus der 
zweiten Gleichung (313) 
(313 a) x . FFX(IJo) = 1 j 
eliminiert man it jetzt mittels (313a) und der ersten Gleichung (313), 
so erhilt man fiir die Anzahl der Dampfmolekiile .A die Beziehung 

" F (0') 
(315) N{A) - ~-

- FFX(i1) ' 

welche hier an Stelle der Gleichgewichtsformeln (272), (297) bei den 
Gasgleichgewichten tritt. Offenbar bleibt in FFX(.&) ein Faktor von 

E(FK) ElA) 
der Form .I)- 0 ebenso willkurlich wie der Faktor .I)- 0 in (312) und 
in der Verteilungsfunktion (301) der Dampfmolekulej werden E~FK) 
und E~A) auf das gleiche Energienullniveau bezogen, so wird 

(316) Q(A,FK) = E~A) - E~FIO 

die molekulare Verdampfungswiirme beim absoluten NuUpunkt.707) Fiihrt 
man die absolute Temperatur T sowie den DampfiJJruck p mittels (63) 
und (64) ein und benutzt die quantenstatistischen Beziehungen (228) 
und (251 a) dazu, um FA (.&) auszudriicken, so erhiilt man ahnlich wie 
bei der quantenstatistischen Diskussion (281) von (272) in Nr. 25& 

707) Wenn der FestkOrper eine endliche NuUpunlctsenergie besitzt wie in 
Nr. 9 auf Grund der Debye-Born-Kdrmanschen Theorie (V 25, M. Born) in Ver
bin dung mit (101) und (102) als mllglich gezeigt werden konnte, so ist es 
klar, da/3 sie in (316) und daher auch in der Dampfdruckgleichung (317) eine 
nnter Umstanden merkliche Rolle spielen muB. Man vgl. hierzu etwa O. Stern, 
Ztschr. f. Elektrochem. 25 (1919), p. 66, oder die Wiedergabe der Btern-Tetrode
schen Ableitung der Dampfdruckgleichung bei M. Born, V 25, Nr. SI). - Wie 
bereits in Anm. 196) angedeutet nnd wie auch auf Grund der hier dargestellten 
Ableitung der Dampfdruckgleichung naher begriindet werden kann (s. die nach
folgende Anm.), bleibt der im folgenden zu ermittelnde Wert der chemischen 
Konstanten davon unabhangig, welchen Betrag ma.n fur die Nullpunktsenergie 
der FestMrper in Ansatz bringen will, so dail ein Erfolg der hier da.rgestellten 
Theorie keineswegs eindeutig fUr das Vorhandensein einer endlichen Nullpunkts
energie der Festkllrpel' zu sprechen vermag. 
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(317) log P = t log T - Q(~.;K) + log,2A) _ log~(FK) 

[ gA (2nMA)i'k-t] + log -. 8 • gn h 

Wie man sieht7 wird die GroBe des Dampfdruckes durch den Wert 
des im letzten Gliede auftretenden Verhiiltnisses der beiden an sich 
willkfirlichen Gewicktsfaktoren gA und gFK von FA (&) und FFK(&) ent
scheidend beeinfluBt7 so daf3 dieses VerhiiZtnis bei Benutsung von Dampf
druckmesswngen grundsateUch ermittelt werden kOnnen mu{3. 

Ebenso wie (281) soll die Dampfdruckgleichung (317) nun auch 
noch auf ihre spezielle Form fur tiefe Temperaturen bei noch nicht 
entartetem Dampf (Nr. 24:c) und fur "hohe" Temperaturen gepriift 
werden7 wobei fiir das Folgende vom Beitrag log ~(FK) des Festkor
pers abgesehen werden kann.708) Bedeutet fA(l) das ganzzahlige 
Quantengewicht des "untersten" Quantenzustandes der Molekiile A 
mit der inneren Energie EiA ) 7 so erhiUt man analog zu (281 a) ffir 
von Null verschiedenen tiefe Temperaturen 

Q + E(A) [ (2 nM )! k~J 
(31780) logp = tlogT- (.d,F~T 1 + log ~: ·YA(l). h: 7 

wobei jetzt Q{d,FK) + EfA) die molekulare Verdampfungswii.rme beim 
absoluten Nullpunkt darstellt7 und findet auch filr "hohe" Temperaturen 
eine Beziehung von dar Form 

Q' 
(317 b) logp = $' • log T - kT + iOO7 

708) In den Ableito.ngen der Dampfdruckgleichung von O. Stern, Phys. 
ZtBchr. 14 (1918), p. 629; Ztschr. f. Elektrochem. 26 (1919), p. 66 und H. Tetrode, 
Versl. Akad. Amsterd. 23 (1916), p. 1110, welche die Molekultranslation aUf rein 
klassischem Wege behandeln [vgl. (251 b) gegeniiber (261 a.)!], spielt daB Verha.lten 
des Festkijrpers (bei tiefen und hohen Tempera.turen) allerdings eine ganz fun
da.mentale Rolle. Ma.n iiberzeugt sich indessen leicht, daJ3 die Rolle des ge
quantelten Festkorpers auf die bloJ3e Klarstellung des am Beginne von Nr. 24: 
betouten Unterschiedes zwischen Quantengewicht und /L-Zellenvolumen zuriick
ft'ihrbar ist und auf eine gemafl (252) vorgenommene Messung klassischer TranB
lations-p.-Raumvolumina in der Einheit h 3 hinauslauft; vgl. dazu K. F. Her'feld, 
Ann. d. Phys. 69 (1922), p. 64. Am klarsten kOnnen diese VerhiUtnisse vielleicht 
an einer Ableitung der Dampfdruckformel von W. Len, demonstriert werden, 
welche K. F. Herzfeld, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 186 a.uf p. 190 verofi'entlicht 
hat. Die klassisch-statistische Behandlung der Molekiiltranslation wird damit 
gemaJ3 (251 a) vollig aquiva.lent der quantenstatistischen Behandlung von Nr. 24:6 
au.l3erhalb des Gebietes der eigentlichen Gasenta.rtung. - Die Sternsche Ablei
tung der Dampdruckgleichung und chemischen Konstante ist wiedergegeben bei 
W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grundla.gen des nenen Wll.rJne
satzes, Halle 1918, p. 139, die allgemeinere Tetrodesche Ableitung in V 25 
{M. Born), Nr. 30. 
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welche (281 b) entsprichtj wie die analogen Betrachtungen von Nr. 26a. 
ergeben, werden t:, Q' und i bei mehratomigen Dampfen hier aber 
zu anderen Werten fuhren mussen, als sie bei tiefen Temperaturen 
aus (317 a) zu entnehmen sind. Fur einatomige Dampfe hingegen 
stellt (317 a) die Dampfdruckgleichung auch bei beliebig hohen Tem
peraturen dar, insofern die Beschranlrung auf die unterste Energie
stufe der Dampfatome noch zulassig erscheint. Das temperaturunab
hangige Glied auf der rechten Seite von (317), (3178), (317b) be
zeichnet man nach Nernst als die chemische Konstante des Dampfes.709) 

Fur die "N ullpunktskonstante" io der Gasphase ergibt sich nach (317 a) 
allgemein 

(318) 

fiir "hohe" Temperaturen entnimmt man die "klassische Konstante" 
i .. aus (317b) nacb entsprechellder .A.uswertung von (317); so wird 
z. B. fur zweiatomige Gase analog (286) 

. [gA 8n~J.A' (2nM.A)~' kt] 
(319) ~oo = log g---' h6 • 

FK . 

Wie der Vergleich mit (285) und (286) zeigt, stimmen diese GroBen 
mit den bereits bei den Gasgleichgewichten als "chemische Kon
stanten" bezeichneten Ausdrucken iiberein, bis auf einen von der 
Natur der kondensierten Phase abhaogigen Beitrag 

(320) -loggFK. 
Setzt man in Erweiterung von (280) 

(280 a) gA = gFK= 1, 
so verschwindet (320) und man erhiilt aus der Untersuchung der 
Dissoziationsgleichgewichte dieselben .A.usdriicke fur die chemischen 
Konstanten wie aus der Dampfdruckformel. 

Der bei Voraussetzung von (280a) aus (317) zu entnehmende 
quantentheoretische Ausdruck fiir die chemische Konstante cines idealen, 
einatomigen Gases, dessen Molekiile strukturlose Massenpunkte dar
stellen, ist auf Grund von Gasentartungstheorien zuerst von Sackur 710) 
und Tetrode 711) berechnet worden.712) Da die verschiedenen Quanten-

709) Vgl. z. B. W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen Grund
lagen des neuen Warmesatzes, Halle 1918, p. 136. 

710) O. Sackur, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 91'>8; Nemst-Festschrift 1912, 
p. 405; Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 67; Jahresb. d. Schles. Gesellsch. f. vater!. 
Kultur 1913. 

711) H. Tetrode, Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 434; 39 (1912), p. 255. 
712) Man vgl. hierzu und znr Frage des Zusammeshanges mit der Entropie

konstante des idealen Gases auch noch Nr. 2'1, sowie insbesondere Anm. 771). 
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theorien der Gasentartung5(1)1108)509) (Nr. 19, 24:e), wenn Buch mit 
der speziellen Wahl 9 = 1, aupt!1"halb des Entartungsgebietes iiberein
stimmend zu dem auch in der vorliegenden Nummer benutzten Er
gebnisse (251a) fiihren, so stimmen auch ihre Folgerungen beziiglieh 
der ehemischen Konstante miteinander iiberein. Dnter der stillschwei
genden Voraussetzung von (280 a) ist die ehemische Konstante aus 
dem Verdampfnngsgleichgewieht zuerst von Stern und Tetrode 7lS) ab
geleitet worden, den EinfluB der Quantengewiehte 'Y.4(1) auf die "Null
punktskonstanten" (318) hat namentlieh Schottky eingehend disku
tiert.714.) Ein etwaiger Beitrag des festen Korpers zu den NUllpunkts
konstanten ist ebenfalls von Schottky naher untersucht worden; wenn 
die ganzzahligen Quantengewichte 'YFK(nFK) der Festkorpereigenschwin
gangen gemiiB (100) samtlieh gleich Eins gesetzt werden, so bleibt 
noch der EinfluJl eines "dynamischen Quantengewichtes" moglich 110), 
welchem in der obigen Darstellnng eine bestimmte Festlegung des 

Verhiiltnisses ~ in (317) entsprechen wiirde. Da eine irgendwie ge-
9FK 

sicherte, ~llgemeine Vorausberechnnng dieses Verhii.ltnisses gegenwiirtig 
aber kaum moglieh zu sein scheint, wird man lieber trachten, seine 
GroBe aus experimentellen Daten zu erschlie.6en; aus den "Nullpunkts
konstanten" einatomiger Dampfe ergibt (318) allerdings nur denAusdruek 

(321) 'Y.4(1). 9.4 , 
9FK 

so daB 9 A erst bei bekanntem Quantengewichtr..t( 1) gefunden werden kann. 
gFK 

713) Siehe die in Anm. 708) angefiihrte Literatur, femer die aJ.tere klas
siach-kinetiache Ableitung dar Dampfdruckformel von (J. Mie, Ann. d. Phys. 11 
(1903). p. 657. Der thermodynamiBche Teil der Stern-TetrodeBchen Ableitung 
wird vermieden bzw. durch rein statistiBche Betrachtungen ersetzt bei P. Ehren
fest und V. Trkal,l. c. (Anm. 666); K. F. Hersfeld, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 186; 
23 (1922), p. 95; B. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1928), p. 1, §§ 10, 11; C. G. Darwin 
und R. H. Fowl., Proc. Cambro Phil. Soc. 21 (1928), p. 730, § 7; E. Fermi, Atti 
Accad. Lincei 82 (1923), p. 895; D. Ensko9, Ann. d. Phys. 72 (1923), p.321; 
R. Becket", Ztschr. f. Phys. 28 (1924), p. 256. 

714) W. Schotfky, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 1; 23 (1922), p. 9, 448, und 
unabhiLngig davon auch B. H. Fowler, Phil. Mag. « (1923), p. 1, 497. 

716) W. Schotfky, 1. c., s. auch Anm. 688). - Die Frage, ob dar "unterste" 
QuantenzuBtand im festen AggregatzuBtand ein von Eins verschiedenes Quanten
gewicht beBitzen ken bzw. welche Bedeutung einem derartigen, etwa aUB experi
mentellen Daten abgeleiteten Gewichtswerte zuzukommen hiLtte, wird im Zu
sammenhange mit dem Nernstschen W!i.rmetheorem vor Schottky auch schon 
von A. Einstein, Verh. Deutsch. Phys. (ies. 16 (1914), p. 820 und O. Stem, Ann. 
d. Phys. 49 (1916), p. 828 diskutierl. 
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Eine Ubersicht iiber das gegenwartig vorliegende experimentelle 
Material an einatom"igen Dampfen 716) zeigt, daB der Sackur-Tetrodesche 
"N ormalwertlC der chemischen Konstante innerhalb der Fehlergrenzen 
nur von zwei 717) Gasen geliefert wird: Argon und Wasserstofi', wo
von letzteres zwar zweiatomig ist, sich im. Gebiete fehlender Rota
tionswiirme (Nr. 24: b) aber praktisch ebenfalls wie ein einatomiges 
Gas verhalt. Setzt man 

3 .6 

(322) . 1 (2 'It M)'i . k' .. + S I M' 
t = og hS = ~ 2 og , 

wo M' das Atom- bzw. Molekulargewicht bedeuten soll, so wird ; 
eine universelle Konstante, welche sich bei der nach Nernst iiblichen 
Benutzung Briggscher Logarithmen und Bezugnahme auf Atmosphii.ren 
als Druckeinheit zu - 1,587 ergibt. Die erwahnte Ubereinstimmung 
mit (322) bei A und HI! bedeutet vom Standpunkt des allgemeinen 
Ausdruckes (318) aus, daB die GroBe (321) hier der Einheit gleieh 
sein muJ3. Da fiir Wasserstoffmolekiile r (n) = 2 n ist 691), hat man 

hier YH,Cl) = 2 und daher ~ = t. Dieses Ergebnis kann ange-
g(FK)H 

siehts der Einatomigkeit des (esten Wasserstofi'es zwanglos als Ein
:fluJ3 einer in gH. einbezogenen 700) Symmetrieeahl699) tiff. = 2 (Nr. 25a) 
des zweiatomigen Wasserstoffgases verstanden werden; setzt man um-

• f!,(FK)H 
gekehrt von vornherem <1H. = -- an, so kann man rHo (1) = 2 

gH. 

folgern und damit von neuem die bereits aus Rotationswiirme (Nr. 24: b) 
und Bandenspeldmm (V 27, A. Kratser) erschlossene Abwesenheit rota
tionsloser MolekUle im Wasserstoffgase bestatigen.718). - AIle iibrigen 
bisher untersuchten einatomigen Dii.mpfe, z. B. der Alkalimetalle und 
der Halogene, sowie'llHg, Pb, W, weisen sichere, bei Pb und W sogar 
ganz enorme "Abweichungen" vom Sackur·Tetrodeschen "Normalwerte" 
(322) auf und ergeben demnach von Eins verschiedene GroJ3en (321), 
deren nahere Deutung bisher aber nur bei den Alkalidiimpfen ver
sucht worden zu sein scheint.719) 

716) Siehe etwa F. Simon, Jubelband Walter Nernst, Ztschr. f. phys. Chem. 
110 (1924), p. 572, femer auch K. Wohl, ebenda, p. 166, oder W. Nernst, Die 
theoretischen und experimentellen Grundlagen des neuen Witrmesatzes, 2. Aufi., 
Halle 1924, Anhang p. 219. 

717) Bei Zn nnd Cd ist ein ana.loges Verhalten zwar moglich, aber noch 
UDgewiLt 

718) W. Schottky, 1. c. (Anm. '714) j R. H. Fowler, 1. c. j D. Enskog, 1. c 
(Anm.718). 

719) V gl. W. Schottky, 1. c. (Anm. 714). - Fur den Fall, daB die gefun
denen "Abweichungen" samtlich reell sein sollten, gibt Simon (Anm. 716) als 



20. Dissoziationsgleichgewicht. 1179 

Zur Priifung der "klassiscben Konstanten" i"" an swei- und mehr
atomigen Gasen kann man aus den mittels experimenteller Daten be
stimmten Werten von (319) 

(323) 

berechnen und mit den auf spektroskopischem Wege bestimmten mole
kularen Tragheitsmomenten J A vergleichen. Nach Eucken7'40) ist in 
allen bisher untersuchten Fallen (Hili Nt, O2 , NO, CO, HOI, RBr, HJ) 

log ( gA) von der Gro6enordnung + log 2, doeh hat die noch mangel-
gFK 

hafte Genauigkeit des Beobaehtungsmateriales hieraus weitere Schliisse 
bisher nicht zugelassen.7Il) Uberblickt man aber das Gesamtergebnis 
des Vergleiches zwischen Theorie und experimentellen Ergebnissen, 
so drii.ngt sich gegenwartig doch jedenfalls der Eindruck auf, daB die 
Annahmen (280), (280a) im allgemeinen als ungerechtfertigt anzu
sehen sein diirften. 

Die eingangs dieses Abschnittes durchgefilhrte statistische Behand
lung des Verdampfungsgleichgewichtes setzt der Einfachheit halber 
TOrsuS, d~ die feste Phase aus lauter gleichartigen Molekiilen .A auf
gebaut sei. Wird das Kristallgitter des Festkorpers aus mehreren 
Sorten von ,,Molekiilen" (Atomen, lonen, Elektronen) gebildet, so 
kann seine Verteilungsfunktion gleichwohl noeh immer auf die Form 
(307) gebracht werden, welche aUein flir die Ausfiihrbarkeit jener 

a.llgemeine Erklarungsgrundlage "unbeka.nnte Kohii,sionskrii.fte", NemBt (Anm. 716) 
hingegen Abweichungen yom benutzten Festkorpermodell oder Gasenta.rtungs
Besonderheiten a.n. In der Tat wiirde Bowohl die Simonsche oder auch die 

N et"n8tsche Annahme auf eine BeeinfiuBsung des VerhllJ.tnisses ~ hinauslaufen 
gFK 

und daher qualita.tiv mit (821) als MaS filr die beobachteten Abweichungen ver
traglich sein. 

720) A. Eucken, E. Ka'I"Wat und F. Fried, Ztschr. f. Phys. t9 (1924), p.l. -
Altere Berechnungen der Dampfdruckkonstante ftir mehratomige Ga.ee sind na.
mentlich von A. Langen, Ztschr. f. Elektrochem. 26 (1919), p. 26, auagefiihrt 
worden; vgl. dazu jedoch Anm. 652). 

721) 1m Fille des Wasserstoffes miiBte man nach den oben besprochenen 
Folgerungen aua io erwa.rten, daf3 i", wiederum zu 

gH, 1 1 

g(FK)H == aH, = '2 

fiihrt, was wegen Unkenntnis des Tdgheitsmomentes unangeregter H1-Molekiile 
gegenwil.rtig aber noch nicht geprUft werden kann. 



1180 V 28. A. Smekal. Allgem. Grundlagen der Quantenstatiltik u. Quantentheorie. 

Betrachtungen maSgebend war. Es liegen daher grundsiitzlich keine 
Schwierigkeiten dafur vor, auch das Verdampfungsgleichgewicht be
liebiger fester chemischer Verbindungen mit ihren gasiormigen Disso
ziationsprodukten in der angegebenen Weise statistisch zu behandeln. 
Als ein besonders wichtiger Spezialfall derartiger Behachtungen kann 
die Verdampfung elektrisch geladener "Molekule", d. h. die thermische 
Emission von lonen und freien Elektronen angesehen werden, welche 
besonders eingehend 'von Schottky und v. Laue untersucht worden 
istTllJ); das Gleichgewicht zwischen einem gluhenden Metall und dem 
dariiber befindlichen Elektronendampf ist dann durch eine chemische 
Konstante gekennzeichnet, welche mit dem Sacktw-Tebrodeschen "Nor
malwert" (322) dieser GroSe, genommen fur die Elektronenmasse m, 
voIlig iibereinstimmt 'IlI3), wie auch aus dem am Schlusse von Nr. 25a 
behandelten Ionisationsgleichgewicht des atomaren Wasserstoffes (253a) 
entnommen werden kann. 

26. Statistik quantenkinetisoher ElementarvorgiLnge. Die all
gemeinen Betrachtungen von Nr. 4: iiber die Natur des statistischen 
Warmegleichgewichtes haben gezeigt, daS die Eigenschaften der fur 
die "Einstellung" jenes Gleichgewichtszust&ndes ma.8gebenden Elemen
tarvorgiinge im allgemeinen 86) 878) belanglos sind fur die Beschaffen
heit jenes Zustandes selbst. Welcher Art namentlich die "Ubergangs
wahrscheirilichkeiten" (18), (18a) der verschiedenen molekularen Ele
mentarvorgii.nge im einzelnen auch sein mogen - die Stationaritiits
bedingung (32) fordert einen ganz bestimmten Zusammenhang, welcher 
diese Gro.8en oder ihre raumlich-zeitlichen MiUelwerte ffir jeden be
sonderen Molekularvorgang und den zu ihm inver-sen Proze.8 mit der 
BoZtsmannscken Verleilung (Nr./), 6, 25) verkniipft. Hat man also das 
Wahrscheinlichkeitsgesetz irgendeines speziellen Elementarvorganges 
experimentell oder auf Grund eines bestimmten plausiblen theoreti
schen Ansatzes festgelegt, so kann daraus jenes des dazu inversen 
Vorganges nach (32) miUels der Boltsmannschen VerteUung berechnet 
werden. Diese Betrachtung wird im folgenden an den wichtigsten der 
in Nr. 18 besprochenen quantenkinetischen Elementarvorgii.nge durch
gefuhrt, deren Wirksamkeit neb en den eigentlichen elementaren che-

722) Z. B. w: Schottky, Ann. d. Phys. 62 (1920), p. 113; M. '1'. LtliUe, Jahrb. 
d. Rad. 1/i (1919), p. 205, 257; Berl. Ber. 1928, p. 1184, Bowie die in diesen Ar
beiten genannte IUtere Literatur. 

728) DaB ma.n das Elektronengas ebenso wie ein "gewllhnliches" Ga.s be
handeln durre, geht auf eine Bemerkung von O. Stern zUriick, welche K. F. Here
reld, Phys. Ztachr. 14 (1918), p. 1120, berichtet und auch Phys. Ztschr. 16 (1915), 
p. 359, benutzt. 
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mischen Reaktionsvorgangen vom Typus (253), (290), (299)714) filr eine 
tatsachliche Realisierung namentlich von Dissosiations- und Ionisations
gleickgewichten (Nr. 25) maBgebend ist. Wie sich zeigen wird, lassen 
sich die so mittels thermischer GZeichgewichtsbedingungen abgeleiteten 
Ergebnisse auf die Form temperaturunabhangiger Beziehungen zwi
schen rein molekularlm GroBen bringen, deren Giiltigkeit dann von 
dem Eriulltsein jener Gleichgewichtsbedingungen mit Notwendigkeit 
vollig unabhangig wird. Diese Beziehungen sind daher auch auf aIle 
Arten von experimentell verfolgbaren Nichtgleichgewichtssustanilm an
wendbar, womit den nachstehenden Betrachtungen eine iiber den 
Rahmen der statistischen Gleichgewichtssustande weit hinausgehende 
Bedeutung gesichert erscheint. 

26 a. Strablungslose Jlolekiilzusammensto,lje 1. und 2. Art. 
NA,) Molekiile A1 eines Gases 1 und N!~) Molekiile AI eines Gases 2 
mogen ein Gemisch bilden, welches das Volumen V erriillt und sich 
im Warmegleichgewicht befindet (Nr. 60.). Bedeutet v die Relativ
geschwindigkeit und 
(324) f/ = t~vt 

die relative Translationsenergie zweier zusammenstof3ender Molekf1le 
.A1 und As roT ihrem Zusammentreifen, wo II- durch (174) gegeben 
ist, so ist 
(17580) tll-vJ ~ E,;1;,l - E~1J (n', n" beliebig) 

gemaB Nr. 180. und (175) die Bedingung dafiir, daB A1 hierbei durch 
einen sfJrahlungslosen StofJ 1. Art aus seinem Quantenzustand n' in den 
"hoherentt Quantenzustand n" iibergefiihrt wird, As hingegen in seinem 
anianglichen Quantenzustand verharrt; nam Beendigung dieses Ele
mentarvorganges verbleibt somit eine relative Translationsenergie des 

724) Da ein Bericht tiber die Theone de'/' Reaktionsgeschwindigkeiten bereits 
von K. F. Herllfilil in seinem Encyklopadieartikel V 11 (Physikalische unrl Elektro
chemie), Nr. 6, 9, gegeben worden ist, soIl im folgenden auf dieses wichtige Ge
biet nicht naher eingegangen werden, obwohl sich hier neuerdings wesentliche 
Beriihrnngspunkte mit grundlegenden quantentheoretischen Fragen ergeben haben, 
die allerdings noch mannigfacher Klarung bediirfen. Siehe etwa die in den 
Anm. 452), 463), 492) angefiihrten Untersuchungen, sowie die auf p. 1111 ange
deutete Beziehung zu dem Problem der "metastationlken" Qua.ntelizustande, 
ferner jiingst M. Born und J. Franck, Ann. d. Phys. 76 (1926), p. 225; Ztschr. f. 
Phys. 31 (1925), p. 411. - Die im folgenden diskutierten Beziehungen zwischen 
Wahrscheinlichkeitsansll.tzen fiir bestimmte Typen von elementa.ren "Reaktions-" 
und "Gegenreaktions"vorgangen stellen Bedingungen dar, welche fiir jede spe
zielle Theone der Reaktionsgeschwindigkeiten bindend sind und daher auch als 
Grundlagen einer allgemeinen Theorie dieses Gebietes angesehen werden k1innen. 

Smeka!, Allgem. Grund! d. Quanienstatlstik u. Quantentheorie 76 
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Molekiilpaares vom Betrage 
(324 a) 'Yf = r; - E~1;,) + E~f') . 
Betrachtet man den zu diesem V organge inversen "StoB 2. Art", so 
wird er gegeniiber dem StoBe 1. Art dadurch gekennzeichnet sein, 
daB (324) und (324a) ihre Rollen miteinander vertauschen. Da nicht 
jeder mit der Relativenergie 1] erfolgende ZusammenstoB eines im 
n'ten Quantenzustand befindlichen Molekiils A1 mit dem Molekiil As 
ein StoB 1. Art sein muB, so solI die ,;Ubergangswahrscheinlichkeit" 
fiir einen solchen StoB durch den Ansatz 

(325) 

gegeben sein, wo ~ den minimalen Schwerpunktsabstand der beiden 
im iibrigen gegeneinander beliebig orientierten StoBteilnehmer be
deutet. Die "Ubergangswahrscheinlichkeit" des inversen StoBes 2. Art 
sei dann analog definiert durch 

(325 a) @5~:,( r;', ~) = @5::'(1] - Ef;.1.') + E~11), d) 725); 

ds (324a) seiner Bedeutung nach nur positiv sein kann, muB (325) 
verschwinden, wenn 1J < En1-;) - E~11) wird. 

Die a priori-Haufigkeit fUr einen ZusammenstoB mit einer rela
tiven Translationsenergie (324) zwischen 1J und r; + d 1) und einem 
Minimalabstand ~ zwischen ~ und ~ + a ~ , welchen ein Molekiil At 
wahrend der infinitesimalen Zeitspanne at durch irgendeines der N(A.) 

Molekiile As erleidet, sei durch 
(326) Z(A"A,) (1], ~) . dr; . a ~ . at 
gekennzeichnet. Das thermische Gleichgewicht des Gasgemisches wird 

725) a.Klein und S. Rosseland, Ztschr. f. Phys. 4 (1921), o. 46: R. H. Fowler, 
Phil. Mag. 47 (1924), p. 257, § 2. Die hier gewahlten Definitionen (325), (325a.) 
bzw. (330), sind im AnschluB a.n Fowler gewahlt, da den Klein-Rosselandschen 
Ansatzen keine einfache physikalische Bedeutung zukommt. Die Ansatze (325) 
und (325 a) stellen offenbar Mittelwerte dar, welche iiber aIle moglichen gegen
seitigen Orientierungen der Molekiile Ai und Ai gebildet sind, ferner iiber alle 
moglichen Quantenzustande der Molekiile .A,. Sie hangen also ganz wesentlich 
auch von der Natur desjenigen Sto.l3teilnehmers ab, dessen Quantenzustand wah
rend des ganzen Vorganges unverandert bleibt, was zur Vereinfachung der Be
zeichnungsweise in (325) und (325 a) jedoch nicht besonders zum Ausdrnck ge
bracht worden ist. Wenn die Molekiile .At speziell freie Elektronen sind, wie 
bei den Pranck-Hertzschen Elektronensto.l3versuchen (Anm. 200), so vereinfachen 
sich die Verhaltnisse bedeutend, da die Mittelbildung iiber die Quantenzustande 
von .At jetzt fortfallt. 1m isolierten, chemisch einheitlichen Gase (Nr. 0) ist fiir 
jeden beliebigen ZusammenstoB .Ai = All so daB fUr dies en Fall, wie iiberhaupt 
fUr ZusammenstoBe von Molekiilen der gleichen Sorte, die GroJ3en (325), (325 a) 
aUein durch die Struktur dieser Molekiile bestimmt sein werden. 
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durch die betrachteten strahlungslosen Zusammensto6e 1. und 2. Art 
nicht geston werden, wenn auf Grund der Stationaritatsbedingung (32) 
die Beziehung 

(327) "Nlj-l). 'E::' (1) . !l) . ztA"A,) (1), !l) = N~11) . ®::,( 1)',!l) . Z(AuA.)( 1)',~) 

erfiillt sein wird, welche die mittels der Boltzmannschen Verteilung zu 
bestimmenden raumlich-zeitlichen Mittelwerte der a priori-Haufigkeiten 
(326) enthalt. Das Maxwell-Boltzmannsche Verteilungsgesetz (Nr. I) c) 
ergibt fiir die mittlere Anzahl der MolekUlpaare ~, A2 in den V olum
elementen d'l:u d'l:2 der zugehorigen Translations-~-Raume nach (49) 
und (64) bei der absoluten Temperatur T 

N(A,) • MAl (V, T) . N(A.) • MA, (V, T) ; 

fiihrt man hier die Relativbewegung der Molekiile gegeneinander 
ein 726) und mittelt iiber aUe moglichen Werte und Richtungen der 
Geschwindigkeit der gemeinsamen Schwerpunkte, so ergibt sich nach 
Division durch N(A, ) pro Zeit- und Volumeneinheit 

8 N(A.) _.'L 
(328) Z(Al>A')('YJ,!l). drJ . drJ = 11:' t 3 • e kT. 1) d'YJ . o· drJ. 

V (211: p,)'1: (k 1)'1: 

Setzt man (328) sowie die aus (105) bzw. (225) fiir N;:') und N;;') 
folgenden quantenstatistischen Ausdriicke in (327) ein, so erhalt man 
bei Beriicksichtigung von (324a) die nun temperaturunabhiingig ge
wordene Gleichgewichtsbedingung 

(329) rA, (n') . 1) . es::' (1), rJ) = r A, (n") . [1) - E~f.l) + E~1') 
~n' ( E(A,) + E(A,) ~) • 'Vn" 'Y} - n)' nt ,u . 

Da es bei geeigneter Wahl der Versuchsumstande experimenteU im 
allgemeinen nur moglich sein wird, Anzahlen von St5Ben 1. und 
2. Art zu ermitteln, fiir welche !l beliebige Werte annehmen kann, so 
erscheint es vorteilhaft, an Stelle von (325) und (325 a) die mit Riick-

726) Fur die nachfolgenden Betrachtungen sollen die Bahnen der zusammen
stoBenden Molekule ala geradlinig, der Einflu.6 ihrer Wechselwirkungen daher 
auch bei groJ.len Annaherungen als vernachlassigbar angesehen werden. Dort 
wo diese Annahme nicht mehr zulassig erscheint, sind an der GroBe (328) Kor
rektionen anzubringen, welche unter gewissen V oraussetzungen auswerlbar sind, 
die Gro.6enordnungsverhaltnisse aber meist ungeandert belassen. Da in (327) 
nur das Produkt zweier GraBen (325) bzw. (325a) und (328) auf tritt, kann man 
sich .den Einfl~ jener Korrektionen jedoch stets in (325) und (325a) einbezogen 
denke~~"was allerdings zu einer schwachen Temperaturabhangigkeit der so defi
nierten GMlIen (325) und (325 a) fiihren kann. 

76 * 
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sicht auf (328) gebildeten MitteZwerte 

(330) 0 I s::' ("1) = 2n:j®::' (fI, d') . d' . dh j 

8::,("1) = 2~j®::'(fI" d') . h . dh 

zu benutzen, welche offenbar als Wirkungsquerschnitte de'/' MoZekUle .At 
in beeug auf StOPe 1. und 2. Art der Molekille All gedeutet werden 
konnen. Bei Benutzung dieser Wirkungsquerschnitte nimmt (329) die 
Form an 

(329 a) Y .. dn'). "1' S::'(fI) = YA1(n")· ["1 - E~11) + E~111 
. S~' /.., - E(A,) + E{A,») 

n ',-, ." a'· 

Da sich aUe temperaturabhangigen Gro1\en von (327) aus der 
endgiiltigen Form (329) bzw. (329a) der Gleichgewichtsbedingung 
forlgehoben haben, erscheint es berechtigt, die unveranderle Giiltig
keit dieser, rein energetisch betrachtet, geradezu evidenten Bedingung 
allgemein und insbesondere auch fiir aUe jene stationaren Gleich
gewichtBzustande vorauszusetzen, welche im thermodynamischen Sinne 
als Nichtgleichgewichtszustande oder "unechte" Gleichgewichte ange
sehen werden miissen. Derartige Vorgiinge, welche auf ki1nstlichem 
Wege stationar unterhalten werden konnen, sind dann unter Um
standen geeignet zu einer experimentellen Bestimmung der Wirkungs
querschnitte (330) ffir Stij.Be 1. und 2. Art. Diese Moglichkeit besteht 
fiir Sto.Be 1. Art z. B. bei der Anwendung des Franck-Hertsscken Elek
tronenstopverfahrens zur Anregung einzelner Spektrallinien von Atomen 
und Molekiilen 100) ffir StoBe 2. Art bei der zuerst von Woodn7) be
obachteten Ausloschung der Resonanef1,uoreszens dtwch Zusatsgase und 
der dabei eintretenden, zUerst von Oario 718) gefundenan Anregung ge
eigneter ZtfSatsgase sur SpektraZZinienemission (llsensibilisierte P--'luo
'I'essens"). Wie der Erfolg des ElektronenstoBverfahrans gezeigt hat, 
scheint s:.:'(fI) filr kleine Werte von '1- E~t,) + A~f') ain Maximum 
zu besitzan719); (329a) ergibt demnach, daB die Ausbaute an St51\en 
2. Art fUr sehr geringe Relativgeschwindigkeiten vor dem StoBe be-

727) B. w: Wood, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 858. 
728) G. Oano, Ztschr. f. Phys. 10 (1922), p. 185; das Ergebnia ist auf Grund 

der Stll13e 2. Art von J. Franck, Ztschr. f. Phys. 9 (1922), p. 269, bereits vorher
gesehen worden, welcher die Untersuchung von Gano veranla8t ha.t. Siehe ferner 
die in Anm. 464) angefiihrten apateren experimentellen Arbeiten, Bowie jiingat 
K. Do-nat, Ztachr. f. Phya. 29 (1924), p.346. 

729) H. Bponer, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 185. 
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sonders groB werden muB, was von Oarlo 718) itir MolekiilstoBe auch 
experimentell bestatigt werden konnte. Wenn ,....4, (n') und "..4, (n") 
gleich oder nur wenig voneinander verschieden sind, verhalten sich 
die Wirkungsquerschnitte fur StoBe 1. und 2. Art nach (329110) um
gekehrt wie die zugehorigen relativen Translationsenergien vor dem 
StoBe, so daB notwendig immer 
(331) s;.:'(1]) < 8::'(1] - E~l,l) + E~11») 
sein wird; tatsachlich kann die Ausbeute an StoBen 2. Art bis zu 
100% betragen 780), wahrend fUr StoBe 1. Art nur Bruchteile von einem 
Prozent gefunden worden sind.731) Die Begrundung eines speziellen 
theoretischen Ansatzes fur s::' (1]) im Falle von ElektronenstoBen 1. Art 
ist jiingst von Fermi auf Grund der Annahme versucht worden, daB 
man das elektrische Feld eines geIadenen Teilchens, welches an einem 
Atom vorbeifliegt, durch harmonische Zerlegung mit dem elektrischen 
Feld einer Strahlung von passender Frequenzverteilung vergleichen 
kann, wodurch es moglich wird, die Wirkungsquerschnitte (330) mit 
den Einsteinschen Walvrscheinlichkeitsansiit,en (1 07 a) und (107b) von 
Nr. 11 in Beziehung zu setzen.781) 

26 b. Stoaionisation und strahlungslose Wiedervereinigungs
sto.ae. Wenn die relative Translationsenergie 

1 M~.MB 
(332) 1]3 = 2 M +M' fJa' 

~ B. 

'130) Siehe G. Oo,rio, 1. c. (Anm. '128), Bowie jiingst H • ..4. Stuart, Ztschr. f. 
Phys. 32 (1926), p. 262. Wi!.hrend der Wirkungsquerschnitt des angeregten Hg
Atoma fiIr die Zusatzgase H,. 0, und Co praktiseh mit der Flkhe seiner 
Leuchtelektronenbahn zusammenilUlt (Ausbeute 100%), wird er sogar um zwei 
bis drei GroBenordnungen kleiner fUr Nt, Ar und He (Ausbeute 1-0,03%), wo
mit die oben (Anm. '126) betonte Abhangigkeit von der speziellen Natur der 
StoBteilnehmer eindringlichst illustriert ersoheint. 

'181) H.8poner, Ztschr. f. Phys. 7 (1931), p. 186. Bier handelt ss sich 
allerdings (vgI. die vorige Anm.) um Anregung das Hg-Atoms duroh EZekt9'onen
stoJSe 1. Art. Der h6chste aus den Beoba.chtungen gefolgerte Wert wird mit 
0,85%, in einer anderen, ganz kurzen Notiz, Verh. Deutsch. Phy •. Ges. (3) 2 
(1921), p. 64, sogar nur mit 0,1% angegeben; durch Extrapolation wird aber 
gescbii.tzt, daj die Ausbeute fUr eine von der Anregungaenergie nur sehr wenig 
verachiedene StoBenergie bis. auf die GrllBenordnung von einigen Prozenten an
steigen kann. 

782) E. Fermi, ZtBChr. f. Phys. 29 (1924), p. 3U>; siehe auch einen ver
wandten Gedanken oben, Anm. ''14). - Die Anwendung dieser Methode a.uf den 
in der vorigen ADm. erwi!.hnten Fall der Anregung des Bg-Atoms durch Elek
tronensWBe fiihrt zu einer etwa um eine GrliBenordnung zu groBen Ausbeute 
(Fermi gibt veraehentlich die gleiche GrllBenordnung an), was in Anbetracht 
der sehr rohen Rechnungsgrundlagen aber noch nicht zu einer prinzipiellen Ab
lehnung des Fermischen Versuches berechtigen dilrfte. 
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zweier strahlungslos zusammensto.6ender Molekiile ..10 und Bs dazu 
hinreiehen soli, das Molekul Bs unter Aufwendung des Dissoziations
bzw. Ionisationsenergiebetrages Q in zwei Bestandteile Al und A2 zu 
zerlegen, so mu.6 gemlHl (176) vor dem StoB 

(176a) 1)s ~ Q 

sein .. Del' dazu inverse Sto.6vorgang wird ofl'enbar im Zusammentreffen 
dt'eier Molekiile, Ao, Au A 2, bestehen, deren Relativbewegung die 
Energie 
(333) 1)s' = 1)3 - Q 

besitzt; nach dem StoB mussen die "Molekiile" Al und As unter Ab
gabe del' Energie Q wiederum zu einem einheitliehen Molekul Bs zu
sammengetreten sein (Nr. 18a). Diese Elementarvorgange, welche eine 
sinngema.6e Verallgemeinerung del' Sto.6e 1. und 2. Art darstellen, ent
sprechen elementaren Reaktionsprozessen vom Typus (253) bzw. (253a), 
welehe erst unter dem Einflu.6 der StoBe reaktionsunfahiger Fremd
molekiile ..10 in Gang gebraeht werden. Bei Warmegleichgewieht wird 
man es demnaeh mit einem Gasgemisch (Nr. 6a) zu tun haben, dessen 
reaktionsunfahige Komponente etwa aus N(Ao) Molekiilen Ao bestehen 
moge, wahrend der Rest ein Dissoziations- bzw.lonisationsgleichgewicht 
zwischen den Molekulsorten All ..12 und Bs vorstellen wird. Fur das 
Folgende kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit vorausgesetzt 
werden, da.6 sich die zu betraehtenden Elementarvorgange zwischen 
Molekulen Bs, Al und All abspielen, welche sich in Quantenzustanden 
nu hzw. nl und n2 befinden; auf diese Quantenzustande soll auch die 
Definition del' Dissoziations- bzw. Ionisationsenergie Q in (176a) und 
(332a) bezogen sein. 

Zur Kennzeichnung del' Relativbewegung von ..10 und Bs VOl' dem 
Sto.6 1. A.rt moge etwa die Relativgeschwindigkeit va in (332) sowie 
der minimale Sehwerpunktsabstand Os von Ao und Bs wahrend des 
Sto.6es benutzt werden. Mit Rucksieht auf den besonders wichtigen 
Spezialfall del' Ionisationsvorgange empfiehlt es sieh, die Relativbe
wegung nach dem StoB dureh die etwa auf das Molekul ..11 bezogenen 
Gro.6en VOl und 801 fur Au, V12 und 012 fur As, sowie den Winkel cp 
zwischen VOl und vllI zu kennzeichnen; dann gilt: 

, 1 MA" . (MAl +M~)'V~1-2.MA" .M~ 'Vo1·vu,cosq:>+MA,.(MA" +MAJVit 
(332a) "ls= 2 M +M +M ' 

A" A, ~ 

wobei MB,= MAl + M~. Fur den" Wirkungsquerschnitt" der Mole
kiile B3 in belOug auf die dissosiierenden bew. ionisierenden Ao -StoBe 
wird man dann in Verallgemeinerung von (325) bzw. (330) fur einen 
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StoB 1. Art einen Ansatz von der Form 

(334) 

mit 

(334') 
CXI 

Sii(VS' cP, VI') = 2nftS~2(vs, d's, cP, vu) . as' dd's 
o 

einfiihren, welcher den Bruchteil jener Ao-Bs-StaBe angibt, die zu 
Dissoziation bzw. Ionisation sowie einer durch GraBen V12 und cP zwi
schen va und V12 + dV12 bzw. cp und cp + dcp gekennzeichneten Re
lativbewegung nach dem StoBe fuhren.7SS) Fiir die inversen Dreier
stoBe 2. Art hingegen wird man zu setzen haben 

00 eo +00 

(334 a) ~2(V12,CPIVOl) = 4:n;id'01fd'12ftS~,(vol1 0011 cp, vl2l du , 't') 
o 0 -CXI 

. dd'Ol' dd'n' d't', 

worin 't' die Zeitdifferenz zwischen der groBten Anniiherung 001 von 
Ao und ~, sowie der graBten Annaherung oa von ~ und As be
deuten soll.734) 

Die a priori-Haufigkeit fur einen ZweierstoB zwischen einem be
stimmten Molekul Ao und einem beliebigen der N~:') im DisBoziations
gleichgewicht vorhandenen Molekiile Bs wahrend der Zeitdauer d t, 
moge nun mit 

(335) ze.A."B.)(vs, d's)' dvs . dd's . dt 

bezeichnet werden, sofern die fur die Verhaltnisse vor dem StoB kenn
zeichnenden GroBen Va, OS' hierbei zwischen Va und Va + dVa' as und 
Os + dos gelegen sind; ahnlich soIl fur die a priori-Haufigkeit eines 
DreierstoBes zwischen einem bestimmten Molekiil Ao und je einem 
beliebigen von den N~:') bzw. N!.;) im Dissoziationsgleichgewicht vor
handenen Molekiilen A1 bzw. As gesetzt werden 

(336) ZC..4 .. A"~)(VOll 0011 cp, vl21 d'al -e) • dVOl • dOOl • dcp . dV12 • dd'lll . dt:, 

wo die StoBvariablen samtlich ebenfalls wieder auf gewisse infinitesi
male Bereiche beschrankt sein sollen. Die Stationaritatsbedingung (32) 

733) Der Faktor von Sri in (334) ist so gewahlt, da.6 die Relativenergie 
7J, von At und Ai fiir die betrachteten Sto.6e zwischen 71, nnd 'IJ! + d7l, ge
legen ist. 

734) R. H. Fowler, Proc. Cambro Phil. Soc. 22 (1924), p. 253, § 2. Fiir den 
Spezialfall der Ionisation dnrch Elektronensto.6e sind Ansatze dieser .Art bereits 
friiher gegeben worden von R. Becker, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 325, § 4, nnd 
B. H. Fowler, Phil. Ma.g. 47 (1924), p. !!57, § 3. 
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ergibt bei Banutzung von (334), (334'), (334&) jetzt 

CIC oc +00 

= N(Ao:fdho1fdhllfd'l: . ~~2(V01' dOli tp, V 121 h12l-r) 
o 0 -co 

• Z(A."Au .A,)(V01 ' h01' tp, V111 ' hu, $)' aV01 • av1S • dtp. 

Die Berechnung der 'l'iiumlich-zeitlichen Mittelwerle von (335) und (336) 
in (337) kann auf Grund des Maxwellschen Geschwinaigkeitsverteilungs
gesetzes (Nr. DC) ebenso vorgenommen werden, wie dies im vorigen 
Abschnitte zur Ermittlung von (328) angedeutet worden ist; das End
ergebnis dar ziemlich weitlaufigen Rechnung lautet: 

:do .... IB.) [ M.do' MB• J! M A, . M.A, II . 
(338) N ·lV". ·8~ 2nkT.(M.do+ M B.) MA.+MAa·SHvs,tp''V12) 

17.' 

. e- kT • V~1' V~i' sintp. dVCJ1 • dvlI • (lq;. 

Da der Quantenzustand . der Nolekiile Ao nach V oraussetzung unver
N(B,) 

andert bleibt, raut N(A,) fort, wahrend das VerhiUtnis (.A. /,. (~ fiir 
. N '·N 

, ~ ~ 

jede beliebiga Temperatur T durch das Dissoziationsgleichgewicht zwi-
schen den Au As, Bs geregelt wirdj (273) ergibt dann mit (267) und 
(208) wegen (333) 

(339) 
N(B.> 9 . h8 [M Jt (~'-~I') 

... - A,AaB. --~ e~ 
N!:').N!~ -y. (2nkT)t MA,' M~' , 

worin zur Abkiirzung 
UB • . fB, (n.) 

gA ~B = ---=~"------;---;-
• • g.A.,·f.A.ltnl)·g~·f.As(n,) 

(3393) 

gesetzt ist.785) Indem man (339) mit (338) verbindet und den durch 

736) Da die 8}' und S~, molekulare, und daher notwendig temperaturunab
hii.ngige GrllL\en darstellen, kann (339) mittels dieser Forderunu auch unmittel
bar aUB (338) abgeleitet werden - alJerdings ohne die MlIglichkeit einer Fest
legung des temperaturunabhangigen Faktora von (339). Es ist dies der Weg 
der meisten in Anm. 681) aufgezahlten, sogenannten "kinetischen" Ableitungen 
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(332), (332&) und (333) gegebenen Zusammenhang zwischen va, tlOl 
und Vn berucksichtigt, erhaJ.t man als SchluJ3ergebnis 

t 1Z [M.A' 1111 ] 2n [M.A,. M.AsJI (340) vs' Sa (vs, cp, vllI), 1 - M v cos cp = . hi ~M-=--= 
B. 01 gA,.AsB. Ba 

• V~l • V~, • ~t(VlI' rp, VOl)· 
Die Beziehung (340) enthiilt ebenso wie (329) und (329 a) bl08 

molektilare GroBen, so da8 man ihre Giiltigkeit auch auBerhalb der 
echten Warmegleichgewichte ~oraussetzen mu8. Fiir den wichtigen 
Spezialfall der Stofjionisation wird etwa MA. gleich der Elektronen-

M 
masse m, so daJ3 das Verhaltnis M ~ vernachlassigt und MBa = MAl 

B. 
gesetzt werden bnn; wenn VOl und ViS iiberdies von der gleichen 
Groaenordnung sind, bekommt man aus (340) 

(341) 2:n:ml 

v~ . S~I(VS' cp, tin) = g. hi • V~1 • v~1I . ~1I(tl1I7 cp, '1101)' 

wobei der Energiesatz itir den Einzelvorgang jetzt die Form 

(341 a) 
1 MA .MA 1 M. ·M. 1 

o 1 I _ Q + ...., -. !l + mv. "2 M +M VI - 2 M +M VOl 2 11 
~ 4 .A., 4 

annimmt. Wird die Ionisation insbesondere durch ein Elektronenstrahl-
biindel von "MolekHlen" Ao bewirkt, so hat man auch M.Ao = m, wo
durch sich (341a) weiter zu 

(341 b) tmV: = Q + tmv~l + tmtl~1I 
vereinfacht; sowohl das "Molekiil" Bs als das entstehende bzw. zur 
N eutralisierung gelangende Ion A1 ' sind jetzt als ",heM anzusehen. 
Setzt man 'Ill = tm1.7~I' so kann (341) bei geeigneter Mittelbildung 
iiber cp noch die iibersichtlichere Form gegeben werden 

(342) 'Is' S~I('13'''l') = :~;: "l,' ["1S-"1I-Q] .S~Il("1u'YJa-"1I- Q) 718), 

der Formeln fur das DisBoziationsgleichgewicht, wobei die 8}1 und Sf, in direkter 
Beziehung zu Bolt.manns "empfindlichen Bezirken" der Molekiile stehen. [Der 
in Anm. 681) erwll.hnte Zusammenhang zwischen den Gewichten und den empfind
lichen Bezil'ken ist durch da.B Auftreten von (389 a) in der Schluilgleichung (840) 
bzw. (841), (342), und (848) unmittelbar in Evidenz gesetzt.] Die Benutzung des 
M(l3;WeUschen Verteilungsgesetzes zur Berechnung der ri.umlich-zeitlichen Mittel
wene von (336) und (886) litBt unmittelbar erkennen, daB aUe derartigen Ab
leitungen das Bestehen des gesuchten Gleichgewichtszustandes bereits voraus
setzen mussen, wie schon ohne nll.here Begriindung a.uf p. 1169 im Texte hervor
gehoben worden iet. 

786) Vgl. R. H. Fowler, Proc. Cambro Phil. Soc. 22 (1924), p. 266; § 2; 
Phil. Mag. 47 (1924), p. 267, § 3, findet sich eine weniger konsequente Begriin
dung, welche aber ebenso wie R. Bec1ter, Ztschr. f. Phys. 18 (1923), p. 826, § 4, 
von vomherein darauf Rtlcksicht nimmt, daB bei der oben zuletzt vorgenommenen 
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welche die Analogie zu (329&) besonders hervortreten la6t.7S7) Die 
enorme GroBe des universellen Zahlenfaktors auf der rechten Seite 
von (341) und (342) laBt darauf schlieBen, das SMV121 VOl) nur fiir 
verschwindend kleine Relativgeschwindigkeiten VOl oder v12 merklich 
werden kann, d. h. wenn zwei von den Teilnehmern an dem Dreier
stoB sich relativ zueinander praktisch in Ruhe befinden. 

Die Funktion S~2 in (342) kann fiir die Ionisation, welche durch 
StoB schneller a- und ~-Strahlen veruFsacht wird, experimentell wie 
theoretisch als angenahert bekannt angesehen werden. Die Anzahl 
der von Ao-"Molekiilen" mit der Energie 7Js auf der Wegstrecke ds 
primiir erzeugten Ionenpaare ist nach (334) 738) oft'enbar gleich 

(343) 

(344) 

(~.)m .. x. 

N(~) • difS~2('YJSI 7J2) . d7J:1I 
o 

bedeutet D(n!) die mittlere Anzahl der von einem einzelnen Elektron 
mit der Energie 'YJ2 erzeugten Ionenpaare, so betriigt die von den Ao 
auf der Wegstrecke d s hervorgerufene Gesamtionisation 

~.)max. 

(345) N(.Ao) • d~J Deni)· S~2('YJS' 7J2) • d'YJ!. 
o 

Fiir das Verhiiltnis der Anzahlen primarer Ionenpaare mit der Elek
tronenenergie "12 zu jener mit der Elektronenenergie "12' hat man 
schlieBlich 
(346) S~S(7Js, 'YJ2)· dn!: S~2('YJS' 'YJs') • dns'· 

.Spezialisierung Ao = A, wird. - Der Zahlenfaktor in (842) ist so normiert, daB 
81' und ~l bei gleichiormiger cp-Verteilung ger~de den Bruchteil aller "erfolg
reichen" Zweierst61le nnd Dreierst6Be angeben. Die Annahme, daB allen Win
keln cp die gleiche a priori-Haufigkeit zukommt, ist willkiirlich und im allge
meinen keineswegs erfiillt; doch hat es keine Schwierigkeit, eine davon ab
weichende, etwa experimentell festgestellte Winkelabhangigkeit bei der Mittel
bildung entsprechend zu berucksichtigen. 

737) Der Vergleich von (829 a) und (842) lii.1~t deutlich den energetischen 
Charakter dieser 'beiden Beziehungen erkennen, obwohl (342) keineswegs von 
der einfachen Form einer zeitgemittelten Energiebilanz fii.r das Einzelmolekiil 
ist, wie (329 a). DaB dies bei Gleichgewichtsbedingungen von der in dieser 
Nummer betrachteten Art mit Notwendigkeit stets der Fall sein wird, ist voraus
zusehen, wenn man die alleinige Kennzeichnung der betrachteten Elementar
vorgange durch Energiebilanzen im Auge behalt. 
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Die GroBen (343) bis (346) konnen experimentell ermittelt werden, 
80 daB S~2 empirisch bestimmbar ist.738) Ein theoretischer Ansatz fur 
S~2 ergibt sich aus der klassischen Theorie der Sto/3ionisation von 
J. J. Thomson und Bohr 7S9), ferner auf Grund der bereits oben ge
kennzeichneten V orstellungen von Fermi. 140) Die Thomson-'Bohrsche 
Theorie nimmt an, daB die beim IonisationsprozeB auf das Elektron 
ubertragene Energie Q + 112 naherungsweise jenem Energiebetrag 
gleichgesetzt werden kann, welcher nach der klassischen Theorie auf 
ein ruhendes, freies Elektron ubertragen werden solite. Bedeutet Z· e 
die Ladung des sto.6enden, punktformigen Teilchens Ao und XA1 die 
Anzahl der energetisch gleichwertigen Elektronen des Molekiils A l , 

deren Ionisierungsarbeit Q betragt, so ergibt sich 741) 
- nZ! e4x.d MA 1 

(347) Si2(1/s, 1/2) = m 1 1. 'Ils' [Q+ll11r'; 

der Maximalbetrag an Energie, welcher auf das abgespaltene Elektron 
nach dieser Theorie ubertragen werden kann, ist 

4m 
(347 a) (11t)max. = M 1}s - Q, 

Ao 

so daB S~2 = 0 ffir Y/2> (112)ma.x. Fiir Ionisation durch ~-Strahlen hat 
man in (347) einfach Z = 1 zu setzen; an Stelle von (347 a) hin
gegen bekommt man 
(347 b) (11l1)max. = 1}s - Q. 
lndem ma.n (347) und (347 b) zur Berechnung von (343) bis (346) 
benutzt und das Vorhandensein mehrerer verschieden stark gebundener 
Atomelektronen berficksichtigt, kommt man zu den experimentell mehr
fach bewahrten Formelausdrficken der Thomson -Bohrschen Theorie 
fUr die Primarionisation und dem ihr entsprechenden Energieverlust 
schneller Elektronenstrahlen 74.1); fur D(1/s) in (345) ergibt sich hier-

738) Vgl. z. B. L. L. Nettleton, Proc. Nat. Acad. Amer. 10 (1924), p. 140. 
739) J. J. Thomson, Phil. Mag. 23 (1912), p. 449; N. Bohr, Phil. Mag. 24 

(1913), p. 10; SO (1916), p. 681. Die Theorie ist in einigen Punkten weitergefUhrt 
worden Ton R. H. Fowler, Proc. Cambro Phil. Soc. 21 (1923), p. 521; ferner hat 
S. Bosseland, Phil. Mag. 46 (1923), p. 65, die Verhaltniss6 bei Mehrfachionisa
tionen berucksichtigt. 

740) Siehe Anm. 732). Die quantitativen Ergebnisse der Theorie von Fermi 
scheinen hier weaentlich giinstigere zu sem, ala im Falle der StoLle 1. Art. 

741) VgI. vor allem die Bestatigung des Thomson- Whiddingtonschen Ge
setzes fur die Geschwindigkeitsabnahme schneller i3- und Kathodenstrahlen durch 
B. Whiddington, Proc. Roy. Soc. A 86 (1912), p. 360, ferner die Bestatigungen 
der Boh'l'Schen Theorie dieses Geaetzes durch H. M. Terril, Phys. Rev. 21 (1923), 
p. 476; B. F. J. Schonland, Proc. Roy. Soc. A 104 (1923), p. 235 und H. A. Kra
mers, Phil. Mag. 46 (1923), p. 836, § 6. 
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bei genahert 

(345 a) D( ) - ~ Q+l1z 
rJ2 - 4 Q ' 

wo Q ein miUleres Ionisationspotential bedeutet.7(2) Die Benutzung 
von (347) und (347 a) in (343) bis (346) fiihrt, allerdings mit wesent
lich geringerem praktischem Erfolge, zu analogen GesetzmaBigkeiten 
fiir die Ionisation durch a·Stro.hlen. Die V oraussetzungen der Thomson
Bohrschen Theorie erweisen sich hier demnach schon als zu weit
gehend idealisie~. Halt man, wofiir mehrfache Griinde vorliegen, 
daran fest, daB Si2 von der For~ Z' . X.,4, • qJCrJ!)' t/J('1/s) sein soIl, so 
zeigt sich, daB einstweilen nur t/J ('Y/s) abzuandern ist, qJ ('Y/!) aber aus 
(347) iibernommen werden kann. ~U) Wenn man diesen verallgemei
nerten Ansatz in die Gleichgewichtsbedingung (342) einfdhrl, so kann 
auch S~2 bestimmt und zu quantitativen Schlussen beziiglich der 
WiedervereinigungsstoBe herangezogen werden. Wie Fowler~4S) ge
zeigt hat, kann auf diesem Wege eine Theorie des von Henderson ~U) 
entdeckten Umladungsgleiihgewichtes zwischen He-, He+- und He++
Atomen am Reichweitenende eines a - Stra1ilbUndels entwickelt werden, 
welche die dann von Rutherford ~(6) gefundenen feineren GesetzmaBig
keiten quantitativ wiedergibt. 

26 c. X,ichtelektrischelonisation undWiedervereinigungsleuchten. 
Wenn die Dissoziation bzw. Ionisation eines Molekiils Bs durch Ab
sorption von monochromatischer Strahlung der Frequenz t1 bewirkt wird, 
so gilt nach (177) 
(1770.) hv = Q + 1'}, 

worin rJ die Relativenergie (324) der Dissoziationsprodukte ..A1 und At 
und Q die Dissoziations- hzw. Ionisationsenergie von Bs in bezug auf 
die beiden Molekiile .AI und As darstellen moge.~'6) Der hierzu itlOOf'se 

742) R. H. Fowler, Proc. Cambro Phil. Soc. 22 (1924). p. 263, § S. 
743) R. H. Fowler, Phil. Mag. 47 (1924), p. 416; Proc. Cambro Phil. Soc. 22 

(1924), p. 263, §§ '-6. 
744) G. H. Henderson, Proc. Roy. Soc. A. 102 (1922), p. 496. 
746) E. Rutherford, Phil. Mag. 47 (1924), p. 277. 
746) Die Giiltigkeit dieser Beziehung ist auf den Fall beschrankt, daB der 

Strahlungsimpuls h'P (Nr. 11, 12) vernachlii.ssigt werden darf. wird dies nicht C , 

zugeiassen, so ist die rechte &ite von (177 a.) um ein Glied + h" . t1B • • COB 1 zu 
c 

erganzen, welches von der Momentangeschwindigkeit von B und deren Winkel 'i 
mit der LichtBtrahlrichtung a.bhitngt. Dieses Zusatzglied ist demnach maJS. 
gebend fUr die Richtungsabhll.ngigkeit der hier betrachteten Elementarprozesse 
(Nr. 18 b), kommt a.ber wohl meist nur fur ~ntgen- und 7.Strahlung numerisch 
in Betracht. 
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Elementarvorgang besteht nach Nr. 18b in einer von Strahlungsemis
sion der Frequenz v begleiteten Vereinigung zweier mit der Relativ
energie 'I'J zusammenstoSender Molekiile .AI und All' Die GroBe Q ist 
wiederum bestimmt durch die Quantenzustande ns bzw.1lt und nll der 
an den betrachteten Elementarprozessen teilnehmenden Molekiile Ba, 
.AI und As. In Analogie zu dem Verhalten isolierter Molekiile Ba 

gegeniiber dem Strahlungsfelde bei Frequenzen v < ~ (Nr. 11) wird 

man anzunehmen hahen, da13 bei Wiirmegleichgewicht von der Tem
peratur T eine bestimmte, der Strahlungsdichte ~ (v, T) proportionale 
" fibergangswahrscheinlichkeit" 

(348) 58~lI(v) . (>(v, T). dv . dt 

dafiir existiert, daS ein im ns ten Quantenzustande befindliches Molekiil 
B. wahrend der Zeit dt durch ,,positive Einstra1ilung" von Licht des 
Frequenzintervalles dv in zwei Molekiile A1 und A, iibergefiihrt wird, 
welche sich im n1ten bzw. nllten Quantenzustande befinden und eine 
dann durch (177 a) gegebene Relativenergie '1 zwischen 'I'J und 'I'J + d'1 
besitzen. Fiir zwei mit einer solchen Relativenergie und einem mini
malen, zwischen 6 und h + dh befindlichen Schwerpunktsabstand h 
wahrend dt zusammentreffende Molekiile ~ und As wird man hin
gegen nach Becker und Milne, ahnlich wie beim Einzelmolekiil, unter-
8cheiden miissen zwischen einer Befiihigung zu spontanem Anlagerungs
leuchten von der Frequenz v und einer durch das Strahlungsfeld mittels 
"negativer Einstrah7Amg" erswungenen Vereinigung unter Strahlungsemis
sion. '1,1.7) Fiir erstere sei die ,;tJbergangswahrscheinlichkeit" gegeben 
durch 
(349) ~~1I('1, 6) . df/ . d6· dt,. 

fur die ,,negativen Einstrahlungsvorgange" hingegen analog (107 b) 
durch 
(350) ~~!('1, h)· (>(v, T). d'l}' dh· dt, 

worin 'I} und v durch (177 a) verkniipft sind. 

747) R. Becker, Ztschr. f. Phys. 18 (1928), p. 325, § S; E.A.Milne, Phil. 
Mag. 47 (1924), p.209, §§ 8-11. Mit dem gleichen Problem beschiiftigt sich 
auch H. A. Kramers, Phil. Mag. 46 (1928), p. 886, § 2, jedoch unter bewuJ3ter 
Vernachliissigung del "negativen EinstrahlungsvorglLnge". AIle diese Unter
suchungen beziehen sich nur auf den Spezia.lfall der Ionisation, was einige Ver
einfachungen nicht-prinzipieller Natur nach sich zieht. - tJber die Beziehungen 
der obigen Ansatze zu den iUteren Betra.chtungen von Richardson iiber die licht
elektrische Abtrennung von Elektronen vgl. man O. W. Richardson, Phil. Mag. 
47 (1924), p. 975. 
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Bedeutet 
(326) 

jetzt die a priori~Haufigkeit fiir einen durch die infinitesimalen Inter
valle d1'}, dh, dt gekennzeichneten ZusammenstoB zwischen einem im 
n1 ten Quantenzustande befindlichen Molekiil .AI und einem beliebigen 
der bei Dissoziationsgleichgewicht zwischen den AI, .A, und Ba vor
handenen n,-quantigen Molekiilen Alii so ergibt die Stationaritats
bedingung (32) 

(351) N~:'). ~~II(v) . ~(v, T) . dv 
co 

= N;;') fd~ . Z(Au OJJ(1'}-;1). [~~II(f},~) + ~~s(1'},6). ~(v, T)] . dTJ· 
o 

Indem man fiir den 'l"iiumZich-zeitlicken Mittelwerl von (326) fiir Wii.rme
gleichgewicht den bereits in Nr.26a verwendeten Ausdruck (328) 
benutzt und 

co 

(352) ~~II(f}) = 2n:j'iIMf},~) .. ~. d6 
o 

sowie 
co 

(353) ~=II(f}) = 2n:j~Mf},~)' ~. d6 
o 

setzt, findet man aus (351) mit Beriicksichtigung von df} = h . d v 
die Bedingung 

(354) Fr.:,) . ~~II(v) . ~(v, T) 
'1 

R(A.) N5.4) [Ors ( ) + alB () (T)] 4hfj - k T = ". . "2 ~1S 1'} 1()11 f} • ~ '11'1 3 e • 
Y(2np.)'I(k T)'I 

Aus dem Dissoziationsgleichgewicht der Gase 1, 2 und 3 (Nr. 25a) 
folgt anderseits nach (273), (267) und (268) wiederum 

NCB,) g . 'I (n) hI ~ 
(355) ... = 11, B, 8 • ~ rJ'T.74.8) 

N;;'), N~~) gA,' 'YA, (n,.).g.4. ''YAs (ns) V(bp.kT)Y 

Indem man (355) in (354) einffihrt, kann die Gleichgewichtsbedingung 

748) Dieser UmBtand ist tiberaehen worden bei einem Versuch von L. de 
BrogUe, J. de Phys. (6) S (1922), p. 33, auf Grund von Betrachtungen tiber das 
Wli.rmegleichgewicht die Frequenzabhingigkeit deB Absorptionskoeffizienten fUr 
ROntgenstrablung (s. weiter unten im Text) theoretiBch zu begriinden. De Broglie 
gelangt infolgedessen zu der absurden Folgerung, daB eine zu (362) analoge, 
rein molekulare GroBe temparaturabUngig sein miisse, was na.turgemll..6 aUBge
schlossen iat. 



28. Statistik qua.ntenkinetischer ElementarvorgiIDge. 1195 

auf die Form gebraeht werden 
k~ 

iM1) = ~(v, T)[~~3(1J) :~;: ekT - ~~!l(71)J, 
worin 9 wiederum die Abkiirzung (33980) bedeutet. Setzt man hier 
fur () (v, T) den Ausdruek des Planckschen Strahlungsgesetees (93), 

ein, so muS 

(356) 

und 

(357) 

( 8:n:h"s 1 
nv T)=--.--
~ , cS"~ 

ekT -1 

gesetzt werden, damit die Gleiehgewiehtsbedingung zu einer tempe
ratUJN.l,nabhiingigen Beziehung zwischen den molekularen Gro~en (348), 
(352) und (353) wird. Der Vergleich von (177 a) mit der Bohrschen 
Frequensbedingung (114), sowie von (356) mit (109) und (357) mit 
(113) lehrt unmittelbar die .lquivalenz der vorstehenden Betrachtungen 
mit der Einsteinschen Ableitung des Planckschen StrahZungsgesetees fur 
nichtdissoziierende bzw. nichtionisierende Strahlungsprozesse (Nr. 11). 

Wie die Definition (352) in Verbindung mit (349) ergibt, be
deutet ~~:i(1) einen "Wirkungsquerschnitt" fur strahlende, spontane 
WiedervereinigungsstoBe zwischen Molekulen.A1 und A,. Das Verhiltnis 

~3 ( ) • (}(",T) = 1 
111 'YJ rus ( ) A .. 

"'11 '1/ (ekT- 1) 

ergibt offenbar denjenigen Bruehteil erewungener strahlender Wieder
vereinigungsstoSe, welcher im Mittel auf einen spontanen strahlenden 

WiedervereinigungsstoB kommtj da nach (177 a) v ~~ sein muB, 
1 wird er kleiner als Q und bleibt damit fur Laboratoriumstem-

(ekT- 1) 

peraturen praktiseh vernachlassigbar klein, aber selbst fUr Stemtem
peraturen und nicht zu groBe rls noch immer gering. Aus (356) und 
(357) folgt femer 

(358) 
da 
(359) 

den rrwlekularen Absorptionskoeffieienten fur nll-quantige Bs-Molekule 
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bedeutet, liefert (358) die zuerst von Becker und Kramers a1) abge
leitete Beziehung zwischen « und dem Wirkungsquerschnitt fiir strah
lende WiedervereinigungsstoBe: 

(360) 

Wegen der erfahrungsmaBigen Entllichkeit des Absorptwnsvermogens 
an den Seriengrenzen, wo YJ = 0 ist, wird man mit Milne 747) zu 
schlieBen baben, daB der Wirkungsquerschnitt ~M'I'J) zumindest fiir 
kleine Werte von "1 allgemein durch 

(3S1) 

dargestellt sein wird. Fiir sehr groBe "1 bzw. v nehmen i~9 und « 
erfahrungsgemaB monoton ab, was durch (361) und (360) jedenfalls 
qualitativ wiedergegeben wird. 

Ein erfolgreicher Versuch, den Wirkungsquerschnitt (361) fiir 
den Spezialfall der Bindung von freien Elektronen durch Atomkerne 
theoretisch zu ermitteln, ist von Kramers 749) unternommen worden. 
Kramers geht von dem bereits in Nr. 18 b beriihrten Gedanken aus, 
daB das Bohrsche Korresjxmdensprinzip ·(Nr. 14:) im FaIle unperiodi
scher Systeme4.80) ~~11 ebenso zu bereclinen gestatten miisse, wie A:: 
(106) fur bedingt periodische Systeme (Nr. 15 a), wenn auch mit er
heblich geringerer Zwanglaufigkeit und Sicherheit.!l") Er findet fiir 
die Anlagerung des Elektrons in einer n-quantigen Keplerbahn 

(362) ~8 _ _ rp _ - 64,.;' Z'e 1o 1 (", . Z) 
1II-ay8.cSh'ns.",1I· 1If 1 

wobei cp flir groBe Werte seines Argumentes, also fiir kleine "1, gleich 
t 

1 - const.(v. Zr-s . "1 

wird. Setzt man dies in (360) ein, so wird der atomare Absorptions
koeffilient ctz,,, in erster Niiherung von "1 unabhangig und proportional 

749) H. A. K"ame"s, Phil. Mag. 46 (1923), p. 836, §§ 4, 6. Ein anderer, wenn
gleich erheblich weniger systematisch gerechtfertigter Versuch riihrt von A. S. Ed
dington, Month. Not. 83 (1922), p. 36; (1923), p. 431, her, welcher im Zu
sammenhang mit Eddingtons Theorie des stellaren Strahlungsgleichgewichtes [vgl. 
z. B. A. S. Eddington, Ztschr. f. Phys. 7 (1921), p. 351} aufgestellt worden ist. 
Eddington berechnet fUr Atomkerne mit der Ladung Z· e und einem als ge
geben angesehenen Durchmesser auf Grund des Coulomb schen Gesetzes einen 
Ausdruck fiir (361), welcher in Z quadra.tisch, verkehrt proportional 11 und von 
'/I unabhangig ist. 



26. Statistik quantenkinetischer Elementarvorgange. 1197 

!: .750) N ach den vorliegenden experimentellen Erfahrungen ist das 

atomare .Absorptionsvermogen fur Rontgenstrahlen, welches sich nahe
rungsweise auf az, .. zuruckfiihren laBt 751) , fiir binreichend groBe v 
tatsacblich von der Form 

(363) (t = const. Z' . v-s + feZ) 752), 

was das Kramerssche Ergebnis (362), iibrigens auch hinsichtlich der 
Gro6enordnung seines Zahlenfaktors, weitgehend bestatigt.75S) Eine 
experimentelle Bestimmung des "elektronenabsorbierenden Querschnittes" 
fur Wasserstofi'atomkerne als Kanalstrahlen in Hz, 02 und Nz hat 
Riichardt ausgefiihrt und hierfiir den von der Natur des umgebenden 
Gases unabhangigen Formelausdruck 

00 

(364) 

angegeben, worin R die Rydbergsche K;onstante (141) des Wssser
stofl'es bedeutet und Q = R . h zu setzen ware 754); ds (364) fiir fJ _ 0 

760) Ein derartiges Ergebnis ist bis auf den Zahlenfaktor bereitB fruher 
yon A. H. Compton, Phys. Rev. 14 (1919), p.249, auf Grund einer klassiBchen 
Behandlung der RontgenstrahlabBorption abgeleitet worden, welche J. J. TMmson, 
Conduction of Electricity tbrough Gases, Cambridge 1907, 11. Kapitel, fUr bar
moniBcher Schwingungen f"ll.bige Elektronen angegeben bat. Eine Theorie von 
L. de Broglie, J. de Phys. (6) 3 (1922), p. 33, welcbe ebenfalls zu (363) fiihrt, iBt 
inkorrekt und benutzt ganz willkurliche Zusatzannahmen; vgl. Anm. 748) oder 
daB Referat von O. Berg, Phys. Ber. 4 (1923), p. 496. 

751) H. A. Kramers, 1. c. (Anm. 749). 
702) F.K.Richtmeyer, Phys. Rev. 18 (1921), p. 13; K. A. Wingardh, Ztscbr. 

f. Phys. 8 (1922), p. 365; Diss. Lund 1923. Die alteren Autoren haben anstatt 
der Exponenten 4 und 3 vielfach auch Werle zwiscben 3,5 und 4 bzw. 2,5 und 3 
gefunden. 

753) Das in Anm. 749) angegebene Resultat von Eddington wiirde IX pro
portional mit ,,-1 macben, was den Verhaltnissen bei der Rontgenabsorption 
mithin widerspricht. Nach Milne (Anm. 747) solI sich der Eddingtonsche Aus
druck im Bereiche astrophysikalischer Anwendungen indessen als gut braucbbar 
erweisen, namentlich hinsichtlich des von ihm gelieferten Ausdruckes fUr den 
mittleren Absorptionskoeffizienten des sichtbaren Spektrums. 

754) E. Ruchardt, Ann. d. Pbys. 71 (1923), p. 377; Ztschr. f. Phys. 15 (1923), 
p. 164. Hier wird aucb eine tbeoretische Begriindung fur (364) zu geben ver-
1mcht und (364) sogar auf IX-Strahl en am Reichweitenende angewendet. Der 
theoretische Ansatz von Ruchardt ist von G. Wentzel, Ztschr. f. Phys. 15 (1923), 
p. 172, iibernommen worden, welcher ahnliche Betrachtungen fUr ganz langsame 
KatbodeDstrahlen, fiir Kanalstrahlen und fUr gewisse Gesetzmil.lligkeiten des 
kontinuierlichen Rontgenspektrums aus der Vorstellung eines ringformigen elek
tronenabsorbierenden Querschnittes der Atome einheitlich zu entwickeln ver
sucbt. Der Umstand, daB es sich in allen diesen Fallen, bis auf die Umladungs-

s m e k aI, Allgem. Grund!. d. Quantenatatistik u. Quantentheorie 77 
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mit (361) nicht iibereinstimmt, durfte (364) jedoch nur von besehrankter 
Gultigkeit sein, wozu auch beitragen mag, daB bei den Riichardtsehen 
Versuchen in der Hauptsache nur die Anlagerung vorher gebundener 
Elektronen eine Rolle spielt. 

Die Gesamtzahl der lichtelektrisch erzeugten Ionenpaare pro Zeit
einheit und Kubikzentimeter betragt, wenn der Einfachheit halber 
nur die untersten Quantenzustande von A 1 , ~ und . B3 in Betracht 
gezogen werden, nach (348) und (358) 

00 

(365) 9l Lioht = N(B.) ·f >Jj~2 (v) . ()(v, T) . dll 
Q 
h co 

_ N(B,) 8n MAl' M.A.,. f~s (h _ Q). h,,- Q • d 
- ghSM +M III v h1' V, 

Al .A.,.Q ekT-l 
h 

wo N(B,) jetzt die Anzahl der B.-Molekule in der Volumeneinheit zu 
bedeuten hat. Urn die Gesamtzahl der durch Stof3 von ~-MolekUle 
bei Wii.rmegleiehgewicht strahlungslos erzeugten Ionenpaare pro Zeit
und Volumeneinheit zu erhalten, hat man (343) iiber 1/3 zu mitteln, 
wofiir das Maxwellsche GeschwindigkeitsverteiZungsgesetz (Nr. 5 e) heran
zuziehen ist; man erhaltso 

8n (M-do' MB, )1f"-~ (366) Nstal!. = N(B.) • N(Ao) --3 M + M e i:T 
(2dT)~ -do ~ Q 

(~')max. 

. 1/s' d'YJSJS~2(1/s, 1/1) . d'YJi' 
o 

Das Verhaltnis 9lStall zu mLicht wird daher merklich von der Tempe
ratur abhangig sein, ferner von der GroBe der Dissoziations- bzw. 
Ionisationsenergie Q, den Massen der beteiligten Molekule und Disso
ziationsprodukte und der Konzentration der stoBenden Ao-Molekule; 
es ist oft'enbar ganz wesentlich dafiir maBgebend, ob eine Reaktion 
vom Typus (253) als photochemisch anzusehen sein wird oder nieht. 
Wird fur den Spezialfall der gleiehzeitig dureh Licht und Elektronen-

erscheinungen an Kanalstrahlen wenigstenl der Hauptsache nach nicht um strah
lwngsbedingte AnZagerungs'IJO'I'gii/nge handelt. liiJ3t as einstweilen jedenfalls alB 
fraglich erscheinen, ob die Durchfiihrung eines einheitlichen Gesichtspunktes in 
allen diesen verschiedenartigen Fallen wirklich mijglich sein wird. Die Frage 
nach dem Umladungsmechaniamus der «-Strahlen am Reichweitenende Iran» 
nach den Ausfiihrungen am SchluBse des vorangehenden Abschnittas bereit8 ala 
im Sinne einer Bevonngung ~ahlwngslo8er Anlagerungsvorgli.nge (wegen der 
hohen Geschwindigkeiten, die extrem hohen Temperaturen il.quiva.lent sind) ge
klan galten 
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sto6 bewirkten Ionisation des atomaren W asserstoifes S~2 aus (347) 
und ~~2 aus (362) entnommen, so zeigt sich, daS lnStoB : 9lLicht fur 

kleine Werle von k; proportional mit T-t herauskommt: der Ein

fl.u6 der StoBionisation nimmt im Verhaltnis zu jenem der lichtelek
trischen Ionisation mit steigender Temperatur zu. Die numerische 
GroBe dieses Verhiiltnisses fur atomaren Wasserstoff hat Fowler 755) 

auf Grund empirischer Daten fur ~~2 von stellarer Provenienz er
mittelt und gefunden, daS es unter astrophysikalischen Bedingungen 
Werte zwischen 10- s und lOs annehmen kann, wahrend es fiir Labo
ratoriumsverhaltnisse meist vernachlassigbar gering ausfallen wird. 

27. Ruckblick auf die Quantenstatistik. II. Hauptsatz der 
Thermodynamik und Nernstsches Witrmetheorem. Wie die Me
thoden der modernen Molekularstatistik (Nr. 5, 6, 25) und ihre all
gemeine Begrundung (Nr. 4) gezeigt haben, kommt dem fur die 
makroskopische Thermodynamik so fundamentalen Entropiebegri(fe hier 
keinerlei besondere Fuhrerrolle mehr zu, seitdem es sich alB entbehr
lich gezeigt hat, die aprioristische Verkniipfung zwischen Entropie und 
" Wahrscheinlichkeit" zu handhaben, welche von der Planckschen Form 
des Boltzmannschen Prinzipes (Nr. 8b) gefordert wird. Wahrend die 
Einfiihrung des Temperaturbegriffes in der Statistik bei Anwendung 
des Boltzmannschen Prinzipes erst nach Benutzung des Entropie
begriffes moglich war, laBt die modeme Darstellung erkennen, daB 
das Warmegleichgewicht wie in der klassischen Thermodynamik nun 
auch hier durch Gleichheit "empirischer" Temperaturgrof3e:n gekenn
zeichnet werden kann (N r. 7 a), bevor die Bezugnahme auf den II. Haupt
satz zur Erlangung einer absoluten Temperaturdefinition vorgenommen 
wird (Nr. 8 a). Diese einzige Benutzung des II. Hauptsatzes in der 
Statistik erscheint logisch unvermeidlich, da die absolute Temperatur 
als ein Begriff klassisch-thermodynamischer Herkunft nur unter Be
rufung auf die statistischen Analoga der in das Entropiedi(ferentiaZ 
eingehenden thermodynamischen Funktionen mit einer rein statisti
schen Gro.Be identifiziert werden kann 75b); sachlich hingegen erscheint 
selbst diese Benutzung des II. Hauptsatzes als belanglos, da die spater 

zur a bsoluten Temperatur erkliirte GroBe ! . log! in die verschie

denen Verteilungsfunktionen der warme:n Korper (Nr. 5a, 6b) bereits 
als universelle, von der individuelle:n Natur jener Korper unabhiingige 
Veriinderliche eingeht. Integrabilitat des Entropiedifferentials, makro-

755) R. H. Fowler, Phil. Mag. 47 (1924), p. 257, § 5. 
756) Siehe etwa R. H. Fowler, Phil. Mag. 45 (1923), p. 497. 

77* 
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skopische Irreversibilitat - alles dies ergibt sich in der Statistik 
allein als mathematische Folgerung aus dem vorausgeset$ten wrihr
scheinlichkeitstheoretischen Charakter der Molekularvorgange, jedoch un
abhangig von jeder besonderen .Art molekularer Eigenschaften, wie mole
kularen Energiefunktionen und dazugehorigen "Gewichten" (Nr. 9). 
Fiir den Spezialfall im Warmeaustausch befindlicher und hierbei che
miseh unveriindert bleibender thermischer Systeme ist diese wichtige 
TatBache bereits in Nr. 8 a erwiesen worden, fiir den allgemeineren 
Fall von Disso$iationsgleiehgewichten miteinander reagierender Kompo
nenten wird sie im folgenden auf Grund der allgemeinen Betrachtung 
derartiger Gleichgewichte in Nr. 25 b ohne besondere Schwierigkeit 
ebenfalls gefolgert werden konnen. 

Um den statistischen Ausdruck fiir das Entropiedifferential (81) 
fiir Dissoziationsgleichgewichte zu berechnen, hat man wie in Nr. 8a 
zuniichst den Diffel'entialausdruck (80) der reversibel ,,$ugefiihrten 
Wiirme" aufzustellen, wobei beriicksichtigt werden muB, daB hier 
auBer der empirischen Temperatur -6' und den jetzt wieder explizit 
mitzufiihrenden makroskopisehen Parametern a* auch nook die mittleren 
Teilchensahlen NCAa) (i = 1, 2, ... , p), NCBj} (j = 1, 2, ... , q) der rea
gierenden Komponenten als Veranderliche auftreten; da letztere ge-
mii.B (289) wegen q 

(367) NCA;) + ~a •. N(Bj) = XCA;) (i = 1,2, •. . ,p) 
;=1 J 

voneinander nicht unabhangig sind, kann man an ihrer Stelle mit 
Vorteil auch die p voneinander unabhangigen "Konzentrationsvariablen" 
x, (i = 1, 2, .. . ,p) benutzen, welche nach Nr. 2Gb fur das Gleich
gewicht kennzeichnend sind. Fiir die Gesamtenergie E der Reaktions
teilnehmer findet man mittels des Darwin-Fowlerschen Verfahrens 
aus (295) analog (271) 

p of (-8- a*) q .& (}FB .(3',a*) 
(368) E = ~ x,-6' Aai-+ :2 x~lj x:2j ••• x;pj q;~ , 

<=1 j=1 

fur die makroskopische Kraft A "in der Richtunglt des Parameters a* 

hingegen P '1 0 Jj * 
1 [~ of .At (.&, a*) ~ al' a'j a . 1 B/.rt, a)] 

(369) A =--1 ~ Xl-aa-*-+ ~ Xl JXll . .. X/) Gj oa* ; 
log;a; ;=1 j=1 

die Xi sind hierbei durch die zu (268) analogen Beziehungen bestimmt 

(370) I N(A;) = xi.F.At(ft,a*), (i=1,2, ... ,p) 

N (B.) ~ ,..alj",a<JJ ",apj. ~F (0. *) (j - 1 2 ) 
) - ""1 "'ll •.• "'1' (jj BJ 'V, a. -" ... , q 
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Setzt man jetzt 

(371) 
p q (B) 

TI[FAi(-IT, a*)]N(.At) JIG} FBj(-IT, a*)Y 'j _ il, 
i=1 j=I 

so sind A und E ebenso wie in (84) und (84a) von der Form 

(372) A = _1_ . ologlI E = -IT ologn 
1 o~, o~ , 

log:&" 

wie man sich durch Vereinigung von (370) mit (368) und (369) leicht 
uberzeugt. Fur den Differentialausdruck 8Q der zugefiihrlen Wii.rme 
mu6 man hinsichtlich seiner Abhiingigkeit von .(Jo und den Para
metern a* demnach den gleichen Ausdruck (80a) erhalten, wie in 
Nr. 8 B. Wird die rechte Seite von (80 a) nunmehr aber auch als 
Funktion der N(A,), N(Bjl aufgefa.6t, so liefert (371) bei Berucksich
tigung der Zusammenhli.nge (297) und (367) fiir 8Q in (80a) den 
Zusatz 

- -\-[t dN(.At) . log N(A;) + 2 dN(Bi) . log N(BJ) J. 
~gi i=1 j=1 

Man bekommt dsher in Abiinderung von (81 a) den vollstamdigen Diff'e
rentiaZausdruck 

(373) log!. h Q = d [log II + log ~ . E - i N(A.). (logN(Ai) - 1) 
i=1 

q 

- ~N(Bi). (logN(Bj) -1)J, 
i=1 

woraus hervorgeht, da6 ~ wiederum als integrierender Nenner von 
log:&" 

d'Q auftritt und aus den gleichen Griinden wie in Nr. 8a gemaB (64) 
der absoluten Tempffratur T proportional gesetzt werden mutt Abziig-. 
lich einer willkiirlichen Integrationskonstante So findet man aUB (373) 
bei Umformung der beiden letzten Glieder mittels der StirZingschen 
Formel (43) ffir die Entropie 

p q 

(374) 8 - So = k log II + ; - k ~log :N(.Atl! - k ~log N(Bi) I, 
i=1 j_1 

wo So von .0-, den a* und den N(AU, N(Bj) unabhangig sein muB, von 
den hier unverii.nderlichen X(A;) (i = 1, 2, .. . ,p) hingegen abhangen 
kann. Setzt man fiir II das Produkt (371) ein, so kann 8 - 80 als 
Summe von Beitrii.gen jeder einzelnen der miteinander reagierenden 
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Komponenten in der Form dargestellt werden 
P E 

(375) S - So = k ~ [.N(~) . log F.Ai{)o, a*) + ki -log N(At)!] 
.=1 
q E 

+ k ~ [N{BJ) • log FB/ {)o, a*) + k ~ - log N(BJ} !] 
1==1 
p q 

= ~ (SAt- S..40,o) + ~ (SBJ- SBJ,0).757) 
.=1 j=1 

Diese Betrachtung kann bei Benutzung der Ergebnisse von Nr. 25 c 
obne weiteres auch auf den Fall der Mitwirkung fester Bodenkorper 
ausgedehnt werden, speziell auf das Verdampfungsgleichgewicht zwi
schen kondensierter und Gasphase.758) 

Um neben der ExistentS ciner statistischen Entropie{unktion auch 
noch die makroskopiscke IrreverS'&"bilitiit des Wiirmeausgleiches zweier 
miteinander zur Beriihrung gebrachter gleichbescha:ffener Reaktions
gemische auf statistischem Wege zu erweisen, empfiehlt es sich nach 
DO/f'Win . und Fowler, die Entropie anstatt mittels der N(~), NCBj) wie 
in (375), mit Hilfe der "Konzentrationsvariablen" x, auszudriicken.769) 

(367), (368), (369) und (370) fuhren hierbei zu 
P q 

(376) S - So= k ~ x i ·F..40(ft,a*) +k ~ X;I! xi! ... x'lJ~ 
i=I' J==1 (1, 

l' 

• F B/ {)o, a*) - k E log.& - k ~ X(Ai) . log Xi' 760) 

.=1 
Bedeuten jetzt S' - S~, V', E', ft', Xi~), Xi' und S" - S;, V", E", .&", 
X~.A.j), xt die das Gleichgewicht zweier warmeisolierter Reaktions
gemische flor ihrer Vereinigung kennzeichnenden Bestimmungsstiicke 
und 8 - 80' V, E, .&, X(At), Xi die auf das W8rmegleichgewicht des 
vereinigten Gesamtgemisches bezuglichen Zustandsgrollen, so iiberzeugt 
man sich leicht, daB wagen V = V' + V", E = £' + E", X(~) = X~.A.t) 
+ XjAi) und der Volumenproportionalitat der Verteilungsfunktionen 

757) P. Ehrenfest und V. Trkal (Anm. 666), § 6; B. H. Fowler, Phil. Mag. 
45 (1928), p. 497, § S. 

758) B. H. Fowler, 1. c. (Anm. 757). 
759) O. G. Darwin und B. H. Fowler, Proc. Cambro Phil. Soc. 21 (1928), 

p. 730, § 5. 
760) Der Vergleich mit der Hilfsfunktion (296) des Darwin-FowZerschen 

Verfahrens ergibt, daB (S76) mit dem Integranden in der komplexen Integral-

darstellung filr die Gr6De (294) bis auf emen F .. ktor 1 lJ iiberem-
Xl' XI! •• • ,lI:p' 

stUnmt .. Siebe etwa (261), wo P = 2 und !l == 1 ist. 
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F .di -6-, a*), FBj(il', a*) in (376) gemaB (251a) oder (251 b) auch 

S(.f)-, xl1 x2, ••• , xp) - So 

= S'(il', xl) x2, ••• , xp) - S~ + S"(.{}o, xl1 x!, ... , xp) - S~ 

sein muB. Da nnn gezeigt werden kann, daB 

und 
S'(il", x;, x~, ... , x;) < S'(il', Xv X2' ... , xp) 

S"(""" "" " < S" ("" ) 'II , Xv X2, •.. , xp = 'II, Xl' X!, ... , xp , 

auBer wenn von vornherein 

.{}o = .{}o' = .{}off, Xi = x/ = x/' (i = 1,2, .. . ,p) 
gewesen ist 161), so hat man tatsachlich stets 

(377) Sf - S' + S" - S" < S - S o 0 = 0' 

wie zu beweisen war. 
Die vorstehenden Ausfiihrungen zeigen deutlich, bis zu welchem 

Grade die in der makroskopischen Thermodynamik "Entropie" ge
nannte Zustandsfunktion auf statistischem Wege festlegbar erscheint, 
und abnliches gilt auch fiir die mit S gemaB (88) zusammenhangende 
Plancksche charakteristische Funktion 1J!(T, a*). Gegeniiber Nr. 8a, wo 
eine genauere Kennzeichnung der willkiirlichen Integrationskonstanten 
So = 1p'o unterblieben ist, hat man fiir jeden einzelnen Reaktionsteil
nehmer, z. B. fiir die Komponenten mit den Molekiilen Al , an Stelle 
von (86) und (89) jetzt Ausdriicke von der Form 

N(A;) EAl 
(378) SA;- SAi,O = k log [F.dj(T, a*)] + T - k log(N(.d,)!) 

und 

(378 a) 

die darin zum Ausdruck kommende Abhangigkeit von den "Vertau
schungszahlen" N(..:!;)! der Molekiilanzahlen kann ofl'enbar als eine not
wendige Bedingung dafiir aufgefaBt werden, daB man die Teilentropie
differenzen (378) miteinander reagierender Komponenten gemaB (375) 
additiv zu der Gesamtentropie des Gemisches zusammensetzen kann.762) 

761) O. G. Darwin und R. H. Fowler, 1. c. (Anm. 759), § 4. Der Beweis 
grundet sich a.uf die in der vorigen Anm. erwahnte Eigenschaft von (376). 

762) Man sieht dies sofort ein, wenn man bedenkt, daB diese thermo dyne.
mische Forderung obiger statistischer Berechnung des Entropiedifferentials still
schweigend zugrunde liegt. Umgekehrl kann das Auftreten der "Verlauschungs
zahlen" N(.A.i)! in (378) und (378 a) auch erschlossen werden, wenn man (86) und 
(89) fUr nicht-reaktionsfahige Gemische voraussetzt und die Abhangigkeit von 
den N(..:!;) hinterher aus der Forderung bestimmt, daB die Additivitltt der Teil
entropiedifferenzen auch im Falle reaktionsfahiger Gemische erhalten bleiben 
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Wie die zu (377) fiihrende Irreversibilitatsbetr&chtuDg erkennen lii£t, 
wird die .A.dditivitli.t von Entropieclifferensen iibrigens .auch im Falle 
chemisch unveranderlicher thermischer Systeme an die Form (378) 
gebunden sein .. Bildet man (378) etwa ffir ein ideales einatomiges 
Gas von N Molekiilen, so erhiilt man nach (251a) 

V [ (2nMk)~. eiJ (379) S - So= fNk logT +Nklog N + Nklog g-r;a-- , . 

worin S - So in lTbereinstimmung mit der klassischen Thermodyna
mik 76S) fiir die doppelte Gasmenge im doppelten Volumen den dop
pelten Betrag erhalt. Die in Nr. 8a benutzte Form (86) unterscheidet 
sich in ihrer Anwendung auf (251a) von (379) um den Addenden 
k log (N!) und fiihrt daher zu. . 

[ (2nMek)i] (379a) S - S~ = {-Nk log T + Nk logY + Nklog g h' , 

welche Be7..i.ehung jene Eigenschaft nicht besitzt76'), hinsichtlich ihrer 
physikalischen Bedeutung mit (379) aber vollkommen gleichwertig ist, 
da So bzw. S: in (379) bzw. (379a) von N ebenso in ganz beliebiger 
Weise abhiingen kann, wie die analogen willkiirlichen Konstanten in 
(375), (378) von den X(A;) (i = 1,2, .• . ,1').766) 

Boll. DaB Additivitat der Teilentropien und Abhangigkeit von den "Vertau
achungszahlen" in der angegebenen Weise miteina.nder verkniipft sind, gilt bei 
gewissen konkreten statistischen Entropiedefi,nitionen (s. weiter unten im Text) 
in gewisaem Sinne auch Bchon fiir nichtreagierende Gemische, da. tiber 80 bier 
von vornherein in geeigneter Weise verfiigt erscheint. VgL z. B. L. Nordheim, 
Ztschr. f. Phyl!. 27 (1924), p. 65, femer eine bei D. Emkog, Ann. d. Phys. 72 
(1923), p.321 angefiihrte, auf D. Hilbert zuriickgehende Entropiedefinition (siebe 
auch Anm. 168). 

768) Vgl. z B. M. Planck, Thermodynamik, §119, Gl. (62). 
764) Man vgl. die Diskussion dieses Umstandes bei P. Ehrenfest und 

V. Tr~ (Anm. 666), § 9, wo eine diesbeziigliche Kritik der gesamten alteren 
Literatur gegeben wird, und bei E. SchriJdingcr, Phys. Ztschr. 25 (1924), p. 41, 
sowie die Entgegnung von M. Planck, Ann. d. Phys. 66 (1921), p. 366. Die 
beiden zuletzt genannten Autoren gehen von bestimmten statistischen Defmi
tionen fUr 8 aus, so daB bei ihnen iiber So bzw. 8~ bereits verftigt erscheint, 
was physikalisch a.ber natiirlich keinerlei Unterschied bedingt. 

765) Aus diesem Grunde und wegen (367) kann die Meinung, daB die 
Entropie 8 eine homogene Funktion ersten Grades der Molekiilanzahlen N(A~, 
N(Bj) sein miisse, strenggenommen auch im Falle der Dissoziationsgleichgewichte 
nieht mit der formaZen Homogenitlit von (379) begriindet werden. Man sieht 
dies noch deutlicher, wenn man den Obergang vom Reaktionsgemisch zum physi
kalischen Gemisch so ausfiihrt, daJ3 man alle Molekiile BJ zerfallen und die. 
Molekiile Ai reaktic;>nsunf'll.hig werden laBt; man bekommt so N(~ = ,:x(Atl, 
N(BJ) = 0, und findet, daB die Entropien SA, wegen dar Willkiirlichkeit der 
8-40 anch dann inhomogen in N(Aa) sein k6nnen, wenn jede dar Konstanten 
8...4(,0 von der zugeh6rigen Anzahl N(A~ allein abhil.ngt. 
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Zur Aufstellung einer "absoluten" statistischen Entropiedefonition, 
gekennzeichnet durch eine bestimmte Festlegung von So bzw. S:, wird 
es daher ebenso einer an sich willkiirlichen Konvention bediirfen, wie 
in der klassischen Thermodynamik.7&6) Derartige Konventionen wer
den vor aJlem durch die Plancksche Form (90 a) des Boltsmannschen 
Prineipes (Nr. 8b) nahegelegt. Ebenso wie im Falle nicht-reagieren
der warmer Korper (Nr. {) b) wird es im allgemeinen 7&7) auch bei 
Dissoziations- und Verdampfungsgleichgewichten moglich sein nach
zuweisen, daB es bei gegebenen auBeren Bedingungen eine unci nwr 
eine bestimmte Zustandsverleilung Z~,Bjl (Maxwell-Boltsmannsche Ver
teilung) gibt, fiir welche die Anzah! der Realisierungsmoglichkeiten 
R(Z'fi,Bjl) (293) einer beliebigen Zustandsverteilung Z'ft,Bjl bei Beriick-. 
sichtigung der Nebenbedingungen (289), (291) und (292) (Nr. 25 b) 
zu einem 80 stellen Maximum gemacht wird, daB die Anzahl der 
Realisierungsmoglichkeiten siimflicher mit diesen Bedingungen vertrag
lichen Zustandsverlellungen, (294), a8ymptotisch mit B(Z<:A,Bjl) iiberein
stimmt. Auf ahnlichem Wege wie in Nr. 8b findet man dann wiederum 
den Ausdruck (90) des Boltsmannschen Prinsipes 

(390) S - S~* = klogR(Z~,Bj»), 

wo die Integrationskonstante S:l'* wiederum von den konstanten X(AiJ 
abhangen kann und zu So in (375) mit Riicksicht auf (293) in der 
Beziehung steht 

I' 

(380') St* = So- k~log(X(.fo)!), 
.=1 

wahrend fiir das Einzelgas in U'bereinstimmung mit dem Unterschied 
von (379) und (379a) nach (29) 

(380") S~* = S: = So + k log N! 

wird.768) Setzt man S:* dem Logarithmus einer willkiirlichen Funk
tion <p(X(.A,l, X(~), ... , X(.Ap ») bzw. rp(N) gleich, so nimmt (380) die 
scheinbar "absolute" Form 
(381) S = k log [rp . R(ZXB)] 

766) Man vgl. hierzu etwa. die Plancksche Formulierung des Nernstschen 
Wli.rmetheorems! 

767) Vgl. jedoch Anm. 680). 
768) Man iiberbiickt dies am besten an dem in Nr. 26 a lLusfiihrlich be

handelten Spezialfa.ll :p = 2, q = 1. B(ZL)' (268), erscheint hier als da.B Produkt 
von (257o.) und (267b); wenn N(.A,) = X(A,l, X<.AJ = 1{<.AsJ = N(Bal=O, wird (257 b) 
der Einheit gleich, so daB (380) mit (86) und daher auch mit (379 a) iiberein
stimmen mull. 
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an 769), welche I1ir die KonventWn tp = 1, Sf* -= 0, der Planckschen 
Form (9080) des BoZtsmannschen Prinsipes entspricht. ll'iir ideale ein
atomige Gase ergibt diese Wahl den Entropieausdruck (370110), wobei 
wegen (380") S~ = 0 zu setzen ist und der Gewichtsfaktor 9 einst
weilen noch willkitrlich bleibt. Da die Differens der Entropie des 
Gases gegenitber der im Bereiche verschwindender spezifiseher Wii.rme 
vorhandenen Entropie seines Kondensates jedenfalls die Eigenschaft 
von (379) haben mull, fdr die doppelte Gasmenge im gleichen Zu
stand den doppelten Betrag anzunehmen, wird man mit Sclvrodinger 
zu schlie6en haben, dap die "absolute" Entropie (379110) des Gases 
eitzen oor den kondensierten Zustand der Gasmolekiile besugUchen "abso
luten" NUllpunktsentropie-Betrag enthiilt.770) Wird der Gewichtsfaktor 
9 = gA der Gasmolekiile (A) in (379) bzw. (379110) in Einheiten des 
Gewichtsfaktors gFK fitr den kondensierten Zustand gemessen, so wird 
der vom Gassustande allein abhangige Anteil tier "absoluten" Entropie 
des Gases gegenitber (379) durch 

V [gA (21rMk)i e't] 
(382) (SA )G.I = t Nk log T + Nk log N + 'Nk log gFK hI 

bestimmt sein 771), wahrend die Differenz von (382) gegen (379a), 

(383) S~k = k log N! + Nk log gFX, 

769) Aus dieser Darstellung geht mit iller Deutlichkeit hervor, daIS B(ZL) 
in der Statistik ohne jede An.derung iiberall durch ",. R(ZL) ersetzt werden 
konnte. Man sieht daraus, dati die Bevorzugung von R(Z~ im Grunde genom
men nur konventioneZl ist, daB diese Konvention aber hinterher durch Mitfiihrung 
unbestimmt bleibender Konstanten So, qto wieder rUckgl1ngig gemacht werden 
kann. Den konventionellen Charakter der Benutzung von R(Z~ hat M. PZa.nek, 
Ann. d. Phys. 75 (1924), p.:673, Futln. auf p. 681, angedeutet. - Die im Text 
mit Rucksicht auf die Verhaltnisse bei Dissoziationsgleichgewichten (Nr. 20) 
oben mehrfach bevorzugte Mitfii,hrung unbestimmter "GewichtsfaktO'l'en<t g wiirde 
z. B. beim Einzelgas von N Molekiilen dem speziellen Ansatz '" = gN entspre
chen, wenn dieBer Faktor nicht bereits vou vornherein in die Definition von 
B(ZL) einbezogen worden ware. 

770) E. Schriidinger, Phys. ZtBchr. 25 (1924), p.41. Mit der angegebenen 
Deutung scheinen Bouch gewisBe Schwierigkeiten ihre Beseitigung gefunden zu 
haben, auf welche W. Schottky, Ann. d. Phys. 68 (1922), p. 481, § 8, insbeson
dere Futln. auf p. 584, in Verbindung mit der Konvention '" = 1 aufmerksam 
gemacht ha.t. 

771) Da6 dieser Ausdruck auf thermodynamischem Wege genau zu der in 
Nr. 21ic Btatistisch abgeleiteten DampfdruekformeZ fiihrt, kann einer von M. Planck 
[1], § 187, ±'iir den SpezialfaU gA = gFK= r A (1) = 1 gegebenen Ableitung dieser 
Formel unmittelbar entnommen werden. - Wie der Vergleich des konBtanten 
Gliedes in (882) mitjenem der Dampfdruckgleichung (817) dartut, iibertritft die 
in der Einheit Nk gemessene "Entropiekonstante" die chemische Konstante run 
den Betrag t -log k. 
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die "absolute" Nullpunktsentropie der N kondensierten, d. h. praktisch 
unbeweglichen Molekiile darstellen muB, was bei Berucksichtigung von 
(307) auch auf Grund der Dampfdruckformel (315) verifiziert werden 
kann.771a) Da man fiir die einzig mogliche Zustandsverleilung Z(O) von 
N unbeweglichen Molekiilen mit dem Gewichtsfaktor gFK nach (29) 

(384) RFX(Z(O») = Nt (gFX)N 

erhalt, fiihrt das Boltzmannsche Prinzip (381) mit der obigen Kon
venti on fJ! = 1 ebenfalls zu (383) 704) und beweist so auch auf ganz 
direktem Wege die Folgerichtigkeit der dargelegten Auffassung.77lI) 

Ganz ahnliche Betrachtungen sind zur Bestimmung der "absoluten" 
Entropie physikalischer oder chemischer Gasgemische erforderlich, wo
bei den Kondensaten der Charakter von Mischkristallen oder festen 
ehemischen Verbindungen zukommt.773) Fur aile statistischen Betrach
tungen hingegen, die sich nur auf die innere Energie der Atome und 
Molekiile beziehen (Nr. 24a, 24:b), bei welchen man demnach mit 
ruhenden Molekulen auskommen kann, spielen V olumenabhiingigkeiten, 
wie sie zur Unterscheidung zwischen (379) und (379a) genotigt haben, 
keine Rolle, so daB das Boltzmannsche Prinzip (381) fUr fJ! = 1 un
mittelbar zu brauchbaren "absoluten" statistischen Entropiewerten fuhrt. 

Mit den vorstehenden Betrachtungen ist klargestellt, daB auf den 
Gaszustand allein besughabende "absolute" Entropieausdriicke mittels 
des Boltzmannschen Prinzipes (381) unmittelbar nur dann erhalten 
werden konnen, wenn cp allgemein dem Reziproken der Nullpunkts
entropie fur den kondensierten Zustand des betrachteten thermischen 

771 a) V gol. auch die vorige A.nm. Die Dampfdruckformel (315) kann namlich 
bei Beriicksichtigung des ihr zugrunde liegenden A.nnaherungsgrades in der Form 

klog~ NFKI[gFX· FFx(lr)]NFX} - klog [NFX!· gFX]NFX 

NFK k log [F.A(-3')tA - k log N.A! 

NA 

geschrieben werden. Die mit N.A multiplizierte recbte Seite dieser Beziehung 
stent nach (89) den der Entropiegro6e (382) gemaB (88) entsprechenden Aus
druck fiir die Plancktche Wiirmefunktion ![fA der Dampfphase da.r. Da die mit 
N FX multiplizierte linke Seite sich gemaB (307) und (89) von ![f FX gerade um 
den Betrag (383) unterscheidet, so wird klar, da.B die Festsetzung (382) not
wendig (lI83) nach sich ziehen mull, wie zu beweisen war. 

772) Da. gFx mer vollkommen willkiirlich iet, kann man ohne Beschrankung 
der A.ligemeinheit die Konvention gFX= 1 einfiihren, womit (38S) ebeneo wie 
(384) einen vollig bestimmten Wert erhalt. 

773) Vgl. die Bemerkungen von E. Schrodinger, 1. c. (A.nm. 770) zurTheorie 
der Mischkristalle bei M. Planck [1], § 186. 



1208 V 28. A. Smekal . .A.llgem. Grnndlagen der Quantenstatistik n. Qua.ntentheorie. 

Systems gleichgesetzt wird: 

(385) 

Eine Begriindung dieses Ausdruckes auf Grund von Konventionen, 
welche explieit ke:inerlei Beeiehungen eum NullpunktswrhaZten der loon
densierten Substans aufweisen, wird seit langerer Zeit von Planck ver
treten.714) Die Plancksche Auffassung benutzt von vomherein die 
quantenstatistische Festlegung (221) bzw. (224) ftir die GroBe der 
p.-Raum-Zellenvolumina, femer setzt sie gema6 (280) und (282a) alle 

Gewichtsfaktoren der Einheit gleich, wodurch in (382) g..! = 1 wird. m) 
gn 

BFK(Z(O}) reduzierl sich dadurch beim Einzelgas auf die "Vertauschungs-
zahl" N! bzw. auf ein Produkt solcher Gro6en bei Gemischen und 
Gasgleichgewichten; das Auftreten dieser Gro6en in (385) wird durch
geeignete Konventionen fiber das Verhalten sehr vieler, mit dem zu 
untersuchenden gleichbescha:lfener Systeme im r-Raume erreicht.'176) 

Der Anla6 zur Definition "absoluter" Entropiewerte geht letzten 
Endes ebenso wie in der makroskopischen Thermodynamik 766) a.uf 

774) M. Planck [1], § 17911'., femer Berl. Ber. 1916, p. 658; Ann. d. Phys. 
66 (1921), p. 365; 75 (1924), p. 673. 

775) Diese nach den Betrachtungen von Nr. 25 a und 26 c wohl zu spe
zielle Festsetzung beinhaltet demnach implizit auch eine Verfiigung iiber die 
Eigenschaften des kondensierten Zusta.ndes. 

776) Als vornehmstes ArgumeDt zugunsten seiner a.n die Boltzmann-Gibbs
Bche r-Raumsta.tistik anschlieJ3enden Betrachtungsweiae wird von Planck ins 
Treffen gefiihrt, daB die im vorliegenden Berichte ausschHelUich benutzte Maa:
weZl-EhrBnfestsche p.-Raumstatistik mit keinem rea.len Einzelgas zu operieren in 
der Lage sei, indem sie dieses ebenso wie N voneinander unabhiingige Molekiile 
behandle, von denen jedes ein abgesondertes Volumen V zur Verfiigung hat. Ab
gesehen davon, daJI der Grad gegenseitiger Unabhiingigkeit der Molekiile bei 
Planck und boi Ehrenfest praktiach doch dOl gleiche ist, bnn dieser Auffusung 
entgegengehalten werden, daB sie die Notwendigkeit una Moglichkeit einer sach
gemaj1en BegrUndwng der BoZtzma'fl'fl8chen Verteilwng (Nr.4:) oder des BoUzmann
sMen Primipes (Nr. 8 b) wnw Berufwn,g aUf die Zeitgesamtheit des Gases vlHlig 
aus dem Auge liiJIt. Hierzu ist die .Benutzung vor aHem der in Nr. 4: einge
fiihrten zeitlichen "Ubergangswahrscheinlichkeiten" (18), (18a) unerlij,J3lich; wie 
aber bereits in Nr. 2 angedeutllt .worden iat, kann die E~z derartiger "Ober
gangswahrscheinlichkeiten" nur alB Ergebnis des (paarweiBen, dreifaehen, ... ) 
Zusa.mmenwirkens der Molekiile verstanden werden, deren gleichJJeitiges Vor
handensein in etne1n einsigen Volumen V da.her auch fUr die /L-Raumstatistik un
umganglich iat. Die Grundla.gen der beiden von Planck am Einzelgas einander 
gegeniibergestellten statistischen Methoden erseheinen demnach einander vl:illig 
aquivaJent. Beziiglieh tiefliegenderer Besonderheiten der Planckachen Auffassung 
vgl. man jiingst E. Schrodinger, Berl. Ber. 1926, p.484, sowie M. Planck, Berl. 
Ber. 1925, p. 442. 
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den Inhalt des Nernstschen Wiirmetheorems 717) zUrUck, wonach die 
Entropieiinderungen kondensierter Systeme fur isotherme, reversible Pro
zesse mit unbegrenzt abnehmender Temperatur gegen Null konver
gieren. Fiir Veranderungen innerhalb einer einzigen Phase fordert 
dieser Satz das Verschwinden der spesi(ischen Wiirmen kondensierter 
Substansen bei T = 0, was fur kristallisierte FestkOrper aus (96) und 
(960.) (Nr. 9) unmittelbar entnommen und ala Folgerung aus den 
quantenstatistischen Eigenschaften der Festkorper- Vertei7lungsfunktionen 
(99) (Nr. 9) und (35B) (Nr. 6b) erkannt werden kann. Fiir chemische 
U msetzungen fiihrt das N ern8tsche Theorem zu einer eindeutigen Be
stimmung des chemischen GZeichgewichJ,es durch die dem Verdampfungs
gleichgewicht (Nr. 25 c) entnommenen chemischen Konstanten der gas
f"ormigen Reaktionsteilnehmer; fUr homogene Gasgleichgewichte (Nr. 25 B, 

25 b) insbesondere soll das von den makroskopischen Zustandsvariablen 
(Konzentrationen, Druck, Temperatur) unabhangige Glied der Gleich
gewichtsformeln durch die Summe der chemischen Konstanten aZZer 
Beaktionsteilnehmer778) gegeben sein. Wie in Nr. 258 filr den Fall 
der Reaktion (253) ausfiihrlich gezeigt worden ist, fiihrt tatsiichlich 
auch die Quantenstatistik m einer eindeutigen Bestimmung des chemi
schen Gleichgewichtes, sofem die Verhaltnisse der willkilrlichen "Ge
wichtsfaktoren" aller Reaktionsteilnehmer bestimmte, empirisch er
mittelbare Werte besitzen. Um die aus dem Verdampfungsgleich
gewicht (317) gefolgerten chemischen Konstanten mit den entspre
chenden Gro.6en in der chemischen Gleichgewichtsbedingung (281) 
identifizieren zu konnen, muS nach den diesbeziiglichen Betrachtungen 
von Nr. 25c angenommen werden, dafJ die Gewichte der "untersten" 
Quantenmstiinde einschliefJlich der Gewichtsfaktoren gFK fUr den kon
densierten Zustand aZZer Beaktionsteilnehmer einander gleich sind und 
der Einheit gleichgesetst werden konnen. Das Nernstsche Warmetheorem 
verlangt demnach Gleichheit der "untersten" Quantengewichte fur gans 
beliebige kondensierte Systeme - eine Folgerung, welche auf etwas 
anderem Wege zuerst von Einstein abgeleitet und spater insbesondere 
von Stern und Schottky eingehend diskutiert worden ist.179) Da sich 

777) Vgl. vor allem W. Nermt, Die theoretischen und experimentellen Grund
lagen des neuen Warmesatzes, Halle 1918, II. Auf!.. 1924, femer etwa V 11, Phy
Bikalische und Elektrochemie (K. F. Herzfeli1). Nr. 4, O. 

778) Wobei die chemischen Konstanten fur die in Richtung positiver 
Wil.rmetllnung verschwindenden Substanzen mit dem entgegengesetzten Vor
~eichen in Rechnung zu stellen sind, wie jene fUr die gebildeten Substanzen. 

779) A. Einstein, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 16 (1914), p. 820; O. Stern, Ann. 
d. Phy •. 49 (1916), p. 828; W. Schottky, Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 1; 28 (1922), 
p.9, 448. Vgl. femer K. F. Herzfeld, Ztschr. f. phys. Chem. 95 (1920), p. 189; 
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in der Niihe des absoluten Nullpunktes praktisch samtUche Festkorper
eigenschwingungen in ihren "untersten" Quantenzustanden befinden, 
wurde die statistische Bedeutung des Nernstschen Satzes darauf hinaus
laufen, das Nullpunktsverhalten beUebiger materieller Festkiirper als eita 
in dynamischer Hinsicht eindeutiges 780) Besugssystem sur absoluten 
Messung von Quantengewichten und Gewichtsfaktoren fUr siimtliche 
Aggregatzustiinde namhaft zu machen. 

Diese Folgerung kann durch den bisherigen Erfolg der Priifungen 
des Nernstschen Warmetheorems am experimentellen Tatsachenmaterial 
als weitgehend bestatigt angesehen werden. Auf Grund einer in letzter 
Zeit vorgenommenen Untersuchung von etwa zwanzig homogenen und 
heterogenen Gleichgewichten hingegen meint Eucken 781) gewisse A.b
weiehungen von den Forderungen des Nernstsehen Warmesatzes sieher
gestellt zu haben.7811) N aeh Eucken solI namlich fiir eine Reihe kon
densierter Substanzen, jedenfalls aber fiir Wasserstofi', der Gewichts
faktor gFK in (383) von der Groilenordnung 2 sein. Sollte sieh dieses 
Ergebnis weiterhin bestiitigen, so wurde es trotzdem nieht als Beweis 
dafnr angesehen werden durfen, daB der von der Quantenstatistik 

C. G. Darwin und R. H. Fowler, Phil. Mag. 44 (1922), p. 823, § 8; R. H. Fowler~ 
Phil. Mag. 45 (1923), p. 497, § 7. 

780) Diese Eindeutigkeit scheint beim chemisch homogenen eina.tomigen 
Mstall nur in dynamischer Hinsicht vorhanden zu sein, da die N kondensierte~ 
als untereinander v611ig gZeich angesehenen Atome, jetzt allerdings bloa begriff
Hch, auf Nt verschiedene Weisen miteinander vertauscht werden konnen, ohn6 
den Nullpunktszustand abzuandern. Bei nl!.herem Zusehen gelangt man aller~ 
dings zu Zweifeln an der Richtigkeit dieser SchluJ3weise, wenn man die Kern
struktur der Atome und MolekiiZe (Nr. 1S) gebiihrend in Riicksicht zieht. Da. 
nach O. Stern (ADm. 779) eine Vertauschung zweier ungZetchartiger Molekiile bei 
Mischkristallen ohne Energieanderung nicht mogHch ist, so kann es binsichtlich 
derartiger Vertauschungen nur einen Zustand geringster Energie geben, welcher 
dann dem Nullpunktszustand entsprechen mua. Sieht man nun zwei, im iibrigen 
gleichartige Molekiile mit etwa phasenverschiedenen Elektronenbewegungen folge~ 
richtig als verschieden an, so wird sich im allgemeinen auch hier ergeben miissen. 
daa der N ullpunkt)Jzusta.nd mit Riicksicht auf die Wechselwirkungen der Mole
kiile untereinander auch beim chemisch homogenen Festkorper ein einheitlicher 
sein kOnnte, der Vertanschungen von Molekiilen nicht mehr zuHUlt, wohl aber 
solche der Elementarladungen. Die angedeutete Problemstellung ll!.at die prin
zipielle Tragweite von statistischen Untersuchungen erkennen, welche bis auf 
die Elementa.rladungen ale letzte Bausteine der molekularen Gebilde zuriick
geben wfuden. Vgl. dazu Anm. 669), 671). 

781) A. Eucun und F. Fried, Ztschr. f. Phys. 29 (1924), p. 36; A. Eucken, 
E. Kaf'wat und F. Fried, ebenda p. 1. 

782) Vgl. hierzu die Diskussion: F. Simon, Ztschr. f. Phys. 31 (1926), p. 224; 
A. Eucken und F. Fried, Ztschr. f. Phys. 32 (1925), p. 150; F. Simon, Ztschr. f 
Phys. 88 (1925), p. 946, . 
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o:ffengelassenen Festlegung der Gewichtsfaktoren gFK, goA in den Damp£
druck- und chemischen Gleichgewichtsformeln mit Notwendigkeit eine 
dem Nernstschen Warmesatz entgegengesetzte prinzipielle Bedeutung 
zukommt 78S); vielmebr ware es nach Schottky7M) durchaus moglich, 
da8 neben dem yom Nernstschen Theorem geforderten eindeutigen 
Nullpunktssustand des FestkiYrpers eine Anzahl anderer, nur um weniges 
energiereicherer Zustiinde existenziahig sein konnten, welche experi
mentell von jenem Nullpunktszustande einstweilen nicht zu unter
scheiden waren, dadurch aber von Eins verschiedene Werte der Ge
wichtsfaktoren gFK vortauschen wurden. 

Die absolute Festlegung der Gewichte und Gewichtsfaktoren durch 
den Nernstschen Warmesatz beseitigt die letzte Unbestimmtheit, welche 
der "absoluten" Entropiedefinition des Boltsmannscken Prinsipes (381) 
auch nach Verfiigung fiber die willkiirliche Funktion rp noch anhaftet. 
Da aus einem thermischen System beim absoluten Nullpunkt oft'enbar 
keine Warmemenge mehr "herausgeholt" werden kann, liegt es nahe, 
die willkiirliche Funktion tp in (381) allgemein so festzulegen, da8 
seine N ullpunktsentropie gleich Null wird, wie es der Planckschen 
Form des Nernstschen Wiirmetkeorems in der makroskopischen Thermo
dynamik 785) entspricht. Bei allen statistischen Systemen ohne Trans
lationsbewegungen, ausgenommen beim Festkorper, sind Nullpunkts
ausdr'iicke von der Form (383), wie bereits hervorgehoben, fUr rp = 1 
abwesend, so daB diese Konvention hier allgemein 
(386) S(O) = 0 

ergibtj ein analoges Ergebnis wird von den eigeDs zu diesem Zwecke 
aufgestellten Gasentartungstheorien (Nr. 19, 25 c) fiir Systeme mit 
TransZationsbewegungen jedoch nur dann geliefert, wenn man (383) 
abspaZtet und, wie oben, fur den kondensierten ZUBtand in Anspruch 
nimmt. Fiir diesen Zustand aber, d. h. fur Festkorper, bekommt man 
aus (383) mit rp = 1 und gFK = 1 nach dem Nernstschen Theorem, 
den "on Null verschiedenen Betrag 
(387) S;:'1- = k log N!. 
Dieser trotz seiner thermodynamischen Bedeutungslosigkeit 786) auf-

783) Z. B. die Existenz mehrerer Nnllpunktsmodifikationen des Festkorpers 
von wakt gleichem Energieinhalt, welche der in Anm. 780) gea.n6erten Auf
fassung im allgemeinen widersprechen wiirde. 

784) W. Schottky, L c. (Anm. 714) oder 779). 
785) Siehe etwa M. Planck, Thermodynamik, oder die in !um. 777) ge7 

nannte Literatnr. 
786) Nach der Terminologie von W. Schottky (Anm. 66S) wltre (887) eine 

bloB "formale" EntropiegroJ3e gegeniiber den technischen Entropiedifferenzen del' 
makroskopischen Thermodynamik. 
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fallende Unterschied gegeniiber (386) hat verschiedene Zusatzbetrach
tungen hervorgerufen, welche darauf hinzielen, auch s~k gleich Null 
zu machen. So versuchen Planck 781) und Herefeld 788) auf getrennten 
Wegen, das Verschwinden von (387) durch geeignete Konventionen 
fiber die Berechnung der "thermodynamischen Wahrscheinlichkeit" in 
(80a) zu erreichen. Nach einer anderen, von Planck allerdings nur 
hinsichtlich der N ullpunktsentropie der Mischkristalle verlretenen Auf
fasBung 773) 787), konnte man ein V ersch winden von (387) in das dem 
absoluten Nullpunkt benachbarte Zustandsgebiet verlegen, fiir welches 
die statistische Temperaturdefinition zu versagen beginnt.789) Wahrend 
diese Auffassungen ihren Zweck innerhalb des Rahmens der bisherigen 
Statistik zu erreichen streben, fa8t Einstein das der Beziehung (387) 
zugrunde liegende AUftreten einer Nullpunktseustandsverteilung mit einer 
von Bins verschiedenen Anzahl ihrer Realisierungsmoglichkeiten a.ls ein 
prinzipielles Versagen der bisherigen statistischen Methodik auf.790) Ein-

787) M. Planck [1], §§ 184, 186. Do. die Plancksche Konvention im Falle 
der Mischkristalle, § 186, nicht mehr beibehalten werden kann, ist oben in 
Nr. 26e gemaB Anm. '104) auf ihre eingehendere Beriicksichtigung verzichtet 
worden. Die oben, p. 1206, gegebene erste Ableitung von (383) auf Grund der 
Beziehung (3790.) fiir die Gasentropie wird von Planck (Anm. 774) durch die 
dort im Text bereits angedeuteten Konventionen vermieden. 

788) K. F. Herzfeld, V 11 (Physikalische und Elelctrochemie), Nr. 6, b) I, 
lii.Bt den Festklirpermolekiilen im Gegensatz zu p. 1170 und Anm. 703 a) die Mog
lichkeit "innerer" Vertauschungen innerhalb gewisser dreidimensionaler Raum
volumina und setzt gFK dem Reziproken der sehr groJ.\en Anzahl dieser Voln
mina gleich, wodurch (387) zwar nicht exakt verschwindet, aber doch von sehr 
lliedriger GrliBenordnung wird. 

789) Dieses Zustandsgebiet ware erreicht, wenn die Anzahl der noch nicht 
"eingefrorenen" Festkorperfreiheitsgrade so klein geworden ist, daB der makro
skopische II. Hauptsatz seine Giiltigkeit verliert und anstatt dessen die "geord
nete" Bewegung eines Systems von "endlich" vielen Freiheitsgraden merklich 
zu werden beginnt. Das Erreichen dieses Zust80ndsgebietes ist indessen "tech
nisch" (vgl. Anm. 786) unmoglich (Nernsts Prinzip von der Unerreichbarkeit des 
absoluten Nullpunktes). - Zugunsten der obigen zweiten Planckschen Auffassung 
klinnte gegeniiber der Begriindung des Faktors N I im Wege "auJ.\erer" Molekiil
vertauschungen bei hliheren Temperaturen (p. 1171) geltend gemacht werden, 
daB solche Vertauschungen im absoluten Nullpunktszustand unmoglich werden, 
so daJ.\ hier an Stelle von N! die Einheit treten muJ.\, woraufhin (387) tatsach~ 
Hch verschwindet. V gl. dazu femer Anm. 780). 

790) A. Einstein, Berl. Ber. 1925, p. 3, § 7. - Allerdings wird hier bloB der 
negative Betrag (387) 8018 Nullpunktsentropie des (entarteten oder nichtentarteten) 
Gases gepriift und die folgerichtige Trennnng von (382) und (383) nicht vor
genommen. Die Einsteinschen Argumente konnen aber (und mussen es im Falle 
jener Trennung)unverandert auch gegen eine Festklirper-Nullpunktsentropie (387) 
ins Treffen gefiihrt werden. DaB die Einsteinsche Forderung (388) mit Riick-
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stein befiirwortet daher die Annahme eines neuartigen, erst kiirzlich 
von Bose erdachten statistischen Verfahrens 'l91), welches fiir eine Null
punktszustandsverteilung an Stelle von (384) prinsipiell 
(388) R(Z(O)) = 1 

ergibt, so daB das Boltsmannsche Prinzip (385) mit gFK = 1 auch hier 
nur bei q> = 1 zu (386) fiihren wiirde. Wie man der Forderung (388) 
entnehmen kann, wird fnr jede zu (388) fiihrende statistische Methodik 
ein prinzipieller Verzicht auf die in Nr. 2 und 3 vorausgesetzte statisti
sche Unabhiingigkeit der Mole"kUle voneinander Slla) zur unausweichlichen 
Notwendigkeit, was fur den NUllpunktszustand in gewissem Sinne 
auch als plausibel geIten kann. Da die bisherigen statistischen Be
handlungen der Molekiiltranslation (Nr. I) c, 25 c) nach dem Obigen 
die Nullpunktsentropie (387) des Festkorpers mitliefem 79i), so miiSte 
eine derartige Methodik auch auf die Theorien der Gasentartung an
gewendet werden, was Einstein 793) fiir das Bosesche Verfahren aus
gefuhrt hat.794) Die neue Methodik ist gegeniiber der bisherigen ge
kennzeichnet durch die Annahme bestimmter a priori-Hiiufigkeiten fur 
das Vorhandensein bestimmter Molekiilanzahlen in den verschiedenen 
/L-Raumzellen 79") , womit die statistische Unabhiingigkeit der Einzel-

sicht auf daB in der vorigen Anm. gekennzeichnete Zustandsgebiet von mehr 
formaler a.ls sachlicher Bedeutung ist, hat jiingst A. Smikal, Ztschr. f. Phys. S:J 
(1925), p. 613, § 1, hervorgehoben. . 

791) S. N. Bose, Ztschr. f. Phys. 26 (1924), p. 178; siehe auch Anm. 546). 
792) Vgl. Anm. 790). - Die jiingst von M. Planck, Ber!. Ber. 1925, p. 49, 

aufgestellte Entartungstheorie vermeidet diesen Ausdruck wiederum, indem sie 
von vornherein eine dem Ansatz (385) aquivalente Verfiigung trifft. 

793) ..4.. Einstein, Berl. Ber. 1924, p. 261; 1925, p. 3, 18. 
794) Lii.Bt man die in Nr. 21)c vorauBgesetzte und in Anm. 703a.) qualitativ 

belegte Unm6glichkeit "initerer" Molekiilvertauschungen beim Festk6rper fallen, 
so k1innte die Temperaturabh!i.ngigkeit einer vielleicht in der Nahe des Schmelz
punktes merklichen "echten" Selbstdiffusion sei·ner Molekille auf Grund des Bose
schen Verfahrens ebenfalls theoretisch erfaJ3t werden. 

795) Da dill bisherige Statistik nach Nr. 3 a priori-HiiMfigkeiten bloB daflir 
kennt, daB ein Molekiil in eine bestimmte ",-Zelle rallt, unabhangig davon, ob 
und wie viele andere Molekille in derselben Zelle vorhanden sind, 80 k1innen die 
Ergebnisse der beiden Methoden nur in solchen Gebieten miteinander uberein
stimmen, wo nach beiden praktisch nur je ein oder gar kein Molekiil auf jede 
!£-Zelle kommt. Das neue Verfahren nimmt qualitativ die Besonderheiten der 
bisherigen Quantenstatistik gegenuber der kla8sischen Statistik insofem vorweg, 
als es, um sinnvoll zu bleiben, unbedingt an der Endlichkeit der /L-Zellenvolumina 
festhaIten muR; lil,Bt man diese Volumina gegen Null konvergieren, was in der 
Quantenstatistik dem tThergang (121), limh~ 0, entspricht, so kommt man zur 
gew1ihnlichen klassischen Statistik, weil es unendlich unwahrscheinlich ist, daB 
mehr ala ein Molekiil in eine "unendlich-kleine" E£-Zelle fallt. - Wenn man die 

Smokal, Allgem. Grund!. d. Quantenstatistik u. Quantentheorie 78 
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molekiile in der Tat aufgehoben erscheint.796) Der Riickschlu6 von 
(388) auf ein Ve"schwinden der NUllpunktsentropie fur ganz beliebige 
statistische Systeme bei ffJ = 1 wiirde offensichtlich den Nachweis er
fordern, daB das Boltzmannsche Prinz'ip (381) auch innerhalb der 
neuen Methodik giiltig bleibt.797) Ob dieser Erfolg der Bose-Einstein
schen Betrachtungsweise dazu angetan sein wird, ihr einen dauernden 
Platz in der statistischen Physik zu sichern, wird wohl erst von der 
Zukunft entschieden werden konnen. 

a priori-Haufigkeiten des neuen VerfahrenB wiederum mit dem Namen "Ge
wichte" belegt, so wird die Reihe der "Gewichte" eine diskrete, zweifach-unend
liche, wiihrend die Reihe der gewohnlichen Quantengewichte einfach-unendlich 
ist. Die "neuen" Gewichte konnen ebenso wie die "alten" von der Natur der 
Molekt'ile und den makl'oskopischen Parametern a* abhiingen, vgl. A.Smekal, Ztschr. 
f. Phys. 33 (1925), p_ 613, § 1. Bose und Einstein baben sich auf den Fall be
schrankt, da13 die "neuen" Gewichte nur von der augenblickJichen Molekiilanzabl 
der 1:>etrefi'enden Zelle abhangen, was bei den "alten" Gewichten auf die Wahl 
9 = const. hinausUiuft; das hat zur Folge, daB nach ihrer Methode nur die 
Strahlung (Bose) oder das ideale Punktmolekiilgas (Einstein) behandelt werden 
konnen, wahrend die Betrachtung realer Gase die angegebene Verallgemeinerung 
erheischt. 

796) Man vgl. hierzu den in Nr. 17 unternommenen Versuch zu allgemeinen 
Betrachtungen iiber die prinzipielle Unmoglichkeit einer beliebig weitgehenden 
Isolierung einzelner Molekiile in der Quantentheorie, welcher eine derartige Un
abhangigkeit grundsatzlich bereits ausschlie.6t (s. auch Anm. 438). Allerdings 
diirfte der von Einstein befurwortete Grad gegenseitiger Abhangigkeit der Mole
kule wesentlich t-iefer liegen: wahrend in Nr. 17 der raumlich-dreidimensionalen 
Nachbarschaft der Molekiile die Hauptrolle zufal1en diirfte, kommt es bei Ein
stein auf eine mehrdimensionale, phasenriiumliche Koppelung der Molekule an, 
also auf ihre Nachbarschaft im /I-Baume, unabhangig 'Von t'hrer etwaigen Nach
barschaft irn physikalischen Raum! 

797) Wenn man bedenkt, daB iihnliche Betrachtungen wie in Nr. 4, fUr die
neue Methode zum Nachweis der Existenz einer ,;wahrscheinlichsten" "Bose
Einsteinschen Verteilung" fiihren mussen (welche der "Maa;well-BoZtzmannschen 
Verteilung" von Nr. ob entspricht), so kann auf dem gleichen Wege wie in 
Nr.8b auch der Nachweis des Boltzmannschen Prinzipes (381) innerhalb der 
neuen Methodik erbracht werden. Die zu Nr. 4: analogen Glieder dieses Be
weises sind bieher allerdings noch nicht naher behandelt worden. 

Berich tigung: 
Auf Seite 982 miissen die Gleichungen (120 c) lanten: 

(120c) 

(Nr.1-9 abgeschlossen am 1. Juli 1923, Nr. 10-16 am 1. August 1924, 
Nr. 17-27 am 13. Juni 1925. Literaturnachweise nachgetragen bis Anfang 1925.), 
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A.uswahlprinzip 1000. 1002 
Axiomatisiemngsversuche 1128 ff. 

B 
Balmersche Serienformel 1004 

c 
Cauchysche Integralformeln 906. 925. 

1156. 1169. 1173 
Charakteristische Temperatur 958. 1142. 

1143. 1147. 1149 
Bandenspektren 962.974.997.1011.1067. Chemische Konstante 916. 963. 1084. 

1~79. 108~. 1.140. 1144. 1146.1178 1162ff. 1174. 1176ff. 1206. 1209 
Bedmgt penodlBche Partikularlosungen I ChemischeThermodynamik 1150ff.1199ff. 
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Comptoneffekt 988. 1080. 1081. 1098. 
1102. 1107 ff. 1126 

Coulombsches Gesetz 888.987.996.1004. 
1018. 1064. 1196 

Elektrischer Lichhektor 1079.1080. 1098 
Elektrisches Moment 993 
Elektron 866. 988. 984. 1132 
EJektronengas 1149. 1180 
Elektronenhiille 986. 1060. 1162 

D Elektronenring-Vorstellung 1048. 1049. 
Daml'fdruckformel 1169ft'. 1066 
Darwin-Fowlersche Methode 906ft'. 914ft'. Elektronensto.6methode 964. 1072. 1182 

·917ft'. 925ff. 929ff. 967. 1166ft'. 1168ff. Elementargebiete der Wahrscheinlich-
1172ft'. 1200ff. keit 877 

Debye - Bom-Kbmansche Theorie der Emission s. Ausstrahlungsvorgange und 
Festkorper 916. 957. 968. 969. 961. Negative Einstrahlung 
962. 1060. 1172. 1174 Emissionstheorie des Lichtes 1096 

Debyesche Grenzfrequenz 917. 928. 968. Empfindliche Bezirke 1159. 1189 
1085 Empfindlichkeit der Feinstrukturen ge-

Debyesches T'-Gesetz 928. 928 I geniiber §.u.6eren Kraftfeldeml019.1040 
Delaunaysche Methode 1026. 1086ff. Empirische Temperatur s. Temperatul' 
Dift'erentialausdruck der "zugefiihrten Endlichkeit der Molekiilanza.hlen 878 

WiLrme" 941. 942. 1200. 1201 . Energiefrequenzbedingung 975. 977.1001. 
Dispersion 979. 1055. 1067. 1104 ft'. 1129. 1180, s. auch Bohrsche Frequenz-
Dispersionsformel 1119ft'. bedingung 
Dissoziation 961. 964. 979. 982. 1072ff. Energienullniveau 1186. 1162 

1141. 1186ff. Energiesatz bei Atomsystemen 969. 976. 
Dissoziationsgleicbgewicht 968. 1149ff. 978.981. 1061. 1066. 1069. 1070. 10i4. 

1186 ff. 1192ff. 1200ff. 1082. 1091. 109S. 1109 
Doppler-Effekt 988. 976. 1066. 1088. Energieschwankungen 928 ff. 976. 979 

1102 ff. Energiestufen der Atomkeme 1064.1074 
Drehimpulssatz bei Atomsystemen 986. - der Atomsysteme 964. 974. 988. 989. 

977. 1000. 1024. 1048.1066.1058.1069. 996. 998. 1004. 1010. 1071. 1078. 1131. 
1070.1099.1100.1101.1136.1141.1144. 1134. 1136. 1140. 1141. 1146. 1146 
1145 - der Featklirper 959ff. 

Dreierstli.6e 1069. 1078. 1186ft'. - der Hohlraumstrahlung 9ii8ff. 970 
Dreikorperproblem 888. 991. 1007. 10S0. Entartete bedingt periodische Systeme 

1046. 1052 894. 896. 998. 1007. 1012. 1023. 1026. 
Druck 927. 936. 1137. 1161 1063. 1185. 1186. 1140 
Duane-Huntsches Gesetz 1082 Entropie 948ft'. 947. 948. 949. 1199fi'. 
Dulong-Petitsches Grenzgesetz 928. 961. Entropiedefinitionen, statistische 944. 

961 1204. 1205 
Dynamisches Quantengewicht 1162.1177 Entropiedift'erential 941ff. 998. 1199ft'. 

Ergodenhypothese 872.877.878. 892. 982 
Ergodische Systeme 869. 893 
Ergozonale statistische Systeme 872. 902. 

E 
Ehrenfestsches Adiabatenpl'inzip 997. 

1002. 1003. 1006. 1009. 1080. 1068. 
1129. 1130. 1184. 1162 

Eigenschwingungen der Festklirper 916 ff. 
967ff. 1012. 1063. 1172. 1178. 1210 

- der Hohlraumstrahlung 916ft'. 96Sfl'. 
970. 97S. 982. 1012. 1096. 1097 

Eigentliche Entartung 1083 
Eindeutige Integrale der Bewegungs-

gleichungen 891. 892. 1010 
- Parameterinvarianten 891. 892. 896 
Einseitigkeit des radioaktiven Zerfalls 972 
Eineteinsche Schwankungen 979. 1098 
Eineteinscher Strahlungsimpuls 976. 977. 

980. 981. 982. 1065. 1077. 1078. 1081. 
1088.1096.1097.1101. 1102.1103. 1106. 
1112. 1114. 1116. 1121. 1129. 1180 

Einstrahlungsvorgil.nge, positive und ne
gative 969. 970. 981. 999. 1105. 1113. 
1115. 1119. 1120. 1121. 1198 

955 
Ersatzoszillatoren 1106 

F 
l!'aradayeft'ekt 1064 
Feinstruktur der Heliumlinien 1045. 1062 
- der Wasserstofflinien 1006.1014.1016. 

1017. 1018. 1019. 1024. 1040. 1041 
Fermatsches Prinzip 1116 
Festkorper 872. 916ff. 922. 951. 967ft'. 

981. 1012. 1060. 1063. 1064. 1079. 
1122ft'. 1149. 1160. 1169ff. 1206fi'. 
1209. 1218 

Flachensiitze 869. 909 
Fliissigkeiten 878.916.965.981.1079.1149 

1169 
Fouriersche Reihenentwicklungen 892. 

894. 895. 940. 992. 1008. 1016. 1029. 
1036. 1088. 1127 
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Fouriersches Integraltheorem 950. 953 
Fraunhofersche Beugungserscheinnngen 

1122 if. 
Freie Elektronen 983. 1107. 1110. 1111. 

1149. 1182 
Freie Energie 945. 946. 1138 
Frequenzanderung bei Richtungsande

rung der Strahlung 981. 983. 1080. 
1081. 1107 if. 1122 if. 

Freqnenzbedingung s. Bohrsche Frequenz
bedingung 

Fresnelsche Beugungserscheinungen1122. 
1128 

G 
r-Ra.um (Gasphasenraum) 876. 878. 931. 

1153 if. 1208. 
Gammastrahlen 974. 980. 1064. 1082 
Ganzzahligkeit der Isotopenatomge

wichte 985 
- der Quantengewichte 1135. 1136. 1144. 

1145 
Gase 873 if. 905 ff. 914 if. 963 ff. 969 if. 

1133 if. 1151 ff. 1180 ff. 
Gasentartnng 886. 916. 952. 1084 if. 

1146 if. 1175. 1176. 1211. 1213 
Gasgemische 914 if. 1138. 1181 if. 
Gasgleichgewichte 1151 if. 1167 if. 1185if. 

1192 if. 1200 ff. 
Gaskonstante 927 
Gasmodelle 868 if. 873 if. 896 if. 905 if. 

966 if. 
Gasreaktionen 1151 if. 1167 if. 1185 if. 

1192 if. 1209 
Gastheorie s. Kinetische Gastheorie 
Gehemmte Gleichgewichte 902.917.1153. 

1156. 1157. 1158. 1171 
"Gekrenzte" Felder 1041. 1042 
Gerichtete Strahlungsvorgll.nge 939. 976. 

980. s. a.nch Einsteinscher.Strahlnngs-
impuls 

Gestorte mechanische Systeme 882. 887 if. 
1026 if. 

Gewichtsfaktoren 905. 911. 912. 913. 944. 
1184. 1135. 114{. 1148. 1159. 1160 if. 
1171. 1175 if. 1206. 1209. 1210 

Gewichtsfunktion 879. 884 if. 895. 905. 
909. 913. 920. 921. 923. 924. 927. 935. 
942. 943. 948. 949 if. 966. 966. 971. 
998. 1063. 1092. 1112. 1133 if. 1143. 
1144.1145.1161.1189.1200.1209.1214 

Gitterinterferenz 1121 if. 
Gleichgewichts bedingungen quantenki

netischer Elementarvorgange 1184. 
1189. 1195 

Gleichmoglichkeitsbehauptungim der 
klassischen Statistik 872. 877. 952. 
1135 

Gleichverteilungssatz 870. 871. 927. 928. 
937. 952. 1138 

Grenzentartung 1033 if. 

Grenzgesetze, thermische, fUr hohe Tem
peraturen 951 if. 961. 967. 1143. 1144. 
1145. 1147. 1148. 1163. 1164. 1175 

- - fiir tiefe Tempera.tnren 923. 928. 
1163. 1175 

Grenziibergange der Korrespondenzbe
trachtungen 988.989.1005. 1020. 1068. 
1076. 1089. 1108. 1118. 1129. 1130 

Grenzzustande der Atomsysteme 990.994. 
995 1002. 1017. 1076. 1115 

Grundschwingungsza.hlen 992. 1032 

H 
H-Theorem 905 
"Ralbe" Quantenzahlen 962. 997. 1011. 

1055. 1134. 1145. 1146 
Hamilton-Jacobische partielle Diiferen

tialgleichung 880.881. 98t. 1006. lOtS. 
1027. 1037 

Ramiltonsche DiiFerentialgleichungen 
873 if. 1026 if. 

- Funktion 873 .. 886.892. 893.991. 996. 
1007. 1013. 1026. 1036. 1038 

Raufigkeitsansll.tze 872. 876. 879. 884. 
885. 886. 896. 897. 900. 1213, s. auch 
Wahrscheinlichkeitsansll.tze 

Heliumatommodelle 1051. 1052 
Relmholtzscher Polyzykel 1133 
Rohere Dynamik 886 if. 
Rohere Kommensurabilitll.ten 1031 
Rohlraumstrahlnng 916 if. 932 if. 936 if. 

952 if. 969 if. 978 if. 
Ruygensches Prinzip 1104 
Ryperbelbewegung 1070. 1077. 1082. 

I 

Ideales einatomiges Gas 926. 927. 1146 if. 
1176 

Impulse 873. 880. 893. 1006 
Impulsfrequenzbedingung977.1101. 1129. 

1130, s. auch Einsteinscher ·Strah
lungsimpuls 

Impulssatz (Linea.r-) bei Atomsystemen 
936. 976. 977. 978. 981. 1061. 1065. 
1069. 1070. 1074. 1077 1079. 1087. 
1091. 1093. 1109. 1122. 1123. 1126. 
1128 

Impulsschwankungen 935if. 976. 980 
Inhomogene il.uJ3ereKrllftfelder 1022.1024 
Innere Bewegung der Atomsysteme 873. 

879 if. 910. 913. 968. 992 
Instabilitlttsparameter 888. 996 1044 
Integrale derBewegnngsgleichungen 869. 

881. 882. 891. 892. 1010. 1011 
Intensitat der SpektraUinien 993. 999. 

1000. 1001. 1016. 1021. 1023. 1062. 
1077. 1082. 1127. H3G 

lntensitatsdissymmetrie beim Starkeifekt 
1021 

Interferenzschwankungen 983. 935. 979 
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lnterferenzvorgange 939. 980. 1090.1098. 

H1lt 1U5if. 1121 if. 
Intermediare Bewegungen 1036. 1037. 

1038 
Ionisation 951. 964. 979. 982. 1072 if. 

1136. 1141. 1185 if. 1192 if. 
Ionisationsgleichgewicht 1137. 1165. 

1185 if. 
Irreversibilitat 905. 935. 944. 945. 948. 

1200. 1202 
Isolierbarkeit der A.tomsysteme 1059 if. 

1067. 1068. 1083. 1099. 1131. 1214 
Isotope 983. 984, 985. 1064 

;r 
Jaumannsche Kontinuitatstheorie 955 

K 

Kanonische Diiferentialgleichungen 873. 
890. 983. 995. 1002. 1027. 1031. 1038. 
1047. 1113. 1114 

- Gesamtheit 901. 931. 932 
- Uniformisierungsvariable s. Unifor-

misierungsvariable 
- Veranderliche 87:1. 890. 993. 1025 
Keplerbewegung, nichtrelativistisch 1004. 

1005. 1012. 1020. 1023. 11il6. 1196 
-, relativistisch 1013 if. 1024. 1025. 

1034. 1040 
Keplersche Hyperbelbewegung 1070.1077. 

1082 
Kern s. Atomkern 
Kernladungszahl 984. 985. 1043 
Kernphasenraum 1152. 1154. 1162 
Kerreifekt 1054 
Kinetische Gastheorie 867. 868.872.874. 

896. 936. 1068. 1070 
"Klassische" chemische Konstanten 1164. 

1176. 1179 
Klassische Elektrodynamik 923.934.935. 

937. 939. 940. 970. 971. 974. 976. 977. 
986. 988. 991. 992. 993. 999. 1004. 
1075. 1077. 1088. 1089. 1090. 1091. 
1093. 1094. 1095. 1098. 1100. 1103. 
1104. 1105. 1119. 1129. 1134 

Klassisch-elektrodynamische Bewegungs
gleichungen mit vernachHLssigter Aus
strahlung 990 if. 1068. 

Klassische Statistik s. Statistische Me
chanik 

Kobarenz der Strahlung 1098. 1117 
Kombinationsprinzip s. Ritzsches Kom

binationsprinzip 
Kombinatorik 877. 879. 903. 906. 947. 

1154.1155.1166. 1168.1171.1172.1203 
Kommensurabilitaten bei bedingt perio

dischen Bewegungen 1031. 1033. 1035 
Komplexe Integrale 906. 907. 950. 1011. 

1156 

Komplexs~rukturen der Serienspektren 
997. 1003. 1011. 1053. 1054. 1136 

Kompressibilitat 931 
KompressioDswellen 981 
Kontinuierliche Spektren 980.1067.107 5if. 

1087 
Konventionen, statistische 1205. 1206. 

1208. 1212 
Konvergenz der stlirungstheoretischen 

Entwicklungen 1025. 1030. 1038. 1046. 
1053 

Konvergenz der Verteilungsfunktionen 
907. 967. 1136 if. 1141 

Koordinatenbegriif 1131 
Koppelung Yom emittierendem und ab

sorbierendem Atomsystem 1067. 1093. 
1098. 1113 if. 1117 

Koppelungsprinzip 1095. 1098 
Korrespondenzprinzipe 988 if., s. auch 

Bohrsches Korrespondenzprinzip 
Korrespondierende Schwingungskompo-

nente 1000. 1001. 1002. 1003 ' 
Kreiselmolekiilmodelle 1057. 1068. 1145. 
Kristallgitter 872. 916. 917. 1064. 1087. 

1088. 1122 if. 1210 
Kristallreflexion 986. 1088. 1122 if. 
Kugelwellen 939.1089.1090. 1092. 1100. 

1104 
Kurzwellige Spektralgrenzen 1076. 1081. 

1082 

L 

Langwellige Spektralgrenzen 1075 
Lauesche Interferenzbedingungen 1124 
Lebensdauer, mittlere, von stationaren 

Quantenzustanden 960. 961. 1090.1091. 
1093. 1094. 1117 

-, -, von metastationl\ren Zustanden 
960. 1108 if. 1119 

Tjeuchtdauer 1090. 1093. 1109 
Leuchtelektron 1054. 1058. 1102. 1140 
Lichtausbreitung 977. 1089.1096. 1104 if. 
Lichtelektrischer Eifekt 968. 980. 982. 

983. 1061. 1078ff. 1102. 1192 if. 
Lichtgeschwindigkeit 865. 939. 976. 1013. 

1065. 1089. 1095. 1096. 1104. 1105. 
1109. 1110. 1112. 1115. 1128. 1131 

Lichtphase 970. 1101. 1113 if. 
Lichtquanten 977. 980. 1096. 1097. 1098 
Lichtquantentheorie 932.1096.1098.1101. 

1113 
Lichtwege 1104. 1112. 1114. 1115. 1116 
Linearimpulssatz s. Impulssatz 
Liouvillescher Satz 877. 880 
Lokalisation der Strahlungsvorgange 

1101. 1102. 1109. 1113. 1115 
Lorentz-Ritz8che Auffassung der Ma:s:

wellschen Elektrodynamik 934. 986. 
1066. 1090. 1095 

Lorentzsches Triplett 1023. 1041 
Loschmidtsche Zahl 927 



1224 Sachverzeichnis. 

M N 
I'-Raum (Molekiilphasenraum) 875. 876ft. Nadelstrahlung 9'17. 1088. 1112 

896 if. 1151 if. 1208. 1218 Negative Einstrahlung 970. 981. 999. 
Magnetomechanische Eft'ekte 987 1106. 1113. 1116. 1119. 1121. 1193 
Makroskopische GroBen und Gesetze 864. Nemstsches Warmetheorem 1084. 1161. 

867. 868. 914ft'. 924ft'. 941ft'. 1188 if. 1161. 1177. 1206. n09ir. 
1149 if. 1199 if. Nicht bedingt periodische Systeme 1080. 

Makroskopische Parameter 864. 882. 887. 1042 if. 
895. 931. 941. 1134. 1200. 1201. 1214 Nicht realisierbare Para.meterverschie-

Massenwirkungsgesetz 1169. 1169 bungen 998. 1049 
MaBig verdiinnte Gase 875. 11S7if. Nichtgleichgewichtszustiiude 1181. 1184 
M.aximalgroBe der I'-Raumzellen 1097. Niedere Kommensuxabilitiiten lOSS. 1035 

11S4if. 1147. 1148 Normalkoordinaten 916 
Maxwell-Boltzmannsche Verteilung 904. Normalkoordinatensystem 1111 

905. 909. 1168. 1206. 1214 Normalsystem 870. 1026 
Maxwellsche Elektrodynamik s. Klassi- Normalzustand der Atomsysteme 986. 

sche Elektrodynamik 1045. 1060. 1112. 1120. 1165. 1176. 
Maxwellscher Strahlungsdxuck 928. 936 1209 
Maxwellsches Geschwindigkeitsverlei-I Nullpunktsenergie 956. 959. 961. 962. 

lungsgesetz 910ft'. 915. 941. 975. 1188. 963. 1068. 1086. 1174 
1188. 1189. 1198 Nullpunktsentropie 1171. 1206if. 

Mechanische Systeme 868. 869. 873 if. Nullpunktskonstanten, chemische 1164. 
886 if. 1006 if. 1026 ft'. 1176. 1177. 1178 

Mehrfach periodische Systeme und Par
tikularlOsungen s. Bedingt periodische 
Systeme 

Mehrkiirperproblem 888. 891. 991. 1007. 
1050 

Metallelektror.en 1064. 1066. 1087. 1149 
)letastabile Atomzu.tande 1046. 1062 
Metastationare Atom- und Molekiilzu-

st!i.nde 1108if. 1119. 1124. 1181 
Methoa of steepest descents 907 
Methode der charakteristischen Expo

nenten 1044 
Methode der Sattelpunkte 907 
Mitbewegung des Atomkerns 1004.1018. 

1014 
Mittelwerte 867. 868. 899. 903. 904.908. 

929. 980. 993. 1001. 1061. 1068. 1183. 
1184. 1187. 1188. 1194 

Mittiere freie Wegiange 876. 1085. 1147 
Modul einer kanonischen Gesamtheit 932 
Molekulare GroBen und Gesetze 866.867. 

899. 949ir. 969ft'. 978ft'. 988ft'. 1003ir. 
1067 if. 1083 if. 1180 if. 1209. 1210 

l'lo1ekulare Parameter 998. 1049, s. auch 
Parameter 

Molekulare Tragheitsmomente 1141 if. 
116Sif. 1176. 1179 

Molekiildimensionen 876. 911. 986. 1187. 
1141 

Molekiilenergie 873. 874. 906. 1141. 
1145 

Molekiilmodelle 1066 ft'. 
Moiekiiltranslation 872. 886ft'. 962. 976. 

981. 1083 if. 1097. 1133. 1146ft'. 1160. 
1211 

Moseleysches Gesetz 984 
M ultiplikationstheorem der Wahrschein

lichkeiten 948 

o 
Ordnungszahl 984 
Orientierungsquantelung 1062. 1086. 

1097. 1146 
Oszillator 916. 918if. 100S. 1091. 1092. 

1093. 1094. 1096 

p 

ParamagnetismuB 1059. 1146 
Parameter 868 873. 882. 887. 892. 908. 

998. 1006. 1049. 1184. 1200. 1201. 1214 
Parameterinvarianten871. 882.885. 886 ft'. 

898. 913. 919. 948. 96S. 966. 989. 993. 
996. 1009.1080. 1032.1088. 1084. 1087 

PartikularHisungen 887. 888. 892. 992. 
1042 if. 

Periodische Bahnkurven und Systeme 
870. 871. 894. 928. 1004. 1008. 1012. 
104S. 1050. 1085 

- Storungen 1028. 1030 
Periodisches System der Elemente 984. 

1050. 1063. 1064 
Periodizitii.tsgrad 865. 894. 895. 992. 

1008. 1012. 1018. 1027. 1080. 1031. 
1034. 1088. 10S9. 1044. 1050 

Periodizitiitsmoduln der Wirkungsfunk
tion 1008. 1009 

Phasenbeziehungen an Atomsystemen 
1034. 1086. 1050 

Phasenfunktionen 878. 882. 904 
Phasenspriinge, wellentheoretiBche 1104. 

1109. 1124 
Phasenvariablen 874 
Phasenvolumen S86. 893. 1156 
Photochemisches Aquivalentgesetz 1079 
Plancksche charakterietische Warme-

funktion 945. 946. 1208. 1207 
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Plancksche Quantentheorie, ,,1. Fassung" 
964. 1148 

- -, "II. Fassung" 955. 969. 960. 961. 
1148 

Planckscher Oszillator 901. 1004. 1012 
Pla.ncksches Kohlestiubschen 917. 934 
- Korrespondenzprinzip 990 
- Strahlungsgesetz 866. 932. 952 if. 958. 

959. 972ff. 979. 980. 988. 989. 1008. 
1087. 1097. 1196 

- Wirkungsquantum 866. 954. 960. 974. 
988. 1009. 1023. 1079. 1123. 1182.1138 

Platzwechsel der]j'estkorpermo lekiile 1170 
Poincare-Caratheodoryscher Wiederkehr· 

satz 869. 887. 889. 890. 1010 
Polarisation der Spektrallinien 998. 1000. 

1002. 1016. 1021. 1023. 1099. 1100 
Polarisierle Strahlung 1080. 1098. 1100 
Positive Einstrahlung 969. 981. 999.1105. 

1118. 1116. 1119. 1120. 1121. 1193 
Postulate der Quantentheorie 965. 969 

970. 973. 990. 995. 996. 997. 999. 
1000. 1017. 1018. 1020. 1034. 1060. 
1062. 1065. 1090ff. 1096. 1098. 1101. 
1108. 1109. 1110. 1113. 1118. 1122. 
1125. 1128 if. 1161. 1209 

Prinzip der Existenz und Permanenz der 
Quantenzahlen 1002 

Prinzip der mechanischen Transformier-
barkeit der stationli.ren Zustll.nde 997 

Probezellenverfahren 1161 
Proton 866. 983. 984. 1132 
"Punktgewicht" 921. 924. 95S. 956 

986. 996. 998. 1048. 1060. 1109. 1118. 
1128. 1130. 1131 

Quasiergodenhypothese 869. 870. 872. 
877. 878. 886. 902. 982. 955 

Quasiergodische Systeme uud Bahnkur
ven 869. 870. 871. 878. 888. 892. 893. 
900. 902. 928. 1044. 1086 

Quasimolekeln 1111 

R 
Radioaktive Zerfallsvorgange 971 972. 

983. 1064. 1073. 1074. 1162 
Raumgesamtheit 902ff. 901i. 1155 
.Riumliche" a priori-Haufigkeitseigen-

schaften 876 if. 898 
Raumliche Atommodelle 1049. 1050 
.Riumliche" Mittelwerte 872. 892 
.Rayleigh-Jeans·Kataiitrophe" 924. 935. 

941 
Rayleigh - J eanssches Strahlungsgesetz 

924. 928. 933. 940. 961. "88. 989 
Rayleighsches Pendel 892. 1008 
Reaktionsgeschwindigkeit 1060. 1063 .. 

1069. 1072. 1111. 1181 
Realisierungsmoglichkeiten statistischer 

Zustandsverteilungen 864. 877. 900. 
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