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Einleitende Bemerkungen. 

Der Erfindung der Infinitesimalrechnung durch Newton und Le~öniz 
folgte die Anwendung und Ausbildung derselben an zahlreichen Auf
gaben verschiedenster Natur aus der Geometrie und der mathemati
schen Physik, sowie die formale Entwicklung der Integralrechnung 
incl. der bestimmten Integrale. Durch das Problem der zweidimen
sionalen Strömung einer inkompressiblen Flüssigkeit wurde man auf 
ein Paar von reellen Funktionen tt, v der rechtwinkligen Koordi
naten x, y geführt, die den beiden Relationen genügen: 

Jttdx + vdy = 0, Jvdx - ttdy = 0, 

wobei die Integrale über eine beliebige geschlossene Kurve hin er
streckt werden. Dieses Problem war typisch für eine Reihe von 
Problemen der Physik und der Geometrie (namentlich der Karten
projektion), wo sich ein Funktionenpaar (tt, v) einstellt, dessen Ele
mente den Differentialgleichungen 

Otb OV OV Otb 
ox-oy' ox=-oy 

genügen. Man erkannte, dass die Funktion M eine Lösung der Laplace
sehen Differentialgleichung 

02~b 02 U 

D.~t - ox2- + oy' = ° 
ist und dass jede Funktion von der Form 

tt = rp (x + y V=l) + 1jJ (x - y Y=l) , 
wo rp, t/J "willkürliche Funktionen" sind, deren Summe nur reelle 
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Werte annimmt, eine Lösung dieser Gleichung liefert. Selbstverständ
lich fehlte zu der Zeit jede genaue Bestimmung des Funktionsbegriffs. 
Man definierte die Zahlen und die Funktionen nicht, man rechnete 
mit ihnen. J:!'ür den Fall, dass p, 1/1 Polynome oder Potenzreihen mit 
reellen Koeffizienten oder sonstige aus den elementaren Funktionen 
zusammengesetzte Ausdrücke waren, war die Sache ja in Ordnung 
und um die Berechtigung zur Verallgemeinerung machte man sich 
keine Sorge. 

Während dieser Zeit, also bis Ende des 18. Jahrhunderts, hatten 
sich die imaginären Grössen auch bei der formalen Entwicklung der 
Analysis als nützlich erwiesen. Die Trigonometrie war durch den 
De Moivre'schen Satz bereichert. Die elementaren Funktionen wurden 
für komplexe Werte des Arguments formal erklärt. Man gelangte 
zu der Einsicht, dass die Anzahl der Schnittpunkte einer algebra
ischen Kurve mter mit einer solchen nter Ordnung nicht blos die Zahl 
mn zur oberen Grenze hat, wenn man die reellen Schnittpunkte aus
schliesslich betrachtet, sondern dass bei Zulassung imaginärer Grössen 
(und bei geeigneter Festsetzung bez. des Verhaltens der Kurven im 
Unendlichen) diese Zahl in der That stets erreicht wird. In der 
Integralrechnung stellte sich heraus, dass die im Gebiete der reellen 
Funktionen einer reellen Veränderlichen völlig von einander ver
schiedenen Formeln 

\ 

,~ are tg x Va, a> 0; f dx "a 
1 + ax2 = 1 I 1 + x Y a -- og a<O, 

2y:=a l-xy-a' 

im Gebiete der komplexen Grössen mit einander identisch sind. Diese 
Übereinstimmung sprach den ästhetischen Sinn der Mathematiker an. 
Für die Praktiker war der Umstand von Bedeutung, dass man die 
bekannten Formeln für die Auswertung bestimmter Integrale durch 
den Gebrauch imaginärer Grössen wesentlich erweiterte. 

Die Existenzbeweise, welche das 19. Jahrhundert in der Mathe
matik auszeichnen, wurden um die Wende des Jahrhunderts durch 
den Gauss'schen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra ein
geleitet. Auch die Darstellung komplexer Zahlen durch die Argand
Gauss'sche Zahlenebene kann gewissermassen als ein Existenzbeweis 
für die imaginären Grössen angesehen werden und ist in der That 
vielfach als ein solcher aufgefasst worden. Diese Darstellung trug 
entschieden dazu bei, den Gebrauch der komplexen Zahlen den Mathe
matikern sympathischer zu machen. Von welcher Wichtigkeit diese 
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Zahlen und die mitreIst derselben erhaltenen Resultate bereits damals 
waren, zeugt der Umstand, dass die frühesten Forschungen der beiden 
ersten Mathematiker des Jahrhunderts, Gauss *) und Cauchy, sich auf 
diesem Gebiete der Mathematik bewegten. Allerdings war es Cauchy 
von vornherein nicht um die imaginären Grössen als solche zu thun. 
Er verhielt sich diesen gegenüber neutral, ja man könnte fast sagen, 
dass sein Bestreben eher darauf gerichtet war, derselben zu entraten. 
Erst nachdem er sein Problem unter Trennung der Funktionen in 
ihren reellen und rein imaginären Teil gelöst hatte, erkannte er, wie 
gut es ist, eine solche Trennung eben nicht vorzunehmen, sondern 
direkt von dem Satze 

wo das Integral über eine beliebige geschlossene Kurve hin erstreckt 
wird, auszugehen **). Darauf gründet sich der Residuenkalkül, der ja 
nichts anders ist als die Methode des Herumintegrierens. Dieser 
Fortschritt ist durch den Versuch herbeigeführt, die durch formale 
Integration imaginärer Ausdrücke erhaltenen Formeln der Integral
rechnung durch strenge Methoden zu begründen. 

Eine Frage der ersten Wichtigkeit für die angewandte Mathe
matik ist die der Gültigkeit der verwendeten Reihenentwicklungen. 
Indem Cauchy, von der für die Astronomie besonders wichtigen 
Lagrange'schen Reihe ausgehend, sich die Aufgabe stellte, den Gültig
keitsbereich der Entwicklung einer Funktion nach ganzen positiven 
Potenzen zu bestimmen, wurde er auf eine der wesentlichsten Eigen
schaften der analytischen Funktionen geführt, und zwar auf eine 
Eigenschaft, welche die Bildung der Funktion für komplexe Werte 
des Arguments unvermeidlich machte. Ist nämlich fex) eine reelle 
Funktion der reellen Veränderlichen x, welche sich für den Wert 
x = Xo in eine Potenzreihe nach x - Xo entwickeln lässt - es sei 
beispielsweise fex) = 1/1 + x2 - so stellt sich heraus, dass der 
Gültigkeitsbereich dieser Entwicklung für reelle Werte von x sich 
dadurch bestimmen lässt, dass man die Funktion fex) für komplexe 
Werte ß des Arguments in naheliegender Weise definiert, die singu
lären Punkte derselben aufsucht (im vorliegenden Beispiel sind es 

*) Man vgl. ferner die Briefe an Bessel vom 21./11. u. 18/12. 1811 (Brief
wechsel, p. 152, 157, der 2. auch Werke 8, p. 90), sowie das demnächst in der Fest· 
schrift der Göttinger Ges. d. Wiss. erscheinende Tagebuch von Gauss (1798), Nr. 95. 

**) Die beiden Gleichungen Ju da; + v dy = 0, Jv da; - u dy = 0, welche 

die mathematische Physik lieferte, werden also jetzt zu einer einzigen Gleichung 
zwischen komplexen Grössen vereinigt. 
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also die Punkte z = + y 1) und dann einen Kreis in der z-Ebene 
mit dem Mittelpunkt z = Xo beschreibt, der durch die diesem Punkte 
am nächsten gelegene Singularität geht. Dieser Kreis schneidet auf 
der reellen Axe den Gültigkeitsbereich der reellen Potenzreihenent
wicklung der reellen Funktion f(x) ab. Nun wird aber die Singula
rität, welche den Radius dieses Kreises bestimmt, im allgemeinen 
nicht auf der reellen Axe liegen, so dass die Definition und die Unter
suchung des Verlaufs der Funktion im komplexen Gebiet gar nicht 
zu vermeiden ist *). Aber noch mehr. Will man eine unendliche 
Reihe zum Zweck des numerischen Rechnens gebrauchen, so genügt 
nicht, von derselben blos zu wissen, dass sie konvergiert. Man muss 
ausserdem noch den Fehler abschätzen können, den man beim Ab
brechen der Reihe begeht. Diese Abschätzungsformel für die Potenz
reihenentwicklung**) ergiebt sich auch aus den Werten, welche die 
Funktion im komplexen Gebiete annimmt. Damit ist denn das Pro
blem der DarsteIlbarkeit einer Funktion durch eine Potenzreihe zum 
Zweck des numerischen Rechnens in seinen beiden Teilen gelöst und 
zwar beruht die Lösung wesentlich auf dem Gebl'auch imaginärer 
GrÖssen. Dieser Entdeckung Cauchy's war durch seinen Cours d' Ana
lyse vom Jahre 1821 eine strenge Begründung der Reihensätze für 
komplexe Grössen vorausgegangen. 

Indessen hatten sich Abel und Jacobi in das Studium der ellip
tischen und höherer Transcendenten vertieft. Die Periodeneigen
schaften dieser Funktionen, welche den Anstoss zu so vielen Unter
suchungen der modernen Mathematik gegeben haben, wurzeln in den 
gemeinen komplexen Zahlen ***), während die neuen Hülfsfunktionen 
(die @}-Funktionen u. derg!.) mit dazu beitrugen, eine allgemeine Funk
tionentheorie anzubahnen. Es sei noch der Fortschritte der mathe
matischen Physik in dieser Periode, namentlich der Ausbildung der 
Methode der krummlinigen (insbesondere der isothermischen) Koordi
naten gedacht. 

"') Bei dieser Skizze des Verfahrens ist vorausgesetzt, dass die Funktion f(z) 
entweder überhaupt eindeutig ist oder doch in dem in Betracht kommenden 
Bereich T der z-Ebene nicht mehrdeutig wird. 

**) Es handelt sich hier im wesentlichen um die Formel I an I ~ M r- n , 

wo f(x) = .i an (x - xot, I x - Xo I < r, I f (z) I < M, I z - Xo I = l' und 
n=O -

1 f(n)C ) • t a" = n! Xo 18. 

**"') Bei den arithmetischen Untersuchungen von Gauss und Galois spielten 
die imaginären Zahlen auch eine Hauptrolle. 
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Gegen Mitte des Jahrhunderts war nun der Boden bereitet für 
eine allgemeine Theorie der Funktionen einer komplexen Veränder
lichen. Bei Riemann's Untersuchungen war die Definition einer Funk
tion durch Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen der leitende Gedanke, 
die Methode der konformen Abbildung ein wesentliches Hülfsmittel, 
während die Abgrenzung des Funktionsbegriffs durch analytische Fort
setzung von Weiersh'ass scharf betont wurde. Der prinzipielle Ge
brauch von Funktionalgleichungen, um die analytische Funktion zu 
definieren und zu erforschen, nahm nunmehr eine HauptsteIlung in 
der Theorie ein. Die Grundlage der modernen Funktionentheorie ist 
jetzt fertig*). 

Stellt man sich die Frage, warum sich die Mathematiker so ein
gehend mit der Theorie dieser Funktionen beschäftigt haben, so ist 
der Grund wohl darin zu erblicken, dass aus einer geringen Anzahl 
einfacher Eigenschaften eine Fülle von Funktionsklassen hervorgeht, 
welche, an sich interessant, in enger Beziehung zu wichtigen Ge
bieten der reinen und der angewandten Mathematik stehen. Es zeigt 
sich also ein innerer Zusammenhang zwischen den gemeinen kom
plexen Zahlen und derjenigen Analysis, welche sich für die Mathe
matik, wie sie sich entwickelt hat, als brauchbar erweist. 

I. Grundlagen der allgemeinen Theorie der analytischen 
Funktionen einer komplexen GrÖsse. 

1. Die Bereiche T, B, T'. Unter einem Kontinuum der s=x+yi
Zahlenebene (IA4) versteht man eine Punktmenge T von der Be
schaffenheit, a) dass jeder Punkt z von T ein innerer Punkt der 
Menge ist, d. h. dass alle Punkte s' eines genügend kleinen Kreises 
mit dem Mittelpunkt s (I s' - si< J) zur Menge gehören; b) dass 
je zwei Punkte von T sich durch eine reguläre 1) Kurve verbinden 

"') Näheres über die leitenden Gesichtspunkte dieser Theorie findet man in 
den Nrn. 30, 13, 16, 19ft'. dieses Artikels. 

1) Ein Kurvenstück soll in diesem Artikel regulär heissen, wenn die Kurve 
sich selbst nicht schneidet und in jedem Punkte eine Tangente besitzt, die sich 
lä.ngs des ganzen Stückes incl. der Endpunkte stetig dreht. Eine Kurve soll 
regulär heissen, wenn sie durch ADeinanderreihung einer endlichen ADzahl regu
lärer, einander nicht schneidender Kurvenstücke gebildet ist. Zum vorliegenden 
Zweck könnte man einfach festsetzen, dass die Kurve aus einer endlichen An
zahl analytischer oder sogar geradliniger Stücke bestehen soll. 

Diese Definition des Kontinuums rührt von Weierstrass (Vorlesungen an 
der Berliner Universität) her; vgl. auch Weierstrass, Berl. Ber. 1880, p. 719, § 1; 
Stolz, Ditf.- u. Int.-Rechn. 8, p. 119; sowie II A 1, Nr.21. 
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lassen, die ganz in T verläuft. In diesem Artikel soll schlechtweg 
unter einem Bereich T stets eine solche Menge verstanden werden 2). 
Die Randpunkte eines Bereiches T gehören nicht zum Bereich. -
Wird ein Kontinuum durch eine endliche Anzahl (n) regulärer Kurven 
vollständig begrenzt und zählt man die Randpunkte auch zu der 
Menge, so wird eine solche Punktmenge als ein Bereich B resp. B n 

bezeichnet 2a). Endlich wird ein in T beliebig gelegener Bereich B 
resp. Bn mit T' resp. T'; bezeichnet. Der Begriff des Bereiches T' 
setzt also einen Bereich T voraus. Es sei bemerkt, dass die untere 
Grenze der Entfernung zwischen einem beliebigen Punkte von T' 
und einem beliebigen dem Bereich T nicht zugehörigen Punkte eine 
positive Grösse ist. Unter dem Ausdruck: z liegt in resp. innerhalb 
B, T', soll verstanden werden, dass z ein innerer oder Randpunkt 
resp. ein innerer Punkt von B, T' ist. 

Unter der Umgebung (oder Nähe, Nachbarschaft) eines Punktes a 
versteht man einen den Punkt a enthaltenden Bereich T, dessen 
Punkte z sämtlich um weniger als eine zweckmässig anzunehmende 
positive feste Grösse h von a abstehen: I z - al < h. Ist Seine 
Punktmenge von der Beschaffenheit, dass für jeden Wert von h 
mindestens ein Punkt von S der entsprechenden Umgebung von a 
angehört, so sagt man: in der Umgebung des Punktes a liegen Punkte 
von S. Überhaupt liegt es in dem Begriff der Umgebung, dass, 
wenn h1 ein Wert von h ist, der den Anforderungen des Problems 
entspricht, jeder kleinere Wert h2 : 0 < h2 < hl1 denselben auch ge
nügen muss. 

2. Funktionen eines komplexen Arguments; analytische Funk
tionen. In einem Bereich T mögen zwei reelle Funktionen u, v ein
deutig erklärt sein; man bilde die Funktion fez) = u + vi. Sind u, v 
beide in T stetig, so heisst fez) in T stetig. Es besteht der Satz3): 

2) Soll in einem besonderen Fall die schlichte Ebene als Trägerin des 
Kontinuums durch eine mehrblättrige Riemann'sche Fläche (Nr.ll),ersetzt werden, 
so wird das ausdrücklich erwähnt; der betreffende Bereich wird dann mit einem 
Fraktur-% bezeichnet. - Die Begrenzung von T kann durch reguläre Kurven 
und isolierte Punkte oder auch durch eine (geschlossene) Punktmenge kompli
zierten Charakters (vgl. Nr. 34) gebildet werden. 

2&) Dass jede geschlossene Kurve ohne mehrfachen Punkt die Ebene in 
äussere und innere Punkte zerlegt und dass die äusseren Punkte einerseits und 
die inneren Punkte andererseits ein Kontinuum bilden, hat C. Jordan (Cours 
d'anal. 1, 2. Auff., p. 90) gezeigt, indem er die Richtigkeit dieser Sätze für den 
Fall eines Polygons als einleuchtend ansieht. Ist die Kurve eine reguläre, so 
bilden die inneren Punkte nebst den Punkten der Kurve einen BI' 

3) In dieser Form von Ch. Sturm ausgesprochen und bewiesen; J. de math. 
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Ist fCz) in T stetig und verschwindet fCs) in einem Tt' nicht, so 
kehrt eine Bestimmung des Winkels () = arc tang v/u, welche sich 
stetig ändern soll, während s die Begrenzung von Tt' stetig durch
läuft, in ihren Anfangswert wieder zurück. Daraus ergiebt sich ein 
Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, sowie der Stetigkeit und 
des analytischen Charakters einer algebraischen Funktion 4). V gl. auch 
Nr.7. 

z 
Der Begriff des bestimmten Integrals ff(s) ds als Grenzwert der 

~. 
,,-1 

Summe~f(si)(zi+1-Zi)' wo die Punkte Zi auf einer in T beliebig 
;=0 

verlaufenden regulären Kurve liegen, ist von Cauchy eingeführt 5), der 
sich der Parameterdarstellung x = <pet), y = '!/J(t) bedient und der 
Definition die Formel zu Grunde legt: 

Z l' l' 

ff(S)dS !(x'u - y'v)dt + Ü(y'u + x'v)dt. 
~ ~ ~ 

Man sagt: die Funktion fez) besitzt eine Ableitung (,Cs) m 
einem Punkte 130 von T, falls der Quotient 

{(zo + tJ.z) - ((zo) 
tJ.z 

1-(1836), p. 298. Vgl. auch Stolz, Diff.- u. Int.-Rechn. 2, XI. Abs., Nr.7; sowie 
Briot et BQUtjUet, 2. Aufl., Nr. 21. 

4) Gauchy, Turiner Abhandlung vom Jahre 1831; Exerc. d'anal. 2 (1841), 
p. 109; Bnot et Bouquet, 2. Aufl., ch. 2. 

Wegen Gauchy's Leistungen sei überhaupt auf das Werk verwiesen: La vie 
et les travaux du Baron Gauchy, par G.-A. Valson, Paris 1868, sowie auf eine 
Besprechung desselben von J. Bertrand, Darb. Bun. 1 (1870), p. 105. Ferner 
vgl. man Gasorati, Teorica delle funzioni di variabili complesse, Pavia 1868. 
Der Bericht von Brill und Noether, Jahresb. d. D. Math.-Ver. 3 (1892/93) ent
hält eine Übersicht und eine kritische Würdigung jener Leistungen auf dem 
Gebiet der Funktionentheorie. Die erste zusammenfassende Darstellung der 
Gauchy'schen Theorie ist von Briot und Bouquet gegeben worden: J. ec. pol. 
cah. 36, Bd. 21 (1856), p. 85-254; im Anschluss daran ihr Lehrbuch, vgl. Litte-
raturverzeichnis. . 

In dem Bericht von Brill und Noether wird auch die Vorgeschichte der 
heutigen Funktionentheorie geschildert. Die Newton'sche Reihenentwicklung 
einer impliciten algebraischen Funktion, der Taylor'sche und der Maclaurin'sche 
Lehrsatz, das Problem der Reihenentwicklung in einem singulären Punkte einer 
algebraischen Kurve, die Entstehung des Begriffs "Funktion" (Leibniz) und die 
Lagrange'schen "fonctions analytiques" werden besprochen. 

5) Jedoch ohne Bezugnahme auf geometrische Vorstellungen; vg1. 1B). 
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gegen ein und denselben endlichen Grenzwert f' (1$0) konvergiert, WIe 
auch immer 61$ dem Wert 0 zustrebt 6). 

Die Funktion ((z) heisst in T analytisch 7), wenn sie in jedem 
Punkte von T eindeutig erklärt ist und eine Ableitung f' (z) besitzt. 
Bisher war man gezwungen, auch noch die Stetigkeit der Ableitung 
zu verlangen, denn sonst war kein Beweis des Cauchy'schen Integral~ 
satzes (Nr. 3) bekannt. Durch den neuen Goursat'schen Beweis 16) 

ist man dieser Voraussetzung überhoben. - Zur vollständigen Defini~ 
tion der analytischen Funktion gehört noch der Begriff der analytischen 
Fortsetzung (Nr. 13). Man darf wohl sagen, die bisherige Definition 
bezieht sich auf das Verhalten der Funktion im Kleinen (weiter war 
man ja vor Weierstrass nicht gekommen); es fehlt noch eine Fest
setzung bezügl. des Verhaltens der Funktion im Grossen 8). - Eine 
Funktion ((z) verhält sich im Punkte 1$0 analytisch 9) oder ist analytisch 
im Punkte ZOI wenn (Cz) in der· Umgebung des Punktes 1$0 analy~ 
tisch ist. 

Eine hinreichende Bedingung, dass fez) = t, + vi eine in T ana-

6) Die Mittelwertsätze der Differential~ und Integralrechnung sind auf 
Funktionen eines komplexen Arguments von G. Darboux (J. de math. (3), 2 (1876), 
p.291) und K. Weierstrass ausgedehnt worden; vgl. Hermite, Co urs, 4. Auti. (1891), 
7" Le~on, p. 57; Stolz, Diff.- u. Int.-Rechn., 2, p. 66 u. 167. 

7) Nach Weierstrass, in Anlehnung an Lagrange. Weierstrass legte eine der 
Form nach von der des Textes verschiedene Definition zu Grunde (Nr. 13). Holo~ 

morph, synectique und regulär werden auch in diesem Sinne gebraucht. - Cauchy 
und seine Schüler führten eine grosse Anzahl neuer Bezeichnungen ein, wie z. B. 
monod1·om, Exerc. d'anal. 4 (1847), p.325 u. 345, u. Par. C. R. 36 (1853), p. 458; 
monotrop, Briot et Bouquet, 1, 2. Auti., p. 10; monogene, ibid. p. 346; synectique, 
Cauchy, Par. C. R., 36 (1853), p. 459; holomorph, Briot et Bouquet, 1, 2. Aufi., p. 14, 
u. s. w. Die entsprechenden Definitionen sind jedoch von den Mathematikern 
mehrfach abgeändert worden. 

8) Der Begriff des Verhaltens einer Funktion im Kleinen und im Grossen 
spielt in der Analysis eine wichtige Rolle und erstreckt sich auf alle Gebiete 
der Mathematik (namentlich auch auf die Geometrie), wo eine stetige Menge 
von Elementen das Substrat für die in Betracht zu ziehenden Gebilde bildet. 
In der Funktionentheorie versteht man unter dem Verhalten einer Funktion im 
Kleinen resp. im Grossen ihr Verhalten in der Umgebung eines festen Punktes a, 
(all a" ... , aJ oder einer Punktmenge P (Nr. 40) [der Kürze halber spricht 
man dann schlechtweg von ihrem Verhalten im Punkte a, (al' a" . .. , an) oder 
in der Punktmenge P] resp. in einem Bereich T, T', T, T' u. s. w., dessen Aus
dehnung von vornherein feststeht und nicht erst hinterher den Bedürfnissen 
des vorgelegten Problems entsprechend bestimmt wird. In vielen Fällen folgt 
aus einem gegebenen Verhalten im Kleinen in jedem Punkte eines Bereiches 
T', T' das entsprechende gleichmässige (Nr.6) Verhalten im Grossen. 

9) Die Bezeichnungen holomorph u. s. w. werden auch gebraucht; vgl. 7). 
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lytische Funktion von s ist, besteht darin, a) dass u, v beide in jedem 
Punkte von T eindeutig erklärt sind und ein erstes vollständiges Diffe
rential 10) besitzen; b) dass 

OU OV 
ox = oy' 

ou ov 
oy =- ox 

sind. Dass diese Bedingung auch notwendig ist, ergiebt sich aus 
der in Nr. 3 nachgewiesenen Stetigkeit der Funktion f' (z). 

Die Gleichungen heissen die Oauchy-Riemann'schen Differential
gleichungen; sie treten bereits bei d'Alembert 11) auf. 

Sind fez), q;(z) zwei in T analytische Funktionen, so sind auch 
die Funktionen fez) + q;(z), f(z). q;(z) und, wofern q;(z) in T 
nicht verschwindet, f(z)/q;(z) in T analytisch. Ferner, sei q; ez) im 

10) Stole, Diff.- u. Int.-Rechn. 1, IV. Abs. § 8. 
11) Essai d'une nouvelle tMorie de la resistance des fluides, Paris 1752. 

Um die Geschwindigkeitskomponenten einer Flüssigkeit zu bestimmen, die sich 
in zwei Dimensionen bewegt, wird d'Alembert auf das Problem geführt (S. 60 
des Essai): Es seien u dx - v dy, v dx + u dy exakte Differentiale; man soll 
die Funktionen u, v bestimmen. Die Lösung bewerkstelligt er durch einen 
Kunstgriff, indem er bemerkt, dass sowohl 

udx - vdy + i(vdx + udy) = (u + iv)(dx + idy) 
als auch 

u dx - v dy - i (v dx + u dy) = (u - iv) (dx - i dy) 

exakte Differentiale sind. Daraus schliesst er, dass u + iv 
x + iy und dass u - iv eine Funktion von x - iy ist. 
von u, v reell ausfallen, genügt es, 

u + vi = rp(x + iy) + i1/J(x + iy) 

eine Funktion von 
Damit die Werte 

zu setzen, wo !p, 1/J zwei beliebige analytische Funktionen sind, die reelle Werte 
annehmen, wenn y verschwindet. Auf das d'Alembert'sche Resultat nimmt Euler 
Bezug: Berl. Mem. (annee 1755), p. 356. V gl. ferner Stäckel, BibI. math. (3) 1 
(1900), p. 109; Timtschenko, Abh. neuruss. Ges. Naturf. 19, Odessa 1899; Revue 
Bemestr. 8 (1899), p. 151. - Bei Lagrange treten diese Differentialgleichungen 
an verschiedenen Stellen auf; vgl. eine Abhandlung über Flüssigkeitsbewegung, 
Misc. Taur. 3 (1762-65), p. 205 = Oeuvres 1, p. 498, sowie seine Untersuchungen 
über Kartenprojektion, Berl. nouv. memo (annee 1779), p. 161 = Oeuvres 4, p. 637 
= Ostwald, Klassiker, Nr. 55. 

Als ein Vorläufer der d'Alembert'schen Arbeit ist ein Werk von Clairaut, 
Theorie de Ia figure de la terre, tiree des principes de l'hydrostatique (Paris 
1743) zu erwähnen, in welchem die Bedingung, dass der Wert des Integrals 
fp da; + Q dy vom Integrationswege unabhängig sei, nämlich die Bedingung 

~ p = 0 Q, abgeleitet ist. V gl. eine zweite Abhandlung von Stäckel zur Ge-
uy OX 
schichte der Funktionentheorie im 18. Jahrhnndert, wo der hydrodynamische 
Ursprnng dieser Differentialgleichungen näher erörtert ist; BibI. math. (3) 2 
(1901), p. 111. 
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Punkte so, f(w) im Punkte Wo analytisch, und sei w = rpCs), dann 
wird f(w), als Funktion von s betrachtet, im Punkte So analytisch 
sein 12). 

3. Der Cauchy'sche Integralsatz ; das Residuum. Einer der 
wichtigsten Sätze der Funktionentheorie ist der sogenannte Oauchy'sche 
Integralsatz 1S): Ist die Funktion fez) in T analytisch und wird das 

Integral !f(s) dz längs der n Begrenzungskurven 011 "" On emes 
beliebigen Tn' erstreckt, so hat das Integral den Wert 0: 

!r(s) dz = o. 
c 

Der ursprüngliche Oauchy'sche Beweis, welcher mitte1st der Variations
rechnung geführt wurde, ist von Falk streng gemacht worden 14). 
Ein zweiter Beweis stützt sich auf den Satz der Integralrechnung15) 

12) Dieser Satz ist gleichbedeutend mit dem Satz der Potentialtheorie: Es 

sei u eine Lösung der Laplace'schen Differentialgleichung Llu = ~:~ + ~:~ = 0 

in einem Bereich T; führt man dann isothermische Koordinaten ~ = Z (x, 'J/), 
. o~ 01/ 06 01/ . 

1/ = rotx, y) em, wo Ll~ = 0, ox= oy' o'J/=-ox' so WIrd auch u der 

Laplace'schen Gleichung ~'~~ + ~~~ = 0 genügen. 

Der Satz wird zuweilen wie folgt ausgesprochen: Eine analytische Funk
tion einer analytischen Funktion ist wieder eine analytische Funktion. Ge
nauere Formuliemng bei Burkhardt; vgl. Nr. 13. 

13) Gauchy, Memoire sur les integrales definies, prises entre des limites 
imaginaires, Paris 1825; wieder abgedruckt in Darb. Bull. 7 (1874), p. 265 und 
8 (1875), p. 43 und 148. Der Satz ist hier etwa,s anders formuliert und dient 
noch nicht zu den Zwecken einer allgemeinen Theorie der Funktionen; erst in 
den vierziger Jahren erscheint er im gegenwärtigen Lichte; vgl. Brill u. Noether, 
p. 172, Nr. 18 u. p.181, Nr. 25. - G. Jordan, Cours d'anal. 1, 2. Aufi., § 196. Jordan 
definiert das komplexe Integral und beweist den Integralsatz unter der V oraus
setzung, dass der Integrationsweg resp. die Begrenzungskurven GI' ... , Gn von 
T~ bloss rekti{izierbar sind. Vgl. auch A. Pringsheim, Münch. Ber. 25 (1895), p. 54. 

Dem Integralsatz . waren Untersuchungen von Gauchy über Integration 
durch imaginäres Gebiet vorausgegangen; vgl. Monographieen, Gauchy, (1). Der 
dritte Gauss'sche Beweis des FundamentaJsatzes der Algebra (1816) beruht auch 
auf dem Verhalten eines Doppelintegrals bei Vertauschung der Integrationsfolge. 
Vgl. den Bericht von Brill und Noether, p. 157, sowie den Brief von Gauss an 
Bessel 18). 

Wegen Integration durch imaginäres Gebiet vgl. Stäckel, BibI. math. (3) 1 
(1900), p. 109. Vor Cauchy waren schon auf formalem Wege manche Integra
tionsformeln gewonnen; vgl. unten. 

14) Gauchy, ibid.; Falk, Darb. Bull. (2) 7 (1883), p. 137. 
15) Galwhy, Par. C. R. 23 (1846), p. 251; B. Riemann, Gött. Diss. 1851 
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(II A 2, Nr,4,5): Sind P, Q, ~~, ~~ in T eindeutige und stetige Funk

tionen von x, y und ist ~~ = ~~, so hat das Integral !Pdx+ Qdy, 
längs der Begrenzung 011 ... , On eines beliebigen Tn' erstreckt, den 
Wert 0: 

!Pdx+ Qdy=O. 
c 

Noch einen dritten Beweis hat E. Goursat16) gegeben und später in 
der Weise ergänzt, dass bloss die Existenz, nicht aber die Stetigkeit 
der Ableitung vorausgesetzt wird. 

Der Integralsatz gilt noch unter der Voraussetzung, dass ((z) in 
einem Bereich B eindeutig und stetig und innerhalb B analytisch ist, 
wobei dann das Integral selbst längs der Begrenzung 0 von B er
streckt werden darf (Beweis etw.a durch Grenzübergang 17»). - Aus 

• 
dem Integralsatz ergiebt sich, dass das Integral !((z) dz, längs eines 

'. 
in einem T/ gelegenen Weges erstreckt, eine in Tl' eindeutige und 
analytische Funktion von z darstellt 18). - Der Integralsatz lässt auch 
eine Umkehrung zu: Ist ((z) in T eindeutig und stetig und ver-

schwindet !rCs) dz, was auch immer für ein Bereich Tl' angenommen 
c 

werden möge, so ist ((;J) in T. analytisch 19). 

= Werke, p. 3; Pica;rd, Tr. d'anal. 1, p.73; 2, p. 4; A. P1'ingsheim a. a. O. p.39; 
M. Bocher, N. Y. BulI. (2) 2 (1896), p. 146. 

16) Acta Math. 4 (1884), p. 197; Bull. Am. Math. Soc. (2) 5 (1899), p. 427; 
Amer. Trans. 1 (1900), p. 14. 

17) H. A. Schwarz, Zür. Viert. 15 (1870), p. 113 = Werke 2, p. 174; vgl. 
Stolz, Di:lf.- u. Int.-Rechn. 2, p. 217. Der Beweis bedarf einer Ergänzung, da der 
Fall, wo die Randkurve durch eine Parallele zur x- resp. y-Achse unendlich oft 
geschnitten wird, nicht erledigt ist; vgl. A. Pringsheim, Amer. Trans. 2 (1901). 

18) Diesen Satz spricht Gauss, nachdem er den Begriff des zwischen kom
plexen Grenzen erstreckten Integrals erklärt hat, in einem Brief an BesseZ vom 
18. Dez. 1811 aus, ohne jedoch den analytischen Charakter der Funktionen zu 

'" 
erwähnen. Mit Hilfe derselben zeigt er an dem Beispiel log x Jd: + 0, 

1 
dass die Definitionen einer Funktion einer reellen Variabeln in verschiedenen 
Intervallen der reellen Achse nicht unabhängig von einander getroffen werden 
dürfen, falls der stetigen Fortsetzung derselben durch das Imaginäre nicht Ab
bruch gethan werden soll (Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel, Leipzig 
1880, p. 157 = Werke 8, p. 90). 

19) G. Morera, Lomb. Rend. (2) 19 (1886), p. 304. Vgl. ferner Osgood 26). 
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Mitte1st des Integralsatzes lassen sich eine grosse Anzahl reeller 
bestimmter Integrale auswerten (H A 3) (man vgl. die gebräuchlichen 
Lehrbücher). In der That bildete das Bestreben, die auf formalem 
Rechnen mit imaginären Grössen beruhende Auswertung solcher Inte
grale durch strenge Methoden zu begründen, den Ausgangspunkt für 
Oauchy's erste Untersuchungen auf dem Gebiet der Funktionentheorie 20). 
Auch für den Residuenkalkül, dessen Anfange man bereits in jener 
Abhandlung vom Jahre 1814 über bestimmte Integrale erblickt, bildet 
der Integralsatz die eigentliche Grundlage. Unter dem Residuum der 
Funktion ((z) im Punkte a versteht man den Wert des Integrals 

2~iJ((z) dz, welches längs einer den Punkt a umschliessenden 
c 

Kurve 0 in der positiven Richtung erstreckt wird. Dabei soll ((z) 
in der Umgebung von a mit Ausnahme des Punktes a selbst analy
tisch sein. Das Residuum im Punkte a lässt sich auch als der Koeffi
zient des Termes (z - a)-l in der Entwicklung nach ganzen Potenzen 
von z - a (Nr. 9) erklären 21). Es besteht der Satz: Ist ((z) in jedem 
Punkte von T mit Ausnahme gewisser isolierter Punkte z'lI Z2' ••• 

eindeutig und analytisch und liegt keiner dieser Punkte auf der Be-

grenzung eines Tn', so ist der Wert von 2:i .[((z) dz, längs des 
c 

Randes von Tn' in der positiven Richtung erstreckt, gleich der Summe 
der Residuen von fCz) in den innerhalb Tn' gelegenen Punkten 
Zl' •.. , Zk' Weiteres über das Residuum und Verwandtes findet sich 
in Nr. 4, 7,9. 

4. Die Cauchy'sche Integralformelj isolierte singuläre Punkte. 
Weitere Eigenschaften der analytischen Funktionen werden mit Hülfe 
einer expliciten Darstellung derselben abgeleitet. Oauchy hat zwei 
solche Formeln gegeben, die sogenannte Oauchy'sche Integral(ormel 
und die Oauchy-Taylor'sche Reihe (Nr. 7). Auf diesen Formeln lässt 
sich die ganze Funktionentheorie aufbauen. Die Integral(ormeZ22): Ist 

20) Vgl. Mem. sur les integrales definies (1814), Par. sav. [etr.] 1 (1825), 
p. 599 = Werke (1) 1, p. 319; sowie die Schrift 18). 

21) Oauchy, Exerc. de math. 1, Paris 1826, p. 11. - Die erste im Text ge
gebene Definition hat den Vorteil, dass sie sich auf den Fall des Punktes z = 00 

(Nr.8), sowie eines Verzweigungspunktes endlicher Ordnung (Nr. 11) unmittel
bar ausdehnen lässt. 

22) Oauchy, Turiner Abhandlung vom Jahre 1831 = Exerc. d'anal. 2 (1841), 
p. 52; strenge Ausführung des Cauchy'schen Beweises bei Stolz, Diff-. u. Int.
Rechn. 2, p. 248, Nr. 9. Der bekannte Beweis sta=t wohl von Riemann her; vgl. 
Roch, Zeitschr. Math. Phys. 8 (1863), p.24. 

In späteren Noten (vgl. z. B. Par. C. R. 32 (1851), p. 207) bezeichnete Oauchy 
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(Cs) in T analytisch, so lässt sich der Wert von (Cs) in einem be
liebigen innern Punkte eines T .. ' mitte1st der Werte (Ct), welche (Cs) 
auf dem Rande °17 "" 0 .. von T'; annimmt, durch die Formel aus
drücken 2B) : 

(Cs) = ~ft(t)dt. 
2#~ t-z 

C 

Diese Formel entspricht der Formel der Potentialtheorie CU A 7 b, 
Nr.18): 1f oG uCx, y) = 2# uCt) on dt, 

c 

wo G die Green'sche Funktion von T'I." u(t) den Wert von uCx, y) 
auf dem Rande bedeutet, und leistet für die Funktionentheorie auch 
ähnliche Dienste. 

Die Ableitung von (Cz) wird durch die Formel 

(,Cs) = ~ff(t)dt 
2# z (t-Z)I 

C 

dargestellt und erweist sich somit auch als eine in T stetige und 
sogar noch analytische Funktion von z. Allgemein ist ll4) 

«fI)CS) = nl.f f(t)dt 
2#1. (t-Z)"+l' 

c 

1{<fI)Czo)/<n!M,.-fl, wo I{Cs)I<M,lz-zo/='I". 

Die reellen Funktionen u, v besitzen in T stetige Ableitungen aller 
Ordnungen und genügen nebst denselben der Laplace'schen Differen
tialgleichung ll5) (TI A 7 b, Nr.2): 

tt 

das Integral 21# J f(rei'P) drp als "moyenne isotropique"; vgl. den Gauss'schen 
-tt 

"Satz vom arithmetischen Mittel" (H A 7 b, Nr. 13). 
23) Zur Bestimmung des Integrals ist die Kenntnis der Funktionswerte in 

allen Punkten von C, also in einer nicht abzäklbaren Punktmenge, nicht erfor
derlich; es genügt, diese Werte in einer abzählbaren überall dicht auf C ge
legenen Punktmenge zu wissen; vergl. Nr. 13. 

24) Caucky, Exerc. d'anal. 2 (1842), p. 51, 53. 
25) Stäckel sagt in der letzten unter 11) citierten Abhandlung, p. 117: "Zum 

ersten Mal scheint diese Gleichung in dem ersten, 1761 erschienenen Bande der 
Opuseules mathematiques von d'Alembert aufzutreten, der in der Abhandlung: 
Recherches sur les vibrations des cordes sonores (Bd. 1, p. 11) sagt, bei anderen 
als den üblichen Annahmen über die Kräfte komme man für die schwingende 
Seite zu der Differentialgleichung 

Enclklop. d. math. Wissensch. II 2. 2 
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alU alu 
au= aa;'+ ay'=O. 

Diese Funktionen sind überdies analytische Funktionen der beiden 
unabhängigen Veränderlichen x, '!I (Nr. 40). 

Ist fez) in jedem Punkte z der Umgebung des Punktes a, höch
stens mit Ausnahme des Punktes ß = a selbst, analytisch; bleibt fez) 
ferner in diesem Bereiche endlich, so ist f(ß) auch im Punkte a ana
lytisch, wofern von einer durch Abänderung des Wertes von f(ß) im 
Punkte z = a hebbaren Unstetigkeit abgesehen wird 26). Hört fez) 
also in einem isolierten Punkte a auf, analytisch zu sein, ohne in 
a eine hebbare Unstetigkeit zu haben, so muss I f(ß) I eine beliebige 
positive Grösse G mindestens in einem Punkte der Umgebung von 
a übersteigen. Man unterscheidet zwei Fälle: a) ist lim fez) = 00, 

Z=l.I 

so dass also die Funktion F(z)=1If(z), z=f=a; F(a)=O, in a 
analytisch ist, so heisst a ein Pol von fez) (Briot u. Bouquet) oder 
eine ausserwesentliche singuläre Stelle (Weierstrass 27»; b) ist dagegen 
diese Bedingung nicht erfüllt, und liegt keine hebbare Unstetigkeit 
vor, so heisst a eine wesentliche singuläre Stelle der Funktion 97). In 
der Nähe einer isolierten wesentlichen singulären Stelle kommt die 

der durch 
y = lJ1 (a; + Y-lt) + ~ (a; - -,;=1 t) 

genügt werde." Bei LafITange, Misc. Taur. 3 (1762-65), p. 205 = Oeuvres, 1 
p. 498, erscheint der Satz als bekannt. 

26) Riemann, Diss. 16) § 12. Einen s. Z. nicht veröffentlichten Beweis dieses 
Satzes hatte Weierstrass 1841 gefunden; Werke 1 (1894), p. 63. Vgl. auch 41). 
Ein unrichtiger Beweis des Satzes erschien wohl zuerst in der zweiten Auflage 
des .Durege'schen Werkes über Funktionentheorie (1873, p. 112) und ist von spä
teren Autoren (Biermann, Hamack, Forsyth) weiter publiziert. In der ersten 
Auflage jenes Werkes findet sich ein strenger elementarer Beweis, der vielleicht 
von Riemann herrührt. O. Hölder hat auch einen Beweis des Satzes gegeben: 
Math. Ann. 20 (1882), p. 138; vgl. ferner Osgood, N. Y. Bull. (2) 2 (1896), p. 296. 

Ist fes) in T eindeutig und stetig und bis auf die Punkte einer endlichen 
Anzahl regulärer Kurven überall analytisch, so ist fes) ausnahmslos analytisch 
in T; vgl. etwa Harnack, Diff.- u. Int.-Rechn. 1881, p. 369. Der Satz lässt sich 
aber nicht dadurch verallgemeinern, dass man an Stelle der Kurven eine be
liebige Punktmenge vom Inhalt null setzt; der erste von Chessin, Par. C. R. 
128 (1899), p. 605, ausgesprochene Satz ist falsch. 

27) Weierstrass, Berl. Abh. 1876, p. 11, § 1 = Werke 2, p. 77, § 1. All
gemein bezeichnet man jeden Begrenzungspunkt des Definitionsbereichs einer 
eindeutigen Funktion, der kein Pol der Funktion ist, als eine wesentliche singu
läre Stelle; vgl. ferner Nr. 13. 
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Funktion jedem vorgegebenen Werte beliebig nahe 28). - Ist fez) in 
jedem Punkte der Ebene analytisch und bleibt I (Cz) I stets unterhalb 
einer festen Grösse G, so ist (Cz) eine Konstante 29). 

5. Die konforme Abbildung im Kleinen. Ist Zo ein Punkt, in 
welchem w = (Cz) analytisch ist und (' (z) nicht verschwindet, so ist 
umgekehrt z eine analytische Funktion von w. Die Gleichungen 

u = rp(x, y), v = 1jJ(x, y) 
ou ou OV 0'0 

lassen sich nämlich, da die Ableitungen 0 a:' oy , oa:' oy stetig sind 
und die Jacobi'sche Determinante 

ou OU 
oa: oy 

= I ('Ce) 12 
0'0 oV 
Fa; oy 

im Punkte (xo, Yo) nicht verschwindet, eindeutig nach u, v auflösen 
und es bestehen zwischen den stetigen Ableitungen die Beziehungen 30): 

oa: oy oa: oy 
ou=o'O' 0'0 =-ou' 

Denkt man sich die Werte der Funktion w = fez) in einer 
zweiten (der w-) Ebene aufgetragen, und ist (Cz) im Punkte z = a 
analytisch und f' (a) =F 0, so wird die Umgebung des Punktes a ein-

28) Satz von Weierstrass 27) § 8. - Ein besonderer Fall dieses Satzes, wo 
u der Punkt z = 00 (Nr. 8) ist und die Funktion keine Singularitäten im End
lichen hat, war bereits Briot u. Bouquet (1. Aufl. § 38; unrichtige Formulierung) 
bekannt. Der Satz ist von PiCU1'd verschärft, Nr. 29. 

29) Cauchy, Par. C. R. 19 (1844), p. 1377. Der Satz wird auch Liouville 
zugeschrieben. Painleve hat folgenden Satz gefunden und bewiesen (Par. these 
1887 = Toulouse Ann. 2 (1888), p. 18): Die Funktion f (z) sei analytisch in 
jedem innern Punkte eines durch zwei Gerade OA, OB begrenzten Bereiches 
und bleibe endlich, wenn z längs irgend einer Kurve ins Unendliche rückt, 
welche in einem durch zwei Gerade OAl> OBl begrenzten, innerhalb des ersten 
gelegenen Bereiche verläuft. Dann konvergiert f' (z) und somit auch jede höhere 
Ableitung gegen 0, wenn z längs einer solchen Kurve ins Unendliche ruckt. 

30) Jordan, Cours d'anaL 1, 2. Aufl.., § 191. Der Beweis stützt sich auf die 
Existenzsätze für reelle implicite Funktionen; diese Sätze sind eine unmittelbare 
Folge des Existenztheorems für die Lösung eines Systems totaler Differential
gleichungen (IIA4a, Nr.12); sie sind zuerst von U. Dini direkt bewiesen: Ana
lisi infinitesimale 1, p. 162 (lith.) Pisa 1877/78. Der Dini'sche Beweis ist zu
erst von Peano-Genocchi, Calcolo differenziale, Turin 1884, Nr. 110-123; deutsche 
Übersetzung von Bohlrnann und Schepp, Leipzig 1899, gedruckt worden. C. Jordan 
hat denselben reproduziert: Cours d'anal. 3, 1. Aufl. 1887, p. 583 = 1, 2. Auf!. 
1893, p. 80. 

2* 
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eindeutig und stetig (rnit stetigen ersten Ableitungen) auf die Um
gebung des Punktes b = ((a) bezogen. Schneiden sich zwei Kurven 
der z-Ebene in einem Punkte Zo der Umgebung von a, so werden 
sich die entsprechenden Kurven der w-Ebene in einem Punkte Wo 

der Umgebung von b schneiden und zwar 'unter gleichem Winkel. 
Die Umgebung von a wird somit auf die Umgebung von b konform 
abgebildet 111); das Ähnlichkeitsverhältnis der konformen Abbildung im 
Punkte z = Zo ist gleich 1 f' C!o) I. Zwei Bereiche T, T* heissen kon
form auf einander abgebildet, wenn eine ein-eindeutige Beziehung 
zwischen ihren Punkten besteht, während die Umgebungen je zweier 
entsprechender Punkte stets konform auf einander abgebildet werden 
(ill D 6). - Umgekehrt wird durch die konforme Abbildung zweier 
Bereiche auf einander eine analytische Funktion definiert; vgl. Nr.19. 

6. Gleichmässige Konvergenz. Die Funktion s(z, a) möge für 
jeden Wert des reellen oder komplexen Parameters a, welcher einer 
gegebenen Punktmenge mit Häufungsstelle IX (insbesondere kann 
«= 00 sein; Nr.8) zugehört, und für jeden Wert z eines Bereiches 
T resp. B eindeutig erklärt sein. Man sagt: die Funktion s(z, a) 
konvergiert in T resp. B gleichmässig gegen einen Grenzwert, wenn 
a gegen " konvergiert, falls sich nach Annahme einer beliebigen 
positiven Grösse E die Existenz einer zweiten von z unabhängigen 
positiven Grösse 0 (resp. G, im Falle" = (0) nachweisen lässt, der
gestalt, dass für alle Werte der a-Menge, die an die Bedingung 
la-"I<o, la'-«I<h (resp·lal>G, la'I>G) geknüpft sind, 
und für einen beliebigen Punkt z von T resp. B, 

I s (z, a) - s (z, a') 1 < E 

ist. Eine unendliche Reihe heisst sonach gleichmässig konvergent, 
wenn die Summe der ersten n Glieder s'll(z) (a=n, «= 00, G=m) 
gleichmässig 82) konvergiert: 

I s,,+p(z) - s,,(z) I< E, n > m, P = 1,2, ... 

81) LagrQ/f/,ge, Kartenprojektion 11); Gauss, Astronomische Abh., Heft 8 (1826), 
p. 1 = Werke 4, p. 189 = Ostwald, Klassiker, Nr.55. Die Bezeichnung kon
form ist von Gauss eingeführt, Gött. Abh. 2 (1844), p.4 = Werke 4, p. 262. 

82) Weierstrass, Berl. Ber., 12. Aug. 1880 = Werke 2, p. 202; sowie 
Werke 1, p. 67 (Abhandlung aus dem Jahre 1841). - Eine andere Defi
nition der gleichmässigen Konvergenz hat Weierswass in seinen Vorlesungen 
gegeben, wonach s (s, a) in einem Punkte s = So von T gleichmässig konver
gieren soll, wenn a gegen a konvergiert, falls in einer gewissen Umgebung des 
Purt/des So die Bedingungen der im TeXt gegebenen Definition erfüllt sind. 
Nach dieser letzten Definition konvergiert insbes. eine Potenzreihe innerhalb 
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Satz. Ist ses, a) für jeden der a-Menge zugehörigen Wert von 
a eine in T analytische Funktion von z und konvergiert s (z, a) in 
jedem T/ gleichmässig, wenn a gegen a konvergiert, so ist der 
Grenzwert F(s) von s(z, a) ebenfalls in T analytisch und es ist 

" z 

!F(s)dz= li~Js(z, a)dz, .0 a=a ... o 

F '( ) l' os(z, IX) Z = Im---· 
a=a OZ 

Dabei ist vorausgesetzt, dass es sich nur um eigentliche Integrale 
handelt. Die Funktion os(z, a)/os konvergiert ebenfalls gleichmässig 
in jedem Tn'. - Konvergiert insbesondere die Reihe 

fl(s) + f2(z) + "', 
deren Glieder sämtlich in T analytische Funktionen sind, in jedem 
T/ gleichmässig, so ist der Wert derselben F(z) eine in T analy
tische Funktion und die Reihe lässt sich gliedweise integrieren 
und differenziieren. Dieser Reihensatz gehört zu den frühesten 
Entdeckungen Weierstrass's 33), der überhaupt die Bedeutung der 
gleichmässigen Konvergenz als ein Hülfsmittel für analytische Unter
suchungen zuerst erkannte und sich dieser Methode prinzipiell be-

co 

diente. Die wichtigste derartige Reihe ist die Potenzreihe ~ an zn, 
n=O 

welche in jedem T/ des Innern ihres Konvergenzkreises T gleich-

ihres Konvergenzkreises stets gleichmässig j nach der ersten Definition ist dies 
im allgemeinen nicht der Fall. - V gl. übrigens TI A 1, Nr. 16, 17. 

Abel hat zuerst bewiesen, dass eine Potenzreihe eine stetige Funktion dar
stellt, indem er den Rest der Reihe gleichmässig abschätztej J. f. Math. 1 
(1826), p. 31l. 

33) Weierstrass s2)j Beweis mitte1st der Potenzreihen. Nachdem Harnack 
durch die Methoden der Potentialtheorie den ersten der beiden (TI A 7b, Nr.30) 
angeführten Sätze bewiesen hatte, bewies Painleve in ähnlicher Weise durch 
Integration den obigen Reihensatzj These, Paris 1887 = Toul. Ann. 2 (1888), 
p. B 11 j Burkhardt, Anal. Funkt. p. 138. Der Satz des Textes ist eine Verall
gemeinerung dieses Reihensatzes. 

Ein Beispiel einer ungleichmä.ssig konvergenten Reihe, deren Glieder ganze 
rationale Funktionen von z sind und die eine allenthalben analytische Funktion 
(nämlich die Null) darstellt, ist von Runge gegeben worden: Acta math. 6 (1885), 
p. 245. - Die in der Praxis vorkommenden Reihen (oder allgemeiner: Funk
tionen S(Z, IX») konvergieren häufig in einem Bereich T ungleichmässigj meines 
Wissens ist jedoch keine solche Reihe bekannt, die in jedem Punkte eines Be. 
reiches T konvergierte, ohne in einem beliebigen T' gleichmässig zu kon
vergieren. 
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mässig konvergiert und somit eine analytische Funktion fez) defi
niert 34). Dabei ist an = f(n) (O)jn! 

Das eigentliche bestimmte Integral 
b 

Jr(~, z) d~ 
a 

stellt eine analytische Funktion F(z) von z dar, falls für jeden 
Punkt ~ des Integrationsweges f(~, z) eine in ein und demselben 
Bereich T analytische Funktion von z ist, welche als Funktion der 
unabhängigen Variabeln (~, z) betrachtet stetig ist; und es ist 

z b z 

fF(z) dz = fd~ff(~, z) dz, 
Zo a Zo 

b 

F'(z) = f()f~&; z) d~. 
a 

Dabei braucht f(~, z) keine analytische Funktion von ~ zu sein. 
Die Hauptsätze dieses Paragraphen sind von eh. J. de la Vallee

Poussin 35) zusammengefasst und in einfacher Weise bewiesen worden. 

7. Die Cauchy-Taylor'sche Reihe, nebst Anwendungen. Aus 
dem Cauchy'schen Integralsatz wird ferner die Ca~why- Taylor'sche 
Reihe 36) abgeleitet. Sei fez) in T analytisch und sei zo ein beliebiger 
Punkt von T (man beachte jedoch, dass alle Punkte von T innere 
Punkte sind (Nr. 1»; bezeichnet man dann mit R den Radius des 
grössten Kreises mit Mittelpunkt zo, dessen innere Punkte sämtlich 
Punkte von T sind, so lässt sich fez) für alle inneren Punkte z dieses 
Kreises durch die Potenzreihe 

'" fez) = ~an(z-zo)n, 
n=O 

darstellen. Ein besonderer Fall ist der, dass f(z) in jedem Punkte 
der Ebene analytisch ist. fez) wird dann in ihrem Gesamtverlauf durch 
eine beständig konvergente Potenzreihe dargestellt und heisst eine 

34) Briot et Bouquet, 1. Aufl.., eh. 2. 
35) Brux. Ann. Soc. Scient. 17 (1892-93), p. 323. 
36) Turiner Abhandlung 1831, vgl. Monographieen; Gazette de Piemont, 

22. Sept. 1832; Brief an Coriolis, Par. C. R. 4 (1837), p. 216; Exerc. d'anal. 1 
(1841), p. 31; 2 (1841), p.52. O. Bannet (Brux. memo cour. 23 (1849), p. 94); 
C. Neumann (das Dirichlet'sche Prinzip, Leipzig 1865, p. 9) und Harnack (Math. 
Ann. 21 (1883), p. 305) haben den Reihensatz aus den Cauchy-Riemann'schen 
Differentialgleichungen mitte1st der Fourier'schen Reihen abgeleitet. Die Ge
schichte des Taylor'schen Lehrsatzes ist von A. Pringsheim eingehend behan
delt worden; BibI. math. (3) 1 (1900), p. 433. 
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ganze (rationale oder transcendente) Funktion. Ist M der grösste 
Wert von I fez) I auf dem Kreise 1$ - $0 I = r < R, so ist 37) 

lanl<Mr n • 

Für den Rest der Reihe gilt die FormeI 37a) 

I n?:n(Z - zo)n/ <M(;f (1-; fl, 
wodurch dann der Fehler beim Gebrauch emer endlichen Anzahl von 
Gliedern abgeschätzt werden kann. 

00 

Ist der wahre 38) Konvergenzkreis der Potenzreihe ~ an zn em 
n=O 

endlicher, so lässt sich die so definierte Funktion ausserhalb dieses 
Kreises nicht so erklären, dass sie sich in jedem Punkte der Be
grenzung desselben analytisch verhält. - Eine notwendige und hin
reichende Bedingung, dass die in T analytische Funktion fez) in der 
Nähe eines Punktes Zo von T identisch verschwindet, besteht darin, dass 

f(zo) = 0, f<n)(zo) = 0, n = 1,2, .... 

Die Darstellung von f (z) durch die Potenzreihe ist somit eindeutig. 
Als Bestimmungsstücke einer analytischen Funktion kann man also 
die abzählbare Wertemenge der Koeffizienten einer beliebigen Potenz
reihe mit nicht verschwindendem Konvergenzkreis ansehen. Diese 
Bestimmungsweise legt Weierstrass zu Grunde; vgl. unten IH. -
Verschwindet fez) in einem Punkte zo von T, ohne identisch Null zu 
sein, so lässt sich fez) stets in der Form 

fez) = (z - zo)m q;(z) 
darstellen, wo m eine positive ganze Zahl und q; (z) eine in Zo analy
tische, dort nicht verschwindende Funktion bedeutet. Ist Zo ein Pol, 
so gilt eine ähnliche Darstellung: 

fez) = (z - zo)-mq;(z). 

37) Cauchy, Turiner Abh. 1831 = Exerc. d'anal. 2 (1841), p. 53; Weierstrass, 
s. Z. nicht veröffentlichte Abhandlung aus dem Jahre 1841, Werke 1 (1894), p. 59. 

37 a) Cauchy 31). Damit eine Reihe zum Zweck des Rechnens brauchbar 
sei, genügt nicht die blosse Konvergenz, es muss auch möglich sein, den Fehler 
abzuschätzen, den man begeht, wenn· man nur die ersten n Terme derselben 
berücksichtigt. Auf solche Abschätzungsformeln legte Cauchy besonderes Gewicht. 

38) Unter dem wahren Konvergenzkreis (oder einfach Konvergenzkreis) einer 
Potenzreihe versteht man einen Kreis, für dessen innere Punkte die Reihe kon
vergiert und für dessen äussere Punkte sie divergiert. Die Bezeichnung rührt 
wohl von Weierstras8 her. - Dass der Konvergenzbereich einer Potenzreihe aus 
dem Innern eines Kreises besteht, hat Abel 3!) für den Fall der binomischen 
Reihe gezeigt. 
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Der Punkt Zo heisst ein Nullpunkt resp. Pol mter Ordnung der 
Funktion. Die Nullpunkte sowie die Pole einer analytischen Funk
tion sind also isoliert und von endlicher ganzzahliger Ordnung. -
Bilden die Nullpunkte von fez) eine Menge, die einen Punkt Zo von 
T zur Häufungsstelle hat, so verschwindet fez) zunächst im Innern 
des Kreises (zo, R), dann aber im ganzen Bereiche Tidentisch 89). 
Zwei in T analytische Funktionen sind daher mit einander identisch, 
falls ihre Werte in den Punkten einer solchen Menge überein
stimmen. - Ist fez) in T, höchstens mit Ausnahme von Polen, 
analytisch, so kann fez) in einem T,,' nur eine endliche Anzahl von 
Nullpunkten und Polen haben; es gelten die Formeln: 

q 

II (z _ z'.)''''j 
+ t/I(z) = j=l J 

P 

II(z-z.)"i 
j=1 J 

P IXi A .. 

fez) = ~ 2(z~:.y 
;=1 j=1 ' 

cp(z), 

wo t/I(Z), cp (z) in Tn' analytisch sind und cp(z) dort nicht verschwindet. 
V gl. auch Nr. 9. 

Sind keine Pole in T,,' vorhanden und liegt kein Nullpunkt auf 
der Begrenzung von T,,', so erhält man die Gesamtzahl der Null

q 

punkte, ;E al, indem man z der Reihe nach die n Begrenzungskurven 
j=1 

des Bereiches T,,' durchlaufen lässt und auf jeder Kurve den Zuwachs 
Sk des stetig sich ändernden Winkels (J = are tang vju der Funktion 

n 

fez) = u + vi bestimmt (vg1. Nr.2). Der Gesamtzuwachs S = ;ESk 
k=1 

q 

hat den Wert 2% ;Ea/. Liegen Pole von fez) innerhalb T,,', so ist 
j=l 

S = 2% (4' a/ - j~ IXj) . Der Winkel (J ist gleich dem Koeffizienten 

des rein imaginären Teils der Funktion log(u + vi); der reelle Teil 
dieser Funktion ist eindeutig. Der Gesamtzuwachs der Funktion 
logf(z) beträgt also, wenn z die n Begrenzungskurven durchläuft, iS 
und man erhält die Formel 

39) Es handelt sich hier um die analytische Fortsetzung im uneigentlichen 
Sinne. Vgl. Nr.13. Den Satz verdankt man Riemann,. Gött. Diss. 15). 

Ist Zo ein Randpunkt von T, so braucht f(z) ja nicht identisch zu ver
schwinden. Besteht die Begrenzung von T zum Teil aus einer beliebigen Jor
dan'schen Kurve C und nähert sich f(z) dem Werte Null, wenn z gegen einen 
beliebigen Punkt von C konvergiert, so verschwindet f(z) in jedem Punkte von T; 
Painleve, Par. These 1887 = Toul. Ann. 2 (1888), p. 29. 
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r Jr (z) ( q p) iS = J d logf(e) = f(s) dz = 2n:i ~ a/ -.~aj . 
a a =1 1=1 

Die letzte Gleichung lässt sich mittels des Residuenkalkuls (Nr. 3) 
sofort hinschreiben. Sie gilt auch für einen Bereich r:t.,,' einer Rie
mann'schen Fläche (Nr. 11-13). 

Eine allgemeinere Formel erhält man, indem man noch eine 
Funktion cp(s) in Betracht zieht, die in T analytisch ist. Es ist dann 

1 J (s) q" P 
bi cp(z) (8) dz = ~ aj cp(Zj)-~ ajcp(zj)' 

a j=1 j=1 

Hat fCs) insbesondere keinen Pol und nur einen einfachen Nullpunkt 
14/ in T",', und setzt man cp(z) = 14, so ergiebt sich die FormeP9a): , I! ('(z) 

141 = 2ni 14 fez) dz. 

Eine bemerkenswerte Anwendung des Residuenkalkuls auf die 
Darstellung der ersten n Glieder einer unendlichen Reihe durch ein 
bestimmtes Integral ist von Cauchy gemacht und von U. Dini weiter 
ausgebeutet worden S9b). 

Mit der nach Potenzen von 14 fortschreitenden Cauchy-Taylor'
schen Reihe ist eine zweite nach Potenzen einer linearen Funktion 
von 14 fortschreitende Entwicklung der Funktion fCz) eng verwandt: 

fCz) = ao + a1 (;:t~ + a2 (;:t~2 +"', a~ - ßr =1= O. 

Diese Formel ist anwendbar, wenn fez) sich im Punkte 140 analytisch 
verhält, wo azo + ß = 0 ist. Sowohl Zo als Zu wo rZI + ~ = 0 
ist, dürfen beliebige Punkte der erweiterten Ebene (Nr. 8) sein; dabei 
versteht man z. B. unter Zo = 00 das Verschwinden des Koeffi
zienten a. Diese Reihe konvergiert in einem Gebiete, welches von 
einem Kreise (insbes. von einer Geraden) begrenzt ist, zo, ZI zu kon
jugierten Punkten im Sinne der Geometrie der reciproken Radien hat 
und den Punkt 140 enthält. Das grösste derartige Gebiet, welches 
keinen singulären Punkt der Funktion im Innem enthält, bildet den 
wahren Konvergenzbereich der Reihe. Dies alles beweist man mitte1st 
der linearen Transformation w = (az + ß) / (r z + ~). 

39&) Turiner Abh. 86) = Exerc. d'anal. 2, p. 64. 
39 b) Cauchy, Exerc. de math. 2 (1827), p. 841 = Oeuvres (2) 7, p. 393; 

Picard, TraiM 2, p. 167. Auf diese Weise leitete Cauchy die Fourier'sche Reihe 
ab; die Methode ist von Dini, Serie di Fourier, u. s. w., Pisa 1880 (vgl. insbes. 
p. 139-156) noch auf andere Reihenentwicklungen ausgedehnt. 
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Wie bei den Darstellungen einer reellen Funktion neben der 
Fourier'schen Reihe noch das Fourier'sche Integral Platz greift, so 
kann man auch hier der Cauchy-Taylor'schen Reihe eine analoge 
Integraldarstellung gegenüberstellen. Die Funktion (~) sei analy
tisch in allen Punkten z = x + iy, wofür x <k ist, der Punkt 
z = 00 eingeschlossen, und (00) sei = 0 (Nr.8). Mitte1st der Formel 

'" 
_1_ fe~(;-t)dV 
t-z ' 

o 

wo v reelle positive Werte durchläuft und der reelle Teil von z - t 
negativ ist, wird die Cauchy'sche Integralformel 

(z) = ~f f(t)dt 
2xt t-e 

umgeformt. Diese Formel gilt im vorliegenden Falle, wenn längs der 
Geraden z = k von - ooi bis + ooi integriert wird. Es ergiebt 
sich durch Vertauschung der Integrationsfolge für alle Werte von 
z = x + iy, wofür x< k ist, die Darstellung S9c): 

'" 00 

(z) = ~fcp(v)e~(;-k)av, 
2x 

wo cp(v) f(k + iS)e-iflBds. 
o -00 

Eine ähnliche Verallgemeinerung durch lineare Transformation 
von z, wie im Falle der Cauchy-Taylor'schen Reihe, ist auch hier 
möglich. 

8. Der Punkt z = 00. Der unendlich feme Bereich der Zahlen
ebene wird als Punkt, der Punkt z = 00 definiert, indem man den 
eigentlichen Punkten der Zahlenebene noch einen idealen Punkt, den 
Punkt z = 00, adjungiert; denn für die Zwecke der Ji'unktionen
theorie empfiehlt es sich, an der Hand der Transformation z' = l/z 
das Verhalten einer Funktion, welche allenthalben ausserhalb eines 
genügend grossen Kreises mit Mittelpunkt z = 0 eindeutig und 
analytisch ist, wenn I z I unendlich wird, mit dem Verhalten der 
Funktion cp (l) = (z) im Punkte l = 0 dadurch in Verbindung zu 
bringen, dass man die Definitionen einführt: (z) ist analytisch im 
Punkte z = 00, hat dort einen Nullpunkt oder Pol moor Ordnung oder 
eine wesentliche singuläre Stelle, je nachdem cp (l) im Punkte z' = 0 
analytisch ist (in dem Falle versteht man unter cp (0) = (00) den 
lim (z)), dort einen Nullpunkt oder Pol mter Ordnung oder eine wesent-
Z=CG-

39") Oauchy, Par. C. R. 32 (1851), p. 215. 
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liehe singuläre Stelle hat. Unter der Umgebung des Punlrtes ~ = 00 

versteht man den Bereich, welcher der Umgebung des Punktes rl = 0 
entspricht. Ist fee) im Punlrte ~ = 00 analytisch, so gilt die Dar-
stellung: GO 

f(~) = ~anS-n, 
n=O 

an = ft n- 1 f(t) dt. 
a 

Durch Hinzunahme des Punktes e = 00 wird die Ebene im 
geometrischen Sinne "geschlossen". Projiziert man dieselbe stereogra
phisch (III A.7) auf eine KugeI40), wobei das Projektionscentrum im 
"Nordpol" liegt und der Punkt e = 0 in den "Südpol" übergeht, so 
entsteht bei geeigneter Festsetzung bezüglich des Punktes ~ = 00 

nebst Umgebung eine ausnahmlos ein-eindeutige und konforme Ab
bildung der beiden Flächen aufeinander. Die Umgebung des Punktes 
e' = 0 wird ein-eindeutig und konform auf die Umgebung des Nord
pols abgebildet. Ist also W = f (e) im Punkte S = 00 analytisch 
und ist p' (i) /"=0 = Iim (- SB f' (s)] von Null verschieden, so wird 

z=OO 

die Umgebung des Punktes Wo = f( (0) konform auf die Umgebung 
des Nordpols bezogen. Für den Fall, dass an Stelle der schlichten 
Ebene eine mehrblättrige Riemann'sche Fläche (Nr. 11) tritt, werden 
diese Definitionen in leicht ersichtlicher Weise erweitert. 

9. Der Laurent'sche Satz; die rationalen Funktionen. Ist fez) 
in einem Kreisring T mit Mittelpunkt So eindeutig und analytisch 
und ist Ts' ein zweiter mit T konzentrischer Ring, so ist 

f(s) = ~ J f(t) dt - -!. r f(t) dt 
2n, t-z 2nt. t-z' 

a I' 

wo z einen inneren Punkt von TB' bedeutet und 0, r sich auf die 
äussere und innere Begrenzung von T2' beziehen. Die Funktion fCe) 
lässt sich somit als Summe zweier Funktionen darstellen, wovon 
die eine überall innerhalb der äusseren, die andere überall ausser
halb der inneren Begrenzung von T analytisch ist. Diese Funktionen 
können wieder in Potenzreihen nach s - ~o entwickelt werden, wo
durch die Formel entsteht, die man als den L(JIIJirent'scken Sat~41) be
zeichnet: 

40) Die Einführung der Kugel rührt von Riemann her und ist zuerst von 
O. Neumann, Abel'sche Integrale, 1865, publiziert worden. Vgl. jedoch auch 
Möbius, Leipz. Ber. 1853, § 13 = Werke 2, p. 215; sowie Gauss, Nachlass, 
Werke 8 (1900), p. 351 u. Stäckel's Bemerkungen dazu, ibid. p.356. 

41) Par. C. R. 17 (1843) p. 938. Weierstrass war bereits im Jahre 1841 im 
Besitze dieses Satzes nebst einem Beweis; s. Z. nicht veröffentlichte Abhandlung 
= Werke 1 (1894), p. 51. 
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00 -00 00 

fez) = ~an (z-zo)n + ~an (z-zo)n =~an (z-zo)n, 
n=O n=-l -QO 

1 f (t)dt 1 ! (t)dt 
an = 2ni c (t_zo)n+l = 2ni (t-zot+ 1' 

I an I ::;: Mr- n , 

wo I fez) I <M für I z - Zo I = r, 
und der Kreis I z - Zo I = r ein beliebiger in T gelegener ist. Die 
Darstellung ist eindeutig. Der Radius des Kreises 0 kann insbesondere 
unendlich, der des Kreises r null werden. 

In der Nähe einer isolierten singulären Stelle Zo lässt sich fez) 
in der Form darstellen: 

resp., falls Zo = 00, 

p 

fez) = "" an n + ~ (z), :f; (z - Zo) 

p 

fez) = ~ an zn + ~ (z), 
n=l 

wo ~ (z) eine im Punkte So analytische Funktion bedeutet und p eine 
positive ganze Zahl ist, falls Zo ein Pol, p = 00, falls Zo eine wesent
liche singuläre Stelle ist. Den ersten Term rechts nennt man wohl 
den Hauptteil der Funktion fez) im Punkte zoo Für den Fall eines 
Poles lassen sich diese Formeln auf elementarere Weise ableiten 
(vgl. Nr. 7). 

Die rationalen Funktionen lassen sich auf Grund ihrer funktionen
theoretischen Eigenschaften wie folgt charakterisieren42). a) Ist fez) 
eine eindeutige Funktion von z, die in jedem Punkte der erweiterten 
z-Ebene (Nr. 8) analytisch ist, so ist fez) eine Konstante. b) Ist fez) 
eine eindeutige Funktion von z, die sich in der erweiterten s-Ebene 
mit .Ausnahme von Polen allenthalben analytisch verhält, so ist f (z) 
eine rationale Funktion von Z.43) Hat fez) in keinem endlichen 
Punkte der Ebene einen Pol, so ist sie eine ganze rationale Funktion. 
c) Durch .Angabe der Pole nebst dem Hauptteil der Funktion in jedem 
derselben, resp. durch .Angabe der Nullpunkte und Pole (je mit der 
zugehörigen Ordnungszahl), wird eine rationale Funktion bis auf eine 
additive, resp. multiplikative Konstante bestimmt. Bei der letzten Be
stimmung muss nur die Gesamtzahl der Nullpunkte und Pole die näm
liche sein. - Der Beweis dieser Sätze stützt sich auf den Satz von 
Nr. 4:, Ende. 

42) Briot et Bouquet, 1. Aufi., eh. 4, p. 34 j vgl. '9). 
43) Meray, Par. C. R. 40 (1866), p. 788. 
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Ahnliche Sätze lassen sich auch über die einfach und doppelt 
periodischen Funktionen aussprechen. Die letzteren rühren von Liou
ville her und waren die ersten Früchte der von Cauchy geschaffenen 
allgemeinen Funktionentheorie (Nr. 24: und 146). 

10. Mehrdeutige Funktionen; Schleifenwege. Jedem Punkte S 

eines Bereiches T mögen mehrere Werte W(l), W(2), • • • zugeordnet 
werden. Ist So ein beliebiger Punkt von T und ist wo('} einer der 
diesem Punkte zugeordneten Werte, so soll es möglich sein, jedem 
Punkte s der Umgebung I s - So I < hi des Punktes So einen solchen 
Wert w zuzuordnen, a) dass w einer der dem Punkte s zugeord
neten Werte W(l), W(2), ••• ist; b) dass die Gesamtheit der heraus
gegriffenen w-Werte eine im Punkte s = So analytische Funktion von 
s bildet, welche als {;(s, so) bezeichnet sein soll. Dabei wird hi im 
allgemeinen sowohl von i als von So abhängen. Wir setzen ferner 
festM), entweder dass die Anzahl der w-Werte in jedem Punkte von T 
eine endliche sei und verlangen dann, dass die nz• Funktionen {; (s, so), 
i = 1,2, ... , nz., die den Punkten der Umgebung von So zugeordneten 
w-Werte genau erschöpfen (d. h. dass jeder solche w-Wert an einer 
und nur an einer dieser nz• Funktionen teilnimmt); in diesem Fall 
wird n für jeden Punkt von T denselben Wert haben; oder dass 
einem beliebigen Bereich Tl' eine positive konstante Grösse h ent
sprechen soll, welcher man hi gleichsetzen darf für alle Punkte So 

von Tl' und für alle Werte von i. Dann lassen sich die w-Werte 
auch im Grossen, nämlich für einen beliebigen Bereich Tl" in der 
Weise zusammenfassen, dass eine Reihe in Tl' eindeutiger analytischer 
Funktionen f(l) (s), «2) (s), ... entsteht, deren Werte sich mit den 
Werten W(l), W(2), ••• gerade decken 45). Um die stetige Fortsetzung 

44) Es werden nämlich jetzt diejenigen isolierten Punkte, die sich später als 
Verzweigungspunkte erweisen werden, mit in die Begrenzung von Taufgenommen, 
so dass T beispielsweise aus den innern Punkten eines Kreises mit Ausnahme 
des Mittelpunktes bestehen kann. Man könnte noch von allgemeineren V oraus
setzungen ausgehen. Der gewöhnliche Gang der Darstellung ist jedoch der, 
dass man die Riemann'sche Fläche zuerst für isolierte Windungspunkte im 
Kleinen herstellt, um daun an der Hand der analytischen Fortsetzung im eigent
lichen Sinne (Nr. 13) die Fläche in ihrem Gesamtverlauf zu konstruieren. 

Die analytische Eigenschaft der Wertesysteme braucht man an dieser Stelle 
noch nicht zu verlangen; vielmehr genügt es, dass die w's sich zunächst im 
Kleinen zu stetigen Funktionen zusammenfassen lassen, die dann, weiteren Fest
setzungen zufolge, in jedem T/ eindeutige Funktionen abgeben. V gl. Stolz S). 

45) Strenger Beweis nach wohlbekannten von Sturm und Weierstrass her
rührenden Methoden; vgl. S). Puiseux hat den Satz für die algebraischen 
Funktionen ausgesprochen und bewiesen; J. de math. 15 (1850), p.365 (deutsche 
Übers. von H. Fischer, Halle 1861). 
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einer Bestimmung der Funktion längs eines gegebenen Weges zu ver
folgen, bedient man sich einer Reihe übereinander greifender Kreise, 
deren Mittelpunkte auf dem Wege liegen 46). 

Das Verhalten einer mehrdeutigen Funktion in einem Punkte 
ß = a, wo mehrere w-Werte zusammenfallen, ist zuerst von Puiseux47) 

für den Fall einer algebraischen Funktion untersucht worden. Pui
seux zeigt, dass die verschiedenen Bestimmungen von w in der Nähe 
von a in einem oder mehreren Cyklen zusammenhängen und dem
entsprechend dort durch eine oder mehrere Reihen von der Form 

n=m 

dargestellt werden können, wobei q eine positive ganze Zahl und m 
eine positive oder negative ganze Zahl, oder 0 bedeutet. (V gl. Nr. 11 
wegen Riemann's Ableitung und Verallgemeinerung dieses Resultats.) 
Damit sind die Pole von den Verzweigungspunkten (Nr. 11) zum 
ersten Mal scharf unterschieden worden. - Legt man um den Punkt a 
eine Schleife 48), die vom Punkte $0 ausgeht und nach diesem Punkte 
zurückkehrt, ohne einen zweiten solchen Punkt zu umfassen, so er
fahren die verschiedenen Bestimmungen von w im Punkte $0' indem 
man sie längs des Schleifenweges führt, eine für den Punkt z = a 
charakteristische Vertauschung. Jeder von Zo ausgehende und nach 
$0 zurückkehrende Weg, welcher nur eine endliche Anzahl von Punkten 
a einschliesst, ist einer Reihenfolge von solchen Schleifenwegen äqui
valent und die entsprechende Vertauschung der w -Werte lässt sich 
aus den zu den Schleifenwegen gehörigen Vertauschungen zusammen
setzen. Die Bedeutung der Puiseux'schen Untersuchungen für die 
Galois'sche Theorie, wofern es sich um die Monodromiegruppe einer 
algebraischen Gleichung (I B 3 c, d, NI'. ö) handelt, hat Hermite 480,) 

hervorgehoben. - Die Methode der Schleifenwege reicht für die 
Untersuchung der algebraischen Funktionen aus. Bei den kompli
zierteren Periodeneigenschaften ihrer Integrale ist aber erst durch die 

46) Puiseux 45) p. 379 und Fig. 7. Weierstrass, s. Z. nicht veröffentlichte 
Abhandlung aus dem Jahre 1842 = Werke 1 (1894), p. 82. 

47) Puiseux 4.). Strenger Beweis nach der Puiseux'schen Methode bei C. Jordan, 
der die Puiseux'schen Voraussetzungen verallgemeinert: Cours d'anal. 1, 2. Aufi., 
§ 361. 

48) contour elimentaire (Puiseux 45) p. 411); lacet (Briot et Bouquet, 1. Aufi., 
p. 69); Schle'ife (Clebsch und Gm'dan, Abel'sche Funktionen, Leipzig 1866, p.82). 
Vgl. auch die ligne d'arret von Cauchy, Par. C. R. 32 (1851), p. 70; sowie die 
coupures von HeI'mite, J. f. Math. 91 (1881), p. 62. 

48&) Par. C. R. 32 (1851), p. 458. 
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anschaulichen Mittel der Riemann'schen Fläche der Fortschritt gegeben 
worden (9). (Il B 2.) 

11. Die Riemann'sche Fläche; das Verhalten einer mehr
deutigen Funktion im Kleinen. Den Bereich T/ (Nr. 10) denke 
man sich mit übereinander liegenden Blättern bedeckt, denen man 
resp. die Funktionen «l)(Z), f(2)(z), . .. zuordnet. Jedes Blatt wird 
somit zum Träger einer in Tl' eindeutigen analytischen Funktion. 
Ist der Punkt z = a ein isolierter Punkt der Begrenzung von 'I und 
besteht T/ aus einem Kreisring mit dem Mittelpunkt a, der etwa 
längs eines Radius aufgeschnitten ist; werden ferner die Blätter längs 
des Schnittes in geeigneter Weise zusammengefügt, während die innere 
Begrenzung des Kreisrings auf den Punkt a zusammenschrumpft, 
so entsteht in der Nähe des Punktes a ein (aus einem oder mehreren 
Stücken bestehender) Teil einer Riemann'schen Fläche 50), auf welcher 
die verschiedenen Bestimmungen von w = fez) eindeutig und, höch
stens vom Punkt a abgesehen, analytisch sind. Hängen in a q (resp. 
unendlich viele) Blätter zusammen, so bildet der Punkt a einen Win
dungs- oder Verzweigungspunkt q - 1 ter (resp. unendlich hoker) Ord
nung51). Setzt man 

z- a = tq , 

so wird der q-blättrige Bereich um den Punkt a auf einen schlichten 
Bereich um den Punkt t = 0 ein-eindeutig und, abgesehen vom 
Punkte z = a, konform abgebildet 52). Die q Bestimmungen. von w 
gehen in eine eindeutige, höchstens vom Punkt t = 0 abgesehen, 
analytische Funktion von t, rp(t) über. 

49) Wegen einer vergleichenden Betrachtung dieser Methode und der 
Methode der Querschnitte auf einer Riemann'schen Fläche (Nr. 12) sei auf den 
Bericht von Brill und Noethe1', p. 190 ff. verwiesen; vergl. aber auch p. 227 des 
Berichts. 

60) Riemann, GBtt. Diss. 15). Die Riemann'sche Funktionentheorie, deren 
Grundgedanken zunächst in der Inauguraldissertation und den Abhandlungen 
über die Abel'schen Funktionen und die Gauss'sche Reihe niedergelegt sind, 
erfuhr zuerst, wenigstens zum Teil, durch die Werke von H. Durege, C. Neumann 
und F. Casorati eine systematische Darstellung. V gl. auch die Publikationen 
von Riemann's Schülern, Prym (Berl. Diss. 1863; Wien. Denkschr. 24 (1864); so
wie die Schrift: Z. Th. d. Funktionen in einer 2-blättrigen Fläche, Zürich 1866) 
und G. Roch, Zeitschr. Math. Phys. 1863, p. 12 u. 183. Das erste franzBsische 
Werk, welches die Theorie behandelt, ist das Hoüel'sche. Vergi. auch Simart, 
Par. these 1882. 

61) Riemann 15), § 6. Wegen des "Verzweigungsschnittes" vgl. Nr. 12. 
62) Riemann, § 14. Die Umgebung des Punktes z = a wird so in ihren 

einblättrigen Zustand versetzt. V gl. Neumann, Abel'sche Int., 2. Auf!. (1884), 17. 
u. 18. Kap. 
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.., 
Aus der Darstellung mitte1st des Laurent'schen Satzes: rp(t) ~c .. tn 

1&=m 

ergiebt sich, dass die q Bestimmungen von w sich durch die Formel 6S) 

ausdrücken lassen: 
(SJ .. 

w =~c .. (z-a)q, 
n=m 

wo m eine positive oder negative ganze Zahl oder 0, oder auch - 00 

bedeutet. Es war dies die erste Anwendung der Riemann'schen Fläche, 
um neue analytische Sätze zu entdecken und zu beweisen. Hiermit 
wird auch (als spezieller Fall) eine strenge Ableitung der Puiseua;'schen 
Reihenentwickelung gegeben. - Indem man wals eindeutige Funktion 
auf der Fläche ansieht, sagt man: die Funktion w ist im Verzwei
gungspunkte z = a analytisch oder hat dort einen Nullpunkt oder 
Pol mter Ordnung resp. einen wesentlichen singulären Punkt, wenn 
die Fuuktion rp(t) im Punkte t = 0 analytisch ist oder dort einen 
Punkt gleicher Bezeichnung besitzt (Nm. 4, 7). Liegt ein Punkt der 
letzten Art vor, so gelten ähnliche Sätze, wie bei den eindeutigen 
Funktionen. - Ist a = 00, so hat man l/z an Stelle von z - a 
treten zu lassen. 

Wenn w im Punkte z = a einen Pol mter Ordnung resp. falls 
w(a) = b endlich ist, die Funktion w - b im Punkte z = a einen 
Nullpunkt mter Ordnung besitzt, so wird die Umkehrfunktion z(w) im 
Punkte w = 00 resp. w = b einen Verzweigungspunkt m - 1 ter Ord
nung haben 04). Beide Flächen lassen sich auf die schlichte Umgebung 
des Punktes t = 0 ein-eindeutig durch die Formeln abbilden: 

z-a=tQ 1jJ(t), w-b=tmm(t), 
wo 1jJ(t), met) eindeutige im Punkte t = 0 analytische, dort nicht 
verschwindende ]'unktionen bedeuten und q, m stets positiv und ganz 
angenommen werden dürfen, wofern man unter f4 - 00, w - 00 resp. 
r 1, w- 1 versteht. An Stelle von t kann jeder andere zugleich 
mit t verschwindende Parameter 'J: = F (t) treten, wo F Ct) im 
Punkte t = 0 analytisch und F' (0) =f= 0 ist. Jedem in Betracht 
kommenden Wertepaar (w, z) wird dann ein und nur ein Wert t 
resp. 'J: entsprechen 55). Insbesondere kann man erreichen, dass eine 
beliebige der beiden Funktionen 1jJ(t), met) gleich 1 wird. 

53) ibid. Den Fall m = - 00 erwähnt Riemann nicht. 
54) ibid. § 14, 15. 
55) Vgl. Weierstrass, Vorlesungen über Abel'sche Funktionen, wo die For

mel eingeführt und prinzipiell gebraucht wird. 
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Wird wals implicite Funktion von z durch die Gleichung 

F(w,z) =0 
definiert (Nr.44), wo F(w, z) eine im Punkte z = a, w = b analy
tische Funktion der unabhängigen Variabeln w, z bedeutet und F( w, a) 
nicht identisch verschwindet, so lassen sich die m nahe bei b liegen
den Werte 56) von w auf einer oder mehreren Windungsflächen um 
den Punkt a (worunter auch schlichte sich einstellen dürfen) eindeutig 
ausbreiten und dementsprechend durch eine oder mehrere Formeln von 
der Form darstellen: 

'" " 
w-b=~c,,(z-a)q, 

n=p 

Dabei darf sowohl a=oo als b=oo sein. Nach dem Vorhergehenden 
lässt sich diese Formel durch die Parameterdarstellung: z-a=&tfJ(t) 
w - b = tp w (t) ersetzen. - Ist insbesondere die Funktion F (w, z) 
ein Polynom, so gelten solche Formeln für jeden Wert von z und 
die Gesamtheit der der Gleichung F(w, z) = 0 genügenden Werte
paare (w, z) - das sogenannte algebraische Gebilde (Weierstrass) -
lässt sich durch eine endliche Anzahl dieser Formeln darstellen 57). 

12. Fortsetzung; algebraische Funktionen. Der Verlauf einer 
mehrdeutigen analytischen Funktion im Grossen wird durch eine mehr
blättrige Riemann'sche Fläche veranschaulicht. Die Blätter der Fläche 
hängen im allgemeinen in Verzweigungspunkten zusammen und gehen 
längs Linien (Verzweigungslinien oder -schnitte), 'niemals aber bloss in 
isolierten Punkten in einander über. Die genaue Lage dieser Linien 
ist belanglos und ist niemals fest vorgeschrieben; sie verbinden im 
allgemeinen Verzweigungspunkte und dürfen sonst (wenigstens inner
halb gewisser Grenzen) beliebig verschoben werden., 

Ist F(w, z) ein Polynom (Nr. 11), so lässt sich über die ganze 
Ebene (resp. Kugel) eine mehrblättrige mit einer endlichen Anzahl 
von Verzweigungspunkten versehene Riemann'sche Fläche ausbreiten, 
auf welcher jede Bestimmung von w eindeutig ist und, abgesehen von 
Polen, sich allenthalben analytisch verhält. Eine notwendige und 

66) Wegen des Beweises, dass diese Werte sich im Kleinen zu analytischen 
Funktionen zusammenfassen lassen, vgl. 4) und Nr. 44,45. 

67) Der Satz lässt sich durch die Methoden der allgemeinen Funktionen
theorie direkt beweisen, indem die Annahme eines unbeschränkten Wachsens 
der Anzahl der Formeln zu dem Widerspruch führen würde, dass in der Um
gebung eines bestimmten Punktes des algebraischen Gebildes keine Darstellung 
der bewussten Art möglich wäre. 

Encyklop. d. math. Wis.ensch. n 2 3 
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hinreichende Bedingung, dass das Polynom unzerlegbar sei, ist die, 
dass die Riemann'sche Fläche aus einem Stück bestehe 58). w heisst 
dann eine algebraische Funktion von z. Die Fläche ist endlich viel
fach zusammenhängend, d. h. sie lässt sich durch eine endliche An
zahl von Querschnitten in eine einfach zusammenhängende Fläche 
verwandeln 59). - Eine hinreichende Bedingung dafür, dass eine mehr
deutige Funktion w einer algebraischen Gleichung genügt, besteht 
darin, dass jedem Wert von z im allgemeinen m Werte von w ent
sprechen, wo m eine feste Zahl bedeutet, dass ferner diese m Bestim
mungen sich in der Nähe eines beliebigen Punktes im allgemeinen 
zu eindeutigen analytischen Funktionen zusammenfassen lassen, und 
dass endlich in den Ausnahmepunkten die verschiedenen Bestimmungen 
von w höchstens Verzweigungspunkte und Pole aufweisen 60). - Jede 
rationale Funktion von w, z: v = R(w, z), ist auf der zu der alge
braischen Funktion w(z) gehörigen Riemann'schen Fläche eindeutig 
und, von Polen abgesehen, analytisch. Umgekehrt lässt sich jede Funk
tion v, die auf der Fläche eindeutig und, von Polen abgesehen, analy
tisch ist, als rationale Funktion von w, z darstellen. Fehlen alle 
Pole, so ist v eine Konstante. Sind die Werte, welche v für ein und 
denselben Wert von z in den verschiedenen Blättern annimmt, im all
gemeinen alle verschieden, so heisst v eine zur Fläche gehörige Funk
tion 61); es lässt sich dann umgekehrt w rational durch v und z dar
stellen, und w und v sind somit gleichberechtigt (Il B 2). Eine not
wendige und hinreichende Bedingung, dass v eine zur Fläche gehörige 
Funktion ist, besteht darin, dass v auf der Ji'läche eindeutig und 
analytisch ist und dass ausserdem in jedem Verzweigungspunkte der 
Fläche dieselbe Anzahl von Zweigen der beiden Funktionen v, w im 
Cyklus zusammenhängen. Wie man sieht, drückt sich diese Bedingung 
durch das Verhalten der Funktion v im Kleinen aus. - Wegen anderer 
Gestalten der Riemann'schen Fläche vgl. man Nr.22. 

58) Die Notwendigkeit dieser Bedingung hat Puiseux (selbstredend in 
anderer Formulierung) dargethan; J. de math. 16 (1851), p. 233. 

59) Brill und Noether (Bericht, p. 254) machen darauf aufmerksam, dass 
der Begriff des Quersc1mitts, auf den Raum übertragen, bereits vor Riemann in 
einer Abhandlung von Kirchhoff (Ann. Phys. Ohem. 75 (1848), p. 189 = ges. Abh .• 
p. 33) vorkommt; vgl. 166). 

60) Briot et Bouquet,!. Aufl.., p.41 (lückenhafte Formulierung); 2. Aufl.., 
p. 216. 

61) Dabei ist eine Funktion auf der Fläche, nämlich z, von vornherein 
ausgezeichnet und man müsste eigentlich v als in Bezug auf z zur Fläche ge
hörig definieren. Nä.heres über diesen Begriff findet man in II B 2. 
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13. Die analytische Fortsetzung; endgültige Definition der 
analytischen Funktion; das analytische Gebilde. Der Begriff der 
stetigen Fortsetzung einer stetigen Funktion ist so alt wie die ana· 
lytische Geometrie. Der Übergang zum Riemann -Weierstrass'schen 
Begriff der analytischen Fortsetzung wird durch einen Gauss'schen 62) 
Satz vermittelt, welcher von Riemann63) in die Funktionentheorie 
übertragen ist und in der so modifizierten Fassung, wie folgt, lautet 
(Nr. 7 und 39): Ist fez) eine in T analytische Funktion und ver
schwindet fez) längs einer in T gelegenen Linie (allgemeiner: in den 
Punkten einer Menge, die eine in T gelegene Häufungsstelle besitzt), 
so ist fez) in T identisch null. - Dabei sieht man die Funktion in 
dem in Betracht kommenden Bereich als bereits vorhanden an und 
verfolgt bloss deren Werte längs eines im Bereich gelegenen Weges 
etwa mitte1st übereinander greifender Kreise 46). 

Unter der analytischen Fortsetzung im eigentlichen Sinne ver
steht man folgendes: An einen Bereich T möge ein Bereich T längs 
einer Kurve C derart angrenzen, dass die Punkte von T, T, C (von 
den Endpunkten von C wird abgesehen), einen Bereich sr bilden. 
Die Bereiche T, T dürfen übereinander greifen 
und auch mehrhlättrig sein; in heiden Fällen 
wird der Bereich sr mehrblättrig sein. In T 
möge fez) analytisch sein; kann man dann 
den Punkten von T, C solche Werte fJJ(z), W 
zuordnen, dass diese die Werte von fez) in T 
zu einer in sr eindeutigen und analytischen 
Funktion ergänzen, so lässt sich fez) über T 
hinaus in T analytisch fortsetzen 64); die Werte 

T 

Fig. 1. 

fJJ(z), W bilden die analytische Fortsetzung für den Bereich T. Um
gekehrt können die Werte fez), Wals eine analytische Fortsetzung 
der in T analytischen Funktion fJJ(z) angesehen werden. Es kann 
keine zweite analytische Fortsetzung von fez) über C hinaus in T 

62) Gauss, Allgem. Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhält
nis des Quadrats u. s. w., Beobachtungen des magnet. Vereins f. 1839, Leipzig 
1840, Art. 21 = Werke 5 (1867), p. 223. Der Gauss'sche Beweis ist nicht stich
haltig, denn mit der Integralformel kommt man nicht durch; man muss sich 
etwa der Reihenentwicklung bedienen; vgl. C. Neumann, Log. u. Newton'sches 
Potential, 1877, p. 9. 

63) Diss. 15) § 15. Dem Riemann'schen Beweis haftet derselbe Mangel an, 
wie dem Gauss'schen. 

64) Riemann, J. f. Math. 54 (1857), p. 102 = Werke, p. 82, sowie Werke, 
p. 413; Weierstrass 46), p. 83 und Vorlesungen. 
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geben, die mit cp (z) nicht identisch wäre. - Ist dagegen die Funk
tion fez) so beschaffen, dass sie sich längs keines Stückes von 0 
über T hinaus analytisch fortsetzen lässt, so bildet die Kurve 0 eine 
natürliche Grenze 65) der Funktion. 

Auf Grund des Begriffs der analytischen Fortsetzung lässt sich 
die Definition einer analytischen Funktion vervollständigen. Man 
gehe von einem Bereich T aus, der von einer einzigen Kurve begrenzt 
ist und in welchem fez) eindeutig und analytisch ist. Lässt sich fez) 
über T hinaus analytisch fortsetzen, so wird das neue Gebiet zum 
alten Bereich T hinzugefügt. Dieser Prozess wird wiederholt. Und 
nun wird die analytische Funktion fez) in ihrem Gesamtverlauf als 
der Inbegriff der Werte von f(z) in T und der Gesamtheit der durch 
Wiederholung des Prozesses der analytischen Fortsetzung zu gewinnen
den Werte erklärt. 

Den Gedanken, die analytische Fortsetzung als Mittel zu gebrau
chen, um neu es Gebiet zu gewinnen, in welchem die Funktion, ohne 
aufzuhören, analytisch zu bleiben, definiert werden kann, verdankt 
man Riemann 64). Weierstrass, der schon vor Riemann's Zeit diese 
Methode ersonnen hatte 66), benutzte dieselbe, um dem Begriff der 
analytischen Funktion, wie soeben auseinandergesetzt ist, eine ge-

65) Die erste gedruckte Mitteilung über das Auftreten natürlicher Grenzen 
findet man nach Schwarz (J. f. Math. 75 (1873), p. 319 = ges. W. 2, p. 241) in 
einer Abhandlung von Weierstrass, Berl. Ber. 1866, p. 617. Die Möglichkeit einer 
natürlichen Grenze hatte Weierstrass bereits im Jahre 1842 erkannt; vgl. 46), p. 84. 
In seinen Vorlesungen machte er 1863 auf diesen Gegenstand aufmerksam (Schwarz, 
a. a. 0.). Beispiele von Funktionen, die eine natürliche Grenze haben, sind von 
Hankel (Universitätsprogramm: Untersuchungen über die unendlich oft oscillie
renden und unstetigen Funktionen, Tübingen 1870 = Math. Ann. 20 (1882), p. 63) 
veröffentlicht worden. Kronecker war 1863 im Besitz des Beispiels aus der 
Theorie der elliptischen Modulfunktionen: 

,/2K V n = 1 + 2q + 2q 4 + 2q9 + ... 
(Schwarz, a. a. 0., wo ein Beispiel Weierstrass's aus der Theorie der algebraischen 
Differentialgleichungen in Verbindung mit den elliptischen Modulfunktionen 
auch erwähnt wird); hier kommt die Funktion in der Nähe eines beliebigen 
Punktes der natürlichen Grenze jedem vorgegebenen Werte beliebig nahe. Vgl. 
ferner Nr.20. - In Riemann's Nachlass fanden sich Fragmente über die Grenz
fälle der elliptischen Modulfunktionen, wo der limes untersucht wird, dem eine 
solche Funktion zustrebt, wenn das Argument sich einem Punkte der Begren
zung des Definitionsbereiches der Funktion (vgl. unten), also einem Punkte einer 
natürlichen Grenze, nähert; Werke, 1. Aufl., p. 427 u. p. 438; 2. Aufl., p. 455 
u. p. 466. 

66) Weierstrass 46), p. 83. 
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nauere Fassung zu geben, sowie um das Prinzip der Permanenz 
einer Funktionalgleichung in strenger Weise zu begründen 67) (N r. 16). 
Den unmittelbaren Anstoss zu diesen Begriffsbildungen gab Weier
strass die Theorie der Differentialgleichungen. Es sei ein System 
totaler Differentialgleichungen vorgelegt: 

(i=l, ... ,n) 

wo Gi eine im Punkte (all" ., an) analytische Funktion der unab
hängigen Variabeln xl"'" xn (Nr.40) bedeutet. Dann existieren 
stets n Funktionen 'Pl(t), ... , 'Pn(t), welche in der Umgebung des 
willkürlichen Punktes t = to analytisch sind, in diesem Punkte resp. 
die Werte all ... , an annehmen, und, in die n Differentialgleichungen 
eingetragen, denselben identisch genügen. Dieser Satz ist zuerst von 
Cauchy 68) bewiesen worden. Weierstrass 46) erfand unabhängig von 
Cauchy einen Beweis desselben und gelangte bei diesen Untersuchungen, 
über Cauchy hinaus, einerseits zu dem soeben besprochenen Begriff 
der analytischen Fortsetzung und zu der auf denselben sich stützenden 
Definition des Gesamtverlaufs des Systems von Lösungen der Diffe
rentialgleichungen (wobei auch der Begriff der natürlichen Grenze 65) 

bereits vorkommt), andererseits zu dem durch die Methode der gleich
mässigen Konvergenz der Reihen bewiesenen Satze, dass 'Pl (f:), ... , 'Pn (t) 
analytisch von denjenigen Parametern abhängen, von denen Gll · .. , Gn 

bei geeigneter Voraussetzung analytisch abhängen. 
Eine analytische Funktion, die keine singuläre Stelle in der er

weiterten z-Ebene hat, ist eine Konstante. Giebt es eine Bestimmung 
der Funktion, die höchstens für einen einzigen Wert von z eine singu
läre Stelle hat, so ist die Funktion eindeutig. Man sagt: die im 
Punkte Zo analytische Funktion fez) lässt sich längs eines den Punkt 
Zo mit einem zweiten Punkt Z verbindenden Weges l bis in den 
Punkt Z analytisch fortsetzen, wenn sich eine endliche Anzahl ana
lytischer Fortsetzungen angeben lässt, derart, dass die denselben ent
sprechenden Bereiche den Weg l der Reihe nach einmal vollständig 
überdecken 69). Ist dagegen der Punkt Z so nicht zu erreichen, wäh
rend durch solche Fortsetzungen in jede Umgebung des Punktes Z 

67) Vorlesungen an der Berliner Universität. Durch diese Vorlesungen ist 
die Methode erst in weiteren Kreisen bekannt geworden. 

68) Exerc. d'anal. 1 (1841), p. 355. Eine lithographierte Ausgabe dieser 
Abhandlung ist bereits im Jahre 1835 erschienen. V gl. Il A 4 a, Nr. 11. 

69) Der Weg 1 darf sich auch kreuzan, muss sich dann aber in eine end
liche Anzahl von Stücken zerlegen lassen, sodass der Funktion f(z) längs jedes 
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gedrungen werden kann, so ist Z ein singulärer Punkt derjenigen 
Bestimmung der Funktion, die dem Wege l entspricht. Satz: Lässt 
sich die im Punkte So analytische Funktion fes) längs eines Weges L, 
der vom Punkte So ausgeht und ohne sich zu schneiden in den Punkt So 

wieder zurückkehrt, bis in den Punkt Z = So analytisch fortsetzen; 
stimmt ferner die letzte analytische Fortsetzung in der Umgebung des 
Punktes So mit der ersten nicht überein, so giebt es innerhalb der Kurve L 
mindestens einen Punkt Z, in den fes) längs eines jeden innerhalb L 
gelegenen Weges l nicht analytisch fortgesetzt werden kann. M. a. W.: 
Ist So ein Randpunkt eines Bereiches B1 (Nr.l), Z irgend ein Punkt 
von B1 und lässt sich die im Punkte So analytische Funktion fes) 
längs eines beliebig in B1 gelegenen, die Punkte So und Z verbinden
den Weges l bis in Z analytisch fortsetzen, so wird der so erhaltene 
Wert von fes) im Punkte Z vom Wege l unabhängig sein und die 
analytischen Fortsetzungen in die verschiedenen Punkte von B1 defi
nieren eine in B1 eindeutige analytische Funktion 70). 

Diese Sätze beruhen im wesentlichen darauf, dass die erweiterte 
z-Ebene oder Kugel resp. der Bereich B1 einfach zusammenhängend 
ist. Auf einer Ringfiäche (Nr.22) resp. in einem Bn (n> 1) können 
beispielsweise die verschiedenen Bestimmungen einer analytischen Funk
tion ausnahmslos analytisch fortsetzbar sein, ohne jedoch in diesem 
Bereiche eindeutig zu sein. 

Um eine analytische Fortsetzung zu konstatieren, sind mehrere 
Mittel bekannt, insbesondere: 1) das "Prinzip der Symmetrie" 71) (Nr. 20), 
2) die Methode der Potenzreihen. Diese Methode, welche Weierstrass 
der Funktionenlehre zu Grunde legt 67) , besteht darin, dass man als 
Ausgangsbereich T das Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkt So 

und Radius Ro nimmt und die in T eindeutige und analytische Funk
tion fes) in eine Potenzreihe nach s - Sl entwickelt: 

fes) = ~ (s - Sl)' I Sl - So I < Ro· 
Dabei möge Ro der Radius des wahren Konvergenzkreises 38) der 

einzelnen Stückes die oben verlangte Eigenschaft zukommt. Die Bereiche dürfen 
stets als Stücke übereinander greifender Kreise angenommen werden, deren 
Mittelpunkte auf dem Wege l liegen; vgl. Puiseux 46); Weierstrass, Vorlesungen. 

70) Vgl. 46); ferner Briot et Bouquet, 1, 2. Auft., p. 35; Jordan, Cours d'anal. 
1, 2. Auft., § 346. 

71) Ein allgemeineres, in gewissen Fällen mit dem "Prinzip der Symmetrie" 
sich deckendes "Prinzip der analytischen Fortsetzung" ist von Klein gegeben 
worden: Math. Ann. 21 (1883), p. 164; sowie Nrn. 25-27 dieses Artikels. Mit 
diesem Prinzip vgl. man die Poincare'sche Methode d(>r analytischen Fortsetzung 
durch die Transformationen einer vorgelegten Gruppe (11 B 6 c) und 165). 
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Reihe ~ ($ - $0) sein. Ist nun der Radius R des wahren Konver
genzkreises der Reihe ~ ($ - $1) grösser als Ro - I $1 - $0 I, so de
finiert diese Reihe eine analytische Fortsetzung von fez) über T 
hinaus. Lässt man den Punkt Zl das ganze Innere des Kreises (zo, Ro) 
durchlaufen, so wird. ein Bereich %(1) der z-Ebene ausgefegt, in wel
chem die Funktion fez) durch analytische Fortsetzung eindeutig und 
analytisch definiert wird 72). Dabei hat man sich einer nicht-abzähl
baren Menge (I A 5) von Potenzreihen ~ (z - Zl) bedient. Es genügt, 
um %(1) zu erhalten, den Punkt $1 bloss die rationalen 73) Punkte des 
Kreises (zo, Ro) durchlaufen zu lassen, also bloss eine abzählbare 
Menge von Reihen zu gebrauchen, die man dann numerieren und als 
erste Zeile einer Tabelle anschreiben wird. Indem man ferner den 
Punkt Zl die ausserhalb des Bereiches T gelegenen rationalen Punkte 
von %(1) durchlaufen lässt (wofern solche vorhanden sind), entsteht 
im allgemeinen eine Erweiterung des Bereiches %(1). Sollte der neue 
Bereich %(2) über sich selbst greifen, so wird man sich denselben als 
mehrblättrige Riemann'sche Fläche denken. Gewöhnlich lässt man 
solche übereinander liegende Blätter wieder zusammenfallen, die Träger 
identisch gleicher Funktionswerte sind 74} Es kommt so eine weitere 
analytische Fortsetzung der Funktion fez) zustande; die neuen ratio
nalen Punkte des Bereiches %(2) werden numeriert und als zweite 
Zeile der Tabelle angeschrieben. Der Prozess wird wiederholt. Und 
nun erhält man als Endresultat eine abzählbare Menge von Potenz
reihen, welche den Gesamtverlauf der analytischen Funktion fez) dar
stellen. Die entsprechende Riemann'sche Fläche bildet den Definitions
oder Stetigkeitsbereich 75) der Funktion und die Begrenzungspunkte 
der Fläche heissen singuläre Punkte für diejenige Bestimmung der 
Funktion, welcher das anstossende Blatt entspricht 75a). Ein jeder Punkt 

72) Dieser erste Bereich :l:(1) kann allerdings nicht über sich greifen; die 
spätem Bereiche %(2), %(3), .•. können jedoch mehrblättrig werden. 

73) D. h. solche Punkte, deren Koordinaten beide rationale Zahlen sind. 
Wegen dieser Methode vgl. man Poincare, Pal. Rend. 2 (1888), p. 197, wo auch 
nachgewiesen wird, dass die Werte, welche eine analytische Funktion in irgend 
einem Punkte annehmen kann, stets eine abzählbare Menge bilden. 

74) Es empfiehlt sich jedoch zuweilen, die Blätter getrennt bleiben zu 
lassen; vgl. Nr. 28. 

75) Weierstrass 27) für den Fall einer eindeutigen Funktion. 
75&) Der Begriff eines nicht isolierten wesentlichen singulären Punktes 

lässt sich auf mehrdeutige Funktionen ausdehnen. Bildet ein schlichter, d. h. ein
blättriger Teil des Definitionsbereiches der Funktion einen Bereich T mit dem 
nicht isolierten Randpunkt a und lässt die Funktion in der Umgebung von a 
keine analytische Fortsetzung über T hinaus zu, so heisst a eine wesentliche 
singuläre Stelle der Funktion, oder genauer gesagt, des entsprechenden Zweiges 
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der Fläche liegt in dem Konvergenzkreis einer jener Potenzreihen 76) 

und ein jeder Weg l, längs dessen f (z) sich in einen Punkt Z ana
lytisch fortsetzen lässt, wird durch eine endliche Anzahl solcher Kreise 
vollständig überdeckt und liegt also in der Riemann'schen Fläche. 
Die Gesamtheit der den Punkten der Riemann'schen Fläche zugehö
rigen Wertepaare (w, z), wo w = fez) ist, incl. gewisser sogleich zu 
besprechenden Punkte, bezeichnet Weierstrass als das analytische Ge
bilde, oder, wenn er betonen will, dass jedes Element dieses Gebildes, 
z-a = t'l1/J(t), w-b = tPro(t) (Nr.ll) aus jedem anderen Element 
z - a = tq 1fJ(t), ~o - b = (firnet) durch analytische Fortsetzung her
vorgeht (vgl. den eben zu citierenden Satz), spricht er von einem mono
genen analytischen Gebilde. Nähert sich die Funktion w einem bestimmten 
Werte b, wenn z einem singulären Punkt a zustrebt (insbesondere 
kann sowohl a = 00 als b = 00 sein), so heisst (b, a) eine Grenz
stelle des analytischen Gebildes. Wenn a ein Pol bezw. ein Verzweigungs
punkt endlicher Ordnung ist, in welchem w sich analytisch verhält oder 
einen Pol hat, so rechnet Weierstrass die Grenzstelle auch zum ana
lytischen Gebilde, sonst aber nicht. Es besteht dann der Satz: Ist 
fez) im Punkte z = Zo analytisch und f' (zo) =1= 0; bezeichnet man 
ferner die Umkehrung der Funktion w = fez) in der Umgebung dieses 
Punktes mit z = rp (w), so fallen die beiden analytischen Gebilde, die 
aus den Funktionen fez), rp(w) entspringen, in ihrer ganzen Ausdeh~ 
nung zusammen. 

Der Definitionsbereich besteht aus einem im allgemeinen mehr
blättrigen Kontinuum. Wird dasselbe insbesondere zu einem einblätt
rigen, so ist fez) eine eindeutige Funktion, ihre singulären Punkte 
bilden eine abgeschlossene Menge, deren Inhalt jedoch nicht Null zu 
sein braucht 77) (Nr. 34 u. 198). - Aus der Riemann'schen Fläche kann 

(vgl. unten) der Funktion. Wegen verschiedener Möglichkeiten bei der Begren
zung von T vgl. 116) und 196). 

76) Osgood, Cambridge Colloquium, Bull. Amer. Math. Soc. (2) 5 (1898), p. 72. 
77) Diese Definition der analytischen Funktion weicht der Form nach etwas 

von der Weierstrass'schen ab. Weierstrass geht von einer Potenzreihe $ (z - zu) 
aus und leitet aus derselben durch successive Fortsetzung die Reihen $ (z I zu, ZI)' 

$ (z I zu, ZI' z!), ... $ (z I zu, ZI' Z2'···' zrJ ab. Jede dieser Reihen lässt sich aus 
jeder der anderen auf die nämliche Weise ableiten. Die Gesamtheit der so zu 
erhaltenden Potenzreihen bildet nach Weiel'strass eine monogene analytische 
Funktion. Jede einzelne dieser Reihen heisst ein Element der Funktion. Weier
strass, Vorlesungen an der Berl. Univ. von 1860 an; vgl. etwa die Werke von 
Biermann und Harkness and Morley. Weierstrass, Berl. Ber., 12. Aug. 1880, § 1 
= Werke 2, p. 201. Der Begriff kommt bereits in der s. Z. nicht veröffentlichten 
Abhandlung 46) und in der Abhandlung J. f. Math. 51 (1856), p.1 = Werke 1, 
p. 155 vor. 
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man auf mannigfaltige Weise ein Blatt heraussondern j die zugehörigen 
Funktionswerte bilden einen Zweig der Funktion. 

Es sei noch bemerkt, dass eine analytische Funktion einer ana
lytischen Funktion nicht notwendig eine monogene analytische Funktion 
ist, sondern aus mehreren getrennten analytischen Funktionen be
stehen kann; m. a. W.: ist w = f(z) , z = q;(t), so braucht die Elimi
nation von z aus den bei den Gleichungen nicht bloss eine einzige 
analytische Funktion w = 1/1 (t) zu ergeben, vielmehr können sich 
mehrere Funktionen einstellen 78). Beispiele: 

w=z"i-, z=et, w=e-i t , _etJ ; 

w=logz, z=et, w=t, t+27ti, ... 
Wird eine beliebige abzählbare Menge von Grössen ao, a1 , ••• 

vorgelegt, die bloss so beschaffen sind, dass der Konvergenzkreis der 
00 

Potenzreihe ::E an(z - zo)n nicht auf den Punkt z = Zo zusammen-
,.=0 

schrumpft, so wird durch diese Reihe und die Methode der analyti
schen Fortsetzung eine analytische Funktion völlig bestimmt. Mit 
der Frage nach einer expliciten Formel für eine analytische Fortsetzung 
über den Konvergenzkreis der Reihe hinaus haben Borel und Mittag
Leffler sich beschäftigt. BoreP9) stellt sich eIlle allgemeinere Auf
gabe und verfahrt, wie folgt. Es sei 

sn = Uo + U1 + ... + Un-l, (so = 0), 
a 2 an 

s(a) = So + S1 a + S2 -2' + ... + Sn - + ... 
. n! 

00 

und man bilde den Ausdruck s(a)e-a• Konvergiert die Reihe ::Eun , 
n=O 

so wird s(a)e-a , wenn a reell ist und a = + 00 wird, gegen den
selben Grenzwert konvergieren. Divergiert die u-Reihe, so kann 
s (a) e-a trotzdem noch konvergieren. Es seien Uo (.~), u1 (z), ... , s (a, z) 
in einem Bereich T analytische Funktionen von z. Konvergiert 
dann s(a, z)e-a in jedem T' gleichmässig, so wird der Grenzwert 

78) V gl. Burkhal'dt, Anal. Funktionen, p. 198. 
79) J. de math. (5) 2 (1896), p. 103. Der Satz auf p. 106 unten: "On on 

conclut ... " ist falsch; deswegen müssen in der Folge verschiedene Abänderungen 
eintreten. Eine zweite Arbeit enthält Anwendungen auf Potenzreihen, ibid. p. 441. 
Diese Untersuchungen sind in einer Preisschrift (1898) weiter geführt und die 
Theorie wird auf die Differentialgleichungen und ein Stieltjes'sches Problem 
(Nr. 39) angewandt; Ann. Eie. norm. (3) 16 (1899), p. 9. V gl. ferner die Le90ns 
sur les series divergentes, 1901. Es sei auch auf Servant, Par. These 1899, 
verwiesen. Stieltjes hatte bereits 1894, Toul. Ann. 8, p. J. 56, einen Satz erfunden, 
wodurch eine analytische Fortsetzung konstatiert wird. V gl. auch IA 3, Nr. 40. 
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lim s(a, 14) e-a = F(z) eine in T analytische Funktion von z sein. 
a=+", 
In dem Fall, dass die u-Reihe in einem gewissen in T enthaltenen 
Bereich D gleichmässig konvergiert, in anderen Punkten von T jedoch 
divergiert, wird somit eine analytische Fortsetzung der in D so defi
nierten analytischen Funktion dargeste1lt. 

Mittag-Leffler 80) definiert zunächst einen "Stern" A, welcher ein 
Bereich T ist, und zeigt dann, dass fez) in diesem Bereich T sich 
durch eine Reihe 

", 

fez) = ~G .. (z) 
11=1 

darstellen lässt, die in jedem T' gleichmässig konvergiert. G .. (14) ist 
ein Polynom, dessen Koeffizienten lineare Funktionen von ao, a l , '" sind. 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung für eine analy
tische Fortsetzung hat Painleve 800.) gegeben. In einem Bereiche T, 
dessen Begrenzung zum Teil aus einer regulären Kurve 1) 0 bestehe, 
sei fez) eine analytische Funktion, die in jedem innern Punkte von 0 
einem bestimmten Grenzwert W zustrebt. (Diese Werte bilden dann, 
wie Painleve zeigt, eine stetige Folge von Randwerten der Funktion fez»). 
In einem zweiten Bereich T, der ausserhalb T liegt und längs 0 an 
T stösst, sei p(z) eine analytische Funktion, die in jedem Punkte 
von 0 dem Werte Webenfalls zustrebt. Dann bildet p(z) nebst den 
Randwerten Weine analytische Fortsetzung von fez) über 0 hinaus. 

Über die stetige Fortsetzung einer analytischen Funktion über 
ihren Definitionsbereich hinaus existieren Arbeiten von BO'rel, Fabry 
und Picard 81). 

Sind mehrere Funktionen P1 (14), ... , Pm (14) vorgelegt, deren gleich
zeitiger Verlauf verfolgt werden soll (etwa die n Funktionen, die dem 
obigen System von Differentialgleichungen genügen), so wird die zu
gehörige Riemann'sche Fläche derart konstruiert, dass jede Funktion 
für sich darauf eindeutig und analytisch ist. 

80) Mitteilungen an die Akad. Wiss. Stockholm, 1898; Acta math. 23 (1899), 
p. 43; 24 (1900), p. 183, 205. Citate auf sich anschliessende Arbeiten befinden 
sich zu Anfang der letztgenannten Abhandlung. Vgl. auch Nr. 38. 

80") Par. These 1887 = Toul. Ann. 2 (1888), p. 28. Der Painleve'sche 
Beweis stützt sich auf den Satz von 26). - Man vgl. auch die 8ckwars'sche Be
dingung, Nr. 20, Ende. 

81) Borel, Par. These, 1894 = Ann. BC. norm. (3) 12 (1895), p. 9; Fabry, 
Par. C. R. 128 (1899), p. 78j Picard, ibid. p. 193. Eine explicite die Funktion 
(z) in ihrem Definitionsbereich darstellende Formel kann in einem anderen 
Teil der Ebene eine andere analytische Funktion rp (z) definieren j Weierstrass, 
Berl. Ber., 12. Aug. 1880 = Werke 2, p. 201. Vgl. auch Note 196). Dass auf 
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14. Geometrische Deutung durch ebene und Raumkurven 82). 
Ist 

f(w, z) = wm + Al (Z)Wm- 1 + ... + Am(z) = 0 

ein Polynom in w, dessen Koeffizienten im Punkte z = Zo analytische 
Funktionen von z sind und dort verschwinden, so definiert die Glei
chung f(w, z) = 0 in der Umgebung des Punktes Zo m analytische 
Funktionen W(l), . •• , w(m), die auch zum Teil durch analytische Fort
setzung auseinander hervorgehen resp. mit einander zusammenfallen 

können. Letzteres kann nur dann geschehen, wenn :~ = f~(w, z) 

für eine derselben identisch verschwindet; dieser Fall sei ausgeschlossen. 
Ist Zo reell und sind w(1l, ... , w(m) für reelle Werte von z in der 
Umgebung des Punktes P: z = zo, w = 0, alle reell, so lassen sich 
diese Funktionen in der (z, w)-Ebene der analytischen Geometrie durch 
Kurven veranschaulichen. Diese geometrische Deutung erstreckt sich 
auch auf das komplexe Gebiet, wenn zu den reellen geometrischen 
Elementen in der gewöhnlichen Weise noch die komplexen hinzu
genommen werden. Zwischen dieser Deutung und der durch die 
Riemann'sche Fläche besteht nun folgende Beziehung: 

a) Ist m > 1 und fallen keine zwei der m Tangenten der Kurve 
f = 0 im Punkte P zusammen; ist ferner keine der Tangenten der 
w-Achse parallel, so liegen die m Blätter der entsprechenden Riemann
sehen Fläche schlicht übereinander. Der Punkt Zo ist nur dadurch 
ausgezeichnet, dass die m Funktionen w dort alle denselben Wert 
haben. Es findet hier keine Verzweigung statt. 

b) Die Tangente der Kurve f = 0 (bezw. eines Zweiges derselben) 
sei im Punkte P der w-Achse parallel; P sei ein gewöhnlicher Punkt 
der Kurve (bezw. dieses Zweiges derselben). Dem entspricht in der 
Riemann'schen Fläche ein einfacher Verzweigungspunkt. 

diese Weise der Funktion (z) nicht stets eine einzige Funktion tp(z) zugeordnet 
wird, hat Poincare gezeigt: Am. J. of Math. 14 (1892), p. 211. 

82) Die Beziehung zwischen Riemann's Theorie der algebraischen Funk
tionen und ihrer Integrale und der Theorie der algebraischen Kurven hat Clebsch 
(II B 2) zuerst erforscht. Von ihm rühren auch die hier ausgesprochenen Sätze 
her. Eine Beschränkung auf den algebraischen Fall ist jedoch unnötig. Auf 
Grund des Weierstrass'schen Theorems F(w, z) = (w, z) {[>(w, z) (NI'. 45) be
halten nämlich diese Sätze ihre Gültigkeit auch für die durch eine beliebige 
Gleichung F (w, z) = 0 implicite definierte analytische Funktion (resp. Funk
tionen); denn es handelt sich um ein Verhalten im Kleinen, nämlich in der Um
gebung des Punktes z = zo, w = 0 und dort ist wals Funktion von z durch 
die Gleichung (w, z) = 0 bestimmt. Für die hier in Betracht kommenden 
singulären Punkte eines allgemeinen analytischen Gebildes sind diejenigen der 
algebraischen Kurven typisch; vgl. die Parameterdarstellung, Nr. 11. 
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c) Die Kurve habe einen der w-Achse parallelen Wendepunkt oder 
einen mehrfachen Punkt anderer Art als die vorhin erwähnten. Die 
Blätter der Riemann'schen Fläche hängen dann in einem oder meh
reren Cyklen zusammen. 

Singuläre Punkte einer Kurve können durch stetige Variation 
der Koeffizienten erzeugt werden. Die entsprechende Veränderung der 
Riemann'schen Fläche lässt sich mit Hülfe der vorhergehenden Be
ziehungen verfolgen. Als Beispiele mögen die Kurven dienen: 

a) w2 = z(z - a) (z - ß), 
wo a und ß reelle Grössen sind und ß gegen a konvergiert. Es ent
steht so ein Doppelpunkt, während andererseits die Riemann'sche 
Fläche zweI Verzweigungspunkte einhüsst. 

ß) w (w2 - ( 2) = Z • 

Konvergiert a gegen 0, so bekommt die Kurve einen Wendepunkt. 
Dafür tauscht die Riemann'sche Fläche zwei einfache Verzweigungs
punkte gegen einen Verzweigungspunkt zweiter Ordnung ein. 

Im Falle ß) ist die Umkehrfunktion in der Nähe des Punktes 
w = 0 eindeutig. Es gilt der allgemeine Satz: Ist der Punkt P kein 
mehrfacher Punkt der Kurve, so hängen die entsprechenden m Blätter 
der Riemann'schen Fläche im Punkte Zo in einem Cyklus zusammen. 
Darauf beruht die Regel: Die im Endlichen gelegenen Verzweigungs-

punkte der Umkehrung w(z) einer rationalen Funktion z = :~:~ wer

den durch die Punkte der entsprechenden Kurve gegeben, in denen 
dieselbe der w-Achse parallel ist. Dazu ist notwendig und hinrei
chend, dass tp'ljl' - tp' 1/J = 0, 'IjI =+= O. 

Zwischen einer Raumkurve und der entsprechenden Riemann'schen 
Fläche existieren ähnliche Beziehungen 83). 

15. Die Lagrange'sche Reihe. An eine Schrift von Lambert 84) 

anknüpfend, worin eine Wurzel der Gleichung xm + px = q durch 
eine unendliche Reihe dargestellt ist, hat Lagrange85) eine Wurzel 
z = ~ der Gleichung z = x + af(z) in folgende Reihe entwickelt: 

83) V gl. Klein, Riemann'sche Flächen. 
84) Observationes variae in mathesin puram, Äcta Helvetica 3 (1758), p. 128 ; 

q qm lm-l m(3m -1) q3m-2 
die Reihe lautet x = - - - + '11~ -- - -- + . .. und ist p pm p2m+l 1 . 2 p3m+l 
durch die Methode der successiven Annäherungen abgeleitet. 

85) Berl. Mem. 24, 1768 [1770], p. 251 = Oeuvres 3, p. 25. Lagrange setzt 
die Gleichung in der Form (p. 274) IX -- X + rp (x) = 0 an und bezeichnet ihre 
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a! d an d"-l 
~ = X + af(x) +-2!d-[f(X)]2 + ... + ,--=1 [f(x)]n+ .... 

• X n. dxn 

Genauer gesagt war es nicht diese Reihe, sondern eine allgemeinere, 
nämlich die für eine beliebige Funktion von ~, «pm, die Lagrange 
dort giebt: 

rx" dn- 1 
«PW = «P(x) + a «P'(x)f(x) + ... + n! dxn- 1 [«P'(x)f(x)n] + .. '. 

Er hat die Reihe auf das Kepler'sche Problem, die Auflösung der 
Gleichung z = x + a sin z nach z, angewandt 86). Im Anschluss daran 
hat .Laplace87) den Radiusvektor einer Planetenbahn explicite durch 
die Zeit ausgedrückt, indem er mitte1st der Lagrange'schen Reihe aus 
den Gleichungen R = 1 - a cos z, z = x + a sin z, z eliminiert: 

a! • 2 an dn - 2 sinn X 
R=1-acosx +-sm x+··· + ------+ .... 

1! (n - 1) ! d xn - 2 

Hier bedeutet a die Excentrizität der Bahn; R, x sind resp. dem 
Radiusvektor und der Zeit proportional. Er bestimmte ferner den 
Konvergenzbereich dieser Reihe 88). Jacobi 89 ) leitete durch die Lagrange
sehe Reihe die Formel für die Kugelfunktionen ab: 

X = ~ ~ [x2 - 1]71. 71 n! dxn 

Setzt man nämlich z_x_a z2 - 1 =O f-=1-y'1-2ax+a i
, 

2 ,b rx 

Oh Oh -~ ~ so ist ~(1-aS)=1, ,,"=(1-2ax+a2) -=~Xnan und man 
vX vX n=O 

Wurzel mit p, so dass die Reihe für eine beliebige Funktion von p, '!/J(p) wie 
folgt lautet: 

1fJ(P) = '!/J(a) + <p(a)'!/J'(a) + ~ d<p(a)2'!/J' (rx) + ... + ~ dn- 1 <p(a)n1fJ'(a) + .... 
2 dan! d rxn- 1 

Er beschäftigt sich auch mit der Frage nach der Konvergenz der Reihe. V gl. 
Brill und Noether's Bericht p. 153 u. 178, wo eine Skizze der Geschichte der 
Lagrange'schen Reihe sich findet; ferner eine Abhandlung von Nekmssoff über 
die Lagrange'sche Reihe, Matematiceskij Sbornik 12, Moskow 1885, die auch 
viele Litteraturangaben enthält. 

86) Berl. Mem. 25, 1769 [1771J, p. 204 = Oeuvres 3, p. 113. 
87) Mec. cel. 1, livre II, Nr. 22 (1798-99) = Oeuvres 1, p. 196. 
88) Par. Mem. 6 (1823 [27]), p. 61 = Mec. cel. suppl., oeuvr. 5, p. 473. Die 

Excentrizität rx darf den Wert 0,6627 ... nicht überschreiten. 
89) J. f. Math. 2 (1827), p. 223. V gl. auch Cauchy, Par. Mem. 8 (1827) 

p. 118, der die Lagrange'sche Reihe ebenfalls zu diesem Zweck angewandt hat. 
Die Formel selbst rührt von Rodrigues (1816) her; vgl. Reine, Kugelfunktionen 
1, p. 20. 
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braucht nur die LagrM/{/e'sche Reihe für 6 nach x zu differenzieren 
und die Koeffizienten der heiden Reihen zu vergleichen. 

Bei Cauckg's ersten auf die Reihenentwicklung einer impliciten 
Funktion und die Abschätzung des Restes sich beziehenden Entdeckungen 
spielte die Lagrange'sche Reihe eine wesentliche Rolle 90). Mittalst 
eines längs eines komplexen Weges erstreckten bestimmten Integrals 
schätzte Cauchy den Wert des allgemeinen Gliedes der Reihe ab, ohne 
jedoch die Frage nach der Konvergenz in ihrem vollen Umfang zu 
erledigen (s. unten). Eine strenge Begründung der Lagrange'schen 
Formel nach Cauchy'schen Methoden haben E. RoucM und C. Herrnite 
gegeben 91). Es mögen nämlich f1>(z), fez) im Bereich T analytische 
Funktionen, x ein beliebiger fester Punkt von T, und T/ ein belie
biger Bereich sein, der x als innern Punkt enthält. Bestimmt man r 
dann so, dass für jeden Wert a im Kreise C: I cx I < r, und für jeden 

Wert z auf dem Rande von T/: I a fez) I < 1 ist, so gilt die Lagrange'sche z-x 
Reihenentwicklung für f1>(6) sicher, so lange I cx I < r bleibt. Die Be-

ziehung I a fez) I = 1 hat zur Folge, dass gleichzeitig ,z-x 
F(z) = z - x - a fez) = 0, 

F'(z) = 1 - cxf'(z) = 0, 

dass also, für einen gewissen Wert von cx auf dem Rande des Kon
vergenzkreises C der Reihe, z mehrfache Wurzel der Gleichung F(z) =0 
wird. "Der Ursprung des berühmten Satzes von Cauchy über den 
Konvergenzkreis kann hiernach auf jene wenig bekannte Abhandlung 90) 
zurückgeführt werden"92). Die Gleichung F(z) = 0 kann aber für 
verschiedene Werte von a eine mehrfache Wurzel haben. Um welchen 
Wert von ce handelt es sich denn hier? Denkt man sich die Rie
rnann'sche Fläche für die Funktion b(ce) über die a-Ebene ausgebreitet, 

90) Brill und Noether sprechen die Ansicht aus, dass man aus der Reihen
folge seiner Entdeckungen schliessen müsse, dass die Reihe von Lagrange, ihre 
Anwendung auf die Kepler'sche Gleichung u. s. w. geradezu der Ausgangspunkt 
für diese bedeutenden Untersuchungen überhaupt gewesen sei; Bericht, p. 178. 
V gl. Cauchy 89), p. 97 u. 130. 

91) E. Rauche, J. ec. pol., cah. 39 (1861), p. 193; C. He1'mite, Cours d'anal. 1 

19. leyon = PicWl'd, T. d'anal. 2, p. 262. Hennite leitet zunächst die Formel ab: 

ll(!:) ~an dn .' ..' 
F'(!:) = .::::;.; n! -n [ll(x) f(xt] , woraus SICh dann dIe gewohnhche Formel 

n=O dx 
durch die Substitution ll(z) = J!" (z) !li(z) ergiebt. V gl. auch die Da1'boux'sche 
Formel (unten). 

92) Brill und Noether, Bericht, p. 179. 
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so sieht man, dass der Kreis G in einem bestimmten Blatt derselben 
liegt. Da fez) in T eindeutig ist, so entspricht der mehrfachen 
Wurzel eine Verzweigung der Funktion ~(a) (Nr.14). Nun kann es 
sehr wohl vorkommen, dass andere Blätter der Fläche in Verzwei
gungspunkten zusammenhängen, die, auf dieses Blatt projiziert, zu 
innern Punkten von G führen; die entsprechenden Werte von a spielen 
hier keine Rolle. Andererseits kann man nicht behaupten, dass unter 
den einem bestimmten Werte von fX entsprechenden Wurzeln der 
Gleichung F(z) = 0 die durch die Lagrange'sche Reihe dargestellte 
stets den kleinsten absoluten Betrag hat. Man sieht somit die Schwie
rigkeit, der Gauch,!! begegnete und die sich erst dann hebt, wenn der 
Begriff der Zweige einer mehrdeutigen Funktion zu voller Klarheit 
gelangt ist. Auf anderem Wege hat Nekrassoff93) diese Frage er-

ledigt, indem er über der z-Ebene die Fläche Z = I :!!...)x I konstruiert, 

wobei Z die dritte Raumkoordinate bedeutet, und auf dieser Fläche 
gewisse Kurven untersucht. Ist fex) =1= 0, so wird die Projektion 
der Kurve Z = Zo = const. auf die z-Ebene für grosse Werte von 
Zo einen geschlossenen, den Punkt z = x im Innern enthaltenden 
Zweig haben. Lässt man Zo stetig abnehmen, so kommt man bei 
geeigneten Voraussetzungen bezügl. fez) auf einen Grenzwert 94) Zo=k, 
wofür dieser Zweig mit einem anderen im Punkte z = c zusammen
stösst. Dem Punkte c entspricht eine Verzweigung des durch die 
Lagrange'sche Reihe dargestellten Zweiges der Funktion ~(fX) und der 
wahre Konvergenzkreis hat daher den Radius k- 1 • 

Laplaee 95) hat die Lagrange'sche Reihe für den Fall mehrerer 
Gleichungen auf formalem Wege verallgemeinert. Dem Laplace'schen 
Resultat hat Darboux 96) für den Fall zweier Gleichungen: 

F(w, z) = z - x - a f(w, z) = 0 

G(w, z) = w - y - ßq;(w, z) = 0 
die Form gegeben: 

93) Nekrassoff 84); vgl. auch Math. Ann. 31 (1888), p. 337. 
94) Dies wird insbesondere stets eintreffen, wenn fez) eindeutig ist und 

keine anderen Singularitäten im Endlichen besitzt als Pole, wonach denn die 
für die Praxis wichtigsten Fälle der Methode zugänglich sind. - Diese Form 
des Nekrassoff'schen Beweises rührt von N. Gernett her; Vortrag, gehalten im 
Math. Sem. zu Göttingen, den 5. Juli 1899. 

95) Par. Hist. 1777 [1780J, p. 116 = Oeuvres 9, p. 330. 
96) Par. C. R. 68 (1869), p. 324. V gl. auch Poincare, Acta math. 9 (1887), 

p. 357, sowie Nr. 4,1 dieses Artikels. Im Anschluss an Darboux behandelt 
Stieltjes den allgemeinen Fall; Ann. ec. norm. (3) 2 (1885), p. 93. 
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Il(s, 1/) = ~ ~ am{f' (jm+" (Il rrp"). 
o(F, G) ~ ~ m! n! ouroy" 
0(6,1/) m=On=O 

16. Funktionalgleichungen 97). Es mögen wi = t'ö(s), i = 1, ... 11" 

Funktionen von s sein, die in der Umgebung des Punktes So analy
tisch sind. Zwischen diesen 11, Funktionen möge für alle Punkte der 
Umgebung von So die Beziehung bestehen: 

G(wl1 ••• , w,,) = 0, 

wo G eine ganze rationale oder transcendente Funktion der 11, Argu
mente Wl , ••• , w" b!'ldeutet (Nr.4:0). Dann fährt diese Beziehung 
fort zu bestehen, wenn die 11, Funktionen t'ö(s) gleichzeitig längs eines 
beliebigen Weges analytisch fortgesetzt werden. Kann jede der Funk
tionen t'ö(s) in einen beliebigen Punkt ihres Definitionsbereichs längs 
eines Weges fortgesetzt werden, der ganz im Definitionsbereich jeder 
anderen dieser Funktionen liegt, so gilt die Beziehung für den Ge
samtverlauf jeder Funktion, wofern nur jedesmal passende Zweige der 
Funktionen zusammengefasst werden 98). 

Würde man etwa bloss voraussetzen, dass G eine analytische 
Funktion der 11, Argumente sei, oder dass die Funktionen t'ö(s) sich in 
einem Punkte So analytisch verhalten, so würde man nur schliessen 
können, dass bei gleichzeitiger analytischer Fortsetzung der nFunktionen 
t'ö (s) längs eines bestimmten Weges die Beziehung G( W l1 ••• , w,,) = 0 
so lange gilt, als der Punkt (fl (s), ... , f" (s») innerhalb des Definitions
bereiches der Funktion G bleibt. Zur Erläuterung mögen folgende 
Beispiele dienen: Es sei rp(s) innerhalb des Einheitskreises analytisch 
und von Null verschieden und lasse keine analytische Fortsetzung 
über diesen Kreis hinaus zu 99). Die Differentialgleichung 

97) Diesem Prinzip eine genaue Fassung zu geben, war erst möglich, nach
dem der Begriff der analytischen Funktion definitiv festgelegt war und ist eben
falls das Verdienst von Weierstra8s; Vorlesungen an der Berliner Universität. 
Das Prinzip findet man bereits in einer Abhandlung aus dem Jahre 1854, J. f. 
Math. 51 (1856), p. 1 = Werke 1, p. 153. 

98) Es kann auch vorkommen, dass einige der Funktionen eine isolierte 
singuläre Stelle in einem Punkte e1 haben, in welchem andere dieser Funktionen 
sich analytisch verhalten, dass aber, von solchen Stellen abgesehen, die Bedingung 
des Satzes erfüllt ist. Dann gilt der Satz noch, wenn bloss von diesen Stellen 
abgesehen wird. 

99) Eine solche Funktion erhält man beispielsweise, wenn man zu der von 
mir aufgestellten Funktion fes) eine passende Konstante addiert; N. Y. Bull. (2) 
4 (1898), p. 417. Der dort gegebene Beweis ist von A. Hurwits vereinfacht; ibid. 
(2) 5 (1898), p. 17. 
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du u 
dz = rp(z) 

hat dann die allgemeine Lösung 
z 

J dZ 

rp (:t) 
u=ceO 

49 

und wird insbesondere durch die Funktion u = 0 befriedigt. Da nun 
aber die Differentialgleichung nur innerhalb des Einheitskreises über
haupt emen Sinn hat, so kann die Funktion u = 0 auch nur in 
diesem Bereich als Lösung angesehen werden. Die Beispiele sind dann: 

(a) 

wo 

(b) 

wo 

G(W1 , W2 , ws) = wll _ W(2 )' 
rp W1 

fl(Z)=Z, f2(Z)=U=0, fs(z) = ::' Zo = 0; 

G(Wl1 W 2 , tOs) = Ws _ w2 , 
W1 

fl(Z)=g;(z), f2C?)=U=O, f3(Z)=~:, zo=O. 

Die einfachere Differentialgleichung :: = ; leistet im wesentlichen 
dasselbe. 

Funktionalgleichungen (die auch insbesondere die Differential
gleichungen umfassen) werden sowohl von vornherein zur Definition 
analytischer Funktionen als auch zur Ermittelung der analytischen 
Fortsetzung einer in einem gewissen Bereich erklärten Funktion ver
wendet. Es sei beispielsweise an die verschiedenen Definitionen der 
Exponentialfunktion erinnert: 

(a) 

(ß)lOO) 

f(Zl + $2) = f(zl) . f(z2) , 

f' (z) = fez), 

lim f (z) - 1 = 1 . 
z ' z=o 
f(O) = 1. 

Wie hier, so hat man auch im allgemeinen zur vollständigen Defini
tion der Funktion ausser der Funktionalgleichung selbst noch gewisse 
Nebenbedingungen nötig. - Die Gammafunktion kann man zunächst 
für Werte von z, deren reeller Teil positiv ist, durch das bestimmte 
Integral: 

100) Zu dieser Definition sind die allgemeinen Existenzsätze beziigl. der 
Lösung einer Differentialgleichung nicht nötig; vgl. etwa Dernartres, Cours 
d'an. 2, p. 12, wo eine elementare Behandlung der Funktion nach dieser Defi
nition gegeben ist. - Moore hat eine Definition der Funktion sin z auf Grund 

der Funktionalgleichungen f(2Z)f(~-) = 2f(Z)f(Z+ D, f(-z)=-f(z) und 

gewisser Nebenbedingungen gegeben; Ann. of lVlath. 9 (1895), p. 43. 
Encyklop. d. math. Wissenseh. II 2. 4 
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co 

r(z) = ftz-l~tdt, 
o 

wo t nur reelle positive Werte durchläuft, definieren, um dann für 
solche Werte des Arguments die Funktionalgleichung r (z + 1) = z r(z) 
zu konstatieren. Damit werden alle analytischen Fortsetzungen be
stimmt. - Die doppeltperiodischen Funktionen werden nebst den 
elementaren Funktionen dadurch charakterisiert, dass sie allein ein 
algebraisches Additionstheorem zulassen: 

Gef(zl + Z2), f(zl)' f(z2» = 0, 
wo G(wlI W 2 , ws) eine ganze rationale Funktion von WlI W 2 , Ws be
deutet (II B 6 a). Endlich sei noch der Rolle gedacht, welche die 
Monodromiegruppe iu der Theorie der liuearen Differentialgleichungen 
spielt (Il B 4). 

Die Ideen der Galois'schen Theorie werden auf die Funktionen
theorie übertragen, indem man an Stelle der algebraischen Gleichung 
eine Funktionalgleichnng treten lässt 100"). 

Näheres über diesen Gegenstand findet man in Il B 8. 

17. Bestimmte und Schleifenintegrale. Durch das bestimmte 
Integral 

q 

ff(t, z) dt 
p 

wird bei geeigneten Voraussetzungen bezüglich der Funktion f(t, z) 

100") Man vgl. II B 4, sowie Hölder, Math. Ann. 28 (1887), p. 1, wo gezeigt 
ist, dass keine analytische Funktion, welche der Funktionalgleichung r (z + 1) 
= z r(z) genügt, eine Lösung einer algebraischen Differentialgleichung mit 
Koeffizienten, die r~tionale Funktionen von z sind, sein kann. jl[oore knüpft an 
die Hölder'sche Untersuchung an, giebt eine systematische Darlegung des Be
griffs des Rationalitätsbereiches, findet allgemeine Bedingungen für "transcen
dentally transcendental" Funktionen und stellt neue Beispiele solcher Funktionen 
auf; Math. Ann. 48 (1896), p. 49. 

Eisenstein hat den folgenden Satz ausgesprochen: Ist eine Lösung einer 
algebraischen Gleichung durch eine Reihe y = Co + Cl X + C2 x 2 + . .. darstellbar, 
wo co, Cl' C2, • " rationale Zahlen in reduzierter Form sind, so kommt in den 
Nennern dieser Koeffizienten nur eine endliche Anzahl verschiedener Primzahlen 
vor und es ist stets möglich, x durch ein solches ganzzahliges Vielfache hx zu 
ersetzen, dass alle Koeffizienten in ganze Zahlen übergehen; Eisenstein, Berl. 
Bel.'. 1852, p. 441; Heine, J. f. Math. 48 (1854), p. 268; Hennite, Lond. Math. 
Proc. 7 (1876), p. 173. Im Anschluss daran zeigt A. Hurwitz, dass gewisse 
Potenzreihen mit rationalen Koeffizienten Funktionen definieren, die keiner alge
braischen Differentialgleichung genügen, Ann. ec. norm. (3) 6 (1889), p. 327. Vgl. 
auch Hncherle, J. f. Math. 103 (1888), p. 84. 
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eine analytische Funktion von z definiert (Nr.6). Der Konvergenz
bereich dieses Integrals kann jedoch beschränkter sein als der Defini
tionsbereich der Funktion, indem für die Punkte des letzten Bereiches 
nicht stets bis in den Punkt p resp. q integriert A 
werden kann. Diesem Übelstand wird in einer 
wichtigen Klasse von Fällen dadurch abgeholfen, 
dass das obige Integral durch ein Schleifen
integral ersetzt wird. Es möge f(t, z), als 
Funktion von t betrachtet, in den Punkten p, q 

Fig.2. 

Verzweigungspunkte haben und nach Umkreisung eines dieser Punkte 
sich nur um einen in Bezug auf t konstanten Faktor e21tiIJ resp. e21ti1: 

ändern. Lässt man den Punkt t einen Doppelumlauf beschreiben, 
d. h. einen Weg, der die Punkte p, q abwechselnd umkreist, und zwar 
einen jeden zuerst im positiven und dann im negativen Sinne, so 
kehrt die Funktion zum ursprünglichen Wert zurück; auf der Rie
mann'schen Fläche der Funktion f(t, z) ist der Weg ein geschlossener. 

(g, p, q-, p-) 

Das längs dieses Weges erstreckte Integral ff(t, z) at hat stets 
einen Sinn. Konvergiert auch das frühere Integral, so ist 

(g,p, 'r,p-) q 

!f(t, z) dt = (1---. e21tiIJ) (1- e21t i1:)j'f(t, z) dt. 
p 

Es wird also in der That, falls das Doppelumlaufintegral gleichmässig 
konvergiert, mitte1st desselben eine analytische Fortsetzung der durch 
das frühere Integral definierten Funktion dargestellt 101). Durch ein 
solches Integral wird insbesondere die hypergeometrische Funktion 
für alle Werte ihres Arguments dargestellt 102). Im Falle, dass (j = ~ 

101) Schleifenintegrale sind zuerst von Riemann gebraucht worden, der die 
Periodicitätsmoduln Abel'scher Integrale durch bestimmte Integrale definierte, 
welche längs eines auf der betr. Riemann'schen Fläche geschlossenen Weges, 
also längs eines Schleifenweges geführt werden. Aber auch Schleifenintegrale in 
dem hier betrachteten Sinne waren ihm geläufig; vgl. Gött. Abh. 7 (1857), p. 21 
= Werke, 1. AufL, p. 77, 2. Aufl.., p. 82; Berl. Ber. 1859, p. 671 = Werke, 
l.Aufl.., p.137, 2. Aufl.., p. 146; Nachlass, Werke, 1. Aufl.., p.404, 2. Aufl.., p. 428; 
ferner bei Riemann's Schülern H. Hankel, Zeitschr. Math. Phys. 9 (1864), p. 1 
und J. Thomae, ibid. 14 (1869), p. 48. In neuerer Zeit sind solche Integrale auf 
die Darstellung der Lösung einer linearen Differentialgleichung, sowie auf die 
Behandlung der Euler'schen B- und T-Funktionen, von O. Jordan, Cours d'anal. 
3, p. 241; L. Pochhammer, Math. Ann. 35 (1890), p. 470 und P. A. Nekrassoff, 
Math. Ann. 38 (1891), p. 509 angewandt worden. Den Doppelumlauf haben Jor
dan und pochhammer unabhängig von einander erfunden (vgl. II A 3, Nr.10). 

102) V gl. Schellenbe'rg, Gött. Diss. 1892. Hier wird auch prinzipieller Ge
brauch von homogenen Variabeln (Nr. 49) gemacht. 
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ist, genügt schon eine einmalige Umkreisung eines jeden der Punkte 
p, q und es ist dann lOS) 

(q,p-) q 

f{Ct, z) dt = (1 - e21tiG)f{(t, z) dt, 
p 

wofern das letzte Integral konvergiert. 
Es sei noch auf einen anderen von Weierstrass gegebenen ana

lytischen Ausdruck verwiesen, durch welchen eine analytische Fort
q 

setzung der durch das bestimmte Integral f{(t, z) dt definierten 
p 

Funktion ebenfalls dargestellt werden kann 104). 

18. Die Umkehrfnnktion und die konforme Abbildung im 
Grossen. Eine in einem Bereich T analytische Funktion w = fez) 
definiert eine ein-eindeutige Abbildung eines Bereiches Tt' auf einen 
Bereich %1' einer über die w-Ebene ausgebreiteten Riemann'schen 
Fläche. Verschwindet {,Cz) in Tt' nirgends, so wird die Abbildung 
der Umgebung emes beliebigen Punktes Zo von T/ auf die Um

Fig.3. 

gebung des entsprechenden Punktes 
Wo konform sein. Dieser Umstand 
reicht jedoch noch nicht zum Schlusse 
aus, dass ~' nicht über sich selbst 
greift, m. a. W. dass die Umkehr
funktion z(w) für die in Betracht 
kommenden Werte von w eindeutig 
ist 106). Eine dazu hinreichende Be

dingung gibt der Satz 106): Ist w = fez) eine in einem Bereich B1 

(Nr. 1) stetige und innerhalb BI analytische Funktion von s, die auf 
der Begrenzung 0 von BI ein und denselben Wert in zwei ver
schiedenen Punkten niemals annimmt, so geht 0 in eine geschlossene 
sich selbst nicht schneidende Jordan'sche Kurve l07) r der w-Ebene 

103) Mitte1st eines solchen Integrals lässt sich beispielsweise die r-Funk
tion darstellen 101), 101). 

104) Weierstrass, Progr. Braunsberg 1848/49, § 3 = Werke 1, p. 122. 
105) Klein, Math. Ann. 21 (1883), p. 214; Differentialgleichungen (lith.) 1891, 

p. 78. Ein lückenhafter Beweis der eindeutigen Umkehrung der elliptischen Inte
grale erster Gattung beruht auf einer Verkennung der hier hervorgehobenen Sach
lage; Briot et Booquet;, 1. Auti., § 62; 2. Auß.., § 219; strenger Beweis bei .Picard, 
Darb. Bull. (2) 14 (1890), p. 107 = Traite 2, p. 334. 

106) Darb()U{J;, Le90ns sur 10. theorie generale des surfaces etc. 1, Paris 
1887, p. 173; Picard, Traite 2, p. 280. 

107) Unter einer geschlossenen Jordan'schen Kurve ohne mehrfachen Punkt 
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über; der von r abgegrenzte schlichte Bereich der w-Ebene wird 
ein-eindeutig und stetig auf Bu das Innere dieses Bereiches ausser
dem noch konform auf das Innere von Bi bezogen 108). Die Umkehr
funktion e(w) ist für die in Betracht kommenden Werte von w ein
deutig. Der Satz kann so erweitert werden, dass der Bereich B1 

und dessen Abbildung beliebig auf den entsprechenden Kugeln 
(Nr. 8) liegen. 

Eine vielfach angewandte Methode zur Untersuchung der durch 
eine explicite Formel definierten konformen Abbildung besteht darin, 
dass man von gewissen Kurven der einen Ebene (häufig der reellen 
Achse), deren Abbildung sich in der anderen Ebene leicht verfolgen 
lässt, ausgeht und diese Kurven so zusammenfasst, dass sie Bereiche 
B1(!), B1(2) abgrenzen, deren Abbildung man dann mittels des vorher
gehenden Satzes bestimmen kann 109). Eine grosse Anzahl durch die 
elementaren Funktionen und das elliptische Integral erster Gattung 
definierter konformer Abbildungen sind von HolemüUer 110) unter
sucht worden. 

Wegen der konformen Abbildung einfach resp. mehrfach zu
sll.mmenhängender Bereiche auf einander vgl. Nr.19 u. 21 resp. Nr. 23. 

II. Die geometrische Funktionentheorie. 

19. Riema.nn's neue Grundlage für die Funktionentheorie. Von 
Alters her war bekannt 25), dass der reelle (resp. der rein imaginäre) 

verstehe ich die allgemeinste geschlossene Kurve ohne mehrfachen Punkt, deren 
Punkte sich ein-eindeutig und stetig auf die Peripherie eines Kreises abbilden 
lassen; vgl. C. Jordan, Cours d'anal. 1, 2. Aufl. 1893, p. 90, Vill; A. Hwrwitz, 
Kongr. Zürich 1898, p. 101. Eine solche Kurve zerlegt die Ebene in äussere 
und innere Punkte h). Dieser Jordan'sche Satz ist für den Satz des Textes 
wesentlich. - Ob r die allgemeinste Jordan'sche Kurve sein kann, ist noch 
nicht entschieden; vgl. Nr. 19. 

108) Auch in einem Randpunkte bleiben die Winkel erhalten, selbst wenn 
die Begrenzung nicht analytisch ist, faUs r in der Umgebung des betr. Rand
punktes eine reguläre Kurve 1) ist; vgl. Painleve, Par. C. R. 112 (1891), p. 653. 

109) Klein, Leipziger Vorlesung 1881/82, wo die Umkehrung einer ratio
nalen Funktion an Beispielen erläutert ist; im Anschluss daran Bouton, Ann. 
of Math. 12 (1898), p. 1. Die Umkehrung des elliptischen Integrals 1. Gattung 
haben Appell und Goursat nach dieser Methode behandelt: }'onctions algebri
ques, Paris 1895, p. 442. Vgl. ferner Klein-Fricke, Modulfunktionen 1, p. 69. 
In der Theorie der Schwarz'schen s-Funktion kommt das Prinzip auch zur 
Geltung (11 B 4). - Wegen der linearen Transformation w = (az + ~)/(yz + 8) 
vgl. die gebräuchlichen Lehrbücher. 

110) Vgl. das Litteratlirverzeichnis. 
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Teil einer analytischen Funktion von z der Laplace'schen Differential
gleichung Ä u = 0 (il A 7 b) genügt. Für die Theorie dieser Glei
chung im Raume von drei Dimensionen, wie sie den Anforderungen 
der mathematischen Physik entsprechend entwickelt worden war111), war 
der Gesichtspunkt massgebend gewesen, die Lösung nicht durch arith
metische Formeln, sondern durch Grenz- und Unstetigkeits bedingungen 
zu bestimmen, also Funktionaleigenschaften an Stelle des Rechnens 
treten zu lassen. Diesen Gesichtspunkt übertrug Riemann auf die 
Theorie der Funktionen einer komplexen Veränderlichen, indem er 
den Gedanken an die Spitze stellte, eine Funktion so durch ihre 
Eigenschaften zu definieren, dass möglichst wenig Überflüssiges in 
die Definition mit aufgenommen wird. Als vermittelndes Element, 
wenigstens für eine ausgedehnte Klasse von Funktionen 112), diente die 
Laplace'sche Differentialgleichung selbst, indem Riemann den Ge
danken von neuem aufgriff, dass auch umgekehrt jede Lösung dieser 
Gleichung den reellen Teil einer analytischen Funktion u + vi liefert, 
welche dann, und zwar durch eine Quadratur 113): 

(:r, y) 

f( OU OU) v= -Oydx+oxdy +0 
(:ro,lIo) 

bis auf eine additive Konstante völlig bestimmt ist. Wenn sich auch 
die Anfange der Gauchy'schen Theorie in seinen frühesten Arbeiten 
finden, so war Gauchy doch erst in den späten Jahren seiner wissen
schaftlichen Thätigkeit zu der Idee einer allgemeinen Funktionentheorie 
durchgedrungen. Diese Idee nahm Riemann von vornherein auf; er 
ging aus von der Definition 15): "w = u + v i soll eine analytische 
Funktion von z = x + yi heissen, wenn weine Ableitung nach z be
sitztil, und stellte die sogenannten Cauchy-Riemann'schen Differential
gleichungen (vgl. NI'. 2) 

111) Es sei an die Untersuchungen von Gauss, Green, Dirichlet und Thomson 
erinnert; man vgl. auch 255). 

112) Namentlich für die algebraischen Funktionen und deren Integrale; 
vielleicht auch schon für gewisse Fälle der automorphen Funktionen; vgl. den 
Bericht von Brill und Noether, p. 258 unten; sowie Noether, Zeitsehr. Math. 
Phys. 27 (1882), hist.-litt. Abt., p. 201. - Doch sei auch andererseits an den 
prinzipiellen Gebrauch erinnert, den Riemann von Funktionalgleichungen machte; 
vgl. etwa die Arbeit über die Gauss'sche Reihe (1857). 

113) Riemann 15). Dass die zu einer Lösung u der Laplace'schen Glei
chung konjugierte Lösung v auf diese Weise erhalten wird, hatte Liouville be
reits gezeigt: J. de math. 8 (1843), p. 265. Vgl. aber auch 11). 
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OU ov ou OV 
oa; = oy' oy = - oa; 

nebst der Laplace'schen Gleichung an die Spitze seiner Theorie. 
Jede Lösung dieser Gleichungen lässt sich auch ansehen als die 

Lösung eines Problems der Attraktion, der statischen Elektrizität, der 
stationären 114) Strömung von Wärme, Elektrizität, oder von einer in
kompressiblen Flüssigkeit mit Geschwindigkeitspotential, sowie auch 
der konformen Abbildung zweier Flächen auf einander; und um
gekehrt entspricht der Lösung eines jeden solchen Problems der 
Physik oder Geometrie eine analytische Funktion w = u + vi von 
z = x + yi. Die hiermit in die Funktionentheorie eingeführten 
heuristischen Mittel haben sich auch in hohem Masse bewährt 115). 

Als erste Anwendung seiner Methoden (wenn man von der in 
Nr.ll erwähnten absieht) giebt Riemann den Beweis des Satzes, 
dass zwei einfach zusammenhängende Flächen ein-eindeutig und 
konform auf einander abgebildet werden können, indem jede sich 
so auf einen Kreis beziehen lässt15). Sein Beweis stützt sich 
auf eine später von Weierstrass als lückenhaft erkannte Schluss
weise (das sogenannte Dirichlet'sche Prinzip) (Il A 7 b, Nr.24:), welche 
zuerst von Schwarz und Neumann durch strenge Methoden anderer 
Art ersetzt wurde, neuerdings aber von Hilbert 116) unter Aufrecht
erhalten des ursprünglichen Gedankengangs zu einem einwandfreien 
Beweisverfahren vervollständigt ist. Das Problem, einen vorgelegten 
Bereich auf einen Kreis konform abzubilden, zerfällt nach den bis
herigen Methoden in zwei Teile: a) die Green'sche Funktion des Be
reiches (Il A 7 b, Nr. 18) wird gebildet; damit wird das Innere des 
Bereiches ein-eindeutig und konform auf das Innere des Kreises ab
gebildet; b) der Nachweis für den stetigen Anschluss an die Rand
werte wird geführt; dabei handelt es sich darum zu zeigen, dass der 
aus den innern und Randpunkten bestehende Bereich ein-eindeutig 
und stetig auf den Kreis, incl. Rand abgebildet wird. 

114) In dem Sinne, dass der Bewegungszustand sich mit der Zeit nicht 
ändert. 

115) Wegen Riemann's physikalischer Anschauungen von Anbeginn seiner 
wissenschaftlichen Thätigkeit vgl. man F. Klein, Riemann's Theorie der algebr. 
Funktionen und ihrer Integrale; Noether 112); Burkhardt, Bernhard Riemann, 
Göttingen 1892; Klein, Ges. Deutsch. Naturforscher u. Ärzte 1894, p. 8. 

116) Deutsche Math.-Ver. 8 (1900), p. 184. Der Fehler beim Dirichlet'schen 
Prinzip besteht bekanntlich in der Annahme der Existenz einer Funktion, die 
ein gewisses Doppelintegral zum Minimum macht. Hilbert weist die Existenz 
der betr. Funktion direkt nach. 
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Diese Fragestellung lässt sich aber erweitern. Bisher war näm
lich a) die Existenz der Green'schen Funktion nur für einen Bereich 
Bi (Nr.l) nachgewiesen und für solche Bereiche ist dann b) auch 
der stetige Anschluss an den Rand festgestellt 117). Nun giebt es 
aber einfach zusammenhängende Bereiche T, deren Begrenzung keine 
Jordan'sche Kurve i07) ist. Die Punkte einer solchen Begrenzung 
lassen sich also den Punkten des Kreisrandes sicher nicht ein-ein
deutig und stetig zuordnen, sodass von der Erfüllung der Forderung 
b) keine Rede sein kann. Trotzdem existiert die Green'sche Funktion 
selbst für den allgemeinsten einfach zusammenhängenden Bereich T, 
womit denn die ein-eindeutige und konforme Abbildung eines solchen 
Bereiches auf das Kreisinnere gegeben ist 118). Die Frage, ob die 
konforme Abbildung des allgemeinsten von einer Jordan'schen Kurve 
begrenzten Bereiches T auf das Kreisinnere den stetigen Anschluss 
an den Rand nach sich zieht, ist wahrscheinlich zu bejahen. - So
wohl das ursprüngliche als auch das erweiterte Abbildungsproblem 
hängt von drei reellen Parametern ab 119). 

Bei den Abbildungs- und Existenzfragen der geometrischen Funk
tionentheorie spielt der zweite Harnack'sche Satz (II A 7 b, Nr. 30, 
Ende) eine wichtige Rolle 119a). Es sei auch auf den ersten Harnack'schen 

117) In diesem Umfang von Poincare und Paraf; vgl. llA7b, Nr.31, 
ferner Painleve 108). 

118) Osgood, Am. Trans. 1 (1900), p. 310; 2 (1901), p. 484. Unter einem 
Begrenzungs- oder Randpunkt eines Bereiches T versteht man einen Punkt, der 
dem Bereiche nicht angehört, in dessen Nähe aber Punkte von T liegen. Es 
giebt Bereiche T, welche Randpunkte besitzen, denen man sich längs einer in 
T gelegenen stetigen Kurve nicht nähern kann, wie ein einfaches Beispiel zeigt. 
Der Bereich T soll aus der positiven Hälfte der z = x + iy-Ebene (also y> 0) 
mitfAusnahme folgender Punkte bestehen. In jedem der Punkte y = 0, x = 0, 
± 1/n (n = 1, 2, ... ) errichte man ein Lot auf der reellen Achse. Die Punkte z 
dieser Lote, wofür 0 < y < 1 ist, sollen nicht zu T gehören. Der so definierte 

Bereich T ist sogar ein einfach zusammenhängender. Einem innern Punkte des 
Lotes x = 0, etwa dem Punkte A: x = 0, y = 1-, kann sich ein beweglicher 
Punkt P längs einer in T gelegenen stetigen Kurve nicht nähern. Denn, um 
von einem beliebigen Punkte 0 von T in eine nach der Annahme von 0 ge
nügend klein gewählte Nachbarschaft von A zu gelangen, muss der bewegliche 
Punkt P um mehr als die Entfernung 1- vom Punkte A abweichen. Die Rand
punkte von T können übrigens eine Menge von positivem Inhalt bilden; vgl. 198). 

Harnack hat sich mit dem Beweise des Satzes befasst, ohne jedoch den all
gemeinen Fall zu erledigen; Log. Potential, Leipzig 1887; § 39. 

119) Die allgemeinste ein-eindeutige und konforme Abbildung des Kreis
innern auf sich selbst ist nämlich auch durch eine lineare Transformation ge
geben, wie man leicht zeigt. 

119") Vgl. auch Poincare 175), sowie Harnack's Bemerkung, 1. c. p. 121. 
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Satz (ebenda), sowie wegen des stetigen Anschlusses an den Rand 
auf die Painleve'schen Lemmata verwiesen 119b). 

20. Das Prinzip der Symmetrie; analytische Fortsetzung. Das 
Prinzip lautet, wie folgt: Es sei f (z) eine Funktion von z, welche 
oberhalb einer Strecke (a, b) der reellen Achse analytisch ist und 
deren rein imaginärer Teil in den Punkten dieser Strecke sich dem 
Randwert 0 stetig anschliesst. Der reelle Teil schliesst sich dann 
von selbst in den Punkten dieser Strecke einer stetigen Folge von 
Randwerten stetig an. Innerhalb 
eines passend gewählten, an die 
Strecke (a, b) stossenden Streifens 
der positiven Halbebene wird fez) 
also eindeutig und analytisch sein. 
Sei P ein beliebiger Punkt dieses 
Streifens, P' der in Bezug auf die reelle Achse zu P symmetrisch 
gelegene Punkt. Ordnet man dem Punkte P' den zu dem Werte 
u + iv von fez) in P konjugiert imaginären Wert u - iv zu und 
definiert man fez) in den Punkten der Strecke (a, b) durch die 
Grenzwerte, denen fez) sich dort nähert, so wird fez) zu einer Funk
tion ergänzt, die in einem die Strecke (a, b) umfassenden Streifen 
analytisch ist und es findet eine analytische Fortsetzung von fez) 
über die Strecke (a, b) hinaus stattiOO). 

Dieses Prinzip der Symmetrie lässt sich in folgender Weise ver
allgemeinern 121): Es möge die analytische Kurve 0 durch die Glei
chungen x = cp(t), y = t/J(t) dargestellt werden, wo die reellen Funk
tionen cp, t/J für jeden reellen Wert von t im Intervall «< t < ß 
analytisch 122) sind und cp' (t)2 + t/J' (t)2 dort nicht verschwindet. Für 

119 b) Par. These 1887 = Toul. Ann. 2 (1888), eh. 1, 2 und lOB). 
120) Das Prinzip der Symmetrie spielt in der Theorie der MinimalHächen, 

sowie bei Untersuchungen über konforme Abbildungen eine Hauptrolle. Vgl. 
Riemann, Gött. Abh. 13 (1867), p. 1, § 13 = Werke, p. 296 der 1. AuH.; Schwarz, 
Berl. Preisschrift 1867 = Werke 1, p. 12 (s. auch Anmerk. p. 109); sowie J. f. 
Math. 70 (1869), p. 106 = Werke 2, p. 66; man sehe auch 1lI1). - Der Sc1vwarz'sche 
Beweis setzt die Stetigkeit der Werte von fez) in der Strecke (a, b) voraus. 
Diese Annahme, sowie die Notwendigkeit, den Cauchy'schen Integralsatz für den 
Fall eines Bereiches B (Nr. S) zu beweisen, lässt sich vermeiden, indem man 
sich des logarithmischen Potentials bedient; vgl. Picard, Traite 2, eh. X. 

121) Schwarz, Berl. Ber. 1870, p. 773 = Werke 2, p. 149-151; Picard I!O). 
122) Eine reelle Funktion heiast in einem Punkte analytisch, wenn sie in 

der Umgebung dieses Punktes durch die Taylor'sche Reihe dargestellt werden 
kann. Sie heisst in einem Intervall analytisch, wenn sie in jedem Punkte des 
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die komplexe Umgebung eines Punktes to des Intervalls (a, ß) sollen 
([J(t), 1jJ(t) durch die zugehörigen Taylor'schen Reihen definiert werden. 
Setzt man z = x + yi = ([J(t) + i1jJ(t) und erteilt man t komplexe 
'Werte, so wird ein die Kurve C umfassender Streifen der z- Ebene 
auf einen die Strecke (a, ß) der reellen Achse der t-Ebene umfassen
den Streifen konform abgebildet. Zwei Punkte P, P' des ersten 
Streifens heissen in Bezug auf C symmetrisch, wenn die entsprechen
den Punkte Q, Q' des zweiten Streifens in Bezug auf die Gerade (a, ß) 

Fig.5. 

symmetrisch liegen. Die Kurve C darf sich auch schneiden; dann 
wird man sich den Streifen in einer Riemann'schen Fläche denken. 
Diese Zuordnung der Punkte P, P' bleibt bei konformer Abbildung 
des Streifens invariant. Ist C insbesondere ein Kreisbogen, so ist P' 
der Spiegelptmkt (lU A 7) von P. - Satz 123): Sei fez) eine auf der 
einen Seite von C analytische Punktion von z, die in den Punkten 
von 0 nur reelle Werte annimmt123a), und sei P ein auf dieser Seite 
von 0 beliebig gelegener Punkt des Streifens; ordnet man dem zu 
P symmetrischen Punkte P' den zu dem Werte u + vi von fez) 
in P konjugiert imaginären Wert u - vi zu, so wird fez) zu einer 
Funktion ergänzt, die im ganzen Streifen analytisch ist, und es findet 
eine analytische Fortsetzung von fez) über C hinaus statt. 

Es ergiebt sich der allgemeine Satz 124): Ist fez) eine an der 
einen Seite der analytischen Kurve C analytische Funktion, so besteht 

Intervalls analytisch ist. - Eine Kurve heisst analytisch, wenn sie die Para
meterdarstellung des Textes zulässt. 

123) Ein spezieller Fall dieses Satzes, wo die Kurve C ein Kreisbogen ist, 
hat sich in Riernann's Nachlass gefunden; Werke, 1. AuH., Fragment XXV, 
p. 415, 2. Aufi., Fragment XXVI, p. 440. 

123") Vorauszusetzen braucht man ja nur, dass der rein imaginäre Teil 
von fez) dem Werte 0 zust.rebt, wenn der Punkt z sich einem beliebigen Punkte 
von C nähert. Der reelle Teil von fez) wird sich dann von selbst einer stetigen 
l<'olge von Randwerten stetig anschliessen, welche man dann als den Wert der 
l<'unktion in den Punkten von C definieren wird. 

124) Schwarz1!1)j PicardUO)j Painleve, Par. These 1887 = Toul. Ann. 2 
(1888), p. B 1. 
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die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass fCz) über C 
hinaus analytisch fortgesetzt werden kann, darin, dass der reelle 
(resp. der rein imaginäre) Teil von fez) längs C Werte annimmt, die 
von t analytisch abhängen. Auf Grund dieses Satzes lässt sich die 
Möglichkeit einer natürlichen Grenze 125) (NI'. 13) nachweisen. 

21. Die konforme Abbildung analytisch begrenzter Bereiche 
auf den Kreis; geradlinige und Kreisbogenpolygone. Für die Zwecke 
der Funktionentheorie reicht vorläufig die Lösung des Abbildungs
problems von NI'. 19 in wesentlich beschränktem Umfang aus. Es 
genügt nämlich, nur solche Bereiche Bi in Betracht zu ziehen, welche 
von einer endlichen Anzahl analytischer Kurven begrenzt sind, die 
entweder unter nicht verschwindenden Winkeln zusammenstossen oder 
doch in einer Spitze nicht gleich gekrümmt sind. Der Existenzbeweis 
für die Green'sche Funktion des Bereiches Bi lässt sich hier nach 
den kombinatorischen Methoden von Murphy, Schwarz und Neumann 
(Il A 7b, NI'. 28) führen, indem die Randwertaufgabe zunächst für 
schmale an die Begrenzungskurven stossende Streifen gelöst wird, und 
zwar mitt.elst konformer Abbildungen und des Poisson'schen Inte-

Fig.6. 

grals. Als Streifen ab wird nämlich, falls keine Spitze vorhanden 
ist, ein Bereich genommen, dessen Abbild in der t-Ebene ein Kreis
abschnitt ist. Dieser Bereich lässt sich konform auf den Kreis ab-

125) Schwarz 121). VgL auch 65). Es giebt Funktionen, die den Einheits
kreis zur natürlichen Grenze haben, nebst aUen Ableitungen innerhalb und auf 
diesem Kreise stetig sind und eine eindeutige Umkehrung zulassen; vgL das 
Fredholm'sche Beispiel, Acta math. 15 (18n), p . 279 und Verhandl. Kongr. Zürich 
1898, p. 109 U. 99). 
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bilden 126), und für den Kreis löst man die Randwertaufgabe mitte1st 
des Poisson'schen Integrals. In die Ecken werden dann Kreissektoren 
gelegt, deren konforme Abbildung auf den Kreis ebenfalls bekannt 
ist. Die so übereinander greifenden Bereiche werden dann durch das 

Fig. 7. 

alternierende Verfahren zu einem Ring zusammengeschmolzen und 
das Innere dieses Ringes wird durch eine endliche Anzahl von Kreisen 
"dachziegelartig überdeckt" 127). Im Falle einer Spitze a verwendet 
man zwei übereinander greifende Streifen, wovon der eine als Abbild 
in der t -Ebene ein Kreisbogendreieck hat, dessen eine Seite 
mit einem Stück ar des Intervalls (a, ß) zusammenfällt, während 

a 

~ « r ß 

Fig.8. 

eIDe zweite Seite die erste im Punkte a berührt. Die dritte 
Seite steht senkrecht auf den beiden ersten. An Stelle des Kreis-

sektors wird ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln (0, i, i) in die 

Ecke a gelegt. - Der stetige Anschluss an den Rand ergiebt sich in 
der Nähe eines gewöhnlichen Randpunktes mitte1st des Symmetrie-

126) Schwarz UI), Werke 2, p. 148-149. 
127) Schwarz, Berl. Ber. 1870, p. 784 = Werke 2, p. 161 j Picard, Trait.e 2, 

p.288-291. 

c 
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prinzips; in der Nähe einer Ecke ist eine besondere Überlegung 
nötig 128). Das Verfahren lässt sich auch auf einen endlich-vielblätt
rigen einfach zusammenhängenden Bereich ~1 anwenden. 

Dieser allgemeinen Schwarz'schen Methode, welche die Aufgabe 
mit verhältnismässig geringen Hülfsmitteln völlig erledigt, gingen 
Untersuchungen von Schwarz und CltristoffeZ (Il A 7b, Nr.26) über 
gradlinige und Kreisbogenpolygone 129) voraus. Im ersten Fall ent
spricht die die Abbildung vermittelnde Funktion w = fez) der Differen
tialinvariante w" /w' und hat somit die Form 

• 
w = C f(z - a)a-l (z - b}9-1 ... (z -ZY-1 dz + C'. 

'. 
Im zweiten Falle genügt w der Differentialgleichung 

(w,z) =F(z), 

wo {w, z) die Differentialinvariante 130) 

ll":' _ ~ (W:')2 
w 2 w 

und F (z) eine rationale Funktion von z bedeutet. Dieser Differential
gleichung dritter Ordnung (A) entspricht eine lineare homogene 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Koeffizienten (B), 
die zu (A) in folgender Beziehung steht: Irgend zwei linear unab
hängige Lösungen Y1' Y2 von (B) liefern eine Lösung w = yt!ys von 
(A); und umgekehrt liefert jede Lösung w von CA) (die nur keine 
Konstante ist) zwei linear unabhängige Lösungen von (B). Man vgl 
IlB 4. 

22. Die Riemann'sche Fläche als definierendes Element; 
algebraischer Fall. Dem in der Dissertation aufgestellten Programm 
zufolge entwickelte Riemann die Theorie der algebraischen Funktionen 
und ihrer Integrale auf neuer Grundlage, indem er dieselben direkt 
von einer beliebig gegebenen n- blättrigen über die ganze Ebene bez. 
Kugel ausgebreiteten Fläche ~ aus definierte 1S1) (Il B 2). Auf einer 

128) Picard, Traite 2, p. 277. 
129) Clllt'istoffel, Ann. di mat. (2) 1 (1867), p. 97; Schwarz, J. f. Math. 70 

(1869), p. 117 = Werke 2, p. 80. Wegen der Möglichkeit der Konstanten
bestimmung für ein beliebiges Polygon vgl. II A 7b, Nr. 26. 

130) "Schwal'zian Derivative" nach Oayley. Geschichtliches über diese 
Differentialinvariante findet sich bei Schwarz, Werke 2, p. 351 ff. V gl. I B 2, 
Nr.20. 

131) J. f. Math. 54 (1857), p. 101 = Werke 1. Aufl., p. 81; 2. Aufl., p. 88. 
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solchen Fläche mögen n Punkte all ... , an willkürlich angenommen 
und die n Funktionen 

m" 

tp,,(z) = A" log (z - a,,) + ~J3I.:) (z - a.)-i, 'IJ = 1,2, ... , n, 
.=1 

" 
wobei nur ~ A" ==- 0 ist, beliebig gegeben sein. Man zerlege % 

,,=1 
durch ein Querschnittsystem in einen einfach zusammenhängenden 
Bereich %1' Den 2p Querschnitten (~, ... , ~P' ~P+l'" ., ~p) ent
sprechend seien 2p reelle Grössen h(l) ••. , h(2p) beliebig gegeben. 
Dann existiert stets eine Funktion fez), die sich in den Punkten a" 
so verhält, wie tpv(z), sonst aber allenthalben auf der Fläche analytisch 
ist, und ferner an dem Querschnitt \[i einen Periodizitätsmodul mit 
reellem Teil h(i) aufweist. Die Funktion fez) ist so bis auf eine 
additive Konstante eindeutig bestimmt. Dies ist das Riemann'sche 
Existenztheorem. Die Ableitung von fez) ist eine auf % eindeutige 
Funktion, die keine anderen Singularitäten als Pole besitzt. Der 
Fläche % entsprechen somit algebraische Funktionen und fez) wird 
entweder selbst eine solche oder das Integral einer solchen sein. Den 
Beweis des Existenztheorems stützte Riemann auch auf das Dirichlet'sche 
Prinzip. Strenge Beweise wurden von Schwarz und Neumann durch 
die kombinatorischen Methoden geliefert; vgl. Nr.19. Neumann ver
fährt folgendermassen 132). Es sei P ein beliebiger Punkt von %, T' 
eine Kreisfläche mit Mittelpunkt P, die, falls P ein einfacher Punkt 
ist, keinen Verzweigungspunkt enthalten soll; ist aber P selbst ein 
Verzweigungspunkt, so soll T' eine mehrblättrige Kreisfläche mit 
Mittelpunkt P sein, die keinen weiteren Verzweigungspunkt enthält; 
ferner sei F(z) irgend eine Funktion von z, die längs der Begrenzung 
o von T' eindeutig und analytisch ist; innerhalb T' darf F(z) be
liebige singuläre Stellen haben. Dann wird mitte1st kombinatorischer 
Methoden bewiesen, indem die ganze Fläche % mit T' und mit einer 
endlichen Anzahl weiterer ein- oder mehrblättriger Kreise dachziegel
artig überdeckt 127) wird, dass es ein logarithmisches Potential u 
giebt, das ausserhalb T' überall auf % eindeutig ist und sich 
regulär verhält, und das ferner so beschaffen ist, dass die daraus 
hervorgehende analytische Funktion u + vi (welche ja ausserhalb T' 
überall auf % analytisch, nicht aber notwendig eindeutig ist) sich 
innerhalb T' wie F (z) verhält; d. h. dass die Differenz F(z)
(u + vi) innerhalb T' sich zu einer ausnahmlos analytischen Funktion 
ergänzen lässt. Daraus ergiebt sich sofort die Existenz von Abel'schen 

132) A.bel'sche Integrale, 2. A.uß.., 1884, 18. Kap. 
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Integralen dritter Gattung, wofern die logarithmischen Unstetigkeits
punkte (a, b), (a', b') beide innerhalb einer solchen Kreisfläche liegen; 
sonst schaltet man eine endliche Anzahl von Punkten (au bl ), ••• , 

(ak, bJ auf der Verbindungslinie so ein, dass je zwei aufeinander 
folgende Punkte in einer derartigen Kreisfläche liegen. Die Abel'schen 
Integrale erster Gattung ergeben sich dann durch geeignete Zu
sammenfügung zweier Integrale dritter Gattung (Neumann). Schwars 188) 

hat eine Methode mitgeteilt, wodurch die Integrale erster Gattung 
direkt hergestellt werden können. 

Anstatt als mehrfach überdeckte Ebene oder Kugel kann man 
sich die Riemann'sche Fläche, wofern es sich um eine geschlossene 
Fläche vom Geschlecht p (Il B 2) handelt, auch als eine frei im Raum 
gelegene geschlossene Fläche, - etwa als eine Ringfläche oder als 
eine Kugel mit p Henkeln 1M), - denken. Diese Art, die Riemann'sche 
Fläche sich vorzustellen, rührt auch von Riemann her und ist zuerst 
von ToneUi publiziert, der sie aber selbständig erdacht hat 185). Eine 
neue Art Riemann'scher Fläche hat Klein 136) noch eingeführt, welche 
den Zusammenhang des Geschlechts mit den reellen Zügen der alge
braischen Kurve hervortreten lässt. Während alle diese Flächen sich 
im Sinne der analysis situs (ill A 4) in einander stetig verwandeln 
lassen, wofern sie nur denselben Zusammenhang besitzen 137), wird 
im allgemeinen - vom Falle p = 0 abgesehen - eine konforme Ab
bildung zweier derselben auf einander nicht möglich sein. Klein l S4.) 
machte auf physikalische Weise evident, dass eine beliebige Ring
fläche sich auf eine mehrfach überdeckte Ebene oder Kugel konform 
abbilden lässt, und die Schwars-Neumann'schen Methoden ermöglichen 
einen strengen analytischen Beweis dieses Satzes, wofern die vor
gelegte Fläche in eine endliche Anzahl von Bereichen sich zerlegen 
lässt, welche die ganze Fläche "dachziegelartigl' überdecken und einzeln 

133) Math. Ann. 21 (1883), p. 157 = Werke 2, p. 303. 
134) Klein, tJber Riemann's Theorie u. s. w. 
135) Tonelli, Linc. Atti (2) 2 (1875), p. 594 und Linc. Rend. (6) 4 (1895), p. 300; 

Klein, Math. Ann. 45 (1894), p. 142 uud ibid. 46 (1895), p. 77. Vgl. auch 
Olifford, Lond. Math. Soc. Proc. 8 (1877), p. 292 = Werke, p. 241. 

136) Math. Ann. 7 (1874), p. 568. - Diese Fläche dient allerdings nicht 
als definierendes Element für ein algebraisches Gebilde, sondern bezweckt bloss 
die Veranschaulichung des Verlaufs eines durch eine algebraische Gleichung 
definierten algebraischen Gebildes, wovon ein Teil durch reelle Kurvenzüge in 
der projektiven Ebene zur Darstelluug gelangt. 

137) Vgl. Fr. Hofmann, Methodik der stetigen Deformation von 2-blätt
rigen Riemann'schen Flächen, Halle 1888; sowie Forsyth, Th. of F., § 190. 
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auf eine Kreisscheibe konform abbildbar sind 138). Es ist nicht be
kannt, wie man umgekehrt von der mehrfach überdeckten Ebene (Kugel) 
ausgehend, dieselbe auf eine einfach gestaltete Ringfläche konform ab
bilden kann, falls p> 1 (und auch wenn p = 1 ist, im allgemeinen 
nicht). Es giebt jedoch eine Klasse von Raumflächen - allerdings 
sind es keine im Endlichen geschlossenen - auf welche sich eine 
solche Fläche konform abbilden lässt, nämlich die MinimaZflächen 139) 
(III D 5). 

23. Die konforme Abbildung mehrfach zusammenhängender 
Bereiche auf einander; algebraischer Fall. Ist Bn ein einblättriger 
Bereich der z-Ebene, der von n geschlossenen, je aus einer endlichen 
Anzahl analytischer Stücke bestehenden Kurven °1"", On völlig be
grenzt ist, so lässt sich Bn auf eine über die positive Hälfte der 
w-Ebene ausgebreitete n-blättrige Riemann'sche Fläche S, die in 
2 n - 2 Verzweigungspunkten zusammenhängt, ein -eindeutig und im 
allgemeinen konform abbilden. Die Fläche S kann dann durch 
Spiegelung an der reellen Achse zu einer (symmetrischen (Nr. 27») 
algebraischen Fläche S ergänzt werden, die in 4n - 4 Verzweigungs
punkten zusammenhängt und somit das Geschlecht p = n - 1 besitzt 
(II B 2). Eine ähnliche Verallgemeinerung auf einen mehrfach über
deckten Bereich 5Sn , wie in Nr. 21, ist auch hier zulässig. Der Fall, 
in dem die Kurven 01, ... ,0" Kreise sind, ist von Riemann l40) be
handelt worden, der aus der die Abbildung vermittelnden Funktion 
eine zur Fläche S gehörige (Nr. 12) algebraische Funktion s durch 
Differentiation ableitet. s und w sind automorphe, zu dem durch 
Bn mitte1st Spiegelung definierten Doppelbereich (Nr. 27) gehörige 
Funktionen, durch die sich jede weitere zum Doppelbereich gehörige 
algebraische automorphe Funktion rational ausdrücken lässt. Noe
ther'sl12) Ansicht nach gehört diese Note zu den frühesten Arbeiten 
Riemann's, oder es bildet doch ihr Grundgedanke den Ausgangspunkt 
für Riemann's Arbeiten über Funktionentheorie 14oa). 

Damit zwei gegebene Bereiche Bn , Bn' ein-eindeutig und konform 

138) Klein, Riemann'sche Flächen 1 (1892), p. 26; dort wird auch über 
die bisher bekannten Fälle, wo eine solche Abbildung möglich ist, berichtet. 
Vgl. dazu noch Darboua;106), 4 (1896), Note von Picard, p. 353. 

139) Klein 188), p. 31. 

140) Werke (1. AuH., 1876), p. 413. Es handelt sich dabei in erster Linie 
um die Ermittlung der Green'schen Funktion zur Lösung eines elektrischen 
Problems. 

HOB) Vgl. auch Riemann's eigene Angabe, Werke, 1. AuH., p. 95; 2. Aufl., 
p. 102. 
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aufeinander bezogen werden können, ist also notwendig und hin
reichend, dass die entsprechenden algebraischen Flächen S, S' eme 
solche Abbildung zulassen, und das ist gleichbedeutend damit, dass 

die beiden den Flächen S, S' entsprechenden algebraischen Gebilde 
zur selben Klasse gehören, d. h. rational in einander transformierbar 
sind (Il B 2) (Satz von Schottky). Nach diesem Gesichtspunkt ist 
das Problem von Schottky141) behandelt worden und zwar durchaus 
im Riemann'schen Sinne. Ist insbesondere n = 2, so lässt sich B2 

auf die Hälfte einer zweiblättrigen elliptischen Fläche und somit auf 
eine einblättrige Ringftäche, deren Begrenzung aus zwei konzentrischen 
Kreisen besteht, konform abbilden. Zwei Flächen B2 , B2' sind also 
dann und nur dann konform auf einander abbildbar, wenn die 
Moduln der entsprechenden elliptischen Gebilde in der bekannten 
Beziehung zu einander stehen, resp. wenn das Verhältnis der Radien 
der entsprechenden Ringfläche für beide Flächen denselben bezw. den 
reziproken Wert hat. 

24:. Funktionen mit Transformationen in sich; periodische 
Funktionen. Die analytische Funktion fez) lässt eine Transformation 
in sich zu, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: a) Es giebt eine 
analytische Funktion z' = cp(z), die den Definitionsbereich der Funktion 
fez) im allgemeinen ein-eindeutig und konform auf sich selbst ab
bildet; b) sind zo, zo' zwei Punkte des Definitionsbereiches , deren 
Umgebungen also konform auf einander bezogen sind und bedeuten 
z, , irgend zwei einander entsprechende Punkte dieser Umgebungen, 
so ist fez) = fez'). Diese Beziehung kann auch in der Form aus
gedrückt werden 

fez) = f(cp(z)). 
Dabei müssen nur solche Zweige der Funktionen zusammengefasst 
werden, wie die vorhergehende Erklärung es verlangt. Diese 
Funktionalgleichung wird dann für alle analytischen Fortsetzungen 
von fez) erhalten bleiben, also für den Gesamtverlauf der Funktion 
fez) gelten. Die periodischen Funktionen, allgemeiner die auto
morphen Funktionen, und gewisse algebraische Funktionen sind die 
einfachsten Beispiele von Funktionen mit Transformationen in sich 
(II B 6). Ausserdem sei auf die Funktionen verwiesen, die Funktional
gleichungen von der Form fez) = Af(cp(z)) resp. fez) = f(cp (z)) + c, 
wo A, C Konstante bedeuten, genügen (Il B 6). 

Ist cp(z) = z + w (weine Konstante), so heisst fez) eine perio-

141) Dies. Berl. 1875; J. f. Math. 83 (1877), p. 300. 
Bncyklop. d. math. Wissenseh. II 2. 
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disehe Funktion. Sei fez) eine eindeutige Funktion. Die Grösse ro 
heisst dann eine primitive Periode 142), wenn keine der Grössen ro/n 
(n = 2, 3, ... ) eine Periode von fez) ist. Hat fez) keine weiteren 
Perioden als nur die Grössen kro, (k = + 1, + 2, ... ), so heisst fez) 
eine einfach periodische Funktion; fez) nimmt den ganzen Vorrat 
ihrer Werte in einem Periodenstreifen 143) an. Hat f (z) dagegen ausser 
der primitiven Periode ro noch eine weitere Periode Q, so wird der 
rein imaginäre Teil von Q/ ro von Null verschieden sein 144). Es lässt 
sich dann eine zweite Periode w' so bestimmen, dass eine beliebige 
Periode Q von f (z) sich in der Form Q = m ro + m' w' (m, m' = 0, 
+ 1, + 2, ... ) darstellen lässt, denn sonst könnte man die Existenz 
von unendlich kleinen Perioden nachweisen (Jacobi); die Perioden 
w, w' bilden dann ein primitives Perioden paar. Es ergiebt sich so
mit, dass eine n-fach periodische eindeutige Funktion einer einzigen 
unabhängigen Veränderlichen, welche keine Konstante ist, nicht 
existiert, wofern n > 2 ist 145). Sollen Q = [LW + [L' ro', Q' =VW+V' ro' 
ein zweites primitives Periodenpaar bilden, so ist notwendig und hin
reichend, dass [LV' - [L' V = + 1. Der Flächeninhalt des durch w, ro' 
(oder allgemeiner durch ein beliebiges primitives Periodenpaar) be
stimmten Periodenparallelogramms ist numerisch gleich aß' - a' ß, 
wo w = a + ßi, ro' = a' + ß' i gesetzt sind. fez) nimmt den ganzen 
Vorrat ihrer Werte im Periodenparallelogramm an. 

Um Eigenschaften der doppeltperiodischen Funktionen zu er
schliessen, ging J. Liouville 146) von dem Verhalten der Funktion in 
einem Periodenparallelogramm aus, indem er zeigte, dass in diesem 
Raume der V orrat und die Verteilung der Werte eine ähnliche ist, 
wofern die Funktion eindeutig ist und keine anderen singulären 

1(2) Index proprius, Jacobi, J. f. Math. 13 (1835), p. 55; primitive Periode, 
Weierstras8, Vorlesungen. - Das Forsyth'sche Werk enthält eine ausführliche 
Behandlung der einfach und doppelt periodischen Funktionen; vgl. aber 150). 

1(3) Die beiden Endpunkte des dem Periodenstreifen entsprechenden sichel
förmigen Bereiches auf der Kugel muss man als zwei von einander verschiedene 
Punkte auffassen. Der Bereich greift also im Nordpol der Kugel über sich. 

1(4) Jacobi 142), p. 56. 
1(5) Jacobi 142), p. 61; geometrischer Beweis bei Briot et Bouquet, 1. Aufl., 

p. 76; streng gemacht in der 2. Aufl., p. 233; dieses elegante Verfahren für die 
Feststellung eines primitiven Periodenpaares bei den doppelt periodischen 
Funktionen kann auch mit Vorteil auf den entsprechenden Existenzbeweis für 
eine erste primitive Periode angewandt werden. 

1(6) Vorlesung von Jahre 1847, herausgegeben von Borchardt, J. f. Math. 
88 (1879), p. 277; Liouville, Par. C. R. 32 (1851), p. 450; Briot et Bouquet, 
1. Aufl., livre 2, eh. 4. 
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Stellen im Parallelogramm als Pole hat, wie bei den rationalen 
Funktionen auf der schlichten Ebene bezw. bei den algebraischen 
Funktionen auf der zugehörigen Riemann'schen Fläche. Es sei bei
spielsweise an den Liouville'schen Satz erinnert, dass eine solche 
Funktion f(s), die im Parallelogramm keine Pole 147) oder höchstens 
einen POI146) besitzt, eine Konstante sein muss; sowie an die Sätze, 
a) dass die Summe der Residuen der Funktion ((s) im Parallelogramm 
gleich 0 ist 148)j b) dass die Funktion f(s) jeden Wert im Parallelo
gramm gleich oft annimmt 146), und c) dass zwischen zwei solchen 
Funktionen ((s), 1/1 (13), die zu demselben Parallelogramm gehören, 
eine algebraische Beziehung besteht 149): G (f(z), 1/1 (s)) = O. Das Ge
schlecht dieses algebraischen Gebildes wird entweder 0 oder 1 sein. 
Durch zwei geeignet gewählte Funktionen lässt sich jede andere 
Funktion der hier betrachteten Art rational ausdrücken 146). Ähnliche 
Sätze lassen sich auch für die einfach periodischen Funktionen in 
ähnlicher Weise beweisen 1&0). 

Die periodischen Funktionen lassen sich in einfacher Weise be
handeln, indem man den Fundamentalraum auf eine algebraische 
Riemann'sche Fläche konform abbildet. So lässt sich beispielsweise 
der Periodenstreifen einer eindeutigen Funktion ((s) mit Periode (j) 

21ti 

durch die Transformation w = e r;;-z auf die etwa längs der positiven 
reellen Achse aufgeschnittene w-Ebene abbilden, wodurch denn ((13) 
in eine eindeutige Funktion von w, (JJ (w) übergeht 151). Ist ((s) im 
Endlichen, höchstens mit Ausnahme von Polen, analytisch und nähert 
sich ((s) einem Grenzwert .A resp. B (dabei können A, Bauch = 00 

sein), wenn s, stets im Periodenlrtreifen bleibend, nach der einen resp. 
nach der entgegengesetzten Richtung ins Unendliche rückt, so wird 

147) Par. C. R. 19 (1844), p. 1262. 
148) Hermite, Par. C. R. 32 (1851), p.447. 
149) B1'iot et Bouquet 146). Die Funktion f (z) wird insbesondere mit ihrer 

Ableitung f' (z) durch eine solche Relation verknüpft; Satz von Meray, Briot et 
Bouquet 146). 

150) Briot et Bouquet, 1. Auf!., Nr.67-59, wobei jedoch durch ungenügende 
Berücksichtigung des Verhaltens der Funktion in den unendlich fernen Punkten 
des Periodenstreifens eine zum Teil falsche Formulierung der Sätze sich ergeben 
hat und von späteren Autoren weiter gedruckt ist; vgl. Forsyth, Th. of Functions, 
eh. X; in der 2. Auf!. (1900) hat Forsyth die meisten Fehler verbessert. Richtige 
Darstellung bei Meray, Le90ns nouy. s. l'anal. info U. s. w., 2 (1895), eh. VII, 
sowie bei Burkhardt, Anal. Funktionen, 1, 4. Abschn. (nach Vorlesungen von 
H . ...1.. Schwarz). 

1(1) B'IIII'khardt 160). 

6'" 
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tp (w) eine rationale Funktion von w sein, und umgekehrt 152). Im. 
wesentlichen beruht auf dieser Methode der Beweis des Satzes, dass 
eine eindeutige Funktion f(z) , die für alle endlichen Werte von z 
analytisch ist, in eine für alle Werte von z konvergente Fourier'sche 
Reihe entwickelt werden kann 151): 

a) 21ti 00 IX) 

~ ,,-z ~ 2nnz ~ . 2nnz fez) = ..tt::::.J A"e w =..tt::::.J Bn cos -11)- + ~ On sm -11)_. 

n=-OO ,,=0 ,,=1 

Setzt man nur voraus, dass die Funktion fez) für reelle Werte von 
z reell und analytisch ist und eine reelle Periode ro zulässt, so be
weist man auf dieselbe Weise, dass fez) sich durch eine Fourier'sche 
Reihe mit reellen Koeffizienten Bn, On darstellen lässt. Die Reihe 
konvergiert innerhalb eines die reelle Achse umgebenden Streifens, 
also insbesondere für alle reellen Werte von z gleichmässig. Durch 
eine doppeltperiodische Funktion w = fez), die im Endlichen nur 
Pole aufweist, wird das Periodenparallelogramm auf eine algebraische 
Riemann'sche Fläche vom Geschlecht p = 1 abgebildet. Setzt man 
W = f' (z), so liefert Weine zur Fläche gehörige Funktion. Es 
entsteht so eine ein-eindeutige Beziehung zwischen Sätzen über doppelt
periodische Funktionen, die die Periode von fez) zulassen, und em
deutigen Funktionen auf einem algebraischen Gebilde vom Ge
schlecht 1.15S) 

Durch Umkehrung Abel'scher Integrale (Il B 2) entstehen ein
und mehrdeutige periodische Funktionen. Ist p > 1, so kann die 
Umkehrfunktion niemals eindeutig sein 154). 

Die periodischen Funktionen werden auch dadurch untersucht, 
dass man sie durch gewisse Hülfsfunktionen (etwa durch es resp. durch 
die .ß'- und I1-Funktionen (Il B 6, 7) (Nr. 31)), deren Eigenschaften 
direkt aus den sie definierenden Formeln abgeleitet werden, explicite 
darstellt. - Endlich sei noch auf die Untersuchungen von Rausen
berger155) verwiesen. 

152) Es entsprechen so den Sätzen über einfach periodische Funktionen, 
wie sie von Briot et Bouquet und Meray entwickelt worden sind, wohlbekannte 
Sätze über rationale reep. über eindeutige Funktionen, die h6chstens in den 
Punkten w = 0, 00 wesentliche Singularitäten aufweisen, woraus sich dann auch 
umgekehrt jene Sätze sofort ergeben. V gl. BurkhOll"dt 150). 

153) Vgl. Appell et Goursat, Fonct. alg., p.450. Die Methode ist im wesent
lichen in der Arbeit von Klein enthalten, Math. Ann. 21 (1883), p. 141. 

154) Appell et Goursat 168), p. 435. 
156) Rausenberger, Periodische .Funktionen, Leipzig, 1884. 
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25. Der Fundamentalbereich; zunächst der Bereich 'l:; die 
Ecken. Die Beispiele der periodischen, sowie der elliptischen Modul
und der Schwarz'schen s-Funktionen gaben den Anstoss zu einer 
Ideenbildung, die als Verallgemeinerung des Begriffs der algebrai
schen Riemann'schen Fläche, sei dieselbe als mehrfach überdeckte 
Ebene oder Kugel, sei sie als Ringfläche gedacht, bezeichnet werden 
kann 156). Es handelt sich um die Auffassung eines begrenzten ein
oder mehrblättrigen Bereiches '1:, dessen Begrenzungskurven einander 
paarweise zugeordnet sind, als eine längs 
eines solchen Paares von Begrenzungskurven 
im Sinne der analysis situs geschlossene 
Fläche 157). Demnach soll eine Kurve als 
auf 'l: stetig verlaufend angesehen werden, 
wenn sie, nach Austritt am Randpunkte P 
aus 'l:, am kongruenten Punkte P' wieder 
in 'l: eintritt. Verbindet sie P' mit P, 

Fig.9. 

so ist sie als geschlossen anzusehen. In den einfachsten Fällen 158) 

wird sr schlicht oder doch endlich vielblättrig sein, in einer endlichen 

156) Die in den Nrn.20-27 zu besprechenden Begriffe und Methoden 
bilden eine Weiterführung der Riemann'schen Funktionentheorie und sind zuerst 
von Klein in systematischer Weise dargelegt worden, Math. Ann. 21 (1883), 
p. 141; daselbst ausführliche Litteraturangaben. Dieser Abhandlung war eine 
Reihe von Noten und Arbeiten in den Math. Ann. vom 9. Bande (1875) an 
vorausgegangen (vgl. insbesondere Bd. 14 (1878), p. 111); ferner die Schrift 
"Über Riemann's Theorie" u. s. w. Aus neuerer Zeit sind zu erwähnen: Klein
Fricke, Modulfunktionen 1 j Ritter, Gött. Diss. 1892 = Math. Ann. 41 (1892), p. 1; 
sowie eine Reihe autographierter Vorlesungshefte, Göttingen, von 1890 an; 
Selbstanzeigen in den Math. Ann. 45 (1894), p. 140, und 46 (1895), p. 77. Fricke
Klein, Automorphe Funktionen 1 (1897) u. 2 (1901). Endlich die Lehrbücher 
von Picard, Traite d'anal. 2 und Burkhardt, Funktionentheorie und elliptische 
Funktionen. V gl. auch II B 6 c. 

157) Noch allgemeiner sieht Klein (Math. Ann. 21, p. 146) von der Forde
rung ab, dass :t ein ebener Bereich sei, indem er b10ss eine zweidimensionale 
geschlossene "Riemann'sche Mannigfaltigkeit" voraussetzt, auf welcher ein Diffe
rentialausdruck (resp. Differentialgleichung) zweiten Grades gegeben ist. Die 
Umgebung einer beliebigen (regulär vorausgesetzten) Stelle derselben muss sich 
auf ein Stück der Ebene konform abbilden lassen. - Andererseits beschränkt 
sich Klein in dieser Abhandlung auf algebraische Fundamentalbereiche (Nr.27). 

158) Ausser den oben erwähnten sei noch an folgende Fälle erinnert: a) der 
in Nr. 23 besprochene Riemann'sche Doppelbereichj b) durch ein nicht speziali
siertes überall endliches Abel'sches Integral wird die '11,- blättrige algebraische 
Fläche auf einen aus p übereinander liegenden, in 2 p - 2 Verzweigungspunkten 
zusammenhängenden Parallelogrammen bestehenden Bereich abgebildet. Ein 
solcher Bereich kann auch als Bereich :t dienen j dabei sind die Transforma-
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Anzahl von Verzweigungspunkten zusammenhängen und durch 2n 
Kurven (Oi, On+i, wo Oi und Cn+i sich gegenseitig entsprechen) 
begrenzt sein, die sämtlich als analytisch angenommen werden dürfen 159). 

Des weiteren setzt man eine Transformation voraus: 

(i= 1,2, . .. ,n), 

welche Oi ein-eindeutig in Cn+i überführt, dergestalt, dass die Um
gebungen zweier entsprechender innerer Punkte von Oi, On+i ein
eindeutig und konform auf einander abgebildet werden, während durch 
analytische Fortsetzung der Funktion fJJi(Z) der ganze Bereich % in 
einen ähnlich beschaffenen längs Cn + i an % grenzenden Bereich %Si 
übergeht. Ferner wird verlangt, a) dass jede der Funktionen fJJi(Z) 
sich über jeden der Bereiche % Sk hin (k = 1, 2, . . ., n) analytisch 
fortsetzen lasse und dass das so entstehende an ;tSk stossende Abbild 
%SkSi ähnlich wie % beschaffen sei; b) dass durch die inverse Trans
formation 

Si1 = (z, fJJi 1(z» 

der Bereich % auf einen ähnlich beschaffenen längs 0i an % grenzen
den Bereich %S;1 konform abgebildet werde. Durch weitere Fort
setzungen der Funktionen fJJi (z) sowie ihrer Inversion cpi 1 (z) sollen 
die immer neu entstandenen Bereiche durchweg ähnlich wie % be
schaffen sein. Die n ursprünglichen Funktionen fJJi (z) erzeugen dann 
eine Gruppe 160), durch deren Transformationen die aus allen den Teil
bereichen sich zusammensetzende Riemann'sche Fläche @5 stets in sich 
selbst übergeführt wird 161). Die Teilbereiche sind alle gleichberechtigt 
in Bezug auf die Gruppe. 

tionen Si (unten) Translationen. Vgl. Riemann, J. f. Math. 54 (1857), p. 135 = 

Werke (1. Aufi.), p. 114, wo dieser Bereich der Definition des algebraischen Ge
bildes zu Grunde gelegt wird. 

159) Die einander entsprechenden Paare von Kurven Ci' Cn+ i können, 
wie die auf einer gewöhnlichen Riemann'schen Fläche gezogenen Querschnitte, 
beliebig (wenigstens innerhalb vernünftiger Grenzen) verschoben werden; auf die 
ihre Punkte eina~~er zuordnende Transformation (z, fJJi(Z» (vgl. unten) kommt 
es allein an. - Ubrigens braucht die Anzahl dieser Kurven durchaus keine 
endliche zu sein. Uber diesen allgemeineren Fall liegen noch keine Unter
suchungen vor. 

160) Dieser auf Riemann zuri'ickgehende Begriff der Gruppe ist erst von 
Klein und - allerdings nicht unmittelbar von dieser Seite her - von Poincare 
zu einem Hauptmoment erhoben worden; vgl. ~65). 

161) Ist eine Transformation Si periodisch: Sm = 1, so lässt man gewöhn

lich den Bereich ':tS'f' mit dem Bereich ':t zusammenfallen. 
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Schneiden sich zwei Begrenzungskurven, so entsteht eine reguläre 162) 

Ecke A von '!, wenn, kurz gesagt, die Umgebung von A sich ein
eindeutig und konform auf die Umgebung eines Punktes 0 einer 
Ebene abbilden lässt. Ausführlicher: Stossen zunächst in A zwei 
einander entsprechende Kurven Oi, On+i zusammen, so nehme man 
auf denselben zwei einander entsprechende in der Nähe von A ge
legene Punkte P, P' an und verbinde P, P' mit einander. Das so 
gebildete krummlinige Dreieck AP P' muss sich dann auf einen 
schlichten längs einer analytischen Kurve 0 Q (die stets als Gerade 
angenommen werden darf) aufgeschnittenen Bereich einer Ebene ein
eindeutig und konform abbilden lassen und zwar so, dass die Seiten 
AP, AP' in die doppeltzählende Linie OQ in der Weise übergehen, 
dass zwei entsprechende Punkte dieser Seiten in übereinander liegende 
Punkte von 0 Q übergeführt werden. Stossen dagegen in der Ecke A 
zwei Kurven Oi, Cn+k zusammen, die einander nicht entsprechen, so 
wird noch ein in der Umgebung von A gelegenes Stück des benach
barten Bereiches '!Sk herangezogen. Entsprechen die Punkte der 
nicht mit On+k zusammenfallenden Begrenzung dieses Stückes den 
Punkten von Oi noch nicht, so geht man weiter, bis man schliesslich 
nach Heranziehung einer endlichen Anzahl solcher Stücke zu einem 
gelangt, dessen eine Begrenzung der Kurve Oi entspricht. Dann ver
bindet man zwei zusammengehörige Punkte P, P' dieser Begrenzungen 
miteinander und stellt bezüglich dieses krummlinigen Dreiecks AP P' 
dieselbe Forderung wie vorhin. - Durch diese Abbildung wird die 
Umgebung der Ecke A in ihren Cinblättrigen Zustand versetzt. 

26. Fortsetzung; Funktionen auf '!; Definition des Funda
mentalbereiches. Wird fez) als eine Funktion auf'! aufgefasst, so 
wird fez) in einer regulären Ecke A als analytisch bezeichnet, wenn 
a) f(z) innerhalb des Bereiches AP P' (Nr.25) analytisch ist und 
b) nachdem die Umgebung von A in ihren einblättrigen Zustand ver
setzt ist, f(z) in eine im einblättrigen Bereich eindeutige und analy
tische Funktion übergeht 163). Verschwindet f(z) in A, so wird die 
Ordnung des Nullpunktes als die Ordnung des Nullpunktes der trans
formierten Funktion im entsprechenden Punkte des einblättrigen Be
reiches definiert. Eine ähnliche Definition gilt auch für Pole. 

Als eine zum Bereich'! gehörige Funktion f(z) wird jede analy
tische Funktion definiert, die überall da auf % eindeutig ist, wo sie 

162) Auf die Existenz nicht reguliirer Ecken hat Klein in dem besonderen 
Fall der hyperbolischen Ecken aufmerksam gemacht, Math. Ann. 40 (1892), p. 130. 

163) Klein, Math. Ann. 21 (1883), p. 14\). 
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definiert ist, und jede der n Transformationen qJ;(z) in sich (NI'. 24:) 
zulässt. Dazu genügt, dass fez) in :t eindeutig und im allgemeinen 
analytisch ist, und ausserdem in zusammengehörigen Randpunkten 
von :t den nämlichen Wert annimmt. Eine solche Funktion ist lll

variant in Bezug auf die Gruppe. 
Existiert eine zum Bereich :t gehörige Funktion fez) und er

streckt sich der Definitionsbereich von fez) (NI'. 13) nicht über @I 

(NI'. 25) hinaus, so bildet :t einen Fundamentalbereich 164) für die 
Funktion fez). 

Der Theorie der automorphen Funktionen (11 B 6 c), wie sie von 
der Göttinger Schule entwickelt wird, liegt der Begriff des Funda
mentalbereiches als definierendes Element zu Grunde 165). In der 
Theorie der Minimalflächen, namentlich im symmetrischen Falle 
(NI'. 27), spielt dieser Begriff auch eine Hauptrolle 166). 

Im Gauss'schen Nachlass 167) hat sich die Figur für die elliptische 
Modulfunktion i-1k2(ro) nebst Bemerkungen gefunden, aus welchen 
man ersieht, dass Gauss den Begriff des Fundamentalraumes für die 
Funktion gehabt hat. Auch die analytische Fortsetzung durch An
einanderreihung solcher Räume ist durch die den Kreisbogendreiecken 

mit den Winkeln (: ' :' :) zugehörige Figur angedeutet168). Schwarz 

164) Klein 16S). Die Bezeichnung Fundamentalpolygon hatte Klein auch 
früher gebraucht, Math. Ann. 14 (1878), p. 133. - Dass die letztere Bedingung 
nicht notwendig eine Folge der ersteren ist, beweist das Beispiel von Klein 16,), 
Art. II. 

165) Einem Bericht von Poincare über seine auf automorphe Funktionen 
sich beziehenden Untersuchungen hat Klein die Note beigefügt: "Vielleicht ist 
es gut, diesen kleinen Bemerkungen noch eine allgemeinere zuzugesellen und 
bei vorliegender Gelegenheit zu konstatieren, dass alle die hier in Frage 
kommenden Untersuchungen, und zwar sowohl diejenigen, welche ein geo
metrisches Gepräge besitzen, als auch die mehr analytischen, die sich auf die 
Lösungen linearer Differentialgleichungen beziehen, auf Riemann'sche Ideen
bildungen zurückgehen. Der Zusammenhang ist ein so enger, dass man be
haupten kann, es handele sich bei Untersuchungen im Sinne des Hrn. Poincare 
geradezu um die weitere Durchführung des allgemeinen funktionentheoretischen 
Programms, welches Riemann in seiner Doktordissertation aufgestellt hat"; 
Math. Ann. 19 (1881), p. 564. Vgl. dazu Poincare's Zustimmungs erklärung, 
Math. Ann. 20 (1882), p. 53; ferner den Brief von Schottky an Klein, Math. 
Ann. 20 (1882), p. 299 und Klein, Math. Ann. 21 (1883), p. 143, Fussnote. 

166) Riemann, Werke, 1. Auft., p. 283; Weierstrass, Berl. Ber. 1866, p. 612 
u. p. 855; Vorlesungen an der Berliner Universität von 1860 an. Schwarz IBO). 

167) Werke 3 (1866), p. 477-478. 
168) Werke 8 (1900), p. 99. Ein demnächst erscheinendes Riemann'sches 

Vorlesungsheft über lineare Differentialgleichungen vom S.-S. 1859 enthält eine 



27. Der algebraische Fall; symmetrische Riemann'sche Flächen. 73 

legte seinen Untersuchungen über die hypergeometrische Reihe 169) die 
geometrische Methode des Fundamentalbereiches zu Grunde und ent
deckte somit durch die Betrachtung des Kreisbogendreiecks und dessen 
Reproduktion durch Symmetrie die eindeutig umkehrbaren Dreiecks
funktionen; damit gab er auch zugleich die Grundlage für die geo
metrische Theorie des speziellen Falles der elliptischen Modulfunktionen. 

27. Der algebraische Fall; symmetrische Riemann'sche Flächen. 
Hat % eine endliche Anzahl von Blättern, die in einer endlichen An
zahl von Verzweigungspunkten zusammenhängen, und sind ferner die 
Ecken, falls welche vorhanden sind, alle regulär, so lässt sich % in 
ähnlicher Weise wie früher die n-blättrige im gewöhnlichen Sinne 
geschlossene algebraische Fläche (Nr. 22) durch eine endliche Anzahl 
von Kalotten "dachziegelarlig überdecken" (Nr. 21) und somit weist 
man durch die kombinatorischen Methoden 170) die Existenz von Funk
tionen nach, die in einer ähnlichen Beziehung zu % stehen wie früher 
die Abel'schen Integrale und die algebraischen Funktionen zu jener 
algebraischen Fläche, indem sie sich auf %, abgesehen von Polen und 
logarithmischen Singularitäten, allenthalben analytisch verhalten. Die 
zu % gehörigen Funktionen darunter entsprechen den durch die Fläche 
von Nr.22 definierten algebraischen Funktionen und jede derselben 
bildet den Bereich % auf eine gewöhnliche mehrblättrige algebraische 
Fläche ein-eindeutig und im allgemeinen konform ab 171). Es liegt 
nahe, einen solchen Bereich % als algebraischen Fundamentalbereick 
und die zugehörigen Funktionen, die keine anderen Singularitäten als 
Pole besitzen, als algebraische Funktionen auf % aufzufassen, wobei 
denn die anderen soeben erwähnten Funktionen die Rolle von Abel-

Figur, die die Aneinanderreihung dreizipfeliger Kreisbogendreiecke zeigt; vgl. 
Klein, Gött. Nachr. 1897, p. 190. 

169) J. f. Math. 7& (1873), p. 292 = Werke 2, p.211. - Wegen des drei
zipfeligen Kreisbogendreiecks vgl. p. 241. 

170) V gl. Ritter 156). Picard, TraiM d'anal. 2, ch. 16. - V gl. auch die 
Untersuchungen von Ritter über "die Stetigkeit der automorphen Funktionen 
bei stetiger Abänderung des Fundamentalbereiches". Math. Ann. 45 (1894), p.473 
u. 46 (1895), p. 200. 

171) Bezüglich solcher Funktionen lassen sich ähnliche Sätze aussprechen 
und durch Herumintegrieren beweisen, wie bei den periodischen Funktionen, 
Nr. 24:. Während jedoch dort die Funktion als von vornherein vorhanden an
gesehen und der Fundamentalraum hinterher der l!'unktion angepasst wurde, 
bildet dagegen hier der Fundamentalbereich geradezu das definierende Element, 
aus dem die Funktion erst entwächst, und das ist eben das wesentliche an dem 
Riemann'schen Begriff der Riemann'schen Fläche. 
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schen Integralen auf % spielen. Das Geschlecht dieses Fundamental
bereiches ist von Klein 172) berechnet worden. 

Gestattet der Bereich % eine mit Umlegung der Winkel kon
forme ein-eindeutige Transformation in sich, die einmal wiederholt 
zur Identität zurückführt, so heisst % ein symmetrischer 173) Funda
mentalbereich. Ein derartiger Bereich entsteht insbesondere dadurch, 
dass man von einem durch Kreisbogen (resp. Vollkreise) begrenzten 
Bereich ausgeht und denselben an jedem Begrenzungskreis spiegelt. 
Jeder der neuen Bereiche wird dann wiederum an jedem neuen Be
grenzungskreis gespiegelt, u. s. w. Fasst man irgend zwei benach
barte der so entstandenen Bereiche zu einem einzigen Bereiche % zu
sammen, so bildet % einen symmetrischen automorphen Fundamental
bereich. Die Existenzbeweise lassen sich auf symmetrischen alge
braischen Fundamentalbereichen dadurch führen, dass die Hälfte des 
Doppelbereiches etwa auf die obere, falls p> 0, mehrfach überdeckte 
Halbebene konform abgebildet wird (vgl. NI'. 21, 23). 

28. Parameterdarstellung durch eine uniformisierende Variable. 
Von Poincare und Klein ist der Satz 174) entdeckt und bewiesen worden, 
dass sich irgend zwei durch eine irreducible algebraische Gleichung ver
knüpfte Grössen durch zwei eindeutige (automorphe) Funktionen eines 
Parameters t: Z = fJJ(t), w = tfJ(t) darstellen lassen, und zwar so, 
dass die Riemann'sche Fläche für die Funktion w = fez) auf einen den 
Funktionen pet), tfJ(t) eigenen Fundamentalraum der t-Ebene ein
eindeutig und, abgesehen von Verzweigungspunkten resp. regulären 
Ecken (wofern der Fundamentalraum überhaupt Ecken aufweist), 
konform abgebildet wird. 

Ein ähnliches Theorem für eine beliebige mehrdeutige Funktion 
anzustreben, war der Zweck einer Untersuchung von PoincanP75), der 
den Satz bewies: Es sei w = fez) eine beliebige analytische Funktion 
von z; dann existieren stets zwei Funktionen, fJJ (t), tfJ (t) eines Para
meters t, die wie folgt beschaffen sind: a) die Funktion fJJ (t) ist 
eindeutig und ihr Definitionsbereich T liegt innerhalb des Einheits
kreises der t-Ebene; in T verschwindet fJJ'(t) nirgends; b) in T ist tfJ(t) 
analytisch; c) setzt man 

172) Math. Ann. 21 (1883), p. 152. 
173) Klein, Über Riemann's Theorie u. s. w., p. 72 und 172), p. 168. 
174) V gl. II B 6 c. Litteraturangaben bei Klein, Math. Ann. 21 (1883), 

p. 142-143. 
175) Poincare, BuH. soc. math. 11 (1883), p. 112; Osgood, N. Y. BuH. (2) 

5 (1898), p. 69, und Amer. Trans. 1 (1900), p. 314, wo Poincare's Resultate ge
nauer präzisiert sind. 
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z=fJi(t), W = '!/J(t), 
so stellen diese Gleichungen das ganze analytische Gebilde w = fez), 
höchstens mit Ausnahme gewisser isolierter Punkte, dar. Genauer 
gesagt: Sei to ein beliebiger Punkt von T; dem Punkte to wird eine 
Stelle Zo der Riemann'schen Fläche ilir die Funktion fez) durch die 
erste Gleichung zugeordnet, deren Umgebung schlicht und auf die 
Umgebung des Punktes to konform bezogen ist, während die den 
Punkten dieser Umgebung entsprechenden Funktionswerte w durch 
die zweite Gleichung dargestellt werden. Umgekehrt, sei Zo eine be
liebige Stelle der Riemann'schen Fläche für fez); dann lässt sich fez) 
in der Umgebung dieser Stelle im allgemeinen durch die vorher
gehenden Gleichungen darstellen, indem es im allgemeinen einen oder 
mehrere Werte to giebt, welche gleichzeitig den Gleichungen genügen: 
Zo = fJi(t), f(zo) = '!/J(t). Ausnahmen treten nie ein, wenn es minde
stens drei Punkte auf der Kugel giebt: z = a, b, c, in denen kein 
Zweig von fez) analytisch ist. Sonst wird es einen Wert z = a 
(bezw. zwei oder drei solche Werte) geben, in dem mindestens ein 
Zweig von fez) analytisch ist, während die Gleichungen a = fJi(t), 
f(a) = '!/J(t) doch nicht gleichzeitig befriedigt werden können. 

Durch dieses Verfahren wird die Umgebung eines Verzweigungs
punktes oder Poles von fez) niemals auf die Umgebung eines innern 
Punktes von T bezogen. Über die Abbildung in der Umgebung einer 
Ecke von T giebt der Satz keinen Aufschluss. 

Der Beweis des Satzes beruht auf der Möglichkeit, eine unend
lich vielblättrige Riemann'sche Fläche, in welcher fez) analytisch ist, 
auf einen schlichten, innerhalb des Einheitskreises gelegenen einfach 
zusammmenhängenden Bereich T ein-eindeutig und konform abzubilden. 
Da jeder schlichte einfach zusammenhängende Bereich T auf das 
Innere eines Kreises ein-eindeutig und konform abgebildet werden kann 
(Nr. 19 118), so kann man die Funktion fJi(t) stets so bestimmen, 
dass ihr Definitionsbereich aus dem Innern eines Kreises besteht. 
Diese Funktion wird dann im allgemeinen eine automorphe sein und 
zwar stets dann, wenn einer einzigen Stelle des analytischen Gebildes 
der Funktion w = fez) unendlich viele Punkte von T entsprechen. 

Picard 176) hat folgenden Satz gefunden: Genügen die eindeutigen 
Funktionen fJi (z), '!/J (z) einer irreduziblen algebraischen Gleichung vom 
Geschlecht p> 1: G(fJiez), '!/Jez) = 0, so können dieselben keinen 
isolierten wesentlichen singulären Punkt haben. 

176) Darb. Bull. (2) 7 (1883), p. 107; der Beweis ist ungenügend. Acta 
math. 11 (1887), p. 1. 
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29. Der Pica.rd'sche Sa.tz. Nachdem Weierstrass ll8) gezeigt hatte, 
dass eine ganze transcendente Funktion in der Nähe des Punktes 
z = 00 jedem Wert beliebig nahe kommt, bewies E. Picard 177) zu
nächst den Satz: Ist G (z) eine ganze Funktion von s, die keine Kon
stante ist, so kann es höchstens einen Wert geben, den G(s) nirgends 
annimmt. Diesen Satz hat er dann wie folgt verallgemeinert: In 
der Umgebung des Punktes s = a soll die Funktion fez), vom Punkte 
a selbst und eventuell von Polen abgesehen, eindeutig und analytisch 
sein. Hat fez) dort unendlich viele Pole, so kann es höchstens zwei 
Werte geben, die f(z) in der Umgebung des Punktes a nicht an
nimmt. Sind dagegen keine Pole vorhanden, während f(z) im Punkte 
a eine wesentliche singuläre Stelle besitzt, so kann es höchstens 
einen Wert geben, den fes) in der Umgebung von a nicht an
nimmt. 

Durch die Untersuchungen von Hadamard und BoreZ hat der 
Satz neuerdings noch eine weitere Verallgemeinerung erfahren 178). 

ID. Untersuchung der analytischen Funktionen mitte1st ihrer 
Darstellung durch unendliche Reihen und Produkte. 

30. Weierstrass. Bereits Lagrange, durch den in der damaligen 
Infinitesimalrechnung herrschenden Mangel an Strenge veranlasst, eine 
neue Grundlage für die Analysis zu suchen, hatte sich zu diesem 
Zweck der Methode der Potenzreihen bedient. Zu der Zeit fehlte 
jedoch jede scharfe Umgrenzung des Funktionsbegriffs, sowie der 
Grundbegriffe in der Analysis überhaupt, nicht weniger, als alle 
strengen Untersuchungen über die unendlichen Reihen, und dieses 
unentbehrliche Substrat für seine Theorie versäumte Lagrange her
zustellen. Fast ein halbes Jahrhundert später nahm Weierstrass den
selben Ausgangspunkt, wie damals Lagrange, und das Resultat seiner 
Forschung war eine neue Theorie der analytischen Funktionen, die 
in Bezug auf die genaue Fassung der Grundbegriffe und die Strenge 
der Methoden den Anforderungen der Jetztzeit völlig entspricht 179). 

177) Par. C. R. 88 (1879), p. 1024 und 89 (1879), p. 745; Ann. ec. norm. 
1880, p. 145. 

178) Hadamard, J. de math. (4) 9 (1893), p. 188, Nr. 15-17; Borel, Aeta 
math. 20 (1897), p. 357; Fonctions entieres, eh. V. 

179) Verschiedene Andeutungen finden sich in den bereits zitierten Ab
handlungen. Die Theorie ist jedoch erst durch die Vorlesungen an der Berliner 
Universität von 1860 an bekannt geworden; vergl. die Darstellung bei Pincherle, 
Giorn. d. mat. 18 (1880), p. 178 u. 317; sowie Biermann, Analytische Funktionen, 
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Aber auch in der Theorie der Funktionen reeller Veränderlicher lenkte 
Weierstrass's durchgreifende Kritik die Aufmerksamkeit auf manche 
ungenaue Auffassung und lückenhafte Sehlussweise 180), während er 
konstruktiv die Analysis durch das Prinzip der gleichmässigen Konver
genz (NI'. 6) bereicherte. Seinem Einfluss verdankt man in hohem 
Masse die strenge Begründung der Infinitesimalrechnung, deren wir 
uns heute freuen und durch welche es allein möglich war, die Cattchy
Riernann'sche Funktionentheorie einwandfrei zu entwickeln 181). 

Mit besonderem Erfolg hatte Weierstrass die Methode der Reihen
und Produktentwicklungen auf die Untersuchung eindeutiger Funk
tionen einer und mehrerer Veränderlichen angewandt. Aus einer Ab
handlung vom Jahre 1876 ist eine Reihe wichtiger Arbeiten hervor
gegangen, die in der Folge besprochen werden. 

31. Der Weierstrass'sche Satz. Eine ganze rationale Funktion 
G (z) mit den Nullpunkten zv' .. , zm kann durch die Formel 

m 
G(z) =IIZ-Zn 
G(a) n=l a - Zn 

dargestellt werden. Diese Formel auf ganze transcendente Funktionen 

und die heiden Werke von Harkness und JJforley. Der 3. und 4. Band der ges. 
Werke sollen diese Vorlesungen enthalten. - Wegen lVeierstruss's wissenschaft
licher Leistungen vgl. Hübert, Gött. Nachr. (gesebftl. Mitt.) 1897, p. 60; Poincare, 
Acta math. 22 (1898), p. 1; Lampe, Gedächtnisrede, Verbandl. phys. Ges. Berl. 
5. März 1897 = Jahresbel'. Deutsch. Math. -Vereinig. 6 (1899), p. 27; Killing, Rede, 
Natur und Offenbarung 43 (1897); ferner Fortschritte der Math. 28 (1897), p. 32. 

Unabhängig von Weierstruss hat auch C. JJIiray (vgl. Litteraturverzeichnis) 
in Frankreich die Theorie der analytischen Funktionen auf Grund ihrer Definition 
durch die Potenzreihe entwickelt. V gl. A. H~tnvitz, Verhdlgn. Kongr. Zürich 
1898, p. 106. 

180) Man vgl. insbesondere seine Vorlesungen über Variationsrechnung. 
181) Trotzdem konnte lVeierstrass selbst sich mit dieser Theorie nicht zu

frieden geben. Die Integration erschien ihm als ein zum Zweck des systema
tischen Aufbaus der Funktionentheorie unbefriedigender Prozess; vgl. Werke 2, 
p. 235. Indem er seiner Theorie die Methode der Potenz reihen zu Grunde 
legte, wurde die Anzahl der Grenzprozesse, auf denen dieselbe ruhte, allerdings 
eine beschränktere. Allein das konnte nur auf Kosten einer naturgemässen Ent
wicklung der Theorie geschehen, denn es liegt einmal im Wesen der Sache, 
dass gewisse Teile der Theorie sich der Behandlung mitte1st des Grenzprozesses 
der Integration leichter und natürlicher fügen. Es sei beispielsweise an den 
Beweis des Laurellt'schen Satzes, sowie des Satzes, dass auf dem Konvergenz
kreis einer Potenzreihe mindestens ein singuHtrer Punkt der Funktion liegen 
muss; ferner an den Simurt'schen Beweis des Wderstrass'schen Satzes von 
Nr. 4& erinnert. 
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mit unendlich vielen Nullpunkten zu verallgemeinern, ist Cauchy I8't) 

in gewissen Fällen vermittelst des Residuenkalkuls gelungen. Das 
von Gauss untersuchte unendliche Produkt: 

r~z) = z 11 {(1 +~) e- zlOg1!n} 
gab Weierstrass den Schlüssel zur Lösung des allgemeinen Problems. 

-zlog l+n 
Indem dieser erkannte, dass der zweite Faktor e n die Konvergenz 
erzeugt, bewies er den Satz 27): Wird eine beliebige Reihe von Grössen 
Zl1 Z2' .•• , vorgelegt, die nur keine im Endlichen gelegene Häufungs
stelle haben, so existiert stets eine ganze Funktion G(z), die in jedem 
dieser Punkte einen Nullpunkt beliebiger Ordnung besitzt und sonst 
nirgends verschwindet. Die allgemeinste solche Funktion GI (z) wird 
durch die Formel gegeben: 

G1 (z) = G(z)eG(zl, 
wo G(z) eine ganze Funktion bedeutet. Der Beweis lässt sich führen, 
indem G (z) durch ein unendliches Produkt VOll Primfunktionen I83): 

TI'" (Z ) EZ~ G(z) = E z' tnn ; E(z, 0) = 1 - z, E(z, m) = (1 - z) er =1 

n=l n 

definiert wird, welches in jedem endlichen Bereich gleichmässig l84) 

182) Exerc. de math. 4 (1829), p. 174. Es ergab sich, dass zu dem Pro

dukt rechts im allgemeinen noch ein Faktor von der Form /1(.) hinzutritt. Die 
direkte Veranlassung zu diesen Untersuchungen bildete bei Cauchy die Dar
stellung der trigonometrischen Funktionen durch unendliche Produkte. Bei 
Weierstrass kamen noch die ./T- und «-Funktionen dazu. 

183) "Ich nenne Primfunktion nach x jede eindeutige Funktion dieser 
Grösse, welche nur eine (wesentliche oder ausserwesentliche) singuläre Stelle 
und entweder nur eine oder gar keine Nullstelle hat. Der allgemeinste Aus
druck einer solchen Funktion ist, wenn die singuläre Stelle mit c bezeichnet 

. (k ) 6(_1 ) . 
wIrd, -- + I e x-c, wo k, I Konstanten bedeuten, und zu beachten 1st, x-c 

dass k auch gleich Null und G (_1_) eine Konstante sein kann." Weie1'
x-c 

strass 2'1) § 1. - Der Einfachheit halber wird angenommen, dass keine der 
Grössen zn verschwindet. 

184) Das unendliche Produkt h (z) (2 (z) ... , wo die Funktionen f .. (z) in 
jedem Punkte eines Bereiches T eindeutig definiert sein mögen, konvergiert in 
T gleichmässig, wenn einer beliebig kleinen positiven Grösse E eine von z unab
hängige positive ganze Zahl m sich so zuordnen lässt, dass für alle Werte von 
Z in T 

(r = 1, 2, ... ) 



31. Der Weierstrass'sche Satz. 79 

konvergiert. Das Produkt konvergiert auch unbedingt. Um ellle 
brauchbare Reihe von Grössen mn zu erhalten, genügt es, mn so an-

00 

zunehmen, dass die Reihe ~r;-(mn+1), wo rn = I zn I ist, konvergiert. 
,,=1 

Konvergiert diese Reihe insbesondere, wenn 111n gleich der konstanten 
00 

ganzen Zahl (inkl. 0) E gesetzt wird, während die Reihe .:E r;:E 
n=1 

divergiert, und ist G(z) eine ganze rationale Funktion vom Grade P, 
so heisst die grösste der beiden Zahlen E, P die Höhe 185) der Funktion 
GI (z). - Die Funktion 

sin 7tz=1iz{J' {(l-~)e~} 
hat die Höhe 1, während die Funktion 

er. 

sin %Z = II(l- ~~ 
%Z n'l}' ,,=1 

als Funktion von Z2 betrachtet, die Höhe 0 hat. In seinen Unter
suchungen über die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen 

ist, wenn nur n > In ist. Weierstrass 27) § 2. Für die gleichmässige Konvergenz 
des Produktes ist notwendig und hinreichend, dass die unendliche Reihe 

00 

~log f,,(z) gleichmässig konvergiere. Sind die Funktionen fn(z) alle in T 
n=n' 

analytisch, so wird die durch das Produkt dargestellte Funktion ebenfalls m 
T analytisch sein. V gl. Stolz, Allg. Arithm. 2, p. 245. 

Die Definition der gleichmässigen Konvergenz eines Produktes weicht dem
nach von der allgemeinen Definition der gleichmässigen Konvergenz einer 
Funktion s(z, IX) (Nr. 6) insofern ab, dass Produkte, deren Rest fn+ 1 (z) .... ' fn+r(z) 
gegen 0 konvergiert, wenn r ins Unendliche wächst, wie gross die feste Zahl n 
auch nur angenommen sein mag, nicht zugelassen sind. Solche Produkte sind 
in der komplexen Fnnktionentheorie unbrauchbar und von der Betrachtung 
auszuschliessen, sei es von vornherein durch die Definition, sei es durch spätere 
Festsetzung. V gl. IA 3, Nr.42. 

185) Gem'e nach Lagum're, der die Bezeichnung eingeführt hat, ohne sie 
jedoch explicite zu erklären; vgl. Par. C. R. 94 (1882), p. 160 u. 635 = Oeuvres 1, 
p. 167, 171. Eine Reihe von Sätzen über solche 1<'unktionen sind von ihm und 
anderen abgeleitet worden; Litteraturangaben bei Forsyth, Th. of F., p. 92. 
Das Wort genre giebt v. Schaper mit Höhe wieder, Gött. Diss. 1898. Die 
Dichtigkeit der Nullstellen wird durch die Borel'sche "wirkliche Ordnung" Q 

(ordre j'eel; Borel, Acta math. 20 (1896), p. 357; von v. Schapel' als Konvergenz
exponent bezeichnet) noch schärfer gekennzeichnet. Q ist nämlich diejenige 
Grösse, für welche bei beliebiger Annahme einer positiven Grösse Ii die Reihe 

00 00 

.2'r;(~+·) konvergiert, während die Reihe ~r;(q-·) divergiert. 
n=1 n=1 
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Grösse nahm Riemann 186) an, dass die von ihm eingeführte Funktion 
; (z), als Funktion von Z2 betrachtet, die Höhe 0 habe. Die Richtig
keit dieser Annahme hat zuerst Hadamard (Nr. 36) nachgewiesen. 
Die Weierstrass'schen 0- und die Jacobi'schen .J7-Funktionen haben 
die Höhe 2. 

A.us dem Weierstrass'schen Satze ergiebt sich, dass auch die Pole 
einer eindeutigen Funktion, die sich sonst im Endlichen analytisch 
verhalten soll, beliebig 187) vorgeschrieben werden dürfen. Die all
gemeinste solche Funktion fez), deren Nullstellen ebenfalls beliebig 
vorgeschrieben werden können, wird durch die Formel gegeben: 

fez) = G1 (z) ii(z) 
G2 (z) , 

wo Gi (z), G2 (z) ganze Funktionen sind, die nur in den Nullpunkten 
resp. Polen von fez) verschwinden, und G(z) eine beliebige ganze 
Funktion ist 188). 

32. Der Mittag·Leffler'sche Satz 189). Es möge al , ~, ••• , eine 
beliebige Reihe von Grössen sein, die nur keine im Endlichen ge-

legene Häufungsstelle haben; ferner sei Gn (_1_) irgend eine 
z - "'n 

Funktion von z, die im Punkte an eine (wesentliche oder ausser-
wesentliche) singuläre Stelle hat und sich sonst überall analytisch 
verhält. Dann existiert stets eine eindeutige Funktion von fes), die, 
von den Punkten al , a2 , ••• abgesehen, allenthalben im Endlichen 

analytisch ist und in jedem der Punkte an unstetig wird, wie G n (_1_) , 
Z-"'" 

indem die Funktion fez) - Gn (z 1",) sich im Punkte an analytisch 
n 

verhält. Die allgemeinste solche Funktion f1 (z) wird durch die 
Formel gegeben: f1 (z) = fez) + G(z), wo G(z) eine ganze Funktion 
von z bedeutet. 

186) Bed. Ber. 1869 = Werke, 1. Aufl.., p. 136; 2. Aufl.., p. 145. Vgl. eh. J. 
de la Vallee-Poussin, Sur la fonction t(s) de Riemann, etc., Brüssel1899; Sonder
druck aus den Brux. Mem. cour. 59 (1899), p. 3. 

187) Zunächst bloss ihrer Lage und ihrer Ordnung nach; dass auch ihr 
Hauptteil beliebig angenommen werden kann, besagt eben der Mittag-Leffler'sche 
Satz (Nr. 32). 

188) Weim·strass 27), der den allgemeineren Fall einer eindeutigen Funktion 
mit einer endlichen Anzahl wesentlicher singulärer Stellen behandelt und explicite 
Formeln für die Darstellung einer solchen Funktion gegeben hat. 

189) Mittag-Leffler bewies den Satz zunächst nur für den Fall, dass Gn 
eine rationale Funktion ist; Stockh. Öfv. 84 (1877). Seinen Beweis hat Weier
strass vereinfacht, Berl. Ber. Aug. 1880 = Werke 2, p. 189. - Vgl. ferner 194). 
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33. VeraJ.Igemeinerungen der Sätze vonNr. 31 u. 32. E. Picard l90) 

zeigte zunächst, dass der Weierstrass'sche Satz unter Anwendung 
derselben Beweismethode auf den Fall ausgedehnt werden kann, dass 
bloss lim I a,,1 = 1, I a,,1 9= 1. Ist insbesondere stets I an I < 1, wäh-

n=oo 

rend sich die Punkte a" in der Nähe eines jeden Punktes des Ein
heitskreises häufen, so bildet dieser Kreis eine natürliche Grenze für 
die Funktion 191). Es sei an dieser Stelle auch auf die Poincarl!,'schen 
@-Reihen verwiesen 192). Alsdann hat Mittag-Leffler 19S) den all
gemeinen Satz bewiesen: Es sei eine beliebige isolierte Punktmenge 
Q mit den Punkten al1 a2 , ••• vorgelegt, die n~bst ihrer abgeleiteten 
Menge Q' die Begrenzung eines Bereiches T bilden möge; und es 
seien nl1 nll1 ••• eine beliebige Reihe positiver oder negativer ganzer 
Zahlen. Dann existiert stets eine Funktion, die in T analytisch ist 
und dort nicht verschwindet, in der Umgebung des Punktes ai durch 
die Formel (14 - ai)"i el$(·-a;) darstellbar ist, und somit in jedem 
Punkte von Q' einen wesentlichen singulären Punkt aufweist. 

Den Satz von Nr. 32 hat Mittag-Leffler l94) wie folgt verall
gemeinert: Es sei eine beliebige isolierte Punktmenge Q vorgelegt, 

deren Punkte mit "t, "2' ... bezeichnet seien; ferner sei G" (z 10:) 

(n = 1, 2, ... ) irgend eine Funktion, die nur im Punkte "n eine 
singuläre Stelle besitzt. Dann lässt sich stets ein analytischer Aus
druck bilden, welcher für jeden weder der Menge Q noch deren Ab
leitung q (I A 5, Nr. 1) angehörigen Wert z' von z eine Funktion 
von z definiert, die sich im Punkte 14' analytisch verhält und ausser-

dem im Punkte "" unstetig wird, wie G" & 1 0: ), indem die Diffe-
" 

renz zwischen ihr und dieser Funktion sich dort analytisch verhält. 
In verschiedenen Bereichen kann jedoch der Ausdruck Funktionen 
darstellen, die nicht in einander analytisch fortsetzbar sind 195). Mittag-

190) Par. C. R. 92 (1881), p. 690. 
191) Vgl. auch E. Picard, Par. C. R. 94 (1882), p. 1405. 
192) Verschiedene Noten in den Par. C. R. 92, 93 (1881); vgl. IIB 6c. 
193) Acta math. 4 (1884), p. 32. 
194) Mittag-Leffler 19S), p. 8. Einen ähnlichen Satz hat Goursat in den 

Par. C. R. 96 (1883), p. 567 ausgesprochen. Vgl. auch Appell, Acta math. 1 
(1882), p. 145. 

195) Weierstrass hatte bereits gezeigt, dass ein und derselbe analytische 
Ausdruck in verschiedenen Bereichen verschiedene analytische Funktionen dar
zustellen vermag; vergl. Berl. Ber. 12. Aug. 1880, § 3, sowie ibid. 21. Febr. 1881 
= Werke 2, p. 208, § 3, u. p. 231. E. Schroeder war auf eine Reihe gestossen: 

Encyklop. d. math. Wissensch. II 2. 6 
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Letfler behandelt ferner den Fall, dass die singulären Stellen (resp. 
ein Teil davon) einer eindeutigen analytischen Funktion durch die 
Zahlen der ersten oder zweiten Zahlenklasse (I A 5) abzählbar sind 
und leitet Formeln für die Darstellung einer solchen Funktion ab. 
Dabei findet die Cantor'sche Theorie der Punktmengen eine Anwen
dung in der Analysis 196). - Auf eindeutige Funktionen auf einer 
algebraischen Riemann'schen Fläche sind die in dieser Nummer be
sprochenen Sätze 197) von P. Appell ausgedehnt. 

34:. Funktionen mit vorgegebenem Deftnitionsbereich. Weier
strass hat den Satz ausgesprochen 198): Gegeben sei ein beliebiger 
Bereich Ti dann existieren stets eindeutige Funktionen, die in jedem 
Punkte von T analytisch sind und in jedem Begrenzungspunkte von 
T einen singulären Punkt haben. Beweise sind unter gewissen ein
schränkenden Voraussetzungen von H. Poincare und E. Goursat ge
geben worden 199). In seiner vollen Allgemeinheit ist der Satz erst 
von Runge 200) bewiesen worden. Die Bunge'sche Methode beruht 

j"1/(Z2"_Z-2"), die gegen den Grenzwert z/(z-1) resp. 1/(z-1) kon-
70=0 

vergiert, je nachdem I z I< 1 oder I z I> 1 ist; Zeitschr. Math. Phys. 22 (1876), 
p. 184. Diese Reihe kommt bereits bei A. de Morgan, Diff. and Int. Calculus, 
London 1842, p. 229 vor und ist mit einem speziellen Fall der später von 
J. Tannery gegebenen Reihe eng verwandt; Weierstrass a. a. O. 21. Febr. 1881. 
Andererseits hatte Hm·mite bemerkt, dass die Cauchy'sche Integralformel, welche 
innerhalb 0 die Funktion fez) darstellt, ausserhalb 0 stets den Wert 0 ergiebt; 
vgl. auch die Arbeit von Runge 200). Mit dem Auftreten natürlicher Grenzen ist 
das soeben erwähnte Verhalten analytischer Ausdrucke nicht notwendig ver
knüpft. - Litteraturangaben über diesen Gegenstand bei Hurwitz 179). 

196) Über diese Untersuchungen referiert Hurwitz 179). 
197) Acta math. 1 (1882), p. 109, 132. 
198) Berl. Ber. 12. Aug. 1880, § 6 = Werke 2, p. 223. Von dem Grad der 

Allgemeinheit dieses Theorems bekommt man einen Begriff, wenn man bedenkt, 
dass die Begrenzung eines Bereiches T nicht einmal vom Inhalt Null zu sein 
braucht und dass sie Punkte enthalten kann, denen man sich längs einer stetigen 
in T gelegenen Kurve nicht nähern kann 118). Einfache Beispiele von Punkt
mengen ersterer Art habe ich im Cambridger Colloquium angeführt, N. Y. Bull. 
(2) 5 (1898), Lecture VI, p. 82. 

199) Poincare, Fenn. Acta 12 (1881), p. 341; wieder abgedruckt im Amer. 
J. of Math. 14 (1892); vgl. auch Hermite, Cours d'anal, 4. Aufl.., p. 171; Gowl"sat, 
Par. C. R. 94 (1882), p. 715; sowie Darb. Bull. 22 (1887), p. 109. Diese Beweise, 
welche im Grunde mit einander identisch sind, lassen sich leicht verallgemei
nern; vgl. Osgood, N. Y. Bull. (2) 5 (1898), p. 14. 

200) Acta math. 6 (1885), p. 229. Ein von Stäckel gegebener Beweis ist 
lückenhaft; J. f. Math. 112 (1893), p. 262. - Mittelst der Runge'schen Methode 
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darauf, eine Funktion, die in einem gewissen Bereich eindeutig und 
analytisch ist, annäherungsweise durch eine rationale Funktion dar
zustellen 201); durch eine geeignete Reihe rationaler Funktionen wird 
dann die betreffende Funktion definiert. 

Üb ein ähnliches Theorem für eine beliebige Riemann'sche Fläche 
als Definitionsbereich einer als vorhanden nachzuweisenden Funktion 
existiert, ist noch nicht entschieden. Durch die Poincare"schen Unter
suchungen (Nr.28) wird der Existenzbeweis in gewissen sehr allge
meinen Fällen geliefert 202). 

35. Auf dem Konvergenzkreis gelegene singuläre Punkte, ins
besondere Pole, und die Koeffizienten der Potenzreihe. Ist 

ao + a1 z + a2 z2 + ... 
eine beliebig angesetzte Potenzreihe und betrachtet man die erste 
Ableitung der Punktmellge I va: I, so ist der Maximalwert dieser ab
geleiteten Menge gleich dem reciproken Wert des Radius R des Kon
vergenzkreises 203) der Reihe. Soll die Reihe insbesondere für alle 
Werte von z konvergieren, so ist notwendig und hinreichend, dass 204) 

lim I va: I = 0. Damit ein auf dem Konvergenzkreise beliebig ge-
n=Ct;I 

legener Punkt Zo ein singulärer Punkt der Funktion sein soll, ist not
wendig und hinreichend, dass der Konvergenzkreis der Taylor'schen 

00 

Reihe: L: f(n) (Zl) (z: ;1t, wo Zl einen innern Punkt des Radius (0, zo) 
1L=O 

bedeutet, den Radius R - I Zl I habe. Daraus hat Hadamard 205) eine 

lässt sich auch eine Reihe von Sätzen über die DarsteIlbarkeit eindeutiger 
Funktionen durch Reihen beweisen; so z. B. der Satz: Besteht die Begrenzung 
des Definitionsbereiches der eindeutigen Funktion f(z) aus einem Stück (d. h. 
aus einer zusammenhängenden Punktmenge) und ist a ein beliebiger Punkt der, 

Begrenzung, so ist f(z) durch eine Reihe darstellbar: f(z) = n~ G n ~ 1 a)' wo 

G n (w) eine ganze rationale Funktion von w bedeutet. Leichte Verallgemeine
rung für eine beliebige Funktion. 

201) Dazu bietet die Cauchy'sche Integralformel die Mittel; vgl. Nr. 38. 
202) Vgl. Osgood 198), p. 73. 
203) Unter "Konvergenzkreis" soll hier stets der wahre Konvergenzkreis 88) 

verstanden werden. 
204) Cauchy, Anal. alg. (1821), p. 59, 143, 151 = Oeuvres (2) 3, p. 63, 129, 

136; Resumes anal. (1833), p.47 = Oeuvres (2) 10, p. 57. Vgl. auch IA 3, Nr. 23. 
Der Satz ist von Hadamard 2Q5) von neuem entdeckt. 

205) J. de math. (4) 8 (1892), p. 101; Anwendung auf die Weierstrass'sche 
00 

Funktion, ~ bn zen. Eine allgemeinere Bedingung ist später von Fabry ent
'11=0 

6* 
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hinreichende Bedingung abgeleitet, dass die singulären Punkte von 
fez) auf dem Konvergenzkreise überall dicht liegen und somit diese 
Kurve ganz ausfüllen. Die von Fabry ausgesprochene Ansicht, dass 
die durch eine Potenzreihe definierten Funktionen ihren Konvergenz
kreis im allgemeinen zur natürlichen Grenze haben, ist später von 
BoreZ und Fabry bestätigt worden 205&). 

Nachdem Darboux 206) den Koeffizienten der Potenzreihe eine not
wendige Bedingung entnommen hatte, dass die Funktion fez) auf dem 
Konvergenzkreise einen Pol, aber keinen weiteren singulären Punkt 
dort besitze, leitete Hadamard 201) eine durch die Koeffizienten aus
gedrückte notwendige und hinreichende Bedingung ab, dass fez) eine 
beliebige Anzahl von Polen je beliebiger Ordnung, sonst aber keinen 
singulären Punkt auf dem Konvergenzkreise aufweise. Diese Bedingung 
dehnte er dann auf den Fall aus, dass fez) noch in einem grösseren 
Kreise, insbesondere überhaupt im Endlichen keine anderen singulären 
Punkte als Pole haben soll, und er bestimmte 208) die Pole durch die 
Koeffizienten der Reihe. 

36. Die Nullpunkte einer a.naJ.ytischen Funktion, insbesondere 
einer ganzen Funktion. Ist eine analytische Funktion ""(z) durch 
die Reihe gegeben: 

",,(z) = 00 + 0lZ + 0llZ2 + ... (00 + 0), 

so entsprechen den im Konvergenzkreise gelegenen Nullpunkten von 
""(z) die in demselben Kreise gelegenen Pole der reciproken Funktion: 

fez) = lN(z) = ao + alz + a2z2 +"', 
wo die a's sich rational durch die O's ausdrücken lassen. Es lassen 

wickelt worden, Ann. ec. norm. (3) 13 (1896), p.367. Weitere Litteraturangaben 
bei Hwrwitz 1711). Ausführliches über den Gegenstand dieses und der folgenden 
Paragraphen nebst Litteraturangaben findet sich bei Hadamwrd, La serie de 
Taylor et son prolongement analytique, Paris 1901. 

205&) Fabry 105), p. 399; Borel, Par. C. R. 123 (1896), p. 1051; Fabry, 
Acta 22 (1899), p. 65. 

206) J. de math. (3) 4 (1878), p. 5. DarboUflJ behandelt ferner den Fall 
eines Poles nter Ordnung, sowie gewisser Verzweigungspunkte. 

207) Hadamwrd 105); vgl. auch v. Schaper's Dissertation 185), wo ein einfa.cher 
Beweis Hilbert's mitgeteilt wird. Der allgemeinste Fall wird von v. Schaper 
nicht behandelt. Ferner Van Vleck, Amer. Trans. 1 (1900), p. 293. 

208) Es handelt sich dabei durchweg um die Häufungsstellen gewisser 
Punktmengen, deren Punkte explicite von den a's abhängen. Will man die Pole 
aus diesen Formeln wirklich berechnen, so fehlt vorläufig jede Abschätzung des 
Fehlers. 
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sich somit die Nullpunkte von l/1(z) durch die O's bestimmen (Nr.35 
und 208). 

Diese Resultate wendet Hadamard an, um den Satz 209) zu be
weisen: Es sei 

F(z) = ao + a1 z + a2 z2 + ... 
eine beliebige ganze Funktion. Man bestimme eine Funktion x(n) 
derart, dass, sobald n > mist, 

(a) lan l<",(ln); (ß) x(n+2»x(n+l) 
Iv X (n + 1) = X (n) , 

und setze cp (n) = r X (n). Andererseits mögen die Nullstellen Zl' Z2' ..• 

von F(z) so bezeichnet werden, dass rn+1 > rn , CI zn 1= rn). Dann 
lässt sich jeder positiven Grösse E eine ganze Zahl p, so zuordnen, 
dass 

rn > (1 - E) cp (n) , n > p" 

wofern F(z) überhaupt unendlich viele Nullpunkte besitzt. 
Es ist somit eine obere Grenze für die Anzahl der Nullpunkte 

einer ganzen Funktion gegeben, die in einem Kreise von beliebigem 
(genügend grossem) Radius liegen. Mit der Frage, ob diese obere 
Grenze nicht zu hoch ist, hat sich E. Borel 210) beschäftigt. 

Von der Stärke des Unendlichwerdens der Funktion F(z), wenn 
z = 00 wird, ausgehend ist Schou 211) zu einem Satze gelangt, der 
ebenfalls eine obere Grenze für die Anzahl der Nullpunkte in einem 
grossen Kreise ergiebt: Satz: Ist F(z) eine ganze Funktion von z, 
die der Bedingung genügt: 

I F(z) I < eV(r) , 

wo Ver) eine positive mit r selbst unbegrenzt wachsende Funktion 
von r ist, so gilt für grosse Werte von n die Ungleichung: 

n loges -1) < V (srn) , 

wo s eine beliebige Grösse > 2 ist. 

37. Die Stärke des Unendlichwerdens einer ganzen Funktion, 
die Koeffizienten der Taylor'schen Reihe und die Höhe der Funk
tion. Poincare bewies die beiden Sätze 212): a) Ist F(z) eine ganze 
Funktion von der Höhe E und lässt man z = reepi längs eines be
liebigen Halbstrahles cp = CPo ins Unendliche rücken; nimmt man 

209) J. de math. (4) 9 (1898), p. 202. 
210) Acta math. 20 (1897), p. 857. Bm'el bemerkt ferner, dass in der Ha

damard'schen Formel rn > (1- E) q:>(n) , E < (log n)-t ist. 
211) Par. C. R. 125 (1897), p. 768. 
212) Bull. soc. math. de France 11 (1888), p. 136. 
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" ß d dl' h . d lI'm _lI zE+l -- 0 . t lerner so an, ass, wenn z so unen IC wIr, er IS , 

'" 
SO wird zugieich auch limF(z)ef1 zE+1 =O. b) Ist F(z) ~an#' 

n=Q 
1 

eine ganze Funktion von der Höhe E, so ist lim an n!E+l = O. Es 
n=oo 

ist somit im wesentlichen für die Funktionen endlicher Höhe a) eine 
obere Grenze (nämlich ef1rE+1, I z 1 = r) für die Stärke des Unend
lichwerdens von IF(z)l, wenn z = 00; b) eine obere Grenze für die 
Stärke des Nullwerdens von 1 an I, wenn n = 00, gegeben worden. 

Diese Sätze unter passenden Einschränkungen umzukehren resp. 
ihnen eine genauere Fassung zu geben, war die Veranlassung zu einer 
Reihe neuerer Arbeiten hauptsächlich französischer Mathematiker. 
Hadamard 213) schätzte zunächst die Stärke des Unendlichwerdens 

'" 
einer beliebigen ganzen Funktion F(z) =~an#" wenn z = 00, ab, 

n=O 
indem er zeigte, dass für alle Werte von r> r1 

r 

J"'r(r)d~ {I 1 A t ' z =r; rll ,15= cons., 
IF(z) 1 <Ar'e ro 15, beliebig klein, 

wo die Funktion 1/J (r) lediglich von den Koeffizienten an abhängt. 
Ist insbesondere lanl«n!)-a, (n>m), so ist 

1 F(z) 1 < ellra (H = const.). 

Andererseits leitete Hadamard für ganze Funktionen endlicher Höhe 
eine untere 214) Grenze für den Wert von I F (z) I ab, wenn r = RH 
i = 1,2, ... , und lim Bi = (0 215). 

i=oo 

Umgekehrt, sei 1 F(z) 1 < eV(r). Dann zeigt die Cauchy'sche For

mel: an = 2~if;~; dz, dass 1 an I< r-neV(r) und man erhält eine 
a 

Abschätzung für 1 an I, indem man r einen solchen Wert beilegt, dass 
1 

r-neV(r) zum Minimum wird. Ist insbesondere Ver) = ra-, so ergiebt 
sich, dass 

ean E la 1<--<--n = (rxn)"n n !a-o' n>m, 15,8 beliebig klein. 
00 

Nun geht Hadamard weiter, indem er den Satz beweist: Ist F(z) =~anzn 
n=O 

213) Hadamard !09), p. 172-178. 
214) a. a. O. p. 204. 
215) Über eine ähnliche .Abschätzung im allgemeinen Fall hat Borel uO) 

Untersuchungen angestellt. Vgl. auch v. Schaper's Dissertation 185). 
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eine beliebige ganze Funktion von z, deren Koeffizienten an die Be
dingung I an I <n!-a, n > m, geknüpft sind, so ist die Höhe von 
F(z) endlich und nicht grösser als l/a. Damit ist die Umkehrung 
des zweiten Poincare"schen Satzes geleistet, während die Umkehrung 
seines ersten Satzes sich wie folgt aussprechen lässt: Ist Fez) eine 
ganze Funktion von z, die nicht stärker unendlich wird, wenn r = 00, 

als er., d. h. I Fez) I < er\ r> r17 so ist die Höhe von F(z) endlich 
und nicht grösser als .t 216) 

Auf Grund der soeben zitierten Sätze zeichnet sich eine besondere 
Klasse ganzer transcendenter Funktionen aus, die Hadamard'schen 
Funktionen 217), deren Koeffizienten den Bedingungen genügen: 

1) lan l<l/n!a-<1, n>m; 2) lan l>l/n!a+ö, n=ml1 m2 , ••• 

wo a > 0 als Ordnung der Funktion definiert wird und ~ > 0 be
liebig angenommen werden darf. Sie sind Funktionen endlicher Höhe 
und vom Typus er \ d. h. es gilt: 

I F(z) I < e,.l+·, 'r > 'r1 ; limzi = 00, 
i=a::J 

wo al = 1 und E > 0 beliebig angenommen wird. Die zwischen l, 
der Höhe, und dem Konvergenzexponenten Q herrschenden Beziehungen 
sind auch von v. Schaper 185) ermittelt worden. 

38. Annäherungsformeln j Reihenentwicklungen nach Poly
nomen. Bei der Frage nach der angenäherten Darstellung einer ana
lytischen Funktion fez) verlangt man in der Funktionentheorie 218) 

entweder a) dass die Annäherungsfunktion fn(z) in einem oder meh
reren Punkten zo, zl1 ... des Definitionsbereiches von fez) sich dieser 
Funktion möglichst eng anschmiegt, derart dass die Taylor'sche Reihen
entwicklung für den Fehler fez) - fn (z) im Punkte Zi mit dem Terme 
(N;+ l)ten Grades anfängt, wo N;, bei gegebenem n möglichst hoch 
gemacht, bez. vorgeschrieben wird; oder b) dass fn(z) in einem ganzen 
Bereich T' eine gleichmässige Annäherung liefert, indem der Fehler 
fez) - fn(z) in jedem Punkte z von T' dem absoluten Betrage nach 

216) Diese Sätze hat v. Schaper 185) unter einer genaueren Fassung bewiesen. 
217) Die Benennung ist "Von Hilbert vorgeschlagen worden; vgl. v. Schaper 

a. a. O. Alle ganzen transcendenten Funktionen, die bisher in der Analysis eine 
Rolle gespielt haben, sind Hadamard'sche Funktionen. 

218) Annäherungsformeln anderer Art (z. B. die semikonvergenten Reihen) 
erfüllen einen rechnerischen, aber keinen funktionentheoretischen Zweck. Übri
gens dürfen unter den Punkten zo, Zl, . . . auch isolierte Singularitäten von f(z) 
auftreten, wobei dann die Definition der Anschmiegung in leicht ersichtlicher 
Weise abgeändert werden muss. Vgl. unten Mittag-Le{fler und Van Vleck. 
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kleiner als eine beliebige von S unabhängige positive Grösse E bleibt. 
Notwendig und hinreichend für b) ist, dass f., (I!) in T' gleich
mässig gegen fCI!) konvergiert, wenn n ins Unendliche wächst. Die 
Forderung b) braucht im. Falle a) selbst in einer sehr kleinen von n 
unabhängigen Umgebung des Punktes Si nicht erfüllt zu sein, wie 
Beispiele aus der Lehre der Kettenbrüche zeigen 219). In der That 
kann der Kreis um I!i' innerhalb dessen der Fehler die Grösse E nicht 
übersteigt, bei abnehmendem E und zugleich zunehmendem n gegen 
den Punkt I!; zusammenschrumpfen. 

Die einfachsten analytischen Funktionen sind die ganzen und die 
gebrochenen rationalen Funktionen und die einfachste Annäherung 
der ersten Art geschieht mit Hülfe eines Polynoms f(l!) 220). Hier 
kann man stets erreichen, indem man die n + 1 Koeffizienten von 
P.,CI!) so bestimmt, dass 

i=O,l, ... ,n, 
dass die Reihenentwicklung für den Fehler in der Umgebung des 
Punktes I!o mindestens mit dem Terme Cn + l)ter Dimension anfängt: 

fCI!) - P.,CI!) = C.,+1CI! - so)n+1 + .. '. 
In diesem Fall wird auch der Forderung b) in jedem innerhalb des 
Konvergenzkreises gelegenen Bereich T' genügt, und P.,CI!) nähert sich 
der Funktion fCI!) in T' gleichmässig. - Nähert man fCI!) mitte1st 
einer gebrochenen rationalen Funktion P(I!)/Q(I!) an, so wird man 
auf Kettenbruchentwicklungen geführt Cvgl. Nr. 39). Der Forderung a) 
kann man dann stets gerecht werden, der Forderung b) wird dagegen 
im allgemeinen nicht genügt. 

Für die eindeutigen analytischen Funktionen bez. für einen Zweig 
einer mehrdeutigen Funktion hat Mittag-Lelfler 221) im Fall a) An
näherungsformeln gegeben, indem er unendlich viele Punkte Bi zu-

219) Mit Hülfe des Runge'schen Verfahrens (Nr.34:) kann man Beispiele 
zum Belege dieser Behauptung auch direkt aufstellen. 

220) Dieser Gedanke geht auf Newton, Analysis per aequationes numero 
terminorum infinitas, zurück; vgl. H. Pade, Par. These 1892, p. 7 = Ann. ec. 
norm. (3) 9 (1892), p. S 7. An die Lagrange'sche Interpolationsformel knüpften 
Oauchy (Anal. alg., p. 528 = Oeuvres (2) 3, p.431) und Jacobi (J. f. Math. 30 
(1846), p. 127) an, indem sie statt Polynome gebrochene rationale Funktionen 
verwendeten. Die Beziehungen, welche zwischen mehreren Annäherungsbrüchen 
dieser Art bestehen, sind von Frobenius (J. f. Math. 90 (1880), p. 1) untersucht 
worden. 

221) Vgl. 198). Wir haben die Funktion (s) als gegeben angesehen und 
dieselbe dann mitte1st rationaler Funktionen angenähert. Umgekehrt kann man 
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lässt, in deren jedem Ni einen beliebig vorgeschriebenen Wert hat; 
allgemeiner dürfen auch Pole von fez) in beliebiger Anzahl unter den 
Punkten Zi mit auftreten. 

Eine allgemeine Lösung des Problems b), sowohl für eindeutige 
als auch für mehrdeutige Funktionen, wofern der Bereich T' der zu
gehörigen Riemann'schen Fläche nirgends über sich selbst greift, ist 
von Runge llOO) gegeben worden. Er geht von der Cmtchy'schen Inte
gralformel aus, die er, wie folgt, umformt: 

fez) = ~Jf(t) dt = ~ lim ~ f(ti)(ti+l - t i ) 
21f~ t-z 21f~ ~ t.- z 

. n=~i=1 ' 
G 

00 

=SI(Z) + LJ[Sn+l(Z)-Sn(.e)], 
n=l 

wo 

Dabei wird das Integral längs des Randes C eines Bereiches T' er
streckt, der T' enthält, und die Punkte t; werden schliesslich auf C 
überall dicht. Die Terme dieser Reihe, die ja rationale Funktionen 
sind, werden durch Polynome angenähert und es ergiebt sich somit 
eine Darstellung von fez) im Bereich T' durch eine gleichmässig 
konvergente Reihe von Polynomen. Die Summe der ersten n Glieder 
dieser Reihe liefert die Funktion fn(z), Die Runge'sche Lösung des 
Problems b) setzt die Kenntnis der Werte der Funktion in einer ab
zählbaren überall dichten auf C gelegenen Menge voraus. Mittag
Leffler 80) hat das Problem behandelt, indem er die Funktion als 
durch die Koeffizienten einer Potenzreihe - also wiederum durch 
eine abzählbare Menge von Konstanten - gegeben ansieht. 

Insbesondere geht aus diesen Methoden hervor, dass jede ein
deutige analytische Funktion von z, deren Definitionsbereich T der 
Punkt z = 00 nicht angehört, sich in eine' Reihe von Polynomen 
entwickeln lässt, die in einem beliebigen Bereich T' gleichmässig 
konvergiert. Die Reihe ist so nicht eindeutig bestimmt, denn es ist 
beispielsweise 

Ni-l 

sich, wie Mittag-Leffler ausführt, die rationale Funktion Ri(z) = JE an (Z - Zi)n 
n=Mi 

geben und dieselbe dann durch einen analytischen Ausdruck fez) [Reihe oder 
Produkt] annähern, derart, dass in der Nähe des Punktes Zi die Beziehung gilt: 

fez) -Ri(z) = CN .(Z-Zi)Ni+l+. ". Vgl. auch E. Schering, Gött. Abh. 27 , 
(1881), p. 1. Inwiefern der Forderung b) genügt wird, ist nicht untersucht. 
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. s" ~a> [ S"+l sn] O=lim-=s+ ----. 
n=",n! ,,=1 (n+ 1)! n! 

Noch eine andere Lösung hat Hübert 222) gegeben, indem er (,,(s) 
durch die Reihe darstellt: 

a> 

(,,(s) = 2"'G.(s)[G(s)]', 
.=1 

wo G;(s), G(s) Polynome vom Grade m-l resp. m sind. Die Reihe 
konvergiert in einem beliebigen innerhalb einer "Lemniscate" gelegenen 
Bereich gleichmässig. 

Wegen anderer Entwicklungen nach Polynomen vgl. Nr. 39. 
Ferner sei auf die Entwicklungen verwiesen, welche Appell l 94.) und 
Painleve 222a) aufgestellt haben. 

39. Kettenbruchentwicklungen 223). Eine solche Entwicklung 
entsteht, indem man (,,(s) = PN(S)/QN(Z) setzt, wo PN(z), QN(Z) Po
lynome vom mten Grade sind, wenn N = 2m ist; vom (m + l)ten resp. 
vom mten, wenn N = 2m + 1 ist 224.). Es ist stets möglich, PN, QN 
so zu bestimmen, dass in der Umgebung des Punktes So = 0 

PN(s) 
fez) - QN(Z) = OSN+l + . ". 

Im allgemeinen wird 0 9= 0 sein. Setzt man 
QN{(S) - PN= eiN)zN+t + e~N)zN+2 + "', 

so ergiebt sich, dass 
PN+2 = sPN + aN+2 PN+l, 
QN+2 = z QN + aN+2 QN+l, 

wo aN+2 = - eiN) / qN+l) ist; ferner sei Qo = 1, ao = Po = {(O) , 
Ql = f' (0)-1 = a" , Pi = aOa1 + s. Dann ist 

I QN+l QNI = (- Z)N+l, 
PN+1 PN 

222) Gött. Nachr. 1897, p. 63. Mit der formalen Seite dieses Problem 
hatte sich Jacobi bereits beschäftigt, J. f. Math. 53 (1857), p. 103. 

222&) Par, These 1887 = Tou!. Ann. 2 (1888), p. 1 B. 
223) Vgl. auch IA 3, insbes. Nr.55, II B 4, 4 b, sowie Van Vleck, Gött. 

DisB. 1893 = Amer. J. of Math. 16 (1894), p. 1, wo zahlreiche Litteraturangaben 
sich finden und auch die Gmppeneigenschaften gewisser Kettenbrüche nach dem 
Vorbild Hewn's, Math. Ann. 33 (1889), p. 180 besprochen werden. - Zwischen 
den Kettenbrüchen und den divergenten Reihen besteht ein enger Zusammen
hang. Man vgl. die Darstellung bei Borel, Series divergentes, 1901; sowie 
H. Pade, Acta 18 (1894), p. 97. 

224) N ist somit gleich der Summe der Grade von PN' QN' Andere Fest
setzungen bezüglich dieser Grade werden später erwähnt. 
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Der Übergang zu einer :Form des Kettenbruchs geschieht nun, 
indem man PN(S) durch die Gleichung einführt: 

f(s) = PN+1 +PNIJ'N; also PN(S) = Z , 
QN+l + QNIJ'N aN+2 + IJ'N+l (z) 

wofern nicht PN(S) = 0 ist; 

f(s)=ao+~+ a1 _z_ 

aN + Z 

aN+1 + IJ'N(Z) 
Eine hinreichende Bedingung für die Kettenbruchentwicklung ergiebt 
sich sofort: Konvergiert PN/QN gegen einen Grenzwert F(s); konver
giert ferner QNPN/QN+l gegen irgend einen von - 1 verschiedenen 
Grenzwert (incl. 00), so ist F(s) = fez). 

Es gilt die Formel: 
PN+1 PN - (_ Z)N+l 
QN+l - QN = QN QN+l 

Daraus geht folgendes hervor: Konvergiert die Reihe 
'" 
~ (- Z)N+lj QNQN+l 
N=l 

m emem Bereich T gleichmässig, so konvergiert PN/ QN in T 
gleichmässig gegen eine analytische Funktion F (s), die jedoch mit 
f(s) nicht identisch zu sein braucht 1l25). Ist aber der Punkt z = 0 
im Bereich T enthalten, so ist Fez) = fez). Der Grenzwert von 
PN/QN ist nämlich nach Nr. 6 eine analytische Funktion, deren A.b
leitungen im Punkte s = 0 im letzteren Fall sämtlich mit den ent
sprechenden A.bleitungen von f(s) dort übereinstimmen. 

Ähnliche Formeln gelten, wenn fez) in der Umgebung des 
Punktes Z = 00 durch den Bruch PN(Z)/QN(S) angenähert wird, 
indem man sich der Entwicklung bedient 226) : 

a 
f(s) = ao + b z +lC + a 

1 1 -,'2,---;--_,-_ 

blz + CI +_as __ 

co 

Setzt man formal eme Reihe ~CiZ-i an, so wird im allgemeinen 
i=O 

225) V gl. Pade uO). 
226) V gl. Posse, Sur quelques applications des fractions continues algebri

ques, Petersburg 1886. T. J. Stieltjes, Tou!. Ann. 8 (1894), J 1; (Fortsetzung) 
9 (1895) ALEs sei auch auf verschiedene Untersuchungen von Tschebyscheff 
und Markoff verwiesen, worüber zum Teil von Posse referiert ist. 
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ein zugehöriger Kettenbruch dieser Form eindeutig bestimmt. Es 
kann nun vorkommen: a) dass der Kettenbruch gleichmässig konver
giert und somit eine analytische Funktion darstellt, obwohl die Reihe 
beständig divergiert 227)j b) dass der Kettenbruch divergiert, obwohl 
die Reihe konvergiert 228). 

Der Gedanke, eine vorgelegte analytische Funktion der Forde
rung a) Nr. 38 gemäss mittelst gebrochener rationaler Funktionen 
anznnähern, geht auf Lagrange 229) zurück. Das Problem ist von 
Frobenius 229&) und erst neuerdings eingehend von Pade 220) unter
sucht worden. An Stelle von PN(z) , QN(Z) treten jetzt Polynome 
P(z), Q(z) vom mten resp. nten Grade, die so bestimmt werden, dass 
die Taylor'sche Reihenentwicklung für fez) - P(z)/ Q(z) womöglich 
mit einer höheren als der (m + n + 1 )ten Potenz von z anfängt. 
(Nach PadrJ's Bezeichnungsweise ist m = p - fiJp2 ' n = q - fiJpq ') 

Pade untersucht Kettenbrüche von den beiden Formen: 

(1) 

(Il) 

wobei CCl eine 
nome in z und 
verschwinden. 
Formel 

nicht verschwindende Konstante, die übrigen a's Mo
die a's Polynome sind, die für den Wert z = 0 nicht 
Bei dieser Festsetzung reduziert sich nämlich die 

Vi Vi + 1 - U; + 1 Vi = (- 1 Y a2 aa ... ai + 1 im Fall (1) 
resp. U;Vi +l - U;+lVi=(-lY+1CC1D1lCCS ... IXi+1 " ,,(lI) 

rechter Hand auf ein Monom in z. Es stellt sich heraus, dass es im 
allgemeinen Fall überhaupt nur drei Typen von regulären Ketten
brüchen giebt, nämlich die folgenden: 

00 

227) Die divergente Reihe ~(_l)n+l n! z-n führt beispielsweise auf die 
n=l 
o ~ 

Kettenbruchentwicklung für Je d; ; vgl. Stieltjes U6). z-; 
-00 

228) Halphen, Par. C. R. 100 (1885), p. 1451; ibid. 106 (1888), p. 1326; 
Fonctions elliptiques 2, Paris 1888, chap. XIV. 

229) Berl. Nouv. Mem.1776 = Oeuvres 4, p. 301; vgl. auch die Besprechung 
Euler's, Lambert's und Lagrange's diesbezüglicher Leistungen bei Pade 120), p. 38. 

229 ") V gl. 220). Frobenius stellt übrigens die Formeln dort auf, welche 
die Koeffizienten des Kettenbruchs mit denjenigen der zugehörigen Reihe, 

00 

~ Ci Z-i verknüpfen. 
;=0 
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IX z~ 
~ = 1 + az + 1 + bz + (jzz 

'-:-~----;------;. 

l+cz+~ 

Die Theorie wird auf die Funktion ~ angewandt 229b). 

Über verallgemeinerte Kettenbrüche liegen Arbeiten von Pincherle, 
Hermite und Padi vor 229C). 

Besondere Funktionen sind schon früh in Kettenbrüche entwickelt 
(I A 3, Nr.55 und 229). Eine viele dieser Entwicklungen als spezielle 
Fälle umfassende Formel ist der von Gwuss gegebene und von Rie
mann und Thome in Bezug auf Konvergenz behandelte Kettenbruch . für 

F(IX,{j+1,r+ 1, Z).280) 
F (IX, (j, r, z) 

Auf die Exponentialfunktion hat Hermite 231) die Methode der Ketten
brüche angewandt. Hyperelliptische und ähnliche Integrale hat Van 
Vleck mitte1st mehrdeutiger Funktionen angenähert, die sich zugleich 
in mehreren Verzweigungspunkten des Integrals demselben bis auf 
eine additive Konstante anschmiegen. Die homogenen Variabeln 
(Nr. 4:9) werden dabei prinzipiell angewandt. 

Die Kettenbruchentwicklung einer durch die Formel 

fez) =J~(S)~S 
a 

229 b ) Vgl. Pade, Ann. ec. norm. (3) 16 (1899), p. 395, wo die verschie
denen Kettenbruchentwicklungen der Exponentialfunktion in einer solchen Weise 
dargestellt werden, dass sie als eine Einleitung in die Theorie der allgemeinen 
Kettenbrüche dienen können. 

229") Pincherle, Bologna Mem. (4) 10 (1890), p. 513; Ann. di mat. (2) 19 
(1891), p. 75; Hermite, Ann. di mat. (2) 21 (1893), p. 289; Pade, J. de math. (4) 
10 (1894), p. 291. 

230) Gauss, Disquis. gen. circa seriem inf., 1812 = Werke 3, p. 134. Rie
mann, Nachlass, Werke, 1. Au1I.., p. 400, 2. Au1I.., p. 424; der Beweis stützt sich 
auf ein längs eines komplexen Weges erstrecktes Integral (Nr. 17) und ist von 
H. A.. Schwarz ergänzt worden. Thome, J. f. Math. 66, 67 (1866, 1867). Die Formel 

enthält insbesondere die Kettenbrüche für (1 + z)m, log (1 + z), log z + 11 , e". z
Ferner Van Vleck, Ann. of math. (2) 3 (1901), p. 1. 

231) Par. C. R. 77 (1873), p. 18, 74, 226, 285; Sur la fonction exponentielle, 
Paris 1874. V gl. ferner Pade UO) u. lieb). 
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darstellbaren Funktion ist Gegenstand eingehender Untersuchungen 
gewesen. Sind cx, ß, ~ reell und ist tpm eine reelle Funktion von ~, 

die im Intervall a < ~ < ß nirgends negativ wird, so konvergiert der 
Kettenbruch in einem beliebigen keinen Punkt dieses Intervalls ent
haltenden Bereich T' gleichmässig. Eine der Integrationsgrenzen darf 
auch unendlich werden 232). 

Setzt man insbesondere cx = - 1, ß = 1, tp(~) = 1, so ist 

fez) = log; ~ ~. Die Nenner dieses Kettenbruchs sind Kugelfunk

tionen erster, die Reste solche zweiter Art 233). Die Entwicklung einer 
beliebigen analytischen Funktion nach Kugelfunktionen ist formal von 
Heine 2M) behandelt worden; das entsprechende Problem der Entwick
lung nach den Nennern des Kettenbruches für 

o ! IP(s)ds 
Z-s 

hat O. Blumenthal 235) völlig erledigt. 
A. Markoff 2353) untersucht die Funktion 

b d 

F(z) f g(y) dy - ~Jf(Y) dy 
z-y z-y' 

a c 

wo a < b < c < d ist und g(y), f(y) positiv sind, auf die Nullstellen 
der Nenner ihrer Kettenbruchentwicklung hin. Bei geeigneter Wahl 
von g, (, ~ sind diese Nenner Lame'sche Polynome. 

Pincherle 235 b) findet folgende Sätze. Der Kettenbruch 

232) Heine, Berl. Ber. 1866, p. 436; Kugelfunktionen 1, 2. Aufi., Berlin 
1878, p. 286; Laguerre, J. de math. (4) 1 (1885), p. 135; possim); Markoff, 
Acta math. 19 (1895), p.93; Stieltjes 126); O. BlumenthaI, Gött. Diss. 1898. Einen 
speziellen Fall dieses Integrals hat bereits Gauss untersucht; vgl. ISS). 

233) Gauss, Methodus nova integralium valores u. s. w., 1814 = Werke 3, 
p. 163. 

234) Kugelfunktionen 1, p. 292. Pincherle hat das Problem der Entwick
lung einer analytischen Funktion nach Polynomen, welche einer linearen Diffe
renzengleichung rteT Ordnung genügen, in welcher z linear vorkommt, behandelt: 
Linc. Atti (4) 5 (1889), p. 640; Ann. di mat. 12 (1884), p. 11 u. 107; Acta math. 
16 (1893), p. 341; vgl. auch den kurzen Auszug in "Papers read at the Intern. 
Congress" Chicago, 1893 (erschienen 1896), p. 278. Auf Grund der Poincari
sehen Sätze, Am. J. of Math. 7 (1885), p. 203, lässt sich der Konvergenzbereich 
der Entwicklung nach Kugelfunktionen angeben. V gl. II B 4 b. 

235) Vgl. !32). BlumenthaI behandelt auch das Problem der Entwicklung 
einer reellen nicht analytischen Funktion nach denselben Nennern. 

235&) Math. Ann. 27 (1886), p. 143, 177. 
236 b) Line. Rend. (4) 6 (1889), p. 640 j ferner Ann. ec. norm. (3) 6 (1889), 
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1 
fI=--"0-_1 __ 

"1-_1 __ 

"2-' . 

95 

konvergiert, falls durchweg I an I > 2 + 'I'j ('I'j > 0) ist; sonst darf aber 
an eine beliebige komplexe Zahl sein. Es ist I fli < 1. Er setzt 
a .. = bnz - a .. , wo a .. , bn bei wachsendem n Grenzwerten zustreben, 
und bestimmt in Anlehnung an Poinca;re 2S4) den Konvergenzbereich 
bezw. einen Teil davon. 

Sätze über die Konvergenz des allgemeinen Kettenbruchs 
1 

~z+l 
aJ + 1 

aaZ+ 1 

a4 +· . 
waren bisher noch nicht bekannt. Den Fall, dass die a's sämtlich 
reelle positive Grössen sind, hat Stieltjes 226) untersucht. Er findet 

CX> 

folgendes: a) Divergiert die Reihe ~an, so konvergiert der Ketten-
.. =0 

bruch in einem beliebigen keinen Punkt der negativen reellen Achse 
(incl. z = 0) enthaltenden Bereich T' gleichmässig. Die so definierte 
Funktion fez) lässt sich auch durch die Formel darstellen: 

o 

fez) = f~(6)~~, 
-CX> 

wo längs der negativen reellen Achse integriert wird und fP meine 
reelle nirgends negative Funktion von ~ ist. b) Konvergiert dagegen 
diese Reihe, so konvergieren die geraden sowie die ungeraden Teil
zähler P21I (z), P lIn+i (z) und Teilnenner Q2 .. (z), Q21I+i(Z) in jedem 
endlichen Bereich gleichmässig gegen ganze Funktionen P (z), Pi (z), 
q(z), qi(Z), die alle von der Höhe 0 (Nr.31) sind, deren Nullpunkte 
alle einfach sind und auf der negativen reellen Achse liegen, und 
zwischen denen die Beziehung gilt: 

q(Z)Pi(Z) - qi (z)p(z) = 1. 

Die geraden SOWIe die ungeraden Annäherungsbrüche konvergieren 

p. 146, wo einige allgemeine funktionentheoretische Sätze aufgestellt sind . 
..4.. Pringsheim hat neuerdings ein weitergehenderes Konvergenzkriterium ge
funden: Münch. Ber. 28 (1898), p. 311. 
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somit im vorbezeichneten Bereich T' gleichmässig; ihre Grenzwerte 
P (s) / q (s) resp. Pi (s) / qi (s) stimmen jedoch nicht miteinander überein. 
Ferner zeigt Stieltjes: die notwendige und hinreichende Bedingung, 
dass der 1rettenbruch 

wo bi eine reelle positive Grösse bedeutet, eine analytische Funktion 
von s mit keinen anderen als nur ausserwesentlichen singulären Punkten 
im Endlichen darstelle, besteht darin, dass lim bi = 0 ist. 

i=ao 

Die Stieltjes'schen Sätze sind zum Teil von Van Vleck neu be
wiesen und verallgemeinert worden. Van Vleck findet u. a. folgenden 
Satz 2SDC): Gegeben sei der 1rettenbruch 

1 

wo die reellen Grössen bl1 bi ,... entweder alle positiv oder alle 
negativ und cl! c2 , • •• zunächst beliebige reelle Grössen sind; a) dann 
werden die Nullstellen der Teilzähler und der Teilnenner sämtlich auf 

"" "" der reellen Achse liegen; b) konvergieren die Reihen ~b .. , ~I c .. l, 
.. =0 ,,=0 

so konvergieren die geraden, sowie die ungeraden Teilzähler und Teil
nenner in jedem endlichen Bereich gleichmässig gegen ganze Funk
tionen, deren Nullstellen auf der reellen Achse liegen; c) divergiert 

"" 
die Reihe ~b" und hat I c" I / I b .. 1 eine obere Grenze, so konvergiert 

,,=0 

der 1rettenbruch in jedem endlichen Bereich T', dem kein Punkt der 
reellen Achse angehört, gleichmässig und stellt somit in jeder Halb
ebene eine analytische Funktion dar. Ob diese heiden Funktionen 
zusammenfallen, bleibt dahingestellt. In einer zweiten Arbeit erweitert 
Van Vleck ltS5d) den Stieltjes'schen Satz bezüglich des 1rettenbruchs 

236°) Amer. Trans. 2 (1901), p. 232. Allgemeine Kriterien für die Kon
vergenz von Kettenbrüchen werden entwickelt und insbes. zu funktionentheore
tischen Zwecken verwendet. 

236 d) Amer. Trans. 2 (1901), p.476. - Wegen einer anderen Verallgemeine
rung eines Stieltjes'schen Satzes vgl. H. '/). Koch, Bull. 80c. Math. de France 23 
(1895), p. 33. 
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und zeigt insbesondere, dass der Kettenbruch noch konvergiert, wenn 
bl , b2, ••• beliebige von Null verschiedene komplexe Zahlen sind, 

00 

wofür nur lim bn = 0 ist und die Reihe ~bn divergiert. 
n=~ n=O 

Wegen der Verwendung von Kettenbrüchen zur Lösung von Diffe
rentialgleichungen vgl. II B 4. 

IV. Analytische Funktionen mehrerer komplexen GrÖssen. 

40. Die Bereiche (T), (B), (T'); analytische Funktionen 236). 

Die nunabhängigen Variabeln Zl"'" zn mögen in n verschiedenen 
Zahlenebenen gedeutet werden. Der Komplex von n Werten (ßl1 ""zn) 
- oder kurz (z) - heisst ein Punkt; Zl1"" zn heissen die Koordi
naten des Punktes (z). In jeder Ebene wird ein Bereich T(i) resp. 
BU) (Nr. 1) angenommen. Die Gesamt~eit der Punkte (z), deren 
Koordinaten Zi je dem Bereich T('J resp. BU) (i = 1, ... , n) angehören, 
soll als Bereich (T) resp. (B) bezeichnet werden. Wird je ein Bereich 
B(i) in T(i) (i = 1, ... , n) beliebig angenommen, so wird der entspre
chende Bereich (B) als ein Bereich (T') definiert; man sagt: (T') liegt 
in (T). Jede der n Ebenen wird durch den Punkt 00 (Nr. 8) ge
schlossen; die unendlich fernen Punkte (z) sind solche, für welche 
mindestens eine Koordinate unendlich ist; sie bilden eine (2n - 2)-fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit. Unter der Umgebung eines Punktes (a) 
versteht man einen Bereich (T) von der Beschaffenheit, dass die 
Koordinaten ß; ihrer Punkte je der Umgebung des Punktes ai ange
hören 236"). Der Punkt (z) konvergiert gegen den Punkt (a), wenn die 
Koordinaten von (z) gleichzeitig gegen die Koordinaten von (a) kon
vergieren. Zu manchen Zwecken empfiehlt es sich, den Punkt (ß) als 
Punkt eines 2n-fach ausgedehnten Raumes zu deuten, dessen Koordi
naten Xi' Yi sind, wo ß; = Xi + iYi gesetzt ist. 

236) Vgl. II Al, Nr.21-24:. 
236&) Allgemeiner darf an Stelle des einzelnen Punktes (a) eine Punkt

menge P treten, die etwa aus den Punkten von (T) besteht, welche auf einer 
oder mehreren Mannigfaltigkeiten O)k (Xl' .... Xn, Yl'.··' Yn) = 0, (k = 1, 2, ... ) 
liegen. Die Umgebung von P wird dann von denjenigen Punkten z von (T) 
gebildet, welche der Beziehung I Zi- t; I < E (i = 1, ... , n) genügen, wobei E 

eine zweckmässig anzunehmende positive Konstante und (t) einen beliebigen 
veränderlichen Punkt von P bedeutet. 

Encyklop. d. math. Wissenseh. II 2. 7 
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Es sei eine Funktion 

{= {(Zll"" zn) = u + vi 
in jedem Punkte (z) von (T) eindeutig erklärt. Sie heisst in (T) 
stetig, wenn u, v beide als Funktionen der 2n reellen Veränderlichen 
(Xli' •• , Xn, '911 ... , Yn) betrachtet, für die in Betracht kommenden 
Wertsysteme stetig sind. Sie heisst in (T) analytisch, wenn sie 
folgenden Bedingungen genügt: a) {(zll ... , zn) soll eine in T(i) ana
lytische Funktion von Zi sein, wenn man jedem anderen Argument Zk 

einen in T(k) beliebig gelegenen festen Wert beilegt; b) {(Zl" .. , zn) 
soll in (T) stetig sein. Die Voraussetzung b) lässt sich durch eine 
weniger umfangreiche ersetzen, etwa durch die Annahme, dass ( in 
(T) bezw. in jedem (T') endlich bleibt; die Frage, ob ausser der 
Forderung a) überhaupt noch eine weitere b) gestellt werden muss, 
ist noch nicht entschieden 237). Diese auf das Verhalten der analy
tischen Funktion im Kleinen sich beziehende Definition wird im 
Grossen durch das Prinzip der analytischen Fortsetzung (Nr. 13) 
ergänzt 238). 

4:1. Der Cauchy'sche Integralsatz ; das Residuum. Es möge 
{(zu Z2) eine in (T) stetige Funktion von (z) sein - der Einfachheit 
halber wird n = 2 gesetzt. Unter dem Integral von {(zu Zj), längs 
der Begrenzung (0) eines Bereiches ( T ') erstreckt, 

J dz2J{(zlI Z2) dZ1 oder JI{(zl' Z2) dZ1 dz2 , 
C. Cl (C) 

versteht man folgendes: Der Punkt Z2 wird auf der Kurve O2 beliebig 

angenommen und festgehalten, während das Integral f {(ZlI Z2) dz 
längs der Kurve 01 erstreckt wird; die so entstandene Funktion von 
Z2 wird dann längs der Kurve O2 integriert; sowohl 01 als 02 können 
aus mehreren Stücken bestehen. Der Wert des Integrals hängt nicht 
von der Reihenfolge der Integrationen ab (Beweis durch Zerlegung 
m einen reellen und rein imaginären Teil). 

Das Doppelintegral der Funktion {(zu Z2) ist von Poincare 239) 

237) Osgood, Math. Ann. 52 (1899), p. 462; 53 (1900), p. 461. 
238) Weierstrass, Vorlesungen; vgl. das Biermann'sche Werk § 42, 44, sowie 

das 8. Kapitel. 
239) Par. C. R. 102 (1886), p. 202; Acta math. 9 (1887), p. 321, wo auf 

frühere, die Gegenstände dieses Paragraphen teilweise betreffende Arbeiten von 
Marie und Picard verwiesen ist. Poincare vermeidet die Geometrie eines vier
dimensionalen Raumes R" indem er den in Betracht kommenden Teil desselben 
auf einen R s bezieht. Ferner vgl. man Picard, Traite 2, eh. IX; sowie Picard 
et Simart, Theorie des fonct. alg., etc. (Litteraturverzeichnis). - Einer ähnlichen 
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wie folgt definiert worden. Der Punkt (~) wird in einem R4, gedeutet 
und durch die 4 Gleichungen Xi = fP;(s, t), '/Ii = tPi(S, t), i = 1,2, 
wo fP., 'I/J. reelle Funktionen der reellen Parameter (s, t) bedeuten, 
wird bei geeigneten Einschränkungen bezüglich dieser Funktionen 
eine Fläche S definiert. Dann wird das komplexe Doppelintegral da
durch erklärt, dass man 

ff{(~l1 ~2) dSl d~2 ff{(~l1 S2) o~~~, :)1) ds dt 
s s ~ • 

setzt und die rechter Hand auftretenden reellen Doppelintegrale über 
die Fläche S hin erstreckt. Das vorhin eingeführte Integral ist ein 
spezieller Fall eines Doppelintegrals. Die Fläche S heisst geschlossen, 
falls jeder Punkt des R41 in dessen Nähe Punkte der Fläche sich 
befinden, ein regulärer Punkt der Fläche ist und die Fläche stetig 
auf einen Punkt resp. eine reguläre Kurve zusammengezogen wer
den kann. 

Der Oauchy'sche Integralsats: Ist die Funktion ((Sl' S2) in (T) 

analytisch und wird das Integral JJ{(Sl1 ~2) dSl dss längs der Be
grenzung (0) eines beliebigen (T') erstreckt, so hat das Integral den 
Wert 0: 

f1((Sl' zs) d~l dS2 = o. (0'5 ' 

Bei Einführung des Poincare"schen Begriffs des Doppelintegrals 
erhält der Satz folgende FormulierungMO): Es sei {(Sl1 S2) in einem 
Bereich (T) analytisch, dem ein Bereich (R) des R, entspricht; ferner 
sei S eine geschlossene Fläche, welche, ohne aus (R) auszutreten, 
stetig auf einen in (R) gelegenen Punkt resp. eine reguläre Kurve 
zusammengezogen werden kann. Dann ist der Wert des über S er
streckten Doppelintegrals von ((S11 ~2) gleich Null: 

ff{(Z11 z2)d~1 dS2 = O. 
s 

Dem Residuum einer Funktion einer Veränderlichen in einem 
Punkte entspricht hier das über eine geschlossene Fläche hin erstreckte 
Doppelintegral, die sich auf einen isolierten Punkt der Begrenzung 
von (T) bezw. auf eine reguläre Kurve, die einen isolierten Teil der 
Begrenzung von (T) bildet, zusammenziehen lässt. Es giebt jedoch 
hier, den zweierlei Arten' geschlossener Flächen entsprechend, sowohl 

Definition des n-fachen Integrals einer Funktion f(zl"'" zn) steht keine 
prinzipielle Schwierigkeit im Wege. 

240) Poincare 289). 

7'" 
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Punkt- als Kwrvenresiduen. Ist insbesondere (ZI' Z9) eine gebrochene 
rationale Funktion, so führen diese Integrale auf die Periodicitäts
moduln Abel'scher Integrale. Poincare erstreckt das Doppelintegral 
auch über solche geschlossene Flächen, bei denen der Integrand in 
isolierten Punkten einfach unendlich wird. Derartige Integrale führen 
auf Abel'sche Integrale, die nicht längs eines geschlossenen Weges 
zu erstrecken sind; ihr Wert ändert sich stetig mit einer stetigen 
Verschiebung der Fläche S. - Des weiteren wendet Poincare das 
Doppelintegral an, um Stielijes' Resultate bezüglich der Verallgemei
nerung der Lagrange'schen Reihe (Nr. lö, Ende) einwandfrei zu be
gründen. Es sei noch erwähnt, dass man hier bereits mit der engeren 
Definition des Doppelintegrals zum Ziele kommt. 

4:2. Die Cauchy'sche IntegraJ.formelj si.ngul.ä.re Punkte. Ist 
(zu ... , z,,) in (T) analytisch, so lässt sich der Wert von ( in einem 
beliebigen innern Punkte (z) eines (T') durch die Formel ausdrücken 24.1): 

) 1 j' dtn ff(tl , ... , t,,)dt 
{(zu···, zn = --" t--· .. t . 

(2n~) .. -s" l-Sl 
(Jn (JI 

Ferner ist 

(/1+ .. +k"f k1!··· kn !f~-" _ .. . ff(t1, ... , t,,) dtl. 
o kl 0 kn (2'1n)" c (t,,-Sn)k,,+1 (J (tl _S1)k1 +1 

SI ... S" " 1 

Darum sind alle Ableitungen von ( auch in (T) analytische Funktionen. 
Ist (a) ein beliebiger Punkt von (T) und wird die Begrenzung 0 
von (T) durch die Kreise I Zi - ai I = ri gebildet; ist ferner in allen 
diesen Begrenzungspunkten I {(zu ... , z,,) I <M, so ist 

I (okl+ ... +k"f) I< k1! ..• k I Mr-k1 . .. r- k". 
kl k" = "1 " OSI ... OS" (.)=(a) 

Die Funktionen u, v (Nr.4:0) genügen zunächst der Laplace'schen und 
den Oauchy-Riemann'schen Differentialgleichungen. Durch Elimination 
von v aus den Relationen: 

241) Aus dem Beweis des ,,28 TMoreme", Exerc. d'anal. 2 (1841), p. 55 
(= Turiner Abh. (1831), vgl. Monographieen), geht hervor, dass Oauchy diese 
Verallgemeinerung der Integralformel als unmittelbar einleuchtend ansah. Die 
Formel findet sich bei O. Jordan, Cours d'anal.l, 2. Aufi., § 206; ohne jedoch zu 
wissen, dass das Integral gleichmässig konvergiert (Nr. 6), kann man nicht viel 
mit ihr anfangen. - Die Integralformel lässt im Falle n = 2 eine Verallgemeine
rung zu, indem man das Doppelintegral der Funktion (2n~)-2 f(tl , tl)/(tl - 81) 
(tl - SI) über eine geschlossene Fläche S erstreckt, die, ohne aus dem (R), in 
welchem der Integrand analytisch ist, auszutreten, stetig in die besondere bei 
der obigen Formulierung vorkommende Fläche umgeformt werden kann. 
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~_~ ~ __ OS'/) 

oxi)xk - ox/JYk' .•. 0'0; O'Ok - o xJ) 'Ok 

ergiebt sich, dass u .ausser den n Laplace'schen noch anderen Diffe
rentialgleichungen genügen muss. Ist insbesondere n = 2, so sind 
es im Ganzen folgende vier Gleichungen 242): 

o'u o'u OIU alu 
oa;' + 0'01' = 0, oxJ ' + 0'011 = 0, 

~+~=o ~-~=o ox10x, °'010'01 'OX10'O, OX.O'01 . 
Diese Bedingungen, nebst geeigneten Stetigkeitsannahmen, sind auch 
ausreichend, damit u den reellen Teil einer in (T) analytischen Funk
tion ((S17 S2) liefere. Es stellen sich hiernach einer ähnlichen Behand
lung der Funktionen mehrerer komplexen Veränderlichen, wie sie 
vorhin bei den Funktionen einer Veränderlichen auf Grund der La
place'schen Gleichung mit Erfolg durchgeführt ist, erhebliche Schwie
rigkeiten entgegen, indem bereits im Falle n = 2 vier partiellen Diffe
rentialgleichungen genügt werden muss. Der reelle (bezw. der ima
ginäre) Teil u genügt offenbar der Laplace'schen Gleichung in 2n 

" 
Variabeln: 6.u = ~ (~:~2 + ~'~2\ = 0, sodass u eine harmonische 

i=l • Y. tj 
Funktion in 2n Veränderlichen ist. Genügt u noch den weiteren Be
dingungen des Textes, so nennt es Poincare eine biharmonische Funk
tion. Davon ausgehend hat Poincare die Methoden der Potentialtheorie 
auf Funktionen mehrerer komplexen Veränderlichen ausgedehnt 242a). 

Eine Funktion (S17 ... , s,,), die in allen endlichen Punkten ana
lytisch ist und dem absoluten Betrage nach unterhalb einer festen 
Grösse bleibt, ist eine Konstante. Eine Funktion (Sl"'" s,,) kann 
keine isolierte singuläre Stelle haben, in deren Umgebung sie ein
deutig ist, falls n> 1 und von einer hebbaren Unstetigkeit abgesehen 
wird 248). In einem Teil der Umgebung des Punktes (a) möge ( 
eindeutig und analytisch sein, nicht aber im Punkte (a) selbst. Exi
stieren zwei im Punkte (a) analytische Funktionen P(sl1"" s,,)=I=O, 
P(a1, ... , a,,) = 0; Q(Sl"'" s .. ), welche so beschaffen sind, dass in 
allen Punkten der Umgebung von (a), in denen P(Sl' ... , s,,) nicht 
verschwindet, die Relation 

242) Poincare, Par. C. R. 96 (1883), p. 238; Acta math. 2 (1883), p. 99; 
Picard, TraiM 2, p. 236. 

242 a) Poincare, Acta math. 2 (1883), p. 97; ibid. 22 (1898), p. 89; im An
schlusse daran H. Baker, Cambr. Trans. 18 (1900), p. 403. 

243) Der Satz lässt sich mitte1st der Oauchy'schen Integralformel direkt 
beweisen. 
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P(Zl1"" Zn) (Zl"'" Zn) = Q(Zl"'" Zn) 
besteht, so heisst der Punkt (a) eine ausserwesentliche singuläre Stelle 
der Funktion. Solche Stellen zerfallen in zwei Klassen: a) lassen 
sich P, Q so annehmen, dass Q (all' .. , an) =f= 0 ist, so wird ( unend
lich, wie auch immer (z) gegen (a) konvergiert; b) im anderen Falle 
nimmt (jeden vorgegebenen Wert in jeder Nähe von (a) an; vgl. 
ferner Nr. 4:5. Genügt ( dagegen keiner solchen Relation und wird ( 
in der Umgebung von (a) nicht mehrdeutig, so heisst (a) eine wesent
liche singuläre Stelle von f 244) 

4:3. Gleichmässige Konvergenz; die Cauchy-Taylor'sche Reihe. 
Die Sätze von Nr.6 lassen sich ohne weiteres auf Funktionen meh
rerer Veränderlichen ausdehnen 245). Dabei treten an Stelle von z, " 
die Wertsysteme (Zl1"" zn) = (Z), ("11"" "m) = ("). Der Cauchy
Taylor'sche Lehrsatz lautet wie folgt: Ist (Z1"'" zn) in (T) analy
tisch und ist (a) ein beliebiger Punkt von (T), so lässt sich ( durch 
die Reihe darstellen: 

00 

(zu' .. , z,,) = ~ akl , ••• , kn (Z1 - a1)k1 ... (zn - an)kn, 
k1=O, ... ,kn=O 

wo (z) einen innern Punkt eines (T') bedeutet, dessen Begrenzung 0 
aus den Kreisen I Zi - ai I = ri besteht. Die Grössen rll ... , rn haben 
obere Grenzen 111"'" I1n7 die im allgemeinen von einander abhängen, 
wie das Beispiel 

(= (1 - Z1 - ... - zn)-l, (a) = (0), 111 + ... + (Jn = 1 
zeigt. - Ist (Zt, ... , zn) im Punkte (a) analytisch und verschwindet 
sie in allen Punkten der Umgebung von (a) bezw. für alle Punkte 
einer geeigneten abzählbaren PunktIDenge 246), so verschwinden alle 
Koeffizienten ak1,. .. ,kn und ( verschwindet identisch. 

244) Weierstrass, J. f. Math. 89 (1880), p. 1 = Werke 2, p. 128. Eine Reihe 
von Sätzen über analytische Funktionen mehrerer Veränderlichen, nebst Bewei
sen, sind von Dautheville zusammengestellt worden; Änn. ec. norm. (3) 2 (1885), 
suppl. - Hat jede der m>n Funktionen fi = Qi/Pi' i= 1, ... , m, in (a) eine 
ausserwesentliche singuläre Stelle, so werden die m Grenzwerte, denen sich die 
m Grössen f i näliern, wenn (z) gegen (a) konvergiert, einen gewissen geometri
schen Ort bilden. Dieser Ort ist von L. Autonne untersucht worden, A.cta math. 
21 (1897), p. 249. 

245) Weierstrass bewies seinen Reihensatz von vornherein für Funktionen 
mehrerer Veränderlichen. 

246) Dazu kann beispielsweise die Menge dienen: (Z~i1), ... , z~n~, wo 
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44. Implicite Funktionen. Hauptsatz: Es möge jede der Funk
tionen ~ (wlI ••• , U'p' ZlI .•. , zn)' i = 1, ... , p, im Punkte (b11 ••• , bp , 

~, ... , an) analytisch sein und dort verschwinden: 

F; (b1,···, bp ' all ··· an) = 0, i = 1, .. . ,p; 
während die Jacobi'sche Determinante (I B 1 b, 19-21) 

J=2'+ oF1 ••• oFp 

- oW1 ' 'owp 

in diesem Punkte von Null verschieden ist. Im Falle p = 1 versteht 
man unter J die Funktion aFi/ow1 • Dann existieren stets p und nur 
p Funktionen: 

j = 1, .. . p, 

die alle im Punkte (a l1 ••• , an) analytisch sind, in diesem Punkte 
resp. die Werte b11 • •• , bp annehmen, und, indem man in jeder der 
Funktionen ~ (w l1 ••• , wp ' Zl'" ., zn) das Argument wj durch die 
Funktion fj (Z11 ••• , zn) ersetzt, diese Funktionen identisch zum Ver
schwinden bringen: 

F; (wlI ••• , wp ' Z11 ••• , zn) = 0, i = 1, .. . ,p. 

Durch die p Funktionen W j = fj (zu ... , zn) werden auch alle Werte 
(w1, ••• , wp' Zu ... , zp) der p + n Argumente erschöpft, welche in 
der Nähe des Punktes (b1, ••. , bp , al1 ••• , an) liegen und die p 
Funktionen FJ W 1, ••. , wp ' Zu ... , zn) zum Verschwinden bringen. 
M. a. W.: Bei den obigen Voraussetzungen definieren diese p Glei
chungen auf eindeutige Weise p Funktionen w j = fj (Zl' ... , zn)' die 
in der Umgebung des Punktes (al1 ••• , an) analytisch sind und in 
diesem Punkte resp. die Werte bu ... , bp annehmen 247). 

i1 , .•• , in unabhängig von einander die Werte 0,1,2, ... durchlaufen und die 

Menge ztk), ik = 0, 1, 2, ... , bei festem k die Häufungsstelle ak hat; vgl. Stolz, 
Allgemeine Arithmetik 1, p. 294. 

247) Cauchy verallgemeinerte eine auf dem Residuenkalkul basierende 
Methode, die er für die Lagrange'sche Reihe (Monographieen, Cauchy, (5), (6» 
ersonnen hatte, und erhielt so einen Beweis des Satzes für den Fall p = 1; 
Turiner Abh., Monographieen (7) = Exerc. d'anal. 2, p. 65. C. Neumann be
diente sich derselben Methode, Leipz. Ber. 35 (1883), p. 85 = Abel'sche Inte
grale, 2. Aufl., 6. Kap. Einen zweiten auf dem Existenzsatz für die Lösung 
einer Differentialgleichung beruhenden Beweis geben Briot et Bouquet, 2. Auf!. 
1873, p. 336; der Beweis ist nur ftir den Fall n = 1 durchgeführt (vgl. unten). 
Ein dritter Beweis stützt sich auf die Dini'schen Existenzsätze für die Lösungen 
reeller Gleichungen 80); vgl. G. Jordan, Cours d'anal. 1, 2. Auf!., § 191. Weier
strass hat wieder andere Beweise gegeben; für den Fall p = 1 vgl. Nr. 46; im all
gemeinen Fall hat sich Weierstrass der Methode der successiven Annäherungen 
bedient. Diesen Beweis führte er zunächst für den Fall, dass p = 1 und F 
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Verschwindet dagegen J identisch, so lassen sich die p Glei
chungen F; = ° bei willkürlicher Annahme eines Punktes (ZU"'' zn) 
der Umgebung von (ai"'" an) im allgemeinen durch keine Werte 
(Wu ' .. , wp) der Umgebung von (bi' ... , bp ) befriedigen. Wenn ge
wisse weitere Bedingungen erfüllt sind, giebt es eine Lösung, die 
aber niemals eindeutig bestimmt ist. 

Zusatz: Es sei insbesondere 

Zi=fJ!i(Wl1 ""wp), i=l, ... ,p, 
wo fJJi eine im Punkte (bi) ... , bp) analytische Funktion von (wlI " .,wp ) 

bedeutet. Ist die Jacobi'sche Determinante 

J = 2 + 0 !Pl ... 0 !Pp 
- oW1 ' , oWp 

im Punkte (b) von Null verschieden, so lassen sich diese Gleichungen 
eindeutig umkehren: 

wj = fj (Z17 ... , zp), j = 1, ... , p, 

wo f j im Punkte (al, ... ,ap) analytisch ist und dort den Wert bj 

annimmt. Verschwindet J dagegen identisch, so besteht zwischen 
den p Funktionen fJ!i eine oder mehrere identische Beziehungen von 
der Form: 'iJ!(fJJl1"" fJJp) = 0, wo 'iJ!(Zll"" zp) eine im Punkte 
(al' ... , ap) analytische, dort verschwindende Funktion der p unab
hängigen Argumente (ZU"'' zp) bedeutet 248). - Des weiteren vgl. 
Nr. 46. 

Verschwindet J im Punkte (b), ohne jedoch identisch zu ver
schwinden, während die übrigen Voraussetzungen des Zusatzes be
stehen bleiben, so kann die Auflösung des Gleichungssystems nach 
W u ... , wp ' wie Beispiele zeigen, auf mehrdeutige Funktionen führen, 
die im Punkte (z) = (a) nicht analytisch sind. Dies dürfte wohl stets 
der Fall sein. 

Der Hauptsatz ergiebt sich aus dem Existenzsatz für die Lösung 
eines Systems totaler Differentialgleichungen (Il A 4a, 12) und wurde 
auch für den Fall n = 1 auf diese Weise begründet, Briot et, 
Bouquet 247). Ist n> 1, so wird man Z2"'" zn zunächst als Para
meter auffassen. Der Existenzbeweis für die Lösung des betr. Systems 

ein Polynom ist, in einer Arbeit durch, die er in der Berliner Ak. d. Wiss. am 
12. Dez. 1859 vorlegte; Werke 1, p. 247; allgemein bei Biermann, Anal. Funk
tionen, § 42. Picard beweist den allgemeinen Satz mittelst des Weierstrass
sehen Satzes von Nr. 4:5; Traite 2, p. 247. Es sei noch auf Meray, Le90ns 
nouvelles, 1, eh. XI und E. Lindelö(, Darb. BuH. (2) 23 (1899), p. 68 verwiesen. 

248) V gl. Peano 30) = C. Jordan, Cours d'anal. 1, 2. Aufl., § 94, wo die 
entsprechenden Sätze für reelle Funktionen entwickelt wurden. 
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von Differentialgleichungen, den man nun wohl am bequemsten nach 
Picard führt, berechtigt noch immer zu denselben Schlüssen, da es 
sich um gleichmässig konvergente Reihen handelt, deren Glieder ana
lytische Funktionen von Zl1 Z2' ••• , zn sind. 

Für reelle Funktionen reeller Veränderlicher besteht ein dem 
Hauptsatz analoger Existenzsatz, wobei an Stelle der analytisChen 
Funktionen F i jetzt stetige, mit stetigen Ableitungen ausgestattete Funk
tionen treten (TI A 2, 9). Diesen Satz kann man ebenfalls mit Hülfe 
des Picard'schen Verfahrens auf den entsprechenden Existenzsatz für 
die Differentialgleichungen begründen. Dini 30) hat zuerst einen 
direkten Beweis für denselben gegeben. Auf Grund dieses Satzes 
beweist man am einfachsten nach Jordan oder Picard 247) den Haupt
satz dieses Paragraphen. 

"Über Cauchy's erste Arbeiten betr. implicite Funktionen berichten 
Brül und Noether 249). Vgl. auch Nr. 14, 42, 43. 

45. Der Weierstrass'sche Satz und die Teilbarkeit im Kleinen. 
Es möge F(w, Z17 ••• , zn) eine im Punkte (b, au ••• , an) analytische 
Funktion sein, die dort verschwindet, ohne dass F (w, 0,1' ••• , an), als 
Funktion von w betrachtet, identisch Null ist; sei m die Ordnung 
des Nullpunktes w = b. Dann lässt sich F in der Fonn darstellen: 

F (w, Z17"" zn) = f(w, Zv' •• , zn) 0(w, Z17 ••• , zn)' 
m 

f(w, Zl1" ., sJ = wm + ~Ai (su ... , Sn) wm- i , 
i=l 

wo Ai eine im Punkte (0,0' •• , an) analytische Funktion von (SH' •• , sn) 
und 0 eine im Punkte (b,a17 ••• , an) analytische, dort nicht ver
schwindende Funktion von (w, Sv ., ., sn) bedeutet. Ferner ist 
f(w, 0,17"" an) = (w - b)m. 

Im Falle dass F (w, 0,11 ••• , aJ identisch verschwindet, lassen sich 
die Argumente (w, Zl' ••• , zn) mitte1st einer linearen Transformation 
durch andere (w', s/, ... , Zn') ersetzen derart, dass für F, als Funktion 
von (w', s/, ... , sn') betrachtet, der Satz besteht 250). 

Auf Grund des Weierstrass'schen Satzes lässt der Algorithmus 
des grössten gemeinsamen Teilers eine Ausdehnung auf analytische 
Funktionen mehrerer Veränderlichen zu, die in einem Punkte ver
schwinden 251). Es mögen F, 0* zwei Funktionen von (Zi"'" Zn) sein, 

249) Bericht, p. 183. 
2(0) Weierstrass, Vorlesungen an der Berliner Universität von 1860 an; 

Abhandlungen aus der Funktionenlehre, p. 105, § 1 = Werke 2, p. 135. Ein 
einfacher Beweis rührt von Simart her, Picard, Traite 2, p. 241. 

2(1) Weierstrass t60), § 2; Dauthevt'Ue IU). 
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die im Punkte (al1 ••• , an) analytisch sind. F heisst im Punkte (a) 
durch «P teilbar, wenn F und «P der Relation genügen: F = Q 'P, 
wo Q ebenfalls in (a) analytisch ist. Ist in (a) sowohl F durch 'P 
als auch «P durch F teilbar, so mögen F und «P im Punkte (a) 
äquivalent heissen. Verschwindet F in (a), so heisst F in (a) redu
cibel, wenn F = F1Fs ist, wo FlI Fs in (a) analytisch sind und beide 
dort verschwinden. Es besteht der Satz: Eine Funktion F, die im 
Punkte (a) analytisch ist und dort verschwindet, lässt sich stets auf 
eine und nur auf eine Weise in das Produkt einer endlichen Anzahl 
irreducibler Faktoren zerlegen, wofern zwei solche Faktoren als 
identisch angesehen werden, wenn sie äquivalent sind. Sind F und ~ 
zwei Funktionen, die in (a) analytisch sind und dort verschwinden, und 
haben F und «P in (a) keinen gemeinsamen Faktor, so werden sie 
auch in keiner Stelle der Umgebung von (a), in welcher sie beide 
verschwinden, einen gemeinsamen Faktor haben. Solche Stellen 
bilden eine 2n - Mach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. Haben sie da
gegen in (a) einen gemeinsamen Faktor G, sO werden sie auch in 
allen Stellen der Umgebung von (a), in denen G verschwindet, sonst 
aber nirgends, einen gemeinsamen Faktor, nämlich G, haben. 

Zu den in Nr. 4:2 angeführten Sätzen kann man noch den fol
genden Satz hinzufügen: Ist (a) eine ausserwesentliche singuläre 
Stelle l ter resp. 2ter Art der Funktion F (ZlI' .. , zn)' so bilden die 
Stellen der Umgebung von (a), in denen F = 00 resp. F völlig un
bestimmt wird, eine 2n - 2fach resp. (falls n> 2) eine 2n - Mach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit. 

In der Algebra spielt der folgende Satz eine wichtige Rol1e t5l!): 
Verschwindet das Polynom F (ZlI ... , zn) für alle Punkte (z) der Um
gebung eines Punktes (a) bezw. für alle Punkte einer geeigneten 
endlichen Menge (vgl. MG), für welche ein zweites irreducibles Polynom 
«P (ZlI ... , zn) verschwindet, so ist F durch «P teilbar. Setzt man da.
bei die Irreducibilität von «P nicht voraus, so folgt, dass F und 'P 
einen gemeinsamen Faktor haben. Dieser Satz lässt sich auch auf 
die Teilbarkeit zweier analytischer Funktionen im Kleinen übertragen. 

4:6. Die Parameterdarstellung im Kleinenj impliciteFunktionen. 
Verschwindet die im Punkte (a) analytische Funktion F (ZlI ... , Z.,) 
in diesem Punkte, während von den Ableitungen oF/f}ZlI"" oF/ofJ., 
mindestens eine dort von Null verschieden ist, so lassen sich die 
Koordinaten aller derjenigen Punkte (z) der Umgebung von (a), in 

252) O. Hölder hat wohl den ersten Beweis des Satzes veröffentlicht: Math.
naturwiss. Mitteil. 1 (1884). 
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welchen F verschwindet, mitte1st n - 1 Parametern uu"" U,,-1 dar
stellen, indem man 

i = 1, ... , n, 

setzt, wo fJJi eine geeignete, im Punkte (0, ... ,0) analytische Funktion 
von (u1, ... , U"-l) bedeutet. Zwischen den in Betracht kommenden 
Punkten (z) und den Punkten (u) der Umgebung des Punktes (u) = (0) 
besteht eine ein-eindeutige Beziehung 25S). Die Frage, ob der Satz 
auch dann noch gilt, wenn alle die ersten Ableitungen in (a) ver
schwinden, wobei jedoch dann an Stelle des einen Gleichungssystems 
Zi = fJJi mehrere solche Gleichungssysteme treten können, ist wahr
scheinlich zu bejahen 253&); für den Fall n = 3 ist er richtig 254). 

Auf Grund dieses Satzes lassen sich die Koordinaten aller 
Punkte (ZU"" zn) der Umgebung der Stelle (au .. . , an), wofür die 
p Gleichungen gleichzeitig bestehen: 

F; (zu' .. , zn) = 0, i = 1,2, ... , p < n, 
wo F; eine in (a) analytische, dort verschwindende Funktion von (z) 
bedeutet, mitte1st m > n - p Parameter Uu"" um darstellen, und 
zwar durch eine endliche Anzahl von Gleichungssystemen je von der 
Form 

i = 1, ... , n, 

wo fJJi eine im Punkte (0, ... , 0) analytische Funktion von (ul1 ••. , um) 
bedeutet. Zwischen den in Betracht kommenden Punkten (z) und 
den Punkten (u) der Umgebung des Punktes Cu) = (0) besteht eine 
im allgemeinen ein-eindeutige Beziehung. - Sind insbesondere die 
Funktionen F; (zu . .. , zn) alle Polynome, so lässt sich das ganze 
durch die Gleichungen F; (Z1' ... , Zn) = 0 definierte algebraische Ge
bilde durch eine endliche Anzahl solcher Formeln darstellen. V gl. 
Nr. 11, Ende. 

4:7. Das analytische Gebilde. Der Begriff der analytischen 
Fortsetzung einer zunächst in einem Bereich (T) definierten ana-

253) Der Beweis ergiebt sich sowohl aus dem Satze von Nr. 44 als auch 
aus dem Weierstrass'schen Satze Nr. 45. Es genügt, uj = Zj zu setzen. 

253&) Dem Punkte (z) = (a) werden aber im allgemeinen unendlich viele 
Punkte (u) entsprechen. 

254) Mit dem Beweise dieses Satzes (oder, genauer gesagt, mit dem spe
ziellen Fall desselben, wo F ein Polynom ist) hat sich G. KQbb, J. de math. (4) 
8 (1892), p. 385 beschäftigt. Seine Untersuchung weist jedoch wesentliche 
Lücken auf; vgl. B. Levi, Ann. di mat. (2) 26 (1897), p. 219. Ein strenger Be
weis für den Fall n=3 ist von C. Black durchgeführt worden; Harvard Thesis 1901 
= Am. Ac. of Arts and Sci. Proc. 37 (1901). 
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lytischen Funktion mehrerer Veränderlichen ((Zl1 ... , Zn) über diesen 
Bereich hinaus lässt sich in analoger Weise festlegen, wie früher im 
Falle n = 1, Nr. 13, indem man in der Ebene der Grösse Sk einen 
zweiten Bereich T" in Betracht zieht, welcher am Bereich Ti längs 
einer regulären Kurve q, angrenzt und den Bereich Ti also zu einem 
neuen Bereich %" ergänzt. Eine solche Ausdehnung des Bereiches 
T" kann in jeder Ebene: k = 1, 2, ... , n, oder auch nur in einigen 
(ijeser Ebenen geschehen. Der erweiterte Bereich sei mit (i:) be
zeichnet. Kann man den Punkten von (i:) solche Werte zuordnen, 
dass eine in (%) analytische Funktion entsteht, die in (T) mit der 
ursprünglichen Funktion ((su . .. , Sn) zusammenfällt, so sagt man, 
dass ((Sv' .. , Zn) über (T) hinaus analytisch fortgesetzt werden kann. 
Der Definitionsbereich der Funktion ((St, ... , Zn) besteht nun aus 
dem Ausgangsbereich (T) nebst allen Erweiterungen, welche ana
lytischen Fortsetzungen der Funktion entsprechen und ist, falls die 
Funktion vieldeutig ist, als mehrfacher Riemann'scher Raum ~55) auf
zufassen. Die Gesamtheit der zugehörigen Funktionswerte bildet die 
analytische Funktion 256). 

Um bei den analytischen Funktionen mehrerer Veränderlichen 
eine analytische Fortsetzung zu konstatieren, bedient sich Weier
strass der Methode der Potenzreihen. Es sei ((zu ... , Zn) eine 
im Punkte (al1 ... , an) analytische Funktion. Vom Punkte (a) aus 
wird eine reguläre Kurve 2 beschrieben: 

Zt = fPt (t), z, = fP2 (t), ... Sn = fPn (t), 

wo der reelle Parameter t das Intervall: to < t < tt durchläuft und 
a. = fPi(tO)' bi = fPi(tt) ist. Längs der Kurve 2 wird ((sl1"" Z,.) 
in analoger Weise analytisch fortgesetzt, wie im Falle n = 1 (Nr. 13). 
Kann ((Zv.'" Zn) sowohl längs 2 als auch längs einer zweiten 
solchen die Punkte (a) und (b) verbindenden Kurve 2' in (b) hinein 
analytisch festgesetzt werden (vgl. Nr. 13), so erhält ( beide Mal in 
(b) denselben Wert, wofern 2' stetig in 2 verwandelt werden kann, 

255) Durch die mathematische Physik wird der Begriff eines mehrfachen 
Raumes nahe gelegt. V gl. die Citate bei Brill und Noether, Bericht, p. 254,255, 
auf Kwchhoff (1847) und Helmholtz. Die analytische Fortsetzung einer Potential
funktion im Ra ist von Stahl behandelt; J. f. Math. 79 (1875), p. 265. Ein ein
faches Beispiel einer mehrwertigen Potentialfunktion im Ra hat Appell gegeben; 
Math. Ann. 30 (1887), p. 155. Derartige Funktionen sind von Sommerfeld unter
sucht; Lond. Math. Proc. 28 (1897), P 397. Daran schliesst sich eine Arbeit 
von Carslaw, ebenda, Bd.30 (1899), p. 121. 

256) Nach Weierstrass eine monogene analytische Funktion. Wegen des 
analytischen Gebildes vgl. unten. 
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ohne dass für die Zwischenlagen dieser Kurve die analytische Fort
setzung der Funktion {von (a) bis (b) unmöglich wird. 

Wenn insbesondere die Funktionen tpi (t) alle analytisch sind, 
kann die analytische Fortsetzung längs 53 auch dadurch geschehen, 
dass man {( tpl (t), ... , tp,. (t)), als Funktion von t betrachtet, längs der 
reellen Achse von to bis t1 analytisch fortsetzt. Es wäre aber ein 
Fehler zu glauben, dass alle Punkte (b), bis in welche man {(Sl' .•. , Sn) 
OIU{ diese Weise analytisch fortsetzen kann, zum Definitionsbereich 
von f gehören. Als Beleg dafür diene folgendes Beispiel. Es sei 
die Funktion", (z) im ~inheitskreise analytisch und von 0 verschieden 
und lasse keine analytische Fortsetzung über diesen Kreis hinaus zu. 
Bildet man die Funktion 

{( ) 1/1 (St) 
Sl1 S2 = Zl1f' (SI)' 

so ist dieselbe nur in demjenigen Bereich (T) definiert, wo 1 Zl 1 < 1, 
I s21 < 1 ist. Die Kurve Sl = t, Z2 = t, (0 < t) führt über diesen 
Bereich hinaus, wenn t genügend wächst. Längs dieser Kurve hat 
f den Wert t und lässt sich somit unbegrenzt analytisch fortsetzen. 
Diesen Sachverhalt kann man geometrisch so erklären, dass man die 
Gleichung 

w = S 1/1(S1) 
1 1/1 (SI) 

als Fläche deutet und dann bemerkt, dass die Kurve Si = t, Z2 == t, 
w = t eine Zeit lang auf der Fläche verläuft, später aber eine natür
liche Grenze der Fläche überschreitet und von da ab von der Fläche 
getrennt verläuft. Allgemein kann man also sagen: Die analytische 
Fläche 

w = {(Sl1 •.. , Sn) 

deckt sich nicht mit der Gesamtheit der analytischen Kurven: 

Si = tp.(t), w = {(tpl (t), ..• , fJ),.(t), 

die zum Teil auf der Fläche liegen. 
Eine analytische Funktion f (Sl1 ... , S,.) hängt '\'On einer abzähl

baren Menge von Bestimmungsstücken ab. In der That wird {(SlI . .. , zn) 
zunächst in der Umgebung eines Punktes (all ... ' an) durch die ab
zählbare Menge von Koeffizienten der Taylor'schen Reihenentwicklung 
festgelegt, und nun genügt es, um alle möglichen analytischen Fort
setzungen zu beherrschen, bloss eine abzählbare Menge davon in Be
tracht zu ziehen. Es sei der Einfachheit halber n = 2 gesetzt und 
man bezeichne die zusammengehörigen Konvergenzradien der Potenz
reihe: 
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"","" 
f(zu Z2) = ~ Aik (Zl - alY (Z2 - a2)k 

i=O,k=O 

mit TlI r2 • Ferner sei Bl die obere Grenze von TlI wenn r2 gegen 
Null konvergiert. Jedem rationalen Werte von r l «Bl ) sei der 
grösstmögliche Wert von r2 zugeordnet. Die rationalen Punkte des 
Bereiches I Zl - al I < Tl! I Z2 - a2 I < T2 bilden eine abzählbare Menge 
und die Gesamtheit dieser den verschiedenen rationalen Werten von 
1\ entsprechenden Mengen liefert eine abzählbare Menge von Punkten 
(aj, (3j), die wie folgt beschaffen sind: Ist (;;;, ß) ein beliebiger innerer 
Punkt des Konvergenzbereiches der obigen Potenzreihe, so giebt es 
einen Punkt (a j , (3j) derart, dass die aus jener Potenzreihe unmittel
bar (d. h. durch algebraische Umformung der Reihe) abgeleitete 

Potenzreihe ~ A;k (Zl - aj)i (Z2 - {3j}k den Punkt (;;;, ß) im Innern 
ihres Konvergenzbezirks birgt. Die Menge (aj, (3j) bildet demnach 
die naturgemässe Verallgemeinerung der Menge der im Konvergenz
kreise der ersten Taylor'schen Reihe gelegenen rationalen Punkte im 
Falle n = 1 (Nr. 13). Eine ähnliche weitere Überlegung wie in 
jenem Fall führt dann zu einem analogen Resultat, was der Inhalt 
der vorhin ausgesprochenen Behauptung ist. 

Es mögen jetzt T analytische Funktionen 

Zn+i = f; (zlI •.. , zn)' i = 1, ... , T, 

vorgelegt sein, die auch durch implicite Gleichungen: 

F i (zu' .. , zn' Zn+l, ... , Zn+r) = 0, i = 1, ... , T, 

definiert werden können und welche sich alle im Punkte (all"" an) 
analytisch verhalten. Diese Funktionen werden gleichzeitig analytisch 
fortgesetzt. Ein Punkt (all"" an), der sich auch nur für eine 
einzige derselben als singulär erweist, gilt als ein singulärer Punkt 
des Systems, vgl. Nr. 13, Ende. Man wird also wie im Falle T = 1 
zu einem Definitionsbereich des Systems geführt. Die zugehörigen 
Funktionenwerte bilden ein analytisches Funktionensystem 257). Die Ge
samtheit der so erhaltenen Punkte (Z1'" ., zn' Zn+l, ... , Zn+r) bildet 
unter Hinzunahme gewisser sogleich zu besprechenden Grenzpunkte 
das analytische Gebilde nter Stufe im Gebiet von n + T Veränderlichen 
(Weierstrass). Die Stelle (al"'" an, an+l, ... , an+r) heisst eine 
Grenzstelle des analytischen Gebildes, falls die r Funktionen f; (Zl ..• , zn) 
sich bezw. den Werten an+i nähern, wenn der Punkt (zu . .. , zn) dem 

257) Nach Weierstrass ein monogenes System. Das monogene analytische 
Gebilde wird hier in ähnlicher Weise definiert, wie in Nr.13 für den Fall 
n =r = 1. 
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Grenzpunkte (au"" an) des Definitionsbereiches zustrebt. Sie wird 
dann und nur dann zum analytischen Gebilde gerechnet, wenn 
sie als die naturgemässe Verallgemeinerung einer der Singularitäten 
angesehen werden kann, die die algebraischen Gebilde nter Stufe im 
Gebiet von n + r Veränderlichen aufweisen, d. h. wenn die in Betracht 
kommenden Bestimmungen der" Funktionen Zn+i = t'i(Z1"'" zn) in 
der Umgebung des Punktes (Zv ... , zn) einem bezw. mehreren Glei
chungssystemen von der Form genügen: 

tPi (Zl1' .. , zn' Zn+1, ... , Zn+r) = 0, i = 1, ... , ", 
wo die Funktionen tPi in der Umgebung des Punktes (al1 ••• , an, 
a,,+1, ... , a,,+r) a.lle analytisch sind und dort verschwinden. Dabei 
spielt der unendlich ferne Bereich keine besondere Rolle, die Koordi
naten a l , •.• , a,,+r dürfen zum. Teil oder alle unendlich sein. 

Das so definierte analytische Gebilde ist im allgemeinen unab
hängig von der besonderen Wabl der unabhängigen Veränderlichen 
(ZI1' .. , zn)' Greift man J?ämlich irgend n andere aus den n + r 
Veränderlichen ZI1"" z,,+r hera.us: z/, ... , z~ und bildet man die 
Funktionaldeterminante 

J= ~+ ~~:, ... ~~~, 
VZi vZr 

wo a. = Z"+i - t'i(ZI1 ... , zn) 
gesetzt ist und die übrigen Veränderlichen durch z/" ... , zr" be
zeichnet sind, so wird J im allgemeinen nicht identisch verschwinden; 
al:!dann lassen sich die " Gleichungen ai = 0, i = 1, ... , ", in der 
Umgebung eines nicht spezialisierten Punktes (al" ... , an', at", ... , a/') 
nach z/" ... , zr" auflösen und das aus diesen neuen Funktionen: 

Z~+i = ~ (z/, . .. , z .. '), i = 1, ... , ", 
entspringende analytische Gebilde fällt mit dem ursprünglichen zu
sammen (Weierstrass). Der lrbergang von den Zl1"" zn zu den 
z/, . .. , Z: ist dagegen unmöglich, wenn J identisch verschwindet. 

Das Prinzip der Funktionalgleichungen gilt in derselben Formu
lierung wie in Nr. 16 auch für Funktionen mehrerer Veränderlichen. 

48. Einige Sätze über das Verhalten im Grossen. Hat eine 
analytische Funktion F(ZI1"" z .. ) keine anderen als nur ausser
wesentliche singuläre Stellen, so läGst sich dieselbe als eine rationale 
Funktion darstellen 258); hat sie bloss im Endlichen keine anderen 

258) Dieser Satz ist zuerst von Weierstrass 1(4) ausgesprochen und von 
A. Hurwitf!, J. f. Math. 95 (1883), p.201 mitte1st Potenzreihen bewiesen worden. 
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als ausserwesentliche singuläre Stellen, so lässt sie sich als der 
Quotient zweier ganzer (rationaler oder transcendenter) Funktionen 
darstellen, die im Endlichen höchstens in singulären Punkten der 
Funktion gleichzeitig verschwinden 1169). 

Da eine analytische Funktion von n > 1 Argumenten keine iso
lierte singuläre Stelle haben kann (Nr.4:2), so ist eine unmittelbare 
Ausdehnung des Satzes von Nr.34: auf solche Funktionen nicht mög
lich. Es besteht jedoch nach Weierstrass 260) der engere Satz: Einem 
beliebigen Bereich (T) des Punktes (Zl"'" z .. ) entsprechen eindeutige 
Funktionen, die in (T) keine anderen als nur ausserwesentliche singu
läre Stellen haben und in jedem Begrenzungspunkte von (T) einen 
wesentlichen singulären Punkt aufweisen. 

4:9. Homogene Variable. Die homogenen Variabeln, welche in 
der Formentheorie eine HauptsteIlung einnehmen, sind in die Funk
tionentheorie von Aronhold eingeführt und von Olebsch, Klein und 
anderen vielfach verwendet worden 261). Sie bezwecken einmal die 
Beseitigung der Sonderstellung, welche dem unendlich fernen Bereich 
sonst zufällt; dann aber wird darüber hinaus eine Symmetrie der 
Formeln erzielt, in welcher die Äquivalenz im Grunde gleichberech
tigter Dinge ihren analytischen Ausdruck findet. Unter einer analy
tischen Form versteht man eine homogene analytische Funktion von 
n Veränderlichen, d. h. eine Funktion f(Zl1"" z .. ), welche für alle 
Punkte der Umgebung eines Punktes (al"'" a .. ) des Definitions
bereiches von f und für alle Punkte t der Umgebung des Punktes 
t = 1 der Gleichung genügt: 

f(ts1, ... , tz .. ) = fff(zl' ... , z .. ), 

wo l eine konstante Grösse, die sogenannte Dimension der Form, be
deutet und unter t~ derjenige Zweig dieser Funktion verstanden ist, 

259) Der Satz ist zuerst von Poincare für den Fall n = 2 mit Hülfe der 
partiellen Differentialgleichungen, denen der reelle Teil der Funktion genügt 
(Nr. 42), bewiesen worden 141); Poincare spricht daselbst noch folgenden Satz 
aus: Si Yest une fonction quelconque de X, non uniforme, qui ne presente 
pas de point singulier essentiel a distance finie et qui ne puisse pas, pour une 
m~me valeur de X, prendre une infinite de valeurs finies infiniment voisines les 
unes des autres; elle pourra ~tre consideree comme 180 solution d'une equation: 
G(X, Y) = 0, 0\1 Gest une fonction entiere. Einen Beweis für den allgemeinen 
Fall - und zwar zugleich unter Erweiterung der Voraussetzungen des Satzes -
hat P. Cousin gegeben; Par. These 1894 = Acta math. 19 (1895), p. 1. 

260) Weierstrass tU). Es ist mir kein Beweis dieses Satzes bekannt. 
261) .Aronhold, J. f. Math. 61 (1863), p.95; Clebsch und Gordan, Abel'sche 

Funktionen, 1866; Klein, vgl. unten. 
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welcher für t = 1 den Wert 1 annimmt 262). Es sei insbesondere 
n = 2. 263) Setzt man t = z;:1, Z = Z1/Z2' so ergiebt sich, dass 

f(Z1' Es) = ~f(z, 1) = (zu»).(U2 Z-U1)-lf(z, 1), 
wo (zu) = U2Z1 - UI Z2 und u17 u2 willkürliche Grössen bedeuten; es 
lässt sich somit die :Form. f(zu Z2)' welche als Funktion zweier un
abhängiger Variabeln aufzufassen ist, auf die Änderung hin, welche 
sie erleidet, wenn der Punkt (Zt, Z2) in dem vierdimensionalen Raum 
dieser Veränderlichen einen beliebigen geschlossenen Weg beschreibt, 
dadurch untersuchen, dass man einzeln die Änderungen a) der Funk
tion (~s - ut )-lf(s, 1) und b) der Funktion (su)'" bestimmt, wenn s 
resp. t = (zu) unabhängig von einander den entsprechenden Weg in 
seiner Ebene durchläuft 264). 

Das Integral 
(b) 

!f(S17 s'J) (s ds), 
(a) 

wo f (SI' Si) eine analytische Form (- 2)ter Dimension ist, wird defi
niert, indem man im vierdimensionalen Raum der Variabeln (su S2) 
den Punkt (au a2) mit dem Punkt (b17 b2) durch einen Weg ver
bindet, der ganz im Definitionsbereich der Funktion f(S1' S2) verläuft: 

S1 = CP1(t) + i1/Jl(t), S2 = CP2(t) + i1/J2(t), ta < t < tb ; 

262) Diese Definition stützt sich auf das Verhalten der Funktion im Kleinen; 
mitte1st analytischer Fortsetzung bestimmt man dann im Grossen, welche Zweige 
f(tzl , ... , tz,), f(z1"'" z,,) zusammengehören. Ein bemerkenswerter Fall 
kommt in der Variationsrechnung vor. Es handelt sich um die reelle homogene 

Funktion oter Dimension F(x', y') = ax' + py', wo f'J eine positive definite 
VfJ (x',YJ 

quadratische Form bedeutet, die Quadratwurzel positiv genommen wird und a, p 
reelle Konstante sind. F(x', y') ist daher eine reelle eindeutige stetige Form 
oter Dimension in den reellen homogenen Variabeln x', y'. Trotzdem ist 
F( - x, - y') nicht = F(x, 1), sondern = - F(x', 1). Daraus ersieht man, 
dass die stetige Fortsetzung von F(x', y') im Reellen und die analytische 
Fortsetzung von t'- F(x', y') im Komplexen zu verschiedenen Resultaten führen 
können. 

263) Bei der Anwendung der Abel'schen Integrale auf Kurvengeometrie 
(Il B 2) ist häufig n> 2 zu nehmen; doch sei auch in diesem Fall an die Unter
suchungen von Klein erinnert, bei denen das algebraische Gebilde, wie im 
hyperelliptischen Fall, auf einem binären Gebiet behandelt wird; Math. Ann. 36 
(1890), p. 1. 

264) Burkhardt, Math. Ann. 32 (1888), p. 410; Ritter 166), p. 17. Man trifft 
gewöhnlich noch die Übereinkunft, dass ZI' z, niemals unendlich werden und 
auch nicht gleichzeitig verschwinden. Endlich kann man (zu) = 1 setzen, 
indem man z den Wert u1 /u, nicht anzunehmen gestattet. 

Encyklop. d. ma.th. Wissenseh. II 2. 8 
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und das Integral längs dieses Weges erstreckt: 

W' b 

(((sv SI) (sds) {f(sl' s'J,) ($IS1' -sls,/)dt - !res, 1) ds, 
~' ~ a 

wo $ = Sl/SI' und a = ~/al' b = b1/b'l. ist. Zwei solchen Wegen, 
welche stetig in einander umgeformt werden können, entsprechen 
gleiche Werte des Integrals. - Von solchen Integralen ist beispiels
weise bei der Behandlung der hypergeometrischen Funktionen mittelst 
des bestimmten resp. Schleifenintegrals ausgiebiger Gebrauch gemacht 
worden 965). Die homogenen Variabeln finden fernerhin eine Anwen
dung in der Theorie der automorphen Funktionen (1I B 6 c), sowie 
der linearen Differentialgleichungen (11 B 4) 166). 

265) V gl. 8ckellenberg 10'). Klein, Hypergeometrische Funktionen, Vorlesung 
vom W.-S. 1893/94 (lithographiert), Gllttingen 1894. 

266) Ritter 168); ferner Math. Ann. 44 (1894), p. 261 u. 47 (1896), p. 157; 
Klein, Glltt. Nachr. 1890, p. 85; Math. Ann.38 (1891), p. 144; sowie Pick, ibid., 
p. 139. 

(Abgeschlossen im August 1901.) 
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und III C 2, 8 heranzuziehen. In Bezug auf die Beziehungen zur Kurventheorie 
bes. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie 1, Leipzig 1876. 

Für die arithmetische Behandlung der algebraischen Funktionen vergleiche 
man den folgenden Artikel II B 2 a. 

A.. .Allgemeines. 

1. Definition. Ist eine komplexe Veränderliche y Wurzel einer 
algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten ganze rationale Funk
tionen einer Veränderlichen x sind, und hat diese Gleichung f(xy) = 0 
keinen in x und y ganzen rationalen Teiler, so heisst y eine alge
braische Funktion von x. Das erste Auftreten solcher allgemeinen 
algebraischen Funktionen geht auf die Geometrie des Oartesius 1) und 
auf Newton 2) zurück. Euler 3) gab ihre formelle Definition. Abel 4) 

zog sie zum erstenmal in den Bereich eines Satzes und wird darum 
mit Recht als der Begründer ihrer Theorie bezeichnet. Für die Ge
schichte der algebraischen Funktionen und ihren Zusammenhang mit 

1) Rene Descartes, Geometrie 1637, deutsch von Schlesinger 1894, 2. Buch 
am Anfang. 

2) I. Newton, Methodus fiuxionum (Opusc. coll. Castillioneus, Lausanne & 
Genf 1744). 

3) L. Euler, Introductio in Analysin infin. 1754, 1. Buch, 1. Kap. § 7. 
4) Näheres über .Abel B. unten Nr. 41. 
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der Entwicklung der Funktionentheorie und der Theorie der alge
braischen Kurven sehe man den Bericht von Brill und Nöther im 
Jahresbericht der deutschen Math.-Vereinig. 3 (1892-93), erschienen 
18945). 

2. Die algebraische Funktion in der Umgebung einer ein
zelnen Stelle. Ist f(xy) vom Grade n in y, so gehören zu jedem 
Werte von x auch n Werte von y. Diese heissen ZweigeS) der 
Funktion. Durchläuft x einen geschlossenen Weg, so geht entweder 
jeder einzelne Zweig in sich über, oder aber es verteilen sich die 
einzelnen Zweige in Teilsysteme, Cyklen 7) genannt, deren einzelne 
Elemente sich beim Umlauf cyklisch unter einander vertauschen. 
Ein solcher Cyklus kann auch nur ein Element enthalten. Die Zweige 
eines aus mehreren Elementen bestehenden Teilsystems nehmen an be
stimmten Stellen gleiche Werte an und hängen so miteinander zu
sammen. Diese Stellen heissen daher Verzweigungsstellen 8) jener dem 
Cyclus angehörigen Zweige, die x-Werte selbst Verzweigungswerte. 
Sie sind nur in endlicher Anzahl vorhanden, da in ihnen die Diskrimi
nante von f(xy) nach y verschwinden muss. Die Umgebung des unend
lich fernen Punktes ist besonders durch Einführung vou x-1 statt x zu 
untersuchen. Unendlich können einer oder mehrere Zweige nur dann 
werden, wenn entweder x selbst unendlich wird, oder der Koeffizient 
der höchsten Potenz von y verschwindet. Die Zähl der Unendlich
keitsstellen ist also ebenfalls endlich. Ist a keine Verzweigungsstelle 
eines bestimmten Zweiges, so ist dieser in der Umgebung von a 
nach ganzen Potenzen von x - a entwickelbar, und zwar treten 
negative Potenzen nur in endlicher Zahl und nur an einer endlichen 
Zahl von Stellen auf. Gehen in der Umgebung einer Verzweigungs
stelle k Zweige in einander über, so heisst diese eine k - 1-fache, 
oder von der k - 1ten Ordnung. In der Umgebung einer solchen 
werden sämtliche k in ihr zusammenhängende Zweige durch eine und 

5) Im folgenden kurz mit Ber. und Seitenzahl citiert. 
6) Rientann, Abel'sche Funktionen, J. f. Math. 54 (1857) = Werke, hsgg. 

von H. Weber, Leipzig 1892 (2. Aufi.), p. 90; künftig mit R. A. F. citiert. 
7) Puiseux, Recherehes sur les fonctions algebriques, J. de math. 15 (1850), 

Nr.19 (auch deutsch von Fischer, Halle 1861). Vgl. Briot u. Bouquet, Fonctions 
elliptiques, deux. edition, Paris 1875, p. 39. 

8) R. A. F. p.90, point critique bei Briot u. Bouquet 1. c. und anderen. 
Einzelne Autoren, wie Picard (Traite d'anal. 2, p. 349) gebrauchen letzteren 
Ausdruck überhaupt für solche Stellen, an denen zwei oder mehr Werte von y 
einander gleich werden, während die Verzweigungspunkte points de ramification 
heissen. 
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dieselbe nach ganzen Potenzen von (x - a)1/k fortschreitende Reihe 
dargestellt. Negative Potenzen treten auch hier nur in endlicher Zahl 
auf. Im Unendlichen tritt a;-1 an die Stelle von x - a in den Reihen, 
was in Zukunft nicht mehr besonders erwähnt werden soll. Die 
Reihen konvergieren bis zur nächsten Verzweigungs- oder Unendlich
keitsstelle des oder eines der dargestellten Zweige 9). Diese Eigen
schaften sind für die algebraischen Funktionen auch charakteristisch, 
d. h. eine Funktion, welche überall n Werte annimmt und deren 
Entwicklungen das eben beschriebene Verhalten zeigen, wobei Ver
zweigungs- und solche Stellen, in deren Umgebung eine Entwicklung 
nach negativen Potenzen auftritt, nur in endlicher Zahl vorkommen 
dürfen, ist Wurzel einer algebraischen Gleichung mit rationalen Funk
tionen von x als Koeffizienten 10). Ist es überdies möglich, auf ge
eigneten Wegen von x jeden Zweig in jeden andern überzurühren 
ohne dass auf dem dabei benützten Wege zwei oder mehr derselben 
einander gleich werden, so ist diese algebraische Gleichung auch un
zerlegbar. Im Gegenfalle lässt sie sich in eine endliche Anzahl solcher 
zerlegen. 

3. Das algebraische Gebilde. Weierstrass 11) bezeichnet die Ge
samtheit der Wertepaare x, y, welche einer algebraischen Gleichung 
f(xy) = 0 genügen, als ein algebraisches Gebilde, das einzelne Werte
paar xy als eine Stelle12) des Gebildes. Ist a, b eine solche Stelle, 
so heisst sie regulär, wenn (Ca + ~, b + 1]) in ~ und 1] lineare 
Glieder hat, sonst aber singulär. Die Anzahl der singulären Stellen, 
welche wohl zu unterscheiden sind von den singulären SteUen einer 

9) Die Reihenentwicklungen beginnen mit Newton (1. c.) u. Gramer, Analyse 
des lignes courbes algebr., Geneve 1750; Lagrange, Tb. des fonctions analyti
ques, Paris 1796; Berl. Mem. 24 (1768) = Oeuvres 3, p. 5; ibid.1776 = Oeuvres 4, 
p. 301). Lacroiu;'s Traite 1, p. 104 (2. ed. 1810) giebt Erläuterungen hierzu. 
Gauchy giebt den Satz von der Stetigkeit der einzelnen Zweigfunktionen (Exer
cices d'anal. 2, p. 109; Par. C. R. 12, 1841; seine allgemeinen Entwicklungen 
über implicite Funktionen siehe IIB 1); Minding (J. f. Math. 23, 1841) die Ent
wicklung im Unendlichen, Puiseux den obigen Satz (1. c.). Eine andere Art 
der Entwicklung bei Hermite, J. f. Math. 116. Siehe auch Nr. 3. - Ältere 
Litteratur bei S. Günther, Vermischte Untersuchungen zur Geschichte etc., Leipz. 
1876, Kap. ill; Ä. Lechthaler, Progr. Gymn. Melk 1885; Zusammenstellung bei 
Harkness u. Morley, Treatise (1893), p. 127. 

10) R. A. F., p. 108. Briot et Bouquet, J. ec. pol., cah. 36 (1856); Fonctions 
elliptiques, 2. ed., p. 217. Hierher gehört auch L. Kronecker, Berl. Ber. 1884, 
Werke 1, p. 543. Man sehe auch IIB 1, Nr.12. 

11) Zuerst in Vorlesungen. Vgl. Werke 2, p. 235. Auch G. Hettner, Gött. 
Nachr. 1880. 

12) Point analytique bei Appell und anderen (Par. C. R. 94,95; Actamath.1). 
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Funktion, ist endlich. Sie geben zugleich die singulären Stellen 13) 
der algebraischen Kurve f(xy) = O. Alle Werte von x und y, welche 
in einer genügend kleinen Umgebung von a resp. b liegen und dem 
Gebilde angehören, lassen sich durch eine endliche Anzahl von Reihen
paaren , die nach ganzen Potenzen eines Parameters fortschreiten, 
darstellen 14). Negative Potenzen treten dabei nur in endlicher An
zahl auf. In der Umgebung einer regulären Stelle reicht stets ein 
einziges Paar aus. Dabei ist wesentlich, dass die Wahl des Para
meters so getroffen werden kann, dass jeder Stelle in der Nähe von 
a, b auch nur ein Wert des Parameters in der zugehörigen Entwick
lung entspricht. Ein solcher kann sogar für die Umgebung einer 
bestimmten Stelle (a, b) als rationale Funktion von x, y gewählt 
werden, und soll in Zukunft mit t bezeichnet werden. Ein solches 
Reihenpaar nennt Weierstrass ein Element des algebraischen Gebildes. 
Zur Darstellung des ganzen Gebildes reicht stets eine endliche Anzahl 
von Elementen aus und sämtliche gehen aus einem unter ihnen durch 
analytische Fortsetzung hervor, wenn die definierende Gleichung un
zerlegbar ist. Diese Eigenschaft des Gebildes bezeichnet Weierstrass 
als die Monogeneität des algebraischen Gebildes. Die in Nr. 2 er
wähnten Reihenentwicklungen liefern unmittelbar Elemente, wenn als 
Parameter x - a resp. (x - a)l/k gewählt wird. 

4:. Die Riemann'sche Fläche. Eine klare und übersichtliche 
Vorstellung von dem Gesamtverlauf der Werte einer algebraischen 
Funktion hat Riemann 15) durch folgende Darstellung erreicht. Denkt 
man sich in n übereinanderliegenden Exemplaren der Ebene der kom
plexen Zahlen die Verzweigungswerte markiert und sämtlich durch 
einander nicht schneidende, in allen Blättern gleichverlaufende Linien 
mit einer Stelle, an der sämtliche Zweige der Funktion verschiedene 
Werte annehmen, verbunden, so ist in jedem Blatt der einzelne Zweig 
d~r Funktion eindeutig, wenn diese Linien als nicht überschreitbare 
Grenzen festgesetzt werden. Dabei werden zu beiden Seiten der 
Linien gleiche oder verschiedene Werte auftreten, je nachdem das 

13) Litteratur hierzu Ber. p. 367 und III C 2. 
14) M.Hamburger, Zeitschr. Math. Phys.16 (1871); L. Koenigsberger, Vorles. 

über ellipt. Funkt. (1874); O. Stolz, Math. Ann. 8 (1875); O. Biermann, Funk
tionentheorie § 39-41; O. Stolz, Grundz. d. Diff.- u. Integralrechnung 1, p. 177 ff.; 
einen andern Weg giebt M. (Jh. Meray, Le90ns sur l'analyse infinitesimale 2, 
Paris 1895, p. 121-167. Für die Behandlung auf arithmetischer Grundlage 
Kronecker, J. f. Math. 91 (1881); Hensel, Berl. Ber. 1895; siehe I B 1 c von Hensel 
u. Landsberg, Vorles. 

15) Diss. Gött.1851, Nr. 5 (Werke, p. 7); A. F. 1 (Werke, p. 88). 



f. Die Riemann 'sehe Fläche. 121 

Ende der Linie Verzweigungsstelle des betrachteten Zweiges ist oder 
nicht. Ordnet man nun jedem Zweig ein bestimmtes Blatt zu, so 
finden sich die Werte auf einer Seite einer der Linien auf der ent
gegengesetzten Seite derselben Linie oder einer gleichverlaufenden in 
einem andem Blatt. Durchschneidet man daher sämtliche Blätter 
längs dieser Linien, und verbindet die einzelnen Blätter längs dieser 
Schnitte (Verzweigungsschnitte ) in der Weise, dass solche Schnitt
ränder, welche gleiche Funktionswerte tragen, miteinander verschmolzen 
werden, so erhält man eine die Ebene n-fach überdeckende Fläche, 
auf welcher die Funktion y eindeutig ausgebreitet ist, die Riemann'sche 
Fläche. Ihre Konstruktion kann auf mannigfache Art abgeändert 
werden. Wesentlich ist dabei nur, dass die Verbindung der einzelnen 
Blätter den Übergang der einzelnen Zweige der Funktion ineinander 
richtig wiedergiebt. Die Konstruktion kann ebenso an die Ausbreitung 
der komplexen Zahlen auf der Kugelfläche geknüpft werden 16). Damit 
wurde zum erstenmal die Zuordnung des gesamten Wertevorrats der 
einzelnen algebraischen Funktion zu den Werten der unabhängigen 
Veränderlichen und der Zusammenhang aller Funktionswerte unter
einander klar erfasst. Die Gruppe der Vertauschungen, welche die 
Funktionswerte bei geschlossenen Wegen der unabhängigen Variablen 
erleiden, heisst die Monodromiegruppe 17) der Gleichung ((y, x) = O. 
Aus der Verzweigungsart hat Frobenius 18) Kriterien für die Auflös
barkeit von (Vi, x) = 0 nach y durch Wurzelzeichen hergeleitet. Eine 
Riemann'sche Fläche ist durch Angabe der Verzweigungswerte und 
der Cyklen um diese noch nicht vollständig bestimmt, vielmehr muss 
auch der Zusammenhang der einzelnen Zweige von einem Verzwei
gungspunkt zum andem gegeben sein 19). Die Anzahl der Riemann
sehen Flächen bei gegebenen Verzweigungswerten und ihren Cyklen 
und die Gruppe dieses Problems hat Hurwitz 20) bestimmt, nachdem 
schon früher Thomae 91) für 3- und 4-blättrige Flächen mit transcen
denten Mitteln die zugehörigen Funktionen angegeben hatte. 

16) Ausführliches über die Konstruktion solcher Flächen in den Lehr
büchern von C. Neumann, Durege, Koenigsberger, Petersen, Burkhardt, Appell et 
Goursat, Harkness and Morley, Briker. Die ersten ausführlichen Anweisungen 
hierzu haben wohl Prym (Wien. Denkschr. 1864) und Durege gegeben; vgl. zur 
ganzen Nr. auch II B 1, Nr. 10, 11. 

17) Ch. Hermite, Par. C. R. 32; A. Kneser, Math. Ann. 28 (1886). 
18) J. f. Math. 74 (1872). 
19) J. Thomae, J. f. Math. 75 (1873). 
20) Math. Ann.39 (1891), 55 (1901). Hierher gehört auch Hoyer, Math. Ann. 

42 (1892); 47 (1896). Auch Kasten, Diss. Göttingen 1876. 
21) Math. Ann. 18 (1881). 



122 II B 2. W. Wirtinger. Algebraische Funktionen unO. ihre Integrale. 

In einer mehr an Puiseux 22) anschliessenden Weise haben atebsch 
und Gordan 23) den Übergang der Funktionswerte ineinander längs 
geschlossener Wege (Cyklen, Schleifen, Umgänge) ihrer Darstellung 
zu Grunde gelegt. 

5. Zusammenhang und Geschlecht der Riemann'schen Fläche. 
Ist f(xy) unzerlegbar, so bildet die Riemann'sche Fläche ein einziges 
zusammenhängendes Ganzes 24), sonst liefert jeder Faktor von f(xy) 
eine solche Fläche, welche mit den andern nicht zusammenhängt. 
Nur zu unzerlegbaren Gleichungen gehörige Riemann'sche Flächen 
sollen weiterhin in Betracht gezogen werden. Eine solche ist von 
bestimmtem Zusammenhang im Sinn der Analysis situs (lU A 4) 
und zwar als geschlossene Fläche 2 p + 1- fach zusammenhängend. 
Die Zahl p, bei Weierstrass mit Q bezeichnet, heisst das Geschlecht 25) 

der Riemann'schen Fläche und der algebraischen Funktion, bei 
Weierstrass der Rang des algebraischen Gebildes. Sie hängt mit der 
Blätterzahl und den Ordnungszahlen der Verzweigungspunkte der 
Riemann'schen Fläche durch die Formel w - 2n = 2p - 2 26) zusammen, 
wo w die Summe der Ordnungszahlen der Verzweigungspunkte be
deutet. Ist f(xy) in y vom Grade n, in x vom Grade m, und hat 
die Kurve f(xy) = 0 nur einfache Doppelpunkte im Endlichen, so ist 
p = (m - 1) (n - 1) - r,26) wo r die Anzahl der im Endlichen ge
legenen Doppelpunkte bedeutet 27). Für die nähere Bestimmung des 
Geschlechtes aus den Singularitäten der Kurve f(xy) = 0 sehe man 
III C 2. 

6. Zerschneidung der Riemann'schen Fläche; Querschnitte. 
Nach den Lehren der Analysis situs 28) lässt sich die Riemann'sche 
Fläche auf mannigfache Art durch geeignete Quer- und Rückkehr
schnitte in eine einfach zusammenhängende verwandeln. Die folgende 

22) P. stellt sich geradezu die Aufgabe, den Wert der algebr. Funktion zu 
bestimmen, wenn die unabh. Variable einen bestimmten Weg durchläuft· 
C. Runge erledigt diese Frage mit algebr. Mitteln, J. f. Math. 97 (1884). 

23) ..4.. Clebsch u. P. Gordan, Abel'sche Funktionen (1866); Schläfli, J. f. 
Math. 76 (1873); F. Casorati, Ann. di mat. (2) 3 (1869); (2) 15 (1887), 16 (1888). 

24) L. Koenigsberger leitet mit Hülfe der Verzweigung der Riemann'schen 
Fläche Kriterien für die Unzerlegbarkeit der Gleichung f (y, x) = 0 her, Ber!. 
Ber. 46 (1898); J. f. Math. 115. 

25) Der Name zuerst bei ..4.. Clebsch, J. f. Math. 64 (1865). 
26) Riemann, A. F., Art. 7 (Werke, p. 114). 
27) Auf diesen Fall kann der allgemeine immer zurückgeführt werden; 

vgl. Nr. 10 und III C 2, III C 8. Allgemeine Vorschriften bei Bensel u. Lands
berg, Vorles. 1901. 

28) IIIA4. 
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Art der Zerschneidung wird als karwnische 29) bezeichnet. Man legt 
p sich selbst und einander nicht schneidende Riickkehrschnitte, die 
Schnitte .A, hierauf p weitere ebensolche Querschnitte, Schnitte B, 
von denen jeder die beiden Ränder eines Schnittes .A verbindet. End
lich verbindet man die p so erhaltenen Schnittepaare durch p Schnitte 
0, welche von dem Rand eines Schnittepaares .A, B zu dem eines 
nächsten führen, zu einem Ganzen. Die Schnitte C können ganz er
spart werden, wenn man die Schnitte A, B von einem und demselben 
Punkt der Riemann'schen Fläche aus zieht, und kommen hier auch 
sonst nicht weiter in Betracht. Es darf jedoch kein Schnitt weder 
einzeln noch mit den andern zusammen die Fläche zerstücken 30). 

'1. Spezialfiille und Normalformen. Die zweiblättrigen Rie
mann'schen Flächen, welche die Ausbreitung einer Quadratwurzel aus 
einer ganzen rationalen Funktion wiedergeben, werden hyperelliptische SI) 
Flächen genannt, wenn der Grad der ganzen rationalen Funktion 
grösser als 4 ist. Ist der Grad der ganzen rationalen Funktion ge
rade, so ist er 2 p + 2, sonst 2 p + 1. Im letzteren Fall hat die 
Fläche ausser den 2 p + 1 im Endlichen gelegenen Verzweigungs
punkten, an denen die ganze rationale Funktion verschwindet, noch 
den unendlichen fernen Punkt zum Verzweigungspunkt, im ersten Fall 
aber liegen alle 2p + 2 Verzweigungspunkte im Endlichen, so dass 
also ein wesentlicher Unterschied zwischen beiden Fällen nicht be
steht. Die Riemann'sche Fläche wird hier einfach dadurch hergestellt, 

29) Riemann, A. F., Art. 19. 
30) Man sehe insbesondere das Lehrbuch von O. Neumann. Auch die 

kanonische Zerschneidung kann auf mannigfache Weise vollzogen werden. Der 
Zusammenhang der verschiedenen Arten der Zerschneidung ist für die Theorie 
der linearen Transformation der Aberschen Funktionen wichtig; Thomae, Zeitschr. 
f. Math. u. PhYB. 12; J. f. Math. 75 (1873); Klein-BIVrkhardt, Math. Ann. 35 
(1889), p. 210, neuerdings Wellstein, Math. Ann. 52 (1899), siehe II B 6b; 
Clebsch und Gordan ersetzen die Theorie der Querschnitte durch bestimmte 
Kombinationen von Schleifen, siehe Note 23, 32 und BI'iot, fonctions abeliennes, 
Paris 1879. 

31) Deren Integrale waren die ersten über die elliptischen hinausgehenden 
Integrale algebraischer Funktionen, welche Abel in Betracht zog (rgl. Nr.42). 
Der Name rührt von Legendre her (Traite des fonctions elliptiques 3, p.181); 
Jacobi schlug den Namen Abel'sche vor (J. f. Math. 8 (1832), Werke 1, p. 379). 
Beide Namen sind in der älteren Litteratur synonym; z. B. Richelot, J. f. 
Math. 12,16,23,25; Wei61'strass, J. f. Math. 47 (1854»; A. Göpel (J. f. Math. 
35, üstwald's Klassiker Nr. 67) machte zuerst den Vorschlag, die Benennung 
hyperelliptische Integrale in dem obigen Sinne zu gebrauchen, den Namen 
Abel'sche Integrale aber den Integralen allgemeiner algebraischer Funktionen 
vorzubehalten. 
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dass man die Verzweigungspunkte in p + 1 Paare ordnet, die Punkte 
jedes Paares mit einander durch je einen Verzweigungsschnitt ver
bindet, und längs dieser p + 1 Verzweigungs schnitte die beiden 
Blätter kreuzweise mit einander verbindet 82). Die Zerschneidung der 
Fläche in eine einfach zusammenhängende kann so vorgenommen 
werden, dass man die p Schnitte A, von einem Punkt des ersten 
Verzweigungschnittes ausgehend, im ersten Blatte bis zu je einem 
Punkte eines der p übrigen Verzweigungs schnitte führt, und nach 
Uberschreitung des letzteren im zweiten Blatt zum Ausgangspunkt 
zurückkehrt. Die Schnitte B sind dann einfache Umläufe im ersten 
Blatt um die Paare von Verzweigungspunkten, ausgenommen das 
erste Paar. Die hyperelliptischen Flächen und algebraischen Funk
tionen für p = 2, 3, 4 etc. werden als von der ersten, zweiten, dritten 
etc. Ordnung bezeichnet, bei p = 2 die Ordnung häufig weggelassen. 
Wenn eine Riemann'sche Fläche nur einfache Verzweigungspunkte 
hat, so lässt sie sich durch geeignete Anordnung der Verzweigungs
schnitte derart umformen, dass zwei Blätter nach Art der hyperellip
tischen Fläche in 2 p + 2 Verzweigungspunkten zusammenhängen, 
während die übrigen n - 2 Blätter je in einem Paar von Ver
zweigungspunkten mit einem der ersten beiden zusammenhängen. 
Die Zerschneidung der ersten zwei Blätter nach Art der hyperellip
tischen ist dann auch zugleich eine kanonische Zerschneidung der 
ganzen Fläche 32). 

8. Funktionen am algebraischen Gebilde und der Riemann'schen 
Fläche. Funktionen des Wertepaares x,y, welche in der Umgebung einer 
bestimmten Stelle des Gebildes analytische Funktionen des Parameters t 
sind, also auf der Riemann'schen Fläche solche von x - a oder (x - a )1/\ 
werden als analytisch in der Umgebung dieser Stelle am Gebilde be
zeichnet, zeigen sie dieses Verhalten in der Umgebung jeder Stelle, so 
heissen sie analytische Funktionen am Gebilde oder der Riemann'schen 
Fläche; je nach ihrem Verhalten als Funktionen von t wird die Stelle 
als wesentlich oder ausserwesentlich singulär, als regulär, die Funktion 
selbst als ein- oder mehrdeutig in der Umgebung der Stelle bezeich
net. Die Ordnung des Null- oder Unendlich-werdens bei eindeutigen 
Funktionen ist eben durch dieselben Ordnungen bestimmt, die ihnen 
als Funktionen des Parameters t zukommen. Damit stimmt die Er
klärung der bez. Ordnungen bei Riemann durch die Anderung des 

32) J. Lüroth, Math. Ann. 3 (1871); Münch. Abh. 15 (1885), 16 (1887), dort 
auch weitere Litteratur; Clebsch, Math. Ann. 6 (1873); vgl. auch das Lehrbuch 
von H. Stahl. 
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Logarithmus der Funktion sB) bei vollständiger Umlaufung der Stelle 
auf der Riemann'schen Fläche überein. Die Funktion heisst unver
zweigt am ganzen algebraischen Gebilde oder auf der Riemann'schen 
Fläche, wenn sie es in der Umgebung jeder Stelle ist. Dies zieht 
jedoch keineswegs Eindeutigkeit am ganzen Gebilde nach sich, weil 
durch analytische Fortsetzung auf solchen Wegen, welche Querschnitte 
überschreiten, ev. vom Ausgangselement verschiedene Elemente er
halten werden könnenM). Eine Funktion, welche am ganzen alge
braischen Gebilde oder der Riemann'schen Fläche eindeutig ist und 
nur ausserwesentlich singuläre Stellen besitzt, ist eine rationale Funktion 
von x und y und umgekehrt. Eine solche nimmt jeden Wert gleich 
oft am algebraischen Gebilde oder der Riemann'schen Fläche 85) an. 

9. Der Körper der ra.tionalen Funktionen, Transformation 
des Gebildes und die Riemann'schen Klassen. Erhaltung von p. 
Die Gesamtheit der rationalen Funktionen von x und y bildet einen 
Körper und gestattet daher die Anwendung der arithmetischen Me
thoden 86). Die einzelne rationale Funktion ß von X und y ist selbst 
Wurzel einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten in x. 
Der Grad dieser Gleichung ist entweder gleich n oder ein Teiler von n. 
Im ersten Fall ist y rational durch die neu eingeführte Funktion dar
stellbar, im zweiten Fall nicht. Nur im ersten Falle sind die zu s 
und y gehörigen Riemann'schen Flächen identisch, im zweiten Falle 
ist zwar ß eindeutig auf der y zugehörigen Riemann'schen Fläche, 
nicht aber umgekehrt 87). Das einfachste, jedoch triviale Beispiel 
solcher Funktionen sind die rationalen Funktionen von x allein. 

Sind w und ß zwei rationale Funktionen von x und y, von denen 
die erste jeden Wert r mal, die zweite s mal annimmt, so ergiebt 
die Elimination von x und y aus den drei Gleichungen w = w (x, y), 

33) Biemann hat wohl zuerst den Gedanken gefasst, ein algebraisches 
Gebilde als Träger von Funktionswerten aufzufassen, A. F. Art. 2. 

M) Unverzweigt und eindeutig ist in der Litteratur nicht immer streng 
geschieden, da die unverzweigten Funktionen auf der durch Querschnitte zer
schnittenen Biemann'schen Fläche eindeutig sind, jedoch nicht auf der unzer
schnittenen. 

35) Briot et Bouquet, J. d. ec. pol.. 1856; Biemann, A. F., Art. 5 (1857), 
doch unabhängig von B. et B., s. Werke p. 102. 

36) Dedekind u. Weber, J. f. Math. 92 (1882); die Arbeiten von Kronecker, 
HenseZ, Landsberg siehe I B lc, Nr. 11. Neuerdings der letztgenannte Math. 
Ann. 54 (1901). Ausgeführte Beispiele unter diesem Gesichtspunkt bei L. Bauer, 
Math. Ann. 41 (1893), 46 (1895). Eine systematische Darstellung unter diesem 
Gesichtspunkt HenseZ u. Landsberg, Algebr. Funkt., Teubner 1901. 

37) Biemann, A. F., Art. 5. 
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z = z (x, y) und f (x, y) = 0 eine algebraische Gleichung zwischen 
wund z, welche in w vom sten, in z vom rten Grade ist: F(w,z) = O. 
Diese ist entweder unzerlegbar oder Potenz einer unzerlegbaren Funk
tion. Im. ersten Falle sind x und y selbst als rationale Funktionen 
von w und z darstellbar. Die beiden Gleichungen f (x, y) = 0 und 
F (w, z) = 0 gehen dann durch rationale Transformation in einander 
über, die zugehörigen Gebilde und Riemann'schen Flächen sind ein
eindeutig auf einander bezogen. Die Riemann'schen Flächen sind 
überdies konform auf einander abgebildet, und haben daher gleiches 
Geschlecht p. Die Gesamtheit aller Gleichungen, welche aus einer 
unter ihnen durch eine solche Transformation hervorgehen, nennt 
Riemann eine Klasse 38) algebraischer Gleichungen. Die Gesamtheit 
der rationalen Funktionen von x und y, als Funktionen einer unter 
ihnen aufgefasst, bilden ein System gleichverzweigter algebraischer 
Funktionen. Die durch verschiedene Wahl der unabhängigen Ver
änderlichen entspringenden Systeme werden ebenfalls zu einer Klasse 
algebraischer Funktionen zusammengefasst, so dass jeder Klasse von 
Gleichungen eine Klasse von Funktionssystemen und umgekehrt ent
spricht. 

10. Bedeutung des Klassenbegriffes. Aus der Zusammenfassung 
der algebraischen Funktionen in Klassen ergiebt sich die Forderung, 
die einzelne Funktion zu charakterisieren, unabhängig von ihrer Dar
stellung dUrch zwei besondere Funktionen der Klasse. Dies wird in 
der Theorie von Weierstrass dadurch erreicht, dass das Verhalten der 
Funktion in Bezug auf die zu den einzelnen Stellen gehörigen Para
meter t zu ihrer Festlegung dient. Es ist hier das algebraische Ge
bilde aufgelöst in eine Anzahl von Bereichen der zu einer endlichen 
Anzahl von Stellen gehörigen Parameter t, welche durch die - die 
analytische Fortsetzung vermittelnden - Übergangssubstitutionen 
zu einem Ganzen verbunden sind. Die ursprüngliche algebraische 
Gleichung kann ebensogut durch jede andere der Klasse ersetzt 
werden. Auf ganz verschiedenem Weg erreichen Dedekind und Weber 39) 
dieses Ziel mit den Hülfsmitteln der Idealtheorie. Der einzelne Punkt 
der Riemann'schen Fläche erscheint dann als Primideal. Ein dritter Weg 
führt zunächst zur Aufstellung von Funktionen, resp. Formen, welche 
selbst ihre Beziehung zum algebraischen Gebilde bei rationaler Trans
formation nicht ändern und Darstellung aller übrigen Funktionen 

38) Riemann, A. F., Art. 12 (1857). 
39) l. c. (Note 36), sowie die iibrige dort angegebene Litteratur. 
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durch diese (invariante Darstellung) 40). Ferner dient die rationale 
Transformation dazu, aus den Gleichungen einer Klasse nach ver
schiedenen Gesichtspunkten Repräsentanten (kanonische Formen, 
Normalformen)41) auszuscheiden, eine Aufgabe, welche mit der Fest
legung der Klasse durch eine endliche Anzahl von Konstanten (Mo
duln der Klasse) aufs engste zusammenhängt. 

11. Die Integrale der algebraischen Funktionen; ihre Perioden. 
Wird eine algebraische Funktion integrirt und das Integral als 
Funktion der Grenzen - meist der oberen - aufgefasst, so entstehen 
neue, zum algebraischen Gebilde gehörige Funktionen, welche Abel'sche 
Integrale 42) genannt werden. AusseI' den bei algebraischen Funk
tionen möglichen Unendlichkeitsstellen können bei ihnen auch loga
rithmische vorkommen, in deren Umgebung sie in der Form A log t 
+ pet) dargestellt werden, wenn pet) eine nach ganzen Potenzen 
von t fortschreitende Reihe mit höchstens einer endlichen Anzahl 
negativer Potenzen bedeutet. Sie sind ferner am Gebilde und der 
Riemann'schen Fläche zwar unverzweigt, aber unendlich vieldeutig, 
wenn sie sich nicht auf algebraische Funktionen reduzieren. Die 
sämtlichen Werte eines Integrals gehen aus einem unter ihnen durch 
Hinzufügen einer linearen Verbindung gewisser Konstanten (Perioden 
oder Periodizitätsmoduln) mit ganzzahligen Koeffizienten hervor. Die 
Perioden sind von zweierlei Art, die der ersten (logarithmische 
Perioden) treten zu dem Funktionswert nach Umlauf einer logarith
mischen Unstetigkeitsstelle, die der zweiten Art (Perioden oder 
Periodizitätsmoduln schlechtweg) treten hinzu, wenn der Integrations
weg auf der Riemann'schen Fläche solche geschlossene Wege durch
läuft, welche sich nicht ohne Überschreiten von Verzweigungspunkten 
auf einen Punkt zusammenziehen lassen (Periodenwege). Alle Perioden-

40) A. Brill und M. Nöther, Math. Ann. 7 (1874), auch Gött. Nachr. 1873; 
Nöther, Erl. Bel'. 1880, Math. Ann.17 (1880). Neuerdings in allgemeiner Fassung 
Wellstein, Math. Ann. 54 (1901). 

41) Siehe unter Nr. 30. Hierher gehört auch die Verwendung der ratio
nalen Transformationen zur Auflösung von singulären Stellen, insbesondere zur 
Überführung der Gleichung fex, y) = 0 in eine solche, deren zugehörige Kurve 
nur mehr einfache Doppelpunkte enthält. L. Kronecker, J. f. Math. 91 (1881); 
M. Nöther, Math. Ann. 9 (1875); 23 (1883); 34 (1889); weitere Litteratur in Brill 
und Nöther's Bericht, p. 367 ff. Man sehe auch III, C, 2, 8. Neuerdings zeigt 
E. Vessiot, Toul. Ann. 1896, dass die in endlicher Zahl wiederholte Anwendung 

der Transformation ~ = x, 'Tj = :~ auf f(x, y) = 0 auf eine Kurve mit lauter 

einfachen Doppelpunkten führt. 
42) Siehe Note 31. 
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wege lassen sich aus 2p geeigneten unter ihnen zusammensetzen und 
darum die Perioden im engern Sinn sich durch 2 p unter ihnen linear 
und homogen mit ganzzahligen Koeffizienten ausdrücken. Die Quer
schnitte der Riemann'schen Fläche einer kanonischen Zerschneidung 
bilden immer ein dazu geeignetes Wegesystem 43). Auf der zer
schnittenen Riemann'schen Fläche sind die Integrale, abgesehen von 
logarithmischen Perioden, eindeutig, nehmen aber an beiden Seiten 
eines Querschnittes um eine längs des Schnittes konstante Grösse 
verschiedene Werte an. Wird an den Schnitten A beliebig eine posi
tive und eine negative Seite festgesetzt, an den Schnitten B aber so, 
dass bei positiver Umlaufung der ganzen Riemann'schen Fläche man 
auf der positiven Seite der Schnitte B von der positiven Seite der 
Schnitte A auf die negative Seite kommt, so wird der Funktions
wert auf der positiven Seite, vermindert um den auf der negativen 
Seite eines Querschnittes, als Periode an diesem Querschnitt be
zeichnet und ist bei einem Schnitt A gegeben durch das Integral 
längs des zugehörigen Schnittes B, genommen in derjenigen Inte
grationsrichtung, welche von negativer Seite von A auf die positive 
führt. Das entsprechende gilt von den Schnitten B. Wird also das 
Integral in der Riemann'schen Fläche zunächst ohne Überschreitung 
der Querschnitte überallhin fortgesetzt, so wird überall ein bestimmter 
Wert erhalten. Für einen Integrationsweg, welcher die Querschnitte 
beliebig oft überschreitet, wird dann der Wert des Integrals aus 
diesem erhalten, indem man die den einzelnen Querschnitten zu
gehörigen Perioden so oft positiv hinzufügt, als der Querschnitt von 

43) Die mehrfache Periodizität bei hyperelliptischen Integralen scheint 
zuerst Abel (Oeuvr. M. S. et L. 2 p. 40) wohl 1826 bemerkt zu haben. Auch 
bei Galois finden sich (1832) Bemerkungen, welche zeigen, dass ihm diese Er
scheinung bekannt war (Oeuvres M. Picard, p. 29). Für hyperelliptische 
Integrale hat durch Rechnung Jacobi (J. f. Math. 9 (1832), 13 (1835) = ges. 
Werke 2, p. 5, 23) diese Eigenschaft dargelegt. Die Konsequenzen Jacobi's 
für die Umkehrungsfunktionen, welche für die Theorie der Abel'schen 
Funktionen wichtig wurden, siehe II B 6 b und II B 7; s. auch die Bemerkung 
Weber's zur Ausgabe der Jacobi'schen Abhandlung (J. f. Math. 13) in Ostwald's 
Klassikern Nr. 64. Aus der Theorie der komplexen Integrationswege wurde die 
Existenz der Perioden wohl schon von Cauchy (par. C. R. 32 (1851) Oeuvres 11, 
p. 292, 300, 304) und bei algebraischen Funktionen von Puiseux (1. c.) (lI B 1) 
erkannt, ohne dass ihm die Bestimmung der endlichen Zahl der linear unab
hängigen gelungen wäre. Dies leisten auf Puiseux'scher Grundlage erst Olebsch 
und Gordan (1866) (Note 23); man sehe auch Briot, Fonctions abeliennes, 
Paris 1879. Die Periodizität des Integrals aus der Beschaffenheit des Bereiches 
erkannt zu haben und sie auf 2p zurückzuführen, ist das Verdienst Riemann's 
CA. F., 1857). 
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der. positiven zur negativen Seite überschritten wird und so oft 
negativ, als die entgegengesetzte Überschreitung stattfindet (4). Funk~ 
tionen, welche am algebraischen Gebilde oder der Riemann'schen 
Fläche ausser logarithmischen nur ausserwesentlich singuläre Stellen 
in endlicher Anzahl besitzen, auf der Riemann'sGhen Fläche unver~ 
zweigt sind, und längs der Querschnitte konstante Wertdifferenzen 
aufweisen, sind Integrale rationaler Funktionen von x und y, so dass 
also die angegebenen Eigenschaften für die Funktionen auch cha
rakteristisch sind. Diese Funktionen enthalten die algebraischen als 
spezielle Fälle bei Wegfall der logarithmischen Unstetigkeiten und 
Verschwinden der Perioden 45). 

12. Riemann's Problemstellung. Man kann nun unabhängig 
von jeder algebraischen Gleichung eine die Ebene mehrfach über
deckende Fläche mit einer endlichen Anzahl von Verzweigungspunkten, 
durch welche die einzelnen Blätter in bestimmter Weise zu einem 
zusammenhängenden Ganzen verbunden sind, vorgeben und fragen, 
ob es algebraische Funktionen giebt, deren Riemann'sche Fläche die 
vorgelegte Fläche ist. Dies ist der Ausgangspunkt Riemann's46), 
welcher diese Frage im bejahenden Sinne beantwortete. Wenn auch 
das von Riemann zum Beweis benützte Dirichlet'sche Prinzip 47) der 
Kritik von Weierstrass nicht Stand halten konnte, so haben doch die 
späteren Arbeiten von Schwarz und C. Neumann die Richtigkeit der 
Riemann'schen Sätze in dem hier in Betracht kommenden Umfang 
dargethan. Insbesondere hat C. Neumann den Existenzbeweis für die 
bisher allein erwähnte Form der Riemann'schen Fläche ausführlich dar
gestellt48). 

13. Verallgemeinerung der Riemann'schen Fläche. Aber die 
Riemann'sche Fläche selbst ist noch einer erheblichen Verallgemeine
rung fähig, welche zum Teil schon von Riemann selbst benutzt 

44) Die Festsetzungen über positive und negative Richtung sind bei ver-
schiedenen Autoren verschieden, was bei Vergleich der Formeln zu beachten ist. 

45) Riemann, 1. c., Art. 9. 
46) Riemann, 1. c., Art. 3-5. 
47) Riemann, Dissertation, p. 80; A. F., Nr. 8,4, Art. 1. 
48) H. A. Schwarz, Berl. Ber. 1870 (ges. Abh., p. 183 und Noten, p. 856); 

O. Neumann, sächsiche Berichte 1870; Abel'sche Integrale, 2. Auf!.. Auszugsweise 
Darstellung des Gedankenganges bei Klein~Fricke, Modulfunktionen 1, p. 508ff.; 
Forsyth, Theory of funct.; Picard, Traite 2. Die weitere Litteratur und näheres 
über das Dirichlet'sche Prinzip siehe II A 7b und II B 1. Neuerdings hat D.Hilbert, 
D. M. V. 1899 wieder auf die Minimalbetrachtungen zurü6kgegriffen und sie 
vervollständigt. 

Encyklop. d. math. Wissenseh. II 2. 9 



130 II B 2. W. Wirtinger. Algebraische Funktionen und ihre Integrale. 

wurde. Zunächst lassen sich aus derselben im Sinne der Analysis 
situs äquivalente Flächen ableiten, auf welche das algebraische Ge
bilde punktweise eindeutig bezogen ist, und welche die Zusammen
hangsverhältnisse einfach übersehen lassen 49). Olifford und Tonelli 
geben der Fläche die Gestalt einer Kugel mit p angesetzten Henkeln 50). 

A.uch ist es nicht notwendig, dass die Fläche als geschlossene. 
vorgegeben ist, sondern es genügt, wenn die Fläche durch punktweise 
Zuordnung der Ränder im idealen Sinn eine geschlossene Mannig
faltigkeit wird. Solche Bereiche werden als Riemann'sche Bereiche 
oder auch Fundamentalbereiche bezeichnet 51). Hierher gehören die 
Polygonnetze in der Ebene, in welchen jedes Blatt der Riemann'schen 
Fläche auf ein einzelnes Polygon bezogen ist und diese neben ein
ander so angeordnet sind, wie die Blätter der Riemann'schen Fläche 
über einander 52). Weiteres hierüber sehe man II B 6 c. Noch in 
anderer Weise hat Klein 53) die Tangenten algebraischer Kurven be
nützt, um das algebraische Gebilde abzubilden, indem er den reellen 
Tangenten ihren Berührungspunkt, den komplexen aber den einzigen 
reellen Punkt derselben zuweist und so eine Riemann'sche Fläche 
direkt an der Kurve konstruiert. Uber die Beziehung zu Minimal
flächen III D 5 54). 

14:. Die allgemeinsten Riemann'schen MannigfaJ.tigkeiten, welche 
auf algebraische Funktionen führen, lassen sich erklären als wenigstens 

49) Solche Umformungen giebt Hoffmann, }Iethodik der Deformation der 
Riemann'schen Fläche, 1887. 

50) Clifford, Proc. of the Lond. Math. Society 8 (1877); F. Klein, "Ober 
Riemann's Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale (1882), dazu 
die Note Klein's, Math. Ann. 45 (autogr. Vorles.) und Tonelli, Linc. Rend. (5) 4 (1895). 

51) F. Klein, Math. Ann. 21 (1883). Spezielle Fälle früher bei Riemann, 
Werke, p.440 u. Schottky, J. f. Math. 83 (1876); Schwarz, J. f. Math. 75 (1872); 
Dedekind, J. f. Math. 83 (1877). 

52) F. Klein, Math. Ann. 14 (1878); W. Dyck, Math. Ann. 17 (1880); 20 
(1881). Diese Methoden erweisen sich insbesondere zur Untersuchung algebraischer 
Gebilde im Sinne der Galois'schen Theorie förderlich. Siehe Nr. oS über Gebilde 
mit eindeutigen Transformationen in sich. "Ober ihre Bedeutung in der Theorie 
der automorphen Funktionen TI B 6 c. 

53) Erl. Ber. 1874; Math. Ann. 7 (1874); 9 (1876). Ferner die autographierten 
Vorlesungshefte über Riemann'sche Flächen (p. 198 :!f.), wo noch weitergehende 
Verallgemeinerungen zur Sprache kommen. Einzelausführungen bei Harnack, 
Math. Ann. 9 (1875); Haskell, Amer. J. of math. 13 (1890). Auch Clebsch·Linde
mann, Vorles. über Geometrie 1, p. 610:!f. 

M) Riemann, ges. Werke, p. 301; K. Weierstrass, Berl. Ber. 1866. Für 
die Beziehung zu unserm Gegenstand, F. Klein autographierte Vorlesungen, 
Riemann'sche Flächen, I (1892), p. 28, 153:!f. 
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in idealem Sinne geschlossene, zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten 
mit nicht umkehrbarer Indikatrix, auf welchen eine binäre, positive, 
quadratische Difl'erentialform derart eindeutig gegeben ist, dass zufolge 
derselben die Umgebung jeder Stelle der Mannigfaltigkeit konform 
(im Sinne der durch die Differentialform an jeder Stelle der Mannig
faltigkeit gegebenen Massbestimmung) auf ein ebenes Flächenstück 
abgebildet werden kann und welche so mit einer endlichen Anzahl 
von Bereichen, deren jeder konform auf eine Kreisfläche abgebildet 
werden kann, überdeckt werden kann, dass jede Stelle der Mannig
faltigkeit dem Innern, nicht nur der Grenze, wenigstens eines dieser 
Bereiche angehört. 

Ist die Mannigfaltigkeit als gewöhnliche Fläche gegeben, so kann 
das Quadrat des Bogenelementes als zugehörige Differentialform be
nützt werden, doch ist dies keineswegs notwendig, wie die am Schluss 
der vorigen Nummer erwähnten Klein'schen Flächen zeigen. 

Auf solchen Mannigfaltigkeiten lässt sich nicht nur der Zusammen
hang der Stellen des algebraischen Gebildes darstellen, sondern sie 
definieren geradezu eine Klasse algebraischer Funktionen 55), wie so
gleich näher zu erläutern ist. 

Eine ausführliche Darstellung dieser allgemeinsten Fälle steht 
noch aus. Die Ausdrucksweise im folgenden knüpft an die V orstel
lung gewöhnlicher Flächen des dreidimensionalen Raumes oder ebener, 
einfach oder mehrfach überdeckter Bereiche an. 

15. PotentiaJ.e und Funktionen auf der allgemeinen Riemann
schen Fläche. Der Beweis dafür, dass eine solche Mannigfaltigkeit 
eine Klasse algebraischer Funktionen definiert, erfordert die Herstellung 
solcher Potentiale (Il A 7b) auf der Fläche, welche an den Quer
schnitten gegebene Wertdifl'erenzen und auf der Fläche 56) selbst nur 
solche Unstetigkeitsstellen in endlicher Anzahl haben, welche durch 
Subtraktion des reellen Teils einer Funktion von der Form 

56) F. Klein, Autogr. Vorles. über Riemann'sche Flächen (1892), p. 16-28. 
Einzelne einfach zusammenhängende Flächenstücke versieht bereits E. Beltrami 
mit einer quadratischen Differentialform und studiert die 80 entstehenden Funk
tionen. "Ober die Mannigfaltigkeiten mit umkehrbarer Indikatrix (nach Dyck, 
Math. Ann. 32), zu denen auch die Doppelflächen gehören (siehe Analysis situs 
TI! A 4) und ihre Beziehung zu berandeten Flächen und deren Einordnung in die 
vorliegende Fragestellung sehe man Klein, 'Ober Riemann's Theorie (1882), p. 78ff. 

66) F. Klein hat in der Schrift über Riemann's Theorie (1882) auf Grund 
physikalischer Vorstellungen von stationären Strömen auf einer Riemann'schen 
Fläche die Hauptzüge der Theorie anschaulich dargestellt und für die Theorie 
der konformen Abbildung verwertet. Man sehe Picard, Traite d'anal. 2, p.459ff, 

9· 
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A log r + Cl r 1 + csr 2 + csr- 3 + ... + ckr- k 

für die Umgebung der einzelnen Stelle behoben werden können. Da
bei bedeutet r eine komplexe Funktion des Ortes auf der Fläche, 
welche an der Unstetigkeitsstelle von der ersten Ordnung verschwindet. 

Werden diese Potentiale durch Hinzufügen der mit i multipli
zierten konjugierten Potentiale zu komplexen Funktionen des Ortes 
auf der Fläche ergänzt, so erhält man ein System von solchen Funk
tionen auf der Fläche, welche nur logarithmische und ausserwesent
lieh singuläre Stellen und an den Querschnitten konstante Wertdiffe
renzen haben. Unter diesen sind die auf der ganzen unzerschnittenen 
Fläche eindeutigen besonders ausgezeichnet und heissen algebraische 
Funktionen auf der Fläche. Als Funktionen einer unter diesen auf
gefasst bilden nämlich alle Funktionen des Systems ein System 
gleichverzweigter algebraischer Funktionen und ihrer Integrale. Jede 
einzelne solche Funktion bildet die ganze Fläche eindeutig und kon
form auf eine gewöhnliche, die Ebene mehrfach überdeckende Riemann
sehe Fläche ab und alle diese Riemann'schen Flächen gehören zur 
selben Klasse. Die Tragweite dieser Auffassung geht darin über die 
rein algebraische Behandlung hinaus, dass sie die Klasse algebraischer 
Funktionen unter sehr allgemeinen, von jeder speziellen Art der ana
lytischen Darstellung unabhängigen Bedingungen zu erkennen und 
festzulegen gestattet, sowie das Verhalten der ganzen Klasse bei Ab
änderung einzelner Bestimlliungsstücke zu untersuchen die Möglich
keit bietet 57). 

16. Die drei Gattungen von Integralen. Ist eine Funktion auf 
der Riemann'schen Fläche überall endlich und sind die reellen Teile 
ihrer Perioden an sämtlichen Querschnitten oder die Perioden an 
p Querschnitten A (oder B) gleich Null, so ist die Funktion eine 
Konstante. Die überall endlichen Funktionen mit nicht verschwin
denden Perioden heissen Funktionen erster Gattung. Eine solche ist 
bis auf eine additive Konstante durch die reellen Teile ihrer Perioden 
an den Querschnitten vollständig bestimmt. Alle diese Funktionen 

57) Den hier skizzierten Gedankengang, welcher eine Erweiterung des Ul'

sprilnglich Riemann'schen auf allgemeine Mannigfaltigkeiten darstellt, hat Klein 
in den soeben zitierten Schriften eingehender entwickelt. Hierher gehören auch 
für den Fall ebener Polygone die Untersuchungen von E. Ritter, Math. Ann. 
45, 46 (1894, 1895), in denen auch die Stetigkeit der Potentiale und Funktionen 
bei stetiger Abänderung des Fundamentalbereiches untersucht wird. Diese letz
tere bildet eines der meist stillschweigend gemachten Postulate für alle Unter
suchungen, bei denen die Verzweigungspunkte abgeändert werden. Hierüber 
II B 3 und II B 6 b, c. 
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sind (bis auf eine additive Konstante) durch p geeignet gewählte 
unter ihnen linear mit konstanten Koeffizienten darstellbar. 

Als Funktionen zweiter Gattung werden solche Funktionen be
zeichnet, welche nur an einer Stelle der Riemann'schen Fläche un
endlich von der ersten Ordnung werden. Die Funktionen dritter 
Gattung sind solche, welche an zwei Stellen der Riemann'schen Fläche 
logarithmisch unendlich werden, und zwar wie - log t1 an der einen 
und wie + log ts an der zweiten, wenn tv t2 zwei an den beiden 
Stellen von der ersten Ordnung verschwindende Funktionen sind. 
Die Funktionen zweiter und dritter Gattung sind durch Angabe ihrer 
Unstetigkeiten erst bis auf eine Funktion erster Gattung bestimmt. 
Die Funktionen der drei Gattungen werden mit Rücksicht auf ihre 
Darstellung durch Integrale algebraischer Funktionen in der Regel 
als Integrale 1., 2., 3. Gattung bezeichnet. Die hier gegebenen Defini
tionen sind zuerst von Riemann 58) aufgestellt, doch wird als Integral 
zweiter Gattung häufig auch eine Funktion bezeichnet, welche nur 
an weniger als p + 1 Stellen so unendlich wird, dass die Summe der 
Ordnungszahlen < p ist. Solche Funktionen können aus dem gewöhn
lichen Integral zweiter Gattung durch Differentiation nach dem Un
stetigkeitspunkt erhalten werden. Ebenso kann das Integral zweiter 
Gattung aus dem dritter erhalten werden 59). Aus dem reellen Teil 
eines geeigneten Integrals zweiter Gattung lassen sich alle Funktionen 
der drei Gattungen herleiten 60). 

17. Relationen zwischen den Perioden. Sind U und V zwei 
Integralfunktionen , so ergiebt die Integration des Differen tials Ud V 
über die Begrenzung der Riemann'schen Fläche durch die Querschnitte 
einerseits, andererseits um die etwa vorhandenen Unstetigkeits stellen 
Relationen von der Gestalt 

(1) 

wo Pi' Pp +i die Perioden von U resp. an den Querschnitten Ai, Bi 
und Qi' Qp+i die analogen Perioden von V bedeuten, R aber die aus 
der Integration um. die einzelnen Unstetigkeits stellen entspringenden 
Beiträge 61). Sind U und V heide erster Gattung, RO ist die rechte 

58) Riemann, A. F., Art. 4,5,6. 
59) Riemann, A. F., Art. 4; F. Franklin, Math. Ann. 41 (1892); Olebsch 

und Gordan, A. F., § 8. 
60) Klein, Math. Ann. 21 (1883); ausführlicher bei Klein-Fricke, Modulf. 1. 
61) Riemann, A. F., Art. 20, 22, 26; Olebsch und Gordan, A. F., § 25,33,37; 

F. Prym, J. f. Math. 71 (1870); vgl. auch die Lehrbücher von O. Neumann und 
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Seite von (1) Null. Ist U von der zweiten, V von der ersten Gattung, 
so ist die rechte Seite von (1) eill lineares Aggregat der Werte der 
Differentialquotienten von V an der Unstetigkeitsstelle von U. Ist 
endlich U von der dritten Gattung, V von der ersten, so wird die 
rechte Seite von (1) 

"'1 
wo Xl' x2 die beiden logarithmischen Unstetigkeitsstellen von U be
deuten 62). Wird U konstant und für V eine beliebige Integralfunk
tion oder der Logarithmus einer algebraischen Funktion genommen, 
so ergiebt (1), dass die Summe der logarithmischen Residuen für eine 
solche gleich Null ist, resp. die algebraische Funktion jeden Wert 
gleich oft annimmt. Wird für U der reelle, für V der imaginäre Teil 
eines Integrales erster Gattung genommen, so ergiebt die Umwandlung 

von JUdV in ein Doppelintegral und der Vergleich mit dem um 
die ganze Begrenzung der Riemann'schen Fläche erstreckten Integral, 
dass 

einen positiven Wert hat, wenn P', P" den reellen und imaginären 
Teil der Perioden bedeuten. 

18. Die transcendent normierten Integrale. Unter den Inte
gralen erster Gattung lassen sich p so auswählen, dass jedes unter 
ihnen nur an je einem der Schnitte A die Periode 1 hat, an den 
übrigen Schnitten A aber die Periode Null. Diese werden als trans
cendent normierte Integrale erster Gattung 6S) bezeichnet und zwar 
soll mit Vk dasjenige Integral bezeichnet werden, welches am Quer
schnitt Ak die Periode 1 hat. Die Periode von vk am Querschnitt B . • soll mit 'tk,i bezeichnet werden. Dann geben die Sätze der vorigen 
Nr. 'tk,i = 'ti,k' Ferner ist der imaginäre Teil der Summe 

~ni~'t'ik' 
i,k 

F. Stahl. Die Randintegration in dieser Weise ist seit Riemann ein vielverwen
detes Hülfsmittel geworden. 

62) Dieses sind die sogenannten Bilinearrelationen in der Riemann'schen 
Form. Für die äquivalenten Weierstrass'schen Relationen siehe Nr. 84. 

68) Riemwnn, A. F., Art. 18. Dort und auch bei anderen Autoren haben 
die vk die Perioden ",i an den Schnitten Ak • Die Einfühmng von 1 als Periode 
erfolgte mit Rücksicht auf die Weierstrass'sche Form der Thetareihen (II B 6, c; 
TI B 7) und die Transformationstheorie. 
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in welcher die n. ganze Zahlen bedeuten, wesentlich positiv. Diese 
Sätze über die "röt bilden die Grundlage für die Verwendung der 
Thetafunktionen 64,). 

Die Integrale zweiter Gattung können durch Hinzufügen einer 
geeigneten Linearkombination von Integralen erster Gattung so nor
miert werden, dass sie an sämtlichen Schnitten .Li die Perioden Null 
haben. Beginnt die Entwicklung des Integrals in der Nähe der Un
stetigkeitsstelle mit at-i, so sind seine Perioden an den Querschnitten 
Bk gegeben durch 

- 2nia (~v:)t=o. 
Solche Integrale werden als transcendent normierte Integrale zweiter 
Gattung bezeichnet 65). 

In gleicher Weise wird das Integral dritter Gattung66) normiert 
durch die Forderung, an den Querschnitten .Li verschwindende Perioden 
zu haben, an den Unstetigkeitsstellen Xu x2 aber sich zu verhalten 
wie resp. -log t11 + log t2 • Die Perioden an den Schnitten Bk sind 
dann gleich 

19. Darstellung der Funktionen der Fläche durch die Inte
grale der drei Gattungen. Jede Funktion mit nur ausserwesentlichen 
und logarithmischen singulären Stellen lässt sich als ein lineares 
Aggregat von Integralen der drei Gattungen darstellen. Insbesondere 
sind die Funktionen mit verschwindenden Perioden und ohne loga
rithmische Unstetigkeiten als lineare Verbindungen von Normalinte
gralen zweiter Gattung, resp. als Grenzfälle von solchen darstellbar 67). 

Sind m Stellen gegeben, an denen allein die Funktion unendlich 
von erster Ordnung werden darf, ohne es zu müssen, so ergiebt die 
Untersuchung der Perioden, dass eine solche Funktion noch von 
m - p + 't' + 1 Konstanten homogen und linear abhängt. Dabei 
bedeutet 't' die Anzahl der linear-unabhängigen Differentiale erster 
Gattung, welche an den gegebenen m Stellen verschwinden (Riemann
Roch'scher Satz) 68). Für ein Unendlichwerden höherer Ordnung ist 

64) Siehe II B 7. 
66) G. Roch, J. f. Math. 64 (1866). 
66) Clebsch und Gordan, A. F., § 34 (1866). 
67) Riemann, A. F., Art. 6. 
68) Riemann, 1. c. giebt den ersten Teil des Satzes ohne Rücksicht auf die 

durch das Eintreten der -r gegebene Modifikation. Diese fügt erst G. Roch 
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für m die Summe der Ordnungszahlen des Unendlichwerdens zu setzen 
und Iür 'C die Anzahl der linear unabhängigen Differentiale erster 
Gattung, welche an den gegebenen Stellen je von derselben OrdnunR 
verschwinden, wie die Funktion unendlich werden darf. Dabei ist zu 
beachten, dass man so zwar alle Funktionen erhält, welche nirgends 
anders und nicht von höherer Ordnung als die gegebene unendlich 
werden, keineswegs aber an den gegebenen Stellen das vorgegebene 
Unendlichwerden wirklich einzutreten braucht 68&). 

B. Besondere Darstellungen und Funktionen. 

20. Darstellung der Integranden als rationale Funktionen von 
x, y. Die Riemann'sche Definition der drei Gattungen von Integralen 
lässt dieselben zwar als die einfachsten Elemente zum additiven Auf
bau der übrigen Funktionen erkennen, giebt jedoch nicht unmittelbar 
ihre Darstellung als Integrale algebraischer Funktionen des Gebildes. 
Für die hyperelliptischen Gebilde war bereits von Abel 69) eine Re
duktion der Integrale auf drei Gattungen gegeben. Er zeigt nämlich 
analog wie bei den elliptischen Integralen, dass, abgesehen von alge
braischen und logarithmischen Summanden, jedes Integral von der Form 

f p da; 

Q ycp(a;)' 

wo P und Q ganze rationale Funktionen von x bedeuten und q>(x) 
eine solche vom Grade 2p + 2, sich darstellen lasse durch Integrale 
von der Form 

f afda; ja;P+ada; 
ycp(a;) , ycp(a;) 

(0 < a < p - 1) und f da; . 
- - (a;-a)ycp(a;) 

Die ersten beiden Formen und lineare Kombinationen der unter einer 
von ihnen enthaltenen Integrale werden von ihm und den Autoren 
bis Riemann, vereinzelt auch noch später, als Integrale erster, resp. 
zweiter Gattung bezeichnet. Ebenso die dritte Form als Integral 

(J. f. Math. 64 (1865» hinzu. Vgl. auch Nr. 22, 28, 20-29. In der arithmeti
schen Theorie der algebraischen Funktionen (I B 1 c, Nr. 11) erscheint der Satz als 
Konsequenz einer Relation zwischen einer Basis und ihrer reziproken; G. Law18-
berg, Math. Ann. 50 (1897); H. Hensel, Math. Ann. 54 (1901). Vgl. auch den 
folgenden Artikel von Hensel; sowie Hensel u. Landsberg, Vorles. Eine Er
weiterung des Satzes bei Nöther, Math. Ann. 15 (1879); siehe auch Klein, 
Autogr. Vorles. über Riemann'sche Flächen, p. 91 fl'. 

68") Siehe unten Nr.28. 
69) Oeuvres (~d. S. et L.), p. 450fl'.; J. f. Math. 8 (1828). Ausführlicher bei 

Legendire, TraiM des fonctions elliptiques etc. 8, p. 181 (1882); auch Oh. Hermite, 
Coure lithogr., 4. M., p. 28. 
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dritter Gattung. Mit der seit Biemann allgemein üblichen Benennung 
stimmt dies wohl für die erste und dritte Gattung (so lange nicht 
qJ(rx) = 0) überein, nicht aber für die zweite. Für die zweite und 
dritte Gattung hat Koenigsberger 70) die algebraischen Formen mitge
teilt für den hyperelliptischen Fall. Für allgemeine algebraische 
Funktionen hat Riemann 71) die Darstellung der Integrale der drei 
Gattungen begonnen. Er giebt rur die erste Gattung die Form 

j fJJ (m:;B, ";2) 
of ' 
oy 

wo tp eme ganze rationale Funktion von x und y bedeutet und n 
und m die resp. Grade von fex, y) in y und x. Dabei ist voraus
gesetzt, dass fex, y) = 0 als Kurve im Endlichen nur einfache Doppel
punkte hat, an welchen dann tp(x, y) verschwinden muss. Wird von 
vornherein eine algebraische Gleichung der Theorie zu Grunde gelegt, 
so muss die Übereinstimmung der Anzahl der linear unabhängigen 
Integrale erster Gattung mit der anderweitig definierten Zahl p be
sonders gezeigt werden. Dies geschieht bei Christoffel 7») unter ver
einfachenden Voraussetzungen flir die singulären Stellen von f(x,y)=O, 
bei Elli<Jt 73) unter allgemeinen Annahmen; der erstere giebt überdies 
Formen flir die zweite und dritte Gattung 74). 

Allgemeine Rechenvorschriften zur Bildung der Integrale der drei 
Gattungen bei beliebigen Singularitäten der Grundkurve liefert die arith
metische Theorie 7h). 

21. Fortsetzung. Homogene Va.ria.ble. Die Formen 'P' Die 
von Aronhold 75) für Gleichungen zweiten und dritten Grades zur 
Untersuchung der Integrale verwendeten homogenen Variablen werden 
von Clebsch und Gordan 76) auch rur die allgemeinen Abel'schen Inte-

70) Vorlesungen über hyperelliptische Integrale, Lpz.1878. Explicite Formeln 
auch bei Schirdewahn, Zeitsehr. Math. Phys. 34 (1889); E. Goursat, Par. C. R. 97 
(1883); E. Picard, Darb. Bull. (2) 14 (1890); P. Appell, Tou!. Ann. 7 (1893). Die 
Weierstrass'schen Normierungen siehe unten Nr. 23. 

71) A. F., Art. 9. 
72) Ann. d. mat. (2) 10 (1881). 
73) Ann. ee. norm. (2) 5 (1876); auch eh. Briot, F. aM!.; L. Raffy, Ann. ec. 

norm. (1) 12 (1883). 
74) Man sehe unten Nr. 32 ff. 
74&) Man sehe die in Note 68 angeführten Arbeiten von Hensel u. Lands

berg; vgl. auch unten Note 81. 
75) Berl. Ber. 1861; J. f. Math. 61 (1862). 
76) A. Clebsch, J. f. Math. 63 (1863); 64 (1864), p. 43 ff.; OZebsck und GOT

dan, A. F., § 4-8. 
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grale herangezogen. Ist f(xl1 Xs, xs) = 0 die homogen gemachte Glei
chung, welche das algebraische Gebilde definiert, so ergeben sich die 
Integrale erster Gattung in der Form 

J s rp (cxdx), 
~Ci~ 
;=1 oa:i 

wo tp eine ganze rationale homogene Form der a;, xs, Xs, von der 
n - 3- Ordnung bedeutet, welche zur Kurve f(xu Xi' xs) = 0 adjun
giert ist, d. h. in jedem h-fachen Punkt derselben einen h-l-fachen 
hat, wobei aber mehrere Punkte verschiedener Vielfachheit in einem 
vereinigt liegen können 77). U nter (ex dx) ist die Determinante 
~ + l1. Xi dxs verstanden. Von c wird das Integral ganz unabhängig. 
Das Integral dritter Gattung nimmt hier die Form an: 

J ,Q. s (cxdx), 
(a: ~ 11) ~ Ci ::. 

i=1 • 

WO .Q, eine adjungierte Form n - 2ter Ordnung bedeutet, welche an 
den von ~ und fJ verschiedenen Stellen, in denen die Gerade (x l fJ)=O 
die Kurve (= 0 schneidet, verschwindet. Das Integral zweiter Gattung 
kann aus dem dritter Gattung nun durch Grenzübergang oder DifFe
rentiation nach einer der Unstetigkeits stellen hergeleitet werden 711). 
Über algebraische Normierung der zweiten und dritten Gattung wird 
später zu berichten sein (Nr. 32 :If.). 

22. Definition des Geschlechtes auf Grund der Formen tp. Wird 
die algebraische Gleichung zum Ausgangspunkt der Theorie genommen, 
so kann man auch von vornherein die Anzahl der linear unabhängigen 
Formen tp als Geschlecht definieren (Brill und Nöther) 79). Dabei er
weisen sich die Formen tp selbst als invariant gegenüber rationaler 
Transformation. Beim Beweise dieses Satzes tritt dann als ,,Fund&
mentalsatztt80) die Angabe der notwendigen und hinreichenden Be
dingungen dafür auf, dass der Quotient zweier ganzer rationaler Funk
tionen von x und y zufolge der Gleichung ((x, y) = 0 als ganze 
rationale Funktion von x und y darstellbar ist. Endlich können die 

77) So, dass der Quotient mit der ersten Polare eines veränderlichen Punktes 
im singulären Punkt nicht unendlich wird. BriZI und NöthtJr, Ma.th. Ann. 7 
(1874); M. Nöther, Math. Ann. 8, 9 (1875, 1876). Arithmetische Definition bei 
HenseZ u. Landsberg, V orIes.; siehe a.uch den folgenden Artikel von HmseZ. 

78) OZebsch und Gordan, 1. c. 
79) Math. Ann. 7 (1874); vg1. auch Brill und NöthtJr, Ber., p. 360 f. 
80) M. Nöther, Math. Ann. 6 (1873); siehe I Bi c, Nr.20. 
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Formen q> für jede Gleichung f = 0 lediglich durch rationale Opera
tionen in endlicher Anzahl ermittelt werden 81). Die einzelne q> ver
schwindet an 2 p - 2 Stellen des Gebildes ausser den singulären. 
Diese sind es, an welchen das mit q> gebildete Differential erster 
Gattung verschwindet 82). 

28. Die Theorie von Weierstrass. Auf einer von transcendenten 
Hülfsmitteln freien und in algebraischer Hinsicht völlig allgemeinen 
Grundlage hat Weierstrass 8B) seine Theorie der algebraischen Funk
tionen aufgebaut. Seine wesentlichsten Hülfsmittel sind dabei die 
Entwicklung der rationalen Funktionen eines Paares nach Potenzen 
des Parameters t und der ohne Integralbetrachtungen abgeleitete Re
siduensatz, dem er die Form giebt: 

(2) ~ [F(x, y) ~:],-1 = 0, 

wo unter dem Summenzeichen der Koeffizient der -1 ten Potenz in 
der Entwicklung des eingeklammerten Ausdruckes steht und die Sum
mation über alle Stellen des Gebildes, an. welchen negative Potenzen 
von t in der Entwicklung auftreten, zu erstrecken ist. 

Das Geschlecht (bei Weierstrass: Rang (» wird definiert als die
jenige Zahl fester Stellen ( a .. , b .. ), (IX = 1, 2, 3, ... , p) , für welche 
zwar keine algebraische Funktion sm Gebilde ausschliesslich und nur 
von der ersten Ordnung unendlich wird, wohl aber solche Funktionen 
existieren, welche an diesen Stellen und einer frei veränderlichen 
Stelle (x', y') und sonst nirgends von der ersten Ordnung&) unend-

81) M. Nöther, Math. Ann. 17 (1880), 23 (1884); L. Raffy, Ann. ec. norm. 
(2) 12 (1883); Math. Ann. 23 (1884). Vom Standpunkt der arithmetischen Theorie 
der algebraischen Funktionen aus hat K. Hensel, J. f. Math. 117 (1896) die Auf
stellung der rp erledigt und ihre Anzahl mit den Dimensionen der in einem 
Fnndamentalsystem auftretenden Funktionen in Zusammenhang gebracht (I B 1 e, 
Nr.ll). Hensel u. Landsberg, Vorles. Vgl. auch F. Baker, Abelian Theorem, 
London 1897, chap.IV. 

82) Riemann, A. F., Art. 9, 10. - Da. Bnll und Nöther und die anschliessen
den Entwicklungen die an die Ausdrucksweise der algebraischen Kurve an
schliessende Darstellung in den Vordergrund stellen, so ist für Näheres m C 2 
heranzuziehen. 

83) In Vorlesungen. Eine authentische Darstellung seiner Theorie wird seit 
1897 in nahe Aussicht gestellt und soll demnitchst erfolgen. Mir stand ein von 
P. Günther stammender Auszug aus einer solchen Vorlesung zur Verfügung. 
Eine kurze Skizze von Weierstrass selbst in dem Briefe an Schwarz (1875), Werke 
2, p. 236. Einen zusammenhängenden ausführlicheren Bericht in Brill und 
Nöther's Bericht, p. 403 ff. 

84) F. Schottky, J. f. Math. 83 (1877). 
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lich werden. Wird eine solche Funktion noch ausserdem so normiert, 
dass, wenn (x, y) und (x', y') demselben Element des Gebildes ange
hören, die Entwicklung mit (x - X')-l beginnt, und die Funktion 
an einer beliebig zu wählenden Stelle (xo, Yo) verschwindet, so ist sie 
dadurch eindeutig bestimmt und wird mit H(x, y, x', y')85) bezeichnet. 
Durch Entwicklung nach Potenzen des Parameters t in der Umgebung 
einer der Stellen (aa, ba) in Bezug auf (x, y) erhält man 

(3) H(x, y, x', y') = t- 1 H(x', y'),,+ HO(x', y'),,-tH(x', y'),,+p+ "', 

und hier erweisen sich die Funktionen H(x', y')" als pIntegranden 
erster Gattung, die Funktionen H(x', y'),,+p als p zugehörige Inte
granden zweiter Gattung, die Funktion H (x, y, x', y') selbst aber als 
ein Integrand dritter Gattung. Bezeichnet (x;, y;) das zur Stelle (x', y') 
gehörige Reihenpaar, so liefert die Entwicklung 

(4) H(x, y; x;,y;) ~~' =-~ H(x, y; x', Y'),JJI 
p-

in den Koeffizienten H(x, y; x', y')p- solche Funktionen von (x, y), 
welche an der Stelle (x', y') von der I'" + 1ten Ordnung und zwar 
wie t-p--l unendlich werden, an den Stellen (a, b) dagegen nur von 
der ersten, sonst aber überall endlich bleiben. 

Damit sind die wesentlichen Hülfsmittel für die Darstellung und 
Untersuchung der algebraischen Funktionen gegeben. Die Vergleichung 
der Anzahl der Null- und Unendlichkeitsstellen in den Integranden 
erster Gattung ergiebt die Bestimmung von p. Der Residuensatz 
liefert die Darstellung der allgemeinsten algebraischen Funktion als 
lineares Aggregat der Funktionen H(x, y; x', y') und H(x, Y; x', yJ,.., 
wenn für die Variablen x', y' die Unendlichkeitsstellen der vorgege
benen Funktion eintreten. Die weiteren Bedingungen an den Stellen 
(a", ba ) endlich zu bleiben, ergeben den Riemann-Roch'schen Satz und 
treten an die Stelle der aus dem Verhalten der Perioden der Inte
grale zweiter Gattung hergeleiteten Bedingungen bei Riemann. In 
Verbindung damit ergiebt sich die weitere Definition des Geschlechtes 
als der grössten Zahl, für welche an einer frei veränderlichen Stelle 
eine Funktion, welche ausschliesslich an dieser Stelle und von dieser 
Ordnung unendlich wird, nicht existiert. Diese wird ergänzt und ver-

85) Die Definition von H und das Folgende nach G. Hettner, Gött. Nachr. 
1880. Implicite tritt eine solche Funktion für hyperelliptische Gebilde schon in 
den Arbeiten von Weierstrass, J. f. Math. 47, 52 (1854, 1856) auf. Für p = 4 
siehe A. Wiman, Diss. Upsala 1895; O. Biermann, Wien. Ber. 87 (1883); Monats
hefte 3 (1892). 
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schärft durch den sogenannten Lückensatz85a), demzufolge in der 
Reihe der Funktionen, welche ausschliesslich 1Ul. einer gegebenen Stelle 
unendlich werden, immer genau p Lücken, entsprechend p in der Reihe 
der Ordnungszahlen des Unendlichwerdens fehlenden Zahlen, auftreten. 
Diese p Za.hlen stimmen im allgemeinen mit den Zahlen 1, 2, 3, ... , p 
überein und nur für eine endliche Anzahl von Stellen (W eierstrass
Stellen)86) sind sie von ihnen verschieden. Diese fehlenden p Ord
nungszahlen lassen sich auch definieren als die möglichen Ordnungs
zahlen des Verschwindens eines Integrales erster Gattung an der 
betrachteten Stelle. Sind die in der Reihe der Ordnungsza.hlen des 
Unendlichwerdens an einer Stelle fehlenden Za.hlen", (i=1,2,3, ... ,p), 
so verschwindet die Determinante 

I :~il (k, J. = 1,2,3, .. . ,p), 

wo uJ: p unabhängige Integrale erster Gattung und u irgend ein sol

ches bedeutet, an dieser Stelle von der Ordnung ~'" - ~ p (p + 1), 

und die Summe der Ordnungszahlen ihres Verschwindens beträgt 
(p + l)p (p _1)87). Endlich liefert noch die Existenz solcher Funk
tionen, welche nur an einer Stelle des Gebildes unendlich werden, bei 
Einführung derselben als unabhängige Veränderliche den Beweis der 
Monogeneität des Gebildes. Uber die Theorie der Integrale und die 
Normalformen siehe Nr. 32, 33, 34. 

24. Die FlJIe p = 0, 1. Wird für ein algebraisches Gebilde 
p = 0, so existieren rationale Funktionen am Gebilde, welche jeden 
Wert nur einmal annehmen. Alle diese Funktionen sind linear ge
brochen durch eine unter ihnen darstellbar. Ist x eine solche Funk
tion, so sind alle rationaleu Funktionen am Gebilde auch gewöhnliche 
rationale Funktionen von x. Die Integrale erster Gattung entfallen, 
die Integrale zweiter Gattung reduzieren sich auf x oder linear 
gebrochene Funktionen von x, die Integrale dritter Gattung auf 
log (x - ~)/(x - fJ)88). Für diese Funktionen sehe man auch I B 1, 
mc 2, 3; für die Integrale II A 2. 

Ist bei einem algebraischen Gebilde p = 1, so heisst es ellip-

85") M. Nöther, J. f. Math. 92 (1882), 97 (1884), 99 (1886); Baker, Abe!. 
Theor., p. 311f. 

86) Weierstrass, Werke 4, p. 2381f.; A. Hwrwite, Math. Ann.41 (1892); 
M. Ha'lJll'e, Ann. ~c. norm. (3) 13 (1896); O. Sefll'e, Lincei Rend. sero 5&, 8, 1899. 

87) BMU, Math. Ann. 4, p. 530; BMU und Nöther, Math. Ann. 7 (1874); 
A. Hurwite, 1. C. 

88) A. OZebsch, J. f. Math. 64 (1865). 
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tisch, und alle zugehörigen algebraischen Funktionen sind rationale 
Funktionen zweier unter ihnen, welche durch eine Gleichung von der 
Gestalt y2 = fex) verbunden sind, wo fex) eine ganze rationale Funk
tion 4. Grades in x bedeutet. Über diese sehe man II B 6 a. Auf diese 
Fälle wird im folgenden nicht mehr besonders Rücksicht genommen. 

25. Äquivalente Systeme von Stellen, Scharen von Stellen und 
Funktionen. Zwei Systeme von gleichviel Stellen der Riemann'schen 
Fläche (des algebraischen Gebildes, der ebenen Kurve etc.) heissen 
äquivalent 89) oder auch korresidual 90), wenn es eine algebraische Funk
tion giebt, welche an den Stellen je eines der beiden Systeme den
selben Wert annimmt, also z. B. in denen des ersten Systems gleich 
Null, in denen des zweiten unendlich wird. Dabei sind die beiden 
Systeme von Stellen als völlig verschieden vorausgesetzt. Im Falle 
zwei Systeme von Stellen einzelne Stellen gemeinsam haben, wird 
der Begriff der Äquivalenz dahin verallgemeinert, dass zwei Systeme 
von Stellen allgemein als äquivalent gelten, wenn die nicht gemein
samen Stellen es im oben definierten Sinne sind 91). Die Gesamtheit 
der zu einem gegebenen System äquivalenten Systeme bildet eine 
Schar, in welcher als feste Stellen des einzelnen Systems die allen 
Systemen der Schar gemeinsamen Stellen bezeichnet werden, die 
übrigen Stellen aber als beweglich. Die beweglichen Stellen der 
Schar können auch erklärt werden als die Systeme der Nullstellen 
derjenigen Funktionen, welche an jeder der gegebenen Stellen nicht 
von höherer Ordnung unendlich werden, als die Anzahl der in ihr ver
einigt gelegenen Stellen des gegebenen Systems, woraus ersichtlich 
ist, dass zwei zu einem dritten äquivalente Systeme auch untereinander 
äquivalent sind. Nach dem Riemann-Roch'schen Satz wird die einzelne 
Funktion und damit auch das einzelne System der Schar durch 
m - p + ~ + 1 homogene lineare Parameter bestimmt, wenn m die 
Zahl der Stellen eines Systems ist. Eine solche Schar wird daher 
als m - p + ~-fach unendliche Vollschar bezeichnet. Sie enthält 
immer und nur dann r feste Stellen, wenn es r von einander linear 
unabhängige Integranden erster Gattung giebt, welche zwar an den 
m - r übrigen Stellen eines der Schar angehörigen Systems, nicht 
aber an den r festen Stellen verschwinden (Reduktionssatz) 92). Wird 

89) Nach Dedekind und Weber, J. f. Math. 92 (1882). 
90) Brill und Nöther, Math. Ann. 7. Beide Begriffe decken sich nur bei 

gleichviel Stellen. 
91) Solche feste Stellen zuerst bei Brill und Nöther 1. c. 
92) J. Bacharaeh, Er1. Ber. 1879, Math. Ann. 26; M. Nöther, J. f. Math. 92 

(1882), Math. Ann. 37 (1890), p. 417. 
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aus der Vollschar durch eine oder mehrere algebraische Bedingungen 
ein Teil ausgesondert, so wird dieser als Teilschar bezeichnet, ins
besondere bei linearen Bedingungen als lineare Teilschar 99). Ist für 
eine Schar das 't des Riemann-Roch'schen Satzes (der Überschuss) von 
Null verschieden, so heisst die Schar eine Spezialschar, die zugehö
rigen Funktionen Spezialfunktionen. Für eine Spezialschar und die 
Spezialfunktionen ist die Wertigkeit m notwendig kleiner oder gleich 
2 p - 2, und die Spezialfunktionen sind sämtlich als Quotienten von 
Integranden erster Gattung (!p-Quotienten) darstellbar 94.). 

26. Die algebraischen Kurven im Raume von q Dimensionen. 
Wählt man aus der Gesamtheit der an m Stellen des Gebildes höch
stens von der ersten Ordnung unendlichen Funktionen q + 1 linear 
unabhängige aus und zwar solche, von denen wenigstens eine lineare 
Verbindung an den m Stellen wirklich unendlich wird, und setzt 
diese q + 1 Funktionen proportional den q + 1 homogenen Punkt
koordinaten Xv x" •.. , Xq+l eines linearen Raumes von q Dimensionen, 
so el·hält man eine Raumkurve der Ordnung m und des Geschlechtes p, 
welche ebenso als Träger des algebraischen Gebildes verwendet werden 
kann, wie die ebene Kurve oder die Riemann'sche Fläche 95). Dabei 
ist zu beachten, dass die Raumkurve unter Umständen mehrfach über
deckt werden kann 96), wenn die unabhängige Variable die ganze Rie
mann'sche Fläche durchläuft, und bei Bestimmung von Ordnung und 
Geschlecht dieser Umstand in Rechnung gezogen werden muss. Spe
ziell für q = 1 erscheint als "Kurve" des Raumes von einer Dimen
sion die mehrfach und zusammenhängend überdeckte Gerade, welche, 
wenn man die Gesamtheit ihrer reellen und komplexen Stellen auf 
die Ebene der komplexen Zahlen abbildet, die gewöhnliche Riemann
sche Fläche liefert97). Für q = 2 tritt die gewöhnliche eventuell 
mehrfach überdeckte ebene algebraische Kurve ein. Die Schnittpunkte 

93) Brill und Nöther, Math. Änn. 7, p. 275. Zur ganzen Nummer sehe man 
Brill und Nöther, Ber., p. 347 ff., sowie C. Segre, Ann. di mat. (2) 22 (1894) 
mit weiteren Litteraturangaben; E. Berlini, ebd.; S. Macaulay, Proe. of Lond. 
Math. Soc. 29, 31 (1898/99); F. Klein's autogr. Vorlesung über Riemann'sche 
Flächen und Klein-Fricke, Modulfunktionen 1, Abschn. ill; E. Berlini, Ann. di 
mat. (2) 22 (1894). 

94) Riemann, A. F., Art. 10; E. Netto, Diss. Berl. 1870, siehe auch Nr. 29. 
95) A. Brill, Gött. Nachr. 1870; Math. Ann. 2, 3, 4; W. K. Glifford, Phil. 

Trans. 1878 (Coll. Papers, p. 385). 
96) Von F. Klein, Math. Ann. 11 (1877) für p = 3 und den hyperellip

tischen Fall wohl zuerst herangezogen. 
97) F. Klein, Math. Ann. 17 (1881) und autogr. Vorl. über Riemann'sche 

Flächen. 
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der Kurve mit den linearen Räume~ von q - 1 Dimensionen geben 
eine q-fach unendliche lineare Schar äquivalenter Stellen, welche, je 
nachdem sie Vollschar oder Teilschar ist, die Kurve als Vollkurve 
oder Teilkurve charakterisiert 98). 

27. Die Darstellung der algebraischen Funktionen an der 
Raumkurve. Ist die betrachtete Kurve nur einfach überdeckt, so 
lassen sich die algebraischen Funktionen als Quotienten ganzer ratio
naler homogener Funktionen der Xi Ci = 1,2, ... , q, q + 1) darstellen. 
Jedoch sind, im Falle die Kurve singuläre Stellen hat, Zähler und 
Nenner bestimmten Bedingungen unterworfen, wenn sie zur Darstel
lung der allgemeinsten algebraischen Funktion geeignet sein sollen, 
welche für q = 2 die Bedingungen für "adjungiertes Verhalten" in 
den singulären Stellen der ebenen Kurve sind. Für grösseres q und 
allgemeinere Singularitäten als gewöhnliche Doppelpunkte ist noch 
wenig bekannt 99). Als ganze algebraische Funktion ist hier eine 
solche zu definieren, welche nur für Xq+l = 0 unendlich wird. Aus 
diesen entspringen die ganzen algebraischen Formen kter Dimension 
durch Multiplikation mit ~+l, wo k so gewählt sein muss, dass das 
Produkt nirgends mehr unendlich wird. Die ganzen rationalen For
men sind im allgemeinen nur ein Teil der ganzen algebraischen 100). 

Wenn jedoch in besonderen Fällen die ganzen algebraischen Formen 
bereits durch die ganzen rationalen sämtlich dargestent sind, so heisst 
die Kurve eine "elementare" 101). Beispiele elementarer Kurven sind 
die eoene singularitätenfreie Kurve, der vollständige singularitätenfreie 
Schnitt von q - 1 Mannigfaltigkeiten von q - 1 Dimensionen des 
Raumes von q Dimensionen 102). 

28. Die Normalkurve der gJ. Von besonderer Bedeutung unter 
den zum algebraischen Gebilde gehörigen Raumkurven ist diejenige 
Kurve 2p - 2ter Ordnung des Raumes von p - 1 Dimensionen, deren 
Koordinaten den Formen gJ oder, was dasselbe ist, den Integranden 

98) Zur ganzen Nummer sehe man F. Klein, Autogr. Vor!. über Riemann
sche Flächen; Klein-Fricke, Modulfunktionen 1, Kap. 3, sowie 3, Kap. 2, 7. 

99) Für q = 3 insbesondere Nöther, J. f. Math. 93 und Ber!. Abh. 1882. 
Für das Verhalten nicht adjungierter Formen siehe Nöther, Math. Ann.15 (1879), 
wo insbesondere der Riemann-Roch'sche Satz auf solche Formen ausgedehnt ist. 

100) Man sehe F. Klein's autogr. Vorl. über Riemann'sche Flächen, wo 
auch die Verbindung mit den arithmetischen Theorien eingehender dargelegt ist, 
sowie III C 2; ferner den folgenden Artikel von Hensel. 

101) F. Klein, Math. Ann. 36 (1890). 
102) H. White, Nova Acta Leop. 57 (1891). 
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erster Gattung proportional sind lOS). Den eindeutigen Transformationen 
des Gebildes entsprechen kollineare Umformungen dieser Kurve. Für 
ein hyperelliptisches Gebilde degeneriert sie in eine doppelt überdeckte 
rationale Normalkurve 1038). Von diesem Fall abgesehen ist die Kurve 
immer eine elementare, und die Darstellung einer Funktion als pro
jektive Invariante an der Normalkurve der rp ist von selbst eine in
variante Darstellung gegenüber den eindeutigen Transformationen des 
algebraischen Gebildes. Die Zahl der linear unabhängigen Relationen 
nter Ordnung zwischen den Formen rp beträgt - den hyperelliptischen 
Fall ausgenommen -

P(P+l)(p+2)" ... (p+m-l) _ (2m -1) (p -1). 
m. 

Im besonderen tritt für p = 3 die ebene singularitätenfreie Kurve 
vierter Ordnung, für p = 4 der vollständige Schnitt einer Fläche 
zweiter mit einer der dritten Ordnung in allgemeiner Lage, für p = 5 
der vollständige Schnitt dreier Mannigfaltigkeiten zweiter Ordnung 
von drei Dimensionen im Raum von vier Dimensionen als N ormal
kurve auf 1(4). Doch reichen bereits bei p = 5 die quadratischen Rela
tionen zwischen den Integranden erster Gattung nicht immer aus, 
um die Normalkurve algebraisch ohne Restschnitt darzustellen 104"). 

29. Spezialfunktionen und Spezialscharen. Als solche wurden 
in Nr. 25 diejenigen Scharen bezw. Funktionen bezeichnet, deren 
Überschuss von 0 verschieden ist. Diese sind zu Paaren zusammen
geordnet durch den Reciprocitätssatz von Brill und Nöther 105), nach 
welchem zu einer m-punktigen Vollschar mit dem Überschuss 1: stets 
elle zweite m'-punktige mit dem Überschuss 1:' gehört, so dass 

m+m'=2p-2 
m - m' = 21:' - 21:. 

Das Problem der Aufsuchung der Spezialscharen fällt mit der Auf
suchung der die vorerwähnte Normalkurve in m Punkten schneidenden 
linearen Räume von p - 1 - 1: Dimensionen zusammen 106). 

103) Die ersten Andeutungen schon bei Riemann, Vorlesungen = Werke, 
p. 490,491; H. Weber, Math. Ann. 13 (1878); L. Kraus, Math. Ann. 16 (1880); 
Nöther, Math. Ann. 17 (1880). 

103") L. Kraus 108), p. 251. 
104) Die quadratischen Relationen bei Riemann 1. c.; siehe die vorige Note. 

Näheres für p = 5, 6, 7 Nöther, Math. Ann. 26 (1885). 
104") L. Kraus 103), p. 252, 259. Ein einfaches Beispiel hierfür mit p = 5 

ist die Kurve x y (x + y) + (x2 + y2)2 (x 2 + xy + y2) = O. 
105) Math. Ann. 7. Eine Erweiterung bei Study, Leipz. Ber. 42 (1890) 

Brill u. Nöther (Math. Ann. 7) bezeichnen diesen Satz als Riemann-Roch'schen Satz 
106) G. Castelnuovo, R. Acc. d. Linc. 1889. 

Encyklop. d. math. WiBBensch. II 2. 10 
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Für die -r' - 1 = m - p + -r - fach unendlichen Spezialscharen 
von m Punkten, für welche bei gegebenen -r' die Anzahl m am klein
sten wird, d. i. also für die Kurven niedrigster Ordnung im Raum 
von -r' - 1 Dimensionen, ergiebt sich 

p = n' + h (0 < h < -r'), 
und die Existenz von 00" Scharen von m = p + -r' - -r - 1 Stellen. 
Die Anzahl der verschiedenen Systeme hat für -r' = 2 Brill 107) be
stimmt und zwar ist sie für 

p = 2-r gleich : (,; 2,; 1)' für p = 2-r + 1 gleich : (~,; +/) . 
Für h = 0 hat Casteln'UOvo 108) die Anzahl der verschiedenen Systeme 
gleich 

1! 2! 8! ..... (';-1) !1! 2! 8! (,;' -1)! 
1!2!8!4! .... (,;+,;'-1)! 

gefunden. Diese Zahlen gelten jedoch nur für allgemeine algebraische 
Gebilde und können in speziellen Fällen in mannigfacher Art aus
arten 109). 

30. Normalformen. Die Kenntnis von Spezialscharen mit einer 
möglichst geringen Anzahl beweglicher Stellen und der zugehörigen 
Funktionen wird zur Aufstellung von N ormalfonnen der definierenden 
algebraischen Gleichung benutzt. Riemann 110) sucht den Grad in 
jeder Veränderlichen möglichst niedrig zu erhalten und findet für 
p = 2 in der einen 2, in der andern 3 als niedrigsten Grad. :lt'ür 
p = 2m - 2 oder 2m - 3 dagegen m als niedrigsten Grad in jeder 
Veränderlichen. Brill und Nöther 111) verwenden als Normalkurve die 
ebene Kurve niedrigster Ordnung, also diejenige von der Ordnung 
p - m + 2, wenn p = 3m, 3m + 1, 3m + 2 ist. Weierstrass führt 
in die das Gebilde definierende Gleichung zwei solche Funktionen 
ein, welche nur an einer einzigen der in Nr. 23 erwähnten Weierstrass
Stellen von möglichst niedriger Ordnung unendlich werden, jedoch mit 
der Beschränkung, dass sie zur rationalen Darstellung sämtlicher 

107) Brill u. Nöther, Math. Ann. 7; A. Brill, Math. Ann. 86 (1890); auch 
E. Ritter, Math. Ann. 44 (1894). 

108) 1. c. Zu Castelnuovo's Verfahren vgl. Klein's autogr. Vorl. über Rie
mann'sche Flächen 2, p. 110 ff.; zur ganzen Nummer: H. Burkhardt, Gött. Nachr. 
1896 und III C 2, 7, 10. 

109) L. Kraus, Math. Ann. 16 (1880); dazu G. Wiman, Stockh. Handl. 
Bihang 1896. 

110) A. F., Art. 6. Von Weierstrass'scher Grundlage aus E. Netto, Dissert. 
Berlin 1870. 

111) Math. Ann. 7, p. 293 
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Funktionen des Gebildes noch geeignet sind. Durch Diskussion an 
der Hand des Lückensatzes erhält man so eine Reihe von Gleichungs
formen, von denen jede ein Gebilde vom Geschlechte p definiert, und 
welche in einer Variablen der Reihe nach vom Grade 2, 3, 4, ... , P 
sind und resp. 2p - 1, 2p, 2p + 1, ... , 3p - 3 noch willkürliche, 
durch rationale Transformation nicht mehr abzuändernde Konstante 
enthalten 112). Doch kann man sämtliche Gleichungsformen aus der 
letzten durch geeignete Grenzübergänge erhalten. Auch die von 
Ohristoffel 113) benützten Normalformen beruhen wesentlich auf der 
Einführung von Integranden erster Gattung in die Grundgleichung 114). 

31. Die Moduln einer Klasse von algebraischen Gebilden. 
Innerhalb der Gesamtheit aller algebraischen Gebilde vom Geschlechte 
p > 1 ist eine einzelne Klasse durch 3 p - 3 Parameter bestimmt, oder 
anders ausgedrückt, das algebraische Gebilde hat gegenüber ratio
naler Transformation 3 p - 3 absolute und charakteristische, von ein
ander unabhängige Invarianten. Diese Zahl wurde zuerst von Rie
mann l14a) durch Abbildung der Riemann'schen Fläche mit Hülfe eines 
Integrals erster Gattung gefunden. Man erhält so ein System von 
p Parallelogrammen, welche durch 2p - 2 Verzweigungspunkte mit 
einander zusammenhängen, also im Ganzen von 4p - 2 Parametern 
abhängt. Da das Integral erster Gattung aber p + 1 willkürliche 
Parameter enthält, so verbleiben 3p - 3 für die Klasse charakteri
stische frei. Die gleiche Zahl findet man, wenn man von der Be
merkung ausgeht, dass die m-blättrigen Riemann'schen Flächen einer 
Klasse von 2m - p + 1 Parametern abhängen, dagegen die all
gemeinste m-blättrige Fläche durch die 2m + 2p - 2 Verzweigungs
werte endlich vieldeutig bestimmt ist 115). Diese Betrachtungen be
dürfen der wesentlichen Ergänzung durch den Nachweis, dass nicht 
ein algebraisches Gebilde mit p > 1 Transformationen in sich selbst 
mit ein oder mehreren frei veränderlichen Parametern zulässt 116). In 

112) Brief an Schwarz, Werke 2, p. 235; Brill und Nöther, Math. Ann. 7, 
p. 302; F. Schottky, J. f. Math. 83 (1877), p. 317 ff., früher als Dissertation, 
Berlin 1875; G. Valentin, Diss., Berlin 1879; F. de Brun, Diss. Upsala (1895), 
Stockh. Öfvers. 1896; F. Klein, autogr. Vor1. Riemann'sche Flächen, p. 90 ff. 

113) Ann. di mat. (2) 9 (1878). 
114) L. Raffy, Ann. ec. norm. (2) 12 (1883) stellt die Bedingung dafür 

auf, dass in f (s, 10) = 0 s ein Integrand erster Gattung sei. 
114&) A. F., Art. 12. Diese Abbildung erörtert F. Klein in der autogr. V. 

über Riemann'sche Flächen. 
115) Riemann 1. c.; F. Klein über Riemann's Theorie der algebr. Funktionen 

(1882). 
116) H. A. Schwarz, J. f. Math. 87 (1875); Weierstrass Brief an Schwarz, 

10* 
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einer auch für p = 0, 1 gültigen Weise kann der Satz in der Form 
ausgesprochen werden: Die Anzahl der Moduln beträgt 3p - 3 + ,., 
wo 'I' die Anzahl der variablen Parameter bedeutet, von welchen 
die allgemeinste Transformation des Gebildes in sich selbst abhängt. 
Bekanntlich ist 'I' = 3 für p = 0, 'I' = 1 für P = 1 und nach dem 
eben angeführten Satz 'I' = ° in allen höheren Fällen 117). Die so 
gefundene Zahl der Moduln bestätigt sich auch durch Abzählung 
an den verschiedenen Normalformen 118). Aus den Riemann'schen 
Betrachtungen zieht Klein 117) noch den Schluss, dass die Gesamt
heit der algebraischen Gebilde vom Geschlechte p eine zusammen
hängende 3p - 3 + 'I'-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit bilden. 

In jeder der im vorigen erwähnten Normalformen können die 
noch willkürlichen Parameter als Moduln angesehen werden. Ebenso 
3p - 3 absolute unabhängige projektive Invarianten der Normalkurve 
der tp. Andere Festlegungen der Moduln entspringen aus der Theorie 
der Abel'schen und der automorphen Funktionen (Il B 6c). 

32. Vertauschung von Parameter und Argument. Wird das 
transcendent normierte Integral dritter Gattung mit den Unstetig
keitspunkten ~ und 'YJ zwischen den Grenzen y und x genommen be
zeichnet mit 

so ergiebt die in Nr. 17 
nach s die Gleichung 
(5) 

'" 
fdIL~=n~'": 
11 

angeführte Randintegration Ir'" d IIM, .. von E'l :zy 

Die Stellen ~ und 'YJ werden als die Parameter, x und y als die Argu
mente des Integrals bezeichnet, das in (5) ausgesprochene Theorem 
als der Satz von der Vertauschung von Parameter und Argument118a). 

Werke 2, p. 235; G. Hettner, Gött. Nachr. 1880; F, Klein, 1. c. 1883; M. Nöther, 
Math. Ann. 20, 21 (1882); F. Klein bei H. POincare, Acta math. 7 (1884); 
A. Hurwits, Gött. Nachr. 1887 = Math. Ann. 32; Math. Ann. 41 (1892); 
E. Picard, J. d. Math. (4) 5 (1889); Bull. 80c. Math. Fr. 21 (1893). 

117) F. Klein 1. c. 
118) Brill u. Nöther, Math. Ann. 7; A. Cay,ley hatte die Zahl 3p - 3 zu

erst bezweifelt \Proc. Lond. Math. 80c. 1865). 
118 a) Zuerst bei elliptischen Integralen von Legendre entdeckt (ll B 6 a); 

Abel (Oeuvres ed. 8. u. L. 1 (1826), p. 40; 2, p. 43, 47); E. Galois, Oeuvr. Eid. 
Picard (1832), p. 30; C. G. J. Jacobi, J. f. Math. 32 (1846) = Werke 2, p. 121. Die 
angedeutete Ableitung nach Clebsch u. Gordan, Abel'sche F. (1866), p. 112 ff.; 
vg1. unten Nr. 84:. 
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Das allgemeinste Integral dritter Gattung, welches auch als Funktion 
der Parameter betrachtet ein solches ist, hat demnach die Form 

(6) ll/"J + ~c {Jvz " v!'1 (a, ß = 1, .. . ,p), "'1 a,fl a a , 

wo die 'Ifl',,", ~'1 die zwischen den Grenzen y, x resp. TJ, ~ genommenen 

Integrale erster Gattung bedeuten und die cai~ ,von x, y und ~,'YJ un
abhängig sind. Ist das System der ca{J ein symmetrisches, so erhält 
man das allgemeinste Integral dritter Gattung, welches Vertauschung 
von Parameter und Argument gestattet, wenn aber dies nicht der 
Fall ist, so ändert sich (6) bei Vertauschung von x, y mit ~,'YJ nur 
um eine alternierende Bilinearform der v:", v~ '1. 

33. Integrale zweiter Gattung, Normalkombinationen. Durch 
Differentiation nach ~ entsteht aus dem Integral ll;~ ein Integral 
zweiter Gattung, welches nach (5) eine algebraische Funktion des 
Parameters ~ ist und mit E;!I bezeichnet werden soll. Die gleiche 
Eigenschaft in Bezug auf; kommt auch den aus (6) durch Differen
tiation nach; hergeleiteten Integralen zu, welche wir mit E;"''' be
zeichnen. Indem wir noch vorübergehend die Differentialquotienten 
der transcendent normierten Integrale erster Gattung v:" nach x mit 
tPa(X) bezeichnen, die eines beliebigen Systems linear unabhängiger Inte
grale u:" dagegen mit ga (x), zeigt sich, dass die Determinante 

(7) 

Exy EX" 
~, ;(1)' 

Exy ... , ;(p) 

1/11 m 1/11 (~1) 1/11 (~(2)), ... , 1/11 (;(p)) 
tP2 (;) 1/12 (;(1)) tP2 (; (2)), ... , 1/12 (;(p)) 

welche mit p + 1 Stellen ~, ;(1), .•. , ~(p) gebildet ist, eine algebraische 
Funktion von x, y und den Stellen ;, ;(1), ... , ~(p) ist und sich nur 
um einen von diesen unabhängigen Faktor ändert, wenn die Integrale 

E~", E;&) durch die allgemeineren E~Y, E~&) und die tPa durch die 
ga ersetzt werden. Die Entwicklung der so umgestalteten Determi
nante nach der ersten Vertikalreihe führt zu der Gleichung 

(8) E? = F(x, y;;, ;(1), ;(2), •.. , ~(P)) + g1(;) yt'!I + 92(;) Y;''' 

+ gsm Ts''' + ... + gpm :r;!I. 
Dabei sind die Y:!I lineare Kombinationen von Integralen zweiter 
Gattung, deren Perioden von den Stellen ;(1), ... , ;(p) gänzlich unab-
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hängig sind, und nur von der Auswahl des Integrales dritter Gattung 
und der Integranden erster Gattung abhängen. Sie heissen Normal
kombinationen. Die Perioden von Y:' an den Schnitten AI' BI 
sollen mit -1}a,k, -1}a,p+:t bezeichnet werden. Die Funktion F 
ist nur in der Bezeichnung von der Weierstrass'schen Funktion H 
verschieden 119). Ebenso bilden die Weierstrass'schen Integrale zweiter 
Gattung ein System von Normalkombinationen zum System erster 
Gattung, und zwar ein solches, in welchem jede Normalkombination 
nur einen einzigen Unstetigkeitspunkt hat. 

3t. Fortsetzung, die Weierstrass'schen Periodenrelationen. Die 
obige Darstellung setzt die Kenntnis der Periodeneigenschaften der 
Integrale zweiter und dritter Gattung voraus. Im Gegensatz dazu 
hat Weierstrass 1W) anknüpfend an eine Formel von Abel1!1) die Ver
tauschbarkeit von Parameter und Argument aus algebraischen Iden
titäten erschlossen und diese dann zur Erforschung der Perioden
eigenschaften und zur Reduktion der Integrale benutzt. Durch An
wendung des Residuensatzes auf die Funktion 

:6 H(~, 1}; x, y) . H (~, 1]j x', y') 

als Funktion von (~, 1]), wobei wir die Bezeichnung von Nr. 23 wieder 
aufnehmen, findet er die Vertauschungsgleichung 

(9) ddxH(x, Yj x', y') - d~ H(x',y'j x, y) 
p 

=- ~(H(x,Y)aH(x',y')P+a - H(x', 1I)a H(x, Y)p+a). 
a=l 

Indem man diese Formel nach x und x' über geschlossene Wege 
integriert, erhält man durch genauere Diskussion die Existenz von 
2 p Wegen, welche in den wesentlichen Eigenschaften mit den Schnitte
paaren eines kanonischen Querschnittsystems übereinstimmen, und 
durch Ausführung der Integration die folgenden Relationen zwischen 
den Perioden der Integrale erster und den Perioden der zugehörigen 
Integrale zweiter Gattung, welche in gleicher Weise auch für N ormal
kombinationen gelten: 

(10) 

119) Siehe F. Klein, Math. Ann. 36 (1890); vgl. auch die Darstellung bei 
Baker, Abel. Theor. p. 176 ff.; O. Bolsa, Chicago Congr. Mathem. Papers 1 (1896). 

120) Braunsberger Programm 1849 = Werke 1, p. 111 (für hyperelliptische 
Integrale), später in Vorlesungen; siehe Brill und Nöther, Ber., p. 426 ff.; O. Bier
mann, Wien. Ber. 87 (1883). 

121) Siehe Note 118. 
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wo hp y = 0 oder + 1 ist, je nachdem I {:J - r I =+= p oder (:J - r 
= + p ist. 

Aus diesen kann man wieder die Riemann'schen Bilinearrelationen 
herleiten, sowie das Nichtverschwinden der Determinante der ersten 
Hälfte des Systems der Perioden erster Gattungen, und die übrigen 
Ungleichungen unter denselben Ull). 

Wird nun gesetzt: 
p 

(11) G(x, Yi x', Y) = 4' H(x, Y)a H(x', y')p+a - d~ H(x, Yi x', Y), 

so zeigt Formel (9), dass 

(12) G(x, Yi x', y') = G(x', Y'i x, y) 

und zugleich erweist sich G(x, Y; X, Y) als ein Integrand zweiter 
Gattung. An den Eigenschaften von G wird nichts wesentliches ge
ändert, wenn noch eine symmetrische Bilinearform der Ha(x, y), 
H.g(x', y') hinzugefügt wird. Die Gleichung (12) enthält den Satz 
v~n der Vertauschung von Parameter und Argument in algebraischer 
Form, und er geht aus ihr durch Integration in Bezug auf x und x 
hervor. 

35. Die Reduktion der allgemeinsten algebraischen Integrale. 
Durch Anwendung des Residuensatzes auf 

F(xo Yt) H(xo Yti x, y) ~~t 
und Transformation des Resultates mit Hülfe des Vertauschungssatzes 
(9) und der durch Reihenvergleichung daraus hervorgehenden Glei
chungen gewinnt Weierstrass 123) die folgende Darstellung der ratio
nalen Funktion F(x, y): 

r 

(13) F(x, y) = ~ CvH(xv' Yv; x, y) 
1 
P r 

- ;S (gp+aH(x, Y)a - gaH(x, Y)p+a)+ ddx~ F (x, Y)v' 
1 1 

122) G. Frobenius, J. f. Math. 89 (1880); H. Burkhardt, Math. Ann. 32, 
p. 400 ff. (1888). Die oft behandelte Determinantenrelation zwischen den Pe
rioden der Integrale erster und zweiter Gattung (Haedenkamp, J. f. Math.12 (18); 
L. Fuchs, J. f. Math. 71 (1870) u. a.) ist eine arithmetische Konsequenz der Re
lationen (10). Für die Untersuchung der Perioden als Funktionen der Moduln 
des algebraischen Gebildes TI B 4. 

123) G. Hettner, Diss., Berlin 1877; G. Humbert, Acta math. 10 (1887); für 
hyperelliptiscbe Integrale siehe L. Fuchs, J. f. Math. 71 (1870), p. 103 ff. 
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" ~ " .." ,. dXt 
Sind xt,yt(v= 1,2, ... ,r) diejenigen Elemente, fur welche F(xt'Yt)Tt 

negative Potenzen von t in der Entwicklung aufweist, so ist hier 
gesetzt: 

"")dx,, -1 ~ 1-1 F(xo Yt Te = C"t +.cJ C •. ,l t , 
1 

wo unter dem Summenzeichen der Wert 1 = 0 auszuschliessen ist. 
Dann ist 

F(x, y)~ = - ~ Cv,-n [H(X, Y; ;0 Yt) aXt], 
n~O dt 

Diese Formeln geben die Zerlegung einer algebraischen Funktion in 
Integranden erster, zweiter und dritter Gattung und den Differential
quotienten einer algebraischen Funktion, und zwar treten nur p be
stimmt normierte Integranden zweiter Gattung ein. Diese Zerlegung 
ist überdies eine eindeutige bestimmte und giebt durch Integration 
unmittelbar die Reduktion eines allgemeinen Integrals auf die Inte
grale der drei Gattungen und eine algebraische Funktion. 

Ausgehend von der Theorie der Formen rp und unter V oraus
setzung einer Gleichung in homogenen ternären Variablen hat Nöther1U) 

den Vertauschungs satz, sowie die anschliessenden Probleme der Dar
stellung und Reduktion algebraischer Funktionen ausführlich behandelt. 

36. Die Integration durch algebraische Funktionen und Lo
garithmen solcher haben Abel und Liouville in Angriff genommen. 
Abel 125) giebt den Satz, dass das Integral einer algebraischen Funk
tion y, wenn es überhaupt durch algebraische Funktionen und Loga
rithmen solcher ausdrückbar ist, nur die Form haben kann: 

r 

(14) !ydx = P (x, y) + ~ Ar log P,,(x, y), 
1 

WO P(X, y) und p .. (x, y) rationale Funktionen von x und Y bedeuten. 

124) Erl. Ber. 1884; Math. Ann. 37 (1890); vgl. auch A. Cayley, Amer. J. of 
math. 5, 7 (1882, 1885). 

125) Brief an Legendre 1828 (Oeuvres 2, p. 277) 1, p. 545 (1829); 2, p. 206; 
vgl. Stickelberger, J. f. Math. 82 (1876). 
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Die Bedingungen dafür, dass das Integral einer algebraischen Funk
tion selbst algebraisch sei, hat Liouville 126) zuerst näher untersucht. 
Sie ergeben sich mit Formel (13) nach Weierstrass einfach in der 
Weise, dass alle Grössen C", ga' gp+a verschwinden müssen, damit das 

Integral f F(x, y) dx eine algebraische Funktion sei; zugleich ent

nimmt man aus (13) auch unmittelbar den Ausdruck des Integrals in 
algebraischer Form. Ein anderes Verfahren giebt Ptaszycki 127). 

Schwieriger ist die Entscheidung, wenn auch Logarithmen alge
braischer Funktionen zugelassen werden, da es dann auf die arithme
tische Beschaffenheit der Koeffizienten C. in (13) ankommt. Auch 
sind hier nur elliptische und hyperelliptische Integrale genauer be
arbeitet 128). 

37. Klein's kanonische Kurven 129). Eine besonders einfache 
Darstellung gestatten die Integrale und weitere aus ihnen herzuleitende 
transcendente Formen, wenn das algebraische Gebilde als ein- oder 
mehrfach überdeckte Kurve des Gebietes von n homogenen Variablen 
Zu Z2' ... , zn (für n = 2 also als Riemann'sche Fläche) von solcher 
Beschaffenheit gegeben ist, dass man die Differentiale erster Gattung 
dUa proportional p ganzen algebraischen (nicht notwendig rationalen) 
Formen Cf!a von der Dimension d setzen kann, welche keine Nullstelle 
gemeinsam haben. Durch den von a unabhängigen Quotienten 

(15) 

ist dann eine kanonische Differentialform definiert, mit der Eigenschaft, 
dass in der Entwicklung eines Differentials nach dem Parameter t in 
der Umgebung einer Stelle z 

X droz = dt W~(f)), 
wo X eine Form von der Dimension d und ~(t) eine Potenzreihe 
mit nicht verschwindendem ersten Glied ist, der Exponent v lediglich 
die Ordnung des Null- oder Unendlichwerdens der Form X angiebt. 

126) Par. sav. [etr.] 5 (1838). Er führt den .Abcl 'sehen Satz auf Leibniz 
und Laplace zurück. Es sind wohl die Bemerkungen in der Einleitung zum 
ersten Buch der Th. anal. des probab. gemeint. 

127) Acta math. 11 (1888). 
128) .Abel, Oeuvres 1 (1826), p. 104 = J. f. Math. 1; Weierstrass, Berl. Ber. 

1857 (Werke 1, p.227); Tschebyschetf, J. f. Math. (1) 18, (2) 2; L. Ra·tfy, Ann. 
ec. norm. (3) 2 (1885); C. Guichard, Ann. ec. norm. (3) 5 (1888); G. Pick, Math. 
Ann. 32 (1888); E. Goursat, Par. C. R. 118 (1894); L. Koenigsberger, Math. Ann. 
11 (1877); vgl. dazu Ptaszycki, Math. Ann. 16 (1880). 

129) Math. Ann. 36 (1890). 
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Die Dimension d ist dann ein Teiler von 2 p - 2 und jede ganze 
Form der Dimension d auch eine Form rp. Das kanonische Differen
tial lässt sIch schreiben 

(16) 

wo Ta+2(Zll"" zn) eine bestimmte ganze Form von der Dimension 
d + 2 bedeutet. 

Das Integral dritter Gattung lässt sich in der Form 
., ; 

(17) P"Y 'dw 'dw ",,(z, t; aß) 
$'1 J ( zJ t I;(a (J,-a.{J)~ 

y q z, <, z 

darstellen, wo ",,(z,~; aß) in z und ~ eine ganze Form von der Di
mension d + 2 bedeutet, welche von der zweiten Ordnung verschwin
det, wenn (a.ß;;-a;;ßz) Null ist, ohne dass z mit ~ zusammeniällt und 
welche für z = 6 mit rl+2(zll Z2"'" zn) identisch wird. Die hienach 
in "" noch willkürlichen Grössen hat man in den bisher ausgeführten 
Fällen so zu bestimmen gesucht, dass "" eine ganze rationale Kova
riante der zur Definition des Gebildes verwendeten Formen im ge
wöhnlichen Sinne wird, also auch rational ganz in den Koeffizienten 
dieser Formen ist 130). 

Solche kanonische Kurven sind in erster Linie die Normalkurve 
der rp auch im hyperelliptischen Fall, der vollständige singularitäten
freie Schnitt von n - 2 algebraischen Mannigfaltigkeiten von n - 2 
Dimensionen im Gebiet von n homogenen Variablen 131), die ebene 
singularitätenfreie Kurve nter Ordnung 1311) und gewisse durch binomische 
Gleichungen definierte Gebilde 133), sowie insbesondere die gewöhnliche 
Form des hyperelliptischen Gebildes 134), also die zweiblättrigen Bie
mann'schen Flächen. Im letzterwähnten Fall lautet das normierte 
Integral dritter Gattung 

y _; t Ya~P+2 Va~P+2 + a~+l a~+l 
(18) Qgq - J dWzJ dCfJ~ 2(z~? ' 

y q 

wo a;P+2 diejenige binäre Form, deren Nullstellen die Verzweigungs-

130) G. Pick, Math . .Ann. 29 (1886); F. Klein 1. c.; E. Pascal, .Ann. di mat. 
(2) 17 (1889). 

131) H. White, Acta Leop. 57 (1891) (= Göttinger Diss.); Math . .Ann. 36. 
132) G. Pick 1. c. 
133) W. F. Osgood, Diss. Erlangen 1890. 
134) F. Klein, Math. Ann. 27 (1886), 32 (1888); H. Bwrkhardt, Math. Ann. 

32 (1888). 
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stellen des hyperelliptischen Gebildes definieren, bedeutet, und die 
kanonische Differentialform 

dw = (zdz) 
z Ya~P+2 

ist. Das hieraus zu entwickelnde Formelsystem hat genauen Anschluss 
an die Weierstrass'sche Theorie der elliptischen Funktionen. Das 
Heranziehen invariantentheoretischer Gesichtspunkte findet seine wei
tere Verwertung in der Theorie der zugehörigen Theta- und Sigma
funktionen (TI B 6 b). 

38. Primfunktionen und Primformen 135). Während die Dar
stellung der algebraischen Funktionen als Aggregate von Integralen 
zweiter Gattung nur die Unendlichkeitsstellen zur Geltung bringt, 
erfordert die Darstellung derselben als Produkt von einzelnen Faktoren, 
deren jeder nur an einer Stelle Null oder unendlich wird, eine Erweite
rung der Hülfsmittel, weil eindeutige Funktionen dieser Art ohne wesent
lich singuläre Stellen für p> 0 am algebraischen Gebilde nicht exi
stieren. Diese kann auf zweierlei Art vorgenommen werden, indem 
man entweder mit Weierstrass wesentliche Singularitäten an p be
stimmten festgewählten Stellen - welche auch vereinigt liegen können 
- zulässt, oder aber wie Klein unter Einführung homogener Variablen 
Formen bildet, welche dann keine wesentliche Singularität mehr zeigen, 
jedoch mehrdeutig sind. In beiden Fällen müssen noch gewisse 
accessorische Bildungen hinzutreten, um die Darstellung der alge
braischen Funktionen zu leisten. 

Weierstrass 136) erklärt als "Primfunktion" 
%IYl 

jH(:Z;,lI;:Z;',lI')rJ,:Z;' 

(19) E(x, Yj xl1 Y11 xo, Yo) = e"'oll. 

welcher Ausdruck eindeutig von der Stelle (x, y) abhängt, in (xH Y1) 
von der ersten Ordnung Null, in (xo, Yo) von der ersten Ordnung un
endlich wird und die Stellen (aa, ba) zu wesentlich singulären hat. 
Von den Stellen (xo, Yo), (xl1 Y1) ist dagegen E nicht eindeutig ab
hängig, sondern ändert sich bei Durchlaufung eines Periodenweges 
um Faktoren, welche als Funktionen von (x, y) betrachtet nirgends 
verschwinden und sich, entsprechend den 2p Periodenwegen, durch 2p 
unter ihnen als Produkte ganzer Potenzen darstellen lassen. Diese 

135) Siehe auch I B 1 c, Nr. 9. 
136) Brief an Schwarz (1875), Werke 2, p.235; Brill und Nöther, Berl. Ber. 

p. 429; Schottky, J. f. Math. 101; vgl. aueh Baket·, Abel. Theor., eh. 7, 12; 
o Biermann, Wien. Ber. 87 (1883), 105 (1896); Wien. Monatsh. 3 (1892). 
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letzteren - mit Ea(x, y) bezeichnet (a = 1, ... , 2p) - heissen nicht
verschwindende Primfunktionen. Die Integrale der drei Gattungen 
lassen sich durch Logarithmen solcher Primfunktionen darstellen, die 
algebraischen Funktionen als Produkte von Funktionen der Form (19), 
deren jede nur eine Null- und eine Unendlichkeitsstelle der gegebenen 
algebraischen Funktion zu ebensolchen hat, und nicht verschwindenden 
Funktionen E, welche übrigens durch passende Wahl des Integrations
weges in (19) mit den andern vereinigt werden können. Diese letzteren 
spielen hier die Rolle von "Einheiten", während die durch (19) defi
nierten Funktionen den Primidealen analog gesetzt werden können. 
Weierstrass giebt auch Andeutungen über die Reihenentwicklung der 
Primfunktionen, deren weitere Bearbeitung erwünscht wäre. Auf 
Grund der Weierstrass'schen Bildungen, welche noch verschiedener 
Modifikationen fähig sind, hat Günther 137) die Sätze von Weierstrass 
und Mittag-Leffler über die Darstellung eindeutiger Funktionen 138) auf 
solche Funktionen ausgedehnt, welche auf einem algebraischen Gebilde 
eindeutig sind, nachdem schon früher Appell 139) die gleiche Aufgabe 
in anderer Weise behandelt hatte. 

39. Fortsetzung. Klein l 4!J) führt eine Primform ein durch die 
Formel 

-v _p",+.h', I/+tll/ 

a.(x,y)=lim dro",drol/e "''' , 
tl",=O,tll/=O 

wobei wieder die Bezeichnung von Nr.37 aufgenommen ist und ins
besondere das einzelne Wertsystem Xl' ••• , X" mit einem Buchstaben X 

bezeichnet ist, und P;: irgend ein Integral dritter Gattung von der 
Form (6) in Nr. 32 ist. Sie verschwindet nur für X = Y und ist 
sonst überall endlich und bestimmt. Bei Durchlaufung eines Perioden
weges seitens X oder y ändert sie sich um einen Exponentialfaktor 
von der Form 

(21) 
~iia('U/"I/+ ÖJa) + e a a 2 - , 

wo das Vorzeichen von dem Periodenweg abhängt und -1ja' fiJa die 
auf diesem Weg erlangten Zuwächse der N ormalk.ombinationen und 
der zugehörigen Integrale erster Gattung sind. Ebenso kann die 

137) J. f. Math. 109 (1892). Vgl. auch K. Ott, Wien. Monatsh. 4 (1893). 
138) II B 1. 
139) Acta math. 1 (1883). Vgl. auch G. Vitali, Rend. Pal. 1900. 
140) Math. Ann. 36 (1890). Früher für hyperelliptische Gebilde, s. Note 134. 

Siehe auch G. Pick, Math. Ann. 29 (1887). 
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Primform durch Modifikation des Integrationsweges in (20) um Fak
toren von der Form (21) geändert werden, welche also hier die Rolle 
von "Einheiten" spielen. 

Der in (20) angedeutete Grenzübergang kann in verschiedener 
Weise ausgeführt werden und ergiebt z. B. für ein kanonisches Ge
bilde 14!): 

ce R ce R1 ~ p'<') ,,(') 
(22) !l, (x, y) = ~1'1I "I'", e 2"" "''' 

yrd+ 2(X1, ... , x .. ; cefl)rd+2(?l1' ... , ?I .. ; cefl) 

in der Bezeichnung von Nr. 37, wobei noch x(i), y(.) diejenigen Stellen 
bedeuten, an welchen a",(:Jz - az{J", resp. a,,(:Jz - IXz{JlI' als Formen von 
z betrachtet, ausser x resp. y noch verschwinden. Die so erhaltene 
Primform stimmt für p = 1 genau mit der Funktion (1 (tt"''') überein. 

Zu dieser Primform tritt noch eine "Mittelform", welche am 
algebraischen Gebilde ebenfalls unverzweigt ist, aber nirgends ver
schwindet. Sie wird für 2 P - 2 = md definiert durch 

(23) 

wo die C(i) die Nullstellen des Nenners bedeuten, von dessen spezieller 
Wahl die Mittelform selbst abgesehen von Einheiten unabhängig ist. 
Ihre Änderung bei Durchlaufung eines Periodenweges ergiebt sich 
aus (21). Diese Mittelform erlaubt dann auch die Darstellung alge
braischer Formen als ein Produkt von Prim- und Mittelformen. 

Die Klein'schen Ansätze werden von Ritter, Fricke und neuer
dings von Wellstein weiter verfolgt 141a) und präzisiert. Insbesondere 
giebt der letztere eine explicite Darstellung der in Betracht kommen
den Funktionen bei beliebiger irreducibler Gleichung fex, y) = O. 

(0. Wurzelfunktionen und -Formen. Multiplikative Funktionen 
und Formen. Schon Riemann 142) hat für die Untersuchung der Um
kehrungsfunktionen der Abel'schen Integrale auch solche Funktionen 
betrachtet, welche am algebraischen Gebilde zwar überall unverzweigt 
sind, jedoch auf Periodenwegen sich mit nten Einheitswurzein multipli
zieren. Diese lassen sich als nte Wurzeln algebraischer Funktionen dar
stellen und heissen daher Wurzelfunktionen 142&), die entsprechenden homo-

141) Math. Ann. 36 (1890); eine andere Formel in den autogr. Vorles. über 
Riemann'sche Flächen. 

14P) E. Ritter, Math. Aun. 41, 44 (1892,94); R. Fricke, Gött. Nachr.1900; 
J. Wellstein. Gött. Nachr. 1900. 

142) A. F., Art. 27. Die Multiplikatoren + 1 auch bei Roch, Habilit.-Schr., 
Halle 1863. 

142") Nach Weber, Abel'sche Funktionen, für p = 3. 
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genen Formen Wurzelformen 142b). Näheres über sie wird in II B 6 a bei
gebracht werden. Allgemeinere Multiplikatoren hat dann Prym 143) 

zugelassen und auch die Integrale derselben herangezogen. Appelll«) 
hat diese Funktionen eingehend untersucht. Hurwitz 145) hat auch 
solche Funktionen in Betracht gezogen, welche ausserdem in bestimmter 
Weise auf dem Gebilde verzweigt sind. Ritter 146) hat die multiplika
tiven Formen mit Hülfe der Klein'schen Prim- und Mittelformen ein
gehend untersucht. Die Stellung der algebraischen Formen 147) inner
halb der Gesamtheit der multiplikativen Formen erhält dadurch eine 
neue Beleuchtung. Die wichtigsten hier gewonnenen Ergebnisse betreffen 
die Erweiterung des Riemann-Roch'schen Satzes und die Theorie der auto
morphen Funktionen (Il B 6 c) 148). Von Anwendungen sind Appell's 144) 

Entwicklungen der hyperelliptischen Integrale in trigonometrische 
Reihen zu nennen. 

C. Das Abel'sche Theorem. 

41. Das Abel'sche Theorem. Anschliessend an das Additions
theorem der elliptischen Integrale unterzog Abel 149) Summen von Inte
ralen von gleichen Integranden, zwischen deren Grenzen aber algebraische 
Relationen bestehen, der Untersuchung. Er legt eine algebraische Glei
chung f(x,y)=Ü zu Grunde, neben welche er eine zweite g(x,y)=O 
stellt, von deren Koeffizienten er sich einige a1 , a2 , ••• , a,. veränder
lich denkt. Die gemeinsamen Lösungen (x .. Yll) (v = 1, ... r) der Glei
chungen f = Ü, 9 = 0 können dann als Funktionen der a aufgefasst 
werden. Wird nun - unter R(x, y) eine rationale Funktion von 
x, y verstanden - die Summe 

r ,. 

(24) ~R(xllYll) dx .. =~G(a) da), 
1 ),=1 

142b) M. Nöther, Math. Ann. 28. 
143) J. f. Math. 71 (1870). 
144) Acta math.13 (1890); E. Picard, J. d. math. 1889; Amer. J. of math. 

1894; E. Landf1'iedt, Toul. Ann. 9 G (1895). 
145) Gött. Nachr. 1892; Math. Ann. 41 (1892). 
146) Math. Ann. 46 (1895), 47 (1896). 
147) Nach anderer Richtung geht G. Pick, Gött. N. 1894, Math. Ann. 1898. 
148) Vgl. Klein-Fricke, Automorphe Funktionen TI 1 (1901). 
149) Par. sav. [etr.] 7 (1841), (pres. 1826) (= Oeuvres S. u. L. 1, p. 145), 

J. f. Math. 3 (1828) (= Oeuvres 1, p.444), J. f. Math. 4 (1829) (= Oeuvres 1, 
p.515). Den Namen führt das Theorem nach Jacobi's Vorschlag J. f. Math. 8 
(Werke 1, p. 373) und J. f. Math. 9 (Werke 2, p. 7); hier anschliessend Rowe, 
Phil, Trans. 1881; A. Cayley, ebendaj F. Baker, Cambr. Trans. 15, Math. Ann. 45. 
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als Differential nach den Grössen a dargestellt, so sind die G (a) ra
tionale Funktionen der a und darum die Summe rechts in (24) das 
Differential eines algebraisch logarithmischen Ausdruckes. Werden 
hier die a wieder durch die x"y" ausgedrückt, und zwischen zwei 
solchen Wertsystemen der x"y" integriert, welche zwei verschiedenen 
Wertsystemen der al entsprechen, so ergiebt sich aus (24): 

r (~~ ,;) 

(25) ~JR(x,y)dx 
,.=1 (~",,,) 

= algebr. logar. Funktionen von (X1YlI xsYa, ... ; x~Y~, ... , x;y;). 

Dieser Satz giebt das Abel'sche Theorem in seiner ursprünglichen 
Form. Abel selbst hat den Inhalt dieses Theorems wesentlich ver
tieft durch die Untersuchung, wie viele von den oberen Grenzen in 
(25) noch willkürlich bleiben, wenn die unteren Grenzen gegeben 
sind. Er findet, dass die Anzahl der durch die übrigen bestimmten 
oberen Grenzen eine nur von der Beschaffenheit von fex, y) = 0 ab
hängige Zahl ist, welche mit dem späteren Riemann'schen Geschlecht 
p übereinstimmt. In der That, schreibt man die Gleichung 9 (x, y) = 0 
in der Form 91 (x, y)/ 9, (x, y) = a, wo nun a als einziger variabler 
Koeffizient genommen ist, so erkennt man sofort, dass die oberen und 
unteren Grenzen in (25) lediglich zu einander äquivalente Systeme 
von Stellen des algebraischen Gebildes zu sein brauchen, und hier 
sind in allen Fällen höchstens p Stellen eines Systems durch die 
übrigen mitbestimmt. Damit ergiebt die Gleichung (25) die Reduktion 
einer Summe von beliebig vielen Integralen mit demselben Inte
granden, aber verschiedenen Grenzen, auf eine Summe von höchstens 
p Integralen der gleichen Art und gegebenen unteren Grenzen, deren 
obere Grenzen algebraisch durch die Grenzen der vorgelegten Integrale 
bestimmt sind, und algebraisch -logarithmische Summanden. Als ein 
solches Reduktionstheorem hat auch Abel selbst sein Theorem in 
erster Linie aufgefasst und ist eben dadurch dazu geführt worden, 
die Abhängigkeit äquivalenter Systeme von Stellen zu erkennen und 
der Hauptsache nach festzulegen, eine Erkenntnis, welche den Schlüssel 
zum Verständnis der Theorie der algebraischen Funktionen bildet, 
welche überdies bei Abel zum ersten Mal einer Untersuchung unter
worfen werden. Abel hat weiter sein Augenmerk auf diejenigen 
Bedingungen gerichtet, unter denen in (25) der algebraisch logarith
mische Teil wegfällt, und gefunden, dass mindestens p solche linear
unabhängige Funktionen R(x, y) existieren. Die Einteilung der Inte
grale, je nachdem in der zugehörigen Gleichung (25) rechts eine 
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Konstante, eine algebraische Funktion, oder nur ein Logarithmus 
steht, in Integrale erster, zweiter, dritter Gattung ist für die ältere 
Litteratur bis Riemann und vereinzelt auch noch später massgebend 
geblieben, trifft aber nicht völlig mit der Riemann'schen zusammen 150). 
Für hyperelliptische und eine allgemeine Klasse binomischer Glei
chungen hat Abel selbst sein Theorem ins einzelne dargelegt. 

4:2. Das Abel'sche Theorem für die drei Gattungen der Inte
grale; spätere Beweise. Sind xv, Yv (v = 1, ... , r) zwei Systeme 
äquivalenter Stellen und r eine algebraische Funktion, welche die 
Stellen x zu Nullstellen, die Stellen y zu Unendlichkeitsstellen hat, 
bezeichnet ferner wie bisher u~,!1 (IX = 1, ... , p) ein System von p 
linear unabhängigen Integralen erster Gattung genommen zwischen 
den Grenzen y, x, so gilt das System von Gleichungen 

r 2p 

(26) """ u"'v!l" = """ m (lJ ~ a ..::;.; 1! a" (lX=l, ... ,p), 
"=1 x=1 

wo die m ganze Zahlen bedeuten, welche von dem Integrationsweg in 
den einzelnen Summanden aber nicht von den Stellen x"' y" abhängen. 

Für die Integrale dritter Gattung von der Form (6) gilt ferner die 
Gleichung 

r 2p 

(27) "'" P"jv,Yll = log r @ + "'" m P 
..::;.; ; 1J r (1)) ..::;.; x ", 
v=1 ,,=1 

wenn mit Pv die Perioden des Integrals an den Querschnitten be
zeichnet werden. Hieraus ergiebt sich durch Differentiation nach ; 

r 2p 

(28) "'" E':"y" - dr(~) . _1 + "'" E 
..::;.; ; - d~ r(~) ..::;.; m " 
v=1 ,,=1 

für die Integrale zweiter Gattung. 
Der Beweis dieser Gleichungen ist auf verschiedenen Wegen er

bracht worden, und zwar durch direkte algebraische Umformung der 
Differentialsumme links 151), durch funktionentheoretische Untersuchung 
der Integralsumme links unter Einführung von r als unabhängiger 

150) V gl. Brill und Nöther, Ber., p. 217. 
151) Clebsch u. Gordan, .A. F., p. 34:ff. auf Grund einer Jacobi'schen Iden

tität, J. f. Math. 14 (1835) = Werke 3, p. 285; ..4.. Harnack, Math . .Ann. 9 (1875); 
..4.. Brill bei Clebsch-Lindemann, p. 812:ff. Für hyperelliptische Integrale Jacobi, 
J. f. Math. 30 (1845); über Minding, Broch, Jürgensen, Rosenhain siehe Brill 
u. Nöther, Ber. p. 229; Boole, Phil. Trans. 1857; Cayley, .Amer. J. of math. 5 
(1882); ..4.. R. Forsyth, Phil. Trans. 1883; M. Nöther, Math . .Ann. 37 (1890). 
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Variablen 152), durch Integration von Ud log r 153) um die ganze Be
grenzung der Riemann'schen Fläche (U = einem allgemeinen Abel
sehen Integral), durch Anwendung des Residuensatzes auf 154) 

dU d log l' 
dx dt' 

wovon die letzten beiden Wege ohne Weitläufigkeiten auch bei all
gemeinem U die explicite Darstellung der rechten Seite in (25) geben; 
endlich aus den Bedingungen regulären Verhaltens an den Stellen (a b) 
in der Weierstrass'schen Darstellung von r durch Primfunktionen für 
die erste und zweite Gattung, während für die dritte Gattung diese 
Darstellung selbst bei Übergang zu den Logarithmen das Theorem 
liefert 155). 

43. Die Differentialgleichungen des Abel'schen Theorems. An
schliessend an Euler's Ansatz für das Additionstheorem der ellip
tischen Integrale hat Jacobi 156) im hyperelliptischen Fall das System 
von Differentialgleichungen in Betracht gezogen: 

(29) 
p+l 1 
'" x;dx. 
~--=o 
.. =1 'Vf(x.) 

(l=O,l, ... ,p-l), 

wo fex) eine ganze rationale Funktion vom Grade 2p + 2 bedeutet, 
und auf Grund des Abel'schen Theorems vollständig integriert. Setzt 
man nämlich bei direkter Integration die rechts auftretenden willkür
lichen Konstanten in die Form einer Summe von p Integralen der 
gleichen Form wie links, und nimmt nun die oberen Grenzen dieser 
als Integrationskonstante, so ergiebt das Abel'sche Theorem unmittel
bar diese oberen Grenzen als algebraische Funktionen der x, und 
damit die Integration des Systems in algebraischer Form. Indem nun 
Jacobi diese algebraischen Integralgleichungen des Systems (29) direkt 
herleitet, gelangt er zu einem neuen Beweise des Abel'schen Theo
rems 157). Über die Anwendungen der so erhaltenen Formeln auf 

152) Riemann, A. F., Art. 14. 
153) Riemann, A. F., Art. 26; Clebsch u. Gordan, A. F., § 37; H. Weber, 

Math. Ann. 8 (1874); vgl. das Lehrbuch von Stahl, p.143. 
154) Cauchy, Par. C. R. 23 (1846), p. 321 = Werke (1) 10, p. 80; Weier

strass (in Vorlesungen). Siehe auch Baker, Abelian Funct. 
155) Weierstrass Brief an Schwarz = Werke 1, p. 235. 
156) J. f. Math. 9 (1832) = Werke 2, p. 5; J. f. Math. 13 (1835) = Werke 2, 

p. 23. 
157) J. f. Math.24 (1842) = Werke 2, p.65. Dazu Haedenkamp, J. f. Math. 

25 (1843); Richelot, J. f. Math. 23, 25 (1842/43). Ferner Jacobi, J. f. Math. 32 
(1846) = Werke 2, p. 135; Hermite, Par. C. R. 18 = J. de math. 9; Weierstmss, 

Encyklop. d. matb. Wissenseb. II 2. 11 
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Geometrie und Mechanik 158) siehe III C 4, m D 9, 10. Diese Auf
fassung des Abel'schen Theorems war es auch, welche Jacobi zur er
folgreichen Formulierung des Umkehrproblems der Abel'schen Inte
grale führte (Il B 6 b). Allgemein hat Riemann 159) auf Grund des 
A.bel'schen Theorems gezeigt, dass das mit den Differentialen erster 
Gattung gebildete System von Differentialgleichungen 

1'+1 

(30) ~ dUa(x~) = 0 (0: = 1,2, .. . ,p) 
~=1 

vollständig integriert wird durch die zu beliebigen p + 1 Stellen 
äquivalenten Stellen, wo bei besonderen Lagen der angenommenen 
Stellen auch eine oder mehrere fest sein können, sowie dass ins
besondere das System 

21'-ll 

(31) ~ dUa(x~) = 0 (o:=l, ... ,p) 
~=1 

durch die 2p - 2 beweglichen Nullstellen einer q> integriert wird, 
wenn diese als Funktionen der p - 1 willkürlichen Konstanten der q> 
aufgefasst werden. Solche Stellen heissen dann durch eine q> ver
knüpft. 

4:4:. Die Umkehrung des Abel'schen Theorems und die Erweite
rung der Umkehrung. Auf Grund der eben berichteten Auffassung 
hat wohl allgemein zuerst Olebsch 160) ausgesprochen, dass umgekehrt 
das Bestehen der p Relationen (26) zwischen zwei Systemen von 
je '1' Stellen x~ und '!I~ (v = 1, ... , '1') auch zur Folge hat, dass 
die beiden Systeme äquivalent sind, das Abel'sche Theorem also auch 
umkehrbar ist. Die Relationen (27), (28) sind daher eine Folge des 
Bestehens von (26). Dies ergiebt sich auch direkt aus der Unter
suchung der Summe links in (27) oder aus der Darstellung einer 
Funktion, welche die Stellen x zu Null-, die Stellen 11 zu Unendlich
keitsstellen hat. Dieses Theorem bildet die Grundlage der ergebniss
reichen Anwendungen, welche Clebsch von dem Abel'schen Theorem 
auf die Theorie der algebraischen Kurven gemacht hat 161). Die alge-

Werke 1, p.267; Oauchy, Par. C. R. 40 (1850); Brioschi, J. f. Math. 55 (1858); 
Henrici, 7. f. Math. 65 (1865); Salven, Par. C. R.116 (1893); Brux. Soc. 18 (1894). 

158) Jacobi, Vorles. über Dynamik, p. 231; Haeden7camp 1. c. 
159) Riemann, A. F., Art. 14, 15, 16, 23. 
160) J. f. Math. 63 (1864), 64 (1865). Spezielle Fälle bereits bei Biemann 

(Note 159). Das Theorem selbst tritt zuerst meist als Durchgangspunkt in der 
Theorie des Jacom'schen Umkehrproblems auf (TI B 6 c). 

161) mc 2. Eine tjbersicht bei Otebsch-Lindemann, Vorlesungen i"iber Geo
metrie. 
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braische Begründung der so erhaltenen Schnittpunktsätze war auch 
der Anstoss für die Arbeiten von Bn1l und Nöther. 

Die Umkehrung des Abel'schen Theorems kann erweitert wer
den, indem man auch Integrale zweiter und dritter Gattung heran
zieht. Bezeichnet man mit dWl(X) (1 = 1,2,3, ... , m + p - 1) die 
m + p - 1 linear unabhängigen Differentiale, welche an m Stellen 
höchstens von der ersten Ordnung unendlich werden, wenn diese 
Stellen sämtlich getrennt sind, und welche, falls einige vereinigt liegen 
sollten, an einer solchen Stelle nicht von höherer Ordnung unendlich 
werden als Stellen daselbst vereinigt sind, so geben die Gleichungen 

,. "'~ 2p m 

(32) ~ faw1. = ~ m"Pl,,, + 2n:i2 n,Q .. (1=1,2, ... ,m+p-l) 
.. =1 v. ,,=1 .. =1 

die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass das 
System der r Stellen x. und der r Stellen y .. einer Schar äquivalenter 
Stellen angehört, in welcher auch ein System existiert, von welchem 
die gegebenen n, Stellen einen Teil bilden. Dabei bedeuten Pl ,,, die 
Perioden der W1. an den Querschnitten, 2n:i Q .. die eventuell vorhan
denen logarithmischen Perioden. Das Theorem ergiebt sich unmittelbar 
durch Untersuchung der zu (27) analogen Summe von Integralen 
dritter Gattung als Funktionen der Unstetigkeits stellen 162). Es lässt 
sich aber auch als Grenzfall des blos auf Integrale erster Gattung 
bezogenen Theorems auffassen. Bei geeignetem Zusammenrücken von 
Verzweigungspunkten, sodass damit eine Erniedrigung des Geschlechtes 
verbunden ist, geht nämlich ein Teil der Integrale in solche dritter, 
resp. zweiter Gattung 163) über. Das nämliche geschieht beim Auf
treten neuer Doppel- oder Rückkehrpunkte bei Kurven. Die Erweite
rung der Umkehrung wurde zuerst im Anschluss an das erweiterte 
Umkehrproblem 1M) entwickelt und für die Schnittpunktsysteme nicht 
adjungierter Kurven verwertet. 

4:5. Anwendungen und Erweiterungen des Abel'schen Theorems. 
Die wichtigste analytische Anwendung des Abel'schen Theorems wurde 
bereits von Jacobi 165) gemacht, nämlich die Herleitung eines Additions-

162) Vgl. Nöther, Math. Ann. 37 (1890), p. 475; G. Humbert, J. de math. 
(4) 3 (1887). 

163) Klein (1874) nach Math. Ann. 36, p. 61; Clebsch-Lindemann, Vorles., 
p. 807. Für p = 2 erlä.utert den Grenzübergang ausführlich Burkhardt, Math. 
Ann. 36, p. 380:/f. 

164) IIB 6 c. Olebsch, J. f. Math. 64 (1895); Brill ebenda; Clebschu. Gordan, 
A. F., p. 270:/f.; Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie, p.867. 

165) J. f. Math. 18 (1884) = Werke 2, p. 88. 
11'" 



164 II B 2. W. Wirtinger. Algebraische Funktionen und ihre Integrale. 

theorems für die Abel'schen Funktionen. Von geometrischen Anwen
dungen ist ausser den bereits genannten von Olebsch auf Schnitt
punktsätze und von Jacobi 166) und Liouville 167) auf konfokale Mannig
faltigkeiten noch hervorzuheben die Bestimmung von Translations
mannigfaltigkeiten von Lie 168) und die metrischen Sätze über alge
braische Kurven von Humbert 169). 

Numerische Beispiele hat Legendre 170) gegeben. Mit einer dio
phantischen Aufgabe bringt es Jacobi 171) in Verbindung. 

Inwieweit analoge Theoreme für andere Funktionsklassen - ins
besondere durch Differentialgleichungen definierte - gelten, hat Königs
berger 17'J) untersucht. Eine AusdehnungaufDoppelintegrale hat Jacobi 173) 

beabsichtigt, doch ist hier nichts näheres überliefert. Auf vollständige 
Differentiale mehrerer Variablen von besonderer Art hat Poincare 174) 

das Theorem erweitert. 

D. Ergänzungen. 

46. Die Abel'schen Reduktionstheoreme. Die Betrachtung mög
lichst allgemeiner Beziehungen zwischen Abel'schen Integralen, das 
Problem der Vergleichung von Transcendenten der Integralrechnung, 
führte Abel 175) zu dem Nachweis, dass in der allgemeinsten alge
braischen Relation zwischen solchen Integralen und algebraischen 
Funktionen die Integrale nur linear mit konstanten Koeffizienten auf
treten können. Ein zweites allgemeines Theorem in dieser Richtung, 
welches Abel 176) der Theorie der elliptischen Funktionen zu Grunde 
legte, sagt aus, dass, wenn das Integral eines vollständigen algebrai
schen Differentials 

166) Siehe Note 168. R. Lipsehite, J. f. Math. 74 (1872). 
167) J. de math. (11) 12 (1847); Haedenkamp, J. f. Math. 26 (1843); F. Klein, 

Math. Ann. 28 (1887); O. Staude, Math. Ann. 22 (1883); F. Sommer, Math. Ann. 
63 (1900). 

168) Par. C. R. 114 (1892); Sächs. Ber. 1896, 1897. 
169) J. de math. (4) 3, 6, 6 (1887-1890); auch fiir Doppelintegrale, neuer-

dings Oh. Michel, .Ann. ec. norm. (3) 18 (1901). 
170) Traite etc. 3, p. 207 ff. 
171) J. f. Math. 13 = Werke 2, p. 61. 
172) J. f. Math. 90 (1880), 100, 101 (1886, 1887); Münch. Ber. 1886. 
173) J. f. Math. 8, p. 416; Rosenhain, J. f. Math. 40 (Briefwechsel mit 

Jacobi); Seheibner, Math. Ann. 34 (1889); M. Nöther, Math. Ann. 2 (1870); 
Pieard et Bimart, Fonct. algebr. d. deux variables 1 (1897), p. 190. Siehe auch 
Note 169. 

174) Par. C. R. 100 (1886); Amer. J. of Math. 8 (1886). 
176) Oeuvres ed. S. et L. 2, p. 206. 
176) ibid. 2 (1828), p. 278; 1, p. 646 = J f. Math. 4 (1829). 
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J~~P.dX., 
wo die x unabhängige Veränderliche, die P aber rationale Funktionen 
von Y17 Y2' ... , y" und den x sind, während die Y algebraische Funk
tionen der x sind, durch algebraische und logarithmische Funktionen 
und elliptische Integrale darstellbar ist, dass dann stets auch eine 
Reduktion in der Art möglich ist, dass der algebraische Teil, die 
Logarithmanden und die oberen Grenzen der elliptischen Integrale 
rational von den x und Y abhängen. Dieses Ergebnis kann leicht 
dahin verallgemeinert werden, dass beim Auftreten von Integralen 
höheren Geschlechtes in der Reduktion gleichartige Integrale eines 
bestimmten Geschlechtes p nur in Summen von p solchen auftreten, 
sodass die symmetrischen Funktionen der oberen Grenzen rational in 
den x und y sind 177). 

47. Das Problem der Transformation der Abel'schen Integrale. 
Die letzten Sätze bilden den Ausgangspunkt für die Erweiterung der 
Probleme der Transformation der elliptischen Integrale. Die Aufgabe 
verlangt, zwei algebraische Gebilde gleichen Geschlechtes so zu be
stimmen, dass die symmetrischen Funktionen von p Stellen des ersten 
Gebildes rational abhängig sind von p Stellen des zweiten Gebildes 178). 

Doch ist dieses Problem vorwiegend von der Theorie der Abel'schen 
Funktionen 179) aus behandelt worden. Unter welchen Bedingungen 
eine solche Transformation für p > 3 überhaupt stattfindet, ist noch 
unbekannt 179&). Die algebraischen Formulierungen sind nur für p = 2 
ausführlicher diskutiert180). Eine mehrdeutige Beziehung algebraischer 
Gebilde bei Weber 180&). 

Das Problem der Teilung und der Multiplikation der Abel'schen 
Integrale liesse ebenfalls auf Grund des Abel'schen Theorems eine 
algebraische Behandlung zu, da es sich hier um die Beziehung zwischen 
den auf der rechten und linken Seite der Gleichungen 

X· x'· r l r l-

n 4 Jau" -~ Jau" (modd Perioden) 
z=l Yi z=l y'i 

auftretenden Grenzen handelt. Auch hier ist auf die Theorie der 
Abel'schen Funktionen zu verweisen (II B 6 b). 

177) Koenigsberger, Math. Ann. 13, 15, 17; J. f. Math. 85, 86, 90, 
178) Hermite, Par. C. R. 40 (1855), p. 250. 
179) Siehe IIB6b und IIB7. 
179 &) V gl. F. de Brun, Stockh. Üfversigt 1897. 
180) Klein-Bu1'khardt, Math. Ann. 35 (1889). 
180&) J. f. Math. 76 (1873). 
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In algebraischer Form wird das Problem diskutiert von Her
mite 181), für hyperelliptische Integrale bei Koenigsberger 182). In geo
metrischer Hinsicht führt die Aufgabe auf die Theorie der Berüh
rungskurven 183), in analytischer auf die Theorie der Wurzelfunktionen. 
Fallen die Grenzen auf der rechten Seite zusammen, so heisst das 
Teilungsproblem ein spezielles 184). 

4:8. Spezielle Reduktionsuntersuchungen. Auch die allgemeine 
Theorie der Reduktion Abel'scher Integrale auf solche niedrigeren 
Geschlechtes ist vom algebraischen Standpunkt aus noch wenig be
arbeitet. Hierher gehören die Sätze, dass die Möglichkeit für eine 
solche Reduktion bei einem nicht durch algebraisch-logarithmische 
Funktionen ausdrückbaren Integral auch eine solche für die Integrale 
erster Gattung nach sich zieht 185). Ferner, dass wenn ein Integral 
erster Gattung vom Geschlechte p reduzierbar ist auf ein einzelnes 
Integral erster Gattung niedrigeren Geschlechtes p', dass dann p' 
solche Integrale erster Gattung reduzierbar sind 186). Der Körper des 
Gebildes vom Geschlechte p enthält dann einen solchen vom Ge
schlechte p'. Die Untersuchungen vom transcendenten Standpunkt 
aus - den Periodeneigenschaften - führen nur im Fall der Reduktion 
auf elliptische Integrale zu völlig abschliessenden Resultaten. Einen 
Bericht über die Litteratur der Reduktion auf elliptische Integrale 
giebt Enneper-Müller 187). 

Von allgemeinen Untersuchungen heben wir hervor, dass F. de 
Brun 188) gezeigt hat, wie man durch eine endliche Anzahl von alge
braischen Operationen bei einem vorgelegten Gebilde entscheiden kann, 
ob Reduktion auf elliptische Integrale möglich ist, und dass Poin
care'189) gezeigt hat, dass jedes algebraische Gebilde einem solchen, 
dessen sämtliche Integrale erster Gattung auf elliptische reduzierbar 
sind, unendlich benachbart ist. Von Einzelresultaten führen wir an: 

Die Reduktion des Integrals 

J (a:+ßx)dx 

VxCi -x) (1 - )Ix) (1 - I..x) (1 - dx) 

181) Par. C. R. 17 (1843). 
182) Vorles. über hyperellipt. Integrale 1878. 
183) Clebsch-Lindemann, Vorles. über Geometrie, p. 838ff. 
184) Clebsch u. Gordan, A. F. § 67ff. j vgl. auch I B 3 c, d, Nr.29. 
185) K. Weierstrass bei S. v. Kowalewski, Acta math. 4, p. 394 für p' = 1. 
186) w: Wirtinger, Thetafunktionen, Leipzig 1895, p. 73. 
187) Elliptische Funktionen, 2. Aufl., Halle 1890, p. 501 ff. 
188) Stockh. Öfversigt 1897. 
189) Amer. J. of math. 8 (1886). 
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auf die Summe zweier elliptischer mit verschiedenem Modul durch 
Jacobi 190), die zusammenfa.ssende Arbeit von Röthig 191), sowie die 
Arbeiten von Gowrsat 19!) und Bolsa 193) als auf algebraischer Grund
lage entwickelt. Für die auf transcendenter Grundlage stehenden 
Untersuchungen von Weierstrass, Picard, Poincare, Kowalewski und 
die anschliessende Litteratur verweisen wir auf Baker 194). 

49. Binomische Integrale, das sind solche, denen eine alge
braische Gleichung von der Form 

'!I" = f(x) 
- unter f(x) eine rationale Funktion verstanden - zu Grunde liegt, 
sind schon von Abel 195) besonders in Betracht gezogen worden 
W eitere Untersuchungen bei Netto 196), Hettner 197), Thomae 198), Pick 
und Ungar 19"), Rink 2(0), Biermann 201), Pick 202), Osgood20S), Ptassycki 2M), 

Burkhardt 2M&), Wellstein 205). 

50. Hyperelliptische Integrale. Die ältere Behandlungsweise 
der hyperelliptischen Integrale bevorzugt im Anschluss an Legendre's 
Entwicklung für elliptische Integrale und mit Rücksicht auf die 
numerische Berechnung eine Reduktion der ersten Gattung auf die 
Form 

f ..1+ Bsintrp d 
V(l - )\tsint rp) (1- atsin! rp) (1 -1-'1 sintrp) tp, 

und analog für die übrigen Gattungen. Die Grössen ,,2, 1S, 1-'2 können 

190) J. f. Math. 8 = Werke 1, p. 380. 
191) Diss. Berlin 1847; J. f. Math. 56. 
192) Darb. Bun. (2) 19 (1895). 
193) Math. Ann. 50 (1898), 51 (1899); dort auch weitere Litteratur. Auch 

J. C. Kluyver, Amsterd. Versl. 7 (1898/99). 
194) Abel's Theorem etc. 1897, p. 657ff., auch ..1. Krazer in der Festschrift 

der Univ. Strassburg 1901. 
195) Oeuvres ed. S. et L. 2, p. 209, 272. 
196) Berl. Diss. 1870. 
197) Berl. Diss. 1877. 
198) Über eine spezielle Klasse Abel'scher F., Halle 1877. 
199) Wien. Ber. 82 (1880). 
200) Zeitschr. Math. Phys. 20 (1884); Quart. J. 19 (1883). 
201) Wien. Ber. 87 (1888); Wien. Monatsh. 8 (1892). 
202) Wien. Ber. 94 (1886); Math. Ann. 50 (1898). 
208) Erlanger Diss. 1890 (Göttingen). 
204) Praze mat. Hz. 2 (1890). 
204") Math. Ann. 42, 1892. 
205) Math. Ann. 51 (1899); Nova Acta Leop. 74 (1899). 
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durch geeignete Wahl der Transformation absolut kleiner als Eins 
gemacht werden, und heissen die Richelot'schen Moduln 2(6). Sie sind 
die Doppelverhältnisse, welche drei Verzweignngspunkte mit den drei 
nach Null, 1, 00 transformierten bilden. 

Dies ist eingehend bei Richelot 2(7) durchgeführt. Jacobi 2(8) hat 
eine Transformation zweiten Grades zur Reduktion auf die Normal
form gegeben, welche das hyperelliptische Integral auf die Summe 
zweier anderer transformiert. RiChelot 2(9) hat ferner eine der Landen
sehen analoge Transformation angegeben, und zur numerischen Be
rechnung der Integrale ausgebildet. 

Die Reihenentwicklung des hyperelliptischen Integrals und seiner 
Umkehrung in begrenztem Gebiet hat neuerdings A. SöderbZom 210) 

ausführlich behandelt und auch Tabellen für die auftretenden Zahlen
koeffizienten beigefügt. 

Rechnerische Bearbeitung der Integrale bei Roberts 211), Ketten
bruchentwicklungen bei Van Vleck 212). Eine Verallgemeinerung der 
Gauss'schen Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels bei 
Borchardt 213) und Hettner 214). 

Für die Berechnung der Perioden aus den von Fuchs aufgestellten 
Differentialgleichungen und deren Verwendung zur Auflösung von 
Gleichungen siehe II B 3,4; I B 3 f, Nr. 19, Note 95. Formelsamm
lung bei Thomae 215). 

E. Korrespondenz und singuläre Gebilde. 

51. Korrespondenzen auf dem algebraischen Gebilde. Geome
trische Probleme führten dazu, den Punkten einer Kurve 0 diejenigen 
einer andern C' so algebraisch zuzuordnen, dass einem Punkt von 0 

206) J. f. Math. 12 (1834), 16 (1837); über die Borchardt'schen Moduln 
Berl. Ber. 1876 = Werke p. 327; J. f. Math. 83 (1877» s. IBM, Note 98. 

207) 1. c.; vgl. auch den Bericht KQenigsberger's über R.'s Nachlass in K.'s 
Repertorium 1 (1877). 

208) J. f. Math. 55 (1858) = Werke 2, p. 365. 
209) Astr. Nachr. 13 (1836); Par. C. R. 2, p. 622; J. f. Math. 16 (1837). 
210) Göteborgs Vetensk. Samh. Handlingar 1899 (2), p. 127ft'. 
211) Ann. di mat. (2) 3, 4 (1869, 1871); Lond. Math. Soc. Proc. 12 (1881); 

Dubl. Trans. 1881; Abstract on the Add. of eIl. and hypereIl. integr., Dublin 1871. 
212) Amer. J. of math. 16 (1894). 
213) J. f. Math. 58 (1861) = Werke, p. 119; Ber!. Ber. 1876 = Werke, 

p. 327; Berl. Abh. 1878 = Werke, p. 373. Coll. in memoriam Ghelini 1881. 
214) J. f. Math. 112 (1893). 
215) Sammlung von Formeln, welche bei Anwendung der elliptischen und 
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IX Punkte von C' und umgekehrt einem von C' ß von Centsprechen. 
Eine solche Zuordnung heisst eine Korrespondenz (a, ß). Liegen im 
besondern Fall C und C' vereinigt, so können sich selbst ent
sprechende Punkte auftreten, Koincidenzen genannt. Dieser Ansatz 
und die Benennung überträgt sich auf jede Form des algebraischen 
Gebildes. Ist in diesem Fall C vom Geschlecht Null, so liefert das 
Cltasles'sche Korrespondenzprinzip 216) die Anzahl der Koincidenzen 
gleich IX + ß. 

Cayley 217) hat durch Induktion und Brill 218) durch algebraische 
Untersuchungen die Anzahl der Koincidenzen unter gewissen Be
dingungen auf einem Gebilde höheren Geschlechtes zu bestimmen 
gelehrt. Hierüber und über die Arbeiten von Zeuthen und Bertini 
III C 2, 8, 10. 

52. Die allgemeine Korrespondenztheorie von Hurwitz und 
die singulären Gebilde. Die in der Theorie der elliptischen Modul
funktionen auftretenden Modularkorrespondenzen und die aus ihnen 
fliessenden Klassenzahlrelationen für quadratische Formen 219), welche 
ausserhalb der Cayley-Brill'schen Formel stehen, waren für Hurwitz 220) 
der Anlass zur Entwicklung einer systematischen Theorie, welche die 
Gesamtheit der auf einem algebraischen Gebilde möglichen Korre
spondenzen umfasst. Seine Darstellung bedient sich der Thetafunk
tionen, kann aber ebenso mit Primfunktionen durchgeführt werden 221). 

Die allgemeinste Korrespondenz kann definiert werden als eine 
analytische Abhängigkeit zwischen zwei Stellen desselben Gebildes 
vom Geschlechte p, sodass jeder Stelle x nur IX mit x bewegliche 
und im allgemeinen von x verschiedene Stellen y: y(l), y(2), .•. , y(a) 

entsprechen. Dann ergeben sich die p Gleichungen 
a p 

(33) 2: ttk(y(r») = ~ n'kiUi(X) + n'k (k = 1,2, .. . ,p). 
r=l ;=1 

Rosenhain'schen Funktionen gebraucht werden, Halle 1876. Korrekturen hierzu 
Zeitschr. Math. Phys. 29 (1884). 

216) III C 8, 10. Historische Darstellung bei C. Begre, Bibliotheca mathem. 
1892. Brill u. Noether, Ber., p. 530ff. 

217) Par. C. R. 62 (1866) = Col1. Papers 5, Nr. 377; Phil. Trans. 158 (1868) 
= Papers 6, Nr. 407. 

218) A. Brill, Math. Ann. 6 (1872). 
219) II B 6 c, I C 3, 6. 
220) Leipz. Ber. 1885; Math. Ann. 28 (1886). 
221) Klein-Fricke, Modulfunktionen 2, p. 518; H. F. Bake!", Abel. Theorem 

1897, p. 639 ff. 
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Werden für die u die transcendent normierten Integrale erster Gattung 
gewählt, so ergiebt sich hieraus das Bestehen von pi Relationen 

p p p 

(34) ~ hkiT:ij + ~ 9miT:kmT:iI = II,., + ~ GilT:ki (k,l=1,2, ... ,p). 
1=1 i=l i=l 

Dabei bedeuten die 9, h, G, H ganze Zahlen. Je nachdem diese Rela
tionen rur die T:ik identisch erfüllt sind oder nicht, scheiden sich die 
Korrespondenzen in Wertigkeitskorrespondenzen und ~ singuläre 
Korrespondenzen. Die erstern sind auf jedem algebraischen Gebilde 
möglich und unterliegen der Oayley-Brill'schen Formel, die letzteren 
sind dagegen nur auf Gebilden mit spezialisierten Moduln, den singu
lären Gebilden möglich. 

Für Wertigkeitskorrespondenzen nehmen die Gleichungen (33) 
die Gestalt an 

a 

(35) ~ ~(y(r}) + rUk(X) = ni , 
r=l 

wo die ganze Zahl r die Wertigkeit der Korrespondenz genannt wird. 
Die Korrespondenz kann nun vollständig definiert werden durch 

die Gleichung 
a 

(36) II .Q, (y, '!Ir) = 0 
r=l 

und die Relationen (33), (34) ermöglichen eine vollständige Diskussion 
dieser Gleichung. 

Hieraus ergiebt sich die Zahl der Koineidenzen allgemein als 

" 
IX + fJ - ~(hii + 9ii)' 

i=l 

welche für Wertigkeitskorrespondenzen in die Oayley-Brill'sche Formel 

übergeht lila). 
IX + fJ + 2rp 

Ferner folgt, dass jede Korrespondenz von nicht negativer Wertig
keit durch Nullsetzen einer einzigen algebraischen Funktion von X 

und y definiert werden kann, Korrespondenzen von negativer Wertig
keit hingegen und singuläre Korrespondenzen durch gleichzeitiges 
Verschwinden zweier algebraischer Funktionen. Auch über die Form 
dieser Funktionen lassen sich nähere Angaben machen. 

Endlich lassen sich alle Korrespondenzen aus nicht mehr als 2p i 

singulären und Wertigkeitskorrespondenzen mit positiver Wertigkeit 
zusammensetzen. 

222&) 2" ist stets< « + Pi H. Burkhardt, Par. C. R. 126 (1898), p.1854. 
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Diese Reduktion auf eine endliche Anzahl von Fundamental
korrespondenzen lässt es wünschenswert erscheinen, auch auf alge
braischem Wege über das Vorhandensein singulärer Korrespondenzen 
entscheiden zu können. In dieser Richtung fehlt bisher jeder Ansatz. 

53. Gebilde mit eindeutigen Transformationen in sich. Bereits 
in Nr.31 war der Satz herangezogen, dass ein algebraisches Gebilde 
mit p > 1 eindeutigen Transformationen in sich, d. i. Korrespondenzen 
(1, 1) nur in endlicher Anzahl besitzen kann. Hurwitz 222) hat dem 
folgende Sätze hinzugefügt: 

1) Jede eindeutige Transformation eines Gebildes in sich ist 
periodisch mit einer Periode gleich oder kleiner als 10(p - 1). 
A. Wiman 228) hat als genauere Grenze 2 (2 p + 1) gegeben. 

2) Jedes Gebilde mit einer solchen Transformation von der 
Periode n kann auf die Form F(sn, z) = 0 gebracht werden. 

3) Die Anzahl der verschiedenen Transformationen in sich ist 
immer kleiner oder höchstens gleich 84 (p - 1). Diese Zahl wird 
erreicht bei der zu einer G168 gehörigen Gleichung 

X13 X2 + XS3 X S + X S3 X 1 = O. 
4) Zu einer vorgelegten endlichen Gruppe kter Ordnung giebt es 

immer algebraische Gebilde, welche eine holoedrisch isomorphe Gruppe 
von eindeutigen Transformationen in sich gestatten. Einer solchen 
Gruppe entspricht dann auch eine holoedrisch isomorphe Gruppe von 
linearen homogenen Transformationen der Integrale erster Gattung. 
Auch die Mittel, das kleinste Geschlecht, für welches eine solche 
Gruppe möglich ist zu finden, werden angegeben 2M). 

Die Riemann'schen Flächen mit eindeutigen Transformationen in 
sich werden nach Klein 225) auch als reguläre bezeichnet und können 
aufgefasst werden als zu Galois'schen Resolventen von Gleichungen 
mit einem Parameter gehörig. Sie sind unter diesem Gesichtspunkt 
von W. Dyck 226) studiert. Die zugehörigen Kollineationsgruppen sind 
von Wiman 227) bis p = 6 untersucht. 

Hurwitz 228) hat auch solche Gebilde untersucht, auf denen sich 
algebraische Funktionen bei geschlossenen Wegen in vorgegebener 
Weise linear gebrochen substituieren. 

222) Gött. Nachr. 1887; Math. Ann. 32 (1888); 41 (1893). 
223) Stockh. Bih. 21 (1895), p. 4. 
224) Math. Ann. 41 (1893). 
225) Math. Ann. 14 (1878). 
226) Math. Ann. 17 (1880). 
227) Stockh. Bih. 21 1 (1895); vgl. auch I B 3r., Nr.24. 
228) Math. Ann. 39 (1891). 
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54:. Symmetrie und Realität. Den Flächen mit Transformationen 
in sich sind diejenigen anzureihen, welche konforme Abbildung auf 
sich selbst, jedoch mit Umlegung der Winkel gestatten. Solche Rie
mann'sehe Flächen heissen symmetrische 229) und unter den zugehörigen 
algebraischen Gebilden sind stets solche vorhanden, welche durch 
algebraische Gleichungen mit reellen Koeffizienten definiert werden 
können und umgekehrt. Im besondern liefern Doppelflächen und be
randete Flächen solche Gebilde, wenn sie doppelt überdeckt und die 
Doppelüberdeckungen längs der eventuellen Randkurven zusammen
hängend gedacht werden 280). Linien, welche bei symmetrischer Um
formung in sich übergehen, heissen SymmefJrielinien. Deren Zahl und 
Art giebt den Einteilungsgrund für diese Flächen in Arten. Diesen 
Symmetrielinien entsprechen bei der Darstellung des algebraischen 
Gebildes als Kurve die reellen Züge. Je nachdem die Fläche nach 
Zerschneidung längs sämtlicher Symmetrielinien in Stücke zerfällt 
oder nicht, heisst sie orthosymmetrisch oder diasymmetrisch. Man 
hat dann bei gegebenem Geschlecht p im Ganzen p + 1 Arten von 

diasymmetrischen und [P t 2J Arten von orthosymmetrischen Flächen. 

Die Fläche und, damit das einzelne algebraische Gebilde einer Art 
hängt von 3 p - 3 + (J reellen Parametern ab, wo (J die Anzahl der 
Parameter in den reellen Transformationen der Fläche in sich be
deutet. Für Flächen mit h Randlinien und vom Geschlechte ~ er
giebt sich damit die Anzahl der Moduln gleich 6:n: + 3h - 6 + fI. 
Die Realitätsverhältnisse für die Perioden der Integrale erster 
Gattung 231) und unter Zuziehung der Theta für Berührungsformen 
hat Klein 282) untersucht. Die Anzahl der verschiedenen Riemann
schen Flächen bei einem sich selbst konjugierten System von Ver
zweigungswerten, welche ebenfalls sich selbst konjugiert sind, hat 
Hurwitz 2S8) bestimmt. Eine Aufzählung der regulärsymmetrischen 
Flächen für p = 3 bei Dyck 2M). 

229) F. Klein, Ober Riemann's Theorie, Leipzig 1882; autogr. Vorles. über 
Riemann'sche Flächen 2, p. 118; Math. Ann. 42 (1892). 

230) Die ersten Ansätze in dieser Richtung bei F. Schottky, J. f. Math. 83; 
H. A. Schwarz, Berl. Ber. 1866; J. f. Math. 70, 76 (Abh. 1, p. 1; 2, p. 65, 211). 
Die allgemeine Formulierung und die Klassifikation der Flä.chen und algebr. 
Gebilde nach ihren Symmetrielinien bei F. Klein, Ober R. Th., p. 79. 

231) G. Weichold, Leipz. Diss. 1883; Zeitschr. Math. Phys. 28. 
232) Math. Ann. 42 (1892) und autogr. Vorles. l. c.; Gött. Nachr. 1892. 
233) Math. Ann. 39 (1891). 
234) Math. Ann. 17 (1880). 
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F. Mehrere Variable. 

55. Algebraische Funktionen mehrerer Variablen. Für diese liegen 
trotz mannigfacher Ansätze kaum nach irgend einer Richtung völlig 
abgeschlossene Resultate vor. Was das Verhalten solcher Funktionen 
in der Nähe einer einzelnen Stelle angeht, so ist von G. Kobb 235) 

gezeigt worden, dass man auch hier den ganzen Wertevorrat der 
einer algebraischen Gleichung fex, y, z) = 0 genügenden x, y, z durch 
eine endliche Anzahl von Potenzreihen darstellen kann. Jedoch ist 
hier ein wesentlicher Unterschied gegen die gleiche Darstellung bei 
einer Variablen darin begründet, dass singuläre Stellen, z. B. gewöhn
liche mehrfache Punkte stets an der Grenze des Geltungsgebietes 
mehrerer Elemente und nicht im Innern eines derselben liegen. Das 
Beispiel eines Kegels lässt den Sachverhalt bereits übersehen. 

In anderer Weise hat K. Hensel 236) Entwicklungen längs ganzer 
algebraischer Gebilde erster Stufe gegeben. Er hat auch die Aus
dehnung der Idealtheorie 236a) auf dieses Gebiet in Angriff genommen. 

Die Untersuchung der einzelnen Stelle und die Auflösung singu
lärer Stellen durch Transformation ist von Nöther 237) in Angriff ge
nommen worden. Hierüber III C 5, 8 und Castelnltovo und Enriqlles 238). 

Nach diesen Untersuchungen genügt es, im allgemeinen eine 
Fläche mit blos einer einfachen Doppelkurve und einer endlichen An
zahl von dreifachen Punkten zu G1'lmde zu legen 235). Durch Aufsteigen 
in einen Raum von genügend vielen Dimensionen kann man auch zu 
einem völlig singularitätenfreien Gebilde gelangen, und zwar genügen 
nach PicaI'd 5 Dimensionen für zwei V Rriable 239). 

Die Untersuchung wird hier wesentlich erschwert durch den 
Umstand, dass die birationalen Transformationen nicht ausnahmslos 
eindeutig umkehrbar sind, sondern Punkte in Kurven und umgekehrt 
überführen können. Die Existenz solcher Ausnahmekurven zieht ein 
in gewissem Sinn irreguläres Verhalten der Fläche nach sich. End
lich sind eindeutige Transformationen des Gebildes in sich nicht not-

235) J. de math. (4) 8 (1892). Dazu B. Levi, Ann. di mat. (2) 26 (1897) 
Tor. Atti 33 (1897). Siehe auch II B 1, Nr. 4:6, Note 254. 

236) I B 1 c, Nr.ll. Jahresber. d. deutschen Math.-Ver. 1898, 1899. Acta 
Math. 23 (1900). 

236") G. Lalldsberg, Berl. Ber. 1900. 
237) Gött. Nachr. 1869; Math. Ann. 2 (1870); 8 (1875). 
238) Math. Ann. 48 (1897). 
239) E. Picard et G. Simart, Theorie des fonctions algebriques de deux 

variables independantes 1, Paris 1897, p. 82 ff. Siehe auch 243 "). 
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wendig birational 240). Aus ihrem Vorhandensein folgen auch hier 
weitgehende Spezialisierungen der Fläche 241). 

56. Die Geschlechtszahlen der Fläche. Olebsch 242) und in 
weiterem Sinne Nöther haben gezeigt, dass die Anzahl der linear 
unabhängigen zu einer gegebenen Fläche mter Ordnung adjungierten 
Flächen m - 4ter Ordnung bei birationaler Transformation der Fläche 
invariant bleibt, und der letztere hat auch die Invarianz der adjun
gierten l!'ormen m - 4ter Ordnung (f»m-4 selbst dargethan. Dabei ist 
unter einer adjungierten Fläche eine solche verstanden, die in den 
singulären Stellen das Verhalten einer ersten Polare zeigt. Die An
zahl der linear-unabhängigen Wm-4 wird als Flächengeschlecht be
zeichnet. 

Dazu fügt Ndther das Kurvengeschlecht, nämlich das Geschlecht 
einer nicht speziellen Schnittkurve einer adjungierten Fläche m - 4ter 

Ordnung mit der gegebenen Fläche. Zwei weitere invariante Zahlen, 
das numerische Flächengeschlecht und die Anzahl der beweglichen 
Schnittpunkte zweier (f»m-4 = 0 mit der gegebenen Fläche siehe 
III C 5, 8. 24b) 

Nöther 244) hat auch die Anzahl der unabhängigen Invarianten 
gegenüber birationaler Transformation bestimmt als 10 (p + 1) - 2p', 
wo p und p' das Flächen- und Kurvengeschlecht bedeuten. Er hat 
auch die Ausdehnung des Riemann-Roch'schen Satzes in Angriff ge
nommen 245). 

57. Untersuchungen nach transcendenter Richtung. Hier kommt 
zu den erwähnten Schwierigkeiten noch hinzu, dass die Theorie der 
Funktionen mehrerer Variablen überhaupt noch wenig ausgebildet ist. 
Es ist im besondem noch nicht gelungen, das einzelne algebraische 
Gebilde durch eine endliche Anzahl von Bestimmungsstücken in ähn
licher Weise festzulegen, wie dies bei den verschiedenen Formen der 
Riemann'schen Fläche möglich ist. 

Die Untersuchungen selbst setzen eine eingehende Bearbeitung 
der Analysis situs 246) für mehrere Dimensionen voraus. Sie ziehen 

240) Picard, J. de math. (4) 5 (1889), p.203ft'. 
241) Oastelnuovo und Enriq'Ues 1. c. 
242) Par. C. R. 1868. 
243) I. c. 
243") Siehe neuerdings Oastelnuovo u. Enriques, Ann. di mat. (3) 6 (1901). 
244) Berl. Ber. 1886. 
245) Par. C. R. 1886; siehe auch Note 243". 
246) E. Picard et Simart 1. c., p. 19 ft'., dort auch die frühere Litteratur 

(Betti, Riemann, Poincare); dazu Heegard, Diss. Kopenhagen 1898 i H. Poincare, 
Rend. Pa!. 1899. 
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ferner eine Verallgemeinerung des Cauchy'schen Satzes auf mehr 
Variable heran ä1). 

Auf Grund dessen werden behandelt: 
1) einfache Integrale vollständiger Differentiale ä8). Diese werden 

analog den Abel'schen Integralen in drei Gattungen geteilt, je nach
dem sie überall endlich bleiben, algebraisch oder logarithmisch un
endlich werden. Integrale der ersten Gattung existieren nur auf 
speziellen Flächen und die Existenz zweier unabhängiger solcher Inte
grale hat zur Folge, dass die Koordinaten der Fläche rational durch 
hyperelliptische Funktionen darstellbar sind. Auch die Existenz eines 
solchen Integrals spezialisiert die Fläche in hohem Grade. Auch die 
Integrale zweiter Gattung reduzieren sich im allgemeinen auf ratio
nale Funktionen. 

Die Anzahl der linear unabhängigen Integrale ist um Eins kleiner 
als der Linienzusammenhang (connexion lineaire) der vierfach aus
gedehnten Mannigfaltigkeit, auf welche das algebraische Gebilde von 
zwei Variablen bezogen wird 2'9). 

2) Doppelintegrale. Sie wurden zuerst von Nother 250) heran
gezogen und namentlich von Picard 251) studiert. Sie liefern nicht 
eigentlich Funktionen zweier Variablen, sondern es sind vorwiegend 
die Integranden und die Integrale über geschlossene Mannigfaltig
keiten, welche in den Vordergrund treten. Als Doppelintegrale erster 
Gattung werden Integrale von der Form 

ff~m_4dxdy 

JJ f'z 

bezeichnet, wo «Pm- 4 dieselbe Bedeutung wie in Nr.56 hat. Sind 
Integrale vollständiger Differentiale erster Gattung vorhanden, so 
können aus diesen immer Doppelintegrale hergeleitet werden 252). 

Für die Doppelintegrale zweiter Gattung und eine damit zu
sammenhängende neue invariante Zahl verweisen wir auf Picalrd 25S). 

247) Poinca'l'e, Acta math. 2 (1888); Pica'l'd, Traite d'anal. 2, p. 256. 
248) E. Picard, J. de math. (4) 2 (1886); (4) 6 (1889); Par. C. R. 1897; 

Nöther, Math. Ann. 29 (1887). 
249) Pica'l'd et Sima'l't 1. c., p. 14611'. 
260) Math. Ann. 2 (1870). 
251) 1. c. 
252) Picard 1. c.; Hakon Grönwall, Stockh. Öfversigt 1896. 
263) J. de math. (6) 5 (1899); Par. C. R.126, 126, 127 (1897-1899); H. Poin

ca'l'e, Par. C. R. 126 (1897). 

(Abgeschlossen im Oktober 1901.) 
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I. Ältere Theorie der elliptischen Integrale. 
Die erste Periode in der geschichtlichen Entwicklung der Theorie 

der elliptischen ~'unktionen kann man von den Anfängen bis zum 
Erscheinen von A. M. Legendres "Traire des fonctions elliptiques" 
(Paris, 1825-28) rechnen. Charakteristisch für diese Periode ist, daß 
die Betrachtung der Integrale wesentlich vorherrscht. 

1. Definition und erstes Auftreten der elliptischen Integrale.!) 
Integrale von der Gestalt fR (x, Yf(x») da;, wo R eine rationale Funk-

1) Vgl. M. Cantor, "Gesch. d. Math." 3 (1898), p.462, 843:1f.; 4 (1908), 
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tion und fex) eine ganze Funktion dritten oder vierten Grades be
deutet, heißen jetzt allgemein elliptische Integrale. 

Ausdrücke, die die Differentiale solcher Integrale sind, treten zuerst 
bei J. Wallis 2) in der Zeit von 1655-59 auf, und zwar hei Unter
suchungen über die Bogenlänge der Ellipse sowie der verlängerten 
und verkürzten Zykloide. Aus der Gestalt jener Bogendifferentiale zog 
Wallis Folgerungen über die Beziehung der Bogenlänge der Zykloide 
zu derjenigen einer gewissen Ellipse und gelangte zu Sätzen, an denen 
auch Wren und Pascal beteiligt sind.2) Auch die kubische Parabel, 
deren Rektifizierbarkeit Neil entdeckt hatte, gab Wallis beim Suchen 
nach Verallgemeinerungen Anlaß zur Bildung von Differentialen el
liptischer Integrale. 

Jak. Bernoulli 3) wurde 1691 und später zu elliptischen Integralen 
geführt bei der Rektifikation der elastischen Kurve und der Lem
niskate sowie der parabolischen Spirale ("parabola helicoidis" oder 
"spiralis parabolica"). Er fand, daß zwar diese Kurve nicht rektifi
zierbar sei, daß sich indessen auf ihr unendlich viele Paare gleich 
langer Bogen angeben lassen. Im Anschluß hieran stellte Jok. Ber
noulli 4) allgemeine Untersuchungen über Paare von Kurvenbogen an, 
deren Differenz sich durch einen Kreisbogen oder durch eine gerade 
Strecke messen lassen. Dies sei z. B. bei den parabolischen Kurven 
der Fall, unter denen die kubische y = ,1;3 schon Pascal, Wallis und 
Wren beschäftigt hatte (s. oben). 

Mit diesen geometrischen Problemen, in denen der Keim zu den 
Additionstheoremen der elliptischen Integrale enthalten ist, beschäf
tigte sich von 1714 an sehr erfolgreich Fagnano.5) Neben den para
bolischen Kurven sowie der Ellipse und Hyperbel ist es namentlich 
die Lemniskate, welche Fagnanos Aufmerksamkeit fesselte. Er lehrte 

p. 790 ff.; Enneper-Müller, "EIl. Funkt.". (1890), p. 1 ff. [weiterhin durch "E-M" 
zitiert]; A. Krazer, "Zur Gesch. des Umkehrprobl. der Integr.", Jahresb. d. D. 
M.-V. 18, p. 44 ff. 

2) Vgl. W. Kutta, "EIl. u. andere Integr. bei Wallis", BibI. math. (3) 2, 
p. 230 ff. (1901). 

3) Acta Emd. Lips., Jan. 1691, p. 13, Jan. 1694, p. 262, 276, Sept. 1694, p. 336, 
Dez. 1695, p. 537; 8. auch "Opera" 1, p. 431, 576, 601, 608, 639. 

4) Acta Erud. Lips., Aug. 1695, p. 374, Oct. 1698, p. 462; 8. auch "Opera" 
1, p. 142, 249. 

ö) Giorn. de'letterati d' Italia 19, p. 438; 22, p. 229; 24, p. 363; 26, p. 266; 
29, p. 258; 30, p. 87; 34, p. 197. S. auch "Produzioni matematiche deI Conte 
Giulio Carlo di Fagnano, Marchese de'Toschi etc.", 2, Pesaro (1750). Über 
Fagnano siehe F. Siacci, "Sul teorema del Conte di Fagnano" Boncamp. BuH. 3, 
p. 1; (1870) G. Bellacchi, "Introduzione storica alla teoria delle funzioni ellittiche", 
Florenz (1894), p. 35; "E-M" p. 514, 524 und Krazer, a. a. 0. p.47. 
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zunächst die Halbierung des Lemniskatenquadranten , sodann die 3-
und 5-Teilung, endlich die Teilung in 2m, 3· 2m, 5· 2m gleiche Teile. 

2. Eulers Entdeckung der Additionstheoreme. Fagnano sandte 
sein Werk "Produzioni matematiche" an die Berliner A.kademie, wo 
dasselbe am 23. Dezember 1751 zur Begutachtung an Leonhard Euler 
gegeben wurde. Diesen Tag bezeichnete Jacobi 6) als den Geburtstag 
der elliptischen Funktionen; in der Tat gab das Studium des ge
nannten Werkes Euler die Anregung zu seinen wichtigsten Unter
suchungen über elliptische Integrale, insbesondere zur Entdeckung der 
Additionstheoreme. 

An der Spitze dieser Untersuchungen steht eine vom 27. Januar 
1752 datierte Abhandlung 1), welche sich mit dem Bogen der Lem-

niskate und also dem Integral erster Gattung Iv dx • im Anschluß 
l-x 

an Fagnano beschäftigte. Im nächsten Jahre wurde Euler8) durch 
Auffindung des allgemeinen Integrals der Differentialgleichung: 

dx . + d!f = 0 
Vl.- x' Vl _ y' 

zum Additionstheorem für das eben genannte Integral geführt. Auch 
der Betrachtung des Ellipsenbogens und damit des Integrals zweiter 
Gattung wandte sich Euler seit 1754 zu 9). 

Im Laufe seiner Untersuchungen benutzte Euler gewisse Normal
formen der elliptischen Integrale, die sich nur wenig von den später 
durch A. M. Legendre verwendeten unterscheiden. Er fand 10) das all-

6) S. P. Stäckel u. H. Ahrens, "Der Briefwechsel zwischen C. G. J. Jacobi und 
P. H. v. Fttß über d. Herausg. der Werke L. Eulers", Leipzig (1908), p. 23. 

7) nObserv. de comparatione arcuum curvarum irrectif.", Novi Comment. 
Petrop. 6,. p. 58, Op. omn. (1) 20, p. 80. S. auch nE-M." p. 533. 

8) "De integr. aeq. differ. 

_m~x'- = ~dy " 
Vl-X' V1-y' 

Novi Comment. Petrop. 6, p. 37, Op. omn. (1) 20, p. 58. 
9) S. die drei Abh. Eulers über die Vergleichung von Kurvenbogen in den 

Novi Comment. Petrop. 7, p.3, 83, 128 (zusammengefaßt in "Op. post." 1 (1862), 
p. 452), abgedr. in Op. omn. (1) 20, p. 153, 108 u. 201. 

10) Neben der in Note 8 gen. Abh. kommen die beiden weiteren in Betracht 
"Integratio aequationis etc." u. " Evolut. generalior formularum comparationi 
eurvarum inservientium", Novi Comment. Petrop. 12, p.3, 42, Op. omn. (1) 20, 
p. 302, 318. V gl. hierzu A. Brill u. M. Noether, "Entw. der Theor. der algebr. 
Funkt.", Jamesb. d. D. M.-V. 3, p.l07, wo der Einfluß Eulers auf Abel abge
schätzt wird. S auch .E-M" p. 524. 
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gemeine Integral der Differentialgleichung: 

(1) d:e + dy 0 
V A+ 2Bx+ Ox'+2D:e8+Ex' VA + 2By+ Oy'+ 2Dys+Ey' 

in der Gestalt: 

(2) (VA + 2B:e+ "~=:A+2BY+ .. Y=2D(x+y)+E(x+y)II+F 

und verlieh dem Ergebnis (mit unwesentlichen Abänderungen) auch 
die Formenll): 

; dt f dt f$ dt 
(3) J V(l- t l ) (1 - k't') + J }t(1 - t') (1 - klt') = V(l- t~ (1 - k'tl)' 
000 

:eV(l - y') (1 - k'y') + yV<l -:e') (1- k':e') s = --'-'---"-''--'----:;-~_.'_i~ 
1 - k'x·y! , 

(4) -'/1- II _ V~X'~ - :eYV1- k' x'Vl- k'y' 
" s - 1 _ k' x' y' , 

l/1_kllS'fl = Vl-klx'Vl-k'yl-k'xyV~~. 
" 1 - k'x'y· 

'Ober die Entstehung der Normalformen elliptischer Integrale sind 
diejenigen Abhandlungen Eulers1'fl) zu vergleichen, welche an gewisse 
mit elliptischen Integralen verwandte Untersuchungen von Maclaurin 
und d' Alemberl 18) anknüpfeu. In diesen Abhandlungen kommt die 
Auffassung Eulers, daß die elliptischen Integrale als selbständige 
Transzendente einzuführen seien, zur klaren Erkenntnis.I ') Diese In
tegrale brachte Euler lJJ) insgesamt auf die Gestalt zurück: 

(5) 

11) "Instit. calc. integr. 1", seet. secunda, cap. 6. S. auch "E-M" p. 188. 
12) "Consider. formularum, quarum integratio per areus seetionum conie. 

absolvi potest" u. "De reduet. formularum integr. ad reetificationes ellip. ac 
hyperbolae" Novi Comment. Petrop. 8, p. 129; 10, p.8, Op. omn. (1) 20, p. 235, 
256; s. auch Novi Comment. Petrop. 5, p. 71. 

18) V gl. Xrazer, a. a. 0., p. 62, auch Oantor, "Gesch. d. Math." 3, p. 848 ff. 
14) Eulers Worte in den "Novi Comment. Petrop." 10, p. 4: " ... Imprimis 

autem hie idoneus signandi modus desiderari videtur, cujus ope arcus elliptici 
aeque eommode in calculo exprimi queant, ac jam logarithmi et areus circula.res 
ad insigne .Analyseos incrementum per idonea signa in caIculum sunt introducti. 
Talia signa novam quandam caIculi speciem suppeditabunt, cujus hie quasi 
prima elementa exponere constitui .•.. " 

15) "Plenior explicatio ete. ", Äct. Äc. Petrop. p. a. 1761, 1785. S. auch 
"E-M" 11. 539. 
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WO R(x2) eine rationale Funktion von x2 ist und die Gleichung 
1 + mx2 + nx4 = 0 ungleiche Wurzeln hat. 

(6) 

Speziell für die Integrale: 
111 

[a+ bx2 dx 
Il(x) = Ja' + b'x! Vl + mx' + nx' 

o 

gewann Euler1ff) die Gleichung: 
u ) () f z(ab' - a'b)du 

(7) Il(x) + n(y - n z = a'2 + a'b' z' + 2a'b'.du + (b" + a'b'nz')u" 
o 

wo zur Abkürzung VI + mz2 + nii = L1 geschrieben und nach der 
Integration tt = xy zu setzen ist. Hierin ist das Additionstheorem für die 
Integrale zweiter und dritter Gattung enthalten. Daraus zieht Euler 
bereits den Schluß, daß die Summe irgendeiner Anzahl elliptischer 
Integrale derselben Gattung abgesehen von additiven algebraischen oder 
logarithmischen Gliedern durch ein einziges Integral dieser Gattung 
ausgedrückt werden kann, dessen obere Grenze algebraisch von den 
oberen Grenzen der einzelnen Integrale abhängt. Eukr erscheint hier 
als Vorläufer Abels. 

Die Lösung (2) der Differentialgleichung (1) gibt rational ge
macht eine symmetrische biquadratische Gleichung: 

(8) a + 2hx + gx2 + 2y (h + 2bx + fx2) + y2(g + 2fx + cx2) = O. 

Euler hat den Gegenstand auch von der anderen Seite angefaßt und 
gelöstY) Aus einer Gleichung der Gestalt (8) leitet er durch ge
eignete Wahl der Konstanten a, b . . . eine Differentialgleichung (1) ab, 
in der der biquadratische Ausdruck unter dem Wurzelzeichen yor
gegebene Koeffizienten A, B, ... hat; ein Koeffizient in (8) bleibt 
für die Integrationskonstante frei. Entsprechend kann, wenn eine be
liebige unsymmetrische Relation der Art (8) zwischen x und y vor
gelegt ist, aus ihr eine Differentialgleichung von gleichem Aussehen 
wie die Eulersche Gleichung abgeleitet werden, in der jedoch die beiden 
Polynome unter den Quadratwurzeln verschiedene Koeffizienten haben.1B) 

3. Beziehungen zwischen Euler und Lagrange. Euler hatte 
die Mathematiker aufgefordert, die unter (2) angegebene Lösung der 

16) Cf. Note 15 u. "lnst. calc. integr." 4, p. 446 ff. 
17) Euler berichtet über seine hier in Betracht kommenden Untersuchungen 

in den "lnst. cal. integr." 1, sect. secund., cap. 6. S. auch "E-M" p. 185. 
18) Weitere Klarlegung dieser Entwicklungen bei G. H. Halphen, " Traite 

d. fonet. eU." 2 (1888), p. 329 ff., und A. Cayley, "An eIern. treat. on eIl. funet." 
(1876), chap. 14. 
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Differentialgleichung (1), die er "potius tentando vel divinando" ge
funden hatte, auf direktem Wege herzuleiten.19) Dies leistete J. L. La
grange JO) mittelst einer Entwicklung, die Eulers Bewunderung erregte 
und von ihm selbst ll) noch in vereinfachte Gestalt gesetzt wurde. 
Nennt man die beiden Polynome unter den Wurzelzeichen in (1) kurz 
X und Y, so läßt sich die Differentialgleichung (1) in 

da; = ''x dy = _ ''Y dt r .A, dt r L 

spalten. Schreibt man außerdem x + '!I = p, x - '!I = q, so gelingt 
es, eine leicht integrierbare Differentialgleichung mit t als unabhängiger 
Variabelen zu gewinnen, die unmittelbar zur Lösung (2) führt (vgL 
"E-M" p.189). Der Ansatz ist darum bemerkenswert, weil hier zum 
ersten Male, wenn auch implizite, das elliptische Integral als unab
hängige Variabele t eingeführt ist. LagrangeU) bemerkte übrigens 
bereits die Beziehung des Additionstheorems zur sphärischen Trigo
nometrie, welche seither vielfach betrachtet wurde.sl!) 

Übrigens sind Euler und nach ihm Lagrange bei Gelegenheit 
einer mechanischen Aufgabe bereits an das allgemeine Transformations
problem herangeführt. ll!) Es handelt sich um die Aufgabe, die Bahn 

19) .Novi Comment. Petrop." 6, p. 20. 
20) .Sur l'integr. de quelq. equat. diff. ete." Mise. Taur. 4 (1768-69) oder 

.Oeuvres" 2, p.5. Vgl. hierzu eine Note von G. Darboux, .Ann. de l'ec. norm." 
(1) 4 (1867), p. 85; E. Oatalan, .Sur l'add. des fonet. eil. ete.", Bull. de rAe. d. 
Belgique (2) 27 (1869), p. 145; A. Genocchi, .Rassegna d'aleuni sentti relativi 
aU'add. degl'integr. eil. ete.", Boncamp. Bull. 3 (1870), p.47; A. Oayley, .An 
elem. treat. on eH. funet." ehap. 2; F. Richelot, • Über die Integration eines 
merkw. Syst. von Diffgln.", J. f. Math. 23 (1842), p. 864. 

21) Aet. Aead. Petrop. 2, p. 20; .Instit. eale. integr." 4, p. 465. 
22) "Theorie des fonet. analyt." ehap. 11, §§ 69 ff.; "Oenvres" 9, p. 134. 
28) V gl. H. Durege, .Eil. Funet." 3. Aufl.., p. 118; J. w: L. Glaisher, • On the 

eonn. between eil. funet. and spher. trigon.", Quart. Jonrn. Cambr. 17 (1881), 
p. 858; A. G. Greenhill, .Eil. Funet." p. 131; G. BeZlacehi, .Introduzione stonca 
etc." p. 50; A. R. I!'orsyth, .Geodesies on an oblate spheroid", Mess. of math. (2) 
26 (1895), p. 81. S. auch .E-M" p. 669. Die Beziehungen zwischen sphärischer 
Trigonometrie, orthogonalen Substitutionen und ellipt. Funkt. sind studiert von 
E. Study, Leipz. Abh. von 1893, p. 87. 

24) Cf. Euler, .Probleme: Un corps etant attire en raison reeipr. quarree 
des dist. vers deux points fix. donn., trouver le eas ou la courbe decr. par ce 
corps sera algebr.", Mem. de Berl. 16 (1760), p. 228; .De motu corporis ad duo 
centra vitium attr." Novi Comment. Petrop. 10 (1766), p. 207 u. 11 (1767), p.144. 
Nach Mitteilung Jacobis wurden zwei Abhandl. dieses Titels in der Berliner 
Akad. am 6. April 1759 bzw. am 16. Juli 1768 gelesen. S. weiter Lagrange, 
.Rech. sur le mouv. d'un corps qui est a.tme vers deux eentr. fixes", Mise. Taur. 
4 (1766) oder "Oeuvr." 2, p. 67. 
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eines materiellen Punktes zu bestimmen, der von zwei festen Zentren 
nach dem Newtonsehen Gesetze angezogen wird. Die Lösung dieser 
Aufgabe wird auf die Integration emer Differentialgleichung von der 
Form: 

dp Mdq 

Va+ bp+cps = Va' + b' q + c' qS 

zurückgeführt, wo M zwar von den Variabelen p und q unabhängig 
ist, aber eine algebraische Funktion der Koeffizienten a, b, .. , be
deutet. Die p, q sind im wesentlichen elliptische Koordinaten in der 
Ebene in bezug auf die bei den festen Punkte als Brennpunkte. 
Euler hat sich mit dem Problem beschäftigt, alle Fälle zu finden, in 
denen die Bahnkurve algebraisch wird; auch hat er einzelne Lösungen 
angegeben, in welchen die Differentiale auf beiden Seiten der zu inte
grierenden Gleichung im wesentlichen übereinstimmen. Sieht man 
von Spezialisierungen des Multiplikators M ab, so hat man hier im 
wesentlichen das Problem der allgemeinen Transformation vor sich, 
d. h. die Aufgabe, aUe Fälle festzustellen, in denen die obige Gleichung 
algebraisch integrierbar ist. 

4. A. M. Legendres Bedeutung für die Theorie der elliptischen 
Funktionen. Legendres Arbeiten über elliptische Integrale beginnen 
in den achtziger Jahren des 18. Jahrhunderts 25) und ziehen sich von 
dort durch vier Jahrzehnte 26) bis zum Erscheinen des großen Werkes 
"Traite des fonctions elliptiques et des integrales euleriennes".27) Le
gendre hat die Tradition Enlers, die elliptischen Integrale als selb
ständige Gebilde in die Analysis einzuführen (vgl. Note 14), aufgenom
men, und er durfte im Vorwort zu seinem "Traite" behaupten, daß 
abgesehen von J. Landen 28), der durch sein (unten zu nennendes) 
Theorem neue Wege hätte eröffnen können, er allein den Standpunkt 
Enlers übernommen und zur Durchführung gebracht habe.29) 

Legendres "fonctions elliptiques" sind im Gegensatz zu der seit 
Abel und Jacobi üblich gewordenen Sprechweise die Integrale selber 

25) "Mem. sur les integrations par d'arcs d'ellipse", Mem. de l'aead. d. sc. 
de Paris, 1786, p. 616 ff. 

26) "Mem. sur les Transeendantes elliptiques", Paris 1793; "Exerc. de 
ealeul integral sur divers ordre de Transeendentes et sur les Quadratures" , Paris 
1811-1819. 

27) 2 Bde. u. 3 Suppl., Paris 1825-1828. 
28) Landen hat sich bereits 1771 mit der Rektifikation der Ellipse und 

Hyperbel beschäftigt; vgl. Phil. Trans. von 1771 p. 298 und von 1775 p. 285. S. 
die nähere Ausführung in Nr. 7. 

29) Vorwort zum "TraiM d. fonet. eIl.", p. 7. 
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(nicht die Umkehrfunktionen). Indem Legendre diese Integrale in drei 
Gattungen teilte, jede Gattung einer sorgfältigen Untersuchung unter
warf und viele ihrer bis dahin unbekannten Eigenschaften entdeckte, 
schaffte er diesen Gebilden die von EuZer vorausgesehene selbständige 
Stellung in der Analysis und legte so den Grund, auf dem ins
besondere die weiteren Arbeiten von Abel und Jocobi erwachsen 
konnten.80) 

5. Legendres NormsJ.integrale. Nach einer vorläufigen Reduk
tion der allgemeinen elliptischen Integrale auf die Gestalten Sl): 

f(A+Bx+OXI)~ r ax 
Jlf(x) , J (1 + nx)Jlf(x) 

schafft Legendre die ungeraden Potenzen in fex) weg, und zwar erstens 
durch eine von Lagrange herrührende Substitution, welche im wesent
lichen lautet: 

... /(x - a;) (x-x!) 
'!I = Y (x-x3 ) (x-x.)' 

unter Xu X2I XS1 x, die vier Wurzeln von fex) = 0 verstanden, und 
zweitens durch eine bereits von Euler verwendete lineare Substi
tution: 

Sodann transformiert er das Differential ,~ durch eine Substitution 
yf(x) 

der Gestalt S2) : 

bis auf einen konstanten Faktor auf die Form: 

(9) 

unter sorgfältiger Unterscheidung der sechs Fälle, welche ein reelles 
Polynom fex) = fX + fJx2 + rx' darbieten kann, und zwar so, 
daß 0 < Cl < 1 wird. Hierbei bedeutet Cl das Doppelverhältnis der 
vier Wurzeln Xli XI' xs, x, des ursprünglichen Polynoms fex). Für 
Vl - c2 sin2 cp schreibt Legendre abkürzend 6.(c,cp). Die sämtlichen 
elliptischen Integrale reduzieren sich nun auf drei Gestalten, für welche 

SO) Vgl. P. L. Dirichlet, "Gedächtnisrede auf Jacobi", Berl. Abh. 1852, J. f. 
Math. Bd.52 p. 193 oder Jacobis Werke Bd. 1, p. 1 und L. Koenigsberger, "Zur 
Gesch. d. Theor. der en. TranBz. UBW." (Leipzig 1879), p. 4, ff. 

31) "Traite d. fonct. eil." 1, p. 4, ff. 
32) "Traite d. fonct. eil." 1, p. 9 ff. 
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Legendre schreibt S8): 

IFce, cp) : 1./ d;. 2 ' E(e, cp) I dcp Y1 - cl! sinll cp, 
J,l-cslDcp 'Jt 

(10) 0 0 

n(n,e,cp);e dcp ; 'J (1 +nsin'cp)Yl-c'sin'cp 
o 

dieselben heißen die Legendreschen Normalintegrale erster, zweiter 
und dritter Gattung.M) 

Die Integrale: 

(11) 

1t 

J dcp 
l1(c, cp) , 

o 

1t 

~ce, cp)dcp 
o 

werden vollständige elliptische Integrale erster bzw. zweiter Gattung 
genannt und mit Fl(C), E1 (e) bezeichnet. Das entsprechend gebil
dete vollständige Integral dritter Gattung wird auf jene zurück
geführt.85) 

Neben die Integrale mit dem "Modul" c werden auch die mit 
dem Modul b = yr= Ci gestellt und als "komplementäre" bezeichnet.86) 

Für c wird, wie auch hier weiterhin geschehen soll, in der späteren 
Literatur im Anschluß an Jacobi k geschrieben und der komplemen
täre Modul mit k' bezeichnet, so daß k2 + k''J = 1 gilt. Da es vor
wiegend auf die zweite Potenz k2 ankommt, so wird gewöhnlich k2 
(bzw. cl!) als "Legendrescher Modul" bezeichnet. Derselbe ist, falls 
man die Reduktion auf die Normalform mitte1st einer linearen Trans
formation vollzieht, einem der sechs Werte des Doppelverhältnisses 
der Wurzeln von fex) = 0 gleich. 

6. Legendres Gestalt der Additionstheoreme. Die Eulersche 
Differentialgleichung kleidet sich bei Gebrauch der Legendreschen Be
zeichnungen in die Gestalt: 

(12) 

Eulers Additionstheorem nimmt für die Integrale erster Gattung die 

33) "Traite d. fonct. e11." 1, p. 14 ff. 
34) Von diesen Integralen ist nur das erste auch in Riemanns Sinne ein 

Normalintegral erster Gattung. Dagegen stellt das zweite und dritte noch kein 
NormalintegraJ in Riemanns Sinne dar, da E an zwei Stellen der zu y'f(x) ge
hörenden Riemannschen Fläche (den beiden Punkten a; = 00) unendlich wird, 
II sogar in vier Stellen dieser Fläche (vgl. unten Nr. 48). 

35) "TraUe d. fouct. e11." 1, p. 132 ff. 
36) "Traite d. fonct. e11." 1, p. 185 ff. 
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Form an: 

(13) {F(q;) + F(1/!) = F(p,), 
cos p, = cos q; cos 1/! - sin q; sin 1/! D. p" 

wo p, die Integrationskonstante 
ebenfalls unmittelbar aus den 

ist.51) Aus (13) leitet Legendre die 
Eulerschen Formeln hervorgehenden 

Regeln ab 58): 
. sin rp cos "" f:l. "" + cos rp sin "" f:l. rp 

sm p, = ----1---=--k't sin 2 rp sin2-",,---' 

(14) 
eos rp e08"" - sin rp sin"" f:l.rp f:l."" 

cosfL = 1- k'sinirp sin""" ' 

D. _ f:l. rp f:l. "" - k2 sin rp sin"" cos rp cos "" 
fL- 1-k'sin"rpsin""" 

Dazu treten die Additionstbeoreme für die Integrale 
dritter Gattung 39): 

(15) E(q;) + E(1/!) = E(p,) + k2 sinq; sin1/! sinp" 

(16) ll(q;) + II(1/!) 

zweiter und 

l+n-neosrpcos"" COSfL+n V -(1+n) (1+ ~~ sinlJl sin1/> sin~ 
log ---------~ 

1 +n-ncosrpcos1/>eosfL-n -V (1 +n) (1 + ~) sinlJl sin"" sinfL 

7. Die Lall.densche Transformation und die numerische Be
rechnung der Integrale bei Legendre. J. Landen war der erste, 
der elliptische Integrale mit verschiedenen Moduln ineinander üb er
führte.40) Er benutzte seine Transformation zur Herleitung des nach 

37) S. die in Note 25 gen. Abh., ferner den "Traite d. fonet. eU." 1, p. 19 ff. 
und "Mem. sur les travaux etc. de Legendre", Bibliotheque univ. 1833, Note zu p.15. 

38) "Mem. sur les Transe. eil.", Paris 1793, oder "TraiM d. fonet. eIl." 
1, p. 22. 

39) "Traite d. fonet. ell." 1, p. 43 u. 74 ff. 
40) "An investig. of a gen. theorem for finding the length of any are of any 

conie hyperb. by means of two eIl. ares etc." PhiloB. Transaet. 65 (1775), p. 28& 
oder Math. Mem. 1, p. 33 (London 1780). S. auch "E-M" p. 524 und A. Gayley, 
Art. "Landen" der "Enc. Brit." (9 ed.) 14 (1882), p. 271. Über die geometrische 
Bedeutung der Landensehen Transformation vgl. Jacobi, "Brief an Hermite", 
J. f. Math. 32 (1841», p. 176; Jacobi, Werke 2, p. 118; Küpper, "Dem. geom. de 
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ihm benannten Theorems, daß der Bogen einer gleichseitigen Hy
perbel sich durch die Differenz zweier Ellipsenbögen ausdrücken lasse. 

Lagrange41 ) hat diese Transformation selbständig wiedergefunden 
und zur numerischen Berechnung der elliptischen Integrale benutzt. 
Auch hatte er schon neben die Landensche Transformation ihre in
verse, genauer komplementäre gestellt. 

Legendre4~) hat die Landenschen Resultate aufs neue hervorge
hoben, bearbeitet und besonders für die numerische Rechnung geeignet 
gemacht. Er hat schon bei dieser Gelegenheit die Aufgabe gestellt 
und gelöst, aus dem gegebenen Werte des Integrals erster Gattung 
die obere Grenze zu berechnen4S), also tatsächlich die Umkebl' dieses 
Integrals ausgeführt, ohne indessen die Bedeutung dieses Problems 
zu erkennen oder dasselbe allgemein zu formulieren. Gegen die Ein
führung der Umkehrfunktionen in die Bezeichnung verhält er sich 
sogar ablehnend.") Er gab der fraglichen Transformation die fol
gende Gestalt: 

l-k' 
k1 = 1 + k" k2 + k"2 = 1, 

. (1 + k') sin IJJ COS IJJ 
BIll tpl = ---aip-----

(17) und also 
1 - (1 + k') sin! IJJ 

COB tpl = A IJJ - - , 

,111 k 2 • 9 1- (1-k') sin!1JJ 
Y .L - 1 BIll tpl = A cP , 

Es ist daher: 

(,18) ;1 dCPl _ (1 + k') !"-l!!E __ _ J 111 - k1'i sin! <PI - ..I l!1 -.:.-p Bln!-q; 
o 0 

und, falls wir für das vollständige Integral erster Gattung statt der 

cette propos., que toute fonet. ell. de prem. espece peut etre remplac. par deux 
fonet. eH. de seconde esp. etc." J. f. Math." 55 (1858), p. 89; DI/rege, "EIl. 
Funkt.", 3. Auti., p. 188. 

41) Mem. d. 1'ac. d. sc. 1784-85 oder Lagrange, "Oeunes" 2, p. 253; s. 
auch "E-M" p. 858. Über die Bedeutung der Lagrangeschen Dar.teHung vgl. 
F. J. Richelot, "Die Landensche Transformation usw." (Königsberg 186B); G. 
Mittag-Leffler, "En metod. att. komma etc." (Helsingfors 1876), p. 22; 
"R-M" p. 308 u. 865. 

42) In der in Note 25 gen. Abh.; s. auch "Traite d. fonct. ell." 1, p. 89 ff. 
48) "Traite d. fonct. eH." 1, p. 92. 
44) Die in Betracht kommenden Stellen der Korrespondenz zwischen Le

gendre und Jacobi sind zusammengestellt bei Koel1igsbergers Jacobi-Biographie 
(Leipzig 1904-), p. 103 ff. 
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Legendreschen Bezeichnung Fl die Jacobische K benutzen: 

(19) K1 = 1 t k' K. 

Weiter ergibt sich noch: 

tg(«Pl-<<P) = k'tg«p, sin(2«p -«Pl) = k1 sin«Pll 

(20) k = 2 -y'7; . 
1+k1 

Daneben ist die Umkehrung dieser Transformation zu stellen, d. h. 
der tJbergang von k, IP zu k_ u «P-1 auf Grund der Gleichungen: 

2Vk k_ 1 = 1 + k' sin (2«p_1 - IP) = k sin IP· 

Die wiederholte Anwendung der beiden Transformationen führt 
zu einer nach beiden Seiten fortschreitenden Kette von Moduln ... 7 

k_ 2 , k_ 17 k, kv ks, ... und Argumenten ... , 1P-2' 1P-1' IP, 1P17 lPu·· , 
von denen die ersteren nach links gegen 1 und nach rechts gegen 0 
konvergieren. Man findet: 

(2: = (1 + k1)(1 + ks) (1 + ks) ... 
(21) 

F(<<p k) = 2K .lim CP" , 
, n "=CIO 2" 

sowie andererseits: 
k 

F(<<p, k) = ;iYk-1 k_ t ••. k_"+1 F(<<p_ .. , k_,,). 

Diese Formeln, in denen entgegen der Schreibweise Legendres bei der 
Berechnung von F(1P7 k) usw., wie jetzt üblich, das Argument «P vor den 
Modul k gestellt ist, bilden die Grundlage für die numerische Berech
nung der elliptischen Integrale, welche LegeniJlre durchgeführt hat.45) 

Auch für die Integrale zweiter und dritter Gattung entwickelte 
Legendre die entsprechenden Formeln und benutzte dieselben zu nume
rischen Berechnungen. 

45) S. l,Traite d. fonct. eH." 1, p. 19ff. und die Tafeln 80. a. O. in Bd.2. fiber 
numerische Berechnung der elliptischen Funktion auf Grund der Landenschen 
und Gaußschen 'l'ra.nsformation vgl. man O. J. Broch, "Fonct. eH." ch.11 (1867), 
p.218; K,H. Schellbach, "EH. Int." (1864), p.53; H. Durege, "EH. Funkt.", 
3. Aufi., p. 204; H. Burkhardt, "EIL Funkt.", Kap. 13, p. 292; Schwarz- Weier
strall, "Formeln und Lehrsätze", § 45 ff., p. 61 fr.j Klein-Sommerfeld, "Theor. d. 
Kreisels" p. 259; C. Jordan, "COUlS d'analyse" 2, p. 419; H. Weber, "EIL Funkt." 
p. 142. Auszüge aUB Legendres Tafeln bei Ä. G. GreenhilI, "Les fonct. ellipt. 
etc." (Trad. fran\l.) (paris 1895); ferner bei J. Bertrand, "TraiM de caJ.c. diir. 
et de caJ.c. integr.", 2 (Pa.riB 1870), p. 711 und J. Hoüel, "Cours de calc. infin5', 
4 (Paris 1881). 
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Der Übergang zu der nach Gauß benannten Transformation (s. 
die Angaben über den Algorithmus des arithmetisch-geometrischen 
Mittels unten in Nr.34:) wird durch die Substitution i tg qJ = sin qJ' 
vollzogen. Es folgt: 

• cl<p a<p' 

~ V1 - k' sin' <p =V ::-:;=1 =k~'~' 8=:=in::::::'''''<p~' , 

und die erste Gleichung (17), sowie der Quotient der zweiten und 
dritten liefern als neue Schreibweise der Transformation (17): 

, 2Vl? ., (1 +k') sin<p' 
(22) k1 = 1 + k' , sm qJl = 1 + k' sin' <p' • 

Dies sind aber im wesentlichen die Formeln der Gaußschen Trans
formation. 

8. Die vollständigen Integrale und die Legendresche Relation. 
Differentialgleichungen und Reihen.46) Legendre gibt für die voll
ständigen Integrale erster und zweiter Gattung bereits die Differential
gleichungen: 

~ = ~ (E - K), ~~ = k~,!(E - k'~K) 
und die analogen Gleichungen für die zum komplementären Modul 
gehörenden Integrale K' und E'. Hieraus zieht er die nach ihm be
nannte Relation: 

(23) ~ =KE'+ K'E-KK', 
2 

sowIe die Differentialgleichungen: 

(24) (1 _ k2) d'y + 1-3k l ~J!. - Y = 0 
dk' k dk ' 

welcher K und K' genügen, und: 
II dtz l-k" dz ~ 

(25) (1- k) dk l + -k- dk + S - 0, 

die durch E und E' befriedigt wird. Er erweitert diese Differential
gleichungen zu: 

(1 _ k2) d'!" + 1 - 3 k' d X'" _ y + sin IP COS IP = 0 
dk' k dk 118(IP) , 

(1 _ k2) d' Z + 1 - k' ~~ + z _ sin IP C08 IP = 0 
dkt k dk Il(IP) , 

von denen die erste zur allgemeinen Lösung hat: 

Y = E(qJ, k) + OK + O'K', 
die zweite aber: 

Z = E(qJ, k) + OE + O'E'. 

46) "Traite d. fonet. eH." 1, p. 62. 
Encyklop. d. math. WissenBch. I1 2. 13 
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Aus den Differentialgleichungen gewinnt Legendre folgende Reihen
darstellungen der vollständigen Integrale erster Gattung47): 

n ( 1 2 2 1 2 .32 •4 1! . 3 2 .52 6 ) 
X ="2 1 + 22 k + 22. 42 k + 2~'--'--62 k + ... 

(26) X' = log (~) + !:. k2 (log~ -1) + ~~2 k' (loO'~ - 1 - ~.) 
k 2 2 k 2 2 .4 2 '" k 3·4 

1 2 • 3' . 5' 6 (4 2 2 ) + 22.42.62 k log" -1- s:4 - 5~ +"', 
SOWIe entsprechend für die vollständigen Integrale zweiter Gattung: 

E=- 1--k2 --- ·3k4 ----. 5k6 - ••• 
n ( l' 12 1 2 • 3 2 ) 

2 2 2 2 2 .42 2 2 .42 .62 , 

(27) E' = 1 + ! k2 (log ~ - _1_) + !-= . ~ k' (log ~ _ 1 __ 1_) 
2 k 1·2 2 2 4 k 3·4 

1 2 .32 5 6 (4 2 1 ) + 2"2-'- 4 2 • 6 k log k - 1 - s:4 - 5.6 + .... 
Bei Legendre sind die zweiten Formeln (26) und (27) als Dar

stellungen von X und Ein k' = 11- k2 geschrieben und dienen zur 
Berechnung von X und E, falls k nahe bei 1 liegt. Die Entwicklungen 
unterscheiden sich von den heute üblichen, von Gttdermann und Weier
straß herrührenden (vgl. NI'. 59), nur in der Schreibweise. 

9. Die Vertauschung von Parameter und Argument bei Le
gendre. Bei der Untersuchung des Integrals dritter Gattung in bezug 
auf die als Parameter bezeichnete Größe n gibt Legendre insbesondere 
die FormeI48): 

(28) {ctgO ß(O)[lI(n, cp) -F(cp)] = ctgcp ß(cp) [lIen', 0) -F(O)] 
+ E(O)F(cp) -F(O)E(cp)j 

hierbei ist n = - k 2 sin2 0, n = - k2 sin2 cp. Ähnliche Formeln 
stellt Legendre für positive Werte von n auf, in denen aber auch die 
Integrale mit komplementärem Modul auftreten. 

Diese Formeln enthalten den sogenannten "Satz von der Vertau
sehung von Argument und Parameter". Die Beweismittel sind völlig 
analog den heute üblichen (nur auf reelle Größen beschränkt), näm
lich zweimalige Integration einer geeigneten Identität. Auch entgeht 
es Legendre nicht (vgl. a. a. 0., p. 135), daß hieraus aufs neue die 
Relation (23) folgt, welche den sogenannten Weierstraßschen Perioden
relationen in der Theorie der Abelschen Integrale entspricht. 

47) "TraiM d. fonet. eIl." 1, p. 65ff.; s. auch "Mem de l'ac. d. sc. 1786", 
p.630. 

48) "Traite d. fonet. eH." 1, p. 141. 
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10. Reduktion höherer Integrale auf elliptische und Trans
formation dritter Ordnung. Das Bestreben, die Verwendbarkeit der 
elliptischen Integrale möglichst vielseitig darzutun, führt Legendre 
dazu, eine große Anzahl von Integralen, welche nicht die Gestalt von 
elliptischen haben, durch höhere Transformationen auf solche zu
rückzuführen.!l9) Es seien von solchen Integralen besonders die fol
genden: J B(x)dx 

Va + (Jx t + rx' + Jx6 

erwähnt und andere meist sogenannte binomische Integrale. 
Im Verlaufe dieser Entwicklungen fand Legendre neben der bis 

dahin allein bekannten Landenschen Transformation noch folgende 
Transformation dritten Grades 50): Ist: 

k2 = (m-1)S(m+3)_ 
16m ' 

l2 = (m - 1) (m + 3)8 
16m3 

und gilt: 
•• 1. sinrp(m+t<m-1)!sin2 rp) sm 'I' = --cc--~~-'-~-;-----;--'~--;--i-'-

1 + Hm-1)(m+ 3) sin1rp' 

so hat man für das Integral erster Gattung: 

F(l/J, l) = m . F(p, k). 
Legendre bringt die Gleichung zwischen mund k'J m die Form: 

(29) m4 _ 6m2 + (8 -16k2) m - 3 = 0; 
die Relation zwischen kund l aber gewinnt die Gestalt 51): 

(30) Ykk' + -vrr = 1. 

Hier hat man die ersten Multiplikator- und Modulargleichungen 
vor sich.52) 

11. Die elliptischen Funktionen bei Abel, Jacobi und Gauß. 
Legendre schrieb unter dem 12. August 1828 in der Vorrede zum 

ersten Supplement seines "Traite": ".. . a peine mon ouvrage avait-il 
vu 1e jour ... , que j'appris avec autant d'etonnement que de satis-

49) "TraiM d. fonet. eIl." 1, p. 165 u. 259. 
50) "TraiM d. fonet. eIl." 1, p. 222. 
51) "TraiM d. fonet. eIl." 1, p. 229. 
52) Die Anwendungen der elliptischen Funktionen bei Legendre beziehen 

sich auf die Berechnung der Oberfläche eines Kegels zweiten Grades und eines 
Ellipsoids, auf die geodätischen Linien des Sphäroids, die Bewegung eines starren 
Körpers um einen festen Punkt, die Bewegung eines von zwei festen Punkten 
angezogenen Körpers, die Anziehung eines homogenen Ellipsoids und auf die Be
wegung eines von einem festen Zentrum angezogenen materiellen Punktes. V gl. 
hierzu unten Abschn. VI. 

13* 



196 II B 3. R. F'ricke. Elliptische Funktionen. 

faction, que deux jeunes geometres, MM. Jacobi de Koenigsberg et 
Abel de Christiania, avaient reussi a. perfectionner considerablement 
la theorie des fonctions elliptiques dans des points les plus rueves." 
Die Inversion des Integrals erster Gattung und die Entdeckung der 
doppelten Periodizität der hierbei zu gewinnenden Umkehrfunktionen 
sind die grundlegenden Gesichtspunkte der Entwicklungen von N. H. 
Abel und O. G. J. Jacobi, die im übrigen das ganze Gebiet der ellip
tischen Funktionen umspannen. 

Abels Abhandlungen sind beginnend mit 1826 in den fünf ersten 
Bänden des J. f. M., vereinzelt auch in den Astron. Nachr. erschie
nen.fiS) Über seine Bedeutung vgl. man die in Note 1 an zweiter und 
dritter Stelle sowie in Note 30 gegebenen Nachweise.M ) 

Jacobis erste Untersuchungen sind im Jahre 1828 in den Astron. 
Nachr. und im Journ. f. Math. erschienen, die ,,Fundamenta nova theor. 
funct. ellipt." gab Jacobi 1829 als selbständige Schrift heraus.(5) Auch 
über Jacobis Bedeutung vgl. man die Nachweise in Note 1 und 30.(6) 

Die Untersuchungen von 0. F. Gauß über elliptische Funktionen 
sind zwar in ihren wesentlichen Errungenschaften bereits zu Ende des 
vorletzten Jahrhunderts ausgeführt; indessen hat Gauß selbst seine 
Ergebnisse nur zum kleinsten Teile veröffentlicht.51) Ein äußerst reich
haltiges Material fand sich indessen in Gauß' Nachlaß, das größten
teils in Gauß' Werken Bd.3 58) und Bd.8 59) veröffentlicht ist. Einen 
Versuch, die wichtigsten Ergebnisse, welche sich in Gauß' Nachlaß 
finden, in Gestalt einer Einleitung in die Theorie der elliptischen 

53) Späterhin gesammelt als "Oeuvres compl. de N. H. Abel, red. par 
Holmboe" (Kristiania 1839); "Nouv. edition, publ. par L. Sylow et S. Lie", 
(Kristiania 1881),. Den folgenden Zitaten liegt letztere Ausgabe zugrunde. 

64) Außerdem O. A. Bjerknes, "NieIs Henrik Abel etc.", Mem. de Bord. (3) 
1 (1885), p. 1; "N. H. Abel, Memorial publie a l'occasion du centenaire de 8a 
naissance" (Kristiania 1902). 

55) Zusammengestellt in den Bdn. 1 u. 2 von O. G. J. Jacobi, "Gesammelte 
Werke" (Berlin 1881 ff.). 

56) S. außerdem Poisson, "Rapport sur 1'ouvrage d. M. Jacobi intitule Fun
damenta etc.", Mem. de 1'ac. d. sc. de Paris 10, p. 73; F. Oasorati, "Teorica 
delle funz. di var. compl.", 1 (paTia 1868); "Correspondance mathematique entre 
Legendre et Jacobi", herausg. von C. W. BO'1'chardt im J. f. M. 80; Koenigs
berger, "Biographie von Jacobi" (Leipzig 1904). 

57) S. die Art. 14 ff. der 1818 veröffentl. Abh. "Determinatio attra.ctioniB 
etc.", Gauß, "Werke" 3. p. 530:lf. sowie die Anzeige dieser Abh., Gött. gel. Anz. 
v. 1818, "Werke" 3, p. 857 fl. 

58) p. 361-490. 
59) p. 84-87, 98-94, 96, 99-102. 
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Funktionen zusammenhängend darzustellen, hat Th. Pipin 60) gemacht. 
Fast gleichzeitig hat P. Günther Gauß' Untersuchungen über ellip
tische Funktionen zu durchforschen begonnen.61) Neuestens hat L. 
Schlesinger weitere Nachlaßstücke veröffentlicht 62) und in einer ab
schließenden Arbeit den Entwicklungsgang der Gaußschen Unter
suchungen unter Heranziehung aller noch zur Verfügung stehenden 
Hilfsquellen dargelegt.68) Über den Entwicklungsgang von Gauß' 
Entdeckungen in den Jahren 1796-1814 gibt ein von ihm selbst 
geführtes Tagebuch 64) Aufschluß. 

11. Die Umkehrung des Integra.ls erster Gattung und die 
doppelte Periodizität bei Abe!. Bereits 1823 65) hatte Abel begonnen, 
die Umkehrung des elliptischen Integrals erster Gattung zu betrachten, 
und zweifellos war er schon 1825 66) im Besitze des Prinzips der 
doppelten Periodizität. Die umfassende und grundlegende Arbeit 
"Recherches sur les fonctions elliptiques"67) veröffentlichte er 1827. 

Abel schreibt abweichend von Legendre: J da; 
a = V(1 _ c"a;2) (1 +-~X')' 

o 

unter c und e reelle Größen verstanden; er bezeichnet x als :Funktion 
von a durch x = rp (a) und stellt von vornherein als sein Ziel hin, 
die Eigenschaften dieser Funktion zu untersuchen. Daneben setzt er: 

(Ca) = Vl - c2rp2(a), F(a) = -vr-+e2 rp2(a). 

Die Einführung der inversen Funktion des Integrals erster Gat
tung war damit vollzogen und der erste und wichtigste Schritt zur 
weiteren Entwicklung gegeben, welche in der ganzen Folgezeit die 
Untersuchung der elliptischen Integrale und der mit ihnen zusammen
hängenden Größen als "Funktionen des Integrals erster Gattung" als 
eine Hauptaufgabe betrachtet. 

60) "Introd. a 1110 theor. des fonet. eIl. d'apres les ceuvr. posth. de GauBs", 
Rom. Acc. Pontif. d. N. L. 9, Teil 2 (1893), p. 1. 

61) S. dessen Habilita.tionsvortrag "Die Unters. von Gauß in der Theor. d. 
eHipt. Funkt." Gött. Nachr. von 1894. 

62) "C. F. Gauß: Fragm. zur Theor. des arithm.-geom. Mittels aus den 
Jahren 1797-1799", herausg. u. erläut. von L. Schlesinge'l', Gött. Nachr. 1912. 

63) ,;Über Gauß' Arbeiten zur Funktionentheorie", Gött. Nachr. 1912. 
64) Mit Anmerkungen herausg. von F. Klein in der "Festschrift zur Feier 

des 1&Ojähr. Besteh. d. Kgl. Ges. d. Wiss. in Göttingen" (Berlin 1901). 
6&) S. den Beginn des 110m 3. Aug. 1823 geschriebenen Briefes an Holmboe 

in Abel, "Oeuvres", 2, p. 2&4. 
66) S. Koenigsberger, "Jacobi-Biographie" p. 37. 
67) J. f. Math. 2 U. 3 oder Abel, "Oeuvres" 1, p. 263. 
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Abel hat seine Funktionen sogleich auch für rein imaginäre Ar
gumente und sodann auf Grund des Additionstheorems, welches bei 
ihm die Gestalt annimmt: 

( a + ß) = cp(a)f«(flF(ß) + cp(ß)f(a)F(a) 
rp 1 + ei c2 cp" (a) cpi(ß) , 

((a + ß) = f(a)f(ß)-c"cp(a)cp«(flF(a)F(fI) 
1 + eZcicp"(a)cp"(ß) , 

F(a + ß) = F(a)F(ß) + e'Jcp(a)cp(ß)f(a)f(fI) 
1 + e'Jc"cp"(a)cp'J(fI) , 

auch für komplexe Werte der unabhängigen Veränderlichen in Be
tracht gezogen. Auf derselben Grundlage hat er erschlossen 88), daß 
bei Einführung der Bezeichnung: 

(31) ro Je dx 
2" = -V (1 ~ =:C'''''X''''''):=(;::=l=:+:==:e'':=x=;;::'') , 

o 

aus der Gleichung rp(x) = rp(a) als allgemeine Lösung nach x folgt: 

x = (-l)m+ll a + mliJ + nroi, 

wo m und nirgendwelche ganze Zahlen bedeuten. 
Die analogen Gleichungen für ((a) und F(a) ergeben: 

x = + IX + 2mIiJ + nwi und x = + a + mliJ + 2nwi. 

Auch die Null- und Untetigkeitsstellen dieser drei Funktionen be
stimmt Abel, wobei die letzteren für alle drei Funktionen die näm
lichen sind. 

Vor allem war erkannt, daß die elliptischen Funktionen zwei 
Perioden haben, was später von Jacobi 69) als das "Prinzip der dop
pelten Periodizität" bezeichnet wurde. Die gewonnene Erkenntnis 
ergab die Möglichkeit, die sich zunächst in sehr verwickelter Gestalt 
darbietenden algebraischen Probleme der weiteren Theorie vollständig 
durchsichtig darzustellen. 

12. Die Multiplikation und die allgemeine Teilung der ellip
tischen Funktionen bei Abel. Die Bedeutung des gewonnenen Prin
zips zeigt sich sogleich bei Abels Behandlung der Multiplikation und 
Teilung der elliptischen Funktionen. 

Das erste Problem verlangt die Darstellung von rp(mß), ((mß), 
F(mß) durch rp(ß), ((ß), F(ß), unter m eine ganze positive Zahl ver
standen, und läßt sich für die niedersten Werte der Zahl m auf Grund 

68) Abel, "Oeuvres" 1, p. 266, 267 u. 278. 
69) S. Art. 19 der "Fundamenta nova", Jacobi, "Werke" 1, p. 85. 
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des Additionstheorems unmittelbar lösen. 70) Rekursionsrechnungen 
führen zu allgemeinen Angaben über die fraglichen Darstellungen. 
Ist speziell m eine ungerade Zahl m = 2n + 1, so ergibt sich: 

p 
(32) rp (C2n + 1)ß) = _%_,,+1, 

Qh+1 

wo Zähler und Nenner ganze rationale Funktionen von rp(ß) vom 
Grade (2n + 1)2 sind. Dies Resultat bestätigt Abel dadurch, daß er 
rp (ß) = x in (32) einsetzt und diese Gleichung als eine solche für x 
betrachtet. Er zeigt, daß die Wurzeln x sämtlich gegeben sind durch: 

x = rp((-1)m+nß +_111_ ()J + -~-- wi) 
2n+1 2n+1 ' 

wo mund l-' unabhängig voneinander die (2n + 1) ganzen Zahlen 
0, + 1, + 2, ... , + n durchlaufen sollen; man hat also in der Tat 
(2n + 1)9 Lösungen x. Abel gibt auch die analogen Durchführungen 
für einen geraden Grad und für die Funktionen f( a) und F( IX). 

Abel entwickelt weiter die Auflösung der eben betrachteten jetzt 
als "allgemeine Teilungsgleichullg" bezeichneten Gleichung (32) für x 
1m Falle einer Primzahl (2n + 1), indem er setzt: 

+n 
'1\ (ß) = ~ rp (ß + 2:!!I; 1) , 

m=-n 
sowie weiter: 

+n 
~ ( 2p.mi) 1/1(ß) = ~()i'CP1 ß + 2n+l ' 

/1=-" p,=-n 

wo 02n+1 = 1 gilt. Das Additionstheorem erweist sofort diese drei 
Funktionen als rationale Funktionen von cp(ß), f(ß), F(ß) und die 
Ausdrücke 1/1(ß) . 1/11(ß) , (1/1(ß»)2n+1 + (1/11 (ß»h+1 als symmetrische 
Funktionen sämtlicher Wurzeln der Teilungsgleichung und folglich als 
rationale Funktionen von rp((2n + l)ß). Damit sind zunächst 1/1(ß) 
und 1/11 (ß) durch Wurzelzeichen ausgedrückt. Hieraus ergeben sich 
die Werte von fJJ1 (ß) durch ein lineares System, wenn man für 0 der 
Reihe nach alle (2n + 1)ten Wurzeln der Einheit einsetzt. Aus den 
bekannten Werten von fJJ1 (ß) finden sich nun die Werte von rp (ß) 
durch Einführung von: 

+,. +n 
1/!sCß) = ~O"'cp (ß + 2:m; 1)' 1/13 (ß) = ~ fJ'" fJJ (ß - ~~) . 

~ 2n+1 
m=-n m=-n 

70) V gl. Art. 9 ff. der "Reeherehes sur 1. fonet. eH.". Abel, "Oeuvres" 
1, p. 279 ff. 
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Bildet man: 

1fJ2(ß)' tPs(ß) = X (p(ß), (tP2(ß»2n+1 + (1jJs(ß»2n+1 = Xl(P(ß»), 

so sind X (p (ß» und Xl (p (ß» rationale Funktionen von (PI (ß) zufolge 
der Gleichung (2n + l)t&n Grades: 

({f)f( 2mro )I!'( 2mro ) 
fJJl (ß) = p(ß) + ~ 2!p 2n+12mro 2n+i , 

m=l 1+e t c'!p2(2n+l)!P!({f) 

und damit ergeben sich schließlich die Lösungen x = fJJ (ß) der all
gemeinen Teilungsgleichung durch Wurzelzeichen in p«2n + l)ß) 
ausgedrückt. 

Es wird also hier die allgemeine Teilungsgleichung im Falle einer 
ungeraden Primzahl (2n + 1) als eine zweifach zyklische Gleichung 71) 

in der heutigen Ausdrucksweise erkannt. Dabei ist jedoch diese Eigen-

schaft wesentlich an die Kenntnis der Werte p (m;n~:i), also der 

sogenannten "speziellen Teilwerte" geknüpft, so daß die allgemeine 
Teilungsgleichnng erst nach Adjunktion dieser Werte zu einer Abel
sehen Gleichung wird. 

13. Die spezielle Teilung der elliptischen Funktionen bei Abel. 
Die speziellen Teilwerte werden durch Auflösung der Gleichung 
Ph+l = 0 gefunden 711), welche später als "spezielle Teilungsgleichung" 
bezeichnet wird. Abel untersucht nun auch die spezielle Teilung, 
wobei der Teilungsgrad (2n + 1) auch weiter als Primzahl gilt. Man 
übersieht sogleich, daß durch Einführung von: 

(33) _ 2 (mro + /L rili) 
X - P 2n+ 1 

die Gleichung sich auf den Grad H(2n + 1)2 -1) = n(2n + 2) redu
ziert. Die Auflösung dieser Gleichung kommt auf diejenige einer 
Gleichung nten Grades und einer zweiten vom Grade (2n + 2) zurück. 

Diese Zerlegung des Problems wird durch die Anordnung aller 
Wurzeln in (2n + 2) Reihen von je n begründet, nämlich: 

1. p2(2:~ 1)' m = 1,2, ... , n, 

2. { m = 1, 2, ... , n, 
!L = - n, ... , + n. 

71) Vgl. Ref.1B8c,d Nr. 8 und 23. Abels Arbeit über die späterhin nach 
ihm benannten Gleichungen wurde nach den "Recherches" publiziert, so daß 
man seine Ergebnisse in der Theorie der elliptischen Funktionen wohl als vor
bildlich für die dort entwickelte allgemeine Theorie annehmen darf. 

72) S. Art. 19 ff. der "Rech. sur les fonet. ell."; Abel, "Oeuvr." 1, p. 805 ff. 
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Bezeichnet man die Größen der ersten Reihe mit x"" die der übrigen 
2n + 1 Reihen mit xp,m' und versteht man unter g eine primitive 
Wurzel der Primzahl (2n + 1), so folgt aus dem Additionstheorem 
die Existenz einer bestimmten rationalen Operation (J, so daß: 

ist; hierbei ist ()" die ,,-malige Wiederholung von (J, und der Index 
g" von x ist mod. n zu nehmen. Hieraus folgt, daß die (2n + 2) 
Gleichungen nten Grades für die Teilwerte 'Pi der einzelnen Reihen 
nach derselben Methode auflösbar sind, nach welcher Gauß die Kreis
teilungsgleichungen behandelt hat.1S) Die Herstellung dieser (2n + 2) 
Gleichungen setzt aber die Kenntnis der symmetrischen Funktionen 
jeweils der n Teilwerte q>! der einzelnen Reihe voraus; und betreffs 
dieser symmetrischen Funktionen findet Abel, daß sich dieselben erst 
nach Auflösung einer einzigen Gleichung (2n + 2)ten Grades aus den 
Koeffizienten der speziellen Teilungsgleichung berechnen lassen (s. die 
Ausführungen unten in Nr. 70). Diese Gleichung (2n + 2)ten Grades 
ist im allgemeinen nicht algebraisch (d. h. durch Wurzelzeichen) lös
bar; jedoch tritt algebraische Lösbarkeit der fraglichen Gleichung in 
unendlich vielen besonderen Fällen ein, welche späterhin als solche 
charakterisiert wurden, die komplexe Multiplikation zulassen. 14) Abel 
bemerkt schon hier die niedrigsten Fälle und insbesondere, daß die 
Lemniskatenteilung dazu gehört. Später kommt er ausführlich darauf 
zurück und beweist die Gaußsche Behauptung 16), daß die Teilung der 
Lemniskate in denselben Fällen mit Zirkel und Lineal durchgeführt 
werden kann, in denen dies beim Kreise möglich ist. 16) 

Übrigens stehen die Gleichungen (2n + 2)ten Grades in nächster 
Beziehung zu den Transformations-, Modular- und Multiplikator
gleichungen der späteren Entwicklung der Theorie, die jedoch in ihren 
Grundzügen gleichfalls schon von Abel gefunden wurden. 11) 

14:. Abels allgemeine Formeln für die Multiplikation der ellip· 
tischen Funktionen. 18) Abel drückt nun ähnlich wie Euler 19) bei den 
trigonometrischen Funktionen die Funktionen von (2n + 1) ß durch 

73) Beet. septima der "Disquis. arithmet."; Gauß, "Werke" 1, p. 412 ft'. 
74) V gl. Ref. I C 6 Nr.1. S. auch unten Nr.18. 
75) Vgl. Gauß, "Disq. arithm." (Leipzig 1801) Nr. a35 oder "Werke" 1, p.413. 
76) S. Axt. 40 der "Rech. sur les fonet. eIl."; Abe!, "Oeuvr." 1, p.362. 
77) Vgl. unten Nr. 11. 
78) B. Art. 23 der "Rech. sur les fonet. eIl."; Abel, "Oeuvr." 1, p. S15. 
79) S. z. B. "Introd. in anal. infinit" 1, Kap. 14 (Lausanne 1748). 
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diejenigen von ß aus, und zwar dadurch, daß er in der Gleichung: 

qJ(2n + 1)ß) = P2n+1(IJI(ß») 
Q2n+l(IJI(ß» 

und in den analogen für f(ß) und F(ß) die Koeffizienten mit Hilfe 
der Wurzeln darstellt. Von den so erhaltenen Formeln sei angerührt: 

+n +n 
1 """ """ m + ,u ( 1n co + p. m i) qJ(2n+1)ß)=2n+l ~ ~ (-1) qJ ß + 2n+l ' 

m=-n ju=-n 

qJ (2n+1)ß) = (2n+ 1) qJ(ß) 

(34) 

m,,u 1- ! (co+roi + mco +p.roi) 
IJI 2 2n+1 

Dabei ist das Produkt über alle nicht negativen Werte von mund p, 

zu erstrecken, welche kleiner als n sind, ausgenommen die Kombina
tion m = 0, t.t = O. Übrigens ist die Schreibweise Abels etwas anders; 
er faßt zuerst die Faktoren mit t.t = 0 zusammen, sodann diejenigen 
mit m = 0 und ordnet das verbleibende Doppelprodukt erst nach t.t 
und dann nach m. 

15. Unendliche Doppelreihen und Doppelprodukte für die 
elliptischen Funktionen. 80) Nach derselben Methode wie EUter a. a. O. 
gewinnt nun Abel aus den vorstehend besprochenen Formeln durch 
Grenzübergang Darstellungen der elliptischen Funktionen selbst durch 
unendliche Doppelreihen und Doppelprodukte. Er setzt (2n+ 1) P = « 
und vollzieht auf der rechten Seite der Formeln den Grenzübergang 
zu n = 00. Er gelangt so zu Formeln wie: 

(35) qJ(<<) = 
00 00 

1 ~[( 1)1' """( 1)m (. (2 P. + l)m 
ec~ - ~ - (IX-(m+nro)2+(fL+*)'m" 

,.=0 m=O 2"_ 

und: 

(36) qJ(<<) = «tJ(1 + /L:~2) ([(1- m~:!) 
,u=1 m=l 

00 (00 1 _ IX' 00 1 _ IX' ) . rr 11 (mco ~tIDi)2 . rr (mco ~:IDi)2 , 

m= 1 ,u = 1 1--;:--~--;---:--- ,u = 1 1 - -;----0-----
«m-!)co + (p.-t) ID~)2 «m-!}ro -(fL-!)ID~)2 

80) S. Art. 24-27 der "Rech. sur les fonet. eH."; Abel, "Oeuvr." 1, p.323ff. 
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für welche allerdings der Konvergenzbeweis den neueren Anforderungen 
nicht genügt, aber mit Berücksichtigung der Reihenfolge der Summa
tion bzw. der Produktbildung ohne Schwierigkeit nachgetragen wer
den kann. 

16. Abels einfa.ch unendliche Reihen und Produkte für die 
elliptischen Funktionen. Durch Ausführung der Addition bzw. Multi
plikation nach einem Index gelangte Abel weiter zur Darstellung der 
elliptischen Funktionen in der GestaltSI): 

(37) 
co 

• 2 /Xni 
Sin --

l ____ ilJ~ 
sin,_1n_ooni 

w W . /Xni rr cp(lX) = --c Sill- • 
nt ilJ m=1 sin2 ~ni 

1-----~-
cos 2 (2m-l)roni 

2w 

und zu ReihendarsteIlungen der Form: 

CI> (_ 1)" sin (2n + 1) /Xn 

( (0) 4 n "'" 2 cp "2 = ec -c; ~ lIn+l+ -lI,,-1 , 
10=0 11 11 

(38) 

von denen er namentlich die ersteren mannigfach verwendete. Er gab 
ihnen bald darauf die Gestalt Slt) : 

l-t' rr'" (1_t 2r 21<) (1_t- 2r 2n) 

(39) l(,,)=A' l + tll ,,=1 (1+t2r2nf(1+t-2r2n)' 

unter Benutzung folgender Abkürzungen: 
an ron 

(40) 

Hier bedeutet 1(,,) die Umkehrungsfunktion des Integrals: 
l J dx 

IX = V(i-Xll)(1-C2X 2)' 

o 

Es treten hier bei Abel zum ersten Male im Zähler und Nenner 
der unendlichen Produkte jene Funktionen auf, welche bald darauf 
durch Jacobi als Thetafunktionen in den Mittelpunkt der ganzen 
Theorie gestellt werden sollten. 83) Die weitere Ausgestaltung und die 

81) S. Formel (181) der "Rech. sur les fonct. eH."; Abel, "Oeuvr." 1, p.345. 
82) S. Formel (34) in Abel, "Oeuvr." 1, p.435. 
83) S. unten Nr. 2'1 ff. 
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Verwendung dieser Formeln für die Transformation·stheorie vollzieht 
AbeZ im Wetteifer mit Jacobi. 

17. Abels Transformation der elliptischen Funktionen. AbeZ 
erweitert unter Hinweis auf die von Legendre aufgefundenen Einzel
fälle die Lösung des Problems, ein elliptisches Integral erster Gattung 
in ein anderes von verschiedenem Modul zu transformieren. Er gibt 
folgendes Theorem 84): 

Die fragliche Transformation des Integrals erster Gattung 

f dy =+af dx 
(41) )1(1- <; 'y'J (1 + e1 'y') - V(l- c'x!) (1 + e'x'J 

wird geleistet durch: 

(42) 

wo { eine unbestimmte Konstante ist, a die Bedeutung: 

(43) (m + /L)ro + (m-/L)f1li 
a = 2n+1 

hat und von den beiden ganzen Zahlen m, l" mindestens eine relativ 
prim gegen die ungerade Zahl (2n + 1) sein soll. Hierbei ergeben 
sich für die Koeffizienten Cl und el (Moduln) des transformierten 
Integrals die Darstellungen: 

( " )2 
{ = f 11 qJ (; + ka) , 

für den Multiplikator a aber: 

a = {-(li qJ(ka)Y· 

Abel weißt bereits darauf hin, daß Cl und cl) wenn (2n + 1) eine 
Primzahl ist, mit Hilfe einer algebraischen Gleichung vom Grade 
(2n + 2) bestimmt werden können, und diskutiert die Realitätsverhält
nisse. 

Abel bemerkt bereits hier, daß durch Kombination der von ihm 
entdeckten Transformationen mit den von Legendre angegebenen alle 
möglichen Transformationen gefunden werden können, und daß man 
so zu der allgemeinsten zwischen elliptischen Integralen bestehenden, 
Relation gelangt. 8b) 

84) Vgl. Art. 41 der "Rech. Bur les fonet. ell."; Abel, "Oeuvr." 1, p. 868. 
86) Vgl. Art. 49 der "Rech. sur les fonct. eIl."; Abel, "Oeuvr." 1, p. 376. 
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18. Abels Entdeckung der komplexen Multiplikation. 86) Die 
gefundenen Ansätze geben Abel die Hilfsmittel zum Beweise, daß die 
Differentialgleichung: 

dy dx 
-:-y;7'(1=='Y2:C=)(==1=+~e':=Y~Z) = a -W=-(l--x-')-(l-+-e'-x-i) 

nur dann algebraische Integrale hat, wenn a entweder eine rationale 
Zahl oder von der Gestalt (m + V 1 Yn) ist, wo mund n rationale 
Zahlen sind. 87) 

Nach Durchrechnung der Beispiele a = Y-3, a = y' 5 be
merkt er, daß für a=V-(2n+l) der Wert von e gegeben ist 
durch: 

<X> 

4n'~ 1 e--
- Q) 2k+l+ -2k-l' 

k=O Q Q 
(44) 

während für; 
1 

w=2 . f dx 

Y(1- x') (1 + e'x") 
o 

die Darstellung gilt: 

(45) 

19. Die weiteren Untersuchungen Abels. Das allgemeine Trans
forma.tionsproblem. Die Untersuchungen Abels 88) vollzogen sich weiter
hin in inniger Wechselwirkung mit Jacobis Publikationen, auf welche 
er schon in einem Zusatze zu den "Recherches" Bezug nimmt. Außer
dem führt Abel einen Teil seines allgemeinen Programms, die "Ver
gleichung der aus der Integralrechnung entspringenden Transzenden
ten" 89) besonders an den elliptischen Integralen aus. 

Er stellt sich die Aufgabe, alle möglichen Fälle zu finden, in 
denen man ein lineares Aggregat von elliptischen Integralen erster, 
zweiter und dritter Gattung mit konstanten Koeffizienten, wo zwischen 
den oberen Grenzen der Integrale algebraische Relationen bestehen, 
ausdrücken kann durch eine algebraische Funktion der Grenzen und 

86) S. das Ref. I C 6, Nr. 1. 
87) S. Art. 50-52 der "Rech. sur les fonct. eIl."; Abel, "Oeun." 1, p.377ft'. 

V gl. auch die Abh. "Solution d'un probl. gen. concern. la transfornI. etc." Astron. 
Nachr. 6 (1828) und "Addit. au memo preced." Astron. Nachr. 7 (1829) oder 
Abel, "Oeun." 1, p. 403 U. 429. 

88) S. ,,Precis d'une theor. des fonet. eH."; J. f. Math. 4 (1829) oder Abel, 
"Oeuvr." 1, p. 518. 

89) V gl. das Ref. II B 2, Nrn. 41, 46, 47. 
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ein lineares Aggregat von Logarithmen algebraischer Funktionen, deren 
Koeffizienten ebenfalls konstant sind. Daß überhaupt jede algebraische 
Relation zwischen algebraischen Integralen diese Gestalt haben muß, 
hat er ebenfalls erkannt.90) Sein Hilfsmittel bei dieser Untersuchung 
ist in erster Linie der Irreduzibilitätsbegriff algebraischer Gleichungen. 

In der Einleitung zum "Precis" gibt Abel eine Übersicht über 
die erlangten Resultate. Die Ausführung erfolgte jedoch nur teilweise, 
da er am 6. April 1829 starb. 

Der ausgeführte Teil des "Precis" ist auch deshalb besonders be
merkenswert, weil hier das algebraische Problem der Transformation 
mit rein algebraischen Mitteln außerordentlich weit gefördert wird im 
Gegensatze zu den "Recherches", wo der transzendente Gesichtspunkt 
der doppelten Periodizität den Leitfaden für die algebraische Unter
suchung abgibt. 

Die von Abel angekündigten Ergebnisse sind folgende: Die Auf
stellung der allgemeinsten linearen Relation zwischen elliptischen In
tegralen der drei Gattungen (mit gleichen oder verschiedenen Moduln 
und algebraisch verknüpften oberen Grenzen) und algebraischen sowie 
logarithmischen Funktionen läßt sich zurückführen auf die Aufsuchung 
aller Fälle, in denen die Differentialgleichung: 

dy da; 
::-:";;;::(1:===y~2)~(1~=CTii'2y2) = C ::-:";;=(71=a;=2"")=:'(1:=_=c="=a;2) 

durch eine rationale Funktion y von x befriedigt wird. Diese Auf
gabe wird wesentlich mit algebraischen Mitteln gelöst, indem sie zu
rückgeführt wird auf die Aufgabe, alle Lösungen der Gleichung: 

(1 - y2) (1 - e'2 y2) = p2 (1 - x2) (1 - e2x2) 

in y und p anzugeben, welche rationale Funktionen von x sind. Der 
allgemeine Fall wird auf den besonderen zurückgeführt, daß Zähler 
und Nenner von y in x von Primzahlgrade m sind. In diesem Falle 
besteht zwischen e' und e eine algebraische Gleichung vom Grade 
(m + 1) mit ganzzahligen Koeffizienten, die "Mo dularglei chung". 

Von den übrigen Ausführungen, welche im "Precis" geplant 
waren, seien hier nur die über die "Recherehes" hinausgehenden er
wähnt. Abel definiert jetzt die Funktion 1(0) durch: 

1(8) 

() = fa~a;~c) 
o 

90) S. den Brief an Legendre vom 25. Nov. 1828; Abel, "Oeuvr." 2, p. 275. 
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und die ro, ro durch: 
1 1 

w f da: 
! = /);.(a:,c)' 

o 

/j) f da: 
"2 = /);.(a:,b)' 

o 
(h = VI cl!) 

und konstatiert die Periodizitätseigenschaft: 

1(0 + 2ilJ) = 1(0), 1(0 + 2roi) = l(O). 

Er verleiht dem Additionstheorem die Gestalt: 

(0'+ 0) 1(0' 0) ~s(6') - ~S(6) 
1 - = 1 _ c:~2(6) ~'(6') 

und gibt der Produktentwicklung der Funktion 1 die Form.: 

(46) 1 (ll-) _ 2 v- . ( 0) neo 1- 2qlln cos (26,,) + ln 
A U ro - --= r q sm :n: ~~-- '-c.----'--"----'-~~ yc n=l 1- 2ql!n-l COS (26,,) + q4n-l!' 

wobei er die Bezeichnung q im Sinne Jacohis gebraucht: 
w 

--:tC 
q=e iii • 

Er stellt das nach ihm benannte Abelsche Theorem tür elliptische 
Funktionen in der später viel verwendeten Gestalt auf: Wenn die 
Gleichung: 

(l(O»)h + a,,_1(1(8))Zn-1I + ... + ~(1(8))1I + ao 
= (bol(O) + b1 (1(0»)3 + ... + bn _ 2 (l(O»)!n-S) 6.(0) 

durch die 2n Werte 011 Oll' ..• , 02n befriedigt wird, so gilt: 

1(01 + Oll + ... + Ob) = 0, 

- l(Ol/n) == + lC01 + O2 + .. , + 0211 _ 1 ) = l(61) l(O.).~\(O:ln_l)· 
Es erscheinen ferner die spät~rhin als Abelsche Relationen be

zeichneten Gleichungen für zwei beliebige positive ganze Zahlen m,p,: 

2,u 
~ 1 (2mW + nroi) ~nk = 0 
~ 2/1-+1 ' 2;:tC 

(47) 
11=0 Cd' = elI,u+l) , 

2,u 
~ l(2nID+mroi)~nk' = 0 
~ 2/1-+1 ' n=O 

sowie die transzendente Lösung der Modulargleichungen mit Hilfe 
unendlicher Produkte und eine Skizze der Transformationstheorie bei 
reellen Moduln. Endlich aber findet sich als letzter Punkt die An
gabe der Darstellung: 

) 6+aOS+a'06+... cp(O) 
(48 1(0) = 1+b'04+b"06+ •.. = ftO)' 
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wo im Zähler und Nenner beständig konvergente Potenzreihen stehen, 
welche die Relationen erfüllen: 

cp(()' + () cp(()'_ () = (cp«(})f«()'»2 - (cp«()'){«())2, 
{(f)' + (j) {((j'- (}) = (f({)) {«(j'»2 - c2(cp({}) cp«(}'»2. 

Hieraus ergibt sich leicht, daß die Koeffizienten der Reihen für cp 
und ( ganze rationale Funktionen von Ci mit rationalen Zahlenkoeffi
zienten werden. An diese Entwicklungen schließen sich späterhin 
Weierstraß u. a. an. 

20. Jacobis erste Arbeiten. Die erste Publikation Jaeobis über 
elliptische Funktionen 91) fällt zeitlich nahe mit den "Recherehes" von 
Abel zusammen und befaßt sich mit der Lösung des Transformations
problems im unmittelbaren Anschlusse an Legendre und mit Anwen
dung auf die numerische Berechnung der elliptischen Integrale erster 
Gattung. Die zweite Veröffentlichung 92) gibt den Beweis des Satzes, 

daß durch die Substitution y = ~ das Differential: 

dy 

Y(l - (Xy) (1 - (x' y) (1 - (x" y) (1- (x'" y) 

transformiert wird in 
dx 

MY(l - px) (1- P' x) (1 - p;' x) (1 - r' x)' 

wo M konstant ist, wenn U, V, T als rationale ganze Funktionen von 
x so bestimmt werden, daß: 

(V - (t U) (V - (t' U) (V - (t" U) (V - (t'" U) 

= T2(1- ßX) (1 - ß'x) (1- ß"x) (1- ß"'x) 
identisch gilt. 

Außerdem bringt diese Arbeit zum ersten Male die später maß
gebend gewordenen Bezeichnungen sin am, cos am der elliptischen 
Funktionen. Schreibt man: 

(49) F(cp) - j'f dqJ _ u 
- '/1 k" t -r - sm qJ 

o 

(in der genannten Arbeit benutzt Jacobi an Stelle semer späteren 
Schreibweise u die Bezeichnung m, so wird: 

(50) { cp=am(u,k) (Amplitudo), 
x = sin cp = sin am (u, k) (Sinus amplitudinis) 

91) Briefe Jacobis an Schumacher vom 13. Juni und 2. Aug. 1827; "A8tron. 
Nachr." 6, Nr. 123 oder Jacobis "Werke" 1, p. 29. 

92) "Astron. Nachr." 6, Nr. 127 (Dez. 1827) oder Jacobi, "Werke" 1, p. 39. 
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gesetzt, wobei also: 

(51) u-
x f dx 

V(l - x~ (1- ktx~) 
o 

gilt. Weiter schreibt Jacobi: 

(52) 

:rt 

2 

K =f dcp ,am (K - u) = co am (u,k). V1- k! sin'cp 
o 

Der Modul k wird, wenn es ohne Mißverständnis geschehen kann, 
weggelassen. An sin am u reihen sich weiter: 

(53) cosamu = VI - x 2 , A amu = V1-k2 x 2 • 

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen schreibt Jacobi dann die Lösung 
des zuerst nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten behan
delten Transformationsproblems in expliziter Form hin. 

21. Die einführenden Abschnitte der "Funda.menta nova.... Die 
nun folgende zusammenhängende Darstellung Jacobis "Fundam. nova 
theoriae funct. ellipt." 93) hat das System der Bezeichnungen auf lange 
hinaus festgelegt und das ganze bisher bekannte Gebiet systema.tisch 
in eingehender rechnerischer Ausführung bearbeitet. Dabei treten viele 
neue Gesichtspunkte hervor, von denen als einer der wichtigsten die 
Darstellung auch der Integrale zweiter und dritter Gattung als Funk
tionen des Integrals erster Gattung schon hier hervorgehoben sei. 

Der Ausgangspunkt der "Fundamenta" ist wieder das Problem der 
rationalen Transformation, welches zunächst rein algebraisch für den 
2., 3. und 5. Grad eingehend durchgerechnet wird. Insbesondere wird 
die Reduktion des Integrales erster Gattung auf die Legendresche 
Normalform mit Hilfe einer Transformation zweiten Grades entwickelt, 
und weiter werden für die Transformationen 3. und 5. Grades die 
algebraischen Gleichungen zwischen dem ursprünglichen und dem trans
formierten Modul aufgestellt. Diese Gleichungen werden später als 
"Jacobische Modulargleichungen" bezeichnet. 

Nun folgt eine systematische Einführtmg der Umkehrfunktionen 
in den schon in Nr. 20 genannten, seither maßgeblich gewordenen 
Bezeichnungen sin am u, cos am u, /j. am u. Diese Funktionen werden 
von Jacobi als "elliptische Funktionen" bezeichnet, woran für die 
Folge festgehalten wurde, und was (gegenüber späteren Verallgemeine
rungen des Begriffs der elliptischen Funktionen) durch den Zusatz 

93) Königsberg 1829; Jacobi, "Werke" 1, p. 49 ff. 
Encyklop. d. math. Wi •• ensch. II 2. 14 
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"Jacobische elliptische Funktionen" noch besonders hervorgehoben 
wurde. 9') 

Neben die Funktionen mit dem Modul k treten diejenigen des 
(nach Legendre) komplementären Moduls k' = VI-Po Die Substitu
tion sin IP = i tg 'IjI führt auf die Gleichung; 

__ d_ffJ __ = id1/J 
Yl-k! sin2 ffJ Yl - k'! sinll 1jJ' 

aus der Jacobi 95) die Gleichungen entnimmt: 

(54) \

Sin am (iu, k) = i tg am (u, k,), 
cos am (iu, k) = sec am (u, k'), 

tg am (iu, k) = i sin am (u, k'), 

Aam(iu k\ = t::.am(u,k') • 
'J C08 am (u, k') 

Wird entsprechend der Formel (52): 

(55) 
2 

K'=f dcp 
Vl- k'! sin'ffJ 

o 

gesetzt, so entspringen aus den vorstehenden Gleichungen in Verbin
dung mit dem Additionstheoreme, das von Legendre übernommen wurde, 
und dem Jacobi 96) nicht weniger als 33 Gestalten gibt, sofort die 
Regeln: 

(56) 

1 
. 'K' = 0, sin am 2iK' = 0, 
Bmam~ 

sin am (u + 2iK') = sin am u, 
cos am (u + 2iK') = - cos am u, 

6. am (u + 2iK') = - t::. am u 

und damit die Existenz der zweiten Periode. Daraufhin wird das 
"principium duplicis periodi" von Jacobi ausdrücklich formuliert. Es 
gelten die Formeln: 

(57) 
f sinam(u+4mK+2m'iK')=sinamu, 

lcos am Cu + 4mK + 2m'(K + iK'» = cos am u, 
t::. am (u + 2mK + 4m'iK') = 6. am u, 

wo mund m' beliebige ganze Zahlen sind. 

94) Die Legendresche Bezeichnung der Integrale als "elliptischer Funk
tionen" (vgl. Nr. 4) wurde jedoch von Legend'l'e selbst noch festgehalten j vgl. den 
Brief Legendres an Jacobi vom 16. Juli 1829; Jacobis "Werke" 1, p. 461. 

95) S. Art. 19 der "Fundamenta"j Jacobi, "Werke" 1, p. 86. 
96) S. Art. 18 der "Fundamenta"j Jacobi, "Werke" 1, p. 83. 
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22. Jacobis Behandlung der Transformationstheorie auf Grund 
der Umkehrfunktion. 97) Die gewonnenen Ergebnisse werden nun in 
ganz ähnlicher Weise wie bei Abel zur Lösung des Transformations
problems benutzt. Jacobi stellt folgendes Theorem auf: Setzt man 

(58) 
mK+m'iK' ro =-----

n 

worin n eine positive ungerade Zahl bedeutet und m, m' als beliebige 
ganze Zahlen so gewählt sind, daß n, m, m' keinen von 1 verschiedenen 
Teiler gemeinsam haben, so wird die Differentialgleichung: 

(59) 
dy 1 dx 

V(1 - y') (1 -.--i·y!) = ]If VC1-- x') (1--= k'x') 

mit der Anfangsbedingung y=Ü für x=O befriedigt, wenn man setzt: 

(60) 

y = sin am (~, ).) 
sin am u· sin am(u+4ro). sin am(u+ Sm) ... (sin am~~ + 4(n-1)ro) 

(sin co am 400 . sin co am 800' .. sin co 110m 2(n-l)ro)' 

). = kn(sin co am 4ro· sin co am 8ro ... sin co am 2(n-l)ro)4, 

M = (_1)";1 (sin co am 401' sin co am ~co __ : .. sin co am 2 (n-1) (1)2 
\ sinam4ro.sinam8ro ... sinam2(n-1)ro . 

23. Die supplementären Transformationen und die Multiplika
tion. 98) Indem sich Jacobi weiter auf den Fall beschränkt, daß der 
Transformationsgrad n eine Primzahl sei, hebt er unter den gesamten 
(n + 1) wesentlich verschiedenen Ansätzen (58) zur Transformation 
dieses Grades diejenigen beiden besonders heraus, welche einen reellen 
Modul stets wieder in einen reellen überführen. Sie entsprechen den 
Ansätzen: 

(61) K 
ro =

n ' 

, iK' 
ro =-

n 

und werden von Jacobi als "erste" und "zweite" Transformation unter
schieden. Die beiden zugehörigen transformierten Werte des Moduls k 
bezeichnet Jacobi durch A. und Al' die den Integralen K, K' entsprechen
den Integrale für den Modul). heißen A, A', für ).1 aber Av A/, des
gleichen die Multiplikatoren M, MI' Bei reellem k ergeben sich die 
Beziehungen: 

(62) 
, K' A ----

I - nM1 ' 

97) S. Art. 20 der "Fundamenta"; Jacobi, "Werke" 1. p. 87. 
98) S. Art. 24 der "Fundamenta"; Jacobi, "Werke" 1, p. 100. 

14* 
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woraus folgt: 

(63) 

Falls man die Moduln in Abhängigkeit voneinander auffaßt, er
gibt sich: 

Faßt man auch die Multiplikatoren als Funktionen der Moduln auf, 
so heißt die dritte Formel (62): 

K 
Al = M 1 (k)' 

Ersetzt man hier k durch 1., wodurch K in A und Al in K übergeht: 
.d 

K= M1 (a) , 

so zeigt der Vergleich mit der ersten Formel (62): 
1 

M(k)M1 (a) = n. 

Somit ergibt die sukzessive Anwendung der ersten und zweiten Trans
formation die Multiplikation, d. h. sin am (nu, k) ausgedrückt durch 
sin am (u, k). Beide Transformationen werden zueinander supplementär 
genannt. Überhaupt aber wird zu jeder Transformation diejenige als 
supplementär bezeichnet, welche mit ihr zusammen die Multiplikation 
ergibt. 

24. Die Differentialgleichung der Modulargleichung. Die arith
metischen Relationen zwischen Kund K' sowie A und A'.99) Jacobi 
wendet sich wieder der Modulargleichung zu, welche er als alge
braisches Integral der Differentialgleichung: 

(64) 2dkdÄ(d)..ds-x-dk.f1SÄ) - 3(d).B(dJk)2_dk2(ds).)2) 

+ dk2dÄ2 {(1 + kl )2 dk2 _ (1 + a~2 d).'} = 0 
k - k 8 a - aa) 

erkennt. Diese Differentialgleichung wird erhalten aus der Gleichung: 

MB =..!. a(1-aS) dk 
n k(1-kl ) da' 

einer Folgerung aus der Legendreschen Differentialgleichung für K 
und K' und der analogen Gleichung für die entsprechenden zu l ge
hörigen Größen A, A'. 

Hier ergeben sich die Gleichungen: 

(65) aA + ißA' = aK ::;bK', a'./f + i{J'A= aK'ntib'K, 

99) S. Art. 32ft. der "Fundamenta"; Jacobi, "Werke" 1, p.129ft. 
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wobei a, a', ", tf ungerade Zahlen, b, b', ß, ß' gerade Zahlen mit den 
Bedingungen: 

(66) aa' + bb' = n, aa' + ßß' = 1 

sind. Die genauere Bestimmung der Zahlen a, a' usw. für jede Trans
formation erscheint Jacobi zu schwierig, und er verweist auf ein ge
naueres Studium der komplexen Moduln. Dieser Zusammenhang zwi
schen den Perioden der ursprünglichen und denen der transformierten 
Funktionen, welcher auch schon bei Abel angedeutet ist, wird dann 
in der späteren Entwicklung der Theorie geradezu als Grundlage der
selben erkannt. Jacobi hat schon selbst darauf hingewiesen durch die 

Bemerkung, daß der Modul k, als Funktion des Verhältnisses ~ be

trachtet, unverändert bleibt, wenn man diesen Quotienten ersetzt durch: 

(67) 1 bK +ib' K' 
i aK+ia'K" 

wo die a, a', b, b' irgendwelche ganze die Bedingung ab' - a'b = 1 
befriedigende Zahlen sind und a ungerade, b gerade ist. Dies ist wohl 
die erste Publikation, in welcher diese Fundamentaleigenschaft der 
Modulfunktionen erwähnt wird. 100) 

25. Jacobis Darstellung der elliptischen Funktionen als Quo
tienten einfach unendlicher Produkte. lOt) Bei Anwendung der ersten 
Transformation ergibt sich: 

1 k { . 2K. 4K . (n-l)K}4 
JI. = ,. sln co am - . Sln co am ~ ..... sln co am , 

n n n 

so daß 1 zunächst unter der Annahme eines reellen k < 1 mit wach
sendem n gegen Null konvergiert. Der Ubergang zur Grenze für 
n = 00 ergibt: 

1 = 0, 
also: 

on; K A=-=----
2 nM' 

2K nM=-, 
on; 

A'- K' 
- M' 

Wird nun in der zur ersten supplementären Transformation zur Grenze 
übergegangen, so erhält man nach einigen Umformungen die Formeln: 

100) Vgl. "Suite des notices Bur les fonct. eU." (Ausz. aus einem Bfe. an 
erelle vom 21. Jul. 1828), Jacobi, "Werke" 1, p. 263. 

101) S. Art. 36:ff. der "Fundamenta"; Jacobi, "Werke" 1, p. 141:ff. 
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, .. 
2yq sinx II(l- 2ln C08 2x + q"') 

. 2Kx 1 ,,=1 sm am -- = - ---...::..-~---------

" ')Ik 00 

fl(l- 2q2n-l cos 2x + q"'-lI) 
n=1 

(68) 

, 00 

2yq cosx II(l + 2q'l'" cos 2x + q"') 
2Kx 1/k' ,,=1 cos am -,,- = V k --00-----------, 

fl(l- 2q9n-l cos 2x + q"'-S) 
,,=1 

trK' 

wo q = e- X ist. 
Die Durchführung der Umformungen ergibt eine Fülle von Ent

wicklungen von k, k', K in unendliche Produkte, von denen folgende 
angeführt seien: 

(69) 

{ne» 1 qS"'-I}' 
k' - --=..---.-

- n=1 1 +qln-l , 

Die Konvergenz dieser und der vorigen Formeln ist lediglich an 
die Bedingung I q I < 1 gebunden. Diese Formeln, welche nicht bloß 
kund le, sondern auch noch tk und -VI? eindeutig durch den Quotienten 
von X' und K ausdrücken, sind später von großer Bedeutung geworden. 

Jacobi bemerkt ähnlich wie Abel (vgl. z. B. "Oeuvres" 1, p.474), 
daß durch die Formel für k alle Wurzeln der Modulargleichung der 
Transformation nten Grades bei primzahligen n geliefert werden, wenn q 
der Reihe nach ersetzt wird durch: 

1 1 1 1 

q", q", (ul-, a2q", ... , a"-li"'-, 

unter a eine primitive nto Einheitswurzel verstanden. l02) Auch be
rechnet er bei zusammengesetztem n die Anzahl wesentlich verschie
dener Transformationen nten Grades und damit den Grad der Modular
gleichung richtig als Teilersumme der Zahl n und charakterisiert die 
Besonderheiten, welche eintreten, wenn n quadratische Teiler hat. 

102) S. Jacobi, "Werke" 1, p. 101, 110 u. 262. 
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Speziell führt Jacobi die von Gauß bereits publizierte Theorie des 
arithmetisch-geometrischen Mittels und die Landen-Gaußsche Trans
formation genauer aus.10S) 

Die erhaltenen Formeln benutzt Jacobi nun weiter zur Entwick
lung der elliptischen Funktionen in trigonometrische Reihen und 
erhält durch logarithmische Differentiation und geeignete Umfor-
mungen 104): 

9 .. -1 

UK . 2 K:r: ~.. 4q-S- . (0;) 1) --smam--= .. 1sm ",n- x, 
" " l-q·"-

.. =] 

1 .. -1 

(70) 
.. --

UK 2K:r: ~ 4q J --cosam--= q' 1cos(2n-1)x, " " 1+ n-
11=1 .. 

2K 2K:r: ~ 4q" -- A am -- = 1 + --.. - cos2nx. 
" " l+q· .. 

11=1 

Für komplexes x ist (k als reell vorausgesetzt) das Konvergenz
gebiet dieser Reihen beschränkt auf einen längs der reellen x-Achse 
sich erstreckenden symmetrisch zu dieser Achse verlaufenden Parallel-

streifen von der Breite ~:'. 
Auch hieraus zieht Jacobi eine Fülle von Formeln, bei denen 

eigenartige arithmetische Gesetze auftreten. 

26. Die Integrale zweiter und dritter Ga.ttung bei Ja.oobi.105) 

Statt des Legendreschen Integrals zweiter Gattung: 

E(cp) =.!Vl- kl sinllcpdcp = fil - kll sin2 amu)du 
o 0 

führt Jacobi, drirch die Reihenentwicklungen veranlaßt, das fol
gende ein: 

fIC 

(71) 2: Z e~X) = 2:X e"K _ 2:) _ (2~Kr.fsinlam 2:X dx, 
o 

welches mit den Legendreschen Integralen E(cp) und F(cp) durch die 
Gleichung verknüpft ist: 

Z(u) = K.E(tp)-;E.F(tp). 

lOS) S. Jacobi, "Werke" 1, p. 150. 
104) S. Jacobi, "Werke" 1, p. 157. 
105) S. Art. 47 if. der ,.Fundamenta", Jacobi, "Werke" 1, p. 187 if. 
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Statt des Legendreschen Integrales dritter Gattung führt Jacobi 
das Integral ein: 

u 

(72) Il(u a) =fk'l.sinama.co~ama'A~ma,sin'l.amu du 
, 1 - k'l. SIn'l. am a . SIn 'I. am u 

o 

und spricht das Theorem von der Vertauschung von Parameter und 
Argument in der Gestalt aus: 

(73) Il(u,a) - Il(a,u) = uZ(a) - aZ(u). 

27. Jacobis Thetafunktionen.106) Nun erfolgt der entscheidende 
Schritt, die Transzendente: 

" 
jZ(u)d!' 

(74) @(u) = @(O) . eO 

als selbständiges Element in die Theorie einzuführen. Die vorauf
gehenden Entwicklungen liefern für dieselbe die Darstellung: 

co 

ll(l- 2q2n-l cos 2x+ q4n-2) 

(75) @e:X)=@(O).n=l co , 

fl(1_l n - 1)2 
n=1 

wobei jedoch die Bestimmung von @(O) noch vorbehalten bleibt. 

28. Die Integrale zweiter und dritter Gattung ausgedrückt 
durch die Thetafunktion. Das Prinzip, das Integral erster Gattung 
U überall als unabhängige Variabele einzuführen, bringt Jacobi nun 
auch bei der Darstellung der Integrale zweiter und dritter Gattung 
zur Geltung; er gibt mitte1st der @-Funktion die Darstellungen: 

(76) 
@'(u) 

Z(u) = @(u)' 
f5J'(a) 1 f5J(u- a) 

Il(u, a) = u 6fCa) + "2 log @(u-fa)' 

Ferner ergeben sich hieraus leicht die Additionstheoreme für die In
tegrale Z und II in der Gestalt: 

(77) Z(u) + Z(a) - Z(u + a) = P sin am u· sin am a· sin am (u + a), 

II(uTa) + Il(v, a) - Il(u +v, a) 

(78) 
= _1_ lo@(u ---.iLf5J(v - a) f5J(u + v + a) 

2 gf5Jeu+a)f5Jev+a)f5Jeu+v-a) 

1 I 1 - k 2 sin am a· sin am u· sin am v· sin am Cu + v - a) 
="2 og 1 + k' sin am a· sin am u· sin am v· sin am Cu + v + a) . 

106) S. Art. 52 ff. der "Fundamental', Jacobi, "Werke" 1, p. 197 ff. 
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29. Die elliptischen Funktionen selbst a.usgedrückt durch die 
Funktionen @, H.I01) Bei Einfiihrung der Bezeichnung: 

(79) 
H~) 

8(0) 

wird nun: 

(80) 

GO 

2 tq sina: I/(1- 2q'Jn cos 2 a: + '1.''') 
.. =1 .. 
I/(1- q2n-l)'l 
"=1 

. 1 H(u) I, SlDamu = Vk 8(u)' 

, ji? H(u + K) 
cosamu = V k 8(u) , 

A = "lliJk' 8(u + K). 
~ am u y~ 8(u) 

Hier sind die elliptischen Funktionen nach heutiger Sprechweise als Quo
tienten ganzer transzendenter Funktionen dargestellt. Weiter gilt: 

(81) "I/i. H(K) 
Y k = 8(K)' 

"l l1Jk' _ 8(0). 
Y" - 8(K) 

30. Die fundamentalen Eigenschaften der Funktionen H(u) 
und @(u). Es gilt: 

(82) @(- u) = @(u), H(- u) = - H(u), 
(83) @(u + 2K) = @(u), H(u + 2K) = - H(u). 

Ferner lassen sich die Funktionen H und @ gegenseitig durch
einander darstellen: 

n(E! - 2iu) 

1
@(U + iK') = i· e 4X H(u), 

n(K'- 2iu) 

H(u + iK') = i· e~x~-@(u). 
(84) 

Hieraus folgt weiter: 
n(K'-i .. ) 

(85) 1 
@(u + 2iK') = - e K @(u), 

n(X'-iu) 

H(u + 2iK') = - e K H(u) , 

womit sich allgemein ergibt: 

nu' n(u+2miK')I 

e4KK'@(u) = (-I)me ur @(u+ 2miK'), 
nu' n(u+2miK')1 

eUK'H(u) = (-l)me 4K11' H(u + 2miK'). 
----

107) S. Art. 61 ff. der "Fundamenta", Jacobi, "Werke" 1, p. 224 ft". 
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Insbesondere ist: 
@(u) = 0 für u = 2mK + (2m' + 1)iK', 
H(u) = 0 für u = 2mK + 2m'iK'. 

31. Die Reihenentwicklungen von @(u) und H(U).108) Auf 
Grund der Gleichungen (83) und (84) gewinnt Jacobi Entwicklungen 
für die Funktionen @(u) und H(u) in trigonometrische Reihen, wobei 
die Bestimmung eines gemeinsamen konstanten Faktors zn der N or
mierung führt: 

(86) @(O)= "}I2~K. 
Diese Reihen lauten: 

( 2KI.e) @ ----n- = 1- 2q cos2x + 2t cos4x - 2q9 cos6a; + ... , 
1 9 lI5 

(87) H(2KI.e) 2 '" . 2 '" . 3 + 2 4" . 5 ----n- = q smx- q sm a; q sm x 
ü 

- 2q' sin7x +"', 
neben welche sich noch die Formeln stellen: 

"}I2k'K @(O) = -,;- = 1 - 2q + 2t __ 2q9 + 2q18_ •• " 

@(K)= VInK- = 1 + 2q + 2t + 2qll+ 2q16+ ... , 
(88) 1 9 25 49 ,j2kK - - - -

H(K)= r -,,- = 2q4 + 2q4 + 2q 4 + 2q 4 +"', 
___ 1 9 25 49 

2K '(0) 2Ky2kk'K '" 6"4 0 ' 4" --H = - -- = 2q - q + 1 q - 14q + .... n n n 

Die grundlegende Gleichung: 
~ ~ 

(89) 
IIc1- 2q2n-lcos2a; + t .. -II)II(l- qh) 
n=l n=l 

= 1 - 2q cos 2a; + 2q4 cos 4a; - 2 q9 cos 6x + ... 
beweist JfUobi schon hier außer durch die Ansätze aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen auch durch direkte Umformung und ver
weist wegen gewisser Einzelergebnisse aUf Euler und besonders auf 
Gauß· 

Mit der Reihenentwicklung der Thetafunktion und der Darstel
lung sämtlicher auftretender Funktionen, auch des Moduls und der 

108) S. Art. 62 ff. der Funda.menta.", Jacobi, "Werke" 1, p. 228 fF. 
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Größe K, mit Hilfe der Thetafunktion war ein erster Abschluß der 
Theorie erreicht. 

32. Die Theorie der elliptischen Funktionen aus den Eigen
schaften der Thetareihen abgeleitet. Während die Funktionen e(u) 
und H(u) in den "Fundamenten" am Schlusse gewonnen werden, hat 
Jacobi später in Vorlesnngen, den historischen Gang umkehrend, den 
entgegengesetzten Weg eingeschlagen und in unabhängiger Weise die 
Thetareihen an die Spitze der Entwicklung gestellt. In Jacobis Auf
trag hat 1838 C. W. Bcwchardt diese Vorlesungen ausgearbeitet.109) 

Jacobi bemerkt, daß die beiden von ihm eingeführten Transzen
denten e und H sich als unendliche Reihen der Gestalt: 

n=-oo 

darstellen lassen, und stellt sich nun die Aufgabe, direkt von diesen 
Reihen aus die Theorie der elliptischen Funktionen zu begründen. 
Dieser Ansatz führte nicht nur einen großen Fortschritt in der Theorie 
der elliptischen Funktionen herbei, sondern war auch eine Vorbe
dingung für die weitere Entwicklung der Theorie der Abelschen Funk
tionen und der mehrfach periodischen Funktionen überhaupt. 

Jacobi setzt: 
+00 

-/tex) = ~(_1)n qn' ein.,; 
1l=-OO 

= 1- 2q cos2x + 2q' cos4x - 2q9 cos6x + ... 
+00 

-/t1(x) = - L}i2n+1 qi-<2n+l)" e(2rt+1)", 

11=-00 

(90) 
= 2 flq sin x - 2 Y'Q9 sin 3 x + 2 fI q25 sin 5 x - ... 

+00 

-/t2(x) = ~q1-(2n+l)'e(2n+1)"i 
n=-oo 

= 2j!q cosx + 2 fq9cos3x + 2yq25cos5x + ... 
+00 

-/ts (x) = L: gn' e2n :r;; 

n=-oo 

= 1 + 2q cos 2x + 2q4 cos 4x + 2q9 cos 6x + ... 
nnd erhält zunächst durch Vermehrung von x um ~ und um -t i log q 

109) Aus Jacobis Nachlaß herausg. von K. Weierstraf3. S. Jacobi, "Werke" 
1, p.497. 
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die schon früher angegebenen Formeln, welche die in (90) rechter 
Hand stehenden Reihen ineinander überführen, und die Funktional
gleichungen, welche den Perioden Jt und log q entsprechen. 

Aus der letzten Formel (90) folgt: 

-IJ's (w )-IJ's(x)-IJ's (y)-IJ's (z) = ,Eqn'+n'2+ n'" + n"'2 e2i (wn+xn'+!ln"+ ... ,,'). 

Jacobi setzt hier: 

w' = t (w + x + y + z), x' = ~- (w + x - y - z), 
y'=t(w-x+y-z), z'=t(w-x-y+z), 

und gewinnt durch Zerlegung des Exponenten rechter Hand: 

(91) ~M~~~~~W+~M~W~~~W 
= -IJ's (w')its (x')-IJ's (y')-IJ's (z') + -IJ'2(W')-IJ't(X')-IJ'2(y')-IJ'2(Z'), 

woraus sich durch Vermehrung um Halbperioden weitere zehn Rela
tionen ergeben. Durch Spezialisierungen, wie z. B.: 

w=y, z=x, w'=x+y, x'=O, y'=-x+y, :;:'=0 

ergeben sich Gleichungen wie die folgenden: 

-IJ'82 (O)-IJ's (x + y)-IJ's(x - y) = -IJ'3 2 (X)-IJ' s2(y) + -IJ'lS(X)it12(y) 
= -IJ'2(X)-IJ'2(y) + -IJ'22(X)-IJ'g2(y), 

~~~~~~+~-IJ'~+0=-IJ'W~W~~~W 
+ its (X)-IJ'2 (x)-IJ'(y)-IJ'l (y), 

~~ -IJ'~~~&~+~~~+0=-IJ'~~~-IJ'~~W 
+ -IJ'l(X)-IJ'S(X)-IJ'l(Y)-IJ'S(Y)' 

-IJ'~~~-IJ'~+0~~+0=-IJ'W~~-IJ'~~W 
+ -IJ'1(X)-IJ'2(X)-IJ'l(y)-IJ'l!(Y)' 

-IJ'2(0)-IJ'(X + y)-IJ'(x-y) = -IJ'sl!(X)-IJ'Sll(y) - -IJ'2 2(X)-IJ'l!2(y). 

Trägt man insbesondere y = 0 in die erste Gleichung (92) und 
die entsprechenden Darstellungen von itS2 (0) -IJ' (x + y) it (x - V), 
-IJ'sll(0)-IJ'2(X+y)-IJ'2(X-Y) und -IJ's2(0)it1 (x+y)-IJ'1(X-Y) ein, so 
folgt: 

(93) \

itS2 (0)-IJ'S2(X) = -IJ'2(0)-IJ'2(X) + -IJ',2(0)-IJ'1I2(x), 
-IJ's2 (0) -IJ'2 (x) = -IJ'2(0)its2(x) + -IJ'/(0)-IJ'1'(X), 
-IJ's2(0)-IJ'l!2(X) = itl!2(0)-IJ's2(X) - -IJ'l!(0)-IJ'1 2(X), 
-IJ'S2(0)it12(X) = -IJ'2l!(O)-IJ'2(X) - -IJ'2(0)-IJ'22(X), 

woraus für x = 0 hervorgeht: 

(94) 
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Wird nun gesetzt: 

(95) 
so ist: 

'Ik = 4J",(0) 
r'" .ß'a (0)' 

(96) 

Jacobi setzt weiter in Übereinstimmung mit den Relationen (93) und 
den Erklärungen (95): 

1
1 .ß'l (x). yl1 .ß', (x) 

Yk ~(x) = sm 'P, k .ß'(x) = cos 'P, 

yk' ~(~i = Yl- k 2 sin2!p = 6.!p. 

(97) 

Dividiert man die zweite, dritte und vierte Formel (92) durch 
die fünfte, so erhält man die Additionstheoreme der Thetaquotienten 
bzw. der Funktionen sin!p, C08!p, 6.'P in der bekannten Gestalt. 

Durch Differentiation dieser Additionsformeln nach y und nach
herige Einsetzung von y = 0 erhält man nach Einführung der in (97) 
erklärten Funktionen die Differentialgleichung: 

d tp .ß's (0) .ß'/(O) 6. 
dx = .ß'(O) . .ß',(O)· !p 

und damit: 

(98) 

Mit Hilfe der Relation: 
.ftt'(O) = .ft(0).ft2 (0).ftS (0) 

geht die letzte Gleichung über in: 

(99) 

<p 

.ft '(0) . x = . . J. dcp 

S • VI - k' sin'cp 
o 

Eine genaue Untersuchung lehrt, daß wenigstens bei reellem 
absolut unterhalb 1 gelegenen Werte von q schließlich: 

2 

(100) .ft 2(0) -n; -J dtp - K 
3 ·2- V1-k'sin'tp-

o 

wird, und damit ist der Anschluß an die Formeln der "Fundamenta" 
erreicht. 

33. Der Zusammenhang zwischen q und k2• 110) Es bleibt noch 
die Frage offen, ob sich auch bei beliebigem k2 stets wenigstens ein 

110) s. § 6 der in Note 109 gen. nachgelassenen Schrift Jacobis; "Werke" 
1, p. 620. 
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q bestimmen lasse, so daß Vk = !: ~~~ wird. Diese Frage wird nur 

für reelle zwischen 0 und 1 gelegene k von Jacobi durch den Nach-
weis, daß: 

(101) 
K' -nq=e K 

gilt, bejahend beantwortet. Jacobi beweist zunächst, daß der Quotient 
K·logq 
-K'~-

ungeändert bleibt, wenn man q durch t/' ersetzt. Die Wiederholung 
dieses Verfahrens leitet einen Grenzübergang ein, bei dem Jacobi ver
mittelst eines von Euler auf das Integral zweiter Gattung angewandten 
Verfahrens die Gleichung (101) gewinnt.1l1) 

34. Gauß' Entwicklungen über das arithmetisch-geometrisohe 
lllittel.11t) Sind a und b zwei reelle und positive Zahlen, so bildet 
Gauß nach dem Gesetze: 

I a' = t(a+ b), b' = yab, 
a" = Ha' + b'), b" = Va'bi , 

. ~ . . . . 
(102) 

eine unendliche Kette von Paaren (a', b'), (a", b''), ... gleichfalls reeller 
positiver Zahlen und zeigt, daß eine endliche Grenze: 
(103) lima(n)= limb(n)= M(a, b) 

existiert, welche er das "arithmetisch-geometrische Mittel" zwischen 
a und b nennt. 118) 

111) Die Verallgemeinerung des Ja.cobischen Ergebnisses auf beliebige 
Werte von k gab Weierstra{J. S. Berl. Ber. von 1883 oder Weierstraß' Werke 
2, p. 257 ff. 

112) S. neben den Nachweisen in Note 57 ff. auch noch Schlesinger, "tlber 
die Gaußsche Theor. d. arithm.-geom. Mittels u~w.". Berl. Bar. von 1898, 
d. 346 ff. 

113) Der Algorithmus (102) hat Gauß angeblich bereits 1791 beschä.ftigt; 
die grundlegenden Entwicklungen über das arithm.-geom. Mittel fallen in die 
Jahre 1797-1799. Diese Entwicklungen haben zunä.chst außer Beziehung zu den 
in Nr.8ö u. f. zu besprechenden Untersuchungen über Inversion des elliptischen 
Integrals erster Gattung gestanden. Erst im Mai 1799 (vgl. Nr. 36) entdeckte 
Gauß den Zusammenhang des arith.-geom. Mittels mit dem lemniskatischen In
tegrale, und in dem darauf folgenden Winter erkannte er den Zusammenhang 
mit dem allgemeinen elliptischen Integrale erster Gattung. Gerade von hieraus 
wurde er auf die Bedeutung des allgemeinen Integrals erster Gattung hinge
wiesen, wä.hrend seine Untersuchungen bis dahin dem lemniskatischen Spezial
falle gegolten hatten, zu dem er durch Verallgemeinerung des Arcsin-Integrals 
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Der Zusammenhang mit dem elliptischen Integral erster Gattung 
ist durch: 

2n 

(104) r dT h 
J ya!cosiT+b'siniT= M(a,b) 
o 

gegeben. Das Integral zweiter Gattung betreffend gilt der Satz, daß 
die Peripherie der Ellipse von den Halbachsen a und b gleich ist mit 
der Summe der schnell konvergierenden Reihe 114): 

(105) ~ {a''l-2(a''2-b''2) - 4(a"'2-b"'2) - 8 (a""2_b""2) - ... }. 
M(a, b) 

Die Gleichung (104) folgert Gauß mit Benutzung des Gesetzes 
(103) aus einer a. a. O. angegebenen Transformation des Differentials 
erster Gattung. Setzt man unter Gebrauch der Bezeichnung k für 
den Modul: 

(106) 
dT 1 dT 

und führt neben k den komplementären Modul: 

k'= V1-k2=! 
a 

ein, so liefert die von Gauß angegebene und nach ihm benannte Trans
formation: 

(107) . T 2asin Tl 
Sill = (a + b) + (a - b) sin!Tl 

als Beziehung zwischen dem ursprünglichen und dem transformierten 
Differential: 

(108) 
dTl a: dT 1+k' dT 

Y1- kl ' sin' T = a -y 1- k 2 sin' T = 2-- V1 - k' sin' T ' 

wo k1 der Modul 
aus (102): 

des transformierten Differentials ist. Hierbei folgt 

(109) 

womit die Formeln (17) und (20) der Landenschen Transformation 
in der von Legendre angegebenen Gestalt erhalten sind. Zur näheren 
Kennzeichnung der Beziehung gebrauchen wir die Bezeichnung k_ 1 

im Sinne von Nr. 7 und nennen T -1 den bei Inversion der Trans
formation (107) aus T entstehenden Winkel. Aus (109) und (107) 

geführt wurde. Die im Text gegebene Darstellung der fraglichen Beziehung folgt 
sogleich der reiferen Gestalt, welche Gauß dem Gegenstande in seiner aus dem 
Jahre 1818 stammenden Abhandlung nDeterminatio attractionis etc.", Gött. Abh. 4 
(1818) oder n Werke" 3, p. 331 gegeben bat. 

114) S. Gauß, "Werke" 3, p. 352 u. 358 ff. 
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folgt dann: 
2-yk . T (1 + k) sin T 

k_ 1 = 1 + k' sm -1 = 1 + k sin' T ' 

womit die Formeln (22) wiedergewonnen sind. Die GaufJsche Trans
formation ist hiernach die Inversion der auf k' als Modul und q/ als 
Winkel umgerechneten Landenschen Transformation. Jedenfalls handelt 
es sich hier also um eine selbständige Wiederauffindung der Landenschen 
Transformation durch Gauß,115) 

Einen anderen Weg, das arithmetisch -geometrische Mittel mit 
dem elliptischen Integral erster Gattung in Beziehung zu setzen, hat 
Gauß116) durch Reihenentwicklungen gewonnen. Er gibt die Dar
stellung: 

(110) M(l+!,l-lI) = 1 + (~rxs + (~·~rx' + (~.~.~)'x6+ .. 
und zeigt mitte1st derselben, daß: 

1 
y = M(l + 11),1 - x) 

ein Integral der Differentialgleichung: 

(111) (xli - x) ::~ + (3x2 -1) ~: + xy = 0 

sei, deren allgemeines Integral mitte1st zweier Konstanten ~, ~ m 
der Gestalt sich darstelle: 

~ ~ 
M(l +11), 1-11) + M(l,II)' 

Ist so der Zusammenhang des arithmetisch-geometrischen Mittels mit 
lntegralen bereits begründet, so entnimmt Gauß andererseits aus der 
leicht zu bestätigenden Formel: 

n 

J(1 + fX2 cos21P + ~. ~x' COS'IP + ... ) dIP 
o 

= x {1 + (~rxs + (~. ~rx' + ... } 
als Beziehung zwischen M(! + x, 1 - x) und dem elliptischen In
tegral: 

(112) 
n r dcp '1J 

J V1-II)!oos!cp = M(l +11), 1-11)' 
o 

116) S. hierzu die Sohlußbemerkung in der Anzeige der Abh. "Determinatio 
attraotionis eto.", Gött. gel. Anz. vom 9. Febr. 1818 oder Gauß, "Werke" 8, p. 360. 

116) S. die naohgel. aus dem Jahre 1800 stammende Abh. "De orig. pro
prietatibusque general. numerorum mediorum arith.-geom.", Gauß, "Werke" 3, 
p.367. 
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Über die Beziehung des arithmetisch -geometrischen Mittels zur 
Theorie der Modulfunktionen, deren Hauptsätze Gauß bereits 1800 
auffand, ist im Ref. II B 4 zu berichten. Doch sei hier bemerkt, daß 
Gauß bereits 1794 die Beziehung des arithmetisch-geometrischen Mit
tels zu Potenzreihen, deren Exponenten nach Quadratzahlen fort
schreiten, gekannt haben soll.117) Im Nachlaß118) fanden sich z. B. 
folgende Darstellungen der fraglichen Reihen: 

p(y) = 1 + 2y + 2y4+ 2y9+ 2 y16 + "', 
(113) 

q(y) = 1- 2y + 2y4- 2y9+ 2 y16_ ... , 

1 9 25 49 

r(y) = 2 y 4 + 2y' + 2y! + 2y! + .... 
Gauß setzt alsdann: 

c = ya2 _ b'l und 

und gibt die Darstellungen: 

H(a, b) 
-7t--

Y = e H(a, c) 

(114) a = M(a,b)· p(y)', b = M(a,b). q(y)2, c = M(a,b). r(y)t. 

Die p, q, r sind identisch mit den Nullwerten der drei geraden Jacobi
sehen Thetafunktionen.119) Die Bedeutung dieser Reihen für die el
liptischen Funktionen war Gauß selbstverständlich bei Auffindung 
ihrer Beziehung zum arithm.-geom. Mittel unbekannt. Diese Beziehung 
wird Gauß der Erkenntnis verdanken, daß sich die fraglichen Reihen 
gegenüber der Transformation y' = y2 selber nach dem Algorithmus 
des arithm.-geometrischen Mittels transformieren. Ob Gauß bereits 
1794 das frühere Auftreten von Reihen der fraglichen Art (z. B. bei 
Euler) gekannt hat, ist unentschieden. 

:J5. Gauß' EntwiCklungen über die lemniskatische Funktion. 
Ein zunächst außer Zusammenhang mit dem arithmetisch-geometri
schen Mittel stehender Eingang in die Theorie der elliptischen Funk
tionen wird von Gauß im September 1796 dadurch eröffnet, daß er 
die Umkebrfunktionen des Integrals: 

fVid~X3 

117) S. die betreffende Bemerkung von Schm'ing in Gauß' Werken 3, p. 493. 
118) S. Gauß, "Werke" 3, p. 383. 
119) In den Jacobischen Bezeichnungen lauten die Formeln (114): 

K k' = .~ ./1-' (0) , 
2 

vgl. Jacobi, "Werke" 1, p. 519. 
Encyklop. d. math. Wi •• ensch. II 2. 15 
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betrachtet und in eine Potenzreihe entwickelt.120) Bereits im folgenden 
Jahre beginnen tiefergehende Untersuchungen über das "lemniska-

tische" (den Bogen der Lemniskate messende) Integral Iv dx und 
1-x' 

die zugehörige Umkehrfunktion 

(115) x ~ IDn l=n Vj/l d..: x} 
den "Sinus lemniscaticus", dessen eine (reelle) Periode Gauß durch ID 

bezeichnet und mittelst der Gleichung: 

(116) 
1 

1 f dx 
"2 (IT =. V1 -x' 

o 

erklärt. Bereits in dem gleichen Jahre (1797) hat aber Gauß auch 
schon die zweite (imaginäre) Periode der lemniskatischen Funktion 
entdeckt, ausgehend von der Tatsache, daß der Grad der Teilungs
gleichung für Teilung des Lemniskatenbogens in n gleiche Teile nicht 
(wie bei den Kreisfunktionen) gleich n, sondern gleich n2 ist.lU) 

Aus dem von Euler übernommenen Additionstheoreme leitet Gauß 
die Nullpunkte und Pole der Funktionen sin lemn und cos lemn her und 
stellt diese Funktionen als Quotienten von Funktionen dar, die er 
durch die Symbole P, Q, p, q bezeichnet und sowohl durch einfach 
unendliche sowie durch doppelt unendliche Produkte darstellt.U2) Wird: 

x 

J~=fP' x = sinlemn<p = coslemn ({~ ID - 91) 
o 

gesetzt, so gilt: 
() . 1 P(rp) 
117 sm emn 91 = Q(rp) , cos lemn 91 = p(rp2. 

q(rp) 

Als Potenzreihen der P, Q, p, q gibt Gauß128): 

(P()= _~ 5_369+55213+513617+5146848 21+ ... 
91 91 5,91 9191 13,91 17! 91 21! 91 , 

1 Q( ) = 1 + -.!. 4 - ~ 8 + 408 12 + 13584 16 + ... 
91 4! 91 8191 12! 91 16! 91 , 

(118) IP(<p)}-1- 1 2 1 4- 1 6+ 17 8- 1 10 
q(<p) - + "2 91 - 24 91 + 240 91 40320 91 + 403200 91 

+ 37 12 113 14 4171 16 
159667200 91 + 4151347200 91 + 6974263296000 91 + ..• 

120) S. die Notiz 32 des in Note 64 genannten Tagebuches, sowie Gauß, 
"Werke" 8, p. 93, endlich die in Note 63 genannte Arbeit Schlesingers, p. 11. 

121) Vgl. die Notiz Nr. 60 "Cur ad aequationem perveniatur gradus nn" 
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und sagt von diesen Reihen, daß sie "quavis convergentia data citius 
convergnnt". In der Tat hat man hier mit "ganzen transzendenten 
Funktionen" zu tun, und zwar handelt es sich, wie Komigsberger 124) 

hervorgehoben hat, um die für den lemniskatischen Fall spezialisierten 
Weierstraßschen Al-Funktionen (vgl. die Note 211, p. 246). Auch für 
die Funktionen sin lemn und cos lemn selbst werden Potenzreihen an
gegeben, deren beschränkte Konvergenz Gauß ausdrücklich hervorhebt. 

Als Darstellungen durch trigonometrische Reihen gibt Gauß125): 

I . I t/J ,;-4 sin<p - e-2n sin 3<p + e- Sn sin 5<p - ••• 

SIll emn = r ~. 1+2e-1tcoS2<p+2e-41tcos4<p+ ... ' 

(119) P(t/J) =24~ e- 41t sin«p_e- 41t sin3«p +e-41t sin5«p-... , 31 1 
9 25 1 

I Q(.;) ~ 2~ ~ {I + 2.-' cos2p + 2.-" eo.4p + ... }, 
wo t/J = «p ~ ist; die in den beiden letzten Klammern rechts stehenden n 
Reihen sind identisch mit Jacobis Reihen für t3-1 (<<p) und 3-s(<<p), 
spezialisiert für den lemniskatischen Fall. Hieran schließen sich für 
die Periode w die Formeln: 

f 1- 2e- tr + 2e- 4n - 2e- 9n + ... = -V~, 
(120) {I 9 25 _ l --n --1t - -1t 1 ym 

e 4 + e 4 + e 4 + ... = -2 ;. 

An diese Gleichungen knüpft Gauß sehr genaue numerische Rech
nungen für den Zahlwert der Periode W'.U6) 

36. Die a.llgemeinen elliptischen Funktionen bei Gauß. Zu
folge der Notiz Nr. 98 des in Note 64 genannten Tagebuches hat 
Gauß im Mai 1799 die Gleichung: 

(121) ~ = M(y'2, 1) 

dividendo curvam lemnisca.tam in n partes" in dem in Note 64 genannten Tage
buche von Gauß sowie die Angaben bei Schlesinger a. a. O. p. 18. tJber die Tei
lungsgleichungen bei Gauß s. unten Nr. 37. 

122) S. Gauß, "Werke" 3, p.415f., sowie die Angaben bei Schlesinger, a 
a. O. p. 19. 

123) S. Gauß, "Werke" 3, p. 406 f. 
124) in der in Note 30 genannten Schrift, p. 95. 
126) S. Gauß, "Werke" 3, p. 418, und Schlesinger a. a. O. p. 23. 
126) S. Gauß, "Werke" 3, p. 426 ff. 

15* 
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numerisch bestätigt, die eine erste Beziehung zwischen dem arithme
tisch-geometrischen Mittel und der lemniskatischen Funktion ergab, 
und die bei der Weiterentwicklung zur Gewinnung der oben ange
gebenen allgemeinen Relationen (104) und (112) führte. Unter weiterem 
Zusammenfluß der Untersuchungen über das arithmetisch-geometrische 
Mittel und die lemniskatische Funktion folgen in diesem und dem 
nächsten Jahre die meisten Entdeckungen von Gauß über die allge
meinen elliptischen Funktionen sowie auch bereits über die elliptischen 
Modulfunktionen. 

Eine unmittelbare Inversion des Integrals erster Gattung: 

(122) f V'(7=l=X=::~) x=O=(l==/L=X~i) - P 

vollzieht GaußU7) durch Einführung des Integrals zweiter Gattung: 

(123) 

indem er: 

(124) 

setzt.llI8) 

(125) 

fd Idrp 
pep) = e- rp "", 

Dann gilt: 
P(rp) 

x = Q(rp)' 

womit die Inversion geleistet ist. Aus Differentialrelationen, welche 
Gauß a. a. O. aufstellt, ergeben sich iür die P, Q, welche mit den 
allgemeinen Weierstraßschen Funktionen ~ und Al identisch sind 
(vgl. unten Note 211), die Reihenentwicklungen: 

1 1 
P = p - '6(1 + ~)p3+ 120 (1 + 4~ + ~!)p5_ ... , 

(126) 1 1 
Q = 1 + * - 12 ~p' + 90 Cl-' + ~2) p6 

1 
- 10080 (8l-' + 17 ~s + 8l-'S) pS - .. " 

wo durch den Stern in der letzten Formel noch besonders hervor
gehoben ist, daß das Glied mit ps in der Darstellung von Q(p) 
ausfällt. 

Einen wesentlich tiefer greifenden, vom Integral erster Gattung 
unabhängigen Aufbau der elliptischen Funktionen vollzieht GaufJ in fol-

127) S. Gauß, "Werke" 8, p. 96, und Schlesinger a. 8.. O. p. 41. 
128) Vgl. hiermit die Gleichung (74) in Nr.27, durch welche Jacobi seine 

Funktion 8(u) einführt. 
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gender ArVS9): Nach Analogie von (121) werden die beiden Peri
oden 130) ill, ro' als arithmetisch-geometrische Mittel gegeben: 

(127) 

Gauß erklärt dann als "sinus lemniscaticus universalissime acceptus": 

(128) 

den er unter Gebrauch der Abkürzung Cf! = 1/Jill als Quotienten der 
beiden Funktionen: 

darstellt. Diese Funktionen unterscheiden sich von den Jacobischen 
Funktionen ,a.1 und ,a.3 nur um die vor den Klammern stehenden kon
stanten (d. i. von 1/J unabhängigen) Faktoren. 

In den im handschriftlichen Nachlaß weiter sich anschließenden 
Formeln findet sich eine an Lagrange angelehnte Herleitung des Addi
tionstheorems für das allgemeine Integral erster GattunglSI); es fol
gen Rechnungen zur Transformation zweiten Grades der Funktionen 
T und W (Thetafunktionen), welche die deutliche Verwendung eines 
Prinzips enthalten, das später von Hermite allgemein für die Trans
formation der Thetafunktionen aufgestellt und nach ihm benannt 
wurde.182) 

Die aus späterer Zeit stammenden Formeln 133): 

129) S. Gauß, "Werke" 3, p. 433, und Schlesinger a. a. O. p. 42. 
130) Die zweite Periode ist übrigens nicht m', sondern m'i. Daß die Eigen

art der Perioden, einen nicht-reellen Quotienten zu besitzen, Gauß um 1800 noch 
vorübergehend Schwierigkeiten machte, geht aus einer von Schlesinger a. a. O. 
p. 40 besprochenen Notiz hervor. 

131) S. Schlesinger a. a. O. p. 43. 
132) Vgl. unten Nr. 40. 
133) S. Gauß, "Werke" 3, p. 399. 
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(130) 

enthalten unmittelbar die Reihen, durch welche späterhin Jacobi seine 
Funktionen .{}os,.{}o, .{}oll' i.{}ol erklärte. Gauß stellt die elliptischen Funk
tionen als Quotienten jener Reihen dar und zeigt a. a. 0., daß diese 
Funktionen tatsächlich die Iuversion des elliptischen Integrals erster 
Gattung leisten. Die in Nr. 31 unter (89) gegebene grundlegende Formel 
Jacobis l34), welche zwischen der Produktdarstellung und der Reihen
entwicklung der Thetafunktionen vermittelt, hat Gauß bereits im 
Jahre 1800 besessen.1S5) 

37. Multiplikation, Division und Transformation der ellipti
schen Funktionen bei Gauß. Aus dem von EuWr übernommenen 
Additionstheoreme leitete Gauß die rationalen Ausdrücke für sin lemn 2 rp, 
sin lemn 3 rp, ... , cos lemn 2 rp, ... in sin lemn rp und cos lemn rp ab, er 
führt also die Multiplikation des Argumentes für diese Funktionen in 
niederen Fällen durch.1SS) Von hier aus ging er frühzeitig zu den 
Teilungsgleichungen des Lemniskatenbogens über, welche er als analoge 
Gebilde den Kreisteilungsgleichungen anreihte. 1B?) Daß er alsbald auch 
bereits in den Auflösungsprozeß dieser Gleichungen tief eingedrungen 
war, geht aus seiner bezüglichen Andeutung in Art. 335 der "Disquis. 
arithm." hervor, welche Abels Aufmerksamkeit erregte.1SS) Die Multi
plikation des Argumentes dehnte Gauß gleichfalls auf die lemnis-

134) Über das Auftreten eines speziellen Falles dieser Formel bei Euler 
sehe man die Angaben von Schlesinger a. a. O. p 8. 

136) S. Gauß, " Werke" 3, p. 434, 440, 464. 
136) S. Gauß, "Werke" 3, p.405. 
137) Die Notiz Nr. 60 des in der Note 64 genannten Tagebuches gibt als 

Zeit dieser Untersuchungen März 1797 an; vgl. Note 121. 
138) S. Gauß, "Werke" 1, p. 412 f. V gl. auch oben Nr. 13, p. 201. 
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katischen Funktionen pep), Q(p),p(p), q(cp) aus, und zwar auch für 
den Fall der "komplexen Multiplikation".139) 

Die lineare Transformation der drei durch (113) gegebenen Funk
tionen (Nullwerte der geraden Thetafunktionen) hat Gauß frühzeitig 
betrachtet und dabei die sechs mod. 2 verschiedenen Fälle unter
Bchieden.l40) Hieran reihen sich die Entdeckungen von Gauß über 
die Modulfunktionen, über welche in Art. II B 4 zu berichten 
sein wird. 

Höchst ausgedehnte Rechnungen haben sich endlich über die 
Transformationen niederen, insbesondere dritten und fünften Grades 
der mit den Jacobischen Thetafunktionen identischen Funktionen 
(113) und (130) in Gauß' Nachlaß gefunden. IU) Zahlreiche hier 
aufgestellte algebraische Beziehungen greifen den noch neuerdings 
vielfach betrachteten "Relationen zwischen transformierten -tf-Null
werten" vor.142) 

Die vorstehenden Darlegungen zeigen, daß Gauß die Resultate 
Abels und Jacobis vielfach antizipiert hat; im übrigen ist er durch 
seine klare Einsicht in das Wesen der elliptischen Modulfunktionen 
(vgl. II B 4 Nr.2) beiden überlegen gewesen. 

ID. Die elliptischen Funktionen in der Zeit zwischen Abel 
und Riemann. 

Nach dem Erscheinen der Untersuchungen von Abel und Jacobi 
folgt in der Theorie der elliptischen li'unktionen eine Entwicklungs
periode, welche man bis zu dem Auftreten Riemanns rechnen kann. 
Die wichtigste Neuerung dieser Zeit ist die planmäßige Ausbildung 
einer Theorie der Funktionen einer komplexen Variabelen und die 
.Anwendung dieser Theorie auf die elliptischen Funktionen. Der Grund 
zu dieser Entwicklung ist durch die Arbeiten A. Oattchys gelegt.14.S) 
Die weitere Durchbildung nach der algebraischen Seite ist von V. Pui-

139) Vgl. die Zusammenstellung zahlreicher Rechnungsergebnisse in Gauß' 
Werken 3, p. 410 ff. 

14,0) S. Gauß, "Werke" 3, p. 386 u. 477. 
141) Vgl. die Entwicklungen in Gauß' Werken 3, p. 447-477 
142) S. darüber Klein-Fricke, "Vorles. über Modulf." 2, p. 158. 
143) Der Beginn der Arbeiten Gauchys liegt weit vor der Zeit Abels und 

Jacobis; Spezialfälle des Residuensatzes treteD bereits 1814 auf, die nach Gauchy 
benannte Integralformel 1822 (vgl. II B 1 Nr. Sir.). Grundlegend ist namentlich 
die 1825 erschienene Abhandlung "Memoire sur les integrales definies, prises 
entre des limites imaginaires", wieder abgedruckt in Darb. BuH. 7, p. 265, und 
8, p. 43 und 448; Gauchys gesammelte Werke werden seit 1882 von der Pariser 
Akademie herausgegeben. 
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seux1U) geleistet; im Sinne der Oauchyschen Methoden, aber auch mit 
selbständigen Ideen hat J. Liouville 145) die unmittelbare Betrachtung 
der doppeltperiodischen Funktionen gefördert, während die vielseitigen 
Untersuchungen von Oh. Hermite 14Ef) außer durch Oauchy insbesondere 
auch durch Jacobis "Fundamenta nova" stark beeinflußt sind. Eine 
zusammenfassende Darstellung der Theorie der elliptischen Funktionen 
auf der fraglichen Grundlage gaben Briot und Bouquet.l4,7) 

Neben diesen wesentlich neuen Entwicklungen gehen vornehm
lich auf deutscher Seite zahlreiche Untersuchungen weiter, welche 
mehr oder minder unmittelbar eine Fortbildung des durch die "Fun
damenta nova" erreichten Standpunktes zum Ziele haben. Hierher 
gehören zunächst die späteren Arbeiten Jacobis l48); im übrigen seien 
die Untersuchungen von Ohr. Gudermann 1(9) und F. Richelot 1DO) ge
nannt. Einen durch zahlentheoretische Untersuchungen wesentlich mit 
beeinflußten Standpunkt nimmt G. Eisenstein 151) ein, der zugleich als 
Vorläufer von Weierstraß anzusehen ist. Zusammenhängende Darstel
lungen, welche der in Rede stehenden Richtung entstammen, gaben 
K. H. Schellbach 152), auch A.Oayley.153) 

38. Das Periodenparallelogramm und die eindeutigen doppelt
periodischen Funktionen. Liouville hielt im Jahre 1847 vor C. W. 
Borchardt und F. Joachimsthal eine Vorlesung, die von Borchardt aus
gearbeitet und später veröffentlicht wurde.1M) Liouville gibt in dieser 

144) S. vor allem dessen "Recherches sur les fonctions algebriques" im Journ. 
de mathem. 15 (1850), p. 365 sowie den Bericht von Cauchy, C. R. 32 (1851), p. 453. 

145) Erste Mitteilung in den C. R. 19 (1844), p. 1261. 
146) Beginnend mit den Briefen an Jacobi von 1843 u. 44; eine Gesamt

ausgabe der Werke Hermites besorgte E. Picard, Paris 1905 ff. 
147) "Theorie des fonctions doublement periodiques etc.", Paris (1869). In 

der stark erweiterten 2. Aufl. (Paris 1876) nähern sich Briot und Bouquet mehr 
der späteren Jacobischen Darstellung, indem sie zuerst doppelt-periodische Funk
tionen von den Thetafunktionen aus erklären. 

148) Vgl. namentlich Jacobi, "Werke" 2. 
149) Im J. f. Math. 18-21, 23, lI5, 41 (1838-51). 
150) Im J. f. Math. 32, 34, 38, 44, 50 (1846-55); s. auch Note 192. 
161) Im J. f. Math. 30, 32, 35 (1846-47); gesammelt herausgegeben von 

Gauß, Berlin (1847). 
162) "Die Lehre von den elliptischen Integralen und den Thetafunktionen", 

Berlin (1864). 
153) "An elementary treatise on elliptic functions", Cambridge (1876). 

Einen Rückfall in Legendl'es Zeiten erleidet P. V. Verhulst in seinem Buche 
.,Traite eMmentaire des fonct~ons elliptiques", Brüssel (1841), das, ohne mit 
Jacobi unbekannt zu sein, in der Hauptsache eine Behandlung der wieder als 
"fonctions elliptiques" bezeichneten Integrale gibt. 
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Vorlesung die von ihm aufgestellten Grundsätze einer unmittelbaren 
Betrachtung der eindeutigen doppeltperiodischen Funktionen. Der Be
grill' des "PeriodenparaUewgramms" wird hier vermutlich zum ersten 
Male deutlich an die Spitze der Betrachtung gestellt. Als Grundsatz, 
auf dem die weiteren Folgerungen beruhen, wird bewiesen, daß eine 
im Periodenparallelogramm überall endliche eindeutige doppeltperi
odische Funktion mit einer Konstanten identisch ist. Mitte1st einer 
"methode d'exhaustion" wird weiter gezeigt, daß eine von einer Kon
stanten verschiedene eindeutige doppeltperiodische Funktion in min
destens zwei Punkten des Periodenparallelogramms unendlich wird, 
daß ferner eine solche Funktion mit nUnendlichkeitsstellen auch n 
Nullstellen habe155); auch wird eine Darstellung der eindeutigen 
doppeltperiodischen Funktionen mit beliebig vielen Unendlichkeits
stellen in Form von Produkten sowie auch von Summen ebensolcher 
Funktionen mit nur zwei Unendlichkeitsstellen entwickelt. Der An
schluß an die elliptischen Integrale folgt leicht durch Betrachtung des 
Differentialquotienten einer Funktion mit nur zwei Unendlichkeitsstellen. 

Die einfachsten Beweise dieser Liouvilleschen Sätze gewinnt man 
durch Ausführung der Integrale Ja log {(z) , J{(z)dz usw. über den 
Rand des Periodenparallelogramms. So hat denn auch Cauchy 156) un
mittelbar darauf hinweisen können, wie die fraglichen Sätze aus den 
allgemeinen Ansätzen seines "ealcul des residus" als spezielle Folge
rungen entspringen.151) 

39. Fortbildung der algebraischen Grundlage unter Cauchys 
Einfluß. Die Anwendung der Anschauungen Cauchys auf die algebrai
schen Funktionen hat Puiseux 158) durchgeführt. Ist die Funktion u 
der komplexen Variabelen z mit letzterer durch eine algebraische 
Gleichung (Cu, z) = 0 verbunden, so ist zunächst das Hauptproblem 
der Puiseuxschen Untersuchung festzustellen, wie sich die verschiedenen 
Werte (Zweige) dieser Funktion u bei Umlaufung solcher Stellen der 
z-Ebene austauschen, welche jetzt nach Riemann als "Verzweigungs
punkte" bezeichnet werden. 

154) "Le~ons sur les fonct. doublem. period. faites en 1847 par M. J. Liou
ville", J. f. Math. 88 (1879), p. 277. 

155) Nach Angabe Oauchys (s. die folg. Note) ist dieser Satz auch von 
Hermite selbständig gefunden und in Vorlesungen dargestellt. 

156) "Note de M. A. Cauchy relative aux observations presentees a l'Aca
demie par M. Liouville", C. R. 32 (1851), p. 452. 

157) Vgl. auch C. R. 19 (1844), p. 1378. 
158) Vgl. die in Note 144 genannte Abhandlung; eine deutsche Darstellung 

derselben gab H. Fischer (Halle 1861). 
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Darüber hinaus betrachtet Puiseux die Integrale algebraischer 
Funktionen J u ds, und zwar speziell in den bekannten niederen Fällen; 
er gelangt dabei zur Erklärung der Perioden der Umkehrfunktionen in 
Gestalt von Integralen über geschlossene Umläufe um "V erzweigungs
punkte". Für das elliptische Integral erster Gattung knüpft Puiseux 
an die Gestalt: 

(131) f hdz 

y(z- a)(z - a)(z - a"), 

unter h eine Konstante verstanden, und findet die Darstellung aller 
zugehörigen Perioden in zwei unabhängigen. Für die durch: 
(132) (1 - z2)(1 - k2 Z2) u2 = 1 

erklärte Funktion u von z gelangt er von seinen Ansätzen aus leicht 
zum Verständnis der Jacobischen Größen: 

1 1 

(133)f dz = K 
V(l- z!) (1 - k 2z!) , 

j . dz = K', 
• V(l- z!)(l- k'!z') 

o o 

und gewinnt durch Fortführung seiner Betrachtung für die Umkehr
funktionen die bekannten Formeln: 

( 
sin am (v + 4lK + 2l' K' y=I) = sin am v, 

(134) cos am (v + 4lK + 2l'(K+K'y-1») = cos am v, 
Ä am (v + 2lK + 4l'K'y-1) = Ä am v. 

Eine Beschränkung liegt indes auch hier insofern noch vor, als k'4 reell 
und zwischen 0 und 1 gelegen angenommen wird', so daß K reell 
und K' R rein imaginär wird. 

Den Standpunkt Puiseuxs befolgen sehr genau Briot und Bouquet 
in der ersten Auflage ihres in Note 147 genannten Buches. Indem 
sie an die Differentialgleichung: 

du .. / (135) dz = rG.(u-a)(u-b)(u-c)(u-d) 

anknüpfen, unter G einen konstanten Faktor verstanden, wahren sie 
jedoch ihrer Darstellung insofern die Allgemeinheit, als jetzt a, b, c, d 
beliebige komplexe Konstante sind. Der Schluß auf die Eindeutigkeit 
der Umkehrfunktion ist freilich bei ihnen noch nicht bindend, wie 
E. Picard159) unter Ergänzung der Überlegung später dargetan hat. l60) 

159) "Sur l'inveIsion de l'integrale elliptique etc.", Darb. BuH. (2) 14 (1890), 
p.107. 

160) Die zweite Auflage des Werkes von Briot und Bouquet stellt die Theta
funktionen an die Spitze und gelangt so zu einer einwurfsfreien Begründung der 
Theorie der eindeutigen doppeltperiodischen Funktionen. 
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4:0. Hermites erste Arbeiten über elliptische Funktionen .. Da 
Hermite mit der Kenntnis der Cauchyschen Methoden zugleich eine 
Beherrschung der "Fundamenta nova" verband, so drangen bereits seine 
ersten Arbeiten über elliptische Funktionen tiefer als die etwa gleich
zeitigen Untersuchungen von Liouville. Zu nennen ist vornehmlich der 
zweite Brief an Jacobi vom August 1844, in welchem freilich Cauehys 
Einfluß noch nicht in Erscheinung tritt. 161) Hennite knüpft an Unter
suchungen, welche Jacobi unter dem Titel "Suite des notices sur les 
fonctions elliptiques" hatte erscheinen lassen. 1611) Insbesondere beab
sichtigt er die von Jarom angegebenen Formeln betreffend die Dar-

stellung von sin am (u, ,,) durch sin am (;, 1.) zu beweisen. Die 
Untersuchung gründet sich auf den Gebrauch der Thetafunktionen 
und die Darstellung derselben durch Fouriersche Reihen. Mittels der 
letzteren zeigt Hermite, daß sich eine den Bedingungen: 

- ~ (x-L.iK') 
(136) w(x + 4K) = t1>(x) , <P(x + 2iK') = - e K' w(x) 

genügende, für alle endlichen Argumente endliche und stetige Funktion 
allemal als eine lineare Kombination: 

(137) <P(x) = AH(x) + B e(x) 

der beiden ursprünglichen Jacobischen Thetafunktionen darstellt (vgl. 
Nr. 27ft'.) Mit 2n willkürlichen Konstanten A, B, ... , J, A', B', ... 
stellt Hermite aus den H(x) , e(x) die Funktion her: 

(138) Il(x) = AHn(x) + BHn-l(x)@(x) + ... + J(8}1I(x) 
+ (H'(x)@(x) - H(x)@'(x») (A' Hn-2(x) + B' Hn-3(x)@(x) + ... ), 

welche wie H(x) und e(x) für alle endlichen Argumente endlich und 
stetig ist und die Bedingungen befriedigt: 

(139) Il(x +4K)= Il(x), Il(x + 2iK') = (_l)ne-"i; (x+iK') Il(x). 

Die hierdurch erklärten Funktionen fraglicher Art werden jetzt als 
"Thetafunktionen" oder "Jacobische Funktionen nter Ordnung" oder 
auch als "fonctions intermediaires" bezeichnet. Hermite beweist, daß 
sich die allgemeinste, durch (139) erklärte Funktion linear und ho
mogen aus 2n partikulären Funktionen aufbaut, und daß insofern in 
(138) bereits die allgemeinste Funktion dieser Art vorliegt. Das hier
mit gewonnene Prinzip, dem man Hermites Namen gegeben hat 163), 

161) Siehe Jacobi, "Werke" 2, p. 96 oder auch Hermite, "Werke" 1, p. 18. 
162) Im J. f. Math. 4 (1829), p. 185ff. oder Jacobi, "Werke" 1, p.266. 
163) Algebraisch stellt sich das Hermitesche Prinzip als der für die Rie-
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erweist sich nun nicht nur für die Gewinnung der obengenannten 
Formeln Jacobis, sondern überhaupt für die Transformationstheol'ie 
der elliptischen Funktionen als sehr wertvoll. 

Wenige Jahre später legte Hermite der Pariser Akademie eine 
Behandlung der elliptischen Funktionen vor, welche wesentlich auf 
Cauchyschen Methoden beruht. 1M) Diese Abhandlung ist zwar nie
mals gedruckt, aber man kennt aus einem Berichte Gauchys 166) über 
dieselbe ihren wesentlichen Inhalt. Hermite knüpft an die allgemeinste 
eindeutige nur mit polaren Unstetigkeitspunkten ausgestattete doppelt
periodische Funktion an, deren Perioden, von ihm durch a und b be
zeichnet, irgendwelche komplexe Zahlen eines nicht reellen Quotienten 
sind. Die Untersuchung gipfelt alsdann in dem Theorem, daß diese 
Funktion abgesehen von einer additiven Konstanten allemal darstellbar 
sei als eine Summe von "Termen, deren einzelner das Produkt eines 
konstanten Koeffizienten mit einer gewissen Funktion (J(z - a) sei 
oder sich entsprechend durch eine Ableitung von (J(z) darstelle, Von 
dieser Funktion (J(z) zeigt Hermite, daß, wenn man: 

(140) d;;Z) = cp(z) 

setzt, diese Ableitung der Differentialgleichung: 

(141) (d:~S)r = G. (cp(z) - cp (:)) (cp(e) - cp (~-)) (cp(z) - cp (a t b)) 
genügt. Diese Funktion cp(z) ist also bis auf einen konstanten Faktor 
mit der Weierstraßschen Funktion ~(z) identisch, und Hermites Satz 
kommt auf die Darstellung der doppeltperiodischen Funktion durch 
das Integral zweiter Gattung: 

(142) Z(e) - jtJ(z) ds 
und dessen Ableitungen hinaus. 

4: 1.HermitesNormalform des elliptischen Integrals erster Gattung. 
Die späterhin von Weierstraß bevorzugte Normalgestalt des elliptischen 
Integrals erster Gattung ist bereits vollständig in der Abhandlung "Sur 
Ia theorie des fonctions homogenes a deux indeterminees"166) aufge
stellt. Durch Gayley und Boole 167) war die Invariantentheorie der bi-

mannschen Flll.ehl'll des Geschlechtes p = 1 spezialisierte Riemann-Rochsche 
Satz dar. 

164) Siehe die C. R. 29 (1849), p. 594. 
165) "Rapport sur un memoire presente par M. Hermite et relatif aux 

fonctions a double periode", C. R. 32 (1851), p. 442. 
166) J. f. Math. 52 (1854), p. 1 oder Hel"mites Werke 1, p. 350. 
167) Cambr. Math. Journ. 4 (1845), p. 193 u.209 oder Cayley, "Co11. math. 

papers" 1, p. 80. 
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quadratischen Form: 

(143) (x, y) = ax4 + 4bxSy + 6CX2y2 + 41/ xy3 + a' y4 

begründet; neben die beiden Invarianten: 

(144) i = aa' - 4bb' + 3ei, j = aca' + 2 beb' - ab'2 - a'b~ - eS 

treten als Kovarianten die Hessesche Form g(x, y) vom 4ten Grade 
und die Funktionaldeterminante 6ten Grades hex, y) von (und g, wobei 
folgende Relation identisch besteht: 

(145) 4g3 _ i('Jg - jf3= h2• 

Nun setzt Hermite y = 1 und geht von x zu z mittels der Trans
formation 4ten Grades: 

(146) 
so gewinnt er: 

(147) f V4Z,~ziZ_j 
wobei er unter M eine Konstante versteht, die übrigens den Wert 2 
hat. Die links gewonnene Normalform des Integrals geht durch die 
weitere Substitution: 

(148) 
in die Normalform: 

(149) f dz 
VQzs-z-1 

mit einem einzigen Parameter Q über, der eine absolute und rationale 
Invariante der ursprünglichen biquadratischen Form ist. 

4:2. Spätere Arbeiten Hermites über doppeltperiodische Funk

tionen. Die weiteren Arbeiten Hermites über doppeltperiodische Funk
tionen reichen bis in die achtziger Jahre des vorigen Jahrhunderts 
hinein. Besonders zu nennen ist eine zusammenfassende Darstellung 
seiner Auffassung der Theorie der elliptischen Funktionen "Note sur 
la theorie des fonctions elliptiques" 168), sowie eine ausgedehnte Reihe 
von Untersuchungen "Sur quelques applications des fonctions ellip
tiques".169) Im Verlaufe der letzteren Untersuchungen, welche an die 
Aufgabe der Lösung der Lameschen Differentialgleichung: 

d~y 
(150) dx' = [n(n + 1) k2 sin am'lx + h]y 

168) Extrait de la 6e edition du "Caleul differentiel et Caleul integral" de 
Lacroix (paris 1862); siehe aueh Herrnites "Werke" 2, p. 125ff. 

169) In den C. R. 85-94 (1877-82), "Werke" S, p. 266 ff. 
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anknüpfen, gelangt Hermite zu einer deutlichen Erklärung des Begriffs 
der doppeltperiodischen Funktionen zweiter und dritter Art'(170), welche 
seither allgemeine Aufnahme gefunden hat. 171) Sind 2 ro, 2 ro' die 
beiden Perioden, so heißt g; (x) eine doppeltperiodische Funktion zweiter 
Art, falls sie die Bedingungen: 

(151) g;(x+2ro)=I'.g;(x), g;(x+2ro') =p,"cp(x) 

mit konstanten Faktoren p, 1" befriedigt. An Stelle dieser Bedingungen 
treten bei den Funktionen dritter Art die beiden : 

(152) g;(x + 2ro) = et""+ b g; (x) , g;(x + 2ro') = e"'x+b' cp(x). 

Die doppeltperiodischen Funktionen im engeren Sinne lassen sich für 
p, = 1, p,' = 1 unter die Funktionen der zweiten Art rechnen, die 
Thetafunktionen gehören zu den Funktionen dritter Art. Hermite hat 
von früh an bei der Untersuchung der Funktionen zweiter und dritter 
Art mit Entwicklungen derselben in Fouriersehe Reihen gearbeitet 
und im übrigen jene Funktionen in Gestalt geeigneter Thetaquotienten 
aufgebaut. Man vgl. z. B. einen Brief Hermites an Liouville, in welchem 
Hermite aus den Reihenentwicklungen gewisser Funktionen dritter Art 
analytische Hilfsmittel entnimmt, um die von Kronecke'l' 1857 ent
deckten Klassenzahlrelationen zu beweisen. 172) 

4:3. Hermites Arbeiten über die Transformationstheorie. Die 
Untersuchungen Bermites über Transformationstheorie beginnen mit 
einer Arbeit "Sur quelques formules relatives a. la transformation des 
fonct. e11."17:1), in welcher Hermite die bei der linearen Transformation 
der Thetafunktionen auftretende multiplikative 8te Einheitswurzel voll
ständig bestimmt. Jacobi hat bereits früher (in Vorlesungen) die Theorie 
der "unendlich vielen Formen der Transzendenten @" (lineare Transfor-

1 '10) V gI. Hermites "Werke" 2, p. 329. 
1'11) Vgl. etwa P. Appell u. E. Lacour, "Prineipes de 180 theor. des fonet. 

eH. etc." (Paris 189'1), p. 32'1 u. 364; B'l'iot u. Bouquet bezeichnen in der 2. Auft. 
ihres in Note 14'1 genannten Werkes die Funktionen dritter Art a.ls "fonetions 
intermediaires". Reihenentwieklungen der Funktionen dritter Art betrachtet 
Oh. Biehle'l' in der Abh. "Bur les fonet. doubI. period. considerees eomme des 
limites de fonct. algebr.", J. f. Math. 83 (1879), p. 186. 'Ober Zerlegung der 
Funktionen dritter Art in einfache Elemente s. mehrere unter dem Titel "Bur 
les fonct. doubI. period. de troisieme espece" erschienene Abh. von Appell in den 
Ann. de l'ecole norm. (3) 1, p.185; 2, p. 9 u. 67; 3, p. 9; 6, p. 211 (1884-88). 

1 '12) "Lettre adresBee ä. M. Liouville Bur 1a theor. des fonct. eH. et ses ap
plie. ä. l'arithm.", C. R. 68 (1861), p. 214, auch J. de math. (2) '1, p. 26 und Her
mites Werke 2, p. 109. 

173) C. R. 46 (1868), p. 171 und ausführlicher im J. de ma.th. (2) 1} (1868), 
p. 26; s. auch Hermite, "Werke" 1, p. 482 u. 48'1. 
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mation derselben) behandelt 174) und das Vorzeichen einer dabei auf
tretenden Quadratwurzel durch das der Theorie der quadratischen Reste 

entstammende Legendresche Zeichen (;) bestimmt.175) Hermite konnte 

diese letztere Angabe Jacobis unmittelbar aus seinen genannten Ent
wicklungen durch eine auf die "Gaußschen Summen" gegründete Rech
nung bestätigen. S. übrigens die näheren Ausführungen über die 
,,lineare Transformation der Jacobischen Funktionen" unteu in Nr. 64. 

Diesen Entwicklungen am nächsten stehen die Untersuchungen 
Hermites über das Verhalten der 8ten Wurzeln aus dem Integralmodul 7.:2 

und dem komplementären Modul k'i gegenüber linearer Transforma
tion. 176) Diese Größen hatte bereits Jacobi als eindeutige Funktionen 

des Periodenquotienten I:' dargestellt; so gilt z. B.177): 

'11 = (l-q)(l-qS)(l-q&) ... . 
(153) V IG (1 + q)(l + q")(l + q&) .. . 

Hermite bezeichnet den Periodenquotienten durch CD und schreibt: 

(154) Vk = cp(m), 1171= 1/1(CD). 

Sind dann a, b, c, d vier ganze Zahlen der Determinante ad-bc= 1, 
so bestimmt Hermite in jedem der sechs modulo 2 zu unterscheiden-

den Fälle das Verhalten von cp (: t ::) und 1/1 (: t ::); so wird z. B. 

für a = d = 1, b == c = 0 (mod. 2): 

(155) (C+dCil) () ;:(d(C+dl-l) cp---=cpm·e . 
a+bCil 

Über die wahre Bedeutung der fraglichen Funktionen von ro hat erst 
die neuere Theorie der elliptischen Modulfunktionen vollen Aufschluß 
gegeben. 178) 

Die Untersuchungen Hermites über Modulargleichungen betreffen 
vornehmlich die drei Resolventen 5ten, 7ten und 11 ten Grades, welche 

174) Vgl. Jacobis Werke 2, p. 189 (Note). 
175) Mitgeteilt im Verlaufe der Abh. ,;Ober die Differentialgleichung, wel

cher die Reihen 1±2q+2q4+ .... 2yq+21!!lB+'" Genüge leisten", J. f. 
Math. 86 (1847), p.97 oder Jacobis "Werke" 2, p. 171. 

176) "Sur 1110 resolution de l'equation du cinquieme degre", C. R. 46 (1858), 
p. 508 oder "Werke" 2, p. 5; s. auch den Brief Hermites an J. Tannery vom 
24. Sept. 1900. Hermites "Werke" 2, p. 13. 

177) Siehe Nr. 36 der "Fundamenta. nova", Jacobis "Werke" 1, p. 145; vgl. 
auch die weiteren Darstellungen in der ersten in Note 176 genannten Arbeiten. 

178) Siehe F. Klein, "Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen", Münch. 
Ber. vom Dez. 1879 oder Math. Ann. 17 (1879), p.62 und KZein-F";,cke, "Vorles. 
über Modulfunkt." 1 (Leipzig 1890), p. 663. 
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die bei den Transformationsgraden 5, 7, 11 eintretenden Jacobischen 
Modulargleichungen 6ten, sten und 12ten Grades nach einem Satze von 
E. Galois 179) besitzen.180) Zur Gewinnung dieser Resolventen stellt 
HC'l'mite allgemeine Untersuchungen über die Diskriminante der Mo
dulargleichung an, von welcher aus er zugleich nach dem Vorgange 
von Kronecker 181) Anwendungen auf die arithmetische Theorie der 
ganzzabligen binären quadratischen Formen negativer Determinante 
findet. An die Resolvente 5ten Grades, welche als ,,Normalgleichung" 
für die allgemeine Gleichung 5ten Grades benutzt wird, fügen sich 
Hermites ausgedehnte Untersuchungen über Gleichungen 5ten Grades 
und ihre Lösung durch elliptische Funktionen an. 1S2) Auch die wirk
liche Herstellung der Resolvente 7ten Grades gelang Hermite, nicht je
doch die endgültige Aufstellung der Resolvente 11 ten Grades. 18S) 

4:4:. Arbeiten J'acobis und seiner Schüler. Die Weiterentwick
lung, welche die Theorie der elliptischen Funktionen während der in 
Frage kommenden Periode in Deutschland gefunden hat, steht wesent
lich unter dem Einfluß Jacobis. In einer größeren Reihe von Arbeiten 
des Titels: "Theorie der Modularfunktionen und der Modularinte
grale"l84) hat Ohr. Gudermann den damals erreichten Stand der Theorie 
der elliptischen Funktionen zusammenhängend dargestellt. Von ihm 
rühren die Abkürzungen sn u, cn u, dn u für Jacobis Funktionen 
sin am u, cos am u, A am u her, Bezeichnungen, die auch hier hinfort 
verwendet werden sollen. Gudermann ist der erste gewesen, welcher 
Potenzreihenentwicklungen für die Funktionen sn u, cn u, . .. unter
sucht hat; so gibt er z. B. 185): 

(156) u' 1 + 4k" '" 1 + 44k 2+ 16k' G cnu=l--+--u - u + ... 
2! 4! 6! 

unter vollständiger Angabe der Koeffizienten bis zur Potenz u lSl ein
schließlich. ISG) 

179) Siehe Galois' Brief an A. Chevalier in der Revue encyclop. von 1832, 
wieder abgedr. im J. de math. 11 (1846). V gl. auch Betti, "Sopra l'abassamento 
deUa equazione modulari etc.", Ann. di mat. 3 (1853). 

180) "Sur la theorie des equat. modulaires", C. R 48 (1859), p. 940, 1079, 
1096; 49, p. 16, 110, 141 oder "Werke" 2, p.38. "Sur l'abaissement de l'equation 
modul. du huitieme degre", Ann. di mat. (2) 2 (1859), p. 59 oder "Werke" 2, p. 83. 

181) Erste Mitteilung Kroneckers über seine acht Klassenzahlrelationen in 
den Berl. Ber. von 1857 sowie im J. f. Math. 57 (1860). 

182) S. das Nähere und die Literaturnachweiae in Nr. 24 des Ref. I B 3 c, d. 
183) Dies erreichte erst Klein in der Abh. "tIbel' die Transformation 11ler 

Ordnung der elliptischen Funktionen", Math. Ann. 15 (1879), p. 533. 
184) J. f. Math. 18, 19, 20, 21, 23 u. 25 (1838ff.). 
185) J. f. Math. 19 (1839), p. 80. 
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Das Transformationsproblem in der ursprünglichen algebraischen 
Gestalt der Lösung der Differentialgleichung: 

(157) 

vermittelst einer rationalen Funktion y von x: 

ao+ a1 x + a2 x 2+ ... + amxm 
(158) y = bo + b1 x+ b2x2+ ... + bmx7l' 

war bei Jacobi nur in den niedersten Fällen einer direkten algebrai
schen Durchführung zugänglich gewesen. In der "Suite des notices 
sur les fonctions elliptiques" 187) sucht Jacom jenen algebraischen An
satz dadurch zu fördern, daß er eine partielle Differentialgleichung auf
stellt, welcher Zähler und Nenner der rationalen Funktion (158) in 
bezug auf x und k'J genügen. Hieran schließen sich die Entwicklungen 
Gudermanns in § 164 sowie sm Ende seiner genannten Abhandlungen
l·eihe. 188) 

In Verbindung hiermit sei auch eine Untersuchung Jacobis über 
die allgemeinere Bedeutung der Differentialgleichung der 0-Funktion: 

(159) 

genannt189) sowie weiter eine Abhandlung Jacobis über eine gewöhn
liche Differentialgleichung dritter Ordnung, der die Reihen 

1 + 2q + 2q'" + 2q9 + . .. und 2 (ttq + W + 1/q25 + ... ) 
in bezug auf log q als unabhängiger Variabelen genügen. 190) 

Auf die Fundamentalsätze über {t-Funktionen, vermittelst deren 
Jacobi durch diese Funktionen die Theorie der elliptischen Funktionen 
begründete (vgl. Nr. 32), ist G. Rosenhain gelegentlich zurückge
kommen. 191) Unter zahlreichen Arbeiten F. Richelots dürfte vornehm
lich diejenige über Landensche Transformation zu nennen sein. 19a) 

186) Eine Untersuchung Jacobis über Potenzreihen der vier Thetafunktionen 
ist aus dessen Nachlaß durch Borchardt herausgegeben; s. J. f. Math. 64, p. 82 
oder Jacobis "Werke" 2. p. 383. 

187) J. f. Math. 4 (1829), p. 185ff. oder Jacobis "Werke" 1, p. 267. 
188) J. f. Math. 19, p. 282; 25, p. 391. 
189) "Über die part. Diffgl., welcher die Zähler und Nenner der ellipt. 

Funkt. Genüge leisten", J. f. Math. 36 (1847), p.80 oder Jacobis "Werke" 2, p. 163. 
190) S. die in Note 175 gen. Arbeit. 
191) In der Einleitung zu der den hypel'elliptischen Funktionen gewidmeten 

Abh. "Mem. sur les fonet. de deux var. et ä. quatre periodes etc." Mem. des sav. 
etr. 11 (1861), p. 361. 

192) "Die Landensche Transformation in ihrer Anwendung auf die Ent
wickelung der elliptischen Funktionen", Königsberg 1868. 

Eneyklop. d. math. Wissenseh. II 2. 16 
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Während Jacobi selbst die Modulargleichungen nur für die Trans
formationsgrade 3 und 5 (in den "Fund. nov.") angab, hat auf seinen 
Anlaß L. A. Sohncke diese Gleichungen auch noch für die Grade 7, 11, 
13, 17 und 19 berechnet. 19S) Die Gleichungen werden recht bald kom
pliziert; z. B. hat man beim 11 ten Grade unter Gebrauch der Jacobi
sehen Abkürzung Yk = ~t, vr = v: 

VI2 - vlluS(22 - 32u8) + 44v10U 6 + 22v9u(1 + 4u8) + 165v8u40 

(160) + 132v7u7 + 44v6U 2(1-u8) - 132v5u5 - 165v40u8 

- 22vSuS(4 +u8) - 44V2 U 6 - vu(32-22u8) - U 12 = O. 

Den Modulargleichungen analoge Transformationsgleichungen für 
Vkk' und 1-f!kk' haben P. JouberP940) und L. Schläfli 195) aufgestellt. 

Eine an die Legendresche Gleichung (30) in NI'. 10 sich an
reihende irrationale Gestalt der Modulargleichung für den Transfor
mationsgrad 7: 
(161) Vkl + Yk'l' = 1 

entdeckte GützlaffI96); die Bedeutung dieser Gleichung hellte erst die 
Theorie der Modularkorrespondenzen auf. 197) Trägt man in solche ir
rationale Gestalten von Modulargleichungen die Ausdrücke der Inte
gralmoduln als Quotienten von Thetanullwerten ein (vgl. (95) in NI'. 32), 
so ergeben sich Relationen zwischen transformierten und ursprüng
lichen Thetanullwerten. Solche "Thetarelationen" sind in allgemeinerer 
Form zuerst von H. Schröter 198) und nach ihm von mehreren anderen 
Autoren untersucht (vgl. Note 142). Daß der bei der Transformation 
nten Grades des Differentials erster Gattung auftretende Multiplikator M 
(vgl. Gleichung (157» einer mit der Modulargleichung nahe verwandten 
algebraischen Relation genügt, zeigte Jacobi l99) und gab für n = 5 

193) "Aequationes modulares pro transformatione functionum ellipticarum". 
J. f. Math. 16 (1836), p. 97. 

194) "Sur divers equations analogues aux equations modulaires ete.", C. R. 
48 (1858), p. 341. 

195) In der Abh. "Bew. der Hermiteschen Verwandlungstafeln der ellipt. 
Modularfunktionen", J. f. Math. 72 (1870), p. 360. 

196) "Aequatio modularis pro transf. funct. ellipt. septimi ordinis", J. f. 
Math. 12 (1832), p. 173. 

197) S. Klein, "Zur Theorie der Modulfunkt.", Münch. Ber. vom Dez. 1879 
oder Math. Ann. 17, p. 62; vgl. aueh das Ref. IIB4 Nr.27. 

198) "De aequationibus modularibus", Regiomonti 1854; s. auch Act. math. 
5, p. 208. Für die Grade 23, 29 und 31 hat Schräter die irrationalen Modular
gleichungen in der Abh. ,;Ober Modulargleich. der ellipt. Funkt.", J. f. Math. 58 
(1860), p. 378 ff. angegeben. 

199) "Suite des notices sur les fonet. eIl.", J. f. Math. 3 (1828), p. 303 oder 
Jacobis "Werke" 1, p. 261. 
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als Multiplikatorgleichung: 
(162) x6 - 10kx5 + 35k2a;' - 60ksxs + 55k4x2 

- [26k5+256(k-k3)]x + 5k6 = 0, 

wobei X = ~l ist. Unter Zuhilfenahme von Sätzen über komplexe 

Multiplikation hat H. Weber!OO) die bereits von ScJilä/li betrachteten 
Transformationsgleichungen in besonders einfache Gestalten gesetzt 
und für die Grade n = 23 und 47 zum ersten Male aufgestellt. fiber 
die auf der Grundlage der Theorie der Modulfunktionen erwachsene 
neuere Behandlung der Modular- und Multiplikatorgleichungen vgI. 
man das Ref. IIB 4 Nr.26:ff. 

45. Untersuchungen von Eisenstein. Zu einem Teile seiner Unter
suchungen über elliptische Funktionen ist Eisenstein durch Anregungen 
von Jacobis "Fundam. nov." und Gauß' ~ahlentheoretischen Schöpfungen 
gelangt. Jacobis algebraischer Ansatz des Transformationsproblems ist 
von Eisenstein für den lemmiskatischen Fall der elliptischen Funk
tionen genauer untersucht. 201) Die Differentialgleichung: 

(163) dy ( + 'b) dx V1 -y4. = a ~ lh-x" 

unter (a + ib) eine ungerade komplexe ganze Zahl der Norm p = a2 + b'J 
verstanden, ist hier durch eine Gleichung: 

Ao + A 1 x4.+··· +A!(P_1)XP- 1 
(164) y-x-----~=--'---

- 1 +B1 x4.+···+ B t (P_l)X P- 1 

zu lösen. Die Untersuchung führt in die Arithmetik der ganzen kom
plexen Zahlen (a + ib), und ein Hauptziel derselben ist, von hier aus 
das Reziprozitätsgesetz der biquadratischen Reste zu gewinnen. In 
einer späteren Arbeit (vgl. Note 205) hat Eisenstein entsprechend in 
demjenigen Falle der elliptischen Funktionen, welchen man jetzt als 
"äquianharmonischen" bezeichnet, der Transformationstheorie einen 
Beweis für das Reziprozitätsgesetz der kubischen Reste entnommen. 
In der Abhandlung ,,Neuer Beweis der Summationsformelnl/ 202) leitet 

200) "Zur Theorie der elliptischen Funkt.", Act. math. 6 (1880), p.329 u. 
11 (1888), p.333; "Ein Beitrag zur Transformationsth. der eIl. Funkt. usw.", 
Math. Ann. 43 (1893), p.180. S. auch H. Weber, "EIl. Funkt." (Braunschweig 
1891), in 2. Aufl. als Bd. 3 des "Lehrb. der Algebra" (Braunschweig 1908) er
schienen. 

201) "Ableitung des biquadrat. Fundamentaltheor. aus der Theor. der Lem
niskatenfunkt. etc.", J. f. Math. 30 (1846), p. 180 oder Eisensteins "Math. Abh.", 
p. 129. 

202) J. f. Math. 30 (1846), p. 211 oder Eisensteins "Math. Abh.", p.16ö. 
16· 
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Eisenstein 1m Anschluß an die Differentialgleichung: 

(165) :: = Y1- axl! + x' 

allein durch Differentiationen und Benutzung des Taylorschen Lehr
satzes die Additionstheoreme ab. 203) Auch den Differentialgleichungen 
Jacobis für Zähler und Nenner der Transformationsformeln hat Eislm
stein eine Untersuchung gewidmet, in der er diese Differentialgleichungen 
aus neuen Prinzipien ableitet 2(4). 

In der Abhandlung "Genaue Unters. der unendl. Doppelprodukte, 
aus welchen die ellipt. Funkt. als Quotienten zusammenges. sind" 205) 

erscheint Eisenstein als Vorläufer von Weierstraß. Die Entwicklung 
knüpft an das unendliche Produkt: 

(166) 

in welchem m, n alle Paare ganzer Zahlen durchlaufen; a, ß, r smd 
komplexe Konstante, von denen r nur eine Nebenrolle spielt, während 

von a und ß (den beiden Perioden) zu fordern ist, daß ihr Quotient 1. 
IX 

nicht reell ist. Um die Konvergenz zu untersuchen, verwandelt Eisen-
stein unter Benutzung der Abkürzung am + ßn + r = u den Log
arithmus des Produktes (166) in die Reihe: 

(167) 

und zeigt die unbedingte Konvergenz der Doppelsummen ~ -.!.- , ~ u,u 
freilich erst von !t = 3 an, während die beiden in den ersten Gliedern 
der Reihe (167) enthaltenen Doppelsummen nur bedingt konvergieren. 
Das Verhalten dieser beiden ersten Doppelsummen bei Umordnung 
ihrer Glieder wird sodann festgestellt und die Konvergenz der Reihe 
(167) bewiesen. Eisenstein hat hiermit den Ansatz zur Herstellung der 
Weierstraßschen 6-Funktion entwickelt (vgl. Nr. 55), und es fehlt zur 
wirklichen Gewinnung dieser Funktion nur noch der allerdings sehr 
wesentliche Schritt des Zusatzes der die Konvergenz erzeugenden Ex
ponentialfaktoren im Produkte (166).206) 

203) Siehe auch Eisensteins Abh. "Über einen allgem. Satz, welcher das 
Additionsth. für ellipt. Funkt. als speziellen Fall enthält", J. f. Math. 35 (1847), 
p. 137 oder "Math. Abh.", p. 197. 

204) "Über die Difierentialgl., welchen der Zähler und der Nenner bei den 
ellipt. Transformationsformeln genügen", J. f. Math. 35 (1847), p. 147 oder "Math. 
Abh.", p. 207. 

205) J. f. Math. 35 (1847), p. 153 oder Eisensteins "Math. Abh.", p. 213. 
206) Bereits zwei Jahre vor Eisenstein ist das Produkt (166) für r = 0 von 
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Demgegenüber sind in § 5 der genannten Arbeit die später von 
Weierstraß mit f' und f" bezeichneten Funktionen vollständig vorweg
genommen, in ihrer gegenseitigen Beziehung untersucht und als ellip
tische Funktionen erkannt. Eisenstein benutzt hier zur Erzeugung 
elliptischer Funktionen in der Gestalt doppelt unendlicher Summen 
aus rationalen Gliedern ein Prinzip, das später (von einer unwesent
lichen Änderung abgesehen) von H. Poincar( 207) allgemein zur Er
zeugung automorpher Funktionen verwendet wurde. Eisenstein setzt 
unter Benutzung der Abkürzung um + ßn = w: 

(168) ~(:lJ ~ w)g = (g, x). 

Die bei den Reihen (2, x) - (2*, 0) und (3, x), wo im ersten Falle 
durch den Stern angedeutet sein soll, daß die Kombination m = 0, 
n = 0 bei der Summierung auszulassen ist, liefern im wesentlichen 
die Funktionen f' und f". Durch geschickte Benutzung einiger ein
facher algebraischer Identitäten ergibt sich die Relation zwischen bei
den Funktionen in der Gestalt: 

(169) (3, X)2 = ((2, x) - (2*, O)} s - 15 (4*, 0) ((2, x) - (2*, 0) } 

+ 10 {c - (2*,0) (4*,0)} 
oder auch: 

Die aus (168) sich ergebende Relation: 

(171) d~~:lJ) = _ g(g + 1, x) 

liefert insbesondere: 

(172) d{(2,:lJ);;(2*,0)} =-2(3,x). 

Schreibt man abkürzend (2, x) - (2*,0) = y(x) und setzt y (~) = a, 

Cayley in der Abh. "Memoire sur les fonet. doubl. period.", J. d. Math. 10 (1846), 
p. 386 bearbeitet und zur Begründung der Theorie der elliptischen Funktionen 
benutzt. Die bedingte Konvergenz des Produktes erfordert die Vorschrift eines 
Gesetzes, nach dem die ganzen Zahlen m, n ins Unendliche zunehmen. Grund
lage der Untersuchung wird die Tatsache, daß bei Abänderung jenes Gesetzes 
der Wert des Produktes sich um einen Exponentialfaktor ändert, dessen Exponent 
eine ganze Funktion zweiten Grades von X ist. 

207) V gl. den Art. II B 4 Nr. 22. S. auch die in ihrem zweiten Kapitel an 
Eisenmein sich anschließende Dissertation von A. Hurwitz, "Grundlagen einer 
independ. Theor. der ell. Modulf. usw.", Math. Ann. 18 (1881), p. 628. 
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y (~ = a', y e t ~ = a", so folgt aus (170): 

(173) (:!f = 4(y - a) (y - a') (y - a"), 

womit der Anschluß an das Integral erster Gattung gewonnen ist. 

IV. Gruudlagen der Theorie der elliptischen Funktiouen naclt 
neueren Anschauungen. 

Während in den Entwicklungen, welche als unmittelbare Fort
setzung der ursprünglichen Untersuchungen von Abel und Jacobi zu 
gelten haben, die Theorie der elliptischen Funktionen vielfach in 
immer kompliziertere analytische Rechnungen verwickelt wurden, hat 
dieselbe etwa seit den sechziger Jahren des vorigen Jahrhunderts 
durch Auftreten neuer Auffassungen eine Gestalt angenommen, die 
ihre wahre Einfachheit erkennen ließ und nunmehr wohl als dauernd 
vorherrschend angesehen werden darf. Grundlegend waren in dieser 
Hinsicht einerseits die Arbeiten Riemanns "Grundlage für eine all
gemeine Theorie der Funkt. einer veränderl. komplexen Größe" 208) und 
"Theorie der Abelschen Funktionen". 209) Riemann selbst hat die 
Theorie der elliptischen Funktionen seit dem Winter 1855/56 wieder
holt in Vorlesungen behandelt.210) Andererseits brachte Weierstraß, 
welcher bereits im Jahre 1840 eine Untersuchung über elliptische 
Funktionen angestellt hatte 211), die Theorie dieser Funktionen seit dem 

208) Gött. Diss. 1851, abgedr. in Riemanns "Gesammelt. mathem. 'Werken", 
herausg. von H. Weber (Leipzig 1876), p. 1. 

209) "J. f. Math." 54 (1857) oder Riemanns "Werke" p. 81. 
210) "Ellipt. l!'unkt.", Vorles. von B. Riemann, mit Zusätzen herausg. von 

H. Stahl, Leipzig 1899. 
211) "Über die Entwicklung der Modularfunktionen", teilweise veröffentl. 

m J. f. Math. 52, p. 346 ff., vollständig in Weierstraß' "Mathematischen Werken" 
1 (Berlin 1894), p. 1. Die Arbeit schließt sich in Benennungen und Bezeich
nungen an Gudermann, den Lehrer Weierstraß', an; es gilt, die Bemerkung 
Abels (im "Precis", J. f. Math. 4, p. 244), die Fnnktion L(u) (= sn u) könne als 
Quotient zweier beständig konvergenten Reihen dargestellt werden, weiter zu 
verfolgen. Weierstraß gelangt zu den später von ihm zu Ehren von Abel durch 
Al1 (u), Al!(u), Als(u), Al(u) bezeichneten Reihen: 

u' u 5 

All (u) = u- (1 +k2) 31 + (1 + H! +k')51-'·" 
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Winter 1862/63 in seinen Berliner Vorlesungen lIlll) in einer grundsätz
lich neuen Gestalt zum Vortrage. In der 1882 erschienenen Abhand
lung "Zur Theorie der elliptischen Funktionen"1l13) setzt Weiersflraß 
die Grundlagen seiner neuen Gestalt der Theorie als bekannt voraus; 
jedoch ist diese Gestalt durch Weierstraß selbst der Allgemeinheit 
nicht zugänglich gemacht. Ersatz wurde geschaffen durch die seit 
1881 bogenweise erscheinenden "Formeln und Lehrsätze zum Ge
brauche der elliptischen Funktionen"214); auch die "Theorie der analy
tischen Funktionen" von O. Biermann216) trug zur Verbreitung der 
Weierstraßschen Theorie bei. In einer systematischen Theorie der 
elliptischen Funktionen hat die Weierstraßsche Darstellung ihren Platz 
vor der Jacomschen. Die Beziehung beider Darstellungen zueinander 
findet in der von Klein auf Grund gruppentheoretischer Erwägungen 
aufgestellten "Stufentheorie" ihren klarsten Ausdruck ll16); die von Klein 
vertretene Auffassung eröffnet zugleich den Ausblick auf eine Kette 
stufenweise angeordneter Darstellungen der fraglichen Theorie, unter 
denen diejenigen von Weierstraß und Jacobi die beiden ersten Glieder sind. 

46. Zweiblättrige Riemannsche Flächen mit vier Verzwei
gungspunkten; Verzweigungsform. Über der Ebene (oder Kugel) der 
komplexen Variabelen z lagere eine zweiblättrige Riemannsche Fläche 
F2 mit vier Verzweigungspunkten bei z = e(l), e(2), e(S), e(4). F'J stellt 
ein dreifach zusammenhängendes Gebiet darm) oder ist eine Rie-

deren Quotienten die doppeltperiodischen Funktionen sind: 

All (u) Als (u) Als (u) 
snu= AZ(u)' cnu=Al(u) ' dnu= AZ(u)· 

tJber die Beziehung der Funktionen All (u), '" zu den vier Jacobischen 
Thetafunktionen vgl. man die §§ 6 ff. d~r Weierstra,eschen Abhandlung. 

212) Vgl. E. Lampe, "Gedächtnisrede auf K. Weierstraß", Jahresb. d. 
Deutsch. Math. Ver. von 1897 p. 40. 

213) Berl. Ber. vom 27. April 1882 oder Weierstra,e, "Werke" 2, p. 245. 
214) Nach Vorles. und Aufzeichn. des Hm. K. Weierstra,e bearb. u. herausg. 

von H. A. Schwarz, Göttiugen 1881 ff. (bis 1885 sind 12 Bogen erschienen); 2. Aufi. 
1. Abt. 1893 in Berlin bei Springer erschienen; eine französ. Übersetzung be
sorgte M. H. Pade, Paris 1894. 

215) Leipzig 1887; s. insbes. den ersten Abschn. des 7. Kapitels. 
216) S. Kleins Abhandlgn. "Über unendl. viele Normalf. des ellipt. Int. 

erster Gattg.", Münch. Bar. von 1880 oder Math. Ann. 17 (1880), p. 133; "Zur 
Theorie der ellipt. Funkt. n ter Stufe", Leipz. Ber. von 1884, p. 61; "Über die 
ellipt. Normalkurven der nten Ordnung und zugeh. Modulf. der nten Stufe", 
Leipzig Abh. 13 (1885), p. 339. V gl. auch Klein-Fricke, "Vorles. itber Modulf." 
2 (Leipzig 1892), p. 1. 

217) V gl. das Ref. nB 1 Nrn. 11 u. 22 sowie nB 2 Nr. (. 
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mannsche Fläche vom Geschlechte 1; sie wird durch einen Rückkehr
schnitt und einen vom einen Ufer dieses Schnittes zum gegenüber
liegenden Uferpunkt führenden Querschnitt in einen einfach zusam
menhängenden Bereich verwandelbar.218) Diese beiden Querschnitte 
stellen auf F2 zwei geschlossene Wege W l und Ws dar, die sich bei 
stetiger und ohne Zerreißen vor sich gehender Umformung nicht auf 
Punkte zusammenziehen lassen. Durch solche Umformung ineinander 
überführbare Wege mögen als nicht verschieden angesehen werden. 
Dann gilt der Satz: Aus einem ersten von einem Anfangspunkte .A 
zu einem Endpunkte E der Fläche F, führenden Wege geht jeder an
dere diese Punkte verbindende Weg hervor, indem man dem ersten Wege 
vor Erreichen von E eine Anzahl von Wegen Wl und Wil einhängt, 
und zwar etwa ml Wege WH m2 Wege W ,l ' dann wieder m/ Wege 
Wu mi ' Wege Ws usw. Die m sind dabei irgendwelche ganze Zahlen, 
wobei ein negativer Wert m. bedeutet, daß W, in der der erst ge
wählten Richtung entgegengesetzten Richtung (- m.) Male zu durch
laufen sei. 219) 

Zur Einführung homogener Schreibweise setze man: 

(174) 10 = 101 : 102, e(i) = e1(i) : e,(i). 

Dann ist: 

(1'"'5) ((zu 102) 

I = (101 E1l(l)- Z2 el(l») (Sl e,l(2)- ZlIt1.(2») (Sl ell(S)- SS e1(S») (101 e2(')-S2~('» 
oder in ausmultiplizierter Gestalt: 

(176) ((S11 SIl) = asl' + 4bsl ssS + 6cz1l1zj 2 + 4ds1Z,lS + es2' 

eine biquadratische binäre Form, deren vier Nullpunkte die Verzwei
gungspunkte von F II sind; sie heiße die "Verzweigungsform" der Rie
mannschen Fläche.22O) 

4:7. Normalgestalten der Verzweigungsform. An sich könnte 
statt F ,l jede auf F 2 birational bezogene Riemannsche Fläche F .. , die 
also ins besondere auch das Geschlecht 1 hat, als Grundlage dienen. 
Statt beliebiger birationaler Transformationen sollen hier indes nur 
lineare: 
(177) 

218) S. das Ref. II B 2 Nr. 6. 
219) S. Klein, "Über Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und 

ihrer Integzale" (Leipzig 1882), wo F j durch eine dieselben Zusammenhangsver
hältnisse darbietende Ringfiäche ersetzt ist. 

220) Unter den Lehrbüchern haben L. Koenigsbergers "Vorlesungen über 
die Theor. d. ellipt. Funkt." (Leipzig 1874) zum ersten Male die Riemannschen 
Flächen konsequent zur Grundlage genommen. 
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betrachtet werden, und zwar in der Absicht, der Verzweigungsform 
einfache Normalgestalten zu verleihen. Die Invariantentheorie der bi
quadratischen binären Formen gibt hierzu die Handhabe.221) Ubrigens 
sei daran erinnert, daß in der älteren Theorie die Herstellung der frag
lichen Normalgestalten keineswegs nur mitte1st linearer Transfor
mationen geschiehtj so ist z. B. nur die zweite der in Nr. 5 erwähnten 
von Legendre angewendeten Transformationen linear, die Hermitesche 
Transformation (146) in Nr. 4J ist vom vierten Grade. 

Schreibt man zur Abkürzung: 

(178) 
so hat man in: 

(179) A = (1, 2) . (3, 4), B = (1, 3)· (4, 2), C = (1, 4) . (2, 3) 

die einfachsten irrationalen Invarianten; sie genügen der Gleichung: 

(180) 

Die negativ genommenen sechs Quotienten der A, B, C sind abso
lute Invarianten und stellen die sechs Gestalten des "Doppelverhält
nisses" der vier Verzweigungspunkte e dar. Aus einer ersten Gestalt: 

(181) -~=A 

dieses Doppelverhältnisses stellen sich mit Rücksicht auf (180) alle 
sechs Gestalten wie folgt dar: 

(182) 
1 1-1 A. 

A, .-, --, -,-, 
'" A. ",-i 

1 
1-1' 

1- A. 

Bei Vertauschungen der Linearfaktoren in (175) erleiden die 
A, B, C einfache Transformationen, aus denen hervorgeht, daß die 
drei Differenzen: 

(183) A = B - C, B = C - A, r = .A - B 

gerade die sechs möglichen Permutationen erfahren. Da deren Summe 
verschwindet, so sind ihre einfachsten symmetrischen Verbindungen: 

Br + rA + AB, ABrj 

sie sind bis auf numerische Faktoren die in (144) Nr. 4J erklärten 
bei den rationalen Invarianten i und j, für welche wir fortan die seit 

221) V gl. die Lehrbücher der Invariantenth. z. B. A. Clebsch, "Theorie der 
binären algebraischen Formen" (Leipzig 1872), p. 134; weitere Ausführungen zu 
den Angaben des Textes bei Klein-Fricke, "Vorles. über Modulfunkt." 1 (Leipzig 
1890), p. 4 ff. 
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Weierstraß gebräuchliche Bezeichnung: 

{g2 = ae - 4bd + 3c2, 
(184) gs = ace + 2bcd - ad 2 - b2e - eS 

benutzen. Die Diskriminante: 

(B - r) (r - A) (A - B) = - 27 ABC 

ist eine rationale ganze Funktion von g2 und gs; man findet dieselbe 
in der Gestalt dargestellt: 
(185) Ä = g2 3 - 27932• 

Als absolute rationale Invariante wählt man die durch: 

(186) 

oder: 

J-1 = 27gB ' 

t::. 

(187) J:J-1:1=g23:27gs2:Ä 
gegebene Größe J. 

Zur Gewinnung einer ersten Normalgestalt der Verzweigungsform 
übe man eine solche Transformation (177) aus22~), daß einer der Ver
zweigungspunkte nach z = 00 fällt, während die drei endlich verblei
benden Werte e in Summa 0 geben sollen. Demnach ist in (176) zu 
setzen a = 0 und c = 0, und man nehme der Einfachheit halber 
b = 1. Die Eintragung dieser Werte in (184) liefert g2 = - 4d, 
g2 = - c; die erste Normalgestalt der Verzweigungsform ist also: 

(188) 

Zu einer zweiten Normalform führt eine Substitution (177), 
welche die Verzweigungspunkte e(l), e(2), e(<!) nach z = 0, 1,00 verlegt; 
dementsprechend ist zu setzen: 

(189) e1(1) = 0, C2(l) = 1, e1(2) = 1, C2(2) = 1, c1(4)=1, C2(4)=O. 

Die Eintragung dieser Werte in (179) gibt A = e2(S), B= - e1(B) 

und damit als zweite Normalgestalt der Verzweigungsform: 

(190) 

Zu einer dritten Normalgestalt gelangt man so: Es gibt vier wesent
lich verschiedene Transformationen (177) einer Form {(Zll Z2) in sich; 
drei unter ihnen vertauschen die vier Punkte e(') in den drei mög
lichen Arten von Paaren, als vierte Transformation ist die identische 

222) Die Substitutionen (177) stellen diejenigen Transformationen der z
Ebene in sich dar, welche A. F. Möbius als "Kreisverwandtschaften" bezeich
nete; s. Leipzig Abh. 2 (1855), p. 529 oder Möbius' "Werke" 2 (Leipzig 1885), 
p.243. 
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mitgezählt. Diese vier Substitutionen bilden eine "Vierergruppe" 229) 

und können durch lineare Transformation auf die Gestalt gebracht 
werden: 
(191) 

Damit die Form (176) durch diese vier Substitutionen in sich über
geführt wird, ist erforderlich a = e, b = d = 0; man kann sie als
dann auch so schreiben: 

(192) 

womit die dritte Normalgestalt erreicht ist. 224) 

4:8. Die algebraischen Funktionen und Integrale der Fläche 
F 2 • Setzt man 

(193) w = vrcz,-f) = Vaz4 + 4bzs + 6cz2 + 4dz + e, 

so ist jede rationale Funktion von wund z auf der Fläche F 2 ein
deutig und nur mit polaren Unstetigkeitspunkten behaftet, und um
gekehrt ist jede solche Funktion der F 2 als rationale Funktion R(w, z) 
darstellbar. Hat die einzelne solche Funktion auf F2 m einfache Null
punkte, so nimmt sie jeden komplexen Wert genau m Male an und 
heißt m-wertig. Die niederste auftretende Wertigkeit ist m = 2; ein
wertige Funktionen R(w, z) existieren auf der F 2 nicht.225) Je zwei 
unter den auf Fs eindeutigen algebraischen Funktionen R(w, z) sind 
durch eine algebraische Relation aneinander gebunden. 

Ein Integral einer algebraischen Funktion von F s: 
Z 

(194) J(z) f R(w, z) dz, 
Zo 

wo im Argument links und in den Grenzen rechts z, Zo nicht nur 
Werte z, sondern bestimmte Stellen auf F 2 bedeuten sollen, kann 
neben polaren auch logarithmische Unstetigkeitspunkte aufweisen. 
Fehlen die letzteren, so ist die Vieldeutigkeit von J leicht angebbar. 
Das Integral möge über die beiden geschlossenen Wege W; (vgl. 

223) S. das R,ef. I B 3f Nr. 2. 
224) Berechnet man nach (184) die Invarianten g!, gs für die Form (192) 

und trägt die gewonnenen Ausdrücke in (187) ein, so erscheint /L = /L1 durch 
/L2 

eine Gleichung 24sten Grades an J gebunden, welche als "Oktaedergleichung" 
bezeichnet wird (vgl. Ref. I B 2 N r. i) und I B 3 f N r. 2, wo die Literatur genannt 
ist). Abel gibt bereits die 24 Gestalten von /L bzw. die 6 Gestalten von /L'; vgl. 
"Werke" 1, p. 459. 

225) Vgl. das Ref. II B 1 Nr. 12 und II B 2 Nrn.8 u. 24. 
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Nr.46) ausgedehnt werden und dabei die beiden Werte: 

(195) r R(w, e) dz = Pi 
J(Wi) 

liefern. Ändert man daraufhin nach Nr.46 den Integrationsweg von 
Zo nach z durch Einhängung von Wegen W1 und Wegen Ws ab und 
kommen in Summa m1 Wege W1 und m2 Wege W2 zur Verwendung, 
so gelangt man an Stelle von J(z) zum Integralwerte: 

(196) J'(z) = J(z) + m1P1 + m2P2 ; 

PI und P2 heißen die Perioden des Integrals J(z). Liegen auch log
arithmische Unstetigkeitspunkte vor, so kommen noch weitere den 
Umläufen um diese Punkte entsprechende "Perioden" hinzu. 

Die von Riemann 226 ) allgemein für die "Abeisehe Integrale" (vgl. 
H B 2 N r. 11) durchgeführte Einteilung in drei Gattungen entspricht 
im wesentlichen der seit Legendre bei den elliptischen Funktionen be
folgten Sprechweise. Die Reduktion eines beliebigen Integrals (194) 
auf Integrale der drei Gattungen findet man in den Lehrbüchern der 
elliptischen Funktionen.227) Diese Reduktion kann entweder mit Hilfe 
der allgemeinen von Riemann eingeführten funktionentheoretischen 
Schlußweise ausgeführt werden, wobei insbesondere die Periodeneigen
schaften unserer Integrale mit in Betracht kommen, oder aber durch 
algebraische Umformung von R(w, z), wo alsdann solche additiven 
Bestandteile, welche algebraische Funktionen der F 2 oder Logarith
men rationaler Funktionen von z sind, als elementar abgespalten 
werden. Genau an die Riemannschen Festsetzungen schließt sieh 
folgende Einteilung an: 

1. Das bis auf eine multiplikative und eine additive Konstante 
eindeutig bestimmte, auf F2 überall endliche "Integral erster Gattung": 

(197) J~z J dz 
u;= Vaz'+4bzS+6czi+4dz+e' 

H. Die "Integrale zweiter Gattung", deren einzelnes einen ein
zigen an irgendeiner Stelle der F 2 gelegenen Pol erster Ordnung hat 
und durch diesen Pol bis auf einen konstanten Faktor und ein ad
ditives Integral erster Gattung bestimmt ist. Je zwei solche Integrale 
zweiter Gattung lassen sich mitte1st des Integrals erster Gattung und 
algebraischer Funktionen der F 2 aufeinander reduzieren; z. B. kann 

226) "Theor. der Abelschen Funkt." erste Abt. Nr. 4, J. f. Math. 54 (1857) 
oder Bientanns "Werke" p. 98. 

227) Z. B. Briot-Bouquet, 2. Aufl., p. 417 ff. j Koenigsberger 1, p. 242 ff.j 
Weber p. 23 j Burkhardt p. 15 ff. 
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man in dieser Weise alle Integrale 7.weiter Gattung reduzieren auf das 
Integral: 

(198) Jez d;l)W = !(s-e(1)y'az4 +4::S +6CZ 2 +4dz+e' 

dessen Pol im Verzweigungspunkte e(l) liegt. 
IH. Die ,,Integrale dritter Gattung", deren einzelnes an irgend 

zwei Stellen der F, logarithmisch unstetig wird und hierdurch bis 
auf einen konstanten Faktor und ein additives Integral erster Gattung 
eindeutig bestimmt ist. Liegen die Unstetigkeitspunkte auf der F 2 

an der von einem Verzweigungspunkte verschiedenen Stelle z = a: 
übereinander, so gelangt man zur Darstellung: 

(199) 

4:9. Gestalten der Normalintegrale. Den in Nr. 4:7 eingeführten 
Normalgestalten der biquadratischen binären Form f(ZVß2) entsprechen 
die gebräuchlichen "Normalintegrale". Die der ersten Gestalt (188) 
Nr.4:7 entsprechenden Normalintegrale: 

(200) r dz f Z dz f dz -
J J!4Z S -g"z-gs' y'4z S -g"z-gs' (z-a)y'4z l -g2 z-gs 

kommen zwar schon bei Hermite (vgl. Nr.4:1) und Eisenstein (vgl. 
Nr.4:5) vor, werden indes nach Weierstraß benannt, weil sich dessen 
Darstellung der Theorie der elliptischen Funktionen auf diese Inte
gralgestalten gründet. Der Pol des Integrals zweiter Gattung liegt im 
Verzweigungspunkte z = 00. 

Führt man in der zweiten Normalgestalt (190) Nr. 4:7 nach (181) 
Nr. 4:7 das Doppelverhältnis .t ein, so erscheinen als Normalintegrale 
der drei Gattungen: 

(201)1 dz f (1- Ä-z)dz r dz 
y'Z(l- z) (1- Ä-Z)' y'z(l- z) (1- Ä-Z)' J (z - a) J.Ii(i - z)(l - Ä-Z)' 

wo bei der zweiten Gattung der Pol wieder in dem Verzweigungspunkte 
e = 00 gelegen ist. Diese Normalintegrale sollen nach Riemann be
nannt werden, da sie in dessen Vorlesungen (vgl. Note 210) zugrunde 
gelegt sind, wenn dieselben natürlich auch bereits früher gelegentlich 
auftreten. 

Die Legendreschen Normalintegrale sollten eigentlich von der 
dritten Normalgestalt (192) Nr.4:7 aus eingeführt werden. Indessen 
gelangen wir tatsächlich zu den von Legendre eingeführten Integralen, 
indem wir die Riemannschen Integrale durch die nicht mehr lineare 
Transformation z = $'2 umformen. Ein hierbei auftretender Faktor 2, 
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dessen eigentliche Bedeutung unten hervortritt, werde unterdrückt; 
indem übrigens (X = ß2 geschrieben und für z' wieder z gesetzt wird, 
ergeben sich die Legendreschen Normalintegrale: 

(202) r az J' /1 _],zs d r az 
JV(l-Z'l)(l-i.ZI)' Y 1-z1 z, J (zS-{Jf)Y(l-zl)(l-1zI)· 

50. Abbildung der Fliehe F s durch das Integral erster Gat
tung. Obschon die Abbildung der Riemannschen Fläche Fs durch 
das Integral erster Gattung der wichtigste Schritt in der Theorie der 
elliptischen Funktionen ist, wird dieser Gegenstand in den Lehrbüchern 
nicht mit der nötigen Gründlichkeit behandelt. S28) Als Integralgestalt 
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, , benutzen wir die Weierstraß-
sche, da dieselbe die "rationalen" 
Invarianten gs, g3 enthält; die 
drei im Endlichen liegenden 
Verzweigungspunkte seien et , 

es, es mit der Relation t; + ~ 
+ es = o. Es mögen zunächst 
weder t;, ei , es in einer Ge
raden liegen, noch auch zwei 
unter den drei in Fig. 1 mit 
«t, txs, (XB bezeichneten, am 
Nullpunkte liegenden Winkeln 
einander gleich sein. Die In-
dizes seien so verteilt, daß (xs 
der größte Winkel ist. Die 
drei in der Figur stark aus
gezogenen Geraden von e1 , es, es 

nach 00 mögen zunächst als Verzweigungsschnitte dienen. Die drei 
mit ~ bezeichneten Wege sollen nach außen hin mitte1st eines Um
laufs um den Punkt 00 geschlossen sein. Uber ~ in der Pfeilrichtung 
ausgedehnt möge das Integral den Betrag roi liefern; dann gilt: 
(203) rot + roll + ros = O. 
Das Integral erster Gattung selbst sei endgültig erklärt durch: 

z 

(204) 
u J2 vez - e1 ) (:~ el) Cz - es)' 

co 

wobei die Wurzel als eindeutige Funktion in der F s definiert sein soll. 

228) Einwurfsfreie Ergebnisse lassen sich jedoch aus der allgemeineren 
Zwecken dienenden Abhandl. von Schwarz, "Konforme Abbild. der Oberfl. eines 
Tetraeders auf die Oberfl. einer Kugel", J. f. Math. 70 (1868), p. 121 oder "Werke" 
2, p. 84 entnehmen. 
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Das einzelne etwa obere Blatt der FlI soll jetzt zunächst auf die 
u-Ebene abgebildet werden. Durch die drei vom Nullpunkt 0 aus
gehenden Strahlen Oe1oo, Oelloo, Oep,oo wird dasselbe in die durch 
(~), (a2), (aa) zu bezeichnenden Bereiche zerlegt, von denen der zum 
größten Winkel gehörende dritte Bereich (as) zunächst abgebildet werde. 
Im Innern von (as) ist u überall endlich und eindeutig und bildet die 
Umgebung jeder Stelle konform auf die Umgebung der entsprechen
den Stelle u ab. Bezeichnet man mit A(z) die Amplitude der kom
plexen Zahl s, so ist A(ds) längs des Randes oo~O konstant; ferner 

ist A«s - ~)-t) längs ooell und auch längs ~O konstant, längs der 

letzteren Strecke aber um ~ kleiner als längs der ersteren. Endlich 

nimmt die Amplitude .A[(s - ~)-t(s - ep,)-t] längs oo~ beständig 

und stetig ab und ändert sich um den Gesamtbetrag "s 2..5.. Indem 

man den Rand Oe1oo von (as) entsprechend behandelt, ergibt sich 
als Abbild von (a8) ein schlichtes Viereck der u-Ebene mit den 

Ecken 0, i, u(O), - ~1 und den Winkeln ;, ~, as, i, dessen Sei

ten durchweg nach außen konvex sind; die Gesamtbiegung der beiden 

Seiten (0, ~!), (i, u(O») ist "s 2 «:!., die der beiden anderen Seiten 

aber "a-"s. 
2 

Zieht man im erhaltenen Viereck die Geraden (0, ~!), (i,_~l) 
und (- ~1, 0), wie in Fig. 2, so bilden dieselben 

ein spitzwinkliges Dreieck der Seitenlängen t I W1 I, 
tl wlli, t I Ws I· Es gelten demnach die drei Un
gJeichungen: 
(205) 

Schreibt man für den Quotienten W der beiden Pe
rioden W1 , W,l unter Trennung des reellen und ima
ginären Bestandteils: 

(206) rot = W = ; + ir;, 
roJ 

Fig.2. 
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I 
I 
I 
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I 
I 
I 
I 
I 

o 

so gilt infolge der Fig. 2 erstlich r; > 0, 
chungen (205) die neuen Gestalten: 

weiter liefern die Unglei-

(207) 

so daß der Wert w in der ;, "1- oder w-Ebene seinen Bildpunkt inner
halb des in Fig. 3 eingegrenzten, von zwei Halbgeraden und einem 
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Halbkreise eingeschlossenen dreieckigen Bereiches lI1I9) findet. tThrigens 
folgt aus «s> tx,., «s> «t, wie man durch Kontinuitätsbetrachtung 
zeigt, 

oder: 

(208) 

so daß der Bildpunkt von w des näheren in demjenigen Drittel des 
eben gewonnenen Bereiches liegt, welcher in Fig. 3 schraffiert ist. 

Es soll nun eine neue und endgültige Zerschneidung der F, vor-

genommen werden. Man bilde die Geraden (- ~1 , 0) und (~', 0) 
des Vierecks Fig.2 auf (/Xs) ab und findet zwei neue 
Linien (l1., co), (~, (0), welche man an Stelle der 
bisherigen Geraden von e1 und ~ noch co als Ver
zweigungsschnitte benutzen darf. Längs dieser beiden 
Linien sollen beide Blätter von F g durchschnitten 
werden. Der dritte Verzweigungsschnitt von es nach 
00 darf wie bisher gradlinig beibehalten werden; 

mo-l m=O in ihm sollen beide Blätter zusammenhängen. Die 
Fig. 3. so zerschnittene Fläche F ,I' ist einfach zusammen-

hängend; die acht Schnittufer setzen den· geschlossenen 
Rand von F II' zusammen. Das Abbild dieses Randes in der u-Ebene 
ist das geradlinige Parallelogramm der Ecken 0, - WlI - W1 + Ws, ws; 
F j ' selbst überträgt sich konform auf die schlichte Fläche dieses 
Parallelogramms. 

Besondere Fälle, die sich sämtlich durch stetigen Übergang vom 
allgemeinen Falle erreichen lassen, sind erstlich as ="1 und "s = «s, 
wo CD auf den Rand 2~ + 1 = 0 bzw. ~ll + '1/1 + 2~ = 0 des schraf
fierten Bereiches tritt; zweitens der Fall, daß el'~' 11I auf einer Ge
raden liegen, wo w auf den Rand ~ = 0 tritt und das eben gewon
nene Periodenparallelogramm ein Jtechteck wird. Rücken. zwei Ver
zweigungspunkte zusammen, so liegt allemal eine Ausartung vor, 
wobei w entweder in die Spitze 0 des fraglichen Bereiches oder in 
die "Spitze" co rückt. 

Gestattet man der oberen Grenze z im Integral (204) freies Über
schreiten der beiden angebrachten Querschnitte, so wird u(z) unend
lich vieldeutig, und die unendlich vielen "Zweige" dieser Funktion 
stellen sich nach (196) Nr.4:8 in demjenigen Zweige u, mitte1st dessen 

229) Die beiden Ha.lbgera.den ~ =- 0 und ~ + 1 = 0 beruhren sich in der 
dritten bei ro == co liegenden Ecke. 
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wir F s' auf das geradlinige Parallelogramm abbildeten, in der Gestalt: 

(209) 

dar, wo mll m2 alle Paare ganzer Zahlen durchlaufen. Die Abbilder, 
welche alle diese Zweige von der Fläche F s liefern, sind lauter kon
gruente geradlinige Parallelogramme, welche sich in der u-Ebene 
glatt aneinanderreihen und dieselbe lückenlos und einfach mit einem 
"Parallelogrammnetze" bedecken. Die Eckpunkte u = ml(lJ! + mS w2 

werden als "Gitterpnnkte" des Netzes bezeichnet. In jeder Um
gebung des Punktes 1t = 00 finden unendlich viele Parallelogramme 
Platz.s30) 

51. Die Funktionen der Fläche Fs in Abhängigkeit von u 
betrachtet. Die einfache und vollständige Bedeckung der u-Ebene 
mit dem Parallelogrammnetze ist die fundamentale Tatsache in der 
Theorie der elliptischen Funktionen. Des näheren gelten die Sätze: 

Ein in der u-Ebene gelegener Weg von einem Punkte u zu einem 
homologen Punkte des Netzes überträgt sich auf einen "geschlossenen" 
Weg auf F s• Ein geschlossener Weg in der u-Ebene liefert auf F s 
einen solchen geschlossenen Weg, der sich ohne Zerreißen stetig auf 
einen Punkt zusammenziehen läßt. 

Verp:fl.anzen wir die Werte der Funktionen der Fläche (vgl. 
Nr. 4:8) anf die u-Ebene, so ergeben sich die Sätze: Jede algebrai
Bche Funktion der Fs wird eine "eindeutige" Funktion von u mit den 
beiden von F s gelieferten Perioden WlI WS' Jede so erhaltene doppelt
periodische Funktion <p(u) von u ist im einzelnen Periodenparallelo
gramm nur mit polaren Unstetigkeitspunkten behaftet und besitzt an 
der Stelle u = 00 einen wesentlich singulären Punkt. War die alge
braische Funktion auf F s m-wertig, so nennen wir <p(u) eine m-wer
tige doppeltperiodische Funktion; sie nimmt im Parallelogramm jeden 
komplexen Wert 'in Male an. 

Einwertige doppeltperiodische Funktionen existieren nicht. Eine 
zweiwertige Funktion rp(u) wird von z selbst, eine dreiwertige Funk
tion von w geliefert; dieselben mögen go(u) und go'(~t) heißen, zwischen 
denen zufolge (204) die Beziehungen gelten: 

I S;/(u) = d~)~~l = 2 V(~;(u)-=-~) (&0 ('it) - c2) (go(u) - cs), 
(210) I 

\ go'(U)2 = 4g;;l (u)S - g2go(U) - gs' 

Jede unserer doppeltperiodischen Funktionen <p(u) ist als eine ratio-

230) Zur Versinnlichung dieses Satzes denke man in bekannter WeiBe an 
Stelle der Ebene eine Kugeloberfläche als Tl'ägerin der komplexen Werte u. 

Encyklop. d. math. Wi •• ensch. II S. 17 
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nale Funktion von 6O(U) und 6O'(U) darstellbar: 

(211) qJ(u) = R(60(u), 6O'(u»; 

irgend zwei dieser Funktionen qJ(u), 'I/1(u) sind durch eine algebraische 
Gleichung verknüpft !lSl): 
(212) F(qJ(u), 'I/1(u» = o. 

Das Integral zweiter Gattung möge gegenüber (200) Nr.49 1m 

Zeichen gewechselt werden und danach: 

(213) ~ = - f Y4Z8-Z'~-~ - g3 

genannt werden; die Wahl der Integrationskonstanten sei vorbehalten. 
Als Funktion von U nimmt ~ die Gestalt an: 

(214) ~(u) = - ~{)(u) du 

und erweist sich auf Grund des über die geschlossenen Wege in der 
u-Ebene angegebenen Satzes gleichfalls als eindeutige Funktion von 
u. Die geschlossenen Wege Wi mögen für das Integral ~ die Be
träge fJ; liefern; dann gilt allgemein: 

(215) ~ (u + ml Wl + m2 ( 2 ) = ~(u) + m1 "71 + m2 fJs, 

unter m1 , m2 ganze Zahlen verstanden. In den Gitterpunkten des Par
allelogrammnetzes hat ~(u) Pole erster Ordnung. 

Das einzelne Integral dritter Gattung der in Nr. 4:9 unter (200) 
gegebenen Gestalt hat als Funktion von u: 

(216) 

im Periodenparallelogramm zwei logarithmische Unstetigkeitspunkte 
und bleibt dieserhalb auch als Funktion von u unendlich-vieldeutig. !l82) 

231) Es sei nochmals betont, daß die Funktionen rp(u) des Textes begriff
lich hier als die von den algebraischen Funktionen der F I gelieferten Funk
tionen gedacht sind. 

232) Die Funktionen p(u) und 10' (u) sind die von Weierstraß eingeführten 
und von ihm so bezeichneten doppeltperiodischen Funktionen (vgl. Noten 214). 
Die Perioden bezeichnet Weierstraß in der Regel nicht durch 1111 , 1111 , sondern 
durch 2w, 2111', so daß 111 und ru' die längs geradliniger Bahnen genommenen 
Integrale: 

sein würden, woraus sich ergeben würde: 

e1 = f.J(w) = f.J (~1) , ei = p(ru') = f.J (~!). 
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52. Analytische Darstellungen für fJ(u)~ fJ'(u) und ~(u). Aus 
(204) folgt, daß fJ = fJ(u) eine gerade Funktion von u ist, sowie daß: 

!im (ullfJ(u)) = 1 
u=o 

ist. Man setze daraufhin: 

fJ(u) = -; + a o + alul! + ajlu" + ... u 

an und kann aus der durch Differentiation der Gleichung (210) ent
stehenden Gleichung: 

(217) 2fJ"(u) = 12fJ(U)2 - g2 

Rekursionsformeln zur Bestimmung der ao, a 17 a2 , ••• gewinnen. Die 
entspringenden Potenzreihen: 

1 
() - 1 + g, l! + g. 4, + g," 6 + 3 g, gs 8 + 

(218) fJ u - u' 2!. 5 U 2'.7 U V 3.5' U 24.5.7.11 U ... 

«{(u) = - ~ + ~ u + g. US + ~ u5 + 3g,g. u1 + ... 
5- U S 2.5 7 2 3 .5' 2.5.7.11 ' 

deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen von g'j, gs sind, kon
vergieren innerhalb eines Kreises um u = 0, dessen Peripherie durch 
den an u = 0 nächst gelegenen Gitterpunkt läuft. lISS) Für das durch 
(214) gegebene Integral zweiter Gattung ~(u) bestimmen wir jetzt 
die noch nicht ausgewählte Integrationskonstante so, daß für die Um
gebung der Stelle u = ° die Entwicklung gilt: 

(219) ~( ) - 1 g, s g. 5 g,' 1 
~ U - U - 2!. 3 . 5 U - 2!. 6 . 7 U - 24 . 3 .5' . 7 U 

_ ~_fbg'~_U9 _'" 
24 • 3 . 5 . 7 . 11 • 

Für alle endlichen u konvergenten Teilbruchreihen sind: 

(220) 

wo (mt, mll) zur Abkürzung für miCiJt + mll CiJ2 geschrieben ist und die 
Summen sich auf alle Paare ganzer Zahlen mv m2 beziehen; nur in 
der Summe bei so(u) soll die Kombination mt = 0, ms = 0 ausge-

Im Texte sind, der Riemannschen Auffassung entsprechend, die Werte ro1 ' co, 
der über die "geschlossenen" Wege ~, W, ausgedehnten Integrale als die ur
sprünglichen Größen angesehen. Siehe übrigens Burkhardt, "Ellipt. Funkt." 
(Leipzig 1899), Vorwort, p. VII. 

233) Vgl. Schwarz, p. 11 des in Note 214 gen. Werkes "Formeln und Lehr-
sätze usw." 

17* 
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lassen werden, was durch den Index am Summenzeichen angedeutet 
sei. Für ~(u) gilt entsprechend: 

(221) t(u)=~+ ~'[_I_+_1_+_U_J' 
u ~ u-(mllmjl) (mumjl) (ml'ml )1 

..... ,m" 

Man erkennt hier die Eisensteinschen Ansätze wieder (vgl. Nr. (5), je
doch in der von Weierstraß vervollkommneten Gestalt, daß die Zu
satzglieder: 

in die Summe bei SJ(u) und t(u) aufgenommen sind. Hierdurch er
zielte Weierstraß die unbedingte Konvergenz der fraglichen Reihen.llM) 

Wandelt man die in (220) für fJ' (u) angegebene Summe in eine 
nach ansteigenden Potenzen von u geordnete Reihe um, so ergibt der 
Vergleich mit (218): 

(222) 

Mit Rücksicht auf die Tatsache, daß der Quotient ro der Perioden rol' 

roll (vgl. Gleichung (206» einen positiven imaginären Bestandteil hat, 
folgt die unbedingte Konvergenz dieser Reihen schon aus den Eisen
steinschen Untersuchungen. Durch eine Rechnung, welche sich auf 
die Benutzung der Teilbruchreihe für ctg ,,; u gründet lall), lassen sich 
vorstehende Doppelsummen in die folgenden einfachen Summen ver-
wandeln: 

(223) 

wo q die Jacobische Entwicklungsgröße: 

(224) 
ni~ 

q = ett iro = e ro. 

ist. Auch die Reihen (223) sind unter der hier zutreffenden Be
dingung I q I < 1 unbedingt konvergent. Weierstraß wandelt a. a. O. 

234) Vgl Weierstr~, "Zur Theorie der eindeut. anal. Funkt.", Abh. d. 
Berl. Akad. von 1876 oder "Werke" 2, p. 77tf., sowie "Zur Funktionenlehre", Berl. 
Monatsber. vom 12. Aug. 1880 oder "Werke" 2, p. 201. 

235) S. Nr. 4 der zweiten eben genannten Arbeit von WeiersflrafJ, sowie A. 
Hurwite, "Grundl. einer indep. Theor. d. ellipt. Modulf. usw.", Math. Ann. 18, 
(1881), p. 528tf. 
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die Reihe (221) für t(u) in die Gestalt um: 

(225) t(u) = 1It'" + ..!.. ctg~ 
IDt IDs IDt 

00 

+ ~ ~ [ctg (:: + mt w) + ctg (:: - n n ro) J, 
wobei die Bedeutung von '12 aus: 

00 +00 +00 

11, = 2 ~ (_1 )ll + 2 ~ '" ( 1 )1 
IDS ~ mtlDS ~ ~ (m1,m,) 

.... =1 ""=1 .... =-00 

(226) 

hervorgeht. Aus (225) folgt, daß diese Größe '1s 
Periode des Integrals zweiter Gattung identisch ist. 
(223) reiht sich an 186): 

mit der zweiten 
Den Gleichungen 

[ 
00 ] ,.;S nl" 

1J2=- 1-24~-- . 
3 co, ,,= 1 1 _ qlln 

(227) 

Die Reihe (225) ist leicht umwandlungsfähig in folgende Fowrier
sehe Reihe der Funktion t(u): 

00 ! 
f'( ) _ 11,'" + ,.; t ,.;'" + 4n ~ q m • 2m,.;", 
~ u -- -cg- - sm--

COs IilS co, co, 1 _ q~m Iils ' 
711=1 

(228) 

aus welcher sich durch Differentiation die weiteren Reihen ergeben 18"): .. 
( ) 1Is (";)' 1 8,.;1 '" mq'Jm 2m,.;", 

g<J U =- -+ - -----, ~ 2m C08--, 
COt IilS sin' ,.;'" rot m=l 1-q COs 

(229) 
ID, 

,.;U 00 

'( ) _ 2 (";)3 COS co, + 16,.;8 ~ m2 q'l.m . 2m,.;u 
g<J U -- - --- -- 8m--· 

IDS • s";U IilS8 1- q2m wt sm - m=1 
w, 

53. Allgemeinste Zerschneidung der Fl.ii.che F ,l und lineare 
Transformation der Perioden. Die Teilbruchreihen (220) zeigen nicht 
nur die Eindeutigkeit und doppelte Periodizität der Funktionen g<J(u) 
und g<J'(u) an, sondern die unbedingte Konvergenz dieser Reihen ergibt 
überdies noch die Invarianz dieser Funktionen gegenüber "linearer 
Transformation der Perioden". Um diesen Gegenstand auf Grund 
Riemannscher Ideen zu begründen, denken wir die Fläche F ,l durch 
em willkürlich gewähltes Paar von Querschnitten W1', W ll' in eine 

236) Vgl. Hurwite, 3. a. O. 
237) S. hierüber z. B. Halphen, "Traite des lonet. ell. ete.", 1, p.426 oder 

Fricke, "Kurzgef. Vorles. über verseh. Gebiete der höh. Math." (Leipzig 1900), 
p.191>ft"., wo man das Nähere über den Konvergenzbereieh der im Texte mit
geteilten Fouriersehen Reihen findet. 
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einfach zusammenhängende Fläche F'f/' zerschnitten und behalten uns 
nur vor, nötigenfalls die Bezeichnungen W/, Ws' der Querschnitte 
auszutauschen. Der bequemeren Ausdrucksweise halber denke man 
die Kreuzungsstelle der Schnitte w;.', W/ bei s = 00 gelegen, was 
man, wenn es nicht gleich anfangs der Fall sein sollte, durch stetige 
Verschiebung des Schnittpaares über F s hin erzielen kann. 

Das Integral erster Gattung u über W; ausgedehnt gebe w; j da 
die W; geschlossene Wege sind, so gilt: 

(230) 

wo IX, {J, ", ~ ganze Zahlen sind. Man bilde nun F,/' durch " ab 
und findet als Gegenbild dieser zerschnittenen Fläche Fr einen ein
fach zusammenhängenden Bereich der "-Ebene, welcher, wie auch die 
Schnitte gezogen sein mögen, niemals auch nur einen Punkt der u
Ebene doppelt bedecken kann; denn wäre Uo doppelt bedeckt, so würden 
dieser Stelle zwei verschiedene Punkte der Fläche Fs entsprechen, 
während wir doch wissen, daß zum einzelnen Punkte u stets nur ein 
Punkt der F s gehört. 

Das Abbild von F," in der u-Ebene hat vier bei u = 0, ws', 
rot' + ws', wt' gelegene Ecken. Man denke die Bezeichnungen W;' 
auf die beiden Schnitte so verteilt, daß man die eben angegebene 
Eckenanordnung bei Umlaufung des Abbildes im positiven Sinne (so 
daß man die Fläche des Abbildes zur Linken hat) findet. Die Gegen
seiten des Abbildes korrespondieren miteinander durch die Translationen 
u: = u + ro/, u' = u + ws'. Die einzelne Seite des Abbildes, z. B. 
die von u = ° nach u = wt ' laufenden, wird im allgemeinen nicht 
gerade sein. Denken wir aber diese Seite stetig in eine Gerade 
verwandelt, so entspricht dem eine stetige Wandlung des Schnittes 
W,' bei Festhaltung des Ursprungs s = 00, wobei man übrigens, 
damit während der Wandelung stets ein brauchbares Schnittpaar vor
liegt, Wl ' nötigenfalls stetig dem Schnitte Ws' ausweichen lassen muß. 
Nach Ausführung der bezeichneten Umwandlung gehe man ebenso mit 
dem Schnitte W/ vor. Wie auch das Schnittpaar W; gewählt war, 
es läßt sich unter Festhaltung des Kreuzungspunktes bei 00 derart 
stetig zurechtrücken, daß das Abbild der zerschnittenen Fläche Ft 
das "geradlinige" Parallelogramm der Ecken 0, ws', 001' + rot', wt' wird. 

Dieses Parallelogramm ist durch Vermittlung von F s auf das in 
Nr. 50 erhaltene Parallelogramm der Ecken 0, 001 , 001 + ws, 001 ein
deutig bezogen, und zwar korrespondieren die Umgebungen zweier ein
ander entsprechenden Punkte u und u' stets durch eine Translation: 

u' = u + m1 wl + mllwt • 
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Die Folge ist, daß beide Parallelogramme gleichen Inhalt haben, woraus 
sich mit Rücksicht auf die Anordnung der Ecken 0, w2', wt' + w2', wt ' 

auf dem Rande des Parallelogramms ergibt, daß die vier ganzen 
Zahlen a, ß, r, 8 die Determinante: 

(231) 
haben. 

ad-ßr= 1 

Die Betrachtung ist umkehrbar. Sind a, ß, r, 8 irgend vier 
ganze Zahlen der Determinante 1, so setze man: 

(232) 

und findet umgekehrt: 

(233) 

Hieraus geht hervor, daß, wenn wir mit allen Paaren ganzer Zahlen 
ml1 m2 die Kombinationen (mt Wt + m2 ( 2) bilden, jede derselben in 
der Gestalt (mt' w/ + m2' w'/) mit ganzzahligen m/ darstellbar ist, wie 
auch umgekehrt jede Kombination (mt' wt ' + m2' w2') einer bestimmten 
(mt wt + m2 ( 2) gleich ist. 

Heißen zwei Punkte der u-Ebene äquivalent, wenn sie derselben 
Stelle von Fs entsprechen, so sind mit einem Punkt u alle Punkte 
, + + d" h' +" + ' , u = u m1 wt m2 w2 , 1e WH" auc u = u m1 W t m2 W 2 

schreiben können, äquivalent. Die homologen Punkte in dem zu den 
Perioden w/, w2' gehörenden Parallelogramm netze sind danach allemal 
äquivalente Punkte, und umgekehrt sind zwei äquivalente Punkte auch 
stets homologe Punkte im eben genannten Netze. Das geradlinige 
Parallelogramm der Ecken 0, ws', wt ' + w2', wt' enthält demnach für 
jeden Punkt der Ebene einen und nur einen äquivalenten Punkt. 
Dieses Parallelogramm ist also gerade ein eindeutiges .Abbild der 
Fläche F 2 und wird durch die Funktion z = SJ(u) auf die F 2 abge
bildet, wobei sich die Gegenseiten des Parallelogramms zu zwei Quer
schnitten der F 2 zusammenlegen. Durch zwei geeignet gewählte Quer
schnitte W t', W 2' können wir demnach auch jede Kombination von 
vier ganzen Zahlen a, ß, r, 8 der Determinante 1 in (232) erreichen. 

Der Übergang von Wt , W 2 zu w/, w2' vermöge einer Substitution 
(232) mit ganzzahligen Koeffizienten a, ß, r, d der Determinante 1 
heißt "lineare Transformation der Perioden". Schreibt man, um die 
.Abhängigkeit der in (220) und (221) rechts stehenden Summen von 
rol1 W 2 hervorzuheben, ausführlicher reut wt , ( 2), ••• , so folgt aus 
dem Umstande, daß die Kombinationen (mt Wt + m2 ( 2) insgesamt mit 
den (m/ ro l ' + m2' w2') übereinstimmen, und daß die genannten Reihen 
unbedingt konvergent sind, der Satz: Die Funktionen 8J, g;/ und ~ 
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bleiben bei linearer Transformation der Perioden unverändert: 

I ~(u I arol + fJros, frol + bros) = 8'1, (u I rol1 ws), 
(234) 8'1 (u I arol + fJros, frol + broll) = 8'1 (u I ro11 ws), 

t(u I arol + fJws, frol + bros) = t(u! Wu ros)· 

Die zn den ro/, roll' gehörenden Perioden 'TJt', 'YJs' von t( u) en~ 
sprechen den Wegen W l ', Ws'; es gilt also: 

(235) 'YJ/ = a'YJl + fJ'YJs, 'YJ'J' = f'YJl + b'TJ2' 

Man sagt, daß sich die 'YJ17 'YJJ mit den ro17 ros kogredient substituieren_ 
54. Independente Erklärung doppeltperiodischer Funktionen. 

Gruppentheoretische Au1l'assung. Während ro11 Wll bisher als Inte-
gralperioden erklärt waren, mögen nunmehr rol1 Wll irgend zwei will
kürlich gewählte endliche, von 0 verschiedene komplexe Größen sein. 
Wir fragen nach der Existenz eindeutiger Funktionen fJJ (u) mit den 
beiden Perioden roll ws: 

(236) fJJ(u + wl) = fJJ(u), fJJ(u + ws) = q;(u). 

Soll es sich um eine eigentliche doppeltperiodische Funktion hand~ 
so darf der Quotient W = lDt nicht reell sein. aS8) Man darf dann 

0), 
auch voraussetzen, daß der Wert w positiven imaginären Bestandteil 
hat, oder daß der Punkt w der "positiven ro-Halbebene" angehört, was 
nötigenfalls durch Austausch der Bezeichnungen ro17 Wll erzielbar ist. 

Jedes durch lineare Transformation aus WlI WlI gewinnbare Paar 
wl', ws' heißt ein "Paar primitiver Perioden" von q;(u), insofern nicht. 
nur fJJ(u + ro() = q;(u) gilt, sondern jede der Perioden (Int Wl + m,W:i) 

von q;(u) sich auch als ganzzahlige Kombination der rol ', wl ' dar
stellen läßt. Jedem Paare rol ', ros' entspricht ein geradliniges Parallelo
gramm (0, ro/, ro/ + WlI" wl ') und damit ein die ganze u-Ebene über
spannendes Netz von Parallelogrammen, das man der Untersuchung 
der Funktion fJJ (u) zugrunde legen kann. Die zu allen diesen Paral
lelogrammen gehörenden Quotienten ro' = (1Jl' : (1Js' gehen aus dem zu
erst gewählten w nach (231) u. f. durch die lineare ganzzahligen Sub
stitutionen von der Determinante 1: 

(237) ab - Pr = 1 

hervor. 

288) Wäre er nämlich reell und rational, so wäre cp(u) nur einfa.ch peri
odisch; wäre er aber reell und irrational, so würde cp(u) entweder konstant oder 
total unstetig sein. Vgl. Briot·Bouquet, "TMor. d. fonet. e11.", 2. Ausg., p.231, 
sowie ..4.. Pringskeim, ,,'tJber einen Fundamentalsatz usw.", Math. Ann. 27 (1886),. 
p. 151. 
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Die vorliegenden Verhältnisse faßt man zweckmäßig gruppen
theoretisch auf. Die gesamten Substitutionen: 

(238) 

wo ml1 m, alle Kombinationen ganzer Zahlen durchlaufen, bilden eine 
Gruppe r<u), die sich aus den beiden Substitutionen u' = u + w1 , 

U' = U + WJI aber auch aus u' = u + w1', U' = U + w2' erzeugen 
läßt. Den ersten beiden Erzeugenden entspricht 
es, als Diskontinuitätsbereich 289) von r<u) das 
Parallelogramm (0, W 2 , W 1 + W 2 , ( 1) zu wählen, 
dem zweiten Erzeugendenpaar würde ent
sprechend das Parallelogramm (0, w,', ... ) zu
gehören. Um unter diesen unendlich vielen Ge
stalten des Diskontinuitätsbereiches (den un
endlich vielen Paaren primitiver Perioden) 
eine bestimmte (ein bestimmtes Paar) heraus
zugreifen, benutze man den Begriff eines zu 

r-- ___ _ 
\ ---~"""-

\ 
\ 
\ 
\ 
\ , 

Fig.4. 

einem Zentrum Co gehörenden normalen Diskontinuitätsbereiches.i4O) 

Ein solcher Bereich ist erklärt als Inbegriff aller Punkte u, die dem 
Punkte Co näher oder doch nicht ferner liegen als irgendeinem mit 
00 äquivalenten Punkte 

(Co + miwi + m2wi )· 

Der normale Bereich, der unabhängig von der Auswahl des Zentrums 
Co bei der r<u) eindeutig bestimmt ist, hat einfach die Gestalt eines 
im Kreise liegenden Sechsecks mit gleichen Gegenseiten, die durch 
die drei Erzeugenden der r<U): 

(239) u' = u + wl1 U' = U + W 2, u' = u + Ws 

aufeinander bezogen sind.i41) Man denke die Bezeichnungen so ver
teilt, daß weder ! W1 I noch I W 2 I größer als I Ws I ist. Das weitere lehre 
Fig. 4, in welcher die beiden Pfeile 1 und 2 die beiden ersten Trans
förmationen (239) versinnlichen sollen. Der Übergang zum Perioden
parallelogramm ist punktiert angedeutet; wir denken die Figur so ge
lagert, daß in den Ecken u = 0, - W 11 - W 1 + W 2 , W 2 gilt. Das 
Zentrum 00 liegt notwendig im Dreieck (0, - W l1 ( 2) oder doch auf 

239) S. hierzu das folgende Ref. TI B 4, insbes. Nr. 5ff. 
240) S. den Art. TI B 4, Nr. 9, sowie Fricke-Klein, "Vorles. über die Theor. 

der autom. Funkt." 1, p. 108, 216ff., (Leipzig 1897). 
241) Das Sechseck des Textes zur Gewinnung eines "reduzierten Perioden

parallelogramms" tritt zuerst bei Dirichlet, ,,"Ober die Reduktion der pos. quadr. 
Formen usw." J. f. Math. 40 (1860), p. 209 auf. 
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dem Rande desselben. Wir kommen also zu den Bedingungen (207) und 
(208) zurück. Unter den unendlich vielen Paaren primitiver Perioden, 
die durch lineare Transformation auseinander hervorgehen, gibt es ein 
und im allgemeinen 242) nur ein Paar, für welches der Quotient ro der 
beiden Perioden einen Punkt des schraffierten Bereiches der Fig. 3, 
N r. 50 darstellt. 

Das erhaltene Resultat ist einer zweiten gruppentheoretischen 
Deutung fähig. Alle Substitutionen (237) bilden eine Gruppe r(W), 

welche "Modulgruppe" heißt. 248) Heißen zwei Punkte der positiven 
ro-Halbebene, die durch Substitutionen (237) der r(w) ineinander über
führbar sind, bezüglich der r(w) äquivalent, so weist der schraffierte 
Bereich der Fig. 3 zu jedem Punkte der Halbebene einen und nur 
einen äquivalenten Punkt auf, abgesehen von den Randpunkten, welche 
durch die in Fig. 3 mit den Symbolen T und U bezeichneten Trans
formationen: 

(240) (T) , -1 
ro =~-, (U) 

, -1 
ro =--

cu+1 

ineinander überführbar sind. Der fragliche schraffierte Bereich der 
Fig. 3 ist ein Diskontinuitätsbereich der Modulgruppe r(w), welche 
demnach aus den beiden Substitutionen (240) erzeugbar ist. Statt 
der zweiten braucht man gewöhnlich die weiterhin mit 8 bezeichnete 
Substitution TU: Alle linearen Transformationen (237) lassen sich aus 
den beiden speziellen: 

(241) (8) ro' = ro + 1, (T) , -1 ro =
cu 

durch Wiederholung und Kombination herstellen. 244) 
Die doppeltperiodische Funktion rp (u) soll nun der Bedingung 

unterworfen sein, im Periodenparallelogramm abgesehen von endlich 
vielen Polen überall regulär zu sein. Dann gelten die Liouvilleschen 
Sätze von Nr. 38, nach welchen zunächst eine Funktion rp(u) mit m 
getrennt liegenden oder irgend wie koinzidierenden Polen im Parallelo
gramm jeden komplexen Wert immer genau m Male annimmt. Diese 
Anzahl m heißt die Wertigkeit von rp(u), und rp(u) heißt m-wertig. 
Einwertige Funktionen gibt es nicht. Hieran schließt sich der weitere 
Satz: Sind die m Nullpunkte einer m-wertigen doppeltperiodischen 

242) Zwei nur dann, wenn die zugehörigen cu Randpunkte des schraffierten 
Bereiches der Fig. 3, p. 256, liefern; vgl. die weiteren Angaben im Texte. 

243) Insofern man an Stelle von k~ auch wohl den Periodenquotienten co 
als "Modul" des Integrals erster Gattung bezeichnet. 

244) Gewöhnlich zeigt man diesen Satz durch Kettenbruchentwicklung der 
Substitution (237). 
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Funktion cp ( u) im Parallelogramm bei "1' "2' . . ., "m gelegen, die 
m Pole bei ß1' ßi' .•. , ßm' so sind die Summen "1 + "2 + ... + "m 
und ß1 + ß2 + ... + ßm abgesehen von einem Multiplum der Perioden 
W l1 Q")2 einander gleich: 

(242) "1 + "i + ... + "m = ßl + ß2 + ... + ßm, (mod. Wl1 ( 2)· 

Ist endlich A" der Koeffizient von (u - ß,,)-l in der Entwick
lung von cp(u) für die Umgebung von ß", so verschwindet die auf 
alle im Periodenparallelogramm gelegenen Pole bezogene Summe jener 
Koeffizienten A" (Residuensatz; vgl. Art. II B 1, Nr.3). 

Die Existenz von Funktionen cp (u) unserer Art kann man auf 
direktem Wege mitte1st funktionentheoretischer Methoden beweisen, 
welche allgemein in der Theorie der automorphen Funktionen üblich 
sind.1l45) Kürzer ist es, für das vorliegende Periodenpaar w1 , W 2 die 
unbedingt konvergenten Reihen (220) anzusetzen und mitte1st derselben 
zwei doppeltperiodischen Funktionen ~(u), &,/ (u) zu erklären, die sich als 
2- bzw. 3-wertig erweisen. Indem wir unter g2 und ga die durch die 
Summen (222) gegebenen Werte verstehen, können wir von (220) 
rückwärts zu den Anfangsgliedern der Potenzreihen: 

(243) 
f () 1 + g, 2 + 98 4 + ~ U = i -2" U -2' 7 u .. " tt . ::J • 

lKl/(U) = - -~ + ~ U + fls U s + ... 
DO U S 2·5 7 

gelangen, während andererseits aus (220) direkt folgt: 

(244) 

Man bilde nun aus SJ(u) und ~/(U) die doppeltperiodische Funk
tion (~' 2 - 4~3 + gaSJ) und findet aus (243) als Entwicklung bei 
u=O: 

wo die rechts ausgelassenen Glieder die Potenzen u2, u4, ••• enthalten. 
Nun kann aber die hier links stehende Funktion im Parallelogramm 
nur bei u = 0 (und damit natürlich auch in den drei anderen Ecken) 
00 werden; da sie jedoch für u = 0 den Wert - g3 hat, so ist sie 
polfrei und demnach konstant, d. h. mit - g3 identisch. Zwischen p 
und ~' besteht also die Relation: 

(245) 

246) S. Ref. nB 4, Nr. 14:. 
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Mit Rücksicht auf (244) folgt weiter: 
p 

(246) , " dp 
u .. J/4 pS-gtg;J-gs' 

00 

Im Periodenparallelogramm der Ecken 0, C02 , COt + COll , COt tragen 
je zwei diametrale Punkte u und u' = - u + cot + COj gleiche Werte 
gJ. Im geradlinigen Dreieck (0, col!' cot ) ist demnach p(u) einwertig, 
abgesehen davon, daß auf der einzelnen Seite dieses Dreiecks je zwei 
Punkte, die von der Seitenmitte gleichweit abstehen, dieselben Werte 1;' 

tragen. Setzen wir: 

(247) bO(~i-) = et , p(~t) = e2, 60(C01 ;(02) = es, 

so wird das Dreieck (0, col!' cot ) durch p(u) auf die einfach und voll
ständig bedeckte p-Ebene abgebildet, wobei die bei den Hälften der 
einzelnen Dreiecksseite sich zu einer von dem zugehörigen Punkte e. 
nach 00 laufenden Linien zusammenlegen. Das ganze Periodenparal
lelogramm liefert durch p(u) abgebildet eine zweiblättrige Fläche F i 

mit den vier Verzweigungspunkten /1., e2 , es, 00. Man merke noch die 
aus (246) und (245) folgenden Formeln an: 

(248) 

(249) 

p' (~1) = 0, p' (~!) = 0, , (C01 + co!) _ ° SO --2- - , 

et + ej! + es = 0. 
Hiermit sind wir vollständig zum algebraischen Ausgangspunkte 

zurückgelangt und merken die beiden Sätze an: Für die doppelt
periodischen Funktionen eines beliebigen Periodenpaars C017 co" gelten 
uneingeschränkt die über die algebraischen Beziehungen aufgestellten 
Sätze (denn die fraglichen Funktionen werden erklärungsgemäß auf 
der eben gewonnenen Fj! algebraische Funktionen). Nicht nur liefert 
jede wie in Fig. 1, Nr. 50, zerschnittene Fj! einen bestimmten Perioden
quotienten co des Diskontinuitätsbereiches Fig. 3, Nr. 50, der Modul
gruppe r(w), sondern umgekehrt entspricht dem einzelnen (JJ dieses 
Bereiches allemal auch eine bestimmte Fläche F j • 

55. Die Weierstraßsche Funktion 6(u). Um die seit Gauß, 
Jacobi usw. stets betrachtete Spaltung der elliptischen Funktionen in 
Quotienten ganzer transzendenter Funktionen durchzuführen, erklärt 
Weierstraß die von ihm mit 6 (u) bezeichnete Funktion durch das un
endliche Produkt 246): 

u 1 u!1 

(250) 6 (u) = ull '(1 - _U_) e (m" m,,) + 2- (m" m,,)' , 
(mi, m.) 

mI' m,. 

246) S. Schwarz, ,,]i'ormeln und Lehrsätze usw.", p. ö. 
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welches infolge des im einzelnen Faktor zugesetzten Exponential
faktors unbedingt konvergent ist 247)j m1 , mj/ und das Symbol (mu mj/) 
haben wieder dieselbe Bedeutung wie in Nr.52, der Index am Pro
duktzeichen bedeutet, daß die Kombination m1 = 0, m2 = 0 auszu
lassen ist. 

Der Vergleich mit (221) zeigt die Möglichkeit, die 6-Funktion 
durch das Integral zweiter Gattung darzustellen: 

" 

(251) 
!(I;(,,>--H du 

<3(u) = u· eO 

eine Formel, welche an die Einführung (74), Nr. 27, der @-Funktion 
bei Jacobi erinnert. Trägt man für b( u) in (251) rechts die Reihe 
(219) ein und ordnet nach Potenzen von t~ an, so folgt 248): 

(2 -2) t:: ( ) + g, 5 g3 7 g2 2 9 
{) v U = 'U * - 24. 3. 6 u - 28. 3 . 6 . 7 u - 29 • 32 • 6 .7 u -"', 

wo der Stern darauf aufmerksam macht, daß die Potenz US fehlt. <3(u) 
ist eine ganze transzendente Funktion, welche in den Gitterpunkten 
des Parallelogrammnetzes einfache Nullpunkte hat, übrigens aber allent
halben endlich und von 0 verschieden ist. 

Trägt man die Reihe (225), Nr.52, für b(U) in (251) ein, so er
gibt sich leicht: 

. ( nu). ( nu) 'I.u' "" Sln nnro + - . Sln nnro - -
0) - • nu rr ro roll 6(u) = ~ eil ... Sln - ~ --
n rot smtnnro 

,,=1 

(253) 

als Darstellung von <3 (u) durch ein einfach unendliches Produkt 249) j 

man kann dasselbe auch umformen in: 

(254) 

2" 2nu 4 .. 'I.'" neo 1-2q cos --+ q 
0) -- nu ro <3(u) = -..-! eil ... sin _ 2 
n ro (1 _ qlln)2 

I ,,=1 

Das Verhalten der <3-Funktion bei Vermehrung von u um Pe
rioden ist: 

(255) 1
<3(U + (1) = - e '1, ("+ 't) <3(u), 

6(u + ws) = - e'lo (,,+~) 6(u), 

wie man aus (251) oder (254) leicht schließt. Die Perioden 'tJl' 'tJ2 des 

247) Vgl. den Art. II B 1, Nr.81. 
248) Bei Schwarz a. &. O. findet man die Glieder der Reihe (262) bis «86. 

249) Vgl. Schwarz a. B.. 0., p.8. 
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Integrals zweiter Gattung sind mit den roll roll verknüpft durch: 

(256) (l')11lS- CD2"11 = 2in, 

wie man durch Ausführung des Integrals !b(U) du über den Rand 

eines den Punkt u = 0 enthaltenden Parallelogramms (UD' UD + CDlI , 

UD + CD1 + roll' UD + w1) folgert. 260) 
Gegenüber linearer Transformation zeigt 6 (u) dasselbe Verhalten, 

wie es in (234), Nr. 53, für die Funktionen fJ, s/ und bausgesprochen 
wurde, d. h. 6(u) ist bei linearer Transformation unveränderlich: 

(257) C5(u I "CDl + flws, rrol + bCDs) = C5(u I rol , rot)· 

56. Darstellung der doppeltperiodischen Funktionen durch 
6(u), b(U) usw. Aus (251) Nr.55, und (214) Nr.51, folgt: 

(258) fo() dlog G(u) ( ) dllogG(u) '( ) dSlogG(u) 
!> u = du ' fJ U = - dul ' fJ U = - du' . 

Für eine beliebige doppeltperiodische Funktion cp(u) der Perioden 
W l1 CDlI ergeben sich zweierlei Darstellung, eine erste durch Partial
brüche, eine zweite in Produktform. Für die Partialbruchzerlegung 
bezeichnen wir die unterschiedenen Pole von cp(u) im Parallelogramm 
mit ßl1 ßI1 ••. , ß", lassen aber zu, daß sich an der einzelnen Stelle 
fl" ein Pol höherer Ordnung findet. Durch geeignete Auswahl der 
Koeffizienten Ak, Bk' 0", ... kann man einen Ausdruck: 

Ale b(U-ßk) +B" fJ(u-ßJ + 0" fJ'(u-ß,,) +1),. fJ"(U-ßk) + ... 
herstellen, der bei u = fl" genau so 00 wird wie cp(u). Da die Summe 
aller dieser Ausdrucke über k = 1 bis 11 wegen des Residuensatzes 
(vgL Nr. 54:, p. 267) doppeltperiodisch ist, andrerseits aber die Diffe
renz von cp(u) und dieser Summe als polfreie doppeltperiodische Funk
tion einer Konstanten gleich ist, so gilt die Darstellung 251): 

" 
(259) cp(u)=Ao+ ~ {A"b(u-fl")+BkfJ(u-fl,,)+C,,fJ'(u- flk)+···}· 

"=1 
Zur Gewinnung der Produktdarstellung seien die m Nullpunkte 

von cp(u) wie in Nr. 54: durch "11 "s, ... , "m bezeichnet, wobei jeder 
Nullpunkt so oft genannt sei, als seine Multiplizität erfordert, ent
sprechend seien fl1' fls, ... , ßm die Pole von cp(u) im Parallelogramm. 

m m 

Nach Nr. 54, p. 267 ist ~ fl" - ~"k eine ganzzahlige Kombina-
"=1 .1:=1 

250) Gleichung (266) entspricht der Legendreschen Rela.tion (28), Nr. 8. 
Vgl. für den Nachweis der Gleichung (256) auch Klein-Fricke, "Vorles. über 
Modulfunkt." 1, p. 117. 

251) V gl. Schwarz a. &. 0., p. 20. 
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tion ("(1)1 + VIDj ) der Perioden. Der Ausdruck: 
6(u- 11:1 ). 6(u - 11:2 ) ••• 6(u- II:m) 

6(u - (Jl)· 6(u - Pi)· .. 6(u - flm) 

hat dieselben Nullpunkte und Pole wie tp(u), geht jedoch, falls man 
u um (1)i ändert, in sich selbst multipliert mit: 

über. Hierauf gründet sich die Darstellung: 

(260) () 0 _f""+7"'" 6(u-«t)·6(u-II:i )···6(u-II:m) tp U = . e \t< -,, -,2.1. , 
6(u - (1) . 6(u - (Ji)· •• 6(u - (Jm) 

wo 0 eine Konstante ist. 

57. Darstellung des Integrals dritter Gattung durch die 6-
Funktion. Das in (200) Nr.49 angegebene Integral dritter Gattung 
hat an zwei in der Riemannschen Fläche F2 übereinander liegenden 
Stellen logarithmische Unstetigkeitspunkte. Jedoch waren bei der a. 
a. O. unter III gegebenen allgemeinen Riemannschen Erklärung eines 
Integrals dritter Gattung II die beiden logarithmischen Unstetigkeits
punkte an zwei beliebigen Stellen der Fläche F 2 gelegen. Entsprechen 
diese beiden Stellen den Punkten Vl und Vs des Periodenparallelo
gramms der u-Ebene, so möge das zwiscben den Punkten U1 und 1(2 

des Parallelogramms als Grenzen ausgedehnte Integral II genauer 

n "" ~ genannt werden. Durch das Integral zweiter Gattung läßt 
111' 11!l 

sich dasselbe so darstellen: 

(261) 

Mitte1st der ersten Gleichung (258), Nr.56, folgt hieraus: 

(262) n"" u. I 6(u, - v1 ) 6(u1 - Vi) 
~,,~. = og 6(u2 - v2 ) 6(u1 - v1 ) • 

Nennt man Ul1 Us die Argumente, Vi' vlI die Parameter des Integrals, 
so folgt aus (262) der "Satz von der Vertauschbarkeit von Parameter 
und Argument": 
(263) IIv" v. = IIu" u •. 

Ul'~ 1'1' 1''1 

Man vgl. Nrn. 9 und 26. !l52) 

262) Weierstraß (vgl. Schwarz a. 0.. 0., p. 88) gibt im .Anschluß an Jacobi 
als Normalintegral dritter Gattung: 

f~~'(U)+~'(V)dU=IO 6(v-u)+ 6'(v).u+O. 
2 ~(u) - ~(v) g 6(u) 6 (v) 6(11) 
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58. Die elliptischen Funktionen, betrachtet als Funktionen von 
drei Argumenten. Da die w11 wll nur der Beschränkung unterliegen, 
daß der Quotient W = w1 : Wil eine komplexe Größe mit positivem 
imaginären Bestandteil sein soll, so kann man die Wl , 0011 übrigens als 
willkürlich variabel ansehen. So werden die betrachteten Größen zu 
Funktionen von drei Argumenten u, W 11 WlI und werden, um dies her
vorzuheben, durch: 

6(u I WH WII), ~(u I Wl , WII)' S,}(u I W l1 WlI)' ••• 

bezeichnet. Will man die durch (222) p. 260 gegebene Abhängigkeit 
der Invarianten 92,98 von w11 Ws hervorheben, so schreibt man: 

92(Wl1 ( 2), 98(WO W\1)' 

Die in (185) p.250 gegebene Diskriminante A der biquadratischen Form 
wird durch Vermittlung von 9" 93 ebenfalls eine Funktion A(wlI (011) 

der 001 , Wil • Dasselbe gilt von der absoluten Invariante J (vgl. (186) 
p. 250), sowie nach (226), (227) p. 261 und (256) p. 270 von den 
Perioden '1'/0 '1'/2 des Integrals zweiter Gattung. Vielfach druckt man 
die Funktionen 6, b, ... auch dadurch als Funktionen von u, Wu Ws 
aus, daß man sie im Anschluß an die Potenzreihen (218), (219), p. 259 
und (252) p. 269 in der Gestalt schreibt: 

6(u; 92' 98)' ~(u; 9" 93)' ~(U; 9s, 93)' ~'(u; 9s, 93)' .... 

Als Hauptsatz ist hierbei zu nennen: Die betrachteten Größen 
sind homogene Funktionen ihrer drei Argumente u, 0011 0011 , welche 
gegenüber den Operationen der aus den beiden Gruppen r(u) 'und r(w) 

der Nr. 54: zusammengesetzten ternären Gruppe r(u,w): 

(264) I u', = u + m1wt + msr W 2I 

W 1 = aW1 + ßw" 
ws' = r W1 + d'wlI 

ad'-ßr=1, 

entweder unmittelbar invariant sind (~, ~', 9" 93' A, J) oder ein 
charakteristisches kovariantes Verhalten zeigen (6, ~, '1'/11 'YJ2)' Über 
die Bedeutung der ganzzahligen Koeffizienten m11 ms, ct, ß, r, d' sehe 
man Nr. 54:. 

In Abhängigkeit von WlI WIl heißen die fraglichen Größen "ellip
tische Modulfunktionen" (vgl. Note 243). Insbesondere werden mit 
diesem Namen die von u freien Funktionen bezeichnet, welche in 
0011 wlI homogen von Oter Dimension sind und also nur von Perioden
quotienten 00 = 001 : 002 abhängen (bei unserer Darstellung einstweilen 
nur die Funktion J(w) allein). Die von u freien homogenen Funktionen 
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der 1D1 , IDlI mit einer von 0 verschiedenen Dimension heißen im speziellen 
"elliptische Modulformen". 263) 

In der Literaturll64) finden sich zwei Differentiationsprozesse, von 
denen der eine einen unmittelbar ersichtlichen Sinn hat, während die 
Bedeutung des anderen erst im Anschluß an die vorstehenden gruppen
theoretischen Ansätze einleuchtend wird. Die beiden Differentiationen 
-;,0 , -l- liefern, auf irgendeine gegenüber der Modulgruppe r(ro) in-
um1 ums 
variante Funktion angewandt, zwei Größen, die sich zu 1D1, W2 kontra-
gredient substituieren: 

(~)' -8~-ß~ (~)'=-r~+a-o. 
om1 - om1 omi ' om'i 0001 om'i 

Daher werden die beiden Differentiationsprozesse: 
o 0 0 0 

(265) D ro = ID J om1 + Ws om'i' D7J = '11 om1 + 1J! omt 

aus einer gegenüber r(w) invarianten Funktion stets wieder ebensolche 
Funktionen herstellen. 

Der erste Prozeß führt einfach zur Homogeneitätsrelation, z. B.: 

I Dro (g2) = - 4g2, Dw(gs) = - 6gs, 

(266) 1 u~~+Dro(SJ)=-2~'J,usw. 
Ehe wir auf D7J weiter eingehen, mögen beide Prozesse (265) m 

algebraische Gestalt umgesetzt werden. Aus: 

~ = ~ ogt + ~ Ogs, ~ = ~ ogt + ~ ogs 
0001 og'i oC01 ogs 0001 . OOOt og'i OCO'i ogs 0001 

folgt mit (266) leicht: 

(267) D(}J = - 4g2 !- - 6gs ':-· ug, ugs 

Zur Umrechnung von D7J knüpfen wir an die unten zu zeigende "Pro
duktdarstellung der Diskriminante": 

00 

(268) A(ID!, 1D2) = (:nt q2 n (1 - q2n)24, 
2 .. =1 

aus der man mit Rücksicht auf (227) p. 261 folgert: 

ologß = 2in(1 _ 24 ~ n q2n ) = 6i . 
0001 CO'i 6t 1- q2'1< n 1J2 

253) S. wegen alles Weiteren über die Modulfunktionen das folgende Re
ferat TI B 4. 

254) S. insbes. Weierstraß, "Zur Theorie der ellipt. Funkt.", Berlin. Sitzungs
ber. v. 27. April 1882 oder "Werke" 2, p. 245, sowie Halphen, "Traite des fonct. 
ellipt." 1, Kap. IX. 

Encyklop. d. math. Wissenseh. II 2. 18 
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Unter Benutzung von (256), p. 270, und der Homogeneitätsgleichung: 

folgt: 

(269) 

Dw (log b.) = - 12 

Trägt man diese Ausdrücke von ?h und "12 in D~ ein, so folgt: 

() 0 Ogi OUa 
D ni (0 o/}. 0 o/}.) ni Ogi' ogs 00l1' OOlt 

b.. '1 = 6 0(01 O0l9 - O(Oi OOll = 6 O/}. O/}. • Ogi OUa • 

o g'J' 0 g8 0 Olt' 1) Olt 

Die erste Determinante gibt die algebraische Gestalt von D>J' während 
die zweite eine vom Differentiationsprozeß unabhängige Modulform 

- 12ter Dimension ist, in welcher man leicht -3~ . A erkennt.i55) Zu-zn 
folge der Darstellung (185), p. 250, der Diskriminante A in 92' 9s ist 
demnach die algebraische Gestalt des zweiten Prozesses durch: 

(270) - 2D'I = 1298 O~s + : 922 O~a 
gegeben. In dieser Gestalt herrscht derselbe in der Literatur vor. 

Die bei der Berechnung des Prozesses D>J im Einzelfalle anzu
wendenden Schlüsse gehören, falls u nicht auftritt, der Theorie der 
Modulfunktionen an. Kommt u vor, so reicht man gelegentlich auch 
schon mit den Schlußweisen der Theorie der doppeltperiodischen Funk
tionen. Ein Beispiel liefere D,-/r(u). Aus: 

r(u + 001 10011 (02) = r(u I 0011 (02) 

folgt sofort: 
'Ihr'(u) + cp(u + (01) = cp(u), 

falls zur Abkürzung D>J(&{)(u) = cp(u) gesetzt wird. Schreibt man hier 
"11 = b(U + (01) - b(U), so folgt: 

cp(u + (01) + b(U +(01) r'(u + (01) = cp(u) + 6(U)SJ'(u). 

Die rechts stehende Funktion hat also die Periode 0011 und ebenso er
kennt man, daß sie auch die Periode 002 hat. Nun findet man aus 
den Potenzreihen : 

D'l(r(u) + b(U)r'(u) = - =. + 12592 + .. " 
woraus durch Zusatz von 2SJ2(U): 

D'1(r(u) + b(U)SJ'(u) + 2r2(u) = ! g2 + ... 
255) Vgl. z. B. Klein-Fricke, "Modulfunkt." 1, p. 120. 
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sich ergibt. Nun kann die links stehende doppeltperiodische Funktion 
nur bei u = 0 im Parallelogramm einen Pol haben. Da sie hier end-

lich bleibt, so ist sie konstant gleich ~ g2: 

(271) Dq(fJ(u)) = - b(tt)fJ'(u) - 2fJ2(U) + ! g2' 

somit die Darstellung von DqCb'J(u) geleistet ist. 
Durch ähnliche Schlußweise oder durch Integration von (271) 

nach U folgt: 

(272) Dq(b<U) = b(U)fJ(U) + ~ fJ'(u) - 112g2U . 

Nochmalige Integration in bezug auf U liefert: 

(273) 

Schreibt man Dq ausführlich in der Gestalt (270) und benutzt für 
b(U) und fJ(tt) die Darstellungen (258) p. 270, so folgt: 

(274) oiG(U) 12 oG(u) 2 2 0G (u) + 1 2,,"() 0 
oui - g3 ~ - 3 g2 ag;- i2g2U \:) U = 

als lineare partielle Differentialgleichung der 6-Funktion. Diese Glei
chung benutzt Weierstraß a. a. 0.256) zur Entwicklung von 6(u) nach 
Potenzen von u. 

59. Die Differentialgleichungen der Perioden. Nach Nr. 8 hat 
bereits Legendre Differentialgleichungen für die vollständigen Integrale 
K, K', E, E' als Funktionen des Moduls k2 aufgestellt, aus denen er 
Darstellungen dieser Funktionen in der Gestalt von Potenzreihen 
nach k2 entnimmt. Entsprechende Entwicklungen kehren späterhin bei 
Gudermann und Weierstraß257) wieder. Eine folgerechte Durchführung 
des Weierstraßschen Standpunktes darf freilich nicht die vollständigen 
Integrale K, K', E, E' als Funktionen von k2 betrachten, sondern 
die Perioden WlI W 2, 1Ji,1J2 als Funktionen von g2' g3 bzw. als solche 
der absoluten Invariante J. Um Abhängigkeit allein von J zu er
reichen, muß man die Perioden WlI W 2 durch Zusatz eines Faktors 
(- 1 )ter Dimension, die Perioden 1Ji' 1J2 (welche in den W1 , W1 von der 
Dimension (- 1) sind) durch Zusatz eines Faktors (+ lyer Dimen
sion zu Größen nullter Dimension "normieren". H Bruns 258) wendet 

256) S. auch Schwarz, "Formeln u. Lehrsätze usw.", p. 6. 
257) Vgl. die in Nr. H (Note 184) gen. Arbeit von Gudermann, § 91 ff., J. 

f. Math. 18 (1838), p. 350ff. und § 102ff., J. f. Math. 19 (1839), p.51ff. sowie 
Schwarz a. a. 0., p. 53. 

258) "Über die Perioden der elliptischen Integrale erster und zweiter Gat
tung", Dorpat (1875), abgedr. Math. Ann. 27, p. 234. 

18* 
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zu emer solchen Normierung yg:s an, Klein 259) benutzt IV 6., worin 
g. 

ihm Halphen folgt. 260) Auch der Zusatzfaktor 1 / g8 führt zu einfachen V g, 
Ergebnissen.261) 

Wir schreiben für i = 1 und 2: 

(275) ~. = w,.~, 1 
H; = 'YJ;·1f/K 

und können die Differentialgleichungen, denen ~; und H; als Funk
tionen von J genügen, sehr leicht durch Vermittlung des Prozesses 
])'1 gewinnen (vgl. Halphen a. a. 0.). 

Erstlich gilt, da nach (270) offenbar ])'1 (A) = 0 ist: 

])'1(~i) =1t'A . ])'1 (w.) = n· 'YJ •. 

Faßt man zweitens ~; als Funktion von J allein, so gilt: 

])'1(~i) = ~~i. ]),/J). 

Setzt man aber J = 923 : 6. und berücksichtigt wieder D'1(6.) = 0, 
so ist: 

])'1(J) = ~ ]),/J123) = - 18 9.;;. = - 2 y'3 . VJ2y'J -1· j..rE. 

Durch Gleichsetzung beider Ausdrücke von ])'1(~') folgt: 

da, 1 1 
--=--. ·H 
dJ 2y3 V'Jy'J-l ,. 

(276) 

Aus 'YJi = b(U + w,) - b(U) folgt mit Rücksicht auf (272) leicht: 

(277) 

Im übrigen folgt 

(278) 

1 
])'1(17.) = - 12 g2W •. 

durch Wiederholung des gleichen 

~Hi __ 1_ . .. 1 • ~ 
dJ - 24J13 jlJ'y'J -1 i· 

Schluß verfahrens : 

Indem man einmal H;, sodann~. zwischen (276) und (278) elimi-

269) "tJ'ber die Transf. der eH. Funkt. u. die Aufi. der Gleich. sten Grades", 
Math. Ann. 14 (1878), p. 111. 

260) "Traite des fonet. eil." 1, Kap. IX u. X. Halphen verwendet daselhat 
auch Normierungen mit Vis und yg;. . 

261) S. die Leipz. Dias. von P. Nimsch, "Über die Perioden der eIl. Integr. 
1ter u. 2ter Gattung" (Leipzig 1886), sowie Klein-Fricke, "Modul funkt." 1, p. 33. 
Die Gewinnung der Differentialgleichungen geschieht dort (im Gegensatze zum 
Texte) aus der Erklärung der Perioden durch bestimmte Integrale. 
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niert, folgen als Differentialgleichungen der normierten Perioden: 

(279) 
JJ(J - 1) cl~~i + ~ (7 J _. 4) ~~i + 1~4!!o' = 0, 

IJ(J_1)d~:i+~ (5J-2)~'+ 1!4~=0. 
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In beiden Fällen hat man mit hypergeometrischen Differential
gleichungen zu tun, so daß man zur entwickelten Darstellung der Peri
oden in der absoluten Invariante J die hypergeometrischen Funk
tionen F «x, ß, r; J) zur Verfügung hat. Z. B. für die erste der 
Gleichungen (279) gewinnt man in der Umgebung des Punktes J = 0 
aus der Theorie der hypergeometrischen Differentialgleichung262) die 
beiden partikulären Integrale: 

F (112, :2' : ; J), ,!. (5 5 4 ) J". F 12' 12' 3; J , 

so daß man die Ansätze hat: 

J~l = rol~.6.=A.·FU2' :2' :; J) + B.YJF(152 , 152' {-i J), 
(280) I 12 1 1 2 - ( 5 5 4 ) 

~11 = roll j.!K= O.F(12' 12' 3; J) + D·YJ F 12' 12' 3; J . 

Die Bestimmung der Integrationskonstanten erfordert weitergehende 
Rechnungen, auf die wir nicht eingehen. 263) 

60. Kleins Prinzip der Stufenteilung. Das Verhältnis der vor
stehend skizzierten Weierstraßschen Behandlung der elliptischen Funk
tionen zu der älteren insbesondere durch Jacobi begründeten Theorie 
findet seinen deutlichsten Ausdruck in dem von Klein aufgestellten 
Prinzip der Stufenteilung.264) Während die Funktionen der Weier
straßschen Theorie Invarianten bzw. Kovarianten der durch (264) 
p. 272 gegebenen ternären Gruppe r(u,ro) sind, fordert Klein, daß man 
allgemein auch die Untergruppen dieser r(u,ro) heranziehen und ent
sprechend die ihnen als Invarianten bzw. Kovarianten zugehörigen 
Funktionen von u, rol1 roll untersuchen soll. 

Klein bezeichnet als eine "Kongruenzuntergruppe nter Stufe" jede 
Untergruppe, welche durch Kongruenzen nach dem Modul n definier
bar ist, denen die Substitutionskoeffizienten ml1 m2 , (X, ß, r, 0 ge
nügen müssen. Diesen Kongruenzgruppen nter Stufe kommt als ge
meinsame Untergruppe die "Hauptkongruenzgruppe nter Stufe" zu, 

262) V gl. Gauß, "Werke" 3, p. 125, 207. 
263) Vgl. z. B. Halphen a. a. 0., Kap. X. 
264) S. p. 247. inebes. Note 216. 
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welche durch die Kongruenzen: 

(281) m1 - 0, ms = 0, tx = tJ _1, ß _ r = 0 (mod. n) 

erklärt ist. Diese Untergruppe läßt sich zusammensetzen aus der durch 
m1 = mll = 0 (mod. n) erklärten Untergruppe der r(u) und der durch 
a - h = 1, ß = r = 0 (mod. n) definierten Untergruppe der Modul
gruppe r(w). Ein Diskontinuitätsbereich (s. Note 239, p. 265) der 
ersteren Untergruppe ist in der u-Ebene aus n ll Parallelogrammen zu
sammengesetzt, die einem System von nll modulo n inkongruenten 
Zahlenpaaren ml1 ms entsprechen. Über den Diskontinuitätsbereich 
der zweiten Untergruppe in der 00 - Halbebene vgl. man das Ref. II B 4, 
NI'. 13 und die dort gegebenen Nachweise. 

Als "elliptische Funktion nter Stufe" bezeichnet Klein jede ein
deutige homogene Funktion der u, 001 , OOs, welche gegenüber den Sub
stitutionen der Hauptkongruenzgruppe invariant bzw. kovariant ist, als 
doppeltperiodische Funktion, d. i. als Funktion von u, im Diskonti
nuitätsbereich der nll Parallelogramme frei von wesentlich singulären 
Punkten ist und endlich als Modulform, d. i. als Funktion von 0011 00" 

im zugehörigen Diskontinuitätsbereiche der 00 - Halbebene gleichfalls 
keine wesentlich singuläre Stellen aufweist. Diese letzten Forderungen 
kann man auch dahin aussprechen, daß die Funktion noor Stufe als 
doppeltperiodische Funktion eine algebraische Funktion von ~ (u), als 
Modulform eine algebraische Funktion von 92 und 98 sein soll. 

Zur Darstellung der Funktionen noor Stufe bedient sich Klein der 
Größen: 

1~1+,u'1. (11l>1+,u1l>0) 1 
(282) 61,,u(ulm1,ms)=e-"-- u- Sn '6(u- COl!"COtlml,OOt), 

wo l und p, ganze Zahlen sind, die auf ein System von n ll modulo n 
inkongruenten Zahlenpaare beschränkt werden dürfen. 265) Für jede 
Stufe n hat man hiernach nll Funktionen zur Verfügung. Für n = 1 
kommt die ursprüngliche 6-Funktion, für n = 2 vier Funktionen, 

265) Die Eigenscha.ften der Funktionen <511' (u I C01 , cot ) findet ma.n am aus

führlichsten entwickelt in Klein-Fricke, "Modulfunktionen" 2, p. 22:1f. Bei Ge. 
brauch der Jacobischen .ß'-Funktionen (vgl. Nr. 32 und 63) gelangt man entspre
chend zu den ".ß'-Funktionen mit gebrochener Charakteristik": 

lIttiUf1 1tIU (UII>+lIk) 
.ß'a[~J<v) =e-"-+" -,,- .ß'a(v+n gm: h). 

Vgl. über diese Funktionen M. Krause, "Doppeltp. Funkt." 1, p.264; Burk
hardt, "EU. Jj'unkt.", p. 107: A. Krazer, "Lehrb. der Thetafunkt." (Leipzig 1903), 
p. 29, 239, 318. 
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welche unmittelbar zu den Jacobischen Theta/unktionen hinfÜhren, usw. 
In der Tat ordnet sich die Jacobische Behandlung der elliptischen 
Funktionen als Theorie der Funktionen "zweiter Stufe" der Weier
straßschen Darstellung an, wie nun kurz zu skizzieren ist. 

61. Die Wurz elf unktionen Vf(U) - ek und die drei Weierstraß
schen Funktionen 6,1:('14). Auf der Riemannschen Fläche F2 sind die 

drei Funktionen ye - ek zwar unverzweigt, aber nicht eindeutig. Nach 
H. Weber 266) heißen derartige Größen "Wurzelfunktionen". In Ab
hängigkeit von U liefern sie drei eindeutige homogene Funktionen 
(- 1 yer Dimension: 

(283) 'Pk(ulwv rolt) = Y f(U) - ek = -V SJ(u) - f (~k). 
Dieselben stellen sich nämlich in den drei von Weierstraß eingeführten 
eindeutigen Funktionen 267): 

'1ku 6(U- Olk) 
6k (ulwl1 w2) = - e lt ()2 

6 Olk 
2 

(284) 

wie folgt dar: 

(285) 

womit zugleich das bei der Definition der Wurzelfunktionen fJJk als 
eindeutiger Funktionen von U zunächst noch unbestimmte Vorzeichen 
bestimmt ist. Für k = 3 ist in (284) entsprechend der Relation: 

W1 + WlI + Ws = 0 
"1Js = - 111 - 1]2 zu setzen 268); übrigens folgen die Darstellungen (285) 
leicht aus dem allgemeinen Ansatze (260) p. 271. 

Gegenüber Vermehrung von '14 um Perioden stellt man leicht fol
gendes Verhalten der 'Pk( u) fest: 

!
'Pi(U + w1) = + 'Pi(U), 'Pi(U + roll) = - «Pl(U), 

(286) fJJlI(U + wi ) = - fJJ2(U), fJJ2(U + WlI) = + 'PlI(U), 
fJJs(u + w1) = - fJJs(u), fJJs(u + WlI) = - fJJs(u), 

266) S. dessen "Theor. der Abelschen Funkt. vom Gesch!. 3" (Berlin 1876), 
Abschn. III. Vgl. a.uch Art. II B 2, Nr.40. 

267) Die Beziehung der drei Weierstraßschen 6k (u) zu den drei bei n = 2 
eintretenden Funktionen 61.1' (u) ist gegeben durch: 

'" 610 (u) '" () 601 (u) '" ) 611 (u) 
"'1 (u) = 610 (0)' "'2 U = 601 (0)' ",,(u = 611 (0) . 

268) S. über die Funktionen 6k (u) Schwarz, "Formeln u. Lehrs.", p. 21 ff. In 
der Abh. "Zur Theorie der ell. Funkt." (Ber!. Ber. vom 27. Apr. 1882, Werke 2, 
p. 246) stellt Weierstraß partielle Differentialgl. für die 6k(u; gl' g,) auf, welche 
sich a.n die Gleichung (274) p. 276 des Textes anschließen. 
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Neben der durch m1 = 0, m2 = ° (mod.2) erklärten Hauptkongruenz
gruppe des Index 4 in der Gruppe r<u) gibt es drei gleichberechtigte 
Kongruenzgruppen zweiter Stufe, definiert der Reihe nach durch: 

(mod. 2), 

welche je vom Index zwei in r<u) sind, und deren Diskontinuitäts
bereiche sich aus je zwei ursprünglichen Periodenparallelogrammen 
aufbauen lassen. Wir gelangen dabei zu den vergrößerten Parallelo
grammen der Ecken: 

(0, 2ro2 , 2ro2 + ro1 , (i.11), 
(0, ro2 , ro2 + 2 rou 2ro1), 

(0, - ro1 + ro2 , 2ro 2 , ro1 + ro2). 

Zu diesen drei Gruppen gehören die drei Funktionen fPk(U) als "ellip
tische Funktionen zweiter Stufe", und zwar ist jede in ihrem Dis
kontinuitätsbereiche zweiwertig. 

62. Produktdarstellungen für die Funktionen 6 k(u) und für die 
Diskriminante A. Setzt man in (254) p. 269 für U die Perioden
hälften ein, so folgt: 

~,W, 1 co ( 2"-1)2 
6(~1) =i;~e-8-q -~ 11 1 -.! 2n , 

.. =1 1 '1 

(287) 

(10) l+i 10 ~.w. -~fI"".(1+q2"-1)2 6..-! =~-~e8 q 4. • 
2 ,/2 21t 1_'12 .. 

V .. =1 

Daraufhin findet man auf Grund der Erklärungen (284) der Funk
tionen 6k (u) von (254) p. 269 aus als Produktdarstellungen: 

(288) 

• co 1+22 .. -1 21tU+ 4 .. -2 
~.u II q cos --;- q 

6 u - e 2w• 2 s()- (1+ 2"-1)2 
n=l q 
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Nun folgt aus (283) und (285): 

6, (~.) 
Ye» es=-(-), 

6 ~. 
2 

und hieraus nach (288) und einigen Zwischenrechnungen: 
"" 00 

r~ e1 =: II(l - q2n)2. IIc1 + q2n-1)4, 
2: n=1 11=1 

co "" 

(289) -ye2 es =: II(l - q2n)2. II(l _ q2n-1)4, 
• "=1 ,,=1 

res e1 = 4 ~ qt ll(l - q2")2. ll(1 + q2n)4. 
. 10=1 ,,=1 

Die durch (185) p. 250 gegebene Diskriminante 6. stellt sich lD 

den eIl 111, ~ so dar: 

(290) 6. = 16 [(el! - e1) (el! -~) (es - e1)]2. 
Für 6. als Modulform (- 12)ter Dimension 6. (roll tl12) gewinnt man 
demnach aus (289): 

"" 
(291) (2")12 TI 6.(rou roll) = ~ q2 (1 _ q2n)24 

• ,,=1 
als Produktdarstellung. 269) 

269) Vgl. Schwarz a. a. 0., p. 24ff. Weber benutzt für die in (289) auf
tretenden Produkte die Bezeichnungen: 

1 "" 

f(O) = q-U II(l + ln-I), 
,,=1 

1 .. 

ft(O)=q-U [](1_ q2n-l), 
n=l 

1 co 

f'J (00) = V2q12 II(l + ln), 
,.=1 

SOWIe 1m .Anschluß an die .Arbeiten von R. Dedekind ("Erläuterungen zu Rie
manns Fragmenten über die GrenzraUe der ellipt. Modulf.", Riemanns Werke, 
p. 438 und "Schreiben an Ern. Borchardt über die Theor. d. eIl. ModuU" J. f. 
Math. 83 (1877), p. 265): 

Erwähnt sei noch, daß Weber an Stelle von J(oo) die Funktionj(O)) = 1728· J(oo) 
gebraucht, was deshalb zweckmäßig ist, weil die Werte j(O) für die in der kom
plexen Multiplikation auftretenden singulären Moduln 0) "ganze" algebraische 
Zahlen werden (vgl. .Art. I C 6). 
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63. Rückgang auf die Jacobischen Bezeichnungen. Der Ver
gleich der vorstehenden Formeln mit denen von Nr. 26 ff. zeigt, daß 
wir in den Funktionen zweiter Stufe die Jacobischen Funktionen wieder
gewonnen haben. Die beiden ersten Formeln (69), p. 214, und die Glei
chungen (289) liefern: 
(292) k = ,/es e,. k' = ,/e, es Ve,-e,.' Ve2 -el 

für die Integralmoduln. 270) Die dritte Formel (69) verglichen mit 
den Formeln von Nr. 62 ergibt die Beziehung zwischen der Periode (l')% 

und dem vollständigen Integrale K in Gestalt der zweiten Gleichung: 

(293) ro1 V~- e1 = 2iK', ro% Vell - e1 = 2K; 

die erste Gleichung folgt aus der zweiten wegen ro = i~' . 
Weiter folgt aus (68) p. 214, (254) p. 269 und (288) p. 280 für 

die Jacobischen Funktionen sn, cn und dn: 

(294) snw = ~ , cnw = VP(u)-e~_, dnw _ Vp(u)-es 
Vp(u)-e1 y'p(u)-e1 - y'p(u)-el ' 

wo w = u V ~ - e1 gilt. 
Mit Rücksicht auf (97) p. 221 gewinnt man aus den vorstehen

den Formeln leicht die Proportion: 

~1 (::) : ~ (::) : ~2 (::) : 8 8 (::) 

VA ./- 4/- 4/-= ]12 6 (u) : res - es· 61 (u) : res - e1 • 62 (u) : r ejl - l1. • 6s (u). 

Da nun in (89) p. 218 rechts ~(x) steht, so liefert der Vergleich 
dieser Gleichung mit (288) p. 280 unter Benutzung von (289): 

~(::) = e~:: ~ .l!e2 - es· 61 (u). 
Die vorstehende Proportion ergibt jetzt als Beziehung der Jacobischen 
~-Funktionenll71) zu den Weierstraßschen 6k-Funktionen: 

270) Soll demnach k' unmittelbar mit dem in (181) p. 249 durch 1 be
zeichneten "Doppelverhältnis" identisch werden, so muß man (wie auch daselbat 
unter (188) geschah) den Verzweigungspunkt eIl) nach 00 legen und die damaligen 
Verzweigungspunkte e(4), e(I), eIS) der Reihe nach mit den jetzigen Bezeichnungen 
e1 , e!, es belegen. 

271) Die Thetafunktionen betreffend sei hier noch auf za.hlreiche Axbeiten 
J. W. L. Glaishers ("Quart. Journ." 20 (1885), p. 313, "Camb. Proceed." 3 (1878), 
p.61, 6 (1889), p. 96, 129, "Mess. of math.", Reihe 2, 17 (1888), p. 152) hingewiesen, 
der die Thetafunktionen in Potenzreihen entwickelt, auch sonst eine große Reihe 
von Einzelentwicklungen gibt, z. B. Darstellung der Thetafunktionen durch be-
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(295) 

Infolge des rechts zugesetzten Exponentialfaktors hat das Ver
halten der -&-Funktionen bei Abänderungen von u um Wl und Ws nicht 
mehr den Charakter der Symmetrie, welcher bei der 5-Funktion vorlag. 
So folgt z. B. für die -&cFunktion aus (255) und (256) p. 269 u. f.: 

(nu ) -in(~+w) (nu) 
-&1 (jJ1 +:n:w = - e Wo -&1 (jJ1 ' 

-&1(:: +:n:) = - -&1(:~)· 
64:. Lineare Tra.nsformation der Ja.cobischen Funktionen. Das 

Verhalten der Jacobischen Funktionen bei linearer Transformation (230) 
der Perioden hängt von den Resten ab, die die ganzzahligen Substi. 
tutionskoeffizienten a, (J, r, h modulo 2 ergeben. Da ah - (Jr = 1 
gilt, hat man 6 Fälle mod. 2 als inkongruent zu unterscheiden: 

I. a= 1, (J 0, r=O, J=1, 
II. a= 1, (J-O, r == 1, J -= 1, 
lli. a=O, (J _1, r=1, J=O, 
IV. a_O, ß-l, r- 1, h=1, 
V. a=l, (J _1, r=l, h=O, 

VI. a= 1, (J - 1, r=O, h=1. 

Die el1 e" ~ sind als Modulformen durch die Gleichungen (247) 
p. 268 gegeben. Eine lineare Transformation führt dieselbe über in: 

, (aml+~(jJI) , (I'ml+~(jJI) , (a+r)ml+(~+~)ml) e1 =f 2 ,e2 =fJ 2 ,ea=f 2 • 

Aus der doppelten Periodizität von 60(U) folgt, daß den 6 Fällen I, 

stimmte Integrale. Merkwürdige asymptotische Formeln für die Differential
quotienten der Thetareihen nach ()) entwickelt T. J. Stielijes in einem Briefe an 
Hermite vom 1. Juli 1889, veröffentlicht in der "Correspondance d'Hermite et da 
Stieltjes" durch B. Baillaucl und H. Bourget (paris 1905). 
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... , VI folgende 6 Transformationen der e entsprechen: 

1. e/ = e17 e'4'=~' es' = es, 
11. e1' = e17 e2' = ll:!, es'=~, 

TI!. e/=e2 , e2'= t1:t, 
, 

e3 = es, 
IV. e1' =~, ~'= ll:!, es' = el1 

V. e/ = es, e,/ = el1 
, 

es = ell , 

VI. e/ = es, , , 
ell = ell · es = e1· 

Der durch (292) p. 282 gegebe1,l.e Integralmodul k9 transformiert sich 
demnach den 6 Fällen entsprechend in: 

(296) 1 kl -l k l 

1 - k l ' -V- ' k l - 1 ' 

womit die 6 Gestalten (182) p. 249 des Doppelverhältnisses l (= ki) ge
wonnen sind. 

Das Verhalten der Funktionen sn w, cn w, dn w ist in gleicher 
Weise leicht festzustellen. Schreibt man ausführlicher: 

(297) sn(w,k)=sn(uv'ell -el1 ,/6" el)=:~ . Y es - e1 peu) - e,. 

so liefert z. B. der Fall IV: 

sn (uv'~'-e1" Y6,,: -e,.:) = sn (uv'ea ej" ' Je,. es) eil-ei Yes es 

y~ Ve;=e; 
=yp(u)-e/= yp(u)-e, 

sn (w Y6" eil ye,. eil) = ,/6" es. ~ . VP(u)-e,.. 
e,-e1 ' lIs-es Ye,-e,. Vp(u)-e,. yp(u)-e, 

( ·k' 1) ·k' sn (w, k) 
sn ~ w, k' = $ • cn (w, k) • 

Auf diese Weise gewinnt man, während im Falle I die F1lllktion sn 
unverändert bleibt, in den übrigen Fällen die Transformationen: 

lI. sn (kw, ~) = ksn(w, k), 

TIr. C k') . sn (w,k) sn ~w, =$~, cn w, 

(298) IV. Ck' 1) 'k,sn(w,k) sn $ w, 11 = $ cn(w,k) , 

V. Ck ik') . k sn (w, k) sn $ ·w, T = $ dn(w,k)' 

VI. (k' ik)_k,sn(W,k). 
sn w, k' - dn(w,k) 
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Entsprechende Formeln für cn und dn ergeben sich hieraus leicht. 
Jacobi S7t) hat diese Formeln bei der algebraischen Transformation 
ersten Grades des Integrals erster Ga.ttung gewonnen. Setzt man z. B. 
dem Falle ill. entsprechend: 

, iz 
s =-=== Y1 Zl' 

wobei also /4'2 als ,,lineare Funktion" /41 erscheint, so findet man: 
ds' . dz 

~V;:;:;:(1=::::;Z';:;"):=;(::=1=k;=;'~Jz::::;'~I) = t Y(1- zl) (1-kl z") , 

woraus Formel Irr. folgt.17S) 
Die lineare Transformation der Funktionen. 6( u), 61 (u), . .. ist 

nicht schwierig. Erstlich ist 6 (u), wie schon bemerkt, überhaupt gegen
über linearer Transformation invariant. Weiter werden sich die drei 
Funktionen 

6k (u) = 6(u) V go(u) - ek 

von Vorzeichenwechseln abgesehen gegenüber den 6 Hnearen Trans
formationen 1, ... , IV. in den 6 Arten permutieren. Die V orzeichen
bestimmung läßt sich unter Rückgang auf die Erklärung (284) p.279 
aus dem Verhalten der 6-Funktion bei Vermehrung des Argumentes 
um ein Periodenmultiplum (m1 ro1 + mlIDI) ableiten. 

Der Übergang zu den -B'-Funktionen führt hingegen zu einem 
besonderen Probleme. Setzt man z. B. in der ersten Gleichung (295) 

p. 283 zur Abkürzung "u = 1.1 und schreibt ausführlicher -B'1 (v, q), so 
OJ, 

liefert eine beliebige lineare Transformation: 
1'''fJ' 

(299) '&1(1.1', q') = EVyW + ~. e---;rr. -B'l(V, q), 

wo v' und q' die transformierten v und q sind und E eine 8te ,Wurzel 
der Einheit bedeutet. Der vorliegende Ansatz erfordert zunächst die 
eindeutige Bestimmung der Wurzel Vrro +~, und sodann ist E die
jenige multiplikative 8te Wurzel der Einheit, um welche sich VA bei 
der ausgeübten linearen Transformation ändert. Bereits Jacobi'J74.) hat 
die Bestimmbarkeit dieser bei der linearen Transformation der -B'-Funk
tionen auftretenden 8ten Einheitswurzel durch Gaußsche Summen und 
damit durch die Theorie der quadratischen Reste gekannt. Hermite 

272) Vgl. "Fund. nov." § 19 u. 31, Jacobis "Werke" 1, p. 85, 125. 
273) Aus Formel 1II. schloß Jacobi auf die Existenz der zweiten Periode; 

vgl. "Fund. nov." § 19, Jacobis "Werke" 1, p. 86. 
274) Vgl. die Andeutungen am Schluß der in Note 175, p. 239 genannten 

Abhandlung. 
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(vgl.· Note 173) hat die Bestimmung von c auf diesem Wege selbständig 
durchgeführt und zum ersten Male veröffentlicht. 275) 

Von den Wurzeln der Diskriminante 6. sind nur die folgenden: 

(300) VA, ~, Vb., }I6., % 
eindeutige Modulformen. Das Verhalten von 1f! 6. gegenüber linearer 
Transformation stellte..4.. Hurwit.z 276) fest. Dagegen ist auch noch: 

_ 1 00 

(301) -V ;: 2f! 6. = q12 II (1 - q2n), 
n=l 

ja sogar der Logarithmus dieser Größe eine eindeutige Funktion von 
w. Das Verhalten von 2t'X gegenüber linearer Transformation unter-

suchte Th. Molien 277), dasjenige von log (Y ;: 2f! 6.) schon vorher 

R. Dedekind.278) Die in NI'. 43 erwähnten Formeln Hermites über das 
Verhalten der von ihm mit p (w), t/J (w) bezeichneten Funktionen bei 
linearer Transformation lassen sich ans dem Verhalten von 1f! 6. ab
leiten. Mit der Bestimmung der Konstanten, die bei linearer Trans
formation der .{}-Funktionen auftritt, beschäftigen sich auch P. Gor
dan 279), G. Landsberg 280) und F. Mertens. 281) 

65. Gegenüberstellung aller elliptischen Gebilde und aller 
algebraischen Gebilde des Geschlechtes 1. Spezialfälle und Aus
artungen. Werden linear ineinander transformierbare Periodenparallelo
graIhme als nicht wesentlich verschieden angesehen 282), so ist die Ge-

275) S. die ausfühdiche Darstellung bei Koenigsberger, "Vorles. usw." 2" 
p. 53 ff., auch Thomae, "Abriß einer Theor. der komp!. Funkt. usw.", 2. Aufl .• 
(Halle 1873), p. 183. 

276) "Grund!. einer indep. Theor. der ellipt. Modulf. usw.", Abschn. TI. 
Kap. I, § 3, "Math. Ann." 18 (1881), p. 564. S. auch Klein-F1'icke, "Modulfunkt.·~ 
1, p. 627. 

277) "Uber gewisse in der Theor. d. eIl. Funkt. auftretende EinheitswurzeIn". 
Leipz. Bel'. vom 12. Jan. 1886. 

278) S. dessen "Erläuterungen" zu Riemanns "Fragmenten über die Grenz
fälle der elliptischen Modulfunktionen" in Riemanns Werke, p. 438ff. (1. Aufl.)_ 

279) "Uber die Transformation der O-Funktionen ", Habilitations8chrift~ 
(Gießen 1863). 

280) "Zur Theor. der Gau,ßschen Summen u. der lin. Transf. der Thetaf.". 
J. f. M. 111 (1893), p. 234. 

281) "Zur linearen Transf. der .&-Reihen", Amer. M. S. Transact. 2, (1901), 
p. 331. Sonstige Literatur bei "E.-M.", p. 409. 

282) Auch eine Ähnlichkeitstransformation u = p.u ist unwesentlich; man 
beachte die Homogeneität der elliptischen Funktionen: 

6(p.ujp.001' p.wi ) = /L' 6(ulco1 , Ol!), 

SO (/Lu j P.oot, p.w,) = /L-! • go(u j 001' Olt), 
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samtheit verschiedener Parallelogramme oder, wie man sagen kann, 
die Gesamtheit der Gruppen rCu) eindeutig auf die Punkte des in 
Fig.3, p.256, schraffierten Bereiches bezogen. Statt des unteren durch 
den Einheitskreis abgetrennten Kreisbogendreiecks benutzt man ge
wöhnlich das zum oberen bezüglich der imaginären rn-Achse symme
trische, in welches jenes durch die mit T 

bezeichnete lineare Transformation rn' = - 1 
(j) 

übergeht. Auf diese Art gewinnen wir den 
in Fig. {) schraffierten Bereich als Gegenbild 
der Gesamtheit aller wesentlich verschiedenen 
Parallelogramme. Die Randpunkte sind dabei 
zu Paaren durch die linearen Transforma
tionen Sund T (vgl. p. 266) miteinander 
äquivalent; etwa nur der in Fig. 5 stark 
markierte Rand soll dem Bereiche zugehören, Fig. 5. 

damit ausnahmslos eindeutige Beziehung der 
Punkte desselben auf die Gesamtheit wesentlich verschiedener Par
allelogramme statthat. 

Auf der anderen Seite ist die Gesamtheit aller wesentlich ver
schiedenen Riemannschen Flächen F 2 eindeutig auf alle reellen und 
komplexen Werte der Variabelen J, der absoluten Invariante der bi
quadratischen Form, bezogen. Da nun nach p. 268 die Gesamtheit der 
F'j auf diejenige der Parallelogramme (der Gruppen r(u» eindeutig 
bezogen ist, so ist der Bereich der Fig. 5 ein eindeutiges Abbild der 
Ebene der Variabelen J, und es wird umgekehrt der dreieckige Be
reich deI' Fig. 5 durch die "Modulfunktion" J (rn) auf die schlichte 
J- Ebene abgebildet.28S) 

Die Systeme aller zu einer F 2 gehörenden Funktionen bezeichnet 
man als ein (durch F2 als definiert anzusehendes) "algebraisches Ge
bilde vom Geschlechte 1", welches, falls man die Abhängigkeit von u 
hervorkehrt, als "elliptisches Gebilde" zu bezeichnen ist. Zur Dar
stellung der Gesamtheit aller dieser Gebilde haben wir auf der einen 
Seite die Punkte der J-Ebene und auf der anderen Seite die Punkte 
des Bereiches der Fig. 5 zur Verfügung. 

Die Spezialfälle elliptischer Gebilde, welche hier zu erwähnen 
sind, werden von den reellen Werten J oder von dem im Bereiche 

283) Dies ist ein Grundtheorem der Modulfunktionen (vgl. II B 4, Nr. 6 u. 20). 
S. darüber R. Dedekind, "Schreiben an Hrn. Borchardt über die Theor. der eIl. 
Modulf.", J. f. Math. 83 (1877), p. 266 und Klein, "Amtl. Bericht der Natur
forschervers. in München" (1877) und die in Note 269 gen. Abh. 
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der Fig.5 gelegenen Teile der imaginären ro-Achse und dem stark 
markierten Rande geliefert. Um dieselben betrachten zu können, ist 
die Beziehung zwischen der rationalen Invariante J und dem in (181) 
p. 249 eingeführten Doppelverhältnis (Integralmodul) l = k2 aufzu
stellen. Indem man für die Normalform (190) p. 250 die 92,98 be
rechnet und (181) p.249 benutzt, ergibt sich: 

28 .33 • 923 = 4(A.2 -l + 1)3. B6, 

28.33.27932= (2A.3 - 3l2 - 3A. + 2)2. B6, 

woraus mit Benutzung von (187) p.250 die Beziehung folgt: 

(302) J:J-l: 1=4(A.2-A.+l)3: (2l3-3A.2-3A.+ 2)2: 27l2(1-l)2. 

Ist erstlieh ro rein imaginär, so ist das Periodenparallelogramm 
ein Rechteck mit den Seiten I ro2 1 und I ro1 ! (> I ro2 1). Die Verzweigungs
punkte ek der F 2 liegen auf einem Kreise. Die Bezeichnungen ek sind 
in der allgemeinen Bedeutung der e(k) von p. 247 gebraucht; indessen 
sei zur Vorbereitung auf die Weierstraßschen ek sogleich e1 = 00 ge
setzt und hernach e1 für e4 geschrieben. Man lege e2 nach z = 0 und 
e1 nach z = 1, worauf ~ reell ist und im Intervalle t < es < 1 liegt.a84) 
Aus (181) p.249 folgt A. = k2 = 1 - ea, so daß, falls ro die imaginäre 
Achse von + i 00 bis i beschreibt und damit es von 1 bis t ab
nimmt, A. als reelle Variabele von 0 bis -~ wächst. Benutzen wir noch 
(302), so folgt für eine erste Art spezieller Gebilde: Die elliptischen 
Gebilde mit Periodenrechteck haben reelle A. und J, die sich in den 
Intervallen: 

(303) 

bewegen; insbesondere für ro = i (lemniskatischer oder harmonischer 
Fall) ist A. = t und J = l. 

Wandert zweitens ro längs des Einheitskreises von ro = i am 

Rande des Bereiches von Fig. 5 nach ro = - 1 t i va, so wandelt sich 

das bei ro = i erhaltene Periodenquadrat zu einem Rhombus, dessen am 

Punkte u = 0 gelegener Winkel von i bis ;~ wächst. Jetzt brauchen 

wir die e1, e2 , es unmittelbar in der Weierstraßschen Bedeutung (vgl. 

284) Das ein Viertel des ursprünglichen Parallelogramms darstellende Par

allelogramm der Ecken 0, ~', 00, t 0\ ~'- wird auf eine z-Halbebene in der 

Art abgebildet, daß der Rand die reelle z-Achse liefert, auf der den Ecken in 
der eben genannten Reihenfolge die Punkte 00, e" es, c, entsprechen. 
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Fig. 1, p.254) und setzen etwa: 

ea=l, e2 =-t+ i C, e1 =-i-ic, 

wo c dem Intervall 00 > E ~ t V3 angehört.!85) Man findet: 

(304) l = P= ~ - c'i, 0 <c' < ~ 
und berechnet aus (302), daß J als reelle Größe von 1 bis 0 ab
nimmt, falls (0 den bezeichneten Weg beschreibt und damit E' von 0 

bis t Y3 wächst: Die Periodenrhomben (I (011 = I (021) mit einem sm 
Nullpunkt gelegenen Winkel A((O) [Amplitude der komplexen Zahl ro] 
des Intervalls: 

% () 2% -<A (0 <-
2 = = 3 

haben reelle J des Intervalls 1 >J> 0, während 1. = P die Werte 

(304) annimmt; insbesondere für (0 = - 1 ~ i va (äquianharmonischer 

Fall) ist J = 0 und 1. = P = 1-;Va. 
Beschreibt endlich (0 den Rest des Randes vom Bereiche der 

Fig. 5, p. 287, d. h. die zur imaginären Achse parallele Gerade von 

(0 = - 1 ~ q/a nach (0 = i 00, so führe man zur Untersuchung der 

hieI' eintretenden Gebilde neben (Oll (02 wieder (Oa = - (01 - ro2 em 
und setze etwa: 

(305) 
1 . 

(03= -2 - c~, 
va E>-' = 2 

Jetzt ist also das Parallelogramm (0, (01' - (02' (Os) em Rhombus 

mit einem bei u = 0 gelegenen Winkel A (::) des Intervall 

2 % <A (ro8 ) < 7t. Die Fläche F 9 können wir so anordnen, daß 
3- ro1 - ~ 

1 1+., 1., V3>,>0 e2 = , e1 = - 2 ~E, es = - 2 - ~c, 2 = c = 

wird. Man findet unter Benutzung von (302): Die jetzt vorliegenden 
Gebilde haben: 

(306) VS> E' > 0 
2 = = , 

d. h. 1. == k2 beschreibt das zwischen 1. = 1-2i V3 und 1. = 0 gelegene 

280) Im Grenzfall E = 00 (lemniskatischen Falle) versagt diese Darstellung, 
ohne daß eine Ausartung des elliptischen Gebildes vorliegt. 

Encyklop. d. math. Wis.enich. II 2. 19 
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Sechstel des Kreises vom Radius 1 um 1 = 1, während J die nega
tiven reellen Werte von 0 bis - 00 durchläuft. IIS6) 

Am Schlusse haben wir dieselbe Ausartung gewonnen wie beim 
Ubergang zu ro = i 00 längs der imaginären Achse. Wir dürfen und 
wollen bei der Ausartung 0)1 = % und 0)1 == i 00 setzen, so daß das 
Parallelogramm in einen Halbstreifen der Breite % ausartet. Bei der 
Riemannschen Fläche F s ist die Ausartung durch Zusammenfall zweier 
Verzweigungspunkte in verschiedenen, jedoch miteinander projektiv 
verwandten und deshalb invariantentheoretisch nicht unterscheidbaren 
Arten zu erzielen. Wir haben also als Resultat: Es gibt nur eine 
Ausarlung der elliptischen Gebilde, nämlich für J = 00 und 1 = k! = 0, 
wo man 0)1 = i 00 und O)lI = % setzen darf. Die elliptischen Funk
tionen werden dann zu trigonometrischen. In der Tat findet man, da 
in der Ausartung q = 0 wird, aus den Formeln (225 ff.) folgende 
Darstellungen der ausgearteten Funktionen: 

" 1 () 1 1 (307) '1]2=3' '1]1=00, ~(u)=3u+ctgu, f' u =-3+sin2 u' .", 

während die Funktionen 6(u), 61(u), .. , übergehen in: 

(308) 6(u) = etu' sinu, GII(u) = etu' cos u, 61(u) = 6s(u) = etu'. 
Das Legendresche Normalintegral erster Gattung geht in das are sin
Integral über, und da zufolge (289) p. 281 

w =UVe2- e1 = u 
gilt, so folgt weiter: 

(309) snw = sinu, cnw = cosu, dn w = l. 

Für die folgenden Entwicklungen stellen wir noch mitte1st des 
Symmetrieprinzips aus den obigen Ergebnissen über die Werte von 
1. = k2 am Rande des Bereiches der Fig.5, p.287, den Satz fest: Das 
unter den sechs Werten (182) p. 249 ausgewählte Doppelverhältnis 
1. = k2 bildet, als Funktion von ro aufgefaßt, den Bereich der Fig. 5, 
p. 287, auf den in Fig.6, p. 291, dargestellten Bereich der l-Ebene ab. 

286) Die besprochenen besonderen Gebilde kann man auch in der Weise 
zugänglich machen, daß man den Begriff einer "symmetrischen" Riemannschen 
Fläche voranstellt (vgl. II B 2, Nr. 04: und die dort gegebenen Nachweise). Macht 
man im Falle einer F 1 die Symmetrielinie zur reellen z-Achse, so ha.t man zu
nächst drei Fälle, je nachdem alle vier Verzweigungspunkte ek reell oder zwei 
reell und zwei konjugiert komplex oder alle vier zu Paaren konjugiert komplex 
sind. Der letzte Fall läßt sich aber auf den ersten zm"Ückführen> da dann die 
vier Punkte ek auf einem Kreise liegen, den man durch lineare Transformation 
in die reelle z-Achse überführen kann. Es bleiben also nur die beiden im 
Texte behandelten Fälle, daß entweder alle vier Verzweigungspunkte reell sind, 
oder daß zwei reell und die bei den anderen konjugiert komplex sind. 
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66. Numerische Berechnungen. In der älteren Literatur waren 
X und K ' positive reelle Größen und k (bei Lege;ndre c genannt) reell 
und zwischen 0 und 1 gelegen. Es kam also nur der Fall des Peri
odenrechtecks in Betracht, und man fand keinen Anlaß, die infolge 
der linearen Transformation gebotene Möglichkeit der Beschränkung 
auf den Fall X' > X zu benutzen. Die von Lege;ndre (in Bd. 2 des 
"Traitell) berechneten Tafeln für die Integrale erster und zweiter 
Gattung F(k, cp) und E(k, cp) setzen k = sin a und 
schreiten sowohl für a als für cp im Intervall von 
00 bis 900 von Grad zu Grad fort. Die Werte der 
Integrale sind auf 10 bzw. 9 Dezimalstellen, die 
der vollständigen Integrale auf 12 Stellen ange
geben. Jacobi 287) hat eine fünfstellige Tafel für 
log q mitgeteilt, in welcher a nach Zehnteln eines 
Grades fortschreitet. 

Sieht man von diesem besonderen Falle eines 
rein imaginären ro ab, so ist man für numerische 

).=0 

2 

Fig.6. 

Berechnungen auch heute noch auf die Reihenentwicklungen angewiesen 
und muß dieselben so gestalten, daß sie tunlichst rasch konvergieren. 
Im Anschluß an Weierstraß gibt Sch'Warz 288) eine Reihe von Regeln, 
welche diesem Zwecke dienen. 

Zunächst wird bei der Berechnung des Integrals erster Gattung 
folgender Gedankengang dem genannten Ziele entsprechen.289) Ein zu 
berechnendes Integral bringe man in der Art auf die Riemannsche 
Normalform, daß an Stelle des in Nr. 65 benutzten Doppelverhält
nisses l das in (182) p. 249 an letzter Stelle genannte (1 - l) tritt. 
Schreibt man statt (1 - l) wieder l, so kommt dies (vgl. Fig. 6) 
darauf hinaus, daß für l: 

(310) III < 1, 

gilt, unter ffi(l) den reellen Bestandteil von l verstanden. Das Rie
mannsehe Integral wird jetzt (vgl. p.253) durch z = P, abgesehen 
vom Faktor 2, in das Legendresche Integral transformiert, wobei man 
die z-Ebene durch z' = y's auf die z'-Halbebene mit "positivem" 
reellen Bestandteile von z' abbilde. Zur Ausführung einer zweiten 

287) Am Schlusse der Abhandl. "Über die zur numero Berechn. der ellipt. 
Funkt. zweckmäßigsten Formeln", J. f. Math. 26 (1843), p. 93 oder Jacobis Werke 
1, p.343. 

288) S. Schwarz, "Formeln u. Lehrs. usw." p. 53 u. 67 ff. 
289) S. auch die ausführliche Darlegung bei H. Burkhardt, "Elliptische 

Funktionen", Abschn. XTII. 
19* 
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Transformation wähle man f!I so, daß die Amplitude von Vi im In
tervall: 

gelegen ist. 

(311) 

_ -~ < A(VI) < + ~ 
12 = V = 12 

Man setze weiter: 

l = i-fr 
l+fI 

und findet (über die Einzelheiten der Rechnung s. Bnrkhardt a. a. 0.), 

daß III < tg:' und also: 

(312) Il' I < 0,003005 

gilt. Durch die Transformation: 
, 1 + Z l-lZ 

(313) z = 1 _ Z • 1 + lZ 

geht das Integral wieder von einem Faktor abgesehen m em neues 
Legendresches Integral: 

(314) 

mit einem absolut unter 0,003005 gelegenen Modul über, während 
die oben bezeichnete rechts von der imaginären Axe gelegene z'-Halb
ebene in der Z-Ebene die Fläche des Kreises vom Radius Il-11 um 

1 
Z = 0 ergibt. Durch binomische Entwicklung von (1 -l'ZSr-j wird 
nun das Integral (314) mitte1st der schnell konvergierenden Reihe 
dargestellt : 

J dZ + ~ l' r Z'dZ + ~. ~ l8 r ~'dZ-c 
Vl-Z' 2 J Vl-Z2 2 4 J ll1 Z! 

(315) + ~ .~_ . .'1. lU r Z 6 dZ + ... 
246 JV1=z' , 

die man auch so nach Potenzen von Z ordnen kann: 

J dZ = LJ dZ -V1-Z2 {L Z 
(316) V(1-Z2) (l-l'Z') 0 Vi zt 01 

+ ~ L02 ZS + ~ . ~ Los Z6 + ... } , 
wobei Lo, Lou L02 ' ••• folgende Bedeutung haben: 

CI> 

Lo = 1 + ~ (.!:. . ~ . .'1. ... (2n -1»)2 l4n 
~ 2 4 6 2n ' 

(317) 
n=l 

00 

L o = ~ (.!:.. ~.~ .... (2n-l»)2 lb 
" ~ 2 4 6 2n . 

n=x 
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Zur Berechnung von K und K ' bei gegebenem Modul k'J = .t 
dienen die bereits von Legendre aufgestellten Formeln (26) p. 194, in 
deren zweiter der natürliche Logarithmus seinen Hauptwert haben 
soll, dessen imaginärer Bestandteil zwischen -:ci und + ni, unter 
Einschluß der einen Grenze, liegen soll. Der Wen k'J = 1 sei wieder 
im Anschluß an Fig. 6 an: 

(318) 11-11 < 1, ffi(l) < t 
gebunden. F" K ' # f, 19t ur K 0 : 

(319) X' # k 1! 13 23 6 - = 2 log - + - k + - kf + - k + ... K 4 2 26 26 .3 ' 

~d zwar liefert ro = i~' denjenigen zu k'J gehörenden Wert ro, wel

cher dem Bereiche der Fig. 5, p. 287, angehört. Für q und q-t ergibt 
sich weiter: 

(320) I -1 kZ+ 1 k'+ 21 71'+ 31 k8 + q - 16 32 1024 2048 .. " 

qf = V; + 2 (Y{/ + 15(V;Y + 150(~rs+ .... 290) 

Zur Berechnung der elliptischen Funktionen selbst bei gegebenen 
Argumenten U, ro1, roll bedient man sich der .ft-Reihen. Eine ein
gehende Abschätzung der Schnelligkeit ihrer Konvergenz findet man 
bei Burkhwrdt a. a. O. § 126. Folgender Gedankengang liegt dieser 
Abschätzung zugrunde. Den Periodenquotienten ro hat man im Be
reiche der Fig. 5, p.287, anzunehmen, so daß, falls man ro = ; + in 

setzt, 1] > v: ist. Somit gilt: 

(321) I q I = I eni(~+i'1) 1= e-n '1 < e-tnys < v,07. 

Das Argument v der oft-Reihen (p.219 mit X bezeichnet) ist zunächst 
in der v-Ebene auf ein Periodenparallelogramm, etwa das der Ecken 

- i + #2(JJ, i + #2(JJ beschränkbar. Da aber die oft-Funktionen bei 

Vermehrung von v um Periodenhälften i, #2(JJ ein leicht angebbares 

Verhalten zeigen 'J91), so genügt es, die .ft-Funktionen nur für die
jenigen Argumente v zu berechnen, welche dem Parallelogramm der 

290) Vgl. Schwarz, "Formeln u. Lehn. UBW." p.54, wo auch Fehlergrenzen 
für die letzte Reihe (320) bei Abbrechen derselben nach dem 2ten, 3ten, 4ten ..• 
Gliede angegeben sind. S. auch Burkhardt a. 80. O. § 125. 

291) Diese Regeln lassen sich aus (284) p. 279 und (295) p. 283 ableiten; s. 
darüber die Lehrbücher z. B. BurkhMdt, "EU. Funkt." § 46. 
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Ecken - ~ + 'JertJ, ~ + 'n:,fIJ. angehören. Man setze demnach, unter 6 
4 - 4 4 - .. 

und ~ zwei zwischen + 1 und - 1 gelegene Zahlen verstanden: 

'Je 'Jem ( 1:) 'Je • 7:7j'n: 
(322) v = 64: + ~ 4 = 6 + ~s 4: + '/, -4-' 

Nun gilt z. B. f'ür das allgemeine Glied der .&s-Reihe: 

/2qn·cos 2nv I = 1 qn'(e2n~; + e-2n~i) 1 <21 qn'e±2n '"!1t I:<:::; 2· (0,07)n(n-t). 

Setzen wir also: 
.&8(V) = 1 + 2q cos2v + ... + 2qln-l)'cos2(n-l)v + R", 

so ergibt der Vergleich mit der geometrischen Reihe: 

(323) I R"I < 2,2 . (0,07),,(n-!-). 

Setzt man z. B. n = 3, d. h. benutzt man den Näherungswert: 

.&s(v) = 1 + 2q cos 2v + 2q'cos4v, 

80 ist zufolge (323) der Fehler absolut < 0,000000019, so daß der 
erhaltene Wert bereits bis zur siebenten Stelle genau ist. 292) 

V. Addition, Multiplikation, Division und allgemeine Trans
formation der elliptischen Funktionen. 

fiber die ältere Geschichte der Additionstheoreme seit EUters Ent
deckung vgl man die Nm. 2, 6 usw. Die Weierstraßsche Theorie 1l9S) 

nimmt von den Additionstheoremen: geradezu den Ausgangspunkt der 
Entwicklung, indem sie folgenden Satz an die Spitze stellt: Eine ana
lytische Funktion cp (u), welche in dem Sinne ein Additionstheorem 
besitzt, daß zwischen cp(u), cp(v), cp(u + v) eine algebraische Relation 
mit von u und v unabhängigen Koeffizienten besteht, ist eine alge
braische Funktion einer Funktion s = f(U), die mit zwei passend ge
wählten Konstanten gu gs durch: 

(dB)' 4 S du = s - gss - gs 

292) tTher numerische Berechnungen vgl. man auch noch K. Schellbach, 
"Ellipt. Funkt. und Thetafunkt." § 159 (1864); J. Tannery et J. Molk, "Ele
ments de la tMor. d. fonct. eil." S, p. 168:11'. S. auch C. Bunge, "Über eine nu
merische Berechnung der Argum. der zykl., hyperb. u. eIl. Funkt.", Act. math. 
15 (18\11), p. 221 mit einer Bemerkung von Th. Lohnstein, "Notiz tiber eine 
Methode usw. ", Act. math. 16 (1892), p. 141. "Ober die Bedeutung der Landen
schen Transformation und des arithmetisch-geometrischen Mittels für numerische 
Berechnungen s. Nr. '; und 34. 

29S) in der Darstellung bei Schwarz, "Formeln u. Lehrs. usw." p. 1. 
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definiert werden kann.'94) Soll überdies tp(u) eindeutig sein, so ist 
diese Funktion rational in 8'1(u) und 8'1'(u) darstellbar. 

Die Sätze über Multiplikation (des Argumentes) der elliptischen 
Funktionen, welche als Folgen der Additionssätze angesehen werden 
können, findet man, was die ältere Theorie angeht, in den Nrn. 12, 
14:, 23 usw. behandelt. In der neueren Theorie hat sich die Multi
plikation insbesondere mit dem Problem beschäftigt, die Funktion 
so (nu), unter n eine positive ganze Zahl verstanden, als rationale 
Funktion von 6,,(n) darzustellen. Die Umkehrung der Multiplikation, 
die Division, stellt dann entsprechend die Aufgabe, SO(u) aus 8'1(nu) 
oder (was auf dasselbe hinausläuft) 8'1 (~) aus 8'1 (u) zu berechnen. 

Über den algebraischen Charakter der hier auftretenden Teilungsglei
chungen sind die grundlegenden Sätze von Abel, Galois u. a. aufge
stellt. '95) 

Über die Transformation höheren Grades der elliptischen Funk
tionen, welche zunächst in der algebraischen Gestalt als rationale 
Transformation eines normalen Differentials erster Gattung wieder in 
ein solches auftritt, dann aber in den Arbeiten von Jacobi und A.bel 
durch Aufnahme der TImkehrfunktionen in transzendente und damit 
verallgemeinerungsfähige Form 296) gekleidet wird, vgl. man, was die 
ältere Theorie angeht, die Nm. 17, 19, 22 usw. Aus dem Bestehen 
einer algebraischen Relation zwischen zwei doppeltperiodischen Funk
tionen läßt sich sehr kurz ein Schluß auf die Beziehung zwischen 
den beiderseitigen Periodenpaaren ziehen. Diese Wendung wird zum 
ersten Male bei Briot und Bouquet297) an die Spitze der Transforma-

294) Spezialfälle bzw. Ausartungen sind erstens eine algebraische Funktion 
ttiu 

von u (für 9! = 0, 98 = 0), zweitens eine algebraische Funktion von e w. (für 
verschwindende Diskriminantel:J. = 92 8 - 27982). 

295) Vg1. Nr. 12 u.13 sowie Note 179. Über Gauß s. Nr.37. Eine Abh. 
Jacobis, "De divis. integr. ellipticarum in n partes aequales" gab Borchardt aus 
dem Nachlaß heraus; s. Jacobis "Werke" 1, p. 483. 

296) S. jedoch die weitgehenden Entwicklungen der "algebraischen" Theorie 
der Transformation bei Abel in Kap. IV u. V des "Precis d'une theor. d. f. eH." 
"Werke" 1, p. 565ft'. Abels Ansatz ist insofern allgemeiner als derjenige Jacobis, 
.als Abel der Gleichung: 

dy dx 
= a =-:-V;=( l==X::;;:ll)==(=l =k""'=x""'ll) 

mittaIst einer algebraischen Funktion y von x genügen will, während bei Jacobi 
y in x rational ist. Durch das Additionstheorem führt Abel den allgemeinen 
Fall auf den Jacobischen zurück. 

297) In dem in Note 147, p. 232 gen. Werke § 76ft'. der ersten Auf!., §§ 177 
u. 391 ft'. der zweiten Auf!. 
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tionstheorie gestellt. In dieser Weise ist auch Weierstraß bei der Be
handlung der Transformationstheorie vorgegangen.298) Die sich hier 
anschließenden Vorstellungen kann man auch in ein algebraisches Ge
wand kleiden, wo es sich dann um solche Überdeckungen der Rie
mannsehen Fläche F 2 ohne neue Verzweigungspunkte handelt, bei 
denen auch die durch die Überdeckung entspringenden Flächen dem 
Geschlechte p = 1 angehören.299) Jedoch ist das Operieren mit den 
Parallelogrammen in der u-Ebene bequemer. 

67. Die Additionstheoreme. Ist qJ (u I W1 , (02) eine m - wertige 
doppeltperiodische Funktion der Perioden 001 , w2 und ist v irgendein 
endlicher komplexer Wert, so ist auch t/J(u) = qJ(u + v) eine m-wer
tige doppeltperiodische Funktion mit denselben Perioden WlI W 2• 300) Nach 
(212) p. 258 besteht demnach eine algebraische Relation F( t/J (u), q> (u» = 0 
oder F(qJ(u + v), qJ(u» = 0 vom Grade m sowohl in q>(u) als qJ(u + v) 
mit Koeffizienten, die von U unabhängig sind. Dagegen wird v in den 
Koeffizienten auftreten; und zwar zeigt der Austausch von u und v, 
daß die fragliche Relation die Gestalt: 

(324) F(qJ(u + v), qJ(u), <p(v» = 0 

hat, in qJ(u) und qJ(v) symmetrisch ist und also in allen drei Argu
menten qJ(u + v), qJ(u), rp(v) den Grad m erreicht. Hiermit ist (in 
dem allgemeinen, von Weierstraß festgelegtem Sinne) die Existenz 
eines "Additionstheorems" für die doppeltperiodischen Funktionen be
wiesen.sOl) 

Um das Additionstheorem für SJ(u) aufzustellen, knüpfe man an 
die aus (260) p. 271 folgende Gleichung: 

( ( ) ( ) _ 6(u+v)6(u-v) 
325) SJ U - SJ v - - 62(u) 6'(v) . 

Durch logarithmische Differentiation einmal nach u, sodann nach 'IJ 

298) S. hierüber F. Müller, "De transform. funct. ellipticarum", Diss., 
Berlin 1867, und die Ausführungen bei "E-M" p. 483ff. Vgl. auch H. J. S. 
Smith, "Notes on the theor. of eH. transf.", Mess. of math. (2) 12 (1882), p. 49. 

299) Vgl. hierzu die Ausführungen von H. Jung, "Über die Transf. algebr. 
Körper vom Range 1", J. f. Math. 127 (1904), p. 103; s. auch Weber, "Zur Theor. 
der Transform. algebr. Funktionen", J. f. M. 76 (1873), p. 345. 

300) Das einzelne elliptische Gebilde gestattet demnach eine eindeutige 
Transformation in sich, welche durch u' = u + v darstellbar ist, unter v irgend
eine komplexe Konstante verstanden. Die Gesamtheit dieser Transformationen 
(für alle Werte v) bildet eine kontinuierliche Gruppe. 

301) Da kein algebraisches Gebilde mit p> 1 eine kontinuierliche Gruppe 
von Transformationen in sich zuläßt (vgl. TI B 2, Nr. 63), so ist die Existenz 
eines algebraischen Additionstheorems (in Übereinstimmung mit Weierstraß' Satz) 
für die elliptischen Funktionen (und ihre Ausartungen) charakteristisch. 
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und Addition beider Gleichungen folgt: 

(326) ~(u + v) _ ~(u) _ ~(v) = ~ p'(u) - p'(v). 
2 p(u) - p(v) 

Durch nochmalige Differentiation nach u ergibt sich das fragliche 
Theorem in der Gestalt: 

(327) (u + v) = 2 (P(U) P(v) - igt) (P(U) + gJ(V») - gs - p(u) p'(v) 
go 2 (P(U) - 8J(V»)t , 

aus welcher die der Gleichlmg (324) entsprechende Gestalt leicht her
stellbar ist.302) 

Bemerkenswert ist eine invariante DarstellungSOS) der rechten 
Seite von (327). Man setze go(u) = x, go(v) = y, so daß hier x und 
y komplexe Variabele sind, und bezeichne mit f(Z17 Zi) die homogen 
geschriebene Weierstraßsche Normalform: 

f(z17 za) = 451352 - g2Z1Z23- gSZ24. 

Versteht man alsdann unter F (Xl' X s; Y17 Y2) die durch 12 geteilte 
zweite Polare von f(x l , x!) in bezug auf Yl' Y2: 

(328) 12F( ) otf(x"xz) 2 + 2oZf(X"XZ) + 
Xl' Xi; Y17 '!h = OXl t Yl oxloxt YIY2 .. " 

so gilt für den im Zähler der rechten Seite von (327) zunächst 
stehenden Ausdruck: 

2 (go (u) go (v) - tg2) (go(u) + &9(V)) - gs = xs- 2Y2 -2. F(x1, x2; Yl' Y2)' 

Setzt man demnach ~(u + v) einer Konstanten C gleich, so ist: 

(329) F(x, ,Xi; Yl 'Yi) - V~ v1(Y:;ijJ = C 
2 (x1 Yt -Xt Y1) 

ein Integral der homogen geschriebenen Eulerschen Gleichung S04): 

(330) x1dxt -xt dx1 + Y1d~t-YtdY1 =0. 
Vf(x1, Xi) Vf(Y1' 'Yt) 

302) Vgl. Schwarz, "Formeln u. Lehrs. usw." p. 13. 
303) Vgl. Klein, "tJber hypereil. Sigmafunktionen", Math. Ann. 27 (1886), 

p. 431, § 12; s. auch die ausführliche Betrachtung der Beziehungen zwischen der 
Invariantentbeorie und den Weierstraßschen elliptischen Funktionen bei Burk
harat, "Bezieh. zwischen der Invariantenth. und der Theor. der algebr. Integr. 
u. ihrer Umkehmngen", Diss. München (1887). 

304) Kleidet man das in (261) p. 271 dargestellte Integra.l dritter Gattung 
auf Gmnd von (214) p. 258 in die Gestalt: 

so nimmt dasselbe auf der Riemannschen Fläche auf Grund von (329) die 
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Wegen der invarianten Gestalt gilt das Integral (329) auch dann, 
wenn f eine beliebige biquadratische Form: 

(331) f(xl1 x2) = aOx14 + 4a1 x13 x2 + 6a2x12xa2 + 4aS x1 x23 + a,j,x24 

ist. Hier findet man, wenn F(x, 1; y, 1), fex, 1), f(y, 1) kurz F(x, y), 
fex), f(y) genannt werden: 

F(x, y) = aox2 y2 + 2a1 xy(x + y) + a2 (x2 + 4xy + y2) 

+ 2as(x + y) + a4,' 
2F(x, y) = fex) + f(y) - ao(x2 - y2)2 - 4a1 (x2 - y2) (x - y) 

- 4a2 (x _ y)2. 

Die mit 4 multiplizierte Gleichung (329) liefert somit: 

fex) + f(y) - 2y'f(x)y'f(y) _ a (x + y)2 - 4a (x + y) - 4a = 40 
(x _ y)' 0 1 2' 

woraus das von Euler entdeckte Integral (2) p. 184: 

(332) ( y'f(X) - y'f(y»)2= ao(x + y)2 + 4a1(x + y) + 0' 
x-y 

wieder gewonnen wird. 
Die Verallgemeinerung der Gleichung (327) auf die Darstellung 

von fP(u1 + u2 + ... + U,,)305) kann man nach einem Gedankengange 

Gestalt an: 
:x;'y' 

j(( (x~aL. (y,d~. Vf(X~Vf(~+F(Xl'X,; Yl'Y') 
J V' {(Xl> x.5 V f(yu 'Y.) 2 (Xl 'Y. - x. Yl)' , 

x 11 

WO zur Abkürzung Xl dx. - X. dXl = (x, dx) gesetzt ist. Es ist dies die von 
Klein verwendete invariante Gestalt des Integrals dritter Gattung; s. die in 
Note 303 gen. Abhandl. von Klein, in der insbesondere auch die 6-Funktion 
eine invariante Darstellung auf der Riemannschen Fläche findet. Ober die Ge
schichte der Formel (329) vgl. W. Scheibner, "Ober den Zusammenhang der Theta· 
funkt. mit den ell. Integr.", Math. Ann. 34 (1889), p.530; auch W Biermann, 
"Problemata quaedam mechanica funet. ellipticarum ope soluta", Diss. Berlin 
1864. Einen merkwürdig einfachen Ausdruck für das Integral der Eulerschen 
Differentialgleichung entwickelt E. Laguerre in der Abh. "Sur les diff. formes 
que ron peut donner a l'inMgr. de l'equat. d'Euler", Bull. 80C. math. de Franee 
3 (1875), p. 101 oder "Oeuvres" 1, p. 377. Zerlegt man die ganze Funktion fex) 
in beliebiger Art in das Produkt q;(x). 'l{J(x) zweier Funktionen zweiten Grades, 
so ist der Laguerresche Ausdruck des fraglichen Integrals: 

y'q;(XJ1P(Y) - 0P(yffiX) 
c. x-y 

305) Was die ältere 'l'heorie angeht, so ist betreffs dieser allgemeinen Ad
ditionstheoreme vor allem auf den ersten Abschnitt von Abels "Precis d'une 
theor. etc.", insbesondere Kap. I § 2, "Werke" 1, p. 532 zu verweisen. 
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von Abel durchführen, der sich, angewandt auf ~(u) und mit Zu
hilfenahme neuerer Schlußweisen, so skizzieren läßt: Die n Funktionen 
&;J(u), 8J'(U), ... , SJ(n-l)(u), deren letzte (n + 1)-wertig ist, sind (zu
folge ihrer Potenzreihen) linear unabhängig. Nach dem Riemann
Rochschen Satze S06) (Hermiteschen Prinzipe) ist jede (n + 1)-wertige 
Funktion tp(uloo1,OOj!) mit einem Pole (n + 1)ter Ordnung bei u = 0 
linear in den SJ(u), ~'(u), ... , SJ(n-l)(u) darstellbar. Gilt insbesondere, 
wie wir mit Rücksicht auf die Verwendung von tp (u) annehmen, bei 
u = 0 die Entwicklung: 

~"'+l 
tp(u) = t,n+l + .. " 

so hat die fragliche Darstellung die Gestalt: 

(333) in+1n! tp(u) = SJn-l(u) + a1SJn-2(u) + ... + an_1SJ(u) + an' 

Gibt man die (n + 1) Nullstellen Uo, Uu ... , Un von <p(u), so ist 
nach p.268 damit <p(u) eindeutig bestimmt. Von diesen Nullstellen 
sind n, etwa u1 , u2 , ••• , u", willkürlich wählbar, während die (n + 1)te 
nach (242), p.267 durch die Bedingung: 

Uo + u1 + ... + un =c= 0 (mod. 0011 (02) 

bestimmt ist. Man denke die a17 a2 , ••• , an berechnet 307) und damit 
tp(u):als bekannt. Nach (217) p. 259 kann man weiter SJ"(u), SJ"'(u), ... 
rational und ganz durch SJ(u) und SJ'(u) ausdrücken und damit tp(u) 
auf eine ganze Funktion von SJ(u) und SJ'(u) umrechnen; insbesondere 
ergibt sich für tp(u). <pe - u) eine ganze Funktion (n + 1)ten Grades 
in SJ(u): 
(334) <p(u)· <p(- u) = SJ(u)n+l+ Al SJ (u)n + A2SJ(u)n-l+ ... 

+ AnSJ(u) + A n +1· 
Für diese Funktion gilt andererseits die Produktzerlegung: 

.. 

Durch Gleichsetzung der rechten Seiten von (334) und (335) folgt 

306) Vgl. Note 163, p.235, sowie das Ref. HE 2, Nr. 19. 
307) Sind die U 1 , U!, .•. , un durchweg verschieden, so gewinnt man durch 

Eintragung von U 1 , U!, •.. , un in (333) n Gleichungen zur Bestimmung von 
a1, at ,·.·, an durch ~(Ul)' ~(U2)"'" ~(un)' ~'(Ul)' ~'(U2)"'. Über den Fall, 
daß die u1 ' U 2 , ••• , un nicht alle von einander verschieden sind, vgl. man 
P. Günther, "Das Additionstheorem der ell. Funkt.", J. f. Math. 109 (1892), p.213. 
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das allgemeine Additionstheorem der gJ-Funktion in der Gestalt 808): 

(336) go(ut + u2 + ... + u,,) 

p(U),,+1+ Al p(U)" + ... + A"p(u) + A,.+1 
= &g(u) - (P(U) _ P(U1 ») (jJ(U) - P(Ut »)' .. (P(U) - P(Un ») ' 

wo also (vgl. Note 307) die Al, As, ... , An als ausgerechnete ratio
nale Funktionen der S;J(Ut), ~;)(~), ... , ~.J(u .. ), S'{('-'1), S;J'(ull), ••• anzu
zusehen sind. 

An die Additionstheoreme der ~;J(u)-Funktion schließen sich die
jenigen der Sigmafunktion an. Diese Theoreme begründete Weier
straßS09) dadurch, daß er aus der identischen Gleichung: 

(go(u) - go(Ul)) (go(u2) - go(us)) + (&g(u) - go(~)) (go(us) - gJ(u1) 

+ (&g(u) - go(us)) (go(ul ) - ~{)(U9)) = 0 

durch Benutzung von (325) die dreigliedrige 6-Relation herleitete: 

(337) 6(u + u1) 6(u - ul ) 6(ul! + us) 6(~ts - us) 

+ 6(u + us) 6(u - ul!) 6(us + ul ) 6(us - ul ) 

+ 6(u + US) 6(u - us) 6(ut + ul!) 6('-'1 - ull) = 0, 

in welcher u, ul1 U Il, Us vier von einander unabhängige Variabele sind. 
Statt der u, U1, u2' Us kann man auch: 

U + Ul = a, U - U1 = b, u2 + Us = C, u2 - Us = d 

als unabhangige Variabele benutzen. Schreibt man dann die vier Ar
gumente in den Faktoren des zweiten Gliedes von (337) entsprechend 
a', b', c', d', die im dritten Gliede a", b", c', d", so stellen sich die 
a', b', .. , und ebenso die a", b", .. , als lineare Kombinationen der 
a, b, c, d dar, und es gilt: 

(338) a2+ b2+ c2+ d2 = a'2+ b'2+ C'2+ d'l! = a"l!+ b"l!+ C"2+ d'''i. 

Aus der auf die a, ... , d" umgeschriebenen Relation (337) leitet 
dann Weierstraß (vgl. Schwarz a. a. 0.) zunächst durch Abänderung 
der a, b, c, d um Periodenhälften ein System von Additionstheoremen 
für die vier Funktionen 6, 6 11 6 2, Ga ab, welche sich auf Grund von 

308) Die Gestalten, in denen dies Additionstheorem auftritt, sind sehr za.hl
reich. Vgl. neben den in den Noten 305 u. 307 gen. Abh. noch Cayley, "Note Bur 
l'addition des fonet. ell.", J. f. Math. 41 (1851), p. 57 j Hermite in der in Note 168 
gen. Schrift; F. Brioschi, "Sur que1ques formu1es pour 1a multipI. des fonct. 
en.", Paris C. R. 59 (1864), p. 999 j w: E. Story, "The add.-theor. for elliptic 
functions", Amer. Journ. 7 (1885), p. 364; G. Fontene, "Expression de la quantite 
p(ul + u! + ... + u n) au moyen d'un pfaffien," Ann. de l'Ee. Norm. (3) 13 (1896), 
p.469. 

309) Vgl. Schwarz, "Formeln u. 1ehrs. usw." p. 47. 



68. Die Multiplikatioustheoreme. 301 

(295), p. 283, in Additionstheoreme der Thetafunktionen umrechnen. Er
wähnt seien etwa die beiden Formeln: 

(339) f
&,(W) &2 (x) &,(y) &2(Z) - &j(W') &2 (x') &2 (y') &2(.z') 

+ &1 (w") &1 (x") &1 (y") &1 (z") = 0, 
&s(W) &s(x) ,3.3(Y) &s(Z) - &s(w') &s(x') &8 (y') &8 (z') 

\ - &1 (w") &1 (x") &1 (y") &1 (z") = 0, 
na nd"" . m denen - = w, ... , -- = z gesetzt Ist, weil durch ihre Addi-
COt (02 

tion die Jacobische Fundamentalfol'mel (91) p. 220 gewonnen wird, aus 
welcher sich Jacobis Theorie der elliptischen Funktionen vollständig 
entwickeln läßt. 

E. Study 310) hat die in Rede stehenden Additionstheoreme durch 
sorgfältige Beachtung der Symmetrieverhältnisse und der zugrunde 
liegenden Gruppe von Substitutionen übersichtlich dargestellt. Er 
zeigt, daß die 256 Additionstheoreme durch eine Gruppe von ebenso 
vielen involutorischen (und also vel'tauschbaren) Substitutionen in
einander übergehen; er teilt die 256 Formeln in 16 Familien zu je 
16, wobei die erste Familie alle jenen Relationen enthält, in denen 
die zu einem Produkt verbundenen 6-Funktionen alle den gleichen 
Index haben und die 16 entsprechenden Substitionen eine Untergruppe 
der G256 bilden.3ll) 

Über Additionstheoreme für die Integrale zweiter und dritter 
Gattung vgl. man die Formeln (15) und (16) p. 190 von Legentlre und 
die Gleichung (326) p. 297 für das Weiershaßsche N ormalintegral.s12) 

68. Die Multiplikationstheoreme. Setzt man in einem allge
meinen Additionstheoreme mit n-gliedriger Summe (u1 + U2 + ... + un) 

alle Summanden gleich U1 = u2 = ... = un = U, so entspringt ein 
Multiplikationstheorem über den algebraischen Zusammenhang einer 

310) "Sphärische Trigonometrie, orthogon. Subst. u. e11. Funkt.", Leipz. 
Abh. 20 (1893), p. 83. V gl. hierzu F. Cab'Pary, "Sur les relat., qui lient les ele
ments d'un Byst. orthog. am: fonct. theta etc.", J. d. Math. (4) 6 (1890), p.367, 
wo aus den Relationen, welche zwischen den neun Koeffizi.enten einer orthogo
nalen Substitution von drei Variabelen bestehen, die Additionstheoreme sowie 
überhaupt die Grnndformeln der .fr-Funktionen abgeleitet werden. 

311) Über die 256 Additionsformeln vgl. man auch noch Briot-Bouquet, 
"Theor. d. f. ell.", 2 Auft., livre 7; Fr. Meyer im amt!. Ber. der Straßb. Natur
forscherv. von 1885, p. 354; Scheibner, "Über die Produkte von 3 und 4 Thetaf.", 
J. f. Math. 102 (1887), p. 255; L. Kronecker, "Bemerkungen über die Jacobi
schen Thetaformeln", J. f. Math. 102 (1887), p. 260. 

312) Über Jacobis Herleitung dieser Theoreme aus seiner Thetarelation s. 
dessen Werke 1, p. 530 ff. 
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doppeltperiodischen Funktion für n-faches Argument nu mit der 
gleichen Funktion gebildet für u. Auch direkt erkennt man, falls 
eine m-wertige Funktion «p(ulro1 , ws) vorgelegt ist, in «p(nu) eine 
m . nll-wertige Funktion derselben Periodpn, so daß man auf eine 
das Multiplikationstheorem zum Ausdruck bringende algebraische Re
lation: 
(340) F(<<p(nu), «p(u» = 0 

vom Grade m in «p(nu) und vom Grade m . n2 in «p(u) schließt. 
In den neueren Untersuchungen 31S) ist dieser Ansatz namentlich 

für die Funktion ~(u) durchgeführt worden, wo die Gleichung (340) 
reduzibel wird und ~(nu) als eine rationale Funktion: 

(341) ~(nu) = R(~(u» 
vom Grade n' in S9 (u) sich darstellt.sU,) 

Zur wirklichen Aufstellung des in (341) rechts stehenden Aus
drucks bedient man sich der Funktion: 

(342) 

welche die Perioden WlI W,l und die Wertigkeit (n'l _ 1) hat. Aus 
dem nach (325) gebildeten Ausdruck für (~(nu) - ~(u» folgt nämlich: 

(343) 

Sind die Funktionen tPll' tPs, tP4 in ~(u), ~'(u) dargestellt, so kann 
man sich zur Berechnung der weiteren Funktionen tPn(u) der Re-

313) Vgl. F. Müller in der in Note 298 gen. Abh.; M. Simon, "Ganzzahl. 
Multipl. der eIl. Funkt. in Verbindung mit dem Schließungsprobl.", Straßburg i.E. 
(1875); L. Kiepert, "Wirkl. Ausführ. der ganzzahl. Multipl. der eIl. Funkt.", 
J. f. Math. 76 (1875), p. 21; ,;Ober Teilung u. Transf. der eIl. Funkt.", Math. Ann. 
26 (1885), p. 369. S. auch Schwarz, "Formeln u. Lehrs. usw." p. 18. 

314) Die Reduktion der Gleichung (340) auf die besondere Gestalt (341), in 
der rechts eine rationale Funktion von ~(u) allein steht, findet ihre Begründung 
in folgender der allgemeinen Theorie der eindeutigen automorphen Funktionen 
entno=enen Uberlegung (vgl. I1B 4, Nr. 11 undd 14). Die Gruppe T(U) aller 
Substitutionen (238) p. 265 ist eine Gruppe des Geschlechts p = 1, und ~Cu), ~'Cu) 
liefern ein System zugehöriger Funktionen, in denen alle automorphen Funk
tionen der T(") rational darstellbar sind. Diese r(") ist nun der Erweiterung 
mitte1st der Substitution u' = - u auf eine Gruppe ji(U) fähig, in welcher T(") 
eine ausgezeichnete Untergruppe des Index 2 ist (vgl. II B 4, Nr. 11). Aber diese 
r(") ist vom Geschlechte p = 0, und ~(u) ist eine zugehörige "Hauptfunktion". 
Alle geraden doppeltperiodischen Funktionen, die also bei der Substitution 
u' = - u unverändert bleiben und demnach automorphe Funktionen der Gruppe 
T(") sind, werden somit schon in ~(1') allein rational darstellbar sein. 
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kursionsformeln 815) bedienen: 

jtPlln+1 (U) = tP .. +2Cu), tPnCu)S - tP"_l(U)' tP"+lCU)S, 

(344) tPs,.(u) = - ~~j (tPn+:J(u), tPn_l(u)2_ tPn _S(u)' tPn +1(U)ll). 

Eine Darstellung von tP .. (u) in Determinantenform S16) gewinnt 
man auf folgende Art. Man bilde mitte1st der in (282) p. 278 
erklärten Funktion den Quotienten: 
(345) f Cu) = 5i.,u(U) 

21' 6(u) , 

1. und I' sollen ganze Zahlen der Reihe 0, 1, 2, ... , n - 1 sein; doch 
soll die Kombination iI. = 0, I' = ° ausgeschlossen sein. Aus (255) 
und (256) p. 269 u. f. folgt: 

lli" u _ Si";. 

(346) f.u(u + ro1) = e '" 'fl,u(U), f.,u(u + roll) = e '" fl.,u(u) , 

so daß f.,,(u) eine doppeltperiodische Funktion nter Stufe ist; ihre 
nte Potenz ist von der ersten Stufe, und zwar ist dieselbe n-wertig 
mit einem Pole nter Ordnung bei u = ° und einem Nullpunkte der 
gleichen Ordnung bei 'V = amt + /tOll. Nach einem bereits p. 299 be-

n 
nutzten Schlusse gilt demnach eine Darstellung: 

(347) (f.,u(u))'" = ao + a1sa(u) + allsa'(u) + ... + an _ 1 &o(n-S)(u), 
in welcher (da die Kombination iI. = 0, I' = 0 ausgeschlossen war) die 
a17 al , ••• , an _ 1 nicht durchweg 0 sind. Da die (n - 1) ersten Ab-
leitungen von f.,u(u)n für v = Amt -:: !'Wi auch noch verschwinden, 

so gilt: 
~SJ'(v) + allsa"(v) + ... + an_1 SJ(n-l)(v) = 0, 

+ a,sa"'(v) + ... + an _ 1 sa(n)(v) = 0, 

a1 sa(n-l)(V) + a2 sa(n)(v) + ... + an_1 SJ(2n-S)(v) = 0, 

und da die /11 ' ... , a,,_l nicht alle gleich 0 sind, so verschwindet: 
I SJ'(u), sa"(u) , ... , sa(n-1)(u) 

(348) D"_l(U) = 
"( ) "'( ) (")( ) sa u, ~o u, ..., sa U 

sa("-l)(U), sa(n)(u), ... , sa(h-S)(U) 

310) Vgl. Simon a. a. O. S. auch Halphen, "Traite etc." 1, p. 101 fi'. und 
Bwrkhardt, "EH. Funkt." p. 72. 

316) S. Kiepert in der ersten in Note 313 genaunten Axbeiten; die betref
fende Determinante hat für den gleichen Zweck bereits F. Brio8chi weit früher 
benutzt; s. dess!ln Note "Sur quelques formules pour la multipl. des fonct. eil.", 
C. R. 59 (1864), p. 999. 
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für v, d. h. für alle (n ll - 1) Stellen Äm1 + ",mt des Periodenparallelo-
n 

gramms. Bei u = 0 liegt ein Pol der Ordnung (n2 _ 1) der doppelt
periodischen Funktion D"_l(u), die (n2 -1)-werlig ist. Sie hat also 
mit "",,(u) alle Nullpunkte und Pole gemein und stimmt demnach mit 
tjJ,,(u) bis auf einen konstanten Faktor überein. Letzterer wird durch 
Reihenentwicklung nach u bestimmt; die Determinantengestalt von 
tjJ .. (u) ist schließlich 317): 

(_1)"-1 
(349) "",,(u) = {1!2!3!. .. (n-l)!}I1· D"_l(u). 

Setzt man für fJ"(u), fJ"'(u), ... ihre ganzen ganzzahligen Aus
drücke in fJ(u), fJ'(u), tgll' gs ein, so wird für D"_l(u) bei ungeradem 
n die Darstellung: 
(350) D"_l (u) = G(fJ(u), tgll' gs) .. ,-4.' 

-2-

bei geradem n die Darstellung: 

(351) D .. _1 (u) = fJ'(u) G(fJ(u), tgll' gS)"'-l 
-2-

gelten, wo G beide Male eine ganze ganzzahlige Funktion der ange-
bAt G d n l - 1 b n l - 4. ( ) . t' D b . ge enen rgumen e vom ra e -2- zw. -2 In fJ u 18. a e1 

ist G zugleich in u, 0117 0111 homogen von der Dimension n ll _ 1 bzw. 
n2 - 4, so daß z. B. für ungerades n die Funktion G eine lineare 

,,'_5 ,,2.-7 

ganzzahlige Kombination der Ausdrücke Sg-2-, tgllfJ-2-, gs~-2-, 
,,2-9 

(tgS)2fJ - 1I-, ... ist. Statt (343) kann man übrigens zur Darstellung 
von fJ(nu) auch die aus (342) und (258), p.270, folgende Gleichung 
benutzen: 
.(352) () ( ) 1 dllog "i'" (u) ( ) 1 d'log D"- l (u) 

~ nu = fJ u - n' du' = sg u - n l du. . 

Nach Vorgang von Abel 818) hat sich Jacobi 819) mit der Kettenbruch
entwicklung der Quadratwurzel ff(s) einer ganzen Funktion vierten 
Grades fes) beschäftigt und dabei einen Zusammenhang mit den Mul
tiplikationstheoremen der zu ff(s) gehörenden elliptischen Funktionen 

317) Über eine andere Art des Beweises der Formel (349) sehe man Schwarz, 
"Formeln u. Lehrs. usw." p. 16 ft'., oder Burkhardt, "Ellipt. Funkt." p. 68 fr. 

318) "Sur l'integr. de 10. formule diff. ~;" ete.", J. f. Math. 1 (1826), p. 33; 

.AbeZs "Werke" 1, p. 104. 
319) "Note sur une nouv. appl. de l'anal. des fonet. eil. a l'aJgebre", J. f. 

Math. 7 (1831), p. 41; Jacobis "Werke" 1, p.329. 
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(ohne Beweis) mitgeteilt. BIO) Eine Ableitung der Jacobischen Angaben 
lieferte Borckardt.3!1) Späterhin sind G. Frobenius und L. Stickel
berger"') auf diesen Gegenstand zurückgekommen und haben den 
fraglichen Ansatz auch mit den Additionstheoremen in Verbindung 
gebracht. Die Grundgedanken dieser Entwicklung sind folgende: 

Ist f) eine Konstante und n eine ganze Zahl> 1, so ist: 

{3-3) W ( ) 1 p(v)-p'(nv) 1 p'(v)-p'(nv) 
::> " U = 2" p(v) - p(nv) - 2" Ptv) - p(nv) 

eine zweiwertige doppeltperiodische Funktion, deren Pole bei u = 0 
und u =- nv liegen. Da der eine Nullpunkt bei u = v liegt, so ist 
u = - (n + 1)v der zweite (vgl. (242»). Ist n> 2, so haben die 
beiden zweiwertigen Funktionen Pii-r~V) und W,,(u) gleiche Pole; 

,,-1 v 
und da ihre Differenz bei u = 0 endlich bleibt, so ist: 

(354) p(v) - p(,,) - W (u) = k 
W"-l (v) " " 

eine von u unabhängige Konstante, für welche man durch die Sub
stitution u = - v gewinnt: 

p(v) 
(355) k" = - W,,(- v) = p(v) _ p(nv)· 

Für n = 1 setze man: 

(356) w: (u) =! p'(v)-p(v) _! p"(v) 7t 1 p"(v) 
1 2 p(v) - p(v) 2 p'(v) , 1 = 2" p'(V) , 

dann gilt (354) auch für n = 2. Aus vorstehenden Gleichungen folgt 
die Kettenbruchentwicklung : 

(357) ! p'(v) - p'(v) = ~ + p(v) - p(v) 
2 p(v) - p(v) ks + p(v) - p(v) 

ka + ... + p(v) _ pe,,) 

k"+W,, ' 
welche bei Gebrauch der Bezeichnungen ga (u) = x, ga (f)) = '!J, 
tI(u) = Yf(x), ga'(v) = Yf('!!) in algebraischer Gestalt so lautet: 

(358) ! VM - vf(Y5 = k + 11: - 11 
2 x-y 1 x-lI 

kS+ka +. 
'.+ 11:-11 • 

k"+W,, 

320) tThrigens vgl. man auch die algebr. Gestalt der Multiplikationssätze 
für sn 2u, sn 3v, ... bei Jacobi, "Suite des not. sur les fonet. eIl." II, J. f. Math. 
4 (1829), p. 185, "Werke" 1, p. 268. 

321) "Appl. des transc. abeliennes a 111. theor. des fraet. eont.", J. f. Math. 48 
(1852), p. 69. 

322) "tTher die Add. u. Mult. d. eIl. F.". J. f. Math. 88 (1879), p. 146. 
Enoyklop. d. math. WiBBenBch. n I. 20 
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Nun gilt andererseits: 

{(~ ~=~ = ao+ a1 (x - y) + as(x - y)2+ ... , 
(359) 

n' 2a = dnYf(y). 
. n-l dyn 

Wendet man demnach auf die Umwandlung der hier rechts stehenden 
Potenzreihe in einen Kettenbruch die von Jacobi u. a.S2S) gegebenen 
Regeln an, so gelangt man zu Ausdrücken von kn in y und damit 
also von fJ(nv) in f/(V).324.) 

Kronecker 325) erörterte gelegentlich die Erscheinung, daß bei Ab
leitung der Multiplikationsformeln aus den allgemeinen Additions
sätzen die für sn nu sich ergebenden rationalen Funktionen nicht 
immer in reduzierter Gestalt herauskommen, sondern noch gemein
same Faktoren in Zähler und Nenner aufweisen. 326) 

69. Die Divisionstheoreme. Setzt man in (340) statt u den 

W ert ~ ein, so gilt: 
1'1. 

(360) 

als algebraische Relation des Grades mn2 in f{J (:)- Die Berechnung 

von f{J (:) aus f{J (u) durch Lösung dieser Gleichung ist das Problem 

der Division der elliptischen Funktionen. Für die Funktionen der 
älteren Theorie (Funktionen der zweiten Stufe) sind die Divisions
theoreme bereits von Abel entdeckt (vgl. Nrn. 12 und 13).827) Für 
diese Funktionen ist die leicht zu erledigende Teilung durch 2 be
sonders zu behandeln, worauf alsdann n auf ungerade Zahlen be
schränkt werden darf. 

323) S. die Nachweise bei Frobenius und Stickelberger a. a. O. in der Ein
leitung sowie die Darstellung der fraglichen Regeln in § 1 daselbst. V gl. auch 
den Art. IA 3 Nr. 53. 

324) Eine Beziehung zwischen dem Multiplikationstheoreme und gewissen 
Kettenbruchentwicklungen betrachtet auch E. Laguerre; s. dessen Abh. "Sur la 
multipl. des fonet. ell." BuH. soc. math. 6 (1877) oder "Oeuvres" 1 (1898), p. 391. 

325) "Bemerk. über die Mult. der eIl. Funkt.", Berlin Ber. von 1883, p. 717 ff. 
u. 949ff. 

326) S. auch C. Runge, "Algebr. AbI. der Mult. von es u", J. f. Math. 94 
(1883), p. 349. Übrigens vgl. man betreffs der sich hier einfügenden "komplexen 
Multiplikation" der ellipt. Funkt. den Art. I C 6. 

327) S. auch für den Prozeß der Auflösung der "allgemeinen Teilungsglei
ehuug" Jacobi, "Suite des notieee sur les fonct. ell.", J. f. Math. 4 (1829), p. 185 ff .• 
oder "Werke" 1, p. 273. 
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Die neueren Darstellungen der Divisionstheoreme knüpfen an die 
aus (341) entspringende "allgemeine Teilungsgleichung" 828) für die 
~Funktion: 

(361) R(fJ(:)) - fJ(u) = 0 

vom Grade n ll an, bei welcher eine Fallunterscheidung zwischen ge
raden und ungeraden n nicht nötig ist. Benutzt man die Bezeichnung: 

(362) 

so sind hierdurch Iür gegebenes n im ganzen n2 verschiedene Funk
tionen erklärt, welche man erhält, wenn man die ganzen Zahlen Ä., p, 
je auf ein Restsystem modulo n beschränkt. Durch Abänderung des 
Argumentes in (361) von U zu U - Ä.w1 - p,w2 folgt: Die n2 Lö-

sungen der allgemeinen TeiIungsgleichung (361) sind fJl,u (:); diese 
Gleichung ist irreduzibel. 

Die fJ 1,u (:) erkennt man sofort als doppeltperiodische Funk

tionen nter Stufe (vgl. Nr.60). Man verfolge zunächst allein die Ab

hängigkeit von u, wo die fJl.u (:) Funktionen der durch mt = m,l _ 0 

(mod. n) erklärten Hauptkongruenzuntergruppe r~:) der nten Stufe von 

r(u) sind. Der Diskontinuitätsbereich dieser r<~) ist ein Parallelo-n 

gramm der Ecken u = 0, noo2 , n(oot + ooll), nOOl1 bestehend aus n ll an
einander gereihten Parallelogrammen des ursprünglichen Netzes. Die 
Abbildung mitte1st der Funktion z = S;}(u) liefert von jenem Bereiche 
aus eine die Fläche F lI n2-fach überlagernde Riemannsche Fläche F b , 

welche die zur algebraischen Funktion w = s<J (.;;) von z bzw. zur 

Teilungsgleichung R( w) - z = 0 gehörende Fläche ist. 
Die "Monodromiegruppe" der Teilungsgleichung (vgl. I B 3 c, d 

Nr. 5), auf welche sich die "Galoissche Gruppe" dieser Gleichung nach 
Bekanntgabe gewisser noch zu bestimmender Irrationalitäten reduziert, 
und die man durch geschlossene Umläufe von z auf der F 2 herstellt, 

besteht aus denjenigen n2 Permutationen der Wurzeln w = s<Jl.u ( :), 

die man durch die n2 nach dem Modul n inkongruenten Substitutionen 

U = u + mt OOt + m2 oo2 erzeugt. Die etwa G~:) zu nennende Gruppe 

328) Im Gegensatze zu der unten zu erklärenden "speziellen" Teilungs
gleichung. 

20· 
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der n2 Operationen: 
(363) u' _ u + mt rol + m,012 (mod. n), 

auf welche sich die r(u) mod. n reduziert, ist demnach der Monodro
miegruppe isomorph oder stellt, was die Struktur angeht, diese 

Gruppe dar. Die Gruppe G~~) ist kommutativ (vgl. I B 3 c, d Nr.20), 

so daß sich die Teilungsgleichung durch Wurzelzeichen lösen läßt. 329) 

Dieses Ergebnis kann man auch so gewinnen: Indem man in 
8Ol,uCU) den Wert u = 0 setzt, gewinnt man die "Teilwerte" der 80-
Funktion, die kurz durch 8O).fl bezeichnet werden; entsprechend werde 

(v) (0) k (v) h . b D' " ", . d t" al d 8O).fl urz &9).fl gesc rle en. le 8Ol fl ' 8OAfl ,.·· sm ra IOn un ganz 
in 8O).fl' 8O;fl und übrigens g2 und gs 330) darstellbar. Nach den Additions
und Multiplikationstheoremen sind weiter 8O).fl und 8O;fl rational in 8010' 
8O~0, 8001' 8O~1' Demnach ergibt sich auf Grund der gleichen Theoreme 

für 8O).fl (: ) eine rationale Darstellung in 8000 (:) = 80 (: ), 80' (: ), 

80101 8O~0' &9011 8O~1' Übrigens folgt aus (361) durch Differentiation: 

(364) 

so daß 80' (:) rational in 80 ( :) und 80' (u) ist. Also gilt eme ratio

nale Darstellung: 

(365) 8Ol fl (:) = R).fl(8O(:), 8O'(U) , 8010' 8O~0, 80011 8O~1)' 
d. h. nachdem man zu den Koeffizienten der Teilungsgleichung noch 

die Irrationalitäten 8o'(U), 8010' 8o~o' &9011 8O~1 adjungiert hat, wird 8Olfl(:) 

eine rationale Funktion Rlfl der Wurzel 80 ( :). Setzt man in die Glei

chung (365) statt u den Ausdruck (u - l' rol - tL' ro2) ein, so folgt: 

801 + <'i fl +fl' (:) = B).fl [R).'ft' (80 (:), 8o'(u), • .), S9'(u), •. } 

Hieraus erkennt man die rationalen Funktionen RAfl und Rl , fl' als kom
mutativ, so daß die allgemeine Teilungsgleichung (nach Adjunktion der 
genannten lrrationalitäten) eine Abelsche Gleichung ist.s31) 

Der Prozeß der Auflösung der Teilungsgleichung (361) ist mehr
fach mit Hilfe der von .A.bel aufgestellten Prinzipien behandelt, wenn 

329) S. die Darlegungen in I B 3 c, d Nr. 23. 
330) Was weiterhin nicht mehr besonders hervorgehoben werden soll, da 

die U! und Us von vornherein als bekannt gelten. 
331) S. den dritten Satz in I B 3 c, d Nr. 21. 
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auch nicht immer in erschöpfender Weise. SS2) Es besteht der Satz, 
daß die allgemeine Teilungsgleichung nach Adjunktion von 80'( U), 8010' 
8'J~o, 8001' 8O~1 mitte1st zweier zyklischen Gleichungen (vgl. I B 3 c, d 
Nr.8) vom Grade n und also durch Ausziehen zweier Wurzeln nten 

Grades lösbar ist. Da nämlich 8J ( :), auf dessen Berechnung es zu

folge (365) allein ankommt, gleich n2 • 8J(u I n(1) nwjj) ist, so kann man 
als die zu lösende Aufgabe auch die Berechnung von 8J(u I nW17 nws) 
aus 8J (u I 0117 (02) ansehen. Schaltet ma.n 80 (u I n 011 , (12) ein, so ist die 
Berechnung dieser Größe aus 8J(u I (11) (12) (als "Transformation nten 

Grades" in Nr. 71 zu behandeln) durch Lösung einer ersten zyklischen 
Gleichung nten Grades zu vollziehen. Die zweite Gleichung dieser Art 
stellt sich bei der Berechnung von 8J(ulnw17 n(2 ) aus 8J(ulnw17 (12) ein. sSS) 

Die Hauptpunkte der Durchführung sind folgende: Setzt man (vgl. 
2 in 

(282) p. 278) für 6 l p. (0) kurz 6 l p. und schreibt e" = E, so wird die 
Funktion: 

(366) 
C5ll'(u) 

Plp.(U) = C5'p.' C5(u) , 

welche der Gleichung lim (u . Plp.(U) = 1 genügt, (vgl. (346) p. 303) 
u=O 

die Bedingungen: 

(367) P).p.(u + (11) = Eflf/JAfl(U), Plp.(U + (12) = E-lpl,,(U) 

befriedigen. Die einzelne der (n -1) für f.l = 1, 2, ... , (n - 1) zu 
bildenden Funktionen f/Jo p. (u) ist demnach eine n-wertige doppelt
periodische Funktion deT Perioden nw1 , 012 mit den n einfachen Polen 
bei U = 0, 0111 2(11) •.• , (n - 1)011 im zugehörigen Parallelogramm. 
Der Ansatz (vgl. (259) p. 270): 

n-1 

POI'(u) = Ao + ~Ak+1~(u- kw11 nooll OOll) 
k=O 

erfordert Al = 1 (wegen des Verhaltens bei U = 0); und man finde 
durch Ausübung der Substitution u = U - 011 wegen (367): 

(368) 

332) S. Kiepen, "Auflösung der Transformationsgleich. u. Divis. der ellipt. 
Funkt.", J. f. Math. 76 (1873), p. 34. S. auch die Lehrbücher, z. B. Burkhardt, 
"EIL Funkt." p. 277 ff., oder C. Jordan, "Cours d'analyse" 2. Auß" 2, p. 490 ff. 

333) S. über Jacobis Herstellung der Multiplikation durch zwei Transfor
mationen oben Nr. 28. 
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wo 'YJt' die erste Periode von ~(u I nrol1 ro2) ist. Durch Differentiation 
folgt: 

n-1 

(369) - g{,,(u) = ~ck/lbiJ(U - kroll nrol1 ro2), (t-t = 1,2, ... , n-1). 
k=O 

Auf Grund derselben Ansätze findet man: 
n-1 n-1 

(370) gJ(u) + ~ gJ(kroll nrol1 ro2) = 2gJ(u-krol l nrou ro2). 

k=1 k=O 

Die links stehende Summe läßt sich durch die &iJl/l darstellen. Da 
nämlich gJ(nu I nrou ro2) eine Funktion der Perioden rou ro2 mit n Polen 

zweiter Ordnung bei u = 0, ::' ... , (n -1):: ist, so gewinnt man 

mitte1st der schon befolgten Schluß weise leicht: 
n-1 

(371) n 2 • gJ(nu I nroll ro2) = gJ(u) + ~(gJO/l(U) - gJo f,) 
/l=1 

und damit: 

(372) 
,,(lw, I nm" m,) ~ ~·I~"'" -~"" I· 

Da die Summe aller (n2 - 1) Teilwerte f')./l verschwindet 3M), so folgt: 
n-1 n-1 

(373) ~gJ().ro11 nrol1 ro2) = - ~ ~f'O/l' 
l=l /"=1 

334) Dies folgt leicht aus der Eigenschaft der ~l/l als "ganzer Modul
formen". Es läßt sich auch so zeigen: Aus den Formeln von Nr. 68 folgt, daß 
die höchsten Glieder der Teilungsgleichung die Gestalt haben 

wn2 + azwn'- 1+ bg2wn'- 2+ (CU!z + dgs)wn'- 3 + ... = 0, 

wo a, b, c, ... numerische Koeffizienten sind. Demnach ist die Summe aller 

n'-Lösungen w = 80llt (:) mit z = S-J(u) bis auf einen konstanten Faktor iden

tisch. Des näheren gilt: 

(374) ~ 80l lt (:) = n'8O(u). 
l, /l 

Entwickelt man nach Potenzen von U und vergleicht rechts und links die Ab
solutglieder, 80 folgt, wie behauptet, 

(375) ~'~l/l = 0, 

l, /l 

wo der Index am Summenzeichen die Auslassung der Kombination 1 = 0, /L = ° 
andeuten soll. 
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Die Addition der (n - 1) Gleichungen (369) und der Gleichung (370) 
liefert jetzt: 

(376) p( -I."" .,,) ~ ~ I p(u) - ~ ~ P'p - ~ ";p(.) ) 

Andererseits ist (CJ>01 (u)" eine n-wertige Funktion der Perioden 

.(iJ1' WlI'. die bei u = ° wie u-" unendlich wird und bei :2 verschwin
-detj also gilt der Ansatz: 

.. -li 

(CP01(U»)"= ~ak«(fß')(u) - flOI(k»), a,,_2= (~ 1~;!. 
i=O 

Da bei 1Il1 sogar ein n-facher Nullpunkt liegt, so folgt: n 
,,-11 

~akflol(k+ 1') = 0, 11 = 1, 2, ... , n - 1. 
k=O 

Die Determinante D"_1 (;) dieses Gleichungssystems (vgl. (348) p.303) 
-verschwindetj dagegen verschwindet die Unterdeterminante des letzteu 

Elementes D,,-s(r;:) nicht. Da a,,_lI bestimmt und eine numerische 
Konstante ist, so berechnen sich die übrigen a als rationale Funktionen 
der fI~~) und also der flop fI~l' Drückt man noch (p"(u), fI"'(u), 
durch fI(U) und fI'Cu) aus, so folgt: 

,~~---~--------~ 

(377) 'P111(u) = VR(fI(U), fI'CU) , flOl1 fI~l)' 
wo R eine rationale und insbesondere in fI(U) und fI'(u) ganze Funk
tion ist. 

Ferner gilt für die Funktion: 

( ) C )- <5':;' <50",(U)<5(U)",-1 
CJ>01< U CJ>01 (u) I' = 5 . <5 (u)'" , 

01' 01 

welche wieder die Perioden WI , W2 hat, der Ansatz: 
,u-lI 

'Po,u(U) ('POl (u»)-,u = ~bk(flol(k)(U) - flOI(k»)j 

.1:=0 

und da diese Funktion bei u = ° wie u/'-1 verschwindet, so gelten 
die (f.' -1) Gleichungen: 

,u-lI 

~bkflol(1c+1') = 0, 
k=O 

1<-2 

~bkflol(1c+,"-I) = Cf.' - 1)! 
:1:=0 

11 = 1, 2, ... , f.' - 2, 
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Da. die Determinante D I' -1 (:1) wegen !L < n nicht verschwindet, sO> 

berechnen sich die bk wieder als rationale Funktionen von 8'10H SQ~lI' 
was zu einer Darstellung führt: 

(378) 'POI'(u) = RI'(8'1(u), 8'1'(u), 8'1011 8'101') CVR(8'1(U), 8'1'(u), 8'1011 8'1~l)}u. 
Bei Differentiation nach u wird sich: 

dEI' + '" Bp. dB R ( , , ) du n . R . du = I' 8'1(u), 8'1 (u), 8'1011 POl 

wieder als rationale Funktion ihrer Elemente berechnen. Für 'P~,.,,(u) 

folgt dann: 

(379) lP~iu) ..... RI'(8'1(u), 8'1'(u), 8'1011 8'1~1) (lIR(8'1(u), f1'(u), 8'1011 f1~l)}U, 
und also ergibt sich aus (376) in Übereinstimmung mit der obigen 
Angabe: 

(380) p(ul .m"m,) ~ ~ !p(U) - ~~f"P - ~Bp'('VRY'l-
Durch Differentiation nach u folgt: 

(381) "'(aln .. ,, ",) ~ ~ k(U) -~Sp.("VRY'l, 
wo 81' die durch: 

8 ( , , ) dB/L + '" BI' dB 
/L 8'1(u), 8'1 (u), 8'1011 8'101 = du n . R du 

zu erklärende rationale Funktion ist. 
Durch eine entsprechende Rechnung oder auch durch Ausübung 

der linearen Transformation W1 = - ws', W2 = w1' auf (380) folgk 
n-l ,,-1 

(382) f1(u 1 w1, nw!) = ~ {8'1(u) - ~ &,8'1),0 - &,P).. (vP).l} , 

wo PJ. und P aus den rationalen Funktionen RJ. und R hervorgehenr 

indem man die Teilwerte 8'1011 8'1:1 durch 8'110' 8'1~0 ersetzt. Schreibt 
man in der letzten Gleichung n w1 statt wl1 so folgt mit Benutzung von 

(373) und Übergang zu 8'1 (: ): 
71-1 71-1 

(383) 8'1 (:) = n· 8'1(u I nWll ws) + ~ ~8'101' - n ~ QlVQY, 
1'=1 ,(=1 

wo Q und QJ. die Funktionen P und PJ. gebildet für die Argumente: 

8'1(u 1 nWlI ws), 8'1'(u 1 nw1, ws), 8'1(w1 1 nWl1 ws), 8'1'(w1 1 nw1, (Os) 

sind. Die ersten beiden Argumente sind nach (380) und (381) aus-
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zudrücken; für die beiden letzten folgen aus (372) und (371) die li
nearen Ausdrücke: 

(384) I ~(Q'I.m .. ~)~ ~, ~P"~ t.~:"~P")), 
fl (wtl nwt , ws) = - n8 (flto + ~ fltp) 

in den ursprünglichen Teilwerten fl2,., fl;p und demnach rationale Aus

drücke in fllO' fl;o, flOl' fl:t· In 'VQ haben wir also die zweite zur 

Berechnung von fl (:) noch zu ziehende Wurzel vor uns. 

70. Die speziellen Teilungsgleichungen. Die Teilwerte fll p' fl{p 
gehören als ganze Modulformen nter Stufe in die Theorie der Modul
funktionen (vgl. II B 4, Nr. 25 ff.). "Eigentlich" zur nten Stufe, d. h. 
nicht bereits zu einer niederen Stufe, gehören nur die Teilwerte, bei 
denen der größte gemeinschaftliche Teiler von l und I-" relativ prim 
gegen n ist. Bezeichnet man mit ((u) zunächst irgendeine doppelt
periodische Funktion erster Stufe, so werden alle eigentlich zur nten 

Stufe gehörenden Teilwerte (lp aus dem besonderen Teilwerte ho durch 
lineare Transformation (vgL Nr. 54) hervorgehen oder, wie man sagt, 
bezüglich der Modulgruppe r<w) mit (tO gleichberechtigt seien. Sind 
nämlich «, fJ zwei Zahlen, deren größter gemeinsamer Teiler relativ 
prim gegen n ist, so gibt es sicher zwei weitere der Kongruenz: 

(385) «h - fJr = 1, (mod. n) 

genügende ganze Zahlen r, h. Eine mit (;:~) kongruente Substi

tution der (homogenen) Gruppe r<w) transformiert also ho in (a,p' 
Die Anzahl inkongruenter Lösungen von (385) ist leicht abzählbar.sS5) 

Ist die Primfaktorenzerlegung von n durch n = ql"l. qs'" ••• gegeben, 
und sind «p(n) und 1/J(n) die bekannten zahlentheoretischen Funktionen: 

(386) 

so gibt es n«p(n)1/J(n) inkongruente Lösungen (385), und es reduziert 
sich die (homogene) r<w) modulo n auf eine endliche Gruppe G~~1fJ 
der Ordnung n«p(n)'I/J.(n). Man kann auch sagen, die Hauptkongruenz
untergruppe nter Stufe von r<lJJ) (vgl. Nr. 60 sowie II B 4, Nr. 13) 

336) Vgl. C. Jordan, "Traite des substitutions etc.", (Paris 1870), p.93ft'. 
und Galois' "Brief an A. Che'IJalier", Rev. encycl. von 18311, p. 668 oder J. d. M. 11 
(1846), p.408. S. auch Klein-Fricke, "Modulf." 1, p. 395 und den Art. II B 4, Nr. 13. 
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sei eine innerhalb der Gesamtgruppe r(w) ausgezeichnete Untergruppe 
des Index nq;(n)1/J(n). Da nun {10 zu der durch a = 1, ß = 0 (mod.n) 
erklärten Kongruenzuntergruppe gehört, welche (wegen des willkürlich 
bleibenden r) eine G",(w) in der G~;1/1 liefert, so existieren ncp1/J:n = q;'I/J 
mit 1;.0 gleichberechtigte, d. h. eigentlich zur nten Stufe gehörende Teil
werte {lI-" 

Hieraus folgt (auf Grund der Theorie der Modulfunktionen), daß 
die {li< einer algebraischen Gleichung q;1/Jten Grades: 

(387) ('P'/J + RI(g2, gS){p'/J-l + R2(g2, gS){p'/J-2 + ... 
". + Rp'/J(g2, gs) = ° 

mit rational von g2 und g3 abhängenden Koeffizienten genügen. Dies 
ist die "spezielle Teilungsgleichung" der Funktion {( u) für den nten 

Teilungsgrad. Für die r-Funktion tritt, weil sie eine gerade Funktion 
ist, noch eine Reduktion auf den Grad l q;'I/J ein. Da übrigens die 
rli< und r:i< "ganze" Modulformen der Dimensionen - 2 und - 3 in 
den 0011 002 sind, so hat man hier die Ansätze 3SS): 

(388) {rtP 1/' + G4r-i'P w- 2 + Gs r1- P1/'-S + ... + Gcp'/J = 0, 

r''P1/' + Gs'6,/p1/1-2 + G:2r'p1/'-4 + ... + G;cp'/J= 0, 

wo die GlI , GlI ' ganze rationale Funktionen von g2' gs der Dimension 
- v in 0011 002 sind (also G4 = ag2 , Gs = bgs, .•. ). 

Die Teilungsgleichungen (388) sind im Rationalitätsbereiche g9' 
g3 irreduzibel. Ihre Monodromiegruppe (für Umläufe der g2' gs bzw. 
der absoluten Invariante J) ist mit der G ~~1/' isomorph oder wird, was 
die Struktur angeht, durch diese Gruppe dargestellt. Auch über die 
Galoissche Gruppe dieser Gleichungen oder vielmehr der entsprechen
den Gleichungen der älteren Theorie sind Untersuchungen angestellt.as7) 

Es zeigte sich dabei (was übrigens auch für die Funktionen erster 
Stufe gilt), daß die Galoissche Gruppe nach Adjunktion der nten Ein
heitswul'zel c sich auf die vorgenannte Monodromiegruppe reduziert. sSS) 

336) Vgl. etwa Klein-Fricke, "Modulf." 2, p. 14. 
337) S. L. Sylow, "Om den Gruppe af Substitutioner etc.". Vidensk.-Selsk. 

von 1871 (Cristiania); Kronecker, "Ober die algebr. Gleich., von denen die Teil. 
der e11. Funkt. abhängt," Berl. Ber. von 1875, p. 498; H. Weber, "Zur Theorie 
der eU. Funkt." Act. mat. B. 6 (1885), p. 329. 

338) Hierbei sind gewisse von Abel aufgefundene und nach ihm benannte 
Relationen von Wichtigkeit gewesen; s. Abel, "Precis d'une theorie etc.", Einleit. 
Nr. 6, Werke 1, p. 523 und "Fragmens sur les fonct. eU.", Werke 2, p. 251, sowie 
etwa Weber, "EIL Funkt.", p. 216. Für die Weierstraßschen Funktionen lauten 
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Die speziellen Teilungsgleichungen sind von den niedersten Fällen 
n = 2, 3, 4 abgesehen nicht durch Wurzelzeichen lösbar. Für Prim· 
zahlgrad n ist die Gruppe G ~7~'-1) vollständig in ihre Untergruppen 
zerlegt (vgl. II B 4, Nr.13). Die niederste Resolvente ist im allge
gemeinen die Modulargleichung , welche bei beliebigem n den Grad * (n ), also bei Primzahlen n den Grad (n + 1) hat. Für die prim
zahligen n existieren nur in den drei Fällen n = 5, 7, 11 zufolge des 
Galoisschen Satzes (vgl. Note 179 und II B 4, Nr. 13) Resolventen 
yon noch niedrigerem, nämlich nten Grade. An Stelle der Modularglei
{)hung kann man auch andere "Transformations gleichungen", z. B. die 
1,Multiplikatorgleichungen" (vgl.ll B 4, Nr.27) als Resolventen der 
speziellen Teilungsgleichung benutzen. Der einzelnen der tjJ(n) Wurzeln 
(}er Modulargleichung sind dann immer rp(n) bzw. im Falle der &9-

Funktion ttp(n) Wurzeln der speziellen Teilungsgleichung zugeordnet, 
welche man nach Adjunktion jener Wurzel der Modulargleichung durch 
Radikale einzeln berechnen kann. So gehören z. B. die tp(n) Teil
werte &910 (die einander gleichen 591,0 und SOn-1,0 sind beide besonders 
gezählt) zusammen, zu deren Berechnung man etwa im Falle einer 
ungeraden Primzahl n so verfahren würde. Es sei g eine primitive 
"\Vurzel von n und r; eine primitive (n - 1)te Einheitswurzel. Die 
(n - 1) Funktionen: 

(389) (t1 = 0, 1,2, ... , n - 2) 

gehören zu der durch r _~_ ° definierten Kongruenzgruppe nter Stufe, 
deren Funktionen nach Adjunktion der zugehörigen Wurzel der Modular
gleichung rational bekannt sind. Die 59;. 0 werden sich demnach durch die 
(n - 1) Wurzeln n-ywa , die sich übrigens auf eine unter ihnen re
duzieren lassen, ausdrücken.339) 

Außer unmittelbarem Zusammenhange mit den vorstehenden aus 
(}er "Monodromiegruppe" folgenden Angaben über Auflösung der spe
ziellen Teilungsgleichungen steht die Berechnung der Teilwerte für 

die Abelschen Relationen: 

n-l 21 n-l 211' 

~ ~=o, ~ E ,'Pl !' =0; 
I' = 0 f.J).,u I' = 0 f.J;. f' 

B. darüber F. Engel, "Uber die Abelschen Re!. usw.", Leipz. Ber. von 1884, p.32 
und Klein, "Über die ellipt. Normalknrven UBW.", Leipz. Abh. 13 (1885), p. 379. 

339) Über die Teilwerte der Weierstraßschen Funktionen und ihre Be
:<Iiehung zur Transformation vgl. man noch Kiepert, "Über Teilung und Transf. 
~ler eIl. Funkt.", Math. Ann. 26 (1885), p. 369. 
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solche konstante GJlI GJ2, bei denen komplexe Multiplikation stattfindet. 
Man vgl. hierüber den Art. I C 6, NI'. 11 und die ausführlichere Dar. 
stellung bei Weber, "Eil. Funkt.", p. 480 ff. Die hier eintretenden spe
ziellen Teilungsgleichungen sind im Rationalitätsbereiche der zuge· 
hörigen "singulären Moduln" Abelsche und also durch Radikale lös
bare Gleichungen. Speziell ist die Teilung der Lemniskate MO) immer 
mit Zirkel und Lineal durchführbar, wenn es die entsprechende Kreis
teilung ist. M1) 

71. Die Transformationstheorie der doppeltperiodischen Funk.
tionen. Das Transformationsproblem in allgemeinster Fassung kann 
man so formulieren: Sind (Cu I GJu GJ2) und f(u I wlI ws) irgend zwei 
doppeltperiodische Funktionen, so soll untersucht werden, unter wel
chen Bedingungen aus einer Gleichung u = mu mit konstantem m 
das identische Bestehen einer algebraischen Relation zwischen beiden 
Funktionen folgt.M2) Sind, wie vorausgesetzt werden soll, die ( und 
1 homogene Funktionen erster Stufe, so können wir aus 1 C m u I W1 , Ws) 

den Faktor m herausnehmen und schreiben hernach für rol wieder wi ; 
m 

wir können demnach m = 1 setzen. Da f (u I wl1 ws) und 1 (u I wlI Ws) 
als doppeltperiodische Funktionen gleicher Argumente u und gleicher 
Perioden wlI w2 sicher algebraisch zusammenhängen, so ist es weiter 

340) S. Gauß' Bemerkung in der Sectio sept. der "Disq. arith." (1801), 
Werke 1, p.413, welche AbeZ in den "Recherches" Nr.40, "Werke" 1, p.361 
bewiesen hat. V gl. auch Jacobis nachgelassene Schrift "De divis. integr. ellipt. 
in n partes aequal." , Werke 1, p. 485. 

341) Geometrisches über die l!'iinf- und Sieuzehnteilung der Lemniskate 
findet man bei Wiehert, "Die Fünf- und Siebzehnteilung der Lemn.", Programm
abh. Conitz (1846) und Kiepert, "Siebzehnteilung des Lemniskatenumfangs usw.", 
J. f. M. 75 (1873), p. 255. Sonstige Nachweise bei "E. M.", p. 384. S. auch noch 
K. Schwering, "Zerfällung der lemnisk. TeilungsgI. in 4 F'aktoren", J. f. M. 110 
(1891), p. 42 und "Zur A.ufl. der lemn. Teilungsgl.", J. f. M. 111 (1893), p. 170; 
Hurwitz, "Über die Entwicklungskoeff. der lemn. Funkt.", Gött. Nachr. von 1897, 
p. 273; G. B. Mathews, "The compl. mult. of the Weierstr. lemn. funct.", Quart. 
Journ. 32 (1900), p. 257; P. Meyer, "Über Siebenteilung der Lemn.", Straßb. Diss. 
1900; R. Bric(Jjrd, "Sur l'arc de la lemn.", Nouv. Ann. (4) 2 (1902), p. 150. 

842) Setzt man f(u I alt, al2) = z, f(ji, I rot, rot) = z, so gelten für u und u 
Darstellungen in Gestalt überall endlicher elliptischer Integrale: 

U= !R(Z, ~v)dz, ü-f1i,Ci, W)dz, 

wo wund w gewisse algebraische Funktionen von z und z sind. In algebraischer 
Gestalt ist also das Problem des Textes, die Bedingungen allgßmein anzugeben. 
unter denen das Differential R (z, w) dz mitte1st einer algebraischen Funktion 
Z von z derart wieder in ein elliptisches Differential Rei, w)dz transformiert 
wird, daß R d-Z = mR dz gilt. 
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keine Beschränkung, unsere Frage auf die beiden Funktionen {( u I rol , roll) 
und {( u I roll ro2) zu beziehen. 

Man bilde die beiden Gruppen r(u) und r(U) unserer Funktionen 
und übe auf u die Substitutionen von r(u) aus (vgl. Nr. 54). Hier
bei bleibt {(u I rou roJl) unverändert, und also kann f Cu I rou roll) nur eine 
endliche Anzahl verschiedener Werte annehmen. Es folgt leicht: r(ul 

und TCu) müssen kommensurabel sein, d. h. eine Untergruppe r'(u) ge
mein haben, welche in beiden vorgenannten Gruppen endliche Iudizes 
hat. Diese r'(u) hat als Diskontinuitätsbereich ein Parallelogramm, 
dessen Ecken u = 0, roll', ro l ' + roll', ro/ seien und eine solche Lage 
haben mögen, daß der Quotient ro' = rot' : WlI' positiven imaginären 
Bestandteil hat. Da r'(u) in r(u) enthalten ist, so gibt es vier ganze 
Zahlen a, b, c, d derart, daß 

(390) wl ' = aroi + bw2 , roll' = cWl + dro2 

gilt; und zwar ist wegen der über w' getroffenen Festsetzung die De
terminante ad - bc = n eine ganze Zahl > 0. Entsprechendes wird 
für T(u) gelten.S43) 

Man schalte nun zwischen {(t~lrol1 rojl) und {(ulrol , roll) die Funktion: 

(391) rcu I rol ', rot) = rcu I aWl + bro2, cro1 + drolI) 

ein. Ist (Cu I roll wlI ) m-wertig, so besteht jetzt in der Tat eine al
gebraische Relation: 

(392) G(fCu I wl ', WlI'), f(u I roll ro2)) = ° 
m . nten bzw. mten Grades identisch, und zwar auch für variable rol , roll. 
Indem eine entsprechende Relation auch für {( U i ro/, roll') und {( u I 011 , roll) 
besteht, schließen wir auf die Gültigkeit einer algebraischen Gleichung 
auch für die beiden ursprünglich vorgelegten Funktionen.S44) 

Man sagt nun, die Funktion (391) entstehe durch Transformation 
nten Grades oder nter Ordnung aus r(u I roll roll)' Mit der Untersuchung 
dieser Funktionen und ihrer Relationen (392) ist das Transformations
problem in der ursprünglichen Gestalt mit erledigt.345) 

343) Der Schluß auf das Bestehen der Relationen (390) findet sich im 
Prinzip bereits bei AbeZ im "Precis etc.", Introduct. Nr. 8, "Werke" 1, p. 524. Über 
den Gebrauch des im Texte entwickelten Ansatzes bei Briot und Bouquet s. 
Note 297 und zugehörigen Text. Auch Weierstra,13 benutzt die Schluß weise des 
Textes zum Eingang in die Transformationstheorie, s. darüber "E. M.", p. 483:!f. 
und die dort genannten Nachweise. S. auch Riemann-Stahl, "EII. Funkt.", p. 51. 

344) Betreffs der Zurückflthrung der algebraischen Relation in zwei je nach 
der einen Seite hin rationale Relationen s. die Bemerkung über Abel und Jacobi 
in Note 296, p. 295. 

345) Für n = 1 stellt sich die schon oben (in Nr. 03) e:dedigte "lineare" Trans
formation ein, bei welcher im Falle des Textes (Cu t rot', CIl2 ') = (Cu t CIlt , CIli ) gilt. 
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Der erste Hauptsatz der Transformationstheorie lautet: Es gibt 
insgesamt wen) verschiedene aus ((u I roD ro2) durch Transformation 
nten Grades entstehende Funktionen, unter wen) die Teilersumme der 
Zahl n verstanden. Bezeichnet man die Transformation (390) durch 

das Symbol (:; !) und versteht unter (;:~) eine beliebige Substi

tution der Modulgruppe r<w) (lineare Transformation), so ist, da (von 
erster Stufe ist, ((ul arot' + ßro2', yro/ + oro2') = (Cu I rot', ro2'), d. h. 
alle Transformationen nten Grades: 

(393) ( .A, B) = (aa + ßc, ab + ßd) 
C, D ya + oc, rb + od ' 

( a, ß) 
wo "/, t1 die Modulgruppe durchläuft, liefern ein und dieselbe trans-

formierte Funktion. Um unter den unendlich vielen Transformationen 
(393) eine als "Repräsentanten" zu wählen, verstehe man unter $ den 
(positiv genommenen) größten gemeinsamen Teiler von a und c. Setzt 

man dann y = - !L, 0 = ~, so gibt es noch unendlich viele zu-
'r: 'r: 

gehörige Zahlen paare ", ß, die in einem unter ihnen "0' ßo in der 
Gestalt: 

c 
"="o-v~, ß = ßo + v :' (v = 0, + 1, + 2, ... ) 

darstellbar sind. Diese Auswahl liefert: 

0=0, D =~, .A = $, B = (aob + ßod) + v ~ = Bo+ vDr 
'r: 'r: 

wo nun die ganze Zahl v so gewählt werden soll, daß B eine der 
Zahlen 0, 1, 2, ... , D - 1 ist. Als Repräsentanten f'dr Transfor
mation nten Grades gewinnt man so: 

(394) (~';), .AD=n, B=O, 1,2, ... , D-l, 

so daß in der Tat jeder Teiler D von n im ganzen D Repräsentan
ten liefert. M6) 

Als "eigentlich" zum Grade n gehörig bezeichnet man die Trans
formationen, bei denen a, b, c, d keinen Teiler> 1 gemeinsam haben. 
Liegt aber ein von 1 verschiedener größter gemeinsamer Teiler t von 

346) Über das Auftreten dieser Repräsentanten s. Hermite in der ersten in 
Note 176 genannten Abhandl., "Werke" 2, p. 9; Koenigsbe'1'ger, "Transr. u. Mult. 
der eIl. Funkt." (1868), p. 70 und "Vorl. über die Theor. d. eIl. F." 2, p. 47. VgI. 
auch P. Joube'1't, "Sur les equat. qui se rencontrent dans la theor. d. r. eIl.", Bull. 
des sc. math. (2) 1 (1876), p. 249 und P. Bonaventura, "Sulle formule gener. di 
molt. compl.", Annali di Pisa 7 (1895). 
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a, b, c, d vor (wo also n den quadratischen Teiler t2 aufweisen wird), 
so handelt es sich um die Teilung des Grades t in Verbindung mit 

einer "eigentlich" zum Grade ; gehörenden Transformation. 

Der zweite Hauptsatz der Transformationstheorie lautet: Es gibt 
im ganzen '!/J(n) (vgL Gleichung (386) p. 313) eigentlich zum Grade n 
gehörende transformierte Funktionen (391), welche "gleichberechtigte" 
doppeltperiodische Funktionen bzw. Modulfunktionen nter Stufe sind, 
d. h. aus einer unter ihnen mitte1st geeigneter auf 0111 Ws auszuüben
der Substitutionen von r(OJ) herstellbar sind. Der Satz beruht auf 
einer zweiten Auswahl der Repräsentanten. Ist (394) eigentlich zum 
Grade n gehörig, so ist der größte gemeinsame Teiler (j von A und 
B relativ prim gegen D. Man schreibe A = 6Ao, B = I1Bo und 
löse ß' Ao - a' Bo = 1 in ganzen Zahlen, wobei sich die allgemeinste 
Lösung a', ß' in einer speziellen "0' ßo mitte1st aller ganzen Zahlen v 
in der Gestalt: 

darstellt. Da ao und Ao relativ prim sind, so kann man v so wählen, 
daß a' relativ prim gegen (j wird. Demnach sind auch a = a' D und 
ß = 11 relativ prim, so daß man zwei weitere ganze Zahlen rund 8 
in Übereinstimmung mit ah - ßr = 1 wählen kann. Die so er-

haltene Substitution (;: n wende man nunmehr auf 011' = AWI + Bws, 

01/ = Dws an und gelangt, wenn man noch rA = r', rB + 8 D = 8' 
setzt, zu: 

(395) (aA, aB+ ßD) _ (na', n ß') 
r B, r B + 8D - r', ~' 

als dieselbe transformierte Funktion wie (394) liefernd. Da die De
terminante gleich n ist, so genügen die vier ganzen Zahlen a', ß', 
r', 8' der Gleichung a'o' - ß'r' = 1, so daß die transformierte Funk
tion aus: 

(396) 

durch Ausübung der Substitution e:: !:) auf 0117 Ws entsteht. Aber 

(Cu I nWl1 ws) erkennt man sofort als doppeltperiodische Funktion nter 

Stufe, und zwar gehört sie als Modulfunktion nter Stufe zu der durch 
r = 0 (mod. n) erklärten Kongruenzgruppe nter Stufe vom Index '!/J(n). 
Wir erhalten demnach alle eigentlich zum Grade n gehörenden trans
formierten Funktionen in der Gestalt: 

(397) 
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wenn ("", ~~) ein System bezüglich der genannten Kongruenzgruppe 
1,., 8" 

inäquivalenter Substitutionen durchläuft (vgl. II B 4, Nr. 13). Die 
neue Darstellung der 1/J (n) Repräsentanten ist: 

(398) ( <<", 'I/,(r,,) , () 1 v=0,1,2, ... ,1/J n - , 
1",8" 

wobei für v = 0 die als eine "Haupttransformation"S47) benannte Trans
formation (396), d. h. also €Co = Ito = 1, ßo = Ito = 0 zutreffe.lK8) 

Durchläuft tJ alle quadratischen Teiler von n und bildet man im 

Einzelfalle ; alle 1/J (~) eigentlich zugehörigen transformierten Funk

tionen, so ergeben sich alle wen) aus den Repräsentanten (394) her
vorgehenden Funktionen: 

(399) 21/J (;) = wen). 
t 

Sieht man die Wirkung linearer Transformation als bekannt an, 
so ist nur noch die. für die "Haupttransformation" eintretende Funk
tion f (u) = ((u I nwu ws) zu berechnen, wobei die ursprüngliche Funk
tion ((u) = (Cu I Wll ws) als bekannt gilt und ihr, um eine rationale 
Darstellung aller Funktionen erster Stufe zu ermöglichen, etwa die 
Ableitung ('(u) adjungiert wird. Dann ist f die Wurzel einer Glei
chung nten Grades: 

(400) f" + R,.(f, (')f .. -1 + Rs(f, (')f .. -2 + ... + R .. Cf, (') = 0, 

deren Koeffizienten rational in ( und f' sind, und deren Wurzeln die 
n Funktionen: 

(401) f..cu) = ((u + vw1 1 nW11 ws), v = 0, 1, 2, ... , n - 1 

sind. In der Tat haben die symmetrischen Funktionen der f" die 
Perioden Wll ws. Die Theorie dieser Gleichung (400) ist bereits in 
Nr.69 angedeutet; Gleichung (400) ist zyklisch und also (nach Ad
junktion geeigneter von u unabhängiger Größen) mitte1st einer einzigen 
Wurzel nten Grades lösbar. 

347) Als "Haupttransformationen" nten Grades werden von den älteren Autoren 

die beiden und bezeiohnet. (n,o) (1,0) 
0, 1 0, n 

348) Man benennt die Transformationen (398) als die "funktionentheoretisohen" 
Repräsentanten und ihnen gegenüber die in (394) als die "arithmetisohen". S. 
hierzu Klein, ,,'Ober die Transf. der eil. Funkt. usw.", Ma.th. Ann. 14 (1878), p.111, 
Dedekind, "Schreiben an Herrn Borchardt über die Theor. der eil. Modulf.", J. f. M. 
83 (1877), p. 265, sowie die ausführliche Darstellung bei Klein-Fricke, "Modulf." 
2, p. 36 ff. 
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Für die S.J-Funktion ist die Lösung der Gleichung (400) bereits 
m (380) angegeben. Um die Gleichung selbst aufzustellen, hat man: 

I ' 

fo1(u I (011 ws) = 8:1( U I co~ , ws') 

in S.J(u I nWlI ws) = S.J(u I w/, Ws) darzustellen. Man arbeitet hier am 
bequemsten mit den transformierten Perioden und kaun also (unter 
Fortlassung der oberen Indizes) die zu behandelnde Aufgabe dahin 

aussprechen, daß 8:1(U i ::' (Oll) als rationale Funktion des nten Grades in 

~:1(u) = S:1(u I w1, (02) auszudrücken ist (cf. Note 314). Man kann die 
Lösung dieser Aufgaben an die (5-Funktion anknüpfen und verstehe 

unter 1i1' 1is die zu den ro1 = C01 , ros = Ws gehörenden Perioden zweiter n 
Ga.ttung (vgl. (269) p. 274). Aus der Legendreschen Relation (256) folgt: 

(402) Ti1 n1j1 1i, n1j, 
2w1 - 2co1 = 2w, - 2co, • 

Schreibt man für den gemeinsamen Wert dieser Ausdrücke (wie 
üblich 349» G17 so erweist sich wenigstens im Falle eines ungeraden n, 
der allein weiter verfolgt werde: 

(403) 

als doppeltperiodische Funktion von U mit den Perioden W1' wll • Da
bei liefert (260), p. 271 sofort: 

.• 5(UI'::,CO,) .. -1 G).o(U) 

e-·G1U • «(5(U»"- = rr 5'05(u) , 
).=1 .. 

(404) 

wo beim Fehlen einer Angabe der Perioden stets (01' wll als solche 
zu setzen sind. Geht man von: 

,,-1 

(5 (ul '::' wll) = eG1u2 6(u) rr 5~0(U) 
1.=1 ).0 

nach (258) p.270 zur 8:1-Funktion, BO folgt: 
.. -1 

(405) 8:1 (u\ ~, Wll) = - 2G1 + &:1(u) + ~ fo1l.,o(U), 
1.=1 

woraus sich durch Reihenentwicklung bei u = 0 ergibt: 

(406) 
n-l -!(n-l) 

2G1 = ~ 8:11.0 = 2 ~ fo1).o· 
).=1 1.=1 

349) S. F. Müller in der in Note 298 genannten Arbeit und Klein, ,,"Ober 
die eil. Normalkurven usw.", Leipz. Abh. 13 (1885), p. 343. 

Enoyklop. d. math. Wi88enJ1oh. II 2. 21 
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Trägt man diesen Ausdruck für 2 Gi in (405) ein, so folgt durch Be
nutzung des Additionstheorems (327) p. 297: 

t(n-l) 

(407) (ul ro l w) = (u) + ~ f.J(u)(6f.J1o-tg2)-2f.Jlo- }g2f.Jlo- gs 
«J In' 2 «J..::;;.; ("'(u) _ '" )2 , 

-<=1 .- '-lO 

eine Gleichung, die man auf die Gestalt umrechnen kann: 

(408) 

wo die av ganze ganzzahlige Funktionen der «JA,o' t 92' g8 von der 
Dimension (- 211) in roll W 2 sind. Dies ist die gewünschte Gleichung, 
aus der man übrigens durch Ersatz von ro1 durch nW1 unmittelbar 
die Gleichung (400) für die «J-Funktion gewinnen kann.350) 

Für die Transformation nten Grades einer doppeltperiodischen 
Funktion von einer Stufe s> 1 gelten analoge Regeln.351) Am ein
fachsten gestalten sich die Verhältnisse, wenn n gegen die Stufenzahl 
s relativ prim ist; nur hat man dabei, wenn /L(s) der Index der zur 
vorgelegten Funktion gehörenden Kongruenzgruppe ster Stufe ist, immer 
fL(S) verschiedene gleichberechtigte (d. i. durch lineare Transformation 
ineinander überführbare ) Fälle der Transformation nten · Grades zu 
unterscheiden. Die höchste in der älteren Theorie auftretende Stufen
zahl ist s = 16 (bei den Größen }lk, }lk'; vgl. Hermites Entwick
lungen über die von ihm mit Cf! (w) und 1/J (ro) bezeichneten Funk
tionen.S5~) Rier hat man seit lange für einen der /L in Betracht 
kommenden Fälle die Repräsentanten gebraucht S5S) 

(A, 16B) 
(409) 0, D ' AD = n, B = 0, 1, 2, ... , D - l. 

Komplizierter gestalten sich die allgemeinen Verhältnisse, falls n 
gegen die Stnfenzahl s nicht relativ prim ist. Der niederste Spezial
fall der Transformation zweiten Grades der Jacobischen Funktionen 
bietet freilich noch keine Schwierigkeit; hier stellen sich die Formeln 
der Gaußschen und der Landensehen Transformation ein.sM) 

350) S. o,E. M.", p.483ff. 
351) Ausführliche Entwicklung des Ansatzes für den besonderen Fall der 

Modulfunktionen bei Klein-Fricke, "Modulf." 2, p. 83 ff. 
352) S. Nr. 43 und die dort gegebenen Nachweise. 
353) S. auch Koenigsberger, "Ell. Funkt." 2, p. 96. 
354) Vgl. Nr. '; u. 34; s. übrigens die Lehrbücher, z. B. Krause, "Doppeltp. 

Funkt." 1, p. 120. 
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72. Die Transformation nten Grades der Thetafunktionen. Die 
Thetafunktionen n~r Ordnung. Die Transformation der Thetafunk
tionen griindet man auf die Theorie derjenigen doppeltperiodischen 
Funktionen dritter Art (vgl. Nr. 4:2), welche ganze transzendente Funk
tionen sind. Hat eine solche Funktion n einfache Nullpunkte im 
Periodenparallelogramm, so heißt sie von der nten Ordnung. Man zeigt 
leicht 355) , daß eine solche Funktion stets in der Gestalt: 

.. 
(410) eAu'Uu+O rr G(u - (X,,) 

,,=1 

darstellbar ist. Um die in der Literatur vorliegenden Bezeichnungen 
zu gewinnen, knüpfe man an die gerade Funktion Gs(u) an, welche 
den Gleichungen: 

(411) Gs (u + 6)1) = e '11 (u + t) Gs (u), Gs (u + 6)2) = e '10 (u + ~) Gs (u) 

genügt (vgl. Nr.61), und bilde analog der Funktion (282) p.278: 
g'11- "'1. ( gm,. -"rot) 

(412) C5g,,,(u) = e --1I- u+ -4,- Gs (u + gOll -; hOls ). 

Indem man 9;- h als reelle Größen des Intervalls - 1 < 9, h < + 1 
faßt, kann man durch richtige Auswahl von 9 und h den Nullpunkt 
der Funktion (412) an jede vorgeschriebene Stelle des Periodenparallelo
gramms verlegen. Wählt man jetzt n solche Paare (g1' ~), ... , 
(9,., h,.) und schreibt: 

(413) 91 + 911 + ... + 9,. = 9, h1 + hs + ... + h" = h, 
so wird: 

" 
(414) tpg"(u) = rr C5g" ",,(u) 

,,=1 ' 

eine "erste" ganze doppeltperiodische Funktion dritter Art mit n will
kürlich vorgeschriebenen Nullpunkten und also von n ter Ordnung sein, 
in der sieh alle "weiteren" Funktionen dieser Art der gleichen Null
punkte mittels eines Exponentialfaktors wie in (410) darstellen. Aus 
(411), (413) und der Le9end'l'eschen Relation (256) p.270 folgt: 

(415) 19',,(U + m,) - ':::::: (:: ~ 9',,(u), 

tpg,,(u + 6)2) = e () tpg,,(u). 

Eine besondere Auswahl des Exponentialfaktors führt jetzt ver
mittelst der Substitution u = roll'/) zur Erklärung einer "Thetafunktion 

355) S. z. B. Halphen, "TraiM des f. eIl." 1, p. 462. 
21* 
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nter Ordnung der Oharakteristik (g, h)"356): 

(416) 

für welche aus (415) das Verhalten folgt: 

(417) O~"l( v + 1) = e1tiU • o~nJ.( v), o~nJ.( v + ro) = e1tih-n1ti(2.+w) • o~nl( v). 

Die Oharakteristik (g, h) besteht gemäß (414) zunächst aus irgend 
zwei reellen Zahlen 9, h des Intervalls - n < g, h < + n. Da in
dessen die einzelne in (414) enthaltene Zahl 9" oder h" ohne Ä.nderung 
der Nullpunkte von IPuh(U) um eine gerade ganze Zahl abgeändert 
werden kann, so können wir uns auch bei beliebigen n C wie bei n = 1 ) 
die g, hals irgendwelche reelle dem Intervalle - 1 < g, h < + 1 an
gehörende Zahlen denken. 

Die vier Funktionen OW(v), Oiv.(v), OiWv), Wd(v) sind bis auf von 
v unabhängige Faktoren die vier Jacobischen Funktionen .&oCv), '&l(V), 
.&2 (v) , .&s(V).357) Man kann diese Faktoren durch die Forderung be
stimmen, daß die Differentialgleichung: 

(418) 

gelten soll (vgl. (159), N r. 44). 
Für die Thetafunktionen nter Ordnung gilt das Hermitesche Prin

zip 358) (der Riemann-Rochsche Satz), daß bei gegebener Oharakteristik 
(g, h) stets n linear-unabhängige Funktionen existieren, in welchen 
sich jede weitere linear- homogen darstellen läßt. Man beweist dies 
nach Vorgang von Hermite gewöhnlich in der Art, daß man die 
Gleichungen (417) als Definition für eine Thetafunktion nter Ordnung 
der Oharakteristik (g, h) ansieht und von hieraus eine Darstellung der 
allgemeinsten Funktion dieser Art in Gestalt einer Fouriersehen Reihe 

366) Die "Charakteristiken" der &-Funktionen treten zuerst bei Hermite, 
"Transformation des fonct. aMliennes", C. R. 40 (1851» oder "Werke" 1, p.444 
sowie bei Riemann in der "Theorie der Abelschen Funkt.", J. f. M. 54 (1857) oder 
"Werke", p. 121 ff.; s. auch J. Thomae, "Beitr. zur Theor. d. AbeZschen Funkt." 
J. f. M. 75 (1873), p. 224, A.Krazers Hab.-Schrift "Öber Thetaf., deren Charakt. 
aus Dritteln ganzer Zahlen gebildet sind" (Würzburg 1883), dessen "Lehrb. der 
Thetaf." (Leipzig 1903) und R. Voß, "Theorie der Thetaf. usw.", Arch. f. Math. 
4 (1886), p. 385. 

357) Unter &a(v, (0) soll im Texte, neuerem Brauche entsprechend, die 
Funktion verstanden sein, welche nach der oben (in Nr. 32) im Anschluß an 
Jacobi gebrauchten Bezeichnung &a(nv, q) heißen würde; &0 ist die a. a. O. mit 
& bezeichnete Funktion. 

358) S. Nr. 40, sowie die Lehrbücher z. B. BU1'khardt, "EIl. Funkt.", p.101ff. 
oder K:rause, "Doppeltp. Funkt." 1, p. 63. 
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entwickelt. Auf der anderen Seite beachte man, daß der Quotient 
zweier Thetafunktionen nter Ordnung der Charakteristik (g, h) eine 
n-wertige doppeltperiodische Funktion liefert, worauf dann eben die 
Abzählungen des Riemann-Rochschen Satzes zum Hermitsehen Prinzip 
hinführen. 

Für die besonderen Charakteristiken (0,1), (1, 1), (1, 0), (0, 0) hat 
man die Produkte der vier -It a (v) zu je n Faktoren zur Hand, welche 
sich wegen der zwischen den -It a (v) bestehenden quadratischen Rela
tionen (93) auf die 4 n Produkte: 

(419) { -Ito (v)"- "-Itl (v)", -Ito (v)n-"-Itl (V)"-l-lt2( v), 
-Ito( v )n- "-Itl (v )"-l-lts (v), -!to( v)n -" -Itl (v )"- 2-1t2 (v )-Its (v) 

reduzieren lassen. Je n gehören zur einzelnen der genannten Charak
teristiken und erweisen sich leicht als linear-unabhängig; so gehören 
für ungerades n z. B. zur Charakteristik (1,1) die n Produkte: 

-Ito C V ),,-l-ltl (v), -Ito( v)n- 3-1tl C V ll, ... , -It1 (v)", 
-Ito( v),,- 2-1t2( v )-Ita( v), {}oo( v )n-4-lt1 (v )2-1ti v )-Iti v), . .. , -ItoC V )-Itl (v )"- 3-1tS( v) -!tsC v). 

Man faßt nun das Problem der Transformation nten Grades für 
die Thetafunktionen so, daß die einzelne Funktion -It a für die trans
formierten Argumente u' = nu, wl ' = aWl + bw2, wa' = cWl + dWa 
im Falle eines ungeraden n mit ad - bc = n, d. h. also die Funktion: 

(420) <>. (' ') (nv aco+b) _ <>: e -) 
'IJ" V ,W = -It a c co + d' c co +a" - 'IJ a v, ro 

durch die ursprünglichen Funktionen ausgedrückt werden soll. Beruft 
man sich auf die linearen Transformation der -It"ev) (vgl. Nr.64), so 
ist die Beschränkung auf die Haupttransformationen e sogar auf eine 
unter ihnen) statthaft, welche die Berechnung von -Ita(nv, nw) und 

-It a (v, :) erfordern. 

Die Lösung dieser Aufgabe beruht auf den Sätzen über Theta
funktionen nter Ordnung. So erweist sich z. B. für ungerades n die 
Funktion -ItlCnv, nro) sofort als eine Funktion 8~~(v); da sie überdies 
eine ungerade Funktion von v ist, so ist sie linear und homogen in 
der Gestalt: 

(421) -It1(nv, nro) = cO-ltl(v)n + cl-ltlev)n-2-ltoev)2 + ... 
... + C"_l-lt1(V)-ItO(V)n-l 

-2-

durch die Produkte -Itl (v)n- 2x -lto(v)2" mit von v unabhängigen Koef
fizienten darstellbar. Durch Rückgang auf die Potenzreihen der Jaco
bischen Funktionen sn tt, cn u, dn u gelingt es, die hierbei auftretenden 
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Koeffizienten c rational durch die Nullwerte der ursprünglichen und 
transformierten -B--Funktionen auszudriicken.359) Bei diesen Rechnungen 
ergeben sich Relationen zwischen diesen -B--Nullwerten in großer Zah1.360) 

73. Die Modular- und Multiplikatorgleichungen. Die von Jacobi 
bei der algebraischen Durchführung der Transformation dritten und fünf
ten Grades mittels eines Eliminationsverfahrens gewonnenen Gleichungen 
vierten und sechsten Grades zwischen der achten Wurzel u = Vk des ur
sprünglichen Integralmoduls k 2 und der entsprechenden transformierten 
Größe v = VI werden nach ihm als "Modulargleichungen" bezeichnet. 
S. darüber sowie über die an Jacobi sich anschließenden weiteren Un
tersuchungen NI'. 4:4:. 

Die absolute Invariante J, in A.bhängigkeit vom Periodenquo
tienten w die "Modulfunktion erster Stufe" J( (jJ ), ist zufolge (302) 
eine Funktion sechsten Grades von Jt = k 2, also eine rationale 
Funktion 48ten Grades von u. Die "Modulargleichungen erster Stufe", 
d. h. die algebraischen Relationen, welche bei den verschiedenen Graden 

n der Transformation zwischen J (~: t ~) und J( (jJ) bestehen, werden 
demnach äußerlich genommen weit komplizierter ausfallen als die Ja
cobischen "Modulargleichungen sechzehntel' Stufet(. Demgegenüber ge
staltet sich bei der ersten Stufe die Entwicklung der arithmetischen 
Grundlagen für die Modulargleichungen am einfachsten. Für eigent
liche Transformation nten Grades hat man die 1jJ(n) transformierten 
Funktionen: 

(422) 

welche als gleichberechtigte Modulfunktionen nter Stufe die Lösungen 
einer in J' und J auf den Grad 1jJ(n) steigenden in beiden Größen 
symmetrischen Gleichung (eJ', J) = 0 sind. 

Das Nähere über diese Gleichungen 'gehört in die Theorie der 
Modulfunktionen (vgl. Ref. TI B 4, NI'. 26). A.uch über die Theorie der 
"Modularkorrespondenzen ", welche als natürliche Fortsetzungen der 
Modulargleichungen erscheinen, ist auf TI B 4 (NI'. 27) zu verweisen. 3G!) 

359) S. die Lehrbücher z. B. Krause, "Doppeltp. Funkt." 1, p. 175. Vgl. 
auch die Produktdarstellungen der transformierten Theta bei Weber, "EU. Funkt.", 
p. 83 und übrigens die Nachweise in "E. M.", p. 427. 

360) Diese Relationen sind namentlich durch Krause und seine Schüler be
trachtet; s. wegen weiterer Nachweise sowie über die algebraische Bedeutung 
dieser Relationen Klein-Fricke, "Modulf." 2, p. 158. 

361) Erwähnt sei noch, daß im Anschluß an Klein Modulargleichungen zweiter 
bis fünfter Stufe G. Friedrich in seiner Leipz. Diss. von 1886 "Die Modulargl. 
der Galoisschen Moduln zweiter bis fünfter Stufe" Arch. der Math. u. Phys. 
(2) 4, p. 113 mittels invariantentheoretischer Methoden entwickelt. 
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Über die Modulargleichungen als die im allgemeinen niedersten Re
solventen der speziellen Teilungsgleichungen siehG oben Nr. 70.362) 

Für die '!/J (n ) Werte, welche bei der algebraischen Transformation 
nten Grades des Legendreschen Integrals erster Gattung, den '!/J(n) we
sentlich verschiedenen Transformationen entsprechend, als Multiplika
toren des transformierten Integrals auftreten, gilt der Satz, daß sie die 
Wurzeln einer Gleichung '!/J(n)ten Grades mit Koeffizienten sind, die in 
k 2 rational sind. Diese sogenannten "Multiplikatorgleichungen " sind 
von Jacobi S6S) eingeführt; explizite berechnet er a. a. O. die Gleichung 
sechsten Grades für n = 5. Der Zusammenhang dieser Multiplikatoren M 
mit dem ursprünglichen und dem transformierten Modul (Wurzel der 
Modulargleichung) ist angegeben durch 364): 

(423) M3 = n(k-kff'ydl . 
(l-lS)dk 

Klein 365) braucht den Ausdruck "Multiplikatorgleichungen" für 
diejenigen Gleichungen '!/J( n )ten Grades, denen die transformierten Werte 
von IV' 6. genügen und deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen 
von 92,9s und der zwölften Wurzel aus der ursprünglichen Diskriminante 
sind. Die Benennung rechtfertigt sich insofern, als er 1V' 6. als Mul
tiplikator zur Normierung des Integrals erster Gattungu brauchte. Aus
führlicher sind diese Multiplikatorgleichungen von Hurwite 366) unter
sucht. Allgemeiner versteht Klein unter Multiplikatorgleichungen über
haupt Transformationsgleichungen für Modulformen. Auf seine Veran-
1assung betrachtete P. Biedermann 367) solche "Multiplikatorgleichungen" 
für Teilwerte der Sigmafunktion. Schon früher wurden Transfor
mationsgleichungen für die Modulformen erster Stufe 92,93 von F. 
Müller368) untersucht (s. übrigens den Art. II B 4, Nr. 27). 

362) Betreffs des Übergangs von der Modulargleichung erster Stufe zur 
Gleichung für die Klasseninvarianten inuerhalb der "komplexen Multiplikation" 
ist auf den Art. I C 6, Nr. 3 zu verweisen. 

363) "Suite des not. sur les f. eil.", J. f. M. 3 (1828), p. 308 oder"Werke" 1, 
p.261. 

364) Weiteres über hierher gehörige DifIerentialrelationen bei "E. M.", p. 44:). 
365) "Über Multiplikatorgl." (AU3zug aus einem Briefe an Brioschi), "Rend. 

d. Ist. Lomb." 2. Jan. 187~ oder "Math. Ann." 15, p. 86. 
366) "Grundl. einer indep. Theor. der eH. Modulf. usw.", Math. Ann. 18 

{lS81), p. 528. 
367) "Über Multiplikatorgi. höherer Stufe usw.", Leipz. Diss. 1887, Arch. d. 

Math. u. Phys. (2) 5, p. 1. 
368) In der in Note 298 gen. Diss. S. auch die verwandten Untersuchungen 

Kieperts "Zur Transformittionstheor. d. eIl. Funkt.", J. f. Math. 82 (1879), p. 199; 
S3 (1879), p. 205 und 95 (1883), p. 218. 
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VI. .Anwendungen der elliptischen Funktionen. 
74. Anwendungen auf die Theorie der Kurven. Olebsch unter

suchte die Beziehung der Kurven des Geschlechtes p = 1 zu den ellip
tischen Funktionen und verwertete die letzteren zum Beweise der Steiner
sehen Sätze über Punktgruppen auf der OS.369) Setzt man x = g;J(u),. 
Y = g;J'(u), so liefert die zwischen x und '!J bestehende Relation bis 
auf projektive Transformationen die allergemeinste singularitätenfreie 
ebene Kurve dritten Grades Os, so daß die Koordinaten der Punkte 
dieser Os mitte1st des "Parameters" u als eindeutige elliptische Funk
tionen darstellbar sind. Die einzige absolute Invariante der Os, die 
sich in den Aronholdschen Invarianten Sund T oder in den ihnen 
bis auf numerische Faktoren gleichen gs, gs in der Gestalt gs S : gs s 
oder J = gs s : t::.. darstellt, hängt dabei in einfacher Weise mit dem 
Doppelverhältnis der vier von einem beliebigen Punkte der Os an diese 
laufenden Tangenten zusammen (vgl. (302) p.288 sowie das Ref. III C 5,. 
Nr.4, 21). 

Diese Parameterdarstellung läßt sich sofort auf ebene Kurven nten 

Grades des Geschlechtes 1 übertragen, wenn man die homogenen Punkt
koordinaten Xu xs, Xs proportional setzt mit drei n-gliedrigen 6-Pro
dukten 870): 

n n n 

(424) Xl: Xs : Xs = rr 6( u - aa) : rr 6( U - an) : TI 6( U - aU ) 
k;l k;l k=l 

tI 

gleicher Summen ~ a'k' Man erreicht dasselbe, wenn man die Xi 
k=l 

zu irgend drei linear-unabhängigen n-wertigen doppeltperiodischen 
Funktionen mit denselben n Polen proportional setzt, und hat dabei 
für n> 3 mit "Teilscharen" von Funktionen im Sinne der allgemeinen 
Theorie (vgl. den Art. IIB2, Nr.25) zu tun. Durch zweckmäßige 
Einführung von u ist immer die Darstellung: 

(425) flxi = C, + ciOg;J(u) + Ci1 g;J'(U) + ... + ci ,tI_sSO(n-2)(u) 

erreichbar; das Hermitesche Prinzip geht dabei in den Riemann-

869) ,,"Ober einen Satz von Steiner usw.", J. f. M. 63 (1864), p. 94. Die erste 
Anwendung der elliptischen J<'unktionen auf die Cs lieferte S. Aronhold in den 
Ber!. Ber. vom 25. April 1861. S. überdies G. Humbert, "Sur les courbes de 
genre un", Par. These (1885), O. Schlesinger, "Über die Verwertung der .;t-Funk
tionen für die Kurven 3. Ordn. UBW.", Math. Ann. 31 (1888), p. 183. 

870) Vgl. Clebsch, "Über diej. Kurven, deren Koord. sich als ell. F. nsw.". 
J. f. M. 64 (1865), p. 210. Vgl. übrigens Halphen, "Fonet. eIl." 2, p.416. 



'0'4. Anwendungen auf die Theorie der Kurven. 329 

Rochschen Satz über die Mächtigkeit der betreffenden Vollscharen 
über.571) 

Will man mit "Vollscharen" arbeiten 572), so hat man n linear
unabhängige n-wertige Funktionen einzuführen, welche n vorgeschrie
bene Pole haben, und die n homogenen Koordinaten Xv x2, ... , xll 

eines Raumes R lI _ 1 von (n - 1) Dimensionen diesen Funktionen pro
portional zu setzen. Am einfachsten ist es: 

11 

(426) ~Xi = TI 0(u - aik) , i=l, 2, "" n 
k=l 

mitte1st eines Proportionalitätsfaktors ~ anzusetzen, wobei die n Summen 
11 

~ aik einander gleich sein müssen. Durchläuft n das Perioden-
.\;=1 

parallelogramm, so beschreibt im R lI _ 1 der Punkt (xv X 2 , ••• , xn) 

eine "elliptische Normalkurve" nten Grades, also für n = 2 eine doppelt 
überdeckte Gerade (Riemannsche Fläche) mit vier Verzweigungspunkten, 
für n = 3 eine ebene cs ohne Doppelpunkt, für n = 4 eine Raum
kurve 04 erster Spezies USW.573) An die Darstellung der cs durch 
die "Koordinaten" x = SO (u), y = f.J' ( u) würde sich diejenige der C, 
durch: 
(427) x = snw, y = cnw, Z = dnw 

anschließen; algebraisch erscheint 
Flächen 2ten Grades: 
(428) x2 + y2 = 1, 

die c4 dabei als Schnitt der beiden 

Über die eindeutigen Transformationen der elliptischen Normalkurven 
in sich, insbesondero die Kollineationen vgl. man die zweite eben ge
nannte Abhandlung von Klein.574) 

371) Vgl. A. Harnack, .Über die Verwert. der e11. F. für die Geom. der 
Kurven 3. Gr.", Math. Ann. 9 (1875), p. 1; Hermite, .Extr. d'une lettre a M. 
Fuchs", J. f. M. 82 (1876), p. 343; F. Lindemann, .Extr. d'une lettre a M. Her
mite", J. f. M. 84 (1877), p. 294; Clebsch-Lindemann, "Vorl. über Geom." (1. Aufi.) 
1 (Leipzig 1876), p. 602ft'. 

372) Vgl. hierzu auch Klein-Fricke, "Modulf." 1, p. 547tf. sowie die dort 
angegebenen Nachweise. 

373) S. Klein, "Über unendl. viele Normalf. des eIl. Int. 1. Gttg. ", Münch. 
Ber. vom 3. Juli 1880 oder Math. Ann. 17, p.133, "Über die e11. Normalk. usw.", 
Leipz. Abh. 13 (1885), p. 339. Über die 04 siehe G. Pick, "Über Raumkurven 
4. Ordn. erster Art usw.", Wien. Ber. 98 (1889), p. 536. Vgl. auch Brill-Noether, 
"Die Entw. der Theor. der alg. Funkt. usw.". Jahresb. d. D. Math.-Ver. 3 (1894), 
p.546. 

374) S. auch C. Segre, "Remarques sur les transf. unif. des courbes e11. en 
e11es-memes", Math. Ann. 27 (1886), p. 295 u. Klein-Fricke, "Modulf." 2, p. 237ff. 
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Die sich hier anschließenden Anwendungen betreffen in erster 
Linie die Geometrie der Punktsysteme auf den Normalkurven, ins
besondere den Kurven Os und 0 4 , Die Grundlage bildet das Abel
sehe Theorem und seine Umkehrung (vgl. Ref. II B 2, Nr. 41 u. ~U).315) 
Die "Parameter" u. der Schnittpunkte einer (n - 2)-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit vten Grades mit einer Normalkurve des nOOn Grades 0 .. 
genügen (bei geeigneter Auswahl des Parameters u) der nachfolgenden 
Bedingung: 

(429) 

und umgekehrt kann durch vn Punkte, deren Parameter u. dieser 
Kongruenz genügen, eine solche Mannigfaltigkeit gelegt werden. Hieraus 
entspringt für n = 3 die Theorie der Steinerschen Polygone S16) und 
eine Reihe von Schnittpunktsätzen, Sätzen über konjugierte Punkte, 
Tangentialpunkte nsw. Für v = 1, n = 3 resultiert die Lage der 
Wendepunkte aus den allgemeinen Sätzen über einfach bzw. mehrfach 
berührende Mannigfaltigkeiten vten Grades, für v = 2, n = 3 die Lage 
der sextaktischen PunkteS17), für v = 1, n = 4 die Lage der 160sku
lationspunkte USW.318) 

"Übrigens können die elliptischen Normalkurven nten Grades auch 
umgekehrt für die Theorie der elliptischen Funktionen selbst ver
wertet werden, indem man sie zur Grundlage für das Studium der 
elliptischen Funktionen nter Stufe macht.s79) Die von Klein a. a. O. 

375) Von hieraus hat Olebsch auch den Zugang zu den analogen Problemen 
für höheres Geschlecht gewonnen. 

376) V gl. J. Steiner, "Geom. Lehrsätze", J.f.M. 32 (1846), p. 182 oder "Werke" 
2, p. 371; Clebsch in der in Note 369 gen. Abh. und in den "Vorles. über Geometr." 
(erste Aufi.) 1, p. 602:1f. S. auch Hurwitz, "nber unendl.-vieldeut. geom. Auf
gaben usw.", Math. Ann. 15 (1879), p. 8 und "über die Anw. der e11. F. auf Probl. 
der Geom.", Math. Ann. 19 (1881), p.56, endlich "nb er die Schrötersche Konen. 
der eb. Kurve 3. Ordn.", J. f. M. 107 (1890), p. 141. 

377) S. Ha~hen, "Recherch. Bur les courb. planes du 3ibme degre", Math. 
Ann. 15 (1879), p. 359; H. Picquet, "Appl. de la repres. des courb. du 3ibme degre 
a l'aide des f. ell.", J. ec. polyt. 54 (1884), p. 31. 

378) S. Harnack in der in Note 3'71 gen. Abh. sowie "nb er die Darst. der 
Raumkurven 4. Ordn. 1. Sp. usw.", Math. Ann. 12 (1877), p. 47. Vgl. auch G. 
Wesfiphal, "nber das simult. Byst. zweier quatern. Formen 2. Gr. usw.", Diss. 
1876, abgedr. Math. Ann. 13, p.l und E. Lange, "Die 16 Wendeberiihrungs
punkte einer Raumk. 4. Ordn. 1. Sp.", Leipz. Diss. (1881) oder Zeitsch. f. M. u. 
Phys. 28, p. 1 und 65. 

379) Man vgl. Klein, "nber unendl. viele Normalf. des eIl. Integr. erster 
Gttg.", Münch. Ber. v. 3. Juli 1880 oder Math. Ann. 17, p. 133, sowie hier an-
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als "singuläre" Koordinaten für die Darstellung der 0" eingerührten 
Funktionen Xa(ulrou wt ) und die aus ihnen hervorgehenden Modul
funktionen (s. auch IIB 4, Nr. 25 u. Klein-Fricke, "Modulf." 2, p.250ff.) 
kann man sogar zur Grundlage für eine geometrisch eingekleidete 
Behandlung der allgemeinen Probleme der Teilung und Transformation 
machen. 

75. Anwendungen auf die Za.hlentheorie. Die Vergleichung ver
schiedener Darstellungen einer und derselben Größe (elliptischen Funk
tion oder Modulfunktion) durch .ß'-Reihen ist zu einer Quelle von 
Theoremen geworden, welche die Darstellung ganzer Zahlen durch 
quadratische Formen betreffen. Jacobi beweist auf diese Art am 
Schlusse der "Fundamenta nova" den Satz Fermats, daß sich jede Zahl 
als Summe von vier Quadraten darstellen lasse, und gibt später S80) für 
den Fall, daß die darzustellende Zahl das Vierfache einer ungeraden 
Zahl n ist, als Anzahl solcher Darstellungen die Teilersumme von n 
an. Sätze über Darstellung einer gegebenen Zahl als Summe von 
zwei Quadraten, also Darstellung durch die binäre quadratische Form 
Xli + yll hat Jacobi gleichfalls früh erkannt.S81) Spätere Verallgemei
nerungen betreffen Darstellungen durch die binären Formen Xli + 2yll, 

Xli + 8y2, Xli + 16y2, x2 + 51/2, 2x2 + 7 y2 usw., wie sie sich in der 
Tt'ansformationstheorie der betreffenden Grade ergeben.ss2) 

Durch dieselben Methoden hat Hermite SSS) eine Reihe Liouville
scher Resultate über Anzahlen von Darstellungen ganzer Zahlen durch 
quadratische Formen und verwandte Sätze hergeleitet. Auch Rela
tionen zwischen Klassenzahlen quadratischer Formen 384) waren hieraus 

schließend L. Bianchi, "Über die Normalf. 3ter u. 5ter Stufe des ellipt. Integr. 
erster Gttg.", Math. Ann. 17 (1880), p. 234; ferner die Arbeiten Kleins über 
Modulf., insbes. "Über gewisse Teilwerte der O-Funkt.", Math. Ann. 17 (1881), 
p. 565, "Zur Theor. der eH. Funkt. n ter Stufe", Leipz. Ber. v. 14. Nov. 1884 und 
die zweite der in Note 373 gen. Abhandl. 

380) "Note Bur la decompos. d'un nomb. donne en quatre carres", J. f. M. 3 
(1828), p. 191 oder Jacobis "Werke" 1, p. 247. 

381) S. den Brief Jacobis an Legendre vom 9. Sept. 1828 und Nr. 40 der 
"Fundam. nova", Jacobis Werke 1, p.424 und 169ft. 

382) S. Jacobi, "Über unendliche Reihen, deren Expon. zugleich in zwei 
versch. quadr. Formell enth. sind", J. f. M. 37 (1848), p. 61 und 221 oder "Werke" 
2, p. 217. 

383) "Sur la theor. des f. eIl. et ses appl. a l'arithm." (Bf. an Liou1Jille), 
J. d. M. (2) 7 (1862), p. 26 oder Hermites "Werke" 2, p. 109. S. auch Hermite, 
Remarques arith. sur quelques formules de 1a theor. des f. eIl.", J. f. M. 100 (1886), 
p.61. 

384) Vgl. das Ref. I C 6, Nr.12 und TI B 4, Nr.28. 
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gewinnbar. Darstellungszahlen fraglicher Art spielen auch eine grund
legende Rolle S85) bei denjenigen "Klassenzahlrelationen höherer Stufen", 
welche J. Gierster und Hurwitz aus Modulargleichungen und Modular
korrespondenzen ableiteten. 386) Die allgemeinsten Ansätze, d. h. die
jenigen, bei denen beliebige ganzzahlige binäre quadratische Formen 
negativer Determinante in Betracht kommen, entwickelte Hurwitz. 387) 

Es handelt sich hierbei um Ausdrücke folgender Art: 

~. 2/("" y) 27ti 2,,; -/(u,v) ~ --- -(yu-x.) 
-;;,;-ew. ~ q n ew, , 

! x,y 
(430) 

wo fex, y) irgendeine gegebene ganzzahlige binäre quadratische Form 
der Determinante (- n) ist und x, y alle Paare ganzer Zahlen durch
laufen. In wl , Ws sind Ausdrücke dieser Art Modulformen nter Stufe 
der Dimension - 1. Für u = 0, v = 0 treten Modulformen ein, die 

2 

nach ansteigenden Potenzen von q-n- entwickelt als Koeffizienten offen-
bar Darstellungsanzahlen erhalten.388) 

Eine größere Reihe hierher gehöriger merkwürdiger Entwick
lungen, welche mit den Thetafunktionen und mit den elliptischen 
Funktionen überhaupt im engsten Zusammenhange stehen, hat Kro
necker gegeben.389) Er wurde hierzu von seinen Untersuchungen über 
elliptische Funktionen mit singulären Moduln geführt und verfolgte 
vorwiegend zahlentheoretische Ziele, während der analytische Charak
ter der Formeln in den Hintergrund trat. Das wichtigste Resultat, 
die sogenannte "Kroneckersehe Grenzformel", ist später von H. Weber S90) 

in dem besonders wichtigen Falle der Realität gewisser dabei auf-

385) Und zwar zunächst als Entwicklungskoeffizienten gewisser Integrale 
erster Gattung (vgl. das Ref. II B 4, Nr. 27). 

386) S. das Nähere und die Nachweise im Ref. II B 4, Nr. 27 und 28 sowie 
die zusammenfassende Darstellung bei Klein-Fricke, "Modulf." 2, p.558ff. 

387) ,;Über endl. Gruppen lin. Substitutionen, welche in der Theor. der eIl. 
Transcend. auftreten", Math. Ann. 27 (1885), p. 183. 

388) Vgl. auch P. Bachmann, "Ergänzung zu einer Untersuchung von Di
richlet", Math. Ann. 16 (1880), p. 537 sowie H. Weber, "Zahlentheor. Unters. aus 
dem Geb. der eIl. F.", Gött. Nachr. von 1893, p. 46, 138 und 245 insbes. die Ent
wicklungen in § 7, ferner R. Lipschitz, "Sur les sommes des div. des nombr."t 
C. R. 100 (1885), p. 845 und "Sur une formule de M. Hermite", J. f. M. 100 
(1886), p. 66. 

389) "Zur Theorie der elliptischen Funktionen", "Ber!. Ber." von 1883, p. 497 
und 761, von 1885, p. 701, von 1886, p. 53, von 1889, p. 123 und p. 199. Eine 
ausführliche Darstellung der Kroneckerschen Untersuchungen gibt J. de Seguier, 
"Formes quadratiques et multipl. complexe" (Berlin 1894). 

390) "EIl. Funkt.", p. 456:ff. S. auch "Vier Briefe von A. Oayley über ellipt. 
Modulf.", herausg. u. erläutert von Weber, Math. Ann. 47 (1895), p. 1. 
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tretender Größen a, b, c in einfacherer Weise hergeleitet. Zur Cha-· 
rakteristik dieser Entwicklungen sei erstlich die Funktion: 

-I V D 1 . "" e2(ma+n't)n:i 
(431) log A ((1, T, WlJ W 2) = --2--- . hm .:::;.; 1+ 

n (>=0 m,n (amt + bmn + cnl) '< 
angegeben, wo D = bS - 4ac ist, wl und - w2 die Lösungen der 
quadratischen Gleichung a + bw + cw2 = 0 sind und m, n alle Paare 
ganzer Zahlen durchlaufen. Diese Funktion stellt Kronecker in fol
gender Weise durch die Funktion .ß-(v, ro) dar: 

(432) A = (4n2)t e't"(w, +w.ln:i. &(11 + -rwu w t ) &(11 - T~t, w t ) . 

(&' (0, W t ) &' (0, w!»)'3' 

Die Grenzformel selber lautet: 

(433) r { 1 + 1 ""( FD )l+'<} 
/~ - Q 2nt:. am"+bmn+cn! 

=-2r'(1)+log( c )-21og("l(wt ),"l(Ws), 
V-D 

wo im ersten Gliede die Eulersche r-Funktion gemeint ist und 'I](ro) 
die von DedekindS9l) einführte Bezeichnung für: 

,_ 1 00 

(434) 'I] (ro) = 'V ;~ 2f! A(wl, (2 ) = q12 TI (1 - q2n) 
.. =1 

ist (vgl. (291), p. 281). In (433) linker Hand steht in der Klammer 
an zweiter Stelle diejenige Reihe, welche Dirichlet S92) seinen Unter
suchnngen über Klassenanzahlen quadratischer Formen zugrunde ge
legt hat. Während aber bei Dirichlet im Grunde nur der Umstand 
zur Geltung kommt, daß (wie man sagen kann) die nach ansteigen
den Potenzen von Q umgeordnete Reihe mit dem Gliede (F 1 beginnt, 
kann man als Leistung Kroneckers ansehen, daß er in der Formel (433) 
das Absolutglied der fraglichen Potenzreihe bestimmt hat.s93) 

Über Anwendungen auf die Lehre von der Äquivalenz und Re
duktion ganzzahliger binärer quadratischer Formen negativer oder po
sitiver Determinante vgl. man Klein-Fricke, "Modulf." I, p. 243 und 

391) In den "Erläuter. zu Riemanns Fragm. über die Grenzf"aUe der eH. 
Modnlf.", Riemanns "Werke" (1. Aufl.), p.438. 

392) S. Dirichlets "VorI. über Zahlentheor.", herausg. von Dedekind, 3. Aufl., 
(Braunschweig 1894), p. 213. 

393) Neue Ableitungen der Kroneckerschen Grenzformel gaben M. Lerch, 
"Sur un theoreme de Kronecker", Prag. Ber. von 1893 und H. Brix, "Über spez. 
Dirichletsche Reihen u. die Kroneckersche Grenzf.", Monatsh. f. M. u. Ph. 21 (1910), 
p. 309; s. auch M. Lerch, "Beiträge zur Theor. der eH. Funkt. usw." (Böhmisch) 
Rozpravy IV (1895). 
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die dort gegebenen Nachweise, über die "komplexe Multiplikation" die 
Ref. I C 4a, Nr. 18 und I C 6. Eine Ableitung der Reziprozitätsgesetze 
für die biquadratischen und die kubischen Reste mitte1st der ellip
tischen Funktionen des harmonischen (lemniskatischen) und des äqui
anharmonischen Falles entwickelte Eisenstein (vgl. Nr. 4:5). 

76. Konforme Abbildungen, durch elliptische Funktionen ver
mittelt. Es gibt zahlreiche Abbildungsaufgaben, die mit Hilfe der 
elliptischen Funktionen gelöst werden. Jacobi 894) hat mitte1st des 
elliptischen Integrals dritter Gattung die Oberfläche eines dreiachsigen 
Ellipsoids derart auf eine Ebene konform abgebildet, daß die durch 
die vier Nabelpunkte gehende Ellipse den Rand eines Rechtecks, die 
eine durch diese Ellipse abgetrennte Flächenhälfte das Innere des 
Rechtecks und die vier Nabelpunkte selbst die Ecken liefern. 

C. S. Peirce 395) gibt eine Abbildung der Vollkugel auf ein Qua
drat, bei welcher der "Nordpol" den Mittelpunkt des Quadrates, der 
"Südpol" die vier Ecken und der Äquator das durch die V erbindungs
geraden der Seitenmitten eingeschriebene Quadrat liefern. Die Ab
bildung setzt sich in der Ebene des Quadrates doppeltperiodisch fort.396) 

Es handelt sich hierbei einfach um die Abbildung der Riemannschen 
Fläche des lemniskatischen Falles durch das Integral erster Gattung.897) 

Eine Reihe von Abbildungsaufgaben hat Schwarz. mitte1st ellip
tischer Funktionen bearbeitet. Hierher gehört zunächst die Abbildung 
der Fläche eines Quadrates auf diejenige eines Kreises 398), sodann die 
Abbildung der Rechtecksfläche auf die Kreisfläche 899), der Fläche einer 
Ellipse auf die Kreisfiäche 400); auch die in Note 228 genannte Arbeit 

394) S. die nachgelassene von S. Cohn herausgegebene Abh. "Über die Abb. 
eines ungleichax. Ellipsoids auf eine Eb. usw.", J. f. M. 59, p. 74 oder Jacobis 
"Werke" 2, p. 400. 

395) "A quincuncial projection of the sphere", Amer. Journ. 2 (1879), p. 394. 
396) Th. von Oppolzer hat diese Abbildung als Karte verwendet (Syzygien

tafel für den Mond), vgl. Publik. der astron. Gesellsch. (Leipzig 1881). S. auch 
N. Herz, "Lehrb. der Kartenprojektion" (Leipzig 1885) und E. Schering "Über die 
konf. Abbild. des Ellipsoids auf der Ebene", Gött. Preisschrift von 1858 oder 
"Werke" 1, p. 119. 

397) Betreffs des Integr. 2. Gttg. vgl. man noch Wirtinger, "Über die konf. 
Abb. der Riemannschen Fl. durch Abelsche Integr., be8. bei p = 1 und 2", Wien. 
Denksehr. 85 (1909), p. 91. 

398) "Über einige Abbildungsaufg.", J. f. M. 70 (1869), p. 105 u. 121; 75 
(1873), p. 292 oder "Werke" 2, p. 65ff. 

399) "Zur konf. Abb. der Fl. eines Rechtecks auf die Fl. einer Halbkugel". 
Gött. Nachr. v. 1883, p. 51. 

400) "Notizia sulla rappres. conf. di un' ares. ellitica sopra un' area circo
lare", Ann. di mat., (2) 3 (1869), p. 166 oder "Werke" 2, p. 102. 
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über die Abbildung der Oberfläche eines Tetraeders auf die Kugel
fläche betrachtet in Spezialfällen Abbildungen durch die elliptischen 
Integrale erster Gattung. Man vgl. auch die Verwendung der ellip
tischen Funktionen in SchWMS' Arbeit "Bestimmung der scheinbaren 
Größe des Ellipsoids für einen beliebigen Punkt des Raumes".401) 

F. H Siebeek40i) diskutiert die Kurven u = const. und v = const., 
die sich aus x + iy = sn (u + iv) ergeben; sie bilden Systeme von 
bizirkularen Kurven vierten Grades.403) Die entsprechenden aus 

x + iy = ~t,)(u + iv) 
sich ergebenden Kurven sind Systeme konfokaler kartesischer Ovale.404) 

77. Ponceletsche Polygone. Eine weitere geometrische Anwen
dung der elliptischen Funktionen bezieht sich auf das unter dem 
Namen des "Problems der Poncelet sehen Polygone" bekannte Schließungs
problem. Dasselbe besteht darin, zu ermitteln, ob es Polygone geben 
kann, die zugleich einem Kegelschnitt eingeschrieben und einem an
deren umgeschrieben sind. 405) Die Lösung mit elliptischen Funktionen 
wurde im Spezialfalle zweier Kreise von Jacobi gegeben.406) Sie be
ruht auf der Abbildung der reellen w-Achse vermittelst der Funktion 
am w bei reellem dem Intervall 0 < k2 < 1 angehörenden Modul P auf 
die Peripherie des größeren Kreises. Dabei ergibt sich leicht aus dem 
Additionstheorem, daß zwei Punkte gleichen Abstandes s auf der 
w-Achse allemal Peripheriepunkte liefern, deren verbindende Sehne 
einen inneren von s und k2 abhängenden Kreis berührt. Das genannte 
Problem läßt entweder gar keine oder unendlich viele Lösungen zu. 
Nur wenn bei vorgegebener Anzahl n der Polygonseiien eine gewisse 
Relation zwischen dem Abstand der Kreiszentren und den Radien be-

401) "Gött. Nachr." von 1883, p. 39 oder "Werke" 2, p. 312. 
402) ,;Ober eine Gattg. von Kurv. 4. Gl'., welche mit den eIl. F. zusammen

hängen", J. f. M. 57 (1860), p. 359 u. 59 (1861), p. 173. 
403) S. auch Schwa1'z, "Über ebene a.Igebr. Isothermen", J. f. M. 77 (1874), 

p. 38 oder "Werke" 2, p. 260. 
404) V gl. A. G. G'I'eenhill, "The applic. of ellipt. functions" (London 1892), 

p.267. 
405) S. J. V. Poncelet, "Traite des proprietes proj. des figures" (Paris 1822), 

p. 361 und "Applications d'analyse et de geometrie" 1 (1862), p. 535 bis 560. 
Halphen sagt. (im Bd. 2 seines "Traite", p. 410) von dieser Arbeit "L'etude de 
ce memoire ne saurait etre trop recommandee, ... on trouve da·ns ce memoire 
les formules de Ia multiplication donnees, pour la premiere fois, .sous leul' veri
table forme". 

406) "Über die Anw. der eIl. F. auf ein bekanntes Probl. der Elementar
geom.", J. f. M. 3 (1828), p. 376 oder Werke 1, p. 279. Über Beziehungen zu 
Gauß Fragment über das "Pentagramma mirificum" s. Gauß' "Werke" 8, p. 114. 
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steht, finden Lösungen statt. Für die Fälle n = 3 bis 9 wurde diese 
Relation durch spezielle Methoden berechnet.4(7) 

Im allgemeinen Falle zweier Kegelschnitte kann man auch in 
folgender Weise eine Beziehung zu den elliptischen Funktionen ge
winnen. Entsprechen einander zwei Punkte des einen Kegelschnitts, 
die durch eine Tangente des anderen ausgeschnitten werden, so ist 
hierdurch auf dem ersteren Kegelschnitt eine 2-2-deutigen Punkt
korrespondenz erklärt, die zu einer symmetrischen doppeltquadratischen 
Gleichung für die Koordinaten bzw. den Parameter des Kegelschnitts 
führt. Diese läßt sich nun zu der unter (8) in Nr. 2 gegebenen doppelt
quadratischen Relation Eulers in Beziehung setzen.408) Halpken hat im 
zehnten Kapitel des zweiten Bandes seines Werkes "Traire des fonct. 
elL" eine Menge zerstreuter Resultate bearbeitet und zu einem Ganzen 
vereinigt; hier ist die Diskussion der Schließungsprobleme in engste 
Beziehung zur genannten Eulerschen Gleichung gesetzt.409) 

78. Das sphärische und das einfache Pendel. Schon Lagrange 
hat bemerkt, daß die Bewegung des sphärischen Pendels, d. h. die rei
bungslose Bewegung eines schweren Punktes auf einer festen Kugel
fläche, auf elliptische Integrale führt.no) Eine Durchführung der 

(07) Vgl. A. B. Forsyth, "Porism of the in- and circumscribed polygon", 
Mess. of math. (2) 12 (1882), p. 100. Verallgemeinerung auf beliebiges n in 
Brioschis tJbersetzung von Cayleys "Treatise on eIl. f." (Mailand 1880), p. 366. 

(08) S über den Fall zweier Kegelschnitte auch W. K. Clifforil, "On the 
transf. of ell. funct.", Lond. M. S. Proc. 7 (1875), p. 29 und 225. Für zwei kon
fokale Kegelschnitte ist das einzelne Ponceletsche Polygon der Grenzfall einer 
geschlo~senen geodätischen Linie eines Ellipsoids mit unendlich klein werdender 
dritter Achse; s. darüber Wirtinger, "Geodät. Linien und Ponceletsche Polygone", 
Jahresb. d. D. M. Ver. 9 (1900), p. 130. 

409) Verallgemeinerungen sind nacli verschiedenen Richtungen möglich. 
Poncelet selbst ließ zu, daß jede folgende Polygonecke auf einer anderen Ellipse 
liegt; Halphen hat die entsprechende Untersuchung mit elliptischen Funktionen 
für den Fall mehrerer Kreise durchgeführt. Ein System zweier Kegelschnitte 
bildet eine (zerfallende) Kurve vierten Grades, vierter Klasse. Es gibt indessen 
auch nicht-zerfallende Ku,rven vierten Grades, vierter Klasse, nämlich die Kurven 
vierten Grades mit zwei Rückkehrpunkten und einem Doppelpunkte. Die Existenz
bedingungen für ein Polygon, das einer solchen Kurve gleichzeitig ein- und um
beschrieben ist, behandelt B. A. Boberts, "On certain quartic curves of the fourth 
cIass and the porism of the inscr. and circumscr. pol.", Lond. .M. S. Proc. 23 
(1892), p. 202. Verallgemeinerungen auf den Raum gibt A. B. Forsyth, "On in
and circumscribed polyhedra", Lond. M. S. Proc. 14 (1883), p. 35. tJber die allge
meine Theorie der Ponceletschen Polygone vgl. man noch G. Loria, ,,1 polygoni 
di Poncelet:' (Turin 1889). 

(10) Vgl. Lagrange, "Mecanique analytique", 2" partie, 2" chap., n° 15, 
§ 1 j vgl. dazu in der Ausgabe von 1855 die Note Bravais' p. 352 des 2. Bds. 
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Rechnung mitte1st der Funktionen Jacobis gaben RichelotUl) und 
A. Tissot.412) 

Hat die Kugeloberfiäche in einem rechtwinkligen Koordinaten
system mit vertikal aufwärts gerichteter o6-Achse die Gleichung 
x2 + y2 + 062 = a2, so sind die Differentialgleichungen für die Bewe
gung des schweren Punktes leicht angesetzt und aus ihnen zwei Inte
grale ("Flächensatz" und "Satz von der lebendigen Kraft") gewinnbar. 
Ist t die Zeit und 9 die Beschleunigung durch die Schwere, so führen 
die Rechnungen für die z-Koordinate als Funktion von t auf die Diffe
rentialgleich ung: 

(435) aB (~r = (h - 2gs) (a! - SS) - eS, 

wo hund c die Konstanten der beiden vorgenannten Integrale sind. 
Hiernach ist z eine elliptische Funktion von t. 

Des näheren zeigt sich, daß die Wurzeln der ganzen Funktion 
dritten Grades in (435) rechts reell sind, und daß fiir zwei von ihnen, 
SI und Z2' die Ungleichung - a ~ S1 < Ss < + a gilt. Wird die Zeit 
t von einem Augenblick ab gezählt, wo s das Minimum SI erreicht 
hat, so gelangt man bei zweckmäßiger Einführung der elliptischen. 
Funktionen zu folgender Darstellung von Z: 

(436) S = -~- + 2a! fJ (t + Wt ). 
6g g 2 ' 

rot ist die reelle Periode der Bewegung, während ro1 rem imaginär 

ist. Das Maximum Ss tritt bei t = ~t ein.41S) 

Setzt man weiter x = 'f' cos Cf!, Y = 'f' sin Cf! , so stellt sich die 
,,Länge" tp als elliptisches Integral dritter Gattung dar (vgl. Nr. (7). 
Man hat hierbei noch zwei spezielle Werte u1 und UJ nötig, deren 

erster auf der Verbindungsgeraden von 0 nach ~t liegt, der zweite 

auf derjenigen von ~! nach Wt t OJ2 • Längs dieser bei den Geraden ist 

h 2a! 
S = 6g + gfJ(u) 

gleichfalls reell; und zwar gilt längs der ersten Geraden - 00 <s< 0611 

längs der zweiten Ss S. S S ss' An den Stellen Ut und"t soll s = - a 
bzw. s = + a zutreffen. Wählen wir das Koordinatensystem so, daß 

411) "Bemerkungen zur Theor. des Raumpendels", J. f. Math. 46 (1862), 

p.233. 
412) "These de mecanique", J. d. Math. 17 (1862). p. 88. 
413) S. d. Darstellung bei Halphen, "Fonet. e11." 2, p. 129. 

Encyklop. <1.. math. Wiesen.eh. II 2. 22 
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qJ = 0 zur Zeit t = 0 gilt, so gewinnt man mitte1st der Weierstraß
sehen 61 - Funktion die Darstellung: 

(437) =.!.l {51 \t+ul )51 (t+u')}+'t[f'( )+f'( )] rp 2 i og 51 (t _ '161 ) 51 (t _ '16,) t b ~ b Us . 

Für Z = x + iy hat Hermite4.14.) die Differentialgleichung: 
a'Z (438) du' = (6go(u) + B) Z 

bzw. die entsprechende Gleichung in den Jacobischen Funktionen auf
gestellt; es ist dies ein Spezialfall der in Nr. 80 zu besprechenden 
Lameschen Gleichung.415) 

Ist in der Formel des "Flächensatzes" (d. i. im Integrale 

x· dy - Y . dx = c· dt 

der ursprünglichen Differentialgleichungen) die Konstante c = 0, so ist 
y : x konstant, d. h. die Bewegung erfolgt in einer Vertikalebenej man 
hat dann den Fall des "einfachen Pendels". Zwei von den drei 
Wurzeln des in (435) rechts stehenden Ausdrucks dritten Grades 
liegen bei + a, und man hat zu unterscheiden, ob die dritte Wurzel 

h -.~ =29 < a oder = a oder> a ist.4.16) Im Ubel'gangsfalle, d. h. wenn 

jene dritte Wurzel = a ist, (sogen. "asymptotische" Bewegung des 
Pendels) gelangt man zu elementaren, nämlich hyperbolischen Funk
tionen. Die beiden anderen Fälle sind leicht durch elliptische Funk
tionen erledigt. 

Ist z. B., dem ersten Falle entsprechend, h< 2ag, so nenne man 
t/J den Ausschlags winkel des Pendels gegen seine Ruhelage (tiefste 
Lage) und a das Maximum von t/J: 

(439) ~ = - a cost/J, h = - 2ag cosa. 

Gleichung (435) [mit c = OJ liefert: 

(440) Y29 dt = d'l/l • 
a -V cos 'I/l - eos ce 

414) S. die Notenreihe "Sur quelques applie. des fonet. eIl." in den C. R. 
von 1877 bis 82, Absehn.41 oder Hermites Werke 3, p. 879. 

410) Vgl. übrigens noch Guaermann, "De pendulis sphaericis etc.", J. f. 
Math. 38 (1846), p. 180. Über verwandte Probleme sehe man Olebsch, ,,'Ober die 
Gleichgewichtsfigur eines biegsamen Fadens", J. f. Math. 07 (1860), p. 93; W. Bier
mann, "Probl. quaedam mech. funct. ellipt. ope solute", Berlin Diss. von 1864; 
P. AppeU, "Sur la chainette spMrique", Bull. Soc. math. de Fr. 13 (1880), p. 60; 
R. Marcolongo, "Alcune appl. delle funz. eIl. alla teor. deU' equilibrio dei fili 
flessibili", Neapel Rendie. (2) 6 (1892), p. 71 u. 89. 

416) Ausführliche Diskussion a.ller drei Fälle bei GreenhiU, "The applica
tions ete." p. 1 fI'. 
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vVenn man demnach einen neuen Winkel X durch: 

(441) 
• 1fJ • a . 

sm 2 = sm 2 . sm X 

einführt, so ergibt sich: 

(442) d (tl/~) =-~_ dz -=CC=' 11 1- sin1~ sin~z 
Man hat demnach zu setzen: 

(443) sin ':. = k 
2 ' 

und gewinnt dann aus (442) sofort X = am (w, k) SOWIe als Dar
stellung der Pendelbewegung: 

(444) sint = k sn(w, k), cos~ = dnto. 

Mitte1st der reellen Periode 2K folgt für die "Schwingungsdauer": 

(445) T = 2K-V~ 
und also aus (26) p. 194 die bekannte Reihenentwicklung derselben.417) 

79. Dynamik starrer Körper. Kreiselbewegung. Die Dynamik 
der starren Körper hat vielfach behandelte Beispiele für die Anwen
dung der elliptischen Funktionen gegeben, seitdem Euler durch Auf
stellung der berühmten nach ihm benannten drei Differentialglei
chungen erster Ordnung für die Winkelgeschwindigkeiten zn diesem 
Teile der Mechanik den Grund gelegt hatte:u8) Bereits LegendreU9) 

gelangte zu Ausdrücken der Zeit und des einen Eulerschen Drehungs
winkels in Gestalt von elliptischen Integralen erster bzw. dritter Gat
tung. Nachdem zwischendurch in den klassischen Untersuchungen 
französischer Mechaniker420) die Bewegungsvorgänge insbesondere des 
kräftefreien starren Körpers zu durchsichtigen geometrischen Vorstel
lungen geiührt waren (vgl. die mitte1st des Trägheitsellipsoids und der 
invariabelen Ebene dargestellte "Poinsotbewegung"), wurde die analy
tische Darstellung des zeitlichen V erlaufs dei Bewegung sowohl bei 

417) Eine Interpretation der imaginären Periode gab Appell, "Sur une interpr. 
des valeurs imagin. du temps en mecanique", C. R. 87 (1878), p. 1074. 

418) Vgl. Eule?', "Mouvement de rotat. des corps solides autour d'un point 
fixe", Abh. d. Berl. Akad. von 1758. 

419) Unter den Anwendungen auf die Mechanik behandelt LegeniJlre die 
Drehungen eines starren Körpers um einen festen Punkt an erster Stelle, s. 
"Traite des fonct. eil." 1, p. 366. 

420) S. insbesondere L. ,Poinsot, "Theor. nouv. de la rotation des corps" 
(Paris 1834); B. übrigens die ausführliche Darstellung im Ref. IV 6, Nr. 26. 

22* 
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einem kräftefreien starren Körper wie auch bei einem schweren in 
einem Punkte der Achse unterstützten Rotationskörper (Kreisel) mit
telst der elliptischen Funktionen vornehmlich durch Jacobi wesentlich 
gefördert.U1) Von ihm rührt insbesondere die Entdeckung her, daß 
die letztere Bewegung als Relativbewegung zweier Poinsotbewegungen 
aufgefaßt werden kann. 

Um wenigstens im kräftefreien Falle das Eingreifen der ellipti
schen Funktionen kurz anzudeuten, so sind, wenn A, B, 0 die Haupt
trägheitsmomente des Körpers sind und p, q, r die Winkelgeschwin
digkeiten bedeuten, bezogen auf das durch die Hauptachsen des Kör
pers gegebene und also mit diesem fest verbundene Koordinatensystem, 
die Eulerschen Gleichungen: 

(446) 

Dieselben liefern 

(447) 

(A ~~ = (B- O)qr, lB ~~ = (0 - A)rp, 

d,· 
C dt = (A - B)pq. 

sofort die heiden Integrale: 

{ApS + Bq! + Or! = Dp,!, 
A2p ! + F q2 + eYir2 = D2p,2. 

Die Elimination von q und raus (447) und der ersten Gleichung 
(446) liefert als Ausdruck für t in p ein elliptisches Integral erster 
Gattung, und dasselbe gilt für t in Abhängigkeit von q und r. Um
gekehrt sind p, q, r abgesehen von gewissen konstanten Faktoren 
die Funktionen cn (At), sn (U), dn (At), wo 1 eine Konstante ist, die 
sich wie auch der Modul k2 in einfacher Weise durch A, B, 0 und 
die beiden Integrationskonstanten D und IL ausdrückt. 

Bei diesen dynamischen Problemen kommen zwei Achsen systeme 
in Betracht; das eine (eben bereits erwähnte) ist im Körper fest, das 
andere ist fest im Raume. Die neun Richtungskosinus sind Funk
tionen der Zeit; sie sind nicht unabhängig, sondern Funktionen von 
nur drei unabhängigen Parametern. Diese drei Parameter können die 
,,Eulerschen Winkel" oder die auch bereits bei Euler auftretenden 
Koordinaten von O. Rodrigues4.!2) sein; indessen hat Klein hervorge-

421) S. Jacobi, "Sur 1a rotat. d'un corps" (Estr. d'une lettre adr. a l'acad. 
des sc. de Paris), J. f. Math. 39 (1849), p.293 sowie das von E. Lottner heraus
gegebene "Fragment sur la rot. d'un corps", Jacobis "Werke" 2, p. 290 und 426. 

422) S. dessen Abh. "Des lois geometriques qui regissent le deplacement 
etc.", J. d. Math. 5 (1840), p. 405. 
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hoben, daß man bei einer anderen Wahl der Parameter weit größerE! 
Einfachheit erhält. Bekanntlich kann irgendeiner Drehung einer Kugel 
um ihren Mittelpunkt eine lineare Substitution zugeordnet werden.423) 

Die vier Koeffizienten einer solchen Substitution geben (in ihren Ver
hältnissen) die gewünschten drei Parameter. Klein und Sommerfeld424) 

stellen jene vier Koeffizienten in Abhängigkeit von der Zeit als ein
fache -o--Quotienten dar.425) 

80. Die Lamesche Gleichung. Hermite hat gezeigt, wie eine 
Differentialgleichung durch elliptische Funktionen zu integrieren ist, 
die in G. Lames Untersuchung eines Problems der Wärmelehre auf
trat.426) Mitte1st der Weierstraßschen s-o-Funktion wird die von Hermite 
benutzte Gestalt der Lameschen Differentialgleichung: 

d,!y 
(448) du! = [n(n + 1) SJ(u) + B]y, 

wo n eine positive ganze Zahl bedeutet und B eine Konstante ist.427) 

423) S. Klein, "Vorles. über das Ikosaeder usw." (Leipzig 1884), p. 32 ff. 
424) "Über die Theorie des Kreisels" (Leipzig 1897}1910), p. 417 ff. S. übrigens 

da.s ganze Ka.pitel VI dieses Werkes, insbesondere auch über die Verwertung 
der 3'-Darstellungen für die praktischen Zwecke numerischer Rechnungen 
(p.440ff.). Wie Klein und Sommerfeld p. 511 ihres Werkes mitteilen, hat bereits 
Weierstraß im Jahre 1879 in einer (nicht veröffentlichten) Vorlesung die vier im 
Texte beRprochenen Substitutionskoeffizienten bei der Behandlung des schweren 
freien Kreisels benutzt. Die erste Mitteilung von Klein über den Gebrauch jener 
Koeffizienten in der Kreiseltheorie findet sich in der Note "Über die Bewegung 
des Kreisels", Gött. Nachr. vom 11. Jan. 1896, p. 3. Der einfache Zusammenhang 
der Substitutionskoeffizienten mit den von Euler und Rodrigttes gebrauchten 
Größen ist auch in Fricke-Klein "Automorphe Funkt." p. 17 ff. behandelt. 

425) Von sonstiger einschlägiger I,iteratur sei noch erwähnt Clebsch, "Zur 
Theor. der Trägheitsmomente u. der Drehung um einen Punkt", J. f. Math. 57 (1859), 
p. 73; Hermite, "Sur quelques applic. des fonct. eIl.", Abschn. X ff., C. R. von 
1877ff. oder Werke 3, p. 289ff., sowie mehrere Arbeiten von F. Caspary, "Sur les 
expressions des angles d'Euler etc.", Darb. BuH. (3) 13 (1889), p. 89ff., und "Sur 
les relations qui lient les elements d'un systeme orthogonal aux fonctions theta 
etc.", J. d. M. (4) 6 (1890), p. 367, wo der Verf. an der Diskussion der neun Koef
fizienten eines "orthogonalen Systems" und ihrer Darstellung durch die 3'-Funk
tionen die Grundformeln der Theorie der elliptischen Funktionen entwickelt. 
Zusammenfassende Darstellungen über die Verwendung der elliptischen Funk
tionen in der Dynamik der starren Körper findet man z. B. bei Halphen, "Traite 
des fonet. eIl." 2 (Paris 1888), p. 1 ff., oder .Ä. G. Greenhill, "The appl. of eIl. 
funct." (London 189\!), p. 101 ff. 

426) G. Lame, "Sur l'equilibre des temperatures dans un ellipsoide etc.", 
J. d. Math. 4 (1839), p. 126 ff.; "Le90ns sur les fonctions inverses des tra.nscen
dentes et les surf. isoth." (Paris 1857), 18me 1e90n p. 277. 

427) Die Fälle n = 1 und n = 2 kommen bei der kräftefreien. Bewegung 
eines sta.rren Körpers und beim sphärischen Pendel (vgl. Gleichung (438) zur 
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In speziellen Fällen wurde diese Gleichung durch Lame mitte1st ellip
tischer Funktionen (erster Art) integriert. Hermites Verallgemeinerung 
bestand darin, die Konstante B willkürlich zu nehmen; die allgemeine 
Lösung (CtYl + C2Y2) baute er mit partikulären Integralen Yl' Y2 auf, 
die doppeltperiodische Funktionen zweiter Art (oder in Spezialfällen 
solche erster Art) sind.428) Zahlreiche weitere Untersuchungen und 
Darstellungen des Gegenstandes haben sich hier angeschlossen.429) 

E. Picard 450) hat gezeigt, daß analoge Entwicklungen bei jeder 
linearen homogenen Differentialgleichung nter Ordnung mit elliptischen 
Funktionen als Koeffizienten auftreten, vorausgesetzt, daß das allge
meine Integral eine eindeutige Funktion der unabhängigen Variabelen 
ist; jede solche Gleichung hat mindestens eine elliptische Funktion 
zweiter (oder erster) Art als Lösung.4S1) 

H. Gylden 482) hat eine Anwendung dieser Prinzipien auf eine 
Gleichung gemacht, die in der Himmelsmechanik auftritt. Der Grund-

Verwendung. Bei passender Führung der Rechnung kommt man bei diesen An
wendungen mit dem Falle n = 1 aus. 

428) Das Auftreten von doppeltperiodischen Funktionen zweiter Art an 
dieser Stelle ist aus den allgemeinen Sätzen über das Verhalten der Integrale 
linearer homogener Differentialgleichungen bei Umläufen der unabhängigen Va
riabelen leicht ersichtlich; s. etwa Burkhardt, "EIl. Funkt." p. 337 ff.; Hermites 
Untersuchungen über die Lamesche Differentialgleichung beginnen 1872 (s. die 
aus diesem Jahre stammenden "Feuilles lithogr. de l'Ecole Polyt."); s. übrigens 
die in Note 414 genannte Artikelreihe , insbesondere die Einleitung sowie die 
Art. VI und XXXIX. Vgl. auch E. Heine, "Handbuch der Kugelfunkt.", 2. Auf!. 
1 (Berlin 1878), p. 347 ff. und das Ref. II A 10, Nr. 33ff. 

429) V gl. z. B. Halphen, "Traite des fonct. eIl." 2, p. 457 ff., und Krause, 
,.Theor. d. doppeltper. Funkt." 2, p. 265 ff. S. ferner die auch der gruppentheo
retisch-geometrischen Seite der Lameachen Gleichungen gerecht werdende Be
handlung von Klein in den autogr. Vorlesungen über lineare Differentialgleich. 
2. Ordn. aus dem Wintersem. 1890/91, p. 194 ff. und aus dem Sommersem. 1894, 
p. 323 ff. Im Anschluß hieran diskutiert M. F. Winston, "tJber den Hermiteschen 
Fall der Lameschen Diffgl." (Gött. Diss. von 1897) die Gestalten der reellen 
Kurven, welche durch die Lösungen der Lameschen Gleichung insbesondere in 
den Fä.llen n = 1 und n = 2 bestimmt sind. 

430) "Sur une general. des fonet. period. et sur cert. equat. diff. lin.", 
C. R. 89 (1879), p. 140; "Sur les equat. diff. lin. a coeff. doubl. period.", C. R. 
90 (1880), p. 293 u. J. f. Math. 90 (1881), p. 281. 

431) V gl. über die Picardschen Differentialgl. auch Halphen, "Traite des 
f. eIL" 2, p. 632, und Krause, "Theor. d. doppeltper. Funkt." 2, p. 181. S. auch 
E. Goursat, "Cours d'anal." 2 (Paris 1906), p. 428. 

432) "Undersökningar af theorien {ör himlakropparnas rörelser", Bihang 
till K. svenska vetens. akad. handlingar 6, Nrn. 8 u. 16, 7, Nr. 2 (1881-82); s. 
auch den kurzen Bericht in den "Astron. Nachr." 100, p. 97, sowie die Darstel
lung bei H. Poincare, "Mec. celeste" 2 (1893), p. 261. 
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gedanke ist, 
Gleichung: 

(449) 

daß eine gewisse Differentialgleichung in x und t in die 

verwandelt werden kann, indem k so klein angenommen wird, daß 
CD t die Funktion cos t ersetzen kann. Burkkat·dt 483) hat auf die 
Mängel der Gyldenschen Methode, die auftretenden Differentialglei
chungen künstlich auf die Lame'sche Form zurückzuführen, hingewiesen. 

81. Auftreten elliptischer Integrale in anderen Gebieten. Als 
"pseudoelliptisch" bezeichnet man nach Malet'") Integrale der Gestalt 

f~}Z)dZ mit rationalem R(s) und einem Polynom dritten oder vierten 
r'f(z) 

Grades fes) ohne mehrfache Linearfaktoren, falls sich diese Integrale 
ausschließlich durch algebraische Funktionen und Logarithmen solcher 
Funktionen ausdrücken lassen. Durch Differentiation von Ausdrücken 
R(s, Vf(s)) und log R(s, Vf(s)) gewinnt man sofort pseudoelliptische 
Integrale; umgekehrt ist es ziemlich umständlich, allgemeine Regeln 

anzugeben, wannf~;Z) dz pseudoelliptisch ist. 
r' fez) 

Grundlegend ist eine Arbeit Abels na) , welche sich auf Integrale 

f <z;- a) az bezieht. Es wird gezeigt, daß es besondere lineare Funk
fez) 

tionen (z - a) gibt, welche pseudoelliptische Integrale liefern, falls 
die Kettenbruchentwicklung von Vf(z) (vgl. Nr. 68) periodisch ist 
und die Periode Symmetrie zeigt. Ausgedehnte Untersuchungen über 
diese Kettenbruchentwicklungen und die Frage ihrer Periodizität für 
den Fall ganzzahliger Koeffizienten von fez) sind angestellt von 
P. Tschebycheff'S6) und G. Zolotareff.481) Auch Weierstraß4S8) hat eine 

433) "t'Jber einige mathematische Result. neuerer astron. Unters. usw.", 
Math. congr. papers (Chicago 1893), p. 13:1f. 

434) J. C. Malet, "Two theorems in integration", Ann. di mat. (2) 6 (1874), 
p. 252; s. auch S. Günfher, "Sur l'evaluation de certaines integr. pseudo-ell.", 
Bull. soc. math. de Fr. 10 (1882), P 88. 

435) "Sur l'intregation de la formule di:lf. (laa; etc.", J. f. Math. 1 (1826), 
VR 

p. 186, oder Werke 1, p. 104; s. auch Kap. I und II der nachgelassenen Abhand-
lung "Theor. des transcendantes elliptiques", Abels "Werke" 2, p. 87. 

436) "Sur l'integration des differentielles irrationelles", J. d. Math. 18 (1853), 
p. 87, und (2) 9 (1864), p. 225 u. 242. 

437) "Sur la methode d'int6gr. de M. Tchebicheft", Math. Ann. 5 (1872), 
p. 560, und J. d, Math. (2) 19 (1874), p. 161. 

488) "t'Jber die Integr. algebr. Differentiale vermittelst Logarithmen", Berlin 
Ber. vom 26. Febr. 1857 oder "Werke" 1, p. 227. 
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Untersuchung über Dal'stellbarkelt des Integrals ,rTt;;\ durch Log-. j'R(Z)dZ 
v fez) 

arithmen angestellt. Die umfänglichen Entwicklungen Halphens 4S9) 

beziehen sich auf den allgemeinen Fall, daß R(z) unter dem Integral 
eine beliebige rationale 1!'unktion ist. Spezielle Methoden, um pseudo
elliptische Integrale zu behandeln, haben E. Goursat 4AO) und L. Raffy4Al) 
entwickelt; auch Greenhill 442) hat eine größere Abhandlung hierüber 
veröffentlicht. 

Nicht minder ausgedehnt ist die Literatur über das entgegenge
setzte Problem der Reduktion Abelscher, insbesondere hyperelliptischer 
Integrale auf elliptische. Bereits Legendre hat (im dritten Teil seines 
"Traite") das hyperelliptische Integral: 

!VX(l - X~~-1-·-n2-x-2) 
als Summe zweier elliptischen Integrale mit gleichen Amplituden und 
komplementären Moduln dargestellt. Im Anschluß hieran hat Jacobi4.43) 
allgemeiner das Integral: 

J }rx(1- x) (f - 'lI:~ (1 + '!Ix) (1 + Äf5 

als Summe zweier elliptischen Integrale erster Gattung dargestellt. 
Betreffs weiterer Beispiele solcher Zerlegungen hyperelliptischer Inte
grale findet man Nachweise bei "E-M" p.510. 

Koenigsberger444.) hat die Möglichkeit der Transformation hyper
elliptischer Integrale des Geschlechts p = 2 allgemeiner untersucht 
und findet, daß diese Möglichkeit vorliegt, falls das Polynom sechsten 
Grades unter dem Wurzelzeichen, gleich 0 gesetzt, drei Punktepaare 
einer Involution liefert. Dies ist bei dem eben genannten Jacobischen 
Integrale der Fall. 4.4.5) Späterhin hat Koenigsberger 4.4.6) weiter die 
Reduktion beliebiger Abelscher Integrale auf elliptische untersucht 

439) "Traite des f. eIl." 2 Kap. XIV, p. 575 ff. 
440) "Note Bur quelq. integr. pseudo-ell.", BuH. soc. math. de Fr. 15 (1887), 

p.106. 
441) "Sur les transf. invariantes des differ. ell.", BuH. soc. math. de Fr. 12 

(1884), p. 57. 
442) "Pseudo-ell. integrals and their dynamical appl.", Lond. math. soc. 

Proceed. 25 (1894), p. 195. 
443) Nachschrift zur Anzeige von Legendres "Traite", J. f. Math. 8 (1832), 

p. 413, oder "Werke" 1, p. 380. 
444) "Reduktion ultraellipt. Integr. auf ellipt.", J. f. Math. 67 (1867), p. 57. 
445) S. auch hierüber die weiteren Nachweise bei "E-M" p. 510. 
4.(6) "Über die Redukt. Abelscher Integr. auf niedere Integralformen, spe

ziell auf ellipt. Int.", J. f. Math. 89 (1880), p. 89. 
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und insbesondere gezeigt, daß die allgemeine Untersuchung auf die 
Reduzierbarkeit allein der Integrale erster Gattung zurückgeführt 
werden könne. Von algebraischer Seite hat ferner Goursat (47) das 
Problem der Transformierbarkeit hyperelliptischer Integrale in ellip
tische in Angriff genommen und allgemeine Sätze über diese Möglich
keit aufgestellt. 

Im Anschluß an Weierstraß hat S. Kowalevsky(48) die Reduzier
barkeit der Integrale erster Gattung vom Geschlechte p = 3 auf ellip
tische wesentlich mit transzendenten Hilfsmitteln untersucht. Picard4(9) 

hat die Reduktion der Zahl der Perioden der hyperelliptischen Inte
grale mit p = 2 untersucht und die Perioden der Normalintegrale im 
Falle der Reduzierbarkeit näher charakterisiert.(50) An neueren Unter
suchungen sind noch zu nennen die Dissertation von J.J.Hutchinson(51), 

die zusammenfassende Darstellung Krazers45~) und ein Werk H. F. 
Bakers45S), in welchem sich ausführliche Literaturangaben finden. 

82. Sonstige Anwendungen der elliptischen Funktionen. Sehr 
groß ist die Zahl sonstiger z. T. vereinzelt stehender Anwendungen 
der elliptischen Funktionen. In die ersten Anfänge reichen die Be
ziehungen der "elastischen Kurve" zur Theorie der elliptischen Inte
grale zurück.4M) Ein Spezialfall ist die Lemniskate, die Gauß ur
sprünglich "curva elastica" nannte. Ausführliche moderne Behand
lungen dieser Beziehung gaben M. L evy465) und Halphen 456). 

447) "Sur la reduct. des integr. hypereIl.", BuIl. 80C. math. de Fr. 13 (1885), 
p.148. 

448) "über die Redukt. einer bestimmten Klasse Abelscher Integr. dritten 
Ranges auf eIl. Int.", Gött. Diss., abgdr. Act. math. 4 (1884), p. 398. 

449) "Remarque sur la reduct. des integ. aMI. aux integ. eIl.", BuH. soc. 
math. de Fr. 12 (1884), p. 153. 

450) V gI. auch Poincare, "Sur la reduct. des integ. aMl.", BuH. soc. math. 
de Fr. 12 (1884), p. 124, sowie namen.tlich den Abschn. V in der Abhandlung 
Burkhardts, "Unters. aus dem Gebiete der hypereil. Modulf.", Math. Ann. 86 
(1889), p. 410. 

461) "On the reduct. of hypereH. funct. (p = 2) to ellipt. funet. by a trans
form. of the second degree" (Göttingen 1897). 

452) "Die Reduzierbarkeit Abelscher Integ." Festschrift zur 46 Philol.-Vers. 
(Straßburg 1901). S. auch Krazers "Lehrb. der Thetaf." (Leipzig 1903), p. 477ff. 

463) "Abel's theor. and the allied theor. includ. the theor. of the theta
funct." (Cambridge 1897). 

454) S. die historischen Angaben bei "E-M" p. 526 ff. 
465) "Snr un nouveau cas integrable du probleme de l'elastique etc.", C. 

R. 97 (1883), p. 694, und J. d. Math. (3) 10 (1884), p. 5. 
456) "Sur une courbe elastique", C. R. 99 (1884), p. 422 u. J. de l'Ec. pol. 

Me cah. (1884), p. 188; s. auch HaZphen, "Traite des f. eH." 2, p. 192. 
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Die Theorie der geodätischen Linien auf dem Ellipsoid ist von 
früh an mit den elliptischen Integralen in Beziehung gesetzt. In Be
tracht kommt namentlich Legendres4JJ7) Behandlung dieses Gegen
standes, eine nachgelassene Schrift von Jacobi 458 ) sowie Arbeiten von 
Weierstraß 459), Oayley460) u. a.461) Über sonstige zahlreiche geome
trische Anwendungen von S. Roherts, G. Floquet, H. Hart und vielen 
anderen vgl. man "E-M" p. 559ff. sowie die Ausführungen in Green
hills "Ellipt. funct." und bei G. Bellacchi 462). 

Die bereits von Lagrange (vgl Note 22, p. 186) bemerkte Be
ziehung der elliptischen Funktionen zur sphärischen Trigonometrie 
gewinnt man, indem man aus den Additionstheoremen: 

( ) cnucnv+snusnvdnudnv 
cn u-v = 1-kl sn ll usnll v ' 

d ( ) dnudnv+kllsnusDvcnucnv 
n u - v = 1-kll sn1 usn 'l v 

unter Gebrauch der Abkürzung u - v = w die Gleichung herstellt: 

(450) cnw = cnu cnv + snu snv dnw. 
Sie entspricht dem Kosinussatze: 

(451) cos c = cosa cos h + sina sin h cos r 
eines sphärischen Dreiecks der Seiten a, h, c und der Winkel IX, {J, '}', 
wobei also: 
(452) a = amu, h = amv, c = amw 

zu setzen sein würde und zufolge der Gleichung cos r = dn w für den 
Modul k die Darstellung folgt: 

(453) k sin IX sin (J sin r 
= sina = 8inb = sine· 

fiber die weitere Entwicklung dieser Beziehung sehe man die Nach
weise in Note 23, p.186 sowie das Ref. III AB 9 "Elementare Geo
metrie vom Standpunkt der neueren Analysis aus", Nr.27. 

Nach Vorgang von Euler, Lagrange und Legendre hat Jacobi 46') 

457) Im "Traite" 1, p. MO. 
458) "Solution nouvelle d'un probl. fondam. de geodesie", (1849) Werke 2, 

p.419. 
(59) "Über die geodät. Linien . auf dem dreiachsigen EIl.", Barl. Ber. von 

1861, p. 986, "Werke" 1, p. 257. 
(60) "Note on the geod. lines on an ell.", Phi!. mag. 41 (1871), p. 534. 
(61) Ausführliche Darstellung z. B. bei Halphen, "Traite des f. e11." 2, 

p. 237 ff. u. 286 ff. 
(62) "Introduz. storica alla teor. deUa f. eil." (Florenz 1894). 
463) S. die von Olebseh herausgegeb. "Vorlesungen über Dynamik", Vorles. 

29, p.221, Supplementband zu Jaeobis Werken. 
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das Problem der Bewegung eines von zwei festen Zentren nach dem 
Gravitationsgesetz angezogenen Punktes ;:Luf elliptische Integrale zu
rnckgeführt.4M) Hieran s~hließen sich Untersuchungen von Koenigs
berger (Berl. Dissert. von 1860) und F. Lindemann465). 

Eine Anwendung der elliptischen Funktionen auf die Theorie 
des ebenen Gelenkvierecks entwickelte G. Darboux.466) Neuerdings ist 
dieser Gegenstand von K'I'ause46'1) weiter verfolgt.468) Umgekehrt ver
wendet N. Delaunay469) kinematische Mechanismen zur Berechnung 
elliptischer Funktionen. 

Eine elektromagnetische Anwendung der Integrale dritter Gattung 
bei der Berechnung der gegenseitigen Induktion zweier koaxialen 
Schraubenlinien verfolgte GreenhiU470) bis zu Formeln, die für Zwecke 
numerischer Rechnungen brauchbar sind. 

Neuere umfassendere Darstellungen der Anwendungen der ellip
tischen Funktionen gaben E. Mathy411) und G'I'eenhiU47!). 

464) Ober Euler und Lagrange vgl. oben den Schluß von Nr. S; Legendre 
behandelt das fragliche Problem im "Traite" 1, p. 411. 

465) "tl'ber gewisse Umkehrprobl. aus der Theor. der e11. Integrale", Mün
-chen. Ber. 28 (1898), p. 37. 

466) "De l'emploi des fonet. eIl. dans la theor. du quadrilatere plan", 
.c. R. 88 (1879), p. 1183 u. 1252, oder Darb. Bull. (2) 3 (1879), p. 109. 

467) "Anwend. der eIl. F. auf die Theor. der Kurbelbeweg.", Leipzig Ber . 
.56 (1904), p. 273; "Zur Theor. der Gelenksysteme I u. II", Leipzig. Ber. 59 (1907), 
p. 313, und 60 (1908), p. 132. 

468) S. auch A.Emch, "lllustr. of the elle integr.of the first kind by a certain 
linkwork", Ann. of math. (2) 1 (1900), p. 81, und "An appl. of eIl. funet. to 
Peaueelliers linkwork", Ann. of mathe (2) 2 (1901), p. 60, sowie. O. Bolduan, 
.,Zur Theor. der übergeschlossenen Gelenkmechanismen", Diss. (Halle 1908), und 
E. Weiße, "Anwend. der eIl. F. auf ein Probl. der Gelenkmechanismen", Diss. 
{Rostock 1907). 

469) "Sur le ealc. graph. des f. eIl. etc.", BuH. soc. math. de Fr. 30 (1902), 
p. 118; "Sur les calculateur cinematique des f. eIl.", Darb. BuH. (2) 26 (1902), 
p. 177, und "Graph. Berechn. der eil. F. mit einigen Anwend.", Zeitsch. Math. 
Phys. 58 (1906), p. 403. 

470) "The eH. integr. in electromagnetic theory", Amer. M. S. Trans. 8 
(1907), p. 447. 

471) "Appl. des f. eH. a la mecanique, a la geometrie et a la physique" 
(Gent 1903). 

472) "The third e11. integr. and the ellipsotomic problem", London R. S. 
Trans. 203 (1904), p. 217. 

Ergänzungen: Folgende Arbeiten sind noch zu nennen: 
1) Betreffs der analytischen Funktionen, welche ein algebraisches Additions

theorem zulassen (Nr. Gi): 
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E. Phragmen, "Sur un theoreme concernant les fonctions elliptiques;" Act. 
math. 7 (1885), p. 33. 

P. Koebe, "Über diejenigen analytischen Funktionen eines Arguments, welche 
ein algebraisches Additionstheorem besitzen," BerL Diss. 1905. 

M. Falk, "Über die Haupteigenschaften derjenigen analytischen Funktionen 
eines Arguments, welche ein Additionstheorem besitzen," Nov. act. soc. Upsal. (4) 
1 (1907) Nr. 8. 

2) Betreffs der konformen Abbildungen, welche elliptische Integrale und 
Funktionen vermitteln (Nr. 76): 

G. Holzmülle/", "Einführung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften 
und der konformen Abbildungen" (Leipzig 1882), Kap. 15, p. 2&6 ff.; in § 106, 
p. 280 daselbst weitere Literaturangaben. 

Über die Entstehung des Referates II B 3 (Elliptische Funktionen) ist fol
gendes zu bemerken: Eine erste, von den Herren J. Harkness und W. Wirtinge,. 
besorgte Bearbeitung ist im Jahre 1906 in Fahnen gesetzt; von diesem Fahnen
satz habe ich Abzüge in sechs Exemplaren in Verwahrung genommen. An diese 
Bearbeitung lehnt sich der Abschnitt VI der vorliegenden Darstellung (Anwen
dungen der elliptischen Funktionen) in einer redaktionell umgearbeiteten sowie 
sachlich und literarisch mannigfach ergänzten Gestalt an. Außerdem habe ich 
sämtliche Literaturuachweisungen der genannten Bearbeitung benutzt. 

Dem Abschnitt I (Ältere Theorie der elliptischen Funktionen) und dem 
größten Teile des Abschnittes II (Die elliptischen Funktionen bei Abel, Jacobi 
und Gauß) liegt ein Manuskript zugrunde, welches Herr Wirtinger mit Unter
stütllung von Herrn A. Berger nach 1907 verfaßt hat. Für den Zweck der Ver
öffentlichung ist dieses Manuskript von mir redaktionell und sachlich überarbeitet. 

Der Rest des Abschnittes II (Nr 34ff., Gauß' Untersuchungen betreffend) sowie 
die Abschnitte III (Die elliptischen Funktionen in der Zeit zwischen Abel und 
Riemann), IV (Grundlagen der Theorie der elliptischen Funktionen nach neueren 
Anschauungen) und V (Addition, Multiplikation, Division und allgemeine Trans
formation der elliptischen Funktionen) sind von mir in den Jahren 1912 und 13 
neu verfaßt. R. 1<'. 

(Abgeschlossen im Oktober 1913.) 



II B 4:. AUTOMORPHE FUNKTIONEN MIT 
EINSCHLUSS DER ELLIPTISCHEN MODUL

FUNKTIONEN. 

VON 

ROBERT FRICKE 
IN BIIAUNSCBWEIG. 

Inhaltsübersicht.*) 
1. Begriff der automorphen Funktionen. 
2. Auftreten von Modulfunktionen in der Theorie der elliptischen Funktionen 

bei Gauß, .Abel usw. 
3. Riemanns Bedeutung für die Theorie der automorphen Funktionen. 
4. Selbständige Ausbildung des Begriffs der automorphen Funktionen. 
6. Äquivalenz und Diskontinuitätsbereich bei einer Substitutionsgruppe. 
6. Der Diskontinuitätsbereich der Modulgruppe. 
7. Projektiv-geometrische Auffassungen und Methoden. Beziehung zur nicht

euklischen Geometrie. 
8. Allgemeines über die Gestalt ebener Diskontinuitätsbereiche in der ~-Ebene. 
9. Ausführliche Polygontheorie der Hauptkreisgruppen in projektiver Darstellung. 

10. Transformations- und Invariantentheorie der Hauptkreispolygone. 
11. Einteilungsprinzipien auf Grund der Bereichnetze. 
12. Arithmetische Definition der Gruppen. 
13. Untergruppen, speziell Kongruenzuntergruppen der Modulgruppe. 
14. Existenzbeweis der automorphen Funktionen. 
16. Klassifikation der automorphen Funktionen. 
16. Sonstige Funktionen der Riemannschen Fläche FI" die durch ~ uniformisierl 

werden. 
U'. Exkurs über homogene Varlabele und Formen auf Riemann schen Flächen. 
18. Die homogenen ~-Substitutionen. 
19. Begriff der automorphen Formen. 
20. Theorie der automorphen Formen für p = O. 
21. Automorphe Formen für Gebilde beliebigen Geschlechtes. 
22. Die Poincare schen Reihen. 

*) Die vier ersten Nummern geben eine kurze historische Einführung j die 
sachliche Darstellung der Theorie der automorphen Funktionen beginnt mit 
Nr.5. 
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2S. Darstellung automorpher Formen durch Poincaresche Thetareihen. 
24. Schottkys Produktentwicklung der Primform. 
2ö. Analytische Darstellungen für Modulformen. 
26. Transformationstheorie, speziell der Modulfunktionen. Modulargleichungen. 
2'1. Fortsetzung: Modularkorrespondenzen, Multiplikatorgleichungen. 
28. Klassenzahlrelationen. 
29. Transformation sonstiger automorpher Funktionen. 
30. Algebraische Probleme bei ausgezeichneten Untergruppen, insbesondere inner-

halb der Modulgruppe. 
31. Die polymorphen Funktionen und Formen auf einer Riemannschen FIll.che. 
32. Differentialgleichungen für polymorphe Funktionen und Formen. 
SS. Analytische Darstellungen für polymorphe Formen. 
S4. Die polymorphen Formen H 1 , H i als eindeutige Modulformen. 
Bö. Die homomorphen Formen und die Poincareschen Zetareihen. 
36. Fundamentaltheoreme über die Existenz der eindeutig umkehrbaren poly-

morphen Funktionen auf gegebenen Riemannschen Flächen. 
S'Z. Die Kontinuitätsmethode zum Beweise der Fundamentaltheoreme. 
S8. Die Methode des Bogenelementes beim Beweise des Grenzkreistheorems. 
39. Die Methode der ti'berlagerungsBäche zum Beweise aller Fundamental

theoreme. 
40. Anwendungen der Modulfunktionen in der allgemeinen Theorie der analyti

schen Funktionen. 
41. Mehrdeutige automorphe Funktionen. 
42. Automorphe Funktionen mehrerer Variabelen. 

Literatur. 
Selbständige Werb. 

R. Fricke und F. Klein, Vorlesungen über die Theorie der automorphen Funk
tionen, Bd. 1, Leipzig 1897 Bd. 2, Leipzig 1900 bis 1912. Dies Werk wird mit 
"Aut." zitiert. 

G. Fubini, Introduzione alla teoria dei gruppi discontinui e delle funzioni auto
morphe, Pisa 1908. 

G. H. Halphen, Traite des fonctions elliptiques, Bd. 3, Paris 1900. 
F. Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder, Leipzig 1884. Dies Werk wird mit 

,,!kosl< zitiert. 
- Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunktionen, ausgearbeitet 

und vervollständigt von R. Fricke, 2 Bde., Leipzig 1890 u. 92. Dies Werk 
wird mit "Mod." zitiert. 

- Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung, 2 Hefte, Göttingen 1891. 
- 'Ober die hypergeometrische Funktion, Göttingen 1894. **) 
- Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung, Göttingen 1894. **) 
L. K. Lachtine, Die algebraischen Gleichungen, die in den hypergeometrischen 

Funktionen auflösbar sind (russisch), Moskau 1893. 

**) Autographierte Vorlesungen, im Kommissionsverlag von B: G. Teubner, 
Leipzig. 
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B. Riemann, Vorlesungen über die hypergeometrische Reihe (gehalten 1859), her
ausgegeben von W. Wirtinger in Riemanns Werken, Nachträge, Leipzig 1902. 

L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen, 2. Bd., 
Leipzig 1896. 

G. Vivanti, Elementi della teoria delle funcioni poliedriche e modulari, Milano 1906. 

Zur Ergänzung des vorliegenden Referates in historischer und sachlicher 
Hinsicht ziehe man die nachfolgenden Encyklopädiereferate heran: 

I B 3f., A. Wiman, Endliche Gruppen linearer Substitutionen. 
I C 6, H. Weber, Komplexe Multiplikation. 

TI B 1, W. F. Osgood, .Allgemeine Theorie der analytischen Funktionen einer 
und mehrerer komplexer Größen. 

TI B 2, W. Wirtinger, Algebraische Funktionen und ihre Integrale. 
n B 3, R. Fricke (J. Harkness, W. Wirtinger), Elliptische Funktionen. 

1. Begriff der automorphen Funktionen. Es sei ~ = ~ + irr 
eine komplexe Variabele. Es sei ferner ein System analytischer Trans
formationen von ~ vorgelegt, welche symbolisch durch ~l = VI (~), 
~2 = V2 m, ~a = Vs(~), ... bezeichnet werden sollen. Ist z = rp c~) 
eine analytische Funktion von ~, welche ihren Wert behält, wenn 
man auf ~ irgendeine jener Transformationen ausübt: 

(1) rp[VkCm = rp(~), k = 1, 2, 3, ... , 

so heißt tp C~) eine zu jenen Transformationen gehörende "automorphe 
Funktion" I). 

Aus der Gleichung: 

q;[VkCV,(~)] = q;[V;C~)] = rp(~) 

folgt, daß man rp(~) als zugehörig zu derjenigen "G1·uppe" analytischer 
Transformationen anzusehen hat, welche sich aus VI' V2 , Va' ... 
durch ·Wiederholung und Kombination erzeugen läßt. Dieser Gruppe, 
welche mit r bezeichnet werde, wird mit jeder Transformation V auch 
deren inverse V-I angehören; denn aus rp[V(~)] = tp(~) folgt, daß die 
analytische Funktion rpC~) auch bei Ausübung der Transformation V-I 
ihren Wert behält. r enthält natürlich auch die "identische Trans
formation" ~o =~; letztere bekomme das Symbol Vo· 

Dieser Ansatz hat eine weitgehende Entwicklung für den Fall 
gefunden, daß r eine Gruppe "linearer Substitutionen" ist: 

(2) f' = F-, F- _"1 ~ + P, F- = ~2 ~ + ß2 F- ="s ~ + Ps ... 
30 ~ ~1 - 1', ~ + 8, '''2 1'2 ~ + 82 '''3 I's ~ + 8s ' 

1) Der Name "automorphe Funktion" ist von F. Klein am Schlusse der 
Note "Zur Theorie der Lameschen Funktionen", Gött. Nachr. von 1890, p. 94, 
eingeführt. 
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Die einzelne Substitution einer solchen Gruppe bezeichnen wir kurz 

durch ~ = (OCk, ~k). Der Gruppeneigenschaft halber wird mit Vi 
'Ik' U k 

und ~ in r auch die Substitution: 

(3) 

enthalten sein. Eine zu einer solchen r gehörende Funktion f(~) 
heißt auch wohl genauer eine "linear-automorphe Funktion" einer 
Varia,belen ~. 

Alle ganzzahligen unimodularen Substitutionen, d. h. alle Sub-

stitutionen V = G: ~) mit gewöhnlichen ganzen Zahlen a, fJ, r, ff 

der Determinante Eins (aff - fJr = 1) bilden eine solche Gmppe r 
Die ihr und ihren Untergruppen zugehörigen automorphen Funktionen 
sind die "elliptischen Modulfunktionen" oder kurz "Modulfunktionen". 
Die Gruppe r heißt dementsprechend "Modulgruppe"2). 

Es ist dies die im Ref. II B 3 (Fricke), Nr. 53 und 54: gewonnene 
und daselbst mit r<ro) bezeichnete Gruppe der "linearen Transformationen" 
des Perioden quotienten llJ des elliptischen Integrals erster Gattung. 
Diese Transformationen ergaben sich bei dem Übergange von einem 
ersten kanonischen Schnittsystem der damaligen Riemannschen Fläche 
F 2 zu den übrigen Schnittsystemen dieser Art; in der Ebene des 
Integrals erster Gattung u vermittelten die fraglichen Transformationen 
aber den Übergang von einem ersten Periodenparallelogramm zu allen 
übrigen dem gleichen elliptischen Gebilde zugehörenden Parallelo
grammen primitiver Periodenpaare. 

Das vorliegende Referat beschränkt sich auf eindeutige linear
automorphe Funktionen einer Variabelen. Verallgemeinerungen sind 
auch bereits im Gebiete der linear-automorphen Funktionen möglich 
sowohl nach Seiten mehrdeutiger automorpher Funktionen einer Ver
änderlichen' wie auch nach Seiten der automorphen Funktionen 
mehrerer Variabelen; man vgl. die beiden Schlußnummern des vor
liegenden Referates. 

Übrigens beachte man, daß sich bereits die einfachperiodischen 
Funktionen (Expontential- und trigonometrische Funktionen) sowie 
die doppeltperiodischen oder elliptischen Funktionen des Argumentes ~ 

2) Der Name "elliptische Modulfunktion" rührt von R. Dedekind her; siehe 
dessen "Erläuterungen zu Riemanns Fragmenten über die Grenzfälle der elliptischen 
Modulfunktionen" in Riemanns "Gesammelten mathemat. Werken", (Leipzig 1876) 
p.438. 
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und der Perioden WH W2 als automorphe Funktionen auffassen lassen, 
letztere insofern sie unverändert bleiben gegenüber der Gruppe der 
linearen Substitutionen b' = b + m1 (j)1 + 1n2 W2 , wo mlJ m2 alle Paare 
ganzer Zahlen durchlaufen 3). Ebenso sind die Abelschen Funktionen 
automorphe Funktionen mehrerer Variabeln. 

Andererseits sind einige rationale automorphe Funktionen wohl 
bekannt. Hierher gehören die in der "Theorie der regulären Körper" 
auftretenden Funktionen (cf. "Ikos.", p. 47 ff.), welche gegenüber "end
lichen" Gruppen linearer Substitutionen invariant sind 4). Auch die 
symmetrischen Funktionen von n Variabelen kann man als rationale 
automorphe Funktionen auffassen, insofern sie gegenüber denjenigen 
linearen Substitutionen unveränderlich sind, welche Permutationen der 
n Variabelen darstellen. 

2. Auftreten von Modulfunktionen in der Theorie der ellip
tischen Funktionen bei Gauß, Abel usw. C. F. Gauß wurde bei 
seinen Untersuchungen über elliptische Funktionen (vgl. II B 3, Nr. 34:) 
sehr früh 5) zur funktionentheoretischen Erfassung der unter dem Namen 
des "Legendreschen Integralmodulsu bekannten Modulfunktion geführt, 
deren Gruppe reine Kongruenzuntergruppe 2. bzw. 4. Stufe (vgl. 
Nr. 13) der Modulgruppe ist 6). Ga,uß konstruierte das durch diese 
Funktion z = ((b) gelieferte konforme Abbild der Ebene der Varia
belen z auf ein Kreisbogenviereck der b-Ebene, dessen Vervielfältigung 
zu einem ganzen Vierecksnetze vermöge der Transformation durch 
reziproke Radien (Symmetrieprinzip) er deutlich erkannt und figürlich 
sowie rechnerisch dargestellt hat 7). Auch den Zusammenhang dieser 
Entwicklungen mit der Reduktionstheorie der binären quadratischen 
Formen von negativer Determinante hat Gauß frühzeitig erkannt 8). 
Man darf endlich aus einer im Nachlaß vorgefundenen Zeichnung, 
welche ein spezielles Netz von Kreisbogendreiecken (nämlich solchen 

3) S. das Ref. II B 3 (Fricke), Nr. &4, wo man die gruppentheoretische Auf
fassung der Theorie der doppeltperiodischen Funktionen entwickelt findet. An 
Stelle der Variabelen ~ tritt daselbst das Argument u der doppeltperiodischen 
Funktionen; die im Texte gemeinte Gruppe ist die a. a. O. mit r(U) bezeichnete. 

4) Wir betrachten diese "endlichen" Gruppen linearer Substitutionen einer 
Variabelen im folgenden nur beiläufig; s. darüber das Ref. I B 3 f (Wiman). 

5) V gl. hierzu L. Schlesinger, "Über Gauß' Arbeiten zur Funktionentheorie", 
Gött. Nachr. von 1912, Beiheft, insbee. p. 59ff., sowie das Ref. II B 3 (Fricke), 
Nr.34ff, 

6) Gauß, Werke 3, p. 361 ff., insbesondere p. 477. 
7) Gauß, Werke 8, p. 99 ff., insbesondere p, 105. 
8) Gauß, Werke 3, p. 386; 8, p. 100. 

Encyklop. d, math. Wissenseh. II 2. 23 
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mit drei Winkeln -V darstellt, den Schluß ziehen, daß Gauß an eme 

auf geometrische Maßnahmen gegründete Verallgemeinerung seiner 
speziellen, die genannte Modulfunktion betreffenden Ergebnisse ge
dacht hat 9). 

Insofern die Theorie der doppeltperiodischen :Funktionen in den
jenigen Größen, welche nur vom Periodenquotienten ro allein abhängen, 
zahlreiche Beispiele von Modulfunktionen liefert, haben auch N H. 
.A.bel und C. G. J. Jacobi wesentliche Beiträge zur späteren Theorie der 
Modulfunktionen geliefert 10), und insbesondere sind die Jacobischen 
Thetareihen noch bis in die neueste Zeit ein wertvolles Hilfsmittel 
zur Fortentwicklung der Theorie der automorphen Funktionen gewesen. 
Indessen ist Gauß in der selbständigen Auffassung der aus der Theorie 
der elliptischen Funktionen entspringenden Modulfunktionen .A.bel und 
Jacobi dauernd überlegen geblieben. 

Weiter sind hier die Untersuchungen eh. Hermites 11) über das 
Verhalten der Wurzeln f'k, Waus den Integralmoduln gegenüber 
den linearen Substitutionen des Periodenquotienten zu nennen. Hermite 
erkannte, daß diese Größen "eindeutige" Funktionen des Perioden
quotienten sind; er nannte sie als solche cp(ro), 'IjJ(ro) und stellte ihr 
Verhalten gegenüber beliebigen Substitutionen der Modulgruppe fest 
(vgl. II B 3, Nr.43). Im Sinne der unten zu erklärenden Sprech
weise (vgl. auch II B 3, Nr.60) handelt es sich um gewisse "Haupt
moduln 16. Stufe". 

G. Eisenstein12) bedient sich zur Darstellung der doppeltperio
dischen Funktionen unendlicher Reihen, welche die Invarianz der dar
gestellten Größen gegenüber linearen Substitutionen der Perioden leicht 
erkennen läßt. Auch berühren Eisensteins Rechnungen diese Invarianz 
gelegentlich sehr nahe, ohne daß die grundsätzliche Bedeutung der
selben erkannt wäre. 

K. Weierstraß' Darstellung der Theorie der doppeltperiodischen 

9) Gauß, Werke 8, p. 104. 
10) V gl. auch das Ref. II B 3 (Frieke), Nr. 24, am Schluß, wo eine Bemerkung 

Jacobis über die Invarianz des Integralmoduls gegenüber Substitutionen des 
Periodenquotienten erwähnt ist. 

11) "Sur la resolution de l'equation du cinquieme degre", Paris. C. R. 46 
(1858), p. 508 oder Hermites Werke 2, p. 5. Man vgl. auch einen Brief Hermites 
an J. Tannel'y, veröff. in Hermites Werken 2, p. 13. 

12) "Genaue Untersuchung der l1nendlichen Produkte, aus welchen die 
elliptischen Funktionen als Quotienten zusammengesetzt sind", J. f. M. 35 (1847), 
p. 153 oder Eisensteins Mathem. Abh. (Berlin 1847), p.213. Vgl. übrigenR be
treffs Eisenstein das Ref. II B 3, Nr. 41). 
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Funktionen 13), die in den Grundlagen mit der Eisensteinschen Theorie 
nahe verwandt ist, geht in ihrer Durchbildung wesentlich über die 
letztere hinaus. Die der Weierstraßschen Theorie entstammenden Modul
funktionen sind diejenigen, welche wir unten als zur 1. Stute gehörig 
bezeichnen. Insbesondere treten hier neben den Funktionen des Perioden
quotienten ro zum ersten Male homogene Fttnktionen beider Perioden 
rol1 ro2 , sogenannte "Modulformen" (vgl. NI". 21 und 25) auf. 

3. Riemanns Bedeutung für die Theorie der automorphen 
Funktionen. Auf B. Riemanns Schöpfungen weist die Theorie der 
automorphen Funktionen und der Modulfunktionen in den verschie
densten Hinsichten zurück. Von ihm rührt das für die genannte Theorie 
allgemein grundlegende Prinzip her, Funktionen aus konformen Ab
bildungen, welche sie vermitteln sollen, [aus den "Fttndamental
bereichen" (vgl. Nr. 14)] zu definieren 14). 

Er lieferte ferner durch seine Theorie der P-Funktion einen Aus
bau der Lehre von den hypergeometrischen Funktionen und legte da
mit den Grund zur Theorie der (eindeutigen sowie vieldeutigen) "Drei
eCksfunktionen" , die durch Inversion der P-Quotienten entspringen 15). 
Es kommt hierbei zugleich der Zusammenhang zur Geltung, in welcher 
jene speziellen automorphen Funktionen zur Theorie der linearen Diffe
rentialgleichungen 2. Ordnung stehen. Die oben in der Zusammen
stellung der Literatur genannten Vorlesungen Riemanns über die hyper
geometrische Reihe aus dem Jahre 1859, von welchen vor ihrer Her
ausgabe durch W. Wirtinger (1902) nur vereinzelte Abschriften in 
Privatbesitz existierten, entwickeln diese Ansätze nach der geome
trischen Seite. Hier findet sich u. a. eine Darstellung und nähere 
Diskussion des Netzes der Kreisbogendreiecke, welches der Theorie 
der Modulfunktionen zugrunde liegt (siehe unten Fig. 2). Auch die 
Ansätze, welche Riemann in der nachgelassenen Abhandlung "Zwei all
gemeine Sätze über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 
Koeffizienten" 16) entwickelt hat, kommen mittelbar für die Theorie 
der automorphen Funktionen zur Geltung. 

In der Theorie der Minimalflächen verfolgte Riemamt diejenigen 
automorphen Funktionen weiter, welche zu sphärischen Dreiecken ge-

13) S. die Nachweise im Ref. II B 3, Einleit. zu .A.bschn. IV. 
14) "Gruudl. für eine allgem. Theor. der Funkt. einer veränderl. komplexen 

Größe", Gött. Diss. 1851, Riemanns Werke, heraueg. von H. Weber, Leipzig 1876 
(1. .A.ufl.) , p. 3. 

15) "Beiträge zur Theor. der durch die Gaußsche Reihe F(cx, ß, /'; m) dar
staUb. Funkt.", Gött . .A.bh. 7 (1857); Riemann, Werke, p. 62. 

16) Datiert vom 20. Febr. 1857, Riemanns Werke, p. 357. 
23* 
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hören (Dreiecksfunktionen erster Art), und machte zum Zwecke der 
analytischen Fortsetzung dieser Funktionen vom sogenannten "Prinzip 
der Symmetrie" Gebrauch 17). 

Besonders reich an verschiedenen, die Theorie der automorphen 
Funktionen betreffenden Gesichtspunkte ist die nachgelassene Unter
suchung Riemanns "Gleichgewicht der Elektrizität auf Zylindern mit 
kreisförmigem Querschnitt und parallelen Achsen" 18). Es handelt sich 
hierbei um einen von n V. ollkreisen begrenzten Fundamentalbereich, 
und Riemann gibt (zur Lösung des genannten physikalischen Problems) 
eine weitgehende Entwicklung des Begriffs, der Eigenschaften in be
zug auf Fortsetzung und der Differentialrelationen der zugehörigen 
automorphen Funktionen. 

Für sich stehen die Untersuchungen Riemanns über die Grenz
werte gewisser durch Reihen definierter Modulfunktionen, falls sich 
das Argument einem rationalen Zahlenwerte annähert 19). 

4. Selbständige Ausbildung des Begriffs der automorphen 
Funktionen. H. A. Schwarz lieferte in seinen Untersuchungen über die 
hypergeometrische Reihe eine wesentliche Förderung der Theorie der 
Dreiecksfunktionen und speziell der rationalen automorphen Funk
tionen. Seine diesen Gegenstand betreffende Hauptarbeit ist: "über 
diejenigen Fälle, in welchen die Gaußische hypergeometrische Reihe 
eine algebraische Funktion ihres vierten Elementes darstellt" 20). Hier 
erscheint das "Prinzip der Symmetrie" allseitig entwickelt, wir finden 
die Einteilnng der Dreiecksfunktionen in drei Arten, und speziell für 
die Funktionen der dritten Art wird eine deutliche Darlegung der 
"natürlichen Grenze" (Kreis) gegeben, deren Existenz, wie vorhin aus
geführt wurde, vermutlich allerdings schon Gauß und unzweifelhaft 
Riemann erlaßt hatten. 

L. Fuchs wurde von seiten der allgemeinen Theorie der linearen 
Differentialgleichungen in die Nähe der Dreiecksfunktionen erster Art 
geführt. Es handelt sich hierbei um die Arbeiten "Über die linearen 
Differentialgleichungen 2. Ordnung, welche algebraische Integrale be-

17) ,;Über die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegeb. Begrenz." ausgearb. 
von K. Hattendorf, Gött. Abh. 13 (1867) oder Riemanns Werke, p.283. S. a.uch 
die von Webei' aus dem Nachlaß hera.usg. Arbeit "Beispiele von Flächen kleinsten 
Inhalts bei gegeb. Begrenz.", Riemanns Werke, p.417. 

18) Riemanns Werke, p. 413. 
19) "Fragmente über Grenzfälle der elliptischen Modulf.", mit Erläuterungen 

von R. Dedekind, Riemanns Werke, p.427. 
20) J. f. Math. 75 (1872), p. 292; siehe auch die Abh. "Über einige Ab

bildungsaufgaben", J. f. Math. 70 (1869), p. 105. 
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sitzen, und eine neue Anwendlmg der Invariantentheorie" und "Über 
die linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung, welche algebraische 
Integrale besitzen" 21). 

In einigen weiter folgenden Untersuchungen 22) beschäftigt sich 
Fuchs beiläufig mit der Frage, wann die unabhängige Variable x der 
Differentialgleichung 2. Ordnung 

d'J y dy 
(4) da;! + P(x)dx + Q(x)y = 0 

mit rationalen Koeffizienten eine eindeutige Funktion des Integral
quotienten ist. Die an sich nicht einwurfsfreien Betrachtungen von 
Fuchs über diese Frage haben historisch dadurch eine große Bedeutung 
gewonnen, als sie für H. Poincare zum Ausgangspunkt seiner gleich 
zu nennenden Untersuchungen wurden. 

Von ~eiten der Arithmetik werden R. Dedekind und H. St. Smith 
zu den Modulfunktionen geführt. Dedekind definiert (nach Riemanns 
funktionentheoretischen Grundsätzen) die von ihm als "VaZen.t' be
zeichnete Modulfunktion erster Stufe (unten durch J( ro) bezeichnet), 
weist auf deren Bedeutung für die Reduktionstheorie der quadratischen 
Formen ax2 + 2bxy + oy2 negativer Determinante hin und entwickelt 
die Grundzüge einer Transformationstheorie für die Funktion J( ro). 28) 
Die Untersuchungen von Smith betreffen die schwierigere Reduktions
theorie der Formen ax2 + 2bxy + oy2 von positiver Determinante; 
andrerseits hat Smith an Hermites Untersuchungen über die aus dem 
Integralmodul entspringenden Größen t'k, t'k' angeknüpft und in der 
Auffassung dieser Größen als "eindeutiger Modulfunktionen" wesent
liche Fortschritte gemacht IM). 

F. Schottky hat 1875 in seiner Berliner Dissertation "Über con
fOl'me Abbildung mehrfach zusammenhängender ebener Flächen"il5) die
selben automorphen Funktionen untersucht, zu welchen bereits früher 

21) Gött. Nachr. von 1875, p. 568 und 612; J. f. Math. 81 (1876), p.97; 
85 (1878), p. 1. 

22) Siehe insbesondere die Abhandlung "Über eine Klasse von Funktionen 
mehrerer Variabelen, welche durch Umkehr der Integrale von Lösungen der 
linearen Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten entstehen", Gött. 
Nachr. von 1880, p. 170 und J. f. Math. 89 (1880), p. 150. 

23) "Schreiben an Herrn Borchardt über die Theorie der elliptischen Modul
funktionen", J. f. Math. 83 (1877), p. 265. 

24) "Sur les equations modulaires", 1874 der Par. Akad. vorgelegt, veröffentl. 
in den Atti d. Ac. d. Line. (3) 1 (1877), p. 68; "Report on the theory of numbers, 
Part. VI": Rep. of the Br. Assoe. for the advlLnc. of sc. (1865). 

26) Umgearbeitet veröffentlicht im J. f. Math. 83 (1877), p. 300. 
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Riemann in einer damals noch nicht veröffentlichten Untersuchung 26) 

geführt war. Es handelt sich im Sinne der Klassifikation in Nr.15 
um automorphe Funktionen ohne Hauptkreis und mit isoliert liegenden 
Grenzpunkten. 

Als die eigentlichen Begründer der Theorie der Modulfunktionen 
und der automorphen Funktionen sind F. Klein und H. POinCa1"C an
zusehen, deren Arbeiten unten im einzelnen zu nennen sind. 

Klein gelangte zu automorphen Funktionen zunächst von seiten der 
Aufgabe, alle endlichen Gruppen linearer Substitutionen einer Variabelen 
und die zugehörigen invarianten Formen aufzustellen 27). Man sehe hier
über das Referat I B 3 f (Wiman) " Die sich hier darbietende "Tluxtrie 
der regulären Körper" hat Klein späterhin in dem Werke "Vorlesungen 
über das Ikosaeder und die Auflösung der Gleichungen 5. Grades" 
(Leipzig 1884) ausführlich dargestellt. Im Herbst 1874 erkannte Klein 
den Zusammenhang seiner Untersuchungen mit Schwarz' Theorie der 
Dreiecksfunktionen (Kreisbogendreiecke erster Art) und wurde zugleich 
aufmerksam auf die Dreiecksnetze mit Grenzkreis. Hierdurch sowie 
andrerseits durch die Beziehung der Gleichungen 5. Grades zur Trans
formationstheorie der elliptischen Funktionen wurde Klein zu den 
elliptischen Modulfunktionen geführt, denen er eine längen\ Reihe 
grundlegender Arbeiten widmete 28). Von hier bis zur allgemeinen 
Theorie der automorphen Funktionen war nur noch ein kurzer Weg. 
Sehr wesentlich war dabei für Klein das volle Eingehen auf die Grund
gedanken von Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen, ins
besondere die Gewöhnung, eine willkürlich gegebene Riemannsche 
Fläche und sogar eine beliebige geschlossene Fläche im Raume als 
Definition eines algebraischen Gebildes anzusehen 29). 

26) "Gleichgew. der Elektrizität auf Zylinder mit kreisförm. Querschnitt 
und parall. Axen", Riemanns Werke, p.413. 

27) "Über binäre Formen mit linearen Transformationen in sich", Math. 
Ann. 9 (1875), p. 183 j die hauptsächlichen Ergebnisse dieser Abh. sind bereits 
im Juni 1874 in den "Erlanger Berichten" veröffentlicht. "Weitere Untersuchungen 
über das Ikosaeder", Math. Ann. 12 (1877), p. 503. Keime zu diesen Ent
wicklungen liegen bereits vor in § 6 von Kleins "Erlanger Programm" von 1872 
"V" ergleichende Betrachtungen über neuere geometrische Forschungen", abgedr. 
in Math. Ann. 43. 

28) Siehe namentlich "Über die Transformation der elliptischen Funktionen 
und die Auflösung der Gleichungen 5. Grades", Math. Ann. 14 (1878), "Über 
Transformation 7. Ordnung der elliptischen Funktionen", Math. Ann. 14 (1878), 
sowie "Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen", Math. Ann. 17 (1879). 

29) V" gl. Klein, "Über Riemanns Theor. der algebr. Funkt. und ihrer Inte
grltle" (Leipzig 1882), ferner die beiden Noten "Über eindeutige Funktionen 
mi t linearen Transformationen in sich", Math. Ann. 19 (1882), p. 565 und 20 
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Die in den "Vorlesungen über das Ikosaeder" durch Klein an
gebahnte systematische Darstellung der Gesamttheorie der elliptischen 
Modulfunktionen und der automorphen Funktionen wurde 1887 von 
R. Fricke aufgenommen und in den oben in der Literaturfibersicht 
genannten Spezialwerken fortgesetzt und abgeschlossen. 

Poincare empfing seine ursprünglichen Anregungen aus der oben 
genannten Fuchsschen Arbeit von 1880 sowie andrerseits aus Hermites 
arithmetischen Arbeiten über quadratische Formen. Indessen hat sich 
Poinca-rialsbald auch die Riemannschen Auffassungen zu eigen gemacht 
und ist sofort zu großer Allgemeinheit der Auffassung (alle Gruppen 
mit Hauptkreis ) aufgestiegen. Die ersten Poincareschen Mitteilungen 
finden sich in den Bänden 93 und 94 der Comptes rendus (1881 u. 
82), an welche sich der Aufsatz "Sur les fonctions uniformes, qui se 
reproduisent par des substitutions lineaires" in den Math. Ann.19 (1881), 
p. 553 anschließt; seine zusammenfassenden Hauptarbeiten sind in 
den ersten Bänden der Acta mathematica erschienen so). Der gruppen
theoretische Ausgangspunkt Poincares sowie seine Hilfsmittel zum 
Existenzbeweise der automorphen Funktionen (die in NI'. 22 zu be
sprechenden unendlichen Reihen) bringen es mit sich, daß seine Be
trachtungen auf eindeutige automorphe Funktionen eingeschränkt bleiben, 
während die Methoden Kleins auch bei den mehrdeutigen automorphen 
Funktionen brauchbar blieben. Poincare bedient sich der Personal
benennungen der "Fuchschen Funktionen" (automorphe Funktionen 
mit Hauptkreis) und "Kleinschen Funktionen" (a. F. ohne Hauptkreis). 
Historisch sind diese Benennungen nicht zutreffend; sie entsprechen 
dem subjektiven Entwicklungsgange Poincares. 

Die zu den automorphen Funktionen inversen Funktionen be
zeichnen wir unten ( vgl. NI'. 31) als "polymorphe Funktionen". Invertiert 
man die oben in Nr. 1 angesetzte Funktion z = q;(b), so gelangt 
man zu einer polymorphen Fuuktion b = fez), die bei Umläufen in 
der z-Ebene oder auf einer gewissen über dieser Ebene lagernden 
Riemannschen Fläche in lineare Funktionen V1 (b), VlIW, ... ihrer 
selbst übergeht. Eben dieser Eigenschaft halber heißt die Funktion 
,,polymorph" oder genauer "linear.-pollymorph". Bei dem Probleme, ob 

(1882), p. 206 und die zusammenfassende Abhandl. "Neue Beiträge ZUI Riemann
Bchen Funktionentheorie", Math. Ann 21 (dat. 2. Okt. 1882), p. 141. 

30) "Theorie des groupes fuchsiens", Act. math. 1 (1882), p. 1; "Memoire 
Bur les fonctions fuchsiennes", Act. math. 1 (1882), p. 193; "Memoire SUI les 
groupes kleineens", Act. math. 3 (1883), p. 49; "Sur 1es groupes des equations 
lineaires", Act. math. 4 (1883), p. 201; "Memoire Bur les fonctions zetafuchsiennes". 
Act. math. 5 (1884), p. 209. 
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auf beliebig gegebener Riemannscher Fläche immer polymorphe Funk
tionen dieser Art mit geeigneten speziellen Eigenschaften existieren, 
berührten sich die Untersuchungen von Klein und Poincare am engsten. 
Man vgl. hierüber unten Nr. 36 ff., wo wir dann auch weiteres über 
die geschichtliche Abfolge der fraglichen Untersuchungen von Klein 
und Poincare nachtragen werden. Die Theoreme über die Existenz 
polymorpher Funktionen auf Riemannschen Flächen ("Fundamental
theoreme") sind zwar bereits Anfang der achtziger Jahre von Klein 
und Poincard aufgestellt worden. Erschöpfende Beweise sind in
dessen erst während der letzten zehn Jahre geliefert, und zwar vor
nehmlich durch eine größere Reihe von Arbeiten P. Koibes, über welche 
unten (in NI'. 37 ff.) zu berichten sein wird. 

ö. Äquivalenz und Diskontinuitätsbereich bei einer Sub
stitutionsgruppe. Der "gruppentheoretische" Aufbau der Theorie der 
"eindeutigen m!tomorphen Funktionen" knüpft an folgende Definition 
!j>n. Eine Gruppe r von linearen s-Substitutionen Vo, Vl1 V2 , ••• 

sei vorgelegt. Zwei Punkte der s-Ebene heißen "äquivalent bezüglich 
r", falls der eine in den anderen durch eine jener Substitutionen Vk 

von r transformierbar ist. 
Um den Charakter dieser Punktäquivalenz in der s-Ebene besser 

zu übersehen, hat man eine geometrische Theorie der Substitutionen 

S' = ;~ t ~ ausgebildet (cf. "Mod!' 1, p. 165 ff.). Der Hauptsatz ist hier

bei, daß die einzelne Substitution eine solche konforme Beziehung der 
s-Ebene auf sich selbst liefert, bei der ein Kreis jedesmal wieder in 
einen Kreis übergeht. Es handelt sich also um eine Beziehung, die 
von Möbius SI) als eine "Kreisverwandtschaft" bezeichnet wurde. Bei 
der einzelnen Substitution gibt es zwei Punkte, deren jeder sich selbst 
zugeordnet ist; man findet sie, indem man r = ~ setzt, durch Lösung 
der Gleichung: 
(5) rs2 + (~- u)S - ß = 0 

und nennt sie die "Fixpunkte" der Substitution. Liegen die Fix
punkte getrennt, und zwar bei SI und S2) so kann man die Substitution 
auf die Normalform bringen: 

(6) ~'-~1 =re{ti.~-~! 
r' - r. ~-~2) 

wo re~ i = /L der "Multiplikator" der Substitution genannt wird. Ist 

31) "Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung", 
Abhandl. der Kgl. Sächs. Ges. der Wiss. 2 (1856), p. 529; lrIöbius, Ges. Werke 2, 
p.243. 
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weder r = 1 noch .t)o = 0, so heißt die Substitution V "loxodromisch"j 
ist {} = 0, also ft reell und positiv, so heißt V "hyperbolisch", und 
endlich hat man für r = 1 und einen von 0 verschiedenen Winkel .t)o 

eine "elliptische" Substitution, während für ft = 1 die identische Sub
stitution vorliegt. Koinzidieren die Fixpunkte, so heißt V "parabo
lisch" und läßt sich, wenn ~o der Fixpunkt ist, auf die Form bringen: 

( 7) 1 1 
(-~o = ~-~o + y. 

In "Mod." a. a. O. werden zur weiteren Veranschaulichung die so
genannten "Bahn- und Niveaukurven" der Substitutionen verwendet32). 

Ist der zu ~ konjugiert komplexe W ert ~ und übt man auf 

~ die Substitution (;: ~ aus, so heißt der Übergang von ~ zu: 

(8) ~'= a~+ß 
r~+ <Y 

eine Substitution "zweiter Art". Solche Substitutiouen stellen kon
forme Abbildungen "mit Umlegung der Winkel" (indirekte Kreis
verwandtschaften) dar und sollen allgemein durch das Sym bol ~' = V (Ü 
bezeichuet sein. Die "Inversionen" oder "Transformationen durch rezi
proke Radien" (Spiegelungen) an Kreisen der ~-Ebene gehören hierher. 

Weiter ist folgende Erklärung grundlegend: Ein aus einem oder 
mehreren Stüiken bestehender Bereich der ~ - Ebene heißt ein "Diskonti
nuitätsbereich" (abgekürzt "DB") der Gruppe r, falls derselbe für jeden 
P"nkt der ~ -Ebene (abgesehen freirich von gewissen sogenannten "Grenz
p"nkten" der Gruppe) einen und nur einen bezüglich r äquivalenten 
Punkt aufweist 33). 

Foincare entwickelte in den Act. math. 3, p. 53 eine Maßregel, 

32) Die Benennungen "elliptische", "parabolische", "hyperbolische" Sub
stitutionen hat Klein bei seinen ersten Untersuchungen über Modulfunktionen 
(1878) eingeführt (vgl. Math. Ann. 14, p. 122). Loxodromische Substitutionen 
sind in der Modulgruppe noch nicht enthalten; dieser Benennung hat sich Klein 
demnach auch erst später bei den allgemeinen automorphen Funktionen bedient 
(vgl. Math. Ann. 21 (1882), p. 173); sie rührt daher, daß die Bahnkurven auf der 
Kugeloberfläche sog. "Loxodromen" werden. 

33) Die selbständige Ausbildung des Begriffs des "DB" einer Gruppe ge-
8chah am Beispiele der Modulgruppe (vgl. Nr. 6), und zwar bei Dedekind in 
der Abhandlung "Schreiben an Herrn Borchardt über die Theorie der elliptischen 
:\Iodulfunktionen" J. f. Math. 83 (1877), p. 265 und in allgemeinerer Form bei 
Klein in der Abhandlung "Über die Transformation der elliptischen Funktionen 
und die Auflösung der Gleichungen o. Grades", Math. Ann. 14 (1878). p. 133. 
Es werden hier für gewisse bei der Transformation der elliptischen Funktionen 
auftretende Untergruppen der Modulgruppe die "DB" hergestellt. 
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den oberhalb der horizontal zu denkenden ~-Ebene gelegenen ,,~-Halb
raum" an der einzelnen durch ~'= V(~) dargestellten Transformation 
teilnehmen zu lassen. Die Maßregel läuft daraus hinaus, daß mit den 
Kreisen der ~-Ebene zugleich die über ihnen stehenden Halbkugeln 
des Halbraumes ineinander transformiert werden. Die Begriffe der 
Punktäquivalenz und des Diskontinuitätsbereiches übertragen sich da
bei auf den ~ -Halbraum. 

Da die Koeffizienten IX, ß, ,}" (j der einzelnen Substitution nur 
bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt sind, so können wir über 
letzteren so verfügen, daß Cl (j - ß')' = 1 wird, daß also V "uni
modular" geschrieben ist. Man sagt, r enthalte "infinitesimale" Sub
stitutionen, falls nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl c > 0 in 
der Gruppe dieser unimodular geschriebenen Substitutionen stets 
noch von der "Identität" Vo = 1 verschiedene Substitutionen nach
weisbar sind, für welche die Beträge IIX - (j I, I ß I, I ')' I zugleich 
< c sind. Bei einer Gruppe mit infinitesimalen Substitutionen liegen 
sowohl in der ~ -Ebene als im ~ -Halbraume in jeder noch so klein 
gewählten Umgebung eines Punktes stets zu ihm äquivalente Punkte: 
eine Gruppe mit 'infinitesimalen Substitutionen kann weder in der ~-Ebene 
noch im ~-Halbraume einen "DB'( von endlicher Ausdehnung haben. 

Poincari stellte (Act. math. 3, a. a. 0.) die Umkehrung dieses 
Satzes auf: Eine Gruppe r ohne infinitesimale Substitutionen hat jeden
falls im S -Halbraum einen "D B" von nichtverschwindendem Raum
inhalt; vielfach, und zwar u. a. immer dann, wenn die Substitttfionen von r 
ausschließlich reelle Koeffizienten haben, besitzt r bereits in der ~ -Ebene 
einen "DB" von nichtverschwindendem Flächen'inhalte. r heißt je nach
dem erst im ~-Halbraume oder bereits in der ~-Ebene "eigentlich 
diskontinuierlich". 

6. Der Diskontinuitätsbereich der Modulgruppe. Zur Erläuterung 
diene die in Nr. 1 erklärte Modulgruppe, bei welcher man nach Hermite 
statt S die Bezeichnung w (Quotient der Perioden des elliptischen Inte
grals 1. Gattung) braucht, und welche in der w-Ebene "eigentlich dis
kontinuierlich" ist. Die reelle w-Achse geht durch die Substitutionen 
dieser r stets in sich über, und da sich die Verhältnisse in den 
beiden durch diese Achse abgetrennten "Halbebenen" ("positive" und 
"negative" H.) übereinstimmend verhalten, so beschränkt man sich auf 
die positive Halbebene. Für letztere ist durch den in Fig. 1 (p. 363) 
schraffierten Bereich ein "DB" der Modulgruppe gegeben; wir fassen 

diesen Bereich als "Kreisbogendreieck" mit zwei Winkeln i bei 

w = + 1 + q/s und einem Winkel 0 im Punkte <Xl oder, Wle Wlr lm 
2 
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Anschluß an die Gestalt des "DB" sagen wollen, bei m = i 00. Setzt 
man m = ~ + i'l'j, so gilt 'I'j > 0, und man kann den gewonnenen Bereich 
festlegen durch die Bedingungen 34): 

(9) - {- < ~ < + t, ~2 + 1'l > 1. 

Durch die imaginäre m-Achse wird 
der "DB" in zwei einander symme
trische "Elementardreiecke" der Winkel 

i' ; , 0 zerlegt; man bezeichnet den 

"DB" der Fig. 1 demnach auch wohl 
genauer als "Doppeldreieck" oder als 
"Kreisbogenviereck" , indem man die 
bei m = i gelegene Ecke des Win
kels 1t (Fixpunkt der gleich zu nen- --'-----'---:c;"-;;----'----::'-;--

lV=O w=-1 

nenden Substitution Vi) als solche 
mitzählt. 

Fig.1. 

Während im Innern dieses "DB" keine zwei äquivalente Punkte 
nachweisbar sind, findet sich zu jedem Randpunkte ein mit ihm äqui
valenter. Die Seiten des "DB" sind, wie in Fig. 1 angezeigt, in der 

Tat vermöge der Substitutionen VI = (~:!) und V2 = G: -~) 
äquivalent.S5) 

Übt man auf den gewonnenen "DB" alle Substitutionen der Modul
gruppe r aus, so entspringt ein zusammenhängendes Netz von Kreis
bogendreiecken, die alle untereinander äquivalent sind, und die die 
m-Halbebene vollständig und lückenlos bedecken. Fig. 2 (p. 364) veran
schaulicht die Beschaffenheit dieses Netzes; hier ist die eben erwähnte 
Teilung des ursprünglichen "DB" durch die imaginäre m-Achse in zwei 

symmetrische Kreisbogendreiecke der Winkel ~ , ;, 0 vollzogen und anf 

alle übrigen Bereiche übertragen. Das einzelne "Elementardreieck" ist 
ein "DB" fÜ1' diejenige Gruppe "zweiter Art" r, welche aus der 
Modulgruppe r durch Zusatz der Spiegelung an der imaginären Achse 
entspringt. 36) 

34) Siehe hierüber die in Note 33 genannte Abhandlung von Dedekind. 
35) Man vgl. hiermit die Darlegungen im Ref. II B 3, Nr. 50 und 54 (sowie 

auch die Fig. 5 a. a. O. in NI'. 65), wo der "DB" der Modulgruppe auf anderem 
Wege gewonnen wird. 

36) Die reellen rationalen Punkte ro sind sämtlich untereinander äquivalent; 
an sie reichen die Dreiecke des Netzes mit ihren Spitzen heran. Die 'reellen 
irrationalen Punkte ro sind die "Grenzpunkte" der Modulgruppe im Sinne der 
oben gegebenen Definition des "DB". 
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Man mache sich deutlich, wie das ganze Netz der Fig. 2 vom 
einzelnen Dreieck aus durch fortgesetzte Spiegelung (Inversion) an 
den Dreiecksseiten erzeugbar ist. Arbeitet man indes mit den Doppel
dreiecken, so wird man durch Ausübung der Substitutionen Vl1 V1- t, r~ 

Fig.2. 

neben den "DB" drei äquivalente Bereiche reihen und in entsprechender 
Art mit der Anreihung von Doppeldreiecken fortfahren. Dt'esel' Her
stellungsart des ganzen Netzes entspricht die Erzeugung der gesamten 
Modulgruppe r ans den beiden sogenannten "m'zeugenden" Substitutiown 

V (1, 1) v: (0, - 1) 
1 = 0, l' 2 = 1, o' 

Man beachte endlich, daß man, wenn ein "D B" für die ganze 
w-Ebene angegeben werden soll, dem Doppeldreieck der Fig. 1 das 
bezüglich der reellen Achse symmetrische Dreieck anreihen wird. 
Der Herstellung der Gruppe r entspricht dann die Erzeugung zweier 
symmetrischer Dreiecksnetze, die beide Halbebenen füllen 37). 

Alle diese Verhältnisse sind bis zum gewissen Grade typisch für 
jede in der ~ -Ebene eigentlich diskontinuierliche Gruppe. 

Beiläufig erwähnen wir als Beispiel einer erst im ~ -Halbraum 
eigentlich diskontinuierlichen Gruppe die sogenannte ,.Picardsche 

Gruppe" , welche aus allen Substitutionen (;:~) mit ganzen kOl11-

37) Ausführlich dargestellt in ,)Iod." 1, p. 208 fr. 



';. Projektiv-geometrische Auffassungen und Methoden. 365 

plexen Koeffizienten der Gestalt a, + ib und der Determinanten 

alt - ßr = 1 oder alt - ßr = i 
besteht. ~8) Diese Gruppe enthält die Modulgruppe offenbar als Unter
gruppe in sich. ]\fan findet in "Aut." 1, p. 77 ff. eine ausführliche 
Theorie der Picardschen Gruppe, deren "DB" ein von Kugelschalen 
eingegrenztes Pentaeder des b -Halbraumes ist. 

7. Projektiv-geometrische Auffassungen und Methoden. Be
ziehung zur nichteuklidischen Geometrie. Bei der geschichtlichen 
Entwicklung der Lehre von den Substitutionen und Diskontinuitäts
bereichen haben von Anfang an projektiv-geometrische VOJ'stellungen 
eine wesentliche Rolle gespielt. Es beruht dies auf dem von Klein 
sehr früh 89) benutzten Umstande, daß, ll:enn man iiuttt der b-Ebene 
nach Riemann eine Kugel zur T1'iigerin deI' komplexen Werte b macld, 
unsere gesamten linearen b -Substitutionen gerade VOll allen denjenigen 
Rawnkollineationen geliefert werden, welche die Kugel1'n sieh iiberfiilwen. 

Um den projektiven Charakter allgemeiner hervortreten zu lassen, 
ersetzen wir die Kugel sogleich durch eine mit ihr kollineare Fläche, 
z. B. durch irgelldein Ellipsoid E. Die V ariabele ~ gewinnt man als
dann von E aus in der Art, daß man b und ~ als die Parameter der 
heiden Geradenscharen auf E einführt; im einzelnen reellen Punkte 
von E schneiden sich zwei konjugiert imaginäre Geraden, dem zu
gehörigen b und dem dazu konjugiert komplexen Parameterwerte ~ 
entsprechend 40). 

Als weiterer wichtiger Gesichtspunkt kommt hinzu: Gründet man 
auf die Fläche 2. Grades E eine projektive (Cayleysche oder nicht
euklidische) Maß bestimmung, so werden die fraglichen Raumkollinea
honen und mithin unsere ~-Substitutionen gerade Ton den gesamten 
Be/cegungen (t,-Sabstitutioncn erster Art) nnd Umlegungen (t,-Sttbstitu
tionen zweiter Art) des Raumes, im Sinne dieser projektiven Maßbestim
mung gesprochen, geliefert. 

Diese Vorstellungen werden uns unten Klassifikationsprinzipien 
unserer Gruppen liefern. Nur vorläufig sei hier über den geschicht
lichen Hergang noch folgendes hinzugefügt. 

38) V gl. P-icard, "Sur un groupe des transformations des points de l'espace 
situtls du meme coM d'un plan". BuH. soc. math. de France 12 (1884), p. 43. 

39) S, das Erlanger Programm von Klein, "Vergleichende Betrachtungen 
über neuere geometrische Forschungen" (1872), abgedr. in Math. Ann. 43, sowie 
die Abh. "Über binäre Pormen mit linearen Transformationen in sich", l\Iath. 
Ann. 9 (1875), p. 183. 

40) Die projektiven Auffassungen des Textes sind ausführlich dargestellt 
in "Aut." 1, Einleitung, 
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Die endlichen Gruppen linearer ~-Substitutionen stellten sich jetzt 
bei Klein 41) als Bewegungsgruppen m# einern festbleibenden Punkt 
im lnnern von E dar (endliche Gruppen von Drehungen der ~·Kugel 
um ihren Mittelpunkt). 

Von hieraus ist später Poincare (nach mündlicher Mitteilung an 
Klein) durch einen Analogieschluß zu den allgemeinsten Gruppen mit 
einem festbleibenden Punkte "außerhalb" E übergegangen. Indem aber 
mit jenem Punkte immer auch seine Polarebene bezüglich E und also 
auch der Schnitt dieser Ebene mit dem Ellipsoid E, welcher auf der 
~-Kugel bzw. in der ~-Ebene ein Kreis ist, in sich übergeführt wird, 
gelangte Poincare auf diesem Wege zu den als "Hauptkreisgruppen" 
zu bezeichnenden Gruppen. 

Zur Erläuterung diene wieder die Modulgruppe. Stellt man 
das Ellipsoid in homogenen Raumkoordinaten Zu Z2' zs, Z4 mittels der 
Gleichung: 
(10) 2 + 2 0 Z4 Z2 - zlzs = 

dar, so haben WIr die komplexe Variabele m zu erklären durch: 

(11) z. + iZ4 m = ----. 
Z3 

Wir können natürlich die Beziehung zwischen der m-Ebene und der 
gerade gedachten Polarebene des festbleibenden Punktes auch direkt, 
d. h. ohne Benutzung des Ellipsoides E leicht darstellen. Ist nämlich 
die Polarebene etwa durch Z4 = 0 gegeben, so ist die Schnittellipse 
dieser Polarebene mit dem Ellipsoid durch die Gleichung Zl Zs - Z2 2 = 0 
dargestellt, und die Beziehung dieser Ebene auf die m-Halbebene wird 
durch: 

(12) 2', ± V Z. 2 - Z, Zs m = ----- .. ------- ---
Z3 

geliefert. Wir wollen uns auf die positiven Werte der Quadratwurzel 
beschränken; dann erscheint das Ellipseninnere auf die positive m-Halb
ebene eindeuNg bezogen, wobei die Ellipsenperipherie der reellen m-Achse 

entspricht. Die einzelne m-Substitution G: ~) liefert nun in der "projek-

41) Die Aufzählung der hierher gehörigen Gruppen (vgl. die Zusamm en
stellung in Nr. 11 unter H, 1 gab Klein in der zweiten der in Note 39 genannten 
Arbeiten. Eine auf die Theorie der definiten Hermiteschen Formen gegründete 
Aufzählung der fraglichen Gruppen gab E. H. Moore in der Abh. "An universal 
invariant for finite groups of linear substitutions: with application to the theory 
of the canonical form of a linear substitution of finite period", Math. Ann. 50 
(1898), p. 213. [Übrigens ist diese Abhandlung dem allgemeineren Problem ge
widmet, die endlichen Gruppen (homogener) linearer Substitutionen von n Varia
belen aufzufinden.] 
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tiven Ebene" die Kollineation: 

(13) 
Izt' = a2z1 + 2aßz2 + ß2ZS ' 

IZ2' = a1'z1 + (a8 + ßr)z2 + ßazs, 

zs' = 1'2Z1 + 21'8z2 + 82zS ' 

Das die positive GJ·Halbebene füllende Netz der Fig.2 (p.364) über
trägt sich dabei auf das in Fig. 3 dargestellte Netz unendlich vieler 
geradliniger Dreiecke, welches das Innere 
der Ellipse überall lückenlos und einfach 
bedeckt (vgI. "Mod." 1, p. 239). Im 
Sinne der auf diese Ellipse gegrün
deten projektiven (nichteuklidischen) 
~Iaßbestimmung in der Ebene sind alle 
Dreiecke dieses geradlinigen Netzes 
untereinander kongruent 42). 

Diese am Beispiele der Modul-
gruppe erläuterten Verhältnisse sind Fig. 3. 

von typischer Bedeutung für alle die-
jenigen Gruppen, welche wir als "Hauptkreisgruppenii bezeichnen werden. 
Poincare, welcher diesen Gruppen seine erste große Arbeit in den Acta 
mathem. widmete, vermeidet übrigens den Gebrauch der projektiven 
Ebene und hat demnach auch die projektive (nichteuklidische) Maß
bestimmung nicht in ihrer ursprünglichen Gestalt sondern in der
jenigen benutzt, welche dieselbe in der ~-Ebene annimmt43). 

Für die erst im ~ -Halbraume "eigentlich diskontinuierlichen" 
Gruppen wird man bei der projektiven Betrachtung statt dieses Halb
raumes das Innere der ~-Kugel oder des Ellipsoids E zugrunde legen. 
Hier mag die am Schluß von Nr. 6 erwähnte Picarclsche Gruppe als 
Beispiel dienen, welche im Innern von E ein ebenflächiges Pentaeder 
als "DB" besitzt. 44) 

8. Allgemeines über die Gestalt ebener Diskontinuitätsbereiche 
in der ~-Ebene. Am ausführlichsten sind die "DBii der in der ~-Ebene 
eigentlich diskontinuierlichen Gruppen untersucht. Nach Poincare 
kann man bei einer solchen Gruppe den "DBII in der ~-Ebene immer 

42) Diese Figur, welche auch in der projektiven Geometrie eine wichtige 
Rolle spielt, hat Klein seit 1877 wiederholt in Vorlesungen behandelt (vgl. "Mod." 
1, p. 242). 

43) S. Poincares "Theorie der groupes fuchsiens" Act. math. 1, p. 1 (1882). 
44) V gl. hierzu W . Dyck, "Über die durch Gruppen linearer Transfor

mationen gegebenen regulären Gebietseinteilungen des Raumes", Leipz. Ber. 
(1883), p. 61. 
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durch Kreise eingrenzen, die sich zu Kreisbogenketten aneinander
reihen oder auch Vollkreise darstellen. Die Randpunkte des Kreis
bogenpolygons sind zu Paaren äquivalent. Die Seiten dieses Poly
gons erscheinen somit zu Paaren durch gewisse Substitutionen Y17 
V2 , ••• , v" der r aufeinander bezogen; diese Vu V2 , ••. , T~, 
bilden ein System von Erzeugenden der T45). Sind zwei einander 
benachbarte Seiten des "DBti einander durch die unter den Er
zeugenden enthaltene Substitution Vk zugeordnet, so ist der diesen 
bei den Seiten gemeinsame Eckimnkt des "DB" Fixpunkt der Vk , 

welche alsdann entweder elliptisch oder parabolisch ist 46); ein solcher 
Punkt heißt eine ,,leste" Polygonecke. Ihnen entgegengesetzt sind die 
"beweglichen" oder "zll{älligen" Ecken (vgl. die gleich folgende Be
sprechung der kanonischen "DB"), welche auf Grund der Seiten
zuordnung in "Zyklen" angereiht erscheinen. Der Polygonwinkel an 

einer festen Ecke ist ein aliquoter Teil yon 2 n (nämlich ~f' wenn I 

die Periode der zugehörigen elliptischen Y ist) oder gleich 0 (bei 

einer "parabolischen Ecke"); die Winkelsumme bei einem Zyklus zu
fälliger Ecken ist 2 n. Übrigens kanu es je nach Wahl des "DB" auch 
vorkommen, daß mehrere feste Ecken zu einem Zyklus mit der Winkel-

9n 
summe ~ I bzw. 0 zusammengehören. Dies trifft z. B. bei den beiden 

Ecken (i) = ±ltil/3 des in Fig. 1, p. 363, dargestellten "DB" der Modul

gruppe zu (s. übrigens die Beispiele in "Aut." 1, p. 185ff.). 
Klein faltet das einzelne zusammenhängende Stück eines ebenen 

"DB" unter stetiger Deformation desselben durch Zusammenbiegen 
einander zugeordneter Randkurven zu einer im !{,aume gelegenen ge
schlossenen Fläche F zusammen. Indem man die Forderung kreisförmiger 
Randkurven einstweilen aufgibt, liefert jede mögliche Zerschneidung 
der Fläche F in eine einfach zusammenhängende Fläche nach Zurück-

45) Die Anzahl v der Erzeugenden und damit die Anzahl 2v der das Poly
gon begrenzenden Kreise kann sowohl endlich als auch unendlich groß sein. 
Indessen gilt im Texte weiterhin v als endlich. 

46) Es ist dies so zu verstehen, daß man den in der t-Ebeoe gelegenen 
"DB" stets so auswählen kann, daß er keine hyperbolischen oder loxodromischen 
Fixpunkte als Ecken hat; s. darüber "Aut." 1, p. 125. Es ist dies nicht gleich 
anfangs beachtet, und insbesondere führte die Annahme hyperbolischer Eck
punkte am "D B" gelegentlich zu funktionentheoretischen Schwierigkeiten; s. über 
dieselben und über ihre Hebung Klein, "Über den Begriff des funktionentheo
retischen Fundamentalbereichs", Math. Ann. 40 (1891), p. 130, sowie die Am
führnngen in "Aut." 2, p. 7. 
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verlegung in die ~-Ebene eine besondere Gestalt des ebenen "DB". 
Abänderungen der Zerschneidung liefern "erlaubte Abänderungen" des 
"DB". Indem Klein auf der Fläche F nach Riemann ein kanonisches 
Schnittsystem einführte, gelangte er zum Begriffe des "kanonischen DB". 
Das Schema eines solchen kanonischen Schnittsystems ist in Fig. 4 dar
gestellt. Hier sollen die Stellen ell e2 , es von "festenii Polygonecken 
herrühren; der Punkt E entspricht einem Zyklus von zufälligen Poly
gonecken, und ebenso lie
fern die übrigen Schnitt
endpunkte und Kreuzungs
stellen zufällige Ecken. 
Die entsprechende Gestalt 
des kanonischen "DB" 
selbst ist durch die gleich
falls schematisch zu ver-

Fig.4. 

stehende Fig. 5 dargestellt. Zieht man die Schnitte ck (Fig. 4) auf 
Punkte zusammen und verschiebt die Kreuzungspunkte der Schnitte 
ak , bk sämtlich nach der Stelle E, so gewinnen wir eine einfachste 
Gestalt des kanonischen "DBii. Derselbe stellt, wenn n die Anzahl 
der festen Ecken ist und p das Geschlecht der geschlossenen Fläche 
bedeutet, ein Polygon von (2n + 4p) paarweise aufeinander bezoge
ner Randkurven dar. Entsprechend hat r die (n + 2p) Erzeugende 
Vll ... , Vn, Va" Vb" •.. , Vap ' Vbp ; die ersten n sind elliptisch oder 
parabolisch, und zwar sei li die Periode von Vi (l; = 00 für eine 
parabolische V; eingeschlossen). Wir bezeichnen (p, n), insofern in der 
Zusammenstellung der Zahlen p, n ein besonders wichtiges Attribut 
von r zu erblicken ist, als "Charakter" und (p, n; III l2' ... , ln) als 
"Signatur" des Polygons und damit der Gruppe r. 

Encyklop. d. m .. th. WiS8ensch. II 2. 24 
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Denkt man sich das ganze Polygonnetz N hergestellt, so wird 
jede geschlossene Kette von Polygonen eine auf die identische Sub
stitution Vo = 1 führende Anreihung von erzeugenden Substitutionen 
liefern. Solcher "Relationen zwischen den Erzeugenden" hat man nur 
so viele, als inäquivalente Polygonketten im Netze N der "DB" mög
lich sind 47). Zu nennen sind erstlich die (n + 1) sogenannten "pri
mären Relationen": 

{ 
Vlll= 1, V212= 1, ... , Vnl" = 1, 

V V. V . v.- I V v: y-I .•. V-I V, v: v:- I = 1. l' ll'" n Ql b, a, b, ap bp a p bp 

(14) 

Hierüber hinaus treten noch "sekundäre Relationen" auf, falls das 
Netz N der "D B" einen mehrfach zusammenhängenden Bereich dar
stellt. Letzteres kann eintreten, auch wenn der einzelne "D B" ein
fachen Zusammenhang darbietet, tritt aber stets ein, wenn der "DB" 
dadurch mehrfach zusammenhängend wird, daß die Ufer eines oder 
mehrerer Querschnitte auch bei Fortgang zur b-Ebene in Deckung 
bleiben 48). 

9. Ausführliche Polygontheorie der Hauptkreisgruppen in pro
jektiver Darstellung. Eine bis zum gewissen Grade erschöpfende Theorie 
der "DB" ist von Frick( 49) entwickelt und in "Aut!' 1 zusammenhängend 
dargestellt. Es kam hierbei namentlich der Fall zur Behandlung, daß 
r nur reelle Substitutionen V enthielt. Bei einer solchen r wird 
die reelle Achse stets in sich transformiert; r ist im Sinne der 
Klassifikation von Nr. 11 eine "Hauptlcreisgruppe". Man hat entweder 
zwei Netze N, welche die beiden b-Halbebenen bedecken und bezüg
lich der reellen Achse symmetrisch sind (vgl. die Modulgruppe), oder 
ein über die ganze b-Ebene gespanntes, bezüglich der reellen Achse 
sich selbst symmetrisches Netz. Bei der projektiven Auffassung (vgl. 
Nr. 7) kommt diese Fallunterscheidung darauf hinaus, daß der "DB" 
entweder gänzlich innerhalb der fundamentalen Ellipse der Maßbestim
mung verläuft oder mit einem oder mehreren "hyperbolischen Zipfeln" 
darüber hinausragt 50). Für die ausführliche Polygontheorie ist dieser 
Unterschied, sobald man sich nur entschließt mit den projektiven Ge
stalten der Polygone zu arbeiten, ohne wesentliche Bedeutung; dem 

47) V gl. "Aut." 1, p. 168 ff. 
48) V gl. "Aut." 1, p. 187 ff. 
49) ,;Über die Diskontinuitätsbereiche der Gruppen reeller linearer Sub

stitutionen einer komplexen Variabelen", Gött. Nachr. 1895, p. 360. 
50) Letztere sowie das ganze Ellipsenäußere kommen bei Übergang zur 

~-Ebene durch "Imaginärwerden" in Fortfall. 
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entspricht der bei der ausführlichen Darstellung in "Aut." 1, p. 241 ff. 
befolgte Standpunkt. 51) 

Fricke unterscheidet a. a. O. drei ausgezeichnete Gestalten der pro
jektiven "DB", die er als "normale", "natürliche" und "kanonische" be
zeichnet; die letzteren ordnen sich den schon in Nr. 8 eingeführten 
kanonischen "DB" unter. 

Die Entstehung eines normalen "DB" ist durch Fig. 6 angedeutet. 
Mit einem im Ellipseninnern willkürlich gewählten Punkte Co seien 
die Punkte Co, Cl> C2 , .•. bezüglich 
r äquivalent. Man denke um alle diese 
Punkte Co, Cl' ... im Sinne der pro
jektiven Maß bestimmung kongruente 
kleine Kreise konstruiert. Alsdann 
lasse man diese Kreise gleichzeitig und 
gleichmäßig wachsen, bis sie sich (vgl. 
Fig. 6) gegenseitig flach drücken und 
nach keiner Richtung hin weiter wach
sen können. Der so entstehende "nor
male" "DR" besteht aus dem Inbegriff 
aller Punkte, welche im Sinne unserer F ig. G. 

Maßbestimmung an 00 näher als an 
irgend einem anderen der mit Co äquivalenten Pttnkte Cm, Cn, Cp ' .•• 

liegen; dieser "DB" besteht aus einem "geradlinigen" Polygon mit 
lauter "konkaven" Winkeln und hat Co zum Mittelpunkte (vgl. "Aut." 1, 
p. 241 ff.). 

Faßt man alle Gruppen von gleichem Charakter (p, n) in eine 
"Gattung" zusammen, so gibt es bei der einzelnen Gattung eine ge
wisse endliche Anzahl von verschiedenen Typen solcher N ormal
bereiche. Im allgemeinen ist die Seitenanzahl (12p + 4n - 6) und 
man hat nur dreigliedrige Zyklen zufälliger Ecken. Die "Spezialtypen" 
haben geringere Seitenanzahlen und höhere Gliederzahlen der Zyklen. 

Ändert man Co stetig ab, jedoch nur so weit, daß der Typus 
des "DB" und damit das Erzeugendensystem unverändert bleiben, S0 

erscheint der Punkt Co auf einen Bereich B beschränkt, der keine zwei 
äquivalente Punkte enthält, und dessen Rand, abgesehen von etwaigen 
Segmenten der fundamentalen Ellipse, entweder aus geraden Strecken 
oder aus Stücken von Kurven dritten Grades besteht. Kommen insgesamt 
!A- Typen von normalen "DB" bei r vor, so können wir ein zusammen-

51) Betreffs der Abänderung, welche Charakter und Signatur erfahren, je 
nachdem man den "DB" in der ~-Ebene oder in der projektiven Ebene wählt, 
ist auf "Aut." 2, p. 396ff. zu verweisen. 

24* 
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hängendes Netz von!' solchen Bereichen B bilden, wobei die Rand
kurven dieser B die Zentren der Polygone von Spezialtypen liefern. 
Diese!, Bereiche B setzen einen "natürlichen" "DB" der Gruppe r zu
sammen (vgl. "Aut." 1, p. 275 ff.). 

Auf Grund dieser Ergebnisse und durch Ausbildung einer "Kom
positionstheorie" der Gruppen r bzw. ihrer "DB" konnte endlich die 
Theorie der "ka1Wnischen" "DB" wesentlich weiter entwickelt werden. 
Als Hauptsatz ergab sich hierbei: Wie man auch auf der geschlossenen 
Fläche F ein kanonisches Schnittsystem ziehen mag, dasselbe liefert 
nötigenfalls nach einer unwesentlichen (stetigen) Verschiebung der ein
zelnen Schnitte auf der Fläche F in der projektiven Ebene stets ein 
"geradliniges" Polygon von (2n + 4p) Seiten und lauter "konkaven" 
Winkeln, unter (p, n) den Charakter der Gruppe verstanden (vgl. 
"Aut." 1, p. 319). 

10. Transformations- und Invariantentheorie der Hauptkreis
polygone. Der am Schlusse von Nr. 9 angegebene Satz liefert die 
Grundlage für die Transformationstheorie und Invariantentheorie der 
"DB" der Hauptkreisgruppen. 

Die A.ufgabe der ersteren Theorie ist, die Abänderung des "DB" 
zu charakterisieren, welche dem Übergange zu einem neuen kanonischen 
Schnittsysteme entspricht. Man findet diese Theorie, welche der linearen 
Transformation der Abelschen Funktionen korrespondiert, in ihren 
Grundzügen in "Aut." 1, p. 320ff. entwickelt. 

Was zweitens die Invariantentheorie der Substitutionen V und 
Gruppen r angeht, so ist dieselbe in folgender Art zu begründen. Ist 
\;' = T(b) irgend eine lineare Transformation, so liefert ein einzelnes V 
bei Einführung von b' an Stelle von b die Substitution: 

V'cn = TV1'-1(\;'). 

Alle aus dem einzelnen V durch irgend welche T entspringenden Sub
stitutionen T VT-l fassen wir zu einer "Klasse" von Substitutionen 
zusammen. Die Transformation einer Gruppe r (d. h. aller ihrer Sub
stitutionen V) durch ein und dasselbe T liefert die transformierte 
Gruppe: 

Alle aus emer r durch Transformation entstehenden r' bilden eine 
"Klasse" von Gruppen. Der "DB" der einzelnen transformierten Gruppe 
entsteht aus dem von r einfach durch A.usübung der Transformation T. 

Es ist nun zunächst die einzelne Klasse von Substitutionen V durch 
eine "Invariante" charakterisierbar; man kann als solche die Summe 
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j = IX + ~ einer in der Klasse enthaltenen V wählen, die als "In
variante" für alle V der Klasse den gleichen Wert hat 52). Für die 
einzelne Klasse von Gruppen kann man ein "System von Invarianten" 
oder "Moduln" jl' j2' ... ,j. aus dem Erzeugendensysteme eines für 
eine der r gewählten "DB" herstellen, wobei die j teils direkt In
varianten von Erzeugenden, teils solche einfacher Kombinationen der 
Erzeugenden sind. Zur Vermeidung von IlTationalitäten ist es zweck
mäßig, die Anzahl v der Moduln nicht so klein als möglich zu wählen, 
sondern überschüssige Moduln zuzulassen. Die Folge wird sein, daß 
zwischen den j gewisse Gleichungen bestehen: 

(15) 
I G 1 (~1 ,j: ' ... , ~.) = 0 , 

1 ~2 .(Ji.,h., .. ' . ,.J,.).=. 0 , 

Außerdem ergibt sich aus der Natur der "DB" em System von Un
gleichungen: 

(16) 
I H1 Ul> j2' ... , j,.) > 0, 

I ~.Ul.'j2.' .... ,.jJ.>.O, 

Das Ziel der "Invariantentheorie der r" ist, diese Gleichungen und 
Ungleichungen in erschöpfender Weise dera·rt zu behandeln, daß jedem 
hiernach zulässigen Systeme reeller Zahlen jl' j2 , ... , j. eine und nur 
eine Klasse von Gruppen r entspricht. Man findet diese Theorie für 
die Hauptkreisgruppen in "Aut." 1, p. 335 vollständig entwickelt 53). 

Die Ergebnisse der genannten Untersuchungen gestatten, den 
vollen Überblick über die Mannigfaltigkeit der Hanptkreisgruppen zu 
gewinnen. Der einzelne "DB" vom Charakter (p, n) möge m < n 
feste Ecken auf oder innerhalb der fundamentalen Ellipse haben 
(parabolische und elliptische Ecken), während (n - m) hyperbolische 
Zipfel ausserhalb liegen. Die "Signatur" des "DB" (p, n; ll' 12 , ••• , lm) 
erklären wir dann wie oben; die 1 sind entweder gleich 00 oder stellen 

52) Die Substitutionen V sind hierbei stets als "unimodular" geschrieben 
vorausgesetzt. 

53) Geht man durch Abänderung des Querschnittsystems auf der ge
schlossenen Fläche zu einem wesentlich neuen kanonischen "DB", so liefert letzterer 
ein neues Modulsystem j,', j2" ... , j:, welches mit dem System jl' j!, ... , j" 
birational zusammenhängt. Es gehört so zu jeder Gattung (p, n) eine "Modul
gruppe" birationaler Transformationen in derselben Art, wie die oben im speziellen 
als "Modulgruppe" bezeichnete Gruppe zu der den doppeltperiodischen Funktionen 
zugrunde liegenden Gruppe der Substitutionen 11' = u + m, 00, + m! 002 gehört. 
V gl. Fricke "Über die Theorie der automorphen Modulgruppen" , Gött. N achr. 
von 1896, p. 91, oder "Aut." 1, p. 389:ff. 
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die Perioden der elliptischen Erzeugenden dar. Es gilt der Satz: "Die 
"Gattung" der Hauptkreisgrwppen vom Chamlder (p, n) zetfällt, allett 
möglichen Kombinationen von m ganzen Zahlen 1 > 1 (1 = 00 einge
schlossen) mit 0 < 'In <n entsprechend, in unendlich viele "Familien" der 
Signaturen (p, n; 11' 12 , ••• , 1m); die einzelne Familie stellt ein einziges 
(3n - m + 6p - 6)-fach unendliches Kontinuum von G'l"uppenklassen 
vor. Die Reihenfolge der Zahlen 1 ist hierbei gleichgiiltig 54). 

11. Einteilungsprinzipien auf Grund der Bereichnetze. Eine 
sachgemäße Klassifikation aller Gruppen r gewinnt man aus der Ge
stalt der "DB" und ihrer Netze. Zum Zwecke einer ersten Einteilung 
knüpfen wir wieder an die projektive Maßbestimmung im Raume, 
der ein Ellipsoid E zugrunde liege. (Den nicht an diese Darstellung 
gewöhnten Leser erinnern wir daran, daß die Oberfläche von E der 
~-Ebene, das Innere von E aber dem über der ~-Ebene gelegenen 
Halbraume eindeutig entspricht.) Wir unterscheiden in Übereinstim
mung mit der in "Aut." 1. p. 164 f. gegebene Aufzählung: 

1 Rotations- und Scwraubungsgruppen mit festbleibender Achse. 
11 Rotationsgruppen mit festbleibendem Zentrum. 

III. NiChfJrotationsgruppen, die auf E eigentlich diskontinuierlich 
sind. 

IV. Nichtrotationsgruppen, die erst innerhalb E eigentlich diskon
tinuierlich sind. 

Nach IV. gehören die sogenannten "Polyederg1·uppen" (z. B. die 
Picardsche Gruppe, vgl. Schluß von Nr.6). Alle übrigen Gruppen sind 
"Polygongruppen". Letztere gestatten folgende weitere Einteilung: 

I. Gruppen mit festbleibendeI' Achse. Mit einer Achse bleibt 
immer auch die ihr bezüglich E konjugierte Polare fest. 

1. Zyklische Grttppen. Dieselben haben je eine Erzeugende V, 
deren Fixpunkte auf E durch eine der beiden eben genannten Achsen 
ausgeschnitten werde11 55). 

a) Zyklische Rotationsgruppen. Die Operationen von r haben 
für die eine Achse den Charakter von Drehungen, für die andere 
den von Translationen. 

a) Die "Rotationsachse" schneidet E in zwei getrennten 
Punkten. Die Erzeugende V ist elliptisch von endlicher ganz
zahliger Periode 1. r hat die endliche Ordnung 1. Der "DB" ist 

64) In "Aut." 2, p. 288 ff. ist die Invariantentheorie der Hauptkreisgruppen 
freilich unter Aufgabe der Symmetrie in eine wesentlich vereinfachte Gestalt 
gebracht. 

55) Ist V parabolisch (Fa.ll a, r), so herli.hren heide Achsen das Ellipsoid 
im Fixpunkte von V. 
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ll1 der ~-Ebene eine Kreissichel der Winkel 2/\ deren Eckpunkte 

die Fixpunkte von V sind (vgl. Fig. 7). 
ß) Die "Rotationsachse" verläuft gänzlich außerhalb E. V ist 

hyperbolisch, und die Fixpunkte von V sind hier, wie in den fol-

,--

Fig.7. 

gen den Fällen, "Grenzpunkte" von r. Der "DB" kann in der 
~-Ebene als Kreisring durch zwei vermöge V einander zugeordnete 
"Niveaukreise" eingegrenzt werden (vgl. Fig.8). 

r) Die "Rotationsachse" berührt E. Grenzübergang zwischen 
a und ß. V ist parabolisch (vgl. "Mod." 1, p.188). 

b) Zyklische Schraubungsgruppen. Die Operationen haben für 
beide Achsen den Charakter von Schraubungen. V ist lomodromisch. 
Der "DB" kann als Kreisring gewählt werden (vgl. "Aut." 1, p. 66). 

2. Schraubungsgruppen mit zwei Erzeugenden VlI V2 der 
gleichen Fixpunkte. Legt man die bei den Fixpunkte (Grenzpunkte 
der Gruppe) nach ~ = 0 und 00, so besteht r aus allen Substitutionen: 

(17) 

wo m1 und 1n2 alle Paare ganzer Zahlen durchlaufen und (01' (02 zwel 
komplexe Konstante mit nicht-reellen Quotienten sind, die überdies 
noch eine gewisse Bedingung erfüllen müssen 56). Die Transforma
tion ~o = log ~ liefert eine "parabolische Rotationsgruppe" (vgl. II, 2). 
Die erschöpfende Behandlung dieser Schraubungsgruppen und ihrer 
möglichen Erweiterungen findet man in "Aut." 1, p. 234ft. 

56) S. darüber "Aut." 1, p. 236. 
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H. Rotationsgrnppen mit festbleibendem Zentrum. Die Opera
tionen von r transformieren auch die zum Zentrum bezüglich E ge
hörende Polarebene in sich. In diesel' Ebene gewinnt man das 
Polygon netz der r in projektiver Darstellung. 

1. Das Zentrwrn liegt innerhalb E: "Elliptische" Rotations
gruppen oder "Gruppen der regulä1'en Körper." Eine solche Gruppe 
läßt sich stets durch geeignete Spiegelungen erweitern. Der "DB" 

der so erweiterten Gruppe ist in der 
~-Ebene ein Kreisbogendre:ieck, und 
zwar eines der ersten Art nach Schwarz' 
Klassifikation. Die ~-Ebene läßt sich 
stereographisch in der Art auf die 
~-Kugel projizieren, daß der "DB" 
ein gewöhnliches sphärisches Dreieck 
wird. 

Außer den zyklischen ellipti
schen Gruppen sind dies die einzigen 
Gruppen von endlicher Ordnung; die 
in den folgenden einzelnen Fällen 

Fig.9. angegebenen Ordnungen beziehen 
sich stets auf die "Gruppen erster 

ArtC/; die Ordnung der durch Spiegelungen erweiterten Gruppe iiSt 
jeweils doppelt so groß. Die Winkel des einzelnen Kreisbogendreiecks 

sind aliquote Teile von 7ti sie seien durch ~ , T' ~ bezeichnet und 
1 2 S 

in der folgenden Übersicht durch Angabe der ganzen Zahlen Zp 12,18 

charakterisiert. 

a) Diedergruppen. Winkel: 11 = 2, 12 = 2, l3 = n, wo n eine 
beliebige ganze Zahl > 2 ist. Ordnung = 2n. 

b) Tetraedergruppe. Winkel: 11 =2, 12 =3, 18 =3. Ord
nung = 12. 

c) Oktaedergruppe. Winkel: II = 2, l2 = 3, 13 = 4. Ord
nung = 24. 

d) Ikosaederg1·uppe. Winkel: 11 = 2, l2 = 3, l3 = 6. Ord
nung = 60. 

Als Beispiel diene die Ikosaedergruppe. Fig. 9 zeigt das die 
,,~-Kugel" umspannende Netz der 60 "Doppeldreiecke", Fig. 10 (p. 377) 
die projektive Darstellung des Netzes in der "elliptischen" Ebene 57). 

57) Soll die elliptische Ebene ein-einrleutig auf die ~-Kugel bezogen sein, 
80 muß man erstere als "Doppelfiäche" auffassen; siehe .. Aut .. " 1, p. 39. Die 
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2. Das Zentntm liegt auf E: "Parabolische" Rotationsgruppen 
odt1· "Gruppen der doppeltperiodischen Funktionen". Die projektive Dar-

Fig.10. 

stellung des Netzes in der "parabolischen" oder "euklidischeni. Ebene 
ist hier mit der Darstellung in der ~-Ebene identisch. Die emzelne 
hierher gehörige r besteht aus den Substitutionen: 

(18) ~' = ~ + m j 6)l + 'in2 6)2 , 

zu bilden fUr alle Paare ganzer Zahlen 1n11 1n2 58) . Der "DB" ist das zu 
6)11 (l)2 gehörende "Periodenparallelograrmn" (vgl. Fig. 11, p. 378); das 
Netz hat einen bei ~ = 00 gelegenen "Grenzpunkt'. Erzeugende sind die 

beiden parabolischen Substitutionen (~: ~,) und (~: ~2). Jede solche 
Gruppe ist durch Zusatz der elliptischen Substitution ~' = - ~ er
weiterungsfähig zur r aller Substitutionen: 

(19) r = + ~ + ml 6)l + 1n2 6)2 ' 

Diese erweiterte Gruppe läßt sich aus den drei elliptischen Substitutionen 

( - 1, 0) (- 1, 00,) (- 1, 002) 
0, l' 0, l' 0, 1 

Bezeichnungen A, B, .. . in Fig. 10 beziehen sich auf die projektive Erzeugung 
dieser Figur, welche man in "Aut." 1, p. 73 erörtert findet. 

58) Siehe hierzu das Ref. II B 3, N r. 04, wo die im Text besprochenen 
Gruppen mit r(u) bezeichnet sind. 
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erzeugen 59). Sonstige Erweiterungen durch elliptische Substitutionen 
oder solche durch Substitutionen zweiter Art sind nur möglich, wenn 

zum Periodenquotienten co, ein elliptisches Gebilde von hannonischem 
w~ 

Fig. 12. 

oder äquianhannonischem Doppeherhältnis ge
hört. Eine volle Aufzählung der hier ein
tretenden Gruppen findet man in "Aut." 1, 
p. 222ff.; speziell gehören hierher die zu den 
drei Kreisbogendreiecken zweite?' Art gehören
den r, deren Netze in Fig. 12 zusammen
gestellt sind. 

3. Das Zentt'um liegt außM'halb E: 
"Hype1-bolische" Rotationsgruppen oder "Haupt
kreisgnlppen". Die zum Zentrum gehörende 
Polarebene schneidet E in einer reellen El
lipse, welche in der ~-Ebene den "Hauptkreis" 
liefert; letzterer wird durch alle Operationen 
von r in sich transformiert. Macht man den 
Hauptkreis zur reellen ~-Achse, so bekommen 
die Substitutionen von r lauter reelle Koeffi
zienten. Die Hauptkreisgruppen bilden die 
wichtigste und am meisten durchforschte 
Gruppenart, und auf sie beziehen sich die 
Spezialeinteilungen in "Gattungen", "Familien" 
und "Klassen", von denen in Nr. 10 die Rede 

59) Die "Normalbereiche" der ursprünglichen und der durch ~'= - ~ er
weiterten Gruppen sind in "Aut." 1, p. 216ff. besprochen. 
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war. Bei der Darstellung der Bereichnetze in der ~-Ebene kann man 
folgende Fälle unterscheiden: 

a) Hauptkreisgl'uppen mit isoliert liegenden Grenzpunkten. Der 
"DB" besteht aus einern bezüglich des Hauptkreises symmetrisch 
gestalteten Polygon (vgl. Fig. 13). Man hat ein die ganze ~-Ebene 

Fig. 13. 

bedeckendes Polygonnetz mit unendlich vielen, den Hauptkreis nir
gends dicht bedeckenden Grenzpunkten; diese Grenzpunkte stellen 
eine "perfekte" Punktmenge dar. 

b) Grenzkreisgruppen. Der "DB" besteht aus zwei getrennten 
bezüglich des Hauptkreises symmetrischen Teilen. Man hat zwei durch 
den Hauptkreis ("Grenzkreis") getrennte Netze; der Hauptkreis ist 
überall dicht von Grenzpunkten besetzt. Die einfachsten Fälle 
werden von den K1'eisbogendreiecken d1'itter Ad geliefert; hierher 

gehört auch die "Modulgruppe". 
III. Nichtrotationsgruppen, die in der ~-Ebelle eigentlich diskon

tinuierlich sind. 
1. Gruppen 111 it "einem" oder "zwei" Polygonnetzen. 

a) Gt'uppen mit einem die ganze ~-Ebene überspannende Netze. 
Die Grenzpunkte erfüllen keinen Teil der ~-Ebene überall dicht, ob-
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schon jeder Grenzpunkt eine Häufungsstelle unendlich vieler weiterer 
Grenzpunkte ist; ein Hauptkreis liegt nicht vor. Die Grenzpunkte 
liefern in ihrer Gesamtheit wieder eine "perfekte" Menge. Die ein
fachsten Beispiele sind Gruppen, die aus n (> 3) Spiegelungen mit 
solchen auseinander liegenden Symmetriekreisen entspringen, welche 
keinen gemeinsamen Orthogonalkreis haben (vgl. Fig. 14, wo n = 4 ist). 

Fig.14. 

b) Gruppen mit zwei Polygonrwtzen, die durch eine nichtanalytische 
"Grenz7cztrve" getrennt sind. Man findet approximative Vorstellungen 
über den Verlauf der Grenzkurve in "Aut." B. 1, p. 415ff. entwickelt. 
Fig. 15 (p. 381) liefert ein Beispiel, bei dem der "DB" aus zwei 
Kreisbogenvierecken besteht, die durch eine Kette von vier einander 
berührenden Vollkreisen eingegrenzt sind; eines dieser heiden Vier
ecke ist in der Figur durch P bezeichnet. 

2. Gruppen mit unendlich vielen Polygonnetzen. 
a) Alle unendlich vielen PoZygonnetze haben "Gren;;kreise". Ein 

hierher gehöriges Beispiel liefert die aus vier Spiegelungen erzeug
bare Gruppe, deren Netze in Fig. 16 (p. 382) dargestellt sind, und 
deren "DB" aus den drei in Fig. 16 mit P, P', P" bezeichneten Stücken 
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hesteht. Nach der von Klein 60) aufgestellten "Methode der Il1ein
anderschiebung" kann man durch Kombinierung von Grenzkreis
gruppen weitere hierher gehörige Beispiele gewinnen. 

Fig.15. 

b) Die Polygon netze haben teilweise oder dtwchgängig "nicht
analytische" Grenzkurven. Hier diene das Beispiel der Fig. 17 
(p. 383), wo der "DB" wieder aus den drei Stücken 15, 15', 15" be
steht. Auch durch Ineinanderschiebung von Gruppen III, 1,b gewinnt 
man hierher gehörige Beispiele. 

60) Im Verlaufe der Arbeit "Neue Beiträge der Riem.anl1schen Funktionen
theorie" (Absehn. III § 16) Math. Ann. 21 (1882), p. 200. 
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Außer den Gruppen endlicher Ordnung (I, 1, a, Ci und 11, 1 der 
vorstehenden Klassifikation) dürfen in der Folge auch diejenigen als 
elementar geIten, welche zu einfach- oder doppelt-periodischen Funk-

Fig. 16. 

tionen führen. Hierzu gehören außer den sonstigen unter I genannten 
Gruppen noch die parabolischen Rotationsgruppen (11, 2). Das Haupt
interesse schließt sich weiterhin an die hyperbolischen Rotations
gruppen und die unter 111 genannten Nichtrotati.onsgruppen. 

12. Arithmetische Definition der Gruppen. An das Problem, 
eine einzelne Gruppe r durch Erkllirung der etrithmetischen Beschaffen
heit ihrer Substitutionskoeffizienten zu definieren, ist man von Seiten 
der Theorie der "ganzzahligen quadratischen Formen" herangeführt 61). 

61) Einen Versuch, eigentlich diskontinuierliche Gruppen runmittelbar 
arithmetisch zu erklären, hat O. Rausenberger unternommen; s. dessen Abhand
lungen "Theorie der allgemeinen Periodizität", Math. Ann. 18 (1881), p. 379, 
"Zur Theorie der Funktionen mit mehreren nicht vertauschbaren Perioden", Math. 
Ann. 20 (1882), p. 47, "Über eindeutige Funktionen mit mehreren nicht vertausch
baren Perioden I, II und III", Math. Ann. 20 (1882), p. 187, 21 (1883), p. 59 und 
25 (1884), p. 222. Bei der Schwierigkeit des Gegenstandes dringen die Ergebnisse 
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Es sei fex, y, z) eine "irreducibele indefinite ternäre Form" mit "ganz
zahligen" Koeffizienten; bei geeigneter Auswahl des Koordinatensystems 
liefert fex, y, z) = 0 in der Ebene eine Ellipse E. 

Fig. 17. 

Alle ganzzahligen ternären Substitutionen: 

1 
x' = 1X1X + ß1Y + 'Y1 Z , 

(20) Y~ = IX2X + ß2Y + 'Y2 Z , 

Z = IXUX + ßaY + 'Yu z 

noch nicht sehr tief; insbesondere erweisen sich die aus zwei Erzeugenden 

, " herstellbaren Gruppen als mit der Modulgruppe kommensurabel. (1 1) (0 - a) . 
0, 1 1, b .. 

S. betreffs der letzteren Gruppen auch .11.. Hurwitz, "Uber eine Reihe neuer Funk-
tionen, welche die absoluten Invarianten gewisser Gruppen ganzzahliger linearer 
Transformationen bilden", Math. Ann. 20 (1881), p . 125. 
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der Determinante 1, welche fex, y, 3) in sich transformieren, liefern in 
der projektiven Gestalt eine innerhalb der Ellipse E und nur dort 
eigentlich dislwntinuierliche Gruppe r. Dieser Ansatz liefert somit 
"Grenzkreisgruppen" der nach II, 3, b obiger Klassifikation gehörenden 
Kategorie. 

Die namentlich von Hermite 6i) und E.Selling 68) begründete Theorie 
der Äquivalenz und Reduktion der Formen f (x, y, 3) liefert eine ge
eignete Grundlage tdr das Studium der zugehörigen Grenzkreisgruppen 
und ihrer Polygonnetze 64). Es handelt sich um Entwicklungen, welche 
sich dem Gedankengange nach genau anschließen an die" Theorie der 
indefiniten binären Formen und der Pellsehen Gleichung, begründet 
auf das Dreiecksnetz der Modulgruppe'(65). 

Poincare kannte die Bedeutung der ternären Formen fex, y, z) 
für die Gewinnung einzelner Beispiele von Grenzkreisgruppen schon 
zu Beginn seiner Beschäftigung mit den automorphen Funktionen, 
und er ist 1887 auf diesen arithmetischen Ansatz ausführlich zurück
gekommen 66). 

Noch einige Jahre früher gab Picard eingehende Untersuchungen 
von verwandter Art, welche sich unmittelbar an Hermite an
schließen 67). 

62) "Sur 180 theorie des formes quadratiques ternaires", J. f. Math. 40 (1850), 
p. 173 oder Hermites Werke 1, p. 94 und "Sur la theorie des formes quadratiques 
ternaires indefinies", J. f. Math. 47 (1853), p. 307 oder He'rmites Werke 1, p. 193. 

63) ,,'Ober binäre und ternäre quadratische Formen", J. f. Math. 77 (1874), 
p. 143. 

64) Ausführliches Referat in "Aut." 1, p.525ft". 
65) Vgl. hierüber "Mod." 1, p. 250ft"., sowie die dort genannte Arbeit von 

H. S. Smith; siehe wegen letzterer auch die zweite in Note 24 genannte Ab
handlung. 

66) "Les fonctions fuchsienneB et l'aritmetique", J. de math., (4) 8 (1887), 
p.405. 

67) Picard behandelt in ausgedehnten Untersuchungen die sich selbst kon
jugierten, sogenannten Hermiteschen Formen von der Gestalt: 

axx + bxy + bxy + cyy, 
wobei a und c reelle ganze Zahlen sind, und bund b zwei konjugierte eomplexa 
ganze Zahlen der Gestalt (m + n$) bedeuten; x und x sind konjugierte Variabele, 
ebenso y und y. Auch über die entsprechenden ternären Formen hat Picard 
gearbeitet. V gI. "Memoire Bur les formes quadratiques binaires indefinies", Ann. 
eeoI. norm., sero (3) 1 (1884), p. 9, "Sur les formes quadratiques temaires inde
finies etc." Act. math. 5 (1884), p. 121. Die Theorie der ganzzahligen indefiniten 
binären Hermiteschen Formen ist in "Aut." 1, p. 452:1f. in einer Gestalt ent
wickelt, die der Theorie der indefiniten "Gau{;Jschen Formen" auf Grund der 
Modulgrnppe genau entspricht. Man findet arithmetisch definierte Grenzkreis
gruppen, bei denen der durch Nullsetzen der einzelnen Form in der ,-Ebene 
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Fricke lieferte zunächst Einzelausführungen, welche in jedem 
Falle bis zur Konstruktion des "DB" hingeführt wurden 68); so ergab 
sich für die Form (x2 +y2 - 3s2) das Netz der Kreisbogendreiecke der 

Winkel ~, :' :' für (x2 + y2 - lls2) ein Netz von Vierecken 

der Winkel ;, ; , ; , : usw. Fricke untersuchte so dann allgemeiner 

das Bildungsgesetz der Substitutionen ~' = ~}t~, welche aus dem 

ternären Ansatze entspringen 69). Die quadratische Form wurde erstlieh 
durch rationale Transformation auf die Gestalt (px2 - qy2 - rs2) ge
bracht, unter p, q, r drei positive ganze Zahlen verstanden. Die zu
gehörigen ~ -Substitutionen bilden dann eine endliche Anzahl ver
schiedener Typen, welche alle vom "Haupttypus" aus leicht verständlich 
sind; letzterer hat folgende Gestalt: 

(21) ~/_ (a+byprH+Cc"Vr+dyp)Yq 
- (-cvr+dYp)Vq t+(a-byp1')' 

wo a, b, c, d ganze Zahlen sind und die Determinante gleich 1 ist. 
Man kann hier auch unmittelbar leicht einsehen, daß alle zu einem 
einzelnen Zahlentripel p, q, r gehörenden Substitutionen dieser Art 
eine Grenzkreisgruppe bilden 70). Die Kombination jener Substitutionen 
führt auf eine Regel, welche eine Analogie zur Multiplikationsregel 
der Quaternionen (a + bi + cj + d k) besitzt i dieserhalb sind die ge
nannten ~-Substitutionen auch gelegentlich als solche vom "Quater
nionentypus" bezeichnet. 

Diese Ergebnisse wurden von Fricke in der Art verallgemeinert, 
daß die gewonnene Bauart der Substitutionen beibehalten wurde, die 
p, q, r, sowie die a, b, c, d jedoch als ganse Zahlen aus reellen Zahl
körpern höherer Grade entnommen wurden. Es sind dann freilich, 
damit dieser Ansatz "eigentlich" diskontinuierliche Gruppen liefert, 

dargestellte Kreis: 

der Grenzkreis ist. V gl. übrigens unten Nr. 42. 
68) ,;Über eine besondere Klasse diskontinuierlicher Gruppen reeller linearer 

Substitutionen" I und II, Math. Ann. 38 (1890), p. 50 und 461. 
69) Die allgemeinste Gestalt der Ergebnisse ist zusa.mmengestellt in der 

Note ,;Über indefinite quadratische Formen mit drei und vier Va.riabelen," Gött. 
Na.chr. 1893, p. 705. 

70) V gl. "Aut." 1, p. 501 ff. S. auch die Ausführungen über die besondere 

hierher gehörige Gruppe des Kreisbogendreiecks der Winkel ;, :' : in "Aut." 

2, p. 559 ff. 
Encyklop. d. math. Wissenseh. II~. 25 
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komplizierte und bisher nur teilweise durchforschte Zusatzbedingungen 
nötig, die z. T. der Dirichletschen Einheitentheorie entstammen 71). 

Als Beispiel diene die Gruppe der Kreisbogendreiecke der Winkel 

; , ; , ~. Dieser Gruppe liegt der im Kreisteilungskörper 7. Grades 

enthaltene reelle kubische Körper zugrunde, der durch die Gleichung: 

(22) x3 + x2 - 2 x - 1 = 0 
211' 

definierbar ist, und man hat speziell zu setzen p = 2 cos '1' q = 1, 

r= 1. 
Auch X. Stouff hat mit Hilfe von reellen Kreisteilungskörpern 

einen Ansatz zur Definition von Grenzkreisgruppen ausgebildet. Die 
niedersten, wirklich zur Durchführung gelangenden Fälle lieferten hier 
Gruppen, die nach einer Ausdrucksweise Poincares mit der Modul
gruppe kommensurabel sind, d. h. mit letzterer eine Untergruppe von 
"endlichem" Index gemein haben 72). 

Ausgedehnte Untersuchungen über Polyedergruppen, bei denen 
die Substitutionkoeffizienten ganze komplexe Zahlen imaginärer quadra
tischer Zahlkörper sind, hat L. Bianchi angestellt 73). Als Prototyp 
kann hierbei die Picardsche Gruppe gelten (vgl. oben Nr. 6). Zu den 
von Bianchi untersuchten Gruppen gelangt man übrigens, falls man 
den vorhin für die ternären Formen entwickelten Ansatz auf solche 
indefinite ganzzahlige quaternäre Formen fex, y, z, t) überträgt, welche 
gleich 0 gesetzt, reelle, nicht-geradlinige Flächen 2. Grades liefern 74). 

13. Untergruppen, speziell Kongruenzuntergruppen der Modul
gruppe. Die Aufgabe, die in einer vorgelegten Gruppe r enthaltenen 
"Untergruppen" aufzufinden, ist für zyklische Gruppen sowie die 
Gruppen endlicher Ordnung (elliptische Rotationsgruppen oder Gruppen 

71) "Über den arithmetischen Charakter der zu den Verzweigungen (2, 3, 7) 
und (2, 4, 7) gehörenden Dreiecksfunktionen", Math. Ann. 41 (1892), p. 443ft'. 
Die allgemeinste Fassung der Resultate findet sich in der Note "Eine Anwendung 
der Idealtheorie auf die Substitutionsgruppen der automorphen Funktionen", 
Gött. Nachr. 1894, p. 106, S auch "Aut." 1, p. 558. 

72) "Sur certains groupes fuchsiens formes avec les racines d'equations 
binomes", Toulouse Ann. 4 P (1890), p. 1; "Sur dift'erents points de la theorie 
des fonctions fuchsiennes", Toulouse Ann. 8 D (1893), p. 1. 

73) Siehe die zahlreichen Abhandlungen Bianchis "Sui gruppi di sostituzioni 
lineari a coefficienti interi complessi" in den Math. Ann. 38 ft'., den Rend. d. 
Linc. 6 ft'. und den Ann. di mat. 21 ft'. (1890 ft'.). 

74) Siehe hierüber "Aut." 1, p. 513ft'. Eine Erweiterung der Hermite-Selling
sehen Prinzipien auf die quaternären Formen hat L. Oharve begonnen in der 
Arbeit "De la reduction des formes quadratiques quaternaires positives", Ann. 
ecol. norm. (2) B. 11 (1882), p. 119. 
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der regulären Körper) leicht zum Abschluß zu bringen 15). Diese für 
die algebraische Theorie der fraglichen Gruppen wichtigen Entwick
lungen begründen z. B. im Falle der Ikosaedergruppe die Beziehung 
der letzteren zu den Gleichungen 5. Grades. 

Für alle übrigen Gruppen, abgesehen allein von den parabolischen 
Rotationsgruppen (Gruppen der doppeltperiodischen Funktionen 16», 
ist die Aufgabe der Auffindung aller Untergruppen eine sehr schwie
rige, zu deren allgemeiner Lösung man nur erst einen geometrischen 
Ansatz besitzt. Derselbe besteht darin, daß man in dem zur Gruppe 
r gehörenden Netze der "DB" auf geeignete Art eine Anzahl !L von 
Bereichen zu einem neuen "DB" zusammenfaßt; letzterer liefert als
dann eine in r enthaltene Untergruppe rl' des Index!L' Die bei 
der Zusammenfassung der ursprünglichen "DB" zu befolgenden Vor
schriften sind durch einen "Verzweigungssatz" gegeben, der für die 
Modulgruppe von Klein 77) aufgestellt ist und sich mutatis mutandis 
auf alle Gruppen rüberträgt. 

Der ursprüngliche "DB" liefere durch Zusammenbiegung seiner 
aufeinander bezogenen Randkurven die geschlossene Fläche F (vgL 
oben p.368), der "DB" der Untergruppe rl' entsprechend FI" Diese 
beiden Flächen sind l-!L-deutig aufeinander bezogen, insofern FI' eine 
Einteilung in !L Bereiche trägt, die einzeln F eindeutig zugeordnet 
sind. Man kann demnach umgekehrt FI' als !L-blättrige Riemannsihe 
Fläche über F anordnen, deren Verzweigung einen bestimmten, durch 
den "Verzweigungs satz" näher festgestellten Charakter hat. Ist ins
besondere T" eine ausgezeichnete Untergruppe, so trägt PI' eine "re
guläre" Einteilung in !L Bereiche, und die Riemannsche Fläche FI' heißt 
dann bezüglich der Fläche F "regulär verzweigt". Eine solche reguläre 
Fläche gestattet !L eindeutige Transformationen in sich, bei denen sich 
die !L Blätter permutieren 78). 

75) S. wegen der letzteren Gruppen "Ikos.", p. 12 ff. 
76) Die hier eintretenden Untergruppen sind die im Ref. II B 3 in Nr. 60 

erklärten "Kongruenzgruppen innerhalb der daselbat mit TCu) bezeichneten Gruppe". 
S. auch a. a. O. NI'. 69 und 71. 

77) In der Abh. "Über die Transformation der elliptischen Funktionen usw." 
Math. Ann. 14 (1878), p. 128. S. auch "Mod." 1, p. 346. 

78) Eine allgemeine Theorie der Riemannschen Flächen mit eindeutigen 
Transformationen in sich entwickelte Hurwitz, s. dessen Abh. "Über diejenigen 
algebraischen Gebilde, welche eindeutige Transformationen in sich zulassen", 
Gött. Nachr. von 1887, p. 85 oder Math. Ann. 32, p. 290; s. übrigens betreffs der 
in Betracht kommenden früheren Arbeiten von Schwarz, Weierstraß, Noether u. a. 
die näheren Angaben im Ref. II B 2 (Wirtinger) Nr. 31 und 03. Über die ein
deutigen Transformationen der Riemannschen Flächen der Geschlechter 0 und 1 

25* 
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Dieser auf den Gebrauch der dem "Verzweigungssatze" ent
sprechenden Riemannschen Flächen F f , gegründete Ansatz führt zwar 
zu allen Untergruppen, ist indessen in seiner praktischen Anwendbar
keit wesentlich auf niedere Fälle beschränkt. In den meisten behan
delten Fällen ist das Geschlecht p von F gleich 0, und man hat es 
insbesondere auf die Auffindung ausgezeichneter Untergruppen abge
sehen. Soll erstlich die in diesem Falle reguläre Fläche F,. gleich
falls das Geschlecht 0 haben, so kommt man auf die regulären Kugel
teilungen zurück. Für reguläre Flächen F,u mit p> 0 war Kleins 
Untersuchung der bei der Transformation 7. Ordnung der elliptischen 
Funktionen auftretenden E;68 und T168 , für welche p = 3 zutraf, vor
bildlich 79). Im Anschluß hieran hat alsdann W. Dyck das Problem der 
ausgezeichneten Untergruppen in weiteren Spezialfällen behandelt und 
von hieraus den Versuch der Verallgemeinerung unternommen. Für 
p = 3, als Geschlecht von F,., hat Dyck eine F 96 untersucht, die bei 
der Transformation 8. Grades der elliptischen Funktionen auftritt 80)j 
darüber hinaus hat er eine bei beliebigem primzahligen Transformations
grade q auftretende Fläche F.lzq(q'_1) (vgl. die sogleich zu nennende Haupt
kongruenzgruppe r tq (q2 _ 1) übersichtlich darzustellen unternommen 81). 
Zwei weitere Beispiele regulärer Flächen sind von Fricke82) untersucht, 
nämlich eine F S60 und F50 \; die zugehörigen Gruppen G360 und G504 

der Transformationen dieser Flächen in sich sind die bekannten ein
faChen Gruppen dieser Ordnungen 360 bzw. 504 83). 

in sich siehe die in Note 29 an erster Stelle genannte Schrift von Klein, p. 66 ff. 
sowie H. Weyl, "Die Idee der Riemannschen Fläche" (Leipzig 1913). § 21, p.159ff. 

79) "Über Transformation 7. Ordnung der elliptischen Funktionen", Math. 
Ann. 14 (1878), p. 428. 

80) "Über eine reguläre Riemannsche ]<'läche vom Geschlechte 3 und die 
zugehörige Normalkurve 4. Ordnung", Math. Ann. 17 (1880), p. 510. 

81) "Über Untersuchung und Aufstellung von Gruppe und Irrationalität 
regulärer Riemannscher Flächen", Math. Ann. 17 (1880), p. 472; "Versuch einer 
übersichtlichen Darstellung der Riemannschen Fläche, welche der Galoisschen 
Resolvente der Modulargleichung für primzahlige Transformation entspricht," 
Math. Ann. 18 (1881), p. 507; "Gruppentheoretische Studien", Math. Ann. 20 (1881), 
1>. 1. S. auch Dyck, "Über regulär verzweigte Riemannsche Flächen und die 
durch sie definierten Irrationalitäten", MÜlleh. Diss. von 1879. 

82) "Über eine einfache Gruppe von 360 Operationf'n", Gött. Nachr. 1896, 
p. 199; "Über eine einfache Gruppe von 504 Operationen", Math. Ann. 52 (1898), 
p. 321. 

83) Den Fall, daß beide Flächen Fund F f , das Geschlecht p = 1 haben, 
betrachtete Fricke in der Arbeit "Über die ausgezeichneten Untergruppen vom 
Geschlechte p = 1, welche in der Gruppe der linearen ru-Substitutionen enthalten 
sind", Math. Ann. 30 (1887), p. 345. 
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Bei solchen Gruppen .r; deren Koeffizienten ganze algebraische 
Zahlen sind, kann man zweitens Untergruppen durch. Kongruenzen, 
denen die Substitutionskoeffizienten nach einem festen Modul n ge
nügen sollen, arithmetisch erklären. Man gelangt so zum Begriff der 
"Kongruensuntcr!J'T'WPPen nler Sflufe"84.). Diese Untergruppen sind grund
legend rur die Transformationstheorie der zu r gehörenden auto
morphen Funktionen. Wir kommen auf diese Theorie, was insbesondere 
die elliptischen Modulfunktionen angeht, ausführlicher in Nr.26 zurück. 

Ausführlich sind die Kongruensuntergrwppen der Moilulgruppe 
untersucht. Alle der Bedingung: 

(23) a=~ ±1,ß=y-O (mod.n) 

genügenden Substitutionen (;: ~ bilden nach Kleins Ausdrucksweise 

die "Hauptkongruensgruppe" nter Stufej dieselbe ist eine ausgezeichnete 
Untergruppe ~, des Index: 

(24) n S TI 1) l'" =2 (1- q~ , 

wo sich das Produkt auf die verschiedenen in n enthaltenen Prim
zahlen q bezieht85). Ist n=q selbst eine Primzahl, so hat man demnach 
l'" = tq(qlt - 1); nur gilt für q = 2 nicht l'" = 3, sondern /A. = 6. 

Alle übrigen Kongruenzuntergruppen nter Stufe der Modul
gruppe r enthalten jene Gruppe r ... in sich. Die Gewinnung aller dieser 
Gruppen für die einzelne Stufe n kann demnach so vollzogen werden: 
Man reduziere die Substitutionskoeffizienten mod. n auf ihre kleinsten 
nicht-negativen Reste und damit die Gesamtgruppe r auf eine Gruppe 
von p, inkongruenten symbolisch dU'f'ch: 

) , - «co + p) 1 ( d ) (25 (lJ = l'co+ 8 (mod. n mit a~ - ßr ~= mo. n 

su bezeichnenden Opcraflionen. Diese Gruppe GI' der endlichen Ord
nung p, ist alsdann in ihre sämtlichen Untergruppen zu zerlegen. 

Einem System von gleichberechtigten Untergruppen GI' der Ordnung~ 
- " .. 

gehören dann innerhalb r ebensoviele gleichberechtigte Kongruenz-
gruppen r.. des Index v zu. 

84) Der Unterschied von Untergruppen schlechtweg und "Kongruenzunter
gruppe" ist für die Modulgruppe zuerst von Klein in der Note "Zm Theorie del! 
elliptischen Modulfunktionen", MÜllch. Ber. vom 6. Dez. 1879 oder Math. Ann. 17 
(1879), p. 62 aufgestellt und in seiner Tragweite für die Transformation der el
liptischen Funktionen charakterisiert worden. S. übrigens betreffs des Stufen
prinzips das Ref. TI B 3, Nr. 60. 

85) S. über den Beweis der Gleichung (24) O. Jordan, "TraiM des substitu
tions etc." (Paris 1870), p. 93 ff. oder "Mod." 1, p. 395. 
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Die Zerlegung von G!t ist vollständig durchgeführt für den Fall, 
daß n eine beliebige ungerade Primzahl q ist 8S). An zyldischen Unter
gruppen dieser G1;q(<f- I ) sind zu nennen: 

1. q + 1 gleichberechtigte Gq der Ordnung q, 
2. tq(q + 1) gleichberechtigte Gt(q-I) der Ordnung -Hq-1), 
3. tq(q - 1) gleichberechtigte G-!-(q+l) der Ordnung -Hq + 1)87). 

Keine zwei unter diesen zyklischen Gruppen haben außer der Identität 1 
eine Substitution gemein. An verschiedenen Substitutionen enthalten 
sie somit: 

1 + (q + 1) (q - 1) + -~-q(q + 1)· -Hq - 3) + tq(q - 1)· t(q - 1) 
= tq(q2- 1), 

womit die ganze Gh(q'-I) erschöpft ist. Es folgen als nicht-zyklisChe 
Untergruppen: 

1. q + 1 sogenannte "halbmetazyklische" Gtq(q-l); ein Beispiel 
wird geliefert von der Gruppe aller Substitutionen: 

(26) m' _ (X ro ±i~ (mod. q), 
(X 

2. tq(q + 1) Diedergruppen Gq_l' den zyklischen G-!-(2- 1) ent
sprechend, 

3. tq(q - 1) Diedergruppen Gq + l' den zyklischen Gt(q + I) ent
sprechend, 

4. 2\ q(q2 -1) Tetraedergruppen G12 , die für q::::.c= + 3 (mod. 8) 
alle gleichberechtigt sind, für q = + 1 (mod. 8) zwei Systeme von 
je ~q(q2_ 1) gleichberechtigten Gruppen bilden, 

5. zwei Systeme von ~q(q2 - 1) gleichberechtigten Oktaeder
gruppen G241 jedoch nur wenn q ~.c, + 1 (mod. 8) ist, 

6. zwei Systeme von je rhq(q2 - 1) gleichberechtigten Ikosaeder
gruppen Gso , jedoch nur wenn q == + 1 (mod. 10) ist.s8) 

Diese Zusammensetzung der Gft liefert den Satz: Bei ungeraden 
Primzahlstufen q sind die Kongruenzgruppen von "niederstem" Index im 
allgemeinen die von den halbmetazyklischen Gt2 (q-l) herrührenden r q+1 ; 

nur bei q = 5, 7 und 11 kom'tnen auch Untergruppen ~ des Index q 
vor, welche bzw. von den G12 , G24 und G60 geliefert werden. 

Bei beliebiger zusammengesetzter Stufenzahl n seien nur die halb
metazyldischen Gruppen genannt, von denen eine erste durch r - 0 

86) Vgl. die erschöpfende Darstellung in "Mod." 1, p.419ff. 
87) Zu denen dann natürlich noch die in diesen zyklischen Gruppen ent

haltenen Untergruppen kommen. 
88) Die bekannte in diesen Gruppen enthaltenen Untergruppen sind wieder 

nicht besonders genannt. 
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(mod. n) definiert ist; sie enthält somit die Substitutionen: 

(27) 
,_CI(ro+ft 

W = --=1- (mod. n). CI( 

Man hat n TI (1 + ~) gleichberechtigte Gruppen dieser Art von 

der Ordnung ~ n II(1- ~). 
Die Gruppe G~(q'-ll ist zuerst von Galois 89) bei seinen algebraischen 

Untersuchungen betrachtet worden, nämlich als "Galoissche Gruppe der 
Modulargleidi,ung", welche bei Transformation qten Grades der elliptischen 
Funktionen auftritt. Diese Gleichung ist von (q + 1 )ten Grade; sie ge
hört, wie in Nr.26 zu besprechen ist, zu den (q + 1) Kongruenz
gruppen Tq +1' Von Galois ist auch der Satz ausgesprochen, daß eine 
Resolvente von niederem als (q + 1 )len Grade, nämlich vom qten, nur 
in den drei Fällen q = 5, 7 und 11 existiere.90) Diese drei Ausnahme
fälle werden durch die drei oben genannten besonderen Systeme von 
Gruppen Tq geliefert. Den ersten Beweis dieses Galoisschen Satzes 
lieferte E. Betti 91). Die l.yklischen und halbmetazyklischen Untergruppen 
der G~(q'-11 untersuchte J. A. Serret 92). J. Gierster 93) löste das Problem 
der vollständigen Zerlegung der Gtq (q'-11 in alle ihre Untergruppen und 
gab damit eine volle Aufklärung des Galoisschen Satzes. Auch für den 
Fall einer beliebigen Potenz qV irgend einer ungeraden Primzahl hat 
Gierster 94) die Zerlegung der zugehörigen Gll vollständig durchführen 
können. 90) 

89) V gl. Galois Brief vom 29. Mai 1832 an A. Chevalier, veröffentlicht in der 
Revue encyclopedique von 1832, abgedruckt im J. de math. 11 (1846), p. 408, 
deutsche Übersetzung von H. Maser in den Buche "Abhandlungen über die alge
braische Auflösung der Gleichungen von N. H. Abel und E. Galois" (Berlin 
1889), p. 108. 

90) S. über die Aufstellung der drei Resolventen qten Grades unten Nr. 30, 
sowie das Ref. II B 3, Nr. 43. 

91) "Sobra l'abassamento della equazione modulari della funzione ellitiche", 
Ann. di mat. 3 (1853). 

92) "Cours d'algebre superieure", 2, p. 363ff., siehe auch die Mitteilungen 
Serrets in den Pariser C. R. von 1859 u. 1860. 

93) "Die Untergruppen der Galoisschen Gruppe der Modulargleichung 
für den Fall eines primzahligen Transformationsgrades", Math. Ann. 18 (1881), 
p. 319. 

94) "Über die Galoissche Gruppe der Modulargleichung, wenn der Trans
formationsgrad die Potenz einer Primzahl> 2 ist", Math. Ann. 26 (1885), p. 309. 

95) Über Verallgemeinerungen auf die Gruppe der ganzzahligen hom~genen 
unimodularen Substitutionen von n Variabelen und die in ihr enthaltenen Kon
gruenznntergruppen vgl. man C. Jordan, "Traite des substitutions etc.", (Paris 
1870), p. 92 ff. 
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Daß nicht alle Untergruppen der Modulgruppe Kongruenzgruppen 
sind, bemerkte Klein (vgl. Note 84). Z. B. sind alle Wurzeln aus dem 
Legendreschen Integralmodul k2 eindeutige Modulfunktionen. Aber nur 
kl , k, Vk, l"k gehören zu Kongruenzuntergruppen der Stufen 2, 4, 8 und 
16 und werden deshalb als "Kongruenzmoduln" eben dieser Stufen 
bezeichnet 96); dagegen liefern alle übrigen Wurzeln aus kl , wie gleich
zeitig durch G. Pick97) und Fricke 98) bewiesen ist, Untergruppen, 
die nicht durch Kongruenzen erklärbar sind. Neben den Wurzeln ist 
auch noch der Logarithmus des Integralmoduls log k( w) eine ein
deutige Modulfunktion, welcher eine in allen vorgenannten Unter
gruppen gemeinsam enthaltene Untergruppe des Index 00 zugehört.99) 

Nahe verwandt hiermit sind Untersuchungen über die Modulform 
(_12)ter Dimension 6(w1 , ws), ihre Wurzeln und ihren Logarithmus.1°O) 
Unter diesen Wurzeln sind nur ~, t 6, l! 6, -V 1::.., 1f! 6 eindeutige 
Modulformen und zwar "Kongruenzmoduln" der Stufen 2,3,4,6 und 
12.101) Bei der Form 9}i I::.. von der gebrochenen Dimension - t er
fordert die Untersuchung des Verhaltens gegenüber den homogenen 
Substitutionen der W17 W2 (vgl. Nr.18) genaue Festlegung der Wege, 
welche W l1 W 2 bes~hreiben sollen.102) An Stelle des Logarithmus von 6 
betrachtet man zweckmäßig denjenigen der Funktion: lOS) 

(28) ( ro )19 '/')(w) = 2: . 6(rol1 (2)· 

Das Verhalten von log '/')(w) gegenüber den Substitutionen d\3r Modul
gruppe runtersuchte Dedekind in der in Note 2 genannten Arbeit. 

14. Existenzbeweis der automorphen Funktionen. Es sei r 
eine beliebige "Polygongruppe" (in der ~-Ebene eigentlich diskon-

96) Hermite bezeichnete -bei seinen in Note 11 genannten Untersuchungen 
Vk und Vk' als eindeutige Funktionen von ro durch «p(ro) und 'IfJ(ro); dieselben 
sind also wie überhaupt alle in der älteren Theorie der elliptischen Funktionen 
auftretenden Modulfunktionen "Kongruenzmoduln" . 

97) ,,"Ober gewisse ganzzahlige lineare Substitutionen, welche sich nicht 
durch algebraische Kongruenzen erklären lassen", Math. Ann. 28 (1886), p. 119. 

98) ,,"Ober die Substitutionsgruppen, welche zu den aus dem Legendreschen 
Modul gezogenen Wurzeln gehören", Math. Ann. 28 (1886), p. 99. 

99) Auch über diese r ao sehe man die eben gen. Arb. von Pick und Fricke. 
100) S. über den Begriff der Modulform und speziell über A(rol1 ro!) unten 

Nr. 20 und 26. Vgl. auch das Ref. IIB 3, Nr.68. 
101) S . .4.. Hurwitz, "Grund!.. einer independenten Theor. der ellipt. Modulf. 

usw.",-Math. Ann. 18 (1881), p. 561 oder auch "Mod." 1, p.623. 
102) Vgl. hierzu Th. Mollen, ,,'Über gewisse in der Theor. der ellipt. Funkt. 

auftretende EinheitswurzeIn", Leipz. Ber. von 1885, p. 25. S. auch L. Kiepert, 
,,'Über Teilung und Transform. der ellipt Funkt.", Math. Ann. 26 (1885), p. 369. 

103) V gl. die Nachweise im Ref. nB 3, Nr. 64. 
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tinuierliche Gruppe). Vom "DB" derselben werde (wenn anders der
selbe aus mehreren Teilen besteht) ein einzelnes zusammenhängendes 
Stück aufgegriffen, dessen Randkurven einander zugeordnet sind. Dieses 
Stück, welches nicht notwendig den ganzen "DB" ausmacht, heißt, 
insofern es funktionentheoretisch betrachtet werden soll, nach Klein l04 ) 

"Fundamentalbereich" (abgekürzt "FB"). Dieser "FB" gehört einem 
zusammenhängenden Netze N an, welches entweder die ganze 6-Ebene 
(bis auf isoliert liegende Grenzpunkte) bedeckt oder eine Grellz
kurve hat. 

In den Begriff einer zu r bzw. zum "FB" gehörenden auto
morphen Funktion (vgl. Nr.l) werde noch die Bedingung aufgenommen, 
daß dieselbe im "FB" überall unverzweigt, eindeutig und frei von 
wesentlichen Singularitäten sein soll. Es soll somit in der Umgebung 
jeder Stelle 60 des "FB" für die einzelne automorphe Funktion rp m 
eine konvergente Darstellung: 

(29) rp(6) = t""(ao + alt + a'Jt2 + astS + ... ) 
mit ao =!= 0 und mit endlicher positiver oder negativer ganzer Zahl m 
gelten, wobei die Entwicklungsgröße t im allgemeinen = 6 - 60 bzw. 

= ~ ist, je nachdem ~ endlich oder gleich (Xl ist. Ist jedoch 60 eine 

elliptische Ecke des Winkels 2t oder eine parabolische Ecke, so hat 

man: 
2in 1 

(30) t = (f - ~:' Y bezw. t = er' i:-?;' 

zu setzen, wobei 60' den zweiten Fixpunkt der fraglichen elliptischen 
Substitution bedeutet und r im Sinne der Schreibweise (7), p. 360 der 
parabolischen Substitution gebraucht ist 105). Die damit aufgestellten 
Einschränkungen sind deshalb von grundlegender Bedeutung, weil sie 
uns den Anschluß an die Theorie der algebraischen Funktionen ver
mitteln werden. 

Den Existenz beweis der automorphen Funktionen erledigte Klein 106) 

104,) "Neue Beiträge zur Riemannschen Funktionentheorie" Math. Ann. 21 
(1882), p. 149. 

105) Die Bedeutung von t ist die, daß jedesmal die betreffende Polygon
ecke auf einen einfach bedeckten Vollkreis um t = 0 konform abgebildet wird. 
Vgl. "Aut." 2, p. 5ff. 

106) "Neue Beiträge zur Riemannschen Funktionentheorie", Math. Ann. 21 
(1882), p. 146. Eine den Charakter hyperbolischer Polygonecken betreffende Er
gänzung seiner ursprünglichen Darstellung gab Klein in der Abhandl. "Uber den 
Begriff des funktionenth. Fundamentalbereiches", Math. Ann. 40 (1891), p. 130; 
11. die näheren Angaben in Note 46. 
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durch Berufung auf die Riemannschen Existenztheoreme , welche zu
erst durch die Methoden von Schwarz und O. Neuma·nn vollständig 
bewiesen sind (vgl. das Ref. HA 7b, Nr.26ff.)107). Hierzu ist nach 
der Wiederbelebung des Dirichletschen Prinzips durch D. Hilbert l08) 

auch dieses von Riemann ursprünglich angewandte Beweisprinzip der 
Existenztheoreme wieder hinzugetreten.109) Die von Klein benutzten 
Methoden ergeben zunächst ein zum "FB" gehöriges "autom(Wplws 
Elementarpotentiat zweiter Gattung"; dasselbe werde u(;, 1]) genannt, 
wenn ~ = ; + i'YJ gesetzt wird. Von hier aus findet man m: 

(;, ~) 

(31) Z = u(;, 'YJ) + i f (~; d'YJ - ~: d;) 
(~., ~.) 

ein "Elementarintegral zweiter Gattttng". Die Kombination verschiedener 
Integrale in der Gestalt: 

(32) C1Zl + C2 Z 2 + ... + cp,Zp, 

führt endlich bei geeigneter Auswahl der Cl' C2 , ••• Cf.< zu Funktionen, 
welche in korrespondierenden Randpunkten des Bereiches jeweils die
selben Werte annehmen; und diese Funktionen erweisen sich auf 
Grund des Prinzips der analytischen Fortsetzung als automorphe 
Funktionen q; (~). 

Es gilt der Satz: Ist fl' die Gesamtmultiplizität der Pole der Funk
tion q; m im "FB", so nimmt sie einen beliebig v(Wgeschriebtnen kom
plexen Wert im "FB" immer gerade fl' Male an und heiße fl'-wertig. 

Durch z = q; m wird der "FB" konform auf eine die z-Ebene 
überlagernde, geschlossene Riemannsche Fläche abgebildet, die fl' Blätter 
aufweist und F,.. heiße. Fundamental ist der Satz: Alle zur r bzw. 
zum "FB" gehörenden automorphen Funktionen q;(~) werden von den 
gesamten zur Riemannscken Fläche F!t gehörenden olgebraischen Funk
tionen von z geliefert. Die Bezeichnung "algebraisches Gebilde vom 

107) Darlegung der Methode in "Mod." 1, p. 508 ff.; Anwendung auf die 
automorphen "FE" in der Dias. von E. Ritter "Die eindeutigen automorphen 
Formen von Geschlechte null", Gött. Nachr. von 1892, p. 283 und Math. Ann. 
41 (1892), p. 1 oder in "Aut." 2, p. 8 ff. Siehe auch das Ref. II B 1, Nr. 22 ff. 
und 11 B 2, Nr. 10, sowie die ausführlichen Darstellung der Existenzsätze bei 
F. Prym und G. Rost, "Theorie der Prymschen Funktionen erster Ordnung im 
Anschluß an die Schöpfungen Riemanns", (Leipzig 1911), Teil!. 

108) ,,"Über das Dirichletsche Prinzip", Ja.hresber. der D. Math.-Ver. 8 (1900), 
p. 184. 

109) S. a.uch die weitere Durchbildung und Vereinfachung dieses Beweisver
fahrens bei H. Weyl, "Die Idee der Riemannschen Fläche" (Göttinger Vorles. V), 
Leipzig 1913, Kap. 2. 
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Geschlecht pli übertragen wir auf die Funktionen Cf! (b') und sprechen 
von einem "aut()morphen Gebilde des Geschlechtes pli. 

Ist p = 0, so gibt es 003 einwertige Funktionen, "Hauptfunktionen" 
genannt, welche alle in einer unter ihnen, Cf! (b'), als lineare Funktionen 

::eW-t; darstellbar sind. Die Funktionen des automorphen Gebildes 

decken sich mit den rationalen Funktionen von Cf! (b). Für p > ° 
ist p, 2 2. Haben Cf!i (b) und Cf!2 (b) die Wertigkeit P,i und P,2' so be
steht zwischen ihnen eine algebraische Relation G (Cf!u Cf!2) = 0, in 
welcher Cf!l auf den Grad fL2 und Cf!2 auf den Grad P,i ansteigt. Ist 
diese Relation irreduzibel, so werden die gesamten Funktionen des Ge
bildes von den rationalen Funktionen R ( Cf!i' Cf!2) geliefert. Diese Sätze 
sind unmittelbare Folgen der Theorie der algebraischen Funktionen. 

Bei Fortsetzung über. den Rand des "FB" entspringt schließlich 
der Satz: Die antomorphen Funktionen Cf!(b) des Gebildes sind im 
ganzen Bereiche des Netzes N "eindeutige" Funktionen von b, die jeden 
Grenzpunkt des Netzes zum wesentlich singtllären Punkt und eine etwaige 
Grenzkttrve zur natürlichen Grenze haben. Die algebraischen Funktionen 
der Riemannschen Fläche Fp. werden demnach, als Funktionen von b 
betrachtet, eindeutig, oder sie werden, wie man sagt, durch b "uniformi
sierf!'; über die Bedeutung dieses Ergebnisses vgl. unten Nr. 16 und 36. 

Poincare ist bei der Herstellung der automorphen Funktionen 
einen anderen Weg gegangen, indem er direkt analytische Ausdrücke 
für diese Funktionen herstellte und der weiteren Entwicklung zugrunde 
legte; wir kommen hierauf in Nr. 22 zurück. 

15. Klassifikation der automorphen Funktionen. Die Klassi
fikation der automorphen Funktionen gründet man auf diejenige der 
Gruppen r (vgl. Nr. 11) unter Hinzunahme funktionentheoretischer 
Gesichtspunkte. Man unterscheidet 110): 

I. "Elementare" automorphe Funktionen. 
1. Rationale antomorphe Fnnktionen (zyklische elliptische Gruppen, 

Gruppen der regulären Körper evgl. "Ikos."»), 
2. Funktionen mit einem Grenzpunkte (parabolische zyklische 

Gruppen, Funktionen mit zwei "additiven" Perioden), 
3. Funktionen m-it zwei Grenzpunkten (hyperbolische und loxo

dromische zyklische Gruppen, Funktionen mit zwei "multi
plikativen" Perioden); 

110) Die nachfolgende systematische Klassifikation ist in "Aut." 2, p. 21 ff. 
durchgefühxt. Die ursprüngliche Klassifikation Poincares in Fuchssehe und Klein
sehe Funktionen nebst Zerlegung in allerlei Familien hatte nur provisorischen 
Charakter. 
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11. "Höhere" automorphe Funktionen. 
1. Hauptkreisfunktionen. 

a) GTenzkreis{unktionen, 
b) Hauptkreisfunktionen mit isoliert liegenden GTenspunkten, 

2. Funktionen ohne Hauptkreis, 
a) Funktionen mit unendlich vielen isoliert, aber "nicht auf 

einem Kreise" liegenden Grenzpunkten, 
b) Funktionen mit einer "nicht-analytischen" natürlichen 

Grenze, 
c) Funktionen mit unendlich vielen (kreis{örmigen oder nicht

analytischen) natürlichen GTenzen. 
Die eindeutigen einfachperiodischen, sowie die doppeltperiodischen 

oder elliptischen :Funktionen ordnen sich hier unter I, 2 ein. Die 
Hauptkreisfunktionen sind diejenigen, welche Poincare als "Fuchssehe 
Funktionen" bezeichnete, während er die Funktionen ohne Hauptkreis 
mit dem Namen der "Kleinsehen Funktionen" belegte. In den Arbeiten 
einiger neuerer Autoren werden hie und da allein die Grenzkreis
funktionen als "Fuchssehe Funktionen" bezeichnet. Die von Schottky 
betrachteten Funktionen (vgl. die Note 25) gehören nach II, 2, a, bzw. 
wenn ein Hauptkreis vorliegt, nach II, 1, b. 

16. Sonstige Funktionen der Riemannschen Fläche F,., die 

durch t uniformisiert werden. Zu höchst bedeutsamen Sätzen führt 
die Idee, die gesamten auf der über der Ebene von z = p(t) kon
struierten Riemannschen Fläche FI' betrachteten Funktionen in ihrer 
Abhängigkeit von t zu untersuchen. 

In dieser Hinsicht sahen wir schon oben, daß die sämtlichen 
algebraischen Funktionen der Riemannschen Fläche FI' eindeutige Funk
tionen von 6 werden oder durch 6 "uniformisiert" werden, indem sie 
sich geradezu mit den automorphen Funktionen p (6) decken. 

Es ist dies aber nur der einfachste Fall allgemeinerer Eindeutig
keitssätze. So gilt für den Fall, daß das Polygonnetz in der 6-Ebene 
eine Grenzkurve hat: Die Abelschen Integrale erster und zweiter Gattung 
sind in 6 eindeutig, sowie auch diejenigen der dritten Gattung, wenn 
die logarithmischen Unsfetigkeitspunkte sämaich in "parabolische" Zipfel 
des ,,FB" fallen. Ein weiterer "Uniformisierungssatz" ist: Die Lösungs
systeme linearer Differentialgleichungen: 

a;mz dm-IZ a;m-2z 
(33) d-;riI + PI dzm:'{ + P2 dzm- 2 + ... + PmZ = 0, 

deren Koeffizienten Pli . .. algebraische Funktionen der FI' sind, werden 
in 6 z. B. stets dann eindeutige Funktionen, wenn die singulären Punkte 
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der Differentialgleichung sämtlich in "pwrabolische" Zipfel des "FB" 
fallen. 

Gegenüber den Substitutionen von r ändern sich die Abelschen 
Integrale um additive Konstanten (Perioden), während sich die Lösungs
systeme der Differentialgleichungen linear-homogen substituieren ("homo
morphe" Funktionen, vgl. unten Nr. 35). 

Der allgemeinste Uniformisierungssatz (vgl. "Aut" 2, p. 40) im 
Falle eines Polygonnetees mit nwr einer Grenekurve. ist: Jede Funktion 
der Fläche F,., welche abgesehen von den n den festen Polygonecken 
entsprechenden Punkten eu ~, ... , e" von F,t in der Umgebung jeder 
anderen Stelle von F,. eindeutig ist, ist eine eindeutige Funktion von ~, 
falls sie sich nach l Umläufen um jeden solchen Punkte e reprodueiert, 
der einer elliptischen t,-Substitution der Periode 1 entspicht. Hier reihen 
sich für den niedersten Spezialfall p = 0, n = 3 die unten in Nr. 34: 
folgenden Entwicklungen an. 

Die in Rede stehenden Eindeutigkeitssätze sind in umfassender 
Form zum ersten Male bei Poincare aufgestellt. Indessen wurde ein 
besonderes zu p = 0, n = 3 gehörendes Theorem, auf das wir in 
Nr. 34: zurückkommen, von Klein bereits 1878 ausgesprochen 111). 
Dasselbe ist auch Riemann bekannt gewesen, wie sich aus den neuer
dings veröffentlichten Stücken des Riemannschen Nachlasses ergeben 
hat 112). 

17. Exkurs über homogene Variabele und Formen auf 
Riemannschen Flächen. Eine grundlegende Rolle hat der Gebrauch 
homogener Variabelen und Funktionen in der Theorie der automorphen 
Funktionen gespielt. Bei den endlichen Gruppen bewerkstelligte Klein 
durch Einführung zweier homogener Variabeln bl' b2 an Stelle der 
einen t, unmittelbaren Anschluß an die binäre Invariantentheorie. Bei 
den Modulfunktionen lieferte die Theorie der elliptischen Funktionen 
bei Weierstraß und schon vor ihm bei Gauß homogene Funktionen 
oder "Formen" der bei den Variabeln ll)D ll)2' Für die allgemeine Theorie 
der automorphen Funktionen hat daraufhin Klein den Gebrauch homo
gener Variabeler durchweg empfohlen, wodurch in der Tat die Dar
stellung zahlreicher Sätze die einfachste Gestalt gewinnt. Da nicht 

111) Es handelt sich um den in Nr. 34 zu behandelnden Satz, daß alle byper
geometrischen Funktionen durch Vermittlung der Modulfunktion zweiter Stufe 
k'(ro) (des Integralmoduls) zu eindeutigen Modulfunktionen gemacht werden können. 
V gl. Klein, "Über die Transformation der elliptischen Funktionen und die Auf
lösung der Gleichung 5. Grades", Math. Ann. 14 (1878), p. 159. 

112) V gl. B. Riemanns "Gesammelte matb. Werke", N acbträge, herausg. 
von M. Nöther und W. Wirtingel' (Leipzig 1902), p. 93. 
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alle Autoren von diesem Hilfsmittel Gebrauch machen, müssen wir 
einige vorbereitende Erläuterungen betreffend die formentheoretische 
Weiterbildung der Riemannschen Theorie vorausschicken. 

Wir bringen zunächst einen Exkurs über homogene Variabeie 
und Formeu auf Riemannschen Flächen, wobei über die Grundlagen 
dieser Theorie auf das Referat 11 B 2 (Wirtinger) Nr. 38:ff. zu ver
weisen ist. 

Hat die Riemannsche Fläche das Geschlecht p = 0 und ist 8 

eine "Hauptfunktion", so ist die schlichte s-Ebene als Riemannsche 
Fläche zu benutzen. Man setze S = Si und führe an Stelle von 8 die 

s. 
"homogenen Variabelen" Sl' sjl mit der Bestimmung ein, daß diese 
Variabelen immer endlich bleiben und nicht zugleich verschwinden sollen. 

Ist alsdann a = a" irgend ein Wert von s, so stellt der Ausdruck a2 

Sl a2 - sjla1 , wofür die Abkürzung (s, a) gebraucht wird, eine "Prirrlr 
form" auf der Fläche dar, d. i. eine Form, welche überall endlich ist 
und nur an der einen willkürlich wählbaren Stelle a einen Nullpunkt 
erster Ordnung hat. 

Hat man eine Fläche F,.. mit fL Blättern und von beliebigem 
Geschlechte p über der s-Ebene, so spalte man 8 wie eben in 81 , ss; 
hier hat dann z. B. die Variabele sjl im ganzen fL Nullpunkte, welche 
die fL unendlich fernen Punkte 0011 oojl, ... , 00 ~t von F,. sind. Die 
von Klein konstruierte Primform auf der Fläche F,. ist im Ref. 11 B 2, 
Nr.39 besprochen. Diese Primform hat einen an der Stelle a von F,.. 
gelegenen Nullpunkt erster Ordnung und ist übrigens auf F,.. überall 
endlich und von 0 verschieden. 

Es genügt für den vorliegenden Zweck, den folgenden Aufbau 
vorzunehmen, der sich an die Darstellung in "Mod." 2, p. 502:ff. an
lehnt. Neben S sei auch die Stelle a auf der F,.. veränderlich, (s, ds) 
bedeute das Differential Sl dSlI - Si dSlI und (a, da) habe die entspre
chende Bedeutung. Dann ist 

-V nZ+dz,a+da 
(34) ,Q,(s, a) = -(s,ds)(a,da).e- .,a 

unter II das "Normalintegral dritter Gattung" verstanden (cf. "Mod." 2, 
p.478), eine mit der Kleinschen nahe verwandte Primform, welche 
wie jene bei Umläufen Exponentialfunktionen von Integralen erster 
Gattung als Faktoren annimmt, bei 8 = a einen Nullpunkt erster Ord
nung besitzt, aber allerdings noch überflüssige Nullpunkte in den 
Verzweigungspunkten von F,.. hat. Man kann indessen diese Null
punkte in der Weise entfernen, daß man nach E. Ritter 118) aus .Q, (8, a) 

113) S. dessen Abh. "Die multiplikativen Fonnen auf algebraischen Gebilden 
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die durch P(eu ei ; al1 a,) oder kurz P(e, a) zu bezeichnende 
form herstellt: 

(35) V P(e, a) = a(e, a) Zt • 
.Q(z, (01 ) .Q(z, (01 ) ••• .Q(z, 00/') 

399 

Prim-

Diese "Rittersche Primform", welche in den eH 142 die Dimension ~ 
f/, 

aufweist, ist auf F/l überall stetig und hat nur einen an der willkürlich 
wiihlbaren Stelle a gelegenen Nullpunkt erster Ordnu'ng. Der Logarithmus 
der Primform log P(e, a) zeigt gegenüber jedem wohldefinierten Um
laufe auf F/l eindeutig bestimmtes, ziemlich leicht angebbares Ver
halten, aus dem insbesondere hervorgeht, daß sich P(e, a) bei Um
läufen auf der F/l nur um konstante Faktoren ändert, was für die 
folgende Theorie der ,,multiplikativen" und der "automorphen" Formen 
wesentlich ist.tl') Übrigens bemerken wir, daß man von P(e, a) zur 
Kleinschen Primform gelangt, indem man die Quadratwurzel: 

bildet.l15) 

V-P(e, a)P(a, 14) 

Man bezeichnet ein Differential an einer einzelnen Stelle der 
Fläche F/l als endlich und nicht verschwindend, wenn es mit dem 
Differential einer solchen Funktion, welche die Umgebung jener Stelle 
auf einen schlichten ebenen und endlichen Bereich abbildet, an der 
fraglichen Stelle einen endlichen und nicht-verschwindenden Quotienten 
bildet. So ist im Falle der F l1 d. h. für p = 0 das Differential de 
selbst zwar im Endlichen überall endlich und nicht-verschwindend, 
doch hat es einen Pol bei 14 = 00. Dagegen ist das homogene Diffe
rential 2. Dimension: 

141 deli - ei de1 = - e22de 

auf der F 1 allenthalben endlich und nicht verschwindend und heißt 
dieserhalb ein "überall endliches Differential" der Fläche. Bei beliebigem 
p erweist sich der Ausdruck (141 dei - ei de1) zwar bei 14 = 00 als end
lich, jedoch treten jetzt noch Nullpunkte in den Verzweigungspunkten 
der F/l auf, und zwar ein Nullpunkt (" _l)ter Ordnung, falls im Ver
zweigungspunkte" Blätter zusammenhängen. Um demnach jetzt wieder 

beliebigen Geschlechtes mit Anwendung auf die Theorie der automorphen Funk
tionen", Math. Ann. 44 (1893), p. 261. 

114) Die einfachste Darstellung findet man bei Pricke, "Die Rittersche Prim
form auf einer beliebigen Riemannschen Fläche" Gött. Nachr. 1900, p. 314 und 
in "Aut." 2, p. 502 ff. 

115) Neben der im Ref. II B 2, Nr. 88 und 89 genannte Litera.tur über Her
stellung von Primfunktionen und Primformen vgl. man noch die neuere Dar
stellung bei Prym und Rost in dem in Note 107 genannten Werke, Teil 2, p. 16öff. 
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zu einem "überall endlichen Differential" (das wir in Nr, 31 zu be
nutzen haben) 'l.:U gelangen, ziehen wir die Primform heran; in der 
Tat können wir mitte1st derselben zu einem durch dm t zu bezeich
nenden Differential gewünschter .Art durch die Gleichung: 

(36) 

gelangen, wo Vu v2 , ••• die Verzweigungspunkte der Fläche sind, in 
denen bzw. "17 "2' ... Blätter zusammenhängen. Dieses Differential dro. 
hat in den ZlJ Z2 die Dimension 2 - 2p. 

Mit Hilfe seiner Primform hat Ritter die Formentheorie auf den 
Riemannschen Flächen F I, weiter fortgebildet in der ausgesprochenen 
.Absicht, die Lehre von den automorphen Formen und' namentlich die 
Theorie der unten zu besprechenden Poincare'schen Reihen auf eine 
neue Grundlage zu bringen. Die hauptsächlichen von Ritter betrach
teten Größen sind die folgenden: 

.Als eine "multiplikative Formti bezeichnet Ritter in der in Note 113 
genannten .Arbeit jede homogene analytische Funktion von ZlJ $2' welche 
sich bei Umläufen auf Fp, bis auf konstante Faktoren reproduziert 
uud auf Fp, allenthalben von wesentlichen Singularitäten frei ist. Jede 
solche Form läßt sich abgesehen von einem Faktor, der die Exponen
tialfunktion eines Integrals erster Gattung ist, durch ein Produkt von 
Ritterschen Primformen darstellen. Unter diesen Formen werden ins
besondere die "unverzweigtenti betrachtet l16); sind überdies alle bei Um
läufen auftretenden Faktoren 1, d. h. ist die unverzweigte Form gegen
über allen Umläufen unveränderlich, so heißt dieselbe "algebraisch". 

Ritter bezeichnet zwei multiplikative Formen als "reziprok", wenn 
ihr Produkt eine algebraische Form der Dimension (2p - 2) ist, Für 
'Solche Formenpaare wird ein .Anzahltheorem aufgestellt, welches Ritter 
als "erweiterten Riemann-Rochschen Satz" bezeichnet, weil dasselbe den 
gewöhnlichen Riemann-Rochschen Satz als niedersten Spezialfall um
faßt. Jenes Theorem gestattet auf der Riemannschen Fläche die Än
zahl linear-unabhängiger Formen mit gegebenen Polen zu bestimmen. 
Wir werden unten erkennen, daß diese Begriffe bei der Besprechung 
der Poincareschen Reihen unmittelbar zur Verwendung kommen. 

In einer weiteren .Abhandlung Ritters 117), die erst nach seinem 
Tode veröffentlicht wurde, sind entsprechend linear-polymorphe Formen-

116) Die Formen der Dimension 0, welche bei Umläufen Einheitswurzeln als 
Faktoren annehmen, sind die sogen. "Wurzelfunktionen". 

117) "Über Riemannsche Formenscharen a.uf einem beliebigen algebraischen 
Gebilq.e", Math. Ann. 47 (1895), p. 187. 
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scharen auf einer beliebigen Riemannscken Fläche betrachtet, d. h. 
Systeme homogener Funktionen gleicher Dimension, welche sich gegen
über Umläufen auf der Fläche linear und homogen substituieren. Die 
Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung von der in 
Nr. 16 genannten Gestalt bilden eine solche Formenschar nullter 
Dimension, d. h. in der hier angewandten Sprechweise eine "Funk
tionenschar". 

18. Die homogenen ~-Sub8titutionen. Zur Begründung der 

Theorie der automorphen Formen setze man ~ = .~~ und führe an 

Stelle von ~ die "homogenen" V ariahlen ~l' ~2 ein. Dabei sollen die ~l 
und ~2 stets endlich sein und niemals gleichzeitig verschwinden. Über
dies setzen wir fest, daß ~l: ~2 = ~ stets dem gerade vorliegenden Netee 
N der "FB" angehören soll. Hierdurch ist der Inbegriff der "erlaubten 
Wertepaare" ~l' ~2 erklärt. 

Die einzelne Substitution V liefert nun immer zwei "unimodulare" 
homogene Substitutionen: 

~t' = a~l + tn2 , ~2' = r~l + !l~2; 
denn es ist noch ein gemeinsamer Zeichenwechsel der vier Koeffizien
ten IX, ß, r, ~ möglich, ohne daß IX~ - ß r = 1 ungültig wird. Eine 
beliebige Gruppe r wird hierdurch auf die zugehörige "homogene 
Gruppe" 1-2-deutig homomorph bezogen sein. Zuweilen ist in letzterer 
eine mit der nicht-homogenen r isomorphe Untergruppe enthalten. 

Ein kanonischer "DB" der Gruppe r liefere erstlich die ellip
tischen oder parabolischen Erzeugenden VlI VI' ... , V,. (vgl. p. 369), 
und es sei lk die Periode von Vk • Die entsprechenden Erzeugenden 
der homogenen r sollen Ul , Ui , ... , Un genannt werden. Um die
selben eindeutig zu wählen, verfahren wir so: 

Ist V elliptisch von der Periode 1 und sind c und c' die Fixpunkte 
von V, so spalte man auch c und c' in Cl: c2 und c/: c2', und gebrauche 
die Abkürzung: 
(37) ~lc2 - ~2Cl = (~, c). 

Die homogene Substitution sei alsdann (vgl. (6) p. 360): 
1ti 

(38) (r, c) = e I (~, c), (f, c') = e I (~, c'). 

Ist V parabolisch mit dem Fixpunkte c (vgl. (7) p. 361), so wähle 
man die Stelle c' beliebig, aber von c verschieden, und kann alsdann 
c' in c/: c2' derart spalten (vgl. "Aut." 2, p.65), daß U die Gestalt 
annimmt: 

(39) (~', c) = (~, c), (f, c') = 2in(~, c) + (~, c'). 
Encyklop. d. math. Wi ••• usch. II 2. 26 
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Die hyperbolischen oder loxodromischen Erzeugenden bei p > 0 
nennen wir Ua, Ub , • •• Es ist nicht nötig, die Auswahl derselben 
näher zu beschränken. 

"Ober die Umrechnung der oben (am Schlusse von Nr. 8) er
wähnten Relationen zwischen den Erzeugenden auf homogene Gestalt 
sowie über die Frage, wann die U eine mit der ursprünglichen r 
genau isomorphe Gruppe erzeugen, findet man das Nähere bei Ritter 
in den in Note 107 und 113 gen. Abh. und in "Aut." 2, p.65 u. f. 

19. Begriff der automorphen Formen. Für eine beliebige 
Gruppe r geben wir nun die Erklärung: Eine automorphe F(mn 
fPito t,,) der r sei eine homogene (analytische) Funktion der t1 , t! von 
der ganzzahligen oder rational gebrochenen positiven oder negativen 
Dimension d, welche im Bereiche der erlaubten Werte paare t1 , tl! un
verzweigt und frei von wesentlichen Singularitäten ist, und welche sich 
gegenJiiber einem beliebigen Wege von t1 , ta zu einem äquivalenten Werte
paare bl' = a t1 + ß bll' t2' = r t1 + 0 b" bis auf eine (vom Wege ab
hängende) multiplikative Konstante p, reproduziert: 

(40) fP(abl + ßt2 , rtl + ot2) = p, . fPCbl' t2)· 

Aus der Forderung der Unverzweigtheit folgt noch nicht die Ein
deutigkeit fP/to ta), und insbesondere ist jede Form gebrochener 
Dimension mehrdeutig (vgl. "Aut." 2, p. 67). Vielmehr gilt als weitere 
Erklärung: Eine Form fP/to ts) wird als "eindeutige' auto-morphe 
Form bezeichnet, falls der Faktor p, in: 

fPdCt/, tIn = Pr • fPitl1 t,,) 
stets ein und derselbe ist, auf welchem innerhalb des Bereiches erlaubter 
Wertepaare gelegenen Wege man auch von t1 , 62 zum äquivalenten 
Paare t1', ts' gegangen ist. Eine eindeutige Form hat natürlich stets 
ganzzahlige Dimension. 

Aus der Definition ergibt sich: Die Form fPdCt1 , t2) gestattet in 
der Umgebung einer gewöhnlichen (d. i. von einer Polygonecke ver
schiedenen) SteUe to die Darstellung: 

(41) fP/6o 6!) = (t, a)d. F'(ao + alt + al/tl! + ... ), ao =1= 0, 

wo a eine beliebige von to verschiedene SteUe ist, m eine ganze Zahl 
bedeutet und t dieselbe Bedeutung wie p. 393 hat. Für eine eUiptische 
Ecke E hat man statt dessen: 

(42) fPd(to tll) = Ct, l)d G E~r [ao + al G- E~Y + .. J, 
oder abgekürzt: 

(43) 
m 

fPd(t1, t2) = (t, l)d. tl (ao + alt + all tl! + ... ). 



20. Theorie der automorphen Formen für p = o. 403 

Eine Einschränkung gegenüber der vorausgeschickten Definition be
deutet ·die sich als zweckmäßig erweisende Eorderung, daß an einem 
parabolischen Zipfel E die Entwicklung gilt: 

(44) 

oder abgekürzt: 
m 

wo l ganzzahlig > 0 und m ganzzahlig beliebig wählbar ist 118). Man 
vgl. hiermit die ReihendarsteIlungen der automorphen Funktionen in 
Nr.14:. 

Ist in (42) ff. die ganze Zahl m von 0 verschieden, so sagt man, die 
automorphe Form tpd(6'l' ~2) habe an der gewöhnlichen Stelle ~o einen Null
punkt mter Ordnung (bzw. einen Pol (- m)ter Ordnung); man sagt ferner, 
tp.i~lI ~2) habe, gemessen im "FB", in der elliptischen oder parabolischen 

Spitze einen Nullpunkt (~~)-ter Ordnung (Pol (-7)-ter Ordnung). 

Gegenüber einer elliptischen oder parabolischen Erzeugenden ändert 
sich tp.i~l1 ~2) dementsprechend jedesmal um eine bestimmte Einheits
wurzel als Faktor (vgl. das Nähere im "Aut." 2, p. 70). 

20. Theorie der automorphen Formen für p = O. Bei der 
Durchführung der Theorie der automorphen Formen werden wir da
hin streben, diese Formen mit den in Nr. 17 betrachteten Formen 
der Riemannschen Fläche Fp. in Beziehung zu setzen und insbesondere 
diese letzteren als automorphe Formen darzustellen. Zunächst bewerk
stelligen wir die Bildnng automorpher Formen von den automorphen 
Funktionen aus durch einen ,,Diff'erentiationsprozess", der darauf beruht, 
daß die "Differentialform zweiter Dimension": 

(46) 

gegenüber allen unimodularen Substitutionen absolut invariant ist. 
Ist demnach z = tp (~) irgend eine automorphe Funktion eller vor
gelegten Gruppe r, so ist: 

( ) , d cP (~) _ 2 d cp m 
(47) tp-2 ~1I ~2 = (~,d6 = - ~2 ~ 

118) Der bei Ausübung der parabolischen Substitution eintretende Multipli
kator fL ist nämlich, wenn die Darstellung (45) gilt, stets eine Einheitswurzel, 
wa.s an sich noch nicht in der Definition der automorphen Form gefordert war. 
Vgl. übrigens Ritter, "Die eindeutigen automorphen Formen vom Geschlechte 0", 
Math. Ann. 41 (1892)., p. 46ff. und "Aut." 2, p, 68ff. 

26* 
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eine zur homogenen r gehörende gegenüber allen Substitutionen absolut 
invariante automorphe Form (- 2yer Dimension. 

Auf diesen Ansatz gründen wir hier erstlieh eine ausführliche 
Theorie der automorphen Formen für den Fall des Geschlechtes p = O. 
Haben wir hier in z = tpm eine Hauptfunktion, so wird tp-ll(bl1 b2) 
eine sogenannte "Haupt{orm". Dieselbe besitzt Nullpunkte in den n 
festen Polygonecken, und zwar in der Ecke Ck einen solchen der Ord-
nung (1 - ~); sie hat ferner einen Pol zweiter Ordnung im Pole von 

p(b) und ist übrigens endlich und von 0 verschieden. 
Nimmt die Hauptfunktion z = P W in den n festen Ecken des 

"FB" die Werte ell el!' .•. , en an, so wird die Form: 

(48) TIn -(1-~) 
P-2(bll b2)·. (z - ek) Ik 

k=l 

im "FB" frei von Nullpunkten sein und nur einen Pol der Ordnung 

(49) 
n 

2- ~(1-~)=~ 
~ lk 'P 
k=l 

aufweisen. Hiernach können wir im vorliegenden Fall p = 0 den 
Anschluß an die in NI'. 17 vollzogene Spaltung der Hanptfunktion z 
in den Quotienten Z1 : Z2 unmittelbar vollziehen. In der Tat ist: 

(50) { dz nn - (1- l~)} (-i) 
Z2(bll bs) = (~, d~)k=1 (z - ek) 

eine polfreie Form v-ter Dimension mit einem Nullpunkte erster Ord
nung im "FB"; wir haben hier somit die Primform Z2 als automorphe 
Form dargestellt und wollen sie in dieser Gestalt als "automorphe 
Primform" bezeichnen. Auch Zl (bll ~) = Z(b) . Z2 (b1' b2) ist eine solche 
Primform, und man gewinnt in aZ1(bll b2) + bZl/(bll b2) eine "Schar 
von Primformen" , wobei dnrch zweckmäßige Auswahl von a nnd b 
der Nullpunkt an jede Stelle des "FB" gebracht werden kann. 

Bis hierher hatten wir auch in N r. 17 die Bildung von Prim
formen treiben können. Man kann aber bei den automorphen Formen, 
ohne daß Verzweigungen und dadurch bedingte Mehrdeutigkeiten ein
treten, noch einen Schritt weiter gehen. Bildet man nämlich für die 
k-te feste Ecke des Polygons die Primform (z, ek), so kann man aus 
dieser noch die lk-te Wurzel ziehen und hat auch noch in: 

(51) Z,t(bll b2) = IVez, ek) 

eine unverzweigte antomorphe Form; hierbei soll gemäß der früheren 
Verabredung bei einer parabolischen Ecke nicht lk = 00 genommen 
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werden, sondern statt dessen (jedoch nur für den vorliegenden Zweck) 
unter lk eine beliebig wählbare endliche Zahl verstanden sein. Die 

Formen Zk' welche die Dimensionen ; haben, heißen die "Grund-
k 

formen" des "FB". Je drei sind durch eine Relation verknüpft: 

(52) (e., ek)Zhlh + (ek , eh)Z/i + (e", ei)Zklk = O. 

Das Verhalten der Grundformen gegenüber den Gruppenerzeugenden 
findet man in "A.ut." 2, p. 75ft'. erörtert 119). 

Bei den Gruppen der regulären Körper werden die Grundformen 
'rationale ganze Formen. Dieselben sind zuerst in nichthomogener Ge
stalt von Schwarz l20) aufgestellt und als binäre Formen von Klein l!1) 
untersucht worden (siehe auch ,,Ikos.", p. 47ft'. und das Ref. IB2, Nr.o). 
Bei den höheren automorphen Gebilden sind die Prim- und Grund
formen stets von negativer Dimension. Für die Dreiecksgruppen ge
langte G. B. Halphen 122) zu den fraglichen Formen, und bald darauf 
gab Poincare1SS) die allgemeine Theorie für p = O. Übrigens findet 
sich der Gebrauch der "homogenen" Variabelen und der "Formen", 
wie schon oben (in Nr. 17) bemerkt wurde, erst bei Klein und Ritter. 

Bei den Dreiecksgruppen gibt es im ganzen nur zehn wesentlich 
verschiedene Gebilde, bei denen alle drei Grundformen von ganzzahliger 
negativer Dimension werden (vgl. "A.ut." 2, p.81). Als Beispiel diene 
die Modulgruppe (vgl. "Mod." 1, p.118), wo die drei Grundformen 
g2(Wl? ( 2), gs(wl? ( 2), A(wl? ws) heißen (s. auch Ref. IIB 3, Nr. 08ft'.). 
Ihre Darstellungen in der Hauptfunktion J(w) sind: 

{

92 (WH Ws) = ((~~~oo2Y 3 f(;i .t5' 
( dJ(oo) )S nSi 

gs (Wu ( 2) = (00, doo) 27 j2(1- J)' 

A(wl) Ws) = ((~~~oo2Y 27 J4;6_ J)s' 
(53) 

Diese drei "Modulformen" gehören den Dimensionen - 4, - 6, - 12 
an; sie sind gegenüber allen homogenen Modulsubstitutionen absolut 
invariant. A(wl) ( 2) hat, im "FB" der Modulgruppe gemessen, in der 
parabolischen Spitze einen Nullpunkt erster Ordnung. Im Sinne obiger 

119) Siehe auch die in Note 118 gen. Abh. von Rittm' p. 41. 
120) In der in Note 20 genannten Abhandlung im J. f. Math. 75 (1872), p. 292. 
121) "Über binäre Formen mit linearen Transformation in sich", Erlanger 

Bar. vom Juni 1874 oder Math. Ann. 9 (1875), p. 188. 
122) "Sur les fonctions, qui proviennent de la serie da Gauss," C. R. 92 

(1881), p. 856. 
123) "Memoire Bur les fonctions fuchsiennes", Act. math. 1 (1882), p. 193. 
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Festsetzung würde jede Wurzel YK als Grundform zugelassen werden 
können. Jedoch sind nur die Wurzeln VA, f/K, f!ß, ~, ~ von 
ganzzahliger Dimension; nur diese Wurzeln sind, wie schon in Nr. 13 
(am Schluß) bemerkt wurde (s. auch das Ref. II B 3, Nr. 6~), "ein
deutige" Modulformen, und zwar der Stufen 2, 3, 4, 6 und 12. 

Der weitere Ausbau der Theorie der automorphen Formen bei 
p = 0 ist von folgendem Satze beherrscht: Jede unver$weigte auto
morphe Form 'Pi~l1 ~) des Gebildes ist durch die Prim- und Grund
f<Yrmen in der Gestalt darstellbar: 

(54) 

wo 0 eine Konstante ist und die mk gan$e Zahlen sind, die man der 
Bedingung 0 < mk < lk unterwerfen kann. Für eine parabolische Ecke 
hat man wieder statt lk = 00 eine beliebige endliche Zahl lk eil1-
zutrage~. Die einzelne Form erscheint durch ihre (j Pole '!Iv '!I2' •.. , '!Ia 
und ihre Nullpunkte, die teils in den Ecken festliegen, teils an den 
'r: beweglichen Stellen Xl' •.. , X,. gelegen sind, bis auf einen konstanten 
Faktor bestimmt. 

Wir wenden uns weiter zur Betrachtung eindeutiger Formen bei 
p = O. Eine solche Form hat nach Nr. 19 stets gan$$ahlige Dimen
sion d. Gegenüber "Kombination" der Substitutionen "multiplizieren" 
sich die Multiplikatoren!L. Den Erzeugenden ~, U2 , ••• , U.. der r 
mögen bei einer vorgelegten eindeutigen Form 'P aC~1I ~2) die Multi
plikatoren !Lv !Ls, •.. , !Ln angehören; aus ihnen entspringen dann alle 
übrigen Multiplikatoren der Form 'Pa, durch Multiplikation. Für die 
Erzeugenden bestehen die Relationen: 

(55) 1 - '2 - - , ... , .. - - , { 
U I, - - 1 ij.1. - 1 U. In - 1 

U1 U2 ••• Un = (- l)n, 

wobei jedoch die auf parabolische Ecken bezogenen Gleichungen aus
fallen müssen (vgl. "Aut." 1, p. 201 und 2, p. 85). Hieraus ent
springen für die "er$eugenden Multiplikatoren" die Gleichungen: 

(56) {!LlI' = (_l)d, !L2!, = (_1)a" . .. :: .. In = (-lY, 
!Ll!L2 ... !Ln - (- 1) , 

unter Weglassung der auf die parabolischen Ecken bezogenen Glei
chungen. Indessen sollen, entsprechend der bisherigen Behandlung 
der parabolischen Ecken, auch die parabolischen Multiplikatoren Ein
heits'Wur$eln sein, die jedoch keiner weiteren Beschränkung unter
liegen. Jedes mit den vorstehenden Bedingungen in Ubereinstim-
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mung befindliche System 11-11 11-2' ••• , II-n heißt ein "theoretisch mög
liches Multiplikatorsystem". Sobald mindestens zwei parabolische Er
zeugende vorliegen, gibt es unendlich viele solche Systeme. Sind alle 
Erzeugenden elliptisch, so ist die Anzahl aller theoretisch möglichen 
Multiplikatorsysteme eine nicht ganz kurz angebbare endliche zahlen
theoretische FunktIon der 11 , l2' ... , l" 1M). 

Durch Diskussion der Darstellung (54) der Form «pibl> b2) in 
der Gestalt eines Produktes aus Prim- und Grundformen gewinnt man 
den Satz: Für jedes theoretisch mögliche Multiplikatorsystem existieren 
eindeutige automorphe Formen. 

Auf diese Sätze gründen sich weitergehende Entwicklungen, welche 
unter anderen Fragen diejenige nach der Ansahl linear unabhängiger 
Formen von gegebenen Polen, ferner diejenige nach dem Auftreten ganser, 
d. i. polfreier Formen usw. betreffen. Die Resultate, welche man in 
"Aut.1i 2, p. 99 ff. hierüber entwickelt findet 1115), bilden ein unent
behrliches Hilfsmittel für eine genaue Theorie der in Nr. 22 zu be
sprechenden Poincare'schen Reihen. 

21. Automorphe Formen für Gebilde beliebigen Geschlechtes 126). 

Die Theorie der automorphen Formen bei einem Gebilde mit p > 0 
schließt sich zwar in ihren Ergebnissen an die vorstehende Theorie 
ani indessen ist die Entwicklung etwas anders anzuordnen. Ist 
z = 'Pm eine Funktion des Gebildes, so ziehe man erstlich die 
Riemannsche Fläche FI' heran, auf welche der ,,FB" durch z = «p(t) 
abgebildet wird. Auf dieser Fläche FI< konstruierten wir oben 
(in Nr. 17) die nach Ritter benannte Primform P(z, a), welche in 

den homogenen Variabelen zll Z2 der Fläche die Dimension ~ hat, 
P-

überall stetig ist und nur einen, an der willkürlich wählbaren Stelle 
a gelegenen Nullpunkt erster Ordnung aufweist. 

Die Voranstellung der FI' bedingt, daß wir zunächst t und ebenso die 
homogenen tu b2 als Funktionen bzw. Formen auf der FI-' betrachten. 
Diese Auffassung wird uns unten ausführlich beschäftigen (in Nr. 31); 
insbesondere werden wir b',., ~ als "polymorphe" Formen auf der 
Riemannschen Fläche FI< darstellen lernen. Durch Inversion dieser Dar-

124) Siehe darüber die in Note 118 gen. Abh. Ritters, p. 80 ff. und "Aut." 2, 
p. 87ff. 

125) In nicht-homogener und darum nicht so übersichtlicher Gestalt finden 
sich alle diese Entwicklungen zuerst bei Poincare in Act. math. 1, p. 193 ff.; die 
homogene Darstellung bei Ritter (vgl. Note 124). 

126) Vgl. die in Note 118 gena.nnte Abhandlung Ritters sowie "Aut." 2, 
p. 228 ff. 



408 II B 4. R. Fricke. Automorphe Funktionen und Modulfunktionen. 

stellungen gelangen wir von P(z, a) aus zur "automorphen Prt'mform": 

(57) CP,,(~l1 ~9) = eW(zlP(z, a), 

wobei wir rechts der Allgemeinheit halber die überall endliche und 
nicht verschwindende Exponentialfunktion eines beliebigen Integrales 
erster Gattung W(z) von F,. als Faktor aufnahmen. Die Dimension 
v dieser automorphen Primform in den ~1' ~2 ist aus der Gleichung: 

n 

(58) 2-2p-~(1--k)=-!-
k=l 

zu berechnen. 
Hieran schließt sich, falls feste Polygonecken vorliegen, die Dar

stellung der zu diesen Ecken gehörenden "Grundformen": 
1 

(59) CP" (~1I ~2) = e Wk(zllP(z, ek) \ 

lk 

unter den Wk(z) wieder irgend welche Integrale erster Gattung ver
standen. 

Auf dieser Grundlage gestaltet sich die Theorie der eindeutigen 
automorphen Formen bei beliebigem p analog wie bei p = O. Jede 
unverzweigte automorphe Form CPaC~lI ~2) läßt sich durch die Prim- und 
Grundformen so darstellen: 

(60) 
n rlll; 

( ~ ~) = W(z) P(z, X1)P(z, Xi)' .. _. peZ, Xt) ITp( )-11: 
CPd 1>11 1>2 e P( ) P( ) P() z, ek , Z, Yl Z, Y2 ... Z, Y. 

k=l 

wo betreffs der Exponenten ~k dasselbe wie bei p = 0 gilt und W(z) 

wieder ein Integral erster Gattung ist. 
Diese Darstellung der automorphen Formen in den Prim- und 

Grundformen ist insbesondere für die Theorie der eindeutigen auto
morphen Formen grundlegend. Man hat für die letzteren wie bei 
p = 0 den Begriff des "Multiplikatorsystems" auszubilden und gewinnt 
im Verfolg der Untersuchung auch bei beliebigem p den Hauptsatz: 
Zu jedem theoretisch möglichen Multiplikatorsysteme gibt es eindeutige 
automorphe Formen. 

Auch die weiteren Entwicklungen über die Anzahl linear unab
hängiger Formen bei gegebenen Polen usw. gestalten sich ähnlich 
wie bei p = O. Neu, gegenüber p = 0, ist das Auftreten von p linear 
unabhängigen "eigentlich automorphen" (gegenüber allen Substitutionen 
von r absolut invarianten) ganzen (polfreien) Formen (- 2) - im' Dimen
sion cP_ 2 (bl, bs)' Es sind dies die Formen, welche man aus den p 
linear unabhängigen Integralen erster Gattung Web) unmittelbar ver-
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möge des Differentiationsprozesses (vgl. NI'. 20, am Anfang) ableiten kann: 

) dW(t) -2 dW(t) 
(61) CP-2(~1I ~2 = '(f;-dt) = - ~2 --ar' 

22. Die Poincareschen Reihen. In Poincares Theorie der auto
morphen Funktionen nehmen die nach ihm benannten Reihen 127) die 
zentrale Stellung ein. Er lieferte durch Ansatz und Diskussion diesel' 
Reihen den Existenzbeweis der automorphen Funktionen mittels un
mittelbarer analytischer Darstellung derselben und entwickelte auf dieser 
Basis insbesondere die Theorie der Gebilde des Geschlechtes O. Die 
zweite der in Note 30 (p. 359) genannten Abhandlungen betrifft die 
Gebilde mit Grenzkreis, die dritte diejenigen ohne Hauptkreis. 

Die Poincareschen Reihen werden, in homogene Gestalt umge
schrieben, zu automorphen F01'men. Man versteht demnach die Theorie 
dieser Reihen am besten, wenn man, wie hier geschehen ist, den 
Begriff der automorphen Formen voranstellt. Poincads eigene Ent
wicklungen betrafen übrigens nur "eigentlich automorphe" Formen 
bzw. Funktionen, welche gegenüber den Substitutionen der Gruppe 
absolut invariant sind. 

Ritter nahm in der in Note 118 genannten Arbeit die Untersuchung 
der Poincareschen Reihen in homogener Schreibweise uRd also auf 
formentheoretischer Basis wieder auf, und zwar in der Erweiterung, 
daß er nicht nur eigentlich automorphe Formen, sondern sogleich 
Formen mit beliebigen Multiplikatorsystemen durch Reiben darstellte. 
Nur hat man freilich mit Rücksicht auf die Verwendbarkeit der Kon
vergenzbetracbtungen PO'~ncares für die durch Reihen darzustellenden 
Formen von vornherein die Beschränkung zu machen, daß nicht nur 
(was nach obigen Festsetzungen zutrifft) die den elliptischen und para
bolischen Erzeugenden entsprechenden Multiplikatoren Einheitswurzeln 
sind, sondern daß auch gegenüber den hyperbol'ischen und loxodrom ischen 
Ereeugenden die automorphe F01'm nur Multiplikatoren 'Com absoluten 
Betrage 1 annimmt. Man nennt die Form in diesem Sinne wohl "uni
multiplikativ". Übrigens ordnen sich alle solcbe von Rittm' betrachteten 
Reihen als Spezialfälle den unten (in Nr. SI) zur Sprache kommenden 
Poincarescben Zeta reihen unter. 

Es sei eine homogene Gruppe r und ein zugehöriges Multiplikator-

127) Poincare selbst nennt seine Reihen "Thetareihen" , weil dieselben bei 
nicht-homogener Schreibweise gegenüber den Substitutionen V der Gruppe ein 
an die Jacobischen Thetafunktionen erinnerndes Verhalten zeigen; er unter
scheidet Fuchssehe und Rleinsche Thetareihen je nachdem es sich (in seinem 
Sprachgebrauch) um eine Fuchssche oder Kleinsehe Gruppe handelt. 
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system vorgelegt, und zwar entspreche der in r enthaltenen Substitution: 

bl(k) = ",tbl + ßkb2' b2(k) = Ykbl + cf,tb2 

der Multiplikator P-k' Es sei ferner HAbv b2) eine rationale Form 
der Dimension d, welche in keinem Grenzpunkte von r einen Pol hat. 
Als Poincare'sehe Reihe bezeichnen wir alsdann die auf alle Sub'stitu
tionen von r bezogene Summe: 

(62) ~P-k-1HaCakbl + ßkb2' Ykbl + cfk b2)' 
k 

Falls diese Reihe im Netze N der "FB" absolut und gleichmäßig 
konvergent ist und in etwaigen parabolischen Zipfeln das oben fest
gesetzte Verhalten einer automorphen Form (vgl. Gleichung (45) p.403) 
darbietet, so stellt sie eine automorphe Form des vorgegebenen 
Multiplikatorsystems dar (vgl. "Aut." 2, p. 141). 

Die Konvergenzuntersuchung hat Poineare nach zwei Methoden 
durchgeführt, welche mit geometrischen auf das Bereichnetz N ge
gründeten Erwägungen arbeiten. Die erste Methode lehrte, daß die 
Reihen innerhalb N in der Tat stets dann absolut und gleichmäßig kon
vergieren, wenn die Dimension d < - 4 ist. Die zweite Methode be
zieht sich allein auf Hauptkreisgruppen und gründet sich auf die 
Benutzung der zugehörigen hyperbolischen Maßbestimmung. Zugleich 
werden hier die Moduln (Invarianten) der Gruppe (vgl. Nr. 10) als 
variabel angesehen. Das Ergebnis ist: 1st d s: - 3, so konvergieren 
die Reihen absolut und gleichmäßig innerhalb des Netzes N sowie bei 
Abänderung der Gruppe r innerhalb der zugehörigen Gruppenfamilie. 

Da die parabolischen Zipfel nicht innerhalb des Netzes N liegen, 
erfordern sie eine besondere Betrachtung. Diese wird in der Weise 
durchgeführt, daß man für die Umgebung eines solchen Zipfels durch 
Umrechnung der Reihe das für eine automorphe Form charakteristische 
Bildungsgesetz (vgl. (45) p.403) unmittelbar nachweist. 

Es besteht aber noch die Möglichkeit, daß die einzelne Reihe (62) 
im Falle der Konvergenz identisch verschwindet. Man kann demna.ch 
unter Vorbehalt näherer Untersuchung nur erst sagen: Eine Poincartf.. 
sehe Reihe stellt, sofern sie nicht identisch verschwinden sollte, eine auto
morphe Fm'rn dar. 

Die Konvergenz der Poincare'schen Reihen (- 2yer Dimension 
ist von F. Schottky 128) für solche "FB" untersucht, welche von n Paaren 
einander hyperbolisch oder loxodromisch zugewiesenen Vollkreisen be-

128) "Über eine spezielle Funktion, welche bei einer bestimmten linearen 
Transformation ihres Argumentes unverändert bleibt", J. f. Math., 101 (1887), 
p. 227. 
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grenzt sind (vgl. Fig. 14, p.380). Schottky zeigte die Konvergenz der 
Reihen (- 2)ter Dimension, sobald es möglich ist, den "FB" durch 
Zusatz weiterer Vollkreise in ein Aggregat "dreifach" zusammenhängender 
Teilbereiche zu zerlegen. Diese Zusatzkreise wie auch die Randkreise 
des "FB" müssen sämtlich voneinander getrennt verlaufen. Die ge
nannte Bedingung ist bei allen Hauptkreisgruppen der fraglichen Art 
erfüllt (vgl. "Aut." 2, p. 162), aber nicht bei allen hierher gehörigen 
Gruppen ohne Hauptkreis. 

Ungefähr gleichzeitig haben dann W. Burnside 129) und Ritter 130) 

die Konvergenz der Poincareschen Reihen (- 2)1'" Dimension tur alle 
Hauptkreisgruppen mit isoliert liegenden Grenzpunkten bewiesen. Ritter 
zeigte andrerseits, daß die Reihen (- 2)ter Dimension nicht mehr ab
solut konvergieren, wenn ein Netz N mit einer oder unendlich vielen 
"Grenzkurven" vorliegt. Die von Burnside benutzte Methode lieferte 
das Resultat, daß bei gewissen Gruppen mit isoliert liegenden Grenz
punkten selbst noch die Poinca.reschen Reihen (- 1 )ter Dimension kon
vergieren ISl). 

23. Darstellung automorpher Formen durch Poincaresche 
Reihen. Die Poincan!schen Reihen stellen (sofern sie nicht identisch 
verschwinden) stets eindeutige automorphe Formen dar. Um die umge
kehrte Frage zu behandeln, ob eine gegebene eindeutige unimultiplikative 
Form «Pd(~l1 ~) einer Dimension d, für welche die Konvergenz der 
Poincareschen Reihen zutrifft, durch eine solche Reihe darstellbar ist, 
stellt man erstlich "einpolige" Reihen her. Bei solchen Reihen ist die 
Befürchtung des identischen Verschwindens ausgeschlossen. Hat man 
ein Netz mit einer Grenzkurve, so hat man eine Reihe mit einem Pole 
an emer beliebigen Stelle g des "FB" in: 

~ H (I- (k) I- (k») 
(63) "'2 tLk- l He;:>, ~)b' , 

i'lofern die rationale Form Hd+l (~11 ~2) so gewählt wird, daß ihre Pole 
sämtlich außerhalb des Netzes N liegen. Bedeckt das Netz bis auf 
isoliert liegende Grenzpunkte die ganze ~-Ebene, so wird der Ansatz 
komplizierter; man hat die Reihe: 

(64) 

129) "On a dass of automorphic functions", Proc. Lond. math. Soc. 23 (1891), 
ll. 49 und 281. 

130) in der in Note 118 gen. Abh., Math. Ann. 41, p. 57. 
131) V gl. Fricke, "Über die Poinca1'e'schen Reihen der (- l)-ten Dimension" 

Festschrift für R. Dedekind (Braunschweig 1901). 
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anzusetzen, wobei die (- d) Nullpunkte der "ganzen" Form G_d(~l1 ~2) 
in lauter äquivalenten Punkten zu wählen sind und die all a2 derart 
bestimmt werden können, daß sich die von diesen Nullpunkten her
rührenden Pole in den verschiedenen Gliedern der Reihe gerade fort
heben. Eine erschöpfende Theorie dieser einpoligen Reihen, welche 
insbesondere 8em Pole; freie Beweglichkeit im "FB", uuter Einschluß 
der "elliptischen" Ecken (vgl. unten) sichert, ist von Fricke 132) durch
geführt. Das Resultat ist: Für die Dimension d = - 2 können keine 
"eigentlich automorphen" einpoligen Reihen gebildet werden (Reihen, deren 
sämtliche Multiplikatoren gleich 1 sind); in allen übrigen Fällen gibt 
es einpolige Reihen 133). Weit einfacher ist die Herstellung von Reihen 
mit Polen höhere I" Ordn'ung (siehe "Aut." 2, p. 205). 

Um zur Darstellung der automorphen Formen IPd(~l' ~2) durch 
Reihen zu gelangen, sind noch folgende Gesichtspunkte zu beachten. 
Bei p > 0 wurde betreffs der den loxodromischen bzw. hyperbolischen 
Erzeugenden entsprechenden Multiplikatoren schon oben hervorgehoben, 
daß dieselben (wie auch die "elliptischen" und "parabolischen Multipli
katoren") durchgehends Zahlen des absoluten Betrages 1 sein müssen, 
d. h. daß wir uns auf die Reihendarstellung von "unimultiplikativen" 
Formen zu beschränken haben. Zweitens zeigt die oben (im Anschluß 
an Gleichung (62) erwähnte Umgestaltung für die Umgebung eines para
bolischen Zipfels, daß jede Poincaresche Reihe im parabolischen Zipfel 
einen Nullpunkt hat. Dasselbe werden wir also von den darzustellen
den Formen lPi~lI ~2) fordern müssen. 

Ist nun eine zulässige automorphe Form lPi~lI ~2) gegeben, so 
bilde man, sofern IPd Pole besitzt, mittels der einpoligen Reihen 1M) eine 
Reihe, welche genau in derselben Art unendlich wird wie IPd. Die 
Subtraktion derselben von IPd liefert eine ganze Form, so daß man 
nur noch die Darstellung der ganzen Formen durch Reihen zu dis
kutieren hat. 

Der "formale" Ansatz polfreier Reihen hat keine Schwierigkeit. 
Hat man z. B. ein Netz mit Grenzkurve, so wähle man Hd(~l1 ~s) in 
~iA'k-l Hd(~l(k), ~2(k) so, daß alle Pole von Hd außerhalb N liegen. 

k 

Hier aber liegt die schon erwähnte Möglichkeit vor, daß die Reihe 
innerhalb N vielleicht identisch verschwindet; und die damit zusammen
hängende Schwierigkeit ist die größte gewesen, welche Poincare In 

der Theorie seiner Reihen zu überwinden hatte 135). 

132) "Die automorphen Elementarformen", Gött. Nachr. 1900, p. 303. 
133) Siehe auch die in Note 118 gen. Abh. Ritters, Math. Ann. 41, p. 70. 
134) Betreffs der Erledigung von Polen höherer Ordnung vgl. man "Aut." 2, 

p.205. 
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Die Lösung ist in einer ausführlicheren Theorie der einpoligen 
Reihen enthalten. Die einzelne solche Reihe mit dem im "FB" bei ~ 
gelegenen pole werde (nötigenfalls durch Zusatz eines konstanten 
Faktors) so normiert, daß sie an der Stelle ~ unendlich wird, wie 
(b, ~)-l = (bi ~2 - 62~1)-1. Man gelangt so (vgl. "Aut!' 2, p. 186) zu 
einem durch .Q(61' 62; ;11 ~I) zu bezeichnenden Ausdruck, der eine auto
morphe Form der Dimension d in 61' 62. und eine (im allgemeinen nicht 
automorphe) Form der Dimension d = - d - 2 in ~1' ~2 ist. Ritter 
bezeichnet.Q als "Ele:menta1-{orm", die entsprechenden Gebilde in Poin
canfs Theorie sind die von ihm so benannten "elements simples". 

Ritter hat in seiner öfter genannten Abhandlung in Band 44 der 
Math. Ann. p. 323 die Elementarform auf der Riemannschen Fläche 
direkt erklärt und mitteist der Primform aufgebaut. Die Elementar
form dient hier zur Partialbru,chzerlegu,ng der Formen 186) ebenso wie die 
Primform selbst zu deren Prodttktzerlegung gebraucht wird. In einer 
a.usführlichen Darstellung der Riemannschen Flächen und ihrer multi
plikativen Formen werden die Elementarformen um so weniger fehlen 
dürfen, als sie für beliebiges p die Verallgemeinerung jener multipli
kativen elliptischen Funktionen bei p = 1 (doppeltperiodische Funk
tionen zweiter Art) darstellen, welche Hermite eingeführt hat (vgl. das 
Ref. II B 3, Nr.4:2, sowie die auf p = 1 bezüglichen Ausführungen 
in der in Note 87 gen. Abh. Ritters, p. 333ff.). 

Es besteht nun der Satz: Soll die Elementßrform mwh in ~1' ~2 
automorph sein, so muß p = 0 zutreffen, und man ist auf einige wenige 
Ausnahmefiille beschränkt, bei denen zufolge der Theorie der automorphen 
Formen ganze Formen und also auch polfreie Reihen überhanpt nicht 
auftreten (vgl. "Aut." 2, p. 199 und 263). Z. B. gilt das Theorem: 
Bei den Dreiecksgruppen sind die in 61' 62 eigentlich automorphen .Q 
der Dimension - 4 auch in den ;1' ~2 eigenaiih automorphe Formen, 
und zwar von dm' Di'mension d = 2; ihre Darstellung in den Prim
und G-rundformen ist: 

3 1 S 1 2 

II (x, e"f1k . II (z, e,,) - lk 

( ~) ( t t) Ok=l "=1 60 .Q 611 62; \:111 \:12 = --- (x, z) ---

ttnter 0 eine von x und z unabhängige Konstante verstanden. 

135) V gl. die zweite in Note 30 gen. Abh. Poincares und im Anschlnß daran 
Ritter (vgl. Note 91) sowie die Darstellung in "Aut." 2, p. 175ff. S. auchl<)'icke, 
"Znr Theolie der Poincareschen Reihen", Jahresber. d. D. Math.-Ver. 9 (1900), p. 78. 

136) Es handelt sich dabei erstlich um Partialbrnchzerlegungen, bei denen 
~l' ~. als Argumente der Form fungieren. weiterhin aber auch nm solche Zer
legnngen, in denen 61' 62 die Argumente der zu' zerlegenden automorphen Form 
sind; s. die weiteren Angaben des Textes sowie insbesondere die Gleichung (66). 
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Darüber hinaus aber gilt: In allen übrigen Fällen ändert sich. 
Sl, bei Ausübung einer Substitution u" der r auf ~l' ~2 erstlich um einen 
Multiplikator tLk-t, welcher re$iprok zum Multiplikator tLk ist, der bei 
Ausübung von Uk auf bv b2 eintritt, zweitens aber um ein additives 
Glied, welches eine polfreie Poincaresche Reihe in bl' b2 darstellt. .Q, zeigt 
also als Form der ~11 ~2 ein Verhalten, welches dem eines einpoligen 
Integrals $weiter Gattung auf einer Riemannschen Fläche analog ist. 
Wie man letztere zur Darstellung der algebraischen Funktionen der 
Fläche benutzt, so kann man hier automorphe Formen von ;11 ~2 der 
positiven Dimension d = - d - 2 und der Multiplikatoren fh- l durch 
Aggregate: 

(66) B1.Q, (l)bl' (1)b2; ~l' ;2) + B2 Sl, (2)bl' (2)b2; ~l' ~2) + .... 
+ Ba.Q,(a)bll (a)b2; ~11 ~2) 

darzustellen versuchen. Es würde hier, falls die B so bestimmbar 
sind, daß das Aggregat in ~l' ~2 automorph wird, eine automorphe 
Form der ~v ~2 mit den (j Polen (l)b, ••• , (a)b entspringen. Bei der 
Durchführung dieses Ansatzes gewinnt nun das oben (Nr. 17, p.400) 
als "erweiterter Riemann-Rochscher Satz" bezeichnete Theorem über die 
Formen der Dimension d und die zu ihnen "reziproken Formen" der 
Dimension d = - d - 2 eine grundlegende Bedeutung (vgl. "Aut." 2, 
p. 102 und 255). Was aber das Wichtigste ist: Es entspringt bei der 
Darstellung der Formen der ~l' ~2 in der fraglichen Gestalt gewisser
maßen als Nebenprodukt die Erkenntnis, daß "alle" unimultiplikativen 
ganzen und damit überhaupt alle unimultiplikativen automorphen Formen 
mit Nullpunkten in den parabolischen Spitzen durch Poincaresche Reihen 
darstellbar sind, vorausgesetzt natürlich, daß die Reihen der Dimen
sion d überhaupt konvergieren (vgl. "Aut." 2, p. 204 und 273). 

24:. SChottkys Produktentwicklung der Primform. Konvergieren 
die Poincareschen Thetareihen (- 2)ter Dimension (vgl. Nr. 22), so 
kann man aus den eigentlich automorphen zweipoligen Reihen dieser 
Dimension durch Integration Reihenentwicklungen für die Integrale 2. 
und 3. Gattung des Gebildes gewinnen. Aus den Integralen 2. Gattung 
gewinnt man durch Ausübung von Gruppenerzeugenden in eleganter 
Weise eine Darstellung der pIntegrale 1. Gattung. Andererseits findet 
man von den Integralen 3. Gattung aus den Ubergang zu einer kon
vergenten Produktentwicklung der Primform (s. das Nähere in "Aut." 2, 
p. 264-272). Solche Produktentwicklungen sind von Schottky in der 
Note 128 genannten Arbeit untersucht; in einem Spezialfalle stellte 
H. Weber durch Produktentwicklungen dieser Art eine algebraische 
Funktion der Fläche dar 187). 
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Fehlen elliptische und parabolische Substitutionen, so gelangt 
Schottky a. a. O. im Falle der Konvergenz der Reihen (- 2)-ter Dimen
SIOn zu folgender Primfunktion: 

(67) rr Ü· - ~o (k» (~o - r}~») 
E(b, bo) = (b - bo) k (~_~(k»(~o-~(~»· 

Hier ist bo irgend eine feste Stelle und die bo(k) sind die mit bo äqui
valenten Stellen des Netzes; das Produkt ist so zu bilden, daß von 
je zwei einander inversen Substitutionen stets nur eine zugelassen wird. 
Diese Primfunktion wird an den mit bo äquivalenten Stellen je einfach 
verschwinden und ist übrigfms allenthalbfm endlich und '!Jon Null ver
schieden. Über die Herleitung dieser Produktentwicklung und der Be
ziehung der Primfunktion E(~, bo) zur Kleinschen Primform sehe man 
"Aut." 2, p. 270ff. sowie die Abhandlung von Klein, "Zur Theorie 
der Abelschen Funktionen", Math. Ann. 36 (1889), p. 13 138). 

Weitere Versuche von Produktdarstellungen automorpher Funk
tionen bzw. der Modulfunktionen sind angestellt von H. v. Mangoldt 189) 

und H. Stahl 140). 

25. Analytische Darstellungen für Modulformen141). Vielseitig 
entwickelt ist die Lehre von den analytischfm Darstellungen der Modul
funktionen und -formfm, weil hier die Theorie der doppeltperiodischen 
Funktionen fördernd eingegriffen hat, welche Darstellungen von Modul
funktionen sozusagen als Nebenprodukte liefert. Es handelt sich dabei 
vornehmlich um Potenzreihen nach q = e7ti "', welche aus den Jacobi
sehen Thetareihen abgeleitet werden können. 

Den Poincareschen Reihen verwandt 142) sind die Darstellungen der 

137) "Ein Beitrag zu Poincares Theorie der FuchsBchen Funktionen", Gött. 
Nachr. 1886 p. 359. 

138) Auf die Bedeutung der Produktentwicklung (67) und die Idee, ent
sprechende Entwicklungen auch für sonstige Gruppen r aufzustellen, ist Klein 
in einem 1911 in Karlsruhe gehaltenen Vortrage über automorphe Funktionen 
ausführlich eingegangen; s. den Jahresber. d. D. Math. Verein. 21 (1912), p. 163. 

139) "Über ein Verfahren zur Darstellung elliptischer Modulfunktionen durch 
unendliche Produkte usw.", Gött. Nachr. 1886, p. 1. 

140) "Über die Darstellung der eindeutigen Funktionen, die sich durch lineare 
Substitutionen reproduzieren, durch unendliche Produkte", Math. Ann. 33 (1888), 
p. 291. 

141) Es fehlt hier der Raum, auf alle insbesondere der älteren Theorie der 
doppeltperiodischen Funktionen entstammenden Darstellungsweisen der Modul
formen einzugehen. Siehe darüber das Ref. 11 B 3, Nr. 15, 16, 25, 31 usw. 

142) Über die einfache Beziehung der Reihen (68) zu den entsprechenden 
Poincareschen Reihen vgl. man Rausenberger, "Notiz zur Theorie der Modul
funktionen", Math. Ann. 20 (1882), p. 46. 
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wo ml1 m2 alle Paare ganzer Zahlen, außer der Kombination m1 = 0, 
ms = 0, durchlaufen sollen (vgl. "II B 3" Nr. 52). Reihen dieser Art 
siud zuerst durch A. Cayley143) und G. Eisenstein 144) betrachtet. 

A. Hurwitz l(5) zeigte die Möglichkeit, diese und ähnliche Reihen 
direkt in Potenzreihen nach q umzurechnen, und gelangte auf diesem 
Wege auch zu der aus der Theorie der elliptischen Funktionen (s. das 
Ref. II B 3, Nr. 58) bekannten Produktdarstellun.g der Diskriminante 
A(rov ro2): 

(69) 

Die Transformation und die Teilung der elliptischen Funktionen 
liefern Größen, die als Funktionen der roll ro2 Modulfunktionen bzw. 
-formen höherer Stufen sind, d. h. zu Kongruenzgruppen höherer 
Stufen (vgL Nr. 13) gehören. Beispiele liefern die "Teilwerte" der 
Funktion s,7(ulrol1 ro2): 

(70) ( ) ,(Ä. ro1 + /L ro. \ ) [Pli'- rol1 ro2 = ~o --n-- rot, roll 

(Wurzeln der "speziellen Teihmgsgleichung"), welche ganze Modul
formen n-ter Stufe (- 2)-ter Dimension sind (vgl. II B 3 Nr. 54, 69 
und 70). Diese Teilwerte sind namentlich von L. KiepertUG) näher 
untersucht. Andererseits gründete Hurwitz U7 ) auf dieselben die Theorie 
der Integrale erster Gattung, welche zur Hauptkongruenzgruppe n-ter 
Stufe gehören. Diese Theorie gipfelt in folgendem Satze, welcher je
doch allgemein nur für Primzahlstufen bewiesen wurde: Es lassen sich 
p durch den Differentiationsprozeß aus den Integralen entstehende ganze 

143) "Memoire aur les fonctions doublement periodiquea", J. d. M3th. 10 
(18M», p. 385. 

144) "Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelprodukte, aus welchen 
die elliptischen Funktionen als Quotienten zusammengesetzt sind", Journ. f.Math. 
35 (1847), p. 153. 

145) "Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modulfunk
tionen und Theorie der Multiplikatorgleichungen usw.", Math. Ann. 18 (1881), p. 528. 

146) "Uber Teilung und Transformation der elliptischen Funktionen", Math. 
Ann. 26 (1885), p. 369. S. übrigens die Nachweise im Ref. IIB 3, Nr. 70, sowie 
die Darstellung in "Mod." 2, p. 1ft'. 

147) Siehe darüber "Mod." 2, p.;557ft'., sowie Hurwitz, "ttber die Klassen
zahlrelationen und Modularkorrespondenzen primzahliger Stufe", Leipz. Ber. von 
1885, 222. 



20. Analytische Darstellungen für Modulformen. 417 

Farmen IP_2(Wl1 wt ) derart auswählen, daß ihre Potenzreihen nach q 
durchweg ,,ganzsahlige" Koeffisienten aufweisen. Auch die arithmetischeu 
Gesetze dieser Koeffizienten betrachtete Hurwitz 148) näher. Z. B. hat 
man für n = 7, d. h. für die Hauptkongruenzgruppe 7. Stufe das 
Geschlecht p = 3. Die drei Formen können hier so gewählt werden: 

(71) 

wo a der Reihe nach gleich den drei quadratischen Resten 1, 2, 4 
von 7 zu setzen ist und m jedesmal die mit a modulo 7 kongruenten 
positiven ganzen Zahlen durchläuft. Die "zahlentheoretische" Funk
tion 1jJ (m) ist gegeben durch: 

(72) 41jJ(m) = ~ (~)x, 

wo sich die Summe auf alle "Darstellungen" von 4m durch die ganz

zahlige binäre Form x 2 + 7 yt bezieht und ( ~) das Legendresche 

Zeichen ist. 
Als besonders geeignet für die Darstellung der Modulformen 

höherer Stufen empfiehlt Klein 149) die Teilwerte der Sigmafunktion 
(vgl. das Ref. II B 3, Nr. 60) in folgender Gestalt: 

(J. '11 +/1. r,.) (;t "', +/1.00.) 

(73) 6.1./1. (wl1 ws) = - e - --- an' 6 e-(.Ol~~W~ wl1 ws). 

Der Zusatz des Exponentialfaktors, in welchem '1]1' '1]2 die mit den 
Wu Ws "kogredienten" Perioden des Integrals zweiter Gattung sind, 
macht diese Ausdrücke zu Modulformen und erzielt zugleich ein mög
lichst einfaches V erhalten gegenüber den Modulsubstitutionen 150). 
Natürlich darf man .:1., I' auf die mod .. n inkongruenten Paare ganzer 
Zahlen beschränken; überdies ist das Paar l = 0, lL = ° auszulassen, 
und zwei Paare J.., I' und .:1.', 11", für welche ).' = - l, lL' = - fI' 
(mod. n) ist, geben keine wesentlich verschiedenen Teilwerte. Die Be
ziehung von 6 lp zur .ftl-Funktion (s. hierzu das Ref. II B 3, Nr. 63) ist: 

_ li1t(;t"'+~I) 

f!K.6. = - 1 /2n . e an' .ft1 (lW +1' n). 
p V w, n (74) 

148) "Ober Relationen zwischen Kla.ssenzahlen binärer quadra.tischer For
men usw.", Math. Ann. 25 (1884), p. 183. 

149) ,;Ober die elliptischen Normalkurven n ter Ordnung und die zugehörigen 
Modulfunktionen nter Stufe", Leipz. Abh. 13 (1884), p. 393. 

150) V gl. "Mod." 2, p. 24. 
Encyklop. d. math. Wi •• en.ch. II 2. 27 
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Hieraus folgen die Potenzreihe: 

(75) 
NA 6 .Y2% 7ti,u~!+n) ~+"" ( 1)m 2i:P~ (m+2~:"r 
y u· 1. =1, -- e - e !l 

,u OOll 
m=-oo 

und die Produktdarstellung: 
7ti,u(1.-n) .I.(1.-n)+~ 

(76) l~rA 6 . n' ,,' 6 
y~. J.,u =-1,e q 

co ( lIin,u 2m+~) co ( _Hnp IIm-~) . TI 1- e n q 2n rr 1- e n q !In 1 

m=O m=l 

welche beide im Innern der ro-Hl'lilbebene allenthalben konvergieren. 
Die Produktdarstellung zeigt: Die Modulform nter Stufe 6;.,. ist im 
zugehörigen "FB", abgesehen von den parabolischen Spitzen, überall end
lich und von 0 verschieden. 

Es stellen sich z. B. die Wurzeln der Integralmoduln k, k' (vgl. 
über diese Modulfunktionen die Bemerkungen am Schlusse von Nr. 13) 
in den zu n = 2 gehörenden Teilwerten der Sigmafunktion so dar 151): 

(77) I 7ti Vk = eT 601 (001 , oot ) 

611 (001 , oot )' 

1ti 
Yk' = e-T 610(001) oot ) • 

611 (oou Oll) 

Als weiteren Eingang in die Theorie der Modulformen höherer 
Stufe benutzt Klein 152) die elliptischen Normalkurven nter Ordnung im 
Raume von (n - 1) Dimensionen, also die doppeltbedeckte Gerade 
(mit 4 Verzweigungspunkten) für n = 2, die singularitätenfreien ebenen 
Os für n = 3, die Raumkurven 04 erster Spezies für n = 4 usw. (V gl. 
TI B 3 Nr. 74:). Zur Darstellung der fraglichen Kurven hat man all
gemein die n homogenen Koordinaten irgendwelchen n linear-unab
hängigen {}--Produkten derselben Residuensumme gleich zu setzen. Als 
"singuläre" Koordinaten zur Darstellung der On. benutzt Klein n Größen 
Xo(t~lroll ro2),.·., X .. _1 (u I roll roll), welche sich im Falle einer un
geraden Zahl n so darstellen: 

n n't/2 2 21tia a2 

(78) X a = (-1)a y2:
2
% 6-8 . e2w• u -W;-~q-;-. {}-1 (nu-:

I
"oo1 n). 

Diese ·n Funktionen substituieren sich gegenüber den Modulsubstitu-

151) Vgl. die entsprechenden in den Thetafunktionen geschriebenen Formeln 
(95) im Ref. 11 B 3, Nr. 32. 

152) V gl. die in der Note 149 genannte Abhand!. und "Mod." 2, p. 236. 
S. auch Klein, "Über gewisse Teilwerte der Thetafunktion", Math. Ann. 17 (1881), 
p.565. 
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tionen homogen und linear mit konstanten Koeffizienten und liefern dabei 
eine endliche Gruppe, welche mit der mod. n reduzierten Modulgruppe 
isomorph ist (vgl. Nr. 13). Den beiden Erzeugenden wt' = W 1 + W2, 

w,: = W2 und w 1' = - Ws, ws' = Wt der Modulgruppe entsprechen die 
Substitutionen: 

(79) n 

n-1 
. -2- n-1 _2i1ta{J 

X " ~ '" n X a =yn ~e (J' 

;S'=o 

Indem Klein u = 0 einträgt, gewinnt er aus den n Funktionen 

X a insbesondere n 2 1 Modulformen Zl(Wl1 Ws), ... , Zn-1(WlJ ( 2 ) der 
-2-

Stufe n und der Dimension 3n-l Für dieselben ergeben sich die 
2 

Darstellungen: 
__ n +00 «2m+1)n-2a), 

(80) za = (- 1)a+1. iV2:
s
" /1-8 ~ (_ l)mq 4n 

Auch diese Funktionen substituieren sich gegenüber den Modul
substitutionen homogen und linear; die Erzeugenden sind: 

{.~~ e - ~~~~i:( 2i:a{J _ 2i:a{J) 

za=---:::; -"- e -c za' 
yn ,"1=1 

(81) 

Diese za geben für n = 3, 5, 7, 11 die einfachsten überhaupt vor
handenen Modulformen, speziell für n = 3 und 5 die Tetraeder- und 
Ikosaederirrationalität. 

Hurwitz 153) hat diese Theorie auf die geraden Stufenzahlen n 
erweitert, wobei für n = 4 die Oktaederirrationalität auftritt. Außer
dem hat er durch Verallgemeinerung eines von Klein 154) herrührenden 
gruppentheoretischen Prinzips aus den X a neue GröBensysteme von 
ähnlichem gruppentheoretischen Verhalten, jedoch von allgemeinerem 
analytischen Bildungsgesetze abgeleitet. Letzteres steht zu den binären 
ganzzahligen quadratischen Formen der Determinante n bzw. 4n in 
Beziehung 155). Wegen der verschiedenen aus diesen Entwicklungen 
entspringenden Systeme von Modulformen siehe "Mod." 2, p. 355. 

153) "Uber endliche Gruppen linea.rer Substitutionen, die in der Theorie 
der elliptischen Transzendenten auftreten", Math. Ann. 27 (1885), p. 183. 

154) "Uber Auflösung gewisser Gleichungen 7. und 8. Grades", Math. Ann. 
15 (1879), p. 252. 

155) Hier fand Hurwitz die Verallgemeinerung seiner Sätze über die arith-
27* 
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26. Transformationstheorie, speziell der Modulfunktionen. Mo
dulargleichungen. Die Transformationstheorie ist insbesondere im 
Falle der Modulfunktionen ein vielseitig entwickeltes Kapitel, weil hier 
die Transformation und die mit ihr zusammenhängende Teilung der 
doppeltperiodischen Funktionen (vgl. IIB3, Nr. 70-73) von vornherein 
viele Ansätze und Resultate lieferte. Dagegen ist die Transformations
theorie sonstiger automorpher Funktionen nur erst wenig behandelt. 

An die Spitze stellen wir ein von P. Stäckel 156) und Fricke 151) 

für beliebige automorphe Funktionen aufgestelltes Prinzip: Soll zwischen 
den Argumenten b, b' zweier automorpher Funktionen cp (b), cp' (b') eine 
"algebraische' Relation f(b, b') = 0 bestehen, welche eine gleichfalls "alge
braische" Relation F (cp, cp') = 0 zwischen den Funktionen zur Folge 
hat, so hat f(b, b') = 0 notwendig die Gestalt: 

(82) b' = <1 + b. 
cl;+d 

Bezeichnet man diese Transformation durch T, die Gruppen von CP(b) 
und cp' (b') aber durch rund r', so müssen weiter die Gruppen r 
und TrT-l "kommensurabel" sein, d. h. eine Untergruppe von "end
lichem" Index gemein haben. 

Dies trifft bei der Modulgruppe zu, falls man unter 0" b, c, cl 
irgend vim' ganze Zahlen einer Determinante n > 0 versteht (vgl. "Mod." 
2, p. 83). Ist cp (ro) eine Modulfunktion mter Stufe, so sagt man, 

cp' (ro) = cp (:: t ~) entstehe aus cp( ro) durch Transformation nten Grades 

oder nter Ordnung 158); cp' (ro) ist dann eine Modulfunktion der Stufe 
m • n, und also besteht eine algebraische Relation F ( rp, q/) = O. 

Ist insbesondere cp(ro) die "Hauptfunktion" einer Kongruenzunter
gruppe des Geschlechtes p = 0, so heißt die Relation F (cp, rp') = 0 
eine "Modulargleichung mter Stufe für Transformation nton Grades" 

metische Natur der Entwicklungskoeffizienten bei Integralen erster Gattung. S. 
übrigens als Beispiel den hierher gehörigen analytischen Ausdruck (430) in II B 3, 
Nr. 75. 

156) "Uber algebraische Gleichungen zwischen eindeutigen Funktionen, 
welche lineare Substitutionen in sich zulassen", J. f. Math. 112 (1893), p. 287. 

157) "tJber die Transformationstheorie der automorphen Funktionen", Math. 
Ann. 44 (1893), p. 97. 

158) tJber die Art, wie der hier gewählte Ansatz der Transformation sich 
aus der Theorie der doppeltperiodischen Funktionen ergibt, sehe man IIB 3, Nr. 71. 
Die hier folgende Darstellung ist vom reinen Standpunkt der Modulfunktionen 
im Sinne des von Klein entwickelten Programms gegeben; s. dessen Abh. "Zur 
'l'heorie der elliptischen Modulfunktionen", Münch. Bel'. vom Dez. 1879 oder Math. 
Anu. 17 (1880), p. 62. 



26. Transfonnationstheorie, speziell der Modulfunktionen. 421 

(vgl. TI B 3, Nr.73). Bei den zur Untersuchung gelangten Fällen setzte 
man der Einfachheit halber die Stufenzahl m und den Transforma
tionsgrad n als relativ prim voraus. Die Modulargleichung erwies 
sich als symmetrisch in der ursprünglichen und transformierten Haupt
funktion, und ihr Grad in jeder derselben ist gleich der Teilersumme 
«J) ( n ) der Zahl n. 

Alle unendlich vielen TransfOl:mationen des Grades n führen dem
nach nur auf /fJ(n) unterschiedene transformierte Funktionen und 
können also durch ([J(n) "Repräsentanten" ersetzt werden. Als Re
präsentanten für Transformation nOOn Grades einer Modulfunktion erster 
Stufe kann man z. B. die folgenden brauchen: 

(83) ro' = AmtB, AD = n, 0 <B < D.159) 

Hat n quadratische Teiler, so ist die Modulargleichung reduzibel. 
Der "eigentlichen" Transformation nten Grades (bei welcher a, b, c, d 
keinen Teiler > 1 gemein haben) gehört dann ein irreduzibler Be
standteil des Grades: 

(84) 

an, wo sich das Produkt auf die verschiedenen Primteiler von n be
zieht (vgl. "Mod." 2, p. 47 und 105, sowie II B 3, NI'. 73). 

Die 'ursprünglichen Modulargleichungen Jacobis 160) sind in vor
stehender Theorie solche der 16. Stufe (vgl. II B 3, Nr. 4:4: und 73); 
denn sie betreffen die Hauptfunktionen .yk (ro) dieser Stufe. 

Am ausführlichsten sind unter funktionentheoretischen Gesichts
punkten die Modttlargleichungen erster Stufe für die Hauptfunktion 
J(ro) betrachtet 161). Hier gilt: Die tranr:iformierte Funktion J(nro) 
gehört als Modulfunktion nter Stufe derjenigen d'llrch r = 0 (mod. n) 
erklärten Kongruenzgruppe des Index 1/J (n) an, welche einer ersten unter 
den in Nr. 13 genannten "halbmetazyklischen" Gruppen korrespondiert. 
Diese Untergruppe liefert einen aus 1/J (n) Doppeldreiecken des Drei
ecksnetzes der Modulgruppe gebildeten "FB" und damit ein (auto
morphes) Gebilde, dem J(ro) und J'(ro) = J(nro) als 1/J(n)-wertige 
Funktionen angehören. Die Symmetrie der Gleichung F (J, J') = 0 
zeigt, daß das fragliche Gebilde eine eindeutige Transformation in sich 
zuläßt, bei der J und J' ausgetauscht werden. 

159) S. hierzu die ausführlichen Darlegungen über die "arithmetischen" 
und die "funktionentheoretischen" Repräsentanten in II B 3, Nr. 71. 

160) V gl. "Fundamenta nova etc.", Jacobis Werke 1, p. 78 fr. u. 122 fr. 
161) V gl. neben den weiter folgenden Zitaten die in Note 23 genannte Arbeit 

von Dedekind, in der die Funktion J(m) als "Valenz" bezeichnet wird. 
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Die vorstehende von Klein 162) herrührende Auffassung der Modular
gleichungen gestattet immer dann einen einfachen Aufbau derselben, 
wenn das Geschlecht des genannten Gebildes null ist. Ist nämlich -r: (UJ ) 
eine Hauptfunktion des Gebildes, so ist J eine rationale Funktion R(-r:) 
vom t/J(n)ten Grades in -r:. Die eindeutige Transformation des Gebildes in 

sich wird durch m' = - ~ dargestellt. Dieselbe ist für die Haupt-nro 
funktion -r: notwendig linear. Man hat also einmal für die Haupt
funktion: 

(85) 

wobei, da es sich hier um eine Transformation der Periode 2 handelt, 
überdies noch D = - A zu setzen ist; andrerseits gilt für J: 

(86) J' = J(nm) = JC~ro1) = R(-r:'). 

Kennt man demnach die Koeffizienten A, B, C, D (= - A) und die 
rationale Funktion R(-r:), so kann f(J, J') = 0 durch Elimination von 
-r: gewonnen werden. Klein schlägt nun die Angabe der Gletchungen: 

( , .A~+B 
(87) J=R-r:), -r:=C~+D 

einfach als Ersatz der Modulargleichung vor und führt dies bei den Zl* 

p = 0 gehörenden Primzahlgraden n durch. Z. B. gilt bei n = 7: 

(88) J: J -1: 1 = (-r:2 + 13-r: + 49)(-r:2 + 5-r: + 1) 
: (-r:4 + 14-r:3 + 63-r:2 + 707: - 7)2 : 1728-r:, 

(89) -r: . r' = 49. 

Gierster 16S) behandelt die zum Geschlechte p = 0 gehörenden zu
sammengesetzten Grade n.l64 ) 

Ist das Geschlecht des genannten Gebildes p > 0, so muß man 
zur Aufstellung der Modulargleichung in der Kleinsehen Gestalt 
Reihenentwicklung nach q und formentheoretische Betrachtungen zu 
Hilfe nehmen. Hierüber hat ausführlich L. Kiepert 166) gearbeitet; 

162) "Über die Transformation der elliptischen Funktionen und die Auf
lösung der Gleichungen 5. Grades", Math. Ann. 14 (1878), p. 111. 

163) "Notiz über Modulargleichungen bei zURammengesetztem Trans
formationsgrade", Math. Ann. 14 (1878), p. 357 

164) V gl. auch "Mod." 2, p. 36 ff. 
165) "Über die Transformation der elliptischen Funktionen bei zusammen

gesetztem Transformationsgrade", Math. Ann. 32 (1887), p. 1; "Über gewisse Ver
einfachungen der Transformationsgleichungen in der Theorie der elliptischen 
Funktionen", Math. Ann. 37 (1890), p. 368. 
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Fricke 166) untersuchte einige elliptische uud hyperelliptische Fälle mit 
Bevorzugung von Primzahlgraden n. Im Falle n = 11 gilt p = 1, 
und man kann zwei Funktionen 'f (ro), 0 (ro) aussuchen, die durch: 

(90) 0 2 - 1 + 20'f - 56'f2 + 44'fB = 0 

verknüpft sind. Dann gilt für J(ro): 
J = (2 5 • 1hZ - 2 4 • 23,,"+ 61- 2!· 3.56)8 __ 

(91) 24.3",,,"(2" .lh! - 3.7,,"+ 1-6(lh-lJ)!' 

und der Übergang zu J' erfordert nur einen Zeichenwechsel von o. 
Modulargleichungen für die "Goloisschen Moduln" der Stufen 2 

bis 5 (Hauptfunktionen der betreffenden Hauptkongruenzuntergruppen 
der Indizes 6, 12, 24 und 60) betrachtete G. Friedrich in seiner Leipz. 
Diss. von 1886 167). Über die hierbei verwendete invariantentheoretische 
Methode vgl. man die folg. Nr., auch TI B 3, Nr. 71 (vorletzter Absatz). 

27. Fortsetzung: Modularkorrespondenzen, Multiplikator
gleichungen. Sei jetzt für beliebige Stufe m die Hauptkongruenz
gruppe r", vorgelegt, deren Index p, = p,(m) oben (in Nr.13) a.nge
geben wurde. Der zugehörige "FB" liefere zusammengebogen die (Bie
mannsche) Fläche F",. Der Transformationsgrad n sei relativ prim 
zu m. Alle möglichen Transformationen nten Grades: 

(92) T(ro) = aco + b 
cco + d' 

ad-bc=n, 

bei denen a, b, c, d keinen gemeinsamen Faktor> 1 haben, liefern 
jetzt für den einzelnen Punkt ro des "FB" insgesamt p,(m) . t/J(n) be
züglich~, inäquivalente ro' = T(ro); man hat also für eigentliche Trans
formation nten Grades p,(m)· t/J(n) "Repräsentanten mter Stufe". Diese 
Repräsentanten ordnen sich zu t/J (n) in p, (1n) "Klassen" an, wo bei die 
t/J(n) Repräsentanten der einzelnen Klasse mod. m kongruente Zahlen
quadrupel a, b, c, d aufweisen. Auf der Fläche F" liefern die p,(m) 
Klassen oder p, ( m) "Repräsentantensysteme" ebensoviele t/J (n ) - t/J ( n )-deutige 
irreduzibele algebraische Korresp<Jndenzen, welche als die "Modularkorres
pondenzen" mter Stufe für Transformation nter Ordnung bezeichnet werden 
(vgl. "Mod." 2, p. 105). 

Die Theorie dieser Modularkorrespondenzen, welche die natürliche 
Fortsetzung der Modulargleichungen darstellen, ist durch Klein 168) 

166) "Neue Beiträge zur Transformationstheorie der elliptischen Funktionen", 
Math. Ann. 40 (1891), p. 469. 

167) .,Die Modulargleichungen der Galoisscben Moduln der 2. bis 5. Stufe", 
Arch. f. Matb. (2) 4, p. 113. 

168) S~ die in Note 158 am Schlusse genannte Abha.ndlung. 
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begründet und durch Gierster 169) und namentlich durch Hwrwitz 170) 

weiter ausgebildet. Hier wurde die eigentliche Natur der "irrationalen 
Modulargleichungen" von Legendre, Gützlaff, Sch1'Öter u. a. erkannt (vgl. 
II B 3, Nr. 44, am Schluß, und "Mod." 2, p. 155 und 701). Z. B. ist die 
Gützlaffsche Gestalt der Jacobischen Modulargleichung 8. Grades für 
n = 7 die folgende: 

(93) 

Die beiden Modulfunktionen 'VIi:, 'VJ? der Stufe 16 liefern eine aus
gezeichnete Untergruppe, deren "FB" vermöge jener beiden kurz durch 
t'7I: = x, Vll = y zu bezeichnenden Funktionen eindeutig auf die ebene 
Kurve 8. Grades: 
(94) 

bezogen ist. Auf dieser Kurve ist nun eine der 8-8-deutigen Modular
korrespondenzen durch die aus der Gützlaffschen Gleichung hervor
gehende Relation xx' +' yy' = 1 dargestellt. Innerhalb der all
gemeinen von HUr1-vitz 171) auf Grundlage der Integrale erster Gattung 
aufgestellten Korrespondenztheorie gehören die Modularkorrespondenzen 
zur Gattung der sogenannten "singulären Kor1'espondenzen" (vgl. auch 
"Mod." 2, p. 518ff.). 

Setzt man in die irrationalen Modulargleichungen für die Wurzeln 
der Integralmoduln ihre Ausdrücke als Thetaquotienten ein (vgl. die 
Formeln (95) in II B 3, Nr. 32), so ergeben sich Relationen zwischen 
ursprünglichen und transformierten Theta-Nullwerten, wie sie aus 
Untersuchungen über Transformation der Thetafunktionen, nämlich 
durch die sehr ergiebigen und wichtigen Hilfsmittel der analytischen 
Rechnungen mit Potenzreihen 172), in großer Zahl hervorgegangen sind. 
Diese Thetarelationen finden also ihre geometrisch - funktionentheore
tische Deutung bzw. Begründung, indem man sie als Darstellungen 
von Modularkorrespondenzen auf der Kurve 8. Grades (94) auffaßt. 
Die Legendresche Modulargleichung (vgl. (30) in II B 3, Nr. 10) findet 

169) ,;fiber Relationen zwischen Klassenanzahlen binärer quadratischer 
Formen von negativer Determinante", drei Abh., Math. Ann. 17 (1880), p. 71, 
21 (1883). p. 1 und 22 (1883), p. 190. 

170) "Zm- Theorie der Modulargleichungen", Gött. Nachr. von 1883, p. 350; 
"Über die Klassenzahlrelationen und Modularkorrespondenzen primzahliger Stufe", 
Leipz. Ber. von 1885, p. 222. 

171) "Über algebraiscbe Korrespondenzen und das verallgemeinerte Korre
spondenzprinzip", Leipz. Ber. von 1886, p. 10 oder Matb. Ann. 28 (1887), p. 56!. 
S. auch das Ref. II B 2 (Wirtinger), Nr. 62. 

172) S. das Nähere im Ref. II B 3, Nr.72 und die dort angegebene Literatur. 
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ihre einfachste Deutung als 4-4-deutige Korrespondenz auf derjenigen 
zur 8. Stufe gehörenden Kurve 4. Grades, welche man für x = Vk, 
y = Vk' in der Gleichung: 
(95) x4 + '!f = 1 

darstellt. In niederen Fällen, z. B. Tür die Grade 3 und 5, kann man 
der funktionentheoretischen Deutung der Thetarelationen sogar Kon
gruenzgruppen vom Geschlechte 0 zu Grunde legen. Dann gestatten 
die ursprünglichen und die transformierten Theta rationale Darstellung 
in rMtem Parameter (der Hauptfunktion der betreffenden Gruppe); die 
Thetarelationen aber werden in diesem Parameter zu identischen Glei
chungen 178). 

Die !L (m) verschiedenen Korrespondenzen des einzelnen Grades n 
gehen übrigens aus einer unter ihnen einfach dadurch hervor, daß 
man von den beiden einander entsprechenden Systemen zu je '!/J(n) 
Punkten ein System festhält und auf das andere alle !L(m) bezüglich 
der Tl' inäquivalenten Substitutionen ausübt. Wendet man auf beide 
Systeme gleichzeitig jene Substitutionen an, so ergibt sich, daß die 
einzelne Korrespondenz stets !L(m) eindeutige Transformationen in sich 
zuläßt. Dieser Ansatz gestaltet sich am einfachsten,. wenn man auf 
der Riemannschen Fläche F" zur Darstellung der Korrespondenz ein 
Funktionssystem zugrunde legt, welches sich gegenüber jenen !L Sub
stitutionen linear reproduziert. Dann wird die Korrespondenz durch 
eine Gleichung darstellbar sein, welche invariant ist gegenüber einer 
Gruppe von !L( m) linearen Substitutionenpaaren, angewandt gleichzeitig 
auf die ursprünglichen und die transformierten Funktionen. Zur Ge
winnung der algebraischen Darstellung der Korrespondenzen kann man 
demnach die Methoden der linearen Invariantentheorie heranziehen.174) 

Transformationsgleichungen für Modulformen nennt Klein im An
schluß an eine von Jacobi herrührende Bezeichnungsweise "Multipli
katorgleichungen'(175). Solche Gleichungen erster Stufe, und zwar für g2 
und g3' betrachtete F. Müller 176), während Multiplikatorgleichungen 

173) Ausführliches bei Pricke, "Über Systeme elliptischer Modulfunktionen 
von niederer Stufenzahl", Leipz. Diss. (Braunschweig 1885) und "Die Kongruenz
gruppen 6. Stufe", Math. Ann. 29 (1886), p. 97. Siehe auch "Mod." 2, p. 158. 

174) Auf dieser Grundlage behandelte die Modularkorrespondenzen 16. Stufe 
E. W. Piedler, "Über eine besondere Klasse irrationaler Modulargleichungen der 
elliptischen Funktionen", Leipz. Diss. von 1885 oder Züricher Vierteljahrsschrift 
30, p. 129. S. auch die auf die 7. Stufe bezügliche Note von Pricke, "Zur Theorie 
der Modularkorrespondenzen", Gött. Nachr. von 1892, p. 272. 

175) S. das Nähere in TI B 3, Nr. 73. 
176) "De transformatione functionem ellipticarum", Berl. Dias. 1867. 
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für die Wurzeln der Diskriminante ß in ausgedehnten Arbeiten 
Kieperf177) und speziell diejenigen für If! ß Hurwitz 178) untersuchten. 
Multiplikatorgleichungen für die Teilwerte der Sigmafunktion be
handelte P. Biedermann. 179) 

28. Klassenzahlrelationen. In die "reduzible" Modulargleichung 
F (J', J) = 0 erster Stufe für "eigentliche" und "uneigentliche" Trans
formation nten Grades 180) setze man J' = J ein und bestimme den 
Grad der in J entspringenden Gleichung (Anzahl der "Koinzidenzen" 
der durch F (J', J) = 0 dargestellten Korrespondenz). Die Unter
suchung dieser algebraischen Gleichung F(J, J) = 0 liefert als Grad 
ePen) + Wen), wo ePen) die Teilersumme 1ion n ist und Wen) die 
Summe aller Teilet· oberhalb yn, vermindert um diejenige aller Teiler 
von n nnterhalb yn, ist. Diese Gradbestimmung kann man nun aber 
auch "arithmetisch" ausführen, insofern das Zutreffen einer "Koin
zidenz" J' = J das Bestehen einer Gleichung: 

(96) croll + (d - a) ro - b = 0, ad- bc =n 

zur Voraussetzung hat. Auf der linken Seite der zweiten Gleichung 
steht eine ganzzahlige binä1"e quadratische Form der negativen Deter
minante: 
(97) D = (d - a)2 + 4bc = - 4n + ,,2, ,,= a + d. 

Die Durchführung dieses Ansatzes gibt die Koinzidenzenanzahl als 
Summe von Klassenanzahlen. Ist H (- D) die Klassenanzahl der 
Formen negativer Determinante D, so findet man für jene Anzahl 
die Darstellung: 
(98) 

summiert für alle angegebenen Werte ", die absolut < 2Yn sind. 
Durch Gleichsetzung beider Darstellungen der fraglichen Anzahl ent
springt die "Klassenzah11"elation erster Stufe" für den Grad n: 

(99) ~H(4n - ,,2) = ePen) + Wen). 
y-=o, ±1, ... 

177) "Zur Transformatiollstheorie der elliptischen Funktionen", J. f. Math. 
87 und 88 (18i9), p. 199 bzw. 205, 95 (1883), p. 218; "tJber Teilung und Trans
formation der elliptischen Funktionen", Math. Ann. 26 (1885), p. 369. 

178) "Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modul
funktionen usw.", Math. Ann. 18 (1881), p. 528. 

179) "Über Multiplikatorgleichungen höherer Stufe im Gebiete der ellip
tischen Funktionen", Leipz. Diss. von 1886 oder Arch. f. Math. (2) 5, p. 1. 

180) Wie schon in Nr. 26 angegeben wurde, spricht man von einer "eigent
lichen" Transformation ntell Grades, falls die vier Koeffizienten a, b, C, d der Trans
formation keinen Faktor> 1 gemein haben. 
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Diese Idee der Gewinnung von Relationen zwischen Klassen
anzahlen und Teilersummen von den Modulargleichungen aus rührt 
von Kronecker 181) her. Doch mußte sich Kronecker auf den Gebrauch 
der Jacobischen Modttlargleichungen beschränken. Gierster 182) ent
wickelte die allgemeine Theorie, nach der bei jeder Stufe m Klassenzahl
relationen für alle Grade n existieren, fand jedoch bei der Aufstellung 
dieser Relationen für die Stufen m > 5 Schwierigkeiten in dem Auf
treten neuer zahlentheoretiscMr Funktionen außer den Teilersummen. Erst 
Hurwitz 183) erkannte in diesen höheren zahlentheoretischen Funktionen 
die Entwicklungslweffizienten der Integrale erster Gattung nach Potensen 
-von q und führte vermöge seiner auf diese Integrale (vgl. oben 
p.416) gestützten Korrespondenztheorie (s. Note 171) auch die Theorie 
der Klassenanzahlrelationen zum Abschluß 184). 

Die Lösungen der Gleichung F(J, J) = 0, d. h. die besonderen 
Werte von J(ro) für solche Argumente ro, die ganzzahligen quadra
tischen Gleichungen negativer Determinanten genügen, sind die so
genannten ,,singulären Moduln" oder Moduln, für welche "komplexe 
Multiplikation" der doppeltperiodischen Funktionen stattfindet. Hierüber 
ist im Referat I C 6 von H. Weber besonders berichtet; man ver
gleiche auch die Ausführungen in "Mod." 2, p. 185 ff. 

29. Transformation sonstiger automorpher Funktionen. Daß 
die Transformationstheorie nicht auf die Modulfunktionen beschränkt 
ist, legt das an die Spitze von Nr. 26 gestellte allgemeine Prinzip 
nahe. Insbesondere kann man ganz analoge Entwicklungen bei allen 

jenen Gruppen ausführen, deren Substitutionen ~'= i~ t ~ unimodular 
mit ganzen algebraischen Zahlen a, ß, y, 8 eines bestimmten Bildungs
gesetzes aufgebaut sind (vgl. die in Nr. 12 besprochenen Gruppen). Die 

transformierten Funktionen werden alsdann in der Gestalt rp (~~ t !) 
181) "Uber die Anzahl der verschiedenen Klassen quadratischer FormeD 

von negativer Determinante", J. f. Math. 57 (1860), p. 248. 
182) "Neue Relationen zwischen den Klassen der quadratischen Formen von 

negativer Determinante", Gött. Nachr. von 1879, p.277 und die in Note 169 
gen. Abh. 

183) "Uber Relationen zwischen Klassenanzahlen binärer quadratischer 
Formen usw.", Leipz. Ber. von 1884, p. 193; "tJber die Anzahl der Klassen qua
dratischer Formen von negativer Determ.", J. f. Math. 99 (1885), p. 165 und die 
in Note 170 zuletzt genannte Abhandlung. 

184) Die aus der Modulargleichung F(J', J) = 0 durch die Substitution 
J = x + iy, J' = x-i y entspringende Gleichung r(x - iy, x + iy) = 0 der 
sogenannten "Sm#hschen Kurve" und die Beziehung der. letzteren zu den binären 
quadratischen Formen positil.:er Determinante sind "Mod." 2, p. 166 ff. behandelt. 
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anzusetzen sein, wo die Koeffizienten a, b, c, d zwar das Gesetz der 
Gruppen befolgen, aber als Determinante ael - bc eine "beliebige" ganze 
Zahl des betreffenden Zahlkörpers haben. Abgesehen von einigen all
gemeinen Ansätzen 185) sind in dieser Richtung weitergehende Unter
suchungen über einige arithmetisch zugängliche Gruppen der Signaturen 
(0,3; III 12 , 13), d. h. Gruppen von Dreiecksfunktionen 186), ausgeführt. 

Es sind auch Untersuchungen über Transformation mehrdeutiger 
automorpher Funktionen angestellt, wie sie z. B. bei Kreisbogenpoly
gonen auftreten, deren Winkel in "festen" Ecken nicht oder doch nicht 
durchweg aliquote Teile von 7t sind. Hier sind für den Fall der Drei
ecksfunktionen (hypergeometrischen Funktionen) von alters her einzelne 
Fälle bekannt; allgemeine Untersuchungen über Transformation der 
hypergeometrischen Funktionen sind durch E. Goursat 187) angestellt. 
Auch die Untersuchungen von O. Fischer 188) über Transformation der 
Ikosaederirrationalität gehören hierher. 

30. Algebraische Probleme bei ausgezeichneten Untergruppen. 
insbesondere innerhalb der Modulgruppe. Die Galoissche Gruppe 
(Gruppe der Monodromie) der Modulargleichung F(J', J) = 0 für 
eigentliche Transformation nter Ordnung ist isomorph mit derjenigen 
durch: 

,_"O)+~ 
(100) ro = 1'0)+-8' aa - ßr - 1 (mod. n) 

dargestellten G11 , auf welche sich die Modulgruppe mod. n reduziert 
(vgl. NI'. 13, sowie II B 3, Nr. 73). Die in Note 93 genannte Unter
suchung Giersters liefert hiernach die vollständige Zerlegung der Ga
loisschen Gruppe G:}'-n(n'_I) der Modulargleichung eines primzahligen 
Transformationsgrades Jl. 

185) V gl. Poincare, "Les fonctions fuchsiennes et l'arithmetique", J. de math. 
(4) 3 (1887), p. 405 und Fricke, "Weitere Untersuchungen über automorphe Gruppen, 
deren Substitutionskoeffizienten Quadratwurzeln ganzer Zahlen enthalten", Abschn. 
III, Math. Ann. 39 (1891), p. 62. 

186) Die Transformation 3. Grades der zur Signatur (0, 3; 2, 4, 5) gehören
den Dreiecksfunktion ist behandelt in "Aut." 2, p. 553 und den Noten von Fricke, 
"Zur Transformationstheorie der automorphen Funktionen", Gött. Nachr. von 
1911, p. 518 und von 1912, p. 240; wir kommen hierauf am Schlusse von Nr.30 
zurück. S. auch Fricke, "Entwickl. zur Transforro. D. und 7. Ordnung einiger 
spezieller automorpher Funkt.", Act. math. 17 (1893), p. 345. 

187) S. z. B. die 1884 verfaBte Abhandl. "Recherches sur l'equation de 
Kummer", Acta soc. Fennicae, 15 (1888), p. 45. Vgl. auch E. Papperitz, "Unter
suchungen über die algebraische Transformation der hypergeometrischen Funk
tionen", Math. Ann. 27 (1886), p. 315. 

188) "Konforme Abbildung sphärischer Dreiecke aufeinander mittels alge
braischer I<'unktionen", Leipzig Diss. 1885. 
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Klein ordnet das Studium des zur korrespondierenden Haupt
kongruenzgruppe r p der nten Stufe gehörenden automorphen Gebildes 
über dasjenige der Modulargleichung F(J', ,1) = O. Man kann dies 
Gebilde vom "FB" der r p aus durch eine "reguläre", die J- Ebene 
", -blättrig überlagernde Riemannsehe Fläche F p definieren, die der 
G p entsprechend /L birationale Transformationen in sich zuläßt. Die 
Auflösung der GalOl:sschen Resolvente der Modulargleichung kommt 
darauf hinaus, bei gegebenem J die zugehörigen", Punkte der Ff.t' 
bzw. die Werte einer geeignet gewählten automorphen Funktion des 
Gebildes, zu berechnen. Dieses algebraische Problem /Lten Grades 
heißt ein "Galoisscltes", ~veil sich alle Lösungen in einer unter ihnen 
rational darstellen (eben durch jene ", rationalen Transformationen des 
Gebildes in sich). 

Bei den Transformationsgraden n = 2, 3, 4,5 ist das Geschlecht 
der r" jedesmal p = 0, und man hat /L = 6, 12, 24, 60. Das ein
zelne hier eintretende Galoissche Problem ist so zu lösen, daß man 
eine Hauptfunktion (einen "Galoisschen Hal~ptmodul'~ z (ro) einführt, 
der aus J vermöge einer Gleichung ",ten Grades berechenbar ist. Die 
", Lösungen sind dann jedesmal lineare Funktionen von einer unter 
ihnen, und man kommt auf die Gleichungen des Dieders, Tetraeders, 
Oktaeders und Ikosaeders zurück, welche hiermit in der Theorie der 
elliptischen Modulfunktionen ihre Stelle erhalten 189). 

Das bei n = 7 eintretende Galoissche Problem hat den Grad 
ft = 168, das automorphe Gebilde aber das Geschlecht p = 3. Auf 
Grund einer geometrisch-invariantentheoretischen Betrachtung gelang 
es Klein 190), dieses Galoissche Problem ebenfalls vollständig zu lösen. 
Zur Darstellung des Gebildes benutzte er drei Größen, welche wir am 
einfachsten durch den Differentiationsprozeß (vgl. NI'. 20) aus den drei 
Integralen erster Gattung jl (ro), j2 (ro), js (ro) der r 16S herstellen können 
in der Gestalt: 

(101) 

Diese drei :Formen rpl' rp2' rpa haben den Vorzug, daß sie der {lIG8 

entsprechend 168 ternäre lineare Substitutionen erfahren, und daß die 
zwischen ihnen bestehende algebraische Relation eine singularitäten
freie ebene Kurve vierten Grades darstellen muß, falls man rpl1 rp2' 

189) Vgl. Klein, "Über die Transformation der elliptischen Funktionen und 
die Auflösung der Gleichungen 5. Grades" (speziell Abschn. lll), Math. Ann. 
14 (1878), p. 111. 

190) "tiDer die Transformation 7. Ordnung der elliptischen Funktionen", 
Math. Ann. 14 (1878), p. 428. 
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lPa als homogene Koordinaten in der Ebene deutet. Klein findet als 
Gleichung dieser Kurve: 

(102) lP1 8 lPS + lPsslPs + rpSS lPl = 0 

und gibt a. a. O. eine ausführliche Theorie der 168 Kollineationen 
dieser Kurve in sich 191). Die Galoissche Resolvente selbst stellt Klein 
in der Weise dar, daß er J als rationale Funktion auf der fraglichen 
Kurve anschreibt, was mit Hilfe invariantentheoretischer Methoden 
ohne weitgehende Rechnungen gelingt. 

Auch das Galoissche Problem bei n = 11 hat Klein 192) direkt 
(d. h. ohne Zuhilfenahme von Reihenentwicklungen, die von den Theta
funktionen geliefert werden) gelöst. Hier ist fL = 660 und der "FB" 
hat das Geschlecht p = 26. Die Betrachtung wird auf fünf Modul
formen Zu zs, ... , Z5 gegründet, welche, als homogene Koordinaten 
eines Raumes von vier Dimensionen aufgefaßt, den "FB" auf eine 
Kurve 20. Ordnung abbilden (siehe auch "Mod." 2, p. 401 ff.). Diese 
GlIO gestattet 660 Kollineationen in sich. 

Nach Abschluß dieser Untersuchung gewann Klein 19S) eine Dar
stellung sowohl der lPu lPs, lPs für die 7. Stufe, als der fünf Modul
formen za der 11. Stufe durch Thetareihen 194) und konnte damit die 
Behandlung der Galoisschen Probleme auf beliebige Transformations
grade n verallgemeinern. 

Die Lösung des einzelnen Galoisschen Problems eröffnet den Zu
gang zu den gesamten Resolventen der Modulargleichung. Hier sind die 
Grade n = 5, 7, 11 deshalb besonders wichtig, weil sie infolge des Galois
sehen Satzes (s. Nr. 13, p. 391) die einzigen Primzahlgrade sind, bei 
denen die Modulargleichung (n + 1) ten Grades eine &solvente niederenT 
nämlich nte,. Grades besitzt. Die Resolvente 5. Grades findet ihre Theorie 
in "Ikos.", wo auch die ausgedehnte Literatur (insbesondere BrioschiT 

Hermite, Kronecker) nachgewiesen ist. Die einfachste Resolvente 7. Gra
des ist zuerst von Hermite 195) aufgestellt und von Klein 196) auf Grund 

191) Vgl. über diese Kurve auch M. W. Haskell, ,,"Ober die zur Kurve 
l S p. +- p'sv + '1'81.. = 0 im projektiven Sinne gehörende mehrfache Überdeckung 
der Ebene" (Glitt. Diss.), A.mer. J. 13 (1890), p. 1. 

192) ,,"Ober die Transformation 11. Ordnung der elliptischen Funktionen". 
Math. Ann. 15 (1879), p. 533. 

193) "tJber gewisse Teilwerte der .(jo,-Funktion", Math. Ann. 17 (1880), 
p. 565; vgl. auch Note 149. 

194) Es handelt sich um die in Gleichung (80), p. 419, gegebenen !(n - 1) 
Modulformen za' 

195) "Sur 190 theorie des equations modulaires", C. R. 48 (1859), p. 940, 1079, 
1096 und 49 (1859), p.16, 110, 141 oder Hermites Werke 2, p.38. S. a.uch Her-
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seiner Methode neu entwickelt. Bei n = 11 benutzte Hermite a. a. O. 
einen Ansatz, der sich an die Jacobische Modulargleichung (nicht an 
diejenige erster Stufe) anschloß; jedoch erwies sich die hierbei ein
tretende Resolvente 11. Grades als so kompliziert, daß ihre endgültige 
Berechnung nicht gelang. Klein gab die fertige Resolvente 11. Grades 
in ihrer einfachsten Gestalt in der in Note 192 genannten Abhandlung 
(siehe auch das Ref. II B 3, Nr. 43, letzter Absatz, und "Mod." 2, 
p.427). 

Bei zusammengesetzten Stufenzahlen n ist die Untersuchung des 
Galoischen Problems p,(n)tAm Grades deshalb weit einfacher, weil die 
Gruppe G,.. zusammengesetzt ist. Untersucht ist der Fall n = 6 durch 
Fricke19") und die Fläche einer bei n = 8 auftretenden ausgezeich
neten r 96 durch Dyckl98). 

Außer diesen in das Gebiet der Modulfunktionen gehörenden 
Untersuchungen sind nur erst ganz vereinzelt algebraische Probleme 
der bezeichneten Art behandelt. Ausführlich betrachtet ist nur die 
Hauptkongruenzgruppe dritter Stufe in der zur Signatur (0, 3; 2,4,5) 
gehörenden Gruppe r. Diese Untergruppe hat den Index p, = 360 
und liefert eine "einfache" Gruppe G360 199). Durch eine nicht ganz 
einfache Schlußweise erkennt man, daß es ein System zugehöriger 
Funktionen gibt, durch welche die Riemannsche Fläche F 1180 auf 
eine ebene Kurve 06 abgebildet wird, die, der GS60 entsprechend, 
360 Kollineationen in sich zuläßt. Diese Kollineationsgruppe ist un
abhängig von der Theorie der automorphen Funktionen von G. Valen
tiner JOO) entdeckt und durch ..4.. Wiman 201) sowie F. Gerbaldi 202) aus
führlich untersucht. Die wichtigsten Resolventen des vorliegenden 
Galoisschen Problems sind zwei Resolventen 6tAm Grades, eine Re
solvente lOten Grades (die den Modulargleichungen entsprechende 

mite, "Sur l'abaissement de 1'6quation modulaire de huitieme degr6", Ann. di 
mat. 2 (1869), p. 69 oder Hermites Werke 2, p. 83. 

196) ,,"Ober die Erniedrigung der Modulargleichungen", Math. Ann. 14 (1878), 
p.417. 

197) "Die Kongruenzgruppen der sechsten Stufe", Math. Ann. 29 (1886), p. 97. 
198) "Notiz über eine reguläre Riemannsche Fläche vom Geschlechte 3 usw.", 

Math. Ann. 17 (1880), p. 610. 
199) Ausführliche Behandlung in "Aut." 2, p. 663:11'. 
200) "De endelige Transformations-Gruppers-Theorie", Kopenh. Abh. (6) 6 

(1889), p. 64. 
201) ,,"Ober eine einfache Gruppe von 360 ebenen Kollineationen", Math. 

Ann. 47 (1896), p.631. 
202) "Sul gruppo semplice di 360 collineazioni piane", Ma.th. Ann. 60 (1897), 

p. 473 und R. C. di Palermo 12, 13, 14, 16 (1898-1902), p. 23, bzw. 161,66,129. 
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"Transformationsgleichung") und zwei Resolventen 15ten Grades. Mit 
den Methoden der Theorie der automorphen Funktionen sind diese 
Resolventen durch Frieke 90S) behandelt, im Anschluß an die ternäre 
Ga6/) durch Gerbaldi Ca. a. 0.). Über weitere in Betracht kommende 
Literatur und die Beziehung der GS60 zur allgemeinen Theorie der 
Gleichungen 6 ten Grades vgl. man "Aut." 2, p. 616 ff. 

Außer der eben besprochenen r S60 ist nur noch eine ausgezeich
nete Kongruenzgruppe 2t Cl" Stufe in der Gruppe der Signatur (0, 3; 
2, 3, 7), deren arithmetisches Bildungsgesetz bekannt ist (vgl.Note 71), 
untersucht 204). Es handelt sich hier um eine r 50" die eine in der 
Gruppentheorie bereits seit lange bekannte "einfache" Gruppe G5(K 
liefert 1I05). 

31. Die Variabelen ~ und ~11 ~ als polymorphe Funktionen 
und Formen a.uf der Riemannschen Flii.che l106). Ein vorgelegter "FB" 
werde durch eine zugehörige automorphe Funktion s = rp (~) auf eine 
über der s-Ebene gelegene Riemannsche Fläche F abgebildet. Auf 
letzterer Fläche F liefert die zu s = rp m inverse Funktion ~ = fes) 
eine vieldeutige Funktion von folgenden Eigenschaften: fes) ist an 
n Stellen ~, t;, ... , e .. der Fläche versweigt; gegfmüber irgend einem 
geschlossfmfm Wege auf der Fläche setst sich die Funktion ~ = fes) in 
eine lineare Funktion ihrer selbst: 

(103) r=at+~ 
r~+6 

fort. Dieserhalb heißt ~ = fez) eine "linear-polymorpJuf' oder kurz 
eine "polymorphe' Funktion der Riemannschen Fläche FIO'l). Die Art 
der Verzweigung an den Stellen e, die Klassi:fi.ka.tion dieser poly
morphen Funktionen usw. entspringt aus den korrespondierenden Ent
wicklungen über automorphe Funktionen (vgl. "Aut." 2, p.43ff.). 

Für das Geschlecht p = 0 wähle man s a.ls Hauptfunktion und 

2(3) "Ober eine einfache Gruppe von 360 Operationen", Gött. Nachr. 1896, 
p.199 und die in Note 186 gen. Mitteilungen in den Gött. Nachr. von 1911. 

204) Fricke, "Ober eine einfache Gruppe von 504 Operationen", Math. Ann. 
52 (1898), p. 322. 

206) Die G50~ ist zuerst erwähnt von E. Matkieu im 2t •• Kap. der Abh. 
"Memoire Bur l'etude des fonctionB de plusieurs quantitel ete.", J. de math. (2) 
6 (1861), p. 241. 

206) Die Entwicklungen der Nm. 31 bis 30 berühren sich vielfältig mit 
dem folgenden Referate II B 6 (E. Hilb) über "Line~e Differentialgleichungen", 
welches demnach fortgesetzt zu vergleichen ist. 

207) Die Benennung "polymorph" für Funktionen und Formen auf der 
Riemannschen Fläche, welche sich gegenüber Umläufen linear sublltituieren, ist 
Ton Pricke in "Aut." 2, p. 1 vorgeschlagen. 
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spalte z wie üblich derart in den Quotienten ZI : Z2' daß Z1 und Z2 nie 
unendlich werden und nie zugleich verschwinden; die dann noch zu
lässigen Zv Z2 sollen die "erlaubten Wm·tepaare" heißen. Die Inversion 
der automorphen Formen (vgl. (50) Nr. 20) ergibt bei Durchführung' 
der homogenen Schreibweise der Linearfaktoren (z - ek) in: 

n 1 ( 1 ) 

~1 = f1 (Zll Z2) = 1 ~({~ Z211 (Z, ek) -2 1-1i, , 

r dz 
(104) 

n 1 ( 1 ) 

~2 = f2(Zll Z2) = ~ ;db Z211 (Z, ek) -2 1- lk 

V dz . 

die Spaltung von ~ = ~1 : ~2 in ein Paar "polymmpher Formen" 
~1 = (1 (Zll zs), ~2 = f'J(zlI Z2) derart, daß erlaubte Werte paare ZlI 152 

.stets wieder nur erlaubte Wertepaare ~1' ~2 liefm-n. Diese polymorphen 
Formen sind in Z11 S, von der Dimension: 

n 

(105) 1-t~(1--l;)-
k=l 

Gegenüber Umläufen auf der z-Ebene substituieren sie sich linear: 
~1' = a~1 + ß62' 62' = 1161 + 862; doch liefern sie hierbei im all
gemeinen nicht die unimodularen homogenen Substitutionen (ygl. 
"Aut." 2, p. 109). 

Bereits Riemann 208) bedieute sich der seither vielfach gebrauchten209) 

"Formen nullter Dimension": 

(106) 
~ 

Zl = V:;' 
Dieselben sind durch die Eigenschaft ausgezeichnet, sich unimodular 
zu suhstituieren; dagegen genügen sie nicht der Forderung, nur erlaubte 
Wertepaare anzunehmen. Z. B. tritt gleichzeitiges Verschwinden in 
einem elliptischen Verzweigungspunkte ek ein, in welchem erst die 
Produkte: 

(107) (Z, ck)' (z - ek) -~(1+ ~), (Z, ck')' (z _ ek) -+(1- ~) 
endlich und von 0 verschieden sind; -~(1 +~) und ~(1 __ 1_) 

2 ~ 2 4 
heißen die zu diesem Verzweigungspuukte gehörenden "Exponenten". 

208) "Gleichgewicht der Elektrizität auf Zylindern mit kreisförmigem Quer
schnitt und parallelen Achsen", Riemanns Werke, p. 413. 

209) Vgl. z. B. Poincare in der zweiten in Note 30 genannten Arbeit p.22(). 
Encyklop. d. math. WiSBenBch. 11 2. 28 
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Mit Hilfe beliebiger Konstanten A, B stelle man die "lineare 
Funktionensckatr" AZ1 + BZs her. Dieselbe vereinigt in sich em 
System von Größen, wie es Riemann 210) durch das Symbol: I e,. , l1! , ... , e" , 

(108) P ~ (1 + l~)' ~ (1 + ~), .. " ~ (1. + t), 
~ (1 - ~) ~ (1 -~) ... ~ (1 - ~) 
2 l,.' 2 ,!" 2 Zn ' 

.j 
bezeichnet. Klein Sll) gibt die Erweiterung auf polymorphe Forme'YIr 
scharen nicht verschwindender Dimension. Hier stellt sich zunächst 
die aus den oben erklärten bt, bs herzustellende Schar A~l + B b9 ein. 
Darüber hinaus bildet Klein mit beliebigen Exponenten ~', 12', ••• ,1 .. ' 
die Formen: 
(109) ~1 . (e, e,.)ll' . (e, l1!)lo' .•• (e, e.Y"', ~2 . (e, e,.)ll'. (e, l1!)lo' ••. ( e, e .. )2n' 

und bezeichnet die ihnen entsprechende Schar im Anschluß an Rie
mann durch: 

(HO) 

wobei die 1t, ').2", ••• , 1n" zu bestimmen sind aus: 

(111.) '). , - 11" = ~ ... l' - 1 " = ~. 
1 ll" n .. ln 

Die Dimension dieser Schar in eu e2 ist: 
.. 

(H2) ~ 1.' +1."-1 
1 +,tt::;., k 2k • 

k=l 

Bei der Verallgemeinerung auf beliebiges p (vgl. die in Note 11.3 gen. 
Abh. RittfJrs oder "Aut." 2, p.229ff. lind p. 263) behalten die Riemann
schen ZlI Z2 ihre wesentlichen Eigenschaften, speziell die der uni
modularen Substitutionen. Für die formentheoretischen Verailge
meinerung hat man sich der "Primform" P(z, a) und des "überall 
endlichen Differentials" dw" zu bedienen (vgl. Nr. 17). Die all-

210) "Beiträge zur Theorie der durch die Gaußsche Reihe F(cx, ~, 1; x) 
darstellbaren Funktionen", Gött. Abh. 7 (1857) oder Riemanns Werke, p. 62; 
"Zwei allgemeine Sätze über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 
Koeffizienten", Riemanns Werke, p. 357. 

211) ,,"Über Normierung der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung" 
Math. Ann. 38 (1890), p. 144. S. auch die in der Literatnrübersicht genannten 
autographierten Vorles. von Klein über "Lineare Differentialgleichungen 2. Ord
nung" (Göttingen 1891), p. 40ff. 
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gemeinste Art, ~ in zwei Formen bl' bll mit ausschließlich 
Wertepaaren zu spalten, ist: 

R 1( 1) 
fo = e W(.) _t_ rr pes e )-2 l- ik 
\:>1 11 at k=1 'k , 

dm. 
(113) 

fo = eW(,) 1 rrR pes e )-f(l- ~) 
\:>ll -V at ' lc , 

--k=1 
dm" 

erlaubten 

wobei Wes) ein beliebiges Integral erster Gattung der Fläche ist 
Die Dimension dieser polymorphen Formen ist: 

.. 
(114) 1 - p - t ~ (1 - :). 

lc=l k 

Aus ihnen erwächst dann wieder in der Gestalt .A~1 + B~ll eine linear
polymorphe Formenschar. 

32. Differentialgleichungen für polymorphe Funktionen und 
Formen. Die polymorphen Fuuktionen und Formen befriedigen auf 
der Riemannschen Fläche gewisse Differentialgleichungen dritter und 
zweiter Ordnung, über welche hier einige Andeutungen folgen (vgl. im 
übrigen das Ref. II B 5 (Hilb) über "Lineare Differentialgleichungen''). 

Der Differentialausdruck dritter Ordnung: 

(115) t'" 3 (tU) II 
m'="Ir -2 y 

(unter b', b", ... die Ableitungen der polymorphen Funktion ~ = fes) 
nach 14 verstanden) ist gegenüber einer beliebigen linearen Substitution 
von ~ invariant, so daß insbesondere: 

(116) [V(~)]. = m. 
für irgend eine Substitution der zugehörigen r gilt ll1l1). Somit ist 
m. auf der Fläche eindeutig und erweist sich als algebraisch. Die 
polymorphe Funktion ~ = fes) befriedigt hiernach eine Differential~ 

gleichung dritter Ordnung von der Gestalt: 

(117) [bJ. = R(w, 14), 

wo rechts eine ihrer Gestalt nach leicht angebbare (cf. "Aut." 2, p.49) 
algebraische Funktion der Fläche F steht. In ihr bleiben jedoch zu
nächst noch Konstante in einer gewissen Anzahl unbekannt, die man 
die "aksessorischen Parameter' nennt. Ist beispielsweise im Falle p = 0 

212) Siehe die in Note 20 genannten Abhandlungen von Schwarz. Man 
bezeichnet [t].· häufig als "Schwarzschen Differentialausdruck" . 

28* 
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die Fläche F die einblättrige $-Ebene, so ist die Gestalt der Differen
tialgleichung: 

(118) [bJ. = n 2 

n(z - ek) 
k=l 

( " ~(1--~) \ 
G"_4(Z) + ~_4_-~(ek-el)···(ek-ek_1)(ek-ek+1)···(ek-en) ,. 

k=l Z-ek / 

Für n = 3 fällt das erste Glied Gn _ 4 aus; für n> 3 ist Gn _ 4 (z) 
eine ganze Funktion (n - 4)-ten Grades, deren Koeffizienten die 
n - 3 "akzessorischen Parameter" der Differentialgleichung sind. Ihre 
Abhängigkeit von den Invarianten des "FB" ist noch nicht hinrei
chend erforscht. 

Durch eine seit lange bekannte Umrechnung der Differential
gleichung dritter Ordnung (117) (vgl. "Ikos" p. 75 oder "Aut." 2, 
p. 118) zeigt man, daß die in Nr. 31 erklärten polymorphen Formen 
ZlI Z2 nullter Dimension die lineare homogene Differentialgleichung 
sweiter Ordnung: 
(119) 

dtZ 
dz'- + R(w, z) . Z = ° 

befriedigen 213). Im Falle p = 0, 11, = 3 legt man die drei Verzweigungs
punkte ek gewöhnlich nach z = 0, 1, 00 und findet dann: 

(120) 

Die Transformation: 

(121) Z = H.)- (l-t) (z _ 1)+ (1-~) 
führt von hier aus zur hypergeometrischen Differentialgleichung (vgl. 
die in Note 20 genannte Abhandl. von Schwars): 

d"H dH 
(122) z(z-l) dz 2 +[(a+p+l)s-;V]di+ aßH=O, 

deren a, p, ;V sich berechnen aus: 
1 1 

(123) T = 1 -;v, T = 'Y - a - ß, 
1 " 

1 
r=p-a. 

8 

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung dritter Ordnung 

(117) ist in einem partikulären Integrale : in der Gestalt ~f t ~ 
darstellbar, wobei die Quotienten der vier Koeffizienten A, B, 0, D 
die drei Integrationskonstanten liefern. Entsprechend ist das allge-

213) Vgl. a.uch die in Note 208 genannte Arbeit von Riemann. 
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meine Integral der Differentialgleichung (119) in zwei partikulären, 
linear· unabhängigen Integralen Zl1 Z2 in der Gestalt AZ1 + BZs mit 
den Integrationskonstanten A, B darstellbar. Die in Nr. 31 angeführte 
Formenschar AZ1 + BZs stellt demnach die Gesamtheit der Inte
grale von (119) dar, und also kann diese Differentialgleichung ihrer
seits als eine begriffliche Definition der Formenschar angesehen werden. 

Für die in Nr.31 an die Spitze gestellten polymorphen Formen 
sind Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit invariantenthwreti
sehen Prinzipien untersucht, dem Umstande entsprechend, daß man 
wünschen wird, statt eines speziellen Argumentes fJ irgend eines unten 

den dreifach unendliclr vielen ;: t !' bezw. an Stelle eines speziellen 
Paares fJlI fJs irgend zwei linear-unabhängige Kombinationen aS1 + bfJs, 

CfJ1 + dss zugrunde zu legen. 
Das Ergebnis ist zunächst im Falle p = 0 bei beliebigem n eine 

invariante Darstellung der Differentialgleichung (ür irgend eine etwa 
durch (Zll Es) su bezeichnende Form der Schar A~l + B~ in der Gestalt: 
(124) Cf, U)2 + Cf, V)l + (f, w)o = o. .. 
Hier ist u die rationale ganze Form n-ter Dimension rr (z, e.t); v ist 

k=1 

eine gewisse ebensolche Form (n - 2)-ter Dimension, welche die 
l1' ls, ... , Z .. liefert; endlich ist weine rationale ganze Form (n - 4)-ter 
Dimension, welche außer den ek und lk auch noch aus den "akzessori
schen Parametem" aufgebaut ist. Es bedeutet dabei er, U)2 die zweite 
Überschiebung von ( und u, entsprechend er, V)l die erste und Cf, w)o 
die nullte (Produkt von ( und w). Die genannte invariante Gestalt 
der Differentialgleichung ist von E. Wälseh 1l14) angegeben; der be
sondere Fall einer invarianten Darstellung der hypergeometrischen Glei
chung wurde schon früher durch D. Hilbert215) betrachtet (vgl "Aut." 
2, p. 121 sowie das Ref. I B 2 [Wo Fr. Meyer] Nr.14). 

Für p > 0, wo (n + 3 P - 3) akzessorische Parameter auftreten, 
sind bei hyperelliptischen Fällen durch KleinU6) und Piek 211) Be-

214) "Zur Geometrie der linearen algebraischen Differentialgleichungen und 
binären Formen", Schrift. d. Deutsch. Prager math. Gesell. von 1892, p. 78. 

216) ,:Ober die Da.rstellungsweise der invarianten Gebilde im binären For
mengebiete", Math. Ann. 30 (1887), p. 16. 

216) Autogr. Vorles. "Ober lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung", 
Göttingen 1894, p. 82 ff.; siehe auch den Bericht "Autographierte Vorlesungshefte 
n", Math . .Ann. 46 (1894), p.77. 

217) "Ober eine Normalform gewisser Differentialgleichungen zweiter und 
dritter Ordnung". Math. Ann. 38 (1890), p.139; "Zur Theorie der zu einem 
algebraischen Gebilde gehörenden Formen", Math. Ann. 60 (1897), p. 381. 
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trachtungen über invariante Darstellung der Differentialgleichungen 
dritter und zweiter Ordnung angestellt; insbesondere sind für die 
hyperelliptischen Fälle mit n = ° die Gleichungen wirklich angegeben 
(vgl. "Aut." 2 p. 234ff.). Den nicht-hyperelliptischen Fall p = 3, 
n = ° betrachtete Klein in der in der Literaturübersicht genannten 
Vorlesung über lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung (Sommer 
1894)218). Da man die bei p = 3 zugrunde liegende Irrationalität 
zweckmäßig durch eine ebene Kurve 4. Grades darstellt, so entsteht 
die Aufgabe, der Differentialgleichung eine gegenüber ternären linea
ren Substitutionen invariante Gestalt zu erteilen. P. Gordän gibt 
das sehr einfache sich hier darbietende Resultat 219); von G. Herglotz 220) 

ist dasselbe neu begründet und an der Hand von Mitteilungen Kleins 
auch für höhere p wesentlich weiter geführt 221)! 

33. Analytische Darstellungen für polymorphe Formen. Die 
polymorphen Formen nullter Dimension Zv Z2 lassen sich als Lösungen 
von Differentialgleichungen der in Nr.32 angegebenen Gestalt in Po
tenzre'ihen nach z entwickeln auf Grund von Methoden, welche seit 
lange in der Theorie der linearen Differentialgleichungen gebräuch
lich sind 222). Diese Reihenentwicklungen haben auch insofern ein 
Interesse, als es möglich sein muß, von ihnen aus durch Reihen
inversion zu Potenzreihen für automorphe Formen überzugehen. Solche 
Potenzreihen konnten wir oben (in den Gleichungen (41) ff., p.402) zwar 
ihrer allgemeinen Gestalt nach angeben, ohne jedoch ein Mittel für die 
Berechnung der Koeffizienten im Einzelfalle zu besitzen. 

Weiter ausgebildet sind die analytischen Darstellungen der poly
morphen Formen nur erst in dem von akzessorischen Parametern 
noch freien Falle p = 0, n = 3, wo die vorhin mit ~, H2 bezeichneten 
Formen nullter Dimension Lösungen der hypergeometrischen Differential
gl.eichung sind. Was die Potenzreihen angehtl so kann man im vor-

218) S. den Bericht über diese Vorles. in den Math . .Ann. 46, p. 80. 
219) "Über unverzweigte lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf 

ebenen Kurven vierter Ordnung", Math . .Ann. 46 (1895), p.606. 
220) "Über die Gestalt der auf algebraischen Kurven nirgends singulären 

linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung", Math . .Ann. 62 (1906), p. 329. 
221) Für beliebiges p schließen sich noch an die Untersuchungen von Pick, 

"Über die zu einer ebenen algebraischen Kurve gehörigen transzendenten Formen 
und Differentialgleichungen", Monatsh. f. Math. u. Phys. 18 (1907), p. 219 und 
W. Groß, "Zur invarianten Darstellung linearer Differentialgleichungen", Monatsh. 
f. Math. u. Phys. 22 (1911), p.317. Letztere Untersuchung gibt .Ansätze für 
Differentialgleichungen höherer Ordnung. 

222) V gl. Fuchs, "Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen", J. :t. 
Math. 66 (1866), p. 121. 
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liegenden Falle bekanntlich 223) vermöge der hypergeometrischen Reihe 
F(a, ß, r; z) 24 Lösungen angeben, von denen sich je acht auf die 
Umgebung des einzelnen der singulären Punkte 0, 1, 00 beziehen. 
Für die Umgebung von z = ° gelten z. B. die ReihendarsteIlungen 
(vgl. "Aut." 2, p. 129): 

(125) { ~ =zl-rF(a-r+ 1, ß-r + 1, 2-1'; z), 
H2 = F(a, ß, 1'; z). 

Es gibt aber eine weitere sehr beachtenswerte Darstellung der bei 
p = 0, n = 3 auftretenden polymorphen Formen Bi' H 2 , nämlich die
jenige durch bestimmte Integrale. So befriedigt z. B. das Integral: 

(126) jwfJ-i(1 - w)r-(l-i(1- zw)-adw, 

in welchem die Integrationsvariable w über einen "Doppelumlaufw (vgl. 
das Ref. TI B 1 (Osgood), Nr. 17 oder auch "Aut." 2, p. 133) um die 
Verzweigungspunkte ° und 1 in der w-Ebene zu führen ist, die hyper
geometrische Differentialgleichung; und man kann insgesamt 48 solche 
Integrale als Lösungen der hypergeometrischen Differentialgleichung 
angeben 224). 

34. Die polymorphen Formen H i , ~ als eindeutige Modul
formen. Unter den verschiedenen sich hier anschließenden Entwick
lungen (vgl. "Aut." 2, p. 134) ist ein neuerdings von Wirtinger 225) auf
gefundener Ansatz zur Darstellung der polymorphen Formen H i , B 2 

als Modulformen bemerkenswert, weil die "uniformisierende Kraft" 
(vgl. Nr. 36) der polymorphen Funktionen (im vorliegenden Falle der 
Variabelen w) hier in einer übersichtlichen Endformel zum Ausdruck 
gelangt. 

Man schreibe eine beliebige bei p = 0, n = 3 auftretende poly-

223) V gl. hierzu E. Goursat, "Sur l'equation differentielle lineaire, qui ad
met pour integrale la serie hypergeometrique", Ann. de l'Ec. Norm. (2) 10, Suppl. 
p. 3 ff.; Klein, "Über die hypergeometrische Funktion", autogr. Vorles. (Göttingen, 
1894); Schlesinger, "Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen" 1 
(1895), p. 253ff.. S. auch "Aut." 2, p. 127 ff. Die Originalliteratur findet man in 
diesen Büchern nachgewiesen. 

224) Vgl. Riemann, "Beiträge zur Theorie der durch die Gaußsche Reihe 
darstellbaren Funktionen", Art. 7 und 8; Riemanns Werke, p. 76. Siehe auch 
C. Schellenberg, "Neue Behandlung der hypergeometrischen Funktion auf Grund 
ihrer Definition durch das bestimmte Integral", Gött, Diss. von 1892, sowie 
"Aut." 2, p. 132ff., wo die weitere Literatur zusammengestellt ist. 

225) "Zur Darstellung der hypergeometrischen Funktion durch bestimmte 
Integrale", Wiener Ber. 111 (1902), p. 894. 
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morphe Funktion ~ ausführlich: 

(127) ~ = f(-.!...' -.!..., -.!...; z) 11 11 18 

und stelle neben dieselbe die durch Inversion der Modulfunktion 
z = k2(w) zweiter Stufe (Legendrescher Integralmodul, vgl. "Mod." 1, 
p.276) entspringende spezielle polymorphe }'unktion: 

(128) w = f(O, 0, 0; z). 

Aus der Abbildung des Dreiecksnetzes der ~-Ebene auf die w-Halb
ebene ergibt sich auf Grund des allgemeinen Eindeutigkeitssatzes (vgl. 
Nr.16), daß ~ eine eindeutige Funktion von w und also eine Modul
funktion ist. Sie gehört als solche zu einer gewissen ausgezeichneten 
Untergruppe von unendlich hohem Index innerhalb der Modulgruppe. 

Dieser Satz ist von Klein in den Math. Ann. 14, p. 159 u. f. 
(1878) ausgesprochen; doch besaß denselben, wie nachträglich be
kannt geworden ist, auch bereits Riemann 226). Einen Versuch zur 
Darstellung von ; bzw. der zugehörigen polymorphen Formen als 
eindeutiger Modulformen stellte dann zunächst E. Papperiiz S27) an, 
ohne indessen zu durchsichtigen Ergebnissen zu gelangen. 

Hier setzt nun die Wirtingersche Entwicklung ein, welche die 
gewünschte Darstellung endgültig und in klarer Gestalt leistet. Die 
Idee dieser Entwicklung ist die folgende: Im obigen bestimmten Inte
gral (126) schreibe man die Exponenten ß - 1, r - ß - 1, - C& 

abgekürzt a, b, c; dieses Integral läßt sich dann in die Gestalt kleiden: 

(129) f 1 1 1 

wa+2 (1- w)b+"2 (1 _ zw)c+"2 . dw • 
yw(l- w)(l- zw) 

Zur Einführung von w hat man das elliptische Integral: 

(130) 
w 1f cZw 

'V = "2 YW(l- w)(l- zw) 
o 

anzusetzen, dessen Perioden Kund iK' in üblicher Weise so definiert 
werden mägen: 

(131) 
1 

K = -.!...J' cZtV 
2 YW(l- w)(l- zw)' 
o 

1 
fI 

iK'=~ '- dw . 
2 J yw(l- w)(l- zw) 
1 

226) S. die von Wirtinger (1902) herausgegebenen Vorlesungen Riemanns 
über die hypergeometrische Reihe (von 1859), Riemanns Werke, Nachträge p. 93. 

227) ,,"Ober die Darstellung der hypergeometrischen Transzendenten durch 
eindeutige Funktionen", Math. Ann. 34 (1889), p. 247. 
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Der Quotient ro der Perioden und die Entwicklungsgröße q sind: 

(132) 

Man verlege nun die Darstellung des fraglichen Integrals ver
möge der vorstehenden Formeln in die Ebene des Integrals v oder, was 
wegen der zu brauchenden .ft-Funktionen vorzuziehen ist, in diejenige 

v 
von u = 2K· Die Transformation vollzieht sich durch: 

(133) 

1 
-- -- -ft1 (u) yw = Z 4. -fto (u) , 

1 vi - w = (1 - z-lf4 .~(u) 
-fto(u) , 

1 

V1 - zw = (1 - ZY4. -ft3 (u) 
-fto (u) , 

und das die Lösung der hypergeometrischen Differentialgleichung 
darstellende Integral selbst geht über in: 

(134) 4 Kzb
-; -1 (l-z)c~:r ,f)o1 2a + 1( U).ft1l 2b + 1 (U).fts 2c+ l( U).fto 2d+ l( u )du 

mit a + b + c + d + 2 = o. Die Doppelumläufe auf der Riemann
sehen Fläche über der w-Ebene werden in der Ebene des Integrals u 
offene Wege zwischen gewissen äquivalenten Punkten des zngehörigen 
Parallelogrammnetzes. Man muß gewisse zwei Wege dieser Art aus
wählen, um zwei vorgelegte partikuläre Formen ~, H2 der Schar zu 
treffen. Setzt man in das Integral der Formel (134) die .ft-Reihe 
ein und führt die Integration gliedweise aus, so entspringen für die 
fraglichen Integrale und damit für unsere polymorphen Formen H Po
tenzreihenentwicklungen nach q, welche für I q I < 1, d. h. innerhalb der 
ganzen positiven ro-Halbebene (und damit im Gesamtbereiche unserer 
Funktionen) konvergent sind. 

35. Die homomorpben Formen und die Poincareschen Zeta
reihen. Die eben betrachtete eindeutige Darstellung der polymorphen 
Funktion ~ (des Quotienten der Formen ~, H2) in ro ordnet sich 
dem in Nr.16 genannten Uniformisierungssatze unter. Um jetzt das 
diesem Satze zugrunde liegende allgemeine Prinzip zu besprechen, 
bleiben wir zunächst noch im Bereich der Dreiecksfunktionen, wählen 
11 , 12 , 18 als ganzzahlige Vielfache der ganzen Zahlen m1, m2 , ms: 

(135) 11 = 0lml1 12 = 6 2 m2 , l3 = 68m a, 

und bilden die heiden zu p = 0, n = 3 gehörenden polymorphen Funk
tionen von z: 

(136) ( 1 1 1 ) 
~ = f 1;' 1;' 1;; z . 
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Der Eindeutigkeitssatz lehrt: 1j ist eine eindeutige Funktion von ~, 

welche 1j = F(~) heiße. 
Bei Umläufen von z erfahren 'I'} und ~ gleichzeitig lineare Sub

stitutionen. Ein einzeluer Umlauf liefere: 

(137) ~'=V(~)=ab'+fl. 
7b'+ct 

Die eindeutige Funktion 'I'} = F(~) hat somit die Eigeuschaft, daß sie, 
falls mau auf ~ irgend eine Substitution V der zugehörigen r ausübtl 
gleichfalls eine eindeutig bestimmte Substitution U erfährt: 

(138) U(1j) = F[V(~)]. 

Die Gruppe r dw Substitution V und die r' der Tl sind zueinander 
"homomorph"; sie sind l-oo-deutig aufeinander bezogen, indem einer V 
stets "eine" U, abw der einzelnen U stets unendliche viele V zugehören'J28). 
Speziell der Identität U = 1 entspricht eine ausgezeichnete Unter
gruppe r"" des Index 00 innerhalb r und dieser r"", welche das Ge
schlecht p = 0 hat, gehört F(~) = 'I'} gewissermaßen als "Hauptfunktion" 
an. Man nennt 'I'} = F(~) eine "homomorphe Funktion" von ~ und mhrt 
durch geeignete Spaltungen b = bl : ~2 und 'Yj = 1j1: 'Yj2 ,,homomorphe 
Formen": 
(139) 

ein, wobei der Homomorphismus der homogenen Gruppen r, r' aller
dings noch besondere Untersuchungen erfordert 229). 

Man kennt nun einen Ansatz zur Herstellung analytischer Aus
drücke in ~17 ~2' welche das Verhalten dieser homomorphen Formen 
zeigen. Dieser Ansatz benutzt ein Prinzip, welches bei Gruppen end
lich vieler Substitutionen von n Variablen durch Klein 280) aufgestellt 
wurde. Für die hier in Frage kommenden Gruppen der Ordnung oe 
ist es Poincare'31) unter Benutzung des gleichen Prinzips gelungen, 
analytische Ausdrücke in Gestalt konvergenter Reihen anzugeben, 
welche gegenüber den Substitutionen V selber die zugehörigen Sub
stitutionen U erfahren und also in dieser Hinsicht das Verhalten der 

228) Sofern nicht der triviale Fall 111 = 112 = 118 = 1 vorliegt. 
229) V gl. die autogr. Vorl. von Klein, "Ausgewählte Kapitel aus der Theorie 

der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung" (Göttingen 1891), p. 76 ft'. 
des ersten Teiles. Man findet daselbst eine ausführliche Theorie des im Texte 
betrachteten Beispiels. 

230) Siehe Abschn. I § 1 der Abhandlung "Über die Auflösung gewisser 
Gleichungen vom siebenten und achten Grade", Math. Ann. 15 (1879), p. 253. 

231) "Memoire Bur les fonctions zetafuchsiennes", Act. math. 5 (1884), 
p.209. 
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homomorphen Funkt~onen zeigen. Wir bezeichnen diese Reihen im 
Anschluß an die bei Poincare vorliegende Benennung als "Poincaresche 
Zetareihen" (zum Unterschiede gegen die in Nr.22 besprochenen von 
Poincare selbst als "Thetareihen" bezeichneten Reihenentwicklungen 232)). 

Die Idee dieser Entwicklungen, am obigen Beispiel erläutert, ist 
folgende: Die homogenen Substitutionen V, U sollen unimodular ge
schrieben werden. Unter VI1 VI möge ein zu 1Jl' 1J2 "kontragredientes" 
Variablenpaar verstanden werden, d. h. die 'VI' 'V2 sollen sich simultan 
mit 1Jl' 1J2 so transformieren, daß V11Jl + V21J2 invariant bleibt. Die 
oben mit U bezeichnete homogene Substitution ergibt danach: 
(140) , »' R' , '+ ' VI = U VI - ,.. V2 , V2 = - r VI U V 2 , 

d. h. auf 'Vl , 'V2 ist jeweils die zu U inverse Substitution U-l auszuüben. 
Eine beliebig gewählte lineare Form der vl1 V 2 sei (al VI + a2v2); 

ferner sei faC~l1 ~I) eine rationale Form ihrer Argumente von der 
Dimension d. Auf das Produkt (al V1 + a2 V2) . fi~l1 ~2) wende man 
die Substitutionen V" der homogenen r an, wobei die vl1 V2 jedesmal 
die zugehörige Substitution U" -1 erfahren. Die durch Addition aller so 
zu gewinnenden Ausdrücke entspringende Reihe: 

(141) ~(alvl(") + a2vl<»)· f,i~1(k), ~2(k») 
" 

=~[a1(h;v1 - P,,'v2) + a2(- r;v1 + ";v2)]· fd(~l(kl, ~2("») 
" ist gegenüber r formal invariant. Wir postulieren jetzt, daß diese 

R.eihe absolut konvergiere und nicht identisch verschwinde. Ordnet 
man dann nach VI' V2 : 

VI ~(a1 h; -a2r,,') . fi~l(k), ~2(~») + V2 ~(-alP,,' + a2",,')· fi~1(")' ~2(k»), 
k k 

so sind die beiden Formen: 

1 
Fa<l)(~l' ~2) = f(al h; - airk') . fi~l(k), ~2(k»), 

Fd(2)(~l' ~2) =.:z( - alP,,' + a2u,,'). fi~l(k), ~2(k»), 
k 

(142) 

mit den VI' V2 kontragredient und also mit den 1Jl' '1/2 kogredient, 
cl. h. sie zeigen gegenüber den b-Substitutionen in. der Tat das homo
morphe Verhalten der fraglichen Formen 1J11 'YJ2' ßei der Untersuchung 
der Konvergenz gelangt Poincare235) zu dem Ergebnis, daß jedenfalls 

232) Wie letztere die elliptischen Thetafunktionen nachahmen, so erscheinen 
(mit Rücksicht auf Periodeneigenschaften) die homomorphen Funktionen der 
elliptischen Zetafunktion (Integral 2. Ordnung) analog. Poincare selbst bezeichnet 
(für Hauptkreisgruppen) die fraglichen Reihen als "saries zetafuchsiennes". 

233) S. die in Note 231 genannte Abhandl., p. 233ff. 
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unterhalb einer gewissen oberen Grenze für d die Reihen (142) kon
vergent sind; auch das Bedenken des identischen Verschwindens der 
Reihen wird erledigt. 

Durch die vorstehende Entwicklung ist nur erst bewiesen, daß 
sich die durch "Poincares Zetareihen" (142) dargestellten Formenpaare 
gegenüber den ~-Substitutionen mit den polymorphen Formen "11''11. 
isomorph substituieren. Indessen ist es Poincare gelungen, den Nach
weis zu führen, daß sich die "Iv "12 als lineare Verbindungen solcher 
Zetareihen mit automorphen Koeffi$ienten darstellen lassen. Die zu die
sem Zwecke von Poincare benutzten Methoden schließen sich ihrer 
Art nach denjenigen Überlegungen an, mittels deren er die Darstell
barkeit der automorphen Funktionen durch seine Thetareihen dartat. 

Wir beschränkten uns der bequemeren Ausdrucksweise wegen 
bisher auf Dreiecksfunktionen. Poincares eigene Entwicklung (vgl. 
Note 231) ist von vornherein weit allgemeiner angelegt. Es liege 
irgend ein automorphes Gebilde mit Grenzkreis und von beliebigen 
p, n vor. Eine zugehörige Funktion z = <pm ergebe als Abbild des 
"FE" eine Riemannsche Fläche, auf welcher die n festen Polygon
ecken die Stellen ev ~, ... , en liefern. Es sei eine lineare Differen
tialgleichung vorgelegt: 

a,mTj dm-1Tj 

(143) dzm + P1(z) dzm- 1 + ... + P m(z)1J = 0, 

deren Koeffizienten algebraische Funktionen der vorliegenden Fläche 
sind. Die singulären Punkte dieser Gleichung sollen ausschließlich an 
den Stellen ek liegen; und die Vieldeutigkeit 234,) der Lösungen "I an 
der einzelnen Stelle ek soll derart sein, daß die "I in der Umgebung 
der betreffenden Stelle eindeutig in ~ sind. Unter diesen Umständen 
bildet e'in Lösungssystem 1Ju "12' ••• , "Im ein System eindeutiger Funkr 
tionen von ~, welches gegenüber einer beliebigen Substitution V der Zlf,

gehörigen r selber eine eindeutig bestimmte Substitution: 

(144) I n:'.~. "': n,. +. ",:n,.+ .... : + "'.~., 
"Im - "ml1Jm + "m21J» + + "mm "Im 

erfährt. Man gelangt hier wieder zu demselben 1-00 - deutigen Homo
morphismus, der im oben betrachteten Beispiele vorlag. Poincares 
analytische Ansätze beziehen sich nun sogleich auf die Herstellung 
derartiger Systeme von m homomorphen Funktionen bzw. Formen. 

234) Die für den einzelnen Punkt ek durch die "determinierende Fundamental
gleichung" von Fuchs festgelegt wird. 
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Es zeigt sich, daß hierbei keine neuen Gesichtspunkte gegenüber dem 
Spezialfalle der Dreiecksfunktionen hervortreten. 

Ritter beabsichtigte bei einer neuen Durchforschung und Fort
entwicklung der Poincareschen Zetareihen einen ähnlichen Weg zu 
gehen, wie bei den "Thetareihen". Den "multiplikativen Formen" ent
sprechend hat er eine Theorie der "Riemannschen Formenscharen auf 
einem beliebigen a71]ebraischen Gebilde" entwickelt 235), welche sich un
abhängig von den Poincareschen Zetareihen auf algebraischer Basis 
aufbaut. Die Anwendung seiner Untersuchungen auf die letzteren 
Reihen hat Ritter nicht mehr ausführen können 236). 

36. Fundamentaltheoreme über die Existenz der eindeutig 
umkehrbaren polymorphen Funktionen auf gegebenen Riemann
sehen Flächen. Die bisherigen Entwicklungen knüpften an die 
Variabele ~ an, führten uns zu den automorphen Funktionen von ~ 
und lehrten uns, einzelnen Gebilde automorpher Funktionen durch 
Herausnahme einer speziellen Funktion z = tp(~) des Gebildes auf eine 
Riemannsche Fläche über der z-Ebene zu beziehen. Es hat sich hier
bei gezeigt, daß zahlreiche Funktionen auf dieser Fläche in ~ eindeutig 
werden oder, wie man sagt, durch ~ "uniformisiert" werden können. 

Indem wir uns jetzt allgemein auf den hierdurch angezeigten 
Standpunkt stellen, entsteht die umgekehrte Frage, ob vielleicht auf 
jeder Riemannschen Fläche polymorphe Funktionen ~ = fez) unserer 
Art existieren möchten, die alsdann allemal zur Uniformisierung sonstiger 
Funktionen der Fläche gebraucht werden können. Die Antwort hierauf 
ist in einer Reihe von Sätzen enthalten, welche den Schluß stein der 
ganzen Theorie bilden und ihrer grundlegenden Bedeutung halber 
nach Kleins Ausdrucksweise "Fundamentaltheoreme" heißen. Folgende 
Theoreme stellen wir an die Spitze: 

I. Grenzkreistheorem: Sind auf einer beliebig gegebenen Rie
mannschen Fläche des Geschlechtes p über der z-Ebene n willkürlich ge
wählte Verzweigungsstellen el , e2 , ••• , er/. markiert (wo n beliebig ~ 0 
genommen werden kann), so gibt es eine und im wesentlichen 237) nwr 

235) Math. Ann. 47 (1895), p. 157. 
236) Dieser Gegenstand ist aufgenommen von M. Caspar in der Tübinger 

Diss. von 1908 "Über die Darstellbarkeit der homomorphen Formenscharen durch 
Poincaresche Zetareihen". Im Falle p> 1 und n = 0, d. h. beim Fehlen von 
Punkte e auf der Riemannschen Fläche, wird die Darstelloarkeit der homomor
phen Formenscharen durch Poincaresche Zetareihen für solche Dimensionen d 
bewiesen, bei denen Konvergenz der Reihen stattfindet. 

, ab"+b 
237) D. h. von einer beliebigen linearen Substitution b" = ---- abge

cb"+d 
sehen. 
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eine linear-polymorphe Funktion b = f(z) , welche die kanonisch zer
schnittene Fläche auf ein "Grenzkreispolygon" der Signatur (p, n; 
111 ••. , 110) abbildet (vgl. p. 369), unter den 1 beliebig vorgeschriebene 
ganze Zahlen > 1 oder 00 verstanden. 

II. Hauptkreistheorem: Ist eine orthosymmetrische Riemann
sche Fläche mit !L (> 1) Symmetrielinien gegeben und sind auf ihr n 
Paare symmetrisch liegender Punkte t;, t;', ~, e2' • ••• , e", en' willkürlich 
markiert, so gibt es eine und im wesentlichen nur eine linear-polymorphe 
Funktion b = fez), welche die geeignet zerschnittene Fläche auf ein sich 
selbst symmetrisches "Polygon mit Hauptkreis" abbildet. Dies Polygon 
ist der "DB" eines die ganze b-Ebene bedeckenden Netzes; es wird vom 
Hauptkreise in !L Symmetrielinien durchsetzt und hat n Paare fester 
Ecken mit beliebig vorgeschriebenen 1. > 1 238). 

III. Rückkehrschnitttheorem: Ist wieder eine beliebige Rie
mannsche Fläche jedoch mit p > 0 gegeben und ist dieselbe längs p 
Rückkehrschnitten, die getrennt voneinander verlaufen, zerschnitten, so 
gibt es eine und im wesentlichen nur eine polymorphe Fun7.tion b = fez), 
welche die zerschnittene Fläche atet einen "DB" mit 2p paarweise aufein
ander bezogenen geschlossenen Randkurven abbildet (vgl. Fig. 14 p. 380). 

Der Wert dieser Sätze gründet sich, wie schon angedeutet, auf 
den in Nr. 16 aufgestellten Uniformisierungssatz: Ist eine beliebige 
Riemannsche Fläche F gegeben, so haben wir in einer polymorphen 
Funktion b, welche F beispielsweise auf ein Grenzkreispolygon abbildet, 
eine Variabele, in welcher die algebraischen Funktionen von F, die 
Integrale der ersten beiden Gattungen, auch diejenigen der dritten Gattung 
mit logarithmischen Unstetigkeitspunkten an parabolischen Stellen ei , die 
Integrale linearer Differentialgleichungen von F mit geeigneten an den 
Stellen ei gelegenen singulären Punkten usw. "eindeutige" Funktionen 
werden. 

Wir hatten in Nr. 32 gesehen, daß sich die Differentialgleichung 
3. Ordnung für b in jedem Falle bis auf eine gewisse Anzahl "ak
zessorischer Parameter" aufstellen lasse. Die "Fundamentaltheoreme" 
besagen, daß man diese Parameter immer auf eine und nur eine 
Weise so bestimmen kann, daß ein b des jeweils in Betracht kom
menden Typus herauskommt. 

Bei einer Fläche mit p = 1 und n = 0 tritt an Stelle der 
Grenzkreisfunktion b das elliptische Integral erster Gattung, und dem 

238) Vereinzelte niedere Signaturen, bei denen noch keine Grenz- oder 
Hauptkreisnetze auftreten (z. B. (0,3; 2, 2, n) oder (0, 3; 2, 3, 4», gelten bei den 
Theoremen I und II als ausgeschlossen. 
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Uniformisierungssatze entspricht hier das Theorem über eindeutige 
DarsteIlbarkeit der Funktionen des fraglichen elliptischen Gebildes in 
jenem Integrale (vgl. lIB3, Nr. 51). 

Auch das Rückkehrschnitttheorem ist für p = 1 elementar. Zieht 
man auf einer Fläche des Geschlechtes 1 irgend einen Rückkehrschnitt, 
so wird die so durchschnittene Fläche durch die Exponentialfunktion 
des geeignet normierten Integrals erster Gattung auf einen ringf'örmigen 
"DB" der im Theorem III gemeinten Art abgebildet. 

Der einfachste und darum wichtigste Fall des Grenzkreistheorems 
entspricht der Annahme n = 0: Hat man in f(w, z) = 0 eine alge
braische Relation beliebigen Geschlechtes p, so g~'bt es einen "uniformi
sierenden POI1'ameter" ~, vermöge dessen man f(w, z) = 0 in die zwei 
Gleichungen w = «p(~), z = t/Jm derOl1't spalten kann, daß «p(~), t/JW 
auf der "K"Urve" f = 0 "unverzweigte, eindeutige automorphe Funk
tWnen" eines und desselben Polygonnetzes mit "Grenzkreis" sind. 

Die allmähliche Herausbildung der Fundamentaltheoreme setzt 
mit dem Frühjahr 1881 ein und zieht sich bis zur Gewinnung der 
allgemeinen Sätze bis in das folgende Jahr hinein. 

Erstlieh hat Poincare mehrere Mitteilungen in den Bdn. 92 und 93 
der Pariser Comptes Rendus (beginnend mit dem 30. Mai 1881) für 
den Fall p = 0, welche sich auf den Grenzkreisfall beziehen und 
zunächst nur parabolische Zipfel voraussetzen, alsbald aber im Ge
biete der Grenzkreisgruppen allgemeinere Gestalt annehmen. 

Sodann gelangte Klein zu den in Rede stehenden Theoremen 
für beliebiges p, indem er einmal über die genaue Kenntnis zahl
reicher Fälle, welche den elliptischen Modulfunktionen entstammen, 
verfügte, andererseits aber die Theorie der Riemannschen Flächen in 
der unabhängigen Form durchdachte, die er bei R1'emann selbst vor
aussetzte 2S9). Von hieraus ergab sich namentlich die Grundtatsache, 
daß alle algebraischen Gebilde desselben Geschlechtes p ein einziges 
Kontinuum bilden. 

Die persönliche Bezugnahme beider Forscher, Klein und Poincare, 
miteinander beginnt im Sommer 1881 und gestaltete sich für beide 
höchst fruchtbringend. Klein entdeckte, von einer öfters genannten 
Arbeit Schottkys (vgl. Note 25 in Nr. 4) angeregt, ein erstes Funda.
menta1.theorem für beliebiges p ohne singuläre Punkte (Polygonecken) 
und ohne Hauptkreis, welches er am 12. Januar 1882 veröffentlichte 240); 

239) Im Herbst 1881 verfaßte Klein seine Schrift "Uber Riemanns Theorie 
der a.lgebraischen Funktionen und ihrer Integrale" (Leipzig, B. G. Teubner). 

240) "tTher eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in sich", 
Math. Ann. 19, p. 565. 
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es ist das oben unter III genannte "Rückkehrschnitttheorem". Etwa& 
später (am 27. März 1882) publizierte Klein 241) das "Grenzkreistheo
rem", soweit n = 0 ist oder doch nur parabolische Ecken zugelassen 
werden. Hierbei war für ihn als Prototyp das bei Transformation 
7. Grades der elliptischen Funktionen auftretende Polygon der Kurve 
vierter Ordnung ).sp, + p,sv + vs). = 0 maßgeblich. Anknüpfend 
hieran gab Poinca;re am 10. April 1882 in Bd. 94 der Pariser Comptes 
Rendus das Grenzkreistheorem mit beliebigen singulären Punkten. End
lich hat Klein in der Abhandlung "Neue Beiträge zur Riemannschen 
Funktionentheorie" 242) betreffs allgemeiner Erfassung der Theoreme den 
umfassendsten Standpunkt erreicht. Er unterwirft daselbst v GrElnz
kreispolygone der "Charaktere" (Pt, n1), ••• , (p", n,,) dem Prozeß der 
"Ineinanderschiebung" und erzeugt so einen v-fach zusammenhängen-

" " 
den "DB" mit p =~Pk und n = ~nk' DieZusammenfaltungliefert 

.1:=1 k=1 

eine Riemannsche Fläche mit v Parlial- Schnittsystemen von kano
nischer Gestalt. Für so zerschnittene Flächen stellt Klein a. a. O. als
dann umgekehrt ein allgemeines Fundamentaltheorem auf, unter wel
ches man alle obigen Theoreme als SpeziaWille unterordnen kann. 
Nach demselben existiert auf jeder mit v Partial-Schnittsystemen ver
sehenen Riemannschen Fläche eine und im wesentlichen nur eine linear
polymorphe Funktion ~, welche die Fläche auf ein Polygon abbildet, das 
man durch Ineinanderschiebung von v Grenzkreispolygonen entstanden 
denken kann, und das demnach (für v > 1) zu einem Netze mit un
endlich vielen "Grenzkreisen" hinführt. 

Betreffs ausführlicherer und zusammenfassender Darstellungen der 
Fundamentaltheoreme ist zu berichten, daß die zuletzt genannte mehr 
programmatisch gehaltene Abhandlung Kleins eine abgerundete und 
zusammenfassende Darstellung der von ihm erreichten Auffassung der 
automorphen Funktionen und speziell der Fundamentaltheoreme liefert. 
Poincare hat neben einer ersten zusammenfassenden Abhandlung in 
den Mathematischen Annalen 248) die Ergebnisse seiner Forschungen 
über die fraglichen Theoreme ausführlich dargestellt im Verlaufe der 
Abhandlung "Sur les groupes des equations lineaires"W). Gegenüber 

241) "Ober eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in sich", 
Math. Ann. 20, p. 206. 

242) Math. Ann. 21 (dat. 2. Okt. 1882). 
243) "Sur les fonctions uniformes, qui se reproduisent par des substitutions 

lineaires", Math. Ann. 19 (1882), p. 553. 
244) Act. math. 4 (1884), p. 201. 
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den obengenannten Noten in den Comptes Rendus ist der sehr we
sentliche Fortschritt dieser Abhandlung die Ausbildung eines Beweis
verfahrens des Grenzkreistheorems, auf welches wir gleich zu sprechen 
kommen. 

37. Die Kontinuitätsmethode zum Beweise der Fundamental
-theoreme. Die von Klein und Poincare ursprünglich zum Beweise der 
Fundamentaltheoreme verwendeten Mittel bestehen in "Kontirvuitäts-
1Jetrachtungen". Es gilt z. B. betreffs des Grenzkreistheorems (vgl. 
"Aut." 1, S. 389) der Satz, daß alle Grenzkreisgruppen gegebener Si
gnatur eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit M von (2n + 6p - ti) 
Dimensionen liefern. Eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit M' der
selben Dimensionenanzahl wird von allen Riemannschen Flächen der 
gleichen Signatur geliefert. Nun gehört jedem Individuum von Meines 
und nur eines von M' zu (Existenzsatz der automorphen Funktionen, 
vgl. Nr.14). Diese Zuordnung ist eine stetige; denn die Poincareschen 
Reihen und damit die "Moduln" der Riemannschen Fläche sind stetige 
Funktionen der Gruppeninvarianten (vgl. die zweite in Nr. 22 er
wähnte Konvergenzbetrachtung Poincares) 24.5). Daß einem Individuum 
von M' höchstens ein solches von M entsprechen kann, ist der In
halt des sogenannten "Unitätssatzes". Derselbe ist zunächst beim 
Grenz- und Hauptkreistheorem ziemlich leicht beweisbar, nämlich 
durch das Prinzip, daß, wenn die Innenfläche eines Kreises ausnahms
los konform auf die eines zweiten bezogen ist, diese Beziehung not
wendig eine lineare ist. Für die übrigen Fundamentaltheoreme erfor
derte der Beweis des Unitätssatzes durch Zurückführung auf ein ent
sprechendes Prinzip über zwei konform aufeinander bezogene Kugel
flächen allerdings wesentlich umständlichere Zurüstungen. Das Ziel 
der Kontinuitätsbetrachtung wird nach Erledigung des Unitätssatzes 
nunmehr sein, zu zeigen, daß jedem Individuum von M' auch sicher 
eines von M entspricht. 

Klein hat in der in der Note 242 genannten Arbeit den so ge
gliederten Gedankengang seiner Kontinuitätsmethode nur erst skizziert. 
Die viel umfänglichere ein Jahr später erschienene Darstellung Poincares 
(vgl. Note 244) beschränkt sich von vornherein auf den Grenzkreis
fall und liefert hier in den Vorarbeiten zur Kontinuitätsbetrachtung 
wesentliche Fortschritte. Es hängt dies mit einem Unterschiede im 

245) Ritter hat ohne ZuhilfnlJ,hme der Poincareschen Reihen die Stetigkeit 
~er automorphen Funktionen gegenüber Abänderung der Gruppenmoduln be
wiesen; vgl. die beiden Abhandlungen: "Die Stetigkeit der automorphen Funktionen 
'bei stetiger Abänderung des Fundamentalbereichs", Mat,h. Ann. 45 (1894), p. 473 
und 46 (1894), p. 200. 
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Ansatze bei der Darstellungen zusammen. Während nämlich Klein mit 
kanonisch zerschnittenen Riemannschen Flächen und entsprechend mit 
irgendwelchen kanonischen Polygonen arbeitet, wobei jedes Gebilde 
in der Mannigfaltigkeit M' unendlich oft auftritt (den unendlich vielen 
kanonischen Schnittsystemen der einzelnen Fläche entsprechend), geht 
Poincare von der unzerschnittenen Fläche aus. Dies erfordert, aus den 
gesamten kanonischen Polygonen, welche zur gleichen Gruppe gehören, 
eines (ein sogenanntes "reduziertes" Polygon) herauszugreifen. Die 
entwickeltere Theorie Poincares bringt die hiermit gemeinte "Reduk
tion" der Polygone und damit die Herausarbeitung der Mannigfaltig
keit M der reduzierten Polygone oder, was auf dasselbe hinausläuft, 
der Mannigfaltigkeit der Gruppen. 

Dieser Unterschied ist von grundlegender Bedeutung, wie bereits 
das elementare Beispiel der doppeltperiodischen Funktionen (Fall der 
parabolischen Rotationsgruppen, Klasse II, 2 in der Einteilung N r. 11) 
lehrt. Die Mannigfaltigkeit aller hier als "D B" eintretenden Parallelo
gramme ist geometrisch darstellbar durch die Punkte der positiven 
ro-Halbebene (vgl. Fig. 2, p. 363), diejenige der "reduzierten" Parallelo
gramme aber durch die Punkte eines einzelnen Doppeldreiecks der 
Modulgruppe, etwa des in Fig. 1, p. 362 angegebenen "DB" dieser 
Gruppe. Jene Mannigfaltigkeit ist eine offene, insofern sie an der 
Teellen ro-Achse einen Rand besitzt, der, abgesehen von den rationalen 
Punkten, nicht mehr zu ihr gehört; diese ist (vermöge deI' Zuordnung 
deI' Seiten des Doppeldreiecks und der Hinzunahme seiner Spitze) 
eine geschlossene. Der Vergleich der ganzen ro -Halbebene mit der 
Mannigfaltigkeit aller irgendwie zerschnittenen Riemannschen Flächen 
des Geschlechtes p = 1 ist eTschwert durch die gegen den Rand (die 
reelle ro -Achse) hin eintretenden AusaTtungen der Fläche oder auch 
nur des Querschnittsystems; der Vergleich des Doppeldreiecks mit der 
Ebene der absoluten Invariante J und der Schluß auf die eindeutige 
Beziehung beider aufeinander ist etwas sehr einfaches. 

Die in "Aut." 2, p. 285 ff. von Fricke entwickelte neue Behand
lung der Kontinuitätsmethode im Gebiete des Grenzkreis- und des 
Hauptkreistheorems 24.6) folgt demnach der Poincareschen Auffassung 
und liefert durch die inzwischen erfolgte Vertiefung der geometrischen 
und invariantentheoretischen Behandlung der Polygone brauchbare Er
gebnisse wenigstens zunächst nach Seiten der Polygone bzw. Gruppen: 
Die Mannigfaltigkeit der Gruppen (1'eduzierten Polygone) einer gegebenen 

246) S. auch Fricke, "tJber die Theorie der automorphen Modulgruppen'l, 
Gött. Nachr. von 1896, p. 91. 
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Signatur bildet unter Hintmnahme der in derselben enthaltenen Gruppen 
niederer Signaturen ein geschlossenes Kontinuum von (2n + 6p - 6) 
Dimensionon. In allen jenen niederen Fällen, wo die Lehre von den 
Moduln der Riemannschen Flächen einen deutlichen Überblick über 
das Kontinuum der Riemannschen Flächen gestattet, war demnach die 
Durchführung des Kontinuitätbeweises leicht 24.7). 

Neuerdings sind L. E. J. Brouwer und P. Koebe auf die Kontinui
tätsmethode im allgemeinen Falle erfolgreich eingegangen, und zwar 
unter Zugrundelegung des .Kleinschen Ansatzes 248); vorläufige Mitteilun
gen wurden auf der Karlsruher Versammlung am 27. September 1911 
erstattet 249). Zuvörderst hat Brouwer eine sehr wesentliche Grundlage 
für die Kontinuitätsmethode durch seinen Beweis der "Invarianz der 
Dimensionenanzahl" bei beliebiger stetiger Abbildung einer Mannig
faltigkeit geliefert 250). Sodann hat Brouwer eine ausführliche Zer
gliederung der Kontinuitätsmethode für den Grenzkreisfall gegeben 251), 
sowie im Anschluß hieran ein noch unerledigtes Glied des Beweises 
bearbeitet, indem er zeigte, daß sich die Mannigfaltigkeit der mit 
einem kanonischen Querschnittsystem versehenen Riemannschen Flächen 
des Geschlechtes p in jedem ihrer Punkte wie eine "singularitätenfreie" 
(6p - 6)-dimensionale Mannigfaltigkeit verhäJt252). Die gleichzeitigen 
Untersuchungen Koebes haben zunächst einen vollständigen und ein
wurfsfreien Beweis des Rückkehrschnitttheorems mitte1st der Kon
tinuitätsmethode geliefert 253) , wobei als wesentliches Hilfsmittel der 

247) Vgl. Fricke, "Beiträge zum Kontinuitätsbeweise der Existenz linear
polymorpher Funktionen aufRiemannschen Flächen", Math. Ann. 59 (1904), p. 449. 
Vgl. auch "Neue Entwicklungen über den Existenzbeweis der polymorphen Funk
tionen", Verh. des 3. intern. Math.-Kongr. zu Heidelberg 1904, p. 246. S. auch 
"Aut." 2, p. 414 ff. 

248) Es kommt hierbei in Betracht, daß beim Rückkehrschnitttheoreme und 
beim allgemeinsten Kleinschen Fundamentaltheoreme eine Reduktionstheorie der 
Polygone und entsprechend eine Theorie der Gruppenmanuigfaltigkeiten zurzeit 
noch fehlen. 

249) S. den Bericht "Zu den Verhandlungen betreffend automorphe Funk
tionen", Jahresb. d. D. Math.-Ver. 21 (1912), p. 153. 

250) "Beweis der Invarianz des n-dimensionalen Gebietes", Math. Ann. 71 
(1911), p. 305. 

251) "tIber die topologischen Schwierigkeiten des Kontinuitätsbeweises der 
Existenztheoreme eindeutig umkehrbarer polymorpher Funktionen auf Riemann
sehen Flächen", Gött. Nachr. von 1912, p. 603. 

252) "tIber die Singularitätenfreiheit der Modulmannigfaltigkeit", Gött. 
Nachr. von 1912, p. 803. 

263) "Begründung der Kontinuitätsmethode im Gebiete der konformen 4-b
bildung und Uniformisierung", Gött. Nachr. von 1912, p. 879. S. auch die Vor-

29* 
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Untersuchung der in Nr. 39 näher zu bezeichnende Koebesche "Ver
zerrungssatz" dient. In einer demnächst in den Math. Ann. erschei
nenden Abhandlung 2M) gibt Koebe eine ausführliche Darstellung seiner 
Auffassung des Kontinuitätsbeweises und behandelt das Rückkehr
schnitttheorem, das Hauptkreistheorem, sowie das allgemeine K1eiJn
sche Fundamentaltheorem mitte1st desselben. 

38. Die Methode des Bogenelementes beim Beweise des Grenz
kreistheorems. Eine andere Beweismethode, welche jedoch znnächst nur 
für das Grenzkreistheorem durchgebildet wurde, ist von SchWQ/YS S5o) 
der Idee nach angegeben und von Piwrd256) und PoincaIrlf257) zur 
Durchführung gebracht. 

Man wähle den Grenzkreis als "Einheitskreis" der ,-Ebene. Dann 
ist das Bogenelement dß derjenigen "hyperbolischen Maßbestim. 
mung", in deren Sinne die äquivalenten "DB" eines im Innern jenes 
Kreises gelegenen Netzes "kongruent" sind, bei geeigneter Wahl der 
Einheit gegeben durch: 

(145) 

wo ~ zu , konjugiert komplex ist. Es handelt sich hierbei um eine 
Maßbestimmung, bei welcher man das Innere des Grenzkreises als eine 
"Fläche des konstanten negativen I{rümmungsmaßes - 4" aufzufassen 
hat t58). 

Es werde nun dnrch eine zugehörige Funktion s = qJ m der 
,,DB" auf eine Riemannsche Fläche abgebildet, auf welcher das Bogen
element durch ds = V ds . ds gegeben ist. Man schreibe s = x + iy 
und bilde auf der Riemannschen Fläche die reelle Funktion 

) da 
(146) u(x, y = 2 log T" 

",8, 

a.nzeige Koebes, "Zur Begründung der Kontinuitätsmethode", Leip. Ber. 1912, 
p.691f. 

264) "tlber die Uniformisierung der aJgebraischen Kurven. IV", (Kontinui
tll.tsmethode ). 

266) V gl. die Anmerkungen und Zusätze zum 2. Bde. von Schwarz, "Ge
sammelte mathematische Abha.ndlungen" (1890), p. 366ff. 

256) "Memoire sur la theorie des equations aux derivees partielles et la. 
methode des a.pproximations successives", J. d. math., (4) 6 (1890), p. 145; .,De 
l'equation Aw= keu sur une surface de Riemann fermee", J. d. math., (4) 11 (1893), 
p.273. 

257) "Les fonctions fuchsiennes et l'equation Aw= eu ", J. de math. 
(5) 4 (1898), p. 137. 

258) Vgl. ,,Aut." 1, p. 31 sowie die Ausführungen über die .. Methode deI 
Bogenelementes" in ,,Aut." 2, p. 440. 
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-d. h. den doppelt genommenen Logarithmus des Abblldungsmoduls dffr 
Riemannschen FläChe auf die Fläche des konstanten Krümmungs
maßes - 4. Aus der Gleichung: 

(147) d~ df -
u(x, y) = log dZ + log fi-Z - 2 log (1 - ~~) 

ergibt sich leicht 259), daß u(x, y) der sogenannten Liouvilleschen par
tiellen Diffffrentialgleichung 2 ter Ordnung genügt: 

(148) 

Diese Gleichung ist nun allgemein charakteristisch für den doppelten 
Logarithmus des Abbildungsmodulus einer Ebene auf einer Fläche des 
konstanten Krummungsmaßes - 4. Wenn man demnach umgekehrt 
auf einffr beliebig gegebenen Riemannschen Fläche übffr dffr ß-Ebene 
eine Lösung u jenffr Diffffrentialgleichung besitzt, welche an den Stellen 
Bt, .. ')- e .. , in den Vffrßweigungspunkten dffr Fläche und an den Stellen 
00 die richtigen logarithmischen Unstetigkeitspunkte aufweist, so hat man 
damit ßugleich eine Abbildung dffr ßffrschnittenen Fläche auf ein Grenß
lW'eispolygon unSffrffr Art in dffr ~'-Ebene, und das GrenßlW'eistheorem 
ist bewiesen. Die Existenz der erforderlichen Lösungen u der Diffe
rentialgleichung (148) ist nun in der Tat von Picard und Poincare 
a. a. O. bewiesen. Bei Picard liegt allerdings insofern noch eine 
Einschränkung der Allgemeinheit vor, als Punkte ek von "parabolischem" 
Charakter ausgeschlossen sind 260). 

L. Biebffrbach 261) hat neuestens begonnen, die Methode des Bogen
elementes so auszuarbeiten, daß sie auch beim Beweise des Haupt
kreistheorems Verwendung findet. Es handelt sich dabei um ein Inte
gral der Differentialgleichung (148) auf der einen Hälfte einer ortho
symmetrischen Riemannschen Fläche, welches gegen jeden Punkt einer 
Symmetrielinie hin unendlich wird wie der Logarithmus der Normalen 
zu dieser Linie. Bieberbach hat den Beweis der Existenz und Unität 
eines solchen Integrales a. a. O. zunächst für einen endlichen, schlichten, 
';on einer analytischen Kurve begrenzten Bereich erläutert und stellt 
weitere Veröffentlichungen in Aussicht. 

259) S. darüber L. Bia;nchi, "Vorlesungen über Differentialgeometrie" (über
lietzt von M. L'Ukat), Leipzig 1899, insbesondere Kap. 16, p. 418 ff. 

260) S. übrigens betreffs der Lösung der Differentialgleichung (148) auch 
das Ref. II A 7 c, Nr. 12. 

261) ,,~u = eU und die automorphen Funktionen", Gött. Nachr. von 1912, 
p.599. 



454 II B 4. R. Fricke. Automorphe Funktionen und Modulfunktionen. 

39. Die Methode der Überlagerungsfläche zum Beweise aller 
Fundamentaltheoreme. Eine dritte Methode, diejenige der "Überlage
lagerungsfläche", hat wieder allgemeine Bedeutung für die gesamten 
Fundamentaltheoreme, ja sogar für gewisse noch allgemeinere "Uni
{ormisierungssätze". 

Im Keime liegen Ideen, die zu dieser Methode hinführen, bereits 
bei den "Ketten von Transformationen" im Gaußsehen arithmethisch
geometrischen Mittel (vgl. II B 3, Nr. 34), sowie in Jaeobis ent
sprechenden Untersuchungen 262) vor. Ist k' (w) der "komplementäre 
Integralmodul" Jacobis und schreibt man abkürzend kn' = k' (2n ro), so 
gilt, der Transformation 2ten Grades entsprechend: 

(149) k' = 2y'k'n_l . 
" l+k'n_l 

Dies ist im wesentlichen Gauß' Algorithmus des arithmetisch-geo
metrischen Mittels. Schreibt man zur Abkürzung w .. = 211 m und 
q1l = e7tiWn, so gilt lim q,. = 0, und also liefert die Darstellung des Inte-

n=oo 
gralmoduls k in der Entwicklungsgröße q (vgl. etwa (69) in IIB3, Nr.25): 

(150) lim k2 = lim (1- k'2) = 16 . lim e7tiw" n .. , 
11.=00 

woraus sich für wergibt: 

(151) w = ~ . lim (log (1 - k~2) - 4 log 2)) . 
n~ n=ao 211 

Diese Berechnung ·von waus gegebenem Werte von k' verallge
meinern wir zunächst in folgender Weise zur Berechnung von ~ bei 
gegebenem Werte einer automorphen Funktion z = q; W im Falle 
irgendeiner Grenzkreisgruppe r. Wir wollen innerhalb r eine Kette 
von Untergruppen r(l), r(2), .. , von immer größerem Index ausgesondert 
denken; und zwar sei allgemein ren) in r(n-l) als Untergruppe des 
Index [Ln enthalten. Wir mögen uns vermöge der Durchlaufung der 
unendlichen Reihe jener Untergruppen der aus der Substitution 1 allein 
bestehßnden Untergruppe r(:<;) als Grenze annähern, deren zugehörige 
Funktion ~ ist. Diesen Prozeß kann man nun auch an die zu den 
"DB" der Gruppen gehörenden Riemannschen Flächen F, F(l), F(2l, ... 
knüpfen. Dabei entsteht F(n) aus F(n-I) durch [Ln-fache Überlagerung, 
und es handelt sich also beim Fortgang von F(n-l) zu F(1I) jedesmal 
um Lösung eines algebraischen Problemes /Ln ten Grades. Die Kette dieser 
algebraischen Probleme gestattet die approximative Bestimmung der 

262) Vgl. Jacobi, Gesammelte Werke 1, p. 149ff. Vgl. übrigens die aus_ 
führliche Darstellung in "Mod." 2, p. 111 ff. 



39. Die Methode d. Uberlagerungsfiäche z. Beweise aller Fundamentaltheoreme. 455 

Schlußfunktion ~ von der Stelle z der durch die anfängliche Gruppe ge
gebenen Fläche F aus. 

Die sich hier anschließende Methode zum' Beweise des Grenzkreis
theorems geht nun von der Idee aus, eine entsprechende Kette von 
Überlagerungen bei Ausgang von einer beliebig vorgegebenen Riemann
schen Fläche F zu vollziehen, um auf diese Weise die Existenz einer 
zugehörigen polymorphen Funktion ~ zu zeigen und ein Mittel für 
ihre approximative Berechnung zu besitzen. Dieser Ansatz ist in dem 
Spezialfalle , daß sämtliche Flächen F(n) das Geschlecht p = 0 haben 
und nur parabolische Punkte e" aufweisen, von L. Schlesinger 263) zur 
Ausführung gebracht. Ein Entwurf zu einer allgemeinen Durchführung 
der Methode ist schon vorher von Poincare264) gegeben. 

Es hat nun Schwarz bereits Anfang der achtziger Jahre in münd
lichen Mitteilungen an Klein und Poincare einen Beweisansatz für das 
Grenzkreistheorem skizziert, der mit den vorstehend bezeichneten Ideen 
nahe verwandt ist. Es sei irgend eine etwa der algebraischen Relation: 

(152) G(w, z) = 0 

entsprechende Riemannsche Fläche F des Geschlechtes p über der 
ß-Ebene vorgelegt, und es seien auf F beliebig gewählte n Punkte 
eu e2 , ••• , e" "signiert", denen ganze Zahlen 1" > 2 (den Fall 1 = 00 

eingeschlossen) zugeordnet seien Es ist dann möglich, in eindeutig 
bestimmter Weise eine aus unendlich vielen Exemplaren dieser Fläche F 
ßusammengesetzte sogenannte "Überlagerungsflächp." F", von "einfachem" 
Zusammenhange herzustellen. Man erkennt diese Möglichkeit am ein
fachsten in der Weise, daß man an irgend ein Grenzkreispolygon der 
durch die obigen Zahlen p, n, 1 gegebenen Signatur (p, n; 11) 12 , ••• , Zn) 
anknüpft und dieses Polygon mittels einer zugehörigen Funkti<1n Z' = rp m 
auf eine neue Riemannsche Fläche F ' abbildet, auf welcher den n festen 
Polygonecken die Stellen e/, ~/, ... , e",' entsprechen mögen. Diese F ' 
kann man im Sinne der "Analysis situs" eindeutig stetig auf die 
Fläche F beziehen, und zwar so, daß der Punkt e; dem Punkte e~ 
zugeordnet ist. Man bilde nun das ganze zum ausgewählten Polygon 
gehörende Netz, welches das Innere des Grenzkreises schlicht ausfüllt 
und die Kreisperipherie zur Grenze hat, mittels der Funktion z' = rp (~) 
auf die z'-Ebene ab, und gewinnt eine aus unendlich vielen Exem
plaren F ' aufgebaute einfach zusammenhängende, nicht-abgeschlossene 
Überlagerungsfläche F~. Die bei dieser F", vorliegende Anreihung der 
unendlich vielen Exemplare F ' hat man dann eben (vermöge der ein-

263) "Zur Theorie der Fuchssehen Funktionen", J. f. Math. 105 (1889), p. 181. 
264) "Sur les groupes des equations lineaires", Act. math. 4 (1883), p. 201. 
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deutigen Beziehung von F' auf F) auf die Exemplare der Fläche F zu 
übertragen, um die ihr zugehörige Fog zu gewinnen 265). 

Nun war die Meinung von Schwarz, man solle auf der F"" die 
Existenz einer analytischen Funktion b = fez) nachzuweisen versuchenr 

welche die F"" auf die "schlichte", d. h. einfach und vollständig be
deckte Fläche eines Kreises abbildet. Würde man ein solches b ge
winnen ("Existenzsatz der uniformisierenden Variabelen"), so wäre 
weiter zu zeigen, daß die unendlich vielen neben einander gelagerten 
Abbilder der Exemplare F durch lineare b -Substitutionen zusammen
hängen ("Linearitätssatz"), sowie daß es im wesentlichen, d. h. von 
linearer Transformation abgesehen, nur eine solche Funktion b gibt. 
("Unitätssatz"). 

Der von Schwarz entwickelte Ansatz wurde von Poincare266) so
gleich (1883) dahin verallgemeinert, daß an Stelle der algebraischen 
Relation (152) eine beliebige "analytische" trat, so daß auch bereits 
die erste Fläche F unendlich-blättrig sein durfte. Doch konnte der 
Existenzbeweis der gewünschten Variabelen b einstweilen nicht zu 
Ende gebracht werden 267). 

Erst seit 1900 ist die Untersuchung neu in Fluß gekommen, in
dem zunächst die Poincaresche Betrachtung von 1883 in einzelnen 
Punkten ergänzt wurde 268), sodann aber durch S. Johansson 269) Betrach
tungen eingeleitet wurden, die für p = 0 zum Ziele führten, aber 

265) Die Zuhilfenahme des Grenzkreispolygons diente nur der Anschaulich
keit. Nach der Ausführung eines (die Punkte ek mit berücksichtigenden) kanoni
schen Querschnittsystems auf der signierten Fläche F kann man den Aufbau 
der Überlagerungsfläche aus unendlich vielen Exemplaren der zerschnittenen 
Fläche, indem man schrittweise immer weitere "Flächenkränze" anfügt, auch un
mittelbar vollziehen. 

266) "Sur un theoreme de la theorie generale des fonctions", Bull. soc. math. 
de Fr. 11 (1883), p. 112. 

267) Vgl. Hilberts Pariser Vortrag "Mathematische Probleme", Abschn. "Uni
formisierung analytischer Beziehungen mittelst automorpher Funktionen", Gött_ 
Nachr. von 19"00, p. 253. 

268) Vgl. W. P. Osgood, "On the existence of the Greens function for the
most general simply connected plan region", Amer. M. S. Transact. 1 (1900). 
p. 310, sowie T. B1'oden, "Bemerkung über die Uniformisierung analytischer Funk
tionen" (Lund 1905). 

269) "Über die Uniformisierung Riemannscher Flächen mit endlicher An
zahl von Windungspunkten", Art. soc. Fenn. 33 (1908), Nr.7; "Ein Satz über 
die konforme Abbildung einfach zusammenhängender Flächen auf den Einheits
kreis", Math. Ann. 62 (1906), p.177; "Beweis der Existenz linear-polymorpher 
Funktionen vom Grenzkreistypus auf Riemannschen Flächen", Math. Ann. 62 
(1906), p. 184. 
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allerdings bei p> 0 sich noch nicht als stichhaltig erwiesen. Um 
einen auf F", frei gewählten Ausgangspunkt 0 wird eine unendliche 
Schar von geschlossenen und sich nicht selbst überkreuzenden Kurven 
q, C2 , Os, ... derart beschrieben, daß jede C" gan,z innerhalb C"+1 
liegt. Zugleich sind diese Kurven so gewählt, daß sich auch für jeden 
irgendwo im Innem von F", gewählten Punkt ein endliches v angeben 
läßt, für welches C" jenen Punkt umschließt. Die Kurve C" begrenzt 
einen einfach zusammenhängenden Bereich, dessen im Punkte 0 un
stetig werdende Greensehe Funktion u" heiße. Die Konvergenz der 
Funktionenreihe u" für lim v = 00 gegen eine Grenzfunktion u (aus 
der dann das gewünschte ~ herstellbar ist) sucht Johansson nach der 
"Methode der Majoranten" zu zeigen, d. h. mittels einer Funktion U, 
deren Existenz von vornherein feststeht, und für welche bei jedem v 
die Ungleichung u" < U gilt. Eine solche Majorante wird für p = 0 
durch einen gewissen Rekursionsprozeß gewonnen, der aber bei p > 0 
versagt. 

Mit ähnlichen Betrachtungen beginnend sind alsdann ungefähr 
gleichzeitig Poincare270) und Koebe 271) an den allgemeinen Ansatz des 
ersteren (cf. Note 266) herangegangen lmd haben das Grenzkreistheorem 
mit seiner Verallgemeinerung auf beliebige analytische Relationen (152) 
vollständig bewiesen. Schon etwas früher hatte Koebe 272) das Haupt
kreistheorem nach der Methode der Überlagerungsfläche bewiesen. 
Der Fall des Hauptkreises erwies sich deshalb als einfacher, weil 
man llier von vornherein im Besitze einer brauchbaren Majorante 
war. Man wolle nämlich die ursprüngliche unzerschnittene ortho
symmetrische Fläche F längs ihrer Symmetrielinie durchschneiden, 
auf der einen Flächenhälfte den Punkt 0 wählen und die zu diesem 
Punkte 0 als Pol gehörende Greensehe Funktion U der Flächenhälfte 
bilden. Die Überlagerungsfläche F", ist hier aus lauter solchen Ji'lächen
hälften zusammengesetzt 27S). Die wie oben hergestellten Kurven C" 
grenzen Bereiche ein, auf welche man U übertragen wolle. Es handelt 
sich dann für jedes v um eine Funktion U mit endlich vielen Polen 
im Bereiche, welche sich in der Tat als eine brauchbare Majorante 
erwies. 

270) "Sur l'uniformisation des fonetions analytiques", Act. mathe 31 (1907), p.l. 
271) "Über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven", Gött. Nachr. 

von 1907, erste Mitteilung p. 191, zweite Mitteilung p. 633. 
272) "Über die Uniformisierung reeller algebraischer Kurven", Gött. Nachr 

von 1907, p. 171. 
273) Man erinneIe sich der Bedeckung des Hauptkreisinneren durch "Halb

polygone". 
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Was ausführliche Darstellungen angeht, welche insbesondere das 
Hauptkreis- und das Grenzkreistheorem in der Fassung der Nr.36 be
treffen, so ist zu verweisen auf Koebes eigene ArbeitnI) und auf die 
Behandlung in "Aut." 2, p.445 275). An allgemeinen Gesichtspunkten 
ist noch folgendes hervorzuheben. Die Bedeutung der Greenschen 
Funktion u,o ist die, daß man aus ihr leicht eine analytische Funktion 
herstellt, welche den zugehörigen, von C~ umrandeten Bereich der F"" 
auf einen schlichten, d. h. einblättrigen, Bereich abbildet. Außer den 
bekannten Eigenschaften der Greenschen Funktionen benutzt Koebe 
noch zwei von ihm aufgestellte Theoreme (vgl. "Aut." 2, p. 458), 
welche die Potenzreihenentwicklung der Greenschen Funktion für die 
Umgebung des Poles 0 betreffen, und zwar für das Absolutglied dieser 
Reihe eine obere Schranke aus der Gestaltung des Bereiches ableiten. 
Beachtenswert ist endlich, daß bei diesem Beweisgango im Grenzkreis
falle bis zllietzt unentschieden bleibt, ob die Grenzfunktion u = lim u" 
eine Abbildung der F oo auf "eine schlichte Kreisfläche" oder aber auf 
"eine schlichte Vollebene, abgesehen von einem einzigen Punkte" be
gründet. Erst am Schlusse sieht man auf indirektem Wege, nämlich 
aus dem Linearitätssatze, daß die zweite Alternative auf die Signaturen 
der para.bolischen Rotationsgruppen führt und eben deshalb nicht bei 
den Grenzkreissignaturen eintreten kann. 

Eine Vereinfachung des eben besprochenen Beweises vom Grenz
kreistheorem ist neuerdings J. Pleme7{j276) gelungen. Dieselbe schließt 
sich an eine erste, den Harnackschen Satz über positive Potentiale be
nutzende Darstellung Koebes an. Es werden wie bei Koebe die beiden 
Möglichkeiten unterschieden, da.ß F oo entweder auf eine schlichte Kreis
fläche oder auf eine schlichte Vollebene, abgesehen von einem Punkte 
abgebildet wird. Im ersten Falle stellt Pleme7{j durch eine ziemlich 
einfache Abschätzung des Poissonschen Integrales alle wesentlichen Be
weispunkte ins Klare, im zweiten Falle gelingt ihm die Vereinfachung 
mitte1st eines Potenzreihensatzes, der mit dem gleich zu nennenden 
Koebeschen Verzerrungssatze nahe verwandt erscheint. 

274) "Über die Uniformisierung der algebraischen Kurven I", Math. Ann. 
67 (1909), p. 143. S. auch Koebe, "tJber die Uniformisierung beliebiger analy
tischer Kurven. Zweiter Teil: Die zentralen Uniformisierungsprobleme", J. f. M. 
139 (1911), p. 251 ft'., insbes. p. 254ft'. 

275) Man vgl. auch die Behandlung des Grenzkreistheorems in den dem 
Probleme der konformen Abbildung einfach zusammenhängender Bereiche ge
widmeten "Vorles. über a.usgewählte Gegenstände der Geometrie" von E. Study, 
Heft II unter Mitwirkung von E. Blaschke (Leipzig 1913). 

276) "Die Grenzkreisuniformisierung a.na.lytischer Gebilde", Monatsh. f. Math. 
u. Phys. 23 (1912), p. 297. 
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Das Rückkehrschnitttheorem hat Koehe 1908 und zwar zunächst 
gleichfalls nach der Methode der Überlagerungsfläche bewiesen 277). 

Daneben hat Koebe eine zweite Beweismethode ausgebildet, die auf 
einem "iterierenden Verfahren" beruht278). Bald darauf hat R. Courant 279) 

einen neuen Beweis des Rückkehrschnittheorems gegeben. Derselbe 
erscheint als spezielle Anwendung von Abbildungstheoremen, welche 
Courant im Anschluß an eine Theorie von Hilbert 280) über die Be
handlung der allgemeinsten Probleme der konformen Abbildung auf 
Grund des Dirichletschen Prinzips ausführte 281). Ausführliche Behand
lungen des Rückkehrschnittheorems nach der Methode der Überlage
rungsfläche findet man bei Koebe 282) sowie in "Aut." 2, p. 446ff. 

Was die Hauptpunkte des Beweises angeht, so ist zunächst die 
Erklärung und Herstellung der Überlagerungsfläche F"" im Falle einer 
durch p getrennt verlaufende Rückkehrschnitte aufgeschnittenen Fläche F 
nicht schwierig. Auch die schrittweise zu vollziehende Annäherung 
an F"" durch eine Kette von Flächen Fll F2 , Fa, ... , wobei F .. aus 
endlich vielen Exemplaren F besteht und endlich viele Randkurven 
aufweist, ist leicht vollzogen. Die Abbildung von F n auf einen schlichten 
Bereich kann man in verschiedenen Arten vollziehen, z. B. so, daß man 
F .. durch Zudeckung der Randkurven zu einer geschlossenen Fläche 
von einfachem Zusammenhang ausgestattet und auf letzterer eine 
"Hauptfunktion" 'Y/n(z) konstruiert; diese Funktion liefert dann von F" 
in der Tat ein einblättriges Abbild mit einer Anzahl von Randkurven. 
Indessen erforderte der Beweis der Konvergenz die Funktionenreihe 'YJn(z) 
gegen ellle Grenzfunktion : 
(153) ~(s) = lim 'YJn(z) 

weitergehende Zurüstungen, welche auf einem von Koebe aufgestellten 

277) S. den Bericht der Gött. math. Gesell. vom 25. Febr. 1908 im Jahresber. 
der Deutschen Math. Vereinig. 17 (1908), p.50. Vgl. weiter Koebe, "tJber die 
Uniformisierung der algebraischen Kurven durch automorphe Funktionen mit 
imaginären Substitntionsgruppen", Gött. Nachr. von 1909, p. 68. 

278) "Die Uniformisierung der algebraischen Kurven. Mitteilung eines Grenz
übergangs durch iterierendes Verfahren", Gött. Nachr. von 1908, p. 337. 

279) "tJber die Anwendung des Dirichletschen Prinzipes auf die Probleme 
der konformen Abbildung", Gött. Diss. von 1910 oder Math. Ann. 71, p. 145. 

280) "Zur Theorie der konformen Abbildung", Gött. Nachr. von 1909, p. 314. 
281) S. auch Koebe, "tJber die Uniformisierung beliebiger analytischer 

Kurven", Vierte Mitteilung, Gött. Nachr. von 1909, p. 324. "tJber die Hilbertsche 
Uniformisierungsmethode", Gött. Nachr. von 1910, p. 59. 

282) "Über die Uniformisierung der algebraischen Kurven II ", Math. Ann. 
69 (1910), p. 1 und "Über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 
Erster Teil: Das allgemeine Uniformisierungsprinzip", J. f. M. 138 (1910), p. 192. 
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fundamentalen Satze der konformen Abbildung, dem sog. ,;Verzerrungs
satze", beruhen. Der Satz bezieht sich auf einen endlichen, schlichten 
und von endlich vielen analytischen Kurven begrenzten Bereich B und 
eine in B eindeutige reguläre Funktion fez), die in B keinen Wert 
mehr als einmal annimmt. Dann existieren zwei von 0 verschiedene
endliche positive Schranken mund M, so daß für die Ableitung f' (z) 
in irgend zwei Punkte $1 und $2 innerhalb B die Ungleichung besteht: 

I ('(Zi) I 
(154) m< I (,(z;)l < M, 

welche besondere Funktion fez) auch immer vorliegen mag. Über die 
.Art, wie der Existenzbeweis der Grenzfunktion (153) auf dies Theorem 
gegründet werden kann, vgl. man "Aut." 2, p.529:ff. Auch die Be
weise des "Linearitätssatzes" und des "Unitätssatzes" gestalteten sich 
hier weit schwieriger als bei den Theoremen des Grenzkreises und 
Hauptkreises ; die Durchführung gelang Koebe durch Heranziehung des 
Cauchyschen Integralsatzes. 

Die Eigenart des "iterierenden Verfahrens" von Koebe kann man 
in Anwendung auf das Rückkehrschnittheorem kurz so bezeichnen. Die 
mit p Rückkehrschnitten versehene Fläche F kann zunächst jedenfalls 
auf einen schlichten Bereich B1 mit p Paaren von Randkurven abge
bildet werden, wobei die Randkurven jedes Paares durch eine "analy
tische" Transformation korrespondieren. Eines dieser Paare zeichnen 
wir aus und können (durch Vermittlung eines "elliptischen Gebildes") 
B 1 so auf einen neuen schlichten Bereich B 2 abbilden, daß an B 2 die 
beiden ausgezeichneten Randkurven durch eine "lineare" Transformation 
korrespondieren und demnach "schlichte" Fortsetzung des Bereiches B 2 

in die beiden Lücken hinein gestatten. An B 2 zeichnen wir jetzt ein 
zweites Paar von Randkurven aus und verfahren gerade so. Nach 
Durchlaufung aller Paare muß. man den Prozeß am ersten Paare wieder 
beginnen und in gleicher Weise unbegrenzt fortsetzen. Der Konver
genzbeweis und damit der Beweis der Existenz einer uniformisierenden 
Variabelen beruht im Grunde auf denselben Betrachtungen wie bei 
der Überlagerungsfläche. 

Mittels dieses iterierenden Verfahrens konnte Koebe 283), indem er 
sich andrerseits auf das schon bewiesene Grenzkreistheorem stützte, 
endlich auch das allgemeine von Klein aufgestellte Fundamental
theorem beweisen, welches in Nr. 36 am Schlusse ausgesprochen wurde. 

283) "Über die Uniformisierung der algebraischen Kurven durch automorphe 
Funktionen mit imaginären Substitutionsgruppen" (Fortsetzung und Schluß), Gött. 
Nachr. von 1910, p. 180 und "Über die Uniformisierung algebraischer Kurven III ", 
Ma.th. Ann. 72 (1912), p. 437. 
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40. Anwendungen der Modulfunk:tionen in der allgemeinen 
Theorie der analytischen Funktionen. Picard 284) hat mit Hilfe der 
Modulfunktionen einen Satz über die Werle einer eindeutigen Funktion 
fez) in der Umgebung eines isoliert liegenden wesentlich singulären 
Punktes bewiesen (wo die Funktion fez) jedem vorgeschriebenen kom
plexen Werte unendlich nahe kommt). Der Picardsche Satz lautet: Eine 
eindeutige analytische Funktion fez) nimmt in der "Umgebung" eines 
bei z = a isoliert gelegenen wesentlich singulären Punktes entweder alle 
Jwmplexen Werte wirklich an, oder es gibt einen Ausnahmewert oder end
lich zwei Ausnahmewerte, die in jener "Umgebung" von fez) nicht an
genommen werden~85). Der Begriff "Umgebung" ist dabei so gefaßt, 
daß der Punkt z = a selbst der Umgebung nicht zugerechnet ist. 

Den Beweis seines Satzes führt Picard so, daß er aus der 
Annahme von mindestens drei Ausnahmewerlen einen Widerspruch 
entwickelt, was ihm unter Zuhilfenahme der Modulfunktionen gelingt. 
Um das Eingreifen der Modulfunktionen zu beschreiben, nehme man 
das Beispiel einer ganzen transzendenten Funktion an. Dieselbe hat 
bei z = 00 einen wesentlich singulären Punkt und nimmt im End
lichen nirgends den Wen 00 an. Es darf demnach höchstens noch 
einen endlichen komplexen Wert a geben, welchen fez) gleichfalls nie 
annimmt. (Ein Beispiel ist die Funktion e', welche den Wert ° nir
gends annimmt.) 

Diese Tatsache wird indirekt bewiesen, indem man von der An
nahme ausgeht, daß neben a noch ein von a verschiedener endlicher 
Werl b existiere,dem fez) nirgends gleich wird. Unter dieser Annahme 
wird die ganze transzendente Funktion: 

(155) t; (z) = ßZl- a 
1 b-a 

im Endlichen niemals einen der Werte 0, 1, 00 annehmen können. 
Nun sei k2( (jJ) die vom Legendreschen Integralmodul gelieferte 

Modulfunktion 2. Stufe und (jJ = F(k2) die ihr inverse Funktion, die 
wir in üblicher Weise so einführen, daß alle ihre Werte einen posi
tiven imaginären Bestandteil haben. Diese Funktion ist abgesehen 
von den drei Stellen k2 = 0, 1, 00 der k2-Ebene allenthalben regulär, 
und der von i befreite imaginäre Bestandteil des Zahlwertes (jJ ist 

284) "Sur les fonctions analytiques nniformes dans le voisinage d'un point 
essentiel", Paris C. R. 88 (1879), p. 745; "Memoire sur les fonctions entieres", 
Ann. ec. norm. (2) 9 (1880), p. 147. Siehe auch Picard, Traite d'analyse 3 (paris 
1896), p. 347. 

285) S. die ausfühlichere Formulierung des Satzes im Rer. II B 1, Nr. 29. 
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stets> 0. Setzt man jetzt k2 = ft (z), so wird: 

(156) ro = F(k2) = F(fl (z» = G(z) 

eine Funktion von z, welche gegenüber irgendwelchen im Endlichen 
verlaufenden Wegen von z stets eindeutig und endlich fortsetzbar ist, 
da ja für endliche z einer der Werte k2 = 0, 1, 00 niemals eintritt. 
Eben deshalb ist auch irgendein geschlossener Weg im Endlichen der 
z-Ebene stets auf einen Punkt zusammenziehbar, ohne daß dabei der 
entsprechende geschlossene Weg von ft(z) = k2 über eine der Stellen 
0, 1, 00 hinweggeschoben wird. Gegenüber jedem geschlossenen Um
laufe von z reproduziert sich demnach ro = G(z), so daß man in 
G(z) eine ganze Funktion erkennt. Aber für die Werte ro = G(z) 
dieser Funktion ist der von i befreite imaginäre Bestandteil stets > 0, 
so daß dieselbe z. B. dem Werte - i niemals nahe kommen kann. 
Das widerspricht jedoch der Tatsache, das jede (von einer Konstanten 
verschiedene) ganze Funktion einem beliebig vorgeschriebenen kom
plexen Wert unendlich nahe kommt. Die Annahme jenes zweiten von a 
verschiedenen Werles b, dem f(z) nie gleichkommen sollte, ist somit 
unhaltbar 286). 

Mittels des vorstehenden auf die Theorie der Modulfunktionen 
gegründeten Picardschen Gedankenganges 287) hat E. Landau ein 
Theorem bewiesen, das man als eine Weiterbildung des Picardschen 
Satzes ansehen kann. Die ganze transzendente Funktion fez) sei durch 
die Potenzreihe: 

(157) fez) = ao + alz + a2 z2 + aszs + ... 
dargestellt, und es gelte die beschränkende Voraussetzung, daß der 
Koeffizient a l des linearen Gliedes nicht gleich ° sei. Dann gibt es 
eine nur von den beiden ersten Koeffizienten ao und a1 abhängende 
Zahl R = R(ao, a l ) derart, daß im Kreise [ß"I < R mindestens eine 
der beiden Gleichungen: 
(158) fez) = 0, fez) = 1 

eine Wurzel besitzt 288). Dieser Satz. ist als Spezialfall im folgenden 
noch etwas allgemeineren Theoreme enthalten: Ist die analytische 

286) Über die an den Picardschen Satz sich anschließenden Arbeiten von 
J. Hadamard und E. Borel vgl. man TI B 1, Nr. 29. Insbesondere gelangt Borel 
zu einem Theorem, welches den Picardschen Satz einschließt, seinerseits aber 
einen weit allgemeineren Chrarakter besitzt. 

287) Neben den auf Borel zurückgehenden Beweismethoden. 
288) V gl. Landau, "Über eine Verallgemeinerung des Picardschen Satzes". 

Ber. d. Berl. Akad. von 1904, p. 1118. 
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Funktion f(z) in der Umgebung der Stelle z = 0 regulär, und ist in 
der Entwicklung (158) dieser Funktion fez) der Koeffizient at des linearen 
Gliedes von 0 verschieden, so gibt es -eine nttr von den beiden ersten 
Koeffizienten ao und ~ abhängende Zahl R = R(ao' a t ) derart, daß im 
Kreise I z I < R die Funktion ff.!) entweder eine singuläre Stelle besitzt 
oder doch mindestens eine der Gleichungen (158) eine Wurzel aufweist. 
Dieser Satz ist nach demselben Verfahren wie der voraufgehende be
weisbar. 

An den Landauschen Satz schließen sich weitergehende gleich
falls auf die Theorie der Modulfunktionen gegründete Untersuchungen 
verwandter.Art von Hurwitz as9) und von a. Caratheodoryj90) an. Ins
besondere gelingt es CaratModory, die Abhängigkeit der Zahl R von 
ao und at aus der Funktion ro(k!) und ihrer ersten Ableitung explicite 
in sehr einfacher Weise darzustellen. Landau hat in der Abhandlung 
"lJber den Picardschen Satz"'J9t) eine zusammenhängende Darstellung 
dieser, sowie mehrerer weiterer in Betracht kommender Untersuchungen 
gegeben; auch wegen genauerer Literaturnachweise sei auf diese Arbeit 
Landaus hingewiesen. 

Weiter entwickelte Landau'J9'J) verschiedene Verallgemeinerungen 
seines Satzes und stellte gewisse Konstante auf, welche CaratModory'J98) 
mit Hilfe der Dreiecksfunktionen uäher bestimmte. Mit der in Note 290 
genannten Arbeit Caratheodorys methodisch nahe verwandt erscheinen 
zwei Untersuchungen E. Lindelöfs 294.), welche im übrigen neben anderen 
neuen Sätzen einen neuen Beweis des Picardschen Satzes bringen 995). 

289) ,,'Ober die Anwendung der elliptischen Modulfunktionen auf einen 
Satz der allgemeinen Funktionentheorie", Zürieher Vierteljahrsschrift 49 (1904), 
p. 242. 

290) "Sur quelques generalisations du theoreme de M. Picard", Pariser 
C. R. 141 (1905), p. 1213. 

291) Züricher Vierteljahrsschrift 51 (1906), p. 252. 
292) "Sur quelques generalisations du theoreme de M. Picard", Ann. de I'Ec. 

Norm. (3) 24 (1907), p. 179. 
293) "Sur quelques applieations du theoreme de Landau-Picard", C. R. 144 

(1907), p. 1203. 
294) "Memoire sur eertaines inegalites dans la theorie des fonctions mono

genes etc.", Act. soe. Fennicae 35 (1909), Nr. 7; "Sur le theoreme de M. Picard 
dans la theorie des fonetions monogenes", C. R. Congr. Stockholm (1909), p.112. 

295) S. femer OaratModory und L. Fejer, "Über den Zusammenhang der 
Extreme von harmonischen Funktionen mit ihren Koeffizienten und über den 
Picard-Landauschen Satz", R. -C. di Palermo 32 (1911), p.218 und die dort ge
nannten früheren Arbeiten; Oaratheodory, "Sur le theoreme general de M. Picard", 
C. R. 154 (1912), p. 1690; Oaratheodory und Landau, "Beiträge zur Konvergenz 
von Funktionenfolgen", Berl. Ber. 26 (1911), p. 587. 
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Eine Anwendung der automorphen Primformen auf die Theorie 
des Kreisels entwickelte Klein 296). Bekanntlich ftihrt die Behandlung 
des auf einer Horizontalebene spielenden Kreisels auf hyperelliptische 
Funktionen, und zwar solche, denen eine zweiblättrige Riemannsche 
Fläche mit 6 reellen Verzweigungspunkten zugrunde liegt 291). Klein 
führt nun zur Uniformisierung der Funktionen dieser Fläche die zu
gehörige polymorphe Funktion t vom Grenzkreistypus ein, welche 
das einzelne Halbblatt der genannten Riemannschen Fläche auf ein 
von Symmetriekreisen begrenztes rechtwinkliges Kreisbogensechseck 
abbildet. Stellt man, wie dies im Ref. II B 3, Nr.79 (am Ende) 
näher dargelegt ist, die Bewegung des Kreisels mitte1st einer linear
gebrochenen Substitution einer Variabelen dar, so werden hier, wie 
Klein a. a. O. zeigt, die vier Substitutionskoeffizienten und die Zeit t 
sich durch gewisse Quotienten von automorphen Primformen des vor
hin genannten Gebildes darstellen. Es entspricht dies der im Ref. II 
B 3, Nr.79 (am Ende) erwähnten Darstellung der damaligen Sub
stitutionskoeffizienten in Gestalt von -D--Quotienten. 

41. Mehrdeutige automorphe Funktionen. Die in den vorauf
gehenden Nrn. behandelte Theorie hat die Eindeutigkeit der betrach
teten automorphen Funktionen zur wesentlichen V oraussetzlmg. 
Ein Teil der benutzten Methoden und Überlegungen bleibt jedoch 
verwendungsfähig bei Funktionen rp (6), die man als "mfihrdeu#gff' 
automO'l'phe Funktionen einer Variabelen t bezeichnen kann. 

Betrachtet man z. B. auf einer Riemannschen Fläche über der 
z-Ebene eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
deren Koeffizienten zu jener Fläche gehörende algebraisChe Funktionen 
von z sind, so ist der Quotient t zweier Partikularlösungen eine Funk
tion fCz) 'von z, die sich bei Umläufen von z "linear-polymorph" (vgl. 
Nr. 31) verhält. Umgekehrt wird die zu t = f~) inverse Funktion 
z = tp(t) gegenüber den so entspringenden t-Substitutionen als "auto
morph" bezeichnet werden können. Jedoch ist es als eine Besonderheit 
anzusehen, wenn diese inverse Funktion z = rp (t) "eindeutig' ist. 

Für diese mehrdeutigen automorphen Funktionen tp (t) bleibt 
der Satz bestehen, daß die geeignet zerschnittene Riemannsche Fläche, 
auf die t-Ebene abgebildet, dortselbst ein Kreisbogenpolygon liefert, 
dessen Seiten zu Paaren durch die zugehörigen erzeugenden t-Sub-

296) in den in Princeton 1896 gehaltenen Vorlesungen "The mathematical 
theory of the top", bearb. von H. B. Fine (New York, 1897). 

297) S. darüber das Ref. IV 6 (P. Stäckel), Nr. 87 oder Klein und Sommer
feld, "tTher die Theorie des Kreisels", Heft III (Leipzig 1908), Anhang zuKa
pitel VI. 
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stitutionen aufeinander bezogen sind. Aber es braucht weder die Re
produktion des Polygons zu einem die b" -Ebene nirgends mehr als 
einfach bedeckenden Netze hinzuführen, noch auch das Ausgangs
polygon selbst überall nur einfach auf der b-Ebene zu lagern. 

Man kann auch umgekehrt von Polygonen dieser Art ausgehen 
und ist dann imstande, die Existenz zugehöriger automorpher Funk
tionen tp(b") ohne weiteres nach den von Klein benutzten Methoden 
(vgl. Nr. 14) zu beweisen, während der Existenzbeweis Poincares mittels 
seiner nur bei eindeutigen automorphen Funktionen verwendbaren 
Reihen hier natürlich versagt. 

Die bei den frag lichen Polygonen sich einstellenden geometrischen 
Betrachtungen sind keineswegs so einfach und leicht zugänglich wie 
die oben betrachteten Polygonnetze. Ausführliche geometrische Unter
suchungen in der gekennzeichneten Richtung haben F. Schilling 298) und 
A. Schönflies 299) im Anschluß an gleich zu nennende Vorlesungen von 
Klein angestellt; über Kreisbogenvierecke insbesondere hat W. Ihlen
burg 300) gearbeitet. 

Allgemein hat Klein in den in der Litefatu rübersicht genannten 
Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen und über die hyper
geometrische Funktion mit den geometrisch -funktionentheoretischen 
Methoden der Theorie der automorphen Funktionen die linearen Diffe
rentialgleichungen untersucht und hat die Theorie der letzteren mittelst 
jener Methoden nach verschiedenen Richtungen hin gefördert. Er hat 
auch erweiterte Fundamentaltheoreme aufgestellt, dahingehend, daß 
einer gegebenen Riemannschen Fläche immer solche Polygone ent
sprechend gesetzt werden können, die aus den Polygonen der eindeutigen 
automorphen Funktionen durch Anhängung einer gewissen Anzahl von 
"Kreisringen" oder "Kreisscheiben" entstehen (Obertheoreme). Späterhin 
ist Klein auf diese Fragen zurückgekommen 301) und erörtert am Bei
spiel eines Gebildes vom Geschlechte p = 0 mit vier reellen singulären 
Stellen den Zusammenhang der genannten Betrachtungen mit den 
"Oscillationstheoremen" der linearen Differentialgleichungen, gibt auch die 

298) "Beiträge zur geometrischen Theorie der Schwarzschen s-Funktion", 
Math. Ann. 44 (1894), p. 162. "Die geometrische Theorie der Schwarzsehen 8-

Funktion für komplexe Exponenten", I und H, Math. Ann. 46 (1895), p. 62 und 529. 
299) "Über Kreisbogenpolygone", Math. Ann. 42 (1893), p. 377. "Über Kreis

bogendreiecke und Kreisbogenvierecke", Math. Ann. 44 (1894), p. 105. 
300) "Über die geometrischen Eigenschaften der Kreisbogenvierecke" (Gött. 

DisB. 1909), Nova Acta Leop. 91, p. 5. 
301) "Bemerkungen zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 2. Ord

nlmg", Math. Ann. 64 (1907), p. 175. 
Encyklop. d. math. Wi •• ensch. II 2. so 
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analytische Bedingung dafür, daß der Bereich in der b-Ebene einen 
Orthogonalkreis besitzt. 

Eingehender hat sich mit diesen Problemen sodann E. Hilb be
schäftigtS02), worüber er selbst im Ref. II B 5 berichten wird. Hier 
werde nur bemerkt, daß in Hilbs Untersuchungen für den Fall p = 0 
mit beliebig vielen reellen singulären Stellen ein neuer Kontinuitäts
beweis des Grenskreistheorems enthalten ist S08). Der Grundgedanke ist, 
die singulären Stellen ell 11l, ... , en der s-Ebene festzuhalten, dafür 
aber die aksessorischen Parameter der Differentialgleichung sich ändern 
zu lassen, bis der Bereich, auf den b die s-Ebene abbildet, die Be
dingungen des Grenzkreistheorems erfüllt. 

4:2. Automorphe Funktionen mehrerer Veränderlichen. Eine 
andere Richtung der Verallgemeinerung ist diejenige auf eindeutige 
automorphe Ji'unktionen von mehr als einer Variabelen. Picard hat 
ausgedehnte Untersuchungen über Gruppen solcher "ternärer" gan'il
zahliger Substitutionen angestellt, welche vorgelegte ternäre Hel'mitesche 
Formen mit ganssahligen Koeffisienten der Gestalt a + ib in sich 
transformieren 304). Für die Erklärung und Untersuchung der zu solchen 
Gruppen gehörenden "automorphen F1tnktionen zweier Variabelen" sind 
die bei den Funktionen einer V ariabelen gültigen Begriffsbestimmungen 
maßgeblich; insbesondere bedient sich Picard für die analytische 
Darstellung der Funktionen eines der Bildung der Poincare'schen 
Reihen analogen Ansatzes 805). 

302) "Neue Entwicklungen über lineare Differentialgleichungen", Gött. Nachr. 
von 1908, p.231 und von 1909, p. 230; "Über Kleinsche Theoreme in der Theorie 
der linearen Differentialgleichung I und TI", Math. Ann. 66 (1908), p. 216 und 
68 (1909), p. 24. 

303) S. insbesondere Math. Ann. 66, p. 246, Fußnote. 
304) "Sur certaines formes quadratiques", Paris C. R. 96 (1882), p. 763; 

"Sur une classe de groupes discontinus de substitutions lineaires et sur les 
fonctions de deux variables independentes restant invariables par ces substi
tutions", Acta math. 1 (1882), p. 297; "Sur les formes quadratiques ternaires in
definies a indeterminees conjugees et sur les fonctions hyperfuchsiennes corres
pondantes", Act. math. 6 (1884), p. 121. 

306) Man sehe auch Kapitel 3 von Pic&'ds Abhandlung "Sur les integrales 
de differentielles totales· de seconde espece", J. de math. (4) 2 (1886), p. 329. 
Weitergeführt sind die Untersuchungen Picards durch R. Alezais, "Sur une clasae 
de fonctions hyperfuchsiennes et sur certaines substitutions qui s'y rapportent" 
(paris. These von 1901), Ann. de l'Ec. Norm. (3) 19, p. 261. "Sur les fonctions 
de deux variables analogues aux fonctions modulaires", C. R. 132 (1901), p. 403, 
sowie von C. F. Craig, "On a class of hyperfuchsian functions", Amer. Math. Soc. 
Trans. 11 (1910). p. 37. 
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Einen allgemeinen Ansatz für a1~tomorphe Funktionen von n kom
plexen Variabelen hat Wirtinger entwickelt 306). Derselbe zeigt, daß 
unter gewissen Voraussetzungen betreffs der Gestalt des Fundamental
bereichs der Satz beweisbar ist, daß zwischen je (n + 1) Funktionen 
der Gruppe eine algebraische Relation besteht3(7). Auch stellt Wir
tinger einen allgemeinen Ansatz für die partiellen linearen Differential
gleichungen auf, denen die zugehörigen jenen automorphen Funktionen 
inversen po1;ymorphen Funktionen genügen. 

Eine Untersuchung über Modulft~nktionen von mehreren veränder
lichen Größen hat O. Blumenthal mit Benutzung von Ansätzen Hilberts 
ausgeführt 3(8). Es wird ein reeller Zahlenkörper nten Grades zugrunde 
gelegt, dessen sämtliche konjugierte Körper gleichfalls reell sind. 
Diesen . n Körpern werden n Variabele zugeordnet, welche gleich
zeitig n hinsichtlich des Körpers konjugierten linearen Substitu
tionen unterwo-rfen werden; und zwar sind die Koeffizienten der 
einzelnen Substitution ganze Zahlen des zugehörigen Körpers von 
einer Determinante, die eine positive Einheit ist. Die einzelne auf 
dieser Grundlage entspringende Gruppe besitzt, wie Blumenthal zeigt, 
im zugehörigen Raume von 2n Dimensionen einen endlich ausge
dehnten Fundamentalbereich. Für die Herstellung der zugehörigen 
Funktionen benutzt Blumenthal dieselben Prinzipien, welche Poincare 
zur Bildung der automorphen Funktionen mitte1st seiner Reihen an
wandte. Nach Hilbert lassen sich übrigens die fraglichen Modul
funktionen mehrerer Variabelen in derselben Weise als Quotienten 
von Nullwerten "Jacobischer" Thetafunktionen mehrerer Variabelen 
darstellen, wie dies bei den elliptischen Modulfunktionen mittelst der 
gewöhnlichen Thetafunktionen zutrifft 809). 

Weiterhin sind mehrere arithmetisch -gruppentheoretische Unter
suchungen, welche eine Theorie der eindeutigen automorphen Funk-

306) "Zur Theorie der automorphen Funktionen von n Veränderlichen", 
Wien. Berichte 108 (1899), p. 1239. 

307) Entsprechend dem gleichlautenden Satze VOll Weierstraß über 2n-fach 
periodische Funktionen, die man ja selbst, wenn man will, als automorphe Funk
tionen ansehen kann. Siehe übrigens die bezüglichen Bemerkungen O. Blumen
thaIs in der Einleitung der sogleich zu nennenden Abhandlung. 

308) "tIber Modulfunktionen von mehreren Veränderlichen", Math. Ann. 56 
(1902), p. 509 und 58 (1904), p. 497. 

309) Eine Weiterführung der im Texte besprochenen Entwicklungen unter
nehmen die Untersuchungen von E. Hecke, "Höhere Modulfunktionen und ihre 
Anwendung auf die Zahlentheorie" (Gött. Diss. 1910), Math. Ann. 71, p. 1 j "tIber 
die Konstruktion der Klassenkörper reeller quadratischer Körper mit Hilfe von 
automorphen Funktionen", Gött. Nachr. von 1910, p. 619. 

30* 
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tionen von n Variabelen begründen sollen, von G. Fubini 310) und Hur
witz 311 ) angestellt. Um das Ziel dieser Untersuchungen zu kennzeichnen, 
knüpfe man an die in Nr. 7 entwickelten projektiv-geometrischen Vor
stellungen an. Letztere kann man in folgende Gestalt kleiden: 

Es sei (a~12 + 2b~1~2 + C~22) eine definite und positive quadra
tische Form mit reellen Koeffizienten. Übt man auf Su ~2 eine he-

liebige reelle unimodulare Suhstitution (;:~) aus, so entspringt eine 

neue positive }1'orm (a' ~~ 2 + 2 b' ~~~; + c' ~;), und zwar gilt dabei 
b'2 - a' c' = b2 - ac. Man betrachte nun a, b, c als homogene Koor
dinaten in der Ebene und zeichne in letzterer die durch b2 - ac = 0 
dargestellte Kurve, welche als Ellipse angenommen werden kann. 
Die Punkte (a, b, c) des Ellipseninneren liefern uns dann gerade die 
gesamten positiven Formen, so daß das Ellipseninnere auch als "Raum. 
der positiven binären quadratischen Formen" bezeichnet werden kann. 
Auf dies Ellipseninnere bezogen wir in Nr. 7 die Punktäquivalenz 
der Hauptkreisgruppen und leiteten z. B. für die Modulgruppe das 
Dreiecksnetz der dortigen Figur 3 ab. Es besteht der Satz, daß jede 
Grnppe "reeller" ~ -Substitutionen, tmter denen ke'ine "infinitesimale" 
Substitutionen (vgI. Nr. 5) vorkommen, im (ragl-ichen Raume der posi
tivcn Form~'n eigentlich diskontinuierlich ist (endlich ausgedehnten "DB" 
besitzt). 

Um allgemeiner das in Nr. 7 zugrunde gelegte "Ellipsoidinnere" 
zu gewinnen, t'n dem überhanpt jede i'eclle oder komplexe ~-Grttppe ohne 
infi:nitesimale Snbstitutionen eigentlich diskontinttierlich ist (vgI. N r. 5), 
lJat man entspreehend an die definiten und etwa wieder positiven 
Hermiteschen Formen: 

anzuknüpfen, in denen a und c reell, b = b1 + ib2 und b = b1 - iU2 

310) "Sulla teoria delle forme quadratiche Hermitiane e dei sistemi di tali 
forme", Atti delI' Ac. Gioenia (4) 17 (HH)3); "Sulla teoria dei grupp i discontinui", 
Ann. di mat. (3) 11 (1904), p. 159; "Sulla costruzionc dei compi fondamentali di 
un gruppo dis continuo", Ann. di mat. (3) 12 (1906), p. 347; "Nuove ricerche in
torno ad aleune classi di gruppi discontinui", C. R. d. circol. di Palermo 21 (1906), 
p. 177; "Sulla teoria delle funzioni automorfe e delle loro trasformazioni", Ann. 
di mat. (3) 14 (1907), p. 33. "Sulla diseontinuita propria dei gruppi discontinui", 
Atti deI Congr., Roma 1908, 2, p. 169. S. aueh das 3. Kapitel des in der Literatur
übersicht genannten Werkes von Fubini. 

311) "Zur Theorie der automorphen Funktionen von beliebig vielen Variabelen", 
Math. Ann. 61 (1905), p. 325. 
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konjugiert komplex sind, während ~1 zu ~1 und ~ zu ~2 konjugiert 
komplex sein soll. Nun deute man u, bll b2 , c als homogene Raum
koordinaten und wähle letztere so, daß: 

b12 + b22 - ac = 0 

ein Ellipsoid liefert. Der vom Ellipsoid umschlossene Raum stellt 
dann den "Raum der positiven Hermiteschen Formen" vor. 

Die Untersuchungen von Fubini und Hurwitz stellen die Ver
allgemeinerung dieser Sätze von n = 2 auf beliebiges n dar. Es sei 
eine Gruppe homogener ttnimodularer Substit'utionen von n Variabeleil 
~ll ~2" .. , ~n gegeben. Enthält die Gruppe keine infinitesimale Sub
stitutionen, so ist sie jedenfalls eigentlich diskontinuierlich im Raume 
der zugehörigen positiven Hermiteschen Formen. Diese Diskontinuität 
findet insbesondere schon im Retmne der gewöhnlichen (reellen) posi
tiven quadratischen Formen von n VariabeleIl statt, falls alle Substi
tutionskoeffizienten der G1'uppe reell sind. Den "DB" selbst kann man 
in jedem Falle durch ein System linearer homogener Ungleichungen 
charakterisieren, welche aus den Substitutionen der Gruppe explizite 
abgeleitet werden können. 

Ergänzungen: Die von Wi7·tinger aufgefundene Darstellung (134), p.441 
der hypergeometrischen Funktionen als eindeutiger Modulfunktionen ist in der 
weiteren Abhandlung Wirtinge1's "Eine neue Verallgemeinerung der hypergeo
metrischen Integrale" (Wiener Berichte vom Dez. 1903, Bd. 112) in der Weise 
verallgemeinert, daß an Stelle der Produkte der vier Thetafunktionen Produkte 
aus den in Formel (73) p. 417 erklärten, zum n'en Teilungsgrad gehörenden Funk
tion~n Gi ~ ~u I cop COI ) ges.tellt werden: Die Integral?ren~en sind dabei Peri~den
'1'1-Telle. D1e so zu gewmnenden Größen, welche ahnhche gruppentheoret1sche 
Eigenschaften wie die hypergeometrischen Funktionen haben, genügen einer 
Differentialgleichung der Ordnung '1'1 1, deren Koeffizienten Modulformen n'cr Stufe 
sind. Ideen betreffs Verallgemeinerung für den Fall, daß an Stelle des zugrunde
liegenden elliptischen Gebildes ein solches von höherem Geschlechte p, z. B. 
p = 3, tritt, deutet Wirtinger am Schlusse der genannten Arbeit an. 

Der mit den Gi/' (u I col1 COI) gebildete Ansatz wird für '1'1 = 3 weiter verfolgt 
in der Abhandlung von A. Berger, ,,1)ber die zur dritten Stufe gehörenden hyper
geometrischen Integrale am elliptischen Gebilde", Monatsh. f. Math. 17 (1906), 
p. 137 und 179. 

An Wirtinger schließen sich ferner mehrere (böhmische) Abhandlungen von 
Pr. Graf an: ,,1)ber die Bestimmung der Gruppe der hypergeometrischen Diffe
rentialgleichung" (Casopis 36 (1907), p. 354), ,,1)ber die Bestimmung der Funda
mentalsubatitutionen der hypergeometriachen Gruppe mit Hilfe der Wirtinger
schen Formel" (Caaopis 37 (1908), p. 8), ,,1)ber die allgemeine Bestimmung der 
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numerischen Koeffizienten bei den Transforma.tionen der Gruppe der hypergeo
metrischen Differentialgleichung" (Rozpravy 17 (1908), Nr. 82), ,,"Ober die Reihen
entwickelung der hypergeometrischen Integrale" (Rozpravy 17 (1908), Nr. 82), 
"fiber die Degeneration derWirtingerschen Formel" (Rozpravy 19 (1910), Nr. 29); 
letzte Abhandlung auch in deutscher Übersetzung im Bull. intern. 16, p. 174. 

Auf die invariante Darstellung der hypergeometrischen DifferentiaJgleichu~g 
und der hypergeometrischen Formen ist im Anschluß an die Wirtingersche 
Formel G.Pick in der Abhandlung "Zur hypergeometrischen Differentialgleichung" 
(Wiener Ber. 117 (1908), p. 108) zurückgekommen. 

(Abgeschlossen im November 1913.) 
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*) Für die Mitwirkung bei der Korrektur dieses Referates und für eine große 
Anzahl von Verbesserungs- und Ergänzungsvorschlägen ist der Verfasser außer 
der Redaktion den Herren Brouwer, Horn, Loewy, Pick, Schlesinger und v. Weber 
zum wärmsten Dank verpflichtet. 

**) Über die Integration durch bestimmte Integrale vgl. Nr. 22, über die 
Integration durch Uniformisierung vermittels linear-polymorpher Funktionen vgl. 
das Ref. II B 4 (Fricke) Nr. 16 und 30, ferner Nr. 14, des vorliegenden Artikels. 
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III. Bestimmung der DUrerentlalglelchung aus vorgegebenen Eigenschaften. 
13. Vorgabe der Monodromiegruppe. 
H. Das Biemannsche Problem. 
10. Algebraisch integrierbare Differentialgleichungen. 
16. Umkehrprobleme. 
17. Festlegung der akzessorischen Parameter durch Eigenschaften des Funda

mentalbereiches. 

IV. Spezielle Dift'erentlalgleichungen. 
18. Die Differentialgleichung der hypergeometrischen Funktion. Historische Ent-

wicklung des Integrationsproblems der linearen Differentialgleichungen. 
19. Verallgemeinerungen der hypergeometrischen Reihe. 
20. Differentialgleichungen für die Periodizitätsmoduln. 
21. Die LapZacesche Differentialgleichung. 
22. Die Laplacesche und die Eulersche Transformierte. 
28. Differentialgleichungen des Fuchsschen Typus, deren Integrale in der Um

gebung eines jeden Punktes einer Biemannschen Fläche vom Geschlechte 1 
eindeutige Funktionen sind. 
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Th. Graig, A treatise on linear differential equations. New York 1889. 
A. B. Forsyth, Theory of differential equations, Part ill. Ordinary linear equa

tions Vol. IV, Cambridge 1902. 
L. Fuchs, Ges. Werke, herausgegeben von R. Fuchs und L. Schlesinger 1, 2, 3 

Berlin 1904, 1906, 1909. 
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- Differentialgleichungen. Sammlung Schuben XIII. Leipzig 1900, zweite Auf
lage 1903. 

- Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen. Leipzig 1908. 
- Bericht über die Entwicklung der Theorie dAr linearen Differentialgleichungen 

seit 1865. Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung 1909. 
Vgl. ferner C. Jordan, Cours d'Analyse IIl, 2. edit. Paris 1896. E. Picard, Traite 

d'Analyse Irr, 2. edit. Paris 1908. M. Krause, Theorie der doppeltperiodischen 
Funktionen II Leipzig 1897. 

Der erste Abschnitt wird sich mit der Frage beschäftigen: Ge 
geben ist eine lineare Differentialgleichung, was läßt sich über den 
Charakter ihrer Integrale als Funktionen der unabhängigen Veränder
lichen x aussagen, und wie kann man die Integrale darstellen? 

Der zweite Abschnitt bringt die wichtigsten Beziehungen, die 
zwischen den Integralen verschiedener linearer Differentialgleichungen 
bestehen können. 

Im dritten Abschnitte werden alle jene Untersuchungen besprochen, 
bei denen man von den Integralen der Differentialgleichung vorgegebene 
Eigenschaften fordert, so daß man also umgekehrt die Aufgabe hat, 
die Differentialgleichung bzw. die in dieser auftretenden Parameter zu 
bestimmen. 

Im vierten Abschnitte werden Spezialfälle behandelt, in erster 
Linie die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe, aus der 
bekanntlich die ganze Theorie hervorgegangen ist. Es erschien dar
um zweckmäßig, erst an dieser Stelle eine kurze Ubersicht über die 
historische Entwicklung zu geben. 

Eine gewisse Begrenzung des Referats ergab sich daraus, daß be
stimmte die linearen Differentialgleichungen betreffende Fragen schon 
in anderen Referaten der Encyklopädie behandelt worden sind. Es sind 
hier in erster Linie zu nennen die Referate I B 3f CA. Wiman), End
liche Gruppen linearer Substitutionen; II A 4a (P. Painleve), Gewöhn
liche Differentialgleichungen, Existenz der Lösungen; II A 4 b (E. Vessiot), 
Gewöhnliche Differentialgleichungen, Elementare Integrationmethoden; 
II B 4 (R. Fricke), Automorphe Funktionen mit Einschluß der ellip
tischen Modulfunktionen. Es wird an den geeigneten Stellen darauf 
aufmerksam gemacht werden. 

I. Integrationsmethoden. 
1. Existenzbeweise. Es seien PI (x), ... , Pn(x) in der Umgebung 

von x = Xo analytische Funktionen der komplexen Veränderlichen x. 
Dann folgt aus den allgemeinen Existenzbeweisen (vgl. das Ref. II A 
4a, (Painleve) Nr. 3, 9 und 11) die Existenz von n in der Umgebung 
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von Xo analytischen Funktionen, die linear unabhängig, d. h. durch 
keine lineare homogene Relation mit konstanten Koeffizienten verknüpft 
sind, und die der homogenen linearen Differentialgleichung 

d"y ) d"-ly ( ) 
(1) dll/.+P1(x dx,.-l+···+P"xy=O 

genügen. Ein System von n linear unabhängigen Lösungen Yu' .. , y,. 
von (1) nennt man ein Fundamentalsystem von (1), und jede andere 
Lösung der Gleichung (1) läßt sich durch diese n Integrale linear und 
homogen mit konstanten Koeffizienten darstellen (vgl das Ref. II A. 4 b 
(Vessiot), .Nr. 20). Die Entwicklungen von Yu ... , Yn nach Potenzen 
von x - Xo konvergieren innerhalb eines Kreises, der Xo als Mittel
punkt besitzt und durch die nächstgelegene singuläre Stelle der Koeffi
zienten P1 (x), ... , Pn(x) geht. Die singulären Punkte der Koeffizienten 
nennt man daher auch singuläre Punkte der Differentialgleichung, 
und nur in diesen können die Lösungen der Differentialgleichung sin
guläre Punkte besitzen; die Hauptdeterminante eines Fundamental
systems 

I d' !Ik I (l = 0, 1, ... , n - 1) 
I dx' I' k - 1 2 ' - , , ... , n 

welche den Wert e-!"1("')<1", besitzt, kann also nur in diesen Punkten 
verschwinden. Speziell ist x = 00 eine singuläre Stelle für die 

Differentialgleichung, wenn nach der Substitution x = ~ der Punkt z 
Z = 0 eine solche ist. Fuchs l ) zeigte die Konvergenz der die Lö-
sungen in der Umgebung von Xo darstellenden Potenzreihen bis zur 
nächsten singulären Stelle der Differentialgleichungen vermittels 
geeigneter A.npassung der Majorantenmethode. Eine Vereinfachung 
des Konvergenzbeweises erzielte F~'obenius2) durch direkte Heranzie
hung der Rekursionsformeln für die Koeffizienten der Potenzreihe, 
weitere Vereinfachungen finden sich bei Kneser ll), P. Günther'), Fej( 5) 

1) L. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verllnder
lichen Koeffizienten. Jahresbericht über die städtische Gewerbeschule zu Berlin 
1865 u. J. f. Math. 66 (1866) Ges. W. 1, p. l11f. bzw. 159f. 

2) Frobenius, "Ober die Integration der linearen Differentialgleichungen durch 
Reihen. J. f. Math. 76 (1873), p. 214-235. 

3) Kneser, Neue Beweise für die Konvergenz der Reihen. Math. Ann. 47(1896), 
p.408-422. 

4) P. G1i,nther, Neuer Beweis der Existenz ewes Integrals, veröffentlicht 
von M.IIamburger. J. f. Math. 118 (1897), p. 351-353; vgl. auch Gutsmer, Zum 
Existenzbeweise von P. G1i,nther, J. f. Math. 119 (1898), p. 82-85. 

5) Fejer, Sur le calcul des limites. Paris C. R. 143, p. 957-959 (1906). 
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und Plemelj.6) Sauvage't) übertrug das Beweisverfahren von Fuchs 
auf Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung. Dar
stellungen der Lösungen der Differentialgleichung, welche in dem gan
zen Holomorphiebereiche der Koeffizienten gelten, erhält man vermittels 
der Methode der sukzessiven Annäherung (vgl. das Ref. II A 40., 
(Painlevel Nr. 9) und vermitteis der Oauch'!l-Lipsehitzschen Methode 
(vgl. das Ref. II A 40., (Painlevel Nr. 3), die mit systematischer Be
nützung des Matrizenkalküls von VoZterraB) und Sehlesinger 9) für 
Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung ausgebildet 
wurde. 

2. VerhaJ.ten der Lösungen bei einem geschlossenen Umla.uf 
der unabhängigen Veränderliohen um singuläre Punkte. Läßt man 
x in der komplexen Zahlenebene von einem nichtsingulären Punkte aus
gehend um irgendwelche singuläre Punkte einen geschlossenen Umlauf, 
der keinen singulären Punkt trifft, derart machen, daß die Koeffizienten 
der' Differentialgleichung (1) nach vollendetem Umlauf dieselben sind 
wie vor demselben, so gehen die Elemente '!Iu .•. , '!I .. eines Fundamen
talsystems vermitteis analytischer Fortsetzung in andere Funktionen 
'fiu ... , 'fi .. über, welche, (vgl. das Ref. TI b 1 (Osgood) , Nr. 13), der 
ursprünglichen Differentialgleichung genügen, sich also durch das Fun
damentalsystem '!Il"'" '!I.. linear darstellen lassen. Das Fundamen
talsystem '!Il' ... , '!I .. erleidet also bei einem derartigen Umlauf eine 
lineare Substitution .. 
(2) 'fij = ~aik'!l", (j = 1, 2, ... '11,). 

k=l 

Riemann10) und unabhängig von ihm Fuchs ll) stellen sich die 

6) Plemelj, Der Existenzbeweis für Lösungen linearer Differentialgleichungen. 
MOllatsh. f. Math., XXII. Jahrg. (1911), p. 889-844. 

7) Sau'Vage, Sur les solutions regulieres d'un systeme d'equa.tions differen
tielles. Ann. ec. norm. (8) m (1886), p. 891-404, wesentlich vereinfacht von 
Bchlesinger, Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen p. 89. 

8) VoZterra, Sui fondamenti della teoria delle equazioni diff. lin. Mem. della 
Societa Italiana. delle Scienze (3) 6 (1887) u. 12 (1899), ferner: Bulla teoria delle 
equazioni diff. lin. Palermo Rend. II (1888), p. 69-76. 

9) Schlesinger, Bur 1110 theorie des systemes d'equations diff. lin. Paris C. R. 
188 (1904), p. 906-966, ferner Vorlesungen p. 1-31 und 48-85. 

10) Riemann, Zwei allgemeine Sätze über lineare Differentialgleichungen 
mit algebraischen Koeffizienten. Ges. W. 1. Aufi. (1876), p. 869, 2. Aufl. (1892), 
p. 881. Die im Nachlasse gefundene Arbeit ist vom 20. :J!'ebruar 1867 datiert; die 
Riemannschen Untersuchungen sind also vor den Fuchsschen entstanden, aber 
erst 1876, also beträchtliche Zeit nach diesen, veröffentlicht. 

11) Fuchs, a. a. 0., Ges. W. 1 (1866), p. 124 u. (1866), p. 171. 
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Aufgabe, aus linearen Verbindungen des ursprünglichen Fundamental
systems ein neues a.bzuleiten, dessen Elemente sich bei dem Umlaufe 
von x möglichst einfach verhalten und das mindestens ein Element 
enthält, welches sich dabei nur mit einem konstanten Faktor mul
tipliziert. Die Bestimmung dieses Faktors führt auf die :Fundamental
gleichung oder die charakteristische Gleichung der die bei den Funda
mentalsysteme vor und nach dem Umlauf verknüpfenden Substitution 
(vgl. das Ref. I C 2b (Vahlen»)i die Fundamentalgleichung wird durch 
die gleich Null gesetzte Determinante 

( j = 1, ... , n .) 
und hjk = 0, wenn J =f= k, hjJ = 1 

k=l, ... ,n 

dargestellt. Hat die Fundamentalgleichung n verschiedene Wurzeln 
W1 , ws, ... , w", so besitzt die Differentialgleichung (1) ein Fundamen
talsystem 1';., ... , Y" von der Art, daß, wenn dieses nach dem Umlauf 
in Y v ... , Y" übergeht, 

(3) Y 1 =W1 YU Ya=wjYa, ... ,Y"=w"Y,, 

ist. Hat allgemeiner die Fundamentalgleichung zusammenfallende 
Wurzeln und die Matrix (ajk - hjkw) die Elementarteiler 

(w - W1)f1l, (w - w2)i-<·, ••• , (w - Wm)flm , 

wobei 11'1 +11'2 + ... + !tm = n ist, während nicht alle Wu wa, ... , wm 
voneinander verschieden sein müssen, so kann man nach M.Hamburger 12). 

ein kanonisches Fundamentalsystem Yj,u Yj,21'" Yj'/-'-J (j = 1, 2, ... , m) 
einführen, für welches entsprechend zu (3) 

(4) Y j,l =wjYj,V Yj,s = Wj Yj,2 + Yj,l1' "'Yj"'j = wjYj'/-'-J + Yj,pr1 

ist. Nach Fuchs ist die Fundamentalgleichung, nach Hamburger sind 
auch die Elementarteiler der Matrix unabhängig von der Wahl des ur
sprünglich als Ausgangspunkt genommenen Fundamentalsystems. Aller
dings ist der Zusammenhang mit der Elementarteilertheorie bei Ham
burger nur angedeutet und wird auch bei Jürgens 1IJ), der die Ham
burgersche Zerlegung auf andere Weise gewinnt, nicht weiter durch
geführt. Zur vollen Geltung kommt die Elementarteilertheorie bei der 
Untersuchung der Fundamentalgleichung in den Arbeiten von Casoratil4.), 

12) Hamburger, Bemerkungen über die Form der Integrale der linearen 
Differentialgleichungen. J. f. Math. 76 (1873), p. 113-126. 

13) Jürgens, Die Form der Integrale der linearen Differentialgleichungen. 
J. f. Math. 80 (1875), p. 150·-168. 

14) Casorati, Sur la distinction des integrales des equations diff. lin. Paris 
C. R. 92 (1881), p. 175-178, 238-241. 
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Stickelberger 15) und Sauvage 16), der letztere führt auch die Übertragung 
auf Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung durch. 
Einführungen der Fundamentalgleichung abweichend von Fuchs finden 
sich bei Oasorati 11), Schlesinger 18) und Hambwrger.19) 

Die Auseinandersetzungen gelten insbesondere, wenn x einen Um
lauf um irgendeine isolierte singuläre Stelle a der Differentialgleichung 
(1) macht, in deren Umgebung die Koeffizienten von (1) eindeutige 
Funktionen sind. Es sei nun 

(5) 2,,;ir, = Igw j , 

dann multipliziert sich (x - a)rj bei einem Umlaufe um a mit toj! 

so daß sich entsprechend (3) Yj in der Form 

(6) Y, = (x - aYHp,(x - a) 
darstellen läßt, wobei CfJ,(x - a) eine in der Umgebung von a ein
deutige Funktion ist, sich also, (vgl. das Ref. II b 1 (Osgood) Nr. 9), in 
eine Laurentsche Reihe nach steigenden und fallenden Potenzen von 
x - a entwickeln läßt. Analog erhält man in dem allgemeinen Falle 
(4) entsprechend den Elementarteilern (w - wj )l'j der zu einem Um
laufe um a gehörigen Fundamentalgleichung ein Fundamentalsystem 

Yj,k = (x - aYi[tf!j,k + (k1 1) tf!i,k-l 19 (x - a) + ... 
(7) + (k -1) tf!. 1 (lg (x _ a»k-l] für j = 1,2, ... , 110, 

k -1 J, k = 1, 2, ... , /Lj" 

Dabei sind wiederum die Funktionen tf!j,k in der Umgebung von 
a in Laurentsche Reihen entwickelbar, die Größen r j sind durch 
die Gleichungen (5) bestimmt. Speziell gehört also zu jedem Ele
mentarteiler (w - Wj)"j ein Integral 

(8) Yj,l = (x - aYjtf!j,l; 
im übrigen aber weicht das Fundamentalsystem (7), das in dieser Form 
wohl zuerst von Jürgens 20) gegeben wurde, von dem in (4) gewählten 

15) Stickelberger, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. Leip
zig (1881). 

16) Sauvage, Theorie des diviseurs elementaires. .Ann. ec. norm. (3) 8 (1891), 
p. 312 u. f. 

17) Oasorati, Sull' equazione fondamentale. Rend. Ist. Lomb. (2) 13 (1880), 
p.176-182. 

18) Schlesinger, Bemerkungen zur Theorie der Fundamentalgleichung. J. f. 
Math. 114 (1894), p. 143-158. 

19) Hamburger, Über die bei linearen Differentialgleichungen auftretende 
Fundamentalgleichung. J. f. Math. 115·(1895), p. 343-348. 

20) Jilrgens, a. a. O. Vgl. dazu die Zitate 11-16; bez. des Übergangs von 
dem Fundamentalsystem (4) zu dem von (7) siehe Heffter, Einleitung in die 
Theorie der linearen Differentialgleichungen p. 139. 
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ab; in der (4) entsprechenden Darstellung treten etwas kompliziertere 
Zahlen koeffizienten auf. 

Allgemeiner erhält man ein Fundamentalsystem der Form (7) 
innerhalb eines von zwei Kreisen, die a als Mittelpunkt haben, be
grenzten Ringes, wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung (1) 
innerhalb dieses Kreisringes durch Laurentsche Reihen nach x - a 
darstellbar sind. Doch gab Fuchs!1) noch eine andere Darstellung 
der analytischen Form eines Fundamentalsystems, welches aus der 
Fundamentalgleichung für einen beliebigen geschlossenen Umlauf ent
springt; Spezialfälle hiervon finden sich schon bei PicardU ) und 
Schlesinger 13). 

Durch die Gleichungen (7) ist nur das qualitative Verhalten der 
Lösungen in der Umgebung der singulären Stelle a gegeben. Die 
W J bestimmende Fundamentalgleichung läßt sich im allgemeinen Falle 
nicht durch algebraische Prozesse allein aufstellen; die Bestimmung 
der Koeffizienten der Laurentschen Reihen in (7) führt im allgemeinen 
auf die Auflösung unendlich vieler linearer Gleichungen mit unend
lich vielen Unbekannten (vgl. Nr. 6). Daher griffen sowohl Riemann 10) 

als auch Fuchs ll) zunächst einen SpezialfaU heraus, der aber von 
grundlegender Bedeutung ist, weil es bei ihm gelingt, die Größen rJ 
auf algebraischem Wege aus den Koeffizienten der Differentialgleichung 
zu berechnen sowie die Koeffizienten der Laurentschen Reihe durch 
ein Rekursionsverfahren zu bestimmen. 

3. Si~gnliire Stellen der Bestimmtheit. Der eben angedeutete 
Fall ist dadurch charakterisiert, daß alle Lösungen von (1) mit einer 
geeigneten Potenz von x - a multipliziert in a endlich bleiben. Hat eine 
in der Form (7) dargestellte Funktion diese Eigenschaft, so kann man 
die zunächst nur abgesehen von ganzen Zahlen bestimmte dazu gehörige 
Zahl r J so festlegen, daß die in (7) auftretenden Laurentschen Reihen 
nur positive Exponenten enthalten. Für eine solche Funktion heißt 
nach Fuchs ") die SteUe a eine singuläre Stelle der Bestimmt:heit, 
Thome26) sagt in diesem Falle, abweichend von der gewöhnlichen Ter-

21) Fuchs, Zur Theorie der linea.ren Differentialgleichungen. Berlin Ber. 
1901, p. 84-48. Ges. W. 3, p. 319 u. f. 

22) Picard, Tra.ite d'Analyse 3 (1896), p. 403f. 
23) Schlesinger, Handbuch II, 2 (1898), p. 403f. 
24) Fuchs, Integralwerte in singulären Punkten. Berlin. Bericht 1886 Ges. 

W. 2, p. 394. 
25) 1'Iwme, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. J. f: Math. 75 

(1873), p. 266; vgl. auch KZein, Vorlesungen über die hypergeometrische Funk
tion p. 210. 
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minologie der Funktionentheorie, die Funktion verhalte sich an der 
Stelle a regulär. Verhalten sich alle Lösungen von (1) an der Stelle 
a bestimmt, so heißt a eine singuläre Stelle der Bestimmtheit oder eine 
reguläre singuläre Stelle für die Differentialgleichung. 

Damit nun a eine singuläre Stelle der Bestimmtheit sei, ist not
wendig und hinreichend, daß die lineare Differentialgleichung (1) sich 
auf die Form bringen läßt 

(9) L(y) = d"y + I.ßdx-a) dn - 1 1t + ... + ~,,(x -a! y = 0; 
dx" x-a dx .. - 1 (x-a)" 

$l(x-a), ... , ~,,(x - a) sind dabei in a analytische Funktionen. 
Speziell ist x = 00 eine singuläre Stelle der Bestimmtheit, wenn 

die Differentialgleichung in der Form 

(10) d"y 1 (1) d"-ly 1 (1) 
dx" + X ~1 X dxn - 1 + ... + x" ~n X Y = 0 

geschrieben werden kann und die Funktionen ~1 G), ... , ~n (:) im 
Punkte 00 analytischen Charakter haben. 

a) Beweise, daß die angegebene Form notwendig ist. Spekulationen 
über die angegebene Form der Koeffizienten finden sich in etwas ver
schwommener und unklarer Weise bei Petzval.26) Riemann 27) be
trachtet bei dieser Fragestellung nur Differentialgleichungen, welche 
ausschließlich singuläre Stellen der Bestimmtheit besitzen, und be
schränkt sich außerdem auf den durch (3) charakterisierten Fall; er 
führt dann den gewünschten Nachweis durch Auflösung der n linearen 
Gleichungen für die Koeffizienten Pli ... , PR, welche man durch Ein
setzen eines Fundamentalsystems der gewünschten Form in die Diffe
rentialgleichung erhält. In ganz analoger Weise geht Fuchs vor, 
ohne sich jedoch auf den Fall zu beschränken, daß die Fundamental
gleichung lauter verschiedene Wurzeln besitzt. In den Arbeiten 28) 

aus den Jahren 1865 und 1866 behandelt auch er nur den Fall, in 
dem die Differentialgleichung ausschließlich singuläre Stellen der Be
stimmtheit besitzt. Späterhin 29) aber gibt er dem Beweise eine Fassung, 

26) Petzval, Integration der linearen Differentialgleichungen. Wien I (1853) 
und II (1859), speziell I, 3. Abschnitt, § 7 und II, 5. Abschnitt, § 1-3. 

27) Riemann, a. a. O. 2. Aufi., p. 386f. 
28) Fuchs, a. a. O. Ges. W. 1, p. 126 bzw. 179. Tatsächlich geht Fuchs in der 

Arbeit von 1865 nur in der Aussage des Satzes, nicht aber im Beweis über den 
von Riemann behandelten Fall hinaus; vgl. die Anmerkungen von Schlesinger 
daselbat p. 158. 

29) Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. J. f. Math. 
Bd. 68 (1868) Ges. W. 1, p. 211 u. 212. Eine noch übrig bleibende Lücke im 
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die nichts über den Charakter der Koeffizienten außerhalb der un
mittelbaren Umgebung der singulären Stelle voraussetzt. Eine andere 
einfache Ableitung gibt TluJmeSO) durch vollständige Induktion unter 
Benützung der Tatsache, daß man, wenn 'fit ein partikuläres Integral 
der Differentialgleichung (1) ist, durch die Substitution 

(11) 'Y = 'Ylfoilx 

für u eine lineare homogene Differentialgleichung (n - l)ter Ordnung 
erhält (vgL das Ref. II A 4b (Vessiot), Nr. 20), für welche der Satz als 
bewiesen angenommen wird. 

b) Beweise, daß die angegebene Form hinreichend ist. Um zu 
zeigen, daß umgekehrt die Stelle a für die Differentialgleichung (9) 
eine singuläre Stelle der Bestimmtheit ist, setzt Fuchs 81) eine Lösung 
in der Form sB) 

00 

(2) 'Y = ~g .. (x - a)('+" 
.. =0 

an, wo Q und die g .. zunächst unbestimmte Konstanten sind. Durch 
Einsetzen in die Differentialgleichung erhält man für q die Gleichung 

'13) ((,,)=,,(,,-1) ... (Q-n + 1) + "(,, -1) ... (" -n + 2)~1(0) 
~ +···+Q~ .. _l(O)+~,,(O)=O, 
die nach Fuchs SS) die zu a gehörige determinierende Fundamentalglei
chung, nach FrobeniusSi) kürzer determinierende Gleichung heißt. 

Der direkte Ansatz vermittels Reihen der Form (12) liefert aber 
zu einer mehrfachen Wurzel von (13) nur ein eiuziges Integral und ver
sagt im allgemeinen überhaupt für eine Wurzel, wenn andere Wurzeln 
vorhanden sind, die sich von ihr um ganze positive Zahlen unterschei
den, da in diesem Falle die formal berechneten Koeffizienten unend
lich werden. Daher ordnet Fuchs S5) die Wurzeln der determinierenden 
Gleichung in Gruppen, so daß jede Gruppe einander gleiche oder sich 

Beweise füllt Tarvnery, Propri6tes des 6quations diff&entielles, Ann. 6c.norm. (2) 4 
(1876), p. 160 aus; eine geschickte Umgehung der betreffenden Schwierigkeit 
findet sich bei Stickelberger in der unter 16) zitierten Arbeit. 

80) Thome, Zur Theorie der linearen Differentia.lgleichungen. J. f. Math. 74 
(1872), p. 198f. 

81) Fuchs, a. a. O. Ges. W. 1 (1866), p. 188, (1866), p. 189. 
32) V gl. hierzu und zu dem Folgenden die historischen Ausführungen in Nr. 20. 
38) Fuchs, Ges. W. 1 (1868), p. 220. 
84) Frobenius, über die regulil.t"en Integrale der linearen Differentialglei

chungen. J. f. Math. 80 (1876), p.818. 
86) Fuchs, a. a. O. 1868, p. 216. 



3. Singuläre Stellen der Bestimmtheit. 481 

nur um ganze Zahlen unterscheidende Wurzeln enthält. Für diejenige 
Wurzel einer Gruppe, deren reeller Teil den größten Wert besitzt, er
hält man dann durch Koeffizientenvergleichung ein Integral der Form 
(12); die Konvergenz der unendlichen Reihe in der Umgebung von a 
beweist Fuchs abermals vermitteis der Majorantenmethode. Daraus 
ergibt sich dann unmittelbar die Konvergenz der Reihe bis zur nächsten 
singulären Stelle. Vermittels Substitutionen der Form (11) erhält 
Fuchs hierauf zur Bestimmung der übrigen Integrale einer jeden Gruppe 
neue Differentialgleichungen, auf die das alte Verfahren anwend
bar ist. 36) 

Eine bedeutende Vereinfachung des Beweises erzielt Frobenius 37) 

unter Vermeidung des Rekursionsverfahrens auf Differentialgleichungen 
niedrigerer Ordnnng.SB) Frobenius läßt nämlich zunächst f! beliebig 
und bestimmt in (12) go als Funktion go(Q) vonQ so, daß ein etwa 
eintretendes Verschwinden des Nenners in den aus den Rekursions
formeln berechneten Ausdrücken für die g. durch das im Zähler auf
tretende go(Q) kompensiert wird. Unter diesen Annahmen genügt die 
in (12) definierte Reihe zunächst formal der Differentialgleichung 

(14) L(y) = go(f!) ((Q) (x - a)f!. 

Ist ((Q) = 0, so geht (14) in (9) über. Zunächst zeigt dann 
Frobenius die Konvergenz der jetzt aus (14) entspringenden Reihe (12), 
und zwar für alle Werte von x innerhalb des durch die nächstgelegene 
singuläre Stelle gehenden Kreises um a, sofern keines der g.(Q) un
endlich wird. Darüber hinaus zeigt Frobenius, daß die Reihe für die in 
Betracht kommenden Größen Q gleichmäßig konvergiert, woraus dann 
folgt, daß eine Differentiation der Reihe nach Q gestattet ist. Besitzt 
daher ((Q) eine k-fache Wurzel r und keine andere, die sich von r 
um eine positive ganze Zahl unterscheidet, so erhält man durch den 
Ansatz (12) direkt ein Integral und daraus durch (k - 1) malige Diffe-

36) Der formale Ansatz der Reihe sowie das Rekursionsverfa.hren zur Be
rechnung der logarithmischen Glieder findet sich auch schon bei Petzval, a. a. O. 
2 (1859), p. 225. 

37) Frobenius, Über die Integration linearer Differentialgleichungen durch 
Reiben. J. f. Math. 76 (1873), p.214-230. Weitere Vereinfachungen dieses Be
weises finden sich in den in 3) und 5) zitierten Arbeiten; vgl. ferner Schottky, 
Über die Konvergenz einer Reihe, die zur Integration linearer Differentialglei
chungen dient. Sitz. Ber. Ak. Berlin. (1905), p. 808-815. 

38) Direkte Ansätze zur Berechnung der mit Logarithmen beha.fteten Integrale 
finden sich bei Fabry, Sur les integrales des equations differentielles These, 
Paris 1885, p. 47f. und Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Differen
tialgleichungen p. 111 f. 
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rentiation nach (J noch k - 1 neue Integrale, da die rechte Seite von 
(14) auch nach den entsprechenden Ditferentiationen in bezug auf (J 

für die betreffende Wurzel verschwindet. Analog erhält man auch in 
dem andern Falle durch Differentiation die notwendige Anzahl von 
~rsatzint~alen. 

c) Beeiehungen zwischen der determinierenden Gleichung und der 
Fundamentalgleickung.S9) Hat die determinierende Gleichung k Wur
zeln, die sich nur um ganze Zahlen, unter denen auch einige ver
schwinden können, unterscheiden, so hat die zu demselben singulären 
Punkte gehörige Fundamentalgleichung nach (5) k zusammenfallende 
Wurzeln. Sind die k Wurzeln einer Gruppe der determinierenden Gleichung 
alle einander gleich, so besitzt die Fundamentalgleichung einen dazu 
gehörigen k-fachen Elementarteiler; im andern Falle kann die Funda
mentalgleichung mehrere zu dieser Gruppe gehörige Elementarteiler 
besitzen, so daß die k Integrale entsprechend den Ausführungen in 
Nr. 2 in Untergruppen zerfallen, deren jede ein von Logarithmen 
freies Integral enthält. 

Diese Zerlegung in Untergruppen Idhrt zur Entscheidung der 
von Helfter4.0) erledigten Frage, wann es ein zu einer bestimmten 
Wurzel der determinierenden Gleichung gehöriges logarithmenfreies Inte
gral gibt. Mit dieser Fragestellung verwandt, aber doch spezieller ist 
das von Fuchs4.1) behandelte Problem, wann alle Integrale, welche bei 
der oben erwähnten Anordnung von Fuchs in eine Gruppe gehören, 
logarithmenfrei sind. Dazn müssen zunächst alle dieser Gruppe an
gehörigen Wurzeln rll .•• , r" voneinander verschieden sein und außer
dem k (k;- 1) Bedingungen erfüllt sein, die durch das Verschwinden 

gewisser Determinanten ausgedrückt werden. Die Schlußweise von 
FuchsU ) läßt sich auch noch auf die von Fro"benius'S) auf andere 
Weise behandelte Frage ausdehnen, bei der man die hinreichenden und 
notwendigen Bedingungen dafür verlangt, daß bei allen Integralen, die 

39) Fuchs, Ges. W. 1 (1868), p. 213f.; vgl. Heffter, Einleitung in die Theorie 
der linearen Differentialgleichungen. Kap. XI. 

(0) Hefftet·, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. Habilitations
schrift Gießen 1888, Abschnitt III u. IV. 'Über ein System linea.rer homogener 
Gleichungen. J. f. Math. 111 (1898), p. 69-68; vgl. Schle8inger, Über di~ Ham 
burgerschen Untergruppen, J. f. Math. 114 (1894), P 169-169, 809-811. 

(1) Fuchs, GeB. W. 1, p. 228f. 
(2) V gl. Heffter, a. a. 0., Habilitationsschrift, p. 18. 
(8) Frobenius, tJber die Integration der linea.ren Differentialgleichungen. 

J. f. Math. 76 (1878), p. 224-226; vgl. auch Goursat, Memoire sur les fonctions 
hypergeometriques d'ordre 8uperieur. Ann. ec. norm. (2) 12 (1883) und Thome, 
Zur Theorie der linea.ren Differentialgleichungen. J. f. Math. 96 (1884), p. 268f. 
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zu den .t größten Wurzeln einer Gruppe gehören, die Logarithmen 
wegfallen, mit anderen Worten, daß das allgemeinste zu der A. ten W unel 
der Gruppe gehörige Integral logarithmenfrei sei. 

Von besonderer Bedeutung ist der Fall, daß die 'Y!- Wurzeln der 
determinierenden Gleichung sich um ganze Zahlen unterscheiden und 
keine Logarithmen auftreten; eine solche singuläre Stelle bezeichnet 
man nach Poincari44) als scheinbar singulären Punkt. Sind außerdem 
alle Wurzeln positive ganze Zahlen, so verhalten sich alle Integrale 
der Differentialgleichung an dieser Stelle analytisch. Eine solche sin
guläre Stelle, die nur das Verschwinden der aus irgendeinem Funda
mentalsysteme gebildeten Hauptdeterminante an der betreffenden Stelle 
zur Folge hat, nennt man im Anschluß an Weierstraß45) einen außer
wesentlich singulären Punkt der Differentialgleichung, nach Klein46) 

einen Nebenpunkt, und zwar einen ('-fachen Nebenpunkt, wenn die 
Hauptdeterminante daselbst eine ('-fache Nullstelle hat. Eine schein
bar singuläre Stelle erfordert n - 1 Bedingungen, die aussagen, daß 
sich die n Wurzeln der determinierenden Gleichung nur um ganze 

Zahlen unterscheiden, n(n:; 1) Bedingungen, die das Auftreten von 

Logarithmen verhindern, also im ganzen (n + 2)2(n _-1) Bedingunge.n.47) 

In einem einfachen Nebenpunkte a hat nach Pochhammer48) die Diffe
rentialgleichung die Form 

Il"y d"-l y 
(15) (x - a) dx" + $l(X - a) d3;"-1 + ... + $,,(x - a)y = 0, 

in der die $;(x - a) im Punkte a analytische Funktionen sind, 
\ßl (0) = - 1 ist und noch n - 1 Bedingungen erfüllt sein müssen, um 
das Auftreten von Logarithmen zu verhindern. Auch bei beliebigem 
Werte von $1 (0) existieren stets n - 1 linear unabhängige in a 
analytische Integrale; dieser Satz wurde von Perron49) zu folgendem 
erweitert: Besitzen die Koeffizienten der Differentialgleichung (1) an 
der Stelle a höchstens Pole ster Ordnung, so verhalten sich mindestens 

44) Poincare, Sur les groupes des equations !in. .~cta. math. 4 (1884), p. 217. 
45) Siehe Fuchs, Ges. W. 1, p. 232. 
46) Klein, Vorlesungen über die hypergeometrische Funktion p. 228. 
47) Poinca're, a.. a. 0.; eine nachträgliche Abänderung dieser Abzählung an

läßlich einer Arbeit von Heun, Remarks on the logarithmic integrals of regular 
linear differential equatiolll; Am. J. 10, p. 224 ist unrichtig. 

48) PoChhammet·, tJber einfache singuläre Punkte linearer Differentialglei
chungen. J. f. Math. 73 (1871), p. 69-84. 

49) Perron, Unbestimmtheitsstellen linearet' Differentialgleichungen. Math. 
Ann. 70 (1911), p. 21. 
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n - s Integrale in a analytisch. Im allgemeinen braucht dabei a keine 
singuläre Stelle der Bestimmtheit zu sein; für den Spezialfall, daß a eine 
singuläre Stelle der Bestimmtheit ist, findet sich schon bei Goursat50) 

ein entsprechender, aber nicht ganz so allgemeiner Satz. 
d) Hilwreichende und notwendige Bedingungen für singuläre Stellen 

der Bestimmtheit bei Systemen linearer Differentialgleichungen erster Ord
nung. In diesem Falle läßt sich eine notwendige Form für die Koef
fizienten des Systems nicht in gleich einfacher Weise wie für die 
Differentialgleichungen nter Ordnung angeben. Nach Sauvage61) ist 
jedoch x = a eine Stelle der Bestimmtheit für q.as System, wenn die 
Koeffizienten an dieser Stelle nur Pole erster Ordnung haben, also 
wenn das System die Form hat 

(16) 

die ~".l. 
(17) 

dy" Ji" $"ix - a) a;x= x-a Yi., 
=1 

c" = 1, 2, ... n); 

sind im Punkte x = a analytisch, und es sei 

~"i.(O) = a"i.' 
Jedes System, für welches a eine Stelle der Bestimmtheit ist, 

läßt sich in ein System (16) durch eine Reihe von Substitutionen der 
n 

Form Ya = ~haß,z,'l(a= 1,2, ... ,n und haß Konstanten) und y"=x,z,, 
ß=l 

(wobei a eine der Zahlen 1,2, ... n ist), überführen 52) , daher nennt 
Sauvage das System (16) ein an der Stelle a kanonisches System. 
Durch formalen Ansatz der Integrale von (16) in der Form 

00 

(18) Yj = ~ gjv(x - a)~+v (j=I, ... n) 
1'=0 

erhält man für (! als determinierende Gleichung die gleich Null ge
setzte Determinante I a".l. - o"l.(! I, in der o"i. = 0 ist, wenn" =1= ,1" 

0"" = 1 ist. Sauvage und Koenigsberger bedienen sich bei der Durch
führung des Beweises dafür, daß die Form (16) hinreichend ist, des 

50) Goursat, Memoire sur les fonctions hypergeometriques d'ordre superieur, 
Änn. Be. norm. (2), 12 (1883), p. 265. 

51) Sauvage, Sur les solutions regulieres d'un systeme. Änn. ec. norm. (3) 3 
(1886), p. 391-404, ferner 6 (1888), p. 7-22 u. 6 (1889), p. 167-182, Theorie 
generale des systemes. Änn. de rroulouse 8 (1895), p. 1-24, 9, p. 25-100. 

52) Sauvage, a. a. O. (1889), Koenigsberger, Lehrbuch der Theorie der Differen
tialgleichungen Kap. 6 II (1889), in vollständig einwandfreier Form zuerst bei 
Horn, Zur Theorie der Systeme linearer Differentialgleichungen, Math. Änn. 39 
(1891), p. 391-408 und speziell 40 (1892), p. 527-550; vgl. auch Schlesinger, Bei
träge zur Theorie der Systeme linearer homogener Differentialgleichungen, J. f. 
Math. 128 p. 286 und Vorlesungen p. 155. 
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von Fuchs für eine lineare Differentialgleichung gegebenen Verfahrens, 
während Grünfeld 58) und Horn die von Frobenius gegebene Methode 
heranziehen. Eine erschöpfende Behandlung der Theorie findet sich 
erst bei Horn 5'), der als erster die Tatsache bemerkte, daß bei Sy
stemen auch einer mehrfachen Wurzel der determinierenden Gleichung 
mehrere verschiedene Elementarteiler der Fundamentalgleichung ent
sprechen können, so daß zu einer mehrfachen Wurzel mehr als ein 
logarithmenfreies Integral gehören kann. Ein solcher Fall ist nach 
Obigem bei einer gewöhnlichen linearen Differentialgleichung oder 
emem kanonischen Systeme, das durch die Substitution 

a!'-1 
(19) Y = (x - a)k-l----'11 (k 1 2 n) k dlll'-l = , , ... 

aus einer solchen entsteht, unmöglich. 
e) Neuere Beweise zu b). Die in b) besprochenen Beweise be

ruhen auf der wirklichen Darstellung der Integrale in der Umgebung 
der singulären Stelle a. Neuerdings hat Schlesinger55) einen direkten 
Beweis dafür gegeben, daß die Integrale von (9) mit einer geeigneten 
Potenz von x - a multipliziert bei Annäherung an diese Stelle end
lich bleiben. Der Beweis wurde von Birkhoff56) wesentlich vereinfacht 
und soll in dieser Form seiner hervorragenden Kürze halber hier an
gegeben werden. Vermittels der Substitution (19) geht (9) über in 
ein System 

(20) (k= 1,2, ... ,n); 

die Funktionen akl besitzen an der Stelle a höchstens Pole erster Ord
nung, es existiert also eine Zahl M derart, daß in einer gewissen Um
gebung von a stets 

M IdYkl M ~ I akll < I x - a I' dx < I x - a I -6i t y/ t 

ist. Birkhoff betrachtet dann die positive reelle Funktion 
n 

U= ~tYkt2. 
k=l 

53) Grünfeld, Über die Integration eines Systems. Denkschr. der Wiener 
Akademie math.-nat. Kl. 1888. 

64) V gl. außer der in (52) zitierten Arbeit, Math. Ann. 39, Horn, Über Systeme 
linearer Differentialgleichungen, Habilitationsschrift Freiburg 1890. 

55) Schlesinger, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. J. f. MatJl. 
132 (1907), p.247-264. 

56) Birkhoff, A simplified treatment of the regular singular point. Trans
actions of Am. Math. Soc. 11 (1910), p. 199-20~. 
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Setzt inan 1 x - a 1 = r, so ist 

I
dUI < ~21 dYIE ! < 2~(~1 1)2 < 2nM U. 
dr =~ y" dx = r ~ Yk - r "=1 , k=l 

Es ist also 
_ 2nM <~~ U <2nM. 

r = or ~ l' , 

durch Integration zwischen den Grenzen rund r 0 folgt 

(~r2f&M< ~«~rnM und U< UO(~)-2nM, 

woraus sich sofort die Behauptung ergibt. 
Zu demselben Ziele kommt Plemelj6) durch direkte Unter

suchung der Reihen in der Umgebung eines nichtsingulären Punktes 
vermittels der Majorantenmethode , wenn x sich der singulären Stelle 
a nähert. Einen anderen sehr bemerkenswerten Beweis für b) gibt 
Birkhoff auf Grund des Begriffs "der Äquivalenz zweier Differential
gleichungen in bezug auf einen singulären Punkt". Es wird am 
Schlusse von N r. 6 näher darauf eingegangen werden. 

Der obenerwähnte Beweis von Schlesinger und Birkhoff gilt auch 
noch in dem Falle, daß die Koeffizienten der Differentialgleichung nicht
analytische Funktionen sind; für diesen Fall wurden singuläre Stellen 
der Bestimmtheit zuerst von Bocher57) vermittels der Methode der suk
zessiven Approximationen behandelt. Dunkel 58) übertrug dann die 
Bocherschen Untersuchungen auf Systeme. 

4:. Singuläre Stellen, an denen sich nur ein Teil der Integrale 
bestimmt verhält. Normalintegrale. Es mögen jetzt die Koeffi
zienten Pi in (1) analog zu (9) an der Stelle a von endlicher Ordnung 
unendlich werden, aber allgemeiner Pj von der Ordnung Xi' X o sei 
O. Tritt dann in der Reihe der Zahlen x j + n - j Ci = 0, 1, ... , n) 
die größte zuerst für j = h auf, so gibt es nach Thome59) höchstens 
n - h linear unabhängige Integrale, welche sich in a bestimmt ver
halten, h heißt der charakteristische Index.60) Ist keine dieser Zahlen 
größer als n, so ist a eine singuläre Stelle der Bestimmtheit. Durch 
formalen Ansatz einer Reihe von der Form (12) erhält man für Q eine 

57) Bocher, On regular singular points. Transactions of Am. Math. Soc. 1 
1900), p. 40-52. 

58) Dunkel, Regular singular points of a system. Am. Proc. 88 (1902), 
p.841-870. 

59) Thome, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. J. f. Math. 74 
(1872), Nr. 5, 75 (1873), Nr. 1. 

60) Thome, a. a. O. Bd. 75, Nr. 1. 
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Gleichung (n_h)ten Grades, jedoch werden die so gewonnenen Reihen 
im allgemeinen Falle nicht konvergieren.61) Die Existenz von v linear 
unabhängigen, an der Stelle a sich. bestimmt verhaltenden Integralen 
ist äquivalent damit 611), daß eine lineare Differentialgleichung 'liter Ord
nung existiert, für welche a eine singuläre Stelle der Bestimmtheit 
ist und deren sämtliche Integrale der gegebenen Differentialgleichung 
genügen. In direkter Weise nehmen Hilge tJ. Koch 68) und Perron 64) 
die Frage nach der Existenz von sich an der Stelle a bestimmt 
verhaltenden Integralen in Angriff, indem sie die Reihe (12) formal 
ansetzen, eine bestimmte Anzahl N der zur Bestimmung der Koeffi
zienten dienenden Gleichungen zunächst noch unbefriedigt lassen und 
zeigen, daß man die übrig bleibenden unendlich vielen Gleichungen 
mit unendlich vielen Unbekannten so auflösen kann, daß die mit 
diesen Koeffizienten gebildete Reihe konvergiert. Das Erfüllen der 
zunächst unberücksichtigten ersten Gleichungen gibt dann die notwen
digen und hinreichenden Bedingungen für die Existenz von Integralen, 
die sich an der Stelle a bestimmt verhalten. Helge v. Koch bedient 
sich bei der Auflösung des Gleichungssystems mit unendlich vielen 
Unbekannten der Methode der unendlichen Determinanten (vgl. Nr.6), 
zu welchem Zwecke er sich die Differentialgleichung von Anfang an 
so transformiert denkt, daß P1 (x) identisch verschwindet. Bei dieser 
Transformation können jedoch Integrale, die sich an der Sielle a be
stimmt verhalten, in solche, die sich unbestimmt verhalten, übergehen. 
Die direkte Behandlung, ohne die Transformation, deutet Hilge v. Koch 
nur an.65) Perron löst das Gleichungssystem ohne vorherige Trans
formation und ohne Benützung unendlicher Determinanten nach einer 
von ihm zur Behandlung linearer Differenzengleichungen gescha.ffenen 
Methode. Unter den Anwendungen, die Perron von diesen Unter
suchungen macht, sei der am Schlusse von Sc zitierte Satz hervor
gehoben. 

1st der zu der singulären Stelle a gehörige Index h, so kann man 
neben den n - h formalen Lösungen der Form (12), an deren Stelle 

61) Thome, a. a. O. Bd. 74, Nr. S, Bd. 75, Nr.7. 
62) Thome, a. a. O. Bd. 74, 76, 78,81; vgl. ferner Frobenius, Uber die regu

lären Integrale linearer Differentialgleichungen. J. f. Math. 80 (1875), p. 817-883. 
68) H. 'V. Koch, Sur les integrales regu!ieres des equations diff. lin. Acta. 

math. 18 (1894), p.887-419. 
64) Vgl. a.ußer der in (49) zitierten Arbeit Perron, 'Ober lineare Differen

zengleichungen. Act. math. 34 (1908), p. 109-137. Über lineare Differentialglei
chungen mit rationalen Koeffizienten ebd., p.139-163; Über lineare Differenzen
und Differentialgleichungen. Math. Ann. 66 (1909), p. 446-487. 

65) a. a. O. p. 419. 
:Encyklop. d. math. Wi ... nach. II I. 32 
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einige logarithmenbehaftete Lösungen wie in den früheren Nummern 
treten können, noch h formale Lösungen durch den Ansatz66) 

(21) '!I = l(",~a) u 

gewinnen, in der 9 als Polynom von x 1 a so zu bestimmen ist, daß 

man für u eine Differentialgleichung erhält, die durch eine Reihe von 
der Form (12) formal befriedigt wird. Nach Bestimmung des Grades 
von 9 (vgl. Nr. ö) erhält man für den Koeffizienten der höchsten Potenz 

von _1_ in g(_l_) eine algebraische Gleichung; ist 9 bekannt, so x-a x-a 
erhält man für die in (12) auftretende Größe (! abermals eine determi
nierende Gleichung. Fallen Wurzeln der letzteren Gleichung zusammen, 
so erhält man formallogarithmenbehaftete Ersatzintegrale, fallen Wurzeln 
der ersten Gleichung zusammen, so erhält man durch Einführung von 

1 

(a; - a)n statt a; - a Ersatzausdrücke. 67) Nach dem Vorgange von 
P. Günther 68) kann man die erste algebraische Gleichung durch eine 
andere ersetzen, welche gleichzeitig die Wurzeln (! liefert. 

Im allgemeinen werden auch die so gewonnenen Ausdrücke diver
gieren, man nennt sie dann Normalreihen, logarithmische Normal
reihen und im letzten Falle nach Poincare69) anormale Reihen. Im 
Falle der Divergenz besteht zwischen den Größen (! und den Wurzeln der 
zu der singulären Stelle gehörigen l!'undamentalgleichung im allgemeinen 
kein näherer Zusammenhang, trotzdem geben die formal gewonnenen Aus
drücke Aufschluß über das Verhalten der Integrale bei geradliniger An
näherung an die singuläre Stelle und in gewisser Weise auch über das 
Verhalten in der ganzen Umgebung der singulären Stelle, wie in der 
nächsten Nummer gezeigt werden soll. Es wird sich dabei empfehlen, 
die singuläre Stelle ins Unendliche zu werfen, da sich dann die Unter
suchungen etwas übersichtlicher gestalten. 

Die Frage, wann man in (21) für u eine sich an der Stelle a 
bestimmt verhaltende Lösung erhält, wann also die auftretenden Reihen 
konvergieren, wurde durch Thome in einer großen Anzahl von Ar
beiten 70) für den Fall rationaler oder algebraischer Koeffizienten durch 

66) Thom.e, J. f. Math. 76, Nr. 6, 83, Nr. 6, 91, Nr. 7 m b). 
67) Fabry, Sur les inMgrales des equations lineaires. These, Paris 1886. 
68) Günther, "Ober lineare Differentialgleichungen. J. f. Math. 106 (1889), 

p. 1-84 und 119 (1898), p. 880-338. 
69) Poincare, Sur les integrales irregulieres. Acta. math. 8 (1886), p. S06. 
70) V gl. insbesondere die tJbersichten, welche Thomi im J. f. Math. 96 und 

122 über seine Arbeiten gibt. 
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Zerlegung der Differentialgleichung untersucht.7l) Im Falle der Kon
vergenz nennt man die Lösungen der Form (21) Normalintegrale. Im 
Anschluß an eine Arbeit von Oayley 72) untersuchen M. Hamburger 7S) 

und P. Giinther68) die Frage nach der Existenz von Normalintegralen 
für eine Differentialgleichung, die im Endlichen nur die eine zu, 
untersuchende singuläre Stelle besitzt, während sich im Unendlichen 
alle ihre Integrale. bestimmt verhalten. 

5. Asymptotische Darstellung von Integralen. Das Beispiel der 
Zylinderfunktionen war wohl das erste, welches darauf führte, eine 
lineare Differentialgleichung vermittels einer divergenten Reihe zu be
friedigen, und bei dem sich gleichzeitig der Charakter der Reihe als de~ 
einer semikonvergenten ergab (vgl. das Ref. von Wangerin II A 10, 
Nr. 49). In allgemeineren Fällen erkannte PetfJvaP') die Bedeutung 
dieser divergenten Reihen für die Integration von linearen Differential
gleichungen, doch zeigte erst Poincare75) allgemein für den Fall ratio
naler Koeffizienten der Differentialgleichung die Verwendbarkeit der 
divergenten Reihen zur Wertberechnung gewisser Integrale. 

Es seien in 

( ) iJ!'y iJ!'-ly ( 
(22) Po X dxn + Pl(X) dxn - J + .,. + Pn x)y = 0 

die Koeffizienten ganze rationale Funktionen in x, und zwar Pj(x) 
vom Grade h + jk (j = 0, ... , n)j dann nennt man nach Poincare76) 

x = 00 eine Unbestimmheitsstelle vom Range k + 1. Unter den zu 
00 gehörigen Normalreihen der Form 

(23) eq(ml xe ~ G) 
ist dann mindestens eine, für welche g(x) vom Grade k + 1 in x ist, 
für keine Normalreihe kann jedoch der Grad des dazugehörigen g(x) 
k + 1 übersteigen. Poincare behandelt zunächst die Differentialglei-

71) V gl. a.uch Fabry, Reductibilite des equations differentielles lineaires. 
Paris C. R. 106 (1888), p. 732-784; S. M. F. Bull. XV, p. 135-142. 

72) Oayley, Note on the theory of linear differential equations. J. f. Math. 
100 (1886), p. 286-295. 

73) Hamburger, Über eine spezielle Klasse linearer Differentialgleichungen. 
J. f. Math. 103 (1888), p. 238-273. 

74) Petzval, Integration der linearen Differentialgleichungen 11, 5. Abschnitt, 
§ 4-9. 

75) Poincare, Sur les integrales irregulieres. Paris C. R. 101 (1885), p. 939 
bis 941,990-992; sur les equations lineaires aux differentielles et aux differences 
finies Americ. J. VII (1885), p. 203-258; ferner die in (69) zitierte Arbeit. 

76) Poincare, a. a. O. Acta math. 8, p. 305. 
32* 
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chungen mit ganzen rationalen Koeffizienten vom Range 1, die Koeffi
zienten seien also vom Grade h, ferner seien 00(0), 01(0), ••• , 0 .. (0) die 
Koeffizienten von x" in Po(x), Pl(X), ... , Pn(x) und "11 all , ••• , a .. die 
Wurzeln der Gleichung 
(24) Co(O)(Xn + 0/0)(X,,-1 + ... + 0.,(0) = O. 

Sind diese Wurzeln voneinander verschieden, so erhält man n N ormal
reihen in der Form (23), wobei jeweils (fI(x) bzw. durch eaj'D (j = 1,2, ... n) 
zu ersetzen ist. 

Es gelten dann folgende Hilfssätze: Es sei (Xl diejenige Wurzel 
von (24), welche den größten reellen Teil besitzt; sind dann die 
reellen Teile aller n Wurzeln voneinander verschieden, BO ist im all
gemeinen für ein Integral y von (22) bei Annäherung von x an 00 

längs der positiven Achse des Reellen 

(25) lim'i =~; 
"'=00 y 

es gibt aber partikuläre Integrale, für welche an Stelle von "1 
eine andere Wurzel tritt.77) Fallen jedoch nur die reellen Teile einiger 
der Wurzeln zusammen, so kann für gewisse Integrale der Grenzwert 
der linken Seite von (25) unbestimmt werden. Sieht man von diesem 
letzteren Falle ab, so folgt aus (25), bezüglich aus der an ihre SteUe 
tretenden Ersatzgleichung , daß man eine Zahl a so angeben kann, 

daß für alle Integrale y der Ausdruck ::~ e- ax (k= 0,1, ... , n) 
nach 0 konvergiert, wenn x in der angegebenen Weise in das Unend
liche rückt. Ohne die obige Einschränkung bezüglich der Wurzeln von 
(24) findet sich ein Existenzbeweis für die Zahl a bei Picard78) im 
Anschluß an eine in russischer Sprache veröffentlichte Arbeit von 
Liapounoff79), an dessen Beweismethode sich Birkhoff in der in 3 e be
sprochenen Arbeit anschloß. Um die beiden Sätze auch auf den Fall 
auszudehnen, in welchem x mit beliebigem, aber festem Argument w 
in das Unendliche rückt, hat man x durch xe-w; zu ersetzen; man 
kann dann den zweiten Satz auch in der Form aussprechen: es gibt 

für jedes w stets eine positive Größe a, so daß I ~~ I< eaR , wenn 

x = Bei wund B groß genug ist. 

77) Poincare, a. a. O. Americ. J. VII, Nr. 3; vgl. Pincherle, Sur 10. genera
tion des systemes recurrents. Acta math. 16 (1892), p. 341-363, Perron, "Ober 
lineare Differentialgleichungen, J. f. Math. 142 p. 254f., 143 p. 25f. 

78) Picard, Traite d'Analyse IU, 2. ed., p. 385. 
79) Liapounoff, Sur 10. stabiliM du mouvement dans un cas particulier. 

Communication de 10. SOß. math. de Charkow (2)2 (1891), p. 1-94 in französi
scher "Obersetzung Ann. de Toulouse (2) 9 (1908). 
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Den zweiten Hilfssatz wendet Poincare auf die Laplacesche Trans
formierte von (22) an (vgl. für das Folgende Nr. 22) für den Fall, daß 
diese Differentialgleichung und damit auch ihre Laplaeesche Trans
formierte L vom Range 1 sind. Sei nämlich 'YJj eine geeignet ge
wählte Lösung von L, so folgt, sofern I x I groß genug ist, daß 

(26) 'IIj --' je'''''YJis) ds (j = 1, 2, ... n) 

eine Lösung von (22) ist, wenn das Integral auf einem Schleifenweg 
um (Xj genommen ist, der von 00 auf einem Radiusvektor, längs dessen 
der reelle Teil von sx negativ ist, ohne ein anderes (X zu treffen bis 
in die Nachbarschaft von (XJ geht und nach Umkreisung dieses 
Punktes im negativen Sinne auf dem früheren Radiusvektor nach 00 

zurückkehrt. Zerlegt man nun das Schleifenintegral in die zwei Teile 
längs des Radiusvektor und in das Integral über den kreisiörmigen 
Teil, so erhält man durch Reihenentwicklung Ausdrücke, welche mit 
den Normalreihen formal übereinstimmen, aber bei Abbruch bei dem 
(m + qen Gliede (m = 0, 1, 2 ... ) für die Integrale die Darstellung 

(27) '11 - ea.",,..o. (D + Djl + Djm + rJm) Ci -1 2 n) J - J ",'J JO -X- ... ~ il:m' -" ... 

liefern, wobei lim 'YJm = 0 ist, wenn x in fester Richtung entsprechend 
2:=00 

den obigen Festsetzungen in das Unendliche rückt, eine Tatsache, bei 
deren Beweis man eben den angegebenen Hilfssatz heranziehen muß. 
Die Normalreihen stellen also im Sinne der Gleichung (27) die Inte
grale asymptotisch dar. 

Einen entsprechenden Satz beweist Poincare für Differentialglei
chungen mit rationalen Koeffizienten von beliebigem Range, indem er 
dieselben 'auf Differentialgleichungen vom Range 1 zurückführt 80), 
welche gleichfalls rationale Koeffizienten besitzen. Einfacher jedoch 
erweist sich die von Cunningham 81) und allgemeiner von Birkhoff8~) 
eingeführte Ausdehnung der Laplaceschen Transformierten auf Diffe
rentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten von höherem als dem 
ersten Range, da dadurch eine direkte Behandlung dieser Fälle er
möglicht wird. (V gI. Nr. 22.) 

Diese Ableitungen von Poincare gelten .zunächst nur, wenn x in 
bestimmter Richtung in das Unendliche rückt, es ergibt sich aper 

80) Poincare, Acta math. 8, § 0 u. 6. 
81) Ounningharn, On linear differential equations of rank unity Lond. M. S. 

Proc. (2) 4 (1906), p. 374-383. 
82) Birkhoff, Singular points of ordinary linear differential equations. Trans. 

of Amer. M. S. 10 (1909), p. 436-470, speziell p. 404. 
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aus ihnen sofort die Gültigkeit der asymptotischen Darstellungen (27) 
innerhalb gewisser Sektoren der x-Ebene, wobei jedoch die asympto
tischen Darstellungen in verschiedenen Sektoren verschiedene Integrale 
darstellen. Doch läßt sich, wie Horn 83) als erster zeigte, die Methode 
von Poincare derart ausbauen, daß man das Verhalten der Integrale 
in der ganzen Umgebung von 00 untersuchen kann und z. B. Aufschluß 
über die Verteilung der Nullstellen der Integrale daselbat erhält. 
Neuerdings hat Horn 84), anschließend an eine von Nörlund 85) für 
lineare Differenzengleichungen angegebene Methode, die Normalreihen 
vermittelst der Laplaceschen Transformierten durch konvergente Fa
kultätenreihen ersetzt. 

Wir kommen nun zu denjenigen Untersuchungen, welche be
zwecken, auch noch die Voraussetzung rationaler Koeffizienten abzu
streifen, da das Verhalten im Unendlichen nur durch den Charakter 
der Koeffizienten in der unmittelbaren Umgebung von 00 bestimmt 
sein wird. Zunächst untersuchte Kneser86) die asymptotischen Dar
stellungen bei Differentialgleichungen, deren Koeffizienten die Form 

(28) 
-<XI 

~ax" 
~ " 
l<=g 

besitzen, in denen aber die Größen a" ebenso wie die unabhängige V er
änderliche x auf reelle Werte beschränkt sind. In allgemeiner Weise 
nahm dann Horn die Frage in Angriff, und zwar vermittelst zweier 
verschiedener Methoden. Die erste Methode 87) benutzt die oben er-

83) Horn, Verwendung asymptotischer Darstellungen zur Untersuchung der 
Integrale einer speziellen Differentialgleichung, Math. Ann. 49 (1897), p. 453-496; 
Über eine Klasse linearer Differentialgleichungen, Math. Ann. 50(1898), p. 525-556 ; 
Über die irregulären Integrale der linearen Differentialgleichungen, Acta math. 23 
(1899)"p.171-202. V gl. ferner W. Jacobsthal, Über die asymptotische Darstellung der 
Integrale einer gewissen Differentialgleichung 2ter Ordnung, Diss. Straßburg 1899 
und asymptotische Darstellung von Lösungen linearer Differentialgleichungen, 
Math. Ann. 56 (1902), p. 129-154, sowie die in 82 zitierte Arbeit von Birkhoff. 

84) Horn, Fakultätenreihen in der Theorie der linearen Differentialglei
chungen, Math. Ann. 71 (1911), p. 510-532; ferner Watson, The transformation 
of an asymptotic series, Rend. deI circ. mat. di Palermo 34 (1912), p. 41-88. 

85) Nörlund, Bidrag til de lineaere Differensligningers Theori, Diss. Kopen
hagen 1910; Über lineare Differenzengleichungen, Abh. der Ak. Kopenhageti, math. 
nato Klasse 1911; vgl. auch Sur les equatious aux differences finies P. C. R. (1909), 
p, 841-843 und Acta math. 34. 

86) Kneser, Untersuchung und asymptotische Darstellung der Integrale ge
wisser Differentialgleichungen, J. f. Math.116 (1896), p. 178-212; 117, p. 72-103; 
120 (1899), p. 267-275. Einige Sätze über die asymptotische Darstellung von 
Integralen linea.rer. Differentialgleichungen, Math. Ann. 49 (1897), p. 383-399. 

87) Horn, Über das Verhalten der Integrale von Differentia.lgleichungen bei 
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wähnten Untersuchungen von Poincare über die Grenzwerte der log
arithmischen Ableitungen der Integrale unter Zurückführung der Diffe
rentialgleichung n ter Ordnung auf eine solche (n - l)ter Ordnung, für 
welche die asymptotische Darstellung als bewiesen angenommen wird. 
Die Methode versagt jedoch, wie schon oben ausgeführt wurde, wenn 
die reellen Teile von Wurzeln der (24) entsprechenden Gleichung allein 
zusammenfallen. Diese Methode erscheint daher nach den bis jetzt 
vorliegenden Untersuchungen zu einer Diskussion über das Verhalten 
der Integrale in der ganzen Umgebung der singulären Stelle nicht 
recht geeignet, da bei ihr gewisse Richtungen für die Annäherung 
von x an 00 ausgeschlossen werden müssen, um den Ausnahmefall zu 
vermeiden. Die zweite Methode88) liefert dagegen vermittelst sukzes
siver Annäherung die asymptotischen Darstellungen in einer Form, 
welche zur vollständigen Diskussion der Integrale in der Umgebung 
der singulären Stelle sehr geeignet ist und bequeme Restabschätzungen 89) 
gestattet. 

In überau!> einfacher und eleganter Weise führt Birkhoff9°) den 
Fall allgemeiner Koeffizienten der Form (28) auf den Fall rationaler 
Koeffizienten zurück. Der größeren Bewegungsfreiheit halber geht 
Birkhoff nach dem Vorgang von Schlesinger von einem Systeme 

der Annäherung an eine Unbeetimmtheitsstelle, J. f. Math.118 (1897), p. 257-274; 
Über die asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen, 
Acta math. 24 (1901), p.289-308. 

88) Horn, Sur les integrales irregulieres, Paris C. R. 126 (1898), p. 205-208, 
Untersuchung der Integrale einer linearen Differentialgleichung vermittelst suk-
7.essiver Annäherungen, Arch. Math. Phys. (3) 4 (1903), p.213-230; Über die 
asymptotische Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen, J. f. 
Math. 133 (1907), p. 19-67. In seiner Arbeit, Über das Verhalten der Integrale 
linearer Differenzen- und Differentialgleichungen für große Werte der Veränder
lichen. J. f. Math. 138 (1910), p. 159-191 benutzt Horn die Methode sukzessiver 
Annäherung unter absichtlicher Beschränkung auf reelle x und weist darauf hin, 
daß man anstatt der Methode der sukzessiven Annäherungen auch die von Dini, 
Studi Bulle equazioni differenziali lineari (Annali di Mat. (3) Bd. 2 und 3 (1899» 
gegebene Darstellung der Integrale einer linearen Differentialgleichung benutzen 
kann. 1m Anschluß an Dinis Untersuchungen behandelt C. E. Love, Am. Journ. 
of Math. 36 (1914) den Fall mehrfacher Wurzeln der (24) entsprechenden Glei
chung für Differentialgleichungen zweiter und dritter Ordnung. Bez. der Anwen
dung sukzessiver Approximationen zur Ableitung asp'uptotischer Darstellungen, 
vgl. auch Picard, Traite d' Analyse 2. M. (1908), UI. p. 412. 

89) Bez. Restabschätzungen vgl. auch die in (83) zitierten Arbeiten von 
W. Jacobsthal, ferner die an Kneser anknüpfende Arbeit von A. Hamburger, Über 
die Restabschätzungen bei asymptotischen Darstellungen, Diss. Berlin (1905). 

90) Birkhoff, vgl. (82), ferner Equivalent singular points of ordinary linear 
differential equations, Math. Ann. 74 (1913), p. 134-139. 
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(29) (i = 1,2" . " n) 

aus, in dem die Pii die Form (28) haben. Ist q der größte Wert von 
9 in (28) für alle Koeffizienten pi}, so ist q + 1 der Rang des Sy
stems. Zwei Systeme der Form (29) sind nun nach Birkhotf in bezug 
auf den singulären Punkt 00 äquivalent, wenn sie durch eine Trans
formation .. 
(30) '!I. = ~ aijY, (i=1,2, .. ·,n) 

1=1 

verbunden werden können, wobei die Funktionen aiJ von x sich in 00 

wie analytische Funktionen verhalten und sich für x = 00 auf J iJ 

reduzieren, wenn JH = 1, JiJ = 0, sobald j =1= i ist. Dann gilt der 
folgende Satz 91), den Birkhoff mit Hilfe von Integralgleichungen be
weist: Jedes System linearer Differentialgleichungen (29) vom Range 
q + 1 für X = 00 ist in bezug auf die singuläre Stelle x = 00 äqui
valent einem Systeme 

(31) (i = 1, 2, ... , n) 

in dem die Koeffizienten Polynome in x sind, deren Grad q + 1 nicht 
übersteigt. Damit ist aber die Zurückführung auf den von Poincare 
behandelten Fall erreicht. Ist speziell 00 eine singuläre Stelle der 
Bestimmtheit, also q + 1 = 0, so gehen die Funktionen Pi,(x) in 
Konstante bii über, wenn die b'J die Koe;ffi.zienten von ! in den Ent
wieklungen von P.;Cx) nach fallenden Potenzen von x sind. Man 
kommt also im Falle einer singulären Stelle der Bestimmtheit durch 
die Substitution (30) auf ein elementar integrierbares System von 
Differentialgleichungen. Nach dem von Birkhotf gegebenen Verfahren 
kann man also in der Tat singuläre Stellen der Bestimmtheit und Un
bestimmtheitsstellen von endlichem Range in einheitlicher Weise be
handeln. 

6. Entwicklungen der Integrale in einem Kreisring und in 
der Umgebung der aJlgemeinsten Unbestimmtheitsstelle. Es seien 
jetzt die Koeffizienten in (1) innerhalb eines Kreisringes etwa für 
R < I x - a I < K analytische Funktionen, also in Laurentsehe Reihen 

91) Birlilwtf, a. a. 0., Math. Änn. 74, p. 186. Eine eingehende Behandlung 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung gibt Birlilwtf, On a simple type of 
irregular singular point. Trans. of the Am. Math. 80c. 14 (1918), p. 462-476. 
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nach steigenden und fallenden Potenzen von x - a entwickelbar. Aus 
Nr. 2 folgt dann die Existenz von Integralen der Form (7), speziell 
von Integralen der Form 

(32) 

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhält man dann unend
lich viele lineare Gleichungen für die unendlich vielen Unbekannten gl' 
die sicher dann behandelbar sind, wenn man den Koeffizienten von 
d n - 1 
dX"-; zum Verschwinden gebracht hat. Für die Durchführung der 

Auflösung eignet sich am besten die Methode der unendlichen Deter
minanten, die von Hill 92) in einem Spezialfall eingeführt und von 
Helge v. Koch 9S) zur Erledigung des allgemeinen Falles herange
zogen wurde. Die Bedingung für die Auflösbarkeit des Systems 
liefert für (! eine transzendente Gleichung, deren linke Seite durch 
eine unendliche Determinante dargestellt wird. Bei geeigneter Um
formung dieser Determinante erhält man die Exponenten fl als Nuli
stellen einer ganzen transzendenten Funktion, welche die Periode 1 
hat und im allgemeinen n in bezug auf diese Periode inkongruente 
Wurzeln besitzt. Zu jedem dieser n inkongruenten Wurzelsysteme 
erhält man ein Integral der Form (32), gibt es jedoch weniger als 
n inkongruente Wurzelsysteme, so erhält man wie in Nr. 3 b durch 
Differentiation nach (! Ersatzintegrale. 94) 

Auf ganz andere Weise gewinnt Hamburger 95) Darstellungen der 
Integrale innerhalb eines Ringgebietes vermittelst geeigneter konformer 
Abbildung des unendlich oft überdeckt angenommenen Ringgebietes 
auf einen einfach überdeckten Bereich. Poincare96) wählt als ab bil-

92) Hill, Motion of the lunar perigee, Acta math. 8 (1886). 
93) H. v. Koch, Sur une application des determinants infinis, Acta math. 15 

(1891), p. 53-63; Sur les determinants infinis et les equations differentielles, 
Acta math. 16 (1892), p. 217 -295; bez. der entsprechenden Determinantensätze für 

Differentiahrleichungen, in denen der Koeffizient von d ll
- lY1 nicht wegfällt, vgl. 

~ dx"-
H. v. Koch, Sur les systemes des equations differentielles lineaires du premier 
ordre, Paris C. R. 116 (1893), p. 179-181. 

94) V gl. speziell H. v. Koch, a. a. 0., Acta math. 16, p. 264. 
95) Hamburger, Über ein Prinzip zur Darstellung des Verhaltens mehrdeu

tiger Funktionen, J. f. Math. 83 (1877), p. 185-209; Über die Wurzeln der Fun
damentalgleichung, J. f. Math. 84 (1877), p. 264-267. 

96) Poinca'l'e, Sur les groupes des equations lineaires, Acta math. 4 (1884), 
p.210. 
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2h 

dende Funktion x-a=(xo-a)G+:r', wobeixo-a irgendeinen 
Punkt im Innern des Ringgebietes darstellt, h eine positive reelle 
Größe ist. Kennt man dann für die Integrale die Potenzreihenent
wicklungen nach ganzen Potenzen von t, so beherrscht man das Ver
halten der Integrale bei beliebigen Umläufen von x innerhalb des 
Kreisringes, indem man nur in die Potenzreihen für die Integrale 
statt des ursprünglichen t den Wert einzusetzen hat, den es nach dem 
Umlauf angenommen hat. 97) 

7. DifferentisJgleichungen mit rationsJen Koeffizienten und 
DifferentisJgleiohungen des Fuchssehen Typus. Hat eine lineare 
Differentialgleichung rationale Koeffizienten, so werden die bei x = 0 
und x = 00 sich bestimmt verhaltenden logarithmenfreien Integrale 
durch einen und denselben Algorithmus geliefert, in dem nur gewisse 
Parameter in bestimmter Weise sich ändern. Von selbst bot sich 
diese Tatsache im Falle der Differentialgleichung der hypergeome
trischen Funktion dar. (V gl. Nr. 18.) Seifert98) entwickelte dieselbe 
Tatsache für Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit im ganzen 
4 singulären Stellen der Bestimmtheit, Heffter99) für Differentialglei
chungen zweiter Ordnung mit beliebig vielen singulären Stellen der Be
stimmtheit, später 1OO) allgemein für Differentialgleichungen n ter Ord
nung mit rationalen Koeffizienten. Schafheitlein 101) führte für die 
allgemeinste Differentialgleichung mit rationalen Koeffizienten eine 
Normalform ein, in deren Koeffizienten die eben erwähnten Parameter 
als solche schon zutage treten. 

Unter den Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten 
sind natürlich jene Differentialgleichungen, welche nur singuläre Stellen 
der Bestimmtheit besitzen, von ausgezeichneter Bedeutung; sie werden 

97) V gl. auch Mittag-Leffler, Sur 10. representation analytique des integrales 
et des invariante d'une equation differentielle liname, Acta math. 15 (1891), 
p.1-32. 

98) &ifert, 'Ober die Integra.tion der Differentia.lgleichung usw. DiSB. Göt
tingen 1875. 

99) Heffter, Zur Integration der linearen Differentialgleichungen zweiter Ord
nung. Diss. Berlin 1886. 

100) Heltter, "Ober Rekursionsformeln der Integrale linearer Differentialglei
chungen. J. f. Math. 106 (1890), p. 269-282; Bemerkungen über die Integrale 
linearer Differentialgleichungen. J. f. Math. 109 (1892), p. 222-224; vgl. ferner 
Einleitung in die Theorie der linearen Differentialgleichungen, p. 212f. 

101) Schafheitlein, "Ober eine gewisse Klasse linearer Differentialgleichungen, 
DiSB. Halle (1885); Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit ra.tionalen 
Koeffizienten. J. f. Math. 106 (1890), p. 283-314 u. 111 (1893), p. 44-52. 
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in der Litera.tur unter dem Namen Differentialgleichungen des Fuchs
schen Typus oder der Fuchsschen Klasse zusammengefaßt, eine Bezeich
nung, die da.durch gerechtfertigt ist, daß Fuchs diese Differentialglei
chungen als erster in ihrer allgemeinen Fonn betrachtet und für sie 
eine umfassende Integrationstheorie entwickelt hat (V gl. Nr. 18.) 
Damit eine Differentialgleichung dem Fuchsschen Typus angehöre, ist 
notwendig und hinreichend 10,), daß sie die Form 

(33) d"y + YQ_1(X) dn-1y + ~(~=1)(X) dn-Sy + ... + Yn(~_1)(X) = 0 
dx" 1Jl(x) dx,,-l (l/J(X)2 dx"-i (1Jl(X)" y 

besitzt, wenn t{l(x) = (x - a1 ) (x - as) ... (x - aQ) und gl(X) eine 
ganze rationale Funktion von x höchstens vom Grade 1 ist. Die not
wendigerweise voneinander verschiedenen Werte al; as, ... aQ sind 
die singulären Stellen der Differentialgleichung im Endlichen, zu 
denen im allgemeinen noch aQ+1 = 00 tritt. Als Wurzeln der zu 
x = 00 gehörigen determinierenden Gleichung bezeichnet man im An
schluß an Fuchs gewöhnlich nach Ausführung der Transformation 

.!. = s die Wurzeln der zu s = 0 gehörigen determinierenden Gleix 
chung, Heffler 103) wählt dagegen die Wurzeln mit entgegengesetztem 
Vorzeichen. Bedeuten nun die Größen 'Tl, (1 = 1, 2, . ", n, j = 1, 
2, .. " Q + 1) die Wurzeln der zu aj gehörigen determinierenden Glei
chungen, so ist 104) 

~+1 " 
~ ~rA.j= «()-1) ;('11-1). 

l=1 j=l 

(34) 

Genügen umgekehrt die Größen rl} nur der einen Bedingung (34), 
so kann man nach Vorgabe der singulären Stellen eine Differential
gleichung (33) aufstellen, in der für k ~ 2 die Funktionen gk(Q_l)(X) 
noch je k CQ - 1) - Q willkürliche Konstante enthalten, so daß 
also in (33), wenn die singulären Stellen und die Wurzeln der 
dazu gehörigen determinierenden Gleichungen festgelegt sind, noch 
n(n ;-1) (Q + 1) + 1 _ n2 Parameter willkürlich bleiben 105), die man 

nach Klein die akzessorischen Parameter nennt. Besonders elegante 
Darstellungen der Differentialgleichung erhält man durch Spaltung von 

102) Fuchs, a. a. O. Ges. W. 1 (1866), p. 135 u. (1866), p. 186. 
103) Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Differentialgleichungen, 

p.208. 
104) Fuchs, a. a. O. Ges. W. 1 (1865), p. 128 u. 135; (1866), p. 181 u. 186. 
105) Fuchs, Über Relationen, welche firr die zwischen je zwei singulären 

Punkten erstreckten Integrale der Lösungen linearer Differentialgleichungen statt
finden. J. f. Math. 76 (1874), Ges. W. 1, p.422. 
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x in Xl und Einführung von Formen an Stelle der Funktionen, wo-
X 

durch II es möglich wird, sich der Algorithmen der Invariantentheorie 
zu bedienen. Es kommen dabei in erster Linie zwei Prozesse in Be
tracht, der Überschiebungsprozeß (vgl. das Ref. I B 2 (Meyer) Nr. 14:) 
und die Derivatbildungl06). Bez. weiterer Ausführungen sei auf das 
eben erwähnte Ref. I B 2 (Meyer) sowie auf das Ref. Ir B 4 (Fricke) 
Nr. 32 verwiesen und in Ergänzung dieser Referate nur hervorgehoben, 
daß Pick und Hirsch die ersten waren, welche unabhängig von der 
Frage nach rationalen Lösungen die invariante Form der Differential
gleichung einführten. 

Besitzt eine lineare Differentialgleichung auf einer gegebenen 
m blättrigen Riemannschen Fläche vom Geschlechte p nur singuläre 
Stellen der Bestimmtheit, so gehören die Koeffizienten der Differen
tialgleichung demselben algebraischen Gebilde an. Ist p 2: 1, so gibt 
es auf dem algebraischen Gebilde schon lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung ohne singuläre Punkte, die also ein gewisses Analogon 
zu den auf dem Gebilde überall endlichen Integralen von algebraischen 
Funktionen bilden. Pick 107) erhält diese Differentialgleichungen in 
systematischer Weise vermittelst Anwendung des Überschiebungs
prozesses auf multiplikati ve Formen (vgL das Ref. Ir B 4 (Fricke) 
N r. 17), eine andere systematische Herleitung findet sich in der aus 
einem Seminar von Wirtinger hervorgegangenen Arbeit von Groß lOS). 

Bez. weiterer Ausführungen insbesondere bez. der Behandlung ein
zelner Fälle sei auf das Ref. II B 4 (Fricke) Nr. 32 verwiesen. All
gemein enthält auf einer Riemann sehen Fläche vom Geschlechte p 
eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche auf der
selben im ganzen Q + 1 singuläre Stellen der Bestimmtheit besitzt, 
nach V orgabe dieser singulären Stellen und der Wurzeln der dazu 
gehörigen determini~renden Gleichungen, die aber einer (34) ent
sprechenden Gleichung genügen müssen, noch 3p - 3 + Q + 1 ak· 
zessorische Parameter. 

106) Pick, Über die Integration der Lameschen Differentialgleichung, Wien. 
Ber. 96 (1887), p. 872-890; Hi1'sch, zur Theorie der Differentialgleichungen mit 
rationalem Integral. Dissertation Königsberg 1892. 

107) Pick, Zur Theorie der zu einem algebraischen Gebilde gehörigen For
men, Math. Ann. 50 (1898), p. 381-397; Über nirgends singuläre lineare Diffe
rentialgleichungen zweiter Ordnung. Wiener Ber. 1907. Über die zu einer ebenen 
algebraischen Kurve gehörigen transzendenten ]'ormen und Differentialgleichungen. 
Monath. für Math. und Phys. 18 (1907), p. 219-234. 

108) Groß, Zur invarianten Darstellung linearer Differentialgleichungen, 
Monatsh. für Math. und Physik 22 (1911), p. 317-344. 
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Für Systeme linearer Differentialgleichungen, welche nur singu
läre Stellen der Bestimmtheit besitzen, gibt es, wie aus Nr. 3 her
vorgeht, keine einfache notwendige Form für die Koeffizienten. Am 
wichtigsten sind jedoch die von Schlesinger 109) als "schlechthin kanonische 
Differentialsysteme" bezeichneten, welche sich wohl zuerst bei Poin
cartfllO) finden und die Form 

d " ~_ ~ Gl,,(x) 
dx - ..:::;.; '!h 1Jl(x) 

l=1 

(35) (x = 1,2, .. " n) 

besitzen, wo l/J(x) dieselbe Bedeutung hat wie in (33), die Gl,,(x) 
ganze Funktionen von x von höchstens erl - 1 )tem Grade sind. Aus den 
kanonischen Differentialsystemen gehen die allgemeinsten Differential
systeme des Fuchsschen Typus durch die Transformation 

" 
s,,=:E '!hrl" 

l=l 

hervor, wo die rl" rationale Funktionen sind, deren Determinante I rl" I 
nicht verschwindet. 

8. Die Monodromiegruppe. Abhängigkeit der Integrale von 
Parametern, welche in der Differentialgleichung auftreten. Die 
Gesamtheit der linearen Substitutionen, welche ein Fundamentalsystem 
erfährt, wenn die unabhängige Veränderliche von einem nicht-singu
lären Punkte aus ohne einen singulären Punkt zu treffen irgend welche 
geschlossene Wege derart durchläuft, daß die Koeffizienten der Diffe
rentialgleichung nach dem Umlaufe sich nicht geändert haben, heißt 
nach Jordan und Poincare111) die Gruppe der Differentialgleichung, nach 
Klein ll1) zur Unterscheidung von der Transformationsgruppe (vgL das 
Ref. II A 4b (Vessiot) Nr. 37) die Monodromiegruppe derselben. Dabei 
sieht man also Gruppen, welche zu verschiedenen Fundamentalsystemen 
gehören, als nicht verschieden an. Daher führt Poincare112) die Funda
mentalinvarianten der Gruppe ein, welche sich beim Übergang von einem 
Fundamentalsystem zu einem andern nicht ändern und vermittels deren 

109) Schlesinger, Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen, p. 225. 
110) Poincare, Sur les groupes des equations lineaires, Acta math. 4 (1884), 

p.215. 
111) Jordan, Sur une application de la theorie des substitutions. C. R. 37 

(1874), p. 741-743, Bull. S. M. F. 2, 100 (1875). Pozncare, Sur les groupes des 
equations lineaires. Paris C. R. 96 (1883), p. 691-694, 1302-1304, Acta math. 4 
(1884), p.201-312. Klein, LJber die hypergeometrische Funktion, p. 246. 

112) Poincare, a. a. 0., vgl. auch Vogt, Sur les invariants fondamentaux des 
equations differentielles du second ordre. Ann. ec. norm. (3) 6 (1889), Suppl. p.3-72 
(These, Paris). 
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sich umgekehrt die Koeffizienten der Substitution, welche irgendein 
Fundamentalsystem erfährt, auf algebraischem Wege, also endlich viel
deutig, berechnen lassen. Beispiele solcher Fundamentalinvarianten 
werden durch die Koeffizienten der zu einem Systeme linearer Substi
tutionen gehörigen Fundamentalgleichung geliefert. Besitzt eine Diffe
rentialgleichung mit eindeutigen Koeffizienten einschließlich des Un
endlichen ~ + 1 singuläre Stellen, so ist die Anzahl der Fundamental
invarianten der Monodromiegruppe n2(~ -1) + 1, zu denen noch 2n2p 
Fundamentalinvarianten hinzutreten, wenn die Koeffizienten der Differen
tialgleichung auf einem algebraischen Gebilde vom Geschlechte p eindeu
tige Funktionen sind und abermals die Gesamtzahl der singulären Stellen 
~ + 1 ist. Betrachtet man statt der Integrale selbst ein System von 

Integralquotienten, etwa ,!!j (j = 2, 3, ... , n), so erleidet dieses bei den 
Yl 

Umläufen von x linear gebrochene nicht homogene Substitutionen; 
die Gesamtheit dieser Substitutionen bildet die projektive Monodro
miegruppe, die von (Q - 1) (n2 -1) bzw. (Q + 2p - 1) (nB - 1) 
Fundamentalinvarianten abhängen. Für viele Zwecke kann man statt 
der projektiven Monodromiegruppe die unimodulare Monodromiegruppe 
derjenigen Differentialgleichung setzen, welche man aus der gegebenen 
Differentialgleichung dadurch erhält, daß man durch Multiplikation 
der Integrale mit einer geeigneten Funktion den Koeffizienten der 
(n - 1yen Ableitung in der Differentialgleichung zum Verschwinden 
bringt. Die projektive und unimodulare Monodromiegruppe sind ho
momorph (vgl. das Ref. I A 6 (Burkhardt) Nr.l4: und II B 4 (Fricke) 
Nr.18), aber im allgemeinen nicht ein-eindeutig. 

Die Bestimmung der Monodromiegruppe ist das eigentliche Inte
grationsproblem, indem sie den Zusammenhang zwischen den Reihen
entwicklungen vermittelt, die in der Umgebung der einzelnen singu
lären Punkte gelten. Zu ihrer numerischen Aufstellung liegen verschie
dene Ansätze vor, die speziell für Differentialgleichungen des Fuchsschen 
Typus Anwendung finden. Als erster nahm Fuchs llS) das Problem 
in Angriff. Er geht davon aus, daß in jedem singulären Punkt 
Entwicklungen für ein Fundamentalsystem aufstellbar sind, welche 
bis zu den nächstgelegenen singulären Punkten konvergieren. Um 
nun die zu benachbarten singulären Punkten gehörigen Funda
mentalsysteme durcheinander auszudrücken, hat man irgendeillell 
Punkt des den Konvergenzgebieten der beiden Fundamentalsysteme 
gemeinsamen Teiles herauszugreifen und daselbst die Werte der Inte-

113) Fuchs, über die Darstellung der Funktionen komplexer Variabeln. 
J. f. Math. 76 (1873), p. 177-223, 76, p.175-176. Ges. W. 1, p. 361-413. 
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grale und ihrer n - 1 ersten Ableitungen für beide Fundamental
systeme zu berechnen. Bedeutend vereinfacht wird die Rechnung, 
wenn man als Vergleichungsstelle einen der beiden singulären Punkte 
selbst wählen kann, wobei ein von Thome114) stammender Satz heran
zuziehen ist, welcher über die Konvergenz der die Integrale darstellen
den Reihe in den Punkten des Konvergenzkreises zu entscheiden er
laubt. Um im Falle einer Differentialgleichung des Fuchsschen Typus 
die Übergangssubstitution mit einem Schlage zu erhalten, versucht 
Fuchs durch eine rationale Transformation der unabhängigen Verän
derlichen alle im Endlichen gelegenen singulären Stellen der Differen
tialgleichung auf die Peripherie eines Kreises überzuführen, dessen 
Mittelpunkt dem unendlich fernen Punkt entspricht. Nckrassoff1l5) 
wies jedoch nach, daß die von Fuchs angegebene Regel zur Bestimmung 
des Radius des sog. Grenzkreises, der den erwähnten Kreis umschließt, 
keine allgemeine Gültigkeit hat. Thome (a. a. 0.) verwendet an Stelle der 
Fuchsschen Transformation eine Kette linear gebrochener Transfor
mationen. Einen andern Weg zur numerischen Aufstellung der Mo
nodromiegruppe weisen die Entwicklungen der Integrale innerhalb 
von Kreisringen, worüber in Nr. 6 referiert wurde, speziell findet sich 
in der oben 97) zitierten Arbeit von Mittag-Leffler eine ausführliche 
Darstellung der zur Aufstellung der Monodromiegruppe nach der 
Hamburgerschen Methode erforderlichen Rechnungen. 

Keine dieser Methoden gibt Aufschluß über den Charakter der 
Fundamentalinvarianten als Funktionen der in der Differentialglei
chung vorkommenden Parameter. PoincarellO) zeigt jedoch auf Grund 
des Existenztheorems bei partiellen Differentialgleichungen und ver
mittelst der Methode der sukzessiven Approximationen116), daß die 
Integrale ganze transzendente Funktionen derjenigen Parameter sind, 
von denen die Koeffizienten der Differentialgleichung ganze rationale 
Funktionen sind, vorausgesetzt, daß die Anfangswerte der in das Auge 
gefaßten Integrale von den betreffenden Parametern unabhängig ge
wählt sind. Daraus ergibt sich dann unmittelbar der Satz, daß auch 
die Fundamentalinvarianten ganze transzendente Funktionen dieser 
Parameter sind. 

114) Thome, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. J. f. Math. 87 
(1879), p. 222-350, 95 (1883), p. 44-98 speziell § 4; Über Konvergenz und Diver
genz der Potenzreihe auf dem Konvergenzkreise. J. f. Math. 100 (1886), p. 167-178; 
vgl. auch Schlesinger, Handbuch I, p. 228ff. 

115) Die einschlägigen Arbeiten von Fuchs, Nekrassoff und Anissimoff sind 
von Schlesinger in Fuchs ges. W. 1, p.411 zusammengestellt. 

116) V gl. auch P. Günther, Über die Bestimmung der Fundamentalgleichungen 
in der Theorie der linearen Differentialgleichungen. J. f. Math.107 (1891), p.298-318. 
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Für große Parameterwerte erhält man analog zu Nr. 4 asympto
tische Darstellungen der Integrale als Funktionen dieser Parameter, 
wie Liouville 117), neuerdings Horn 118), Schlesinger 119) und Birkhoff120) 
zeigen. Schlesinger benutzt diese Darstellungen zur asymptotischen 
Berechnung der Monodromiegruppe bei großen Parameterwerten. 

Sind die Koeffizienten der Differentialgleichung nicht mehr ganze 
Funktionen des Parameters, so folgt aus den Formeln von Poincare 
und Günther, daß die Integrale im allgemeinen unendlich vieldeutige 
Funktionen des Parameters sind, speziell sind also die Integrale un
endlich vieldeutige Funktionen einer als Veränderliche aufgefaßten 
singulären Stelle. Schon Riemann 121) dachte daran, die Integrale 
einer linearen Differentialgleichung als Funktionen der singulären 
Stellen zu studieren, wobei er vermutlich gerade den Fall im Auge 
hatte, in dem die Monodromiegruppe von der als Parameter aufgefaßten 
singulären Stelle unabhängig ist. 

In allgemeiner Weise nahm späterhin Fuchs 122) die Untersuchung 
der Integrale als Funktionen von Parametern Xli X 2 , ••• , xk auf, von 

117) Liouville, Sur le developpement des fonctions. J. de math. 2 (1837), 
p. 19ff. 

118) Horn, Über lineare Differentialgleichungen mit einem willkürlichen 
Parameter. Math. Ann. 52 (1899), p. 340-362; Über eine lineare Differential
gleichung zweiter Ordnung mit einem veränderlichen Parameter. Math. Ann. 52 
(1899), p. 271-292. 

119) Schlesinge'l', Über asymptotische Darstellungen der Lösungen linearer 
Differentialsysteme als Funktionen eines Parameters. Math. Ann. 63 (1906), 
p. 277-300; vgI. auch Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen, 15. Vor
lesung. 

120) Bi'l'khoff, On the asymptotic character of the solutions of certain 
linear differential equations containing a parameter. Am. Math. S. Trans. 9 (1908), 
p. 219-231; vgl. auch BlumenthaZ, Über asymptotische Lösungen. Arch. Math. 
Phys. III 19, p. 136-174; Über asymptotische Integration von Differentialglei
chungen, V. intern. Kongreß, Cambridge 1912, II, p. 319-327. 

121) Riemann, Ges. W. (1876), Fragment XXI, 2. Aufl.. p.385-386 klein
gedruckt, im Manuskript von Riemann als nicht richtig be:l;eichnet. 

122) Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. Berlin. Ber. 
1888, 1889 und 1890, Ges. W. 3, p. 1-68, Über lineare Differentialgleichungen, 
welche von Parametern unabhängige Substitutionsgruppen besitzen. Berlin. Ber. 
1892, 1893 und 1894, Ges. W. 3, p. 117-139 und 169-195, Über die Abhän
gigkeit der Lösungen einer linearen Differentialgleichung von den in den Koef
fizienten auftretenden Parametern. Berlin. Ber. 1895, Ges. Werke 3, p.201-217, 
Zur Theorie der simultanen partiellen Differentialgleichungen. Berlin. Ber. 1898, 
Ges. W. 3, p. 267-279. Vgl. auch die zusammenfassende Darstellung von 
Richa'l'd Fuchs, Über lineare Differentialgleichungen, deren Substitutionsgruppe 
von einem Parameter unabhängig ist. Pr. Bismarck-Gymn. Dt.-Wilmersdorf 1902. 
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welchen die Koeffizienten der Differentialgleichung, nicht aber die 
Monodromiegruppe, abhängen. Es seien in der Differentialgleichung 

(36) d"y +p d"-ly + ... +p y _ 0 
dx" 1 dxn - l " -

Pi' p~, ... , p" eindeutige Funktionen der Größen x, Xl' .. " xk sowie 
einer Anzahl von diesen algebraisch abhängiger Größen, die Mono
dromiegruppe aber von allen diesen Parametern unabhängig, dann 
kann man ein Fundamental system derart angeben, daß jedes dazu ge
hörige Integral als Funktion von xl(l = 1,2, ... , k) einer gewöhn
lichen linearen Differentialgleichung genügt, deren Koeffizienten den
selben Charakter haben wie die der gegebenen Differentialgleichung. 
Andererseits läßt sich die Frage, wann gewisse Systeme partieller linea
rer Differentialgleichungen gemeinschaftliche Lösungen besitzen, auf 
die andere zurückführen, wann die Monodromiegruppe einer gewöhn
lichen linearen Differentialgleichung von den Parametern xlJ X 2 , ••. , x" 
unabhängig ist. Auf hier in Betracht kommende Systeme führten die 
Untersuchungen vonAppell123),Picard124), Goursat125) undLe Vavasseur126) 
über hypergeometrische Funktionen zweier Veränderlicher (vgl. N r. 19), 
ferner die Theorie der automorphen Funktionen zweier Veränderlicher 127) 

(vgl. Ref. II B 4 (Fricke) Nr.42). Speziell fallen in diese Kategorie 
auch die von Horn 128) untersuchten Systeme partieller linearer Diffe
rentialgleichungen, welche nur singuläre Stellen der Bestimmtheit 
besitzen. 

123) .Appell, Sur les series hypergeometriques de deux variables. Paris C. R. 
90 (1880), p. 296-299, 731-735; Sur la Serie Fa daselbst p. 977-980, ferner 
die Arbeit mit dem ersteren Titel. J. de Math. 8 (1882), p. 173-217. 

124) Picard, Sur une extension aux fonctions de deux variables du probleme 
de Riernann. Paris C. R. 91 (1880), p. 1267-1269 und Ann. ec. norm. (2) 10 (1881), 
p. 305-322. 

125) Goursut, Extension du probleme de Riernunn. Paris C. R. 94 (1882), 
p. 903-904 und 1044-1047; Sur une classe de fonctions representees par des 
integrales definies. Acta math. 2 (1883), p. 62f. 

126) Le Vavasseur, Sur le systeme d'equations aux derivees partielles 
simultanees. Ann. Toulouse VlI (1893), p. 1-205. 

127) Picard, Sur les formes quadratiques ternaires. Acta math. 5 (1884), 
p. 121-182; Sur les fonctions hyperabeliennes. J. d. Math. (4) I (1884), p. 112ft·.; 
Wirtinger, Zur Theorie der automorphen Funktionen von n Veränderlichen. Wien. 
Ber. 104 (1899), p. 1239. 

128) Horn, Über ein System linearer partieller Differentialgleichungen. Acta 
math. 12 (1889), p. 113-175 und Über Systeme linearer Differentialgleichungen 
mit mehreren Veränderlichen. Hahilitationsschrift Freiburg 1890; Beiträge zur 
Ausdehnung der Fuchssehen Theorie auf ein System linearer partieller Differen
tialgleichungen, Acta math. 14 (1891), p. 337-347. 

Encyklop. d. math. Wi •• ensch. II 2. 33 
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Ausgehend von dem oben zitierten Riemannschen Fragment und 
seinen eigenen Untersuchnngen über das Riemannsche Problem (vgl. 
Nr. 14:) nimmt dann Schlesinger li9) die speziellere Frage auf, wann 
die Monodromiegruppe von einer einzelnen singulären Stelle unab
hängig ist, und erzielt zunächst durch Übergang 130) von der linearen 
Differentialgleichung zu einem schlechthin kanonischen Differential
system 

(37) Cx = 1,2, ... , n) 

eine bedeutende Vereinfachung des Problems. Es ergibt sich nämlich 
der folgende Satz: Soll die zu (37) gehörige Monodromiegruppe von aJ 
unabhängig sein, so genügen die von x an sich unabhängigen "Resi
duen" Ai~~ als Funktionen von ai einem von Schlesinger explizit 
angegebenen Differentialsysteme zweiten Grades, und umgekehrt ist 
das Erfülltsein dieses Differentialsystems hinreichend für die Unab
hängigkeit der Monodromiegruppe von aj" IS1) Das Differentialsystem 
zweiten Grades hat, wie Schlesinger aus der Lösbarkeit des Rie
mannschen Problems folgert, keine mit den Anfangswerten der Lö
sungen verschiebbaren kritischen Punkte (Verzweigungspunkte und 
Unbestimmtheitsstellen), welche Eigenschaft also dieses Differential
system mit den linearen Differentialgleichungen und linearen Differen
tialsystemen teilt. Die nichtlinearen Differentialgleichungen erster Ord
nung mit nicht verschiebbaren kritischen Punkten behandelte L.Fuchs 13i), 
die zweiter und höherer Ordnung untersuchte Painlevff. 1SS) Auf den Zu-

129) L. Schlesinger, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen im An
schluß an das Riemannsche Problem. J. f. Math. 123 (1901), p. 188-178, speziell 
aber 124 (1902), p. 292-319. 

130) L. Schlesinger, tiber die Lösungen gewisser linearer Differentialglei
chungen als Funktionen dersingulären Punkte. J. f. Math.129 (1905), p.287-294; 
Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen, 17. Vorlesung und tiber eine 
Klasse von Differentialsystemen beliebiger Ordnung mit festen kritischen Punk
ten. J. f. Math. 141 (1912), p. 96-145. 

131) L. Schlesinger, a. a. 0., J. f. Math. 129, p. 294 und 141, p. 106 
132) Fuchs, Ober Differentialgleichungen, deren Integrale feste Verzweigungs

punkte haben. Berlin Ber. 1884, p. 699-710, Ges. W. 2, p. 365-367. Vgl. auch 
Poincare, Sur un theoreme de Fuchs. Acta math. 7, p. 1-32. Eine fundamen
tale Ergltnzung der Ableitung von Fuchs gibt Painleve, Sur les lignes singulieres 
des fonctions analytiques. Ann. Toulouse (1888), eine weniger bedeutende Lücke 
der FuchsBchen Abhandlung wird von M. J. M. Hill und A. Berry in den Proc. 
of the London M. S. (2) 9, p. 231 ausgef"üllt. 

133) Painleve, Memoire sur les equations differentielles dont l'integrale 
generale est uniforme. S. M. F. Bull. 28 (1900), p. 201-261; Sur les equations 
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sammenhang zwischen diesen Differentialgleichungen mit festen kri
tischen Punkten und der Frage der Unabhängigkeit der Monodromie
gruppe von einer singulären Stelle stieß als erster Ricl~ard Fuchs 134) 

bei Aufstellung einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
den singulären Stellen der Bestimmtheit 0, 1, t und 00, einem zunächst 
noch unbestimmten Nebenpunkte J.. und beliebig vorgegebener Mo
nodromiegruppe. Die Forderung, daß die Monodromiegruppe von t 
unabhängig ist, ergibt für J.. eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit festen kritischen Punkten, welche zunächst Painleve entgangen 
war, von der er aber selbst später zeigte 135), daß alle andern Diffe
rentialgleichungen zweiter Ordnung mit festen kritischen Punkten nur 
Abarten dieser einen sind. In demselben Sinne wie R. Fuchs beban
delt dann Garnier 1S6) die linearen Differentialgleichungen zweiter Ord
mit n singulären Stellen der Bestimmtheit. Schlesinger zeigt, daß seine 
obenerwäbnten Untersuchungen alle diese letztgenannten umfassen. 

9. Geometrische Interpretation der projektiven Monodromie
gruppe für Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Wir betrachten 
jetzt die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(38) 

welcbe Q + 1 singuläre Stellen der Bestimmtheit auf einer gegebenen 
Riemannschen Fläche vom Geschlechte p besitzt. Die Riemannsche 
Fläche werde durch 2p geeignete Querschnitte und Q + 1 nach den 
singulären Stellen laufende Schnitte in ein einfach zusammenhängen-

differentielles du second ordre et d'ordre superieur dont l'integrale generale est 
uniforme. Acta math. 25 (1901), p. 1-85. 

134) Richard IPuchs, Sur quelques equations differentielles lineaires du 
second ordre. Paris C. R. 141 (1905), p. 555-585; Uber lineare homogene Diffe
rentialgleichungen zweiter Ordnung mit drei im Endlichen gelegenen wesentlich sin
gulären Stellen. Math. Ann. 63 (1906), p. 301-321, 70 (1911), p. 525-549 und 
Göttinger Nachrichten 1910. In den letzten beiden Arbeiten gibt R. IPuclzs die 
zur Differentialgleichung gehörige Monodromiegruppe in expliziter Form. 

135) Painleve, Sur les equations differentielles du second ordre a points 
critiques fixes. Paris C. R. 143 (1906), p. 1111-1117; vgl. auch Gambier daselbst 
142, p. 266, 1403, 1497; 143, p. 741, ferner Acta math. 33, p. 1 ff. 

136) Garnier, Sur une classe d'equations differentielles dont les integrales 
ont leurs points critiques fixes. Paris C. R. 151 (1910), p. 205-208; Sur les equa
Hons differentielles du troisieme ordre et sur une classe d'equations nouvelles 
d'ordre superieur, Ann. ec. norm. sup. (3) 25 (1912), p. H. Vgl. auch Clzazy, Sur 
les equations differentielles du troisieme ordre et d'ordre superieur. Acta math. 
34 (1911), p. 317-385, ferner den Bericht über die Preisarbeiten von Bout'fOux, 
Chazy und Garnier Paris C. R. 155 (1912), p.1284-1291 und Boutroux, Les tran
scendantes de M. Painleve, Ann. ee. norm. sap. (3) 30 (1913) und 31 (1914). 

33* 
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des, im Innern singularitätenfreies Gebiet zerschnitten. Der Quotient 

(39) 

zweier linear unabhängiger Partikularlösungen von (38) genügt der 
Differentialgleichun g 137) 

'" ("2 (40) [1]1" = ~, - t ~,) = 2q2 - ~- q12 - qt', 

wobei ['1/]., als Schwarzseher Differentialausdruck (vgl. das Ref. II B 4 
(Fricke) Nr. 32) bezeichnet wird. Ist '1/0 eine Lösung von (40), so läßt 
sich die allgemeinste Lösung dieser Differentialgleichung in der Form 

IX'lJo t ~ darstellen, wobei (x, ß, y, rJ willkürliche Konstanten sind. Der 
Y'IJo 
Quotient 1] bildet nun das eben besprochene einfach zusammenhängende 
Flächenstück auf einen Fundamentalhereich ab, der ebenfalls einfach 
zusammenhängt und von 2((1 + 1) + 4p Randstücken begrenzt wird. 
Es entsprechen nämlich jedem Schnitte auf der Riemannschen Fläche in 
der 1]-Ebene zwei Randstücke, die einander durch eine linear gebrochene 
Substitutionen zugeordnet sind. Diese (I + 1 + 2 p Substitutionen, 
zwischen denen eine Fundamentalrelation hestehen muß, bilden die 
Erzeugenden der projektiven Monodromiegruppe. Es empfiehlt sich 
für viele Zwecke, die komplexen Werte von 1] auf der Kugel zu 
deuten und diese als Fundamentalfläche einer projektiven MaBhestim
mung einzuführen (vgl. das Ref. II B 4 (Fricke) NI'. 7). Einer linearen 
Substitution von 'Y} entspricht dann im allgemeinen eine projektive 
Schraubenbewegung um eine Achse, welche durch die bei den Fix
punkte der Substitutionen geht (vgl. II B 4, Nr. 5). Die Gesamtheit 
der (I + 1 + 2 p Schraubenachsen in entsprechender Reihenfolge mit 
den dazu gehörigen Schraubungen, die aber zunächst nur mod 2% 
festgelegt sein sollen, nennt man nach Klein l38) den Kern des Fun
damentalbereichs. Konstruiert man nun nach dem Vorgange von 
Schilling 139) zu je zwei aufeinanderfolgenden Schraubenachsen in pro
jektivem Sinne den kürzesten inneren Abstand, so erhält man den 

137) H. A. SChwarz, Über diejenigen Fälle, in welchen die Gaußsche hyper
geometrische Reihe eine algebraische Funktion ihres vierten Elementes darstellt. 
J. f. Math. 75 (1873), p. 292-335, speziell p. 300. Der Schwarzsche Differential
ausdruck findet sich bereits bei Lagrange, Sur la constrnction des cartes geo
graphiques. Nouveaux Memoires de l'Academie de Berlin (1779). Über die Deu
tung der Differentialgleichung vgl. Klein, Über gewisse Differentialgleichungen 
3 ier Ordnung. l\1ath. Ann. 23 (1884), p. 587-096. 

138) Klein, Vorlesungen über die hypergeometrische Funktion, p. 305. 
139) Schilling, Beiträge zur geometrischen Theorie der Schwarzschen s-Funk

tion. Math. Ann. 44 (1894), p. 162-260. 
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Polarkern; Kern und Polarkern bilden zusammen den Schillingsehen 
Doppelkern. Zur Bestimmung eines zu dem Doppelkern gehörigen 
Fundamentalbereichs hat man dann folgende Maßzahlen 140): 1. Die 
Kantenwinkel, das sind die Amplituden der zu den Achsen gehörigen 
Schraubungen. 2. Die Seiten, d. h. die in bestimmter Weise fest
gelegten Amplituden derjenigen Schraubungen um die Achsen des 
Polarkerns, welche die ebenfalls festgelegten positiven Richtungen der 
beiden aufeinanderfolgenden Achsen des ursprünglichen Kernes, zu denen 
das betreffende Perpendikel gehört, ineinander überführen. 3. Die 
Kantenlängen; diese sind die Amplituden von Schraubenbewegungen 
um jede der Achsen des Kerns, welche sich als Differenzen aus zwei 
Schraubenbewegungen ergeben. Die eine Schraubenbewegung führt 
zwei Achsen des Polarkerns, welche zu derselben Achse des Kerns ge
hören, um diese letztere als Achse, ineinander über. Die zweite Schrauben
bewegung hat dieselbe Achse und den dazugehörigen Kantenwinkel als 
Amplitude. Die so gewonnenen Maßzahlen sind Invarianten der projek
tiven Monodromiegruppe, und zwar transzendente Invarianten; sie lassen 
sich, wenn die Monodromiegruppe als solche vollständig vorliegt, nur 
erst mod 2;71;' berechnen, während rur den Charakter des Fundamental
bereichs die absoluten Größen der Maßzahlen von ausschlaggebender 
Bedeutung sind. Für den Doppelkern selbst sollen nur die Maßzahlen 
mod 2;71;' in Betracht kommen; Fundamentalbereiche, deren Maßzahlen 
mod 2;71;' übereinstimmen, gehören also zu demselben Kerne oder, wie 
man auch sagt, können in denselben Kern "eingehängt" werden. Bez. 
der algebraischen Invarianten der projektiven Monodromiegruppe vgl. 
das Ref. II B 4 (Fric7ce) Nr. 10. 

Es besitze nun (38) speziell reelle rationale Koeffizienten, es 
seien ferner alle singulären Stellen reell und ebenso die Wurzeln der 
dazugehörigen determinierenden Gleichungen. Dann bildet 1] die Halb
ebene der x mit positivem imaginären Teil konform auf ein Kreisbogen
polygon ab, dessen Ecken den singulären Punkten entsprechen, dessen 
Winkel gleich den mit ;71;' multiplizierten Differenzen der Wurzeln der 
dazugehörigen determinierenden Gleichungen sind. Durch Spiegelung 
an einer Seite erhält man wie oben einen Fundamentalbereich 141); 

HO) Schilling, a. a. 0., p. 196ff., speziell aber Klein, Ausgewählte Kapitel aus 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, Göttingen 1891, 
11. Teil, p. 17 ff.; Hüb, Über Kleinsche Theoreme in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, Math. Ann. 66 (1908), p. 215-267 und 68 (1910), p. 24-74; 
ferner Neue Entwicklungen über lineare Differentialgleichungen Gött. Nachr. 
1908 u. 1909. 

141) Eine diesbezligliche historische Darstellung findet sich im Ref. II B 4 
(Fricke) Nr. 2, 3 u. 4. 
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durch geeignete Zerschneidung der x-Ebene kann man es in diesem 
Falle einrichten, daß die den Kern bildenden Achsen die Schnittge
raden der Ebenen zweier aufeinanderfolgender Kreisbogen sind. Im 
Falle Q = 2 schneiden sich stets die drei Achsen in einem Punkte; 
die Polarebene dieses Punktes schneidet die Kugel in dem Orthogo
nalkreis des der Halbebene entsprechenden Kreisbogendreiecks, der 
reell ist, sich auf einen Punkt reduziert oder imaginär wird, je nach
dem der Schnittpunkt der Achsen außerhalb, auf oder innerhalb der 
Kugel liegt. Um einen Überblick über die gesamten in Betracht kommen
den Kreisbogendreiecke (vgl. das Ref. II B 4 (Fricke) Nr.4:) zu erhalten, 
welche nur der einen Bedingung genügen müssen, einfach zusammen
hängend zu sein, führt Schwarz 142) reduzierte Kreisbogendreiecke ein; 
eine besonders übersichtliche und anschauliche Heduktion gibt Klein. 143) 
(V gl. hierzu und zu dem Folgenden das Ref. ur AB 8 (Sommer), 

N r. 20 und 21.) Es ergibt sich, daß nur eine einzige Seite 
des Kreisbogendreiecks sich überschlagen kann, die Anzahl dieser 
Selbstüberschlagungen wird durch die von Klein 144) aufgestellten Er
gänzungsrelationen geliefert. Für die einfach zusammenhängenden 
n-seitigen Kreisbogenpolygone erhält man die Ergänzungsrelationen, 
deren es immer drei gibt, durch Rekursion auf ein n - I-seitiges 
Polygon. Ein solches Kreisbogenpolygon muß zum mindesten zwei 
sich Jiicht überschlagende Seiten enthalten. 145) Nähere Untersuchungen 
über die gestaltlichen Verhältnisse liegen jedoch nur noch über Kreis
bogenvierecke vor. l46) Schilling 147) zeigt, daß man für Q = 2 auch 
im Falle komplexer Winkel ein Kreisbogenviereck als Fundamental
bereich erhalten kann, ferner untersucht Schilling 148) Kreisbogendrei-

142) H. A. Schwarz, a. a. O. p. 312ff. 
143) Klein, Vorlesungen über die hypergeometrische Funktion, p.405f. 
144) Klein, Über die Nullstellen der hypergeometrischen Funktion. Math. 

Ann. 37 (1890), p. 573-590; vgl. auch Schilling a. a. O. 
145) Nähere Ausführungen finden sich in der Arbeit von H. Falckenberg, 

Ergänzungsrelationen für Kreisbogen-N-Ecke. Gött. Nachr. 1V14 
146) Schänflies, Über Kreisbogenpolygone. Math. Ann. 42 (1893), p. 377 -408 

und Über Kreisbogendreiecke und Kreisbogenvierecke. Math. Ann. 44 (1894), 
p. 105-124; Van Vleck, Zur Kettenbruchentwicklung Lamescher Integrale. Diss. 
Gött. 1893; On certain differential equations of the second order. Am. J. of Math. 
21 (1899), p. 126f. Eine erschöpfende Theorie der Kreisbogenvierecke gibt 
Ihlenburg, Über die geometl'ischen Eigenschaften der Kreisbogenvierecke. Diss. 
Gött. 1V09. 

147) Schilling, Die geometrische Theorie der Schwarzschen s-Funktion für 
komplexe Exponenten. lHath. Ann. 46 (1895), p. 62-76, 529-538. 

148) Schilling, Geometrisch-analytische Theorie der symmetrischen s-Funk
tion mit einem einfachen Nebenpunkt. Nova Acta Leop. Carol. Acad. 71 (1897), 
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ecke, welche im Innern, entsprechend einem Nebenpunkt der Differen· 
tialgleichung, einen Knotenpunkt haben. 

Für p > 0 kommt man dagegen, abgesehen von ganz speziellen 
Fällen, nicht direkt auf Kreisbogenpolygone. 1(9) Für die besonderen 
Fundamentalbereiche, welche in der Theorie der automorphen Funk
tionen auftreten vgl. das Ref. II B 4 (F'dcke) NI'. 11. 

n. Beziehungen zwischen linearen Differentialgleichungen. 
10. Reduzibilität. (V gl. das Ref. II A 4 b (Vessiot) , NI'. 36 und 

das entsprechende Ref. II 16 der Enc. des sc. math. NI'. 4:0.) Eine 
lineare Differentialgleichung, deren Koeffizienten einem gewissen Ra
tionalitätsbereiche (IIA4b, Nr.36)150) angehören, heißt reduzibel, wenn 
sie mit einer ebenso beschaffenen linearen Differentialgleichung 151) 

niedrigerer Ordnung Integrale gemeinsam hat. Frobenius 152), welcher 
den Begriff der Irreduzibilität in die Theorie der linearen Differen
tialgleichungen eingeführt hat, nimmt als Rationalitätsbereich in einem 
Flächenstück die Gesamtheit der daseIbst eindeutigen analytischen 
Funktionen, während Fabry, Bendixson und Beke 153) den Bereich der 
rationalen Funktionen zugrunde legen. Im letzteren Falle kann man 

p.207-300; Über die Theorie der symmetrischen s-Funktion. Math. Ann. 51, 
p.481-522. 

149) Klein, Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen 1894, p. 139. 
150) Für manche Zwecke ist es besser, nach dem Vorgange von Loewy, 

Über vollstl1ndig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen, Math. Ann. 
62 (1906), p.90 den Rationalitätsbereich allgemeiner als a. a. O. derart zu definieren, 
daß dar Rationalitätsbereich nicht alle Konstanten enthalten muß, (vgl. das Ref. 
n 16 der Enc. des sc. math. Nr.40). 

151) Koenigsbe'l'ge'l', A.llgemeine Untersuchungen aus der Theorie der Diffe
rentialgleichungen (Teubner 1882) gibt eine andere Definition, nach der es heißen 
würde "mit einer ebenso beschaffenen algebraischen Differentialgleichung". Bez. 
des Zusammenhangs beider Definitionen vgl. Koenigsberge'l', Über die Irreduk
tibilität der linearen Differentialgleichungen. J. f. Math. 96 (1884), p. 123-152. 
Es sei ferner auf Loewy, Über Irreduzibilität der linearen homogenen Substitutions
gruppen Math. Ann. 70 (1911), p. 107 hingewiesen. 

152) Frobenius, Über den Begriff der Irreduktibilität in der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen. J. f. Math. 76 (1873), p. 236-271; vgl. die davon 
abweichende Definition von Frobenius, Über die regulären Integrale der linearen 
Differentialgleichungen. J. f. Math. 80 (1875), p. 317-333. 

153) Fabry, Reductibilite des equations differentielles lineaires. Paris 
C. R. 106, p. 732-734. Bull. S. M. ]'. 15 (1888), p. 135-142; Bendixson, Sur les 
equations differentielles lineaires homogenes. Stockh. Öfv. 49 (1892), p. 91-105, 
Stockh. Akad. Bihang XVIII, Nr. 7; ferDer Sur les equatioDs differentielles regu
Heres. Stockh. Öfv. 49, p. 278-285; Beke, Die Irreduzibilität der homogenen 
linearen Differentialgleichungen. Math. Ann. 45 (1894), p. 278-294. 
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die Frage nach der Reduzibilität bzw. Irreduzibilität durch einen end
lichen Prozeß entscheiden. Allgemein ist die Reduzibilität einer linearen 
Differentialgleichung wesentlich gleichbedeutend mit der Reduzibilität 
der dazugehörigen Rationalitätsgruppe 10~) (vgI. das Ref. II A 4 b (V essiot), 
Nr.37). Gehört die ursprüngliche Differentialgleichung zum Fuchsschen 
Typus, so kann man an die Stelle der Rationalitätsgruppe die Mono
dromiegruppe setzen, die hierauf bezüglichen Untersuchungen finden 
sich schon bei Jordan.loo) Der Begriff der Irreduzibilität führt zur 
Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in irre
duzible Faktoren (vgl. II A 4 b, Nr. 23 und 24, das Raf. II All (P.incherle) 
Nr. 10). Es gilt folgender Satz: Bei allen Zerlegungen eines linearen 
homogenen Differentialausdrucks in irreduzible Faktoren ist die An
zahl der Faktoren dieselbe, ebenso stimmen bei geeigneter Zuord
nung die Ordnungen 106) der Faktoren überein. Diese Resultate von 
Landau sind in dem Satze von Loewy 157) enthalten, daß die Faktoren 
sich immer so zugeordnet werden können, daß sie gegenseitig von 
derselben Art sind (vgl. Nr. 11). Im Gegensatz zu diesen Zerlegungen 
kann mit Hilfe des von Loewy 158) stammenden Begriffs der "vollständig 
reduziblen" Differentialausdrücke die Zerlegung in "größte vollständig 
reduzible" Faktoren zu einer eindeutigen gemacht werden.159) 

Schlesinger und Loewy 160) übertragen den Reduzibilitätsbegriff auf 
lineare Differentialsysteme. 

11. Art, Xla.sse und Familie. Gegeben seien zwei lineare Diffe
rentialgleichungen nter bzw. n1 ter Ordnung mit rationalen Koeffizienten. 
Ist n1 < n, so sagt mau, die zweite Differentialgleichung ist mit der 
ersten von derselben Art (espece)161), oder besser, ist in der durch 

164) Beke, a. a. 0., p.279 u. 289; vgl. Schlesinger, Handbuch 11, 1, p. 105f. 
165) J01'dan, Sur une application de 180 theorie des substitutions a l'etude 

des equations differentielles lineaires. Bull. S. M. F. 11, 100 (1875). 
156) Landau, Ein Satz über die Zerlegung homogener linearer Differential

ausdrücke in irreduzible Faktoren. J. f. Math. 124 (1901), p. 115-120. 
157) Loew'Y, Über reduzible lineare homogene Differentialgleichungen. Math. 

Ann. 56 (1903), p. 549-584. 
158) Loewy, Vollständig reduzible Differentialgleichungen. Math. Ann. 62 

(1906), p. 89-117. 
159) Loew'Y, 1. c. p. 112 und 115. 
160) Schlesinger, Vorlesungen p. 104-121; Loewy, Über lineare homogene 

Differentialsysteme und ihre Sequenten. Sitz. Ber. d. Heid. Ak. 1918, Nr. 17; bei 
Koenigsberger 1. c. findet sich eine andere Definition der Irreduzibilität. 

161) Poincare, Memoire sur les fonctions Zetafuchsiennes. Acta Math. 5 (1884), 
p. 212. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. Berlin. Ber.1888, 
Ges. W. 8, p. 17, bedient sich der Bezeichnung Klasse, die von Riemann (vgl. 
Anm.168) in etwas anderem Sinne festgelegt ist; vgl. auch Heun, Zur Theone der 
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die erste bestimmten Art entha.lten 162), wenn sich die Integrale z der 
zweiten Differentialgleichung durch die Integrale y der ersten In der 
Form 
(41) z = ro(x)y + r1 (x)y' + ... + r m(x)y(m) 

darstellen lassen, wobei m < n - 1 angenommen werden kann, die Funk
tionen r j (x), (j = 0, 1, 2, ... , m), rational sind und für den Fall m = 0 
ro(x) sich nicht auf eine Konstante reduzieren darf. Ist n1 < n, so ist 
die erste Differentialgleichung reduzibeI 163), speziell ist eine Differential
gleichung reduzibel, wenn zwei ihrer Integrale durch eine Relation 
der Form (41) verbunden sind. 161) Ist n = n1165) , so gehören beide 
Differentialgleichungen gegenseitig zur selben Art, sind beide gleich
zeitig reduzibel oder ilTeduzibel und besitzen dieselbe Monodromie
gruppe und Rationalitätsgruppe.166) 

Eine andere Einführung des Artbegriffs 167), die unabhängig von 
dem Existenzbeweis für die Integrale ist, ergibt sich bei Verwendung 
der symbolischen Produktbildung von Differentialausdrücken (vgl. das 
Ref. II A 4 b (Vessiot) Nr. 24: und II All (Pincherle) Nr. 10). 

Zwei Ditferentialgleichungen derselben Art haben diejenigen sin
gulären Stellen gemeinsam, in deren Umgebung sich die Integrale 
verzweigen, ferner die Unbestimmtheitsstellen, dagegen können bei 
beiden Differentialgleichungen sich diejenigen singulären Stellen von
einander unterscheiden, in denen die Integrale sich wie rationale Funk-

mehrwertigen linear verknüpften Funktionen. Acta Math. 11 (1887), ,po 97-118, 
12, p. 103-108. 

162) V gl. das. Ref. Vessiot in der Enc. des sc. math. II 16 Nr. 29 Anm. 188. 
163) Fttchs, a. a. 0., Ges. W. 3, p. 19. 
16i) F1'obenius, Uber den Begriff der Irreduzibilität. J. f. Math. 76 (1873), 

p. 268; Hamburger, Uber die Reduzibilität linearer homogener Differentialglei
chungen. J. f. Math. 111 (1893), p. 121-138; vgl. auch Landau, Uber einen Satz 
von Frobenius, Arch. für Math. und Phys. (3) 10 (1906), p. 45-50. 

165) Nach Loeu;y, Uber reduzible lineare Differentialgleichungen. Math. 
Ann. 56, p. 563, kann man stets den allgemeineren Fall durch Zerlegung der 
einen Differentialgleichung auf diesen zurückführen; vgl. auch die oben 160) zi
tierte Arbeit p. 5 und 6. 

166) Schleffinger, Handbuch II 1, p. 121 j Marotte, Les equations differen
tielles Hneaires et la theorie des groupes. Ann. Toulouse 12, 1898; eine Verall
gemeinerung des SatzeR findet sich bei Loewy a. a. 0., p. 560. 

167) Heffter, Uber gemeinsame Vielfache linearer Differentialausdrücke 
J. f. Math. 116 (1896), p. 157-166, Schlesinger, Handbuch II1 p. H5f., Loewy, 
Zur Theorie der linearen homogenen Differentialausdrücke Math. Ann. 72 
(p. 203-210), vgl. ferner die oben 160) zitierte Arbeit von Loewy sowie Blumberg, 
Uber algebraische Eigenschaften von linearen Differentialausdrücken. Disser
tation Göttingen 1912. 
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tionen verhalten, und dasselbe gilt von den Nebenpunkten, welche 
nicht für die Integrale, sondern nur für die Differentialgleichungen 
singuläre Punkte sind. Haben zwei Differentialgleichungen derselben 
Art auch noch diejenigen singulären Stellen der Integrale gemein
schaf~lich, in denen sich diese wie rationale Funktionen verhalten, 
so gehören die Differentialgleichungen zur selben Klasse. 168) In jeder 
Art kann man eine Hauptklasse 169) festlegen, in der alle Integrale 
als singuläre Punkte nur Verzweigungspunkte und Unbestimmtheits
stellen besitzen, während die entsprechenden Differentialgleichungen 
im allgemeinen noch Nebenpunkte aufweisen. Schlesinger überträgt 
a. a. O. den Begriff der Klasse auf Differentialsysteme (vgl. auch 
Loewy 160). Die Hauptklasse enthält stets schlechthin kanonische 
Systeme ohne Nebenpunkte, und zwar unendlich viele, die sich von
einander nur durch die Wurzeln der determinierenden Gleichungen 
unterscheiden. Schlesinger 170) untersucht die Transformationen, die 
diese Systeme ineinander überführen. 

Legt man statt der gewöhnlichen die projektive Monodromie
gruppe zugrunde, so erhält man statt der Art den Begriff der Ver
wandtschaft oder der Familie. l7l) Geht man dabei der Allgemeinheit 
halber von Differentialgleichungen aus, deren Koeffizienten einem ge
gebenen algebraischen Gebilde angehören, so nennt man zwei Diffe
rentialgleichungen n ter Ordnung verwandt oder zur selben Familie 
gehörig, wenn zwischen ihren Integralen y und J! eine Relation 

(42) fZ = A(FoY + F1y' + ... + Fmy(m» (m wie oben <n-l) 

besteht und die Funktionen F sowie ~ demselben algebraischen Ge

bilde angehören, so daß also A auf der Riemannschen Fläche eine 
multiplikative Funktion ist. Es führen daher alle Differentialglei
chungen zweiter Ordnung 172), welche zur selben Familie gehören, zu Fun
damentalbereichen, welche in denselben Kern bei gleicher Aufeinander
folge der Schraubenachsen eingehängt werden können (vgl. Nr. 9); 
den N ebenpunkteI!. entsprechen Verzweigungspunkte im Innern der 
Bereiche. Poincare zeigt am Beispiele der Differentialgleichungen 

168) Riemann, Zwei allgemeine Sä.tze über lineare Differentialgleichungen 
mit algebraischen Koeffizienten. Ges. W. 2. Aufl., p. 380. 

169) Schlesinger, Zur Theorie der linea.ren Differentia.lgleichungen. J. f. 
Math. 128, p. 160. 

170) Schlesinger, Über eine Klasse von Differentialsystemen. J. f. Math. 
141, p. 119-182. 

171) Poincare, a. a. 0., p. 212. 
172) Klein, Vorlesungen über die hypergeometrische Funktion, p. 876. 
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zweiter Ordnung mit rationalen Koeffizienten, daß man in eindeutiger 
Weise eine Repräsentantin der Familie, "die Reduzierte", festlegen kann. 

Riemann führt den Begriff der Klasse unabhängig von der Diffe
rentialgleichung ein, indem er alle Funktionssysteme, welche dieselben 
singulären Stellen der Bestimmtheit und dieselbe Monodromiegruppe 
besitzen, in eine Klasse zusammenfaBt. Existieren n + 1 derartige 
Funktionssysteme 'Y",l' wo :x; = 1, 2, ... , n und). = 0, 1, ... , n zu 
setzen ist, so bestehen n Relationen 

(43) Po'Y" 0 + Pl'Yd + ... + P",'Y",n = 0, Cu = 1, 2, ... n), 

wo die p rationale Funktionen sind. Aus dem Umstande, daß die Ab
leitungen eines Funktionssystems mit diesem zur selben Klasse ge
hören, ergibt sich dann speziell, daß jedes derselben einer linearen 
Differentialgleichung mit rationalen Koeffizienten genügt. Natürlich 
befriedigen n geeignet gewählte Funktionssysteme einer und derselben 
Klasse ein System von n linearen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Ritter 173) führt im Anschluß an Klein statt der Funktionssysteme 
nach Spaltung der unabhängigen Variabeln die Riemannschen Formen
scharen ein, die definiert sind als Systeme homogener Funktionen 
gleicher Dimension, welche an den Querschnitten Ä k , Bk (7c = 1, 2, ... p) 
einer zugrunde gelegten Riemannschen Fläche sowie bei Umkreisung 
der singulären Punkte homogene lineare Substitutionen erleiden. 
Fricke (Ref. TI B 4, Nr. 17) nennt sie linear-polymorphe Formen
scharen. Zwei Riemannsche Formenscharen sind also analog zu Obi
gem verwandt, oder sie gehören zur seI ben Familie 174), wenn sie auf 
demselben algebraischen Gebilde abgesehen von Polen dieselben 
singulären Stellen und dieselbe projektive Monodromiegruppe be
sitzen. Nach willkürlicher Festsetzung irgendeines zu den singulären 
Stellen gehörigen Exponentensystems, das in der Familie vorkommt, 
als Normalexponentensystem kann man die "ganzen", d. h. nirgends 
unendlich werdenden Formenscharen festlegen, jede andere Formenschar 
der Familie kann durch Multiplikation mit multiplikativen Primformen 
(vgl. Ref. II B 4 (Fricke) Nr. 17) in eine verwandte ganze Formenschar 
verwandelt werden. An den Querschnitten A k , Bk (k = 1, 2, ... , p) 
können sich die Substitutionen für die verschiedenen Formenscharen 

173) Ritter, Über Riemann sehe Formenscharen auf einem beliebigen alge
braischen Gebilde. Math. Ann. 47, p.157-221; vgl. auch Caspai, Über die 
Darstellbarkeit der homomorphen Formenscharen durch Poincaresche Z-Reihen. 
Dias. Tübingen. 1908. 

174) Ritter, a. a. 0., p. 158 sagt Klasse. 
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der Familie noch um simultane konstante Multiplikatoren unter
scheiden. Nach Ritter wird man wiederum ein System von Normal
substitutionen bezüglich der Querschnitte herausgreifen, und zwar so, 
daß die dazugehörigen Determinanten den Wert 1 besitzen. Die Ge
samtheit der Formenscharen einer Familie, welche ein und denselben 
Grad besitzen und deren Substitutionen an den Querschnitten Ak , Bk 

aus den Normalsubstitutionen durch Kombination mit einer simul
tanen Multiplikation aller Zweige mit den Zahlen "Tc' ßk hervorgehen, 
bilden ein Riemannsches Forrnensystem entsprechend den Funktionen, 
die nach Obigem zur selben Art gehören. Um für ein Riemannsches 
Formensystem die Anzahl der willkürlichen Konstanten zu bestimmen, 
von der die allgemeinste darin enthaltene Formenschar abhängt, welche 
nur an vorgegebenen Stellen bis zu je einer vorgegebenen Ordnung 
unendlich werden dar±:. führt Ritter die "reziproken" Formenscharen ein 
und erhält einen erweiterten Riemann-Rochschen Satz als Ausdehnung 
des von ihm für multiplikative Formell' gewonnenen Satzes, über den 
Fricke in TI B 4, Nr. 17 referierte. 

12. Assoziierte und adjungierte Differentialgleichungen. (V gl. 
das Ref. TI A 4b (Vessiot), Nr. 26, wo die formal algebraischen 
Fragen behandelt sind.) Es seien Yt> Y2" .. , y", ein Fundamental
system einer linearen Differentialgleichung n ter Ordnung, dann genügen 
die Funktionen 

(44) Y'" io, ••• im = 

Yi, 
Y'" 

'" Yim 

.. , Y'im 

worm i1 , i2 •••• , im je eine der (:) Kombinationen der Zahlen 1, ... , n 
zuje m sind, im allgemeinen eiuer linearen Differentialgleichung (:.)ter Ord
nung, der (n-m )ten Assoziierten der ursprünglichen Differentialgleichung. 
Die Koeffizienten der neuen Differentialgleichung lassen sich aus denen 
der alten durch Anwendung von Differentiationen und rationalen Ope
rationen zusammensetzen. Einer linearen Substitution der Y entspricht 
dann eine lineare Substitution der Yi" io,' •. , im' welche die (n - m)te 
assoziierte Substitution der ursprünglichen genannt wird, ihre Ele
mente sind die Subdetel'lDinanten mter Ordnung der aus den Elemen
ten der gegebenen Substitution gebildeten Determinante.17ö) Die 

175) Rados, Zur Theorie der adjungierten Substitutionen. Math. Ann. 48 
(1896), p. 417-424; Schlesinger, Handbuch H, 1, p. 129f. 
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(n - m)ta Assoziierte einer Substitution, welche aus zwei Substitu
tionen komponiert ist, ist in' derselben Reihenfolge aus den (n - m) tan 

assoziierten Substitutionen der beiden Komponenten zusammengesetzt, 
so daß also die Monodromiegruppe bzw. die Rationalitätsgruppe 
der (n - m) ten assoziierten Differentialgleichung die (n - m) te Asso
ziierte der Monodromiegruppe bzw. Rationalitätsgruppe 176) der ge
gebenen Differentialgleichung ist. Speziell sind also für eine singuläre 
Stelle die Wurzeln der zur (n - m)ten assoziierten Differentialgleichung 
gehörigen Fundamentalgleichung gleich dem Produkte von je m ver
schiedenen Wurzeln der zur gegebenen Differentialgleichung gehörigen 
Fundamentalgleichung. 177) 

Von besonderer Wichtigkeit ist die erste Assoziierte einer Diffe
rentialgleichung. Dividiert man ihre Integrale durch die aus den In
tegralen der gegebenen Differentialgleichung gebildete Hauptdetermi
nante, so genügen diese der zur ursprünglichen Differentialgleichung 
"adjungierten" Differentialgleichung (vgl. das Ref. TI A 4b (Vessiot) 
Nr. 26). Von hervorragender Einfachheit wird der Zusammenhang 
zwischen adjungiertenDifferentialgleichungen bei invarianter Dar
stellung 178) (vgl. Nr. 7). Die obigen Sätze spezialisieren sich wie 
folgt: Rationalitätsgruppe und Monodromiegruppe der adjungierten 
Differentialgleichung bestehen aus den transponierten Substitutionen der 
entsprechenden Gruppen der ursprünglichen Differentialgleichung. Die 
zwei zu einer singulären Stelle gehörigen Fundamentalgleichungen 
haben zueinander reziproke Wurzeln 179), ferner gilt das von Thome 
und Frobenius 180) gefundene Reziprozitätsgesetz : Ist ein Differential
ausdruck aus mehreren zusammengesetzt, so ist der adjungierte Diffe
rentialausdruck aus den adjungierten in umgekehrter Reihenfolge zu-

176) Schlesingel', &. a. 0., p. 136. 
177) Metzler, Compound determinants . .American. J. 16 (1894), p. 145, Ra

dos, a. a. 0., und Burnside, On the characteristic equation of certain linear sub
stitutions Quart. J. 33 (1901), p. 80-84. 

178) Hirsch, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen, Dissertation 
Königsberg 1892, Pick, Über adjungierte lineare Differentialgleichungen, Wien. 
Ber. 101 (1892) p. 893-896. 

179) Fuchs, "Über Relationen, welche für die zwischen je zwei singulären 
Punkten erstreckten Integrale stattfinden. J. f. Math. 76 (1874), Ges. W. 1, p. 419; 
Jürgens, Die Form der Integrale der linearen Differentialgleichungen. J. f. Math. 80 
(1875), p. 150-168. 

180) Thome, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. J. f. Math. 76 
(1873), p.277. Frobenius, Über den Begriff der Irreduzibilität. J. f. Math. 76, 
p. 263 und fiber die regulären Integrale der linearen Differentialgleichungen. 
J. f. Math. 80 (1875), p. 328. 



516 II B 5. E. Hilb. Lineare Differentialgleichungen im komplexen Gebiet. 

sammengesetzt. Adjungierte Differentialgleichungen sind also gleich
zeitig reduzibel oder irreduzibel. Damit eine Differentialgleichung 
mit ihrer adjungierten zur selben Art gehöre, ist notwendig und 
hinreichend, daß die Substitutionen der Rationalitätsgruppe eine 
bilineare Form von nicht verschwindender Determinante mit kogre
dienten Variabelpaaren in sich überführen. 181) R. Fuchs 182) findet als 
eine andere notwendige und hinreichende Bedingung die, daß ein be
stimmtes System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung ein 
rationales Lösungensystem besitzen muß. Ein Beispiel für Differential
gleichungen, welche mit ihren adjungierten zur selben Art gehören, 
liefert die m te Assoziierte 183) einer Differentialgleichung (2 m )ter Ordnung 
nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Hauptdeterminante der 
gegebenen Differentialgleichung zum Rationalitätsbereich. Dieser Satz 
wurde dann von Schlesinger l84) in folgender Weise verallgemeinert: 
Die adjungierte Differentialgleichung der (n - qten) Assoziierten gehört 
nach Adjunktion einer geeigneten Potenz deI' Fundamentaldeterminante 
der ursprünglichen Differentialgleichung mit der qten Assoziierten zur 
selben Art. Gehört eine Differentialgleichung 2mter Ordnung mit 
ihrer Adjungierten zur selben Art 185) , so ist die mte Assoziierte re
duzibel nach Adjunktion der Quadratwurzel aus der Hauptdeter
minante 186). 

181) Halphen, Sur les formes quadratiques dans la theorie des equations 
differentielles. Paris C. R. 101 (1885), p. 666, ohne jedoch zu bemerken, daß 
beim Verschwinden der Diskriminante Änderungen notwendig sind. Allgemein 
bei Fano, Sulle equazioni differenziali lineari, ehe appartengono aHa stessa 
specie delle loro aggiunte. Torino Atti 34 (1899), p. 260-281. Osservazioni 
sopra alcune equazioni differenziali lineari. Rom. Ace. L. Rend. (5) 81 (1899), 
p. 285-291. Über lineare homogene Differentialgleichungen mit algebraischen 
Relationen zwischen den Fundamentallösungen. Math. Ann. 53 (1900), p. 568. 

182) R. Fuchs, Über lineare homogene Differentialgleichungen, welche mit 
ihrer Adjungierten zur selben Art gehören. J. f. Math. 123 (1901), p. 54-65. 

183) L. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichung. Berlin. Ber. 
1888, Gcs. W. UI, p. 11; Bemerkungen zur Theorie der assoziierten Differential
gleichung. Berlin. Ber. 1899, Ges. W. 3, p. 305f.j vgl. auch Loewy, Über Diffe
rentialgleichungen, die mit ihren Adjungierten zu derselben Art gehören. Münch. 
Ber. 32 (1902), p. 3-10. 

184) Schlesinger, Handbuch II, 1, p. 144. 
185) R. Fuchs, Über Differentialgleichungen, welche mit ihrer Adjungierten 

zur selben Art gehören. J. f. Math. 121 (1899), p. 205-209 j vgl. auch von 
L. Fuchs die zweite in 183) zitierte Arbeit, Ges. W. 3, p. 304 und Loewy, a. a. O. 

186) Der von L. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
Berlin. Ber. 1888, Ges. W. 3, p. 28 aufgestellte Satz, daß die mt • .Assoziierte einer 
Differentialgleichung (2m)ter Ordnung des Fuchsscben Typus reduzibel ist, wenn 
die Monodromiegruppe der urspriinglichen Differentialgleichung von einem in 
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Eine Verallgemeinerung des Begriffs der assoziierten Gleichungen 
gibt Loewy.187) 

III. Bestimmung der Differentialgleichung aus vorgegebenen 
Eigenschaften. 

13. Vorgabe der Monodromiegruppe. Eine Abzählung der 
Konstanten 188) macht es zunächst wahrscheinlich, daß es stets eine 
diskrete Anzahl linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung des 
Fttehsschen Typus ohne Nebenpunkte oder mit vorgegebenen Neben
punkten gibt, welche eine vorgegebene Monodromiegruppe besitzen, 
und für welchfl die in den Wurzeln der zu den singulären Stellen gehörigen 
determinierenden Gleichungen zunächst noch unbestimmten ganzen Zahlen 
entsprechend der Relation (34), aber sonst willkürlich, festgelegt sind. 
Dagegen übertrifft bei Differentialgleichungen von höherer als der 
zweiten Ordnung die Anzahl der Parameter, welche in der Monodromie
gruppe auftreten, diejenige der in den Differentialgleichungen enthal
tenen, so daß man, um eine Übereinstimmung der Parameteranzahlen 
zu erhalten, eine bestimmte Anzahl der Lage nach unbestimmter oder 
wie man auch sagt frei beweglicher Nebenpunkte einführen muß. 
Aber auch wenn die Parameteranzahlen übereinstimmen und die ganzen 
Zahlen für die Wurzeln der determinierenden Gleichungen festgelegt 
sind, bleibt das Problem noch außerordentlich unbestimmt, wie schon 
der einfachste Fall, nämlich der der Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, zeigt. Gibt man nämlich bei einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung des Fuchsschen Typus mit mehr als 3 singulären 
Punkten die projektive Monodromiegruppe sowie entsprechend der 
letzteren die Differenzen der Wurzeln der zu den singulären Punkten 
gehörigen determinierenden Gleichungen vor, was für die Existenz
frage mit der Vorgabe der gewöhnlichen Monodromiegruppe und der 
oben erwähnten ganzen Zahlen wesentlich äquivalent ist, so handelt 
es sich zunächst darum, alle Fundamentalbereiche anzugeben, welche 
nach Festlegung der in den Kantenwinkeln auftretenden ganzzahligen 
Vielfachen von 2:n: in einen vorgegebenen Kern eingehängt werden können 

ihren Koeffizienten auftretenden Parameter unabhängig ist, ist unrichtig, wie 
Fuchs selbst später anga.b, vgl. Fuchs, Zur Theorie der simultanen partiellen 
Differentialgleichungen. Berlin. Ber. 1898, Ges. W. 8, p. 268, ferner die darauf 
bezüglichen Anmerkungen von R. Fuchs daselbat, p. 71-

187) Loewy, Zur Gruppentheorie. Am. M. S. Trans. 5 (1904), p. 61-80. 
188) Poincare, Sur les groupes des equations lineaires. Acta math. 4 

(1884), p. 2t6f.; Klein, Vorlesungen über die hypergeometrische Funktion, (1894) 
p. 247 f.; Schlesinger, Handbuch II, 1 (1897), p. 301 und 380. 
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(s. Nr. 9). Jedem derartigen Fundamentalbereiche läßt sich aber in 
eindeutiger Weise eine Differentialgleichung (40) zuordnen, für welche 
drei singuläre Stellen an vorgegebene Stellen fallen; dadurch ist (38) 
ebenfalls eindeutig bestimmt, wenn Ql(X) = 0 gesetzt wird. (Vgl. 
Ref. II B 4, (Fricke) N r. 14, und 31.) Merkwürdigerweise zieht Poincare189) 

aus dieser letzteren Tatsache den Schluß, daß die Koeffizienten der 
Differentialgleichung eindeutige Funktionen der Parameter der Mono
dromiegruppe sind, ohne daran zu denken, daß unendlich viele Funda
mentalbereiche und damit Differentialgleichungen in dem angegebenen 
Sinne zu demselben Kern gehören. Die zu verschiedenen Fundamental
bereichen desselben Kerns gehörigen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung haben im allgemeinen ganz verschiedene singuläre Punkte, 
sind also nicht etwa verwandt, und es bestehen daher zwischen ihnen 
gewiß keine einfachen Beziehungen. Dasselbe gilt natürlich auch für 
die Differentialgleichungen höherer Ordnung. Um verwandte Diffe
rentialgleichungen zu erhalten, muß man daher noch die singulären 
Punkte vorgeben und, sofern man bei einer einzelnen linearen Differential
gleichung bleiben will, eine entsprechende Anzahl von frei beweg
lichen Nebenpunkten zulassen. Wir kommen so zu einer Fragestellung, 
die auf Riemann190) zurückgeführt werden kann und welche in der 
nächsten Nr. besprochen werden SOll.191) 

14,. Das Riemannsche Problem. Besitzt eine lineare Differential
gleichung zweiter Ordnung im ganzen drei singuläre Stellen der Be
stimmtheit, so kann man diese durch eine lineare Transformation der 
unabhängigen Veränderliche n ,stets in drei fest vorgegebene Punkte 

I 

etwa 0, 1 und 00, werfen. Kennt man dann noch die Wurzeln der 
zu diesen singulären Stellen gehörigen determinierenden Gleichungen, 
so sind die Koeffizienten der Differentialgleichung auf rationale Weise 
eindeutig bestimmbar. (Vgl. Nr.18.) In allen höheren Fällen, d. h. 
wenn die Ordnung der Differentialgleichung oder die Anzahl der 
singulären Stellen größer ist, treten in der Differentialgleichung nach 
Nr. 7 noch akzessorische Parameter auf, ferner ist nach Nr. 13 eine 
bestimmte Anzahl freibeweglicher Nebenpunkte einzuführen. Ist also 
neben den singulären Stellen die ganze Monodromiegruppe vorgegeben, 
so erhält man aus den Fundamentalinvarianten der Monodrorniegruppe 
für die in der Differentialgleichung noch unbestimmten Parameter 

189) PoincartJ, 1. c., p 221 unten; Schlesinger II 1, p. 818. 
190) Vgl. hierzu die in 168) zitierte Arbeit von Riemann. 
191) Bez. des Zusammenhangs des eben besprochenen Problems mit diesem 

Riemannschen Problem vgl. die oben 170) zitierte Arbeit von Schlesinger p. 142f. 
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eine entsprechende Anzahl transzendenter Gleichungen 192), von denen 
zu zeigen ist, daß sie eine gemeinsame Lösung besitzen. 

Riemann selbst postuliert seiner Grundauffassung entsprechend, 
statt von der Differentialgleichung auszugehen, direkt die Existenz 
von n Funktionen der Varia beln x, welche in der ganzen Ebene mit 
Ausnahme der willkürlich vorgegebenen Punkte a1 , a2 , ••• , a'J1 aa+l 
endlich und stetig sind, nirgends eine Unbestimmtheitsstelle besitzen und 
vorgegebene lineare Substitutionen mit konstanten Koeffizienten er
fahren, wenn x einfache Umläufe um die singulären Stellen macht. Der 
Umlauf soll dabei von der positiven Seite einer in sich zurücklaufen
den Linie ausgehen, welche durch die sämtlichen singulären Punkte 
so gezogen ist, daß sie die Ebene in zwei Gebiete teilt. Die vorgege
benen (j + 1 Substitutionen, die "Fundamentalsubstitutionen" müssen 
natürlich einer Relation genügen, welche ausdrückt, daß das Funktions
system nach einem Umlauf um alle singulären Punkte sich nicht 
geändert hat. Wir wollen jetzt die verschiedenen Ansätze und voll
ständigen Durchführungen von Existenzbeweisen für diese Funktionen 
der Reihe nach durchsprechen. 

a) Beweis vermittelst der Poincareschen Zetareihen. Im Referate 
von II B 4 (Pricke), Nr. 16 wurde berichtet, daß sich nach Poincare19B) 

die Lösungssysteme einer linearen Differentialgleichung n ter Ordnung, 
deren Koeffizienten einem gegebenen algebraischen Gebilde angehören, 
als eindeutige Funktionen der dort eingeführten Funktion ~ darstellen 
lassen, wenn den singulären Stellen der Differentialgleichung im all
gemeinen parabolische Zipfel des Fundamentalbereichs entsprechen; 
diese können für eine singuläre Stelle der Bestimmtheit durch eine 
gewöhnliche Ecke ersetzt werden, sobald die Wurzeln der entspre
chenden determinierenden Gleichung rationale Zahlen sind und das 
entsprechende Fundamentalsystem daselbst logarithmenfrei ist. Wie 
a. a. O. Nr. 35, p.444 weiter ausgeführt wird, entspricht jeder Substi
tution der Gruppe r der linear gebrochenen Substitutionen von ~ 

eindeutig eine lineare Substitution der Monodromiegruppe der gege
benen Differentialgleichung; die Substitutionen der letzteren wollen 
wir als unimodular annehmen. Sei nun die Riemannsche Fläche vor
gegeben, ferner irgend welche singuläre Stellen der Bestimmtheit und die 
Wurzeln der dazugehörigen determinierenden Gleichungen. Läßt sich 
dann entsprechend zu II B 4, NI'. 16 eine uniformisierende Funktion 

192) Klein, Vorlesungen über die hypergeometrische Funktion (1893-94), 
p.252. 

193) Poineare, Memoire sur les fonctions zetafuchsiennes, Acta math. 5 
(1884), p. 209-278. 

Encyklop. d. math. Wissenseh. II 2. 
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angeben, für welche r keine parabolische Substitutionen enthält, so 
läßt sich zu jedem beliebig vorgegebenen Systeme unimodularer 
Fundamentalsubstitutionen, welches die obigen Voraussetzungen erfüllt, 
ein System dazugehöriger Poincarescher Zetareihen angeben. Enthält 
jedoch r parabolische Substitutionen, so muß man die wesentliche 
Einschränkung machen, daß die den parabolischen Zipfeln des Funda
mentalbereichs entsprechenden Fundamentalsubstitionen Fundamental
gleichungen besitzen, deren sämtliche Wurzeln den absoluten Betrag 1 
haben 194). In beiden Fällen erhält man n Funktionen, welche außer den 
vorgegebenen singulären Stellen nur mehr Pole besitzen und, wie in Nr.ll 
ausgeführt wurde, eine Differentialgleichung der gewünschten Form 
befriedigen, Alle andern das Problem lösenden Differentialgleichungen 
sind mit dieser verwandt. 

PoincOtre196) selbst verwendet diese Schlußweise zum Nachweis 
der Existenz unendlich vieler linearer Differentialgleichungen mit 
vorgegebenen singulären Punkten und vorgegebener Monodromiegruppe 
nur dann, wenn die letztere endlich ist. In allgemeinerer Weise deutet 
Ritter in seiner in Nr. 11 besprochenen Arbeit auf die Möglichkeit hin, 
vermittelst der Zetareihen den durch das Riemannsche Problem ge
forderten Existenzbeweis zu erbringen, nachdem Klein 19S) in seiner 
Vorlesung über die hypergeometrische Funktion das Riemannsche 
Problem genau formuliert hatte. Doch fehlt bei Ritter jede Bemerkung 
über die notwendigen Einschränkungen für die Gültigkeit des Bewei
ses vermittelst der Zetareihen. Dagegen zieht Schlesinger 196) die exakte 
Schlußfolgerung, daß das Riemannsche Problem sich in dem Falle, 
wo die Koeffizienten der Differentialgleichung rational und die Wur
zeln der determinierenden Fundamentalgleichungen reell sind, wo also 
die Konvergenz der Zetareihen gesichert ist, durch diese Reihen lösen 
läßt, und geht dazu über, die Folgerungen aus diesem Existenzbeweise 
ins einzelne zu entwickeln. Er zeigt, daß man in der Hauptklasse 

194) Broden, 'Ober eine Verallgemeinerung des Biemattnschen Problems 
Acta math. 29 (1905) versucht konvergenzerzeugende Faktoren einzuführen; ihre 
Existenz vorausgesetzt, kommt man aber auf Differentialgleichungen, die nicht 
mehr dem Fuchsschen Typus angehören; vgl. auch Schlesinger und Broden Be
merkungen ZUDl Biemannschen Problem J. f. Math. 125 (1902) p. 28-33. 

195) Poincare, Sur l'integration alg€brique des equa.tions linea.ires. C. R. 97 
(1888), p. 984-985. 

196) Schlesinger, Handbuch II 1, p. 388, II 2, p. 882 u. f.; Zur Theorie der 
linearen Differentia.lgleichungen im Anschluß an das Biemannsche Problem. 
J. f. Math.123 (1901), p.188-178, 124 (1902), p.292-819, iSO (1905), p. 26-46; 
ferner, 'Ober das Biemannsche Fragment zur Theorie der linearen Differential
gleichungen. Verh. des 8. intern. Math. KongreB, Heidelberg (1905), p. 219-228. 
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(vgl. Nr. 11) stets in eindeutiger Weise eine Differentialgleichung mit 
einer Minimalzahl von Nebenpunkten unter Festhaltung der Wurzeln 
der zu den singulären Stellen gehörigen determinierenden Gleichungen 
festlegen kann. Ferner weist Schlesinger auf den engen Zusammen
hang des Riemannschen Problems mit der in Nr. 8 besprochenen 
Frage, wann die Monodromiegruppe der Differentialgleichung von einer 
singulären Stelle unabhängig ist, hin, indem er hervorhebt, daß diese An
nahme stets erfüllt ist, wenn die Monodromiegruppe und die singulären 
Punkte willkürlich vorgegeben sind. 

b) Kontinuitätsmethode. Um zu sehen, ob die Einschränkungen, 
welche durch die Einführung der Zetareihen notwendig wurden, in 
der Natur des Problems oder nur in der Behandlung desselben lagen, 
zog Schlesinger 197) für einen neuen Beweis die Kontinuitätsmethode 
heran, welche Klein und Poincare zum Beweise der Fundamental
theoreme in der Theorie der automorphen Funktionen geschaffen 
haben. (V gl. das Ref. II B 4 (Fricke), Nr. 37.) Zur Vorbereitung für 
die Anwendung dieser Methode geht Schlesinger zunächst von der 
linearen Differentialgleichung, welche im allgemeinen Falle Neben
punkte haben muß, zu den schlechthin kanonischen Differentialsy
stemen von der Form (37) über und stellt sich die Aufgabe zu zeigen, 
daß es zu vorgegebenen Fundamentalsubstitutionen und vorgegebenen 
singulären Punkten stets schlechthin kanonische Differentialsysteme 
ohne Nebenpunkte gibt. Die n2($ Elemente der Fundamentalsubstitutio
nen sind ganze transzendente Funktionen der n2(j Größen A.r~, deren 
Funktionaldeterminante nicht identisch verschwindet und die in bezug 
auf die in Nr. 11 erwähnten Transformationen, die die schlechthin kano
nischen Differentialsysteme derselben Klasse ineinander überführen, 
einen Automorphismus aufweisen, wie Schlesinger a. a. O. ausführt. Es 
folgt zunächst, daß ein solches Differentialsystem , wenn es existiert, 
durch die Wurzeln der determinierenden Gleichungen innerhalb der 
Klasse eindeutig festgelegt werden kann. Es handelt sich dann um 
den Nachweis, daß jene ganzen transzendenten Funktionen jedes belie
bige System von Fundamentalsubstitntionen darstellen können. Die 
exakte Durchführung des Beweises führt aber auf bis jetzt noch nicht 
völlig überwundene Schwierigkeiten198). Wir wenden uns daher zu 

197) Schlesinger, a. a. O. J. f. Math. 130, ferner Bemerkung zu dem Kontinui
tätsbeweise für die Lösbarkeit des Riemannschen Problems. Math. Ann. 63 (1906), 
p. 273-276, Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen, p. 286-304. 

198) Plemelj, Über Schlesingers "Beweis" der Existenz Riemannscher Funk
tionenscharen mit gegebener Monodromiegruppe. Deutsche Math.-Ver. 18 (1909), 

34" 
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einer dritten von H~1bert199) geschaffenen Beweismethode, welche, wie 
im Anschluß daran Pleme1J2(0) zeigte, zu einem vollen Beweise der 
oben erwähnten von SChlesinger aufgestellten Behauptung fübrt. 

c) Beweis vermittelst Integralgleichungen. Hilbert denkt sich im 
Anschluß an Riemann durch die vorgegebenen singulären Punkte 
al1 ••• , aa+1 eine analytische sich nirgends schneidende und in sich ge
schlossene Kurve 0 gelegt und stellt sich die Aufgabe, zwei außer
halb der Kurve 0 amilytische Funktionen fa(z) und fa.l (z) und zwei 
innerhalb 0 analytische, bezüglich sich wie rationale Funktionen ver
haltende Funktionen f/z) und fi ,1 (s) derart zu bestimmen, daß auf 
der Randkurve für jeden in Betracht kommenden Wert der als Para
meter eingeführten Bogenlänge s 
fa(s) = cll (s)fj(s) + C1!(S)f"l(S), fa,I(S) = c21 (s)fj (s) + C'Jf.l(S)fj,1(S) 
ist, wobei die c gegebene komplexe, zweimal stetig differenzierbare 
Funktionen sind. Beim Riemannschen Problem sind die c Konstanten, 
die sich aber an den singulären Stellen a sprungweise ändern, wes
halb Hilbert zunächst das Riemannsche Problem auf das eben ange
gebene reduziert. Das so reduzierte Problem, eine Randwertaufgabe, 
wird dann vermittelst einer Greenschen Funktion auf eine Integral
gleichung zweiter Art zurückgeführt und vermittelst dieser gezeigt, 
daß es zum mindesten ein Lösungssystem mit allen gewünschten 
Eigenschaften gibt. Plemelj setzt den von Hilbert für n = 2 ein
geschiagenen Weg fort unter Umgehung der Greensehen Funktion, 
wobei er für das allgemeine Riemannsche Problem eine verhältnismäßig 
einfache Lösung erhält. Nach Durchführung des Existenzbeweises 
zeigt Pleme1J speziell die Existenz eines primitiven Fundamentalsystems 
von Lösungen !Ol) 

Y IJ) - [v(f) Y(;) VI"] f" . - 1 2 - L 1 , s,···.L;;' ur J - , , .•. , n, 
für welches die Funktionen y~) in der ganzen Ebene außerhalb der 
vorgegebenen singulären Stellen allenthalben analytisch sind und eine 
von Null verschiedene Determinante ergeben, während diA ganzen 
Zahlen, welche in den Wurzeln der determinierenden Gleichungen 
auftreten und zunächst noch unbestimmt sind, in allen singulären 

p. 15-20, 340-343; Schlesinger, Bemerkungen zum Kontinuitätsbeweise für die 
Lösbarkeit des Riemannschen Problems. Ebd., p. 21-25. 

199) Hilberl, Grundzüge einer Theorie der linearen Integralgleichungen. 
(Dritte Mitteilung.) Gött. Nachr. 1905, p.307-338. 

200) Pleme7j, Riemannsche Formenscharen mit gegebener Monodromie
gruppe. Monatsh. für Math. und Phys. (1908), p. 211-246. 

201) a. a. 0., p. 237 u. f. 
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Punkten mit Ausnahme eines einzigen willkürlich fixiert sind.202) Für 
die zu diesem letzteren gehörige determinierende Gleichung hat man 
jedoch nicht mehr in jedem Falle die Möglichkeit, eine ihrer Wur
zeln unter Festhaltung aller zu den anderen singulären Punkten ge
hörigen Wurzeln um eine ganze Zahl zu vermehren und eine andere 
um dieselbe zu vermindern. Durch das so gewonnene primitive 
Fundamentalsystem ist jede Lösung, für welche die Wurzeln der 
determinierenden Gleichungen nirgends unter die entsprechenden des 
primitiven Fundamentalsystems heruntergehen, und die sonst überall 
analytisch ist, linear mit ganzen rationalen Koeffizienten darstellbar; 
speziell folgt daraus, daß das primitive Fundamentalsystem einem 
schlechthin kanonischen Differentialsystem ohne Nebenpunkte genügt, 
wodurch das Riemannsche Problem in der von Schlesinger gegebenen For
mulierung seinem ganzen Umfang nach gelöst ist. Den Fall, daß man 
statt der schlichten Ebene eine Riemannsche Fläche zugrunde legt, führt 
Plemelj durch einen Kunstgriff auf den behandelten zurück 203), so daß auch 
die in Nr. 11 besprochenen Ritterschen Untersuchungen auf feste Grund
lage gestellt sind. Von hier aus geht auch eine Brücke zu den Prymschen 
Funktionen n ter Ordnung 204), welche in denjenigenFunktionssystemen ent
halten sind, die auf einer gegebenen Riemannschen Fläche aus den 
Riemannschen Funktionssystemen durch Integration hervorgehen; vgl. 
hierzu das in Nr.16, a) zu besprechende Fuchssche Umkehrproblem. Die 
Prymschen Funktionen erleiden an den Querschnitten der Fläche inho
mogene lineare Substitutionen, die von Prym und Rost derartig vor
gegeben werden, daß die Funktionen durch die Grenz- und Unstetig
keitsbedingungen in stets erfüllbarer Weise eindeutig festgelegt sind. 
Der Existenzbeweis ist unabhängig von der Differentialgleichung ver
mittelst der von Prym und Rost erweiterten Methode des alternieren
den Verfahrens (vgl. das Ref. 11 B 4 (Fricke), N r. 14) durchführbar und 
liefert so einen neuen Beweis der Lösbarkeit des Riemannschen Problems, 
allerdings unter beschränkenden Voraussetzungen, die zum Teile noch 

202) a. a. 0., p. 241; vgl. hierzu Fuchs, Uber die Relationen, welche die zwi· 
sehen je zwei singulären Punkten erstreckten Integrale mit den Koeffizienten der 
Fundamentalsubstitutionen verbinden. Berlin. Ber. 1892, Ges. W. 3, p. 146-149; 
Uber lineare Differentialgleichungen, welche von Parametern unabhängige Sub
stitutionsgruppen besitzen. Berlin. Ber. 1893, Gas. W. 3, p. 175; Heffter, Uber 
gemeinsame Vielfache linearer Differentialausdrücke. J. f. Math. 116, p. 157-166; 
vgl. auch die oben 198) zitierten Noten von Plemelj und Schlesinger, ferner Schle
singer, J. f. Math. 141, p. 119-1l34. 

203) Plemelj, a. a.O., Deutsche Math.-Ver. 18, p. 20. 
204) Prym-Rost, Theorie der Prymschen Funktionen erster Ordnung, Teub

ner 1911, Vorwort. 
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enger sind als diejenigen, welche beim Beweis mittels der Poincare
schen Zetareihen zu machen sind. 

d) Verallgemeinerungen durch Birkhof(. Während das Riemannsche 
Problem in seiner klassischen Form sich auf Differentialgleichungen 
beschränkt (vgl. jedoch Broden l94», welche nur singuläre Stellen der 
Bestimmtheit besitzen, stellt Birkhoff sich die Aufgabe 205), ein System 
von n linearen Differeutialgleichungen der ersten Ordnung mit vor
geschriebenen singulären Stellen all ... , am , am +1 = 00 je vom Range 
qll q2 ... qm+l (vgl. Nr. S) zu bestimmen, wenn die Monodromiegruppe 
gegeben ist und ferner für jede singuläre Stelle die sog. charakte
ristischen Konstanten vorgegeben sind. Dabei werden nach Birkhoff 
die n(qm+l + 1) Koeffizienten der n Funktionen g(x) in (23), welche 
Polynome vom Grade qm+l sind, die n Exponenten f! sowie die 
n(n - l)qm+l Transformationskonstanten, welche in den Beziehungen 
zwischen den Integralen, die in benachbarten Sektoren durch dieselben 
Normalreihen dargestellt werden, auftreten, die zum Punkte 00 gehörigen 
charakteristischen Konstanten genannt. Bei der Behandlung dieses ver
allgemeinerten Theorems gibt Birkhoff zugleich einen neuen Beweis für 
die Lösbarkeit des gewöhnlichen Riemannschen Problems, bei dem er 
in der einen Fassung die Integralgleichungen durch direkte Anwendung 
sukzessiver Approximationen umgeht und auch sonst mannigfache Ver
einfachungen einführt. 206) 

Bezüglich der Anwendungen des Riemannschen Problems sei zu
nächst auf den Schluß von Nr. 8 hingewiesen. Ferner gewinnt 
Schlesinger 207) aus dem Riemannschen Problem den folgenden Satz: 
Die Lösungen einer beliebigen linearen Differentialgleichung n tor Ord
nung mit eindeutigen Koeffizienten und einer endlichen Anzahl singulärer 
Stellen, die also singuläre Stellen der Unbestimmtheit sein können, 
lassen sich durch die Integrale einer Differentialgleichung des Fuchsschen 
Typus und deren n - 1 erste Ableitungen linear mit eindeutigen 
Koeffizienten darstellen. Auf eine weitere Anwendung werden wir in 
der folgenden Nummer zu sprechen kommen. 

IS. Algebraisch integrierbare Differentialgeichungen. (V gl. für 
das Folgende das Ref. I B 3f (Wiman), speziell Nr. 2-8; ferner das 

205) Birkhoff, Singular points of ordinary linear differential equations. 
Trans. of Am. Math. Soc. 10, p. 469f.; The generalized Riemann problem. Proc. 
of Am. Ac. of arts and sciences 49 Nr. 9 (1913), p. 521f. 

206) In einer anderen Arbeit: A theorem on matrices of analytic fonc
tions, Math. Ann. 74, p. 122 gibt Birkhoff einen Beweis, der auf das engste mit 
dem von Hilbert und Plemelj gegebenen verwandt ist. 

207) Schlesinger, Über einen allgemeinen Satz aus der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen. J. f. Math. 124, p. 47-68. 
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Ref. I B 2 (Meyer), NI'. 5, sowie das Ref. TI B 4 (Fricke), NI'. 3. Speziell 
finden sich alle auf die enillichen Gruppen bezüglichen Fragen in dem 
Ref. Wiman behandelt, das also als Ergänzung zu dem folgenden 
unbedingt heranzuziehen ist.) Damit eine lineare Differentialgleichung 
des Fuchsschen Typus algebraisch integrierbar sei, d. h. lauter algebra
ische Integrale besitze, ist notwendig und hinreichend, daß ihre Mo
nodromiegruppe eine endliche sei. Umgekehrt folgt aus dem gelösten 
Riemannschen Probleme 195), daß man zu jeder vorgegebenen endlichen 
Monodromiegruppe mit entsprechend vorgegebenen singulären Stellen 
beliebig viele dazugehörige Differentialgleichungen angeben kann, welche 
algebraisch integrierbar sind. Es entstehen nun die beiden Fragen 

a) alle algebraisch integrierbaren Differentialgleichungen einer ge
gebenen Ordnung aufzustellen, 

b) zu entscheiden, ob eine vorgelegte Differentialgleichung algebraisch 
integrierbar ist, bezüglich die etwa auftretenden akzessorische Parameter 
entsprechend zu bestimmen. 

Es empfiehlt sich dabei, statt der gewöhnlichen homogenen Mono
dromiegruppe die projektive Monodromiegruppe einzuführen, da nach 
Entscheidung der Frage, wann das Verhältnis je zweier Integrale 
algebraisch ist, die andere sich auch unschwer beantworten läßt. 

Bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist daher a) äquivalent 
mit der A.ufgabe, alle in Betracht kommenden Fundamentalbereiche 
zu bestimmen, welche nach endlicher Wiederholung die Kugel ein 
oder mehrere Male vollständig überdecken. 

Die einfachsten algebraisch integrierbaren Fälle erhält man, 
wenn ln 

(45a) N'-l 
['1]]. = 2N2 Z2 

für Nirgendeine ganze Zahl gesetzt wird (zyklische Gruppe), oder 
wenn In 

111 
v'-l v 2_1 V2+V"2-V"2- 1 

(45b) [ ] 1 + 2 + 1 2 S 
'I]'=2V1 2(Z-1)2 2v.·z2 2(z-1)z 

entsprechend 

der Diedergruppe V 1 = 2, 
der Tetraedergruppe Vi = 2, 
der Oktaedergruppe 1'1 = 2, 
der Ikosaedergruppe VI = 2, 

gewählt wird. 

V 2 = 2, 
V 2 = 3, 
V 2 = 3, 
V 2 = 3, 

Va = beliebige ganze Zahl, 
Va = 3, 
vs =4, 
Vs = 5. 

Die Differentialgleichung (45 b) entspricht der hypergeometrischen 
Differentialgleichung (NI'. 18), die angegebenen Werte systeme für die 
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Größen v erschöpfen nach H. A. Schwarz 137) alle Fälle, in denen (45 b) der
art algebraisch integrierbar ist, daß die 1] Kugel gerade einmal bei den 
symmetrischen Wiederholungen (vgl. das Ref.II Bi (Osgood) Nr. 20 u. 21) 
des Kreisbogendreiecks überdeckt wird, das der positiven Halbebene der 
z entspricht, so daß also z eine rationale Funktion von 1] wird. (V gl. 
die Ref. I B 2, (Meyer) , p. 336f., I B 3 (Wiman) Nr. 2 und II B 4 
(Fricke) Nr. 3 und 4.) 

Man erhält nun nach Klein 208) alle Differentialgleichungen der 
Form (40), welche algebraisch integrierbar sind, wenn man in einer 
der durch (45 a) oder (45 b) dargestellten, eben besprochenen fünf Diffe
rentialgleichungen vermittelst der Identität 

(46) (dZ)! [1]]., = [1]]. dx + [z]", 

statt z irgendeine rationale Funktion Rex) von x einführt. 

Weit komplizierter liegen die Verhältnisse bei Differentialglei
chungen von höherer als der zweiten Ordnung. Jordan war der erste, 
der einen allgemeinen Ansatz zur Aufstellung der endlichen linearen 
Substitutionsgruppen bei beliebiger Variabelnanzahl lieferte, wie im 
Ref. I B 3f. (Wiman), Nr.5 näher ausgeführt wurde. In Ergänzung 
davon seien hier nur die auf die Bestimmung der endlichen linearen 
Substitutionsgruppen bezüglichen Arbeiten von Blichfelt 209) erwähnt. 

Auf Grund der bekannten endlichen ternären Gruppen kann man 
dann nach Painleve210) zur Bestimmung aller algebraisch integrier
baren Differentialgleichungen dritter Ordnung mit rationalen Koeffizien
ten eine dem oben angegebenen, von Klein herrührenden Verfahren ana
loge Methode anwenden, nachdem der Schwarzsehe Differentialausdruck 
entsprechend für Differentialgleichungen dritter Ordnung verallgemeinert 
ist. Eine vollständige Durchführung der betreffenden Einzelrechnungen 
gibt Boulanger 211) speziell für die nach Jordan so genannte Hessesehe 
Gruppe (vgl. das Ref. I B 3f. (Wiman), Nr.5). 

208) Vgl. das Ref. I B 2 (Meye1'), p. 338, speziell Anm. 101 und das Rer. 
I B 3f. (Wiman), p. 527, Anm. 17. 

209) Blichfelt, On the order of linear homogeneous groups. Trans. Amer. 
M. S. 7 (1907), p.523-529, The finite discontinuous primitive groups of collineations 
in four variables. Math. Ann. 60 (1905), p. 204-231, the finite u. s. f. in three 
variables. Math. Ann. 63 (1907), p. 552-572. 

210) Painleve, Sur les equations differentielles Iineaires du troisieme ordre. 
Paris C. R. 104 (1887), p. 1829-1832, C. R. 105, p. 58-61. 

211) M. Boulanger, Equations differentielles lineaires integrables algebri
quement. J. de l'Ec. Pol. (2) 4 (1898), p. 1-122. 
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Allgemein ist eine Differentialgleichung des Fuchssehen Typus, 
deren determinierende Gleichungen nur rationale Wurzeln besitzen, 
algebraisch integrierbar, wenn zwischen den Elementen eines dazu
gehörigen Fundamentalsystems n - 2 homogene Relationen mit kon
stanten Koeffizienten bestehen 212), sofern nicht die dadurch im n - 1 
dimensionalen Raume dargestellte Kurve mit der rationalen Normal
kurve dieses Raumes zusammenfällt. Weitere Ausführungen über den 
Einfluß derartiger Relationen und über den Zusammenhang mit den 
Differentialinvarianten finden sich in dem Ref. II A 4 b (Vessiot), p. 291 
bis 292, besonders aber in dem entsprechenden Ref. der Enc. des sc. 
math. II 16 Nr. 4:2. 

Ferner sei noch erwähnt, daß nach Loewy213) zur algebraischen 
Integrierbarkeit einer linearen Differentialgleichung ausreicht, daß sie 
vollständig reduzibel sei (vgl. Nr. 10), und daß jeder ihrer irreduzibeln 
Bestandteile ein algebraisches Integral hat. Umgekehrt ist jede alge
braisch integrierbare lineare Differentialgleichung vollständig reduzibel. 

Indem wir uns jetzt zu den Problemen b) wenden, besprechen 
wir zunächst die Frage, wie man durch eine beschränkte Anzahl von 
Versuchen entscheiden kann, ob eine vorgelegte lineare Differential
gleichung rationale Funktionen als Integrale besitzt. Die Aufgabe 
wurde in systematischer Weise von Liouville 214) erledigt. Es ergeben 
nämlich die zu den singulären Stellen der Bestimmtheit gehörigen 

212) Der Satz wurde zuerst für Differentialgleichungen dritter Ordnung von 
Fuchs bewiesen, V gl. Fuchs, Über lineare homogene Differentialgleichungen, 
zwischen deren Integralen homogene Relationen höheren als ersten Grades be
stehen, Berlin. Ber. 1882, p. 703-710, Acta math. 1 (1882), p. 321-362, Ges. 
W. 2, p. 289-298 u. 299-339; Schlesinger, Über lineare Differentialgleichungen 
vierter Ordnung u. 8. f. (Diss. Berlin 1887) beweist den Satz für Differentialglei
chungen vierter Ordnung, einen allgemeinen Beweis gibt Wallenberg, Anwendung 
der Theorie der Differentialinvarianten auf die Untersuchung der algebraischen 
Integrierbarkeit. J. f. Math. 113 (1894), p. 1-41; vgl. auch Vukicevic, Die Invari
anten der linearen Differentialgleichungen n ter Ordnung. Berlin. Diss. 1894 und 
Fano, Über lineare homogene Differentialgleichungen mit algebraischen Relatio
nen zwischen den Fundamentallösungen. Math. Ann. 53 (1900), p.493-590. 

213) Vgl. die in 157) zitierte Arbeit von Loewy, p. 583, sowie die in 151) 
zitierte Arbeit desselben, p. 108. 

214) Liouville, Sm 1a determination des integrales dont la valeur est alge
brique. J. de l'Ec. Pol. 22, p. 15H.; vgl. auch Imschenetzky, Methode zur Auf
findung rationaler Integrale. Petersb. Abh. 55 (1887), p. 1-55, 56 (1888); ferner 
Heffte,', Über Rekursionsformeln der Integrale linearer homogener Differential
gleichungen. J. f. Math. 106, p. 275; dazu Fuchs, ebd., p.283-284; ferner 
Perron, Über lineare Differenzen- und Differentialgleichungen. Math. Ann. 66, 
p. 479. 
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determinierenden Gleichungen sowie die entsprechenden Ansätze an 
den anderen singulären Stellen für die Grade der in Zähler und Nen
ner der gesuchten Funktion auftretenden Polynome obere Schranken, 
so daß man nur über die Auflösbarkeit des die Koeffizienten der 
Polynome bestimmenden Gleichungssystems zu entscheiden hat. In 
entsprechender Weise kann man durch eine beschränkte Anzahl al
gebraischer Operationen entscheiden, ob eine gegebene Differential
gleichung ein Integral besitzt, dessen logarithmische Ableitung ratio
nal ist, spezieller ein Integral, das gleich einer Wurzel aus einer 
rationalen Funktion ist. Sind in der Differentialgleichung Parameter 
unbestimmt, so kommt man durch die Forderung polynomischer Lö
sungen auf die im Ref. II A 7a (Bocher), Nr. 6 besprochenen Pro
bleme, die durch Heranziehung der den Quotienten 'YJ zweier Partiku
larlösungen entsprechenden Fundamentalbereiche wenigstens in den 
einfacheren Fällen eine besonders anschauliche Behandlung gestatten.915) 

Weit schwieriger ist die Entscheidung, ob das allgemeine Integral 
einer vorgegebenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(47) y" + q(x)y = 0 
algebraisch ist. Auch diese Aufgabe wurde von LiouvilleU6) in An
griff genommen, doch drang dieser nicht so weit vor, um durch eine 
beschränkte Anzahl von Schritten eine Entscheidung in jedem Falle 
treffen zu können. Nach einem verfehlten diesbezüglichen Ver
suche von Pipin 217) führte Fuchs 218) das Problem durch. Er geht 
von der Tatsache aus, daß die niedrigste Primform, das ist eine aus 
zwei Integralen der gegebenen Differentialgleichung gebildete Form, 
welche gleich einer W ul"zel aus einer rationalen Funktion von x ist 
(vgl. das Ref. I B 2 (Meyer), p. 338 und das Ref. I B 3f (Wiman), 
Nr· 4, p. 527), höchstens vom Grade 12 sein kann, also einer linearen 
Differentialgleichung A. von höchstens 13 tem Grade genügt. Man hat 

215) Klein, Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen zweiter Ord
nung (1894), p. 190-256. 

216) Liouville, Memoire sur l'integra.tion d'une classe d'equations differen
tielles en quantites :6.nies explicites. J. de Math. (1) IV (1839), p. 433. 

217) Pipi-n, Memoire sur l'integration sous forme finie da l'equation diffe
rentielle du second ordre. Ann. di mat. (1) 5 (1863), p. 185-224; vgl. hierzu 
Fuchs, Sur les equations differentielles. Paris C. R. 82 (1876), p. 1494-1497, 
Ges. W. 2, p. 67-71. 

218) Fuchs, tJber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche 
algebra.ische Integrale besitzen. Gött. Nachr. 1875, J. f. Math. 81 (1876), p. 97 -142 
und 85 (1878), p. 1-25. Ges. W. 2, p.1-62 und 115-144. Vgl. auch die 
Darstellung bei Schlesinger, Handbuch II, 2, p. 118-162, wo die Untersuchungen 
von Fuchs und Klein in Wechselbeziehung gesetzt sind. 
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also zunächst zu entscheiden, ob diese Differentialgleichung A durch 
die Wurzel aus einer rationalen Funktion integrierbar ist, wobei 
jedoch die allgemeine Aufstellung dieser Differentialgleichung A noch 
umgangen werden kann. Ist dann die Form von höherem als dem 
zweiten Grade und nicht die Potenz einer solchen, so sind die Integrale 
von (47) algebraische Funktionen, ist die Form vom ersten Grade, so 
besitzt (47) die Wurzel aus einer rationalen Funktion als Integral. 
Der Fall, daß die Form vom zweiten Grade ist, erfordert hingegen 
eine von Fuchs angegebene Spezialuntersuchung. Zu einer wesent
lich verschiedenen Methode 219) kommt man durch Heranziehung der 
Gleichungen (45) und (46). Bildet man nämlich von der gegebenen 
Differentialgleichung (47) ausgehend die Differentialgleichung (40), 
so entsteht die Aufgabe zu entscheiden, ob man R(x) so bestimmen 
kann, daß eine der Differentialgleichungen (45) nach Einführung von 
R(x) statt s mit der eben gebildeten Differentialgleichung identisch 
wird. Eine Begrenzung des Grades von R(x) ergibt sich sofort aus 
den singulären Stellen und den notwendigerweise rationalen Wurzeln 
der dazugehörigen determinierenden Gleichungen. Eine vollständige 
Durchführung findet sich bei Klein für den Ikosaederfall. Entsprechende 
Ansätze für Differentialgleichungen dritter Ordnung in Verallge
meinerung der von Fuchs und Klein entwickelten Verfahren gibt 
Painleve. 2110) Eine neue Methode gewinnt derselbe durch Heranziehen 

der Differentialgleichung für die Funktion u = i, welche ebenfalls eine 
y 

algebraische Funktion sein muß. Nach Bestimmung einer oberen Schranke 
für den Grad der die letztere Funktion bestimmenden algebraischen 
Gleichung auf Grund der bekannten endlichen ternären Gruppen ist 
danu noch der Grad der Koeffizienten, welche Polynome in x sind, 
zu beschränken, was man nach Painleve ebenfalls kann. Eine weitere 
Durchführung dieser verschiedenen Methoden für Differentialgleichungen 
dritter Ordnung findet sich bei Boulanger.211) 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daß nach Poincare221) die Abelschen 
Integrale von algebraischen Funktionen, die linearen Differential
gleichungen gegebener Ordnung mit rationalen Koeffizienten genügen, 
bemerkenswerte Eigenschaften haben. 

219) Klein, Über lineare Differentialgleichungen, Math. Ann. 12 (1877), 
p. 16.7-180. 

220) Vgl. die in 210 und 211 zitierten Arbeiten. Diesbezügliche Ansätze 
finden sich auch bei Klein, Vorlesungen a. a. 0., p. 187f. 

221) Poincare, Sur l'integration algebrique des equations lineaires. C. R. 
97 (1883), p. 984-985, p. 1189-1191. J. de Math. (5) 9 (1903), p. 139-212. 
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16. Umkehrprobleme. a) Das Fuchssehe Umkehrproblem. Fuchs 
stellte sich allgemein die Aufgabe, für die Lösungen linearer Diffe
rentialgleichungen des Fuchsschen Typus eine zur klassischen Theorie 
der algebraischen Funktionen analoge Theorie aufzubauen. Zu diesem 
Zweck untersuchte er zunächst die zwischen zwei singulären Stellen 
genommenen Integrale von Lösungen einer Differentialgleichung, diese 
Integrale entsprechen direkt den Periodizitätsmoduln der Abelschen 
Integrale. Schon Abel und Jacobi 222) hatten für lineare Differential
gleichungen den Satz von der Vertauschung des Parameters und Ar
guments aus der Theorie der Abelschen Integrale übertragen, waren 
jedoch am weiteren Vordringen durch den Mangel an näherer Kennt
nis des analytischen Charakters der Lösungen linearer Differential
gleichungen in der Nachbarschaft der singulären Stellen gehindert 
worden. 1874 machte sich Fuchs i2S) daran, die Jacobischen Resultate 
zu präzisiere~, und leitete aus diesen für die zwischen je zwei sin
gulären Stellen erstreckten Integrale der IJösungen Relationen her, 
welche das Analogon zu den Legendreschen bzw. Weierstraßschen Rela
tionen für die Periodizitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale 
bilden, die nach Weierstraß ebenfalls aus dem Vertauschungssatze von 
Parameter und Argument fließen. Im Anschluß an Untersuchungen 
von Schlesinger, auf welche in Nr. 22 zurückgekommen wird, unterzog 
Rirsch 224) die Relationen, welche für die zwischen zwei singulären 
Stellen genommenen Integrale bestehen, einer neuen Untersuchung 
und leitete unter der Voraussetzung, daß die Substitutionen der Mono
dromiegruppe eine definite Rerrnitesche Form in sich überführen, 
eine Ungleichung für die reellen und imaginären Bestandteile der In
tegrale her, welche den Rientannschen Ungleichungen bei den Abel
sehen Integralen entspricht. 

In Anschluß an seine oben erwähnten Untersuchungen stellt sich 

222) Abel, Sur une propriete remarquable d'une classe tres etendue de fonc
tions transcendantes. Ges. W. 2, p. 54f.; Jacobi, "Ober die Vertauschung von Para
meter und Argument. J. f. Math. 82 (1846), p.185f., Ges. W. 2 (1882), p.121-134. 

228) Fuchs, tJber Relationen, welche für die zwischen je zwei singulären 
Punkten erstreckten Integrale der Lösungen linearer Differentialgleichungen statt
finden. J. f. Math. 76 (1874), p.177-213; Ges. W. 1, p. 415-455; Berlin Ber.1892; 
Ges. W. 2, p. 141-158; ferner "Ober zwei Arbeiten Abels und die sich an
schließenden Untersuchungen, Acta math. 26 (1902), p. 819-882; Ges. W. 3, 
p. 361-373. Eine tJbertragung dieser Untersuchungen auf lineare Differential
systeme findet sich bei Hronyecs, Herleitung der Fuchsschen Periodenrelationen. 
Dissertation, Gießen 1912. 

224) Hirsch, "Ober bilineare Relationen zwischen den Perioden der Integrale 
reziproker Formenscharen. Math. Ann. 54 (1900), p. 202-822. 
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Fuchs 225) die Aufgabe, alle linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung des Fuehsschen Typus zu bestimmen, welche auf ein zu dem 
für Abelsche Integrale geltenden analoges Umkehrproblem führen, 
welche also ein derartiges Fundamentalsystem ft (z), h(Z) besitzen, 
daß, wenn 

1:1. $'2 Z1 Z!l 

(48) U1 .[r1(z)dz + jr1(z)dz, U2 !f2(z)dz + !f2(z)dz 
01 Ö. 01 0. 

ist, die symmetrischen Funktionen von Zl und Z2 eindeutige Funk
tionen der unabhängigen Veränderlichen u1 und U2 werden; 01 und 
02 sind dabei beliebige Konstanten. Es sei hier auf den oben er
wähnten nahen Zusammenhang dieser Fragestellung mit den Prymschen 
Funktionen hingewiesen (vgl. Nr.l4:c). Als erste notwendige Bedingung 
findet Fuchs, daß die unabhängige Veränderliche Xi der linearen Diffe
rentialgleichung eine ein- oder zweideutige Funktion des Quotienten 

~~:~ ist. Neben diese Bedingung, welche im wesentlichen auf das in 
b) zu besprechende Umkehrproblem führt, treten noch andere, aus 
denen folgt, daß die in Betracht kommenden Differentialgleichungen 
höchstens sechs singuläre Stellen besitzen dürfen, so daß man alle 
für das Fuchssehe Umkehrproblem in Betracht kommenden und das 
Verlangte wirklich leistenden Differentialgleichungen zweiter Ord
nung des Fuchsschen Typus explizit angeben kann.226) Die letzten 
beiden oben 225) zitierten Arbeiten von Fuchs beschäftigen sich mit 
Differentialgleichungen, deren Koeffizienten einem gegebenen algebrai
schen Gebilde angehören, doch gibt es auch hier nur außerordentlich 
beschränkte Fälle. Ob man durch Heranziehung irgendwelcher spe
zieller zu einer Familie gehöriger Funktionssysteme zu umfassenderen 
Resultaten kommt, kann erst die Zukunft aufdecken. 

b) Das auf die eindeutigen linear automorphen Funktionen führende 

225) Fuchs, Über eine Klasse von Funktionen mehrerer Variabeln. Gött. 
Nachr. 1880, p. 170-176; J. f. Math. 89, p. 151-169; Paris C. R. 90, p. 678-680; 
Gött. Nachr. 1880, p. 445-453; J. f. Math. 90 (1881), p. 71-73; BuH. sc. math. et astr. 
2 A 4, p. 328-336; Gött. Abhandl. 27 (1881), p.1-39; Paris C. R. 92, p.1330-1331; 
Ges. W. 2, p.185-280; ferner Berlin. Ber.1883, p. 507-516; Ges. W. 2, p. 341-350; 
tJber eine Klasse linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung. J. f. Math. 
100, p.189-200; Ges. W. 2 (1887), p. 427-439; tJber die Umkehrung von Funk
tionen zweier Veränderlicher. Berlin. Ber. 1887, p. 99-108; Ges. W. 2, p.441-452. 

226) V gl. neben den zitierten Arbeiten von Fuchs noch Lühn, tJber Funktionen, 
von zwei Variabeln, welche durch elliptische Funktionen dargestellt werden können. 
Diss. Heidelberg 1881; R. Lohnstein, tJber lineare Differentialgleichungen zweiter 
Drdnung. Diss. Berlin 1890; Kempinski, tJber Fuchssche Funktionen zweie-r 
Varia.beln. Math. Ann. 47 (1896), p. 573-578. 
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Umkehr problem stellt sich die Aufgabe, Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung auzugeben, für welche die unabhängige Veränderliche x der 
Differentialgleichung eine eindeutige Funktion des Quotienten zweier Par
tikularlösungen der Differentialgleichung ist. Die im Ref. Il B 4 (Fricke), 
N r. 36 besprochenen Fundamentaltheoreme zeigen die Existenz eindeutig 
umkehrbarer polymorpher Funktionen auf gegebenen Riemannschen 
Flächen; die Existenzbeweise werden unabhängig von der Differential
gleichung geführt, welche sich erst nachträglich ergibt (vgl. das Ref. 
Il B 4 (Fricke), Nr. 32 und (über die historische Entwicklung) Nr. 2-4: 
u. 36). Geht man nmgekehrt von der Differentialgleichung aus, so 
gestaltet sich die Sache im Falle algebraischer Koeffizierten so: Die For
derung, daß x eine eindeutige Funktion von 1] sei, ist äquivalent damit, 
daß die Gesamtheit der Fundamentalbereiche auf der 1]-Kugel, welche 
aus irgendeinem von ihnen durch die Substitutionen der projektiven 
Monodromiegruppe hervorgehen, die Kugel nirgends mehrfach über
deckt. Es darf daher in den Ecken der Fundamentalbereiche kein 
Windungspunkt auftreten, weshalb die Differenzen der zwei Wurzeln 
der zu jedem singulären Punkt gehörigen determinierenden Gleichung 
reziproke ganze Zahlen oder Null sein müssen; als singuläre Stellen 
kommen dabei überhaupt nur solche der Bestimmtheit in Betracht. Doch 
sind diese Bedingungen keineswegs im allgemeinen hinreichend, da der 
einzelne Fundamentalbereich oder auch die Gesamtheit derselben sich 
um Punkte herum winden können, die von keinem der Fundamental
bereiche erreicht werden. Um etwas Derartiges auszuschließen, muß 
man nach Vorgabe der singulären Stellen und der Wurzeln der 
determinierenden Gleichungen, welche den obigen Bedingungen ent
sprechen müssen, noch die übrigbleibenden akzessorischen Parameter 
durch geeignete transzendente Bedingungsgleichungen festlegen. Um 
einen konkreten Fall zu haben, wollen wir das Grenzkreistheorem 
(Il B 4, Nr. 36) für den Fall p = 0, also für den Fall rationaler 
Koeffizienten der Differentialgleichung kurz besprechen. Beim Grenz
kreistheorem müssen die Substitutionen der projektiven Monodromie
gruppe einen Kreis auf der 1]-Kugel in sich überführen. Bei der von 
H. A. Schwarz diesbezüglich untersuchten hypergeometrischen Differen
tialgleichung ist dieses von selbst der Fall (vgl. Nr. 9 des vorliegenden 
Ref., besonders aber das Ref. Il B 4 (Fricke), Nr. 2-4). Im allgemeinen 
Falle aber liefert diese Forderung für die reellen und imaginären Bestand
teile der akzessorischen Parameter eine entsprechende Anzahl transzenden -
ter Gleichungen, so daß die Aufgabe entsteht nachzuweisen, daß diese Glei
chungen gemeinsame Lösungssysteme besitzen, und dann ein Lösungs
system durch charakteristische Eigenschaften von den andern zu isolieren. 
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Zum Beweise des Grenzkreistheorems als solchen bedarf es speziell des 
Nachweises, daß es ein Lösungssystem der transzendenten Gleichungen 
gibt, für welches der dazugehörige Fundamentalbereich den oben er
wähnten Kreis auf der 'IJ Kugel nirgends überschreitet. Durch diese 
Forderung sind die akzessorischen Parameter in eindeutiger Weise 
festgelegt. Damit ist das Grenzkreistheorem naturgemäß in eine andere 
Problemstellung eingereiht, welche darauf ausgeht, nach Vorgabe der 
singulären Stellen der Differentialgleichung und der Wurzeln der dazu
gehörigen determinierenden Gleichungen die akzessorischen Parameter 
durch Eigenschaften des Fundamentalbereichs in womöglich eindeutiger 
Weise festzulegen, d. h. wie eben erwähnt, die Lösungssysteme der 
transzendenten Gleichungen durch weitere charakteristische, nur durch 
Ungleichheitsbedingungen ausdrückbare Eigenschaften der Fundamental
bereiche zu isolieren und in ihrer Gesamtheit zu diskutieren. Diese 
Frage ist es, die Klein in seinen Vorlesungen in den Vordergrund 
gestellt hat. Sie ist bis jetzt nur in den einfachsten Fällen beant
wortet, auf die wir jetzt eingehen wollen, doch geben diese Spezial
fälle schon ein ziemlich anschauliches Bild {"ör die Verhältnisse, 
welche in komplizierteren Fällen herrschen. 

17. Festlegung der akzessori,chen Parameter durch Eigen
schaften des FundamentaJ.bereiches. Wir betrachten zunächst die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(49) d,Jy + (1 - IX + 1- ~ + 1 -") dy + Ax + B _ 0 
dx l x-a x-b x-c dx (x-a)(x-b)(x-c)Y - , 

in der a, b, c gegebene reelle Größen sind. Das gleiche gelte von 
den Größen Cl:, ß und r, die wir zwischen 0 und 1 annehmen wollen. 
Entsprechend zu Bocher (im Ref. TI A 7 a, p.456) bezeichnen wir 1 als 
die Stielijessche Grenze; wird diese von einer der Exponentendifferenzen 
(x, ß, r überschritten, so können in den folgenden Sätzen wesentliche 
Änderungen auftreten. Die ebenfalls vorgegebene reelle Größe A be
stimmt die Wurzeln der zu 00 gehörigen determinierenden Gleichung. 
Um im Reellen zu bleiben, setzt Klein 197) im Anschluß an Hilbert 928) 

die zu a gehörigen Fundamentallösungen in der Form an 

(50) Yo/J=~o(a;-a), Y,,/J= Ia;-al"~,,(a;-a), 

wobei ~o(a; - a) und ~,,(a; - a) Potenzreihen nach ganzen positiven 
Potenzen von (a; - a) bedeuten. Ganz entsprechend seien YOb, Y/' 

227) Klein, Bemerkungen zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. Math. Ann. 64 (1907), p.175-196. 

228) Hilbert, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der Integralgleichungen 
6. Mitt. Gött. Nachr. 1910, p. 58. 
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YOC, Y/, die zu bund c gehörigen Fundamentallösungen, ferner sei 
Yr/(b) = 1, Y/ in entsprechender Weise normiert. Die vier anderen 
Fundamentallösungen werden so normiert, daß 

(51) 

ist. 

yaa = Y/ - l1 YOb, Yoa = Y/ - 12 YOb, Y/ = Y/ - n1 YOb, 
Yoc = Y/ - n2 Yob 

Dabei sind auf Grund der obigen Festsetzung die Größen 1 und n 
reell. Dem Intervalle ab entspricht dann eine Seitenlänge fJJl' dem 
singulären Punlrte a eine Kantenlänge 1/J1 (vgl. Nr. 9), wobei 

(52) 

Gibt man sich für fJJ1 einen beliebigen reellen Wert vor 230) , so 
gibt es stets einen und nur einen dazugehörigen Parameterwert B, so 
daß in diesem Falle das Ziel, den Parameter durch eine Eigenschaft 
des Fundamentalbereichs festzulegen, in idealer Weise erreicht ist. 
Um die Verhältnisse bezüglich der Kantenlänge darzustellen, betrachten 
wir den speziellen Fall 231) 

(53) 1112 = n1n2 ; 

der Quotient 'Y} zweier Partiku1-arlösungen bildet dann die positive 
Halbebene der x auf ein Kreisbogenviereck ab, dessen Seiten auf ein 
und demselben Kreise senkrecht stehen. Es sei zunächst ..A positiv 
und die Winkelsumme im Viereck kleiner als 2%, dann kann man 
den akzessorischen Parameter B auf eine und nur eine Weise so be
stimmen 232) , daß das Kreisbogenviereck einen in diesem Falle stets 
reellen Orthogonalkreis besitzt und daß die Seite, welche dem Inter
valle ab bzw. bc entspricht, diesen Kreis eine gegebene ungerade 
Anzahl mal schneidet oder daß die beiden Seiten den Orthogonalkreis 
gar nicht treffen. Der letztere Fall heißt nach Klein das Grund
theorem, er entspricht dem Hauptkreistheoreme, wenn die Winkel des 

Kreisbogenvierecks die Form ; haben, wobei k irgendwelche ganze 

229) Hilb, Über Kleinsche Theoreme in der Theorie der linearen Differential
gleichungen. Math. Ann. 66 (1908), p. 215-257, 68 (1910), p. 24-74, im folgen
den mit I u. II bezeichnet; ferner Neue Entwicklungen über lineare Differential
gleichungen. Gött. Nachr. 1908 u. 1909. V gl. speziell I, p. 223, wobei aber in 

i 
Formel (13) 0 durch 2 ersetzt wurde; ferner II, p. 28-30. 

230) Klein, Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen 1894, p. 379f.; 
emer I, p. 241-246, II, p. 55. 

231) Klein, Math. Ann., a. a. 0., p. 189. 
232) I, p. 249 f. 
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Zahlen sind (vgl. Nr. 16). Analog gibt es stets Werte von B, für 
welche (53) erfüllt ist und für welche eine der beiden Kreisbogen
seiten den Orthogonalkreis eine gerade Anzahl mal trifft, doch kann 
man in diesem Fall nur aussagen, daß zu einer vorgegebenen geraden 
Anzahl von Schnitten eine ungerade Anzahl von Lösungen B der 
Gleichlmg (53) existiert. Um die Kreisbogenvierecke vollständig zu 
übersehen, muß man durch eine lineare Transformation nacheinander 
a, b nnd c in das Unendliche werfen. Dadurch erkennt man die 
Existenz dreier Typen von Differentialgleichungen. Bei dem ersten 
Typus, dem eben besprochenen, schneidet keine Seite des dem Grnnd
theoreme entsprechenden Kreisbogenvierecks den dabei stets reellen 
Orthogonalkreis; bei dem zweiten Typus schneiden für das Grund
theorem zwei benachbarte Kreisbogen den ebenfalls reellen Ortho
gonalkreis gerade einmal, beim dritten Typus ist für das Grund
theorem der Orthogonalkreis imaginär, und man kann es so einrichten, 
daß das entsprechende Kreisbogenviereck ein elementares sphärisches 
Viereck wird.233) Die andern Wurzeln B von (53) führen auf die 
Obertheoreme, bei denen der Unterschied zwischen den drei Typen 
vollständig verwischt ist. Der Orthogonalkreis ist für diese stets 
reell, zwei gegenüberliegende Seiten des Kreisbogenvierecks schneiden 
ihn gar nicht, die bei den andern Seiten eine gleiche Anzahl mal. 
Läßt man auch komplexe Werte von B zu, so erhält man durch die 
Forderung, daß die Substitutionen der projektiven Mouodromiegruppe 
einen Kreis auf der Kugel ungeändert lassen, zwei Gleichungen 234), 

und es treten neben jedes der erwähnten Obertheoreme unendlich viele 
neue, die sich ebenfalls geometrisch charakterisieren lassen. Beson
ders elementar gestalten sich für reelle Parameterwerte die Beweise, 
welche wesentlich auf den im Ref. II A 7 a (Bacher) besprochenen 
Oszillationstheoremen beruhen und mit den allereinfachsten Stetig
keitsbetrachtungen geführt werden können. Wesentlich komplizierter 
sind die Untersuchungen bei Zulassung komplexer singulärer Stellen 
und komplexer Parameterwerte, da dann das Oszillationstheorem ver
sagt und man ganz auf Kontinuitätsbetrachtungen angewiesen ist, die 
sich recht kompliziert gestalten. Daher ist es bis jetzt auch nur ge
lungen, das Grenzkreistheorem auf diesem Wege für den Fall p = 0 
unter Annahme beliebig vieler reeller singulärer Punkte zu beweisen 235) 

(vgl. das Ref. II B 4 (Frickel, p. 466), wobei man allerdings, wie schon 

233) I, p. 266 u. 257. 
234 l II, p. 36. 
236) II, p. 61-69. 

Encylllop. cl. math. Wissenseh. II 2. 36 
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bemerkt, nicht voraussetzen muß, daß die Wurzeln der zu den singu
lären Stellen gehörigen determinierenden Gleichungen reziproke ganze 
Zahlen sind. 

Um den Zusammenhang der Oszillationstheoreme mit dem Funda
mentaltheorem und das Wesen der dazugehörigen Obertheoreme noch 
weiter zu beleuchten, soll noch die Ableitung besprochen werden, 
welche Klein 236) für das "Kreisscheibentheorem" im Falle von sechs 
reellen singulären Punkten gibt. Es handelt sich dabei um folgende 
Aufgabe: Es seien eu e2 , ... , e6 reelle Größen, und zwar e. > ei + 11 ferner 

fex) = (x - e1) (x - el!) ... (x - e6 ), 

dann sind in der Differentialgleichung 

(54) 4f(x) ~~ + 2f'(x) :,; + 110f"(x)'lJ = (Ax2 + Bx + (J)'lJ 

die akzessorischen Parameter A, B, 0 als reelle Größen so zu be
stimmen, daß den doppelt durchlaufenen Strecken e1 ell , ese . ., e5 eS Voll
kreise in der '11-Ebene entsprechen. Dabei kann man es so einrichten, 
daß der diesen 3 Kreisen gemeinsame Orthogonalkreis, sofern er reell 
ist, durch die Achse der reellen Zahlen dargestellt wird. Um die Auf
gabe mit dem Oszillationstheorem zu verbinden, kann man ihr die 
äquivalente Formulierung geben, man soll die drei reellen Parameter 
so bestimmen, daß die drei Lösungen, welche in den Punkten e6 , e4 , ejl 
zu den Exponenten t gehören, in den Punkten e5 , es, e1 bezüglich zu 
den Exponenten 0 oder t gehören und im Inuern der drei Intervalle 
bezüglich eine vorgegebene Anzahl von Nullstelleu besitzen. Nach 
dem Referate II A 7 a (Bocher) , p. 453 sind durch diese Bedingungen 
die Parameter in eindeutiger Weise festgelegt, so daß man also für 
jeden der drei Kreise eine beliebige gerade oder ungerade Anzahl von 
ganzen tJberschlagungen vorschreiben kann. Für den Fall, daß die drei 
Kreise gerade einmal durchlaufen werden, liegen sie getrennt, und es 
existiert daher immer ein reeller Orthogonalkreis. Man erhält so das 
Grundtheorem. Bei den Obertheoremen können auch den dazwischen 
liegenden Intervallen sich mehrmals überschlagende Kreise entsprechen, 
die Anzahl dieser Uberschlagungen läßt sich aus den Ergänzungsrela
tionen berechnen (vgl. Nr. 9). Bei mehr als sechs singulären Stellen 
muß man in den neu hinzukommenden Intervallen für zwei Lösungen 
gleichzeitig Grenzbedingungen vorschreiben, was auf ungemein schwie
rige oszillationstheoretische Untersuchungen führt. 

236) Klein, Zur Theorie der Lameschen Funktionen. Gött. Nachr. 1890, 
p. 92; Ausgewählte Kapitel aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. Vorlesungen Göttingen 1891, 2. Teil, p. 179 f. 
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Eine entsprechende Ausdehnung der in dieser Nummer behandel
ten Probleme auf Differentialgleichungen dritter Ordnung wurde vom 
Referenten 2S'Z) neuerdings in Angriff angenommen. 

IV. Spezielle Di:trerentialgleicbungen. 
18. Die Differentialgleiohung der hypergeometrisohen Funktion. 

Historische Entwicklung des Integra.tionsproblems der linea.ren 
Differentialgleiohungen. Das einfachste Beispiel einer linearen Diffe
rentialgleichung, welche sich nicht vermittels elementarer Methoden 
allgemein integrieren läßt, wird dnrch die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung des Fuchsschen Typus mit drei singulären Stellen 
geliefert. Durch lineare Transformation der unabhängigen Veränder
lichen kann man die singulären Stellen nach 0, 1 und 00 werfen, 
durch Multiplikation der Integrale mit geeigneten Potenzen von x und 
(1 - x) kann man ferner je eine der Wurzeln der zu 0 und 1 ge
hörigen determinierenden Gleichungen zu Null machen. Der so redu
zierten Differentialgleichung kann man alsdann die Form geben 

(55) rl'y+,,-(a:+~+l)a:dy_ a:~ -0 
da;' a:(1-a:) da: a:(1-a:)'/I-, 

in der (x, ß, 'Y von x unabhängige Zahlen sind.2SS) Die Wurzeln der 
zu 0, 1 und 00 gehörigen determinierenden Gleichungen sind 0, 1-r; 
0, r - (X - ß; (x, ß. Bezeichnet man dann, nach dem Vorgange von 
Gauß, die hypergeometrische Reihe 289) 

1 +~ x + a(a+1)~(~+1) x2 + ... 
1." 1.21(1+ 1) 

237) Hilb, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen dritter Ordnung. 
Mathematische Abhandlungen H. A. Schwars zu seinem fünfzigjährigem Doktor
jubiläum 1914, p. 98-116. 

238) Eine invariante Darstellung der Differentialgleichung findet sich zuerst 
bei Hilben, über eine Darstellungsweise der invarianten Gebilde im binltren 
Formengebiete. Math. Ann. 30 (1887); Pick, Zur hypergeometrischen Differential
gleichung. Wien. Ber. 117 (1908), p. 103-109, gibt unter Einführung der Perioden 
eines gewissen elliptischen Integrals eine übersichtliche invariante Darstellung, 
die a.lle speziellen Formen umfaßt. 

239) Der Name hypergeometrlsche Reihe findet sich zuerst bei WaUis, Arith
metica infinitorum (1665) für Reihen, welche a.ber noch keine Potenzreihen sind. 
Für gewisse Potenzreihen, in denen die obige a.ls Spezialfall enthalten ist und 
die sich alle elementar auf dieselbe reduzieren lassen, gebraucht J. Fr. Pfaff, 
Nova disquisitio de integratione aequationis differentio-differentialis, Disquisitiones 
analyticae (1797) I, p. 133 f., wohl als erster den Namen. Historische Darstellungen 
für die hypergeometrische Differentialgleichung finden sich bei Papperits, Über 
die historische Entwicklung der Theorie der hypergeometrischen Funktion. Ab
handlungen der naturw. Ges. lais in Dresden 1889, und in den Vorlesungen von 
Klein, Über die hypergeometrische Funktion 1898/94. Ferner sei die Arbeit 

35'" 
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mit F(<<, ß, r, x), so erhält man für (55) in der Umgebung von ° 
das Fundamentalsystem 

YOI =F(<<, ß, r, x), Y02 = xl-r F(a - r + 1, ß - r + 1, 2 - r, x), 
in der Umgebung von 1 

Yll = F(a, ß, «+ ß + 1 - r, 1 - x), 
Ya = (1 - x)r-a-fi F(r - ß, r - a, r - a - ß + 1, 1 - x), 

In der Umgebung von 00 

Y~l = G r F( a, 1 + a - r, 1 + « - ß, ~), 

Y~2=(~tF(ß,1+ß-r,1+ß-«, ~). 
Ist die Differeuz der Wurzeln der zu einer der singulären Stellen 

gehörigen determinierenden Gleichungen ° oder eine ganze Zahl, so 
wird im allgemeinen eine der Lösungen des zu der singulären Stelle 
gehörigen Fundamentalsystems illusorisch, und es tritt an ihre Stelle 
ein logarithmenbehaftetes Integral. Die sechs Integrale erhält man 
anderseits mit bestimmten von «, ß, r abhängenden Faktoren behaftet 
in der Form von Doppelschleifenintegralen 

(56) fza-r(z - 1)r-fi- 1(z - x)-adz 

(vgI. das Ref. II B 1 (Osgoorl), Nr. 17), wobei die Doppelschleifen um 
je zwei der Punkte 0, 1, 00 und x gelegt sind. Sind die reellen Teile 
von ß und r - ß wesentlich positiv, so ist beispielsweise, wenn in 

(56) z durch ~ ersetzt wird, 
1 1 

(57) fzfi- 1(1-z)/-fi- 1(1- xz)-adz = F(a, ß, r, X2fli-l(1- t)Y-fi-1dt. 
o 0 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wenden wir uns zur Dar
stellung der historischen Entwicklung des Integrationsproblems der 
Differentialgleichung (55), aus dem die ganze moderne Theorie der 
linearen Differentialgleichungen entspringen sollte. 

Etder war wohl der erste, der sich systematisch mit der Inte
gration der Differentialgleichung (55) beschäftigte, welche er meistens 
in der etwas allgemeineren Form 

d 2 y dy 
(58) x2(a + bxn) dx' + x(c+exn) die + (1'+ gxn)y= 0, 

(a, b, ... (, 9 sind KonstanteIl) 

von Jecklin, Historisch-kritische Untersuchung über die Theorie der hyper
geometriBchen Reihe bis zu den Entdeckungen von Kummer, Diss. Bern 1901, 
erwähnt. V gl. auch Schlesinger, Über Gauß' funktionentheoretische A:rbeiten, 
Gött. Nachr. 1912, p. 85-95. 
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gibt, die durch einfache Transformationen in (55) überführbar ist.i40) 

Um die Reihenentwicklungen für die Lösungen von (58) zu erhalten, 
setzt Euler diese in der Form 241) 

y = A.x" + BxHn + OXH2n + ... 
an und bestimmt 1 aus der Gleichung 

al(l- 1) + cl + f= 0, 

also, wie man heute im Anschluß an Fuchs sagt, aU!,! der zu ° gehörigen 
determinierenden Gleichung. Hierauf behandelt Euler den Fall 242), 
daß die zwei Wurzeln der determinierenden Gleichung zusammenfallen 
oder sich um ganze Vielfache von n unterscheiden, und zeigt, daß man 
dann zur Darstellung des allgemeinen Integrals der Differentialgleichung 
in der Umgebung von x = ° die Funktion 19 x zu Hilfe nehmen muß. 
Auch entgeht ihm nicht 243), daß im letzteren Falle unter besonderen 
Umständen das allgemeine Integral logarithmenfrei sein kann. In 
ganz entsprechender Weise behandelt Euler so dann die Entwicklungen 
nach fallenden Potenzen von x, so daß sich also schon bei ihm die 
wesentlichen formalen Grundlagen für eine funktionentheoretische Be
handlung dieser Differentialgleichung finden, allerdings ohne jeden 
Konvergenzbeweis und ohne Benützung des Komplexen. 

In erster Linie dienen Euler diese Reihenentwicklungen zur Darstel
lung der Lösungen von (58) in geschlossener Form. Zu diesem Zweck 
summiert er die unendlichen Reihen 244) vermittels bestimmter Inte
grale der Form (57) und gibt umgekehrt eine Methode an, um zu 
vorgegebenen bestimmten Integralen dieser Form die Differentialglei
chung zu konstruieren. Ferner untersucht Euler die Frage, für welche 
Werte der Parameter die unendlichen Reihen abbrechen, und erhält 
aus diesen Fällen durch eine große Anzahl elementarer Transforma
tionen andere Differentialgleichungen derselben Form, welche ebenfalls 
in geschlossener Form integrierbar sind. Besonders sind es zwei hier
hergehörige Untersuchungen, welche für die Weiterentwicklung von 

240) V gl. Pfaff, a. a. 0., p. 139. Selbstverständlich war diese einfache 
Transformation auch Euler bekannt; die Form (55) findet sich auch schon bei 
Euler in der unten 245) zit. Abhandlung, ebenso die hypergeometrische Reihe. V gl. 
auch Schlesinger, Vorwort zu Euler, Opera Omnia 1. Bd. 12. 

241) Eule!", Institutiones calculi integralis 2 (1769), Opera Omnia I. Bd. 12, 
Kap. VIII. 

242) a. a. O. § 973. 
243) a. a. O. § 980. 
244) a. a. O. § 1059 f. 
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großer Bedeutung wurden. In der ersten 245) beweist Euler die Gleichung 

(59) F(a, ß, y, x) = (1 - x)r- a -/J F(y - a, y - ß, y, x) 

durch Transformation der Differentialgleichung (55), wodurch er den 
Grundstein zur allgemeinen Transformationstheorie dieser Differential
gleichung legte. In der zweiten Untersuchung 246) leitet er aus elemen
tar integrierbaren Fällen durch Anwendung des Differentiationsprozesses 
neue elementar integrierbare Fälle ab, ein Weg, den auch Pfaff a. a. O. 
wohl unabhängig von ihm einschlug. 

[In Anschluß daran gibt Liouville'M,7) der Sache folgende inter
essante Wendung: Wir gehen von der mit (55) und (58) äquivalenten 
Differentialgleichung 

d 2 y dy 
(60) Ca + bx + cx2) dx 2 + (e + fx) dx + gy = 0 

aus, in der a, b, . .. , g Konstanten sind und differenzieren die Diffe
rentialgleichung (60) [J, mal nach x, wodurch sie in 

d,ll+2 d,ll+l 
(a + bx + cx2) ~+~ + (e + bll- + (f + 2cp.) x)-+; 

d~ d# 

+ (CIL (ll- -1) + fll- + g) ~I"y = 0 
dxl" 

(61) 

übergeht. Das unbestimmt gelassene ll- wird nachträglich aus der 
Gleichung 
(62) Cll-(ll--1)+fp.+g=0 

bestimmt, so daß man, wenn diese Gleichung nicht ganzzahlige oder 
gar komplexe Wurzeln hat, verallgemeinerte Differentialquotienten (vgl. 
das Ref. II A 2 (Voß), NI'. 4:8 u. 4:9 und das Ref. II All (Pincherle), 
NI'. 7) einführen muß, um y zu erhalten.] 

245) Euler, Specimen transformationis singularis serierum. Nova Acta Pe
trop. 13 (1794), p. 58 f. 

246) Eu/er, Institutiones calculi integralis 4, Supplement 9 (1780) § 16 f.; 
vgl. auch 3, Opera omnia I, Bd. 13, § 364f., wo die integl'ablen Fälle der 

Differentialgleichung ::~ + h tg co :: + g~t = 0 behandelt werden. 

24 i) Liouville, J. de l'ec. pol. Cah. 21, p. 71f.; vgl. ferner außer den in 
Ir A 2 erwähnten Arbeiten Petzval, Integration der linearen Differentialgleichungen 2; 
Sp'itzer, Studien über die Integration linearer Differentialgleichungen, 1. Fort
setzung. Wien 1861, p. H.; Thomae, Herleitung einer integrabien Differential
gleichung mittels der Liouvilleschen Methode der Differentiation mit beliebigem 
Zeiger. Gött. Nachr. 1874, p.249f.; Lindner, Über Differentiation mit kom
plexem Index und ihre Beziehungen zur hypergeometrischen Funktion. Sitzungs
ber. Berl. Math. Ges. 7 (1908), p. 77-83. 
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Die uumittelbar an Euler anschließenden Bearbeiter der Diffe
rentialgleichung (58), die man zum großen Teile bei Pfaff a. a. O. 
zusammengestellt findet, beschränken sich, ebenso wie der letztere, auf 
das Aufsuchen elementar integrierbarer Fälle. 

Erst Gau.ß248) untersucht die von ihm, wie oben erwähnt, mit 
F(et, ß, r, x) bezeichnete Reihe auf ihre Konvergenz und betrachtet 
dann die für alle Werte von I x I < 1 konvergente Reihe (sofern r 
keine negative ganze Zahl ist) als Definition der Funktion. Zunächst 
behandelt dann Gauß die relationes inter functiones contiguas, die Rela
tionen zwischen benachbarten Funktionen, wobei zwei Funktionen be
nachbart heißen, bei denen sich eines der Elemente et, ß, r um eine 
Einh~it unterscheidet, die beiden andern aber übereinstimmen. Gauß 
selbst übersetzt!49) contiguus mit "verwandt"; man nennt aber neuer
dings allgemeiner zwei Funktionen verwandt, wenn sich alle drei Ele
mente et, ß, r um irgendwelche ganze Zahlen unterscheiden. Als ein 
Spezialfall dieser Beziehungen ergibt sich die Differentialgleichung (55), 
die Gauß jedoch erst in der sofort zu besprechenden zweiten Abhand
lung ableitet, ferner gewinnt Gauß aus ihnen die Kettenbrnchentwick
lungen für den Quotienten zweier hypergeometrischen Reihen (vgl. das 
Ref. IA 3 (Pringsheim), Nr. 55). 

In seiner zweiten Abhandlung250), welche erst 1866 aus seinem 
Nachlaß erschienen ist, stellt Gauß die Differentialgleichung als 
höheres Definitionsprinzip für die hypergeometrische Funktion an die 
Spitze und gewinnt so, von x = 0 ausgehend, durch stetigen Über
gang, ohne x = 1 zu berühren, für alle reellen und komplexen Werte 
von x eine Definition der im allgemeinen unendlich vieldeutigen 
Punktion, welche nach dem heutigen Sprachgebrauche durch analy
tische Fortsetzung aus der ursprünglichen Potenzreihe entsteht. Durch 

Anwendung linearer Transformationen, welche x durch 1 - x, ~1' ~ x- x 
ersetzen, erhält sodann Gauß Darstellungen der Integrale in der U m
gebung von 1 und 00, sowie vermittels des in der ersten Arbeit dar
gestellten Ausdruckes von F(et, ß, r, 1) durch ll-Funktionen (vgl. 
das Ref. II A 3 (Brunel), p. 157) den Zusammenhang zwischen den in 
der Umgebung von 0 und den in der Umgebung von 1 konvergieren-

248) Gauß, Disquisitiones generales circa seriem infinitam 1 + ~ x 
l'r 

ct(ct+1)ß(ß+1) 2 •• + -1~~2-~-+-~-)-x + .... Gott. Nachr. 1813, Ges. Werke 3, p. 125f. . . r(r 1 
249) Gauß, Ges. W. 3, p. 199. 
250) Gauß, Determinatio seriei nostrae per aequationem differentialem se

cundi ordinis. Ges. Werke 3, p. 207 f. 
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den Reihen, d. h. die Ubergangssubstitutionen für die zu 0 und 1 
gehörigen Fundamentallösungen. 

An die erste Arbeit von Gauß schließt sich Kummer 251) an, 
dessen Untersuchungen zwar insofern hinter der ihm unbekannten 
zweiten Arbeit von Gauß zurückbleiben, als in keiner Weise das 
Prinzip der Fortsetzung durch das Komplexe herangezogen wird, die 
dafür aber das Transformationsproblem, von dem Euler, Pfaff und, wie 
~ben erwähnt, Gauß nur mehr oder minder zufällige Spezialfälle 
kannten, in systematischer Weise in Angriff nehmen. Ausgehend von 
der Differentialgleichung (55) stellt sich also Kummer die Aufgabe, 
alle Transformationen der Form y = w(x) . v (z), z = z(x) anzugeben, 
welche die Differentialgleichung (55) in eine gleichgebaute Differential
gleichung für v mit z als unabhängiger Veränderlichen überführen, 
wenn z(x) rational in x ist. Sieht man von diesel' letzteren Be
dingung ab, so ist die angesetzte Transformation tatsächlich die all
gemeinste, welche zwei lineare Differentialgleichungen ineinander über
führt. 252) Sind «, ß, r willkürliche, voneinander unabhängige Para
meter, so findet Kummer zunächst die sechs linearen Transformationen 

1 1 _ X _1_, x x-l 
x, x' , l-x x-l' -x-' 

die eine endliche Gruppe bilden. Zu jeder Transformation gehören 
vier verschiedene Werte von w, so daß man also 24 dem Aussehen nach 
verschiedene Integrale von (55) in der Form xP(l - x)qF(a', ß', r', s) 
erhält, sofern keine der Größen r, r - a - ß, ß - a eine ganze Zahl 
ist oder verschwindet, da dann logarithmenbehaftete Integrale auf
treten. Durch Vergleichung der Potenzreihen ergibt sich, daß von den 
24 Integraleu 25S) je vier einander gleich sind, so daß sechs verschie
dene Integrale übrig bleiben, von denen je zwei ein zu den singulären 
Stellen 0, 1 und 00 gehöriges Fundamentalsystem bilden. Natürlich 
besteht zwischen je dreien der Integrale eine lineare Relation, welche 
man entsprechend den erwähnten Untersuchungen von Gauß aufstellen 

251) Kummer, De generali quadam aequatione differentiali tertii ordinis. 
Oster-Progr. des Gymn. Liegnitz 1834., wiederabgedruckt J. f. Math. 100 (1886), 

p. 1-9 und Über die hypergeometrische Reihe 1 + ~~ x + .. '. J. f. Math. 
1'r 

15 (1836), p. 39-83 u. 127-172. 
252) V gl. Stäckel, Über Transformationen von Differentialgleichungen. J. f. 

Math. 111 (1893), p. 290-302. 
253) Thomae, Elementare Behandlung der hypergeometrischen Funktion. 

Zeitschr. f. Math. u. Phys. 26 (1881) leitet die 24. Darstellungen in ganz elemen
tarer Weise her. 
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kann, da die darstellenden Reihen gemeinschaftliche Konvergenzgebiete 
haben. Ebenso vollständig behandelt Kummer die Transformationen, 
wenn von den Größen (x, p, r nur zwei unabhängig veränderlich sind, 
dagegen gibt er nur Spezialfälle, wenn eine dieser Größen allein un
abhängig veränderlich ist. 

Jacobi 254) leitet die 24 Integrale von Kummer aus der Integration 
der Differentialgleichung vermittels bestimmter Integrale der Form 

(56) her, indem er als Grenzen je zwei der Größen 0, 1, 00, ~ wählt, 

sofern die bestimmten Integrale zwischen diesen Grenzen einen Sinn 
haben. 

Einen grundsätzlichenFortschritt und gleichzeitig dieVerwirklichung 
der Gauß vorschwebenden Auffassung erreicht Riemann 255) durch Ein
führung komplexer Verändedicher auf Grund der in seiner Inaugural
dissertation aufgestellten Prinzipien, nach denen er die Funktionen 
durch ihre Grenzbedingungen und Unstetigkeiten definiert und alle 
anderen Eigenschaften, insbesondere die für die Funktionen geltenden 
Formeln und Darstellungen daraus ableitet. Riemann bezeichnet die 
hypergeometrische Funktion durch 

p (= ~ ; x) 
(X' ß' r' 

und versteht darunter die Gesamtheit aller aus irgendeinem ihrer Zweige 
erhaltenen Fortsetzungen. Diese Funktion soll 1. für alle Werte von 
x außer a, b, c einändrig und stetig sein, d. h. in heutiger Ausdrucks
weise, sie soll außer a, bund c keinen singulären Punkt besitzen. 
2. zwischen je drei Zweigen soll eine homogene lineare Relation mit 
konstanten Koeffizienten bestehen; 3. die Funktion soll sich in die 
Formen 

Capa + ca,pa', c{lPil + cfJ,p,>', crPr + cr,Pr' 

setzen lassen, wo die C Konstanten sind und pa(x- a)-a, pa'(x-a)-a' 
in a weder einen Verzweigungspunkt, noch einen Pol oder Nullstelle 
besitzen. Analoge Bedeutung haben P{l und P{l' bezüglich b, pr und 
pr' bezüglich c. Um das Auftreten logarithmenbehafteter Integrale 

254) Jacobi, Untersuchungen über die Differentialgleichungen der hyper
geometrischen Reihe (1843), aus dem Nachlaß veröffentlicht in J. f. Math. 56 
und Ges. Werke 3; vgl. auch GOWTsut, Sur l'equation differentielle lineaire etc. 
Ann. ee. norm. (2) 10 (1881), Supplement p. 3-142. 

255) Riemann, Beiträge zur Theorie der durch die Gauß sehe Reihe 
F (a, ß, r, x) darstellbaren Funktionen. Gött. Abh. 7 (1857), Ges. Werke, 2. Aufi., 
p.67-83. 
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zu verhindern, sollen a - (l, fJ - fJ', r - r' keine ganzen Zahlen 
sein und nicht verschwinden. TIbrigens soll 

(63) a+a'+ß+fJ'+r+r'=l 
sein.15G) Durch diese Definition, welche zu modifizieren ist, wenn ein 
Zweig in der ganzen Ebene sich l'ein multiplikativ verhält, sind die 
Funktionen pa, pa', ... , pr' nur bis auf konstante Faktoren bestimmt. 
Drückt man also, um die Übergangssubstitutionen!!i7) und damit die 
Monodromiegruppe zu erhalten, pa, pa' durch Pi'] und p,1J' bezüglich 
pr und pr' linear aus, so kann man von den 8 konstanten Koeffi
zienten 5 willkürlich festlegen, die übrigen 3 Konstanten bestimmt 
Riemann auf Grund der Tatsache, daß nach einer Umkreisung aller 
3 singulären Stellen die Funktionen keine Änderung erlitten haben 
dürfen. Von der so gewonnenen Monodromiegruppe zeigt Riemann, 
daß sie sich nicht ändert, wenn man zu verwandten Funktionen 
übergeht, d. h. wenn man die Größen a, cl, fJ, fJ', r, r' derart um 
ganze Zahlen vergrößert bzw. verkleinert, daß ihre Summe sich nicht 
ändert. Auf diese Weise erhält Riemann dann sofort die Beziehungen 
zwischen verwandten Funktionen und speziell die Differentialgleichung 258), 
der die Funktionen genügen, und aus dieser die Darstellung der hyper
geometrischen Funktion durch Potenzreihen und bestimmte Integrale. 

Wie in Nr. 14 ausgeführt wurde, führt dieser Ansatz bei Diffe
rentialgleichungen zweiter Ordnung mit mehr als 3 singulären Stellen 

266) V gl. die Verallgemeinerung dieser Bedingung durch Fuchs Nr. 7, 
Formel (84). 

257) Eine Ableitung der tJbergangssubstitutionen auf ganz anderem Wege 
gibt Perron, Münch. Ber. 1913, p. 372. Besonders elegant und übersichtlich 
werden die tJbergangssubstitutionen durch Einführung der Normierung nach 
Papperitz, Untersuchungen über die algebraische Transformation der hyper
geometrischen Funktion. Math. Ann. 27 (1886), p. 316-867; vgl. auch Bolza, tJber 
die linearen Relationen zwischen den zu verschiedenen singulären Punkten ge
hörigen Fundamentalsystemen von Integralen der Riemannschen Differentialglei
chung. Math. Ann. 42 (1893), p. 626-636. 

268) Differentialgleichungen, für welche die rechte Seite in (63) eine von 1 ver
schiedene ganze Zahl ist, entbalten noch Nebenpunkte. Der Verwandtschaftsbegriff 
ist also in Nr. 11 weiter gefaßt. Bezüglich des Einflusses von Nebenpunkten in dem 
vorliegenden Fall vgl. Thomae, Integration einer linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung durch GaufJsche Reihen. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 19 (1874), 
p. 278-286; Riemann, tJber die Flllcbe vom kleinsten Inhalt bei gegebener Be
grenzung (veröff. 1876), Ges. Werke 2. Anfl., p. 328; Klein, Vorlesungen über die 
hypergeometrische Funktion p. 281; Ritter, Ober die hypergeometrische Funktion 
mit einem Nebenpunkt. Math. Ann. 48, p. 1-36; Schilling, Geometrisch analy
tische Theorie der symmetrischen s-Funktionen mit einem einfachen Nebenpunkt 
Nova Acta Leop. Car. Ak. 71, p. 207-800, Math. Ann. 61, p.481-622. 
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der Bestimmtheit oder Differentialgleichungen höherer Ordnung nicht 
mehl' zum Ziele. Doch bildete diese Arbeit Riemanns die Grundlage 
und den Ausgangspunkt für die Arbeiten von Fuchs, der andererseits 
durch eine Vorlesung von Weierstraß und die Arbeit von Briot und 
BOuquet 259) auf den Gedanken einer funktionentheoretischen Behand
lung der linearen Differentialgleichungen hingewiesen worden war. J e
doch knüpft FuChs, wie in Nr. 2 und 3 ausgeführt wurde, abweichend 
von Riemann direkt an die Differentialgleichungen an. 

Daß schon Gauß und von ihm beeintlußt auch Riemann das 
Hilfsmittel der konformen Abbildung durch den Quotienten zweier 
Zweige der hypergeometrischen Funktion benutzten und zu weit
gehenden Resultaten kamen, die dann unabhängig durch H. A. Schwarz 
wiedergefunden und weitergeführt wurden, soll hier nicht ausgeführt 
werden, weil wir schon an früheren Stellen dieses Referates (vgl. 
Nr. 9) darauf zu sprechen kamen und sich andererseits im Ref. II B 4 
(Fricke), Nr. 4: eine ausführliche diesbezügliche Darstellung findet. 

Bei dem jetzt folgenden Referat über die Weiterentwickluug der 
Theorie der hypergeometrischen Funktion wollen wir die einzelnen 
Fragen getrennt behandeln.260) 

a) Behandlung der hypergeomet1'ischen Funktion von der Darstellung 
durch bestimmte Integrale aus. Im § 7 seiner grundlegenden Arbeit 
weist Riemann darauf hin, daß man eine vollständige Theorie der 
hypergeometrischen Funktion unter ausschließlicher Benützung ihrer 
Darstellung durch bestimmte Integrale erhält, sofern man nur die 
Integrationswege geeignet wählt, um ein Unendlichwerden der Inte
granden auf denselben zu verhüten. Eine Durchführung dieses Pro
grammes gab Thomae.261) Aus den 1902 veröffentlichten Vorlesungen 
von Riemann 262) geht hervor, daß dieser in seiner Vorlesung vom Winter
semester 1858/59 von der Darstellung durch bestimmte Integrale aus
gehend Ansätze zur Aufstellung der Monodromiegruppe vermittels der 
Methode der veränderlichen Integrationswege gab. Diese Methode 

259) Briot et Bouquet, Etude des fonctions d'uue variable imaginaire 
J. ec. pol. Cah. 36 (1856). 

260) Als wichtigste Monographien kommen in Betracht die in 254) zitierte 
Arbeit von Goursat, die Vorlesungen von Klein über die hypergeometrische 
Funktion und die einschlägigen Teile des Handbuchs von Schlesinger. 

261) Thomae, Beitrag zur Theorie der Funktion P (:' ~, ~, x). Zeitsehr. 

für Math. und Phys. 14 (1869), p. 48-61; vgl. auch Schläfli, Über die Gaußsche 
hypergeometrisehe Reihe. Math. Ann. 3 (1870), p. 286-295. 

262) Nachträge zu Riemanns Ges. Werken, herausgegeben von Noether u. 
Wirtinger p. 69f.; vgl. auch Ges. Werke p.428. 
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besteht darin, daß man den Integrationsweg in geeigneter Weise aus
weichen läßt, wenn x einen Umlauf um eine singuläre Stelle macht. 
Dieselbe fanden dann unabhängig Fuchs 26S) und, wie aus einer Bemer
kung bei Jordan IM) hervorgeht, Mathieu wieder. Aus der Darstellung 
durch Doppelumlaufintegrale (vgl. Anm. 101 im Ref. TI B 1 (Osgooil), 
p. 51) folgt unmittelbar, daß die durch sie definierten Funktionen in 
bezug auf die Parameter a, a', {J, (J', r, r' ganze transzendente Funk
tionen sind. Asymptotische Darstellungen für große Werte dieser 
Parameter gibt Horn 26o). Eine besonders symmetrische und elegante 
Ableitung der Eigenschaften der hypergeometrischen Funktion ergibt 
sich nach Einführung homogener Variabeln in die bestimmten Inte
grale, wie sie von Schellenbm-g 266) auf Anregung von Klein durch
geführt wurde. Bezüglich der Darstellung der hypergeometrischen 
Funktionen als eindeutiger Modulformen vermittels der Integraldar
stellungen vgl. das Ref. II B 4 (Fricke), Nr. 34 und Nachtrag. 

b) Algebraische Integrale der Differentialgleichung. Die Frage, 
wann ein einziges Integral der Differentialgleichung (55) algebraisch 
sei, wird von Schwars 267) und auf andere Weise von Markoffll68) und 
Klein ll69) vollständig erledigt. Bez. der invarianten Fixierung der im 
Endlichen abbrechenden hypergeometrischen Reihen durch Hilbert 
vgl. das Ref. I B 2 (Meym-), p. 370. Ferner sei bezüglich der Fälle, 
in denen alle Integrale algebraische Funktionen sind, auf das Ref. 
(I B Sf (Wiman), Nr. 2, 3 u. 4:) und das vorliegende Ref. Nr.15 ver
wiesen. Eine von der Schwarsschen abweichende, elementare Ableitung 
gab Goursat.254,) Landau 270) behandelt die Frage nach notwendigen 

263) Fuchs, Die Periodizitätsmoduln der byperelliptischen Integrale. J. f. 
Math. 71 (1870), Ges. Werke 1, p.241f. 

264) Jordan, Traite des s1lbstitutions (1870), p. 338. 
265) Horn, Ober lineare Differentialgleichungen mit einem willkürlichen 

Parameter. Math. Ann. 52 (1899), p. 340-362. 
266) Schellenberg, Neue Behandlung der bypergeometrischen Funktion auf 

Grund ihrer Definition durch das bestimmte Integral. DiSB. Göttingen 1892. 
267) V gl. die in 137) zitierte Arbeit von H. A. Schwarz, p. 293-297. 
268) Marko{f, Sur l'equation differentielle de la serie hypergeometrique. 

Math. Ann. 28 (1887), p. 586-593, 29, p. 247-258. 
269) Klein, Ausgewählte Kapitel aus der Theorie der linearen Differential

gleichungen 1891, p. 139f. 
270) Landau, Eine Anwendung des Eisensteinschen Satzes auf die Theorie 

der Gau,ßschen Differentialgleichung. J. f. Math. 127 (1904), p. 92-102, Ober 
einen zablentheoretischen Satz und seine Anwendung a.uf die hypergeometrische 
Reihe. Sitzungsber. der Heidelberger Akad. 1911, 18. Abh.; vgl. Stridsberg, Sur 
le theoreme d'Eisenstein et l'equation differentielle de GaufJ. Arkiv rör Math., 
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Bedingungen für die algebraische Integrierbarkeit direkt von der hyper
geometrischen Reihe aus vermittelst des Eisensteinsehen Satzes. 

c) Das Transformationsproblem. In überaus einfacher und über
sichtlicher Weise behandelt Riemann a. a. O. Nr. 5 spezielle Trans
formationen, unter anderem die der Kugelfunktionen, welche sich als 
im Endlichen abbrechende hypergeometrische Reihen darstellen lassen. 
(Vgl. das Ref. II .A.10 (Wangerin». In allgemeiner Weise nimmt dann 
Goursat 271) die Frage nach allen rationalen, Papperitz 272) nach allen 
algebraischen Transformationen in Angriff. Besonders klar wird die 
ganze Fragestellung durch die geometrische Deutung, die ihr Riemann 273) 

in der obenerwähnten Vorlesung gab. (V gl. auch Papperitz 274». Da
nach ist die Frage der algebraischen Transformation zweier hyper
geometrischer Differentialgleichungen mit der Frage äquivalent, ob 
man dnrch eine endliche Zahl Wiederholungen der Fundamentalbe
reiche , welche aus bei den Differentialgleichungen entspringen, zu 
demselben Bereich kommen kann. Papperitz leitet zur analytischen 
Behandlung ein System diophantischer Gleichungen her, das für 
den Fall rationaler Transformationen in das entsprechende von Gour
sat aufgestellte System übergeht. Es ergibt sich nun aus den 
Goursatschen Untersuchungen, daß man in dem von Kummer nicht 
erschöpfend behandelten l!'all, in dem nur ein Parameter unabhängig 
veränderlich ist, alle algebraischen Transformationen durch Kombination 
der seit Kummer bekannten rationalen Transformationen erhält. Für 
den von Kummer nicht behandelten Fall aber, daß keiner der Para
meter mehr frei beweglich ist, erhält Goursat den Satz: Es seien 
An, p,n, vn die Winkel des Kreisbogendreiecks auf der '1]-Kugel, auf 
welches die Halbebene der x durch den Quotienten zweier partiku
lärer Integrale abgebildet wird, dann müssen zunächst A, /-L, v rezi
proke ganze Zahlen sein; ist ihre Summe größer als 1 (Fall der al
gebraischen Integrierbarkeit) oder gleich 1, so gibt es unendlich viele 
rationale Transformationen; ist die Summe kleiner als 1, so gibt es 
nur endlich viele. Ein ganz entsprechender Satz gilt nach Papperitz 

Astr. och Fysik 6, 1910-1911; Errera, Zahlentheoretische Lösung einer funktionen
theoretischen Frage. Palermo Rend. 35, 1913. 

271) Goursat, vgl. die in 254) zitierte Arbeit, p. 65f., ferner sur les inte
grales rationelles de l'equation de Kummer, Math. Ann. 24 (1884); Recherches 
sur l'equation de Kummer, Acta Soc. Scient. Fennicae 15 (1885). 

272) Papperitz , Untersuchungen über die algebraische Transformation der 
hypergeometrischen Funktion. Math. Ann. 27 (1886). 

273) Riemann, Ges. Werke, Nachträge p. 82f. 
274) Papperitz, a. a. O. 347 f. 



548 II B 6. E. Hilb. Lineare Differentialgleichungen im komplexen Gebiet. 

für die algebraischen Transformationen, wobei aber 1, 1', 11 nur ratio
nale Zahlen sein müssen. (Vgl. das Ref. II B 4 (Fricke), Nr. 29, wo
selbst Buch auf die einschlägigen Untersuchungen von O. Fischer hin
gewiesen ist.) 

d) NuUstellen der hypergeometrischen Funktion. Stieltjes, PosseT 
Hilbert und Gegenbauer l16) berechnen zunächst die Diskriminante für 
die gleich 0 gesetzte, nach endlich vielen Gliedern abbrechende hyper
geometrische Reihe. Desgleichen geben für diesen Fall Stieltjes und 
Hilbert einige Sätze über die Natur und Verteilung der Nullstellen. 
In einer durch Methode und Resultat gleich bemerkenswerten Arbeit 
bestimmt dann Klein 276) vermittels der Ergänzungsrelationen für die 
Kreisbogendreiecke die Anzahl der reellen Nullstellen der hyper
geometrischen Funktion, welche den reellen Werten von x zwischen 
o und 1 entsprechen. Sind nämlich Yl und Ys zwei im Intervall 0, 1 
durchaus reelle Lösungen, so entspricht diesem Intervall, wenn 

'YJ = '!It gesetzt wird, auf der 'YJ-Kugel ein Kreisbogen, dessen lrber-
'11. 

schlagungsanzahl die Zahl der Nullstellen von Yl sofort angibt. Da 
nun die Nullstellen irgend zweier reeller Integrale der Differential
gleichung nach einem Satze von Sturm sich trennen, so kann man auch 
die Anzahl der Nullstellen irgendeiner Lösung, welche aus Yl und Ys 
linear mit reellen Koeffizienten zusammengesetzt ist, unschwer angeben. 
Hurwits, Gegenbauer und POrler'm) leiten dieses Resultat später auf 
analytischem Wege ab. Hurwits278) gibt als erster eine Bestimmung 
der Anzahl der komplexen NullsteUen irgendeiner hypergeometrischen 
Funktion vermittels einer sehr verallgemeinerungsfähigen analytischen 
Methode an. Schon früher hatte van VlecP79) in Verfolgung des 

275) Stieltjes, Sur quelques theoremes d'Algebre. Pa.ris C. R. 100 (1885), 
p. 439-440, Sur les polynomes de Jacobi ebd. p. 620-622; Posse, tiber Funk
tionen, welche den Legendreschen ähnlich sind. Chark. Ges. 1885, 2, p. 155-169. 
Hilben, Ober die Diskriminante der im Endlichen abbrechenden hypergeometri
schen Reihe. J. f. Math. 103 (1888), p. 337-345; Gegenbauer, Zur Theorie der 
hypergeometrischen Reihe. Wien. Ber. 100, p. 226-244. 

276) Klein, tJber NullBtellen der hypergeometriBchen Reihe. Gött. Nachr. 
1890, p. 382-83, Math. Ann. 37, p.573-590. 

277) Hurwitz, Ober die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe. Gött. 
Nachr. 1890, p. ö57~ö64; Gegenbauer, a. a. O. und Ober die Wurzeln der hyper
geometrischen Reihe. Monatsh. Math. 2 (1891), p. 125-130; Porter, Note on the 
enumeration of the roots of the hypergeometric series between zero and one. 
Bull. American M. S. (2) 6 (1900), p. 280-282. 

278) Hurwitz, Ober die Nullstellen der hypergeometriBchen Funktion. Math. 
Ann. 64 (1907), p. 517-560. 

279) Van Vleck, Adetermination of the number of real and imaginary 
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Kleinsehen Gedankenganges untersucht, wie oft ein Kreisbogendreieck 
sich über eine Ecke hinwegzieht; aus dem allgemeinen von Hurwitz 
erledigten Probleme ergibt sich die Anzahl, wie oft das Kreisbogen
dreieck sich über irgend eine Stelle der Kugel hin wegzieht. 

19. Verallgemeinerungen der hypergeometrischen Reihe. a) Die 
Heineschen Reihen 280) sind definiert als Funktionen von fünf Argu-

_ (1 - qG)( 1 -l) • 
menten rp(a, b, c, q, z) - 1 + ( ) ( c) q 

1-q 1-q 

(1- qG) (1- qG+1) (1-l) (1-l+ 1) 2. 
+ (1-q)(1- q2)(t_t)(1_ qc+i)-q + ... 

Setzt man q = 1 + E, Z = ~ 19x, BO geht die Reihe für E = 0 in 
E 

die hypergeometrische Reihe über. Die Differenzengleichung, der die 
Reihe als Funktion von z genügt, geht bei dem Grenzübergang in 
die hypergeometrische Differentialgleichung über. 

b) Die allgemeine hypergeometrische Reihe n ter Ordnung 

F(au IX 2,· •• IX", (/11 (>2' ••• (>,.-1> x) 
wird durch die Reihe 

"1 "2 ... " "1 ("I + 1) «2 ("2 + 1)· .. " (" + 1) 1 + ----,,- x + .. 11 x 2 + ... 
1(>1'" (>,,_1 1· 2 (>1' «(11 + 1) ..• (> .. _1 «(>,,_1 + 1) 

definiert; sie findet sich wohl zuerst bei Olausen 281) anläßlich der 
Frage, wann eine Reihe dieser Art mit dem Produkte zweier gewöhn
licher hypergeometrischer Reihen identisch ist. Thomae 282) zeigt, daß 

roote of the hypergeometrie series. Trans. of Am. Math. 80c. 4 (1902); vgl. auch 
Schafheitlein, Die Nullstellen der hypergeometrischen Funktion. Berl. Math. Ges. 
7 (1908), p. 19-28. 

280) Heine, Untersuchungen über die Reihe 1 + <t - q~)(~1- q~) x + ... 1-q ---qY 
J. f. Math. 32 (1847), p.310f.; 34, p.285f. Handbuch der Kugelfunktionen, 
2. Auflage, p. 97 f.; vgl. auch Thomae, Beiträge zur Theorie der durch die 
Heineschen Reihen darstellbaren Funktionen. J. f. Math. 70 (1869), p. 258-281; 
Thomae behandelt in dieser Arbeit die Heineschen Reihen nach den von 
Riemann für die hypergeometrische Reihe geschaffenen Prinzipien. 

281) Glausen, Über die Fälle, in denen die Reihe y= F(a, ß, 1', x) ein 
, R' ~' 

Quadrat von der Form z = 1 + ~ x + ... hat. J. f. Math. 3 (1828), p. 89f. und 
11' E 

Beitrag zur Theorie der Reihen daselbat, p. 92. 
282) Thomae, Über die höheren hypergeometrischen Reihen. Math. Ann. 2 

(1870), p.427-444; vgl. auch Thomae, Über die Funktionen, welche durch 

Reihen von der Form 1 + PP:P::- + ... dargestellt werden. J. f. Math. 87 (1879), 
1q q 

p.26-74. 
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die Reihe der Differentialgleichung 
dny ~-ly 

(64) (I-x) (dlgx)n + (- Al - B1x) (dlgx)n-l + ... 
+ ( - l)n An - Bnx) Y = 0 

genügt, in der .A und B einfache Funktionen der Größen (X und (! 

sind. Umgekehrt zeigt Thomae die Integration von (64) durch hyper
geometrische Reihen höherer Ordnung, die mit geeigneten Potenzen 
von x und 1 - x multipliziert sind, und stellt für die hypergeome
trische Reihe dritter Ordnung die Monodromiegruppe sowie die Be
ziehungen zwischen verwandten Funktionen auf. Goursat 283) leitet die 
Differentialgleichung aus dem postulierten Verhalten in der Umgebung 
der drei singulären Stellen 0, 1 und 00 ab, behandelt aufs neue die 
Theorie der benachbarten Funktionen 284) und erledigt in einfachster 
Weise die von Olausen angeregte Frage. Dann zeigt er, daß die hy
pergeometrischen Funktionen n ter Ordnung sich abgesehen von kon
stanten Faktoren durch n-fache Integrale der Form 285) 

1 1 r·· . ru 0'1- 1 (1 - U )~1-al-1 .•. U"n-1- 1 (1 - u -1)(1 _1- an - 1 -1 
'0 '0 1 1 n -1 n n 

(1 - xU1 ••• ~~n_l)-an dU1 .•. dUn _ 1 

darstellen lassen. Von diesen Integralen aus behandelt Goursat in 
einer anderen .Arbeit 286) die hypergeometrischen Funktionen dritter Ord
nung, indem er ähnlich wie bei der gewöhnlichen hypergeometrischen 
Reihe die Gesamtheit der in Betracht kommenden Integralgrenzen 
heranzieht. Pochhammer 287) gibt dann in dem von Goursat behandelten 
Fall den Integralen eine so übersichtliche Anordnung und Form, 
daß auch die Behandlung hypergeometrischer Funktionen beliebiger Ord
nung von der Darstellung durch bestimmte Integrale aus verhältnis
mäßig einfach gelingt. Goursat und Pochhammer 288) behandeln ferner 

283) Goursat, Memoire Bur les fonctions hypergeometriques d'ordre superieur. 
Ann. de l'ec. nor. (2) 12 (1883), p. 261-286 und p. 395-430. 

284) Vgl. auch Forsyth, On linear differential equations. Quart. Journ. 19 
(1883), p. 292-337. 

285) Vgl. Thomae, a. a. O. Math. Ann. 2, p. 429f. 
286) Goursat, Sur une classe de fonctions representees par des integrales 

definies. Acta math. 2 (1883). 
287) Pochhammer, Uber die Differentialgleichung der allgemeinen hypergeo

metrischen Reihe mit zwei endlichen singulären Punkten. J. f. Math. 102 (1888), 
p.76-159. 

288) Pochhammer, Uber die Differentialgleichung der allgemeinen F-Reihe. 
Math. Ann. 38, p. 586-597. Über eine lineare Differentialgleichung mter Ord-
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den Grenzfall, daß zwei singuläre Punkte der Differentialgleichung zu
sammenrücken. Rajewski289) stellt für die Integrale der ursprüng
lichen sowie der ausgearteten Differentialgleichung die Ühergangssuh
stitutionen auf. 

c) HypergeometrischeFunktionen mehrerer Variabeln. Pochhammer 290), 
der als erster diese Funktionen studierte, hetrachtet sie nur erst als 
Funktionen einer einzigen Variaheln und definiert sie als das all-

. (al' ... , an' X) . gememe Integral Hn emer Differentialgleichung n ter Ord-
Pli ... , Pn';' 

nung mit den singulären Stellen al , al/' ... , an und 00. Die zu der 
singulären Stelle aj gehörige determinierende Gleichung hat die Wur
zeln 0, 1, ... , n - 2, ß j + l - 1, die Differentialgleichung hesitzt also 
n - 1 in aj holomorphe Integrale (vgl. Nr. Sc) und ein daseihst ver
zweigtes Integral, sofern ßj +;. keine ganze Zahl ist. Ein ent
sprechendes Verhalten zeigt xl-lHn im Unendlichen. Ist dann 

" 
rp(x) = (x - al ) (x - all ) ••• (x - an), ",,«x» = ~~, cpx ~x-a. 

j=l J 

so genügt H der Pochhammerschen 291) Differentialgleichung 

(65) «p(x) :~ - W 1") rp' (x) + 'IJI(x)] ~"~~ + ... + (-1)n [(";1) rp(n)(x) 

+ (~=D 1J!(n-l)(x)] y = 0, 

Dung mit einem endlichen singulären Punkte. J. f. Math. 108 (1891), p. 50-87. 
TIber die Differentialgleichuugen der Reihen F(f!, (j, x) und F(f!, a, T, x). Math. 
Ann. 41 (1892) p. 197-218, und Ober die Reduktion der Differentialgleichungen 
der Reihe F((ll,f!~""f!n-l'X). J. f. Math.ll0 (1893), p.188-197. 

289) Rajewski, TIber die hypergeometrischen Funktionen höherer Ordnung 
und deren Degeneration. Ktakau. Abh. 1901, p. 423-440. Krakau. Abh. 41, 
p.505-552. 

290) Pochhammer, TIber hypergeometrische Funktionen n ter Ordnung. J. f. 
Math. 71 (1870), p. 316-352, Notiz über die Herleitung der hypergeometrischen 
Differentialgleichung. J. f. Math. 73, p. 85-87, über Relationen zwischen den 
hypergeometrischen Integralen n ter Ordnung. J. f. Math. 73, p. 135-159. 

291) Eine ähnliche Differentialgleichung findet sich bei Tissot, Sur un 
determinant d'inMgrales definies. J. de math. 17, doch scheint mir die Benen
nung Tissot-Pochhammersche Differentialgleichung in keiner Weise berechtigt; 
vgl. Pochhamrner, a. a. O. J. f. Math. 73, p. 144, Anmerkung. Die als Tissotsche 
zu bezeichnende Differentialgleichung behandelt Pochhammer in seiner Arbeit: 
TIber die Tissot Bche Differentialgleichung. Math. Ann. 37 (1890), p. 512-543. 
V gl. bez. der Pochhammerschen Differentialgleichung auch Hermite, Lettre a 
M. L. Fuchs, J. f. Math. 79 (1875), p. 324-338. 

Encyklop. d. math. Will.nlch. II 2. 36 
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welche .die Integrale 

(66) JCu - ~)&,.-1 (u - as)b,.-l ... (u - a.y,.-l (u - x)J.-1du, 

zwischen geeigneten Grenzen genommen, besitzt. 
PoChhammer und Bossen{elder9'IJ) , der letztere vermittels der 

Methode der veränderlichen Integrationswege, stellen die Monodromie
gruppe auf, von der sich ergibt, daß sie von den Verzweigungspunk
ten unabhängig ist. S9S) Die Lösungen genügen daher (vgl. Nr. 8) in 
bezug auf jeden der Parameter ai einer ganz analogen Differential
gleichung, wie in bezug auf x, worauf schon der in x, all • •• , a" 
symmetrische Bau von (66) hinweist. AppelPSS) kommt als erster 
auf die Behandlung dieser Reihen als Funktionen zweier Veränder
licher, indem er in Verallgemeinerung der hypergeometrischen Reihe 
vier Reihen 

(j = 1,2,3,4) 

einführt, von denen etwa 

(67) F. ( ß R' ) - ~ (a,m+n)({1,m)@',n) m n 
1 IX, ,t', r, x, 11 - ~ (1, m + n) (1, m) (1, n) X 11 

ist, wenn allgemein 

(1, k) = 1(1 + 1) ... (1 + k -1), 
darstellt. 

(1,0) = 1 

Jede dieser Funktionen genügt einem Systeme partieller Diffe
rentialgleichungen. Doch zeigte erst Picard1l4) explizite den Zusam
menhang mit der Pochhammerschen Differentialgleichung durch die 
Darstellung der Funktionen vermittelst bestimmter Integrale. Von 
dieser ausgehend überträgt GoursatS94.) die Jacobischen Untersuchungen 
für die gewöhnliche hypergeometrische Reihe und stellt entsprechend 
den 24 Kummerschen Integralen 60 Integrale auf. Picard1U) ge
winnt die hypergeometrische Funktion F 1 durch Ausdehnung des 
Biemannschen Verfahrens auf zwei Veränderliche, Goursat1J&) macht 

292) Hossenfeliler, tiber die Integration einer linearen Differentialgleichung 
n ter Ordnung. Ma.th. Ann.4 (1871), p.196-212; vgl. ferner Badtke, tiber die 
Funda.:mentalwerte des allgemeinen hypergeometrischen Integrals. Zeitschr. Math. 
Phys. 22 (1877), p. 87-99; Jordan, Cours d'Analyse ill; Schlesinger, Integration 
linearer Differentialgleichungen durch Quadraturen. J. f. Math. 116 (1896), p. 130, 
Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. J. f. Math. 124 (1902), p. 318, 
Handbuch II 1, p. 466f. 

293) Schlesinger, Zur Theorie der Eulerschen Transformierten. J. f. Math. 117 
(1897), p. 162. 

294) Goursat, Bur les fonctions hypergeometriques de deux varia.bles. Pa.ris 
C. R. 95 (1882), p. 717-719; vgl. auch die in 126 zitierte Arbeit von Le Vavasse1W. 
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die entsprechenden Untersuchungen für F2 und Fa' Die Relationen 
zwischen benachbarten Funktionen leitet Le Vavasseur 295) ab. Wäh
rend diese letzter~n Arbeiten sich alle auf den Fall n = 3 beschrän
ken, leitet Pochhammer!96) für beliebiges n das System partieller Diffe
rentialgleichungen mit zwei unabhängigen Veränderlichen ab, eine 
weitere Ausdehnung auf beliebig viele unabhängige Veränderliche 
gibt Lauricella!97). Pincherle 298) weist auf die genaue Analogie hin 
zwischen den in b) besprochenen hypergeometrischen Funktionen mit 
drei singulären Punkten und den hypergeometrischen Funktionen 
mehrerer Variabeln. 

In allgemeiner Weise bezeichnet Horn 299) eine Potenz reihe 
~A).!,afy'" als eine hypergeometrische Reihe von zwei Veränderlichen, 

A A 
wenn die Quotienten ~+l,,.. und ~"'+l rationale Funktionen von 1 

A,,.. J.,,.. 
und f' sind. Diese Funktionen genügen einem Systeme partieller 
Differentialgleichungen, mittels dessen Horn die Natur der singulären 
Gebilde an der Grenze des Konvergenzgebietes untersucht. 

20. Düferentialgleichungen für die Periodizitätsmoduln. Die 
Periodizitätsmoduln der elliptischen Integrale erster und zweiter Gat
tung führen auf spezielle hypergeometrische Differentialgleichungen 
(vgl. das Ref. II B 3 (Fricke), Nr. 8 und 59). In entsprechender Weise 
führen die Periodizitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale auf 
Pochhammersche Differentialgleichungen. Nachdem zunächst Koenigs
berger SOO) für die Perioden der ultraelliptischen Integrale erster und 
zweiter Gattung ein System von linearen Differentialgleichungen auf
gestellt hat, nimmt FuchsSOl) die Aufgabe für die allgemeinen hyper-

295) Le Vava8seur, Bur les fonctions contigues relatives a la serie hyper
geometrique de deux variables. Paris C. R. 115 (1892), p. 1255-1258; vgl. 
ferner Anmerkung U6). 

296) Pochharnmer, Über gewisse partielle Differentialgleichungen, denen 
hypergeometrische Integrale genügen. Math. Ann. 33 (1889), p. 353-371. 

297) Lauricella, Sulle funzioni ipergeometriche a piu variabili. Palermo 
Rend. 7 (1893) p. 111-158. 

298) Pincherle, BuHe funzioni ipergeometriche generalizzate. Rom. Ace. 
L. Rend. (4) 41 (1888), p. 694-700, 792-799. 

299) Horn, Über die Konvergenz der hypergeometrischen Reihen zweier 
und dreier Veränderlicher. Math. Ann. 34 (1889), p. 577-600. 

300) Koenigsberger, Die Differentialgleichung der Perioden der hyperellip
tischen Perioden ller Ordnung. Math. Ann. 1 (1869), p. 165-167. 

301) Fuchs, Die Periodizitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale als 
Funktionen eines Parameters. J. f. Math. 71 (1870), p. 91-127. Ges. Werke 1, 
p. 241-281. Die Periodizitätsmoduln der hyperelliptischen Normalintegl'ale 

36* 
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elliptischen Integrale in Angriff. Es sei s'J = cp (14 , x) eine ganze 
rationale Funktion von 14 und x, und zwar in 14 vom Grade 2p + 1, 
9 (14) sei rational in bezug auf 14 und x und werde nur für die 
Nullstellen von cp(z, x) unendlich. Dann genügen die Perioden eines 

Integrals erster oder zweiter Gattung der Form JfJ~) d, als Funk

tionen von x im allgemeinen einer Differentialgleichung 2p ter Ord
nung, und zwar gehören alle Differentialgleichungen, welche einer 
willkürlichen Wahl der rationalen Funktion g(z) entsprechen, zu der
selben Art. so'J) Entsprechend genügen die Periodizitätsmoduln eines 
Abelschen Illtegrals 308) als Funktionen eines Verzweigungspunktes 
oder eines Klassenmoduls des zugrunde gelegten algebraischen Ge
bildes einer linearen Differentialgleichung 2p ter Ordnung, deren Koef
fizienten als Funktionen des Parameters demselben Rationalitätsbereiche 
angehören wie der Integrand und die Koeffizienten der Grundgleichung, 
also im allgemeinen mehrdeutig sind. Es gilt nun nach Fuchs der 
bemerkenswerte Satz, daß die (2p - 2)te Assoziierte der Differential
gleichung 2p ter Ordnung, welcher die Periodizitätsmoduln der Integrale 
erster Gattung genügen, reduzibel ist, indem sie eine dem Rationalitäts
bereiche angehörige Lösung besitzt, die man unmittelbar aus den von 
Fuchs für die Koeffizienten der ursprünglichen Differentialgleichung 
aufgestellten Formeln gewinnt.sM) Die Relationen, welche die Redu
zibilität der (2p_2)ten. Assoziierten ausdrücken, führen zu den Riemann-

dritter Gattung behandelte E. UliriCh, Die Periodizitä.tsmoduln derhyperellipti
schen Normalintegrale dritter Gattung. Diss. Heidelberg 1884. 

302) Fuchs, Zur 'fheorie der linearen Differentialgleichungen. BerlinBer. 1888, 
Ges. Werke 3, p. 30. Betreffend die Differentialgleichung der hyperelliptischen 
Perioden vgl. Pick, Ja.hresber. d. deutsch. Math.-Ver. 19 (1910), p. 99; Pick gibt 
dem Systeme von Differentialgleichungen, denen die Perioden der hyperelliptischen 
Integrale als Funktionen der Verzweigungspunkte genügen, für den Fall p = 2 
durch die Wahl geeigneter unabhä.ngiger Verll.nderlicher und Einführung zweier 
DifFerentiationsoperatoren eine invariante Gestalt, aus der sich alle anderen Dar
stellungen der Differentialgleichungen leicht gewinnen lassen. 

803) Fuchs, über die linearen Differentialgleichungen, welchen die Perio
dizitä.tsmoduln der .Abelschen Integrale genügen. J. f. Math. 73 (1871), p.324-889. 
Ges. Werke 1, p. 843-860, Zur Theorie der .Abelschen Funktionen. Berlin Ber. 1897. 
Ges. Werke 3, p. 249-264. In der letzteren .Arbeit gibt Fuchs zur Ableitung 
der Differentialgleichung drei verschiedene Methoden, von denen besonders die 
dritte ihres allgemeinen Charakters wegen hervorzuheben ist. V gl. auch für 
binomische Gleichungen die Dissertation von Hermann Broecker, Die Periodizi
tätsmoduln der Abelschen Integra.le .. Berlin 1893. 

304,) Fuchs, Zur Theorie der .AbeZschen Funktionen. Berlin Ber. 1898. Ges. 
Werke S, p. 283-293. Der Satz wurde zuerst von Fuchs für die ultraelliptischen 
Integrale unter Zuhilfenahme der bekannten Monodromiegruppe der urapmng-
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Bchen Relationen zwischen den Periodizitätsmoduln der Abelschen Inte
grale erster und zweiter Gattung. S05) 

20. Die Laplacesche Differentialgleichung: 

d"y iJ!'-ly 
(aox + bo) ----n + (al x + bt ) -----=t: + ... + (a"x + b,,) Y = O. 

dx dx" 

Euler 306) behandelt die Aufgabe, in dem Integrale 

(68) y =fe'''v(z) dz 

die Funktion v(z) und die Grenzen so zu bestimmen, daß das Integral 
als Funktion von x einer linearen Differentialgleichung zweiter Ord
nung genügt. In allgemeinerer Weise nahm Laplace 307) diesen Ansatz 
auf und zeigte, wie man vermittelst desselben die Lösungen der nach 
ihm benannten Differentialgleichung nter Ordnung erhalten kann. In der 
folgenden Zeit wurde die Integration spezieller Differentialgleichungen 
dieser Art vermittelst bestimmter Integrale wiederholt aufs neue ge
funden. Liouville 308) behandelt die Differentialgleichung u" = u . x, in
dem er sie durch unendliche Reihen integriert und diese dann durch be
stimmte Integrale summiert. Auf demselben Wege bestimmt Scherk 309) 

die Integrale der Differentialgleichung y(")=(a + ßx)y. Es sei ferner 
in diesem Zusammenhang auf die Arbeiten von Kummer S10) und Liou
ville SI1) hingewiesen. Dann sind noch neben den zahlreichen Unter
suchungen über Besselsche Funktionen (vgl. das Ref. II A. 10 (Wan-

lichen Differentialgleichung bewiesen; siehe Fuchs, Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen. Berlin Ber. 1889. Ges. Werke 3, p. 35 u. 36 vgl. ins· 
besondere auch Schlesinger, Handbuch II, 1, p. 491 f. Für die hyperelliptischen 
Integrale bei beliebigem p gibt Richard Fuchs in seiner Dissertation, Über 
die Periodizitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale, Diss. Berlin 1897 u. 
J. f. Math. 119, p.1-24 den entsprechenden Nachweis sowie den expliziten Aus
druck für die rationale Funktion. 

305) L. Fuchs, a. a. O. Ges. Werke 3, p. 290-293; vgl. auch Richard F~tCh8, 
a. a. 0., :p. 12-17. 

306) Euler Institutiones calculi integralis 2, Opera omnia. I, Bd. 12, Kap X, 
§ 1053f. 

307) Laplace, Sur une nouvelle methode d'approximation, Histoire de 
l'academie royale des sciences 1782; vgl. auch Lacl'oix, Traite du calcul diffe
rentiel III. 

308) Liouville, 21. Bd. von Gergonne Ann. 1830-1831. 
309) Scherk, Über die Integration der Gleichung yen) = Ca + ßx)y. J. 

Math. 10 (1833). 
310) Kummer, Note sur !'integration de l'equation y(") = xmy par des in

tegrales definies. J. f. Math. 19 (1839). 
311) Liouville, J. de l'ec. pol. 15, (cah. 24), p. 51. 
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gerin) die Untersuchungen von Petsval, Spitzer und Winkler hier zu 
erwähnen, die aber nichts Wesentliches zur Förderung des Problems 
beitrugen und deren zum Teil polemische Schriften nur mehr ein ge
wisses nichtmathematisches Interesse erwecken.Slll) 

Eine systematische Integrationstheorie mit komplexen Integra
tionswegen wurde von Poincare für das in der nächsten Nummer zu 
besprechende allgemeinere Problem gegeben und von Jordan, Picard 
und Schlesinger S1S) ausführlich für den vorliegenden spezielleren Fall 
entwickelt. Es sei 

'Pi(S) = aos'" + ... + an' 'Po(s) = bos71 + ... + b'll' 
Setzt man y aus (68) in die linke Seite der Laplaceschen Differential
gleichung ein, so erhält man 

j['Po(s) + X'Pl (s)] ve""dsj 
man bestimmt dann v(s) so, daß 

iJ, 1 !'I'o(') dz 
'Po(S)V(S)=-d (V(s) 'Pl (S), also v(s)=-()e '1'1(-) z ~ z 

wird, und den Integrations weg 1 derart, daß 

jil(V(S)'Pi(S)e""') = 0 wird. 
I 

Sind a, b, ... , m voneinander verschiedene Nullstellen von 'Pi (s), so 
erhält man m - 1 Lösuugen, wenn man als Integrationsweg die m - 1 
Doppelumläufe um a, bj a, c usf. wählt. Ist ferner a eine tt-fache 
Wurze~ so erhält man p, - 1 neue Lösungen durch Integrationswege, 
die in geeigneter Richtung von a ausgehen und daselbst endigen. 
Ist 'Pi(S) vom (n - ;t)ten Grade, so erhält man auf diese Weise n -;t-1 
linear unabhängige Lösungen, die fehlenden Lösungen erhält man 
durch Wahl von Integrationswegen, die von 00 in bestimmter Rich
tung ausgehen und dahin zurückkehren. 

22. Die Laplacesche und Eulersche Transformierte. Die eben 
angeführte Laplacesche Methode führt, wie schon in Nr. 5 angegeben 
wurde, bei Differentialgleichungen n ter Ordnung vom Range 1, deren 
Koeffizienten Polynome von m ten Grade sind, zu bemerkenswerten Re
sultaten. 314.) Es sei die gegebene Differentialgleichung 

312) Vgl. etwa Spitzer, Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen. 
Wien, Gerold 1878, und Differentialgleichungen VOn Winkler, Wien, Hölder 1879. 

313) Jordan, Cours d'Analyse m, p. 252f.; Picard, Traite d'Analyse Irr, 
p. 394f., SchZesinger, Handbuch I, p.409f. 

314) Vgl. neben den in (75) zitierten Arbeiten von Poincare hierzu Picard, 
Traite d'Analyse III, p.405f., Schlesinger, Handbuch I, p. 41H., II, 1 p. 505f.; 
ferner die in (84) zitierte Arbeit von Horn, p. 511-518. 
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(69) 
tl'y rr-~y . 

Po dfC" + P1 d:xf-1 + ... + p"y = 0, 
wobei 

Pi = q,(O)a!" + 0i(1)xm-1 + ... 0i(m) 

und 00(0) =t= ° ist. Bezeichnet [fes)]' die Differenz der Werte von fee) 
an den beiden Enden eines Weges Z, so denken wir UDS in (68) den 
Weg Z und die Funktion v so gewählt, daß für I-' = 0, 1, ... , n 

(70) [e."ve""], = 0, [d~ (s/lv) e""1 = 0, ... [~~~1)) e"IJ], = 0; 

dann folgt durch partielle Integration aus (68) unmittelbar 

dIly fd"(z/lf)) (I-' = 0,1, ... , n) 
:c" - = (- 1)" " e"!IJds, , 

d# ,dz 'V = 0, 1, ... , m 

so daß die Funktion y in (68) der Gleichung (69) genügt, wenn v ein 
Integral der Differentialgleichung 

~ (_ 1)" [0. (,,) dm-"(z"'f)) + 0. (,,) if"-"(z .. -tf)) + ... 
~ 0 dzm-" 1 dzm" 
.. =0 

(71) 

ist. (71) heißt dann die Laplacesehe Transformierte von (69) (vgl. 
das Ref. Pineherle 11 A 11, Nr.16), sie ist von mter Ordnung, ihre 
Koeffizienten sind Polynome n ten Grades. Die singulären Stellen er
hält man als Wurzeln (XJ der Gleichung 

(72) 

die mit (24) identisch ist, wenn in (22) k = 0, h = m gesetzt wird. 
s = 00 ist für (71) eine Unbestimmtheitsstelle vom Range 1, da
gegen sind die Punkte (Xi singuläre Stellen der Bestimmtheit, wenn 
die Wurzeln von (72) voneinander verschieden sind. Die Wurzeln 
der zu (XJ gehörigen determinierenden Gleichungen sind 0, 1, ... 
m - 2, 1J, wobei die Größen 1i keine ganzen Zahlen sein mögen, um 
da.s Auftreten von Logarithmen zu vermeiden. Dann wählt man als 
Funktion f) die im Punkte (x, zum Exponenten 1J gehörige Lösung 
von (71) und zieht durch (XJ einen Halbstrahl nach 00, der durch 
keinen andern singulären Punkt geht und mit der positiven x-Achse 
den WinkelIDeinschließt. Wählt man nun als Integrationsweg Z 
einen Weg, der auf diesem Radiusvektor den Punkt 00 verläßt, (XJ um
kreist und dann auf demselben Radiusvektor nach 00 zurückkehrt, 
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so ist nach dem zweiten Hilfssatz in Nr. ö I ::: I < (f'-R, also sind für 

den gewählten Integrationsweg die Bedingungen (70) erfüllt,wenn 
der reelle Teil von x eiw kleiner ist als (- a). Aus den n singulären 
Stellen der Laplaceschen Transformierten er·hält man auf diese Weise 
n linear unabhängige Lösungen 815) von (69). Fallen jedoch einige 
der singulären Stellen zusammen, so sind die Integrationswege analog 
wie in dem in der letzten Nummer behandelten Spezialfalle entspre
chend zu modifizieren. Ist die Ordnung n von (69) größer als der 
Grad m der Koeffizienten, so kann man n - m Lösungen von (69) 
durch bestimmte Integrale ausdrücken, deren Integrationsweg ganz 
im Endlichen verläuft, so daß (69) n - m ganze transzendente Funk
tionen als Lösungen besitzt, einen Satz, den man auch direkt be
weisen kann. 816) 

Um die Laplacesche Transformierte auf Differentialgleichungen 
vom Range k + 1 auszudehnen, macht BirkhoffS17) den Ansatz 

(73) '!I =!eza;k+l[YJo(s) + Xf/t (s) + ... + xkfh,(S)] ds 

und bestimmt die Funktionen 'YJ aus einem Systeme linearer Diffe
rentialgleichungen, deren singuläre Stellen Unbestimmtheitsstellen vom 
Range k sind; jede einzelne dieser singulären Stellen kann aber ver
mittele einer ihr entsprechenden Transformation der ursprünglichen 
Differentialgleichung durch eine singuläre Stelle der Bestimmtheit er
setzt werden. Es empfiehlt sich dabei nach dem Vorgang von Birkhoff 
von vornherein von einem Systeme linearer Differentialgleichungen 
erster Ordnung auszugehen. Sind die Koeffizienten der Differential
gleichung (69) ganze transzendente Funktionen, ist also m = 00, so 
wird die Laplacesche Transformierte von unendlich hoher Ordnung. Mit 
linearen Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung hat sich schon 
EulerB18) beschäftigt; in neuerer Zeit hat Lalesco 819) von ihnen be
wiesen, daß sie sich auf VoUerrasche Integralgleichungen (vgl. das 
Ref. II A 11 (Pincherle) , N r. SI b) zurückführen lassen. Andererseits 

815) Poincare, a. a. O. Am. Journ. 7, p. 280. 
816) Poincare, a. a. 0., p. 225; vgl ferner die in 49) und 64) zitierten Ar

beiten von Perron, Math. Ann. 66, p. 475, 70, p. 23. 
317) Vgl. hierzu die Zitate 81, 82, 84. 
318) Euler, Institutiones calculi integralis, 2, Opera omnia I, Bd. 12, 

§ 1195-1224. 
319) Lalesco, Sur l'equation de Volterra. J. de Math. (6) 4 (1908) p.125-202, 

vgl. auch Bourlet, Sur les op&ations en general et les equations differentielles 
lineaires d'ordre infini. Ann. ec. norm. (3) 14 (1897) p. 183-190. 
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hat Horn 320) gezeigt, daß man bei diesen Integralgleichungen die 
Lösungen durch asymptotische Reihen darstellen kann. Neuerdings 
hat Schlesinger S21) in einem linearen Di:fferentialsystem 

(k= 1,2, ... , n) 

einen ähnlichen Grenzübergang ausgeführt, wie der, mit Hilfe dessen 
man von einem Systeme von n linearen Gleichungen zu einer Integral
gleichung (vgl. das Ref. II A 11 (Pincherle) Nr.29, 30) gelangt und 
kommt so zu linearen lntegro-Differentialgleichungen der Form 

1 

dY(z; k)! ) dz = Y(z; l a(z; 1, k)dl 
o 

bzw. 
1 

dz~/,k) = a(s;j, k) + !Z(f!;j, l)a(z; l, k)dl, 
o 

wo z eine komplexe, j, k, l reelle Veränderliche bedeuten. Von andern 
Gesichtspunkten aus hatte Volterra llt2) von 1910 ab spezielle Fälle von 
Gleichungen dieser von Schlesinger betrachteten Form behandelt. 

Neben die Laplacesche stellt sich die von Schlesinger sas) sog. 
Eulersche Transformation, bei welcher in (68) (f"Z durch (f! - X)~":'l 
ersetzt wird. Sei nun D;z(Y) ein linearer homogener Di:fferentialaus
druck nte~ Ordnung in x mit ganzen rationalen Koeffizienten mten Grades, 
so ist 
(74) 

wobei ~. ein linearer Di:fferentialausdruck (n + m)te~ Ordnung mit 
ganzen rationalen Koeffizienten in z ist. Aus diesem Satze erhält man 

320) Horn, Volterrasche Integralgleichungen. J. f. :Math. 140, p. 120f. 
und 159f. 

321) Schlesinger, Sur les equations integro-differentielles, Paris C. R. 158 
(1914), p. 1872-1875. 

322) Siehe etwa Volterra, Lec;ons sur les fonctions de lignes, Paris 1913, 
p. 199, Rom. Ace. L. Rend. 23 (1914), p. 394. 

323) Schlesinger, Handbuch II 1, 12. Abschnitt, Ober die Integration linea
rer Differentialgleichungen durch Quadraturen. J. f. Math. 116, p. 97-132, Zur 
Theorie der Eulerschen Transformierten. J. f. :Math. 117, p. 148-167. Pincherle, 
Integrazione delle equaz. diff. lin. mediante integrali definiti; Bologna :Mem. (5) 
2 (1892), p. 523-546; Sur la transformee d'Euler. J. f. Math. 119, p. 347-349. 
V gl. auch Mellin, Ober gewisse durch bestimmte Integrale vermittelte Beziehungen. 
Acta Soc. sc. Fennicae 21, Nr. 6 (1896). 
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durch Spezialisierung den in Nr. 16a erwähnten Satz über die Ver
ta~schung von Parameter und Argument. Genügt dann v der ad
jungierten Differentialgleichung, 5tJ.' = 0 von i). = 0, so ist 

Y =.r (s - x);-lvds 
I 

eine Lösung von D",(y) = 0, wenn der Integrationsweg l geeignet 
gewählt ist. 5tJ.' ist die Eulersche Transformierte von D", (vgI. das 
Ref. Pincherle II A 11, Nr. 17 a). Ist umgekehrt wein Integral der 
zu D",(y) = 0 adjungierten Differentialgleichung, so genügt bei ge
eignet gewähltem Integrationsweg A die Funktion 

u = J w(s - x)~+m-ldx 
A 

der Differentialgleichung 5tJ.(u) = 0, ("Reziprozitätssatz"). Die ur
sprüngliche Differentialgleichung und ihre Eulersche Transformierte 
gehören gleichzeitig dem Fuchsschen Typus an, oder keine von beiden 
tut dieses. Ist 00 für D",(y) = 0 eine singuläre Stelle der Bestimmt
heit, so kann in (74) der lineare Differentialausdruck (n + m)ter Ord
nung durch einen solchen mter Ordnung E ersetzt werden, so daß 

(75) 

wird. Ist speziell D", eine Differentialgleichung erster Ordnung des 
Fuchsschen Typus, so kommt man durch die Eulersche Transforma
tion auf die in Nr. 19 besprochene Pochhammersehe Differential
gleichung. 

Die Aufstellung der Monodromiegruppe für Differentialglei
chungen, deren Lösungen sich als bestimmte Integrale darstellen 
lassen, geschieht am einfachsten vermittelst der in Nr. 18a erwähnten 
Methode der veränd~rlichen Integrationswege.82.t) 

23. Differentialgleichungen des Fuchssehen Typus, deren In
tegrale in der Umgebung eines jeden Punktes einer Riemann sehen 
Fläche vom Geschlechte 1 eindeutige Funktionen sind. Damit die 
Integrale einer Differentialgleichung auf einer Riemannschen Fläche 
von beliebigem Geschlechte die in der Überschrift angegebenen Be
dingungen erfüllen, müssen die Koeffizienten der Differentialgleichung zu 
dem der Riemannschen Fläche zugrunde liegenden algebraischen Gebilde 
gehören und ferner noch so beschaffen sein, daß die Integrale an den 

324-) Vgl. neben den in 262-264, 292 und 323 zitierten Arbeiten Nekrassoff, 
Über lineare Differentialgleichungen, welche mitte1st bestimmter Integrale inte
griert werden. Math. Ann. 38 (1891); ferner Goursat, Sur une classe de fonc
tions representees par des integrales definies. Acta Math. II (1883), p. 1-71. 



28. Differentialgleichungen des Fuchsschen Typus. 561 

singulären Stellen der Differentialgleichung nur Pole besitzen. Sind 
diese Bedingungeu erfüllt, 80 erleiden die Integrale nur beim Über
schreiten der Querschnitte der zerschuittenen Biemannschen Fläche 
lineare Substitutionen, die aber im allgemeinen nur für p = 1 ver
tauschbar sind. Daher wird die Theorie für p = 1 besonders einfach. 

Drückt man in diesem letzteren Falle zum Zwecke der Uniformi
sierung x und y als doppelperiodische Funktionen eines als neue unab
hängige Veränderliche eingeführten Parameters u aus, so erhält man 
eine Differentialgleichung mit eindeutigen doppelperiodischen Koeffi
zienten und in u eindeutigen Integralen, die nur Pole als singuläre 
Stellen besitzen. Vermehrt man u um eine der Perioden 2 moder 
2m', so erleiden die Integrale lineare Substitutionen; es gibt aber zum 
mindesten ein Integral, das sich bei Vermehrung von u um irgend
welche Perioden nur mit konstanten Faktoren multipliziert 895), also 
eine doppelperiodische Funktion zweiter Art ist. Allgemein kann 
man ein beliebiges Integral einer derartigen Differentialgleichung 
mter Ordnung als ein Polynom höchstens (m - l)ten Grades in u und 
~(u) mit doppelperiodischen Koeffizienten zweiter Art darstellen.s26) 

Von besonderer Bedeutung ist die zuerst von Hermite Sl7) untersuchte 
verallgemeinerte Lamesche Differentialgleichung 

(76) d l d';' = [n(n + 1)\O(u) + B]y, 

welche Grundlage und Ausgangspunkt für die Theorie der eben be
sprochenen allgemeineren Differentialgleichungen bildete. Damit u = 0 

325) Picard, Sur une c1as8e d'equations differentielles lineaires. Paris C. 
R. 90 (1880), p. 128-131. Sur lei equations differentielles lineaires a. coefficients 
doublement penodiques. J. f. Math. 90, p. 281-303; vgl. auch die unter dem
selben Titel erschienene Arbeit von Mittag-Leffler. Paris C. R. 90, p. 299-300. 
Ferner sind zu nennen, TraiM des fonctions elliptiques, Bd. H, von Halphen; 
'Jordan, Cours d'Analyse UI, p. 276f.; Picard, Traite d'Analyse III, p.437f.; 
K1·ause, Theorie der doppelpenodisehen Funktionen U, p. 179f. Besonders sei 
auf den ausführlichen Literaturbericht am Schlusse dieses Buches verwiesen. 

326) Flo'luet, Sur les equations differentielles lineaires a. coefficients double
ment periodiques. Paris C. R. 98, p. 38-89, 82-85. Ann. ec. norm. (3) 1 (1884), 
p. 181-239, 405-408. 

327) V gl. U B 3, Anm. 428, ferner TI A 10, Nr. 39. Es sind dann noch zu 
nennen die Untersuchungen von Fuchs, Extrait d'une lettre adressee a Hermite. 
Paris C. R. 85, p. 947-50, Ges. Werke 2. p. 145-148, tiber eine Klasse von 
Differentialgleichungen, welche durch .Abelsche oder elliptische Funktionen inte
grierbar sind. Gött. Nachr. 1878, Ges. Werke 2, p. 151-160. Sur les equations 
differentielles Iineaires, qui admettent usf. J. de math. pures et appl. (8) 4 (1878), 
p. 126-140, Ges. Werke 2, p.161-174. 
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kein Verzweigungspunkt ist, muß n eine ganze Zahl sein. Dann hat 
(76) stets zwei Integrale, deren Produkt eine doppelperiodische Funk
tion erster Art ist. Sind die beiden Integrale identisch, d. h. ist das 
Quadrat eines einzigen Integrals von (76) eine doppelperiodische 
Funktion erster Art, so hat man den Fall der Lame'schen Polynome. 
Klein 328) hat in seinen Vorlesungen vermittelst oszillationstheoretischer 
Betrachtungen und Heranziehung der Kreisbogenvierecke eine ausführ
liche Diskussion über die Einordnung der Lame'schen Polynome in 
den allgemeinen Fall gegeben und die Nullstellen dieser Polynome 
einer eingehenden Diskussion unterzogen. 

328) Klein, Vorlesungen über lineare Differentialgleichungen, Winterse
mester 1890-91, p. 162f., Sommersemester 1894, p. 323f.j vgl. auch die in 146 
zitierte Arbeit von van Vleck. 

(Abgeschlossen Dezember 1913.) 
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I. Differentialgleichungen erster Ordnung, deren allgemeines Integral bei Um

kreisung aller singullLrer Stellen oder nur der verschiebbaren Verzweigungs
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4. Differentialgleichungen, deren allgemeines Integral eine algebraische Funktion 
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deslen Umgebung sich unendlich viele Zweige eines Integrales untereinander 
vertauschen. Grenzlösungen. 

ll. Ditrerentlalgleiehungen zweiter und h6herer Oruug. 
6. Abhi\ngigkeit der Integrale von den Integrationskonstanten. 
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zweiter und höherer Ordnung. 
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Literatur. 
P. Boutrowe, Le90ns sur les fonctions definies par les equations differentielles du 

premier ordre. Paris 1908, mit einem Anhang von P. Painkvi. (Im folgen
den zitiert: "Boutroute, Vorlesungen" und "Pain"leve bei Boutrou:e!') 

P. Fiorentini, Bulla teoria delle equazioni differenziali ordinarie deI prima or
dine. Batt. Giom. " (1906), p.25-88, p. 291-818. 

") Fiir die Mitwirkung bei der Korrektur dieses Referates und ffir eine 
große Anzahl von Verbeaaerunga- und Ergänzungavorschlltgen ist der Verfasser 
den Herren J. Hom, M.Noethw nnd L.8chlesingw zum wltrmsten Danke Terpflichtet. 

EUCJlllo,. a. math. Wilaenlob. II I. 87 
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A. R. ForB1flh, Theory of differential equatioDS Part. III. Ordinary equations 
not linear. Vol. II. m. Cambridge 1900. 

J. Horn, Gewöhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. Sammlung 
Sckuberl, L. Leipzig 1905. 

L. KoenifJ8berger, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen. Leipzig 1889. 
P. Painleve, Le90ns Bur la theorie analytique des equations differentielles pro

{essees a. Stockholm 1895. Paris 1897. (Im folgenden zitiert: "PairileDe, Vor
lesungen. U) 

_, Le probleme moderne de l'integration des equations differentielles. Verhand
lungen des dritten internationalen Math.-Kongresses in Heidelberg 1904. 
p.86f. 

E. Picard, Traite d'Analyse, Bd. II und IlI. 1. Aufl. Paris 1893 u. 1896. 2. Aufl. 
ebenda 1905 und 1908. 

L. Schlesin,ger, Einführung in die Theorie der Differentialgleichungen. SammJ,ung 
Schubert, XIII. Leipzig. 1. Aufl. 1900. 2. Aufl. 1903. 

Zur Ergänzung des vorliegenden Referates sind die folgenden Referate heran
zuziehen: 
II A 4a, P. PainZeve, Gewöhnliche Differentialgleichungen; Existenz der Lösungen. 

In diesem Referate ist die Frage der Existenzbeweise bei gewöhnlichen und 
singulären Anfangsbedingungen sowie die Theorie der singulären Integrale 
behandelt. 

1I A 4 b, E. Vessiot, Gewöhnliche Differentialgleichungen; elementare Integrations
methoden. 

nB 5, E. Hilb, Liueare Differentialgleichungen im komplexen Gebiet. 
m D 8, H. Liebmann, Geometrische Theorie der Differentialgleichungen. 

Ferner sei, was die Behandlung der in der analytischen Mechanik ein
schließlich des Drei- und n-Körperproblems auftretenden Differentialgleichungen 
anbetrifft, auf die Referate IV 12 von a. Müller und IV 18 von G. Prange sowie 
auf das Referat VI 2,12 von Whittaker verwiesen. 

Im Referate IIA4a (P. Painleve) wurden die Integrale gewöhn
licher Differentialgleichungen in der unmittelbaren Umgebung eines 
festen Werles der komplexen unabhängigen Veränderlichen x unter
sucht, und zwar bei gewöhnlichen Anfangsbedingungen in Nr. 1-16, 
bei gewöhnlichen singulären Anfangsbedingungen in Nr. 17-23 und 
bei außergewöhnlichen Anfangsbedingungen in Nr.24:-37. In dem 
vorliegenden Referate wird nun das Verhalten der allgemeinen Lösungen 
bei beliebigen Wegen der unabhängigen Veränderlichen in der kom
plexen x-Ebene besprochen werden; die Hauptaufgabe wird aber in der 
Bestimmung und Untersuchung solcher nichtlinearergewöhnlicher 
Differentialgleichungen bestehen, deren allgemeine Lösungen einen mög
lichst einfachen funktionentheoretischen Charakter haben, z. B. ein
deutige Funktionen der unabhängigen Veränderlichen x sind oder sonst 
in bezug auf die Lage ihrer singulären Stellen und ihr Verhalten in 
der Umgebung derselben besonderen Forderungen genügen. 
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Um solche im Wesen der Aufgabe begründete Forderungen an
geben zu können, müssen zunächst einige vorbereitende Bemerkungen 
über die singulären Stellen der Lösungen gewöhnlicher Differential
gleichungen nter Ordnung gemacht werden. Es sei y eine in der Um
gebung von Xo analytische Lösung einer Differentialgleichung nter Ord
nung, und es sei auf einem von Xo ausgehenden Wege l in der kom
plexen x-Ebene Xl die erste singuläre Stelle, welche getroffe~ wird. 
Konvergieren dann y und seine n - 1 ersten Ableitungen bei Annähe
rung an Xl nach festen endlichen oder unendlich großen Werten, so hat 
man in Xl eine Singularität von der Art, wie sie im Referat II A 4a 
(P. Painleve) wenigstens für die einfachsten Fälle besprochen sind; 
wenn aber entweder y oder mindestens eine seiner n - 1 ersten Ab
leitungen bei Annäherung an Xl auf dem Wege 1 nach keinem be
stimmten Wert konvergiert, so kennt man in Xl weder gewöhnliche 
noch außergewöhnliche Anfangsbedingungen; Xl ist dann für y eine 
Unbestimmtheitsstelle. Des weiteren unterscheidet man bei gewöhn
liche~ Differentialgleichungen zweierlei Arten von si~ulären Punkten 
der Lösungen, nämlich: 

a) feste singuläre Stellen, das sind singuläre Stellen, welche von 
den Integrationskonstanten nicht abhängen; 

b) verschiebbare singuläre Stellen, d. h. solche singuläre Stellen, 
welche durch Änderung der Integrationskonstanten verschoben werden 
können. 

Die singulären Stellen der Lösungen von linearen Differential
gleichungen sind fest, vgl. das Ref. II B 5 (E. Hilb), Nr. 2. Einfache 
Beispiele von Differentialgleichungen erster Ordnung mit verschieb
baren singulären Punkten sind die folgenden: 

~ y + yS = 0, diese hat als allgemeine Lösung y = _1_, also 
wX X-~ 

XO als verschiebbaren Pol, 

y : ~ + x = 0, diese hat als allgemeine Lösung y = Y Xo I! - xl!, 

also +xo als verschiebbare algebraische Verzweigungspunkte. 
Die Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren allgemeine Lösung 

1 

y = ce"'-lJeo ist, hat Xo als verschiebbaren Unbestimmtheitspunkt. Wäh
rend in den angeführten Beispielen die verschiebbaren singulären 
Punkte isoliert lagen, können bei algebraischen Differentialgleichungen 
dritter Ordnung, wie das Beispiel der Differentialgleichung für die 
polymmphen Funktionen zeigt, die verschiebbaren singulären Stellen 
eine analytische oder nichtanalytische Linie oder eine diskontinuier
liche perfekte Punktmenge bilden (vgl. das Ref. II B 4 (Fricke)). 

87* 
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J. Differentialgleichungen erster Ordnung. 
1. Die Sätze von Fuchs und Painleve. Wir betrachten zunächst 

die Differentialgleichung: 
, P(x,1/) 

(1) Y = Q(x, y)' 

in welcher P(x, y) und Q(x, y) Polynome von y, eindeutige analytische 
Funktionen von x sind. 

Die singulären Stellen der Differentialgleichung (1) sind dann 
(vgl. das Ref. II A 4a (Painleve), NI'. 20, 21, 24:-31): 

1. Die singulären Stellen der von x abhängigen Koeffizienten der 
Potenzen von '!I in den Polynomen P und Q, ferner allenfalls x = 00. 

2. Die Nullstellen xo, Yo von Q(x, y), für welche P(x, y) von Null 
verschieden ist. Hierbei sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

a) Q(xo, y) verschwindet nur für isolierte Werte von y = Yoi 
dann besitzt die Lösung, welche für Xo den Wert y" annimmt, in Xo 
einen algebraischen Verzweigungspunkt. Die Werte xo, für die dieses 
eintreten kann, erfüllen im allgemeinen zweifach ausgedehnte Bereiche 
der x-Ebene; innerhalb dieser Bereiche ist dann der algebraische Ver
zweigungspunkt Xo verschiebbar. 

b) Q(xo, y) verschwindet für Xo unabhängig von dem Werte von y. 
Dann ist Xo eine feste singuläre Stelle, und einfache Beispiele, wie 
etwa die Differentialgleichung 

dy 1/ 
dx = (X-Xo)" 

1 

deren allgemeines Integral y = Oe- IJC - lJCo ist, zeigen, daß die allge
meine Lösung eine solche singuläre Stelle als Unbestimmtheitsstelle 
besitzen kann. 

3. Die gemeinsamen Nullstellen xo, Yo von P(x, y) und Q(x, y). 
4. Diejenigen singulären Stellen, welche man für s = 0 erhält, 

wenn man.. s =.!.. setzt. 
y 

Die in 1, 2 bund 3 aufgezählten singulären Stellen sowie die 
entsprechenden, die VOl'l. 4 herrühren, sind feste singuläre Stellen der 
Differentialgleichung; diese festen singulären Stellen sollen weiterhin 
mit ~ bezeichnet werden. In jedem Punkte x, der mit keinem ; zu
sammenfällt, ist jede Lösung von (1), die daselbst einen bestimmten 
endlichen oder unendlichen Wert annimmt, algebroid. Diesen von 
Fuchst) herrührenden Satz erweitert Painleve i ) zu dem folgenden 

1) L. Fuchs, "Ober Differentialgleichungen, deren Integrale feste Verzwei
gunggpunkte besitzen, Berlin Ber. 1884, p. 699. Ges. Werke 2, p. 855. Die Be-
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ersten Fundamentalsatz: Die sämtlichen nicht algebraischen singulären 
Sttllen eines Integrals von (1) sind unter den festen singulären Stellen e 
enthalten, indem er zeigt, daß jede Lösung von (1) nach einem be
stimmten endlichen oder unendlich großen Wert konvergiert, wenn 
sich x nach irgendeinem von den Punkten ~ verschiedenen Punkt Xo 
auf einem Wege L bewegt, der durch keinen der Punkte e geht. 
Daraus folgt unmittelbar als Analogon zu dem bekannten Satze von 
Picard (vgl. das Re! II B 1 (Osgooil), Nr.29) der SatzS): Sind in der 
Differentialgleichung (1) P(x, y) und Q(x, y) auch rationale Funk
tionen von x und isty = cp(x) eine Lösung von (1), deren Umkehr
funktion x = t/J(y) unendlich-vieldeutig ist, so hat die Gleichung 
y(x) =.A unendlich viele Wurzeln, wenn .A eine feste Zahl ist, die 
nicht mit einem der aus der Differentialgleichung bestimmbaren, in 
endlicher Anzahl vorhandenen Ausnahmewerte zusammenfällt. 

Das zweite Haupttheorem von Painleve beschäftigt sich mit der 
analytischen Abhängigkeit eines Integrals von (1) von der Integra
tionskonstante. Man betrachte zwei von den e verschiedene Punkte Xo 
und Xl j '!I = cp (x, '!I07 xo) sei das Integral von (1), welches in Xo den 
Wert '!Io hat, und dieses Integral nehme in f&t den Wert '!Il an, wenn 
x von Xo nach Xl auf einem bestimmten Wege L geht, der weder 
einen der Punkte ~ noch einen der bei Änderung von '!Io verschieb
baren Verzweigungspunkte enthält, so daß also L sieh mit '!Io unter 
Umständen ändern muß. Dann sagt der zweite Fundamentalsatz von 
Painleve') , daß Yl als Funktion 'Von Yo überall algebroid ist. Dieser 
Satz gilt aber nur so lange 11) , als der Weg nicht durch das Aus
weichen vor mit '!Io beweglichen Verzweigungspunkten ' gezwungen 

'Ilerkung, daß bei nichtlinea.ren Differentia.lgleichungen verschiebbare Verzwei
gungspunkte auftreten, scheint Jlum ersten Mal explizite von M. Hamburger. J. f. 
Matb. 83 (1877), p. 186 ausgesprochen worden zu sein. 

2) P. Painleve, Bur les lignes singulieres des fonctions analytiques, These, 
Paris 1887, p.88, abgedruckt Toulouse Ann. 1888; vgl. auch die in der Literatur
übersicht erwähnten Vorlesungen von P. Painlem!, p. 23; ferner E. PicariJ, Traite 11, 
p.826. 

8) P. Painleve, Vorlesungen, p. 284. Vgl. auch G. RemoutJiJoB, Bur les zeros 
des integra.les d'une classe d'equationB differentielles, Palis C. R. 1'7 (1908), 
p. 416 und Rom. 4. Matb. Kongr. (1909) 2, p. 69. 

4) P. Painlevt!, Vorlesungen, p. 86. 
5) Vgl. L. Zoretti, Bur les fonctionB analytiqueB uniformes, J. da Math. 

(6) 1 (1905), p. 38, P. Painleve, Anhang zu den in der Literaturflbersicht auf
geführten Vorlesungen von P. Boutrow; (fernerhin als .. Painleve bei Boutroum" 
bezeichnet), p. 141; P. Boub"owe, Bur les singularites des equations differen
tielle. rationnelles du premier ordre et du premier degre, J. de Math. (6) 6 
(1910), p. 1'0. 
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wird, durch einen Punkt ~ zu gehen oder sich um einen oder mehrere 
Punkte ~ unendlich oft herumzuwinden. Es besitze etwa das Integral 
'!J = qJ(x, b, xo) als Funktion von x p Zweige; verbindet man dann 
Xo mit Xl durch p Wege Lv' .. , Lp ' die durch keinen der Punkte; 
und keinen der Verzweigungspunkte von qJ(x, b, xo) gehen, derart daß 
man auf diesen p Wegen mit p verschiedenen Werten qJl1 qJ'J' .•• , qJfI 

in Xl ankommt, so sind die p Funktionen qJl(XV '!Jo, xo), qJ'J(xl1 '!Jo, xo), 
•.. , qJ,,(xl1 '!Jo, xo) als Funktionen von '!Jo für '!Jo = b algebroid. Besitzt 
aber qJ(x, Yo, xo) für zu b benachbarte Werte von '!Jo noch andere 
Zweige, also etwa qJp+l (x, '!Jo, xo), so kann qJP+l (xv '!Jo, xo) die Stelle 
'!Jo = b als Unbestimmtheitsstelle besitzen. 

Die beiden Fundamentaltheoreme von Painleve gelten unverändert 
für algebraische Differentialgleichungen erster Ordnung: 

(2) F('!J', '!J, x) = 0, 
wenn F ein Polynom von y' und '!J ist, dessen Koefffzienten analy
tische Funktionen von X sind. 

2. Differentialgleichungen ohne verschiebbare Verzweigungs
punkte. Damit das allgemeine Integral einer Differentialgleichung 
eindeutig sei, darf die Differentialgleichung überhaupt keine, also auch 
keine verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzen; es entsteht so durch 
Verallgemeinerung die Aufgabe, alle Differentialgleichungen (1) und 
(2) zu bestimmen, welche keine verschiebbaren Verzweigungspunkte 
besitzen. Aus dem ersten Fundamentaltheorem folgt dann, daß alle 
singulären Stellen der Differentialgleichung (1), welche nicht mit den 
festen Punkten ~ zusammenfallen, Pole sein müssen. Damit nun die 
Differentialgleichung (1) keine verschiebbare singuläre Stelle des 
Typus 2a) besitzt, muß Q(x, '!J) von y unabhängig, also (1) von der 
Form: 
(3) :; = P(x, y) 

sein, wobei 
hält man: 

1 
P(x, y) ein Polynom in '!J ist. Setzt man y = s' .so er-

(4) dz = _ g2 p (X ..!.-). 
da; , z ' 

damit nun fJ = 0 kein Pol der rechten Seite von (4) sei, darf der 
Grad von P in bezug auf y Zwei nicht übersteigen. Die allgemeinste 
Differentialgleichung der Form (1) mit festen Verzweigungspunkten 
ist also l ) die Riccatische 6) Differentialgleichung: 

(5) :; = Ao + Aly + .AsY', 

6) VgI. wegen dieser Bezeichnung das Rer. nA 4b (Vessiot), p. 241. 
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in welcher die A analytische Fnnktionen von x sind. Wie nun im 
Rer. II A 4b (Vessiot) P. 241 ausgeführt wurde, läßt sich das allge
meine Integral der Riccatischen Di1ferentialgleichung als Funktion der 
Integrationskonstanten 110 in der Form: 

(6) 1/ = !loCJ1(a:)+1J1(a:) 
!lo % (a:) + CD (a:) 

darstellen. Diese Darstellung ergibt sich aber 7) auch unmittelbar aus 
der Tatsache, daß die Di1ferentialgleichung (5) keine verschiebbaren 
Verzweigungspunkte besitzt. Denn seien Xo und Xl zwei feste Punkte, 
die durch einen festen Weg L verbunden sind, der durch keinen 
Punkt ~ geht, dann gehört zu jedem Wert 110 von 1/ in Xo ein ganz 
bestimmter endlicher oder unendlich großer Wert 111' den 1/ in Xl an
nimmt. Es ist also, da (5) keine verschiebbaren Verzweigungspunkte 
hat, nach dem zweiten Fundamentalsatz von Painleve, 111 eine ratio
nale J!'unktion von 110' Umgekehrt folgt ebenso, daß 110 eine rationale 
Funktion von 111 ist, so daß, wenn wir statt 111 und Xl allgemein y 
und X schreiben, 11 eine linear gebrochene Funktion von 110 ist. 

PetrowitchS) und Malmquist s .. ) untersuchen die Frage, wann die 
Differentialgleichung (1), in der P(x,1I) und Q(x, 1/) auch rationale 
FQnktionen von 'X sind, einzelne eindeutige Integrale besitzen können. 
Petrowitch bedient sich bei der Untersuchung des schon oben er
wähnten Picardschen Satzes aus der Funktionentheorie, Malmquist der 
von Boutroux (vgl. das Ref. II 15 (Painleve), p.45 der franz. Ene.) 
gewonnenen Resultate über das Verhalten der Integrale bei Annähe
rung an singuläre Stellen. N aeh Malmquist ist jedes eindeutige In
tegral von (1) eine rationale Funktion, sofern (1) keine Riccatische 
Differentialgleich1lllg ist. 

Setzt man in (5) 11 = -! u', so erhält man für u eine lineare 
.aJ U 

Differentialgleichung zweiter Ordnung; die Frage nach den notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen, damit dlls allgemeine Integral einer 
Riccatischen Differentialgleichung eine eindeutige Funktion sei, läßt 
sich somit auf eine Frage aus der Theorie der linearen Differential
gleichungen zurückführen. 

7) H. Poincare, Bur un theoreme de M. Fuchs, Acta. Math. 7 (1885), p. 1. 
V gl. auch E Picard, Traite II, p. 829. 

8) M. Petrowitch, Bur les zeros et les infinis des integrales des equations 
differentielles algebriques. These, Paris 1894, p. 43; vgl. auch E. Picara" Traite 
III, p.866. 

8a) J. Malmquist, Bur les fonctions a. un nombre fini de branches Mfinie. 
par les equatioDs differentielles du premier ordre, Acta math. 86 (1918), p. 810. 
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Wir wenden uns jetzt zu den algebraischen Differentialgleichungen 
erster Ordnung (2) und bezeichnen als Diskriminantengleichung diejenige 
Gleichung, welche man erhält, wenn man y' zwischen der Gleichung (2) 

und der Gleichung (}P(~/, x) = ° eliminiert. Dann sind nach Fuchs 9) 

die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß die Diffe
rentialgleichung (2) keine verschiebbaren Verzweigungspunkte besitze, 
die folgenden: 

1. Die Gleichung (2) hat die Form: 

(7) y'm + 1Ply'm-l + ... + 1Pm = 0, 

worin ""11 ""2 ... 'I/Im ganze rationale Funktionen von y mit von x ab
hängigen Koeffizienten von der Beschaffenheit bedeuten, daß 'I/Ik höch
stens vom Grade 2 k in bezug auf y ist. 

2. Ist Y = rJ eine Wurzel der Diskriminantengleichung, für welche 
die durch (7) definierte algebraische Funktion y' von y sich verzweigt, 
so ist 'YJ ein Integ.ral der Gleichung (7). In der y' als algebraische 
Funktion von y darstellenden Rietnannschen Fläche hat y' in sämtlichen 

über y = rJ liegenden Verzweigungsstellen den Wert y' = ~ = ~~ . 
3. Je a Blättern, welche sich in y = 1], y' = ~ = :~ verzweigen, 

entsprechen mindestens a - 1 mit y = 1] zusammenfallende Wurzeln 
der Gleichung: 

F(~, y, x) = ° 
mit der Unbekannten y. 

4. Setzt man w = ..!.-, so müssen für die transformierte Differentialy 
gleichung auch die Bedingungen 2. und 3. erfüllt sein. 

Speziell ergibt sich 10), daß das Geschlecht p der algebraischen 
Gleichung (7) zwischen y und y' nicht (m - 1)1 übersteigen darf. 

Wir wenden uns jetzt zur Charakterisierung der Integrale der
jenigen Differentialgleichungen (7), für welche die Bedingungen 1. bis 
4. erfüllt sind. 

Es sei 

ein Integral von (7), welches in Xo Gen Wert Yo, und dessen erste Ab-

9) L. Pucks, 1. c., Ges. Werke 2, p. 364. Bezüglich der Bedingung 4. vgl. 
M. J. M. Hill und A. Be"y, On differential equations with fixed branch points, 
London M. S. Proc. (2) 9 (1911), p. 231. 

10) G. TVallenberg, Beitrag zum Studium der algebraischen Differential
gleichungen erster Ordnung. Zeitschr. Math. Phys. 35 (1890), p. 198, 257, 321, 
insb. p. 840. 
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leitung daselbst den Wert 110' annimmt, so daß 

(8) F(yo', Yo, xo) = 0 
ist. Einen anderen mit keinem Punkte ~ zusammenfallenden Punkt x 
verbinden wir mit Xo durch einen festen, durch keinen Punkt ~ gehen
den Weg. Dann sind für irgendeinen Punkt (Yo, Yo') der durch (8) 
festgelegten Riemannschen Fläche die beiden Größen: 

(9) ( , ) dy '(' ) Y = Cf! x, Yo, Yo, xo ' dx = Cf! x, Yo, Yo, Xo 

eindeutige Funktionen von Yo und Yo', also nach dem zweiten Fun da
mentalsatz von Painleve rationale Funktionen von Yo und Yo' und folg
lich in der Form darstellbar: 

(10) { Y = fm_leX, Yo' Xo)Yo'm-l + ... + fo(X, Yo' Xo), 
y' = bm_1 (x, Yo' Xo)Yo'm-l + ... + bOex, !JO' xo), 

wobei die fund b rationale Funktionen von Yo sind. Da man in den 
Gleichungen (10) Xo und Yo mit x und y vertauschen kann, so 
stellen 11) diese Gleichungen eine birationale Beziehung zwischen den 
durch die Gleichungen 
(8a) F(yo', Yo, xo) = 0 
und 
(8b) F(y', y, x) = 0 
dargestellten Riemannschen Flächen dar; Xo und x sind dabei ab 
Parameter aufzufassen. Ist nun p bei unbestimmtem x das Geschlecht 
der in 'Y und y' algebraischen, irreduzibeln Gleichung F(y', y, x) = 0, 
so sind drei Fälle zu unterscheiden: 

1. p > 1; dann gibt es nur eine endliche Anzahl birationalel 
TransfOl'mationen, die (8a) in (8b) überführen; dieselben lassen sich 
algebraisch berechnen (vgl. das Ref. II B 2 (Wirtinger), NI'. 31 und 53). 
Jede diesel' Transformationen liefert das allgemeine Integral von (2), 
da sie aus (9) hervorgeht, indem man auf 'Yo' und 'Yo eine birationule 
Transformation anwendet, die (8a) in sich überführt. Das allgemeine 
Integral ist also in diesem Falle eine algebraische Funktion der Koeffi
zienten von Y und y' in (2)11"). 

2. P = 1; dann läßt sich die Differentialgleichung algebraisch au f 
die Differentialgleichung 12): 

dt 
V(l- tl)(i=-k1tf) = A(x)dx, 

11) H. Poincare, I. c., p.' 28. 
1180) Vgl. auch bezüglich der Ableitung dieses Satzes E. Picard, Traite 

d'Analys8 U (1. Auflage), p, 486 und ur p. 83; P. Painleve, Vorlesungen, p. 93. 
12) H. Poincare, 1. c., p. 7; vgl. auch G. Wallenberg, 1. c., Abschnitt llI. 
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wobei kl eine Konstante isVS), oder auf eine Riccatische Differential
gleichung zurückführen. Man zeigt dieses, indem man y und y' als 
rationale Funktionen eines Parameters t und eines Radikals 

@ = Jlt(t-l)(t- 2) (t-g(x») 

ausdrückt und die Differentialgleichung, der t als Funktion von x ge
nügt, so bestimmt, daß t und @ keine beweglichen Verzweigungs
punkte besitzen. Eine andere Ableitung dieses Resultates erhält man 
durch Heranziehung der Eigenschaften der birationalen Transforma
tionen. 1') 

3. p = 0; dann kann man '!I und y' als rationale Funktionen eines 
Parameters t darstellen 15) ; indem man ausdrückt, daß y' die Ableitung 
von y ist, erhält man für t als Funktion von x eine Differential
gleichung erster Ordnung und ersten Grades in der Ableitung, welche 
keine verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzt, also eine Riccatische 
Differentialgleichung ist. 

Besonders einfach werden die Resultate für algebraische Differen
tialgleichungen der Form: 
(11) FV/, y) = 0, 

d. h. für die sogenannten Briot und Bouquetschen Differentialglei
chungen 16), welche x nicht explizit enthalten. Da diese Differential
gleichungen x = 00 als einzigen festen singulären Punkt haben, so 
ist ihr allgemeines Integral, wenn keine verschiebbaren Verzweignngs
punkte auftreten, eine eindeutige Funktion von x. In diesem Falle 1'1) 
ist das allgemeine Integral von (11) entweder eine doppeltperiodische 
Funktion von x oder eine rationale Funktion von r!'''', wo k eine Kon
stante ist, oder eine rationale Funktion von x. Das Geschlecht p von 
(11) ist dabei notwendigerweise 1 oder O. 

13) P. Painleve, Vorlesungen, p. 66f. und L. Schlesinger, Differentialglei-
chungen, p. 285 f., p. 296 f. 

14} H. Poincare, 1. c., p. 21. 
16) L. Fuchs, 1. C., p. 365; H. Poincare, 1. c., p. 4. 
16) Briot und Bouquet, Recherches sur les fonctions doublement periodiques, 

Paris C. R. 40 (1855), p. 842; Memoire sur 1'integration des equationa differen
tielles au moyen des fonctions elliptiques, Journ. de l'Ec. pol. 21 (cah. 86) (1856), 
p.199. 

17) V gl. hierzu Oh. Hermite, Cours lithographie de l' Ec. pol. (1878); L. Fuchs, 

Sur une equation differentielle de la forme f( u, ::) = 0, Paris C. R. 93 (1881), 

p. 1068; Ges. Werke, p. 283; W. Raschke, tjber die Integration der Differential
gleichungen erster Ordnung durch eindeutige Funktionen, Dissertation Heidelberg 
1883, Acta math. 14, p.81; E. Picard, Traite III, p. 61; L. Schlesinger, Diffe
rentia.lgleichungen, S. 271. 
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Petrowitch 18) stellt die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür auf, daß die Integrale einer Differentialgleichung (2) keine mit 
den Anfangswerden verschiebbaren Nullstellen oder Pole besitzen. 

Historische Bemerkungen. Die Bestimmung eindeutiger analytischer 
Funktionen, welche durch algebraische Differentialgleichungen erster 
Ordnung definiert sind, geht auf die Arbeiten Abels und Jacobis über 
die Differentialgleichung: 

(13) (:~r = (1- y!)(l- ki y2) 

zurück. Den Satz, daß jede eindeutige doppeltperiodische Funktion, 
welche im Endlichen nur Pole als singuläre Stellen besitzt, einer 
algebraischen Differentialgleichung (11) genügt, hat Meray19) ausge
sprochen. 

Briot und Bouquet, die ebenso wie Meray Schüler von Liouvz"lle 
sind, sowie Weierstrass in seinen Vorlesungen untersuchten dann die
jenigen algebraischen Differentialgleichungen der Form (11), deren 
allgemeines Integral eine eindeutige Funktion von x iS,t. Hermite 17) 

wies als erster auf die Bedeutung des Geschlechtes p der algebraischen 
Gleichung (11) für das Integrationsproblem hin. Fuchs 1) bestimmte 
dann in Verallgemeinerung der Fragestellung von Briot und Bouquet16 ) 

alle algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung der Form (2) 
mit festen Verzweigungspunkten und integrierte dieselben im Falle 
p = 0 und p = 1. Poincar(J7) zeigte, daß die von Hwhs aufgestellten 
Differentialgleichungen keine neuen Transzendenten ergeben, indem er 
nachwies, daß sie für p > 1 algebraisch integrierbar sind. Briot und 
Bouquet sowie Fuchs berücksichtigten jedoch nicht das an sich mög
liche Auftreten von verschiebbaren Unbestimmtheitsstellen; erst Pain
leve füllte durch den in Nr.l besprochenen ersten Fundamentalsatz 
diese Lücke aus. In ähnlicher Weise setzte Poincare den zweiten 
Fundamentalsatz von Painleve unbewiesen als selbstverständlich voraus. 

3. Differentialgleichungen erster Ordnung, deren allgemeines 
Integral bei Umkreisung aller singulärer Stellen oder nur der ver
schiebbaren Verzweigungspunkte allein eine endliche Anzahl von 
Zweigen besitzt. Nächst denjenigen Differentialgleichungen (1), deren 
allgemeines Integral eine eindeutige Funktion von x ist, bzw. deren 
allgemeines Integral keine verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzt, 
sind die einfachsten diejenigen, deren allgemeines Integral n Werte 
annimmt, oder deren allgemeines Integral die Eigenschaft hat, daß 

18) M. Petrowitch, 1. c., p. 23. 
19) Vgl. Briot und Bouquet, 1. c., p. 129. 
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sich bei Umläufen um die verschiebbaren singulären Stellen allein n 
Zweige untereinander vertauschen. 

Wir behandeln zuerst die Frage nach den n-wertigen Integralen 
und machen zunächst die Voraussetzung, daß y = rp(x, Yo, xo) genau 
n Zweige besitze, wenn Yo nicht einer abzählbaren Menge E angehört, 
für die y auch weniger Zweige haben kann. Wir sagen in diesem 
Falle, das Integral von (1) sei im allgemeinen n -wertig. 20) Gehört 
dann Yo = b der Menge E nicht an, so sind die symmetrischen Funk
tionen der n Zweige von y eindeutige Funktion von Yo und Xo und 
haben nach dem zweiten Fundamentalsatz von Painleve als Funktionen 
von Yo in b höchstens Pole. Es genügt also y der Gleichung: 

(14) y"+ A"_l (x, Yo, xo)yn-t + ... + Ao (x, Yo, xo) = 0, 

wobei die Funktionen A eindeutige analytische Funktionen von Xo und 
Yo sind. Alle singulären Stellen der Funktionen A in bezug auf Vo, 
welche nicht Pole sind, gehören der abzählbaren Menge E an, und 
es besitzen daher die Funktionen A, wenn sie in bezug auf Yo über
haupt singuläre Stellen außer Polen haben, mindestens einen isolierten 
wesentlich singulären Punkt. Dies ist aber unmöglich. Denn ver
tauscht man x mit xo, so erhält man: 

(15) Von + A"_l (xo, y, X)YO"-l + ... + Ao(xo, y, x) = 0, 

so daß zu einem festen Wertesystem von x, y n Werte Yo gehören, 
was, wie man leicht zeigt, im Widerspruch steht mit dem Satz von 
Weierstraß über das Verhalten einer eindeutigen Funktion in der Um
gebung einer isolierten wesentlichen singulären Stelle (vgl. das Ref. 
II B 1 (Osgood), Nr. 4:). Die Funktionen A(x, Yo, xo) sind also rationale 
Funktionen von Yo und eindeutige Funktionen von x und xo' Um
gekehrt ist das Bestehen von (14) dafür hinreichend, daß jedes Inte
gral von (1) höchstens n Zweige besitzt. 

Eine analoge Betrachtung hat man anzustellen, wenn das Inte
gral die Eigenschaft haben soll, daß im allgemeinen (im obigen Sinn) 
sich genau n seiner Zweige vertauschen, wenn x Umläufe um die 
verschiebbaren singulären Stellen allein macht. Man kann sich dabei 

20) In den früheren A.rbeiten von P. Painleve, Memoire sur les equations 
differentielles du premier ordre, Ann. de l'Ec. norm. sup. (3) 8 (1891) und 9 
(1892), und in den "Vorlesungen" benützt Painleve für das Folgende das als 
zweiten Fundamentalsatz bezeichnete Theorem in der offenbar ungenauen Form, 
daß a.llgemein y = lP(x, Yo' xo) a.ls Funktion von Yo nur algebraische Singulari
täten besitzen kann. Richtig dargestellt sind da.gegen die Verhältnisse bei 
P. Boutroux, Vorleaungen, p.19, und speziell in der dort veröffentlichten Note 
von Paillleve, p. 145. 



3. Differentialgleichungen erster Ordnung. 575 

die Punkte ~ durch eine Linie verbunden denken, die nicht über
schritten werden darf. 21) Zweckmäßiger22) aber ist es, festzusetzen, 
daß x dann und nur dann auf einer geschlossenen Kurve 0 keinen 
Umlauf um einen Punkt ~ gemacht hat, wenn die Kurve 0 in einen 
Punkt zusammengezogen werden kann, ohne diesen Punkt ~ zu treffen. 

Wie man auch diese Festsetzung treffen mag, so genügt y einer 
Gleichung (14), in der die Funktionen A rationale Funktionen von 
Yo sind, aber als Funktionen von x die Punkte ~ als Verzweigungs
punkte und Unbestimmtheitsstellen besitzen können. Entsprechend 
gilt für die Differentialgleichung (2) der folgende Satz: Wenn das all
gemeine Integral y von (2) die Eigenschaft hat, daß sich im allgemeinen 
genau n seiner Zweige bei Umläufen um die verschiebbaren singulären 
Stellen allein vertauschen, so genügt y der Gleichung: 

(16) yn + An_1 (x, Yo', Yo, xo)yn-l + ... + Ao (x, Yo', Yo, xo) = 0, 

in der die Funktionen A rationale Funktionen von Yo und Yo' sind, 
während sie als Funk,tionen von X die festen Punkte ~ als Verzwei
gungspunkte und Unbestimmtheitsstellen besitzen können. Umgekehrt 
besitzt ein Integral, das einer Gleichung der Form (16) genügt, die 
Eigenschaft, daß sich höchstens n seiner Zweige vertauschen, wenn x 
Umläufe um die verschiebbaren singulären Stellen allein macht. 

Alle diese Fragen werden viel komplizierter, wenn man die Vor
aussetzung fallen läßt, daß nur bei abzähl bar vielen Integralen an die 
Stelle von n eine kleinere Zahl treten kann. Einfache Beispiele 23) 
zeigen, daß dann schon bei der Differentialgleichung (1) y eine tran
szendente Funktion von Yo sein kann, obschon jedes Integral nur einen 
oder zwei Zweige besitzt. Dagegen geht aus dem in Nr.4- zu be
sprechenden Theorem von Malmquist der Satz hervor, daß in dem 
Falle, in dem P(x, y) und Q(x, y) auch rational von x abhängen, 
y eine algebraische Funktion von Yo ist, wenn kein Integral mehr 
als n Zweige hat. PainleveU ) führt den Beweis hierfür auf funk
tionentheoretische Sätze zurück, die zum Teil selbst noch unbe
wiesen sind, zum Teil erst noch einer schärferen Fassung bedürfen. 
Aus den Untersuchungen von Boutroux J5) über das Verhalten der Inte-

21) Diese Festsetzung findet sich bei P. Painleve, 1. C., Ann. de l'Ec. norm. 
HUp. (3) 8 (1891), p. 84, und in den Vorlesungen von P. Painleve, p. 42. 

22) P. Painleve bei Boutroux, p. 147, 159. 
23) P. Painleve bei Boutroux, p. 160. 
24) P. Painleve bei Boutroux, p. 164, vgl. auch L. Zorelti, 1. c. Anm. 6), p. 39. 
25) P. Boutroux, Sur les singulariMs des equations differentielles rationnelles 

du premier ordre et du premier degre, J. de Math. (6) 11 (1910), p. 137, insbes. 
p.141. 
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grale in der Umgebung der festen singulären Stellen (vgl. Nr.5) er
gibt sich außerdem der entsprechende Satz in ziemlich umfassenden 
Fällen. 

4:. Differentialgleichungen, deren allgemeines Integral eine alge
braische Funktion der Integrationskonstante ist. Es seien in der 
Differentialgleichung (1) P und Q Polynome in bezug auf '!J vom 
Grade v, beziehungsweise 'IJ - 2. 

Ist dann das allgemeine Integral von (1) eine algebraische Funk
tion von x, so genügt es nach Fuchs 2G) einer Gleichung der Form: 

R('!J, x) = c, 
wo R eine rationale Funktion von '!J ist. Wir nehmen nun eutspre
chend (14) allgemeiner an, es werde das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung durch die bei allgemeinen x und Xo irreduzible 
Gleichung: 

(17) '!Jn + R"_ l (x, '!Jo, XO)y"-l + ... + Bo(x, '!Jo, xo) = 0 

gegeben, wobei die Funktionen R in bezug auf '!Jo l'ationale Funk
tionen sind und in der x oder xo-Ebene mit Ausnahme der Punkte; 
nur Pole besitzen. Vertauscht man x mit xo, '!J mit '!Jo, so ergibt 
sich, daß die Funktionen R(xo, '!J, x) in bezug auf '!J höchstens vom 
Grade n sind, und als symmetrische Funktionen iler n Werte, welche 
'!Jo in Xo annimmt, von '!J und x unabhängige Werte besitzen. Ist also 
B,/x,'!Jo,xo) einer der Koeffizienten von (17), welcher '!Jo enthält, so 
genügtll7) das allgemeine Integral einer Gleichung der Form: 

(18) Bfl(xO' y, x) = C. 

Da (17) irreduzibel ist, so muß (17) mit (18) identisch sein, wenn wir 
(18) nach Wegschaffen des Nenners in der Form: 

/19) "+ l"_l(x) + Olln-l(X) n-1+ ••• + 1o (x) + 0"'0 (x) = 0 
\ Y 1 (x) + 0"'(11:) '!J 1(11:) + 0"'(11:) 

schreiben. Man kann durch eine lineare Substitution stets erreichen, 
daß in (19) der letzte Koeffizient C enthält. Setzt man dann: 

(20) 

26) L. Fuchs, 'Ober eine Form, in welche sich das allgemeine Integral einer 
Differentialgleichung erster Ordnung bringen läßt, wenn dasselbe algebraisch ist, 
Berlin Ber. (1884), p. 1171, Ges. Werke 2, p. 373, insb. p. 378. 

27) P. Painlevi, Sur les integrales des equations differentielles du premier 
ordre, possedant un nombre limite de valeurs, Paris C. R. 114 (1892), p. 107; 
Vorlesungen, p.43 und 148; P. BoulroUII:, Vorlesungen, p. 20; P. Painleve bei 
BoutroUII:, p. 149. 
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so ergibt sich durch Elimination von 0 für u(x) eine Riceatische 
Differentialgleichung: 

(21) :: = G(x)uJ(x) + H(x)u(x) + K(x)j 

statt deI' Gleichung (17) erhält man dann: 

{ y" + (.A"_1 (x) + UB"_1 (X))y,,-1 + ... 
(22) + (.Al (x) + u B1 (x))y + u = 0 . 
oder 
(23) u = _ y" + .4"-1 (X)y"-l + ... +.41 (x)y = pex, y). 

B"_l(X)y"-l+ ... + BI (x)y + 1 q(x, y) 

Wenn also das aJIgemeine Integral von (1) einer Gleichung der Form 
(17) genügt, so läßt sich (1) durch eine Transformation der Form (23) 
in eine Riccatische Differentialgleichung (21) überführen. Die Funk
tionen A, B, G, Hund K ergeben sich durch rationale Operationen 
aus den Koeffizienten der gegebenen Differentialgleichung (1) und 
ihren Ableitungen. 

Malmquist sa) behandelt direkt die Frage, wann die Differential
gleichung (1), deren rechte Seite eine rationale Funktion von x und 
'!J ist, ein nichtalgebraisches Integral mit einer endlichen Anzahl von 
Zweigen besitzt. Zu diesem Zwecke untersucht er ein System von 
DifferentialgleIchungen, dem die aus diesen Zweigen gebildeten ele
mentaren symmetrischen Funktionen genügen und kommt zu dem 
schönen Satz: Besitzt eine solche Differentialgleichung (1) ein nicht
algebraisches Integral mit endlich vielen Zweigen, so läßt sie sich 
durch eine Transformation der Form (23) in eine Riccatische Diffe
rentialgleichung überführen. 

Um nun durch eine endliche Anzahl algebraischer Operationen 
zu entscheiden, wann sich eine vorgegebene Differentialgleichung (1), 
deren rechte Seite eine rationale Funktion von x und y ist, in eine 
Riccatische Differentialgleichung durch eine Transformation (23) über
führen läßt, hat man eine obere Schranke für die Zahl n zu bestimmen. 
Um eine solche zu erhalten, führt man in (23) für u den durch (20) 
gegebenen Wert ein und erhält: 
(24) 0 = PI (x, y) , 

ql (x, y) 

wobei Pt und q1 teilerfremde Polynome von y des Grades n sind, aber 
im Gegensatz zu p und q im allgemeinen nicht in algebraischer Weise 
von x abhängen. Durch Differentiation nach x erhält man: 

OP1 OQ1 
ay Q1 ffii - PI oa: PI (a:, y) 
ax = Oq1 0P1 = q'J(a:, y)' 

Play - Ql ay 
(25) 
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wobei man zeigen kann th), daß P2(X, y) tatsächlich vom Gra.de 2n 
ist. Hat nun P2(X, y) mit q,(x, y) keinen Faktor der Form y- B(x) 
gemeinsam, so ergibt sich: 
(26) 2n = v, 
und man erhält die Funktionen A, B, G, B, K, indem man die Koeffi
zienten von y in P(x, y) und P2(X, y) sowie in Q(x, y) und q,(x, y) 
einander gleichsetzt. Haben jedoch P2(X, y), q,(x, y) einen Faktor 
y - @(x) gemeinsam, so genügt y = @(x) der Differentialgleichung (1). 
Der zu diesem Integrale gehörige Wert 0 0 von 0 heißt ein "aus
gezeichneter Wert" von 0; y = @(x) ist eine mehrfache Wurzel von 

(24) und genügt der Gleichung OOy (f) = 0, ist also eine algebraische 

Funktion von x, und ebenso ist das entsprechende Integral der Riccati
sehen Differentialgleichung eine algebraische Funktion. Gibt es nun 
nicht mehr als zwei ausgezeichnete Werte von 0, so kann man durch 
eine endliche Anzahl von algebraischen Operationen die gestellte Frage 
entscheiden. Gibt es aber mehr als zwei ausgezeichnete Werte von 
0, so ist das allgemeine Integral der Riccatischen Differentialgleichung 
und damit das allgemeine Integral von (1), sofern es einer Gleichung 
der Form (17) genügt, eine algebraische Funktion von x. Ist daher 
das allgemeine Integral von (1) keine algebraische Funktion von x, so 
kann man durch eine endliche Anzahl algebraischer Operationen ent
scheiden, ob dasselbe einer Gleichung der Form (17) genügt. Weit 
schwieriger und überhaupt noch nicht völlig gelöst ist dagegen die 
Frage, wann das allgemeine Integral einer vorgegebenen Differential
gleichung (1) eine algebraische Funktion ist, also eine Gleichung der 
Form (24) befriedigt, wo PI und ql auch rationale Funktionen von x 
sind. Die Hauptschwierigkeit für eine Bestimmung einer oberen Schranke 

von n rührt daher, daß auch jede rationale Funktion von Pt ((X, y)) einen 
ql x, Y 

konstanten Wert hat, und man bisher kein allgemeines Kriterium da
für kennt, daß (24) irreduzibel ist. Immerhin gelingt es, aus der 
Differentialgleichung selbst Beziehungen zwischen der Ordnung, der 
Klasse und dem Geschlechte der Kurven des Büschels 

PI (:v, y) - Oql (x, y) = ° 
aufzustellen und so in gewissen Fällen die gestellte Aufgabe zu lösen.28) 

27a) P. Painleve, Vorlesungen p. 144. 
28) G. Darboux, Memoire sur les equa.tions differentielles algebriques du 

premier ordre et du premier degre, BuH. sc. math. (2) 2 (1878), p. 60 (vgl. zu 
dieser Arbeit das Ref. II 16 (Vessiotl der franz. Encyklop., p. 72); P. Painlevi, 
Sur les integrales algebriques des equations differentielles du premier ordre, 
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A. Korkine, P. Painleve, A. Cahen 29) beschäftigen sich umgekehrt 
mit der Aufgabe, alle Differentialgleichungen (1) zu bestimmen, deren 
allgemeines Integral einer Gleichung der Form (17) genügt. 

Wir wenden uns nun zu der Differentialgleichung (2), von der 
wir annehmen, daß ihre linke Seite auch rational von x abhängt, und 
daß ihr allgemeines Integral einer Gleichung der Form (16) genügt, 
wobei die Funktionen A rationale Funktionen von Yo und Yo sind und 
als Funktionen von x und Xo nur die festen Stellen ~ als Unbestimmt
heitsstellen und Verzweigungspunkte besitzen. Vel'tauscht ml!-n x mit 
xo, y mit Yo, so ergibt sich ähnlich wie bei (18) für das allgemeine 
Integral von (2) eine Gleichung der Form: 

(27) r(xo, y', y, x) = r(y, x) = 0, 
wobei r als Funktion von x nur in den Punkten ~ Unbestimmtheits
stellen und Verzweigungspunkte haben kann. Man kann nun stets SO) 
eine zweite Funktion, etwa 

(27a) or(fXo~'!/,']J,fX) = rl(y, x) = Cl 
vfXo 

wählen, so daß C und Cl durch eine Xo als Parameter enthaltende 
algebraische Gleichung: 
(28) o(C, Cl) = 0, 
die bei allgemeinem Xo vom Geschlecht ro sei, verbunden sind, und daß 
alle Integrale der Form (27), also speziell die Funktionen A(xo, y', y, x) 
sich rational durch rund ddr ausdrücken lassen. Setzt man dann: 

:Co 

(,29) 

Paris C. R. 110 (1890), p. 945; Bericht über die Preis arbeiten von L. Autonne 
und P. Painleve, Paris C. R. 111 (1890), p. 1021. - Die Arbeit von L . .Autonne 
ist unter dem Titel Sur la theorie des equations differentielles du premier ordre 
et du premier degre, Joum. de l'Ec. pol. 61 (1891), p.35; 62 (1892), p. 47, Ann. 
unh. Lyon III 1 (1892) veröffentlicht; vgl. ferner die Arbeiten des gleichen Ver
fassers Journ. de l'Ec. pol. 63 (1893), p. 79; 64 (1894), p. 1, (2) 2 (1897), p. 51; 
3, p. 1. Die diesbezüglichen Untersuchungen von P. Painleve finden sich in der 
unter %0) zitierten Arbeit, insbes. Ann. de l'Ec. norm. sup. 9, p. 288; ferner in 
den Vorlesungen, p. 173. V gl. ferner H. Poincare, Sur l'integration algebrique 
des equations differentielles du premier ordre et du premier degre, Pari. C. R. 
112 (1891), p. 761, Pal. Rend. 5 (1891), p. 161 und 11 (1897), p. 193. 

29) A. Korkine, Sur les equations differentielles ordinaires du premier ordre, 
Paris C. R. 122 (1896), p. 1183; Math. Ann. 48 (1896), p. 817; P. Painleve, Paris 
C. R. U2 (1896), p. 1319; Toulouse Ann. 10 G (1896); Vorlesungen, p.151; 
A. Cahen, Sur la formation explicite des equations differentielles du premier 
ordre, These Paris 1899, Toulouse Ann. (2) 1, p.239; vgl. auch Paris C. R. 127 
(1898), p. 1196. 

30) P. Painleve, 1. c., Ann. de l'Ec. norm. (3) 8, p 41; Vorlesungen, p. 18. 
EncykJop. d. math. Wiosensch. II 2. 38 
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so folgt aus (28) nach Vertauschung von Xo mit x, daß sich die Diffe
rentialgleichung unter den obigen Voraussetzungen auf algebraischem 
Wege in die algebraische Differentialgleichung: 

(30) o(u, u') = 0 

überführen läßt, welche im allgemeinen x explizite enthält, aber keine 
verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzt. Haben die algebraischen 
Gleichungen (2) und (28) das gleiche Geschlecht und ist dieses > 0, 
so hat die Differentialgleichung (2) nur feste Verzweigungspunkte. 31) 

Um nun die Frage zu entscheiden, wann umgekehrt das allge
meine Integral einer gegebenen Differentialgleichung (2) eine Gleichung 
der Form (16) befriedigt S2), ohne daß n vorgegeben sei, hat man drei 
Fälle zu unterscheiden, je nachdem das Geschlecht der noch unbe
kannten algebraischen Gleichung (28) ~ 2, 1 oder 0 ist. Nach den 
Transformationsgleichungen (27) und (27 a) entspricht jedem zu der 

Gleichung (28) gehörigen Abelschen Integrale erster GattungfQ;(C~?l)dC 
Cl 

ein zu der algebraischen Gleichung F(y', y, x) = 0 gehöriges Abelsches 
Integral erster Gattung. Ist p das Geschlecht von F(y', y, x) = 0 bei 
allgemeinem x, das als Parameter aufzufassen ist, so läßt sich dieses 

. I jPJ(Y" Y, x) letztere Integral lmear aus p ntegralen ~;-- dy zusammensetzen 

vermittelst Koeffizienten Jt j , die analytische Funktionen von x sind, 
so Jaß also Q(C, Cl) or I.IPl + ... + I.pPp 

~ oy= F;, 
ist. Die nach y' aufgelöste Differentialgleichung (2) 

dy - f(y, x)dx = 0 

or d d . I.IP1+···+lpPp 1 M . l'k d hat nun -.;-- un aIDlt F' a s ultIp 1 ator, un es ent-
UY ~ 

steht die Aufgabe, die Funktionen Jt j entsprechend zu bestimmen. 
Man erhält auf diese Weise ein System von linearen homogenen Re-

dl 
lationen zwischen den Größen ),j und a:' Besitzt dieses System zwei 

wesentlich verschiedene Lösungssysteme Jt;, /Li' so genügt das all
gemeine Integral von (2) tatsächlich einer Gleichung der Form: 

II Pl (y', y, x) + ... + lpPp(y', y, x) _ C 
/Ll Pl (y', Y, x) + ... + !,pPp(y', y,x) - , 

und das Geschlecht ro von (28) ist ~ 2. 

31) P. Painleve, 1. c., Ann. de 1'Ec. norm. (3) 8, p. 211; Vorlesungen, p.120. 
32) P. Painleve, 1. c., Ann. de I'Ee. norm. (3) 8, p. 201; 9, p. 288; ferner: 

Sur les integrales des equations du premier ordre qui n'admettent qu'un nombre 
fini de valeurs, Paris C. R. 114 (1892), p. 280; Vorlesungen, p. 111, 155. 
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Existiert nur ein einziges Lösungssystem, so läßt sich die Frage 
auf die entsprechende für eine Briot und Bouquetsche Differential
gleichung zurückführen; auf die Schwierigkeiten, welche bei der Be
antwortung dieser Frage für diese letztere auftreten, soll weiter unten 
eingegangen werden. 

Existiert kein gemeinschaftliches Lösungssystem, so bleibt zu 
untersuchen, ob nicht eine algebraische Gleichung der Form (28) vom 
Geschlechte 0 existiert, und diese Untersuchung geht ziemlich analog 
wie oben für den Fall der Differentialgleichung (1). Existiert näm
lich kein oder nur ein ausgezeichneter Wert C, so läßt sich für n 
eine obere Schranke angeben. Existieren zwei ausgezeichnete Werte, 
so läßt sich entweder ebenfalls eine obere Schranke für n angeben, 
oder es läßt sich die Frage auf die entsprechende bei einer Briot und 
Bouquetschen Differentialgleichung zurückführen; existieren mehr als 
zwei ausgezeichnete Werte, so ist das allgemeine Integral von (2) 
algebraisch, und es entstehen dieselben Schwierigkeiten wie bei der 
Differentialgleichung (1). 

Indem wir uns nun speziell zu den Briot und Bouquetschen Diffe
rentialgleichungen wenden, wollen wir kurz die Eigenschaften ihrer 
Integrale ableiten, wenn das allgemeine Integral bei Umläufen um die 
verschiebbaren singulären Stellen n Werte annimmtSlI). Da diese 
Differentialgleichungen nur x = 00 als festen singulären Punkt be
sitzen, so ist in diesem Fall das allgemeine Integral n-wertig uml 
genügt einer Gleichung der Form: 

(31) y"+ A,,_1(X)yn - 1+ ... + Al (x)y + Ao(x) = 0, 

wo die A eindeutige Funktionen von x sind. Aus (11) ergibt sich x 
als Abelsches Integral: 

(32) x = jf(y)dy = J(y) , 

und die Funktionen A(x) dürfen sich nicht ändern, wenn man x um 
eine Periode Ci) dieses Integrals vermehrt. Es sind dann folgende drei 
Fälle zu unterscheiden: 

1. J(y) hat keine Periode; dann ist x eine m-wertige Funktion 
von y, genügt also einer algebraischen Gleichung G(x, y) = 0 vom 

33) Briot und BoulJ.uet, 1. c., p. 205; vgl. auch E. Phmgmen, Zur Theorie 
der Differentialgleichungen von B"iot und BoulJ.uet, Stockh. Öfv. 48 (1891), p. 623 
und P. Koebe, über diejenigen analytischen Funktionen eines Arguments, welche 
ein algebraisches Additionstheorem besitzen. Mathematische Abhandlungen 
H . ...!.Schwarz zu seinem fünfzigjährigen Doktorjubiläum gewidmet 1914, p.209. 
Die folgende Darstellung schließt sich an die von P. Painleve, Vorlesungen, 
p. 130 gegebene an. 

38* 
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Grade m in x, vom Grade n in y, wobei m der Grad der irreduziblen 
algebraischen Gleichung (11) in bezug auf y' ist. 

21t • 
_·~X 

2. J(y) hat nur eine Periode Wi dann ist u-= e W = cp(y) eine 
m-wertige Funktion von y. Damit nun cp keine wesentlichen singulären 
Stellen besitze, muß J(y) ein Integral erster oder dritter Gattung sein. 
Ferner müssen die zu den Polen von f(y) bzw. zu y = 00 gehörigen 
Residuen a untereinander, und die nicht zu den logarithmischen Stellen 
gehörigen Perioden mit 2%ia rationale Verhältnisse haben. y ist 
dann eine algebraische Funktion von u. 

3. J(y) hat zwei Perioden; ihr Verhältnis muß komplex sein, 
da die eindeutigen Funktionen A(x) diese Größen als Perioden be
sitzen. Das Integral y ist dann eine algebraische Funktion von 
u = snk.gx, wo g und Ir, geeignete Konstanten sind. Setzt man 

du . ) 
dx = gY(1- u') (1--k'u") = f(y dy, 

so folgt, daß J ein Integral erster Gattung sein muß, das nur zweI 
Perioden besitzen darf. 

Es entsteht nun umgekehrt die Frage, wann eine vorgegebene 
Briot und Bouquetsche Differentialgleichung sich in der angegebenen 
Form integrieren läßt. Während sich im ersten Falle leicht eine 
obere Schranke für n angeben, also die Frage durch eine endliche 
Anzahl algebraischer Operationen entscheiden läßt, ist die Frage im 
zweiten Fall außerordentlich schwierig, wenn nicht alle Perioden, die 
nicht zu logarithmischen Unstetigkeitsstellen von J(y) gehören, von 
vorneherein verschwinden, was sicher der Fall ist, wenn das Ge
schlecht der Gleichung (11) Null ist. Schon im Falle p = 1 kommt 
man auf zahlentheoretische Schwierigkeiten 84,), und Analoges gilt 1m 

allgemeinen im dritten Falle, sobald p > 1 ist. 

5. Untersuchung der Integrale in der Umgebung eines singu
lären Punktes, in dessen Umgebung sich unendlich viele Zweige 
eines Integrales untereinander vertauschen. Grenzlösungen. Es 
handelt sich im folgenden um die von P. Boutroux S5) in Angriff ge
nommene Aufgabe, die Gesamtheit der Zweige eines Integrals von (1), 

34) Vgl. das Ref. II B 3 (Fricke), p.343, Anm. 436, 437. 
35) P. Boutl"Oux, Sur une classe d'equations differentielles a integrales 

mnltiformes, Paris C. R. 138 (1904), p.1479; 139 (1904), p. 258; ferner Paris C. R. 
147 (1908), p.1390; 148 (1909), p.25, 274', 613; außerdem Vorlesungen und 
Equations differentielles et fonctions multiformes, Pal. Rend. 29 (1910), p. 265; 
Sur les singularites des equations differentielles rationnelles du premier ordre et 
du premier degre, J. de Math. (6) 6 (1910), p. 137. 
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die in der Umgebung einer festen singulären Stelle zusammenhängen, 
zu betrachten und den "Mechanismus" festzustellen, nach welchem ihre 
Vertauschungen vor sich gehen. Wir greifen von allen möglichen 
von Boutroux untersuchten Typen den einfachsten heraus, bei dem die 
Differentialgleichung in der Umgebung der Stelle x = 0, y = 0 die 
Form 86) hat: 

(33) y:; = ax + ßy + /L[a11 x2 + a12 xy + aaay2 + ... ]. 
Dabei ist p. ein von Boutroux eingeführter Parameter, der von 0 nach 
1 wächst. Für /L = 0 ist das allgemeine Integral in der Form 87): 

(34) Y=XW 

ist. Dabei sind W1 und Ws Wurzeln der Gleichung: 

- 2w2 + ßw + a = 0, 
ferner ist 0 eine Konstante und 

1 1 
also --- + - = - 1. 

AI A! 

Von den neun möglichen Fällen greifen wir den heraus, in welchem 

Al und A2 komplex sind und der reelle Teil von +, also auch von 
I 

Al positiv ist. Nehmen wir ferner beispielshalber an, daß der reelle 

Teil von : zwischen 1 und 2 liegt, dann nimmt y in x = 0 zwei 
I 

Serien von Werten an: 
-2i1t S1tt 

a) ... O-le-X;-- 0- 1 , , 0-1el. , ... 
die entsprechenden Zweige sind in x = 0 analytisch, wir bezeichnen 
sie mit ... , y-17 Yo' Yl ... ; 

b) ... 0,0,0 ... , 

die entsprechenden Zweige vertauschen sich bei Umläufen um x = 0, 
wir bezeichnen sie mit ... , Y-l' Yo, Y17 .... 

1 

Die verschiebbaren Verzweigungspunkte sind Ox = _ !.. (W1)I; , 
Ws Wi 

36) A.uf diese Form läßt sich die Differentialgleichung (1) stets bringen, 

wenn P(O, 0) = Q(O, 0) = 0, (0 Qj,tc,y))x= 0 =1= ° ist. P. BoutroUtc, Vorlesungen, 
uy y=o 

Kap. IV, nennt einen solchen Punkt Briot und BouquetBchen Punkt. Wir nehmen 
noch "+0 an. 

37) P. Boutroutc, Vorlesungen, p. 67, 70. 
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ist also Xo einer von ihnen, so sind die anderen 
-2ia Sai jai 

.•• , X -1 = Xo e l~--, Xl = Xo e T" X2 = Xl e 1;:- , .... 

Beschreibt dann X von 0 ausgehend eine Schleife um Xo bzw. Xl usf., 
so geht Yo in Yo bzw. Yl iu Yl über usf. Verbindet man daher X = 0 
mit x = 00 durch eine Gerade, die durch keinen der Punkte x j geht, 
und konstruiert eine 00 - blättrige Riemannsche Fläche, deren Blätter 
längs dieses .Schnittes zusammenhängen, so besitzt y in jedem dieser 
Blätter einen einzigen Verzweigungspunkt xjI in dem zwei Zweige Yj 
und fh zusammenhängen. Nachdem Boutroux dann bei allgemeinem, 
zwischen 0 und 1 gelegenem Werte von (-L das Verhalten der "Charak
teristiken", d. h. nach Boutroux das Verhalten eines Zweiges des Inte
grals längs einer geraden Linie, die von einem festen Punkt ausgeht, 
in welchem der betreffende Zweig einen bestimmten Anfangswert hat, 
in der Umgebung von x = 0 nähel' untersucht hat, zeigt er durch 
stetigen Üb~gang von (-L = 0 zu (-L = 1, daß auch für (-L = 1 das 
gleiche Schema für die Vertauschung der Zweige in der Umgebung 
von x = 0 gilt. Entsprechend untersucht Boutroux alle bei Differen
tialgleichungen (1) vorkommenden Singularitäten und gewinnt so einen 
sehr allgemeinen Satz S8), aus dem sich die in Nr, 3 angegebenen 
Schlußfolgerungen ziehen lassen. Ähnliche Stetigkeitsbetrachtungen 
lassen sich auch bei der Frage der Vertauschung der Zweige bei Um
läufen um mehrere singuläre Punkte anwenden. 

Wir betrachten nun wieder die Integrale in der ganzen komplexen 
x-Ebene und nehmen an, ein Integral von (1) besitze unendlich viele 
Zweige. Dann kann man aus diesem Integral ein neu es Integral, 
eine sogenannte Grenzlösung S9), die in gewisser Hinsicht eine Verall
gemeinerung der sogenannten Grenzzykeln aus der Theorie der reellen 
Integralkurven (vgl. das Ref. In D 8 (Liebmann) , Nr. 6) darstellt, in 
folgender Weise ableiten: 

Es sei Xl keiner der Punkte ;, es seien ferner Yl (Xl)' Y2 (Xl)' ... 

die Werte der verschiedenen Zweige von y(x) in Xl' fJ ein Grenzwert 
dieser Größen, y(x, xl1 fJ) das Integral von (1), das in Xl den Wert z 
annimmt. Dann liegen für jeden von den Punkten ; verschiedenen 
Punkt xa in beliebiger Nähe des auf irgendeinem Wege erhaltenen 
Wertes y(x2 , Xli fJ) von y(x, Xli fJ) unendlich viele der Werte Yl(X2), 

38) P. Boutroux, 1. c., J. de Math. (6) 6, p. 139, 140. 
39) P. Boutroux, Fonctions multiCormes a une infinite de branches, Ann. Ec. 

m. (3) ~~ (1905), p. 441C.; Vorlesungen, p. 25. 
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Ys(x,), ... ; man hat dann in y(x, Xv 11) eine Grenzlösung. J. Slepian'O) 
zeigt durch Anwendung eines von Bit'khoff gegebenen Verfahl'ens, daß 
es stets Folgen von Integralen gibt, die die Grenzlösungen jedes ihrer 
Glieder enthalten, und von denen jedes Glied eine Grenzlösung eines 
der Folge angehörenden Integrals ist. Eine solche Folge nennt Slepian 
ein zyklisches System. 

11. Differentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung. 

6. Abhängigkeit der Integrale von den Integrationskonstanten. 
(Vgl. hierzu auch das Ref. II A 4b (Vessiof), Nr. 32 und den ent
sprechenden Artikel der franz. Enc. II 16, Nr. 36.) Es sei die linke 
Seite der Differentialgleichung: 

(35) F(y", y', y, x) = 0 

ein Polynom in y, y' und y", analytisch in x, und das allgemeine 
Integral von (35) sei zunächst eine rationale Funktion der Integrations
konstanten Yo, Yo', Yo", die durch die Gleichung: 

(36) F(yo", Yo', Yo, xo) = 0 
verbunden sind. Ist also 11 ein Integral von (35), für welches 

( ) (dY) , (d1y) " 
11 xo = Yo, da; "="0 = Yo' (,(iI "="'0 = Yo 

ist, und setzen wir 

( ", ) dy , '( ", ) y = rp x, Yo , Yo' Yo' xo , da; = Y = rp x, Yo 'Yo' Yo, xo , 
(37) 

d2 y " "( '" ) da;1 = Y = rp x, '!1o ,'!1o, '!Jo, Xo , 

so sind rp, rp' und rp" rationale Funktionen von Yo' Yo', Yo"· 
Vertauschung von x mit Xo folgt: 

(38) 
( '" ) '!Io = cp xOl Y , y, y, x , , '( '" ) '!10 = cP xo' Y ,Y, y, x , 

" "( '" ) '!Io = rp xo' Y , Y , y, x . 

Durch 

Die Gleichungen (37) und (38) stellen also eine birationale Be
ziehung zwischen den Flächen (35) und (36) dar, in deren Gleichungen 
x und Xo als Parameter aufzufassen sind. Daraus ergibt sich für die 
von x abhängigen Koeffizienten der in (37) auftretenden Funktionen 
rp, cp' und cp" ein System algebraischer Bedingungsgleichungen, die 
unter den gemachten Voraussetzungen miteinander verträglich sein 
müssen. Besitzt nun dieses System nur eine endliche Anzahl von 
Lösungen, gibt es also nur endlich viele birationale Transformationen, 

40) J. Slepia'n, The functions defined by differential equa.tioDs of the first 
order, Trans. of Am. Math. 80c. 16 (1916), p. 71. 
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welche die durch (36) definierte algebraische Fläche in sich über
führen, so erhält man alle birationalen Transformationen, die (35) in 
(36) überführen, auf algebraische Weise aus den Koeffizienten von 
(35) und jede dieser birationalen Transformationen stellt das allge
meine Integral der Differentialgleichung dar. In der Tat lassen sich 
alle bi rationalen Transformationen, die (35) in (36) überführen, aus 
einer von ihnen,.also etwa aus (37) ableiten, indem man auf Yo, Yo', Yo" 
birationale Transformationen anwendet, die (36) in sich überführen, 
also keinen Parameter enthalten. Bleibt aber durch das obige Gleichungs
system ein Teil der von x abhängigen Koeffizienten der ffJ unbestimmt, 
BO gibt es eine kontinuierliche, algebraisch von den Parametern ab
hängende Gruppe birationaler Transformationen, welche die algebrai
sche Fläche (36) in sich überführen. Die Flächen von dieser Beschaffen
heit lassen sich aber alle bestimmen (vgl. das Ref. IU C 6 b (Castel
nuovo und Enriques), Nr.39), und aus ihren speziellen Eigenschaften 
folgt, daß sich die Differentialgleichung (35) dann entweder auf alge
braischem Wege integrieren oder auf Quadraturen oder eine Riccati
sehe Differentialgleichung oder eine lineare homogene Differential
gleichung dritter Ordnung zurückführen läßt. 

Der Fall, daß F die Veränderliche x nicht explizit enthält, ferner 
derjenige, in dem die durch (35) dargestellte Fläche eine hyperelliptische 
oder ihr Flächengeschlecht (vgl. das Ref. U B 2 (Wirtinger), Nr. 66 
und 57) ro> 1 ist, wurde von Picard(1) behandelt; eine Behandlung 
des allgemeinen Falles findet sich bei Painleve. (2) 

Umgekehrt kann man, wenn das Flächengeschlecht w von F 
größer ist als 1, vermittels der Doppelintegrale erster Art analog wie 
in Nr.4: durch eine endliche Anzahl von algebraischen Prozessen ent
scheiden, ob das allgemeine Integral einer vorgegebenen Differential
gleichung (35) rational von Yo, Yo', Yo" abhängt. In ähnlicher Weise 
kann man die allenfalls v!,>rhandenen totalen Differentiale erster Art 
ausnützen; besitzt aber die algebraische Fläche weder Doppelintegrale 

41) E. Picard, Sur une classe d'equations differentielles, Paris C. R. 104 
(1887), p.41; Memoire sur les fonctions algebriques de deux variables, J. de 
Math. (4) Ö (1889), p. 263, 294; ferner: Sur une classe d'equations differentielles 
dont l'integrale generale est uniforme, Paris C. R. 110 (1890), p. 877. In dieser 
letzteren Arbeit untersucht Picard unter der Voraussetzung, daß das allgemeine 
Integral eine eindeutige Funktion von a; ist, Differentialgleichungen beliebig hoher 
Ordnung, welche a; nicht explizite enthalten. 

42) P. Painleve, Sur les equations differentielles d'ordre superieur dont 
l'integrale n'admet qu'un nombre donne de determinations, Paris C. R. 116 
(1893), p. 173; Sur les surfaces algebriques qui admettent un groupe continu de 
transformations birationnelles, Paris C. R. 121 (18116), p.818; Vorlesungen, p.860. 
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erster Art noch totale Differentiale erster Art, so ist es außerordent
lich schwierig, die Frage zu entscheiden. 43) 

Hängt das allgemeine Integral VOll (35) algebraisch von den 
durch (36) verbundenen Werten '!Io, Yo', Yo" ab, so läßt H ) sich (35) 
durch .eine algebraische Transformation: 

(39) n+ ('" ) n-l + + ('" ) 0 Y (Jn-l U , U, u, x Y • . . (Jo ," , '1', u, X = , 

in der die (J rationale Funktionen von u, u', u" sind, in eine Diffe
rentialgleichung: 
(40) G(u", '1", tt, x) = 0 

überführen, deren allgemeines Integral eine rationale Funktion von 
'Uo, uo', uo" ist. Dabei ist G ein Polynom in u", n' und u, dessen 
Koeffizienten sich algebraisch aus denen von (35) berechnen lassen. 

Die umgekehrte Frage, wann das allgemeine Integral von (35) 
eine algebraische Funktion von '!Io und '!Io' ist, hängt auf das engste 
mit dem Flächengeschlecht von G zusammen, ist aber im übrigen sehr 
schwierig zu beantworten. 

Ähnliche Verhältnisse wie bei den Differentialgleichungen zwei tel' 
Ordnung herrschen 'bei Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung, 
uel'en allgemeines Integral eine algebraische Funktion der Integrations
konstanten ist. 

Wir wenden uns jetzt zu dem Fall, wo das allgemeine Integral 
von (35) keine verschiebbaren Verzweigungspunkte oder Unbestimmt
heitsstellen besitzt. Dann sind drei Fälle zu untol'scheiden: 

1. Das allgemeine Integral hängt algebraisch von zwei geeignet 
gewählten Integrationskonstanten ab. Dieser Fall läßt sich unmittel
bar auf den eben behandelten zurückführen. 

2. Das allgemeine Integral ist bei geeignet gewählten Integrations
konstanten eine algebraische Funktion der einen Integrationskonstanten, 
aber eine transzendente Funktion der anderen, und bei keiner Wahl 
der Integrationskonstanten eine algebraische Funktion von beiden. 
Dann ist das allgemeine Integral nach Painleve'5) eine "semitranszen-

43) P. Painleve, Vorlesungen, p. 38il. 
44) P. Painleve, Sur les transformations simplement rationnelles des surfaces, 

Paris C. R. 110 (1890), p. 226; Sur les equations differentielles d'ordre superieur, 
dont l'integrale n'admet qu'un nombre fini de determinations, Paris C. R. 116 
(1893), p. ti8. 

46) P. Painleve, Sur les transcendantes definies par les equations differen
tielles du second ordre, Paris C. R. 116 (1893), p. 566; Sur les equations du 
second ordre a points critiques fixes et sur la correspondence univoque entre 
deux surfaces, Paris C. R. 117 l1893), p. 611. Es finden sich hier auch Kriterien, 
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dente" Funktion der Integrationskonstanten und genügt einer algebrai
schen Differentialgleichung erster Ordnung mit festen V erzweigungs
punkten, welche algebraisch von einem Parameter abhängt, gehört also 
in die Gruppe der im ersten Abschnitt behandelten Funktionen. 

3. Das allgemeine Integral ist eine transzendente Funktion der 
beiden Integrationskonstanten, wie man auch diese wählen mag. Dann 
ist die Differentialgleichung in dem von Painleve46) vom Standpunkte 
der Funktionentheorie aus festgelegten Sinne irreduzibel. 

Ein einfaches Beispiel<l7) einer Differentialgleichung, deren all
gemeines Integral eine transzendente Funktion der beiden Integrations
konstanten ist, ist: 

" '23Y~-2Y(X-1)+X+ ,[ 1 1 1J Y = Y - -- y - --" + ---- - -2y(y-l)(y-x) x-y 1-x x 
(41) 

1 y(y-1) y------------+ ----------- --- + X(x) y(y -l)(y-x) 
2x(x-1) y-x ' 

wobei X(x) eine algebraische Funktion von x ist. Das allgemeine 
Integral von (41) ist: 
(42) y = q;xCu), 
wo 

die durch 

;= " j~ dy 

• l"Y(Y-l)(y~x) 
o 

definierte elliptische l!'unktion ist, während u(x) das allgemeine Inte
gral der linearen Differentialgleichung: 

d 2u 2x-1du --M--__ XX 
dx! + x(x-1) dx + 4x(X-1) - () 

bedeutet. 

7. Auftreten von verschiebbaren Unbestimmtheitsstellen bei 
Differentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung. Die Diffe
rentialgleichungen von höherer als der ersten Ordnung können, wie 
schon in der Einleitung an Beispielen gezeigt wurde, Unbestimmtheits
stellen besitzen, die mit den Anfangswerten der Integrale verschiebbar 

um zu erkennen, ob das allgemeine Integral einer vorgegebenen Differential
gleichung eine "aemitranszendente" Funktion der Konstanten ist. 

46) P. Painleve, Vorlesungen", p.487; Memoire sur les equations differen
tielles dont l'integrale generale est uniforme, S. M. F. BuH. 18 (1900), p. 243. 

47) E. Picard, Memoire Bur les fonctions algebriques de deux variables, 
J. de Math. (4) Ö (1889), p. 299; P. Painleve, Sur les equations differentielles du 
second ordre a points critiques fixes, Paris C. R. 117 (1893), p. 686; Vorlesungen, 
p. 601. 
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sind. Doch müssen, damit dieses eintreten kann, die Koeffizienten der 
Differentialgleichung, wie Painleve~ zuerst bemerkte, gewisse Be
dingungen erfüllen. Um dieses für die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung näher auszuführen, betrachten wir die Differentialgleichung: 

(43) "- P(y·. Y'!!L_ R(' x) Y - fJ(y', y, x) - Y , y, , 

in welcher P und Q ganze rationale Funktionen von y, y' und x sind, 
und denken uns durch eine vorhergegangene lineare gebrochene Trans
formation erreicht, daß y = 00 ein gewöhnlicher Punkt der Differen
tialgleichung sei (9) , und daß, wenn p der Grad von P, q der Grad 
von Q in bezug auf y' ist, p :2 q + 2 sei. Dann hat man vier Fälle 
zu unterscheiden: 

1. Es ist P > q + 2, und es gibt keine Funktion y = G(x), so 
daß die rechte Seite von (43) für y = G(x) bei beliebigem y' einen 
Pol hat49&). Dann besitzt das allgemeine Integral von (43) keine ver
schiebbaren Unbestimmtheitsstellen, d. h. nähert sieh x irgendeinem 
von den festen singulären Stellen von (43) verschiedenen Punkte xo' 
so nähern sich y und y' bestimmten endlichen oder unendlich großen 
Werten. 

2. Es gibt eine Funktion y = G(x), so daß die rechte Seite von 
(43) für y = G(x) unabhängig von y' einen Pol hat, aber es ist 
p >-q + 2. Dann kann es mit den Anfangswerten verschiebbare 
Punkte Xo geben, so daß y' bei Annäherung an Xo nach keinem be
stimmten Werte konvergiert, d. h. daß y' in Xo eine Unbestimmtheits
stelle besitzt; y nähert sich dagegen unbegrenzt einem der Werte 
von G(xo)' 

3. Es ist P = q + 2, aber es existiert keine Funktion y = G(x). 
Dann kann y in einem Punkte Xo eine verschiebbare Unbestimmtheits
stelle besitzen, y' konvergiert dagegen bei Annäherung an 3:0 nach 00. 

48) P. Painleve, Snr les singularites essentielles des equations differentielles 
d'Ol'dre superieur, Paris C. R. 116 (1898), p. 362; Sur les transcendantes dt5finies 
par les equations differentielles du second ordre, Paris C. R. 116 (1893), p. 666; 
Vorlesungen, p. 894, speziell auch p. 418. 

49) Setzt man in der Differentialgleichung (43) y=.!., so daß (48) übergeht • 
in ZH = BQ 1 «8:. z, x), so soll Ql (s, 0, x) nicht identisch verschwinden, ferner sollen 

1 Z, 8, x) 
P1 (0. 0, x), Ql (0, 0, x) nicht beide identisch verschwinden. 

4911.) Ist y = 00 kein gewöhnlicher Punkt, und ist nach der Transformation 

y= ~ , Ql(z', 0, ao)=O, so ist 1/=00 auch a.ls eine Funktion y= G(X) an

zusehen. 
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4. Es ist P = q + 2, und es existieren Funktionen y = G(x) 
Dann können y und y' verschiebbare Unbestimmtheitsstellen besitzen; 
ist Xo eine solche, so konvergiert bei Annäherung an Xo der kleinere 

der absoluten Beträge von ~ und y - G(x) nach Null. 
y 

Das allgemeine Integral von (43) kann also nur dann verschieb-
bare Unbestimmtheitsstellen besitzen, wenn wenigstens eine der beiden 
Bedingungen erfüllt ist: 

1. Es ist P = q + 2. 
2. Es existiert eine Funktion G(x), daß Q(y', G(x), x) für jeden 

Wert von y' identisch verschwindet. 
Painleve50) stellt ferner den Satz auf, daß das allgemeine Inte

gral einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, die algebraisch in 
x, y, y' und y" ist, keine singuläre Linie besitzen kann; es ist auch 
unwahrscheinlich, daß die verschiebbaren singulären Punkte eine per
fekte diskontinierliche Menge bilden können. 

Ähnliche Bedingungen für das Auftreten verschiebbarer Unbe
stimmtheitsstellen lassen sich bei Systemen algebraischer Differential
gleichungen beliebiger Ordnung angeben. Aus diesen Bedingungen 
folgert Painleve51) , daß man bei jedem Systeme algebraischer Diffe
rentialgleichungen durch Einführung einer geeigneten unabhängigen 
Veränderlichen das Auftreten verschiebbarer Unbestimmtheitsstellen 
verhindern kann; steht aber wie bei den in der Mechanik auftreten
den Differentialgleichungen die Wahl der unabhängigen Veränderlichen 
nicht mehr frei, so kann man von einem reellen System algebraischer 
Differentialgleichungen zu einem anderen System durch eine alge
braische Transformation unter Beibehaltung der unabhängigen Ver
änderlichen so übergehen, daß das neue System keine verschiebbaren 
Unbestimmtheitsstellen besitzt. 

8. Differentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung ohne 
verschiebbare Verzweigungspunkte und Unbestimmtheitsstellen. 
Um die Differentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung aufzu
stellen, deren allgemeines Integral eine eindeutige Funktion von x ist, 
wird man nach dem von Fuchs bei Differentialgleichungen erster Ord
nung angewendeten Verfahren zunächst versuchen, notwendige und 
hinreichende Bedingungen dafür aufzustellen, daß jedes Integral in der 
Umgebung der festen singulären Stellen sowie in der Umgebung irgend
eines Punktes, in dem dasselbe ebenso wie seine Ableitungen bestimmte 

60) Vgl. die oben 48) zitierten Arbeiten. 
61) P. Painleve, Vorlesungen, p.429; Bur les singula.rites essentielleR des 

equa.tions differentielles, Pa.ris C. R. 188 (1901). p. 910. 
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endliche oder unendliche Werte annimmt, eindeutig ist. Picard 52) sagt 
in diesem Falle, das allgemeine Integral sei ,,8. apparence uniforme". 
Damit nun die Differentialgleichung (43) keine verschiebbaren Ver
zweigungspunkte besitze, muß sie von der Form: 

(45) y" = L(x, y)y'2 + M(x, y)y' + N(x, y) 

sein, wobei die Funktionen L, M, N rationale Funktionen von y, 
analytische Funktionen von x sind. Daraus folgt aber 6S), daß für (45) 
jede der beiden Bedingungen, welche für das Auftreten von verschieb
baren Unbestimmtheitsstellen notwendig, aber nicht hinreichend waren, 
erfüllt ist, so daß man jedenfalls mit der Möglichkeit des Auftretens 
solcher verschiebbarer Unbestimmtheitsstellen rechnen muß. Dasselbe 
gilt entsprechend für die Differentialgleichungen: 
(46) F(y", y, y, x) = 0, 

wo F ein Polynom von y, y', y" mit in x analytischen Koeffizienten 
ist. In vielen Fällen schränkt aber die Ausschließung verschiebbarer 
Verzweigungspunkte die Differentialgleichung oder das System gewöhn
licher Differentialgleichungen so ein, daß die Integration vermittels 
bekannter Funktionen in expliziter Form gelingt und man sich nach
träglich von dem Fehlen verschiebbarer Unbestimmtheitsstellen über
zeugen kann. Dieses trifft in dem Ton S. Kowalevski M ) behandelten 
Fall der Bewegung eines unsymmetrischen Kreisels von spezieller 
Massenverteilung zu, ebenso für die von Picard55), Mittag-Leffler 66), 

Painleve51) , Fransen 68), Wallenberg 59) und Forsyth 60) untersuchten 

52) E. Picard, Theorie des fonctions algebriqueB de deux variables, J. de 
Math. (4) 6 (1889), p. 278; Remarques sur les equations differentielles, Acta 
Math. 17 (1898), p. 297. 

53) P. Painlwß, Vorlesungen, p. 462 Fußnote. 
54) 8. Kowalevski, Bur le probleme de la rotation d'un corps solide autour 

d'un point fixe, Acta math. 12 (1889), p. 177; ferner: Sur une propriete d'un 
sYBteme d'equations differentielles, qui definit la rotation d'un corps autour d'un 
point fixe, Acta Math. 14 (1890), p. 81. 

55) E. Picard, Sur une propriete de fonctions uniformeB d'une variable, 
Paris C. R. 91 (1880), p. 1058; ferner 1. c., J. de Math. (4) 6, p. 268. 

56) G. Mittag - Leffler, Sur une equation differentielle du lecond ordre, 
Paris C. R. 117 (1893), p. 92; Sur l'integration de l'equation differentielle 

y" = Ay' + Byl + Gy + D + (Ey + F)y', 
Acta Ma.th. 18 (1894), p. 238. 

67) P. Painlevß, Sur les equations du second degr6 dont l'inMgrale generale 
est uniforme, Paris C. R. 117 (1893), p. 211. 

68) A. E. Fransen, Stockh. Oefv. 52 (1895), p. 228. 
69) G. Wallenberg, fiber nicht lineare homogene Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung. J. f. Math. 119 (1898), p. 87; fiber eine Kla.sse nicht 
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Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche x nicht explizit ent
halten oder, ,vie in der ersten Arbeit von Wallenberg, homogen in 
x, y, y' und y" sind. 

Um also die Gesamtheit der Differentialgleichungen (45) ohne 
verschiebbare Unbestimmtheitsstellen zu erhalten, müssen an Stelle der 
in dem letzten Abschnitt betrachteten hinreichenden Bedingungen, welche 
das Auftreten verschiebbarer Unbestimmtheitsstellen verhindern, not
wendige Bedingungen treten. Painleve61) erhält diese auf folgende 
Weise: Soll die Differentialgleichung (45) weder verschiebbare Ver
zweigungungspunkte noch verschiebbare Unbestimmtheits stellen be
sitzen, so muß dieses auch für die Differentialgleichung der Fall sein, 
welche sich aus (45) ergibt, wenn man 

(47) x=xo+aX 
setzt und a nach Null konvergieren läßt62), also für die Differential
gleichung: 
(48) y" = L(xo1 y)y'2 = l(y)y'2. 

Die Differentialgleichung (48) heißt die "vereinfachte Differentialglei
chung" von (45). Da sie x nicht explizit enthält, so muß ihr all
gemeines Integral eine eindeutige Funktion von x sein. 

Zunächst ergibt sich, daß l(y) nur einfache Pole mit reellen ra
tionalen Residuen besitzen darf, und es läßt sich daher die Aufgab(', 
alle Differentialgleichungen (48) zu bestimmen, auf das von Briot und 
Bouquet16) gelöste Problem zurückzuführen, alle Differentialgleichungen: 
(49) y'Y = (J(y) 

zu bestimmen, in denen (} eine rationale Funktion, und deren allge
gemeines Integral eindeutig ist; v ist dabei der kleinste gemeinschaft
liche Nenner der Residuen von leg). Man erhält so neun elementare 
Funktionen l(y) und, indem man die darin auftretenden Konstanten 
durch Funktionen von x ersetzt, neun mögliche Ausdrücke für L(x, y). 

linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung, J. f. Math. 120 (1899), 
p.118. 

60) A. R. FOI·8yth, Theory of differential equations, Part III. 
61) P. Painleve. Sur les equations du second ordre a points critiques fixes, 

Paris C. R. 126 (1898), p. 1185; ferner: p.1829, 1697; 127 p. 641,945; 129 (1899), 
p. 750, 949; 130 (1900), p. 767, 879, 1112; speziell: Memoire Bur les equations 
differentielles dont l'integrale generale est uniforme, S. M. F. Bull. 28 (1900), 
p. 201; Sur les equations differentielles du second ordre et d'ordre superieur 
dont l'integrale generale est uniforme. Acta Math. 25 (1902), p. 1. 

62) Bezüglich der Anwendbarkeit dieser Methode auf andere Probleme vgl. 
P. Painleve, Sur les systemes differentieis a integrale generale uniforme, Paria 
C. R. 181 (1900), p. 497. 
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Vermittels derselben Methode zeigt dann Painleve zunächst, daß die 
in y rationalen Funktionen Mund N dieselben Pole besitzen müssen 
wie L, und daß diese Pole einfache sein müssen. Die Transformation 

y = ~ liefert dann Schranken für den Grad von L und M. Durch z 
Weiterführung der Diskussion unter wiederholter Anwendung des Pain-
1eveschen Kunstgriffes 6S) erhält man dann nach Gambicr M), der eine 
Lücke bei Painleve ausfüllte, eine Tabelle (T) von 50 Differential
gleichungen der Form: 

y" = F(y', y, x), 

wobei F rational in y und y' ist. Alle Differentialgleichungen: 

(43a) YI/ = B(Y', Y, X), 

in denen B eine rationale Funktion von Y und Y ', analytisch in X 
ist, und welche weder verschiebbare Verzweigungspunkte noch Un
bestimmtheitsstellen besitzen- sollen, gehen aus dieser Tabelle durch 
die Transformation: 

(50) leX) Y + m(X) ( 
Y=p(X)Y+q(X)' x=rp X) 

hervor, wenn 1, m, p, q, rp analytische Funktionen von X sind. Dar
aus folgt dann der Satz: Wenn eine Differentialgleichung (43) keine 
verschiebbaren Verzweigungspunkte und Unbestimmtheitsstellen hat, so 
läßt sie sich entweder auf eine lineare Differentialgleichung zweiter, 
dritter oder vierter Ordnung oder auf eine durch Quadraturen, ellip
tische Funktionen und deren Ausartungen integrierbare Differential
gleichung zurückführen odel' sie läßt sich durch eine Transformation 
der Form (50) in eine der sechs Differentialgleichungen: 

I. yl/ = 6y' + x, 

II. y" = 2ys+ xy + a, 

Ill. 
'1 '1+(1 B yl/=L_JL + ~JL_ + 'Yys+-
y IX IX 1/' 
'I 3 8 (1 

'!J" = 1L + _JL + 4xyll + 2(xi - a)y + -2y 2 y' 
IV. 

63) V gl. hierzu auch P. BoutroUZ!, Recherches sur les transcendantes de 
M. Painleve, Ann. de l'Ec. norm. sup. (8) 31 (1914), p. 109. 

64) B. Gambier, Sur les equations differentielles du second ordre dont 
l'integrale generale est uniforme, Paris C. R. 142 (1906), p. 266; ferner p. 1403, 
1497; 148, p. 741; 144 (1907) p.827, 962; Sur les equations differentielles du 
second ordre et du premier degre dont l'integrale generale est a. points critiques 
fixes, These, Paris 1909 und Acta Math. 33 (1909), p. 1; P. Painleve, Sm les 
equations du secoud ordre a points critiques fixes, Paris C. R. 143 (1906), p. 1111. 
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V. "= ,,(..!...+_1_)_ y' + (Y-1)1((X + t) +r'!J 
Y Y 2 Y y- 1 X Xl Y y X 

+ ~(y-+!) 
y-.1 ' 

VI. " Y'I(1 + 1 + 1) ,(1 + 1 + 1 ) Y =2 11 y-1 y-x -y -Ii ;:-1 y-x 

+ '!!(y-1)<Y-X)[rt +px + r(x-1) + d'X(X-1~J 
xl(x - 1)' yl (y -1)' (y - X)I 

transformieren, in denen (x, ß, r und ~ Konstanten sind. 
Die so gewonnenen Bedingungen sind aber auch hinreichend. 

Natürlich liegt bei denjenigen Fällen, die sich nicht explizit integrieren 
lassen, also bei den Differentialgleichungen I-VI, die Hauptschwierig
keit des Beweises in dem Nachweis der Unmöglichkeit des Auftretens 
von verschiebbaren Unbestimmtheitsstellen. Für die Differential
gleichung I führt Painleve65) diesen Nachweis vermittels einer Me
thode, die sich unmittelbar auf die anderen Fälle übertragen läßt. 66) 
Weitere Ausführungen über die Eigenschaften der durch die Diffe
rentialgleichungen I-VI definierten Funktionen, welche man' als die 
Painleveschen Transzendenten bezeichnen kann, folgen in dem näch
sten Abschnitt. 

Um andererseits zu erkennen, wann eine vorgegebene Differential
gleichung der Form (43) keine verschiebbaren Verzweigungspunkte 
oder Unbestimmtheitsstellen hat, muß man versuchen, die gegebene 
Differentialgleichung durch eine Transformation (50) in eine in der 
Tabelle (T) von Gambier vorkommende Differentialgleichung .überzu
führen. Doch ist es nach Gambier67) für diesen Zweck vorteilhafter, 
eine umfassendere Tabelle ((8)) heranzuziehen, welche gestattet, die Funk
tionen l, m, p, q, cp aus den Koeffizienten der gegebenen Differential
gleichung auf algebraischem Wege zu berechnen. 

Ist in der rechten Seite von (43) R rational in y', algebraisch 
in y, so läßt sich (43) in der Form: 

(51) y" = (l(Y', y, '1,1" x) 

darstellen, wobei f! rational in y, 11' und '1,1, ist, und y und '1,1, durch 
eine algebraische Gleichung: 

(52) H(u, y, x) = 0 

66) P. PainlefJe, 1. c., S. M. F. Bull. 29 (1900). p.231; vgl. auch J. Horn, 
Gewöhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung 1905, p. 380. 

66) P. Painlev6, 1. c., Paris C. R. 143 (1906), p. 1113; vgl. auch W. Golube~', 
Zur Theorie der Gleichungen von Painleve, Mosk. Math. Samml. 28 (1912), p. 323 
(russisch). 

67) B. Gambier, 1. c., p. 19. 
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verbunden sind, die analytisch in x ist. Damit dann (51) keine 
verschiebbaren Verzweigungspunkte besitze, muß das Geschlecht der 
algebraischen Gleichung (52), in der x wieder als Parameter aufzu
fassen ist, 0 oder 1 sein. Ist das Geschlecht 0, 80 haben wir den 
oben behandelten Fall, ist das Geschlecht 1, so muß man die Differen
tialgleichung (43) durch eine elementare algebraische Transformation 
in eine der von Paill1ev(68) aufgestellten drei Typen überführen können, 
die durch bekannte Funktionen integrierbar sind, und von denen die 
ersten beiden keine verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzen, wäh
rend dieses für die dritte: 

(53) 
y" _ y't [ 6yl_~ + ce J 

- 2 4yS-g,y-ga V4y8_gsy_gs 

+ q(x)y' + rex) y 4y8 - DBY - Os, 

in der Ou Os und 0: Konstanten sind, nur eier Fall ist, wenn die tran

szendente Bedingung erfüllt ist, daß 2 si eine Periode von ~ (u, OB' Os) ist. a 
Die Fälle, in denen y" eine algebraische Funktion 89) von Y und 

y' ist, sind noch nicht einer erschöpfenden Diskussion unterworfen. 
Es kann übrigens bei Differentialgleichungen von höherer als der 

ersten Ordnung vorkommen, daß das allgemeine Integral eindeutig ist, 
während ein singulä.res Integral feste Verzweigungspunkte hat, und es 
lassen sich ferner Beispiele angeben, in denen das allgemeine Integral 
eindeutig ist oder nur feste, das singuläre Integral aber verschieb
bare Verzweigungspunkte hat. 70) Als bemerkenswert sei noch hervor
gehoben, daß bei Systemen von höherer als der zweiten Ordnung es 
vorkommen kann, daß eine besondere Klasse von Lösungsysteme~ ver
schiebbare Unbestimmtheitsstellen besitzt, während dieses für das all
gemeine Lösungssystem nicht der Fall ist. 71) 

Bei der Frage, wann die Differentialgleichung: 

(54) ", R('" ) Y = y, y, y, X 7 

68) P. Painleve, Acta. Math. 25, p. 48. 
69) P. Painleve, 1. c., Acta. Math. 25, p.65; vgI. J. Chazy, Sur les equatioDs 

differentielles du second ordre a points critiques fixes, Paris C. R. 148 (1909), 
p. 1381. 

70) J. Okazy, Bur 1es equations differentielles du troisieme ordre et d'ordre 
superieur dont l'integrale a ses points critiques fixes, These, Paris 1910, p. 43; 
Acta Math. 34 (1911), p. 317, insbes. p. 360; vgI. auch J. (Jhazy, Sur les equa
tions differentielles dont l'integrale generale est uniforme, Paris C. R. 148 (1909), 
p. lli'l; B. Gambier, Sur leB integrales singulieres de certaines equations differen
tielles algebriques, Paris C. R. 149 (1909), p. 21. 

71) P. Painleve, Vorlesungen, p. 432. 
J.:Jl"1ldop. cl. 1II&th. WiuelUlCh. n s. 39 
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in der B rational in y" und y', algebraisch in y, analytisch in x ist, 
keine verschiebbaren Verzweigungspunkte und Unbestimmtheitsstellen 
besitzt, hat man wie oben die "vereinfachte Differentialgleichung" zu 
bilden und zu untersuchen, wann das allgemeine Integral dieser Diffe
rentialgleichung eine eindeutige Funktion von x ist. Die vereinfachte 
Differentialgleichung muß 72) die Form: 

('55) ( 1) "I y'" = 1- -n- yy'- + bey, s)y"y' + c(y, s)y'S 

besitzen, wo n eine ganze von 0 und - 1 verschiedene Zahl oder oe 
ist, wo ferner bey, s) und c(y, z) rationale Funktionen zweier Variabeln 
y und s sind, die eindeutige Funktionen von x sein sollen und durch 
eine algebraische Gleichung {(y, z) = 0 vom Geschlecht p verbunden 
sind. Painleve gibt die Lösung dieser Aufgabe an, die Ohasy73) und 
Garnier 74.) im einzelnen durchführen. Ist n = - 2, so muß bey, s) 
identisch verschwinden, die Integrale sind die polymorphen Funktionen 
(vgl. das Ref. II B 4 (Fricke), Nr.32). Ist n += - 2, so darf p nur 
die Werte 0 und 1 besitzen. In diesem Falle lassen sich die Integrale 
als Ausartungen der polymorphen Funktionen darstellen, genauer aus
gedrückt, durch rationale Funktionen, Exponentialfunktionen, ellip
tische Funktionen, Logarithmen, die Weierstraßschen t- und 6-Funk
tionen und die Kombinationen dieser Funktionen. Ohazy75) gewinnt 
überdies, von den vereinfachten Differentialgleichungen ausgehend, eine 
große Anzahl von Typen nicht vereinfachter Differentialgleichungen 
ohne verschiebbare Verzweigungspunkte und Unbestimmtheitsstellen, 
ohne jedoch bisher genau feststellen zu können, ob eine dieser Diffe
rentialgleichungen auf wesentlich neue transzendente Funktionen führt. 
Was nun die Differentialgleichungen von höherer als der dritten Ord
nung ohne verschiebbare Verzweigungspunkte und Unbestimmtheits
stellen ap.betrifft, so genügt die Methode von Painleve, um notwendige 

72) P. Painleve, Acta Math. 25, p. 69, S. M. F. Bull. 29, p. 256. 
73) J. Ohasy, Sur les equations differentielles du troisillme ordre a points 

critiques fixes, Paris C. R. 145 (1907), p. 305, 1263. Ferner Thllse und Acta Math. 
34 (1911), p. 317. 

74) R. Garnier, Sur les equations differentielles du troisieme ordre dont 
l'integrale est uniforme, Paris C. R. 145 (1907), p. 808; 14,7 (1908), p. 915; Sur
les equations differentielles du troisillme ordre dont l'integrale generale est uni
forme et sur une dasse d'equations nouvelles d'ordre Buperieur, These 1911, 
Ann. de I'Ec. norm. (3) 29 (1912), p. 1. 

75) J. Ohasy, These, p. 17; ferner: Sur les equations differentielles dont 
l'integrale generale est uniforme et admet des .singularites essentielles mobiles, 
Paris C. R. 149 (1909), p. 568; 150 (1910), p .. 456; Sur une equation differentielle 
du troisillme ordre qui a ses points critiqu8s fixes, Paris C. R. 151 (1910), p. 203. 
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Bedingungen hierfür aufzustellen. Speziell gilt der Satz '16): Soll das 
allgemeine Integral der Differentialgleichung: 

(66) (n) pr •. ( .. -l) , ) y = VI , ••• , y, y, X , 

in welcher P ein Polynom in y, y', ... , '!f"-1) ist, keine verschiebbaren 
V erzweigungssteUen und Unbestimmtheits stellen besitzen, so darf das 
Gewicht von P n + 1 nicht überschreiten, wenn man y das Gewicht 1, 
y(lc) das Gewicht k + 1 gibt. Hingegen ist die Frage nach hinreichen
den Bedingungen eine außerordentlich schwierige, und zwar wachsen 
die Schwierigkeiten mit der Ordnung der Gleichung. 

Es ist daher von großer Bedeutung, daß die Theorie der linearen 
Differentialgleichungen auf Systeme nichtlinearer Differentialgleichungen 
beliebig hoher Ordnung führt, die keine verschiebbaren Verzweigungs
punkte und Unbestimmtheitsstellen besitzen. Wie nämlich in dem 
Referat II B 5 (Hilb), p. 504 ausgeführt wurde 77), führt die neuerdings 
auch als Schlesingersches Proble.m bezeichnete Frage, wann die Mono
dromiegruppe eines schlechthin kanonischen Differentialsystems von 
einer als Parameter aufgefaBten singulären Stelle a" unabhängig sei, 
auf ein von 8chlesinger angegebenes Differentialsystem zweiten Grades: 

(57) 
dA(") '!..., ACl) Al') - AC .. ) ACl) 

il: ~ ip pie ip pi 1 2 ß 1 -.. - = , wenn v = , , ... 6, au er v = A~ 
toUA p=l a. - a-A 

( i=1,2, ... ,n) 
k == 1, 2, ... , n ' 

das keine mit den Anfangswerten verschiebbaren Verzweigungspunkte 
und Unbestimmtheitsstellen hat, und dessen allgemeine Lösung in der 
Form: 

darstellbar ist, wo 
Funktionen der A, 
aA sind. 

AC.) = E C") (AC1) A CO») 
ik ik 11"'" .... 

die A~·~ Konstante, die E.~ ganze transzendente 
aber im allgemeinen mehrdeutige Funktionen von 

Bildet man entsprechend den früheren Ausführungen das "ver
einfachte System" von (57), so ist dasselbe durch AbeZsche Funk
tionen und Thetafunktionen integrierbar. 78) Wie 8chlesinger mir mit-

76) J. Chasy, Sur 1& limitation du degre des eoefficients des equationa diffe
rentielles a1gebriques a. points eritiques fixes, Paris C. R. 166 (1912), p. 132. 

77) Vgl. aueh die dort angegebene Literatur. 
78) B. Gamier, Sur 1es simplifies d'une e1asse de systemes differentie1s dont 

l'inMgra.le generale a ses points critiques fixes, Paris C. R. 163 (1911),. p. 144,9; SUl: 
une elass8 da systemes Abdiens d6duits de 1a theorie des eqUatiODS differentielles 
lin6a.ires, Paris C. R. 160 (1915), p. 881, ferner These, p. 90. 
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teilt, wird hierdurch eine von Riemann 79) gemachte Andeutung be
stätigt. 

Speziell führte die Frage, wann eine lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit den singulären Stellen der Bestimmtheit 0, 1, 
t und 00 sowie dem Nebenpunkte 1 eine Monodromiegruppe besitzt, 
die von t unabhängig ist, R. Fuchs, dessen erste Arbeit denen von 
Schlesinger unmittelbar vorherging, zuerst auf die Gleichung VI mit t 
als unabhängiger, 1 als abhängiger Veränderlichen. Man erhält also 
die Integrale von VI in der Form: 

fPl (1',1, t) = Cu fP,(l', 1, t) = Cs 

aus der Bedingung, daß die Substitutionen der Monodromiegruppe von 
dem Parameter unabhängig sind. Umgekehrt erhält Garnier 79a) aus 
seinen in Nr.9 zu besprechenden Untersuchungen über das Verhalten 
der Integrale von VI in der Umgebung der singulären Stellen für 
diesen Fall einen neuen Beweis für die Lösbarkeit des Riemannschen 
Problems. 

Die Differentialgleichungen I bis V entstehen nun nach Paitl
leve'80) aus VI durch wiederholten Grenzübergang, dem ein Zusammen
fallen von singulären Stellen der linearen Differentialgleichung ent
spricht.Sl) GarnierSt) untersucht speziell auch die Differentialgleichung: 

(oS) 

m "r 3 -, 

d,ly= ~axh+ ""1l~-+- ~Lly 
d:x;' ~i" "f/ (:x; -1.,)1 :x; -1.JJ 

mit einer einzigen Unbestimmtheitsstelle im Unendlichen und den 
scheinbar singulären Stellen 111 11 , ••• , 1., in der 'die a, 1 und" analy
tische Funktionen von n Parametern tu tu .... , t.. sind, während die 
Monodromiegruppe von den Größen t unabhängig ist. Es ergibt sich, 
daß die symmetrischen Funktionen der 1 als Funktionen eines dieser 

79) B. Riemann, Ges. Werke, Fragment 21 (1876), 2. Aufl., p. 386. 
79a} R. Garnier, Sur une methode nouvelle pour resoudre le probleme de 

Riemann, Paris C. R. 163 (1916), p. 198. 
80) P. Painleve 1. c., Paris C. R. 143 (1906), p. 1114. 
81) R. Garnier, These, p. 61; ferner: Sur les limites des substitutions du 

groupe d'une equation lineaire du second ordre, Paris C. R. 154 (1912), p. 1208, 
1836; Bur 180 representation des integrales des equations irreductibles du second 
ordre a points critiques fixes au moyen de la theorie des equations lineairea, 
Paris C. R. 165 (1912), p. 137; 169 (1914), p. 795, 1096. V gl. auch R. Fuchs, 
O'ber eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer Unbestimmt
heitsstelle, Bitzber. der Berl. Math. Ges. (13) 24. Juni 1914. 

82) R. GtJrniel', Sur les equation8 differentielles lineaires et les transcendantes 
uniformes du second ordre, Paris C. R.148 (1909), p. 1808; 14.9, p.23; These, p. 39. 
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Parameter t einer gewöhnlichen Düferentialgleichung genügen und nur 
dann keine verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzen können, wenn 
m < 4 ist. 

9. Eigenschaften der Pa.inleveschen Transzendenten. Die all
gemeinen Integrale der Differentialgleichungen I, U und IV sind mero
morphe Funktionen, die der Differentialgleichungen 111, V und VI 
sind im allgemeinen unendlich vieldeutige Funktionen und zwar sind 
flir die Integrale von 111 und V 0 und 00, für die von VI 0, 1 und 
00 Unbestimmtheitsstellen und Verzweigungspunkte unendlich hoher 
OrdnungsJa). Ersetzt man in UI und V x durch eX , so sind auch 
die Integrale von In und V meromorphe Funktionen von X. Garnier 88) 

untersucht das Verhalten der Integrale von VI in der Umgebung der 
singulären Stellen 0, 1 und 00 vermittelst der Methode der successiven 
Approximationen. Die erste Approximation in der Umgebung von 

x = 0 zeigt, daß man Ig =- = X als unabhängige Veränderliche ein-
11:0 

zuführen hat. Garnier erhält so zwei verschiedene Arten von Ent-
wicklungen, welche bei genügend kleinem I Xo I in der X-Ebene inner
halb von Sektoren konvergieren, die sich vom Koordinatenanfangs
punkt in das Unendliche erstrecken. Man kann dann für jedes Inte
gral von VI die ganze Halbebene der X mit negativem reellen Teile, 
nach Ausschluß der imaginären Achse durch zwei beliebig kleine 
Sektoren, in eine endliche Anzahl von Sektoren zerlegen, die sich 
stets teilweise überdecken und abwechselnd zu den beiden Arten von 
Entwicklungen gehören. 

Das allgemeine Integral von I ist eine "wesentlich transzendente" 
Funktion der beiden Integrationskonstanten 84), also ist die Differential
gleichung nach einem in N r. 7 angeführten Satze in dem von Pain
leve festgesetzten Sinne vom funktionentheoretischen Standpunkte aus 
irreduzibel. Das gleiche ergibt sich für alle anderen Differential
gleichungen unmittelbar daraus, daß sie auseinander durch wiederholte 
Grenzübergänge hervorgehen. Aber auch vom formalen Standpunkte 
aus sind die Differentialgleichtmgen 111, IV, V, VI bei allgemeinen 

82 a) B. Gambie1', These, p. 4. 
83) R. Garnier, ttude de l'integrale generale de l'equation VI de M. Pain

leve dans le voisinage de ses singulariMs transcendentes, Paris C. R. 162 (1916), 
p. 939; 163, p. 8, 118. Die Methode und Ergebnisse der hier einschlägigen Ar
beiten von R. Fuchs, tJber die analytische Natur der Lösungen von Differential
gleichungen zweiter Ordnung mit festen kritischen Punkten, Math. Ann. 75 (1914), 
p. 469; Gött. Nachr. 20, Dez. 1913 sind, wie Garnier I. c. richtig bemerkt, nicht 
einwandfrei. 

84) P. PainletJt, S. M. F. BuH. 28 (1900), p. 240. 
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Werten der Parameter unter Zugrundelegung der schärfsten Defini
tion, nämlich der von J. D'fach gegebenen, irreduzibe18&) (vgl. hierzu 
das Ref. II 16 der franz. Enc. (Vessiot), p. 155 und 170), I und Il be
sitzen jedoch, da sie y' nicht enthalten, einen bekannten letzten Mul
tiplikator, gehören aber vom Standpunkt der formalen Irreduzibilität 
zur selben Klasse wie die allgemeinste Differentialgleichung: 

y" = R(y, x), 

m der R eine rationale Funktion von y und 
Setzt man 86) in I: 

(60) dJ Igu 
Y=-lfiI' 

x ist. 

so ist u eine ganze transzendente Funktion der Ordnung 87) : und 
des Geschlechtes 2 und genügt einer algebraischen Differentialgleichung 
dritter Ordnung. Borel88) weist auf den Zusammenhang der linken 
Seite dieser Differentialgleichung dritter Ordnung mit den Invarianten 
gewisser binärer Formen hin. Analog kann man das allgemeine Inte
gral86) y von II durch zwei ganze transzendente Funktionen "1 und 
t'21 welche Lösungen je einer algebraischen Differentialgleichung dritter 
Ordnung sind, in deI' Form: 

(61) 

darstellen. Die ganzen transzendenten Funktionen u1 und "I haben 
dabei die Ordnung und das Geschlecht 3. Entsprechend läßt sich das 
allgemeine Integral von IV durch ganze trauszendente Funktionen 
des Geschlechtes und der Ordnung 4 darstellen. Die ganzen tran
szendenten Funktionen, durch welche das allgemeine Integral von III und 
V sich darstellen läßt, nachdem x durch fiX ersetzt wurde, haben da
gegen unendlich hohes Geschlecht.89). 

85) P. Painleve, Sur l'irreductibilite des transcendantes uniformes, Paris C. R. 
135 (1902), p. 411; ferner p. 641, 757, 1020. 

86) P. Painleve, 1. c., Acta math. 25, p. 14. 
87) P. Boutroux, Sur la croissance des fonctions entieres, Paris C. R. 134 

(1902), p. 153; Sur quelques proprietes des fonctions entiares, Acta Math. 118 
(1904), p.l74; P. Painleve, Remarques sur la communication precedente, Paris 
C. R. 134 (1902), p. 155. 

88) E. Borel, Remarques sur les equations differentielles dont l'integrale 
generale est uniforme, Paris C. R. 138 (1904), p. 337; vgl. auch J. (Jhazy, Sur 
les equatioos differentielles deduites de certains invariants des formes, Paril C. R. 
150 (1910), p. 1104, These, p. 65. 

89) P. Boutroux, Sur les fonctioDs entieres de genre infini, Paris C. R. 134 
(1902), p. 519; Acta Math. 28, p. 202. 
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Ein tieferes Eindringen in den Bau der zu I gehörigen Painleve
sehen Transzendenten gestattet die Bemerkung von Boutroux 90), daß 
diese Transzendenten sich nach einer einfachen algebraischen Trans
formation "asymptotisch" wie doppeltperiodische Funktionen verhalten 
und also zu diesen Funktionen in einem ähnlichen Verhältnisse stehen, 
wie die Besselschen Funktionen für große Werte von I x I zum Sinus. 
Genauer wird die Bedeutung dieses Verhaltens weiter unten ausein
andergesetzt. Setzt man in der Differentialgleichung: 

(62) y" = 6y2 - 6x·lI , 

welche für /L = 1 sich nur unwesentlich von I unterscheidet, 

(6B) y = x 2 Y, 
,u +4 4 ----

X=--x 4 
I~ + -1 ' 

so erhält man 
(64) Y" = 6r~- 6 _ ~ Y' + 4p.(2-1l-) _~ 

p.+4 X (p.+4)! XZ> 

eine Differentialgleichung, die sich für große Werte von X asympto
tisch verhält wie die Differentialgleichung: 

(65) Z" = 6Z2 - 6, 
deren allgemeines Integral sich aus 

(66) Z''4= 4Z3 -12Z + D 
als 
(67) 

ergibt. Entsprechend kann man die Differentialgleichung für sn (X) 
mit den durch die Differentialgleichung II definierten Transzendenten 
in Verbindung bringen.91) 

Es sei nun 8 eine beliebig kleine Größe, Xo > +, Y ein Inte
gral von (64), welches für Xo den Wert fj annimmt und für welches 
Y' = r/ ist. Setzt man dann fj'2 - 4fjs + 121] = D, so sei !"OD das 
Integral von (66), das in Xo den Wert 1] annimmt. Dann ist inner
halb eines Xo enthaltenden, zu rOD gehörigen Periodenparallelogramms 

iY-fl 1<6 I OD!' 

mit Ausnahme der unmittelbaren Umgebung eines innerhalb dieses 
Periodenparallelogramms gelegenen Punktes Xli in welchem Y un-

endlich wird wie (X 1 X-)!, aber bei allgemeinem /L einen Verzwei-
, 1 

90) P. Boutroux, Reeherches sur les transcendantes de M. PainZeve et l'etude 
asymptotique des equations differentielles du second ordre, Ann. de l'Ec. norm. 
(3) 30 (1913), p. 255; 31 (1914), p. 99. 

91) P. Boutroux, 1. c., Ann. de l'Ee. norm. (3) 31, p. 100; vgl. auch p. 104. 
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gungspunkt unendlich hoher Ordnung hat. 91) Es tritt dann für Y 
an die Stelle des Perioden parallelogramms ein offenes Kurvenviereck, 
das sich mit abnehmendem E einem Periodenparallelogramm unbegrenzt 
nähert. Man kann nun die ganze Ebene mit solchen von "Perioden
linientt gebildeten Periodenvierecken derart überdecken, daß das ins 
Auge gefaSte Y in jedem dieser Periodenvierecke nur eine einzige 
isolierte singuläre Stelle hat. Für p. = 1 besitzt Y in Xl einen 
Pol zweiter Ordnung, also hat auch '!J in dem entsprechenden Punkte 
.Tl einen solchen, und es läßt sich '!J in der Form: 

'!J = (X~a:l)1 + ~:.!(X-Xl)lI + (.17-.171)8+ Cl (x -- .171)4.+ ... 

darstellen, wo die folgenden Koeffizienten Funktionen von Xl ruH] Cl 

sind. Boutrou:c nennt t; den Parameter des Integrals im Pole Xl' 

Da also für p. = 1 das Periodenviereck geschlossen ist, so folgt un
mittelbar, daß in diesem Falle Y und also auch '!J meromorphe Funk
tionen sind. 

Der Wert von D ändert sich aber beim Übergang von einem 
Periodenviereck zum anderen derart, daß, wenn X auf einem beliebigen 
Radiusvektor in das Unendliche geht, D im allgemeinen unbestimmt 
bleibt, und man nur aussagen kann, daß D unterhalb einer endlichen 
Schranke bleibt. Geht man jedoch längs einer Periodenlinie in das 
Unendliche, so konvergiert D nach einem der Werte, fdr welche das 
Integral ji 

y'4Ys_ 12Y + D dY 

eine verschwindende Periode hat. Geht die Periodenlinie von einem 
singulären Punkte aus, also für p. = 1 von einem Pole, so nennt sie 

Boutrou:c eine Linie der Unendlichkeits-
stellen, für p. = 1 eine Pollinie. Bewegt 
sich X im Falle p. = 1 längs einer Pol
linie in das Unendliche, so konvergiert 
auch der Parameter Cl nach einer bestimmten 

....-y---r--"':"::A:':::'J Grenze. In der x-Ebene verlaufen die Pol-
linien asymptotisch zu Parallelen der Ge
raden· OAo OAs bezüglich 04, OAs usf. 

Flg.l. 

Ein Integral von (62) für p. -- 1 ist 
nnn bestimmt, wenn man einen Pol Xl und 
den zugehörigen Parameter Ct kennt. Ist x, 

ein zweiter Pol, so ist Xs eine Funktion fJJ(x1, Ct) von Xl und Ct. Wird 
fJJ(x1 , t;) für ein Wertsystem Xu t; unendlich, so heillt das Integral 

92) P. Boutroux, 1. c., 30, p. 807. 
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verstümmelt, "tronque". Es gibt nun stets fiinf verstümmelte Integrale, 
welche in einem Punkte Xli der auf keiner der fünf Halbgeraden 
OAlI ••• , OA5 liegt, einen Pol haben, und ferner gibt es eine Pol
linie, die z. B. asymptotisch zu zwei Parallelen der Halbachsen, etwa 
zu OA& und OA" vom Unendlichen zum Unendlichen derart geht, 
daß auf jedem Wege, der rechts dieser Linie in das Unendliche geht, 

eines. dieser fünf verstümmelten Integrale nach Multiplikation mit x--! 
nach ± 1 konvergiert. Links der PoUinie ist das Integral nicht ver
stümmelt, d. h. die Verteilung der Pole für große Werte von I x I ist 
normal. Das Integral heißt in diellem speziellen Falle in der Richtung 
OAl verstümmelt. Sei ca der Wert von c;., iür welchen das Integral 
in der Richtung OAl verstümmelt ist, dann ist ca eine eindeutige Funk
tion von Xl' welche die Rückwärtsverlängerung von OAl von einem 
bestimmten Punkte .Äl bis - 00 als singuläre Linie, aber sonst keine 
Singularitäten besitzt. Es gibt nun genau fünf dreifach verstümmelte 
Integrale, von denen also jedes nacs drei Richtungen, also etwa nach 
o Aö, 0 Al und 0 AI verstümmelt ist. Ein solches nach den er
wähnten drei Richtungen verstümmeltes Integral hat also für genügend 
große Werte von I X I nur Pole im Winkel As OA,. 

Geht man von der Theorie dieser verstümmelten Integrale aus, 
so kann man ohne weitere Rechnung eine systematische Theorie der 
durch I definierten meromorphen Funktionen aufbauen 9S), und in ana
l()ger Weise kann man die durch II und IV definierten Painleve'schen 
Transzendenten behandeln. 

93) P. Boutroux, 1. c., 31, p. 131. 

(Abgeschlossen im November 1916.) 
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I. Das Jacobische Umkehrproblem in der Zeit vor Riemann. 

1. Das Jacobische Umkehrproblem. Es bedeute G ein alge
braisches Gebilde von einer Dimension, das ist die Gesamtheit aller 
Wertepaare zweier durch eine algebraische Gleichung miteinander ver
knüpften komplexen Veränderlichen. Wir wollen uns G zunächst 
durch eine mehrblättrige Riemannsche Fläche T dargestellt denken, 
werden es im weiteren Verlaufe aber auch als allgemeine Riemannsche 
Mannigfaltigkeit oder auch als Kurve in einem Gebiete von zwei oder 
mehr Dimensionen unserer Anschauung zugrunde legen (vgl. II B 2). 

Die Riemannsche Fläche T sei durch p Querschnittpaare a~, b" 
(v = 1, 2, ... p) und p Linien c~ in eine einfach zusammenhängende 
T' verwandelt und es mögen u1 (16), ~(s), ... u.,,(.e) p linearunabhängige 
Integrale 1. Gattung bezeichnen, deren Integrationskonstanten dUl'ch 
die A.ngabe der Integralwerte an einer bestimmten Stelle von T' fest
gelegt seien. 

Bezeichnen dann 1610, 6,°, ... 6/ und 6u 6" ... sp zwei Systeme 
von je p Stellen der Riemannschen Fläche, so sind die Werte der 
p Summen 
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p.p p 

(1) ~fdUI' - ~(ul'(Sr) - ul'(s~~), CI' = 1,2, .. . p) 
,0 
~ 

solange die Integrale alle in T' erstreck~ sind, unabhängig von den 
Integrationswegen, aber auch, wie die rechte Seite zeigt, unabhängig 
von der Zuordnung der oberen zu den unteren Grenzen. 

Werden die s (dasselbe gilt für die 14°, die wir uns aber, um die 
Vorstellung nicht zu verwirren, jetzt als fest gegeben denken wollen) 
nicht lI).ehr auf T' beschränkt, sondern wird ihnen freie Bewegung in 
der ursprünglichen Riemannschen Fläche T gestattet, so gehören zu den 
nämlichen Stellen 1411 SI' ... sI' je nach den durchlaufenen Integrations
wegen unendlich viele verschiedene Werte der Integralsummen (1). 
Bezeichnet man nämlich mit Wttz, Wh' ••. Wpa(1X = 1,2, ... 2p) die 
2p Periodizitätsmodulen der Integrale ul1 "s, ... UI' an den 2p Quer
schnitten a, b, so geht bei irgendeiner Veränderung der Integrations
wege, wenn man zunächst die Bedingung festhält, daß die Integra
tionswege in den p verschiedenen Gleichungen die nämlichen sein 
sollen, das ursprüngliche Wertesystem Wo W 2 , • • • W I' in ein Werte
system 

Sp 2p .p 

(2) w1'=wt + ;Sm .. wtu , w;=w2 + ;Smawia , ... WI"=u'l' + ~mawl'a 
a=1 a=1 a=1 

über, wo die m ganze Zahlen bezeichnen. Nennt man zwei solche 
Wertesysteme (w) = W1, WB' ••• wl' und (w') = w/, w,', . .. wl" einander 
kongruent, 

(3) (w') = (w), 

so kalID man durch passende Abänderung der Integrationswege an 
Stelle von (w) alle dazu kongruenten Wertesysteme erzeugen und 
zwar jedes von ihnen auf mannigfache Art. 

Man. wird dabei noch bemerken, daß die Bedingung der Gleich
heit der Integrationswege in den verschiedenen Gleichungen von (1) 
nicht eine für das Auftreten kongruenter Wertesysteme notwendige 
ist, was man schon daraus erkennt, daß eine einzelne der p Integral
summen ihrem Werte nach ungeändert bleibt, wenn man z. B. in ihr 
die Integrationswege zweier der Variablen s dadurch abändert, daß 
man diese den gleichen geschlossenen Integrationsweg in entgegen
gesetzter Richtung durchlaufen läßt. 

(4) 

Das Jacobische Umkehrproblem verlangt, aus den Kongruenzen 

i}6

dUI'=Wu 
,,=1 .' • 

(1'= l,2, ... p) 
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bei gegebenen Stellen 141°, 11,°, •.. 141'° und gegebenen Werten Wu Ws, 

•.. w" die Stellen 1411 14" ••• 141' zu bestimmen. Dabei sind die auf der 
linken Seite stehenden Integrale als in der einfach zusammenhängenden 
Fläche T' erstreckt gedacht, es ist aber nach dem Vorigen nicht nur 
jede Änderung in der Zuordnung der unteren Grenzen zu den oberen, 
sondern auch jede solche Abänderung der Integrationswege gestattet, 
welche die Kongruenzen (4) bestehen läßt. 

Man kann das Jacobische Umkehrproblem auch dahin aussprechen, 
daß das System der p Differentialgleichungen 

(5) (EI- = 1, 2, ... p) 

bei gegebenen Anfangsbedingungen zu integrieren sei; in dieser Form 
erscheint das Problem insbesondere bei Weierstraß (s. Nr. 7 u. 48). 

2. Abelsche Funktionen. Die rationalen symmetrischen Funk
tionen der p Punkte 1411 14" ••• Hp erweisen sich als Funktionen von 
wl1 wlI • •• wp betrachtet im allgemeinen, d. h. von gewissen Aus
nahmewerten der W abgesehen, als einwertige meromorphe Funktionen 
dieser p Veränderlichen; als solche werden sie Abelsche Funktionen 
genannt. 

Etwas allgemeiner nennt man auch eine algebraische symmetrische 
Funktion der p Punkte 14 eine Abelsche Funktion der w, wenn sie eine 
einwertige Funktion dieser Größen ist. 1) 

Aus der Vielwertigkeit der Integrale ul1 U" ••• up folgt sofort, 
daß jede Abelsche Funktion eine 2 p-fach periodische Funktion von 
Wu ws, ... wp ist, deren Periodensysteme die 2 p Systeme COla.! CO, .. , ••• COp .. 

Co: = 1,2, ... 2 p) der Periodizitätsmodulen der Integrale U an den 
Querschnitten a, b der Biemannschen Fläche T' sind. 

Über die weiteren Eigenschaften der Abelschen Funktionen s. 
Nr.113. 

3. Jacobi. Jacobi hat von zwei verschiedenen Gesichtspunkten 
ausgehend das Problem einer Verallgemeinerung der elliptischen Funk
tionen in Angriff genommen. 

In seiner ersten Arbeit über diesen Gegenstand, vom Jahre 1832, 
geht Jacobi') von der Bemerkung aus, daß aus dem Eulerschen 
Theorem, nach welchem die Summe zweier elliptischer Integrale erster 

1) So bei Weief'BtralJ [" Vorl." Math. W. 4 (1902), p. 462] und jetzt allge
mein; spezieller nennt Biemann [" Vorl." Ges. math. W. Nachtr. (1902), p.10J 
.Abelscha Funktionen die Wurzeln YP (8, s) aus den in p - 1 Punkten der Bie

.. -11 m-' 
mannschen Fläche 01 werdenden Funktionen p (8, s). 

2) J. f. Math. 9 (1832), p. 894 = Ges. W. 2 (1882), p. 6. 
l'IIllOlkloll. d. matb. W18ol8DSOb. II ll. 40 
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Gattung stets gleich ist einem einzelnen solchen Integrale, dessen obere 
Grenze eine algebraische Funktion der oberen Grenzen jener ist (Il B 3, 
Nr. 2), für die inverse Funktion ein algebraisches Additionstheorem 
folge, und frägt, in dem Abelschen Theorem die Verallgemeinerung 
jenes Eulerschen erkennend, welches die inversen Funktionen der hier 
auftretenden Integrale seien und was für diese das Abelsche 'l'heorem 
aussage. 3) Das Ergebnis seiner Untersuchungen legt Jacobi in dem 
folgenden "Theorema generale" nieder. 

Man setze, indem X ein Polynom 2 m - 1 ten oder 2mten Grades 
in x bezeichnet, fC 

f XkdX (6) 'P" (x) = VX (k = 0, 1,2, ... m - 2) 
o 

und fasse auf Grund der m - 1 Gleichungen 

(7) uk = (P" (xo) + 'P" (Xl) + ... + 'P" (xm_ 2) (k=O,1,2 ... m-2) 
die x umgekehrt als Funktionen der u auf, setze also 

(8) x" = )'" (uo, ull ... um_ 2); 

dann lassen zich die Funktionen 

1" (uo + uo', u1 + ul ', ..• um _ 2 + U'm_2) 

algebraisch ausdrücken durch die 2 (m - 1) Funktionen 

1" (tto, ull ... um _ 2) 

und 
A" (uo', u/, ... U'm_2)' 

In seiner zweiten Arbeit, vom Jahre 1834, legt Jacobi 4) den 
Grund zur Untersuchung mehrfach periodischer Funktionen über
haupt. Wenn eine Funktion einer Veränderlichen zwei Ferioden be
sitzt, so kann auf Grund der Tatsache, daß beim Vorhanden sein 
mehrerer Perioden auch jede ganzzahlige lineare Kombination dieser 
wieder eine Periode ist, das Verhältnis der beiden Perioden nicht 
reell sein, da sonst, wenn es rational wäre, die beiden Perioden sich 
auf eine einzige reduzieren ließen, wenn es aber irrational wäre, sie 
eine unendlich kleine Periode nach sich ziehen wiirden (Il B 1, N r. 24:). 
Wären nun weiter drei Perioden vorhanden, so würden diese, wie 
Jacobi auf die gleiche Weise dartut, unter allen Umständen sich ent-

3) Hier gibt Jacobi dem Abelschen Theorem zum erstenmal diesen Namen 
und schlägt fiir die darin auftretenden Integrale den Namen "transcendentes 
Abelianae" vor:, wobei er allerdings nur jene speziellen Integrale heraushebt, 
die man heute hyperelliptische nennt. Der Name der Abelschen Transzen
denten ist später auf die Umkehrfunktionen übergegangen. 

4) J. f. Math. 18 (1836), p. 66 = Ges. W. 2 (1882), p. 23; Ostwaids Klass. 
Nr. 64 (II B 2, Nr. 403). 
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weder auf weniger reduzieren lassen, oder aber eine unendlich kleine 
Periode nach sich ziehen. Das Vorkommen unendlich kleiner Perioden 
aber bezeichnet Jacobi als absurd und er erklärt daher die periodi
schen Funktionen einer Veränderlichen mit den einfach periodischen 
und den doppeltperiodischen mit nichtreellem Periodenverhältnis für 
erschöpft, Funktionen einer Veränderlichen mit drei odel' mehr Pe
rioden aber für unmöglich. 

Da nun eine Funktion x = "eu), welche durch Umkehrung eines 
hyperelliptischen Integrals 1. Ordnung 

(9) u= Jf~x 
entsteht, d. h. eines solchen, bei dem das Polynom X vom 5ten oder 
6ten Grade ist, wie Jacobi durch Entwicklung des Integranden nach 
trigonometrischen Funktionen in Verbindung mit dem .A.belschen 
Theorem dartut, vier unabhängige Perioden besitzt (die durch Um
kehrung eines hyperelliptischen Integrals beliebiger Ordnung ent
stehende 2 m - 2, wenn X vom 2 m - 1 teD oder 2 mten Grade ist) 6), 
eine Funktion einer Veränderlichen aber schon mit drei unabhängigen 
Perioden im Vorigen als absurd abgewiesen wurde, so konnte eine 
solche Umkehrfunktion für Jacobi nicht in Betracht kommen. Das 
hyperelliptische Integral hat eben, wie Jacobi mit aller Schärfe her
vorhebt, eine so starke Vielfachheit von Werten, daß sich, bei ge
gebenen Grenzen, unter ihnen immer einer befindet, der einem will
kürlich vorgeschriebenen Werte beliebig nahe kommt. 

Der gegen die Funktion x = "eu) gemachte Einwurf trifft nicht 
mehr die Funktionen der beiden Veränderlichen x und '11, wenn man 
x, 11 aus den Gleichungen 

x v j <a+PX)dX +j(a+PX)dX = u 
VX yx' 

a b (10) 

I'" (a' + p'a;) dx + j(a' + P'x) da; = u' 
VX yx 

a b 

definiert, in denen a, b, a, ß, a', fJ' Konstanten bezeichnen. Dabei 
denkt sich Jacobi die Werte je zweier zwischen den nämlichen Grenzen 
erstreckter, durch Werte a, fJ und cl, ß' unterschiedener Integrale in 

ö) A.uf diese mehrfache Periodizität der inversen }'unktion eines hyper
elliptischen Integrals hat zuerst, und zwar längst vor Jacobi, Abel in einer 
schon vor seiner Reise (1825) verfaßten A.bhandlung hingewiesen [<Euv. Nouv. 
Ed. 2 (1881), p. 40]. 

40· 
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der Weise miteinander verknüpft, daß er den Wert des Integra.ls zu
nächst bei unbestimmt gelassenen «1 ß auf irgend eine der möglichen 
Weisen festgesetzt denkt und aus diesem Integralwerte, der linear 
von C( und ß abhängt1 die speziellen Werten ce, ß entsprechenden 
durch Einsetzen dieser ermittelt. Diese Vorschrift, die später, als 
man die Vorstellung von der Integration im komplexen Gebiete ge
wonnen hatte 6), in der Gestalt ausgesprochen wurde1 daß die Integrale 
auf gleichem Wege zu erstrecken seien, hat zur Folge, daß bei ge
gebenen x, y neben einem Wertepaare u, u' nur Wertepaare von 

der Form u + m1 W 1 + 1n2W2 + msws + m~w~, 
u' + m1 w1' + 1n2 w,/ + mawa' + m,w; 

auftreten, wo die w, w' Konstante, die m aber ganze Zahlen bezeichnen, 
die für die beiden Ausdrücke die gleichen sind. 7) Die symmetrischen 
Funktionen von x und y sind jetzt einwertige Funktionen der beiden 
Veränderlichen u, u', welche bei solchen Änderungen von u, u' un
geändert bleiben. Diese Art der Periodizität hat aber nichts Absurdes 
mehr, da die ganzen Zahlen m nicht so bestimmt werden können, daß 
beide Werte 'U, u' gleichzeitig zwei willkürlich vorgegebenen Werten 
so nahe kommen, als man will. 

Aus dem Vorstehenden erhellt, daß Jacobi das nach ihm benannte 
Umkehrproblem für den speziellen Fall der hyperelliptischen Funk
tionen, aber bereits bei beliebigem Geschlecht p erstmals 1832 aufge
stellt hat und daß er dabei dnrch das A.belsche Theorem darauf hin
gewiesen wurde, daß die Einführung von p Summen von je p Inte
gralen notwendig sei, wenn man die Analogie mit den trigonometrischen 
und elliptischen Funktionen wahren wolle. 1834 ist er sodann zu 

6) Diese Vorstellung war 1834 Jacobi noch fremd; sie findet sich bei ihm 
erstmals in dem 1847 geschriebenen Aufsatz: Zur Geschichte der elliptischen 
und Abelöchen Transcendenten [s. Ges. W. 2 (1882), p. 616]; näheres darüber bei 
Kraze,., BibI. math. lOs (1909(10), p. 260. In dem genannten Aufsatze wendet 
Jacobi auch zum ersten Male für die gleichzeitigen Änderungen der beiden 
Variablen u, u' den später allgemein üLlichen Namen "Simultanperioden" an, 
der aber schon 1814 von Hermite in einem Briefe an Jacobi benutzt worden war 
[Hermite, J. f. Math. 32 (1846), p. 293 = <Euv. 1 (11105), p. 30; Jacobi, Ges. W. 2 
(188t), p. 107]. 

7) Dadurch wird der von Eisenstein [J. f. Math. 27 (1844), p. 189; auch 
J. da Math. 10 (1845), p. 449] erhobenen Forderung, daß man jedem der unend
lich vielen Werte, die u in folge der Vielwertigkeit der Integrale annehmen 
kann, einen g-anz bestimmten Wert von u' zuordne, genügt, und Jacobi b,at da.
her den Einwand Eisensteins gegen seinen Ansatz mit Recht zurückgewiesen 
[Petersb. Bull. 2 (1843), p. 96 = J. f. Math. 80 (1846), p. 184 = Ges. W. 2 (1882). 

p.86J. 
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demselben Gedanken durch die Untersuchung mehrfach periodischer 
Funktionen geführt worden. 8) 

4-. Umkehrung eines einBeinen Abelschen Integrals. Gegen die 
Jacobische Behauptung der Absurdität von Funktionen einer Ver
änderlichen mit mehr als zwei Perioden hat schon Göpel 9) Einspruch 
erhoben; es ist aber weder aus dem, was Göpel SHgt, zu entnehmen, 
wie er sich die dreifach periodischen Funktionen einer Verän derlichen 
gedacht hat, noch ist Jacobi 10) bei der Zurückweisung des Göpelsehen 
Einwurfs sachlich auf diesen eingegangen. Und doch hatte Göpel 
insofern recht, als der Jacobische Satz von der Unmöglichkeit drei
und mehrfach periodischer Funktionen einer Veränderlichen seine 
Gültigkeit verliert, sobald man unendlich vielwertige Funktionen zu
läßt 11), und unter Zuziehung solcher Funktionen kann man auch beim 
einzelnen hyperelliptischen Integral die obere Grenze x recht wohl 
als Funktion x= leu) des Integralwertes u ansprechen. 

Die Natur dieser außerhalb des Gesichtskreises von Jacobi liegen
den Funktion :r; = leu) wurde erst in der Riemannschen Abhandlung 
über die Abelschen Funktionen 1857 durch Heranziehung der kon
formen Abbildung der Riematlflschen Fläche durch ein Integral 1. Gat
tung (IIB2, NI'. 31) erschlossen und ist zum erstenmal mit voller Klarheit 

8) Die Vermutung Schlesingers [BibI. math. 6a (1906), p. 88], Jacobi habe 
doch wohl nicht durch das Abelsche Theorem, sondern dW'ch die Erkenntnis 
von der Unmöglichkeit der Umkehrung eines einzelnen hyperelliVtischen Inte
grals den erBten Anstoß zur Aufstellung seines Umkehrproblems erhalten, eine 
Vermutung, welche allerdings da.rin eine Stütze findet, daß Jacobi schon 1828 
in einem Briefe an Grelle [J. f. Math. 3 (1828), p. 310 = Ges. W. 1 (1881), p.262] 
die Unmöglichkeit von mehr als zwei Perioden bei einer Funktion von einer 
Veränderlichen erwähnt hat, wird durch die Mitteilungen Gundelfingers [BibI. 
math. 9, (1908/9), p. 211] aus den Jacobischen Vorlesungen vom Jahre 1836;6 
widerlegt. 

9) J. f. MlLth. 36 (1847), p. S02 Anm.; Ostwalds Klass. Nr. 67, p. 36. 
10) Jacobis Ges. W. 2 (1882), P 616. Es i~t, wie Weber in den .Anmer

kungen zu O~twalds Kla.ss. Nr. 64, p. S7 sagt, schwer jetzt noch festzustellen, 
welche Vorstellung Jacobi über diesen Punkt hatte. Wohl spricht er in dem in 
.Anm. 8 genannten Briefe an Grelle von "analytischen" Funktionen, hat aber 
weder diesen Begriff dort erläutert noch auch diese Einschränkung, wenn er sie 
i'iberhaupt als solche empfand, in der Abhllndlung von 18S4 wiederholt. Her
mite spricht Paris C. R. 68 (1864), p. 206 seine Überzeugung aus, daß Jacobi nur 
an eindeutige Funktionen gedacht habe. 

11) Vgl. dazu (Jasorati, Paris C. R. 67 (1863), p. 1018 und 68 (1864), p. 127 
und 204, 1st. 10mb. Rend. 16. (1883), p. 816; 16, (1882), p. 623; 18s (1880) p. 879; 
dann Les fonctions d'une seule variable et ä. un nombre qllelconque de periodes. 
Milano 1881i = Acta math. 8 (1886), p. 846; siehe auch Anm. 318. 
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von Prym 12) auseinandergesetzt worden. Danach wird durch ein einzelnes 
Integral 1. Gattung vom Geschlecht p die einfach zusammenhängende 
Fläche T', in der die Abelschen Integrale eindeutig dargestellt sind, 
oder, mit anderen Worten, in der ein Zweig jedes Integrals abgeson
dert ist, auf ein p-blättriges durch 2 p - 2 einfache Verzweigungs
punkte zusammenhängendes endliches Flächenstück abgebildet, das von 
p Parallelogrammen begrenzt ist. Dieses Flächenstück wird bei Ver
änderung des Argumentes u um Perioden, also bei Heranziehung wei
terer Zweige des Integrals, mit sich selbst kongruent wiederholt und 
diese Wiederholungen bedecken, sobald p > 1 ist, im allgemeinen die 
Ebene unendlich oft. Die Abbildung der Riemannschen Fläche T, in 
welcher das Integral mit allen seinen Zweigen ausgebreitet ist, ist 
also im allgemeinen unendlich vielblättrig und die durch Umkehrung 
des Integrals entstehende Funktion ist eine unendlich vielwertige 2p
fach periodische Funktion der einen Veränderlichen u, die in der Um
gebung jedes einzelnen Punktes dieser unendlich viel blättrigen Fläche 
den Charakter einer analytischen Funktion hat, aber nicht zur Bestim
mung der Integralgrenze x aus dem Integralwerte u dienen kann, da 

2p 

diA unendlich vielen Werte tt +2' mawa (wo die W die 2p Perioden, 
a=1 

die m ganze Zahlen bezeichnen), für welche x einen gegebenen Wert 
annimmt, zwar abzählbar sind, die ganze u-Ebene aber überall dicht 
bedecken. 

In besonderen Fällen bekommt die Fläche, in welcher das Abelsche 
Integral mit allen seinen Zweigen ausgebreitet ist, nur eine endliche 
Anzahl von Blättern und die Umkehrung des Integrals wird dann 
dementsprechend durch eine Funktion von endlicher Wertezahl ge
geben. Es tritt dies dann ein, wenn alle 2p Perioden W a linear und 
ganzzahlig durch zwei (mit nichtreellem Verhältnis) darstellbar sind. 
Das gegebene Integral ist in diesem Falle algebraisch auf ein ellipti
sches Integral reduzierbar (vgl. Nr.120), die Umkehrung eines einzelnen 
Integrals führt also hier nicht über die bekannten Funktionen hinaus. 

Die anschließende Frage, wann p' Summen von je p' Integralen 
1. Gattung von einem Geschlecht p > p' eine endlich vielwertige Um
kehrung zulassen, ist in der Literatur bisher nicht behandelt worden. 
Ihre Erledigung kann aber mit Hilfe der Theorie der allgemeinen 2p
fach periodischen Funktionen (s. NI'. 112 f.) geschehen. 

Die oben genannte p-blättrige, von p Parallelogrammen begrenzte 
Fläche, auf welche die Riemannsche Fläche T' durch einen Zweig des 

12) Wien. Denkschr. 24 (1866), II, p. 16 j 2. Ausg. 1885. 
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Integrals 1. Gattung u abgebildet wird, hat je nach der Wahl der 
Querschnitte und den Werten der Periodizitätsmodulen ganz ver
schiedene Gestalten. Bezeichnet man mit A;, 11;, A;, B; das vte Par
allelogramm, so daß A; aus A; und 11; aus 11; durch Parallelver
schiebung um den Periodizitätsmodul von t' am Querschnitte a. bzw. 
b .. hervorgeht (Klein 18) nennt 
ein System von 4 solchen 
Linien einen parallelogram
matischen Rahmen), so kön
nennebender im1!'allep=2 
durch die Fig. 1 dargestell
ten Form der Abbildungs
fläche wesentlich andere auf
treten. Legt man z. B. den 
Querschnitt bs durch die 
beiden Punkte, in denen der 
Integrand von u verschwin- A ;-

det (Kreuzungspunkte von Fig. 1. 

u), so erhält, wie Klein angibt, sowohl Bi wie Bt zwei Rückkehr·, 
punkte und es entsteht die in Fig. 2 angegebene Gestalt der Abbil
dungsfläche, welche man als Differenz zweier Parallelogramme be-
zeichnen kann. Daß eine ein- ~+ 

blättrige Abbildungsfläche, 
etwa bei allgemeinem pein 
Parallelogramm, aus wel
chem p -1 Parallelogramme 
ausgeschnitten sind, auftre- '8-

ten kann, hat auch Eie- '1 

mann 14) bemerkt. Die bei
den Grenzlinien Ai' und At 
können infolge des Ver
schwindens des Periodizi· """"''"'"'''''''''''"'''~~~"'''-'''''~~''''''J.,J;''~ 
tätsmoduls am Querschnitte 
a, zusammenrücken; es ent

.A
.1 

Fig, 9, 

steht dann das Parallelogramm mit 2 Schlitzen, wie es schon Thomae 15) 

angegeben hat. Schieben sich Ai' und At übereinander, so entsteht 
wieder eine der Fig. 1 ähnliche. fiber andere Gestalten dieser parallelo-

13) nRiem. Fl." I, p. 70 f. 
14) Biemanns Ges. mathe .W. Nachtr. (1902), p. 103. 
15) nFormeln" p. 21 und Leipz. Ber. 52 (1900), p. 110. 
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grammatischen Rahmen bei Klein und bei Haupt 16), der auch die 
allgemeinsten Möglichkeiten der Periodizitätsmodulen eines Integrals 
1. Gattung diskutiert hat. 

Wirtinger 17) hat gezeigt, daß bei passender Zerschneidung der 
Riemannschen Fläche T die Abbildungsßäche aus einer endlichen An
zahl von konvexen, geradlinig begrenzten Polygonen (vgl. II B 4, Nr.9) 
bestehen kann, deren jedes in seinem Innern einen Verzweigungspunkt 
enthält. Für den Fall p = 2 läßt sich auf solche Weise ferner ein 
in bestimmter Weise normiertes, einfaches, geradlinig begrenztes Sechs
eck mit seiner zentrisch-symmetrischen Wiederholung erhalten, dessen 
Inneres von Verzweigungspunkten frei ist. 

In ähnlicher Weise läßt sich auch die Umkehrung eines einzelnen 
Integrals 2. oder 3. Gattung behanueln; dann erstrecken sich die Be
reiche ins Unendliche und man erhält z. B. ein endliches Parallelo
gramm an einer unbegrenzten Ebene (Integral 2. Gattung) oder an 
einem ins Unendliche sich erstreckenden Parallelstreifen (Integral 
3. Gattung) hängend oder aus diesem Gebilde ausgeschnitten. 18) 

Durch das Integral 2. Gattung mit nur einem Unendlichkeits
punkt 1. Ordnung und rein imaginären Periodizitätsmodulen wird bei 
geeigneter Zerschneidung der Riemannschen Fläche diese bei belie
bigem p auf die ganze einfach überdeckte Ebene mit 2p einander 
paarweise zugeordneten, der reellen Zahlenacbse parallelen Schlitzen 
abgebildet18). Für das Integral 3. Gattung mit nur zwei logarithmi
schen Unstetigkeitspunkten und rein imaginären PeriodizitätsIDodulen 
findet man ebenso einen mit 2p Schlitzen versehenen schlichten Parallel
streifen. 

6. Göpel. In den "Fundamenta" ist Jacobi, von der Betrachtung der 
elliptischen Integrale ausgehend, erst am Ende seiner Untersuchungen 
zu den Thetareihen gelangt; in Vorlesungen (Il B 3, N r. 32), welche er 
erstmals 1835/36 und dann wieder 1839/-10 hielt 19), hat er, wie er sich 
selbst ausdrückt 20), den historischen Gang der Entdeckung der ellip
tischen Funktionen umkehrend den entgegengesetzten Weg einge
schlagen. Ohne irgend etwas aus der Theorie der elliptischen Trans
zendenten vorauszusetzen, hat er von den vier Thetareihen ausgehend 
mit Hilfe eines einfachen Prinzips die Relationen aufgestellt, welchen 

16) Math. Ann. 77 (1916), p. 24; Math. Z. 6 (1920), p. 219. 
17) Wien. Denkscbr. 85 (1910), p. 91. 
18) Hilbert. Gött. N. 1909, p. 314; Koebe, Gött. N. 1910, p. 69. 
19) Ges. W. 1 (1881), p.4.97. Vgl. dazu Kronecker, Ber!. Ber. 1891, p.603 

== J. f. Math. 108 (1891), p. 325. 
20) Ges. W. 1 (1881), p. 4.99. 
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diese Reihen genügen, aus diesen Relationen dann die AdditioDstheo
reme der Thetaquotienten und aus diesen die Differentialformeln her
geleitet, welche unmittelbar zu den elliptischen Integralen führen. 

Dieser Weg von den Thetafunktionen zu den Integralen wurde 
zur Lösung des von Jacobi aufgestellten Umkehrproblems der hyper
elliptischen Integrale 1. Ordnung gleichzeitig von Göpelli) und Rosen
hain'!) beschritten, welche beide, den 4 Thetareihen einer Veränder
lichen Jacobis entsprechend, 16 Thetareihen zweier Veränderlichen 
aufstellten und aus diesen, Rosenhain in enger Anlehnung an JaCfJbi, 
Göpel selbständiger, die Umkehrfunktionen für die Summe je zweier 
der eben genannten Integrale bildeten. 

Bei Göpel haben die 16 Thetareihen, die mit P, P, ... Sill be
zeichnet sind, von dem Faktor ff'u·+r't/· abgesehen, die }f~orm 

S( - 1)111,' + li •• 'er (u + (11 <1+ .,)K+(9'6 + •• )L)' +r' (u' +1211+ ".)K' +In + 'JL~', 

in welcher Cl und b alle ganze Zahlen von - 00 bis + 00 durch
laufen, u, u' die beiden Veränderlichen, '1", r', K, E', L, L' Konstanten 
bezeichnen und die 16 verschiedenen Thetareihen erhalten werden, 
wenn man an Stelle der 4 Größen Ei' Et , Et', EI' auf alle möglichen 
Weisen die Werte 0 und 1 setzt. Es wird von Göpel zunächst die 
vierfache Periodizität der Quotienten dieser 16 Funktionen, hierauf 
der Übergang der 16 Thetas ineinander durch Änderung ihrer Argu
mente um Viertel dieser Perioden und das Verschwinden der Funk
tionen für Werte der Argumente, welche solchen Viertelperioden 
gleich sind, behandelt und sodann zur Aufstellung der algebraischen 
Relationen zwischen den 16 Thetafunktionen übergegangen. Mittels 
einer Transformation zweiten Grades werden zuerst die Gleichungen 
gewonnen, laut welchen alle Thetaquadrate linear und homogen durch 
vier nnter ihnen ausgedrückt werden können, und zwischen diesen 

21) J. f. Math. 35 (1847). p.277; O&twalds Klus. Nr. 67. 
22) Mem. pres. p. div. savants, t. 11 (1851), p. 361; Ostu'alds Klass. Nr. 66. 

Diese Abhandlung wurde durch ein für das Jahr H!46 erfolgtes Preisausschreiben 
der Pariser Akademie [Paris C. R. 22 (1846), p. 767] veranlaßt und dieser am 
80. IX. 1846 eingereicht. Bei Rosenhain finden wir den Vorschlag, die Integrale 
solcher algebraischen Funktionen von :e, welche von dieser VariaLJe nur durch 
eine quadratische Gleichung abh!l.ngen, ultraelliptische zu nennen und den Namen 
der Allelschen Integrale den Integralen beliebiger algebraischer Funktionen vor
zubehalten, und ebenso den weiteren, mit dem Namen Abeldche bzw. ultraellip
tische Funktionen die Umkehrfunktionen der ..4b/'lschen bzw. ultraelliptischen 
Integrale zu bell.'gen. Heute I)ßegt man hyperelliptisch statt ultraelliptisch zu 
sa.gen und die Benennung ultraelliptisch nur den hyperelliptischen Integralen 
bzw. Funktionen 1. Ordnung, d. h den zum Geschlecht p = 2 gehörigen, vor<lu
behalten. 
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vier Grundfunktionen selbst wird sodann jene homogene Gleichung 
vierten Grades abgeleitet, welche heute die Göpelsche Relation gena.nnt 
wird und welche nun zusammen mit den vorher genannten Relationen 
zwischen den Thetaquadraten die algebraischen Beziehungen zwischen 
den Thetaquotienten vollständig bestimmt (vgl. dazu Nr. 67). Hier
auf stellt Göpel ebenfalls auf dem Wege einer Transformation zweiten 
Grades die Differentialrelationen zwischen den 16 Thetafunktionen a.uf 
und findet aus diesen und den vorher gewonnenen algebraischen Rela
tioneu zunächst, daß die Differentiale zweier linearen Verbindungen fJ, 

und 11 der Variablen u, u' sich ausdrücken lassen durch die Differentiale 
zweier Thetaquotienten p, q mit Koeffizienten, die algebraisch von p 
und q abhängen. Nachdem er in diesen Ausdrücken durch Einfüh
rung neuer Veränderlichen V, z an Stelle von p, q die Trennung der 
Variablen durchgeführt hat, gelingt es ihm schließlich, sie in jene 
symmetrische Form zu bringen, welche der Jacobische Ansatz ver
langt, so daß !-' und 11 als die Summen von je zwei gleichartigen 
hyperelliptischen Integralen 1. Ordnung mit verschiedenen Grenzen 
erscheinen. 

6. Rosenhain. Bei Rosenhain gehen der erst im dritten Kapitel 
beginnenden Untersuchung der inversen Funktionen der hyperellip
tischen Integrale 1. Orduung zwei Kapitel voraus, von denen das erste 
eine auf Jacobis Anregung vertaßte Lösung eines erweiterten Umkehr
problems elliptischer Integrale enthält (näheres darüber in Nr. 106). 
Das zweite Kapitel bringt die Definition der Thetareihe zweier Ver
änderlichen v, w in der Form 

+ .. 
(11) tpss(v, w) = ~pm·ettn·4}8(W + 2mA, q) 

m=-ao 

+ .. + .. 

=~ ~ em21ogp+n'log q+'mn..t+ Sm.+ 2nw, 
m=-oo n=-oo 

gibt für die Konstanten p, q,.A die Konvergenzbedingung an und be
handelt die Periodizitätseigenschaften der Funktion. Nun folgt der 
Übergang von reellen zu imaginären Werten der Argumente und end
lich die lineare Darstellung eines Produktes von n Thetafunktionen 
durch nt spezielle Funktionen, die man heute als Thetafunktionen 
nter Ordnung bezeichnet (vgl. dazu Nr. 17), Fragen, die mit dem Um
kehrproblem der hyperelliptischen Integrale, wie es dann im 3. Ka
pitel in Angriff genommen wird, nicht in unmitte1barem Zusammen
hange stehen. 

In diesem 3. Kapitel werden die 16 Thetafunktionen tp,.,(v, w) 
(r, s = 0, 1, 2, 3) definiert und für sie zunächst, wie es Jacobi im 
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Falle p = 1 getan hat, jene allgemeine Formel zwischen Produkten 
von je 4 Thetafunktionen abgeleitet, welche später als Riemannsche 
Thetaformel (Nr. 36) für beliebiges p verallgemeinert wurde. Aus dieser 
werden zunächst die Relationen zwischen den NulIwerten lPr,(O,O) der 
10 geraden Thetafunktionen abgeleitet, kraft welcher sich ihre Quo
tienten durch 3 Parameter x, 1, I' ausdrucken lassen, und weiter dann 
die Relationen, welche zwischen den 16 Funktionen lPr.(v, w) bei be
liebigen Argumenten v, w bestehen. Diese würden ausreichen ihre 15 
Quotienten durch zwei unter ihnen darzustellen; statt dessen wählt aber 
Rosenhain aus SymmetriegrÜllden die Darstellung aller 15 durch 2 

Parameter Xu Xi und erhält schließlich die 15 Quotienten 1Jl~.~f1, w~ 
lJloo V,W 

rational durch Xli Xi und V(xu dl'), V(x" x),l") ausgedrückt, wo 
zur Abkürzung 
(12) (x, xlll) = x(l - x) (1 - XiX) (1 - ),IX) (1 -I"x) 
gesetzt ist. Aus der vorher genannten allgemeinen Formel leitet 
Rosenhain weiter aber auch, wie früher Jacobi, die Additionstheoreme 
der Thetaquotienten und aus diesen die Darstellung ihrer partiellen 
Differentialquotienten durch die Thetaquotienten selbst her. Indem 
er dann in den letzten Gleichungen für die Thetaquotienten allent
halben ihre früher gefundenen algebraischen Ausdrücke in Xl' Xli ein
setzt, erhält er die partiellen Differentialquotienten von V Xl XI und 
V(l - x1)(1 - x\1) nach v und w durch symmetrische Funktionen in Xl 

und XI ausgedrückt und, indem er die hieraus für d V Xl X, und 
dV(l - Xl) (1 - XI) sich ergebenden Gleichungen nach dv und dw 
auflöst, für dv und dw endlich Ausdrücke von der Gestalt 

d - B+ O:C1 d + B+O:c, d v - Xl X" 
v'(:C1td~) Y(:CI,d~) 

;;J _ B' + (J':C1 ;;J + B' + (J':c. ;;J 
uW- uXl uXII . 

Y(:c1 , xa~) Y(:c, , d,,) 

(13) 

Damit ist der Zusammenhang mit dem Umkehrproblem der hyper
elliptischen Integrale 1. Ordnung hergestellt und zugleich gezeigt, daß 
die Lösung desselben durch jene früheren Gleichungen geleistet ist, 
in denen die Quadrate der Thetaquotienten durch symmetrische Funk
tionen von Xl und Xli dargestellt wurden, indem aus ihnen umgekehrt 
die symmetrischen Funktionen Xl XI und Xl + XI als einwertige Funk
tionen von v und werhalten werden. 

Den Schluß der Rosenhainsehen Abhandlung bildet, ebenso wie 
der Göpelschen, die Bestimmung der in den Thetareihen auftretenden 
Konstanten durch Integrale zwischen den Verzweigungspunkten des 
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hyperelliptischen Gebildes; hierbei wird Roser/hain auf eine Gleichung 
zwischen diesen Integralen geführt, welche nichts anderes ist als die 
Riemannsche Bilinearrelation zwischen den Periodizitätsmodulen der 
Integrale 1. Gattung (Il B 2, Nr. 17). 

Göpel und Bosenhain weisen auf die Möglichkeit der Bildung von 
Thetafunktionen beliebig vieler Veränderlichen hin, aber Rosenhain tS) 

bemerkt in einem Briefe an Jacohi vom 4. September 1844 schon die 
Schwierigkeiten, welche der Ausdehnung seiner Theorie der hyper
elliptischen Funktionen 1. Ordnung auf beliebiges p deshalb entgegen-

stehen, weil bei größerem p die Anzahl ~ p (p + 1) der Modulen der 

Thetareihe über die Anzahl 2p - 1 der wesentlichen Konstanten des 
hyperelliptischen Gebildes hinausgeht.U ) 

7. Weierstraß (ältere Arbeiten). Von den Arbeiten Göpels und 
Rosenhains grundverschieden sowohl im eingeschlagenen Verfahren als 
in den benutzten Hilfsmitteln sind die Abhandlungen von WeierstrafJ 
zum Umkehrproblem der hyperelliptischen Integrale, deren erste, das 
Braunsberger Programm vom 17. Juli 1849, noch vor der Rosenhain
schen Arbeit erschien. 

Während Göpel und Rosenhain von dem eigentlichen Ziele der 
Untersuchung, der Thetafunktion, ausgehen und von ihr aus, mit den 
elementarsten Hilfsmitteln der formalen Rechnung ihr Auskommen 
findend, schließlich zu den Differentialgleichungen des Umkehrpro
blems gelangen, geht Weierstraß, der Natur der Aufgabe folgend, von 
diesen Differentialgleichungen aus und bahnt sich von ihnen, aber 
nun seinerseits weitreichender Sätze der allgemeinen Funktionentheorie 
bedürfend, den Weg zur Thetafunktion. 

Weierstraß stellt llO) das Umkehrproblem in folgender Form auf: 
"Es bedeute 
(14) R(x) = Ao(x - a1) (x - al ) ••• (x - ~q+l) 

eine ganze Funktion (2(' + 1)ten Grades von x, wobei angenommen 
werde, daß unter den Größen au all" . Q!lq+l keine zwei gleiehe sich 
finden, während sie im übrigen beliebige (reelle und imaginäre) Werte 
habeu können.t6) Ferner seien "t, us' ... uq (' unbeschränkt ver-

28) J. f. Math. 40 (1860), p. 827; vgl. da.zu JacobiB Bemerkungen J. f. Math. 
85 (1847), p.316 = Ges. W.2, p. 161 auch J. de Math. 15 (1860), p. 361; femer 
Ges. W. 2, p.521. 

24) Wegen der im hyperelIiptischen Falle zwischen den Modulen der Theta
reihe bestehenden Beziehungen siehe Nr. U. 

26) J. f. Math. 62 (1856), p. 2860= Math. W. 1 (1894), p.297. 
26) In den früheren Arbeiten [BraunBb. Progr. 1849 und J. f. Math. 47 



7. Weierstraß. 623 

änderliche Größen und zwischen diesen und ebenso vielen von ihnen 
abhängigen Xl' X2, ••• XI) die nachstehenden Differentialgleichungen, 
in denen 

P(X) das Produkt (x - a l ) (x - a2) ••• (x - aQ) 

bedeutet, gegeben: 

du =~ P(x1). dX1 +~ P(xs) .~+ ... +~ P(Xf)_.~.!...-
1 2 Xl - a1 y'R(x1 ) 2 XI - a1 y'R(xl ) 2 xf - a1 y' R(Xf) , 

du =~ P(x1 ) .~+~ P(x,) .~+ ... +~ P(Xf) .~ 
~ 2x1 -al y'R(x) 2xl -al VR(xt ) 2xf -al VR(Xf) , 

(15). ..... 1. • • • • • • • • • • • • • • • • 

du = ~?(X1L. ~ + ~ P(x2 ) .~I __ + " . +~ P(Xf) . ~, 
e 2 Xl - af VR(x1) 2 XI - af y'R(x,) 2 x f - af VR(Xf) 

mit der Bestimmung, daß xl1 Xli' .•. xe die Werte all a" •.• a~ an
nehmen sollen, wenn UlI Ull , ••• uQ sämmtlich verschwinden." 

Weierstraß zeigt zunächst, daß für Werte ull U21 •.• u/l' deren 
absolute Beträge hinreichend klein sind, die Größen 

(16) , / P'(afl) 
Sa = r -Q ) (xa - aa), Ca = 1,2, ... Q) 

in denen '"a 

(17) !~~ = Ao(x '- a(>+l) (x - a(>+!) ... (x - at~+l) 

= Q(x) und c1!~x) = P'(x) 

gesetzt ist, und ebenso die Größen 

(18) 
P(Xa) ~ 

)fR (xa) = Q(xa) 

sich in Reihen von der Form 

Ua + (ull "ll"" "e)s +("11 ",lI'" "(»5 + ... 
entwickeln lassen, in denen mit (up u" ... ue)n eine ganze homogene 
Funktion nten Grades von "1' us, .. '"(l bezeichnet ist, und daß sich 

so, unter der gemachten Voraussetzung, xl1 XliI' .. x(> und )fR (xl), 

YR(xlI) , ••• YR(x(l) als vollständig bestimmte eindeutige Funktionen 
von "0 "21 .•. ull ergeben. 

Nun gestattet aber das AbcIsche Theorem, aus den Gleichungen 

~ 1 P(x~) dXa ~ 1 P(xa) dXa 
(19) 2p, ~ "2 X~- ab . • IJf(x'.) = ~ "2 Xa- ab • VR(x-) ' 

a Y .... • a a a 

(1854), p. 289 == Math. W. 1, p.l11 u. 133, vgl. auch Math. W. 3 (1908), p. 289] 
sind die " noch durchaus als reelle Größen vorausgesetzt. 
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in denen p, eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnet, die symme
trischen Funktionen der X a rational durch die ~ Paare x~, -VR(x~) 
und sodann jede der Größen y'R(xa) rational durch diese Größen 
und Xa auszudrücken. Denkt man sich dabei die xa denselben Anfangs
bedingungen- unterworfen wie die Xa, so daß die Gleichungen 

(20) 2 p,u~ = u" 
bestehen, so läßt sich bei beliebig gegebenen U durch geeignete Wahl 
von p, immer erreichen, daß in den u' die obigen Entwicklungen 
gültig sind, und man erhält dann die symmetrischen Funktionen der x 
durch die u' und also endlich durch die u als Quotienten von Potenz
reihen dargestellt, welche sicher bei passender Wahl von p, konver
gieren. Diese Quotienten (nicht ihre Zähler und Nenner für sich) 
sind aber von p, unabhängig, da ihnen diese Eigenschaft für genügend 
kleine u zukommt uud konvergieren also allenthalben. 

Wird 
(21) tp(x) = (x - Xl) (x - xs) ... (x -- xll) 

gesetzt, so sind speziell auch die Ausdrücke 

(22) 

für alle Werte der u als Quotienten zweier konvergenten Potenz
reihen darstellbar. Die mit ihnen gebildete Gleichung hat die ge
suchten Werte Xli XS, ••• XII als Wurzeln und die Formel 

(23) y'R(x,,) = - :2 ~ orp(x,,) 
li 2 oUli 

gibt nach Bestimmung von Xli x" ... XII die zugehörigen Wurzel

größen YR(xl ), YR(x,), ... y'R(xlI). 

Mit denselben Mitteln läßt sich sodann der Satz erweisen, daß 
es eine eindeutige Funktion ~{(Ul1 u" ... ull) der unbeschränkt ver-
änderlichen Größen ul1 ua, ... ull gibt, welche der Differentialgleichung 

(24) ~dlogi{(u u, ... u) = ""'..!. VB(a) . P(x,,) • ~ . 
2 l" I! + 2 P(a) x" - a 11 B(x~ 

genügt und, wenn diese Veränderlichen sämtlich verschwinden, den 
Wert 1 annimmt. Auf diese Funktionen ~{(Ul' u" ... ull) und ihre 
Differentialquotienten läßt sich jedes Abelsche Integral von der Form 

(
"",F(X,,) dXa , 

~ yB(x,,) 
t. " 

wo F(x) eine beliebige rationale Funktion von X bezeichnet, zurück-
führen. 
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Durch die bisherigen Untersuchungen ist, 'wie Weierst.raß selbst 
am Beginne des zweiten Kapitels sagt, für die Funktionen al(ul , us," .1~ ) 

- q 
und ~n(ull u" ... uq) zwar eine völlig bestimmte Erklärung gefunden, 
auch ist die analytische Form dieser Funktionen festgestellt, aber es 
sind diese Funktionen bis jetzt nicht in einer ihrem wahren Charakter 
entsprechenden, für alle Werte der U unverändert geltenden Form 
dargestellt. Dies sollte im weiteren Verlaufe der Abhandlung ge
schehen und· es sollte dazu insbesondere ein Satz dienen, der die not
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür angibt, daß aus einer 
Differentialgleichung 

(25) dlog ((Xl) Xi' .•• x,,) = ~(Q(XlI XI' ••• X",) dXa 
Q 

die Funktion f als ganze Funktion bestimmt werden kann (s. p.701). 
Aber dieser Satz 117) ist hier nur für den Fall einer Variable mitgeteilt 
und es ist auch die in Aussicht genommene Darstellung nur für die 
elliptischen Funktionen durchgeführt; die den hyperelliptischen Funk
tionen zugedachte Fortsetzung der Abhandlung ist nicht erschienen. 

In der früheren Abhandlung 28) (ebenso wie in seinen späteren 
Vorlesungen, s. Nr. (8) schlägt Weierstraß, indem er denselben Grund
gedanken der Zerspaltung der logarithmischen Derivierten der Funktion 
al(u17 UII , ••• ue) in zwei vollständige Differentiale verfolgt, aber von 
Anfang an die Integrale 2. und 3. Gattung heranzieht, einen ein
facheren Weg zur Thetafunktion ein. Durch die Gleichung 

"'a 

(26) Bl(ul , ulI , ••• ) = ~ f~r~~~) . :~x~. V~~X) 
allQ_l 

werden Summen von Integralen 3. Gattung und hieraus durch Dif
ferentiation nach einem Parameter Integralsummen 2. Gattung 

~ 1 Q«(.Illc-l) p(XQ) aXQ 

(27) dBl(ulI UII , •• ')c = "'f 2P'(a2C-:::'-;> . (XQ - (.I2C_l)lI~ 

eingeführt, und es zeigt sich, daß, wenn man unter Kund J gewisse 
bestimmte Integrale 1. bzw. 2. Gattung versteht, der Ausdruck 

2Q-l 2Q-1 
(28) dlogAl(uu u2,· .. ) = - ~ {JQ + Bl(ul - Ku''')} du~ 

Q 

ein vollständiges Differential ist. Die durch diese Gleichung und die 
Bestimmung, daß Al(O, 0, ... ) = 1 sei, definierte Funktion Al(ul , u2 , ••• ) 

27) Abh. a. d. Functionenlehre 1886, p.189j Math. W. 2 (1895), p.165. 
28) J. f. Math. 47 (1854), p. 298 = Math. W. 1 (1894), p. 142. 
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ist eine ganze Fnnktion, läßt sich also in eine für alle endlichen 
Werte der u konvergente Reihe entwickeln; die Koeffizienten dieser 
Entwicklung sind rationale Funktionen der aa. Die al-Funktionen 
erscheinen jetzt als Quotienten je zweier Al-Funktionen. 

Mit dieser Al-Funktion ist das eigentliche Ziel der Weierstraß
schen Untersuchung erreicht. Es werden (immer unter Beschränkung 
auf reelle Werte der a) ihre Periodizitätseigenschaften in den Glei
chungen 

a -u~ (u +;) . (29) Al(u1 +2Kll ···)=(-1)a e a" n aAl(ttJ , ••• ) 

zum Ausdruck gebracht, aus denen sich ohne Mühe jene Bilinearrela-
a a 

tionen zwischen den Perioden 1. und 2, Gattung, Kund J, ergeben, 
welche Weierstraß im Braunsberger Programm auf elementarem Wege 
hergeleitet hatte. 

Durch Einführung neuer Variablen v und unter Hinzufügung 
eines Faktors geE(Uu u .. ·· '), in dem 9 eine Konstante, E(ul1 USI ••• ) eine 
ganze homogene Funktion zweiten Grades der U bezeichnet, entsteht 
die Jaeobische Funktion 
(30) Je(vl1 V21 ••• ) = geE (Ul1 u .. ••• ) Al(ul1 UII , •• -), 

welche sich auf Grund ihres Charakters als ganze Funktion und ihrer 
Periodizitätseigenschaften 

Jc(v1 + 2m1n, v2 + 2m,n, ... ) = Je (VI I VII" •. ), 

(31) -2~na(.a+"al}i 
Jc(v1 + 201 i, VII + 202i,, .. ) = Jc(vlI VII'" .)e Cl 

wobei 

(32) 

gesetzt ist, in eine für alle endlichen Werte der v konvergente Reihe 
von der Form 

entwickeln läßt. 
Mit der Gewinnung der Jacobischen Funktion, aus der sich nun 

rückwärts alle im Laufe der Untersuchung aufgetretenen Funktionen 
darstellen lassen, ist das Umkehrproblem der hyperelliptischen Funk
tionen vollständig gelöst und auf eine Funktion zurückgeführt, welche 
in der Tat die von Rosenhain vermutete Gestalt hat; zugleich hat 
aber Weierstraß, indem sich bei ihm die 'h>(Q + 1) Größen oac= "ca 
mit Hilfe der bestimmten Integrale Kausdrücken nnd also nur von 
den in diesen enthaltenen 2 (J - 1 wesentlichen Konstanten des hyper-
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elliptischen Gebildes abhängen, jene Schwiel'igkeit aufgeklärt, auf 
welche gleichfalls von Rosenhain hingewiesen worden war. 

Werden die hac keinen anderen Bedingungen unterworfen als den 
für die Konvergenz der Reihe erforderlichen, so ist die Funktion 
Jc(vl1 Vj" ••• ) die allgemeine Thetafunktion (Nr. 15). 

8. Hermite. Der erste Versuch, das Jacobische Umkehrproblem 
für allgemeine, nicht hyperelliptische, Abelsche Integrale aufzustellen, 
wurde 1844 von Hermite gemacht. 29j Auch er knüpft, wie sein V or
bild Jacobi, an das Abelsche Theorem an und setzt für die u solche 
Integrale, für welche sich die rechte Seite des Abdschen Theorems 
auf eine Konstante reduziert. Man wird aber dazu bemerken, daß 
diese Bedingung, wie schon BrilZ und Nöther sO) unter Hinweis auf 
Clebsch und GordanS1) angegeben haben, das Integral noch nicht zu 
einem Integral 1. Gattung macht. Weiter erkennt zwar Hermite 
bereits, daß sich die Periodizitätsmodulen seiner Integrale aus Inte
gmlen zwischen Verzweigungspunkten zusammensetzen, kann aber zur 
Aufstellung eines vollständigen Systems unabhängiger Perioden so 
wenig gelangen, wie später Puiseux SS); auch die Lösung dieser 
Aufgabe blieb Riemanns Theorie der Abelschen Funktionen vorbe
halten.B3) 

Von größter Bedeutung für die Theorie der Abelschen Funktionen 
war dagegen die 1855 erschienene Abhandlung Hermites S4): "Sur la 
theorie de la transformation des fonctions abeliennes". Hier knüpft 
Hermite an die Untersuchungen von Göpel und Rosenkain an und 
stellt zu Anfang seiner Abhandlung das Transformationsproblem der 
Abelschen Funktionen in folgender Gestalt auf: 

Bezeichnet fP (x) eine ganze rationale Funktion 5 ten oder 6 t.n 

Grades und setzt man 

29) Paris C. R. 18 (1844), p. 1133 = J. de Math. 9 (1844), p. B5S = <Euv. 1 
(1905), p. 49. 

SO) D. M. V. Jahresb. 3 (1894), p.217. 
31) nA. F.", p.47. 
32) J. de Math. 15 (1850), p. S65 u. 16 (1851), p. 228; deutsch von FisCher 

(1861). 
33) Daß Galois bereits einen tiefen Einblick in die Natur der Abelschen 

Integrale und ihre Perioden gehabt hat, geht aus dem Briefe hervor, den er am 
29. Mai 1832 kurz vor seinem Tode an A. Chevalier geschrieben hat und der 
zuerst in der Revue encyclopedique 55 (1832), p. 666 veröffentlicht wurde (später 
.1. de Math. 11 (1846), p. 381 und <Euv. math. d'Ev. Galois (1897». 

34) Paris C. R. 40 (1855), p.249 et suiv. = <Euv. 1 (1906), p. 444, dazu 
Cayley, Quart. Journ. 21 (1886), p. 142 = Coll. math. pap. 12 (1897), p. S58 und 
Brioschi, Paris C. R. 47 (1868), p. 810 = Op. mat. 4 (1906), p. 323. 

Enoyklop. cl. math. Wi8Bensoh. II 2. 41 
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x y J dx I J. dy 
YIP(;) T 1I~(y) = u, 

(34) Xo Yo 

x y 

Jv~(~ + fli~~;) = v, 
Xo Yo 

so lassen sich, wie Göpel und Rosenhain gezeigt haben, die sym
metrischen Funktionen von x und y als einwertige Funktionen von 
u und v darstellen und zu dieser Darstellung dienen insbesondere 
die 15 Quotienten der Thetaquadrate. Nennt man diese fi ~u, v), 
f~(u, v), ... fI5 (u, v) und bezeichnet mit F I (u, v), F 2 (u, v), ... F 15 (u ,v) 
die nämlichen Funktionen, welche den Gleichungen 

(3;') x y 

J.,.+(Jx. ,!Y+Oy 
Y-lP(x) tto; 'I V-:;P(y)' dy =v 

Yo 

entspringen, in denen a, ß, 'J', 0 Konstanten sind und 1jJ(x) wieder eine 
ganze rationale .Funktion 5t.n oder 6teu Grades bezeichnet, so stellt 
Hermite die Frage, welche Bedingungen bei gegebenem rp(x) die 
Konstanten a, ß, 'J', ~ und die Koeffizienten von 1jJ(x) erfüllen müssen, 
damit die 15' Funktionen F( u, v) sich mtional durch die 15 Funk
tionen f( u, v) ausdrücken lassen. 

Die dann von Hermite entwickelte Theorie der Transformation 
der Thetafunktionen zweier Veränderlichen läßt sich sofort auf beliebig 
viele Variablen ausdehnen und es soll fiber diese Theorie jetzt im 
Zusammenhang berichtet werden. 

11. Die Transformation der Perioden. 

9. Transformationsproblem. Die Abelschen Funktionen sind 2p-fach 
periodische Funktionen der p komplexen Veränderlichen WH W2, •.• wp , 

deren 2p Periodensysteme CiJ1 ", CiJ2 a' .•. CiJpa (a = 1, 2, ... 2p) den 
Hp - 1)p Bedingungen 

(36) 
p 

~ (CiJ,u(,CiJ,.,p+(, - CiJ,<I,p+~CiJy~) = 0 
(1=1 

( E-t, v = 1,2, .. . P) 
E-t<v 

genfigen, während fill' die korrespondierenden Änderungen 

(37) CiJa~=7:"+i~,, (<<=1,2, ... 21)) 
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irgendeinel' linearen Verbindung der w 
P 

(38) :2 ('1'J~bp+e - '1'Jp+l;,be) > 0 ist. 
e=l 

Soll nun eine Abelsche Funktion von den Perioden O1/ta , für 
welche also die Bedingungen (36) und (38) erfüllt sind, mit Abel
sehen Funktionen von anderen Perioden O1;<a, welche analogen Be
dingungen genügen, durch eine algebraische Gleichung verknüpft sein 
(vgl.IIB2, Nr. 4:7), so daß zu einem Wertesysteme der letzteren Funk
tionen nur eine endliche Anzahl von "Verten der ersteren gehört, so 
müssen die Perioden 01' honwO'ene lineare Funktionen der 01 mit ratio-., 
nalen Koeffizienten, also 

(39) 

2p 

O1/t" = 2} cu,w,,, 
E=l 

(/L = 1,2, ... p ) 
\a = 1,2, ... 2p 

sein, wo die ca. rationale Zahlen bezeichnen. 
Durch diese Gleichungen gehen dann die zwischen den 01' be

stehenden bilinearen Relationen (36) in bilineare Relationen zwischen 
den 01 über, und wenn man voraussetzt, daß zwischen diesen keine 
anderen biliuearen Relationen bestehen als die Gleichungen (36), so 
ergeben sich für die Zahlen Ca. die p(2p - 1) Bedingungen 

~ n, wenn c' = p + c, 
~40) 6 (C~'CP+(J," - CP+~"CI!") = 0, wenn c';;C P + c, 

, (c,c'=1,2, ... 2p;c<c') 

in denen n eine nicht näher bestimmte rationale Zahl bezeichnet, die 
aber infolge der für die co und co' Keltenden Ungleichungen (38) einen 
positiven Wert besitzen muß. 3D) 

Der Übergang von Perioden .co zu neuen Perioden co' vermittelst 
linearer Gleichungen von der Form (3D), in denen die ca. 4p 2 ratio
nale Zahlen bezeichnen, welche den p(2p -1) Relationen (40) ge-

35) Es muß dazu bemerkt werden, daß die Perioden der Abelschen Funk
tionen im allgemeinen keinen weiteren, VOll (36) verschiedenen bilinearen Rela
tionen geniigen. Bestehen aber in speziellen Fällen solche, so existieren außer 
den "ordinären" durch die Bedingungen (40) charakterisierten Transformationen 
noch andere "singuläre", die bis jetzt nur im Falle p = 2 untersucht worden 
sind (Nr. 12H). 

Ferner mag an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, daß für die all. 
gemeinen 2p-fach periodischen };'unktionen (Nr. 112), bei denen an Stelle der 
Gleichungen (36) die allgemeineren (627) treten, eine gleiche Transformations
theorie aufgestellt werden kann, wobei auch wieder fitr solche Funktionen, deren 
Perioden außer den Relationen (627) noch andere bilineare Relationen erfüllen, 
neben den "ordinären" Transformationen von diesen verschiedene existieren werden. 

4P 
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nügen, heißt eine Transformation der Perioden; die in den Glei
chungen (40) auftretende positive rationale Zahl n der Grad oder die 
Ordnung der Transformation. Sind die Transformationszahlen ca, 

ganze Zahlen, so heißt die Transformation eine ganzzahlige; ist die 
Ordnung n = 1, so wird sie eine lineare genannt.56) 

Die 4p ll Transformationszahlen ca. genügen weiter den p(2p - 1) 
G leichungeu 

(41) ~1' n, wenn E' = P + E, 
(c C, -c c')= , 

0(1 .,1'+(1 ',1'+(1,(1 0 wenn E ::;;.: P + li. 
(1=1 ,< 

(e, E' = 1,2, ... 2p; e<c') 
Diese Relationen sind den Relationen (40) äquivalent, da nicht nur 
sie aus diesen, sondern auch umgekehrt diese aus ihnen abgeleitet 
werden können. Bezeichnet man ferner mit 0 die aus den 4p ll Zahlen 
ca. gebildete Determinante, so ist 

(4i?) 0 = nJ' 

und zwischen den Elementen caß der Determinante 0 und ihren Ad
junkten 1aß besteheu die Beziehungen 

1 - nP- 1 c 1 - - nP- 1 c 
p-" - P+/"1'+'" p-,1'+" - p+p-,,,' 

1p+p-,,, = - nP- tcp-,1'+'" 1p+p-,1'+" = nP-tep-,,' 
(43) 

«(L, v = 1, 2, ... p) 
Auch diese Relationen charakterisieren die Transformationszahlen ca{l 

vollständig, da aus ihnen gleichfalls die Relationen (40) und (41) 
folgen.87) 

Ist die Transformation (39) vom nten Grade, so ist der Inhalt des 
den Perioden (1)' zukommenden Periodenparallelotops (s. Nr. 112) das 
nP-fache des den Perioden (1) entsprechenden; bei linearer Transforma
tion wird also der Inhalt des Periodenparallelotops nicht geändert. Die 
ganzzahlige lineare Transformation ist speziell der Übergang von einem 
Periodengitter zu einem anderen mit denselben Gitterpunkten. 

10. Zusammensetzung von Transformationen. Wendet man 
auf die mittelst der Transformation T 

36) Nachdem im Falle p = 1 das Transformationsproblem schon in den die 
Theorie der elliptischen Funktionen begründenden Arbeiten von Jacobi und Abel 
(II H 3) behandelt wordeu war, wurde es für p = 2 von Hermite [s. o. Anm. S'. 
vgl. dazu a.uch Königsberger, J. f. Math. 64 (1866), p. 17 und 66 (1866), p. 336], 
für beliebiges p von Thomae [Di8s. Göttingen, 1864 und J. f. Ma.th. 76 (1873), 
p. 22,1J, Clebsch und Gordan "A. F.") und Weber [J. f. Math. 74 (1872), p. 67 nnd 
Ann. di Mat. 9~ (187flj9), p. 126) aufgestellt. 

37) Die Bildung von Systemen von 4p l Za.hlen caß ' welche den Be
dingungen (40) genügen, lehrt l/'robenius, J. f. Math. 89 (1880), p.40. 
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2p 

(44) w~f1 = ~ Cpr W,ur 
'1=1 

von der Ordnung n 
tion T' 

eingeführten Perioden ro' 

(45) 

(46) 

in denen zur Abkürzung 

(47) " ~ , cay = ~ CafJCfJr 
(1=1 

( I-' = 1,2, ... P ) 
ß= 1,2, ... 2p 

eine neue Transforma-

( IL -: 1,2, ... p ) 
a = 1,2, ... 2p 

(a,r= 1,2, ... 2p) 

gesetzt ist, eine 
welche die aus 
Transformation 

dritte Transformation T" von der Ordnung n" = nn' 
den Transformationen T und T' zusammengesetzte 

(48) T"= TT' 

genannt wird. Da aus zwei Transformationen durch Zusammen
setzung wieder eine Transformation hervorgeht, bilden die Transforma
tionen T eine Gruppe. Man kann auf die angegebene Weise aus 
beliebig vielen Transformationen Tl' T 2 , • • • Tm' nachdem man 
sie in eine bestimmte Reihenfolge gebracht hat, durch Zusammen
setzung eine neue Transformation Tl T2 ••• Tm erzeugen. Die Ord
nung der zusammengesetzten Transformation ist dabei stets gleich 
dem Produkte der Ordnungen der einzelnen Transformationen. Bei 
dieser Zusammensetzung der Transformationen gilt das Assoziations
gesetz, d. h. es ist Tl (T2Ts) = (TI T2)Ts = TIT'JTs, nicht aber das 
Kommutationsgesetz, d. h. es ist im allgemeinen T2 Tl von Tl T2 ver
schieden. 

Unter allen Transformationen T gibt es eine ausgezeichnete, bei der 

(49) ( IL = 1,2, ... p ) 
a= 1,2, ... 2p 

ist; diese wird die identische genAnnt und mit J bezeichnet. Zu einer 
gegebl'nen Transformation T gibt es nun immer eine und nur eine 
andere Transformation T-l, welche durch die Gleichung 

(50) TT-l= ,]" 

bestimmt ist. Ist T von der Ordnung n, so ist 1'-1 von der Ord-
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1 nung n und ihre Transformationszahlen c sind durch die Gleichungen 

(51) 

_ 1 

Cpv = n Cp+,"P+P' 

_ 1 
Cp +f",·= - n Cp +,"/" 

(/t, v= 1,2, .. . p) 

gegeben. Die Transformation T-1 wird die zur Transformation T 
inverse Transformation genannt. Es ist auch umgekehrt T-l T = J, 
also auch T die zu T-1 inverse Transformation. Führt die Trans
formation l' auf die Perioden ro angewandt zu den Perioden ro', so 
führt umgekehrt die inverse Transformation 1'-1 auf die Perioden ro' 
angewandt zu den Perioden ro zurück. 

Unter Benützung der zu einer vorliegenden Transformation in
versen kann man eine gegebene Transformation T immer ans einer 
beliebigen Anzahl 'In vou Transformationen zusammensetzen, von denen 
'In -- 1 beliebige willkürlich angenommen werden können, während 
die 'lnte durch diese und die Transformation T eindeutig bestimmt 
ist. Dieses Prinzip der Zusammensetzung einer gegebenen Trans
formation aus mehreren ist für die Transformationstheorie fundamental, 
da man durch seine Anwendung das allgemeine Transformations
problem auf einfache zurückführen kann. 

11. Multiplikation und Divülion. Zu jeder ganzzahligen Trans
formation T von der Ordnung n gibt es immer eine andere ganz
zahlige Transformation Tl> welche durch die Gleichung 

(52) 1'1'1 = lJ:[, 

in der M die Transformation 

(53) ( /t = 1,2, . .. p ) 

a= 1,2, ... 2p 
von der Ordnung 11,2 bezeichnet, vollständig bestimmt ist. Die Trans
formation Tl ist gleichfalls von der Ordnnng n und ihre Trans-

formationszahlen c~~~ sind durch die Gleichungen 

(54) 
C(l) = C 

.a'J-' P+l',P+fl' C,~l'l)) + I' - - C ,- - ",p+ I"~ 
(/t, v = 1,2, .. . p) 

gegeben. Die Transformation Tl wird die zur 'l'ransformation T 
supplementäre genannt; man sieht, daß auch umgekehrt Tl T = lJI, 
also auch T die zu 1'1 supplementäre Transformation ist. Im Falle 
n = 1 wird die 'l'ransformation lJ1 zur identischen J, die supplemen
täre Tl zu inversen T- 1, 
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Die Transformation M heißt die Multiplikation; die zu ihr in

verse M-l von der Ordnungszahl :~ ist die nicht ganzzahlige Trans
formation 
(55) 

, 1 
m"a= n m.lIa , ( IL= 1,2, ... p ) 

IX = 1,2, ... 2p 
welche die Division genannt wird. 

Mittelst der Division kann man jede nichtganzzahlige Transfor
mation T auf eine ganzzahlige zurückführen. Bringt man nämlich die 
'rransformationszahlen caß von T auf gemeinsamen Nenner, setzt also 

(56) (a, ß= 1,2, ... 2p) 

wo t eine positive ganze Zahl, die eaß ganze Zahlen sind, so kann 
man die Transformation T 

(57) ( IL = 1, 2, ... p ) 
a = 1,2, ... 2p 

aus den bei den Transformationen 

(58) ( IL = 1,2, . .. p ) 
a = 1,2, ... 2p 

zusammensetzen, von denen die erste eine Division (von der Ord

nung :'), die zweite aber eine ganzzahlige Transformation (von der 

Ordnung tin) ist.s8) 

12. Zusammensetzung einer linearen ganzzahligen Transforma
tion aus einfachen. Die linearen ganzzahligen Transformationen 
bilden für sich eine Gruppe; auch ist die inverse einer linearen ganz
zahligen Transformation selbst wieder eine solche. Man kann für die 
Gruppe der linearen ganzzahligen Transformationen auf verschiedene 
Weisen eine endliche Basis angeben, d. h. eine endliche Anzahl line
arer ganzzahliger Transformationen aufstellen, aus denen sich jede 
beliebige solche zusammensetzen läßt. 

S8) Borchardt [Paris C. R. 88 (1879), p. 885 u. 955 = Ges. W. (1888), 
p. 445] hat für den Fall p = 2 eine Transformation zweiter Ordnung angegeben, 
welche zweimal nacheinander angewendet zur Multiplikation mit 2 führt. Für 
beliebiges p bestimmen p~ rationale Zahlen cl'P, welche den t(p -l)p Bedin
gungen 

P m, wenn /L' = /L, 
,;5c1t pCPI" = 0 ' '-.. 
p=l ' wenn /L < /L, 

(/L, /L' = 1, 2, ... p) 

genügen, Zusammen mit den Sp' Zahlen C,t,P+" = cP+I',p= 0, cP+I',p+" = er /, 

eine Transformation T von der Ordnung m, für welche Ti = Mist (vgl. dazu 
I B Sf, Nr. 1 und I B 2, Nr. 3, Änm. 42). 
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Zu dem Ende denke man sich die 4p 2 Transformationszahlen Cd 

in ein quadratisches Schema von 2 p Horizontal- und 2 p Vertikai
reihen angeschrieben, so daß ca(l das ßte Element der a ten Horizontal
reihe oder das a te Element der ßten Vertikalreihe ist, und definieret 
indem man unter Q, (j irgendwelche Zahlen aus der Reihe 1,2, ... p 
bezeichnet, die folgenden vier Prozesse: 

A. Man ersetzt die Elemente der Qten Horizontalreihe des ge
nannten quadratischen Schemas durch neue, welche aus ihnen durch 
Subtraktion der entsprechenden Elemente der p + Qten Horizontal
reihe hervorgehen. 

B. Man vertauscht die Elemente der (>ten Horizontalreihe mit denen 
der p + Qt<n, nachdem man zuvor die letzteren sämtlich mit - 1 
multipliziert hat. 

C. Man ersetzt die Elemente der (>ten Horizontalreihe durch neue, 
welche aus ihnen durch Subtraktion der entsprechenden Elemente der 
(jten HorizontalreihB, gleichzeitig aber die Elemente der p + aten Hori
zontalreihe durch neue, welche aus ihnen durch Addition der ent
sprechenden Elemente der p + (>ten Horizontalreihe hervorgehen. 

D. Man vertauscht die Elemente der Qten Horizontalreihe mit 
denen der (jten und gleichzeitig die Elemente der p + (>ten mit denen 
der p + aton• 

Durch diese vier Prozesse kann man jedes einer linearen ganz
zahligen Transformation T entsprechende Zahlenschema caß auf das 
der identischen, bei welchem caa = 1, caß = 0 (a, ß = 1,2, ... 2Pi a< ß) ist, reduzieren. Nun kaun man aber jeden der vier genannten 
Prozesse auch durch die Zusammensetzung von T mit gewissen line
aren ganzzahligen Transformationen erreichen und man kann daher 
umgekehrt aus diesen bzw. ihren in versen jede beliebige lineare ganz
zahlige Transformation zusammensetzen. 

So erhält man zunächst eine Basis von -}p(3p + 1) "einfachen" 
linearen Transformationen Aq(Q = 1,2, .. . p), BQ(Q ~ 1,2, .. . p), 
0QaÜhr:1~~~,1,2, ... p; Q;Zo), Dqa (Q,r:1=1,2, ... p; Q<(j), aus 
denen sich jede lineare ganzzahlige Transformation zusammensetzen 
läßt. 

Die auf diese Weise gewonnenen }p (3 P + 1) erzeugenden Trans
formationen können aber ohne Mühe auf eine geringere Anzahl redu
ziert werden. Mit Hilfe der Hp - l)p Transformationen DQ(f kann 
man nämlich alle Transformationen All' BQ' 0Qa auf je eine einzige 
unter ihnen, z. B. All BI und 012, und endlich kann man die ~-(p - l)p 
Transformationen DQ(j selbst auf p - 1 unter ihnen, z. B. D12 , D2~' ... 
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D 1 reduzieren und erhält damit schließlich alle linearen ganzzahp- ,p 

ligen Transformationen aus p + 2 einfachen zusammengesetzt.89) 

Daß man diese Anzahl noch weiter reduzieren kann, haben Krazer 
für p> 3 und Burkhat'dt für p = 2 gezeigt.40) 

13. Reduktion nichtlinearer ganzzahliger Transformationen. 
Bezeichnet jetzt Teine nichtlineare ganzzahlige Transformation (bei 
der also die ca{l ganze Zahlen und die Ordnung n> 1), so nennt man 
jede Transformation T', welche aus T durch Zusammensetzung mit 
einer linearen ganzzahligen Transf01'mation L in der Form T' = TL 
hervorgeht, zu T äquivalent und von der Gesamtheit der zu einer 
gegebenen Transformation T äquivalenten Transformationen sagt man, 
daß sie zu einer Klasse gehören. Wieder durch Anwendung der oben 
genannten vier Prozesse A, B, C, D zeigt man, daß auf diese Weise 
alle ganzzahligen Transformationen einer gegebenen Ordnung n in 
eine endliche Anzahl von Klassen zerfallen, derart, daß alle Trans
formationen einer Klasse und nur diese einander äquivalent sind, und 
man bezeichnet in jeder Klasse eine möglichst einfache Transformation 
als Repräsentanten der Klasse. 

Die Bestimmung der Klassenanzahl und die Aufstellung von Re
präsentanten der Klassen äquivalenter Transformationen ist bis jetzt 
nur in den niedrigsten Fällen p = 2 41) und p = 3 42) und in letz
terem nur für einen Primzahlgrad durchgeführt werden. 

Daß man eine nichtlineare ganzzahlige Transformation durch 
Zwischensetzen zwischen zwei lineare ganzzahlige Transformationen in 
der Form T' = L 1 T L2 auf noch weniger nnd noch einfachere Formen 
reduzieren kann, ist ersichtlich und für p = 3 von Weber a. a. O. 
näher ausgeführt worden. 

14. Krazer-Prymsche Zusammensetzung einer Transformation 
aus elementaren. Eine von der vorher betrachteten durchaus ver
schiedene Zusammensetzung einer gegebenen Transformation haben 
Krazer und Prym 43) angegeben. Sie stellen statt der ganzzahligen 

39) KI'onecker, Berl. Ber. 1866, p. 610 = J. f. Math. 68 (1868),· p. 284; 
Clebsch und (Jordan, nA. F.", p. 304; Thomae, Z. f. Math. 12(1867), p. 374 und 
J. f. Math. 75 (1873), p. 230; Jordan, nTraite", p. 174; V,Teber, Ann. di Mat. 92 

(1878/9), p. 131; s. auch Krau.~eJ Math. Ann. 17 (1880), p. 435. 
40) Krazer, Ann. di Mat. 12j! (18"4), p. 298; Burkhai"dt, Gött. Nachr. 

(1890), p. 88! und Wirtinger, Wien. Denkschr. 85 (1910), p. 111. 
41) Hennite, Paris C. R. 40 (1855), p. 253 = (Euv. 1 (1905), p. 447; Dorn, 

Math. Ann. 7 (1874), p.481; dazu I{ra~~se, Acta math. 3 (1883), p. 161 und 
"Transf", p. 84. 

42) Weber, Ann. di Mat. 92 (1878/9), p. 139. 
43) ,,:N. G.", 2. Teil. 
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die lineare Transformation in den Mittelpunkt der Untersuchung, in

dem sie die zu einer beliebigen Ordnungszahl n = ~ gehörige Trans-
n. 

formation T aus zwei ganz speziellen zu den Ordnungszahlen n1 und 

.! gehörigen Transformationen N1 und N 2 -1 und einer linearen Trans
n, 
formation L zusammensetzen in der Form 

(59) 
Zur Zusammensetzung einer linearen Transformation L aus einfachen 
werden aber drei Arten "elementarer" linearen Transformationen 
L1 , L2 , La definiert und es wird zunächst gezeigt, daß eine jede 
"singuläre" lineare Transformation S, das ist eine solche, bei der die 
pS Transformationszahlen C"',PH (Il, '11 = 1,_2, ... p) sämtlich den Wert 
Null haben"), in der Gestalt 

(60) S = L1 L2 

aus einer elementaren linearen Transformation 1. Art und einer solchen 
2. Art, jede beliebige lineare Transformation L aber sodann aus zwei 
singulären SlI S2 und einer elementaren der 3. Art La in der Gestalt 

(61) L = S1LsS2 
zusammengesetzt werden kann. 

III. Die allgemeinen Thetafunktionen mit beliebigen 
Charakteristiken. -

15. Allgemeine Thetafunktionen. Unter einer p-fach unendlichen 
Thetareihe versteht man eine p-fach unendliche Reihe, bei welcher 
der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze rationale Funk
tion zweiten Grades der Summationsbuchstaben ist. Eine solche Funk
tion kann man, wenn man diep Summationsbuchstaben mit ml1 mu ' . . m 
bezeichnet, in der Gestalt P 

P P p 

(62) ~ ~a"'I-'.m"m,t' + 2 ::Eb"m" + C (a".u·= a,..',.) 
I-' = 1 ,..' = 1 " = 1 

darstellen und es wird dahe~· eine p-fach unendliche Thetareihe in all
gemeinster Form durch die Summe 

p p P 

(63) 
-ao, ... +ao ;;E ;;Eal-'I-' .. nflm".+2 .~b,..ml-'+c 2 el-'=11-"=1 ,..=1 
m1,· •• mp 

44) Diese "singulären" Transformationen stehen natürlich in keinerlei He
ziehungen zu den in Anm. 35 erwähnten. 
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repräsentiert, bei deren Ausführung jede der p Größen m unabhängig 
von den anderen die Reihe der ganzen Zahlen VOll - 00 bis + 00 

durchläuft.45) 

Die Reihe (63) konvergiert, und zwar absolut und für alle end
lichen Werte der Größen b, c, wenn die aus den reellen Teilen a~ ,u' 

der Größen a,.,.' = ""!l' + ia~,u' gebildete quadratische Form 

eine negative ist:(6) 

Setzt man c = 0, läßt an Stelle der b unabhängige komplexe 
Veränderliche treten und betrachtet den Wert der Reihe als Funktion 
dieser, so erhält man die Thetafunktion 

die p Veränderlichen v heißen die Argumente, die t p (p + 1) an die 
oben genannte Konvergenzbedingung geknüpften Parameter a,.,.' = a,.',. 
die Modulen der Thetafunktion; sie werden nur dann in der Funktions
bezeichnung zum Ausdruck gebracht, wenn gleichzeitig Funktionen mit 
verschiedenen Modulen auftreten. 

Die Funktion -&(v1 \ ••• \ vp) genügt den 2p Gleichungen 

(65) -&(v1 ! ... \ v" + ~i I ... , vp) = -&(v11' .. , v" , ... I vl'), 

(66) -&(v1 + ah i· .. \ vp + ap ,,) = -&(v11' .. , vp ) e-a".,,-h. 

(v = 1,2"" p) 

oder, was dasselbe sagt, bei beliebigen ganzzahligen ", l der Gleichung 

45) Die einfach unendliche Thetareihe findet sich zuerst bei F'ouriel' (Th. anal. 
de la chaleur 182:l, p. 333 = <Euv. 1 (1888), p. 298; deutsche Ausg. von Wein
steil~ (1884), p. 223]; in die Funktionentheorie eingeführt wurde sie von Jacobi 
(II B). Die zweifach unendlichen Thetareihen haben GöpeZ 1847 (vgl. Nr. 1) und 
Rosenhain 1851 (vgl. Nr. 6), die p-fach unendlichen Weierstraß 1849 (vgl. Nr. 7) 
und Riemam~ 1857 (vgl. Nr. 46) aufgestellt. 

46) Daß die p-fach unendliche Thetareihe unter der angegebenen Bedin
gung für alle endlichen Werte der '11 konvergiert, hat zuerst Riemann in seiner 
Vorlesung vom W.-S. 1861/62 bewiesen (vgl. Ges. math. W. 1876, p. 462, 2. Aull. 
1892, p. 483, Nachtr. 1902, p. 1). Über weitere Konvergenzbeweise der Thetareihe 
bei Krazer, Math. Ann.49 (1897), p.4uO und" Tehtat:", p.17. Der dort p.410 
bzw. p. 18 erwähnte Weierstraßache Konvergenzbeweis ist 1903 im 8. Bande der 
Math. Werke p. 116 veröffentlicht worden. 
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In den 2p Gleichungen (65), (66) treten auf den linken Seiten die' 
2 p Größensysteme 

(68) 

1Ci, 0, ... ° 
0, 1Ci, ... 0 

all , a2i1 . . . apl 

a12 , a22 , •.• ap2 

0, 0, . " 7l'i alp, a2p ' .•• app 

als Systeme gleichzeitiger Änderungen der Variablen Vii Vg , • •. vp auf. 
Diese 2p Systeme von je p Größen werden die 2p Systeme zusammen
gehöriger Periodizitätsmodulen der Thetafunktion genannt. 

Außer den Gleichungen (65), (66) genügt die Thetafunktion den 
t p (p + 1) Differentialgleichungen 

(69) (.u,v=1,2, ... p) 

bei denen n = 4 ist, wenn lL = v, dagegen n = 2, wenn !'" < v. 
Die hier angegebenen Eigenschaften der Funktion {T(vl 1 ... 1 vp) 

charakterisieren zusammen mit der Bedingung, daß die Funktion 
einwertig nnd im Endlichen nirgendwo unstetig sei, diese Funktion 
vollständig. Erfüllt nämlich eine einwertige und für alle endlichen v 
stetige Funktion der komplexen Veränderlichen vl1 . •• vp die 2p Glei
chungen (65), (66) oder, was dasselbe sagt, bei beliebigen ganzzah
ligen Werten der 'X, 1 die Gleichung (67), so kann sie sich von der 
Funktion {T(v1 j ••• i vp) nur um einen von den v freien Faktor unter
scheiden; erfüllt sie außerdem die ~-p (p + 1) Differentialgleichungen 
(69), so ist dieser Faktor auch von den Modulen a unabhängig. 

16. Einführung der Charakteristiken. Aus den 2p Systemen zu
sammengehöriger Periodizitätsmodulen (68) der Thetafunktion läßt 
sich mit Hilfe reeller 47) Größen gl1 ... gp, hll ... hp ein jedes System 
von p Größen cu . .. cp immer und nur auf eine Weise in der Form 

P p 

(70) Cl = L; gvalv + h11Ci, Cp = ;2grapv+ hp 1Ci 
1'= 1 11=1 

47) Es folgt daraus, daß man keine allgemeineren Funktionen erzielt, wenn 
man für die g, h komplexe Werte zuläßt r Craig, Am. J. 6 (1884), p. 337] j übrigens 
bleiben die Formeln (75)-(81) auch in diesem Falle ricbtig. 
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linear zusammensetzen. Der Komplex (~1~: ::: ~=) der 2p so bestimm

ten reellen Größen 9, h wird die Perioden charakteristik (Per. Char.) 
des Größensystems Cl' ••• Cl' genannt. 

In die Thetareihe (63) führe man jetzt an Stelle der Größen b" 
Größen vft + cft ein, indem man unter Vii' .. vp wie vorher unab
hängige komplexe Veränderliche, unter cll •.. cp willkürliche Konstanten 
versteht. Bringt man dann das Konstantensystem Cl" •• cp mit Hilfe 
reeller Größen 9, h in die Gestalt (70) und setzt gleichzeitig an Stelle 
der im allgemeinen Gliede der Thetareihe noch. vorkommenden Größe c 
den Ausdruck 

p p p 

(71) cp = ~ ~a,,,,t'g,,g,t' + 2 Lgft(v" + hftxi) , 
I' = 1 !' = 1 ft = 1 

so entsteht die allgemeinere Thetafunktion 48) 

& [~: : : : :;J (VI I· . ·1 Vp) 

(72) 

die ihrer Entstehung gemäß mit der einfacheren Funktion &(v1 \ ••• vp) 

durch die Gleichung 

& [91 ... 91' 'J (V I .. ·' v ) h, ... hp 1 p 

(73) p P 

=&(V1 + 6;g"ah + h1xil:' 'Ivp + lit1 g.apv + hpXi)e'P 

verknüpft ist und in diese übergeht, wenn die Größen g, h sämtlich 
den Wert Null aunehmen, d. h. es ist 

(74) &[~:::~](vli···ivp)=&(V11"·ivp). 

Der Komplex [~:::: ~=] der 2 p Größen g, h heißt die Charak

teristik der Thetafunktion oder Thetacharakteristik (Th. Char.); sie wird 

h Abk" 't[g]b' h t D' Th eh [gI +g/ .. '9P±9p'] aue zur urzung ml h ezeIC ne. le . ar. h
1 
± h

1
' • •• hp + hp' 

48) Die Funktionen (72), bei denen die 9, h beliebige reelle Größen sind, 
wurden von Prym (~Riem. Thetaf.", p. 25) zuerst aufgestellt. Nur in der Be
zeichnung von ihnen verschieden sind die Funktionen @(u1 , ••• up; /L, 'l'), welche 
Weierstraß in seinen Vorlesungen über die Theorie der .Ä(ielschen Transzen
denten [Math. W.4 (1902), p. 566] eingeführt und von denen erstmals Schottky 
(nAbr.", p. 1) berichtet hat. 
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wird die Summe bzw. Differenz der Th. Char. [~J und [~] genannt und 

mit [~~:] bezeichnet. 

In den Fällen, wo die Argumente der Thetafunktion sich nur 
durch untere Indices unterscheiden, wird der allgemeine Ausdruck für 
die Argumente mit Weglassung des Index in doppelten Klammern 

geschrieben, also .& [~J [v)) statt {)- [~J (VI I· .. I '111'); in Übereinstimmung 

damit wird das Größensystem VI I ... I VI' mit (V) und ein System 

'111 + c1 1· . ·1 '111' + cp mit (v + c) oder, wenn a:::: ~;) die Per. Char. 

des Größensystems t;, ... cp ist, mit (v + {~}) bezeichnet. 

Die durch die Gleichung (72) definierte Funktion .& [:]((1.1» ge
nügt den 2p Gleichungen 

(75) .& [i](v1 , ••• , v" + $i!· . ·1 vp) = .&[~J (VI!' .. 'v" I· .. , vp)ellu"ni, 

(76) .&[~J (VI + ah I· .. , vp + ap ,,) = -/t[i] (VI , ... j vp)e- a""-20 .. -III,,lrj 

(11 = 1,2, ... p) 

oder, was dasselbe sagt, bei beliebigen ganzzahligen ", l der Gleichung 

.&aJ((v + {~})) 
(77) 11 p p l' 

-:E :E1l~~'''t,,,~,-a :E"Jl~,,+2 .::Ee-,,,U~-"lJ.kp,)ni 
= .&[~J((v))e p.=1 ~'=1 ,..=1 ,,=1 

Außerdem genügt die Funktion .& [~J ((v)) den t p (p + 1) Differential
gleichungen 

ot~[iJ ~v)) ()~ [~J ~v» (78) = n ---;;----
oVp'ovv (jap,,, 

(11. v=l 2 ... p) r' , , 

bei denen n = 4 ist, wenn IL , 11, dagegen n = 2, wenn IL < 11. 
Die Gleichungen (75) und (76) bestimmen wiederum die Funk-

tion.& rnUJ ((v)) bis auf einen von den Argumenten v, die Gleichungen 

(75), (76) und (78) bis auf einen auch von den Modulen a freien Faktor. 
Bezeichnen 91" .•• 9p', ht', ... hp' irgend welche reelle Konstanten, 

"t, ... "11' .tu ... 1p irgendwelche ganze Zahlen, so gelten die Formeln 

.& a: : : : ~;J( (v + {~:})) 
(79) {. {, " • ~'( k '+11"') 

, -..:;; ... 1lP.P.'UIl UIl' - ~ ..:;; Up. ~,.. + ,..1t. ,..n. 
=.&/jtn((v))e ,,>=1/,'>=1 1,=1 , 



(80) 

(81) 

1 'i. Thetafunktionen höherer Ordnung. 

l' 

2.::E'I'[!I,ni 

{t [~ t :J (( v)) =~ {t [~J ((v)) e I" = 1 

{t[~J((- V)) = {t[=~]((v)). 
Eine Thetacharakteristik, deren Elemente den Bedingungen 
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o < 91' < 1, 0 < hv < 1 (v = 1, 2, ... p) 
genügen, wird eine Normalcharakteristik genannt. Zwei Thetacharak-

teristiken [n und [f] heißen kongruent, wenn ihre entsprechenden 

Elemente sich nur um ganze Zahlen unterscheiden. Nennt man dann 

zwei Funktionen {t[~J((v)) und {t[n((v)) nicht wesentlich verschieden, 

wenn sie sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, so sind 
die Charakteristiken zweier nicht wesentlich verschiedener Funktionen, 
wie die Gleichungen (75), (76) zeigen, notwendig einander kongruent 
und umgekehrt sind, wie die Formel (80) zeigt, die zu zwei kon
gruenten Charakteristiken gehörigen Thetafunktionen nicht wesentlich 
verschieden. 

Mit Rücksicht hierauf folgt aus der Gleichung (81), daß eine 

Funktion {t[~]((v» dann und nur dann eine gerade oder ungerade 

Funktion ihres Argumentensystems (v) ist, wenn die sämtlichen Cha
rakteristikenelemente 9, h halbe Zahlen sind, und insbesondere folgt 
für 91 = ... = 91'= h1 = ... = hp = 0 die Gleichung 

(82) {t (- Vi I ... I - V p) = {t (Vi I· .. 1 V 1'), 
welche sagt, daß die Funktion {t (Vi I ... : v1') eine gerade Funktion 
ihres Argumentensystems ist.49) 

17. Thetafunktionen höherer Ordnung. Eine Thetafunktion nter 

Ordnung ( oder Grades) mit der Charakteristik [~J nennt man eine 

einwertige und für endliche V stetige Funktion en[~J ((v)) der kom

plexen Veränderlichen vl1 •.• v1" welche für alle Werte der v den 2p 
Gleichungen 

(83) e [9J (v I···, v + ni! ... v·) = e [9J (Vi!" .: v ! ... I v) e2y ,ni "h 1 IV "1' nh I .>1 11' , 

(84) en[~lVl +ah !·· ·Ivp + a1'v) = e,,[~Jvl1"'lv1')e-navv-2nvv-2hvni 
(v=1,2,.·.p) 

4D) Eine Ableitung der Formel (79) bei Gayley, Math. Ann. 17 (1880), p. 115 
= Coll. math. pap 11 (18!!6), p. 242. Von der Verwendung symbolischer Bezeich
nungsweisen der Invariantentheorie bei den p-fach unendlichen Thetareihen 
.handelt Pick, Leipz. Ber. 66 (1914), p. 3. 
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oder, was dasselbe sagt, bei beliebigen ganzzahligen x, l der Gleichung 

(8ö) p p p P 

-11 ~ .::E a/,/"x/,x",-911 .::EXI'''f1 +2.::E (J-/lU/,-"p h!,)1ti 

=€J,,[!J((v))e /l=I/,'=1 1'=1 fl=l 

genügt. 
Ist n = 1, so gibt es, von einem konstanten Faktor abgesehen, 

nur eine einzige solche Funktion, nämlich a- [i](( v»; ist dagegen n > 1, 

so genngen den obigen Gleichungen unendlich viele wesentlich ver
schiedene Funktionen, z. B. alle Funktionen 

a-l-g 
-: (ll(nv))"a, a- [h ~ 61 ((v))~, 
h ~ n ~ n 

wo für die Q, (1 beliebige ganze Zahlen gesetzt werden dürfen; es gilt 
aber bezüglich dieser Funktionen der Satz: 

Zwischen nP + 1 Thetafunktionen nter Ordnung mit der nämlichen 

Charakteristik [:J findet stets eine homogene lineare Relation statt, 

deren Koeffizienten von den Variablen v frei sind, 
oder in anderer Fassung: 

AHe Thetafunktionen nter Ordnung mit der Charakteristik [:J 
lassen sich durch nP linear unabhängige unter ihnen linear und ho
mogen mit Koeffizienten, welche die Variablen v nicht enthalten, zu· 
.sammensetzen. 

Man kann z. B. jede Funktion €J n [~J ((v)) aus den nP Funktionen 

,ft [g -; "] ~nv))lIa in der Gestalt 

01···,,-1 r-g-+ "1 
(86) €J,,[:J~v» = ":2 A.x1 .• "pa-l-~J ((nv»na 

"1 .... "p 

oder auch aus den nP Funktionen a- [h! 1 J «v)); inder Gestalt 

.(87) 8" [~J «v)) = O.1:f-1BA1 ... lp a- [!' f 1J ((v»~ 
ll.· .. Ap 

zusammensetzen und es stellt die rechte Seite jeder dieser beiden 
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Gleichungen, wenn man unter den A, B willkürliche Konstanten ver
steht, die allgemeinste Lösung der Gleichungen (83), (84) dar. 50) 

Aus der Darstellung (86) oder (87) folgt für beliebige reelle 
Größen g', h,' 

p p P 

- 7I ::E ~ a,., u'9'/-< 9'/,'-9 .:E 9'/,(11~/, +hu 1ti+nh'/,1ti) 

= • [u+nU'J (( » /,=1,,'=1' /,=1 . 

(88) 

@ .. h+nh' \\V e 
Man sieht daraus, daß man wie bei den gewöhnlichen Thetafunktionen 
so auch bei den Thetafunktionen höherer Ordnung die Funktionen 
mit beliebiger Charakteristik. durch die Funktionen mit der Charakte-

ristik [~J ausdrücken kann. 

Aus der Gleichung (85) folgt weiter 51) , daß auch eine Theta
funktion nter Ordnung nur dann eine gerade oder ungerade Funktion 
ihrer Argumente sein kann, wenn ihre Charakteristikenelemente g, h 
sämtlich halbe Zahlen sind. 

Auf Grund der Formeln (83), (84) sind die Quotienten zweier 

zur nämlichen Charakteristik [~J gehörigen Thetafunktionen nter Ord

nung (und ebenso ihre zweiten logarithmischen Derivierten) 2p-fach 
periodische Funktionen mit den 2p Periodensystemen (68). 

18. Die Transformation der Thetafunktionen. Der lrbergang 
von den Integralen "/' mit den Periodizitätsmodulen w",a zu Normal
integralen v/" welche dadurch charakterisiert sind, daß 

r + + 8 . 8 _ {1, wenn p, = v, 
(89) angs av : v" = v/,- /'. n~, /''' - 0, wenn p, ~ v, 

längs bv:v/,+=v",-+a"". (p"v=1,2, ... p) 
ist, geschieht durch die Gleichungen 

1J 

(90) niuu =a 2 W/'I! VI! (p, = 1,2", .p) 
\,=1 

oder umgekehrt durch die Gleichungen 
p 

1fi~ 
(91) v~ = co ..::;.; o/'!! up (~ = 1, 2, ... p) 

,u=l 

50) Auf Thetafunktioueu höherer Ordnuug wurde zuerst Hermite, Pa.ris C.R. 
40 (1855) = <Euv. 1 (1905), p. 455, geführt; über sie und insbesondere ihre Dar
stelluug durch nP liDear uuabhängige siehe Thomae (Diss. Gött. 1864, p. 7), Schottky 
("Abr.", p. 9; dazu WeierstrajJ, "Vor!.", p. 611), Prgm (nRiem. Thetaf. CI, p. 28). 

51) Vgl. Krazer, "Theta.f.", p.357. 
Encyklop. d. math. Wissen.eh. II S. 42 
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und es sind dann die Größen au bestimmt durch die Gleichungen 

(92) 
p 

niw",p+l1= ~w"flal!l1 
f! =1 

oder explizite durch die Gleichungen 

(93) 

(IL, tf= 1,2"" p) . 

(p, ti = 1,2, ... p) 

es bezeichnet dabei in den Gleichungen (91) und (93) tD den stets 
von Null verschiedenen Wert der Determinante ~ + tDll tD22 ••• tDplI 

und 0,." für jedes IL und v von 1 bis p die Adjunkte von tDp .. in 
dieser Determinante. 

Definiert man nun in der gleichen Weise zu den transformierten 
Perioden w,.'a (s. Nr. 9) Größen Vi und a' durch die Gleichungen 

(94) (IL = 1,2"" p) 

(95) (p == 1,2, ... p) 

(96) (p., tJ = 1, 2, ... p) 

(97) (p, ti = 1,2, ... p) 

so sind die Größen Vi mit den Größen v und die Größen a' mit den 
Größen a verknüpft durch die Gleichungen 

(98) (IL = 1,2"" p) 

oder die damit äquivalenten 

(99) (v = 1,2, ... fJ) 

und 

(100) (IL, ~ = 1, 2, ... p) 

oder die damit äquivalenten 

(101) (v, ~ = 1, 2, ... p) 
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In diesen Gleichungen ist zur Abkürzung 
p 
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(102) 

A",. = c't' xi + 2: c",p+l!a,lll!' 
I! =1 

P (p.,v=1,2, ... p) 

B,,,,. = cp+",.uxi + 2: Cp+",p+l!al'l! 
(1=1 

gesetzt, mit D.,d der stets von Null verschiedene Wert der Determi
nante ~ ± All A 22 ... App und mit .lu " die Adjunkte von AI'" in 
dieser Determinante bezeichnet. 

Auf diese Weise werden den ursprünglichen Perioden ro Theta
funktionen mit den Argumenten v und den Modulen a, den transfor
mierten Perioden ro' aber Thetafunktionen mit den Argumenten v' und 
den Modulen a' zugeordnet und als Transformationsproblem der Theta-

funktionen bezeichnet man die Aufgabe, eine Funktion ,0. [~J ((v» durch 

Funktionen ,0. [~J ((v'))a' auszudrücken. Durch die Lösung des inversen 
Transformationsproblems (NI'. 10) wird dann umgekehrt eine Funktion 

-B' [~](( v'))a' durch Funktionen .{} [~J ((v ))a dargestellt. 

19. Die ganzzahlige Transformation. Ist die Transformation T 
eine ganzzahlige und n ihr Grad, so ist die Funktion 

(103) 

wobei 
P P P P P 

(104) V 1" ~ ",' A" 1 "'" ~ y =(ni)'L.J ..::::..,; .::::.. C",P+t' ,u.,,'v,. v,! = '1ti"::::"'; ~C~'P+f,Vf'V' 
,'=1,'=1/,=1 ",=1 .=1 

p P P 

= {~~ ~C"'P+I'.l"".V",v"" 
,d f' = 1 t" = 1 • = 1 

ist, als Funktion der p Veränderlichen v/, ... VI; betrachtet eine 
Thetafunktion nter Ordnung mit den Argumenten v', den Modulen a' 

und einer Charakteristik [~J, deren Elemente durch die Gleichungen 

(105) 

p 

9" = ::E (Cl',.,g,u - c",p+",hl, + tc.!,cv,P+t')' 
p =1 

p 

h,.= ~ (-- CP+V"llg" + cp+",p+f'h,u + -~Cp+V'I'Cp+",p+",) 
,u=l 

(v = 1,2, ... p) 

bestimmt sind.52) Daraus folgt, daß sich II((v')) linear und homogen 

52) HerlIlite, Paris C. R. 40 (18M) = <Eeuv. 1 (1905), p. 456. 
42" 
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durch nP linear 

in der Form 

(106) 

unabhängige Funktionen @ n [~J (( v'))a' 

lI((v')) = ~ c(') @~) [~J(V'))a' 
0=0 

darstellen läßt 

und es ist damit das Transformationsproblem darauf reduziert, nP linear 

unabhängige Funktionen @n [Ü (( v'))a' auszuwählen und hierauf zu ihnen 

die Konstanten c zu bestimmen. 
In allgemeiner Form wurde dieses Problem von Thomae öS) weiter-

geführt, der die nP linear unabhängigen Funktionen @,,[! 1 (( v'»a' gemäß 
h.J 

der Formel (86) wählte und in der dann aus (106) entstehenden Glei-

chung r ~ + "J 
(107) lI((v')) o,~n~: ... oe" ~ L; ((n v'))" a' 

"u···xp 

die Bestimmung der Koeffizienten C"l" .,,1' folgendermaßen durchführte. 
Zuerst kann man mit Hilfe der Differentialgleichungen (69) die 

Abhängigkeit der Koeffizienten c von den Thetamodulen bestimmen; 
es ergibt sich, daß 

(108) C"l"'''P = V~::C~l"'''P ("t, ... "1' = 0, 1, ... n - 1) 

ist, wo die c nunmehr auch von den Modulen a unabhängige Größen 
sind. Die Bestimmung dieser erfolgt bei Thomae dadurch, daß für 
die Thetamodulen solche spezielle Werte eingeführt werden, die nach 

passender Umformung der Funktion ~[n((v))a eine Vergleichuug der 

Koeffizienten gleich hoher Potenzen der Größen eh" ..• ehp auf der 
linken und rechten Seite von (107) gestattet.M ) 

Die Thomaesche Lösung des Transformationsproblems ist noch 
keine vollständige, da auf der rechten Seite Thetafunktionen mit den 
Argumenten nv' und den Modulen na' auftreten, die erst noch durch 
solche mit einfachen Argumenten v' und einfachen Modulen a' ausge-

6S) Thomae, Diss. Göttingen, 1864. 
54) Daß die von Thomae erhaltenen Ausdrücke für die Koeffizienten t! nicht 

auf die einfachste Form gebracht sind und insbesondere im allgemeinen nicht 
alle von Null verschieden sind, hat sich ergeben, als Krazer und Pl'ym ("N. G.". 
p. 123) auf andere Weise die Formel für die ganzzahlige Transformation abge
leitet haben. 
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drückt werden müssen. Es ist dies selbst wieder das Problem jener 
speziellen Transformation nter Ordnung, bei welcher 

(109) Cu = ~2 = ... = cl'l' = n, CI'+l,p+l = cp + 2,p+2 = ... = C2p,2p = 1 
ist, während alle übrigen Transformationszahlen c den Wert Null 
haben 56). 

Es tritt aber noch ein anderer Umstand hinzu. Besteht nämlich 

die Charakteristik [: ] der ursprünglichen Thetafunktion -8'[ ~ ] ((v))a 
aus rationalen Zahlen mit dem gemeinsamen Nenner ", so wird man 
in den meisten Fällen verlangen, daß auch die Charakteristiken der 
auftretenden transformierten Thetafunktionen mit den Argumenten v' 
und den Modulen a' von derselben Art sind. 

Die vollständige Lösung dieser Aufgabe beschränkt sich bisher 
auf den Fall 'I" = 2 (halbe Charakteristiken) und n = 2 (quadratische 
Transformation), wo sie zuerst von Königsberger66) idr p = 2 angegeben 
wurde. 

Mit Transformationen höherer Ordnung haben sich außer Königs
be-rge-r66a), gleichfalls auf den Fall 'I" = 2 und p = 2 sich beschrän
kend, Brioscki57) und Krause58) beschäftigt. 

Die Multiplikation M (Nr. 11), für welche 

(110) vI' = nv' ... , a ..... = a;" (p" v = 1, 2, ... p) 
ist, ist eine ganzzahlige Transformation vom Grade nS• Es ist daher, 

da hier weiter sich V = 0 ergibt, .a-[:J((nv'))a als Funktion der Va
riablen v' betrachtet, eine Thetafunktion n2ter Ordnung mit der Cha

rakteristik [:i] und läßt sich als solche linear und homogen durch 
n2p linear unabhängige solche Funktionen darstellen 59). 

56) Über die Lösung dieses Problems bei Krazer, "Thetaf.", p. 168. 
56) J. f. Math. 67 (1867), p. 68; dazu Pringsheim, Math. Ann. 9 (1876), 

p. 445 und Rohn, Diss. München 1878 und Math. Ann. 16 (1879), p. 825 = Hab.
Sehr. Leipzig 1879; für p=8 bei Weber, Ann. di Mat. 9! (1878/9), p.157; für 
beliebiges p bei Krazer, Math. Ann. 46 (1895), p.442 und Baker, "Ab. Th.", 
§ 364-870. 

56a) J. f. Math. 67 (1867), p. 97; Math. Ann. 1 (1869), p. 161. 
57) Ace. Line. Rend. 14 (1884/6), p.' 769 = Op. mat. 3 (1904), p. 421; Math. 

Ann. 28 (1887), p. 594 = Op. mat. 6 (1909), p. 246; Ace. Line. Rend. I, (1884/5), 
p. 315 = Op. mat. 8 (1904), p. 407. 

58) "Transf.", schon vorher Math. Ann. 16 (1880), p. 88; 19 (1882), p. 108, 
423 u. 489; 20 (1882), p. 54 u. 226; 26 (1886), p. 319 u. 828; 28 (1887), p.597; 
Acta math. 3 (1883), p. HiS; bezüglich weiterer Literatur bei K'razer, "Thetaf.", 
p.407. 

59) Im allgemeinen Falle bei Krazer, "Tht'ltaf. ", p. 195, für Thetafunk
tionen mit halben Char. bei Krause, Math. Ann. 17 (1880), p. 448 u. "Transf.", p. 146. 
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20. Die lineare ganzzahlige Transformation. Ist n = 1, d. h. 
die Transformation eine lineare ganzzahlige, so ist n((v')) eine Theta
funktion 1. Ordnung mit den Argumenten v', den Modulen Ol' und 

der Charakteristik [~J, unterscheidet sich also von der Funktion 

4)-[~J[Vl., nur um einen konstanten Faktor. Man hat also jetzt 

(111) 4)-[ n ((v)) .. = ce-v 4)- [~ J ((v')) .. " 

wo c eine von den Variablen v unabhängige Größe bezeichnet. 
Die Bestimmung der Größe c hat Weber 60) auf dem Wege der 

Integration unter Anwendung der Fouriersehen Formel vollständig 
durchgeführt. Wenn man voraussetzt, daß die Determinante 

du = ~+ C1,p+l C2,p+2 .•• Cp,2p 

der pS Zahlen Cu. 2'+ v von Null verschieden ist, so tritt als Faktor von 
C eine p-fache Gaußsche Summe auf, d. h. eine endliche Summe, bei 
der, wie bei der Thetareihe, der Logarithmus des allgemeinen Gliedes 
eine ganze rationale Funktion zweiten Grades der Summationsbuch
staben ist 61). Weber zeigt ferner, daß im Falle des Verschwindens 
der Determinante dIll wenn man deren Rang mit q bezeichnet, an 
Stelle der p-fachen Gaußsehen Summe nur eine q-fache solche auf
tritt, ein Resultat, zu welchem auf anderem Wege auch Kraser und 
Prym gelangt sind 62). Man kann statt dessen aber auch, wie Krazer 6S) 

gezeigt hat, den Fall d II = 0 stets in einfacher Weise auf den Fall 
du =F 0 zurückführen. 

21. Zusammensetzung von Transformationsformeln. Ist das 
Transformationsproblem der Thetafunktionen für zwei Transforma
tionen Tl und T 2 gelöst, so daß also für jede dieser die ursprüng
lichen Thetafunktionen durch die transformierten ausgedrückt sind, 
so erhält man aus diesen beiden Formeln durch Zusammensetzung 
sofort die Lösung des Transformationsproblems für die zusammenge
setzte Transformation Tl Ti' 

60) Weber, J. f. Math. 74 (1872), p. 66; Gött. N. 1893, p. 251; auch Kraser, 
"Thetaf.", p. 172. Man vgL Gordan, Paris C. R. 60 (1865). p. 925. 

61) Bezüglich der Eigenschaften und der Wertbestimmung mehrfacher 
Gau,6scher Summen bei Weber, J. f. Math. 74 (1872), p. 14; Jordan, Paris C. R. 
73 (1871), p. 1816; Kraser, J. f. Math. 111 (1893), p. 64 und Weber-Festschr. 
1912, p. 181. 

62) Krase}' und Prym, "N. G.", p. 94. 
63) Krater, "Thetaf.", p. 202. 
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Da alle ganzzahligen Transformationen eines gegebenen Grades n 
aus einer endlichen Anzahl unter ihnen, den Repräsentanten der 
Klassen äquivalenter Transformationen, durch Zusammensetzung mit 
linearen ganzzahligen Transformationen erhalten werden können, so 
folgt jetzt, daß man die einer beliebigen ganzzahligen Transformation 
nter Ordnung entsprechende Transformationsformel aus der dem zu
gehörigen Repräsentanten entsprechenden Formel und der Formel für 
die lineare ganzzahlige, Transformation zusammensetzen und daß man 
sich also, wenn man die letztere Formel als bekannt ansieht, hin
sichtlich der Herstellung von Transformationsformeln für die nicht
linearen ganzzahligen Transformationen auf die Repräsentanten be
schränken kann.ss ,,) 

Ebenso kann man in jedem speziellen Falle einer linearen ganz
zahligen Transformation die ihr entsprechende Formel aus jenen For
meln zusammensetzen, welche den einfachen linearen Transforma
tionen entsprechen, aus denen sich nach Nr. 12 jede beliebige lineare 
ganzzahlige Transformation zusammensetzen läßt. 

In systematischer Weise haben Krazer und Prym 64) dieses Ver
fahren der Zusammensetzung von Transformationsformeln aus ein
fachen angewandt und sind mit seiner Hilfe zu ganz allgemeinen 
Formeln nicht nur für die ganzzahlige, sondern auch für die nicht-

ganzzahlige, zur beliebigen Ordnungs7.ahl ~ gehörigen Transformation n2 

gelangt. 

IV. Die allgemeinen Thetafunktionen mit halben 
Charakteristiken. 

22. Thetafunktionen mit halben Chara.kteristiken. Unter den 

Funktionen .{T[ i ] ((v)) spielen wegen ihrer Verwendung in der Theorie 

der Abelschen Funktionen diejenigen die wichtigste Rolle, bei denen 
die Charakteristikenelemente g, h rationale Zahlen mit dem gemein
samen Nenner 2 sind, also 

(112) (p,= 1, 2, .. . p) 

ist, wo die c, e' ga~ze Zahlen bezeichnen. In diesem Falle sei die 
Charakteristik mit [E], die zugehörige Thetafunktion mit .ß'[E]((V)) be
zeichnet. 

63a) Vgl. hierzu WiltheijJ, J. f. Math. 96 (1884), p. 17. 
64) Krazer und Prym, "N. G.", 2. Teil; siehe auch Kraeer, Math. Ann. !3 

(1893), p. 413 u. 457. 
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Die Thetafunktion .ß'[E]((V)) ist also definiert durch die Gleichung 

-00,'''+00 i ia~~.(m~+ ~)(mp'+-~~~)+2i(ml<+~)(vp+ ': >f') 
(113) .ß'[E] ((v)) = ~ el<=l~'=l ~=1 ; 

sie ist mit der Funktion .ß'((v)) verknüpft durch die Gleichung 

P I' 

(114) ~[E]((V)) = .ß'(v1 + ~ E; a1!, + ~ nil .. 'IvI' + ~ E~t ap,u + E: ni) 
J.t=1 ~=1 

d. h. sie geht abgesehen von einem Exponentialfaktor aus der Funk
tion .ß'((v)) hervor, wenn man deren Argumentensystem (f}) um das 
System 

(115) { E} = i E; a1 I' + fi~' ni I· .. , i s; app + E: ni 
1'=1 1'=1 

zusammengehöriger Halben der Periodizitätsmodulen mit der Per. Char. 
(E) vermehrt. So entspricht der Th. Char. [E] also die Per. Char. (E), 
wenn man .ß'[E]((V)) relativ gegen .ß'((v)) betrachtet. 

Die durch die Gleichung (113) definierte Thetafunktion .ß'[EJ«V) 
genügt den 2p Gleichungen 

(116) .ß'[E](v1 1···1 v., + ni / .. ·1 vp) = (-l)'Y.ß'[E]((v)), 

(117) .ß'[E](V1 + ah , •.. , vp + 0pv) = (-l)·~.ß'[E]((v))e-aH-20y 

(v = 1, 2, .•. p) 

oder, was dasselbe sagt, bei beliebigen ganzzahligen x, x' der Gleichung 

(118) ~[E]((V + {2x})) 
p p P I' 

- ;:E ;:Eapp.xp.xp.-2;;E,,1' v,. + ;;E(,,.,,~ - '~"J.t) 1ft 

= .ß'[E]((v))e ,.=1 !<'=1 p=l !<=1 , 

in welcher {2x} jenes System zusammengehöriger Ganzen der Pe
riodizitätsmodulen bezeichnet, welches aus (115) für E" = 2x ., 

I I r ~ ',u. = 2"f' (I' = 1, 2, ... p) hervorgeht. 
Endlich genügt die Funktion .ß'[s]((v)) den Gleichungen 

I' 

;;E.,.,,~ 
(119) ~[E + 2xJ((v)) = (-1)"'=1 ~[E]((V)), 



(121) 

23. Periodencharakteristiken. 

p 

~1Ifll2:, 
4t[E]((- 'v)) = (- 1)"=1' . 4t[E]((V)). 
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Die Formel (119) sagt aus, daß zwei Funktionen 4t [E] ((V)) und 
4t['1] ((v)) , für welche die Charakteristikenelemente E, z;' und 'YJ, l)' den 
2 p Kongruenzen 

(122) EI' == 'YJI" c,,; == 'I}~ (mod. 2) (IL = 1, 2, ... p) 

genügen, nur um einen Faktor + 1 voneinander verschieden sind, und 
man schließt daraus, daß es im ganzen überhaupt nur 221' wesentlich 
verschiedene Funktionen 4t[E] ((v)) gibt, als welche man diejenigen 
wählen wird, bei denen die Zahlen E, E' nur die Werte 0 und 1 be
sitzen. 

Die Formel (120) zeigt weiter, daß man von jeder dieser 221' 

Funktionen zu jeder anderen von ihnen, abgesehen von einem Ex
ponentialfaktor, gelangen kann, indem man ihr Argumentensystem (v) 
um ein passend gewähltes System zusammengehöriger Halben der 
Periodizitätsmodulen vermehrt. Dadurch erscheinen die 221' Funk
tionen 4t[ E] ((v)) untereinander als gleichberechtigt. 

Die Formel (121) endlich zeigt, daß die Funktion 4t[E]((V)) eine 
gerade oder ungerade Funktion ihrer Argumente ist, je nachdem der 
Ausdruck p 

(123) ~ E,,,E,: -...: 0 oder = 1 (mod. 2) 
1'=1 

ist; man nennt daher auch eine Th. Ohar. [E] gerade oder ungerade, 
je nachdem .:E EI< E; = 0 oder = 1 (mod.2) ist. Beachtet man dann 

I' 

noch, daß eine Thetafunktion mit einer ungeraden Th. Ohar. als un-
gerade Funktion ihrer Argumente für die Nullwerte dieser verschwin
det, BO erkennt man mit Hilfe von (120), daß eine Funktion 4t[c]((v)) 
verschwindet, sobald für das Argumentensystem (v) ein System zu
sammengehöriger Halben der Periodizitätsmodulen mit einer solchen 
Per. Ohar. (1j) gesetzt wird, für welche die Th. Ohar. [c + 7]] un
gerade ist. 

23. Periodencharakteristiken. Sind W 1 a' ••. wpa (a = 1, 2, ... 2p) 
die 2p Periodensysteme einer Abelschen Funktion (s. NI'. 2), so denke 
man sich ein System zusammengehöriger Halben dieser Perioden in 
der Form 
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p p 

(124) {-2\E;ro1v -+ SvWl,P+')' ... ~ ~ (c;'ropy + SyWp,p+,,) 

.=1 .=1 
geschrieben und dessen Per.Ohar. (vgl. NI'. 16) mit (s) bezeichnet. 

Zwei Systeme (124), bei denen die Oharakteristenelemente s, c' 
und r;,r( den 2p Kongruenzen (122) genügen, sind einander kongruent 
nach den Perioden; zwei solche Per. o haI'. (13) und ('Yj) werden im 
folgenden als nicht verschieden angesehen. Es gibt dann im ganzen 
nur 22p verschiedene Per. Ohar. (s), als welche man diejenigen wählt, 
bei denen die Zahlen 13, s' nur die Werte 0 und 1 haben. 

Durch jede lineare ganzzahlige Transformation (39) geht ein 
System zusammengehöriger Halben der Perioden ro in ein System zu
sammengehöriger Halben der Perioden ro' über, dessen Per. Ohar. (s) 
in ihren Elementen 81'1 8~ durch die Kongruenzen 

p 

E", = ~ Cc"", E. + Cfl ,P+l' s.') (mod.2), 
1'=1 (125) 

p 
(i1'= 1, 2,,, .p) 

EI: =2': (CH ,«", s. + Cp+ll,p+"c,,') (mod.2) 
.=1 

bestimmt ist. Man sagt dann, daß die Per. Ohar. (s) durch die Trans
formation (39) in die Per. Ohar. (8) übergeht. Unter den 22p Per. 
Ohar. (E) nimmt dabei die Per.Ohar. (0), bei der 131 = ... = sp = s/ 
= ... = 13/ = 0 ist, den 22p - 1 anderen gegenüber eine Ausnahme
stellung ein, da sie und nur sie bei jeder Transformation in sich über
geht. Man teilt daher die 22p Per. Ohar. (s) in zwei Klassen; die 
erste Klasse besteht aus der einzigen Per. Ohar. (0), welche die un
eigentliche Per. Ohar. genannt wird, die andere aus den 22p - 1 
übrigen, welche die eigentlichen Per. Ohar. heißen. Unter der Summe 
(0) = (E1lb"') mehrerer Per. Ohar. (s), (r;), (b), ... wird jene Per. 
Ohar. verstanden, deren Elemente o,u, o~ durch die Kongruenzen 

(126) 01' - s,,, + r;,.. + b,« + "', 0/: === s~ + '1}/; + 6,: + . . . (mod.2) 
(i1'= 1, 2, .. . p) 

bestimmt sind. Man nennt gegebene Per. Ohar. (E), ('Yj), •.. unab
hängig, wenn nicht die Summe irgendeiner Anzahl derselben der un
eigentlichen Per. Ohar. (0) gleich ist. Eine Summe von v unter ge
gebenen Per. Ohar. (Sl), (S2)' ... wird auch eine Kombination vter Ord-

v 

nung dieser Per. Oha1'. genannt und mit (~E) bezeichnet. 
Bezeichnen weiter (13) und (r;) irgend zwei Per.Oha1'., (s) und (7j) 

die daraus durch die nämliche lineare ganzzahlige Transformation her-
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vorgehenden, so ist stets 
l' p 

(127) 2\E",ii,.' - E",''iJ",) = ~ (E","1",' - EI"'YJ",) (mod.2); 
#=1 1'=1 

~s bleibt daher der Ausdruck 
P 

:E(E1< 'I;' -.~ '11-'') 

(128) I E, "1 I = (- 1 Y'=1 

bei jeder linearen ganzzahligen Transformation semem Werte nach 
ungeändert. 

Zwei Per. Char. (E) und ('I) heißen syzygetisch oder azygetisch, 
je nachdem I E, '111 = + 1 oder - 1 ist. 

Es gelten dann die Sätze: 
Die uneigentliche Per. Char. (0) ist zu jeder der 22p Per. Char. 

syzygetisch; jede eigentliche Per. Char. (E) dagegen ist zu 211p-1 der 
Per. Char. syzygetisch, zu den 221'-1 anderen azygetisch. 

Unter den 22p Per. Char. sind stets 22p-r in vorgeschriebener 
Weise syzygetisch und azygetisch zu r gegebenen unabhängigen Per. 
Char.; durch ihr (syzygetisches oder azygetisches ) Verhalten zu 2 p 
unabhängigen Per. Char. ist also eine Per. Char. eindeutig bestimmt. 

24. Thetacharakteristiken. Zwei Funktiouen .ß-[E] ((v)) und .ß-['YJ]((v)), 
bei denen die Charakteristikenelemente 6, t/ und "1, Tl' den 2p Kon
gruenzen (122) gen ii gen , unterscheiden sich, wie oben bemerkt, auf 
Grund der Formel (119) nur um einen Faktor + 1; zwei solche Th. 
Char. werden im folgenden als uicht verschieden angesehen. Es gibt 
dann im ganzen nur 221' verschiedene Th. Char., als welche man die
jenigen wählt, bei denen die Zahlen E, E' nur die Werte 0 uud 1 
haben. 

Bei jeder linearen ganzzahligen Transformation entspricht nach (111) 
~iner Funktion .ß- [E ] (( v)),. eine Funktion {)- [~J(( '1/)),." die mit ihr durch 
eine Gleichung von der Form 

(129) .ß-[E]((V))" = C e-v.ß-[~]((v')),." 

verknüpft ist; dabei genügen die Elemente ~"" ~",' der Th. Char. [~] 
den 2p Kongruenzen: 

P 

~1-'-:2(Cl-'l.E" +CI-',p+~E~' +c",~c""p+~) (mod.2), 

(130) ~=1 
P 

~:= ~ (cH """ E~ + cp+""p+~ E,,' + cp+,u,I1C1H~',P+~) (mod.2), 
11=1 

(1'= 1, 2, .. , p) 
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auf Grund deren stets 

(131) (mod.2) 

ist; es bleibt daher der Charakter 

(132) 

p 

~.,..,,; 
Icl = (-1)~1=1 

einer Th. Char. oei jeder linearen ganzzahligen Transformation semem 
Werte nach ungeändert. 

Nennt man wie oben eine Th. Char. [cl gerade oder ungerade, 
je nachdem Icl = + 1 oder = - 1 ist, so zerfallen die 22 p Th. 
Char. in zwei Klassen, von denen die eine die gp geraden, die andere 
die up ungeraden enthält; die Anzahlen gp und up aber sind 65) 

(133) gp = 2p-l (2p + 1), up = 2P - I (2p -1). 

Unter der Summe [0] = [c1/~ ... ] mehrerer 'rh. Char. [cl, [1]], 
rn ... wird wieder jene 'Ih. Char. verstanden, deren Elemente 6,.., 6,..' 
durch die Kongruenzen (126) bestimmt sind. Man nennt gegebene 
Th. Char. [c], [1/], ... wesentlich unabhängig, wenn nicht die Summe 
einer geraden Anzahl derselben der Th. Char. [0] gleich ist. Eine 
Summe von v unter gegebenen Th. Char. [Cl]' [C2], ..• wird auch eine 

" 
Kombination vter Ordnung dieser Th. Char. genannt und mit ~E] be 
zeichnet. Die Kombinationen ungerader Ordnung heißen die wesent
lichen Kombinationen der gegebenen Th. Char. 

Drei Th. Char. [E], [1J], [~] heißen syzygetisch oder azygetisch, 
je nachdem der Ausdruck 

(134) IE, 1], ~l = IEI'I1JI'I~I'IE1J~1 
= + 1 oder = - 1 ist, je nachdem also von den vier Th. Char. [lj]~ 

[1J], [~], [C1J~] eine gerade oder ungerade Anzahl gerade (oder unge
rade) ist. 

25. Beziehungen zwischen den Per. Ohar. und Th. Char. Das 
verschiedene Verhalten der Per. Chru. und der Th. Char. bei linearer 
ganzzahliger Transformation zeigt sich vor allem darin, daß die Per. 
Char. (0) stets in sich übergeht, daß also symbolisch geschrieben 

(ö) = (0) ist, während die Th. Char. [0] in die Th. Char. l 0 J übergeht, 

65) Zuerst angegeben von Riemann in seiner Vorlesung von W.-S. 61/62, 
vgl. Ges. math. W. Nachtr. 1902, p. 7, später von Prym, "Riem. Thetaf.", III, 
p. 52, auch Borel, S. M. F. Bull. 26 (1898), p. 89; MOO1'e, Amer. M. 8. Bull. 1 
(1895), p. 252. 
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deren Elemente ~ ... , ~/,' durch die Kongruenzen 
p p 

(135) ~,u= ~ c ... .,c ... ,P+", ~};= ~ cp+,u,.,cp+,u,p+v (moa. 2) 
"=l ,,=1 

(1'= 1,2, . .. p) 

bestimmt sind. Für eine beliebige Per. Ohar. (E) und die aus den
selben Elementen gebildete Th. Ohar. [E] erhält man die Elemente 

~,u, ~ ... ' der transformierten Th. Ohar. [~] aus den Elementen '6
"

, '6 ... ' der 

transformierten Per. Ohar. ('6), indem man zu diesen die Größen ~ ... ' ~.n' 
addiert; es ist also symbolisch geschrieben [~] = ["80]. Gehen weiter 
die Per. Ohar. (E), (11 \, ... durch eine Transformation in die Per. Ohar. 
(i), (ij), ... über, so geht durch diese Transformation die Summe 
(EfJ ••. ) stets in die Summe (E~ ... ) über; gehen dagegen die Th. Ohar. 

[E], [1]], . " durch eine Transformation in die Th.Ohar. 0], [~], ... 
über, so geht die Summe einer ungeraden Anzahl [EfJ • •. ] von ihnen 

in l~~ ... ] über, die Summe [EfJ . •. ] einer geraden Anzahl dagegen 
in [o~~ ... ] Die Summe einer ungeraden Anzahl von Th. Ohar. trans-
formiert sich also wie eine Th. Ohar., die Summe einer geraden An
zahl von Th. Ohar. aber wie eine Per. Ohar. Man wird daher Th. 
Ohar. als Summeu einer ungeraden, Per. Ohar. als Summen einer ge
raden Anzahl gewil'ser ~'undamentalcharakteristiken darstellen, die dann 
bei einer Transformation als Th. Ohar. behandelt werden. 

Zwischen den für Per. Char. definierten Symbolen 1 E, '11 I und den 
für Tb. Obar. definierten 181 und \6, 11, ~ I bestehen, wenn die auftretenden 
Per. ehar. und Th.Ohar., (E), ('11), (~) und [8], ['11], m, die nämlichen 
Elemente haben, die Gleichungen 

1"1'\'111'\8'11\ = 18, '111, 
18, '11, ~I = 18, '111,1'11, ~I'I~, EI 

(136) 

und hieraus ergeben sich die weiteren 

(137) 18'11, E~: = IE, '11, ~I, I", "E, "'1]: = IE, '1]1, 
von denen die erste zeigt, daß mit den Th. Ohar. [8], ['1]], m immer 
gleichzeitig die Per. Char. (8'1]) und (8~) syzygetisch und azygetisch 
-sind, die zweite aber, daß mit den Per. Ohar. (E) und ('I]) immer gleich
zeitig die Th. Ohar. [x], ["8] und [x111 und zwar bei beliebiger Th. Ohar. 
[,,] syzygetisch und azygetisch sind; woraus noch folgt, daß drei 
syzygetische oder azygetische Th. Ohar. durch Addition einer belie
bigen Th. Ohar. wieder in drei syzygetische oder azygetische Th. Ohar. 
übergehen, daß also stets 
(138) luc, "'1], "~I = IE, '1], ~I ist. 
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Wenn zwischen drei Th. Ohar. [E], Eu], [J..] die Gleichung [E] = [ul] 
besteht, so sagt man auch, die Per. Ohar. (E) sei in die beiden Th. Ohar. 
[u] und [.1.] zerlegbar, und schreibt (E) = [u] + p.]. Bezüglich dieser 
Zerlegungen gelten die Sätze: 

Jede eigentliche Per.Ohar. läßt sich auf 22p-l Weisen in zwei, 
immer verschiedene Th. Ohar. zerlegen. 

Jede eigentliche Per.Ohar. läßt sich auf Up-l = 2P - 2(2P - 1 + 1) 
Weisen in zwei gerade, auf up_ 1 = 2P - 9 (2P - 1-l) Weisen in zwei 
ungemde, endlich auf gp-l + ~tp_l = 29p - 2 Weisen in eine gerade 
und eine ungerade Th. Ohar. zerlegen. 

Die uneigentliche Per. Ohar. (0) läßt sich auf 22p Weisen in zwei, 
immer gleiche Th.Ohar. zerlegen. 

Den zweiten Satz kann man auch so aussprechen: 
Addiert man zu den sämtlichen 29p Th. Ohar. eine beliebige der 

22p -1 eigentlichen Per. Ohar., so gehen dadurch von den Up geraden 
Th. Ohar. 2Up _l = 2p-l (2P- 1 + 1) wieder in gerade, die übrigen 
22p-2 in ungerade über, während andererseits von den up ungeraden 
Th.Ohar. 2up _ 1 = 2p - 1 (2p - 1 _ 1) wieder in ungerade, die übrigen 
22p-2 in gerade übergehen.66) 

Betrachtet man von den Zerlegungen einer gegebenen eigentlichen 
Per.Ohar. (E) nur die in zwei gleichartige Th. Ohar., also die Up-l 

Zerlegungen in zwei gerade und die up _ 1 Zerlegungen in zwei un
gerade Th. Ohar., so sagt man von den darin auftretenden 2Up _l ge
raden und 2up _ 1 ungeraden Th. Ohar., daß sie in der Gruppe (E) 
enthalten, und zwar von zwei Th. Ohar. [u] und [l], für welche 
(E) = [,,] + L J..] ist, daß sie in der Gruppe (E) gepaart enthalten seien. 
Es gibt dann im ganzen 22p - 1 Gruppen, von denen jede durch eine 
der eigentlichen Per. Ohar. bezeichnet wird, nnd bezüglich der in zwei 
und mehreren Gruppen gemeinsam enthaltenen Th. Ohar. gelten die 
folgenden Sätze 61): 

Sind die beiden Per.Ohar. (E) und (r;) azygetisch, so enthalten 
je zwei der drei Gruppen (E), (r;), (Er;) Up-l gerade und up _ 1 ungerade 
Th.Ohar. gemeinsam, von denen aber keine zwei gepaart auftreten; 
alle drei Gruppen haben keine Th. Ohar. gemeinsam und enthalten zu
sammen 3Up _l verschiedene gerade und 3up _ 1 verschiedene ungerade 
Th.Ohar. 

66) Zuerst aber ohne Beweis von Biemann in seiner Vorlesung vom W.-S. 
61/62 angegeben; Beweis von Prym, "Riem. Thetaf.", III; siehe aber auch Bie
mann, Ges. math. W. Nachtr. 1902, p. 61. 

67) Zuerst bei Jordan,,, Traite", § 821-825, wo noch weitere solche Sätze sich 
finden; hierzu Krazer, "Thetaf.", p. 259; vgl. auch Olitford, Math. Pap.1882, p.356. 
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Sind die beiden eigentlichen und verschiedenen Per. Ohar. (s) und 
('fj) syzygetisch, so treten in den drei Gruppen (s), ('I'j), (s1jl alle geraden 
und alle ungeraden Th. Ohar. auf, und zwar kommen von ihnen 
3·22p- S gerade und 3· 22p-~ ungerade Th. Ohar. nur in einer der 
ru'ei Gruppen vor, während die übrigen 4g -2 geraden und 4u 0 un-p p-. 
geraden Th. Ohar. allen drei Gruppen gemeinsam angehören. Diese 
4gp _ 2 geraden bzw. 4up _ 2 ungeraden Th. Ohar. ordnen sich in gp-2 
bzw. ttp _ 2 Systeme von je 4 derart, daß die 4 Th. Ohar. eines solchen 
Systems in jeder der drei Gruppen zwei Paare bilden.6B) 

26. Fundamentalsysteme von Per. Char. Ist für jedes Paar ver
schiedener Zahlen t-t und v von 1 bis n I a", a" 1= - 1, so heißt die 
Reihe der Per. Ohar. (al)' (a2) , .•• (a,,) eine azygetische; ist dann n 
gerade, so ist auch (an+!) = (ala2 ... a,,) zu allen n Per. Ohar. (a) 
azygetisch und man nennt (al), (a2), ... , (a .. ), (a"+l) eine geschlossene 
azygetische Reihe, da sie nicht erweitert werden kann. Auch folgt, 
daß die n Per. Ohar. einer azygetischen Reihe stets unabhängig sind, 
solange sie nicht geschlossen ist. 

Eine geschlossene azygetische Reihe von 2p + 1 Per.Ohar. heißt 
ein Fundamentalsystem von Per. Ohar. (F. S. von Per. Ohar.). Die 
Anzahl der verschiedenen F. S. von Per. Ohar. beträgt 

(139) N = (2 2p -1) (2 2p - 2 -1) ... (22 -1) 2p'. 
(2p + 1)! 

Die Summe aller 2p + 1 Per. Ohar. eines F. S. aber nicht die Summe 

68) Per. Char. und Th. Char. sind von Riemann in seiner Vorlesung vom 
W.-S.61/62 [Ges. math. W. Nachtr. 1902, p. 5, dazu auch Prym, Schweiz. Nat. 
Ges. N. Denkschr. 22 (1867)] eingeführt worden, der die letzteren schlechtweg 
"Charakteristiken", die ersteren "Gruppencharakteristiken" nennt, insofern als jede 
von ihnen zu einer Gruppe von solchen Produkten je zweier Abelschen Funk
tionen gehört, welche beim Überschreiten der Querschnitte der Riemannschen 
Fläche die nämlichen Faktoren annehmen. Da diese Faktoren durch die Summe 
der Th. Char. der beiden im Produkte vereinigten .Abelschen Funktionen bestimmt 
sind, so haben die Th. Char. aller Paare einer Gruppe dieselbe Summe. In 
diesem 8inne bei Weber nP = 3" und Noether [Erl. Ber. 10 (1878), p. 87 und 
11 (1879), p. 198; Math. Ann. 14 (1879), p. 248 und 16 (1880), p. 270), der die 
Th. Char. "eigentliche Charakteristiken" nennt. In der Bezeichnungsweise folgen 
wir Prym, der eine Per. Char. mit (~), eine Th. Char. mit [cl bezeichnet, wäh
rend Noether gerade umgekehrt verfährt. Die Unterscheidung zwischen Per. Char. 
und Th Char. ist schon bei Weber in der Bezeichnung unterlassen und wird in 
der Folge ganz verwischt, bis Noether [Math. Ann. 28 (1887), p. 372] wieder 
auf deren Notwendigkeit hingewiesen. Klein [Math. Ann. 36 (1890), p. 34, vorher 
schon bei Burkhardt, Math. Ann. 35 (1890), p. 208 u. 246] nennt die Per. Char. 
"Elementarcharakteristiken", die Th. Char. aber "Primcharakteristiken", näheres 
in Anm. 141. 
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von weniger unter ihnen ist der uneigentlichen Per. Ohar. (0) gleich. 
Jede der 2'1' - 1 eigentlichen Per. Ohar. läßt sich immer, und zwar 
auf ZWAi Weisen, als Summe von Per. Ohar. eines gegebenen F. S. 
darstellen. Die beiden Darstellungen enthalten zusammen alle 2p + 1 
Per. Ohar. des F. S. und zwar jede nur einmal; die eine enthält also 
stets eine gerade, die andere eine ungerade Anzahl von Per. Ohar.; 
die erstere werden wir (vgl. Nr.26) als die kanonische betrachten. 

Aus einem F. S. von Per.Ohar. (al)' (a,), ... (ajlp+1) geht immer 
wieder ein F. S. von Per. Ohar. hervor, wenn man irgendeine gerade 
Anzahl seiner Per. Ohar. (al), (a,l)' ... (a,2) durch die Per.Ohar. (sal ), 

(sa,l), ••• (S~2) ersetzt, wo (8) = (al alt ... all,t) ist. Man kann auf diese 
Weise von einem F. S. zu jedem beliebigen anderen gelangen. 

Durch eine lineare ganzzahlige Transformation geht aus einem 
F. S. von Per. Ohar. immer wieder ein F. S. von Per. Ohar. hervor. 
Man kann auf diese Weise von einem F. S. zu jedem beliehigen an
deren gelangen. 

Sind (al), (a,) , ... (asp+!) die 2p + 1 Per. Ohar. eines F. S. 
und bezeichnet man mit [n] die Summe der unter den 2p + 1 Th. 
Ohar. ["t], La,], ... [a,p+1] vorkommenden ungeraden Th. Ohar., so 

[ p+4~J 
werden von den Formen n + ~ a und ebenso von den Formen 
[ p+1±4"'J 
n + ~'a ,Q = 0, 1, 2, ... , die sämtlichen 91' geraden Th. Ohar. und 

[ 1'+2±4.(>J 
jede nur einmal; von den Formen n + ~ a und ebenso von den 

[ 1'+8± 4"'J 
Formen n + ~ a die sämtlichen u1' ungeraden Th. Ohar. und jede 
nur einmal geliefert. Von den 2p + 1 Th.Ohar. 

(140) [hl] = [nllt], [hll] = [taas], ... [hSp +1] = [nallp+l] 
sagt man, daß sie eine Hauptreihe von Th. Ohar. bilden, und man 
erhält, je nachdem p - 0, 1 oder = 2, 3 (mod. 4) ist, von den For-

men [',~f~J die sämtlichen geraden oder ungeraden Th. Ohar. und 
[4(>+8J 

jede nur einmal, von den Formen ~h die sämtlichen ungeraden 
oder geraden Th. Ohar. und jede nur einmal geliefert, während die 

Kom binationen gerader Ordnung (ih) (" = 1, 2, ... , p) die sämt
lichen 2'1' - 1 eigentlichen Per. Ohar. und zwar jede nur einmal lie
fern. Da [n] auch die Summe aller 2p + 1 Th. Ohar .. der Hauptreihe 
und daher zugleich mit diesen bekannt ist, so kann man aus (140) 
auch die Per. Ohar. des F. S. aus den Th. Ohar. der Hauptreihe be
rechnen in der Form 
(141) (al) = (nhl ), (a,l: = (nh,l ), ••• (n·2p+1) = (nhllP+l)' 
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27. Fundamentalsysteme von Thetacharakteristiken. Ein Fun
damentalsystem von Thetacharakteristiken (F. S. von Th. Char.) werden 
2p + 2 Th. Char. [ao'], [a/], ... [a'21'+1] genannt, die zu je dreien 
azygetisch sind, für welche also die Gleichungen I a/, a/.t', a~' I = - 1 
bestehen, sobald Ä, /L, v irgend drei verschiedene der Zahlen 0, 1, ... 
2p + 1 bezeichnen. Addiert man eine der 2p + 2 Charakteristiken 
eines F. S. von Th. Char. zu den 2p + 1 übrigen und faßt die 2p + 1 
entstehenden Charakteristiken als Per. Char. auf, so bilden dieselben 
ein F. S. von Per. Char. Addiert man umgekehrt zu den 2p + 1 Cha
rakteristiken eines ]!'. S. von Per. Char. und der uneigentlichen Per. 
Char. (0) eine willkürliche Charakteristik und faßt die 2p + 2 ent
stehenden Charakteristiken als 'rh. Char. auf, so bilden dieselben ein 
F. S. von Th. Char. Die Anzahl der verschiedenen F. S. von Th. Char. 
beträgt 

(142) 

Die Summe der 2p + 2 Th.OhaI'. eines F. S. ist [0]; dagegen sind 
weniger unter ihnen wesentlich unabhängig. In jedem F. S. von Th. 
Ohar. genügt die Anzahl s der ungeraden Th. Char. der Kongruenz 
s p (mod. 4). Ist umgekehrt s _ p (mod. 4), so gibt es 

, (2 21'_1)(221'-2._ 1) ... (2 2 _1) • 
(143) N = ---- --~1T2p+ 2 _ p.)! - 2 p 

P. S. von Th. Ohar., welche genau s ungerade Th. Öhar. enthalten. 
Bilden (ao'], [al']' .,. [a'21'+1] ein F. S. von Th. Chal·. und ist [n'] die 
Summe der ungeraden unter ihnen, so läßt sich jede beliebige Th. 
OhM'. [8] immer und zwar auf zwei Weisen darstellen in der Form 

[ P+2>'+lJ 
[EJ = n' +-,2' a' (v = 0, 1, 2, ... ) und es ist eine in dieser Form 
gegebene Th. Char. gerade oder ungerade, je nachdem v gerade oder 

[ 1'±4(l+1] 
ungerade ist, d. h. es werden von den Formen n' + ::E a' (() = 0, 1, 
2, ... ) die sämtlichen gp geraden Th. Char. und zwar jede zweimal, 

[ P±4Q+SJ 
von den Formen n + .:E a' die sämtlichen u1' ungeraden Th. Char. 
und zwar jede zweimal geliefert. 

Durch eine lineare ganzzahlige 'rransformation geht aus einem 
F. S. von Th. Char. immer wieder ein F. S. von Th. Ohar. hervor und 
zwar eines mit der gleichen anzahl ungerader Th. Ohar. Man kann 
~uf diese Weise von einem F. S. von 'rh. Char. mit s ungeraden Th. 
Ohar. zu jedem anderen derartigen gelangen.69) 

69) Das Verfahren von Weierstmß [zuerst bei Königsberger, J. f. Math. 64 
(1860), p.20, auch bei Pringsheim, Math. Ann. 12 (1877), p. 436], die IndizeIl 

Encyklop. d. math. Wis.ensch. II 2. 43 
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28. Gruppen von Periodencharakteristiken. Alle Kombinationen 
von r unabhängigen Per. Char. (El), (E2), ... (Er) bilden zusammen mit 
der uneigentlichen Per. Char. (0) eine Gruppe E von 2r verschiedenen 
Per. Char. Die Zahl r heißt der Rang, die Zahl 2r die Ordnung der 
Gruppe E, die r Per. Char. (El), (E2), ... (Er) oder irgend r andere 
unabhängige Per. Char. von E die Basis der Gruppe E. 

Diejenigen unter den ·Per. Char. von E, welche zu den sämtlichen 
2r Per. Char. von E syzygetisch sind 70), bilden die syzygetische Unter
gruppe A von E; ist 'In ihr Rang, so ist stets 'In = r (mod. 2) und 
zugleich stets 'In < p. Sind (1X1), (1X2), ... (IXm) eine Basis von A, so 
kann eine Basis von E stets in der Form (1X1), ... (IXrn), (ßl)' ... (ß2n) 

(m + 2n = r) dargestellt werden, wo die Per. Char. (ß) zueinander 
azygetisch sind; eine solche Basis wird eine normale genannt. 

Durch eine lineare ganzzahlige Transformation der Perioden geht 
aus einer Gruppe von Per. Char. immer wieder eine Gruppe von Per. 
Char. hervor; dabei bleibt nicht nur der Rang der Gruppe selbst, 
sondern auch der Rang ihrer syzygetischen Untergruppe ungeänderl. 

aller 22p Thetafunktionen durch Komposition von 2p + 1 ausgezeichneten zu 
bilden, ist das früheste Beispiel eines F. S. von Per. Char. Weiter erfuhr man 
sodann durch Prym [Schweiz. Nat. Ges. N. Denkschr. 22 (1867), p.11, dazu auch 
"Riem. Thetaf.", Einleitung p. VB] und später genauer durch die Veröffentlichung 
der Vorlesung Riemanns vom W -So 1861/62 (Ges. math. W. Nachtr. 1902, p.40), 
daß Riemann bereits in dieser F. S. von Per. Char. eingeführt und sich ihrer 
nicht nur im hyperelliptischen Falle, sondern auch im allgemeinen Falle p = 3 
bedient hat. Prym charakterisiert sie durch die Eigenschaft [ebenso Schottky, 
"Abr.", p. 18; dazu J. f. Math. 139 (1911), p. 13], daß es zu den 2p + 1 Per. Char. 
eines F. S. immer eine zunächst noch unbekannte Th. Char. [n] gibt, derart 

[ 
P+ll ~ 

daß eine '1'h. Char. von der Form n + ~ a J gerade ist) wenn I' = 0 oder 

1 (mod.4), ungerade, wenn /L- 2 oder 3 (mod.4) ist, und zeigt dann, daß die 
Th. Char. [n] gleich ist der Summe der ungeraden unter den 2 p + 1 Charakteri
stiken [aJ. Die Eigenschaft, daß die 2p + 1 Per. Char. eines F. S. paarweise 
azygetisch sind, wurde zuerst von Stahl [J. f. Math. 88 (1880), p. 273; vgl. dazu 
Riemann, Ges. math. W. Nachtr. p. 60 Anm. (10)] angegeben. 

Bei Weber "p = 3" bilden die 7 ungeraden Th. Char. [ß1]' [ß,), •.• [ß7] 
eines "vollständigen Systems" eine Hauptreihe, und da ihre Summe [p] ist, 80 

bilden die 7 Per. Char. (Pß1)' (pß2), ... (Pß7) ein F. S. von Per. Char. Auch die 
"ausgezeichneten" Systeme von 2p + 1 Charakteristiken bei Noethel' a. a. O. sind 
Hauptreihen von Th. Char. 

Zur Theorie der F. S. von Per. Char. und Th. Char. vgl. weiter Frobenius, 
J. f. Math. 89 (1880), p. 185; Prym, "Riem. Thetaf.", IV; Schottky, "Abr.", J. f. 
Math. 102 (1888), p. 304 und Acta math. 27 (1903), p. 235. 

70) lVlan wird bemerken, daß eine beliebige eigentliche Per. Char. entweder 
zu allen 2r Per. Char. einer Gruppe syzygetisch ist, oder zu 2r - 1 von ihnen 
syzygetisch, zu den anderen 2r - 1 azygetisch. 
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Man kann durch lineare Transformation von jeder Gruppe zu jeder 
anderen von gleichem Range und gleichem Range der syzygetischen 
Untergruppe gelangen. 

Zu den 2r Per. Char. einer Gruppe E vom Range r gibt es 22p - r 

Per. Char., welche zu allen Per. Char. von E syzygetisch sind, sie 
bilden selbst wieder eine Gruppe Z vom Range 2p _. r, die man die 
zu E adjungierte Gruppe nennt; es ist dann auch E die zu Z adjun
gierte Gruppe. Die Gruppen E und Z haben die syzygetische Unter
gruppe A gemeinsam und es ist diese zugleich ihr größter gemein
samer Teiler. Konjugiert zu einer Gruppe E vom Range r nennt man 
weiter eine solche Gruppe H vom Range 2p - 1', deren Basischarak
teristiken ('1]1)' ('1]2)' ... ('1]2 p_,.) zusammen mit den Basischarakteri
stiken (EI)' (E2), ... (Er) von E 2p unabhängige Per. Char. bilden. 
Sind je zwei Per. Char. einer Gruppe syzygetisch, so heißt die Gruppe 
selbst syzygetisch. Der Rang einer syzygetischen Gruppe kann nicht 
größer als p sein. Eine syzygetische Gruppe vom Range p heißt eine 
Göpelsche Gruppe. Die Anzahl der verschiedenen Gi1Jelschen Gruppen 
beträgt 

(144) G = (2P + 1) (2P - 1 + 1) ... (2 + 1). 

Für jede Gi1Jelsche Gruppe ist die adjungierte Gruppe mit der ur
sprünglichen identisch. 

29. Systeme von Thetacharakteristiken. Addiert man zu den 
sämtlichen Per. Char. einer Gruppe E eine beliebige Th. Char. [x] 
und faßt die entstehenden 2r Charakteristiken als Th. Char. auf, so 
sagt man von ihnen, daß sie ein System von 2r Th. Ohar. bilden. 
Man kann die 2r Th. Char. eines Systems auch als die wesentlichen 
Kombinationen von r + 1 wesentlich unabhängigen unter ihnen de
finieren. Aus einer Gruppe E vom Range r entstehen auf diese Weise 
im ganzen 22p-r verschiedene Systeme von Th. Ohar., welche zusammen 
alle 22p überhaupt existierenden Th. Oha1'. und jede nur einmal ent
halten; man sagt von ihnel1, daß sie einen Komplex bilden. Man er
hält die 22p - r Systeme des Komplexes und jedes nur einmal, wenn 
man an Stelle von [x] der Reihe nach die 22p-r Per.Ohar. einer zu 
E konjugierten Gruppe H treten läßt. Man nennt daher auch die 22p - r 

Systeme eines Komplexes zueinander konjugiert. Adjungiert heißen 
zwei Systeme von Th. Ohar., wenn jene zwei Gruppen von Per. Ohar. 
es sind, aus denen sie abgeleitet sind. 

Die aus einer Göpelschen Gruppe von Per. Cha1'. abgeleiteten 
Systeme von Th. Char. werden Göpelsche Systeme genannt. In jedem 
Komplexe von 2p Göpelschen Systemen gibt es eines, das aus 2p ge-

4S· 
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raden Th. Ohar. besteht; jedes der 2P - 1 anderen enthält 2p - 1 ge
rade und 2p-l ungerade Th.Ohar. 

Ist A eine syzygetische Gruppe von Per. Ohar. vom Range m, so 
gibt es in dem zugehörigen Komplexe von 2 2p - 11I Systemen von Th. 
Ohar. 21~ (q = P - m), deren 2m Th. Ohar. jedesmal sämtlich von dem
selben Oharakter sind, und zwar 9q= 2q-1 (22 + 1) Systeme, die aus lauter 
geraden und uq = 2q-1 (22 ~ 1) Systeme, die aus lauter ungeraden Th. 
Ohar. bestehen. Sind (a) (/-, = 1,2, ... 2m) die 2'" Per. Char. der 
Gruppe A, (af'b,) (/-, = 1,2, ... 2m ; V = 1,2, ... 22q) die 2 2p -,,, Per. 
Ohar. der adjuugierten Gruppe (vgl. NI'. 36) und geht eines der 2 2q ge
nannten Systeme aus A durch Addition der Th.Ohar. [x] hervor, so 
erhält man alle 2 2q durch Addition der 22q Th. Ohar. [xb,l Diese 22 <J" 

Systeme von je 2m Th. Ohal·. gleichen Oharakters verhalten sich wie die 
222 q-reihigen Th. Ohar .. Sind [Xl]' [if\l], [xs] drei syzygetische oder azy
getische Th. Ohar., so können die ihnen entsprechenden Systeme Ku 
~, Ks selbst zueinander syzygetisch oder azygetisch genannt wer
den, da es irgend drei aus ihnen entnommene Th. Obar. sind. Man 
kann jetzt weiter aus den 22 2 Systemen auf mannigfache Art 2q + 2 
zu je dreien azygetische herausgreifen; diese hilden dann ein Fundamen
talsystem in dem gleichen Sinne, wie die 2 q + 2 zu je dreien azyge
tische q-reihige Th. Ohar, indem man aus ihnen jedes der übrigen Systeme 
zusammensetzen kann und von einer Schar von Formen die sämtlichen 
geraden, von einer zweiten die sämtlichen ungeraden Systeme geliefert 
werden. Oder man kann auch Hauptreihen von 2q + 1 Systemen bilden, 
welche von gleichem Oharakter und zu je dreien azygetisch sind; ihre 
Kombinationen 5., 9., ... Ordnung liefern dann jene Systeme, welche 
von gleichem, die Kombinationen 3., 7., ... Ordnung jene, welche von 
entgegengesetztem Oharakter sind wie die Systeme der Hauptreihe. 

Durch die beiden Prozesse der linearen Transformation und der 
Addition einer. Th. Ohar. zu den sämtlichen Th. Ohar. eines Systems 
geht ein System von Th. Ohar. immer wieder in ein System von 
Th. Ohar. über. Man kann insbesondere auf diese Weise von jedem 
Göpelschen Systeme zu jedem anderen gelangenY) 

30. Änderung des Querschnittsystems einer Riemannschen 
Fläche. Da die Periodizitätsmodulen milU (u = 1, 2, ... 2p) eines 
Integrals 1. Gattung u,• an den 2p Querschnitten der Riemannschen 

71) Zu Art. 29 u. 30: Frobenius, J. f. Math. 96 (1884), p. 81 i auch Sclwttky, 
J. f. Math. 102 (1888), p. 304 uud Acta math. 27 (1903), p. 235. Zur Cho.ra.kte
ristikentheorie überhaupt Brill und Noether, D. M. V. Jahresber. 8 (1894), Ab
schnitt IX. Eine geometrische Deutung der Charakteristiken theorie bei Goble, 
Amer. M. S. Trans. 14 (1913), p. 241. 
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Fläche stets die Werte dieses Integrals auf gewissen geschlossenen 
Wegen sind, so müssen sich die bei irgendeiner anderen Wahl der 
Zerschneidung auftretenden neuen Periodizitätsmodulen ro'.« ce homogen 
und linear mit ganzzahligen Koeffizienten aus den Ul'sprünglichen zu
sammensetzen lassen und diese Koeffizienten müssen infolge der zwischen 
den ro und zwischen den ro' bestehenden bilinearen Relationen den Be
dingungen (40) der Transformationszahlen genügen.72) Es entspricht 
also jeder Änderung des Querschnittsystems eine ganzzahlige Trans
formation, und da sich aus demselben Grunde wie vorher auch die ca 
ganzzahlig aus den ro' zusammensetzen lassen müssen, so ist die in 
Rede stehende Transformation eine lineare. Daß umgekehrt aber auch 
jeder linearen ganzzahligen Transformation eine Änderung des Quer
schnittsystems der Riemannschen Fläche entspricht, beweist man, in
dem man es von jenen einfachen Transformationen zeigt, aus denen 
sich nach Nr. 12 jede beliebige lineare ganzzahlige Transformation zu
sammensetzen läßt.73) 

31. Die Gruppe der mod. 2 inkongruenten Transformationen. 
Wenn man die Wirkung einer Änderung des Querschnittsystems oder, 
was nach Vorigem dasselbe, einer linearen ganzzahligen Transformation 
auf die 22p aus halben Zahlen gebildeten Per. Char. (E) oder Th. Char. 
[E] untersucht, so erscheinen zwei Transformationen T und T', deren 
Transformationszahlen ca(f und c'a(f (a, ß = 1,2, ... 2p) den 4p2 Kon
gruenzen ccciJ == C~I~ (mod. 2) gelliigen, als äquivalent, weil sie eine 
gegebene Charakteristik (E) bzw. [E] in die nämliche neue (8) bzw. [S] 
überführen. Sieht man deshalb zwei solche Transformationen T und 
T' als nicht verschieden an, so reduziert sich die unendliche Gruppe 
der linearen ganzzahligen Transformationen auf eine endliche, welche 
die Gruppe G der mod. 2 inkongruenten linearen ganzzahligen Trans
formationen genannt wird und dio auch definiert werden kann durch 
die Gesamtheit aller jenen Gleichungensysteme 

(145) ( ft == 1,2, . .. P) 
((~ 1,2,···2p 

deren Koeffizienten Edi1 ausschließlich die Werte 0, 1 besitzen und den 
]J (2 p - 1) Kongruenzen 

72) DaB die Bedingungsgleichungen (40) bei jeder Querschnittänderung 
zwischen den Koeffizienten der die wund w' verbindenden linearen Gleichungen 
bestehen, hat ohne Hilfe der Integrale mit rein geometrischen Hilfsmitteln der 
analysis situs Wellstein bewiesen [Math. Ann. 52 (18!)!), p. 433]. 

73) Thomae, Z. f. Math. 12 (1867), p. 372; J. f. Math. 75 (1873), p. 230. 
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genügen. 

Die Ordnung der Gruppe G ist 

(147) .Q, = (2 2P - 1) (2 2p - 2 - 1) ... (22 - 1) . 2P2. 

Die Gruppe G ist holoedrisch isomorph zu der Gruppe H jener 
Substitutionen der Per. Char., durch welche je zwei syzygetische Per. Char. 
wieder in zwei syzygetische und je zwei azygetische Per. Char. wieder 
in zwei azygetische übergehen. Als erzeugende Substitutionen der 
Gruppe H können die 22p Substitutionen S. dienen, welche eine Per. 
Char. (x) ungeändert lassen, wenn Cx) zu (e) syzygetisch ist, dagegen 
(x) in (ex) überführen, wenn (x) zu (e) azygetisch ist. Die Gruppe H 
ist als Substitutionsgruppe aller 22p Per. Char. intransitiv, da die un
eigentliche Per. Char. (0) stets in sich iibergeht; hinsichtlich der 22p -1 
eigentlichen Per. Char. ist sie transiti,:. 

Faßt man die Th. Char. ins Auge, so entspricht der Substitution 
S. jetzt eine Substitution der Th. Char. S:, welche eine gerade (unge
rade) Th. Char. [x] mit [xc] vertauscht, wenn auch [xc] gerade (unge
rade) j sb, dagegen [x] ungeändert läßt, wenn [x c] ungerade (gerade) ist. 
Die von diesen 22p erzeugenden Substitutionen S; gebildete Gruppe H' 
ist dann gleichfalls mit G holoedrisch' isomorph. Sie kann auch defi
niert werden 74) als die Gruppe jener Substitutionen, welche 1. eine ge
rade Th. Char. wieder in eine gerade, eine ungerade Th. Char. wieder 
in eine ungerade, 2. drei syzygetische Th. Char. wieder in drei syzy
getische, drei azygetische Th. Char. wi~der in drei azygetische über
führen und bei welchen 3., wenn die Summe einer geraden .Anzahl 
aus den ursprünglichen '1'h. Char. = [0] ist, dies dann auch für die 
Summe der entsprechenden neuen stattfindet. Die Gruppe Hf ist als 
Substitutionsgruppe aller 22p Th. Char. intransitiv, da die geraden Th. 
ehar. unter sich und ebenso die ungeraden Th. Char. unter sich per
mutiert werden. Hinsichtlich der geraden Th. Char. ist sie transitiv, hin
sichtlich der ungeraden zweimal transitiv. 

Im Falle p = 2 ist die Gruppe Hf holoedrisch isomorph mit der 
Gruppe der 720 Vertauschungen von 6 Elementen; in Übereinstimmung 
damit ergibt für diesen Fall die Gleichung (147) den Wert .Q, = 720. 
Man weiß, daß diese Gruppe die Gruppe der 360 geraden Permuta-

74) Frobeniu8, J. f. Math. 89 (1880), p. 187. 
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tionen als Normalteiler enthält. Daß für p > 2 die Gruppe G eine 
einfache ist, hat Jordan bewiesen.15) 

32. Monodromie der Verzweigungspunkte. Betrachtet man die 
Verzweigungspunkte einer Riemannschen Fläche als veränderliche 
Größen, so werden die Periodizitätsmodulen der Integrale Funktionen 
derselben, welche bei stetiger Änderung der die Querschnitte vor sich 
herschiebenden Verzweigungspunkte sich gleichfalls stetig ändern. Ist 
schließlich jeder Verzweigungspunkt wieder an eine Stelle gerückt, 
wo früher ein Verzweigungspunkt, er selber oder ein au derer, gewesen 
ist, so ist aus dem ursprünglichen Querschnittsystem ein neues her
vorgegangen, von dem man sagt, es sei aus ihm durch Monodromie 
der Verzweigungspunkte entstanden. 

Im Falle p = 2 gilt der Satz, daß sich alle Querschnittsände
rungen auf die angegebene Weise durch Monodromie der Verzweiguugs
punkte erzielen lassen. Man beweist ihn, indem man berücksichtigt, 
daß allen Querschnittsänderungen, wie oben gezeigt, lineare ganzzahlige 
Transformationen entsprechen, und nun von den 4 erzeugenden Trans
formationen, aus denen sich nach Nr.12 alle linearen ganzzahligen 
Transformationen zusammensetzen lassen, im einzelnen dartut, daß die 
durch sie erzielte Querschnittsänderung auch durch Monodromie der 
Verzweigungspunkte erreicht werden kann.16) 

Es entsprechen solchen Monodromieänderungen, welche die gleiche 
Permutation der 6 Verzweigungspunkte hervorbringen, Transformationen, 
welche einander mod. 2 kongruent· sind, solche~ Monodromieände
rungen also, bei denen jeder der 6 Verzweigungspunkte wieder an 
seine alte Stelle kommt, Transformationen, welche der Identität 
mod. 2 kongruent sind. Den 720 Permutationen der 6 Verzweigungs
punkte aber entsprechen die 720 mod. 2 inkongruenten Transforma
tionen.77) 

75) Zu diesem Paragraphen Jordan, "Traite", Paris C. R. 88 (1879), p. 1020 
u. 1068, J. de 1'Ec. polyt. 46 (18'j'9), p. 35, Math. Ann. 1 (1869), p. 583. Jordans 
"Groupe abelien" Art. 217-223 ist die Gruppe G, während die in den Art. 230 
bis 239 gegebene "zweite Definition" sich mit der Definition der Gruppe H 
deckt; endlich ist der in Art. 318-335 behandelte "Groupe de Steiner" mit 
der Gruppe H' identisch; vgl. dazu Dickson, Amer. M. S. Trans. 3 (1902), p. 38 
u. 377; Amer. M. S. BuH. 4 (1898), p. 495. 

Hinsichtlich der Wirkungen der ,Substitutionen der Gruppe H auf die 
F. S. von Per. Char. und Gruppen von Per. Char. und ebenso der Substitutionen 
der Gruppe H' auf die F. S. von Th. Char. und Systeme von Th. Char. siehe bei 
diesen. 

76) B,wkhardt, Math. Ann.35 (1890), p. 213, Jordan, "Traite", p. 360. 
77) Man wird dazu bemerken, daß die von Jordan p. 360 angegebenen Er-
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Der Satz, daß jede Querschnittsänderung durch Monodromie der 
Verzweigungspunkte erzielt werden kann, gilt nicht mehr im hyper
elliptischen Falle p = 3. In diesem Falle verschwindet für (v) = (0) 
eine der 36 geraden Thetafunktionen (Nr. 74). Da die Gruppe H' in 
bezug auf die geraden Th. Char. transitiv ist, so kann man durch 
passende lineare Transformation, also durch passende Wahl des Quer
schnittsystems, jede der 36 geraden Thetafunktionen an ihre Stelle 
bringen. Die sämtlichen möglichen Querschnittsysteme zerfallen da
durch in 36 Klassen, derart daß bei allen Querschnittsystemen einer 
Klasse die nämliche gerade Thetafunktion verschwindet. Nur solche 
Querschnittsänderungen, welche von einem Querschnittsystem zu einem 
anderen der nämlichen Klasse führen, können durch Monodromie der 
Verzweigungspunkte erzielt werden.78) 

Im allgemeinen Falle p = 3 dagegen kann man die Koeffizienten 
der Grundgleichung von irgendwelchen Anfangswerten beginnend durch 
stetige Änderung so zu diesen zurückführen, daß dabei das irgendeiner 
ursprünglichen Zerschneidung der Riemannschen Fläche entsprechende 
System von Periodizitätsmodulen m in das irgendeiner anderen Zer
schneidung entsprechende m' übergeht.79) 

33. Thetafunktionen höherer Ordnung mit halben Charakte
ristiken. Eine Thetafunktion nter Ordnung mit der Charakteristik [s] 
ist eine einwertige und für endliche v stetige. Funktion e" [8] ((v)) der 
komplexen Veränderlichen vll v2 , ••• vp ' welche bei beliebigen ganz
zahligen ", ,,' der Gleichung 

@,,[eJ((v+ (2xD 
p P P P 

-n~ ~alt,llty.l('Y.!l'-2n ~Y.,!t'IJf(,+ ~(Y.;lt:!(,-Y.,tlE;(l:r.i (148) 
= @n[sHv))e ,,=1,,'=1 ,,=1 ,,=1 

genügt. Solche Funktionen gibt es zu gegebenem [8] unendlich viele, 
die sich aber aus nP linear unabhängigen linear zusammensetzen lassen. 
Unter ihnen sind die wichtigsten diejenigen, die gerade oder ungerade 
Funktionen ihrer Argumente sind. Bezüglich dieser gilt der Satz: 

Ist n gerade, so gibt es zu der Charakteristik [0] 

9 = -Hnp + 2P) linear unabhängige gerade und 
(149) 

lt = -} (np -- 2P) linear unabhängige ungerade 
-----

zeugenden unter diesen Transformationen nur jene liefern, bei denen caa =::; 1 
(mod. 4), caf> = 0 (mod. 2) ist, also nur einen Teil der die MODodromiegruppe 
umfassenden arithmetischen Gruppe. 

78) Jordan, "Traite", p. 364; Klein, Math. Ann. 36 (1890), p. 48, ThOlnp80n, 
Diss. Göttingen 1892 = Amer. J. 15 (1893;. p. 91. 

79) Klein, a. a. O. p. 47. 
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Thetafunktionen nter Ordnung, während für jede andere Charakteristik [E] 
9 = ~-nP linear unabhängige gerade und 

(150) 
u = -! nP linear unabhängige ungerade 

solche Funktionen existieren. Ist n ungerade, so gibt es 
Charakteristik [E] 

zu gerader 

(151) 
9 = Hn p + 1) linear unabhängige gerade und 

u = t(nP - 1) linear unabhängige ungerade, 

dagegen zu ungerader Charakteristik [E] 

(152) 
9 = ·Hnp - 1) linear unabhängige gerade und 

u = -!(np + 1) linear unabhängige ungerade 
Thetafunktionen nter Ordnung. SO) 

Eine gerade hzw. ungerade Thetafunktion nter Ordnung mit der 
Charakteristik [E] läBt sich also aus 9 bzw. U linear unabhängigen 
solchen Funktionen linear zusammensetzen mit Hilfe von Koeffizienten, 
die von den Variablen 1~ unabhängig sind. 

Eine beliebige Thetafunktion nter Ordnung mit der Charakteristik 
[E] aber kann auf Grund der Gleichung 

(153) 
@n[c]~v~ = H@n[EHv] -I- On [cH- v») 

+ H@,,[c] ~v] - On [8H- v]) 

in die Summe einer geraden und einer ungeraden solchen Funktion 
zerlegt und daher gleichfalls aus den vorher genannten 9 + u = nP 

linear unabhängigen geraden und ungeraden zur Charakteristik [c ] 
gehörigen Thetafunktionen nter Ordnung zusammengesetzt werden. 

Aus der Gleichung (148) folgt für (v) = - {x} 
(154) 0 n [8]((+ {x}))=lxin'!8,xl'@n[8J((- {x})) 

und man schlieBt daraus S1): 

Die geraden Thetafunktionen gerader Ordnung mit der Charak
teristik [c] verschwinden für alle solchen Systeme {x} korrespondie
render Halben der Periodizitätsmodulen, deren Per. Char. (x) zur Per. 
Ohar. (8) azygetisch ist; die ungeraden für solche, deren Per. Char. (x) 
zu (8) syzygetisch ist. 

Für die geraden Thetafunktionen gerader Ordnung mit der Cha
rakteristik [0] sagt der Satz nichts aus; die ungeraden Thetafunktionen 
gerader Ordnung mit der Charakteristik [0] verschwinden aber für 
alle Systeme korrespondierender Halben der Periodizitätsmodulen. 

80) Für p = 2 zuerst vollständig bei T,Veber, Math. Ann. 14 (1879), p. 175, 
für b~liebiges p bei Schottky, "Abr.", p. 9. 

81) Humbert, J. de ~Iath. p. (1893), p. 38. 
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Die geraden Thetafunktionen ungerader Ordnung verschwinden 
bei gerader Charakteristik [E], sobald [XE] ungerade, und bei unge
rader Charakteristik [E], sobald [UE] gerade ist; sobald also [E] und 
[XE] von verschiedenem Charakter sind. Die ungeraden Thetafunk
tionen ungerader Ordnung verschwinden bei gerader Charakteristik [E], 
sobald auch [XE] gerade, und bei ungerader Charakteristik [E], sobald 
auch [XE] ungerade ist, sobald also [E] und [XE] von gleichem Cha
rakter sind. 

34:. Thetarelationen. Die algebraische Mannigfaltigkeit M p ' Ein 
Produkt .ßo [E1] ((v)) 3'[Es] ((v)) ... .ßo[EJ ((v)) von n Thetafunktionen mit den 
Charakteristiken [Et], [Es], ... [En], die auch teilweise oder alle ein-
ander gleich sein können, ist eine Thetafunktion nter Ordnung mit der 
Charakteristik [EI Es ... En]. Umgekehrt können auf Grund dessen alle 
zu einer Charakteristik [E] gehörigen Thetafunktionen nter Ordnung 
als homogene ganze rationale Funktionen nten Grades der ll'unktionen 
.ß-[iHv)) dargestellt werden. Da es nun hierbei zu einer bestimmten 
Charakteristik [E] und einer bestimmten Ordnung n mehr homogene 
ganze rationale Verbindungen der Thetafunktionen erster Ordnung als 
linear unabhängige Thetafunktionen von der Ordnung n gibt, so ge
langt man zu linearen Beziehungen zwischen jenen "(Thetarelationen). 
Die gleichen Überlegungen gelten, wenn man von Thetafunktionen 
höherer Ordnung ausgeht, und führen zu dem Satze, daß zwischen 
p + 2 Thetafunktionen beliebiger (aber gleicher) Ordnung und be
liebiger (aber gleicher) Charakteristik sicher eine algebraische Relation 
besteht, welche durch Nullsetzen einer aus ihnen gebildeten homo
genen ganzen rationalen Funktion gegeben wird.sb) 

Die geraden Thetafunktionen gerader Ordnung von der Charakte
ristik [0] sind als homogene ganze rationale Funktionen der Quadrate von 
21' Thetafunktionen erster Ordnung darstellbar, wenn nur diese 21' Theta
quadrate linearunabhängigsind.8l!) Man kann ferner jeden2p-fach perio
dischen Thetaquotienten auf die Form tP + "lJ! Y X bringen, wo <P, 
"lJ!, X homogene rationale Funktionen Oten, - 2ten, 4ten Grades der 
vorhergenannten 21' Thetaquadrate bedeuten. Daraus folgt, daß die 
algebraischen Gleichungen zwischen den Thetaquadraten eine geeig
nete Grundlage für die Untersuchung des Körpers der zugehörigen 

81a) über den Grad dieser Gleichung siehe Poincare, J. de Math. 15 (1895), 
p.226. 

82) Frobenius [J. f. Math. 96 (1884), p. 106] hat ohne Beweis angegeben. 
daß 21' Thetaquadrate, deren Charakteristiken ein System von Th. Char. (Nr. 29) 
bilden, linear unabhängig sind; für Göpelsehe Systeme zeigt es auch Kraser, 
"Thetaf. ", p. 365. 
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2p-fach periodischen Funktionen geben. Diese Gleichungen bilden in 
ihrer Gesamtheit einen Modul, dessen charakteristisch.e Funktion 1m 
Sinne Hilberts 83) durch 

(155) x(m} = 2P - 1 (1 + mP) 
gegeben ist, wenn m den Grad der Gleichung bedeutet. Die Glei
chungen geraden Grades des Moduls sind sämtlich rationale Folge
rungen derjenigen vierten Grades. 

Setzt man die 2p linear unabhängigen Thetaquadrate proportional 
den homogenen Punktkoordinaten eines Raumes von 2'1' - 1 Dimen
sionen, so wird in diesem Raume dadurch eine algebraische Mannig
faltigkeit von p Dimensionen definiert, welche mit Mp bezeichnet 
werden soll und welche durch die Relationen vierten Grades zwischen 
den 2" Thetaquadraten vollständig definiert ist. Sie ist von der Ord
nung p! 2p-l und ist eine Verallgemeinerung der Kummersehen Fläche, 
in welche sie für p = 2 übergeht (s. Nr.68) nnd deren wesentliche 
Eigenschaften, insbesondere hinsichtlich ihrer Kollineationen und Kor
l'elationen, bei ihr wiederkehren. 

Jedem Wertesysteme (v) entspricht ein und nur ein Punkt von 
Mp; jedoch umgekehrt einem Punkte von Hp unendlich viele Werte
systeme (v), welche alle in der Form 

'P 

± v,, + :2 %ya"v+ Ä",.;i, (p. = 1,2, .. . p) 
,,=1 

enthalten sind, wo die % und 1 beliebige gauze Zahlen bezeichnen 
Von den (v) wird also Mp (abgesehen von ganzen Vielfachen der Pe
rioden) zusammenhängend doppelt überdeckt, indem (v) und (- v) 
die nämliche Stelle liefern. Die bei den Überdeckungen bilden zu
sammen eine geschlossene, relativ zu M p unverzweigte Mannigfaltigkeit, 
können aber in der Umgebung jeder nicht singulären Stelle geson
dert werden; dazu kann u. a. jede ungerade Thetafunktion verwendet 
werden. 

Die Hp hat bei allgemeinen al' y keine anderen singulären Stellen 
als diejenigen, welche den 22p Systemen korrespondierf'nder Halben 
der Periodizitätsmodulen entsprechen; diese erweisen sich als 2'1'-1_ 
fache Punkte von Hp' 

Setzt man ein beliebiges Thetaquadrat gleich Null, so wird da
durch aus Hp eine Mannigfaltigkeit von p - 1 Dimensionen heraus
gegriffen, deren Ordnung p!2P - 2 ist und die doppelt gezählt der voll
ständige Schnitt von Hp mit einer linearen Mannigfaltigkeit 14p-2 

83) Hilbert, Math. Ann. 36 (1890), p. 479. 
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ist. Setzt man zur Abkürzung 2p - 1 = N, pl2p - I = mund 
nimmt die Ordnungszahl in die Bezeichnung der Mannigfaltigkeit als 
oberen Index auf, so besitzt M,;, den 16 längs Kegelschnitten beriih
renden ausgezeichneten Ebenen einer Kwmnerschen Fläche entspre
chend, 22p längs einer ]l!1;~21 berührende RN-I. Und den bei den 
Kummerschen Flächen auftretenden Konfigurationen (16)6 analog bilden 
hier die 22p singulären Punkte der Mp mit den eben genannten singu
lären RN - 1 eine Konfiguration (22p)2P-l(2P -1) derart, daß je 2 P - 1 (2P -- 1) 
der 22p Punkte auf einer der RN _ 1 liegen und je 2P - 1(2P - 1) der 
22p RN - 1 durch einen der Punkte hindurchgehen. 

Endlich geht die Mp ' wie die Kummersche Fläche, durch 22p. 

Kollineationen, die eine Gruppe bilden, in sich über und ebenso 
durch 22p Korrelationen, von denen ttp = 2P- 1 (2P -1) Nullsysteme 
und gp = 2p - 1 (2P + 1) Polarsysteme sind. 

Ein vollständiger Schnitt der Mp mit p - 1 algebraischen Mannig
faltigkeiten von 2p -- 2 Dimensionen hat im allgemeinen das Geschlecht 

p-l 

(156) 7r = pI2p-21~ln2 .•• n p _ 1 2'n; + 1, 
i=1 

wo nl) n2 , ••• np _ 1 die Ordnungen der schneidenden Mannigfaltigkeiteu 
sind; im Falle, daß alle n = 1 sind, ist also 

(157) % = p12p - 2 (p - 1) + 1. 

Jede geschlossene Kurve auf der JJlp führt entweder schon nach 
einmaliger Durchlaufung zu den Anfangswerten der v zurück (ab
gesehen von ganzen Perioden) oder erst nach zweimaliger. Das erstere 
tritt jedenfalls immer dann ein, wenn die beiden Überdeckungen der 
M p mit den v längs der gezogenen Kurve völlig getrennt verlaufen, 
diese also durch keinen singulären Punkt der M p hindurchgeht. Die 
Entscheidung kann auf algebraischem Wege in jedem Falle durch 
irgendeine ungerade Thetafunktion oder die früher eingeführte Form 

VX getroffen werden. 
Die Ordnung einer algebraischen Kurve auf der M p ist im ersten 

Falle stets von der Form 2mp, im zweiten Falle von der Form mp, 
wo m eine bestimmte ganze, für die Kurve charakteristische Zahl ist. 
Im ersten Falle soll die Kurve selbst, im zweiten E:alle dagegen jenes 
Gebilde, welches allßer den algebraischen Formen auf der Kurve auch 
noch die Form yx enthält, als Gebilde G auf der Mp bezeichnet 
werden. 

Dieses algebraische Gebilde G von einer Dimension ist dann von 
der Ordnung 2 mp; auf ihm smd die v unverzweigte allentbalben 
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endliche Funktionen, die sich beim Durchlaufen geschlossener Wege 
nm' um additive Konstanten ändern, also Integrale 1. Gattung. Das 
Geschlecht q von G ist also im allgemeinen > P; G ist aber von spe
zieller Art, da es auf ihm Systeme von p Integralen 1. Gattung gibt, 
deren Perioden sich aus den 2p Thetaperioden ganzzahlig zusammpn
iletzen. Umgekehrt gibt jedes algebraische Gebilde, auf welchem p 
solche Integrale 1. Gattung existieren, durch Einsetzen derselben für 
die Argumente v in die Thetafunktionen ein Gebilde G auf der Np' 

Damit ist der Zusammenhang der allgemeinen Thetafunktionen 
von p Veränderlichen mit speziellen algebraischen Gebilden höheren 
Geschlechts hergestellt; von diesem wird später weiter die Rede sein 
(s. Nr. 114: u. 118). 

Das Gebilde Mp wurde erstmals von Klein in einer Vorlesung 
vom W. S. 1886/87 84) in Betracht gezogen und im Anschlusse daran 
zuerst für den Fall p = 3 und sodann für beliebiges P von Wirtinger 85) 

näher behandelt. Seine Verknüpfung mit einem eindimensionalen al
gebraischen Gebilde G rührt von Wirtinger her.86) 

Wirtin ger hat die Aufgabe gestellt, in ähnlicher Weise die alge
braischen Relationen zu untersuchen, welche zwischen den Nullwerten 
der geraden Thetafunktionen bestehen. Auch ihre Gesamtheit bildet 
einen Modul und dieser definiert eine algebraische Mannigfaltigkeit 
von fP(P + 1) Dimensionen, die entsteht, wenn man die Modulen a 
alle mit der Konvergenzbedingung verträglichen Werte annehmen läßt. 

Endlich kann man aber auch nach dem Modul jener Relationen 
fragen, welche zwischen den Thetaquadraten bestehen, wenn man diese 
als Funktionen sämtlicher Größen v und a betrachtet. Die Formen 
dieses Moduls, der aber erst für p 24 zustande kommt, besitzen rein 
numerische Koeffizienten und definieren eine algebraische Mannig
faltigkeit von P + fP(P + 1) = tp(p + 3) Dimensionen. 

35. Additionstheoreme der Thetaquotienten. Das Produkt 
;{}-[x]((u + v)) -&[l]((u - v)) ist als Funktion der Variablen ~, betrachtet 
eine Thetafunktion zweiter Ordnung mit der Charakteristik [xl] und 
daher linear und homogen durch 2p linearunabhängige solche Ftmk
tionen z. B. durch 2p linearunabhängige Thetaprodukte -&[EI'] ((u)) 
4J'[XlE/,]((U)) (p, = 1,2, ... 2P) darstellbar. Da das gleiche auch in 
bezug auf die Variablen v gilt, so schließt man, daß sich das ein
gangs genannte Produkt in der Gestal't 

84) Vgl. Reichardt, N. Acta Leop. 50 (1887), Nachtrag p.483. 
86) Gött. Nachr. 1889, p. 474, Monatsll. f. Math. 1 (1890), p. 113. 
86) nThetaf.", Acta math. 26 (1902), p .. 144. 
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(158) 
2P 2P 

~[,,]((U + v)) ~[l]((u - v)) 

= ~ L,' c,uv ~r E,.J((U)) ~["lE,u]((u)) ~ [fJ~]((v)) ~["lfJv] ((v)) 
,u=lv=l 

durch die Funktionen .ß'[c]((u)), ~[fJ]((v)) darstellen läßt. Die Bestim
mung der von den Variablen u, v unabhängigen Koeffizienten c,uv kann 
geschehen, indem man in (158) an Stelle dieser Variablen Systeme zu
sammengehöriger Halben der Periodizitätsmodulen einführt; sie ergeben 
sich dann als rationale Funktionen -- 2ten Grades der Thetanullwerte 
~[E]((O)). Wenn man zwei Produkte ~["J((u + v))~[I!.]((u-v)) und 
~["ol((u + v))~[A.J((u - v)) in dieser Weise darstellt und die beiden 
Gleichungen durcheinander dividiert, auch noch auf der rechten Seite 
Zähler und Nenner durch .ß'2["O]((U))~2["o]((V)) dividiert, erhält man ein 

reines Additionstheorem für Thetaquotienten, indem ~~~:I~: t =~ ra-

t · I d h Q t' t -Itre]((u~ d ~rEHv) d .. kt h . t lona urc uo len en -It["oJ((u» un {T["ol ~v~ ausge ruc ersc em '. 

36. Die Riemannsche Thetaformel. Rosenhain (s. Nr. 6) hat, wie 
es Jacobi in seiner Vorlesung über die elliptischen Funktionen ge
tan hatte, die sämtlichen Thetarelationen, deren er bei seinen Unter
suchungen über die Umkehrung der ultraelliptischen Integrale be
durfte, einschließlich der Additionstheoreme ihrer Quotienten, aus 
einer einzigen allgemeinen Formel zwischen Produkten von je 4 Theta
funktionen abgeleitet. Die entsprechende Formel für beliebiges p hat 
Riemann 87) aufgestellt und 1865 Prym mitgeteilt, der sie deshalb 
die Riemannsche Thetaformel genannt und von ihr gezeigt hat, daß 
sie in der Tat im Falle eines beliebigen p die gleichen Dienste leisten 
könne, die sie Rosenhain im Falle p = 2 geleistet hat88). 

87) Ges. math. W. Nachtr. (1902), p. 98. 
88) Prym, "Riem. Thetaf.", auch J. f. Math. 93 (1882), p. 124; Acta math. 3 

(1883), p. 201. Unabhängig von Riemann wurde die Riemannsche Thetaformel 
1879 von H. St. Smith [Lond. M. S. Proc. 10 (1879), p. 91 = Col!. math. pap. 2 
(1894), p. 279] und 1880 von Frobenius [J. f. Math. 89 (1880), p. 210) aufgestellt; 
vgl. auch Capelli, Ace. Linc. Rend. 146 (1905), II, p. 59. Ableitung von Rela
tionen zwischen den Nullwerten der geraden Thetafunktionen beliebig vieler Va
riablen aus der Riemannschen Thetaformel bei Hutehinson, Amer. M. S. Trans. 1 

(1900), p. 391. 
Caspary (J. f. Math. 97 (1884), p. 165) leitet die auf einer Gopelschen 

Gruppe beruhende halbe Umkehrung (163) ab, indem er sie mit Hilfe einer" 
Transformation zweiter Ordnung in eine identische Gleichung zwischen Theta
funktionen mit den Modulen 2 a überführt. 

Caspary hat (Math. Ann. 28 (1887), p. 496, Paris C. R. 104 (1887), p. 1255) 
zuerst darauf hingewiesen, daß analoge Formeln auch Iür Produkte von 6 Theta
funktionen bestehen, und Kmzer und Prym ("N. G.", p. 51) haben gezeigt, wie 
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Sind die V ariablen v(~) (V = 1, 2, 3, 4) mit den V ariablen u(~) ver-
I' I-' = 1, 2, ... P I' 

knüpft durch die Gleichungen 

2V(I) = Ull) + U(2) + U(3) + U(4) 
I' I' I' /< ,.' 

2V(2) = U(l) + U(2) _ U(3) _ U(4) 
I' I' .u f' I' , 

2V(3) = U(l) _ U(2) + U(3) _ U(4) 
I' I' I' /< I" 

(159) (I-' = 1, 2, ... p) 

2V(4) = U(l) _ U(2) _ u(S) + U(4) 
I' I' ,. ,. ,. 

und setzt man 

(160) x[<] = .ß-[E] ((V(l»)) .ß-[ E + (' ]((V(2»)).ß-[ E + 6] ((V(8»)).ß-[ E - (1- 6]((V(4»)). 

Y[./] = .ß-[",] ((U(l»)) .ß-[ '" + I;> ] ((U(ll»)).ß-[ '" + 6] ((u(S»)) .ß-[ 11 - (' - 6]((U(4»))r 

so bestehen zwischen den Größen X und Y die Gleichungen 

(161) 2PY['I) = .2' IE, 111 x[<)1 

[.) 

bei denen die Summation über alle 22p Th. Char. [E] auszudehnen ist 
und [11] eine beliebige Th. Char., «'), (6) aber beliebige Per. Char. be
zeichnen. 

Denkt man sich die Per. Char. (Q), (6) festgehalten und läßt an 
Stelle von ["'] der Reihe nach die 22p Th. Cha1'. treten, so entsteht 
ein System S von 22p Gleichungen, welche alle auf ihren rechten 
Seiten die nämlichen 22p Größen x[.] haben; aus den 22p Gleichungen 
dieses Systems S können auf folgende Weise durch lineare Verbin
dung neue Gleichungen zwischen den Größen x und y abgeleitet werden. 

Sind (ao), (al)' ... (ar _ 1) die t· = 2m Per. Cher. einer beliebigen 
Gruppe A vom Range m, (bo), (b1), ••• (b._ 1) die s = 22p-'" Per. 
Char. der zu A. adjungierten Gruppe B (NI'. 28) und bezeichnen [11J 
und m irgend zwei Th. Char., so ist 

r-1 8-1 

(162) 2P-m ~ Ibl a(l:1 Y['1a~] = ib, 11i~ 1'1], berl x[tboll 
(1=0 er=O 

woraus insbesondere für m = p die "halbe Umkehrung" der Riemann
sehen Thetaformel 

man die Riemannsche Thetafol'mel auf Produkte einer beliebigen geraden An
zahl von Thetafunktionen ausdehnen kann. 

Eine Ausdehnung seiner dreigliedrigen Sigmaformel auf den Fall p> 1 
hat Weierbtra,6, Berlin Ber. 1882, p. 606 = Math. W. 3 (1908), p. 166 gegeben, 
vgl. dazu Oaspary, J. f. Math. 96 (1884), p. 182 und weiter I/'robeniu8, ebd. 
p. 101 und Oaapary, p. 324. 
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2P-l 2P-l 

(163) ~ I~) a~ I Y[I/a1] = I~) 1] i ~ ! 1], bo ! x[;bol 

~=o 0=0 

hervorgeht. Ist dabei die Gruppe A eine Göpelsche, so fällt die 
Gruppe B mit ihr zusammen. 

Ist die Gruppe A eine syzygetische, so lassen sich die 221' - m Per. 
Char. der adjungierten Gruppe B in die Gestalt (a"b~) (/t = 1,2, ... 2m ; 

V = 1, 2, ... 22p - 2",) bringen, wo die 22p-2m Per. Char. (b~) selbst eine 
Gruppe vom Range 2(p - m) bilden, deren Charakteristiken dadurch 
definiert sind, daß sie von den 2m Per. Char. (alJ verschieden, aber zu 
ihnen allen syzygetisch sind. Setzt man dann 

sm 

~ 111) al,br ! X[~a"b.) = X[ö,.]) 

(164) 
,.=1 

(v = 1, 2, ... 22 (p-'" 

I' =1 

130 sind die 22.(p-m) Größen X und die 22(p-n.) Größen Y durch die näm
lichen Systeme linearer Gleichungen miteinander verknüpft, wie die 
dem Falle p - m entsprechenden, ebenso vielen Größen x, y. 

Es lassen sich also auf mannigfache Art 22(p-m) Aggregate von 
ProduktOln von je 4 Thetafunktionen von p Veränderlichen bilden, 
7.wischen denen dieselben linearen Gleichungen bestehen wie zwischen 
einzelnen Produkten von je 4 Thetafunktionen von p - m Veränder
lichen.89) 

37. Das Additionstheorem der allgemeinen Thetafunktionen für 
p > 3. Es seien 

[ao], [al]' ... [a7] , [ßl]"" [ßp-ö]' [1'1]"" [I'p-s] 
die 2p + 2 Th. Char. eines F. S. (NI'. 27), [n] die Summe der ungeraden 
unter ihnen und [u] = [n ß1 ... ßp _ 3J; es seien ferner (lo), (ll)' ... (Zr -1) 
die l' = 2p - 3 Per. Char. jener Gruppe, welche sich auf den p - 3 Basis
charakteristiken (ßll'l)' ... (ßp-s'Yp-s) aufbaut; es sei endlich [ro] 
eine beliebige 'rh. Char. Bezeichnet man dann mit x(.jI y[./) die Aus
drücke 

(165) x[o) = &[c ] ((u))&[c + Q] ((v)) &l c+ 6] ((w)it[ c-Q -6]((-U - v-w)) 
y[~] = &[1]] ((0))&[ 1l +Q ]((U+v))&[ 11+ 6] ((U+ w))&[ 1l-Q-6]((-V-w)), 

89) Auf diese Analogie der Thetarelationen im Falle eines beliebigen p mit 
solchen zu niedrigeren p gehörigen hat zuerst Frobenius, J. f. Math. 96 (1884), 
p.94 aufmerksam gemacht; sodann besonders Schottky, Acta math. 27 (1903), 
p. 245, endlich Jung, J. f. Math. 128 (1905), p. 78; weiteres darüber in Nr.91. 
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so sind diese Größen miteinander verknüpft durch die Gleichungen 
r-l 7 r-l 

(166) ~ \01"0, l(>1 Y[l/I(>l = ~ 2 1", roa,.!(>! X["'((,ul~l' 
(>=0 ,u=OQ=O 

Im Grenzfalle p = 3 fallen die Th. Char. [ß] und [y] und also auch 
die Gruppe Cl) weg und die Formel nimmt die einfachere Gestalt 

7 

(167) Ylnl = :2 in, 01 a" \ x[", al'l 

,u=o 

an, in der also [ao], [al]' ... [a71 die 8 Th. Char. eines F. S. sind, 
[n] die Summe der ungeraden unter ihnen und [01] eine beliebige 
Th. Char. bezeichnet. 

Aus der Formel (166) können Additionstheoreme für die Theta
quotienten folgendermaßen abgeleitet werden. Man setze (w) = (-u); 
vermehrt man sodanu dip. Per. thaI'. (Q) der Reihe nach um die r = 2p-3 
Per. Char. (lo), (li)' ... (Zr_I)' BO entstehen aus der obigen r Glei
chungen, deren linke Seiten lineare Funktionen der nämlichen r 'rheta
produkte sind und welche nach jedem einzelnen dieser Produkte auf
gelöst werden können. Durch Division zweier solcher Gleichungen, 
von denen die eine die Funktion -&[E]((U + 'IJ)), die andere die Funk
tion &(1)1((1.( + v)) enthält, während daneben in beiden Gleichungen 
aie nämliche Funktion -&[~]l(u - v)) auftritt, eJ;.hält man ein Addi-

tionstheorem für den Thetaquotienten :l~~ ~~ .90) 

38. Weitere Folgerung aus der Riemannschen Thetaformel. 
Zur Aufstellung der zwischen den 22p Funktionen &l E ]((v)) bestehen
den Thetarelationen dient auch folgende Formel, die gleichfalls ohne 
Mühe aus der Riemannschen Thetaformel abgeleitet wird. 

Es seien 

[ao]' [al]' ... [a5], [ßl]' ... [ßp-2]' [Yt], ... [Yp-2] 

die 2p+ 2 Th. Char. eines F. S., [nJ die Summe der ungeraden unter 
ihnen und [x] = [nßl ... ßp -2]i es seien ferner (10),(11)"" (lr_1) die 
r = 2p - 2 Per. Char. jener Gruppe, welche sich auf den p - '2 Basis
charakteristiken CßIY1)' ... Cßp -2Yp -2) aufbaut; es sei endlich [roJ eine 

90) Nachdem die auf den Fall p = 3 bezügliche Formel (167) schon vor
her von Weber [nP = 3", p. 3n] mitgeteilt worden war, wurde die allgflmeine 
Formel (166) ziemlich gleichzeitig von Stahl [J. f. Math.88 (1880), p. 127 j, Noether 
[Math. Ann. 16 (1880), p. 319 auch Er!. Ber. 12 (1880), p. 1] und Frobenius 
[J. f. Math. 89 (1880), P 216J angegeben; die Ableitung aus der Riemannschen 
Thetaformel bei Prym, "Riem. Thetaf.", p. 99. 

Encyklop. d. m .. th. Wissensch. II 2. 44 
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beliebige Th. Char. Bezeichnet man dann mit x[,) den Ausdruck 

(168) x[,) = ~[E]((U»~[E+('Hv)){)[E+(j']((W))~[E-('-(jH-u-tJ-w), 

so sind diese Größen miteinander verknüpft durch die Gleichungen 
r-1 6 r-l 

(169) 2 ~I""o, ""ol(Jlx[."wo/(lJ = ~ 2: 1""0, "" ... lelx[Ol,,a ... 'e]· 
(1=0 ,u=O(l=O 

Im Grenzfalle p = 2 fallen die Th. Char. [ß] und [r] und also 
auch die Gruppe (l) weg und die Formel (169) geht, wenn man die 
6 ungeraden Th. Char, mit [rot], [ro21, ... eros] und eine beliebige 
Th. Char. mit [,,] bezeichnet, in 

(170) 
6 

2X[","l) = ~ I roll ro ... iX[XOlI,} 

...,=1 

V. Die allgemeinen Thetafnnkti~)Den mit "tel Charakteristiken. 

39. Die Funktionen ~[E1r((V». Sind die Charakteristikenelemente 
g, h einer Thetafunktion rationale Zahlen mit dem gemeinsamen 
Nenner '1', ist also 
(171) 9 - EI' h = ~1-: (11. - 1 2 p) /4-'1' ,u r' r--, , ... 
wo die E, E' ganze Zahlen bezeichnen, so werde die Charakteristik mit 
[E1, die zugehörige Thetafunktion mit .ß'[liJr((V)) bezeichnet. 

Die Funktion ~[E]r«V)) ist dann definiert durch die Gleichung 
p p p 

-00.···+00 ~ 2-:. ...... .(m.,,+-~)("'I'+ ·;·)+s~~m ... + ~)( .. I'+ ~,,;) 
(172) ~[EJr((V)) = ~ d'=1 1"=1 ... =1 

muo.·mp 

und ist mit der Funktion ~«v)) verknüpft durch die Gleichung 
p I 11 , 

(173) ~[Elr((V))=~(V1 + ~ :;a1,u + E; nil"'ltJp + ~~ap ... + ;ni) 
.,,=1 ,,=1 

~ ~ ........ ' ...!, .... ( .~) 
~ ~al'I"-;:o-+2.!:tr ~"+rni 

. d'=l ... ·=1 ... =1 , 
d. h. sie geht abgesehen von einem Exponentialfaktor aus der Funk
tion ~((v» hervor, wenn man deren Argumentensystem (v) um das 
System 

91) Die Formel (169) ist von Pl'ym ("Riem. Theta.!.", p. 106) aufgestellt 
worden, nachdem Kraz(!//' (,,p = 2") sie im speziellen Falle p = 2 angegeben 
und gezeigt hatte, daß die sämtlichen Beziehungen zwischen den 16 Thetafunk
tionen zweier Veränderlichen aus ihr abgeleitet werden können. 
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p p 

(174) {cl = ~ fl'a1 + ~xil"" ~ cl'a + ePxi 
r ~ r .u. r ~ r P,U r 

1'=1 1'=1 

zusammengehöriger rtel der Periodizitätsmodulen mit der Per. Char. 
(c)r vermehrt. So entspricht der Th. Char. [E]r also die Per. Char. 
(s)r, wenn man -Ir[c]r((v)) relativ gegen .fT«v)) betrachtet. 

Die durch die Gleichung (172) definierte Thetafunktion -Ir[c]r«v)) 
genügt den 2p Gleichungen 

2ElI1Ci 

(175) -Ir [cJr(v1 I· . ·Iv" + xii· . ·Ivp) = -Ir [cJr((u))e-;;:- , 

(176) 

, 
-a",'y- 2Dl'- 2Ev ni 

-Ir[cJr(v1 + alv !·· ,!vp + apv)) = -Ir [cl((tt))e r 

(v = 1, 2, ... p) 

oder, was dasselbe sagt, bei beliebigen ganzzahligen x, x' der Gleichung 

(177) -Ir[cJr((v + {1'u}r)) 
p p p p 

- ,:E ,:Eal'f""I'''I',-j,:E''f'v,u + ~ ,:E(E"";'-.;,,,,,)7ti 
= -Ir [c Jr ((v)) e ,,=1 f,'=1 1'=1 1'=1 , 

in welcher {TU f r jenes System zusammengehöriger Ganzen der Perio
dizitätsmodulen bezeichnet, welches aus (174) für cp. = 1'u", c~ = 1'u~ 
(I' = 1, 2, ... p) hervorgeht. 

Endlich geniigt die Funktion .fT[clev)) den Gleichungen 

(178) 

2ni ~ • 
-r- ..::. "I' "p. 

-Ir[E + 1'U]r((v)) = -Ir[c],.((v))e 1'=1 

Die Formel (178) sagt aus, daß zwei Funktionen .ft[cJr((v)) und 
.ft['I}lr((v)). für welche die Charakteristikenelemente E, l und 'IJ, 'IJ' den 
2p Kongruenzen 
(181) - '-' (d) CI' = 'l}1" E" = 'lJf' mo. r ~ = 1,2, ... p) 
genügen, nur um einen Faktor, der eine r to Einheitswurzel ist, von
einander verschieden sind, und man schließt daraus, daß es im ganzen 
überhaupt nur 1'2p wesentlich verschiedene Funktionen -Ir[cl((v)) gibt, 
als welche man diejenigen wählen kann, bei denen die c, i nur die 
Werte 0, 1, ... l' - 1 besitzen. 

Die Formel (179) zeigt weiter, daß man von jeder dieser r'Jp Funk
tionen zu jeder anderen von ihnen, abgesehen von einem Exponential-

44* 
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faktor, gelangen kann, indem man ihr Argumentensystem (v) um ein 
passend gewähltes System zusammengehöriger ~.tel der Periodizitäts
modulen vermehrt. Dadurch erscheinen die r 2p Funktionen %[e]r((v)) 
untereinander gleichberechtigt. 

Die Formel (180) endlich zeigt, daß sich die Funktion {}[E]r((-V] 
stets aber auch nur dann von der Funktion % [el((v)) nur um einen 
konstanten Faktor unterscheidet, wenn die beiden Charakteristiken [e]r 
und [- E Jr einander kongruent sind, also [2 e Jr = [0] ist. Dieser Fall 
kommt, wenn r gerade ist, untpr den ~.2p Funktionen %[eJr((v)) 22p-mal 
vor und liefert bekanntlich 2p - 1(2p + 1) gerade, 2P - 1(2p - 1) unge
rade Funktionen. Die r 2p - 221J übrigen und ebenso im Falle eines 
ungeraden r die sämtlichen r 2p - 1 von %[o]((v)) verschiedenen Funk
tionen %[E]r((V)) gehen gemäß der Formel (180), abgesehen von 
einem Exponentialfaktor, der eine r te Einheitswurzel ist, paarweise in
einander über, wenn man das Argumentensystem (v) in (- v) ver
wandelt. 

40. Periodencharakteristiken (E)r' Sind wta , ... wpa Ca = 1,2, ... 2p) 
die 2p Periodensysteme einer A.belschen Funktion und die E, E' ganze 
Zahlen, so nennt man ein Größensystem von der Form 

P p 

(182) ::2 (e,.wh + Ev' w1,p+"), ... ~ L: (EvWp" + Ev'Wp,p+.) 
1'=1 

ein System zusammengehöriger r te1 der Perioden, den Komplex der 
2p Zahlen E, E' aber seine Per. Char. (E),.. 

Zwei Systeme (182), bei denen die Charakteristikenelemente E, c' 
und rj, rj' den 2p Kongruenzen (181) genügen, sind einander kongruent 
nach den Perioden; zwei solche Per. Char. (E),. und ('I'))r werden im 
folgenden als nicht verschieden angesehen. Es gibt dann im ganzen 
nur r2p verschiedene Per. Char. (E)r' als welche man diejenigen wählen 
kann, bei denen die Zahlen E, E' nur die Werte 0, 1, ... r - 1 haben. 

Durch jede lineare ganzzahlige Transformation (39) geht ein 
System zusammengehöriger ~.tel der Perioden W mit der Per. Char. 
(E)r in ein System zusammengehöriger r tel der Perioden w' über, dessen 
Per. Char. (E),. in ihren Elementen 8" , 8;, (fL = 1, 2, ... p) durch die 
Kongruenzen 

P 

81' = ::E (CI' v E" + cl"p+v E,:) (mod. r), 

(183) 
v=l 

(fL= 1,2, ... p) p 

E;,= ~ (Cp+f<,.E. + CP+li,p+.C,:) (mod. r) 
.=1 
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bestimmt ist. Man sagt dann, daß die Per. Char. (E),. durch die Trans
formation (39) in die Per. Char. (s),. übergeht. Unter den r2p Per. 
Char. (8),. nimmt dabei die Per. Char. (0),., bei der 81 = ... = 8p = 8t' 
= ... = 8; = 0 ist, den r 2p - 1 anderen gegenüber eine Ausnahme
stellung ein, da sie und nur sie bei jeder Transformation in sich 
übergeht. Man teilt daher die r2p Per. Char. in zwei Klassen; die 
erste Klasse besteht aus der einzigen Per. Char. (0), welche die un
eigentliche Per. Chal" genannt wird, die andere aus den r2p - 1 übri
gen, welche die eigentlichen Per. Char. heißen. Unter der Summe 
{6)r = (81]~ .. ')r mehrerer Per. Char. (8),., (1]),., mr' ... wird jene Per. 
Char. V'erstanden, deren Elemente 6,u, 6;, durch die Kongruenzen 

(184) 0"" _ 8!, + 1],{( + ~!t + . ", o~ = 8;, + 1);, + ~;, + . " (mod. r) 

Üt= 1, 2, . .. p) 

bestimmt sind; dabei können die Per. Char. (8)" (1]),., Wl" ... auch 
teilweise oder alle einander gleich sein und es soll die Summe von g 
gleichen Per. Char. (8),. mit (8 f1),. bezeichnet werden. 

Man nennt gegebene Per. Char. (El)r, (82)r, ... (8",),. unabhängig, 
wenn die Gleichung (li~l c~· ... c~,!,),. = (0), in der die g positive 
ganze Zahlen bezeichnen, nur durch gl = g2 = ... = gm -, 0 (mod. r) 
befriedigt werden kann; man nennt ferner eine aus gegebenen Per. 
Char. (Cl),., (82)""" (Em\ zusammengesetzte Per. Char. (cf' Eg'", E~,!,),., 
bei der die g positive ganze Zahlen oder Null sind, eine Kombination 
nter Ordnung dieser Per. Char., wenn gl + g2 + ... + gm = n ist, 

,. 
und bezeichnet sie mit (~8),. .92) 

Bezeichnen weite!' (05),. und (1)r irgend zwei Per. Char., es),. und 
(tj),. die daraus durch die nämliche lineare ganzzahlige Transfo!'ma
tion hervorgehenden, so ist stets 

p p 

(185) ~ (E,atj;, -- 8,:,17/,) _~1 (E/ I 1];, - E~1),u) (mod. r); 
~=l p=1 

es bleibt also der Wert des Ausdrucks 

92) Man wird bemerken, daß die Definition der Unabhängigkeit von Per. 
Char., in dem Falle, wo r keine Primzahl ist, schon für jede elDzelne Per Char. 
(E\ eine Bedingung nach sich zieht. Da nämlich die Gleichung (EU),. = (0) nur 
durch 9 === 0 (mod. r) soll befriedigt werden können, so dürfen die 2 p Charakte
ristikenelemente E, s' von (E),. mit r keinen Faktor gemeinsam haben; es ist diese 
Bedingung gleichbedeutend damit, daß die l' Per. Char. (0), (e),., (c~),., ... , (E,-i),. 

alle voneinander verschieden sind. 
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2lt i P 
-r ;;ECEf/ li~ - ';,lit,) 

(186) IS,"1I=e f/=1 

bei jeder linearen ganzzahligen Transformation ungeändert. 
Zwei Per. Char. (s),. und (li),. heißen syzygetisch, wenn 

18,"11=+1 
ist. Unter den r2p Per. Char. (x),. gibt es stets r2p - q , welche den 
Gleichungen 

2lti ö, 2lti 0' ~~~ö 
(187) \svx\=er ,182,xi=e"', ... \sq,x\=e r q 
genügen, wo die h willkürlich gegebene ganze Zahlen, (cl)rI (cs)rI ... 
(cq),. aber q unabhängige Per. Char. bezeichnen; insbesondere gibt es 
also stets r 2p - q Per. Char., welche zu q gegebenen unabhängigen Per 
Char. syzygetisch sind. 

Alle Kombinationen von q unabhängigen Per. Char. (EI),., (C2)," ..• 
(cq),. bilden zusammen mit der uneigentlichen Per. Char. (0) eine Gruppe 
E von 1"1 verschiedenen Per. Char. Die Zahl q heißt der Rang, die Zahl 
,"1 die Ordnung der Gruppe E, die q Per. Char. (Cl),., (c2),., ... (Bq),. 
oder irgend q andere unabhängige Per. Char. von E die Basis der 
Gruppe E. 

Die r 2p - q zu q unabhängigen Per. Char. (Cl),., (C2),., ... (Cq\ syzY
getischen Per. Char. sind syzygetisch zn allen r q Per. Char. der Gruppe 
E und bilden selbst eine Gruppe H vom Range 2p - q, welche man 
zur Gruppe E adjungiert nennt. Es ist dann auch E zu H adjungiert. 

Diejenigen unter den Per. Char. einer Gruppe E, welche zu den 
sämtlichen 2q Per. Char. von E syzygetisch sind, bilden die syzygetische 
Untergruppe A von E. Die Per. Char. von A gehören immer auch der 
afljungierten Gruppe H an und es ist A der größte gemeinsame Teiler 
von E und H. Sind je zwei Per. Chal·. einer Gruppe syzygetisch, so 
heißt die Gruppe selbst syzygetisch. Der Rang einer syzygetischen 
Gruppe kann nicht größer als p sein. Eine syzygetische Gruppe vom 
Range p heißt eine Göpelsche Gruppe. Eine Göpelsche Gruppe ist 
mit ihrer adjungierten Gruppe identisch. 

41. Thetaoharakteristiken [c],.. Betrachtet man zwei Th. Char. 
[cJr und ["11, deren Elemente c, c' und 'Yj, 'Yj' den 2p Kongruenzen 
(181) genügen, als nicht verschieden, so gibt es im ganzen nur r SP ver
schiedene Tb. Char. [c Jr, als welche man diejenigen wählen kann, bei 
denen die c, c' nur Zahlen aus der Reihe 0, 1, ... r - 1 sind. 

Unter der Summe [I.1Jr=~ [cns" -Jr mehrerer Th. Char. [cl, [111, 
[S]r! ... wird jene Th. Char. verstanden, deren Elemente 1.1, 1.1' durch die 
Kongruenzen (184) bestimmt sind; dabei können die Th. Char. [c Jr' [1l]r7 
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glr, . .. auch teil weise oder alle einander gleich sein und es wird die 
Summe von 9 gleichen Th. ehar. [E]r mit [EUl bezeichnet. Man nennt 
ferner eine aus gegebenen Th. Char. [E1]r' [ES]rl'" [Em]r zusammengesetzte 
Th. Char. [E~lE~ •. .. E!m]r, bei der die 9 positive ganze Zahlen oder Null 
sind, eine Kombination nter Ordnung dieser Th. Char., wenn g1 + g9 + 
... + 9m = n ist, und bezeichnet sie mit [i El Diejeqigen Kombina

tionen [jEl, bei denen die Ordnungszahl n =- 1 (mod.?') ist, heißen 
die wesentlichen Kombinationen der gegebenen Th. Char. und wesent
lich unabhängig werden Th. Char. [E1]r, [Es]r,.' . [Em]r genannt, wenn 
keine aus ihnen gebildete Kombination [E~l EK' ... E~']r, bei der 
91 + 9s + ... + 9m = 0 (mod. r) ist, der Th. Char. [0] gleich ist, ohne 
daß jede einzelne der m Zahlen 91,92' ... 9m= 0 (mod. r) ist. 

Addiert man zu den sämtlichen Per. Char. einer Gruppe E eine 
beliebige Th. Char. [,,] und faßt die entstehenden r'l Charakteristiken 
als Th. Char. auf, so sagt man von ihnen, daß sie ein System von 
Th. Char. bilden, und nennt q den Rang des Systems. Die r 2 Th. Char. 
eines Systems vom Range q können auch als die wesentlichen Kom
binationen von q + 1 wesentlich unabhängigen unter ihnen definiert 
werden; solche q + 1 Th. Char. eines Systems sollen eine Basis des
selben genannt werden. 

Läßt man an Stelle der vorher genannten Th. Char. [,,] der Reihe 
nach die r ip - q Per. Char. einer Gruppe Z vom Range 2p - q treten, 
deren Basischarakteristiken zusammen mit den q Basischarakteristiken 
von E 2p unabhängige Per. Char. bilden, so- erhält man auf die an
gegebene Weise aus einer Gruppe von r'l Per. Char. im ganzen r ip - q 

verschiedene Systeme von Th. Char., welche zusammen alle rSP über
haupt existierenden Th. Char. und jede nur einmal enthalten; von 
solchen r Sp - q Systemen sagt man, daß sie einen Komplex bilden. Eine 
Gruppe Z der vorher bezeichneten Art heißt zur Gruppe E konjugiert 
und entsprechend nennt man auch die r ip - q Systeme eines Komplexes 
einander konjugiert. Adjungiert werden zwei Systeme von Th. Char. 
genannt, wenn die beiden Gruppen von Per. Char. es sind, aus denen 
sie abgeleitet wurden. Endlich soll jedes aus einer Göpelschen Gruppe 
von Per. ühar. abgeleitete System ein Göpelsches System genannt 
werden.9B) 

98) Der Versuch '11. Bl'aunmühls [Erl. Ber. 18 (1886), p. 37; Münch. Abh. 16s 
(1887), p. 327; Math. Ann. 32 (1888), p. 513 und 37 (1890), p. 61], fÜl: den Fall 
r > 2 den "Charakter" p 

2n' ~ 
--;:- .;;:;;;. Ep P!l' 

IEI=e /-1=1 
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4:2. Relationen zwischen den Funktionen 3-[EJr((V)). Ebenso wie 
die Untersuchungen über die Relationen zwischen den 211p Funktionen 
.f)-[E],((V)) sich im wesentlichen auf die Relationen zwischen den Qua
draten dieser Funktionen als den Thetafunktionen zweiter Ordnung 
mit der Charakteristik [0] beschränken, so werden auch die Unter
suchungen über die zwischen den r P Funktionen .f)-[E]r((V)) bestehenden 
Relationen solohe Verbindungen dieser Funktionen heranziehen, welche 
Thetafunktionen r ter Ordnung mit der Charakteristik [01 sind; dies 
sind aber außer den "Thetapotenzen" .f)-r[E]r((V)) auch die "vollständi
gen Thetaprodukte", d. h. Produkte von r Funktionen .f)- [E Jr(( v)), deren 
Charakteristikensumme [0] ist. Bezüglich dieser Funktionen gelten 
die beiden Sätze: 

Zwischen rP + 1 Thetapotenzen und vollständigen Thetaprodukten 
besteht immer eine homogene lineare Relation. 

Durch r1' linear unabhängige Thetapotenzen oder vollständige 
Thetaprodukte läßt sich jede weitere dieser Funktionen homogen und 
linear ausdrücken. 

4:3. Verallgemeinerung der Riemannsohen Thetaformel. Auch 
für die Funktionen .f)-[E]r((V)) können die eben genannten Relationen, 
ebenso wie die Additionstheoreme ihrer Quotienten, aus der folgenden 
allgemeinen Formel gewonnen werden, welche als die Verallgemeine
rung der Riemannschen Thetaformel erscheint.9-l.) 

Bezeichnen w~), w~) (I' = 1, 2, ... p) 2 p unabhängige Veränder-

liehe, t<h), t('Jv) (V = 11, 22, ... r) 2rp Veränderliche, welche die 2p 
I' ~, 1'=, " .. p 

Gleichungen 

(188)t~1) + ... + t~") = 0, t~l) + ... + t: r) = 0 
(I' = 1,2, ... p) 

einer Tb. Char. [Illr einzuführen, ist ebenso wie der, F. S. von Per. Char. oder 
Th. Char. für r> 2 zu definieren, verfehlt, da die geschaffenen Begriffe nicht 
auf we~entlichen, d. h. gegenüber linearen ganzzahligen Transformationen in
varianten Eigenschaften der Charakteristiken beruhen; auch sind die von v.Braun
mühZ vorgenommenen Abzählungen nur für den Fall einer Primzahl r richtig. 
Vgl. dazu Kraser, Acta math. 17 (1893), p.281. Unter welchen Bedingungen 
für die Modulen eine Tnetafunktion zweier Veränderlichen verschwindet, wenn 
für diese ein System zusammengehöriger 3te1 der Periodizitätsmodulen gesetzt 
wird, hat Tho1llae, Z. f. Math. 36 (1891), p. 41 untersucht. 

94) Zuerst für den Fall p = 1 und r = 3 bei Kraser, Math. Ann. 22 (1883), 
p. 416 = Hab. Sehr. Würzburg 1883 [vgl. dazu Schleicher, Progr. Bayreuth 1890, 
Sievert, Progr. Nürnberg 1891, ferner Nürnberg 1893, Bayreuth 1895 und Progr. 
Bayreuth 1!J06], sodann für beliebiges p und r bei Kraser und PrY1ll, Acta math. S 
(1883), p.240, aueh "N. G.", p. 37; s. auch Krat4Se, Math. Ann. 26 (1886), p.687. 
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erfüllen, und setzt man, indem man unter den Q, Q' ganze Zahlen 
versteht, welche den 2 p Bedingungen 

(189) o(l) + 0(2) + ... + o(2r) = rs o,(l) + 0,(2) + ... + I(2r) =' 1 "I' "I' "I" ,«,,, I" ",U (J ,tt rs ," 
(p, = 1,2, ... p) 

genügen, in denen die s, s' ganze Zahlen bezeichnen, 
x[!) = 4} [s + s - Q(l)],. (( tlP) -- tell»)) ..• 4} [E + S - Q(r)]r ((W(2) _ t(IT»)) 

{} [s +.'; - Q(r+l)Jr((w(l) - t(21)>> ••• 4}[ s+ s_Q(2rl]r((W(1)_t(2r»)) 

p P 
21fi ~ I 21fi Y. ' 

---;:-~ '1" ~ I" --,.-- .... SI" '1" 
.e 1,=1 .e 1"=1 , 

so sind die Größen x und Y miteinander verknüpft dm'ch die Glei-
chungen 

(191) rPY['I) = ~\ E, "11 X w 
(.] 

bei denen die Summation über alle t·2p Th. Ohar. auszudehnen ist und 
[1'/] eine beliebige Th. Ohar bezeichnet. 

Denkt man sich die -Per. Ohar. (Q(l»), .. . (Q(2r») festgehalten und 
läßt an Stelle von ['I)] der Reihe nach die r 2p Th. Ohar. treten, so 
entsteht aus (191) ein System von r2p Gleichungen, welche alle auf 
ihren rechten Seiten die nämlichen 1,2p Größen x[.) haben; aus diesen 
'r2p Gleichungen können durch lineare Verbindung neue Gleichungen 
zwischen den Größen x und y abgeleitet werden. 

Sind (ao),., (al)", .. , (as _ l ),. die s=r'" Per. Ohar. einer beliebigen 
Gruppe A vom Range m, (bo),.. (bI}'" ' .. (bt_1)r die t = r2p - m Per. Ohar. 
der dazu adjungierten Gruppe B (NI'. 40) und bezeichnen [17] und W 
irgend zwei Th. Ohar., so besteht zwischen den Größen x und Y die 
Gleichung ,-1 b-I 

(192) 1'P-m ~ i aa' b! Y['laaJ = I b, r; 1 ~ I b~, 17 I X[~b<tJ' 
a=O <'=0 

aus der insbesondere für m = p die halbe Umkehrung der Formel (191) 
~-l ~-l 

(193) 211 aa' bl Y['laoJ = Ib, 17 I ~ I b.:, 'YJ I X[~b<tl 
a=O .:=0 

hervorgeht. Ist dabei die Gruppe A eine Göpelsche, so flillt die 
Gruppe B mit ihr zusammen, 
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44. Auftreten der Funktionen .ß' [E],.« v ~ bei nicht ganzzahliger 
linearer Transformation der Thetafunktionen. Wie schon Jacobi 95) 

bemerkt hat, zerfällt die .ß'( v)a darstellende Reihe, wenn man in ihr 
die geraden Glieder von den ungeraden trennt, in zwei Reihen, von 
denen jede für sich eine Thetafunktion mit den Argumenten 2v und 
den Modulen 4a darstellt. SChröter 96) hat diese Zerspaltung einer 
Thetareihe in mehrere dnrch Zusammenfassen derjenigen Glieder, bei 
denen die Summationsbuchstaben einander nach dem Modul r kon
gruent sind, auf den Fall eines beliebigen r ausgedehnt und ist da
durch zu der Formel 

r-l [q] 
.ß'(v)a= ~.ß' r (rv)"'a 

('=0 0 
(194) 

gelangt, aus der durch Umkehrung die zuerst von Gordan 9'l) mit
geteilte Formel 

(195) r.ß'(rv)rla = ~ .ß' [;]cV)a 

hervorgeht. Solche Formeln bestehen auch für Thetafunktionen von 
beliebig vielen Variablen98)j hier bilden sie aber nnr den speziellen 
Fall einer viel allgemeineren Formel, die man erhält, wenn man in 
der .ß'((v))a definierenden p-fach unendlichen Reihe an Stelle der bis
herigen Summationsbuchstaben neue einführt durch eine beliebige 
lineare Substitution mit rationalen Koeffizienten von nicht verschwin
dender Determinante. Diese Formel ist von Kra~er und Prym 99) auf
gestellt worden; sie entspricht einer nicht ganzzahligen linearen Trans
formation, welche als elementare lineare Transformation 1. Art bezeich
net wird.1°O) 

45. Die Xrazer-Prymsche Fundamentalformel für die Theorie 
der Thetafunktionen mit rationalen Charakteristiken. Für Prodnkte 
von je zwei einfach nnendlichen Thetareihen hat Schröter 101) die 

Formel r-l [f!J [PI f!J 
(196)4t(vl)PLa.ß'(V2)p.a= ~.ft' r (P2Vl- PIV2)P,P2ra.ft' r (VI +V1) ra l 

('=0 0 0 

95) Ges. Werke 1 (1881), p. 515. 
96) Diss. Königsberg 1854, p. 19. 
97) J. f. Math. 66 (1866), p. 191. 
98) Thomae, Diss. Göttingen 1864 und Königsberger, J. f. Math. 64 

(1865), p. 33. 
99) "N. G.". p. 70. 

100) Vgl. Krazer, "Thetaf.", p. 65 und 198. 
101) Diss. Königsberg 1854, p. 7. 
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wo r = PI + Ps gesetzt ist, aufgestellt, die man anch nach den rechts 
stehenden Thetaprodukten aufgelöst in der Gestalt 

(197)r{}(psvt - PI V9)P1hra {} (VI + V2)ra = ~{} [;]cV1)P1 a4J-[;] (VS)ha 

schreiben kann. Später haben Schröterl02) selbst und HoppelOS) die 
Formel (196) durch eine etwas allgemeinere Formel von demselben 
Typus ersetzt, während andererseits Königsberger 104) sie auf Thetafunk
tionen beliebig vieler Argumente ausgedehnt hat. 

Die Formeln (196) und (197) sind als spezielle Fälle in einem 
Formelpaar enthalten, welches zwischen Produkten von einer belie
bigen Anzahl von Thetafunktionen besteht und von dem zuerst die 
(197) entsprechende }i'ormel von Gordan I05), die andere, (196) ent
sprechende, erst viel später von Krause 106) angegeben wurde, ohne daß 
dieser die Übereinstimmung seiner Formel mit der Gordansehen be
merkte. Krause nannte die Formeln ,.Additionstheoreme zwischen 
Thetafunktionen mit verschiedenen Modulen". Auch Krazer und Prym 107) 

haben diese Formeln aufgestellt und auf die Bedeutung hingewiesen, 
die sie für die Darstellung einer Funktion 4J-«nv))"a durch Funktionen 
4} ((v »a haben. 108) 

Bei Kraeer und P1'ym treten die genannten Formeln als spezielle 
Fälle einer weit allgemeineren Formel109) auf, welche entsteht, wenn 
man in der ein Produkt von n Thetafunktionen von je p Veränder
lichen darstellenden np-fach unendlichen Reihe an Stelle der bis
herigen Summationsbuchstaben neue einführt durch eine lineare Sub
stitution mit rationalen Koeffizienten 110), und welche als "Fundamen
talformel für die TheOlie der Thetafuuktionen mit rationalen Charak
teristiken" bezeichnet wird. Setzt man die Modulen aller in ihr 

102) Hab.-Schr. Breslau 1865, p. 6. 
lOS) Arch. d. Math. 70 (1884), p. 400. 
104) J. f. Math. 64 (1865), p. 24. 
105) J. f. Math. 66 (1866), p. 11;9. 
106) Leipz. Ber. 38 (1886), p. 39, Math Ann. 27 (1886), p. 419, ferner Leipz. 

Ber.46 (1893), p. 911, 3-19, 623, 806 und 48 (1896), p. 2111; D. M. V. Jahresber. 4, 

(1897), p. 121; vgl. auch Mertens, Progr. Köln 1889. 
107) "N. G.". p. 27. 
108) V gl. § 19 und Krazer, "Thetaf.". p. 168. 
101l) "N. G.", p. 20. Eine von Weier~tl'aß aufgestellte, aber erst 1903 im 

B. Bande seiner Math. Werke p. 12S veröffentlichte und als. Verallgemeinerung 
einer Jacobischen Thetaformel bezeichnete Formel stimmt mit der Krazer-Ptym
lichen überein. 

110) Dazu Krater, Math. Ann. 52 (1899), p. 369. 
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auftretenden Thetafunktionen einander gleich, so geht sie in die von 
P'Yym lll) mitgeteilte "allgemeine Thetaformel" über, die nun ihrer
seits die Riemann sehe Thetaformel und deren Verallgemeinerungen 11') 
als spezielle Fälle enthält. 

VI. Das Jacobische Umkehrproblem bei Riemann, Clebsch und 
Gordan und in den 'Torlesungen von Weierstraß. 

4:6. Riemann. Im vorigen wurde, der historischen Entwicklung 
vorgreifend, die formale Theorie der Thetafunktionen im Zusammen
hang dargestellt, obgleich sie sich erst unter dtlm Einfluß der zen
tralen Stellung, welche diese Funktion in Riemanns Arbeiten einnimmt, 
nach und nach entwickelte. 

Die tiefe Einsicht Riemanns in die Natur der algebraischen Funk
tionen und ihrer Integrale hat ihn in den Stand gesetzt, die zu einem 
algebraischen Gebilde gehörige Thetafunktion unmittelbar aufzustellen 
und auf dieser Grundlage dann im Einklang mit seinem allgemeinen 
Programm, Funktionen durch ihre Rand- und Unstetigkeitsbedingungen 
zu bestimmen, nicht nur das Umkebrproblem zu lösen, sondern auch 
noch eine ganze Reihe von weiteren die Abel schen Integrale betref
fenden Fragen in großer Vollständigkeit zu beantworten. 

Riemann beginnt also die zweite Abteilung seiner Theorie der
Abelschen Funktionen 118) (Art. 17) mit der Aufstellung der p-fach un
endlichen Thetareih,} (64), gibt deren Periodizitätseigenschaften (65)t 
(66) an und weist nach, daß diese die Funktion bis auf einen kon
stanten Faktor bestimmen. 

Sodann legt er der weiteren Untersuchung eine kanonische Zer
schneidung der Riemann sehen Fläche T in eine einfach zusammen
hängende T' (Il B 2, Nr.6) zugrunde und ordnet dieser ein System von p 
transzendent normierten Integralen erster Gattung VI' (Il B 2, Nr.18) von 
der Beschaffenheit zu, daß der Periodizitätsmodul von vI-' an dem Quer
schnitte °'11 gleich ni, an den übrigen Querschnitten a aber gleich 0 ist 
Die Hp - l)p Relationen, welche Riernann zwischen den Periodizitäts
modulen irgend zweier Integrale erster Gattung aufstellt (Art. 20),. 
ergeben dann für die Periodizitätsmodulen al''' der Integrale vI' an den 
Querschnitten b" ein symmetrisches System aflV = a",u' Aus dem Um
stande aber, daß ein Integral Jwdw, wo wirgendein Integral erster 

111) "Riem. Thetaf." Hf Acta math. 8 (1888). p.216. 
112) Acta math. 8 (1883). p. 2411 ; "N. G .... p. 33 u. 47. 
1t8) J. f. Math. 54 (1857), p. 115 = Ges. math. Werke 1876, p. 81, 2. Autl. 

1892, p. 88. 
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Gattung und w den zu w konjugierten komplexen Wert bezeichnet, 
über die ganze Begrenzung von T' erstreckt einen positiven Wert, 
gleich dem Flächeninhalte des konformen Abbildes von T' vermit
tels w, besitzt, schließt Riemann (Art. 21), daß der reelle Teil der 

quadratischen Form~'a,u.m,um. eine negative definite Form ist und 
,." . 

daß infolgedessen die mit diesen Größen al-'v als Modulen gebildete 
p-fach unendliche Thetareihe konvergiert, also eine ganze transzen
dente Funktion der v definiert. 

Wird nun in dieser Reihe 

(198) (p, = 1,2, .. . p) 

gesetzt, indem man unter z eine Stelle der Riemannschen Fläche T 
und unter eil ... ep ein sonst beliebiges Wertesystem versteht, für 
welches nur &((v(s) - e)) nicht identisch, d. h. nicht für alle Lagen 
der Stelle s, verschwindet, und wird dann der Reihenwert als Funktion 
der gemeinsamen oberen Grenze z der Integrale vf< betrachtet, so ent
steht die Riemannsche Thetafunktion 

für welche 

(200) 
längs a.: fr+ = fr-, 

längs b.: fr+= fr-· e- 2(v;-e,.)-an 
( - 1 9, ) \.V - ,"', •.. p 

ist 
Indem Riemann den letzten Gleichungen das Verhalten von log & 

an den Querschnitten entnimmt, kann er die Werte der über die ganze 

Begrenzung von T' erstreckten Integrale! dlog& und !log&dvl-' be
rechnen und erhält (Art. 22), immer vorausgesetzt, die Größen e seien 
so gewählt, daß die Thetafunktion nicht identisch verschwindet, die 
beiden grundlegenden Sätze, 

1. daß fr((v(z) - e)) an p Stellen rzl1rz2' ... rzp der Riemannschen 
Fläche 01 wird, 

2. daß zwischen diesen N nUstellen rl1, .. ' 11p und den Para
metern ell ..• ep die p Gleichungen 

p p 

(201) el< = L vl-'(rz.) + hl-'%i + ~ g. a,u v + k,., (11 = 1,2, ... p) 
.=1 .=1 

bestehen. Es bezeichnen dabei die g, h ganze Zahlen, welche dadurch 
definiert sind, daß 
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längs a~: log-B-+ = log-B-- - 2g~'1li, 

(202) längs b~: log-B-+ = log -B-- - 2(uv - e.) - a .. - 2kv 'Jti 
(v=1,2,.·.p) 

ist, die k dagegen Konstanten, die von den Parametern e und den Null
punkten 'I} unabhängig sind und außer von der Beschaffenheit der 
Riemannschen Fläche T und des zu ihrer Zerschneidung benutzten 
Querschnittsystems noch von den Anfangswerten der Integrale v ab
hängen. :Man kann insbesondere, wie es Riemann für die folgenden 
Untersuchungen tut, diese letzteren sich so gewählt denken, daß die 
p Größen k sämtlich verschwinden.114) 

Durch die Gleichungen (201) ist bereits die eindeutige Lösbarkeit 
des Jacobischen Umkehrproblems für alle jene Wertesysteme e dar
getan, für welche -B-((v(s) - e)) nicht identisch verschwindet. 

Diesen letzteren Fall hat Riemann in· den Art. 23 und 24 be
handelt und hier schon jenen Satz ausgesprochen, der den Kernpunkt 
der Lehre von dem Verschwinden der Thetafunktion bildet, nämlich daß 

(203) 

ist für jede Lage der p - 1 Punkte 'rJ. Aus diesem Satze folgert 
Riemann hier, daß das Kongruenzensystem 

(204) (
2 P-2 ) &. v (s('») == (0) 

besteht, wenn die s(') die 2p - 2 Nullpunkte eines Differentials erster 
Gattung (Il B 2, Nr. 20) oder, was dasselbe, durch eine Gleichung tp = 0 

114) Bei der Vermehrung des Wertes der Integrale vi-' um Konstanten c,« 

geht nämlich ki-' in ki-' - (P - 1) Cf' über, verschwindet also, wenn c,« p k/A 1 ge-

nommen wird. Die Art der Abbängigkeit der Konstanten ki-' von der Beschaffen
heit der RiemannschenFläcbe T und von dem Charakter des zur Zerschneidung 
dieser Fläche benutzten Querschnittsystems ist von Prym und Rost (Prytnsche 
Funktionen 1911, 2. Teil, p. 107) eingehend untersucht worden. Im hyperellipti
schen Falle haben für bestimmte Querschnittsysteme und bei der Wahl eines 
Verzweigungspunktes als gemeinsamer unterer Grenze der Integrale vi-' Neumann 
(,,Riem. Th.", 2. Aufl. 1884, p. 362) und Christoffel [Math. Ann. 04 (1901), p. 891 
= Ges. math. Abh. 2 (1910), p. 316] die Bestimmung von k!l durch direkte 
Ausführung der dabei auftretenden Integrationen durchgeführt, nachdem schon 
früher Prym (Schweiz. Nat. Ges. N. Denksehr. 22, 1867) diese Bestimmung auf 
einem a.nderen Wege erzielt hatte, Über die Berechnung der durch (202) defi
uierten ganzen Zahlen g, h bei Thomae, Leipz. Bel'. 52 (1900), p. 105. 
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miteinander verknüpft sind 115), und dann weiter, daß das Umkehrpro
blem unendlich vieldeutig wird, wenn die Kongruenzen 

p-lI 

(205) e,.. - - 2E v,..(s(~») (p, = 1, 2, ... p) 
~=1 

erffillt werden können. 
Dem Beweise, den Biemann in Art. 23 und später116) für den 

Satz (203) gegeben hat, haften aber gewisse Mängel an, auf welche 
zuerst a. Neumann 117) aufmerksam gemacht hat. Diesem ist es dann 
auch gelungen, einen einwandfreien Beweis für den genannten Satz 
zu liefern 118), aus dem sich auch der Beweis des allgemeineren, ab
schließenden Satzes ergibt, den Biemann gleichfalls schon ausge.. 
sprochen hat: 

"Ist .ß'((r)) = 0, 
bestimmen, daß 

(206) 

so lassen sich p - 1 Punkte '111' '11!, ..• '111'-1 so 

ist und umgekehrt. Wenn außer der Funktion .ß'((v)) auch ihre ersten 
bis mten Derivierten fdr (v) = (r) sämtlich gleich Null, die m + !teD 

aber nicht sämtlich gleich Null sind, so können m von diesen Punk
ten '11, ohne daß die Größen r sich ändern, beliebig gewählt werden 
und dadurch sind die übrigen p - 1 - m vollständig bestimmt. Und 
umgekehrt: Wenn m und- nicht mehr von den Punkten '11, ohne daß 
sich die Größen 'I' ändern, beliebig gewählt werden können, so sind 
außer der Funktion .ß'((v)) auch ihre ersten bis mten Derivierten für 
(v) = ('I') sämtlich gleich Null, die m + I ten aber nicht sämtlich 
gleich Null." 

Die Systeme der p - 1 Punkte '11 bilden in diesem Falle eine 
Spezialschar vom Überschusse m + 1 (Il B 2, NI'. 26). 

Durch diesen Satz ist eine vollständige Diskussion der Mannig
faltigkeit .ß'((v» = 0 im Gebiete der v auf Grund ihrer DarsteUung 
durch Integrale erster Gattung gegeben und damit die Möglichkeit 
geschaffen, einerseits mit Hilfe der Thetafunktion Ausdrücke von ge-

115) Immer vorausgesetzt, daß die Anfangswerte der v so gewählt sind, 
daß die Rlemannschen Konstanten k,.. verschwinden; andernfalls würde (- 2k) 
auf der rechten Seite von (204) stehen. 

116) J. f. Math. 65 (1866), p. 161 = Ges. matb. Werke 1876, p.198; 2. Auß. 
1892, p. 212. 

117) Leipz. Ber. 85 (1888), p. 99; vgl. auch "Riem. Th.", 2. Auß.. 1884, p.884. 
118) a. a. O. p. 847; vgl. dazu v. Dalwigk, N. Acta Leop. 57 (1892), p.221. 

insbesondere aber Rost, Hab.-Scbr. Würz burg 1901. 
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gebenen Null- und Unendlichkeitspunkten auf der Riemannschen 
Fläche zu bilden, andererseits die Thetafunktion selbst und andere 
mit ihrer Hilfe gebildete Ausdrücke sm algebraischen Gebilde zu 
untersuchen. 

In Art. 25 behandelt Riemann den Zusammenhang von log ft((v)) 
mit den Integralen dritter und zweiter Gattung, wie er unten in den 
Nr.51-53 dargestellt ist', und gibt Andeutungen über die Bestim
mung von 10g.ß-((0)) durch die 3p - 3 Klassenmodulen; eine Aufgabe, 
welche später für den hyperelliptischen Fall und für p = 3 wirklich 
ausgeführt wurde (vgl. dazu die Nr.83 u. 84,), im allgemeinen Falle 
p > 3 aber ihre Hauptschwierigkeit darin hat, daß die mit den Perio
dizitätsmodulen a,..~ der Integrale erster Gattung gebildeten Theta
funktionen, wie schon Riemann 119) angegeben hat, spezielle sind. 

Da nämlich das algebraische Gebilde vom Geschlecht p nur von 
3p - 3 wesentlichen Konstanten abhängt, die Anzahl der in den 
Thetafunktionen auftretenden Modulen a,..~ aber ~-p (p + 1) ist, so 
müssen zwischen diesen t (P - 2) (p - 3) Relationen bestehen, wenn 
die vorgelegten Thetafunktionen zu einem algebraischen Gebilde ge
hören oder, wie wir in der Folge sagen werden, Riemannsche sein 
sollen. Diese sind also nur für p < 3 die allgemeinsten, für p = 4 
besteht bei ihnen schon eine Relation zwischen den 10 Thetamodulen a,.. ... 
Diese ist von Schottky aufgestellt worden, während die bei größerem p 
bestehenden Beziehungen bis jetzt nicht bekannt sind.120) 

Anknüpfend an Nr. 34, kann man die Stellung der Riemannschen 
Thetafunktionen innerhalb der allgemeinen auch dahin charakteri
sieren, daß auf der zu ihnen gehörigen Mp sich solche Gebilde G 
finden müssen, welche vom Geschlecht p sind. 

In Art. 26 betrachtet Riemann "algebraische Funktionen von 14", 
das sind Funktionen, die in der einfach zusammenhängenden Fläche 
T' einwertig sind und an den Querschnitten r te EinheitswurzeIn als 
Faktoren annehmen (Il B 2, Nr. 4,0). Die r ten Potenzen dieser Funk
tionen sind also wie T vel'zweigt und man nennt sie selbst daher 
auch "Wurzelfunktionen".121) Solche Funktionen lassen sich durch 
Quotienten zweier Produkte von gleich vielen Thetafunktionen und 
Potenzen der Größen eDlt ausdrücken (vgl. Nr.56). 

119) Ges. math. W., p. 94, 2. Aufi. p. 101. 
120) Näheres hierüber in Nr. 92. tiber den speziellen hyperelliptischen Fall, 

bei welchem die t p (p + 1) Thetamodulen von noch weniger, ni!.mlich 2 p - 1 
wesentlichen Konstanten abhängen, siehe Nr. 74. 

121) So zuerst genannt von WebfIr, "p = 8", p. 110. 
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Die einfachsten derartigen Funktionen sind die von Riemann m 
Art. 27 betrachteten Quotienten von nur zwei Thetafunktionen 

p 

(207) 
~((v+ {~})) j~~g~~,. 

~(v~ e , 

die unter Einführung der Th.Ohar. auch in der Gestalt 

~[~J(v» 
./J'(v)) (208) 

geschrieben werden können und in denen die g, h rationale Zahlen 
mit dem gemeinsamen Nenner r bezeichnen. Setzt man in ihnen 

p 

(209) v~ = v~(ß) - 2:v~(~~), (fL = 1, 2, ... p) 
"= 1 

so sind sie auch als Funktionen der p Stellen bv' für welche sie als 
Funktionen von f4 betrachtet 00 1 werden, Wurzelfunktionen und können 
auch als solche mit den früher entwickelten Mitteln dargestellt 
werden. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall r = 2 (vgl. Nr.57) geworden, 
da er Riemann auf die den einzelnen ungeraden Thetacharakteristiken zu· 
geordneten qJ-Funktionen mit paarweise zusammenfallenden Nullpunkten 
geführt hat. Die Quadratwurzeln aus diesen Funktionen nennt Rie
mann geradezu nAbelsche Funktionen". Die Untersuchung dieser un
verzweigten rq;, die im hypel'elliptischen Falle durch Rechnung be
wältigt und für den allgemeinen Fall p = 3 unter Zugrundelegung der 
singularitätenfreien Kurve 4. Ordnung den Arbeiten Steiners und Hesses 
(lU 0 5, NI'. I) 1 f.) entnommen werden konnte, gab Riemann Anlaß zur 
Entwicklung der Oharakteristikentheorie und sie erwiesen sich als das 
wichtigste Hilfsmittel, das algebraische Gebilde mit den Thetafunk
tionen in gena:uere Beziehung zu setzen und durch sie darzustellen. 
Diese zuletzt genannten Entwicklungen hat Riemann nur in seiner 
Vorlesung von W.-S. 1861/62 gegeben, und sie sind erst nach seinem 
Tode veröffentlicht worden.122) 

Bei der Fülle der von Riemann erhaltenen Resultate konnte ein 
großer Teil der jetzt folgenden Forschung sich damit beschäftigen, 
diese Resultate auf anderem Wege zu gewinnen, sie zu erweitern und 
zu vertiefen. Vorher aber bedurften die sehr kurzen Andentungen 
Riemanns, um in weiteren Kreisen Verständnis zu finden, der spe
ziellen Ausführung. Dieser hat sich zuerst für den Fall p = 2 

122) Ges. math. W., p. 450; 2. Aufl. p. 487; insbes. aber Nachtr. p. 1. 
Encyklop. d. m~th. Wissensch. II 2. 45 
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Prym US) und sodann für den allgemeinen hyperelliptischen Fall C. Neu
mann124) und wieder Prym U5) gewidmet, während später für den all
gemeinen Fall p = 3 Weber 126) die von Riemann in seinen V or
lesungen gegebenen Resultate wieder aufnahm. 

Durch Riemanns Arbeit war die Erforschung der Thetafunk
tion und ihrer Beziehungen zum algebraischen Gebilde in den Mittel
punkt des Interesses gerückt. Die explizite Lösung des Umkehr
problems erschien als ein auf mannigfache Art zu erreichendes Er
gebnis dieser Beziehungen; die Thetafunktion selbst aber ergibt sich 
bei Riemann nicht als notwendiges Glied einer organischen Entwick
lung, sondern tritt unvermittelt als ein neues Element auf. Dieser 
Einwand 127), lediglich methodischer Natur, hat den Anstoß zur alge
braischen und funktionentheoretischen Durchbildung der ganzen Theorie 
gegeben, wie sie zunächst durch Clebsch und Gordan in ihrem Werke 
über· die Theorie der Abelschen Funktionen und unabhängig davon 
von Weierstroß in seinen Vorlesungen über die Theorie der Abelschen 
Transzendenten geschah. 'Über beide soll jetzt berichtet werden. 

4: 7. Clebsch und Gordan geben den Gleichungen des Jacobischen 
Umkehrproblems die Gestalt 

(210) (h = 1,2, ... p) 

wobei sie die Integrale 1. Gattung u so normiert denken, daß ihre 

123) Diss. Berlin 1863 und Wien Denksehr. 24 (1866), II, p. 1; 2. Aus· 
gabe 1886. 

124) Die Umkehrung der Abelschen Integrale 1868 und "Riem. Th." 1866, 
2. Aufi. 1884. 

125) Schweiz. Nat. Ges. N. Denkschr. 22 (1867). 

126) ,,p = 8"; siehe noch die ausfiihrliche Darstellung der Riemannschen 
Theorie, welche Thomae (Über eine spezielle Klasse Abelscher Functionen, 1877 
und Über eine spezielle Klasse Abdscher Functionen vom Geschlecht 8, 1879) 
für zwei spezielle Klassen algebraischer Funktionen gegeben hat, von denen die 
eine, zum Geschlecht p = 2n gehörige, durch 

S8 = (z_- k1 ) (s~k2)'" es - kn + 1) 

(z -11) (z -11)'" (s -1,,+1) • 

die zweite, zum Geschlecht p = 3 gehörige, durch 

bestimmt ist. 
S8 = (z - k) (s - k,) (z - k.) (s - ka) 

127) Bei Neumann, .,Riem. Th.". p. IV und bei Clebsch und Gordan, "A. 
F.", p. V. 
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Systeme zusammengehöriger Periodizitätsmodulen Größen von der Form 

(211) rn" 2%i + ql011l + Qsa 2h + ... + qpaph (h = 1,2, ... p) 
sind, bei ganzzahligen m und q. 

Das zugrunde liegende algebraische Gebilde G wird bei Clebsch 
und Gordan als eine ebene Kurve nter Ordnung aufgefaßt, welche die 
Grundkurve genannt wird. Ist F(x. s) = 0 ihre Gleichung, 80 heißt 
jede symmetrische Funktion der p Werte, welche eine homogene Funk-

tion oter Dimension :. von x, s für x = X(l), X(i), ••• af.P) annimmt, 

eine Abelsche Funktion der Größen v. 
Die Integralsummen 3. und 2. Gattung 

(212) 

(213) 

",(i) 

~ r (x(1) xC!) ... x<P») 
~1 • d II~ 'I = T~ 'I C(l) 0<2) ••• c(P) , 
• = c(i) 

",(i) 

~J (X(l)X(l}) ••• x(p») 
~ d Z~ = T~ C(l) C(2) ••• c(p) 
t=lc(i) 

heißen Abelsche Transzendenten; bei Änderung der u um ein Größen
system (211) wächst Th bzw. T~ um 

~ ~ ~ 

(214) Ql!du1 + q2!dus + ... + qp!dup, 
'I '1 '1 

(215) q OUt m + q ou,,@ + ... + q OUp(~). 
1 O~ 2 O~ P o~ 

Bezeichnet man mit 7] die Schnittpunkte der Grundkurve F = 0 
mit der Kurve 1/J = 0, mit ~ die Schnittpunkte von F = 0 mit einer 
Kurve rp - l1/J = 0, so ist nach dem Abelschen Theorem (Il B 2, Nr.4:2) 

",(i) 

(216) log [(:)",(t) -lJ -log [(~)c(i)-lJ = - ~fdIIh' 
c(i) 

(i=1,2, ... p) 

wo die letzte Summe über die Schnittpunktpaare ~, 7] zu erstrecken 
ist, und man erhält hieraus 

rrp p ~T; (",(1)%(2) ... ",(1'») 
(217). [(:t(i) -lJ = n [(:Li) - l]- e - '1 c(l) c(2) ... c(p) • 

• =1 .=1 

Bezeichnet man daher mit Mt> Ms, ..• Mp die Koeffizienten jener 
Gleichung pion Grades 

(218) (:Y + MI (:Y- J + ... + Mp _ 1 (:) + M p = 0, 
46-
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welche die Werte (:).,(1)' i = 1,2, ... p, als Wurzeln hat, so folgt 

(219) )..1'+ M 1 )..p-1+ ••• + Mp _ 1 A. + Mp = N, 

wo N außer Konstanten nur Funktionen T enthält, und man braucht 
diese Gleichung nur für p verschiedene Werte von ).. anzuschreiben, 
um daraus 11(, M 2 , ••• Mp zu berechnen, die sich also als rationale 
Verbilldungen verschiedener Transzendenten eTh ergeben. 

(
X(l) X(2) x(P») 

Die Transzendente Th (1) (2)'" (P) , welche von 2 p + 2 Punk-
IX IX ... a 

ten, nämlich von ;, 'l'j, den p Punkten x und den p Punkten. a ab
hängt, kann zunächst durch speziellere, nur von p + 2 Punkten ab
hängige ausgedrückt werden. 

Zu dem Ende konstruiere man zwei. adjungierte Kurven n - 2ten 

Grades, welche beide durch die von ;, 1] verschiedenen Schnittpunkte 
der Geraden ~1] mit der Grundkurve F = 0 hindurchgehen und von 
denen die eine die p Punkte x, die andere die p Punkte IX enthält. 
Sie sind dadurch im allgemeinen vollständig bestimmt, und wenn 
man ihre p letzten Schnittpunkte mit der Grundkurve F = 0 mit 
y(l) , '!P), ... y(p) bzw. ß(l), ß(2), ... ß(P) bezeichnet, so ist nach dem 
Abelschen Theorem 

xli) y(i) 

(220) :2 J dllh +:2 J'dII~~ = 0 
• = 1 a(i) , = 1 (I(i) 

und deshalb 

(
X(i) X(2) ••• x(P») _ (X(i) X(2) ••. x(P») _.1. (a(l) a(2) •.• a(P») . 

(221) Th IX(i)a(2) ... a(P) -tT~~ y(l)y(2) ... y(P) 2 T~~ ß(l)ß(2) ... ß(P) 

Da die y durch die x und ebenso die ß durch die a bestimmt sind, 
so hängt jede der beiden rechts auftretenden Funktionen nur von 
p + 2 Punkten ab; diese "speziellen Transzendenten" sollen dement
sprechend mit TI;~(x(1)X(2) .•• x(P» und TI;~({(.<t)a(2) ••• a(P») oder kürzer 
mit TI;~(x) und TI;~ (a) bezeichnet werden. 

Nun zeigen Clebsch und Gorrlan weiter, daß jede spezielle Tran
szendente Th(x) die Differenz zweier gleichartiger Funktionen ist, 
von denen die eine nur ;, die andere nur 1] enthält. 

Zu dem Ende beachte man, daß man durch je p -1 der Punkte x, 
z. B. durch X(l), ••• X(i-1), x(i + 1), '" x(p) immer eine adjungierte Kurve 
n - 3tell Grades legen kann; diese schneidet dann die Grundkurve 
in p -1 weiteren Punkten, die mit Xli, X2i, •.• Xi-i, i, x i + 1, i, ••• a;P' be
zeichnet werden. Die p Transzendenten 

(222) 
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nennen Clebsch und Gordan das System der T~'1(x) "adjungierten Tran
szendenten" und zeigen, daß 

(223) ~ (0 T d ~ + 0 Tm dX(l) + ... + 0 T(Pl dx(P») = d ur X(I) x(P). t) 2 OS öx(1) cx(Pl \ , ••• ,6 

ein vollständiges Differential ist und daß sich durch die so definierte 
Funktion U die Transzendente Th(x) nunmehr darstellen lasse m 
der Form 

(224) ! T~~(x) = U(X(l), af..2), ••• x(P); ~) - U(X(l), X(2), ••• x(P)j 11), 

womit die Zerlegung von TE~(x) in zwei gleichartige Funktionen mit 
je p + 1 Argumenten durchgeführt iRt. 

Die Funktion U(x(1), ... x(p);~) wird nur unendlich, wenn ~ mit 
einem der Punkte x zusammenfällt oder, bei beliebigem ~, wenn die x 
auf einer rp- Kurve liegen, und zwar verhält sich in aUen diesen Fäl
len U wie der negative Logarithmus einer verschwindenden Größe. 
Die Funktion V = e- U ist also eine Funkti, n der Punkte X(I), X(2), ••• 

x(p);~, welche niemals unendlich groß wird und nur verschwindet, 
wenn ~ mit einem der Punkte x zusammenfällt oder, bei beliebigem 
~, wenn die Punkte x durch eine rp-Kurve verknüpft sind. 

Mit der Funktion V haben Clebsch und Gordan im wesentlichen 
die Riemannsche Thetafunktion erhalten. 

Betrachtet man nämlich V, das in Wirklichkeit nur von p Größen, 
nämlich .,(1) ~ 

:2 J du,,-j'dU~ 
; = 1 :(i) p, 

(hz:: 1, 2, .. . p), (225) 

abhängig ist, als Funktion der p Variablen 

(226) (h = 1, 2, ... p) 

wo 11' ein fester Punkt ist und die Klo Konstanten bezeichnen, so ist 
V eine einwertige und für alle endlichen Werte ihrer Argumente 
stetige Funktion mit folgenden Eigenschaften: 

Bestimmt man die Konstanten K aus den Gleichungen 
p .,(i) 1/(i) e '1 

(227) 2K,,+ Z!dU" + Z.Iau,,-!du"-j'dU,, = 0, 
• = 1 c(i) • = 1 c(i) P, p. 

(h= 1, 2, .. . p) 

so ändert sich, der Gleichung 

(228) V(a;ll), X(2), ••• x(P); ~) = + V(y(l), '!P), ... y(P}; 1J) 
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entsp.rechend, V nicht oder nur sein Zeichen, wenn man die w 
sämtlich gleichzeitig ihr Vorzeichen ändern läßt. 

Läßt man weiter die Wh um Ausdrücke von der Form (211) 
wachsen, so erlangt V den Faktor 

(229) 
~ Wh qh + t ~ "hk%9k + (~"k"'/' + ~lh9h) 1ft 

e 
in welchem die x, Ä ganze Zahlen bezeichnen, deren Bedeutung später 
erkannt wird. Auf Grund dieser Eigenschaft läßt sich Y, wenn 

(230) 

p 

Wh = Wh - Ä,,'Xi - t::E ".a ih 
i= 1 

(h = 1,2, .. . p) 

gesetzt wird, nach ganzen Potenzen der Größen eWh entwickeln in 
der Gestalt 

(231) 

wo 

(232) 
rlJ ••• rp 

ist. Die Konstante Ao bestimmt sich, indem man für :1;(1), ••• a;<P)j ~ 
jene Anfangswerte einführt, bei denen U = 0, also V = 1 wird. 

In den die Konstanten K" definierenden Gleichungen (227) sind 
~,1] zwei beliebige Punkte der Grundkurve, xl!), •.. x(P), y(l), ••• JIP> 
die 2p weiteren Schnittpunkte einer gleichfalls beliebigen durch die 
Schnittpunkte der Geraden ;1] mit der Grundkurve gehenden adjun
gierten Kurve n - 2 ten Grades. Liißt man ;, 1] mit dem festen 
Punkte t-t zusammenfallen, wodurch die Gerade ; 1] zur Tangente an 
die Grundkurve in t-t wird, und läßt auch die 2p Punkte x, '!J paar
weise zusammenfallen in p Punkte, die mit /;(1), ... E(P) bezeichnet 
seien, 80 wird 

(233) 

p .(i) 

K h=-4!dUh • 
.=1 0(i) 

(h= 1,2, .. . p) 

Solche adjungierte Kurven n - 2 ten Grades, welche durch die 
n - 2 Schnittpunkte der Grundkurve mit einer ihrer Tangenten gehen 
und sie in p weiteren Punkten berühren, gibt es 22P. Sind a(l), ••• a(P) 
die p Berührungspunkte einer zweiten, so ist stets 

P ,,(l) p 

(234) ~ r du" = )"',,'Xi + -!2".ai ", (h = 1,2, .. . p) 
i=l~(i) .==1 

wo die x, ).. ganze Zahlen sind, und umgekehrt entspricht jedem aus 
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Werten 0, 1 gebildeten Systeme von 2 p Zahlen ", A. eine solche 
Kurve (vgl. Nr.57). 

Wählt man in (230) und (234) für die ", .t die gleichen Werte, 
so folgt 

p ~(;) E 

03" =:4J duh- fau" 
, = 1 alt) ,.. 

(235) 

und man erhält so 22p verschiedene Thetafunktionen 

(236) 

p .,(i) ~ 

@(4 fdu" -.faul) ' 
• =- 1 al') !' 

von denen jede entweder durch die p Berührungspunkte "(1), ••• "<p) 

der ihr zugeordneten adjungierten Kurve n - 2ten Grades oder durch 
die in (229) auftretenden ganzen Zahlen ", A. charakterisiert werden 
kann. 

Es können jetzt die speziellen Transzendenten l'(x(ll, . .. x<P)j ~) 

(
X(I) X(2) x<P») 

und damit auch die in (212) definierten allgemeinen T~ ~ (I) (2)'" ..I .. ) ce .. . (;~ 
p (~) -l 

und die in (217) auftretenden Produkte TI : -=~---- durch Theta-
j = 1 (1P) c(i) - l 

funktionen ausgedrückt werden. Die letzteren Ausdrücke liefern dann 
eine Lösung des Jacobischen Umkehrproblems (210). Läßt man weiter 
p - 1 der Punkte x mit p - 1 der Punkte c zusammenfallen, so er
hält man Ausdrücke für ein einzelnes Integral 3. Gattung und für 

einen einzelnen Quotienten (:) er - Ä. durch Thetafunktionen. Alle diese 
(:) c- Ä. 

Fragen werden unten in den Nr. 49-53 im Zusammenhange dargestellt 
werden. Ebenso wird in Nr. 5", die umgekehrte Aufgabe gelöst, passend 
gewählte Kombinationen von Thetafunktionen durch algebraische 
Funktionen auszudrücken, welche Clebsch und Gordan am Schlusse 
des neunten Abschnittes behandeln. Sie sprechen ihr Endresultat 
dort in dem Satze aus: 

Nennt man ein Produkt 

(237) e(03 + m(I»e(03 + m(2» . " e(03 + m«('» 

ein vollständiges Thetaprodukt, sobald die Größen m den p Gleichungen 

(238) mA(I) + m,pl + ... + m,/(') = 0 (h = 1,2, ... p) 
genügen, so ist der Quotient zweier vollständigen Thetaprodukte von 
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gleichviel Jj'aktoren und mit denselben Variabeln ro eine rationale 
Funktion der Koordinaten der Punkte X(I), X(9), ••• x(Plj ~, welche mit 
den ro durch die Gleichungen (235) verbunden sind, 
schließen daraus den weiteren Satz (vgl. Nr. 34): 

Zwischen je p + 2 vollständigen Thetaprodukten von gleichviel 
jj'aktoren besteht eine homogene algebraische Gleichung, 
und sprechen endlich die Lösung des Jacobischen Umkehrproblems 
in der Form aus: 

Die symmetrischen Funktionen der Koordinaten der x, mithin 
auch die Koeffizienten einer Gleichung, deren Wurzeln die Funktions
werte cp(X(l»), cp(x(II), ... cp(X<PI) sind, lassen sich als homogene rationale 
Funktionen von p + 2 im allgemeinen beliebig zu wählenden voll
ständigen Thetaprodukten mit gleich viel Faktoren darstellen, zwischen 
denen selbst eine algebraische Gleichung stattfindet. 

Später hat Noether U8) die Untersuchungen von Clebsch und Gor
dan wieder aufgenommen und in mehreren Punkten ergänzt und ver
bessert. 

Während insbesondere Clebsch und Gordan (der Riemannschen 
Darstellung von d log 4}<tl in Art. 25 seiner Theorie der Abelschen 

Funktionen entsprechend) die Transzendente Th (:) zuerst auf Funk

tionen von nur p + 1 Punkten der Grundkurve zurückführen und 
dann erst dieso als Funktionen der Integralsummen 1. Gattung be
trachten, schlägt Noether das Weierstraßsche Verfahren (vgl. NI'. 7) 
ein, sogleich von vornherein die Summe der Integrale 3. Gattung als 
Funktion der Integralsummen 1. Gattung aufzufassen. Es wird da-

durch die ziemlich umständliche Zerlegung von T~ 'I (:) in die "spe

ziellen" und "adjungierten" Transzendenten umgangen, deren Dar
stellung rückwärts ziemlich leicht gelingt. 

48. Weierstraß (Vorlesungen). In seinen Vorlesungen über die 
Theorie der Abelschen Transzendenten 11l9) stellt Weierstraß das Jacobi
sche Umkehrproblem in der folgenden Form auf: 

Aus den Q algebraischen Gleichungen 

(239) (a= 1,2, ... (» 

und den Q Differentialgleichungen 

128) Math. Ann. 37 (1890), p. 417 u. 465; schon vorher Erl. Ber. 16 
(1884), p. 88. 

129) Math. Werko 4 (1902); der Veröffentlichung liegen hauptsä.chlich die 
Vorlesungen vom W.-S. 1875/76 und S.-S. 1876 zugrunde. 
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f! 

dU1 = ~ H(XaYa)1 dxa, 
a=1 

(240) 
(l 

dUe = ~ H(xaYa)e dXa 
a=1 

(über die Bedeutung der H in II B 2, Nr. 23) mit der Nebenbedingung, 
daß für "1 = 0, ... ue = 0 die Paare (xaYa) gleich gegebenen Werte
paaren (aaba) werden, sind die 2(J Größen Xa, Ya als Funktionen der 
(J unabhängigen Veränderlichen "1'" . ufI darzustellen. 

Zunächst weist Weierstraß unter der Voraussetzung, daß die 
Determinante 
(241) (a, ß = 1,2, ... (J) 

nicht gleich Null ist, nach, daß für Werte u17 ••• "e' die dem absoluten 
Betrage nach hinreichend klein sind, also einem gewissen Bereiche Uo 
angehören, die Größen xa, Ya sich nach Potenzen Ton U1/" . ue ent
wickeln lassen, und zugleich, daß die erhaltenen Potenzreihen 

(242) Xa=tpaC"17 ... Ue)' Ya=t/la(uv"'ue) (a=1,2, ... ~) 
die einzigen sind, welche die gestellte Bedingung erfüllen. 

Aus dem Abelschen Theorem für die Integrale 1. Gattung folgt 
dann unmittelbar, daß die 2 ~ Funktionenelemente Xa, Ya ein alge
braisches Additionstheorem 180) besitzen, aber weiter auch, daß sie bei 
Ausdehnung des Bereiches ihrer Argumente nicht eindeutig bleiben. 
Wählt man nämlich, falls die U nicht mehr im Bereiche Uo liegen, 

eine positive ganze Zahl n so, daß es für die Größen ~ u1/ .•. 2:.."" n n , 
zutrifft, und ist 

(243) m (~ ... ~)=t Ta n' n 6 a , 

so ist zu dem n-fach gezählten Paare (;a'1a) korresidual das n-l-fach 
gezählte Paar (aaba) und das Paar (xaYa)' Daraus folgt, daß x17 ••• xe 
die (J Wurzeln einer algebraischen Gleichung ~teD Grades 

(244) Poxe + PIXe- 1 + ... + Pe-IX + Pe = 0 

130) Weierstraß hat sich in seinen Vorlesungen wiederholt mit der Auf
gabe beschäftigt, unter der Voraussetzung. daß (l Funktionen von (l Veränder
lichen existieren, welche innerhalb eines beliebig kleinen Bereiches dieser ein
wertig sind und ein algebrn.isches Additionstheorem besitzen, den. analytischen 
Charakter dieser Funktionen und ihren Zusammenhang mit den Abel~chen Tran
szendenten zu untersuchen; l'gl. dazu B"ill und Noether, D. M. V. Jahresb. 3 
(1894). p. 405 j. Painleve, Le90ns etc. professees a Stockholm 1895, Pa.ris C. R. 
122 (1896), p. 660 und Acta mathe 27 (1903), p. 1. 
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sind, während sich das zu xa gehörige Ya rational durch xa in der Form 

(245) Q1X ,,-1 + Q.x ,,-li + ... + Q, 
Ya= a Qo (a=1,2, ... Q) 

darstellen läßt, wobei die P und Q einwertige Funktionen der u sind, 
die sich, da n beliebig groß genommen werden kann, für jeden be
liebig großen Bereich als konvergente Potenzreihen dieser Größen 
darstellen lassen; auch zeigt man leicht, daß die Werte der Funktionen 
xa,Ya von der ganzen Zahl n unabhängig sind. 

Für singuläre Wertesysteme u17 ••• u" kann eine Unbestimmtheit 
in den Werten der zugehörigen Paare (xaYa) eintreten, dadurch daß 
alle Koeffizienten Po, Pu . .. P" gleichzeitig verschwinden; dieser Fall 
tritt nur dann ein, wenn die Determinante 

(246) I H(xa , Y")(li = 0 
ist. Die Gesamtheit dieser singulären Wertesysteme u17 ••• u(J bildet 
aber nur ein Kontinuum von 2" - 4 Dimensionen, so daß die Mög
lichkeit verbleibt, von jedem regulären System zu jedem anderen 
durch eine stetige Folge solcher zu gelangen.lSl) 

Jede rationale symmetrische Funktion der Wertepaare Xa , Ya als 
Funktion der U aufgefaßt, heißt eine Abelsche Funktion der" Variablen 
ull •.. u" und es wird bewiesen, 

1. daß Q unabhängige dieser Funktionen cfJ1 , ws, ... W €I ein alge
braisches Additionstheorem besitzen, in dem Sinne, daß jede Funktion 
W a(u1 + 'lJlI ••• u" + 'IJ(J) sich algebraisch durch die 2 Q Funktionen 

w1(ull . .. u(J)' .•. tP,,(ulI " . u,,), q,l(VlI ", 'lJe),· .. q,/vlI · .. ve) 
(oder rational durch sie und ihre ersten partiellen Ableitungen) aus
drücken läßt, 

2. daß diese Funktionen 2Q-fach periodische Funktionen sind. 
Es handelt sich nun um die Aufgabe, diese Abelschen Funktionen 

durch analytische Ausdrücke darzustellen, die für alle endlichen Werte 
der Argumente gültig sind. Um diese Aufgabe zu lösen, knüpft 
Weierstraß an die von ihm eingeführte Primfunktion E(xYj X2YlI xoYo) 
(vgl. II B 2, Nr. 38) an. Das Produkt von Q Primfunktionen 

(! 

(247) E(XYi Uu ... ur!) = TI E(x,!/; xa'!/a, aaba) 
11.=1 

131) Zu dem Vorstehenden auch Noether, Math. Ann. 87 (1890), p. 477 und 
Prym und Rost, Prymsche Funkt. n,'p. 2-15 u. f. Hier wird auch gezeigt, daß 
die Gleichung (246) durch Zuzammenfallen von Paaren (XaYa) eintreten kann, 
ohne daß das Umkehrproblem unbestimmt zu werden braucht, vgl. auch Tikho
mwndritzky, Int. abal., p. 202; dazu ferner Charkow Ges. 7 (1900), p. 88; J. f. 
Math. 126 (1903), p.283; 2"'· Congr. intern. Paris 1900 (1902), p. 273 und rEns. 
math. 16 (1913), p. 884. 
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stellt eine einwertige transzendente Funktion sowohl des Wertepaares 
(xy) als auch der p Veränderlichen 1411 ••. uq dar, welche als Funktion 
von (xy) an den p Stellen (xay,J 01 wird, an den Stellen (aaba) aber 
wesentlich singulär sich verhält. 1)fit ihr hängen die Q Funktionen 
J( 141, .• • U(!) tJ eng zusammen, die Integralsummen 2. Gattung sind, indem 

(! 

(248) dJ(ulI • .. U(!),.I = ~H'(xaYa\"ldxa (ß = 1,2, ... Q) 
«=1 

ist, die aber von "Weierstraß hier als Entwicklungskoeffizienten VOll 

-log E(xy; 1411 ... u(!) in der Umgebung der Stelle (a(lb(l) eingeführt 
werden. 

Von der Funktion 

(249) E'( ) E(xy; Ut , '" up ) xy, xoYo; 1411 .,. u" = E( . • \ , X.Yo, u,t,··· UPJ 

ZEJigt nun Weierstraß, daß sie sich, als Funktion der p Größen 1411 •• , 'Uli 

betrachtet, als Quotient zweier beständig konvergenter Potenzreihen 
darstellen läßt. Zu dem Ende wird erstens gezeigt, daß eine Glei
chung von der Form 

d log E(xy, xoYo; 1~1I •.. uli) 

(250) 
Q Q 

=2 f(f(u l1 " • 14,) dUr> - ~ g,aCUll'" u(!) dU{J 
(I=1 ~=1 

besteht, in der die 2Q Funktionen f(f(u1, ••. u(!) und 9(1(Ull •.• u(l) ein
deutige Funktionen ohne wesentlich singuläre Stellen im Endlichen 
sind, zweitens, daß die Integrabilitätsbedingungen 

(251) .'Of'L = '0 fu. Ogll oga 
'Ou", OUfj' OUa = "ou,; (a, ß = 1,2, ... Q) 

erfüllt sind, und drittens, daß nach Substitution der linearen Funk
tionen k1 + kt'", ... k(! + k/ t: für die Veründerlichen Ut , •.• f~(! bei 
hinlänglich kleinen Werten von I t: I die Gleichungen 

(252) 

I( L f(1 (u1, .•. u(I) dt'(1 = (t'1 -r- 1 + ~l (t:» d-r , 
(1=1 

(! 

~g(f(Ul" .. u(!)dUtJ = (1-'2-r- 1 + ~2(t"»d-r 
(1=1 

bestehen, wo 1-'1 und 1-'2 ganze positive Zahlen oder Null sind. Dann 
existieren nach einem Satze, den Weierstraß in seiner Abhandlung: 
"Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen mehrerer Ver .. 
änderlichen sich beziehenden Sätze" 132) bewiesen hat, zwei beständig 

132) Abh. a. d. Funktionenlehre , 1886, p. 189 = M.ath. W. 2 (1895), p. 16". 
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konvergente Potenzreihen F( U1, ••• ul/) und G ("t, ... UI/)' für welche 

;2(,IJ(u17 ", ul/)du~= dlogF(ul1 ..• ul/)' 
(I=l 

Ci 
(253) 

~ gjJ(u1 , ••• ue) du" = d log G(ul1 ••• t'(l) 
(1=1 

ist, und mithin wird, wie behauptet 

(2~4) E( ) 0 F(u1 •••• up) ::> xy,xoYo; u11 ·•• U" = . G( , • 
~ U 1 • ••• UPI 

Die im Zähler und Nenner der rechten Seite auftretenden Potenz
reihen hängen in einfacher Weise miteinander und mit den in t248) 
eingefdhrten Integralsummen 2. Gattung zusammen. Definiert man 
nämlich eine Funktion f( ul1 ••• ue) durch die Gleichung 

(255) d 10gf(ul1 ••• ue) =;2J(U1 + W 1fl,·.· ue + wfI(.f)"dUfl1 
(.1=1 

so wird ~ 
~J'(I11")"IJ," 

(2:;6) E( ) {(u1 - Wu ... Uf - w,) e d 
v Xv, xoYo; U17 ••• u" = ~; 

~J'(Zoll·)fllJ,,, 
(u1 - w1o •••• Uf - w,O) e tI 

dabei sind mit wa die Integrale 1. Gattung 
(lIIg) 

(257) Wa = J(xY)a = f H(xY)a dx, (a = 1,2, ... (l) 
(ao b.) 

mit w~ und wafl deren Werte an den Stellen (xoYo) und (a~bfl) be
zeichnet, während J'(xy)~ die Weierstraßschen Integrale 2. Gattung sind. 

Die Zerlegung des Differentials dlogE(xy, xoYo; ul1 ••• ue) in die 
angegebenen beiden Bestandteile hat Weierstraß zunächst für die 
hyperelliptischen Funktionen auf einem sehr mühsamen Wege durch
geführt. Erst als sich hinterher der Zusammenhang der Funktionen 
fp(ul1 • •• ue) und g(1(UI"" ue) mit Integralsummen 2. Gattung ge
zeigt hatte, konnte er durch verhältnismäßig einfache Rechnung zum 
Ziele gelangen, indem er von vorneherein die Integrale 2. Gattung 
einführte (vgl. dazu p.625). 

Für die Funktion f(u lI ... ue) ergeben sich auf Grund ihrer 
Definitionsgleichung die Periodizitätseigenschaften 

~9 '1a{J (fla+ wa{JHl'fo ni 

f(u1 + 2c.ol{J,'" u(1 + 2c.oe{J) = f(u17 ... ue)e a , 
(258) ~9'1;'8(lJ,a+W;'{J)-I'{lni 

f(ut + 2 c.o{fl , .. , u(l + 2c.o;~) = f(u17 ... Ue) e CI , 

(ß=1,2, ... ~) 
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in denen die f-t, In' unbestim~t bleibende Konstanten bezeichnen. Führt 
man an ihrer Stelle 2p Größen ma, 1ia ein durch die Gleichungen 

~ ~ 

(259) wet = :2 (f-tproetp + f-tr, ro~(1), 1ia =~ (f-tpfjet/f + P.;fj~fl) 
(1 =1 (I = 1 

(a= 1, 2, ... ()) 
und setzt 

(260) 

so genügt die neue Funktion e(ulI .•. u~) den Gleichungen 

~2 ~afl (ua+"'afll 
e(!~l + 2rolfl, ... u~ + 2ro(lfl) = e(ulI ..• u(') e a , 

(261) , , ~s~~fI (ua+"'~fll 
e(uJ +2ro18, ... u~+2ro('fI)= e(u1 , ••• I),(')e U • 

(ß=1,2, ... (» 

Um zu einer Darstellung der Funktion e( U1 , ••• up) zu gelangen, 
führt man an Stelle der u neue Variable v ein mit Hilfe der Gleichungen 

(262) 
o 

Ua = 2 2roap Vfl' 

[1=' 

Dies setzt voraus, daß die Determinante 

(263) 

(0:=1,2, ... Q) 

(a, ß =1, 2, ... Q) 

nicht verschwindet. Dazu bemerkt Weierstraß, daß sich dies aus der De
finition der Perioden der Abelschen Integrale 1. Gattung nicht beweisen 
lasse; es könne nur gezeigt werden, daß unter den möglichen Systemen 
der Größen ro, welche der aus den ro und ro' gebildeten Matrix ent
nommen werden, immer solche vorbanden sind, deren Determinante 
von Null verschieden ist. Erst mit Hilfe der Eigenschaften der Theta
funktion stellt sich dann heraus, daß für jedes primitive System von 
Perioden die Determinante (263) nicht verschwindet, solange das Ge
schlecht des algebraischen Gebildes nicht < (> ist. 

Setzt man jetzt ~ f 

~ ~20fly~(1"Y 
(264) e(ull . •• u(-) = -B-(v17 ••• v(') e8-1 r-l , 

wo 
(' 

(265 ) c(ly = Cyfl = ~ roaßfjay (ß,'Y=1,2, ... (!) 

ist, und definiert weiter, indem man mit ro den Wert der Determinante 
(263) und mit (ro)a fI die Adjunkte von OJa(l in ihr bezeichnet, Größen '"( 
durch die Gleichungen 
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(266) (IX, fJ= 1, 2, ... Q) 

so genügt die neue Funktion &(v17 " • ve) den Bedingungen 

6'(fJu ' .. v{J + 1, ... fJe) = &(v1, ••• V,iJ, •• • ve), 
(267) - (l"{J+ "'{J,'t) nt 

6'(v1 + "11~' ••• v(' + 1:('{J) = 6'(fJlI ••• v(') e 
(fJ=1,2, ... Q) 

und kann auf Grund dieser in eine p-fach unendliche Reihe ent
wickelt werden in der Gestalt 

~ .:E"a"t1~a(1ni+B.:E"a"ani 
(268) 6'(vl1 .•. "e) = ~ ea •tl a 

( .. ) 
Daß diese Reihe für alle endlichen Werte der v konvergiert, folgt 
bei Weierstraß daraus, daß 8(ul1 ••• u,) für alle endlichen u endlich 
ist; die für die "a{J notwendige und· hinreichende Eigenschaft, daß der 

reelle Teil von i~nant17:a(J für alle reellen n, die nicht alle gleich-
a,{J 

zeitig Null sind, negativ sein muß, folgt also hier aus der schon vor
her erkannten Konvergenz. 

Zur Darstellung der Funktion E(xy, xoYo; U17 ••• ue) mit Hilfe 
von Thetafunktionen dient die aus den Gleichungen (256) und (260) 
folgende Gleichung 
(269) E( . ) _ @(- '101° + (öl' ••. ) • . €J(U I - '101 + (öl' .•. ) 

xy, :X:oYOl ul1 '" ull - ""( + ).o( 0+ ) ... "" - '101 1lJ11 • • . 0 U, - '101 01., ••• , 
:E {J'(ZII)a-J'(:X:.,I.)a} ua 

. e a =1 

In dieser Gleichung haben aber jetzt die Größen öl (abgesehen von 
ganzen Perioden) bestimmte Werte, die ermittelt werden müssen, und 
weiter sind die rechts im Exponenten auftretenden Integrale 2. Gat
tung auch durch Thetafunktionen auszudrücken. 

Bezüglich des ersten Punktes findet Weierstraß 

(270) 
wo 

11('-2 

(271) w{J = t~ J(P.q.,)f1, (fJ = 1, 2, ... Q) 
,,=1 

gesetzt ist und in der ersten Gleichung (P .. q.,) die 2 f! - 2 Null
punkte einer cp -Funktion sind. Indem aber die Integrationswege 
dieser Integrale nicht angegeben werden, ist das System der Größen 
wp, und damit auch der Wh nur bis auf ein bei Weierstraß unbe-
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stimmt bleibendes System zusammengehöriger halben Perioden der 
Integrale 1. Gattung ermittelt. 

Die Darstellung der Integrale 2. Gattung geschieht durch die 
aus (255) und (260) abgeleitete Formel 

wo 
(273) 

gesetzt ist. 

e1a) (wP- wl - tol a' ••• ) 

@(top- wl - Wta •• •• )' 

Setzt man in ähnlicher Weise, wie es zur Gewinnung von (272) 
geschehen ist, in (269) sämtliche Paare (xrYy) gleich (aobo) bis auf 
eines, das zuerst mit (X1Y1)' ein zweitesmal mit (Xl' Y/) bezeichnet 
werde, und dividiert die beiden so entstehenden Gleichungen durch
einander, so erhält man, wenn 

(274) J(X1Y1)a= W, J(x/'!/tJa= W' 
gesetzt wird, 

(275) E(IXYjIXdh. IXI'YI') 
E(IXoYo; IXI 'YI' IXI , Y/) 

@(lo-Wl-~ÖI' ••• ) @(l1'-wl'-wl1 ..• ) ~(m-ßI{J'("'II)a-J·(".,I.),,} 
= 1 0 - ) • ""(1' -) e .. geW-w1-wU··· oZ!' W - W1 -Wt' .•• 

und hat damit auch die Darstellung des Integrals 3. Gattung 

1(X1I1) 

(276) {H(xy x'y') - H(x 41 X'YJ} dx' = log-E(IXYj IXI 'YI'~l yl) 
, 0 ifO' E (IXo 110 j IXd/H IX; lID 

("'1 !111 

durch Thetafunktionen erreicht. 
Mitte1st der Formel (269) kann nun auch die Frage nach jenen 

Wertesystemen der u beantwortet werden, für welche die 8-Funk
tion verschwindet. Das Resultat lautet, daß die Funktion 

(277) 8(u1 + rol , •.. "" + rof!) = 0 
ist, sobald 
(278) (a = 1,2, ... (» 

ist, wo ta eine Summe von (1 - 1 Integralen 1. Gattung bezeichnet, 
also 

(279) ta = ~ J(x{JY{I)a 
f1=1 

ist. Die Funktion (277) verschwindet daher insbesondere für alle sin
gulären Wertesysteme U1 , .•• uf!. 
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Bei der Darstellung Abelscher Funktionen durch @·Funktionen 
beschränkt sich Weierstraß auf Funktionen von der Form 

(280) 

wo F(xy) eine rationale Funktion des Paares (xy) bedeutet. 
Sind (~1'l1)' (~9'l2)' ... die Nullstellen, (~1''l1')' (~9''l9')'' .. die Un

endlichkeitsstellen der Funktion F(xy) und setzt man 

(281) J(;,..'l"')/J= w/J,.., J(;,..''l'''')/J = W~I" 

wählt auch bei diesen Integralen die Integrationswege so, daß 

(282) ~(w/J'" - w'(l/l) = 0 (ß = 1,2, ... ,,) 
/l 

ist, so ist, wenn (ab) eine beliebige, von den Null- und Unendlich
keitsstellen von F(xy) verschiedene Stelle des algebraischen Gebildes 
bezeichnet und die Variablen "11' ""(J und "/,., '"q' durch die Glei
chungen 

eingeführt werden, 

(284) rt F(ma'Ya) =II @(u1 + 001 -w!I"" .) , 
F(ab) @(u1 + C01 -w1", ••• ) 

a=1 /l r 

Anderseits ist jedes Thetaprodukt 

(285) 

bei dem 
,. r 

(286) ~"al<=~Val< 
1<=1 "=1 

(ß=1,2, ... ,,) 

e(u~ + 001 -w~I"" .) 

e(u~ + C01 - w1/l •... ) . 

(<< = 1,2" , . ~) 

ist, für beliebiges r eine rationale und symmetrische Funktion der 
Paare (X1Y1)"" (xqY(J)' also eine Abelsche Funktion der Argumente 
"11" • "('. 

Die hier zuletzt von Weierstraß behandelten Fragen des Zusam
menhangs der Integrale 2. und 3. Gattung mit den Thetafunktionen 
und ebenso der Darstellung algebraischer Funktionen durch diese und 
nm gekehrt, denen wir schon bei Riernann und ebenso bei Olebsch und 
Gordan begegnet sind, sollen jetzt im Zusammenhange dargestellt 
werden. 
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VII. Die Äbelschen Transzendenten 2. und 3. Gattung. Wurzel. 
funktionen und Wurzelformen. Lösungen des Umkehrproblems. 

4:9. Die Abelschen Transzendenten 2. und 3. Gattung. Mit taCs) 

werde das im Punkte s = a wie _1_ 001 werdende Normalintegral 
Z-a 

2. Gattung bezeichnet, dessen Periodizitätsmodulen an allen Quer
schnitten a~ Null, an den Querschnitten b~ aber - 2%iv.'(a) sind. 

In der Folge mögen die Integrationsgrenzen als obere Indices 
angefügt, also für das Normalintegral 1. Gattung 

, 
(287) ( dv (s) = v ... • . ~ ~ ,0 

und ebenso für das Integral 2. Gattung 

• 
(288) J dtaCs) = ta'·, .. 
geschrieben werden. 

Läßt man nun in der letzten Gleichung an Stelle von sos der 
Reihe nach p Punktepaare S1 ° s1/ S2 ° z'j, . .. s/ zp treten und addiert die 
p so entstandenen Integrale, so entsteht der Ausdruck 

p 

~ t'·~z. = y (1$1 1$, ••• Zp ) 
~ a a 1$1 0 Z! 0 ••• Zp 0 , .=1 

(289) 

welcher als Funktion der Integralsummeu 1. Gattung 

" (290) ~v ·v·'v = W 
~ ~ ~ (fL = 1, 2, .. . p) 
,'=1 

betrachtet Abelsche Transzendente 2. Gattung genannt und mit 

(291) Za(wlI W 2 , .•• wp ) 

oder kürzer Za((w)) bezeichnet wird. 
Mit '1ta/z) werde das im Punkte s = a wie -log (s - a), im 

Punkte s = ß wie + log (s - ß) logarithmisch unendlich werdende 
Normalintegral 3. Gattung bezeichnet, dessen Periodizitätsmodulen an 
allen Querschuitten a., gleichfalls Null, an den Querschnitten b~ aber 
2'1ti(v.(ß) - v.,(a») sind und für welches die Vertauschbarkeit der Un
endlichkeitsstellen mit den lntegralgrenzen gilt, so daß 

• fJ 
(292) J d%a(J(s) =.f d'1t ••• (s) 

a 

oder, wenn man wieder die Integralgrenzen als obere Indices schreibt, 
EnClkloP. d. math. Wiaiensch. 11 i. 46 
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also • J dna(l(s) z= ":; .. (293) 

setzt, 
(294) n,O$ = na(l . t a(l soolS. 

Läßt man nun auch hier an SteUe von SOs der Reihe nach die 
p Punktepaare SI0S11 s'J°su ... s~sp treten und addiert die p so er
haltenen Integrale, so entsteht der Ausdruck 

(295) 
p 

~ n'~'~ = T (SI S, .. . Sp) 
~ af/ a(l "0,, ° '" ° , 1'=1 "'1 "'9 ••• .,p 

welcher als Funktion der Integralsummen 1. Gattung (290) betrachtet 
Abelsche Transzendente 3. Gattung genannt und mit 

(296) Paf/(w1 , ws, ... wp) 

oder kürzer Pa(l((w)) bezeichnet wird. 
Da man das Inwgral 2. Gattung ta(s) aus dem Integral 3. Gat

tung "ale) durch Differentiation nach dem Parameter IX erhält, also 

(297) ta(s) = on~~(z) 
ist, so ist auch 
(298) Y (S1 Ss ..• sp ) = ~_ T (SI S, ... SI' ) 

a SI0S20 ..• SpO 0« a(l SI0ZI0 ••• 81'O 

oder 
(299) 

50. Eigenschaften der Funktionen Za[w» und Pa (l((W», Für 
alle solchen Wertesysteme Wu ws, ... wp ' für welche das Umkehr
problem ein bestimmtes ist, die Punkte sll S" • •• sI' also durch keine 
q>-Kurve verknüpft sind, sind ZaKw)) und Pa(l((w» einwert.ige Funk
tionen von 'tOll wu ' .. w1'• Es wird Z,,((w)) 00 1 mit dem Gewichte 1 
wenn einer der Punkte s mit IX zusammenfällt, Pa(l((w» aber loga
rithmisch unendlich mit dem Gewichte + 1, wenn einer der Punkte 8 

mit IX oder ß zusammenfäilt. 
Ändert sich das Größen system wll ws, ..• wp um ein System 

korrespondierender Ganzen {~} der Periodizitätsmodulen von vl1 vs, 

... vp ' geht also (w) in (w + I~I) über, so ist 
l' 

(300) Zu (( W + I; I)) = Za[w)) - 2 ni ~",.VI:(IX)J 
,. =1 

P 

(301) Pa(l((w + 1;/)) = Pa,~[w» + 2"i~",.(tJ,.({J) - 0,. (IX)). 
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Die Funktionen Za((w» und Pafl((w» besitzen weiter ein Addi
tionstheorem: Um dies zu erhalten setze man 

p 

(302) ~·v '~',,=w ..:::.- p ,. , (f' = 1,2, ... p) 
~=1 

und bestimme p Punkte st", ... sp" so, daß 

(;303) (f' = 1,2, .. . p) 

ist; es kann dies in algebraischer Form geschehen, indem man auf 
Grund der aus (302) und (303) folgenden Gleichungen 

p p 

(304) '-, 0 + ~ ", 0 ..:::...; v/v'v ~ vp'v'" = (f' = 1,2, .. . p) 
,,=1 ,,=1 

eine Funktion R der Klasse bildet, die 001 wird in den 2p Punkten 
s., sv' und 01 in den p Punkten svo; ihre p weiteren Nullpunkte sind 
dann die gesuchten Punkte t/'. Nach dem Abelschen Theorem ist 
dann (il B 2, Nr. 42) 

(305) 
p p 

~t ':'" + ~t .~.; = olog R(fIl) 
..:::.- a ~ a oa' 
,,=1 .=1 

P l' 

(306) 2:1t'~'v + ~n·~·.' = 10gB(a) 
.=1 afl 1'=1 afl R(~) , 

und hieraus folgt 

(307) Za((W + w'» = Z .. ((w)) + Za((W'» _ olO~:("), 

(308) Pa(l~W + w')) = Pa(l((W» + Pa(.l((W'» -log ~~;~ . 
51. Darstellung der Abelschen Transzendenten 3. und 2. Gat. 

tung durch Thetafunktionen. Sind die Punktsysteme Sv $2' •• • 141' 

und z~, sg, ... z2 so gewählt, daß keine der beiden Thetafunktionen 
identisch verschwindet, so wird die Funktion 

(309) 
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Dieselben Eigenschaften besitzt aber auch die Funktion 
p 

(311) ~ 1t.~.~(,) 
t;I)(s) = l=l 

und es können sich daher F(s) und t;I)~) nur um eine von z unab
hängige multiplikative Konstante unterscheiden; es ist also 

(312) 
~((V(s)- "*V(sv»)) v~1t.~ •• (.) 
----'--:-----'-- = C • e 

~((V(z) - *V(z~»)) 
wo c von s unabhängig ist. 

Aus (312) folgt aber sofort 

~((V(p) - jV(zv»)) ~(( v(<<) - i'V(sv»)) Ta~ C'o"; "'Po) 
(313) 1: 1 = e '1 ., .. "p 

oder 

(315) 

so wird 

(316) 

(317) 

und 

(318) 

~((V(p) - *v(s~»)) ~((V(<<)-*v(z~»)) 

(I' = 1,2, .. . p) 

(IL = 1,2, .. . p) 

62. Lösung des Umkehrproblems. Ist fes) eine Funktion der 
Klasse von der Ordnung q, welche für s = "11 "s, ... "9 den Wert a, 
für g = ßl1 ßI1 ... ßg den Wert bannimmt, 80 ist nach dem Abelschen 
Theorem q 

(319) ~n~"!" = log {~~:~)-=-bb: ~~:!)-=-:} 
,,=1 
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und daher weiter, wenn man an Stelle von ZO z der Reihe nach die 
obigen Punktepaare Z~Z1' zgz2' ... z~zp treten läßt und die p so ent
stehenden Gleichungen addiert 

p q p 

(320) Y. ~na~ß"_lo n' {f(ZP)-~. f(zp)-at .;..;':::"; .~.p - g f(z~) - b • f(z~) - a J 
1'=1 ,,=1 p=1 

(321) 

(322) 

Diese Formel kann folgendermaßen zur Lösung des Umkehrpro
blems verwendet werden. Sollen aus den p Gleichungen 

p 

(323) ~v/«zp) = W,. (I' = 1,2, .. . p) 
,,=1 

die p Punkte Zv Z2' ..• zp bestimmt werden, während wlI W 2, ... wp 
gegebene Größen sind, so wähle man p Punkte z~, z~, ... z~ will
kürlich aber so, daß sie durch keine «p-Kurve miteinander verknüpft 
sind, setze P 

(324) ~v/«z~) = w~ 
p=J 

und führe diese Punkte in die Gleichung (322) ein. Man kann dann aus 
(322) zunächst beliebig viele Formeln ableiten, indem man unter Festhal
tung der Funktion fez) den Konstanten a und b verschiedene Werte er
teilt; aus p solchen Formeln erhält man p Gleichungen zur Bestimmung 
der Größen f(zl), fez,), ... f(zp). Am übersichtlichsten gestaltet sich 
diese Rechnung, wenn man a = 00 nimmt, mit (Xv (XlII' .• (Xq also die 
oo1-Punkte der Funktion fez) bezeichnet; man kann dann aus (322) 

p 

das Produkt TI (((z,) - b) durch bekannte Größen ausdrücken und 
v=1 

erhält, wenn man an Stelle von b der Reihe nach p verschiedene 
Werte setzt, p lineare Gleichungen zur Berechnung der Koeffizienten 
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jener Gleichung p~D Grades, welche f(sl) , f(sl),' .. fesp) als Wurzeln 
hat. Tut man -das gleiche für andere Jj'unktionen cp(s), 1/1(s), ... , so 
findet man schließ1ich die symmetrischen Funktionen von zll sl1 ... zp 

selber. Dabei weisen Clebsch und Gordan darauf hin, daß die Auf
lösung der Gleichung pten Grades für eine einzige Funktion fCs) ge
nügt, um dann die p Werte jeder anderen Funktion cpCs) durch Auf
lösung linearer Gleichungen zu erhalten. 

Die Formel (322) nimmt die einfachste Gestalt an, wenn man 
für fes) s selbst wählt. Es ist dann q = n und "u "11 ... " .. sind die n 
in der Riemannschen Fläche über der Stelle s = a, fJu fJi' ... fJ .. die 
n über s = b liegenden Punkte; die Formel (322) aber wird 

, .. 
(325) IT{.r:-b: .r:-a}=l1{ .ft{v(~x)-wo» : .ft(v(ax)-w?} . 

.r~-b z.-a .ft(v~x)-w» .ft(v(ax)-w» 
~=1 11=1 

Ebenso wie im vorstehenden die Formel (317) in Verbindung 
mit dem Abelschen Theorem für die Integrale 3. Gattung zur Lösung 
des Umkehrproblems benutzt wurde, kann man auch die Formel (318) 
verwenden, wenn man sie mit der Riemannschen Formel: 

q 

(326) fes) = c + ~ cxt.x (s) 
,,=1 

verbindet, vermöge welcher die an den Stellen 611 611 ••• E'l mit den 
Gewichten Cu Cu ••• cq 001 werdende Funktion fes) durch Integrale 
2. Gattung dargestellt wird. 

63. Darstellung eines einzelnen Integrals 3. und 2. Gattung 
durch Thetafunktionen. Zur Darstellung eines Integrals 3. Gattung 
1ea {l(s) durch Thetafunktionen wähle manp - 1 Punkte fu fu ... 'J'p-l 

so, daß sie weder mit" noch mit fJ durch eine cp- Kurve verknüpft 
sind; man erhält dann aus (312), wenn man SI = fJ, s~ = « und für 
l=1,2, ... p-l sl+1=sj+1=fl setzt, 

.ft( (vtZ) - V~)_~lV(Yl»)) 
(327) 1ea ,'/(Z) = C + log p-l 

.ft( (V(Z) -v(a)-~V(Yl»)) 
und hieraus weiter 
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Für das Integral 2. Gattung aber erhält man mit Rücksicht auf 
(297) aus (327) 

(329) ta(s) = - ()()aIOg~( (V(S) - v(a) - ~V(Y'»)) 
und hat daher weiter 

"''I () -It((V(y)-v(a)-~lv(rl»)) 
(330) ta = - oa log (( . p-l )~)~~- . 

-It v(x) -v(a) - ; v (r.) 

Den gewonnenen Formeln (327) und (330) kann man verschiedene 
andere Gestalten geben. Bezeichnet man z. B. das zu den p - 1 
Punkten Yl1 YjJI .•. Yp -l gehörige Restpunktsystem mit ~11 ~" .•. 0,,-11 
so daß also 

(331) 

Da hier die rechte Seite in bezug auf die p Punkte s, ~1I ~il ••• Op_l 

symmetrisch ist, so folgt daraus die Riemannsche Formel 

1 -It {v ((j) - pv(z)) 
(333) %a(l(s) = C + -ilog-lt(v~a)-pv(z»1 
woraus jetzt auch 

(334) ta(e) = - ; ()(lalog~((v(a) - pv(e»)) 

hervorgeht.1SS) 

54. Thetaquotienten und Funktionen der Klasse. Wählt man 
in dem Thetaquotienten 

(335) Q(e) = I~/ ~(v_(z) - e«»t 
('=1 -It(v(z) ~f«») 

bei jeder der 2n Tnetafunktionen die Parameter e bzw. fso, daß keine iden-

133) Zur Darstellung der Integrale 2. und 3. Gattung durch Thetafunktionen 
siehe auch Roch, J. f. Math. 65 (1866), p.42 u.68 (1868), p. 170; Weber, J~ f. 
Math. 70 (1869), p. 209 u. 82 (1877), p. 181; Thomae, J. f. Math. 98 (1882), p. 69 
94 (1883), p. 241 u. 101 (1887), p. 826; Staude, Acta math. 8 (1886), p. 81; Stahl, 
J. f. Math. 111 (1893), p. 101; vgl. auch Schleiermac:her, Diss. Erlangen 1878, 
Schirdewahn, DiSB. Breslau 1886 und Z. f. Math. 34 (18811), p. 355. 
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( Q=1,2, ... n) 
tisch verschwindet, so wird der Zähler 01 in np Punkten x~(') -1 2 ' v- , , ... p 
der Nenner in np Punkten '!I~('), welche mit den Parametern e, f durch 
die Kongruenzen 

(336) (
Q = 1,2, ... '11.) 
fJ, = 1,2, ... p 

verknüpft sind. Bestimmt man nun, was immer und nur auf eine 
Weise geschehen kann (Nr.16), 2p reelle Größen g, h aus den Glei-
chungen n p 

(337) ~(f:)-e~»)=~g"a",,+ h,.'JCi (Il- = 1,2, .. . p) 
('=1 ,,=1 

und setzt ,,: 
2::E g,.~" (zl 

R(s) = Q(s)e"=l 
(338) 

so ist R(s) eine einwertige Funktion von z in der Riemannschen 
Fläche T', welche an den Querschnitten konstante Faktoren erlangt, 
indem 
(339) 

längs a,,: R+ = R- . e'lg"tti, 
längs b,,: R+ = R-. e-Ih"tti (v = 1,2, .. . p) 

ist, und welche, wenn man unter der Annahme, daß ein Teil der 
Punkte Y~(') mit Punkten x~e) zusammenfällt, die übrigbleibendenPunkte 
x, '!I mit Xli XII' ... xq und '!I11 '!It, ... Yq bezeichnet, 01 wird in den 
q Punkten Xl' X'I' •.. Xq, 001 in den q Punkten '!I11 '!I2' ... '!Iq, für welche 
die aus (R36: und (337) folgenden Kongruenzen 

q p 

(340) 2[tl,,(y,,) - v" (x,,)] = 2g"a" " + h,,'JCi (Il- = 1,2, ... p) 
,,=1 ,,=1 

bestehen. 
Sind nun speziell die Parameter e und f so gewählt, daß sich 

aus (337) für die Größen g, h lauter ganze Zahlen x,.l ergeben, so 
daß also n p 

(341) ~(rj.e) _ e~»)=.~\,a".+ .l,,'JCi (p, = 1,2, .. . p) 
('=1 .=1 

ist, so wird 
p 

n" a-((v(z)- e«(l»)) I~",,~,,(·) 
( ) ,,-1 

Rs= .ft~v(z)-f(e»))e- , 
('=1 

(342) 

da nunmehr längs aller Querschnitte a und b R+ = B- ist, eine 
Funktion der Klasse, die in den q Punkten Xli x" ... xq 01, in den 
q Punkten '!I11 Y2' ..• '!Iq 001 wird, zwischen denen in trbereinstimmung 
mit (340) die Kongruenzen 
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q 

(343) L}[v/Jy,,) - vft(X,,)] ::= 0 Cf! = 1,2, .. . p) 
,,=1 

bestehen (Il B 2, Nr. 4:2). 
Umgekehrt läßt sich jede Funktion der Klasse R(z) , welche in 

q Punkten Xli X2, ••. xq 0\ in q Punkten Yll Y2' •.. Y'I 001 wird, in der 
Form (342) durch einen Quotienten von gleich vielen Thetafunktionen 
darstellen. Man braucht nur, was bei hinreichend großem n stets 
möglich ist, die Parameter e und f so zu wählen, daß keine der auf
tretenden Thetafunktionen identisch verschwindet und der Zähler in 
den q Punkten X und np - q weiteren Punkten zl1 ZII' .. Z"p_q, der 
Nenner in den q Punkten y und den np - q nämlichen Punkten z 01 

wird. Die in (342) auftretenden ganzen Zahlen " sind dabei aus den 
Gleichungen (341) eindeutig bestimmt. 

55. Zweite Form für die Lösung des Umkehrproblems. Sind 
E1' E2,··· Ep _ 1 insbesondere p - 1 Punkte von der Beschaffenheit, 
daß sie mit keinem der 2 q Punkte x, y durch eine 9J- Kurve verknüpft 
sind, so kann man n = q wählen und in den Zähler von Q(z) q Theta
funktionen stellen, von denen die "te in EI' E2 , ••• l'p_1 und x" ver
schwindet, in den Nenner q Thetafunktionen, von denen die "te in Cu 

E2 , ••• Ep _ 1 und y" verschwindet, und erhält so aus (342) 

q .a- ( (v (z) -~ v(sl)- V (X,,») ) 24' ",u"ft (z) 

(344) fCz) = c 11 P -1 rf-. 
,,=1 .a-((V(Z)-,f'V(SA)-V(Y"»)) 

Bezeichnet man nun das zu den p - 1 Punkten El1 E2 , .•• Ep _ 1 ge
hörige Restpunktsystem mit zll $2' .•. Zp_l' so daß also 

p-l p-l 

(345) (&, v (E1) + ~V(Zl)) --- (0) 

ist, so folgt, weil die Thetafunktion eine gerade Funktion ist, aus 
(344), wenn man noch den Punkt z mit zp bezeichnet und auf der 
linken Seite den Faktor {(ZI) {(zs) ... ((Zp_l)' auf der rechten Seite 

p-l p 

2~ ~"ft"ft(Zl) 
den Faktor / = 1 ft = 1 

(346) 

wo Co nunmehr von allen p Punkten zu.!lJ, ... zp unabhängig ist. 
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Setzt man noch 

(347) (s) = cp(s) - a, 
bezeichnet also mit cp(s) eine Funktion der Klasse, welche wie (s) 
in den Punkten 1/11 1/., •.• 1/'1 001 wird, in den Punkten 11711 Xu .. . 117'1 

aber den Wert a annimmt, so ist 

(348) 
. p " ~(("(3:K)-jV(Z'»)) .i i"pflp(.,,) 
Tl(cp(Sp) - a) = Co Tl ~ el'=111=1 
1'=1 K=1 ~((V(YK) - f'"(Z1f»)) 

(350) (I-' = 1,2, .. . p) 

abhängt, so kann sie wie die Formel (322) zur Lösung des Umkehr
problems verwendet werden; man erhält diese aus ihr, wenn man zwei 
Formeln (34.9), die verschiedenen Werten a, b entsprechen, durch
einander dividiert. 

66. Thetaquotienten und Wurzelfunktionen; deren Zuordnung 
zu den Periodencharakteristiken. Werden in dem Thetaquotienten (335) 
die Parameter e und (so gewählt, daß sich aus den Gleichungen (337) 
für die sämtlichen U,1t rationale Zahlen mit dem gemeinsamen Nenner r 

(351) (" = 1,2, .. . p) 

ergeben, d. h. ist 
ft p 

(352) ~(r«') - e«('») =.!.. ~ E a + -.!.. E' ..,; eil. 1 2 p) 
"'- I' I' r ~ t' fl" r I''''~' r-==, , ... 
('=1 .=1 

so erlangt die Funktion 
• p 

;: ~'I'",.(.) 
R(s) = Q(e)e fl=1 

(353) 

a.n den Querschnitten a, b ,.te Einheitswurzeln als Faktoren, indem 
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(354) 

lo"zt' 

längs a,,: R+ = R- . er, 

---
längs b,,: R+ = R- . e r 

(v = 1,2, .. . p) 

ist; es ist also (R(s)Y eine Funktion 't" der Klasse und 
11 P u (r ()\\ r :Eo,..~,..(.) rr03-\\V(S) - e~ JJ e 1'=1 = jIt. 

03-~v(s) - fM)) 
(1=1 

(355) 

Eine so definierte einwertige Funktion von s in der R!emannschen 
Fläche T', die also in fJ. Punkten Xu Xu ... x'1 0\ in ebenso vielen 
Punkten 1101111, ••• lIq 001 wird und an den Querschnitten ,.te Einheits
wurzeln als Faktoren annimmt, heißt eineWurzelfunktion (HB 2, NrAO), 

( EI Eil ••• EI') 
der Komplex der 2p ganzen Zahlen , I I soll die zu ihr ge-

EI EI ••• E" 

hörige Per. Char. (E) (Nr. 23) genannt und die Funktion selbst mit w, 
bezeichnet werden. Zwischen ihren Null- und Unendlichkeitspunkten 
bestehen die Kongruenzen 

q P 

(356) ~[vl'(y .. )-t1I'(x .. )]= !.2\.al'''+ ~ E~ni. (p.=1,2, ... p) 
.. =1 ,,= 

Da zwei WurJ.:elfunktionen w. und w'l' für welche (E) - (l]) (mod.,.) 
ist, an den Querschnitten a, b die nämlichen Faktoren erlangen, ihr 
Quotient also eine Funktion der Klasse ist, so wird man sich auf solche 
Per. Char. CE) beschränken, bei denen die E, t! lediglich Zahlen aus der 
Reihe 0,1, ... ,. - 1 sind; solche Per. Char. gibt es im ganzen ,.'p. 

Werden die Zahlen e, l gegeben, so kann man anf Grund der 
Gleichungen (352) p der Größen e, f z. B. die p Größen e~I), .•. e1u 
durch die übrigen und die 2p Zahlen e, l ausdrücken und erkennt 
daraus, daß man die Funktion R(s) durch die Angabe ihrer fJ. Un
endlichkeitspunkte, q - p ihrer Nullpunkte und ihrer Faktoren an 
den Querschnitten a, b bestimmen kann. 

Den q - p in w. bei gegebener Per. Char. (E) willkürlich wähl
baren Nullpnnkten entsprechend gibt es eine lineare Schar von 00'1-1' 

zu derselben Per. Char. (e) gehörigen und in den nämlichen q Punkten 
001 werdenden Wurzelfunktionen. Der Quotient von je zweien ist 
eine ~'unktion der Klasse und alle lassen sich durch q - p + 1 linear 
unabhängige unter ihnen ausdrücken in der Form 

9-P 

(357) w.=~l,w~l); 
i=O 

zwischen q - p + 2 besteht eine lineare Relation. 
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Dieser Satz erleidet eine Ausnahme, wenn durch die letzten p 
Nullpunkte von ~c., welche durch die willkürlieh gewählten q - p 
übrigen und die Per. Char. (E) im allgemeinen eindeutig bestimmt sind, 
eine «p-Kurve hindurchgeht. Ist nämlich das von diesen Punkten gebil
dete Punktsystem (11 B 2, Nr. 25) vom Überschuß m, so ist die Wurzel
funktion w. erst durch Angabe von q - p + m ihrer Nullpunkte 
bestimmt, jedes w. läßt sich erst durch q - p + m + 1 linear unab
hängige darstellen und es besteht erst zwischen q - p + m + 2 eiDE~ 

lineare Relation. 
Zu der Gesamtheit der auf diese Weise zu den r'P verschiedenen 

Per. Char. gehörigen in ihren q Unendlichkeitspunkten und in q - p 
ihrer Nullpunkte übereinstimmenden Wurzelfunktionen w. gelangt man 
algebraisch auf dem folgenden Wege. 

Man bilde eine adjungierte ganze Funktion Xo der Klasse von 
beliebig hohem Grade, welche in den q Punkten Y17 •.• Yq Or wird; 
ihre übrigen Nullpunkte seien Pu P2" ... Man bestimme sodann eine 
zweite adjungierte ganze Funktion X gleich hohen Grades, welche in 
den Punkten Pu Ps, ... ebenso Null wird wie Xo, ferner Or in q - p 
der Punkte Xu ... xq und deren weitere rp Nullpunkte gleichfalls zu 
je r zusammenfallen. Wegen der aus (356) stets folgenden Kon-
gruenzen q q 

(358) r ~V,.(Y,,) - r ~v,.(x,,) = 0 (I-' = 1,2, .. . p) 
"=1 "=1 

existiert für jede Per. Char. (E) eine solche Funktion und es gibt den 
r 2p Per. Char. entsprechend r!p verschiedene solche Funktionen X, die 
also alle die Punkte P und q - p der x als Nullpunkte gemeinsam 
haben, sich aber durch die p weiteren Or-Punkte voneinander unter
scheiden. Durch die Angabe der letzteren wird, ebenso wie durch 
die Angabe der Faktoren (354), eine bestimmte der r 2p Funktionen X 
ausgewählt, die mit X. bezeichnet sei, und es ist dann 

(359) w = ,r;r;; 
• r t 

die in den q Punkten Xl"" q;q 01 , in den q Punkten Y17 ••• Yq 001 

werdende Wurzelfunktion mit den Faktoren (354) an den Querschnitten. 
Die Bestimmung der Funktionen X gehört zu den in Nr. 107 in 

etwas allgemeinerer Form behandelten Teilungsproblemen. 

Die Funktion ~ heißt eine Berührungsfunktion, Xo und x. selbst 

Berührungsformen. Man kann von diesen zu reinen Berührungsformen, 
die überall, wo sie verschwinden, Qr werden, übergehen, indem man 
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X. durch X~-lX. und gleichzeitig Xo durch X~ ersetzt; es wird dann 

(360) 
VX~-lX. 

W =------. 
• Xo 

Durch das Vorstehende ist die Wurzelfunktion w. einer bestimm
ten Per. ehar. (E) zugeordnet. Diese Zuordnung hängt von der Zer
schneidung der Riemannschen Fläche ab. Die Änderungen, welche 
die Per. ehar. bei Änderung der Zerschneidung, d. i. bei linearer ganz
zahliger Transformation der Perioden erleiden, sind in Nr. 30 besprochen. 

Dabei spielt die Per. ehar. (0) eine Ausnahmerolle, da sie und 
nur sie bei jeder Änderung der Zerschneidung in sich übergeht; die 
ihr zugeordneten Wurzelfunktionen sind die Funktionen der Klasse. 

Sind w. und W'I zwei zu verschiedenen Per. ehar. (E) und ('1) ge
hörige Wurzelfunktionen, so ist ihr Produkt w.w~ eine zu der Per. 
Ohar. 

(
E1 + "11 ••• Ep + "1p ) 

(361) (E'I]) = '+' '+' Cl 1J1' .• Ep 1Jp 

gehörige Wurzelfunktion; ist daher 

(362) (E1 E2 ••• Em) = (0), 

so ist das Produkt w'l w" • ... w"m eine Funktion der Klasse. 
Aus der Eigenschaft des Quotienten zweier zu derselben Per. 

ehar. (E) gehörigen Wurzelfunktionen, eine Funktion der Klasse 
zu sein, ergibt sich ein weiteres Prinzip für die algebraische Dar
stellung dieser Funktionen. Es besteht darin, daß man zunächst 
die einfachsten derartigen Funktionen zu gewinnen sucht, d. h. die 
einfachsten in T' einwertigen Funktionen, die an den Querschnitten 
die Faktoren (354) erlangen. Ist u'.' eine solche und wird sie 00 1 in 
q' Punkten '!h', ... Yq:, 01 in q' Punkten x/, ... xi, so hat man nur, 
um eine beliebige andere Funktion w., welche 001 in q Punkten '!It, 
... Yq und 01 in q Punkten Xli ••• xq werden soll, zu erhalten, jene 
Funktion 't der Klasse zu bilden, welche 001 in den q Punkten Y und 
den q' Punkten x', 01 in den q Punkten x und den q' Punkten y' wird; 
es ist dann w. = 'tw.'. 

Eine ähnliche Reduktion ist auch bei den Thetaquotienten mög
lich. Ist nämlich ein Thetaquotient (335) gegeben, bei welchem die 
Parameter c, f den p Bedingungen (352) genügen, und definiert man 
p Größen ep>, ... e~> durch die Gleichungen 

(363) 
P 

-(1) <1l+1~ +1,. 
eIl = eIl r ~ E~a,.., r E ,.7t~, 

v=l 
so ist der Quotient 

(f' = 1,2, .. . p) 
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(364) 

eine Funktion der Klasse; es ist aber weiter der ursprüngliche 
Thetaquotient Q(s) 

(365) 

und dies gibt uns die Veranlassung, in der Folge zunächst Quotienten 
von nur je einer Thetafunktion im Zähler und Nenner zu betrachten. 

57. Thetafunktionen und Wurzelformenj deren Zuordnung .zu 
den Thetacharakteristiken. Wir beschränken uns auf den Fall r = 2 134) 

und betrachten den Thetaquotienten 
.fJo[E] {v(z) - v(a)) 

(366) Q (s) = .fJo[1j]{v(z) _ v(a)~' 
in welchem [E], [1]] zwei verschiedene von den 22p aus halben Zahlen 
gebildeten Th. Char. (Nr. 22) bezeichnen und" ein fester Punkt der 
Riemannschen Fläche ist. Die Funktion Q(s) wird, wenn keine der 
bei den Thetafunktionen identisch verschwindet, 01 in den p Punkten 
a~<), a~<), ..• at), in denen die Zählerfunktion verschwindet, 00 1 in den 
p Punkten a~I), a~;), ••• a~I), in denen die Nennerfunktion verschwin
det, und erlangt an den Querschnitten a, b Faktoren + 1, da 

(367) 
längs a~: Q+ = (- l)'Y+~'Q-, 

längs by : Q+ = (- 1)'~+ 'I~ Q- (v=1,2, ... p) 

ist; zwischen den Punkten "«) und a('I) und den Zahlen E, l, 1], r{ be
stehen die Kongruenzen: 

p p 

(368) ~[vit (a(;» - vit (ci~)] ::ce:: -! :2(8" + 1].) alt" + -!(E~ + 'YJ~) ni. 
,,=1 .=1 

Cp, = 1,2, ... p) 
Läßt man bei festgehaltener Th. Char. [1]] an Stelle von [E] der 

Reihe nach alle 22P - 1 von [1]] verschiedenen Th. Char. treten, so 
entstehen 2t p_ 1 verschiedene Funktionen Q(z), denen man Wurzel
funktionen folgendermaßen au f die einfachste Weise zuordnen kann.1S5) 

Man setze mit Riemann die Grundgleichung in der Form 

m " fes, s) = 0 

134) Soweit man die folgenden Resultate ohne wesentliche Änderung auf 
den Fall r> 2 übertragen kann, ist dies von Stahl, nA. F." 7. Abschn. geschehen; 
vgl für r = 3 Thornae, Math. Ann. 6 (1873), p. 603. 

135) Clebsch und Gordan, "A. F.", p. 1\16; Weber, J. f. Math. 70 (1869), 
p. 319; Fuchs, J. f. Math. 73 (1871), p. 308 == Ges. ma.th. W. 1 (1904.), p. 321. Die 
Bildung der Funktion 1fJ wird als Zweiteilungsproblem auch in Nr.tll besprochen. 
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voraus und bestimme die lineare Funktion 

(369) Za= as + bs + c 

so, daß sie in « Oll wird; dann verschwindet sie noch in m + n - 2 
weiteren Punkten fJl' fJs, ... fJm+n-l' Man bestimme ferner eine 

ganze adjungierle Funktion 1/I(i\ "Sl) so, daß sie in den Punkten fJl' fJs, 
... fJm+,,-1 gleichfalls verschwindet und ihre 2p weiteren Nullpunkte 
paarweise zusammenfallen. Bezeichnet man diese mit «11 «'11 •.• ap , so 
erfüllen sie das Kongruenzensystem 

p 

(370) 22."'v,.(<<,,) - 2v,.(<<) == O. (p, = 1, 2, ... p) 
.. cl 

Aus diesem folgt aber 

(371) (~v(a .. ) - v (a») = {E}, 

wenn { E} ein System korrespondierender Halben der Periodizitäts
modulen bezeichnet, und man kann auf Grund dieser Kongruenzen 
mit Hilfe des Jacobischen Umkehrproblems zu jedem der 2'P ver
schiedenen solchen Systeme {E} Punkte a~'), «~), •.. «~) bestimmen, ent
weder eindeutig, wenn diese Punkte durch keine q.>-Kurve verknüpft 
sind, oder andernfalls auf unendlich viele Weisen und es entspricht 
diesen Punkten jedesmal wegen (370) eine Funktion 1/1. 

So erhält man zu den 22p verschiedenen Th. Ohar. ebenso viele, 
entweder einzelne Funktionen oder Scharen von Funktionen 1/1., von 
denen eine jede ebensowohl durch die Th.Ohar. [E], wie auch durch 
ihre von den fJ verschiedenen p Nullpunkte charakterisiert ist. Diese 
letzteren erweisen sich aber auf Grund der Kongruenzen (371) als die 
Nullpunkte der Funktion 4t[EHv(s) - v(a)>> und man erhält daher 
durch die Gleichung 

(372) QCs)=cn, 

wo c eine Konstante, d. h. eine von s unabhängige Größe bezeichnet, 
jedem Quotienten Q(s) eine Wurzelfunktion im Sinne von Nr.66 zu
geordnet. 

Durch das Vorstehende erscheint aber, darüber hinausgehend, 
jeder einzelnen Thetafunktion .fi[E] «v(z) - v(<<)>> und damit jeder 
Th.Ohar. [E] eine Wurzelform V1/l. (Il B 2, Nr.4:3) zugewiesen, die, 
solange die Thetafunktion nicht identisch verschwindet, außer in den 
allen 2t p Funktionen 1/1. gemeinsamen Nullpunkten gerade in deren 
p Nullpunkten 01 wird. 
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Ist .ßo[E] ((0)) = 0, was bei ungerader Th. Ohar. immer und im all
gemeinen auch nur bei einer solchen eintritt, so fällt einer der Punkte 
"~.), IX~'), ••. "~,), etwa der letzte, in den Punkt IX und für die p - 1 
übrigbleibenden besteht das Kongruenzensystem 

(373) (~'/J(IX~'») -' (EI. 

Die Funktion 1/J. zerfällt nunmehr in das Produkt l,.rp., wo rp. die in 
den p - 1 von IX unabhängigen Punkten 0;1'), IX~'), ••• IX~~l Oll werdende 
rp-Funktion bezeichnet, und es ist jeder ungeraden Th. Ohar. eine und, 
wenn .ßo[E] ((v (8) - '/J(IX)>> nicht identisch verschwindet, nur eine ganz 
bestimmte Funktion rp. zugeordnet, die in den p - 1 von z = Cf. ver
schiedenen Nullpunkten der angegebenen Thetafunktion 0' wird. Aus 
der Gleichung (372) geht dann die für irgend zwei ungerade Th. ehar. 
[E] und [f}] geltende Gleichung 

(374) .ß' [f Hv(z) - v (0:))) = C 1 / lPi (s) 1P.(a) 
.ß'[7jHv(z) - V (a»)) r 1P'1(z) 1P'1(0:) 

hervor, in der c von 8 und IX unabhängig ist. 
Auf die im vorigen auseinandergesetzte Weise entsprechen also, 

wenn keine der Funktionen .ßo[EJ«V(Z) - V(IX)>> identisch verschwindet, 
den 2p-l (2P + 1) geraden Th. Ohar. ebenso viele eigentliche, den 
2P- 1(2P - 1) ungeraden Th.Ohar. ebensoviele uneigentliche 1/J-Funk
tionen; ihre Zuordnung zu den einzelnen Th.Ohar. kann ohne Be
uutzung der Nullpunkte folgendermaßen geschehen. 

Man bestimme auf rein algebraischem Wege die 2P- 1 (2P+ 1) 
eigentlichen und die 2p-l (2P - 1) uneigentlichen, d. h. zerfallenden 
1/J-Funktionen, bilde aus den 2!p so erhaltenen Wurzelformen ~ 
22p -- 1 Quotienten mit gemeinsamem, willkürlich gewählten Nenner 
1I1/Jo und ermittle die Faktoren + 1, welche diese Wurzelfunktionen 

~ an den Querschnitten a, b erlangen. Damit wird jedem dieser 
Quotienten eine Per. Ohar. zugewiesen und man hat jetzt nur die
jenige einzige Th. Ohar. [n] zu ermitteln 186), welche die Eigenschaft 
hat, daß durch ihre Addition zu den vorher ermittelten 22p - 1 Per. 
Ohar. eine gerade Th. Ohar. entsteht, wenn 1/J eine eigentliche, eine un
gerade Th. Ohar., wenn 1/J eine zerfallende 1/J-Funktion ist. Das so 
bestimmte [n] ist dann die der Wurzelform 1I1/Jo zugehörige Th.Ohar., 
während die 2!p - 1 durch Addition erhaltenen Th. Ohar. in der 

136) Daß es in der Tat nur eine einzige solche Th. Char. gibt, folgt un
mittelbar aus Nr.20. 



aS. Die A usnahmetälle. 723 

gleichen Reihenfolge den 22p - 1 im Zähler stehenden W ul'zelformen 
-V~ zugehören. 

Die Zuorrlnung der Th. Char. zu den Wurzelformen h hängt 
VOn der Zerschneidung der Riemannschen Fläche ab. Die Änderungen, 
welche die Th. Char. bei einer Änderung der Zerschneidullg, d. i. bei 
linearer ganzzahliger Transformation der Perioden, erleiden, siehe NI'. 30. 

Die rp sind "reine" Berührungsformen , da sie in jedem Punkte, 
in dem sie verschwinden, 02 werden. Will man auch den geraden 
Th. Char. reine Berührungsformen zuweisen, so wird man statt der 
Ij!, die Formen la1/J, wählen. 

58. Die Ausnahmef'"älle 1S7). Ist .fr[e]((V(Z)) - v(a))) identisch Null 
oder, was dasselbe 138), verschwinden für (v) = (0) nicht nur .fr[e]((V)), 
sondern auch seine partiellen Derivierten, so kann man nach dem 
Riemannschen Satze in Nr.46 den Kongruenzen (373) durch unend
lich viele Punktsysteme at'J, IX~,), •.• a~!..l genügen. 

Verschwinden insbesondere für (v) = (0) nicht nur .fr[e]((V)), son
dern auch alle seine partiellen Derivierten der 1 ten, 2ten, •.• mten, 

aber nicht der m + Iten Ordnung, so bilden die Punkte al'),a~·), ... a~~l 
ein Punktsystem vom Überschuß m + 1; es können also m der Punkte 
IX willkürlich gewählt werden und es entspricht der Th. Char. re] 
nicht mehr ein einziges Punktsystem, sondern eine m-fach unendliche 
Schar von solchen, welche alle die Eigenschaft haben, daß in ihnen 
eine rp-Funktion 09 wird, so daß also der Th. Char. [e] auch eine 'In

fach unendliche Schar von Wurzelformen -V cp. zugeordnet ist. Dabei 
wird man den Fall, daß m gerade ist, von dem Falle, daß m unge
rade ist, trennen. Der erste Fall m = 2 [J, tritt bei ungerader Funk
tion .fr[e] ((v)) also ungerader Th. Char. ein und man hat in diesem 
Falle eine zu [e] gehörige 2/L-fach unendliche Schar von Wurzelfunk
tionen; der Fall m = 2/L + 1 tritt bei gerader Th. Char. CE] ein, 
der jetzt eine 2[J, + I-fach unendliche Schar von Wurzelfunktionen 
entspricht. Wie der Riemannsche Satz gelten diese Sätze auch um
gekehrt. 

137) Auf diese Ausnahmefalle, deren Behandlung auf algebraischer Grund
lage ohne Orientierung an der transzendenten Darstellung mit großen Schwierig
keiten verbunden und bis jetzt auch nicht durchgeführt ist, hat zuerst Weber, 
Math. Ann. 13 (1878), p. 35 hingewiesen; vgl. dazu Kraus, Math. Ann. 16 (1880), 
p. 245; ferner sei auf den Fall p = 4 (NI'. 92) und weiter auf den hyperelliptischen 
Fall (Nr. 73) verwiesen, wo sich die Verhältnisse besonders klar überschauen 
lassen. Ober den Zusammenhang mit den Spezialscharen (II B 2, NI'. 29) vgl. Brill 
und Noether, Math. Ann. 7 (1874), p. 294. 

13B) Vgl. dazu Krazer, "Thetaf.", p. 432. 
Encyklop. d. math. Willens.h. II 2. 47 
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59. Algebraische Darstellung eines Quotienten von Thetafunk
tionen, deren Argumente Summen von je p + 1 Integralen sind 139). 

Mau bezeichne wie bisher mit a~'), a~), ... aV die p Nullpunkte der 
Funktion .fT[c]((v(z) - v (a»)), sodaß also 

p 

(375) (2:v(a~»-v(a»)- {c} 

ist. Sind dann speziell a~O), a~O), ••• a~) die p Nullpunkte der Funk
tion .fT((v(z) - v (a»)), so ist 

p 

(376) (~v(a~O») - (v(a». 
.=1 

Bildet man nun, indem man unter Zu Zi' ... zp p beliebige Punkte 
versteht, die Funktion p p 

.fT[cJ ((v(z) - v(a) + ~v(z.) - Lv(a~O»)) 
.=1 .=1 

und bezeichnet ihre Nullpunkte mit z~·), z~·), ... I;', so ist wegen (375) 
und (376) 

p p p p 

(377) C2 v (z.) + ~v(s~·» - ~v(a~O» - ~v(a~'») = {O} . 
• =1 .=1 .=1 .=1 

Auf Grund dieser Kongruenzen kann man die p Punkte z;), z~·\ ... z~) 
algebraisch folgendermaßen bestimmen. . 

Man bezeichne mit [cll, [c2] irgend zwei Th. Char. mit der Summe 
(c1c2) = (c), mit t/Jo" wo, die ihnen nach Nr.57 zugehörigen t/J-Funk
ti Ollen und mit 1p(')(z) deren Produkt t/Jo,w... Sind dann 'lJf~')(z), 
'lJf~')(z)', ... 'lJf;,')(z) P + 1 linearunabhällgige solche, zu dem näm
lichen (c) gehörige Funktiouen 'P', so kann man Konstanten lo, lH 

p 

... lp so bestimmen, daß ~)..vrqr;·)(z) in denp gegebenen Punkten 
.=0 

Zl' Z2' ... zp verschwindet. Indem man aber diese Funktion durch 
Vt/Jow. di<;idiert, erkennt man auf Grund der Kongruenzen (377), daß 
ihre p letzten Ol-Punkte gerade die p Punkte e~'), s~'}, ... z~) sind. 

Bezeichnet man noch den Punkt z von jetzt an mit zo, auch IX 

mit abO), so kann man das gefundene Resultat so aussprechen, daß die 

Determinante ~ ± v qrö') (zo) V qrfE) (ZI) .•. vqr~·)(zp) 

139) Die Einführung der Summen von je p + 1 Integralen in die Argn
mente der Thetafunktionen findet man schon bei Prym, Wien Denkschr. 24 
(1865), II, p. 71; 2. Ausg. 1885 j 80dann bei Stahl, Diss. Berlin 1882, J. f. Math. 89 
(1880), p. 179. 
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als Funktion von Eo betrachtet in den m + n - 2 Punkten fJu fJu 
· •• fJm+"-21 den p Punkten 111, Si' ..• I1p und den p Nullpunkten 
der Funktion ~ p 

4}[E] ((2 v(z.).-~v("~Ol))) 
o 0 

verschwindet. Indem man dann die gleiche Untersuchung für eine 
andere Th.Ohar. ["1] anstellt, findet man schließlich, daß 

p p 

4J'[E](( ~v(s.)-~v{a~Ol»)) "'" ~/--~~ ~r.;;:J--
(378) "t 0 = e . ~.;-+ V !t' So' V lP~·) 't)··· V qr<;>(SP2 

~[7j] ((iv".) - iv (a\."l»)) .2 ± VY1&'/\Sol V Y11'1\'t)'" VY1j,'I)(Sp) 
o 0 

ist, wo e eine von allen p + 1 Größen so, Sl' ••. sp unabhängige 
Konstante bezeichnet, die man folgendermaßen bestimmen kann. 

Ist die Per. Char. (x) so heschaffen, daß die Th. Char. [XE] und 
[x"11 beide gerade sind, so lasse man Eo mit- "~Ol zusammenfallen und 
an Stelle der Punkte Sl1 S2' .•. sp einmal die OS-Punkte "1"), "~l, 

· .• "~l der Funktion """I das andere Mal die 01_ Punkte "1'" ~l, "~""/), 
· .. "c;"/l der Funktion '/{J",q treten. Auf der linken Seite entsteht 

dann das eine Mal der Quotient :f:~W~~, das andere Mal der Quo

tient .&rx'7j]]~!>~_ und man erhält durch Multiplikation der heiden Glei-
.&[xe \\()" 

chungen eS (durch Division :.1[:~1~~~) algebraisch durch lauter Wur

zelfunktionen dargestellt, womit e bis aufs Vorzeichen bestimmt ist. 
Dieses ist im einzelnen Falle durch direkte Vergleichung der beiden 
Seiten von (378) zu el'mitteln. 

60. Invariante Darstellung.liO) Da die Formen tp invariant 
gegenüber allen eindeutigen Transformationen des algebraischen Ge
bildes sind (Il B 2, Nr. 22), so ist es, wie schon Weber bemerkt, von 
großem Vorteil, die Untersuchungen so weit als möglich nur mit 
Funktionen tp zu führen, wodurch sie nicht nur an Allgemeinheit, 
sondern meist auch an Einfachheit gewinnen. 

Dazu läßt man an Stelle der linearen Form la (369) eine in a. 
0' werdende «p·Funktion treten. Verschwindet diese außerdem in den 
2p - 4 Punkten fJl1 fJs, ... fJ2p-u so bestimmt man jetzt eine aus 
ep-Funktionen quadratisch gebildete Funktion t.f)(!) so, daß sie in diesen 
2p - 4 Punkten fJ verschwindet und ihre 2p weiteren Nullpunkte 

140) Für P = 3 scbon bei Weber ,.p = 3"; allgemein bei Noethtr, ErI. Ber. 
12 (1880), P 97; Math. Ann. 17 181!O" p. 263 und 28 (1887 I p. BÖ!; vgl. ins
besondere BriU und Noether, D. M. V. Jabresb. 3 (18114), p. 491 f. 

47* 
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paarweise zusammenfallen. Bezeichnet man letztere mit a1 , a;<, ... ap ' 

so bestehen wie früher die Kongruenzen (370) und (371). Auf Grund 
der letzteren entspricht jeder der 221' Th. Char. [E], vorausgesetzt, daß 
.tt[E]((V(Z) - v(a»)) nicht identisch verschwindet, eine ganz bestimmte 
wI2) und diese kann auch dadurch charakterisiert werden, daß sie 
außer in den 2p-4 allen Funktionen q,~2) gemeinsamen Nullpunkten ß 
in den p Nullpunkten a~'), a~'), ... a~) der Funktion .&[E]((V(Z) - v(a»)) 
verschwindet, und zwar von der zweiten Ordnung. 

Ist die Th. Char. [E] ungerade, so fällt einer der Punkte a('), 

etwa a~), in den Punkt a, die Funktion q,~2) zerfällt in das Produkt 
CJ>"CJ>., wo CJ>. die in al'), a~'), .•• a~)_l 0 2 werdende CJ>-Funktion bezeichnet, 
und es ist wie vorher der ungeraden Th. Char. [E] die reine Berüh
l'ungsform CJ>. zugeordnet. 

Will man auch den geraden Th. Char. [E] reine Berührungsformen 
zuweisen, so ersetzt man c:PP) durch die Funktion CPa q,~t), die in den 
3p - 3 Punkten a, ßI' ß2' ... ß2P-41 a~'), a~'), ... a~') 0' wird. 

Eine solche homogene Form der cP, welche in allen Punkten, in 
denen sie verschwindet, 02 wird, also eine reine Berührungsform ist, 
wird mit X, und wenn sie in den CJ> vom mten Grade ist, mit X(m) 

bezeichnet (vgl. auch Nr.IU). Sie gibt zu einer in m(p -- 1) Punkten 
01 werdenden Wurzelform yx(m) mter Dimension Anlaß; so die fP. 
selbst zu den Wurzelformen erster Dimension YX(l) = V;P: als den 
einfachsten, die vorher genannten Funktionen 'Paq,~2) zu den Wurzel
formen dritter, Dimension yx (S) = V cP" (f> ~2~ 

Die Wurzelformen yx(m) zerfallen in zwei verschiedene Arten, 
solche gerader und solche ungerader Dimension, je nachdem m ge
rade oder ungerade ist. 

Die Wurzelformen gerader Dimension YX(2,«l werden, indem 
man sie .durch ein cpf' teilt, zu Wurzelfunktionen und es kann jede 
von ihnen auf Grund von NI'. 56 emer Per. Char. (E) zugewiesen wer
den. Der uneigentlichen Per. Char. (0) entsprechen dabei die uneigent
lichen Wurzelformen V X(2,«) = Y[X(,«)]s. Irgend zwei Wurzelformell 
YX!2/t) und YX~h), welche derselben Per. Char. (E) zugeordnet sind, 
drücken sich rational durcheinander aus und es sind speziell alle 
Wurzelformen YX~2,«) durch solche zweiter Dimension YXi2) rational 
darstellbar auf Grund der bei gegebenem X~2,«) stets erfüllbaren Gleichung 

(379) x~t,u) X!2) - q,(f,+1)2 = 0, 

wo tJjfl< + 1) eine homogene Form f" + 1 ten Grades der cp ist. 

Den Wurzelformen ungerader Dimension JlX(9,u+I} werden Theta
charakteristiken folgendermaßen zugeordnet. Auf Grund der fUr !t> 1 
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bei gegebenem X(Ip + 1) stets erfüllbaren Gleichung 
(380) X(llp+1)X(3) - rp<PH)2 = 0, 

in der cp<P + I) eine homogene Form p, + 2ten Grades der rp bezeichnet, 
lassen sich alle Wurzelformen ungerader Dimension zunächst auf 
Wurzelformen yX(S) dritter Dimension zurückführen, diese aber 
scheiden sich selbst wieder in zwei Unterarten. Im ersten Falle ist 
yX(S) rational auf yX(1) = yq; reduzierbar und wird damit einer un
geraden Th. Char. zugeordnet; im zweiten Falle nicht, dann ist aber 
VX(S) rational durch eine Form VlJ'aw(J) ausdrückbar und wird da
mit einer geraden Th. Char. zugewiesen.14l) 

Für jede Wurzelform yx(iilj wird die ihr zugehörige Per. Char. 
(E) oder Th. Char. [E] durch das Kongruenzensystem 

m(p-l) 

(381) (~v(".)) = {E}. 
.=1 

bestimmt, wenn "lJ "" ... "m(p-1) die Nullpunkte der Wurzelform sind. 
Die Zuordnung der Wurzelformen gerader Dimension zu den 

Per. Char. lllld der ungerader Dimension zu den Th. Char. ändert 
sich mit der Zerschneidung der Riemanflschen Fläche. Der dabei be
obachteten Tatsache, daß eine Summe einer ungeraden Anzahl von 
Th. Char. sich wie eine Th. Char., eine Summe einer geraden Anzahl 
von Th. Char. wie eine Per. Char. transformiert (vgl. Nr. 26), entspricht 
es, wenn wir festsetzen, daß das Produkt mehrerer Wurzelformen 

VX~:")X~ ... x~:n), wenn tn1 + tn, + ... + tn .. ungerade ist, der 
Th. Char. [E] = [E1 E2 ... E .. ], dagegen, wenn tn1 + tn, + ... + m,. gerade 
ist, der Per. Char. (E) = (E1 E, ••. E,.) zugeordnet werde; speziell setzen 
Rich dann zwei Wurzelformen ungerader Dimension i X::" +1) und 

y X;:~+i5, welche einzeln den Th. Char. [E1] bzw. [E,] zug~ordnet sind, 
zu einer der Per. Char. (E) = (E1E,) zugeordneten Wurzelform gerader 
Dimension YX~I." +2p+2) zusammen. 

141) Klein [Math. Ann. 36 (1890), P 34] nennt die auf die angegebene Weise 
einer WUl'zelform gerader Dimension y X(2p) zugeordnete Per. Char. "Elementar

charakteristik" ; einer Wurzelform ungerader Dimension Y X(I" + J) aber ordnet 
er eine "Primcharakteristik" zu, indem er jene Faktoren bestimmt, welche der 
Quotient 

~.Q.(x,y) 
X(p+l) 

an den Querschnitten erlangt, bei dem X<P + 1) irgendeine homogene Form /J. + 1 ton 

Grades der cp bezeichnet, die Kleinsche Primform .Q.(x, y) (vgl. Nr. 64, u. TI B 2, 
Nr. 89), bei der y einen beliebigen Hilfspunkt vertritt, aber BO gewählt ist, daß 
der ganze. Ausdruck eine Funktion der Stelle x ist. 
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Alle zu der nämlichen Charakteristik gehörigen Wurzelformen 

mter Dimension YX,(nt) lasRen sich aus (m - 1) (p - 1) linearunab-

h'" t'h l/X 1tll) YX(m) ,IX(m) • d F anglgen un er 1 nen r _,1, _,S, ... " _,lm-l)(p-l) In er orm 
(m-l)(p-l) 

(382) Y x~",) = ~ Ä. Y X~:~l 
t=l 

zusammensetzen. Zwischen (m - 1) (p - 1) + 1 unter ihnen besteht 
also eine lineare Relation. 

Solche Relationen erhält man aus den für beliebige Werte der 
Argumente geltenden Thetarelationen , indem man an Stelle dieser Ar
gumente Summen von p + 1 oder, wie in dem jetzt folgenden Para
graphen, von n(2p - 2) Integralen setzt und dann mittels der Formeln 
(378) oder (387) für die Thetafunktionen die Wurzelformen einführt. 
Man erhält so "Lösungen der Thetarelationen", d. h. algebraische Aus
drücke, welche an Stelle der Thetafunktionen gesetzt sämtliche Rela
tionen befriedigen. Dabei ist aber im Auge zu behalten, daß sich die 
Wurzelformen stets auf ein vorgelegtes algebraisches Gebilde beziehen 
und infolgedessen, sobald p > 3 und damit die Anzahl der Klassen
modulen des algebraischen Gebildes kleiner als die der Thetamodulen 
ist, von speziellerer Natur sind als die allgemeinen Thetafunktionen, 
an deren Stelle sie getreten sind, und daß daher die durch sie aus
gedrückten Lösungen der Thetarelationen nur partikuläre sind. 

Bezüglich der Aufstellung von Relationen zwischen den Wurzel
formen und bezügli<:h der Bildung von (m - 1) (p - 1) linearunab
hängigen, zu einer gegebenen Charakteristik gehörigen Wurzelformen 
muß auf die später besonders behandelten Fälle p = 2, 3 und 4 ver
wiesen werden und es ist für beliebiges p und m ~ 3 hier nur der 

Satz von Noether 142) zu erwähnen, daß man jedes y X~m) in die Form 

(383) y'x~m) =V'P.'y'X~~-l) + YXy,,-II'yxi21 
bringen kann, wo die beiden Formen 'P,' und X;.' fest gewählt werden 
können, so daß der Ausdruck genau (m - 1) (p - 1) Parameter 
enthält. 

6t. Algebraische Darstellung eines Thetaquotienten, dessen 
Argumente Summen von n(2p - 2) Integralen sind UD). Bezeichnen 

142) Math. Ann. 28 (1887), p. 865. 
148) Die Einf'ührung von Summen von je 2p .. 2 Integra.len in die Argu

mente der Thetafunktionen findet sich, aber unter Beschränkung auf ungerade 
Th. Char., schon bei Riemann in der Vorlesung von W. S. 1861/62 (Ges. math. 
W. Nachtr. p. 28), sodann allgemein bei Noether [Math. Ann. 28 (1887), p. 367J, 
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ZI' 132 , ••• SN-I, WO N = n(2p - 2) ist, N - 1 beliebige Punkte, 
die nur so gewählt seien, daß die sogleich auftretenden Thetafunk
tionen nicht identisch verschwinden, so wird 

N-l 

~[s]((v(z) + ~v(z~»)) 
1 

01 in p Punkten SI('), s'},('), ••• zp('), welche durch die Kongruenzen 
p N-l 

(384) (~V(Zp(I» + ~v(zp») _ {sI 
1 

bestimmt sind, und ebenso wird 
N-l 

~[1)] (( v(z) + ~ V(Z~»)) 
1 

01 in p Punkten SI(~)' Zi(~)' ••. Z/I), für welche 
11 N-l 

(385) (2" v(z/~» + :4 v(z~») {1) } 

ist. Bestimmt man daher jede der beiden, zu den Thetacharakte

ristiken es] und (1)] gehörigen Wurzelformen yxpn+1) und YX~(2n+1) 
so, daß sie in den N - 1 Punkten Zl1 Z2' •.. ZN-l verschwindet14.4), so 
wird auf Grund der Kongruenzen (38-1-) YX}in-ti) gerade noch in den 
p Punkten ZI('1, es('), ... zr}') und ebenso YX q(2n+l) auf Grund der Kon
gruenzen (385) in den p Punkten Z/I), Z2('I), ••. zp(~) 01, und es ist 

N-l 

.ft[s] (( v(z) + fV z.»)) = c.-' /x~2n+I)(z) 
N -1 \ V x(2n + I) Z) , 

.ft[1j]((V(Z) + f~V(Z.»)) 'J ( 

(386) 

wo c eine von Z unabhängige Größe ist. 

Bezeichnet man nun mit Y X~~/,+1), i = 0, 1, 2, ... N -1, linear
unabhängige zur Th. Char. es] gehörige Wurzelformen yX;2n+I), N 
an der Zahl, so stellt die Determinante 

~ + Y X!;~n + l'(Z) Y X!,2{' + I'(Zl) . . . Y X~;;:: ~)(z N -1) 
eine in den N - 1 Punkten Z = Zo Z2' .•. ZN-l verschwindende, zur 
Th. Char. es] gehörige Wurzelform YX;2n+l) dar und kann daher in 
(386) an Stelle der dort auf der rechten Seite vorkommenden Wurzel-

die Verallgemeinerung auf Summen von je n:2 p -- 2) Integralen bei Klein [Math. 
Ann. 36 (1890), p. 39J. 

144) Vgl. da.zu die Bemerkung von Frobenius, Gött. N. 1888, p. 72. 
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form yXJ:i,,'+l)lZ) gesetzt werden. Verfährt man ebenso bei der Th. 
Char. ['I}] und bezeißhnet dann noch z von jetzt an mit zo, so geht 
aus (386) die Formel 

N-1 

~[E]((fV(z.»)) ~± YXE(~;'+1j(z:) ... V~~~~~I)(~-N-l) 
(387) ~[1J~(~~~:;)) = c~± v'Xf~+l)(z:)-... Vx1~~~1)(~~~c1; 

° 
hervor, wo nunmehr c von allen N Punkten zo, Z1' ..• ZN-1 unab
hängig ist und in ähnlicher Weise wie in Nr. 59 bestimmt werden kann, 
indem man unter der Voraussetzung, daß die beiden Th. Char. [" E J 
und ["'I}] gerade sind, an Stelle der N Punkte zo, ZII ... ZN-1 zu
erst die 02 -Punkte einer zu (,,) gehörigen Form X}'Jn) und hierauf 
die 02-Punkte einer zu ("cl]) gehörigen Form X~2.n~ treten läßt, wo
bei jedesmal N - p der Punkte willkürlich gewählt werden können. 
Durch Multiplikation der beiden Gleichungen erhält man wie früher c:l 

(durch Division ::[:~-~~~) algebraisch durch lauter Wurzelfunktionen 

dargestellt. 
62. Noethers Lösung des Umkehrproblems 145). Um die ge

wonnene Formel zur Lösung des Jacobischen Umkehrproblems zu ver
wenden, verstehe man in ihr unter zlI zJ' ... zp die p gesuchten 
Punkte und setze gleichzeitig (indem man der Einfachheit halber 
n = 1 wählt) an Stelle der p - 3 übrigen Punkte ZHlI zP+2' ••• Z2p_3 
P - 3 festgewählte Punkte bll b2' ... bp -3' Man erhält dann, wenn 
man wieder 

(388) 

setzt, indem 
zunächst 

(389) 

(/L= 1,2, ... p) 
.=1 

U.'1' W 2 , .•• wp gegebene Werte bezeichnen, 
p-3 

~[eJ((v(z)+w+ f'V(h"»)) .=c'" jx;5)(z) 
p-3, V X(3) (z) , 

~[7lJ (( v(z) + w + ~V(h.»)) 'I 
1 

aus (386) 

wo jetzt Z noch zur Verfügung bleibt, die unbekannten Punkte Z1' 

$2' ..• zp aber links nicht mehr vorkommen. 

YX~3)(Z) stellt eine in den p unbekannten Punkten Zu Z2" •• zp' 
den p - 3 festen Punkten bll b2, ... bP_3 und p dadurch bestimmten 
weiteren Punkten ZI(E), Z2(E), ••• Z. (E) 01 werdende Wurzelform dritter 

p----
Dimension dar. Indem man unter YX';S)(z) eine beliebig gewählte, 

145) Math. Ann. 28 (1887), p. 369. 
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zur Th. Char. [EJ gehörige Wurzelform dritter Dimension versteht 
und mit fP~~l(z), i = 0, 1, 2, ... p, linearunabhängige ~<sJ, p + 1 an 
Zilhl, bezeichnet, die in den 3p - 3 Nullpunkten von VX'fJ(z) und 
den p - 3 festen Punkten ~11 ~2' ••• ~p-3 verschwinden, kann man 
sich p + 1 Größen Ä. so bestimmt denken, daß 

p 

(390) ~ Ä.iw~~l(z) = 0 
;=0 

wird in den p unbekannten Punkten .<'11 Z2' •.• zp' und es ist dann 
p 

"'l. q;(3~ (z) 
"':;;;';', E,t, 

(391) v'X(S)(Z) = ,=0. . 

• v' x;<S) (z) 

Verfährt man in derselben Weise mit v'X~:)(z), d. h. versteht 
unter v'X~/sl(z) eine beliebig gewählte zur Th. Char. ['I)] gehörige 
Wurzelform, bezeichnet mit fP:~~(z), i = 0, 1, 2, ... p, linearunab
hängige in den 3p - 3 Nullpunkten von YX~<S)(z) und den p - 3 
festen Punkten ~l> ~%, ••• ~p-S 01 werdende Funktionen W(3J, p + 1 
an Zahl, und denkt sich die p + 1 Größen p, so bestimmt, daß 

p 

(392) ~ P,ifP~)i(Z) = 0 
i=O 

(393) 

Die p unbekannten Punkte Zil Z2' ••. zp erscheinen jetzt als die 
von ~1I ~2' •.. ~p-s und etwaigen gemeinsamen Nullpunkten der 
Formen X;(sJ(z) und X;(3)(Z) verschiedenen gemeinsamen Lösungen 
der heiden Gleichungen (390) und (392) und diese Gleichungen 
stellen daher, sobald die Koeffizienten l und p, bestimmt sind, die 
Lösung des Umkehrproblems dar. Die Bestimmung der 2p + 1 Ver
hältnisse dieser Größen l, p, aber geschieht mittels der Gleichung 

p-3 . P 

./T[sJ((v(z)+w+ ~V(t).)~ "/'(3)-- ~l.i,z;~~)i(Z) 
\\ 1 /, Y X'I z) 0 (i394) -- = c· .------.-~- ... --'-----

./T[1j] (( v(z) + w + ~V(tv))) v'X: (3
)(;) j /Li ,z;;i)i(Z/ 

1 1 

indem man darin an Stelle von z 2p + 1 verschiedene Punkte ein
führt. Werden diese Punkte nicht speziell gewählt, so sind die 2 p + 1 
so entstehenden Gleichungen im allgemeinen voneinander unabhängig; 
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nur in dem unbestimmten Falle des Umkehrproblems sind sie es nicht, 
wie auch die 2p + 1 Punkte gewählt werden mögen. In diesem Falle 
genügen weniger als 2p + 1 Gleichungen zur Bestimmung der dann 
unendlich vielen Wertesysteme der Verhältnisse der .1., f-t. 

63. Symmetrische Riemannsche Flächen. Realitätsverhältnisse 
der rp. Klein146) bezeichnet eine Riemannsche Fläche als symmetrisch, 
wenn sie durch eine konforme Abbildung zweiter Art vou der Peri
ode 2, d. i. durch eine konfarme Abbildung, welche die Winkel um
legt, in sich übergeführt wird, und unterscheidet orthosymmetrische 
Flächen, das sind solche, welche längs der Symmetrielinien zerschnitten 
in zwei getrennte Hälften zerfallen, und diasymmetrische, welche längs 
ihrer Symmetrielinien zerschnitten noch ein zusammenhängendes Ganze 
bilden. Die Anzahl der jeweils vorhandenen Symmetrielinien ist nie
mals größer als p + 1 und es zerfallen nach ihrer Anzahl .t die ortho-

symmetrischen Flächen in [P t 2J verschiedene Arten, je nachdem 

.t = P + 1, p - 1, p - 3, ... ist (wobei aber der Wert .1. = 0 aus
zuschließen ist" die diasymmetrischen Flächen in p + 1 Arten mit Ä = p, 
p - 1, ... 1,0 Symmetrielinien (vgl. II B 2, Nr. ö4 u. III 04, Nr. 20). 

Man kann das Querschnittsystem einer symmetrischen Riemann
schen Fläche stets so wählen 147), daß im Falle l > 0 die p Riemann
schen Normalintegrale alle reell werden und auch ihre Periodizitäts
modulen al'~ an den Querschnitten b bis auf p - l + 1 unter ihnen 
reell sind, während im Falle der orthosymmetrischen Flächen die 
p - l + 1 Größen al ,l+l = a l +l •l , al +2,l+S = al +S,).+!, ... ap_l,p 

= ap ,p_lI im Falle der diasymmetrischen Flächen die p -.1. + 1 Größen 
au , a)'+l,l+lI ... app den imaginären Teil ni besitzen. Im Falle der 
diasymmetrischen Flächen mit l = 0 werden hei passender Zerschnei
dung der Fläche die p Riemattnschen Normaliutegrale sämtlich rein 
imaginär und für die imaginären Teile ihrer Periodizitätsmodulen a /,,, 
gilt das gleiche Schema wie im niedrigsten Falle der orthosymmetri
schen Flächen. 

Symmetrische Riemannsche Flächen werden von reellen algebrai
schen Kurven geliefert, und umgekehrt kann man von ihnen aus die 
letzteren allgemeingiltig definieren. Durch die Untersuchung der 
symmetrischen Riemannschen Flächen waren daher neue Grundlagen 

146) Math. Ann. 19 (1882), p. 169 u. 665; "Riem. Th.", p 71; Gött. N. 1892, 
p. 310; Math. Ann. 42 (1893), p. 1; "Riem. Fl." II, p. 131. 

147) Weichkold, Diss. Leipzig 1883 = Z. f. Math. 28 (1883), p. 321. Der 
Gedanke, die Realität der Periodizitätsmodulen zu untersuchen, findet sich zu
erst (auf den hyperelliptischen Fall beschränkt) bei Benock, Diss. Berlin 1867. 
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für die Diskussion der bei den algebraischen Kurven herrschenden 
allgemeinen Realitätsverhältnisse gewonnen, und indem Klein unter 
den einer Riemannschen Fläche erwachsenden Kurven speziell die N or
malkurven der P (vgl: II B 2, Nr.28), das sind jene Kurven 2p - 2ter 

Ordnung in einem Ranme von p - 1 Dimensionen, deren Koordinaten 
Formen P oder, was dasselbe, Integranden 1. Gattung proportional 
sind, herausgriff, konnte er an seine früheren Resultate 14S) über die 
ebenen Kurven 4. Ordnung anknüpfen. Bei passender Auswahl der 
Integrale 1. Gattung ist die Normalkurve reell und hat den A Sym
metrielinien der Riemannschen Fläche entsprechend A reelle Züge; 
auch übertragen sich die Begriffe der Ortho- und Diasymmetrie un
mittelbar auf die Kurven. 

Der besondere Zielpunkt Kleins war, die Realitätsverhältnisse 
darzulegen, welche die in p - 1 Punkten die Grundkurve berühren
den p und die aus ihnen gebildeten Berührungsformen höherer Di
mension (vgl. Nr. 60) bei den verschiedenen Arten der reellen Normal
kurven darbieten, und damit die Realitätstheoreme, welche man über 
Doppeltangenten und andere Berührungskurven der 0, kennt, auf be
liebiges p zu übertragen. 

Auf Grund der oben angegebenen Resultate über die Integrale 
1. Gattung und ihre Periodizitätsmodulen .findet man, daß im ortho
symmetrischen Falle von jenen ungeraden Thetafunktionen, in deren 

Charakteristiken [E! E; ... Er] die p - A + 1 Zahlen Ei. = 8),+1 = ... 
E1ElI ••. Ep 

= Ep = 0 sind, im diasymmetrischen Falle von denjenigen, bei denen 
Ei. = E,1.+1 = ... = Ep = 1 ist, reelle p geliefert werden. So ergeben 
sich für den Fall einer orthosymmetrischen Kurve mit A reellen Zügen 
2P- 1(2i. -1_ 1) reelle p. Der Minimalwert von A ist hier bei geradem 
p A = 1, bei ungeradem A = 2. Dies gibt für die niedrigste ortho
symmetrische Kurve 0 bzw. 2p-l reelle p. Ebendiese Zahlen gelten 
auch für die diasymmetriscben Kurven mit A = 0, während für die 
übrigen diasymmetrischen Kurven 2P+ l- 2 reelle p existieren. Solche 
Abzählungen nimmt Klein auch für die Berührungsformen höherer 
Dimension vor. 

6!. Kleins Theorie der Abelschen Funktionen. Die im vorigen 
Paragraphen genannte Normalkurve der p, deren homogene Punkt
koordinaten in einem Raume von p - 1 Dimensionen durch die Glei
chungen 
(395) Xl: Xs : ... Xl' = dWI : dW2 : ••• dwp = PI : pg : ... Pp 

148) Math. Ann. 10 (1876), p. 365; 11 (1877), p. 293. 
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definiert sind, gehört zu jenen Kurven, welche Klein als kanonische 
hezeichnet und welche er seiner Theorie der Abel sehen Funktionen 149) 

zugrunde gelegt hat, in der er sich eine vom algebraischen Gebilde 
ausgehende Definition der Thetafunktion als Ziel setzte. 

Über die Grundformein der kanonischen Darstellung ist II B 2, 
NI'. 37 und 39 berichtet; hier sei uur erinnert an die fiir den Fall der 
Normalkurve durch die Gleichung 

(396) dro = dw" 
'Pa 

definierte, allenthalben endliche Differentialform und die mit ihrer 
Hilfe und einem Integral 3. Gattung P gebildete, nur an der einen 
Stelle x = y verschwindende Primform 

(397) ~(x, y) = Ji~o-V~~~:~:~e-=-p:,td,"'Y+dÜ; 
d1/=O 

dabei ist für die hier folgende Darstellung der Thetafunktionen für 
P das transzendent normierte Integral II (il B 2, Nr. 18 und 32) zu 
wählen. 

Aus Primformen .Q.(x, y) kann man eine beliebige Funktion der 
Klasse R(x), welche in q Punkten X(l), X(2), ••. x(,,) 01, in q Punkten 
y(1), y(2), ••. y(~) 001 wird, in der Form 

, "(\8) I .)t.1 

zusammensetzen. 

q 

II SI. (x, flP'» 
R(x) = O. _"=_q1 __ 

n SI. (x, y("l) 
,,=1 

Verschwindet ferner eine ganze algebraische Form W in den 
r Punkten X(I), X(2), ••• x(rl, so nennt Klein den nirgend Null oder un
endlich wel'denden Quotienten 

r 

IISI.(x,x(/I» 

(399) /1=1 

oder auch die r te Wurzel daraus eine Mittelform. Läßt man speziell 
an Stelle von Weine in 2p - 2 Punkten c(t) 01 werdende Linearform 
01 qJl + C2qJs + ... + Cr/Pp treten, so wird die durch die Gleichung 

2p-S 
II SI. (x,c(i) 

(400) ( (X))"p-lI _ =----,-"i=;-I----;-_~ 
P, - 0l'Pl + O.'P. + .. , + Op'PP 

definierte Form p,(x) die fundamentale Mittelform genannt. 

149) Math. Ann. 36 (1890), p. 1; dazu auch Gött. N. 1888, p. 191; 1889, 
p.179 u. 376; Paris C. R, 108 (1889), p. 134 u. 277; Lond . .M, S. Proc. 20 (1889), p. 235. 
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Solche Prim formen .Q(x, y) und Mittelformen (.Lex), ausgedehnt 
auf den Fall einer beliebigen kanonischen Kurve, werden, in Verbin
dung mit algehraischen Formen selbst, von Klein zur Zusammensetzung 
der Thetafunktionen benutzt. Klein verzichtet im allgemeinen Falle 
auf die Bestimmung der sogenannten konstanten Faktoren der Theta
funktionen, d. h. jener multiplikativen Konstanten, die nur von den 
Modulen des algebraischen Gebildes abhängen, indem er diese Be
stimmung den später (s. Nr. 100) folgenden speziellen Untersuchungen 
des Falles p = 3 vorbehält. Für die Argumente der Thetafunktion 
werden den Nr. 59 und 61 entsprechend die beiden Fälle durchgeführt, 
in denen an Stelle der v Summen von je p + 1 und von je n (2 p - 2) 
Integralen gesetzt werden. 

Im ersten .Falle setzt Klein 

(401) ". = ".,. y - vx'c' - v:r"c" - ••. - v"(P) c(Pl ( 1 2 p) 
, L ,u L ,', /' 1/ ,v, (.L = , , .. . 

wo zu gegebenem y die übrigen 11 unteren Grenzpunkte c', c", ... c(P) 
nach der in Nr. 57 angegebenen Weise mittelst einer in y 02 werdenden 
Linearform bestimmt werden. Dabei wird bei Klein unter den 2 21' 

überhaupt vorhandenen Systemen von Punkten c das der gegebenen 

Charakteristik [~J zugehörige dadurch einzeln herausgelöst, daß jeder 

Charakteristik bereits (vgl. Nr.60) ein bestimmtes System von Wurzel
formen zugeordnet ist. Sind dann 'P~, ... 'P~; ... 'P~)l, ... 'PCp) die 
Werte, welche die FOl'men fPll ... 'Pp an den Stellen x', .. ,x(Pl an-
nehmen, so ist p 

I+ qJi ... qJ1) ,nIL (X(i)p-l 

( 402) ,f}[~l (v, 't) = C ' ~Jx-,_x_~(~)P~~'l:,_X(Pl) . P l' ;=~----- -

II II.Q (XW,X(k» 

;=1 k=i+1 

Unter der Voraussetzung elUet' ungeraden Th. Char. [~J lassen WH' 

x', ' , . x(Pl mit c', ... c<Pl zusammenfallen und erhalten 

(403) 

Im zweiten Falle nimmt Klein an, daß die Zahl v der Integrale, 
wenn wir uns der Einfachheit wegen auf den Ji'all der Normalkurve 
beschränken, durch 2p - 2 teilbar, also v = n (2p - 2) sei, und 
setzt z' x" x(~) 

(404) V = Idv + Idv + ... + /av 
I' .J t!' J t !' • ~' 
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was andeuten soll, daß als untere Grenzpunkte die v Nullpunkte einer 
algebraischen Form nlen Grades r,. gewählt sind. Wir betrachten (vgl. 

von hier an Nr. 61) die Nullpunkte einer zur Primcharakteristik [~J 
gehörigen Wurzelform vrh+~' Verschwindet in ihnen keine tp-Funk

tion, so setzen sich die sämtlichen Wurzelformen des zu [~J gehörigen 

Systems aus v unter ihnen #t, Vt1>s,' .. yt1>p linear zusammen und 
es ist " 

x+ V!li~ ... V!Ii~)· JI p, (xi)" 

(405) 4tm(v, -r) = O. ,." .=1 n JI SI. (X(i), X(k) 

i =1. k=1+1 

Dabei sind wieder mit V4>~, ... ~; ., . V4>~'), ... V4J~") die Werte 
bezeichnet, welche die Wurzelformen V 4>1 , •.. V 4J " an den Stellen 
x', ... xM annehmen. 

Verschwinden in den Nullpunkten der Wurzelform yrh +1 m li
nearunabhängige rp- Funktionen, so verschwindet die Thetafunktion 
identisch und zwar mit allen ihren 1 teJl, 2teJl, ••• m - 1 leJl, aber nicht 
allen mteJl partiellen Derivierten. 

Wenn man die Formel (403) für zwei verschiedene Charakteri-

stiken [~J aufstellt und die beiden so entstandenen Formeln durch 

einander dividiert, so entsteht, da der Faktor ~(x, y) fdr aUe Charak
teristiken der nämliche ist, die frühere Formel (374) wieder. In der 
gleichen Weise geht aus der Formel (405) die frübere (387) hervor. 
Man wird dabei den Fortschritt beachten, den die neuen Formeln den 
früheren gegenii.ber bedeuten, indem durch sie der dem Zähler und 
Nenner der linken Seiten der früheren Formeln gemeinsame Faktor, 
soweit er von den Integralgrenzen abhängt, ermittelt ist. 

Man kann, wie Klein selbst bemerkt hat, die Primform ~(x, y) 
geradezu durch die Gleichung (403) definiert denken und wird sich 
dabei an das erinnern, was Schottky an mehreren Stellen 150) bezüglich 
der Formel (403) bemerkt hat. 

Endlich wird man die oben angegebenen Formeln mit jenen ver
gleichen, welche Pick151) unter Beschränkung auf singularitätenfreie 
ebene Kurven aufgestellt hat. 

66. Die Prymschen Funktionen. Prym ist lP69 152) von dem 
Resultate Riemanns ausgegangen, daß zu jeder willkürlich gewählten 

160) Z. B. Ber!. Ber. 1909, p 290. 
161) Wien. Ber. 94 (1886), p. 367 u. 789; Math. Ann. 29 (1887), p. 259. 
152) J. f. Math. 70 (1869), p. 864; 71 (1870), p. 223 u. 306; 78 (1871), p. 340. 
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Riemannschen Fläche immer eine Gruppe in der zerschnittenen Fläche 
einwertiger Abelscher Integrale existiert und daß diese durch passend 
gewählte Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen vollständig bestimmt 
werden können, und er erkannte die Möglichkeit eines Fortllchrittes in 
der Funktionentheorie darin, die Grenzbeuingungen der Abelschen Inte
grale, beim Überschreiten der Querschnitte um Konstanten zuzuneh
men, dahin zu verallgemeinern, daß sie bei diesem Überschreiten in 
ganze lineare Ausdrücke von sich selbst übergehen sollen. 

Die so definierten Funktionen sind jene Prymschen Funktionen 
erster Ordnung, deren ausführliche Theorie Prym und Rost 158) ver
öffentlicht haben. Sie sind Funktionen W der komplexen Ver
änderlichen 14, die in vorgeschriebener Weise unstetig werden und 
für welche 

(406) 
a,.: längs 

längs b .. : 
längs c.: 

W+=A .. W-+~.., 
W+ = B"W-+ ~ .. , 
W+= W-+~ ., 

(v= 1,2, ... p) 

endlich für die nach den Unstetigkeitspunkten führenden Schnitte Zu 

(407) längs lu: W+ = W- + 2ni\!o (d = 1,2, ... ) 

ist; dabei bestehen für die Konstanten die Bedingungen, daß mod . ..1" 
= mod. B" = 1 ist, und weiter die Relationen 

(408) 
(1 - BI') ~" - (1 - A,,) ~11 = ~., 

~~. + 2ni ~2u . = o. 
(v = 1,2, ... ]1) 

" 
Eine Funktion W von der hier charakterisierten Art ist bis auf 

eine additive Konstante bestimmt, sobald für sie die p Faktorenpaare 
A .. , B. und die Konstanten 2, ~, sowie die zu den "uneigentlichen" 
Faktorenpaaren A" = BI' = 1 gehörigen Konstanten ~ im Rahmen 
der oben angegebenen Bedingungen festgelegt sind. 

Im zweiteu Teile des Prym-Rostflchen Werkes werden unter den 
Funktionen W jene einfachsten ausgewählt, aus denen sich alle an
deren linear zusammensetzen lassen, und die zwischen ihnen bestehen
den Beziehungen ermittelt. 

Das System der p Faktorenpaare A., B" wird Charakteristik ge
nannt und eine Charakteristik, bei der die p Paare sämtlich oder nur 

163) Th. der Prymscben Funktionen erster Ordnung 1911. Diese P1·ym
Bchen Funktionen 1. Ordnung bilden einen speziellen Fall allgemeinerer Prym
scher Funktionen N. Ordnung, die da durch charakterisiert sind. daß sie in 
Gruppen von N Funktionen beim Überscbrpiten der Querschnitte lineare Trans
foruJationen erleiden und zugleich durch voneinander unabhängige Grenz- und 
Unstetigkeitabedingungen vollständig bestimmt werden kÖDnen. 
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zum Teile eigentliche sind, heißt eine gewöhnliche oder gemischte; 
jene Charakteristik aber, bei der alle Paare uneigentliche sind, d. b. 
für welche ~ = Bi = ... = A p = B p = 1 ist, wird die ausgezeich
nete Charakteristik genannt. Die der ausgezeichneten Charakteristik 
entsprechenden Funktionen sind die der Riemml'nschen 'fheorie; sie 
allein gehören in den Kreis der hier behandelten Abelschen :Funk
tionen. 

Den Mittelpunkt der Prym-Rostschen Theorie der Abelschen Funk
tionen bildet die Gewinnung der nur an einer Stelle fj logarithmisch 

unendlich werdenden Funktion Po I ~;. Sie wird aus dem in fj und 

einem zweiten Punkte ~ mit den Gewichten ± 1 logarithmisch unend

lich werdenden Integral 3. Gattung lll~'I, das bei Prym-Rost in seiner 

Konstante so normiert ist, daß nl~zl = llr:'i ± ~i ist, in folgen

der Weise abgeleitet. Man bildet die in einem gewissen Teile der 

Riemannschen Fläche von n 1:'1 um die additive Konstante 2:n:i ver

schiedene Funktion lll!i~'\, betrachtet diese als Funktion des Para

meters ~ und integriert sie, nachdem man sie mit dem Differential 
1. Gattung dVI! multipliziert hat, um den Querschnitt bl!' Es entsteht 
dadurch bereits eine nur an der einen Stelle 1/ logarithmisch unend-

lich werdende Funktion JI! I ; \' aus der nun durch Summation nach 

(! unter Hinzufügung gewisser allenthalben endlicher Bestandteile die 
gewünschte, nur an der einen Stelle s = fj mit dem Gewichte + 1 

logarithmisch unendlich werdende Funktion Po \ ~ \ hervorgeht, für welche 

längs a,,: P+=P-, 

längsb,,: P+=P- + ~v .. (z)_2v,,(17)_2kv + ~"",(v=I,2""p) 
p p p 

(409) .. 2ni 
langs c,,: P+=P- --, 

p 

längs l'l: P+ = P- + 2~i 
ist, wo die k .. die aus der Riemannschen Theorie bekannten Konstanten 
bezeichnen, auch ist je nach der gegenseitigen Lage der Punkte sund 17 

(410) Po I s I = Po , 11 I + ~i. 
111 1 Z , --

Aus der Funktion pol ;'\ entsteht gemäß der Gleichung 

( 411) lll1l tl = p. /11 i - p. I' i 
. IS o~z: o,s 
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das an den Stellen 11, b mit den Gewichten + 1 logarithmisch unend
lich werdende Integral 3. Gattung, während in 

, , 
dmp ,z I 

I '" ; 1 0 I I P i'/ i = ~~--~7j_: 
'" I Z I (tn -- 1)! d7j'" 

(412) 

das an der 'Stelle s =1] WIe 1 unendlich (i":::'" 7j)'" werdende Integral 
2. Gattung erhalten wird. 

Setzt man weiter 

(413) 

so ist (8) I; I eme In T' allenthalben einwertige, endliche und stetige 

Funktion von s, die in jedem von 1J verschiedenen Punkte s von N ulJ 
verschieden ist, für s = 1J aber 01 wird und deren Verhalten an den 
Querschnitten a, b, c sich unmittelbar aus den Gleichungen (409) ergibt. 

Irgendeine Funktion der Klasse R(s), welche in den q Punkten 
Xli Xi' ... xq 0\ in den q Punkten YI' Y2' ... Yq 001 wird, zwischen 
denen dann stets Gleichungen von der Form 

q p 

(414) ~[v .. ,(y,,) - v",(x,,)] =~x,.a",. + )./:rti 
.~l .=1 

(I-" = 1,2, ... p) 

bestehen, in denen die x,). ganze Zahlen bezeichnen, kann aus Funk
tionen (8) zusammengesetzt werden in der Gestalt 

@\X1\@\X2i ... @ixq
! . 

(415) R(s) = C '-I·YZ 1·_+y~ __ I!yZ : e~.t,7·"v.,(z) 
@ '1@1 2' ... 0, q! 

Z I I Z ! Z i 

Von der Funktion Po I; \ gelangen endlich Prym und Rost zu 

der in den p Punkten Cl' c2' ... cp 01 werdenden Riemannschen Theta
funktion auf folgende Weise. Setzt man 

p 

L I E, ••. Ep I' ~ p I Eil ! + A( ) I = _.- I Cv . . . cp , 
Z, 0 I Z I 

~=1 

(416) 

so ist L eine in cf! wie log (s - cI() unendlich werdende Funktion 
von s, für welche 

längsap : L+=L-, 
p 

längs b~: L+=L-- 2 (v.CZ)-:2v.(cl()-k,)-a •.• ,(v=1,2, ... p) 
(417) 1(=1 

längsc.: L+=L-+2'lti, 

längs le: L+=L--2'lti 
Encyklop. d. math. Wi8.ensch. II 2. 48 
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ist und bei der man den von den Punkten cf}' nicht aber von g ab
hängigen Teil ./l so bestimmen kann, daß sie nur von den p Größen 

p 

v,,(s) - ~V,,(Bf}) - k" abhängt; dann ist 
1l=1 L \'1' "'pl 

e I • I 

von einem konstanten nicht nur von s, sondern auch von den Punkten 
B unabhängigen Faktor .A abgesehen die gewünschte Riemannsche 
Thetafunktion, für welche man so die Darstellung 

(418) 

erhält. Dabei sind mit (XI! die im Endlichen gelegenen Verzweigungs
punkte der Riemannschen Fläche, mit P,f} -1 ihre Ordnungszahlen 
bezeichnet; ebenso ist i" - 1 die Ordnungszahl des unendlich femen 
Punktes 00,,; endlich steht q> zU}" Abkürzung von 

(419) 

wobei bezüglich der Bedeutung der ganzen Zahlen g(7 auf n'ym-Rost 
II, p. 132 verwiesen werden mag. 

Die Funktion Po 11I ! gehöl·t nicht mehr zu den eingangs genanu-
SI 

ten Funktionen W; um sie zu gewinnen, mußte man auf die Kon
stanz der Periodizitätsmodulen an den Querschnitten b verzichten. 

Dementsprechend erlangt die Funktion @ 1 ; I an den Querschnitten b 

Faktoren, welche von der Variable s abhängen. Wir werden die Funk

tion @ I; [, weil sie nur an der einen Stelle 1J 01 wird, eine "Prim

funktion" zu nennen haben. Sie entspricht durchaus der im vorigen 
Paragraphen angeschriebenen "Primform" a(x, y) Kleins, mitte1st der 
sie unter Heranziehung von Mittelformen, wie Klein lM) selbst ange
geben hat, vorbehaltlich geeigneter Normierung an den Querschnitten 
in der Form 

I 1-p J-p 

(420) @I; i = a(x, y) . p,(x)"P- .p,(y) P 

dargestellt werden kann. 

154) D. M. V. Jahresb. 20 (1911), p. 199. 
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Später hat Ritter l55) die Kleinsche Primform durch eIne "multi
plikative Primform" 

(421) 

ersetzt, welche an allen Querschnitten nur konstante Faktoren an
nimmt. Eine "Primfunktion" mit diesen Eigenschaften gibt es nicht 
und auf die Rittersche Primform trifft das im ganzen Umfange zu, 
was Klein anfänglich für alle Primformen ausgesprochen hat, daß 
nämlich solche einfache Elemente nur im Gebiete der homogenen 
Variablen existieren, 

Andererseits kann die Rittersche multiplikative Primform in ver
schiedenen Gestalten dargestellt werden. So gibt Fricke 156) für sie 
den Ausdruck 

(422) pes, e) = ~(s, e) .... "/ n ;':2 

V IISl.(z,oo.) 
.=1 

und Wellstein 157) zeigt, daß 
(423) pes, e) = r (s, q) eR(z,.) 

ist, wenn R(s, e) das in e mit dem Gewichte - 1, in n konjugierten 

Punkten qll q2' ... qn mit dem Gewichte + ~ logarithmisch unendlich 

werdende Integral 3. Gattung ist. 
Die Unmöglichkeit einer Primfunktion, die an allen Querschnitten 

konstante Faktoren erlangt, ergibt sich auch aus den Untersuchungen 
Dixons 158) über Prim funktionen. 

Soll nämlich eine in T' einwertige Funktion F existieren, für 
welche 

1·· F+ F .!:ctf.t vu,,+f1. angs a.: ' = -. el'- ' , 

1·· b F+ = F'- . ettr,uvu,u+ov angs .: 
(424) (v=1,2, ... p) 

ist, so müssen, wie Dixo'n zeigt, die Größen Cl, p, r, ~ p + 1 Bedin
gungen genügen. Diese können in der Weise erfüllt werden, daß man 
die sämtlichen Größen Cl und ß und jene (p - 1) P Größen l' /l'" für 
welche !1 ~ v ist, ganz willkürlich und die p Größen 1'"" im Nahmen 
der Bedingung 

(425) ~ 1'11 "( = m - n + 2~i~ ~ Cl,u."ro,u. 
I' I' v 

155) Math. Ann. 44 (1894), p. 290; Gött. N. 1893, p. 127. 
166) Gött. N. 1900, p. 314; über Prim formen auch bei Klein-I/ricke, Ellipt. 

Modulfunktionen 2 (1892), p. 502. 
15.) Gött. N. 1900, p. 380. 
158) Lond. M. S. Proc. 31 (1900), p. 297 u. 33 (1901), p. 10. 

48* 
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beliebig annimmt. Es bezeichnet dabei m die Anzahl der 001. Punkte, 
n die Anzahl der 01-Punkte von Fund (jJf.<" den Periodizitätsmodl,ll 
von Uu am Querschnitte b,o. Die Größen 0 sind dann durch die (x, {J, 'Y 
und die Unendlichkeits- und Nullpunkte von F eindeutig bestimmt. 

Sind umgekehrt diese Bedingungen erfüllt, so kann man eine 
Funktion F bei, ihrer Zahl und Lage nach, beliebig angenommenen 
Unendlichkeits· und Nullpunlden aus Ausdrucken 

(426) 

zusammensetzen, wo v ein Integral 2. Gattung bezeichnet. 
Nimmt man speziell m = 0, n = 1, setzt auch alle Größen (x, (J 

und jene 'Y1l", für welche p, < v ist, der Null gleich, dagegen 'Yll = 'Y21 

= ... = 'YP1' = -- ;, so entsteht die Primfunktion €J(s), welche nur 

in einem Punkte 01 wird und für welche 

längs ap : @+ = @-

(427) (v= 1,2, ... p) 

ist. 
Aus den Gleichungen (425) sieht man aber, daß alle Größen ()(. 

und 'Y nur dann gleichzeitig Null sein können, wenn m = n ist, d. h. 
F in gleich vielen Punkten Null und Unendlich wird. 

Größen von der Art (426) hat auch Wellstein in einer na.ch
gelassenen und noch nicht veröffentlichten Arbeit zur Bildung von 
Primfunktionen benutzt. Er geht dabei von den Weierstraßschen 
LUckenzahlen 1.1,1.2, ••• 1..11 aus und bildotl5D) ein System von 2p Fun
clamentalintegralen 1. und 2. Gattung W l1 W,P .•• w1' ; bl1 ~, ... bp ' von 
denen w,u im Unendlichen Ol,u, ~" dort OOlll wird. Setzt man dann 

l' r: p 

H =:E J 'W,u db,u , K = :Ebf,dwf" 
,u=l ,u=l 

(428) 

so sind e-H und eK im Unendlichen 01 werdende Primfunktionen, a.us 
denen Wellstein die weitere 

l' 

-~ :E<wf,di;,u-i;"dwf,) 
(429) $(0) = e 21',..=1 

zusammensetzt. Unter Benutzung eines in E und 00 mit den Gewichten 
=+- 1 logarithmisch unendlich werdenden Integrals 3. Gattung ffi(o, E) 
~ .. hält er daraus die in dem beliebigen Punkte E v~rschwindende 
.P rimfunktion 
(430) $(0, E) = e))l(o")$(O)$(E), 

159) Vgl. dazu Henscl und Landsberg, AJgebr. Funkt. 1902, p.569. 
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während er aus 

(431) 

in der gleichen Weise c1-Primfunktionell und bei Zugrundelegung von 
N ormalintegralell {8}-Primfunktionen ableitet. 

VIII. Der Fall p = 2.16°) 

66. Charakteristikentheorie. Von den 16 Thetafunktionen des 
Falles p = 2 sind 10 gerade und 6 ungerade. Bezeichnet man die 
6 ungeraden Th. Char. in irgelldwelcher Reihenfolge mit [0)1]' [w2], 

... [0)6]' so stellen die 15 Kombinationen zu zweien (0),,0),,) (p., v = 1, 
2, ... 6) die 15 eigentlichen Per. Char. da.r. Von diesen sind zwei 
(O)"O)l) und (0),,0),,) azygetisch oder syzygetisch, je nachdem die Zahlen
paare x, 1 und p., v eine Zahl gemeinsam haben oder nicht. Die 5 Per. 
Char. (0)10)6), (0)20)6)' ... (0)5 ( 6 ) sind also zu je zweien azygetisch und 
bilden ein l!'. S. von Per. Char. Da für dieses (0)6] die Summe seiner 
ungeraden Charakteristiken ist, so bilden die 5 Th. Char. [0)1]' [w 2],. 

... [w5] eine Hauptreihe und liefern in ihren Kombinationen zu dreien 
die 10 geraden Th. Char.. Da aber die Summe aller 6 ungeraden Th. 
Char. = [0] ist, so kann jede gerade Tb. Char. noch auf eine zweite 
Weise als Summe dreier ungeraden dargestellt werden, derart daß 
jedesmal in den beiden Darstellungen alle 6 ungeraden Th. Char. auf-

160) Außer den grundlegenden Arbeiten von Göpel und Rosenhain sind als 
zusammenfassende Behandlungen des ~'alles p = l! zu nennen: Prym, Wien 
Denkschr.24 (1865), II, p. 1; 2. Ausg. 1885; T1lOmae, ,.Formeln" [siehe auch 
Z. f. Math. 11 (1866), p. 427 und Jenaische Zeitschr. f Naturw. 20 (1887), p. 581]; 
Weber, Math. Ann. 14 (1879), p. 178; Gayley, Phi!. Trans. 171 (1880), p. 897 = 
Col!. math. pap. 10 (1896), p. 463 [siehe auch Lond. M. S. Proc. 9 (1878), p. 29"; 
J. f. Math. 88 (1877), p. 2io u 220; 85 (1878), p. 214; 87 (1879), p. 74; 88 (1880), 
p. 74 = Coll math. 10 (1896), p. 155, 157, 166,184,422 u. 455]; Krazer, "p = 2"; 
F01"syth, Phi!. Trans. 178 (1882), p. 783; Krause, "Transf."; Brio8chi, Ann. di mat. 
141 (1887), p. 241 = Op. mat. 2 (1902), p. 845 [siehe auch Acc. Linc. Trans. 7 (1883), 
p. 187 = Op. mat. 3 (1904), p. 393 und Paris C. R. 10ll (1886), p. 289 u. 297 
= Op. mat. 5 (1909), p:58]; Schottky, J. f. Math. 105 (1889), p. 288. Es seien 
ferner erwähnt: Glifford, Math. pap. 1882, p. 868; Staude, Math. Ann. 25 (1885), 
p. 863; Pokrotvsky, BuH. sc. math. 201 (1890),. I, p. 86 und D. M. V. Jahresb .. 4 
(1897), p. 137; v. Daltvigk, N. Acta Leop. 57 (1892), Zweiter Thei! p. 246; Lipps, 
Leipz. Ber. 44 (1892), p. 340 u. 475; Hancock, Diss. Berlin 1894; Nölke, Progr. 
Birkenfeld 1903; Dixon, Quart. J. 86 (1905), p. 1 und die im BuH. sc. math. 122 

(1888),11, p. 168 u. 164 zitierten, dem Verfasser nicht zugänglich gewesenen Werke 
von P08sIl, Sur les fonctions @ a deux arguments et Bur le probleme de Jacobi, 
St. Petersburg 1882, und Pokrowsky, Theorie des fonctions ultra·elliptiques de la. 
p;remiere classe, Moskau 1887. 
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treten; die 20 Kombinationen zu dreien aller 6 ungeraden Th.OhaI". 
liefern also die 10 geraden Th. ehar. und zwar jede zweimal. Bezeich
net man mit Cx) irgendeine Per. ehar., so bilden die 6 Th. Ohar. 
[xrol], [uro21, ... [uros] ein F. S. von Th. ehar. Der Komplex von 
F. S., der entsteht, wenn man für (u) der Reihe nach alle 16 Per. Ohar. 
treten läßt, liefert zugleich alle überhaupt existierenden F. S. von Th. 
ehar.; davon besteht das für (x) = (0) entstehende aus 6 ungeraden 
rrh. ehar., jedes andere enthält 2 ungerade und 4 gerade Th. ehar. 
Irgend 2 der 16 F. S. haben stets und nur 2 Th. ehar. gemeinsam. 

Sind (a), (ß) irgend 2 der 15 eigentlichen Per. ehar., so bilden 
(0), (a), (ß), (aß) eine Gruppe von Per. ehar., [u], [ua], [xß], [xaß], 
bei beliebigem [x], ein System von Th. ehar. Sind (a) und (ß) syzy
getisch, so heißen Gruppe und System Göpelsehe; sind sie azygetisch, 
Rosenhainsche. Der allgemeine Typns einer Göpelsehen Gruppe ist 

(432) (0), (rol roa), (roaW<!), (015 016), 

der eines Göpelschell Systems 

(433) 

Die Anzahl der verschiedenen Göpelschen Gruppen beträgt 15, die 
der Göpelschen Systeme 60; von diesen bestehen 15 (eines in jedem 
Komplexe) aus 4 geraden, die übrigen 45 aus 2 geraden und 2 un
geraden Th. ehar. Der allgemeine Typus einer Rosenhain schen 
Gruppe ist 

(434) (0), (w1 W2), (W1 W3), (w2 rog), 

der eines Rosenhainschen Systems 

(435 ) [x ro1], [" roll]' [" wsJ, [" W 1 OJit ros]. 

Die Anzahl der verschiedenen Rosenhainschen Gruppen beträgt 20, 
die der Rosenhainschen Systeme 80; von diesen bestehen 20 (eines 
in jedem Komplexe) aus 1 geraden und 3 ungeraden, die übrigen 60 
aus 3 geraden und 1 ungeraden Th. ehar. 

67. Thetarelationen. Ein Thetaquadrat .{}-2[E]((V)) ist eine gerade 
Thetafunktion zweiter Ordnung mit der Charakteri,stik [oJ und man 
kann daher durch 4 Thetaquadrate, wenn sie nur linear unabhängig 
sind, jedes weitere linear ausdrücken. 

Ein Thetaprodukt & [u ] ((v)) .{}-[u EJ (( v)) ist eine Thetafunktion zweiter 
Ordnung mit der Charakteristik [E] und von den 8 zu einem [E] ge
hörigen Produkten sind 4 gerade und 4 ungerade Funktionen von (v). 
Zwischen 3 von 4 solchen Thetaprodukten besteht jedesmal eine lineare 
Relation. 
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Diese Relationen zwischen Thetaquadraten und Thetaprodukten 
sind vereinzelt schon von Göpel und Rosenhain, vollständiger von 
Weber l61) angegeben worden; Krazer ("p = 2'~ hat sie sämtlich aus 
der Riemannschen Thetaformel abgeleitet. Zwischen den Thetaqua
dmten erhält man die 240 Gleichungen 162) 

4 

(436) ~ + .ß'2 [W,W5W6] ((0)}ft2 [uw;] ((v)) = 0, 
;=1 

die aussagen, daß zwischen irgend 4 Thetaquadraten, deren Charakte
ristiken einem F. S. von Th. Char. entnommen sind, eine lineare Rela
tion besteht. Irgend 4 andere erweisen sich als linear unabhängig und 
man kann durch 4 solche jedes weitere linear ausdrücken; in der ein
fachsten Form geschieht dies durch 4 Thetaquadrate, deren Charak
teristiken ein Göpelsches oder ein Rosenhainsches System bilden.16S) 

Für die Thetaprodukte liefert die F orme1 164) 

3 

(437) ~ + .ß' [W i W5 ws] ((0 )).ß'[ Wi W4 ws] (( 0 )).ß' [uw;] ((v)).ß'[ UW'W4 w6](( v)) = 0 
1=1 

die oben erwähnten Gleichungen, 120 an der Zahl, zwischen je 3 Theta
produkten. 

Weber hat zuerst auf die Übereinstimmung der Formeln (436), 
(437) mit den Relationen zwischen den 9 Koeffizienten einer ternären 
orthogonalen Substitution hingewiesen. Sondert man nämlich eine be
liebige der 10 geraden Th. Char. [wt w2 wsl = [W4W6wS] aus und bringt 
die 9 übrigen in ein quadratisches Schema von der Form 

[wt w6 Ws] Lw1 wsw41 [W1W4WÖ] 

(438) [ W2 W 5 ws] 
[ws WD ws] 

so bilden die 9 Quotienten 

[Ws WSW;t 1 
[ws W 6 w 4J 

[W2 W4 W5] 
[wa W4 W5] 

~[a>a(O~corl ((0)) ~ [1Icoaa>~a>rHv» 
---'-~-;;'-;:-, 

~l(.l)l (.1)2 cosHO)) ~["(Ol C01 (Os] ~v)) 

wo (,,) eine beliebige Per. Char. bezeichnet, mit passenden Vorzeichen 
versehen, in der durch (438) bestimmten Anordnung die Koeffizienten 
einer orthogonalen Substitution. In den bekannten Gleichungen zwi-

161) Math. A.nn. 14 (1879), p. 173. 
162) Bezüglich des Vorzeichens siehe Krazer, a. 8. o. p. 35. 
163) Krazer, 8. 8. 0., Formeln (1II), (IIIj, p. 42 u. 53; vgl. übrigens schon 

Rosenhain, Formel (94), p. 420 und Göpel, Formeln (30), (31), p. 290. 
164) Krazer, a. a. O. p. 39; Weber, a. a. O. p. 179. 
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sehen diesen sind jetzt die zwischen den Thetaquadraten und Theta
produkten bestehenden Relationen zusammengefaßt.l65) 

A.us irgendeinel' der 120 Gleichungen (437) kann man durch 
zweimaliges Quadrieren eine Relation vierten Grades zwischen den 
Quadraten der 6 in ihr vorkommenden Thetafunktionen ableiten und 
erhält dann, wenn man diese 6 Thetaquadrate linear durch 4 aus
drückt, eine homogene Gleichung vierten Grades zwischen diesen. 
Dabei tritt eine Vereinfachung ein, wenn man in der eben genannten 
Weise die Gleichung zwischen den Quadraten von 4 Göpel~chen Theta
funktionen aufstellt. Da nämlich die 4 Charakteristiken irgend zweier 
der drei in einer Gleichung (437) auftretenden Thetaprodukte stets 
ein Göpelsches System bilden, so erhält man schon nach passendem 
einmaligen Quadrieren, wenn man die beiden anderen Thetaquadrate 
auch durch diese 4 Göpelschen ausdrückt, eine Gleichung zwischen 
diesen, welche vom vierten Grade ist in bezug auf die Thetafunktionen 
selbst und außer ihren Quadraten noch ihr Produkt enthält; sie ist 
unter den Namen der Göpelsehen biquadratischen Relation bekannt.166) 

Durch nochmaliges Quadrieren liefert sie erst die zwischen den Qua
draten der 4 Göpelsehen Thetafunktionen bestehende Relation. 

165) Caspary [J. f. Math. 94 (1883), p. 74] hat dieses Resultat dahin verall
gemeinert, daß die 16 Thetaprodukte .IJ'[EHu)o/T[EHv} bei beliebigen unabhän
gigen Veränderlichen u, v, wenn man sie einem Komplexe von 4 Rosenhainschen 
Systemen entsprechend in 4 Horizontal- und 4 Vertikalreihen anordnet und mit 
passenden Vorzeichen versieht, die Koeffizienten einer quaternären linpal'E'n Sub
stitution bilden, welche die Summe der Quadrate der 4 gegebenen Veränderlichen 
in die mit einem Faktor multiplizierte Summe der Quadrate der 4 neuen über
führt; vgl. auch Dobriner [Acta math.9 (1887), p. 99]. 

Mit der Aufstellung solcher "Orthogonal systeme" und ihrer Verwendung 
nicht nur zur Gewinnung der algebraischen Beziehungen zwischen den Theta
funktionen, sondern auch der bei Lösung von mechanischen ProLlemen benutzten 
Differentialgleichungen (siehe Nr. 72) hat sich Caspary noch in mehreren Ar
beiten [Paris C. R. 104 (1887), p. 490; 111 (1890), p. 225; 112 (1891), p. 1120 u. 
1305; Ann. Ec. Norm. 10, (1893), p. 253] beschätligt; fortgeCilhrt wurden diese 
Untersuchungen sodann von Jahnke [Z. f. Math. 37 (1892), p. 178; Berl. Ber. 
1896, 'P. 1023; J. f. Math. 118 (1897), p. 224 u. 119 (1898), p.234; Paris C. R. 
125 (1897), p. 486; 126 (1898), p. 1013 u. 1083; Leipz. Ber. 52 (1900), p. 140; 
2m • Congr. internat. Paris 1900 (1902), p. 279; D. M. V. Jahresb. 12 (190il), p.96 
u. 16 (1907), p. 551; Berlin math. Ges. Sitzb. 6 (1907), p.59; J. f. Math. 133 
(1908), p.243; Palermo Rend. 35 (1913), p. \JO; vgl. auch Krause, Arch. d. Math. 
18 (1901), p. 64J, während Krause die Aufstellung von Orthogonalsystemen in den 
Fällen p = 3 und p = 4 untersuchte [Paris C. R. 131 (1900), p. 1188; Leipz. Ber. 
53 (1901), p.65 u. 105; dazu auch Jahnke, Schwarz-Festschr. 1914, p. 157J. 

166) Göpel, GI. (32), p. 292; Krazer a, a. 0 GI. (IV), p. G5. 
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68. Die Kummersehe Fläche.167) Setzt man die homogenen 
Punktkoordinaten des Raumes vier linearunabhängigen Thetaquadraten 
proportional, also 

(439) x: y: z: w = ~2[a]((v)): ~2rßJ((t')) : ~2[r]((v)) : ~2[d]((v)), 
wo [a], [ßJ, [1'], [0] nicht ein und demselben F. S. von Th. Char. an
gehören, so wird dadurch eine Kummersche Fläche definiert (vgl. Nr.34:). 
Läßt man an Stelle von (v) die 16 Systeme zusammengehöriger Halben 
der Periodizitätsmodulen treten, so erhält man die 16 Knotenpunkte 
der Kumme1'schen Fläche, denen also die 16 Per. Char. (05) zugeordnet 
werden können. Die 16 Gleichungen -& [c] ((v)) = ° liefern die 16 sin
gulären Ebenen der Kummerschen Fläche, denen so die 16 Th. Char. 
[05] entsprechen. Auf jeder singulären Ebene -& [e J ((v)) = ° liegen 6 von 
den 16 Knotenpunkten, nämlich die 6 (eOO;), i = 1, 2, ... 6, und 
durch jeden Knotenpunkt (e) gehen 6 von den 16 singulären Ebenen, 
nämlich die 6 -&[Eoo;J((V)) = 0, i = 1, 2, ... 6. 

Das Koordinatentetraeder wird aus 4 singulären Ebenen gebildet, 
die nicht durch einen und denselben Punkt gehen. Nimmt man für 
[a], [ßJ, [I' J, [oJ ein Rosenhainsches System (435) von 4 Th. Char., so 
sind die 4 Eckpunkte Knotenpunkte und die 4 Tetraederebenen ent-

167) Vgl. Kummer, Berl. Ber. 1864, p. 246 u. 495; 1865, p. 288; Berl. Abh. 
1866, p. 1. Nachdem schon froher Klein [Math. Ann. 5 (1872), p. 278] auf die 
Möglichkeit einer Verknüpfung der Kummerschen Fläche mit den hyperelliptiachen 
Integrs.len 1. Ordnung hingewiesen hatte, haben gleichzeitig Cayley [J. f. Math. 
83 (1877), p. 210 u. 220 = Coll. math. pap. 10 (1896), p. 157 u. 166; später noch 
.1. f. Math. 84 (1878), p.238 u. 94 (1883), p. 270 = Coll. math. pap. 10 (1896), 
p. 180 u. 12 (1897), P 95] und Borchardt [ebenda p. 234 = Ges. W. 1888, p. 341) 
und etwas später Weber [J. f. Math. 84 (1878), p. 332] die Kummersche Fläche 
durch Thetafunktionen zweier Veränderlichen dargestellt. Eine eingehende Unter
suchung der Fläche auf dieser Grundlage ist dann, nachdem noch die Arbeiten 
von Ruhn [Diss. München 1878, Math. Ann. 15 (1879), p. 315 u. 18 (1881), p.99 
dazu Segre, Leil-'. Ber. 36 (1884), p. 132], Caporali ["Y\.cc. Linc. Mem. 28 (1878), 
p.791] und Darboux [Paris C. R. 92 (1881), p. 685 u. 1493] voraUFgegangen waren, 
durch Reichm'dt [Nova Acta Leop. 60 (1887), p. 373 und Math. Ann. 28 (1887), 
p. 84) geschehen, vgl. noch Bl'ioschi, Paris C. R. 92 (1881), p. 94.4 = Op. mat. 5 
(1909), P 18; Reye, J. f. Math. 97 (1884), p. 242; Domseh, Dias. Leipzig 1885 
= Mch. d. Math. 22 (1885), p. 193; Klein, Math. Ann. 27 (1886), p.l06; Schleier
macher, Erl. Ber. 18 (1886), p. 22 und Math. Ann. 50 (1898), p. 183; Heft, Nova 
Acta Leop. 55 (1890), p. 97; Hurnbert, J. de math. 94 (1898), p. 29 u. 361; 104 

(1894), p.473; Hutchinson, Amer. M. S. BuH. 5 (1899), p. 465 u. 7 (1901), p. 211; 
Timerding, Math. Ann. 54 (1901), p. 498; Hudson, Kummer's quartic surface 1906, 
Die Kummersehe Fläche ist der, dem Werte p = 2 entsprechende, einfachste 
Fall der in NI. 34 eingeführten algebraischen Mannigfaltigkeit M p• Andererseits 
sind die Kummersche und die Weddlesche Fläche spezielle Fälle der in Nr. 130 
behandelten hyperelliptischen Flächen. 
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halten die sämtlichen 16 Knotenpunkte. Es gibt 80 solche Rosenhain
schen Tetraeder. Die Gleichung vierten Grades zwischen 4 Theta
quadraten, deren Th. Char. ein solches System bilden, stellt die 
Kummersche Fläche bezogen auf dieses Tetraeder als Koordinatentetra
eder l68) dar. 

Bilden [«], [ß], [r], [d'] ein Göpelsches System (433), so ist keine 
Ecke des Koordinatentetraeders ein Knotenpunkt der Fläche; die 
Flächen des Tetraeders enthalten nur 12 von den Knotenpunkten, die 
zu je zweien auf den 6 Kanten des Tetraeders liegen. Solcher Göpel
schen Tetraeder gibt es 60. Die (Göpelsche biquadratische) Gleichung 
zwischen 4 Göpelschen Thetafunktionen stellt nach nochmaliger Qua
drierung (also vorher in irrationaler Form) die Kummersche Fläche 
bezogen auf ein solches Göpelsches Tetraeder dar. 

Jede lineare Funktion der Koordinaten (439) ist eine Thetafunk
tion zweiter Ordnung mit der Charakteristik [0 J und umgekehrt. Setzt 
man daher eine solche Funktion @,1[o]((v)) = 0, so wird dadurch ein 
ebener Schnitt der Kummerschen Fläche bestimmt; er ist von der 
4. Ordnung und, in Übereinstimmung mit (157), im allgemeinen vom 
Geschlecht 3. Speziell liefert eine' Gleichung .ft((v + e»fr((v - e» = 0, 
in der fit, e,l irgendwelche Konstanten bezeichnen, eine Kurve 4. Ord
nung, in welcher die Kummersche Fläche von einer ihrer Tangen
tialebenen geschnitten wird; diese Kurve hat in dem durch das 
gleichzeitigH Verschwinden der beiden Faktoren bestimmten Berüh
rungspunkte einen Doppelpunkt und ist daher von einem Geschlecht 
< 3. Ist fr«e)} = 0, so geht die Tangentialebene durch einen der 
Knotenpunkte der Kummersehen Fläche und die Kurve 4. Ordnung 
hat in diesem Punkte eine Spitze. Setzt man endlich für (e) ein 
System zusammengehöriger Halben. der Periodizitätsmodulen von der 
Per. Char. (e), so erhält man in .ft'[e]((v») = 0 den doppelt gezählten 
Kegelschnitt, längs welchem die Kummersehe Fläche von der singu
lären Ebene [e] berührt wird. 

Allgemein entspricht jeder homogenen l!'unktion nten Grades der 
Koordinaten (439) eine gerade Thetafunktion 2nter Ordnung mit der 
Charakteristik [0] und umgekehrt. Setzt man daher eine solche Funk
tion @2n[oJ«v)) = 0, so wird dadurch der Schnitt der Kummersehen 
Fläche mit einer algebraischen Fläche nter Ordnung bestimmt; er ist 
von der 4nten Ordnung und im allgemeinen vom Geschlecht 2 n + 1. 
Wählt man als Funktion @s..[o]((v] speziell das Quadrat einer Theta
funktion nter Ordnung, so geht die genannte Kurve 4nter Ordnung in 

168) Krazer, p. 44; Reichardt, p. 429; Weber, p. 341 in irrationaler Form. 
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die doppelt gezählte Kurve 2nter Ordnung über, längs welcher die 
Kummersehe Fläche nunmehr von einer Fläche nter Ordnung berührt wird. 

Jede algebraische Kurve auf der Kummerschen Fläche ist dem
nach entweder der vollständige Schnitt mit einer algebraischen Fläche 
oder die Berührungskurve einer solchen. 

Die 10 geraden Thetafunktionen mit den Argumenten (2 v) sind 
gerade Thetafunktionen 4. Ordnung mit der Charakteristik [0] und 
deshalb als homogene Funktionen 2. Grades der Koordinaten (4:~9) 

darstellbar. Es entsprechen ihnen diejenigen 10 Fundamentalflächen 
2. Ordnung der Kummerschen Fläche, welche von je 3 der 6 Funda
mentalkomplexe bestimmt werden. Durch eine Gleichung .&[e] (l2v)) = 0 
wird also bei gerader Th. Char. [e] jene Kurve 8. Ordnung bestimmt, 
in welcher die Kummerscbe Fläche von der betreffenden Fundamental
fläche 2. Ordnung geschnitten wird. 

Die 6 ungeraden Funktionen .&[e]((2v)) sind als ungerade Funk
tionen nicht durch die Thetaquadrate darstellbar, wohl aber ihre Qua
drate und ihl"e Produkte zu zweien, denen beiden daher gewisse Flä
chen 4. Ordnung entsprechen. Die ersteren liefern gleich Null ge
setzt die 6 ausgezeichneten Haupttangentenkurven 8. Ordnung der 
Kttmmerschen Fläche, welche längs ihnen von den zugehörigen Flä
chen 4. Ordnung berührt wird, während die 15 anderen Flächen 
4. Ordnung diese Kurven paarweise herausschneiden. 

Die Schar der Haupttangentenkurven 16. Ordnung wird durch 
Gleichungen von der Form .&((2v + e)).&((2v - e)) = 0 geliefert, in 
denen (e) ein Konstantensystem bezeichnet, für welches .&((e)) = 0 ist. 

Die Flächen 4. Ordnung, welche die Kummersche Fläche längs einer 
ausgezeichneten Haupttangentenkurve 8. Ordnung bel'ühren, sind selbst 
Kummersehe Flächen. Das gleiche gilt von allen 001 Flächen 4. Ord
nung, welche die Kummersche Fläche längs einer der 005 Raumkurven 
8. Ordnung .}JÄi .&[ro jJ((2v)) = 0 berühren, bei denen die l beliebige 
Konstanten bezeichnen uud die Summation über die 6 ungeraden 
Th. Char. [ro/] zu erstrecken ist. Auf diese Weise entstehen 00 6 Kum
mersche ]i~lächen, welche alle die ursprüngliche in der angegebenen 
Weise berühren. 

Da die 16 singulären Punkte und 16 singulären Ebenen einer 
Kummerschen Fläche eine Konfiguration (16)6 bilden, so erhält man 
in den singulären Punkten und Ebenen der berührenden Kummerschen 
Flächen 00 6 solche Konfigurationen und diese sind alle der gegebenen 
Kummerschen Fläche ein- und umgeschrieben. 

Jedes der 16 Produkte .&[s]((v + w)).&[s]((v - w) ist eine gerade 
'l'hetafunktion 2. Ordnung mit der Charakteristik [0 J in bezug auf 
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jedes der beiden Argumentensysteme (v) und (w) und daher als bi
lineare Form der beiderseitigen Thetaquadrate darstellbar. Diese Dar
stellung wird besonders einfach, wenn man dabei je 4 Thetafunktionen 
eines Rusenhainschen Systems benutzt. Setzt man die so erhaltenen 
16 bilinearen Formen der Thetaquadrate gleich Null, so werden da
durch ebenso viele Korrelationen der Kummerschen Fläche bestimmt, 
von denen die 10 zu geraden [E] gehörigen als die 10 Polarsysteme 
in bezug auf die 10 Fundamentalfiächen 2. Ordnung, die 6 zu unge
raden [E] gehörigen als die 6 zu den Fundamentalkomplexen gehörigen 
Nullsysteme erscheinen. 

Die 16 Kollineationen der Kummerschen Fläche werden durch 
die Änderungen des Argumentensystems (v) in (439) um die 16 Sy
steme zusammengehöriger Halben der Periodizitätsmodulen definiert. 

Bei jeder Transformation zweiten Grades sind von den 16 ur
sprünglichen Thetafunktionen, deren Argumente und Modulen hier mit 
vo, aO bezeichnet seien, immer vier, und zwar sind es stets vier gerade 
Thetafunktionen eines Göpelschen Systems, als Funktionen der trans
formierten Argumente v und Modulen a betrachtet 1 hetafunktionen 
2. Ordnung mit der Charakteristik [0] und lassen sich daher linear 
und homogen durch 4 linearunabhängige Thetaquadrate 4}'lE]«V] aus
drücken.169) Setzt man daher die Punktkoordinaten x, y, s, w vier 
solchen Thetafunktionen mit den Argumenten VO und Modulen ~o pro
portional, also 

(440) x: '!J: z: w = 4}[a]((vO))ao : -IT[ß]((vO))ao : 4}[y]((vO))ao : -IT[d]«vO))ao, 

so wird dadurch wieder die Kummersche Fläche dargestellt. Sie ist 
jetzt bezogen auf eines der 15 Fundamentaltetraeder , deren Kanten 
die Direktrizenpaare solcher 3 Kongruenzen sind, auf welche man die 
6 Fundamentalkomplexe verteilen kann. Nach Klein 170) kann man 
diese 15 Fundamentaltetraeder auch folgendermaßen erhalten: Die 16 
Knotenpunkte werden paarweise durch 120 Gerade verbunden, in 
denen sich auch die 16 singulären Ebenen paarweise schneiden. Diese 
120 Geraden kann man in 15 Gruppen von je 8 anordnen, indem man 
diejenigen 8 Geraden in einer Gruppe vereinigt, welche je zwei solche 
Knotenpunkte verbinden, deren Per. Char. die nämliche Summe (IDuID,,) 
aufweisen. Die 8 Geraden einer Gruppe haben dann 2 gemeinsame 
Transversalen und es ist damit zugleich jedem solchen Transversalen
paar eine der 15 eigentlichen Per. Char. (w"ro,,) zugeordnet. Diese 

169) Könlg,berger, J. f. Ma.th. 67 (1867), p. 68; Pringsheim,. M,1.th. Ann. 9 
(18'16), p. 446; Rohn, Diss. München 1878 u. Ma.th. Ann. 16 (187\1), p. 380. 

1'10) Gött. N. 1869, p. 262; Math. Ann. 2 (1870), p. 208. 



69. Weddlesche Flüche. 751 

Transversalen sind die vorher genannten Direktrizen der von je 2 
Fundamentalkomplexen gebildeten Kongruenzen. 3 Transversa!enpaare, 
in deren zugeordnet.en Per. Char. (m,t m,.) zusammen alle 6 ungeraden 
Th. Char. auftreten, bilden eines der genannten Fundamentaltetraeder. 
Durch solche 3 Per. Char. ist aber nach den Gleichungen (432) zu
gleich eine Göpelsehe Gruppe bestimmt und das einzige in dem zu
gehörigen Komplexe vorkommende System von 4 geraden Th. Char. 
liefert für (440) die Th.Char. Ca], [ßl, [rJ, Cd]. Die Göpelsche biquadra
tische Helation zwischen den 4 Fun ktionen .ft [a J (( v(O»))a(O), •.. .ft [d]« vlO»))a(O) 
ist die Gleichung der Kummerschen Fläche bezogen auf dieses Ko
ordinatentetraeder.l71) 

69. Weddlesche Fläche. Chaslesm ) hatte den Satz bewiesen, 
daß durch 6 gegebene Punkte des Raumes stets eine Kur\'"e 3. Ord
nung gelegt werden kann, und daraus geschlossen, daß diese Kurve 
der geometrische Ort der Scheitel aller Kegel zweiten Grades sei, 
welche durch die 6 gegebenen Punkte gehen. Diese Behauptung hat 
dann Weddle 173) dahin richtig gestellt, daß dieser geometrische Ort 
eine die genannte Raumkurve 3. Ordnung enthaltende Fläche vierten 
Grades sei; diese Fläche heißt deshalb die Weddlesche Fläche. 

Von den geometrischen Eigenschaften der Weddll'schen Fläche 
braucht hier nur angegeben zu werden, daß auf ihr außer der schon 
genannten Raumkurve 3. Ordnung auch 25 gerade Linien liegen; näm
lich die 15 Geraden, welche die 6 Grundpunkte paarweise verbinden, 
und die 10 Geraden, in denen sich jene 10 Ebenenpaare schneiden, 
von denen jedes zusammen alle 6 Grundpunkte enthält. 

Schottky174) hat zuerst die Weddlesche Fläche mit den Theta
funktionen zweier Veränderlichen in Zusammenhang gebracht. Sind 

171) Humbert hat Amer. J. 16 (1894), p. 221 jene Mpeziellen Kummerschen 
Flächen untersucht, welche reduzierbaren Periodensystemen (s. Nr. 121) angehören. 
Er hat ferner Paris C. R. 133 (1901), p. 425 u. J. de math. 76 (1901), p. 395 die 
Transformationen höheren Grades auf der Kummerschen Fläche geometrisch ge
deutet. 

172) Aper9u historique etc. 1837, Note XXXIII; deutsch von Sohncke 1839, 
p. 441. 

173) Cambr. and Dubl. math. J. 5 (1850), p.58; über die Weddlesche Fläche 
vgl. Chasle.~, Paris C. R. 52 (1861), p. 1157; Cayley ebenda p. 1216 u. Lond. M: S. 
Proc. 3 (1871), p. 19, 198, 234- u. 4 (1873), p. 11 = Coll. math. pap. 5 (1892), p. 4; 
7 (1894), p. 1 3, 256, 264; 8 (1895), p.99; Geiser, Zürich Viertelj. 10 (1865), 
p. 219 u. J. f. Math. 67 (1867), p. 78; Darboux, BuU. BC. math. 1 (1870), p.348; 
Hierholzer, Math. Ann. 2 (1870), p. 562 u. 4 (1871), p. 172; dazu Hunyady, J. f. 
M;ath. 92 (1882), p. 304; Beye, J. f. Math. 86 (1879), p. 84; OasPa1''!J, Bull. BC. math. 
112 (188i). I, p. <!22 u. 13, (1889), I, p. 202 .. 

174) J. f. Math. 105 (1889), p. 238. 
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.f} 1) .f} 2' ••. .f} 6 die 6 ungeraden, .f} a,~ y die 10 geraden Thetafunktionen 
zweier V eränderlichenv1 , V 2 , so ist 

(441) Faßr = .f},,-l1',,-l1'y-l1'ap'y 

eine ungerade Thetafunktion 4. Ordnung mit der Charakteristik [0]. 
Alle diese Funktionen sind durch 4 linearunabhängige unter ihnen 
z. B. F34,5, FS4;;, F S5S , F4u6 linear darstellbar. Setzt man die homo
genen Punktkoordinaten x, y, fJ, W des Raumes 4 solchen proportional 
und betrachtet VI' 1'2 als veränderliche Parameter, so wird dadurch die 
Weddlesche Fläche definiert, deren Gleichung in der Form 

(442) F123F156F425Fm - FmF43sF125Fm =~ 0 
dargestellt werden kann, wäbrend Faßr = 0 die Gleichung jener Ebene 
ist, welche durch die 3 Grundpunkte (x, p, r geht. 

Als ungerade Thetafunktionen geraden Grades mit der Charak
teristik [OJ verschwinden x, y, fJ, w gleichzeitig für jedes System kor
respondierender Halben der Periodizitätsmodulen (Nr. 33). Solchen 
Werten von VI' v2 entsprechen nicht einzelne Punkte der Fläche, son
dern Kurven auf ihr (NI'. 130), und zwar entspricht dem Wertepaare 
v1 = 0, v2 = 0 die oben genannte Raumkurve 3. Ordnung, den 15 
übrigen Systemen korrespondierender Halben der Periodizitätsmodulen 
die 15 Verbindungslinien der 6 Grundpunkte zu zweien, während die 
10 übrigen auf der Fläche liegenden Geraden durch die Gleichungen 
.f}aßr = 0 dargestellt werden. 

Caspary175) hat angegeben und Humbert 176) weiter ausgeführt, 
daß man die Weddlesche Fläche auch erbalten kann, wenn man x, y, 
$, w vier ungeraden Thetafunktionen 3. Ordnung mit gerader Charak
teristik, deren es gleichfalls 4 linearunabhängige gibt, proportional 
setzt, etwa 

(443) x: y: fJ: W = .f}1.f}245.f}345 : -l1'1.f}24S.f}346: .f}4-3'245 -l1'246 : .f}4.f}345.f}S46' 

Hier verschwinden x, y, fJ, w gleichzeitig für die 10 Systeme korre
spondierender Halben der Periodizitätsmodulen mit gerader Per. Ohar. 
(Nr.33); diese liefern für (v) eingesetzt die 10 Schnittlinien der die 
6 Grundpunkte enthaltenden Ebenenpaare, während die Raumkurve 
3. Ordnung durch die Gleichung .f}123 = 0 erhalten wird und das Null
setzen der 15 übrigen Thetafunktionen die 15 VerbiniIungslinien der 
6 Grundpunkte zu zweien liefert. Den 6 Systemen korrespondierender 
Halben der Periodizitätsmodulen mit ungerader Charakteristik ent
sprechen die 6 Grundpunkte der Fläche.m ) 

175) Paris C. R. 112 (1891), p. 1356; BuH. sc. math. 152 (1891), I, p. 308. 
176) J. de math. 94 (1893), p. 466. 

177) Ober den Zusammenhang der Weddleschen Fläche mit der Kummer-
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70. Thetanullwerte. Zwischen den Nullwel'ten der 10 geraden 
Thetafunktionen bestehen homogene Gleichungen vierten Grades und 
zwar lineare Gleichungen zwischen je 4 Biquadraten und solche 
zwischen je 3 Produkten von 2 Quadraten der Thetanullwerte. Sie 
sind schon von Göpel und Bosenhain angegeben worden und folgen 
aus den obigen Gleichungen (436) in der Form: 

4 

(444) L ± 8-4 [Wi W 5 Ws] ILO)) = 0 
i=l 

und 
3 

(445) ~ + 8-2 [W; fi)5 Ws] ((0)) &2[Wi fi)S W1]((0))= U; 
0=1 

sie lassen sich nach dem Früheren dahin zusammenfasssen , daß die 
9 Quotienten .&2[COa COß COy] ((0» 

.&' [co1 co;o;~TI[O)) 

sehen bei Darboux, Sclwttky und Hurnbert a. a. 0.; sodann bei Schottky, J. f. 
Math. 146 (1916), p. 135; Baker, Mult. perlod. funct. 1907, chap. 4. 

Ein Analogon der Weddleschen Fläche hat Schottky [J. f Math. 105 (1889), 
p. 269] mH Hilfe von Thetafunktionen dreier Veränderlichen erhalten. Bezeichnet 
man mit .&1'.&" .. '.&7 die 7 ungeraden Thetafunktionen einer Hauptreihe, so 
können die 36 geraden mit .& a(Jy und .& = '&12'" 7 bezeichnet werden und es ist 

F al1y = .&a.&(J.&y.&aßy 

eine ungerade Thetafunktion 4. Ordnung mit der Charakteristik [0). Legt man 
den Argumenten '171 , v" 1's die Beschränkung .& = 0 auf, so lassen sich die 35 
Größen Faßy als lineare Funktionen von 4 unter ihnen darstellen. Setzt man 
solchen 4 die homogenen Punktkoordinaten x, y, Z, w des Raumes proportional, 
so wird dadurch eine Fläche 6. Ordnung L definiert mit 7 dreifachen Punkten, 
die im folgenden ihre Grundpunkte heißen mögen. x, y, Z, w verschwinden alle 
vier gleichzeitig für die korrespondierenden Halben der Periodizitätsmodulen mit 
den 21 Per, Char. (a{J) nnd den 7 Per. Char. (a), dre alle auch der Bedingung 
{jo = 0 genügen; die ersteren liefern die 2t Geraden, welche die 7 Grundpunkte 
paarweise verbinden, die letzteren 7 Raumkurven 3. Ordnung Aa , von denen Aa 
durch die 6 von IX verschiedenen Grundpunkte hindurchgeht. Durch das Null
setzen der 63 von .& verschiedenen Thetafunktionen werden weitere auf der 
Fläche liegende Kurven und zwar 35 ebene Kurven 3. Ordnung und 28 Raum
kurven 4. Ordnung bestimmt. 

Roth [Monatsh. f. Math. 23 (1912), p. 115] hat bemerkt, daß die Fläche 
L der geometrische Ort aller jener Punkte des Raumes ist, welche mit den 7 
Grundpunkten ein solches System von 8 Punkten bilden, durch welches eine 
nicht zerfallende Fläche 4. Ordnung mit Doppelpunkten in den 8 Punkten ge
legt werden kann. 

In ähnlicher Weise haben andere Flächen 6. Ordnung Humbert [Paris C. R. 
120 (1895), p. 365 u. 425; J. de math. 25 (1896), 'po 263] und Remy [Paris C. R. 
144 (1907), p. 412 u. 623; J. de math.46 (1908), p. 1; Ann. Ec. Norm. 268 (1909), 
p. 193] mitte1st der Thetafunktionen dreier Veränderlichen definiert. 



754 II B 7. Krazer- Wirtinger. Abelsche Funktionen u. allgem. Thetafunktionen. 

mit passenden Vorzeichen versehen, in der durch das Schema (438) 
bestimmten Anordnung die Koeffizienten einer orthogonalen Substi
tution bilden. 

Mit den beiden ungeraden Th. Char. [rot], [ro2] bilden die 4 geraden 
[rot roSro3], [rot roll ro4], [rot roll ro6], [rot roll roß] ein .I!'. S. von Th. Char. Be· 
zeichnet man den Wert, den die aus den partiellen Derivierten der 
ungeraden Thetafunktionen -IT[rot]((v)), -IT[rosHv)) gebildete Determinante 

(J-B'[m,] ((v~ o-B'[m,] ((v)) (J-B'rm,] ((v)) (J-B'[(Oi] ((v~ 
----~ --oV;- - oV2 (lv. 

für vt = v2 = 0 annimmt, mit [roll ro21, so ist, wie schon Rosenhain 
angibt t78) 

s 

(446) [roll roll] = + n ,ftl![rotrosroy] ((0)) 
y=3 

71. Überga.ng von den Thetafunktionen zum algebraischen Ge
bilde. Göpel und Rosenltain haben aus den Thetarelationen die Diffe
rentialgleichungen des Umkehrproblems der hyperelliptischen Integrale 
1. Ordnung hergeleitet und damit den Zusammenhang der Thetafunk
tionen zweier Veränderlichen mit einem algebraischen Gebilde vom 
Geschlecht 2 hergestellt. Dieser Übergang läßt sich am einfachsten 
folgendermaßen bewerkstelligen. 179) 

Die Reihenentwicklungen der 6 ungeraden Thetafunktionen 
nach Potenzen von Vt, Vi beginnen mit linearen Gliedern. Werden in 
diesen vlI v2 durch homogene Variablen Zu Z2 ersetzt, so ist ihr Pro
dukt eine binäre Form 6. Grades fS(Zll Z2). Die Quadratwurzel aus 
dieser definiert das zu den gegebenen Thetafunktionen gehörige alge
braische Gebilde. 

Bringt man, wie bei Rosenhain, fs in die Normalform 

(447) fs = z (l-z) (1-· ';ellZ) (1- 1.2z) (1- p,~z), 

so lassen sich dementsprechend die Modulen u2, lS, p,2 durch die obigen 
Größen [roo ro,.] ausdrücken in der Form 

l2 __ [m8 , (02] [m6> ro,] 
- [ms, ro,l [ms, roll] , 

178) Vgl. dazu Webm·, Math. Ann. 14 (1879) p.179 und Frobenius, J. f. 
Math. 98 (1885), p. 247. 

179) Bolza, Diss. Göttingen, auch Math. Ann. 28 (1887), p. 450; dann Math. 
Ann. 30 (1887) p. 481 und Gött. N. 1887, p. 418. Es finden sich bei Bolza die 
rationalen Invarianten der Binärform fe durch die Thetanullwerte ausgedrückt. 
Z. B. ist die Diskriminante von fe dem Quadrate der Produkte aus den 10 ge_ 
raden Thetanullwerten gleich. 
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und mit Hilfe von (446) nun auch durch die Nullwerte der 10 ge
raden Thetafunktionen. 180) 

Aus diesen Gleichungen folgen dann auch umgekehrt Ausdrücke 
für die Quotienten der Thetanullwerte durch ", l, [t und diese er
scheinen, wenn man in ihnen r., l, [t als unabhängige Parameter be
trachtet, als Auflösungen der zwischen den Thetanullwerten bestehen
den Gleichungen (444), (445), insofern diese durch sie identisch er
füllt werden. 181) 

Die Thetaquotienten werden, wenn man an Stelle der Argumente 
Integrale 1. Gattung setzt, Wurzel funktionen des algebraischen Ge-

bildes. Die einfachsten Wurzelformen vg; sind im allgemeinen Falle 

die Formen V.6 - "i' i = 1, 2, ... 6, wo "i di~ Verzweigungspuukte 

der Riemannsr,hen Fläche sind, im Rosenhainschen Falle die 5 ~ 

y'l z, Vi ,,2Z, -vr=--l2z, -VI=- [t2 Z, denen die aus 2 ungeraden 
Thetafunktionen gebildeten Quotienten proportiOI~al werden. 

Setzt man (f]) = (v(z'j) - V(Zl»' so erhält man die 15 Theta
quotienten in der schon von Rosenhain angegebenen Weise durch die 

Wurzelformen V~, V zjl, V 1 -=~, ... -V 1 - [t 2 Z2 angedrückt. Auch hier 
kann man Zl' Si als unabhängige Parameter ansehen und erhält dann 
in den Ausdrücken für die Thetaquotienten Auflösungen der Theta
relationen (436), (437), insofern als diese alle durch die genannten 
Ausdrücke in .611 Si identisch erfüllt werden; andrerseits aber folgen 
aus den Thetarelationen auf diese Weise Relationen zwischen den 
Wurzelfunktionen (NI'. 60). 

Algebraische Ausdrücke für Thetaquotientell, deren Argumente 
aus drei Integralen zusammengesetzt sind (NI'. 59), hat Prym 182) ange
geben und damit den Schlüssel für die Behandlung des allgemeinen 
hyperelliptischen Falles gefunden. 

72. Anwendungen. Weierstraß18S) hat die rechtwinkligen Koor
dinaten der Punkte einer geodätischen Linie auf dem dreiachsigen Ellip
soid durch Thetafunktionen zweier Veränderlichen, die von einem va
riablen Parameter abhängen, dargestellt. 

180) Rosenhain, GI. (91), Krazer, p. 51. 
181) Rosenhain, Gl. (92), Kraze·r, p. 5':f; andere Parameterdarstellungen bei 

Krause, "Transf." § 11 und Staude, Math. Ann. 24 (1884), p. 281. 
182) Wien Denksehr. 24 (1865), H, p. 86; 2. Ausg. 1885. 
183) Berl. Bel'. J 861, p. 986 = Math. W. 1 (1894), p. 257; vgl. dazu 'V. Braun-

111Ühl, Math. Ann. 20 (1882), p. 557; Staude, Acta math. 8 (1886), p. 81; Noske, 
Progr. Königsberg 1886 u. 1887; ferner Lampart, Diss. München 1900, dazu 
v. Braunl1lühl, Math. Ann. 26 (1886), p. 151. 

Encyklop. d. math. WI .. ensch. II 2. 49 
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Da die ebene Kurve 4. Ordnung mit einem Doppelpunkte vom 
Geschlecht 2 ist, so konnte Brill l84) die Resultate der Theorie der 
Abelschen Funktionen im Falle p = 2 für die Untersuchung dieser 
Kurven insbesondere ihrer Doppeltangenten verwenden. 

Darboux 185) wurde bei seinen Untersuchungen über Zykliden
systeme zur Darstellung der Zykliden und sodann durch Spezialisie
rung dieser zur Darstellung der allgemeinen Flächen 3. Ordnung durch 
ultraelliptische Funktionen geführt. 

Staude 186) hat, nachdem er schon vorher die ultraelliptischen 
Integrale zur Fadenkonstruktion des Ellipsoids und zur Untersuchung 
geodätischer Polygone auf den Flächen 2. Ordnung herangezogen 
hatte, für das System konfokaler Flächen 2. Ordnung die Thetafunk
tionen zweier Veränderlichen in verschiedener Weise zur Parameter
darstellung verwendet und ist dadurch zu Schließungssätzen innerhalb 
des Strahlensystems der gemeinsamen Tangenten zweier solchen Flä
chen gelangt. 187) 

Den grundlegenden auf Liouville zurückgehenden Satz, nach wel
chem diese gemeinsamen Tangenten durch die Abelschen Differential
gleichungen bestimmt werden, hat Klein 188) eingehend untersucht, ihn 
erweitert und auf Räume beliebig vieler Dimensionen ausgedehnt. 

Da Darboux 189) eine Transformation angegeben hat, welche eine 
Fläche 2. Ordnung in eine Zyklide überführt, konnte Domsch 190) auch 
von der Staudeschen Darstellung des konfokalen Flächensystems 2. Ord
nung aus zu einer solchen des Zyklidensystems gelangen und eine 
analoge Deutung der Thetarelationen in der Geometrie der Zykliden 
durchführen. 

Lie 191) hat gezeigt, wie durch eine Berührungstransformation, 

184) J. f. Matb. 65 (1866), p. 280 u. Math. Ann. 6 (1873), p. 66, dazu Brioschi, 
Ace. Linc. Atti 24 (1870/1), p. 47 = Op. mat. 3 (1904), p. 33U; Clebsch·Lindeman'f/, 
Vorl. ü. Geometrie 1 (1876), p.868; Ameseder, Wien. Sitzb. 87 (1883), ll, p. 88; 
Bobek, Wien Denkschr. 53 (1887), H, p. 119; Wirlinger, D. M. V. Jahresb. 4 
(1897), p. 97. 

186) Paris C. R. 68 (1869), p. 1311; 69 (1869), p. 392 und: Sur une classe 
remarquabl'e de courbes et de surfaces aJgebriqlJes, 1873, p. 148. 

186) Math. Ann. 22 (1883), p. 1 u. 145; Leipz. Ber. 34 (1882), p. 5; Math. 
Ann. 20 (1882), p. 147 u. 21 (1883), p. 219. 

187) Solche Polygone erwähnt zuerst Liottville, J. de Math. 12 (1817), p. 255, 
mehrere Sätze darüher gibt Darboux, L'Institut, 38e annee (1870), p. 142. 

188) Math. Ann. 28 (1887), p. 533; siehe auch Sommer, Math. Ann. 53 
(1900), p. 134. 

189) Ann. Ec. Norm. 1, (1872), p. 273. 
190) Diss. Leipzig 1885 = Arch. d. Matb. 2, (1885), p. 193. 
191) Matb. Ann. 5 (1872), p. 145. 
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welche die Punkte des einen Raumes in die Minimalgeraden des an
dern überführt, eine Kummersehe Fläche in eine Zyklide transformiert 
wird. Auch auf diese Weise konnte daher Domsch die Darstellung 
der Zykliden durch hyperelIiptische Funktionen gewinnen. 

Dolwiner 192) stellt die Flächen konstanter Krümmung mit einem 
System sphärischer Krümmungslinien mit Hilfe von Thetafunktionen 
zweier Variablen dar. 

Thomae 19J) behandelt mitte1st Thetafunktionen zweier Veränder
lichen die Bewegung eines schweren Punktes auf einer Ellipse und 
Schleiermacher 194) ebenso die Bewegung eines schweren Punktes auf 
dem verlängerten Rotationsellipsoid. 

Weber 195) hat die Bewegung, die ein starrer Körper mit drei zu
einander senkrechten Symmetrieebenen in einer unendlich ausgedehnten 
inkompressiblen Flüssigkeit ohne den Einfluß beschleunigender Kräfte 
ausführt, vermittelst Thetafunktionen zweier Veränderlichen, in denen 
an Stelle der Variablen lineare Funktionen der Zeit treten, dargestellt. 
Dabei ist noch die beschränkende Voraussetzung gemacht, daß der An
fangszustand in einer bloßen Translation ohne Rotation bestehe. 
Kötter 196) hat gezeigt, daß sich der genannte Fall der Bewegung auch 
ohne diese beschränkende Voraussetzung durch Thetafunktionen zweier 
Variablen behandeln lasse und ebenso auch jene beiden Bewegungen, 
aus denen man die Rotation eines starren Körpers um einen festen 
Punkt im leeren Raume für den durch Kowalewslci 197) entdeckten 
Fall zusammensetzen kann, in welchem nämlich zwei von den Haupt
trägheitsmomenten eines Körpers einander gleich und doppelt so groß 
als das dritte sind und der Schwerpunkt in der Ebene ihrer Achsen 
liegt. Später gab K ölter 198) noch eine allgemeinere Darstellung der 
Richtungscosinus zweier orthogonaler Koordinatensysteme durch Theta
funktionen zweier Argumente, welche nicht nur die bisher erwähnten 
Fälle in sich sfthließt, sondern auch die Jacobischen Formeln für die 
Rotation eines starren Körpers um seinen Schwerpunkt liefert, wenn 
man zwischen den Modulen der Thetafunktionen passende Beziehungen 

192) Acta math. 9 (1887), p. 78. 
198) Sammi. v. Formeln usw. p. 32. 
194) Dias. Erlangen 1878; s. auch Merten, DiSB. Marburg 1911. 
196) Math. Ann. 14 (1879), p. 173. 
196) J. f. Math. 109 (189.2), p. 61 u. 89, vorher Berl. Ber. 1891, p. 4.7; Acta 

math. 17 (1893) p. 209. 
197) Acta math. 12 (1889), p. 177; dazu Kötter, D. M. V. Ja.hresb. 1 (1892), 

p.66. 
198) J. f. Math. 116 (1896), p. 213; vorher Berl. Ber. 1896, p. 807; ferner 

Berl. Ber. 1900, p. 79; Jahnke, J. f. Math. 119 (1898) p. 234; vgl. Anm. 166. 
49· 
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annimmt. Diese allgemeineren Formeln gestatten die Lösung weiterer 
Probleme der Mechanik, wie die von Stekloff und Liapunoff entdeckten 
integrablen Fälle der Bewegung eines starren Körpers in einer idealen 
Flüssigkeit. 

Ohllesorge 199) beschäftigt sich mit der Darstellung der Bewegung 
von drei in besonderer Anordnung befindlichen Massenpunkten durch 
Thetafunktionen zweier Veränderlichen. 

73. Das Borchardtsche arithmetisch-geometrische Mittel aus 
vier Elementen.2OO) Man bilde aus vier Elementen a, b, c, e, für welche 

(449) a>b>c>e>O, ae>bc 
ist, durch den Algorithmus 

4a1 = a + b + c + e, 

(450) 
2bl = Yab + yCe, 
2 Cl = yac + y'be, 
2el =yae + Ybc 

vier Größen all bll cll el ; aus diesen durch den nämlichen Algorith
mus wiederum vier Größen a2 , b2 , c2 , es usw.; dann nähern sich die 
vier Größen an' bn , cn, e" mit wachsendem n der nämlichen Grenze 
g, die man das arithmetisch-geometrische Mittel der vier Elemente 
a" b, c, e nennt. 

Bezeichnet man andrerseits die Nullwerte der geraden Theta
funktionen mit den Modulen all1 all' a21 mit c, setzt also, indem man 
unter Ca], [ß], [1'], [E] speziell die vier Th. Char. 

(451) [a] = [~~J ' [ß] = [~ ~J ' [I'] = [~~J, [E] = [~ ~J 
versteht, 

(452) 1't[aHo)) .. = ca' ,'}[ßl((O))a = C(I' ,'}[r]((O))a = Cy' ,'}[EHO))a = c., 
bezeichnet dagegen mit ° die Nullwerte der nämlichen Thetafunk
tionen mit den Modulen 2anl 2aw 2aw so drücken sich die Größen 
o durch die c aus mit Hilfe der Gleichungen 201) 

40 1= C 2 + c 2 + c 2 + c 2 a a (I r ., 

(453) 20/ = cac(I + cyc" 
20/ = cacy + C(lC" 

20,2 = CaC, + C(lCy ' 

199) Progr. Berlin 1889. 
200) Berl. Ber. 1876, p. 611 = Ges. W. 1888, p. 327; auch Bull. sc. math. 

11 (1877), I, p. 331 und Torino Atti 12 (1876/7), p. 283 = Ges. W. 1888, p. 339; 
Schering, J. f. Math. 85 (1878), p. 115; Hettner, J. f. Math. 112 (1894), p. 89. 

201) Göpel, GI. (18), (19); auch aus (196) für p. = Pi = 1. 



73. Das Borchardtsche arithmetisch-geometrische Mittel aus vier Elementen. 759 

woraus bereits der Zusammenhang:mit dem arithmetisch-geometrischen 
Mittel ersichtlich ist. 

Um diesen herzustellen seien mit a, b, c, e vier gegebene posi
tive reelle Größen bezeichnet, für welche die Ungleichungen (449) be
stehen, und es seien weiter, indem 

(454) 

a=a+ b +c+ e, 
b = a + b - c - e, 

c= a - b + c- e, 
e=a-b-c+e 

gesetzt wird, sechs Hilfsgrößen definiert durch die Gleichungen 

2b' = yab + yee, 2b" = yab - yce, 
(455) 2c' = l/ac + Ybe, 2c" = yac - ybe, 

2e' =yae + ybc, 2e" = yue - ybc, 
endlich sei 

(456) 
und 

(457) 

6,4 = abce b' c' e' b" C" e" 

b' c' c" 
as = -Ti 

dann sind für das zur Irrationalität 

(458) yR(x) = yx(x -ao) (x - a l ) (x - ( 2) (x - as) 

gehörige algebraische Gebilde vom Geschlecht 2 die Größen C,.2, c/' 
cy', CIS den Größen a, b, c, e proportional; es ist also 

(459) gc 2 = a gc 2 = b gc:l = C gc 2 = e 
a 'ß 'r " . 

Durch Anwendung der Transformation 2ten Grades, welche von Mo
dulen a zu den Modulen 2a führt, wird dann 

(460) gOa2 = alt gOi = b1 , gO/ = t;, gO,2 = 61 

und durch wiederholte Anwendung dieser Transformation, da 

(461) 
n=oo n=oo 

ist, endlich 
(462) !im an = lim b1l = lim Cn = lim 611 = g; 

»=00 n=oo 91=00 n=oo 

damit ist die Existenz des arithmetisch-geometrischen Mittels nach
gewiesen. 

Zur Berechnung von 9 dient, nachdem man bewiesen hat, daß 
das auf der rechten Seite der hier folgenden Gleichung stehende 
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Doppolintegral bei der genannten Transformation zweiten Grades 
seinen Wert nicht ändert, die Gleichung 

(463) 

Weiteres zum Fallep = 2 in den Nr. 94:-99, 121 und 126-130. 

IX. Der hyperelliptische 1'all.20~) 

74-. Das Verschwinden der byperelliptiscben Thetafunktionen. 
Es ist für die Theorie der hyperelliptischen Funktionen zweckmäßig, 
einen der 2p + 2 Verzweigungspunkte (Vp.) 1X0 , IXI1 ••• a'2p+ I der ihr 
zugrunde gelegten zweiblättrigen Riemannschen Fläche, etwa «0' als 
gemeinsame untere Grenze aller auftretenden Integrale 1. Gattung zu 
wählen und es sei z 

(464) v; f a vI' (IL = 1,2, .. . p) 

gesetzt. Wenn also, wie bisher, V,/(S) jenen Wert des Integrals vI' be
zeichnet, für welchen die Riemann sehe Konstante k", den Wert N all 
hat und infolgedessen die Funktion 

(465) 
l' 

ft((v(z) -~v(zv»)) 
01 wird (vorausgesetzt, daß sie nicht identisch verschwindet) III den 
p Punkten Z = Sl1 Zll' •.. zl" so wird, da 

(466) v; = t'p.(z) - Vp.(lXo) 
ist, die Funktion 

01 für z = Zu Zll' ••• zp' Nennt man nun zwei Punkte, die in den 
beiden Blättern der Riemannschen Fläche übereinanderliegen , also 
Punkte wie z, sund Z, - s "verbundene" Punkte und bezeichnet sie 
mit Z und z, so ist 
(467) (v' + v') = (0) 
und man schließt nun leicht, daß 

(468) (p - l)v(<<o» - (nI 

202) Prym, Schweiz. Nat. Gas. N. Denkschr. 22 (1867); Neumann, "Riem. 
Th."; Baker, Amer. J. 20 (1898), p. 301 u. Math. Ann. 50 (1898), p. 462 und das 
im Bull sc. math. 12j (1888), p. 171 [auch J. f. Math. 126 (1903), p. 28)1J zitierte, 
dem Verf. nicht zugängliche Werk von TIk1lOmandritzky über die Umkehrung 
der hyperelliptischen Integrale (Charkow 1885). 
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ist, wo {n} ein vorerst noch unbekanntes System zusammengehöriger 
Halben der Periodizitätsmodulen bezeichnet. Das vorher ausgespro
chene Resultat über die Nullpunkte der Thetafunktion lautet aber 
jetzt dahin, daß die Funktion 

(469) 
p 

~ [n] (( v' - ~ v'· )) 
i 

(falls sie nicht identisch verschwindet) 01 wird in den p Punkten 
$11 $2' ••• $p' sich also ebenso verhält wie früher die Funktion (465). 

Es ist iufolgedessen nach dem Riemannschen Satze in Nr. 4:6 
fr [nJ«r)) = 0, wenn bei beliebiger Wahl der p -1 Punkte "71' "121''' "1p -1 

p-l 

(470) (r) ~~c (.-fV'iI) 
ist; und wenn bei gegebenem Wertesystem (r) 'in der Punkte "1 will
l,ürlich gewählt werJen können, so verschwindet für Cv) = (r) nicht 
nur die E'unktion ~[n]((v)), sondern es verschwinden auch alle ihre 
partiellen Derivierten der 1 ten, 2ten, ••• mten Ordnung, aber nicht mehr 
aUe Derivierten der m + pen Ordnung. 

Wenn nun unter den p - 1 Punkten "7 m Paare verbundener 
Punkte vorkommen, so können wegen (4ü7) diese, also in (469) 
m Punkte willkürlich gewiihlt werden; daraus folgt aber, daß für 

p-2nt-l 

(471 a) (r) =(~V'I,) 
1 

und, da immer noch einer von den übrig geb~iebenen Punkten '1J m 
den Grenzpunkt "0 fallend angenommen werden kann, auch für 

p-2m-2 

(471 b) (r) _ (~V'IV) 
1 

bei beliebiger Lage dieser p - 2m -- 1 bzw. p - 2m -- 2 Punkte "7 
die Funktion %[nHr)) samt allen ihren Derivierten der Iten, 2ten, .•• 

mten, aber nicht mehr der m + Iten Ordnung verschwindet. 
Für die Funktion (469) aber schließt mau, daß sie als Funktion 

von $ identisch verschwindet, sobald unter den p Punkten $11 $2" . 

$11 auch nur ein Paar verbundener Punkte sich befindet, daß sie da 
gegen in den genannten p Punkten und nur in ihnen 01 wird, wenn 
unter ihnen keine verbundenen Punkte vorkommen. 

Das System (v') der pIntegrale vt, v:, ... v; wird, wenn an Stelle 
von $ einer der Vp. der Riemannschen Fläche gesetzt wird, einem 
Systeme zusammengehöriger Halben der Periodizitätsmodulen gleich. 
Läßt man an Stelle von $ der Reihe nach die 2p + 1 Vp. "1' "~11 ... 
«'11+1 treten, so erhält man aus (v') 2p + 1 Systeme zusammen-
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gehöriger Halben der Periodizitätsmodulen, deren Per. Ohar. mit (al)' 
(a,l), ... (allp+l ) bezeichnet seien. 

" Versteht man unter (,Z a) die Summe von irgend " unter ihnen, 
so ergibt sich aus dem vorigen, daß eine Funktion 

p-llm-l p-llm-lI 

.ß-[n + ~a]((v» und .ß-[n + ~a]((v» 
für Cv) = (0) samt allen ihren Derivierten der pan, 2teu, ••• mten, nicht 
aber der m + 1 ten Ordnung verschwindet, und man schließt hieraus, 
daß alle Tb. Ohar. von den Formen 

p-4m-l p-4m-ll 

[n +~a] und [n +~'a] (m = 0,1,2, ... ) 
ungerade, alle Th. Ohar. von den Formen 

p p-4m-S p-4".-4 

[n+~a], [n+~a] und [n+~a] (m=0,1,2, ... ) 

gerade sind, daß aber von allen Thetanullwerten nur die ep : 1) Größen 
p 

4}-[n + ~a]((O» von Null verschieden sind. 
Es ergibt sich jetzt sofort, daß irgend zwei der Per. Ohar. (a) zu

einander azygetisch sind, die 2p + 1 Per. Ohar. (al)' (a,l), .•. (ai,,+!) 
also ein F. S. von Per. Ohar. bilden, und [n] ergibt sich als die Summe 
der ungeraden unter den [a]. 

Das F. S. (al), (all)' ... (allP+l ) hängt von der Zerschneidung der 
Riemannschen Fläche ab; durch deren passende Wahl kann an seine 
Stelle jedes überhaupt existierende F. S. von Per. Ohar. treten. 

Bezüglich des Verschwindens der hyperelliptischen Thetafunk
tionen aber erhält man 

für p = 3 die eine Bedingung, daß für (v) = (0) die gerade 
Funktion .ß- [n] ((v)) verschwindet, 

für p = 4 die 10 Bedingungen, daß für (v) = (0) die geraden 
1 

Funktionen .ß-[ n J«v» und {} [n + ~ a ]«v)) verschwinden, 
für p = 5 die 66 Bedingungen, daß für (v) = (0) die 66 geraden 

1 2 

Funktionen .ß-[n +2'a]((v» und .ß-[n +~a]((v» verschwinden und noch 
die weiteren Bedingungen, daß für (v) = (0) die 5 ersten partiellen 
Derivierten der ungeraden Funktion .ß-[n]((v)) verschwinden; usw. 

Beachtet man, daß die Anzahl der Modulen der allgemeinen 
p-fach unendlichen Thetareihe ~p(p + 1), die Anzahl der wesent
lichen Konstanten des hyperelliptischen Gebildes vom Geschlecht p 
aber 2p - 1 beträgt, so ergibt sich als die Anzahl der zwischen den 
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Modulen einer hyperelliptischen Thet.afunktion bestehenden wesent
lichen Relationen t (p - 1) (p - 2), d. i. 1 im Falle p = 3, 3 im Falle 
p = 4, 6 im Falle p = 5. Vergleicht man diese Zahlen mit den 
obigen, so erkennt man, daß die oben angegebenen Bedingungen, so
bald p> 3 ist, nicht unabhängig voneinander sind, sondern sich auf 
weniger reduzieren lassen müssen.20S) 

75. Zuordnung der Wurzelfunktionen zu den Per. Char. Die 
Zuordnung von Wurzelfunktionen zu den Per. Char. wird am einfach
sten an einen Thetaquotienten von der Form 

p-1 

(472) 
<3'[n + ~a. + a'][v') 

Q= p-l 

<3'[n+ ~a.Hv·» 
p-1 

geknüpft, bei dem (~a.) die Summe von irgend p - 1, Ca') aber 
eine davon verschiedene pte Per. Char. des F. S. bezeichnet und der, 
da Zähler und Nenner in den p - 2 Vp. "" gleichzeitig verschwinden, 
01 wird nur in dem zu (a') gehörigen Vp. ,,', 00 1 in "0' so daß 

(473) Q r z - cx' =c --
z-cxo 

ist, wo c eine von s freie Konstante bezeichnet. Ist (a') = (E~ E~ ... E~), 
EIEs'" Ep 

so erlangt Q an den Querschnitten die folgenden Faktoren: es ist 

20:1) Daß schon Rosenhain auf die Schwierigkeiten hingewiesen hatte, 
welche der Ausdehnung seinpr Theorie der ultraelliptischen Funktionen auf be
lit·biges p deshalb entgegenstehen, weil bei größerem p die Anzahl der Modulen 
der Thetareihe über die Anzahl der we~entlicben Konstanten des hyperellipti
schen Gebildes hinausgeht, ist bereit. in Nr. 6 erwähnt worden. Welcher Art die 
besonderen Bedingungen sind, denen die Modulen der hyperelliptischen Theta
funktionen geniigen, haben Riemann ["Vorl.", dazu Prym, Schweiz. Nat. Ges. N. 
Denkschr. 22 (1867)] und Weierstraß [Math. W. 1 (1894), p. 143, dazu Königs
berger, J. f. Math. 64 (1865), p. 25, und Prin[Jsheim, Math. Ann. 12 (1877), p. 435] 
sehr früh erkannt. Daß diese Bedingungen auch binreichende sind und daß 
man im Falle ihres Erfüllt,eins von den zwischen den Thetafunktionen be.tehen
den Relatülnen aus in der gleichen Weise, wie es von Rosenhain im Falle p = 2 
geschehen ist, zu den Differentialgleichungen des Umkehrproblems gela.ngen kann, 
haben für p = 3 . Schottky ("Abr." p. 147) und für p = 4 Pringsheim (a. a. 0.) ge
zeig-t. Die Reduktion der 10 Bedingungen im Falle p = 4 auf 3 ist von Noether 
[Math. Ann. 14 (1879), p. 293], ebenso der 71 Bedingungen im Falle p = 5 auf 
6 von dem-eIben [Math. Ann. 16 (1880), p. 337] durchgeführt worden. 

Weierstraß [bei Känigsberger, J. f. Math. 87 (1879), p. 18!)] hat darauf 
hingewiesen, daß zwar durch eine lineare, nitht aber durch eine Transformation 
höheren Gra.des aus einer hyperelliptischen Theta.funktion wieder eine hyper
elliptische hervorgehe; vgl. dazu Königsberger, Mein Leben (1919), p. 170. 
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(474) 
längs a,,: Q+ = (- 1)'. Q- , 
längs bv : Q+ = (- l)'~Q-

(v=1,2, ... p) 

und es ist daher 

P Oh ( ') d' W If kt' }Iz-a' der er. ar. a 1e urze un IOn --z-()(o 

zugeordnet. Da man nun weiter jede beliebige Per. Ohar. in der Form 
m 

(~a) darstellen kann, so kann man auch jeder Per. Ohar. eine Wurzel-
funktion zuordnen, nämlich 

der Per. Ohar. Cja) die Wurzelfunktion V ji; ::. 
76. Zuordnung der Wurzelformen zu den Th. Ohar. Sind 

p - 1 Punkte 1]1> 1]2' ••• 1]p-1 so gewählt, daß 
p-1 

(475) (~v~v) == {Il}, 
1'=1 

d. h. einem Systeme zusammengehöriger Halben der Periodizitäts
modulen kongruent ist, so verschwindet -B'[nc]((vo)), falls es nicht iden
tisch verschwindet, in z = /xo und den p - 1 Punkten z = 7]1' 7]" ••• 

1]p-1 und der Th. Ohar. lnll] wird jene Wurzelform yq; zugeordnet, 
für welche rp in den p - 1 Punkten 7] 09 ist. Nimmt man nun für 
die 1] P - 1 Vp. /x, so wird 

(476) 
p-1 

und man erhält jeder ungeräden Th.Ohar. von der Form [n +~a.J 

eine Wurzelform -V lICz - /X.) zugeordnet. Läßt man von den p - 1 
Vp. /Xv einen mit /xo zusammenfallen, so erscheint jeder ungeraden 

p-2 ,/p-1 

Th. Ohar. von der Form [n + ~ a,] eine Wurzelform V 11 (z - IX,,) 
zugewiesen, bei welcher jetzt unter den p - 1 Faktoren z - IXv auch 
der Faktor z - IXO auftritt, und man hat also den ungeraden Th. Ohar. 

p-1 p-2 

von den Formen [n +~a] und [n +~a] gleichmäßig Wurzelformen 
1 / p-1 

V D(z - IX) zugeordnet erhalten. 
Läßt man weiter in (475) an Stelle zweier der Punkte 1] ein Paar 

verbundener Punkte Z1 und Zt treten, so erscheint jeder Th. Ohar. 
p-3 p-4. 

[n + JE a] und [n + ~ a], die alle gerade Th. Ohar. sind, für welche 
aber die Funktion -B'[IlJ((v)) und auch alle ihre ersten partiellen Deri
vierten für (v) = (0) verschwinden, eine einfach unendliche Schar von 
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Wurzelformen (z - Zt)nl(z - a) zugeordnet, da ZI willkürlich ge-
wählt werden kann. 5 6 p- p-

Jeder der ungeraden Th.Ohar. [n +2'a] und [n +~a], für 
welche außer der Thetafunktion selbst alle ihre ersten und zweiten 
partiellen Derivierten für (v) = (0) verschwinden und zu denen wir ge
langen, wenn wir annehmen, daß unter den p - 1 Punkten 1] zwei Paare 
Zu Zt und Z2' Z2 verbundener Punkte auftreten, erhalten wir eine zwei-

ll1P- 5 -

fach unendliche Schar von Wurzelformen (Z-Zl)(Z-Z2)Y lIez - a) 
zugeordnet und allgemein wird, unter der Annahme des Vorkom
mens von m Paaren verbundener Punkte unter den 1], jeder Th. Char. 

p-2m-l p-2m-t 

[n +~a] und [n +~a] eine m fach unendliche Schar von Wurzel-
1/p-2m-l 

formen (.3 - Zl) ... (z - Zm) V n (z - a) zugeordnet. 

Fährt man so fort, so worden endlich bei geradem p den Th. Char. 
R 2 

[n + ~ a] und [n + ~ a] die f p - 2· fach unendlichen Scharen von 

Wurzelformen (z - Zl)(Z - Z2) ... (z - Z_l p-2) W(z - a) und den , 
1 

Th.Obar. [n +~a] und [n] die {p - l-fach unendlichen Scharen von 

Wurzelformen (z - ZI)(Z - Z2) ••• (3 - Z1-P_IYVZ a zugeordnet, 
• 

wo dem früheren entsprechend im Falle der Th.Ohar. [n] die Wurzel 

V z - "0 zu nehmen ist. 

Bei ungeradem p dagegen werden schließlich den Th. Char. 
2 1 

[n +.2' a] und [n + ~ a] die Hp - 3) -fach unendlichen Scharen von 

Wurzelformen (z - f!1)(Z - Z2) .•. (f! - zp-s) 11 D(z - a) und end
-2-

lieh der Th. Ohar. [n] die Hp -1)-fach unendliche Schar (z- ZI) (z - Z2)' .. 
(Z-Zp_l) zugewiesen. 

~ 

Daß der Th. Ohar. [n] in der Tat die Wurzelform Vef! - ao)p-l 
p

entspricht, erhellt auch daraus, daß nach Nr. 75 einer Per. Char. e~a) 

eine Wnn.Ifunktion V f'~.~ entspdcht, .],0 die relative Zuord-

YP-1 p-l 

nung der Wurzelformen n (s - a) zu den Per. Char. (~a) ihre 
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1'-1 

absolute Zuordnung zu den Th. Ohar. [n + ~ a] liefert, wenn man 
der Wurzelform V(s - ((0)1'-1 die Th. Ohar. [n] zuweist; es steht diese 
Zuordnung aber endlich auch in direkter Übereinstimmung mit der 
Gleichung (468). 

Im Vorigen ist der Vp. ((0' der als gemeinsame untere Grenze 
der Integrale v' gewählt wurde, vor den 2p + 1 übrigen bevorzugt. 
Will man dies vermeiden, so wird man von dem F. S. von Per. Ohar. 
(al), (at), ..• (aS1'+1) durch Hinzunahme der uneigentlichen Per. Ohar. 
(0) und Addition . einer beliebigen Th. Char. [a~l zu einem F. S. von 
2p +.2 Th. Char. [a~], [a;l, ... [a~P+1] übergehen, welche jetzt den 
2p + 2 Vp. ((0' all ... a 2 p+l entsprechen. Jede beliebige Th. Ohar. [8] 
kann (vgl. Nr.27) durch die 2p + 2 Th. Char. la'] auf zwei Weisen 
in der Form 1'-9m+1 1'+2m+l 

(477) [8] = [n' +~a'] = [n' +~a'] 
dargestellt werden, wo [n'] = [n + (p + l)a~] ist und wo jedesmal in 
den beiden Darstellungen zusammen jede der 2 p + 2 Th. Char. [a'] 
und jede nur einmal auftritt. Dieser doppelten Darstellung tritt jedes
mal eine Zerlegung von 
(478) s = y"""(s---(("70)~(s---a"71)-' -. . --:(""s· ---all-p -+1-:-) 

in zwei Faktoren YP -2", + 1 YP + 2", + 1 

(479) s = II(s - ce)· II(s - ce) 
an die Seite, in denen zU"lammen alle 2p + 2 Linearfaktoren s - a 
auftreten, und es entspricht in diesem Sinne jeder Th. ehar. [8], also 
auch jeder Thetafunktion .f)-f E] ((11)), eine Zerlegung von s! in zwei Fak
toren von den Graden p - 2m + 1 und p + 2m + 1 (Nr.94); jede 
der beiden Wurzelformen aber, die dabei auf der rechten Seite von 
(479) auftreten, charakterisiert die m- fach unendliche Schar der der 

. Th. Char. [8] zugeordneten Wurzelformen. Nur die den Zerlegungen 
von s in zwei Faktoren gleichen, nämlich p + 1 tcn Grades entsprechen
den Thetafunktionen verschwinden für (v) = (0) nicht. 

77. Darstellung von Thetaquotienten durch Wurzelfunktionen. 
Greift man aus den 2p + 1 Vp. al1 all , ••• aSp+l irgendeine gerade 
Anzahl, 2m, heraus, teilt sie in zwei Gruppen zu je m, a;, ... a:.. 
die eine, a~, ... a;; die andere, und bezeichnet mit (a;), . .. (a:") und 
(a~'), . .. (a;;') die ihnen nach Nr. 76 zugehörigen Per. Char., so wird der 
Thetaquotient ~ flr P ~m \\ 

.f)- [ n + ~ a'] \\ v' + ..:::J val JJ 
(480) Q(s) = ".' 1'\" , 

.f)- [n + ~a"] (( tJ" + ~ v'l » 
1 
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da sein Zähler und sein Nenner in den p - m mit Zl,'" zp_m ver
bundenen Punkten zp . .. zp_m gleichzeitig verschwinden, 0 1 nur 
für z = ":, ... "~., 001 nur für z = c(, ... cl:", und da er an aUen 
Querschnitten zweite Einheitswurzeln als Faktoren annimmt, so ist 

(481) Q( ) = (,Z - a~) ... (,Z - a~ V
---~----

Z C ( '') ( "\1 ,Z - a l •.. ,Z - a"" 
wo c von z unabhängig ist. Setzt man daher, indem man noch f! 

mit Zo bezeichnet, 

4t[n+ ia']((:i~Zl)) p-m , , 
(482) u = c nV('zl - a l ) •.• ('z1- arrJ 

4t[n + .ia"]r.~':'l)) 0 l=O (,Z}.- a~) ... (zl- a~J' 
o 

so ist Co nun auch von $11" . zp_m unabhängig und kann folgender
maßen bestimmt werden. 

Man teile die 2 p + 2 - 2 m von den u' und a" verschiedenen 
Vp. "O,"U ... aSp+l- Sm irgendwie in 2 Gruppen von je p + 1 - m 
und bezeichne die Punkte der einen Gruppe mit "lOl (i. = 0,1, .. . p- m), 
die der anderen mit a~\). Läßt man dann in (482) an Stelle der Punkte 
B1 das eine Mal die Punkte "10>, das andere Mal die Punkte a~ll treten, 
80 erhält man zwei Gleichungen, auf deren linken Seiten, von gewissen 
vierten Einheitswurzeln abgesehen S04), die Zählerfunktion der zweiten 
mit der Nennerfunktion der ersten und umgekehrt übereinstimmt und 
aus denen durch Multiplikation 

(483) 
durch Division 

m p-m 

4t 2 [n + ~a' + ~alOIHO) 
(484) __ ~o ___ =c' 

m p-m 

4t ll [n + ~a" + ~alO)][O) 
o 

.t.(a(OI, a') .t.(aU), a") 

.t. (a(OI, a").t. (a(lI, a') 

sich ergibt, wo A(a') die Diskriminante der m Größen a~, ... a~, 
A(a, "") die Diskriminante der 2p + 2 -m Größen ao, a1 , .. • "sp+l-tm' 

"~, ... < usw., endlich 06("(1), a') die Diskriminante der p + 1 Größen 
(1) (1) (1)' 'b' h t ' b I' ht bb . t Cio '"1 , ... "p-m, "11 .. '"m ezelC ne, E, E a er elc ange are VIer e 

Einheitswurzeln sind. 
Durch (483) ist die auf der rechten Seite von (482) stehende 

Konstante Co bis aufs Vorzeichen bestimmt; durch (484) wird der Quo-

204.) Bezüglich dieser siehe Prllm, 8.. a. O. p. 40. 
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p 

tient der Nullwel'te von zwei beliebigen Funktionen .o-I[n +~a]((v)) 
durch die Verzweigungspunkte ausgedrückt. 

In (482) sind zwei bemerkenswerte Fälle enthalten, in denen das 
Resultat eine besonders einfache Gestalt annimmt. 

Wird erstens m = p genommen, so erhält man 
p 

.f1[n + ~a'] «v,] 
(485) ---==-p --

-v (s - a~) . • - (s - «p) 
(s - a~) ..• (s - a';) 

'1]"'/(<<0 - «~) ... (<<0 - ap~ 14/(<<1 - «~) ... (al - ap)' .f1[n+ ~a"]«v') r (ao - a~') ... (ao - a'P) r (al - a~') .•• (a, - ap) 

WO IXo, IXlI IX~, ••• '"'~' IX~, ••• IX; die sämtlichen 2p + 2 Vp. bezeichnen 
und 1J eine achte Einheitswurzel ist. 

Wird zweitens m = 1 genommen, so erhält man, wenn man noch 
So durch sp ersetzt, __ _ 

4t[n + a'J((ivZl)) ilr S2 = a:, 
( 1 Ä = 1 182 « 
486) p = 1J' 2P - 1lj-----.-' 

.f1[n+a"J((~vZ2)) n r~'" a" 
1 1'=0 al' « 

wo '"'O,IXl1 ••• IXlIP _ l1 IX',a." die sämtlichen 2p+2 Vp. sind und 1J wie
der eine achte Einheitswurzel bezeichnet. Setzt man jetzt 

2p+l 

(487) Il (s - IX,.) = fes), 
~=O 

so erhält man aus (486) auch 

(488) 

p P,~ 
4t[n+a']((~v'2)\ n V S 

\ 1 ~ 2=1 182 a 

4t [n +-a-"-] ((-2-P-, VZ2)) = 1J ~ 11 -;: ~:) . 
1 

78. Darstellung von Thetaquotienten durch Wurzelfunktionen, 
Fortsetzung. Dem Quotienten 

2'" p 

4t[n + ~a](( v' + ~v'2)) 
Q(s) = p 1 

4t[n] (( v' + ~ 1)'2 )) 
1 -

(489) 

ist nach NI'. 76 die Wurzelfunktion 

(490) r(s - a1 ) •• (s - atm) 
(s-«o)m ... 

zuzuordnen. Setzt man daher 

(491) (s - IX1) ••• (s - '"'I"') = o(s), 
so ist Q(s) Jli(s) eine Funktion der Klasse und läßt sich, da sie 
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außer 1m Unendlichen nur in den Punkten z = Z11 Z" ..• zp unendlich 
wird, die 2m Vp. «11 «" ... «Im aber als Nullpunkte hat, in der Form 

(492) Q(s) -V g(s) = p(z)g(z) + q(z)~~, 
(z - Z1) ... (z - z p) 

Q(z) selbst also, wenn man noch 

(493) 

setzt, in der Form 

(494) 

_8_ = -Vh(.f) 
Vgtz) 

Q(s) = p(z)yg(Z) + q(z)l(h(z) 
(e - Z1) .•. (z - z1') 

darstellen, wo die ganzen rationalen Funktionen pes) und q(s) der 
doppelten Bedingung zu genügen haben, daß Q(s) im Unendlichen 
nicht mehr unendlich wird und auch nicht in den Punkten Sl1 zs, ... sI" 
Die erste Bedingung verlangt, daß pes) höchstens vom Grade p - m 
und q(s) höchstens vom Grade m - 1 sei, die letztere aber, daß die 
so entstehende Zählel'funktion 

(495) Z = (Po + PIZ + ... + P1'_msp-mrVg(z) 

+ (qo + ql s + ... + qm_1 Sm - 1)-Vh(s) 

Null werde für s = Zu z" .•• z1" woraus sich 

(496) Z=c·/). 

ergibt, wo 6. die Determinante 

Yg(s) s-Vg\.s) ... eP- lII Yg(Z) y'h(Z) s-Vhtz) ... zm-ly'h(z) 

(497) 6. = -Vg(St) z;yg(SJ ... s~-m-Vg(Sl) -Vh(Sl) zl-Vh(Zl)'" z~-l-Vh(Sl) 

-Vg(sp) s1'-Vg(s1')'" s~-mYg(zp) -Vh(z1') spYh(z1')'" Z;'-l-Vh(Z1') 

bezeichnet. Setzt man dann 

(498) 

~[n] (( v' + ;ivZ1 )) 
1 

wo 6.(z, SlI ••. z1') die Diskriminante der p + 1 Größen z, zll ... zp 
bezeichnet, so ist Co auch von ZI' Z" ... zp unabhängig und kann be
stimmt werden, indem man für die p + 1 Punkte Zll z" ... zp spezielle 
Lagen wählt. 

Setzt man etwa 

(499) z = «o, S1 = «11 ... 'm = «m' sm+l = «Sm+l' ... SI' = "m+p' 
so kann die linke Seite von (498) mitte1st (484) durch die Vp. aus-
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gedrückt werden und man erhält, wenn man auch rechts die s durch 
die Werte (499) ersetzt und der Vereinfachung wegen statt ao hier 
alp+!! schreibt, 
(500) Co = ,"Ill(a1 • a!, ... a'm)ll(al m+ l1 a lmH,··· a'pH). r ll(al1 a l , •.• atp+!) 

79. Lösung des Jacobischen Umkehrproblems. Wenn die 
p Punkte SH sa' ... $p bei gegebenen Werten Wv Wa, . .• wp aus dem 
Kongruenzensystem 

(501) 

zu bestimmen sind, so liefert die Gleichung (488), wenn man in ihr 
die unbekannten Punkte $11 $1' ••• sp einführt, sofort die Gleichung 

np 'J. - a' -V {'(a') (.&[n + a'] (W))2 
(502) ).= 1 ,). - an = E - ('(an) .&[n + a'1 [w) , 

WO rechts alles bekannt ist (auch die vierte Einheitswurzel E) und 
woraus man, indem man für a', a" verschiedene Paare von V p. treten 
läßt, genügend viel Gleichungen zur Bestimmung der Unbekannten 
$11 s"~ ... sp ableiten kann. 

Man kann aber der Lösung des Umkehrproblems noch eine an
dere Form geben. Setzt man 

(503) F(s) = (s - Sl)(S - S2) ... (s - sp), 
so erhält man 
(504) 

F(,) 2P+1F (ay ) 1 
-=~-.
fee) ,,=0 f(a~) , - a" 

und hieraus durch Anwendung von (502) 
__ 2p+1 

(505) r f'Ja") . F(s) = ~ E (.&rn + a~Hw»)a. 1 • f(,) . 
F(a") &0 ~ .&[n+a"Hw) V-f'(cc~) s-a" 

Man erkennt daraus, daß man die p Wurzeln der Gleichung F(s) = 0, 
d. h. die p gesuchten Werte Sl1 s., ... sp auch als die Wurzeln der 
Gleichung 

(506) 

definieren kann, wobei (a) irgendeine der 2p + 1 Per. Char. des F. S. 
ist. Diese Gleichung löst also das Umkehrproblem, soweit es die Be
stimmung der Werte S11 Zu ••. sp angeht. 

Nachdem diese Werte bestimmt sind, handelt es sich um die Er
mittlung der zugehörigen Werte s1/ s" .• . 8p' 
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Zu dem Ende gehe man auf die Formel (498) zurück und setze 
darin m = 1. Man erhält dann 

(507) 

wobei 

(508) 

und 

(509) 

endlich 
(510) 

, yg(z) 

A _ Yi(z~) 
Ul-

I~;; 
, 

.zp-lY g(z) 8 

v' 9 (z) 

zr -IYg(Z~) _81 _ 

yg(Zl) 1 

zr 1 yg(zp) _~ll __ 
yg(zp) I 

ist. Setzt man z = IXo, so wird die linke Seite von (507) bekannt, 
die rechte Seite aber zu einer linearen Funktion von 811 821 ••• 8p mit 
bekannten Koeffizienten und man erhält, indem man für IXl , IX, ver
schiedene Paare von V p. setzt, genügend viele lineare Gleichungen zur 
Bestimmung von SII 82 , ••• 8p' 

80. Additionstheorem der hyperelliptischen Thetafunktionen. 
Man teile die 2 p + 2 Th. Char. eines F. S. in zwei Hälften [IXo], 
[IX11, ... [IX,,1 die eine, [IXp +1]' [IXp +2], .•. [IX21'+1] die andere, nenne [a01 
[al]" .. [ar _ l] die t· = 2p Th. Char. des Systems mit der Basis [«0]' 
... [IX,,], dagegen [boJ, [bi]' ... [b .. _i ] die r = 2p Th. Char. des Systems 
mit der Basis [«p+1]' .•• [IX2P +1] und bezeichne mit Ln] die Summe der 
ungeraden (oder geraden) unter den 2p + 2 Th. Char. [IX], mit ['1/0] die 
Th. Char. ['1/0] = [nIXolXl .•. IXpl = [nap +1«p+2'" IX2p +1]' mit g] aber 
eine beliebige Th. Char. Bildet man dann aus den zugeordneten hyper
elliptischen Thetafunktionen, während man unter den u, v, w unab
hängige Variablen, unter Ü»), (6) beliebige Per. Char. versteht, die Aus
drücke (165), so bestehen zwischen diesen die Gleichungen 

r-l 

(511) 
y(~.) =2'1'1/0' ~aQlx(Can]1 

(1=0 ' 

r-l 

y(~.) =2' 1 '110' ~ b(! 1 x(~bnl . 
Q=O .. 

Vermittelst dieser Gleichungen kann man jede der 

Enoyldop. d. math. Wissensch. II 2. 
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verschiedenen Größen 11 auf 2· 2p Weisen durch je 2p Größen x aus
drücken 1l05). 

Aus den Formeln (511) ergeben sich für (w) = (- v), indem 
man zwei Formeln mit der gleichen Charakteristik ['I'] + (}] durch
einander dividiert, Additionstheoreme für die Quotienten hyperellip
tischer Thetafunktionen, für (v) = (w) = (0) dagegen Relationen zwi
schen diesen Funktionen 106). Man erhält daraus endlich auch die 

81. Verallgemeinerung der ROBenhainschen Di:fferentialformeln 
für den hyperelliptiBchen Fall beliebigen Gesohlechts. Durch Addi-

l' 

tion einer Per. Char. von der Form (12 + ~ a) zu den 2p + 2 Th. Char. 
[ao], [~], ... [all 11 +1] eines F. S. entsteht stets ein F. S., das aus p un-
geraden und p + 2 geraden Th. Char. besteht, und ma.n erhält auf 
diese Weise alle derartigen F. S. eines Komplexes. 

Bezeichnet man nun die p ungeraden Th. Ohar. des F. S. mit 
[Al]' [A,I]~' .. [Ap], die p + 2 geraden mit [BI]' [B,], ... [Bp+t] und be
zeichnet weiter den Wert, den die aus den partiellen Derivierten der 
p ungeraden Thetafunktionen -I}[A .. ]«fJ)) gebildete Determinante 

~I o'&[A .. Hv] I ( 1 2 ) ... /L, '11 = , , ... p 
; CI v" 

für (v) = (0) annimmt, mit [Al' Atl ••. Ap], so ist 
p+2 

(612) [A l1 All'" Ap] = En-l}[B~]((o», 
~=1 

wo E = + 1 ist l107). 

82. Anwendungen. In seiner Preisschrift von 1867 hat Schwat'g tfl8) 
diejenige Minimalfläche untersucht, di_e durch ein von 4 gleichlangen, 

205) Die Formel (511) wurde zuerst von WeierstraJl angegeben [vgl. König&
berger, J. f. Math. 64 (1865), p. 27]; später hat sie Prym ("Riem. Thetaf.", p. 94) 
aus der Biemannschen Thetaformel abgeleitet. 

206) Vgl. dazu Pringsheim, Math. Ann. 12 (1877), p.435. Den Thetarela
tionen entsprechen wieder Relationen zwischen Wurzelformen wie umgekehrt; 
dazu Brioschi, Ann. di Mat. 1 (18&8), p. 20 = Op. mat. 1 (1901), p.285; Ann. 
di Mat. 10. (1882), p. 161 = Op. mat. 2 (1902), p. 247; Paris C. R. 99 (1884)~ 
p. 889, 951 u. 1050 = Op. mat. 5 (1909), p. 45; Brwnel, Ann. Ec. Norm. 1~ 
(1883), p. 199; Oraig, Amer. J. 6 (1884), p. 183; Difron, Lond. M. S. hoc. 3B
(1901), p. 274. 

207) Siehe Thomae, J. f. Math. 71 (1870), p. 218; Frobenius, J. f. Math. 98 
(1885), p. 2&4. Die Formel (&12) gilt auch im allgemeinen Falle p = 3, siehe 
Nr. 8'1; für p> 3 treten dagegen im allgemeinen Falle auf der rechten Seite 
Summen von mehreren Produkten Ton je p + 2 geraden Thetanullwerten auf,. 
wie Frobenius a. a. O. p. 263 für den Fall p = 4 gezeigt hat. Daß alle diese 
Resultate bereits Biemann bekannt waren, geht aus dem Berichte über des8ea 
Nachlaß hervor, den Noether in den Nachtr., Anm. 3l, p.64, gibt. 

208) Ges. math. Abh. 1 (1890), p. 6. 



83. Bestimmung von dlog.tt(O] durch die Klassenmodulen usw. 773 

unter Winkeln von 600 aneinanderstoßenden Strecken gebildetes räum
liches Vierseit hindurchgeht, und hat für deren rechtwinklige Koordi
naten x, y, z 3 linearunabhängige Integrale 1. Gattung des durch die 

Gleichung s = VI - 14z' + ZB definierten hyperelliptischen Gebildes 
vom Geschlecht 3 erhalten. Diese Integrale sind auf elliptische Inte
grale reduzierbar und die Gleichung der Minimalfläche erhält Schwarz 
in der Form, daß eine in bezug auf elliptische Funktionen der x, y, z 
ganze rationale Funktion gleich Null ist. 

Weierstraß209) hat darauf hingewiesen, daß die Schwarzsehe Mi
lIimalfläche zu einer allgemeineren Gattung solcher gehört, bei denen 
stets die Koordinaten durch hyperelliptische Integrale vom Geschlecht 3 
gegeben sind, und hat zugleich gezeigt, daß die Gleichung einer sol
chen Minimalfläche in der Gestalt -It((v)) = 0 dargestellt werden kann, 
wo die v lineare Funktionen von x, y, z sind. Die Koeffizienten dieser 
und die Modulen der -I}--Funktion sind in jedem einzelnen Falle be
sonders zu bestimmen. 

:Für die Schwarzsehe Fläche hat diese Bestimmung Hettner J10) 

durchgeführt und gezeigt, daß die -I}--Funktion in der Tat als Aggre
gat von Thetafunktionen einer Veränderlichen dargestellt werden kann. 

83. Bestimmung von dlog-lt((O~ durch die Klassenmodulen im 
allgemeinen Abelschen Falle. Die Th. Char. [E] sei so gewählt, daß 
&[E]((O)) =F 0 ist; bestimmt man dann zu dem Vp. a p Punkte Zu Z2' 
•.• z1' so, daß 

(513) 

ist, sodaß also Zl,Z2'" .zp die Ol-Punkte der Funktion ,f}rE]~V(z)-v(a))) 
sind, und bezeichnet mit t::. die aus den Integranden v' der p Riemann
sehen Normalintegrale gebildete Determinante 

(514) t::. = I v;, (z,,) I, (IL, v = 1,2, .. . p) 
so ist nach Thomae 211) 

(515) Olog:~E]((O] = _ ~ O'~o!.:l, 

wo rechts d~r Akzent anzeigen soll, daß bei der Differentiation nach 
{( die p Punkte s" als konstant anzusehen sind. 

Fuchs 212) hat an Stelle der Riemannschen Normalintegrale v in 
die Formel (515) p andere linear unabhängige Integrale 1. Gattung 

209) Berl. Ber. 1867, p. 511 = Math. W. 8 (1908), p. 241. 
210) J. f. Math. 138 (1910), p. 54. 
211) J. f. Math. 66 (1866), p. 95. 
212) J. f. Math. 73 (1871), p. 816 = Ges. math. W. 1 (1904), p. 883. 

1)0" 
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U eingeführt, bei denen der Integrand u;" wenn bll b2 , ••• bp P will
kürliche Punkte bezeichnen, für z = bll ..• bfl - lI bfl +lI ... bp ver-
8chwindet, für z = bfl aber = 1 wird. Bezeichnet man dann mit 
t/J,,(z) die nach Nr. 57 zu der linearen Funktion ~ - " gehörige, in den 
Punkten Z1' $2' ..• $1' 02 werdende t/J- Funktion und mit " die Deter
minante ~'± Au A22 ••• A1'1' der Periodizitätsmodulen der Integrale 
Ufl an den Querschnitten a,., so ist 

p 

(516) ~og,ft[s]((O)) =~olog_'i! + 1_ "'" 0 [ '1jJa(z). ] 
oa 2 oa 2 ~ fl ( ) oF ' 

/,=1 Z-a Ts- z=~ 
." 

wo die Konstanten 0 dadurch bestimmt sind, daß 

i3!'." _ 0 /'.32c Cz) dz 
Oft I' oF 

< (r.: - a)-
i3s 

(517) 

allenthalben endlich blei be 213). 

84,. Integration der erhaltenen Gleichung im hyperelliptischen 
Falle. Jeder Th. Ohar. [e], für welche .fr[e]((o)) =+= 0 ist, entspricht (vgl. 
NI'. 76) eine Zerlegung der 2p + 2 Vp. in zwei Gruppen von je p + 1 
"o,"l)' .. Ci" die eine, "1'+1' Ci1'+2 , ••• ~p+l die andere. Bezeichnet man 
dann mit 6 1 die Diskriminante der p + 1 Größen "0'"1' ... "p' mit 
6.2 diejenige der p + 1 Größen Ci.v+u "p+2' ... "2p+1 und bezeichnet 
auch mit AI' v den Periodizitätsmodul des Integrals 1. Gattung 

(518) u/,=jZ'<'-i1äZ (!1=1,2, ... p) 

am Querschnitte av und mit " die Determinante ~ + Au A2~ ... Ap p 

dieser pS Größen, so entsteht aus (515) durch Integration die Formel 21 I) 

(519) .fr[e]((o)) = ~2~~P' ~-. 6.2 ' 

Thomae hat a. a. O. auch die Nullwerte der partiellen Derivierten 
p-l 

der ungeraden Thetafunktionen von der Form .fr[n +~a]((v)) be
rechnet und dafür die Formel 

(520) 

213) Eine weitere Ausführung dieser Formel unter der Annahme einer p
blättrigen Riemannschen Fläche bei Thomae, J. f. Math. 75 (1873), p. 25~, und 
für den speziellen Fall p = 3 noch besonders in Leipz. Ber. 39 (1887), p. 100. 

214) Thomae, J. f. Math. 71 (1870), p. 216, dazu auch Onyley, J. f. Math. 
100 (1887), p. 87 = Coll. math. pap. 12 (1897), p. 442; mau vgl. mit (ö19) die 
Formel (484). 
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gefunden; dabei hJtben .AMi und V die gleiche Bedeutung wie vorher, 
p-1 

ferner bezeichnet, wenn [E] -= [n + ~ a,,] ist, ~1 die Diskriminante ,,_1 
der p - 1 Vp. "'11 "'2' ... "'p-ll 8,<_1 die Summe aller Produkte von 
je (! - 1 unter ihnen und ~2 die Diskriminante der p + 3 übrigen Vp. 
"pI ap+lI ... (t2p+2' 

X. Der Fall p == 3.115) 

86. Charakteristikent4eorie. Von den 64 Th. Oha!'. sind 36 ge
rade und 28 ungerade. Man kann auf 288 Weisen 7 ungerade Th. 
Char. [ß1]' [ßiI], ... [ß7] so auswählen, daß sie eine Hauptreihe (bei· 
Weber vollständiges System genannt) bilden. Ihre Summe [p] ist dann 
gerade und die 35 Kombinationen der [ß] zu dreien [ß.ßkß,] sind die 
35 übrigen geraden Th. Ohar., während die Kombinationen zu 5 oder 
die Th. Ohar [p ß.ßk] die 21 noch fehlenden ungeraden Th. Ohr. dar
stellen. Die Kombinationen gerader Ordnung der 7 Charakteristiken [ß], 
also die 21 Charakteristiken (fl.ßk)' die 35 (p ßiß"ß,) und die 7 (P ßi) 
liefern zusammen die 63 eigentlichen Per. Ohar. 

Addiert man zu den 7 Th. Ohar. einer Hauptreihe und (P] eine 
beliebige Th. Ohar., so bilden die entstehenden 8 ein F. S. von Th. 
Char. Man erhält so zu jeder Hauptreihe einen Komplex von 64 
verschiedenen F. S., aber zu allen 288 Hauptreihen zusammen nur 
8·288 = 2304 verschiedene F. S., da jedes F. S. in 8 verschiedenen 
Komplexen auftritt. Von den 64 F. S. eines Komplexes bestehen 
immer 8 aus 7 ungeraden· und 1 geraden, die übrigen 56 aus S lID

geraden und 5 geraden Th. Char. Bezeichnet man die 8 Th. Char. 
eines F. S. mit [(to], ["'1]' ... [(t7] und mit [n] die stets gemde Summe 

2 

der ungeraden unter ihnen, so erhält man in deI' Form [n + ~ (t] 
216) Biemann, "Vorl."; schon vorher Ges. math. W. 1876, p. 466, 2. Aufi. 

1892, p. 487. Webm', ,,p = 3"; dazu J. f. Math. 88 (1880), p. 82, 8. auch das 
Refera.t von Fuchs, Gött. N. 1876, p. 288. Oayley, J. f. Math. 87 (1879), p. 134, 
166 u. 190 = Coll. math. P. 10 (1896), p.432, 441 u. 446; Mess. of Ma.th. 7-
(1878), p. 48 = Col1. math. pap. 11 (1896), p. 47; dazu Borchardt, J. f. Math. 87 
(1879), p. 169 = Ges. W. 1888, p.491; vgl. noch Oayley, J. f. Math. 68 (1868), 
p. 176 = Coll. matl:i. pap. 7 (1894), p. 123 u. J. f. Math. 94 (1883), p. 93 = Cambr. 
Phil. 80c. Proc. 4 (1883), p. 321 = Col1. math. pap. 12 (1897), p. 74. Schottky, 
"Abr."; ferner J. f. Math. 106 (1889), p. 269; Acta math. 27 (1903), p. 286; 
Berl. Ber. 1908, p. 978 u. 1022; 1904, p. 486; 1906, p. 762; 1910, p. 182; J. f. 
Math.146 (1916), p. 128; l!'robenius, Gött. N. 1888, p. 67; J. f. Math. 105 (1889), 
p. 36; Stahl, J. f. Math. 130 (1905), p. 153. Eine vollständige algebraische Be_ 
gründung der Charakteristikentheorie bei Noether, Münch. Abh. 17 I (1888/9), 
p.l03. 
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<1 

die 28 ungeraden Th. Char., während [n + ~ a] die 35 von [n] ver
schiedenen geraden Th. Char. und zwar jede zweimal liefert, da zwei 
Th. ,Char., in denen zusammen alle 8 Th. Char. [a] auftreten, einander 
gleich sind. 

86. Thetarelationen. Die Relationen zwischen den 64 Funk
tionen 0/} [6] ((v)) können (ebenso wie die Additionstheoreme ihrer Quo
tienten) aus der Formel (167) abgeleitet werden. Setzt man darin 
(u) = (w) = (0), so wird 

(521) x[<] = Y[8] = {)o[ 6 ]((0)) 0/} [ 6 + d]((O)) {)o [6 + Q 1 ((v)) 0/} [ E'- (1- d]((-V) 
und man erhält, wenn man weiter [ro] = [na5a6«7] wählt 

4 

(522) X[n] 1~ln,nal'a5a6a71 X["al,«,a,«r] , 

da die 3 letzten Glieder der rechten Seite wegfallen. 
Hieraus folgt für (d) = (0) eine lineare Relation zwischen 6 Theta

quadraten von der Form 

o/}2[" "oHv)) , o/}2[" /XlJ« v)), ... o/}2[ "a4] ((v] und o/}2 [u a5 "6 ~H V~ 
und für (6) = (a4 a5) eine lineare Relation zwischen 4 Thetaprodukten 
von der Form 

(fL = 1,2,3) 

wobei stets C,,) eine beliebige Per. Char. bezeichnet. 
Mitte1st dieser Relationen ist es möglich, durch die nämlichen 8 

linear unabhängigen Thetaquadrate alle weiteren 56 linear auszudrücken, 
entsprechend dem Umstande, daß jedes Thetaquadrat eine gerade Theta
funktion zweiter Ordnung mit der Charakteristik [0] ist und solcher 
Funktionen nur 8 linear unabhängige vorhanden sind. Weiter ist ein 
Thetaprodukt 0/} [u"l'a4J((v)) o/}["/X1'''5] ((v)) eine Thetafunktion zweiter Ord
nung mit der Charakteristik [a4aij] und in Übereinstimmung damit, 
daß es nur 4 linear unabhängige, sowohl gerade wie ungerade, solche 
Funktionen bei gegebener von [0] verschiedener Charakteristik gibt, 
läßt sich mittels (522) durch vier linear unabhängige solche Pro
dukte jedes weitere fünfte linear ausdrücken. 

87. Thetanullwerte. Aus der Gleichung (522) kann man für 
(v) = (0) alle Relationen zwischen den Nullwerten . der 36 geraden 
Thetafunktionen erhalten. 

Für ((1) = (6) = (0) folgen aus ihr lineare Relationen zwischen 
je 6 Biquadraten der Thetallullwerte; setzt man dagegen ((1) = ("4a5)' 
(6) = (0), so erhält man lineare Relationen zwischen je 4 Produkten 
von 2 Thetaquadraten, und setzt man endlich (Q)=(a;tU5), (6)=("3"6)' 
so entstehen lineare Gleichungen zwischen je 3 Produkten von 4 Theta.-
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funktionen mit verschiedenen Charakteristiken. -Ober die Auflösung 
dieser Gleichungen, d. h. die Darstellung aller 36 Thetanullwerte durch 
6 unabhängige Größen, siehe NI'. 88. 

Dazu treten noch jene Relationen, welche die Nullwerte der 36 
geraden mit den Nullwerten der partiellen Derivierten der 28 unge
raden Thetafunktionen verknüpfen (vgl. Nr. 81). 

Addiert man nämlich zu den 8 Th. Char. [IXO]' [1X1], ••• [1X7] emes 
3 

F. S. eine Per. Char. von der Form (n +2' a), so entsteht ein F. S., 
das aus 3 ungeraden und 5 geraden Th. Char. besteht. Bezeichnet 
man darin die 3 ungeraden Th. Char. mit [Al]' [Ai]' [As], die 5 ge
raden mit [Bi]' [B2], ••• [B5], auch den Wert, den die Funktionaldeter
minante der 3 Funktionen -B-[Ai]((v)), i = 1,2, 3, für (v) = (0) an
nimmt, mit [Al' A2, As], so ist 

5 

[Al' A 2, Aa] = + II -B- [Be] ((0)). 
('=1 

(523) 

Diese Formel, welche schon Riemann 216) bekaunt war, wurde zu
erst von Frobenius 217) angegeben, nachdem Weber und Schottky nur die 
Verhältnisse gewisser Paare solcher Determinanten berechnet hatten. 

88. Riemann-Weber. Da die ebene Kurve vierter Ordnung 04 

Qhne Doppelpunkt vom Geschlecht 3 ist, kann sie, wie zuerst Riemann 
in seiner Vorlesung vom W.-S. 1861/62 getan hat, der Theorie der 
Abdschen Funktionen dreier Variablen zugrunde gelegt werden. Die 
«p-Kurven sind dann gerade Linien; unter ihnen gibt 'es 28 spezielle, 
deren Schnittpunkte mit 04 paarweise zusammenfallen, die also Doppel
tangenten von 04 sind. Sie sind den 28 ungeraden Th. Chal'. zugeord
net und zeigen daher die nämlichen Gruppierungen wie diese; insbeson
dere entsprechen die Aronholdschen Systeme von 7 Doppeltangenten, 
bei denen die Berührungspunkte von keinen dreien auf einem Kegel
schnitt liegen 218), den 288 Hauptreihen von je 7 ungeraden Th. Char. 

216) Ges math. W. Nachtr., p. 64, Anm. 31. 
217) J. f. Math. 98 (1895), p 260. 
218) Näheres über die Doppeltangenten einer 04 und insbesondere die ein

schlägige Literatur 1lI C 5, Nr. 59 u. f.; a.uch in Pascals Repert. d. höh. Math. 2. Bd., 
1. Hälfte, 2, Auf!. 1910, p, 406 u. f.; hier seien nur die ersten grundlegenden Ar
beiten genannt: Plücker, Th. d. algebr. Curven 1839; Hesse, J. f. Math. 40 (1850), 
p.260j 49 (1855), p, 243 u. 279; 55 (1858), p. 83 = Ges. W. 1897, p. 260, 319. 
345 u. 469; Steiner, Paris C. R. 37 (1853), p. 121; J. f. Math. 49 (18M), p. 265 
= Ges. W. 2 (1882), p. 603; Aronhold, Berl. Ber. 1864, p. 499. 

Da die Kurven vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt vom Geschlecht 2 
sind, 80 ist auf diese speziellen 04' wie schon in Nr.72 erwähnt wurde, die Theorie 
der Abelschen Funktionen für p = 2 anwendbar; bezüglic.h des tl'bergangs von 
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Solche 7 Doppeltangenten bestimmen die 04 eindeutig. Wie man aus 
ihren Gleichungen die der 21 übrigen Doppeltangenten und sodann 
die Gleichung der 04 selbst ableitet, hat Weber im Anschluß an Bie
mann ausführlich gezeigt. Es erscheint dabei die Gleichung der letz
teren in der Gestalt 

(524) VX~~l + Vx;~~ + VX3~3 = 0, 

wo Xl = 0, x2 = 0, Xs = ° die den 3 Th. Char. [ßl]' [ß2]' Lßa] einer
Hanptreihe, ~l = 0, ~2 = 0, ~3 = ° die den 3 Th. Char. [p ß2ßsl, [PßSßI]' 
[p ßl ß2] zugeordneten Doppeltangenten darstellen. Die Gleichung der 
Grundkurve enthält 6 wesentliche Konstanten, die KlassenmodulelL 
"t, a2, lXa, a~, a~, a~ Webers, welche zusammen mit 3 daraus abgelei
teten Modulen a;', lX;, C(~ als Koeffizienten in den Gleichungen der 
Doppeltangenten auftreten. Die zwischen ihnen und den Nullwerlen 
der 36 geraden Thetafunktionen bestehenden Relationen, welche so
wohl diese durch jene wie umgekehrt auszudrücken gestatten, hat 
gleichfalls -Weber angegeben. 

Ist für die 3 Riemannschen Normalintegrale 

(525) dV1 : dV2 : dvs = 'PI : fJJ2 : 'Ps, 

BO sind, bezogen auf das Koordinatendreieck 'PI = 0, 'Ps = 0, fJJs = ° 
die Linienkoordinaten der irgendeiner nngeraden Th. Char. [oS] zuge
hörigen Doppeltangente den Nullwerten der 3 partiellen Derivierten 
von 3-[ oS ] ((v)) proportional. Es entspricht daher durchaus der Aronlwld
schen Bestimmung der Kurve 4. Ordnung durch 7 Doppeltangenten, 
deren Th. Char. eine Hauptreihe bilden, wenn Schottky durch die Null
werte der partiellen Derivierten solcher 7 ungeraden Thetafunktionen 
die der 21 übrigen und die Nullwerle der 36 geraden Thetafunktionen 
ausdrückt. 

Bei der Untersuchung der Gruppierungen der 28 Doppeltangenten 
wird man, um alle gleichberechtigt zu haben, von der Darstellung der 
28 ungeraden Th. Ohar. durch die 8 Th. Ohar. eines F. S. in der Form 

2 

[n + ~ C(] Gebrauch machen, wodurch jetzt jede Doppeltangente durch 
ein Zahlenpaar aus der Reihe 1,2, ... 8 bestimmt wird, wie es, von 
anderen Gesichtspunkten ausgehend, schon Hesse getan hat. Auf die 
Tripel von Doppeltangenten kann man die Begriffe syzygetisch und 
azygetisch von den Th. Ohar. übertragen. Es zeigt sich dabei, daß von 
den 3276 Tripein 1260 syzygetisch und 2016 azygetisch sind; bei 

der allgemeinen 04 zu dieser speziellen vg1. Roch, J. f. Math. 66 (1866), p. 114, 
Cayley, J. f. Math. 94 (1883), p. 270 = Col1. math. pap. 12 (1897), p. 95 j Klein, 
Math. Ann. 36 (1890), p. 59; auch Riemann, Ges. math. W. Nachtr. (1902), p. 97. 
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den ersteren liegen ihre 6 Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt, 
bei den letzteren nicht. Wegen der übrigen Gruppierungsverhältnisse 
der Doppeltangenten C BI 5, NI'. 73. 

89. Die Wurzelformen zweiter und dritter Dimension. Ist wie in 
NI'. 60 X(!) eine ganze homogene Funktion zweiten Grades der qJ, deren 
8 Nullpunkte paarweise zusammenfallen, also X(2) = 0 die Gleichung 
eines die 04 in 4 Yunkten berührenden Kegelschnitts, so stellt yX(2) 
eine WUl'zelform zweiter Dimension dar und ist als solche einer be
stimmten Per. Char. zugeordnet. Es gibt daher den 63 eigentlichen 
Per. Char. entsprechend 63 verschiedene Systeme von Kegelschnitten, 
von denen jeder die 04 in 4 Punkten berührt. Die 8 Berührungs
punkte von je 2 zu demselben Systeme gehörigen Kegelschnitten 
liegen selbst wieder auf einem Kegelschnitt. 

In jedem der 63 Systeme berührender Kegelschnitte treten, den 
6 Zerlegungen der dem Systeme zugeordneten Per. Char. in je zwei 
ungerade Th. Char. entsprechend, 6 zerfallende Kegelschnitte auf, von 
denen jeder aus zwei Doppeltangenten der 04 besteht. Diese 6 Paare 
von Doppeltangenten, welche hier in einem Systeme auftreten, bilden 
eine Steinersche Gruppe und es gibt daher 63 verschiedene Steinersche 
Gruppen, deren jede durch eine eigentliche Per. Char. charakterisiert 
ist. Infolgedessen lassen sich die Begriffe azygetisch und syzygetisch 
(NI'. 23) auf die Steinersehen Gruppen übertragen und ebenso die Sätze 
über die zwei und mehr Gruppen gemeinsamen Th. Char. (Nr. 25). Die 
8 Berührungspunkte von zwei derselben Steinersehen Gruppe entnom
menen Paaren von Doppeltal1genten liegen auf einem Kegelschnitte; 
man erhält so 315 Kegelschnitte, von denen jeder 8 Berührungspunkte 
von 4 Doppeltangenten ausschneidet. 

Nachdem Kummer bereits bemerkt hatte, daß sich durch eine 
allgemeine Kurve 4. Ordnung unendlich viele Kummersehe Flächen 
hindurchlegen lassen, hat Wirtinger dieses Verhältnis dahin präzi
siert' daß die 63 Systeme von Berührungskegelschnitten, von denen 
jedes einer eigentlichen Per. Char. (8) zugehört, ebensoviele Kummer
sehe Flächen definieren, auf denen die Grundkurve 4. Ordnung 04 

liegt. Die 16 singulären Ebenen der Kummersehen Fläche schneiden 
dabei in der Ebene der 04 16 ihrer Doppeltangenten aus, die sich 
auf 16 Arten zu je 6 so gruppieren, daß diese 6 jedesmal einen 
Kegelschnitt umhüllen. Die 12 nicht ausgeschnittenen Doppeltangenten 
bilden die zu der Per. Char. (8) gehörige Steinersehe Gruppe.219) 

219) Hierzu Wü·tinge1·, "Thetaf.", p. 113 j Ciani, Ann. di Mat. 28 (1897), 
p. 53, schon vorher Lomb. Ist. Rend. 312 (1898), p. 312, vgl. auch Cayley, J. C. Math.94 
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Ist X(S) eine ganze homogene Funktion dritten Grades .der fP, deren 
12 Nullpunkte paarweise zusammenfallen, also X(S) = 0 die Gleichung 
einer die 0, in 6 Punkten berührenden KUl've 3. Ordnung, so stellt YX(3) 
eine Wurzelform dritter Dimension dar und ist als solche einer be
stimmten Th. Char. zugeordnet. Es gibt daher den 64 Th. Char. ent
sprechend 64 verschiedene Systeme von Kurven 3. Ordnung, von denen 
jede die Grundkurve in 6 Punkten berührt. Die 12 Berührungspunkte 
zweier Berührungskurven eines und desselben Systems liegen selbst 
wieder auf einer Kurve 3. Ordnung. 

Die 64 Systeme von Berührungskurven 3. Ordnung zerfallen in 
2 Arten; die 28 Systeme von Berührungskurven 1. Art entsprechen 
den ungeraden Th. Char., die, 36 Systeme 2. Art den geraden. 

Die den ersteren entsprechenden Wurzelformen -V X(3) sind auf 
Wurzelformen erster Dimension yq; reduzierbar. Jedes System 1. Art 
ist also durch eine Doppeltangente festgelegt und die Gleichung der 
0, kann mit ihrer Hilfe in der Form 
(526) . fJl X(S) - ,Qll = 0 

dargestellt werden, wo ,Q = 0 ein Kegelschnitt ist, der durch die 
beiden Berührungspunkte von fJl = 0 hindurchgeht und die 0, in 6 wei
teren Punkten schneidet, eben den 6 Berührungspunkten von X(3) = 0 
mit der Grundkurve. Es liegen also für jede Berührungskurve 1. Art 
die 6 Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt und dieser Kegel
schnitt geht dann immer noch durch die Berührungspunkte der zu der 
gleichen Charakteristik wie y X(3) gehörigen Doppeltangente, also der 
nämlichen für alle Kurven des gleichen Systems, hindurch. 

Zu den Berührungsformen 2. Art gelangt man folgendermaßen. 
Sind 
(527) F 1 ~aik~i~k = 0, F li ~ß;k~i~k = 0, Fs ~r'k~~k = 0, 

~k 4k ~k 

in denen ~1' ~2' ~s,~, homogene Punktkoordinaten des Raumes be
zeichnen, die Gleichungen dreier Oberflächen 2. Ordnung und Xu Xi' Xs 
Parameter, so stellt 
(528) x1F1 + x2F2 + x:.,I!~ = 0 
ein Flächennetz 2. Ordnung dar, und wenn man 

(529) 
setzt, so ist 
(530) (i, k = 1,2,3,4) 
die Bedingung dafür, daß die Fläche des Netzes ein Kegel wird. Die 

(l88S), p. 270 = Coll. math. pap. 12 (1897), p.95. Ausführliches über die Be
rührungskegelschnitte einer 04 und die einschlägige Literatur in m C 6, Nr.60-63. 
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Gleichung (530) ist aber eine Gleichung 4. Grades in den x und stellt 
also, wenn mau diese als homogene PunktkoOl'dinaten der Ebene auf
faßt, eine Kurve 4. Ordnung dar. Man kann auf die Weise die all
gemeine Kurve 4. Ordnung erhalten. 

Rändert man nun in der Gleichung (530) die links stehende 
Determinante seitlich und unten mit den nämlichen 4 Parametern, 
so liefert die neue Gleichung eines der 36 zu der erhaltenen 04. ge
hörigen Systeme von Berührungskurven 2. Art, von dem aus man dann 
auch zu den 35 übrigen gelangen kann (IH C 5, Nr. 66). 

Zugleich ist dadurch die Grundkurve in ein-eindeutige Beziehung 
zu jener Raumkurve 6. Ordnung gebracht, welche der geometrische 
Ort der Spitzen aller in dem Flächennetze (528) enthaltenen Kegel 
oder auch der geometrische Ort jener Punkte des Raumes ist, deren 
Polarebenen in bezug auf alle Flächen des Netzes sich in einer Ge
raden schneiden. Man erhält diese Raumkurve 6. Ordnung, wenn man 
die homogenen Punktkoordinaten des Raumes den Werten von 4 linear
unabhängigen zu der das System bestimmenden geraden Th. Char. [8] 
gehörigen Wurzelformen dritter Dimension proportional setzt. Jede 
der eben genannten Geraden, in denen sich die Polarebenen eines 
Punktes Po der Raumkurve schneiden, ist eine dreifache Sekante 
dieser und ihre 3 Schnittpunkte entsprechen den 3 Nullpunkten der 
Funktion .ßo[E]«u(e) - u(eo))).220) 

90. Schottky-Frobenius. Während Riemann und Weber von vome
herein von dem Zusammenhang der Abelschen Funktionen dreier Veränder
lichen mit der allgemeinen Kurve 4. Ordnung Gebrauch machten, hat 
Schottky jenen Weg eingeschlagen, den Göpel und Rosenhain im Falle 
p = 2 gegangen waren und der von den Thetafunktionen aus, allein 
mittels der zwischen ihnen und ihren' partiellen Derivierten bestehen
den Relationen direkt und ohne vorherige Zuhilfenahme eines alge
braischen Gebildes zu den Differentialgleichungen des Umkehrproblems 
der Abelschen Integrale führt. Da die Anzahlen tp(p + 1) der Theta
modulen und 3p - 3 der Klassenmodulen des algebraischen Gebildes 
für p = 3 einander gleich, nämlich 6, sind, so stand von dieser Seite 
der Lösung der Aufgabe kein prinzipielles Hindernis entgegen. Zur 
'Oberwindung der technischen Schwierigkeiten aber nahm Schottky221) 

220) Dazu Frobenius, G. N. 1888, p. 67. 
221) Der Gedanke, durch Hinzunahme weiterer algebraischer Gleichungen 

zu den immer geltenden Thetarelationen deren Argumente zunächst als Abelsche 
Integrale zu erhalten und weiterhin dann die Thetaquotienten für beliebige Werte 
der Argumente mit Hilfe des Additionstheorems algebraisch darzustellen, rührt 
von Weier8tra,ß her [BerI. Ber. 1869, p. 853 = Math. Werke 2 (1895), p.45]. 
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zunächst nur eine partikuläre Lösung des gestellten Problems in An
griff, indem er die Veränderlichkeit der 3 Argumente der Thetafunk
tionen dadurch beschränkte, daß er zu den identischen Relationen 
zwischen den Thetafunktionen noch eine weitere, für beliebige Argu
mente nicht bestehende Gleichung hinzunahm. so daß die 3 Argu
mente nur von 2 Größen abhängen. 

Zu dieser Gleichung ist SChottky folgendermaßen gelangt. 
Zunächst sei bemerkt, daß Schottky die Thetafunktionen durch 

6-Funktionen ersetzt, welche sich von ihnen um konstante Faktoren 
unterscheiden 222), und die 64 verschiedenen Ii - Funktionen durch In
dizes charakterisiert, welche mit den Th. ehar. in dem Zusammenhang
stehen, daß die 7 einfachen Indizes 1, 2, ... 7 den 7 ungeraden Tb. 
ehar. einer Hauptreihe mit der Summe [P] = [0], die 21 Kombina
tionen zu zweien also den 21 übrigen ungeraden und die 35 Kom
binationen zu dreien den 35 von [0] verschiedenen geraden Th. ehar. 
$Itsprechen. 

Mit Hilfe der zwischen den li-Funktionen bestehenden algebra
ischen Relationen kann man die 21 Funktionen 

(531) (x,.t = 1,2, ... 7;" < 4) 

durch 6 unter ihnen ode;r durch 6 andere linearunabhängige Größen 
ausdrücken. Dies geschieht bei Schottky in der Gleichung 

(532) qJ,,1. = ;'Lu + 2;'I]L12 + 2HL1S + 'I]'IL22 + 2'1]tL2s + tSLss. 

Nimmt man nun zwischen den Größen L die Bedingung 

(533) ~ ± Lu L22 LS3 = 0 

an, so zerfällt qJ" .. in das Produkt zweier Faktoren 

(534) qJ"l = (;x + 'l]y + te)(;x' + 'l]y' + ~z'). 
Diese Annahme ist die von Schottky eingeführte Beschränkung der 
Argumente u, u', u" der Thetafunktionen. Da jedes L eine ungerade 
Thetafunktion 3. Ordnung, ihre Determinante also eine ungerade Theta
funktion 9. Ordnung ist, so sagt die Sehottkysche Bedingung aus, daß 
für u, u', u" nur solche Werte zugelassen werden, für welche eine ge
wisse ungerade Thetafunktion 9. Ordnung verschwindet. Geleitet wurde 
aber Schottky bei der Einführung seiner Beschränkung der u von der 

222) Bezüglich dieser Faktoren sei auf eine spätere Arbeit SChottkys, Berl. 
Ber. 1908, p. 981, sowie auf Frobenius, J. f. Math. 105 (18~9), p.39 verwiesen. 
Es sei hier schon bemerkt, daß diese 8chottkyschen a·Funktionen weder mit den 
in Nr.94 eingeführten Kleinschen, noch mit den in Nr. 108 erwähnten Krause
schen identisch sind. 
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Gleichung (3'14), nach welcher bei der algebraischen Darstellung des 
Quotienten zweier ungeraden Thetafunktionen mit den Argumenten 
1),.(:) - v,.(a) die rechte Seite in das Produkt zweier Faktoren zer
fällt, von denen der eine nur e, der andere nur a enthält. Dement
spreehend findet auch Schottky in der Tat, daß seine in obi gel' Weise 
beschränkten Argumente u, u', u" sich als Integrale 1. Gattung einer 
d1U'Ch eine Gleichung 6. Grades L = 0 charakterisierten Klasse alge
braischer Funktionen ausdrücken. Setzt man dabei du: du' : du" 
= H: H: H, so sind die H homogene Formen 3. Grades in x, y, z. 

Zu der von Schottky auf diese Weise der Theorie der Abelschen 
Funktionen von drei Veränderlichen zugrunde gelegten AronhoZdschen 
Kurve 6. Ordnung L = 0 ist er später folgendermaßen gelangt. 

Es seien '1 Punkte der Ebene a, {J, ... in allgemeiner Lage ge
geben, so daß keine 3 auf einer Geraden und keine 6 auf einem 
Kegelschnitte liegen; dann gibt es eine dreifach unendliche lineare 
Schar von Kurven 3. Ordnung, welche durch diese 7 Punkte hindurch
gehen; diese lassen sich durch 3 linear unabhängige X = 0, Y = 0, 
Z = 0 unter ihnen linear zusammensetzen und dabei diese letzteren so 
wählen, daß für sie identisch xX + y y +:Z = 0 ist. Setzt man 
dapn die Funktionaldeterminante der 3 .Formen X, Y, Z Null, so er
hält man die Gleichung der Kurve 6. Grades L = O. 

Auf der Kurve L = 0 liegen die Doppelpunkte aller vorher ge
nannten durch die '1 Punkte a, {J, ... gehenden Kurven 3. Ordnu.ng. 
Unter diesen befinden sich 21 zerfallende Ha{J = 0, wobei Ha{J = Fa{JG al~ 
ist und Fa{J = 0 die Gerade durch a und {J, Ga{J = 0 aber den Kegel
schnitt durch die 5 übrigen Grundpunkte darstellt. Die Kurve L = 0 
geht durch jene beiden Punkte hindurch, in denen Gerade und Kegel
-schnitt srch schneiden. Es gibt ferner '1 Kurven 3. Ordnung Ha = 0 
Hp = 0, ... , von denen Ha = 0 in a einen Doppelpunkt hat. Die 
Kurve L = 0 geht daher auch die '1 Grundpunkte hindurch; sie hat 
in jedem dieser Punkte selbst einen Doppelpunkt und ihre beiden 
Zweige berühren in a die beiden Zweige von Ha = O. 

Infolge der Gleichung L = 0 besteht nun aber zwischen den 
3 Formen X, Y, Z selbst eine Gleichung 4. Grades M = 0, die mit 
L = 0 in birationalem Zusammen4angesteht und sich damit als 
gleichfalls vom Geschlecht 3 erweist. Die vorher genannten 28 Glei
chungen Ha{J = 0 und Ha = 0 sind die Gleichungen ihrer 28 Doppel-
tangenten. • 

Damit ist Schottky gleichfalls zu der allgemeinen Kurve 4. Ord
nung gelangt, von der Riemann und Weber in ihrer Theorie der 
Abdschen Funktionen im Falle p = 3 ausgegangen sind. 
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FrobeniusU3) hat gezeigt, daß die von Schottky eingeführte un
gerade Thetafnnktion 9. Grades das Produkt 61 (J, ••• d7 als Faktor 
enthält, der andere Faktor fP aber eine gerade Thetafunktion 2. Ord
nung ist, deren Entwicklung nach Potenzen von u, u', u" mit den 
Gliedern der 4. Dimension beginnt. Diese :l!'unktion fP (die im hyper
elliptischen Falle in das Quadrat der gleichzeitig mit den Argu
menten verschwindenden geraden Thetafunktion übergeht) ist durch 
diese Bedingung bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Die 
Glieder der 4. Dimension, mit denen die Entwicklung von fP beginnt, 
bilden eine ganze Funktion 4. Grades F( u, u', u"). Werden hier u, u', u" 
durch die homogenen Punktkoordinaten Xl' X" Xs ersetzt, so liefert 
F(xm XII' xs) = 0 jene Kurve 4. Ordnung, zu welcher die vorge
gebenen Thetafunktionen im Biemannschen Sinne gehören. 

Eine Anwendung von Thetafunktionen dreier Veränderlichen auf 
ein Problem der Statik biegsamer, unausdehnbarer Flächen bei Kötter llU)_ 

Weiteres über den Fall p = 3 in Nr. 100 u. 101. 

XI. Der Fall p ...... 4. 
91. ,Noether. An dem Falle p = 4 hat Noether llJ6) seine Oha

rakteristikentheorie, die er dann später SI&) auf beliebiges p ausdehnte,
zuerst entwickelt und mit ihrer Hilfe das Additionstheorem der Theta
quotienten und die algebraischen Relationen zwischen den 256 Theta
funktionen, sowie speziell jene zwischen den Nullwerten der 136 ge
raden unter ihnen aufgestellt. 

Bei der Lösung dieser Aufgaben geht man von der aus (166) 
folgenden Formel 

Yr"a.] + I mao, as~ I Yru.] 

(586) I 7 

= ~ (\ nas, mall I xr", .. ,,] + I nas, ma"asa9 1 x[OIaI' a ... ]) 
,,=0 

aus, in der mit [ao], [al]' .•. [~] die 10 Th.Ohar. eines F. S., mit [nJ 
die Summe der ungeraden unter ihnen und mit [m] eine beliebige 

228) J. f. Math 106 (1889), p. 89. 
224) Diss. Halle 1888; J. f. Math. 103 (1888), p. 44. 
226) Noether wurde [vgl. Math. Ann. 83 (1889), p. 626] auf die Gmppierung 

der Charakteristiken im Falle p = 4 durch algebraische Betrachtungen an spe
ziellen Kurven vom Geschlecht 4 geführt, bei denen eine der 186 geraden Th. 
Char. ausgezeichnet ist (vgl. dazu den Schluß von Nr. 92), er hat aber seiner Cha
rakteristikentheorie [Math. Ann. 14 (1879), p. 248; vorher Erl. Ber. 10 (1878), p. 87] 
eine Form gegeben, bei der diese Auszeichnung nicht auftritt. 

226) Math. Ann. 16 (1880), p. 270; vorher ErL Ber. 11 (1879), p. 198 und 
12 (:1880), p. 1. 
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Th.Ohar. bezeichnet, die Größen x, y aber durch die Gleichungen (165) 
definiert sind. Indem man darin (w) = (- v) setzt, erhält man aus 
den Gleichungen (535) die Additionstheoremej setzt man dagegen 
(1$) = (w) = (0), so entsteht, wenn man noch [ro] = [n] setzt, die 
}formel 9 

(536) x[n«.] = ~ I n"o, n,,1' I X[n«,..] , 
1·=1 

aus welcher die algebraischen Relationen zwischen den 256 Thetafunk
tionen hervorgehen. Setzt man endlich darin auch (v) = (0), so er
hält man die Relationen zwischen den Nullwerten der geraden Theta
funktionen, und zwar lineare Relationen entweder zwischen je 10 Bi
quadraten von Thetanullwerten oder zwischen je 6 Produkten von 
zwei Quadraten solcher oder endlich zwischen je 4 Produkten von 
vier Thetanullwerten mit verschiedenen Charakteristiken je nach der 
Wahl der Per. Ohar. Ü», (6).22'1) 

Wenn man diese Resultate mit denen der }fälle p = 3 und p = 2 
vergleicht, so bemerkt man jene Analogien, welche schon in Nr. 36 er· 
wähnt worden sind und welche insbesondere Sclwttky228) näher ver
folgt hat. 

Ist nämlich Ci der Nullwert einer, P. der Nullwert eines Pro
duktes von zwei und q; der Nullwert: eines Produktes von vier ge
raden Thetafunktionen (wobei in letzterem }falle die 4 Th. Ohar. stets 
einem syzygetischen Systeme entnommen sind), so bestehen Relationen 
von den 3 Typen ~+ ~ ~ ~ 

..;;;;;; _ c" ..;;;;;; + P7, ..;;;;;; + qj 

und zwar dreigliedrige 229) für 

p = 1, p = 2, 
viergliedrige 2SO) für p = 2, p = 3, 
sechsgliedrige 231) für p = 3, p = 4, 

p= 3, 
p=4, 

Auch bei den Relationen zwischen Thetafunktionen mit veränderlichen 
Argumenten kann man solche Analogien in verschiedenen }formen 
nachweisen. 

227) Über Relationen zwischen Thetafunktionen von vier Argumenten auch 
bei Graig, Amer. J. 6 (1884), p. 14, 183 und 205. 

228) Acta math. 27 (1903), p. 235. 
229) Jacobi, Ges. W. 1 (1881), p. 511 GI. (E); Göpel, GI. (25)-(28), Rosen

hain, Gl. (90), Krazer, "p = 2", p. 36 u. 41; Weber, "p = 3", p. 44. 
230) Göpel, GI. (23), (24); Rosenhain, GI. (89); Krazer, p. 34 u. 41; 'Weber, 

p. 40; Noether, Math. Ann. 14 (1879), p.291. 
231) Weber, p. 40; Noether, p. 290. 
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92. SChottky. Da die Gleichung, welche zur Definition einer 
Klasse algebmillcher Funktionen vom Geschlecht 4 dient, nur 9 we
sentliche Konstanten enthält, die Anzahl der Modulen der vierfach 
unendlichen Thet&reihe aber 10 beträgt, so sind diese, wie schon in 
Nr. 4:6 erwähnt wurde, bei denjenigen Thetafunktionen, welche bei der 
Umkehrung der Integrale algebraischer Funktionen vom Geschlecht 4 
auftreten, oder, wie wir kurz sagen, bei den "Riemannschen Theta
funktionen" von vier Veränderlichen, nicht unabhängig voneinander, 
.sondern durch eine Relation verknüpft; diese Relation hat Sckottky232) 
aufgestellt; er ist dazu auf folgende Weise gelangt. 

Für die Riemannschen Thetafunktionen wird der Quotient zweier 
ungerader Thetafunktionen mit den Argumenten v,.. (ß) - v ... (a) ge
mäß (374) eine symmetrische und zerfallende Funktion der heiden 
Grenzen a und ß. Nun gibt es in der Theorie der allgemeinen Theta
funktionen von 4 Veränderlichen ein System von homogenen quadra
tischen Gleichungen, welches nur ungerade Thetafunktionen enthält. 
Diesen dadurch zu genügen, daß man jede vorkommende ungerade 
"Thetafunktion durch einen Ausdruck von der Form Ytp(a). Ytp(ß) 
ersetzt, ist nur dann möglich, wenn zwischen den Nullwerten der ge
raden Thetafunktionen eine im allgemeinen Falle nicht bestehende 
Gleichung angenommen wird. Es gibt nämlich im Falle p = 4 in dem 
zu einer syzygetischen Gruppe vom Range 3 gehörigen Komplexe von 
Systemen von Th. Ohar. immer 3 Systeme, die aus ~ geraden Th. Char. 
gebildet sind (Nr. 29). Bezeichnet man mit 9'11 "2' rs die Nullwerte 
der 3 zugehörigen Produkte von je 8 geraden Thetafunktionen, so 
hat auch für allgemeine Modulen der Ausdruck 

(537) J = ri + r~ + r~ - 2"1"2 - 2"2"3 - 2t'S"1 
für jede syzygetische Gruppe, von der man ausgehen mag, den näm
lichen Wert. Den Wert Null aber nimmt diese Invariante nur dann 
an, wenn die Thetafllnktionen Riemannsche sind, und es ist also eine 
Gleichung von der Form 

(538) 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür. 
Den (2S - 1) (26 - 1) (24 -1) = 240975 verschiedenen syzy

getischen Gruppen vom Range 3 entsprechend existieren ebenso viele 
verschiedene Gleichungen (538), die aber nur eine Beziehung zwischen 

232) J. f. Math. 102 (1888), p, 304; siehe auch Poir&care, Paris C. R. 120 
(1895), p. 242; J. de Math. 16 (1895), p. 292 i S. M, F. Bull. 29 (1901), p. 61 u. 
Acta math. 26 (1902). p. 94. 
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den 10 Thetamodulen darstellen, so daß eine einzige von ihnen mit 
Notwendigkeit alle anderen nach sich zieht. 

Daß die Relation (538), die doch nur für Riemannsche Theta
funktionen gilt, sich der oben angeschriebenen Reihe der für allge
meine Modulen in den Fällen p = 1, p = 2 und p = 3 geltenden 
dreigliedrigen Gleichungen anfügt, läßt erkennen, daß für die darin 
zum Ausdruck gebrachte Analogie noch eine andere Quelle als die in 
NI'. 36 aufgezeigte existieren muß; vgl. dazu NI'. 124:. 

Daß man die allgemeinen Thetafunktionen von 4 Veränderlichen 
mit algebraischen Gebilden höheren Geschlechts in Verbindung setzen 
kann, ist schon in NI'. 34: angegeben worden. Wie später (NI'. 119) ge
zeigt werden wird, gestaltet sich diese Beziehung so, daß die zu einem 
speziellen algebraischen Gebilde von einem Geschlechte q > 4 ge
hörigen Riemannschen Thetafunktionen nach einer Transformation 
höheren Grades in solche von 4 und von q - 4 Veränderlichen zer
fallen, derart daß die ersteren allgemeine Thetafunktionen sind. Dies 
ist unter der Annahme q = 7 von Jung!S;!) durchgeführt worden (hier
über und über das folgende vgl. Nr. 123). 

Von der gleichen Allgemeinheit wie die Riemann~chen Theta
funktionen, d. h. von 9 Parametern abhängig sind die von Jung 23!) 

betrachteten Thetafunktionen von 4 Veränderlichen, die in der oben 
geschilderten Weise aus einem algebraischen Gebilde vom Geschlechte 
q = 6 abgeleitet werden und, wie die Riemannschen, durch eine zwi
schen den Nullwerteu der geraden Thetafunktionen bestehende Rela
tion 8. Grades charakterisiert werden können. 

Von 8 Parametern hängen die elliptisch-hyperelliptischen Funk
tionen Schottkys 2il5) ab, die aus einem algebraischen Gebilde vom Ge
schlechte q = 5 abgeleitet sind und bei denen für (v) = (0) zwei der 
geraden Thetafunktionen verschwinden. 

Die gleiche Allgemeinheit besitzen die zuerst von Weber 2S6) er
wähnten speziellen Riemannschen Thetafunktionen von 4 Veränder
lichen, bei denen eine der geraden Funktionen gleichzeitig mit den 
Argumenten verschwindet. Die Normalkurve der p, welche im Falle 
p = 4 eine Raumkurve 6. Ordnung ist, liegt in diesem Falle auf 
einem Kegel und die 'l'angentialebenen dieses Kegels liefern die 
zu der ausgezeichneten geraden Th. Char. gehörige einfach unendliche 
Schar Abelscher Funktionen, die hier neben den 120 einzelnen, den 

233) Berl. Ber. 1905, p. 484. 
2M) J. f. Math. 130 (1906), p. 1. 
230) J. f. Math. 108 (1891), p. 147 u. 193. 
236) Math. Ann. 13 (1878), p. 47; auch Kraus, Math. Ann. 16 (1880), p. 264. 

Enc;yklop. d math. Wissen.eh. TI I. 61 
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u'ngel!aden Th. Char. entsprechenden existieren. Auf die nämlichen 
Funktionen stützte sich Noether (s. Anm. 225) bei Begründung seiner 
Charakteristikentheorie für p = 4; er ging dabei aus von einer auf 
die einfache Ebene rational eindeutig abbildbaren Doppelebene (vgl. 
auch Nr. 111) mit einer 1Jbergangskurve 6. Ordnung ,Q = 0, welche 
zwei unendlich benachbarte dreifache Punkte besitzt und infolgedessen 
vom Geschlecht 4 ist. Endlich hat auch Schottky 231) für den vor
liegenden Fall die Beziehungen zwischen den 256 Thetafunktionen 
und ihre algebraische Darstellung eingehend untersucht; er ist dabei 
auf eine ebene Kurve 9. Ordnung (Berlinische Kurve) geführt worden, 
zu der die obengenannte Raumkurve 6. Ordnung in der gleichen Be
ziehung steht, wie im Falle p = 3 die ebene Kurve 4. Ordnung zu 
der von Schottky seiner Theorie zugrunde gelegten Kurve 6. Ordnung. 
Verschwindet bei diesen Thetafunktionen noch eine zweite der ge
raden gleichzeitig mit den Argumenten, so werden sie, wie Weber ge
zeigt hat, zu den von 7 Parametern abhängigen hyperelliptischen. 

Vom Geschlechte p = 4 ist endlich das binomische algebraische 
Gebilde SS = f6(~)' dessen Zweiteilungsproblem (vgl. dazu auch Nr. 110) 
Osgood238) mit Hilfe der Charakteristikentheorie auf seine gruppen
theoretischen Eigenschaften untersucht hat. Da auch hier eine der 
geraden Thetafunktionen gleichzeitig mit den Argumenten verschwin
det, so gibt es wieder dieser entsprechend eine einfach unendliche 
Schar von Abelschen Funktionen, während die den 120 ungeraden 
Th. Char. entsprechenden sich in 40 Zyklen von je 3 anordnen. 

XTI. Kleins Sigmafunktionen. 

93. Vorbemerkung. Die Durchführung der in Kap. VII mit
geteilten Lösungen des Jacobischen Umkehrproblems verlangt in erster 
Linie die Bildung der 'fhetafunktionen, also die Ermittlung der zur 
Klasse gehörigen p Riemannschen Normalintegrale 'V,. und ihrer Perio
dizitätsmodulen a,." 289). Abgesehen davon, daß diese Elemente der ur
sprünglichen Formulierung des Umkehrproblems fremd sind, hängen 
sie von der Wahl des Querschnittsystems ab und ändern sich mit 
dieser, d. h. bei jeder linearen Transformation der Perioden. 

Aber weiter wird noch die Bildung gewisser Berührungsformen 
und deren Zuordnung zu den 221' verschiedenen Funktionen ß'[E] ((v)) 

237) J. f. Math. 103 (1888), p. 18ö; Berl. Ber. 1920, p. 21; auch J. f. Math. 
14,6 (1916), p. 139. 

238) Diss. Erlangen 1890. 
239) V gl. darüber Stahl, Diss. Berlin 1882, "A. F." § 83. 
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verlangt; auch diese Aufgaben sind in dem Umkehrproblem selbst 
nicht enthalten. Was sie verlangen, erkennt man am klarsten im hyper
elliptischen Falle, wo die 221' verschiedenen Thetafunktionen den Zer
legungen der gegebenen binären Form fiP+2 in zwei Faktoren ent
sprechen, die Bildung der zugehörigen Wurzelformen also letzten 
Endes die Kenntnis der Verzweigungspunkte voraussetzt. 

Es entsteht daher naturgemäß die Aufgabe, zu untersuchen, in
wieweit die Lösung des Umkehrproblems möglich ist, ohne daß die 
Erledigung der hier genannten Aufgaben vorangehen muß. Es zeigt 
nun vorab die Weierstraßsche Theorie der elliptischen Funktionen, 
daß man die Einführung der Riemannschen Normalintegrale, also 
die Annahme einer hestimmteu Zerschneidung der Riemannschen 
Fläche dadurch umgehen kann, daß man statt der .ß'-Funktionen die 
Al- oder 6-Funktionen benutzt, deren Argument u das nicht normierte 
Integral 1. Gattung ist, und man wird dabei noch bemerken, daß die 
6-Funktionen sich vor den Al-Funktionen, von denen sie sich um den 

Faktor et (lH')u' unterscheiden 240), dadurch auszeichnen, daß sie sich 
bei linearer Transformation der Perioden ohne Hinzutritt von Fak
toren permutieren. 

In der gleichen Weise enthalten die Weierstraßschen hyperellip·
tischen Al-Funktionen (Nr. 7) als Argumente ~, ... up die im Umkehr
problem (15) selbst auftretenden Integrale 1. Gattung. Diese setzen 
gewisse Zerspaltungen der Grundform R(x) voraus; das gleiche gilt 
daher au~h von den Al-Funktionen selbst. Es wird sich nun darum 
handeln, einmal an Stelle des Systems der 221', den sämtlichen mög
lichen Zerlegungen der Grundform in zwei Faktoren entsprechenden 
.ß'-Funktionell ein System von ebenso vielen Al-Funktionen zu defi
nieren, sodann aber diese gleichzeitig so mit Faktoren zu multipli
zieren, daß sie sich bei linearer Transformation der Perioden ohne 
Hinzutritt von Faktoren permutieren. Diese Forderungen werden von 
den in Nr.9.j, aufgestellten Kleinschen 6-Funktionen erfüllt. 

Die Frage nach dem Rationalitätsbereich der Entwicklungskoeffi
zienten der Al-Funktionen ist bei Weierstraß dahin zu beantworten, 
daß diese Koeffizienten sich rational aus den Verzweigungspunkten 
(genauer gesagt, aus einem Teile dieser und den symmetrischen Funk
tionen der übrigen) zusammensetzen. Klein zeigt, daß seine 6-Funk
tionen das Minimum der jeweils erforderlichen Irrationalitäten ent
halten, indem in ihren Reihenentwicklungen im hyperelliptischen Falle 
lediglich die Koeffizienten der Formen rp und 'I/J, in welche die Grund-

240) Fricke, Ellipt. Funktionen 1 (1916), p. 401. 
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form jedesmal zerlegt ist, im allgemeinen Falle p = 3 (Nr. 100) die 
Koeffizienten der die einzelne ()'-Funktion bestimmenden Berührungs
form 3. Dimension auftreten, und Klein charakterisiert diese Reihen
entwicklungen noch genauer dadurch, daß sie die einzigen sind, welche 
nach ganzen rationalen Kovarianten der eben genannten Formen fort
schreiten. 

Der Umstand, daß bei linearer Transformation der Perioden die 
gtJ geraden und ebenso die up ungeraden ()'·Funktionen jeweils unter 
sich permutiert werden, bringt es mit sich, daß im Falle p = 1 die 
einzige ungerade ()'. Funktion bei jeder linearen Transformation der 
Perioden in sich übergeht. Diese Ausnahmerolle der ungeraden den 
drei geraden ()'-Funktionen gegenüber tritt darin in die Erscheinung, 
daß ihre Entwicklungskoeffizienten sich ausschließlich aus den Größen 
gl und ga rational zusammensetzen, während die drei geraden t1 außer
dem noch die einzelnen V t!rzweigungspunkte e,., ~,es enthalten, wobei 
man noch bemerken wird, daß Us, 98 nicht nur bei jeder linearen Trans
formation der Perioden ungeändert bleiben, sondern zugleich auch die 
Invarianten der das elliptische Gebilde definierenden Binärform sind~ 
Es wird sich nun darum handeln, auch im Falle p > 1 solche Funk:
tionen zu bilden, welche bei allen linearen Transformationen der 
Perioden ungeändert bleiben und deren Entwicklungskoeffizienten dem
entsprechend sich rational ausschließlich aus den Koeffizienten der das 
algebraische Gebilde definierenden Gleichung zusammensetzen, und es 
wird anzustreben sein, das Umkehrproblem unter alleiniger Anwen
dung solcher Funktionen zu lösen. Funktionen der verlangten Art; 
sind die in Nr. 95 eingeführten Funktionen 1. Stufe .E und eine Lösung 
des Umkehrproblems von der gewünschten Weise ist die Wirtingersche 
der Nr.l0l. 

94. Byperelliptische ()'·Funktionen. Klein hat erstmals 1886!(1) 
auf die Aufgabe hingewiesen, die neueren Fortschritte, welche die 
Theorie der elliptischen Funktionen in der Weierstraßschen Behand
lungsweise gemacht hat, auf hyperelliptische und Abelsche Funktionen 
zu übertragen. 

Einen solchen Fortschritt sah Klein zunächst in dem einfacheren 
Verhalten der ()' -Funktionen im Vergleich mit den Thetafunktionen 
bei linearer Transformation der Perioden \lnd er stellte daher, sich zu
nächst auf den Fall p = 2 beschränkend, die Aufgabe, die 4t-Funktio
nen so mit einem Faktor zu multiplizieren, daß die neuen Funktionen 

241) Math. Ann. 27 (1886), p. 431, vgl. auch Kraset', Math. Ann. 33 (1889), 
p. 691; zum folgenden auch Kkin, Evanston Colloquium 1893. 
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sich bei linearer Transformation der Perioden ohne Zutritt irgend
welcher Faktoren permutieren. Diese Forderung erweist sich in em
Iachster Weise erfüllt, wenn man 

1 (~,'/'ll' ~,'/'.. ~,'/'.. .) -20 ..::. T v, + 2 ..::. ~ v, v. + ..::. T v. 

(j(V1 v.) = e 1 1 1 -ft(vi :Vi) 
, -, C (539) 

10 

setzt S(3); dabei sind die Summen ~ über 'die 10 geraden Thetafunk-
1 

tionen zu erstrecken, & bezeichnet den Wert von &(vlI v2), &,u den 
o {}o(v v) 0' {}o (v v) • 

Wert von -~ und &". den Wert von -,,-;~fürv1=v2=0; o 17,u r u17p u17~ 

endlich ist 0 eine Konstante, für welche im Falle einer geraden Theta-

funktion deren Nullwert &, im Falle einer ungeraden ~ {Jol oder ~&2 
Pi pz 

gesetzt wird, wobei die Größen Pu P2 zur Verfügung bleiben, um die 
Koeffizienten der Anfangsglieder in der Entwicklung von (j (vl1 'l'z) 
nach Potenzen der v festzulegen. 

Das weitere Ziel Kleins war, die v-Funktionen unabhängig von 
den Thetafunktionen zu definieren; er erkannte im Verlaufe seiner 
Untersuchungen gerade umgekehrt in den v-Funktionen den natür
lichen Dllrchgangspunkt, um von dem algebraischen Gebilde zu den 
Thetafunktionen zu gelangen. Indem er gleichzeitig seine Untersuchun
gen auf hyperelliptische Funktionen beliebigen Geschlechts ausdehnte, 
erhielt er folgende Resultate 2(3): 

Man wähle als pintegrale 1. Gattung 

(540) U =jZr-1(z dz) U =!Zr- 2Z2 (Z dz) ... up =fg~~(Z dz) 
\ 1 VtTz5 ' 2 Yf(Z)' '. y((z) 

und bezeichne die Periodizitätsmodulen von u" an den Querschnitten 
a~, b~ mit w!'~' wp,p+v' Man definiere weiter,' indem man in der Be
zeichnungsweise der Invariantentheorie f(ß) = a;p+2 setzt, das Inte
gral 3. Gattung durch die Gleichung 

'" ",' 

(541) Q';'Y' = Qx y _ (((zdz). (z'dz') . 'VAz5Vl(z')+a~+1ar,+l 
xy ""Y';; Vf(z) Vf(z,) 2(zz')' 

242) Man wird auf diesen Ansatz auch geführt, wenn man verlangt, daß in 
der Entwicklung des Produkts der 10 geraden Thetafunktionen nach Potenzen 
der Variablen die Glieder zweiter Dimension sich wegheben. Daß diese Klein
sehen Sigmafunktionen weder mit den von Schottky (Nr. IJO) noch mit den von 
Krause (Nr. 103) so bezeichneten Funktionen identisch sind, ist schon in Anm.222 
bemerkt worden. 

243) Gött. N. 1887, p. 515, Math. Ann. a2 (1888), p. 351; die ausführlicheR 
Beweise bei Burkhardt, ebenda p. as1. 
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und leite die pintegrale 2. Gattung aus 
llJ 

(542) ~ 
- - p+l p+1 

Z(tl = (zdz). Vf(z) Vf(t) + ~z~ ~L 
Vf(i5 2 (zt) 2 

11 
in der Form 

1 (jP-1ZW (.., - 1) lJP-IZCt) 
z<.t) - '7I.t) - '>"K 1 ~=ar;-;-

1 - (p -1)1 (jtf-l' L<* - (p-1)! otf 2lJt2 ' 
(543) 

ab j diese Integrale Z werden dann alle an der Stelle t 00" und ihre 
Periodizitätsmodulen -111'" ... -l1p " (a = 1,2, .. . p) sind von der 
Wahl des Punktes t unabhängig.!!") Man bilde weiter den Prim aus-
druck 245) .1. --

(xy) :.! Q%~ 
(544) .Q, (x y) - e 

, - lIf(x) f(y) , 

wo x, y die mit- x, y verbundenen (NI'. 74:) Punkte der Fläche bezeich
nen, und setze aus solchen den "transzendenten Zusatzfaktor" 

IIII~(x(i), y(le» 

(545) M = IIII(x(i) y(k» ~~, s!, CuP), u}k» IIJr S!, (y(i),y(~» 
öle ilc ile 

zusammen, wobei der Akzent am Produktzeichen andeuten soll, daß 
die Glieder mit i = k auszulassen sind. Bezeichnet man dann endlich 
mit WH Wg, .•• wp die Integralsummen 

X':1)" xCn) 

(546) W~t = rdU~t +.Jdu't + ... + JdU~l' (IL = 1,2, .. . p) 
11" '1/" y(U) 

indem man die Zahl n einstweilen beliebig läßt, so erhält man den 
22p Zerlegungen 

(647) f2P+2 = CPP+1- 2m 'lJlp +1+2m 

entsprechend ebensoviele 6-Funktionen durch die Gleichung 

(_ 1rn +-!-m(m+1l 
(548) (jCP,'I'(wl1 •.. tOp) = 2" m M· DcpvJ 

definiert, wo Drp'l' die 2n-reihige Determinante 

i ... x~+»l-"x;Vcp(x) ... x~-m-J.x~ Vtf(x) .. '1 
(549) Drp'l' = I n+m-y. "'1/-( ) n-m-l l,~( ) 

i' .. - Y1 Y2 r cP Y ... Yl '!/i r 'IJI .... YJ ... I 

l>ezeichnet, deren 2n Vertikalreihen aus den beiden angeschriebenen 
erhalten werden, wenn man für" der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 
... n + m - 1 und für). der Reihe nach die Zahlen 0, 1, ... n - m -- 1 
treten läßt, während die 2n Horizontalreihen aus den beiden ange-

244) Eine spätere, allgemeinere Form der Integrale 2. Gattung in II B 2, Nr_33. 
245) Wie die allgemeine Primform (397) im hyperelliptischen Falle zu dem 

Ausdrucke (544) führt, zeigt Klein, Math. Ann. 36 (1890), p. 17 u. f. 
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schriebenen entstehen, wenn man :1", V der Reihe nach durch al, V'; 
x", y"j ... xCn), yen) ersetzt. Dabei muß n > m sein, doch kann man 
den Fall n = m mit einschließen, indem man dann unter Dip1/' den 
Ausdruck 

I 
2n-l 2n-2 2,,-1 ! 

Xl Xl x2 ··· X2 I' -- -

(560) Dip1/' = (- 1)" h-l 2n-2 2 .. -1 ' lIVfP(X(')) ytj;(V(O)) 
Yl Yl VI!'" V2 ! 

versteht. 
Wenn man O"-Funktionen für n < m dadurch definiert, daß man 

bei den einem größeren n entsprechenden die bei den Gr~nzen y und 
x von einem Teile der Integrale zusammenfallen läßt, so sind diese 
Funktionen bei beliebigen Werten der übrigen x, V stets (m-n)-fach 
Null. Insbesondere verschwinden dann für wt = ... = w:p = 0 alle 6-
Funktionen, bei denen m > 0 ist. 

Die durch (548) definierten 6-Funktionen sind einwertige und 
ganze Funktionen der Integralsummen w. Bei "Überschreitung der 
Querschnitte a", b~ erlangen sie durch die Vorzeichen unterschiedene 
Exponentialfaktoren 

bei denen ein g bzw. h = 0 oder 1 zu nehmen ist, je nachdem sich die 
beiden vom betreffenden Integrationsweg umschlossenen Verzweigungs
punkte auf fP und 1jJ verteilen oder nicht. Die Funktion O"ip1/' ist eine 
gerade oder ungerade Funktion der w, je nachdem m gerade oder un
gerade ist; ihre Entwicklung nach Potenzen der W hat die Form 

(552) 6CP:p+1_2m1/'p+1+ 2m = (w)m + (W)m+2 + ... + (W)m+lle + .. " 
wo (w)m+lle eine ganze homogene Funktion m + 2()ten Grades der W 

ist, deren Koeffizienten rationale ganze Funktionen der Koeffizienten 
von fP vom m + ()ten und t/J vom ()ten Grade mit rationalen Zahlen
koeffizienten sind, von der Art, daß sich (w)m+9(l aus ganzen ratio
nalen Kovarianten der Formen fP und t/J, in denen die Variablen durch 
W l1 •.. w:p ersetzt sind, zusammensetzen läßt. 

Daß die so erhaltenen d-Funktionen in der Tat die Verallgemei
nerungen der 4 Weierstraßschen elliptischen o-Funktionen sind, hat 
Klein 2(6) des Näheren ausgeführt und auch dargetan, daß sowohl bei 
der ursprünglichen Definition die Wahl des den 4}o-Funktionen beige
fügten Faktors, als bei der neuen die Wah! des zugrunde gelegten 
Integrals 3. Gattung dadurch charakterisiert ist, daß die erhaltenen 

246) Math. Ann. 27 (1886), p. 455; vgl. dazu Bolza, Amer. M. S. Trans. 1 
{1900), p. 53. 
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6-Funktionen die einzigen sind, deren Reihenentwicklungen nicht nur 
nach rationalen, sondern auch nach ganzen Kovarianten der Formen fP 

und"" fortschreiten. 
Von den 6'-Funktionen gelangt man nun zunächst durch die 

Gleichung 
(553) Th(w1,.·. Wp\ ~=VAcp-:-d'l' 6(Wl1 ... wp)' 

in der A." A", die Diskriminanten von cp und"" bezeichnen, zu den 
von Wiltheiß247) zuerst eingeführten Th-Funktionen und sodann von 
diesen zu den .fr-Funktionen durch die Gleichung 

(554) () VY+O>~;~~~~;; G(w" .... o \ Th ( \ .fr[g] v -r = C .------ e P' w1 ' .• W, 
h ' (2 , n)l' , p., 

wo die Argumente v und die Modulen -r in bekannter Weise aus den 
w und Cf) berechnet werden, wo ferner c einen rationalen Zahlen faktor 
bedeutet und 

gesetzt ist.248) 

Boha 249) hat durch die Gleichungen 

f- ( .. • • t) = ~ Cl log 0''1'''' (u" ... wI'~ (t) 
"'1''1' W l1 wp ' ..:;;;,; OW 9a' 

" a (556) 

in denen die 9 ganze rationale Funktionen p - 1 ton Grades bezeichnen, 
zu den erhaltenen 6'. Funktionen ~- und p-Funktionen definiert und 
deren Verwendung zur Lösung des Umkehrproblems gezeigt. 

~5. Funktionen 1. Stufe. Ein fortgesetzter Vergleich mit der 
Theorie der elliptischen Funktionen führte aber Klein noch weiter. 
Er sah die Normalform f'tir diese Theorie nicht in jener, welche sich 
auf die NebeneinandersteIlung der 4 6'-Funktionen stützt, sondern in 
der anderen, welche konsequent mit \.1U, lfJ'u und 6'U operiert. Auch hier 
liegt das entscheidende Moment in dem Verhalten der Funktionen bei 
linearer Transformation der Perioden. Während nämlich die drei zu
letzt genannten Funktionen bei jeder ganzzahligen linearen Transfor
mation ungeändert bleiben, ist dies bei den drei übrigen O"-Funktionen 

247) Math. Ann. 29 (1887), p. 272. 
248) Zu dem vorstehenden auch Schrüder, Diss. Göttingen 1890, Hamburg 

Math. Ges. Festschr. 1890, p. 162 und Mitt. 3 (1891/1900), p. 73. 
249) Gött. N. 1894, p. 268; Amer. J. 17 (1896), p. 11. 
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nur für solche Transformationen der Fall, welche der identischen J 
nach dem Modul 2 kongruent sind. In diesem Sinne nennt man die 
ersteren Funktionen der 1. Stufe, die 3 geraden Sigmafunktionen aber 
solche der 2. Stufe. 

Diesen Stufen begriff hat 
hyperelliptischen Funktionen, 
schränkend, ein geführt. 250) 

nun Klein auch in der Theorie der 
sich wieder auf den Fall p = 2 be-

Betrachtet man die rationalen symmetrischen Verbindungen der 
durch die Gleichungen 

(557) 
x' :e" 

( :xf -1 d X j"af' -1 dx 
W u __ Vl(x) + -l/t-(X) (p, = 1, 2) 

gegebenen Werten Wu W 2 zugeordneten beiden Stellen x', x" der zu 
y9 = f(x) gehörigen Riemannschen Fläche nicht nur als :Funktionen 
dieser Integral werte , sondern gleichzeitig auch als abhängig von den 
Periodizitätsmodulen OJ,ua C,!:'~:::,4,) der Integrale, so besitzen sie die 
Eigenschaft ungeändert zu bleiben bei jeder Substitution von der Form 

w,~ = w1' + k 1 OJ"l + h2 OJ,,2 + ks 0J,'3 + k4,OJ",iI 

C11 OJ"l + C12 OJ,,2 + clSOJ"s + Ca OJ,,41 

(558) 
, 

OJ,u2 = C21 OJ,u1 + C22 ID,,2 + C23 OJ"S + C24,OJ,,4,,(p,=1,2), 

OJ~:J = CSt OJ,ul + CS2 ID,,2 + CSS OJ,u3 + CS4,OJ,u4' 

OJ;1'i = C41 0J,'l + C42 ID,u2 + c 4S OJ"s + C«OJ,,4' 

in welcher die h und die C ganze Zahlen bezeichnen, von denen die 
letzteren den Bedingungen für Transformationszahlen (40) genügen 
müssen. 

Die Substitutionen (558) bilden eine Gruppe, welche die Haupt
gruppe genannt wird. Sind Cll __ C22 =- CS3 = cM = 1, alle anderen 
Zahlen C sowie die 4 Zahlen halle = 0 (mod. n), wo nirgendeine 
positive ganze Zahl bezeichnet, so heißt die Substitution (558) der 
Identität kongruent nach dem Modul n. Diese Substitutionen bilden 
für sich eine Gruppe, die Prinzipnluntergruppe nter Stufe. Man nennt 
nun hyperelliptische Funktionen nter Stufe jene einwertigen Funktionen 
der wund OJ, welche bei allen Substitutionen der Prinzipaluntergruppe 
nter Stufe ungeändert bleiben, wobei man noch solche Funktionen als 
adjungierte zu bezeichnen pflegt, welche bei diesen Substitutionen nur 
Einheitswurzeln als Faktoren erlangen. 

Im Falle n =~ 1 ist die Prinzipaluntergrtlppe die Hauptgruppe 
selbst und die hyperelliptischen Funktionen 1. Stufe sind die vorher-

260) Burkhardt, Math. Ann. 86 (1890), p. 198; dazu Pascal, Ann. di Mat. 18;, 
(1890), p. 131 u. 227; 19! (1891/2), p. 159. 
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genannten rationalen symmetrischen Verbindungen der x', x", wobei 
man als Konstanten (Modulfunktionen 1. Stufe) die Koeffizienten der 
Form fs zuläßt. 

Die hyperelliptischen Funktionen 1. Stufe lassen sich durch die 4 

(559) 
Xl =x' + x", 

rational zusammensetzen, welche selbst durch Relationen von der Gestalt 

(560) X~ = G6 (Xl' Xi), X! = G~ (Xli X 2) + 2 Xs 

miteinander verknüpft sind, wo G61 G~ ganze rationale Funktionen 
6. Grades bezeichnen. 

Bei Einführung homogener Variablen kann man das volle Formen
system 1. Stufe durch die folgenden 8 Formen darstellen 

X '" X '"+''' X '" 1 = Xl Xl' 2 ~= Xl X 2 x2 Xli 3 = Xl! Xl!' 

X 4 = v'f(x~,x~) v'/{x;,x;) 
(561) 

und 4 Formen Y .. , welche unter Einführung eines Hilfspunktes t zu 
der einen 
(562) Y t = (x't)SVf(x~,x'~) + (x"t)S-Vf(x~x~) 
zusammengezogen werden können. 

Aus diesen hyperelliptischen Formen 1. Stufe leitet Klein die 
hyperelliptischen E-Funktionen 1. Stufe in der Weise ab, daß er zu
nächst die Formen X durch die allgemeineren 

( ) Xl = l""lal' (X' x")!!, X 2 = m"" m",,, (x' x") 2, Xs = n""nal, (x' X")2, 
563 - ... fi!t::F\ 

X 4 = Vf(x') rf(x") + a!,a;" 1 

wo l~, m!, n~ drei ganze rationale quadratische Kovarianten von 
f6 = a! bezeichnen, die Form Yt aber durch 

(564) X 5 = at { a!,a",,, mx") + a!"a"" Vf(xi)} (x' X")5 

ersetzt und nun jede der Formen Xl' Xi' Xal X, mit ZlI, X5 mit zr> 
multipliziert, wo Z den Zusatzfaktor 

etQ;:;; 
(565) Z = ~;') 

bezeichnet. Es entstehen so die Funktionen Xl' ... X5 , welche das 
Analogon der ungeraden 6'-Funktion des Falles p = 1 sind. 

Entsprechend den Gleichungen (560) besteht für die Funktionen X 
(oder was dasselbe für die Formen X) einmal eine homogene Glei
chung 4. Grades zwischen Xli ... ~4 allein von der Gestalt 

(566) E!' G2 (Xl1 X2,XS) + X4 • GB (XlI X2,.Es) + G4 (X17 Xl!' Es) = 0 
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und ferner läßt sich das Quadrat von ~5 durch ~1I •.. ~4 ausdrücken 
in der Form 
(567) ~ = 2:4 , Go (2:11 2:2, 2:3) + Gs (2:11 2:2, ~3)' 

Die Gleichung (566) ist die Gleichung der Kummerschen Fläche, die 
Gleichung (567) stellt eine Schar von Flächen 6. Ordnung dar, welche 
die Kummersche Fläche längs einer Kurve 12. Ordnung berühren. 

Die Reihenentwicklungen der Funktionen 2: nach Potenzen der w 
charakterisieren sie dadurch als hyperelliptische Funktionen 1. Stufe, 
daß sieh allB Koeffizienten rational aus den Invarianten der Form ta 
zusammensetzen. 

96. Funktionen 2. Stufe. Da hyperelliptische Funktionen 2. Stufe 
nach zweimaligem Durchlaufen eines Periodenweges zum Anfangswerte 
zurückkehren müssen, so lassen sich dieselben als Quadratwurzeln ra
tionaler Funktionen der Stellen x', x" darstellen, und da weiter jeder 
Periodentransformation der Prinzipal untergruppe 2. Stufe eine solche 
Monodromieänderung der Verzweigungs punkte entspricht, welche jeden 
einzelnen in seine Anfangslage zurückbringt, so wird man als Modul
fuuktionen 2. Stufe alle rationalen Funktionen der Verzweigungspunkte 
(x, {J, .. , zulassen. 

Demgemäß sind hyperelliptische Formen 2. Stufe die 6 

(568) Da= V(IXX') (lXX") 

und die 10 den Zerlegungen der Form fs in zwei Formen qJ und 'l/J 
des 3. Grades 
(569) tp(x) = «(Xx) ((Jx) (rx), 'l/J(x) = (8x) (EX) (bX) 
entsprechenden 

(570) 
I Vp(x') 

D -I 'P'P - - Y P (x") 
Y'l/J(x') I 
Y'l/J (x") . 

Alle hyperelliptischen Formen 2. Stufe lassen sich mit Hilfe der De
terminanten (IX {J) als Koeffizienten rational durch 7 dieser Formen 
ausdrücken, nämlich durch die 6 Formen Da und irgendeine der 
10 Formen D<p'P' 

Bezüglich der algebraischen Gleichungen, durch welche die For
men D untereinander verknüpft sind, kann auf die zwischen den 
16 Thetafunktionen zweier Veränderlichen bestehenden verwiesen wer
den, denen die 16 Formen D proportional sind. 

Aus den Formen J) entstehen durch Hinzunahme des Zusatzfak
tors (565) als hyperelliptische Funktionen 2. Stufe die 16 Sigma
funktionen und zwar die zu einer Zerlegung fr, = PI 'l/J5 gehörige un
gerade in der Form 
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1 Q"i'"i" 
(al x") V 'PI (:1:') 'PI (:1:") ~ WW' 

(571) tJtp,.'P.cwu ws) = ~I'(x) f(x,,)e 

und die zu einer Zerlegung 16 = fPat/Js gehörige gerade in der Form 

(572) tJ (w w) _ V'P8(X')~ + ~V"P8(:I:') !Q;;; 
'PI'P. l' 2 - 2 tf(x') f(x") e· 

Die Gleichungen (571), (572) charakterisieren die t1-Funktionen 
als Funktionen 2. Stufe dadurch, daß ihre Bildung die Zerlegungen 
der Form (6 in die Formen fP1 und t/Jr. bzw. fPs und t/Js und damit die 
Kenntnis der Verzweigungspunkte des hyperelliptischen Gebildes ver
langt; in der Reihenentwicklung (552) der t1-Funktionen ist die gleiche 
Tatsache damit in die Erscheinung getreten, daß die Koeffizienten sich 
rational aus den Koeffizienten der Formen fP und t/J zusammensetzen. 

97. Die Funktionen Xa{J' Yaß" ZafJ' Die gleiche Aufgabe, die 
Thetafunktionen derart mit ~'aktoren zu multiplizieren, daß die so ent
stehenden Funktionen sich bei linearer Transformation der Perioden 
einfacher verhalten als die ursprünglichen, hat Klein auch für Theta
funktionen höherer Ordnung gestellt und auch hier konnte ihm die 
Theorie der elliptischen Funktionen als Wegweiser dienen, in wel
cher er selbst S51) in den Größen Xa solche Funktionen gebildet hatte. 

Jede Thetafunktion nter Ordnung mit gegebener Charakteristik Ij] 
läßt sich nach (86) aus den nP Funktionen 

(573) .ß' [U! '] ((nv))na ("1)'" "p == 0, 1, ... n - 1) 

homogen und linear mit konstanten, d. h. von den v freien Koeffizi

enten zusammensetzen. Unterwirft man dann die Größen v, a, [:] einer 
linearen ganzzahligen Transformation und nennt die dadurch gemäß 

(99), (101) und (105) entstehenden neuen Größen Vi, a', [tJ, so sind 
die diesen entsprechenden nP Funktionen 

[/\ ] u+" 
it ~ ((nv'))"a' ("tl'" "l' = 0, 1, ... n - 1) (574) 

homogene lineare Funktionen der urs~ünglichen (573), so daß jeder 
linearen ganzzahligen Transformation hier eine homogene lineare Sub
stitntion entspricht. 

Unsere Aufgabe ist nUD, die Funktionen (573), (574) durch Hin
zunahme von Faktoren so zu normieren, daß die genannten Substi-

261) Leipz. Ber. 36 (188~). p. 70; Leipz. Abb. 18 (1886), p. S67 und Ellipt. 
Modulfunktionen 2 (1892), p. 286. 
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tutionen in ihren Koeffizienten möglichst einfach werden. Auf diese 
Weise entstanden für den Fall p = 2 die zuerst von Witting 952) ein
geführten und sodann von Burkhardt 253) weiter untersuchten Funk-

tionen Xafl, die sich von .{)-[~ ~ }(n v)) •• a nur um einen von den v 

unabhängigen Faktol' unterscheiden und aus denen die weiteren Funk
tionen 
(575) Yafl == tCXU ,'1 + X_«, -fl)' Za(1 =~ Xa,1-- X_ex, -,'1 

zusammengesetzt werden. 
Für den Fall n = 3 ist die quinäre Gruppe der 25920 linearen 

Substitutionen der 5 Funktionen Yaß und die quaternäre Gruppe der 
51840 linearen Substitutionen der 4 Funktionen Zrd254 ) von Burk-, 
hardt 256) eingehend untersucht worden. 

Die Gruppe der Za'1 ist dadurch von besonderem Interesse, weil , 
nach Jordan 256) die Gruppe der Gleichung 27. Grades, von welcher 
die 27 Geraden einer Fläche 3. Ordnung abhängen, eine ausgezeichnete 
Untergruppe vom Index 2 enthält, welche mit der Gruppe der Za8 

isomorph ist. Nachdem auf Grund dieses Zusammenhanges Klein25~ 
die Reduktion des einen Problems auf das andere skizziert hatte, 
wurde sie von Burkhardt258) weiter ausgeführt (siehe Nr. 110 u. I B 3f., 
Nr.23). 

98./Borchardtsche Modulen. Borchardt 2ö9) hat als Modulen des 
hyperelliptischen Gebildes im Falle p = 2 die Verhältnisse der Qua
drate der Nullwerte von 4 geraden Göpelschen Thetafunktionen vorge
schlagen.2SO) Etwas abweichend davon hat Klein in seiner Vorlesung vom 
S.-S.85 die Nullwerle von 4 geraden Göpelsehen Thetafunktionen mit 
den doppelten Modulen als "Borchardtsche Modulen" bezeichnet. Nach 
einer ganzzahligen linearen Transformation der Perioden drücken sich 

2(2) Diss. Göttingen 1887; Matb. Ann. 29 (1887), p. 157. 
2(3) Math. Ann. 38 (1891), p. 161. 
2(4) Diese im Anschluß an die Untersuchungen Wittings a. a. O. und 

Maschkes Gött. N. 1888, p. 78; Math. Ann. 33 (1889), p. 317. 
255) Gött. N. 18.90, p. 376 u. 1892, p. 1; Math. Ann. 38 (1891), p. 161 u. 41 

(1893), p. 313; dazu noch Morrice, Lond. M. S. Proe. 21 (1891), p. 58. 
256) J. de Math. 14: (1869), p. 147; Paris C. R. 68 (1869), p. 865; ,,'l'raite", 

p. 316 u. 365; dazu Pascal, Ann. di Mat. 20, (1892/3), p. 163 u. 269; 21, (1893), 
p. 85; Ace. Linc. Rend. 25 (1893) I, p.120. 

2(7) J. de Math. 44 (1888), p. 169. 
258) Math. Ann. 41 (1893), p. 339. 
2(9) Paris C. R. 88 (1879), p. 834 = Ges. W. 1888, p. 439. 
260) Anders bei Brioschi, Ace. Linc. Rend. 24 (1886), I, p. 159 = .Op. mat. 

a (1904), p. 425. 
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die neuen Größen homogen und linear durch die ursprünglichen aus 
und es wird dadurch eine quaternäre Gruppe von 46080 homogenen 
linearen Substitutionen definiert, deren volles Formensystem von 
Maschke 261) aufgestellt worden ist 262) (I B 3f., NI'. 22). 

99. Auflösung der Gleichung 6. Grades. Brioschi263) hat die 
allgemeine Gleichung 6. Grades auf eine gewisse Normalform trans
formiert, wobei die Wurzeln der gegebenen Gleichung mtionale Funk
tionen der Wurzeln der neuen sind. Diese Normalform stimmt über
ein mit einer von Maschke 264) aufgestellten Partialresolvente 6. Gra
des des quaternären Formenproblems der Borcltardtschen Modulen. Es 
war jetzt nicht nur möglich, gewisse Ausdrücke aus den Nullwerten 
der 10 geraden Thetafunktionen des Falles p = 2 zu bilden, welche 
einer Gleichung 6. Grades von derselben Form genügen, sondern es 
gelang auch die Konstanten des den Thetafunktionen zugrunde liegen
den algebraischen Gebildes so zu bestimmen, daß beide Gleichungen 
identisch werden.265) Auf solche Weise wird die Auflösung einer ge
gebenen Gleichung 6. Grades auf die Bildung der zu einem gegebenen 
algebraischen Gebilde gehörigen Thetafunktionell, also die Berechnung 
der Periodizitätsmodulen der Integrale 1. Gattung zurückgeführt. Da 
aber in unserem Falle die 6 Verzweigungspunkte die Wurzeln der zu 
lösenden Gleichung 6. Grades sind und also erst bestimmt werden sollen, 
so muß man zur Berechnung der Periodizitätsmodulen jene linearen 
Differentialgleichungen heranziehen, welchen sie als Funktionen der 
Koeffizienten der Gleichung 6. Grades genügen. Daß das so geschil
derte Verfahren, auf dessen Notwendigkeit auch Lindemann266) hin
weist, zur Lösung der Gleichung 6. Grades angewandt werden kann, 
ohne diese vorher auf die Brioschische Normalform reduziert zu 
haben, hat Burkhardt 267 ) ausgeführt. 

Lindemann 268) hat ferner in Ergänzung eines Jordanschen 
Satzes 2Sg), nach welchem die Auflösung einer algebraischen Gleichung 

261) Gött. N. 1887, p. 421; Math. Ann. 30 (1887), p. 496. 
262) V gl. dazu auch Reichardt, Leipz. Ber. 37 (1885), p. 419; Math. Ann. 28 

(1887), p. 84; N. Acta Leop. 50 (1887), p. 373. 
263) Ace. Linc. Rend. 44 (1888), I, p. 183, 301 u. 485 = Op. mat. 4 (1906), 

p.41 u. 43; Acta math. 12 (1889), p. 83 = Op. mat.5 (1909), p. 313. 
264) A. a. O. u. Ace. Linc. Rend. 44 (1888), I, p. 181. 
265) Brio8chi a. a. O. u. Ann. Ec. Norm. 12s (1895), p. 343 = Op. mat. 5 

(1909), p. 175. 
266) Gött. N. 1892, p. 292. 
267) Math. Ann. 35 (1890), p. 277; dazu Gole, Amer. J. 8 (1886), p. 265. 
268) Gött. N. 1884, p. 245 u. 1892, p. 292. 
269) "Traite", p. 380; vgl. dazu I B 3f., Nr. 21, Anm. 95. 
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beliebig hohen Grades auf das Zweiteilungsproblem der hyperellip
tischen Funktionen zurückgeführt werden könne, gezeigt, daß die Auf
lösung einer algebraischen Gleichung beliebigen Grades auf die fol
genden 4 Prozesse zurückgeführt werden kann: 1. Auflösung von 
Gleichungen niedrigeren Grades, 2. Lösung von linearen homogenen 
Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten und bekannten 
singulären Punkten, 3. Berechnung der Periodizitätsmodulen hyper
elliptischer Integrale aus den Lösungen der genannten Differential
gleichungen, 4. Berechnung von Thetafunktionen mehrerer Veränder
lichen für besondere Werte der Argumente (I B 3f., Nr. 22). 

100. Der besondere Fall p = 3 in Kleins Theorie der Abel
schen Funktionen. Da die N ol'malkurve der rp im Falle p = 3 die 
allgemeine Kurve 4. Ordnung ist, so liegt der Kleinschen Theorie (Nr.6i) 
im Falle p = 3 ebenso wie der Riemann- Weberschen diese 04 zu
grunde und Klein knüpft bei seinen Untersuchungen 270) speziell an 
die beiden Systeme von Berührungskurven 3. Ordnung (Nr.89) an. 

Mitte1st jeder Berührungsform 1. Art X(3) kann man die Gleichung 
der 04 in die Gestalt (526) bringen. Nimmt man dann noch x4 als 
vierte Koordinate hinzu, so stellt 

(576) x:rp - 2x4 ,Q, + X(S) = ° 
eine Fläche 3. Ordnung F s dar, welche durch den vierten Eckpunkt 
des Koordinatentetraeders hindurchgeht, und die ursprüngliche 04 ist 
der Schnitt des Umhüllungskegels, der sich von dieser Ecke aus an 
die Fs legen läßt, mit der Ebene x4 = 0. Bezeichnet man mit 2 die 
Diskriminante dieser Fs, deren Verschwinden aussagt, daß Fs einen 
Doppelpunkt besitzt, und mit T = 0 die Bedingung, daß die Ecke 
Xl = 0, x2 = 0, xs = ° auf einer der 27 Geraden der F s liegt, so 
erweist sich 2T2 als die Diskriminante der gegebenen °4, 

Einem jeden der 36 Systeme von Berührungsformen 2. Art ent
spricht ein Flächennetz (528). Bezeichnet man mit S die Takt
invariante dieses Flächennetzes, deren Verschwinden aussagt, daß zwei 
von den 8 Grundpunkten des Netzes zusammenfallen, und ist T = ° 
die Bedingung dafür, daß sich unter den Flächen des Netzes ein 
Ebenenpaar befindet, so stimmt wieder S T2 mit der Diskriminante 
von 04 überein. 

Indem Klein nun einerseits das Verschwinden der Diskriminante 
der 04 bei Auftreten eines Doppelpunktes, andererseits das Verhalten 
der Berührungskurven 3. Ordnung in diesem Falle untersucht, gelingt 
ihm durch diesen Grenzübergang auch für den allgemeinen Fall die 

270) Math. Ann. 36 (1890), p. 45. 
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Bestimmung der konstanten Faktoren der Thetareihen. Es ergibt sich 
für das Produkt der 36 geraden Thetanullwerte 

SG 

(577) II /}m ((0)) = C P~g3 Discr. 2, 
1 

ferner für eine beliebige gerade Thetafunktion 

(578) /J'[~l ((0)) = C' YP123 W 
und für den bei eIDer beliebigen ungeraden Thetafunktion in (403) 
auftretenden Faktor 0 
(579) 0 = c" Y Pm YE. 
Dabei bezeichnet Pm die aus Periodizitätslliodulen der Integrale 
1. Gattung gebildete Determinante E + (;)11 W22 (;)SSI Discr. die schon 
mehrfach genannte Diskriminante der 04 , c, c', c" rein numerische 
Konstanten, während Sund E die vorher angegebene Bedeutung haben. 

Aus den /J'-Funktionen erhält man zunächst die Wiltkeißschen 
Funktionen Tk mit Hilfe der Gleichung 

-!rm(v,~) _ 
(580) Thm(WlIW2'WS; (;)u)= ~~_~~ ~aaßvav{J, 

rPU3 

wobei der auf der rechten Seite stehende Exponentialfaktor durch die 
Bedingung festgelegt ist, daß inder Reihenentwicklung des Produktes 
der 36 geraden Th-Funktionen das Glied zweiter Dimension ausfallen 
soll, woraus sich analog wie bei (539) 

36 36 

(581) "5: 1 (~-!r.ll 2 + 2 ~3-a + ) .6.Jaaß Va vp =-72 ~TVl ~~VIV2'" 

ergibt. Gleichzeitig werden aber zwecks Definition der Th die unter 
(402) und (405) für die /J' aufgestellten Formeln in der Weise modi
fiziert, daß man an Stelle des transzendent normierten Integrals 
3. Gattung II das Picksche Integral P (Il B 2, Nr. 31) einführt. 
Diese Funktionen Tk haben die Eigenschaft, sich bei linearer Trans
formation der Perioden lediglich unter Hinzutritt Ster Einheitswurzeln 
als Faktoren zu permutieren. 

Setzt man endlich bei gerader Th. Ohar. [~J 

(582) O'm ((w)) = Thm : c VB, 
bei ungerader Th. Ohar. 

(583) 0m((w)) = Tkm : c"l!i7, 
so sind diese O'-Funktionen einwertige, ganze Funktionen der Integral
summen w, die sich bei linearer Transformation dAr Perioden ohne 
Hinzutritt von Faktoren permutieren. In ihren Entwicklungen nach 
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fortschreitenden Potenzen der w sind alle Koeffizienten ganze rationale 

Funktionen innerhalb des durch die Charakteristik [~J festgelegten 
Rationalitätsbereiches, enthalten also in jedem Falle das jeweils mög
liche Minimum von Irrationalitäten. Es ist nämlich in der Entwick
lung einer geraden o-Funktion 

(584) 1 + (W)2 + (W)4 + ... + (W)h + ... 
(w)ty eine rationale ganze Kovariante der gemischt ternär-quaternären 
Form 
(585) w1 ~ ".k g, 6k + W, ~ flik;i 6" + Ws ~ rile 6;6" 
(oder eine Kombinante des früher genannten Flächennetzes ), welche 
in den W den Grad 2v, in den a,k' flw rile zusammengenommen den 
Grad 8v, in den ~ den Grad Null besitzt. Für eine ungerade «1-Funk
tion ist die Entwicklung von der Form 

(586) CJJl w1 + CJJ2 U'2 + CJJsws + (w)s + (W)5 + ' .. + (W)h+1 + . , " 
wo (W)h+l ein Aggregat rationaler ganzer Kovarianten der drei zu 

-der ungel'aden Charakteristik [~J gehörigen ternären Formen CJJ, a, X(3j 

bezeichnet, in denen man die Koordinaten xt! X2, xa durch WH W2, Ws 

ersetzt hat; es ist nämlich 

(587) 
2" + 1 (2 " + 1 I -1" + 2 .- 2 t t - 1) 

(W)~v+l = ;S w, CJJ, a X(s). 
1=1 

Zur Ableitung von Rekursionsformeln für die Koeffizienten in 
den Entwicklungen (584) und (586) dienen Differentialgleichungen, 
von denen berichtet werden soll, nachdem vorher noch von einer 
gleichfalls den Fall p = 3 betreffenden Abhandlung Wirtingers ge
sprochen ist. 

101. Wirtingers Lösung des Umkehrproblems im FaJle p = 3.271) 

Setzt man 
(588) W XY1 + wYu. + UJ'Y" + U)tg. = W 

" " p P #' 
(p, = 1, 2, 3) 

wo 91' 92' 98' g4 die Schnittpunkte einer Geraden mit der zugrunde 
liegenden 04 sind, so entspricht einem gegebenen Wertesystem (w) eine 
>ßinfach unendliche Schar korresidualer Quadrupel (x y z t). Durch die 
vier Punkte eines solchen Quadrupels geht ein Büschel von 001 Kegel
schnitten; jeder davon schneidet die 04 in vier weiteren Punkten, die 
-ein zu (x y z t) residuales Quadrupel (x' y' z' t:) bilden, das zu (- w) 
gehört. 

Die Polaren eines beliebigen Punktes ; der Ebene in bezug auf 
alle Kegelschnitte eines solchen Büschels schneiden sich in einem 

271) Monatsh. f. Math. 2 (1891), p, 55; Matb. Ann.40 (1892), p. 261. 
Eneyklop, d, math. Wissensch. II 2. 52 
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Punkte "" der zu ~ hinsichtlich (x y s t) konjugiert heißt. Durchläuft 
(xyst) alle Quadrupel der korresidualen Schar, so durchläuft der zu 
~ konjugierte Punkt '1'/ einen Kegelschnitt k (x y I t, ~ '1'/). Der geome
trische Ort jener Punkte ~, fHr welche dieser Kegelschnitt zetfällt, ist 
eine Kurve 6. Ordnung Ll = O. 

Die 001 Kegelschnittbüschel, welche den verschiedenen korresidu
alen Quadrupelscharen (x y s t) entsprechen, bilden ein System 8 von 
Kegelschnitten, das in einem dreifach unendlichen linearen Kegel
schnittsystem Ba. enthalten ist und darin eine F s bildet, derart daß 
deren beide Regelscharen den Quadrupelsystemen (xyst) und den resi
dualen (x' y' s' t') entsprechen. Um diese F s darzustellen, bezieht man 
alle OOÖ Kegelschnitte der Ebene auf die Punkte eines Rö; in diesem 
liegt die vorhergenannte Ra, deren Koordinaten rn: seien; die F I wird 
dann durch eine Gleichung zwischen diesen "ök bestimmt. 

Die Formen k, LI, " hängen im wesentlichen von den Quadrupel
scharen ab, gestatten aber umgekehrt das einzelne Quadrupel explizit 
zu berechnen. Es erwächst so die doppelte Möglichkeit, einmal die 
k, LI, r als Funktionen der w,.. darzustellen und sodruin mit ihrer 
Hilfe das Umkehrproblem zu lösen. 

Die Funktionen k, Ll, r werden nach Multiplikation mit passen
den Mittelformen zu Jacobischenll1~ Funktionen K, D, R der w,., 
deren Reihenentwicklungen nach P~t~nzen der W IL nach ganzen ratio
nalen Kovarianten der 0, fortschreiten, in denen die eine Reihe der 
Punktkoordinaten durch die w,.. ersetzt ist. K, D, R sind also Funk
tionen 1. Stufe .E im Sinne von Nr. 96 und zwar ergibt sich K als 
eine gerade .E·Funktion 2. Ordnung. Mit ihr hängt nahe zusammen 
jene von Frobenius eingeführte tl-Funktion 2. Ordnung fP, welche am 
Schlusse von Nr.90 erwähnt wurde; ferner sind die Quadrate der 28 
ungeraden Kleinschen tl-Funktionen spezielle Fälle von K, aus diesem 
hervorgehend, wenn g, '1'/ auf einer Doppeltangente liegen. D ist eine 
gerade .E-Funktion 4. Ordnung, deren Reihenentwicklung mit Gliedern 
6. Grades beginnt und die sich als Aggregat der 36 geraden ti-Funk
tionen der doppelten Argumente ausdrücken läßt. Da diese als homo
gene Funktionen 2. Grades von 8 linearunabhängigen c1-Quadraten 
darstellbar sind, so ergibt sich unmittelbar ein Zusammenhang der 
Kurven D = 0 mit den Punkten der zu p = 3 gehörigen Mannig
faltigkeit M:4. (Nr.34). Die R endlich sind ungerade .E-Funktionen 

272) Unter diesem Namen faßt Klein [Math. Ann. 27 (1886), p. 482] alle 
Funktionen zusammen, welche wie die 11-, J'h,., X-Funktionen aus Thetafunktio
nen durch Hinzufügung von Faktoren der Form ce"'«·» entstehen, wo c eine Kon
stante und IJ' ~v» eine homogene ganze rationale Funktion 2. Grades der" ist. 
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4. Ordnung, deren Reihenentwicklungen mit Gliedern 5. Grades be
ginnen und die linear durch die 28 ungeraden o-Funktionen der dop
pelten Argumente darstellbar sind. Es wird sich noch darum han
deln, die allgemeinen Gesetze für die Bildung der Glieder in den 
Reihen für die K, D, R mit Hilfe von Differentialgleichungen, welche 
den im nächsten Paragraphen betrachteten Wiltheißschen analog sind, 
aufzufinden. Ist dies geschehen, so hat die Berechnung der Funk
tionen für gegebene w keine Schwierigkeiten mehr. 

Wirtinger erhält aber jetzt weiter die explizite Lösung des Um
kehrproblems mit Hilfe der Funktionen Kund R in rationaler Weise, 
indem er für jeden Punkt; der 04 ein Kegelschnittbüschel angeben 
kann, dessen Basispunkte ein zu den (w) gehöriges Quadrupel bilden, 
welches; enthält, und er hat damit das Umkehrproblem mit Vermei
dung jeder überflüssigen Irrationalität und mit durchaus an der 04 in
varianten Funktionen gelöst. 

102. Die Wiltheißschen Differentialgleichungen und die Reihen
entwicklungen der v-Funktionen. Wiltheiß273) hat in die Riemann
Bchen Differentialgleichungen (69) der Thetafunktionen für den Fall, 
daß diese Funktionen hyperelliptisch sind,ltn Stelle der Differentia
tionen nach den Modulen solche nach den Verzweigungs punkten der 
Riemannschen Fläche eingeführt und hat diese Gleichungen dann 
zuerst im speziellen Falle p = 2 274) und später für beliebiges p275) 
RO umgeformt, daß die sämtlichen darin vorkommenden Ausdrücke 
Kovarianten sind oder sonst mit der Invariantentheorie in tmgster 
Verbindung stehen. 

Die Verwertung der so erhaltenen Differentialgleichungen zur 
Reihenentwicklung der o-Funktionen geschah dann gleichfalls zuerst 
fUr den speziellen Fall p = 2. In diesem hatte Klein 276) schon die 
Form der Ausdrücke für die ersten drei Glieder der Reihenentwick
lungen der geraden und der ungeraden O'-Funktionen durch Kovarianten, 

273) J. f. Math. 99 (1886), p. 236. 

274) Math. Ann. 29 (1~87), p. 272; später noch Math. Ann. 35 (1890), p.433; 
36 (1890), p. 134 und 37 (1890), p. 229. 

275) Math. Ann. 31 (1888), p. 134 u. 410; 33 (1889), p. 267; es seien hier 
auch erwähnt die in Math. Ann. 34 (1889), p. 150 angegebenen -! (p-l) (p - 2) 
linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung zwischen den PeriodizitätsmodIllen 
der Integrale 1. Gattung, welohe diese als hyperelliptische oharakterisieren, und 
die im Jahresber. d D. M.-V. 1 (1892), p. 72 mitgeleilten Gleichungen zwischen 
den partiellen Derivierten 2ter, s'er und 4ter Ordnung der hyperelliptischen Theta
funktionen 1. Ordnung. 

276) Math. Ann. 27 (1886), p. 452. 
52'" 
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ohne Bestimmung der numerischen Koeffizienten, angegeben und 
Brioschi 977) hatte im Anschluß an die kurz vorher erschienene, oben 
an erster Stelle genannte Abhandlung von Wiltheiß schon ein Rekur
sionsverfahren für die Berechnung der Entwicklungskoeffizienten der 
Funktion 0"(u1 u2 ) mit der Charakteristik [0] mitgeteilt. Wiltheiß gab 
nun in der oben an zweiter Stelle genannten Abhandlung für die Be;.. 
rechnung des allgemeinen Gliedes in der Entwicklung der geraden 
und der ungeraden O"-Funktionen Rekursionsformeln und berechnete 
mit ihrer Hilfe, nachdem jeweils die ersten zwei Glieder bestimmt 
waren, die folgenden beiden, (w \ und (W)6 im Falle der geraden, (W)5 
und (W)7 im Falle der ungeraden 6-Funktionen.278) 

Für den allgemeinen hyperelliptischen :Fall hatte Klein 279) die 
Form des ersten Gliedes der Entwicklung der O"-Funktionen bestimmt; 
mit der Berechnung- des zweiten Gliedes beschäftigt sich für den Fall 
m = 0 Sehröder 280), für beliebiges m Briosehi.2S1) 

Weiter hat Wiltheiß282) die Differentialgleichung, welcher die 
Th-Funktionen im allgemeinen Falle p = 3 genügen, in einer äußerst 
eleganten Form aufgestellt; bei dieser treten neben den Differential
quotienten nach den Argumenten diejenigen nach den Koeffizienten 
der Glt:>icbung der zugrundeliegenden 04 auf. Pasca1283) hat gezeigt, 
wie sich diese Gleichungen gestalten, wenn man die an zweiter Stelle 
genannten Differentiationen nach den Koeffizienten der bei den C1-Funk
tionen auftretenden Kovarianten ausführt, und hat auf Grund der dann 
sich ergebenden Rekursionsformeln für die Reihenentwicklung (586) 
den Term lW)s, für (584) den Term (U)2 berechnet. 

277) Ace. Line. Rend. 2, (1886), I p. 1\)9 u. 215 = Op. mat. 4 (1906), p. 1; 
auch Ann. di Mat. H! (1887), p. 241 = Op. mat. 2 (1902), p. 345. 

278) V gl. dazu noch BrioBchi, Rend. Ace. Linc. 44 (1888), II, p. 341 u. 429 
= Op. mat. 4 (1906), p. 53; Gött. N. 1890, p. 236 = Op. mat.5 (1909), p. 375; 
J. f. Math. 116 (1896), p. 32f; = Op. mat. 5 (1909), p. 307 und Bolza, Amel". J. 21 
(18\)9), p. 101 u. 175; 22 (1\100), p. 101. 

279) Math. Ann. 32 (1888), p. 351. 
280) Siehe Anm. '219 und Hamburg Math. Ges. Mitt. 3 (1891/1900), p. 7. 
281) Ace. Linc. Trans. 64 (1890), p. 471 = Op. mat. 4, (1906), p. 85. 
282) Math. Ann. 38 (1891), p. 1, vorher schon Gött. N. 1889, p. 381. 
283) Ann. di Mat. 172 (1889/90), p. 81 u. 197; 182 (1890), p. 1; 242 (1896), 

p. 193. auch Gött. N. 18R9, p. 416 u. 547. :Für den speziellen hyperelliptischen 
Fall p = 3 hat Pascal, Ann. di Mat. 172 (1889/90), p. 257 die Differentialglei
chungen aufgestellt und die ersten Glieder der Entwicklung der a-F'unktionen 
berechnet, und zwar für die 28 ungeraden Funktionen die Glieder (W)l und (w)s; 
für die 35 nicht mit den Argumenten versehwindenden geraden Funktionen das 
Glied (w)s, für die 36t , gerade Fuuktion die Glieder (10)2' (10)4 und (W)6' 
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103. Weitere Differentialgleichungen im Gebiete der Theta
funktionen zweier Veränderlichen. Fuchs 284) hat auf eine Klasse 
von Differentialgleichungen zweiter Ordnung hingewiesen, welche durch 
hyperelliptische Funktionen integriert werden und von denen die 
Lame'sche Differentialgleichung (U B 3, Nr. 80 u. 5, Nr.23) der dem 
Falle p = 1 entsprechende besondere Fall ist. Diese Differentialglei
chungen haben für den Fall p = 2 eine eingehende Behandlung durch 
Krause 285) erfahren. 

Es wurden dann weiter in mehreren Abhandlungen jene Differen
tialgleichungen, welchen die von Bolza (Nr. 94) aufgestellten \.J-Funk
tionen genügen, von Baker 286) und Wright 287) untersucht. 

Krause 288) hat ferner für die von ihm eingeführten "hyperellip
tischen Funktionen" 

(589) 

die Differentialquotienten sowohl für belit·bige Werte der Argumente, 
wie auch speziell deren Nullwel'te untersucht; er hat endlich auch jene 
Differentialgleichungen aufgestellt, denen die Nullwerte der geraden 
Thetafunktionen als Funktionen der Ro,ellhainschen Modulen x, 1, !" 
genügen. Im Anschlusse an Staude 289) werden dabei die o-Funkti(lnen 
von Krause in der Weise eingeführt, daß man .(t a( vl1 v2) als Funktion 
der nicht normierten Integrale Ull Zt2 mit @a(ul' U,2) bezeichnet, unter 
@a den Nullwert dieser Funktion und unter @~(l) bzw. @~(2) den ihrer 
partiellen Derivierten nach u1 bzw. u2 versteht und nun eine gerade 
o-Funktion durch die Gleichung 

(590) 

284) Gött. N. 1878, p. 19 = Ann. di Mat. 92 (1878), p. 25 = Ges. math. 
W. 2 (1906), p. 151; auch J. de Math. 45 (1878), p. 125 = Ges. math. W. 2 (1906), 
p. 161; schon vorber J. f. Matb. 81 (1876), p. 97 = Ges. math. W. 2 (1906), p.11. 

286) Paris C. R. 126 (18\18), P 1086,1489 u. 1618; 127 (18\18), p. 91; Leipz. Ber. 
50 (1898), p. 192 u. 231; Ann. di Mat 18 (1898), p. 265; AIDer. M. S. Trans. 1 
(1900), p. 287; dazu Reichardt, Leipz. Uer. 63 (1901), p.124 u. Progr. Dresden 1902. 

286) Cambr. Ph. Soc. Proc. 9 (189il), p. 613 u. 12 (1904), p. 219; Acta math. 
27 (1903), p. 135. 

287) Amer. J. 31 (1909), p. 271. 
288) Acta math. 3 (18ti3), p. 283; J. f. Math. 95 (1883), p. 266 U. 98 (1886), 

p. 148; Math. Ann. 26 (lS86), p. 1 U. lß; "Transf.", § 27 u. f.; ferner J. de Math. 
34 (18S?), p. 87; Ann. di Mat. 152 (1887/8), p. 173 u. 187; da.zu Bertolani, Giom. 
di Math. 34 (1896), p. 136 .. 

289) Math Ann. 24 (1884), P 281; Staude fiigt auf der rechten Seite der 
Gleichung (1)91) ein Minuszeichen bei. 
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eine ungerade durch die Gleichung 

(591) 

definiert. Es sind also, wie schon früher (Anm. 222 u. 242) bemerkt 
wurde, die Krauseschen Sigmafunktionen weder mit den Schottkyschen 
(Nr.90) noch mit den Kleinschen (Nr.94) identisch. 

XIII. Erweitertes Umkehrproblem und TeilQllg. 

104. Clebsoh und Gordans erweitertes Umkehrproblem. Cleb!;ch 
und Gordan 290) erweitern das Jacobische Umkehrproblem (vgl. Nr. (7) in 
der Form, daß sie zu p Summen von je p + q Integralen 1. Gattung 
q Summen von je p + q Integralen 3. GattU)lg hinzufügen, also ver
langen, daß aus p + q Gleichungen von der Form 

p+q 11,(1) 

.~ f dUh = Chi .= 1 c(i) 

(h = 1,2, ... p) 

(592) 

(k = 1,2, ... q) 

bei gegebenen Punkten C(i) und gegebenen Unstetigkeitsstellen ;(k), 'rj(k) 

die p + q Punkte x(1) als Funktionen der p + q Größen v h und w" 
dargestellt werden. 

Zur Lösung dieses Problems bestimme man bei beliebig gewähl~ 
ten unteren Grenzen C(p+q+l), C(p+q+2), ••• C<2p+q) p Punkte X(p+q+l), 

X(p+q+2), ••• X<2p+q) mit Hilfe des Jacobischen Umkehrproblems aus 
den p Gleichungen 

(593) 
",(p +q+ I} 

.i.[ dUh = - V"i 
i=l c (p+q+i) 

eh = 1,2, .. . p) 

dann ergibt sich aus diespn verbunden mit den ersten p Gleichungen 
(592), daß eine Funktion der Klasse existiert, die 001 wird in den 
2p + q Punkten c<i) und 01 in den 2p + q Punkten x(,}. Um eine solche 
Funktion zu bilden, wähle mau eine adjungierte Funktion -qr von ge
nügend hohem Grade -so, daß sie 01 wird in den 2p + q Punkten C<fJ; 
sie mag noch verschwinden in Punkten ßl1 ß21 ••• ; man wähle dann 
eine zweite adjungierte Funktion gleich hohen Grades <P so, daß sie 
in den Punkten ß ebenso verschwindet wie lJ', ferner 01 wird in den 
p bekannten Punkten X(p+q+l), X(p+q+2), ••. x(!p+q); man kann ihr dann 
noch q weitere Bedingungen auferlegen, wodurch sie bestimmt ist. 
Dies geschieht in folgender Weise: 

290) "A. F." § 43, p. 143. 
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Man definiere q Größen lk durch die Gleichungen 

(594) 
T (",(P+Q+1) ... ",(2 P +Q») 

l = "lJi'lCld • eWk + ~(k)'l(k) c(p+Q+l) ... c(2p+q) • 

" "lJi~(k) , 
(k = 1,2, .. . q) 

dann ist wegen 
Theorems 

der q letzten Gleichungen (592) und des Abelschen 

(595) (k = 1,2, ... q) 

Aus diesen q Gleichungen können die noch unbestimmten Koeffizienten 
von W berechnet werden und es drücken sich dann alle Koeffizienten 
von W rational durch die Größen eW und durch Transzendenten eTt;'l 

aus. Die Punkte X(1), X(2), ••• x(p + q) aber, die wir suchen, sind die 
p + q von den ß und den X(p+q+i) verschiedenen Schnittpunkte von 
W = 0 mit der Grundkurve. 

Man kann nun auch die Werte, welche eine gegebene Funktion 
für die gesuchten Punkte X(I), X(2), .•. x(p+q) annimmt, als Wurzeln 
einer Gleichung darstellen,11 deren Koeffizienten rationale Funktionen 
der eW und der Transzendenten eTt; '1 sind. 

Bezeichnet man auch hier die symmetrischen Funktionen der x 
als Abelsche Funktionen, so sind diese (2p + q)-fach periodisch, in
dem sie ungeändert bleiben, wenn man die p Variablen v" um Größen 

P 

(596) 2mh ni + ~ ahiqi (h = 1,2, .. . p) 
i=1 

w um 
" P t;<kl 

2n" ni + .:E.f du; 
• = 1'l(k) 

und gleichzeitig die 

(597) (k = 1,2, ... q) 

vermehrt, wobei die m, n, q ganze Zahlen bezeichnen. 
Zu dem erweiterten Umkehrproblem kann man gleichfalls Abel

sche Transzendenten 3. und 2. Gattung durch die Gleichungen 

(598) und 

(599) 

einführen; es lassen sich diese unter Benutzung der vorher definierten 

.Funktion ; auf die Transzendenten des Jacobischen Umkehrproblems 

(593) zurückführen. 
Gehen r der Integrale 3. Gattung durch Zusammenrücken ihrer 

Unstetigkeitspunkte in Integrale 2. Gattung über, so sind die entspre
chenden Abelschen Funktionen nur noch (2p + q - r)-fach periodisch. 
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In eine.m späteren Teile ihres Buches 291) nehmen Clebsch und 
Gordan das erweiterte Umkehrproblem nochmals auf und führen es 
unter der Voraussetzung, die ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
gemacht werden kann, weiter, daß die Integrale 3. Gattung in Doppel
punkten der Grundkurve unstetig werden. Sind dann noch J weitere 
Doppelpunkte und t" Rückkehrpunkte vorhanden, so hat man an Stelle 
der adjungierten Kurven solche einzuführen, die nur durch die J + r 
zuletzt genannten Ausnahmepunkte hindurchgehen. Unter Benntzung 
dieser gelingt es Olebsch und Gordan, ganz analog den Untersuchun
gen beim Jacobischen Umkehrproblem, die Transzendente I!2J zunächst 
auf speziellere, nur von p + q + 2 Punkten abhängige l1q~(x) zurück
zuführen und dann weiter jede solche als Differenz zweier nur von 
p + q + 1 Punkten abhängigen Funktionen U(q) darzustellen. Die 
Funktion V(q) = e- U<2l ist dann eine einwertige und für alle endlichen 
Werte ihrer Argumente stetige Funktion der p + q Größen 

p+q .,(il g 

(600) Wh = .~~r d uh -.f du" + K", (h = 1, 2, ... p + q) 
.=l c(i) ,u 

welche nur verschwindet, wenn entweder ~ mit einem der x zusammen
fällt oder wenn die letzteren auf einer Kurve n - 3ter Ordnung liegen, 
welche durch die J + t" abgesonderten Ausnahmepunkte hindurchgeht, 
und man kann dabei die Konstanten Eh 110 wählen, daß V(q) bis auf 
das Vorzeichen ungeändert bleibt, wenn alle Wh gleichzeitig ihr Zeichen 
wecheln. Durch Hinzufügung eines Faktors von der Gestalt 

(601) 

p+q 
- t ~kh Wh 

Oe h=1 

in welchem die k ganze Zahlen sind, entsteht endlich aus der Funktion 
V(q) die Funktion @(ql, die auf Grund ihrer Periodizitätseigenschaften 
entwickelt sich als Summe von 22 @-Funktionen von p + q Argu
menten darstellt. 

Mit Hilfe der Funktion @(q) erfolgt dann die Darstellung der spezi-

11 T d t T (q) () d . tq) (x(l)X(2l •. • X(P+'lJ) 
e eren ranszen en en ~IJ x., er allgemeIneren T~IJ C<llc(2) ••• C(PH) 

1'+q (J:) _I. 
sowie der Produkte TI '1jl xli) --- und damit die LösunO' des erwei-

i=l (:)O(i) -J. '" 

terten Umkehrproblems. 
Zum Schlusse besprechen Olebsch und Got"dan diejenigen Modi

fikationen, welche die vorstehenden Untersuchungen erfahren, wenn 

291) "A. F.", EUler Abschnitt, p. 270; die q Integrale 3. Gattung sind hier 
mit "p + l' . • . U p + 2 bezeichnet. 
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einige der q bevorzugten Doppelpunkte in Rückkehrpunkte übergehen, 
in welchem Falle an Stelle der Integrale 3. Gattung in dem Rückkehr
punkte 001 werdende Integrale 2. Gattung treten. 

105. Zur Geschichte des erweiterten Umkehrproblems. Ein er
weitertes Umkehrproblem wurde zum ersten Male, durch Jacobi 292) 

veranlaßt, von Rosenhain 293) behandelt, der aus den Gleichungen 

(602) 
Xl x:! 

'0 = J"(cl + ß'x) da; +j'rcl + ß'x) dx 
(1 -l!x) . S - (1 - l,'x) s ' wo 

o 0 

(G03) S = Yx (1 - x) (1 - ,,2 X) 

gesetzt ist, die Größen Xl' X2 als Funktionen VOll u und 'V bestimmte. 
In der Tat folgen aus (602) durch passende Verfügung über die Kon
stanten, ft, ß, a', ß' oder, was dasselbe, durch lineare Verbindung der 
heiden Gleichungen, die folgenden 

(604) 
v + u Z(a) = ll(ull a) ± n(us, a), 

wo der Parameter ades Jacobischen Integrals 3. Gattung neu, a) 
durch die Gleichung 
(605) A,2 = ,,2 sin2 am (a, x) 

bestimmt ist und Z das Jacobiache Integral 2. Gattung bezeichnet. 
Rosenhain zeigt, daß Xl' Xs die Wurzeln einer Gleichung zweiten 
Grades sind, deren Koeffizienten einwertige Funktionen von u und v 
sind, und weiter, daß sie dreifach periodisch sind mit den Perioden 

(606) (2K,0), (2i K', ~]/), (0, ix). 

Clebsch 294) hat den Rostnhainschen Ansatz verallgemeinert, indem 
er die Summe von p. + 1 elliptischen Integralen 1. Gattung und p. 
Summen von je p. + 1 Integralen 3. Gattung gegebenen Größen v, 
v1, ••• v,. gleich setzt. Er zeigt, daß man immer eine Gleichung 
p. + 1 ten Grades mit in den v einwertigen Koeffizienten angeben kann, 
deren WurzeIn die in jenen Integralen auftretenden oberen Grenzen 

292) J. f. Math. 39 (1850), p. 349 = Ges. W. 2 (1882), p. 351. 
293) Mem. pres. 11 (1851), p. 376. 
294) J. f. Math. 64 (1866), p. 234. 
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S, Sl' ... zp, sind, und weiter, daß z, Zl' ..• zi< (l! + 2)-fach periodische 
Funktionen von v, VII ••• vi< sind. 

Bri1l 995) behandelt dann ebenso den Fall, wo neben zwei Summen 
von je l! + 2 hyperelliptischen Integralen 1. Gattung vom Geschlecht 
p = 2 f.' Summen von je l! + 2 gleichartigen Integralen 3. Gattung 
treten. 

Schirdewahn 216) leitet den Fall p ~= 2, l! = 1 aus dem höheren 
p = 2, l! = 2 her, indem er schließlich den vierten oberen Grenzpunkt 
in einen Verzweigungspunkt rücken läßt. 

Weitergeführt wurden die Untersuchungen von Olebseh und Go1'
dan durch Elliot 297), der den von diesen nur angedeuteten Fall des 
Auftretens von Integralen 2. Gattung ausführlich behandelt, und zwar 
in der Weise, daß er eine Funktion tFJf~1 bildet, welche von den 
p + q + r Argumenten 

p+q+r 

~t(i)(:r;) -- ~U(i)(Xj) + Ci! (i = 1,2, ... p) 
j=l 

p+q+r 

(607) V(k)(X) --~ V(k)(X.) + Dk1 
j=l J 

(k = 1,2, ... q) 

p+q+r 

W(h)(X) ~ ~ W lh) (xJ) + Eh 
j=1 

(h = 1,2, ... r) 

abhängt, in denen die u(CJ Integrale 1. Gattung, die V(k) Integrale 3. Gat
tung und die weh) an einer Stelle 001 werdende Integrale 2. Gattung 
bezeichnen. Dadurch, daß die Funktion tFJi~i dann und im allgemeinen 
nur dann verschwindet, wenn x mit einem der p + q + r Punkte xj 

zusammenfällt, vermittelt sie die Lösung jenes Umkebrproblems, in 
welchem die Summen der pIntegrale 1. Gattung U(i), der q Integrale 
3. Gattung V(k) und der r Integrale 2. Gattung weh) auftreten. 

In einem zweiten Teile 298) seiner Arbeit untersucht Elliot die 
Bedingungen für die Eindeutigkeit des gestellten Umkehrproblems.299) 

Den Elliotschen Ansatz hat Appell SOO) verallgemeinert, indem er 
auch Intl:'grale 2. Gattung aufnimmt, die von höherer Ordnung unend
lich werden. 

Am Schlusse seiner Abhandlung bemerkt Appell, daß man zu 

295) J. f. Math. 65 (1866), p. 277. 
296) Dias. Breslau 1886. 
297) Ann. Ec. Norm. 112 (1882), p. 79. 
298) Ebd. p. 425. 
2!19) Diese l!'rage auch bei Appell et Gounut, Fonct. algebr. 1895, p. 466; 

vgl. auch Wiltheiß, Diss. Berlin 1879. 
300) J. de Math. 14 (1885), p. 246. 
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noch allgemeineren Ansätzen aufsteigen könne, in denen Summen be
liebiger Integrale der Klasse auftreten. Diese Frage hat GOlwsat S(1) 

weiter verfolgt, indem er durch dieselben Schlüsse, wie sie Clebsch 
und Gordan angewandt haben, zeigt, daß die Lösung eines Umkehr
problems, in welchem neben p Integralen 1. Gattung q ganz beliebige 
Integrale der Klasse auftreten, vorausgesetzt nur, daß diese p + q 
Integrale linear unabhängig sind, auf ein Jacobisches Umkehrproblem 
und die Auflösung gewisser im allgemeinen Falle transzendenter Glei
ehungen von einfacher Form reduziert werden kann. 

An die geometrische Tatsache, daß bei Clebsch und Gm'dan die 
p + q gesuchten oberen Grenzpunkte der Integrale aus der Grund
kurve durch Kurven ausgeschnitten werden, welche durch q ihrer Doppel
punkte nicht hindurchgehen, ihr also nicht adjungiert sind, hat Linde
mann 802) angeknüpft und ganz allgemein solche Scharen von Punkt
gruppen untersucht, welche auf Grundkurven mit ganz beliebigen 
Singularitäten dmch nicht adjungierte Kurven ausgeschnitten werden, 
aho durch Kurven, welche in einem s fachen Punkte der Grundkurve 
selbst nur einen O'-fachen Punkt besitzen, daher v-Kurven genannt. 
Lindemann hebt am Schlusse seiner Arbeit hervor, daß die hier auf
tretenden algebraischen Bedingungen in transzendente umgesetzt wer
den können und so auf Umkehrprobleme führen, deren LÖtSungen von 
den genannten Punktgruppen geliefert werden. 

Diesen Weg zur Aufstellung erweiterter Umkehrprobleme hat 
RothSOS) weiter verfolgt. Während im Falle t1 = 0 Umkehrprobleme 
entstehen, in denen wie bei Clebsch und Gordan die Integralsummen 
linear auftreten, trifft dies im Falle 0' > 0 nicht mehr zu, wodurch 
der Charakter und der Bau der Gleichungen ziemlich kompliziert wer
den; doch gelingt es Roth auch in diesem Falle, die eindeutige Lös
barkeit des Umkehrproblems im allgemeinen Falle zu beweisen. 

106. Lindemanns Verallgemeinerung des Jacobischen Umkehr
problems. In anderer Weise als Clebsch und Gordan hat Lindemann 804 ) 

das Jacobische Umkehrproblem verallgemeinert, indem er die Aufgabe 
stellte, aus p Gleichungen von der Form 

.tl X 2 X p 

(608) (ilfdnh + q2Jcluh + ... + qpJduh = v", (h = 1,2, .. . p) 

301) Paris C. R. 115 (1892), p. 787. 
302) Unters. ü. d. Riemann-Rochschen Satz. Akad. Antrittssehr. Freiburg 

1879; vgl. dazu Noether) Er!. Ber. 11 (1879), p. 144 u. Math. Ann. 15 (1879), p. 507. 
303) Monatsh. f. Math. 24 (1913), p. 87. 
304) Freib. Ber. 7 (1878), p. 273. 
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in denen ul1 '112, ••• up die Normalintegrale 1. Gattung, VI' V 2, ..• vp ge
gebene Größen und ql' q2J ... qp beliebige positive ganze Zahlen > 1 be
deuten, die oberen Grenzen x11 X 2, .•• xp zu bestimmen. 

Geometrisch handelt es sich um die Bestimmung jener durch eine 
passende Zahl fester Punkte der Grundkurve gehenden adjungierten 
Kurven, welche die Grundkurve in 't' Punkten ('t'«p) von den Ordnungen 
ql - 1, q2 -- 1, ... q~ - 1 berühren. 

Ist ql = qa == ... =-= qp' so geht das gestellte Problem in das 
Teilungsproblem über und schon dieser spezielle Fall zeigt, daß man 
es nicht mehr mit einem eindeutig lösbaren Problem zu tun hat. In 
der Tat gibt es, wenn etwa p - 't' der Zahlen q den Wert 1 haben,. 
die übrigen 1;' aber von 1 und voneinander verschieden sind, nach 
Lindemann 
(609) 

verschiedene Lösungen, die von ihm als Nullpunkte einer gewissen 
Thetafunktion höherer Ordnung nachgewiesen werden. 

Dieselbe Verallgemeinerung kann man, wie schon Lindemann be
merkt hat, auch an dem erweiterten Umkehrproblem anbringen und 
nach nicht adjungierten Kurven fragen, welche die Grundkurve in zu 
bestimmenden Punkten von gegebenen Ordnungen berühren. 

Solche Probleme sind schon in den obengenannten Abhandlungen 
iiber das erweiterte Umkehrproblem von Clebsch und Brill 30ä) behandelt 
worden. Die Abzählungen, welche in diesen Schriften hinsichtlich der 
Systeme von Berührungskurven, insbesondere der Berührungskegel
schnitte einer ebenen Kurve 4. Ordnung gegeben werden, sind, wie 
Humbert S06 ) und WeißS07) auf anderem Wege nachgewiflsen haben, nicht 
immer richtig. Roth hat sie a. a. O. aus dem erweiterten Umkehrproblem 
heraus richtig gestellt. 

107. Das Teilungsproblem bei Clebsch und Gordan.s08) Es sei 
eine adjungierle Kurve vten Grades gegeben, welche die Grundkurve 
F = 0 in p Punkten d1), C(2), • .• c(p) m· punktig berührt; ihre weiteren 
Schnittpunkte mit F = 0 seien a(l), a(2), ..• a(q), b(l), b(2), ..• b(r); gesucht 

305) Dazu noch Clebsch, J. f. Math. 64 (1865) p. 43; Clebsch-Lindemann, Vor!. 
über Geometrie Bd. 1 (1876), p. 866; auch Appell et Gowrsat, Fonct. algebr. 1895, 
p.509. 

306) J. de Math. 24 (1886), p. 306. 
307) Wiener Sitzb. 99 (1890), II a, p. 284 (auch Diss. Erlangen 1890) und 102 

(1893), II a, p. 1025. 
308) "A. F.", 10. Abschnitt, p. 230; man vgI. auch Clebsch, J. f. Math. 6a 

(1864), p. 198. Unter der speziellen Annahme, daß auch die Punkte a und J: 

zu je m zu~ammenfallen, ist das Problem schon in Nr 56 behandelt worden. 
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ist eine adjungierte Kurve Cf! = 0 gleich hohen Grades, welche eben
falls durch die Punkte lP), b(2), •.. b(r) hindurchgeht, die Grundkurve 
in q weiteren gegebenen Punkten X(i), X(2), ... x(q) trifft und deren noch 
übrige mp Schnittpunkte mit F = 0 zu je m zusammenfallen, so daß 
sie gleichfalls diese in p Punkten m - punktig berührt. Heißen diese 
unbekannten Punkte '/P), '!p" ... y(p), so sind sie auf transzendentem 
Wege bestimmt durch die Kongruenzen 

111 i J~d'U" + ~ J~u" = 0 
l _1 cU) 1 -1 a(i) 

(h= 1,2, ... p) (610) 

oder ?lei) x(i) 

~fdUh 'n~(Ph-~fdUh)' (h=1,2, .. p) 
(.'li) aCiJ 

(611) 

wo PI, irgendein System zusammengehöriger Ganzen der Periodizitäts
modulen bezeichnet. Den m2p verschiedenen mit Zahlen 0, 1, ... m -1 ge
bildeten Systemen Ph entsprecben ebensoviele verschiedene Berührungs-

kurven, von denen jede durch das ihr zugehörige Größensystelll ~ PM 
m 

also durch eine der m~P aus mteln ganzer Zahlen gebildete Per. Cbar. (8)m 
(Nr.40), charakterisiert ist. Die Aufgabe hat also m2p Lösungen. 

Wenn die q gegebenen Punkte XCi) sich stetig ändern, so ändern 
sich auch die y(i) stetig und es kann daber auf diesem Wege nie das 
zu einer Per. Ohar (8)m gehörige System von Berührungspunkten y(i) 

in das zu einer anderen ('l'J)m gehörige übergehen; es gibt also m2p ge
trennte Systeme von Berührungskurven. 

Denkt man sich das Teilungsproblem für m verschiedene Per. 
ehar. (8)m gelöst, deren Summe = 0 (mod. m) ist, so zeigt die Addition 
der m entsprechenden Gleichungen (611), daß es eine adjungierte 
Kurve vtcr Ordnung gibt, welche durch die gegebenen Punkte x (und 
b) und die m Systeme von Berührungspunkten y(i) geht, daB also, 
wenn man eine adjungierte Kurve vter Ordnung durch die x (und die 
b) und m - 1 von Systemen von Berührungspunkten y(') legt, diese 
Kurve dann immer noch durch ein ganz bestimmtes mtes System von 
Punkten y(i) hindurchgeht. 

Zur algebraischen Bestimmung der y bezeichne man mit fJJi = 0, 
fJJ2 = 07 •.• Cf!(m-i)p+i = ° die Gleichungen von (m - 1) p + 1 ad
jungierten Kurven 'vtcn Grades, die alle durch die Punkte b und x hin
durchgehen; es läßt sicb dann Cf! stets in der Form 

(612) fJJ = "lfJJl + "2fJJ2 + ... + "(m-i)p+ifJJ(m-i)p+i 

darstellen und die Aufsuchung der Punkte y führt nUll auf zwei al
gebraische Gleichungen. Die erste K = ° mit der Unbekannten "1: X2 
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ist vom Grade m2p ; ihre Koeffizienten enthalten die XCi) rational und 
symmetrisch. Kennt man eine Wurzel dieser Gleichung, so sind "3' 
"4' ... "(m-l)p+1 rationale Funktionen derselben und der x; die Glei
chung tp = 0 ist mithin rational durch diese Wurzel und die x dar
gestellt. Alsdann ist noch eine Gleichung pten Grades 309) zu lösen, deren 
Koeffizienten gleichfalls rational und symmetrisch in den x sind und 
deren Wurzeln die Punkte y liefern. 

Den Fall q ~~ 0 nennt man das Problem der speziellen Teilung, 
Es ist also eine adjungierte Kurve 1}en Grades gegeben, welche die 
Grundkurve in p Punkten C(1), C(2), •.• c(p) m-punktig berührt und in ge
wissen weiteren Punkten b(1), b(2) ... • b(r) schneidet und es ist eine adjun
gierte Kurve gleich hohen Grades gesucht, welche durch alle r Punkte 
b hindurchgeht und die Grundkurve gleichfalls in p Punkten m-punktig 
berührt. Heißen diese unbekannten Punkte wieder y(l), y(2), ••• y(P). 

so ist jetzt 

(613) (h=1,2, ... p) 

Bei der algebraischen Bestimmung der Berührungskurve ffJ = 0 tritt 
an Stelle der Gleichung K == 0 eine Gleichung desselben Grades wie 
vorher, von der aber jetzt, der Lösung y(l) = c(J), ... y(P) = c(p) ent
sprechend, eine Wurzel bekannt ist, so daß nur noch eine Gleichung 
m2P _lten Grades M = 0 zu lösen übrig bleibt. 

Bezüglich der Wurzeln der speziellen Teilungsgleichung (613) 
wird man aber bemerken, daß nicht allen m2p verschiedenen Per_ 
Char. (E)m wirkliche Berührungskurven der gesuchten Art entsprechen. 
Haben nämlich die in (E)m auftretenden 2p ganzen Zahlen alle einen 
Faktor 8 mit 'In gemeinsam, so berührt die zugehörige Kurve die 

Grundkurve nur ; - punktig und kann für das vorliegende Problem 

nur insofern in Betracht kommen, als sie o-fach gerechnet eine un
eigentliche m-punktig berührende Kurve darstellt. Sondert man diese 
Fälle, für welche die entsprechenden Wurzeln y schon als Wurzeln 
niedrigerer Teilungsgleichungen auftreten, aus, so bleiben, wenn 

(614) 'In == VflV~" . . ist, nur 

(615) V;p(al-1)v~P«(2-1) •.. (vi p - 1) (v: P - 1) ... 

eigentliche Berührungskurven übrig. 

108. Zurückführung des allgemeinen Teilungsproblems auf das 
spezielle. Es möge y(1), y(2), ..• y!.P) diejenige Lösung des allgemeinen 
Teilungsproblems (611) sein, welche einer bestimmten Per. Char (E)m 

309) Vgl. dazuBrioschi, Paris C. R. 70 (1870), p. 504 = Op. mat. 4 (1906), p. 871. 
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entspricht und "1(1), "1('), .•• "1(P) die zu einer andern Per. ehar. ("1),,, ge
hörige. Ist dann weiter b(l), b(I), ••• b(P) jene Lösung des speziellen Tei
lungsproblems, welche der Per. Char. (t)m des Periodensystemes P" - PA' 
zugehört, so ist '1(i) ~(i) 

(616) .i[dUh +;i.fdU" = 0 (h= 1,2, .. . p) 

und man sieht daraus, daß aus den Punkten y(1) und b(1) sich die "1(1), 

transzendent wie algebraisch, bestimmen lassen. Indem man aber an 
Stelle von ~i) alle ml!p - 1 verschiedenen Lösungen des speziellen Tei
longsproblems treten läßt, erhält man alle von y(.) verschiedenen 
Lösungen '1( .. ) des allgemeinen Problems. Dies zieht für die Gleichung 
K = 0 die folgende Eigenschaft nach sich. 

Durch irgendeine Wurzel" der Gleichung K = 0 können wir alle 
übrigen Wurzeln derselben rational ausdrücken und zwar mit Hilfe 
einer Formel 
(617) 

in der @ eine gewisse rationale Funktion bezeichnet, p, aber eine Wurzel 
der Gleichung m'P - 1 ten Grades M = 0 ist und aus der man alle 
Wurzeln ,,' erhält, wenn man für p, der Reihe nach alle Wurzeln 
dieser letzten Gleichung setzt. 

Da aber ferner bei wiederholter Benutzung verschiedener W ur
zeIn von M = 0 die Reihenfolge, in welcher dieselben benutzt werden, 
keinen Unterschied macht, so ist die Gleichung K =0 eine Abelsche 
Gleichung und folglich algebraisch auflösbar, natürlich unter Adju:dk
tion der Wurzeln der Gleichung M = O. 

Wenn man weiter immer mit Anwendung der nämlichen Wurzel 
p, die aufeinanderfolgen den Wurzeln 

(618) ,,' = @('" p,), ,," = @(,,', p,), ,,'" = @(,x,", p,), • .. 

bildet, so schließt sich dieser Zyklus nach m wiederholten Bildungen, 
d. h. es ist 
(619) ,,(m) = ". 

Daraus ergibt sich, daß die Auflösung der Gleichung K = 0 durch 
Ansziehen von mtm Wurzeln aus Ausdrücken T geschieht, welche, 
neben den Wurzeln der Gleichung M = 0, die x rational und symme
metrisch enthalten, und zwar werden, da sich die sämtlichen dabei auf
tretenden Größen YT durch 2p unter ihnen ausdrücken, Bchließlich 
die m2p Wurzeln der Gleichung K = 0 durch den nämlichen linearen 
Ausdruck dieser 2p Größen 'r:T geliefert, wenn man jede dieser 
2p Wurzeln auf die m verschiedenen möglichen Weisen wählt. 
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109. Reduktion der speziellen Teilungsgleiohung M == O. 
Diese stützt sich zunächst auf die beiden Sätze: 

Hat man das Teilungsproblem für die Grade tn = 'V~l, m = 'V~', • .• 

gplöst, so setzen sich aus deren Wurzeln die Wurzeln der Teilungs
gleichung für tn = 'V~1'V:' •.• rational zusammen. 

Hat man das Teilung;:problem für den Grad m = 'V gelöst, so er
hält man durch wiederholt es Wurzelziehen aus rationalen Funktionen 
seiner Wurzeln die Wurzeln der Teilungsg:1eichung für m = 'Va. 

Damit ist die Lösung des speziellen Teilungsproblems auf den 
Fall reduziert, wo m eine Primzahl ist. Läßt man den Fall m = 2, der 
unten gesondert behandelt wird, zunächst beiseite, so hat man endlich 
den Satz: 

Die Auflösung der speziellen Teilungsgleichung für eine ungerade 
Primzahl m reduziert sich auf die Auflösung einer Gleichung vom 

Grade m! p ~ 1 und das Ausziehen einer m - 1 ten Wurzel aus einer ram-
tionalen Funktion ihrer Wurzeln. 310) 

110. Monodromiegruppe der Teilungsgleichung. Jordan Sll ) 

hat die Galoissche Theorie aqf das Teilungsproblem der hyperellipti
schen Funktionen 1. Ordnung (p = 2) angewandt. 

810) Die von Clebsch und Gordan gegebene Lösung der allgemeinen Tei
lungsgleicbung war für den Fall p = 2 schon 1846 von Hermite [J. f. Math. 32 
(1846), p. 277 = <Euv. 1 (1!J05), p. 10 = Jacobis Ges. W. 2 (1882), p. 87 und 
Mem. pres. 10 (1848), p. 663 = .(Env. 1 (1906), p.38] a.ngegeben, der dabei an 
eine Bemerkung Jacobis [J. f. Math.3 (1828), p. 86 = Ges. W. 1 (1881), p. 241] 
über die Teilung der elliptischen Funktionen anknüpfte. 

Auch die Reduktion des speziellen Teilungsproblems (la division des in
dices) auf die Auflösung einer Gleichung vom Grade 1 + m + m2 + m3 und einer 

algelJraisch auf lösbaren Gleichung vom Grade m - 1 (oder, da bei Bermite die 
auftretenden Funktionen gerade, die Wurzeln des speziellen Teilungsproblems 

also paarweise einander gleich sind, vom Grade m;- 1) ist bereits von Hermite 
angegeben. 

Die Division der hyperelliptischen Funktionen 1. Ordnung auch bei Krause 
(Festschr. Ro~tock 1886, und "Transf.", p. 267); hier wird gezeigt, in welcher 
Weise auf Grund der Zerlegung der Division in zwei Transformationen vom 

Grade ~ v' =.!. v" a' = .!. a" 
I' m 1" 1'1' m I'~ (~,'I1=1,2, •.. p) 

,l'=v 
I' 1" 

€I" =ma 
1''' u., 

die Lösung des Teilungsproblems auf die Lösung dieser beiden Transformations
probleme zurückgeführt werdl'n kann. 

311) Jordan, "Traite", p. 854; dazu Burkhardt, Math. Ann. 85 (1890), p. 198. 
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Da jede Wurzel der (allgemeinen oder speziellen) Teilungsgleichung 
einer bestimmten Per. Char. zugeordnet ist, so läßt sil1h die Mono
dromiegruppe der Teilungsgleichung an den Per. Char. studieren und 
man sieht, daß die Monodromiegruppe der speziellen Teilungsgleichung 
keine andere ist als die Gruppe der mod. m inkongruenten linearen 
ganzzahligen Transformationen der Per. Cbar., deren Ordnung 

(620) N=(m4 -1)(m' -l)ms ·m 

ist. Die Monodromiegrnppe der allgemeinen Teilungsgleichung ent
hält diese als ausgezeichnete Untergruppe und enthält ferner jene m' 
Substitutionen von Per. Char., welche der Addition ein und df'rselben 
Per. Char. zu allen m" entsprechen. Diese bilden eine Abelsche Gruppe 
von der Ordnung m4 mit vier erzeugenden von der Ordnung m. Dar
aus zeigt sich, wie oben, dllß nach Adjunktion der Wurzeln der spe
ziellen Teilungsgleichung die allgemeine durch vier nebeneinander ge
stellte mto Wurzeln lösbar ist. 

Die Monodromiegruppe der speziellen Teilungsgleichung enthält, 
dem Übergang von der Per. Char. (E)m zu (- E)m entsprechend, eine 
ausgezeichnete Untergruppe von der Ordnung 2. Daher liißt sich die 
spezit:lle Teilung spalten in ein Problem mit einer Gruppe von der 
Ordnung t N und ein 'solches mit einer Gruppe von der Ordnung 2. 
Als das erstere kann die spezielle Teilung der geraden Funktionen 
gewählt werden; ist diese erledigt, so erfordert die Teilung der un
geraden Funktionen nur noch die Ausziehung einer Quadratwurzel. 
Eine weitere Spaltung des speziellen Teilungsproblems ist nicht mehr 
möglich. 

Über Untergruppen der speziellen Teilungsgleichung, insbeson
dere solche von der Ordnung 1 + m + mS + mS bei Jordan und Burk
kardt a. a. O. 

Eine eingehende Untersuchung hat nur der Fall der Dreiteilung 
der hyperelliptischen Funktionen vom Geschlecht 2 gefunden. Hier 
hat Clebsch SI!) das Problem darauf zurückgeführt, die gegebene binäre 
Form 6. Grades f in die Gestalt f = v2 - uS zu bringen, wo v eine 
Form 3. Grades, u eine solche 2. Grades ist.slS) Den 80 eigentlichen 
Per. Char. des Fallesp = 2, r = 3 entsprechen ebenso viele Lösungen 
des Problems, die sich aber, da neben der Lösung u, v auch die Lö
sung u, - 17 auftritt, (allerdings auf Kosten der Übersichtlichkeit ihrer 

312) Gött. Abh. 14 (1869), p. 17; vgl. Clebsch-Lindemann, Vorl. ü. Gc>ometrie 
1 (1876), p. 920; Briosclti, Ann. di Mat. 7, (1875/76), p. 89 u. 247; 8i (1877), p. '3 
u. 147, auch gesondert erschienen 1877, vgl. Op. mat 2 (190:1), p. 101. 

313) Da.zu Cayley, Qua.rt. J. 9 (1i!68), p. 210 = Coll. math. pap. 6 (1893), p. 105. 
Encyklop. d. maUt. WisecDSCh. 1I J. 53 
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Gruppierungsverhältnisse) auf vierzig wesentlich verschiedene redu
zieren lassen, so daß Glebsch auf eine Gleichung 40. Grades geführt 
wird. Die Monodromiegruppe des Problems S14) ist schon in Nr.97 als 
Gruppe der ZatJ besprochen worden und es ist dort bereits auf dessen 
Zusammenhang mit dem der 27 Geraden einer Fläche 3. Ordnung hin
gewiesen worden. Daß mit dem Dreiteilungsproblem des Falles p = 2 
das Zweiteilungsproblem für das durch die Gleichung 8 3 = (6(Z) de
finierte binomische algebraische Gebilde vom Geschlecht 4 (vgl. Nr. 92) 
gruppen- und invariantentheoretisch identisch ist, hat OsgoodS15) 

gezeigt. 
Die arithmetische Gruppe der (speziellen und allgemeinen) Tei

lungsgleichung ist (m -l)-mal so groß wie die Monodromiegruppej 
an Stelle der Gruppe der mod. m inkongruenten linearen ganzzahligen 
Transformationen tritt bei ihrer Betrachtung die der ganzzahligen 
Transformationen von den Graden 1,2, ... m -1. 

] 11. Zweiteilung. Auf ~in Zweiteilungsproblem führt die Auf
gabe (Nr. 57), eine adjungierte Kurve n - 2ten Grades 1/1 zu bestimmen, 
welche durch die Schnittpunkte der Grundkurve mit ihrer Tangente 
in a hindurchgeht und deren 2 p weitere Schnittpunkte mit der 
Grundkurve paarweise zusammenfallen, so daß sie also die Grund
kurve in p zu bestimmenden Punkten berünrt. Es gibt 2 l1 p ver
schiedene solche Kurven j berührt eine von ihnen, 1/10' die Grulldkurve 
in a~1), a~2), ••• IX~), so sind die Berührungspunkte "(i) einer andern 
durch die Kongruenzen 

(621) (h= 1,2, ... p) 

bestimmt, wo P" ein System zusammengehöriger Ganzen der Periodi
zitätsmodulen bezeichnet. Läßt man an seine Stelle der Reihe nach 
alle 2'1p mod. 2 verschiedenen solehen Systeme treten, so erhält man 
22p Systeme von Berührungspunkten aCil und ihnen zugehörig ebenso
viele Berührungskurven; aber nur 2p-1 (2P + 1) von diesen sind eigent
liche Berührungskurven n - 2ten Grades, die übrigen 2p-1 (2" - 1) 
zerfallen in die Tangente in " und je eine adjungierte Kurve n - 31en 

Grades, welche die Grundkurve in p - 1 Punkten berührt. 
Diese p .-- 1 Berührungspunkte und damit auch das System der 

genannten 2P - 1 (2P -1) Berührungskurven n - aten Grades sind von 
a gan7; unabhängig. Wenn man unmittelbar auf algebraischem Wege 

814) Vgl. Jordan, Paris C. R. 68 (1869), p. 866; "Traite", p. 316 u. 865. 
816) Diss. Erla.ngen 1890. 
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eine adjungierte Kurve n - alen Grades zu bestimmen sucht, welche die 
Grundkurve in p -1 Punktt>n berührt, so wird man auf eine Glei
chung R = 0 vom Grade 2P - 1(2P - 1) geführt. Als Beispiel dafür 
kann die Bestimmung der 28 Doppeltangenten der zum Geschlecht 3 
gehörigen, allgemeinen Kurve 4. Ordnung dienen. 816) 

Ebenso führt die Bestimmung der zu einem gegebenen Punkte 
a gehörigen adjungierlen Kurven n - 2ten Grades auf eine Gleichung 
vom Grade 2P- 1(2P+ 1). Clebsch und Gordan zeigen, daß die Wurzeln 
dieser Gleichung durch die WurzeIn der Gleichung R = 0 rational 
ausdrückbar sind. 

Zweiteilungsprobleme sind auch die Bestimmungen jener homo
genen Formen X (m) mter Dimension in den f1J, welche die Grundkurve 
überall, wo sie ihr begegnen, berühren und so zu den in m(p - 1) 
Punkten 01 werdenden Wurzelfunktionen YX<m) Anlaß geben (Nr. 60); 
diese scheiden sich in zwei getrennte Klassen, je nachdem sie ungerader 
oder gerader Dimension sind. Den ersteren wurden die Th. Ohar. zu
geordnet und entsprechend ist die Monodromiegruppe der ihrer De
finition zugrunde liegenden Teilungsgleichung die Gruppe H' der 
ganzzahligen linearen Transformationen der Th.Ohar. (Nr. 31). Den 
Wurzelformen gerader Dimension sind die Per. Ohar. zugeordnet und 
entsprechend ist die Monodromiegruppe ihrer Teilungsgleichung die 
Gruppe H der Transformationen der Per. Ohar. 

Für die hyperelliptischen Funktionen fällt das Zweiteilungs
problem mit dem Problem der Verzweigungspunkte zusammen (vgl. 
Nr. 70 u. 76). 

So führt im Falle p = 2 die Bestimmung der einer ungeraden Th. 
Char. zugeordneten Wurzelform 1ter Dimension zu einem der 6 Linear
faktoren der das hyperelliptische Gebilde definierenden Binärform 1& 
6ten Grades, leistet also deren Zerlegung in eine Form 1 ten und eine 
solche 5ten Grades 1& = f1JJ • t/15' Jeder einer geraden Th. Char; zu
geordneten Wurzelform 3ter Dimension entspricht in der gleichen 
Weise eine der 10 Zerlegungen von f6 in zwei Faktoren 3ten Grades 
(6 = Cf!a • t/18 (vgl.Nr. 96), während endlich die 15 den eigentlichen Per. 
Char. zugehörigen Wurzelformen 2ter Dimension die 15 Zerlegungen 
von 1& in je einen Faktor 2ten und 4ten Grades (6 = f1Js • t/1, vermitteln. 

Bezeichnen Mi) N. und .Q homogene Funktionen von Xl' X" X3~ 
so wird durch die Gleichungen 

(622) Sj = ~ + N; Y.Q, (i= 1,2,3) 

316) Uber die Galoisscbe Gruppe des Doppeltangentenproblems bei Weber, 
Matb.Ann.23 (1884), p. 489 u. Lehrb. d.Algebra 2 (1899), p. 447, vgl. auch Anm_ 218. 

6S· 
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die zweiblättrige x-Ebene auf die einblättrige .e-Ebene abgebildet, mit 
der tJbergangskurve .Q = 0 in der x-Ebene. Clebsch 317) hat den Zu
sammenhang dieser Art von Flächenabbildungen mit der Zweiteilung 
der Abelschen Funktionen gezeigt. 

XIV. Periodische Funktionen mehrerer Veränderlichen. 

112. Die a.llgemeinen 2p-fach periodischen Funktionen von 
p Veränderlichen. Erfüllt eine Funktion ((u!> ... up ) der p komplexen 
Veränderlichen ulI ... up für bestimmte Systeme konstanter Größen 
PI' ... Pli bei allen Werten der Variablen u die Gleichung 

(623) ((ul + Pli ... up + Pp) = (CU1' ... ttp), 

so nennt man sie periodisch und jedes Größensystem PI" .. Pp ein 
System zusammengehöriger oder simultaner Perioden von ihr. Sind 
dalrn Pla , ... Ppa (a = 1,2, ... k) irgend k solcher Periodensysteme 

k k 

und ma ganze Zahlen, so ist stets auch ~maPla" .. ;:EmaPpa ein 
a=1 a=1 

Periodensystem von f. Zu Q + 1 Periodensystemen PI a' •.• Pp a 

(a = 1, 2, ... Q + 1) kann mau, wenn (J > 2p ist, immer reelle Zahleu 
1'" finden, so daß gleichzeitig die p Gleichungen 

(624) 
Q+l Q+l 
~iLaPla = 0, ... ~/LaPpa = 0 

a=l a=l 

bestehen. Möglicherweise ist dies a.uch schon fi\r (J < 2p der Fall; der 
kleinste Wert von (J, für welchen es stattfindet, soll r heißen. Dann 
gibt ea r Periodensysteme, für welche die Gleichungen (624), wenn 
man darin (J + 1 = r setzt, nur durch die Werte /LI = 0, ... fLr = 0 
befriedigt werden können; solche r Periodensysteme heißen voneinander 
unabhängig und aus ihnen läßt sich jedes Periodensystem von f in 
der Form 

r ,. 

(62"5) PI = ~iLaPI a' ... Pp = 2'iLa Pp" 
«=1 a=1 

zusam mensetzen. 
Hat nun die Funktion ( solche Periodensysteme, in denen jede ein

zelne Periode ihrem absoluten Betrage nach eine vorgegebene Grenze 
nicht überschreitet, nur in endlicher Anzahl oder, was dasselbe, besitzt 
die Funktion (kein System unendlich kleiner Perioden, so sind die iLa 
rationale Zahlen und es können die. r Periodensysteme P1a, ••• Ppa 

317) Math. Ann. 3 (1871) p. 45; vgl. de Paolis, Ace. Unc. Mem. 1s (1877), 
p. 51 t; 2, (1M78), 11. 31 u. 851; Noether, Er!. Ber. 10 (1878), p. 81 u. Math. Ann. 
33 (1889), p. 525. 



112. Allgemeine 2p-fach periodische Funktionen von p Veränderlichen. 823 

(a = 1,2, ... r) so gewählt werden, daß die /-t" ganze Zahlen sind; 
solche Periodensysteme heißen primitive. Ist f eine einwertige oder 
endlich vielwertige analytische Funktion, welche sich nicht als Funk
tion von weniger denn p linearen Verbindungen der u darstellen 
läßt, so trifft für sie die ebengenannte Voraussetzung zu 818) und es 
sind daher alle ihre Periodensysteme linear und ganzzahlig aus r ,- 2p 
unter ihnen zusammensetzbar; dies gilt nicht mehr unter allen Um
ständen für nicht analytische oder unendlich vielwertige analytische 
Funktionen. 819) 

Jacobi und Hermite bezeichnen die Perioden als Indizes, Riemann 
als Modulen, ferner nennt Riemann für eine 2 p-fach periodische 
Funktion von p Variablen mit den 2p primitiven Periodensystemen 

21' 

Pt", ... Ppa (a = 1,2, .. . 2p) das Gebiet der p Größen 2'~aPt'" ... 
2p ,,=1 

~~aPpa, bei dem die ~ die Werte 0 <;a < 1 durchlaufen, das bei 
ct=l 

diesen 2 p Modulensystemen periodisch sich wiederholende Größen-
gebiet. Interpretiert man die reellen und imaginären Teile der Vari
ablen u als rechtwinklige Punktkoordinaten in einem Raume VOll 2p 
Dimensionen, so ist dieses Gebiet ein Parallelotop P dieses Raumes, 
durch dessen periodische Wiederholung der ganze Raum einfach und 
lückenlos ausgefüllt wird. Solche Punkte des Raumes, welche dabei 
dem nämlichen Punkte in P entsprechen, heißen äquivalent oder kon
gruent nach den Periodensystemen, ihre Gesamtheit ein System von 
Gitterpunkten. Es ist eine unmittelbare Folge der Unabhängigkeit der 
Periodensysteme PI""" Pp" (a = 1,2, .. . 2p), daß die aus ihren 
reellen und imaginären 'feilen gebildete Determinante nicht ver
schwindet; ihr Wert ist gleich dem Inhalte des Parallelotops P. 

318) Daß eine Funktion von p Veränderlichen nicht mehr als 2p unab
hängige Perioden haben kann, ohne unendlich kleine zu besitzen, hat für p = 1-
.facobi (Nr. 3) und für beliebiges p Hermite [J. f. Math. 40 (1850), p. 310 = <Euv. 
1 (1905), p. 158] gezeigt; daß weiter eine einwertige oder endlich vielwertige 
analytiscbe Funktion von p Veränderlichen ein System unendlich kleiner Peri
oden nur in dem Falle besitzen kann, in welchen sie sich als Funktion von weniger 
denn p linearen Verbindungen ihrer Argumente darstellen läßt, haben Riemann 
[J. f Math. 71 (1870), p. 197 = Ges. math. W. 1876, p. 276, 2. Aufi. 1!l92, 
p. 294] und Weierstraß [Berl. Ber. 1876, p. 680 = Abh. a. d. Functionenlehre 
1886, p. 165 = Math. W. 2 (1895), p. 55] bewiesen. Daß bei einer unendlich viel
wertigen Fnnktion einer Varia.ble Casorati die Möglichkeit von mehr als 2 un
abhängigen Perioden nachgewiesen hat, ist schon in Nr. 4: erwäh.nt worden. 

319) Für reelle Funktionen reeller Veränderlichen gelten die nämlichen 
Sätze mit der Abänderung, daß hier r <:: p ist, vgl. Kronecker , Berl. Ber. 1884, 
p. 1071 = Werke 3 (1899), p.31. 
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113. Die Riema.nn-Weierstraßschen Sätze. Im folgenden soll 
die Untersuchung auf einwertige 2p-facb periodische SJO) Funktionen 
von p Veränderlichen "1) •• '"p beschränkt werden} welche sich nicht 
als Funktionen von weniger denn p linearen Verbindungen der u dar
stellen lassen und welche im Endlichen keine wesentlich singuläre 
Stelle besitzen. Die wicbtigsten Sätze für diese Funktionen waren, 
wie wir aus einer Mitteilung Hermites S21) wissen, bereits 1860 Rie
mann bekannt. Auch WeierstraßS22) hat sich wiederholt mit ihnen 
beschäftigt und ist nach einem Briefe an Kowalewski 1878 im Be
sitze eines Beweises des a.bschließenden Satzes, daß jede solche Funk
tion sich durch Thetafunktionen von p Veränderlichen ausdrücken 
läßt, gewesen. 32S) 

MIUl kann zu den Riemann· Weierstraßschen Sätzen auf folgendem 
Wege gelangen. S!4.) 

Aus der Existenz ehler Funktion des ebengenannten Charakters 
folgt zunächst die Existenz von p -1 solcher Funktionen r. Ci = 1, 
2, ... p - 1) und p- 1 Konstanten Ci von der Beschaffenheit, daß für 
sie das Gleichungensystem fl = c17 ••• /;,-1 ==Cp _ 1 neben Gebilden von 
mehreren Dimensionen mindestens ein eindimensionales analytisches Ge-

320) Von den einem Werte r < 2 P entsprechenden Funktionen, welche übri
gens in den zu r= 2p gehörigen a.ls Grenzfälle enthalten sind, sind nur die 
beim erweiterten Umkehrproblem auftretenden, so von Rosenhain die dreifach 
periodischen Funktionen von zwei Veränderlichen untersucht worden (Nr. 105), 
später bei Cousin, Acta math. 33 (1910), p. 10&. 

321) Note sur 10. theorie des fOllctions elliptiques im 2. Bande von LacroUt, 
Traite eIem. de calcul differentiel etc., auch übersetzt von Natani u. d. T. 
Übersicht der Theorie der elliptischen Funktionen, 1863, p. 24. 

322) Ber!. Ber. 1869, p. 853 = Math. W. 2 (1895), p.4& u. J. f. Math. 89 
(1880), p. 1 = Math. W. 2 (1895), p. 12&, vgl. auch Hurwitz, J. f. Math. 94 (1883), p. 1 
und Blumenthal, Math. Ann. 56 (1903), p. 509 u. 58 (1904), p. 497. 

323) Vgl. Mittag-Leffler, 2m • Congr. intern. Mo.th. 1900, Paris 1902, p. 143. 
Veröffentlicht wurde der Weierstraßsche Beweis erst aus seinem Nachlaß im 
3. Bande der Math. W. (1903), p. 53. 

324) Wirtinger , Monatsh. f. Math. 6 (1895) p. 69 und 7 (1896), p. 1; auch 
Acta mo.th. 26 (1902), p. 133. Einen Beweis des obengenannten abschließenden 
Satzes haben erstmals Poincare u. Picard [Paris C. R. 97 (1883), p. 1284, vgl. dazu 
eine Bemerkung von Poincare, Paris C. R. 92 (1881), p. 958] veröffentlicht; ein 
anderer ergibt sich aus den zwar nur f'ür p = 2 angestellten, aber auf beliebig viele 
Variablen übertragbaren Arl}eiten von Appell in Verbindung mit Untersuchungen 
von Frobenius (vgl. Anm. 341). Spätere Be weise bei Poincare, Paris C. R. 124 
(1897), p. 1407; Acta math. 22 (1899), p.89 u. 26 (1902), p.43; Picard, Paris 
C. R. 124 (1897), p. 1490 und Painlevi, Paris C. R. 122 ;1896), p. 769; 134 (1902), 
p.808. Man siehe auch bei Castelnuovo, Ace. Line. Rend. 146 (1905), I, p. 545, 
593 u. 65& und bei Severi, Pal. Rend. 21 (1906), p. 257. Eine zusammenfassende Dar
stellung der folgenden Sätze hat Laul'ent [TraiM d'Analyse 4, (1889), p. 434] gegeben. 
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bilde definiert. Betra.chtet man nun die Gesamtheit r derjenigen 
Punkte im Parallelotop P, welche entweder diesem Gebilde angehören 
oder St .. llen desselben äquivalent sind, und faßt das Parallelotop P als 
eine geschlossene Mannigfaltigkeit auf, indem man je zwei äquivalente 
Punkte seiner Begrenzung als identisch annimmt, so bildet r eine ge
schlossene Fläche, für welche die Riemannschen Existenzsätze durch die 
Methoden von Schwarz und Neumann (Il BI, Nr. 22, HA 7b, Nr.28) zu 
erweisen sind und welche daher ein algebraisches Gebilde G definiert. 
Auf diesem sind die up Integrale 1. Gattung, deren Perioden ~ sich 

linear und ganzzahlig aus den Größen P" a (IL: 11,22, •.. 2P ) zusammen-
r C(-, , ... P 

setzen. Das Geschlecht q von G ist dabei im allgemeinen größer als 
p und das Gebilde G ein spezielles (Nr.119). Indem man nun in den 

zwischen den a,,,. (~ ~::::: '.~q) bestehenden Bilinearrelationen (vgl. 

II B 2, N r. 17) diese durch ihre linearen Ausdrücke in den P!I a 

(626) 
Ip s!,,.. = .;Em.aP,.a 

a=l 

(IL= 1,-2, .•. P) 
f = 1.2 ••• . 2q 

ersetzt, erhält man solche Relationen zwischen den P"a selbst, welche 
man noch durch den größten gemeinsamen Teiler t S24) ihrer Koeffi
zienten dividieren kann; und indem man weiter die Summen von p 
Integralen 1. Gattung gebildet für p Stellen Xli X 2, • • • xl' auf G für 
die Variablen u in die Funktionen f einsetzt, erweisen sich diese als 
algebraisch und symmetrisch von den X abhängig. Man gelangt so zu 
dem grundlegenden Satze: 

1. Gibt es zu den Perioden P" a (IL _ 11, 22, ..• P2 ) eine einwertige 2 p-
r C(- ••••• P 

fach periodische analytische Funktion, welche im Endlichen keine 
wesentlich singuläre Stelle besitzt und welche nicht als Funktion von 
weniger denn p linearen Verbindungen der Variablen darstellbar ist, 
so gibt es auch mindestens ein eindimensionales algebraisches Gebilde 
Ton einem Geschlecht q;;;::: p, auf welchem p linear unabhängige Inte
grale erster Gattung existieren, deren Perioden lineare Funktionen der 
Ppa mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Die sämtlichen Funktionen 
des genannten Charakters lassen sich als von p Stellen dieses Gebilde. 
ohne wesentliche Singularität eindeutig abhängig darstellen und sind 
daher algebraische Funktionen von p unabhängigen Variablen. 

Damit ist die Basis für den Beweis der Riemann- Weierstraßschen 
Sätze gewonnen; diese Sätze selbst lassen sich folgendermaßen for
mulieren: 

324) U"ber die Rolle, welche dieser gemeinsame Faktor t spielt. siehe Nr. 117. 
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II. Sind P1a, ..• Ppa Ca = 1,2, ... 2 p) die 2p Periodensysteme 
einpr 2p·fach periodischen Funktion von der in I bezeichneten Art, so 
genügen diese 2pt Größen p,.a stets }(p - 1) p Bedingungen 

21' 2p 

(627) ~ ~ka{lPf'aPV{l = 0, 
a=1(1=1 

in denen die ka{l 4p t ganze Zahlen ohne einen allen gemeinsamen 
TeilAr bezeichnen, so beschaffen, daß kaa = 0, ka{l + k{la = 0 und die 
Determinante I ka{J I =1= 0 ist. 

Sind ferner Pa = Pa + iPa' (a = 1,2, .. . 2p) die korrespondie
renden Änderungen irgendeiner linearen Verbindung der u, so ist die 

Bilinearform ~ ~ka{l Pa p/ stets von dem gleichen Vorzeichen und 
" (I 

man kann daher, wenn man gegebenenfalls alle ka{J durch - kO{l er-
setzt, immer voraussetzen, Jaß die Ungleichung S26) 

21' 2p 

(628) :E~kafl PaPp' > 0 erfüllt ist. 
a=11'=1 

Aus dem Bestehen der Gleichungen (627) sollte man schließen, 
daß im Gebiete der Funktionen mehrerer Veränderlichen (anders als 
im Falle p = 1, wo jedes Parallelogramm der Ebene als Perioden
parallelogramm einer doppelt periodischen Funktion auftreten kann) 
ein Parallelotop des Raumes von 2p Dimensionen gewissen Bedingungen 
genügen müsse, um Periodenparallelotop eines Systems 2p fach peri
odischer Funktionen sein zu können; aber Wirtinger ll21) hat bewiesen, 
daß dies nicht der Fall ist, daß man vielmehr ein beliebig gegebenes 
Parallelotop als Periodenparallelotop 2p·fach periodischer Funktionen 
auffassen kann, wenn man nur die komplexen Variablen darin ent
sprechend orientiert, und zwar ohne an der Maßbestimmung des Ge
bietes etwas zu ändern. 

IH. Sind tl ((u)), "h,((u)), ... ~((u)) p 2p-fach periodische Funktionen 
der in I bezeichneten Art, mit den nämlichen Perioden und von der 
Beschaffenheit, daß ihre Funktionaldeterminante nicht identisch ver
schwindet, 80 hat das Gleichungensystem 

(629) ft ((u)) = Cu f2((U)) = C2, .•. ~((u)) = c1" 

wenn man von singulären Werten der c absieht, nur eine endliche 
Anzahl m nach den Periodensystemen inkongruenter Lösungen u1, •• • up' 

326) In welcher Weise man diese Bedingung, ähnlich wie es Krazer und 
Prym ("N. G.", p. 4) für die Konvergenzbedingung der Thetareihe getan 
haben, durch eine Reihe von Ungleichungen für die reellen und lateralen Teile 
der P"a ersetzen kann, zeigt Scorza, Pal. Rend. 36 (1913), p. 386. 

327) Acta math. 26 (1902), p. 135. 
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Für diese ist die Funktionaldeterminante der p Funktionen im allge
meinen von Null verschieden und es ist die Anzahl m die gleiche 
für alle nichtsingulären Wertesysteme cu . .. cP' 

IV. Ist (P+1 ((u)) eine p + 1te 2p-fach periodische Funktion der in 
I bezeichneten Art, unter deren Periodensystemen sich alle Perioden
systeme der Funktionen f1 ((u)), ... (p((u)) finden, so besteht zwischen 
f,+1((u)) und ft((u)), . .. (p((u)) eine irreduzible algebraische Gleichung, 
deren Grad in bezug auf (p+1(lu)) m oder ein Teiler von mist. 

V. Hat die Funktion (p+1 ((u)) speziell die Eigenschaft, daß sie 
mit ft ((u)), ... (p((u)) durch eine irreduzible Gleichung mten (und nicht 
niedrigeren) Grades zusammenhängt oder, was auf dasselbe hinaus
kommt, daß sie für die nichtäquivalenten Lösungen wenigstens eines 
mit nichtsingulären Werten Cl"" cp gebildeten Gleichungensystems 
(629) lauter verschiedene Werte annimmt, so läßt sich jede mit den 
Perioden P"" 2p·fach periodische Funktion {(tu)) der in I bezeich
neten Art rational durch die Funktionen ft (( u )), ... (p(( u )), t;, +1 (( u)) aus
drücken. 

Besitzt insbesondere "ft,+1 ((u)) die Perioden Pp" als primitive 
Perioden, so kann die Darstellung einer beliebigen Funktion {((tt)) 
auch durch (11+ 1 ((u)) und ihre p ersten partiellen Derivierten geschehen. 

VI. Das System der Funktionen (l((U)), ... (p((u] besitzt ein al
gebraisches Additionstheorem 828) 

Da die in Nr. 2 definierten Abelschen Funktionen 2p-fach peri
odische Funktionen der in I bezeichneten Art sind, so gelten für sie 
die vorstehenden Sätze. 

114. Riemannsche Matrizen S29). Sind PI'" P2a , •• • Pp" (a = 1, 
2, ... 2p) die 2p Periodensysteme einer 2p·fach periodischen Funk
tion von der im vorigen Paragraphen betrachteten Art, so wird das 
System der 2 p2 Größen 

eine Riemannsche Matrix der pten Ordnung genannt. 

( IL=1,2, ... P) 
a= 1,2, ... 2p 

Zwei Riemannsche Matrizen 

I: Pp" I1 (11- = 11' 22'·' .P2 ) 
IY= , , ••• P 

und (
'11 = 1, 2, ... p' ) 
(J = 1,2, ... 2p' 

heißen miteinander verbunden, wenn zwischen ihren Elementen ein 
System von pp' bilinearen Relationen 

2p 2p' 

~ ~ aa(lPl'uP;(l = 0 
«=1(1=1 

('" = 1, 2, •• . P,) 
'11= 1,2, ... p 

(630) 

328) Weierstraß hat den Satz VI zum Ausgangspunkt gewählt, siehe Anm.130. 
3211) SCOTza, Acc. Linc. Rend. 256 (1916), I, p. 289; Pa!. Rend. 41 (1916), p. 262; 

schon vorher Acc. Linc. Rend. 24. (1915), II, p. 445 u. 603. 



828 II B 7. Kraler- Wirtinger. Abelsche Funktionen u. allgem. Thetafunktionen. 

mit ganzzahligen Koeffizienten aafJ besteht. Bestehen l verschiedene, 
linear unabhängige solche Systeme von Bilinearrelationen, so heißt l 
der Simultancharakter der bei den Matrizen. 

Dieser Begriff wird auch für den Fall beibehalten, daß die bei
den Matrizen miteinander identisch sind. Infolge der zwischen den 
Perioden einer 2p-fach periodischen Funktion stets existierenden bi
linearen Relationen (627) ist dann Ä. > 1 8S0); man nennt h = .t - 1 
den Index der Multiplikabilität (s. Nr. 126). 

Bei den Relationen (627) ist aaa = 0 und aa{l + afJa = 0 für 
Ci, fJ = 1,2, ... 2p, die zugehörige bilineare Form also eine alternie
rende. Trifft dies bei k + 1 von den ). verschiedenen Systemen bi
linearer Relationen zu, so heißt k der Index der Singularität (s. Nr.126); 
es ist jedenfalls k < h. 

Für die Zahlen J.., hund k gelten die oberen Grenzen 

(631) J.. < 2pp', h < 2p 2 - 1, k <p' - 1. 
Man kann aus einer Riemannschen Matrix durch zwei verschie

dene Prozesse neue ableiten, einmal, indem man an Stelle der Variablen 
u andere einführt durch eine beliebige lineare Substitution mit nicht 
verschwindender Determinante, so dann aber auch, indem man an Stelle 
der 2p Periodensysteme andere einführt durch ein-e unimodulare, ganz
zahlige lineare Substitution. Die auf diese Weise aus einer Riemann
schen Matrix abgeleiteten heißen zu ihr äquivalent. Läßt man bei 
der Einführung neuer Periodensysteme rationale lineare Substitu~ 
tionen mit nicht verschwindender Determinante zu, so entsteht gleich
falls aus einer Riemannschen Matrix wieder eine solche; diese soll zu 
ihr isomorph genannt werden. Beim Übergange von einer Riemann
schen Matrix zu einer isomorphen ändern die Zahlen h, kund J.. ihre 
Werte nicht. 

Sind in einer Riemannschen Matrix P, indem q eine positive 
ganze Zahl < p bezeichnet, diejenigen q(p - q) Elemente Ppa , für 
welche p. < q und IX> 2q ist, sämtlich Null, so bilden die 2q' Größen 

P,w (":: 11' 22' ... q2 ) für sich eine Riemannsche Matrix :P<1) von der 
IX- , •••• q 

Ordnung q und es gibt unter den zu P isomorphen Matrizen stets 
eine solche, in der auch die q(p - q) Elemente Ppa , für welche 
I" > q und IX <2q ist, alle Null sind. Dann bilden auch die 2(p - q)1 

Größen Ppa (" = q2 ++1'1' .. P 2 ) eine Riemannsche Matrix :P<I) von der 
IX q •..• p 

330) Um den Fall p = 1 einzuschließen, gibt man 1 auch in diesem Falle 
bei allgemeinen Perioden PI' Ps den Wert 1. ohne daß diese Annahme irgend
welche Relation zwischen P1 und Pt bedeutet, 
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Ordnung P - q und man nennt P aus Pi) und pet) zusammengesetzt, 
ptl) und pt) in P enthalten und zueinander komplementär. 

Ist der Simultancharakter von Pi) und 1'<') oder, was dasselbe, 
der von ptl) und P, den man auch den Immersionskoeffizienten von 
ptl) in P heißt, Null, so nennt man Pi) in P isoliert und es ist 
pt" durch P(l) eindeutig bestimmt. Ist dagegen der Immersionskoeffi
zient 1> 0, so gibt es zu Pi) unendlich viele komplementäre Ma
trizen, die aber in P alle zueinander isomorph sind. 

Auf die gleiche Weise kann eine Riemannsche Matrix P von der 
Ordnung P aus einer größeren Anzahl von Matrizen P(1), Pl", . •. Pln) 
zusammengesetzt sein; man sagt dann von diesen, daß sie ein Funda
mentalsystem von P bilden. Ist Pp. die Ordnung von p<Jt), k,.. der 
Index ihrer Mnltiplikabilität, kp. der ihrer Singularität und 1,..~ der 
Simultancharakter von pvt) und P,,), so ist für P . 

P=Pt+P,+···+P., 
(632) k = k1 + k, + ... + k" + n - 1 + 2 ~ 11' p , 

k = k,. + k, + ... + k .. + n - 1 + ~ AI' ~ , 
wo über alle verschiedenen Wertepaare f', v zu summieren ist. 

Jede Matrix, welche zu einer zusammengesetzten isomorph ist, 
heißt eine unreine. Für jede unreine Matrix sind hund k > 0, aber 
nicht umgekehrt; erst wenn h ~ 2p oder k > 2p - 1 ist, ist die Ma
trix sicher eine unreine, da für eine reine Matrix stets 

(633) h<2p-1, k<.2p-2 ist. 

Sind Pl1), pt", ... pt,,) alle in P isoliert, so ist das Fundamental
system eindeutig bestimmt, und wenn alle seine Matrizen reine sind, 
so enthält P keine Matrizen niedrigeren Grades in sich als Plt), ptl), 

.•. pln) und ihre Kombinationen, also im ganzen 2n - 2. Es ist in 
diesem Falle, da h,u <. 2 PI-' - 1 und k,.. <. 2 Pp - 2 ist, 

(634) h < 2p - 1, k <. 2p - n - 1, 

a]so in jedem Falle, da. n mindestens 2 ist, k <. 2 P - 3. 
Ist umgekehrt keine der Matrizen Plt), ptl), .•• Pl") isoliert, so 

sind sie alle von derselben Ordnung und zueinander isomorph. Es 
ist dann n ein Teiler von P und 

P 
PI =Pa='" =P"=n=q, 

(635) 
k =- n'(ht + 1) -1, k = nkt + ~(\ 1)h1 + (n-1)t+ 2) , 

wo h1 und k1 die allen Matrizen Pli), P.I), ... P.n) gemeinsamen In
dizes der Multiplikabilität und Singularität sind. Ist daher q = 1 
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(was bei einem Primzahlgrad p immer eintreten muß), so ist kl = 0 
und, wenn auch h1 = 0 ist, 

(636) h=p2-1 k=(P-l)(p+2). 
, i!' 

wenn dagegen hl = 1 ist, die zu den Matrizen P(P) gehörigen ellip
tischen Funktionen also komplexe Multiplikation zulassen, erreichen 
hund k ihre Höchstwerte 3Sl) 

(637) h=2ps-l, k=pll-l. 

Hat die Gleichung 2p ten Grades S311) 

(638) a ox 2p + a l x 2p - 1 + ... + aSp_lx + asp = 0 

mit ganzzahligen Koeffbienten lauter einfache und keine reellen W ur
zeIn und besitzen ihre imaginiiren Wurzeln alle als Modul die Quadrat
wurzel aus der nämlichen rationalen Zahl, so ist, wenn man mit 
al , all •... ap p ihrer Wurzeln bezeichnet, von denen keine zwei zu
einander konjugiert komplex sind, 

(639) //a:11 (1"'= 1, 2, ... p ) 
r=O,1, ... 2p-1 

eine Riemannsche Matrix, für welche stets h > 2 p - 1, k~ p - 1 
ist. Ist die Gleichung (638) reduzibel, so ist die Matrix (639) eine 
unreine und enthält isolierte Matrizen; es ist dann h> 2p - 1 und 
k > p - 1. Ist dagegen die Gleichung (638) irreduktibel, so ist die 
Matrix (639) entweder eine reine und dann haben hund k ihre 
Minimalwerte h = 2p - 1 und k = p -1; oder die Matrix ist eine 
unreine, welche keine isolierten Matrizen enthält. Welcher von den 
beiden Fällen eintritt, hängt von der Auswahl der Wurzeln (Xli a2 , 

••. ap ab; so ist z. B., wenn für \.638) die Kreisteilungsgleichung 
6. Grades genommen und mit (X eine primitive 7. Einheitswurzel be
zeichnet wird, die Matrix (639) für "1 = ", "2 = "lI, "s = "lI eine 
reine Matrix 3SS) , für welche die Indizes hund k die Werte h = 5 
und k = 2 haben, während für "1 = ", "lI = a ll, "3 = ,,4 jene unreine 
Matrix mit den Maximalwerten h = 17 und k = 8 entsteht, auf 
welche die von Haske1l 3S4) untersuchte Kleinsche Kurve 4. Ordnung 
xSy + yS + X = 0 führt. 

331) Scorza, Ace. Linc. Rend. 246 (1915\ 1I, p. 279 u. 333. 
332) Scorza, Torino Atti 53 (1918), p. 1008. 
333) Nach der Angabe Scorzas [Torino Atti 58 (1°18), p. 1017J von Baciti 

in einer Dissertation der Universität Catania untersucht. 
3341 Haskell, Diss. Göttingen 1890; vgl. dazu Klein-Fricke, Ellipt. Modul

funktionen 1, (1890), p. 702, auch Baker, Mult period. tunet. 1907, § 75. Auf 
eine Matrix derselben Art führt die von Dyck [Math Ann. 17 (1880), p.510; 
dazu Baker, a. a. O. § 74J untersuchte Kurve x· + y4 + 1 == 0, während für die 
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Eine Riemannsche Matrix mit den Maximalwerten von hund k 
ist auch jede Matrix 

(640) ( f.I.= 1,2, ... p ) 
a= 1,2, .. • 2p 

in der die x, 1 beliebige rationale Zahlen sind, für welche nur die 
aus ihnen gebildete Determinante 2pten Grades einen von Null ver
schiedenen Wert besitzen muß.335) 

Während also, wi~ die vorstehenden Beispiele zeigen, hund k 
ihre Höchstwerte (und zwar immer gleichzeitig) wirklich erreichen 
können, nehmen sie nicht auch alle kleineren Werte an. SS6) Nur die 
Werte 0, 1, 2, ... 2 p - 1 treten sowohl für h wie für k alle auf; da
gegen nimmt z. B. im Falle p = 2 h außer den Werten 0, 1, 2, 3 
nur noch den Wert h = 7 an und für p = 3 werden außer den 
Werten 0, 1, 2, 3,4, 5 von h Bur noch die Werte h = 8, 9 und 17, 
von k nur noch der Wert k = 8 angenommen. Auch 1 nimmt nicht 
alle Werte von ° bis "'pp' Im, z. B. für p = 1 und p' = 2 niemals 
den Wert 3. Für eine reine Matrix von der Primzahlordnung p sind 
nur die vier Fälle 

h = 0, k = 0; 
(641) h=p-1, k=p-1; 
möglich.337) 

h=1, k=O; 
h=2p-1, k=p-1 

115. Darstellung der allgemeinen 2p-fach periodischen Funk
tionen durch Thetafunktionen. Der Satz n (Nr.113) führt notwendige 
Bedingungen für die Existenz einer 2p-fach periodischen Funktion der 
in I bezeichneten Art mit gegebenen Perioden Pua an; daß diese Be
dingungen auch hinreichende sind, wird gezeigt, 'indem man aus dem 
Satze 1I die analytische Darstellung der 2p-fach periodischen Funk
tionen ableitet. 

Um zu dieser Darstellung zu gelangen, führe man an Stelle der 
2p Periodensysteme Pf.la durch eine unimodulare ganzzahlige lineare 
Substitution 2p neue Periodensysteme ropa ein, für welche die in (627) 

Snyderdche Kurve 5. Ordnung vom Geschlecht 6 x'y + y' + x + 0 [vgl. Snyder, 
Amer. J. 30 (1908). p.l; Ciani, Pal. Rend. 36 (11)13), p. 58] h=17 und k=8 
ist; dazu Sco1"za, Catania Acc. Gioen. 11\ (1917), Mem. X VI. 

335) Scorza, Acc Linc. Rend. 246 (1915\ H, p. 337. Es ergibt sich daraus der 
schon von Poincare [Paris C. R. 99 (1884), p. 855, Amer. J. 8 (1886), p. a08 und 
Acta math. 26 (1902), p. 92] bemerkte Satz, daß jede Matrix einer solchen, deren 
Integrale auf elliptische reduzierbar sind, unendlicb benachbart ist. 

336) Näheres bei Scorza, Acc. Linc. Rend. 25 (1916), p. 295 und Pal. Rend. 
41 (1916), p. 313f. 

337) Scorza, Paris C. R. 167 (1918), p. 454; man vgl. damit Humberl u. 
Levy, Paris C. R. 158 (1914), p. 1609. 
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und (628) auftretende bilineare Form in die Normalform übergeht, 
welche also den Hp - 1)p Bedingungen 

p 

(642) ~el«(l)",.(l)~,V+2 - (l)p,P+.((l)~l) = 0, (lI-,v=1,2,···Pi II-<V) 
2=1 

wobei die e positive ganze Zahlen bezeichnen, von denen für jedes 
l e2+1 durch e1 teilbar und t; = 1 ist, genügen, während für die kor
respondierenden Änderungen (l)a = 0a + 0a' i, irgendeiner linearen 
Verbindung der u 

(643) 

ist. Führt man hierauf unter Beachtung, daß die Determinante I (l),..1' I 
(11-, v = 1, 2, .. . p), wie aus den letzten Ungleichungen folgt, einen 
von N uU verschiedenen Wert hat, an -Stelle der bisherigen Variablen 
u neue v ein durch die Gleichungen 

p 

(644) '/Ciu,.. = ~e(!(l),..(/v(/ (11-= 1,2, ... p) 
(/=1 

und definiert gleichzeitig ein Größensystem al''' durch die Gleichungen 
p 

(645) ni(l)u,pH = ~ell(l)l'I!ael' (l,1I- = 1,2, ... p) 
(/=1 

so sind die Perioden in bezug auf die Variablen v 
'1ti P 

(646) PI''' = IJ"" e;:' ",p+. = a"", (II-,v= 1,2, .. . p) 
~ 1, wenn I" =" . t d d' B'l' I t' ( 4 ) wo U "'I' = 0 ~ 1S, un 1e 1 mearre a IOnen 6 2 liefern 

, wenn 1":«" 
für die Größen a die t (p - 1) p Bedingungen 

(647) a""=a,,,. (I',v= 1,2,· .. Pil' <v) 

während die Ungleichheiten (643) die Eigenschaft nach sich ziehen, 
daß die aus den reellen Teilen a~" der Größen al'~=a~" + a;"i ge
bildete quadratische Form 

p p 

~~a~1'x,.x~ 
,,=1,,=1 

eine negative ist. Funktionen mit solchen Perioden können aber mit 
Hilfe von Thetafunktionen auf folgende Weise gebildet werden. 

Auf Grund der Formeln (83), (84) sind die Quotienten zweier zu der 

nämlichen Charakeristik [!] gehörigen Thetafunktionen nter Ordnung 

(und ebenso die zweiten logarithmischen Derivierten dieser Funktionen) 
2p-fach periodische Funktionen mit den Perioden 

(648) P""=h,,,,'/Ci, PI',p+,,=a,... (l',v=1,2, ... p) 
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und es finden sich unter ihnen stets solche, welche diese Perioden als 
primitive besitzen.sSS) 

Nun wurde aber soeben gezeigt, daß jede 2p-fach periodische 
Funktion der in I bezeichneten Art durch Einführung passend ge
wählter Variablen in eine mit den Perioden (646) periodische Funk
tion verwandelt werden kann, und sie läßt sich also, da sie gleichfalls 
die Perioden (647) besitzt, unter Benutzung des Satzes V rational durch 
p + 1 passend gewählte Quotienten von Thetafunktionen nter Ordnung 
darstellen. Man hat so den Satz: 

VII. Alle einwertigen 2p-fach periodischen analytischen Funk
tionen, welche im Endlichen keine wesentlich singuläre Stelle besitzeu 
und welche nicht als Funktionen von weniger denn p linearen Verbin,.. 
dungen der Variablen darstellbar sind, lassen sich rational durch pas
send gewählte Thetafunktionen ausdl·ücken. 

Man kann aber auch Funktionen mit den Perioden (646) direkt 
mit Hilfe von Thetafunktionen herstellen; dazu wird man, was am 
einfachsten mit Bilfe der Formel (86) geschieht, solche Thetafunktionen 
nter Ordnung tP«v)) bilden, welche den Gleichungen 

(649) tP(v11···1 V. + :i 1 ... 1 vI') = tP(vll"'1 v,,: ... i vp)e!g" tri, .. 
w(v1 + ah I .. ·1 vp + ap ,,) = tP(vl I· . ·1 -vp)e- Sn "_ -nan-U,.tr, 

(11 = 1,2, ... p) 

oder, was dasselbe, bei beliebigen gimzzahligen Werten der ", 1 der 
Gleichung 

(650) cb ((v + 131))= w«v)Je- n ~~ a"""I''',,-h ~}c1'''1'-1l ~("l'hl'-~1'91')tr 
genügen. Man erkennt dabei, daß man n durch jede der Zahlen el , •.. ep 

(oder was dasselbe durch ep) teilbar annehmen muß, gelangt aber unter 
dieser Annahme sofort zur Darstellung der allgemeinsten derartigen 
Funktion durch Thetafunktionen , sowie zu der Erkenntnis, daß alle 

diese Funktionen durch -.-!'!_- unter ihnen linear und homogen 
61 1l, .. ·/lp 

darstellbar sind. 8811) Damit ist zugleich bewiesen, daß die in Satz II 

888) Diesen Satz hat für allgemeinere Funktionen Frobenius [J. f. Math 97 
(1896), p. 42] bewiesen. 

339) Wirtinger, Monatsh. f. Math. 7 (1896), p. 1; Kraser, "Thetnf.", p. 126. 
Die Existenz einer algebraischen 'Gleichung zwischen p + 1 2p-fach periodi
schen Funktionen ergibt sich aus dieser Darstellung unmittelbar auf Grund des 
in Nr. 34 angegebenen Satzes, nach welchem eine solche stets zwischen p + 2 
Thetafunktionen gleicher Ordnung und gleicher Charakteristik besteht. 
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filr die Perioden einer 2 p - fach periodischen Funktion der dort 
bezeichneten Art angegebenen notwendigen Bedingungen auch hin
reichende sind, indem die Bildung solcher Funktionen mit vorge
schriebenen, diesen Bedingungen genügenden Perioden nunmehr mit 
Hilfe von Thetafunktionen durchgeführt ist. 

Nachdem durch die letzten Ausldhrungen die Existenz 2p-fach 
periodischer Funktionen der in I bezeichneten Art erwiesen ist, deren 
Perioden Pp.a die Werte (648) haben, in denen die 0"<,, allgemeine, 
nur der Konvergenzbedingung uuterworfene Tbetamodulen sind, folgt 
aus dem Satze I wiederum das in Nr.34: erhaltene Resultat, daß es zu 
der allgemeinen Thetafunktion von p Veränderlichen mindestens ein 
algebraisches Gebilde von einem Geschlecht q ~ p gibt, auf welchem 
p linearunabhängige Integrale 1. Gattung existieren, deren Perioden 
sich aus den 2 p Thetaperioden ganzzahlig zusammensetzen. 

116. Jacobische Funktionen. Man kann den Begriff der Theta
funktionen erweitern, indem man nach solchen einwertigen und für 
alle endlichen Werte der Argumente stetigen Funktionen der p Vari
ablen "11 .. '"1' frägt, welche bei Änderung dieser um ein Perioden
system einen )j'aktor annehmen, dessen Logarithmus irgendeine line
are Funktiou der Argumente ist.MO) Verzichtet man dabei gleichzeitig 
auf die im vorigen Paragraphen durchgeführte Normierung der Peri
oden, so erhält man jene Funktionen, welche Frobenius Jacobische ge
nannt hat. Mi) 

840) Solche 1!'unktionen werden nach Poincare [Am er. J. 8 (1886), p. 316J 
Zwischenfunktionen (fonctions intermediaires) genannt, ein Name, der auf Briot 
und Bouquet [Th. d. fonct. elliptiques. 2m ed (1876), p. 236] zurückgeht, und 
Poincare zeigt bereits, daß sich diese Zwischenfunktionen durch Thetafunktionen 
ausdrücken la8sen. Genauer ist die .. es Verhältnis fiir den Fall p = 2 untersucht 
worden. Hier ergibt sich [Humbert, J. de Ma.th. 56 (1899), p. 233, auch Bagnera 
und de FranchiB, Pa!. Rend. SO (19l0), p. 186], daß sich jede solche Zwischen
funktion, solange die Modulen a allgemeine sind, nur um einen Faktor e<P((u», 

wo cp [u» eine ganze rationale Funktion zweiten Grades der u ist, von einer 
Thelal'unktion höherer Ordnung @,.[u - e» unterscheidet, daß es dagegen, wenn 
die Modulen singuläre (Nr. 126) sind, noch andere Zwischenfunkti.onen gibt; diese 
lassen sich aber auch durch Thetafunktionen ausdrücken, allerdings mi& Argu
menten und Modulen, welche sich aus den ursprünglichen Argumenten bzw. 
Modulen linear zusammensetzen. 

841) J. f. Math. 97 (1884), p. 16 u. 188. In Anlehnung daran sollen im 
folgenden auch die obigen Funktionen !fJ Jacobische Fnnktionen genannt wer
den (vgI. übrigens auch Anm. 272). Für den 'Fall p"", 2 hat .Appell [J. de Math. 
74 (1~9t), p. 157, vorher Paris C. R. t08 (1889), p.607, 110 (1890), p. 32 u. 181, 
111 (1890), p. 686; vgl. dazu Poincari, Acta math. 2 (1883), p. 97J gezeigt, daß 
die vierrach periodischen Funktionen zweier Veränderlichen zunäch~t als Quo-
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Eine Jacobische Funktion vom Range p ist also eine einwertige, 
im Endlichen überall stetige Funktion tp (ul , ••• u p) der p Veränder
lichen Ut, ... up ' welche 2p Gleichungen von der Form 

(651) tp(u1 + al .." ••• up + ap ..,) 

_ ( ) 2ni [c..,+ ~)}.a(u}.+ta1a)J ( _ 1 2 2 ) - tp "lI ... "p e}. a - , ,... p 

genügt. Jedes der 2p Systeme a1 a' ••• apa heißt eine Periode 1. Gat
tung, jedes System b1a, ••• bpa eine Periode 2. Gattung, die 2p Größen 
Ca die Parameter der Funktion. Die Größen a, b genügen stets 
p (2p -1) Bedingungen 

(652) 

bei denen die ka{J ganze Zahlen bezeichnen. Erfüllen weiter 2p Größen 

xa die p linearen Gleichungen ::E a).(l xa = 0, 80 ist der Ausdruck 

in welchem x~ die zu xa konjugierte komplexe Zahl bezeichnet, be
ständig positiv. Es besitzt ferner die Determinante der 4p 2 Größen 
a).a' bla stets einen von Null verschiedenen Wert 1, der gleich der 
Quadratwurzel aus der Determinante der 4p2 Zahlen ka(J ist und die 
Ordnung der Jacobischen Funktion genannt wird. 

Bezüglich dieser Jacobischen Funktionen gelten analog den Theta
funktionen die folgenden Sätze: 

Es gibt, abgesehen von einem konstanten Faktor, nur eine Ja
cobische Funktion 1. Ordnung, welche die Größen a}.a' b).a als Perioden 
hat und beliebig vorgeschriebene Parameter besitzt. 

Aus solchen Jacobischen Funktionen 1. Ordnung lassen sich die
jenigen höherer Ordnung zusammensetzen. 

Nennt man zwei Jacobische Funktionen, welche die nämlichen 
Perioden und Parameter haben, gleichändrig, so ist die Anzahl der 
linearunabhängigen gleichändrigen Jacobischen Funktionen 1ter Ord
nung ihrer Ordnung gleich. Zwischen 1 + 1 gleichändrigen Jacobi
sehen Funktionen lter Ordnung besteht eine homogene lineare Relation 
mit konstanten Koeffizienten. Zwis~hen je p + 2 gleichändrigen Ja
cobischen Funktionen vom Range p besteht eine homogene algebra
ische Gleichung. 

tienten zweiter Poten7.reihen dargestellt und hierauf diese letzteren durch Multi
J)likation mit einem passend gewählten gemeinsamen Faktor in Jacobische Funk
tionen im Frobeniusschen Sinne verwandelt werden können. 

Enc;yklop. d. math. WisaeD8ch. II 2. 
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In die Darstellung einer Jacobischen Funktion vom Range p durch 
eine p-fach unendliche Reihe gehen die 2p Perioden in unsymmetri
scher Weise ein, indem die Vermehrung der Variablen um p der 
Perioden 1. Gattung jedes Glied der Reihe ungeändert läßt, während 
die Vermehrung um eine der p anderen verschiedene Glieder der 
Reihe ineinander überführt. Frobenius gibt in seiner zweiten Abhand
lung eine Darstellung durch eine 2p-fach unendliche Reihe, welche 
in bezug auf alle 2p Perioden symmetrisch ist. 

117. Die Weierstraßschen mehrdeutigen Umkehrprobleme. 
Weierstraß S92) hat bemerkt, daß mit Hilfe der allgemeinen 2p-fach 
periodischen Funktionen gewisse mehrdeutige Umkehrprobleme lös
bar sind. Bezeichnet nämlich G eines der in Nr. 113 eingeführten 
algebraischen Gebilde, so kann man nach den Stellen Xu ... xp auf 
ihm fragen, welche die nach den Perioden als Modul verstandenen 
Kongruenzen 

(653) (IL = 1,2, ... p) 

erfüllen, wenn die u!' die dort erwähnten Integrale 1. Gattung, die 
wlJ. gegebene Größen bedeuten.MB) Da die mit den gegebenen Perioden 
2p-fach periodischen Funktionen auf dem algebraischen Gebilde G ein
wertige symmetrische Funktionen der Stellen xu ... x" sind, so ist 
klar, daß mit ihrer Hilfe ein System von Gleichungen gebildet wer
den kann, welches die x algebraisch und mehrdeutig bestimmt. Die 
Anzahl der Lösungen der Kongruenzen (653) hat Wirtinger SU) da
durch ermittelt, daß er berechnete, wie oft das Parallelotop P von 
den w überdeckt wird, wenn die x unabhängig voneinander das Ge
bilde G einmal durchlaufen; er fand so für diese Anzahl 

(654) l = t" e1 et •.. ep = t" I ka{ll'/·, 

wo t den in Nr.113 erwähnten, von der Auswahl des Gebildes G ab
hängigen größten gemeinsamen Teiler bedeutet. 

Soll das Umkehrproblem eindeutig sein, so ist es notwendig ein 
Jacobisches oder einer seiner Grenzfälle. 

118. Die Wirtingersehen Lösungssittze. Andere Sätze beziehen 
sich auf die Lösungen eines Gleichungensystems, welches entsteht, wenn 

842) Berl. Ber. 1869, p. 853 = Math. W. 2 (1896), p. 46. 
843) Hier wird im allgemeinen nur ein Tilil der Integrale 1. Gattung, sin

gulärer Gebilde zur Bildung des Umkehrproblems verwendet; werden alle Inte
grale 1. Gattung verwendet, so kann auch ein allgemeines Gebilde zugrunde ge
legt werden und es entsteht das Jacobische Umkehrproblem. 

844) Monatsh. f. Ma.th. 7 (1896), p. 11; Acta. math. 26 (1902), p. 140. 
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man eine Reihe Jacobischer Funktionen der Null gleich setzt. Der 
allgemeinste Satz ist der folgende.M6) 

Werden bei einem System von s Jacobischen Funktionen 
4)k (WlJ ... wp) (k = 1,2, ... s) in die ersten r derselben für die w,. 
die Ausdrücke 

(665) 
8-1 X'l 

w,. = ~fdU,. - e"k' 
('=1 

in die letzten s - r dagegen die Ausdrücke 

.-1 x~ X s 

w,. =~J'dUI' +fdU,. - e"k 
('=1 

(656) 

substituiert, so hat das Gleichungensystem 

(657) 

( '" = 1, 2, .. . P) 
k= 1, 2, ... r 

( f.L = 1, 2, ... p ) 
k=r+ 1, ... s 

(k = 1,2, ... s) 

am algebraischen Gebilde G der up. nach x~ im allgemeinen 

(658) pi 
l = V n1 n, ... n. -(p --s-Fij j (s - r) (p - s + r + 1) 

Lösungen, wenn nl1 ni , .•• n. die Ordnungen der Jacobischen Funk
tionen, t aber den in Nr. 113 erwähnten größten gemeinsamen 
Teiler bezeichnet. Ferner ist, wenn x~J.) (1 = 1,2, ... l) die verschie
denen Lösungen bedeuten, bis auf einen von allen e!'lc unabhängigen 
Summanden 

I x~l) 
~f s(p-1)! 
.t~ du!, = - t' n1 n2 · .• n. (p-B+ 1)1 (659) 

. [C8 - r)k~eP.lc- (p - 8 + r + ~~~~i<lcJ (l' = 1,2" .' p) 

Für r = 0 ergibt sich hieraus im Zusammenhang mit der durch 
(654) bestimmten Anzahl für die Lösungen des oben besprochenen 
mehrdeutigen Umkehrproblems der weitere Satz: 

Betrachtet man in den Gleichungen 

(660) (k = 1,2, . .. p) 

wo 4)1' 4)2' .•. Wp p Jacobische Funktionen von beliebigen Ordnungen 
nll nil' .. np bezeichnen und die e gegebene Konstanten sind, die p 
Größen ul1 U2, ••• up Rls Unbekannte, so erhält man für die Anzahl 

346) Wirtinger , Wien. Anz. 32 (1895), p. 5l'! j Monatsh. f. Math. 7 (1896), 
p. 20 und Acta math. 26 (1902), p. 142; vgl. auch Poincare, Paris C. R. 120 (1895), 
p. 239 j J. de lfath, 16 (1895), p. 219 ,pnd Baker, Lond. ~t S. Proc. lOt (1912), p.358, 

54* 
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der in einem Periodenparallelotop gelegenen Lösungen 816) 

(661) l = '/'1,1 n2 ••• '/'I,p pI, 
e1 ell ••• ep 

und wenn man diese Lösungen mit U~l), •.• u~) CA. = 1, 2, .. . l) be
zeichuet, für deren Summe SH) 

I p 

(662) ~uf}) = n 1 n, ... np (p -l)l~elk + T", (lL = 1,2, .. . p) 
). = 1 111 e, •.. ep bol / ,.. 

wo T,. von den e/1k nicht abhängt. 

XV. Reduzierbare Abelsche Integrale. 

119. Allgemeine Sätze über reduzierbare Integrale. In Nr.113 
wurden wir, wie schon früher in Nr 34:, auf spezielle algebraische Ge
bilde geführt, welche durch die Eigenschaft charakterisiert sind, daß, 
wenn q das Geschlecht eines solchen Gebildes ist, sich unter seinen 
Integralen 1. Gattung p < q linearunabhängige ull u2, ••• up finden, 

deren 2pq Periodizitätsmodulen a". (I':: 11. 22, ... P2 ) linear und ganz-
,.. E-" •.. q 

zahlig in der Form (626) aus 2p2 Größen P,.,. (: ~::::.'.~:) zusam

mengesetzt werden können. Diese letzteren erfüllen dann stets Be
dingungen von der Form (627) und bilden daher eine Riemannsche 
Matrix poor Ordnung; jene Matrix von der Ordnung q aber, welche 
aus den 2 ql Periodizitätsmodulen eines vollen Systems von q linear
unabhängigen Integralen des Gebildes besteht, ist eine unreine und 
es finden auf sie die in Nr. 114: über solche Matrizen angegebenen 
Resultate Anwendung. 

Sagt man von den aus ull u2• • •• up sich linear zusammensetzen
den Integralen, daß sie ein reguläres System A von 001'-1 reduzier
baren Integralen bilden, so gelten die folgenden Sätze S(8): 

346) Für e1 = e, = ... = ep = 1 bei Poincare, Paris C. R. 92 (1881), p. 958 
und S. M. F. BuH. 11 (1883), p. 129. 

347) Für e1 = e, = ..• = ep = 1 und n1 = nj! == ... = np = 1 bei Poincare, 
Amer. J. 8 (1886), p. 342. 

348) Die Reduktion Abelscher Integrale auf solche niedrigeren Geschlechte 
haben zuerst Picm'd [So M. F. BuH. 11 (1883), p. 25] und Poincm'i [So M. F. 
BuH 12 (1884), p. 124; Paris C. R. 102 (1886), p. 915; Amer. J. 8 (1886), p. 289; 
S. auch Pal. Rend. 27 (1909). p. 281) und später Severi [Ace. Line. Rend.23. 
(1914), I, p. 581 u 641] und Scorza [Ace. Line. Rend. 236 (1914), 11, p.556; 246 

(1915), I, p. 412, 615 U. !T, p. 393] behandelt. Von den hier folgenden Sätzen 
wurde zuerst der Satz III und zwar von Poincare [Amer. J. 8 (1886), p. 289; 
siehe auch Rosati, Torino Atti 50 (1914/5), p.457J aufgpstellt und bewiesen. 
Genaueres über diesen Satz sagen die in Nr.~114 über zusammengesetze Matrizen 
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I. Existieren unter den Integralen 1. Gattung einer Klasse zwei 
(oder mehr) voneinander verschiedene reguläre .Systeme A, B von 
oom-l bzw. oon-l reduzierbaren Integralen, so bildet ihr größter ge
meinsamer Teiler (sistema intersezione) ein gleichfalls reguläres System 
H von oor-1 und ihr kleinstes gemeinsame Vielfache (sist. congiun
gente) ein reguläres System K von 00.- 1 reduzierbaren Integralen und 
es ist stets,. + 8 = m + n, außer wenn,. = 0, in welchem Falle 
8 = m + n - 1 ist; die Systeme A und B heißen in letzterem Falle 
voneinander unabhängig. 

11. Existieren unter den Integralen 1. Gattung einer Klasse 
zwei (oder mehr) voneinander unabhängige reguläre Systeme A bzw. 
B von 00",-1 bzw. oon-1 reduzierbaren Integralen und ein weiteres 0 
von oor-l Integralen, das von jedem von ihnen unabhängig, aber in 
ihrem gemeinsamen Vielfachen K enthalten ist, so existieren unter den 
Integralen dieser Klasse unendlich viele reguläre Systeme von oor-1 

reduzierbaren Integralen. 
III Enthält eine Klasse Abelscher Integrale 1. Gattung vom 

Geschlecht q > p ein reguläres System .A. von oop-1 reduzierbaren 
Integralen, so enthält sie immer auch ein dazu komplementäres regu
läres System B von oo2-p-1 reduzierbaren Integralen, so daß die 
Systeme .A. und B voneinander unabhängig sind (r = 0) und ihr 
kleinstes gemeinsame Vielfache alle Integrale der Klasse überhaupt. 
enthält (8 = q) oder, was dasselbe, p Basisintegrale von A mit q - p 
Basisintegralen von B zusammen q linearunabhängige Integrale bilden. 

IV. Enthält eine Klasse Abelscher Integrale vom Geschlecht q ein 
reguläres System .A. von oop-1 reduzierbaren Integralen und damit 
nach dem vorigen Satze auch ein dazu komplementäres B von oo2-P-l, 

so zerfällt die zur Klasse gehörige Riemannsche Thetafunktion nach 
einer Transformation höheren Grades in der Weise, daß die transfor
mierten Thetafunktionen sich linear durch Produkte je einer Theta-

aufgestellten Sätze. Von Satz II findet sich der spezielle Fall: ,.Ist unter den 
Integralen 1. Gattung einer Klasse außer den Integralen J u J •• ... J. auch ein 
davon abhängiges Integral J' - aJ1 + (JJ. + ... + "Jk , wo die IX, p, •. , " Kon
stanten bezeichnen, auf ein elliptisches Integral redQzierbar, 80 enthält die 
Klasse unendlich viele lolche" gleichfalls Bchon bei Poincare [Amer, J. 8 (1886), 
p.806], s. auch Anm. aMi der allgemeine Satz II rührt von 8elJtri [Ace. Line. 
Rend. 236 (1914), I, p. 641] her; man vgl. auch dazu Nr. 114:, wo dem Satze II der 
Fall entspricht, daß die zum t5ysteme a gehörige Biemannsche Matrix nicht 
isoliert, al~o ihr Immersionskoeffizient 1> 0 ist [s. Scorea, Ace. Line. Rend. 2'6 
(1916), lI, p. 449 u. Pal. Rend. 41 (1916), p. 804]. Satz I ist zuerst von 8everi 
[Lez. di Geom. algebr. 1908, p. 836, auch Ace. Liuc. Rend. 286 (1914), 1, p.684] 
ausgesprochen worden. 
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funktion von p und einer solchen von q - p Veränderlichen darstellen 
lassen. 

Hält man dieses Resultat mit dem in Nr.34: erhaltenen und am 
Ende von Nr. 115 wiederholten zusammen, so ergibt sich der Wir
tingersche Satz: 

V. Eil gibt spezielle Klassen algebraischer Funktionen von einem 
Geschlecht q > p, deren Riemannsche Thetafunktionen nach einer 
Transformation höheren Grades in dem in Satz IV genannten Sinne 
in Produkte 'Von Thetafunktionen von p und solchen von q - p Varia
bIen zerfallen, derart daß die ersteren allgemeine Thetafunktionen sind. 

Ist das hierbei zugrunde gelegte algebraische Gebilde von der Ord
nung 2mp (vgl. Nr. 34:), so ist diese Transformation vom Grade m. Be
nutzt man z. B. als Gebilde G einen im allgemeinen zusammenhängend 
doppelt überdeckten Linearschnitt von~, so ist m = (p - 1)1 21'-1; 
dies ist daher als obere Grenze für den Transformationsgrad anzu
sehen, mit welchem man immer ausreicht; im einzelnen Falle wird 
man sich auf Transformationen weit niedrigeren Grades beschränken 
können. 

Bevor auf die Verwertung des Satzes V für die Theorie der Theta
funktionen eingegangen wird, soll zuerst der Fall p = 1 näher be
sprochen werden; dabei kann das Geschlecht des gegebenen alge
braischen Gebildes, da jetzt für p der spezielle Wert 1 gesetzt ist, 
statt wie bisher mit q in gewohnter Weise mit p bezeichnet werden. 

120. Reduktion Abelscher Integrale auf elliptische. lUD) Setzen 
sich die 2p Periodizitätsmodulen .Q,a (a = 1,2, .. . 2p) eines Abelschen 
Integrals vom Geschlecht p aus zwei Größen W lI w2 zusammen in 
der Form 
(663) .Qa = mal Wt + maS Wt, (a = 1,2, .. . 2p) 
so ist es stets durch eine rationale Substitution auf ein elliptischelJ 
Integral reduzierbar und umgekehrt. 

Ist dann 

(664) 
P 

~(ml'l mp+,«,1 - mp+I',1 mit') = + k, 
1'=1 

80 kann man, unter Hinzunahme eines passend gewählten konstanten 
Faktors, stets erreichen, daß die Periodizitätsmodulen .Q,a 

1. im Falle k = 1 nach einer linearen, im Falle k > 1 nach einer 
Transformation kten Grades die Werte 

(665) 
.Q,1 = n i, .Q,2 = 0, .Q,p = 0, 

.Q,2p = 0, 

349) Vgl. dazu Krazer, "Thetaf.", p. 4,69 u. f., auch Straßburg Festschr. 1901. 
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2. 1m Falle k > 1 nach einer linearen Transformation die Werte 

.Q1 = ~i, 
(666) 

.Qs = 0, 

.Qp+3 = 0, 

besitzen, wo a eine komplexe Zahl mit negativem reellen Teile be
zeichnet. Nach einer Transformation kten Grades zerfallen also die zur 
Klasse gehörigen Thetafunktionen in Produkte einer Thetafunktion von 
einer und einer solchen von p - 1 Veränderlichen, während es unter 
den unendlich vielen durch lineare Transformation ineinander über
führbaren Systemen von Thetamodulen stets eines von der Form 

ni 0 0 a k 
ni 
k 

a22 a211 asp 

° a82 ass aal' 

gibt.Mo) ° aps aps app 

121. Der spezielle Fall p = 2.351) Damit eine Klasse Abelscher 
Integrale vom Geschlecht 2 ein reduzierbares Integral enthalte, ist not
wendig und hinreichend, daß zwischen den Modulen al11 alS' ass der 
zugehörigen Thetafunktionen eine Gleichung von der Form 

(667) q1~i2 + q,all ni + q3~2 ni + q,a22 ni + q5 (au an - a~lI) = 0 

bestehe, wo die q ganze Zahlen bezeichnen, für welche der AusClruck 

(668) 

das Quadrat einer ganzen Zahl ist.852) 

Sind die Modulen aw am an einer Thetafunktion zweier Ver
änderlichen durch eine Relation von der Form (667) miteinander ver
knüpft, für welche der Ausdruck (668) den Wert k' besitzt, so können 

360) Diese Sätze rühren von Weierstrajl her; die erste kurze Mitteilung 
darüber findet sich bei Königsberger [J. f. Math. 67 (1867), p. 72], eine ausführ
lichere bei Kowalewski [Acta math. 4, (1884), p. 394]; vgl. noch Biermann, Wie
ner Sitzb. 106 (1896), Ha, p. 924; Picard, Paris C. R. 92 (1881), P 398 u. 606; 
93 (1881), p. 696 u. 1126; 94 (1882), p.1704; S. M. F. Bull. 12 (1884), p.163; 
Poincare, Paris C. R. 99 (1.$8.1,), p. 863. 

861) Vgl. dazu Krazer, "Thetaf.", p. 483 u. f. 
362) Dazu Biermann, Wiener Sitzb. 87 (1883), H, p. 982 u. Humbert, Paris C.R. 

126 (1898), p. 394 u. 608; J. de Math. 66 (1899), p 247. Über jene allgemeineren 
Thetafunktionen zweier Veränderlichen, deren Modulen einer Relation (667) mit 
beliebigen ganzzahligen Koeffizienten genügen, siehe Nr. 126. 
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dieselben stets durch eine lineare Transformation in a~l' ~i, a~l" durch 

eine Transformation kien Grades in a~l' 0, a~2 übergeführt werden.s5S) 
Hieraus erkennt man, daß eine Klasse Abelscher Integrale vom 

Geschlecht 2, welche ein reduzierbal'es Integral enthält, immer auch 
noch ein zweites besitzt SM), und weiter, daß in ihr, wenn sie mehr 
als zwei reduzierbare Integrale enthält, deren unendlich viele vor
kommen.s55) Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
in einer Klasse, die zwei reduzierbare Integrale enthält, noch ein 
drittes und damit unendlich viele vorkommen, ist die, daß die heiden 
elliptischen Integt'ale, auf welche J1 und J; reduzierhsr sind, selbst 
ineinander transformiert werden können.S56) 

Aus der zwischen den Modulen der Thetafunktion gefundenen 
Bedingung für das Auftreten eines reduzierbaren Integrals kann man 
auch die in diesem Falle zwischen den Rosenhainschen Modulen x, 1, 
p, oder auch den 6 Verzweigungspunkten der zugehörigen Riemann
schen Fläche bestehenden Beziehungen ahleiten.s57) 

853) Daß es im ersten Falle nicht nur eine solche lineare Transformation 
gibt, sondern unendlich viele, zeigt Balsa (DisR. Göttingen 1886), während einen 
Beweis für die Existenz der zuletzt genannten Transformation kt...n Grades Hanel 
(Diss Breslau 188=!) gibt. Von der vorliegenden Art sind auch die von Appell [Paris 
C. R. 94, (1882), p. 421] untersuchten Thetafunktionen zweier Veränderlichen, bei 
welchen die Modulen durch eine Gleichung von der Form r1 alt = rt an + q ni 
miteinander verkniipft sind; andere Beispiele bei Königsberger (Allg Unters. 0.. 

d. Th. d. Diffel'entialgl. 1882) und Doerr (Diss. Straßburg 188il). Appell [So M. F. 
BuH. 10 (188~), p. 5lJ] hat später seine Untersuchungen auf Thetafunktionen be
liebig vieler Variablen ausgedehnt, bei denen zwischen den Modulen p - 1 Re-

p 

lationen von der Form ~rpapi. = q;. ni (I. = 1, 2, ... p -1) bestehen. 
p=1 

854) Picard [So M. F. BuH. 11 (1882), p. 47]; dazu Appell et Gour8at, Fonct. 
algebr. 1895, p. 870 u. Humbert, J. d. Math. 56 (1899), p. 249. 

8ö5) IJiest's ist der be~ondere Fall des in Anm. 348 genannten Satzes von 
Poincare, aus dem sich ergibt, daß eine Klasse Abelscher Integrale vom Ge
schlecht p stets unendlich viele reduzierbare Integrale enthält, sobald es deren 
p + 1 besitzt [Poincare, Paris C. R. 99 (1884), p. 858J. 

3ö6) Daß in speziellen Fällen nicht nur 2, sondern unendlich viele redu
zierbare Integrale in einer Klasse vorhanden sind, gibt Bchon Picard [So M. F. 
Bull. 11 (11l8=!), p. 47] an; der hier angegebene Satz rührt von Bolsa (Diss. 
Göttingen 1886) her, auch de Franchis, Pa\. Rend. 38 (1914), p. 192. 

3ö7) Für k = 2 bei Königsbel'ger [J. f. Math. 67 (1867), p. 77] und Prings
heim [Math. Ann. 9 (1876), p. 466]. Den vorliegenden Fall behandelt auch Rock 
[Z. f. Math. 11 (1866), p. 4,63]; ferner hat Schel'ing [J. f. Math. 85 (1878), p. 135; 
dazu auch Daerr, Dies. Straßburg 1888] die dieselll besonderen Falle entspre
chende Riemannsche Fläche durch Aut'einanderlegen zweier elliptischen Bie-
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122. Reguläre Riemannsche Flächen. Aus der Eigenschaft eines 
algebraischen Gebildes vom Geschlecht q, daß sich die 2 pq Periodi
zitätsmodulen ~~,. von p linearunabhängigen seiner Integrale 1. Gat
tung aus 2p2 Größen P"a linear zusammensetzen lassen, darf man, wie 
Wirtinger 3(8) bemerkt hat, sobald p> 1 ist, nicht schließen, daß diese 
p Integrale simultan durch eine Substitution in einzelne Integrale vom 
Geschlecht p übergeführt werden können. Nicht nur, daß im Falle 
p> 3 die Größen P~, a im allgemeinen überhaupt nicht zu einer 
Klasse algebraischer Funktionen vom Geschlecht p gehören werden, 
sondern auch im Falle p <: 3 kann man nur schließen, daß jedes der 
p Integrale durch eine Substitution in eine Summe von p Integralen 
vom Geschlecht p übergeführt werden kann. 

Wohl aber gilt der Satz (Il B 2, Nr. 4:8), daß, wenn sich unter den 
Integralen 1. Gattung einer Klasse algebraischer Funktionen vom Ge
schlecht q eines befindet, welches durch eine rationale Substitution 
auf ein einzelnes Integral vom Geschlecht p < q reduziert wird, diese 
Klasse stets p linearunabhängige Integrale enthält, welche alle durch 
die nämliche Substitntion auf einzelne Integrale der nämlichen Klasse 
reduziert werden, und es haben ihre Periodizitätsmodulen dann stets 
die eingangs angegebene Eigenschaft. 

Diese Klassen algebraischer Funktionen werden durch die "regu
lären" Riemannschen Flächen definiert.s59) 

Eine reguläre Riemannsche Fläche wird erhalten, wenn man eine 
beliebig gewählte Riemannsche Fläche in n Exemplaren nimmt, diese 
aufeinander h'gt und durch Verzweigungspunkte und Verschmelzung 
längs Querschnitten zu einer einzigen Fläche verbindet. Beträgt da
bei die Anzahl der eingeführten Verzweigungspunkte 2k und ist p das 

mannschen Flächen erhalten (vgl. Nr.122): Hutchinson, (Diss. Chicago 1891) hat 
die 16 zugehörigen a-Funktionen zweier Verlindel'lichen durch elliptische a-Funk
tionen ausgedrückt und die eint.retende Entartung der KUlnmerschen Fläche 
untersucbtj endlich hat Cayley [Paris C. R. 8ö (1818), p. 265 u. f. = Col1. math. 
pa.p 10 (1896), p 214) fiir den vorliegenden Fall alle Wurzelfunktionen durch 
elliptiscbe Funktionen ausgedrückt. Für k = 4 bei Bolza [rreib. Ber. 8 (1885), 
p. 330, Diss. Göttingen 1886 u. Math. Ann. 28 (1887), p. 447J und Igel [Monatsh. 
f. Math. 2 (1891), p. lö7]j ferner Me Donald, Amer. M. S. Trans. 2 (1901), 
p.437 und Kluyver, Versl. Afd. Natuurk. 26 (1917), I1I, p.463. 

358) Acta math. 26 (1902), p. 155, auch Severi, Acc. Line. Rend. 236 (1914), 

I, p.581. 
S5!l) Klein, Math. Ann. 14 (t87!l), p. 459; auch "Riem. Fl.'· I, p. 208. Dyck, 

Diss. München 1819; Math. Ann. 17 (1880), p. 473, da.zu Math. Ann. 20 (1882), 
p. SO; ferner Hunvi1f1, Gött. N. 1887, p. 85 = l\Iath. Ann. 32 (1888), p. 290 und 
Ma.tb. Ann. 41 <,1893), p. 403. 
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Geschlecht der einzelnen Fläche, so ist das Geschlecht q der neuen 
Fläche durch die Gleichung 

(669) 2q - 2 = 2k + n (2p - 2) bestimmt.360) 

Analytisch können die regulären Riemannschen Flächen mit Hilfe 
zweier Parameter x, y durch algebraische Gleichungen von der Form 

(670) F(s; X, y) = 0 

dargestellt werden I wobei zwischen X und y selbst eine algebraische 
Gleichung 
(671) G(x, y) = 0 

vom Geschlecht p besteht, welche die einzelne Riemannsche Fläche 
definiert. 

Da man in ein System von q linearunabhängigen Integralen 1. Gat
tung von (670) stets p linearunabhängige Integrale 1. Gattung 

(672) JRa(x,y)dx , (,,=1 , 2, ... p) 

die zu (671) gehören, aufnehmen kann, so ist dadurch das algebra
ische Gebilde (670) bereits als ein reduzierbares im speziellen Sinne 
dieses Paragraphen charakterisiert. Damit ferner ein Integral 

(673) JS(s; x, y) dx 

dem in NI'. 119 genannten komplementären Systeme von p - q linear
unabhängigen Integralen angehöre, ist notwendig und hinreichend S61), 
daß die Relativspur des Integranden S, d. h. die über alle n auf Grund 
der Gleichung (670) zu einem Wertepaare x, y gehörigen Werte SI' 

82, ••• s,. erstreckte Summe 
,. 

(674) ~ Ses,,; x, y) = 0 seI. 
.. =1 

Die einer regulären Riemannschen Fläche vom Geschlecht q zu
gehörigen Thetafunktionen von q Veränderlichen zerfallen nach einer 
Transformation nter Ordnung in solche von p und solche von p - q 
Veränderlichen und die zuerst genannten entstammen dabei der ein
zelnen Fläche vom Geschlecht p (671), in dem Sinne, daß ihre Mo
dulen das n-fache der Modulen der dieser Fläche zugehörigen Riemann
schen Thetafunktionen sind. Die als zweite Faktoren auftretenden 
Thetafunktionen von q - p Veränderlichen sind im allgemeinen keine 
Riemannschen Thetafunktionen und dieser Umstand ist es, welcher 
Schottky und Wirlinger in den Stand gesetzt hat, durch die Heran-

360) Wirtinger, Thetaf., p. 73. 
361) 8c1wttky, Bed. Ber. 190!, p. 522; Jung, ebd. p. 1381. 
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ziehung solcher spezieller algebraischer Gebilde, wie sie durch regu
läre Riemannsche Flächen definiert werden, die Theorie der Theta
funktionen über den Kreis der Riemannschen hinaus weiter zu ent
wickeln.56t) 

123. Schottkys Symmetralfunktionen. Tritt an Stelle von (670) 
die spezielle Gleichung 
(675) Si = H(x, y), 

so nennt Schottky S9S) die Gleichungen (675) und (671) die charakte
ristischen Gleichungen eines Symmetrals, indem er unter diesem 
Namen ein ebenes von mehreren Randlinien begrenztes Gebiet ver
steht, das in bezug auf eine Gerade symmetrisch ist; p stimmt dabei 
mit der Anzahl der Paare wechselseitig symmetrischer Randlinien 
überein und soll in der Folge wie bei Schottky mit 'r bezeichnet wer
den. Ersetzt man dann noch q durch ~ und setzt q - P = (J, so 
kommen zu den 'r Paaren von Randlinien n = 6 + 1 - 'r unpaarige 
hinzu. Man kann den hier vorliegenden Fall auch als den der ver
zweigten Doppelüberdeckung einer algebraischen Kurve vom Geschlecht 
'r bezeichnen. Bei jeder der beiden Auffassungen erscheint er als 
eine Verallgemeinerung des hyperelliptischen, der in ihm, dem Werte 
'r = 0 entsprechend, enthalten ist, und es ist von diesem Standpunkte 
aus als der nächst einfache Fall der Fall 'r = 1 anzusehen, den man 
als den elliptisch-hyperelliptischen bezeichnet. 

Noch bemerkt man, daß die Integrale (673) in unserem Falle 
die Form 

(676) 

haben, wo R(x, y) eine rationale Funktion von x und y ist. 
Ein Symmetral hängt von 36 - n = 26 + 'r - 1 wesentlichen 

Konstanten ab.S") Ist daher 311- n < t6 (6 + 1), so können die am 
Schlusse des letzten Artikels erwähnten nicht Riemannschen Theta
funktionen von 11 Veränderlichen, welche Symmetralfunktionen genannt 
werden, niemals allgemeine Thetafunktionen sein; ist andererseits 
36 - n > t6 (0' + 1), so ist die Parameteranzahl des Symmetrals zu 
groß und es werden sich aus diesem Grunde die auftretenden Sym-

862) Daß Riemann selbst sc1r6n ähnliche Untersuchungen angestellt hat, 
zeigen einige in seinem Nachlaß befindliche Papiere aus dem Jahre 1862; vgl. 
Ges. math. W. Nachtr. (1902), p. 105. 

863) J. f. Math. 106 (1890), p. 199; Berl. Ber. 1908, p. 888 u. 1084 und ge
meinsam mit .Jung, Berl. Ber. 1909, p. 282 u. 732; 1912, p. 1002; schon früher Diss. 
Berlin 1875 u. Z. f. Math. 83 (1877), p. 300. 

364) 8chottky, Berl. Ber. 1908, p. 840. 
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metralfunktionen wenig zur Durchfuhrung einer Theorie der allgemei
nen Thetafunktionen von tJ Veränderlichen eignen. Für die Behand
lung einer solchen Theorie würde also vornehmlich der Fall 

(677) 36-n=26+~-1=t6(6'+1) 

in Betracht kommen, der außer für 6 = 1, n = 2, ~ = ° und 6' = 2, 
n = 3, $ = 0, d. i. für den gewöhnlichen elliptischen und ultraellip-

tischen Fall, nur für 6 = 3, n = 3, $ = 1, 

tJ = 4, n = 2, 1:" = 3, 
tJ = 5, n = 0, 1:" = 6 

eintritt, welche drei Fälle von Schottky 363), Jung,S65) und Wirtinger SS8) 

behandelt worden sind. 
Wir betrachten jetzt zuerst den Fall, daß unpaarige Randkurven 

vorhanden sind, d. h. daß n ~ 1 ist; dann ist 6' = $ + n - 1 ~ $. 

Zu dem algebraischen Gebilde (675) gehören 22~ Thetafunktionen, 
die mit 41[6] ((U))a bezeichnet seien, und es bestehen für deren tQ(Q+ 1) 
Modulen außer den stets gültigen noch besondere Symmettieverhält
nisse, so daß 

(678) 

ist. Auf Grund dieser Gleichungen läßt sich eine Thetafunktion 
41[E][U})a homogen und linear durch 2" Produkte je einer Thetafunktion 
von 6 Veränderlichen 41 [6] ((V))b und einer von 1:' Veriinderlicben 
41 [E J«w»c darstellen. Die ersteren sind die in Rede stehenden, von 
Schottky mit cp bezeichneten Symmetralfunktionen; ihre Modulen b 
haben die Werte: 

(679) baa' = 2(aaa' + aa, a+a')' ba{J = 2aa{J' bf1fJ' = a(J{J' 
(a, a' = 1,2, ... $; p, P' = 1:' + 1, 1:' + 2, ... 0). 

Die Thetafunktionen 41[EJ«W}\ haben die Modulen 

(680) caa• = 2(aaa' - aa,a+u') (a, a'= 1,2, ... 1:') 

und entstammen dem a1gebraischen Gebilde (671), dessen Riemonn
sehe Thetafunktionen die Hälften die!'er Größen als Modulen besitzen. 

Durch Umkehrung dieser Darstellungen erhält man ein einzelnes 
Produkt einer Symmetralfunktion cp((v] mit einer Funktion 4J-[E]«W))c 
homogen und linear durch l!'unktionen 4J- [EJ((fI))a ausgedrückt. 

865) Ber!. Ber. 1905, p. 484. 
866) "Thetaf:', H. Teil. 
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Will man statt der Funktionen .f}[E]((W~c die Riemannschen Theta
funktionen des Gebildes (671) selbst, also die Funktionen .f}[EHw))c 

"2 
einführen, so wird man in den soeben benutzten Gleichungen alle Mo-
dulen durch ihre Hälften ersetzen und die auftretenden Funktionen 

[E]« u);" linear durch die Quadrate der Funktionen .f} [E] (( U ))" aus
"2 

drücken; die dann auftretenden Symmetralfunktionen 1J«V»S61) haben 
dann auch die Hälften der Größen b als Modulen. 

Richtet man es nun so ein, daß die Charakteristiken in allen 
auftretenden Thetafunktionen aus halben Zahlen bestehen, so werden 
die Riemannschen Thetafunktionen ß'[E1((w)) bzw . .f}[E]((U)) Wurzel
funktionen der Gebilde (671) bzw. (675) proportional und man er
hält, nachdem man diese bestimmt hat, auf Grund der obigen Formeln 
die Werte der Symmetralfunktionen q>((v)) bzw. 1J((v)) durch sie bis auf 
einen gemeinsamen transzendenten Faktor ausgedrückt. Dabei sind 
die Argumente aus Integralen 1. Gattung gebildet; soweit damit eine 
Beschränkung ihrer Werte verbunden ist, kann man sich von dieser 
mit Hilfe des Additionstheor.ems frei machen. 

Der Fall 't = 1 der elliptisch-hyperelliptischen Funktionen ist 
durch das Vorhandensein von einem Paare wechselseitig zueinander 
symmetrischer und (1 unpaarigen Randkurven charakterisiert; er wird 
auch erhalten durch die in 2 (J Punkten verzweigte Doppelüberdeckung 
einer zum Geschlecht 1 gehörigen Riemannschen Fläche. Zu der da
durch entstehenden Riemannschen Fläche vom Geschlecht (J + 1 ge
hören Thetafunktionen, die nach einer quadratischen Transformation 
in elliptische Thetafunktionen und Symmetralfunktionen von (1 Ver
änderlichen zerfallen, welche von 20' Parametern abhängen, also nur 
im Falle (1 = 3 allgemeine Thetafunktionen sind, für (1 = 4 aber be
reits spezieller sind als die von 9 Parametern abhängigen Riemann
schen Thetafunktionen von 4 Veränderlichen (allerdings allgemeiner 
als die von 7 abhängigen hyperelliptischen Thetafunktionen des Ge
schlechts 4). 

RothS68) hat die zum Falle 't = 1 gehörigen Symmetralfunktionen 
von f1 Veränderlichen dadurch der in Nr. 124: geschilderten Wirtinger
schen Untersuchungsmethode zugänglich gemacht, daß er durch noch
malige, aber unverzweigte Doppelüberdeckung der vorher erhaltenen 
Riemannschen Fläche vom Geschlecht 11 + 1 eine solche vom Ge
schlecht 211 + 1 geschaffen hat, deren Riemannsche Thetafunktionen 

367) SchCJttky und Jung, Herl. Her. 1909, p. 283. 
368) Monatsh. f. Math. 23 (1912), p. 106. 
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neben solchen von t1 + 1 Veränderlichen neue Symmetralfunktionen 
tP[v')) von t1 Veränderlichen liefern. Er kann nun zur Untersuchung 
dieser und ebenso der früheren Symmetralfunktionen 9J ((v», da wir 
nns jetzt im Falle 'C = 0 befinden, in der Weise Wirtingers die Rie
mannschen Methoden anwenden, nm insbesondere die Lage der Null
stellen der genannten Funktionen und ihr identisches Verschwinden 
zu untersuchen. 

Die vorher genannten, von 8 Parametern abhängigen Symmetral
funktionen von 4 Veränderlichen hat Schottky369), dem sie den ersten 
Anlaß zu seinen Untersuchungen über Symmetralfunktionen gegeben 
haben, auf Grund der Eigenschaft, daß zwei gerade unter ihnen gleich
zeitig mit den Argumenten verschwinden, untersucht und unter Be
schränkung auf solche Argumente, für welche diese bei den Funktionen 
Null sind, durch elliptische Funktionen zweier Parameter ausgedrückt. 

In der Einleitung dieser Arbeit erwähnt Schottky den Satz, daß 
im Falle p = 3, wenn man die Argumente der Thetafunktionen auf 
solche Werte beschränkt, für welche zwei der 64 Funktionen ver
schwinden, die 62 übrigen ebensovielen gleichändrigen elliptischen 
Thetafunktionen 6. Ordnung proportional werden; den Zusammenhang 
dieses Satzes mit der verzweigten Doppelüberdeckung eines ellip
tischen Gebildes hat Jung a. a. O. nachgewiesen. 

Den Fall 'C = 2 hat Jung S10) zunächst bei beliebigem (j behan
delt. Er ist durch das Vorhandensein von 2 Paaren einander wechsel
seitig symmetrischer und t1 - 1 unpaarigen Randlinien des Symme
trals charakterisiert und wird erhalten, wenn man zu den Funktionen 
einer Klasse vom Geschlecht 2 die Quadratwurzel aus einer ihrer 
Funktionen adjungiert, die in 2 (j - 2 Punkten 01 wird; mit anderen 
Worten durch die an 2t1- 2 Stellen verzweigte Doppelüberdeckung 
eines algebraischen Gebildes vom Geschlecht 2. Die Riemannschen 
Thetafunktionen des entstehenden algebraischen Gebildes vom Ge
schlecht (J = (J + 2 zerfallen nach einer Transformation zweiten 
Grades in solche von 2 Veränderlichen, welche der zugrunde ge
legten Klasse vom Geschlecht 2 entstammen und Symmetralfunk
tionen von (j Veränderlichen, die von 26 + 1 Parametern abhängen 
und deren Darstellung durch Wurzelfunktionen von Jung a. a. O. 
durchgeführt wird. 

Später hat Jung 81l) den Fall t1 = 4 genauer untersucht und ins-
besondere die bei der Darstellung der Symmetralfunktionen auf treten-

369) J. f. Math. 108 (1891), p. 147 u. 193. 
370) J. f. Math. 126 (1903), p. 1, schon vorher Hab.-Schr. Marburg 1902. 
3'11) J. f. Math. IBO (1905), p. 1. 
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den Konstanten bestimmt. Die Symmetralfunktionen hängen hier VOn 
9 Parametern ab, sind also von der gleichen Allgemeinheit wie die 
Riemannschen Thetafunktionen des Geschlechts 4, aber anders spe
zialisiert; die zwischen ihren Modulen bestehende Beziehung wird 
von Jung gleichfalls in der Form einer Gleichung zwischen den Null
werten der geraden Funktionen angegeben. Schon im Falle tJ = 5 
sind die nur von 11 Parametern abhängigen Symmetralfunktionen spe
zieller als die von 12 abhängigen Riemannschen Thetafunktionen von 
5 Veränderlichen. Die 4 Bedingungen, welche im Falle der Symme
tralfunktionen zwischen den 15 Thetamodulen bestehen, sind nach 
Jung die, daß 4 gerade Thetafunktionen mit den Argumenten ver
schwinden. 

Jung hat endlich 872) noch den Fall "t = 3, f1 = 4, n = 2, 30-
n = tl1 (0 + 1) = 10 untersucht. Zugrunde gelegt ist eine Klasse K 
algebraischer Funktionen vom Geschlecht 3, welcher die Quadrat
wurzel z aus einer zur Klasse gehörigen, in 4 willkürlichen Punkten 
01 werdenden Funktion adjungiert wird; dadurch entsteht ein zum Ge
schlecht 7 gehöriger Körper K(z). Gewisse Summen von je 8 zu ihm 
gehörigen Riemannschen Thetafunktionen zerfallen in Produkte je einer 
der Klasse K zugehörigen Riemannschen Thetafunktion von 3 Ver
änderlichen und einer Symmetralfunktion von 4 Variablen, welche, da 
die Anzahl der darin auftretenden Parameter 6 + 4 = 10 beträgt, eine 
allgemeine Thetafunktion von 4 Veränderlichen ist. So gelangt Jung 
zu einer algebraischen Darstellung dieser letzteren. 

124. Wirtingers Thetafunktionen von p Veränderlichen mit 3p 
Parametern. Besitzt ein Symmetral keine unpaarigen Randkurven, ist 
also n = 0, so ist 11 = 'f - 1 und man erhält als Symmetralfunk
tionen jene Thetafunktionen, welche Wirtingm· 87S) eingehend unter
sucht hat. 

Wirtinger geht von einer Zp-blättrigen Riemannschen Fläche mit 
6p Verzweigungspunkten, also mit dem Geschlecht p + 1 aus, die 
durch 2p + 2 Querschnitte in bekannter Weise in eine einfach zu
sammenhängende verwandelt ist. Denkt man sich zwei Exemplare F ' 
und F" dieser Fläche längs eines Querschnittes miteinander ver
schmolzen, etwa so, daß man das linke Ufer von b~ mit dem rechten 
Ufer von b~ verbindet, so sind von den 2. 2p + 2 ursprünglichen 
Querschnitten nur noch 4p + 2 vorhanden; die entstehende neue 
Fläche F hat also das Geschlecht 2p + 1 (vgl. Nr.123). 

372) Berl. Ber. 1905, p. 484. 
373) "Thetaf.", II. Teil. 
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Für die Fläche F können als Integrale 1. Gattung zunächst p + 1 
Integrale 1. Gattung des einzelnen Exemplars F' genommen werden. 

Weitere p sind in der Form JVW.dro3J enthalten, wo dro:JJ die funda
mentale Differentialform von F' und YWj eine Wurzelform zweiter 
Dimension von F' bezeichnet, welche beim Überschreiten von b1 das 
Zeichen wechselt; solcher gibt es gerade p linearunabhängige. 

Ersetzt man das System dieser letzteren p Integrale durch ein 
System von Normalintegralen vl'(p.. = 1,2, .. . p), welche an den Quer
schnitten a~(v = 2, 3, ... p + 1) die Periodizitätsmodulen (}I'"ni be
sitzen, so kann man beweisen, daß ihre Periodizitätsmodulen an den 
Querschnitten b: die Eigenschaften von Thetamodulen haben und da
her Anlaß zur Bildung von Thetafunktionen mit p Veränderlichen 
geben, welche die gewünschten Symmetralfunktionen sind. 

Die Riemannscben Thetafunktionen der Fläche F mit 2p + 1 
Veränderlichen zerfallen nach einer Transformation zweiten Grades in 
diese Thetafunktionen von p Veränderlichen und in solche von p + 1 
Variablen, welche die doppelten Modulen der Riemannschen Theta
funktionen von F'· besitzen. 

Ohne von dieser Zerfällung Gebrauch zu machen, hat Wirtinger 
die auftretenden Symmetralfunktionen ganz in der Weise und mit den 
Hilfsmitteln Riemanns untersucht und insbesondere ihr Verschwinden, 
ihre algebraische Darstellung und die ihnen zugehörigen Umkehrpro
bleme behandelt. 

Die erhaltenen Symmetralfunktionen hängen von 3p Parametern 
ab; sie sind also in den Fällen p = 4 und p = 5 die allgemeinen 
Thetafunktionen (im ersteren Falle allerdings mit einer Überzahl von 
Parametern); f'dr p> 5 sind auch sie spezialisiert, aber weniger als 
die von 3p - 3 abhängigen Riemannschen Thetafunktionen vom Ge
schlecht p, die als Grenzfall von ihnen betrachtet werden können. 

Schottky und Jung SU) haben aen Zusammenhang, welcher auf 
diese Weise zwischen Riemannschen Thetafunktionen von p + 1 Ver
änderlichen und gewissen nicht Riemannschcn Thetafunktionen von 
p Veränderlichen hergestellt wird, dahin ausgesprochen, daß den 22p 

Produkten zweier gleichartiger Funktionen eines Systems Riemann
scher Thetafunktionen von p + 1 Veränderlichen stets die 22p Funk
tionen eines im allgemeinen nicht Riemannschen Systems von Theta
funktionen von p Veränderlichen zugeordnet werden können, derart 
daß die Werte, welche die geraden Thetafunktionen dieses zweiten 
Systems für die Nullwerte ihrer Argumente annehmen, bis auf einen 

374) Berl. Ber. 1909, p. 285. 
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allen gemeinsamen Faktor gleich sind den Quadratwurzeln aus den 
Nullwerten der zugeordneten Produkte des ersten.375) 

Für die ungeraden Thetafunktionen aber gilt der Satz, daß zwi
schen den Anfangsgliedern, welche die ungeraden Thetafunktionen des 
zweiten Systems bei ihrer Entwicklung nach Potenzen der Variablen 
liefern, die gleichen Relationen bestehen wie zwischen den Quadrat
wurzeln aus den Produkten jener beiden rp' Funktionen, welche den 
ungeraden Thetafunktionen des ersten Systems als einem Riemann
sehen nach Nr. 57 entsprechen, wenn man gleichzeitig die in den 
ersteren Relationen auftretenden Thetanull werte in der vorher an
gegebenen Weise durch Quadratwurzeln aus Produkten von Thetanull
werten gerader Thetafunktionen von p Veränderlichen ersetzt. Es treten 
80 den für die Anfangsglieder ua der ungeraden Thetafunktionen von 
2 Veränderlichen geltenden Relationen 376) 

(681) 
3 

:E + Ca45 Ca46 Ca56 Ua = 0 
a=l 

die für p = 3 bestehenden Relationen 377) 
3 

(682) 1E + YP"45P"46Pa56 w" = 0 
a=l 

an die Seite, in denen w" ein Produkt von zwei rp-Funktionen ist und 
von denen eine jede nichts anderes ist als die Gleichung der den Abel
sehen Funktionen zugrunde liegenden Kurve 4. Ordnung. 

So lange P < 3 ist, sind auch die auftretenden Symmetralfunk
tionen von p Veränderlichen Riemannsche Thetafunktionen einer be
stimmten Klasse algebraischer Funktionen. Den Zusammenhang, wel
cher dann zwischen Abelschen Funktionen der Geschlechter 3 und 4 
mit solchen des nächst niedrigeren Geschlechts hergestellt wird, hat 
Wirtinger S78) näher beleuchtet. 

375) Damit ist die in Nr. 92 vermißte Quelle für die Formel (538) gefunden. 
376) Schottky, Acta math .. 27 (1903), p. 260. 
377) Schottky, .Acta math. 27 (1903), p. 267. 
378) "Thetaf." p. 113; Acta math. 26 (1902), p.140; s. auch Roth, Monatsh. f. 

Math. 18 (1907), p. 161 u. 22 (1911), p. 64. Es mag an dieser Stelle noch an 
die Bemerkung Riemanns (Ges. math. W. Nachtr. p.97) erinnert werden, daß 
sich die 6-fach periodischen Thetareihen auf 4-lach periodische reduzieren lassen, 
wenn flir die Kurve 4. Ordnung drei Doppeltangenten, deren Th. Char. einer 
Hauptreihe entnommen sind, sich in einem Punkte schneiden; vgl. dazu .Anm. 218. 

Von Thetafunktionen, welche im Sinne des IV. Satzes von Nr. 119 in Pro
dukte von solchen mit weniger Variablen zerfallen, sind Beispiele mit einem 
oder auch mehreren elliptischen Faktoren im Vorstehenden verschiedentlich er
wähnt worden und auch Bonst bekannt (vgl. z. B. Schulz-Bannehr, Diss. Stra.ß
burg 1904), während Fälle, in denen beide Fa.ktoren Thetafunktionen von 

EnoYklop. ci. math. WissenBoh. II 2. 56 
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Man erhält diejenigen algebraischen Gebilde vom Geschlecht 3, 
welche in obiger Weise vorgegebene Thetafunktionen von 2 Variablen 
liefern, wenn man die durch diese bestimmte Kummersche Fläche mit 
einer Ebene schneidet. DeI' Schnitt ist eine 04 und die 16 singulären 
Ebenen der Kummerschen Fläche schneiden die Ebene in 16 der 28 
Doppeltangenten ; die 12 übrigen gehören einer Sreinerschen Gruppe 
an, welche durch die ihr zugeordnete Charakteristik diejenige Schar 
von Wurzelformen bestimmt, mittels welcher die vorgegebenen Theta
funktionen erhalten werden. 

In ähnlicher Weise können Gebilde vom Geschlecht 4 erhalten 
werden, welche vorgegebene Thetafunktionen von 3 Veränderlichen 
liefern. 

XVI. Multiplikabilität und Singularität. 

125. Die prinzipale Transformation (komplexe Multiplikation) der 
Thetafunktionen mehrerer Variablen. Die regulären Riemannschen 
Flächen besitzen (Il B 2, Nr. 53) eindeutige Transformationen in sich 
und ihre Thetafunktionen lassen daher Transformationen zu, bei wel
chen die transformierten Modulen den ursprünglichen gleich sind, bei 
denen also 
(683) (f.t,v=1,2, ... p) 

ist; solche Transformationen werden prinzipale, auch in Übertragung 
der im Falle p = 1 üblichen Ausdrucksweise komplexe Multiplika
tionen genannt. 

Die regulären Riemannschen Flächen sind nicht die einzigen, 
welche Transformationen in sich zulassen. Es gibt nämlich für eine 
algebraische Mannigfaltigkeit, welche nach Satz IV von Nr. 113 durch 
die zu einer Riemannschen Matrix gehörigen 2p-fach periodischen 
Funktionen von p Veränderlichen bestimmt wird, stets h + 1 alge
braische Transformationen in sich, wenn h der zu der Matrix gehörige 
Index der Multiplikabilität istS79); alle zu Riemannschen Matrizen, bei 
denen h> 0 ist, gehörigen Thetafunktionen besitzen also komplexe 
Multiplikationen. 

mehreren Veränderlichen sind, nur wenig behandelt wurden; es mag daher auf 
Schumacher [Diss_ Straßburg 1907 = Acta math. 32 (1909), p. 1] hingewiesen 
werden, wo eine Thetafunktion vom Geschlecht p = 6 in Produkte von Theta
funktionen von den Geschlechtern p = 2 und p = 4. zerfällt wird. 

379) Scorza, Pal. Rend. 41 (1916), p. 279; Catania Acc. Gioen. Atti 115 (1917), 
Mem. XX. Man vgl. dazu Hurwitz, [Leipz. Ber. 38 (1886), p. 34 = Math. Ann. 
28 (1887), p. 681], wo die Anza.hl der linearunabhängigen Transformationen in 
sich mit I" bezeichnet ist. 
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Daraus ergibt sich insbesondere, daß nicht nur jede zu einer un
reinen Matrix gehörige Thetafunktion komplexe Multiplikation zu
läßt880), sondern auch alle singulären Thetafunktionen, d. h. jene, für 
welche bei der zugehörigen Riemannschen Matrix der Index der Sin
gularität 1c > 0 ist. Auch der letzte Satz gilt im allgemeinen nicht 
umgekehrt. Nur im Falle p = 2 sind alle Thetafunktionen mit kom
plexer Multiplikation auch singulär, da hier k = 1 stets auch k = 1 
nach sich zieht (s. Nr.126), während z. B., wie die Formeln (641) 
zeigen, wenn p eine ungerade Primzahl ist, recht wohl k = 1 sein 
kann, auch wenn k = 0, die Matrix also keine singuläre und eine 
reine ist. 

Für p > 1 finden sich die prinzipalen Transformationen erstmals 
erwähnt von Königsberger881 ) und sodann eingehend bearbeitet von Kro
neckerIS!) und Weber 888). Die von heiden angestellten Untersuchungen 
haben aber erst durch Frobenius B84) einen befriedigenden Abschluß ge
funden in dem Satze: 

Wenn eine Transformation T für irgendeine Thetafunktion eine 
prinzipale ist, so zerfällt ihre charakteristische Determinante I T - sJI 
in lauter lineare Elementarteiler und verschwindet nur für solche 
Werte von s, deren Modul gleich der Quadratwurzel aus dem Trans
formationl!grade ist. 

Hat also die Gleichung 

(684) IT-sJI = 0 

reelle Wurzeln, so können diese nur + Yn sein, und da die Gleichung 
(684) in zwei Gleichungen pten Grades zerfällt, deren Koeffizienten zu
einander konjugiert komplex sind88~), so tritt jede reelle Wurzel bei 

380) Dies ist zuerst von WiltheiP [Math. Ann. 26 (1886), p. 127] ausgespro
chen worden, der den Satz bewiesen hat: Sobald eine Thetafunktion durch eine 
Transformation in eine andere Thetafunktion übergeführt wird, die in das Pro
dukt von Thetafunktionen von weniger Variablen zerfilJlt, so existiert für sie 
mindestens eine prinzipa.le Transformation, und ebenso stellte De Brun [Stockh. 
Öfv.64 (1897), p.413] den Satz auf: Damit ein Abelsches Integral 1. Gattung 
weniger als 2p unabhiingige Perioden haben soll, ist durcha.us erforderlich, daß 
das algebra.ische Gebilde in sich übergeht, wenn man eine angemessene bialge
braische (oder birationale) Substitution macht. 

881) J. f. Math. 65 (1866), p. 8M. 
882) Berl. Ber. 1866, p. 597 = J. f. Math. 68 (1868), p. 278. 
888) Ann. di Mat. 9, (1878/9), p. 140. 
884) J. f. Math. 95 (18118), p. 264. 
385) Im Fall, daß die Matrix keine singuläre ist (k = 0). hat Sorza [Paria 

C. R. 165 (1917), p. 497] gefunden, daß die Wurzeln einer jeden dieser beiden 
Gleichungen zwei und nur zwei, zueinander konjugierten komplexen Zahlen gleich 

55* 
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(684) in gerader Anzahl auf. Hat also die Gleichung (684) lauter 
einfache Wurzeln, so ist sicher keine reell 386). 

Im Falle n = 1 haben die Wurzeln alle den Modul 1 und, da 
die Gleichung (684) lauter ganzzahlige Koeffizienten besitzt, so ist in 
diesem Falle jede Wurzel von (684) eine Einheits wurzel 387). Eine 
solche prinzipale Transformation ist stets periodisch und umgekehrt 
ist auch jede periodische Transformation linear und prinzipal 388). 

F"obenitls hat ferner gezeigt, daß die hier angegebene notwendige 
Bedingung für eine prinzipale Transformation auch hinreichend ist, 
d. h. daß zu einer Transformation T, sobald sie die im vorstehenden 
Satze angegebene Bedingung erfüllt, immer auch Thetafunktionen 
existieren, für welche sie eine prinzipale ist, und er hat zugleich ge
zeigt, wie die Modulen dieser Thetafunktionen berechnet werden 
können. 

Über den Zusammenhang des Grades deI' prinzipalen Transforma
tion der Thetafunktionen mit den Transformationen des zugehörigen 
algebraischen Gebildes in sich sagt der HU~'witzsche389) Satz: 

Existiert auf einer Riemannschen Fläche eine (C(" 1 )-deutige KOl're
spondenz, so entspricht dieser stets eine prinzipale Transformation 
von der C(,ten Ordnung der zur Fläche gehörigen Thetafunktion. Einer 
ein- eindeutigen Transformation eines algebraischen Gebildes in sich 
entspricht also stets eine lineare prinzipale Transformation der zum 
Gebilde gehörigen Thetafunktion. 

Von diesem Gesichtspunkte aus haben Wiltheiß 890) und Bolza 391) 

die komplexe Multiplikation der 'l'hetafunktionen zweier Veränderlichen 
untersucht. Besitzt nämlich eine hyperelliptische Riemannsche Fläche 
82 = R(z) außer der stets vorhandenen eindeutigen Transformß,tion in 
sich 8' = - s, z' = PS noch eine weitere, so läßt sie sich stets durch 
eine Gleichung von einer der beiden Formen 
(6!:l5) S2 = R(zn) oder S2 = zR(zn) 
darstellen. Daraus ergeben sich für p = 2 unmittelbar die sechs von 

sind, von denen die eine t-mal, die andere (p - t)-mal als W nrzel auftritt, wobei 
die Zahl t iür aUe zu derselben Matrix gehörigen prinzipalen Transformationen 
den niimlichen Wert hat. 

386) Über die diesem Falle entsprechenden Riemannschen Matrizen siehe 
das in Nr. 114 zu der Gleichung (638) Bemerkte. 

387) K1'onecker, J. f. Math. 53 (1857), p. 173 = Werke 1 (1895), p. 103. 
388) Scorza, Pal. Rend. 41 (1916), p. 288. 
389) Gött. N. 1887, p. 97 = Math. Ann. 32 (1888), p. 301, vgl. auch Math. 

Ann. 41 (1893), p. 403. 
390) Hab. - Sehr. Halle 1881; Math. Ann. 21 (1883), p. 385. 
391) Am. J. 10 (1888), p. 47; Math. Ann. 30 (1887), p. 5~6. 
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Bolga angegebenen Fälle von Binärfol"lDen 6. Ordmmg mit linearen 
Substitutionen in sich. 

Diejenigen 'rhetafunktionen zweier Veränderlichen, welche eine 
prinzipale TransfOlwation besitzen, sind identisch mit den singulären 
Ftmktionen Humberts. 

126. Humberts singuläre Funktionen. Singulär nannten wir in 
Nr 114 eine Riemannsche Matrix dann, wenn zwischen ihren Elementen 
außerdem einen stets geltenden Systeme bilinearel" Relationen (627) noch 
weitere von derselben speziellen, alternierenden Form existieren. Sind 
k + 1 voneinander linearunabhängige solche Systeme vorhanden, so 
nennen wir die Matrix und die zu ihr gehörigen Funktionen k-fach 
singulär. 

Bis jetzt sind diese Funktionen nur in dem Falle p = 2 näher 
untersucht worden, wo Humbert S99) zum erstenmal auf sie aufmerksam 
wurde. Er knüpfte an den in Nr.9 (s. insbes. Anm. 35) ausgespro
chenen Gedanken an, daß die für die Transformationszahlen cafl an
gegebenen Bedingungen (40) nur dann notwendige Bedingungen für 
eine Transformation d. h. für das Auftreten algebraischer Beziehungen 
zwischen Abclschen Funktionen mit den Perioden ro und solchen mit 
den Perioden ro' sind, wenn zwischen diesen Perioden keine anderen 
bilinearen Relationen bestehen als die Hp - l)p Gleichungen (36); 
daß dagegen, wenn außer diesen noch andere gelten, auch noch andere 
Transformationen möglich sein werden, deren Transfol'mationszahlen 
c"ß den Gleichungen (40) nicht genügen. 

Indem Humbett die Perioden in der Normalform 

1ti 0 au a12 (686) 
o 1ti a21 au 

voraussetzt, e~gibt sich ihm als notwendig und hinreichend für die Exi
stenz weiterer in ihren Koeffizienten c nicht an die Gleichungen (40) ge
bundenen "singulären" Transformationen die Bedingung, daß die Modulen 
a außer der den Gleichungen (36) entsprechenden Gleichung an = an 
noch einer Relation von der Form 

(687) ql ni2 + q2an 1ti + qsa121ti + q4a22 ni + qä(aU a ltll - alt12) = 0 

genügen, bei der die q ganze Zahlen sind. Solche Modulen wurden 

392) Hwnbc/'t, J. de Math. 55 (1899), p. 233; 65 (1900), p. 279; 75 (1901), 
p. 97; 95 (1903), p. 43; 105 (1904), p. 209; schon vorher Paris C. R. 126 (1898), 
p. 508,814 u. 882; 127 (1898), p.857; 129 (1899), p. 6~0 u. 955; 130 (1900), 
p.483; 132 (1901), p. 72. Die von Humbert und Levy [Paris C. R. 158 (1914), 
p: 1609] be~onnenen Untersuchungen über singuläre Funktionen im Falle p = :l 
smd schon lD Anm. 337 erwähnt worden. 
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von ihm singuläre Modulen und die mit ihnen gebildeten Funktionen 
singuläre Funktionen genannt. 898) 

Der Wert des Ausdruckes 
(688) LI = gs' + 4(glgS - g,g,) 
bleibt bei jeder linearen Transformation ungeändert und es läBt sich 
durch eine solche die Relation (687) stets auf die Form 

"d 
- "4 an + a21 = 0, wenn g8 gerade ist, 

"d-l + 0 - -4-alt + alS alS = , wenn qs ungerade ist, 
(689) 

bringen, womit gleichzeitig bewiesen ist, daß alle Relationen (687) 
mit gleicher Invariante LI durch lineare Tl·ansformation ineinander 
tibergeführt werden können. 

Ist für die Relation (687) LI ein Quadrat, so sind die zugehörigen 
Thetafunktionen auf elliptische reduzierbar, siehe Nr. 121. 

Das Bestehen einer Relation von der Form (687) erweist sich 
bei Humbert aber zugleich als die notweDdige und hinreichende Be
dingung darur, daß zu einer Thetafunktion mit den Modulen «Ji11 
alt, aa, eine prinzipale Transformation existiert. Bringt man (687) 
durch lineare Transformation auf die Form 
(690) balt - 2 aalll - catt = 0, 
so ist für alle Thetafonktionen, deren Modulen dieser Bedingung ge
nügen, die Transformation, bei welcher 

(691) 
Ctl = css = a, C29 = eH = - a, 
Cl. = c4S = b, l1!1 = cs, = c, 

ist, während alle übrigen Transformationszahlen c den Wert Null 
haben, eine prinzipale und es gibt, solange zwischen den Modulen a 
keine weiterpn Bedingungen bestehen, so daß dieselben noch zwei 
willkürliche Parameter enthalten, für die zugehörigen Thetafunktionen 
keine andere komplexe Multiplikation als (691), bei welcher sicl;l die 
3 Bedingungen (683) auf die einzige (690) reduzieren. 

Sollen noch andere komplexe Multiplikationen bestehen, so m!issen 
für die Modulen a noch weitere Beschränkungen eintreten. Rosati894.) 
und nach ihm Scorsa S95) haben die folgenden Fitlle als möglich 

398) Uber die im FaJIe singulärer Modulen zwischen den Verzweignngs
punkten der zugehörigen Riemannschen Flil.che und die zwischen den Null
werten der Thetafunktionen bestehenden Rela.tionen siehe für die niedrigsten 
Werte von "d bei Humberl, Paris C. R. 126 (1898), p.508 und J. da Math. 2~ 
(1906), p S29. 

S94) Acc. Lino. Rend. !l!l, (1915), II, p. 182. 
895) Pal. Rend. 41 (191~), p. 889. 
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angegeben. Für die einfach singulären Funktionen (k = 1) kann, 
wenn die Matrix eine reine ist, sie also nicht auf elliptische Funk
tionen reduzierbar sind, h = 1 oder h = 3 sein; letzteres findet bei 
der durch die Gleichung s = y 55 + 1 definierten Klasse hyperellip
tischer Funktionen statt, deren eindeutige- Transformationen in sich 
schon Bolsa angegeben hat. Ist die Matrix eine unreine, so ist 
h = 1, 2 oder 3, je nachdem von den elliptischen Thetafunktionen, 
in welche die vorliegende Thetafunktion zweier Veränderlichen zer
fällt, keine, eine oder beide komplexe Multiplikation zulassen. Bei 
den zweifach singulären Funktionen (k = 2) ist stets h = 3; dabei 
kann die Matrix eine reine oder unreine sein. In letzterem Falle ent
hält die Klasse unendlich viele elliptische Integrale, von denen aber 
keines eine komplexe Multiplikation besitzt. Endlich bleibt noch als 
letzter Fall, daß hund k ihre Höchstwerte h = 3 und k = 7 haben; 
die Klasse der hyperelliptischen Funktionen ist dann durch die gleich
falls schon von Bolza behandelte Gleichung s = Yz(z4 +D charak
terisiert; sie enthält unendlich viele elliptische Integrale und es be
sitzt ein jedes von diesen komplexe Multiplikation. 

127~ Heckes Untersuchungen über vierfach periodische Funk
tionen. Einen tieferen Einblick in die Natur der singulären vierfach 
periodischen Funktionen haben die Untersuchungen Heckes S96) eröffnet. 
Diese erfordern, daß man die Perioden nicht von vornherein in der 
Normalform (686) voraussetzt. Es seien daher mit 

(692) 
Uv Ug, us, U4; 

'1111 '112 , Vs , V 4 

die Perioden einer vierfach periodischen Funktion der beiden Veränder
lichen u, v bezeichnet; zwischen ihnen besteht nach Nr. 113 stets 
eine ganzzahlige bilineare Relation von der Form 

(693) ~aik( u''Vk - uk'V;) = 0, 
i,k 

weil für jedes i und k von 1 bis 4 aii = 0 und a", + aki = 0 ist. 
Faßt man daher sowohl die u, wie die VI als homogene Punktkoordi
naten des Raumes, die 6 Größen 

(694) 

also als die Plückerschen Linienkoordinaten der Verbindungslinie dieser 
beiden Punkte, Periodengerade genannt, auf, so sagt die Gleichung (693) 
aus, daß alle Periodengeraden einem und demselben ganzzahligen 
linearen Komplexe A angehören, in welchem sie, weil für jede 

396) Gött. N. 1914, p. 81. 
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lineare Verbindung 
(695) 
die Ungleichung 
(696) 

besteht, dadurch ausgezeichnet sind, daß sie von keiner reellen Ge
raden des Komplexes getroffen werden; sie sind selbst nie r.eelL 

Gegenüber unimodularen Transformationen besitzt der Komplex 
A die Invariante 
~~ a=~~+~~+~~ 
(die Determinante der 16 Größen a,k ist a'), wozu noch bei ganz
zahliger unimodularer Transformation als Invariante der größte ge
meinsame Teiler der aiJ: tritt. Nennt man zwei Komplexe äquivalent, 
wenn sie durch eine ganzzahlige Transformation von der Determi
nante + 1 ineinander übergeführt werden können, so ist die Über
einstimmung in den beiden genannten Invarianten auch die hin
reichende Bedingung ihrer Äquivalenz. 

"Singuläre" Perioden im Humbertschen Sinne sind solche, welche 
außer der Relation (693) noch einer zweiten ebensolchen bilinearen 
Relation 
(698) 2'bi.l,(UV)ik = 0 

ik 

genügen. Die Periodengeraden gehören also gleichzeitig noch einem 
zweiten Komplexe B und damit einer ganzen Schar AXt + Bx. von 
Komplexen an und sind folglich Linien einer Linienkongruenz. Als 
Invarianten der Schar treten hier auf: 1. die binäre quadratische Form 

(699) Q(xl1 XI) = aXt' + Jx1x, + bx,!, 
bei der a, b die Invarianten von A, B und J die Simultaninvariante 

(700) J = a12bs<l + aS,blS + alSbü + a'lIb18 + aabss + al/SbU, 

bezeichnet, 2. der "Modul" linearer Funktionen von Xl' Xs bestehend aus 

(701) ~nir.(aiJ:Xt + bir.X,), 
i,k 

wo die nör. alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen. 
Falls Periodengerade in der Kongruenz überhaupt vorkommen, 

ist die quadratische Form Q(xt1 x,) indefinit, als0 891) 

(702) D == JI- 4ab > O. 
Die Invarianten (699) und (701) sind die einzigen der Schar, 

d. h. zwei Paare ganzzahliger Komplexe A, Bund 0, D sind dann 

897) Im Humbertschen Falle geht D in die durch (688) definierte Zahl 
.:1 fiber. 
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und nur dann simultan äquivalent, wenn für sie diese beiden In
varianten übereinstimmen. 

Für das folgende wird vorausgesetzt, daB D keine Quadratzahl 
ist, die Ji'unktionen also nicht auf elliptische reduzierbar sind. 

Der entscheidende Fortschritt Heckes bestand nun in der Erkennt
nis, daß sich alle Perioden paare einer singulären vierfach periodischen 
Funktion aus zwei passend gewählten Größenpaaren x, y und x', y' in 
einfacher vYeise zusammensetzen lassen. Da nämlich D von Null ver
schieden ist, so besteht die Kongruenz A = 0, B = ° aus allen Ge
raden, die zwei feste Geraden, ihre Direktrizen, schneiden. Jede Gerade 
der Kongruenz bestimmt auf diesen eindeutig ein Punktepaar und um
gekehrt, kann mithin durch zwei Paare homogener Parameter fest
gelegt werden. Betrachtet man nun alle viel'fach periodischen Funk
tiönen, unter deren primitiven Periodenpaaren solche vorkommen, die 
einer gegebenen ganzzahligen Kongruenz A = 0, B = 0 angehören, 
.und setzt voraus (was durch eine lineare Substitution der Argumente 
immer erreicht werden kann), daß die Punktepaare (692) auf den 
Direktrizen der Kongruenz liegen, so ergeben sich zu jeder solchen 
Funktion zwei Größenpaare x, y und x', y' derart, daß alle ihre Pe
riodenpaare und nur diese in der FOl"m 

!tX + vy, 
(703) 

/L' x' + v'y' 

enthalten sind, wOl"in /L, v ganze Zahlen des quadratischen Zahlkör
kÖll'ers k(V D) sind, welche noch gewissen arithmetischen, von A, B 
abhängigen Bedingungen genügen, und /L', v' die zu ihnen konjugierten 
Zahlen bedeuten. 

Die zwei Paal"e x, y und x', y' sind das Analogon des einen 
Periodenpaares der elliptischen Funktionen und ihre Quotienten 

(704) 
X 

';=y , 
, te' 

t; = --;-
y 

erweisen sich als die für die Untersuchung der singulären vierfach 
periodischen Funktionen zweckmlißigsten Modulen. Indem man zu 
ihnen noch passende Argumente tt, tl auswählt, erhält man (unter 
der Annahme a = - 1) die zugehörige Thetafunktion in der Gestalt 

tri 2tri 
_-=(p.2~_,Lt"~')+-=(p.u -f"U') 

(705) .ft(u,tt';,;,,;')=.,;seYD YD , 
f' 

bei der !t alle ganzen Zahlen des Körpel"s k(v'D) durchläuft. 
Als Funktionen der Argumente u, u' und der Modulen ,;,,;' oder 

der Perioden x, '!J; x' y' betrachtet, genügt jede zu ihnen gehörige 
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vierfach periodische Funktion ep(", ,,'; x, Y; x', Y) auf Grund ihrer 
Periodizität der Gleichung 

(706) ep(u + px + vy, u' + p' x' + ",'y' ;x,Yi x',y) =cp(u, ,,';X,YiX',YJ 
für beliebige ganze Körperzahlen p, v und ihre konjugierten p', v'. 

Wenn rp nur von der Gesamtheit der Perioden abhängt, nicht 
aber von der Auswahl der sie erzeugenden Paare x, Y und x', 11, so ist, 
da die gleiche Gesamtheit erhalten wird, wenn man :c, 1/i x', y' durch 

xt=ax+fJy, x/=a'x'+fJ'y', 
Yl = 'J'x + 6y, y/ = 'J"x' + 6'y' 

(707) 

ersetzt, worin a, p, 'J', 6 beliebige ganze Körperzahlen mit der Determi
nante + 1, a', fJ', 'J", 6' die dazu konjugierten bezeichnen, 

(708) rp(u, u'i Xl1 Yl; Xl" Yl') = ep(u, U'i X, Yi X', y'). 
Die Transformationen (707) bilden die homogene Modnlgroppe 

des Körpers k(JID). Nachdem bereits Humbert in dem von ihm be
trachteten Falle, in welchem die Relation A = 0 in der Normal
form vorliegt und a den Wert - 1 hat, zu dieser Gruppe ge
langt war, wurde die allgemeinste Bestimmung derselben von Hecke 
und GottyS98) gegeben, indem diese jene linearen ganzzahligen Trans
formationen suohten, welche die Kongruenz A = 0, B = 0 invariant 
lassen. Die dabei von Hecke benutzten Begriffe der Idea.ltheorie des 
Körpers bieten für diese Untersuchungen die geeignetsten Hilfsmittel. 

Um das Verhalten der Thetafunktionen bei den Transformationen 
der Gruppe zu untersuchen, geht man zweckmä.ßig, wie es auch Hum
berl getan, von allgemeineren Jacobischen Funktionen (s. Nr.116, 
insbes. Anm. 340) aus, bei deren Klassifikation neben der Ordnung 
und der Charakteristik hier noch ein drittes Element, der Index, auf
tritt S99). Mit ihrer Hilfe gewinnt man insbesondere einen tTberblick 
:über die Anzahl der in jedem Falle vorhandenen linearunabhäugigen 
Funktionen. Für die Thetafunktion (705) erhält man, falls ("~) der 
Identität mod. 2 kongruent ist, die Gleichung "I 

(709)&( u u' a-r+fl a'-r'+fl') 1:,1 +-»)(' '+K\ ( , , 
y-r+8' ,,'-r' + er i y-r+ 8' ,,',;' + " = i r<y-r u 'J' 'r v I f!/'& U,U i'r,'r ), 

wo 

(710) 

398) Toulouse Ann. 88 (1911), p. 209. 
399) Inhaltlich findet sieh der größte Teil dieser Theorie schon bei Hum

berl. Die Heranziehung der Idealtheorie hat sie formal vereinfacht und auch zu 
weiteren bei Humberl nicht auftretenden Problemen gefdhrt. Einen systema
tischen Aufbau von dieser Seite hat Buc1mer (Diss. ~el 1919) begonnen. 
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gesetzt illt, ~ aber eine achte Einheitswurzel bezeichnet, welche ebenso 
wie im Falle gewöhnlicher Thetafunktionen durch Gaußsehe Summen 
ausgedrückt werden kann. Dabei definiert Hecke 400) die zu einem 
Körper k(VD) gehörige Ga'ltßsche Summe durch die Gleichung 

(711) GC") ~:7tiS(~), 
e 

in der " eine KÖl'perzahl mit dem Idealnenner 11 ist, S (ro) die Spur 
ro + ro' einer Zahl ro bezeichnet und Q ein vollständiges Restsystem 
ganzer Zahlen mod. 11 in k(J!D) durchläuft. 

Die Gaußschen Summen (711) haben ähnliche Eigenschaften wie 
die aus der Theorie dCl' elliptischen Funktionen bekannten. Zunächst 
ist für jede ganze Körperzahl 1, welche zu 211 teilerfremd ist, 

(712) G(l,,) = { ! } GC"), 

wo {~} das quadratische Restsymbol in k(VlJ) ist, und ferner be

steht für jedes ,,= j, bei dem die ganzen Zahlen lt und ß teiler

fremd sind, die Beziehung 

(713) G() I ~/-,l 1 :i(sgn.r.-8gn·"')G( 1) 
" • "XU I = 8~e - 4)1 , 

woraus sich unter Benutzung von (712) das quadratische Reziprozi
tätsgesetz für den Körper k(VV) in der Gestalt 

agn.a-l agn.tJ-l egn,a'-l sgn.(I'-l 
(714) {ß}' {~} = (-1)-~ ---0_2-+-2 -·-s-

ergibt, wenn lt, ß, y, 8 zueinander und zu 2 teilerfremde ganze Zahlen 
sind, von denen mindestens eine dem Quadrat einer Zahl mod. 4 kon
gruent ist. 

Wenn man die Gaußsehen Summen auf Grund der Gleichungen 
(712), (713) auswertet, erhält man auch ~ als zahlentheoretische Funk
tion von lt, (J, r, h dargestellt. 

Für die Multiplikation und die Transformation höherer Ordnung 
liegen bis jetzt nur die prinzipiellen Ansätze vor. Neben das "ordi
näre" Problem der Multiplikation, d. h. die Frage, wie sich .fr(nu,nu'j';,';') 
durch die Funktionen .fr(tt, ~t' j ';, ,;') ausdrückt, wenn n eine ganze ratio
nale Zahl ist, tritt noch das "singuläre" Problem .fr (vu, v' u' j ';, l) dar-

400) Gött. N. 1919, p. 265, vgl. dazu Krate,", ,,'l'heta.f." p. 190; ebenso wie 
dort kann man auch hier zu den Gaußschen Summen von den Thetanullwerten 
durch einen Grenzübergang gela.ngen, wenn man die Modulen 't, '1" gegen einen 
reellen Randpunkt x, )I' konvergieren läßt. 
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zustellen, wenn v eine ganze Zahl des Körpers k(yn) ist. Endlich 
scheint für das eingehende Studium dieser Theorie eine dritte Klasse 
von Problemen eine Rolle zu spielen, die man algebraisch als Partial
resolvente jener beiden Probleme bezeichnen kann, nämlich die Frage, 
wie sich durch .ff (u, u'; 1:, 1:') diejenigen Thetafunktionen ausdrücken, 
deren Periodenpaare von der Form EL + V1:, EL' + v',,;, sind, wo ,U, v 
alle Körperzahlen mit einem bestimmten IdeaInenner durchlaufen. Das 
zweite und das dritte P:roblem sind bei allgemeinen Thetafunktionen 
nicht formulierbar; sie hängen mit den singulären Transformationen 
Humbm'ls (vgl. Anm. 3.,) zusammen. 

Der komplexen Multiplikation (NI'. 125 )der Funktion (705) entspricht 
in den Modulen 1:, 1:' die Transformation mit rationaler Determinante 

(715) (V:~) bzw. (-rn _;})), 
die offenbar 1:, 'C' ungeändert läßt. Im Falle des Bestehens weiterer kom
plexen Multiplikationen ergeben sich Bedingungen für die Modulen 
1:,1:', die zunächst in der Form ein er Gleichung 

a",'+ {J 
(716) 1: = "/,,,'+~ 

auftreten können, die mit der Gleichung 
, a',;+ ß' 

(717) 'C = ,,/',;+ Ir 
gleichbedeutend ist und bei der (x, p, l', h Körperzahlen bezeichnen~ 

für welche (Xv - Pr total negativ ist. Die Funktionen sind in diesem 
Falle zweifach singulär (k = 2). Aus ihren Thetanullwerten entstehen 
Funktionen der einen Variable T, welche bei allen jenen Transforma
tionen der Modulgruppe invariant bleiben, welche die Gleichung (716) 
in sich transformieren. Diese Gruppe, deren Substitutionskoeffizienten 
sich durch zahlen theoretische Eigenschaften definieren lassen, ist un
abhängig von der obigen Entstehung zuerst von Fricke401) aufgestellt 
worden; für die zugehörigen automorphen Funktionen einer Variable 
ergibt sich aus dem obigen eine Darstellung durch die Nullwerte von 
zweifach singulären Thetafunktionen zweier Veränderlichen. 

Zwischen den Modulen T, T' können aber auch zwei Gleichungen 

"~+tJ ' "'~'+jJ' 
(718) T= ,,/~+J' T = "/',,,'+cY 

bestehen, wie es im Falle einfach singulärer Funktionen der Fall ist, 
sobald ihr Index der Multiplikabilität h = 3 ist. Die Modulen T, 1:' 

401) Math. Ann. 38 (1891), p. 50 u. 461; 89 (1891), p. 62; 41 (1893), p. 443; 
42 (1893), p. 664. 
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sind dann Wurzeln konjugierter quadratischer Gleichungen im Körper 
k(YD) und bestimmen je einen zu k relativ-quadratischen imaginären 
Zahlkörper. Die Werte der Modulfunktionen (s. Nr. 128) sind eben
falls algebraische Zahlen und definieren ihrerseits einen algebraischen 
Zahlkörper St Die so entstehenden Körper ~ sind das Analogon der 
Klassenkörper der komplexen Multiplikation der elliptischen Modul
funktionen. Unter gewissen vereinfachenden Voraussetzungen über die 
Beschaffenheit von k(VD) sind diese Körper ~ von Hecke4.02) genauer 
untersucht worden. Dabei stellte sich heraus, daß ~ ein Abelscher 
Körper ist bezüglich des Körpers der symmetrischen Funktionen der 
beiden Zahlen ";, ,,;' und eine enge Beziehung zu den Idealklassen dieses 
Körpers aufweist, wodurch es gelingt, ihn durch rein arithmetische 
Eigenschaften eindeutig zu charakterisieren. 

128. Modulfunktionen von mehreren Veränderlichen. Wir sind 
im Vorigen bereits darauf geführt worden, die Funktionf'n lediglich 
in ihrer Abhängigkeit von den Modulen 1:, ,,;' zu betrachten. Indem 
man dabei die Argumente u, u' festhält (gewöhnlich werden sie gleich 
Null gesetzt), entstehen die zum Körper k(V])) gehörigen Modul· 
funktionen, d. h. diejenigen Funktionen F(r:, r:') der beiden, an die 
Konvergenzbedingnng geknüpften Veränderlichen ";, ,,;', welche bei 
allen Substitutionen der Modulgruppe oder einer ihrer Untergruppe 
invariant bleiben. 

Die allgemeine Theorie dieser Funktionen und zwar sogleich für 
beliebiges p ist von Blumenthal4.0S) entwickelt worden, der insbeson
dere die Gestalt des Fundamentalbereiches der Funktionen unter
suchte, ihre Existel1zsätze aufstellte und bewies, daß die Gesamtheit 
aller Funktionen einer Gruppe (bei geeigneter Festsetzung der Sin
gularitäten) ein algebraisches Gebilde von p Variablen darstellt. 

In einer zweiten Arbeit4.04) hat Blumenthal dann einen sehr all-

402) Math. Ann. 71 (1912), p. 1 u. 74 (1916), p. 465. 
403) Math. Ann. 56 (1903), p. 509 u. 58 (1904), p. 497. Für p = 2 hatte 

bereits Picard diese Modulgruppen als die einfachsten Fälle seiner groupes 
hyperabeliens untersucht, den Zusammenhang dieser Gruppe mit der Gruppe der 
Transformationen einer gewissen quaternären quadratischen Form in sich aus
einandergesetzt und zugehörige Funktionen durch Thetanullwerte dargestellt 
[Acta math. 1 (1882), p. 297; 2 (1883), p. 114; 5 (1884), p. 121; J. de Math. 14 

(1885), p. 87; Ann. Ec. Norm. 28 (1885), p. 357; Bul!. sc. math. 9 (1886), I, p. 202; 
S. M. F. BuH. 15 (1887), p. 148; dazu Paris C. R. 94 (1882), p. 579 u. S37; 98 
(1884), p. 289, 563, 665 u. 904; 99 (1884), p. 8H2; 101 (1885), p. 1127; 108 (1889), 
p. 557 u. 65\IJ; Bourget hat eine genaue Untersuchung dieser Funktionen und ihrer 
Gruppe unternommen [Paris C. R. 124 (1897), p. 1428; Toulouse Ann. 12 (1898), D]. 

404) D. M. V. Jahresb. 13 (1904), p. 120. 
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gemeinen Ansatz von Hilbert durchgeführt und gezeigt, daß es, wenn 
man für die jp(p + 1) Modulen einer Thetafunktion gewisse lineare 
Funktionen von p Variablen nimmt, rationale Funktionen der Theta
nullwerte gibt, welche Funktionen der Modulgruppe in jenen p Va
riablen sind. FUr p = 2 trifft dies fUr die Nullwerte der in Nr.127 
betrachteten Thetafunktionen zu und Hecke4IJ') zeigte mit Hilfe der 
Theorie der Invarianten der Binärform 6. Grades, daß auch die all
gemeinste Modulfunktion von zwei V mablen durch jene singulären 
Thetanullwerte rational darstellbar ist. 

Mit Hilfe der allgemeinen Sätze von lJhwnenthal gelingt Hecke 
dann der Beweis für die Existenz von Transformationsgleichungen, 
d. h. algebraischen Gleichungen zwischen den Grundfunktionen F( -r, "> 
einerseits und einer Funktion F (~; ~ ~, ;:;: ~ ~) andererseits, wo 

a6 - Pr eine beliebige (total positive) Körperzahl sein darf. Eigen
tümliche Schwierigkeiten entstehen hier bei dem Nachweis, daß die 
transformierten Funktionen ebenfalls Reihenentwicklungen nach t!" 11 

und ene't' zulassen; er läßt sich erst durch Benutzung des Umstandes 
führen, daß die Modulfunktionen von zwei Variablen durch Spezialie
sierung aus Funktionen von drei Variablen, nämlich den Thetanull
werten des Falles p = 2 in ihrer Abhängigkeit von den drei Theta
modulen entstehen. 

Auch die Multiplikatorgleichungen haben bei diesen Modulfunk
tionen ihr Analogon als Gleichungen für transformierte Modul
formen. 

Für beide Klassen von Gleichungen ist die Theorie soweit ge
fördert, daß sich tiefliegende arithmetische Eigenschaften der Koeffi
zienten ergeben, insbesondere Beziehungen zwischen Koeffizienten von 
Transformationsgleichungen, iiie zu verschiedenen Translormationsdeter
minaten gehören. 

129. Anwendung der Thetafunktionen auf die Zetatanktionen. 
Nachdem schon Riemann4.0Ö) die einfach unendliche Thetareihe zur Dar
stellung der t-Funktion verwendet hatte, um insbesondere mit ihrer Hilfe 
deren Fortsetzbarkeit zu zeigen und ihre Funktionalgleichung abzuleiten, 
und Kinkelin 4.06) und Lipschits4.0'f) das gleiche Verfahren auf allgemeinere 
Reihen im Körper der rationalen Zahlen ausgedehnt hatten, wurde von 

406) Berl. Ber. 1869, p. 671 = Ges. ma.tb. W. 1876, p.186; 2. Auti. 1892, 
p. 14:6. 

406) P:rogr. Basel 1862. 
407) J. f. Math. 105 (1889), p. 127. 
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Lerck(08) die Zetafunktion eines imaginären quadratischen Zahlkörpers 

(719) Z(s) =2 (au' + 2b~v + cv!)" 
lCt '" 

WO 1', V alle Paare ganzer Zahlen, das Paar 0, 0 ausgenommen, durch
läuft, ß = ac - bS > 0 und der reelle Teil von 8 > 1 ist, mit Hilfe 
der Thetareihe 

(720) 
U,D 

dargestellt und ebenfalls deren Funktionalgleichung abgeleitet. 
Epstein(09) hat diese Resultate auf beliebige definite quadratische 

Formen ausgedehnt. Ist 

(721) 

eine quadratische Form von p Veränderlichen, deren reeller Teil eine 
positive definite Form und deren Determinante von Null verschieden 
ist, so definiert Epstein die Zetafunktion pter Ordnung mit der Cha-

rakteristik I i I und den Modulen CI' l' durch die Gleichung 

91ti~ml'hl' 

Zlil(s),,=~ e I' ~, 
ml,' .• mp qJ (m + g»' 

(722) 

wo der reelle Teil von s größer als p ist und nicht alle g oder nicht 
alle h gleichzeitig ganze Zahlen sind. Indem er sie durch die p-fach 
unendliche Thetareihe 

(723) ./} I i I (O,s)" -~+:-1tHP«g+m»H1ti~ml'hl' 
fnu···fflp 

darstellt in der Form 
co 

(724) :e-~- r(:)zl~I(8)" fßf-l~I~I(O,S)"dS, 
o 

erhält er eine Definition der allgemeinen Zetafunktion bei unbeschränkt 
veränderlichem s und zugleich für sie die ~'unktionalgleichung 

(725) :e- f rG) ZI~I(s)'I' = ~ e-21ti~gl'hl':e _P-;' r(P;S) Zl~gl(p - 8)<1>' 

in der W die zu cp reziproke Form bezeichnet und welche auch noch 

408) Rozpravy Akad. 2 (1893) u. 4 (1896). 
409) Math. Ann. 66 (1903), p. 616. 
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gilt, wenn die obengenannte Beschränkung für die 9, h aufgehoben 
wird. Epsteinbeweist mit Hilfe dieser Relation insbesondere für bi
näre quadratische Formen die Kroneckerschen Grenzformeln.410) 

Für die Dedekindsche Zetafunktion eines beliebigen Zahlkörpers 
wurde die Fortsetzbarkeit und die Funktionalgleichung von HeckeUl) 

entdeckt, nachdem sie vorher nur flir die Kreiskörper und die rein 
kubischen Zahlkörper bekannt. war.412) In einer späteren Arbeit be
handelt Hecke413) die Dirichletschen L-Funktionen für Zahlkörper. 

Für einen Zahlkörper k vom Grade n, dessen Klassenzahl gleich 
1 ist, gestalten sich diese Beziehungen wie folgt. 

Es sei k(1), ... k(r1 ) das System der reellen unter den zu k kon
jugierten Körpern, kh +1), • • ' kh + 2r.), r 1 + 2r2 = n, das der imagi
nären und dabei die Bezeichnung so gewählt, daß für (J = 1'1 + 1, .. , 
r1 + 1'2 k(q) und kCq + r.) konjugiert imaginär sind. In der gleichen 
Weise sollen auch die konjugierten Zahlen bezeichnet werden. Ist 
dann rJ die Differente des Körpers, deren Norm der Körperdiskrimi
nante d gleich ist, und sind tq (l! = 1,2 ... n) reelle positive Varia
blen, für welche te+r • = tq für (J = r1 + 1, ... 1'1 + r ll ist, so be
trachte man die n-fach unendliche Reihe 

t~ll,mi2 

Q. (t) - Ye- 7t ~ l"iior-
'lI -.... ~ I I' (726) 

P-

in welcher f.L sämtliche ganzen Zahlen des Körpers k durchläuft. Sie 
kann als eine Thetareihe, in welcher die Argumente gleich Null gesetzt 
sind, aufgefaßt werden und es gilt für sie die Transformationsformel 

(727) -&(t)= 1 4t(~). 
Vtlt2 ... tn t 

Für den reellen quadratischen Körper stimmt diese Thetareihe mit 
der früher eingeführten singulären Funktion (705) überein. 

Eine ähnliche Reihe erhält man, wenn man zuerst die Thetareihe 
gliedweise nach den Argumenten differenziert und diese nachher gleich 
Null setzt. Bedeuten al1 ••• ar1 0 oder 1, ferner ar1 + l' ..• a.. irgend
welche nicht negative ganze rationale Zahlen, bei denen aber von 
den beiden Zahlen a~ und ar.>+r. immer nur eine von Null verschieden 
ist, so setze man t~ l,uml' 

(728) 4t-(t,a) =~ IlCfL«(!»a~ e-1t~!T>I, 
P- (! 

410) Weber-Festschr. 1912, p. 57. 
411) Gött. N. 1917, p. 77. 
412) IJedekind, J. f. Math. 121 (1900), p. 40; Lundau, Schwarz-Festschr. 

1914, p. 244. 
413) Gött. N. 1917, p. 299; s. auch Landuu, Math. Z. 2 (1918), p. 52. 
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wo fl überall die Zahlen 1,2, ... n durchläuft; dann ist wieder 

(729) . ;Ea'II( d(Pl )a, 1 ( 1 ,) 
8-(t,a) = (- l) (> IhC'll' II +18- T' a , 

(> t';, ~ . , 
wobei a~ = a/l für Q = 1,2, ... r1/ dagegen a~+r. = a" und a~ = a/!+ r. 

für fl = "I + 1, ... "1 + "9 ist. 
Mit Hilfe der Thetareihe (726) läßt sich die zu k gehörige Zeta

funktion folgendermaßen darstellen. Es sei ,,= "I + r 2 - 1 und 
1J1I ••• 1Jr ein System von Grundeinheiten, durch welche also jede Ein
heit E in der Form 
(730) E = ~ 1J'{'l1J;n • •.• 'I'J':r 

ausgedrückt werden kann, wo ; eine Einheitswurzel und mll ms' ... mr 

ganze rationale Zahlen sind. Die Zetafunktion ist durch die Gleichung 

(731) ~k(S) = ~IN~/LHi 
f' 

definiel·t, in der I' alle von Null verschiedenen ganzen, nicht asso
ziierten, d. h. nicht nur um einen Faktor E verschiedenen Zahlen von 
k durchläuft. Der Summand der auf der rechten Seite stehenden 
Summe läßt sich nun zunächst durch ein (r + 1 )-faches Integral dar
stellen in der Form 

co 00 'o;;;' tp i,u(Pl I2 dt 
(732) _1_= ~_ A-_8 

__ J .. . Je-TtAf'iJfITf .TI/i· dt1 ••• ~, 
IN(!')!' r(ifr(st. o 0 (> "tl tr +! 

wo zur Abkürzung n 

(733) 2- r'n -2!va! =.A 
gesetzt ist und wo man nun das Integral statt über alle positiven t 
auch nur über jenen Teilraum der t erstrecken kann, der keine zwei 
durch Gleichungen von der Form 

(734) t(>' = I E«>lls tl! 
miteinander verknüpften Punkte t, t' enthält, wenn man nur gleich
zeitig über alle zu IL assoziierten Zahlen EI' summiert. Führt man 
dann noch an Stelle der t Deue Variablen u, Xli •.. xr ein vermöge 
der Gleichungen r 

(735) 
-2 ~'" logl~(~)i 

..:." " t(> = ue ,,=1 , 

so erhält man schließlich 

Enoyklop. cl. ma.th. Wia •• nsch. n 2. 66 
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Aus dieser Darstellung der t-Funktion ergibt sich nun für jeden 
Körper k wie bei Biemann vermöge der Tmnsformationsformel (727) 
die Fortsetzbarkeit von t!(s) und ihre Funktionalgleichung 

(737) ~(s) = ~(1 ;- s), 
wenn 

(738) 
gesetzt wird. 

Man kann aus .fi(l) durch eine ähnliche Integralformel noch an
dere Funktionen von s ableiten, die als verallgemeinerte Zetafunktionen 
zu bezeichnen und gleichfalls für die Theorie von k von Bedeutung sind. 

Zu dem Ende bezeichne man die zu 

r 1 1 1 - - -n tt n 
(739) I 

I 
log 1'I~l)1 log I 'Y/;.!) i log I 'Ir +1) I . 

L log 1'I~l'l log 17J~S)1 log IfJr+1) I . 
reziproke Matrix mit l e,. ~> er) .., 

e, ~1> er> J 
e • • eCll e(rl 
r+l r+l r+l 

(740) 

lind bilde, iudem man unter m1 , ••• mr beliebige ganze rationale Zahlen 
versteht, {"ür eine Körperzahl I'" die Funktion 

(741) 

danu isf {"Ur jede Einheit 8 

(742) 1(8p) = l(p) 
und ferner {"dr jedes Zahlenpaar a, (J 

(743) i(a{J) = l(a) 1 (P). 
Für die allgemeinere Zetafunktion 

(744) tl(s, 1) =~ I~~I' 
'" erhält mau dann der Gleichung (736) entsprechend die Darstellung 

(745) Hs,l) = ..4.8 res, l)t.t(s,l) 

- 0 ja. jd~ .. p!, ."f-' • -.. ,-i •... (&(~ - 1), 
o _.!. _.!. 

I 11 
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worin r+1 r 

r(s,l) =/1 re;8 -:d ~m"e~» 
~=l x=1 

(746) 

ist und aus der wieder die Funktionalgleicbung 

(747) ~(s,l) = ~(1- s, l-1) 
folgt. 

Führt man die Integration nach u aus, so folgt eine einfache 
Beziehung zwischen ~(s, l) und den Funktionen t 722) von Epstein. 

Man lasse endlich in (744) an Stelle von 1(",) die allgemeinste 
den Bedingungen (742), (743) genügende Funktion 

(749) 

Und 
(760) 

o ,wenn (! = 1,2, ... "'11 
&(~) = are. '1/(1/) = 

" x _.(t~~+r.), wenn (! ="'1 + 1,. ""'1 +"'1 
ist, die m" beliebige ganze rationale Zahlen, die 0q aber denselben 
Bedingungen unterworfen sind wie bei der Thetafunktion (728) und 
gegebenfalls noch einer aus (742) folgendt'n Kongruenz. Die dann ent
stehende Zetafunktion (744) ist mit der Funktion ft,t, a) verknüpft 
durch die Gleichung 

(761) g(s, l) =- 1'(1) A' res, l) ~k('" l) 
1 1 " r 

.. +1 +1 '" 1 '"" '"" 
" l ' . r: j' -+-~a -1 - ~",,,JI,, 

= l(\~D.a.rr(eqn)la:ld~ ax1 ... dxru 1 1 1 ' e 1 &(t,a), 
(1=1 0 1 1 -I -, 

wo zur Abkürzung 
" 

(752) 2:cim" - :E aq(log 1'1/~(l)1 + i&~» = M" 

gesetzt ist und weiter 
(1=1 

r .. 

r+l _ 2'c~X)(2:IJim,,-i~I/'~"») 
1'(1) = TIlve(~)I"=l ,,=1 (753) 

q=1 
und 

r+l , r .. 

(754) r(s,l)=-n r[~(s+ aqt aq)_ ~e~)( :cim,,-- ; ~a.4t~»)] 
(1-1 "=J ,,=1 

ist, und es gilt für sie gleichfalls die Funktionalgleichung (747), 
66* 
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Weitere arithmetische Verfeinerungen, welche man erhält, indem 
man die Zahlen nnd Ideale des Körpers nach einem beliebigen Modul 
in Klassen einteilt und die entsprechenden Gruppencharaktere ein
führt, lassen sich leicht anbringen und führen zu ähnlichen Formeln.(14) 

Für reelle quadratische Körper nehmen die Funktionen .1.(,.,,) und 
r(s,l) folgende einfache Gestalt an: 

(755) 

(756) 

Dagegen 

(757) 

(758) 

fIIn; I I'" 
l(,.,,) = e10g I ~I og f2 , 

res l) - r(_S_ + mni) r(~ _ mni). 
, - 2 2 l .. g 111 I 2 210g 111 , 

ist für imaginäre quadratische Körper 

J.(,.,,) = (,:r = (l~ra, 
r(s, 1) = r(s + ;). 

Die so für den Körper k(J! - 1) resultierenden Reihen sind in an
derem Zusammenhange bereits von Herglote 415) aufgestellt und darauf
hin von Epstein416) auf die anderen imaginär-quadratischen Körper 
übertragen worden. 

Vermöge der Produktentwicklung 

(759) ~k(S, J.) = TI 1 _ l(n~\l,(n) ,-., 
n 

die über die verschiedenen nicht assoziierten Primzahlen ,,; zu er
strecken ist, stehen diese allgemeinen ~-Funktionen mit der Vertei
lung der Primzahlen in Zusammenbang und liefern z. B. Sätze über 
die Gitterpunkte in beliebigen Winkelräumen, wofür eine quadratische 
Form x2 + g2 oder X S - 2gB eine Primzahl ist. 

130. HyperelliptiBche Flächen.4H) Die Kummersche (ebenso wie 
die Weddlesche) Fläche ist ein spezieller Fall jener algebraischen 
Flächen F (x, ,!!, z) = 0, welche eine Parameterdarstellung von der 
Form zulassen, daß x, !/, zein wertige, vierfarh periodische Funktionen 
zweier Parameter u, v sind. Diese Flächen hat znerst Picard418) be
trachtet und sodann Bumbert419) eingehend untersucht, der ihnen auch 
den obigen Namen gegeben hat. 

(14) Math. Z. 1 (1918), p. 1157 u. 6 (1920), p. 11. 
(15) Math. Ann. 61 (1900), p. 551. 
(16) Math. Ann. 68 (1907), p. 205. 
(17) III C 6b, Nr.40. 
(18) J. de Math. 1, (1885), p. 812; 5, (1889), p. 2211; vgl. PaI. Rend. 9 

(895), p. 244. 
419) J. de M;ath. 9, (1893), p. 29 u. 1161. 
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Bringt man die Perioden auf die Normalform 

%i 0 a11 an 
(760) 

0 
ni 
~ a21 a22 

so heißt J der Divisor der Fläche; entsprechen ferner einem Punkte 
der Fläche r verschiedene Wertepaare u, v (im Periodenparallelotop), 
so heißt r der Rang der Fläche. Die Kummersche Fläche ist also eine 
hyperelliptische Fläche von Divisor 1 und dem Range 2, da bei ihr 
u, v und - u, - v den nämlichen Punkt liefern. 

Die homogenen Punktkoordinaten Xi Ci = 1, 2, 3, 4) einer hyper
elliptischen Fläche lassen sich in der Form 

(761) Xi=@i(U,V) (i=1,2,3,4) 

darstellen, wo @. Thetafunktionen von der nämlichen Ordnung und 
der nämlichen Charakteristik sind. Verschwinden die 4 Funktionen @, 

für ein Wertepaar u, v alle 4 gleichzeitig 420), so entspricht diesem 
eine ausgezeichnete Kurve auf der Fläche und zwar eine Kurve mter 

Ordnung, wenn außer den Xi auch alle ihre partiellen Derivierten nach 
nach u und v der 1 ten, 2ten, ••• m - 1 ten, aber nicht der mten Ordnung 
verschwinden. 421) Jede algebraische Kurve auf der Fläche wird durch 
Nullsetzen einer mit denselben Modulen gebildeten Thetafunktion 
irgendwelcher Ordnung erhalten und umgekehrt. 

Eine hyperelliptische Fläche vom Divisor 1 und dem Range 1 
nennt man eine JacolJische Fläche F, eine solche vom Divisor 8 und 
dem Range 1 eine Picardsche F~ 422) Schon Picard423) hat angegeben, 
daß eine Jacobische Fläche von niedrigerem als dem 6. Grade jeden
falls nicht existieren könne, und Humbert 424.) hat eine solche Fläche 
niedrigsten Grades in der Form 

(762) Xl : Xli ; Xs : x4. = {)-123 {)-21 : {)-123 {t2i! : {)-123 {)-a ll : {)-1 {)-lI{)-s 

gefunden, wo {)-11 {t2' {tu irgend 3 der 6 ungeraden Thetafunktionen 
sind, {)-12S aber jene gerade Thetafunktion bezeichnet, deren Charak
teristik die Summe derer von {)-l' {)-2 und 4ts ist. Da 4}17 {t" 4)-3' 

()-123 ein Rosenhainsches System bilden, so erhält man die Gleichung 

420) Picard, Ann . .l!;c. Norm 18s (1901), p. 409. 
421) Daß diese ausgezeichneten Kurven nicht der FHtebe selbst eigentümlicb 

sind, sondern von der gewählten Darstellung abhängen, ha.t sicb bei der Weddle
schen }<'läehe (Nr. 69) deutlich gezeigt. 

422) Enriques und Severi, Ace. Linc. Rend. 165 (1907) I, p. 448, 176 (1908) 
1, p. 4; Acta math. 82 (1l/09), P 283 und 83 (1910), p. 321. 

423) J. da Mat.h. 14 (1886), p. 336. 
424) J. de Math. 9, (1893), p. 436, 
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der Fläche unmittelbar aus der zwischen den Quadraten dieser Funk
tionen bestehenden Gleichung 4. Grades.425) 

Bezüglich der hyperelliptischen Flächen zweiten Ranges hat 
Humbert gezeigt, daß olle derartigen Flächen vom Divisor 1 Punkt 
für Punkt auf eine Kummersche Fläche bezogen werden können, die 
zu einem beliebigen Divisor 8> 1 gehörigen Flächen 2. Ranges aber 
ihre Analogie mit der Kummerschen Fläche zeigen, wenn man sie in 
einen Raum von 28 + 1 Dimensionen projiziert; in diesem erweisen 
sie sich als Flächen von der Ordnung 4d mit 16 konischen Doppel
pun kten uIl.d 16 längs einer rationalen Normalkurve 2 (}ter Ordnung 
berührenden Tangentialebenen, welche die gleiche Konfiguration auf
weisen wie die 16 Knotenpunkte und 16 singulären Ebenen einer 
Kummersehen Fläche. 

Bei den Dar"tellungen der Koordinaten Xi der zu einem Werte 
6 > 1 gehörigen Fläche in der Form (761) wird man bemerken, daß 
die Ordnung der benutzten Thetafunktionen stets ~in Vielfaches von 8, 
also = n8 sein muß (vgl. p. 833). Die zahlreichen von TraynardU6), 

RemyU7) und Ohillemi428) durchgeführten Beispiele entsprechen den 
Werten n= 1 und n=2, auch sind die vier Funktionen (B)i stets entweder 
alle 4 gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade Funktionen, die 
Flächen also vom Range 2, d. h. verallgemeinerte Kummersche Flächen. 

Bezieht man eine Picardsche Fläche FcJ auf das mit den näm
lichen Modulen a, aber dem Werte 8 = 1 gebildete Periodenschema 
(760), so ist sie nunmehr vom Range 8. Die so definierten hyper
elliptischen Flächen sind für 8 > 2 die einzigen bei beliebigen Mo
dulen a existierenden. Außer ihnen gibt es andere nur noch für spe
zielle Modulwertej bei ihnen sind die zu einem Punkte gehörigen r 
Wertepaare U, v durch Gleichungen von der Form 429) 

(763) u; = a.ul + b,vlI 

Vi = Ci'U'l + divl 

Ci = 2, 3,·· . r) 

425) Kmzer, "p = 2", p. 44; Reichardt, Nova Acta Leop. 50 (1887), p.429; 
Welrer, J. f. Math. 84 (1878), p. 841; vg!. Anm. 168. 

426) Paris C. R. 138 (1904), P 339; 18~ (1904), p. 718; 140 (1905), p.218 
u. 931; 143 (1906), p. 637; These, Paris 1907; Ann. Ee. Norm. 248 (1907), p. 77; 
Paris C. R. 146 (1908), p. 521; S. M. F Bull. 38 (1910), p.280. 

427) Paris C. R. 142 (1906), p. 386 u. 768; 143 (1906), p. 767; S. M. F. Bull. 
35 (1907), p. 53. 

428) Paris C. R. 148 (1909), p. 1091; Pa!. Rend. 29 (1910), p. 164. 
429) Enriques und Severi, Acc. Line. Rend. 166 (1907) I, p.443; Bagnera 

und de Franchis , Paris C. R. 145 (1907), p. 747; Ace. Linc. Rend. 165 (1907) I, 
p. 492 u. 696; Soc. ltaI. Mem. 15, (1908), p. 2.;1; Atti IV Congr. internaz. Rom 
11109, p. ~49; Oom,essati, Soc. !tal. Mem. 218 (1919), p. 45. 
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vel'knüpft, die eine Gruppe von der Ordnung r bilden. Es sind dem
nach Flächen mit birationalen Transformationen in sich. Für die zu
gehörigen Funktionen ist folglich der Index der Multiplikabilität 
h> 1 und daher auch k> 1, d h. die Funktionen sind singuläre von 
der in Nr. 126 und 127 beb'achteten Art. 

Nachwort. 

Vor mehr als 20 Jahren hatten die beiden Verfasser von der Redaktion 
den Auftrag übernommen, die Theorie der 2p-fach periodischen Funktionen von 
p Veränderlichen und der allgemeinen Thetafunktionen für die Encyklopädie 
d'trzusteUen. Sie haben damals die übernommene Arbeit in Jahresfrist voll
endet und ein Manuskript eingeliefert, das sich inhaltlich mit den jetzigen 
Nr. 9- 45 und 112-118 (mit Ausnahme der erst neulich eingefügten Nr. 114) 
deckt. Der Druck konnte aber damals nicht geschehen. da der Artikel über 
Abelsche Funktionen noch fehlte. Nachdem mehrere Versuche der Redaktion, 
diesen zu erhalten, keinen Erfolg gehabt hatten, übernabmen die Verfasser vor 
etwa 12 Jahren auch ihn und einigten sich in den nun folgenden Jahren in 
schriftlichem und mündlichem Verkehr über den Umfang und die Anordnung 
des Stoffes. Als der Krieg ausbrach, war das Ma.nuskript bis Nr. 46 hergestellt, 
aus begreiflichen Gründen erwies sich aber jetzt eine Fortsetzung der gemein
samen Arbeit als unmöglich und bei der Andauer des Krieges mußte, wenn die 
Vollendung nicht ins unbestimmte verschoben werden sollte, einer von uns allein 
die weitere Arbeit iibernehmen. So ging ich im Sommer 1916 an die Fort
setzung des Manuskriptes, das ich nach zwei Jahren der Redaktion einreichen 
konnte. Von Nr. 47 an bin ich also allein für die Darstellung verantwortlich. 
Bei den Nr. 127-129 hatte ich mich der Mitarbeit des Herrn Kollegen Hecke 
zu erfreuen. 

Die Theorie der Abelschen Funktionen ist das Werk einer größeren Anzahl 
von Mathematikern, die von recht verschiedenen GesichtFpunkten ausgingen und 
mit recht verschiedenen Hilfsmitteln arbeiteten. Ich war bestrebt, die einzelnen 
'l'eile möglichst in der Form darzustellen, in der sie uns von ihren Urhebern 
übermittelt worden sind. Damit war natürlich der Verzicht auf die Einheitlich
keit der Darstellung verbunden; hätte ich aber diese erreichen wollen, so hätte 
ich mich von der Aufgabe der Encyklopädie, den Leser möglichst leicht über 
einen Gegenstand zu orientieren und auf die Quellen zurückzuführen, weiter 
entfernt. 

Karlsruhe, den 5. Dezember 1920. Krazer. 

(Abgeschlossen im Dezember 1920.) 



Register zu Band 11, 2. Teil. 
Die Stichworte des Registers sind durch gespeuten Druck hervorgehoben; die 
Wiederholung des Stichwortes ist durch einen Bindestrich angedeutet. Die Zahlen 
beziehen sich auf die Seiten des Bandes, die größeren auf den Text, die kleineren 
auf die Fußnoten. Unter dem einzelnen Stichworte sind die Nachweise nach 
steigender Seitenzahl angeordnet, so daß gelegentlich dem einzelnen Gegenstande 

mehrere getrennt stehende Nachweise zukommen. 

A. 
.Abbildung, konforme (winkeltreue) -

im Kleinen 19, im Großen 52; kon
forme - einfach zusammenhängender 
Bereiche auf die Kreisfläche J)5, 66; 
konforme - der Kreisfläche auf sich 
selbst 66; konforme - analytisch be
grenzter Bereiche auf den Kreis 59; 
konforme - mehrfach zusammenhän
gender Bereiche nach Riemann und 
Schottky 64; - der Oberfläche des 
Tetraeders auf die Kugelfläche 335; 
- der zweiblil.ttrigen Riemannschen 
FliI.che mit vier Verzweigungspunkten 
auf das Periodenparallelogramm 254 11'. ; 
Umkehrung dieser - 268; - der Ober
ftitche des Ellipsoids auf die Ebene 334; 
- einer Vollkugel auf ein Quadrat 
834, Benutzung dieser - in der Astro
nomie 834.; - eines Quadrats oder 
Rechtecks auf den Kreis 334; -en durch 
einzelne Abelsche Integrale 1. Gattung 
616 ff., durch die Integrale 2. u. 8. Gat
tung 618. 

Abelsche Funktionen, allgemeiner 
Begriff der -n - 611; Riemanns 
Theorie der -n - 686 ff., spittere Aus
führungen in niederen FitlIen 692; 
- - im Sinne Riemanns 691; Theorie 
der -Ii - bei Clebsch-Gordan 692 ff.; 
Theorieder-n - bei Weierstraß 698 ff.; 
Theorie der -n - bei Klein 188 ff., spe
ziell far p == 3 801. 

Abelsche Integrale, Existenz -r -
auf gegebener Riemannschen Flitche 
62; Allgemeines über - - 121; die 
drei Gattungen der -n - 182; alge-

braische Darstellung der Integranden 
-r - 181, nach Clebsch-Gordan 1118, 
nach a.rithmet. Methoden 188, nach 
Weierstraß 151 ff., nach Klein in in
varianter Gestalt 154; Umkehrung der 
-n - 162 (s. auch "Umkehrung" und 
"Umkehrproblem"); Transformation 
der -n - 165; Multiplikation u. Tei
lung der -n - 165; Reduktion -r 
- auf solche niederen Geschlechtes, 
insbesondere auf elliptische 166; -
- 2. u. 3. Gattung, Zusammenhang 
mit log & «(11» 690, ausführlicher 712; 
Reduzierbarkeit -r - 888. zugehö
riger Satz von Wirtin ger 840; Redu
zierbarkeit -r - auf elliptische 840; 
Reduzierbarkeit -l - bei p = 2 841. 

A beIsche Reduktionstheoreme 164. 
Abelsche Rela.tionen 201, 815. 
A belsches Theorem, ursprüngliche 

Gestalt 159, für die drei Gattungen der 
Integrale 160; Differentialgleichungen 
des -n -s 161; Umkehrung des -n 
-s 162; -Anwendung des -n -s a.uf 
die Theorie der Kurven 162, 164, son
stige Anwendungen 163, 164; Erwei
terungen des -n -s 164; - - als 
Grundlage bei Untersuchung der Kur
ven 8. u. 4. Grades 380. 

Abelsche Transzendente 612, im 
Sinne von Clebsch·Gordan 698; Ad
jungierte - - 696; - - 2. u. 8. Gat
tung 707, ihre Darstellung durch 
Thetafllnktionen 109. 

Ableitung einer Funktion fez) 11. 
Ach te Einheitswurzel bei linearer 

Transformation der Thetafunktionen 
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289, bei linea.rer Transformation von i -e (nichtlineare) Periodentransforma-
tk, f1l 239, bei linearer Transfor- 'I tionen 6~5. . . 
mation der Heckeschen Thetafnnk- AkzessorIsche Parameter lD Dlf
tionen 861. , ferentialgleichungen der polymorphen 

Additionstheoreme, - der ellipt.j Funktionen 4115 ff., 466; - in einer 
Integrale, erster Keim u. spätere Ent-, linearen Differentialgleichung 497; 
wicklung bei Fagnano 182; Entdek- Feotlegung der -n - durch den Fun
kung der - von Euler 183; - der I damentalbereich 533, speziell bei Kreis
ellipt. Integrale als Lösungen von Dif- Ibogenvierecken 534. 
ferentialgleichungen bei Euler 183, bei I Al-Funktionen von Weierstraß 626. 
Lagrange 186, bei Eisenstein 244; - der i Alge braisch. -e Gebilde 33; -e Funk
ellipt. Integrale 2. u. 3. Gattung bei I tionen 34; Erklärung und ältere Ge
Euler 185; Gestalt der - bei Legendre schichte der -en Funktionen 117; -es 
190, bei Abel 198; - der elliptischen I Gehilde nach Weierstraß 119; Rie
Thetafunktionen 220: - als Ausgangs- \' manns Theorie der -en Funktionen 
punkt bei Weierstraß 294; a.llgemeine 120ff.; }!'unktionen an einem -en Ge-
Behandlung der - der ellipt. Funk- bil.-le 124; Weierstraß' Theorie der -en 
tionen 2\-16; Existenz eines -s für die I Funktionen 139 ff.; -e Integrale, ihre 
ellipt. Funktionen charakteristisch 206; I Darstellung durch die Integrale 3. Gat
- für ~(u) u. ~(u) 297; invariante Ge- i tung nach Weierstraß 151 ff.; durch 
stalt der - nach Klein 297; sonstige -e Funktionen und Logarithmen aus-
algebraische Gestalten der - der ellipt. führbare -e Integrale 152; -e Funk-
Funktionen 298,298,300; - für mehr- tionen mehrerer Variablen 173; -e 
gliedrige Argumentsummen 299; - Grundlagen der Theorie der ellipt. 
der er-Funktion u. der Thetafunktionen Funktionen 251 ff., 257; -e Gebilde 
300 ff.; die 256 - der Thetafunktionen des Geschlechtes 1 und elliptische Ge-
801, 301; - der Integrale 2. u. 3. Gat- bilde, Gegenüberstellung 286 ff.; -e 
tnng 301; - der Thetaquotienten bei multiplikative Formen auf Riemann-
beliebigem p 671; - der allgemeinen schen J!'lächen 400; -e Probleme bei 
Thetafunktionen bei p ~ 3 674; - regulär verzweigten Riemannschen 
zwischen Thetafunktionen verschie- Flächen 429; - integrierbare lineare 
dener Moduln 685; - all! Ausgangs- Differentialgleichungen 524, einfachste 
punkt bei Weierstraß 699, 827; - der Fälle 525, bei Differentialgleichungen 
hyperelliptiscben Thetafunktionen 771; 8. Orrlnung 526, bei solchen des Fuchs-
- der allgemeinen 2p-fach periodi- schen Typus 527; - integrierbare Dif-
schen Funktionen 827. ferentialgleichungen 2. Ordnung 528ff.; 

Adj ungierte Differentialgleichungen -e Lösungen der hypergeometrischen 
515; - Kurven zu einer Grundkurve Differentialgleichungen 546; -e Ge-
(bei Clebsch u. Gordan) 694; - Tran- bilde, durch Tbetafunktionen darge-
szendente (bei Clebsch u. Gordan) 695. stellt 670 ff.; -e Funktionen einer Rie-

Ähnlichkeitsverhältnis der konfor- mannschen Fläche 690, ihre Darstel-
men A.bbildung 20. lung durch Thetafunktionen 714. 

Äquianharmonischer Fall der ellip- AlgebroiderCharakterderLösungen 
tischen Funktionen bei Eisenstein 243 ; von Differentialgleichungel" 566 ff . 

.. - Fall der elliptischen Gebilde 289. AllgemeineTeilungsgleichungder 
Aquivalent,-ePunktsystemeaufeiner elliptischen Funktionen bei Abel199, 

Riemannschen Fläche (einem alge- 307; - - der elliptischen Funktionen 
braischen Gebilde, einer Kurve) 14:2;, als :Abel$che Gleichung 308; Lösungs
-e Punkte (Figuren) in der Ebene des i prozetl der - - der elliptischen Funk:
elliptischen Integrals 1. Gattung 263; , tionen 309 ff.; - - der Abelschen 
-e Punkte (Figuren) bezüglich der i Funktionen 816. 
Gruppe aller Substitutionen u' = u + . Analytisch, -er Uharakter einer 0.1-
m1 0)1 + mt 0)1 '268, bezüglich der Mo- ; gebl'aischen Funktion 11; -es Ver
dulgruppe 266, bezüglich einer Gruppe I halten in einem Punkte 12; -es Ver
von Substitutionen einer Variablen 3tiO; I halten "im Kleinen" und "im Großen" 



87{) Anormale Reihen - Bestimmtheit 

12; -e Funktion 12, 35ff.; -6 Fort
setzung 35; Prinzip der -en Fort
setzung nach Klein 38; -e Gebilde 40; 
notwendige und hinreichende Bedin
gungen für eine -6 [<'unktion 42; Deu
tung -er Funktionen durch Kurven 
43; Erklärung -er l<'unktionen durch 
bestimmte Integrale 60; reelle -e 
Funktion (Begriffserklärung) 57; -e 
Kurve (Begriffserklärllng) 58; -e Funk
tion \on n unabhängigen Variablen 
118; -6 Fortsetzung bei Funktionen 
mehrerer Variablen 108; -es Funk
tionssystem 110; -es Gebilde n ter 

Stufe bei (n+r) Variablen 110; -e 
l!'unktion F(z!> zJ' ... , z,,) mit nur 
außerwesentlich singulären Punkten 
111; -e Form mehrererAl'gumente 112; 
-e Darstellung von Modulfunktionen 
und Modulformen 416ff.; -e Da.stel
lung von U2 und U3 416; -e Darstel
lungen der KleillBcben Funktionen 
l1lp' X a , Zu, .•. 418 ff.; -e Dar"tel
lungen nir polymorphe Formen 438 W.; 
-e Integrale bei linearen Ddferential
gleichungen an singulären Stellen (An
zahl solcher Integrale) 488. 

Anorma I e Reih en bei linearen Dif- I 
ferentialgleichungen 488. 

Arithmetisch, -e-Bebandlung der al
gebraischen Funktionen (bei Dedekind 
und Webt-'r) 125, 126; -e Repräsen
tanten für Transformation nt n Grades 
der elli "tischen Funktionen 320; -e 
Erklärung von Gruppen linearer Sub
stitutionen einer Variablen (Haupt
krei_gruppen) 385. 

Arithmetisch-geometrisches Mit
tel von Gauß 222,224, Geschichtliches 
darüber 1I118, Zusammenhang mit dem 
elliptiRchen Integral 1. Gattung. 2:13; 
Dlfferentialgleichungdes---n -8 224; 
Beziehung des ---n -s zu den Theta
nullwerten 225; --- - von vier 
Elementen bei Borchardt 758. 

Artbegriff bei linearen Differential
gleichungen mit rationalen Koeffizien
ten 511. 

Assoziierte Differen ti alglei chgn. 
514. 

Asymptotisch, -e Formeln für die 
Ableitun~en der ThetarE'ihen nach Ci) 

283; -e Bewegung des einfachen Pen
dels 338; -e Darstellung von Jnte-/ 
gralen linearer Differentialgleich. 489. 

Ausartungen der elliptischen Gebilde 
289 ff. 

Ausgezeichnete Untergruppen der 
Modulgruppe und regulär verzweigte 
Riemannsche Flächen 387. 

Außerwesentlich singuläre Stelle 
einer analytischen Funktion 18; -
- einer analytischen Funktion von n 
Argumenten 102; - - - bei linearen 
Differentialgleichungen 483. 

Automorph, -e Funktion. allgemeiner 
Begriff 351; periodische Funktionen 
als -e Funktionen 353; Funktionen der 
regulären Körper als -e Funktionen 
353; Geschichtliches über die Theorie 
der -en Funktionen 357ff.; -e Gebilde, 
Begriff und Hauptsätze 394 ff.; Klassi
fikatIOn der -en Funktionen 395 W.; 
-e l<'ormen, allgemeine Begründung 
402; eindeutige -e Formen 402, deren 
ReihendarsteIlung 402 ff_; -e Formen 
des Gescblechtes Null 403; polfreie 
oder ganze -e Formen 407; -e Formen 
bei Gebilden mit beliebigem p 407; 
-e Primform 408, 414W; -e Elemen
tarform 413; ProduktdarstelJung der 
-en Primform 415; -6 Modulgruppen 
450; mehrdeutige -6 Funktionen 464; 
-e Funktionen von mehreren Varia
blen 466ff. 

Azygetisch, alsBezeichnungvon Theta
charakteristiken 664; -e Charakte
ristiken bei p = 2 743. 

B 
Begrenzung, Arten der - bei Be

reichen 10 

Benachbarte Funktionen (bei hy
pergeometrischen Funktionen) MI. 

Bereiche T,B, T' in der z-Ebene 9ff.; 
- - B" mit Randkurven 10; - bei n 

unauhängigen Variablen 97. 
B erti nische Kurve 788. 
Berührungsformen 718; reine -718, 

7:13. 
Berührungsfunktionen 718. 
Bestimm te Integrale zur Darstellung 

polymorpher Formen 439; - - zur 
Darstellung der hypergeometrischen 
Funktionen 545 tf. 

Bestimmtheit, singuläre Stellen der 
- bei linearen Differentialgleichungen 
478, zugehÖrige Gestalt der Differen
tialgleichungen 479, 485, speziell für 



Bewegliche Ecken - Differentialgleichungen 877 

Systeme von Differentialgleichungen ziehung zu den linea.ren Substitutionen 
1. Ordnung 484. 365. 

Bewegliche Ecken eines Diskonti- Charakter eines kanonischen Diakon-
nuitätsbereiches 368. tinuitätabereiches 369, 373. 

Biegsamer Faden, Gleichgewichts- Cha.rakteristik, Thebfunktionen mit 
figur desselben 338. gebrochener - (beip= 1) 278; - einer 

Biharmonische Funktion 101. Thetafunktion ntcr Ordnung (beip = 1) 
Bilinearrelationen zwischen den Pe- 324,324; - einer allgemeinen Theta-

rioden Abelscher Integrale 134; - funkthn 639; Thetafunktionen mit 
zwischen den Perioden hyperellipt. halben -en 649ff., mit r tal -en 676; 
Integrale 1. Gattung bei Rosenhain - einer Prymschen Funktion 737, 
622; - zwischen den Perioden der ausgezeichnete 738; Theorie der -en 
Integrale 1. u. 2. Gattung bei Weier- bei p=2 743, bei p = 3 775, bei 
straß 626; - zwischen den Perioden p = 4 (nach Noether) 784. 
einer allgemeinen 2p·fach periodi- Charakteristische Gleichung bei 
schen Funktion 826, 832; - zwischen Umläufen von Lösungen linearer Dif-
den Elementen einer Riemannschen ferentialgleichungen 476. 
Matrix 827. Charakteristischer Index bei sin-

Binäre [<'ormen mit linearen Trans- gulären Stellen von linearen Differen-
formationen in sich 358, 856, 857. tialgleichungen 486. 

Binomische Integrale 167. Contour cHementaire, Bezeichnung 
Biqlladratisches Reziprozitätsge- von Puiseux 30. 

setz, mit elliptischen Funktionen be-I Coupures im Sinne von Hermite 30. 

wiesen von Ei~enstein 243. ' Curvllo elastica von Gauß (Lemniskate) 
Birationale Transformationen der 345. 

In varianten der Hauptkreisgruppen 373; C Y kl en von Zweigen einer algebraischen 
- - als Darstellungen der Lösungen I Funktion 118. 
von Differentialgleichungen 571, 585 ff. 

Bizirkulare Kurve 4. Grades, gelie- D 
fert vom reellen und imaginären Be- Dachziegelartige tJberdeckungvon 
standteile von sn u 335. Bereichen bei Abbildungsaufgaben 60, 

Bogenelement, Methode des -es beim 62. 
Beweise des Grenzkreistheorems 452. 

Borchardtsche Moduln nach Klein 
799. 

Briot-Bouquetsche Differentialglei
chung 572. 

C 
{laleul des residus als Quelle der 

Sätze über doppeltperiodische Funk
tionen 233. 

·Cauehy-RiemlLnnsehe Differential
gleichungen 13, 55, ihr hydrodyna
mischer Ursprung 13; - -sche Dif
ferentialgleichungen bei Funktionen 
mehrerer Variablen 100 ff. 

Cauchysche Integralsätze 14; -sche In
tegralformel 17; -scher Integralsatz 
bei Funktionen mehrerer Variablen 99; 
-sche lntegralformel bei Fnnktionen 
mehrerer Variablen 100. 

Cauehy-Taylorsche Reihe 22, bei 
Funktionen mehrerer Variablen 102. 

Cayleysche Maßbestimmung, Be-

D efini tio n s b er ei ch einer analyti
schen Funktion 39, bei mehreren Va
riablen 108. 

Determinante von Brioschi u. Kiepert 
(bei Multiplikation der elliptischen 
Funktion) 303; unendliche -n bei Lö
snngen von Differentialgleichungen 495. 

Determinierende Fundamental
gleichung oder Gleichung einer Dif
ferentialgleichung 480, Beziehung zur 
Fundamentalgleichullg 482. 

Diasymmetrische Riemannsche Flä
che 172, 732. 

Differentialgleichungen von Cau
chy-Riemalln 13; - des Abelschen 
Theorems 161; - für Zähler u. Nen
ner der Jacobisehen Transformations
formeln bei Jacobi selbst 241, bei 
Eisenstein 244; - der Thetafunktionen 
(p = 1) 241, 324 und der Sigmafunk
tion 275; - der Perioden COll C02 und 
111, 1/2 in bezug auf die InvarIanten 
275ff.; lineare - 2. Ordnung u. auto-



878 Difl'erential - Eigentlich 

morphe Funktionen 355:!f.; - der po-\ Division der elliptischen Funktionen 
lymorphenFunktionenu.Formen436fl'.; bei Abel 190, spezielle 200; - der 
lineare homogene - 2. Ordnung f"ur ellipt. Funktionen bei Gauß 230; -8-

polymorphe Formen 436; hypergeo- gleichungen s. Teilungsgleichungen; 
metrische - für polymorphe Formen - der ellipt. Funktionen, systematisch 
436; invariante Gestalten der - für entwickelt 806:!f.; - der Perioden 
polymorphe Formen 487; lineare ho- Abelscher Funktionen 638; - der 
mogene -, durch Poincaresche Zeta.- Thetafunktionen für p = 2 818. 
funktionen gelöst 444; partielle - von Divisor einer hyperelliptischen Fl!iche 
Liouville 4&3; lineare - 474 !f.; li- 871. 
neare - mit rationalen Koeffizienten Doppelin te gral einer analytischen 
496 Ir.; algebraisch integrierbare line- Funktion {(zu Z2) 98. 
are - 626; - für Integralperioden Doppelkern eines Fundamentalbe-
5&3; lineare - von unendlich hoher reiches &07. 
Ordnung (Beziehung zu den Integral- Doppelprodukte u. -reihen für die 
gleichungen) M8; - des Fuchsschen elliptischen Funktionen bei Abe1202. 
Typus auf Fliichen mit [J= 1 660; bei Weierstraß 259. 
nicht-lineare - 1. Ordnung 566:!f.; Doppelschleifenintegrale als Lö-
- ohne verschiebbare Verzweigungs- sungen der hypergeometIischen Dif-
punkte 068; - 1. Ordnung mit end- ferentialgleichungen 588. 
lich-wertigen allgemeinen Lösungen Doppelte Periodizität der ellipt. 
574 Ir.; -, deren allgemeine Lö~ungen Fnnktionen -bei Abel und Jacobi 196. 
algebraisch von den Integrationskon- 198, 200, bei Gauß 196 :!f., 226. 
stauten abhängen 676; - höherer Doppeltperiodische Funktionen, 
Ordnung, insbes. bei algebraischer erste Untersuchungen über--l!82:!f.~ 
Abhängigkeit der Lösungen von den Lio,uvillesche Sätze über - - 283; 
Integrationakonstanten 686tf.; - für Puiseux' Behandlung der -n - 234; 
die allgemeinen Thetafunktionen 688; Behandlung der -n - bei Hermite. 
- für die Sigmafunktionen nach Wilt- als Vorläufer von Weierstraß 286; -
heiß 805; - für Thetafunktionen mit - 2. u. 8. Art 288, deren Reihenent-
zwei Variablen 807. wicklungen S88; independente Erkli-

Differen tial, überall endliches - einer rung der -n - 264. 
Riemannschen Fläche 399ft'. Doppelumlauf, Integrale mit - um 

DifferentiationsprozesseDw u. D'1 zwei Verzweigungspunkte 51. 
bei Modulformen 273 ff.; - zur Her- Doppelve'rhältnis l. der vierVerzwei-
stellung von automorphen Formen 403. gungspunkte in der Theorie der ellip-

Dimension einer analytischen Funk- tischen Funktionen 249, Zusammen-
tion mehrerer Argumente 112. hang mit dem Modul k' 11811; die sechs 

Dirichletsches Prinzip 66, 129. Gestalten des -es l. 284; Gleichung 
Diskontinuitätsbereich der Gnlppe 6. Grades zwischen dem - 2. und der 

der Substitntionen u' = u + m" C01 + absolut«:'n Invariante J 288. 
m,col 265; - der Modulgruppe 266, Dreiecksfunktionen 8M; Beziehung 
363; - einer Gruppe von Substitu- der - zu den Minimalllll.chen 866; 
tionen 361; Existenz des -s bei einer Transformation der - 428. 
Gruppe ohne infinitesimale Substitu- Dreiecksnetz der Modulgruppe 868ft'.; 
tionen 362; kanonischer - 369; -e in projektiver Gestalt 867. 
bei Hauptkreisgruppen 371. 

Diskriminante der Modulargleichung 
bei Hermite 240; - ..::1(1)>10 I»t> 260, 
ihre Produktda-rstellung 278, 281. 

Diskriminan tengleich uug einer al
gebraischen Differentialgleichung 1. 
Ordnung 570. 

Divergen te Reihen als Lösungen li
nearer Differentialgleichungen 489. 

E 
Eigentlich zur n-Stnfe gehörende Mo

dultormen 818; -8 Transformation 
n ten Grades der elliptischen Funktionen 
318; - di~kODtinuierliche Gruppen 
362; - aU'omorphe Formen 408; -e 
Transformation nt ... Grades der Mo
dulfunktionen 421. 



Eindeutige - Erzeugung 879 

Eindeutige Bestimmtheit der Potenz-I 
reihe einer analytischen Funktion 23; I 
- Funktionen einer Riemannschen 
Fläche 125; - Transformationen eines 
algebraischen Gebildes in sich 171; 
- Transformationen 'einer Riemllnn
sehen Fläche in sich 381; - Funk
tionen mit linearen Transformationen 
in sich 447. 

Einfaches Pendel, mit elliptischen 
Funktionen behandelt 338 ff. 

Einheitswurzel, achte - bei der line
aren Transformation der Thetafunk
tionen 286, deren Bestimmung durch 
Gaußsche Summen 285; 24. - bei der 
linearen Transformation der Wurzel 
2f!t;: der Diskriminante 286; -n bei 
linearer Transformation der Hecke
schen Thetafunktionen 861. 

Einpolige Poincaresche Reihen 412. 
Elastische Kurve, Beziehung zu den 

elliptischen Integmlen 315. 
Elektromagnetische Anwendung 

der ellipt. Jntegrale 3. Gattung 347. 
Elementarcharakteristik bei Abel

schen Funktionen nach Klein 651, 727. 

Elementardreieck der Modulgruppe 
363. 

Elementare Kurven znr Darstellung 
der algebraischen l!'unktionen 144. 

Elementarformen, automorphe 413. 
Elemen t eines algebraischen Gebildes 

120. 
Element simple, s. Elementarformen. 
Elliptische Differentiale, erstes 

Auftreten bei Wallis, Wreen, Pascal 
llSW. 182. 

Elliptische }<'unktionen, Begriff der 
-11- bei Legendre 187, bei Abel und 
Jacobi 197 ff., 210; allgemeine - -
bei Gauß 228; Spaltung der -n - in 
Quotienten ganzer transzendenter Funk
tionen bei Gauß 228; - - bei Eisen
stein als Vorläufer von Weierstraß 
244 ff.; - - bei Cayley 245, bei Rie
ma.nn 246 ff., bei Weierstraß 246 tf.; 
- - als Funktionen von drei Argu
menten 272; - - n 'er Stufe nach 
Klein 278; - - 2. Stufe 279 ff. 

Elliptis che Ge bi I de, Gegenüberstel
lung mit den algebraischen Gebilden 
des Geschlechtes eins 286 ff. 

Elliptische Integrale, allgemeine 
Erklärung 182; - - als selbständige 

Gebilde bei Euler 184, bei Legendre 
188; Normalformen der -n - bei 
Euler 184, bei Legendre 189, bei Rie
mann und Weierstraß 253; Zusammen
stellung der Normalformen der -n-
253; -8 - 1. Gattung als uniformi
sierende Variable 257; Normalformen 
der -n - 2. u. 3. Gattung bei Weier
straß 258; - - 3. Gattung, durch 
die a-Funktion dargestellt 271; Re
duktion Abelscher Integra.le auf - -
166, 840. 

Elliptische Modulformen, s. "Mo
dulformen". 

Elliptl~che Modulfunktionen, s. 
"Modulfunktionen". 

Elliptische Normalkurven 247, 329; 
Herstellung von Modulformen mitte1st 
der -n - nach Klein 418 ff. 

Elliptische Substitutionen einor 
Variablen 361. 

E lli ptisch -hy p er elli p ti s c he Pu n k
tionen nach Schottky 787, 845ft: 

Endliche Gruppen linearer Substitu
tionen 353, 358, 366, bei den Klein
sehen Funktionen Xa, za' ... 419. 

Entwicklung einer Funktion fez) 
in eine Potenzreihe 22 ff.; - - - in 
der Nähe einer isolierten singulären 
Stelle 28; - - ganzen - in ein un
endliches Produkt 77 ff.; - - - nach 
Polynomen 89 ff.; - - - in einen 
Kettenbruch 91. 

Ergänzungsrelationen bei Kreis
bogenpolygonen 508. 

Er lau b te ALJänderungen bei Diskonti
nuitätsbereichen 369; - Wertepaare 
bei homogenen binären Variablen 401. 

Erniedrigung der Modularglei
chung 240; - - - bei den Trans
formationsgraden 5, 7, 11 der ellipt. 
Funktionen 430. 

Erweitert.er Riemann-Rochscher 
Satz 400, 414. 

Erweitertes Umkehrproblem nach 
Clebsch-Gordan 808, frühere Ansätze 
im hyperelliptischen Gebiete 811, 
Weiterführungen 812. 

Erweiterte Umkehrung des A bel
sehen Theorems bei Hera.nziehung 
von Integralen 2. u. 3 Gattung 163. 

Erzeugung der Modulgruppe 364; -
beliebiger Gruppen linearer Substitu
tionen einer Variablen 369; - der 
Gruppe der linearen ganzzahligen 



880 Eulersche - Funktionen 

Transformationen bei Abelschen Funk
tionen 683 ff. 

Eulersche Differentialgleichung und 
ihre Lösung bei Euler seIhst 1118 ff., 
bei Legendre 189 ff.; - Substitution 
bei Herstellung der elliptischen Nor
malintegrale 188; - Differentialglei
chungen der Bewegung eines starren 
Körpers 340; - Winkel bei den Dre
hungen eines starren Körpers 340; 
- Transformierte einer lineuren Diffe
rentialgleichung (nach Schlesinger) 659. 

Existenzbeweis der Greenschen Funk
tion eines Bereiches 69; - der Funk
tionen einer Riemannschen ·Fläche 
62 ff.; - der doppeltperiodischeu Funk
tionen 267·; 1- der automorphen Funk
tionen 393 ff.; mittplst funktionentheo
retischer Methoden nach Klein 394, 
nach Poincare 3!16; -e der Lösungen 
linearer Differentialgleichungen 4'i3ff., 
für singuläre Stellen der Bestimmt
heit 479 ff.; -e polymorpher Funk
tionen auf Riemannschen Flächen s. 
"Fundamentaltheorem ". 

F 
Fadenkonstru k tionen des Ellipsoids, 

durch hyperelliptische Funktionen ab
geleitet 7ö6. 

}'amilie von Hauptkreisgruppen 374; 
- von linearen Differentialgleichungen 
mit rationalen Koeffizienten 512; -
von Formenscharen 513 ff. 

Fermate Satz über die Darstellung 
jeder Zahl als Summe von vier Qua
draten 331. 

Feste Ecken (elliptische oder parabo
lische) eines Diskontinuitätsbereiches 
368. 

Fixpunkt einer linearen Substitution 
einer Variablen 360. 

Flächengeschlecht bei algebraischen 
Funktionen zweier Variablen 174. 

Fonctions intermediaires bei Her
mite 235, 238, bei Briot u. Bouquet 
834.. 

Formen, die p - Cf! in homogenen ter
näl'jln Variablen 133; - Cf! nach arith. 
Methoden aufgestellt 189; - Cf! zur 
invarianten Darstellung der W uuel
formen verwandt '(26; 8. auch "auto
morph" u. "Modulformen". 

Formenscharen, linear-polymorphe I 
auf Riemannschen Flächen 400 ff. 

Fouriersche Reihen für die ellipt. 
Funktionen bei Jaeobi 215; - - der
Weierstraßschen Funktionen p, p', {; 
261. 

Fuchssche Funktionen 359. 
Fuchs scher Typus linearer Differen

tialgleichungen 497. 
Functiones contiguae (hypergeome

trische Funktionen) 641. 
Fundamentalbereich als Verallge

meinerung einer Riemannschen Fläche 
69, zugehörige Gruppen 70, zugehörige 
Funktionen 71 W.; symmetrische _ 
74; - a.lg Mittel zur Erklärung zu
gehöriger Funktionen 365, 393; Be
griff des "funktionentheoretischen -s" 
393; - bei linearen Differentialglei
chungen 2. Ordnung 506. 

Fundamentalflächen und -kom
plexe bei der Kummerschen Fläche 
749. 

Fundamentalgleichung bei Umlii.u
fen von Lösungen linearer Differential
gleichungen 476; determinierende -
480. 

Fundamentalinvarianten der Grup
pe einer Differentialgleichung 499; die 
- als Funktionen der Parameter der 
Differentialgleichungen 501 W. 

Fundamentalsatz der Algebra,Be
ziehung zum Cauchyschen Integral
satze 14,. 

Fundamentalsubstitutionen beim 
Riemannschen Problem 519. 

Fundamentalsystem von Lösungen 
linearer Differentialgleichungen 474; 
- von Periodencbarakteristiken 6{)7; 
- von Tbetacharakteristiken 6;;9. 

Fundamentaltetraeder bei der Kum
merschen Fläche 751. 

Fundamen taltheorem, -e über Exi
stenz polymorpher Funktionen auf 
Riemannschen Flächen 360, 445 ff.; 
allgemeinstes - 448. 

Funktionalgleichungen zur Erklä
rung u. Fortsetzung analytischer Funk
tionen 48 ff. 

Funktionen eines komplexen Argu
mentes 10; analytische - 12ff.; ho
lomorphe - 12; ganze - 23; ratio
nale - 28; mehrdeutige - 29; alge
braische - BJ; - mit Transforma
tionen in sich 65; periodische - 66; 
- einer Riemannschen Fläche, durch 
Integrale dargestellt 135; s. auch "Abel-



Fuuktionentheoretische Repräsentanten - Grenzfälle 881 

scheFunktionen"".Automorph ..... Dop- i Geodätische Linien auf dem Ellip
peltperiodische Funktionen", •• Drei- 1

1 

Boid 346, Darstellung durch Theta-
ecksfunktionen", "elliptische Funk- funktionen 755. 
tionen", "Modulfunktionen" usw_ Geometrische Deutung analytischer 

Funktionentheoretische Reprä-, Funktionen dur/·h Kurven 43ff., der 
sentanten für Transformation n ton \ algebraischen Gebilde durch Kurven 
Grades der elliptischen Funktionen 520 usw. 143 tr. 

I Ge s chi e c h t einer Riemannschen Fläche 
G \ 122; Erhaltung des -es p hei ein-

Galoissche Theorie. Bedeutung Pui- deutiger Transformation 126; - eines 
seux' für dieselbe 51; -r Satz üher \ algebraischen Geuilde~. auf Grund der 
Erniedrigung der Modulargleichung bei Formen CF erklärt 1il8; -er 0 und 1 
den Transformationsgraden 5. 7 und der algebraischen Funktionen 141;-
11 der elliptischen Funktionen 240, eines Diskontinuitätsbereiebes 369. 
391, 430, Geschicbtliches da.rüber Geschlechtszahlen einer algebraisch. 
391; Gruppe der allgemeinen Flät'he 174. 
Teilungsgleichung der elliptischen Geschlossene Flächen, die einem 
Funktionen 307 ff., der speziellen Tei- Diskontinuitätsuereiche entsprechen 
lungsgleicbung der ~- u.~' -Funktionen 368. 
314; - Gruppe der Modularlllei- Gitterpunkte in einem Parallelo-
cbung, Zerlegung im Falle eines Prim- grammnetze 2,,7; - bei 2 p. fach pe-
zahlgrades 390 ff.; - Hauptmoduln riodischen Funktionen 823. 
429; - Probleme bei ausgezeich- Gleichgewicht der Elektrizität 
neten Untergruppen im Gebiete der auf Kreiszylindern mit parallelen 
elliptischen Funktionen 429; - Pro- Achsen 356. 
bleme vom Grade 168 bei Transfor- Gleichmäßige Konvergenz gegen 
mation 7. Grades 429, vom Grade 66U einen Grenzwert 20; Weierstraß' Er
bei Transformation 11. Grades 430; \ klärung der -n - 20,77; - - einer 
- Resolvente der Modulargleichung Reihe analytischer Funktionen 21, 
429. , einer Potellzreihe 21; - - unend-

Gammafunktion, mit Scbleifeninte- licber Produkte 78; - - bei Fllnk-
gralen behandelt 51. tionen und Reihen mit nunabhängigen 

Ganze automorphe Formen 407. Argumenten 1U2. 
Ganze Funktion 23; Existenzsatz -1' Gleichmäßiges Verhalten einer 

-en von Weierstraß 78, ihre Darstel- Funktioll im Großen 12. 

lung durch Produkte von Primfunk- Gleichungen :'. Gradtls, Hermite's Un-
tionen 78. terouchungen über deren Lösun~ durchc 

Ganzzabli~keit der Entwicklungs- ellipt. Funktionen 240; - 6. Grades 
koeffizienten der Integrale 1. Gattung im Zusammenhang mit dem F'ol'men-
eines automorphen Gebildes 417. probleme der Borchardtschen Moduln 

Gattungen der Abelschen Integrale 800; Zurückführung der Lösung alge-
133, der elliptischen Integrale bei Le- braischer - auf Zweiteilung der hy-
gendre usw. 18\1 ff. j - der Haupt- perelliptischen Funktionen 801, zu-
kreiRgruppen 374. gehörige Sätze von Lindemann 801. 

Gaußsche Summen bei der linearen Göpelsche Relationen bei Tht'tareihen 
Transformation der Thetafllnktionen mit zwei Argumenten 619. 744; -
285, 286; p-fache - - bei Transfor- Gruppen von Perioden charakteristiken 
mation der Thetafunktionen mit p-Ar- 661,680, im Falle p = 2 744; - 8y-
gumenten 648; - - eines Zahlkör- steme von Thel acharakteristiken 661, 
pers 861. 681; - Tetraeder 748. 

Gaußsehe Transformation der ellip- Goursatscher Beweis des Cauchyschen, 
c tischen Funktionen 193, 224, 322. Integralsatzes 15. 

Gelenkmechanismen u. -viereck, Grenze, natürliche einer Funktion 36. 
mit elliptischen Funktionen behandelt Grenzfälle der elliptischen Modulfunk-
346 ff. tionen (nach Dedekind) 281, 286. 



882 Grenzformel - Himmelsmechanik 

Grenzformel von Kronecker 332ff., I Halbe Umkehrung der Riemannschen 
Beweis durch Zetafunktionen bei Ep- Thetaformel 673, ihre Verallgemeine-
stein 866. rung 683. 

Grenzkreisgruppen 379. Halbmetazyklisclle Gruppen 890, 
Grenzkreistheorem 440. 421. 
Grenzkurven bei Polygonnetzen380ff. Halbraum, Äquivalenzen und Dislron-
Grenzlösungen bei Differentialglei- tinuitätsbereiche im -e nach Poincare 

chungen 1. Ordnung 584. 362. 
Grenzpunkte einer Gruppe linearer Harmonischer Fall der elliptischen 

Substitutionen 361. Gebilde 243, 288. 
Grenzs teUen bei analytischen Gebil- Harnacksche Sätze bei konformen Ab-

den von mehreren unabhängigen Va- bildungen 56. 
riablen 110. Hauptformen bei automorphen Gebil-

G r 0 u pe ab e 1i e n bei Jordan 665. den des Geschlechtes 0 404. 
Grundformen bei automorphen Gebil- Hauptfunktion (einwertige Funktion) 

den des Geschlechtes 0 405; - für einer Fläche oder eines Bereiches vom 
die Gruppen der regulären Körper und Geschlechte 0 302. 
die Modulgruppe 405; - bei auto- Hauptkongruenzgruppe nttr Stufe 
morphen Gebilden mit beliebigem Ge- 272, 795. 
schlechte 408. Hauptkreis, automorphe Funktionen 

Grund the orem bei Kreisbogenvier- mit oder ohne - 359. 
eckenundzugehörigenDifferentialglei- Hauptkreisgruppen 866ff., ihre 81-
chungen 534. stematische Betrachtung 370 ff.; Gat-

Gruppe, zu einem Fundamentalbereich tungen der - 374; Familien u. Kon-
gehörig 70; - aller Substitutionen tinua der - 374. 
u' = u + mt co t + micot 265, deren Er- Hauptkreispolygone, ihre verschie-
zeugende 265, deren Diskontinuitäts- denen Arten 371; Transfornoations- u. 
bereich als Normalsechseck 205; - Invanantentheorie der - 372 ff. 
der linearen ganzzahligen Substitu- Hauptkreistheorem 446. 
tionen der Determinante 1 (Modul- Hauptmoduln 16. Stufe «p(co)=.lk 
gruppe) 266; - der 256 Additions- Y 
theoreme 801; - einer automorphen und '1/'(0) = t'P bei Hermite 353. 
Funktion 351; -n li"earer Substitu- Hauptreihe von Thetacharakteristiken 
tionen einer Variablen 351, deren Klas- 658. 
sifikation 374; - der doppeltperio- Haupttangentenkurven bei der 
diseben Funktionen 377, ihre symme- Kummerschen Fläche 749. 
trischen Spezialfälle :178; endliche -n Hauptteil einer Funktion in der Nähe 
linearer Substitutionen bei elliptischen einer isolierten singulären Stelle 28. 
Modulforruen nach Klein und Hurwitz HaupttransformationnteuGradesder 
419; - G'6S ternärer SulJstitutionen elliptischen Funktionen 320, 320. 
429; - GS60 ternärer Substitutionen Heinesche Reihe (Verallgemeinerung 
431, ihre Resolventen 4;)1 ff.; - G604 der hypergeometrischen Reihe) 549. 
als Kongruenzgruppe 2. Stufe der Si- Henkelfläche als RiemannscheFläche 
gnatur (0,3; 2,3,7) 4112; - einer li- im Raume 63. 
nearen Differentialgleichung 499; -n Hermitesches Prinzip bei Gauß 229, 
vonPeriodencharakteristiken bei Theta- bei Hermite selbst 235, Beziehnng zum 
funktionen 660, 680, adjungierte und Riemann-Hochschen Satze 236, 828; 
konjugierte -n dieser Art 661; 680. __ für Thetafnnktionen n ter Ord-

Oruppencha~akteristiken bei Abel- nun 3~4 64~. 
schen Funktionen 657. ~'. (4 n;\ 

Gützlaffsche Modulargleichung Hernutesche q>-FunktlOn V k), Ver-
242, 424. halten bei linearer Transformation 239; 

H I - Formen als Quelle zur Erklärung 
Hadamardsche Sätze über ganze Funk- von Polyedergruppen 384. 

tionen 86ft". Himmelsmechanik, Verwendung der 



Höhe - Invariante Darstellung 883 

elliptischen Funktionen durch Gylden 
342 ff., Kritik Burkhardts 343. 

Höhe einer ganzen Funktion 79, zuge
hörige Hadamardsche Sätze 87. 

Holomorphe Funktion 12. 
Homogene binäre lineare Substi

tutionen 401, ihre Gruppen 40t. 
Homogene Variable, Gebrauch der

selben bei analytischen Funktionen 
112 ff.; - - und Formen auf Rie
mannschen Flächen 397. 

'Homomorphe Formen 4,12, ihre Dar
stellung durch Poincaresche Zetareihen 
445. 

Homomorphe Funktionen 397,442. 
Humberts singuläre Funktionen 

(Thetafunktionen für p = 2 mit kom
plexer Multiplikation) 855. 

H urwi tz sehe Korrespondenztheorie 169; 
- Sätze über eindeutige Transforma
tionen algebraischer Gebilde in sich 171. 

Hyperbolische Substitntionen 
einer Variablen 36t. 

Hyperelliptische Flächen 123,870; 
- Integrale, algebraische Darstellung 
der Integranden 136; - Integrale 167, 
168, ihre Reihenentwicklungen und 
ihre Berechnung 168, ihre Kettenbrueh
entwicklung 168; - Funktionen mit 
p = 2 743 ff.; - Funktionen mit be
liebigem p 760 ff.; - Thetafunktionen, 
deren Verschwinden bei beliebigem p 
760; - Sigmafunktionen von Klein 
790; - l!'unktionen 1. Stufe bei p = 2 
794, 2. Stufe 797. 

Hyperfuchssehe Funktionen 466. 

Hypergeometrische Differentialglei
chungen für die normierten Perioden 
der elliptischen Integrale 277; die Pe
rioden der elliptischen Integrale als 
- Funktionen der absoluten Invari
ante 277; algebraische Spezialfälle der 
-n Reihe 356; Transformation der 
-n Funktionen 428; - Differential-
gleichung bei polymorphen Formen 
436; - Funktionen durch Integrale 
dargestellt 439; - Integrale u. Reihen 
zur Darstellung polymorpher Formen 
439; - Funktionen als eindeutige Mo
dulfl1nktionen nach Wirtinger 440ff.; 
- Differentialgleichung 537, deren Ge
schichte 538ff; - Reihe 537; - Funk
tion 587; Transformation der -D Dif
ferentialgleichung in sich 542, Null
stellen der -D Funktion 648; - Reihen 

Encyklop. d. math. Wissenseh. II 2. 

höherer Ordnung 549, deren Differen
tialgleichung 550, deren Darstellung 
durch mehrfache Integrale 550· -
Funktionen mehrerer Variablen '651' 
- Reihen zweier Argumente 552, wei~ 
tere Theorie dieser Funktionen 552 ff. 

I 

Immersionskoeffizent bei Riemann
schen MatrIzen 829. 

Implizite Funktionen, Erklärung 
solcher Funktionen durch analytische 
Gleichungen 103. 

Index der Multiplikabilität und - der 
Singularität bei Riemannschen Ma
trizen 828. 

Ineinanderschiebung, Methode der 
- bei Diskontinuitätsbereichen von 
Gruppen 381, 448. 

Infinitesimale Substitutionen 362. 
Integral, Begründung des bestimmten 

-s nach Cal1chy 11; eigentliche be
stimmte -e als analytische Funktionen 
22; -e algebraischer Funktionen 127, 
Gattungen derselben 132; transzendent 
normierte - 134; - 2. Gattung 149; 
-e bei algebraischen Funktionen meh
rerer Variablen 175; bestimmte -e 
zur Darstellung polymorpher Formen 
439; -e linearer Differentialgleichun
gen 474fi., ihre Abhängigkeit von den 
Parametern der Differentialgleichungen 
499ff., von den singulären Stellen 504; 
s. auch "Abel6che Integrale", "ellip
tische Integrale" u. "Hyperelliptisch". 

Integraldarstellungen bei analyti
schen Funktionen, dem Fourierschen 
Integral entsprechend 26. 

Integralformel von Cauchy 17. 
In tegralgleich ungen zur Lösung des 

Riemannschen Problems 522 
Integralsätze von Cauchy 14 
In tegro - Differen tialg leichungen 

nach Schlesinger 559 
Invariante Darstellung der alge

braischen Funktionen 126; - - des 
Integrals 3. Gattung, speziell im hyper
elliptischen Falle 154; - - der hyper
elliptischen Theta- u. Sigmafunktionen 
155; - - des Additionstheorems der 
elliptischen Funktionen 297; - - des 
elliptischen Integrals 3. Gattung 298; 
- - der Differentialgleichung der 
polymorphen Formen 437 ff.; - - li-
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nearer Differentialgleichungen 498; 
- - von Wurzelformen 7:15. 

Invarianten von Cayley-Boole in der 
Hermiteschen Normalform des ellip
tischen Integrals 1. Gattung 237 j -

der biquadratischen binären Verzwei
gungsform, irrationale 249, rationale 
260; Darstellung der rationalen -
g'l.' gs durch Reihen 260; - der 
Hauptkreispolygone 373. 

Inversion des elliptischen Integrals 
1. Gattung bei Abel u. Jacobi 1\16, 
bei Gauß 196ff.; - des lemniskati
schen Integrals bei Gauß 226; - an 
einem Kreise 361. 

Irrationale Modulargleichungen, 
siehe "Modularkorrespondenzen" und 
"Thetarelationen". 

Irreguläre Integrale bei linearen 
Differentialgleichungen 492. 

Isolierter nicht-analytischer 
Pu n k t einer Funktion, Charakter u. 
Arten 18, zugehörige Beweise 18. 

Isolierte Riemannsche Matrizen 
829. 

Isomorphe Riemannsche Matrizen 
828. 

Isothermische Koordinaten 14. 
!terierendes Verfahren von Koebe 

beim Beweise des Rückkehrschnitt
theorems 459 ff. 

J 
Jacobische Determinante 19, 103ff., 

Fall ihres Verschwindens 104; - Be
zeichnungen der elliptischen Funk
tionen Bin am u usw. 208ff.; - Mo
dulargleichungen 209; - Funktionen 
n ter Ord. bei Hermite 23~; Zusammen 
hang der -n elliptischen Funktionen 
mit den Weierstraßschen 28:1 ff.; -s 
Umkehrproblem vor Riemann 609 ff.; 
- Funktion im Sinne von Weierstraß 
bei der Umkehrung hyperelliptischer 
Integrale 626; Lösung des -n Um
kehrproblems im hyperelliptischen 
l!'alle 770; - Funktionen im Sinne 
Kleins in der Theorie der Abelschen 
Funktionen 804; - Funktionen im 
Sinne von Frobenius 834; - Fnnk
tionen von p VariaLIen 835; - Fläche 
(Speziallfall hyperelliptischer Flächen) 
871. 

Jordanscher Satz über die Zerlegung / 
einer Ebene durch eine geschlossene 

Kurve 10; - Beweis des Cauchyschen 
Integralsatzes 14; - Kurve 52. 

Joubertsche Modulargleichungen 
242. 

K 
Kanonisch, -es Schnittqystem einer 

Riemannschen Fläche 123; -e Diffe
rentialform nach Klein 153 ff.; -e Kur
ven nach KMlin 154, 734; -e Diskon
tinuität~bE'reiche 369, für Hauptkreis
gruppen 3i2; -e Fundamentalsysteme 
bei linearen Differentialgleich. 476. 

Karte"sische Ovale, gelietert vom 
reellen und imaginären Bestandteile 
der Funktion p(u\ 335. 

Keplersches Problem 45. 
Kern eines Fundamentalbereiches 506. 
Kettenbruchentwicklungen analy-

tischer Funktionen 90ft'.; - für die 
Exponentialfunktion, gewisse Quotien
ten hypergeometrischer Reihen usw. 
93; - bei hyperelliptischen Integralen 
168; - zur Aufstellung der Multipli
kationsformeln der elliptischen Funk. 
tionen 304ff., S06; - bei pseudoellipt. 
Integralen 343; - für Quotienten 
hypergeometrischer Reihen 541. 

Kiepertsche Determi.Jante bei Multi
plikation der ellipt. Funktionen 303. 

Kinematische Mechanismen zur 
Berechnung der elliptischen Funk
tionen 347. 

Klasse, Begriff einer - algebraischer 
Funktionen im Sinne Riemanns 126; 
Begriff einer - von Differentialglei
chungen mit rationalen Koeffizienten 
512, bei Riemann 518; -n äquiva
lenter (nichtlinearer) Periodentransfor
mationen 636. 

Klassenmoduln, Zusammenhang der 
(3p - 3) - mit log 4)o~0» 690; Bezie
hung der - zu den 'l'hetanullwerten 
im allgemeinen Falle 773; speziell im 
hyperelliptischen Falle 774; - bei 
p = 3 nach Weber 778. 

Klassenzahlrelationen, allgemeiner 
Ansatz 331 ff., 426; - 1. Stufe 426; 
- höherer Stufen 427. 

Kleinsche kanonische Differentialform 
153ff.; - kanonische Kurven 154; 
- Primform 156, 398; - Mittelform 
167; - Stufentheorie zur Ordnung der 
verschiedenen Gestalten der Theorie 
der elliptischen Funktionen 247, 277; 
- Funktionen 6" I' \u / (l)1 ,(l)'I.) 278; -



Kinematische Mechanismen - Kurve 885 

Funktionen 359; - Funktionen 6l~., Konvergenzradius einerPotenzreihe, 
X a , Za usw. 417ff.; - Sigmafunktion aus den Koeffizienten abgeleitet 83. 
im hyperelliptißchen Falle 788ff. Körper der rationalen Funktionen 125; 

Koinzidenzen einer Korrespondenz - der eindeutigen Funktionen auf 
169. einer Riemannschen Fläche 126. 

Kombinatorische Methoden von Korresiduale Punktsysteme auf 
Schwarz u. a. bei Abbildungen 69, 62. einer Riemannschen Fläche (einem 

Komplementäre Riemannsche Ma- algebraischen Gebilde, einer Kurve) 
tri zen 829. 142. 

Komplementii.rer Modul des ellip- Korrespondenzen auf algebraischen 
tÜ!cben Integrals 1. Gattung 189; Funk-I Gehilden 168; Wertigkeits- 170; sin
tionen des -n -s bei Jacobi 210; I guläre - 170. 
- - als Thetanullwert 221. Korrespondenzformel170, von Cay-

Komplexe Multiplikation der ellip- ley-Brill 170. 
tischen Funktionen, von Abel entdeckt Korrespondenzprinzip von Chales 
205. bei Gauß 231; - - bei Theta- 169; Verallltemeinerung von Cayley u. 
funk,ionen von höhflrem 17 852 ff., spe- Brill 169. 
zieH für Thetafunktionen zweier Va- Korrcspondenztheorie von Hurwitz 
riablen 855ff. 169. 

Komposition der Hauptkreisgruppen Krazer-Prymsche Fundamental-
372. formel bei Thetafunktionen mit ra-

KonfigurationenbeiderKummerschen tionalen Charakteristiken 684ft'. 
Fläche 749, bei ihren Verallgemeine- Kreisbogenpolygone,allgemeineAn-
rungen 872. sätze bei mehrdeutigen automorphen 

Konforme Abbildung im kleinen 19, Funktionen 466; - als Fundamental~ 
im großen 62; - - einfach zusam- bereiche bei linearen Differentialglei-
menhängender Bereiche auf die Kreis- chungen 508. 
fläche 66, 66, der Kreisfläche auf sich Krehelbewegung 339ff.; - als Re-
selbst 56; - - analytisch begrenzter lativbewegllng zweier Poinsotbewe-
Bereiche auf die Kreisfläche 69; - - gungen 340; - mit polymorphen 
mehrfa.ch zU!;lammenhängender Be- Funktionen vom Grenzkreistypus be-
reiche nach Riemann u. Schottky 64. halldelt 464. 

Kongruenzgruppen nte• Stufe 277 KreisringalsBereicheinereindeutigen 
Kongruenzmoduln in der Theorie analytischen Funktion 27. 

der Modulfunktionen 392. Kreis~cheibentheoremvonKlein636. 
Kongruenzuntergrnppen der nten Kreisverwandtschaft 250, 360; in-

Stufe 277, 389, deren Diskontinuitäts- direkte - 361. 
bereiche 278; - der Modulgruppe Kroneckersehe GrenzformeI332ft' .• 
386 ff., 38!! ff. Beweis bei Epstein 866. 

Kontinua der Hauptkreisgruppen 374. Kubisches Reziprozitätsgesetz, 
Kontinuierliche Gruppe eindeutiger mit elliptischen Funktionen bewiesen 

Transformationen u' = u + v einer von Eitienstein 243. 
Fläche des Geschlechtes 1 in sich 296. Kugelfunktionen X n , aus der La-

Kontinuitätsmethode beim Beweise grangeschenReihe gewonnen 46; Auf-
der Fundamentaltheoreme 449ff.; - treten der - bei der Kettenbruchent-
hei der Lösung des Riemannschen wicklung analytischer Funktionen 94 ff. 
Problems 521. Kummersche Fläche, durch Tbeta-

Kontinuum, Erklärung eines -8 in funktionenmitp=2dargl'stellt747j 
der z-Ebene 9. - - als Spezialfall der hyperellip-

Konvergenz der Thetareihe 637. tischen Flächen 141, 870; Ausartung 
Konvergenzerzeugende Faktoren der -n - bei Reduzierbarkeit des 

in unendlichen Produkten 78. hyperelliptischen Gebildes 751. 848. 

Konvergenzexponent bei Produkt- Kurve als Deut,ung eines analytischen 
entwickelungen ganzer Fuuktionen 19. Gebildes 43 ff.; algebraische -n in 

Konvergenzkreis einer Potenzreihe2s. mehrdimensionalen Räumen als Grund-
57* 
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lage der Theorie der algebraischen' 
Funktionen 143 ff.; -n des Geschlech
tes 1 und elliptische Funktionen 328, 
speziell -n 3. Grades 328, 330; -
4. Grades vom Geschlechte 1, durch 
sn, cn, dn dargestellt 329, 330; -
4. Grades in der Ebene mit 168 Kol
lineationen in sich 429; ebene -
6. Grades mit 360 Kollineationen in 
sich 431; ebene -n 4. Grades ohne 
Doppelpunkt auf Grund der Abelachen 
Funktionen p = 3 behandelt 777, Be
ziehung z-ur Kummerschen Fläche 779, 
852. 

Kurvengeschlecht bei algebraischen 
Funktionen zweier Variablen 174. 

L 
La c e t, Bezeichnung beiBriot-Bouquetso. 
Lagrangesche Reihe 45,46, ihre Ver

allgemeinerung bei Laplace u. Dar
boux 47; - Substitution bei Herstel
lung der elliptischen Normalintegrale 
188. 

Lamesche Differentialgleichung, Be
handlnng bei Hermite durch elliptische 
Funktionen 237, 338, 341 ff., gruppen
theoretiRch-geometrische Behandlung 
durch Klein 342; verallgemeinerte -
Differentialgleichung 561, 807; Kleins 
Theorie der -n Polynome 562. 

Landensche Transformation 190,322, 
bei Landen u. Lpgendre 191; bei Gauß 
223, bei Richelot 241, Geschichtliches 
darüber 190ff.; -r Satz über den Bo
gen einer gleicbseitigen Hyperbel 191. 

wendungen der elliptischen Funktio
nen 195. 

Lemniskate, Teilung ihres Bogens in 
n gleiche Teile 226, speziell in 5, 7 
u. 17 gleiche Teile 316. 

Lemniskatische Funktionen 226, 288; 
-8 Integral 226; Spaltung der -n 
Funktionen in Quotienten ganzer tra.n
szendenter Funktionen 226. 

Ligne d'arret nach Cauchy 30. 
Linear-automorphe Funktion, s. 

,;automorph". 
Lineare Differentialgleichungen, 

s. "Differentialgleichungen". 
Lineare Substitutionpn des Perio

denquotienten der elliptischen Funk
tionen, erstes Auftreten bei Jacobi 
213; Einteilung der -n - in ellip
tische, parabolisr.he, hyperbolische u. 
loxodromische 361; - - 2. Art 361; 
- - und Raumbewegungen und -um
legungen 365; - - ueim Fundamen
talsystem von Lösungen einer linea
ren Differentialgleichung 475. 

Lineare Transformation der Theta
funktionen bei Hermite 238, Bestim
mung der zugehörigen 8. Einheits
wurzel bei J acobi u. Hermite 238; 
- - der Perioden w1 ' ws' VOn der 
Riemannschen Fläche abgeleitet 262ff.; 
Verha.lten der Weiel'straßschen Funk
tionen und der 7l1' 7ls bei -r - von 
W t ' co2 264; - - der Jacobischen 
Funktionen 284 ff. ; - - der Theta
funktionen 285, der elliptischen Funk
tionen S17; - - der Perioden bei den 
Abelschen Funktionen 648; Gruppe der 
mod.2 inkongruenten -n -en 663; 
elementare - - 1 .• 2. u. 3. Art bei 
Thetafunktionen von n Variablen 6a6, 
684. 

Linearitätssatz beim Beweise eines 
Fundamentaltheorems 456. 

Linear-polymorphe Formen, s. 
"polymorph". 

Laplacesche Differentialglei
chung, ihre Invarianz bei Transfor
mation 14; - - bei analytischen 
Funktionen 17, 54; Auftreten der -n 
- bei d'Alembert 17; - - bei Funk
tionen mehrerer Variablen 101; - -n 
(lineare Differentialgleichungen n te .. 

Ordnung mit linearen Koeffizienten) 
655, später betrachtete Spezialfälle 
655ff. 

Laplacesche Transformierte einer 
linearen Differentialgleichung 491,557. 

Linear-polymorphe Funktionen, 
s. "polymorph". 

Laurenhcher Satz 27. 
Legendresche Normalintegrale der 

drei Gattungen 189, 254; -1' Integral
modul 189, als Modulfunktion 358; 
- Relation :193, 270; - Modular- u. 
Multiplikatorgleichongen für Trans
formation 3. Grades 195, 424; - An-

Linear-unabhängige Lösungen von 
Differentialgleichungen 474. 

Liouvillesche Sätze über doppelt
periodische Funktionen 233; - Diffe
rentialgleichung 453. 

Logarithmenfreie Integrale bei 
linearen Differentialgleichungen, Auf
treten bei singulären Stellen 482. 



Logarithmische Normalreihen - MODodromiegruppe 887 

Logarithmische Normalreihen bei I Modulkorrespondenzen 242, 326-
linearen Differentialgleichungen 488. - lIlter Stufe für Transformation nte~ 

LogarithmnsderDiskriminantea, Grades 423; - 8. u.16. Stufe 424ff.; 
von Dedekind untersucht 392 invariantentheoretische Behandlung 

Loxodromische Substitutionen der - 425. 
einer Variablen 361. Modul der elliptischen Integrale 189; 

]I 

Majorantenmethode beim Beweise 
der Uniformisierungssätze 457; - bei 
Lösung linearer Differentialgleichungen 
474. 

Matrix. Riemannsche - bei 2p-fach 
periodischen Funktionen 827. 

Mehrdeutige automorphe Funk
tionen 464. 

Mehrdeutige Funktionen 29. 
Mehrfach periodische Funktio

nen, Auffassung Jacobis 612, spätere 
Begriffsentwicklung 614 ff., 822 ff. 

Messung eines Nullpunktes oder 
Poles in einem Fundamenteibereiche 
403. 

Methode d'exhaustion bei den Grund
sätzen über doppelt periodische Funk
tionen 283. 

Minimalflächen vonSchwarzu.Weier
straß, durch hyperelliptische Integrale 
dargestellt 773. 

Mittag-Lefflerscher Satz 80, Er
weiterungen 81 ff. 

Mittelt"orm von Klein 734. 
Mittelwertsätze, auf komplexe Funk

tionen übertragen 12. 

Modularfun ktionen und -integrale 
(Bezeichnungen Gudermanns für ellip
tische ~'unktionen und Integrale) 240. 

Modulargleichungen für Transfor
mation 3. u. 5. Grades der elliptischen 
Funktionen 209; Differentia.lgleichung 
für die Jacobischen - 212; Lösungen 
der - für primzahligen Transforma
tionsgrad beiJacobi 214; - von Sohnke 
242, von Joubert 242, von Schlaefli 
242ff., von Gützlaff 242; - als Re
solventen der speziellen Teilungsglei
chung 315; - 1. Stufe 826; - 16. Stufe 
326; - der Galoisschen Hauptmoduln 
326, 423; - mter Stufe für Transfor
mation nten Grades 420, speziell für 
die 1. Stufe 421; Kleins Theorie der 
- 1. Stufe für die Fälle mit p = 0 
422 , Erweiterung auf p > 0 423 ; 
irrationale - 424; - von Schroeter 
424. 

komplementärer - 189. 
Mo d u In einer Klasse algebraischer Funk

tionen 127, 147ff.; Ausdruck der -
in den Thetanullwerten 221; - der 
Hauptkreispolygone 373; - hyper
elliptischer Thetafunktionen, Rela
tionen zwischen ihnen 763, 163; - der 
Riemannschen Thetafunktionen, Auf
stellung ihrer Relation für p = 4 durch 
Schottky 786; Borchardtsche - nach 
Klein 799. 

Modulformen 273. 
Modulfunktionen, neuere Theorie 

272ff., 287, 352, 362ff., 417ff.; Auf
treten der - bei Gauß 353, bei Abel 
und Jacobi 364, bei Hermite, Eisen
stein u. Weierstraß 354, 355, bei Dede
kind u. St. Smith 357; - von meh
reren Variablen und deren Anwendung 
auf Zahlentheorie 467, 461, 863. 

Modulgruppe 266, 352, ihre Erzeu
gung 266, 364, ihr Diskontinuitäts
bereich 363; - in projektiver Gestalt 
366; automorphe -n 450 

Modulketten bei wiederholterLanden
scher Transformation 192. 

Monodrome, fonction - 1S. 

Monodromie der Verzweigungs
punkte, insbesondere bei p = 2 u. 3 
665ff. 

Monodromiegruppe, Bedeutung Pui
seux' für die - 30; - einer alge
braischen Funktiou 121; - der all
gemeinen Teilungsgleichung der ellip
tischen Funktionen 307ff.; der spe
ziellen Teilungsgleichung der p- und 
p'-Funktionen 314; - einer linearen 
Differentialgleichung 499, in projek
tiver und in unimodularer Ges~alt 500, 
Methode zu ihrer numerischen Auf
stellung 501; Fälle der Una.bhängig
keit der - von den singulären Stellen 
504; geometrische Interpreta.tion der 
projektiven - bei Differentialglei
chungen 2. Ordnung 506; Bestimmung 
der Differentialgleichung bei gegebe
ner - 517; - der speziellen Teilungs
gleichung bei den Abelschen Funk
tionen 818. 
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Monogene ana.lytische Funktion 
40, von mehreren Variablen 103. 

Nebenpunkte bei linearen Differen
tialgleichungen 488. 

Monogene, fonction - 12. 
Monogeneitl!.t eines algebraischen Ge

bddes 120. 

Nicbtanalytilche Grenzkurven bei 
Polygongruppen 380:ff. 

Nichtanalytische Stelle bei einer 
analytischen Funktion 18. lfonotrope, fonction - IS. 

Moyenne isotrop.ique nach Cauchyn. 
Multiplikation Abelscher Integrale 

NichteuklidischeMaßbestimmung 
in ihrer Beziehung zu den linearen 
Substitutionen 365. 165; - der elliptischen Funktionen 

bei Abel 199, 202; komplexe - der 
elliptischen Funktionen, von Abel ent
deckt 205; - der elliptischen Funk
tionen bei Jacobi 212, BOII, bei Gauß 
280; komplexe - der elliptiscben 
Funktionen bei Gauß 281; - der 
elliptiscben Funktionen, systematisch 
entwickelt 802ft'.; - der Perioden 
Abelscher Funktionen 682; komplexe 
- bei höherem p 852 ff., speziell bei 
Thetafunktionen von zwei Variablen 
862; 

Multiplika.tive Formen 168; - -
auf Riemannschen Flächen 899, 400; 
unverzweigte - - 400; algebraische 
- - 400. 

Multiplikator einer linearen Substi
tution einer Variablen 360; erzeugende 
-en bei homogenen Gruppen 406. 

Multiplikatorgleichungen von Ja
cobi U3, 327; - nach Klein 327; 
- für IJIA 82'1, für die Sigmateil
werte 327; allgemeiner Begriff der -
nach Klein 425; - für Us' Us und die 
Wurzeln aus 11 426. für die Gl,u 426; 
- bei Modulfunktionen mehrerer Va
riablen 864. 

Multiplikatorsysteme, theoretisch 
mögliche - bei homogenen Gruppen 
407 ff., Existenz zugehöriger Formen 
407H. 

N 
Nachbarschaft eines Punktes 10. 
Nl!.he eines Punktes 10. 
Nliherungsdarstellungen analyti-

scher Funktionen, allgemeine Bemer
kungen 87ff, durch Polynome 88, 
durch Kettenbrüche 88, 90ff., nach 
Mittag-Lerner 88, nach Runge 89, 
nacb Hilhart 90, mittels gebrochener 
ratioualer Funktionen 92. 

N atdrliche Dis kon tinui tl!.tab erei
che der Hauptkreisgruppen 871. 

Natürliche Grenze einer Funktion 
86, :166. 

Nicbtrotationsgruppen 874; -, die 
Polygongruppen sind 379 ff". 

Noetherscher Satz über Relationen 
zwischen Wurzelformen bei beliebigem 
p 728. 

N ormalcharakterietik einer Theta
funktion von p Argumenten 641. 

Normale Diskontinuitätsbereiche 
der Hauptkreisgruppen 371. 

Normalintegrale, elliptische - bei 
Ewer 184, bei Legendre 18S, bei Abel 
197, bei Hermite 287, 263, bei Eisl'n
stein u. Riemann 263, bei Weierstra.ß 
263; - linearer Di:fferentialgleicbun
gen 486; s. auch "Elliptische Inte
grale" und "Hyperelliptische Inte
grale". 

Normalkombinationen von Integra
len 2. Gattung 149. 

Normalkurve der Formen cp 144;-n 
(Normalformen) zur Erklärung alge
braischer Gebilde U.6:ff. ; elliptische 
-n 247, 329. 

N ol·malreihen bei linearen Differen
tialgleichungen 488. 

Normierung der Integrale einer Rie
mannschen Fläche (transzendent nor
mierte Integrale) 184; - der Perioden 
der elliptischen Integrale 2'15 ff. 

Nullpunkte mter Ordnung bei funk
tionen 24; - einer analytischen, ins
besondere einer ganzen Funktion 84ff., 
obere Grenze für ihre Anzahl 86; 
- der hypergl'ometrischen Funktion 
648; - der Riemannschen Thetafunk
tion 687. 

Numerische Berechnung der ellip
tischen Integrale durch wiederholte 
Landensche Transformation bei Le
gendre 192, 'Literatur darüber 192; 
- - des Periodenquotienten maus 
dem Modul kt durch das arithmetisch
geometrische Mittel 223:ff., 294.; - -
der elliptischen Funktionen 291 H., 
des Integrals 1. Gattung 291:ff., der 
vollständigen Integrale K, K' 293. 



Obertheoreme - Picard 889 

o 
Obertheoreme von Klein 536, als Er

weiterung der Fundamentaltheoreme 
465. 

Ordinäre Transformation der Pe
rioden Abelscher Funktionen 629. 

Ordnung einer ganzen Funktion nach 
Hadamard 87; - der Verzweigungs
stelle einer Riemannschen Fläche 118; 
- des Nullpunktes oder Poles einer 
Funktion auf einer Riemannschen 
Fläche 124; -- einer hyperelliptischen 
(Riemannschen) Fläche 124; - einer 
Periodentransformation 630; - einer 
Thetafunktion 641; - einer Riemann
sehen Matrix 827. 

Orthogonales System zur Aufstel
lung der Grundformeln der elliptischen 
Funktionen 341. 

Orthogonalsysteme bei Thetarela
tionen für p = 2 746. 

Orthosymmetrische Riemannsche 
Flächen 172, 732. 

Oszillationstheoreme von Klein 
465 ff., 535 ff. 

Periode, Begriff einer primitiven -
66; -n (Periodizitütsmoduln) der Abel
schen Integrale 127, die zwei Arten 
der -n 127; zu einem kanonischen 
Schnittsystem gehörende -n 128; Re
lationen zwischen den -n Abelscher 
Integrale 133, 150; -n der elliptischen 
Integrale, nach Riemann eingeführt 
252; -n des Weierstraßschen N ormal
integrals 2. Gattung 258, ihre Reihen
entwicklung 261; Differentialgleichun
gen der -n C01 ' (02 und 1)1' 1)2 in be
zug auf die Invarianten 275ff. 

Periodencharakteristiken bei p
fach unendlichen Thetareihen 639, 
651 ff., ihre Beziehung zu den Theta
charakteristiken 654; eigentliche und 
uneigentliehe - 652, 680; - (li)r 678. 

Periodenparallelogramm, Auflre
ten bei LiouviUe 233. 

Period en streife~ 66. 
P erio den systeme, zusammengehörige 

oder simultane 822, unabhängige 822, 
primitive 823. 

Periodenwege auf einer Riemannschen 
Fläche 128. 

P Periodische Funktionen, Liouville-
Painlevesche Sätze tiber nichtlineare sche Sätze 29, 66; - - mehrerer 

Differentialgleichungen 1. Ordnung Variablen, allgemeines 822, zugehö-
566ff.; - Transzendente 599ff., Be- rige Bezeichnungen bei Jacobi, Her-
ziehung zu den doppeltperiodischen mite u. Riemann 823, zugehörige Sätze 
Funktionen 601 ff. von Riemann u. Weierstraß 826; Dar-

Parabolische Substitutionen einer stellung der 2p-fach -n - durch 
Variablen 361. Thetaf'unktionen 831; vierfach - -

Parallelogrammatischer Rahmen nach Hecke 857ff; s. auch "Doppelt-
bei Abbildung einer Riemannschen periodische Funktionen". 
Fläche durch ein Integral 617. Periodizitä t, doppelte - der eHip-

Parallelogram mnetz der doppelt- \ tischen Funktionen bei Abel u. Jacobi 
periodischen Funktionen 257. 196, 198, 210, bei Gauß 196ff., 226. 

Parallelotop bei 2p-fachperiodischen Periodizitätsmoduln, Differential-
Funktionen 823. gleichungen für die - 553, bezügliche 

Parameter, -darstellung im kleinen Sätze von Fuchs 554; s. auch "Pe-
bei analytischen. Funktionen mehrerer' riode". 
Variablen 106; akzessorische - in Permanenz, Prinzip der - bei Funk-
einer linearen Differentialgleichung tionalgleichungen 57. 
497. Physikalische Deutungen analyti-

Partialul'uchzel'legungderdoppelt- scher Funktionen 55. 
periodischen Funktionen 270;.- der Picardscher Satz 76, 461, Verallge-
automorphen Funktionen 413 ff. meinerungen durch Landau, Hurwitz, 

P en d el, sphärisches u. einfaches, mit Cal'atheodory u. a 462, 463; - Diffe-
elliptischen Funktionen behandelt 337, rentialgleichungen, Verallgemeinerung 
338 ff. von Hermites Behandlung der Lame-

Pentaeder als Diskontinuitätsbereich I Bchen Differentialgleichung 342; -
der Picardschen Gruppe 365, in eben- , Gruppe 364; - Fläche (Spezialfall 
flächiger Gestalt 367. ! hyperelliptischer Flächen) 871. 



890 Pochhammersche Differentialgleichung - Quadra.tische Formen 

Pochhammersche Differential- \ Primäre Relationen zwischen den 
gleichung 551. Erzeugenden einer Gruppe 370. 

Poincaresche Reihen 409ff., Poincares Primcharakteristiken bei Abelschen 
eigene Benennungen 409, ihre Konver- Funktionen nach Klein 657, 727. 
genzbedingung 410; - Reihen der Primform von Klein 156,784; - einer 
Dimensionen - 2 u. -1 und deren Riemannschen Fläche 898; Schar von 
Konvergenzbedingungen 411; Verhal- -en bei automorphen Gebilden mit 
ten der -n Reihen in parabolischen p = 0 404; automorphe - 408; Dar-
Zipfeln 412; einpolige - Reihen 412; stellung der Thetafm~ktionen durch 
polfreie - Reihen 412; - Theta- die - 735; - VOn Ritter 741. 
reihen ~; - Zeta.reihen 448. Primfunktion von Weierstraß 78,155. 

Poinsotbewegung 339. 700, ihre Darstellung durch Thetafunk-
Polarkern eines FundamentaIbereiches tionen 704. 

507. Primitive Periode 66; -s Perioden-
Pol einer Funktion 18; - mterOrdnung - paar 66,264; - Fundamentalsysteme-

einer Funktion 24; -e einer Funktion bei der Lösung des Riemannschen 
auf der Peripherie des Konverg~nz- Problems 522; - Periodensysteme bei 
kreises 84. 2p-fach periodischen Funktionen 823. 

Polfreie a.utomorphe Form 407; - Prinzipale Transformation der 
Poincaresche Reihen 412. Thetafunktionen mehrerer Variablen 

Polyedergruppen 374. 852ff. 
Polygone~ken, feste und bewegliche Prinzipalun~er.gruppe titer. Stufe b~i 

oder zufällige 368; Vermeidbarkeit den hyperelhptischen funktIonen mIt 
loxodl'omischer und hyperbolischer _ P = 2 795. 
368. Prinzip der Symmetrie 38, 356. 

Polygon grupp en 374. Produktdarstell ung ganzer Funk-
Polymorphe Funktionen 359; _ I<'or- tionen !8, der r-Funkt.io~ 78; einfach 

men auf Riemannschen Flächen mit unendliche -en der ellIptIschen Funk-
beliebigem P 407, 435, im h'alle p = 0 tionen. bei A?el 203, be! Jacob! 214; 
ausführlich 432 ff.; _ Funktionen auf -en für k, kund K .bel .Tacobl 214; 
Riemannschen Flächen 432ff.; _ For- - automorpher Primformen nach 
menscharen , speziell für p = 0 434, Schottky 414 ff.; - von. automorphen 
mit unimodularen Substitutionen 434, Formen und Modulfunktionen 415, der 
Differentialgleichungen der -n Funk~ Diskriminante Ä 418. 
tionen und Formen 435ff; - Formen Proj ektiv-geometrische Methoden bei 
als eindeutige Modulformen dargestellt Behandlung der Gruppen linearer Sub-
439ff." deren Potenzreihen nach Wir- stitutionen 365; -e M.aßbestimmungen 
tinger 440 ff. und lineare Substitutionen 365, 1i06 ff.;. 

Ponceletsche Polygone 335, Bezie- -e Gestalt der Modulgruppe und ihres 
hung zum Pentagramma mirificum von Dreiecksnetzes 367. 
Gauß 8S5; Beziehung .der -n _ zu Prymsche Funktionen, Beziehung 
den geodätischen Linien des Ellipsoids zum Riemannschen Problem 523; - -
886; Verallgemeinerung der -n _ 836. 1. Ordnung 737, höherer Ordnung 787; 

Potential auf einer Riemannschen Beziehung der -n - ·zu den Abel-
Fläche 131ff.; mehrwertige -funktio- schen Integralen und den Thetafunk-
nen im Raume 108. tionen 738 ff. , zur Kleinschen Prim-

Potenzreihen, nach linearen Funk- form 740. 
tionen von 6 fortschreitend 25; _ für Pseudoelliptische Integrale 34Bff. 
die Jacobischen Funktionen sn u, ... 
240, für die Weierstraßschen Funk
tionen p(u), ... 259; - für automor
phe Funktionen 898, für automorphe 
Formen 402, für Modulfunktionen 417ff., 
für polymorphe Formen 488ff. 

Quadratische Formen, Sätze über 
Darstellung ganzer Zahlen durch - -
831; Äquivalenz und Reduktion der 
-n - 838. 



Quaternäre quadratische Pormen - Riemann 891 

Quaternäre quadratische Formen 
als Mittel zur Erklärung von Poly
edergruppen 38S. 

Quaternionentypus bei Substitutio
nen 385. 

UBW. 388; Theorie der -n Körper 358; 
Gruppen der -ß Körper 376; Glei
chungen der -n Körper bei der Trans
formation der elliptischen Funktionen 
429; - Riemannsche Flächen und 
Thetafunktionen von höherem p 843ff. Querschnitt einer Riemannschen Flä

che 34, 122; kanonisches -Hystem 
122, 369; Änderung des -systems und 
lineare Transformation der Perioden 
662. 

Reihe von Lagrange 45.46; -n für die 
Lösungen linearer Differentialglei
chungen bei singulären Punkten 477; 
s. auch "PotellzreihEln". 

R 
Ramification, point de - 118. 
Ran/!', Weierstraß' Bezeichnung für Ge

schlecht 139; - einer Unbestimmt
heitsstelle bei linearen Differential
gleichungen 489; - einer hyperellip
tischen Fläche 8'11. 

Rational, -e Funktion 28; - inte
grierbare lineare Differentialgleichun
gen 510. 

Rationalitätsgruppe einer linearen 
Differentialgleichung 510. 

Raumkurve 4. Ordnung 1. Spezies 
und elliptische Funktionen 329. 

Räume positiver quadratischer 
Formen bei Gruppenuntersuchungen 
468ff. 

Realitätsverhäl tnisse der Formen cp 
733. 

Reduktion hyperelliptischer und Abel
scher Integrale auf solche niederen 
Geschlechtes, speziell auf elliptische 
166, (bei Legendre) 195, 344,ff., 838, 
bezüglicher Satz Wirtin gers 840, im 
Falle p = 2 841; - der Diskontinui
tätsbereiche von Gruppen linearer Sub
stitutionen 450; -nicht-linearer ganz
zahliger Transformationen bei Abel
schen Funktionen 635. 

Reduktionssatz bei Scharen äquiva
lenter Stellen auf Riemannschen Flä
chen 142. 

Reduktionstheoreme von Abel 16:t 
Reduzibilität einer linearen Differen

tialgleichung 509. 
Reduziertes Periodenparallelo

gramm 265. 

Reguläre Kurve 9; - Funktion 12; 
- Ecke eines Fundamentalbereiches 
71; -. lliemannsche Flächen 171.388, 
zugehörige Galoissche Resolventen 171, 
entsprechende ausgezeichnete Unter- I 

gruppen der Modulgruppe 387, 429, I 
Spezialfälle der Gruppen G96 , G168 I 

Rektifikationen ebener Kurven, die 
zu den ersten Ansätzen über ellip
tische Integrale führten 182, 187. 

Relationen zwiechell den Perioden al
gebraischer Integrale 183, 150; pri
märe und sekundäre .- zwischen den 
Erzeugenden einer Gruppe 370; s. auch 
"Klassenzahlrelationen" und "Theta
relation en". 

Repräsen tan ten für Transformation 
nten Grades der elliptischen Funk
tionen 318. zweite Auswahl 319ft·., 
funktionentheoretische und arithme
tische - 320; - für Transformation 
nten Grades der Modulfunktionen 421, 
- mter Stufe 423; - nichtlinearer 
Periodentransformationen 635, 649. 

Residuenkalkul 16. 
Residuensatz, Weierstraßsche Gestalt 

139; - über doppeltperiodische Funk
tionen 267. 

Residuum einer analytischen Funktion 
in einem Punkte 16; - einer analy
tischen Funktion mehrerer Variablen 
(Punkt- und Kurvenresiduen) 99ff. 

Resolvente, Galoissche - einer regu
lären Riemannschen Fläche 171; Mo
dulargleichungen als -n der Teilungs
gleichungen 315; besondere -n 5., 7. 
und 11. Grades der Modulargleichun
gen 240, 430. 

Reziproke multiplikative Formen 
auf Riemannschen Flächen 400. 

Reziprozitätsgesetz, kubisches und 
biquadratisches, aus der Theorie der 
elliptischen Funktionen abgeleitet von 
Eisenstein 243. 

Reziprozitätssatz vonBrillu.Noether 
145. 

Riemannsche Fläche 31; - Erklärung 
einer analytischen Funktion 54; -
Fläche als Definition zugehöriger 
Funktionen 62; - Fläche als ge
Bchlostiene Fläche im Raume 63; zwei
dimensionale - :Mannigfaltigkeit 69; 



892 Riemann-Rochscher Satz - Singulär 

-r Raum bei mehrdeutigen Funk
tionen mehrerer Variablen 108; -
Fläche einer algebraischen Funktion 
120; - Kugelfläche 121; Funktionen 
a.uf einer -n Fläche 124; - Fläche 
als Erklärung einer Klasse algebrai
scher FunKtionen 129; geschlossene 
- Flächen im Raume 130; allge
meinste Gestalt einer -n Fläche, 
- Bereiche und Mannigfaltigkeiten 
130ff.; reguläre - Flächen 171, 888; 
zweiblättrige - Fläche mit vier Ver
zweigungspunkten als Grundlage der 
Theorie der elliptischen Funktionen 
247; - Normalformen der elliptischen 
Integrale 253; - P-FUllktion (hyper
geometrische Funktion) 355, M3; 
- ~'ormenscharen auf beliebigen al
gebraischen Gebilden 445; - Formen
systeme /?14; -8 Problem bei linear
polymorphen Formenscharen bzw. li
nearen Differentialgleichungen 519, 
Beweise der Lösbarkeit 519ff., Verall
gemeinerung durch Birkhoff 524; -
'l'hetaformel 670 ff., Folgeruugen aus 
derselben 675, Verallgemdnerungen 
682; - Thetafunktion 687; - Theta
funktionen (im Gegensatz zu den 0.11-
gemeinen) 690, 786; reguläre - Flä
chen und Thetafunktionen mit höhe
rem p 843ff. 

Riemann-Rochscher Satz 135,lS5ff., 
142, Erweiterung für multiplika.tive 
Formen 158; erweiterter - - - 400. 

Ri c c a ti s ch e Differentialgleichung 568ff. 
Ringfläche als Riemannsche Fläche 

des Geschlechtes 1 63. 
Rittersche Primform 399, 741. 
Rodrigues, Koordinaten von - bei den 

Drehungen eines starren Körpers 340. 
Rosenhainsche Gruppen von Charak

teristiken bei p = 2 744; - Tetraeder 
748; - Differentialformeln, ftir belie
bige hyperelliptische Funktionen ver
allgemeinert 772. 

Rotationsgruppen, elliptische, para
bolische und hyperbolische 3Uff. 

Rückkehrschnitte aufeinerRiemann
sehen Fläche 122. 

Rückkehrschnittheorem 446. 

S 
Schar äquivalenter Stellen auf 

einer Riemannschen Fläche (einer 
Kurve) 142. 

Scheinbar singuläre Punkte bei 
linearen Differentialgleichungen 483. 

Schlaeflische Modula.rgleichun
gen 242. 

Schlechthin kanonische Differen
tialsysteme 499, 504 - - - mit 
Monodromiegruppe, die unabhängig 
ist von einer als Parameter auf ge
faßten singulären SteUe 597. 

Schleifenintegrale um zwei Verzwei
gungspunkte 51. 

Schleifenwege um Verzweigongs
pnnkte 30. 

Sch li ch theit einer A~bildung 456, 458: 
Schließungsproblem 335, insbeson

dere im Falle zweier Kegelschnitte 386. 
Schließungssätze von Sta.ude für kon

fokale Flächen 2. Grades 756. 
S ch ottkysche Relation zwischen den 

10 Thetamoduln bei p = t 690, 786. 
Schraubungsgruppen 374, 375. 
Schwingungsdauer des einfachen 

Pendels 339. 
Schwarzscher Differentialaus

ausdruck 61, 435, 506. 
Schwarzsche s-Funktionen 508. 
Sekundäre Relatio-nen zwischen den 

Erzeugenden einer Gruppe 370. 
Semitranszenden t, Differentia.lglei

chungen mit Lösungen, die - von den 
Integrationskonstanten abhängen 587tr. 

Sigmafunktion von Weierstraß 268, 
ihre Reihen- u. Produktdarstellungen 
269, ihre Periodeneigenschaften 269, 
ihre Invarianz gegenüber linearen 
Transformationen der Perioden 270; 
Schottkysche - bei p = 3 782.; - von 
Klein, allgemeine Bedeutung 789 ff., 
im hyperelliptischen Falle 790ff.; 
Differentialgleichungen und Reihen
entwicklungen der Kleinsehen - nach 
Wiltheiß u. a. 805; - von Krause 8l)7. 

Sign atur eines kanonischen Diskonti
nuitätsbereiches 369, 373. 

Sim ultancharakter zweier Riemann
schen Matrizen 828. 

Simultanperioden 614, 822. 
Singuläre Stellen einer Funktion (we

sentliche und auBerwesentliche) 18, 
- Stellen auf der Peripherie eines 
Konvergenzkreises 83 ff.; - Stellen bei 
analytischen Funktionen von n Argu
menten 102; - Korrespondenzen auf 
algebraischen Gebilden 170; - Koordi
naten bei elliptischen Normalkurven 



Smithsche Kurve - Teilung 893 

331, 418; die Modularkorresponden- r 3. Grades 330; - Gruppen von Doppel
zen als - Korrespondenzen 424; I tangenten bei ebenen Kurven 4. Gra-
- Moduln für komplexe Multiplika.- des 779, 852. 
tion der elliptischen Funktionen 427; Stereographische Projektion der 
- Punkte einer linearen Difl:'erential- z-Ebene auf die Kugelfläche 27, zu: 
gleichung 474, falls sich nur ein Teil gehörige geschichtliche Notizen 27. 

der Integrale be~timmt verhält 486; Stetigkeit der algebraischen ~'unk-
- Stellen der Bestimmtheit bei line- tionen bei stetiger Änderung der Rie-
&ren Differentialgleichungen 478, zu- mannschen Fläche 132 • 

. gehörige Gestalt der Differentialglei- Stetigkeitsbereicheineranalytischen 
ehungen 479; - Stellen von Differen- Funktion 39. 
tialgleichungen (feste und verschieb- S t i e I tj es s c he Sätze über Ketten-
bare) 565, für Differentialgleichungen bruchentwicklungen analyt. Funktio-
1. Ordnung 566; - Transformation nen, Verallgemeinerung von van Vleck 
-der Perioden Abelscher Integrale 629; 95ff.; - Grenze bei Paj'ametern line-
- Riemannsche Matrizen 828; - arer Differentialgleichungen 533. 
Funktionen nach Humbert (Theta- Stufentheorie von Klein bei den el
funktionen für p = 2 mit prinzipaler I liptischen Funktionen 247, 277, bei 
Transformation) 855. den hyperelliptiscben Funktionen 7~4. 

Smithsche Kurve, aus der Modular- Substitutionen, lineare einer Varia-
gleichung 1. Stufe hergeleitet 427. bien 360, ihre Einteilung in ellip-

Sohnkesche Modulargleichungen tische, parabolische usw. 361. 
242. Supplementäre Transformationen 

Spezialfälle der elliptischen Ge- der Perioden Abelscher Funktionen 
bilde (harmonischer oder lemniska- 632. 
tisch er und äquianharmonischer Fall) Symmetral und Symmetralfunk-
288ff. tionen von Schottky 845. 

:Spezialfunktionen auf einer Rie- Symmetrie, Prinzip der - 38, 57. 
mannschen Fläche 143, 145. Symmetrielinien auf Riemannschen 

Spezialschar äquivalenter Stellen auf Flächen 172, 732. 
einer Riemannschen Fläche (einer Symmetrische Riemannsche Flächen 
Kurve) 143, 145, 689. 172,732; - elliptische Gebilde 289ff.; 

Spezielle Teilungsgleichung der - Riemannsche Flächen mit p = 1 
elliptischen Funktionen bei Abel 201; 290. 
- - der Funktionen So und gi 314, Synectique, fonction - 12. 

ihre Nichtauflösbarkeit durch Wurzel- Systeme von Thetacharakteristi-
zeichen im allgemeinen Falle 315, ihr ken 661, adjungierte 661, Göpelsche 
Zusammenhang mit der Modularglei- 661. 
ehung 315; Lösbarkeit der -n - Syzygetisch, als Bezeichnung von 
durch Radikale in den Fällen der Periodencharakteristiken 65ll, 61:S0, von 
komplexen Multiplikation 316; - - Thetacharakteristiken 664, 680; -e 
der Abelschen Funktionen 817 ff. Charakteristiken bei p = 2 743. 

Sphärische Trigonometrie, Beziehung 
zu den Additionstheoremen der ellip
tischen Integrale, von Lagrange be
merkt 186, 346, bei Study 301; -8 

Pendel, mit elliptischen Funktionen 
behandelt 337; - Kettenlinie 338. 

ßpiegelung an einem Kreise 361. 
ßtarrer Körper, Bewegung eines -n 

-s, mJt elliptischen Funktionen be
handelt 3a9ff\ insbes. kräftefreie Be
wegung 340, ihre Darstellung durch 
lineare Substitutionen 341. 

.8teinersche Polygone bei Kurven I 

T 
Taylorscher Lehrsatz, Geschichte 2l1; 

- Reihe 22, bei Funktionen mit n-Ar
gumenten 102. 

Teilbarkeitssätze von analytischen 
Funktionen von n-Argumenten 106. 

Teil s c ha r äqui valenter Stellen auf einer 
Ripmannschen Fläche (Kurve) 143. 

Teilung Abelscher Integrale 165; -
der elliptischen Funktionen bei Abel 
199, bei Gauß 230; spezielle - der 
elliptischen Funktionen bei Abel 200; 
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- der Abelschen Funktionen 814, I 
spezielle 816; Zurückführung der all
gemeinen Teilung auf die - 817; Re- I 
duktion der speziellen - 818. 

ihre Differentialgleichungen 638; 
höherer Ordnung mit p Argumenten 
641ft'.; Transformation der - 643ff.; 
- höherer Ordnung mit halben Cha-

Teilungsgleichung, allgemeine der 
elliptischen Funktionen bei Abel 199, 
spezielle 201; algebraische Lösung der 
speziellen - für komplexe Multipli
plikation bei Abel 201 ; -an des Lem
niskatenbogens 280; allgemeine - der 
elliptischen Funktionen, systematisch 
entwickelt 807 if., spezielle 818 if.; 
allgemeine -en der Abelschen Funk
tionen 814, spezielle 817, deren Re
duktion und Monodromiegruppe 818. 

Te i1 wer t e der elliptiscben Funktionen 
bei Ahel 200, der Weierstraßschen 
Funktionen fJ, fJ' 808; die - fJlp.' fJ).'1' 
als ganze Modulformen S10, 416; -
der G-Funktion 417, ihre Beziehung 
zur Funktion 41'1 41'1. 

Ternäre Variable zur Darstellung der 
Abelschen Integrale 188; - Gruppe 
r Cu, IJJ) der elliptischen Funktionen 272; 
indefinite - Formen als Quelle zur 
Erklärung von Gruppen 3g3 if., ihre 
Äquivalenz und Reduktion 884; -
Gruppen 0 168 429, 0 360 431, deren 
Resolventen 6., 10. u. 15. Grades 431 if.; 
- Hermitesche Formen, zugehörige 
Gruppen und Funktionen 466. 

Theorema generale von Jacobi, Um
kehrtheorem bei hyperelliptischen 
Integralen 612. 

Thetacharakteristik bei p-fach un
endlichen Thetareihen 639, 658 ff. ; 
Beziehung der -en zu den Perioden
charakteristiken 654; -en [eJr 680. 

Thetaformel von Riemann 670ff., Fol.,. 
gerungen aus ihr 676, Verallgemeine
rung derselben 682. 

Thetafunktionen, Einführung der
bei Jacobi 216, ihre Grundeigenschaf
ten 217, ihre Reihenentwicklungen 
218; Ausdruck der elliptischen Funk
tionen durch dia - 217; die Reihen 
der vier - 219; Additionsformeln der 
- 220; - bei Gauß 229; - nter Ord
nung bei Hermite 28ö; - bei Rosen
hain 241; Potenzreihen und bestimmte 
Integrale für die - J8sff.; - ntor Ord
nung 8286.; - für p = 2 von Göpel 
u.Rosenhain 6196.; - mitPArgumen-/ 
tan 686 ff., ihr erstes Auftreten eS1, 

rakteristiken, Anzahl der linear-un
abhängigen 666 ft'. ; - höherer Ord
nung mit ,tel Charakteristiken 676; 
Riemannsche - 687; Riemannsche
und a.llgemeine - 690; Einführung 
der - bei Clebsch und Gordan 695, 
bei Weierstraß 708; Darstellung der 
- durch die Prim form na.ch Klein 
785; Beziehung der - für p = 2 
zum algebraischen Gebilde 764; An
wendungen der - für p = 2 756ff.; 
mechanisches Problem mit - zweier
Variablen behandelt 757; Verschwin
den der hyperelliptischen - 760~ 
Wirtingersche - von p-V mablen und 
8 p-Pa.rameteru 849. 

Thetaprodukte, vollständige 682, bei 
Clebsch-Gordan 697. 

Thetaq11-otienten, Darstellung durch 
Wurzelfunktionen im hyperelliptischen 
Falle 766, 768. 

Theta.reihen von Poincare 4.09. 

Thetarelationen bei Jacobi 220, bei 
Gauß 231. bei Schröter 242; - bei 
Tr&nsformation nter Ordnung 326,424;: 
- bei beliebigem:p, Mannigfaltigkeit. 
M p als Verallgemeinerung der Kum
merschen Fläche 66!! ff. ; - bei den 
<8'[aJr(v> 682; Lösungen von - bei 
beliebigem p 728; - bei p = 2 744~ 
753, bei p = 8 776. 

Transformation eines algebraischen 
Gebildes in sich 147 :ff., 1'11; - Abel
scher Integrale 165; erstes Auftreten 
des -sprobIems der elliptischen Funk
tionen bei Euler und Lagrange 1861f.;. 
- der elliptischen Funktionen bei 
Abel 204, 206 ff. ; erste Ansil.tze über
- der elliptischen Funktionen bei 
Jacobi 209, allgemeine Behandlung
Jacobis 211; supplementäre - bei Ja
cobi 211; - der elliptischen Funk
tionen im harmonischen Falle bei 
Eisenstein 248; systematische Behand
lung der - der elliptischen Funk
tionen 8166.; algebraische Gestalt des 
-sproblems 816; - nHn Grades der 
p-Funktion 8211F.; - einer ellipt. 
Funktion höherer Stufe 822.; - ,,
Grades der Thetafunktionen 828; -
durch reziproke Radien 861; - der 



Transformationsgleichungen - Unverzweigte Funktionen 895 

Hauptkreispolygone 372 ff.; -en einer 
Riemannschen Fläche in sich 387; 
-sproblem bei den automorphen Funk
tionen 420, 428; - nlon Grades der 
Modulfunktionen, speziell einer Haupt
funktion 420 ff.; - der bypergeome
trischen Funktionen 428; - der hy
pergeometrischenDifferentialgleichung 
in sich 542, 647; - der Thetafunk
tionen von zwei Variablen bei Her
roite 627 ff.; - der Perioden Abelscher 
Funktionen 629, Zusammensetzung die
ser -en 631, 633 ff.; Reduktion nicht
linearer ganzzahliger -en bei Abel
schen Funktionen 635; Zusammen
setzung der -en Ahelscher Funktionen 
nach Krazer und Prym 636; - der 
Thetafunktionen mit p Argumenten 
643 ff., ganzzahlige - dieser Funk
tionen 646, lineare ganzzahlige - dieser 
Funktionen 648; prinzipale - der 
Thetafunktionen von mehreren Argu
gumenten 862. 

Transformationsgleichungen der 
elliptischen Funktionen, allgemein an
gesetzt 320; - der Thetafunktionen 
325; - für 02 und 03327; - bei Mo
d ulfunktionen mehrerer V ariab len 864. 

Transformationsketten von Gauß 
und Jacobi 454. 

Tran szen dent normierte In tegrale 
eines algebraischen Gebildes 134. 

Trigonometrische Funktionen als 
ausgeartete ellipti$cheFunktionen 290. 

U 
Überall endliches Differential 

einer Riemannschen Fläche 399 ff. 
Überlagerungsfläche, Methode der 

- beim Beweise der Fundamental
theoreme 454 ff.; Herstellung der ein
fach zusammenhängenden - bei be
liebiger Riemannschen Fläche 456. 

tl'berschiebungsprozesse bei Dar
stellung linearer Differentialgleichgn. 
498. 

Ultraelliptische Funktionen u. In
tegrale 619. 

Umgebung eines Punktes 10, bei nun
abhängigen Variablen 97. 

Umkehrpro blem von Fuchs bei Dif
ferentialgleichungen 2. Ordnung 631; 
-, das auf eindeutige automorphe 
FUllktionen führt 531 ff.; Jacobisches 
- vor Riemann 609 ff.; - dllr hvper-

elliptischen Integrale bei Weierstraß 
622; Riemanns Behandlung des -8 688; 
- bei Clebsch-Gordan 6U8, bei Weier
straß 698 ff.; Lösung des -8 711; 
zweite Form der Lösung des -8 715; 
Noethersche Lösung des -8 730; Lö
sung des -s im hyperelliptischen Falle 
770, im Falle p = 3 nach Wil'tinger 
803; erweitertes - nach Clebsch
Gordan 808; erweiterte -e im hyper
elliptischen Falle 811; verallgemeiner
tes - nach Lindemann 813; mehr
deutige -e nach Weierstraß 836. 

Umkehrung einer analytischen Funk
tion 62; - des Abelschen Theorems 
162; - des elliptischen Integrals 1. Gat
tung bei Abel und Jacobi 196 ff., bei 
Gauß 196 ff.; - des lemniskatiscben 
Integrals bei Gauß 226; - eines ein
zelnen Abelschen Integrals 616 ff. 

Unbestimmtheits stelle, allgemein
ste bei linearen Differentialgleichungen 
495. 

Unendlich fern, Verhalten einer Funk
tion in einem - -en Punkte 26. 

Unendliche Determinanten bei Lö
sung von linearen Differentialglei
chungen 495. 

Unendlich werden einerganzenl:!'unk
tion fitr z = 00 (Sätze von Hadamard 
u. a.) 86 ff 

Uniformisierende Variable (Para
meter) bei algebraischen u. analytischen 
Gebilden 74ff., 396, 445, 447. 

U nifol'misierun gvon Funktionen einer 
Riemannschen Fläche durch eine po
lymorphe Funktion 396 ff., 445; allge
meiner -ssatz 397; - durch ).(00) 397, 
897; -ssätze 396, 446; allgemeinste 
-ssätze 455, 456. 

Unimodulare ganzzahlige Substitu
tionen 352, 401. 

Unimultiplikative Formen bei auto
morphen Gebilden mit höherem p 412, 
ihre Darstellung durch Poincaresche 
Reihen 414. 

Unitätssatz beim Beweise der Fun
damentaltheoreme 449. 

Unreine Riemannsche Matrix 829. 
Unverzweigte automorphe For

men, Darstellung durch die Prinf
und Grundformen bei p = 0 406, all
gemein 408. 

Unverzweigte Funktionen auf einer 
RillmannRchen Fläche 126. 
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Unverzweigte multiplikative For
men auf Riemannschen Flächen 400. 

Unverzweigtheit der automorphen 
Formen 402. 

v 
Val ellz, Bezeichnung Dedekinds für die 

Modulfunktion J(ro) 857. 
Vereinfachte Differentialglei-

chung bei Differentialgleichungen 
ohne verschiebbare Verzweigungs
punkte oder Unbestimmtheitsstellen 
592. 

Verschiebba.re Unbestimmtheits
stellen bei Differentialgleichungen 
höherer Ordnung 588 ff.; Differential
gleichungen höherer Ordnung ohne 
- - und Verzweigungspunkte 690ff. 

Verschwinden der Thetafunktio
nen, Riemanns Satz darüber 688. 

Vertauschung von Parameter und 
Argumen t bei Integralen 8. Gattung 
148, 151, bei elliptischen Integralen 
3. Gattung 194, 271. 

Verwand te hyper geometrische 
Funktionen MI. 

Verzerrungssatz von Koebe 452, 460. 
Verzweigung. -spunkt einer Rie

mannschen Fläche 31, Verhalten einer 
Funktion daselbst 31; -slinie 83, 
-sscbnitte einer Riemannschen Fläche 
33, 121; -ssteIlen, -swerte einer al
gebraischen Funktion 118; -sform der 
zweibbttrigen Fläche mit vier -so 
punkten 248, ihre Normalgestalten 
249 ff.; Zusammenhang der Abelschen 
Normalgestalt der -sform mit der 
Oktaedergleicbung 251; -ssatz zur geo
metrischen Erklärung von Untergrup
pen der Modulgruppe 387. 

Vierfach periodische Funktionen 
von Hecke 857 ff. 

Vollschar äquivalenter Stellen auf einer 
RiemannschenFläche(einer Kurve) 142. 

Vollständige Integrale, ellipt. der 
1. u. 2. Gattung bei Legendre 198, zu
gehörige Differentialgleichungen 1113, 
ihre Reihenentwicklungen 194; - -
Kund K' bei Jaeobi :W9,210, ihre 
Darstellung durch Thetanullwerte 2l!1. 

W 
Wahrer Kon vergenzkreis einer Po

tenzreihe 23. 

Webersche Bezeichnung der Modul
funktionen 281. 

Wechsel der unabhängigen Va
riablen bei analytischen Gebilden 
mehrerer Argumente 111. 

Weddlesche Fläche (Spezialfall hyper
ellipt. Flächen) 147, 751, Zusammen
hang mit eier Kummerschen Fläche 752. 

Weierstraßscher Satz über Produkt-
darstellung einer ganzen Funktion '78. 
Erweiterung durch Picard 81; - Satz 
über Existenz von Funktionen mit be
liehigem Definitionsbereiche 82; -
Satz über analytische Funktionen von 
t~ Arg-umenten 105; - Theorie der äJ
gebraischen Funktionen 1391f.; -
Lückensatz 141; - Stellen auf einem 
algebraiseh .. n Gebilde 141, 141.; -
Funktionen H(x.y; :x/,,!!) bei algehra
ischen Gebilden 140, 150; - Perioden
relationen 150; -8 Normalintegral 
1. Gattung 253, 2; Gattung 258, 260 ff .. ; 
- Funktionen ~,(u), p' (t,) 257, 258, 
deren Potenzreihen und Teilbruch
reihen 269; - Bezeichnung der Pe
rioden 208; - Sigmafunktion 268, deren 
Reihenentwicklung u. Produktdarstel
lungen 269; - FunktionenGk~u/rol' rot) 
2711, deren partielle Differentialglei
chung 279, deren Produktdarijtellungen 
280; Zusammenhang der - ellipt. 
Funktionen mit denJaeobischen 282ff.; 
- Behandlung des Umkehrproblems 
im hyperelliptiscben Falle 622; -
Theorie der Abelscben Funktionen 
698 ff.; Übertragnng der -n p-Fonk
tion auf Gebilde mit p> 1 durch 
Bolza 794. 

Wert i g k e i t einer doppeltperiodischen 
Funktion 266. 

Wertigkeitskorrespondenzen auf 
algebraischen Gebilden 170. 

We s en tlich singuläre Stelle einer 
Funktion 18, einer Funktion von n 
Argumenten 102. 

W iltheißsche Funktion Tk in der 
Theorie der hyperelIiptiscben Funk
tionen 794, der Abelscben Funktionen 
mit p= 3 802. Voll stän dig red uzible Differen

tialausdrücke 610. Windungspunkt 31. 
Vorgeschichte der Funktionen

theorie, Notizen 11. 
Wiukeltreue Abbildung, s. "Abbil

dung" und "Konforme Abbildung". 



Wirkliche Ordnung - Zyklische Gruppen 897 

Wirkliche Ordnung einer ganzen 
Funktion 79. 

Wirtingersche LösungssD.tze heim 
Nollsetzen eines Systems Jacobischer 
Funktionen 837; - 'l'hetafonktionen 
von p Veränderlichen und 3 p Para
metern 849. 

Wurzelformen 168, 721, ibre Bezie
hung zu den Thetacharakteristiken 
722, im hyperelliptischen Falle 764; 
- 2. u. 3. Dimension bei p = 3 779. 

Wurzel funktionen 157; die drei -
Vp(u) - /lA: 279; - als multiplikative 
Formen auf Riemaunschen Flächen 400; 
- bei Riemann 6~IO; - u. Thetaquo
tienten 717; Beziehung der - zu den 
Periodenchar .. kteri~tiken 717 ff. , im 
hyperelliptischen Falle 763. 

Wurzeln der Diskriminante 6, die ein
deutige Modulformen sind 286, spe
zieU2tA 286, Sill!; - des Integral
moduls kS und der Diskriminante A, 
die Kongruenzmoduln sind 392. 

Z 
Zahlentheoretische Funktionen 

als Entwicklungskoeffizienten bei Mo
dulformen· 417. 

Zetafunktionen 369; - und Zeta-

reihen von Poincarti 443, Lösung des 
Riemannscben Problems durch solche 
519; - eines imaginären quadrati
schen Zahlkörpers 865; - eines be
liebigen Zahlkörpers 867ff. 

Zufälli~e Ecken von Diskontinuitäts
bereichen 368. 

Zusammenfall mehrerer Werte einer 
Funktion, Puiseux' Behandlung bei 
algebraischen Funktionen 30. 

Zusammenhang einer Riemannschen 
Flä.che 122. 

Zusammensetzung der Transfor
mationen der Perioden Abelscher In
tegrale nach Krazer nnd Prym 636. 

Zweig einer analytischen Funktion 41, 
einer algebraischen Funktion 118. 

Z w ei teil u n g der Abelschen Funktionen 
820. 

Zwischenfunktioneu (fonctioDs in
termediaires) im Sinne von Poincare 
8S4. 

Zyklen von Ecken eines Diskontinui
tätsbereiches 368. 

Zykliden und Zyklidensysteme, 
durch hyperelJiptische Funktionen mit 
p = 2 dargestellt 766. Beziehung zur 
Kummerschen Fläche 767. 

Zyklische Gruppen linearer Substi
tutionen 374. 

Ergänzung zum Referat II B, 3: 
Wegen der Beziehung zwischen den rationalen und irrationalen Kovarianten 

der biquadratischen binären Form einerseits und den zwischen den vier Theta
funktionen bestehenden Gleichungen andererseits ist noch zu nennen: E. Stud,y, 
On the connection between binary quartics and elliptic functions, Amer. J. 17 
(1896), p. 216. 
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Aufgabe der Encyklopädie ist es, in knapper, zu ra.scher Orientlerung geeigneter Form, aber mit mag. 
lichster Vollständigkeit eine Gesamtdarstellung der mathemati,chen Wissenschaften nach ihrem gegenwärtigen 
Inhalt an gesicherten Resultaten zu geben und zugleich durch sorgfaltige Literaturangaben die geschicht
liche Entwicklung der mathematischen Methoden seit dem Beginn des 19. Jahrhunderts nachzuweisen. Sie 
beschrankt sich dabei nicht auf die sogena.nnte Teine Mathematik, sondern berücksichtigt anch ausgiebig die An
wen dun gen auf Mechanik und Physik, Astronomie und Geodasie, die verschiedenen Zweige der Technik und 
andere Gebiete, und zwar in dem Slnne, daß sie einerseits den Mathema.tlker orientlert, welche Fragen die An
wendungen a.n ihn stellen, andererseits den Astronomen, Physiker, Techniker daruber orientIert, welche Antwort 
die Mathematik auf diese Fragen gibt. In 7 Banden werden die einzelnen Gebiete in einer Relhe sachlich 
angeordneter Artikel beha.ndelt; jeder Band soll ein ausfubrliches alphabetisches RegIster enthalten. 
Auf die A usfuhrung von BeweIsen der mitgeteilten Satze muß naturlich verzichtet werden. - DIe Ansprüche 
an die Vorkenntnisse der Leser sollen so gehalten werden, daß das 'Verk auch demjenigen nützlich sein kann 
der nur ub€'r ein bestimmtes GebIet Urientierun" sucht. - Eine von den beteiligten gelehrten Gese118ch9.fte~ 
niedergesetzte Kommission, z. Z. bestehend aus den Herren 

W. v. Dyck-Mflncben, D_ Hölder-Leipzig, F. Kleln-Gottingen, A. Krazer-Karlsruhe, 
V. v. Lang-Wien, M. Planck-Berlin, H. v. Seeliger-Munchen, W. Wlrtinger-Wien 

.teht der Redaktion, die aus den Herren 
R. Fricke-Braunschweig, Ph. Furtwängler-W,ell, E. Hilb-Wurzburg, F. Klein-Göttingen, W. Fr. Meyer-Könlg,berg, 

H. MOhrmann-Basel, C. H. Müller-Hannover, S. Dppenheim-Wien, A. Sommerfeld-Munchen . 
und H. E. Timerding -Braunschweig 

besteht, zur Seite. - Al. Mitarbeiter an der Encyklopädie beteiligen sich ferner die Herren 

I. Band: 
W. Ahrens - Rostock 
P. Bachmann (tl 
J. Bauschlnger-Leipzig 
G. Bohlmann -Berlin 
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E. Czuber -Wien 
W. v. Dyck-München 
D. Hilbert - Gottingen 
O. Hölder-I,eipzig 
G. Landsberg (tl 
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E. Netto (tl 
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H. W. E. ~u"g-Hal1e 
A. Kneser - .lIreslau 
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L. Maurer - Tübingen 
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W. F. Osgood-Cambridge, 
P. Painlevli-Paris [Man. 
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A. Pringsheim - München 
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A. Sommerfeld -Mimohen 
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D. Toeplitz-Kiel L. Foppl-Dresden 
E. Vessiot-Lyon Ph. Forchheimer-Graz 
A. Voss-Mflnchen Ph. Furtwangler- Wien 
A. Wangerin-Halle M. Grübler-Dresden 
E. v. Weber- Würzburg M. Gruning-Hannover 
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W. Wirtinger - Wien L. Henneberg - Darm.tadt 
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H. Rothe-Wien 
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H. G. Zeuthen-Kopenhagen 
K. Zindler -Innsbruck 

IV. Band: 
M. Abraham - Stuttgart 
P. Cranz-Berhn 
C.u T. Ehrenfest-Leiden 
S. Finsterwalder -München 

G. Jung -Mailand 
T h. v. Karman - Aachen 
F. Klein-Gbttingen 
A. Kriloff-Petersburg 
H. Lamb -Manchester 
A. E. H. Love - Oxford 
R. v. Mises-Berlin 
C. H. Miilier-Hannover 
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G. Prange-Hannover 
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A. Schoenflies - Frankfurt 
P. Stäckel (tl [a.M. 
O. Tedone- Genua 
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A. Timpe -BerUn 
A. Voss -Milnchen 
G. T. Walker- Simla (Indien) 
K. Wieghardt-Wien 
G. Zemplen (tl 

V. Band: 

M. Abraham - Slutlgart 
L. Boltzmann (tl 
M. Born - Frankfurt a 1\1. 
G. H. Bryan-llangor (Wales) 
P. Debye-Zürich 
P. S. Epstein-Munchen 
S. Finsterwalder - Munchen 
R. Gans - I •• Plnta 
K. Herzfeld - ~1unchen 
F. W. Hinrlchsen (tl 
E. W. Hobson-Cambridge 
H. Kamerlingh-Onnes-Leiden 
W. H. Keesom-Leiden 
M. v. Laue- BerUn 
W. Lenz-~lunchen 
Th. Liebisch - Berlin 
H. A. Lorentz-Haarlem 
L. Mamlock - BerUn 
G. Mle-HaUe 
H. Minkowski (tl 
O. Mügge-Gottingen 
J. Nabl- WIen 
W. Pauli-Munchen-WlCn 
F. Pockels (tl 

L. Prandtl- Göttingen 
R. Reif!' (tl 
C. Runge - Gbttingen [a.M. 
A. Schoenflies -Frankfurt 
M. Schröter-München 
R. Seeliger- GrOlf.wald 
A. Sommerfeld -München 
E. Study - Bonn 
A. Wangerin -Halle 
W. Wien - WUrzburg 
J. Zenneck -Mflnchen 

VI,1. Band: 
R. Bourgeois -Paris 
G. H. Darwln (tl 
F. Exner-Wien 
s. Flnsterwalder-München 
Ph. Furtwängler-Wien 
F. R. Helmert (tl 
S. Hough-Kapstadi 
H. Meldau -Bremen 
W. Moebius -LeIpzig 
P. Pizzetti-PIs" 
C. Reinhertz (tl 
A. Schmidt-Potsdam 
E. v. Schweidler - Innsbruck 
W. Traber!-Wien 
E. Wiechert - Gottingen 

VI,2. Band: 
E. Andlng - Gotha 
J. Bauschinger-Leipzig 
A. Bemporad - Catam. 
A. Brill-Frankfurt a M. 
E. W. Brown-New-Hnen 
A. v. Brunn-nanzig 
C. Ed. Caspari -ParIS 
F. Cohn -Berlin 
R. Emden - Munchen 
F. K. Ginzel- BerUn 
P. Guthnick-Berlin 
J. v. Hepperger- Wien 
G. Herglotz-Leipzig 
J. Holetschek-Wien 
H. Kobold -Kiel 
Th. Kottier -Wien 
K. La ves - Chicago 
J. Lense-Wlen 
G. v. Niessl- Wien 
S. Oppenheim-Wien 
K. Schwarzsohild (tl 
K. Sundman-Helsingfor. 
E. T. Whlttakor-Edinburgh 
A. WUkens-Breslou 
C. W. Wlrtz-Klel 
H. v. Zeipel- Upsala 

Sprechsaal für die Encyklopädie der l\Iathematischen Wissenschaften. 
Unter der Abteilung Sprechsaal für die Encyklopadie der Mathematischen Wissen

schaften nimmt die Redaktion des Jahresberichts der Deutselten Mathematiker-Vereinigung ibr aus dem 
Leserkreise zugehende Verbesserungsvorschlage und Erghnzungen (auch in literarischer HInsicht) zu den 
erschienenen Heften der Encyklopadie auf. Diesbezügliche Einsendungen sind an den Herausgeber des Jahre.
berichts Herrn Gen. Reg.-Rat Prof. Dr. A. Gut z m er in Halle a/S., Wettiner Straße 17, zu richten, der sich mit 
den betr. Bandredakteuren wegen der Veröffentlichung der Notizen in Verbindung setzen wird. 

Die akademische Kommis.ion zur Herausgabe du ElIcrklopiidie der Mathematischen Wlssonschaften. 
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