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VORWORT

Die Fortschritte, die die Konjunkturforschung in den
letzten Dezennien gemacht hat, beruhen nicht zuletzt auf der
Ausbildung verfeinerter statistischer Methoden, namentlich im
Zusammenhang mit der Analyse von Zeitreihen. FEines der
bekanntesten und gebrauchlichsten dieser Verfahren stammt
von W.M. PErSONS. An seiner Methode wurde im Laufe der
Zeit vielfach -Kritik geiibt, ohne daB jedoch ein geeigneter
Ersatz geschaffen worden wiire.

Den Anla zu der hier vorliegenden Untersuchung bildete
die Tatsache, daB im Osterreichischen Institut fiir Konjunktur-
forschung bei der Berechnung der Saisonschwankung nach der
Prrsonsschen Methode in gewissen Reihen der dsterreichischen
Wirtschaft derart unbefriedigende Ergebnisse erzielt wurden,
daB eine Abhilfe dringend geboten erschien. Der Verfasser hat
daher den Bereich der durch die Saisonschwankung geschafferien
Probleme untersucht und eine neue*Methode der Berechnung
entwickelt. Obwohl diese Methode im genannten Institut mit
Erfolg angewendet wird, erhebt der Verfasser keineswegs den
Anspruch, bereits alle Probleme gelost zu haben. Immerhin
diirfte das neue Verfahren auf die Mehrzahl der vorkommenden
empirischen Reihen gut anwendbar sein.

Eine kurze Darstellung der hier entwickelten Methode gab
der Verfasser bereits in einem Memorandum, das am 6. Mai 1935
dem , Institut Scientifique de Recherches Economiques et
Sociales* in Paris — anlaBlich eines Vortrages von Professor
OskarR MORGENSTERN — vorgelegt wurde.



VI VORWORT

Die Anregung zu den vorliegenden Untersuchungen gab
Professor Dr. OskaAR MORGENSTERN, dem ich auch fiir mannig-
fache Unterstiitzung zu Dank verpflichtet bin. Die gesamten
statistischen Arbeiten wurden im Osterreichischen Institut fiir
Konjunkturforschung, das auch das verwendete Material zur
Verfiigung gestellt hat, mit besonderer Sorgfalt von Fraulein
JOHANNA MORGENSTERN durchgefiihrt; ich danke ihr an dieser
Stelle warmstens fiir ihre Mitwirkung.

Der Leser, dem die Lektiire des dritten Kapitels Schwierig-
keiten bereitet, kann ohne Nachteil fiir das Verstindnis der
neuen Methode den Abschnitt iiber die Differenzenmethode
iiberschlagen. AufBlerdem befindet sich auf S. 127 eine kurze
Zusammenfassung des Rechenganges, auf Grund deren die
praktische Anwendung der Methode durchgefiihrt werden kann.

Wien, im Juni 1936. A. WaLbp.
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ERSTES KAPITEL

ALLGEMEINE BEMERKUNGEN ZUR ANALYSE
VON ZEITREIHEN

In der Konjunkturforschung wird die Annahme gemacht,
daB eine Zeitreihe sich aus vier Bewegungskomponenten zu-
sammensetzt, die man folgendermaBen definiert:

a) der Trend, d. i. die allgemeine Entwicklungstendenz in
langen Zeitabschnitten, gibt den Hauptverlauf der Zeitreihe
wieder;

b) die zyklischen Schwankungen: diese sind wellenférmige
Bewegungen, die dem Trend iiberlagert sind;

c) die Saisonschwankungen, welche jahrlich in den gleichen
Zeitpunkten regelmifig wiederkehrende Bewegungen sind;

d) die irreguliren Schwankungen: diese bestehen haupt-
sichlich aus kleineren, in der Reihe oft auftretenden Schwan-
kungen, die Zufallscharakter haben.

Die Zerlegung von Zeitreihen in die angefiihrten vier Kompo-
nenten entspricht der Vorstellung, dafl die Zeitreihe als Wirkung
von vier Ursachengruppen anzusehen ist. Der Trend wird
bedingt durch sekulire Ursachen, wie etwa Bevolkerungs-
vermehrung, industrielle und kulturelle Entwicklung, Ver-
besserung der Verkehrsmittel, usw. Die zyklischen Schwan-
kungen entstehen zufolge Anderungen der Konjunktur, der
Rentabilitit und ihrer Bedingungen. Die Saisonschwankungen
werden durch den EinfluB der Witterung hervorgerufen, oder
durch soziale Einrichtungen, die kalendermaBig festliegen und
jahrlich regelm#aBig untereinander &hnliche Schwankungen

‘Wald, Saisonschwankungen 1



2 BERECHNUNG VON SAISONSCHWANKUNGEN

hervorrufen. Die irreguliren Schwankungen schlieBlich ent-
stehen zufolge von Ursachen, die unter keine der drei genannten
Gruppen fallen.

Die Aufgabe der Analyse ist die quantitative Bestimmung
der einzelnen Komponenten, welche den angefithrten Ursachen-
gruppen entsprechen. Die Losung dieses Problems sto8t aber
auf auBlerordentlich groBe Schwierigkeiten. Die Griinde hiefiir
seien im folgenden etwas naher auseinandergesetzt.

Eine Definition, welche die Reihenkomponenten als die
Wirkung gewisser Ursachengruppen definiert, sei als ,,duflere*
Definition und die Komponenten seien als ,,duflere‘“ Komponen-
ten bezeichnet. Im Gegensatz hiezu wird spéiter auch von einer
s»inneren‘‘ Definition der Komponenten zu sprechen sein. Um
die Reihenkomponenten auf Grund &uBerer Definitionen be-
stimmen zu konnen, miissen diese Definitionen zunéchst voll-
standig sein, worunter folgendes gemeint wird:

1. Die Ursachengruppe, als deren Wirkung eine Reihen-
komponente definiert wird, muf3 vollstindig beschrieben werden,
d. h. es muf3 genaw aufgezihlt werden, welche Erscheinungen der
betreffenden Ursachengruppe angehoren. Schon diese Forderung
ist in den iiblichen &uBeren Definitionen nicht erfiillt. Man
begniigt sich mit einer ungenauen und vagen Beschreibung der
Ursachengruppen. Man sagt z. B., dal der Trend durch sekulére
Ursachen bedingt wird, wobei aber die sekuldre Ursachengruppe
ungenau und unvollstindig bloB durch Hinweis auf einige be-
sonders wichtige Erscheinungen, wie z. B. Bevélkerungsver-
mehrung, industrielle Entwicklung, usw. definiert wird.

2. Ist die Ursachengruppe genaw beschrieben, so muf3 noch
prazisiert werden, was man unter der Wirkung der betreffenden
Ursachengruppe zu verstehen hat. Dies ist keineswegs unmittelbar
klar. Es bezeichne U,, U,, U; und U, der Reihe nach die dem
Trend, den zyklischen, Saison- und irreguliren Komponenten
entsprechenden Ursachengruppen, ferner sei ¢(¢) die zu analy-
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sierende Zeitreihe. Die Wirkung einer Ursachengruppe kann
auf verschiedene Weise definiert werden. Es sollen blof einige
Méoglichkeiten aufgezahlt werden.

a) Bezeichnet ¢;(t) (¢ = 1, 2, 3, 4) die Zeitreihe, welche statt
@ (¢) entstehen wiirde, falls die Ursachengruppe U, nicht wirksam
wire, so verstehen wir unter der Wirkung von U, die Differenz
@) — 9:(2)-

b) Die Wirkung der Ursachengruppe U; (¢t =1, 2, 3, 4) ist
die Zeitreihe g, (¢), die entstehen wiirde, falls blo§ die Ursachen-
gruppe U, wirken wiirde und die Wirkung der iibrigen drei
Ursachengruppen ausgeschaltet ware.

¢) Man kann die Wirkung einer Ursachengruppe U; (¢ =1, 2,
3, 4) auch folgendermaBen definieren: Ersetzt man die tibrigen
drei Ursachengruppen Uj;(j#¢) durch gewisse hypothetische
Ursachengruppen U’ (j # ¢) und bezeichnet ¢’ (¢), bzw. ¢; () die
Reihe, welche entstehen wiirde, falls Uj (j#4) und U, bzw.
nur die drei Ursachengruppen U; (j 4 4) wirksam wiirden, so
verstehen wir unter der Wirkung von U; die Differenz
@' (t) — @ (B)-

Die Fille a) und b) sind als Spezialfalle in ¢) enthalten.
Man erhalt den Fall a), bzw. b) je nachdem, ob U; = U, oder
U; als die leere Ursachengruppe gewshlt wird.

Es ist klar, daB die erwiahnten Definitionen wesentlich ver-
schieden sind, da die Wirkung einer Ursachengruppe im all-
gemeinen auch von den iibrigen Ursachengruppen beeinflullt
wird. Ein Beispiel moge dies néher erlautern. Es sei ¢(t) etwa
der Lichtstromverbrauch. Wir machen die vereinfachende
Annahme, daB der Stromverbrauch der einzelnen Personen
derselbe ist, und daB ferner der Tagesverbrauch einer Person
der Linge der Nachte proportional ist. Dann kann der Ver-
brauch einer Person mittels einer periodischen Funktion p(?)
mit der Periodenlinge von einem Jahr dargestellt werden.

1*
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Bezeichnet man den Mittelwert von p (f) mit ¢ und @ mit ¢ (¢),

ist ferner 4 (¢) die Anzahl der in Betracht kommenden Personen,
so ist der Gesamtverbrauch ¢(t) = cA4 () q(¢), wobei ¢(¢) eine
periodische Funktion mit dem Mittelwert 1 ist. Unter diesen
Voraussetzungen wird man sagen, dafl die Reihe ¢(¢) sich nur
aus zwei Komponenten zusammensetzt, namlich aus dem Trend
(sekulare Bewegung) und der Saisonkomponente. Als Ursachen-
gruppe kann fiir den Trend in diesem Falle blo8 die Anzahl der
Personen, und fiir die Saisonkomponente die mit jahrlicher
Periode variierende Lange der Nachte betrachtet werden. Defi-
niert man die Wirkung einer Ursachengruppe gemiB a), so
ergibt sich als Saisonschwankung die Differenz cA(t) ¢(t) —
—cA(t), da offenbar statt ¢(t) = cA4(t) ¢(t) die Reihe cA4 (¢)
entstehen wiirde, falls die Wirkung der saisonméaBigen Ursachen
ausgeschaltet wire.

Interpretiert man die Wirkung einer Ursachengruppe im
Sinne von b), dann ist die Saisonschwankung gleich 0, denn
der Umstand allein, daB die Lange der Néachte nicht konstant
ist, bedingt noch keinen Stromverbrauch. Wenn man dagegen
die Wirkung der Saison-Ursachengruppe gemif c¢) versteht,
wobei die wirkliche Anzahl A (¢) der Personen etwa durch die
hypothetische Funktion A4’(¢) = 1 ersetzt wird, so erhilt man
als Saisonschwankung cq(t) — c.

Am zweckméaBigsten erscheint es, wenn man die Kompo-
nenten folgendermaflen definiert: Der Trend ¢, (¢) ist die Reihe,
die entstehen wiirde, falls blo die Ursachengruppe U, wirksam
ware. Bezeichnet y(t) die Reihe, welche entstehen wiirde, falls
U, und U,, aber nicht U; und U, wirksam wiren, so ist y(¢) —
— @, (t) = @,(t) die Konjunkturkomponente. Die Saisonkompo-
nente g, (¢) ist gleich @ (t) — v (t), wobei @ (t) die Reihe bedeutet,
welche entstehen wiirde, falls die Wirkung von U, ausgeschaltet
ware, und die irreguldre Schwankung ¢, (t) sei schlieBlich gleich
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¢(t) — D(t). Diese Definition der Komponenten hat den Vorteil,
daf die Ursprungsreihe ¢(¢) sich additiv aus den vier Kompo-
nenten zusammensetzt, also

@) = @1(8) + () + @3 (¢) 4 @, ()

Definiert man die Komponenten nicht im obigen Sinne,
so wird, wie man leicht sieht, die Reihe ¢(f) im allgemeinen
nicht der Summe der vier Komponenten gleich sein.

Ist die duBere Definition im obigen Sinne vollsténdig, so
gibt es noch immer uniiberwindliche Schwierigkeiten, die
Reihenkomponenten auf Grund der gegebenen duBeren Defini-
tionen zu ermitteln. Denn in den Wirtschaftswissenschaften
kann man Experimente nicht einmal annadhernd in dem MaBe
wie in den Naturwissenschaften durchfithren. Es ist nicht
moglich, die Ursachengruppen nach unserem Belieben zu va-
riieren, oder die Wirkung gewisser Ursachengruppen iiberhaupt
auszuschalten und so die Erscheinungen zu beobachten. Wir
sind hauptsichlich auf die Beobachtung des tatséchlichen, von
uns nicht beeinfluBbaren Ablaufes der Erscheinungen ange-
wiesen. Eine wichtige Erkenntnisquelle in den Wirtschafts-
wissenschaften ist auch die Betrachtung der psychologischen
Grundlagen fiir das okonomische Verhalten der einzelnen In-
dividuen. Es ist jedoch kaum denkbar, daBl die zur Verfiigung
stehenden Erkenntnisquellen es uns jemals ermoglichen werden,
die Reihenkomponenten auf Grund &uflerer Definitionen
quantitativ genau zu bestimmen. Man wird blof unvollstandige
Kenntnisse und mehr oder minder plausible Vermutungen iiber
die Form der einzelnen Reihenkomponenten haben, die fiir die
weitere Forschung keine geeignete Grundlage bilden. Um diese
Schwierigkeiten zu iiberwinden, geht man — wie auch in den
Naturwissenschaften gebrauchlich ist — folgendermaflen vor:
Man ergénzt die unvollsténdigen Kenntnisse mit hypothetischen
Annahmen, die dann blof auf Grund der Daten der vorgelegten
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Reihe die eindeutige Bestimmung ihrer Komponenten ermog-
lichen. Mit anderen Worten, die Reihenkomponenten werden
als eindeutige Funktionen der Ursprungsreihe definiert. Eine
solche Definition werden wir als ,,innere“ bezeichnen, da die
Reihenkomponenten blof auf Grund der Daten der Ursprungs-
reihe definiert werden, ohne auf irgend welche #uBere Erschei-
nungen Bezug zu nehmen. Die durch innere Definitionen ge-
gebenen Komponenten werden wir auch innere Komponenten
der Reihe nennen. Die innere Definition wird stets so gegeben,
da man ein System von Eigenschaften (genannt Hypo-
thesen) der Reihenkomponenten postuliert, auf Grund derer
man fiir jede vorgelegte Reihe ihre Komponenten bestimmen
kann. Es ist klar, da bei der Aufstellung der Hypothesen ein
gewisses MaBl von Willkiir unvermeidlich ist, jedoch wird man
an das System der Hypothesen gewisse Anforderungen stellen,
denn sonst wiirde die Reihenanalyse bloB eine mathema-
tische Spielerei sein, die fiir die Okonomie gar keine Bedeu-
tung hatte. Wir werden uns daher mit folgenden Fragen be-
schaftigen :

1. Welche Anforderungen sollen an das System der Hypo-
thesen gestellt werden ?

2. Nach welchem Schema geht man bei der Aufstellung der
Hypothesen vor ?

3. Was kann diese Methode fiir die Erforschung von oko-
nomischen GesetzmiBigkeiten leisten, und wann werden die
aufgestellten Hypothesen als fruchtbar betrachtet ?

Wir werden von einem System von Hypothesen zunéchst
verlangen, daf} es vollsténdig und widerspruchsfrei sei, worunter
folgendes gemeint wird: Jede vorgelegte Reihe soll auf eine und
nur auf eine Weise in Komponenten so zerlegt werden konnen,
daBl diese den aufgestellten Hypothesen geniigen. BloB diese
Forderung zu stellen geniigt offenbar noch keinesfalls, denn
man kann miihelos verschiedene vollsténdige und widerspruchs-
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freie Systeme von Hypothesen aufstellen, die gar keine 6ko-
nomische Bedeutung haben. Die innere Definition der Reihen-
komponenten soll ja als Ersatz fiir die &uBere Definition dienen,
und es soll zumindest nicht unwahrscheinlich erscheinen, daf3
die inneren Komponenten mit den entsprechenden &ufBleren
iibereinstimmen. Wir werden daher fordern, dafl das System
der Hypothesen, angewendet auf empirische statistische Reihen,
stets nur Resultate liefere, die unserem Stand der Kenntnisse
iiber das Wesen der &ulleren Reihenkomponenten gut ent-
sprechen und mithin die Annahme, da8 die inneren Kompo-
nenten mit den entsprechenden &uleren iibereinstimmen, als
plausibel erscheint. Nur so kann man hoffen, daBl die Analyse
eine 6konomische Bedeutung haben wird und ihren Zweck, nam-
lich die Forderung unserer wirtschaftstheoretischen Kenntnisse,
durch Aufdeckung von GesetzméaBigkeiten und Zusammenhéngen
zwischen den einzelnen Komponenten ein und derselben Reihe
oder verschiedener Reihen erreicht. Liefert die Analyse ,,innere
Komponenten, die mit unseren Kenntnissen iiber die ent-
sprechenden #ulBeren Komponenten nicht im Einklang stehen,
oder erscheint die Ubereinstimmung der inneren Komponenten
mit den entsprechenden duBeren zumindest als unwahrscheinlich,
so wird man das System der aufgestellten Hypothesen modifi-
zieren miissen.

Bei der Aufstellung von Hypothesen wird man im allge-
meinen folgenden Weg einschlagen. Man wird zunéchst fiir
jede innere Komponente auf Grund allgemeiner Kenntnisse iiber
die Natur der entsprechenden &uBleren Komponente eine gewisse
Funktionenklasse abgrenzen, der sie angehdren muf3 ; mit anderen
Worten, die Funktionenklasse einer inneren XKomponente wird
jede Funktion enthalten, die mit unseren Kenntnissen iiber das
Wesen der entsprechenden &uBleren Komponenten vertraglich
ist. Dabei werden nur allgemeingiiltige Eigenschaften der
duBeren Komponenten verwendet, die fiir jede Zeitreihe erfiillt
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sind. Einige Beispiele mogen dies erlautern. Jede periodische
Funktion mit der Periodendauer von 12 Monaten wird offenbar
in die Funktionenklasse der inneren Saisonschwankungen auf-
genommen. Dagegen wird man etwa eine Sinusfunktion mit
der Periodenlénge von zwei Jahren oder eine gerade Linie aus
dieser Funktionenklasse ausschlieBen, denn es ist mit unseren
allgemeinen Kenntnissen iiber das Wesen der #uBeren Saison-
schwankungen nicht vertréglich, daBl eine Gerade oder eine
Sinuslinie mit zweijahriger Periode eine solche sei. Es wiire
jedoch die Funktionenklasse der inneren Saisonschwankungen
zu eng abgegrenzt, falls man sagen wiirde, da8 sie nur periodi-
sche Funktionen mit der Periodenlinge von 12 Monaten enthilt.
Es ist wohl denkbar, daBl sowohl die Intensitit (Amplitude) als
auch die Form der &uBeren Saisonschwankungen in der Zeit
durch Einwirkung der iibrigen Komponenten gewisse Anderungen
erfahrt.

Ein weiteres Beispiel: Eine Gerade ist wohl eine mogliche
Trendlinie, dagegen kann eine Sinuslinie mit einer kurzen Perio-
denléinge (von etwa einigen Monaten) nicht als Trend betrach-
tet werden, denn es liegt im Wesen der sekuliren Ursachen, da3
die durch sie bedingte Bewegung keine kurzperiodische Funk-
tion sein kann. In die Funktionenklasse der Trendlinien
werden also sicherlich sémtliche Geraden aufgenommen, da-
gegen wird man eine Sinuslinie mit kurzer Periodendauer
ausschlieBen.

Ist die Begrenzung der Funktionenklassen fiir jede der
Komponenten schon gegeben, so ist noch notwendig, eine zweite
Gruppe von Hypothesen aufzustellen, die es gestatten, fiir jede
vorgelegte Zeitreihe zu bestimmen, welche Funktion aus der
Funktionenklasse die innere Komponente der vorgelegten Zeit-
reihe sei. Man bestimmt z. B. oft den Trend einer Zeitreihe so,
indem man aus der Funktionenklasse des Trends jene Funktion
auswahlt, welche sich an die Ursprungsreihe am besten -an-
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schmiegt, d. h. fiir welche die Summe der Abweichungsquadrate
ein Minimum ist.

Wir wollen uns schlieflich noch mit der Frage beschaftigen,
wann die aufgestellten Hypothesen als fruchtbar betrachtet
werden konnen. Es ist klar, daBl die Frage, ob die inneren
Komponenten mit den entsprechenden duBeren Komponenten
genau ibereinstimmen, nicht (wenigstens nicht im positiven
Sinne) entschieden werden kann, denn zu diesem Zweck miifite
man die &uleren Komponenten empirisch quantitativ be-
stimmen, was im allgemeinen nicht moglich ist. Dies war ja
eben der AnlaB zur Einfiilhrung der inneren Definitionen. Die
genaue quantitative Bestimmung der &uBeren Komponenten
ist ein unerreichbarer Idealfall. Dagegen besteht die Moglichkeit
der Auffindung von GesetzmaBigkeiten, die zwischen den inneren
Komponenten einer und derselben Reihe oder verschiedener
Reihen bestehen. Solche Gesetze sind empirisch nachpriifbar, da
die statistischen Reihen und mithin auch ihre inneren Kompo-
nenten empirisch gegeben sind; daher sind die behaupteten
GesetzmaBigkeiten iiberpriifbar. Wir werden sagen, daB die
aufgestellten Hypothesen sich als fruchtbar erweisen, falls
es gelingt, GesetzméaBigkeiten und Zusammenhénge zwischen
den inneren Komponenten einer und derselben Reihe oder
verschiedener Reihen zu finden, die sich gut bew#hren, d. h.
daf sie sich in allen weiteren Beobachtungen immer besté-
tigen.

Die &uBeren Definitionen dienen blo als heuristisches
Prinzip fir die Aufstellung von inneren Definitionen, denn nur
so hat man die Erwartung, dafl die inneren Definitionen sich
im obigen Sinne als fruchtbar erweisen werden. Alle Gesetz-
miBigkeiten und Zusammenhinge, die man findet, beziehen
gich streng genommen nur auf die inneren Komponenten.
Man wird freilich geneigt sein, diese GesetzmaBigkeiten auf
die entsprechenden &duBleren Komponenten zu iibertragen, und
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zwar um so eher, je fruchtbarer sich die Hypothesen erweisen.
Diese Identifizierung der inneren Komponenten mit den ent-
sprechenden &ufleren kann aber empirisch nie nachgewiesen
werden, und sie wird blo8 als heuristisches Prinzip fiir die weitere
Forschung verwendet.

Wir schliefen hiemit unsere allgemeinen Bemerkungen und
wenden uns im nichsten Kapitel dem Problem der Saison-
schwankungen im engeren Sinne zu.



ZWEITES KAPITEL

UBER DAS WESEN
DER SAISONSCHWANKUNGEN UND IHRE
AUSSCHALTUNG

Fir die Berechnung und Ausschaltung der Saisonschwan-
kungen wurden verschiedene Methoden entwickelt. Jede Be-
rechnungsmethode liefert zugleich eine innere Definition der
Saisonschwankung, denn sie gestattet, die Saisonschwankung
blof auf Grund der Daten der vorliegenden Reihe eindeutig
zu bestimmen. Von einer Berechnungsmethode wird verlangt,
daf sie nur Resultate liefere, die mit unseren Kenntnissen iiber
das Wesen der entsprechenden &ufleren Komponenten gut im
Einklang stehen, so daB die Ubereinstimmung der inneren
Saisonschwankung mit der entsprechenden #duBeren zumindest
nicht als unwahrscheinlich erscheint. Bei den iiblichen Methoden,
die in der Konjunkturstatistik verwendet werden, ist dies kaum
der Fall; immer ergeben sich empirische Reihen, wo sie versagen.
Man ist daher bemiiht, die alten Methoden zu modifizieren oder
neue zu entwickeln, die auch in den schwierigen Fallen, wo die
fritheren Methoden versagt haben, gute Resultate liefern. Um
iiber die hier bestehenden Schwierigkeiten und Probleme einen
Uberblick zu gewinnen, werden wir einige bekannte Berechnungs-
methoden besprechen, ohne dabei auf Vollstandigkeit Anspruch
zu erheben. Wir werden in unseren Betrachtungen auf besondere
Einzelheiten nicht eingehen und begniigen uns bloB mit grund-
sétzlichen Bemerkungen.

In dem Folgenden sei der Einfachheit halber angenommen,
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daB die statistischen Daten monatlich fiir » Jahre gegeben
seien. Bezeichnet A () irgend eine Funktion der Zeit, so soll
A den Wert von A (t) im k-ten Monat des ¢-ten Jahres bedeuten.

Die iiblichen Berechnungsmethoden kénnen in zwei Klassen
eingeteilt werden, und zwar in die Methoden der starren und die
der beweglichen Systeme. Den Methoden starren Systems
liegt entweder die Annahme zugrunde, da8 die Saisonschwan-
kung s(¢) eine periodische Funktion mit dem Mittelwert 0 und
der Periodenlédnge von 12 Monaten ist, oder es wird die Annahme
gemacht, dafl die Saisonschwankung s(f) von der Form f(t) p (t)
ist, wobei p (¢) eine periodische Funktion mit dem Mittelwert 0
und der Periodenlinge von 12 Monaten ist, und f(¢) den Trend
oder die Ursprungsreihe oder die Resultierende von Trend und
Konjunkturbewegung bedeutet. Die periodische Funktion
p(t) wird in beiden Fallen als Saisonnormale bezeichnet. Wird
8(t) = p(¢) angenommen, so nennt man die Werte von p(t)
Saisonverdinderungszahlen, denn sie geben an, um wieviel der
saisonméafige Wert von dem saisonbereinigten abweicht. Im
Falle, da die Annahme s(f) = f(¢) p(f) gemacht wird, fithrt
man Saisonindexziffern ein, die angeben, wieviel Prozent der
von den Saisonschwankungen bereinigten Werte f(¢) die ent-
sprechenden unbereinigten Werte f(t) +f(f) p(f) ausmachen.
Die Saisonindexziffern sind also die 12 Monatswerte von
100 (1 +p(?)).

In den Methoden beweglichen Systems wird die einschrin-
kende Annahme, dafl die Saisonschwankung durch starre Saison-
verdnderungszahlen oder Saisonindexziffern darstellbar ist, nicht
mehr aufrecht erhalten; es wird vielmehr zugelassen, daf die
Saisonveridnderungszahlen, bzw. die Saisonindexziffern im Laufe
der Zeit verschiedenen systematischen Verinderungen unter-
worfen sind. Der Grund dafiir, daB8 man auch Methoden beweg-
lichen Systems zur Erfassung der Saisonschwankung ausgear-
beitet hat, lag darin, daB fiir viele empirische Reihen die Methoden
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starren Systems versagt haben, d. h. daB sie Resultate lieferten,
die mit unseren Kenntnissen iiber das Wesen der Reihenkompo-
nenten nicht im FEinklang standen, oder zumindest als sehr
unwahrscheinlich erschienen.

Wir beginnen mit der Betrachtung einiger Methoden starren
Systems.!) Allen diesen Methoden ist gemeinsam, daf die
Saisonverianderungszahlen, bzw. die Saisonindexziffern durch
gewisse Mittelwertbildungen bestimmt werden.

Die alteste und einfachste Methode ist das Monatsdurch-
schnittsverfahren. In Amerika hat sie besonders KEMMERER?)
verwendet und sie wird auch als ,, KEMMERER-Methode‘ be-
zeichnet. Nach dieser Methode berechnet man die Saison-
schwankung folgendermaflen: Bezeichnet ¢(f) die Ursprungs-
reihe, monatlich fiir » Jahre gegeben, so bildet man fiir jeden

Monat &k (k= 1, ..., 12) das arithmetische Mittel
n
2 Pir
_i=1
P ="
Die Saisonveranderungszahlen p, (k =1, ...,12) erhilt man

aus der Gleichung 12
2%
D= — e (k=1,...,12).

Die Saisonschwankung s;, =pr (¢t =1,...,n; k =1, ...,12)
ist also eine periodische Funktion mit der Periodenlinge von

1) Eine ausfiihrliche Darstellung und eingehende Kritik der ver-
schiedenen Saisonmethoden starren und beweglichen Systems befindet
gich in der Abhandlung von O. DONNER: Die Saisonschwankungen
als Problem der Konjunkturforschung. Vierteljahrshefte zur Kon-
junkturforschung, Sonderheft 6, Berlin 1928. Vgl. hiezu auch die Aus-
fihrungen von K. F. MOLLERING: Ein Beitrag zu den Theorien und
Methoden der Konjunkturstatistik, Inaugural-Dissertation, Leipzig
1935, 8. 70—94.

2y E. W. KEMMERER: Seasonal Variation in the Relative Demand
for Money and Capital in the U. S.A. Washington 1910.
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12 Monaten und dem Mittelwert 0. Diese Methode hat den
Vorzug, daB sie rechnerisch auBerordentlich einfach ist. Der
Londoner Wirtschaftsdienst verwendet unter anderem auch
dieses Verfahren.?)

Die Methode beruht im wesentlichen auf folgenden zwei
Voraussetzungen :

1. Die Saisonschwankung ist eine periodische Funktion mit
der Periodenlénge von 12 Monaten.
2. Bezeichnet F (t) den Trend, K (f) die Konjunkturbewegung
und Z (¢) die irregulire Komponente, so ist
n
D Fin+Ein+Zix)
i=1 =@ k=1, ...,12),

n 12

22‘1%

wobei g, das arithmetische Mittel “=2X=2__ der Reihe g(t)

12n
bedeutet.

Nun kann offenbar die Voraussetzung 2 nicht postuliert
werden, falls die Reihe ¢ (¢) eine starke sekulire Bewegung auf-
weist. Um den stérenden EinfluB des Trends zu eliminieren, hat
man an den Monatsmittelwerten ¢, gewisse Korrekturen ange-
bracht. Dieser Weg wurde unter anderem vom Londoner
Wirtschaftsdienst (BowLey III und IV), Davigs,?) CHADDOCK,?)

1) London and Cambridge Economic Service, Special Memorandum
Nr. 7: A. L. BowrLEy and K. C. SmIiTH: Seasonal Variations. Der
Londoner Wirtschaftsdienst verwendet 7 Verfahren zur Berechnung
der Saisonschwankungen, die auch mit BowLEY I—VII bezeichnet
werden. Die KEMMERERsche Methode ist das Verfahren I des Londoner
Wirtschaftsdienstes.

2) G. R. Davies: Introduction to Economic Statistics, New York
1922, 8. 116.

%) R. E. CHADDOCK: Principles and Methods of Statistics, Boston
1925.
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WESTERGAARD,!) KinNG2) eingeschlagen. Wir wollen darauf nicht
naher eingehen, da diese Fragen bereits geniigend behandelt
wurden und verweisen auf die Literatur.

Ein anderer Weg wurde von Har13) und FALKNER?) gewihlt.
Nach der Harr-Farkwer-Methode wird zunichst der Trend
berechnet und aus den (absoluten oder perzentuellen) Ab-
weichungen der Ursprungswerte von den entsprechenden Trend-
werten durch gewisse Mittelwertbildungen die Saisonverinde-
rungszahlen, bzw. Saisonindexziffern bestimmt. Auf diese Weise
wird der stérende Einfluf des Trends vollkommen ausgeschaltet.

Unter den Saisonberechnungsmethoden starren Systems gelten
als die genauesten das Gliedbildungsverfahren und die Methode
der gleitenden Durchschnitte. Besonders verbreitet ist die Ver-
wendung des Gliedbildungsverfahrens, das von W. M. PERSONS?)
entwickelt wurde.

Es ist an dieser Methode vielfach Kritik geiibt worden, vor
allem von O. ANDERSON.®)

Wir wollen hier nicht auf Einzelheiten eingehen und werden
blol die Grundgedanken der Methode darlegen.

Es wird die Annahme gemacht, dafl die Saisonschwankung
s(t) von der Form f (¢) p (£) ist, wobei p (?) eine periodische Funktion
mit der Periodendauer von 12 Monaten und dem Mittelwert 0O

1) H. WESTERGAARD: On Periods in Economic Life, Metron, Vol. V,
Nr. 1, v. 1. V1. 1925, S.7.

%) W. J. KiNG: An improved Method for Measuring the Seasonal
Factor, Journ. Amer. Statist. Ass., 1924.

3) LiNcoLN W. HaiL: Seasonal Variations as a Relative of Secular
Trend, Journ. Amer. Statist. Ass., Bd. XIX.

4) HELEN O. FALKNER: The Measurement of Seasonal Variations,
ebenda.

5) W. M. PErsoNs: Correlation of Time Series, Journ. Amer. Statist.
Ass., Vol. XVIII, 1923, 8. 713.

6) O. ANDERSON: Zur Problematik der empirisch-statistischen
Konjunkturforschung, Veréffentlichungen der Frankfurter Gesellschaft
fir Konjunkturforschung, Heft 1. Bonn 1929.
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darstellt und /() den Trend oder die aus Trend und Konjunktur-
bewegung resultierende Reihe bedeutet. Die Aufgabe ist also,
die 12 Saisonindexziffern I, = 100 (1 +p,) (¢ =1, ...,12) zu
bestimmen. Zu diesem Zweck bildet man die Gliedziffern

G, =100-%%  (G=1, ..., nk=1,...,12.

Pik—1

Fiir jedes k (k =1, ..., 12) betrachtet man die Reihe
Gllc’ G2k’ L] Gnk (*)

Es wird angenommen, dafl man durch geeignete Mittelwert-
bildung die Einfliisse der iibrigen Komponenten eliminieren
kann und mithin der gewonnene Mittelwert der Reihe (*) gleich

100 IkIfl ist.

Beziiglich der Art der Mittelwertbildung wird folgender-
mafBen argumentiert: Ein reines arithmetisches oder geometri-
sches Mittel aus den Zahlen der Reihe (*) zu bilden, wird im all-
gemeinen nicht angebracht sein, da in der Reihe (*) oft auch
starke Extremwerte auftreten, die sicherlich nicht saison-
miBigen Einfliissen zuzuschreiben sind und deren Verwendung
fiir die Mittelwertbildung den Mittelwert wesentlich verzerren
wiirde. PErsoxs selbst schlagt vor, den Zentralwert der Reihe (*)
zu nehmen. Dies hat aber den Nachteil, daB, falls die mittleren
Werte nicht sehr dicht an dem Zentralwert liegen, sich bei
Hinzufiigung eines neuen Gliedes der Zentralwert schon wesent-
lich dndert. In der Praxis hat es sich eingebiirgert, erweiterte
Zentralwerte oder bereinigte Durchschnitte zu verwenden.
Unter dem erweiterten Zentralwert versteht man den Durch-
schnitt einer mittleren Gruppe, und ein bereinigter Durchschnitt
bedeutet den Durchschnitt aller Werte mit Ausnahme von
besonders starken Extremwerten. Es sei r, der Mittelwert
(erweiterter Zentralwert oder bereinigter Durchschnitt oder
irgendein anderer Mittelwert) der Reihe G4y, ..., G, (k=1, ...
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., 12). Ausden Zahlenr,, ..., r;, werden durch fortschreitende
Multiplikation die Kettenzahlen c,, ..., c,, gebildet, und zwar
Cq7T CaT. C11 T
€1 =T1, & ="150> %="g0" ** 2= "1gp

Sollten durch die Mittelwertbildung alle auBersaisonmaBigen
Einfliisse eliminiert worden sein, so miiite r, offenbar gleich
1007

k—1
12 + 100 sein. Diese Diskrepanz wird nach PrRrsoxs dem

Umstande zugeschrieben, dafl durch die Mittelwertbildung

und mithin ¢;; =100 sein. Nun wird im allgemeinen

r.(k=1,2,...,12) der TrendeinfluB nicht vollstindig elimi-
niert wurde und mithin », $ 100 II" ist. Um diese Schwierig-
k=1

keit zu beheben, wird eine Korrektur der Kettenziffern vorge-
schlagen. Der korrigierte Wert ¢, von ¢, wird durch die Formel
gegeben k
' 100\ 12

Ck=ck('c—1;)lg~ (k=1, v ooy 12).

Fiir die Saisonindexziffer I, ergibt sich dann:

I, —1200—%

12

Den saisonbereinigten Wert erhélt man, indem man den Ur-
sprungswert @,; durch die entsprechende Saisonindexziffer I,
dividiert.

Von den verschiedenen Annahmen, welche dieser Methode
zugrunde liegen, ist vor allem die Voraussetzung zu erwihnen,
daB die Saisonschwankung s(t) gleich f(¢) p(¢) ist, wobei p(¢)
eine periodische Funktion mit der Periodenlinge von 12 Monaten
ist und f(f) den Trend oder die Summe der sekulidren und der
Konjunkturbewegung bedeutet. Diese Annahme ist sicherlich
okonomisch nicht geniigend gerechtfertigt.!) Eine entsprechende

1) Vgl. hiezu auch ANDERSON: Zur Problematik..., S. 12.

‘Wald, Saisonschwankungen 2
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Kritik gilt aber jeder Saisonmethode starren Systems. Wir
werden daher auf diese Frage erst nach Besprechung der iibrigen
Methoden zuriickkommen.

Die weiteren Einwendungen beziiglich der Berechnung
der Saisonindizes beziehen sich hauptsichlich auf die Bildung
der Kettenziffern und die Korrektur derselben.!) Die Glied-
ziffern selbst sind mit gewissen systematischen Fehlern behaftet.
Damit diese Fehler in der Endformel fiir die Indexziffern, die
eine verwickelte Funktion der Gliedziffern ist, sich nicht zur
Herbeifiihrung eines betrichtlichen Fehlers haufen, mufl man
sehr vereinfachende Hypothesen iiber das Verteilungsgesetz
der Fehler und iiber die Reihenkomponenten annehmen. Ins-
besondere involviert die Art der Korrektur der Kettenziffern,
wie ANDERSON zeigt,?) die Annahme, da die Trendwerte eine
geometrische Reihe bilden. Wir glauben jedoch, daf diese
Einwénde nicht besonders schwerwiegender Natur sind, da in
den meisten praktischen Fiallen hiedurch keine allzu grofen
Fehler entstehen. Dagegen fiihrt die Annahme, daf3 die Saison-
schwankung von der Form f(f) p(¢) ist, in manchen prak-
tischen Fillen, wie spater noch gezeigt wird, zu absurden Re-
sultaten.

Wir wollen noch einiges iiber die Beziehung des Glied-
bildungsverfahrens zu dem rechentechnisch besonders ein-
fachen Monatsdurchschnittsverfahren (KEMMERER-Methode) be-
merken.

Bildet man statt des erweiterten Zentralwertes oder des
bereinigten Durchschnittes das geometrische Mittel®) der Glied-
ziffern G4, ..., Gpz, Wie es auch beim Londoner Wirtschafts-

1) 0. ANDERSON: Zur Problematik..., S. 16—18.

2} 0. ANDERSON: Zur Problematik..., S. 17.

3) Vgl. hiezu auch RieETz-BAUR: Handbuch der mathematischen
Statistik, S. 204.
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dienst gebriuchlich ist (Methode BowLEY VII), so erhidlt man
fiir r;, offenbar den folgenden Ausdruck

7, = 100

wobei unter g, fiirs > 1 ¢, ;, und unter ¢, , der dem Januar-
wert des ersten Jahres vorangehende Dezemberwert, den wir
auch mit ¢, ,, bezeichnen werden, verstanden wird. Fiir die
Kettenziffern erhilt man der Reihe nach die folgenden Werte:

n n

LS
s
-

LS
3
o

.
.

¢, = 100 , ¢y =100

-

s
S
°
-
~=E
S
S

-,

:
3

.H Pi,12 n

eers =100 i=1 =100]/ Zn22,
n Po,12

Pi 0
i=1

Wie man sieht, ist im allgemeinen c¢,, 3 100. Die korri-
gierten Kettenziffern ergeben sich aus den Gleichungen

k
¢, = ck(%’i—:)m” k=1, ...,12).
Bezeichnet man das geometrische Mittel der k-ten Monatswerte
mit g¢;, so ergibt sich fiir die Saisonindexziffer I, folgender

Ausdruck: k

( Po, 12 )W
Pn, 12

I, = 1200 — (k=1,...,12). (I)

12 _K_
ng( Po,12 ) 12n
k=1

‘pn, 12
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Verzichtet man auf eine Korrektur der Kettenziffern, so erhilt
man fiir 7, den einfachen Ausdruck:

I, =1200—% _ (k=1,...,12). (I

ng
k=1

Die Formel II entspricht der KemMMERERschen Methode, mit
dem Unterschied, daB statt des arithmetischen Mittels das
geometrische Mittel der einzelnen Monatsreihen gebildet und
statt Saisonverdnderungszahlen Saisonindexzahlen berechnet
werden. Wir wollen die Berechnungsmethode nach Formel IT
als geometrisches Monatsdurchschnittsverfahren und die eigent-
liche KEmMMERERsche Methode als arithmetisches Monats-
durchschnittsverfahren bezeichnen. Die Formel IT geht in die
Formel I iiber, wenn man in (II) die geometrischen Mittel-
werte ¢, durch die mit Trendkorrektur versehenen Werte
k

9. =9 (%’;—:)Tﬁ ersetzt. Die Berechnungsmethode nach I ist

also nicht anders als das geometrische Monatsdurchschnitts-
verfahren mit einer gewissen Trendkorrektur. Wir konnen daher
sagen: Bildet man aus den Qliedziffern das geometrische Mittel,
so liefert das Qliedbildungsverfahren genau dieselben Ergebnisse
wie das geometrische Monatsdurchschnitisverfahren mit einer
gewrssen Trendkorrektur. Der Vorzug des Gliedbildungsver-
fahrens gegeniiber dem rechentechnisch besonders einfachen
Monatsdurchschnittsverfahren besteht hauptsichlich darin, da3
beim ersteren. auf Grund von Héaufigkeitstabellen der Glied-
ziffern eine passende Auswahl der Art der Mittelwertbildung
moglich ist. In den Fallen, wo die Gliedziffern keine allzu starke
Streuung aufweisen, fithrt jede der iiblichen Mittelwertbildungen
praktisch zum selben Resultat und mithin kann in solchen Féllen
auch das einfache Monatsdurchschnittsverfahren angewendet
werden.
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Wir wollen noch kurz die Verfahren beweglicher Durch-
schnitte beschreiben. Man bildet zunidchst den gleitenden
12-Monatsdurchschnitt ¢*(t) der Ursprungsreihe ¢(¢). Es gilt
also

» _ Pik—et 2(Pip—st+ .. -+ Pipt ...+ Qixts) T Cinte
(p'ik_ 24 P

wobei statt @;; fir §<0 ¢,_,,,,, und fir j>12 Pit1,i-12
zu schreiben ist. Man bildet dann fiir jeden Monat k entweder
die Reihe

Pire—Pirs Por—Pors -+ Puk— Prio (*)
oder die Reihe
100 22 100 %2k, . 100 Pk, (*%)
1% (ng (pnk

je nachdem, ob die Saisonschwankung von der Form p(f) oder
von der Form ¢*(¢) p(t) vorausgesetzt wird. Im ersten Falle
werden aus den Reihen (*) durch passende Mittelwertbildung
(erweiterter Zentralwert, bereinigter Durchschnitt) die Saison-
verdnderungszahlen und im zweiten Falle aus den Reihen (**)
die Saisonindexzahlen berechnet. Diese Methode wird vom
Federal Reserve Board verwendet und in der Literatur auch
als MacauvLay-Methode bezeichnet. Wer der Urheber der Me-
thode ist, steht jedoch nicht mit Sicherheit fest. Der Londoner
Wirtschaftsdienst verwendet auch diese Methode in zwei ver-
anderten Formen. Sie werden mit BowLEY ITund V bezeichnet.?)
Nach der Methode BowrLey II werden Saisonverianderungs-
zahlen berechnet. Die Methode entspricht genau der vorher
beschriebenen, nur mit dem einzigen Unterschied, daB aus den
Gliedern der Reihe (*) stets das reine arithmetische Mittel
gebildet wird, ohne Riicksicht auf das Aussehen der Streuungs-
tabelle. Nach der Methode BowLEY V werden entsprechend

1) Vgl. London and Cambridge Economic Service, Special Memo-
randum Nr. 7.
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dem Macavurayschen Verfahren Saisonindexziffern aus den
Reihen (**) berechnet, mit dem Unterschiede, daf statt des
arithmetischen Mittels stets das geometrische Mittel verwendet
wird. Demnach ist ¢}, nicht das arithmetische, sondern das
geometrische Mittel der entsprechenden Nachbarglieder von
@:r- Ebenso bildet man aus den Gliedern der Reihe (**) nicht
das arithmetische, sondern das geometrische Mittel.

Wir zeigen nun, daB die Methode Bowrey II praktisch
dieselben Resultate liefert wie das einfache arithmetische Monats-
durchschnittsverfahren mit eineir gewissen einfachen Korrektur,
falls die Anzahl der Jahre n, fiir welche die betrachtete Reihe
gegeben ist, geniigend lang ist. Bezeichnet man die Saison-

veranderungszahlen mit a, (¢ =1, ..., 12), so ergibt sich
n
2 Pir — Pix
=" _ _  fir k<6
n—1 ) =
und _— (1)
i Vi — i

da die Werte von ¢* (¢) fiir die ersten und die letzten sechs Monate
nicht berechnet werden konnen. Aus dieser Gleichung folgt
dann fir £ < 6

n n—1 12
PRI NP XN
g — =2 _i=2k=1 L
ET Tp—1 12(n—1)
1 1
§‘P1k+s+¢1k+v+ ceor T Pt Pt - +‘Pnk+5+‘2—‘7’nk+a
o 12 (n—1)
und fir k> 6 n—1 n—112
2‘pik ZZ‘M
g — =1 _ i=2k=1 .
ET Th—1 12(n—1)

1 1
'§<P17c—s+9’1k—s+ B R 2T Rk 2% e i +‘Pnk—7+§¢nk-s
Bn—1) :
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In den praktischen Fallen begeht man — falls » geniigend
grof} ist — einen vernachlissighar kleinen Fehler, wenn man in

12
2‘P1k

den obigen Gleichungen ¢,; (j = 1, ..., 12) durch ¢, = _"=12 _

12
2 Pnj
und @,; (§ =1, ..., 12) durch ¢, = %— ersetzt.!) Man erhalt

dann, wie man leicht bestatigen kann, die folgende Gleichung:

n—1 n—1 12
Z‘Pik ZZ%k
— =2 i=2k=1 (6:5—F) (pn—91) (7,__
G= T R T Tman - k=1 12). (2)

Die Bestimmung der Werte a; auf Grund der Gleichungen (2)
erfordert erheblich weniger Rechenarbeit als die Berechnung
von a; auf Grund der Gleichungen (1).

Betrachtet man die Reihe ¢(f) nur vom zweiten bis zum
n—1-ten Jahr und bildet man fiir sie die Saisonverinderungs-
zahlen b, (k =1, ...,12) nach dem arithmetischen Monats-
durchschnittsverfahren, so erhilt man

n—1 n—1 12

2o 2 Yo
b, — =2 _ i=2k=1
ET n—2 12(n—2) °

Wegen (2) gilt dann

n—2
n—1

6:5—F) (9 —
b+ Gt k=1, .., 12).

ak=

Die Werte a, gehen also aus den Werten b, durch eine einfache
Korrektur hervor.

1) Der begangene Fehler wird offenbar um so kleiner sein, je grofer
7 ist und je kleiner die Schwankung der Reihe ¢(f) im ersten und im
letzten Jahre (d.i. die Differenz zwischen Maximal- und Minimalwert
von ¢ (t) im ersten, bzw. im letzten Jahre) ist.
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Analog ergibt sich, daBl die nach der Methode BowLey V
berechneten Saisonindexziffern ebenfalls durch eine einfache
Korrektur aus den durch das geometrische Monatsdurchschnitts-
verfahren bestimmten Indexziffern mit praktischer Genauigkeit
gewonnen werden konnen.

Wir konnen also zusammenfassend sagen: Verwendet man
in dem Gliedbildungsverfahren oder in dem Verfahren der gleitenden
Durchschnitte eine bestimmie Art der Mittelwertbildung, so erhdilt
man Resultate, die durch eine einfache Korrektur aus den nach
dem geometrischen, bzw. arithmetischen Monatsdurchschnitisver-
fahren berechneten Werten hervorgehen (Formel I und 2). Ist die
Streuung der Gliedziffern, bzw. der Abweichungen der Ur-
sprungswerte von ihren gleitenden 12-Monatsdurchschnitten,
nicht groB, so fiihren die iiblichen Mittelwertbildungen praktisch
zum selben Ergebnis, und mithin kann das einfache Monats-
durchschnittsverfahren mit einer gewissen Korrektur (Formel I,
bzw. 2) zur Berechnung der Saisonschwankungen verwendet
werden. Der Vorzug des Gliedbildungsverfahrens und des Ver-
fahrens der gleitenden Durchschnitte gegeniiber dem Monats-
durchschnittsverfahren besteht im wesentlichen darin, daB8 es
moglich ist, an Hand von Streuungstabellen die passende Art
der Mittelwertbildung zu bestimmen und dadurch den stérenden
Einfluf von Extremwerten, die sicherlich nicht saisonmaBigen
Einfliissen zuzuschreiben sind, auszuschalten.

Der Haupteinwand gegen alle Methoden starren Systems
besteht darin, daf die Voraussetzung, die Saisonschwankung sei
eine periodische Funktion p(f) oder von der Form p(t) £(2),
wobei f(t) den Trend oder die Summe von Trend und Kon-
junkturbewegung bedeutet, nicht gerechtfertigt ist.

Es wurde eingangs dieses Kapitels bereits erwiahnt, daB
der Grund dafiir, daB man auch Methoden beweglichen Systems
zur Berechnung der Saisonschwankungen ausgearbeitet hat,
darin bestand, daf} fiir viele empirische Reihen die Methoden
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starren Systems versagt haben, d. h. dal sie Resultate lieferten,
die mit unseren Kenntnissen iiber das Wesen der Reihenkompo-
nenten nicht im Einklang standen. Nun wollen wir genauer
untersuchen, was fiir Kriterien man im allgemeinen tatséichlich
zur Beurteilung der Giite der Resultate verwendet. Zu diesem
Zweck betrachten wir die Differenz ¢(f) zwischen der saison-
bereinigten Reihe und dem gleitenden 12-Monatsdurchschnitt
der Ursprungsreihe. Man wird an g (t) zweifellos die Forderung
stellen, dafl sie keine deutlichen Spuren von Saisonbewegungen
aufweise, worunter folgendes gemeint wird:1) Es soll erstens kein
langeres Zeitintervall geben, in welchem g (¢) eine deutliche, mit
der berechneten Saisonschwankung parallele oder gegenliufige
Bewegung aufweist; zweitens sollen keine Jahreskurven?) von
o (¢) existieren, die zueinander stark linear korreliert sind, und
drittens soll es keine lingere Gruppe von nacheinanderfolgenden
Jahren geben, fiir welche in einem bestimmten Monat £ ¢(?)
groflere positive oder dem absoluten Betrage nach groBere
negative Werte aufweist. Es ist namlich auflerordentlich un-
wahrscheinlich, da die nicht saisonméfBigen Ursachengruppen
derartige RegelmiBigkeiten von g (f) hervorrufen koénnten. Ob
die eventuell in g(f) gefundenen RegelmiBigkeiten der oben
erwahnten Art schon so stark sind, dafl sie als in g () noch vor-
handene Reste der Saisonbewegung gewertet werden sollen,
wird meistens subjektiv beurteilt. Als objektives Kriterium
konnte man angeben, daf3 die oben erwahnten RegelméBigkeiten
dann als Reste der Saisonschwankung gedeutet werden sollen,
falls diese in stirkerem MaBe auftreten, als es in einer zufilligen
Reihe noch zulassig ist. Die theoretische Statistik liefert hiefiir
Kriterien, jedoch wiirde dies einerseits sehr umfangreiche
Rechnungen notwendig machen, anderseits wiren die Resultate

1) Wir sprechen tber diese Frage ausfithrlich in KapitelIV, 8.107.
2) Unter einer Jahreskurve einer Zeitreihe versteht man den Verlauf
der Reibe in einem Kalenderjahr, also von Januar bis Dezember.
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wegen der Kiirze der konjunkturstatistischen Reihen nicht sehr
genau.

Wie bereits erwahnt wurde, liegt allen Methoden starren
Systems die besonders einschrinkende Annahme zugrunde, daB
die Saisonschwankung entweder von der Form p (¢) oder f (¢) p (¢)
ist, wobei p(t) eine periodische Funktion und f(¢) den Trend
oder die Resultierende von Trend und Konjunkturbewegung
bedeutet.

Wir wollen nun untersuchen, welche Ergebnisse man erhilt,
wenn man eine Methode starren Systems auf irgend eine Reihe
@(t) mit folgender Beschaffenheit anwendet: Die Abweichung
der Reihe ¢(f) von ihrem gleitenden 12-Monatsdurchschnitt
@*(t) sei von der Form A(f) q(f), also ¢(f) — ¢*(t) = A(¢) ¢ (¢),
wobei ¢(f) eine periodische Funktion mit der Periodenlinge
von 12 Monaten und dem Mittelwert Null, ferner A(f) eine
Funktion bedeutet, die ihren Wert wihrend eines Jahres nur
wenig, aber wahrend des ganzen Zeitraumes betrichtlich dndert.
Berechnet man die Saisonschwankung nach einer Methode,
welcher die Voraussetzung zugrunde liegt, da8 die Saison-
schwankung eine periodische Funktion p (t) ist, so wird man als
Saisonschwankung s(f) anndhernd die periodische Funktion
¢q(t) erhalten, wobei ¢ eine Konstante (ein Durchschnittswert
von A(?)) ist. Die saisonbereinigte Reihe wird dann folgende
Eigentumlichkeiten aufweisen: In den Zeitintervallen, wo
A(t) > cist, wird die saisonbereingigte Reihe eine mit der Saison-
bewegung parallele, und in den Zeitintervallen, wo A(t) kleiner

als ¢ ist, eine der Saisonschwankung gegenliufige Bewegung
aufweisen. Ist A(f) nicht proportional ¢*(f), also ?};%)— nicht
konstant, und berechnet man die Saisonschwankung s(f) nach
einer Methode, welcher die Voraussetzung zugrunde liegt, daB
s(t) das Produkt einer periodischen Funktion mit der Resul-

tierenden von Trend und Konjunkturbewegung ist, so erhilt
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man als Saisonschwankung (vorausgesetzt, dafl die Summe
von Trend und Konjunkturbewegung ungefihr gleich ¢*(¢)

ist) anndhernd die Funktion ce*(t) q(t), wobei ¢ irgend ein
A(2)

Durchschnittswert von a0} ist. Die saisonbereinigte Reihe
wird in jenen Zeitintervallen, wo % > ¢, eine mit der Saison-
At

bewegung parallele und wo —- - < ¢, eine gegenliufige Bewegung

* (1)
aufweisen. Solche Fialle kommen in der Wirklichkeit nicht

selten vor. Im allgemeinen beeinflult ja der Trend und die
Konjunkturbewegung die Intensitiat der Saisonausschlige, und
es ist kein Grund anzunehmen, daB diese Beeinflussung nach
einem speziellen einfachen Gesetz geschieht, etwa, daB die
Intensitat der Saisonausschlige proportional der Resultierenden
von Trend und Konjunkturbewegung wire.l) Sie kann auch
von der zeitlich etwas zuriickliegenden Konjunktur- oder
Saisonbewegung abhingen.?) Hiezu kommen noch verschiedene
Veranderungen im Ursachenbereich der Saisonschwankungen.
Kuzners?) untersucht eingehend die moglichen Ursachen fiir
die Verinderungen in der Saisonbewegung. Besonders ein-
gehend behandelt er die Amplitudenénderungen, fiir deren
zahlenméiBige Bestimmung eine Formel angegeben wird, iiber
die wir spater noch sprechen werden. GRABNER?) unter-
sucht die Zusammenhinge zwischen Konjunktur- und Saison-
bewegung. Er weist darauf hin, daf die Konjunkturbewegung
in manchen Féllen nicht nur die Amplitude, sondern auch die
Form der Saisonbewegung beeinflussen kann. Untersuchungen
iiber die Art des Zusammenhanges zwischen Konjunktur-

1) Vgl. hiezu auch K. F. MOLLERING, a. a. O., 8. 72—73.

2) Vgl. etwa O. MORGENSTERN : Wirtschaftsprognose, Wien 1928, 8. 58.

3) 8. KuzNETS: Seasonal Variations in Industry and Trade, New
York 1933.

4) G. GrRABNER: Der bewegliche Saisonindex, Allgemeines statisti-
sches Archiv, 24. Band, 2. Heft, 1934.
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bewegung und der Amplitude der Saisonschwankung hat
u. a. auch WISNIEWSKY?!) durchgefiihrt.

Im allgemeinen kann man blo8 behaupten, daBl die Saison-
bewegung ihre Amplitude langsam mit der Zeit, aber sonst
beliebig &éndern kann. Sebr deutlich zeigt sich dies fiir die

Reihe der Gesamtzahl der unterstiitzten Arbeitslosen in Oster-
reich. Fig. 1 zeigt die Ursprungsreihe, ihren gleitenden 12-Mo-

1) I. WisNIEWSKY: Interdependence of Cyclical and Seasonal Varia-
tions, Econometrica, 2, 2 (April 1934).
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natsdurchschnitt und die nach PERSONS saisonbereinigte Reihe
im logarithmischen Mafstab und Fig. 2 dasselbe im arithme-
tischen MafBstab. Man sieht, daBl die Abweichungen der
Ursprungsreihe von ihrem gleitenden 12-Monatsdurchschnitt
einen 12-monatlichen periodischen Charakter haben, die ihre
Form ziemlich gut beibehalten, jedoch ihre Intensitét mit der
Zeit stetig 4ndern. Wie aus Fig. 1 klar ersichtlich ist, ist diese
Intensitatsinderung keinesfalls proportional mit dem gleitenden
12-Monatsdurchschnitt. Besonders stark nimmt das Verhaltnis
der Intensitdt der Ausschlige zum gleitenden 12-Monatsdurch-
schnitt in den Jahren 1930—1932 ab; in den Jahren 1933 und 1934
bleibt es dagegen annahernd konstant. Aus Fig. 1 sieht man
ferner, daB in den Jahren 1932 bis 1934 das Verhaltnis der
Intensitdt der Ausschlige zum gleitenden 12-Monatsdurch-
schnitt besonders klein ist. Dies erklart also die Tatsache, warum
in den genannten Jahren die nach PERSONs bereinigte Reihe
eine starke, der Saisonbewegung gegenliufige Bewegung auf-
weist. Die nach PERsoNs bereinigte Reihe kann offenbar im
vorliegenden Falle nicht als befriedigend betrachtet werden.
Ahnliche Resultate erhalt man, wenn man irgend eine Methode
starren Systems anwendet, welcher die Voraussetzung zugrunde
liegt, daB die Saisonschwankung eine periodische Funktion
p(¢) ist.l)

Es versagt in diesem Falle sogar die schwéchere Hypothese,
daB sich die Saisonschwankung aus einer rein periodischen
Funktion und aus dem Produkt einer periodischen Funktion
mit der Resultierenden von Trend- und Konjunkturbewegung
additiv zusammensetzt, d. h. von der Form q() + f(¢) p(¢) ist,
wobei ¢(¢) und p () periodische Funktionen und f(f) die Summe
von Trend- und Konjunkturbewegung bedeuten.

1) VeranlaB8t durch die Schwierigkeiten, die sich bei der Saisonbereini-
gung der oben erwihnten Reihe der Arbeitslosen ergeben haben, hat
F.J.ZRrzaVY eine neue Methode entwickelt (Beilage Nr. 2 zu den Mo-
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Im Kapitel IV wird eine neue Methode zur Berechnung der
Saisonschwankung entwickelt, bei der bloB vorausgesetzt wird,
daB die Saisonschwankung von der Form A(¢) p(¢) ist; dabei
bedeutet p () eine periodische Funktion und 4(¢) eine Funktion,
die nur der Einschrankung unterworfen ist, daB sie ihren Wert
mit der Zeit in gewissem Sinne ,langsam‘ dndert, aber sonst
beliebig verlaufen kann. Auf die Reihe der unterstiitzten
Arbeitslosen angewendet, lieferte die neue Methode sehr zu-
friedenstellende Ergebnisse, wie dies im Kapitel IV ausfiihrlich
dargestellt ist.

Wir wollen kurz noch einige Methoden mit beweglichen
Saisonindizes besprechen. Diese sind meistens Weiterbildungen
der Methoden starren Systems. Der Unterschied besteht im we-
sentlichen darin, da an die Stelle, wo bei den Verfahren starren
Systems eine Mittelwertbildung vorliegt, eine Art ,,Trend-
legung tritt. Als eine Weiterbildung des Monatsdurchschnitts-
verfahrens kann die Methode von Sxow,!) die von ihm unab-
hingig auch von CruM?) gefunden wurde, betrachtet werden.
Es wird durch siamtliche Januarwerte, Februarwerte usw. nach
der Methode der kleinsten Quadrate je eine gerade Trendlinie
gelegt. Laufen die 12 Trendgeraden parallel zueinander, so ist
daraus zu schlieBen, dafl die Saisonschwankung eine exakt
periodische Funktion ist, die weder ihre Form noch ihre Ampli-
tude #ndert, so daB die Saisonschwankung durch starre Saison-
verinderungszahlen gut dargestellt werden kann. Divergieren

natsberichten des Osterreichischen Institutes fiir Konjunkturforschung,
7. Jahrgang, Heft 10, Okt. 1933), die bis zu einem gewissen Zeitpunkt
tatsichlich gute Ergebnisse lieferte; dann aber wies auch diese saison-
bereinigte Reihe eine bedeutende, der Saisonschwankung gegenliufige
Bewegung auf.

1) E. C. Sxow: Trade Forecasting and Prices, Journ. of the Royal
Statistical Society, 1923.

2) W. L. CRuM: Progressive Variation in Seasonality, Journ. Amer.
Statist. Ass., 1925.
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die 12 Geraden, so bedeutet dies, daBl die Saisonschwankung
keine exakt periodische Funktion ist, sondern gewissen Um-
wandlungen unterworfen ist. Man berechnet dann fiir jedes
Jahr eine eigene Reihe von 12 Saisonindexziffern wie folgt:
Fiir jeden Monat k (k=1, .. .,12) berechnet man den Stand a, der
Trendlinie der k-ten Monatsreihe am 1. Juli des betreffenden
Jahres. Die 12 Saisonindizes I, (k=1, ..., 12) fiir das betreffende
Jahr ergeben sich dann aus den Formeln:

I, =1200 —%—.
2
k=1

Den saisonbereinigten Wert erhélt man, indem man den Ur-
sprungswert durch die entsprechende Saisonindexziffer des
betreffenden Jahres dividiert und mit 100 multipliziert.

Auf Grund des HarL-FALRNER-Verfahrens hat GRESSENS!)
eine Methode beweglichen Systems entwickelt. Die Ursprungs-
reihe wird zunichst vom Trend bereinigt. Die Entwicklungs-
tendenz der so bereinigten Monatsreihen wird im Gegensatz
zu SNOW nicht durch eine Gerade reprisentiert, sondern durch
bewegliche Mediane. Die Berechnung der Saisonindizes fiir jedes
Jahr geschieht dann analog dem Sxowschen Verfahren.

Das PErsonssche Gliedbildungsverfahren wurde von CRuM?)
und FriNN®) zu einem Verfahren mit beweglichem System aus-
gebaut. Es werden zunichst, wie iiblich, die Gliedziffern gebildet.
Fiir jeden Monat k (k=1, ..., 12) wird durch die entsprechende
Reihe der Gliedziffern eine Trendlinie gelegt. Um die Saison-
indexziffern fiir ein gegebenes Jahr zu berechnen, werden die

1) O. GRESSENS: On the Measurement of Seasonal Variations, Journ.
Amer. Statist. Ass., Juni 1925, S. 203 ff.

2) W. L. CrRuM: Progressive Variation in Seasonality, Journ. Amer.
Statist. Ass., Mirz 1925, S. 48.

3) Ausfithrungen auf dem Meeting on the Measurement of Seasonal

Variations, 22. Mai 1925 in New York. 8. auch Journ. Amer. Statist.
Ass.. 1925. S. 429 ff.
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dem betreffenden Jahre entsprechenden Trendordinaten der
Gliedziffern verkettet, korrigiert und in iiblicher Weise zu Saison-
indexziffern umgerechnet. Der Unterschied zwischen dem CruM-
und FrinNschen Verfahren besteht im wesentlichen darin, daB
CruM als Trendlinie eine einfache mathematische Funktion,
etwa eine Gerade, annimmt und diese mit Hilfe der Methode der
kleinsten Quadrate bestimmt, wiahrend FLINN zur Bestimmung
der Trendlinie erweiterte bewegliche Mediane verwendet.

Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Methoden ist in der
schon oben erwahnten Abhandlung von O. DoNNER!) enthalten.
Wir wollen hier bloB auf den Umstand hinweisen, daf die
besprochenen Methoden beweglichen Systems, sowie andere
ahnliche Methoden, in Fallen, wo die Saisonschwankung eine
periodische Funktion ist, die ihre Amplitude mit der Zeit lang-
sam éndert, nicht selten unrichtige Ergebnisse liefern. Es sei dies
an Hand eines Beispieles néher erlautert. Die Ursprungsreihe
@ (t) sei fiir 10 Jahre definiert und habe die Form ¢ 4 A(¢) p (¢),
wobei ¢ =100 und p(f) eine periodische Funktion mit der
Periodendauer von 12 Monaten ist. Die 12 Monatswerte von
p(t) seien der Reihe nach:

P1=05; pa=4; Ps=3; Py=2; Ps=1; pg=p;=0; pg=—1;
Py =—2; Pro =—3; Py =—4; pp=—025.
Die Funktion A(f) sei folgendermallen gegeben: In den ersten
und letzten vier Jahren sei 4(f) konstant gleich 1. Vom Januar
des fiinften Jahres bis Januar des sechsten Jahres steige A(t)
linear bis zum Wert 1-5 an und vom Januar des sechsten Jahres
bis Januar des siebenten Jahres nehme A(f) linear ab, so daB
im Januar des siebenten Jahres A(¢) wiederum gleich 1 ist.
Die Reihe ¢(¢) ist sehr einfach aufgebaut. Sie enthalt weder

1) 0.DonNER: Die Saisonschwankung als Problem der Konjunktur-
forschung, Vierteljahrshefte zur Konjunkturforschung, Sonderheft 6,
Berlin 1928.
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eine Trend- noch eine Konjunktur- oder irregulire Bewegung.
Schaltet man aus dieser Reihe nach irgend einem Verfahren die
Saisonschwankung aus, so wird man die Resultate offenbar
nur dann als zufriedenstellend betrachten, falls man als saison-
bereinigte Reihe die Konstante ¢ = 100 und mithin als Saison-
schwankung A(f) p(¢) erhalt. Dies wird aber von keiner der
oben erwihnten und verwandten Methoden geleistet. Wir
werden dies etwa bei den Methoden von CruM und FrLINN klar-
machen. Man bildet zunéchst fiir jeden Monat die entsprechende
Reihe von Gliedziffern. Sie zeigen folgende Eigentiimlichkeiten :

. <1 Januar X . 105
Die Gliedziffern =~ - werden konstant gleich o5

ausgenommen im Januar des sechsten Jahres, wo sie den
Wert -15%7;:5?- hat. In den iibrigen Monatsreihen der Gliedziffern,

also in der Reihe der Gliedziffern

sein,

Februar er Mirz
Januar Februar

werden acht Werte einander paarweise gleich sein und nur im
fiinften und sechsten Jahr werden sie von den iibrigen abweichen.
Es ist klar, daB die Trendlinie jeder Monatsreihe von Gliedziffern,
sowohl wenn man sie nach dem Verfahren von CruM oder auch
nach FriNN bestimmt, von einer horizontalen Geraden nur
unwesentlich abweichen wird. Daraus ergibt sich aber, daf die
Saisonindexziffern fiir jedes Jahr dieselben, d. h. starr sind.
Man kann leicht bestitigen, daB man dann als saisonbereinigte
Reihe annahernd 100 + (A(¢) —1) p(f) erhalt. Die saison-
bereinigte Reihe wird also in dem finften und sechsten Jahr
eine mit der Saisonbewegung parallele Bewegung aufweisen.
Ahnliche Resultate erhialt man, wenn man die Methode von
Sxow oder GRESSENS oder verwandte Methoden anwendet.

usw.,

Man kann daher folgendes behaupten: Ist die Saisonschwan-
kung s(t) = A(t) p(t), wobes p(t) eine periodische Funktion be-
deutet und A(t) eine Funktion ist, die thren Wert stetig, aber nicht
allzu rasch dndert, und gibt es ein Zeitintervall v von etwa 2wes

Wald, Saisonschwankungen 3
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bis dres Jahren, in denen A(t) eine stirkere Aufwdirts- und Ab-
wiirtsbewegung macht, so werden die oben beschriebenen und ver-
wandten Verfahren im allgemeinen fir das Zeitintervall v unrichtige
Ergebnisse liefern. ’

Mit der Frage der Amplitudeninderungen von Saison-
schwankungen hat sich Kuzners eingehend beschiftigt. Die
Amplitude der Saisonschwankung in einem Kalenderjahr wird
nach Kuzners!) folgendermafBlen bestimmt: Man berechnet
zunichst nach irgend einer Methode starren Systems die Saison-
indexzahlen. Bezeichnet s, die Abweichung der k-ten Saison-
indexziffer (k=1,...,12) von 100 und ist d, die prozentuelle
Abweichung der Ursprungsreihe vom gleitenden 12-Monats-
durchschnitt im Monat % des betreffenden Jahres, so ist die
Amplitude b;, der Saisonausschlige in dem betreffenden
Kalenderjahr durch folgende Formel gegeben:

12
PN
k=1
bd s =

Diese Formel verwendet auch GRABNER in seiner bereits er-
wihnten Abhandlung. Die Saisonbereinigung der Reihe geschieht
dann in dem betreffenden Kalenderjahr so, dal man den k-ten

Monatswert der Ursprungsreihe durch bds(l -|-18—0’°0) dividiert.

Die obige Formel steht in gewissen Beziehungen zu den im
Kapitel IV hergeleiteten Formeln fiir die Berechnung der
Saisonschwankung. Ein Nachteil des obigen Verfahrens ist
erstens, da die Amplitude der Saisonbewegung in einem
Kalenderjahr als konstant angenommen wird, die in Wirklich-
keit von Monat zu Monat ihren Wert &ndern kann. Zweitens
ist zu bemerken, daf} die Berechnung der Saisonindizes s, nach

1) S. KuzNETS: a. a. O., S. 324.
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irgend einer Methode starren Systems nicht ohne weiteres
statthaft ist, denn fiir die Herleitung der starren Saisonindizes
wird die Annahme wesentlich verwendet, dal} die Saisonschwan-
kung von der Form p () oder p (£) f(¢) ist, wobei p (¢) eine periodi-
sche Funktion und f (f) den Trend oder die Summe vom Trend und
Konjunkturbewegung bedeutet. Eine Annahme, die nicht mehr
aufrecht erhalten wird, da verschiedene Amplitudenénderungen
zugelassen sind. Es mull daher die Zulassigkeit der Art der Be-
rechnung von s, besonders gepriift und nachgewiesen werden.

Einen ganz anderen Charakter hat die ANDERSoNsche
Methode, die kiirzlich von G. TINTNER!) auf zahlreiche statisti-
sche Reihen angewendet wurde. Nach ANDERSON werden vor
allem die irreguliren Schwankungen ausgeschaltet. Dies ge-
schieht durch die Anwendung seiner Differenzenmethode, die
wir im nichsten Kapitel eingehend besprechen werden. Sind
schon die irreguliren Schwankungen ausgeschaltet, so wird
die Saisonbereinigung durch Bildung des gleitenden 12-Monats-
durchschnittes bewirkt. Die Saisonschwankung ist also nach
dieser Methode nichts anderes als die Differenz zwischen der
von irreguldren Bewegungen bereinigten Reihe und ihrem glei-
tenden 12-Monatsdurchschnitt. Dies ist wohl in den meisten
Fallen zutreffend, da die Differenz zwischen der Ursprungsreihe
und dem gleitenden 12-Monatsdurchschnitt sich in der Regel
im wesentlichen bloB aus irreguliren und aus Saisonbewegungen
zusammensetzt. Der Gedanke, vor allem die irreguliren
Schwankungen auszuschalten und dann erst die weitere Analyse
der Reihe vorzunehmen, ist an sich sehr begriiBenswert. Es
fragt sich jedoch, ob das Vorhandensein von kurzperiodischen
Bewegungen, wie die Saisonschwankung, nicht die Anwendbar-
keit der Differenzenmethode fiir die Berechnung der irreguléren

1) G.TINTNER: Pricesin the Trade Cycle, Austrian Institute for trade
Cycle Research in Cooperation with the London School of Economics and
Political Science, with a foreword by OSKAR MORGENSTERN, Wi.en 1935.

3#
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Komponente beeintréchtigen kann. Dieser Frage wenden wir
uns im néchsten Kapitel zu. Es wird sich zeigen, daBl dies in
gewissen statistischen Reihen (bésonders in Produktions- und
Umsatzreihen) tatsichlich der Fall ist. In solchen Fillen muB
zuerst die Saisonschwankung nach irgend einer Methode aus-
geschaltet werden, und erst auf die saisonbereinigte Reihe
ist die Differenzenmethode anwendbar. In Preisreihen jedoch
diirfte im allgemeinen die eventuell vorhandene Saisonschwan-
kung kaum die Anwendbarkeit der Differenzenmethode be-
eintrachtigen, so daBl die oben erwihnten TiNTNERschen Be-
rechnungen, da es sich dort ausschlieflich um Preisreihen
handelt, durch unsere -Uberlegungen kaum beriihrt werden.



DRITTES KAPITEL

DIE DIFFERENZENMETHODE (VARIATE
DIFFERENCE METHOD)

Zur Berechnung und Ausschaltung der #rreguliren Kompo-
nente von Zeitreihen wurde von ANDERSON die Anwendung
seiner Differenzenmethode vorgeschlagen.!) Er geht von der
Grundannahme aus, dafl jedes Glied der Zeitreihe eine zufillige
Variable im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie ist, d. h. daB
es verschiedene Werte mit verschiedenen Wahrscheinlichkeiten
annehmen kann, ferner, dall die mathematischen Erwartungen
aller Glieder der Reihe endliche Grofen sind. Bezeichnet X,
das i-te Glied der Zeitreihe und E X, den mathematischen
Erwartungswert von X,;, so wird als der irregulire Teil der
Reibhe, auch zufillige Komponente genannt, die Differenz
X,—EX, des Gliedes X; von seinem mathematischen Er-
wartungswert betrachtet. Mithin besteht die Aufgabe der
Differenzenanalyse in der Bestimmung des mathematischen
Erwartungswertes £ X; von X,;. Die Methode griindet sich auf
tiefergehende wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtungen,
und es ist ANDERSON als ein Verdienst anzurechnen, solche
Untersuchungen erstmalig auf wirtschaftsstatistische Reihen
angewendet zu haben, die oft bedeutend feinere Analysen er-

1) 0. ANDERSON: Die Korrelationsrechnung in der Konjunkturfor-
schung; ein Beitrag zur Analyse von Zeitreihen. Versffentlichungen
der Frankfurter Gesellschaft fiir Konjunkturforschung, Nr. 4, Bonn
1929. (Im folgenden kurz zitiert als: ,,Korrelationsrechnung*.) Die Dif-

ferenzenmethode wurde 1914 fast gleichzeitig von Gosser (,,STUDENT)
und ANDERSON in Band X der Biometrika entwickelt.
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moglichen als die sogenannten empirisch-statistischen Me-
thoden. Um die Groflen EX; zu bestimmen, werden gewisse
Annahmen iiber die Natur derselben gemacht. Die Anwendbar-
keit der Methode ist in allen Fillen gegeben, wo diese Annahmen
erfiillt sind oder zumindest plausibel erscheinen. In diesem
Kapitel wollen wir eben die Zuldssigkeit dieser Annahmen in
bezug auf die in der Konjunkturstatistik vorkommenden
Reihen untersuchen. Es wird sich zeigen, da in vielen Féllen,
wo bedeutende Saisonschwankungen auftreten, die Voraus-
setzungen fiir die Anwendbarkeit der Differenzenmethode nicht
gegeben sind. Dann miissen zuerst die Saisonschwankungen
nach irgend einer anderen Methode ausgeschaltet werden, und
erst auf die saisonbereinigte Reihe kann die Differenzenmethode
angewendet werden.

Das Verfahren fiir die Bestimmung von E X, griindet sich
im wesentlichen auf folgende Uberlegungen:

Es sei die gegebene Zeitreihe: X, X,, ..., Xy. Wir be-
zeichnen EX, mit m; und X;, —EX, mit =, i =1, ..., N).
Ist {yz} (¢=12,...,N) irgend eine Zahlenreihe, so bezeichne
A%y, tiir jede natiirliche Zahl k die k-te endliche Differenz von y,.
Es gilt bekanntlich:

Ay =y —CiYivi—y + Ok Yizg—s— -+« +(—1F Ly,

k(k—1)... (k—j+1)

1.2,...7 ist.

wobei C) =1 und O} =
Es gilt offenbar:
Ak.Xi =Akmi +Akxi. (1)
Macht man die Annahme, daB die einzelnen Glieder z; das-
selbe Verteilungsgesetz ¥V haben und voneinander stochastisch
unabhéingig sind, dann gilt:1)
B (4% z,)* = OFy po, (2)

1) 0. ANDERSON: Korrelationsrechnung, S. 110.
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wobei y, = Ex? das zweite Moment der Verteilung V bedeutet.
Wir fithren nach ANDERSON fiir eine beliebige Reihe y,, ..., yx
folgende Bezeichnungen ein:

N N
1 . 1
0(9) = y=1 D (@%—y)’ wobei y=-—3 'y,
i=1

i=1
ist und
1 N—k
2 - . K 97.)2 —
o (Y= o5, =% é’(A y)? (k=1,2,...).

Aus (2) folgt dann unmittelbar
Eo(x)lgc = g (k=1’2"-')' (3)

Der Ausdruck Eo (x); ist also von k unabhéngig.
Nun berechnet man aus der gegebenen Reihe X, ..., Xy
die empirische Reihe

o (X2, o(X), o(X) ...,0(X), ... (4)

Findet man, daB die Differenzen ¢ (X)7,, —o (X)} fir j=
einem gewissen £ dem absoluten Betrage nach ,geniigend
klein“ sind, so wird die Annahme als berechtigt angesehen,?) daf3

1. die Glieder x; voneinander stochastisch unabhingig sind
und daB

2. die Reihe der mathematischen Erwartungen in der k-ten
endlichen Differenz schon praktisch geniigend reduziert ist, daf3
also mit praktischer Genauigkeit 4* X, = A*x; gilt.

Ob die Reihe (4) von einem gewissen & angefangen schon ge-
niigend stabil ist, d. h. ob die Differenzen ¢ (X);, , — o (X); fiir
j = k dem absoluten Betrage nach ,,geniigend klein‘‘ sind, wird
nach ANDERSON folgendermafien entschieden: man berechnet
den mittleren Fehler von ¢ (2)j,, —o (2); fur j=1,2,...,
unter der Voraussetzung, daBl die Glieder x; voneinander

1y 0. ANDERSON: Korrelationsrechnung, S. 67.
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stochastisch unabhangig sind. Die in dem Ausdruck auftretenden
apriorischen Groen werden durch gewisse empirische Annéhe-
rungen ersetzt. Ist nun die Differenz o (X)},,— o (X)} dem
absoluten Betrage nach kleiner als etwa das Dreifache ihres
mittleren Fehlers, so wird die Differenz o (X)7,, —o (X);- als
»geniigend klein“ betrachtet. Gilt also fiir j = einem gewissen
k, daB die Differenz |o (X)?,, — o (X);| kleiner ist als das
Dreifache ihres mittleren Fehlers,!) so ist man berechtigt, die
Annahmen 1 und 2 zu machen. Man kann dann A*X, = A%z,
setzen und es besteht bloB die Aufgabe, aus der Reihe A* z; die
Reihe 2; zu bestimmen. Dieses Problem ist zwar nicht eindeutig
losbar; es wird jedoch in gewissem Sinne eine wahrscheinlichste
Losung fiir «; gegeben. Wir werden uns mit dieser Frage hier
nicht beschéftigen, sondern wollen vielmehr blo untersuchen,
ob die Annahme, daB A*m; vernachlissighbar klein sei, falls
o (X)j— o (X)}| fir j = k geniigend Kklein ist, berechtigt ist.
Bildet man die Zahlenreihe: ¢ (m);, o (m);, ..., (m)j, ...,
so sind nach AnpErsoN 3 Fille moglich :2)

1. o (m) >0 (m):>o0(m)> ...

2. Es gilt von einem gewissen k angefangen ¢ (m); =
=o(m)jy, =0 (m = ....

3.om)l<o(m) <om)<....

Die Abnahme, bzw. die Zunahme der Reihe {o (m);} im Falle 1,
bzw. 3 ist offenbar so gemeint, daB die Abnahme, bzw. Zu-
nahme stirker ist, als sie nach den gegebenen Kriterien zuldssig
wire. Ebenso versteht man im Falle 2 nicht exakte Gleichheit
der Glieder, sondern meint, daf die Differenz von zwei nach-
einander folgenden Gliedern innerhalb der zuléssigen Grenzen
bleibt. Im Falle 1 bezeichnet ANDERSON die Reihe m; als zur

1) 0. ANDERSON: Korrelationsrechnung, S. 67.
2) O. ANDERSON: Korrelationsrechnung, 8. 65—67.
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Gruppe @, im Falle 2 als zur Gruppe R und im Falle 3 als zur
Gruppe Z gehorig.!)

Die Stabilitit der Reihe o (X)%, ¢ (X);, ... kann von
einem gewissen k angefangen nicht nur aus dem Grunde ent-
stehen, daB8 A*m; schon praktisch vernachlissigbar ist und die
Glieder x; stochastisch voneinander unabhingig sind; es
konnte z. B. auch der Fall sein, dal die Reihe m; zur R-Gruppe
gehort und gleichzeitig die Glieder x; voneinander stochastisch
unabhingig sind, in welchem Falle ebenfalls von einem gewissen
k angefangen die Reihe o (X)}, o (X);,, ... stabil sein wird.
Es konnte sogar der Fall eintreten, da3 die Reihe m;zur Z-Gruppe
gehort und die Glieder x; stochastisch so verbunden sind,?) daB
Eo ()} > Eo (2); < ... gilt und daB die beiden Komponenten
sich derart die Waage halten, dafl anfanglich die Gleichungen
0 (X)? =0 (X)} = ... mit hinreichender Genauigkeit gelten.
Es wird behauptet, dal alle diese Falle sehr unwahrscheinlich
seien, schon aus dem Grunde, da es sehr unwahrscheinlich sei,
daB die Reihe m; nicht zur G-Gruppe gehére. Es wird dies
hauptsichlich damit begriindet, daf die Reihe {m,;} im allge-
meinen einen sogenannten ,glatten Verlauf hat und die
,glatten Funktionen zur G-Gruppe gehdéren. ANDERSON zeigh
fir eine Reihe von verschiedenen Klassen von elementaren
Funktionen,?) dal sie zur Gruppe G gehoren.

Dies diirfte im allgemeinen richtig sein. Jedoch fiir die in
der Konjunkturstatistik behandelten Reihen ist dies mit Riick-
sicht auf die Saisonschwankungen nicht immer der Fall, wie
wir spater noch zeigen werden. Die statistischen Daten sind in

1) Es sei hier bemerkt, dafl die Fille 1 bis 3 keineswegs eine voll-
stdndige Disjunktion bilden. Es wire z. B. denkbar, daB die Reihe
o(m); in einem Anfangsabschnitt sich so verhilt wie im Falle 1, dann
in einem nichstfolgenden Abschnitt wie im Falle 3, nachher wiederum
wie im Falle 1, usw.

?2) O. ANDERSON: Korrelationsrechnung, S. 62—63.

3) 0. ANDERSON: Korrelationsrechnung, S. 106—109.
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der Regel monatlich gegeben, die Saisonschwankung ist an-
nihernd eine periodische Funktion mit der Periodenlinge von
12 Monaten. Uberall, wo die Saisonkomponente von Monat zu
Monat ihren Wert stark dndert oder sogar ihr Vorzeichen wech-
selt, ist zu erwarten, daB sie nicht zur G-Gruppe gehort. Merk-
wiirdigerweise ergibt sich aber, dal es auch Saisonbewegungen
gibt, die zwar duBerlich einen ,,glatten Verlauf zeigen, jedoch
zur Z-Gruppe gehoren. Das Auftreten von Saisonbewegungen, die
nicht zur G-Gruppe gehoren, kann gar nicht zu den Seltenheiten
gerechnet werden.

Um die Untersuchung moglichst allgemein zu fithren, be-
trachten wir eine periodische Reihe a,,a, ..., a;, ..., ad inf,,
wobei eine Periode aus den n Gliedern a, ..., a, besteht.
Es gilt also fiir jede natiirliche Zahl k,a,.; =0a; (i=1, ..., 7).

Es ist klar, daBl die Reihe der k-ten endlichen Differenzen
{A¥a;} (1 = 1,2, ... ad inf.) ebenfalls periodisch ist, und zwar

besteht eine Periode aus den n Gliedern: A*ay, ..., 4*a,. Es
gilt offenbar: e (o)t ... +(d4a,)
o(a), = o .
.Ck,

Wir beweisen nun das folgende

Theorem I: Ist {a;} (i = 1,2, ...,ad inf.) eine periodische
Reihe, wobei eine Periode aus den n Gliedern a,, ..., a, besteht,
so konvergiert die Zahlenfolge {c (a)i} (k=1,2, ..., ad inf.)
entweder gegen 0 oder gegen oo, und zwar tritt der zweite Fall dann
und nur dann ein, falls n eine gerade Zahl ist und

n n
2 2
Z%iﬂ +Za2i
gilt. i=1 i=1

Wir bezeichnen die periodische Reihe im ersten Falle als zur
G-Gruppe, im zweiten Falle als zur Z-Gruppe gehorig. Eine periodi-
sche Reihe muf} also entweder zur Z-Gruppe oder zur G-Gruppe
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gehoren, und wir haben ein auBlerordentlich einfaches Kriterium,
um fiir jede vorgelegte periodische Reihe zu entscheiden, welcher
der beiden Félle zutrifft. Ist namlich die Periodenlinge n eine
ungerade Zahl, so gehort die Reihe zur Gruppe @, ist dagegen n
eine gerade Zahl, so gehort die Reihe zur Gruppe G oder Z, je

nachdem, ob 2“25—1 = oder =|=Za2z- ist

i=1 i=1
Um das Theorem I zu beweisen, betrachten wir zunichst
die Reihe!) b, =Asin(p +i¢) (2 =1,2, ..., ad inf.), wobei
4 # 0 ist.
Es gilt bekanntlich
Akbi=A(2s1n )sm[zp—|——7t+( —l—i)(p}. (5)
Wir nehmen an, daB % eine rationale Zahl ist, also = %, wo-

bei m und n ganze Zahlen sind. Dann ist die Reihe { b} (1=1,2,...,
ad inf.) periodisch und n Glieder bilden eine Periode. Es gilt
dann

sof2sn 2) Zsmz [w+ 5 (@9 +ig]

2 t=1
o (b)k - O%ck * n . (6)
Wir betrachten zunichst den Fall, dafl 0 < ‘smyi < 1 ist. Da
bekanntlich sin? z = _(;Os-%—% ist, so gilt:
n 2 —
sitlyt g o kiv] 2008[2w+k(n+¢)+2w] o
n n

i=1 =1

1) Diese Reihe wurde auch von O. ANDERSON in seiner Korrelations-
rechnung S.109 betrachtet. Er untersucht bloB das Verhalten der Reihe
kp
2 |ANJ (k=1, 2,...) bei hinlinglich grofem N, jedoch nicht das
i=1
Verhalten der Reihe {a(b)i} k=1,2,...).
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Es bezeichne ¢’ = 2 Anw den zwischen — # und + # liegenden
Winkel, fiir welchen ¢’ — ¢ = 2vn gilt, wobei » eine ganze
Zahl ist. Da nach Voraussetzung ¢ = 2 % und 0 < )sin %{ <1

gilt, so ist A eine rationale Zahl von der Form %, die den Un-

gleichungen 140 und ——% <i< % geniigt. Da n 4 eine ganze
Zahl und cos 2 ¢’ # 1 ist, so gilt bekanntlich

n n
Zs'm%tp’ =Zcos2itp’ =0.
i=1 i=1

Daraus ergibt sich unmittelbar, daB

Deos[2y+k(n+g) +2ig] =0
i=1
gilt. Aus (7) und (6) folgt dann

2k
A2<2sin%)

obfi=—"gg — k=12 ...,adint). (8)

Wir haben noch die zwei Grenzfille sin % = 0 und ‘sin %‘ =1

zu untersuchen. Ist sin % = 0, so ergibt sich aus (6) unmittelbar

fiir jede natiirliche Zahl k o (b)) = 0. Ist ‘sin %1:1, dann
ist g = (29 + 1), wobei » eine ganze Zahl ist. Setzt man in

(5) den obigen Ausdruck ein, so erhalt man:
Akb,=A 2k.[sin (v—}—%)n]k.sin [zp +-’2in—|—k (%+vn)+i(2nv+n)] =
=A2’°.[sin(v+%)nr.sin[zp—l—k(n-l—vn)—i—in].

Daraus ergibt sich
|4%b,| = |A| 2" |sin y|
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und mithin
A2 22ksin2
o (b);= —“Ok—l (9)
2k

Wir haben also folgenden Satz bewiesen:

1. Ist eine periodische Reihe {b;} (i = 1,2, ..., ad inf.) durch
die Qleichung b; = A sin (p + 19) gegeben, wobet % etne rationale
Zahl ist, dann gilt
A2 <2 sin %)2 ¥ .
_202’%__ (k=1,2,...,adinf.),
falls ism%l + 1 ist, und

o(b)=

202k 12
o(b) = 14'20% (k=1,2,...,adinf.),
k

falls ‘sm%! — 1 ist.

Wir beweisen nun den folgenden Satz:

2. Sind {b;} und {b]} (1 =1,2, ..., ad inf.) zwei periodische
Reihen, gegeben durch die Gleichungen b; = A’ sin (y)’+i27t7:'>,
baw. b = A" sin (w” + 2

Zahlen sind und m’' <m' <

’?

m
n
n

2
n

DA, A =0 (k=1,2, ...,ad inf.).

t=1

), wober m, m', m"’ natiirliche

ist, dann gilt:

’

Bezeichnet man 275?—1’ mit ¢’ und 2an” mit ¢”’, so gilt
nach (5) offenbar
n , "
DAk b AL = A’ A" 4k (si.n %) (sin

t=1

(pll
2

)k{ é' sin [w’ +

+g (@t e)+ig]|sin[p+ g (@t er)+iv] }



46 BERECHNUNG VON SAISONSCHWANKUNGEN

Da bekanntlich
n n n
E'sinitp’sinitp"= E sing ¢’ cost ¢’ = E cost ¢’ sing @ =
i=1 i=1 i=1

n
= E cost @’ cost @’ =0
i=1

gilt, so gilt offenbar auch
- : ’ k ! . ! 3 ’° k 1 . 1
Ssinfy + & (w4 @) +ig]sin[y +5 (x+97)+i07| =0,
i=1
womit 2 bewiesen ist.
Ist {ai} (¢t=1,2,...,ad inf.) eine periodische Reihe, wobei
eine Periode aus den Gliedern a,, ..., @, besteht, so gibt es be-
kanntlich genau ein trigonometrisches Polynom

P(x) =0y +xcosx + Bysine + 00822 4 fysin 22 ...+
+ &, cos max 4 B, 8in me,

wobei m = % oder = -n'—2—l, je nachdem, ob n eine gerade oder

ungerade Zahl ist, derart, daB
.2 . .
P(;Tn)=a,- =12, ...,ad inf.)

gilt. Wir nennen «,cosvx + 8, sinvx die y-te Oberwelle der
periodischen Reihe {a,} und + |/} + g ist ihre Amplitude
(=1, ...,m). Die erste Oberwelle «, cos  + f, sin # nennt
man auch Grundwelle. Wir bezeichnen j —2n—n mit x; fiir jede natiir-

liche Zahl j. Die Koeffizienten des Polynoms P (x) sind bekannt-
lich durch die folgenden Gleichungen bestimmt:

n
no= g, (10)
i=1
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n
n
Ky = 2 a; COS ¥V X5
i=1

n w=1,2,...,m—1). (11)
g—ﬂv=2aj sin v z;
i=1
Ist » ungerade, so gilt fiir m = “;1

n
n 2'1
?“m= afcosmxj

. (12)
2@1 sin m Zi
Ist dagegen n gerade, so 1st m = 2 , und es gilt
nocm=2(— 1ia;; Bm=0. (13)
i=1

Wir bezeichnen P (x;) mit P; und «;cos jz; 4+ B;sin jz, mit
P,;(2=1,2,...,adinf.; § =1, ..., m). Es gilt dann offenbar

Aka,=AkPZ zAkPi1+..- +Aszm, (14)

wobei A*P; und A* P,; die k-te endliche Differenz des i-ten
Gliedes der periodischen Reihe { P;}, bzw.{P,;} (i =1,2,...,ad
inf.) bedeutet.

Aus (14) folgt dann mit Riicksicht auf 2

n
2 (@* Pt ..+ 2 (4 Py)
i=1
n CF,
Nach Formel (5 ) 5) und Satz 1 gilt offenbar:

o(a)y="" (15)

Z(Ak Piy)? (az -+ ﬂz) (2 sin

2k
)
n C§, 2 C¢,
r=1,..., m—1; k=1,2,...,ad inf.)
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n
Ak )2 . mam\2k
ig( PW) _ (o0 + B) (2 s )

n OF, - 10%, ’

wobei I = 1 oder = 2 ist, je nachdem, ob % eine gerade oder un-
gerade Zahl ist.

Es gilt also folgender Satz:

8. Ist{a) (i=1,2,...,ad inf.) eine periodische Reihe, wobet
die n Glieder a,, ..., a, eine Periode bilden, ist ferner A, die
Amplitude der v-ten Oberwelle von {ai} fir v =1, ..., m, wobes

—1 . . .
m = % oder = n—2——, je nachdem, ob n eine gerade oder eine

ungerade Zahl ist, so gilt:

m—1

PIVL (2 sin ——«)
o(a)= r=1 2 0F, +

(k=1,2,...,ad inf.),

k

. mum \2k
Afn<2sm p )

10k,

wobei 1 = 1 oder = 2 1ist, je nachdem, ob n eine gerade oder eine
ungerade Zahl ist.

Wir beweisen nun den Satz:
2 k

4, Der Ausdruck —— konvergiert mit wachsendem k gegen 0,
k
falls x| < 2, und gegen oo, falls o = 2 ist.
Es gilt namlich

1
k .
Ot _ 4 T2 g adint) (16)
Of, — 1 - ’

also ist

oc2k+2 . olk __(oc)z k4+1

* k
C2k+2 oy
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Da (& Pkl mit wachsendem % gegen (- : konvergiert,
) i geg ) g
b+ 5

0¢2k

=0. Ist « =2, so gilt

so ist fiir |oc| < 2 offenbar lim

2%
2k +2 2k 2k
akH : O‘k = k+i . Also ist lim -2 = oo, falls das unend-
02k+2 C2k k+_2_ k=0 Czk

liche Produkt z z k+ i = oo. Dies ist dann und nur dann der
k=1 k+ —
2

Fall, wenn Zlog k+11 = oo ist. Man bestatigt leicht, daB

k=1 k+§

k+1 1 . )
lng+1 YY) gilt (k=1,2,...,adinf.).
Ty

@
Da bekanntlich 1021’—4701—_}_2— = oo, so gilt erst recht

Zlog
k=1

k +i =oo, womit 4 bewiesen ist.
+ P

L

Da |2 sinv—;— fiir v < g— kleiper als 2 ist, so folgt miihelos

aus 3 und 4, daB, falls » ungerade ist, I}im o (a); = 0 ist, und
=0

falls » gerade ist, kli_m o (a); = 0 oder oo ist, je nachdem, ob

o
4, = —=1—T— = oder # 0 ist. Damit ist das Theorem I
2

in allen Stiicken bewiesen.

Ist {a;} (i =1,2,...,adinf.) eine periodische Reihe, wobei
eine Periode aus den Gliedern a,, ..., a, besteht, bezeichnet
ferner A, die Amplitude der »-ten Oberwelle von {a,} fiir

Wald, Saisonschwankungen 4
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»y=1,2,..., m, wobei m =% oder "'2—1

n eine gerade oder ungerade Zahl ist, und setzen wir

ist, je nachdem, ob

42 (2 sin 27" )2" )
——‘W—':Bq}k fur"’:l,...,m'—‘l;
. mm\2k

Afn(2sm " ) _ 3
lC;“'k — Pmks

wobei I = 1 oder 2 ist, je nachdem, ob n eine gerade oder ungerade
Zahl ist, so gilt nach 3

c(@i =Bz + ... +Bup (17)
Ist » eine natiirliche Zahl < m, fiir welche 4, 4 0 ist, so gilt
Botr _ (2sin 22 G _ (sin 22 EEL ()
B, n ) Ok n k+.;_
Da sin%<sin2Tn<sin3Ta< <sinﬂnﬂ— gilt, so folgt
aus (18) v
ZB'HH-I
= B, x . v\ k41
d %1 < ”B '::1 = (sm—‘:n ) L I (19)
Zka " k+?
v=1
und m
B
(sin Vo T )2 kE+1 _ Bv‘,k+1 < 4/=2'v:, k1 < Bmk+1 _
n k_i_i Bvok = i = Bmk
2 Zka
Y="1y
= (sin 22" £ (20)
b+ 5

fiir jede natiirliche Zahl », < m, fiir welche 4, + 0 ist. Setzt
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man in (20) fiir », die kleinste natiirliche Zahl ein, fiir welche
A, + 0 ist, so ergibt sich:
2
“—“‘)’cl<(sin mEpEil < EtL k=1,2,..., ad inf).

o =U0 w ) T= T
* btg ktg

Es gilt also das folgende

Theorem II: Ist {a)} (i =1, 2, ..., ad inf.) irgend eine
nicht konstante periodische Reihe, so gilt fir jede natirliche Zahl k
die Ungleichung:

a(a)i+1 < k+1 -
0’((1«)?5 zk—l—%.

Bezeichnet m’ die groBte natiirliche Zahl < m, fiir welche
A,r % 0 ist, so bestitigh man miihelos, daB
m'—1
2 ka

lim *=! = 0 ist.
k=w» Bm’k

Daraus folgt unmittelbar, daB

. ofa)? . B, ) T \2
im ;(()l’;;"l = lim g",'*‘l:hm(smmn) k+: _
k= x k=w m'k k=w k_l_?
(. m’n)2
= (sin ——|,

Es gilt daher das

Theorem III: Ist {a;} (i=1,2, ...,ad inf.) eine nicht kon-
stante periodische Reihe und m' die grofte natirliche Zahl mit
der Eigenschaft, daf3 die Amplitude der m’-ten Oberwelle von
{a;} % 0 ist, so gili:

G(a)i.m s m w2
bmw (@) = (sin )
Wir wollen die gewonnenen Ergebnisse zunachst auf die

4*
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Saisonbewegungen von statistischen Reihen anwenden. Wir
machen die vereinfachende Annahme, dafl die statistischen
Daten monatlich gegeben sind und die Saisonschwankung eine
periodische Funktion mit der Periodenlénge von 12 Monaten ist.
Die Saisonschwankung sei durch ihre 12 Monatswerte: a,, ..., a;,
gegeben. Wir betrachten die periodische Reihe {a,} (0 = 1,2,.. .,
ad inf.), die aus Wiederholung der Periode a,, ..., a,, entsteht;
es ist also @5, ; = @; fiir jede natiirliche Zahlnund 1 <5 < 12.

Nach unserem Theorem I wird {o (2);} mit wachsendem %k

12 .
=1 a;

. . '= 1
gegen oo oder 0 konvergieren, je nachdem, oba = 7—12— +

oder =0 ist. Da in den Anwendungen die Werte von ¢ (a);, in der
Regel nur fiir kleine Werke von k, etwa fiir £ < 10 berechnet
werden, so ist im Falle @ 0 wichtig, abzuschatzen, von welchem
Glied angefangen das Wachsen der Reihe {o (a);} (i =1,2,..., ad
inf.) deutlich zum Vorschein kommt. Um dies zu untersuchen,
betrachten wir das trigonometrische Polynom P (z) 6-ten Grades,

fiir welches P(j —21-2”—)= a; (j=1, ..., 12) gilt. Wir wollen P(j %)

auch mit P; bezeichnen (j = 1,2, ..., ad inf.). Es ist P(2) =

=0ty +o,c08x+pfysinx + ... +ascos85x + fysin5x+acosb,

wobei die Koeffizienten o, &1, . . ., &5, By, - - ., f5 durch die G1. (10),
12

2(—1)j a;

(11) bestimmt sind und a nach (13) gleich ﬂﬁ— ist. Es

gilt offenbar P; =a, fir + =1,2, ..., ad inf.

Bezeichnen wir P(x+ -?—;—)—P(x) mit A'P(x) und fir
jede natiirliche Zahl & >1, 44~ Pz + 11;1)—4'0—1 P (%) mit
A% P (xz), so gilt offenbar

.2 . . .
AkP<9 T;):A’”a,- (G=1,2,...,adinf.; k=1,2,...,ad.inf.).
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A*P(z) ist ebenfalls ein trigonome-
trisches Polynom 6-ten Grades, also

AP (z) = o1 €08 +fy,sinz 4 ...
eo. Fogrcos 62+ Pgrsin 6.

Bezeichnet man die Amplitude
[/g—l——ﬂv der y-ten Oberwelle (v =1,
2,...6) in P(x) mit 4, und die
Amplitude [/;i;—l— B:, der y-ten
Oberwelle in A*P(z) mit A, so
gilt nach Formel (5) offenbar
A, =4, (2 sin %)k
Wir geben die Werte von A4,
fiir y=1,...,6 und k=1,2, ..., 10
in nebenstehender Tabelle 1 an.
Man sieht, daB die Amplitude der
Grundwelle mit der Ordnung % der
Differenz sehr rasch abnimmt, die
der zweiten Oberwelle bleibt kon-
stant, hingegen steigen die Am-
plituden der 5-ten und 6-ten Ober-

welle mit wachsendem % sehr rasch
an. Nach 3 gilt:

5
2(ggin 27 \2¥
2A.,,(2sm 12)

v =1

2 __
o (a’)k - 92 Céck +
AZ 22k
4 L 21
or (21)
. Al
Bezeichnet man —2 fiir » =1,

20k,

Tabelle 1. Werte von A,

o
w

-
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Tabelle 2.
k=1 k=2 k=3 k=4 k=05
v=1]00671.4%| 00069942 | 0-483.10—342 | 0-370. 10—442 | 0-272.10-5432
v=2| 026432 0-083.4% 0025 A2 0007 42 0002 4%
v=3| 0642 033 42 0242 011342 0063 A2
v=4] 075432 07642 067542 0-579 42 048242
v=>5| 09342 116 42 129 4% 1-386 42 1438 42
v=6| 242 2667 A2 3242 3-657 A2 4063 A2
Ay,

2, ..., 5mit B,; und o mit By, so ergeben sich fiir 1 <k <10

2
die folgenden Werte fiir I.CB,,,C, wie Tabelle 2 zeigt.

Man sieht, daBl B,;, By, Bs; mit wachsendem % sehr rasch
abnehmen. Die Reihe B,; nimmt von k£ = 2 angefangen mit
wachsendem % ebenfalls ab. Die Abnahme geht zwar langsam
vor sich, jedoch so stark, daB sie nach den ANDERSONschen
Kriterien nicht als stabil betrachtet werden kann. Die Reihe By,
steigt bis £ = 7 langsam an, dann nimmt sie kaum merklich ab.
SchlieBlich steigt die Reihe Bg; monoton mit wachsendem #k;
sie bildet also ein Z-Element im Sinne von ANDERSON.

Da nach Formel (21)

o (@)} = Byx + ... + By + By

ist, so wird die Reihe {o (a);} (k =1, ..., 10) sich von jenem
k < 10 angefangen als stabil oder leicht steigend erweisen, fiir
welches By + ...+ By schon klein gegeniiber By, Bg; ist.

Aus Tabelle 2 sieht man, daB B;; + B, -+ Bj; mit wach-
sendem & sehr rasch abnimmt; also wird im allgemeinen Bj; +
+ Bg;, schon fiir k < 10 viel groBer als B,; + B, + Bsj sein,
ausgenommen den Fall, dal A; 4 4 = 0 oder sehr klein ist.

Ist z. B. A oder 44 grofer als die grofte der Zahlen IA—O:’ li(t)}, —11-16‘1,

so ergibt sich aus Tabelle 2, daB Bj,, + Bsq, schon viel groBer



DIE DIFFERENZENMETHODE 55

Werte von B,
k=6 k=71 k=8 k=9 k=10

0-195.10—%42% | 0-146.10-74% | 0-971.10—°A2 | 0:695.10-2°A42 | 0-530. 10—t 4}
0:541.10-342 | 0-146.10—34% | 0388.10—4A4% | 0:103.10—442 | 0-271.10—542

0-035 A2 0019 42 001 42 0005 A2 00028 A2
0-394 A2 0319 42 0256 A2 0-202 A2 016 42
1:464 A2 1:471 A2 1:462 A2 1°446 A2 1°422 A2
4433 42 4774 42 5092 A2 5:392 A2 5675 A2

als B;, + Bjig + Bsyo ist. Ist 4, kleiner als die groflere der
Zahlen A; und A4g, so ist nach Tabelle 2 B,,, <B“—1°’9FM.

Man sieht also: Ist A4, nicht gréBer als die gréBere der beiden
Zahlen A; und 4 und ist 4; + Ag nicht besonders klein, etwa

nicht kleiner als die grofite der Zahlen iio“-, ;io“z-, —‘il—g,

B + ... -+ By schon fir & < 10 klein gegeniiber B;, + By,
sein und mithin wird sich die Reihe {o (a);} schon von einem
k < 10 angefangen als stabil oder leicht steigend erweisen.
Wir wollen noch bemerken, dafl eine periodische Reihe
{a;} 1 =1,2, ..., ad inf.) mit der Periode ay, ..., a,, duBerlich
einen ,geniigend glatten Verlauf haben kann, obzwar die
Amplitude A; oder 44 so groB ist, daB die Reihe der ¢ (a)}

schon von k < 10 angefangen stabil, bzw. monoton steigend ist.

In Fig. 3 ist die periodische Funktion P(z) = sin z + 00523"’

dargestellt; sie zeigt einen ,,geniigend‘‘ glatten Verlauf. Setzt

so wird

man a; = P(j 21—;) (j=1,...,12), so erhilt man fir o (a)i
folgende Werte:

0 (a);=0072; o (a); =00127; o(a);=00085; o (a);=00091;
o (a)2=0'0102; o(a) =0'0111; ¢(a)i=00119; ¢(a)2=0'0126;
o (a)i=0'0135; o(a)%,= 0-0142.

Sie steigen monoton schon von k£ = 3 angefangen.
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Man sieht also, da man aus dem ,,glatten‘* Verlauf einer
periodischen Reihe noch keineswegs schliefen kann, daf die
Reihe der o (a); mit wachsendem & abnimmt.

Wir gehen nun zur Untersuchung einiger periodischer
Reihen iiber, die in wirtschaftsstatistischen Reihen als Saison-
bewegung auftreten.

Eine groBie Anzahl von Konsum- und Produktionsindizes
zeigt im Dezember eine sehr starke saisonméfBige Erhohung,

+10fF 10
- ]
F ]
+05F \ 305
00

A 00
-0 3 \ /—: -05
g N " ]
-10F Gk, SN~ 23010

0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°
. . . . . . cos 6 x
Fig. 3. Die periodische Reihe sin z 4 ;(f
(arithmetischer MaBstab)

wahrend in den iibrigen 11 Monaten die Saisonausschlige relativ
klein sind. In Osterreich zeigen z. B. die folgenden Reihen ein
solches Verhalten: Hausratumsitze, Gebiihren fiir punzierte
inlandische Gold- und Silbergerite, Lebensmittel- und Kon-
fektionsumsitze, usw.

Wir werden daher untersuchen, wie die Reihe der o (a),
gebildet fiir eine periodische Reihe {a;} (1 =1,2, ..., adinf.),
mit der Periode a, = ... =ay; = 0, a,, = a F 0 sich verhalt.
In diesem Falle ergibt sich fiir die Amplitude 4, der »-ten Ober-
welle nach den Formeln (11) und 13):

A4,=% 0=1...,8); de=-—.

Da A; und Ag geniigend groB gegeniiber den iibrigen Ampli-
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tuden sind, so werden sie sich schon in den ersten Gliedern der
Reihe o (a); bemerkbar machen. In der Tat ergibt sich o (@)} =
=g(a)=... =0(a). Es wird sich also fiir alle statisti-
schen Reihen, die in einem Monat eine gegeniiber den iibrigen
Monaten sehr starke Saisonbewegung aufweisen, die Reihe der
o (a); schon in den ersten Gliedern als stabil erweisen.

Fiir die Reihe der Hausratumsitze ergaben sich fiir o}, ihre
Differenzen o}, — 0} und deren mittleren Fehler, nach den

AxDERSONschen Formeln berechnet,!) folgende Werte:

Tabelle 3

k=1|k=2k=38|k=4|k=5|k=6

1092511849 112430 /12791 | 13164 |13311
O =0 i 924 | 581 | 361 | 373 | 147 | —
Mittlerer Fehler von o% ,—o% | 470 | 350 | 270 | 2456 | 220 | —

Verhiltnis von o, ,—o% zu
ihrem mittleren Fehler..... 197 | 166 | 134 | 152 | 067 { —

Die Werte von o}, steigen mit wachsendem £, aber so schwach,
daB sie als stabil betrachtet werden konnen. Nach dem AN-
DERSONschen Verfahren wird man dann annehmen, da8 schon
in den zweiten Differenzen keine Reste der mathematischen
Erwartung vorhanden sind. Die zuféllige Komponente wird also
durch einen gleitenden 3-, 5-, 7-, 9- oder 11-Monatsdurchschnitt
ausgeschaltet.?) Dies liefert aber offenkundig unrichtige Er-
gebnisse, da die Ursprungsreihe in jedem Dezember regelmaBig
eine sehr starke saisonmifBige Erhohung zeigt; durch einen
gleitenden Monatsdurchschnitt wéiren die Dezemberausschlage
als zufillige Bewegungen ausgeschaltet. Die Stabilitiat der
Reihe der ¢} wird hier durch die starken Dezemberausschlige

1) O. ANDERSON: Korrelationsrechnung. Die Quadrate der mittleren
Fehler wurden nach den Formeln der Tabelle II auf S. 57 berechnet.
%) 0. ANDERSON: Korrelationsrechnung, S. 120.
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der Ursprungsreihe bedingt und nicht dadurch, dafl schon in
den zweiten Differenzen keine Reste der mathematischen Er-
wartung mehr vorhanden wiren. Fig. 4 stellt die Ursprungsreihe
und ihren gleitenden 12-Monatsdurchschnitt dar.

LINAND DR DR TN SR EE SRR IR SRS B | SN S A B D A B e

a0k 140 160 ouk .60
,20/\ _,20 ‘o T
o 1 9 +20 {+20
\’923/ 1:29 o 1 o

+20F / +20 ]
ok o *60 1-20
+40[, \___1926./ :-20 *40: 1930 +40
«20f /'+2o +20F 1+20
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/ s20f 1931 / +20

+40 B W ; =20

+201 +20
0 0

0 1933 20
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-20} [ 6 1K \wf/
408 7/6arw

O . vy x xii ™50 -aofs 111w v viVIVITX X Xi i -40

Ll
0
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Fig. 6. Anzahl der unterstiitzten Arbeitslosen in Osterreich Land

Jahreskurven der Differenz zwischen Ursprungsreihe und gleitendem 12-Monatsdurch-
schnitt (arithmetischer MaBstab, in 1000 Personen)

Wir wollen nun die Reihe der Anzahl der unterstiitzten
Arbeitslosen in Osterreich Land untersuchen, deren Saison-
bewegung von ganz anderem Charakter ist. Es gibt hier keinen
Monat, in welchem der Saisonausschlag besonders stark gegen-
iiber allen iibrigen Monaten wiare. Fig. 5 zeigt die Ursprungs-
reihe und ihren gleitenden 12-Monatsdurchschnitt. Zeichnet
man (Fig. 6) fir jedes Jahr die Abweichung des Ursprungs-
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wertes von seinem gleitenden 12-Monatsdurchschnitt tiber-
einander auf, so sicht man, daB die Reihe eine starke Saison-
bewegung aufweist, deren Form recht gut erhalten bleibt und
bei der blo8 die Intensitdt der Saisonausschlége mit der Zeit
sich langsam &ndert.

Um allzu komplizierte Rechnungen zu vermeiden, ersetzen
wir die Saisonbewegung durch die periodische Funktion {ai}
(t=1,2,...,ad inf.) mit der Periode a,, ..., a,,, wobei a;
(j=1,...,12) gleich ist dem arithmetischen Mittel, gebildet
aus simtlichen j-ten Monatswerten der Abweichung des Ur-
sprungswertes von seinem gleitenden 12-Monatsdurchschnitt.
Man erhilt folgende Werte:

a, = 43; a, = 54; a; = 47; a, =175 a; = —10;
ag =—26; a; = —31; ag =—383; ag=—32; a,y=—27;
a;,= — 12; a,,=15.

Fir o (a),(k =1, ..., 10) ergaben sich der Reihe nach

folgende Werte:

160°50; 23-17; 5'50; 2-43; 1'74; 1-57; 1-54; 1-54; 1'55; 1-57.
Die Reihe nimmt bis & = 5 stark ab. Von £k =5 bis k=7
nimmt sie nur langsam ab und ab k = 7 steigt sie monoton.
Um die ANpDERSONschen Kriterien anwenden zu kénnen, wurden
die Differenzen ¢ (a);,,—o (@)2 und ihre mittleren Fehler
berechnet.l) Es ergaben sich fir £ = 6, ..., 9 folgende Werte:

Tabelle 4

k=6 k=" k=38 k=9

Differenz o2  ,—o% ........... — 003 0 001 002
Mittlerer Fehler der Differenz. . 0-02 0-019 0-018 0-016
Verhiltnis der Differenz zu

ihrem mittleren Fehler...... 15 0 065 125

1) 0. ANDERSON: Korrelationsrechnung, S.57. Fiir ¥ > 6 wurden
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Nach den ANpERsoNschen Kriterien wird man also anneh-
men, daB in der 6-ten Differenz schon keine Reste der mathe-
matischen Erwartung der Reihenglieder mehr vorhanden sind.
Als die beste Annaherung an die mathematischen Erwartungs-
werte K (a;) von a; (j =1, ...,12) ergeben sich nach einer
Formelgruppe!) von ANDERSON folgende Werte:

36:19; 41'50; 36-51; 21-93; 1-62; — 19°11; — 34°73; — 40°59;
— 35°96; — 20°94; — 0°65; 20°04.

Fiir die ,,zufallige Komponente“ 2, = a; — E (a;) (j =1, ..., 12)
ergeben sich die folgenden Werte:

z; = 6-81; z, = 12°50; zg = 10-49; x, = —493;
ry =—1162; x4 =—6'89; x, = 373; xg = 7°59;
r9 = 3'96; Zyo= — 6'06; x,=—11'35; z;,= — 504.
Wie man sieht, ist die periodische Reihe z;(j =1, ..., 12)

nicht vernachlissigbar klein. Es ist daher anzunehmen, daf,
wenn man die Differenzenanalyse auf die Ursprungsreihe der
Anzahl der unterstiitzten Arbeitslosen anwendet, man als
zufillige Komponente eine Reihe erhalten wird, die eine be-
merkbare 12-monatliche Periodizitit aufweist.

Es wurden noch die folgenden statistischen Reihen unter-
sucht: Mitgliederstand bei den Wiener Krankenkassen; Strom-
verbrauch in Wien; Ausfuhr Osterreichs insgesamt; von den
Wiener stadtischen StraBenbahnen beférderte Personen.

Als Saisonkomponente wurde fiur jede dieser Reihen die
periodische Reihe {ai} (t=1,2,...,adinf.) mit der Periode
aq, ..., 0,, betrachtet, wobei a; (j =1, ..., 12) gleich ist dem

die Quadrate der mittleren Fehler nach Formel (40) S. 113 berechnet.
Fir die in dieser Formel auftretende apriorische Streuung u, wurde
o (a); eingesetzt, da fir k=6 die Reihe o (a); schon geniigend stabil
erscheint. Fiir die Anzahl N der Reihenglieder wurde 150 eingesetzt.

1) 0. AxDERsoON: Korrelationsrechnung, 8. 121. Es wurde die
5. Anniherungsformel verwendet.
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arithmetischen Mittel aus samtlichen j-ten Monatswerten der Ab-
weichung der Ursprungsreihe von ihrem gleitenden 12-Monats-
durchschnitt.

Es ergaben sich folgende Werte der gegeniiberstehenden
Tabelle 5.

Typen von Saisonschwankungen (arithmetischer MaBstab)

T T T T T T T T T T T '9_ U T T T 1 i 1 1 U T | A
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Fig. 7. Mitgliederstand bei den Fig. 8. Stromverbrauch in Wien
Wiener Krankenkassen (gegen (in Mill. kwh)
Krankheit Versicherte)
(in 1000 Personen)
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Fig. 9. Ausfuhr Osterreichs ins- Fig.10. Von den Wiener stidtischen

gesamt Straenbahnen beférderte Personen
(in Mill. Schilling) (in 10.000 Personen)

Die Fig. 7 bis 10 stellen die Saisonkomponenten graphisch dar.
Fiir die ¢(a); erhilt man die folgenden Werte der Tabelle 6.
Man sieht also, daB in allen diesen Fillen die Reihe der
o (@); schon von k = 6 angefangen nur langsam abnimmt oder
leicht steigt. Die Differenzenanalyse kann daher in diesen
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Fallen erst mach Ausschaltung der Saisonkomponente ange-
wendet werden.

Unsere theoretischen Uberlegungen, wie auch die angefiihrten
Beispiele der statistischen Reihen zeigen, daf in den Fillen, wo
starke Saisonschwankungen auftreten, die Voraussetzungen der
Anwendbarkeit der Differenzenmethode nicht immer gegeben sind.
Es empfiehlt sich daher, zuerst die Saisonschwankungen auszu-
schalten und erst nachher die Differenzenmethode anzuwenden.

Unsere bisherigen Untersuchungen bezogen sich ausschlieB-
lich auf periodische Reihen. Wir kénnen jedoch die gewonnenen
Ergebnisse auf beliebige statistische Reihen anwenden, und
zwar aus folgenden Griinden: Eine statistische Reihe besteht
aus endlich vielen Gliedern: a,, ...,ay. Die Reihe {a (a)}’c}
(k =1,2,...) wird hochstens bis zu einem k berechnet, das
gegeniiber der Anzahl N der Reihenglieder sehr klein ist. Er-
setzt man die statistische Reihe a,, ..., ay durch die unend-
liche periodische Reihe {a,}(:=1,2,...,adinf), die durch
Wiederholung der Reihe a,, ..., ay entsteht, also a;y.;= a;
(¢=1,2,...,ad inf.), so kann man fiir kleine Werte von £,
das o (@)} der endlichen Reihe a,, ..., ay, durch das ¢ (a); der
periodischen Reihe {a;} (i =1,2,...,adinf.) ersetzen. Wir
werden daher im folgenden die gegebene statistische Reihe
ay, ..., ay durch die periodische Reihe {a;} (i = 1,2, ...,ad inf.)
mit der Periode a,, ..., ay ersetzen und das Verhalten
der Reihe {0 (a);}, gebildet fiir die periodische Reihe {a;}
(¢=1,2, ...,adinf.), untersuchen.

Es bezeichne A, die Amplitude der »-ten Oberwelle von

{ai} fir v=1, ..., m, wobei m =—12K oder %, je nachdem,
ob N eine gerade oder ungerade Zahl ist. Nach Satz 3 gilt dann:

v=1 N
20k, 10k, ’

m—1 \ (. ym\2k m 7 \2k
42 (2 sin —— A3n(2 sin __)
G(a)lzcz
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wobei I =1 oder 2 ist, je nachdem, ob N eine gerade oder
ungerade Zahl ist. Ist fiir jedes » > »,, 4, = 0, so gilt nach (19)

(a)k+1 < Yo 2 k+1 9
e _(sm N) i1 (22)

Wir wollen nun den Fall untersuchen, wo die Reihe {a,-}
auch hohe Oberwellen besitzt. Es sei », eine natiirliche Zahl

m
<m und ZAH:O. Wir setzen

v=v+1

X

’V——I — A.

ZAi

v=w,+1

Es gilt dann fiir jede natiirliche Zahl v" < v, offenbar die Un-

gleichung:
v (. vm\2k v . v m\2k
g;'Ai (2 sin T) ( ZAf,) (2 sin —N—)
v=1 y=1
< <
20k, = 2 0%, =

L v=w+1
2% 2 Ok

' m\2k ' \2k Vo T
m (Zsinvjz) (2van) 2A2 (2s1n ]ov)

’ 2k m=1 2 . v \2k 2k
(sinvn) 2A,,<2sm N) Afn<2sinmn)
)

Bezeichnet man — mit B, firyv=1,...,m—1

2 OF,

Wald, Saisonschwankungen 5
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s, (2en 22
und TOF mit B,,;, so ergibt sich aus den obigen
2k
Ungleichungen:
AL
(sm 2 )
By +...+ Bv’k_ﬁ_}‘—m'(Bm-l»-lk 4+ ...+ Buz),
gin —2 )
N
also erst recht
. vV w\2k
(sm w )
Bix+...+ By <4 —vaw  (Byaie+ oo+ Bmi)-
(sin ¢ )
N
Daraus folgt miihelos:
o(ars o 1 Bytixtit oo+ Buxta
()‘(a,)%c = B,‘,I+1k+...+Bmk :

Da offenbar

1+ 2

ist, so gilt:

By+aig+1t -oo + Bmr+a > (siniﬁr k+1
Bv’+1k+-"+Bmk - N k+—1—
2
(sin v'n)2 kE+1
N 1
2 E+—+
0 (@)% +1 2
> ; . (23)
a(a)%c = (sin v w\2k
N

1+ 1_—_Sin o\
(1057

Zusammenfassend gilt also folgender Satz:

5. Ist {a.} (i=1,2,"...,ad inf.) eine periodische Reihe mit

der Periode a,, ..

., ay und verschwindet die Amplitude A, der

v-ten Oberwelle fir jedes v, das grofer ist als ein gewisses vo <m
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< oder ———, je nachdem, ob N eine gerade oder ungerade

Zahl zst), so gilt fur jede natiirliche Zahl k die Ungleichung

a(a) 4 ( von>2 E+1
k1 ' Rl I N
e = sin % k+% (I)

} m
Ist dagegen 21-13 + 0 und setzt man

v=y+1

Yo
24

v=1
m
24
v=9,+4+1

ist ferner v’ irgend eine natirlicheZahl < v,, so gilt die Ungleichung

(sin an )2 k+1

1
9 (@)i 41 Fry (I1)
o(a) = sin 27 2 k
N
1+4 N 7%
sin _N_
fur jede natirliche Zahl k.

Satz b liefert also eine Abschiatzung fiir das Verhaltnis
2
-‘—1%’%;—1. Ist z. B. fiir jedes v > —13z die Amplitude 4, der »-ten
k
Oberwelle von {ai} = 0, so ergibt sich aus der Ungleichung (I)

cla), ( )2 k+1 _ 3k+3
—FE- <[sin .

Die Reihe {o(a);} nimmt also von % =2 angefangen mit
wachsendem % monoton ab, und zwar zumindest so stark, daB

gie nach den ANDERSoNschen Kriterien nicht als konstant be-
trachtet werden kann.

5*
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Anderseits zeigt die Ungleichung (II), daB, wenn hohe
Oberwellen vorhanden sind, die Reihe {0 (a);} von einem ge-
wissen k angefangen steigen oder nur sehr schwach abnehmen
wird, und zwar tritt dies schon fiir ein um so kleineres k ein,
je stiarker die hohen Oberwellen sind.

(@)} 41
o(a)
Ungleichung (II) geben. Wir wollen eine solche unter der Vor-
aussetzung herleiten, daB die Amplituden 4, fir » = einem
gewissen », paarweise einander gleich sind. Wir zeigen zu-
nichst: Sind similiche Amplituden A, (v=1, ..., m) paarweise

einander gleich, so gilt:

Man kann fiir

auch feinere Abschitzungen als die

2
T Wit 1 figr jedes k< N —1. (23)

o(a)y =
Auf Grund der fiir eine beliebige Reihe {yi} giiltigen Formel
Ay = O Y — Oy Yisn—g + - .. (—1)¥Cly;

bestitigt man miihelos: Ist {a;} (i =1, ..., adinf.) eine périodi-
sche Reihe mit der Periode (@, =0, @y =0, ..., ay_, =0,
ay =a+0, so gilt

c@hi=oc@pk=... =0(@)y_,

( )k+1 >1 firk< N—1 zu bewelsen

o(a)

betrachten wir zunachst den Fall, daBl N eine ungerade Zahl ist.
Es sei 4,=A(v=1,...,m = ¥—1). Die Amplitude 4,

der - ten Oberwelle von {a} ist nach den Formeln (11) und (12)

Um die Behauptung —

glelch fir vy =1, ..., m. Setzt man a = N2A, so ist
g (@)= ( a);, also gllt a(a)§= ... =0(a)%_,, womit unsere

Behauptung bewiesen ist.
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Ist N eine gerade Zahl, so folgt aus (11) und (13)

' 2a . N .4 6 A
A"J:T:A fir v = 1,...,"2*‘—1, A% —T—?.
Da A, =A4, fir y=1, ..., m—1 und 4/, < A4,, ist, so
gilt offenbar fir t < N —1
(@) 41 9(a iwr _
o(a) o@)y 7’

womit unsere Behauptung auch fiir diesen Fall bewiesen ist.
Mit Riicksicht auf Satz 3 ergibt sich dann aus (23)

2/, ma\2k+tz Ml o\ekis
_<sm T) + 2 <sm '—N-—)

U(a)?c+1 _ ! v=1 . k+1 >
c@ 2/, mm\ek ™1 2% 1=
Tl e ey
fir k< N—1,

wobei I = 1 oder I = 2 ist, je nachdem, ob N eine gerade oder
ungerade Zahl ist.
Ist », eine beliebige natiirliche Zahl < m, so gilt wegen

P 1 . 2n .. mn
sin - <smT< cee < sin—— erst recht

2 (. ma\ekts N (i VT\2EH2
z( ) §<m ) 7“+1>1(k_1 ,N—2). (24)

m—
—?—(51 mNn) +2 (smﬂ)zk k"'_

Ist nun {a,-} eine periodische Reihe mit der Periode a,, ..., ay,
so daB 4, =4 > 0 fiir m = > », ist, und bezeichnet man

Yo
245

v=1

243

v=1,+1

mit u, ist ferner v, eine natiirliche Zahl > », und < m,
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so gilt offenbar:

Yo 2k
Ja (2sin11‘-)
v=1

N ) (2 sin M)z *
< A? v

2 0%, = él v 2 Ok, -
(2 gin ”_01)2 b
N
p—i —_— 2 fameend

N
s [\
—, -
Y nn (By+1x+ -+ -+ Bma),
N
a3 {een )
wobei B,; = Y fir v=1,...,m—1, und
42 (2 sin ™27 )”
By = 10F, ist.
Es gilt also
. Yo7 \ 2k
m—, | “ON
Big+.. .+ By = —, v | (But1k+ oo+ Bmp)
sy
und erst recht
. YT \ 2k
m—v, [ "N
By+...+ Byx < p

m—v, X (Bvo-}-llc'i"-“‘l' Bmk)-

8in ——
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Daraus folgt miihelos die Ungleichung:

m

2B
k+1
o(a,, =1 + -
ola ~ 0m =
ZB’UIC
=1
S 1 Byt ot Bupy
— sinm 2k Ba/0+1k+"‘+Bmk
1+n m—1v, N
m— | 1%
N

Da 4, = 4 fiir m = v > v, ist, so folgt aus (24), daB firk <N —1

B, 1kt1t--t Bygg
Bw0+lk +...+ Bmk

>1 ist.

Aus der obigen Ungleichung folgt dann der Satz:

6. Ist {ai} eine periodische Reihe mit der Periode a,, ..., ay,
vy eine natiirliche Zahl <m, so dafy die Amplituden A, der v-ten
Oberwelle von {a,-} fir v > vy, paarweise etnander gleich und von 0
verschieden sind, bezeichnet man ferner

D4
11-,’:; -
24
y=1,-}1
mit u, so gilt fur jede natirliche Zahl v,, die grofer als v, und
kleiner als m ist, die folgende Ungleichung:

2 '
(‘Z)(‘;’;;"l > L ymoeE (B=1,...,N—2). (IIT)
T sin
m—uv, N
Ytp - o~
1 sin—ZlT

Wir wollen die Bedeutung der Ungleichung (III) an einem
Beispiel klarmachen. Es bestehe die statistische Reihe aus
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den Gliedern a,, ..., ay, wobei N durch 12 teilbar sei. Es gelte

4,=A44%0 fir %2v>%7—=v0, ferner sei

N
6
24

y==1
1 1000 = p.

3
24

N
=—41
v6+

Die hohen Oberwellen sind also so klein, daf sie praktisch ver-
nachléssigbar sind. Aus der Ungleichung (III) ergibt sich,

wenn man v, = %N setzt,

a(a,)?c“ 1 — 1
o(a);, = ¥y¥_X i \2 g, 4000 -
C p1000 28 % e fam 5“)2"
* N _ 58 '\, 57 12
27 12 12
Fir & = 10 gilt also
0@+ 992,
G(a)k -

Man sieht daher, daB trotz der Kleinheit der hohen Oberwellen
sich die Reihe {a (a))’c} schon von & = 10 angefangen als steigend
oder stabil erweist.

Anderseits ergibt sich aus der Ungleichung (I), daf, wenn

4, =0 fiir mgv>%ist,

6

o (@), ( n)z k41 k41
< =
O'(a)i = |sm k+—;— 4k 1+ 2

gilt.
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Wie man sieht, nimmt die Reihe {o (a);} mit wachsendem &
sehr stark ab.

Zusammenfassend kénnen wir also sagen:

Die Reihe {0 (a);} (k= 1,2, ...), gebildet fir eine statisti-

sche Rethe ay, ...,ay, wird schon von k=1 angefangen mit
wachsendem k stark abnehmen, falls die periodische Reihe {a,-}
(i=1,2,...,ad inf.) mit der Periode ay, ...,ay keine hohen

(etwa keine hihere als %) Oberwellen hat. Hingegen, wenn {ai}

hohe Oberwellen besitzt, auch wenn sie klein sind ( etwaZAﬁ nacht

N
>
== 6

grofer als 1—01072 A2 und die Amplituden A, fir ”-2—“?‘ paar-

N
1/<7

weise einander gleich sind), so wird sich die Reihe {a (a)‘;’c} schon
von niedrigem k (etwa von k = 10) angefangen als steigend oder
stabil (im Sinne von ANDERSON) erweisen. Es scheint daher
die Ausschaltung der zufilligen Komponente nach der Differenzen-
methode mit der Ausschaltung der hohen Oberwellen gleichbedeutend
zu sein.

Wie bereits gezeigt wurde, bewirkt die Saisonschwankung
zufolge ihrer hohen Oberwellen in mehreren statistischen Reihen
die Stabilitat oder sogar das Steigen der Reihe {a (a)fc} schon
fir ein kleines k. Fiir Trend und Kunjunkturbewegung scheint
dagegen die ANDERSONsche Hypothese, daf {o (a);} mit wachsen-
dem k abnimmt, gerechifertigt, da nicht anzunehmen ist, daf3 der
Trend oder die Konjunkturbewegung sehr hohe Oberwellen besitzt.
Sind z. B. die statistischen Daten monatlich gegeben, so wird die
Rethe {a (a)i}, gebildet far dem Trend und die Konjunktur-
bewegung, schon genilgend stark abnehmen, falls Trend und Kon-
junkturbewegung keine Oberwellen mit kiirzerer Periodendauer
als 3 Monate besitzen.
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In diesem Falle ist nimlich 4, =0 fiir jedes v = —lg— und
nach Ungleichung (I) gilt dann:

g(a)i+1<(. 3)2 k+1 _ 3k+3
3 k+% 4k +2

o(a)l =

Damit schlieBen wir unsere Untersuchungen iiber die Diffe-

renzenmethode und gehen im néchsten Kapitel zu der Dar-

stellung einer neuen Methode fiir die Berechnung von Saison-
schwankungen iiber.



VIERTES KAPITEL

EINE NEUE METHODE ZUR BERECHNUNG UND
AUSSCHALTUNG DER SAISONSCHWANKUNGEN

I. HERLEITUNG DER BERECHNUNGSFORMEL

Es sei ¢ (¢) eine wirtschaftsstatistische Zeitreihe. Der Ein-
fachheit halber wollen wir annehmen, daBl die statistischen
Daten in einem Zeitintervall von n Jahren monatlich gegeben
seien. Den Wert irgend einer Funktion F (¢) im %-ten Monat
des i-ten Jahres werden wir durch Anhangung der Indizes ¢, k
an das Funktionszeichen, also durch F,, bezeichnen. Es be-
deutet ¢, z. B. den k-ten Monatswert des ¢-ten Jahres von ¢ (¢).
Wir bezeichnen mit f (¢) die von sekulidren und konjunkturellen
Ursachen herrithrende Komponente von ¢ (£), mit anderen
Worten, f (¢) sei jene Funktion, die statt ¢ (f) entstehen wiirde,
falls nur sekulidre und konjunkturelle Ursachen wirksam wiren.
Ferner bezeichne s (¢) die Saisonschwankungen von ¢ (¢),
worunter folgendes gemeint wird: Wiirden auBler den sekuldren
und konjunkturellen Ursachen auch die saisonmé&Bigen ein-
wirken, und wire nur die Wirkung der restlichen Ursachen-
gruppen ausgeschaltet, so wiirde f(f) + s (f) entstehen. Be-
zeichnet man schlielich ¢ (¢) — [f (¢) + s (£)] = 2 (¢) als irregu-
lare Schwankung von ¢ (¢), so gilt

@) =10 +s@) +=z@). (1)

Die Annahme, daBl die Funktion ¢ (¢) sich aus ihren Kom-
ponenten additiv zusammensetzt, bedeutet keine Einschriankung
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der Allgemeinheit, da die Komponenten so definiert wurden,
da die Giiltigkeit der Gl. (1) gewahrleistet wird.!)

Man konnte die Komponenten, wie im Kapitel I (S. 3ff.)
naher erértert wurde, auch anders definieren, z. B. kénnte man
sagen, daf} die Saisonschwankung jene Bewegung sei, die zufolge
Saisoneinfliissen entstehen wiirde, falls der Trend und Kon-
junkturzyklus ihre Werte nicht éndern wiirden. In diesem Falle
wird die Funktion ¢(¢) im allgemeinen nicht die Summe, sondern
eine viel kompliziertere Funktion der Komponenten sein.

Wie im Kapitel I bereits ausgefiihrt wurde, ist die Bestimmung
der Komponenten auf Grund aufBlerer Definitionen (d. h. wenn
sie als Wirkung von gewissen Ursachengruppen definiert werden)
wegen der Unvollstandigkeit unserer Kenntnisse nicht méglich.
Um diese Schwierigkeit zu iiberwinden, wird man die unvoll-
stindigen Kenntnisse mit hypothetischen Annahmen ergénzen,
die dann bloB auf Grund der Daten der vorgelegten Reihe die
eindeutige Bestimmung der Komponenten ermoglichen. An das
System der Hypothesen werden gewisse Forderungen gestellt.2)
Insbesondere wird verlangt, daB es mit unseren Kenntnissen
iiber das Wesen der Komponenten gut im Einklang stehe.
Wir stellen uns die Aufgabe, die Komponente s (f) aus der
gegebenen Ursprungsreibe ¢ (¢) zu bestimmen. Zu diesem Zweck
miissen wir gewisse Hypothesen iiber die Funktionen f (¢),
s (t) und z (f) zugrunde legen.

Wir wollen zunéichst eine Bemerkung vorausschicken:
Die Bestimmung von s (f) wird stets nur mit einem gewissen
Grad von Genauigkeit gefordert, der im allgemeinen vom
betrachteten Fall und dem Zweck der Analyse abhéingen wird.
Wenn wir im folgenden die Annahme machen, da8 in dem
Rechengang fiir die Bestimmung von s (f) irgend ein Ausdruck
A vernachlassigt werden kann, im Zeichen 4 ~ 0, oder durch

1) Vgl. hiezu unsere Ausfithrungen in Kapitel I, S. 4.
%) Vgl. hiezu Kapitel I, S. 6—7.
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einen anderen Ausdruck B ersetzt werden kann, im Zeichen
A ~ B, so soll dies bedeuten, daBl der durch diese Ersetzungen
entstehende Fehler in der Bestimmung von s () innerhalb der
zuldssigen Grenzen bleibt.

Ist F (t) irgend eine Funktion, so werden wir mit F* (f) den
gleitenden 12-Monatsdurchschnitt von F (f) bezeichnen, d. h.
F*,, = Fin—e+2(F;p—5+--- +§4z;k+ oo+ Fig+s) + Fipte
statt F;; fir 1 <0 F,_,;,1 und fir j>12 F, _,,_,, zu schrei-

ben ist. Der absolute Wert |f (£) — f* (¢), von f(t) — f*(¢) ist um
so kleiner, je kleiner die Abweichung der Funktion f (£) in dem Zeit-
intervall (¢ — 7,¢-+7) von einer Geraden ist, wobei 7 6 Monate bedeu-
tet. Stimmt f (¢) in dem Zeitintervall ({— 7, ¢+ 7) exakt mit einer
Geraden iiberein, so ist f(f)— f* () =0. Nach Annahme ist f () die
Wirkung von sekularen und konjunkturellen Ursachen. Es ist daher
anzunehmen,daB f (¢) in der iiberwiegenden Mehrheit der Félle wah-
rend des kurzen Zeitintervalls von 12 Monaten durch eine Gerade
gut angenshert werden kann. Insbesondere gilt dies fiir den Trend,
da der Trend oft sogar wahrend 10 Jahren oder noch mehr durch
eine Gerade dargestellt wird. Wir machen daher die Hypothese:

I. Der Awusdruck f(t) kann durch f*(t) ersetzt werden, also
F @) ~1*@).

Uber die Natur der restlichen Schwankungen z (f) kann man
im allgemeinen nur behaupten, dafl sie einen unregelmafBigen
Charakter haben und daBl die Werte von z (f) wahrend einer
langeren Zeitdauer sich gegenseitig aufheben, d. h. daB das
arithmetische Mittel einer lingeren Gruppe von Werten von z(¢)
angensdhert 0 sein wird.

Wir postulieren blof3

Zn&k

IL ‘“l’fzn ~0 und 2

, wobei

~0 (k=1,...,12).
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Wie wir bereits im Kapitel II (S. 27ff.) niher ausgefiihrt
haben, kann man weder annehmen, daB8 die Saisonschwankung
eine periodische Funktion mit der Periodenlinge von 12 Mona-
ten ist, noch dafl die Saisonschwankung eine periodische Funk-
tion ist, die mit dem Trend oder mit dem Ursprungswert sich
multiplikativ kombiniert, d. h. daBl s(t) = F (t)p (¢) ist, wobei
F(t) den Trend, bzw. die Ursprungsreihe und p (f) eine
periodische Funktion mit der Periodendauer von 12 Monaten
und dem Mittelwert = 0 bedeutet. Sogar die schwichere
Hypothese, da die Saisonschwankung s (f) von der Form
F(t)p (t) + q (¢) ist, wobei F (t) den Trend oder die Ursprungs-
werte, p(¢) und g(t) zwei periodische Funktionen mit der
Periodenlange von 12 Monaten und dem Mittelwert = 0 bedeu-
ten, erweist sich als unzureichend, denn sie fiihrt in vielen Fallen,
wie bereits erwahnt wurde (S. 29), zu Resultaten, die unseren
Vorstellungen iiber das Wesen der Reihenkomponente nicht ent-
sprechen und daher zumindest sehr unwahrscheinlich erscheinen.

Wir werden hier die Annahme machen, daB s (¢) von der Form
A(t) p(t) ist, wobei 4(¢) eine beliebige Funktion sein kann, die
ihren Wert mit der Zeit in einem noch zu prizisierendem
Sinne ,langsam‘ &ndert und p (¢) eine periodische Funktion
mit der Periodendauer von 12 Monaten und dem Mittelwert = 0
bedeutet. Diese Annahme besagt also, daB die Intensitit
(Amplitude) der Saisonausschlige sich mit der Zeit ,,Jangsam*,
aber sonst beliebig &ndern kann, dagegen die Form der Saison-
ausschlage, inshesondere die Verteilung der Tief- und Héhepunkte
invariant bleiben. Wir haben also die Klasse der Funktionen fiir
die Saisonschwankungen so abgegrenzt, daB sie nur Funktionen
von der Form 4 (¢) p () enthélt, wobei die Bedeutung der , lang-
samen® Anderung von A(f) spiter noch prizisiert wird. Die
Erweiterung der Funktionenklasse der Saisonschwankungen
von der Klasse der rein periodischen Funktionen auf die Klasse
der Funktionen von der Form. A(t) p (t) ist durchaus natiirlich,
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denn im allgemeinen beeinflufit der Trend und die Konjunktur-
bewegung die Intensitit der Saisonausschlige, und es liegt kein
Grund vor anzunehmen, daf diese Beeinflussung nach irgend
einem speziellen einfachen Gesetz geschieht, z. B. da8 die
Intensitét der Saisonausschlage proportional dem Trend oder
den Ursprungswerten ware. Allgemein kann bloB behauptet
werden, daB die Anderung der Intensitat der Saisonausschlige
langsam‘ mit der Zeit, aber sonst beliebig vor sich gehen kann.
Die Einschrinkung, daB die Funktion A (¢) ihren Wert mit der
Zeit ,Jangsam‘‘ &ndert, ist wesentlich; denn wiirde man beliebig
starke Wertéinderungen von 4 (f) in kurzen Zeitintervallen
zulassen, dann kénnte A (¢) und somit auch A(¢) p(f) = s (?)
eine beliebige Funktion sein.

Es fragt sich nur, ob die so bestimmte Funktionenklasse
der moglichen Saisonschwankungen nicht zu eng gewahlt
wurde. Es sind zweifellos Fille denkbar, wo die Saison-
schwankungen nicht nur ihre Intensitat, sondern auch ihre Form
infolge von Konjunktur- oder anderen Einfliissen gewisser-
mafBen mit der Zeit d&ndern; jedoch kann man annehmen, daf3
in den meisten konjunkturstatistischen Reihen wéahrend des
betrachteten Zeitraumes (in der Regel 10 bis 15 Jahre) die
Saisonschwankung ihre Form iiberhaupt nicht oder nur un-
wesentlich dndert. Daher scheint die Hypothese, zumindest fiir
die Mehrheit der Fille, gerechtfertigt, daB die Saisonschwankung
die Form A(t) p (t) hat.

Wir haben nun die Bedeutung der ,,langsamen Anderung*
von A (¢) zu prazisieren. Dies koénnte beispielsweise folgender-
mafen geschehen: Wir sagen, daf die Funktion 2 (f) langsam
ihren Wert andert, wenn die Schwankung von A(f) in einem
Zeitintervall von der Lange t (d. i. die Differenz des Maximal-
und Minimalwertes in dem betreffenden Intervall) nicht grofler
ist als k9, des Mittelwertes von A () in dem betreffenden
Intervall, wobei r und % festgewahlte Zahlen sind. Eine solche
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Prazisierung der langsamen Anderung hat aber einige Nach-
teile. Erstens steckt ein gewisses Mafl von Willkiir in der Fest-
legung der zuldssigen Grenzen fiir die Schwankung. Zweitens
ist es nicht vorteilhaft, diese Grenzen starr, d. h. fiir alle statisti-
schen Reihen gleich zu wihlen. Es muB vielmehr eine gewisse
Variabilitdt bestehen, und je nach der Art der vorliegenden
statistischen Reihe wird man unter Umsténden diese Grenzen
etwas erweitern oder einengen. Drittens wiirde sich die Berech-
nung der Saisonschwankungen auf dieser Grundlage auBerordent-
lich kompliziert gestalten. Wir werden daher einen anderen
Weg einschlagen. Die Bedingung der ,langsamen Anderung*
von A (¢) wird durch die Annahme prazisiert, daB gewisse in
dem Rechengang auftretende Ausdriicke — die ihrem absoluten
Wert nach um so kleiner sind, je langsamer die Anderung von
A(t) ist und exakt =0 sind, falls 4 (!) = konstant ist — ~0
gesetzt werden konnen.

Um die ,,langsame Anderung‘ von 4 (¢) in der angedeuteten
Art zu prizisieren, miissen wir einige Rechnungen voraus-
schicken. Wir formulieren zunéchst blo8 die Hypothese:

IIl. Die Funktion s (1) ist darstellbar als Produkt von zwes
Faktoren A (t) und p (t), also s (t) = A (t) p(t), wober p (t) eine
periodische Funktion mit der Periodendauer von 12 Monaten und
dem Mittelwert = 0 ist und die Funktion A (t) ihren Wert mit der
Zeit nur ,langsam® (im Sinne der Hypothesen IV—VI) dndert.

Aus GI. (1) folgt:

*(E) =1*() + %) +2* ). (2)
Subtrahiert man (2) von (1), so erhalt man:
@ () —@* (@) =1 @) —* )+ s(t) —s* () +2 (£) —2* ().

Wir bezeichnen ¢ (f) — @* (¢) mit y (f) und z (t) — 2* (¢) mit y(¢).
Wir kénnen dann schreiben:

p@) =10 —f*@ +s@)—s*@®)+y . 3)
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Nach Hypothese III ist s(¢) = A (f) p(f), wobei p (f) eine
periodische Funktion mit der Periodendauer von 12 Monaten
und dem Mittelwert = 0 ist. Daraus folgt, da der absolute Wert
|s* ()] von s*(f) um so kleiner ist, je kleiner die Schwankung
der Funktion A (¢) innerhalb eines Jahres ist, und s*(f) = 0 ist,
falls 4 (¢) konstant ist. Wir machen daher die Annahme:

IV. Es gilt s*(t) ~0.
Aus (3) folgt dann wegen der Hypothesen I und IV:

p (@) ~s () +y @ (4)

Bildet man das arithmetische Mittel der k-ten Monatswerte
auf beiden Seiten der Gl. (4), so erhalten wir:

n K n
Z'I’ik Zz‘ikpik Zyik
i=1 ]

i=1 4= (k=1,2,...,12). (5)

n n n

Da nach Hypothese III p(¢) eine periodische Funktion ist, so
sind samtliche k-ten Monatswerte von p (f) untereinander
gleich. Wir wollen diesen gemeinsamen Wert mit p; bezeichnen.
Wir erhalten dann aus (5)

n n n
.2%% ~Zvlik 'Zyik
i=1 ~ Py i=1 + =1

n n

k=1,...,12). (6)

n

S
Wir bezeichnen i:; mit A,. Es ist klar, daB der absolute
Wert von (4, — 1) fiir beliebige Indexpaare %, § um so kleiner
ist, je kleiner die Schwankung von 4 (!) wahrend eines Jahres
ist. Wir geben eine Abschitzung dieser Grofien nach oben an,
unter der Voraussetzung, daB A (f) > 0 ist. Nehmen wir etwa an,

Wald, Saisonschwankungen 6
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daB die Schwankung von A (f) in einem Jahre hochstens » 9,
ihres Jahresmittelwertes ausmacht, so ergibt sich:

12 12
Zlik Zlik

k=1 v k=1 .
}’t‘k_ 12 él_()() 12 (z——l, e s ey 7?/).
12
2k
Wir bezeichnen k=1 3 mit 1., welches 4, also das arithmetische
Mittel samtlicher Werte 1,; ist.
¢ S
Ersetzt man in den Gleichungen ’=;l = Aw Ay durch
12
2 Aix
k=1‘ + 8,1, so erhalt man:
n
261 k .261: k
}»0 + i=1 = }hk, aISO },0— lk = — Z=;/ .
12 n
D 20
k=1 . __|i=1
Da lazk‘_ 100 12 ° 80 gllt ’zo—lkl—} 7 éﬁl

n
Zaik

Die Gleichheit i=; 100 Ao konnte nur in dem seltenen

thk

Fall bestehen, dafl entweder simtliche ;= 455 00 e 2

oder samtliche &,;,=— —l—gﬁ% sind. Im allgemeinen

werden die J,, abwechselnd verschiedene Vorzeichen haben

3,

i=11» ‘ wird daher erheblich kleiner sein als T’(’)—alo.

und
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Wir machen daher die Annahme:
Y. ~i (k=12 ...,12).
Wir erhalten also aus (6)

n n
.Z%-k .Zyik
S~ Pt T— (k=1,...,12). (7

Nach Hypothese IT gilt:

n 12 n
,Zzik 2 D

i=1 ~0 lmd k=1 i=1 ~ 0
12n

Aus y; =2, — 2;,, folgt:

Zyzk _Zzzk—zzzk

i=1 i=1

Da M7z, = ““1 ——— ist, so gﬂtZyzk —Zz,k k=1 ’—1

i=1 i=1
also

n n
Zyik Zzik 2 Zztk
i=1

__ =1 k=1 4i=1

n m 12n ~0.
Aus (7) folgt dann
n
.Z’I’ik
2=1n ~hpe (k=1,2, o 12). (8)

Da y;; aus der gegebenen Ursprungsreihe ¢ (t) berechnet werden
kann, so kénnen wir nach (8) die Werte A, p(k =1, ..., 12)
bestimmen. Um die Saisonschwankungen berechnen zu konnen,

haben wir nur noch die Werte Z;;" = u; zu bestimmen. Wir
0

6*
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n
Z'I’tk

bezeichnen =1 mit a; (k =1, ..., 12). Aus (4) folgt dann
wegen (8)

Yir ~ P O+ Yiro
also

Yir ~ Yir — Mix O (9)

Wire y eine zufillige Variable mit Gavussscher Verteilung,
so wirde sich aus (9) ergeben, dafl die wahrscheinlichsten
Werte von ,um diejenigen sind, welche den Ausdruck

ZZ(yzk)Z -—22 (pir—thix @2)* zu einem Minimum ma-

17=1 =1i=1
(i)
0

chen, wobei d1e Funktion u () = einer noch zu formulie-

renden Bedingung der ,langsamen Anderung® geniigen muB.

Wir konnen zwar nicht voraussetzen, dal y eine zufallige
Variable mit Gaussscher Verteilung ist; jedenfalls miissen aber
die Werte p;, so bestimmt werden, dall die Abweichung der
‘Funktion ¥ (f) von 0 in irgend einem Sinne moglichst klein wird.

Als MaB fiir die Abweichung der Funktion y(f) von 0 konnte
n 12

man z. B. den Ausdruck Z 2 |y: | betrachten und die u,;

i=1 k=1
n 12 n 12

wéren dann so zu bestimmen, daf3 stattZ Z(yi 2> Z Z 1Y x|
i=1 k=1 i=1 k=1

ein Minimum wird. In den meisten Fallen wird man jedoch

dadurch nicht wesentlich verschiedene Resultate erhalten,

und da anzunehmen ist, dall y sich nicht selten wie eine

zufillige Variable mit Gaussscher Verteilung verhalt, so werden

wir die Methode der kleinsten Quadrate vorziehen, also u;; so
n 12

bestimmen, daf3 2 2('/"' r—Mix®)? ein Minimum wird. Um dies
i=1k=1

durchzufithren, miiften wir die Nebenbedingung an die Funktion
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u ()= LIV )ft) , ndmlich, daB sie ihren Wert mit der Zeit nur , lang-
0

sam‘‘ dndert, explizit formulieren. Um dies aus bereits erwihnten

Griinden zu vermeiden und um nicht allzu komplizierte Rech-

nungen machen zu miissen, werden wir fiir die Berechnung von

u (¢) folgende Annahme zugrunde legen:

VI. Man erhdlt geniigend angeniherte Werte fiir u;;, wenn man
E+5

sie so bestimmit, daf3 Z(wi,-—,uik a;)? ein Minimum wird, wobes
j=k—6

die an p(t) zu stellende Nebenbedingung bezuglich ihrer ,lang-

samen Anderung in jedem Zeitpunkte t = t, durch die Bedingung

erselzt wird, daf p(t) in dem Zeitintervall [ty — 11, 3 + 7o)

konstant ist; dabei bedeuten v, 6 und v, 5§ Monate.

k+5
In dem Ausdruck 2(1/;1- j— M a;)? ist statt yy, bzw. a;
j=k—6
fir j>12 ;g 510 bzW. @;_ 1, und fiir § <0 y;_; 5115, bzw.
@; .12 ZU schreiben.
Nach bekannten Regeln der Maximum-Minimum-Rechnung
ergibt sich fiir u,; die eindeutige Losung:

k+5 k+5
2“;%‘1 Zaﬂ'w
j=k—6 j=k—6
P =" 5 = & (10)
a? 24
j=k—6 y=1
Aus (10) und (8) ergibt sich
k+5
Z“i'/’if
j=k—6
sik=;uiklopk~ak7—_12—' (11)

24
v=1
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Auf Grund der Formel (11) kann man die Saisonschwankungen
berechnen. Der Vorgang ist der folgende: Aus der Ursprungs-
reihe @ (¢) wird zunichst ihr gleitender 12-Monatsdurchschnitt
@*(t) berechnet. Man bildet dann

n
Zwik

Yix = Pir— Pir und a; = =1 k=1, ..., 12).

n

Setzt man die so berechneten Werte y,, und a; in Formel (11)
ein, so erhidlt man den gesuchten Wert von s;;. Wir moéchten
noch folgendes bemerken: Die Werte von ¢*(t) kénnen fiir die
ersten und letzten 6 Monate nicht berechnet werden, also auch
nicht die Werte von v (t) = ¢ (#) — ¢*(¢). Fiir die Berechnung
von 8;; nach Formel (11) mul man die Werte von ;. und
¥;1—¢ Kennen. Es kann daher s (¢) fiir die ersten 12 und letzten
11 Monate nicht berechnet werden. Um diesen Ubelstand zu
beheben, wird u,; in den ersten 12 Monaten konstant gleich
dem ersten und in den letzten 11 Monaten konstant gleich dem
letzten nach Formel (10) noch berechneten Wert gesetzt. Man
begeht dadurch keinen groBen Fehler, da laut Voraussetzung
die Funktion y (f) nur ,Jangsam‘ ihren Wert dndert.

Wir wollen noch auf folgendes hinweisen: Aus den Hypo-
thesen I—VI kann man viel mehr herleiten, als die gestellte
Aufgabe war; sie gestatten némlich nicht nur die Bestimmung
von s (Z), sondern auch von f(¢) und z(¢), falls man 2z*(¢) als ver-
nachlissigbar klein voraussetzt, was offenbar angenommen
werden kann. Ersetzt man némlich in (4) s(!) durch seinen
Wert aus (11), so erhdlt man:

k45

Z,Laf’l’w
~
Yir ~ Pir— 0T T s (12)

2'd
y=1
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wobei y (t) = z(t) — 2*(t) ist. Da 2*(t) als vernachléassigbar klein

vorausgesetzt ist, so gilt:
k+5

Zk“wu
2y ~ ‘/’ik—‘ak]———:s-—- (13)

12
2,
v=1
Aus (1) ergibt sich dann wegen (11) und (13)

FO) ~e)—y @) =¢*@). (14)

Die Formeln (11), (13) und (14) ergeben die angenéherten Werte
fiir die drei Komponenten f(¢), s(f) und z ().

Fiir die Berechnung von s (t) geniigen wesentlich schwéchere
Annahmen. Statt der Hypothesen I, II und IV geniigt, wie
man miihelos zeigen kann, blof die Voraussetzung:

n
Z(fik—f:k—s:k + 25— %)
r =1 ~ 0.

n

Wir wollen die Funktion f (t) — f*() — s*(t) + 2 (t) — 2*(t) kurz
mit g (¢) bezeichnen und werden sie restliche Schwankung nennen.
Die restliche Schwankung g (f) stimmt mit der irreguléren
Komponente z(f) iiberein, falls die Hypothesen I und IV erfiillt
sind und 2* () vernachléassigt werden kann, was in den meisten
statistischen Reihen der Fall sein diirfte. Es gilt offenbar

e(®) =y () —s).

Man kann also schon auf Grund der Hypothesen I', III, V
und VI die Saison- und restliche Schwankung bestimmen; da-
gegen ist es nicht moglich, bloB auf Grund dieser Hypothesen
auch f(¢) und z(t) zu bestimmen.

Ist nur die Aufgabe gestellt, die Saisonschwankung s (¢) zu
bestimmen, so miissen nicht die Hypothesen I, II und IV erfiillt
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sein, um unsere Methode anwenden zu konnen; es geniigt, daf3
nur I’ erfiillt ist.

Wir wollen noch die Ergebnisse der Saisonausschaltung
nach der obigen Methode an einigen statistischen Rethen
illustrieren.

In Fig. 11 ist die Ursprungsreihe der unterstiitzten Arbeits-
losen in Osterreich und ihre nach der neuen Methode und nach
PERSONS saisonbereinigte Reihe dargestellt. Fig. 12 zeigt die



NEUE METHODE DER BERECHNUNG 89

Saisonbewegung?) und die restliche Schwankung. Die Ergebnisse
sind, wie man sieht, recht zufriedenstellend.

Aus Fig. 12 ist ersichtlich, daf die Saisonbewegung ihre
Intensitit mit der Zeit langsam &ndert. Diese Intensitéts-
anderung ist aber keinesfalls proportional mit den Ursprungs-
werten oder deren gleitenden 12-Monatsdurchschnitten. Man
sieht dies klar in Fig. 13, wo die Saisonschwankung in Prozenten
des gleitenden 12-Monatsdurchschnittes der Ursprungsreihe dar-

50} OlfK.|
*40 713w

30}

20f -
o} NN
0

-10} \J J U\U N
20} J

- 0_

.20 [1924 11925 [ 1926 11927 | 1928 | 1929 | 1930 | 1931 | 1932 | 1933 | 1934

Fig. 13. Anzahl der unterstittzten Arbeitslosen in Osterreich insgesamt

Saisonschwankung in Perzenten des gleitenden 12-Monatsdurchschnittes (arithmetischer
Mag@stab, gleitender 12-Monatsdurchschnitt = 100)

gestellt ist. Besonders stark nimmt das Verhaltnis der Saison-
schwankung zum gleitenden 12-Monatsdurchschnitt in den
Jahren 1930 bis 1932 ab; in den Jahren 1933 und 1934 dagegen
bleibt es annahernd konstant. Wie im Kapitel IT (S. 26, 29) bereits
ausgefilhrt wurde, wird die nach PERSONS saisonbereinigte
Reihe in jenen Zeitintervallen, wo die Saisonbewegung im Ver-
héltnis zu den Ursprungswerten unterdurchschnittlich klein ist,
eine starke, der Saisonschwankung gegenliufige Bewegung
aufweisen. Wie man aus Fig. 13 sieht, ist das Verhaltnis der

1) Hier und im folgenden, wo iiber Saisonschwankung oder saison-
bereinigte Reihe ohne jeden Zusatz gesprochen wird, meinen wir stets
die nach der neuen Methode berechnete Saisonschwankung, bzw. saison-
bereinigte Reihe.



90 BERECHNUNG VON SAISONSCHWANEUNGEN

Saisonschwankung zum gleitenden 12-Monatsdurchschnitt in
den Jahren 1932 bis 1934 besonders klein. Dies erklart also die
Tatsache, warum die nach PERSONS bereinigte Reihe in den
genannten Jahren eine starke, der Saisonschwankung gegen-
laufige Bewegung aufweist.

In diesem Falle zeigt sich also, daB die Saisonschwankung
von der Form A(¢) p(f) ist, wobei p(t) eine periodische Funk-

tion und A(¢) eine Funktion ist, die mit der Zeit ,langsam
ihren Wert andert, jedoch weder konstant noch proportional
dem Trend oder den Ursprungswerten ist, sondern einen viel
komplizierteren Verlauf zeigt.

Berechnet man die Saisonbewegung fiir den Stromverbrauch
der Stadt Wien nach unserer Methode und nach PERsoNs, so
ergeben sich praktisch dieselben Resultate. Fig. 14 zeigt die
Ursprungsreihe, unsere saisonbereinigte und die nach PERSONS
saisonbereinigte Reihe. Man sieht, daB die beiden saison-
bereinigten Reihen praktisch zusammenfallen. Der Grund hiefiir
liegt darin, dafBl die Saisonschwankung in diesem Falle ihre
Intensitét tatsdchlich proportional mit den Ursprungswerten
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andert. In Fig. 15 ist die Saisonbewegung und die restliche
Schwankung dargestellt. Die restliche Schwankung ist sehr

klein gegeniiber der Saisonschwankung und weist keine Regel-
mafigkeiten auf.

Fig. 16 zeigt die Reihe der Textil- und Manufakturumsatze
im Deutschen Reich und ihre saisonbereinigte Reihe. In Fig. 17
ist die Saison- und die restliche Schwankung dargestellt.
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Die Saisonausschlage im Dezember sind auBlerordentlich
stark gegeniiber den iibrigen Monaten. Die restliche Schwankung
weist keine Regelméafigkeiten auf und enthalt scheinbar keine
Reste der Saisonbewegung. Die Ergebnisse der Ausschaltung
der Saisonkomponente konnen hier wohl als befriedigend be-
trachtet werden. Die absolute Grofe der Saisonausschliage
andert sich mit der Zeit, und zwar ist diese Anderung annahernd

proportional den Ursprungswerten. Die PErRsoNssche Bereinigung
diirfte also in diesem Falle Resultate liefern, die nur wenig von
den unseren abweichen.

In den angefiihrten Beispielen sieht man auch durch Augen-
schein, daf3 die Ausschaltung der Saisonbewegung recht gut
gelungen ist. Doch wird dies durch die obige Methode nicht
immer erreicht. Erstens kann es sich ereignen, wie in dem Ab-
schnitt IT noch ausfiihrlich gezeigt wird, daB fiir eine vorgelegte
Reihe die zugrunde gelegten Hypothesen iiberhaupt unerfiillbar
sind, d. h. daB es unmoglich ist, die Reihe so zu zerlegen, daB die
Komponenten den gemachten Hypothesen geniigen. Wendet
man trotzdem die Berechnungsformel (11) an, so erhalt man
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Ergebnisse, fiir welche die zugrunde gelegten Hypothesen nicht
erfiillt sind. Zweitens ist aber auch dann, wenn die auf Grund der
Formel (11) erhaltenen Ergebnisse den gemachten Hypothesen
geniigen, fraglich, ob diese als zufriedenstellend betrachtet
werden konnen. Man wiirde zunachst glauben, daB, falls die
erhaltenen Ergebnisse den zugrunde gelegten Hypothesen ge-
niigen, man dies als Bestatigung derselben ansehen konne und
kein Grund vorhanden sei, die Giite der Resultate zu bezweifeln.
Bei genauerer Betrachtung sieht man jedoch, daB dies nicht
so sein muB. Der Grund hiefiir liegt im folgenden: Wir haben
2 %k

i=1

~ 0 und

von z(f) bzw. o(f) bloB vorausgesetzt, dall
n 12 n
2 2 %r . 2 Qix
AL 0, baw. S —~ 0 gilt.
Es ist daher denkbar, daB zwar die erhaltenen Resultate
den gemachten Hypothesen geniigen, jedoch z(f), bzw. o(?)
gewisse RegelmaBigkeiten zeigen, z. B. daB o (?) in einem be-

stimmten Monat % fiir alle Jahre 1 < % regelmiBig negative Werte

und fiir alle Jahre ¢ > % nur posiffive Werte aufweist. Im

niichsten Abschnitt (S.105) wird an einem Beispiel gezeigt, dafl
solche Fille tatsichlich auftreten konnen. In diesem Falle
wird man die Ergebnisse kaum als zufriedenstellend betrachten,
da diese unseren Vorstellungen iiber das Wesen der Reihen-
komponenten nicht entsprechen. Man wird vielmehr die zu-
grunde gelegten Hypothesen durch andere zu ersetzen versuchen,
die eine viel plausiblere Losung liefern. Es besteht daher die
Aufgabe, erstens zu priifen, ob die erhaltenen Ergebnisse den
gemachten Hypothesen geniigen, zweitens, falls die Priifung
positiv ausfallt, die weiteren Bedingungen anzugeben, denen
2(t), bzw. o(f) geniigen miissen, um die erhaltenen Resultate
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als zufriedenstellend betrachten zu kénnen, und drittens, falls die
Priifung negativ ausfallt oder z(t), bzw. ¢ (¢) den noch zu formu-
lierenden weiteren Bedingungen nicht geniigt, zu untersuchen,
ob die Formel (11) vielleicht auch dann fiir die Berechnung der
Saisonschwankung mit gewissen Korrekturen verwendet werden
konnte.

Diese Probleme behandeln wir im néchsten Abschnitt.

II. PRUFUNG UND KORREKTUR DER ERGEBNISSE
DER AUSSCHALTUNG

Wir beschéftigen uns zunéchst mit der Frage, ob die Ergeb-
nisse der Ausschaltung den zugrunde gelegten Hypothesen wirk-
lich geniigen. Dies ist, wie spéter noch gezeigt wird, keineswegs
so selbstverstandlich. Da unsere Aufgabe blof in der Be-
stimmung von s () besteht, so werden wir uns auf die Unter-
suchung beschrénken, unter welchen Bedingungen die gewonne-

nen Ergebnisse den Hypothsen I, III, V und VI geniigen. Dar-
unter wird folgendes gemeint: Die Anderung von y (f) = l—;ti

0
ist wirklich so langsam, dal die Hypothesen V und VI als erfiillt

n
2 Cik
betrachtet werden konnen, ferner sind die GroSen '—=tn

(=1,...,12) so klein, daBl die Vernachlissigung derselben
nur Fehler bewirkt, die innerhalb der zulédssigen Grenzen liegen,
usw. Dies muB nicht immer der Fall sein. Geniigen die Funktionen
s(t) und g () nicht den Hypothesen I' ITI, V und VI, so bedeutet
dies, daf es unmoglich ist, die gegebene Reihe ¢ (¢) so zu zerlegen,
daB die erwahnten Hypothesen erfiillt seien. In einem solchen Fall
kann man unsere Methode zur Berechnung der Saisonschwan-
kungen nicht — zumindest nicht ohne gewisse Korrekturen,
woriiber wir im folgenden noch sprechen werden — anwenden.
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Ein Beispiel moge dies erldutern: Es sei die Ursprungsreihe
@ (t) folgendermafen gegeben: In dem ersten, dritten, fiinften,
usw., also in jedem ungeradzahligen Jahr soll ¢ (f) im Januar
den Wert 110, im August den Wert 90 und in den iibrigen Mo-
naten den Wert 100 haben. Dagegen im zweiten, vierten, usw.,
also in jedem geradzahligen Jahr soll ¢ (¢) stets den Wert 100
haben. Wendet man unsere Methode auf diese Reihe an, so
erhilt man anndhernd @, = 5, ag = —5 und a; = 0 fiir die

iibrigen Monate. Berechnet man den Wert u(f) = %ﬁl im Juli
0

eines ungeraden Jahres, so ergibt sich fir u(f) ungefahr der
Wert 2. Dagegen sinkt der Wert von u(¢) schon im néchsten
Monat August anndhernd auf 1, also auf die Halfte des Juli-
Wertes. Dies ist sicherlich eine so starke Anderung von
u(t), daB die Hypothese VI als nicht erfiillt betrachtet werden
kann.

Solche Falle kommen in der Wirklichkeit kaum vor, und im
allgemeinen — wie spiter noch gezeigt wird — werden die
erhaltenen Ergebnisse den Hypothesen I’, III, V und VI mit
guter Annéherung geniigen.

Diese Hypothesen haben erst dann eine bestimmte Be-
deutung, wenn man den gewiinschten Genauigkeitsgrad fiir die
Berechnung von s (t) festlegt.

In den meisten praktischen Féllen wird man dies so formu-
lieren, daB in der Berechnung von s(f) fir jeden Wert ¢ ein
Fehler erlaubt ist, dessen absoluter Betrag kleiner als ein ge-
wisser Prozentsatz des Ursprungswertes ¢ () ist.

Wir beginnen mit der Untersuchung des Ausdruckes
12

P
k—?z—. Dieser Ausdruck soll nach Hypothese III gleich 0 sein.
Wir werden zeigen, daB dies zwar nicht immer exakt, jedoch

in den praktischen Féllen stets mit hinreichender Genauigkeit gilt.
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Es ist i "
PX"I 2(%k—¢;k)
P = S
K= = - .

Im ersten Jahre kennt man die Werte von ¢*(t) in den ersten
6 Monaten, im letzten Jahre in den letzten 6 Monaten nicht.
Man wird daher

n n—1
2 @i—9;;) Zl’(m—tp;fk)

ay = ’=2n_1 fir k<6 und a, =

fir £ > 6 setzen. Es gilt
n—1 12 n—1 12

22%+22m—22m+2¢1k+2%k,

1=2k=1 1=1k="7 i1=2k=1

ferner
n—1 12 n—1 12

22%#22% =2 Dyat

=2 k=1 i=1k=7 1=2k=1
12

12
1
2<k—%)¢1k 2(12—10-4-?)9’“

k=1 k=1

+ 12 + 12 )
Aus diesen Gleichungen ergibt sich
12
_ 1

(n—1) Zak— Z%k Ty |+

12 6

6 2(12—k+%)%.k 2( ——1->(¢113 x—P1z)
+H Xom— = 12 == 12 T
k=1

12

y <12 —k+ ) (Pn 13-—Pn¥x)
k=7

+ 12 2
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also 2
2o
E=1
12
6 1 12 1
2(’0——2—) (P118—%— P11) +2(12—k +§> (Pn 13- — Pk
k=1 k=7
= 144 (n —1) - (1)

Da auf der rechten Seite von (1) im Nenner die sehr grofe

Zahl 144 (n — 1) steht und die im Zihler vorkommenden

Differenzen (¢y13-x— ¥1x)s (Pn 13- — @nr) dem absoluten

Betrage nach in den praktisch vorkommenden Fiallen von der-

selben GroBenordnung sind wie die Zahlen |a;) (k=1, ..., 12),
12

12
Zak 2 |az|

so wird k—i%—— im allgemeinen sehr klein gegeniiber k—=112—
12
2

sein. Eine Abschétzung des Ausdruckes =1 | nach oben

12
erhalt man, wenn man in (}) fir £ <6 die Differenz

(p113-x— @1x) durch die Schwankung (d. i. die Differenz
zwischen dem groBten und kleinsten Wert) g, von ¢(f) im
ersten Jahre, und fiir k > 6, (¢, 13— — @uz) durch die Schwan-
kung g, von ¢ (f) im n-ten Jahre ersetzt. Man erhalt dann

12
PN
k=1 189, + 18 ¢, — @eten (1)
12 144 (n—1) 8(n—1)"
Der Ausdruck % wird in der Regel bedeutend grofler als

12
2

k=1
12 | sein. In den meisten praktischen Fallen wird sogar

12
2 ||

Q1+Qn k=1
8(n—1) 12

Wald, Saisonschwankungen 7

klein gegeniiber sein.
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Wir sagen, daf3 k% vernachlassigbar klein ist, falls man

die Werte a; durch Werte a, (k =1, ..., 12) ersetzen kann,
so dafl vaa;c =0 und die Wertidnderung von s;,, die entsteht,
wenn m;: 1in (11) @; durch a; (+ =1, 2, ..., 12) ersetzt, kleiner
212' a 21% ||
ist als die zulissige Fehlergrenze. Es sei k=1; =0 "'_‘112

Wir ersetzen @, durch a;, =a, —g|a,|. Vernachlassigt man die
GroBen von der Ordnung (a;, — @)%, so erhalt man:

k45

12 0 2“3 Yii
’ . ’ J=k—6 .
sik—sik_Z(a,—al)—«aal o= | =

=1 Zaz
v=1 v

E+5
2% Yij

12
] j=k—6
=‘“92!“l|a_a, @i =5— | =

=1 Za’i

ry=1
k+5 12 k45 k45
Zk“i Z’u ZI (ap lan|) Zkaj:’ii ;kla;!cwu
=k — n= =k - =k —
=e|2a=5 ) 12 — loa] =55 — % >
2 e 2 2
v=1 r=1 =1 v=1

wobei s}, den Wert bedeutet, welchen man nach (11) erhilt,

12
Zan lag|

wenn man a; durch a@;(j=1,...,12)ersetzt. Da ”—=12

2

v=1




NEUE METHODE DER BERECHNUNG@G

ist, so folgt aus obiger Gleichung

k45

2 lag ¥; 5

sie— il <lo|| Bsi] + o T=HT—

2'a;
v=1

99

*

k45 k45
Der Ausdruck Z]a,-}«p” ist < Za, v;i, falls die Summe
j=k—6 j=k—6

Zaj p;;=0 ist, sowohl wenn man fiir alle j summiert, fiir

J
welche a;> 0, als auch wenn man fiir alle j summiert, fiir welche
a; <0 ist. In den wirtschaftsstatistischen Reihen, wo nicht

unbedeutende Saisonschwankungen auftreten, wird dies
allgemeinen erfiillt sein. Es wird sogar fiir jeden Monat j,

im
in

welchem die Saisonbewegung nicht sehr klein ist, die Abwei-
chung y,; des Ursprungswertes von seinem Jahresmittelwert in
jedem Jahr ¢ (eventuell mit wenigen Ausnahmen) stets dasselbe
Vorzeichen haben wie @; und mithin a;y;;=0 gelten. Man

kann daher annehmen, dafl

k5 k45
ZWWM = Zaﬂl’w
j=k—86 j=k—8
gilt, also
[ k+5 k45
klajLWw Z;c a;Yij
=k— j=k—6
(O 12 <o =5 = |84/
2| | 2e
v=1 y=1

Aus der Ungleichung (*) folgt dann
St — 8 = [40.831-

Wir konnen daher folgende Regel aussprechen:
7#
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12 12

D Dl

Ist =1 — o =0 und ist [49s(t)| kleiner als die zulissige

12 12
12
2

Fehlergrofe, so ist die Hypothese k=112 ~0 erfillt.

In den Anwendungen wird |g|, wie auch aus den Unglei-
chungen (1) und ({f) ersichtlich ist, fast immer sehr klein
ausfallen, so daB in der iiberwiegenden Mehrheit der Falle
‘4Qs(t)\ innerhalb der zulissigen Fehlergrenze verlaufen wird.
Liegt jedoch ein Fall vor, wo dies nicht erfiillt ist, so wird man
gewisse Korrekturen vornehmen miissen, woriiber wir spéter
noch sprechen werden.

Wir wollen nun untersuchen, ob die Hypothese 4, ~ 4,

n
pXP

(k =1, ...,12) erfillt ist. Laut Definition ist 1, = i=;
n
a 1 .Eﬂik
Wegen p; =52 gilb dann 5 =-=— (k=1, ..., 12).
0 0 n

In den ersten 6 Monaten des ersten Jahres und in den letzten
6 Monaten des letzten Jahres kann man y,; nicht berechnen,
mithin kann man u,; fiir die letzten 11 Monate des letzten Jahres

und fiir das erste Jahr nach Formel (10) nicht berechnen.
k45

Zaf'#u

Setzt man in dem Ausdruck py,==%=% _ (=1, ..., 12)

12

k45 a?
Zaju’ni 'ué: Y

und pn==5"% (k=2,...,12) fir diejenigen y,; und
2a;
=1
Ynj, die nicht berechnet werden konnen, den Wert 0 ein, so
kann man annehmen, daB wir den Wert von y,, und p,; ver-
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kleinert haben, da im allgemeinen a; y;; = 0 gilt. Um diesen Fehler

n
Zﬂik

=1

o . . A . .
teilweise zu kompensieren, werden wir —* nicht gleich

o
n
JFMk

sondern dem Ausdruck = = gleichsetzen. Wir erhalten dann
n n k45
Zl‘ik 22“1%:‘ “12‘/’:1+ +“1az%n
ij_i=l __ t=1j= ___ i=1 =1
Ao n—1 -
(n—1) Sz (n—1) Sl
y=1 r=1

Da fiir £ <6 y,;, =0 und fiir £> 6 y,, =0 gesetzt wurde,
n
so ist Zapik=(n—1)ak (k=1, ...,12). Aus obiger Glei-

i=1
chung folgt dann % =1
0
Wir sehen also: Setzt man in den Ausdruck von u,; und u,,,

jene y,; und vy,;, die nicht berechnet werden koénnen, gleich 0

n n
Z”ik Zlhk

und setzt man i— statt =1 dem Ausdruck ‘= 1— gleich,

80 ergibt sich lk= Ao- In den Anwendungen erd man aller-
dings die Werte u,; und u,; nicht so berechnen, dal man in
Formel (10) jene y,; und y,,;, die nicht berechnet werden konnen,
gleich 0 setzt; man wird vielmehr u,,=pu,, (k=1,...,12)
und =g k=2, ..., 12) setzen. In diesem Falle wird zwar
n
2 Big
A i=1
A
chung von 1 sehr geringfiigig sein, falls £ - und %’;—1 klein

nicht exakt gleich 1 sein, jedoch wird die Abwei-

sind, was praktisch fast immer der Fall sein erd. Man kann
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daher sagen, dafl in der iiberwiegenden Mehrheit der Falle die
Hypothese i,~ 24, gut erfiillt sein wird.

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, wann die Anderung
E+5

PRI
der Funktion w (f) = L 80 ,langsam‘ ist, daf die Hy-
2’ o
pothese VI erfiillt ist. D1e Hypothese VI kann als erfiillt be-
trachtet werden, falls folgendes gilt: Bestimmt man fiir jeden
Zeitpunkt t,, den Wert u;, einer Funktion u’(f) derart, daB
der Ausdruck

k+5 k+5
_ ’ 2
(85— a; i)t = (@5 ps5 — @5 i)
j=k—6 j=k—6

ein Minimum wird, so verliuft die Differenz s, — a,pu;; =
=y, (4;, — pi;) innerhalb der zuldssigen Fehlergrenzen.

Nach bekannten Satzen der Maximum-Minimum-Rechnung
erhilt man fiir u;, die eindeutige Losung:

k+5

Za?l‘u

j=k—6

nuz’k = 12
2
v=1

Wir kénnen unter der Voraussetzung, daB u(f)=0 ist,
was praktisch stets der Fall sein wird, gewisse Abschatzungen
fir |wg—pis angeben. Sind nimlich die Differenzen
Pix— i j=k—86, ...,k 45) dem absoluten Betrage nach

kleiner als »;; % des Wertes u;z, also |u; — uy| < Viic(';g £ so

ist auch die Differenz u;;—pu;, dem absoluten Betrage nach
kleiner als »9, von p;;. Dies 148t sich folgendermafien zeigen:
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k+5
2“?/‘:1

Ersetzt man in dem Ausdruck ii’i—giﬁ—, wi=k—6,...,k+5)

durch mk(l + —;%%), so geht er in ,u,-k(l + f:)’(“)) iiber. Da nach
Voraussetzung u () >0 ist, so haben wir durch die obige Er-

setzung jeden Summand nur vergrofert und es gilt daher

k45
Ty
v; i=k—6
‘uik(l_i— 16’6)> = M
> az
v
=1

Ebenso zeigt man, daB u;; (1—%’6) < uip ist. Verlauft

ay y,-k—;%’a—> @y |pix—pyy,| innerhalb der zulissigen Fehler-
grenzen, so ist die Hypothese VI erfiillt. Diese Bedingung ist
also hinreichend, jedoch, wie man leicht zeigen kann, nicht
notwendig. Sind die Werténderungen von u(t) so stark, daB

ay ‘u,-k—f% groBere Werte als die zuléssige Fehlergrenze an-

nimmt, so muB man die Differenz |, — a; ;) untersuchen,
und nur wenn auch dieser Ausdruck die zulidssigen Fehlergrenzen
iiberschreitet, ist die Hypothese VI nicht erfiillt.

SchlieBlich zeigen wir, daB, falls die Hypothese A, ~ 4,
erfiillt ist, auch die Hypothese I' zutrifft. Es gilt namlich .

* * *
Yir = fixr — fir + Six — Six + Zix — %ix

und
n n n
Dvin 2 =185+ 2ax— %) 2 ik
ap = l=;'/ — i=1 - +ak 'i=;
n
‘Z:uik
Da nach Voraussetzung 1.~ 1, also —% = ’=; ~ 1 gilt,
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so folgt aus der obigen Gleichung

n

¥
Z(ftk_f,k'—srk"i" zik—z:k)
i=1 ~0
n ’

womit I’ bewiesen ist.

Zusammenfassend koénnen wir also sagen: Die nach (11)
berechnete Saisonschwankung s (t) muf zwar den Hypothesen
I', ITI und V nicht notwendigerweise geniigen, jedoch wird prak-
tisch kawm ein solcher Fall eintreten. Auch die Hypothese VI diirfte
in der iberwiegenden Mehrheit der Fille erfullt sein.

Wenn sich doch ein Fall ereignet, wo die Ergebnisse den
gemachten Hypothesen nicht geniigen, entsteht die Frage,
welche Korrekturen vorgenommen werden sollen. Ja vielmehr,
wir stellen sogar die Frage: Kann man die nach Formel (11)
berechnete Saisonschwankung s (¢) als befriedigend betrachten,
falls sie den Hypothesen I’, III, V und VI geniigt, oder ist es
moglich, daB auch in diesem Falle gewisse Korrekturen sich als
notwendig erweisen. Man wiirde zunichst glauben, daB, falls
s (t) den gemachten Hypothesen geniigt, man dies als Be-
statigung derselben ansehen konne und kein Grund vorhanden
sei, die Giite der Resultate zu bezweifeln. Bei genauerer Be-
trachtung sieht man jedoch, daf3 dies nicht so sein muB. Der
Grund hiefiir liegt im folgenden: Wie bereits in Kapitel I aus-
gefithrt wurde, werden die Hypothesen auf Grund allgemeiner
uns. plausibel erscheinender Eigenschaften der Reihenkompo-
nenten aufgestellt. Nun werden nicht alle diese Eigenschaften
in den Hypothesen formuliert, da bereits ein Teil davon schon
zur eindeutigen Bestimmung von s (¢) ausreicht. Es ist daher
denkbar, daB die nach Formel (11) berechnete Saisonschwankung
zwar den Hypothesen I’, III, V und VI geniigt, jedoch irgend
einer in diesen Hypothesen nicht ausgedriickten und uns plau-
sibel erscheinenden Eigenschaft der Reihenkomponenten wider-
spricht, deren Nichterfiilltsein uns viel unwahrscheinlicher
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erscheint, als das Nichterfiilltsein einiger in den Hypothesen
I’, III, V und VI formulierter Annahmen. In diesem Falle wird
man wohl sagen, da3 die nach (11) berechnete Saisonschwankung
s (1) kein befriedigendes Ergebnis liefert und einer Korrektur
bedarf. Ein Beispiel moge dies néher erliutern. Die Ursprungs-
reihe ¢ (f) sei = c+q (¢), definiert fiir » aufeinanderfolgende
Jahre, wobei ¢ eine Konstante und ¢ (¢) eine Funktion bedeutet,
die den folgenden Bedingungen geniigt:

q1k=q2k:"’=quk=0‘k (k=2,3,...,12),
i — 2 .
g="T"728 (=1,2,...,m)

und

12
38 T
34 N0,
k=2

Wendet man auf diese Reihe unsere Methode an und ist
0<pB<lay (k=2,3,...,12), so bestatigt man leicht, daB mit
grofer Anniherung a1~—32£; ay~oy (=2, ..., 12) und
i~ 1 gilt. Nach (11) gilt dann

81y ~ 37’3 G=1,2,...,m),

sip~o (=12...,n; k=2,...,12).
Man sieht unmittelbar, da die so berechnete Funktion s (¢)

den Hypothesen I', III, V und VI geniigt. Die bereinigte Reihe
wird die folgende Eigentiimlichkeit aufweisen: Fiir alle Jahre

1< % wird im Januar der Wert der bereinigten Reihe regel-
maBig unter dem Wert des gleitenden 12-Monatsdurchschnittes
und fiir ¢ > 125 oberhalb des gleitenden 12-Monatsdurchschnittes

liegen. Diese Resultate wird man kaum als zufriedenstellend
betrachten, und zwar aus folgendem Grunde: Fiir die Differenz
@ (£) — s (t) — @*(t) zwischen der saisonbereinigten Reihe und
dem gleitenden 12-Monatsdurchschnitt gilt nach (1) offenbar:

@) —s@) —@*(@) = f(O) — /*(@) — s* () +2(t) —2*(t).
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12
3 . .
Da nach Voraussetzung Tﬂ + E o =0 ist, so gilt s*(f)~0,
k=2
und mithin

¢ () — s () — ¢* () ~f () — 1* (@) +2() —2* ().

Nach unseren Kenntnissen iiber das Wesen der Komponenten
f @) und z () wire aullerordentlich unwahrscheinlich, daB8 der
Ausdruck auf der rechten Seite der obigen Gleichung im Januar

aller Jahre ¢ <% einen negativen und in den Jahren ¢ > %

einen positiven Wert habe. Wir werden uns vielmehr auf den
Standpunkt stellen, dafl die Annahme s(f) = A(f) p(¢), wobei
p (t) eine periodische Funktion ist und A (f) eine mit der Zeit
sich ,langsam® &dndernde Funktion bedeutet, nicht erfiillt ist
und die Saisonschwankung auch ihre Form mit der Zeit langsam
#ndert. Man wird in diesem Falle offenbar die Funktion g (¢)
als die Saisonschwankung und die Konstante ¢ als die saison-
bereinigte Reihe ansehen. Wir sehen also, daB zwar in dem
vorliegenden Falle eine den Hypothesen I', III, V und VI ge-
niigende Saisonbewegung sich bestimmen 1aBt, jedoch wird
sie nicht als befriedigendes Ergebnis betrachtet, weil sie anderen
in den Hypothesen I’, III, V und VI nicht formulierten und uns
sehr plausibel erscheinenden Annahmen widerspricht.

Wir werden uns daher zunéichst mit der Frage beschaftigen,
welche weiteren Eigenschaften auBler I’, III, V und VI fiir s (¢)
und o (f) noch bestehen miissen, damit die Ergebnisse als zu-
friedenstellend betrachtet werden konnen.

Zwecks der Berechnung von s (f) haben wir (Hypothese I')
iiber die restliche Schwankung g (¢) blo8 die Annahme gemacht:

n
Zeik
i=1

— ~ 0.

n



NEUE METHODE DER BERECHNUNG 107

Wir werden jedoch viel mehr verlangen, namlich, daB g (f)
keine deutlichen Spuren von Saisonbewegungen aufweise, d. h.
daB keine der beiden folgenden Eigenschaften bestehe:

1. Es gibt eine Gruppe von Monaten: ky, ..., k. (r = 2)
und eine Gruppe von aufeinanderfolgenden Jahren: 4,i4-1, ..
i +94, derart, daB die Zahlenreihen:

.oy

Qiky +++» Qikyp
Qi+lkl’ R} Qi+1k,:
Qitiky + 5 Citik,

zueinander paarweise stark linear korreliert sind.

2. Es gibt einen Monat k, so daB in einer lingeren Gruppe
von aufeinanderfolgenden Jahren g(f) in dem Monat k& nur
grofere positive, bzw. dem absoluten Betrage nach gro8e nega-
tive Werte aufweist.

Den in Kapitel II (8. 25) erwahnten Fall, daB ¢ (f) in ge-
wissen Zeitintervallen mit der Saisonbewegung stark linear
korreliert ist, brauchen wir hier nicht zu behandeln, da ein
solcher Fall nicht eintreten kann. Eine bedeutende lineare
Korrelation zwischen ¢(f) und s (f) wird nidmlich wegen
8,z = @y M;, und der langsamen Anderung der Funktion u (f),
eine solche zwischen den Werten ¢,;, und a; bedeuten, was aber
(zumindest wenn die Funktion 4 (t) ihren Wert nicht allzu rasch
andert) nicht moglich ist, wie dies auf Grund der gegebenen
Berechnungsformeln fiir s (f) und o (f) bestatigt werden kann.

Ad 1 ist noch zu bemerken, daB, falls r klein ist, etwa
= 2 oder 3, bloB verlangt wird, da es eine laingere Gruppe von
aufeinanderfolgenden Jahren nicht gibe, fiir welche 1 gilt. Ist
aber r groB, so wird man verlangen, daB es auch keine kiirzeren
Gruppen von aufeinanderfolgenden Jahren gabe, fiir welche 1
gilt. In dem extremen Fall, da r = 12 ist, wird man sogar
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verlangen, da es nicht einmal zwei benachbarte Jahre mit
der Eigenschaft 1 gabe.

Auf die Frage, wann die Korrelation als geniigend ,,stark‘
und die Gruppe der Jahre als geniigend ,,lang‘‘ betrachtet werden
kann, werden wir im folgenden noch zuriickkommen.

Noch weitere Forderungen an g (¢) zu stellen, etwa daB o (£)
sich so verhalte wie eine zufillige Variable im Sinne der Wahr-
scheinlichkeitstheorie, wéire nicht berechtigt. Denn erstens
konnen in ¢ () noch verschiedene Reste der Trend- und Kon-
junkturbewegung enthalten sein, da p (¢) = f (t) —f*(¢) +
+ 2 (#) —2*(f) — s*(t) ist und f (¢) — f*(¢) unter Umstinden
nicht vernachlissigbar klein ist; zweitens ist auch denkbar,
daB z (t) selbst sich nicht wie eine zuféllige Variable verhalt;
es konnen z. B. in z (f) ganz kurze Zyklen oder RegelmiBig-
keiten anderer Art auftreten. Es sind dies unwahrscheinliche
Falle, und es ist anzunehmen, daf8 g (¢) in der Regel sich wie eine
zufallige Variable verhalten wird. Ist jedoch in der betrachteten
Reihe dies nicht der Fall und gibt es keine Monats- und Jahres-
gruppen mit der Eigenschaft 1 oder 2, so wire nicht begriindet,
anzunehmen, dafl die Saisonschwankung nicht richtig berechnet
sei und g (¢) noch einen Teil der Saisonkomponente enthélt; es
ist vielmehr anzunehmen, dal in g (f) noch gewisse Reste der
Trend- und Konjunkturbewegung vorhanden sind. Wir werden
daher die Ergebnisse als zufriedenstellend betrachten, falls o (t)
keine der beiden Eigenschaften 1 und 2 aufweist.

Es soll nun die Frage behandelt werden, wie man feststellen
kann, ob Monats- oder Jahresgruppen mit der Eigenschaft 1
oder 2 existieren und falls ja, welche Korrekturen anzuwenden
seien. Da in den meisten praktischen Fallen die nach Formel (11)
berechnete Saisonschwankung mindestens in erster Anndherung
als richtig betrachtet werden kann und die etwaigen Korrekturen
nur eine Verfeinerung derselben bedeuten, so empfiehlt es sich,
um verwickelte Rechnungen zu vermeiden, folgendes Verfahren
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einzuschlagen: Man zeichne die einzelnen Jahre von g (¢) iiber-
einander. Falls Monats- und Jahresgruppen mit der Eigenschaft 1
existieren, so zeigt sich dies in unserer Zeichnung daran, dag
in den betreffenden Monaten je zwei Jahreskurven der be-
treffenden Gruppe eine starke parallele oder gegenliufige Be-
wegung (je nachdem, ob der Regressionskoeffizient > oder < 0
ist) aufweisen. Ebenso kann man aus der Zeichnung leicht
entnehmen, ob es einen Monat k¥ mit der Eigenschaft 2 gibt.
Wir wollen dafiir, ob die eventuell gefundene parallele oder
gegenliufige Bewegung einiger Jahreskurven von g (f), bzw.
die regelmifig positiven (negativen) Werte von ¢ (¢) in einem
Monat k fiir eine Reihe von aufeinanderfolgenden Jahren, als
in g (t) noch vorhandene Reste der Saisonbewegung gewertet
werden sollen, keine starren Kriterien angeben. Es soll dies wo-
moglich auf Grund spezieller Kenntnisse iiber die zu analy-
sierende Reihe entschieden werden. Verfiigt man nicht tber
solche spezielle Kenntnisse, dann soll man die oben erwahnten
RegelmaBigkeiten nur dann als Saisonbewegung deuten, falls
diese in stirkerem MaBe auftreten, als es in einer Reihe mit
Zufallscharakter zulissig wire. Man kann dies mit Hilfe von
Methoden der mathematischen Statistik feststellen, jedoch
wiirden dann sehr umfangreiche Rechnungen notwendig sein
und der Aufwand an Arbeit wiirde kaum mit den erzielbaren
Resultaten in Finklang stehen. Die meisten konjunktur-
statistischen Reihen, die zur Verfiigung stehen, sind meistens
zu kurz (etwa 10 bis 15 Jahre), um solche statistische Unter-
suchungen mit Erfolg anwenden zu konnen. Es bleibt daher
nichts anderes iibrig, als dies dem subjektiven Ermessen zu
iiberlassen.

Werden gewisse Reste der Saisonbewegung in g (¢) fest-
gestellt, so wird zur Berechnung derselben folgendes Verfahren
vorgeschlagen: Ist &y, ..., k, (r = 1) eine Gruppe von Monaten
und 7,¢ + 1, ...,¢ +§ eine Gruppe von aufeinanderfolgenden
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Jahren, fiir welche die Eigenschaft 1 oder 2 gilt, wobei im Falle
der Eigenschaft 1 der Korrelationskoeffizient fiir je zwei
Zahlenreihen der Gruppe

Qi+iky + s Qitik,

> 0 ist, so berechnet man fiir jeden Monat k, (1<]<r) das
arithmetische Mittel
i+J
2,
v=1% kl

j+1
Die GroBe d,, wird als der in ¢ (f) noch vorhandene Rest der
Saisonschwankung in dem Monat &k, der Jahre ¢,¢+41, ...,71+4§
betrachtet. Der korrigierte Wert s,;, der Saisonschwankung
ergibt sich dann nach der Formel

Suty=8uk, T, L SI=1; i Sv=i49) (15)

=d,

r

Ist &y, ..., %k, (r=2) eine Gruppe von Monaten und 4,5 +1, ...
..., % -+ 7 eine Gruppe von Jahren mit der Eigenschaft 1, wobei
in der Gruppe

Qitiky « 5 Qitik,
zumindest zwei Zahlenreihen existieren, die negativ korreliert
sind, so geht man folgendermaBen vor: Man bildet die Zahlen-
reihen

€ Qiky - v 05 EiQikyp

€it10ivary « v o5 Eit1 Qivany

€itiOitiky + 9 €iti Qiviky
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wobei ¢, (» =4, 41, ...,9}4) gleich 41 oder — 1 ist, je
nachdem, ob der Korrelationskoeffizient zwischen den Reihen

Qikp -+ > Qix, UNd Qurs « .., Oug,

positiv oder negativ ist. Es wird dann fir jeden Monat k,
(1 £l < r) das arithmetische Mittel

i+J

vé; & kal

7+1

gebildet. Die GroBe dy wird als der in ¢(f) noch vorhan-
dene Rest der Saisonschwankung in dem Monat k; der Jahre
4,4+1,...,1-+7 betrachtet. Der korrigierte Wert s, der
Saisonschwankung ergibt sich nach der Formel:

Sury, =8k, +8,d, I=SI<7; iSv=<1i47j). (16)

Die korrigierte saisonbereinigte Reihe erhalt man, indem man
von der Ursprungsreihe die korrigierten Werte der Saison-
schwankung subtrahiert.

Die Korrekturen nach den Gl. (15) und (16) konnen zwar
nicht als sehr fein betrachtet werden, zur Rechtfertigung diene
jedoch, daB es sich hier einerseits in der Regel nur um kleine
Korrekturen handelt, da im allgemeinen die nach Formel (11)
berechnete Saisonschwankung zumindest in erster Annéherung
gute Resultate liefert, anderseits ein feineres Verfahren bedeu-
tend groBere Rechenarbeit erfordern wiirde. Die Korrekturen
auf Grund der Gl. (15) und (16) konnen mit einer minimalen
Rechenarbeit durchgefithrt werden. Ob Gruppen mit der Eigen-
schaft 1 oder 2 existieren, wird an der Zeichnung rein visuell
festgestellt. Falls eine Gruppe mit der Eigenschaft 1 vor-
liegt, kann man ebenfalls visuell feststellen, ob zwischen zwei
Reihen eine positive oder negative Korrelation besteht; in dem
ersten Fall werden namlich die zwei Reihen eine parallele, im
zweiten Fall eine gegenliufige Bewegung aufweisen. Die

—d*
_dkz



112 BERECHNUNG VON SAISONSCHWANKUNGEN

Rechenarbeit besteht also bloB in der Bildung der Mittelwerte
dy,, bzw. d}:l. Es sei noch ausdriicklich bemerkt, daf3, wenn doch
ein Fall sich ereignet, wo o (t) besonders starke Regelmdfigkeiten
(Ergenschaften 1 und 2) zeigt, so daf allzu groBe Korrekturen
sich als notig erweisen wiirden, man das obige Verfahten dann
nicht verwenden soll, da es unter Umstinden allzu ungenaue Resul-
tate liefert. In einem solchen Fall kann die Saisonschwankung
iberhaupt nicht nach Formel (11) berechnet werden.

Wir wollen nun den Fall betrachten, daBl s (¢) den Hypo-
thesen I', ITI, V und VI nicht geniigt. Wie bereits gezeigt wurde,
wird sich praktisch ein solcher Fall nur selten ereignen. Liegt
doch ein solcher Fall vor, so ist anzunehmen, dal im allgemeinen
auch dann der in g (!) noch vorhandene Rest der Saison-
schwankung in RegelmaBigkeiten der oben erwéhnten Art (Eigen-
schaften 1 und 2) zum Ausdruck kommt. Man kann daher von
einer direkten Untersuchung, ob s(f) den Hypothesen I', ITI, V
und VI geniigt, Abstand nehmen und sich bloB mit der soeben
beschriebenen Priifung von g (!) begniigen.

Es wird jedoch empfohlen, da keine besondere Rechen-

arbeit dafiir notwendig ist, die Werte a, so zu korrigieren, da8
12

2“’*’ =0 gelte. Am besten berechnet man die korrigierten
k=1
Werte a; nach folgender Formel

12
2 a;

oy =a,— | 15— (k=1,...,12),

2 lay|
i=1

wobei |a,| den absoluten Wert von a; bedeutet.

Wir wollen schlieflich den nicht seltenen und wichtigen Fall
besprechen, daf fiir irgend einen Monat % in der Zahlenreihe
Y1k «+ +» Yy einige Extremwerte auftreten, die von den iibrigen
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Werten auBerordentlich stark abweichen. In diesem Falle
empfiehlt es sich, fiir die Berechnung von a, diese Extremwerte
nicht zu verwenden, d. h. man streiche in der Reihe yyy, ..., o
die eventuell auftretenden extremen Werte und setze a, gleich
dem arithmetischen Mittel der iibrigen Werte. Wir wollen
dafiir, wann ein Wert als Extremwert zu betrachten ist, keine
starren Kriterien geben, man soll dies womdglich auf Grund
spezieller Kenntnisse iiber die gegebene Zeitreihe entscheiden,

und zwar soll man einen Wert dann als Extremwert betrachten,
falls er hauptsichlich als Wirkung von auBersaisonméBigen
Ursachen anzusehen ist.!)

Es sei noch bemerkt, dal ganz allgemein, wenn spezielle
Kenntnisse irgend welcher Natur iiber die betrachtete Reihe
vorliegen, die fiir die Reihenverlegung von Belang sind, diese
stets verwertet werden sollen. Man gelangt hiedurch sicherlich
zu genaueren Resultaten.

Es soll die Priifung und Korrektur der Ergebnisse an Hand
einiger praktischer Beispiele erlautert werden.

1) Vgl. hiezu auch die Ausfihrungen im Abschnitt IV, S. 133.

Wald, Saisonschwankungen 8
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Als erstes Beispiel betrachten wir die Reihe der Anzahl der
zur Vermittlung vorgemerkten Arbeitslosen in Osterreich.
In der folgenden Tabelle sind die Werte von y,, d. i. die Differenz
zwischen der Ursprungsreihe und ihrem gleitenden 12-Monats-
durchschnitt, angegeben:

Tabelle 7

L. II. | III.| IV.| V. | VL |VIL |VIIL| IX.| X. | XI. | XII.
1924 +26 |+ 33| +17|— 7|-21|—33|—-83(—28|—381|—-24|— bH| 430
1925 | +56 | + 67| +41|+11|—14|—31{—386|—41|—41|-28 0|44
1926 | +65| + 58| +28|— 4|—23{—29|—29|—27|—-29|—26|— 6|+33
19271 +63 |+ 70| +32 |+ 6|—-16]—31|—40|{—37|—-43|—41]|— 1|-+48
1928 +72 | + 66| +36|— 3|—29|—41|—46|—49|—52|—40|— b | }47
1929|485 | +104 | +64 |+ 5|—34|—b58|—66| —72|—68|—45|— 1| 460
1930 +98 | +103 | +50 | — 4|—41|—60|—62| —65|—57|—-31| +12| +70
1931 +99 |+ 97| +62|— 2|—44|—67|—67|—68|—61|—-36| +13| 64
1932 +83 |+ 79| +4+62 |+ 4({—36|—48|—b1|—51 | —44| 22| +13|+48
1933 +72| 4+ 71| +4b6|+12|—17]—-26|—29|—356|—42| 34| — 6| +36
1934| +b67{+ 65| +26 |+ 1}|—19{—23|—32|—389|—42|—-35|~ 3| 434

Man sieht, daBl in keinem Monat k die Reihe 4, ..., Yoz
extreme Werte enthélt, und mithin wird @, gleich dem arith-
metischen Mittel samtlicher k-ten Monatswerte y gesetzt. In
der Fig.18 ist die Ursprungs- und die saisonbereinigte Reihe
dargestellt.

Die Saisonbewegung scheint recht gut ausgeschaltet zu sein.
Um aber dies genauer zu priifen, werden wir im Sinne der
obigen Ausfilhrungen die restliche Schwankung g (), d. i. die
Differenz zwischen der saisonbereinigten Reihe und dem glei-
tenden 12-Monatsdurchschnitt, untersuchen. In der neben-
stehenden Tabelle 8 sind die Werte von s (¢) und g (f) angegeben.

Die restliche Schwankung ist sehr klein gegeniiber der
Saisonbewegung. Zeichnet man fiir jedes Jahr die Werte von
o(t) iibereinander auf (Fig. 20), so kann man folgendes fest-
stellen: Die Bewegungen in den Jahren 1930, 1931 und 1932
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verlaufen zumindest von Mai bis Dezember ziemlich parallel
zueinander, es besteht also eine starke Korrelation unter ihnen.
Ebenso zeigen die Kurven in den Jahren 1933 und 1934 von
Mai bis Dezember einen #hnlichen Verlauf. In den iibrigen
Jahren kann man keine besonderen RegelmaBigkeiten feststellen.

Man wird also annehmen, daB in den Jahren 1930 bis 1932,
sowie in den Jahren 1933 und 1934 in g (f) noch gewisse kleine
Reste der Saisonbewegung vorhanden sind. Um diese Reste

+120F s- S&isonschu;ankung
100 p= Restschwankung

+ 70 s
+50
*20 &\ l J _/

o U N /\v -
- 20F \7 U P /\U \]
:?8:_ GIfK-Z9/W
“100F-1924 | 1925 | 1926 | 1927 | 1928 | 1929 | 1930 | 1931 | 1932 | 1933 | 1934

)l]ll
—

é

Fig. 19. Anzahl der zur Vermittlung vorgemerkten Arbeitslosen in
Osterreich insgesamt
Saisonschwankung und Restschwankung (arithmetischer MaBstab, in 1000 Personen)

zu eliminieren, bildet man nach Formel (15) fiir jeden Monat
k =5 (von Mai bis Dezember) das arithmetische Mittel d;
der k-ten Monatswerte von g (t) in-den Jahren 1930 bis 1932,
sowie das arithmetische Mittel d;, der k-ten Monatswerte von
o () in den Jahren 1933 und 1934. Man erhalt die folgenden Werte:

dy=—53; dg =—05; d; =—2; dg =—3;
dy = 3; dy=11;  dy,=11'6; d,=33.
dy =5; d; =10; d, =T, dy =05;

dy=—55; diy=—38; dy,=—b05; dpy=—25.

Den korrigierten k-ten Monatswert der saisonbereinigten
Reihe erhilt man, indem man von dem unkorrigierten Wert
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dy, bzw. d, subtrahiert. In Fig. 18 stellt
die punktierte Linie die korrigierten
Werte der saisonbereinigten Reihe dar.
Wie man sieht, ist die Korrektur nicht
sehr grof3. In Fig. 19 ist die Saisonbewe-
gung und die restliche Schwankung (mit
den Werten d;, bzw. d, bereits korrigiert)
dargestellt. Die Saisonbewegung #éndert
mit der Zeit ihre Intensitiat, wobel diese
Anderung, wie man leicht feststellen kann,
weder mit dem Trend, noch mit den Ur-
sprungswerten proportional vor sich geht.
Fiir diese Reihe kann daher die PERSONS-
sche Berechnungsmethode nicht ange-
wendet werden.

Als zweites Beispiel betrachten wir
die Reihe der Anzahl der beforderten
Personen auf den stadtischen Straflen-
bahnen in Wien.

Die Differenz v (f) zwischen der Ur-
sprungsreihe und ihrem gleitenden 12-
Monatsdurchschnitt ist in der folgenden
Tabelle 9 (s. S. 118) angegeben.

Einige Monatsreihen!) von y» weisen
eine starke Streuung auf. Unter den Sep-
temberwerten weicht der Wert im Jahre
1927 besonders stark von den iibrigen ab
und wurde daher fiir die Berechnung von a,
nicht verwendet. Ebenso ist der Juliwert
im Jahre 1928 als Extremwert zu betrach-
ten und wurde fiir die Mittelbildung der

Fig. 20. Anzahl der
zur Vermittlung vor-
gemerkten Arbeits-
losen in Osterreich
insgesamt
Jahreskurven der Rest-
schwankungen (arithme-

tischer MaBstab, in 1000
Personen)

1) Unter einer Monatsreihe von v verstehen wir die Werte von o
in demselben Monat der verschiedenen Jahre, also ¥, ..., ¥,z
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bereinigte Reihe und die Saison- und restliche Schwan-
kung dar.

|
6000F QIfK-2/21/W

B o

& = Bereinigte Reihe
3000r 1926 1927 1928 1929 1930 1931 1932 1933 1934 ]

Fig. 21. Von den Wiener stéidtischen StraBenbahnen befrderte Personen
Ursprungsreihe, bereinigte Reihe (arithmetischer MaBstab, in 10.000 Personen)

Die Resultate scheinen zufriedenstellend zu sein. Um sie
genauer zu priifen, geben wir in der folgenden Tabelle 10
(s. S. 120) die Werte von s () und p (¢) an.

+800}f i T T

[ . s = Saisonschwankung |
[ OlfK-2/22/W R

"538 # : p » Restschwankung ]

+ ]

™ T

g A M ,, MAL

-600f .
-goof. 1926 1927 1928 1929 1930 1931 1932 1933 1934

Fig. 22. Von den Wiener stidtischen StraBenbahnen beférderte Personen
Saisonschwankung und Restschwankung (arithmetischer Magstab, in 10.000 Personen)

Zeichnet man (Fig. 23) die einzelnen Jahre von g(t) iiber-
einander auf, so sieht man, daB die Kurven keine deutlichen
RegelmaBigkeiten aufweisen und daher kein Anlafl zu Korrek-
turen vorliegt.

Es kommen zwar in einigen Monatsreihen von g (£) auch 4 auf-
einanderfolgende positive, bzw. negative Werte vor, jedoch sind
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sie sehr ungleich groB, und zumindest
einer von ihnen ist dem absoluten Be-
trage nach klein, so daf} diese nicht un-
bedingt als Reste der Saisonbewegung
angesehen werden miissen.

Einen anderen Charakter hat die
Saisonbewegung in der Reihe der Haus-
ratumsitze II. Fir s(f) und g(f) er-
geben sich nach Formel (11) die Werte,
die Tabelle 11 (s. S. 122) zeigt.

Im Dezember ist der Saisonaus-
schlag auBerordentlich stark gegeniiber
den iibrigen Monaten. Die restliche
Schwankung o (t) ist gegeniiber der
Saisonschwankung nicht klein. Zeichnet
man die einzelnen Jahre von g (t) iber-
einander auf (Fig. 26), so sieht man
folgendes: Eine bedeutende parallele
oder gegenliufige Bewegung der Jahres-
kurven ist nicht vorhanden. Dagegen
gibt es einige Monate, in welchen g () in
einer Gruppe von aufeinanderfolgenden
Jahren regelmaBig positive, bzw. nega-
tive Werte aufweist. Klar tritt dies im
April zum Vorschein. In den Jahren
1924 bis 1928 hat ¢ () im April groBere
positive Werte, dagegen in den Jahren
1931 bis 1934 dem absoluten Betrage
nach groBere negative Werte. Wir be-
gniigen uns, blof fir den Monat April

Fig. 23. Von den Wie-
ner stidtischen Stra-
Benbahnen beforderte
Personen
Jahreskurven der Rest-
schwankungen (arithme-

tischer MaB8stab, in 10.000
Personen)

eine Korrektur vorzunehmen, da in den iibrigen Monaten,
in welchen g (f) in einer langeren Gruppe von aufeinander-
folgenden Jahren positive, bzw. negative Werte aufweist,
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diese Werte nicht sehr groB sind und eine starke Streuung
haben. Die Korrektur d, der Saisonschwankung s (f) im April

der Jahre 1924 bis 1928 ist nach Formel (15) gleich dem arith-
metischen Mittel der Aprilwerte von g (¢) in den Jahren 1924 bis
1928. Dementsprechend ist die Korrektur d, von s (t) im April

der Jahre 1931 bis 1934 gleich dem arithmetischen Mittel der
Aprilwerte von g () in den Jahren 1931 bis 1934. Die nach-
stehenden Fig. 24 und 25 stellen die Ursprungsreihe, die unkorri-
gierte und korrigierte saisonbereinigte Reihe, ferner die korri-
gierte Saison- und restliche Schwankung dar.
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Als letztes Beispiel betrachten wir schlieSlich den Mitglieder-
stand bei den Wiener Krankenkassen (gegen Krankheit Ver-

Fig. 26. Hausratumsitze II

Jahreskurven der Restschwankungen (arithmetischer MaBstab, in Perzenten einer
willkiirlich gewahlten Einheit)

sicherte). Wie aus Fig. 27 ersichtlich ist, steigt der Wert der
Ursprungsreihe im Jahre 1928 vom Mai auf Juni besonders
stark an (von 576 auf 650) und dann bleibt der Jahresmittelwert

eine langere Zeit ungefahr auf derselben Hohe. Diese plotzliche
Erhohung des Mitgliederstandes wurde durch eine Anderung
des Krankenversicherungsgesetzes bedingt. Die Werte des
gleitenden 12-Monatsdurchschnittes ¢*(¢) werden schon sechs
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Monate vorher, also schon von De-
zember 1927 angefangen, durch diese
plotzliche Steigerung beeinflult, und
zwar um so starker, je naher der Zeit-
punkt an dem Juni 1928 liegt. Dies
liefert aber unrichtige Ergebnisse, da
¢*(t) anndhernd dem Resultierenden
von Trend und Konjunkturbewegung
gleich sein soll, dies aber vor Juni 1928
von der plotzlichen Steigerung im Juni 1928

nicht beeinfluBt war. Es wurde daher,

@*(¢) nur bis Dezember 1927 berechnet
und fiir den Zeitraum von Dezember
1927 bis Mai 1928 extrapoliert. Ebenso
wurde ¢*(f) im Zeitraum von Juni 1928
bis Dezember 1934 nur von Dezember
1928 angfangen berechnet und fiir die
fehlenden ersten sechs Monate extra-
poliert.

Um die Giite der Saisonbereinigung zu
priifen, geben wir die Werte der Saison-
schwankung s(f) und der restlichen
Schwankung g (¢) in Tabelle 12 (s. S.126) an.

Fig. 28 zeigt die Jahreskurven der
restlichen Schwankung ¢ (¢) tibereinander
gezeichnet. In den Jahren 1932 bis 1934
zeigt sich von August bis Dezember eine
Parallelitit der Bewegung. Im iibrigen
scheinen keine besonderen RegelmafBig-
keiten vorhanden zu sein. Man wird
also annehmen, daB in den Jahren 1932
bis 1934 vom Mai bis Dezember in g(?)
noch gewisse kleine Reste der Saisonbe-

Fig. 28. Mitglieder-
stand bei den Wiener
Krankenkassen (ge-
gen Krankheit Ver-
sicherte)
Jahreskurven der Rest-
schwankungen (arithme-
tischer MaBstab, in 1000
Personen)
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wegung vorhanden sind. Um diese zu berechnen, bildet man
nach Formel 15 fiir jeden Monat k = 8 das arithmetische
Mittel d, der k-ten Monatswerte von o(f) in den Jahren
1932 bis 1934. Die korrigierten Werte der saisonbereinig-
ten Reihe erhalt man fiir den Monat k, indem man d; von dem
unkorrigierten Wert subtrahiert. In Fig. 27 stellt die punktierte
Linie die korrigierten Werte dar. Die Korrektur ist, wie man

+30} 5= Saisonschwankung OlfK -

20| $=Restschwankung p /\ﬁ Aﬁ A 2/29W |
+10

0 AA A M N-V V V \/\A .A '\vA J
.107\/ Y W \/ V \J A va\\' J\)’
-20F

~40F 1925 | 1926 | 1927 | 1928 | 1929 | 1930 | 1931 | 1932 | 1933 | 1934 {

Fig. 29. Mitgliederstand bei den Wiener Krankenkassen (gegen Krank-
heit Versicherte)

Saisonschwankung und Restschwankung (arithmetischer MaBstab, in 1000 Personen)

sieht, sehr klein. Fig. 29 zeigt die Saisonschwankung s(f)
und die restliche Bewegung ¢ (f) bereits mit den Werten d,
korrigiert.

IIT. ZUSAMMENFASSENDE DARSTELLUNG DES
RECHENGANGES

Auf Grund der vorangegangenen Ausfiihrungen geben wir
kurz zusammenfassend den praktisch einzuschlagenden Rechen-
gang zwecks Ausschaltung der Saisonbewegung an.

Es bezeichne ¢ (¢) die Ursprungsreihe. Die Daten seien etwa
monatlich fiir eine Reihe von » Jahren gegeben. Mit ¢,; be-
zeichnen wir den Wert von ¢ im k-ten Monat des i-ten Jahres.
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Im allgemeinen soll fiir jede Zeitreihe F (), F,; den Wert von
F (t) im k-ten Monat des i-ten Jahres bedeuten.

1. Man berechne zuerst den gleitenden 12-Monatsdurch-
schnitt von ¢ (f), den wir mit ¢*(¢) bezeichnen.

2. Dann wird die Differenz ¢ (f) —¢*(¢) =y (f) ge-
bildet.

3. Fir jeden Monat £ (k =1, ... 12) wird das arith-
metische Mittel a; der k-ten Monatswerte von v (f) gebildet,
wobei bemerkt wird, daB, falls in der Reihe der k-ten Monats-
werte allzu extreme Werte (das sind Werte, die von den
iibrigen auBerordentlich stark abweichen) auftreten, diese
fiir die Mittelwertbildung nicht verwendet werden sollen.
Wann ein Wert als Extremwert zu betrachten ist, wird
nicht durch eine starre Regel angegeben. Man soll dies
womoglich auf Grund spezieller Kenntnisse iiber die vor-
liegende Reihe entscheiden, und zwar soll man einen Wert
dann als Extremwert betrachten, falls die Annahme berechtigt
scheint, daB er hauptsichlich als Wirkung von auBersaison-
méfigen Ursachen anzusehen ist.

4. Die Werte a;, (k =1, ..., 12) werden durch die Werte

ro__ . ay + ... + aqq
T = % lak| l@a] + ... + [@g]
ersetzt, wobei |a(j =1, ..., 12) den absoluten Wert von

a; bedeutet.

5. Die Saisonschwankung s (f) ergibt sich nach der
Formel: P
2 a’;;/"i:i

, =k
Sk = ak 12

2/ (@)

v=1

Um die Werte dieses Ausdruckes zu berechnen, ist es zweck-
miBig, folgendermalen vorzugehen:



NEUE METHODE DER BERECHNUNG 129

6. Man bilde die Zahlen b, = —% (k=1 ...,12) und

12
21 (a;)?
berechne die Reihe F,, = b; v,,. Fir die ersten 6 und die
letzten 6 Monate kann man F () nicht bilden, da der
gleitende 12-Monatsdurchschnitt und mithin auch ¢ (¢) fiir
die ersten 6 und die letzten 6 Monate nicht berechnet werden

kann.

7. Es wird die Zahlenreihe D, =F;,—F;_,; gebildet

E+5
und die Reihe u;; =Zb',F,-, wird dann folgendermafien

=k—6
berechnet: Es Werd::n die ersten 12 Werte der Reihe F,,
summiert. Dies ergibt den Wert von p(¢) fiir jenen Monat
des zweiten Jahres, mit welchem die Ursprungsreihe im
ersten Jahr beginnt. Den Wert von w (f) im nachstfolgenden
Monat erhilt man, indem man den ersten Wert aus der
Tabelle D;, dazu addiert. Addiert man dann dazu auch
den zweiten Wert aus der Tabelle D,;, so erhilt man den
Wert von u (t) im zweiten darauffolgenden Monat, usw.
Man erhalt also die Werte von u (t) der Reihe nach durch

Aufsummierung der D,;.
8. Die Saisonschwankung s (¢) ergibt sich aus der Formel

’
Six = Oy Uip-

Wie man sieht, kann man g () und mithin auch s (¢)
fir die letzten 11 Monate nicht berechnen. Um diesen
Ubelstand zu beheben, wird man u () extrapolieren, und
zwar am einfachsten so, daB u (¢) fiir die letzten 11 Monate
konstant gleich dem letzten berechneten Wert von u (t)
gesetzt wird.

9. Die saisonbereinigte Reihe erhélt man, indem man die
Saisonschwankung von der Ursprungsreihe subtrahiert.

Wald, Saisonschwankungen 9
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10. Priifung der Ergebnisse. Im allgemeinen wird die Aus-
schaltung der Saisonbewegung nach der obigen Methode
gute Ergebnisse liefern. Liegt jedoch ein Fall vor, wo die
Giite der Ausschaltung als zweifelhaft erscheint, so priife
man dies folgendermaBen : Man zeichne die einzelnen Jahres-
kurven der restlichen Schwankung g (¢), d. i. die Differenz
zwischen der saisonbereinigten Reihe und dem gleitenden
12-Monatsdurchschnitt der Ursprungsreihe, iibereinander
auf. Findet man, daf die Jahreskurven von g () in einigen
aufeinanderfolgenden Jahren paarweise eine starke parallele
(oder gegenlaufige) Bewegung aufweisen, oder, daB in einem
Monat & in einer lingeren Gruppe von Jahren p () regelmaBig
grofle positive, (bzw. dem absoluten Betrage nach groBe
negative Werte) aufweist, so ist anzunehmen, daB noch
gewisse Reste der Saisonbewegung in o (/) vorhanden sind.
Man korrigiere dann die nach (11) berechnete Saisonbewe-
gung gemil den Formeln (15) und (16). Es sei jedoch aus-
driicklich bemerkt, daB, falls ¢ (t) besonders starke Regel-
mafigkeiten aufweist und mithin allzu groBe Korrekturen
notwendig wéren, unsere Methode nicht angewendet werden
kann und die Saisonschwankung tiberhaupt nicht nach For-
mel (11) berechenbar ist.

IV. ABSCHLIESSENDE BEMERKUNGEN

Wir mochten zu unseren Ausfilhrungen noch einige Be-
merkungen hinzufiigen, die von Interesse sein diirften.

1. In der Praxis kommt es haufig vor, daBl man die Saison-
bewegung einer statistischen Reihe nur fiir die jiingste Zeit,
etwa fiir das vorangegangene Jahr berechnen will. Wir wollen
daher allgemein den Fall betrachten, daB man die Saison-
schwankung nur fiir irgend ein kurzes Zeitintervall 7 berechnen
will. Zu diesem Zweck muf man nur die Zahlen ay, ..., a;
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und vy (¢) fiir das Zeitintervall 7 berechnen. Zur Bestimmung der
Zahlen a,, ...,a,, ware aber erforderlich, den gleitenden
12-Monatsdurchschnitt von Anfang bis zu Ende zu berechnen,
was eine erhebliche Rechenarbeit bedeutet. Wir wollen hier
zeigen, daB man die Zahlen a,, ..., a,, auch viel einfacher be-
stimmen kann. Es sei ¢ () die Ursprungsreihe, deren Werte
monatlich fiir eine Reihe von n Jahren gegeben seien. Bezeichnet
man mit ¢*(f) den gleitenden 12-Monatsdurchschnitt von ¢ (f),
so ist (vgl. S. 96)

n
D0k — Pir
@ =" fir k<6
und (*)
n—1
'Z‘I’ik_(p;k
@ =" fiir k> 6.

Es gilt offenbar fir t < 6
n—1 12

n 4.22%1:
Z‘I’Ek = =2kl kl—;l — +

=2

1 1
5 Prktet Prxtat oo T Praat Pn1teoe + Prpts+ 5 Purte
12

und fiir k> 6

n—1 12

n—1 22‘7’:‘10
S = 2L
i=1

1 1
5 Pre—et Prp—st o+ Pt Pn1tPnst oot Prx—1t 5 Pur—s
12 ¢

9‘
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Aus diesen Gleichungen folgt dann fiir £ < 6

n n—1 12
Zq’ik 22%‘1:
@ — =2 _ i=2k=1 .
B Tp—1 12(n—1)

1
3 Prte T Prptat oo T Prieb@urt . +%k+s+ 5 Pnkte

12 (n—1)
und fiir > 6
n—1 n—1 12
Zq’ik ZZ‘PM
= i=2¥k=1
=0T T 12(—1)

1
§<P1k—e+‘l’1k—s+---+‘l’1n+ Pn1+ - +‘Pnk-7+ g Pnk—s
12 (n—1)

In den praktischen Fillen begeht man nun einen vernachlassigbar
kleinen Fehler, wenn man in den obigen Gleichungen g,

Z‘I’m
(G=1,...,12) durch ¢, = k= 12 und ¢,;(j=1,...,12) durch
Zq’nk
Qn = —12— ersetzt. Man erhilt dann, wie man leicht besté-
tigen kann, die folgende Gleichung:
n—1 n—1 12
Z‘I’ik 22‘1’1 (65—%) ( \
_i=2 i=2k— —k) (pp—@ _
G==T) 12 (n-—l) T men k=1...,12). (*¥)

Die Bestimmung der Werte a, auf Grund der Gleichungen (**)
erfordert erheblich weniger Rechenarbeit als die Berechnung
von a, auf Grund der Gleichungen (*).

Will man jedoch die Saisonschwankung fiir die Reihe ¢ (f)
von Anfang bis zu Ende berechnen, so muB man ohnedies die



NEUE METHODE DER BERECHNUNG 133

Reihe y (t)= ¢ (t) — ¢*(¢) fiir jeden Zeitpunkt bestimmen, und
in diesem Fall ist es am einfachsten, die Werte a, auf Grund der
Gleichungen (*) zu berechnen.

2. Es wurde auf S.113 der Fall besprochen, da8 fiir irgend
einen Monat % in der Zahlenreihe y,4, ..., ¥,; einige Extrem-
werte auftreten; dabei bedeutet y,; (¢ =1, ..., n) die Differenz
zwischen dem Ursprungswert und seinem gleitenden 12-Monats-
durchschnitt. Es wurde empfohlen, fiir die Berechnung von a;
diese Extremwerte nicht zu verwenden, d. h. man streiche in
der Reihe 94, ..., Pqr die auftretenden extremen Werte und
setze a; gleich dem arithmetischen Mittel der iibrigen Werte,
mit anderen Worten, es wird aus der Reihe y,4, ..., 9, ein
bereinigter Durchschnitt gebildet. In Kapitel IT haben wir bei
der Besprechung der iiblichen Methoden (vgl. etwa . 16)
gesehen, daB oft als Mittelwert einer Reihe ihr Median, oder
erweiterter Median betrachtet wurde. Der Grund hiefiir lag
darin, da man auf diese Weise die irreguléren Schwankungen
besser ausgeschaltet zu haben glaubt, als wenn man etwa das
reine arithmetische Mittel bildet. Es wird dabei folgender-
mafBen argumentiert: Der arithmetische Durchschnitt ist von
allen Werten der Reihe abhiangig. Nun sind die wirtschafts-
statistischen Reihen ofters Storungen ausgesetzt, so daBl in der
Reihe, deren Mittelwert zu bilden ist, oft auch abseits gelegene,
von den iibrigen stark abweichende Werte auftreten, die offen-
kundig hauptséchlich als Wirkung von irregulédren Ursachen zu
betrachten sind. Ein reines arithmetisches Mittel zu bilden, ist
daher nicht angebracht, da dieser Mittelwert auch von den offen-
kundig irreguliren Werten wesentlich beeinflufit wird. Diese
Argumentation ist richtig, jedoch besagt sie nur, dafl es vorteil-
hafter ist, statt des reinen arithmetischen Durchschnittes einen
bereinigten Durchschnitt zu bilden, d. h. gewisse Extremwerte
fiir die Durchschnittsbildung nicht zu verwenden. Ob aber die
Verwendung des Medians oder des erweiterten Medians vorteil-
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hafter wire, als die des bereinigten Durchschnittes, ist zu-
mindest problematisch. In unserem Falle ist es aber jedenfalls
giinstiger, a, dem bereinigten Durchschnitt der Reihe v, ;, . . ., 9,z
als dem Median oder dem Durchschnitt einer engeren Gruppe
von mittleren Werten (erweiterter Median) gleichzusetzen.
Wiirde man namlich fiir jeden Monat %, a, dem Medianwert der
Reihe ; 4, . . ., Yax gleichsetzen, so konnte es passieren, daf etwa
der Medianwert der Reihe 4y, ..., 9, in ein anderes Jahr
fiele als der Medianwert der Reihe yy,, ..., 9,,. Dann konnten
aber a, und a, nicht als Werte der Saisonschwankung mit der-
selben Amplitude betrachtet werden, da die Amplitude inzwischen
sich geandert haben kann. Ahnliche Bemerkungen gelten auch,
wenn man a; dem arithmetischen Mittel einer engeren (etwa
aus drei bis vier Gliedern bestehenden) mittleren Gruppe gleich-
setzt. Es ist daher am besten, aus den Reihen 9,4, ..., Yuz
(k =1, ...,12) bereinigte Durchschnitte zu bilden.

3. Ein wichtiges und noch ungelostes Problem bildet der
Umstand, daB in manchen statistischen Reihen die Hohe-
bzw. Tiefpunkte der Saisonbewegung nicht exakt in dem-
selben Monat eines jeden Jahres auftreten, sondern sich um
einen, eventuell auch zwei Monate verschieben. Es kanmn sich
auch der Fall ereignen, daf das arithmetische Mittel der Saison-
ausschlige in zwei aufeinanderfolgenden Monaten zwar in jedem
Jahr denselben Wert hat, aber in der Intemsitit der beiden
Saisonausschlige gewisse Verschiebungen auftreten, d. h. daB
in einem Jahr der eine Monatswert kleiner und der andere
Monatswert grofer ist als in einem anderen Jahr. Der Grund
hiefiir liegt im folgenden: Die Saisonschwarikungen werden u. a.
durch die Witterung und durch soziale Einrichtungen, die
kalendermafig festliegen, hervorgerufern. Nun ist die Witterung
nicht exakt periodisch, es kann sich ereignen, dall die grofite
Kilte bzw. Hitze in zwei aufeinanderfolgenden Jahren nicht
in demselben Monat auftritt und mithin eine entsprechende
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Verschiebung in der Saisonbewegung bedirigt. Ahnliches gilt
auch fiir die sozialen Einrichtungen. Es kann z. B. Ostern im
Mérz oder April, unid Pfingsten im Mai oder Juni sein, wodurch
ebenfalls gewisse Verschiebungen in der Saisonbewegung auf-
treteri konnen. In der Mehrzahl der wirtschaftsstatistischen
Reihen werden jedoch solche Verschiebungen entweder iiber-
haupt nicht oder nur von so geringem MaBe auftreten, dafl sie
praktisch vernachlassigbar sind. Liegt aber ein Fall vor, wo
Verschiebungen der oben erwéhnten Art in starkerem MaBe
vorhanden sind, so kénnen bei der Anwendung uriserer Methode
noch gewisse Reste der Saisonbewegung in der bereinigtenn Reihe
verbleiben, da dieser Methode die Annahme zugrunde liegt,
daBl die Saisonschwankung von der Form A(t) p(¢) ist, wobei
p(¢) eine periodische Funktion ist und A(¢) eine Funktion be-
deutet, die ihren Wert nur ,langsam® &ndert, wodurch Ver-
schiebungen der oben erwidhnten Art ausgeschlossen werden.
Zur Behandlung dieses Problems kann man zwei grundsétz-
lich verschiedene Wege einschlagen. Der eine besteht darin,
daf man die Ursachengruppe, welche die Saisonschwankurg
hervorruft, genau untersucht und zwischen der Saisonbewegung
und gewissen Erscheinungen der Ursachengruppe Korrelationen
festzustellen versucht. Auf diese Weise kann es manchmal
gelingen, die in der Saisonbewegung eventuell auftretenden
Verschiebungen der oben erwahnten Art quantitativ zu be-
stimmen. Ein Beispiel moge dies erliutern: Der Lebensmittel-
umsatz ist unter anderem auch durch die Osterfeiertage saison-
miBig beeinfluBt und mithin wird der Umsatz im Mirz, bzw.
im April wesentlich auch davon abhingen, ob Ostern in den
Miirz oder in den April fallt. Durch die Verschiebung der Feier-
tage wird also auch eine entsprechende Verschiebung in der
Saisonbewegung auftreten. Kennt man die wochentlichen Werte
der Lebensmittelumsitze, so kann man den Umsatz in der
Woche unmittelbar vor Ostern mit dem der vorangehenden
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Woche vergleichen. Da wihrend dieser kurzen Zeit sowohl der
Trend als auch die Konjunktur und die iibrigen evertuell vor-
handenen Saisonfaktoren als konstant angenommen werden
konnen, so wird man die festgestellte Anderung des Umsatzes
blo dem EinfluB8 der Osterfeiertage und irreguldren Einfliissen
zuschreiben. Beobachtet man diese Anderung des Umsatzes
wihrend einer Reihe von Jahren, so kann man durch geeignete
Mittelwertbildunigen die irreguliren Einfliisse ausschalten und
die bloB durch die Feiertage bedingte Anderung feststellen.
Damit ist man schon am Ziel, denn kennt man die durch die
Feiertage bewirkte Anderung des Lebensmittelumsatzes, so
kann man auch die Verschiebung in der Saisonbewegung be-
rechnen, die dadurch entsteht, da Ostern einmal in den Mirz
und einmal in den April fallt. Viel schwieriger ist die Bestimmurig
des Einflusses der Feiertage, falls nur die Monatswerte der
Lebensmittelumsitze gegeben sind. In diesem Falle kann man
bloB die Monatswerte Marz und April ini einier Reihe von Jahren
vergleichen und untersuchen, wie diese durch die Verschiebung
der Feiertage beeinfluBt werden. Nun kann aber die Differenz
oder das Verhiltnis der Monatswerte Méarz und April im Laufe
der Jahre infolge von Strukturdnderungen der sonstigen Saison-
faktoren einer systematischen Umwandlung unterworfen sein;
in diesem Falle ist es dann sehr schwierig, den EinfluB der
Osterfeiertage zu isolieren.

Man kann auch einen hievon grundsitzlich verschiederen
Weg einschlagen, indem man die in der Saisoribewegung even-
tuell auftretenden Verschiebungen der oben erwihnten Art bloB
auf Grund der Daten der vorliegenden Reihe, also ohmne auf
irgend welche &uBere Erscheinungen Bezug zu nehmen, fest-
zustellen versucht. Man koénnte zu diesem Zweck etwa folgender-
maBen vorgehen: Man teilt das Kalenderjahr in aneinander
sich anschliefende Teilintervalle 7y, ..., 7, derart ein, daB die
in der Saisonbewegung etwa auftretenden Verschiebungen der
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oben erwiahnten Art in diese Zeitintervalle fallen.. Man be-
rechnet dann fir jedes Zeitintervall =; (j =1,...,%) den
Durchschnittswert der Ursprungsreihe und auf die so erhaltene
Reihe wird unsere Methode fiir die Berechnung der Saison-
schwankung angewendet. Auf diese Weise erhdlt man fiir
jedes Jahr ¢ den Durchschnitt o¢;; der Saisonschwankung s(z)
der Ursprungsreihe in dem Zeitintervall z; des i-ten Jahres.
Das Problem besteht nun darin, wie man aus den Werten o,
die monatlichen Werte von s(¢) bestimmen kann. Um etwas
Bestimmtes vor Augen zu haben, nehmen wir an, da8 7, etwa
aus den ersten drei Monaten des Kalenderjahres besteht. Dann
8i1 183+ 8i3
3

ist 0,5 = . Es bezeichne y(f) die Abweichung der
Ursprungswerte von ihren gleitennden 12-Monatsdurchschnitten.
Man konnte nun die Werte s;,, 8;5, ;3 80 bestimmen, daB sie
sich an die entsprechenden Werte y,,, y;,, ¥;5 in irgend einem

Sinne moglichst gut annahern und dabei die Nebenbedingung
0y = S1F%T %S oty ist. Wahlt man als MaB der Au-

niherung die Summe der Abweichungsquadrate, so bestimmt
man die Werte s,,, 8;5, 8;5 derart, daB (y;; — 8;1)* + (Yia —
— 8;9)® + (i3 — 845)? ein Minimum wird und die Nebenbedin-

gung o;; =ﬁ1—+—%ﬁﬁ erfiillt ist. Man erhalt dann die fol-

genden Werte:
i1 i
Six = wik_(u#_aid) (k=1,2,3)

Diese Methode hat den Nachteil, da8 unter anderem auch
vorausgesetzt wird, daBl die irreguliren Werte sich schon in
dem kurzen Zeitintervall z; ausgleichen, eine Annahme, die
sicherlich nicht immer zutrifft. Insbesondere dann nicht, wenn im
Intervall 7; auch ein Extremwert auftritt, was zu einem betricht-
lichen Fehler fiihren kann.
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Es bestehen hier noch verschiedene Probleme, die gelost
werden miissen. Mit den obigen Ausfiihrungen wollten wir
bloB auf die bestehenden .Schwierigkeiten hinweisen und ge-
wisse Losungsversuche andeuten.

V. ANHANG

Wihrend der Drucklegung gelangte mir eine Reihe zur
Kenntnis, bei der die PErsoNssche Methode versagt und welche
zeigt, dall sich auch ganz absurde Resultate ergeben konmen,
falls die Voraussetzungen, auf welche die angewenidete Methode
sich griindet, nicht erfiillt sind. Es handelt sich hier um die
Reihe der Spiribuserzeugung in Osterreich. Wegen Raum-
mangels sei sie nur kurz besprochen. Fig. 30 zeigt die Ursprungs-
reihe und die nach PERSONS und nach der neuen Methode be-
reinigten Reihen. Besonders auffallend ist, daB die nach PErsoNs
bereinigte Reihe im August der Jahre 1922 bis 1924 sehr hohe
Werte aufweist, dagegen vom Jahre 1927 angefangen in den
Sommermonaten regelm#fig stark sinkt. Der Grund fiir das
Versagen der PERsoNsschen Methode liegt hauptséchlich darin,
daB in diesem Falle die Saisonschwankung nicht als Produkt
der Ursprungsreihe mit einer periodischen Funktion darstellbar
ist. Es wiirden also auch andere Methoden mit starren Saison-
indexziffern genau so versagen. Unsere saisonbereinigte Reihe
wurde nach Formel (11) (s. S.85) berechnet, ohne irgend-
welche Korrekturen. Sie weist noch ziemlich starke Schwan-
kungen auf, die aber kaum einen saisonm#Bigen Charakter
haben und vielmehr als irregulire Bewegungen betrachtet
werden konnen. BloB in dem Zeitraum vom Mirz 1925 bis
Mérz 1926 scheint die bereinigte Reihe die Saisonbewegung
etwas verschoben mitzumachen. Der Grund hiefiir liegt viel-
leicht in dem Umstand, da8 in dem betrachteten Zeitraum in
der Saisonbewegung eine gewisse Verschiebung (vgl. hiezu die
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Ausfiihrungen auf S. 134ff.) auftritt. Die Abweichung y(¢) der
Ursprungsreihe von ihrem gleiteiden 12-Monatsdurchschnitt
ist im Februar regelmiBig stark positiv, dagegen im Mirz ab-
wechselnd positiv und negativ und dem absoluten Betrage
nach klein, ausgenommen in den Jahren 1925 und 1926, wo sie
stark positiv ist. Im September ist y(t) stets stark negativ
und im Oktober, abgesehen von einigen Ausnahmen, positiv;
im Oktober 1925 ist sie stark negativ. Es scheint daher eine
gewisse Verschiebung in der Saisonbewegung vorzuliegen. Der
starke positive Saisonausschlag vom Februar blieb in den
Jahren 1925 und 1926 auch im Mirz erhalten, und erst nachher
nimmt er ab. Ebenso blieb im Oktober 1925 der starke negative
Saisonausschlag vom September noch erhalten, und erst nachher
beginnt die Reihe zu steigen.
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