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Vorwort. 

Die Eisenbauindustrie pflegt ihre Statiker und Konstrukteure in 
der Regel aus Maschineningenieurkreisen und nur ausnahmsweise 
aus Angehorigen des Bauingenieurwesens aufzunehmen, wahrend nach 
dem Vorstudium beider Gruppen das Entgegengesetzte erwartet werden 
konnte. Das hat zum Teil darin seinen Grund, daB die Eisenbau
anstalten nicht nur den reinen Eisenhochbau und Eisenbriickenbau 
betreiben, sondern sich heute vielfach mit Krangeriisten, Behaltern 
und dergl. zu befassen haben uud auch oft mit Maschinenbauanstalten 
in unmittelbarer Verbindung stehen. Solche Konstruktionen liegen 
dem Maschineningenieur naher als dem Bauingenieur, dem infolge 
anders gearteter Vorbildung meist auch die von der Praxis geforderte 
Dbung in werkstattreifer Durchbildung der Entwiirfe fehlt. 

Andererseits findet an den maschinentechnischen Abteilungen der 
Hochschulen und hoheren Fachschulen die angewandte Statik meist 
nicht die Pflege, die sie im Hinblick auf den genannten Zustand 
verdient. Dagegen nimmt die Baustatik an den Bauingenieurabteilun
gen einen breiten Raum ein, ist aber vollig auf die Bediirfnisse des 
Hoch-, Tief- und Briickenbaues in Eisen und anderen BaustofIen, 
namentlich Eisenbeton, eingestellt; solches trifIt auch auf die zur Zeit 
an Umfang und Tiefe bedeutende Fachliteratur zu, deren Urheber 
ebenfalls meist den Bauingenieurkreisen angehoren. 

Das vorliegende Buch bezweckt nun, dem Ma.schineningenieur, der 
die eisenbautechnische Richtung einschlagt, die notigen Kenntnisse 
in der Baustatik zu verschafIen, den Bauingenieur hingegen mit den 
Aufgaben dieses Gebietes und dem Umfang der hier verlangten Statik 
bekannt zu machen. Gleichzeitig werden mehrere Aufgaben des reinen 
Maschinenbaues behandelt, wie Schwungrader und Maschinenrahmen, 
die sich nach den neueren Verfahren der Baustatik viel leichter und 
eleganter losen lassen, als nach den herkommlichen Regeln der all
gemeinen Statik. Ein weiterer Grund fiir die Herausgabe des Buches 
lag in der Forderung nach Erweiterung und Zusammenfassung der 
neueren Verfahren und Ergebnisse in der Statik, die in Zeitschriften 
verstreut liegen und zum Teil einer strengeren Fassung und Be
richtigung bedurften. Als Besonderheit des Buches dad die Berech
nungsweise der elastischen Formanderung und der statisch unbestimmten 
Tragwerke genannt werden, deren Ansatze nicht auf dem iiblichen 
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Umweg iiber die Formanderungsarbeit, sondern unmittelbar aus ein
fachen geometrischen Anschauungen gewonnen wurden, was an den 
betreftenden Stellen eingehend begriindet wird. 

Die Einteilung des Stoftes ist straft durchgefiihrt. Der erste Ab
schnitt enthalt eine kurze Zusammenstellung der Lehrsatze der theo
retischen Statik, der zweite befaBt sich mit Kraften, Momenten und 
Beanspruchungen statisch bestimmter ebener Tragwerke, der dritte 
mit deren Formanderung und der vierte enthalt die Berechnung der 
statisch unbestimmten ebenen Tragwerke, worin die rechnerische 
Losung mehrgliedriger Elastizitatsgleichungen mit Anwendung auf 
Nebenspannungen von Fachwerken und EinfluBlinien einen breiten 
Raum einnimmt. 

Bei der Behandlung des Stoftes habe ich mich von nachstehenden 
Erwagungen lei ten lassen. 

An allen Stellen tritt der Gegensatz zwischen dem rechnenden 
und dem zeichnenden Verfahren hervor. Das Wesentliche der buch
stabenmaBigen Berechnung besteht in der Gewinnung einer fertigen 
Endformel, die dann nach Einsetzung der Zahlenwerte sofort das 
Endergebnis liefert. Dieser Weg solIte stets bevorzugt werden, wenn 
die Art der Aufgabe eine nicht zu umfangliche Formel liefert, wenn 
auch deren einmalige AufstelIung mehr mathematische Dberlegung 
als das zeichnende Verfahren erfordert; denn die Endformel umfaBt 
gleichzeitig aIle vorkommenden Zahlenfalle und liefert das Endergeb
nis schneller und sicherer und meist auch genauer als das beste 
zeichnende Verfahren, das bei jedem Zahlenfall aufs neue durch
gefiihrt werden muB. Die friiher einseitig gepflegte zeichnende Statik 
stammt aus einer Zeit, die den Rechenschieber und namentlich die 
Rechenmaschine nicht kannte und schlieBlich darf beim heutigen 
Studierenden auch ein groBeres MaB an mathematischer Fahigkeit 
als friiher vorausgesetzt werden. AuBerdem gewahrt der Rechnungs
weg die Moglichkeit der tafelmiiBigen Berechnung groBerer Aufgaben, 
wie sie besonders im vierten Abschnitt gepflegt werden. Selbstver
standlich behalt das zeichnende Verfahren seine Verwendungsgebiete, 
wie bei der Momentenlinie und elastischen Linie des geraden Stabes 
und namentlich bei den Krafteplanen der einfachen Fachwerke. 

Zusammenhangende Aufgaben erfahren eine einheitliche Behand
lung. So wird nicht der durchlaufende Trager auf zwei, drei und 
vier Stiitzen, sondern der Trager mit beliebiger Stiitzenzahl behandelt; 
die allgemeinen Ergebnisse sind dann miihelos auf Einzelfalle zu 
iibertragen. Ahnliches findet sich beim Zweigelenkbogen, beim ein
gespannten Stab und beim geschlossenen Steifrahmen. Auch hier 
steht einer gewissen Schwierigkeit, die eine solche Verallgemeinerung 
mit sich bringt, der V orteil des groBeren Verwendungsbereichs der 
Ergebnisse gegeniiber, und meines Erachtens sollte der Studierende, 
der die Grundlagen der Mechanik hinreichend erfaBt hat, in diesem 
Sinne erzogen werden und sich selbst weiterbilden. 

1m iibrigen werden an den Leser nur maBige Anforderungen an 
Kenntnissen in hoherer Mathematik gestellt. Abgesehen von der 
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bekannten Differentialgleichung der elastischen Linie kommen nur 
ganz einfache bestimmte Integrale vor, deren Losungen in jeder 
mathematischen Formelsammlung zu finden sind. In vielen Fallen 
dient die Integralformel nur zur kurzen Ausdrucksweise und wird 
in den Anwendungen durch algebraische Summierung ersetzt. 

Der InhaIt des Buches bildet eine starke Erweiterung meiner 
Vortrage und Dbungen an der Maschineningenieur-Abteilung der 
Chemnitzer Staat!. Gewerbeakademie. Es ist beabsichtigt, dem Buche 
einen Erganzungsband folgen zu lassen iiber Raumstatik mit An
wendungen auf den Maschinen- und Eisenbau und iiber labile 
Gleichgewichtszustande mit besonderer Berucksichtigung der wichtigen 
Knickfrage. 

Zum Schlusse spreche ich der Verlagsbuchhandlung Julius Springer 
fur die sorgfaItige Herstellung der Abbildungen und die Ausstattung 
des Buches meinen besten Dank aus. 

Chemnitz, im Juli 1925. 

Dr.-Ing. G. Unold. 
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Einleitung. 

A. Begriffsbestimmungen. 
Die Anfgaben der Statik starrer Korper. Ein unter dem Ein

fluB von Kraften stehender frei beweglicher starrer Korper bewegt 
sich im allgemeinen ungleichformig. Die Ermittlung der Beziehungen 
zwischen diesen Kraften, der Korpermasse und -form und der Be
wegungsanderung ist Aufgabe der Dynami k. 

Bei gewissen Krafteanordnungen erhalt der Korper keine Be
wegungsanderung; er bleibt in Ruhe oder in geradliniger, gleichfor
miger Bewegung. Die Krafte heben sich dann in ihrer Gesamt
wirkung auf, sie stehen im Gleichgewicht. Die Ermittlung der 
Bedingungen hierzu - der Gleichgewichtsbedingungen - ist Auf
gabe der Statik. 

Bei mehreren im Gleichgewicht stehenden Kraften PI' ~2' ••• Pn 
kann eine Gruppe von Kraften, z. B. P2 , P3 und P4 , ohne Anderung 
des Gesamtgleichgewichtes durch eine einzige Kraft von derselben 
statischen Wirkung ersetzt werden; ebenso konnen mehrere nicht im 
Gleichgewicht stehende, also Bewegungsanderungen verursachende 
Krafte durch eine einzige Kraft von derselben dynamischen Wir
kung - Bewegungsanderung - ersetzt werden. In beiden Fallen 
nennt man die wirkungsgleiche Ersatzkraft die Resultierende, sie 
ergibt sich durch Zusammensetzung der Einzelkrafte. Die Resultie
rende mehrerer im Gleichgewicht stehender Krafte ist demnach Null. 
Auch kann eine Kraft durch mehrere Krafte von derselben statischen 
oder dynamischen Wirkung ersetzt werden, d. h. die Kraft wird in 
mehrere Krafte zerlegt. 

Zusammensetzung und Zerlegung von Kraften ist ebenfalls Auf
gabe der Statik. 

Darstellung einer Kraft. Eine Kraft ist durch Angriffspunkt, 
GroBe, Wirkungslinie und Richtungssinn bestimmt. 

Zeichnerisch erfolgt die Darstellung einer Kraft durch eine ge
pfeilte Strecke von bestimmter Lage, deren Lange nach einem ge
gebenen MaBstab die GroBe der Kraft ausdriickt. 

Einteilung und Benennnng der Krafte. Die an einem statisch 
zu untersuchenden Gebilde (Tragwerk, Dachbinder, Briicke, Maschinen
teil) wirkenden Krafte konnen von verschiedener Art sein, fiihren 
aber die gemeinsame Bezeichnung La sten. 

Unold, Statik f. Maschineningenieure. 1 
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Bei den stets lotrecht wirkenden Gewichtslasten unterscheidet man 
zwischen Eigenlasten, Nutzlasten, Verkehrslasten bei Briicken und 
zwar Raddriicken bei Fahrzeugen oder Menschenlasten. Bei Gebauden 
oder Dachern treten Windlasten hinzu, bei Krangeriisten Seilziige, 
bei Maschinenteilen Zapfen-, Kolben- oder Zahndriicke usw. Bei Trag
werken, die gegen den Boden oder die Wand abgestiitzt sind, wirkt 
der Boden oder die Waud gegen das Tragwerk mit den als Zug oder 
Druck auftretenden Auflagerkraften. 

Die genannten Krafte konnen sich an einzelnen Punkten des Ge
bildes absetzen und heiBen Einzelkrafte oder Einzellasten. Ver
teilt sich eine Kraft gleichmaBig oder ungleichmaBig iiber einen Raum, 
dann spricht man von Raumlasten (z. B. Korpergewicht, Fliehkraft). 
1st eine Kraft iiber eine Flache verteilt, wie z. B. die Schneelast, dann 
heiBt sie Flachenlast; ist sie iiber eine Linie verteilt, dann ist sie 
eine Streckenlast (z. B. Gewicht einer diinnen geraden oder krum
men Stange). Sind solche Raum-, Flachen- oder Streckenlasten gIeich
maBig iiber den Raum, die Flache oder die Strecke verteilt, dann 
heiBen sie GIeichraum-, GIeichflachen- oder GIeichstreckenIasten. 

Streng genommen gibt es keine Einzelkriifte, da jede Kraft iiber. eine ge
wisse, wenn auch noch so kleine Flache gleichmaBig oder ungleichmaBig verteilt 
ist. Die Einzelkraft laBt sich jedoch als Resultierende dieser Flachenkriifte 
auffassen. 

Begritf des starren Korpers. Jeder feste Korper erleidet durch angrei
fende Krafte eine elastische odeT unelastisohe Formanderung; demgemaB gibt 
es in Wirkliohkeit keine starren Korper. In der theoretisohen Statik wird vor
ausgesetzt, daB diese Formanderung gegeniiber den Korperabmessungen so ge
ring ist, daB sie vernachlassigt werden darf, insbesondere daB die damit ver
bundenen Verschiebungen der Kraftangriffspunkte bedeutungslos bleiben. Somit 
bezieht sioh die Statik eigentlioh auf elastisoh feste Korper; wir werden aber 
trotzdem den Ausdruok starrer Korper beibehalten. 

Bei einer Reihe von technisoh wiohtigen Aufgaben, wie Knickfestigkeit u.a., 
diirfen diese V erschie bungen der Kraftangriffspunkte nioht vernaohlassigt werden, 
da sie das Wesentliohe dieser Aufgaben bestimmen. 

B. Die Grundlagen der Statik. 
Die gesamte Statik starrer Korper beruht auf drei grundlegenden 

Satzen, die nicht beweisbar sind und nicht auf einfachere zuriick
gefiihrt werden konnen. Sie lauten: 

1. Satz von der Verschiebbarkeit der Krafte langs ihrer Wir
kungslinie. Eine Kraft ist durch ihre Wirkungslinie, Richtung, An
griffspunkt und GroBe bestimmt. Bei starren Korpern ist die Angabe 
des Angriffspunktes nicht erforderlich, d. h. Krafte von gIeicher Wir
kungslinie, Richtung und GroBe, aber verschiedenen Angriffspunkten 
sind statisch einander gleichwertig. 

2. Satz vom Parallelogramm der Krafte. Die Resultierende 
zweier an einem Punkte angreifenden Krafte wird durch die Diago
nale des aus den beiden Kraftstrecken gebildeten Parallelogramms 
dargestellt. 
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3. Satz von der Wechselwirkung zweier Krafte. Die Kraft, 
die ein Korper A auf einen Korper B ausiibt, ist gleich und ent
gegengesetzt der Kraft, die B auf A ausiibt. 

Hieraus leiten sich in streng logischer Folge die Lehrsatze der 
theoretischen Statik der Ebene und des Raumes abo 

Dieses Buch ist fiir Leser bestimmt, die mit diesen Lehrsatzen 
und deren Anwendung auf einfachere technische Aufgaben hinreichend 
vertraut sind. Dagegen werden wir diese Lehrsatze im nachstehen
den kurz anfiihren, da es uns hier im wesentlichen auf deren prak
tischen Anwendungen im Maschinen- und Eisenhochbau ankommt. 

Diese bestehen einerseits in der Ermittlung von Stabspannungen, 
Biegemomenten usw., nach denen die erforderlichen Querschnittsab
messungen der Einzelteile mit Riicksicht auf die durch Erfahrung 
festgelegten zulassigen Beanspruchungen zu bestimmen sind, ander
seits in der Untersuchung der elastischen Formanderung des Gebildes, 
die mit Riicksicht auf dessen Zweck gewisse GroBtwerte nicht iiber
schreiten darf. 

In der theoretischen Statik wird streng zwischen dem zeichnen
den und dem rechnenden Verfahren unterschieden. Dagegen werden 
in den praktischen Anwendungen beide Verfahren vielfach neb en
einander benutzt. Daher wird hier unterschieden: 

a) das zeichnende Verfahren, unter Vermeidung jeder Rech
nung, vorwiegend fiir ebene FaIle, 

b) das analytische Verfahren, im Sinne der analytischen Geo
metrie wird nur mit Kraftkomponenten in den Achsenrichtungen eines 
ebenen bzw. raumlichen Koordinatensystems und mit den Koordinaten 
der Kraftangriffspunkte gerechnet, 

c) das Rechnungsverfahren, bei dem aus einer genauen Zeich
nung Kraft- oder Stabrichtungen und deren Lagen, Richtungen, Hebel
arme abzumessen und in die Rechnung einzusetzen sind. 

1* 



Erster Abschnitt. 

Die Lehrsatze der allgemeinen Statik. 

A. Statik der Ebene. 
Der Karper wird als starre ebene Scheibe betrachtet, aIle Krafte 

Hegen in der Ebene dieser Scheibe. 

1. Zwei Krafte am Punkt. 
Die Resultierende R zweier Krafte P 1 und P2 wird nach Bild 1 

durch die Diagonale des Krafteparallelogramms dargestellt. 
Statt dessen kann Rauch als SchluBlinie des Kraftedreiecks 

Bild 2 oder 3 dargestellt werden; hier
bei ist die Reihenfolge der P gleich
giiltig. 

In Vektorendarstellung wird vor
Abb.I-3. Kriifteparallelogramm stehendes durch R = P 1 + P2 ausge-

und Kriiftedreieck. driickt (geometrische Summe). 
Aus der Umkehrung der Konstruk

tion folgt die Zerlegung der Kraft R in die Komponenten P1 und 
Pe von gegebenen Richtungen. 

2. Mehrere Krafte am Punkt. 
Zeichnendes Verfahren. Gesucht die Resultierende der Krafte 

P1 P2 Pa P4 , Bild 4. Von einem beliebigen Punkt A ausgehend, 
werden die Krafte in be
liebiger Reihenfolge nach 
GraBe und Richtung so an
einandergefiigt, daB ihre 
Pfeilrichtungen stetigen 
Verlauf nehmen, sie bilden 
das Krafteck. Die Re-Bild. 4. Krafteck. 
sultierende wird durch die 

SchluBlinie des Kraftecks dargestellt, deren Richtung gegenlaufig 
zu den en der Krafte ist. 

In Vektorenstellung 
R=P1 +P2 + ... oder 
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Das Z-Zeichen driickt eine geometrische Summierung aus im Gegensatz zur 
algebraischen Summierung mit dem Z-Zeichen. 

Durch den Zeiger i in P, soIl ausgedriickt werden, daB Krafte in beJiebiger 
Anzah! der vorgeschriebenen gemeinsamen Behandlung unterliegen. Diese Dar
stellungsweise ist in der buchstabenmaBigen Behandlung mathematischer und 
technischer Aufgaben allgemein iiblich und bezieht sich nicht nur auf Krafte, 
sondern auf aIle GroBen, die in beliebiger Anzah! auftreten; sie bezweckt im 
wesentlichen eine Abkiirzung der Schreibweise und ist in diesem Buche iiberall 
durchgefiihrt, wo es zweckmaBig erschien. 

Krafte von derselben Wirkungslinie addieren sich algebraisch, 
R=~Pi· 

Gleichgewicht liegt vor, wenn R = 0, d. h. wenn sich das Kraft
eck schIieBt, wenn also Z Pi = o. 

Analytisches Verfahren. Man zerlegt jede der Krafte Pi nach 
Bild 5 in Komponenten in Richtung der Koordi-
natenachsen, also in +Y 

Xi = Pi cos (Xi und Yi = Pi cos f3i 

und addiert diese zu den Kraften 

X=.1)Xi und Y=~Yi. 

Diese ergeben 

R=~X2+p; 

deren Neigung gegen die X - Achse folgt aus 

tg<p=Y:X. 

+X 

Bild 5. Zerlegung 
einerKraft nach den 
Achsenrichtungen. 

Gleichgewicht besteht, wenn die zwei Gleichgewichtsbedingungen 

~Xi=O und ~Yi=O 
gleichzeitig erfiillt sind. 

3. Zwei Krafte an verschiedenen Punkten der ebenen Scheibe. 

Die Krafte Pl und P2 nach Bild 6 bis zum Schnittpunkt 8 ihrer 
Wirkungslinien verschoben, lief ern R. 

Bild 6. Zusammensetzung 
zweier Krafte. 

Bild 7. Zusammensetzung zweier Krafte 
mit Hilfskraften. 

Liegt der Schnittpunkt weitab oder sind die Krafte einander par
allel, dann werden nach Bild 7 die beliebigen Hilfskrafte Hl = H2 
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angefiigt und die Resultierenden R l ' aus P l und Hl bzw. R 2' aus P2 

und H'J in der vorigen Weise zu R vereinigt. 
Bild 8 zeigt dasselbe bei entgegengesetzt gerichteten P. 

K~?I( 
+-----'?IF-11Z .... 

Kraftepaar. Zwei gleichgroBe, parallele 
und entgegengesetzt gerichtete Krafte P 
haben keine Resultie-
rende; sie bilden mit
einander ein Kraftepaar 
vom Moment M=P·p, 
worin p nach Bild 9 der 
Abstand der Wirkungs
linien ist. Ein Kraite-

Bild S. Dasselbe bei entgegen- paar hat demnach keine 
gesetzt gerichteten Kriiften. verschiebende, sondern Bild. 9. Kraftepaar. 

drehende Wirkung. Man 
pflegt M als positiv zu bezeichnen, wenn es rechtsdrehend wirkt. 

Ein Kraftepaar ist gleichwertig einem andern Paar in derselben 
Ebene, wenn Moment und Drehsinn gleich sind. 

Mehrere Paare in derselben Ebene konnen zu einem resultieren
den Paar vereinigt werden, dessen Moment gleich der algebraischen 
Summe der Einzelmomente ist, Mr = .2) Pi Pi . 

Gleichgewicht besteht, wenn .2)Pi Pi=O. 

4. Krafte an mehreren Punkten der ebenen Scheibe. 
Allgemeines zeichnendes Verfahren, Bild 10. Pl und P'J wird 

durch Kraitedreieck zu Rl2 , diese mit Pa zu Rl23 und diese mit P4 zu 
R vereinigt. Statt dessen kann auch vorherige Gruppenzusammenfassung 
der P zweckmaBig sein . 

.:.Bild 10. Zusammensetzung von 
Kriiften. 

Seileckverfahren, Bild 11. Zu den P1 P2 Pa werden die beiden 
gleichen Krafte Sa und Sa' hinzugefiigt. Sa und P1 liefert Ra1 , dieses 
mit P2 vereinigt gibt Ra12 , dieses mit P3 vereinigt Ra 123' Somit sind 
die Krafte Sa Sa' P1 P2 P3 durch Ra 123 und Sa' ersetzt, die zu R, 
d. i. die Resultierende der P l P2 Pa, vereinigt werden. Hierauf grundet 
sich folgendes Verfahren: 
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Zu P1 P'J Ps , Bild 12a zeichnet man das Krafteck Bild 12b, dessen 
SchluBlinie die GroBe und Richtung von R angibt. Man wahlt den 
beliebigen PolO, zieht die Strahlen 01, 12, 23, 30 (lies null-eins, 
eins-zwei usw.) und parallel hierzu von beliebigem Anfangspunkt aus 
die Linien 01, 12 usw. zwischen den Wirkungslinien der gleich
namigen Krafte. R geht dann durch den Schnittpunkt aus Anfangs
und Endstrahl. 

Der Linienzug 01, 12 ... heiBt Seileck, weil ein durch P1 P'J Ps 
belastetes Seil dieselbe Form annimmt, ° heiBt der Pol, die Linien 
01, 12 ..• die Seileckseiten. 

Bild. 12. Seileck. 
Bild.13. Dbersohneidende Seileokseiten. 

r --&tL-
2J 

filS, -3 

3 fl 1. 

11 P. 23 __ 1_ P.z 3 

.c5;,~ 

Bild 14. Seileck fUr Fall b). BiId 15. Seileok fiir Fall 0). 

Das Verfahren ist in allen Fallen anwendbar, auch wenn sich die 
P-Richtungen iiberschneiden oder wenn einige der P entgegengesetzt 
gerichtet sind, s. Bild 13. 

Es sind folgende Falle moglich: 
a) Die auBersten Seileckseiten schneid en sich, dann haben die 

Krafte eine Resultierende (wie in Bild 12 und 13). 
b) Die auBersten Seileckseiten sind einander parallel, dann schlieBt 

sich nach Bild 14 das Krafteck und die P1 P'J Pa liefem ein Krafte
paar 8 01 - 8 ao vom Moment M = 8 01 • p. 

c) Gleichgewicht zwischen P1P'JPs' wennR=O und M=O, 
d. h. wenn sich nach Bild 15 Krafteck und Seileck gleichzeitig 
schlieBen .. 

Rechnendes Verfahren. Durch beliebigen Punkt 0, Bild 16, sind 
zu jeder der Krafte Pi zwei dazu parallele, gleiche und entgegen
gesetzte Krafte anzubringen. Die Pi sind somit ersetzt durch die in 
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o angreifenden Krafte Pi' die R = Z Pi lief ern, und durch die Paare 
vom Moment Pi Pi' die das resultierende Paar vom Moment M = .L; Pi Pi 
liefern. M und R k6nnen durch eine dazu parallele Einzelkraft R 

Bild 16. Vereinigung 
mehrerer Krafte zu einer 
Einzelkraft und einem 

Kraftepaar. 

im Abstande r = M: R von 0 ersetzt werden. 
1st R = 0, dann liefern die Pi ein Krafte

paar von gleichbleibendem Moment, unabhangig 
von der Wahl des Punktes O. 

Die Pi stehen im Gleichgewicht, wenn fur 
beliebiges 0 die beiden Bedingungen 

ZPi=O und .L;PiPi=O 

gleichzeitig erfiillt sind. 
Drei Krafte bilden Gleichgewicht, wenn 

sie sich an einem Punkt schneiden und ihr 
Kraftedreieck sich schlieBt. 

Fur paralIele Krafte ist nach Bild 17 

R=P1+P2+ ... 
und r=(P1Pl+ P2 P2 + ... ):R. 

Analytisches Verfabren. Bezeichnen xi 

und Yi die Koordinaten der Angriffspunkte der 
Krafte Pi mit den Komponenten Xi und Yi • 

dann liefern die Pi die zwei durch den Koordi
natenanfangspunkt gehenden Krafte X = .L; Xi 

Bild 17. Vereinigung und Y = .L; Yi und ein Kraftepaar vom Moment 
paralleler Krafte. ) 

M=.L;(XiYi- YiXi · 

Gleichgewicht liegt vor, wenn die drei Bedingungen 

.L;Xi=O,. .L;Yi=O und .L;(XiY;-YiXi)=O 
gleichzeitig erfiillt sind. 

Statiscbe Momente von Kraften der Ebene. Das auf einen be
liebigen Punkt bezogene statische Moment einer Kraft P ist M = p. p, 
worin P den Abstand des Punktes von der Wirkungslinie der Kraft 

t---H-----i bezeichnet (Hebelarm). Mist 
- I positiv, wenn rechtsdrehend. 
P, i Die algebraische Summe der 
Ij I statischen Momente mehrerer 
I] Krafte Pi bezogen auf einen 

gemeinsamen Punkt ist gleich 
dem statischen Moment der 
Resultierenden dieser Krafte, 
M =.L; PiPi= R r. 

Analytisch ist fur den Ko
Bild 18. Seileck fUr parallele Krafte, statische ordinatenanfangspunkt 

Momente hierzu. M =.2 (XiYi- Y;xJ 

Benutzung des Seilecks bei parallelen Kraften. Nach Bild 18 ist 
das auf Punkt a bezogene Moment alIer Krafte Ma = Ya H, worin H 
der Polabstand. 
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Fur z. B. Punkt b Hefern die links von b liegenden Krafte P l 

und P2 das Moment Mb = YbH. 

a 11 lJ 

Bild 19. Parallele Kriifte, Seileck und statische Momente. 

Bild 19 gilt fiir P l nach oben gerichtet, hierbei sind die Momente 
der jeweils links von abc . . , liegenden Krafte 

B. Statik des Raumes. 

1. Drei Krafte am Punkt. 
Die Resultierende dreier Krafte P l P2 Ps' die nicht in einer 

Ebene liegen, wird durch die Diagonale des aus den drei Kraften 
gebildeten Parallelepipedons, Bild 20, dargestellt. 

In Vektorendarstellung ist 
R=P1 +P2 +PS ' 

Bild 20. Zusammensetzung dreier 
Raumkrafte 

Bild 21. Zerlegung einer Kraft nach drei 
Raumrichtungen. 

Zerlegung einer Kraft R in drei Komponenten von gegebenen, 
nicht in einer Ebene liegenden Richtungen I, II und III erfolgt in 
umgekehrter Weise: 

Man legt nach Bild 21 durch Endpunkt r von R (alles in Auf
riB und GrundriB auszufuhren) Gerade G[ parallel zu I, bestimmt 
ihren DurchstoBpunkt 8[ mit Ebene II~III und zieht durch 8/ Par
allele zu II und III, ferner durch r eine Parallele zu A I; hierdurch 
werden auf den gegebenen Richtungen Strecken gleich den gesuch
ten Komponenten abgeschnitten (Anwendung bei Dreibeingeriisten, 
Derrik-Kranen u. dgl.). 
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2. lUehrere Krafte am Punkt. 
Das auch hier anwendbare Krafteck bildet ein raumliches Viel

eck und ist nach den Regeln der darstellenden Geometrie in AufriB 
und Grundri13 zu zeichnen. 

In Vektorendarstellung gilt auch hier 

R=P +p ... oder R=$P •.. 1 2 

Gleichgewicht liegt vor, wenn R=O, wenn sich das Krafteck 
schlieBt, wenn also $ Pi = ° . 

Analytisches Verfahren. Man zerlegt jede der Krafte Pi nach 
Bild 22 in drei Komponenten in Richtung dreier rechtwinkligen 

,.y 

+2 
Koordinatenachsen, also in 

Xi = Pi cos C>:i , Yi = Pi cos (Ji , 

Zi = Pi cos 'Yi , 

worin C>:i' (Ji und "Ii die Winkel zwischen 
Pi und den positi ven Achsenrichtungen 

x. +x sind, und addiert diese Komponenten alge-
p..-4--=-~!>"---;o;. braisch zu den Kraften 

BiJd 22. Zerlegung einer Kraft dann ist 
naoh den Koordinatenachsen. 

und deren Winkel mit den positiven Achsenrichtungen folgen aus 

cosC>:r=X:R, cos(J,.=Y:R, cos)'r=Z:R. 

Gleichgewicht besteht, wenn die drei Gleichgewichtsbedingungen 

2 X,=O, 2 Yi =O, 2 Zi =O 
gleichzeitig erfiillt sind. 

3. Zwei Krafte an verschiedenen Punkten des Raumkol'pers. 

Liegen diese nicht in derselben Ebene, dann bilden sie ein sog. 
Kraftkreuz und konnen nicht mehr zusammengesetzt, aber in be
liebige andere Kraftkreuze umgewandelt werden. 

Kriiftepaar. Zwei gleich graBe und entgegengesetzt gerichtete Krafte 
bilden ein Kraftepaar, das nach Bild 23 dargestellt wird durch seine 

Achse A, d. i. eine zur Paarebene winkelrecht stehende 
Strecke, deren Lange die GroBe des Momentes maB
stablich angibt und deren Pfeilrichtung den Drehsinn 
des Paares in der Weise bestimmt, daB entgegen
gesetzt zur Pfeilrichtung gesehen, das Paar rechts
drehend erscheint. 

Kraftepaare in parallelen Ebenen liegend sind 
Bild 23. Achse einander gleich wertig, wenn Moment und Drehsinn 
des Kraitepaars. gleich bleiben. 
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Mehrere Paare in Parallelebenen k6nnen zu einem resultierenden 
Paar vereinigt werden, des sen Moment gleich der algebraischen Summe 
der Einzelmomente ist. 

Das resultierende Paar mehrerer in verschiedenen Ebenen liegen
den Paare von den Achsen Ai ergibt sich dann durch geometrische 
Summierung ihrer Achsen; A =ZAi (wie bei Raumkraften). 

Gleichgewicht besteht, wenn bei Paaren in derselben Ebene 
oder in Parallelebenen die algebraische Summe ihrer Momente Null 
ist, d. h. 2; Pi Pi = ° , oder wenn bei verschiedenen Ebenen das Achsen
eck sich schlie13t, d. h. Z Ai = ° . 
4. llIehrere Krafte an verschiedenen Punkten des Raumkorpers. 

Rein zeichnende VerfahFen unzweckmiWig. 
Rechnendes Verfahrell. V organg wie bei Kdiften in der Ebene; 

man erhalt ein durch 0 gehendes Kraftbundel, das R =Z Pi liefert, 
und die in Raumebenen liegenden Paare von den Achsen Ai = Pi Pi' 
die ein resultierendes Paar von der Achse A =Z Ai liefern. 

Die Resultierende und das resultierende Paar k6nnen, da in ver
schiedenen Ebenen liegend, im allgemeinen nicht mehr zusammen
gesetzt, aber auf unendlich verschiedene Weise umgeformt und in 
zwei sich kreuzende Kriifte - Kraftkreuz umgewandelt werden. 

1st R = 0, dann lief ern die 
Pi ein Paar von bestimmtem 
Moment und bestimmter Ebe-
nen- (bzw. Achsen-) richtung, 5~ 
unabhangig von der Wahl des 
Bezugspunktes. 

G 1 e i c h g e wi c h t besteht, 
wenn flir beliebigen Bezugs
punkt R = ° undA=O. Diese 
Form der Gleichgewichtsbe
dingung ist fur praktische Ver- Bl'ld 24. Zerlegung und Projektionen der 
wendung ungeeignet, daher Raumkraite. 
besser folgende: Pi nach Bild 24 
in die drei Achsenrichtungen zerlegen, au13erdem Pi auf AufriB-, 
GrundriB- und Seitenri13ebene projizieren, ferner auf jeder dieser 
Ebenen je einen beliebigen Bezugspunkt annehmen. 

Gleichgewicht besteht, wenn die sechs Bedingungen erfullt. sind: 

2;Xi=O, 

2; Ai ai=O, 

ZYj=o, 
2;Gi 'Ji = ° , 

2;Zi=O (d. h. R=ZPj =0), 

2; Si 8; = ° (d. h. statische Momente 

der Kraftprojektionen in den drei Rissen je = 0). 
Vielfach liegen die Pi in Ebenen parallel zur SeitenriBebene; dann 

ist Xi = ° und AufriB und Grundri13 der Pi liegt winkelrecht zur 
X -Achse. 
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GIeichgewichtsbedingnngen in analytischer Form (Rechtssystem). 
xi Yi Zi seien die Koordinaten der Angriffspunkte der Pi' 

Gleicbgewicht, wenn 

2JX i =O, 2JYi =O, 2JZi =O, 

.L;(XiZi - ZiXi) = 0, 2J(Yi Xi - XiYi) = 0, 

2J (Zi Yi - Yi Zi) = ° . 
Resultierende paralleler Krafte. Nach Bild 25 

(Krafte im GrundriB dargestellt) zwei Achsen A 
und B annebmen, dann ist 

Bild 25. 
Resultierende paral- und 

leler Krafte. 

Anmerkung. In der Anwendung dieser allgemeinen Lebrsatze 
auf tecbnische Aufgaben des Mascbinen- und Eisenbaues werden 
Tragwerke, Mascbinengeruste und Maschinenteile zunachst auf Krafte
wirkung und Beanspruchung untersucbt. Die an ihnen angreifenden 
Krafte stehen im Gleichgewicht. Der irgendwie belastete Karper 
iibt auf den ibn stiitzenden Baugrund oder auf benachbar1;e Bau
oder Maschinenteile gewisse Krafte aus, die als Auflagerkrafte be
reichnet und im nachsten Abschnitt bebandelt werden. Nach dem 
Gesetz von Wirkung und Gegenwirkung iibt aber der Baugrund 
oder die benachbarten Teile ebensolche aber entgegengesetzt gerichtete 
Krafte auf den zu untersuchenden Karper aus. In die Gleichgewichts
bedingungen fiir die am Karper wirkenden Krafte sind also alle 
von au Ben auf ihn wirkenden Krafte aufzunebmen, das sind die 
Lasten und die eben genannten Auflagerkrafte. 

Der Karper setzt sich aus Einzelteilen zusammen. Fur jeden 
Teilkorper gelten ebenfalls die Gleichgewichtsbedingungen; auch hier 
wird der Teilkorper vom ganzen Korper getrennt gedacht und die 
von auBen auf ibn wirkenden Krafte ins Gleichgewicht gesetzt. 



Zweiter Abschnitt. 

Kraftewirkung und Beanspruchung statisch 
bestimmter ebener Gebilde. 

Die Betrachtungen dieses und der beiden nachsten Abschnitte be
ziehen sich auf e bene Korper, die als starre ebene Scheiben oder 
Stabgebilde angesehen werden konnen, in deren Ebenen samtliche 
Krafte und Formanderungen wirken, 

Nun besitzt zwar jeder Korper eine raumliche Ausdehnung, wir 
setzen dabei jedoch voraus, daB fiir den Korper und die an ihm 
wirkenden Krafte eine Symmetrieebene bestehe und daB die gedachte 
Scheibe die Projektion des Korpers auf die Symmetrieebene darstelle 
und alle Krafte ebenfalls auf diese Ebene projiziert seien. 

A. Auflagerkrafte von gestiitzten ebenen Korpern. 
Allgemeines. Der als starre ebene Scheibe betrachtete Korper 

sei durch geeignete Mittel (Zug- ouer Druckstangen, Bolzen, Walzen 
u. dgl.) mit dem Erdboden oder mit einer festen Wand unver
.schieblich verbunden. 

In Bild 26 bis 28 sind einige Falle skizziert. Man erkennt schon 
ohne eingehende Betrachtung, daB in den beiden ersten Fallen die 
Auflagerkrafte iiber gewisse Strecken verteilt sein miissen und zwar 
ungleich, und daB zur Feststellung dieser Krafte das elastische Ver
halten des Bodens und des Korpers herangezogen werden muB. 

Bild 26 u. 27. Kiirper mit unbestimmter 
Lagerung. 

Bild 28. Statisch bestimmte 
Lagerung. 

In Bild 28 hingegen sind die Auflagerkrafte ohne Riicksicht auf 
das elastische Verhalten des Bodens und des Korpers bestimmt. Man 
nennt deshalb in diesem Falle den Korper statisch bestimmt gelagert. 
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Die statisch bestimmte Lagerung liegt dann vor, wenn zur Bestim
mung der Auflagerkrafte die statischen Gleichgewichtsbedingungen der 
am Korper wirkenden Krafte (Lasten und Auflagerkrafte) ausreichen. 

Wir werden eine Reihe von Fallen mit statisch bestimmter Lage
rung behandeln und zeichnende und rechnende Verfahren zur Be
stimmung dieser Auflagerkrafte kennen lernen. 

Fall 1. Abstiitznng dnrch einen Kippbolzen nnd eine PendeI-
stiitze, Bild 29. Der Kippbolzen und die beiden Pendelstutzbolzen 

A 8 ' fl· 

sind reibungsfrei angenommen. Die zwi
schen Boden und Korper wirkenden Krafte 
verlaufen somit in der Weise, daB die eine 
Kraft durch Kippbolzenmitte und die an-

geht. Die Kriifte, die der Boden gegen 
den Korper ausiibt und die mit A und B 
bezeichnet seien, bilden mit den Lasten 
PI P'J . . . Gleichgewicht. 

~ 
dere durch die beiden Pendelstutzbolzen 

Von A und B sind bekannt ein Punkt 
Bild 29. Lagerung durch Kipp- der Wirkungslinie A und die Wirkungs-

bolzen und Pendelstiitze. linie B. Unbekannt ist die Wirkungslinie A 
und die GroBe von A und B. Aus den 

drei Gleichgewichtsbedingungen fUr Krafte am starren ebenen Korper 
folgen diese drei Unbekannten. 

Durch Rechnung und Zeichnung. Gleichgewicht gegen Drehen 
urn Punkt a liefert nach Bild 29 

PIP! +PIlP'J+·· ·-Bb=O, 
woraus B folgt. 

Nun muB sich das Krafteck aus PI P2 ••• A und B schlieBen, 
woraus GroBe und Richtung von A folgt. 

Durch Zeichnung. 
Erstes Verfahren: Zunachst wird nach bekannten Regeln die 

Resultierende R der Krafte PI P2 • •• bestimmt, s. Bild 30. Da nun 
die Krafte R, A und B durch einen 
Punkt gehen mussen und dieser Punkt 
der Schnittpunkt 8 von R und B ist, 
bildet die Verbindungslinie a 8 die Wir
kungslinie von A. Die GroBe A und B 
folgt aus dem Kraftedreieck R B A. 

Zweites Verfahren mittels Seileck: 
Da Gleichgewicht zwischen A B PI P2 ••• 

besteht, muB sich das Krafteck und das Seil
Bild 30. Auflagerkriifte durch eck dieser Krafte schlieBen. Hieraus folgt 

Zeichnung. 
A und B durch Zeichnung nach Bild 31. 

Wesentlich ist hierbei, daB dieses Seileck durch Punkt a zu legen ist. 
Dieses Verfahren ist auch anwendbar, wenn zuvor auf andere 

Weise R bestimmt wurde, das Weitere folgt aus Bild 32. Es ist 
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besonders dann zweckmaBig, wenn nach dem eraten Verfahren der 
Schnittpunkt 8 auBerhalb der Zeichenflache fallen wiirde. 

Bild 33 zeigt dasselbe beim Korper mit Ausladung. 

Bild 31. Auflagerkrafte durch Seileck. 

Bild 33. Dasselbe bei AuBenlasten. 

BiId 32. Dasselbe unter Benutzung 
von R. 

<t 

i a ZJ , 

l..-~ , b.~+:-'"1 
!--~--l.-bz~ 
r---QJ--!.-b.r-! 
,_ l I 

BiId 34. Seileckverfahren bei Iot
rechten Kraften. 

Liegen samtliche P und die Pendelstiitze lotrecht, dann liegt auch 
A lotrecht und im Krafteck fallen samtliche Krafte in eine Linie. 
In diesem Falle ist es nicht notig, das Seileck durch Punkt a zu 
legen, sondern es kann in beliebiger Rohe lie gen. Rierzu Bild 34. 

Analytisch. Bezieht man nach Bild 35 die Scheibe auf ein 
Koordinatensystem mit dem Nullpunkt im Kippbolzen und bezeichnet 

Xi Yi die Komponenten der gegebenen 
Lasten Pi' 

Xa Ya Xb Yb die der Auflagerkrafte A 
und B, 

wobei aIle X nach rechts und alle Y 
nach oben positiv gerechnet werden, 
ferner 

xi Yi die Koordinanten der Angriffs- ? 

punkte der Pi' ,,-
Xb Yb die Koordinaten des Auflagerungs- BiId35. Analytische Bestimmung 

der AufIlligerkriifte. 
punktes b, 

dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen der Ebene 

(1) .J; Xi+Xa +Xb=O, 

(2) .E Yi + fa + fb =0, 
(3) .E(XiYi - YiX;) + XbYb - Yb Xb = 0. 
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Hierin ist Xb = B cos fJ und Yb = B sin fJ • 
Aus (3) folgt B. 
Aus (1) und (2) folgt Xa und Ya und daraus A und deren Richtung. 
Wenn die Stange des Auflagers B nicht Druck, sondern Zug er-

halt, was bei anderer Anordnung ebensogut moglich ist, dann heillt 
sie Zugstange. Bild 36 zeigt die An
wendung des ersten bzw. zweiten Ver
fahrens auf einen solchen Fall (Kran
ausleger). 

Ersatz der Pendelstiitze durch die 
Walze oder das Rollenkipplager. 

Da durch die Pendelstiitze die Wir
kungslinie der Auflagerkraft bestimmt 

Bild 36. Zugstange statt Stiitze. werden solI, kann diese auch durch eine 
run de Scheibe (in der Ausfiihrung durch 

eine Walze) ersetzt werden, wobei nach Bild 37 die 
Wirkungslinie der Auflagerkraft normal zur Rollen
bahn liegt . JC ., '" 

~
.f< 

o 

+ + 
~ . 

Bild 37 u. 38. 

1st eine Walze zu schwach, dann nimmt man 
mehrere Walzen, die mit dem Schemel nach Bild 31) 
zwecks gleichmaBiger Druckverteilung das Rollen
kipplager bilden. Im iibrigen verlauft die sta
tische Behandlung genau so wie in den vorbehan
delten Fallen mit Pendelstiitze oder Zugstange. 

Walze und 
Rollenkipplager. Fall 2. Abstiitzung durch drei Pendelstiitzen, 

wovon jede durch eine gleichwertige Walze oder ein 
Rollenkipplager oder eine Zugstange ersetzt sein kann. 

Durch Zeichnung. In Bild 39 sei R wieder die Resultierende 
der Lasten, die mit den Auflagerkraften A, B und C Gleichgewicht 
bilden muB. Daraus folgt, daB z. B. die Resultierende R ra aus R 
und A gleich und entgegengesetzt zu Rb c aus B und C sein muB 
und beide dieselbe Wirkungslinie haben miissen, die in die Verb in

dungslinie des Schnittpunktes von A und R 
mit 8 talIt. Hieraus folgt aus dem Kraft
eck das gesuchte A, B und C. 

Durch Rechnung. Nach Bild 39 folgt 
aus dem Gleichgewicht gegen Drehen z. B. 
urn Punkt 8 

Aa -- Rr=O, woraus A=Rr:a. 
Bild 39. Stiitzung duroh drei 

Stangen. In entsprechender Weise bestimmen sich 
die B und C, die statt dessen auch aus 

einem Krafteck ARB C zeichnerisch bestimmt werden konnen. 
Eine kleine Abanderung der Rechnung folgt fur den Fall, daB 

zwei der Auflagerkrafte parallel sind. 
Schneiden sich die Richtungen A, B und C nahezu in einem 

Punkte, dann folgen aus der Kleinheit von a sehr groBe A, B und 0, 
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weshalb dieser Fall zu vermeiden ist. Bei genau demselben Schnitt
punkt wiirden sich unendlich groBe Auflagerkr1iJte ergeben; aus dem
selhen Grunde sind drei parallele Zugstangen oder Pendelstiitzen 
unzulassig. 

B eis pi ele hierzu. 

1. Wagen auf lotrechter Kreisbahn durch Zugseil gehalten. 
Aus Bild 40 folgt sofort Z = Gg: z. Die Raddriicke Rl und R2 
folgen sodann aus dem Krafteck. 

r; 1 

2. Wanddrehkran, Bild 41. Auf das 
gegen Boden und Wand durch ein Spur- und 
zwei Tragzapfen abgestiitzte Krangeriist vom 
Eigengewicht E und Katzengewicht K wirken 
die drei unbekannten Zapfendriicke Ho' Hu 
und V. Hier wird zweckmaBig die Rechnung 
analytisch durchgefiihrt. Die drei Gleich
gewichtsbedingungen liefern 

Bild 40. Wagen auf Kreis
bahn. 

V-E-K=O, Ho-Hu=O, 
Ee+Kk-Hoh=O, 

wobei der Schnittpunkt von Hu und V als Be
zugspunkt gewahlt wurde. Hieraus folgt 

Ho=Hu=(Ee+Kk):h und V=G+K. 

Die Dreigelenkscheibe besteht aus zwei 

HD 

Scheiben, die durch drei Gelenkbolzen mitein- Bild41. Wanddrehkran. 
ander und mit dem Erdboden verbunden sind. 

Durch Zeichnung. Nach Bild 42 ist Rl die Resultierende der 
auf Scheibe I wirkenden Lasten. Scheibe II bleibe zunachst unbe
lastet. Dann bildet II eine Pendelstutze fur I und die von Rl her
riihrenden Auflagerkrafte A1 und 01 bestimmen sich nach dem bei 
Fall 1 behandelten Verfahren. 

Entsprechendes gilt fiir die Belastung der Scheibe II nach Bild 43. 
Wirken die R1 und R2 gleichzeitig, dann wirken am Bolzen a 

bzw. e gleichzeitig die A1 und A2 bzw. die 01 und °2 , woraus sich 
Bild 44 als Vberlagerung von Bild 42 und 43 ergibt. Zieht man 
hierin (°1 ) =If 0] und (All) =If All' dann kann sofort A und ° als geo
metrische Summe von A1 und (All) bzw. (01) und Oil erkannt werden. 
Es ist leicht einzusehen, daB die geometrische Summe von 01 und All 
die Bolzenkraft B liefern muB, die fUr I nach links und fUr II nach 
rechts gerichtet ist. 

Wenn die Schnittpunkte 81 oder 81l oder beide ungiinstig liegen, 
zerlegt man nach Bild 45 R1 und R'J in die Rt'Rt" und RIl' Rt , 
die dann sofort die Bolzendriicke ABO liefern, wobei die · Linien a b 
und (1) bzw. be und (2) einander parallel sind. 

Die an den Scheiben I und II angreifenden Krafte ARB bzw. 
B R ° bilden je Gleichgewicht, gehen somit durch je einen Punkt; 

Uno I d, Statik f. Maschineningenieure. 2 
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daher bilden die Krafte ABC ein Seileck, was in Bild 44 und 45 
als Richtigkeitsprobe dienen kann. 

Bild 42-44. Dreigelenkscheiben-Auflagerkrafte durch Zeichnung. 

Bild 46 gilt fUr den Fall, daB neben den Rl und R2 eine Last Pb 

auf Bolzen b wirkt. Die an b sich absetzenden Krafte Rt, Pb und 
R 2" werden in die Richtungen a b und be zerlegt; daher ist (1) par

Bild 45. Zeichnung bei ungiinstig 
liegenden Kraftrichtungen. 

allel a b und ( 2) parallel be, das 
Weitere erfolgt wie oben. 

Bild 46. Dasselbe bei gleichzeitiger 
Belastung des Mittelbolzens. 

Da das Seileck der Krafte Rl und R2 durch die Bolzen a, b 
und c geht, muB auch das Seileck aller Einzellasten durch diese drei 
Punkte gehen, was in Bild 47 dargestellt ist. Man findet dieses 
Seileck nicht unmittelbar, sondern auf dem Umwege liber die Rl 
und R 2 , die durch die strichierten Hilfsseilecke mit beliebigen Hilfs
polen ermittelt werden. Sodann werden wie bisher die Bolzenkriifte 
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A und C ermittelt, die die 
Anfangs- und Endstrahlen 
des gesuchten Seilecks bil
det. 

Bild 48 zeigt dasselbe, 
aber mit Last auf Bolzen b; 
das Seileck ist daher im 
Punkte b gebrochen. 

Analytisch. Bezeich
net nach Bild 49 und 50 
XaYa , XbYb, Xc Yc die 
Komponenten der unbe-

kannten Bolzendriicke 
ABC, dann .folgt aus dem 
GIeichgewicht der Scheiben 
gegen Drehen um a bzw. c 

.2(XiYi+ YiXi ) 

+ Yb ht - Xb vt = 0 
oder 

.2 Pi Pi+Yb ht - Xb VI =0, 

.2(Xk Yk + Yk X k) 

- Yb h2 -Xb V 2 =0 
oder 

.2Pk Pk- Yb h2 

-Xb V2=0, 

woraus Xb und Y b • 

Das GIeichgewicht der 
Scheib en horizontal und 
vertikal liefert sodann 

.2 Xi - Xb + Xa = 0 , 

.2 Yi +Yb - Ya=O, 

.2X k - X b+ Xc=O, 

.2 Yk - Yb - Yc = 0 , 

woraus Xa Ya und Xc Yc 
folgt. 

Scheibenverbindnngen. 
Besteht das Gesamtgebilde 
aus mehreren, durch Bolzen 
oder Stangen miteinander 
verbundenen scheibenarti
gen Teilen und solI diese 
Verb in dung in statisch be
stimmter Weiae erfolgen, 
dann HiBt sich eine Be-

Bild 47. Seileck bei mehreren Einzellasten. 

~ild48. 
Da~selbe mit 

Mittelbolzenlast. 

2* 
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ziehung zwischen der Anzahl der Scheiben und der Bolzen bzw. 
Stangen aufstellen. 

x 

In Bild 51 sind zwei Scheib en durch drei Bolzen miteinander 
und mit der U nterlage, 
d. i. die Erde, verb un
den (Dreigelenkscheibe). 
Betrachtet man die Erde 
ebenfalls als Scheibe 
(Erdscheibe E), dann er
fordern diese drei Schei
ben drei Bolzen. Es ist 

D, 

____ -=----'~-'-"'- dabei belanglos, ob die 
'----,,~, ------+I Yc 

Bild 49 u. 50. Dreigelenkscheibe analytisch. 

Scheibe 2 als wirkliche 
Scheibe oder nur als 
Pendelstiitze aufgefaBt 

Bild 51-54-. Scheiben
verbindungen. 

wird. Demnach ist jede Pendelstiitze bzw. 
Zugstange bzw. jedes Rollenkipplager als 
Scheibe mit zwei Bolzen zu bewerten. 

Nach Bild 52 sind an das bisherige Ge
bilde 'zwei weitere Scheiben angeschlossen, 
wobei Scheibe 4 eine Pendelstiitze sein 
mag, und erfordern drei weitere Bolzen. 

Nach Bild 53 erfordern wieder zwei 
weitere Scheib en drei weitere Bolzen usw. 

Demnach gilt die Regel: 

3 Scheib en einschl. der Erdscheibe erfordern 
3 Bolzen, 

5 do. 3+3= 6 " 
7 do. 3 + 2 ·3 = 9 " 
9 do. 3+3·3=12" 

n Scheiben einschl. der Erdscheibe erfordern 

n-3 3 
b = 3 + -2 -. 3 = "2 (n - 1) Bolzen. 

Vorstehendes gilt, wenn, wie in obigen 
Fallen, jeder Bolzen nur zwei Scheiben 
miteinander verbindet. 

Fallen nach Bild 54 zwei Bolzen zu
sammen, dann verbindet ein Bolzen drei 
Scheib en, er ist daher in obiger Rechnung 
zweimal zu zahlen. Allgemein: 

Verbindet ein Bolzen 3, 4, 5, ... i Schei
ben miteinander, dann ist er 2, 3, 4, ... 
i - 1 mal zu zahlen. 

stiitze) 
horen, 

Jede Stange (Zugstange oder Pendel
und jedes Rollenkipplager zahlt als eine Scheibe, zu ihr ge
falls ein Bolzen nicht mehrfach zu rechnen ist, je zwei Bolzen. 
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Aus obiger Darlegung folgt auBerdem: 
Die Gesamtzahl der Scheib en einschlieBlich der Erdscheibe ist 

stets eine ungerade Zahl. 

Beispiele hierzu. Die in nachstehenden Bildern angeschriebenen 
kursiven Zahlen bezeichnen die in Rechnung zu setzende Bolzenanzahl. 

; 
~ , 

Bild 55. Auslegerbalken. 

Vorhanden: Die Erdscheibe, 4 Scheiben, 4 PendeIstiitzen, 

demnach n = 1 + 4 + 4 = 9 , b=t(9-1)=12. 

Bild 56. Auslegerbalken. 

Die Erdscheibe, 5 Scheiben, 5 Rollenkipplager, 

n = 1 + 5 + 5 = 11 , b = t(ll - 1) = 15. 

Bild 57. Auslegerbalken. 

Die Erdscheibe, 3 Scheiben, 3 PendeIstiitzen, 

n=1 +3+3=7, b=t(7 -1)=9. 

Diese drei FaIle bilden die Grundlagen zu den spater weiter
behandelten Gerberschen Ausleger- und Kragtragerbriicken. 

Bild 58. Dreigelenkscheibe. 

Die Erdscheibe, 2 Scheiben, n = 1 + 2 = 3 , b=t(3 -1)=3. 

Bild 59. Dreigelenkbogenbriicke mit Ausleger und Schlepptrager 

(Viaur-Viadukt, Frankreich). Die Erdscheibe, 4 Scheiben, 2 RolIenkippIager, 

n = 1 + 4 + 2 = 7 , b = t(7 - 1) = 9 . 
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• r :r 1 

Bild 60. Dreigelenkbinder mit angelehnten Bindern. 
Die Erdscheibe, 5 Scheiben, 5 Pendelstiitzen, 
n=1+5+5=11, b=l(1l-1)=15. 

Bild 61. Dreigelenkbinder mit angelehnten Bindern (aus "Der Bauing." 1923, S.452). 
Die.Erdscheibe, 7 Scheiben, 3 Stiibe, n= 1 + 7 + 3 = 11, b=·~ (11-1) = 15. 

1 1 

Bild 62. Ausleger. 
Wand als Erdscheibe, 1 Scheibe, 

5 Stangen, 

Bild 63. Auslegerbriicke mit Gehiinge. 
Die Erdscheibe, 3 Scheiben, 6 Stangen, 

1 Pendelstiitze, 
n=I+1+5=7, 
b=;(7 -1)=9. 

n=I+3+7=11, 
b=Hll-l)=15. 

Bild 64. Hangewerk. 
Die Erdscheibe, 2 Scheiben, 11 Stangen, 1 PendeIstiitze, 

n=I+2+1l+1=15, b=~(15-1)=21. 

Bild 65. Dreigelenkbogenbriicke. 
Die Erdscheibe, 9 Scheiben, 6 Stangen, 1 Rollenkipplager, 

n=I+9+6+1=17, b=~(17-1)=24. 

1st das wirklich abgezahlte b kleiner als das berechnete b=t(n-l), 
dann besteht Beweglichkeit zwischen den Scheib en (kinematische Kette), 
ist b groBer als b', dann liegt Dberbestimmung vor. 
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In Bild 66 ist n=2, b'=t(2-1)=1,5, b=1, 
in Bild 67 ist n=4, b'=t(4-1)=4,5, b=4, 
in Bild 68 ist n=5, b'=H5-1)=6, b=5, 

demnach liegt Beweglichkeit vor. 

Bild 66-68. Bewegliche Scheibenverbindungen. 

In Bild 69 ist ?l'= 6, b' =t(6 -1) = 7,5 
b = 8, demnach Uberbestimmung. 

Die Dreigelenkscheibenkette wird durch 

23 

mehrere miteirtander verbundene Dreigelenk- Bild 69. Dberbestimmte 
scheiben gebildet. Bild 70 bis 73 zeigen einige Lagerung. 
FaIle mit statisch bestimmter Lagerung, wobei 
die mit v bezeichneten Felder vollstandige Dreigelenkscheiben ent
halten, an die sich die andern Scheiben anlehnen. Die im vorher
gehenden genannten Scheib en- und Bolzenzahlproben trefIen auf diese 
Gebilde zu und beweisen ihre statische Bestimmtheit. Dagegen sind 
die vier Scheiben nach Bild 74 
und die fUnf Scheiben nach 
Bild 75 statisch unbestimmt 
gelagert, worauf auch diese 
Proben hinweisen. 

Die statisch bestimmte 
Dreigelenkscheibenkette wird 
gegenwartig viel bei mehr
schiffigen Werkstatt- und 
Bahnsteighallen verwendet. 
Die Gelenke konnen im 
reinen Eisenbau durch 
einfache Mittel verwirk
licht werden. Bei der 
Aufstellung des ganzen Bild 70-73. Statisch bestimmte Dreigelenk-
Bauwerks erfolgt die Er- scheibenkette. 
richtung der v-Felder zu-
erst und dann im AnschluB daran der Reihe nach die iibrigen Felder. 

Die zeichnende Behandlung des Falles, d. h. die Ermittlung der Bolzen· 
krafte, ist sehr einfach und solI nach Bild 76 an einer Kette mit einem 
v-Feld zunachst fUr den Fall durchgefiihrt werden, daB nur die Bolzen-

Bild 74 u. 75. Statisch unbestimmte Dreigelenkscheibenkette. 
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krafte Ph Pc ... vorliegen. Wir denken uns die Scheib en zunachst durch 
die Geraden 1, 2, 3 ... ersetzt, was wegen des Feblens von Zwischen last en 
sofort moglich ist, ziehen in Bild 77 das Krafteck Ph Pc' .. , an den 
ZusammenstoBpunkten der P die Parallelen zu 2, 3, 4 ... und dann 
vom oberen bzw. unteren Endpunkt den Linienzug 1 3 c 3 e 5 t 5 h 
bzw. 8 6 k 6 h. In dies em Bilde findet man fUr jeden BoJzen sofort 
das zugehorige Krafteck; durch Zusammenfa8sung der an den einzeinen 

Bild 76-78. Dreigelenkscheibenkette mit nur Bolzenlasten. 

Bolzen zusammenstoBenden Krafte sind sofort die Bolzenkrafte selbst 
zu finden, die in demselben Bilde einzuzeichnen sind, hier aber der 
Klarheit wegen in dem besonderen Bild 78 angegeben wurden. 

Wirken auBer den Bolzenlasten noch Zwischenlasten auf die Scheiben 
selbst, dann denken wir uns diese durch Seilecke oder sonstige Mittel 
so vereinigt, daB auf jede Scheibe je eine Resultierende kommt. Das 
liefert den in Bild 79 gekennzeichneten Fall. Diese Resultierenden 
P1 P2 • • • werden in die von beliebigen Punkten dieser P aus ge-
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zogenen Richtungen 1'1", 2' 2" ... zerlegt und so auf die benach
barten Bolzen iibertragen und mit den Bolzenlasten vereinigt, was 
durch den Krafteplan Bild 80 zum Ausdruck kommt. Die weitere 
Verfolgung der Aufgabe in diesem Bilde und dessen Erganzung in 
Bild 81 verlauft ganz im Sinne der Losung des vorigen Falles. 

Bild 79-81. Dreigelenkscheibenkette mit Bolzen- und Scheibenlasten. 

Der Fall mehrerer v- Felder ohne oder mit angehangten Scheiben 
irgendwelcher Art liefert geringe und leicht zu findende Abanderungen 
obiger Losungen, desgleichen der Fall, daB mehrere der Lasten Null sind. 
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B. Biegemomente und Querkrafte des geraden Stabes. 
Ein Freitrager oder ein durch zwei Auflager gestiitzter Trager 

(Maschinenwelle, Bau-, Kran-'oder Briickentrager) erhalte Einzel
oder Streckenlasten. An allen Tragerstellen treten Biegemomente M 
und Querkrafte Q auf, die durch Rechnung oder Zeichnung zu er
mitteln sind. Diese Werte, als Ordinaten iiber der Stabachse auf
getragen, liefern die Momentenlinie (M -Linie) und die Querkraftlinie 
(Q-Linie). 

1. Der einfache Trager mit unmittelbarer Belastung. 
Biegemomente und Quel'kriifte durch Rechnung. Fiir einen be-

liebigen Stabquerschnitt 8 ist . 
Biegemoment M = aIgebraische Summe der statischen Momente 

aller links oder aller rechts von 8 angreifenden Krafte einschlieBlich 
der Auflagerkrafte in bezug auf 8, 

Querkraft Q = algebraische Summe aller links oder aller rechts von 
8 angreifenden Krafte einschlieBlich der Auflagerkrafte_ 

Ais allgemein vereinbarte Vorzeichenregel gilt: 
M ist positiv, wenn diese Momentensumme der links bzw. der 

rechts von 8 liegenden Krafte positiv bzw. negativ wirkt, oder wenn 
die oberen Tragerfasern Druck- und die unteren Zugspannung er

-) 
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-~ 
--t 
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~--#euafillesM 
t --PosIYilles (J 
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linkes rechtes 
TrAgerstUck. 

Bild 82. Darstellung der M 
und Q durch Pfeile. 

halten oder wenn der Kriimmungsmittel
punkt der elastischen Linie oben liegt. 

Q ist positiv, wenn die algebraische Summe 
der links bzw. der rechts von 8 angreifen
den Krafte nach oben bzw. nach unten wirkt. 

Wird das linke oder das rechte Trager
stiick fiir sich gezeichnet, dann werden die 
vom abgeschnittenen Stiick auf das gezeich
nete ausgeiibten M und Q nach Bild 82 
dargestellt. 

Einzellasten. Fiir den Freitrii.ger nach Bild 83 ist 

M=-P1 Pl -P2 P2 und Q=-P1 -P2. 

Fiir den Trager mit Endstiitzen 

M=Aa-PlP~ -P2P2 oder 
Q=A - Pl -P'J oder 

nach Bild 84 ist 

M=Bb - PaPa -P4 P4 , 

Q=-B+PS +P4 • 

Anmerkung.· Die zeichnerische Darstellung der M-Linien erfolgt stets in 
der Weise, daB positive M nach oben, negative nach unten aufgetragen 
werden. Demnach liegen positive M auf der Seite der gedriickten Faser 
bzw. auf der Seite des Kriimmungsmittelpunktes der elastischen Linie. 

Manche Schriftsteller wahlen das Entgegengesetzte und erzielen dadurch bei 
statisch unbestimmten Portalen und Streifrahmen, wie sie im IV. Abschnitt 
vorkommen, ein etwas iibersichtlicheres Bild der M -Linie. Verfasser zieht je
doch die oben genannte Darstellung vor, um streng bei der Regel zu bleiben, 
daB positive Werte nach oben aufzutragen sind. Beim Vergleich der M
Linie in verschiedenen Quellen ist demnach auf den Unterschied der Darstellungs
weise zu achten. 
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Fiir einen urn dx weiter reehts liegenden Quersehnitt gilt 

M + dM=A (a+dx) -PI (PI +dx)- P2 (P2 +dx)= 

=Aa-P1PI -P2 P2 +(A- PI -P2 )dx=M+Qdx, 

somit Q=dM. 
dx 

I I i 
r-- - i I 

A B 

I f..--, 
I I I 
I I 1 
I I r-JI 

I 1 I I 
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I I -11,-
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L--/l,--t-J1,,-L 

I I .-.--a. .1 b 

BiId 83. Freitrager mit Einzellasten. BiId 84. Trager mit Einzellasten. 

Die M-Linie ist ein an den Laststellen gebroehener Geradlinien
zug und die Q-Linie eine an den Laststellen abgestufte Staffellinie. 
Es ist Q=tgIX, worin IX den Neigungswinkel der M-Linie bezeieh
net. Positives Q bedeutet Ansteigen, negatives Q 
Abfallen der M-Linie. Der Durchgang der Q
Linie durch Null bezeichnet die Stelle des max M 
(d. h. je naeh Fall die Stelle des absoluten oder 
relativen Maximum). 

MaBstabe hierzu. 1st der Trager im MaB
stabe 1: a gezeiehnet und m kgem (tern) Biege
moment dureh je 1 em Ordinate der M-Linie 
dargestellt, dann ist, wenn IX den N eigungs
winkel der gezeichneten M - Linie bezeiehnet, 
tg IX • m : a die Querkraft in kg (t). 

Bild 85 - 87 zeigen einige weitere Beispiele 
mit auskragenden Tragerenden und Vorzeiehen
wechsel von M und Q. 

Erhalt ein Trager durch irgendwelche Ur
sachen (z. B. durch belastete auskragende Trager
enden wie in obigen Beispielen) naeh Bild 88 
bis 90 Biegemomente an den Stiitzen (Stiitz
momente), dazwisehen aber keine Lasten, dann 
verlauft die M - Linie zwischen den Stiitzen 
geradlinig. 

t 
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Bild 85-87. V erschi e
dene FaIle mit Einzel

lasten. 

Beim Freitrager naeh Bild 83 konnen die Q und M fiir Trager
stelle 8 aueh durch die Resultierende R der links von 8 liegenden 
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Krafte PI P2 Pa nnd deren Abstand r von 8 ausgedriickt werden; 
es ist Q=-R nnd M=-Rr. 

Beim Trager auf zwei Stiitzen nach Bild 84 
ist demgemaB Q=A-R und M = Aa- Rr, 
worin R die Resnltierende aller links der 
Stabstelle 8 liegenden Lasten und r deren 
Abstand von 8 bezeichnet. 

Bild 91 zeigt die ausgezogene M -Linie 
mit den Werten Mi nnd Mk bzw. IXi und IXk 
an den Stellen i und k. Denkt man sich 
die zwischen i nnd k liegenden Lasten durch 
deren Resultierende ersetzt, dann ergibt sich 
die strichierte M-Linie, wobei die M nnd IX 
fiir i nnd k unverandert bleiben. 

Streckenlast. Diese habe an der Trager
stelle x den Wert q nnd sei im allgemeinen 
nicht unveranderlich, sondern eine Funktion 
von x. Die Streckenlast als dicht neben

Bild 88-90. Trager mit einanderliegende Einzellasten bfltrachtet, lie
Endmomenten ohneLasten. fert fUr die Q- und M-Linie stetige Knrven. 

Bild 91. Ersatz der zwischen i und k liegenden Lasten durch ihre Resultierende. 

Auch bier gilt 
dM 

Q= dx =tgIX 

nnd max M tritt an den Stellen auf, wo Q = 0 ist. 

Ans Bild 92 nnd 93 folgt 

(1) dQ=-qdx nnd aomit 
dQ 
-=-q. 
dx 

Wegen 

(2) 
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1st die q-Linie durch eine Funktion q = f (x) gegeben, dann folgt 
aus (1) und (2) Q=-Jf(x)dx+01 

und M=-J(Jf(x)dx)dx+01X+0~. 

Die 1ntegrationsfest
werte ergeben sich aus 
den jeweiligen Auflager
bedingungen. 

Bezeichnet R die Re
sultierende aller links 
von der Tragerstelle 

~~---I~ 
I I I 
I 

'\ 
\ 
\ 

\ 

_d:f.... 1.-1_-__ 

ITfwM 

, 
\ 
\ 8 , 

' ''1 

liegenden Strecken
lasten und r deren Ab
stand von der Trager
stelle, dann ist wie bei 
Einzellasten Q = - R , 
M = - Rr fiir den Frei
trager und Q = A - R, 
M = Aa-Rr fUr den 
Trager auf zwei Stiitzen. 

Bild 92 u. 93. Trager mit Streckenlast. 

Diese Ansatze liefern zuweilen einfachere Rechnungen als obige 
allgemeingiiltige 1ntegralformeln. 

Beispiel hierzu. Trager mit Dreiecksbelastung nach Bild 94. 
Es ist q = C x, worin C ein Festwert. 

I 1 

Gesamtlast p= f qdX = fCXdX= c:2
• 

o 0 

M = - J (J cx dx ) dx + 01 X + 02 

X=o liefert M=O, somit 02=0, 

x=l liefert M=O, 
cl3 

somit - 6+01l=0, woraus 

Somit ist 

1 
J 

Bild 94. Dreieckslast. 

Q=i(~_X2) und M=~(l2X_X3) oder 
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1 
Durch Differentieren folgt fUr x = -= = 0,5774 1 

'Y3 
2 

max M =-=Pl = 0,128 Pl. 
9l'3 

Ferner ist und 

Bei Gleichstreckenlast ist max M = P 1 : 8 = 0,125 P l, bei Dreiecks
last ist max M = 0,128 Pl. Bei Trapezlast liegt, max M zwischen 
0,125 P lund 0,128 P lund nahert sich dem unteren oder dem oberen 
Wert, je nachdem das Trapez dem Rechteck oder dem Dreieck 
naher kommt. 

Erweiterung. Die Darlegungen fUr Einzellasten nach S. 28 und 
Bild 91 konnen auf den Fall der Streckenlast iibertragen werden 
und liefern folgendes: 

Bezeichnet in Bild 95 die Strecke i-k ein aus dem Trager heraus
gegriffenes Stuck mit Streckenlast, dann schneid en sich die M-Linien
Tangenten an den Stellen i und k uber der Resultierenden der 
Streckenlast i - k , d. h. die strichierte M -Linie entspricht einer Einzel
last gleich dieser Resultierenden, die durch den Schwerpunkt der 
Belastungsflache dieser Strecke geht. 

----

Bild 95. Trager mit Streckenlast. Bild 96. Trager mit Streckenlast. 

Hieraus folgt die Berechnung der M fur die Streckenlast, die nicht 
als Funktion von x, sondern als Kurve gegeben ist und daher eine 
exakte Aufstellung der M-Funktion nicht ermoglicht. 

Man zerlegt nach Bild 96 den Trager in gleiche oder ungleiche 
Teile, ersetzt die auf diese Teile entfallenden Lasten durch deren 
Resultierende P1 P~ ... , die durch die Schwerpunkte der Belastungs
flachen gehen, und berechnet die M fUr diese P wie bisher. Die M
Linie hierfiir bildet einen Geradlinienzug, der die endgiiltige krumme 
M- Linie einhiillt und sie in den unter den Trennungspunkten der 
Flachen liegenden Punkten a, b beriihrt. 

Zwecks Bestimmung der Lage der einzelnen P ersetzt man die 
q-Linie durch einen der Kurve sich anschmiegenden Geradlinienzug, 
so daB die Belastungsflache durch Trapeze und Dreiecke gebildet 
wird. Bild 97 zeigt die zeichnerische Gewinnung der Trapezschwer
linie, nach Bild 98 auch bei schiefen Trapezen anwendbar. 
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Beis piel. Last Pals Dreieckslast, Bild 99. Resultierende der beiden 
Dreiecke je P: 2, P l Pl 

maxM=--= -
23 6 . 

\ 
\ 

\ 

Bild 97 u. 98. Trapezschwerlinie. Bild 99. Dreieckslast. 

Es ist leicht zu merken; 
Mittenlast P liefert max M = P l : 4 , 

Dreieckslast P liefert max M = P l : 6 , 
Gleichstreckenlast P liefert max M = P l : 8 . 

Erhalt der Trager eine Gleieh
streekenlast naeh Bild 100, dann 
wird die M - Linie durch zwei 
Geraden mit ansehlieBendem Pa
rabelbogen gebildet, der in be
kannter Weise, z. B. dureh um
hiillende Tangenten, konstruiert 
werden kann. 

I . I 
I I 
I I 

Bild 100. Gleichstreckenlast iiber 
einen Tragerteil. 

Bild 101. Einzellasten iiber Strecken 
verteilt. 

Nun gibt es in Wirklichkeit niemals Einzellasten, sondern nur 
Flaehenlasten, da ja Einzellasten unendlieh hohe Pressungen liefern 
wiirden. In Bild 101 werden die iiber gewisse Strecken verteilten 
Lasten zunaehst als Einzellasten betraehtet und die damit ermittelte 
M -Linie an den Laststellen ausgerundet. Auf genaues parabolisehes 
Ausrunden kommt es hierbei weniger an, da die gleichformige Ver
teilung der Lasten iiber die Strecken doeh stets unsieher ist. 
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Bei Achsen z. B. nach Bild 102 liefert die genauere M-Linie doch 
beachtenswert geringere Gr6Btmomente als die M-Linie der Einzellast. 

Bild 102. Laufradachse. 

Bild 105. Trager mit Kragarmen. 

Bild 103. Die M-Linie als Seileck. 

Bild 104. Freitrager. 

Bild 106. Trager mit Kragarmen und 
umgezeichneter M -Linie. 

Biegemomente durch Zeichnnng. Wird unter Benutznng des Seil
ecks nach S. 9 und Bild 19 fiir die Lasten PI P'J ... das Seileck 
Bild 103 gezeichnet und die SchluBlinie 8 gezogen, dann ist an belie· 
biger Stelle das Biegemoment 

M=yh, 

worin y die unter dieser Stelle gemessene lotrechte H6he der schraf
fierten Momentenflache und h die Polweite des Seilecks bezeichnet. 
Bild 104 gilt fiir den Freitrager, Bild 105 fiir den Trager mit aus
kragenden Enden, wobei positive und negative Momente abwechseln. 
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Da im letzteren FaIle die y unerwiinseht klein ausfallen, ist es 
zweekmaBig, unter Benutzung der Darlegungen naeh S. 28 fiir die 
Kragarme und das Mittelstiiek je einen Pol anzunehmen, was sehlieB
lieh Bild 106 liefert. 

Streekenlasten ergeben Seilkurve statt Seileek, Gleiehstreekenlast 
liefert Parabel. Hierbei werden wie beirn Bereehnungsverfahren die 
Streekenlasten naeh Bild 96 dureh die Einzellasten Pi P2 ••• gleieh 
den M -Flaehen ersetzt, die dureh deren Sehwerpunkte gehen. 

MaBstabe hierzu. 1st der Trager im MaBstabe 1: a gezeiehnet, 
V kg Last dureh je 1 em Lotreehte der N ebenfigur dargestellt und 
ist die Polweite ~ em, dann sind die in em gemessenen Hohen der 
Seileekflaehe, multipliziert mit a V ~, die wirkliehen M in kgem. 

2. Mittelbare Belastung. 
Ruhen die Lasten nieht unmittelbar auf den Tragern, sondern 

auf Nebentragern, die auf den Haupttriigern liegen, wie z. B. bei 

tf=l:f-tt I h j d hf .~ [I::::: "---:-l.:I'~ 
I : /Ao\: I : I ,/t '", i : I I /,/": I I 
I 1/ t I I! ~ ~! I I /' ~ I 
I : : \1 I I // \ I 
, I 1'-' ______ --'11 lot I 

Bild 107-109. Mittelbare Belastung. 

p 

f-a+ 1°-'1 r I I I 
I I - I -- r - , I ... i I .,. 

l-----i---1 I I I 
I I I I 

/ "- I I I I 
I I I 
I I I 

----
~-

.I: r ----

I 

r I 
... 
I a.-i---l I I 

Bild 110-114. Sonderfalle fUr mittelbare Belastung. 
Uno I d, Statik f. Maschineningenieure. 3 
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einer Last nach Bild 107, dann sind die Auflagerdriicke ebenso wie 
bei unmittelbarer Belastung. Daher sind die von den Auflagerstellen 
ausgehenden M-Linien dieselben und der weitere Verlauf der Linie 
erfolgt zwischen den Nebenstiitzen geradlinig. 

Man zeichnet demnach eine M'-Linie ohne Beriicksichtigung der 
Nebentrager und lotet deren Stiitzpunkte auf diese M'-Linie herab; 
die endgiiltige M-Linie verlauft zwischen diesen Punkten geradlinig. 

Bild 108 zeigt den Vorgang bei mehreren Lasten und Nebentragern, 
Bild 109 gilt fiir Streckenlasten, Bild 110-114 fUr Nebentrager mit 
Ausladung. 

3. Der Gerbersche Gelenktrager. 
Mehrere Felder konnen nach Bild 115 a durch einzelne Trager iiber

briickt werden. Diese sind zwar statisch bestimmt gelagert und 
etwaige Pfeilersenkungen bringen keine Anderung in der Tragerbean-

spruchung hervor, erfordern aber groBeren 
~ Materialaufwand gegeniiber den folgenden 

Bauarten und liefern bei ungleicher Be
lastung benachbarter Trager exzentrische 
Pfeilerbelastungen. 

Ein durchlaufender Trager nach Bild 
115 b ergibt zwar zentrische Pfeilerbe

Bild 1I5a-e. Die Entwicklung lastung und Materialersparnis gegeniiber 
des Gerbertragers. den einfachen Tragern, ist aber mehrfach 

statisch unbestimmt gelagert und erhalt 
bei unbeabsichtigter Pfeilersenkung unerwiinschte Zusatzspannungen. 
Naheres hieriiber s. vierter Abschnitt. 

Die Vorteile der einfachen Trager und des durchlaufenden Tragers 
werden unter Vermeidung deren N achteile vereinigt im G e r be r schen 1) 
Gelenk-, Ausleger- oder Kragtrager nach Bild 115c, d oder e, 
wobei Gelenke eingeschaltet werden; Anordnung c und d bildet die 
Regel. 

Die Behandlung des Gerbertragers kann durch Rechnung oder 
Zeichnung erfolgen. 

Rein rechnend. Bei Anordnung nach Bild 116 werden zunachst 
die Auflagerdriicke A G, H J und K F fiir die sogenannten Schwebe-

j 16', j 

f8 
I I t 1 IJ 1 I (I 

fA I fc I 1 fo fE I fr I 
---I I jf I ill I H- I Y---t 

Bild 116. Der Gerbertrager durch Rechnung. 

trager I, III und V durch Rechnung bestimmt. Die Auflagerdriicke 
G und H bilden dann fiir den Trager II die Endlasten, die mit den 

1) 80 benannt nach Baurat Heinrich Gerber, s. Z. V. d. 1. 1921, S. 853 
und Bauing. 1921, S. 421. 
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Lasten auf II selbst die Auflagerdriicke B und C durch Rechnung 
liefern; entsprechendes gilt fiir Trager IV. Nun ist die Ermittlung 
der M-Linie und nach Bedarf auch der Q-Linie fUr aIle Trager sofort 
moglich. 

Rechnung- Zeichnung. Zunachst sei ein einfacher Fall eines 
Tragers mit Endstiitzen behandelt. Bild 117 zeigt die M-Linie fUr 
Einzellasten, Bild 118 die fUr die beiden Endmomente, wobei im 

Bild 117-119. Zur Entwioklung 
der Gerbertragerbehandlung. 

Gegensatz zu Bild 105 die nega
tiven Mnach oben aufgetragen sind. 

Wirken beide Belastungen gleich
zeitig, dann entsteht die M -Linie 
nach Bild 119 mit positiven und 
negativen Momenten. 

Bild 120. Zwei Freitrager mit Schwebe
trager. 

Bild 121. Die M-Linie durch Rechnung und Zeichnung. 

Nun darf an den Stellen a und b des Tragers, wo M = 0 ist, 
je ein Gelenk angebracht werden, das den M- Verlauf in keiner Weise 
beeinfiuBt. 1st die Lage dieser Gelenke von vornherein gegeben, 
wie z. B. bei Bild 120 mit zwei Frei-
tragern und einem Schwebetrager, 
dann ist die Lage der SchluBlinie 
durch die Gelenklagen bestimmt. 

V orstehendes kann zur Behandlung 
des Gerbertragers benutzt werden. Man 
zeichnet nach Bild 121 zunachst die 
M -Linie fUr gedachte einfache Trager Bild 122. Gleichstreokenlasten. 
und zieht die Querlinie so, daB an 
den Gelenken die M verschwinden. Bild 122 gilt fUr Gleichstrecken
last en mit parabolischen M-Linien. 

3* 
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Auflagerkrafte. Es ist leicht einzusehen, daB hier die Quer
krafte durch den algebraischen Unterschied der trigonometrischen 
Tangenten der M-Linie und der SchluBlinie ausgedriickt wird. Nun 
ist ein Gelenkdruck gleich der Querkraft dicht vor oder dicht hinter 
dem Gelenk und ein Auflagerdruck gleich der Summe der Querkrafte 
dicht I vor und hinter dem Auflager. Das liefert die zeichnerische 
Gewinnung dieser Krafte nach Bild 121; es ist A = a, B = bl + b2 

und F=f usw. 

Zeichnung. Diese beruht vollstandig auf dem vorigen Verfahren, 
was in Bild 123 fUr einen Trager iiber drei OfInungen gezeigt ist. 
Zunachst werden die M-Linien nach dem Seileckverfahren fiir ein
fache Trager gezeichnet, wozu die strichierten SchluBlinien gehoren. 
Sodann werden die Gelenke herabgelotet und die strichpunktierten 
SchluBlinien gezogen, die die endgiiltigen M-Flachen liefern. Nach 

Bild 123. Die M-Linie durch Seileck. 

Bedarf kann die M-Linie auf eine wagrechte Grundlinie umgezeichnet 
werden, s. Bild 123 unten, hierbei +-Momente nach oben, --Momente 
nach unten. Die Nebenfigur liefert gleichzeitig die Auflager- und 
Gelenkdriicke. 

Man findet bei gegebener Stiitzenlage leicht die giinstigsten Ge
lenklagen, bei denen die Biegemomente so ausgeglichen sind, daB 
man mit dem kleinsten Tragerquerschnitt auskommt. 

AlIe Bilder zeigen deutlich die erhebliche Verkleinerung der maB
gebenden Biegemomente gegeniiber denjenigen der einfachen Trager, 
weshalb die Gelenktrager als Vollwand- und als Fachwerktrager bei 
eisernen Dachpfetten, Kran- und Bautragern und bei Briicken bis 
zu den groBten Abmessungen reichlich benutzt werden. 

Anwendung auf Dachp.fetten mit Gleichstreckenlast q in allen 
Feldern nach Bild 124. Die Schwebetrager konnen im ersten, dritten 
usw. oder im zweiten, vierten usw. E'eld liegen. Sofern nur die 
Biegemomente maBgebend sind, wird die giinstigste Gelenklage bei 
Halbierung der ParabelhOhe q P: 8 durch die SchluBlinie erzielt; 
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solches tritt ein bei a = l ( 0,5 - f:) = 0,1464 l, was aus einer ein

fachen mathematischen Eigenschaft der Parabel folgt. Die erste 
Pfette erh1ilt ein etwas groBeres Moment und ist gegebenenfalls durch 
Laschen zu verstarken. 

Bild 124. Dachpfetten als Gerbertrager. 

C. Biegemomente. Langskrafte und Querkrafte des 
ebenen krummen Stabes. 

In diesem Abschnitt wird die Kraftewirkung und Beanspruchung 
des statisch bestimmt gelagerten und eben gekriimmten Stabes be
handelt, der durch Krafte in der Kriimmungsebene belastet wird. 
In jedem Stabquerschnitt treten Biegemomente, Langs- und Quer
krafte auf. 

Aus der Festigkeitslehre ist bekannt, daB beim stark gekriimmten 
Stab die Biegespannungen im Gegensatz zum geraden Stab nicht 
linear tiber den Querschnitt verteilt sind und daB die Abweichungen 
yom Geradliniengesetz um so starker hervortreten, je starker die 
Stabkriimmung ist. Beirn schwach gekriimmten Stab, dessen Kriim
mungsradien also groB im Verhaltnis zur Querschnittshohe sind, darf 
diese Abweichung vernachlassigt und das Gerad
liniengesetz als zutrefi'end angenommen werden. 
Solche Stabe werden in diesem Abschnitt und dem 
spateren, der sich mit der Formanderung dieser 
Stabe befaBt, vorausgesetzt. Die Langsspannungen 
berechnen sich fiir diese Stabe also genau wie bei Bild 125. Frei aus
den geraden Staben. Vber weitere Voraussetzungen kragender Stab. 
s. S. 106. 

Um fiir den frei auskragenden Stab nach Bild 125 die M, N und 
Q fur die Stabstelle 8 zu finden, denkt man sich den Stab daselbst 
eingespannt und erhalt so£ort 

M = P1 Pl + P2 P2 + ... , 
N = Pl cos 1X1 + P'J cos 1X2 + ... , 
Q = Pl sin 1X1 + PI! sin 1X2 + ... . 
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Bei dem durch Kippbolzen und Pendelstiitze gelagerten Stab 
nach Bild 126 ergibt sich nach Bestimmung der Auflagerkrafte, wobei 
der Stab als starre ebene Scheibe anzusehen ist, fUr Stab stelle 8 

Bild 126. Stab mit Kipp
bolzen nnd Pendelstiitze. 

M=Aa-PIP l - P~p~, 

N = - A cos lXa + P l cos IXI + P~ cos 1X2' 

Q =A sin lXa -PI sin IXI - P2 sin 1X2 • 

Vorstehendes kann sofort auf ein aus 
geraden Staben bestehendes Gebilde mit 
steifen Ecken, wozu die sog. Rahmen ge
horen, angewendet werden; Streckenlasten 

werden hierbei zweckmaBig in Einzellasten aufgelost. 
Man kann die fUr mehrere Stabstellen errechneten Werte normal 

zur Stabachse auftragen, um eine M-, N- und Q-Linie zu gewinnen. 
Fiir viele Zwecke mag es aber besser sein, diese Werte iiber der 
gerade gestreckten Stabachse als Abszissenachse aufzutragen. AIle 
diese Linien verlaufen zwischen den Lastpunkten kurvenformig. 

Dber die Vorzeichen der drei Werte sind Vereinbarungen zu trefi'en. 
N ist stets positiv bei Zug, negativ bei Druck. Mist i. d. Regel 
posit iv, wenn die Druckfaser oben oder auBen liegt. 

Bezeichnet 
J das Tragheitsmoment des Querschnittes, 
el und e2 den groBten Abstand der Zug- und Druckfaser 

von der Nullinie, 
WI = J: el und W2 = J: e2 das Widerstandsmoment dieser 

AuBenfasern, 
F die Querschnittsflache, 

dann addieren sich die Spannungen durch die M und N algebraisch 
und es gilt 

fiir die Zugfaser 

fiir die N ullinie 

M N 
01=W+F' 

I 

N 
0'0 = F' 

M N 
fiir die Druckfaser °2 = - w: + F· 

2 

Beispiele und Sonderfalle. 

1. Winkelstab, Bild 127. 

Fiir Teil list M = - P x, N = 0 , Q = P, 
fUr Teil h ist M = - P l , N = - P, Q = 0 . 

2. Viertelkreisstab, Bild 128. 
An der Stab stelle q; ist 
M=Px=Pr(l-cosq;), N=-Pcosq;, Q=Psinq;. 
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3. Stab mit Konsol, Bild 129. 

Fur Teil a ist M = P l x, N = 0 , Q = P l , 

fur Teil b i~t M =Pl Y+P2 c, N=-P2 , 

4. Winkelstab, Bild 130. A=B=Ph:l. 

Stab c ist Pendelstutze. 
Fur Teil b ist M=Bx, N=Bsina, Q=B cos a, 
fur Teil a ist M=Py, N=A, Q=P. 

Bild 127- 130 zeigt die jeweilige M - Linie. 

f 
k 

Bild 127. 
Winkelstab. 

l~~~~~~~ 
A 

Bild 128. Viertel
kreisstab. 

Bild 129. Stab mit Konsol. 

~z-

Bild 130. Winkelstab mit 
Pendelstiitze. 

5. Dreigelenkstab fur beliebig gerichtete Einzellasten, Bild 131. 
Zunachst wird nach S. 19 das durch die drei Bolzen gehende 

Seileck gezeichnet. Fur die beliebige Stab stelle 8 ist 

M=Aa-PlPl · 

, 
I 
I I 
, , . ..-1 
I . ..r ' 
r" 
I I 
I , 

Bild 131. Dreigelenkstab fUr Einzellasten von beliebigen Richtungen. 
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Da aber die Resultierende aus A und P1 durch die Strecke 8 12 
dargestellt wird, ist auch 

M=812 h. 
Ferner ist fiir dieselbe Stab stelle 

N = - 8 12 COS qJ und Q = 8 12 sin rp, 

worin rp den Winkel zwischen der Seillinie 12 und der Stabtangente 
in s bezeichnet. 

Hiernach lassen sich die'M, N und Q fiir weitere Stabstellen 
bestimmen und auf dem gestreckten Stabbogen auftragen, was im 
unteren Teil des Bildes 131 dargestellt ist. 

6. Dreigelenkstab fiir lotrechte Lasten, Bild 132. 
Fiir Stab stelle s ist wie im vorigen FaIle M = 8 12 h . 
Wegen 8 12 =H:cosa und h=ycosft ist auch M=Hy. Die 

schraffierte Fliiche liefert hiernach unmittelbar die M-Fliiche; Seil
linie iiber bzw. unter der Stablinie bedeutet positive bzw. negative 
Momente. Weiterbehandlung der M, N und Q wie im vorigen FaIle. 

Dreigelenkstab fiir lotreohte Einzellasten. 

Fiillt die Seillinie mit der Stablinie zusammen, dann ist fiir aIle 
Stabstellen M = 0 und Q = 0, der Stab erhiilt nur Liingskrafte. 
Solches liegt beispielsweise beim Parabelbogen mit Gleichstrecken
last und Vollbelastung vor, wahrend die grofite Biegebeanspruchung 
bei Belastung des linken oder rechten Bogens auftritt. Daher sind 
Dreigelenkbogenbinder nicht fUr volle, sondern fiir einseitige Schnee
belastung zu berechnen. 
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D. Das ebene Fachwerk. 
Begriffsbestimmung. Das ebene Fachwerk ist ein Gebilde aus 

geraden Staben, die in ihren Endpunkten durch reibungsfreie Ge
lenke miteinander verbunden sind und deren Mittellinien in einer 
Ebene lie gen. Das Fachwerk dient als Tragwerk, es nimmt Krafte, 
z. B. Lasten, Winddriicke u. dgl. auf, die ebenfalls in der Fachwerk
ebene liegen, und iibertragt diese an den Auflagerstellen auf den 
festen Raum, d. i. der Erdboden oder eine starre Wand. 

Bildungsgesetze des Fachwerks. Zur Aufstellung dieser Gesetze 
denkt man sich eine Anzahl von Augenstaben auf Lager gelegt. 
Diesem entnimmt man die Stabe in bestimmter Reihenfolge und 
fiigt sie zum Fachwerk zusammen. Hierbei solI zunachst noch keine 
Riicksicht auf den endgiiltigen Aufstellungsort und die Lagerungs
weise genommen werden, sondern diese Zusammenstellung der Stabe 
zum Fachwerk erfolge auf dem ebenen Boden oder auf einem Tische. 

Drei Gelenke erfordern nach Bild 133 drei Stabe. Ein viertes 
Gelenk erfordert zum AnschluB an das bisherige Dreieck nach Bild 134 
zwei weitere Stabe; jedes weitere Gelenk erfordert nach Bild 135 
ebenfalls je zwei weitere Stabe. I;>abei ist es nicht notig, daB wie 
in Bild 135 die Stabe stets nur Dreiecke bilden; in Bild 136 kommen 
auch Vier- und Fiinfecke vor und in Bild 137 iiberschneiden sich die 
Stabe, die auch hier Vielecke bilden konnen. Wesentlich ist hierbei, 
daB das Fachwerk mindestens ein Stabdreieck enthalt. 

7 

Bild 133-137. Fachwerksbildung. 

Bei dieser Bildungsweise laBt sich eine Beziehung zwischen Stab· 
zahl und Gelenkzahl aufstellen. 

3 Gelenke erfordern 3 Stabe 
4 " " 3+2.1= 5 " 
[) " " 3+2·2= 7 " 
6 " " 3+2·3= 9 " 
7 " " 3+2.4=11 " 

n Gelenke erforderil 3 + 2 (n - 3) = 2 n -- 3 Stabe. 

Zur Beurteilung der Richtigkeit eines Fachwerks ist es nicht 
notig, an wirkliche Stabe mit Gelenken zu denken, sondern man 
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kann die Aufgabe auch rein geometrisch deuten, indem eine Figur 
aus gegebenen SeitenIangen konstruiert werden solI, wobei sich die
selbe Beziehung zwischen Seiten- und Eckenzahl ergibt. 

Hat ein Fachwerk von n Gelenken weniger als 2 n - 3 Stabe, 
dann ist es nicht mehr in sich starr, sondern beweglich; es bildet 
eine kinematische Kette. Sind z. B. 4 Gelenke nach Bild 138 durch 

4 Stabe miteinander verbunden, dann spricht man nicht q von einem Fachwerk, sondern von einem Gelenkviereck. 
SolI hingegen das Fachwerk aus mehr als 2 n - 3 

Staben bestehen, dann spricht man von iiberzahligen 
Staben. Jeder iiberzahlige Stab muB in das schon auf

BiId 138. gebaute Fachwerk eingezwangt werden. Wenn er nicht 
Gelenkviereck. zufallig in seiner Lange paBt, muB er, um passend zu 

werden, gereckt oder gedriickt werden, wodurch beson
dere Zwangsspannungen in diesem Stab und in einigen oder auch in 
allen andern Staben hervorgerufen werden. Hieraus folgt: 

Hat das Fachwerk von n Gelenken 2 n - 3 Stabe, dann ist es 
geometrisch bestimmt. Hat es weniger Stabe, dann ist es unterbe
stimmt und daher beweglich, hat es mehr Stabe, dann ist es geo
metrisch iiberbestimmt. 

Es gibt Fachwerke, die kein einziges Dreieck enthalten und trotzdem geo
metrisch bestimmt sind. Zu diesen gehort das Sechseck nach Bild 139, das die 
richtige Stabzahl, niimlich 2·6 - 3 = 9 enthiilt. Diese Figur liiBt sich aber mit 
einfachen Mitteln, niimlich mit dem Zirkel durch Aneinanderfiigen von Drei
ecken, nicht konstruieren. Dasselbe gilt von Bild 140 und 141. 

Bild 139-141. Besondere Fachwerke. 

Bild 142-144. Erweiterung der besonderen Fach
werke. 

Bild 145-146. Zusammen
gesetzte Fachwerke. 

Eigenartig sind Gebilde nach Bild 142-l44. Hierbei ist ein Teil, niimlich 
der schraffierte, konstruierbar, da er aus Dreiecken besteht, der andere aber 
nicht, obwohl im ganzen Gebilde die richtige Stabzahl vorIiegt. 

Derartige Fachwerke haben wohl theoretische, aber in geringerem MaBe 
praktische Bedeutung und daher kann ihre statische Untersuchung hier uber
gangen werden. Niiheres hieruber s. die Werke von A. Foppl, H. Muller-Breslau, 
Henneberg. 
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Von groBerer Bedeutung hingegen sind die zusammengesetzten 
Fachwerke nach Bild 145 und 146. Bei deren Aufbau sind zuniichst 
die Einzelfachwerke zu bilden und diese dann zum Gesamtfachwerk 
zu vereinigen. Es liiBt sich unschwer feststellen, daB auch fUr das 
Gesamtgebilde die oben ermittelte Beziehung zwischen Gelenk- and 
Stabzahl unveriindert gilt. 

Die Stabkraftbestimmung. Die Fachwerke sollen als Tragwerke 
- Dachbinder, Krangeriist, Briicke - dienen. Sie werden an zwei 
oder drei Gelenkpunkten durch die Auflager mit dem festen Raum 
verbunden und nehmen an allen oder einigen Gelenkpunkten Lasten 
auf. Sofern die Gelenke wirklich reibungsfrei sind und die Kriifte 
nur an Gelenken, also nicht z. B. in Stabmitte angreifen, erhiilt je
der Stab nur eine Zug- oder Druckkraft. 

In der Statik nennt man die Gelenke Knotenpunkte. 1m Eisenbau werden 
nun diese Knotenpunkte nicht durch reibungsfreie Gelenke, sondern durch 
Knotenbleche gebiIdet, an die die Stabe festgenietet sind, wobei die theo
retische Voraussetzung der reibungsfreien Gelenke vollstandig unerfiilIt bleibt. 
Die Folge hiervon ist nicht nur eine geringe Anderung der Stabkrafte gegen
iiber denjenigen eines gedachten Fachwerks mit reibungsfreien Gelenken, son
dern auch ein Auftreten von Biegemomenten in den Staben. 

Aber wenn auch wirkliche Gelenke ausgefiihrt sind, wie z. B. bei den ameri
kanischen Bolzenbriicken, bringen diese infolge der hohen Pressung zwischen 
Bolzen und Lochwand so starke Reibwirkung hervor, daB sie in dieser Hinsicht 
nicht besser zu bewerten sind als die genieteten Knotenpunkte. 

Die genaue Fachwerkberechnung mit Beriicksichtigung der steifen Knoten
punkte ist aber eine sehr schwierige Aufgabe und wird daher sehr selten und 
nur bei bedeutenden Bauwerken durchgefiihrt und selbst da meist angenahert. 
In den weitaus meisten Fallen wird die Stabkraftbestimmung unter Annahme 
reibungsfreier Gelenke durchgefiihrt und die durch die Knotenpunktvernietung 
verursachte Mehrbeanspruchung durch ErmaBigung der zulassigen Beanspruchung 
beriicksichtigt. 1m IV. Abschnitt werden wir auf diese Frage nochmal zuriick
kommen, s. S. 282. 

Eine weitere Fehlerquelle kann darin liegen, daB die Stabkrafte Langen
anderungen der Stabe und dadurch eine Formanderung des ganzen Fachwerks 
zur Folge haben, wodurch die Knotenpunkte sich gegenseitig etwas verschieben. 
Nun wird fiir das Weitere vorausgesetzt, daB diese Formanderung gegeniiber 
den Fachwerkabmessungen so gering ist, daB die Lagenande
rung der Knotenpunkte und damit der Krafte keinen merk
lichen EinfluB auf die Stabkrafte hat. Beispielsweise wird in 
Bild 147 durch die Formanderung die Ausladung a vergroBert, 
was wieder eine Riickwirkung auf die Stabkrafte hat und zu 
beriicksichtigen ware. Wir vernachIassigen also die VergroBe
rung von a und nehmen das Fachwerk als starr an. 1m 
iibrigen ist die Stabkraftbestimmung mit Beriicksichtigung 
dieser Formanderung eine iiberaus schwierige Aufgabe, deren 
Losung auch insofern zwecklos ist, als andere Einfiiisse, be
sonders die steifen Knotenpunkte, weit groBere Fehlerquellen 
bilden. 

Die Stabkraftbestimmung kann durch Zeichnung 

Bild 147. Ver
groBerung von a 
durch die elasti
sche Formande-

rung. 

oder Rechnung erfolgen. Beide Verfahren beruhen auf dem Gleich
gewicht der an jedem Knotenpunkte angreifenden Kriifte. Jeder Stab 
setzt an dem ihn begrenzenden Knotenpunkt eine Kraft gleich seiner 
Stabkraft abo Die an jedem Knotenpunkt angreifenden Stabkriifte ein
schlieBlich der Knotenpunktkraft, die eine Knotenlast oder eine Auf-
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lager kraft sein kann, stehen im Gleichgewicht. Demnach gilt fiir je
den Knotenpunkt: 

Das Krafteck der am Knotenpunkt wirkenden Stabkrafte und der 
Knotenpunktkraft schlieBt sich; oder: 

'Die algebraische Summe der Vertikal- und der Horizontalkom
ponenten dieser Krafte ergeben je Null. 

Stabkraftbestimmnng dnrch Zeichnnng. Hierbei ist zu unter
scheiden zwischen Fachwerken, die durch freien Aufbau gewonnen 
werden konnen, und solchen, die vor der Aufstellung zusammenge
setzt werden miissen. 

Ein Fachwerk nach Bild 148 oder 149 gehOrt zur ersten Gruppe, 

Bild 148 u. 149. Fachwerke der ersten 
Gruppe. 

denn vom Boden oder von der 
Wand aus werden mit je zwei Sta
ben die Knotenpunkte in der Rei
henfolge gewonnen, in der sie in 
den Figuren eingetragen sind. 

d!!l ~. 
Bild 150. Fachwerk der zweiten 

Gruppe. 

Ein Fachwerk der zweiten Gruppe, z. B. nach Bild 150, ist ent
weder vor der Aufstellung auf dem Erdboden zusammenzusetzen 
und sodann als Ganzes am linken Auflager anzubolzen und so zu 

Bild 151. Einzelkraftecke 
fUr Fachwerke der ersten 

Gruppe. 

i Zuq 1 

drehen, bis das rechte Ende auf der Stiitze 
liegt, oder es ist voriibergehend, etwa wie 
stricbiert angedeutet, abzustiitzen .und wie 
bei Gruppe 1 frei vorzubauen; nach Einbau 
der rechten Stiitze kann die Behelfstiitze ab
genommen werden. 

Fachwerke der ersten Gruppe. Diese 
haben stets mindestens einen Knotenpunkt, 
von dem nur zwei Stabe ausgehen. Ein sol
cher ist z. B. nach Bild 101 Punkt 5. Das 
Kraftedreieck (5) liefert die Stabkrafte Bi 
und Bk • Als nachster Punkt ist der zu 
nehmen, von dem zwei Stabe mit noch un
bekannten Stabkraften ausgehen; das ist 
Punkt 4; aus dem Krafteck (4), in dem Bi 

Bild 152. Bezeichnung des schon bekannt ist, folgt Bg und Bh • Nun 
Stabkraftsinnes. folgt Punkt 3, dann 2 und schlieBlich 1, 

womit dann aIle Stabkrafte gefunden sind. 
Der Stabkraftsinn, d. h. Zug (+) oder Druck ( -) wird in den Kraft
ecken und im System durch Pfeile vermerkt, s. Bild 152. 
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Fachwerke der zweiten Gruppe. Zunachst sind die Auflager
driicke zu bestimmen. Zu diesem Zwecke betrachtet man das Fach
werk mit samtlichen Kraften als starre Scheibe, wie im zweiten Ab
schnitt dargelegt. Die Richtigkeit dieses Vorgehens begriindet sich 
in folgender Weise: 

In BiId 153 sind die an den einzelnen Knotenpunkten wirken
den Stabkrafte einschlieBlich der Knotenpunktkrafte eingezeichnet. 
Die an jedem Knotenpunkt angreifenden Krafte sind also im Gleich
gewicht. Denkt man sich die 
Knotenpunkte einer starren 
Scheibe angehorend, dann ist 
auch die ganze Scheibe im Gleich
gewicht. Da sich aber diese 
Krafte paarweise aufheben, sind 
die an der starren Scheibe wir
kenden Krafte P2 P3 A und B 
im Gleichgewicht. 

Nach Bestimmung der Auf
lagerkrafte kann man wieder wie 
bei der ersten Gruppe vorgehen, 
wobei die Auflagerkrafte genau 
wie die andern Knotenpunkt
krafte anzusehen sind. Fiir den 
Anfang finden sich stets Knoten
punkte mit nur zwei unbekann
ten Stabkriiften. 

Der Krafteplan nach 
Cremona 1). Wenn das Fach-

. werk gewissen Bedingungen ge
niigt, dann lassen sich aIle diese 
Einzelkraftecke zu einer einzigen 
Zeichnung, dem Krafteplan, zu
sammenfassen, in welchem jede 
Stabkraft nur einmal zu zeichnen Bild 153. Einzelkrafteoke fiir Faohwerke 
ist. Diese Bedingungen lauten: der zweiten Gruppe. 

a) Das Fachwerk baut sich in der Weise auf, daB von einem 
Grunddreieck aus jeder weitere Knotenpunkt durch je zwei weitere 
Stabe an das jeweils gewonnene System angeschlossen wird. Ein 
solches Fachwerk enthalt mindestens einen Knotenpunkt mit zwei 
anschlieBenden Stab en. 

b) Die Stabe iiberschneiden sich nicht. 
c) Samtliche Krafte (Lasten und Aufiagerkrafte) greifen nur an 

Umfangsknotenpunkten an. 

1) Luigi Cremona, ital. Mathematiker, geb. 1830 in Pavia. Beit 1873 
Prof. d. Math. an der Univ. in Rom. Hauptwerk: Le figure reoiproohe nella 
statioa grafioa. 
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Regeln zur Aufstellung der Krafteplane. 

1. Fachwerk mit samtlichen Lasten und Auflagerkraften genau 
aufzeichnen, Knotenpunkte und Stabe fortlaufend beziffern. 

2. Krafteck aller Lasten und Auflagerkrafte so zeichnen, daB 
ihre Reihenfolge dem Rechtsumlauf um das Fachwerk entspricht. 
Dieses Krafteck muB sich schlieBen. (Bei Fachwerken der ersten 
Gruppe ist diese Regel iiberfliissig.) 

3. Mit einem Knotenpunkt beginnen, an dem nur zwei Stabe an
schlieBen. Daselbst denkt man sich einen Uhrzeiger angebracht, dess'en 
Rechtsdrehung eine gewisse Reihenfolge der an dies em Punkte an
schlieBenden Stabc angibt. Die Knotenpunktkraft wird, wie sie auch 
liegen mag, in dieser Reihenfolge stets zwischen den AuBenstaben 
eingeordnet. In dieser Reihenfolge wird das Krafteck der an diesem 
Punkte angreifenden Stab- und Knotenpunktkrafte so gezeichnet, daB 
die im Krafteck schon gezeichnete Knotenpunktkraft benutzt wird. 

4. Dasselbe wird fiir jeden weiteren Knotenpunkt wiederholt; die 
von den vorhergehenden Knotenpunkten schon gefundenen Stabkrafte 
liegen in den weiteren Kraftecken schon an richtiger Stelle. Die 
Reihenfolge der Knotenpunkte ist so zu wahlen, daB jeweils nur zwei 
Stabkrafte unbekannt sind. Demnach kann die Reihenfolge der zu 
behandelnden Knotenpunkte auch anders sein als die des Rechts
umlaufs urn das Fachwerk. 

5. Die Stabkraftpfeile werden nur im System, nicht im Krafte
plan, eingezeichnet. 

6. Auf Grund des gewahlten Kraftema13stabes ist eine Tafel der 
Stabkrafte mit ihren V orzeichen aufzustellen. 

Wird in Regel 2 der Linksumlauf statt Rechtsumlauf gewahlt, 
dann ist in Regel 3 und 4 ebenfalls Linksdrehung des Uhrzeigers 
anzunehmen. Man gew6hne sich aber an eine, und zwar an die. 
Rechtsrichtung. 

Bei stetiger Beachtung dieser Regelu ist das Aufzeichnen der 
Kriifteplane eine vollstandig meehanische Arbeit, die erleichtert wird 

, c/!v 
~, 

X Sa Sa: 

Bild154u.155. 
Fur die Merk

regeln. 

durch nachstehende Merkregeln,' die aus den Haupt
regeln hervorgehen. 

1. Ein unbe~asteter Knotenpunkt mit nur zwei an
schlieBenden Stab en liefert in diesen keine Stabkrafte. 

II. In unbelasteten Knotenpunkten nach Bild 154 
ist stets Se = 0 und Sa = Sb' 

III. In unbelasteten Knotenpunkten nach Bild 155 
ist stets Sa =Sc und Sb = Sd' 

IV. Nach Regel 6 diirfen sich die Stabe nicht iiberschneiden. 
Kommt trotzdem eine Dberschneidung vor, dann behandelt man das 
Fachwerk so, als ob an der Schnittstelle ein Knotenpunkt ware und 
der Krafteplan ist sofort moglich. Die Bedingung zwischen Stab und 
Knotenpunktzahl wird hierdurch nicht geandert und die Stabkrafte 
in diesem gedaehten Faehwerk sind gleich denen des wirklichen Fach
werks ohne diesen Knotenpunkt. 
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Bei Herstellung der Krafteplane ist nachstehendes zu beachten: 
Wie beim Einzelkrafteckverfahren liefert auch hier der vodetzte und letzte 

Knotenpunkt Richtigkeitsproben. Auch bei genauestem Zeichnen wird BiBb ein 
Krafteplan zuletzt nicht genau schlieBen, d. h. die letzten Geraden schneiden 
sich dann nicht genau in einem Punkte, sondern es bildet sich das sogenannte 
F e hIe r d rei e c k. In diesem Falle andert man im Krafteplan einige der letzten 
Kraftrichtungen so, daB der Krafteplan sich schlieBt, d. h. man gleicht den 
Fehler aus. Da es auf genaue Festlegung der Stabrichtungen ankommt, zeichne 
man das System groB und genau auf, vermeide aber durch entsprechende Wahl 
des KraftemaBstabes zu groBe Krafteplane. Weitgehende Genauigkeit der Krafte
plane ist zwecklos, weil schon die Knotenpunktkrafte infolge der unsicheren 
Belastungsannahmen (z. B. Schnee und Wind) recht ungenau sind. Dasselbe 
gilt fur aIle andern Verfahren. 

Bild 156. 

Zuweilen mag es 
zweckmaBig sein, nach 
dem im weiteren behan
delten Berechnungsver
fahren einen oder einige 
8tabe genau zu berech
nen, wodurch ein guter 
Anhaltspunkt fUr Rich
tigkeit und Genauigkeit 
des Krafteplans gewon
nen wird. 

Bild 157. Dachbinder. 

Beispiele. 

Bild 158. Bruckengerust. 

1. Fachwerk der 1. Gruppe nach Bild 156 (Kranausleger). Knoten
punktfolge 5 4 3 2 1. 

2. Fachwerk der 2. Gruppe nach Bild 157 (Dachbinder fiir Wind
druck links). Die strichierten Stabe sind nach Regel II spannungs
los. Kraftfolge A PI P2 Pa P4 B, Knotenpunktfolge 1 2 11 3 10 4 7; es 
ist S9=Sh' Sd=Se=Sr und Sk=Sz=Sm' 

3. Fachwerk der 2. Gruppe nach Bild 158 (Briickengeriist). Kraft
folge A H4 H5 V5 V6 B. Knotenpunktfolge 1 1011 2 9 12 3 8 13 4 7 
14 5 6. 

Weitere Krafteplane s. S. 56 und 60. 
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Bild 159-164. Fachwerk 
mit Vollscheiben. 

a 

Fachwerke in Verbindung mit Voll
scheiben. Enthalt das Fachwerk eine Voll
scheibe etwa nach Bild 159, dann denkt 
man sich diese durch das strichierte Fach
werk ersetzt und zeichnet hierfiir den Krafte
plan. 

Erhalt diese Scheibe selbst Lasten, dann 
IaBt sich das gedachte Fachwerk nach Bild 
160 diesem FaIle sofort an pass en. 

Bild 161 und 162 zeigt die gedachten 
Stabe beim Laufkrantrager mit Endscheiben. 
Weitere Falle zeigen Bild 163 und 164. 

Zusammengesetzte Fachwerke. Fiir 
solche ist die unmittelbare Aufzeichnung 
des Krafteplans im allgemeinen nicht mog
lich. In Bild 165a werden die Zwischenfach
werke durch die strichierten Stabe Bild 165 b 
ersetzt und del' Krafteplan Bild 165 c ge
zeichnet, del' dann zur Herstellung des end
giiltigen Krafteplans Bild 160 d benutzt wird. 

Wirken nach Bild 166 auch AuBenkrafte 
auf das Zwischenfachwerk, dann sind diese 
zunachst zu einer Resultierenden zu ver
einigen; das Weitere erfolgt entsprechend 
dem vorigen Beispiel. 

Dagegen ist in Bild 167 die Annahme 
eines solchen Zwischenfachwerks nicht er
forderlich, da del' endgiiltige Krafteplan so
fort gezeichnet werden kann. 

Hiernach ware del' sog. Doppelpolonceaubinder 
Bild 168 zu behandeln. Es ist jedoch fUr diesen 
Sonderfall bequemer, zunachst die Stabkraft Sz 
zu berechnen. Gleichgewicht des rechten Fach
werkteils gegen Drehen urn die Spitze liefert 
Sz = B b : Z, die an den Punkten i und k als 
Knotenlast wirkt; damit sind Kraiteplane fUr 

beide Fachwerkteile herstellbar, die so
fort einen zusammenhangenden Krafte
plan fUr das ganze Fachwerk liefern. 

b c d 
Bild 165 a- d. Cremona fiir zusammengesetztes Fachwerk. 
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Beim Dreigelenkfachwerk ist nach Bestimmung der Bolzen
kriiJte AB 0 nach S. 18 je ein KriiJteplan fiir die beiden Fachwerk
teile herstellbar; beide konnen miihelos zu einem Kriifteplan ver-

BiJd 166 u. 167. Zusammengesetzte Fachwerke. 

einigt werden. In Bild 169 ist ein solcher Fall behandelt und zwar 
fiir Winddruck von links, wobei der rechte Teil unbelastet bleibt. 

Fiir das zusammengesetzte Fachwerk gilt ebenfalls die auf S. 41 
aufgestellte Beziehung zwischen 
Stab- und Knotenpunktzahl. 

Berecbnung der Sfabkrlifte 
(Ri ttersches Schnittverfahren). 
Zunachst sind bei Fachwerken 
der zweiten Gruppe die Auflager
krafte wie bisher zu bestimmen. I 

I 

BiJd 168. Doppelpolonceaubinder. 1st im Fachwerk nach Bild 
170 a Stabkraft 8. zu berech-, . 
nen, dann denkt man sich nach Bild 170b bzw. c das Fachwerk durch 
die schraffierten Scheib en 1 4 10 und 4 7 9 ersetzt, die durch Stab i 
und Knotenpunkt 4 miteinander verbunden sind. 

An diesen beiden Scheiben wirken die Krafte A P2 P, PH 8; 8 q 8 d 

und P4 BPs 8 e 8 p 8 i , worin die Stabkrafte ohne Riicksicht auf ihre 
endgiiltigen V orzeichen zunachst als Zug angenommen sind. Diese 
Krafte bilden je Gleichgewicht und liefern fiir Punkt 4 als Schnitt
punkt der nicht gefragten Stabe die Gleichgewichtsbedingungen 

Aa- P2P2 -Pll Pll -8i i=0 bzw. -Bb+PsPs +8i i=0, 

woraus 8; folgt; + liefert Zug, - Druck. 

8 8 folgt in derselben Weise nach Bild 170d bzw. e aus 

Aa-P2 P2 -Pll P11 -P4 P4 -88 8=0 bzw. Bb -PsPs +8.8=0. 

8 q folgt nach Bild 170f bzw. g wegen Parallelitat von d und i 
aus dem Gleichgewicht der lotrechten Kraftkomponenten: 

A cos aa - P2 cos a'J - P 11 cos all - p. cos a4 - 8q cos aq = 0 

bzw. B - Ps cos as + 8q cos aq = 0 . 
Uno I d, Statik f. ~aschineninllenieure. 4 
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Das Verfahren ist zweckmaBig, wenn nur ein oder einige Stabe 
gefragt sind. Weitgehende Anwendung des Verfahrens bei den Ein
fluBlinien fur Fachwerke, s. S. 56. 

Bild 169. Hallenbinder als Dreigelenkfachwerk. 

Analytische Stabkraftberechnung. Es bezeichne 
Si die unbekannten Stabkrafte, die zunachst als Zug anzu

nehmen sind, 
fPi deren gegebenen Neigungswinkel gegen die Horizontale im ana

lytischen Sinne, also bei verschiedenen Stabrichtungen nach Bild 171, 
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Pk die gegebenen Knotenpunktkrafte einschlielllich der Auflager
krafte, 

'f/Jk deren gegebenen Neigungswinkel gegen die Horizontale, im 
gleichen Sinne wie oben zu behandeln. 

Die fiir jeden Knotenpunkt giiltigen Beziehungen Z X = 0 und 
~ Y = 0 Hefern die Glei
chungen 

Z(Si cos 'Pi 
+Pk cos "I'k) =0 a 

und 
2)(Si sin 'Pi 

+Pk sin 'f/Jk)=O. 

Bei n Knotenpunk
ten erhalt man dem- b 
nach 2 n Gleichungen. 
Da die Stabzahl und 
smnit die Anzahl der 
unbekannten Stabkrafte 
2 n - 3 betragt, sind 
drei iiberschiissige Glei- d 
chungen vorhanden, wei
che die drei Auflager
krafte bzw. -komponen
ten oder bei deren V or~ 

ausbestimmung drei 
Richtigkeitsproben He
fern. 

Vorstehendes gilt fiir 
Fachwerke der zweiten f 
Gruppe. Bei der ersten 
Gruppe kommen auf n 
Knotenpunkte (ohne die 
Boden- bzw. die Wand
punkte) 2 n unbekannte 
Stabkrafte. 

8 

Bild 170 a-g. Zur Stabkraftberechnung. 

Das Verfahren ist 
wegen der vielen Glei
chungen miihsam und 
wenig iiblich, fiihrt aber 
in allen Fallen, auch 
bei zusammengesetzten 

Bild 171. Bezeichnung der Stabkraftrichtungen. 

e 

g 

Fachwerken und dem Dreigelenkfachwerk zum Ziele, auch wenn aIle 
andern Verfahren versagen. 

Das Ausnahmefachwerk. Es lassen sich Fachwerke von der 
richtigen Stab- und Knotenpunktzahl angeben, in welchem die auJ3eren 
Krafte in einigen Staben unendlich groJ3e Stabkrafte hervorbringen. 
Solche Gebilde heiBen Ausnahmefachwerke, haben selbstverstandlich 

4* 
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keine praktische Verwendbarkeit und miissen vermieden werden. 
Bild 172 zeigt ein einfaches Beispiel hierfiir; die Stabe 1 bis 3 er
halten unendliche Stabkrafte, wenn sie einander parallel sind oder einen 

gemeinsamen Schnittpunkt haben. gJ In der Literatur finden sich weitlaufige Theorien 
7 2 3 dieser Ausnahmefachwerke. Wir konnen diese hier unter

driicken, da einmal solche Gebilde praktisch kaum auf
treten und gegebenenfalls die iiber aIle Grenzen steigen
den StabkriiJte bei den Kraftplanen und beim Berech

Bild 172. nungsverfahren sich bemerkbar machen wiirden. 
Ausnahme-
fachwerk. Das Fachwerk aIs Biegestab. Lange schlanke Fach-

werke konnen als gerade oder krumme ebene Biegestabe 
betrachtet werden, womit eine· einfache angenaherte Stabkraftberech
nung durchfiihrbar ist. 

Bezeichnet nach Bild 173 
F1 und F2 die Querschnitte der Gurtstabe, 
e1 und e2 die Abstande ihrer Schwerlinien 

von der Gesamtschwerlinie, 
h = e1 + ell den Gesamtabstand der Schwer-

linien, 
und liefern die au13eren Krafte am Schwer
Iinienpunkt 8 die Langskraft N (Zug), die 
Querkraft Q und das Biegemoment M, dann 

Bild 173. Das Fachwerk als foIgen aus der Betrachtung des Fa.chwerks 
Biegestab. als Blechtrager mit verschwindender Steh

blechdicke die Gurtstabkrafte 

e~ M e1 .M 
8 1 = N -h" +- -h- und 8 = N -- +--

2 h - h' 

je nachdem M oben oder unten Druck oder Zug hervorbringt. 
Die Querkraft Q liefert die Diagonalstabkraft 8 d = + Q: sin IX, 

je nachdem die Diagonale an dieser Stelle im Winkel IX, bezogen auf 
die Gesamtschwerlinie, falIt oder ansteigt. 

E. Gemischte Gebilde. 
Diese bestehen aus Zug- und Druckstaben und Biegestaben und 

konnen je nach ihrem Zweck in den verschiedensten Formen auf

~-------P1~------~ 

treten. Nachstehend sind einige kenn
zeichnenden FaIle genannt und kurz 
behandelt. 

1. Ausleger, Bild 174. Man be-
trachtet den Trager mit 

.zvtjz. den Staben 2 bis 5 als 
~zs starre Scheibe; aus dem 

Bild 174 u. 175. Ausleger. 
Gleichgewicht der an dieser 
angreifenden Krafte gegen 
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Drehen um den Wandbolzen folgt Zl Zl = PI PI + P'J P'}, + Ps Ps' 
hieraus Zl . Aus dem Krafteplan Bild 171) folgen die andern Stab
krafte; damit sind aIle am Trager angreifenden Krafte bekannt, die 
nach Zerlegung der Zugkraft Zs in eine wagrechte und senkrechte 
Komponente die M -Linie und die Druckkraft zwischen a und b 
gleich Zs cos ct lief ern. 

2. Krangeriist Bild 176. Zunachst sind die oberen und unteren 
Saulenzapfendriicke zu bestimmen, wobei man das Ganze als starre 
Scheibe betrachtet. Demnach ist H = Pl : h und V = P. Fiir die 
Druckstrebe ist 8 = - Pl: 8; fiir die Biegemomente gilt Ma = Pa, 

Bild 176. Krangeriist. 

Mf=Hf, Me=He; die Langs
krafte sind Na=O, Nb=8 cos ct, 
Ne=- V, Nc=- V+8sinct, 
Nf=O. 

Bild 177. Trager mit Zugband 
und Mittelgelenk. 

3. Trager mit Zugband und Mittelgelenk, Bild 177. Zunachst sind 
die Auflagerkrafte A und B wie beim einfachen Trager zu bestim
men. Man kann nun die schraffierten Teile voriibergehend als starre 
Scheib en betrachten und 
erhiilt aus dem Gleichge
wicht der an ihnen angrei
fenden Krafte gegen Dre
hen um das Gelenk die 
Beziehungen 8h + PI PI 
+ P2 P2 + Pa P3 - A a = 0 
und 8 h + P4 P 4 + P" P5 
- Bb = 0; beide Ansatze 
miiss.en dasselbe 8 liefern, 
das wie bei der ersten Auf
gabe durch Zerlegung aHe 
andern Stabkrafte und da
mit die Beanspruchung der 
beiden Trager Hefert. 

I ~I I 

r-pz---l : -.l?1~ 
j' l--~r .. I 

4. Hangebriicke mit Sa 
Gelenk im Versteifungstra-
ger, Bild 178. Bezeichnet H Bild 178 u. 179. Hangebriicke. 
die gemeinsame Horizon-
talkomponente der Seilziige 8 1 , 8'J usw., dann folgen aus dem Krafte
plan Bild 179 fiir die lotrechten Seilziige die Beziehungen 
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~=H~~-~~,~=H~~-_~, ~=H~~+~~, 
Bd=H(tgcc6 -tgcc4 ), B.=H(tgcc6 -tgcc5 )· 

Nun bildet der Zug Be die Summe der Auflagerkrafte der beiden 
Trager an dieser Stelle; es ist demnach, da auf die Trager nur lot
rechte Krafte wirken, 

Be= [PI PI +P2 P2 -Baa- Bbb]: 1 + [Pa Pa - Bdd-B.e] :r. 

Nach Einsetzen obiger Ausdrucke kann H berechnet werden; da
mit folgt alles weitere. 

F. Tragwerke fiir Wanderlasten. 
1. Allgemeines fiber Einflulllinien. 

Ein als Brucke oder Krangerust dienender Vollwand- oder Fach
werktrager wird durch Eigengewicht und durch die wandernde 
Last oder Verkehrslast (Raddrucke von Fahrzeugen bei Kran
tragern und Eisenbahnbrucken oder Menschengedrange bei StraBen
brucken) belastet. Das Eigengewicht stellt die bleibende oder Fest
last dar und wird durch M- Linien bzw. Krafteplane behandelt. Bei 
der Wanderlast kommt fur die Beanspruchung des Tragers nicht nur 
GroBe und gegenseitige Abstande der Raddrucke, sondern auch deren 
ungiinstigste Lage auf dem Trager in Frage. 

Es gibt mehrere Verfahren zur Behandlung dieser Aufgabe. Das 
wichtigste hiervon ist das Verfahren der EinfluBlinien, das zunachst 
ganz allgemein entwickelt werden solI. 

Fur das Tragergebilde mit wagrechter Fahrbahn sei irgend eine 
GroBe, die mit wechselnder Lage der wandernden Lastengruppe ebenfalls 
wechselt, zu bestimmen, insbesondere seien deren GroBtwerte gesucht. 
Diese GroBe kann ein Biegemoment, eine Fachwerkstabkraft, ein Auf
lagerdruck oder eine elastische Senkung usw. sein; in Bild 180 ist eine 
Stabkraft B angenommen. 

Nun laBt man ohne Riicksicht auf die wirkliche Lastengruppe 
die Last von der GroBe "Eins" (i. d. Regel 1 t) iiber den Trager 
wandern, bestimmt zu mehreren Lagen dieser Last die zugehorige 
gefragte GroBe (hier also B) und tragt diese unter der jeweiligen 
Laststellung von einer Grundlinie aus als Ordinaten auf und zwar die 
positiven Werte nach oben, die negativen nach unten. Die End
punkte dieser Ordinaten Hefern einen Linienzug, die EinfluBlinie 
der Wanderlast "Eins" fUr die gefragte GroBe (i. d. Folge mit E. L. 
bezeichnet). Ob dieser Linienzug eine Gerade oder eine gebrochene 
Linie oder eine Kurve darstellt, mag zunachst gleichgiiltig sein; in 
Bild 180 ist eine Kurve angenommen. 

Fur die Lastengruppe Pl P2 (z. B. Raddriicke einer Laufkatze vom 
Radstande a) in der gezeichneten Lage ist 

B=P1'11 +P2'12; 
+ max B bzw. - max B tritt auf in den (strichierten) Katzenstellungen 
in der Gegend der max '1 bzw. min'1' 
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Bei mehreren Raddriicken Pi P2 Pg ••• (z. B. Eisenbahnzug) ist 
dementsprechend S = Pi th + P2 1]2 + P31]3 + .. '. 

Gleichstreckenlasten q in tim oder t/cm usw. Bei Belastung 
der Strecke dx nach Bild 181 ist 

dS=qdx1] , 

bei Belastung der Strecke x2 - Xl ist 
X2 2:2: li2 

S = J dS= J q1]dx=q J r;dx=qF12 , 

worin F12 die zwischen Xl und x2 gemessene Flache der E. L. (schraf
fiert) bezeichnet. 

Demnach erhalt man + max S bei Belastung der Strecke ab, 
- max S bei Belastung der Strecke be; b heiBt Belastungsscheide. 

Bild 180 u. 181. Zur Theorie der EinfluBlinien. 

2. EinfiuBlinien fUr statisch bestimmte Fachwerktrager. 
Um die Verkehrslast nur auf die Knotenpunkte zu iibertragen, 

wird eine Trennung zwischen Fahrbahn und Fachwerk vorgenommen, 
die z. B. in Bild 182 deutlich erkennbar ist. Hierbei besteht die 
Fahrbahn aus einzelnen, an den 
Punkten II III IV gelenkig ge
stoBenen Tragern. 

Gesucht sei die E. L. fUr 
Stab f. Last "Eins" auf I 
und V liefert Sf = 0 . Nun 
bringt man die Last "Eins" +1 

nacheinander auf die Punkte 
II, III und IV, sie geht durch 
die Stiitzen auf die Knoten
punkte 2, 3 und 4. Hierfiir 
bestimmt man nach irgend- - 1 

einem Verfahren (Krafteplan Bild 182. EinfluBlinien fUr Fachwerke. 
oder Rechnung) die Stab kraft 
Sf' die die Ordinaten 1]2' 1]3 und 1]4 liefert. 

Infolge der einfachen Fahrbahntrager I-II, II-III usw. ver
lauft die E. L zwischen diesen Ordinatenpunkten je geradlinig. Denn 
eine z. B. auf Trager II-III nach Bild 183 sitzende Last "Eins" ver
teilt sich zunachst mit A = 1· y: l bzw. B = 1· x: l auf die Punkte 
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II und III; die Stabkraft hierzu ist Sf= 'YJ = 'YJ2 A + 'YJ3 B = 'YJ2 y: l + 'YJ3 x: l, also verlauft 'YJ linear zwischen 'YJ2 und 'YJ3' 

Bild 182 enthalt auBerdem noch die E. L. der Stabe b und i. 
Der OrdinatenmaBstab wird auf der linken Seite vermerkt. 

Durch die Trennung von Fahrbahn und Fachwerk wird erreicht, 
daB die Gurtstabe nicht auf Biegung, sondern nur auf Zug oder 
Druck beansprucht werden. Bild 184 und 185 zeigt die Anordnung 
bei Fachwerken mit zusammenfallender Gurt- und Fahrbahnlinie. 

r 4' I 4: 

Bild 183. EinfiuBlinie fiir Zwischen
steHung der Wanderlast. 

Eine Ausnahme bildet der Laufkran
fachwerktrager, bei dem der als Fahr
bahn dienende Obergurt gleichzeitig 
Druck und Biegung erhalt, s. S. 59. 

Bild 184 u. 185. Fachwerke mit Fahrbahn 
in der Gurtebene. 

Die Gewinnung der Ordinaten der E. L. erfolgt 
1. d urc h Kriifteplane. Man 

zeichnet z.B. fiir Fachwerk nach 
Bild 186 je einen Kriifteplan 
fiir 1 t auf I, II und III, tragt 
die S als Ordinaten auf ( + 
nach oben, - nach unten) und 
verbindet je geradlinig. Bei 
Fachwerksymmetrie eriibrigt 
sich der Kraiteplan fiir III, da 
er spiegelbildlich zu dem fiir I 
ist. Bei Symmetrie geniigen die 
E. L. der Stabe bis zur Mitte 
(hier also abe f h i k l). 

2. durch Rechnung, zweck
maBig, wenn das Fachwerk viele 
Knotenpunkte hat oder wenn 
die E. L. fiir einzelne Stabe 
gefragt sind. Das Verfahren 
bildet eine fortgesetzte Anwen
dung des Ritterschen Schnitt
verfahrens nach S. 49 mit Be
riicksichtigung der Ortsveran
derlichkeit der Wanderlast. Wir 
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zeigen das Verfahren zunachst an einigen Staben des Fachwerkes nach 
Bild 187. 

Stab i, Bild 188. Man denkt sich das Fachwerk durch die beiden 
schraffierten Scheiben ersetzt, bringt die Last "Eins" zunachst in 
den Abstand y von B und erha1t A = 1 . Y : l. Das Gleichgewicht der 
an der rechten Scheibe angreifenden Krafte A, S., S und S liefert 

'r c 
unter Anwendung des Momentensatzes 

y h9itokl1l12m 
fUr Punkt3 1. y a+Si i=O, woraus ~n 
~ 

ya 1 S .. . . 1 2 3 " 5 6 ~ S; = - 1. y Tfo gt. omIt 1St dIe Ordl- i ~ l ~I 

Bild 187. Zur Berechnung der 
nate unter der Last 1] = - 1 . t -1, die EinfluBlinien. 

E. L. bildet eine von B aus negativ ansteigende Gerade und gilt fiir 

b b b 1· f b a y = 0 is Y = ; Y = Ie ert 1]3 = - 1 IT . 

1~7 
~~ I." ." I 
I • TJ3 : 
I I I 
I I 
II g' Si I 

-{ I I I ~,. t I 

.~==L¥..I _~8. _:t: I 
3 I 

10 , 
I 
I 

~--b 7 

Bild 188 .• EinfluBlinie fUr Stab i. Bild 189. EinfluBlinie fUr Stab c. 

Fiir die Last im Abstande x von A folgt aus dem Gleichgewicht 

S h 'b' 1 . h W· x b d' E L b 1 der rechten c el e III g elC er else 1] = - 1 Y T ; Ie . . i -

det eine von A aus negativ ansteigende Gerade und gilt fiir x bis a ; 

x = a liefert 1]3 = - 1 ;~ , also dasselbe wie oben. 

Stab c, Bild 189. Eine entsprechende Behandlung liefert fiir die 
y a . 

Last im Abstande y von B 1] = 1 . Y c und als E. L. eIne von B 

aus ansteigende und zwischen 4 und 7 verlaufende Gerade. Deren 
ba 

Verlangerung iiber 4 hinaus ergibt fiir y = b 1]10 = 1· TC' Die Last 

links ergibt fiir x = a dasselbe 1]10' Die endgiiltige E. L. verlauft 
zwischen den Punkten 3 und 4 geradlinig. 
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Stab r, Bild 190. Fur die Last bei y folgt aus dem Gleichgewicht 

der Krafte A, Bp Be und Br in lotrechter Richtung Br cos a + 1 '1 = 0 

und B = -1·-Z Y ,also 17=-1·-Z Y-. Das liefert eine von 
r cos a . cos a 

B aus negativ ansteigende Gerade, giiltig zwischen 4 und 7. Deren 
Verlangerung schneidet auf der Lotrechten durch A die Strecke 
171 = - 1 : cos a abo Die Last im Abstande x von A Iiefert eine 
von A aus ansteigende Gerade, gilltig zwischen 1 und 3, x = Z lie
fert 177 = 1: cos a; demnach sind die beiden Aste 13 und 47 einan
der parallel; zwischen 3 und 4 verlauft die E. L. gerade und schnei
det die GrundIinie. Die Paral-
lelitat der E. L.-Aste tritt hier 
als Folge der parallelen Gurt
stabe i und c auf. 

~ 1 J 7 
14--~~ 1 1 k-!l--;.I 
I I I I I I 
1 I I I 1 ----1 
I I I .1--"'-
I~- , I ? 

I~~,L t ,I I 

t ----+-- , : 
I 9 ' I I 
1 I ,Si : 
I , Sr I I 

1 J 30 I 

::~7 
'I 

Bild 190. Einfiui3linie fiir Stab r. 

9 

~y~~ ----r"::--~7 
I I I ..J 

1 I 1 .... I 
I 1 1 .... " I 
1 1 1 I ........ I 
1 1 1 I .... ' I 
1 1 1 I ,.... I 

I 1 I "....... 1 
114 .... .... 1 1 
I I~I I 
I .... >1 <0====-1 
I ..-" 1 __ .l---r- I 
r:::::-- - T I s I I 
I I 8: " I I 
I _ -t' l :Sp I I 

"'--- 80· 1 
I , 'Z I L I 

ia ~,'~9~' 
I _--~ I 
~---:0L~7 
I ...... P ......... / 

Bild 191. EinfiuBlinie fiir Stab p. 

Stab p, Bild 191. Da hier die Gurtstiibe h und b einander nicht 
parallel sind, mussen die Gleichgewichtsbedingungen der Krafte an 
den Scheiben als Momentengleichungen fUr den Schnittpunkt der 
Stabe h und b angesetzt werden; die E. L.-Aste sind hier emander 
nicht parallel, sondern deren Verlangerungen schneiden sich unter 
diesem Schnittpunkt. 

Bei der Anwendung dieses Verfahrens auf solche und iihnliche 
Fachwerke wird man nicht jedesmal solche Gleichgewichtsbedingungen 
der Einzelscheiben anschreiben, sondern durch Berechnung und Auf
tragung der Sonderwerte fiir 1] die E. L. sofort als Geradlinienzug 
gewinnen, weshalb dieses Verfahren gegeniiber dem vorigen sehr ein
fach ist und fast stets verwendet wird. 

Answertnng der EinflnBlinien zur Bestimmung der groEten Stab
krafte fiir die gegebene wandernde Lastengruppe. Das Fachwerk 
diene als Krangeriist (Laufkrantriiger, Verladebriicke) und die auf 
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einen Trager bezogene Lastengruppe bestehe aus zwei zunachst als 
ungleich angenommenen Raddriicken P1 und P2 im unveranderlichen 
Abstand (Radstand) a. Infolge der aus geraden Stiicken bestehen
den E. L. lassen sich die ungiinstigsten Radstellungen sofort angeben. 
Bei der Form der E. L. nach Bild 192 oder 193 liefert Stellung a 
oder b den GroBtwert max S = P l C,\ + P2 £tz bzw. = P1 fJl + P2 fJ2' je 
nach GroBenverhaltnis zwischen P l und P2 • 

Bild 192-194. Auswertung der EinfiuBlinien. 

P l = P2 = P liefert fiir die Stellung im flacher verlaufenden Teil 
der E. L., d. i. also in Bild 192 und 193 Stellung b, den GroBtwert 
max S = P(fJl + fJ2). Bei Wandstaben mit der E. L. nach Bild 194 
liefert Stellung 1 bzw. 2 den GroBtwert + bzw. - max S; stets sind 
beide Werte zu ermitteln. 

Besteht die Lastengruppe aus mehr als zwei Raddriicken, wie 
z. B. bei zwei Katzen oder bei Eisenbahnbriicken, dann sind mehrere 
Laststellungen anzunehmen und die zugehorigen S zu ermitteln; maB
gebend ist deren GroBtwert. Dieser tritt jedoch stets nur fiir solche 
Stellungen ein, bei denen eines der Rader iiber der Spitze der E. L. 
liegt. Um das wiederholte Einzeichnen der Radstellungen zu um
gehen, zeichnet man die Lastgruppe im MaBstab des Fachwerks auf 
Pauspapier, verschiebt dieses tiber dem E. L.-Bild und miBt unter den 
Radlotrechten die E. L.-Ordinaten abo 

Naheres tiber die Auswertung der E. L. bei Eisenbahnbriicken 
muB hier unterbleiben, da hierbei verschiedene Dinge zu beachten 
sind, die nicht der allgemeinen Statik, sondern dem Briickenbau ange
horen, und es sei dieserhalb auf die reichhaltige Fachliteratur hin
gewiesen. 

Besteht die Wanderlast aus Gleichstreckenlast, wie Z. B. Menschen
gedrange bei groBen StraBenbriicken (kleinere werden durch Einzel
fahrzeuge in Verbindung mit Menschengedrange starker belastet), 
dann ist nach S. 55 die auf einen Haupttrager bezogene Last q in 
z. B. tim mit der Flache der E. L. zu multiplizieren. Diese Flachen 
sind hierbei nicht in gezeichneten cm2, sondern in tm auszudriicken, 
wobei horizontal im TragermaBstab, vertikal im KrattemaBstab der 
E. L.-Ordinaten zu rechnen ist. 

Beispiel. Laufkrantrager. Bild 195 zeigt das Fachwerk mit 
dem iiber die Obergurtknotenpunkte gleichmaBig verteilten Eigen
gewichte, Bild 196 den Krafteplan hierfiir und Bild 197 der E. L. fiir 
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samtliche Stabe nebst Belastungsschema. Wegen der Symmetrie sind 
nur die Stabe der link en Seite behandelt. 

z,o 

1,0 

44 

1,0 

2,D 

Zahlentafel 1 zeigt die endgiiltigen und fiir die Querschnitt

Bild 195. Laufkrantrager. 

o 1,0 2,0 3,0 

I ! " Ii II j ! I I 
I I 

ON 

bemessung maBgebenden 
Stabkrafte. Den Diago
nalen entsprechen zwei
ungiinstigste Katzenstel
lung en , den andern Sta
ben je nur eine. 

JJ" 

.,0 

I 

Bild 196. Kriifteplan fur Eigengewicht. 

AIle bisherigen Dar
legungen iiber E. L. der 
Fachwerke gelten wie 
immer unter der An
nahme reibungsfreierGe
lenke. Diese Annahme 
trifft nun in vorstehen
dem Beispiel nul' man
gelhaft zu, da der Ober
gurt gleichzeitig die 

I--------=:~t- Fahrbahn bildet und 
wegen der durch die 
Raddriicke hinzukom
menden Biegung so stark 
zu bern essen ist, daB er 

3,0' als durchlaufender Tra-
~o ger behandelt werden 

MfUEb'3t~j1r=:;:§====::=:::===~l muD. Eine genaue sta-

Bild 197. Eintl uBlinien. 

tische Berechnung mit 
Beriicksichtigung dieser 
Obergurtausbildung bie
tet erhebliche Schwie-
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rigkeiten und ist kaum durchfiihrbar; liber angenaherte Berechnung 
s. S. 313. 

Zahlentafell. Stabkrafte im Laufkrantrager. 

Stabkrafte in t 

-d~ch I durch die I 
Eigengewicht Katzraddriicke zusammen 

O2 =03 -3,6 
I 

-12,2 -15,8 
Obergurt 0 4 =05 -5,8 -20,0 -25,8 

0 6 =0, -6,6 I -22,4 -29,0 
I 

Va +2,7 

I 

+ 9,6 + 12,3 
Untergurt Vc +4,9 +16,8 +21,7 

V, +6,4 +22,0 +28,4 

D2 +1,4 -2,4 +6,0 -1,0 I 
+7,4 I 

Dia- Da -1,8 +1,6 -8,0 -0,2 I -9,8 

gonalen D4 +1,3 -2,4 +7,2 -1,1 I +8,5 
Db -0,8 +3,2 ! -6,4 +2,4 -7,2 
D6 +0,3 1-4,0 +5,2 -3,7 I +5,5 

Vertikale V -0,4 -4,8 -5,4 

Erweiterung nnd Folgerung. In Bild 188-191 zeigte sich stets 
ein linearer Verlauf der E. L. innerhalb der schraffierten Scheiben. 
Diese Tatsache liefert ein anderes und unter Umstanden bequemeres 
Verfahren zur Gewinnung der E. L. Urn beispielsweise im Fachwerk 
nach Bild 188 die E. L. fiir Stab i zu finden, geniigt die Bestimmung 
von Si fiir Last auf 3. Fur Stab r stellt man die Last auf 3 und 4, 
fiir Stab p auf 2 und 3. Bei Stab c miiBte man demnach Se £iir 
die Laststellungen 3 und 4 bestimmen, es geniigt aber, die Last in 
10 anzunehmen und die E. L. als eine unter 3 und 4 gebrochene 
Linie zu ziehen. 

Dieses Verfahren kann zur Gewinnung in nachstehend behandel
ten, weniger einfachen Fallen dienen. 

Der Gerbersche Gelenktrager. Der Grundgedanke der Gerber
trager ist auf S. 34 dargelegt. Bei Fachwerkansbildung nach Bild 198 
verlaufen die E. L. alIer zwischen den Auflagern 3 und 4 liegenden 
Stabe langs dieser Strecke wie beim einfachen Trager ohne Kragarme; 
sie gehen je geradlinig liber die Auflagerstellen 3 und 4 weiter bis 
zu den Gelenken 2 und 5 und von da an geradlinig in 1 und 6 
auf 0 zuriick. 

Das Bild zeigt weiter die E. L. fiir die Stabe a und d. 
Fur Stab 8 gilt l·x-Ssd=O, woraus Ss=l.x:d. Man be

rechnet fiir x = c den Wert 1] = c: d und erhalt die E. L. 
Die beiden Schwebetrager sind hier nicht mit behandelt, da sie 

als einfache Balkentrager' nichts besonderes bieten. 
Eine andere Banart mit einem Schwebetrager in der Mitte ist 

in Bild 199 1) wiedergegeben, das die E. L. einiger Stabe zeigt, die in 

1) Weserbriicke bei Eisbergen; s. "Der Bauingenieur" 1923, S. 425. 
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a,hnlicher Weise wie oben gewonnen werden. Vber die rechtsstehen· 
den Proben s. S. 65. 

Bild 198. EinfluBlinien fiir den Gerbertrager. 

t---- --13---+O- ~------- ~-----~- ~---33----~ 

O'-+-------1,,~~----~~~~~ 

Bild 199. Gerbertrager mit Schwebetrager in der Mitte. 
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Verladebriicken. Ganz ahnlich verlaufen die E. L. der Verlade
briicken nach Bild 200 und 201, wobei nurdie Schwebetrager weg
fallen. Die schragen Stabe an der festen Stiitze erhalten dabei keine 
Stabkrafte und dienen nur zur Aufnahme von Windkraften langs der 
Briicke und der horizontal en Brems- und StoBkrii.fte der Katze. 

Bild 200 u. 201. Verladebriicken. 

Dreigelenkfach werkbriicke nach Bild 202. Zur Ermittlung 
der Stabkrafte fUr die einzelnen Laststellungen sind zunachst nach S. 17 
die Bolzenkrafte A und C zu bestimmen und dann Gleichgewichts
bedingungen fiir die einzelnen schraffierten Scheiben aufzustellen. 

Das Bild zeigt die Ent
wicklung der E.L. fUr Stab e. 

Last auf 2. Aus dem 
Gleichgewicht der link en 
Scheibe folgt All all - Be e 
= 0, woraus Be = A2 a2 : e 
(Zug). 

Last auf Mitte. Hier 
folgt ebenso 
- AI) al) - Bee = 0, woraus 
Be = - AI) a5 : e (Druck). 

Bild 203 zeigt die nach 
ebensolcher Dberlegung ge
fundenen E. L. der Stabe 
b, c, m und n. Die an
gefiigten Krafteplane die
nen als Richtigkeitsproben; 
Erklarung hierfiir s. weiter Bild 202. Dreigelenkfachwerk. Entwicklung der 

EinftuBlinie fiir Stab e. 
unten. 

Fachwerke mit Unterteilung. BeigroBeren Tragern besteht Ver
anlassung, die groBen Feldweiten zu verkleinern, teils um die Fahr
bahntrager zu verkiirzen und bei Laufkranen und Verladebriicken 
mit den als Fahrbahn dienenden Gurtstaben diese zu halbieren. Das 
erfolgt durch eingebaute Unterteilung des Ober- und Untergurtes. 

Bild 204 zeigt einen Trager mit untenliegender Fahrbahn und mit 
Halbierung des Untergurtes. Die strichierten Stabe bleiben spannungs
los und dienen zur Halbierung der Knicklangen des Obergurtes. 

Fiir die SteHung der Wanderlast 1 auf 1, 2, 3 usw. bleiben die 
Unterteilungsstabe spannungslos, was mit Merkregel II nach S.46 
zusammenhangt. 
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Stab Qe • Aus der Schraffur der Flachen 1 4 108 und 4 7 14 11 
folgt sofort, daB die E. L. dieses Stabes ebenso verlauft wie beim ein
fachen nicht unterteilteu Fachwerk. 

Stab Ue zwischen 3 und 4. Zwischen 1 und 3 bzw. 4 und 7 hat 
die E. L. den normalen VerI auf nach der strichierten Linie mit 
1J = a b: l h. Da die schraffierte Flache links bis m reicht, geht die 
E. L. bis m gerade durch. 

, , 
UIS'ovjlD /,(I$l17vjlF /,(I.,o'!lY LJb ti~~ 

_ c---< 
1 

rr. c 

Bild 203. Dreigelenkfachwerk. 
EinfluBlinien der Stabe b, c, m und n 

und Proben fiir Knotenpunkt 3. 
Bild 204. Fachwerk mit Unter

teilung. 

Stab De und Do'. Aus der Schraffur der Flachen folgen die E. L. 
sofort aus der E. L. des einfachen Fachwerkes. 

Stab de und vc' Fur 1 t auf m folgt die E. L. aus dem Gleich
gewicht des schraffierten Dreieeks gegen Drehen urn Punkt 4. 
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In gleicher Weise sind Fachwerke nach Bild 205 a und b fUr Ver
ladebrucken zu behandeln, wobei sich die E. L. ohne Zwischenrechnung 
aus denjenigen der einfachen Fachwerke ergeben. 

Bild 205 a u. b. Unterteilte Fachwerke fiir Verladebriicken. 

Richtigkeitsproben. Bei den durch Rechnung gefundenen E. L. 
der Fachwerkstabe ist eine einfache Richtigkeits- :und Genauigkeits
probe durchfUhrbar. Die an einem beliebigen Knotenpunkte zusam
menstol3enden Stabkrafte mussen sich bei jeder Belastung aufheben. 
Somit mul3 fiir beliebige Stellung der Wanderlast "Eins" das aus 
den E. L.-Ordinaten dieser Laststellung gebildete Krafteck sich schliel3en. 
Diese Probe ist in Bild 199 und 203 fUr einige Laststellungen durch
gefiihrt. Liegt der untersuchte Knotenpunkt auf der Fahrbahn selbst, 
dann ist bei der Laststellung auf diesem Punkte die Last 1 mit in 
das Krafteck zu nehmen. 

3. Einfiu6linien fur gerade Vollwandtrager. 
Hier sind die E. L. der Biegemomente und der Querkrafte zu be

stimmen . 
. Der einfache Trager, Bild 206. Fur beliebige Tragerstelle 8 ist 

bei Last "Eins" im Abstande x vom linken Auflager 

x xb 
B~l· T und M~Bb~T' r~ I, 

I ' 
Das liefert als E. L. eine von links an- a.+.:, '18 

steigende Gerade. x = a liefert 1] = at Auf i '1! : '!f i 

der b -Strecke steigt die E. L. von rechts an 
und erreicht in 8 dieselbe Hohe 1]. 

Die Querkraft in 8 ist fUr die Last auf 

I I 
I I I I I 

~---L: I I 

x 
Strecke a Q = - 1 .-

1 
lJr~i und auf Strecke b +--~ T 

f ---___ r 
---f Q=l.~. 

1 
Hieraus folgt die E. L. fUr die Querkraft 

in 8. 

Bild 206. EinfluBlinien 
der M und Q fiir den 

geraden Trager. 

Der Freitrager. Bild 207 zeigt die E. L. der M und Q fUr die 
Einspannstelle e und die beliebige TragersteUe 8. Die Entstehung 
dieser E. L. ist nach obigem sofort verstandlich. 

Mittelbare Belastung nach Bild 208. Die E. L. verlaufen fUr 
die Tragerstellen 2 und 3 wie bisher, dagegen fiir eine Zwischenstelle 

Uno I d, Btatik f. Maschineningenieure. 5 
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s je geradlinig fiir die Teilstrecken. Das Bild zeigt die E. L. der M 
und Q hierfiir, wobei wie oben 'fJ = a b : l. 

tJber eine andere Behandlung des einfachen Triigers B. S. 69. 

--l--~ 

Bild 20'1. EinfluBlinien fiir den 
Freitriiger. 

!"'; .0-----,[, ~ I 
, I 

~a. 'I· t>--l 

* f Is ~ i I ' I 
I I 
1 1 

--~! J 
I~ 

Bild 208. EinfluBlinien bei mittel
barer Belastung. 

Der Gerbertrager. Bild 209 zeigt die E. L. der M und Q fiir 
einige Tragerstellen. Die Herleitung dieser Linien ist nach dem Vor
hergehenden ganz einfach und bedarf keiner Erorterung. 

+ + 

I I I 
I I 1 I 
I l I I I 
I I I--J 1 I 
: ._----p-.., er--"'I I 1 I ..... -....t.., c::::::r: __ "' 1 
I 1 1"-_ .... 1 I 
I _-I.. I rl'-_ -'!- I I 
I --- I -"'1 1(: ... I.. , I -r-=-I 
i<_ : I : 1 I 
: '--,112 ' I I: 
1 'j--!9...J 1 I I 
1<-- 1 I 1 I 

- ...... ~J 

Bild 209. EinfluBlinien fiir den 
Gerbertriiger. 

+ 
1 

,jlllll!! l l!!! !l !ll"I!I ~ 
f 
I 
I 
1 
1 

Bild 210. GroBtmomente fiir den 
Gerbertriiger bei Gleichstreckenlast. 

Liegt als Verkehrslast Gleichstreckenlast vor, dann konnen 
die GroBtmomente an allen Tragerstellen ohne die E. L. sofort be
stimmt werden. Fiir die in Bild 210 dargestellten ungiinstigsten Be
lastungszustande sind die zugehOrigen M-Linien gezeichnet. Da bei 
Tragerquerschnitten mit symmetrischer Nullinie nur die Absolutwerte 
der M maBgebend sind, konnen beide M-Linien ohne Riicksicht auf 
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ihre Vorzeichen iibereinandergelegt werden; die schraffierte Linie ist 
dann fUr die Querschnittbemessung maBgebend. 

Bei mittelbarer Belastung setzen sich diese M-Linien in bekannter 
Weise aus geraden Stiicken zusammen. 

4. EinfiuBlinien fUr gekriimmte Stabgebilde. 
Der Dreigelenkbogen. Zunachst wirke die Wanderlast "Eins" 

unmittelbar am Stabbogen. Gesucht ist die E. L. der M, N und Q 
fiir Stab stelle 8, BiId 211-214. 

c 
I 
I ----;.,--c-----l 

+++---\---7' '1 

fX _:---.. IS 
"~I 9"- "1 

"J 
I 
I 
I / 
1', / 

4>',y 

I 
I 
I 
I 
I 

Bild 211-213. Zur Berechnung 
des Dreigelenkbogens. 

Bild 214. Die EinfluBlinien der 
M, N und Q fiir Stelle 8. 

Fiir die Last zwischen a und 8 nach Bild 211 folgt aus dem 
Gleichgewicht des linken Teils 

x 
0=1·-, 

g 
xn x cosj3 

M=On=l.-, N=-Ocosj3=-l. --, 
g g 

Q cO . j3 x sin j3 =- SID =-1·--. • g 

Demnach ist M, N und Q proportional zu x. 
5* 
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Fur x = l, also Last 1 auf 8 bzw. 

M = In N =_lcosfJ 
8 g'. g' 

dicht links davon iet 

Q =_lSinfJ. 
8 g 

Fiir die Last zwischen b und c nach Bild 212 folgt aus dem Gleich
gewicht des rechten Teils 

A=1.7, M=-Am=-l. Y;, N=_Acosa=_l.YC;sfX, 

. ysinfX 
Q=ASlllfX=l.--. 

f 
Demnach ist M, N und Q proportional zu y. 

Fiir y = c, also Last 1 auf b, ist 

M
b
=- em, N, __ CCOSfX Q _ csin a 

f b- f' b- f . 

Fiir die Last zwischen 8 und b nach Bild 213 ist 

x 
0= 1·-, 

g 
Xtl. 

M=On-1.(x-l)=g-x+l, 

xcosfJ 
N = - 0 cos fJ - 1 . cos r = - ---- cos r, 

g 

Q 0 . R+' xsin fJ + . =- Slllt' 1,slllr=--- slllr. 
g 

Demnach ist M, N und Q linear mit x zwischen lund a ver
anderlich. 

Fiir x=l, also Last 1 auf 8 bzw. dicht rechts davon ist 

M = In -l+l= In (wie oben) , 
8 g g 

l cos fJ 
N =----cosr 

8 g (nicht wie oben), 

lsinfJ . 
Q =---+slllr 

8 g ( " " " ). 

Fiir x = a, also Last 1 auf b, ist 

an 
Mb=--a+l 

g 

a cosfJ 
Nb=----- cosr 

g 

a sin fJ . 
Qb=---+smr 

g 

andere Ausdriicke als oben, 
aber dieselben Ergebnisse. 

Ergebnis: Die E. L. der M, N und Q fiir Stelle 8 verlaufen 
zwischen a, 8, b und c je geradiinig, s. Bild 214. 
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Fiir die M gilt 

1 t auf 8 
In 

'YJ'=g' 

1 t auf b 
em an 

'YJb=-r=g-a+l, 

fur die N gilt 

1 t dicht links von 8 
I cos fJ 

"'=---, .'. g 

I cos fJ 
'YJ =----cosy. • g 1 t dicht rechts von 8 

e cos a a cos fJ 
'YJb=---=-----cosy, r g 

1 t auf b 

fur die Q gilt 

1 sin fJ 
1 t dicht links von 8 ." --.'.- -g-' 

I sin fJ . 
1 t dicht rechts von 8 'YJ. = - --+ sm r, 

g 

1 t auf b 
_ e sin a _ a sin fJ + . 

'YJb--r-----g- smy. 
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Bei der Dreigelenkbogenbrucke wird die wagrechte Fahrbahn durch 
Zugstangen oder Stutzen nach Bild 215 oder 216 mit dem Stabbogen 
verbunden. Demnach verlaufen die E. L. zwischen den Punkten 0, 
I, II usw. je geradlinig. 

Bild 215 zeigt die E. L. fUr die Stabpunkte 1, 2 und 3 (die der 
Punkte 4, 5 und 6 verlaufen spiegelbildlich zu jenen und sind daher 
hier nicht gezeichnet). Die schwach gezeichneten Teile der E. L. 
gelten fur Lastangriff unmittelbar am Stabbogen und sind nach 
obigem zuerst zu ermitteln, die stark gezogenen E. L. sind die end
gultigen. 

5. Die Behandlnng des geraden Vollwandtragers ohne 
Einflu8linien. 

Fur Trager mit Endstutzen gibt es ein zelchnendes oder rech
nendes Verfahren zur Bestimmung der durch die wandernde Lasten
gruppe hervorgebrachten GroBtmomente. 

Seileckverfahren. Man zeichnet nach Bild 217 den Trager in 
mehreren Lagen in das Seileck der Raddrucke, fur jede Trager
stelle liefert dann die mit H multiplizierte jeweils groBte SeileckhOhe 
das maBgebende Moment, das die M-Linie Bild 218 ergibt. Diese 
ist stets angenahert eine Parabel. 
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Bild 216. Dreigelenkbogen mit 
angehangter Fahrbahn. 

Rechnung. 

Zwei Raddriicke PI und P'J 
im Radstande a, Bild 219-221. 

Es sei Pl > P'J . Die Resul
tierende aus beiden istR =Pl + P2 

und hat von Pl bzw. P2 die 
Abstande a l = P2 a : R bzw. 
a2 = Pl a : R. Eine beliebige 
Tragerstella erbalt das groBte M, 
wann eines der beiden Rader 
dariiber liagt. 

Liegt Rad 1 dariiber, dann ist 
nach Bild 219 

A=RI-~-~ 
I 

=R (l- y- ~l) 
und unter Rad 1 ist 

M=Ax=R (x- f - all!:')· 

Die Beziehung zwischen M und 
x driickt eine vom linken Auf
lager ansteigende Parabel aus. 

dM =R (1- 200 _ a1 ) =0 
dx l l 

liefart 

und 

I-a 00= __ 1 

2 

maxM=R (00- ~2 _ aioo) 

Bild 215. Die EinfiuBlinien der M, N und Q = R (I - alL. 
fur Punkt 1, 2 und 3. 41 
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Liegt Rad 2 iiber der Tragerstelle, dann liefert ein ebensolcher 

( y2 a y) 
Rechnungsgang M = R y - T - -1- , d. i. eine vom rechten 

Auflager aus ansteigende Parabel, s. Bild 220. 

ist max M = R ([ - a2)2 • 
4l 

Da fiir die einzelnen Tragerstellen das jeweils groBere M aus beiden 
Katzenstellungen zu nehmen ist, folgt als maBgebende M-Linie die aus
gezogene Linie nach BiId 221, die auch die Katzenstellung fiir max M zeigt. 

Bild 217. Seileckverfahren. 

Blld 218. Die aus dem Seileck 
verfahren gewonnene M-Linie. 

Bild219-221. DieM-Linie 
bei zwei ungleichen Rad

driicken. 

Fiir Pl = P2 = P ist R = 2 P und al = all = a : 2. Die maB

gebende M-Linie verlauft nach Bild 222 mit max M =:z (z- iY 
im Abstande ~ -~ von A; das obere Stiick der M-Linie wird der 

Einfachheit wegen meist wagrecht durch
gezogen. Das Bild zeigt gleichzeitig die be
kannte Parabelkonstruktion. 

Mehrere ungleiche Raddriicke P l , P'J'" 

mit den Radstanden a12 , a23 .... 

Bild 223 zeigt die Lage von 

R=Pl+PIl +· ". 
Bild 222. M-Linie bei zwei 

gleichen Raddriicken. 

Liegt iiber dem beliebigen Querschnitt x nach Bild 224 z. B. der 
Raddruck P3 , dann ist 
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A R l - x - a3 und = --Z--

M3 = Ax - (PI PIS + P'J PlI3) = R(X - xZ
2 

- a~ X) - (PI Pl 3 + P2 P23). 

dM . l-a 
Aus -d J! = 0 folgt fur X = __ 3 

X 2 

(l- a3? 
max M3 = R -4[- - (PI P13 + P2 P23) , 

s. Bild 224, nach welchem die Triigermitte die 
IJ Strecke a3 halbiert. Man erhiilt fur Rad 3 auf 

---+, ---f---+, --L-~~, -~, - dem veriinderlichen Querschnitt eine Parabel; 
I 1 I ! I 
t--a.1Z'""azr- afi-"-ai!' deren FuBpunktlagen folgen aus 

Bild 223. Resultierende 
mehrerer Raddriicke. R (x-~ -~l~) -(P1 P13 +P2 P23) = 0 

zu 
l-a ,N-ap l 

x=-2~ ± r-4L -(P1 PI3 +P2 P23)li' 

demnach ist die halbe Sehne 

Bild 224. Die M-Linie fiir Raddruck P3 

iiber den Querschnitten. Bild 225. Gesamtheit aller M-Linien. 

Entsprechendes gilt fur aHe andern Raddrucke; man erhiilt nach 
Bild 225 mehrere sich uberdeckende Parabeln; die jeweils obersten 
Parabelstucke bilden die maBgebende max M-Linie, die niiherungs
weise durch eine einzige von Au£Iager . zu Auflager sich erstreckende 
Parabel ersetzt werden kann. Das groBte aller max Mist im aH
gemeinen durch Probieren zu finden; es tritt aber meist unter dem 
der Resultierenden am niichsten liegenden Raddruck auf. 



Dritter Abschnitt. 

Die elastische Formanderung statisch bestimmter 
ebener Gebilde. 

Aus der Festigkeitslehre ist bekannt, daB verschiedene Stoffe, na
mentlich aHe schmiedbaren Eisensorten, beim Zug- und Druckversuch 
anfanglich Proportionalitiit zwischen Spannung und Langenanderung 
zeigen, also dem Hookeschen Gesetz gehorchen, wahrend andere 
Stoffe, namentlich GuBeisen und aHe Natur- und Kunststeine diese Pro
portionalitat bei keiner Spannung aufweisen. Der vorliegende Ab
schnitt befaBt sich ausschlieBlich mit Stoffen, die das Hookesche Ge
setz befolgen, und aIle Ableitungen gelten nur unter der V oraussetzung, 
daB die Spannungen unterhalb der Proportionalitatsgrenze bleiben, 
die stets mehr oder weniger unter der Elastizitatsgrenze liegt. 

AuBerdem wird vorausgesetzt, daB die Formanderungen klein 
bleiben gegeniiber den Abmessungen des Gebildes selbst. In den 
meisten Fallen ist durch die erstgenannte Voraussetzung der Propor
tionalitat diese zweite Forderung schon von selbst erfiillt, aber eine 
Reihe von Fallen erfordert die Betonung dieser zweiten Forderung 
unabhangig von der erst en. 

Bei Nichterfiillung des Hookeschen Gesetzes besteht wenigstens 
die Forderung der Spannungsbegrenzung durch die Elastizitatsgrenze. 
Obwohl in einfacheren Belastungsfallen die Formanderung auch unter 
Zugrundelegung des Pdtenzgesetzes oder auch eines anderen gleich
wertigen Gesetzes ermittelt werden kann, wenngleich solche Rech
nungen vielfach s~hr umstandlich sind, werden wir hier davon ab
sehen und vorkommendenfalls die Behandlung mit einem als unver
anderlich angenommenen mittleren Elastizitatsmodul durchfiihren. 

Der Zweck der Feststellung der elastischen Formanderungen ist 
ein doppelter: 

Erstens besteht bei vielen Gebilden des Maschinen- und Hoch
baues Veranlassung, die Formanderung in gegebenen Grenzen zu 
halten, z. B. die Durchbiegung von Maschinenwellen oder Bautragern 
einen gewissen Teil der Stiitzweite nicht iiberschreiten zu lassen. Zu 
starke Durchbiegungen beeinflussen zwar nicht die errechneten Span
nungen, konnen aber andere Nachteile haben, wie Erzitterungen oder 
Dberanstrengung der AnschluBteile. In anderen Fallen soIl die Nach
giebigkeit von federnden Gebilden, wie Tragfedern von Fahrzeugen 
usw. bestimmt werden. 

Zweitens bilden die elastischen Formanderungen die Grundlage zur 
Berechnung der statisch unbestimmten Gebilde, die im nachsten Ab
schnitt behandelt werden. 
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A. Die elastische Linie des geraden Biegestabes. 
Die urspriinglich gerade Stabachse (Schwerlinie) verbiegt sich nach 

einer Kurve, d. i. die elastische Linie. Fiir alles weitere sei ein 
sehr flacher Verlauf derselben, also sehr geringe Biegepfeile gegen
iiber der Tragerhohe, vorausgesetzt. 

Die Verbiegung riihrt zum groBten Teil von den N ormalspannungen, 
ZUlli kleineren Teil von den Schubspannungen her; der EinfluB der 
letzteren wird meist vernachlassigt. Wir behandeln den EinfluB beider 
Spannungen getrennt; die Ordinaten der beiden elastischen Linien 
addieren sich algebraisch und liefern die endgiiltige elastische Linie. 

1. Die elastische Linie dnrch die N ormalspannnngen. 
Die Differentialgleichung der elastischen Linie. Nach BiId 226 

und 227 bildet dq; den Winkel zwischen den beiden um dx vonein
ander abstehenden N ormalquerschnitte und gleichzeitig den Winkel 
zwischen den Tangenten an die elastische Linie in Punkt 1 und 2. 
Wegen des vorausgesetzten sehr flachen Verlaufs der elastischen Linie 
wird dx den Abstand der Punkte 1 und 2 sowohl im ungebogenen, 

.x 

als auch im gebogenen Zustande be-' 
zeichnen, d. h. die Verschiebungen der 
Stabachsenpunkte erfolgen genau lot
recht; deren geringen wagrechten Ver
schiebungen werden vernachHissigt. 

M-Linie 

~ ~.x, r- b!. \ I 
i--x~r- i I 
I I I \ t I 

~ I !f i i 

.19'12 

Bild 226. Die elastische Linie des 
Stabelementes. 

Bild 227. Die elastische Linie des 
Stabes. 

Zieht man in Bild 226 durch 2 eine Parallele zur Stabnormalen 
in 1, dann ist L1 dx die Verlangerung der unteren Zugfaser; daselbst 

~ Me adx 
ist die Zugspannung a = -r und L1 d x = E-' 

(1) 

Nun ist dq; = L1 dx = M e.!:.~ oder 
e EJe 

dq; = Mdx 
EJ 

bzw. (2) 
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M dx stellt den in Bild 227 doppelt schraffierten Flachenstreifen 
der M-Linie dar. Mit Mdx=dF folgt auch 

dF 
(3) drp= EJ • 

Bei prismatischen Staben, also bei J = konst. ist fiir das endliche 
Stabstiick x, - Xl 

(4) 

worin F1'J die M-Flii.che zwischen den Strecken Xl und x2 bezeichnet. 

1st y = f(x) die Gleichung der elastischen Linie, dann ist tg rp = :~ 
deren Neigung; wegen des flachen Verlaufs der elastischen Linie dad 

rp = :~ gesetzt werden. Nun folgt aus 

d(dd:) drp "" d'ly 
dx=~=dx2 

d'1. y M 
dx'J=EJ' 

Do. die y nach unten stets positiv gerechnet werden, um positive 
Biegepfeile zu erhalten, schreibt man dafur 

d 2 y M 
(5) dx'J=- EJ' 

d. i. die Differentialgleichung der elastischen Linie. 

Zu derselben Gleichung gelangt man auch auf dem Umweg tiber 
den Kriimmungsradius. Dieser ist nach Bild 226 

dx . EJ 
(!= drp oder Inlt (1) (!= M' 

Nun darf in der bekannten Formel 

wegen der kleinen rp der Wert (: ~) 2 gegen 1 vernachlassigt werden, 

somit ist 
1 EJ d2 y M 

d'J y = Moder dx'i = EJ' 

dX9 

Verfasser zieht die erste Ableitung vor, da sie gleichzeitig die 
wichtige Beziehung (1) liefert. 
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Die Losung der Differentialgleichung kann durch Rechnung oder 
durch Zeichnung erfolgen. Die Rechnung ist vorwiegend fUr ein
fachere Belastungsfalle und fur unveranderIiches J bestimmt, wahrend· 
der zeichnerische Weg fur beliebige Belastungsfalle und auch fur ver
anderliches J geeignet ist. 

Die elastische Linie durch Rechnung. Zunachst muB M als Funk
tion von x bekannt sein, M = F(x). Die Differentialgleichung lautet 
mit J = konst. 

sie ist von der zweiten Ordnung, daher enthii.It die allgemeine Losung 
zwei Integrationsfestwerte, die sich aus den jeweiligen Grenzbedin
gungen ergeben. Somit lautet die allgemeine Losung 

1 
Y= EJ[-J(JF(x)dx)dx+01X+02 ]· 

1st J nicht unveranderlich, sondern ebenfalls von x abhangig, 
also J = f(x) , dann ist 

d 2 y 
dx 2 

mit der allgemeinen Losung 

Y=~[f (f ;(~1dX ) dx+ 0 1 x + c2]. 

Diese Integration in geschlossener Form ist schwierig und meist 
unmogIich, solche FaIle werden daher besser zeichnerisch behandelt. 

Beispiele hierzu fur J=konst. 
1. Freitrager mit AuBenlast nach Bild 228. 

M=-P(l-x). 
1 

Y= EJ[ - J( -J- P(l-x) dx) dx+ 0 1 x+ O2)= 

=jy [-f(- PlX+p~2)dX+ 01 X+ O2] = 

= ;J[p(l~-~)+01X+02J, 

__ --- I 
..--- I 

_---'I i 
- I I 

~I 
Bild 228. Freitrager mit 

AuBenlast. 

hieraus Y= E1J[P(lX-~)+01J. 
x = 0 liefert Y = 0 und y' = 0 , somit 
O2 = 0 und 01 = 0, also 

y= :J(l~2 _ ~3) 

=:~~(~(Tr -~ (yr)· 
y = l liefert 

P l3 
f= EJP;' 



Die elastische Linie des geraden Biegestabes. 77 

2. Frei trager mit Dreieckslast nach Bild 229. 
1 1 

q=cx, k=cl, Gesamtlast p=fqdX = fCXdX=~~. 
o 0 

Zunachst ist M = _ q x .::. = _ ? x2 
.::. = _ c x3 

2 3 2 3 6 . 

Y= ;J[ -J(J- C;3 dX) dX+01X+02 ]= ;J [~:~+01X+02J, 
1 [CX4 ] 

y'= EJ 24+ 01 . x = l liefert y = 0 und y' = 0, somit 

d t 
0=--

1 24 ' 
do d 4 d 5 

O2 = -120 + 24 l = 30' also 

1 [ c X 0 d 4 dO] 1 do P ZS 
Y=- ----x+- x=o liefert f=EJ 30 =EJ15' EJ 120 24 30' 

,.. l ., , , , -x-, ' , 

M __ ----...... , 
~/ .. ~ : 

, , , 

, , , 

~l 
Bild 229. Freitrager mit Dreieckslast. 

A 

Bild 230. Trager mit Einzellast. 

3. Trager mit Einzellast nach Bild 230. 

a b 
B=P1 , Momente M=Pyx, 

, 1 [ a ~2 J 1] =- -P--+K . 
EJ l 2 1 

Die 0 und K folgen aus den Grenzbedingungen: 

y=O fiir x=O, 1]=0 fiir ~=O, y=1] fiir x=a bzw. ~=b, 

Y'=-1]' oder Y'+1]'=O fUr x=a bzw. ~=b. 
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x=a und ~=b 
p a2 b'J 

liefem f= - -- . 
EJ 3l 

4. Trager mit Dreieckslast nach S. 29. 

Hiemach ist M = ~ (x - ~:) . 

Y= ;J[-f(f~(x-~:)dx) dx+ 0l X+ 02J = 

= ;JL ~(-~+ 2~5l2)+01X+ O2]' 

x=o liefert y=o, x=l Hefert y=O, hieraus 09=0 und 

01 = 1~OPl9, 

Y= :J[ - :; + 6~5l2'+ 1~ol9XJ = :J1~[71-10(Ir + 3 (IrJ. 
PZS 

GroBter Biegepfeil f=0,01304 EJ fUr x=0,5193l. 

I 
I E ~-------;,..,---

Bild 231. Neigungswinkel 
der elastischen Linie. 

Bei Gleichstreckenlast ist f= _~ Pls = 
384EJ 

PZS 
= 0,01302 EJ fUr x=0,5l, demnach ist f 

fur Gleichstrecken-, Trapez- oder Dreiecks
last nahezu gleich. 

5. Die N eigungswinkel der elasti
schen Linie an den Auflagerstellen zu er
mitteln. 

N ach Bild 231 ist bei beliebiger Belastung 
dcp=dF:EJ, dh=xdcp=xdF: EJ und 

h= fdh= ;Jf xdF. Wegen h=CP1l ist 
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JXdF 
fPl = EJ - . Nun ist J x dF das statische Moment der M -FHiche, 

bezogen auf das rechte Triigerende, im weiteren mit lR bezeichnet; 
. . lR 

es 1St also fPl = EJr 

Ebenso ist fP2 = E~l' worin sich ,2 auf das linke Triigerende 

bezieht. 
Diese Formeln geIten nur fiir unveriinderliches J. 
Dber eine andere Losung derselben Aufgabe und iiber iihnliche 

Aufgaben s. S. 102. 

Die elastiscbe Linie durch Zeicbnung. 

1. Fiir unveriinderliehes J. Bei Streekenlast gilt fUr die 
Biegemomente nach S. 28 und Gl. (2). 

d 2 M 
dx2 =-q. 

Die Differentialgleichung der elastisehen Linie lautet 
d~y M 
dx2 =- EJ" 

Die gleiehartige Form beider Ansiitze liefert folgendes Verfahren 
zur Gewinnung der elastischen Linie. 

FaBt man nach Bild 232 die M-Fliiche als Belastungsfliiche auf und 
ermittelt hierzu nach dem Seileckverfahren die zugehorige M -Linie, 
dann bilden deren Ordinaten, dureh 
E J geteilt, die der endgiiltigen ela
stischen Linie. Positive Belastungs
Bachen werden im Nebenbild als 
nach unten gerichtete, negative als 
naeh oben geriehtete behandelt. 

MaBstabe hierzu. 1st der Tra
ger im MaBstab 1: a gezeiehnet, 
m kgem Biegemoment durch je 1 em 
Ordinate der M -Linie und f em 2 

der Streifeninhalte auf der Zeich
nung durch je 1 em der lot
rechten Streeken der Nebenfigur 
dargestellt, ferner die Polweite zu 
~ em gewahlt, dann sind die Ordi

Bild 232. Das Seileck fUr die M-Flache 
als elastische Linie bei unverander

lichem J. 

naten des gezeichneten Seilecks, vervielfacht mit fl = (12 m f ~: E J 
die wirklichen Ordinaten der elastischen Linie. Urn runde Zahlen 
fiir die fl zu erhalten, wiihlt man fiir EJ: ~ eine ruude Zahl. 

2. Fiir veriinderliches J. 1st J stufenweise veriinderlich 
(abgesetzte zylindrische Welle, paralleigurtiger Bleehtrager mit 
Gurtplatten von verschiedener Lange) und geiten nach Bild 233 fiir 
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die Abschnitte a, b, c .,. die Werte J a , Jb , J •... , dann ist nach 
.01. (4) S.75 

Fa Fb 
f{J12 = EJ' f{J23 =}jj-:J USW. 

a b 

Wir nehmen nun ein beliebiges 3 an und schreiben. 

worin 

_ Fa 3 _ Fa 3 _ Fa' 
f{J12- EJa fj- E3 Ja - E3' 

F ' F 3 F'.F 3 a = a J ' b = b J USW. 
a b 

F' 
f{J93 = E3 usw. 

Hierdurch ist ausgedriickt, daB die gesuchte elastische Linie gleich 
ist derjenigen fiir einen gedachten Trager von unveranderlichem 3 
und den M-Flachen Fa', Fb' usw., die durch Verzerrung der wirk
lichen M im Verbaltnis von 3: Ja fiir Strecke a, von 3: Jb fiir Strecke b 

usw. entstehen; die so veranderte M
Linie heiSt die verzerrte M -Linie. 

Das Weitere erfolgt wie bei un
veranderlichem J; im Nebenbild wer
den die Flachen Fa', Fb' usw. aufge
tragen, die MaBstabsberechnung erfolgt 

1 mit dem angenommenen 3. 
a-l.-b--*--c~d~ Bei stetig veranderlichem J (Bal-

15 ken von nicht prismatischer Form, 
-t----=-t---=-t----'+--F~~~ Welle mit Kegelstiicken, Blechtrager 

mit veranderlicher StehblechhOhe) ist 
das Verzerrungsverhaltnis v = 3 : J 
entsprechend der stetigen J -Anderung 
ebenfalls stetig. 

Bild 233. Die elastische Linie fiir In allen Fallen pHegt man den Wert 
unveriinderliches J. 3 gleich dem groBten aller vorkom

menden J zu wahlen. 
1st bei Achsen mit wechselnden Durchmessern d ein beliebiger 

und b der groBte Durchmesser, dann ist 

v=:4 b4:;4d4=(~)\ 
in gleicher Weise folgt bei Rechtecksbalken von gleicher Breite und 
wechselnden Rohen v = (f) : h)3 und bei gleicher Rohe und wechselnden 
Breiten v = b : b. Die Durchmesser bzw. Rohen sind moglichst genau 
zu bestimmen, da kleine Fehler wegen der Potenzen stark vergroBert 
werden. 

2. Die elastische Linie durch die Schubspannungen. 
Aus der Festigkeitslehre ist bekannt, daB bei I-Tragern und Blech

tragern die Querkraft Q fast allein und annahernd gleichmaBig iiber 
die TragerstegHache V verteilt ist und or = Q : V liefert. Dieses or 
hringt fiir benachbarte Normalquerschnitte keine gegenseitige Nei-
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gungsanderung hervor, sondern gewisse Winkelanderungen in der 
Stegebene, die sich als gegenseitige Verschiebung dieser Querschnitte 
auBern. Der urspriingliche Winkel zwischen dem Normalquerschnitt 
und der Stabachse andert sich nach Bild 234 um r = 7:: G, worin 
G = 0,385 E der Schubmodul ist. AHe ursprunglichen Normalquer
schnitte bleiben also einander parallel; da es aber zunachst noch 
fraglich ist, ob diese lotrecht bleiben oder nicht, nehmen wir eine 
Neigungsanderung a an, so daB die Stabachse die Neigung 

!p = r + a oder !p = Q : V G + a 
erhalt. Wir rechnen die a, r und !p nach unten 
Bild 234 positiv, ebenso die Ordinaten y. 

entsprechend dem 

Die endgultige Differentialglei-
chung der elastischen Linie fUr die 
Schubspannungen lautet somit 

dy Q 
(JX=GV+ a 

-- r--------i---

dM 
und wegen Q = dx x ----;;o\E--d.x~ 

dM I 
dY=GV+ adx . 

Deren allgemeine Losung ist 

M 
y= GV+ ax + O. 

Die Werte a und ° sind durch Bild 234 Die elastisehe Linie dureh die 
die Auflagerbedingungen bestimmt. Sehubspannungen. 

Hieraus geht folgendes hervor: 
Die elastische Linie verlauft wie die M - Linie, aber mit den im 

Verhaltnis 1: G V verkleinerten und dem Vorzeichen nach umgekehr
ten Ordinaten und geht durch die beiden Auflagerpunkte; d. h. nach 
Zeichnung der elastischen Linie ist die gerade Bezugslinie durch die 
Auflagerpunkte zu legen. 

Fur den Fall eines wechselnden Stabquerschnittes werden die 
wechselnden V ahnlich wie die J in Beziehung zu einem beliebigen 
58 gesetzt, die M im Verhaltnis 58: V verzerrt und die verzerrte 
M-Linie und der Wert 58 wie oben benutzt. 

Eine andere Berechnungsweise der Formanderung des geraden 
Stabes wird im nachsten Abschnitt beim krummen Stab entwickelt; 
die dortigen Formeln konnen dann sofort auf den Sonderfall des ge
raden Stabes angewendet werden. 

Beispiele hierzu. 
1. Trager mit Einzellasten, Bild 235. 

A=(7 ·2,2 + 5·1): 3,5 = 5,82 t, B=(7 ·1,3 + 5.2,5): 3,5 = 6,18 t, 
Ml = 5,82·1,3 = 7,58 tm, M. = 6,18·1,0 = 6,18 tm. 
I 30 liefert mit J = 9800 em4 und W = 653 em3 

max 0' = 758000: 653 = 1160 kg/em~. 
Unol d, Statik f. Maschineningenieure. 6 
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AL1J----4-~z----..l..-1 10~8 
I I MuDeinm 
oE I .1.5 I "I . 
I I I 
I I JfGt 
I I 
I I 
I I 

I i lb 

I 
l .f'c 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I I 

I I 
~l..dew;menttl 

I I 
k- / -J 

~ I Z 5t 1 

1~ 4 ' 

b I 
,z I I fi 

I J//j 'L_----:;;::'j 
7lJ 

fa 

1----/ --.1 

Bild 236. Trager mit Kragarm und AuJ3enlast. 

MaBstabe fUr die elastisehe 
Linie: 

11=100, m=400000, 
f= 1,0, 

EJ=9800· 2150000= 
=21100000000, f)=2,1l em. 

F. = 1,236 em2 , 

Fb = 2,065 emz, 
Fe = 0,772 emz. 

1002 .400000 ·1· 2,11 
fL= 21100000000 

=0,4. 
max1J = 1,1 em, daher 

maxy= 1,1·0,4=0,44cm. 
Fur den EinfluB derSchub

spannungen gilt: 
Stegflaehe des Tragers 
V= 1,08·30= 32,4cmz, 

G = 800000 kg/em2 • 

Die elastisehe Linie verlauft 
wie die M-Linie, s. Bild 235, 
es ist 

y=M:VG= 
= M: 25920000 em, 

worin die M in kgem. 
Yl = 758000 : 25920000 = 

= 0,029 em, 
Y2 = 618000: 25920000 

=0,024 em, 
d. i. rund 8 0/ 0 der von den 
M herruhrenden Ordinaten. 

2. Trager mit Kragarm, 
Bild 236. 
Mz= - 5·1,0 = - 5,0 tm. 
I 26 Hefert mit 

J=5744cm4 

und W = 442 ema 
max (J = 500000 : 442 = 

= 1130 kg/emz. 

MaBstabe: 
11=50, m=400000, f=0,5, 

EJ = 5744·2150000 = 
= 12350000000, 

fL= 

f) = 2,47 em . 
F. = 0,625 cmz, 
Fb = 1,250 emz. 

502 .400000.0,5.2,47 
12350000000 

=0,1. 
1Ja = - 2,02, daher 

Ya = - 2,02·0,1 = - 0,202 em. 
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EinfluB der Schubspannungen: 
V=0,94·26 = 24,4 cm2 , 

G = 800000 kgJcm9 • 

Bei der elastischen Linie der Schub
spannungen geht die Bezugslinie hier 
durch die beiden Auflager. Die 
scharfe Ecke bei 2 ist in Wirklich
keit etwas abgerundet; da die Quer
kraft an dieser Stelle nicht so un
vermittelt wechselt. So mit ist die 
durch die Schubspannungen verur
sachte AuBensenkung 

500000 1,5 
Ya = 24,4.800000 . 0,5 = 0,077 cm. 

Die unterste Linie zeigt die end
giiltige elastische Linie, wobei die 
beiden oberen iibereinander gelegt 
sind, aIle drei zeigen denselben MaB
stab. Es darf hier demnach der Ein
fluB der Schubspannungen nicht ver
nachlassigt werden. 

3. Trager mit Kragarm und zwei 
Lasten, Bild 237. Eine gleichartige 
Behandlung liefert die elastischen 
Linien fiir die N ormal- und die Schub
spannungen, sowie die endgiiltige 
elastische Linie, alie im gIeichen 
MaBstabe dargestellt. 

z;s ! 1 I 
I 
I I 
I I 
1 
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4. Gerbertrager, Bild 238. Zu
nachst wird die elastische Linie mit 
gleichem Pol fiir beide Offnungen 

Bild 237. Trager mit Kragarm und 
zwei Lasten. 
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Bild 238. Gerbertri.iger mit Gleichstreckenlasten. 
6* 
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gezeichnet, dann die beiden SchluBlinien 8, und 82 in die Wagrechte gedreht, 
wodurch die endgiiltige elastische Linie iiber die drei Auflagerpunkte geht, am 
Gelenk aber einen Knick erhiilt. 

5. Blechtrager, Bild 239. Zunachst wird durch Zeichnung oder Rechnung 
die M -Linie ermittelt; es ergibt siGh max M = 27,5 tm = 2750000 kgcm. Fiir 
Uzul = 1200 kg/cm" ist Werf = 2290 cm3 • 

Ein Bleehtrager mit Stehblech 540· 10, vier L 80· gO· 10 und einem Gurtplat
tenpaar 180·10 hat') Wn , = 2337 em3 und ohne Gurtplatten Wno = 1622 cm3 . 

Zieht man durch die M-Linie zwei Wagrechte in den Hohen Wnl'Uzul und 
Wno ' Uzul, dann gewinnt man die erforderliche theoretische Gurtplattenlange. 
Die wirkliche Liinge ist entsprechend der Zahl der AnsehluBniete groBer zu 
nehmen. Die Triigerquerschnitte liefern J, = 77 700 cm4 und Jo = 50200 cm" 
(ohne Nietabzug!). 

Bild 239. B1echtriiger. 

Das Verzerrungsverhiiltnis ist mit ~ = J, fUr die Stiicke ohne Gurtplatten 
v=~:Jo=77700:50200. Aus a=160, m=1600000, f=0,77, E=2150000, 
~=77700 und ~=2,1 folgt 1t=0,4; max17=1,44cm liefert maxy=1,44·0,4 
=0,57 cm. 

6. Abgesetzte Welle, Bild 240. Hier ist .das Verzerrungsverhiiltnis 
v=(18:15)'=2,074 bzw. v=(18:12)4=5,063. 

Aus a=40, m=100000, f=1,25, ~=5153 cm4, E=2200000 
und ~ = 1,135 em folgt It = 0,02; an der Laststelle ist 'YJ. = 2 em, somit 
y = 2 . 0,02 = 0,04 em. 

Eine zylindrische Welle von 180 mm Durehmesser ergiibe an del' Laststelle 
. B' f '1 6000 60'.902 00343 d' d 86 01 emen legep el y = 2200000 . 5153 3.T50 =, em,. I. run 0 von 

0,04 em 

') s. Bohm u. John, Tafeln der Widerstandsmomente von Blechtriigern. 
2. Auff. Bet'lin: Julius Springer 1913. 
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7. Trager von gleieher Breite und stetig veranderlieher Rohe, Bild 241. Die 
veneme M -Linie folgt aus 

Mo = O, 
Ml = 2500· 10 = 25000 kgom, h = 7,5 om, 
M2 =2500·20= 50000 " h= 9,0 " 
M8 =2500·30= 75000 " h=10,5" 
M, = 2500·40=100000 " h=12,0" 

Mo'= 0, 
M.'= 25000 (12:7,5)3 = 102000 kg om, 
M2'= 50000 (12:9)3 = 117000 " 
Ma'= 75000 (12:10,5)8= 111000 " 
M.'=100000 (12:12)8 =100000 " 

Aus a=40, m=50000, f=2, 
~=1\-6·123=864 om4, E=2150000, 
~ = 1,49 em folgt It = 0,05; 'Iii = 2,2 om 
liefert Yo = 2,2.0,05 = 0,11 om. 

Ein prismatisoher Stab von 12 om 
Rohe und 6 om Breite liefert einen Biege-

. 5000 1203 

pfeIl f= 2150000.86448= 0,097 om, 
d. i. rund 88 0/ 0 von 0,11 em. 

r-- 600-----+- -
I 
I--tNJO~ 

",I 

'" 

Bild 240. Abgesetzte Welle. 

Bild 241. Trager von gleioher Breite und veranderlioher Rohe. 

In den Beispielen 4 bis 7 blieb der EinfluB der Sohubspannungen a.uf die 
elastisohe Linie der Geringfiigigkeit wegen unberiioksiohLigt. 
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B. Die Formanderung des ebenen krummen Stabes. 
AIJgemeines. Fiir diesen Abschnitt gilt die schon friiher auf S. 37 

gemachte Voraussetzung groBer Kriimmungsradien gegeniiber der Quer
schnittshohe und der damit verbundenen nahezu linearen Spannungs
verteilung iiber den Querschnitt. 

Die Formanderung des krummen Stabes riihrt zum iiberwiegenden 
Teil von den Biegemomenten her, wahrend die Langskrafte nur wenig 
ausmachen und daher meist vernachlassigt werden. Die Formanderung 
durch die Querkrafte konnen ganz unbeachtet bleiben, da sie schon 
beim geraden Stab nur fiir kurze gedrungene Stabe von Belang waren 
und hier nur schlanke Stabe in Frage kommen, bei denen der Ein
fluB der Querkrafte ganz verschwindet. 

Wir wahlen ein eigenartiges Berechnungsverfahren, das sich sowohl 
fiir algebraische als auch fur Zahlenrechnung eignet, und behandeln 
getrennt den EinfluB der Biegemomente und der Langs- und Querkrafte. 

1. Formanderung durch Biegemomente. 
Fall 1. Ein nach Bild 242 einseitig eingespannter krummer Stab er

halte beliebige (hier nicht gezeichnete) Belastung und dadurch die 
Stabstelle d8 das Biegemoment M. 

Zunachst sei nur das Stab element d8 als elastisch, alles andere 
als starr angenommen. Die Endquerschnitte und auch die Endtan

~ 
Bild 242. Biegung 
des eingespannten 
krummen Stabes. 

genten des Stabelementes neigen sich nach S. 74 
gegenseitig urn den Winkel 

d _Md8 
cp- EJ 

und der in sich starr bleibende AuBenteil des 
Stabes beschreibt einen Drehwinkel d cp urn die 
d8-Mitte. Somit beschreibt ein beliebiger Punkt t 
des AuBenteils ein Kreisbogenelement dv = e dcp, 
das als Gerade normal zu e betrachtet werden 
kann. Die Projektion von dv auf eine durch t 
gehende belie big gerichtete Gerade R ist somit 

Md8 
df=dvcos 'If'= ET e cos 'If' 

oder mit e cos 'If' = r 

Md8 
df=EJ r. 

Denkt man sich nun unabhangig von der wirklichen Belastung 
eine Kraft "Eins" am Punkte t in Richtung R wirkend, dann liefert 
diese an der Stabstelle 8 das Biegemoment 9.R = 1 . r ; somit ist 
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Da aIle Stabelemente gleichzeitig elastisch sind, addieren sich aIle 
d f algebraisch, da sie dieselbe Richtung R haben, und es folgt 

fMSJR 
f= EJ ds, 

worin iiber die ganze StabHinge zu integrieren ist. Ergibt sich f als 
positiv, dann hat es denselben Richtungssinn wie die gedachte Last 1, 
negati ve f verlaufen entgegengesetzt dazu. 

1m vorstehenden war lediglich der einfachen Ableitung wegen 
ein einseitig eingespannter Stab angenommen. Nachstehend wird ge
zeigt, daB ein z. B. durch Kippbolzen und Pendelstiitze gelagerter 
Stab dasselbe Ergebnis liefert. 

Kriimmt sich nach Bild 243 nur das Stiick ds und zwar um den 
Winkel dcp, dann nimmt der Stab die strichierte Form an. Denkt 
man sich die beiden starren Stabteile durch die schraffierten Scheiben 
erganzt, dann folgt aus bekannten einfachen Satzen der Kinematik 

Die Geraden a und b 
und die Pendelstiitze sind 
als Gelenkstabwerk zu 
denken; die Scheibe K 
macht eine Elementar
drehung um den Pol 0 
und es ist 

dv=rdj3 . 

Punkt s macht die Ver
schiebung 

da=cdj3=ada, 

woraus 

c 
da=dj3-. 

a 

Somit ist 

j 

I 
j 
j 

I 
j 

I 
I 
j , , 

j 

I 
I 
I 
j 
I 

, , , , 

':{dfJ 
\,\ 

\ . 
\\\ 

,, '. :-17 s 
j ~~~~~~~~~z 
j , 
+ 

a ' / , 
:0 

Bild 243. Biegung des durch Kippbolzen und 
Pendelstiitze gelagerten krummen Stabes. 

dcp=da+dj3=dj3(~+ 1) 

d dj3 __ dv 
o er wegen 

r 
c -+1 a 

dcp=dv -- und 
r 

dcpr 
dv=--. 

c -+1 a 
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W · . d df . mter 1St V = --, Som1t 
COS 1p 

dcp r COS 1p {! 
df= dv COS 1p = ----= dcp --. 

c c -+1 -+1 a a 

Die an t in Richtung R wirkend gedachte Last 1liefert den Auf
lagerdruck m, der sich aus dem Gleichgewicht des ganzen Stabes 
gegen Drehen um 0 ergibt zu 

{! m=l·-. 
e 

Diese liefert an Stelle s das Biegemoment 

Wl=mp 
ae e 

oder mit p=--=-c+a c, 
-1 1 
a 

oder mit 

{! e (! 
Wl=l·---=l·---

e c c -+1 -+1 a a 

dcp= Mds 
EJ 

MWl 
df=Eyds, 

und 

also dasselbe wie beim eingespannten Stab. 

df=dcpWl 

Fall 2. Besteht die wirkliche Belastung aus Last "Eins" am 
Punkte t in Richtung R, dann sind fiir alIe Stabstellen die M gleich 
den Wl und es gilt 

Fall 3. Fiir Last P statt "Eins", somt aber wie oben, gilt 

Fall 4. Die Punkte p und q des Stabes nach BiId 244 oder 245 
erhalten durch beliebige Belastung die Verschiebungen v und v in 
irgendwelchen Richtungen. Die Anderung der Strecke a is£' die Su&me 
der Projektionen der v auf die Richtung dieser Strecke, also 

f=fp+fq= f~~PdS+ f~~qdS, 
worin die M von der Belastung, die Wl!! von der gedachten Kraft 
"Eins" am Punkte p in Richtung pq una die Wlq von der an q in 
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Richtung q p wirkenden herriihren. Nun ist 

r=fM (Wl p + Wlq ) ds 
EJ 

oder 

worin die Wl = Wlp + Wlq von den gleich- ." 
zeitig an p und q wirkenden KraJten 1 her- Bild 244 u. 245. Biegung 
riihren. des krummen Stabes. 

Wirken diese gedachten Krafte "Eins" wie 
in Bild 244 oder 245 strichiert, dann bedeutet ein positives r eine 
Verkiirzung, ein negatives r eine Verlangerung der Strecke a; bei 
entgegengesetzt gerichteten Kraften erhalt man das Umgekehrte. 

Fall o. Ist die wirkliche Belastung gleich den beiden gedachten 
Kraften, - dann erhalt man 

Fall 6. Lasten P statt "Eins" liefern 

r=pf~;dS. 
Fall 7. Ein beliebig belasteter Stab verformt sich so, daB die 

Stabachsentangente im beliebigen Punkte t nach Bild 246 eine Rich
tungsanderung f} erfahrt. Bei Elastizitat des Stabelementes ds ist 

df} = dcp = M d.!. 
EJ 

und somit bei Elastizitat des ganzen Stabes 

{}=f!dS. 

Der Einheitlichkeit wegen werden wir diese 
Formel in etwas anderer Weise anschreiben. Denkt 
man sich am Stabe im Punkte t ein Moment = 
"Eins" angreifend, dann setzt dieses an der be
liebigen Stab stelle s das Moment Wl = "Eins" ab; 
somit erhalt obige Formel die Form 

If} f~Wl ds 
1 EJ' 

In dieser Form gilt die Formel auch fUr andere 
Stabanordnungen, insbesondere fiir den durch Kipp
bolzen und Pendeistiitze gelagerten Stab nach 
Bild 247. Wie in Fall 1 und Bild 243 liefert die 
Verbiegung des Stiickes ds um dcp die Drehwinkel 
Scheib en ,c dcp 

da=dfJ- und dfJ=--. 
a ~+1 

a 

Bild 246. Neigungs
anderung des einge
spannten krummen 

Stabes. 

der schraffierten 
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Das an Punkt t gedachte Moment "Eins" liefert die Auflager
kraJte A =#= B, wobei A e = 1, und an Stab stelle 8 das Biegemoment 

Wl=Ap= 1.E. Wegen p=_e __ ist Wl= ___ 1 __ und dfJ=dcpWl. 
e c c -+1 -+1 a a 

Bild 247. N eigungsanderung des durch Kippbolzen und Pendelstiitze 
gelagerten krummen Stabes. 

Nun geht aus dem Bild sofort hervor, daB die Drehung der Stab
tangente in t ~leich ist dem Drehwinkel d fJ, so mit ist 

MWl 
d1}=dmWl=-ds 

'r EJ' 

woraus sofort obiger Ausdruck folgt. 

Fall 8. Besteht die wirkliche Belastung aus dem Moment "Eins" 
an t, dann gilt 

Fall 9. Moment D statt "Eins" liefert 

1}=Df~;dS. 
Dem Fall 4 entsprechend liefern die Formeln der Falle 7 bis 9 

die Anderung des Neigungsunterschiedes zweier Stabtangenten an den 
Punkten t1 und t2, wenn Wl das Biegemoment an beliebiger Stab
stelle durch die einander gleichen und entgegengesetzt gerichteten 
Momente "Eins" an den Punkten t1 und t2 bezeichnet. 

Fall 10. Besteht die Belastung aus den Lasten P. an den Punkten i 
in beliebigen Richtungen und der Last Pt am Punkt~ t in Richtung R , 
dann liegt Fall 1 und 3 gleichzeitig vor und die Projektion der 
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Verschiebung des Punktes t in Richtung R ist 

f M'im 5im2 
f= EJ ds +Pt EJ ds , 

worin die M' von den Lasten Pi allein und die im von der Kraft "Eins" 
an t in Richtung R herriihren. 

Fall 11. Besteht die Belastung aus den Lasten Pi wie im vorigen 
Falle und dem Moment D an Punkt t, dann ist der Drehwinkel 
der Stabtangente in Punkt t 

fM'im 5im2 
{)= EJds +D EJ ds , 

worin die M' von den Lasten Pi allein und die im vom Moment 
"Eins" an t herriihren. 

Die Formel des Fanes 10 ist unter Anlehnung an Fall 4 auch 
anwendbar, wenn die Lasten Pi und an den Punkten tl und t2 die 
beiden einander gleichen und entgegengesetzt gerichteten Lasten Pt 
angreifen; f bezeichnet dann die Verlangerung oder Verkiirznng der 
Strecke tl t2 • 

Desgleichen Hefert die Formel des Falles 11 die Anderung der 
gegenseitigen Neigung der Stabtangenten an den Punkten tl und t2, 
wenn D die daselbst wirkenden und entgegengesetzt gerichteten 
Momente bezeichnen. 

Fall 12. Besteht die Belastung aus 

den Lasten Pi an den Punkten i in beliebigen Richtungen, 
der Last Pa am Punkte a in Richtung A, 
der Last Pb am Punkte b in Richtung B, 
der Last Pc am Punkte c in Richtung 0 usw., 

dann folgt die Projektion der Verschiebung des Punktes a auf Richtung A 
aus Fall 10, worin M' durch M' + Pb imb + Pc ime und im durch ima 
zu ersetzen ist; demnach ist 

f. (M'imad +pSimaima d +pSimaimb d +pfWlaimed + ... 
a J EJ s a E J s b EJ s e EJ S , 

worin die M' von den Lasten Pi und die ima imb ime ... von der 
Kraft "Eins" an abc... in Richtung ABO... herriihren. 

Desgleichen ist 

t; fM'WCb ds +pJimb~a ds +P fimb imb ds + pfimb imads +' .. 
b EJ a EJ b EJ e EJ ' 

f. fM'imnds +pJime im~ds+pfime imbds + pIima imcds +" '. 
a EJ a EJ b EJ r EJ 

Die Formeln des Falles 12 gelten sinngemaB auch fiir den Fall, 
daB zwei gleiche und entgegengesetzt gerichtete Lasten P an den 
Punkten a1 und a2 angreifen, wobei dann fa die Anderung des Ab-
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standes a1 a'J bezeiehnet; ferner liefern sie statt der f die Neigungs
anderung einer Stabtangente, wenn statt des betreffenden P das 
Moment D eingefiihrt wird usw. 

Diese Formeln haben fUr die unmittelbare Verwendung bei der 
Formanderungsbereehnung von Biegestabgebilden geringere Bedeutung, 
wurden aber aufgestellt zur spateren Verwendung bei den mehrfach 
statiseh unbestimmten Gebilden, die im vierten Absehnitt behandelt 
werden. 

Allgemeine Bemerkungen iiber diese Formeln. Alle Formeln 
gelten zunachst ganz allgemein, also fUr krumme Stabe, im Sonder
fall auch fiir gerade Stabe und fUr gebrochene Stabe mit steifen 
Ecken, auBerdem fUr beliebig veranderliches Tragheitsmoment. Bei 
gleichbleibendem Tragheitsmoment kann, wenn E unveranderlich ist, 
der Wert EJ stets vor das Integral gesetzt werden. 

Die Integration ist nur in einfacheren Fallen durchfiihrbar und 
besonders bei veranderlichem J kaum moglieh. In weniger einfachen 
Fallen und bei veranderlichem Jist die Integration durch die al
gebraische Summierung zu ersetzen, wobei der Stab in endliche, gleiche 
oder ungleiche Teile A 8 zerlegt wird. Die M und Wl bezieht man 
dabei auf die Mitten dieser A 8. Man erhalt, da die M und Wl zu
weilen entgegengesetzte Vorzeichen haben, meist Posten mit wech
selnden V orzeichen; nur in den Formeln mit Wl'J haben aIle Posten 
positive Vorzeichen. 

Bei geraden Staben tritt an die Stelle des Bogenelementes d8 
bzw. A8 das Stabelement dx bzw. Ax oder dy bzw. Ay usw. 

Einheiten. Man driiekt aIle Lasten, Krafte und Momente, aueh 
die gedaehten, in kg und em aus, setzt E in kg/em'J ein und erhalt 
die f in em bzw. die {} im BogenmaB. Reehnet man in t und em, 
dann ist E in t/em2 einzusetzen, die f ergeben sich wieder in em. 

Anmerkung. Die Ableitung der vorstehenden Formeln beruht 
lediglieh auf leieht verstandliehen geometriseh-kinematisehen Vorgangen. 
1m Gegensatz hierzu pfiegt die Mehrzahl der Statiker diese Formeln 
aus den Gesetzen der Forman'derungsarbeit abzuleiten, was wohl 
in der geschichtlichen Entwicklung der Statik begriindet ist. Dieses 
Verfahren beruht z. B. bei Fall 2 S. 88 auf dem Grundgedanken, daB 
die Kraft "Eins" an Punkt t den Stab verbiegt und infolge der Ver
schiebung seines Angriffspunktes die mechanische Arbeit = 1/2 X Kraft 
x Projektion der Verschiebung auf die Kraftrichtung an den Stab 
abgibt; der Faktor 1/2 riihrt her von der allmahlichen Kraftsteigerung 
bis zum Endwert. Diese Arbeit kommt als potentielle Energie des 
gebogenen Stabes wieder zum Vorschein. Hierfiir werden in der 
Festigkeitslehre Integralausdriicke aufgestellt, die die Biegemomente 
und die Festwerte E und J des Stabes enthalten. Aus der Gleich
heit beider Ansatze folgt die gesuchte Verschiebungsprojektion. Mit 
gewissen Abanderungen dieses Grundgedankens gelangt man zu allen 
iibrigen Formeln dieses Abschnitts. 
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Nun ist zu bedenken, daB die Gewinnung der Ansatze fUr die 
Arbeit der biegenden Kraft und fUr die potentielle Energie ebenfalls 
auf den hier benutzten kinematischen V organgen beruht. Somit macht 
nach Ansicht des Verfassers die Rechnung nach den Arbeitssatzen 
einen Umweg, der in den Ableitungen dieses Abschnitts vermieden 
wurde. Es ist in diesem Buche, im Gegensatz zu den meisten ande
ren Werken gleichen Inhalts, an keiner Stelle der Begriff der Form
anderungsarbeit des elastischen Gebildes benutzt worden; der Begriff 
"Arbeit" ist der Statik wesensfremd und der Verfasser woUte zeigen, 
daB man diesen Begriff hier nicht benotigt. Samtliche Ansatze des 
Buches decken sich selbstverstandlich vollig mit den sonst auf dem 
Arbeitswege gewonnenen. Namentlich der Studierende findet in den 
Arbeitssatzen nicht zu verkennellde Schwierigkeiten, die hier durch 
geometrische Betrachtungen eillfachster Art muhelos umgangen wurden. 

Beispiele hierzu. 

1. Freitrager mit AuBenlast, Bild 248. Gesucht Senkung des 
A uBenpunktes. 

Nach Fall 3 istan beliebiger Stabstelle WC = - 1· x, somit 
I I 

- P f 2 d - P f 2 d _ P l3 
f- EJ WC x- EJ x x- EJ3' 

o 0 

Bild 248. Freitrager mit 
AuJ3enlast. 

Bild 249. Freitrager mit 
Gleichstreckenlast. 

2. Freitdiger mit Gleichstreckenlast, Bild 249. Gesucht Senkung 
des AuBenpunktes. N ach Fall 1 ist 

smnit 

qx2 

M=-- und m=-1·x, 
2 

I I 

1 f fq x2 q l4 P l3 
f= EJ MWCdx= T xdx = EJ8= EJ8' 

o 0 

worin Gesamtlast P = q l . 

3. Freitrager mit AuBenlast, Bild 250. Gesucht Senkung des 
Punktes t. N ach Fall 1 gilt 

fiir Stabteil a Ma = - Px und WCa = -1 (x - b), 
fur Stabteil b Mb = - P x und WCb = 0, 
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sOInit kommt nur der Teil a zur Geltung, 
I I 

1 f 1 f P (l3 - b3 b (l2 - b2)) 
f=EJ MaIDladx= EJ Px(x-b)dx= EJ --2-- --2- . 

b b 

b = 0 Hefert das Ergebnis naeh Beispiel 1. 

Bild 250. Freitrager mit AuBenlast. 

~I 

-,*,,-b-l 
I 
I 

aXi I I 
I I -.:t-I<-x-oj 

a~ I I 
~_.x_ 

I t 

Bild 251. Freitrager mit Einzellast. 

4. Freitrager mit Einzellast, Bild 251. Gesueht Senkung des 
AuBenpunktes. Umgekehrt ist hier 

Ma=-P(x-b), IDla=-l·x, Mb=O, IDlb=-l·x, 
somit 

I I 

1 f 1 f P (l3_ b3 b(l2_ b2)) 
f=EJ MaIDladx= EJ P(x-b)xdx= EJ -3-- 2 ' 

b b 

also dasselbe wie im vorigen Beispiel. Auf solehe noeh Bfter vor
kommende Gleiebheiten kommen wir auf S. 120 noehmal zuriiek. 

ax 
~\!-.x~ 

II I 

r-e-a ",:.. b~~> ... 1 

:... l~---->"'''': 

Bild 252. Trager mit Einzellast. 

%·)oE----,Z'------;~ 

p 
1lr=~--1J~ 

Bild 253. Kegelstumpfstab. 

5. Trager mit Einzellast, Bild 252. Gesueht Senkung des Last
punktes. N aeh Fall 3 ist fiir Last 1 an t 

2(=l·b:l, 58=l·a:l, IDla=2(x=l.bx:l, IDlb=58x=l·ax:l, 

P (fa fb ) P (fa b2 x2 fba2x2 ) Pl3 (a b)2 
f=EJ 0 IDl~dx+o IDl~dx =EJ 0 pdX+o --r dx =3EJ TT . 

6. Kegelstumpfstab als Freitrager mit AuBenlast, BUd 253. 
Gesueht Senkung des AuBenpunktes. 

An der Stelle x ist der Durehmesser z = d + ex, somit 
:rc n 

J=-Z4= -(d+CX)4 64 64 . 
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Naeh Fall 3 ist m = -1· x, sOInit 
I I Pfm2 PI x'l. 

f=E Jdx=E n (d+ )' dx= 
o 0 - ex 

64 

rrTlrr-r--,-.,.--.-X_~ 
? 

·~JLlJ-LJL~~~-:: -l worin d1 =d + el. 
P= 1000kg, l= 100em, 
d=5 em nnd d1 = 10 em 

10-5 
liefert e = 100 0,05 nnd 

Bild 254. KegeIstumpfstab. 

mit E=2150000kg!em2 ist f=0,63 em. 

I 
"I 

Derselbe Freitrager zylindriseh mit d= 10 em liefert f' =0,317 em, 
somit liefert die kegelige Verjiingung den doppelten Biegepfeil. 

7. Derselbe Kegelstumpfstab naeh dem .2'-Verfahren. Wir teilen 
naehBild 254 in 10 gleiehe Teile je .18=10 em nnd reehnen tabellariseh. 

Teil 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

IDl 
kgem 

5 
15 
25 
35 
45 
55 
65 
75 
85 
95 

em 

5,25 
5,75 
6,25 
6,75 
7,25 
7,75 
8,25 
8,75 
9,25 I 9,75 

37,3 
63,7 
74,9 

101,9 
135,6 
177,1 
227,4 
287,3 
359,4 
443,7 

Zusammen 

_ P ~m2~_1000.1351 
f- E.4.; J - 2150000 

also dasselbe wie oben. 

7 
35 
83 

120 
149 
171 
186 
196 

I 201 
, 203 
1_-

1351 

0,628 em, 

8. Winkelstab naeh Bild 255. Gesneht Senknng des Au6en
punktes. N aeh Fall 3 ist fiir Last 1 an t 

mz=-l.x und mh =-l.l, 
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somit 

~ 

~--l----t1'f 

Bild 255. Winkelstab. Bild 256. Winkelrahmen. 

9. Derselbe Winkelstab. Gesucht wagrechte Verschiebung des 
AuBenpunktes. Nach Fall 1 ist 

fur Last P Mz = - Px und Mh=-Pl, 
ffir Last 1 an t wagrecht IDlz = 0 und IDlh = - 1 . Y , 

.somit 

Die Gesamtverschiebung des AuBenpunktes bildet die Resultie
.rende dieser beiden Verschiebungsprojektionen. 

10. Winkelstab durch Kippbolzen nnd Pendelstiitze gelagert, 
Bild 256. Gesucht wagrechte Verschiebnng des Lastpunktes. 

Mit den eingeschriebenen Auflagerkraften ist nach Fall 3 

;somit 

Bild 257. 
Kreisbogen. 

h 
IDlz = 1 . T x und IDlh = 1 . Y , 

lla. Eingespannter Kreisbogen mit lotrechter 
Last, Bild 257. Gesucht Senkung des AuBenpunktes. 

Nach Fall 3 ist IDl = - 1 . x. f = :J f x~ dx . 

Hier wird besser mit Winkelfunktionen gerechnet. 
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Mit x=r(sina-sin<p) und ds=rd<p ist 
a a a 

f= -;;J(sina - sin <p)2 dIP = ~~ [sin2 a f dIP - 2 sin a fSin <p dIP + 
o 0 0 

a 

+ f sin2 <p dIP ] = ~; [a sin2 a + sin 2 a - 2 sin a - ~in42!: + ; ] = 
o 

Pr3 I . 2 + 3 . . + al 
= EJ lasm a 4sm2a-2sma 2 J ' 

11 b. Dasselbe. Gesucht wagrechte Verschiebung des AuBen
punktes. N ach Fall 1 ist fUr Last P M = - P x und fur gedachte 
Last 1 wagrecht 9R = -1 . Y . Mit 

x=r(sina-sin<p) und y=r(cos<p-cosa) ist 
a a 

f= ;J f MillC ds = ;~J(sina - sin <p) (cos <p - cos a) dIP = 
o U 

a a 

= ~~ (sinaJcos <pd<p - sin a cosa f d<p-
U 0 

a a 

- f sin <p cos <p dIP + cos a f sin <p d<P) = 
o 0 

Pr3 (Sin2 a ) = EJ -2--asinacosa+cosa-cos2a . 

12 a. Eingespannter Kreisbogen mit wagrechter Last, Bild 258, 
Gesucht Senkung des AuBenpunktes. 

NachFall1 ist M=-Py und illC=-l·x. 
Mit x und y wie in den vorigen Beispielen ist 

a 

f = ~~ f(cos <p - cos a) (sin a - sin <p) d<p, 
o ~ 

d. i. dasselbe wie nach Beispiel 11 b. BiId 258. Kreisbogen. 

12 b. Dasselbe. Gesucht wagrechte Verschiebung des AuBen
punktes. 

Nach Fall 3 ist 9R = -l·y, somit 
a 

f= :Jfy2dS = ~~f(cos<p-cosa)2d<p= 
o 

= ~~ (; + a-cos2 a- : sin a cos a). 
Aus cliesen vier Fiillen ergibt sich die Gesamtverschiebung des 

AuBenpunktes bei beliebig gerichteter Kraft P. 
Uno I d, Statik f. Maschineningenieure. 7 
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13. Kreisbogen nach Bild 259. Die Verlangerung der Sehne ist 
das Doppelte des Betrages vom vorigen Falle. 

14. Durchschnitteller Kreisring nach Bild 260. Gesucht die 
Spreizung der Ellden. 

Der Ring an der dem Schnitt gegenliberliegenden Stelle eillgespannt 
gedacht liefert nach Beispiel 12 b mit a = n 

{=2· ~~ (; +n)= ~~ 3n. 
15. Beliebiger krummer Stab mit Endmoment D, Bild 261. 

Gesucht Versehiebung des AuJ3enpunktes nach oben. 
N ach Fall 1 ist an jeder Stab stelle M = D und we = 1 . x, somit 

l l 

{= E1JJ M'JRds= %JJXdS. 

Bild 259. Kreisbogen. 

o 0 

Bild 260. Offener 
Kreisring. 

Bild 261. Krummer Stab 
mit Endmoment. 

16. Dasselbe. Gesucht Verschiebung des AuJ3enpunktes nach 
links. Rier ist nach Fall 1 

l 

{= :JJydS. 
o 

17. Dasselbe. Gesueht Riehtungsanderung der Endtangente. Naeh 

Bild 262. Ausgleichsrohr. 

Fall 7 ist mit l = Stablange 
I 

r=-:JfdS= ~~. 
o 

18. Federung eines Ausgleiehs
rohres flir Dampfleitungen, Bild 262. 

N aeh Fall 2 ist 

f = ; i ~ y2 iJ s. 

Flir die 12 gleiehen Teile von je 11 em und den Ordinaten 
y=l, 5, 14, 24, 35, 45, 56, 67, 77, 86, 92 und 94em ist 

{=_2_ (1 2 +52 +142 + ... + 942)= 900000 em 
EJ EJ . 

Siehe auch die Bemerkungen naeh S. 106. 
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19. Schematische Rechnung. Besteht das Gebilde aus geraden 
Stabstiicken mit linear verlaufendem M und m und mit unverander
lichem J, dann lassen sich fertige Gebrauchsformeln aufstellen, die 
die jedesmalige Integration entbehrlich machen. 

Erhalt nach Bild 263 das Stabstiick l die Momente Mi und Mk 
bzw. mi und mk , dann ist an beliebiger Stelle 

l-x x l-x x 
M=Mi - l ~+MkT bzw. m=mi - l ~+mkT· 

Somit lautet der im FaIle 1 vorkommende Teilansatz 
I I 

f Mm dx= l~f (Mi(l-x) + MkX) (9JCi (l-x)+mkx)dx= 
o 0 

=! (Mimi+~ (Mimk+Mkmi)+Mkmk). 
Bei Fall 2 oder 3 erhalt man mit M. = mi und Mk = mk den 

Teilansatz 
I 

MaJ· f m2dx= ! (mi2 + mimk+ mk2). 
o 

I 1 " I I 

I ..... ' ldllr I 
I 
I 

p 

a 

k-a "I", 

11 
b 

Bild 263. Gerades Stabstiick. Bild 264. Trager mit AuBenlast. 

Diese Ausdriicke sind sinngemaB auf die Formeln des Falles 12 
anwendbar; es ist somit z. B. 

l 

f M'ma ds = ~( M/mai+~(M/mak +Mk' mat) + Mk'mak) ' 
o 

l 

f mama ds = ! (m;i+maimak+m;k)' 
o 

l 

fmamb dS =! (maimbi+~(maimbk+makmbi)+makmbk) 
o usw. 
a) Trager nach Bild 264. Gesucht Senkung des Punktes 2. 

Ml =0, Ma=-Pa, Mb=O, M2 =0, 
m1 =0, ma=o, mb=-l.b, m 2 =0. 

1 l 1 Pa b l 
f= EJ 32(-Pa)(-b)= 6 EJ· 

7* 
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b) Winkelstab nach Bild 265. Gesucht Senkung des Lastpunktes. 

c) Derselbe Winkelstab nach Bild 266. Gesucht Verschiebung 
des rechten Auflagers. 

f=_l .2. i(o+.!.. o+~ah)= Plah. 
EJ 3 2 2 3EJ 

1 
-<:F-'--- ----I-------.~--~ 

Bild 265 u. 266. Winkelstab. 

r--l 
Ji _t.~ Tlz \ 

h i \ 

1 Ji \ 
- ~hn'=1'h 

----t ~ 

Bild 267 u. 268. Eingespannter Winkelstab. 

d) Winkels tab nach Bild 267. Gesucht Senkung des Lastpunktes. 

f=~ [!.-12 + !!...(12+12+'12)] =~(~ + 12 h) , 
3 E Jl Jh E 3 J l Jh 

also dasselbe wie nach Beispiel 8. 

e) Derselbe Winkelstab nach Bild 268. Gesucht wagrechte 
Verschiebung des Lastpunktes. 

f=~ [i. 0 + !!"'(o + .!.(O + Plh) +Plh)] = Plh2 
, 

3E Jl Jh 2 2EJh 

also dasselbe wie nach Beispiel 9. 
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f) Winkelstab nach Bild 269 (Kranausleger u. dgl.). Gesucht 
Senkung des Lastpunktes. 

f= :E[~! (0 +0 +a2 )+ ~b (a2 +a2+ a2)+ ;0 (a2 +0 + O)J = 

_ P (za2 3b a2 ca2 ) 

-3E Y+-.1+3J . 
! b c 

g) Krangeriist nach Bild 270. Gesucht 
Senkung des Lastpunktes. 

P [a b (a)2 c (a )2J f=- _ a2 +_ -b +- -c = 
3E Ja Jh h Jh h 

h) Stabgebilde nach Bild 271. Gesucht 
Senkung des Lastpunktes. 

P [b3 3 C b2 e (g)2 d (a )2J 
f= 3E Jb +-~+ J! ye +~- yd '. BUd 269. Winkelstab. 

Bild 270. Krangeriist. Bild 271. Hangeausleger. 

i) Trager mit Nebentrager nach Bild 272. Gesucht Senkung des 
Lastpunktes. 

f= 3~[J (a9R~+b9R6+C (9R~+9Ra9Rb+9R6)+ J (d9R~+e9R~)J= 
1 2 
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20. Ein Trager mit Endstiitzen erhalte beliebige Belastung 
und dadurch die in Bild 273 gezeichnete M - Linie. Gesucht ist die 
Neigung {}1 der elastischen Linie am linken Auflager. 

Nach Fall 7 liefert das am link en Auflager gedachte Moment 
"Eins" die Auflagerkrafte je 1: I und die in Bild 273 strichierte WC
Linie mit WC = x : 1. Somit ist 

I I 

If If lR 
{}l=EJ MWCdx=EJi Mdx=EJl' 

o 0 

worin lR das statische Moment der 
gegebenen M-Flache bezogen auf das 
rechte Auflager bezeichnet. 

S. auch S. 78, Beisp. 5. Dber 
Anwendung der Schlu13formel beim 
durchlaufenden Trager s. S. 175. 

i!l+--ei 
1/ ili;;, I 

Ip 1 

* ,r'; ;. 
I lAl! 
I //1;:lm:rr--~~" I 
1/ J. I hi ", 1 
V oJ. f 'l 
f-a. .. 1 ~ i c ,..1 ~ o---l 

BiId 272. Trager mit Nebentrager. 

L-L I 
1 11;.---- ~ m 1 1( (V "Y __ , 

11', I t=x~~ 
I '" ~ .,. I 

Bild 274. Lotrechter Stab mit 
.Endmoment. 

21. Lotrechter Stab. Auf das obere Ende eines nach Bild 274 
festgehaltenen Stabes wirke das Moment MI. Zur Aufrechterhaltung 
des Gleichgewichtes dienen die im Bilde eingetragenen Auflagerkrafte 
K = Ml : 1; das Bild zeigt au13erdem die M -Linie. Gesucht ist die 
Neigung {} der elastischen Linie am oberen Stabende. 

N ach dem Vorigen ist 

ffi 
{}= Ell und mit 

{}= Ml~. 
3EJ 

22. Lotrechter Stab. Am oberen Ende eines nach Bild 275 
eingespannten Stabes wirke das Moment Ml und die Kraft P. Gesucht 
ist fund {). 
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Fiir Querschnitt x ist M = Ml - Px und fiir x = 1 das Ein
spannmoment M2=Ml -P1; das Bild zeigt die M-Linie. Nun ist 
nach Fall 1 

I 

f= ;JJ M?]Rdx, 
(1 

worin M=M1-Px und ?]R=l·x, 
daher 

I 

1 f 12 P13 
f= EJ (M1-Px)xdx=M12 - 3 

o 

und p=~Ml_f~EJ 
2 1 ZS' Bild 275. Lotrechter eingespannter 

Stab mit Endmoment und Kraft. 

N ach Fall 7 ist 
I I 

{t= E~f Mds= ;JJ(Ml -Px)dx= E~(Mll- P;2) oder 
o 0 

Mll 3 Ml 1 + 3 Mll + 3 
{t= EJ-4EJ f 2l=-;rEJ f 2l , ferner 

3 3 EJ Ml 3EJ 
M2=Ml -Pl=Ml -2 Ml +f-l2-=-2+ f Z 2 ' 

Fiir p=~M!. ist M =_Ml f=O und {t_!lll 
2 1 2 2 ' - 4EJ" 

Anwendung s. S. 227 u. 230. 

2. Formanderung durch Hingskrafte. 

Fall 1. Ein nach Bild 276 einseitig eingespannter Stab erhalte 
eine beliebige (hier nicht gezeichnete) Belastung und dadurch die 
Stabstelle s die Langskraft N, 
als Zug angenommen. Nimmt 
man wieder nur das Stabelement 
ds als elastisch, alles andere als 
starr an, dann erhalt ds die Ver-

langerung L1 ds = ~ ~, worin F 

den Stabquerschnitt an dieser 
Stene bezeichnet. AIle Punkte Bild 276. Formanderung des krummen 
des in sich starr bleibenden Stabes durch Langskrafte. 
AuBenteils verschieben sich par-
allel zu ds urn dv = L1 ds. Die Projektion der Verschiebung des 
Punktes t auf die beliebige Richtung R ist 

Nds 
d f = d v cos 1jJ = L1 d s cos 1jJ = E F cos 1jJ • 
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Denkt man sich eine Kraft "Eins" am Punkte t in Richtung R 
angreifend, dann liefert diese an der StabsteHe s die Normalkraft 

. . d NlJ(ds 
IJ( = 1 . cos 1jJ, som1t 1St f = E F-- . 

Da aHe Stabelemente gleichzeitig elastisch sind, addieren sich alIe 

df algebraisch zu f= J~~dS. 
Fall 2. Besteht die Belastung aus Last "Eins" an t in Richtung 

R, dann ist fiir aHe Stabstellen N = IJ( und es folgt 

f= J ;;ds. 

Fall 3. Last P statt "Eins" liefert 

f=pJ;;dS. 

Die FaIle 4 bis 12 entsprechen ebenfalls denen der Biegemomente 
und in den betreffenden Formeln sind nur die M durch N, die \ill 
durch IJ( und die J durch F zu ersetzen. 

p 
r 

Bild 277 u. 278. Eingespannter 
Kreisbogen. 

Beispiele. 1. Eingespannter 
Kreisbogen nach Bild 277. Gesucht 
die Sen kung des Lastpunktes. Aus der 
Kraftezerlegung nach Bild 278 folgt 
bei Last Eins fiir beliebige Stabstelle 
IJ( = - 1 . sin cp, somit ist nach Fall 3 

a a 

P f Qd prJ' Q d f=EF IJ(- s= EF sm-cp cp= 
o 0 

=~~( - sin42 a +i). 
2. D ass e I be. Gesucht die Horizontalverschiebung des Lastpunktes. 

N ach Fall 1 ist N = - P sin cp und fiir die gedachte Kraft Eins 
horizontal nach rechts IJ( = + 1 . cos cp, somit 

a a 

1 J Pr J . Pr sin 2 a 
f= EF NlJ(ds=- EF smcpcoscpdcp=- EF-2-' 

o 0 

d. h. der AuBenpunkt verschiebt sich entgegengesetzt zur Richtung 
der gedachten Kraft, also nach links. 

3. Formanderung durch Querkrafte. 

Obwohl der geringe EinfluB der Querkrafte auf die Formanderung 
schon erkannt wurde, sollen sie hier der Einheitlichkeit wegen mit 
ber iicksichtigt werden. 
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Fall 1, Bild 279. 1st wieder bei beliebiger Belastung nur das Stiick 
d s elastisch, dann verschiebt sich wie beim geraden Stab nach S. 80 

das rechte Ende von ds gegen das linke urn dv = ~d; ,worin 9 die 

Querkraft an der Stelle s und V den Stegquerschnitt an dieser Stelle 
bezeichnet. Der gesamte Au13enteil macht eine Parallelverschiebung dv. 
Die Projektion der Verschiebung des Punktes t auf die beliebige Rich-

Qds 
tung R ist demnach df=dvcosljJ=avCOSIjJ. 

Die an t in Richtung R 
gedachte Kraft" Eins" liefert 
an Stabstelle s die Quer
kraft 0 = 1· cos 1jJ, dem-

. QOds 
nach 1st df= GV- und 

bei gleichzeitiger Elastizitat 
aller Teile 

f= J~~dS. 
Bild 279. Formanderung des krummen Stabes 

durch Querkrafte. 

Auch hier folgen die Formeln aller weiteren Falle aus denen fiir 
die Biegemomente, wenn Q statt M, 0 statt we, G statt E und 
V statt J gesetzt wird. 

Beispiel hierzu. Es solI fiir Beispiel 2 nach S. 82 die durch 
die Querkriifte hervorgerufene Senkung des Lastpunktes berechnet 
werden. 

Es liegt Fall 3 vor; nach Bild 280 ist fiir a~a t b=P 
Last "Eins" m=l'~ und Q3=l.a~b. ":'~;""_~*" __ ~ __ ..L 

Fur Teil a ist 0 = -1 . ~, fUr Teil b 1$ 

ist 0=+ 1. 

Demnach ist 

a I 
Bild 280. Trager mit Krag

arm. 

P = 5000 kg, a = 50 em, b = 100 cm, V = 24,4 cm 2 und 
. 5000 (1002 ) 

G = 800000 kglcm2 116fert f= 800000.24,4 50+ 100 =0,077 em, 

also dasselbe wie friiher. 

Die endgiiltige Formanderung der Biegestabgebilde ergibt sich 
aus dem Zusammenwirken der drei vorhergehend behandelten Einzel
formanderungen, wobei, wie schon anfangs gesagt, die beiden letz
teren gegeniiber der erst en meist vernachlassigt werden diirfen. 
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Unstimmigkeiten zwischen Rechnung und Versuch, deren Begriindung 
und Folgerungen. Die Giiltigkeit der Ergebnisse aller Berechnungen iiber solche 
Stabe ist an eine weitere Voraussetzung gebunden, die wohl selten beaohtet 
wird, deren Nichtbeachtung aber unter Umstanden zu erheblichen Fehlern fiihren 
kann. 

Bekanntlich folgt die Verteilung der Normalspannungen iiber den Quer
schnitt beim geraden, schwach oder stark gekriimmten Biegestab unter Zu
grundelegung des Ebenbleibens aller Normalquerschnitte aus der Langenanderung 
der parallel zur Stabachse liegenden Fasern; aIle Formanderungsrechnungen 
beruhen letzten Endes ebenfalls auf dieser Voraussetzung. 

Nun wurde anIaBJich einer von Prof. A. Bantlin vorgenommenen Unter
suchung eines federnden fluBeisernen Ausgleichsrohrs fiir Dampfleitungen nach 
Bild 262 die Federung, d. h. die Zusammendriickung der Rohrenden viel Mher 
gefunden, als die Rechnung ergab; hieriiber wurde in den Mitteilungen iiber 
Forschungsarbeiten des V. d. 1., Heft 96 (i. Auszug in Z. V. d 1. 1910, S. 43) 
berichtet. Der Grund hierfiir Jiegt nicht in der gekriimmten Stabform allein, 
sondern im Rohrquerschnitt, denn bei einem ebenso gekriimmten aber vollen 
Stab wurde eine gute Dbereinstimmung zwischen Rechnung und Versuch fest
gestellt. 

Der urspriingJiche Kreisquerschnitt des krummen Rohrs verandert sich bei 
der Biegung zu einem Oval, dessen kleine Achse in der Kraftebene liegt. Die 
damit verbundene geringe Abnahme des Tragheitsmomentes begriindet aber, 
wie dahin gehende Rechnungen zeigten, noch lange nicht die starke Federung; 
die ErkIarung suchte man schlieBlich in der beim Biegen des Rohres auf
tretenden Wellenform der konkaven Rohrwand. 

Die richtige Erklarung der starken Federung fand v. Karman in fol
gendem (s. Z. V. d. 1. 1911, S. 1889): 

Wird ein urspriinglich krummer Stab gebogen, dann werden die einzelnen 
Fasern nur dann der Kriimmungsanderung entsprechend gedehnt bzw. verkiirzt, 
wenn sie sich nicht zur Stabachse hin verschieben konnen; dagegen wird durch 
eine solche Verschiebung die wirkliche Dehnung erhebJich geringer, als sich bei 
der iiblichen Biegungstheorie ergibt. Dieser Fall liegt nun gerade beim diinn
wandigen krummen Rohre vor. Bild 281 erklart das Bestreben zur Abplattung, 

i 
i ~ 

._._._lJ 
Bild 281. Biegung des diinnwandigen 

krummen Rohrs. 

Bild 282 zeigt die damit verbundene 
Anderung der Spannungsverteilung 

Bild 282. Verteilung der Biege
spannungen iiber den Rohrquerschnitt. 

iiber den Querschnitt gegeniiber der linearen; eine verhaltnismaBig geringe Ab
plattung fiihrt schon zu erheblicher Spannungsanderung. Damit folgt nun auch 
bei gegebenem Biegemoment eine viel groBere Formiinderung, als der iiblichen 
Theorie entspricht. 

Die von v. Karman aufgestellte Theorie und Nachrechnung der Bantlinschen 
Versuche bestatigten diese bis auf rd. 20 %; dieser Rest ist vermutJich .dem 
Einflusse der Unebenheit der Wand und sonstigen Abweichungen von der theo
retisch vorausgesetzten geometrischen Form der Versuchskorper zuzuschreiben. 
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v. Karman fand, daB bei der iiblichen Berechnung der Formanderung (also 
nach unseren bisherigen Formeln) das Tragheitsmoment des Rohres mit einem 

Abminderungsfaktor % = 1 - 10; T2 ),2 multipliziert werden muB; hierin ist 

oR ;. = 2 und R der Kriimmungshalbmesser der Stabachse, r der mittlere Halbr 
messer des Rohrquerschnittes, 0 die Wandstarke des Rohres. 

Die wirklichen Biegespannungen a im Rohrquerschnitt sind kleiner als die 
ao nach gewohnlicher Rechnung. Angenahert ist nach Bild 282 fUr eine Faser 

im Abstande y von der N ullinie a = ao [1 - 5 +66'(2 ( ~ ) 2] . Das Bild zeigt die 

a- Verteilung fUr ). = 1,0, 0,5 und 0,1 . 
Nun liegt ein solcher Fall nicht nur beim Rohrquerschnitt, sondern auch 

beim Kastenquerschnitt vor, der durch Vernietung von Blechen und Eckwinkeln 
entsteht, desgleichen beim 1- Querschnitt und zwar beim Walzprofil und beim 
Blechtrager. Diese Querschnitte erhalten die in Bild 283 und 284 strichiert und 
iibertrieben dargestellte Formanderung; beim flachliegenden I-Profil dagegen 
kann dieser Zustand nicht eintreten. 

CUI 
~I 

--~-I 
I 

-·-f-·-
I 
I 

~ 
~ 
~ 

~I 
Bild 283 u. 284. Querschnittsanderung 

diinnwandiger krummer Stabe. 

~I 

t:~l~l 
~ §, 

~I 
Bild 285. Versteifung 

des Kastenquerschnitts. 

Eine Verbesserung solcher Querschnitte konnte durch Einbau von Querver
steifungen erzielt werden, die aber, wenn sie wirksam sein sollen, stramm 
zwischen die Gurtteile einzupassen waren. Bessere Dienste werden beim Kasten
querschnitt die langst bekannten Versteifungseisen nach Bild 285 tun. 

Eine verallgemeinerte Behandlung solcher Querschnitte scheint bisher nicht 
vorzuliegen und diirfte in exakter Weise auch kaum moglich sein; zweckmaBiger 
waren Versuchsreihen hieriiber, die in ahnlicher Weise wie bei den Bantlinschen 
Versuchen an halbkreisfOrmigen Staben von verschiedenen Halbmessern vorzu
nehmen waren, urn Werte des Abminderungsfaktors z. B. beim I-Pr()fil zu 
gewinnen. 

1m iibrigen hat schon Pfleiderer in Z. V. d. 1. 1907, S. 1510 dieses Problem 
gestreift und Betrachtungen iiber den Kastenquerschnitt angestellt. 

C. Die Formanderung des ebenen Fachwerks. 
Allgemeines. Wie bei' der Stabkraftbestimmung wird auch hier 

vorausgesetzt, daB die Lasten und AuflagerkraJte nur an Knoten
punkten angreifen und die Stiibe durch reibungsfreie Gelenke mit
einander verbunden sind, so daB die einzelnen Stiibe nur Liings
kriifte S (Zug oder Druck) aufnehmen_ Jeder Stab erhiilt demzu
folge eine Verliingerung oder Verkiirzung 

.1 -~!.. f + = Verliingerung, 
S - E F l- = Verkiirzung, 



108 Die elastische Formanderung statiseh bestimmter ebener Gebilde. 

worin 8 die Stablange und F den Stabquersehnitt bezeiehnet. Diese 
Langenanderungen bringen nun eine Verzerrung des Faehwerkes in 
der Weise hervor, daD jeder Knotenpunkt eine gewisse Versehiebung 
in gewisser Riehtung erfahrt. Die Versehiebungen der Auflagerpunkte 
sind dureh die Art der Auflagerung vollstandig oder zum Teil festgelegt. 

Bei den iibliehen Baustoffen und Beanspruehungen sind die Langen
anderungen der Stabe und die Knotenpunktsversehiebungen stets klein 
gegen die Faehwerksabmessungen und dieses bildet die Voraussetzung 
fUr alles weitere. 

Man kennt mehrere Verfahren zur Bestimmung der Versehiebungen; 
im weiteren werden die drei wiehtigsten behandelt, namlieh das 
zeiehnende, das analytisehe und das reehnende Verfahren. 

1. Zeichnendes Verfahren. 

Der Verschiebungsplan nach Williot. 
Der Grundgedanke des Verfahrens sei zunaehst an einem ein

faehen Stabwerk naeh Bild 286 a gezeigt. Die Stabkrafte, Stab langen, 
Quersehnitte und Langenanderungen sind in Zahlentafel 2 zusammen

a b 

gestellt, wobei ein Baustoff mit 
E= 5 tjem.2 (also nieht FluD
stahl) angenommen seL Die 
Konstruktion des Gebildes naeh 
erfolgter Formanderung ergibt 
sieh dureh den Sehnittpunkt 
zweier Kreisbogen, deren Ra
dien gleieh den geanderten Stab
langen sind; zu diesem Zweeke 
werden die ~ a und j b von 
Punkt3 aus naeh auDen bzw. 
innen auf get rag en , die Kreis

Bild 286 au. b. Versehiebungsplan fUr das bogen sehneiden sieh in 3. 
Stabdreieek. Dasselbe Beispiel mit FluB-

stahl als Baustoff liefert mit 
E=2150tjem2 die Werte L1 a =0,161 em und L1 b = 0,135 em. Bei 
Durehfiihrung der gleiehen Konstruktion findet man nun, daD diese L1 , 
im BildmaDstabe aufgetragen, zu kleine Streeken liefern, daB aber 
andererseits die entstehenden sehr kurzen Kreisbogen dureh gerade 
Streeken normal zur betreffenden Stabriehtung ersetzt werden k6nnten. 

Zahlentafel 2. 

Stab- Quer- Stab-
Langenanderung Stab kraft sehnitt lange 

t em2 em em 

a 8 600 L1 a = + 4,6 . 600 = + 69 
8·5 

b -5,1 15 850 L1 b= _~850 = - 58 
15·5 
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Hier setzt nun der Williotsche Grundgedanke ein: Man ersetzt 
das Kreisbogendreieck durch ein Geradliniendreieck und zeichnet dieses 
als besonderes Bild in beliebig vergroBertem MaBstabe. Bild 286 b zeigt 
solches in vierfacher VergroBerung; in demselben MaBstabe erscheint 
sodann die Verscbiebung des Punktes 3. Dieses Bild heiBt Ver
schiebungsplan nach Williot. 

Ein zweites Beispiel eines Fachwerks der ersten Gruppe zeigt 
Bild 287 a. Zahlentafel 3 enthalt die aus einem (hier nicht gezeichneten) 
Krafteplan ermittelten Stabkrafte und die Langenanderungen der 
Stabe. Die Verschiebung des Punktes 3 folgt wie im ersten Beispiel 
aus dem Verschiebungsplan Bild 287b und ist in Bild 287a unmaB-
stablich eingezeichnet. . 

.] "IL IJd 9 "Lla 
Llb~.. \ 4"'>-«, ---£loo'l"Ll""b=+-+-4-..... " \ ~v '. \ 

5t ',\' \ \ \ \ " \ " " \ \ \ \ \. \ 

Ad "<~\ \ \ \\ \ "" \ 
"\ \ \ '\ " \ 

'J" \ '~\ '3~ 
\ \)'4C \ ~ 
\ / \ / 
\ t \ I 

b \ / \ / 
\ / \ / 
\ / \ ,! 
\ / \ I 

\1 \ J 

4' 4~ 

a 

C d 
Bild 287a bis d. Versehiebungsplan fiir Faehwerk der ersten Gruppe. 

Um nun die Verschiebung des Punktes 4 zu finden, denkt man 
sich den Bolzen bei 4 entfernt. Stab c maeht zunachst eine Parallel
verscbiebung, wobei 4 nach 4 gelangt; gleichzeitig verlangert sich 
Stab e, Punkt 4 riickt um L1 c weiter von 3 weg und kommt nach 
4 c. Stab d behalt zunachst seine Richtung bei, verkiirzt sich aber 
um L1 d und 4 kommt nach 4 d. Durch Drehen um 3 bzw. 2 kommen 
die Punkte 4 c und 4 d in 4 wieder zusammen. 

Zahlentafel3. 

Stab 
I 

s F 

I 
s 

I 
LIs 

t em2 em em 

a + 15,5 18 510 +0,205 
b -11,2 25 700 - 0,145 
(} +7,8 11 540 +0,178 
d -7,5 30 1040 -0,120 

Dieser in Bild 287 a unmaBstablich dargestellte Vorgang ist in 
Bild 287 c vergroBert wiedergegeben. SchlieBlich vereinigt man beide 
Verschiebungsplane zu dem endgiiltigen Verschiebungsplan Bild 287 d. 
Die Knotenpunktsverschiebungen sind dann die Abstande der Punkte 3 
und 4 von dem doppelt umkreisten Anfangspunkt ; der VergroBerungs-
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maBstab ist im Verschiebungsplan anzugeben. Eine durch den An
fangspunkt gezogene wagrechte und senkrechte Achse mit Millimeter
Einteilung liefert sofort die wagrechten und senkrechten Verschiebungs
projektionen in Millimetern. 

Bild 288 zeigt ein weiteres Fachwerk der ersten Gruppe mit Zahlen
tafel 4 und Verschiebungsplan. Die Stabkriifte S sind aus einem 
(hier nicht gezeichneten) Kriifteplan ermittelt. Das verzerrte Fach
werk ist strichiert, aber unmaBstablich in das Fachwerksbild einge
zeichnet. Die Sen kung des Punktes 7 ergibt sich zu 11,6 mm. V gl. 
auch S.118 Beisp. 1. 

Zahlentafel 4. 

Stab I S F s ils 

t cm2 em em 

a +7,00 12 400 +0,118 
b t 2,67 12 400 to,042 
c 2,67 12 400 0,042 
d -13,60 30 400 -0,085 
e -7,20 

I 
18 410 -0,076 

f -3,33 14 500 - 0,055 
g +8,90 12 560 +0,193 
h -6,20 15 400 - 0,077 
i +5,27 8 500 + 0,153 
k -3,00 10 300 -0,042 

Fachwerke der zweiten Gruppe. Die Herstellung des end
giiltigen Verschiebungsplanes ist hierbei nicht sofort moglich, sondern 
man denkt sich zunachst das Rollenkipplager oder die Pendelstiitze 
entfernt und einen vom Kipplager ausgehenden Stab in seiner Rich
tung festgehalten, so daB das andere Stabende nur eine Verschiebung in 
Stabrichtung machen kann. Hierfiir wird nach Aufstellung der Zahlen
ta£el 5 ein vorlaufiger Verschiebungsplan hergestellt, was iu Bild 289 
durchgefiihrt ist, wobei die Stabrichtung 13 festgehalten wurde. Die 
Punkte 2, 3, 4 ... kommen auf diese Weise nach 2, 3, 4 '" und 
liefern die strichpunktierte Lage. Da Punkt 7 sich dabei hebt, aber 
wegen des Rollenkipplagers nur eine Horizontalverschiebung machen 

Zahlentafel 5. 

Stab 
I 

s F s ils 

I t em2 em em 
a -7,6 30 365 - 0,0430 
b -5,4 30 410 -0,0342 
c -5,0 30 410 - 0,0318 
d -5,7 30 365 - 0,0322 
e !4,3 

22 415 t 0,0378 
f 5,2 22 400 0,0440 
g I 3,4 22 415 to,0297 
h +1,4 16 280 0,0114 
i ° 16 360 ° k -0,6 16 360 - 0,0063 
l +2,2 16 280 +0,0179 
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solI, ist das verzerrte Fachwerk 1 2 3 4 5 6 7 um Punkt 1 so 
herabzudrehen bis 7 auf die Horizoatale nach 7 kommt. Dabei 
beschreibt 7 -den Kreisbogen K7 um Punkt 1. Die and ern Punkte 2, 
3, 4 '" beschreiben bei dieser Drehung ebenfalls Kreisbogen um 1, 
deren Langen proportional zu den Abstanden der Punkte von 1 sind 
und die wieder wegen ihrer Kleinheit durch Gerade normal zu ihren 
Radien ersetzt werden konnen. Es ist also K~ = K7 (12.: 17) normal 
zu 12, Ka = K7 (13: 17) normal zu 13 usw. Diese Rechnung pflegt 
man durch eine leicht verstandliche Konstruktion nach Bild 289 zu 
ersetzen. 

it 
~~~~~~--~~--~7 

7 

Bild 288. Verschiebungsplan fiir 
Fachwerk der ersten Gruppe. 

Bild 289. Verschiebungsplan fiir Fachwerk 
der zweiten Gruppe. 

Liegt Symmetrie in Fachwerksform und Belastung vor,dann laBt 
sich die Herstellung des Verschiebungsplanes dadurch vereinfachen, 
daB man sich den Trager zur Halfte eingespannt denkt und den 
freien Teil als ein Fachwerk der ersten Gruppe behandelt. 

Spannungslose Stabe diirfen nicht unberiicksichtigt bleiben, sondern 
sie sind wie die iibrigen zu behandeln, wobei aber die betreffenden 
As-Strecken ill1 Verschiebungsplan verschwinden. 
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Bild 290 zeigt einen einfachen Fall, wobei nur die drei Stabe 
j e 5 t Druck und bei je s = 300 em und F = 20 em 2 die Langen
anderungen Ll a = Ll b = Lle = 0,035 em 
erhalten, wahrend fiir aIle andern 
Stabe die S und Lls verschwinden. 
Der Verschiebungsplan ergibt nicht nur 
Senkungen, sondern auch Horizontal
verschiebungen der Punkte 3, 6 und 7. 

St 
7 

~5 + Ja; 

db 
7 de 

Bild 290. Verschiebungsplan fiir lot
rechtes Fachwerk. 

7 

Bild 291. V erschie bungsplan fiir 
Stabdreieck mit Zwischenfachwerk. 

Bild 291 zeigt ein Stabdreieck mit Belastung an der Spitze 
und mit spannungslosem Zwischenfachwerk. Der beigefiigte Ver
schiebungsplan und das Verzerrungsbild zeigt Knickpunkte in den 
Hauptstaben. Der punktiert erganzte Verschiebungsplan und das 
punktierte Verzerrungsbild gilt fiir das Stabdreieck ohne Zwischen
fachwerk und liefert dieselbe Verschiebung des AuBenpunktes wie oben. 

Aus demselben Grunde wird die Verzerrung eines Dachbinders 
nach Bild 157 S. 47 so erfolgen, daB die Stabe d e fund k l m nicht 
in einer Geraden bleiben. 

N ach den bisherigen Darlegungen wird auch der Verschiebungs
plan fUr ein Fachwerk nach Bild 158 S. 47 keine besonderen Schwierig
keiten liefern. 

Die Behandlung der Fachwerke nach Bild 159 bis 168 S.48 und 
des Dreigelenkfachwerkes nach Bild 169 S. 50, welche ja nicht reine 
Dreiecksfachwerke sind und daher besondere Aufmerksamkeit er
fordern, sei dem Leser iiberlassen. In solchen Fallen sind zunachst 
vorlaufige Verschiebungsplane herzustellen und das verzerrte Fach
werksbild urn gewisse Punkte zu drehen oder zu verschieben, wodurch 
·die endgiiltige verzerrte Form gewonnen wird. 

2. Analytisches Verfahren. 
Man bezieht das Fachwerk auf ein rechtwinkIiges Koordinaten

system. Der Punkt ides unbelasteten und unverformten Fachwerks 
habe die Koordinaten Xi Yi' entsprechendes gilt fiir den Nachbar
punkt k. Beide Punkte seien nach Bild 292 durch einen Stab von 



Die Formanderung des ebenen Fachwerks. 113 

es gilt 

Bei Belastung und Formanderung verschieben sich die Knoten
punkte; die neuen Koordinaten des Punktes i seien xi + ~i und 
Yi + 'YJi; entsprechendes gilt fiir Punkt k. Die Stablange sik ver
groBert sich durch die Stab kraft 8ik um Llsik und es gilt 

(sik + .JS,k)2 = (Xk + ~k - Xi - ~.)2 + (Y k + 1]k -Yi - 'YJi)2 oder 

(2) S~k + Lls,2k + 2 sik·Llsik = 

= Xk2 + ~k2 + Xi2 + 1;/ + 2 (Xk ~k - Xk xi -Xk ~i - ~kXi - I;kl;i+Xi I;i) 

+ Yk2 + 1]k2+ Yi2 + 'YJi2 + 2 (Yk 'YJk-Yk Yi-Yk 'YJ;-'YJk Yi - 'YJk 'YJ.+Yi'YJ.)· 
Gl. (1) von Gl. (2) abgezogen liefert 

(3) Llslk + 2 sik' Lls' k =l;k2 + l;i2 + 
+ 2 (Xk~k - Xk~i - ~kxi - ~k!;i + xi!;.) 

+ 'YJk2 + 'YJi2 

+ 2 (Yk 'YJk- Yk 'YJi - 'YJkYi-'YJk 'YJi+Yi YJJ 
Bis hierher ist die· Rechnung vollstan
dig genau. Da nun die Verschiebungen 
~, 'YJ und die LIs als klein vorausgesetzt 
sind gegen die Fachwerksabmessungen 
selbst, konnen die Quadrate und Pro
dukte der LIs, !; und 'YJ gegen die 
andern Glieder vernachlassigt werden 
und es gilt unter Weglassung der Zabl 2 

y 

X' 

Bild 292. Analytische Berechnung 
der Verschiebungen. 

Sik' Llsik=xk~k -Xk~; - !;kxi + xi!;. +Yk 'YJk - Yk 1]i - 'YJkYi +Yi 'YJi 
oder nach Ordnung der Glieder 

Sik·.J S;k =!;k (Xk - Xi) -!;i (Xk - Xi) + 'YJk (Yk - Yi) - 'YJ;(Yk - Yi)' 
Eine solche Gleichung ist fUr jeden Stab aufstellbar. 
Den n Knotenpunkten eines statisch bestimmten Fachwerks ent

sprechen nach S. 41 2 n - 3 Stabe und jedem Knotenpunkt ent
sprechen zwei Unbekannte, namlich ein !; und ein 'YJ. Daher stehen 
den 2 n unbekannten Verschiebungsprojektionen 2 n - 3 Gleichungen 
gegeniiber. 

Die fehlenden drei Gleichungen folgen aus den Auflagerbedin
gungen. Beim Fachwerk der zweiten Gruppe mit einem festen Auf
lager und einer lotrechten Pendelstiitze oder einem Rollenkipplager 
mit wagrechter Rollenbahn ist fiir den Knotenpunkt a des festen 
Auflagers I; a = 0 und 'YJ a = 0 und fUr den Knotenpunkt b der Pendel
stiitze 1] b = O. Beim Dreigelenkfachwerk erfordern n Knotenpunkte 
2 n - 4 Stabe; den 2 n Unbekannten entsprechen 2 n - 4 Glei
chungen und die beiden festen FuBgelenke liefern die vier Bedingungen 
~a=O, 'YJa=O, ~c=O, 'YJc=O. 

Unold, Statik f. Maschineningenieure. 8 
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Wie der Fall auch liegen mag, erhalt man bei statisch bestimmten 
und statisch bestimmt gelagerten Fachwerken stets die der Zahl der 
Unbekannten entsprechende Anzahl von Gleichungen. 

Ahnlich wie die friiher behandelte analytische Stabkraftberechnung 
wird vorstehendes Verfahren wenig benutzt, da die Lasung der zahl
reichen linearen Gleichungen unbequem ist, fiihrt aber in all en 
Fallen, auch wenn andere Verfahren Schwierigkeiten bereiten, zum 
Ziele und ist unabhangig von zeichnerischer Ungenauigkeit. 

3. Berechnung der Einzelverschiebungen. 
Nachstehende Formeln werden auf ahnlicher Grundlage entwickelt 

wie die fiir den krummen oder geraden Stab nach S.86. Der Ein
fachheit wegen wird wie dort ein einseitig eingespanntes Fachwerk 
angenommen, aIle Formeln gel ten aber fiir beliebige einfache oder zu
sammengesetzte statisch bestimmte Fach werke. 

Das Verfahren ist zweckmaBig bei Bestirnmung der Verschiebung 
einzelner Knotenpunkte und bildet gleichzeitig die Grundlage zur 
Behandlung der statisch unbestimmten Fachwerke. 

Fall 1. Das Fachwerk nach Bild 293 erhalte irgendwelche (hier 
nicht gezeichnete) Belastung. Zunachst sei nur ein Stab, z. B. Stab d, 
elastisch, aIle anderen seien unelastisch. Bezeichnet S d die von der 

Bild 293. Verzerrung des Fachwerks bei Elastizitat des Stabes d. 

Belastung herriihrende Stabkraft in Stab d, Sd dessen Lange und Fd 
dessen Querschnitt, dann erhalt dieser Stab die Langenanderung 

Llsd = !d;d, als Verlangerung angenommen. Der Hnke Teil des Fach-
d 

werkes 1 234 bleibt starr und in Ruhe, der rechte Teil 4 5 7 8 t 6 
bleibt in sich ebenfalls starr, beschreibt aber einen kleinen Dreh
winkel r urn Punkt 4 und ist in seiner neuen Lage strichiert ein
gezeichnet. 
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Bei dieser Drehung beschreibt jeder Knotenpunkt einen Kreis
bogen v um Punkt 4, der als Gerade normal zum Radius betrachtet 

werden kann. Somit ist V5 = r B.. Es ist aber auch Vo = j Bd , da
cos a 

her r - V5 - - j Bd Da Stab e und (!d ala Lot auf Stab d den-
- B. -B.cosa· 

j Bd 
selben Winkel a einschlieBen, ist B. cos a = (!d und r = -- . 

. (!d 

Punkt t verschiebt sich um v = r p. Die Projektion von v auf 
eine beliebige Richtung R ist f= v cos 'IjJ = r p cos 'IjJ oder, da 'IjJ auch 

zwischen p und dem Lot r auf R vorliegt, f= r r = SEdFBd ~. 
d(!d 

Eine an Punkt t in Richtung R wirkend gedachte Kraft "Eins" 
r 

liefert im Stabe d die Stabkraft ISd = 1 . -. Somit ist 
(!d 

f- Sd IS.L.~ 
- EFd • 

Eine solche Formel mit entsprechendem Zeiger IaBt sieh fiir jeden 
Stab aufstellen und liefert die Projektion der Verschiebung desselben 
Punktes t auf dieselbe Richtung R. Da aIle Stabe gleichzeitig elastisch 
sind, addieren sieh aUe f algebraiseh und liefern 

f=~~~. 
Die S und IS werden am einfachsten aus zwei Krafteplanen fiir 

die Belastung und fiir die gedachte Kraft "Eins" an t ermittelt. Die 
Rechnung erfolgt zweekmaBig in Tafelform, wie die angefiigten Bei
spiele zeigen. Die Vorzeichen der S und IS sind ebenfalls mitein
ander zu multiplizieren, d. h. + S und + IS ergibt +, + S 
uud - IS ergibt - usw. 

Fall 2. Besteht die Belastung aus Last "Eins" an tin Richtung 
R, dann ist fiir jeden Stab S = IS und 

~IS'JB 
f=L.; EF' 

Fall 3. Last P statt "Eins", sonst wie Fall 2, liefert 

, ~1S2B 
f=PL.; EP' 

1m Faile 2 und 3 sind aIle Summenglieder positive 

FaI14. Die Punkte p und q des Fachwerks nach Bild 294 oder 295 
erhalten durch beliebige Belastung die Verschiebungen vp und v in 
irgendwelchen Richtungen. Die Anderung der Strecke a ist die Suriime 
der Projektionen der v auf die Richtungen dieser Strecke, also 

~S ISpB+ ~SlSqB 
f=fp+fq=L.;FJF L.; EF' 

8* 
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worin die S von der Belastung, die 6 p von der gedachten Kraft 
"Eins" an p in Richtung pq und die 6 q von der an q in Richtung 
qp wirkenden herriihren. Nun ist 

oder 

f= "S(6p +6q )8 
.L.J EF 

"S 6'8 
f=.L.JEF' 

worin die 6 = 6 p + 6 q von den gleichzeitig an p und q wirkenden 
Kra£ten "Eins" lierriihren. 

Wirken diese gedachten Krafte "Eins" wie in Bild 294 oder 295 
strichiert, dann bedeutet ein positjves f eine Verkiirzung, ein nega
tives f eine Verlangerung der Strecke; bei entgegengesetzt gerichteten 
Kraften erhalt man das U mgekehrte. 

~~~~~~~ /, 

Bild 294 u. 295. Elastische Anderung der Strecke a. 

Fall o. Ist die wirkliche Belastung gleich den beiden gedachten 
Kraften, dann ist 

~'an 6. Lasten P statt "Eins" liefern 

f =P ,,6~ 
.L.J EF' 

Fall 7. Besteht die Belastung aus den Lasten Pi an den Punk
ten i in beliebigen Richtungen und der Last Pt am Punkte t in 
Richtung R, dann liegt Fall 1 und 3 gleichzeitig vor und die Pro
jektion der Verschiebung des Punktes t in Richtung R ist 

f= ~, S' 6~+p ~628 
.L.J EF t.L.J EF' 

worin die S' von den Lasten Pi allein und die 6 von der Kraft 
"Eins" an t in Richtung R herriihren. 

Fall 8. Besteht die Belastung aus den Lasten Pi an den Punk
ten i und den beiden Lasten PI an den Punkten p und q in Rich
tung a, s. Bild 294 oder 295, dann gilt dieselbe Formel und f bezeich-
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net wie in Fall 4 die Anderung des Abstandes a; die S' riihren her 
von den Lasten Pi allein und die €5 von den Krii.ften je "Eins" an 
p und q in Richtung pq bzw. qp. 

Fall 9. Verbindet ein durchschnittener Stab von der GesarntHmge a 
und dem Querschnitt Fa die beiden Punkte p und q nach Bild 296 
oder 297 und besteht die Belastung aus den Lasten Pi an den Punk
ten i und den beiden an den Stabstumpfen angreifenden Kraften Pt , 

dann werden je nach der Lastenanordnung die Stabenden klafl'en 
oder aneinander vorbeigehen urn den Betrag des vorigen Falles, ver
mehrt urn die Summe der Langenanderungen der beiden Stabteile, 
also urn 

hierin haben die S' und €5 dieselbe Bedeutung wie in Fall 8. 

9"\ 
-fr-- \ I r- \ 

\ -""'I a.~ 
~ 

Bild 296 u. 297. Gegenseitige Verschiebung der Stabstumpfe. 

Fall 10. Besteht die Belastung aus den Lasten Pi an den 
Punkten i und wirkt auBerdem 

Last P a an Punkt a in Richtung A, 
Last Pb an Punkt b in Richtung B usw., 

dann ist die Projektion der Verschiebung des Punktes a auf Rich
tung A bzw. des Punktes b auf Richtung B usw. 

t: = "S'€5a8+p ,,€5 a €5 a8+ p ,,€5~€5bS+ ... 
a £.J EF a£.J EF b£.J EF ' 

f, = "S'€5 b8 +P, ,,€5 b€5 a8+ p ,,€5 b €5 h8+ ... 
h £.J EF a£.J EF b £.J EF ' 

worin die S' von den Lasten Pi und die €5 a, €5 b..• von Last 
P a = 1, Ph = 1 usw. herriihren. 

Fall 11. Bilden die Punkte a, b ••. die Unterbrechungsstellen 
der Stabe 8a,8h ..• vorn Querschnitt Fa. Fh ... und wirken die 
Kraftpaare Pa' Ph ... an diesen Stabstumpfen, dann ist die gegen
seitige Verschiebung dieser Stabsturnpfe 
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{, = ",8(5b 8 +p ",(5b(5a 8 +p [",(5b(5b8+~l + ... 
b .L.; EF a.L.; EF b.L.; EF EFJ . 

b 

Allgemeine Bemerkungen iiber diese Formeln. Bestehen 
aIle Faehwerkstabe aus gleiehem Stoff, dann kann das gleiehe E aus 
dem .2-Ausdruek herausgesetzt werden, es gilt z. B. fUr Fall 1 

f=~ \.,8(58 
E.L.; F usw. 

Werden aIle Lasten (aueh die gedaehte Last "Eins") und aIle 8 
und (5 in kg bzw. t, aIle Langen in em und aIle F in em2 aus
gedriiekt, dann ist Ein kg(em2 bzw. t(em2 einzusetzen (z. B. fUr FluB
stahl E = 2150000 kg(em2 bzw. 2150 t(em2); f ergibt sieh dann eben
falls in em. 

Fiir Fist bei genietetem KnotenbleehanschluB stets der volle 
Stabquersehnitt, also ohne Beriieksiehtigung der Nietloehversehwaehung, 
einzusetzen. 

Die beste Dbereinstimmung mit der Wirkliehkeit wird erzielt, 
wenn fUr die Stablange 8 nicht der Knotenpunktsabstand, sondern 
der Abstand von Mitte bis Mitte des Knotenblechnietbildes einge
setzt wird. 

Beispiel 1. Faehwerk naeh Bild 288a. Gesueht Senkung des AuBen
punktes 7. Die Stabkriifte S fiir die gegebene Belastung und die @) fiir die 
gedaehte lotreehte Last "Eins" an Punkt 7 sind aus hier nieht gezeiehneten 
KraftepIanen ermittelt und in Zahlentafel 6 eingetragen, die gleiehzeitig die ge
samte Bereehnung naeh Fall 1 enthiilt. 

Zahlentafel 6. 

Stab S @) F s S@)s 

t t em2 em F-

a :+ 7,00 +2,04 12 400 +476 
b 2,67 :+1,35 12 400 +120 
c + 2,67 1,35 12 400 :+ 120 
d -13,60 -2,70 30 400 490 
e 7,20 -2,08 18 410 :+342 
f 3,33 -1,70 14 500 203 
g + 8,90 +0,90 12 560 +373 
h - 6,20 -0,50 15 400 + 83 
i + 5,27 +0,83 8 500 +273 
k 3,00 0 10 300 0 

.2 S : s =+2480 

Hieraus folgt 
",S@)s f= .L.; F-:~= 2480: 2150= 1,15 em. 

V gl. hierzu den Versehiebungsplan Bild 288 mit demselben Ergebnis. 
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Beispiel 2. Fachwerk naeh Bild 289. Gesucht Senkung des Punktes 4. 
Eine gleiche Behandlung wie im vorigen Beispiel liefert Zahlentafel 7. 

Zahlentafel 7. 

Stab 8 6 F 8 868 
t t em2 em -r 

a -7,6 -0,73 30 365 +67,5 
b -5,4 -0,84 30 410 +62,0 
c -5,0 -0,84 30 410 57,5 
d -5,7 +0,73 30 365 +50,6 
e +4,3 +0,42 22 415 +34,1 
1" 5,2 + 1,02 22 400 +96,0 
g +3,4 +0,42 ~2 415 +27,0 
h +1,4 +0,57 16 2i:iO + 14,0 
i ° - 0,36 16 360 ° k -0,6 -- 0,36 16 360 + 4,9 
l +2,2 +0,57 16 280 +21,9 

2)8;~=+435,5 
Hieraus folgt 

f= 2) 8;~: E=435,5: 21.50 = 0,202 cm. 

V gl. hierzu den Verschiebungsplan Bild 289. 

Das Fachwerk als Biegestab. Schon bei der Stabkraftberechnung 
auf S. 52 wurde auf die Behandlung langer schlanker Fachwerke als 
Biegestabe mit Blechtragerquerschnitten und verschwindender Steg
starke hingewiesen. Dasselbe ist bei der angeniiherten Bestimmung 
der Formanderung moglich und zweckmiiBig. Man behandelt dem
nach das Fachwerk wie einen geraden oder ebenen gekrummten 
Biegestab vom Tragheitsmoment J = Fl e12 + F2 e22 , worin die Be
deutung der Fund e aus S. 52 und Bild 173 hervorgeht, und beriick
sichtigt wie bei den Biegestaben nur den EinfluB der Biegemomente, 
aber nicht den der Langs- und Querkriifte. Eine etwaige Veriinder
lichkeit von Fund e bzw. J wird man genau oder angenahert wie 
beim Biegestab berucksichtigen konnen. 

D. Die Formanderung gemischter Gebilde. 
Besteht das Gebilde aus Biege- und Fachwerkstaben, dann addieren 

sich die Ergebnisse der Einzelfiille nach S. 86 und 114. Es ist dem
nach z. B. fur Fall 1 

SMSJR fNIJI fQo. "S@is 
f= EJ ds+ EF- ds + G Vds+.L.J EF 

und fUr Fall 2 

f SJR2 f 1J12 f 0.2 @i2 S 

f= -EJ ds + EF ds + GV ds +2) EF' 

Fur Fall 3 ist f das P - fache des Betrages nach Fall 2 usw. 
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Beispiele hierzu. 

1. Ausleger mit AuBenlast nach Bild 298. Nach Fall 3 ist Senkung 
des Lastpunktes 

( 1 f '1)2 a .82 z ) 
f=P EJ WI2dx+ EF + EF ' 

a z 
l 

worin fur Last 1 am AuBenpunkt .8 = 1 . - und '1) = .8 cos a und 
c 

nach S.99 

JWI2 dx = !!.- b2 + .~ b2 = b2 l . 
3 3 3 

l=300, a=100, b=200, a=20o, z=106, 

c=34cm, P=2,5t, 

120 mit J = 2142 cm4, Fa = 33,5 cm2 , Fz = 10 cm2 liefert 

.8 = 8,8, '1) = 8,3 t, 

f = ~ (2002 ,30°+8,32 ,100+8,82 ,106) = 2,5 (1 + 20) = 
E 3.2142 33,5 10 E 870+205 8 

=~.2895. 
E 

~ 

} 
c 

~----~~~~-\ 
: ......... , {J/ 
: ....... 4-./ , 
~b ;0'. a.~ 
i. ~ .: 

BiId 298. Ausleger. Bild 299. Drehkrangeriist. 

2. Drehkrangerust, Bild 299. Die Stabkrafte @3a, @3b usw. und 
die Biegemomente WIa und WIc riihren von der Last "Eins" her; 
fUr aIle weiteren Bezeichnungen s. Bild. 

N ach Fall 3 ist Senkung des Lastpunktes 

=-l-f 2d +@3a2a+@3b2b+@3c2c+~/d+@3.2e 
f EJ WI x EF EF EF' 

d • 
worin 

E. Der Maxwellsche Satz von der Gegenseitigkeit 
der Verschiebungen. 

Auf ein beliebiges Fachwerks-, Biegestab- oder gemischtes Ge
bilde wirke an Punkt a eine Last "Eins" in Richtung Ra' Diese 
liefert fiir einen Punkt b eine auf Richtung Rb projizierte Ver-
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schiebung 
f, SMa Wlb ds +fNa IRb ds + ... 

b EJ EF ' 

giiltig fUr den allgemeinsten Fall des gemischten Gebildes nach S. 119. 
Hierin gelten die Ma, Na usw. fur die Last "Eins" an a, die Wlb' 
IRb usw. fur die gedachte Last "Eins" an b. 

Wirkt die Last "Eins" an Punkt b in Richtung Rb , dann liefert 
diese fUr Punkt a eine auf Richtung Ra projizierte Verschiebung 

f =fMb Wla ds +f~ IRa ds+ ... , 
a EJ EF 

worin die Mb , Nb fUr die Last "Eins" an b und die Wla' IRa usw. 
fur die gedachte Last "Eins" an a gelten. 

Da nun Ma = IDea' Mb -:- Wlb' Na = IRa' Nb = 9Cb usw., ist 

fa=fb· 
In gleicher Weise kann folgendes gezeigt werden: Liefert ein 

an Punkt a wirkendes Moment "Eins" eine Drehung {}b der Tangente 
an Punkt b, und ein am Punkte b wirkendes Moment "Eins" eine 
Drehung {} a der Tangente an Punkt a, dann ist {} a = {}b • 

Diese Gleichheit druckt den Maxwellschen Satz von der Gegen
seitigkeit der Verschiebungen aus, der spater bei den statisch unbe
stimmten Gebilden von Bedeutung sein wird. 

F. Formanderung durch Temperaturanderung. 
Wird ein statisch bestimmt gelagertes und aus gleichartigem Stoffe 

bestehendes Gebilde, das in dem schon fruher gebrauchten Sinne als 
starre Scheibe angesehen werden kann, in allen Teilen gleichmaBig 
erwarmt oder abgekiihlt, dann vergroJ3ert oder verkleinert es sich 
geometrisch ahnlich bleibend nach MaJ3gabe der Langenausdehnungs
zahl Bt des Stoffes. Diese Zahl bezeichnet die Zunahme der Langen
einheit bei 10 Temperaturzunahrne. Ein Stab von der ursprung
lichen Lange l verlangert sich bei to Temperaturzunahme um 
Al = Bt It . In der Eisenbaustatik setzt man fiir Bt rd. 12· 10- 6 • 

Im weiteren solI Abkiihlung als negative Erwarmung und Zu
sammenziehung als negative Dehnung bezeichnet werden. 

Je nach Lagerung des Gebildes unterscheidet man zwischen ver
schiedenen Fallen. 

1st das Gebilde nach Bild 300 an einer Stelle fest eingespannt, 
dann macht ein beliebiger Punkt A die Verschiebung A a = Bt a t in 
Richtung a. 

Dasselbe gilt fur ein durch Bolzen und Rollenkipplager gestiitztes 
Gebilde, wenn die Verbindungslinie der Bolzen nach Bild 301 parallel 
zur Rollenbahn des Rollenkipplagers liegt. Die Stutzweite b ver
groJ3ert sich dabei um A b = Bt bt .. 

Liegt dagegen diese Parallelitat nach Bild 302 nicht vor, dann 
lassen sich die Verschiebungen Ab, A c usw. der Punkte B, C usw. 
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leicht durch Zeichnung gewinnen. Die Scheibe macht einen Drehwinkel IX 

und wegen der Gleichheit der Winkel r ist Ll b : Ll e = b: e, woraus 
die Konstruktion der Ll e nach Bild 303 entspringt, worin e" II e ist 
und welches nach Art der Williotschen Verschiebungsplane in be
liebiger VergroBerung hergestellt werden kann und sofort auf den 
Fall nach Bild 157 oder 158 iibertragbar ist. 

In entsprechender Weise wird die Formanderung der beiden 
Scheiben des Dreigelenkbogens oder -fachwerks nach Bild 304 und 305 
behandelt. 

Vorstehendes gilt fiir gleiche Temperaturzunahme aller Teile des 
Gebildes und ist anwendbar auf Biegestabgebilde und Fachwerke. 

Es lassen sich nun fiir Biegestabgebilde und Fachwerke unter 
Benutzung der friiher wiederholt gebrauchten Vorgange FormeIn fiir 
die durch Temperaturanderung hervorgebrachten Verschiebungen ein
zeIner Punkte aufstellen. Dabei wird gleichzeitig der Fall beriick· 
sichtigt, daB die einzelnen Gebildeteile verschiedenen Temperatur
anderungen ausgesetzt sind. AuBerdem dienen diese Formeln zur 
spateren Berechnung der statisch unbestimmten Gebilde. Wir be
handeIn getrennt die Biegestabgebilde und die Fachwerke. 

1. Biegestabgebilde. 
Hierbei ist zwischen zwei Fallen zu unterscheiden, je nachdem 

aIle Stabstellen dieselben Temperaturanderungen annehmen oder 
ein TemperaturunterEchied zwischen gegeniiberliegenden Gurtkanten 
auftritt. 

Fall 1. GleichmaBige Temperaturanderung des ganzen Stabes oder 
der einzelnen Stabstiicke. 

Wird das Stab element ds um to erwarmt, dann verlangert es 
sich um 

Llds=ettds. 

Um nun die gleichzeitige Erwarmung aller Stabelemente in Rech
nung zu bringen, benutzen wir die FormeIn der Formanderung durch 
die Langskrafte nach S. 103, wobei das Stiick ds durch die von der 
Belastung herriihrenden Langskraft N um 

Ad = Nds 
LJ s EF 

verlangert wurde und dadurch der beliebige Punkt t eine Verschie
bungsprojektion in Richtung R gleich 

f= f~~ ds 

erhielt, worin m die durch die gedachte Kraft "Eins" an t in Rich
tung R hervorgebrachte Langskraft bezeichnete. 

Man erhalt den der Erwarmung entsprechenden Betrag f dadurch, 

daB man in obiger Formel den Teil ~~s durch et t ds oder ! 
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Bild 300 u. 301. Formanderung der Scheiben dUTCh Temperaturanderung. 

Bild 302 u. 303. Form- und Lagenanderung der Scheibe durch Temperatur
anderung. 

Bild 304 u. 305. Form- und Lagenanderung der Dreigelenkscheibe durch 
Temperaturiinderung. 
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durch Bt t ersetzt. Dieser Vorgang kann auf aIle weiteren FaIle angewendet 
werden, in denen die Formanderungen durch Langskrafte entstanden; 

N 
man braucht nur in den Formeln S. 103 bis 105 die TeiIe EF durch 

Bt t zu ersetzen. Hiernach ergibt sich 

Fall 1 a. Bei Erwarmung des Stabes ist die Projektion der Ver
schiebung des beliebigen Stabpunktes t auf die beliebige Rich
tung R 

f = J Bt t IJl d s 
oder, da Bt = konst. und t = konst., 

f=BttJ IJlds. 
Der Vergleich mit Fall 7 S. 89 Hefert 

Fall 1 h. Bei Erwarmung des Stabes ist die Richtungsanderung 
der Stabachsentangente am Punkte t 

#=Btt J IJlds, 
worin IJl die durchein am Punkte t gedachtes Moment "Eins" her
vorgebrachte Langskraft an allen Stabstellen bezeichnet. 

Fall 1 c. Erwarmt sich der Stab und wirkt auBerdem eine Last Pt 
am Punkte t in Richtung R, dann ist die Verschiebungsprojektion 
des Punktes t in Richtung R 

f= Bt t f IJl ds + pJ~; ds, 

worin die Langskrafte IJl und die Momente Wl von der gedachten 
Kraft "Eins" an t in Richtung R herriihren. 

Fall Id. Erwarmt sich der Stab und wirkt ein Moment D an 
Punkt t, dann ist die Richtungsanderung der Stabtangente an t 

f fWl2 
{} = Bt t IJl d s + D ElJ ds , 

worin die IJl und Wl vom gedachten Moment "Eins" an t herriihren. 

Fall 1 e. Erwarmt sich der Stab und wirkt 
Last Pa am Punkte a in Richtung A, 

" Pb " " b" " B, 
" Pc" " c" " 0 usw., 

dann ist entsprechend dem Fall 12 S. 91 die Projektion der Ver
schiebungen der Punkte a, b . .. in Richtung A, B . .. 

fa = Btt f lJla ds + Pa fWlE~~dS + Pb fWlE~b ds + ... , 

fb =Btt f IJlbds + Pa Jsm~~ads + Pb flJR~~b ds + ... usw., 

worin die lJla, fiCa' IJlb , fiCb usw. von der gedachten Kraft "Eins" 
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am Punkte a in Richtung A, am Punkte b in Richtung B usw. 
herriihren. 

Beispiele hierzu erubrigen sich, da solche nach den in Bild 300 
bis 305 gezeigten Vorgangen behandelt werden konnen. Obige For
meln wurden fur ihre spatere Verwendung bei den statisch unbe
stimmten Fallen aufgestellt. 

Fall 2. Es besteht ein Temperaturunterschied zwischen gegen
iiberliegenden Stabkanten. Ein solcher Fall kann vorliegen, wenn 
ein Tragerobergurt von der Sonne beschienen wird, wahrend der 
Untergurt im Schatten liegt oder wenn der AuBengurt eines Rah
menbinders der AuBentemperatur und der Innengurt der inneren 
Raumtemperatur ausgesetzt ist. Der Temperaturunterschied zwischen 
dem AuBen- und Innengurt wird zwar wesentlich kleiner sein als der 
zwischen dem AuBen- und Innenraum, aber er besteht und kann 
namentlich bei geheizten Raumen und niedriger AuBentemperatur 
von Bedeutung werden. Der Unterschied der Gurttemperaturen wird 
sich innerhalb des Tragers ausgleichen. Der Ausgleich wird zwar 
kaum linear erfolgen, er wird aber zugunsten einer einfachen Rech
nung linear angenommen. 

Nach Bild 306 bezeichnet 
to die iiberall gleiche Ausgangs

temperatur, 
tl die Temperatur der Oberkante, 
t2 > tl die Temperatur der Unter

kante, 
• also LI t = t2-t1 den Temperatur

unterschied, 
ts die Temperaturerhohung in der 

Stabschwerlinie, 
also t = ts - to die Temperatur

erhohung daselbst. 
LI t ist also po siti v, wenn die 

Unterkante warmer als die 

fw<-t,,--...l 
I 1 

(),4berk~t1 
.. I 

§ch r{lnie '--t 
k loS, 

1 I I 
I . 

- ---:-:~---t Unferkanre 

Bild306. Temperaturunterscbied zwischen 
den Gurtkanten. 

Oberkante ist, im umgekehrten FaIle ist LI t neg a ti v. 
Hat das Stabelement bei Temperatur to die urspriingliche Lange dx, 

dann verlangern sich aIle Fasern nach MaBgabe ihrer Temperaturen. 
Die Schwerlinienfaser verlangert sich urn LI d x = ct t dx; die Weiter
behandlung dieses Ansatzes erfolgt nach den bisherigen Fallen. 

Zwischen der Ober- und Unterkante besteht der Langenunter
schied du = ct LI t dx und nach Bild 306 werden sich die Endquer
schnitte des Stabelementes gegenseitig neigen urn den Winkel 

d du ct LIt dx 
CP=7C=-k-

und die Stabkriimmung erfolgt nach dem Kriimmungsradius 
dx k 

(! = d cp = Ct LI t . 
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Der Ausdruek fUr dcp gilt aueh fUr den krummen Stab, wobei ds 
fur dx zu setzen ist und es gilt 

d cp = St Ll t d s . 
k 

Tritt nun dieser Temperaturuntersehied Ll t gleiehzeitig im ganzen 
Stabe auf, dann kann dieser Fall mit Fall 1 S. 86 vergIiehen werden. 
Der Untersehied besteht nur darin, daB dort die Verbiegung cp dureh 
das Lastmoment M und hier dureh die ungleiehe Erwarmung ent-

t ht b ht d h . ddt' Ad" k St Ll t fu"r s e ,man raue a er In en or 1gen us rue en nur -k-

~ zu setzen. Hieraus entspringen naehstellende Formeln. 

Fall 2 a. Bei ungleieher Erwarmung ist die Projektion der Ver
sehiebung des Punktes t auf Riehtung R 

fLltsm 
f=et -k- ds , 

worin sm die Momente dureh die gedaehte Kraft "Eins" an t in 
Riehtung R bezeiehnet. Unveranderliehe Ll t und h konnen vor das 
Integral gesetzt werden. 

V orzeiehenregel. 1st diejenige Stabkante die warmere, die dureh 
ein positives sm Zugspannung erhalt, dann ist fin Riehtung der 
gedaehten Kraft "Eins" positiv zu reehnen. Diese Regel ist sinn
gemaB auf aIle weiteren FaIle zu ubertragen. 

In gleieher Weise folgt aus Fall 7 S. 89. 

Fall 2 b. Bei ungleieher Erwarmung ist die N eigungsanderung 
der Stabtangente an Punkt t 

f}=StLltf~dS, 
worin sm die Momente durehdasMoment "Eins" an t bezeiehnet. 
f} ist positiv, wenn es dieselbe Riehtung wie das Moment "Eins" hat. 

Fall 2 c. Liegt ungleiehe Erwarmung vor und wirkt an Punkt t 
die Last Pt in Riehtung R, dann gilt 

f=StLltf~ ds+pJ~;dS. 
sm ist hierin dasselbe wie in Fall 2 a; fist positiv, wenn es die

selbe Riehtung wie Pt hat. 

Fall 2 d. Liegt ungleiehe Erwarmung vor und wirkt an t das 
Moment D, dann gilt 

f}=St Ll t f ~ ds +D f~;ds, 
sm hierin wie in Fall 2 b. 
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Fall 2 e. Liegt ungleiehe Erwarmung vor und wirkt 

Last Pa an Punkt a in Riehtung A, 
" Ph" " b" " B usw., 

127 

dann ist entspreehend dem Fall 12 S. 91 die Projektion der Ver
sehiebungen der Punkte a, b . .. in Riehtung A, B " . 

+' = C Lltfimad8 +P f ima ima d8 +P fima imb d8 + ... 
fa t k a EJ b EJ ' 

A fimb d ; fimb ima d +fimb Web d + 1: = cat - 8 -+-- -- 8 -- 8 . .. USW 
b t k I EJ EJ ., 

worin die ima, imb usw. von der gedaehten Kraft "Eins" an a in 
Riehtung A, an b in Riehtung B usw. her
ruhren. 

Beispiel hierzu. Der Untergurt eines 
Tragers 1 30 von 8 m Stutzweite sei urn Ll t 
warmer als der Obergurt. Gesueht die Pfeil
hohe des sieh krummenden Tragers. 

N aeh Fall 2 a und Bild 307 ist fur die 
x 

gedaehte Mittenlast 1 kg im = 2; somit ist 

2 

Bild 307. Berechnung der 
Tragerkriimmung durch 
Temperaturunterschied 

zwischen Ober- und Unter
kante. 

Ct Llt Ix Ct Llt l~ 12·800~ 
f=-k- 2 -2 dx =-k- 4,- = Llt 1000000.30.4 = 0,064 Llt em, 

o 

also bei 10° Temperaturuntersehied f= 0,64 em. 
Ll t ist hier positiv, daher ist f ebenso wie die gedaehte Mittenlast 

naeh unten geriehtet. 1st der Obergurt warmer als der Untergurt, dann 
ist Ll t und somit f negativ und der Trager krummt sieh naeh oben. 

Treten die im ersten und zweit~n Fall genannten Temperatur
anderungen gleiehzeitig auf, dann addieren sieh die f dieser beiden 
Falle algebraiseh. 

2. Fachwerke. 
Werden die einzelnen Faehwerkstabe versehieden erwarmt (was die 

gleiehen Ursaehen wie bei den Biegestaben haben kann), also Stab 1 
urn t1, Stab 2 urn t2 usw., dann verlangern sie sieh urn .181 = Ct t1 81 , 

.182 = Ct t2 82 usw. Die daraus folgenden Knotenpunktverschiebungen 
konnen nach den gleichen Verfahren behandelt werden, die fur die 

F h L d· d' b' h' A S 8 ormanderungen dure asten lenten, wenn Ie IS engen a8 = EF 

dureh die Ausdrueke .18 = Ct t 8 ersetzt werden. Daraus entspringen 
folgende Ansatze. 
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Fall 1. Infolge der Staberwarmung ist die Projektion der Ver
schiebung des Punktes t in Richtung R 

f=ct .2;t ®s, 

worin die Stabkrafte ® von der gedachten Kraft "Eins" am Punkte t 
in Richtung R herriihren. 

Fall 2. Besteht Staberwarmung und wirkt an Punkt t die Last Pt 
in Richtung R, dann ist an t in Richtung R 

~ ~®2S 
f=ct.L..; t®s+Pt.L..; EF' 

die ® hierin sind wie in Fall 1 zu bestimmen. 
Die Ansatze aller weiteren FaIle deck en sich vollig mit denen 

nach S. 114 bis 118, wobei an Stelle der Ausdriicke :F die Aus

driicke ct t zu setzen sind. 
Bei gleicher Temperaturanderung aller Stabe ist iiberall der Wert t 

vor das ~-Zeichen zu setzen. 

Beispiel hierzu nach Bild 289 S. 111. Die Obergurtstabe a bis d 
erwarmen sich urn 10° gegen aIle anderen Stabe. Gesucht die lot
rechte Verschiebung des Punktes 4. Es liegt Fall 1 vor. Die Stab
krafte ® fiir die an Punkt 4 lotreeht nach unten wirkend gedachte 
Kraft "Eins" sind dem Zahlenbeispiel 2 S. 119 entnommen und in 
Zahlentafel 8 eingetragen, die sich nur iiber die erwarmten Stabe er
streekt. Es ergibt sich 

~ 12 
f= St.L..; t®s= -1 000000. 911 = - 0,0119 em, 

also entgegengesetzt zur Kraftrichtung "Eins", d. h. nach oben ge
richtet. 

Zahlentafel 8. 

Stab t s 6 t6s 
em t 

a 10 365 -7,6 -277 
b 10 410 -5,4 - 221 
c 10 410 -5,0 - 205 
d 10 365 -5,7 -208 
e 

I I 

I 
bis 0 . . 

I 
0 

1 

~t68=-911 



Vierter Abschnitt. 

Statisch unbestimmte ebene Gebilde. 
Einleitung. Die bisher behandelte statische Berechnung der Ge

bilde umfaBte die Bestimmung der StutzkraJte, Biegemomente, Langs
und Querkrafte von Biegestabgebilden und der Stabkrafte von Fach
werken. Diese Rechnungen beruhten durchweg auf den bekannten 
Gleichgewichtsbedingungen der starren ebenen Korper. Das elastische 
Verhalten des Baustoffes, insbesondere der Elastizitatsmodul E und 
etwaige Temperaturanderung hatten keinerlei Einfl.uB auf die ge
nannten Werte. Die so gekennzeichneten Gebilde nennt man daher 
statisch bestimmte Gebilde. 

Nun gibt es eine Reihe von Gebilden, zu deren Berechnung die 
Gleichgewichtsbedingungen nicht ausreichen. Solche Gebilde heiBen 
statisch unbestimmt und zu deren Behandlung ist ihr elastisches 
Verhalten mit in Rechnung zu ziehen. 

Zu den einfacheren statisch unbestimmten Gebilden gehoren u. a. 
der drei- und mehrfach gestutzte Trager, der Zweigelenkbogen, der 
eingespannte Bogen und das Fachwerk mit uberzahligen Auflager
bedingungen oder Staben. 

A. Statisch unbestimmte Biegestabgebilde. 

1. Einfach statisch unbestimmte Gebilde. 
Zur Einfiihrung wahlen wir ein einfaches Beispiel. 

Der gerade Stab mit Einspannung und freiem Auflager, Bild 308. 
Die zunachst noch unbekannte Auflager
kraft sei mit X bezeichnet. Ware X eine 
bekannte, hier also nach oben wirkende 
Last, dann ware die Rebung ihrer An
griffstelle nach S. 90 Fall 10 mit X statt Pt 
und mit dx statt ds 

l l 

f= f~~~dX+X f~;dX, 
o 0 

Bild 308. Stab mit Einspan
nung und freiem Auflager. 

worin die M' fur die Belastung aHein und die m fur die Kraft 
"Eins" am Auflagerpunkt nach oben wirkend geIten. 

Unold, Statik f. Maschineningenieure. 9 
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X ist aber so zu bestimmen, daB f verschwindet, folgt daher aus 
der Bedingungsgleichung 

l l 

f1Jf'~ dx + xf IDe\! dx = 0 
EJ EJ 

o 0 

zu 
l l 

f
M'IDe fIDe2 

X=- EJ dx: EJ dx. 
o 0 

Nun ist IDe=l ·x, somit 

worin iiber die Strecke 1 zu integrieren ist. 

Fiir unveranderliches Jist E J = konstant und es folgt 
l f t3 

X=- M'xdx: S . 
o 

Das endgiiltige Biegemoment an beliebiger Stelle der Strecke list 

M=X.x+M'. 

I I K 
: I 
I 
I 
I 
I 
I 

~Jl II' 
I 8 
I 

I 
I 
I 
I 
I 

ll~t 
8 I ~ 

I 

Bild 309. Gleichstreckenlast, M - Linie und 
elastische Linie. 

Da die M' stets negativ sind, 
ist X stets positiv, wirkt also 
nach oben. 

Einige Belastungsfalle 
hierzu flir E J = konst. 

1. Gleichstreckenlast q, 
Bild 309. 

2 
M,-_E 

-- 2' 

l . 

X = f q :2 x dx: ~ = : q 1 = 
o 

=~P 
8 ' 

worin P = q 1 die Gesamtlast 
bezeichnet. 

3 qx2 

M=g-qlx-T= 

=p(: x- ;:). 
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Hierzu die M-Linie als Parabel mit dem Einspannmoment 
M! = - k P lund dem relativen GroBtmoment max M = 1~8 P l im 
Abstande x = ~ l, ferner die elastische Linie mit Wendepunkt bei 
x=~l. 

2. Einzellast, Bild 310. Hier ist iiber Strecke a und b getrennt 
zu integrieren. 

Fiir Strecke a ist M' = 0, 
fiir Strecke b ist M' = - P(x - a), 

I 

x=_f_ p (X_a)xdx:!!..-=P[X3 _ax2JI:~= 
3 3 2 a 3 

a 

=p(l3_ a3 _a l2 -a2
): ~=P(l +~ (~)8_!~) 

3 2 3 2 l 2l' 

t-----l------.I 
Hieraus die endgiiltige M - Linie mit 

Ml=O, M2=Xa, M3 =Xl-Pb. 

Bild 310. Einzellast. Bild 311. Einzellast auf Kragarm. 

3. AuBenlast, Bild 311. M'=-P(a+x), 
I 

X=-f _p(a+x)xdx:~~=p(a:2 + ~): ~ =p(! ~ +1). 
o 

Endgiiltig ist Ml = 0, M2 = - P a, M3 = - P (a + l) + Xl. 

Anmerkung. Dber die Darstellung 
der M-Linien hier und in allen Bil
dern dieses Abschnitts s. die Bemer
kung auf S. 26. 

Der krumme Stab mit Einspannung 
und freiem Auflager, Bild 312. Die
selbe Ableitung wie beim geraden Stab, 
aber mit ds statt dx, liefert die Epd
formel 

X=- f~'; dSJ ;~dS, Bild 312. Der krumme Stab mit 
Einspannung und freiem Auflager 

oder Pendelstiitze. 
9* 
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worin wieder vom Auflager bis zur Einspannstelle integriert wird. 
Bei E J = konstant gilt 

X=-J M'xds:Jx2 ds. 

Be i s pie 1. Winkelstab mit Gleichstreckenlast q nach 
Bild 313. Die Tragheitsmomente seien J! fur Teill und Jh fUr Teil h. 

q~ qP 
Fur Teil list M = - 2' fUr Teil h ist M = - 2 . 

Schreibt man X = - Zahler: Nenner, dann ist 

J! - q x2 x' Jh - q l2 l 

Zahler = __ 2_ dx + _~_ dy = _ f{ (~ ~ + _1_ l3 h) , 
EJ! EJh 2 EJ! 4 EJh 

o 0 
l h 

f X2 f l2 1 l3 1 
Nenner= EJ dx + EJ dY=EJ3+EJ l2h. 

o ! 0 h ! h 

cr 
Ii", i ,.1 ~ I '! ; !' ! '. i' 2 

worin 

Endgiiltig ist 
qZ2 

M1=O, M =Xl--· 22' 

M =Xl_ ql2 
3 2 

Bild 313. Winkelstab mit Gleich- und die Langskraft 
streckenlast. N12 = 0, N23 = X - q l. 

Der Trager auf drei Stiitzen, Bild 314. Als statisch Unbestimmte 
wahlen wir den Druck der Mittelstutze. Ma' und Mb' sind die Mo
mente des Tragers ohne Mittelstutze fUr die Lasten allein, ima und WCb 
sind die Momente fur X = 1, es ist 

b a 
WCa =-1·z x, WCb =-1· Z x. 

Die Bedingungsgleichung fUr X lautet f = ° oder 
a b a b 

IM' b IM' a (I~:X2 I;: x
2 

) 
- EJ T xdx - EJZ xdx+X EJ dx+ EJ dx =0. 

o 0 0 0 
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E J = konst. liefert 

, b M ' a Endgultig ist Ma = Ma - X -( x, b = Mb - X T x. Die M er-

scheinen im oberen Bild als Unterschied zweier Ordinaten und sind 
im unteren Bild von einer wagrech
ten Grundlinie aus aufgetragen. 

Bild 314. Trager auf drei Stiitzen. 

Fur Gleichstreckenlast q ist 

Bild 315. Gleichstreckenlast. 

M ,= M' = q l x _ q x~ = !L (l x _ x2 ) 
a b 2 2 2 ' 

Damit ist der endgultige M· Verlauf bestimmt und in Bild 315 
fur a = 4 und b = 5 maBstablich dargesteIIt, und gleichzeitig die 
elastische Linie eingezeichnet, die nach S. 79 bestimmt werden kann 
und durch die Mittelstutze gehen muB. 

Weitere Falle fiir den mehrfach gestutzten Trager werden wir 
hier nicht bringen, da an spaterer Stelle der durchlaufende Trager 
in allgemeiner Weise behandelt wird. 
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Der Zweigelenkhogen mit gleichhohen Gelenken. Den nach 
Bild 316 mit dem starren Boden durch zwei Gelenke verbundenen Stab 
denkt man sich dadurch statisch bestimmt gemacht, daB man eines 
der beiden Gelenke, z. B. das rechte, nach Bild 317 durch ein Rollen
kipplager ersetzt. Die statisch Unbestimmte ist hier der sogenannte 
Horizontalschub X, der aus der Bedingung 

Anderung des Gelenkabstandes = 0 

folgt. Bezeichnet A die Auflagerkraft am linken Gelenk im statisch 
bestimmten Stabe, dann ist an beliebiger Stabstelle s 

M'=Aa-P1P1 -P2 P2 -'" 

und 
ID'l=-l·y. 

Bild 316 u. 317. Der Zweigelenkbogen. 

Die Bedingungsgleichung fiir X folgt aus f = 0 und lautet 

fM'y f y'J 
- Ei ds+X EJ ds=O, 

woraus 

fM'y f y2 
X= EJ ds: EJ ds . 

E J = konstant liefert 
X=J M'yds:J y2 ds. 

Zu integrieren ist iiber den ganzen Stab, bei Symmetrie in Stab
form und Belastung iiber den halben Stab. Schwierige oder un
mogliche Integration ist durch algebraische Summierung mit endlichen 
Stabstrecken zu ersetzen. 

Fiir die beliebige Stabstelle s ist 

M=M'-Xy; 

N ergibt sich als Summe der Projektionen aller links bzw. rechts von 
s wirkenden Krafte, d. s. die Lasten, die A bzw. B und X. 

Fiir den endgiiltigen M- und N -Veri auf ist es gleichgiiltig, ob 
das Rollenkipplager rechts oder links angenommen wird. Wirken 
einige oder aIle Lasten gegen die Lotrechte geneigt, dann ist X ver
schieden, je nachdem das Rollenkipplager rechts oder links liegt; 
bei nur lotrechten Lasten ist X davon unabhangig. 
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Beispiele und Sonderfalle fiir den Zweigelenkbogen. 

1. Portal mit Einzellast nach Bild 318. Die Tragheitsmomente, 
Widerstandsmomente und Querschnitte sind Jl' W! und F! fiir den 
Querbalken und Jh , Wh und Fh fiir die Stiitzen. 

Fiir Teil a ist M' = p!!.- x und y = h fiir Teil b ist M' = P ~ x 
l' l 

und y = h, fiir die Stiitzen ist M' = 0. 
In der SchluBformel fiir X ist 

a b 

Zahler = ~! ( f M' h dx + f M' h dX) = 
U 0 

a b 

=*(f P}XhdX+ f PTXhdx)=p~b~, 
o 0 

Bild 318-320. Rechteckportal. 

h I 

2 f 1 f 2 h3 h2 l Nenner=y y2 dy + y h2dx=- :1+7. 
h ! 3 h I 

o 0 

abh 1 a b 
-iJ! 2hh 

X=P2hj3 h2l = P-2-.---Y , 
. . Jz 

WOfln ~=-. 

3Y+Y 3~+h 
h I 

Jh 

Damit sind die endgiiltigen Biegemomente 
ab 

M1 =M5 =O, M2 =M4 =-Xh, Ms=PT-Xh 

und die Langskrafte 

also Druck. 

b 
N12 =-PT, 

a 
N45 =-PT , 

Die ebenfalls leicht bestimmbaren Querkrafte sind hier nicht an
gefiihrt, da sie fur das weitere belanglos sind. 
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Bild 319 zeigt die endgultige M - Linie und Bild 320 den ungefahren 
Verlauf der elastischen Linie, wobei die Wendepunkte an den Stell en 
fUr M = 0 und die rechten Winkel an den Ecken zu beachten sind. 

Zahlen beispieL P= 4000 kg, 1=800 em, a = 200 em, b = 600 em, 
h = 400 em. Gleiehes Profil in Stutzen und Querbalken, daher i = 1. 

I 200 600 

X = 4000 2 400 400 = 562 5 k 
2 800 ' g. 
3+400 

200·600 . 
M2 = M, = - 562,5·400 = - 225000 kgem, M3 = 4000 ---soO- - 562,5.400 = 

600 200 
=375000 kgem. N12 =-4000 8UO=-3000kg, N45 =-4000!:;00 =-IOOOkg, 

N24 = - 562,5 kg. 
Fur I 26 mit W = 442 em3 und F = 53,4 em2 ist 

_ 225000 3000 _ + 453 2 

a2 - ± 442 - - 53 4 - _ 565 kg/em, , 
375000 562,5 + 840 2 

a3 = ± 442 - 53,4 = _ 860 kg/em (maBgebend). 

Je naeh baulieher Durehbildung des Portals sind bei Niet- oder Sehrauben
loehem im Trager in diesen Spannungsformeln die Nettowerte der W und F 
einzusetzen, die dann etwas groBere a liefern. 

2. Stabecke mit Einz ellasten. Besteht der Stabbogen aus 
einzelnen geraden Stucken mit je J = konst. und 
die Belastung aus Einzelkraften, an den Endpunkten 
dieser Stab stucke angreifend, dann lassen sich fUr 
Zahler und N enner fertige Gebrauchsformeln ent
wickeln, die die Aufstellung des Ansatzes fUr X be
deutend erleichtern. 

Fur das Stabstiick i - k nach Bild 321 ist mit 
!JI. den Lastmomenten M/ und M/ an beliebiger Stelle 

Bl·-ld'--32-1-.'--S-t-ab-e-e-k'-e M' = M/ + Mk' l-M/ 8 und, Y = Yi + Yk 1 Yi 8, 

mit Einzellasten. 

somit der Zahleranteil 
l l 

Z 1 f' 1 f(' M/-M.,)( +Yk-Y' ) . =- Myd8=- M. +----' 8 y. ----28 d8 
'k EJ EJ' 1 'l . 

o 0 

Die Ausrechnung liefert nach Umformung und Kurzung 

Z;k= ~J ~(M/ Yi+ {(M/ Yk+Mk' Yi) + Mk'Yk). 

Der Nenneranteil ist 
l l 

N - 1 f 2 d - 1 f ( + Yk - Yj )2 d _ 1 1 ( 2 + -+ 2) ik-EJ Y 8- EJ ,Yi --l-- 8 8- EJ2 Yi YiYk , Yk . 
. 0 0 
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Hiernach sind die nachsten Beispiele behandelt; in den Bildern 
hierzu sind die M' -Linien strichiert und die endgiiltigen M-Linien 
ausgezogen. 

3. Portal mit Einzellast wie bei 1, Bild 318 bis 320. 

Z=Z12+Z23+ Z34 +Z45=0+ ~Ji( O+~( o+p~bh )+p~bh)+ 
+~(pabh+!.(pab h+O) +o)J =~pab~.· 

3 l . 2 l Jz 2 

N = N12 + N45 + N23 + NS4 = 

= _~ !!... (0 + ° + h2) + ~. i (h2 + h2 + h2) = ~ hS + h2 l . 
Jh 3 J l 3 3 Jh J l 

abh 
2Jz 

X=p 2 hS-- h2l' 
--+-3 Jh J l 

also dasselbe wie in Beispiel 1. 

----
/ M' M~ "' ~ 

"' /p p 
, 

/ " 2 I J ~ , 5 
J, I t -L ....... , 

h ..;. 
1 - -----t-----F ~ 

p p 

p ~ p 

Bild 322-324. Portal mit Symmetriebelastung. 

4. Portal mit Symmetriebelastung, Bild 322 bis 324. 

MI ' -;-M;/=Ms'=M6'=0, Ms'=M/=Pa. 

Endgiiltig ist 

worin wieder i = ;1 . 
h 

MI =M6 =0, M2=M5=-Xh, Ms=M4=Pa-Xh, 
N12 =N56 =-P, N23=Ns4 =N45=-X. 
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5. Portal mit Seitenlast, Bild 325 bis 327. 1m statisch be
stimmt gelagerten Portal ist links das Kipplager und rechts das 
Rollenkipplager angenommen. Damit folgt 

M1' = M4' =' Mo' = 0 , M'J' = M:/ ==='P a . 

Z= ~Ji( o+~(o+o)+pa'J)+*(Pa2+~(pah+pa2)+pah) ] + 
1 l (1 ) + J 3" Pah+ 2(Pah+O) +0 = 

I 

=fU
h 

(2aa+3a2b +3ahb)+ ~l 3ahl]. 

. '-
pf 

Bild 325-327. Portal mit Seitenlast. 

N enner wie in Beispiel 3. 

X=Z:N. M1 =M5 =0, M'J=Pa-Xa, Ms=Pa-Xh, 

M4 =-Xh. N12 =+PT, N'Js=-X, 
a 

NS4 =-Py . 

Bild 328-330. Portal mit Kragarm. 

6. Portal mit Kragarm, Bild 328 bis 330. In den Ausdriicken 
fiir Z und N kommt der Kragarm nicht vor, der eigentliche Stab
bogen verlauft zwischen 1, 2, 3, 4 und 5. 

M1'=M2'=M/=Mo'=0, Ms'=-Pa. 

ll( 1 ) Pahl Z=- - -Pah--(Pah-O)-O =- - ---. 
J/ 3 2 J,2 
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N wie in Beispiel 3, somit 
1 a l 

X=_p2hh. 
2 .. l 
3~+h 

139 

Damit folgt Ml = Mr, = 0, M2 = - X h (ist positiv), 

M3 =-Pa-Xh (istnegativ), Ma=-Pa, M4=-Xh (positiv). 

N12 = - pa t l, NS4 = - X (positiv), N4~ = + PI' 
Vgl. auch Nr. 14. 

Zahlenbeispiel. P=1000 kg, a=200 om, l=600 em, h=400 em, 
J/=10000 em', Jh =5000 em' liefert X=-132,2 kg (das wirkliehe X ver
lii.uft demnaeh entgegengesetzt zu dem im Bild eingezeiehneten). 

Ml =M5=0, Mz=+ 132,2 .400=52880 kgem, 
Ma = -1000·200 + 132,2·400= --147120 kgem, 
Ma =-1000·200= -200000 kgem, M,=+ 132,2.400=52880 kgem. 

p 

I--------.L 

Bild 331 u. 332. Portal mit Einzellast. 

7. Portal mit Einzellast, Bild 331 und 332. 

M/=Mr,'=O, 
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a 
M~ =Pyc-Xh. N12 = - P {Sina - X cosa, 

N40 = - Pysina-Xcosa, N23 =NS4 = -x. 
C = 0 und somit d = a, e = b, g = h liefert die Formeln nach 

Beispiel 1 bzw. 3. 
Der Symmetriefall mit e = d und b = a liefert 

cg +3da(a+c) 
X = ~ J;, --l :r:-

6 h(_fL+~) 
3 Jh J l 

8. Sonderfalle des Vieleck - Zweigelenkstabes. Erhalt einer der 
Stabe eine Zug- oder Druckkraft nach Bild 333, dann tritt auBer 
dieser Langskraft sonst kein X, kein Biegemoment und keine weitere 
Langskraft auf. Erhalten alle Stabe gleichzeitig solche Belastungen, 
dann konnen die an Ecken paarweise auftretenden Krafte zu Re
sultierenden vereinigt werden, s. Bild 334 und 335. Ergebnis: 

Konnen die an den Ecken eines Stabecks angreifenden Krafte 
so zerlegt werden, daB deren Komponenten in die Stabrichtungen 
fallen, mit anderen Worten, liefern die Eckkiafte ein mit dem Stab
eck zusammenfallendes Seileck, dann treten keine Biegemomente, 
sondern nur Langskrafte auf. 

Bild 333-337. Sonderfalle des Zweigelenkstabecks. 

Ein solcher Fall liegt beispielsweise in Bild 336 vor, wenn P=Q. 
Dagegen liefert P:Z Q Biegemomente. Desgleichen sind in Bild 337 
bei beliebiger Kraftrichtung keine Biegemomente, sondern nur Langs
krafte vorhanden, die aus der Zerlegung der Kraft nach den Stab
richtungen folgen. 

Das allgemeine Ergebnis gilt auch bei ungleichen Hohenlagen der 
Gelenke und auch fUr krumme Stabe mit Streckenlast derart, daB 
die krumille Seillinie mit der Stablinie zusammenfallt. Daher wird 
ein Parabelstab durch eine Gleichstreckenlast, deren Seillinie eben 
diese Parabel liefert, nicht auf Biegung, sondern nur auf Druck (bei 
hangendem Stab auf Zug) beansprucht. 

Uber die Giiltigkeit des Ergebnisses beim eingespannten Stab
bogen s. S. 157 und beirn geschlossenen Steifrahmen s. S. 164. 

9. Allgemeines Stabeck nach Bild 338 mit den Langen l12' l23 

usw. und den J12' J 23 usw. Zunachst denkt man sich links ein 
Kipplager und rechts ein Rollenkipplager, woraus in bekannter Weise 
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die statisch bestimmten M' folgen. Sodann ist 

Z = 3ly (M2' Y2) + 3ly (M2' Y2 + ~ (M2' Ys + Ma' Y2) + Ms' Ys) + 
12 2S 

+ l4~ ( , ) +.. . J M4 Y4' 
40 

Nach Berechnung von X = Z: N sind die endgiiltigen Momente 
M2 =M2'-XY2' Ms =Ms' -Xys usw. 

Bild 338 u. 339. Allgemeines Stabeck. 

M' M' 
Tragt man nach Bild 339 dieWerte Xl, -l usw. als Ordinaten 

von der Horizontalen aus auf, dann ist an beliebiger Stelle M = X 1), 

wobei die 1] iiber bzw. unter dem Stabbogen positive bzw. negative M 
liefern. Bei lotrechten Lasten bestimmen sich die M' wie beim ein
fachen Trager mit Endstiitzen; bei zeichnerischer Gewinnung dieser M' 
kann die Polweite des Seilecks so gewahlt werden, daB diese sofort 
im verlangten MaBstabe erscheinen. 

Diese Darstellungsweise ist auch sofort auf krumme Stabe an
wendbar. Bei Einzellasten bleibt die Linie der M': X ebenfalls 
geradstiickig, bei Streckenlasten bildet sie eine Kurve. Anwendung 
s. nachster Fall. 

V orstehendes Verfahren ist zweckmaBig bei hinreichend Bach ver
laufenden Bogen, versagt aber bei genau oder angenahert lotrechten 
Stabteilen. In diesem Fall konnen die Mauch, wie in den bisherigen 
Beispielen gezeigt, als Strecken normal zur Stabachse (+ M nach 
auBen, - M nach innen) oder als Ordinaten auf der geraden gestreckten 
Stabachse aufgetragen werden. 

10. Kreisbogen mit Einzellast, Bild 340. Zunachst folgt aus 
geometrischen Beziehungen 

c=rsiny, f=r(1 - cosy), 

X= c - rsin<p =r (sin I' - sin<p), 

Y = f- r(l - cos <p)=r (cos <p - cos 1'). 
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l 

x 
I 

1m Stab mit Kipp- und Rol
lenkipplager ist 

A=P~ und a 1 B=P Z ' 

i~' 

somit links bzw. rechts der Last 

M'=Ax bzw. M'=Bx. 

Daraus folgt -V-'----
r r 

Bild 340. Kreisbogen mit Einzellast. Z= f M'yds + f M'yds= 

r 

= P-}-r3 f (sip. 1'- sin <p)(cos <p - cos r) dip + 
r 

+ PTr 3 f (sin I' - sin <p)(cos <p - cos r)d <p, 

-f' 

r r 

N = 2 f y2 ds = 2 r3 f (cos <p - cos r)2 d <p • 

o ° 
Die Auswertung dieser Ausdriicke Hefert nach mehrfacher Um

formung 

x=p[-COs2r-- ~ sin2r- ~ sin2rcos2fl+(co;2r -1)sin2fl 

+ cos I' cos fl + cos r fl sin fl ] : [I' (cos 2 r -+ 2) - 1,5 sin 2 r] . 

Fiir die Stabstellen links bzw. rechts der Last ist sodann 

M=Ax-Xy bzw. M=Bx-Xy. 

Die Gelenkdriicke sind D a = Y A2 + X2 nnd Db = Y B2 + X2 

Die Langsdriicke N an beliebiger Stab stelle ergeben sich am ein
fachsten aus der Zerlegung der D in Richtung der Stabtangenten an 
dieser Stelle. 

Bild 341 zeigt dle zeichnerische Darstellung der M und N fiir 
1'=45°, ajl=O,25 und bjl=O,75, wobei sich X=O,664P ergibt. 

Mittenlast Hefert 

2 1"2 1'2+ - cos r - - Sll r - - Sll I' cos r 
X=P - 2 2 

I' (cos 2 r + 2)-1,5 sin 2 r 
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Fur den Halbkreisbogen ist 

X=P cos2 ft 
1l 

Mittenlast liefert hierbei 

X=P~ 
1l 

und Mittenmoment 

Pr Pr 
M =-- -=O,1817Pr. 

m 2 1l 

I 
I 
I , 

-----r-----i----------

I 
I 
I 

'M 

148 

10 a. Par abe 1 bog e n mit 
Sehne 1 und PfeilhOhe f. Bei un· 
veranderlichem Jist X in ge· 
schlossener Form nicht darstellbar. 
Manerhalt aber einfache End-

j -----I.-----------.., , N 
__ -- I 

for~eln, wenn sich J nach dem 

Bild 341. Darstellung der M und N fiir 
den Kreisbogen mit Einzellast. 

Gesetz J = J o : cos cp andert, worin J o fur den Scheitelpunkt gilt. 
Zunachst ist 

4f 
Y= -p x(l-x). 

Links bzw. rechts der Last ist 

, b 
M =Ax=PTx bzw. 

Damit folgt wegen d 8 = d x : cos cp 

z=f M'yds =fM'Yd X = 
Jo: cos cp J o 

a b 

= ~ ~~(f(X21- x3)dx +~~ 4 ff(X21-x3)dX= 
J o 1 12 J o 1 12 

o 0 

2 

= ~ 1~rf(X2l2 - 2 x31+x4)d x = 185 ~ 1. 
o 0 

o 



144 Statisch unbestimmte ebene Gebilde. 

Mit a: l = a und b: l = (3 folgt 

X = P + ~ a (3 (4 a2 + 4 (32 - 3 a 3 - 3 (33) . 

Mittenlast liefert 
l 

X=Pr· 1,9531. 

Die vorige Kreisbogenformel ist zwar vollstandig genau, erfordert 
aber bei flachen Bogen Rechnungen mit vielstelligen Zahlen, da 
Zahler und N enner bei abnehmender Pfeilhohe gegen Null konver-

gieren. In solchem FaIle 
kann die Parabelformel als 
bequemere Naherungsfor
mel verwendet werden, da 
dann der Unterschied der 
J der verschiedenen Stab

I stellen vernachlassigt wer
den darf. Dber Anwendung 

Bild 342 u. 343. Portal mit Gleichstreckenlast. der Formel s. S. 306. 

11. Portal mit Gleichstreckenlast Q=ql, Bild 342 und 343. 

M' = _C[ (l x - x2 ) • 
2 

l 

q f 2 q hlS 
Z=-J (lx-x )hdx=-J" 

2 z 12 ! 
o 

N wie in Beispiel 1. 

X= qhl3 =!{ 1 

12J (~h3 +~) 12 ~(~)\+~ 
! 3 Jh Jz 3 l l 

Ql 
M2 =M4 =-Xh, M3=S-Xh. 

N24=-X, 

12. Sonderfalle. Vorausgesetzt sei ein nach Form und J- Ver
teilung vollig symmetrischer Stab. 

Fall a nach Bild 344. Hier wird die statisch bestimmte Lagerung 
durch Anbringung der Horizontalkrafte P an beiden Gelenken hervor
gebracht, wahrend in den bisherigen Fallen die Summe aller Horizontal
krafte von einem Gelenk aufgenommen wurda. Hinzu komman noch 
die aus dem Gleichgewicht gagen Drehen zu ermittelnden lotrechten 
Gelenkdrucke. 

Fur die Stabstucke 12, 23, 34 und 45 gilt 

M ' 2Pp +P n=-l-x y, 
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, 2Pp 2Pp 
M2s = -z- x + Py - P(y - p) = -z- x + P p, 

, "2Pp 2Pp 
MS4 =--Z--X-py+P(y-p)=--Z-X-PP, 

, 2Pp P 
M46 =--Z-x- y. 

B=i? 
Bild 344 u. 345. 

Hieraus folgt 
2 S S 

X={fM~2Y d8+fM~3Y d8+ ... }.2f£d8= EJ EJ . EJ 
1 2 1 

2 2 S S 

={ 2~P f ;~ ds+P f ;~ ds+ 2~P f ~~ds+Pp f :J ds-
1 1 2 2 
S S 4-

. 2 PPf xy f y2 2 PPf xy 
--Z- EJ ds - Pp EJds--Z- EJ ds -

4. 4 5 
4 S 

f y2 } f y2 
-P EJ ds : 2 EJds. 

f> 1 

Do. nun im Zahler wegen der Stabsymmetrie die Integrale der sym
metrisch liegenden Stabstiicke einander gleich sind, folgt X = 0 . 

Dasselbe gilt fiir mehrere paarweise liegende E~elIasten in be
liebigen Hohen. 

Fall b nach Bild 345. Hierbei treten im statisch bestimmten 
Stabe nur lotrechte Gelenkdriicke auf. Eine gleichartige Behandlung 
wie im vorigen FaIle liefert wieder X = o. Dasselbe gilt auch hier 
fiir mehrere Krafte. 

Es lassen sich Falle denken, die eine Vereinigung des Falles a. 
und b darstellen und X = 0 liefern. 

Unold, Statik f. Maschineningenieure. 10 
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13. Portal mit S ei ten kraft, Bild 346 bis 348. Hier liegt Fall 12 a 
vor, denn es ist gleichgiiltig, ob P in der Mitte des Querbalkens oder 
an dessen link en Ende angreift. Somit ist X = ° , 

h 
N12 =PT , 

P 
Mo=-h, 

- 2 

P 
Ma=-2 h , 

P h 
N2a =-2' Na4 =-PT · 

Diese Losungen sind unabhangig von Jz und Jh • 

p 
2 

~ ~ 
~$$~aw~ 

Bild 346-348. Portal mit Seitenkraft. 

14. Mittelbare Belastung. Wirkt die Last nicht unmittelbar 
auf den Stab, sondern nach Bild 349 auf einen biegungsfest mit dem 
Stabe verbundenen Arm, dann werden zunachst die Auflagerkrafte 
des statisch bestimmten Bogens in bekannter Weise ermittelt und 
die M' von beiden Auflagerseiten her bestimmt, wobei die M' an 
der Stabvereinigungsstelle sich urn den Betrag P p unterscheiden. 
Die weitere Rechnung verlauft wie in allen bisherigen Fallen; die 
Integration erstreckt sich also nur iiber den Stab bogen, nicht iiber 
den Kragarm und liefert die in Bild 350 dargestellte M - Linie. 
Hierzu gehort das in Beispiel 6 behandelte Rechteckportal mit Kragarm. 

x 
8 

II 

Bild 349 u. 350. Mittelbare Belastung. 

Beispiel hierzu: Hangendes Krantragerkonsol, Bild 351 bis 353. 

M1'=0, M2'=~tl= PP' Ma'=M/ ~O. 
1 a N ___ 1_~h2+_1_~h2. Z=-- -Pph 

EJa 3 ' EJa 3 EJh 3 

X = Pp h a: 3 Ja = Pp , worin i = Ja • 

h2(~+!!_) h(l+~i) Jh 

3 Ja Jh a 
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h . 
-~ 

M2 = M,/ - x h = P p (1'- 1 h ) = P p a h ' 
1+-i 1+-i a . a 

Pp 1 
N =- - - -X-

12 l cos ex sin ex ' 

Bild 352 und 353 zeigt die M-Linie und die elastische Linie. 

Bild 351-353. Hangendes Krantragerkonsol. 

Der Zweigelenkbogen mit Gelenken in verschiedener Rohe. 
Dieser Fall kann nach den bisherigen Formeln behandelt werden, 
wobei nach Bild 354 die Gelenkverbindungslinie als Grundlinie an
zusehen ist. Bequemere 
Rechnung erhalt man 
aber nach folgendem Ver
fahren. 

Legt man nach Bild 
355 das gedachte RoHen
kipplager horizontal,dann 
besteht zunachst die For
derung, daB die wagrechte Bild 354 u. 355. Der Zweigelenkbogen mit Gelenken 
Verschiebung des rechten in verschiedener Hohe. 
Gelenkpunktes verschwin-
det. Da damit aber gleichzeitig die Projektion dieser Verschiebung 
auf die X-Richtung verschwindet, gilt 

f M'WC r WC2 
--ds+X -ds=O 
EJ " EJ ' 

wobei WC = - 1 . 'YJ; somit ist 
10* 
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- I~J-d8+X I ;~d8'=O 
. Endgiiltig ist M = M' - X 1] • 

Beispiel. Winkelrahmen mit Einzellast, BiId 356 bis 358. 

FiirTeiI b istM'=PTx, fiir Teil a istM'=P-Tx-P(x-b). 

b I 

Z1ihler= ;Jz{f PTxxsinadx+ I[p ~ X-P(X-b)]xsinadx}= 
o b 

= P sin a {~_ ~ + ~ l3 - b3 _ l8 - b3 + b (l2 _ b2 )} = 

EJz l 3 l 3 3 2 

_PSina{al2 l3 bl2 b3\ 
-~ 3-3+2-6/' 

Bild 356-358. Winkelrahmen mit Einzellast. 

I h 

Nenner = E~z I xl! sin2 a dx + E1J
h
I Z2 cos2 a dz = 

o 0 

1 . 2 l3 1 \I h3 
=-- sm a-+--cos a-
E~ 3 E~ S· 
a l2 l3 b l2 b3 

---+---.3326 
X=Psma l3 h3' 

sin2 a 3 + i cos2 a 3" 
. . Jz· wonn ~=-. 

Jh 

M2 =-Xhcosa, 

N12 =-P +-Xsina, N 28 = N~4 = - X cos a . 

Das BiId zeigt die M-Linie und die ungefahre elastische Linie. 

Die Formanderung. In den bisherigen Ableitungen kam die Form-
1inderung des Gebildes voriibergehend vor, verschwand aber wieder 
bei der SchluBformel. Eine gefragte Form1inderungsgroBe, etwa die 
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Senkung des Lastpunktes oder die Verschiebung eines Stabpunktes in 
gegebener Richtung kann sofort nach den Formeln des dritten Ab
schnittes S. 86 bis 92 berechnet werden. Zum Unterschied gegen 
friiher sind die M und 9]( nicht mehr so einfach wie bei den statisch 
bestimmten Fallen anzuschreiben, sondern sind dem statisch unbe
stimmten Fall entsprechend nach den genannten V organgen zu ermitteln 
und dann in die (-Formel einzusetzen. Solches gilt nicht nur fUr 
die bisherigen einfach statisch unbestimmten FaIle, sondern fiir aIle 
weiteren FaIle, also auch fiir die spater behandelten Fachwerke. 

Wir zeigen den Vorgang an dem auf S. 135 behandelten Beispiel 
Nr.l, Portal mit Einzellast nach Bild 318 bis 320. 

a) Senkung des Lastpunktes. Man berechnet fiir Last 1 auf 
Punkt 3 die Momente 9](2' 9](3 und 9](4 und erhalt nach Fall 3 S. 88 

_ P 'I h 2+ a ( 2 t + 2) {- E l3 J
h 

9](2 3 J
l 

9](2 - 9](2 9](3 9](3 

+ 3 bJ (9](32 + 9](3 9](4 + 9](42) + 3 ~ 9](.2J. 
l h 

Wegen 9](2 = 9](. und a + b = l vereinfacht sich diese Formel zu 

_P[2h !+ l (2+ I 2)J {- E 3 J 9](2 IT 9](2 9)(2 9](3 T 9](3 • 
h l 

Bei gleichen J in Trager und Stiitzen ist 

{= 3 ~J [2 h 9](22 + l (9](22 + 9](2 9](3 + 9](3 2)] • 

Das friihere Zahlenbeispiel liefert 

WC2 =WC4 =-56,25, WC3 =93,75. 

Fiir I 26 mit J = 5744 em4 ist 

f= 3. 2 ~~~~~~~~744 [2.400.56,252 + 800 (56,252 - 56,25·93,75 + 93,752)] 

=0,84 em. 

b) Wagrechte Verschiebung des Punktes 2. Die Last P 
liefert die Momente M2 = M4 und M3. Die gedachte Last 1 an Punkt 2 

nach rechts liefert nach Beispiel 13 S. 146 die Momente 9](2 = ~ 

und 9](4 = - ~; demnach folgt fUr Punkt 3 aus einfachen geometri

schen Beziehungen 9](3 = ~-! + ~. Somit ist nach Fall 1 S. 86 

f= ~ (-3 ~ M2 9](2 + 3 ~ [M2 9](2 + ~ (M2 9](3 + Ma 9](2) + M3 9](3] 
h l 

+ 3 bJ (M3 9](3 + ~ (Ma 9](4 + M. 9](3) + M4 9](.]+ 3~ M. 9](.) • 
l h 

Bei gleichem J kann 3 J herausgesetzt werden. 
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Das Zahlenbeispiel liefert 
M2 =M4 =- 225000, Ma= 375000, 

400600- 200 
ill'I2 =200, ill'I4 =-200, ill'Ia=T200+600=+100, 

1 
f= 3.2150000.5744 (- 400·225 000·200 + 200 [- 225000·200 + 

+ t (- 225000 ·100 + 375000·200) + 375000·100] + 
+ 600 [375000·100 + t (- 375000·200 - 225000.100) + 225000·200] + 
+ 400.225000.200) = 0,65·cm. 

2. Mehrfach statisch unbestimmte Gebilde. 
Zur Einfiihrung soIl wieder ein einfaches Beispiel dienen. 
Der Trager auf vier Stiitzen ist zweifach statisch unbestimmt 

gelagert, denn erst durch Wegnahme zweier Stiitzen erhalt er seine 
statisch bestimmte Lagerung. Es ist gleichgiiltig, welche der beiden 
Stiitzen als iiberzahlig betrachtet werden; wir wahlen die zwei mitt
leren und bezeichnen die Auflagerkrafte mit X und Y. Bei gegebenen 
X und Y waren die Biegepfeile an den Auflagerstellen nach S. 91, 
Fall 12 

f =fM~ IJR", dx -l- xflJR", IJR", dx + YflJR", IJRII dx 
'" EJ I EJ EJ' 

t: =f~~~~ dx + xflJRlIlJR", dx + yflJRlIlJRlI dx 
y EJ EJ EJ' 

Hierin gelten die M' fur die Lasten, die IJR", fur X = 1 und die IJR 
fur Y = 1 . Die Forderung f", = 0 und fy = 0 liefert zwei linear~ 
Gleichungen nach X und Y. 

Nach Auflosung dieser Gleichungen sind aIle Werte, namlich die 
Auflagerkrafte und Biegemomente, bestimmbar; die damit herstell
bare elastische Linie muB durch die vier Auflagerpunkte gehen. 

Von der Behandlung eines Beispiels kann abgesehen werden, da 
an spaterer Stelle der durchlaufende Trager auf beliebig vielen Stutzen 
behandelt wird. 

Der Bogen mit Einspannung nnd Gelenk. Links sei der Stab 
fest eingespannt und rechts mit dem Boden gelenkig verbunden, 

s. Bild 359. Um zunachst statisch bestimmte 
Lagerung zu erhalten, kann man die Ein
spannung links durch ein Gelenk und rechts 

-',-----~~"" durch das Rollenkipplager ersetzen, oder man 
entfernt das Gelenk vollstandig und erhalt 
den links eingespannten Bogen. Wir wahlen 
das letztere und bringen am rechten Stab
ende eine Kraft X horizontal und eine 

Bild 359. Der Bogen mit Kraft Y vertikal an. Diese sind so zu be
Einspannung und Gelenk. stimmen, daB die Horizontal- und die Ver- . 

tikalprojektion der Verschiebung des Stab
endes je verschwindet. Bezeichnet M' = Pi Pi das Biegemoment der 
Lasten, also positiv, wenn die Lasten wie im Bilde nach auBen 



Statisch unbestimmte Biegestabgebilde. 151 

biegen, dann gelten dieselben Gleichungen wie im vorigen FaIle, 
wobei aber ds statt dx zu setzen ist. Hierin ist WC" = 1· Y und 
WCy = l·x, somit ist 

f M'Y f y2 f yX 
EJ ds+X EJ ds + Y EJds=O, 

f M'x f xy f x2 
EJ ds+X EJ ds + Y Ej ds=O. 

EndgiiItig ist M=M' +Xy+ Yx. 

Beispiel. Winkelrahmen mit Einzellast nach Bild 360bis362. 
Teil a. M'=O, Teil b. M' = - P(x-a), Teil h. M'=-Pb. 

I h 

o=-{~!f -P(x-a)·O.dx+ ;hf -PbYdY}+ 
a 0 

h h 

+ X ;h f y2 d Y + Y ;h flY dy, 
o 0 

I h 

o=-{~!f -P(x-a)xdx+ ;hf -PbldY}+ 
o 0 

h I h 

+x ;hflYdY+Y{~!fx2dX+ ;hJl2dY} . 
o 0 0 

-",; 
Bild 360-362. Winkelrahmen mit Einzellast. 

Die Ausrechnung Heferl 
Pbh2 h3 lh2 

O=---+X--+Y- =O, 
2 Jh 3 Jh 2 Jh 

(l3_ a3 l'2_a2 blh) lh2 (za l2h) 
O=-P .---a--+- +X-+Y --+ - . 

3 J! 2 J! Jh 2 Jh 3 J! Jh 
Nach Berechnung der X und Y folgen die endgiiltigen 

Werte Ml=O, M2 =Ya, M3=Yl-Pb, M4 = Yl+Xh-Pb, 
N12 = N2a = - X, N34 = Y - P. 

Das Bild 361 und 362 zeigt die M-Linie und die elastische Linie. 
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Der beiderseits eingespannte Stab. Bei beliebiger Stabform 
und Belastung nach Bild 363 denkt man sich den Stab durch 
Trennung an beliebiger Stelle t in zwei einseitig eingespannte, also 
statisch bestimmte Stabe, Bild 364 und 365, zerlegt. Die an den Stab
enden t wirkenden statisch Unbestimmten, namlich die Normal
krafte X, die Querkrafte Y und die Biegemomente Z, sind so zu 
bestimmen, daB die elastische Linie bei t stetig durchlauft, d. h. daB 
der Stab bei t keine Trennung und keine Richtungsunstetigkeit er
fiihrt. Den drei Unbestimmten entsprechend heiBt der Fall dreifach 
statisch unbestimmt. 

Die Rechnung soIl zunachst unter der Voraussetzung durch
gefuhrt werden, daB Symmetrie in Stabform und J-Verteilung, 
aber unsymmetrische Belastung nach Bild 366 vorliegt. Man trennt 
dann in Stabmitte und betrachtet beide Stabteile Bild 367 und 368 
je fur sich. An den Stabenden t greifen an: 

Langskraft X (als Druck angenommenj, 
Querkraft Y (links nach oben, rechts nach unten), 
Biegemoment Z (links- bzw. rechtsdrehend). 

Es bezeichnet Mz' bzw. M/ die durch die Lasten Li bzw. Ri an 
beliebigen Stabstellen hervorgebrachten Biegemomente, also z. B. fur 
Punkt xy des rechten Stabteils Mr'=Riri, d. h. positiv, wenn die 
Stabe nach auBen gebogen werden. 

Die statisch Unbestimmten folgen aus der Bedingung, daB an 
der Stelle t kein Klaffen in X- und Y-Richtung und kein Knick 
in der elastischen Linie eintritt. Das liefert nach S. 91 die drei 
Bedingungsgleichungen 

f M/ lJR,x ds + fMLlJRrr" ds + X [IIJRI" ~E' ds +JlJRrx IJRrx dS] _ 
EJ EJ . EJ EJ 

+ Y [f~IE~ty ds+ flJRrE~ry dS] +Z [flJR~y~dS+ flJR]-~rzdS] = 

f M/ IJ3IY ds+fM/ IJRry ds + X [flJRl1!.~IX ds +flJ!lrylJRrx dS]--1 
EJ EJ EJ EJ 

+ Y [flJRli~IY ds+ flJRr~~ry dS] + Z [flJRlj~IZ ds + flJRr~~~q dS] = 

f Mz' IJR zz d S +fMr' IJRrz ds + X [flJRzzlJR~ ds + flJRrzlJRrx d s] -
JE EJ EJ EJ 

+Y [f· ilRlzlJRZY ds J-flJRrz 'imr_y dZ] + Z [f¥zz 1JR1• ds +flJRrzlJRrz dS] = 
. EJ I EJ EJ EJ 

worin sich die Zeiger l bzw. r auf den linken bzw. rechten Stabteil 
beziehen. 
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In obigen Ansatzen ist 

j 
[)Clx = l'y=Moment durch X= 1 am linken Stabteil, 

[)Crx= l·y= " " X=l " rechten " 
(2) [)Cly = l·x= " " Y=l " link en " 

1 

[)Cr y ,= - 1 . x = " " Y=l " rechten " 
[)Clz = 1 " " Z=l " linken " 
[)Crz= 1 " " Z=l " rechten " 

Bild 363-365. Der beiderseits eingespannte Stab. 

Damit erhalt man 
1 1 1 1 

f ~lj ds + X f ;~ d s + Y f ; ~ d s + Z f : J ds + 
o 0 0 0 

r r 

(3) fM1y J y2 + -~ds+X -- ds-
EJ EJ 

o 0 

r r 

-Yf;~dS+Z f :Jds=o 
U 0 

usw. oder wegen der Symmetrie und 
damit der Beziehungen 

153 

r 
/ 

usw. Bild 366-368. Der eingespannte 
symmetrische Stab. 
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Die Integrale ohne Grenzwerte sind iiber die linke oder rechte 
Stabhalfte zu nehmen. 

In diesen Ansatzen kann bei gleichem Baustoff aller Rahmen
teile der Wert E gestriohen werden. Multipliziert man au13erdem 
die drei Gleiohungen mit dem beliebigen Wert Jo' dann erhalt man 

l r 

(5) JM~Y ds+fMi'YdS+2Xf~~ dS+2Zf.~ ds=O 
o 0 

usw., worin bei verandel'liohem J der Wert i = J: Jo unter dem Inte
gral veranderlioh ist. Man rechnet also nioht mit den J selbst, son
dern mit deren Verhaltnissen i. 

Naoh Bereohnung del' X, Y und Z ist endgiiltig 

Mz = Mz' + X Y + Y x + Z, Mr = M/ + X Y - Y x + Z. 
Bei symmetrisoher Belastung ist Mz' = M/ = M' und es folgt 

nach Streichung des Faktors 2 

1 
f M'Y fy'J fY -i- ds +X Tds+Z yds=O, 

(6) 

f M' fY f1 -i- ds +X -ids+Z yds=O, 

wahrend Y verschwindet, was wegen del' volligen Symmetrie des 
Falles zu erwarten ist. Es ist hier nun gleichgiiltig, ob iiber die 
linke oder rechte Stabseite integriert wird. 

Bei unveranderlichem J konnen in Gl. (5) und (6) aIle i gestrichen 
werden. 

Wie bisher kann auch hier. und in allen weiteren Fallen die 
Integration nach Bedarf, d. h. bei zeichnerisch gegebener Stabform 
und besonders bei veranderliohem J bzw. i durch algebraische Sum
mierung ersetzt werden. 

Demnach lautet Gl. (5) 

l M' r, 'J 

~ -~~.1s+ ~M~-'lt.1S+2 X ~ J?-.1s+ 2 Z ~~ .1s=O 
o ~ 0 ~ ~ ~ 

usw. 

Besteht del' Stabbogen aus geraden Einzelstiicken und die Be
lastung aus Einzellasten, dann ist fiir das Teilstiick i k mit gerad
linigem M' -Verlauf, also ohne Einzellast auf diesem Stiick 

fMz'Y lil< (M' + 1 (M' + ' ) +M' ) -i- ds =3ii l< liY. 2" uYI< MaY. lkYI<' 

fM[ X ds = _li.1< (Mli Xi +.!.2 (ME, xI< + M{k Xi) + Ml", Xk), 
~ 2 ~il< 

f Mz' d lil< (M' +M') -.- s=-.- Ii lk ; 
~ 2 ~il< 

dementspreohend lauten die M/ -Ausdriicke. Ferner ist 
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J ~~ dS=-3!i!'-(Yi2 +YiYk+Yk2), J ~2 =3Ii .k (Xi2+XiXk+Xk2), 
~ ~ik ~ ~ik 

J Y lik I J~ d = lik 
yds= 2lik (YiiYk)' i s iik· 

Diese fertigen Gebrauchsformeln umgehen die Integration und er
moglichen unter Umstanden eine schnell ere Berechnung als die all
gemeinen Ausdrucke. 

Beispiele und Sonderfalle fur den eingespannten Stab. 

1. Portal mit Einzellast, Bild 369. Gleiche J in Stutzen und 
Querbalken liefern die Ansatze 

h h h 

J - Pay dy + 2 X J y2 dy + 2 Z J Y dy = 0 , 
o 0 0 

c h c h 

J - P(x- b)xdx+ J - Pacdy+ 2 y(J X2 dx+ J c2 dy) = 0, 
o 0 0 0 

c h h c h 

J -P(x-b)dx+f -Pady+2XJydy+2Z(Jdx+Jdy)=0 
o 0 0 0 0 

BiId 369-371. Eingespanntes Portal mit Einzellast. 

mit den Ausrechnungen 

a h2 h:l h2 

-P-+2X-+2Z-=0 
2 3 2' 

- P [CS 
3 ~ - ~ (c2 - b2) + a ChJ + 2 Y (~ + c2 h) = 0, 

-p[~ 2 b2 -b(c-b)+ahJ+2X~2+2Z(C+h)=0. 
N ach Auflosung der Gleichungen folgen die Endwerte 

Ml =-Pa+Xh+Yc+Z, M2=-Pa+Yc+Z, 

Ma=Yb+Z, M4 =Z, MI)=Z, M6=X-YC+Z, 
M7 =-Yc+Xh+Z .. 

N12 =-P+Y, N2S=Ns4=N56=-X, N67 = -Yo 
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Dieses Beispiel liefert nach den Gebrauchsformeln mit 

l43=b, l32=a, l42=C, l2l=h, 
Y4=0, Y3=0, Y2=0, yl=h, Y,,=O, y6 =0, Y,=h, 
x4 = 0, Xs = b, x2 = C, Xl = C, X5 = 0, X6 = C, x, = C, 

M/4 =0, M/s=O, M/2 =-Pa, M{l=-Pa, M:5 =M:6 =M:7 = ° 
und den Tragheitsmomenten = Jc und Jh fur die Teile c und h die 
Ansatze 

~-(-~pah-pah) + 2 X ~_h2 + 2Z~h=0, 
3 Jh 2 3 Jh 2 Jh 

~ (- ~ P a b - P a c) + ~ (- Pac - ~ (P a c - Pac) - P a c) + 
3Jc 2 3Jh 2 

+ 2 Y (_c_ c2 + ~- 3 c2) = ° 
3Jc 3 Jh ' 

~ (- P a) + ~ (- P a - P a) + 2 X -~ h + 2 Z (~ + ~) = ° 
2 Jc 2 Jh 2 Jh Jc Jh 

mit den Ausrechnungen 

a h2 2 h3 h2 

-P-+X--+Z~-O 2 Jh 3 Jh 2 Jh - , 

_ p(a2(b.+ 2c) + aCh) +Y (~ c3 + 2 hc2
) =0, 

6 Jc Jh 3 Jc Jh 

_p(~+ ha)+xh2 +~2 (~+~)=O. 
2 Jc Jh Jh Jc Jh 

Mit Jc = Jh decken sich diese Gleichungen mit den oben auf andere 
Weise gefundenen. 

Zahlen beispiel. c = 4 m, h = 4 m und a = 2 m liefert 
-16P+42,67 X +16Z =0, - 39,67 P+li'0,67Y=0, -10P+16X + 16Z=0 
mit den Losungen 

X=0,225P, Y=0,23P und Z=0,4P. 

HierausM1 = 0,22 P, M2 = - 0,68P, M3 = 0,86P, M4 = 0,4P, M5= 0,4P, 
M6 = - 0,;)2 P, M, = 0,38 P, N12 = - 0,77 P, N03 = N34 = N56 = - 0,225 P, 
N67 = - 0,23 P. 

Bild 370 u. 371 zeigt die M-Linie und die elastische Linie nVt der deutlich 
erkennbaren Einspannung und den vier Wendepunkten. 

Mit P = 4 t sind die maBgebenden Werte M8 = 4·0,86 = 3,44 tm und 
N = - 0,225·4 = - 0,9 t. Bei demselben Beispiel 1 nach S. 135, aber mit Ge
lenken an den PortaliiiBen, waren die maBgebenden Werte M = 3,892 tm und 
N = 0,527 t, somit liefert die Einspannung eine ErmaBigung des M um rund 

Bild 372 u. 373. Portal mit Seitenlast. 

13 v. H., wah rend die N 
nebensachlich sind. 

2. Portal mit Sei
tenkraft. An Stelle 
der leicht aufzustellen
den Ansatze, deren Aus
wertung aber muhevoll 
ist, sei hier die unge-
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fahre M-Linie und die elastische Linie in Bild 372 und 373 wieder
gegeben. 

3. Stabbogen mit Einzellast. Bild 1374 zeigt die Darstellungs
moglichkeiten der M-Linie, siehe auch Bild 341. 

4. Sonderfalle. a) Horizontalkrafte nach Bild 375; hierbei sei 
vollige Symmetrie in Stabform und J -Verteilung vorausgesetzt. 

1 5 l ' t 

J -P(y - p)Yds+fP(Y - P)YdS+2xfy2 dS+2ZJY-d =0 
EJ EJ EJ EJ s , 

2 4 3 3 
1 5 1 

f - P(y -- p) xds -fP(Y -p) xds -l- 2 yfX2 ds = ° 
EJ EJ I EJ ' 

2 4 3 
1 5 t 1 

J -P(Y-p) dS+JP(Y-P!dS+ 2 XJJLdS+ 2 Zf~d =0 
EJ EJ EJ EJ S • 

2 <1 3 3 

Aus der paarweisen GIeichheit der Integralwerte folgt X = 0, 
1 1 

z=o und Y =fP(Y - p) X ds 'J~ ds 
EJ . EJ . 

2 ~ 

Bild 374. Stabbogen mit Einzellast. 
Bild 375 u. 376. SonderfiLlle 
des eingespannten Bogens. 

b) Vertikalkrafte nach Bild 376. Der Ansatz liefert auch hier 
1 1 

X=o, Z=o und y= JP(~~a)XdSJ ;~dS. 
2 3 

Dasselbe gilt fUr mehrere Kraftpaare. 

c) Der Fall 8 nach S. 140 und Bild 333 bis 337 lii,Bt sich sofort 
auf den eingespannten Stab iibertragen und liefert in den Stabteilen 
ebenfalls nur Zug oder Druck ohne Biegung. 

Der beiderseitig eingespannte unsymmetrische Stab. 
Hierbei ist die Trennstelle t an beliebiger Stelle anzunehmen. Ais 
;statisch Unbestimmte dienen nach Bild 363 bis 365 wieder die Werte X, 
Y und Z. Statt dessen konnen die X und Yauch horizontal bzw. 
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vertikal angenommen werden, wobei sie nicht mehr als Langs- bzw. 
Querkraft, sondern als Horizontal- bzw. Vertikalprojektion der resul
tierenden Stab kraft erscheinen. Infolge der Unsymmetrie kommen 
die Werte X, Y und Z in jeder der drei Gleichungen vor, wodurch 
die Ausrechnung unbequemer wird. 

Nimmt man die Schnittstelle dicht iiber der linken oder rechten 
Einspannstelle an, dann hat man unter Umstanden den Vorteil einer 
einmaligen Integration iiber den ganzen Stab. Die Wahl der zweck
maBigsten Schnittstelle und der Richtungen von X und Y richtet sich 

/;J 
~ 

Bild 377 u. 378. 
Del' Steifrahmen. 

nach dem jeweiligen Fall. Von Beispielen hierfiir 
kann abgesehen werden, da doch meist Symmetrie 
in Stabform vorliegt. 

Der ebene Steifrahmen wird nach Bild 377 durch 
einen in sich geschlossenen Stab gebildet; die an 
ihm in der Rahmenebene wirkenden Krafte ein
schlieBlich etwaiger Auflagerkrafte stehen im Gleich
gewicht. Man denkt sich den Rahmen an einer be
liebigen Stelle t geschnitten und am einen Ende 
festgehalten. Am freien Ende wirken nach Bild 378 
die statisch unbestimmten Krafte und Momente X, 
Y und Z, die aus der Stetigkeitsbedingung der ela
stischen Linie zu ermitteln sind. Hieraus die Ansatze 

f M'i Wl", d s + X f Wl"'i Wl~ d s + Y f Wli Wly d s + Z f Wl"'i Wlz ds = 0, 

fM'iWlYd~+X fWlYiWlxdS+Y f~~i~YdS+Z fWlYiWlzdS=O. 

f M'iWl• ds+X fWlziWlx ds + Y fWlz~Wly ds + Z J Wli Wlz ds=O. 

Hierin gelten die M' "'fiir die Lasten Pi und es ist Wl", = 1 . y, 
Wly = 1 . x und Wl. = 1 . Daraus folgt 

f M' f y2 f y x f y -.-yds+·X -.-ds+Y -.-ds+Z -;-ds=O, 
~ . ~ ~ ~ 

f M' f x y f x2 f x T xds + X T ds + Y T ds + Z ids=O, 

f~'dS +xf: ds+Yf~ ds+zf~dS=O. 
Zu integrieren ist iiber den ganzen Stab. Bei unveranderlichem 

J sind aUe i zu streichen. 

Bei geraden Sta bstiicken und Einzellasten lauten hier die 
Einzelansatze entsprechend denen des eingespannten Stabbogens nach 
S. 154; es ist 
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Wahrend beim Trager auf mehreren Sttitzen, beim Zweigelenkbogen 
und dem eingespannten Bogen die statische Unbestimmtheit durch 
die Auflagerung hervorgebracht wird und diese Gebilde daher auBer
Ii c h statisch unbestimmt heiDen, ist der geschlossene Rahmen in bezug 
auf die Lasten und Auflagerkrafte statisch bestimmt; man nennt ihn 
daher auBerIich statisch bestimmt und innerl,ich statisch unbestimmt. 

Bild 379-381. Der symmetrische 
Steifrahmen. 

Die innerlich statische Unbe
stimmtheit wird an spateren Stellen 
des Abschnittes, namentlich bei den 
Fachwerken, noch mehrmals VOn 
Bedeutung werden, s. S. 255. 

z 
x 

x 
Z 

Bild 382. Der doppelsymmetrische 
Steifrahmen. 

Der symmetrische, aber unsymmetrisch belastete Rahmen 
wird nach Bild 379 bis 381 unten festgehalten und oben geschnitten 
gedacht, so daD er als eingespannter Rahmen mit zusammenliegenden 
Einspannstellen nach den Formeln S. 153 berechnet werden kann, wo
bei stets tiber den halben Rahmen zu integrieren ist. 

Bei symmetrischer Belastung ist wieder Y = 0 . 
Bei Doppelsymmetrie in Stabfarm und Belastung nach Bild 382 

folgt auBerdem aus dem Gleichgewicht in X-Richtung X +P; cos IX. =0. 
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Z folgt dann nur aus einer der Gleichungen (6) nach S. 154, wobei 
nur tiber das Stabviertel zu integrieren ist; zweckmiiBig wird die 
letzte dieser Gleiehungen benutzt, welehe dann lautet 

Aueh bier werden bei geraden Teilstticken und Einzellasten zweck
miiBig die Integralausdriicke dureh die fertigen Gebrauebsformeln 
ersetzt, die ebenso lauten wie beim eingespannten Stabbogen. 

Beispiele und Sonderfalle. 

1. Rechteckrahmen mit Mittenlast, Bild 383 bis 386. J = konst. 
Denkt man sieb die Last 2 P dureh zwei Lasten von je P dieht 
links und reehts der Stabmitte ersetzt, dann erhalt man den Sym
metriefall mit Y = 0. 

L 
//, / 

Bild 383 bis 386. Rechteckrahmen mit Mittenlast. 

Teil12, M'=-Px. Teil23, M'=-Pc. Teil34, M'=-Pc. 
Ansatze: 

h c h c 

f - Pcydy+ f -Pchdx+X(f y2 dy+ fh2dx)+ 
o 0 0 0 

h c 

+Z(f ydy + fhdx)=O, 
o 0 

c h c h c 

J -Pxdx+J -Pcdy+J -Pcdx+X(Jhdy+Jhdx)+ 
o 0 0 u 0 

h c 

+Z(J dy+J dX)=O. 
o 0 

Auswertung: 

( c h2 ) (h3 
) (h2 ) -P 2 -+C2h +X ""if+h2C +Z 2+hc =0, 

_p(~2 +Ch+c2 ) + X(~~+hc) +Z(c+h+c)=O. 
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Ergebnisse nach Auflosung dieser Gleichungen: 

M1 =Z, M2=Z-Pc, Ms=M4 =Z-Pc+Xh, 

N12 =-X, N2S =-P, NS4=+X, 

Die Berechnung nach den Gebrauchsformeln liefert mit i = 1 
und mit 

112 =c, 

Yl =Y2 =0, 
M1'=0, 

die Ansatze 

12s=h, lS4=c, 

YS=Y4=h, X1=X4=0, 

M2' = Ms' = M/ = - Pc 

~(-!- Pch - PCh) J-~ (-pch- ~(Pch -Pch) -PCh) + 
3 2 I 3 2 

+xG h2+; (h2+h2+h2))+ZG h+~-(h+h))=O, 
c h c 
-(- Pc) +-(-Pc-Pc) +-(-Pc- Pc)+ 
2 2 2 

+x(~ h+; (h+h))+Z(c+h+C)=O 

oder 

_p(c:2 + c2 h) + x(~S +h2c) +Z(~2 +hc) =0, 

_ P (c; -+ c h + c2 ) + X (~2 + he) + Z (c + h + c) = 0, 

also dasselbe wie oben. 

Zahlenbeispiel. c = 4 m und h = 8 ill liefert 
- P.256+ X.12380 +Z·64 =0, -P·56 + X·64+Z.16= 0, 

woraus X= 0,1875 P und Z=2,75 P. 
Damit ergibt sich Ml = 2,75 P, M2 = -1,25 P, Ma = M4 = 0,25 P, 

N12 = - 0,1875 P, N23 = - P, Na4 = + 0,1875 P. 
Bild 385 und 386 zeigt die M -Linie und die ungefiihre elastisohe Linie. 

2. Trapezrahmen mit Seitenkraft, Bild 387 bis 391. Es gelten 
die Werte ia fur Strecke a, ib fur Strecke b, ic fur Streckec, ferner ist 

112=a, l2S=b, l34=C, l56=a, l67=b, 17s=c, 

Y1 =Y2 = 0, Ys =Y4 = h, Y5 =Y6 =0, Y7 =Ys =h, 
x1=0, x2=a, xs=c, x4 =0, x5 =0, x6=a, x7=c, xs=O, 

M1'=M2'=0, Ms'=-Ph, M4'-:--Ph+P~c=_Ph, 
2c 2 

, " , h Ph 
M5 =Me =M7 =0, Ms =-P-c=--

2c 2 
Uno I d, Statik f. Maschineningenieure. 11 
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b ( 1 ) c ( 1 Ph) c ( 1 Ph ) - . --Pha-Phc +-. -Phc-- - c +-. - - ---c + 
3~b 2 3~c 2 2 3~c 2 2 

[ a b c ] 
+2Y -3' a2-j-..,..-:-(a2 +ac+c2)+-3· c2 =0, 

~ ~~ ~ 

b c ( 1) c ( Ph) - . (-Ph)+-. -Ph- - Ph +-. -- + 
2~b 2~c 2 2~c 2 

r b c] [a b c] +2X -:-h+-. 2h +2Z -;- +-;-+-:- =0. 
-2~b 2~c -~a ~b ~c 

Bild 387 -391. Trapezrahmen mit Seitenlast. 

Zusammenfassung: 

- p.h2 [~+ 3.C] + 2Xh2 [~:-+;J +2Zh [~+;J =0, 
3 ~b ~c 3~b ~c 2~b ~c 

_ Ph[~(~+ c)+~ ~2J +2y[a~ +~(a2+ac+cll)+~J=0, 
3 ~b 2 2 ~c- 3~a 3~b 3~c 

-Ph[~+;J+2Xh[~+;J+2Z [ ~ +~+~J=o. 
2~b lc 2~b ~c ~a ~b ~c 
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Nach Auflosung dieser Gleichungen ist 

M1 =Z, M2=Z+Ya, M3=Z+Yc-Ph+Xh, 
h 

M4 =Z-Ph+Xh+P 2c c, Mr,=Z, M6=Z-Ya, 

h 
M7=Z-Ya+Xh, Ms=Z+Xh-P 2co; 

N12 =N56 =-X, N23=Ysina-(X -P)cosa, 

N67 =-Ysina-Xcosa, N34 =N78 =+X. 

Zahlenbeispiel. h=2,5m, a=lm, b=2,7 m, c=2m und i.=ib=ic=1 
liefert 

-18,1 P+ 36,2 X + 16,75 Z = 0, 
-10,62 P+ 18,6 Y = 0, 
- 8,36 P+ 16,75 X + 11,4 Z = ° 

mit den Losungen 
X=0,5P, Y=0,57 P, Z=O. 

Bild 390 und 391 zeigt die M-Linie und die ungefiihre elastische Linie. 

p 

I 
.... '""-++--- t---++-e ..... 

) 

p 

p 

Bild 392-394. Rechteckrahmen mit Mittenlasten. 

3. Rechteckrahmen nach Bild 392 bis 394. Wegen der Doppel
symmetrie wird das Rahmenviertel behandelt. Es ist 

M/=O, 
, Pa 

M2 =2' 
Ya=b. 

Gleichgewicht in X-Richtung liefert X = - ~ (Zug). 

Ansatz: 

~ Pa +~(Pa + pa)_ Q ~b+Z(.a +~)=O 
2 ~ a 2 2 ~b 2 2 2 2 ~b t a ~b . 

11* 
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oder 

hieraus 
• Z (ist negativ) . 

M} = Z (negativ), M2 = Z + : a (positiv), 

Ma=Z+ P a- Q b (negativ), 
2 2 . 

Q P 
N}2 = 2 (Zug), N2a = 2 (Zug). 

Ungefahre M-Linie und elastische Linie nach Bild 393 und 394. 

e 

Bild 395 u. 396. Quadratrahmen. 

4. Quadratrahmen mit gleichen J nach Bild 395 und 396. Eine 
ebensolche Behandlung Iiefert 

M} =(Q -P)l: f32, M2 =(P- Q)l:f32, 

5. Stabeck von beliebiger Form und beliebiger J- Verteilung 
nach Bild 397. Die Krafte PI P2 ••• seien nach GroBe und Richtung 

£!;J" 

so gegeben, daB das Stabeck 
ein Seileck zu diesen Kraften 
nach Bild 398 bildet. AIle Stabe 
erhalten nur LangskriHte gleich 
den Kraften der Seillinie, siehe 
Krafteplan hierzu. V gI. auch 
Beispiel 8 nach S. 140 und Bei
spiel 4c nach S.157. 

Aus diesem Grunde ist im 
vorigen Beispiel M} = M2 = 0 
fiir P=Q. 

Ein gleiches gilt fiir krumme 
Stabe mit Streckenlasten, wo
bei die Stablinie mit der Seil

linie zusammenfiillt. Daher wird ein Kreisring mit gIeichmiiBiger Innen
pressung (Kesselmantel) nur auf Zug, nicht auf Biegung beansprucht. 

~ 
Bild 397 u. 398. Stabeck ohne Biege

momente. 
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6. Kreisring nach Bild 399. Die Radialkrafte Ri und die 
Tangentialkrafte T. miissen zunachst die Gleichgewichtsbedingungen 

2: Ri sin lXi + 2: Ti cos lXi= 0, 2: Ri cos lXi - 2: Ti sin lXi= 0, 2: Ti =0 
erfiillen. 

Wir verwenden die allgemeinen Ansatze 
des beliebigen, also nicht symmetrischen Steif- 1/ 
rahmens und erhalten mit cp als Verander- I 
liche 

x = r sincp und Y= r (1 - cos cp). 

Nun ist fUr die Krafte Ri und Ti allein 
fUr cp zwischen ° und lXi : 

M'=O, 

fUr cp zwischen lXi und 2 n: Bild 399. Kreisring mit Ra
dial- und Tangentialkriiften. 

M' = Ri r sin (cp-lXi) + Ti r (i-cos (cp-lXi». 
Damit lauten die ersten Ausdriicke der Gleichungen S. 158 

2", 2", 

J M' Y ds=r3 2: J [Risin( cp-lXi) + Ti (1- cos (cp-lXi)] (l-coscp)dcp= 
o a i 

=r3{_ 2: Ri cos lXi + 2:Ri+n2:RisinlXi-~ 2:RilXisinai+ 

+ 2 n Z T. - 2: Ti lXi + ~ 2: Ti sin lXi + n 2: Ti cos lXi -
- ~ "T.IX. cos IX.}, 

w ~ i 'l , 

2", 2", 

f M' X ds= r3 2: J [Ri sin (cp - lXi ) + Ti (1 - cos (cp - lXi))] sin cp dcp = 
o ~ 

=r3 {~2: Ri sin lXi + n 2:R.cos lXi - ~ 2:Ri ai cos lXi - 2: Ti + 
+ 2: T, cos ai - n 2: Ti sin lXi + ~ 2: Ti lXi sin IX.}, 

2.1t" 2n 

J M' ds =r2 2: f [Ri sin (cp -lXi) + Ti (1 - cos (cp -lXi))] dcp = 
o ai 

= r2 {2: Ri - 2: Ri cos lXi + 2 n 2: Ti - 2: Ti lXi + 2: Ti8in lXi} • 

Die Beiwerte der X, Y und Z lauten 
2", 2", 

J y2 d s = r3 J (1 - cos cp)2 d cp = r3 3 n , 
o 0 
2:n: 2", 

J xyds=r3 J sincp(l-coscp)dcp=O, 
o 0 

2", 2" 2", 2", 

J y ds=r2 J (1- cos cp) dcp=r2 2n, f x2 ds=r3 J sin2cpdcp=r3n, 
o 0 o 0 
2", 2", 2", 2" 

J xds=r2 f sincpdcp=O, f ds=r f dcp=r2n. 
o 0 o 0 

Die Gleichungen lauten mit den aus den Gleichgewichtsbedingungen 
folgenden Kiirzungen 
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.2Ri-l.2Riai sin ai - .2 T. ai +l.2Ti sin ai - ~.2 T; ai cosa. + 
2n 

+3nX+-Z=O, 
r 

-l.2Ri sin ai - i.2 R.a. cos ai + ~ .21iai sin ai + n Y = 0, 

2n 
.2R.- .2T .a.+2nX+-Z=O 

• • • r 
und liefern die Losungen 

X = 21n [.2Riaisin ai + .2 Ti (ai cos ai - sinai)]' 

Y = 21n [.2 Ri (sin ai + ai cos ai) - .2 Ti ai sin ai], 

Z = 2~ [- .2Ri (l +aisinai) + .2Ti(ai+sinai-aicosai)]· 

Hierin erstreckt sich die Sum-
"1631/. mierung tiber samtliche R; und T i • 

Damit bestimmt sich die Langs
kraft N (als Zug) und das Biege
moment M (Druck in der AuGen
faser liefernd, wenn positiv) an 
beliebiger Stelle ({J zu 

N =-Xcos cp +Ysincp + 
+ .2R; sin (cp - ai ) -

- .2Ticos(cp-ai)' 

M=Z+Xr(l-coscp)+ 
+ Y r sin cp +.2 Rir sin (cp-a i ) 

+ 2Tir [1 - cos(cp - ai)]. 

Hierin erstreckt sich die Sum-
mierung tiber die jeweils inner

Bild 400. Ring mit gegebenen Kraften. halh des Winkels cp liegenden Ri 
und Ti • 

Beispiel. Ring naoh BiId 400. 

Zahlentafel 9. Die R, T und ex. 

Laststelle 

1 2 3 

exo= 60 0 180 0 270 0 

ex= 1,0472 3,1416 4,7124 

sin ex= 0,866 0 -1,0 
ODS ex= 0,5 -1,0 0 

R=\ 
2,0 1,634 0 

T= -1,0 1,232 -0,232 

Diese Krafte erfiillen zunaohst die drei Gleiohgewiohtsbedingungen. 
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Fur Stelle t ist 

1 
X = 2,n [2,0·1,0472·0,866 + 1,634·3,1416·0 - 1 (1,0472·0,5 - 0,866) + 

+ 1,232 (- 3,1416·1 - 0) - 0,232 (4,7124·0 + 1)] = - 0,309 

Y = 21,n [2,0·(0,866 + 1,0472.0,5) + 1,634 (0 - 3,1416.1) + 1·1,0472·0,866-

- 1,232·3,1416.0 - 0,232.4,7124·1] = - 0,405, 

Z = ;n [- 2,0 (1 + 1,0472.0,866)-1,634(1 +3,1416·0)-

-1 (1,0472 + 0,866 - 1,0472.0,5)+ 1,232 (3,1416 + ° + 3,1416) -

- 0,232 (4,7124 -1- 4,7124·0)] = 0,0064 r. 

o,~Z5 

o,II!J8 

o 30 60 90 1Z0 150 180 Z10 ZVO Z70 300 330 J60 0 

Bild 401. Die M- und N-Linie uber dem abgewickelten Ring. 

Hieraus folgen die M und, N fur alle andern Ringstellen und liefem die uber 
dem gestreckten Ring aufgetragenen Kurven nach Bild 401. Di" N springen 
an den Laststellen um die T-Betrage. 

Wirken statt der Einzelkrafte die Krafte
paare mit den Momenten Di = Ti ti nach 
Bild 402 auf den Ring, dann erfordert das 
Gleichgewicht zunachst ~ Di = o. 

Die ersten Ausdriicke der Gleichungen 
lauten 

2n 2n 

f M' yds= r2.Ef Di(l- cos cp) dcp = 

/ 
I , 
x 

o ai 

2 [2 "D ,\'D + "D' ] Bild 402. Ring mit Krafte-= r n..::;.; i -..::;.; i ai ..::;.; • sm ai • paaren. 
2n 2n 

fM' xds = r2.Ef Di sincpdcp=r2 [-;EDi + .EDi cos a.] , 
o aj 

2n 2n 

fM'ds=r .EfDidcp=r [2 n2;D.-.ED; a.] , 
o Uj 

oder wegen ~Di=O 
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2,,- 2,,-

JM' y ds=r2 [- ..ED;aj + ..ED j sin aiJ ' 
° 

JM' xds=r2 ..ED;cosaj, 
,0 

2,,-

J M' ds = r [ -..ED; a;] . 

° Somit lauten die Gleichungen 
r2 [ - ..E D j a; + ..E D; sin aj ] + 3 r3 n X + 2 r2 n Z = 0 , 

r2 ..E Dj cos a; + ra n Y = 0 , 
- r ..ED; a; + 2 r2 n X + 2 r 'Jl Z = 0 

und liefern die Losungen 

X=-~ ""D"sina., 
r n.L.J • 

1 "" . Z = 2 n.L.J D j (a; + Sill a j ). 

Sodann ist an beliebiger Stelle cp 
N= - X coscp + Ysin cp, 
M=Z +Xr(l- coscp)+ Yr cos cp + ..ED;, 

worin wieder die Summierung iiber die innerhalb des Winkels cp 
liegenden D; erfolgt. 

Bild 403. Symmetrische Kriifte· 
anordnung. 

t 
Bild 404. Symmetrisch liegende 

Kriiftepaare. 

Symmetrische Kraiteanordnung Hefert Vereinfachungen. Fur den 
Fall nach Bild 403 gilt 

X = - ~ [..E R; fJi sin a; + ..E T; (sin a; + fJ; cos a;)] , 

Z = : [..E R; (fJ; sin a; ~ 1) + 2, T; (sin a j + fJi cos a; - fJi)] , 

wahrend Y = 0 ist, was ja schon aus der Symmetrie hervorgeht. 
Fiir den Fall nach Bild 404 gilt 

X= __ l_ ""D. sin a., Z=~ ""(sina.-fJ.), Y=O. 
2 rn .L.J,· 4 n .L.J , • 

In beiden Fallen sind die R; und T; bzw. D; auf einer Kreis
hii.lfte in die Formeln einzusetzen. 
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Beispiel nach Bild 405. Man ersetzt die oberen 2 P durch zwei Krafte 
je P, urn den Symmetriefall herbeizufiihren. 

Aus . 
u1 =90o, Pl=1,5708, R1 =0, T1 =-P, 

foIgt 
u2 = 180°, P2=0, R.=P, T2=0 

X = 0,3183 P und Z = - 0,1365 Pr 
und die gezeichneten M- und N-Kurven nach Bild 406. 

p p 

0,09 
01J7 

0;18- o,Z75 

1,000 

0,500 
Bild 405. Ring mit gegebe
nen symmetrisch liegenden 

Kraften. 
o JO 60 90 11,0 150 180 0 

BiId 406. Die M- und N - Linie hierzu. 

Der Fall der Einzelkrafte und der Drehmomente bildet zusam
men den Fall, der nach Bild 407 mit Hebelarm t; angreifenden T;, 
denn diese kann auf eine am Ring angreifende Kraft T; (wie bis
her) und ein Drehmoment D; = T; t; zuriickgefiihrt werden; daneben 
konnen noch die R; angreifen. Samtliche Werte der beiden FaIle 
legen sich dann algebraisch iibereinander; 
solches gilt £iir beliebige und £iir sym
metrische Anordnung. 

AIle Formeln lassen sich auch leicht /' 
dem Fall der Streckenlast P (z. B. Eigenge- I 

wic,ht des lotrechten Ringes) anpassen, wo-
bei p zunachst in Pr und Pt zu zerlegen ist; 
man setzt Pr r drp fUr Ri und Pt r d rp fiir T; 
und integriert iiber die Belastungsstrecken. 

7. GleichmaBig belasteter Kreis
ring. Auf den Ring wirken n radiale Krafte 
je gleich P in gleichen Abstanden tiber den 
Ringumfang verteilt. In der Mitte zwischen 
den P wirke nach Bild 408 die Langskraft No 

Bild 407. Ring mit RadiaI
kriiften und exzentrisch an
greifenden Tangentialkriiften. 

und das Biegemoment ZOo Aus dem Gleichgewicht des Bogens IX in 
radialer Richtung folgt No = P : 2 sin IX • 

Die statisch Unbestimmte Zo folgt aus der Forderung, daB an der 
Stelle 0 keine Neigungsanderung der Stabachse auftritt. Somit ist 
£iir beliebigen Querschnitt rp 

M= -Nor(l- cosrp) + Zo 
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und nach S. 89, Fall 7 

{}= f":" ds =-;J f (- Nor(l- cosq;) +Zo)rdq;= 0, 

woraus 

Z = N r a - sin a = P r (_~ _ ~) = M (ist positiv). 
o 0 a 2 sin a a 0 

Damit folgt fUr beliebigen Querschnitt q; 

M = Pr (c~s q; _~) 
2 sma a 

P cos q; 
und N=Nocosq;=2" sina 

und fiir die Laststelle mit q; = a 

M Pr (1 1) (. . . ) 
a= - - -- 1St POS1t1V 

2 tga a 
und 

P 1 
Na =- -- (Zug). 

2 tga 

Bild 409 zeigt die M- und N-Linie. 

P 

Bild 408. Ring mit gleichmaBig 
verteilten Radialkraften. Bild 409. Die M- und N-Linie hierzu. 

Beispiel. Ring mit zwei Kraften nach Bild 410. a=900=~. 

P Ma=Pr (o-~) =_ Pr =-0,318Pr. 
2 :n; :n; 

P 

Bild 410. Ring mit zwei 
Kraften. 

M=Pr (cosq; _~) 
2 1 :n;' 

Pr ( 2) MO=T 1-; =0,182Pr. 

Das Bild zeigt die M - und N -Linie. 
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8. Geschlossener Stab mit Gleichstreckenlast p, Stabform 
beliebig, J = konst. 

Bei Innenbelastung ist nach Bild 411 an beliebiger Stabstelle s 
nach bekannten V organgen M' = P Z2 : 2, somit lauten die Gleichungen 

~ f z2yds+Xf y2ds+Y f yxds+zI yds=O, 

; f z2 xds + xI xyds+ Y I x2 ds+ z I xds=O, 

f I Z2 ds + x I y ds + Y I X ds + z I ds = 0 

und liefern die statisch Unbestimmten X, Y und Z. 
Sodann ist an beliebiger Stabstelle 

(1) M=~Z2+XY+YX+Z=~(X2+y2)+Xy +Yx+z; 

aus dem Gleichgewicht des Stabstiickes nach Bild 411 folgt die Langs
kraft (Zug) 

N = -X cos g; +Ysing; +pv, 
die Querkraft an dieser Stelle ist belanglos . 

/ 
I 

I 
I 
\ 
\ 

X' 
z 

., 
~ 

1 

Bild 411-413. Der geschlossene Stab mit gleichmaBigem Innendruck. 

Die Gleichung eines Kreises vom Radius r und den Mittelpunkts
koordinaten xm und Ym lautet 

(x-xm)2 + (y-Ym)2 _r2 = 0 
oder 
(2) 

(3) 

x2 +y2 - 2xxm- 2YYm + x~+y~-r2=O. 
Aus G1. (1) folgt 

x2 + y2 +! Y x +! X y + ! Z -.: M = O. 
P P P P 

y 
AU8 dem Vergleich von (2) und (3) folgt, daB mit x = - -

m p 
X 

und y = - - der Kreis die Stablinie nach Bild 412 in Punkten 
m p 
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, 2+2 2 2 f schneidet, fiir welche Xm Ym - r2 = - Z - - M gilt, iir welche 
p p 

also M = - 't X2 _ 't y':n + 't r2 + Z oder M = 't r2 _ y.l _ X2 + Z 
2 m 2 2 2 2p 2p 

1/2 M Y2 X2 2 Z 
oder r= y----:p+ p2 + p2 -po 

YY2 X2 2Z 
Der Kreis fiir M = 0 hat, den Radius r 0 = 2 + -2 - --- und 

p p p 
heiBt Knotenkreis. Damit ist 

r2=2pM+~02 oder (r+ro)(r-ro)~=M. 
Bildet die Stablinie nahezu einen Kreis, dann ist r - r 0 = L1 r 

klein gegen round mit r + r 0 ~ 2 r 0 folgt M ~ pro L1 r . 

Bei doppelsymmetrischer Stablinie nach Bild 413 ist X=-pa 
und Y = 0 (das negative Vorzeichen bedeutet hier, daB X entgegen
gesetzt zu Bild 413 verlauft, also Zug liefert). Aus der letzten der 
drei Bedingungsgleichungen folgt wegen f Z2 ds = f X2 ds + f y2 ds 

~ (f x2 ds+ f y2 ds) - paf yds +z f ds= 0 oder 

¥(Ja +Jb +la2)-pal a+Z l= 0, 

worin Ja bzw. Jb die Tragheitsmomente der Stablinie fUr die a- bzw. 
b-Achse und 1 die Stablange bezeichnen, oder 

Z p (. 2 + . 2 2) •• 2 J lb' 2 J. 1 = - 2" ~a ~b - a , worln ~a = a: zw. ~b = b' 

die Tragheitsradien der Stablinie fiir die Achsen sind. 
Der Mittelpunkt der Kreise fallt hier in den Stablinienmittel-

punkt und es ist ro = yp::2 + (ia2 + ib2 - a2) = 1ia2 + ib2 und an 

beliebiger Stelle M = ¥ (r + r 0) (r - r 0) . 

Fiir Stelle 1 bzw. 2 ist 

N2 =pb, beide Zug. 

Bildet die Stablinie eine Ellipse von nahezu Kreisform, dann ist 
ro~(a+ b): 2. 

Vorstehendes kann Anwendung finden auf unrunde zylindrische 
diinnwandige Rohren und GefaBe von unveranderlicher Wandstarke 
und von groBer (theoretisch unendlicher) Lange. Wird das GefaB 
durch Boden und Deckel abgeschlossen, dann erhalt die Wand auBer
dem noch eine Zugbeanspruchung in Langsrichtung oz= p F: l8, worin 
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F die von der Stablinie eingesehlossene Flaehe und s die Wand
starke bezeiehnet. 

Bei Bereehnung von Formanderungen ist aus den von der Festig
keitslehre her bekannten Griinden statt des Wertes E der Wert 

m2 
E' = E ~2 ---- und J = S3 : 12 einzusetzen. 

m -1 

Bei AuBendruek ist p iiberall negativ einzusetzen. 

9. Lastbiigel, Bild 414. Dieses Beispiel zeigt die Anwendung 
der 2-Reehnung, da wegen der weehselnden J und der nieht aus 
Geraden und Kreisen zusammengesetzten, sondern dureh Zeiehnung 
gegebenen Stabform nieht exakt integriert 
werden kann. Der gesehmiedete Biigel bildet 
einen gesehlossenen Rahmen mit oberem 
Halsansatz, der die Zugkraft in die Flasehe 
iibertragt, die Last selbst hangt unten in 
Biigelmitte. Man ermittelt auf Grund einer 
genauen Ausfiihrungszeiehnung zunaehst die 
Sehwerlinie und teilt diese in gleiehe oder 
ungleiehe hinreiehend kleine Absehnitte (hier 
sind 10 Teile je L/s=6,35 em gewahlt). 
Hierauf tragt man fUr die Mitten dieser 
Absehnitte die Werte x, y und J in eine 
Zahlentafel ein. 

Der Biigel ist innerlieh dreifaeh statiseh Bild 414. Lastbiigel 1: 20. 
unbestimmt; wegen der Belastungssymmetrie 
versehwindet Y und die Unbestimmten X und Z folgen aus dem Ansatz 

M'y y2 Y .2; yL/s+x.2 JL/s+z.2 J L/s=O, 

M' Y 1 
.2 J L/s+X.2 JL/s+Z .2J L/8=0. 

p 
Wegen M=+-x lauten die ersten Ausdriieke dieser Glei-

2 
,ehungen 

!:.2,;xYL/8 und 
p Y 
- 2,;-L/s 

2 J 2 J . 

Die weitere Reehung ist aus Zahlentafel 10 ersiehtlieh. Naeh 
,Summierung der Posten in Spalte 4 bis 8 folgen die Gleiehungen 

p 
2.20,98 + X· 48,25 + Z ·1,594 = 0, 

r 0,831 + X ·1,594 + Z . 0,0723 =0 

mit den Losungen X = - 0,1026 P und Z = - 3,45 P. 
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Zahlentafel 10 zur Bereehnung des Lastbiigels. 

Spalte 1 2 3 4 5 6 7 8 

1 x 1L LI 8 xy LI 8 
9 

Stab- x y J JJ8 J LIs !L LI 8 

stelle 
J J J 

em em em4 em-3 em-9 em- 9 em-1 em-1 

1 2,5 1,5 1000 0,0064 0,0160 0,0095 0,02 0,01 

2 6,5 7,0 600 0,0106 0,0690 0,0742 0,48 0,52 

3 9,5 12,5 650 0,0098 0,0933 0,1225 1,16 1,54 

4 12,5 18,0 700 0,0091 0,1138 0,1638 2,05 2,95 

5 16,0 23,5 750 0,0085 0,1360 0,2000 3,20 4,70 

6 18,5 29,0 800 0,0080 0,1480 0,2320 4,30 6,72 

7 19,0 35,0 1000 0,0064 0,1216 
I 

0,2240 4,26 7,84 

8 15,0 40,0 1200 0,0053 0,079.5 0,2120 3,18 8,48 

9 9,5 43,0 1400 0,0045 0,0427 0,1935 1,84 8,33 

10 3,0 44,0 1700 0,0037 0,0111 0,1625 0,49 7,16 

z= 0,0723 0,8310 1,5940 20,98 48,25 

Die endgiiltigen Momente folgen dann fiir beliebige Stab stelle 
aua dem Ansatz 

die Langskrafte N konnen am bequemsten aus der Resultierenden 
p 

von "2 und X durch Zerlegung in Richtung der Stabtangente und 

M 
-tJP 

-BP 

1 

normal dazu gewonnen wer
den. Bild 415 zeigt den Ver
lauf der M und N fiir die ab
gewickeIte 1inke Stabhalfte. 

Aus diesen M und N fo1-
gen in bekannter Weise die 
Norma1spannungen. Hierbei 
sind jedoch die Kriimmungs
radien der verschiedenen Ab
schnitte zu beriicksichtigen; 
namentlich an der Stelle 
6 bis 8 ist die Kriimmung 
so stark, daB die a-Berech
nung nach den Formeln fiir 
stark gekriimmte Stabe in 

Bild 415. Die M- und N-Linie fiir den Lastbiigel. bekannter Weise durchzu-
fiihren ist. 

Nach solchem Vorgange konnen auch andere FaIle, wie sie im 
Maschinenbau vorkommen, behandelt werden; solche geschmiedete 
oder gegossene Rahmen mit veranderlichem Querschnitt treten bei 
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Lagerbocken, Maschinenrahmen, Pressen usw. auf; in allen Fallen 
ist eine genaue Ausfiihrungszeichnung mit allen QuerschnittsmaBen 
erforderlich. Die statische Berechnung mittels einer solchen Zahlen
tafel erfordert zwar viel Rechenarbeit, bietet aber grundsatzlich keine 
Schwierigkeit. Bei Korpern aus GuBeisen, das bekanntlich dem 
Hookeschen Gesetz nicht gehorcht, darf ruhig mit einem mittleren 
unveranderlichen E gerechnet werden. 

3. Der durchlaufende Trager. 
Die Clapeyronschen Gleichnngen. Ein irgendwie belasteter Trager 

liege ungestoBen oder biegnngssicher gestoBen auf mehreren Stiitzen. 
Zunachst sei vorausgesetzt, daB diese Stiitzen wie in allen bisherigen 
Fallen vollstandig starr, also lotrecht nicht nachgiebig seien und in 
gleicher Hohe liegen; ferner sei fUr den ganzen Trager J = konst. 

Wir greifen zwei beliebige aufeinanderfolgende Felder von den 
Stiitzweiten li und lk heraus und fiihren als statisch Unbestimmte 
nicht die Auflagerdriicke ein, sondern die Biegemomente iiber den 
Stiitze:n (Stiitzmomente), namlich Mhi' Mik und Mkl' die vorlaufig 
positiv angenommen sind. 

Bild 416. Die Entwicklung der Clapeyronschen Gleichungen. 

Bezeichnet nach Bild 416 M das endgiiltige Biegemoment an der 
Stelle x des Feldes lk' dann setzt sich M zusammen aus dem von 
den Lasten herriihrenden positiven Teil Mp und dem von den Stiitz
momenten herriihrenden Teil M., der vorlaufig ebenfalls positiv 
angenommen ist, 

Mp ist ebenso groB, als wenn die Lasten auf einem frei aufliegenden 
Trager von der Stiitzweite lk ruhen wiirden und sofort bestimmbar. 
M. folgt aus einer einfachen geometrischen Betrachtung zu 

M -M _ Mkl-MikX 
.- kl l . 

k 

Nun ist nach S. 78 Beisp. 5 oder nach S. 102 Beisp. 20 der 
Neigungswinkel der elastischen Linie am linken Ende eines Tragers 
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bei beliebiger Belastung bzw. beliebiger M-Linie 

lR 
a=EJl' 

worin lR das statische Moment der M-Flache bezogen auf den 
rechten Auflagerpunkt bezeichnet. Demnach ist die Neigung der 
elastischen Linie des Tragerstiickes l" an der linken Stiitze ik 

ik 1 
ak = E Jl [lR,,] , 

" 
worin [lRJ das statische Moment der ganzen M-Flache der OfInung lk 
in bezug auf die rechtsliegende Stiitze k l bezeichnet. Dieses setzt 
sich zusammen aus dem von der Mp-Flache herriihrenden Anteil lR" 
und dem von der Ms -Flache herriihrenden Anteil R". 

Der Teil lRk hangt von der jeweiligen Belastung dieses Feldes 
ab und ist von Fall zu Fall zu bestimmen. Der andere Teil ist 

Somit ist 

oder 

(1) 

In gleicher Weise gilt fiir das vorhergehende Feld l; 

(2) 

worin afk den Neigungswinkel der elastischen Linie an der Stiitze ik 
und 2; das statische Moment der Mp -Flache in bezug auf die linke 
Stiitze des Feides li bezeichnet. 

Wenn nun der Trager ein durrhIaufender sein soIl, mu13 die 
elastische Linie an allen Stiitzpunkten stetig durchlaufen, es muG also 
z. B. an der Stiitze ik die Bedingung 

ik ik . k ·k' 
(f,i =-ak oder IXI +(f,~ ·=0 

erfiillt sein. Daher addieren wir G1. (1) zu Gl. (2), setzen die linke 
Seite gleich Null und erhalten 

(3) O=Mh;l; + 2 Mi'k (li+ l/.) +M"ll" + ~ £i + ~ lR". 

Die Gleichung heiBt Dreimomentengleichung nach Clapeyron. 
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Die Berecbnnng des dnrcblanfenden Triigers. Die Clapeyronschen 
Gleichnngen konnen sofort zur Berechnung der Stiitzmomente bei 
beliebiger Stiitzenzahl verwendet werden. 

Drei Stiitzen. Hat der Trager nach Bild 417 an den End
stiitzen 01 nnd 20 auskragende Enden, dann sind die Stiitzmomente 
MOl nnd M20 bekannt und zwar. negativ. Nun ist 

6 6 
MOlll + 2 Ml'J(ll +l2)+M20 l2 +T.£ll +TlRlI=O, 

1 2 
woraus die Unbekannte 
MIll folgt, die ebenfalls 
stets negativ ist. 

Der gesamte M -Ver
lauf ergibt sich sodann 
durch Zeichnung nach 
Bild 417; man zeich
net die M -Linien fUr 
die gedach£en einfachen 
Trager, tragt die Stiitz
momente nach oben auf 
nnd zieht die Ms -Linie 
als gerade Verbindungs
linien. NachBedarfkann 
ahnlich wie beim Ger
bertrager nach S. 36 
die endgiiltige M - Linie 
auf eine wagrechte 2 0 

Grundlinie umgezeich
net werden. Beim Feh
len der Kragstiicke oder 
bei lastfreien Krag-
stiicken verschwinden BI'ld 417 u. 418. T" f d . S .. . d rager au reI tutzen mIt un 
selbstverstandlich die ohne Kragarme. 
MOl und M20, s. Bild418. 

Vier Stiitzen. Hierbei ist je eine Dreimomentengleichung fiir 
Feld II l2 und fiir Feld l'J l3 aufzustellen: 

MOIll .+ 2 Ml'J (l1 + l2) + M'J3 l'J 
6 6 

+T.£l1+T lR2=0, 
I 2 

6 6 
M12l2 + 2 M23 (l2 +l3) + Maola +T.£l2 +TlRa =0; 

2 a 
hieraus die unbekannten M12 und M2S ' 

Fiinf Stiitzen. Die hier erforderlichen drei Gleichungen erstrecken 
sich iiber lll'J' l2la und lal{ und liefern die Stiitzmomente Mill' M2a 
und Ma4 . 

Bei n Stiitzen sind n - 2 Gleichungen fiir die n - 2 unbekannten 
Stiitzmomente aufstellbar. 

Uno I d, Statik f. Maschineningenieure. 12 
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Gleiche l Hefern. Vereinfachung dieser Gleichungen, namlich 
fUr drei Stutzen 

MOl + 4M12 + M20 

fUr vier Stutzen 

Ml2 + 4 M23 + Mao + -~ (.132 + ffi3) = 0 usw. 

Berechnung der Werte 2 und !}l kann durch fertige Gebrauchs
formeln erfolgen. 

Einzellast nach Bild 419. Fur den link en Endpunkt ist mit 
den M-Flachen Fa und Fb und deren Schwerpunktabstanden 8a und 8b 

ab a 2 ab b ( b) 
.I3=Fa8a+Fb8b=P-l 23 a + P -l 2 a+ 3 ; 

nach einiger Umformung folgt mit T = a und + = {J 

.13 = P a (l2 - a2 ): 6 = P a b (l + a) : 6 = P l3 a {J (1 + a): 6 
und ebenso 

ffi = P b (l2 - b2): 6 = P a b (l + b): 6 = P za a {J (1 + (J) : 6 . 

r--az ~ i~ hz4 
r--a~b1+1--'''''I1 * 111 1 ~ lIl1 tr 1 

I I..> 
~.:r......J~.x I 
" l - --; .. ~I 

Bild 419-421. Zur Berechnung der .2 und ffi flir Einzellast und Gleichstreckenlast. 

Die Berechnung dieser Ausdrucke wird durch Benutzung der Zahlen
tafel 11 S. 188 wesentlich erleichtert. 

Bei mehreren Lasten Pi in den Abstanden a; und bi voh den 
Auflagern ist 

o2=.l}Pi a.(l2-ai2):6 und ffi=.l}P;bi (l2_bi 2):6. 

Gleichstreckenlast q nach Bild 420. 
l q l2 2 l q l4 

2 = ffi = Parabelflache· - = - -l - = - . 
2 8 3 2 24 

Gleichstreckenlast nach Bild 421. Das Lastelement q dx 
liefert d 2 = q d x x (P - X2) : 6 , demnach ist fUr Belastung der 
Strecke a2 - a l 
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a. 

.2 =fq dxx(12 - X2): 6 =!L (a22 - a12)(212 - a22 - a12) , 
24 

a, 
ebenso ist 

ffi = -g- (b 2 - b 2) (2 12 - b 2 _ b 2) 24 1 2 1 2· 

179 

Die Festpunkte. 1st bei einem iiber viele Stiitzen durchlaufenden 
Trager das erste, zweite, dritte usw. Feld unbelastet, dann lassen 
sich Beziehungen zwischen den aufeinanderfolgenden Stiitzmomenten 
aufstellen, die wichtige Beziehungen liefern. 

Die Clapeyronschen Gleichungen lauten mit MOl = 0 nach Bild 422, 
worin M12 positiv angenommen ist, obwohl es je nach Belastung 
positiv oder negativ sein kann, 

( a) 2 M12 (11 + 12 ) + M23 l2 = 0, 

(b) M12 12 + 2 M23 (12 + 13 ) + M3413 = 0, 

(c) M 23 13 + 2 M34 (13 + 14) + M45l4 = 0 usw. 
Gl. (a) liefert 

(a') 

01 

~.,--;,*,,"---

Daraus folgt, daB diese M entgegengesetzte Vorzeichen haben 
und daB ihr GroBenverhaltnis von der Belastung unabhangig und 
nur von dem Verhaltnis zwischen 11 und l2 abhangig ist. Die M-Linie 
geht demnach stets durch einen von der Belastung unabhangigen 
Punkt, den sog. Festpunkt L 2 , dessen Lage auf 12 durch das Ver
haltnis der Absolutwerte von M12 und M23 , also durch 

12 [M12] 12 

1./ [ M23J 2 (11 + 12 ) 

bestimmt ist. Demnach ist 

Aus (b) folgt mit (a') 

M23 [ - ~2, 12 + 2 (12 + ls) J + MS4 13 = 0 
2 

12* 
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und 

es ist also 

was den Festpunkt La liefert. 

Desgleichen ist 
A4 [M34] l4 

A4' = [M45] = 2 (l + 1 ) --~ 1 
3 4 A3' 3 

usw. 

Allgemein gilt, wenn :~ fUr das i-te Feld bekannt ist, fur das 
• k-te Feld 

In gleicher Weise geht man vom rechten Tragerende aus und 
erhalt bei n-Feldern im vorletzten, zweitletzten usw. Felde die Fest
punkte Rn - 1 , Rn - 2 usw. in den Abstanden Qn-I Q~-l' Qn-2 Q~-2 usw. 
von den Stutzen. Hierfur gilt 

Qn-I [Mn,n-l] 1n-I 

Q~-l = [Mn- I , n-2] = 2 (In + 1n-I) , 

usw. [Mn- 1 , n-2] 

[Mn- 2 ,n-al 
2 (In-l + In-2) - Q~-l 1n-l 

Qn-l 

Demnach haben die Endfelder je einen, aHe andern Felder je 
zwei Festpunkte. Sie Hegen stets innerhalb des erst en und dritten 
Drittels der Stutzweite. 

Fur die Strecken A und Q selbst gilt 

, In 
···Qn-I=---, 

1 + Q~-l 
Qn-I 

In 
Qn-l = ----, -, 

1 + Qn-l 
Qn-I 

A'=~-
2 A ' 

1+-~ A ' 2 
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Fiir gleiche l gilt 

111 1 
p= 4 =0,25 und ~' 

-=4,0 
II 111 

ls 1 
1'= i

s 4--

4 
=0,266667 

15 
und 

1 ' 
-{=3,75 

s 
4 

1, 1 15 1 ' 
1,'= --4-

4- 15 

56 = 0,267857 und f = 3,733333 
4, 

1 1 56 1 ' 
~~= -- = - =0,267943 und ~=3,732143 
~ 4_ 15 ~ ~ 

56 

16 1 209 1 ' 
).6' = 56 = 780 = 0,267949 und 16 = 3,732057 

4- 209 6 

1 780 1 ' 
--2-0-9 = 2911 = 0,267949 und f = 3,732051, 

4- 790 7 

von hier ab unveranderlich, denn im unendlichsten Felde ist 

;, 1). oder ( :' r -4 (:,) - 1 = 0, 
4-1' 

woraus 
). -- l' 
1'=2 -l' 4 -1 = 0,267949 und T= 3,732051; 

ferner ist 

li = ° 1 ' 
und -L= 1 

l 

4 
19 = 0,210526 

1 ' 15 
und i= 19 

=0,789474 

15 
71 =0,211266 und ls' 56 

=0,788734 -= 
l 71 

1, = ~ =0211321 
l 265 ' 

und 
).,.,' 209 
T = 265 = 0,788679 

11) = 209 = ° 211324 
l 989 ' 

und ~~ = 780 = 0788676 
l 989 ' 

~ = 780 = 0211325 
l 3691 ' 

und 
16' 2911 
T=3691 =0,788676 

von hier ab unveranderlich. 

181 
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Zeichnerische Gewinnung der Festpunkte. Setzt man in 
der Gleichung 

Ai = li - 2,' und 2.' = l. - 2., dann kann diese Gleichung umgeformt 
werden in 

l 2 • , 
k ).. 

2k = 3 2.' (l. + i) _ l.2 . 
t, k t 

~------li--------~~+-----------lk---------~ 

Bild 423. Konstruktion des Festpunktes Lk aus dem Festpunkt L1• 

Nun kann der Festpunkt Lh aus dem gegebenen Festpunkt L; 
durch Zeichnung nach Bild 423 gewonnen werden. Man zieht die 
sogenannte verschrankte Drittelslotrechte d, dann der Reihe nach 
die Geraden C(, (in beliebiger Richtung), fJ und 'Y' Die Gerade 'Y 
schneidet die Stablinie im Festpunkt L h • Denn es ist 

, (, l.) b = ali: lh' c = a 2;: Ai - :3 ' 

x:y=c:b oder x:(x+y)=c:(c+b) oder 

x: l3h =c:(c+b), woraus x=~~-
3 c+b 

und mit obigen Ausdriicken fUr b und c 

lh 2 2;' 

Somit ist nach obigem 
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Bild 424 zeigt die Gewinnung aller Festpunkte Lund R fur 
beispielsweise fUnf Felder. 

Bild 425 gilt fur gleiche 1, wobei die verschrankten Drittelspunkte 
mit den Stutzpunkten zusammenfallen. 

In Bild 423 ist eine andere zeichnerische Losung punktiert an
gedeutet, die aus dem gegebenen Festpunkt L, auf den Festpunkt Lk 
fiihrt. In diesem Sinne konnte auch die Konstruktion in Bild 424 
durchgefiihrt werden. Verfasser zieht die erste Losung als etwas 
bequemer und leichter ableitbar vor. 

I 
I 
I 
I 
I I 

BUd 424 u. 425. Zeichnerisohe Gewinnung der Festpunkte fUr ungleiohe und 
gleiohe Stiitzweiten. 

Der durchlaufende Trager bei Belastung eines Feldes. 1st nur 
ein Feld, z. B. 1, beliebig belastet, dann lauten die Gleichungen fUr 
die Felder 1h 1 i bzw. 1 i 1k 

6 
Mqh 1h + 2 Mhi (lh + 1i) + Mik 1" + y: ffii= 0, 

• 
6 

M1<llk+ 2 Mik(lk + 1,) +Mhi1,+y: 2,=0 . 
• 

Nun ist nach dem vorigen 

M lh 
Mgh=- hif' 

h 

damit lauten obige .Ansatze 

Mhi [-1; 1h + 2 (lh +l;)J +~k1;+ ~. ffi,=O, 

Mik[-!:,lk+2(lk+li)]+Mhi1i+~ 2i=0 
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und mit 

oder 

1i li 

A! - 2 (lh + 1i) -lh 1h, 
h 

und 

1h+( ) A! - 1h' 1h 2 lh + li = li 1i und 

erhalt man 
A' 6 

Mhi A~ + Mil. +1.'10 9'ti =O , . 
und daraus 

m 0 ei Ai 
6 <ll, - -':i e.' 6 2, - 9't, A.' 

Mh ·=-- , und M. =------, , 1.2 A.' n. ,7< l,9 n! A.' ... .. r.:, ... t:", 'I 

Ai - e/ e;-r: 
Bei Belastung des ersten Feldes 11 gilt wegen A1 = 0, AI' = 11 

M 0 d M - 621 
01 = un 12--[2-" 

i L.,i C ~*"'I e~--;t 
IE 

Bild 426. Konstruktion der Stiitz-
momente. 

1~ 
e1 

bei Belastung des letzten Feides 1r 
gilt wegen er=O, e:=lr 

M'lr=-16!! ~~ und MrO=O. 
r r 

Ar 
Nach Berechnung der Stiitzmo

mente an den Enden des belasteten 
Feldes folgen die andern der Reihe 
nach aus 

Mgh=-Mhi 1h" 
h 

A 
Mfg=- Mght- usw., 

9 
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Nun ist 
ai. 6 ffi. 

hr=l.=Tf· 
• • 

Entsprechendes gilt fUr die Strecke hl iiber dem linken Feldende. 
Hieraus folgt die zeichnerische Gewinnung der Stiitzmomente 

nach Bild 427. Zunachst sind aHe Festpunkte durch Rechnung oder 
Zeichnung zu gewinnen, sodann die Werte 6.\3i : ii2 und 6 ffi i : ii2 auf
zutragen, die Kreuzlinien zu ziehen und diese mit den Festpunkt
lotrechten zum Schnitt zu bringen.Die Verbindungslinie dieser 
Schnittpunkte schneidet iiber den Stiitzen die Stiitzmomente Mh ; 

und Mik abo 

[-" 
I" 
I "" 

6~. 1 " 
~I 

t I 

1-1 / , 
/ , 

, 6· 
I l ; 
I i 

Bild 427. Konstruktion der M-Linie bei beliebiger Belastung des Feldes 'I. 
Eine Einzellast P im Felde ii. Rechnerisch ergibt sich hier

fiir mit den Bezeichnungen und Ausdriicken fUr die .\3 und ffi nach 
S.178 

Hierinistl;' e/ -l.(}i=(l. -l;)(li-ei) -1;(J;=li2 -lilt -l.(}i= 
= i. (li -lj - ei) = i. Ci, worin Ci = Abstand beider Festpunkte des 
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Feldes Ii' Damit folgt endgiiltig 

Mhi=p[-ap(l+p))\~;' +ap(l+a)A,~iJ, 
s, , 

Mik=P[ -ap(l+a) ;'i:.1?i+ ap (l+p) A'~iJ. 
s, , 

Mill 

Bild 428 u. 429. Die M-Linie fUr Einzellast auf Feld li' 

~--+-I - l .1" I 
~lt-..k-b4 
I.. ~ t ' ! 

""- h --- fi.--2 l 

Bild 430 u. 431. Konstruktion der M-Linie bei Belastung des Feldes li 
durch Einzellast P und GIeichstreckenIast q. 

1m erst en Felde Il ist stets A1 = 0, At' = I1' C1 = et'; im letzten 
Felde In ist stets en = 0, en' = In' Cn = An'· 
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Fur den Lastpunkt ist dann nach Bild 42-8 oder 429 

Mi=Mpi+Msi 
oder Mi = Pli afJ + MhifJ + Mik a: 
Msi ist aber stets negativ, daher Mi < Mpi . 

Die mit a und fJ behafteten Teilwerte dieser Ausdrucke konnen 
fur 19 verschiedene Laststellungen innerhalb des Feldes der Zahlen
tafel 11 entnommen werden, die namentlich zur Berechnung der spater 
behandelten EinfluBlinien der durchlaufenden Trager dient. 

Zeichnerisch kann die Belastung des Feldes li durch Last P nach 
Bild 430 ohne jede Zwischenrechnung behandelt werden. 

Gleichstreckenlast g im Felde li' Eine gleichartige Rechnung 
liefert mit ~i = ffii = q l4: 24 die Endergebnisse 

1 (r/ - e) J.. 1 (J..' - J..) e 
Mhi =-q4: --,--' Mik =-q4: --,--. 

Diese Ausdrucke konnen nach Bild 431 zeichnerisch gewonnen 
werden. 

Zeichnerische Losung der Clapeyronschen Gleichungen, zweck
maBig bei gleichzeitiger Belastung mehrerer oder aller Felder. In 
Bild 432 bestehen zwischen den Stutzmomentenlinien und den Hilfs-

I 

i T 
IH : /t p 'I kl~ 
I I 0:, _-+-~ I 
r-Ai~·loE-E--A'i-----;.+--3.A~ .1. A'k----~,.I 

li-----;,.foo---------'-'" ... 1. z~ 
Bild 234. Das Verfahren der T-Momente. 

linien I bis IV und den zur Konstruktion der Festpunkte dienenden 
Linien 1 bis 4 solche Beziehungen, daB der Schnittpunkt P aus III 
und IV uber dem aus :2 und 3 liegt, d. i. der verschrankte Drittels
punkt dik . Nun ist 

mk=~Mik+~Mk! 
(Fortsetzung s. S. 191.) 
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Zahlentafel 11. Die a- und {J- Wert e. 

a (J a{J a{J(1 + a) a{J(1+{J) 
=a-a8 ={J - {J3 

0,05 0,95 0,0475 0,0499 0,0926 
0,10 0,90' 0,0900 0,0990 0,1710 
0,15 0,85 0,1275 0,1466 0,2359 
0,20 0,80 0,1600 0,1920 0,2880 
0,25 0,75 0,1875 0,2344 0,3281 
0,30 0,70 0,2100 0,2730 0,3570 
0,35 0,65 0,2275 0,3071 0,3754 
0,40 0,60 0,2400 0,3360 0,3840 
0,45 0,55 0,2475 0,3589 0,3836 
0,50 0,50 0,2500 0,3750 0,3750 
0,55 0,45 0,2475 0,3836 0,3589 
0,60 0,40 0,2400 0,3840 0,3360 
0,65 0,35 0,2275 0,3754 0,3071 
0,70 0,30 0,2100 0,3570 0,2730 
0,75 0,25 0,1875 0,3281 0,2344 
0,80 0,20 0,1600 0,2880 0,1920 
0,85 0,15 0,1275 0,2359 0,1466 
0,90 0,10 0,0900 0,1710 0,0990 
0,95 0,05 0,0475 0,0926 0,0499 

Zusa.mmenstellung der Stiitz- und Lastpunktmomente fiir den 
durohlaufenden Trager. 
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und 
T _ mili + mklk _lMhili + ~ Mikli + i Miklk + ~MkZlk 
ik--li+lk - li+lk 

_ Mhi li + 2 Mik (li'+ lk) + MkZlk 
- 3 (li + lk) 

In dies em Ausdruck ist der Zahler nach der Clapeyronschen 

Gleichung 6 (~~ + ~k), somit ist Tik = li ~ lk (2. + ffik)· 

Hieraus entspringt folgendes Verfahren. 

Fiir jede Stiitze, mit Ausnahme der Endstiitzen, berechnet man 
bei gegebenen 2 und ffi jedes Feldes die Werte. 

T12 = l +2 l (2l 1 + ffil2 ), T 3 = _2_ (22 -l- ffis) usw. 
1 2 1 2 2 l2 + ls l2 I ls 

und tragt diese nach Bild 433 auf den (schon zur Bestimmung der 
Festpunkte benotigten) verschrankten Drittelspunkten d12 , d2S usw. 
auf. Dann zieht man vom linken Tragerende aus die strichierte, an 
den Festpunkten gebrochene Linie und vom rechten Ende aus die aus
gezogene Linie, die iiber den Stiitzen die Stiitzmomente abschneidet und 
die endgiiltigen M liefert. Statt dessen kann man auch die strichierte 
Linie von rechts und die ausgezogene von links ausziehen. Gleich
zeitige Verwendung beider Verfahren liefert eine Genauigkeitsprobe. 

Bild 433. Zeichnerische Gewinnung def SchluJ31inie. 

Bei Tragern mit Kragarmen beginnt die strichierte und die aus
gezogene Linie nicht am Tragerende, sondern im Endpunkt der Mo
mentenstrecke an der Anfangs- bzw. Endstiitze, s. Beisp. 3 S. 194. 

Auflagerkrafte. In der rechnenden oder zeichnenden Behandlung 
des durchlaufenden Tragers kommen Auflagerkrafte nicht vor. Diese 
konnen nach zwei Verfahren bestimmt werden. 

Zeichnendes Verfahren. Liegt die vollstandige M-Linie als 
Zeichnullg etwa nach Bild 434 oder 435 vor, dann ist ahnlich wie 
beim Gerberschen Gelenktrager nach S.36 fiir z. B. Stiitze ik 

Qi = at = Querkraft am rechten Ende von li (negativ), 
Qk = akl = Querkraft am linken Ende von lk (positiv); 

so mit ist Aik = Qi + Qk = at + akl • 
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Bei Einzellasten mit geradlinigen M-Linien konnen diese Werte 
durch einfache Rechnung ermittelt werden. 

R echnendes Verfahren. Das Feld lk fiir sich betrachtet, er
gibt eine Auflagerkraft am linken Ende von lk 

Bild 434 u. 435. 
AuflagerkrMte durch 

Zeichnung. 

A 1= I2f 1+ Mkl-Mik . 
k k lk' 

Der erste Teil riihrt von der Feldbelastung her 
und entspricht der Auflagerkraft eines an den 
Enden frei aufliegenden Tragers; der zweite Teil 
wird von den Stiitzmomenten Mik und Mkl her-

. vorgebracht und entspricht der von diesen her
riihrenden Querkraft. 

In gleicher Weise liefert das Feld li fUr sich 
die Auflagerkraft am rechten Ende von li 

Mh·-M· k A.r = l2f.r + . t. 

• t li 

Somit ist die gesamte Auflagerkraft der Stiitze i k 

A. =12f.r+12f I+Mhi-Mik+Mkl-Mik 
t k t k li lk· 

Fiir die erste Stiitze gilt beim Fehlen eines Krag
armes, also bei MOl = 0: 

A I+M12 
01 = 12f1 -l- . 

1 

1st ein Kragarm vorhanden, dann gilt dieselbe Formel, worin 
12f1l die Auflagerkraft eines Triigers unter Annahme freier Auflagerung 
an Stiitze 01 und 12, bezeichnet. 

Qnerkrafte. Wie beim einfachen Trager ist auch hier an be
liebiger Stelle 

Q=L1M 
L1x 

bzw. Q=dM 
dx' 

je nachdem die M -Linie bei Einzellasten aus geraden Linien oder 
bei Streckenlasten aus Kurven besteht. Statt dessen kann auch nach 
Ermittelung der Auflagerkrafte die Querkraft als algebraische Summe 
aller links bzw. aller rechts dieser Stelle wirkenden Lasten und Auf
lagerkrafte berechnet werden. Bei Einzellasten erhalt man die Treppen
linie, bei Streckenlasten geneigte Geraden oder Kurven. 

Beispiele zum durchlaufenden Trager. 

1. Trager auf drei Stiitzen mit GIeichstreckenlast q nach Bild 436. 
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oder 

l1 = 4 und l2 = 5 lie£ert zunachst die einfachen Momentenparabeln nach 

Bild 436 mit den PfeilhOhen 'It = q ~2 = q. 2,0 und q~22 = q ~2 = q. 3,125, 

ferner ist 
q 43 +53 

M12 =-S 4+5 =-q.2,625, 

ltierauB die endgiiltige M-Linie und 
deren Umzeichnung auf eine wag
rechte Grundlinie nebst Q -Linie. 
V gl. hierzu dieselbe Aufgabe nach 
S. 132 mit derselben Lasung. 

Auflagerdriicke (durch Rech
nung). 

A = W I + M12 = q II + M12 = 
01 1 11 2 l1 

= q (: _ 2,~25) =q.l,346, 

=q·5,681, 

A - Wr +:¥~ = ql2 + M12 = 
20 -. 12 2 12 

=q(~ _2,~25)=q.l,975. 

Probe: Gesamtlast = Summe der 
Auflagerdriicke; 

q (4 + 5) = q (1,346 + 5,681 + 1,975), 

also nahezu Dbereinstimmung. 

2. 1st nur das Feld 11 be
lastet, dann ist m2 =0 und es gilt 

6 q 114 
2 M12 (11 + 12) + T 24 = 0, 

1 

woraus 
q 113 

M12 = - "8 11 + l2 . 

Obige Mal3e liefern M12 = - q.O,889 
und Bild 437. Ferner ist 

Ao - ql1 + M12 = q (i. _ 0,889) = 
1 - 2 11 2 4 

= q·1,778, 
Uno 1 d. Statik f. Maschineningenieure. 

Bild 436. Gleiohstreckenlast. 

r--
l2 I (fi 

1~_~.L.U.J.J.L.LL.I~ 

Bild 437. Gleiohstreckenlast auf dem 
linken Feld. 

13 
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A = ql1_ M12 _ M'2 = q (~+o 889 (~+~)) =q.2,400, 
12 2 II l2 2' 4 5 

~o=O+ ~12.= q(O _ 0,~89) = - q.O,178. 

Probe: q.4=q(I,778+2,400-0,178), stimmt. 

3. Tragel' auf vier Stiitzen mit Einzellasten nach Bild 438. 
21 =5.3.(52 -32):6 40,0, 

Hieraus 

lR2= 3.3.(42 - 32): 6 + 4·1'(42 _12): 6 = 20,5, 
2. = 3.1.(4" - P): 6 + 4.3.(42 - 32): 6 = 21,5, 
lRs = 2.5.(72 - 52): 6 + 3.3.(72 - 32): 6 = 100,0. 

Mo1 =-1·2=-2,0, Mso =-I.1 =-1,0. 

- 2,0·5 + 2M12 (5 +4)+M23·4+~.40,0 +~.20,5 = 0, 
M12 ·4 + 2M23 (4+ 7) - 1,0·7 +£.21,5 + ~.100,0= 0. 

M12 = - 2,81 und M23 = - 4,53. 
Nach Auftragung dieser Werte ergibt sich die endgiiltige M-Linie und die 

Q-Linie nach Bild 438. 

7 

___ ..J 
I ! 
L.-.J 

Bild 438. Trager mit Einzellasten. 
Auftragung der Momente nach Berechuung und Querkraftlinie. 

Fur die Auflagerkriifte ist darin 

aor = 1,00, 

Somit 

all = 1,90, 
a3 1=3,20, 

a,r =3,15, 
a3r = 1,80, 

a2 1= 2,85, 
aOI= 1,00. 

Aol = 1,00+ 1,90 = 2,90, A12 = 3,15 + 2,85 =6,00, A.s = 4,20 + 3,20= 7,40, 
A30 = 1,80 + 1,00 = 2,80. 

Die Summe aller A muB gleich der Summe aller Lasten sein, 

2A=2,9+6,O+7,4+2,8=19,1 t, 2P= 1+5+3+4+2+3+1=19t, 
also nahezu Dbereinstimmung. 
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Reohnerisch ist 

,j _1.7+5.2+-2,81_ 284 
A"'Q1- 5 5 -, , 

.A _ ~+3.3+4.1+-2+2,81+-4,53+2,81 
12- :; 4 :; 4 

.A "_ 3·1 +4.3+2.5 + 3.3+- 2,81 +4,53+ 
23- 4 7 4 

+ - 1,0 + 4,53 
7 

,j _ 2·2 + 3·4 + 1· 8 + - 4,53 _ 2 78 
~o- .7 7 -, , 

5,98, 

7,40, 

195 

zusammen 
= 19,0 t, 

also genauer 
als nach 

obigem Ver
fahren. 

Bild 439 zeigt die zeichnerische Gewinnung der Stiitzmomente und der 
SchluBlinie. Zunachst wurden die Festpunkte durch Zeichnung bestimmt, dann 
die Werte 

T = _2_ (40,0 + 20,5) = 292 
12 5+4:; 4 ' 

und T.= __ 2_ (21,~ + 100,0) = 3 58 
23 4+7 4 7 ' 

in den verschrankten Drittelspunkten aufgetragen und die Konstruktion von 
links und rechts durchgefiihrt. Die Dbereinstimmung mit den Rechnungs
ergebnissen ist befriedigend. Der Klarheit wegen ist die M- Linie der Lasten 
in diesem Bilde weggelassen. 

I 
I 
I 
I 
1--2 l1= If' l.3 = 7 1.J 

Bild 439. Dasselbe Beispiel. Zeichnerische Losung mittels der T-Momente. 

Wechselnde Hohenlage der Stiitzen. Liegen die Stiitzen zwar 
starr, aber in verschiedenen Hohen, also nach Bild 440 Stiitze hi, 
ik, kl in den Abstanden Yhi' Yik und Ykl unter einer Horizontalen, 
wobei deren Unterschiede als klein vorausgesetzt seien, dann sind 
zunachst die a/ k und akik gleich den bisherigen nach S. 176; es ist aber 

r ik-a ik+(3 -a ik+Ykl-Yik 
k - k k- k l' 

k 

13* 
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desgleichen ist 

(Ji=Yhi Z.' Yik und 'Y.ik=a.ik+(J.=a.ik+Yhi-Yik 
1 , 1 1 li· 

Da das Durchlaufen der elastischen Linie bei Stiitze i k durch 
'Ykik + 'Y/k = 0 ausgedriickt wird, ist 

1 rlk2( M +M )+m ] +Ykl-Yik+ 
EJl" L6 2 ik kl k Zk 

+ E~z.lZ~2 (2Mik + M hi) + 2; ] + Yhi Z. Yik=O 
• • oder 

(1) 6EJ(Yhi-Yik+Ykl-Yik)+M .l.+2M. (Z.+Z)+M l + 
Z i Zk h. • • k. k k 1 k 

6 6 
+Z;2i +z:mk=o 

Diese Dreimomentengleichung geht bei gleicher Stiitzenhohe sofort 
in die bisherige iiber, da dann die Hnke Seite verschwindet. 

t 
YH 
t_ 
fi.---
kl~ 

... 1. ly-

Bild 440. Der durchlaufende Trager mit wechselnder Hohenlage 
der Stiitzen. 

Die Behandlung dieser Gleichungen erfolgt zweckmaBig in der 
Weise, daB die M getrennt berechnet werden, einmal fiir gleichhohe 
Stiitzen und belasteten Trager und dann fiir den lastfreien Trager, 
aber mit ungleichen Stiitzenhohen. Wir erhalten 

6 6 
(2) Mhi li + 2 Mik(Zi + lk) + Mkllk + Z; 2i + T,. mk = 0 

und 

(3) 6EJ(Yh;-'Yik+Ykl-Yik)+J!6 .Z.+2J!6. (l.+Z)+J!6 Z =0 Zi Zk h. , 'k' k k 1 k • 

Die hiernach berechneten M und J!6 Hefern fiir jede Stiitze die 
endgiiltigen M = M + J!6. Hierdurch ist der EinfluB der Stiitzen
hohen fur aIle Belastungsfalle ein fiir allemal beriicksichtigt, die M 
selbst konnen nach den bisherigen Verfahren behandelt werden. 

Fur gleiche Z geht die zweite dieser Gleichungen uber in 

6EJ 
(3a) -Z2- (Yhi - Yik + Ykl- Yik) + J!6hi + 4J!6ik + J!6kl = O. 

Das erste und letzte J!6 ist (auch bei Kragarmen) stets Null. 
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Gleichung 3) kann auch durch Zeichnung gelOst werden, indem 
wie nach S. 187 die Werte 

T = _2 __ EJ(Y01 ----:Jl12 + '!63 - Y12) 
12 11 + 12 11 12 ' 

T23 = _2 __ E J (Y12 - Y23 + Y34 - Y'J3) 
12 + 13 12 13 

usw. aufgetragen werden. 

Der durchlaufende Trager auf elastischen Stiitzen. Die elastische 
Stiitzung kann hervorgebracht werden durch elastische Pfeiler oder 
durch Quertrager, iiber die der Haupttrager lauft, oder durch nach
giebige Bodensenkungen. Zur Erzielung einfacher Formeln ist Pro
portionalitat zwischen Auflagerdruck A und Senkung Y anzunehmen, 
auch wenn solche in Wirklichkeit nicht genau besteht. Es gilt dem
nach fiir jede Stiitze Y = C A, worin C der Senkungsfaktor heiBt, 
d. i. die Senkung fiir die Auflagerkraft = 1. 1m allgemeinen wird 
zu jeder Stiitze ein besonderer Wert C gehoren, demnach gilt 
Y01 = COl Ao!' Yl2 = C12 A12 usw. 

Setzt man diese Y in die Formeln von S. 195 ein und ersetzt 
man die darin vorkommenden A durch die Ausdriicke von S. 191, 
dann erhalt man bei beliebiger Stiitzenzahl eine Gleichungsgruppe 
mit fiinf aufeinanderfolgenden unbekannten Stiitzmomenten, also 
eine Gruppe von Fiinfmomentengleichungen; die Gleichungen 
fiir die Anfangs- und Endfelder enthalten aber vier und drei Stiitz
momente. 

Drei Stiitzen. Die Gleichung fiir ungleiche Stiitzenhohen lautet 

6 E J (Y01 - Yl'J + Y20 - Y12) + M 1 - 2 M (1 + 1 ) + M Z + Zl Z2' 01 1 12 1 2 20 2 

6 6 
+T'~\+TlR2=O; 

1 2 

hierin ist yO! = COl A01 ' Y1 2 = C12 A12 und Y20 = c20 A2(), ferner 

A01 = W1l + Ml12 , A = W • + W 1 + MOl - M12 + M 20 - M12 
1 12 1 2 11 12 ' 

_ r M12 
A2o -W2 + -1-· 

2 

Man erhalt nach Umformung und Ordnen der Glieder 

COl I (C12 + C12 ) ( .+ 1)+ C20 .+( 6 + 6 ) 1 + -Z- W1 - 1- -Z- WI W2 -z- W'J I -Z- ,~\ -z- lR2 6 E J 
1 1 2 2 1 2 

+MO! [- (~:: + l:l~) + 6 ~JJ + 

+ M [(COl + Cl2 + 2 ~~ + ~ +' C2Q ) + 2 ~ + Z2l + 
12 Z 2 Z 2 Z Z . Z 2 Z 2 6 E J J 

1 1 12 2 2 

+ [ ( C12 + C12 ) + Z2 l 
M20 - IT 12 6EJJ =0. 

1 2 2 
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Die Werte MOl und M20 sind nur bei Kragarmen vorhanden und 
durch die Lasten gegeben; bei Endstiitzen verschwinden sie. Die 
einzige Unbekannte in dieser Gleichung ist M12 • 

Fiir mehr als drei Stiitzen ergeben sich in gleicher Weise folgende 
Gleichungen. 

Vier Stiitzen. 

Cr mll- (Ct + Cr) (m/ + mj/) + Cr (m2r + m31) + 
1 1 2 2 

( 6 6) 1 
+ -l .21 +-l lR2 6EJ+ 

t 2 

+ MOl [- (~:: + l:1l:) + 6 iJJ + 

.J....M [(COl + C19 +2~+ C12 + C23 ) +2l1 +l2J + 
I 12 l 2 l 2 l l l 2 l 2 6 E J 

1 1 12 2 2 

+M23 [- U1; + ~'": + ~2: + t~~) + 6 ~JJ +M30 ;2;_=0, 
12 2 2 23 23 

~12 (m/ + m21) - (~28 + ~23) (m2r + mal) + Cr m3'+ 
2 2 8 3 

+ (f.22 +flR3) 6~J+ 
2 8 

+M ~+M [-(~+ C12 + C23 +~)+lJ+ 
01 It l2 12 II l2 l'J 2 l2 ~ l2 ls 6 E J 

+M [(Cl~ + C23 +2~ + c2S + C30) +2l2+ ls] + 
23 l22 l2'1. l2 l3 ls 2 l32 6 E J 

+ [ ( C23 + C23 ) + l3 J M30 - IT T2 6EJ =0. 
2 3 3 

Unbekannt sind hierin M12 und M23 . 

Fiinf Stiitzen. 

Cr mIl - (cr + Cr) (mIT + m21) + Cr (mj{ + m31) + 
1 1 2 2 

+ ( f .21 + f lR2) 6 ~ J + 
1 2 

+ [ (CH + C12 ) + II J 
MOl - T! lll'!, 6FTJ + 

+M [(COl + C12 +2~+ Cl~+ C23)+2~+l2J + 
12 l12 l1 2 II l2 l22 l22 6 E J 

t- [( C12 + Ca + C2S + C23 ) + l2 JIM C28 
- M23 -IT T2 T2 IT 6EJ T 34rr=0, 

12 2 2 23 23 
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~;~ (w2r + WSI) - (Cr + ~r) (WSr + W4~ + Cr (W/ + W5l) + 
S S 4 4 

( 6 6) 1 
+ -l 2s +-l-9t4 6EJ+ 

3 4 

+ M ~ --I- M [- (~+ C23 + CS4 + ~~) + lJ + 
12 l2 l3 I 23 _ l2 l3 l32 lS 2 l3 l4 6 E J 

+M r(C23+~3..!+2~+ C34 + C45)+2~+l4.J + 
34 _ l32 l32 l3 l4 l/ l/ 6EJ 

+ M [ (C34 + C34 + CM; + C45 ) + l4 J L C45 
45 - II T2 T2 IT 6 E J T M56Zr = 0, 34 4 4 45 45 

usw. Die erste und letzte Gleichung enthiilt je 3 unbekannte, die 
zweite und vorletzte je 4, ane anderen je 5 unbekannte M. Fiir 
Trager ohne Kragenden, also mit Endstiitzen, fant das erste und 
das letzte Moment MOl und Mno fort. Man erhalt stets soviel 
Gleichungen als unbekannte Stiitzmomente vorhanden· sind. 

c= 0, d. h. starre Stiitzen, liefern sofort die bisherigen 
Clapeyronschen Gleichungen. 

Gleiche C und 1 liefern bedeutende Vereinfachungen. Multipliziert 
man die Gleichungen mit 6 E J : lund setzt zur Abkiirzung 

6EJc (d"· b Zhl) -l3- = n . 1. eIne un enannte a , 

dann ergibt sich 

fiir drei Stiitzen 
6 

In [Wll- 2 (W/+ m-21) + w2rJ + l,'J(21 + 9t2) + 

+ MOl (1- 2 n) +M12 (4 + 6n)+M20 (1- 2 n)=O, 

fiir vier Stiitzen 

1 n [Wll - 2 (W/ + W/) + (W/ + W31] + -~- (22 + 9t3) + 

+ MOl (1- 2 n) +M12 (4 + 6n) +M23 (1- 4n) +M30 n= 0, 
6 

In [(W/ + W21) - 2 (w2r+ Wsl) + War] +12 (22 + 9t2) + 

+ MOl n+M12 (1- 4n)+M2S (4 + 6n)+Mso (1- 2n)= 0, 

fiir fiinf Stiitzen 
6 

1 n [Wll- 2 (W/+ ~l) + (W2r+ 2!sl)] + 12(21 + 9t2 ) + 

+ MOl (1 - 2 n) + M12 (4 + 6 n) + M2S (1 - 4 n) + MS4 n = 0, 
6 

1 n [(Wlr + ~l) - 2 (w2 r + Wsl) + (Wsr + W4l)] + 12 (22 + 9ts) + 
+ MOl n +M12 (1- 4n) +M2s (4 + 6n)+ 

+MS4 (1- 4 n)+M40=0, 
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6 
1 n [(212 ' + 2131) - 2 (2131 + 2141) -I- 21/] + V (23 + ffi 4) + 

+M12 n +M23 (1- 4n) + M34 (4 + 6n) +M40 (1- 2 n) = 0, 

fiir beliebige Stiitzenzahl 

In [2111- 2 (~11 +2121) +(2121 + 2131)] -I- ~ (21 -I- ffi 2 ) + 
-I- Mal (1 - 2 n)+ M12 (4 -I- 6 n) -I-M23 (1-4n) -I-M34 n =0, 

1 n [(21/ -I- 2121) - 2 (2121 + 213') -I- (2131 -I- 2141)] + ~ (22 -I- ffi3) -I-
-I- Mal n + M12 (1 - 4 n) -I- M23 (4 -I- 6 n) -I-
+M34 (1- 4n)+ M45 n=O, 

1 n [(2121 + 2131) - 2 (2131-1- 2141) + (2141 + 2150J + ~ (23 -I- ffi4) + 
-I-M12n+M~3 (1- 4n)+M34 (4 + 6 n)-I-
-I- M45 (1 - 4 n) -I- M..,6 n = ° , 

6 . 
1 n [(21/ -I- 2141) - 2 (21/ -I- 2151) -I- (2151 -I- 21e l)J -I- 12 (24 -I- ffi5)-I-

+ M23 n-l-M34 (1- 4n) + M45 (4 -I- 6 n)-I-
+ M56 (1 - 4 n) -I- M67 n = 0, usw. 

Je kleiner c bzw. n ist, desto mehr nahern sich die StUtzen den 
starren; n = ° liefert sofort die bisherigen Clapeyronschen Glei· 
chung en. 

In praktischen Fallen darf man bei n < etwa 0,025 die Stiitzen 
als starr betrachten. 

Zahlenbeispiel naeh Bild 441. Sieben gleiehe Unterziige, dureh I 16 von 
400 em Lange gebildet, iiber deren Mitte der Haupttrager lauft. Somit ist 

1·l3 1.4003 

c= EJ.48 =2150000.935.48 =0,000663. 

Fiir den Haupttrager von I 30 ist 1 = 500 em, J = 9800 em., somit 

=6E~= 6·2150000·9800·0,000663 =0672 
n l3 5003 ' • 

Bild 441. Der durehlaufende Trager auf elastisehen Unterziigen. 

Die Belastung besteht aus einer Einzellast von 1000 kg auf d em zweiten 
Felde im Abstande 0,25 1 bzw. 0,75 1 von den Stiitzen. Demnaeh ist 

Ferner ist 
1]121= 750 kg und 1]1/ = 250 kg; aIle andern 1]1 sind Null. 

22 = 1000 l25~375 (500+ 125)=4880000000, 

lRg = 1000 12\375 (500 + 375) = 6840000000, 
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alIe anderen .2 und ffi sind Null, ebenso die Kragarmmomente. Die Beiwerte 
der M sind 

1-4n= 1-4·0,672= -1,688, 
4+ 6 n= 4+ 6·0,672 =+ 8,032. 

Die Gleichungen lauten somit 

500·0,672 [- 2·750 + 250J} 
+ _6_.6840000000 + 8032 M12 -1,688 M21 + 0,672 M34 ••••••• 

500 2 

500.0,672 [750 - 2· 250J } 
+ ~.4880000000 -1,688 M12 + 8,032 M 23 -1,688 M34 + 0,672 M45 • 

500 2 

500·0,672 [250J . . + 0,672 M12 - 1,688 M 23 + 8,032 MS4 - 1,688 M 45 +O,672 MM = 0 
O· . + 0,672 M 23 - 1,688 M34 + 8,032 M45 -1,688 M56 = 0 

............. + 0,672 M34 -1,688 M 45 +8,032 M56 = 0 
oder 

+ 8,032 M12 - 1,688 M 23 + 0,672 M34 • • • • • . • • • • • • - 255 840 = 0 
- 1,688 M12 + 8,032 M 23 - 1,688 MS4 + 0,672 H45 •••••• + 201120 = 0 
+ 0,672 M12 - 1,688 M 23 + 8,032 M34 + 1,688 M45 + 0,672 M5G + 84000 = 0 

+ 0,672 M 23 - 1,688 M34 + 8,032 M45 - 1,688 M56 • • • + 0 = 0 
+ 0,672 MS4 - 1,688 M45 + 8,032 M56 • • • + 0 = O. 

Dber die zahlenmaBige Berechnung dieser Gleichungen s. S. 274; die 
Losungen sind 

M12=+ 28596, M23 = - 22688, M34 = - 18064, M45 =-1653, 

I 
A=+1ti7 

M=O 

M56 = + 1164 kgcm. 

I I I I 
'fenkungen u. 1(ebungen in elf? I 
I tio-0 ... ,0_'22 __ -:+ 0,001 

t t 

I 
+2'1 

-1806IJ 

I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

-'165J 

Bild 442. Die M-Linie und elastische Linie hierzu. 

Damit berechnen sich nach S. 191 die Auflagerkrafte 
J _ 28596 

.<.&01 - ----goo 

I 
I 
~001 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

60 
I 
I 
I 
+~f1 
Okgcm 

=+ 57kg, 

+ 0-28596 +-22688-28596 =750- 57-103=+590k 
A12 = 750 --500-- 500 g, 
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.A. = 250 +28596 + 22688 + -18064+ 22688 =250+103+ 
3 500 500 9=+362kg 

.A3• 
__ - 22688+ 18064 + -1653 + 18064 

500 5uO 9+33 =+ 24kg, 

.A45 = - 180~~: 1653 + 116\tO 1653 =_ 33+ 0 

+ 0-1164 
500 

=0-2 

33kg, 

2kg, 
-1653 -1164 

500 
+1164 

500 
=+ 2kg. 

Probe: 
Nach unten wirkt 1000 + 33 + 2 = 1035 kg, 
nach oben wirkt 57 + 590 + 362 + 24 + 2 = 1035 kg . 

Die Auflagersteilen des Tragers (die Mitten der Unterziige) senken sich um 
y = 0,000663 .A cm; bei negativen .A tritt Hebung ein. 

Bild 442 zeigt die M-Linie, die .A und die elastische Linie. Die schwach 
strichierte M-Linie in gleichem MaBstabe dargesteilt, gilt fUr den durchlaufenden 
Trager unter Annahme starrer Stiitzen. Der erhebliohe Unterschied beider 
M- Linien zeigt deutlich, daB in solchem Faile die Naohgiebigkeit der Stiitzen 
trotz der erhOhten Rechenarbeit unbedingt zu beriicksichtigen ist. 

Der dnrchlaufende Trager fiir wechselnde Tragheitsmomente. 
Die J seien innerhalb eines Feldes unveranderlich, aber von Feld 
zu Feld wechselnd, also Ji fiir Feld li' Jk fiir Feld lh. Die Stiitzen 
seien starr. Damit lautet Gl. (1) und (2) auf S.176 

6 Eakik = 5k (2 Mil< + Mkl) + 16J ffi", 
k k I< 

6Eaik= J. (2 M'I< + Mhi) + l.6J . ,~.\. 
• • • 

Das liefert mit ap + al<ik = 0 

li + ( li 1k) + ll< + 6 + 6 
MhiJ; 2M;1< :1;+:7;. Ml<zJI< ~Ji 2; 1l<JI< ffik=O. 

Man fiihrt nun ain beliebiges Tragheitsmoment Jo ein (zweck
maBig das groBte aller wirklichen J), multipliziert diese Gleichung 
mit diesem Jo und erhalt 

M .1Jo+ M. (lJQ+~JO)+M lkJO+6Jo~2.+6Joffi =0 
h. Ji 2.1< Ji JI< kl JI< liJi' ll<Jk I< 

oder mit J;: Jo = i, und Jk: Jo = i k 

l; (li lk) lk + 6 + 6 _ Mhi -;-+2Mik -;-+-;- +Mkz -;- 1--;-2; l---o-ffik-O 
~i ~; ~k ~k i ~i k ~k 
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Hieraus folgen die Gleichungen 

M01V1 +2M12 (V1 +v2) +M23 v2 +~£/ + ~lR2' =0, 
Vi V 2 

M12V2+2M23(V2+Va)+ M34 Va +~£2'+~lR8'=0, 
v2 Va 

M2a Va +2Ma4(Va+V4)+M45V4+~£a'+ ~ lR4' = ° 
va v4 

Hierin ist MOl das gegebene Kragarmmoment, das beim Fehlen 
des Kragarmes oder einer AuBenlast verschwindet; entsprechend gilt 
fur das letzte Moment Mno ' 

Diese Gleichungen konnen ohne weiteres zur Berechnung der, 
Stutzmomente dienen, 

Beispiel hierzu. Fur das auf S. 194 behandelte Beispiel Nr. 3 seien fUr 
die Felder 1, 2 und 3 die Trager I 24, 30 und 26 gewahlt. Somit ist 

Jl =4246, Jg =9800, Ja = 5744 em' 
und mit Jo = 9800 em4 

. 4246 
~l = 9800 = 0,438, i2 = 1,0, 

. 5744 
~a = 9800 = 0,586, 

Vl = 0~4~8 = 11,40, 
4,0 40 v2 =IO= , , , Va = 0,i~6 = 11,92, 

£/ = 0~3~2 = 208,0, 

£g' _ 21,5 _ 21 5 
-1,02 - " 

Hiernaeh die Gleiehungen 

ro' 20,5 205 
"'2 =I()2= " , 

ro , 100,0 291 0 
"'3 = 05862 = ,. , 

6 6 
- 2,0·11,40 + 2 Mlg (11,40 + 4,0) + M23 ·4,0 + 1140 ·208,0 + 4 0 ·20,5= 0, , . , 

6 6 
Ml2 ·4,0 + 2 M 23 (4,0 + 11,92) - 1,0·11,92 + 4 O' 21,5 + 11 92 ·291,0 = 0 , , 

mit den Losungen 
Mlg = - 3,19 und M03 = - 4,82. 

Die M-Linie hierzu wird in gleieher Weise me naeh Bild 438 gewonnen, 
nur sind an Stelle der fruheren Stutzmomente die jetzigen aufzutragen. 

Auch aIle andern rechnenden Verfahren lassen sich hier verwen· 
den, wenn man nicht mit den wirklichen Strecken l, sondern mit den 
umgerechneten Strecken V und den Werten £' und lR' arbeitet. 

Die Belastung des beliebigen Feldes l; durch die Einzellast P 
verlangt fiir die spatere Verwendung bei den EinfluBlinien eine ge
sonderte Behandlung. Zunachst ermittelt man die Festpunkte Lund R 
fur die ungerechneten v-Strecken nach Bild 443 durch Rechnung oder 
Zeichnung in gleicher Weise wie bisher fUr die l· Strecken und erhalt 
damit auf den v-Strecken die Abschnitte ), und e. Dann ist fUr be-
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liebige Belastung des Feldes 1; ent- Li Ifi 
sprechend den bisherigen Formeln nach - .. r-----<;y..::..-----"""I----r-. 

I i---}.-~,.., I S. 184 I 1 ~l >1 I 
i.E--
1 

;itt .... 'E J..'. 1 ... 1 
til 

I", IO l! I 10 ~ 
I :> ... ":>i 1 

IE Vi >1 

(Li) (fii) 

worin 
v;=l;:ii' 'iR:='iRi :ii 2 

,. Ii,. 
1 :--r~i)~ I 

-J(ll.i)---(ll.i)~ 
und f:iJ/ = f:iJi : ii 2 • r--(~i)~(S'i~ 

Fiir Last P im Abstande a 1; und 
fJ 1i von den Stiitzen hi und ik ist 

i'E'--li "'I 

Bild 443. Die Festpunkte auf den 
Vi - und l,- Strecken fiir den durch
laufenden Tlager mit wechselnden J. 'iR; = P1i8 afJ (1 + fJ): 6 

und L;=P1i3 a fJ(1+a):6. 

Werden nun die l-Strecken nach Bild 443 im gleichen Verhaltnis 
wie die v-Strecken durch die Festpunkte (L) und (R) au£geteilt. dann 
gilt fiir die Stecken (Ai)' (A/), (ei) und (en 

Ai: A: = (Ai): (A/), ei: e/ = (ei): (e/), 
(Ai) (AD (ei) (e/) 1; . --=-, =-=-,=-=t;, 
Ai Ai e; ei vi 

woraus 
(A;) = Ai ii' (A/) = A: ii' (ei) = e; ii' (en = e; i; . 

Damit £olgt 

6P l/afJ(l+fJ) 6~2 -1;3 a fJ(1+a) 61. ((e;/) 
- ~ ~~ 

Mhi - - IT (A:) (ei) 
ii 2 (Ai) - (e/) 

afJ (1 + fJ) - afJ (1 + a) ~~7) 
. - P1i (A/) (ei) 

(A;) - (e;') 

= _ Pl. afJ (1 + fJ) (Ai) (e/) - afJ (1 + a) (Ai) (ei) = 
, (() (e/) - (Ai) (ei) 

= P [- a fJ (1 + fJ) (Ai) (e/) + a fJ (1 + a) (Ai) (ei )] 
(C;) (Ci ) 

und in gleicher Weise 

Mik = P [ - a fJ (1 + a) (Ai(C~ei)J + afJ (1 + fJ) (Af,~eJ2] , 
worin 
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Man erhalt somit fiir die Stiitz- und Lastpunktmomente dieselben 
Tafeln wie nach S.188, aber mit den Werten (l), (A' ) , (e) und (e') 
statt der bisherigen Werte l, A', e und e'. 

Vber Anwendung dieser Formeln und Tafeln s. S. 299. 

4. Zusammengesetzte Biegestabgebilde. 
Die bisher behandelten einfachen Stabgebilde lassen sich in be

liebiger Weise zusammensetzen und liefern maschinen- oder bau
technisch wichtige FaIle. Sie sind stets mehrfach statisch unbestimmt 
und verursachen dementsprechend umfangreiche Rechnungen. 

Der biegnngsfeste Stabzng mit Einspannnng. Mehrere Stabbogen 
seien unter sich und mit den Stiitzen biegungsfest verbunden und 

die Stiitzen seien im Boden ein
gespannt; BiId 444 zeigt einen 
solchen vierfeldrigen Stabzug. 
Wie bisher schon an einigen 
Stellen angedeutet, besteht weit
gehende Freiheit in der Wahl 
des statisch bestimmten Grund
systems und der daraus folgen
den statisch Unbestimmten. Bei
spielsweise kannte die Mittel
stiitze nach BiId 445 eingespannt 
bleiben und die andern vier 
Stiitzen durchschnitten werden; 
an den Schnittstellen treten dann 
je drei Unbestimmte auf, nam
lich eine Langskraft, eine Quer
kraft und ein Moment, zusammen Elld 444-446. Der biegungsfeste Stabzug 

mit Einspannung. also 4 x 3 = 12 Unbestimmte, 
die so zu ermitteln sind, daB 

die Schnittstellen nicht klafl'en und die elastische Linie an diesen 
Stellen keinen Knick erhalt. Oder man konnte durch Einfiihrung 
von 12 Gelenken nach Bild 446 einen fortIaufenden Dreigelenkstab
zug gewinnen; die 12 statisch unbestimmten Momentenpaare waren 
dann so zu ermitte1n, daB an diesen Stellen der Knick in der 
elastischen Linie verschwindet. 

Aus den auf S. 271 genannten Griinden wiirden diese Annahmen 
unbequem aufzustellende und zu lasende Elastizitatsgleichungen ver
ursacben. Daher solI das statiscb bestimmte Grundsystem so gewahlt 
werden, daB die Lasten und besonders die statisch Unbestimmten 
auf kiirzestem Wege in den festen Boden geleitet werden. Allgemeiner 
ausgedriickt; Die statiscb Unbestimmten sind so zu wahlen, daB sie 
maglichst kleine Stabteile beeinflussen. 

Zu diesem Zwecke scbneiden wir den Stabzug nacb BiId 447, so 
daB fiinf eingespannte Stiitzen mit ausragenden Stabstiicken entstehen. 
An jedem Schnitt treten drei statiscb Unbestimmte auf, namlich 
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Xl X 4 X 7 XIO als Horizontalkrii.£te (als Druck angenommen), Xl! X5 Xs Xu 
als Vertikalkrafte und Xs X6 X9 Xl2 als Momente, die so zu bestimmen 
sind, daB an den Schnittstellen kein Klaffen in wagrechter und in 
senkrechter Richtung und kein Knick in der elastischen Linie ent
steht. Ein Stabzug mit n Feldern ist demnach 3n-fach statisch un
bestimmt. 

Die fortgesetzte Anwendung des Falles 12 liefert die Ansatze 

f ~'~--! ds + Xl I SJJ\IDlI ds + X 2 f IDl\IDl...! ds + Xs f IJ!\IDls ds + ... = 0, 

f M'IDl2 d + X IIDl2 IDlI d I fIDl 2 9R2 f IDl2 IDls -~-. - S 1 -i-- S--r- X2 -C- ds +Xs -~-. -ds+···=O 

usw. 

Hierin geIten die M' fiir die Belastung, die IDll fiir Xl = 1, die 
IDl2 fiir X 2 = 1 usw. Das unveranderliche E ist gestrichen und wie 
beirn einfachen Rahmen sind statt der J deren VerhaItnisse i = J: J o 
eingefiihrt, worin J o einen beliebigen Wert bezeichnet. 

BiId 447. Der biegungsfeste Stabzug mit Einspannung. 
Grundsystem und statisch Unbestimmte. 

Die Wahl der Schnittstellen und der statisch Unbestimmten hat 
nun den Vorteil, daB sich die einzelnen IDl nur iiber kleine Stabteile 
erstrecken und daher eine groBe Anzahl der Belastungswerte (das sind 
die ersten Glieder) und der X-Beiwerte verschwinden, was eine be
deutende Vereinfachung der Gleichungen bedeutet. Die IDl1 , 9R2 
und IDls erstrecken sich iiber die Stiicke a b und bed, die IDl4' IDl5 
und IDl6 iiber de e und e fg usw. Die Gleichungen erhaIten somit die 
Form der Tafel 15 oder in abgekiirzter Schreibweise die der Tafel 16. 

Hierin ist zur Abkiirzung 

[1.2J = I~l)\IDl...! ds, [M'.1]= fM'i~dS usw. 

gesetzt und die Belastungswerte sind aus praktischen Griinden rechts 
angeschrieben. Die Zeiger iiber den Rechtecken bedeuten fiir die 
innerhalb der Rechtecke liegenden Werte die Streck en, iiber welche 
zu integrieren ist. Zu beachten sind ferner noch die Gleichheiten 
[1·2]=[2·1], [3·2J=[2·3] usw., allgemein [i·k]=[k.i]. Samtliche 
Beiwerte der X sind nicht von der Belastung, sondern nur von der 
Stab form und der J -Verteilung abhangig, geIten also fiir beliebige 
Belastung. 
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Xl X. Xa 

1·1 1.2 1·3 
2·1 2·2 2·3 
3·1 3·2 3·3 

4·1 4·2 4·3 
5·1 5·2 5·3 
6·1 6·2 6·3 

1 

1 

Statisch unbestimmte ebene Gebilde. 

Tafel 15. Schema der Elastizitatsgleichunge 

a b und bed e d 

Xl [1.1] + X. [1.2] +Xa [1·3] + X. [1.4] + X5 [1.5]+ X6 [1·6] 
Xl [2.1] + X. [2.2] +Xa [2·3] + X.[2.4]+ Xs [2""j+ X6 [2.6] 
Xl [3. Il+X. [3.2l+Xa [3.il] + X4 [3·4l+X5[3·5 +X6[3·6] 

de dee und e f g 

Xl [4·1l+ X. [4'~l+ Xa [4·3] + X4 [4.4] + X5 [4.5l+X6 [4.6] + 
Xl [5.1l+X.[5.2l+Xa[5·3] + X.[5·4]+Xs [5.5l+X6[5·6] + 
Xl [6·1l+X.[6.2] +Xa[6.3] + X.[6.4j+X5 [6.5l+X6[6.6J + 

gf 

Tafel 16. Dasselbe in abgekiirzter Schreibweise. 

X4 X5 X6 X, Xs X9 X10 Xu I X12 
Belastungs-

werte 

1·4 1·5 1·6 M'·l 
2·4 2·5 2·6 M'·2 
3·4 3·5 3·6 M'·3 

4·4 4·5 4·6 4·7 4·8 4·9 M'·4 
5·4 5·5 5·6 5·7 5·8 5·9 M'·5 
6·4 6·5 6·6 6·7 6·8 6·9 M'·6 

7·4 7·5 7.61 7·7 7.81 7·9 7·10 7·11 7·12 M'·7 
8·4 8·5 8·6 8·7 8·8 8·9 8·10 8·11 8·12 M'·8 
9·4 9·5 9·6 9·7 9·8 9·9 9·10 9·11 9·12 M'·9 

1 1 

1 10 . 7 10·8 10.9110.10110.11 10·12 M'·10 
[11.7 11·8 11·9 11·10 11·11 11·12 M'·ll 
12.7 12·8 12·9 12·10 12·11 12·12 M'·12 

Aus den genannten Beiwertengleichheiten folgt eine Symmetrie der 
Beiwerte zu der durch fette Ziffern hervorgehobenen Diagonale 
[1·1], [2·2] ... [12 ·12], so daB nur die Halfte aller Beiwerte aus
zurechnen ist. Auf diese fiir die zahlenmaBige Berechnung sehr 
wichtige Eigenschaft der Elastizitatsgleichungen kommen wir spater 
auf S. 269 nochmal ausfiihrlich zuruck. 

Hiernach behandeln wir als Beispiel einen zweischiffigen Rahmen
binder mit zunachst noch ungenannter Belastung. Bild 448 zeigt das 
System und die J, je unveranderlich innerhalb der betreffenden 
Btrecken; Bild 449 zeigt die statisch Unbestimmten. In die Rechnung 
sind die Werte ic=Jc:Jo' ie=J,:Jo usw. einzusetzen, worin Jo 
.einen beliebigen Wert darstellt. Dber die V orzeichen aller Biege-
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fur den vierfeldrigen eingespannten Stabzug. 

+ 
+ 
+ 

+ 
+ 
+ 

abed 

+ [M'.l] =0 
+ [M'.2] =0 
+ [M'.3] =0 

fg deefg 

X, [4·7]+ Xs [4·8] + Xg [4·9] + [M' ·4] =0 
X7 [5·7]+ Xs [5·8] + Xg [5.9J + [M'·5] =0 
X7 [6·7]+Xs[6·8] + Xg [6·9] + [M'· 6] =0 

g fh und hi k ik gfhik 

X7 [7·7] + Xs [7·8] + Xg [7.9] + X10 [7.10] + Xu [7 ·11] + XiS [7. ]2] + [M'· 7] =0 
X, [8·7]+ Xs [8.8] + X9 [8· 9] + X10 [8·10] + Xu [8.11] + XiS [8· 12] + [M'.8] =0 
X, [9· 7]+ Xsf9·8] + Xg [9·9] + X10 [9.10]+ Xu [9 ·11] + XiS [9 ·12] + [M'.9] =0 

ki kil und lm ki lm 

momente sind stets Vereinbarungen zu treffen. Man betrachtet zu 
diesem Zweck die einzelnen Portale, wofur die M' nnd [R positiv 
seien, wenn die auf den in 
Bild 450 punktierten Stabseiten 
negative Biegespannungen, also 
Druck, erhalten. Fur das den 
beiden Portalen angehorende 
Stuck f gelten demnach wech
selnde V orzeichen, je nachdem 
das linke oder das rechte Por
tal gemeint ist. Bild 448. Zweifeldriger Rahmenbinder. 

G 

I 
h 

~~l 
BiId 449. Grundsystem und statisch Unbestimmte. 

r::CJ . . . . 
i 1 

Bild 450. Zur V Otzeichen
regel der Momente. 

Es solI in diesem Beispiel gleichzeitig der Wert einer sohematisoh 
durchgefiihrten Rechnung gezeigt werden, die bei Einzellasten und 
geradstuokigen Gebilden stets durohfiihrbar ist und bei groJ3eren 
Au£gaben die Sioherheit und Ubersiohtliohkeit der Rechnung erheb
Hoh fOrdert. 

Uno I d, Statik f. Maschineningenieure. 14 



210 Statisch unbestimmte ebene Gebilde. 

Tafel 17. Zusammenstellung der Stablangen, i und Wl. 

Stablange c 

I 
e 

I 
f I g 

I 
m 

I 
m I h 

J -V erhiltnis ic .ie if I ig im im I ih I 
EIE IG Stabstiick A B B D C DID F F G H 

Wll f d d 0 ±f 0 
Wlg a a a 0 
Wl3 1 1 1 1 ±l ±l 
Wl4 =Fl =Fn n k k 0 0 k k l 
Wl5 l=Fb =Fb b b b 0 

I 
0 -b -b -b 

Wl6 =Fl =Fl 1 1 1 1 1 1 1 

Tafel 17 enthalt eine Zusammenstellung der IDe fiir die Stab
stiicke A B, B D usw., sowie die Stablangen und deren i. Fiir z. B. 
Stab A B ist fiir Xl = 1 bei A IDe1 = 1 . fund bei B IDeI = 1· d usw. 
Die IDe fiir das Stiick OD = f haben zwei Vorzeichen; die oberen 
geIten fiir das linke, die unteren Iiir das rechte Portal. 

Hieraus folgen unter Benutzung der schon wiederholt gebrauchten 
Formeln 

k 

f IDeI \I ds = ! (IDe12• + IDeI i IDen + IDelk) und 

k 

f IDeI IDe';! ds = ! (IDeI i IDe\! i + ~ (IDeli IDen + IDeI k IDe2 i) + IDeI k IDe21<) 
i 

usw. die nachstehenden, von der Belastung unabhangigen Beiwerte 
[1 . 1], [1· 2] usw. Beim Stiick 0 D ist folgendes zu beachten: Fiir 
die Beiwerte der auf das linke Portal beziiglichen ersten drei 
GIeichungen, deren linke Ziffer 1, 2 oder 3 ist, gelten die oberen, 
fiir die auf das rechte Portal beziiglichen mit der linken Ziffer 4, 5 
oder 6 gelten die unteren Vorzeichen. Man erkennt aber sofort, daB 
das Ergebnis dasselbe ist, wenn man nur mit den oberen oder mit 
den unteren V orzeichen rechnet. 

1 
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c e· r [3.3]=-.3+-.3+-.3 
3~c 3~e 3~f 

[3.4] =L(-l- ~(n+l)-n) 
3 ~f 2 

[3.5] =L(~b- ~(b+b) -b) 
3lf 2 

[3.6] =L(-l-~(l + 1)-1) 
3 ~f 2 

[4.4] =L (l2+ln+n2)+~(n2+nk+k2)+~k2+ 
3~ 3~ 3~ 

+!';- k2 + ~ (k2 + kl + l2) 
3lm 3lh 

4.5J = L(lb+'!'(lb+nb)+nb) +~ (nb+.!.(nb+kb)+kb)+ 
3lf 2 3 ~g 2 

+~kb+~(-kb)+~ (-kb- ~ (kb+lb)-lb) 
3~m 3~m 3lh 2 

[4.6] ={i, (l+{- (l +n)+ n) + 3gig (n+ ~ (n+k)+k) + 

+;; (k + ~) + 3~ (~+ k) + :i (k + ~ (k + l) + l) 
m ", h 

[5.5] = L 3 b2 + ~ 3 b2 + ~ b2 + ~ b2 + ~ 3 b2 
3lf 3~g 3~m 3lm 3lh 

[5·6]= :~(b+ ~(b+b)+b)+tig(b+ ~(b+b)+b)+ 
+ ~ (b +~) + ~ (- ~ - b) + ~ (- b - ~ (b+b)-b) 

3lm 2 3lm 2 3 lh 2 

f g. m m h [6.6] =-3.3+-3.3+-3. 3+-3. 3+g:-3. 
If ~g ~m lm ~h 

Zahlenbeispiel. Hierzu Zahlentafel 18 S.214. Tafel a) zeigt die Ab
messungen und die i-Werte. 

Die damit gerechneten Beiwerte [1 ·1] , 
[1.2] usw. sind in nachstehenden Gleichungen 
der Tafel c) eingetragen. (Ob es bei prak
tischen Anwendungen zweckmiiBiger ist, 0.6 I 

diese Beiwerte wie hier zuerst algebraisch K 3,1 0 
und dann zahlenmaBig oder sofort zaMen- '83,1 J 3,1 

1,2 0.60,6 U 

8 maBig zu ermitteln, hangt von dem jeweili- ¥ 6 

gen Fall ab.) ~1I~~~~C~~~~8'@H~ 
Als Belastung sei Schneelast ange- Y/, ;,; 

nommen, die sich duroh die Pfetten als Bild451. Die Belastung des Binders. 
14* 
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Einzellasten auf den oberen Rahmenstaben absetzen, s. Bild 451. Tafel b) ent
halt samtliche IDl und die M' fUr die bisherigen Stabpunkte und fiir die 
Zwischenpunkte J, K usw. und liefen die in den Gleichungen der Tafel c) auf
genommenen Belastungswerte [M'· 1], [M'· 2] usw. Auch hierfUr gilt das beziig
lich der Vorzeichen weiter oben Bemerkte. 

Bild 452. Die M-Linien. 

Bild 453. Die Formanderung. 

Bild 454. ZUl' Berechnung der Langskrafte. 

Die nach dem GauBschen Verfahren (s. S.270) gewonnenen Losungen sind 
in Tafel d) zusammengestellt und !iefern fUr die Punkte A, B usw. die end
giiltigen Biegemomente 

M =M' + IDll Xl + IDlz X2 + ... + 9)(6 X6 , 

die mit Benutzung der Tafelwene b) in Tafel e) zusammengestellt sind. 
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Bild 452 zeigt die endgiiltige M-Linie, Bild 453 die ungefahre elastisohe Linie. 
Die Langskrafte werden nach Bild 453 von den Sohnittstellen aus berechnet 

und liefern mit 
IX = 12 0 30', sin IX = 0,2165, cos IX = 0,9763, 
{J = 18 0 30', sin {J = 0,3173, oos P = 0,9483 

die N nach Tafel f). 

Der Symmetriefall des eingespannten Stabzuges. Liegt ein nach 
Form und J -Verteilung symmetrisches Gebilde vor (bei gerader 
FeIderzahI bildet die Mittelstiitze stets eine Lotrechte), wobei aber 
die Belastung zunachst unsymmetrisch sei, dann fiihrt eine kleine 
Anderung in den statisch Unbestimmten auf erhebliche Vereinfachung 
der Rechnung. Wir wahlen die Reihenfolge und Richtung der statisch 
Unbestimmten streng symmetrisch zur Mitte des Gebildes und er
halten bei z. B. vier Feldern die in Bild 455 dargestellten Unbe
stimmten. Fiir die Vorzeichen gelten die sofort auf beliebige Felder
zahl anwendbaren RegeIn des vorigen Beispiels. 

i,H 
o ?@},~~~ 

Bild 455. Die statisch Unbestimmten beim vierfeldrigen symmetrischen Rahmen. 

In dem zunachst nach Tafel 15 S. 208 lautenden Gleichungsschema 
treten wegen der Symmetrie die Gleichheiten IDll = IDl12 , IDl2 = IDlll 
usw. auf; daraus folgen die weiteren Gleichheiten [1·1] = [12 ·12], 
[1· 2] = [12 ·11], [2·3] = [11·10] usw. Die Folge hiervon ist eine 
Symmetrie der Beiwerte in bezug auf beide Diagonalen im Schema 
S.208, so daB jeder Beiwert viermal vorkommt. Es entsteht somit 
bei vier Feldern nachstehendes Gleichungsschema. Dagegen besteht 
bei der zunachst vorausgesetzten Belastungsunsymmetrie zwischen 
den Belastungswerten keinerlei Symmetrie. 

Xl X2 I Xa X, I X5 X6 X7 Xs Xg X10 Xu Xu 

1·1 1·2 1·3 1·4 1·5 1·6 I M'·l 
1·2 2·2 2·3 2·4 2·5 2·6 M'·2 
1·3 2·3 S·s 8·4 3·5 3·6 M'·3 
1·4 2·4 3·4 4·4 4·5 4·6 4·7 4·8 4·9 M'·4 
1·5 2·5 3·5 4·5 5·5 5·6 5·7 5·8 4·8 M'·5 
1·6 2·6 3·6 4·6 5·6 6·6 6·7 5·7 4·7 M'·6 

4·7 5·7 6·7 6·6 1l·6 4·6 3·6 2·6 1·6 M'·7 
4·8 5·8 5·7 5·6 5·5 4·5 3·5 2·5 1·5 M'·8 
.J·9 4·8 4·7 4·6 4·5 4·4 3·4 2·4 1·4 M'·9 

3·6 3·5 3·4 S·s 2·3 1·3 M'·10 
2·6 2·5 2·4 2·3 2·2 1·2 M'·l1 

i I 1·6 1·5 1·4 1·3 1·2 1·1 M'·12 
(Fortsetzung s. S. 216. ) 
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a f g 

Zahlentafel 18 zum Zahlenbeispiel 

a.) Die Abmessungen in m 

h n 

9,0 6,0 4,0 2,0 9,3 6,0 2,0 8,0 4,0 

b) Zusammenstellung der IJR und M' 

Stablange 4,0 3,1 
I 

3,1 

I 
3,1 

I 
6,0 

J -V erhaltnis 1,0 1,0 
1 

1,0 1,0 I 5,0 

Stabstiick A B B J J K K D C D 

IDll 6,00 2,00 2,00 1,33 1,33 0,67 0,67 0 ±6,00 0 
IDl2 9,00 9,00 9,00 6,00 6,00 3,00 3,00 0 
IDla 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 ± 1,00 ±1,00 
IDl, =F 10,00 =F 4,00 
IDlo =F 6,00 =F 6,00 
IDlo =F 1,00 =F 1,00 
M' - 16,20 - 16,20 -16,20 -7,20 -7,20 - 1,80 1- 1,80 0 I ±7,20 ±7,20 

c) Die Elastizitatsgleichungen. 

Xl I 
X2 I 

Xg X, 
I Xo Xo 

I 
+28,9 + 96,1 + 199,8 - 28,8 - 21,6 - 3,6 - 311,8 

+ 199,8 570,0 +77,8 -935,0 
28,9 77,8 14,5 - 8,4 - 7,2 - 1,2 -109,2 

- 28,8 - 8,4 + 137,7 +23,5 -154,9 
- 21,6 - 7,2 +166,0 0 
- 3,6 - 1,2 I + 23,5 + 7,5 - 34,6 

d) Die Losungen. 

Xl 

+0,835 + 1,704 -2,730 +0,792 -0,009 +2,120 

e) Berechnung de 

Stiitze Dachstabe Stiitze 

A B B I J J I K K D C I D 

IDll Xl = + 5,010 + 1,670 
I 

+ 1,670 + 1,111 + 1,111 + 0,559 +0,559 0,000 ±5,010 O,OOC 
IDlg X 2 = + 15,336 + 15,336 + 15,336 + 10,224 + 10,224 +5,112 +5,112 0,000 
IDla Xa = - 2,730 - 2,730 - 2,730 - 2,730 - 2,730 -2,730 -2,730 -2,730 =F 2,730 =F 2,73C 
IDl, X, = =F 7,920 =F 3,168 
IDlo Xo = ±0,054 ± 0,054 
IDl8 Xo = I I =F 2,120 =F 2,12C 

M'= -16,2001- 16,200 -16,200 - 7,200 - 7,2001- 1,800 -1,80°1 0,000 ± 7,2001 ± 7,20C 

M= + 1,4161- 1,936 - 1,9361+ 1,405 + 1,4051+ 1,141 + 1,1411- 2,730 =F 0,5061 =F 0,764 
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des zweifeldrigen Binders S. 21l. 

und die i -W ene. 

1,c ie l 
1,0 1,0 [ 

if 

5,0 

fiir die Haupt- und Zwisohenpunkte. 

ig I im 

5,0 [ 3,0 3,0 

2,0 3,2 

I 

3,2 

F j 
3,2 ____ 3,2 ___ 1 

8,0 

5,0 3,0 3,0 3,0 3,°1 5,0 

D E E L I L F M M G G H 

I 
1 I 

I 
4,00 2,00 2,00 1,00 1,00 ° ° 1,00 1,00 2,00 2,00 10,00 
6,00 6,00 16,00 3,00 3,00 ° ° -3,00 -3,00 -6,00 -6,00 -6,00 
1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
-7,20 -7,201-7,20 -1,80 -1,80 ° ° -1,80 -1,80 . -7,20 [- 7,20 -7,20 

f) Berechnung der Langskrafte. 

Fiir Streoke [ 

AB N=+ 1,704- 0,6 -1,2 -1,2 -0,6 =-1,896 
B J N = - 0,835 oos a + (1,704 - 0,6 - 1,2 - 1,2) sin a = - 1,095 
J K N = - 0,835 oos IX + (1,704 - 0,6 -1,2) sin IX = - 0,836 
K D N = - 0,835 oos IX + (1,704 - 0,6) sin a = - 0,576 
CD N= -1,704-0,6 -1,2-0,6 =- 4,104 
DE N=-0,6-1,2-0,6 =-2,400 
EL N=-0,792cosP'-(0,6+1,2)sinp' =-1,312 
L F N = - 0,792 oos P' - 0,6 sin P' = - 0,938 
F M N = - 0,792 oos P' - 0,6 sin P' = - 0,938 
MG N=-0,79200sP'-(0,6+1,2)sinp' =-1,312 
G H N = - 0,6 - 1,2 - 0,6 = - 2,400 

endgiiltigen Biegemomente. 

Stiitze Daohstiibe Stiitze 

D 
/ 

E E L L F F M M 
/ 

G G I H 

1 1 1 1 
I 

+ 3,1681/+ 1,584 + 1,584 +0,792 +0,792 0,000 0,000 + 0,792 +0,792 + 1,584 + 1,584 +7,920 
- 0,054 - 0,054 -0,054 -0,027 - 0,027 0,000 0,000 + 0,027 +0,027 +0,054 +0,054 +0,054 
+ 2,1201+ 2,120 + 2,120 +2,120 + 2,120 + 2,120 + 2,1201+ 2,120 + 2,120 +2,120 + 2,120 + 2,120 
-7,200[- 7,200 -7,200[- 1,800 -1,80°1 0,000 0,000[- 1,800 - 1,80°1- 7,200 -7,200[-7,200 

- 1,9661- 3,550 - 3,5501+ 1,085 + 1,085 1+ 2,120 + 2,1201+ 1,139 + 1,1391- 3,442 - 3,4421+2,89 
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Die Doppelsymmetrie der Beiwerte hat nun fiir die rechnerische 
Behandlung der Gleichungen den V orteil, daB durch Addition und 
Subtraktion der 1. und 12., der 2. und 11. usw. Gleichung sechs 
neue Gleichungen mit den Unbekannten 

YI = Xl + X12 , Y2 = X 2 -1- Xu usw. 

und seehs neue Gleiehungen mit den Unbekannten 

Zl = Xl - X12 , Z2 = X2 -Xu usw. 

entstehen. 
endgiiltig 

Nach Auflosung dieser zweimal sechs Gleiehungen ist 

X =YI+Z1 
1 2' 

X =~+Z2 
2 2 usw. 

und 
X _Y1-Z1 

12 - 2 ' 
X =Y2~Z~ 

11 2 usw. 

Zweimal sechs Gleiehungen mit je sechs Unbekannten lassen sieh, 
wie spater dargelegt wird, rechneriseh viel schneller, bequemer und 
sieherer losen als 12 Gleichungen mit je 12 Unbekannten, und daher 
soUte di~ Symmetrie zwecks Erleiehterung der Rechnung stets aus
genutzt werden. 

Liegt auBerdem Belastungssymmetrie vor, dann besteht auch 
Symmetrie zwischen den Belastungswerten, d. h. der 1. ist gleich dem 
12., der 2. gleich dem 11. usw. Damit folgt Xl = X 12 ' X 2 = Xll 

usw. und von den beiden Gleichungsgruppen ist nur die erste anzu
schreiben und auszurechnen. 

Be ispiel hierzu nach Bild 456 fur P= 1 t und mit den Abmessungen 
a = b = c = e = 3 m, d = 6 m und i = 1 fiir aIle Stabe. 

;; 

E_-,-.-.t-, 
X XXl -J;rD 3 3 

B xln 
.4 X2 C 
~ 

X6 
As X8 

X7 
F X6 U ,(7 

H 

X'IX, F ,(11 

X5 X8 x~.-¢~ 
X11 

M 
o ~ 0 

Bild 456. Schema und statische Unbestimmte zum Zahlenbeispiel. 

Hierzu Zahlentafel 19 S. 218. 
Nach AufsteIlung der Tafel a) folgen die Gleichungen der Tafel b), die in 

die beiden Gleichungsgruppen der Tafel c) zerfallen. Diese Hefem die Zwischen
losungen nach Tafel d) und die statisch Unbestimmten selbst nach Tafel e). 
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Die endgiiltigen M und N sind in BUd 457 eingetragen, worin die ein
gekIammerten Werte die Vingskriifte bezeichnen. 

Bild 457. Die M-Linien und Langskriifte. 

Bei ungerader Felderzahl verursacht die verlangte symmetrische 
Anordnung der Unbestimmten einige Unbequemlichkeiten. Dem 
Bild 458 mit drei Feldern und neunfacher Unbestimmtheit ent
sprechen zunachst nachstehende neun Gleichungen in der bisherigen 
symbolischen Schreibweise: 

Bild 458. Die statisch Unbestimmten beim dreifeldrigen symmetrischen Rahmen. 

Gleichg. 
Xl X 2 Xa I X4 X" Xij X, Xs Xo Nr. 

1 1 ·1 1·2 1·3 
I 

1·4 1·5 1·6 M'·l 
2 2·1 2·2 2·3 2·4 2·5 2·6 M' ·2 
3 3·1 3·2 3·3 I 3·4 3·5 3·6 M'·3 i 
4 4·1 4·2 

I 

4·3 I 4·4 4·5 4·6 4·7 4 ·8 4·9 

I 
M'·4 

5 5·1 5·2 5·3 5·4 5·5 5·6 5·7 5·8 5·9 H·5 
6 6·1 6 ·2 6·3 i 6·4 6·5 6·6 6·7 6·8 6·9 M'·6 

7 

I I I 

7·4 

I 

7·5 

I 

7 ·6 

I 

7·7 

I 

7·8 

I 

7·9 H·7 
8 8·4 8·5 8·6 8·7 8·8 8·9 M'·8 
9 9·4 9·5 9·6 9·7 9·8 9·9 H·9 

(Fortsetzung 8. S. 219.) 
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Zahlentafel 19 zum Zahlenbeispiel des Vierfachrahmens S. 216. 
a) Die lIn und M' fiir die statisoh Unbestimmten naoh Bild 456. 

Stab- a I e I b 1 d : b I e I a I c Hinge c c c 

-I I-I Stab-
.A BIB DI c D DElE FI G F IF HIH J J K J LIL stuok 

lInl c 0 o 0 ±c 0 1 

IDl2 a a a 0 0 0 
IDls 1 1 1 1 ± 1 ± 1 
lIn. =fd =fe e 0 0 0 ±d 0 
IDl5 =fb=fb b b b 0 0 0 
lIn6 =fl =fl 1 1 1 1 ± 1 ± 1 
IDl7 =fl=fl 1 1 1 1 ± 1 ± 1 
lIns 0 0 0 b b b ±b±b 
lIn9 =fd 0 0 0 o e ±e ±d 
IDlIO =fl=Fl1 1 1 

M 

1 
IDlu 0 0 0 a a a 
IDll2 0 =f C 0 0 o c 

M' -c 01 1 I 1 1 
b) Die Gleiohungen mit den Bei- und Belastungswerten. 

Xl Xs . Xa I X • X5 X6 X7 Xs X9 XIO I Xu I Xl2 

+18,0 +13,5 1 -13,51- 4,5 1 1 - 9,0 + 9,0 - 22,5 
+ 13,5 +36,0 + 13,5 -13,5 
+ 9,0 + 13,5 + 9,0 - 13,5 - 9,0 - 3,0 - 4,5 
-22,5 -13,5 +IU,O +54,0 +36,0 -18,0 - 72,0 0 
-13,5 - 9,0 + 54,0 +63,0 +22,5 0 
- 4,5 - 3,0 + 36,0 +22,5 +15,0 - 6,0 - 18,0 0 

- 18,0 - 6,0 +15,0 +22,5 + 36,0 - 3,0 - 4.5 0 
+22,5 +63,0 + 54,0 - 9,0 -13,5 0 

- 72,0 -18,0 +36,0 +54,0 +1",0 -13,5 -22,5 0 

I 
- 3,0 - 9,0 - 13,5 + 9,0 + 13,5 + 9,0 0 

+ 13,5 +36,0 + 13,5 0 

1 1 1 1- 4,5 - 13,51- 22,51+ 9,0 + 13,5 +18,0 0 

Die Symmetrie-Diagonalwerte sind fett hervorgehoben. 

c) Die beiden Gleiohungsgruppen. 

Xl +X12 I X 2+Xu XS+XIO I X,+X9 X5+Xs I X6+X? 

+18,0 + 13,5 + 9,0 -22,5 -13,5 - 4,5 - 9,0 
+ 13,5 +36,0 + 13,5 -13,5 
+ 9,0 + 13,5 + 9,0 -13,5 - 9,0 - 3,0 - 4,5 
-22,5 -13,5 +72,0 +54,0 + 18,0 0 
-13,5 - 9,0 +54,0 +63,0 +22,5 0 
- 4,5 - 3,0 + 18,0 +22,5 + 9,0 0 

Xl -X12 I X9-Xll I XS-XIO I X,-X9 I X5- X S X6-X? 

+18,0 + 13,5 + 9,0 -22,5 -13,5 - 4,5 - 9,0 
+ 13,5 +36,0 + 13,5 -13,5 
+ 9,0 + 13,5 + 9,0 -13,5 - 9,0 - 3,0 - 4,5 
-22,5 -13,5 +216,0 +54,0 +54,0 0 
-13,5 - 9,0 +54,0 +63,0 +22,5 0 
- 4,5 - 3,0 +54,0 +22,5 +21,0 0 
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(Fortsetzung der Zahlentafel 19.) 

d) Die ZwischenloBungen. 

Xl +X19 Xg+Xu I Xa+XlO X.+Xo X5 +Xs I X6+ X, 

+0,722 +0,167 I -0,168 +0,277 -0,164 I +0,161 

XI-XI9 Xg-XU Xa-XIO X,-Xo X5- XS X6- X, 

+0,545 +0,368 -0,527 +0,040 +0,048 -0,113 

e) Die LOBungen. 

Xl X5 X6 

+0,633 +0,267 -0,347 +0,U,8 -0,058 +0,024 

.x. X10 Xu Xu 

+0,137 +0,180 -0,100 +0.088 

(Fortsetzung von S.217.) 

Zwischen den Beiwerten besteb.en loIgende Beziehungen 

[1.1]=[9·9] 
[1.2] = [8.9] 
[1.3]=[7.9] 
[1.4]=[4-9] 
[1.5]+[5·9]=0 
[1·6]=[6·9] . 

[2.2]=[8.8] 
[2·3)=[7·8] 
[2.4] = [4.8] 
[2.5]+[5.8J=0 
[2.6]=[6.8] . 

[3.3] = 17: '71 
[3.4]=[4.7] 
[3.5] + [5 .7] = 0 
[3.6] = [6.7] 

AuBerdem gelten wie immer die Beziehungen 

[1.2]=[2.1], [1.3]=[3.1] usw. 

14.i]=O 
[6.5]=0 

Durch gegenseitige Addition und Subtraktion obiger 9 Gleichungen 
entsteht nachstehende Gruppe von 5 und von 4 neuen Gle.ichungen, 
deren Losungen sofort die endgiiltigen Unbestimmten Hefern. 

XI+Xo Xg+Xs Xa+ X• X, X6 

GI. 1 t Gl .. 9 1·1 1·2 1·3 1.4+9.4 1·6+9·6 M'.I=1=M'.9 
GI. 2 Gl.8 2·1 2·2 2·3 2.4=1=8.4 2.6+ 8·6 M'·2 M'·8 
Gl.3 Gl. 7 3·1 3·2 3·S 3·4 7·4 3.6+7.6 M'·3+M'·7 

Gl.4 4·1+4·9 4.2+4.8 4.3=1=4.7 4·4 4·6 M'·4 
Gl. 6 6.1+6.9 6·2+6.8 6·3 6·7 6·4 6·6 M'·6 

X1-Xo Xg-XS Xs-X. X5 

GI. 1- Gl. 9 1·1 1·2 1·3 1.5+1·5 M'·I-M'·9 
Gl.2-GI.8 2·1 2·2 2·3 2.5=1=2.5 M'·2-M'·8 
Gl. 3- GI. 7 3·1 3·2 3·3 3·5 3·5 M'·3-M'·7 

Gl. 5 5.1+5·1 5·2+5·2 5.3+5·3 5·5 M'·5 
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Der biegungsfeste Stabzug mit FnBgelenken. Sind die StiitzfiiBe 
nicht eingespannt, sondern nach Bild 459 mit FuBgelenken versehen, dann 
ist der Stabzug mit 1, 2,3, ... Feldern 1-,3-,5, ... -fach statisch unbestimmt. 
Das statisch bestimmte Grundsystem kann wie immer in verschiedener 
Weise gewonnen werden. Nach Bild 460 lOsen wir die mittleren 
Stiitzen yom Boden, bringen am rechten FuB ein Rollenkipplager an 
und gewinnen den durch Kippbolzen und Rollenkipplager gestiitzten 
Stabzug. Die statisch Unbestimmten sind dann Krafte zwischen je 

Bild 459 u. 460. Der .Stabzug mit FuBgelenken. 

zwei benachbarten FiiBen und lotrechte Krafte an den FiiBen; sie 
sind so zu bestimmen, daB keine Anderung der FuBabstande und 
keine H6henanderung der FiiBe eintritt. Hieraus folgt nachstehende 
Gleichungsgruppe. 

Xl X 2 I Xa X4 X5 I X6 X7 

1·1 1·2 l·S 1·4 
I 

1·6 M'·l 
2·1 2·2 2·3 2·4 2·5 2·6 2·7 M'·2 
3·1 3·2 3·3 3·4 3·5 3·6 M'·3 
4·1 4·2 4·3 4·4 4·5 4·6 4·7 M'·4 

5·2 5·3 5·4 5·5 5·6 5·7 M'·5 
6·1 

, 
6·2 6·3 6·4 6·5 6·6 

I 
6·7 M'·6 I 

I 7·2 7·4 7·5 7·6 7·7 M'·7 

Bei Stabsymmetrie (a ber Belastungsunsymmetrie) zerfallen diese 
Gleichungen infolge der Doppelsymmetrie der Beiwerte wieder in 
zwei jeweilig leicht aufstellbare Gleichungsgruppen. 

Sind wie in Bild 461 keine Stiele vorhanden, dann verschwinden 
nach Bild 462 weitere Wl und d~her weitere Beiwerte und es ent· 
steht nachstehendes Gleichungsschema. 
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Xl I 
X2 Xa 

1·1 1·2 
2·1 2·2 2·3 

3·2 a·3 
4·1 4·2 4·3 

5·2 
6·1 6·2 

I 
6·3 

7·2 

In dies em FaIle ist 
es aber zweckmaBiger, 
die Unbestimmten nach 
Bild 463 zu wahlen, 
wodurch nachstehendes 
Gleichungsschema ent
steht, das wegen der 
geringenAnzahl von Bei
werten leichter zu losen 
ist als das obige. 

I 

I 
X, 

I X6 I X6 

1·4 1·6 
2·4 2·5 2·6 
3·4 3·6 
4·4, 4·5 4·6 
5·4 5·5 

I 
5.·6 

6·4 6·5 6·6 
7·4 7·6 
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I X. 

M'·l 
2·7 M'·2 

M'·3 
4·7 M'·4 

M'·5 
6·7 M'·6 
7·7 M'·7 

BiId 461-463. Der Stabzug ohne Stiele. 

Xl X2 I Xa X4 I X5 I X6 X. 

1·1 1·2 M'·1 
2·1 2·2 2·3 2·4 M'·2 

3·2 3·3 3·4 M'·3 
4·2 4·3 4·4 4·5 4·6 M'·4 

5·4 5·5 5·6 M'·5 
6·4 6·5 6·6 6·7 M'·6 

7·6 7·7 M'·7 

Bild 464. Der durchlaufende krumme Trager. 

Liegen auBerdem die Punkte a, b... auf Rollenkipplagern, dann 
{lntsteht der durchlaufende krumme Trager nach Bild 464, der in 
Anlehnung an den geraden durchlaufenden Trager zu behandeln 1st. 
Man setzt als Unbestimmte nicht die Auflagerdriicke, sondern wie 
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dort die Stiitzmomente ein und gewinnt nachstehendes Gleichungs
schema von gleichem Aufbau wie bei den Clapeyronschen Gleichungen. 

Xl X 2 I Xs X. I X5 

1·1 1·2 M' ·l 
2·1 2·2 2 ·3 M' ·2 

3·2 3·3 3·4 .M'·3 
4·3 ~.~ 4·5 .M'·4 

5·4 5·5 M'·5 

Der Stockwerkrahmen. Der allgemeinste Fall des im Boden 
eingespannten Rahmens ist durch Bild 465 gekennzeichnet. Bild 466 
zeigt die Wahl der statisch Unbestimmten; der n-feldrige Rahmen 
ist demnach 3 n-fach statisch unbestimmt. Der Weg zur Gewinnung 
der 3 n Elastizitatsgleichungen geht aus den Skizzen sofort hervor 
und braucht hier nicht dargelegt zu werden. 

Bild 465 u. 466. Der Stockwerkrahmen. Bild 467. Der symmetrische 
Stockwerkrahmen. 

Fiir den Fall der Rahmensymmetrie. aber Belastungsunsymmetrie 
z. B. nach Bild 467 zerfallen die 9 Gleichungen in eine ' Gruppe von 
6 Gleichungen mit den Unbekannten Xl X3 X4 X6 X 7 X9 und eine 
Gruppe von 3 Gleichungen mit den Unbekannten X 2 X5 Xs . Liegt 
auBerdem Belastungssymmetrie vor, dann verschwinden die letzteren 
Unbestimmten. Das erinnert an den entsprechenden Vorgang beim 
einfachen eingespannten Rahmen nach S. 154. 

In allen Rechnungen seien die ffi1, M und M positiv, wenn die 
Stiele und Riegel so gebogen werden, daB der Kriimmungsmittelpunkt 
auBen bzw. oben Iiegt. 

Fiir den praktisch wichtigen Fall, daB nur Einzellasten an den 
Knotenpunkten angreifen, ergeben sich weitere bedeutende Verein
fachungen. 

Wirken nur Horizontallasten nach Bild 468, dann diirfen wir 
diese entsprechend dem Fall 12 a nach S. 144 je zur Halfte auf die 
links und rechts liegenden Knotenpunkte verteilen, s. Bild 469. 
Wegen der volligen Rahmensymmetrie erfolgen daher die Form
anderungen beider Rahmenhalften so, daB sich die Stabstumpfen 
links und rechts um dieselben Betrage nach rechts verschieben und 
die Endtangenten an den Stabstumpfen dieselbe Neigungsanderung 
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annehmen. Daher miissen sechs der statisch Unbestimmten, namlich 
die Langskrafte Xl X 4 X7 und die Momente Xa Xs Xo verschwinden, 
und es bleiben nur die Querkrafte X2 X5 X8 zu bestimmen. 

Po 

Bild 46tl u.469. Der symmetrische Rahmen mit wagrechten Knotenlasten. 

Auch der Fall der in beliebiger Richtung wirkenden Kriifte P l P2 P3 

nach Bild 470 laBt sich auf obigen zuriickfiihren, wenn die Stiele 
von Knotenpunkt zu Knotenpunkt geradlinig verlaufen, was wohl 
stets vorliegt. Zunachst wird P l nach Bild 471 in Komponenten in 
den Richtungen a und b zerlegt; Komponente Plb wird auf II tiber
tragen, diese mit P2 zur Resultierenden R2 zusammengesetzt und in 
Richtung c und d zerlegt; Komponente R 2d wird wieder von II auf III 
iibertragen, mit Pa zusammengesetzt usw. Somit sind die P l P2 P a 
nach Bild 472 ersetzt durch die in den Stab en wirkenden Druck
krafte Pl b' R2 d und Rst ' die das Gebilde sonst nicht beeinflussen, 
und die durch die Horizon~alkomponenten P l a' R2 c und Rs e' die 
nach obigem je zur Halfte auf die Knotenpunkte links und rechts 
zu verteilen sind. Am Schlusse der Rechnung sind nun in den sich 
ergebenden Stabliingskraften N Korrekturen anzubringen, indem diese 
willkiirlich vorgenommenen Kraftverschiebungen langs der Stabe 
wieder riickgiingig gemacht werden. 

Bild 470-472. Der symmetrische Rahmen mit beliebig gerichteten 
Knotenlasten. 

Hiernach lii/3t sich auch leicht der Fall behandeln, daB die P an 
den link en und rechten Knotenpunkten gleichzeitig angreifen. 

Vereinfachungen treten ein, wenn die Stiele geradlinig durchlaufen, 
weitere Vereinfachungen, wenn sie auBerdem lotrecht stehen. 
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Das allgemeine GIeichungsschema bei Rahmensymmetrie hat bei 
drei Feldern die Form 

Gleiohg. 
Xl 

I 
X 2 

I 
Xs X 4 I Xo X6 

I 
X? 

I 
Xs 

I 
X9 Nr. 

1 1·1 1·3 1·4 1·6 1·7 1·9 M'·l 
2 2·2 2·5 2·8 M'·2 
3 3·1 3·3 3·4 3·6 3·7 3·9 M'·3 
4 4·1 4·3 4·4 4·6 4·7 4·9 M'·4 
5 5·2 5·5 5·8 M'·5 
6 6·1 6·3 6·4 6·6 6·7 6·9 M'·6 
7 7·1 7·3 7·4 7·6 7·7 7·9 M'·7 
8 I 8·2 I 8·5 8·8 M'·8 
9 9·1 I 9·3 9·4 9·6 9·7 9·9 M'·9 

Bei Knotenpunktsbelastung ist also nur die zweite, fiinfte und 
achte GIeichung anzuschreiben und demzufolge sind nur die Un
bestimmten X 2 , X5 und Xs zu berechnen, weshalb von allen IDl-Werten 
nur die IDl2' IDl5 und IDls anzusetzen sind. 

Beispiel hierzu nach Bild 473. Trennung des Rahmens und 
der Last und Wahl der statisch Unbestimmten. nach Bild 474. 

I-E---ZS---j fJ-'. t i'.' 
La. ~ Za, 

P=1 • i, 

e dib1 ib If t ~ i3 1-. t~ 
lc C lc -,. 

--~~~ 

Bild 473. Bild 474. 
Rahmen zum Zahlenbeispiel. Die Unbestimmten hierzu. 

Berechnung der Wl und M'. 

J-
it i2 is ia ib ie Verh. 

Stab-
8 8 8 I 8 8 8 a I a b I b c 

\ 

c langen 

B EIB J TFIJ 
-----

Stab AD AH OF OK DE H J K F G I K L 

Wl2 0 8 8 -8-8 8 8 -8 -8 8 8 -8 -

Wl5 8 0 -8 8 8 -8 -8 8 8 -8-
8 

8 

Wls 

81 0 -8 0 
8 -8 8 8 -8 -8 

I 
b 

0 
b b f b f M' 

I I 
0-- "2 -2 -2 2 2 2 
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Hieraus die Beiwerte und Belastungswerte 

[ ] 2 8 2 I 2 a 2+ 2 b 2 I 2 c 2 2 ·2 =--8 -4----38 --38 -;---38 
i l 3 I ia 3 ib 3 I ic 3 ' 

[ J 2 b "+ 2 c " 2 . 5 = ~ - 38" --;- - 38" , 
lb 3 lc 3 

] 2 C" [] 2 8 2 I 2 b 2+ 2 c 2 [2-8 =~-38", 5·5 =~-8 T ~-38 ~-38, 
lc 3 $2 3 ib 3 lc 3 
2c 28 2c. 

[5.8] =~-382, [8.8J =~_82 + ~-382, 
lc 3. la 3 lc 3 . 

1M' .2] = 2 r ~ ~ (_ 8 b _ 8 b) + ~ _~ (_ 8 b _ 8 f + 8 b _ 8 f\)] , 
llb 3 4 2 lc 3 2 4 2 

[111'.5J =2 [~~ (~8 b _ 8 b) + ~ ~(_. 8 b _ 8 f+'!!!,_ 8f)] 
ib 3 4 2 ic 3· 2 4 2' 

[M'.8] =2 [~~(_ 8 b _ ~_b+!.l_ 8 f)-j' 
ic 3 2 4 2 _ -

Bild 475. Die M-Linien und die N (eingeklammert). 

Fur a = b = c = 8 = 1 ill und fur gleiche i aller Stabe folgen 
die Werte 

[2.2]=+6,667, 
[2. 8J = [8. 2J = + 2,000, 
[5.8J = [8.5] = + 2,000, 

[M'.2] = - 2,000, 

Uno I d, Statik f. Maschineningenieure. 

[2.5] = [5.2] = + 4,000, 
[5·5] =+ 4,667, 
[8. 8J = + 2,667, 

[M'.5] = - 2,000, 
[M'. 8] = -1,500 

15 
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und damit die drei Gleichungen 

+ 6,667 + 4,000 + 2,000 - 2,000 
+ 4,000 + 4,677 + 2,000 - 2,000 
+ 2,000 + 2,000 + 2,667 - 1,500 

mit den Losungen X 2 =+0,058, X 5 =+0,231, Xs =+0,346. 

Diese liefern die in Bild 475 
eingetragenen Maller Stabe; die 
eingeklammerten Zahlen sind die 
aus den X sofort zu ermittelnden N; 
beim zweiten Riegel ist zu beach-
ten, daB in Wirklichkeit nicht zwei
mal je 0,5 t, sondern 1 t nur links 
angreift, daher ist fUr diesen Stab 
N nicht Null, sondern 0,5 t Druck. 

Bild 476 zeigt schlieBlich den 
ungefahren Verlauf der Formande
rung. 

Haben die StielfiiBe keine Ein
spannung, sondern sind sie nach 
Bild 477 gelenkig mit dem Boden 
verbunden, dann vermindert sich 
der Unbestimmtheitsgrad um zwei 
Einheiten. Das statisch bestimmte 

Bild 476. D· F .. d d Grundsystem erhalt man nach Bild Ie orman erung es 
Rahmens. 479 durch Anbringung eines Rollen-

kipplagers rechts und durch Schnitte 
der Querriegel. Die weitere Rechnung bietet nichts Neues, ist aber 
etwas unbequemer als bei FuBeinspannung. 

Bild 477 u. 478. Der Rahmen mit FuBgelenken. 

Der dnrchlanfende Trager anf steifen Stiitzen. Ein durchlaufen
der Trager ruhe auf steif angeschlossenen Stiitzen, die gelenkig oder 
eingespannt mit dem Boden verbunden sind, und erhalte zunachst 
nur lotrechte Lasten. Es werden zwei FaIle unterschieden, je nach
dem der Trager gegen wagrechte elastische Verschiebung nach Bild 479 
oder 480 oder sonst irgendwie festgehalten ist oder sich frei ver
schieben kann. An den Tragerenden sind Kragarme angenommen. 
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Obwohl diese Aufgabe in den vor
hergehenden Fallen des biegungsfesten 
Stabzuges schon enthalten ist, werden 
wir hierfiir trotzdem besondere Rechen
regeIn aufstellen, die sich in Anleh
nung an den einfachen durchlaufenden 
Trager leicht ableiten lassen und fur 
diesen ala Kranbahnen u. dgl. praktisch 
wichtigen Fall weitaus bequemere An
satze liefern als nach den allgemeinen 
FormeIn des Stabzuges. 

Bild 479 u. 480. Der durchlaufende 
Trager auf steifen Stiitzen mit 

seitlicher Festhaltung des Tragers. 

Es bezeichne 

. des Tragers, 
l1 l'J ls ... lilk ••• die Stiitzweiten } .. 

J1 J'J Js ••• Ji Jk ••• die Tragheitsmomente 

. . der Stutzen. 
l01 l12 l23 ••• lik ••• die Langen } .. 
J01 J1 'J J2S ••• Jik ••• die Tragheitsmomente . . 

Fall 1. Trager gegen wagrechte Verschiebung festgehalten. 

a) Stutzen mit FuBgelenken. 

Wird wie ublich, die 
Langselastizitat aller 
Stabe vernachlassigt , 
dann bleibt die Lage 
der Stiitzenkopfe un
verandert. 

Bild 481 zeigt den 
Eckpunkt i k mit den 
abgeschnittengedachten 

~ . j- N,"k 

l I (l(.i: 
ik \ 

\ 

~ 
Teilen li' lk und lo k. Fur· 
die im Bild eingetragene . 
Richtung der Biegemo-

Bild 481. Beliebige Stiitze mit anschlieBenden 
Feldern. 

mente an den Schnittstellen gilt 
Stuckes i k gegen Drehen 

wegen des Gleichgewichts des T-

15* 
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Gl. (2) und (3) liefern nach Umformung und mit 

(2 a) 

(3 a) 
oder mit Gl. (1) 

(3b) 6Eaik=2(Mit-Mi~)Vik' 
Bei vollkommen steifer Ecke ist 

( 4) und 

Das liefert mit den Ausdriicken Za) und 3b) 

( 
2Mi~Vi + M{iVi + ~.;~ + 2 (Mi~ - Mi~) Vik = 0 

(5) • 1 

2M;~Vk + Mizv7, + ~ ~lf - 2 (M/k - Mi~) Vik = 0 
k k 

oder geordnet 

\ 

M{iVi+M/k(2vi+2vik)-Mi~2vik+ ~.;~=o, 
(6) • , 

- M/k 2Vik + Mi~ (2vk + 2Vik) +M~ZVk + ~~k= O. 
k k 

Fiir die erste Stiitze nach Bild 482 ist der Wert M~l aus der 
Belastung des Kragarmes gegeben, somit gilt 

Bild 482. Linke Endstiitze mit an
schlieBendem Feld. 

oder 

( z • r) 
6 E aOi = 2 MOl - MOl VOl' 

1 
aOl- a Oi =0; 

hieraus folgt 

( ) U"r ( I ) 1 Ml M,l t- 6 fi l 0 7 .. mOl 2 Vi T 2 VOl I 12 Vi - 01 2 VOl - 1 T =. 
1 1 

DemgemaB erhalt man folgende Gleichungen, die von hier ab in 
der bekannten abgekiirzten Weise angeschrieben si:o.d. 
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Fiir zwei Stu tzen. 

Belastungswerte 

}j'ur drei Stutzen. 

M r Ml M r Ml Belastungswerte 
01 11 I. 10 

2Vl + 2 VOl VI I +6911 -M 2 VOl IT 
01 1 1 

VI 2VI + 2v19 -2V19 -+- 6.\31 
I II J1 

- 2V19 2vg + 2Vl2 Vi + 6919 

Z2 Jg 

Vg 2Vg + 2v20 r2 + 6.\3. -M V20 fJ. 
20 2 2 

Fur vier Stutzen. 

M r Ml M r Ml M r Ml Belastungswerte o. .8 .. .a II a. 

2v1 +2vOI VI MI2 +6911 - VOl IT 
01 1 1 

VI 2v1 +2vIg -vu +6.\31 

II J1 

- 2v19 2vg + 2 VIII Vg +6~ 
19 J 1 

Vg 2vg+2vlIII -2VZ3 +6.\3g 
Z. Jg 

- 2vga" 2v3+2vZ3 Va +6913 

Za Ja 

Va 2v.+2vso -Mr2V30+;~ 
•• 3 a 

Rier nnd im weiteren sind die M der Belastungswerte gegebepe 
Kragarmmomente, die beim Feblen der Kragarme verschwinden. 

Die Gleichnngen Hefern die Tragerendmomente dicht links nnd 
rechts der Stiitzen. In nnbelasteten Feldern verlaufen die M llings 

"des Tragers zwischen diesen Momenten geradlinig. In belasteten 
Feldern addieren sich die M' der einfachen Momentenlinien wie beim 
durchlaufenden Trager nach Bild 483 hinzn. 
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Die Stiitzmomente dicht unter den Tragern folgen aus G1. (1); 
in den FuBgelenken sind sie Null und verlaufen dazwischen gerad
linig. 

Die Auflagerdriicke Aik konnen wie beim durchlaufenden Trager 
nach S. 191 ermittelt werden, sie gehen als Druckkrafte durch die 
Stiitzen in den Boden. AuBerdem wirkt nach Bild 484 der Boden 

bzw. der Trager mit Horizontalkraft Hik = Mik auf die Stiitze, und 
Ii k 

der Stiitzenkopf iibt auf den Trager eine Kraft Hi k nach rechts aus. 
Diese Krafte bringen Langskriifte im Trager hervor; an der Be
festigungsstelle des Tragers setzt sich die Kraft H = .2 Hik abo 

i k 

Bild 484. Stiitze 
ffir Fall 1 a. 

Ih'ik ~tk+j 
~Mik r r 

~~-

!!i4~L- __ 
, 1 ,I 

M,'k -+jMzX/+-

h'ik 
Bild 485. Stiitze 

fiir Fall 1 b. 
Bild483.M-Verlauf im belastetenFeld. 

b) Stiitzen tl'ingespannt. Hierfiir gilt unter Benutzung von 
nach Bild 485 das Einspannmoment Beispiel 22 S. 102 fUr Stiitze i k 

Mt~ =Mik : 2 und 
Mik Iik 

"ik=4EJ;k oder 6E"ik=1,5Mik vik • 

Das liefert dieselben Gleichungen wie im FaIle 1 a), wobei aber 
die VOl' Va usw. mit 1,5 statt mit 2 zu multiplizieren sind; 

Die Horizontalkraft ist hier l!i k = 1,5 Mik : Iik; deren Benutzung 
fUr die Bestimmung der Langskrafte und der Trager

Bild 486. Stiitze 
fiir Fall 2 a. 

befestigung erfolgt wie im FaIle 1 a. 

Fall 2. Trager wagrecht nicht festgehalten. 

a) Stiitzen mit FuBgelenken. 
Der Trager wird die zunachst noch unbekannte 

wagrechte Verschiebung fannehmen, d.h. jeder Stiitzen
kopf verschiebt sich wagrecht urn meselbe Strecke; 
nur bei Symmetrie in Form und Belastung verschwin
det sie. Nach rechts gerichtete f sind positiv an
gesetzt. 

Von den Ausdriicken des Falles 1 a andert sich 
zunachst (3) und lautet nach Bild 486 



1 
-lol 

MrJ;. 

2 v1 + 2 VOl 

v1 

1 
-101 
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Zwei Stiitzen. 

M{o 6Et Belastungswerte 

1 l +6ffi1 
V 1 -101 

-M01 2v01 1J 
1 1 

2 V 1 + 2 v10 +~ M1 + 621 
- 10 2vlO lJ llO 1 1 

+~ 0 +Ml 1 M1 1 
011- 10 1 110 01 10 

Drei Stiitzen. 

Belastungswerte 

o 

Die letzte Gleichung dieser Gruppen riihrt von den Horizontal
kraften her. Nach Bild 486 setzt die Stiitze am Trager die nach 
links wirkende Horizontalkraft Hik=Mik : iik ab; nach G1. (1) ist 
auch Hik = (MA - Mlk): iik' Dabei bleibt das Moment Aid nach 
Bild 486 wegen der Kleinheit von f unberiicksichtigt. Wirken 
nun auf den Trager auBer den lotrechten Lasten sonst keine HQri
zontalkrafte, dann ist 2: Hik = 0, was die letzte Gleichung lief~rt. 
Wirken auf den Trager auBerdem Horizontalkrafte von der alge
braischen Summe W nach links bzw. rechts (z. B. Kranbremskra£te, 
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Windkriiite), dann ist dem Belastungswert der letzten Gleichung del 
Betrag + W bzw. - W hinzuzufiigen. Wirken die Lasten schrag, 
dann konnen sie in lotrechte und wagrechte Komponenten zerleg1 
werden; die letzteren bilden zusammen den Betrag W. 

Die endgiiltigen Tragermomente und die Auflagerkrafte ermitteln 
sich sodann wie im FaIle 1 a. 

b) Stiitzen eingespannt. 

Hier gilt nach Beispiel 22 S. 102 

" _ M'klik +lL 1,5 ·6Ef 
ik-4 EJ 3 l oder 6E"ik = 1,5 Mik Vik + l ' 

ik ik ik 
alles andere bleibt wie im FaIle 2 a. Somit gelten hier ahnIiche 
Gleichungen, nur werden die mit Doppelzeiger versehenen v mit 1,5 

multipIiziert und die vorletzten Ausdriicke 

letzte Gleichung folgt aus 

lauten 1,5·6 E f D' 
I usw. Ie 
01 

H =3Mik_f~EJik=15Mik_6Ef Jik 
ik 21 3 ' I 3 

ik l'k ik 2lik 
und 

wieder nur giiltig fiir lotrechte Lasten. 
Die Gleichungen lauten somit: 

Fiir zwei Stiitzen. 

M;o 6Ef Belastungswerte 

1,5 M,l 1 + 6 ffi, V1 - 101 - 01 ,5 VOl IT 
1 1 

2 v, + 1,5 v10 
+ 1,5 

- M!o 1,5 VlO + ~~ 110 1 1 

1,5 
- 101 

+1,5 
110 

_ ~ (Jo; + Jl~ ) 
101 llO 

+ M,l 1,5 _ M r 1,5 
01 101 10 1'0 

Fiir drei Stiitzen. 

M;s M~ Mio 6Ef BelastungsVl 

2Vl + 1,5v01 
1,5 

-M~11,5v01-v1 --
101 

v, 2v1+ 1,5v12 -1,5 VI2 
+ 1,5 -

112 

-1,5v2 2v2+1,5v12 v2 
1,5 

---r;; 
v2 2v2+1,5v20 + 1,5 

120 
-M~ 1,5vgO -

1,5 + 1,5 1,5 

I 

+ 1,5 _ ~ (J01 + J12 + J20 ) I +M,l 1,5 -1 
- 101 1'2 -~ 120 2 13 13 13 01 101 

01 12 20 
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Beispiele. Fiir den dreifeldrigen'Tragel' naoh Bild 487 sei (alles a.uf kg 
und om bezogen) 

11=400,12=300, la=500, lOl= l12 = 12a =130 =400 oin, " 

J1 = Ju = 9800, Ja = L .. 700, J01 = J12 = 3820, J2a = Jao = 7200 em'. 

Fiir die Last 1 kg auf Feld 2 ist 

.M~l = M~ = ° (Kragarme lastfrei), ffil = 2,. = ffia = 2a = 0, 

ffig = 1.120~180 (300+ 180)=1728000, ~= 1.120~ 180 (300+120)=1512000, 

6 ffig 6·1728000 6 ~ 6·1512000 
12 Jg = 300·9800 = 3,530, 19 Jg = 300. 9800 = 3,090. 

400 300 500' -
til, = 9800 = 0,0408, Vi = 9800 = 0,0306 , Va = 15710 = 0,0318, 

400 400 
VOl = V12 = 3820 = 0,1045, V23 = v30 = 7200 = 0,0506 . 

Mit diesen Werten sind die Gleiohungen fiir die Tragerstiitzmomente ohne 
nennenswerte Zwisohenreohnung sofort ansohreibbar. 

1kg 
-..! 120 ~1BO"'! 

I I 

o 1 I30 12 I30 23 I31J 3~ I Feld 1 Feld2 Fe/d.J 'IIJO 

:=:20 :=:20 :=I2¥ 1oi2¥ 

~ 
~1I00 ~I. JOO ,IE 500~ 

BUd 487. Dreifeldriger Trager mit Einzellast. MaBe in om. 

Fall la. 
Die Gleiohungen: 

M:1 I M/2 Ml~ I Mis M;s Mio 

+0,2906 to,0408 I 0 
+0,0408 0,2906 - 0,2090 0 

- 0,2090 + 0,2702 to,0306 +3,530 
+0,0306 0,1624 -0,1012 +3,090 

- 0,1012 to,1648 to,0318 0 
I , 0,0318 0,164,8 0 

Die Losungen: 

Mo'"l Mis M~ I Mis I M:S Mol so 

+2,46 -17,53 -23,90 I -24,11 I -15,37 +2,97 kgom. 

Hieraus die ob3ren Stiitzenmomente 
M01=-2,46, 
Mg~ = - 24,11 + 15,37 = - 8,74, 

M12 =-17,53+23,90=+6,37. 
Mao = + 2,97 kgom . 
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An den StiitzenfiiBen sind wegen der Gelenke die M Null. Das Moment 
an der Laststelle ist 

120 ·180 180 120 
M1= l,---goo-- 23,90 300 - 24,11 300 = 72,00-14,34-9,64=+48,02kgcm. 

Die Auflagerkrafte sind nach S. 191 

A =_ 2,46 + 17,5~=_ 0050 
01 400 " 

A = + 2,46 + 17,~~ + 23,90 + 48,02 = + ° 650 
12 400 120 " 

A = + 48,02 + 24,11 + 15,37 + 2,~ = + ° 437 
23 180 500 " 

A =_15,37+2,9~=_0037 k 
30 500 ' g. 

Es ist genau ~ A = 1 kg . -------1 
"8,02 

2,97 

(MOl 0.016 022 0.001 

O,'IJ1 1J,0J1 

Bild 488. Krafte und Momente fiir Fall 1 a (FuBgelenke). 

Die vom Boden auf die FuBgelenke 
teten Horizontalkrafte sind 

iibertragenen und nach links gerich-

H01 = + ~~g = + 0,0061 , 

H23 = + i~t = + 0,0218 , 

H12 = - ~~~ = - 0,0159 , 

297 
H30=- 400 =-0,0074 kg. 

Somit muB der Trager gegen wagrechte Verschiebung festgehalten werden mit 
Kraft H = + 0,0061 - 0,0159 + 0,0218 - 0,0074 = + 0,0046 kg. 

Bild 488 zeigt aIle angreifenden Krafte und Momente in kg bzw. kgcm. 

Fall 1 h. Die Gleichungen: 

M~l I M~2 I ~2 M~3 M;3 I M~o I 
+0,2383 + 0,0408 

I ° +0,0408 +0,2383 -0,1567 ° - 0,1567 +0,2180 +0,0306 3,530 
+0,0306 +0,1371 -0,0759 3,090 

I 
-0,0759 +0,1395 +0,0318 ° + 0,0318 +0,1395 ° 
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Die Losungen: 

M~l I . M12 MJ2 I M;a 1 M;a M;o 

+2,87 I -16,76 -24,74 I - 24,94 I -14,31 +3,26 kgcm 

Die oberen Stiitzenmomente 
M01 =-2,87, 
M2a = - 24,94 + 14,31 = - 10,63, 

M12 = - 16,76 + 24,74 = + 7,98, 
Mao = + 3,26 kgcm . 

Die StiitzenfuBmomente (Einspannmomente) sind die Halfte der oberen 
Stiitzenmomente und von entgegengesetzten Vorzeichen. 

Moment an der Laststelle 
120·180 180 120 

M/=1'S00-24,74306-24,94300=72,00-14,84-9,98=+47,18 kgcm. 

Bild 489 zeigt die M-Linien. 

-----------1 
'17.16 

267 

BilJ;! 489. Krafte und Momente fUr Fall 1 b (Stiitzen eingespannt). 

Fall 2a. 
Die Gleichungen: 

6Ef 

+0,2906 +0,0408 - 0,0025 
+0,0408 +0,2906 -0,2090 +0,0025 

-0,2090 +0,2702 +0,0306 -0,0025 
+0,0306 + 0,1624- - 0,1012 + 0,0025 

- 0,1012 + 0,164-8 + 0,0318 -0,0025 
+ 0,0318 + 0,1648 + 0,0025 

-0,0025 +0,0025 -0,0025 +0,0025 -0,0025 + 0,0025 ° 
Die Losungen: 

,26 

° ° 3,530 
3,090 

° ° ° 

+2,17 - 23,86 - 15,80 + 3,52 - 30,77 kgcm 
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Hieraus die oberen Stiitzenmomente 

MOl = - 2,17, 
M.3 = - 23,136 + 15,80 = - 8,06, 

Die StiitzenfuBmomente sind Null. 

Ml2 = -17,35 + 24,07 = + 6,72, 
Mao = + 3,52 kgcm . 

Nun unterscheiden sich diese M von denen des Falles 1 a so wenig, daB 
fiir diesen Fall die einfacheren Gleichungen des Falles 1 a benutzt werden 
diirfen; entsprechendes gilt fUr Fall 1 b und 2b. Wirken jedoch wagrechte 
Lasten oder Lastkomponenten auf den Trager, dann ist streng nach Fall 2a 
bzw. 2b zu rechnen. 

Der durchlaufende Trager anf steifen Stiitzen nnd einfachen 
Lagern. 

Wird eine der Stiitzen, etwa i k, durch ein einfaches Lager (Kipp
oder Rollenkipplager) ersetzt, dann verschwindet das betreffende 
Moment des Stiitzenkopfes und die beiden Tragermomente Mfk und 
Mik sind einander gleich, wofiir wir wie beirn einfachen durchlaufen
den Trager kurz Mik schreiben. Durch Zusammenziehung zweier auf
einanderfolgenden GIeichungen der bisherigen Gruppen gewinnen wir 
eine neue GIeichungsgruppe fiir den vorliegenden Fall. 

Wird bei vier Stiitzen des Falles 1 a Stiitze 12 durch ein Lager 
ersetzt, dann ist M{'J = M;2 = M12 ; wir fassen die zweite und dritte 
Gleichung zusammen und erhalten: 

~l M12 M:s I M;s I M~o Belastungswerte 

2 vl + 2 VOl Ml + 6 ail 
VI - 01 2 VOl IT 

1 1 

VI 2Vl +2v2 V. 
621 + 6ai. 
II J1 l2 J. 

v. 2v. + 2v.3 - 2 V.3 
62. 
l2 J; 

- 2 v.3 2v3 +2v23 va 
6 iRa 
la Ja 

va 2v3+2v30 MT 2 + 623 - 30 Vao lJ. 
3 a 

Wird die erste Stiitze durch ein Lager ersetzt, dann ist M~l = 

= M~1 = MOl = gegebenes Kragarmmoment, das auf die Seite der 
Belastungswerte zu schreiben ist. Die erste Gleichung fallt weg und 
man erhalt die Gleichungen 

fUr zwei Felder, Auflager 01 und 20, Stiitze 12: 

M{2 M;2 Belastungswerte 

2 Vl + 2 V 1• - 2 V12 
+ 621 MOl Vl lJ. 

1 1 

- 2v1• I 2 V~ + 2 Vl• + 6 ai. 
M20 V 2 fJ: 

2 • 
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fiir drei Felder, Auflager 01 und 30, Stiitze 12 und 23: 

Belastungswerte 

V orstehendes gilt fUr Stiitzen mit FuBgelenken. Fiir eingespannte 
Stiitzen tritt wieder an Stelle des Faktors 2 bei vu ' V 23 usw. der 
Faktor 1,5. 

Werden aIle Stiitzen durch Lager ersetzt, dann gehen die Glei
chu~gen iiber in die des durchlaufenden Tragers mit verschiedenen 
J nach S. 203. 

5. Die Berechnnng der statisch unbestimmten Stabgebilde 
mit Beriicksichtigung ihrer Langselastizitat. 

In allenbisherigen Fallen wurde bei Aufstellung der Bedingungs
gleichungen fiir die statisch Unbestimmten nur die Biegungselastizitat 
der Stabe beriicksichtigt, aber nicht deren Langselastizitat, da, wie 
schon friiher hervorgehoben, diese das elastische Verhalten des ganzen 
Gebildes wenig beeinfluBt. Wir werden nun hier einige der vor
behandelten FaIle mit Beriicksichti-
gung der Langselastizitat berechnen 
und erhalten dadurch einen formel
und zahlenmaBigen Vergleich der 
Ergebnisse. 

X 
Der Zweigelenkbogen nach Bild --~ 

490. Die Bedingungsgleichung fUr den 
Horizontalschub X folgt wieder aus 
{= 0 und lautet nach S.103 

BUd 490. Zweigelenkbogen. 

JM'W( f W(2 fN'~ f ~2 
. 7fT ds +X EJ ds + EF ds+X EFds=O. 

X 

Die M' und N' galten fiir statisch bestimmte Lagerung, also mit 
Rollenkipplager rechts, ferner ist W( = -l·y (wie friiher) und 
~ = -1· cos a . Damit folgt 

f :;·-YdS+X f ;;ds-J :~ cosads+X f c~s~a ds=O 

und 

(f M' f N' ) (f y2 f cos2 a ) X = E J Y ds+ E F cos ads: E J d s + E F d s . 
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Beispiel. Portal mit EinzeHast nach Bild 318 S. 135, daselbst 
auch die hier giiltigen Bezeichnungen. 

Fiir Teil 1-2 ist M'=O, N'=-P{, cosa=O, 

fiir Teil a 
, b I 

ist M =PTx, N =0, COSCt=l, 

fiir Teil b . t M' pa N'--O, 
IS = TX' COSU= 1, 

fiir Teil 4-5 ist M' = 0, N'=-Py, cosa=O. 

a b 

Zahler~ ~ ({ P~ xhdx + rp~l xh dX)' + o=P abh. 
! v. 2J! 

o 0 

h 1 I 

2 f 1 f 1 f 2 h3 h'J 1 1 Nenner=y y2 dy+y h2 dx+ F dX=-:r+T+-' 
h ! !. 3 h ! Fe 
o 0 0 

abh 1 a b 

x=p 2J! =P 2-11:11: . 
~ h3 + h2 l +i !i+i-Li J! 
3 Jh J! F! 3 h I h3 F! 

Das obengenannte friihere Beispiel S. 136 mit den Abmessungen P= 4000 kg, 
l = 800 om, a = 200 om, b = 600 om, 11, = 400 om, i = 1, ProfiI r 26 mit 
F= 53,4 om2 und J = 5744 om4 liefert hier 

1 200600 
2" 400400 

X =4000 2 800 800 5744 = 562,2 kg, 

3 + 400 + 4003 53,4 

d. i. um 0,3 kg weniger als in dem friiheren Beispiel. 

Dieses Beispiel zeigt den auffallend geringen EinfluB der Langs
elastizitat auf das Ergebnis. Solches trifIt auf fast aHe Biegestab
gebilde zu, weshalb man diesen EinfluB stets zu vernachlassigen 
pflegt. Nur beim Zweigelenkbogen und namentlich beim eingespann
ten Bogen von kreisahnlicher Form und geringer Pfeilliohe kann der 
EinfluB bemerkenswert werden und mochte Beriicksichtigung find en. 
Besondere Falle, wie das nachstehend behandelte Schwungrad, ver
langen jedoch unbedingt die Beriicksichtigung dieses Einflusses. 

Schwungrad. Das zum Ausgleich der periodisch wechselnden 
Winkelgeschwindigkeit dienende' Schwungrad wird im wesentlichen 
durch zweierlei Kraftwirkungen beansprucht: 

a) durch die stets radial wirkenden Fliehkrafte, 
b) durch das von der Schwungradwelle durch die Arme in den 

Kranz geleitete tJberschuBdrehmoment, welches dem Radkranze eine 
Winkelbeschleunigung oder -verzogerung erteilt. . 
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Wie iiblieh werden dabei das Eigengewieht und etwaige Seil
oder Riemenziige nieht beriieksiehtigt. 1m iibrigen soll die Aufgabe 
unter einigen vereinfaehenden, aber allgemein iibliehen und durehaus 
zulassigen Annahmen durehgefiihrt werden. Bei GuBeisenradern 
reehnen wir mit einem mittleren, aber unveranderliehen E. Der Rad
kranz sei diinn gegen den mittleren Kranzradius; wie stets bisher 
sehen wir yom EinfluB der Kriimmung auf die Spannungsverteilung 
im Kranzquersehnitt ab und nehmen diese wie immer als linear an. 
Die Fliehkrafte und Tragheitskrafte der Arme werden vernaehlassigt. 

Wir behandeln beide Kraftwirkungen getrennt; sie treten gleieh
zeitig auf und die entspreehenden Beanspruehungen lagern sieh iiber
einander. 

a) EinfluB der Fliehkrafte. Es bezeiehne 

n die Armzahl, 
a = 3600 : 2 n den halben Winkel zwischen den Armen, 
r den Radius der Kranzsehwerlinie in em, 

K den Kranzquersehnitt in em 1I, 

Jk dessen Tragheitsmoment in em'\ 
Wk dessen Widerstandsmoment in ems, 
A den mittleren Armquersehnitt in emll (in Wirkliehkeit ver

jiingt sieh A von innen naeh auBen), 
Ja das mittlere Tragheitsmoment des Armes in em4, 

g = 981 em sek-Il die Erdbesehleunigung, 
8 das Gewieht der Raumeinheit in kg/ems, 

w die Winkelgesehwindigkeit . in sek-1 • 

Die auf 1 em Kranzlange entfallende Fliehkraft betragt 

K8 
f= Masse· wll r = - w ll r kg/em. 

g 

Wir untersuehen das 
Kranzstiiek naeh Bild 
491 und 492 vomZentri
winkel 2 a mit zugeho- X 
rigem Arm. An den 
Kranzstumpfen wirken 
die statiseh Unbestimm
ten, namlich die Langs
kraft X und das Mo
ment Z; die Querkraft 

BUd 491 u. 492. Schwungrad. Beanspruchung des 
Kranzes und der Arme durch die Fliehkraft des 

Kranzelementes. 

versehwindet aus Symmetriegriinden. 
Wegen der Stetigkeit der elastischen Linie des Kranzes kann die 

Kranzstumpfstelle nur eine radiale Versehiebung nach auBen maehen 
und die Tangente an die elastisehe Linie an dieser Stelle muB sieh 
parallel versehieben. Es bezeiehnet 
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Mk' das Biegemoment durch die Fliehkra,fte an beliebiger Kranzstelle, 
N,,' die Langskraft "" " "" " M: das Biegemoment "" " " " Armstelle, 
Na' die Langskraft "" " "" " 

IRk die Langskraft "" " 
IDlk das Biegemoment an beliebiger Kranzstelle\ durch die gedachten 

9Jta das Biegemoment " " Armstelle 
IR a die Langskraft "" " 
(IDlk) das Biegemoment " " Kranzstelle \ 
(IRk) dieLangskraft "" " 
(IDla) das Biegemoment " " Armstelle 
(IRa) die Langskraft "" " 

Krafte "Eins" 
statt X, 

durch die gedachten 
Momente "Eins" 

statt Z. 

Da auf die Moglichkeit verschiedener Werkstoffe in Kranz und 
Arm Riicksicht zu nehmen ist (Kranz aus GuBeisen, Arme aus FluB
stahl), solI der Wert Ek fiir den Kranz und Ea fiir die Arme gelten. 
Die Bedingungsgleichungen fiir obengenannte Stetigkeit der elasti
schen Linie des Kranzes lauten somit 

(la) ]/yJMk'IDlkdS + E lJ fMa'IDla ds + El KJ Nk' IRk ds+ 
k k a a k 

+:zlAJ Na'lRads+ 

+ X {-l-fIDlk2 ds + -~-f IDla2 ds + -~-flRk2 ds + 
EkJk EaJa EkK 

+ ~~Af lRa2 dS} + 

+ Z { E: J~f IDlk (IDlk) ds + Eal Jaf IDla (IDla) ds + 

+ E~ Kf IRk (IRk) ds + E~ Af IRa (IRa) dS} = 0, 

(1 b) E lJ fM/IDlkdS + E 1 J fMa' IDla ds + El KSNk'lRkdS + 
k k a a k 

+ E~Af Na'lRads+ 

+X{ElJ JIDlk(IDlk)dS+ E lfJIDla(IDla)dS+ 
k k a a 

+ E~ KJ IRk (9'lk) ds + E~ AJ IRa (IRa) ds } + 
+ Z {E lJ J(IDlk)2 dS + E l[J(IDla? ds + 

k k a a 

+ E: KJ (lR k)2 ds + E~ AJ (IRa? dS} = o. 
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Nun ist nach Bild 491 und 492 
'P 'P 

Mk' = J dfrsin 'IjJ= J fr2 sin 'IjJ d'IjJ = fr2 (1 - cos cp), 
o 0 

'P 

Nk'=J dfsin'IjJ=fr(l-coscp). 
o 

241 

Da die Fliehkraft der Arme vernachlassigt werden soll, ist Ma' = 0 
und Na' ist die Resultierende aller f des Kranzstiickes 2 a, also 

a a 

Na' = 2 J dfcos e= 2 J fr cos ede= 2 frsina. 
u 0 

Ferner ist 

ffilk = - r(l- cos cp), 
(ffil k ) = 1, (ink)=O, 

ink = cos cp , ina = - 2 sina, 

(2 a) 

(ffila)=O, 
a 

_2_ f (f r2 (1 - cos cp) (- r (1 - cos cp) r d cp + 
EkJk 

o 
a 

2 f' + EJt. (fr (1- cos cp) cos cp r dcp + 
o 

r 

+-~f (2 frsina) (- 2 sin a) dx + 
Ea A 

o 
a a 

+ x{ E2 [f (- r(l- cos cp)2rdcp + E2 KJcos2cprdCP+ 
k k k • 

o 0 
r 

+ E:AJ (- 2 sina)2dx } + 
o 

a 

+ Z E2 J f(-r(l- cos cp) rdcp =0, 
k k 

o 
a a 

(2b) E 2J frr2(1-coscp)rdCP+x E2J fl" (-r(l-coscp)rdcp+ 
k k k k 

o 0 
a 

+z E~J frdCP=O. 
k. k. 

o 

Wir multiplizieren Gl. (2a) mit EkK, kiirzen mit 2, setzen Ek=v 
K Ea 

und A = q und erhalten 

Uno I d, Statik f. Maschineningenieure. 16 
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a a 

X K r3 f(l-- cos cp)2 dcp - ~ Kr3f(1_ cos cp) dcp-
J k r J k 

o 0 
a a 

- (r ~:3 f (1- coscp)2 dcp + X r f COS2 cp dcp + 
o o· 

a 

+ fr2 f (1- cos cp) cos cp dcp + 
o 

r r 

+X2vqsin2 aJ dx-fr2vqsin2aJ dx=O. 
o 0 

Kr2 
Mit T = c folgt 

k 

a a r 

X {cr J (1 - cos cp)2 dcp + r.r cos2 cp dcp + 2 vq sin2 a J dx }-
000 

Z a a 

- - cr J (1- cos cp) dcp + fr{ - cr J (1- cos cp)2 dcp + 
rOO 

a r 

+r.r (1- cos cp) cos cpdcp - 2 vqsin2 aJ dx}= 0 
o 0 

oder nach Auswertung der Integrale und Kiirzung mit r 

(3a) X {c (~a - 2 sina+ sin42 a) + (sin~a +~) + 2 v q sin2 a} 

Z ( .) + f} (3 . + sin 2 a) + --;:c a-sma r -c 2a-2sma -4-

+ ( . sin 2 a a) . 2 } sma- 4 --2 -2vqsm a =0. 

2 r2 
Aus Gl. (2b) folgt nach Streichung von E J 

k k 

(3b) -X(a-sina)+~a+fr(a-sina)=O. 
r 

Hieraus folgt nach einigen Umformungen 

X = (roc l und Z = fr2.c2, 
worin 

(a sin2a sin2 a) (a sin2a .) . 2 
c 2+-4---a- + 2+-4-- sma +2vqsm a 

cl = 
(a sin2a sin2 a) (a sin2a) . 2 c -+----- + ----1--- +2VqSlll a 
2 4 a 2 I 4 

a-sina sin a 

c2 = - --a- . (a + sin 2 a sin 2 a) + (a + sin 2 a) I, • 2 • 
C - ------- - -- ~2VqSlll a 

2 a a 2 4 I 
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Endgiiltig ist fUr den Kranz 

fiir 

fUr 
rp=O (zwischen den Armen) M"o=fr2,02 und N"o=fr •o1 , 

rp = a (am Arm) Mka = fr 2 (02 + (1- cos a)(l- (1) und 

fiir den Arm 
Nka = fr (1- (1- (1) cos a) , 

Bild 493 u. 494. Die Kranzfliehkrafte und die Biegemomente 
und Langskrafte im Kranz. 

Bild 493 zeigt die Kriiftewirkung am Kranz und Arm, Bild 494 
den Mk - und Nk - Verlauf iiber den Kranzteil. Stets ist MkO negativ, 
Mka positiv und dem Betrage nach rd. 2 MkO ' Nk ist nahezu unver
iinderlich. Fiir die Festigkeitsberechnung 
des Kranzes ist demnach die Arman
schlu13stelle maBgebend_ Die Formiinde
rung des Kranzes ist in Bild 495 iiber
trieben dargestellt; die Arme werden nur 
auf Zug beansprucht und gedehnt. 

Ein Schwungkranz ohne Arme wird 
durch die FIiehkraft bekanntlich nur auf 
Zug beansprucht und zwar mit N' = fr 
und ergibt eine gleicbmiiBig iiber die 
Kranzfliiche verteilte Zugspannung 

d =f! = !!..r2 w 2 • 
K g Bild 495. Formanderung des 

D 't t f" t ZahlenbeI'- Schwungrades durch die Kranz-as weI er un en ange ug e fliehkrafte. 
spiel wird Aufschlu13 geben iiber das 
Ergebnis der vorstehenden genauen Berechnung. 

b) EinfluB des UberschuBmomentes. Ein von der Welle auf 
die Nabe iibertragenes Moment T iibertriigt sich durch die Arme 
auf den Kranz. Jeder Arm erhiilt D = T: n, der Kranz erhiilt Be
schleunigung oder Verz6gerung, je nach T -Richtung und auBert die 
iiber den Radumfang gleichmiiBig verteilte Triigheitskraft gleich T: r 

T T 
fUr den ganzen Kranz bzw. t = - : Radumfang = --2 - fiir die Langen-

r 2r n 
einheit des Kranzes. 

16* 
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Es gelten dieselben Bezeichnungen wie bei den Fliehkraften. Fur 
das Tragheitsmoment Jades Armes ist wegen dessen Verjiingung wieder 
das mittlere zu nehmen. 

An den Kranzsturnpfen wirken nach Bild 496 und 497 die Un
bekannten X, Y und Z, die sich wieder aus der Stetigkeit der 
elastischen Linie des Kranzes ableiten lassen. Nun folgt aus der 
Gleichheit des Kraftespiels fiir alle n Radstiicke, daB fiir die Tragheits
krafte und die Y allein, also mit X = 0 und Z = 0, der linke Stumpf 
des gezeichneten Radstiickes sich um ebensoviel in der Umfangs
richtung nach links versohiebt, als das anschlieBende Ende des links 
benachbarten Stiickes und daB sich die Endta.ngente dieses Stiickes 
urn denselben Winkel dreht wie dieselbe Endtangente des linken 
Naohbarstiickes. Somit tritt in der Rechnung nur die statisch Un
bestimmte Y auf, die sich aus der Bedingung ableitet, daB die radiale 
Verschiebung aller Kranzendpunkte verschwindet. 

Bild 496 u. 497. Beanspruchung des Kranzes und der Arme 
duroh die TangentiaI-TriigheitBkrafte des Kranzmomentes. 

Bezeichnet wieder Mk', Nk', Ma'; N: die Biegemomente und Langs
krafte durch die Tragheitskrafte und IDlk, SJlk' IDla' SJla diejenigen 
durch die Krafte "Eins" statt Y, dann liefert obige Bedingung den 
Ailsatz 

E lJ fMk'IDlkdS + E 1 J fMa'IDla ds+ El KfNk' SJlkds + 
k k a a k 

+ E~ Af Na' SJla ds + 

+ Y{E lJ fffilk2 ds+ E lJ fffilall ds + El KfSJlk2 ds + 
k k a a k 

+ E~Af SJla2 ds }=O, 
wobei iiber den linken und rechten Kranzteil und iiber den Arm zu 
integrieren ist. 

Fiir den linken Kranzteil ist 
'P 'P 

Mk'=- f dtr(l-cos1p)=- ftr2(1-coS1p)d1p=-tr2(tp-sintp), 
o 0 

N: = fdtcos "1'= !tr cos "I' d1p =trsintp, 
o 0 
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fiir den rechten Kranzteil gelten dieselben Ausdriicke, aber mit ent
gegengesetzten V orzeichen. 

Fiir einen Armquerschnitt im Abstande x von Radmitte ist 
a a 

Ma'= 2 J dt (r - X cos e) = 2 J (r - x cos e) tr de=2 tr (r a - x sin a), 
o u 

Na'=O. 
Ferner ist fiir den linken Kranzteil 

IDlk = r sin cp und IJ(k = sin cp , 
fiir den rechten Kranzteil 

IDlk = - r sin cp und IJ(k = - sin cp , 
f iir den Arm 

IDla = - 2 X sin a und lJ(a = o. 
Die Bedingungsgleichung lautet damit 

a 

E IJ J(- tr2 (cp - sincp)) (r sin cp)rdcp+ 
k k o 

" 
+ ~J f(tr (cp - sincp) (- rsincp)rdcp + 

Ek k 
o 

r 

+ _1 J J (2 t r (r a - x sin a) (- 2 X sin a) dx + 
Ea a 

o 
a 

+ E: K J (t r sin cp)(sin cp)r dcp + 
o 

a 

+~K- f<- trsincp)(- sin cp)rdcp + 
Ek • 

o 
a a 

+ y {-;-f(r sin cp)2rdcp + E IJ J(--r sin cp)2 rdcp + 
Ek k' k k 

o " 
r a 

+ -;-f(- 2 xsinal dx + E~KJ(Sin cp)2rdcp + 
~ a k 

o 0 

a 

+ E: K f ( - sin cp rl r d cp} = o. 
o 
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Das liefert 

Yl;,~J'in'~d~+ :.~I'in'~d9'+ 4~~: I"d') + 
o 0 0 

und ergibt mit Ek = V , 
Ea 

Umformungen 

J Kr2 
Ja = -!'- und -- = c und nach weiteren 

t Jk 

worin 

[ 
sin2a a 

I' sin 2 a a -4- - 2 I 

c3 = -acosa-r-sma+ ----+ -r-
4 2 c 

1 [ sin 2 a a 1 
+ vi (a sin a - ~ sin2 a) : - sin4

2 a + ; _ -4-c - 2 + ~ v i sin 2 a . 

Endgiiltig ist fiir den Kranz 

fiir rp = 0 (zwischen den Armen) 

jl:1kO = 0 und NkO = 0, 
fiir rp = a (dicht links am ArmanschluB) 

M"a = t r2 (sin a (1 + cs) - a) und Nka = t r sin a (1 + cs), 
dicht rechts am ArmanschluJ3 gel ten dieselben Werte mit entgegen
gesetzten V orzeichen. 

Fiir den Arm gilt 
am Kranz Mar = tr2 2 (- sin a (1 + ca) + a)= 2 Mka 

an der Nabe Mao = 2 tr2 a, 
iiberall ist Na = O. 

Bild 498 zeigt die Kraftwirkung, Bild 499 den M- und N- Ver
lauf iiber Kranz und Arm. Fiir die Festigkeitsberechnung des Kranzes 
ist wieder die Armstelle und fiir den Arm die Kranz- oder die Naben
stelle maBgebend. 

Bild 500 stellt die Formanderung in stark iibertriebener Weise 
dar. Meist ist der Arm im Verhaltnis zum Kranz so schwach, daB 
der Kranz nahezu starr, also kreisformig bleibt und nur die Arme 
an der Formanderung teilnehmen. 1m Grenzfalle, also mit i = 00 ist 
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3 a 
c =----1, 

3 2 sina 

.Y 

I 

'--M~ 

Bild 498 u. 499. Die Tangential-Tragheitskrafte im Kranz 
und die Biegemomente und Langskrafte in Kranz und Arm. 

Zahlenbeispiel. Fiir das in Bild 501 darge
stellte guBeiserne Sehwungrad mit 6 Armen ist 

ex = 300 = 0,5236, r = 200 em, K = 240 em2, 

Jk = 8000 om4, Wk = 800 om3, 

C = 240 · 2002 : 8000 = 1200, A = 240m2, 
Ja = 95 em4, 

q= 240: 24= 10, 
Wa= 24em3, 

i = 8000 : 95 = 85. 

a) Fliehkraft. Mit g=981 und 8 = 0,0072 kg/ems 
ist 

247 

f = 240· 0,0072. w2 • 200: 981 = 0,35 w2 • 

Es ergibt sioh 
c1 = 0,923, Co = - 0,00348, 

Mko = - 0,00348 f r2 = - 139,2 f, 

Bild 500. Formanderung 
des Sehwungrades dureh 
das DbersehuBmoment. 

M ka = (r2 (- 0,00348 + 
+ (1 - 0,866) (1 - 0,923)) 
= 0,00684 (r2 = 273,6:(, r 
NkO = 0,923 (r = 184,6 (, 1 
Nka = 

= (r (1 - (1-0,923) 0,866) 
= 0.933 (r = 186,6 (, 

N. = (r· 2 (1 - 0,9.25)·0,5 
= 0,077 (r = 15,4 (. 

Fiir den Kranz ist an 
der Armstelle 

Mka N k a 
max Uk= - -+-- = 

Wk K 

= ( (273,6 + 186,6) 
800 240 

= 1,117 (= 0,39 w~. 

r--1Z-"t 
I 

Bild 501. Sehwungrad zum Zahlenbeispiel. 
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1st wegen der Verjiingung des Armes der Armquersohnitt auBen nioht 240m2, 

sondern 21 em', dann ist die Zugspannung an dieser Stelle 
Ga = 15,4 f: 21 = 0,74 f = 0,26 rot. 

MaBgebend fiir die Radfestigkeit ist hier demnaoh die Kranzspannung. 
Nimmt man ala zulassige Spannung etwa 200 kg/em2 an, dann wird diese 

erreioht bei ro = r 200 : 0,39 = 22,5 om -~, diesem entsprieht eine Umlaufza.hl 
von rd. 215 i. d. Min. 

b) Drehmoment. Die Reohnung liefert Cs = 0,570, 

Mka = t r9 (0,5 (1 + 0,570) - 0,5236) = 0,2614 t r2 = 10456 t, 

Nka = tr·0,5 (1 + 0,570) = 0,785 I r= 157,0 I, 

Mar = 2 Mka = 0,5228 I r' = 20910 I, 

Mao = I r2 .2·0,5236 = 1,0472 I r2 = 41890 I. 

An dieser Stelle i ist die Zugspannung 

M"a Nka (10456 157 ) 
G,,= Wa +----:1(=1 800+ 240 =13,65 I. 

1st wegen dar Armverjiingung 

am Kranz War = 200mB und an der Nabe Wao = 280m3, 

dann erhalt der Arm die Biegespannung 

am Kranz _ Mar _ 20910 -1050 
Ga - War -t~- _,, 

N b Mao 41890 
und an dar a e Ga=-W =t 28=1500t; 

ao 
Diese letztere Spannung ist die maBgebende. 

Mit der zulassigen Spannung von 200 kg/em2 ist 1=200: 1500 = 0,134, so
mit ist das zulii.ssige Gesamtdrehmoment 

T= 2r2 nt = 2.2002 %·0,134= 33700 kgom. 

De. in Wirkliohkeit die Beanspruohungen duroh die Fliehkre.ft und das 
Drehmoment gleiehzeitig auitreten, sind die Hoehstwerte fiir die UmIaufze.hl 
und das Drehmoment so zu wahlen, daB an der ungiinstigsten Stelle die zu
Jii.ssige Beanspruehung nioht iibersohritten wird. Diese Stelle liegt also bei reiner 
Fliehkra.ftwirkung im Kranz bei i und bei reiner Drehmomentenwirkung im 
Arm an der N9.be. 

B. Statisch unbestimmte Fachwerke. 
Die statische Unbestimmtheit eines Fachwerks kann verschiedene 

Griinde haben. Entweder ist das nach Stab- und Knotenpunktzahl 
geometrisch bestimmte Fachwerk statisch unbestimmt gelagert, d. h. es 
hat iiberzahlige Auflagerbedingungen, oder das statisch bestimmt ga
lagerte Fachwerk hat iiberziihlige Stabe, oder es Hegen beide FaIle 
gleichzeitig vor. 1m ersteren FaIle hei6t das Fachwerk au6erlich, 
im zweiten FaIle innerlich, im dritten auBerlich und innerlich 
statisch unbestimmt. 

Diese Unterscheidung wird nach dem Studium der Biegestab
gebilde nichts N eues bieten und sofort verstandlich sein. 



Statisch unbestimmte Fachwerke. 249 

1. AuBerlich einfach statisch unbestimmte Fachwerke. 
Der Fachwerktrager anf drei Stiitzen. Dessen Behandlung er

folgt ganz im Sinne des Beispiels S. 132. Die Forderung, daB die 
Verschiebung der Mittelstutze verschwindet, Iiefert nach S. 114, 
Fall 1 

~ S' 6 8 + X '\, 6 2 8 = 0 
L..J EF L..J EF . 

Hierin gelten die StabkriiJte S' fUr das statisch bestimmte Fach
werk, also fur X = 0 und die 6 fur X = 1 allein. Damit folgt 

X=- ~ S'68. ~ 6 2 8 

. L..J EF 'L.; EF' 

Die S' und 6 ermittelt man am besten aus je einem Krafteplan 
und rechnet mit Zahlentafel. Nach Bestimmung von X folgen die 
endgiiltigen Stabkrafte aus S = S' + X 6 . 

Bei gleichartigem Stoff aller Stabe darf hier und in allen weiteren 
solchen Formeln das gleiche E in Zahler und Nenner gestrichen werden. 

1st ein gegebenes Fachwerk nachzurechnen, dann werden die 
wirklichen Stabquerschnitte F (ohne Nietabzug!) in Rechnung gebracht. 
Bei Neuberechnungen mit zunachst noch unbekannten Stabquer
schnitten kann entsprechend dem Fall der BiegestabgebiIde bei Fach
werken auch mit Querschnittsverhaltnissen gerechnet werden. Man 
nimmt einen beIiebigen Querschnitt Fo an und setzt in die Formeln 
statt der Werte F die Ver
haltnisse f = F: Fo ein. 
Solches gilt nicht nur fUr 
obigen Fall, sondern fUr 
aIle Fachwerke. 

Beispiel nach Bild 502. 
Die Stabkrafte S' und 15 fiir 
Belastung nach Bild 503 und 
504 sind durch (hier nicht 
gezeichnete) Krafteplane er
mittelt und in Zahlentafel 20 
(Spalte 1 und 2) eingetragen, 
die auch die gegebenen 8 

und F (Spalte 3 und 4) ent
halt. 

Die in Spalte 5 und 6 
erfolgte Berechnung liefert 
nach Summierung der Posten 
die Unbekannte 

x = - ( - 500,0) : 156,48 = 
=+3,195t. 

f\/\/\/\!V\\, 4 
1t 

Bild 502-504. Trager auf drei Stiitzen. 
Erstes Verfahren. 

Damit folgen nach Aufstellung der ~palte 5 die Endwerte S in Spalte 6. 

Statt dessen kann die statische Bestimmtheit auch durch Schnitt 
eines Stabes hervorgebracht werden. Wird in obigem Beispiel 
Stab Nr. 11 geschnitten, dann entstehen zwei einfache Trager, bei 
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Zahlentafel20 zum Zahlenbeispiel S.249. 

Spalte 1 2 3 4 5 6 7 8 
---~.-------------

Stab- S' 6 8 F S'68 6 2 8 X·6 S 
Nr. t t em em2 -y- F' t t 

1 +2,22 -0,25 200 30 - 3,7 + 0,42 -0,80 + 1,42 
2 +4,94 -0,74 200 30 -24,4 + 3,65 -2,36 +2,58 
3 +5,36 -1,24 200 30 -44,3 + 10,24 -3,96 +1,40 
4 +5,20 -1,74 200 30 -60,2 +20,16 -5,56 -0,36 
5 +5,04 -1,65 200 30 -55,3 + 18,15 -5,27 -0,23 
6 +3,72 -0,99 ::!OO 30 -24,6 + 6,53 -3,16 +0,56 
7 + 1,24 -0,33 200 30 - 2,7 + 0,72 -1,05 +0,19 

8 -4,44 +0,50 200 50 - 8,9 + 1,00 + 1,60 -2,84 
9 -5,44 +0,99 200 50 -21,5 

I 
+ 3,92 +3,16 -2,28 

10 -5,28 + 1,49 200 50 -31,5 + 8,88 +4,76 -0,52 
11 -5,12 + 1,98 200 50 -40,5 + 15,68 +6,32 +1,20 
12 - 4,95 + 1,32 200 50 - 26,1 + 6,97 +4,22 -0,73 
13 -2,48 +0,66 200 50 - 6,5 + 1,74 +2,11 -0,37 

14 -4,45 +0,50 200 18 -24,8 + 2,78 + 1,60 -2,85 
15 +4,45 -0,50 200 15 -29,6 + 3,33 -1,60 +2,85 
16 -1,00 +0,50 200 15 - 6,7 + 3,33 + 1,60 +0,60 
17 + 1,00 -0,50 200 15 - 6,7 + 3,33 -1,60 -0,60 
18 +0,16 +0,50 200 15 + 1,1 + 3,33 + 1,60 + 1,76 
19 -0,16 -0,50 200 15 + 1,1 + 3,33 -1,60 -1,76 
20 +0,16 +0,50 200 15 + 1,1 + 3,33 + 1,60 + 1,76 
21 -0,16 -0,50 200 18 + 0,9 + 2,78 -1,60 -1,76 

22 +0,16 -0,66 200 18 - 1,2 I + 4,84 -2,11 -1,95 
23 - 0,16 +0,66 200 15 - 1,4 + 5,80 +2,11 + 1,95 
24 +2,48 ...,..0,66 200 15 -21,8 + 5,80 -2,11 +0,37 
25 -2,48 +0,66 200 15 - 21,8 + 5,80 +2,11 -0,37 
26 +2,48 -0,66 200 15 -21,8 

I 
+ 5,80 -2,11 +0,37 

27 - 2,48 +0,66 200 18 -18,2 + 4,84 +2,11 -0,37 

I - 500,0 I + 156,48 
I 2)S'68 _2)62 8 

1= '---P-I- F 

deren Belastung die Schnittstelle dieses Stabes klaffen wird. Greifen 
an den Stabstumpfen die Zugkrafte X an, dann liefert die Forderung, 
daB die Schnittstelle nicht klafft, nach S. 117, Fall 9 die ,Bedingungs
gleichung 

~8'68 +X ~628 + X811 =0, 
EF EF EFu 

worin die 8' fiir die beiden statisch bestimmten Fachwerke und 
die 6 fiir X = 1 gelten. Endergebnis 

X=- ),8'6 8.( ~628 +~) 
~ EF' .L..; EF EFll' 

endgiiltige Stabkrafte 8 = 8' + X 6 . 

Obiges Beispiel liefert hiernaeh fUr die Belastungszustande naeh Bild 505 
und 506 zuniiehst die Spalten 1 bis 4 der Zahlentafel 21 S. 251. 



Statisch unbestimmte Fachwerke. 251 

Zahlentafel21 zum Zahlenbeispiel S. 250. 

Spalte 1 2 3 4 
------ -
Stab- S' 6 s F 
Nr. t t cm cm2 

1 I + 1,58 - 0,125 200 I 30 
2 +3,02 -'- 0,375 200 30 
3 +2,16 -0,625 200 30 
4 +0,72 -0,875 200 30 
5 +0,77 -0,833 200 30 
6 + 1,16 - 0,500 200 30 
7 +0,39 - 0,167 200 30 

8 - 3,17 + 0,250 200 50 
9 -2,88 +0,500 200 50 

10 -1,44 +0,750 200 50 
11 + 1,000 200 50 
12 -1,54 +0,667 200 50 
13 -0,77 + 0,333 200 50 

14 -3,17 +0,250 200 18 
15 +3,17 -0,250 200 15 
16 +0,29 +0,250 200 15 
17 -0,29 - 0,250 200 15 
18 + 1,44 +0,250 200 15 
19 -1,44 -0,250 200 15 
20 + 1,44 +0,250 200 15 
21 -1,44 - 0,250 200 18 

22 -1,54 -0,333 200 18 
23 +1,54 + 0,333 200 15 
24 + 0,77 -0,333 200 15 
25 -0,77 +0,333 200 15 
26 +0,77 -0,333 200 15 
27 -0,77 + 0,333 200 18 

. 

I 

pamit folgt nach Berechnung 
der Spalte 5 und 6 

X = - (- 48,59): 39,719=+ 1,224 t 

und in Spalte 8 die End werte S, 
die mit denen des obigen Beispiels 
befriedigend iibereinstimmen. 

[) 6 7 8 
--~-. ------

S'6s 6 2 s X·6 S 
IF -y t t 

- 1,32 

1 

+0,104 - 0,151 + 1,43 
- 7,52 +0,935 -0,46 +2,56 
- 9,00 +2,605 - 0,76 + 1,40 
- 4,20 + 5,100 -1,07 -0,35 
- 4,28 +4,630 -1,02 - 0,25 
- 3,86 + 1,667 - 0,61 +0,55 
- 0,43 +0,186 -0,20 +0,19 

- 3,17 +0,250 +0,31 -2,86 
- 5,76 + 1,000 + 0,61 1- 2,27 
- 4,32 +2,250 + 0,92 - 0,52 

+4,000 + 1,22 + 1,22 
- 4,11 + 1,780 +0,81 -0,73 
- 1,03 + 0,444 +0,41 -0,36 

- 8,80 +0,695 +0,31 -2,86 
-10,57 + 0,833 - 0,31 + 2,86 
+ 0,97 +0,833 + 0,31 +0,60 
+ 0,97 +0,833 -0,31 -0,60 
+ 4,80 +0,833 +0,31 + 1,75 
+ 4,80 + 0,833 -0,31 -1,75 
+ 4,80 +0,833 +0,31 + 1,75 
+ 4,00 +0,695 -0,31 -1,75 

+ 5,70 + 1,230 -0,41 -1,95 
+ 6,85 + 1,480 +0,41 + 1,95 
- 3,42 + 1,480 -0,41 +0,36 
- 3,42 + 1,480 +0,41 - 0,36 
-- 3,42 + 1,480 -0,41 +0,36 
- 2,85 + 1,230 +0,41 -0,36 

-48,59 ,I + 39,719 

= 2) S';~I = 2)6;8 

Der Wert S11: Fll ist in dem 
Ausdruck ~ 6 2 8 : F schon enthalten 
und betragt 200: 50 = 4; ahnliches 
gilt fiir aile weiteren tabelIarischen Bild 505 u. 506. Trager auf drei Stiitzen. 
Rechnungen. Zweites Verfahren. 

Das Zweigelenkfachwerk. Obwohl auch hier die statische Be
stimmtheit durch Schnitt eines Stabes erzielt werden konnte (bei 
Schnitt eines Gurtstabes entsteht das Dreigelenkfachwerk), pflegt man 
wie beim Vollwandbogen die Horizontalkraft X an den Gelenken als 
statisch Unbestimmte zu wahlen. Man erhiiJt aus der Forderung. 
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daB keine Anderung des Gelenkabstandes eintritt, die Bedingungs
gleichung 

woraus 
x = _ "S' 6 8. ,,628 

L.J EF·L.JEF· 

Hierin gelten die S fiir das statisch bestimmte Fachwerk, also 
mit Rollenkipplager statt Gelenk im link en oder rechten FuBe und 
die 6 fiir die Horizontalkraft X = 1. Endgiiltig ist fiir jeden Stab 

S=S'+X6. 

Beispiel nach Bild 507. Zahlentafel 22, S. 253 zeigt die durch Kriifteplane 
ermittelten Stabkrafte S' und (; fUr Belastung nach Bild 508 und 509, sowie die 
Stablangen 8 und die Querschnittsverhaltnisse f. Nach Berechnung der Spalte 5 
und 6 folgt 

x = - (- 310150): 82598 =+ 3,75 t 
und mit den Werten der Spalte 7 die endgiiltigen S der Spalte 8. 

Bild 507-509. Zweigelenkfachwerk. 

SonderHille. Wie beim Stabbogen werden auch bei vollig sym
metrischem Fachwerk und bei Belastung nach Bild 510 die Lasten P P 
von beiden Gelenken zu gleichen Teilen aufgenommen, woraus X = 0 
folgt. Denn wegen der Symmetrie ent
spricht jedem Stabe mit irgend einem 
S' der Gegenstab mit demselben, aber 
entgegengesetzt gerichteten S', so daB 
der Zahler der X -Formel verschwindet. 

Ein gleiches gilt fiir Belastung nach 
Bild 511, ferner fiir beIiebig viele 
solche Krafte nach dem ersten oder 
zweiten Fall und fiir eine Vereinigung 
beider FaIle. 

2. AuBerlich mehrfach statisch 
unbestimmte Fachwerke. 

Der Trager auf vier Stiitzen. Wie 
beim Vollwandtrager bilden auch hier 
die mittleren Auflagerdriicke X und Y 

p 

! 
--------1-----

~~----l,------~ 
A.~ a-2{a 

BUd 510u. 511. Zweigelenkfachwerk 
mit Belastungs-Sonderfallen. 
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Zahlentafel22 zum Zahlenbeispiel S.252. 

Spalte 1 2 I 3 4 5 6 7 8 
-- -- ------
Stab- S' 6 8 r 8'68 ~28 X·6 8 
Nr. t t em -r- T t t 

1 -14,5 + 1,86 300 1,00 - 8100 + 1025 + 7,0 - 7,5 
2 -14,5 + 1,86 300 1,00 - 8100 + 1025 + 7,0 - 7,5 
3 -19,6 +2,60 300 1,00 -15300 +2030 + 9,7 - 9,9 
4 + 17,9 - 2,12 350 0,75 -17700 +2100 - 7,9 + 10,0 
5 +21,4 -2,66 305 0,75 -23200 +2880 -10,0 +11,4 
6 +23,4 -3,08 305 0,75 -29300 +3860 -11,6 +11,8 
7 - 0,9 170 0,15 - 0,9 
8 - 5,8 +0,84 340 0,35 - 4720 + 685 + 3,1 - 2,7 
9 + 1,9 -0,42 230 0,20 - 900 + 203 - 1,6 + 0,3 

10 - 2,4 +0,52 370 0,35 - 1310 + 286 + 2,0 - 0,4 

11 - 4,7 + 1,86 300 1,00 - 2620 + 1025 + 7,0 + 2,3 
12 - 4,7 + 1,86 300 1,00 - 2620 + 1025 + 7,0 + 2,3 
13 - 4,7 +2,60 300 1,00 - 3680 +2030 + 9,7 + 5,0 
14 -2,12 350 0,75 +2100 - 7,9 - 7,9 
15 -2,66 305 0,75 +2880 -10,0 -10,0 
16 -3,08 305 0,75 +3860 -11,6 -11,6 
17 170 0,15 ° 18 +0,84 340 0,35 + 685 + 3,1 + 3,1 
19 -0,42 230 0,20 + 203 - 1,6 - 1,6 
20 +0,52 370 0,35 + 286 + 2,0 + 2,0 

21 + 16,8 -3,34 300 0,70 -24000 +4780 -12,5 + 4,3 
22 - 29,1 +4,26 420 2,25 - 23000 +3390 + 16,0 -13,1 
23 -17,5 +3,16 320 1,65 -10750 + 1935 +11,8 - 5,7 
24 -12,5 + 3,16 320 1,65 - 7660 + 1935 +11,8 - 0,7 
25 +22,6 -4,12 310 0,85 - 34000 +6200 -15,5 + 7,1 
26 + 17,5 -4,12 310 0,85 - 26350 +6200 -15,5 + 2,0 
27 + 17,3 -2,00 300 0,75 -13850 + 1600 - 7,5 + 9,8 
28 - 6,2 370 0,55 

I 
- 6,2 

29 + 4,9 320 0,55 + 4,9 
30 - 6,4 390 0,55 - 6,4 

31 + 4,6 -3,34 300 0,70 - 6600 +4780 -12,5 - 7,9 
32 - 6,6 +4,26 420 2,25 - 5260 +3390 + 16,0 + 9,4 
33 - 9,0 +3,16 320 1,65 - 5520 + 1935 +11,8 + 2,8 
34 -12,7 +3,16 320 1,65 - 7800 + 1935 +11,8 - 0,9 
35 + 4,6 -4,12 310 0,85 - 6920 +6200 -15,5 -10,9 
36 + 8,7 -4,12 310 0,85 -13100 +6200 -15,5 - 6,8 
37 - 1,2 -2,00 300 0,75 + 960 + 1600 - 7,5 - 8,7 
38 + 5,0 370 0,55 + 5,0 
39 - 4,0 320 0,55 - 4,0 
40 + 4,6 390 0,55 + 4,6 

41 + 7,5 -2,00 350 0,60 - 8750 +2330 - 7,5 ° - 310155 +82598 

= 2) 8'~ 8
1 
=2)6;8 
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die statisch Unbestimmten. Die Bedingungsgleichungen hierfiir folgen 
aus S. 117 Fall 10 und lauten mit fx= 0 und fy = 0 

~S'6"'~-l--X ~6",6",8+y ~6",6118 =0 
~ EF ' ~ EF ~ EF ' 

~S'6y~+X ","16y6",!+y ~6y~~=0 
~ EF ~ EF ~ EF ' 

worin die S' fUr das statisch bestimmte Fachwerk, also fiir X = 0 
und Y = 0, die 6 fiir X = 1 und die 6 fiir Y = 1 gelten. End
giiltig ist fiir jede~ Stab S = S' + X 6", -+ Y 6 y • 

Es ist aus spater darzulegenden Griinden (s. S. 271) zweckmaBig, 
den durchlaufenden Fachwerktrager in der bei drei Stiitzen gezeigten 
Weise zu berechnen. Man schneidet nach Bild 512 die Stabe 1, 2, 3 
usw., bezeichnet deren Stabkrafte mit Xl' X 2 usw. und erhalt nach 
S. 117 Fall 11 die Ausdriicke 

~S'6!~+x (~6l28 +~L)+X 26l6~+ ... =0 
E F 1 E F E Fl 2 E F ' 

~S'62~+X 2626~+X (2~228 +~~)+ ... =o 
EF 1 EF 2 EF EF2 ' 

Hieraus die Xl' X 2 • • • und die S = S' + Xl 6 1 + X 2 6 2 + ... 
1 Z 3 

/SZVVyvvvSZS(VVSI\/\ 
BiId 512. Zur Behandlung des durchlaufenden Tragers. 

Das beiderseits eingespannte Fachwerk. Es ist dreifach statisch 
unbestimmt, denn z. B. nach Bild 513 macht der Schnitt dreier Stabe 
das Fachwerk statisch bestimmt. Schneidet man Stab 1, 2 und 3, 
dann erhiilt man das Dreigelenkfachwerk mit den Gelenken abc. 
Oder man schneidet Stab 1 und entfernt den Bolzen a, wodurch 
man zwei eingespannte Fach werke erhiilt. 

Letzteres ist zweckmaBig bei Symmetrie des Fachwerks, das in 
Anlehnung an den eingespannten Stabbogen nach S. 152 zu behan
deln ist. Bezeichnet S' die Stabkrafte in den einseitig eingespann
ten Fachwerkteilen fiir die gegebene Belastung nach Bild 514 und 
6",,6 , 6 z die fiir X = 1, Y = 1 und Z = 1 nach Bild 515 bis 517, 
dann 1iefert die Forderung, daB die Bolzen a in beiden Fachwerk
teilen dieselbe lotrechte und dieselbe wagrechte Verschiebung machen 
und daB die Stabstumpfen des geschnitten gedachten Stabes 1 nicht 
klaffen, die Gleichungen 

Y1~6x~+X yr6x28 + Z Y 6",6~=0 
~ EF ~ EF ~ EF ' 
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~8'~~+y ~@V8=0 
..:::.; EF ..:::.; EF ' 

~~'f3z~+X~f3zf3x8 +Z[ ~f3z28 +~LJ =0· 
E F E F ..:::.; E F E Fl ' 

denn die Ausdriicke ~!§.~~!.. und ~?7E~!.. verschwinden wegen 

der Symmetrie und der an beiden Fachwerkteilen entgegengesetzt 
wirkenden Y. Die endgiiltigen Stabkrafte sind sodann 

8 =8' + Xf3,,+ Yf3 y +Z f3z. 
Belastungssymmetrie hat Y = 0 zur Folge, wahrend X und Z bleibt . 

Bild 513-517. Das beiderseits eingespannte Fachwerk. 

Z,St 

~~ 
7777777/-k7.""% ~ ~ 

Bild 518-520. Beiderseits eingespanntes Portal. 

Beispiel nach Bild 518 bis 520; hierzu Zahlentafel23 S. 256 u. 257 mit 
Spalte 1 bis 13, woraus die drei Gleichungen 

- 45810 + 14990 X - 17590 Z = 0, 
- 38635 + 34182 Y = 0 , + 76290 -17 590X + 26342 Z= 0 

mit den Losungen 
X=-1,58t, Y=+1,13t, Z=-3,95t. 

Damit folgen die endgiiltigen S nach Spalte 14 bis 18 der Tafel. 

3. Innerlich statisch unbestimmte Fachwerke. 
Hierzu gehoren namentlich die Fachwerke mit iiber:zahligen Staben; 

jedem solchen entspricht eine statische Unbestimmtheit; bei n iiber
zahligen Staben ist das Fachwerk n-fach innerlich statisch unbestimmt. 



--

Stab 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

10 
11 
12 

13 
14 
15 
16 
17 
18 

19 
20 
21 
22 
23 
24 

25 
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Zahlentafel 23 zum 

1 2 3 4 5 6 7 8 I 9 - -

S' @5x @5y @5. 8 r S' @5x 8 S'@5y8 

I 
S' @5. 8 

t t t t em 
-1- -f- -r-

+ 14,4 - 2,00 [- 2,00 +3,00 400 I 1,00 -11520 -11520 + 17280 
+ 6,6 -2,00 + 1,00 400 1,00 - 5280 + 2640 
+ 4,1 -2,00 400 i 1,00 - 3280 
-21,0 +3,00 + 3,00 -4,00 200 ! 1,20 -10500 - 10500 + 14000 
-13,1 + 1,00 +3,00 -2,00 400 I 1,20 - 4370 -13100 + 8740 

-1,00 + 1,00 400 ; 1,20 

+ 5,5 -1,41 + 1,41 280 I 0,45 - 4830 + 4830 
- 5,5 + 1,41 -1,41 280 0,45 - 4830 + 4830 
+ 5,5 -1,41 + 1,41 280 0,45 - 4830 + 4830 
- 9,3 +2,83 -1,41 280 0,45 -16400 + 8160 
+ 3,7 + 1,41 280 0,45 + 3250 

-1,41 280 0,45 

+ 2,0 -2,00 +2,00 +3,00 400 1,00 - 1600 + 1600 + 2400 
+ 2,0 +2,00 + 1,00 400 1,00 + 1600 + 800 
+ 2,0 +2,00 400 1,00 + 1600 
- 4,0 +3,00 -3,00 -4,00 200 1,20 - 2000 + 2000 + 2666 
- 4,0 + 1,00 -3,00 -2,00 400 1,20 - 1330 + 4000 + 2666 

-1,00 -1,00 400 1,20 

-1,41 + 1,41 280 0,45 I 

+ 1,41 -1,41 280 0,45 
-1,41 + 1,41 280 0,45 

I - 2,8 -2,83 -1,41 280 0,45 + 4930 + 2460 
- 2,8 -1,41 280 0,45 + 2465 

+ 1,41 280 0,45 

+ 1,00 400 1,00 

-45810 -38635 I +76290 

= 17S'~X81= 17S'~Y~I+ 17S'~.8 

Ein iiberzahliger Stab. Die Bedingung, daB die Schnittstelle 
dieses Stabes x nicht klafit, liefert mit den Stabkraften 8' fiir das 
Fachwerk ohne diesen Stab und mit den @5 fiir X = 1 den Ansatz 

" 8' @5 8 ( @52 8 8) 
L..I7f"F-+ X 17 EF+ EF =0. 

x 

Eild 521-527. Faehwerke mit einem iiberzahligen Stab. 
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Zahlenbeispiel S. 255. 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 
---------

6 x 2 8 6 y 2 8 6."8 6 x 6 z 8 Sf X 6.., Y6y Z6z S 
T f f -r-

t t t t t -
+ 1600 + 1600 I + 3600 - 2400 + 14,4/+3,16 -2,26 -23,85 - 8,6 

+ 1600 + 400 + 6,6 -2,26 - 3,95 + 0,4 
+ 1600 + 4,1 -2,26 + 1,8 

+ 1500 + 1500 + 2666 - 2000 - 21,0 -4,74 +3,39 + 15,80 - 6,6 
+ 333 + 3000 + 1333 - 666 -13,1 -1,58 +3,39 + 7,90 - 3,4 
+ 333 + 333 + 1':>8 + 1,13 + 2,7 

+ 12403 + 1243 -1243 + 5,5 +2,23 - 5,58 + 2,2 
+ 12!3 + 1243 -1243 - 5,ti - 2;~3 + 5,58 - 2,2 
+ 1243 + 1243 -1243 + 5,5 +2,23 - 5,58 + 2,2 

+ 4972 + 1243 - 9,3 +3,20 + 5,58 - 6,1 
+ ] 243 + 3,7 + 1,60 + 5,3 
+ 1243 -1,60 - 1,6 

+ 1600 + 1600 + 3600 - 2400 + 2,0 +3,16 +2,26 - 23,85 -16,4 
+ 1600 + 400 + 2,0 +2,26 - 3,95 + 0,3 
+ 1600 + 2,0 +2,26 + 4,3 

+ 1500 + 1500 + 2666 - 2000 - 4,0 -4,74 -3,39 + 15,gO + 3,7 
+ 333 + 3000 + 1333 - 666 - 4,0 -1,58 -3,39 + 7,90 - 1,1 
+ 333 + 333 + 1,5~ -1,13 + 0,5 

+ 1243 + 1243 - 1243 +2,23 - 5/8 - 3,4 
+ 1243 

I 
+ 1243 - 1243 -- 2,23 + 5,58 + 3,4 

+ 1243 + 1243 - 1243 +2,23 - 5,58 - 3,4 
+ 4972 + 1243 - 2,8 -3,20 + 5,58 - 0,4 
+ 1243 - 2,8 -1,60 - 4,5 
+ 1243 + 1,60 . + 1,6 

+ 400 -
+ 14990 + 34182 +26342 -17590 

3,951- 4,0 

I End-

_ .26X2 8 

I -.2§~ = .26~8 = I 6 X?Z8 I 
jgiiltige 

I 
Stab-- r - r krafte 

Die endgiiltigen Stabkrafte sind dann 

8=8' +X@? und 8",=X. 

Bild 521 bis 527 zeigt einige Fachwerke 'mit je einem iiberzahligen 
Stab. Es sei hier an die Merkregel IV nach S. 46 erinnert, wonach 
ein Knotenpunkt an der Kreuzungsstelle zweier Stabe am Krafte
spiel nichts andert, sofern dieser Punkt unbelastet bleibt. 

~~ 
X=1t 

Jt 

Bild 528-530. Zur Behandlung des Fachwerks mit einem iiberzahligen Stab. 
Uno I d. Statik f. Maschineningenieure. 17 
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Beispiel naeh Bild 528 bis 530. Stab 13 sei als iiberzahlig betraehtet. Aus 
naehstehender Zahientafel 24 folgt 

X = - 509 : 669 = - 0,76 t 
und damit berechnen sich die endgiiltigen S . 

Zahlentafel24 zum Zahlenbeispiel. 

1 2 3 4 5 6 
-~ --------

Stab S' 6 8 f s' 6 8 6 9 8 
~--

f t t em f 
-1 100 0,8 

I 2 +0,98 -0,71 100 0,8 - 87 + 62 
3 100 0,8 
4 -2,15 106 1,0 
5 -1,98 -0,71 100 1,0 + 141 + 50 
6 -1,07 106 1,0 

7 -2,00 -0,71 I 57 1,25 + 65 + 23 
8 +0,~2 100 0,5 
9 -0,58 -0,71 100 0,5 + 82 +100 

10 -1,00 57 1,25 

11- +2,30 + 1,00 115 0,65 
I 12 + 1,41 + 1,00 141 0,65 +308 +217 

13 141 0,65 

I 
+217 

14 + 1,15 115 0,65 

+509 +669 

=2)S'?~ _~l~~ - f 

7 8 

X6 S 
t t 

+0,54 + 1,52 

-2,15 
-1,44 

+0,54 -1,07 

+0,54 -1,46 
+0,82 

+0,54 -0,04 
-1,00 

+2,30 
-0,76 +0,65 
-0,76 -0,76 

+ 1,15 

Mehrere iiberziihlige Stiibe 1, 2, 3... mit den Stabkraften 
Xl' X 2 , Xso 0 0 Hefern sinngemaB die Ansatzgruppe 

,2~618+X (2)6l618+~)+X ,26l 6 2 8+ X 2)616 38+ ... =0 
EF 1 EF EFl 2 EF 3 EF ' 

2)~S28 +X 2)6\1~18 +X (2)62 6 28 +~)+X 2)S\l638 + ... =0 
EF 1 EF 2 EF EF2 3 EF ' 

};8'63 8 +X 2)636 18 +X 2)63 6 28 +X (2)63 6 3 8 +~)+ ... =o 
E FIE F \I E F 3 E FEF3 

Endgiiltig ist 8 = 8' + Xl 6 1 + X\l 6 2 + Xs S3 + ... 
und 8l =Xl • 8\l=X2 , 8M=X3 o 

Beispiele hierzu nach Bild 531 bis 5340 

Bild 531-534. Faehwerke mit zwei, drei und fiinf iiberzahligen Staben. 
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Der Bogenbalkentriiger nach Bild 535 oder 536 heiBt auch Zwei
gelenkbogen mit aufgehobenem Horizontalschub und bildet einen 
wichtigen Sonderfall des innerlich statisch unbestimmten Fachwerks, 
da zahlreiche Briickentrager und Dachbinder hiernach aufgebaut 
sind. Die lange Zugstange ist durch einige lotrechte Stabe gegen 
zu starken Durchhang am Fachwerk angehangt und verlauft zwischen 
den Auflagern entweder horizontal oder mit schwacher Dberhohung. 
1m Bild 536 verlauft die Fahrbahn in Zugstangenhohe und ruht auf 
den an den Zugstangen hangenden Quertragern. 

Man konnte jeden beliebigen Stab als iiberzahligen ansehen, 
wahlt als solchen aber meist die Zugstange und benutzt die Formeln 
nach S.256. 

Bild 535 u. 536. Bogenbalkentrager. 

Der Trager mit Zugband oder Druckbogen nach BiId 537 oder 538 
wird entsprechend dem vorigen Fall behandelt, wobei der mittlere 
Teil des Zugbandes bzw. Druckbogens als iiberzahlig betrachtet wird. 

Bild 537 u. 538. Trager mit Zugband oder Druckbogen. 

4. Au6erlich und innerlich statisch unbestimmte Fachwerke. 

Dieser Fall bildet eine Vereinigung der beiden vorbehandelten 
Falle und liegt z. B. bei Bild 539 bis 541 vor. Die Behandlung 
dieses Falles erfolgt im Sinne der bisherigen Behandlung des auBer· 
lich und des innerlich statisch unbestimmten Fachwerks, enthalt 
grundsatzlich nichts Neues und ergibt sofort fiir diese drei Beispiele 
eine zwei- bzw. drei- bzw. vierfache statische Unbestimmtheit . 

.Y.' Z 

.~~~~%~w.~~f8 
Bild 539-541. Fachwerke mit auBerer und innerer statischer Unbestimmtheit. 

17* 
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Bei z. B. Bild 540 wahlt man als statisch Unbestimmte den 
Horizontalschub X und die Stabkrafte Y und Z und erhalt die 
Gleichungen 

~8'E5xs +X ~E5x~x~ +Y ~E5xE5!18 +Z ~E5xE5.s =0 
.L..t EF .L..t EF .L..t EF .L..t EF ' 

l)~E5!1S +X l)~!lE5o;S + Y(l)E5!1 E5!1S +~) +Zl)E5!1~zS =0 
EF EF EF EFy EF 

l)~~E5.S +X l)E5.E5 .. S +Y l)E5.E5!1 8 +Z(l)E5z E5z S +l)=O 
EF EF EF EF EF. . 

Die Bedeutung der 8', E5, E5 und E5 geht aus den vorher-
'" y z 

gehenden Beispielen hervor. . 
Dieser doppelten statischen Unbestimmtheit geht man durch Ein

bau von Gelenken oder sonst geeigneten MaBnahmen gerne aus 
dem Wege, da die statische Berechnung doch recht umstandlich und 
uniibersichtlich wird. 

Das Fachwerk als Biegestab. Schlanke lange Fachwerke, beson
ders parallelgurlige mit unveranderlichen Gurtquerschnitten, k6nnen, 
wie im dritten Abschnitt auf S. 119dargelegt wurde, auch bei statisch 
unbestimmter Lagerung angenahert als Biegestabe behandelt werden, 
und es gelten aile Regeln und Formeln der ersten Teile dieses Ab
schnitts. Aus den sich ergebenden M, N und Q laBt sich dann 
gemaB der Darlegungen auf S. 119 auf die Stabkrafte schlieBen. 

C. Gemischte Gebilde. 
Sie bilden eine Vereinigung von Biegestaben mit Zug- oder 

Druckstangen oder ganzen Fachwerken. Der Grad der statischen 
Unbestimmtheit, die Wahl der statisch Unbestimmten und die Be

Bild 542u. 543. Der Bogenbalkentrager. 

handlung des Falles kann sehr ver
schieden sein. Im nachstehenden 
sind einige kennzeichnenden Falle 
genannt und behandelt. 

Der Bogenbalkentriiger. Ersetzt 
man das Fachwerk nach S. 259 
Bild 539 oder 540 durch einen 
Vollwandstab, dann gewinnt man 
den hier zu behandelnden Trager 
nach Bild 542. Er ist wie jener 
auBerlich statisch bestimmt und 
innerlich einfach statisch unbe
stimmt. Als statisch Unbestimmte 
wird auch hier die Stabkraft X des 
Zugstabes x gewahlt, die sich wieder 
aus der Forderung ergibt, daB die 
Stabenden des entzweigeschnittenen 
Stabes x nicht klaffen. 
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Bezeichnet 
M' das Biegemoment im Stabbogen ohne Zugstab, 
WI: das Biegemoment im Stab bogen fur X = 1 , 
91 die Langskraft im Stabbogen fUr X = 1, 
J das Tragheitsmoment des Stabbogens, 
F dessen Querschnitt, 
Fx den Querschnitt des Stabes x, 
s., dessen Lange, 
E und Ex die Moduln fiir den Bogen und den Zugstab, 

dann ist nach S. 119 Fall 1 

fM' WI: (f Wl:2 f 912 
S ) ET ds +x EJ ds + EF ds + ExF~ =0. 
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Mit WI: = - 1· Y und 91 = - 1 : cos q; folgt nach Multiplikation 
mit E 

fM' Y (fY2 f 1 E s ) X= -ds: -ds+ ----ds+--x . 
J J F cos2 q; ExFx 

Endgiiltig ist fiir den Bogen 

M=M'-Xy und N=-X:cosq;. 

Unveranderliches J und F des Bogens liefert 

x=fM'YdS: (fy2 dS -t-{f-l- ds + EJSx). 
F cos2 q; Ex Fx 

Bei flachem Bogen ist mit s" = l und f~ ~ l 
cos q; 

X= f M'yds: (f y2 ds+ ~ + ;~) 
x x 

und M=M'-Xy, N=-X. 
Nach Berechnung von X kann M durch Zeichnung nach Bild 543 

als Unterschied zwischen M' und X y gewonnen werden. 
Fiir den Kreisbogen mit unveranderlichem J und F mit einer 

Einzellast P nach Bild 340 S. 142 konnen die J- Ausdriicke dem 
dortigen Beispiel entnommen werden; hiernach ist 

f M' y ds = P r3 [ - cos 2 r - ~ sin 2 r - ~ sin 2 )' cos 2 fl + 
+ (co;~ -1) sin 2 fl + cos r cos fl + cos r fl sin fl ] ' 

f y2 ds = r3 [r (cos 2 r + 2) - 1,5 sin 2 r] . 
Auch hier kann bei flachen Bogen diese genaue Kreisbogenformel 

durch die angenaherte, aber wesentlich bequemere Parabelbogenformel 
ersetzt werden, s. S. 143 Nr.l0a. 

Der Trager mit Zugband ist ein fiir die ihm zugedachte Be
lastung nicht hinreichend starker Balkentrager, der durch ein Zug-
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band nach Bild 544 versteift wird. Ein solches Gebilde ist wie das 
Fachwerk nach S. 259 und Bild 537 innerlich einfach statisch un
bestimmt. . Wir betrachten das Zugband als iiberzahlig und die in 
allen Feldern gleiche Horizontalkomponente des Zuges als statisch 
Unbestimmte. 

M' sei das Biegemoment im Trager ohne Zugband. Die Hori
zontalkomponente X = 1 bringt im Trager das Moment Wl = - 1 . Y 
hervor, denn irgend ein Zug X liefert nach Bild 545 die Driicke 
D1 D'J Da ... in den lotrechten Staben, und das zur Bestimmung der 
hervorgebrachten Biegemomente zu zeichnende Seileck deckt sich 
vollig mit der Zugbandlinie. Daher ist an beliebiger Stelle x dieses 
Moment gleich X y bzw. Wl = 1 . Y fiir X = 1 und zwar negativ, da 
diese D nach oben wirken. 

~--------l--------~ 

o~ 

OJ 
~--=--1 

i Dz 
: o~ 
I 01 
I 

L x_ 

Bild 544-546. Der Trager mit Zugband. 

Dieses X = 1 liefert ferner im Trager die Langskraft 91 = - 1 
und in den Zugbandstiicken 01, 12, 23 ... von den Langen lOl' ll~ •.. 

die Langskriifte 9101 = _1_ , 9112 = _1_ usw. Bezieht sich ferner 
cos a01 cos a12 

E, J und F auf den Trager, Ex und Fx auf das Zugband, dann gilt 
unter Vernachlassigung der kurzen starken Druckstangen 

f M' Y (f y2 I 1 lOl 
- EJ dx+X EJ dx + EFdx + cos2a01ExFx + 

+ l12 + ... )=0 
cos2 a12 ExFx ' 

woraus X folgt. Damit ist endgiiltig M = M' - X y, N = - X, 
X X 

N01 = - -' N1'J=-- usw. 
cos a01 cos a12 

Zeichnerisch kann M durch Auftragung der Werte X y nach 
Bild 546 gewonnen werden. 
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Bei fiachem Zugband kann mit guter Annaherung 1R01 = 1R12 = ... = 1 
und l01 + ln + .,. = 1 gesetzt werden; es ist dann nach Multipli
kation mit E 

5 M' Y (5 y2 f 1 E 1 ) 
X= Jdx: J dx+ F dx+ ExF~ . 

Unveranderliches J und F im Trager liefert 

X= f M'Ydx:(Jy2dX+~+ :~). 
x x 

Das mehrteilige Zugband wird zweckmaBig so geformt, daB die 
Eckpunkte auf einer Parabel Hagen. Man darf dann mit hin
reichender Genauigkeit so rechnen, als ob sehr viel Druckstabe dicht 
nebeneinander Hegen und das Zugband genau der Parabel folgt, 
Dann ist mit Pfeilh6he f 

Y= ~[(lx-x2) 
und l l 

5 y2 dx= 1~rI (lx - x2) dx= 185 f 2 1. 
o 0 

Besteht die Belastung aus einer Einzellast P im Abstande a und b 
von den Auflagern, dann ist 

a b 

5 M' y dx = 5 p} ~[ (l X - X2) dx + 5 p y ~! (l X - x2) ilx . 
o 0 

Die Berechnung liefert nach einiger U mformung 

f ab fP 
M' ydx =P 312 (12 + ab) = P3 a,8(l + a,8), 

worin a = a: 1 und ,8 = b : l. 
Diese Formel kann auch noch bei drei

teiligem Zugband als Naherungsformel benutzt 
werden, wenn f so angenommen wird, daB 
die Para bel ungefahr inhaltsgleich der Flache 
zwischen Zugband und Tragerlinie ist. 

Der AnschluB des Zugbandes hat nach 
Bild 547, nicht nach Bild 548, zu erfolgen. 
Das Zugband findet viel Verwendung zur Ver
steifung leichter Laufkrantrager und Eisen
bahnwagentrager nach Bild 549. 

$::s::t 
-t±==3-
~ 

Der Hangetrager nach Bild 550 ist eine Bild 547-549. Bauarten 
Abart des obigen Falles. Als statisch Unbe- des Tragers mit Zugband. 
stimmte wird die Zugkraft im Zugband einge-
fiihrt. Die Werte M' gelten fUr den Trager ohne Zugband. Auch hier 
ist m = - l.y und es gilt bei fiachem Zugband dieselbe SchluBformel 
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fiir X wie oben, wobei aber 1 die Stiitzweite des Tragers und Ix 
die Gesamtlange des Bandes von a bis b bezeichnet, Wesentlich ist 
die statisch bestimmte Umleitung des Zugbandes auf den Tiirmen 
durch Rollen oder ahnliche Mittel und hinreichend groBe Grund
klotze bei a und b zur sicheren Aufnahme des Zuges. 

Eine Erweiterung dieser einfachen Bauart bildet der Hangetrager 
mit drei Offnungen nach Bild 551, ebenfalls einfach statisch un
bestimmt, und der Trager mit aufgehobenem Horizontalschub nach 
Bild 552, wobeiein Trager iiber vier Stiitzen durchlauft und die 
Horizontalkomponente des Zuges als Druck aufnimmt, wodurch die 
schweren Grundklotze erspart werden. tJber diese auch hinsichtlich 
der Knickgefahr des gedriickten Tragers bedeutsame, beim Bau der 
neuen Rheinbriicke Koln-Deutz benutzte Bauart s. "Eisenbau" 1913 
S. 217 u.254; iiber die Aufstellung dieser Briicke s. S. 337 des Buches. 

Bild 550. Der Hangetrager. 

Bild 551 u. 552. Hangetrager tiber drei Felder. 

Der hier angenommene VoIlwandtrager wird bei groBeren Bau
werken durch einen Fachwerktrager ersetzt, dessen Behandlung grund
satzlich im Sinne der obigen FaIle erfolgt. 

Das Besondere an allen bisher behandelten gemischten Gebilde 
besteht darin, daB das Zugband bzw. der Druckbogen bei Voll
belastung des Tragers den groBten Zug bzw. Druck erhalt, der 
Trager dabei aber gering beansprucht wird, wahrend der Trager bei 
Belastung seiner linken oder rechten Halfte die groBte Beanspruchung 
erhalt. Daher sind z. B. freitragende Wellblechdacher und ahnliche 
Bauwerke auf Vollbelastung und auf einseitigen Schnee und Wind 
zu berechnen; entsprechendes gilt fUr Hangebriicken. 

Der Zweigelenkbogen mit Zugband in beliebiger Hohe, Bild 553, 
ist zweifach statisch unbestimmt; als statisch Unbestimmte wird der 
Horizontalschub X (wie bisher) und der Zug Z im Zugband gewahlt. 



Bei wagrechtem Zug
band nach Bild 554 gel
ten die Werte M' fur x=o und Z=O, 
9Rx = - 1; Y fur X = 1 
und 9R. = - 1 . (y - h) 
fUr Z = 1, Ietzteres aber 
nur fUr den Bogen 23. 
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Die Gleichungen Iauten 
unter Vernachiassigung 
der N fur den Bogen 

Eild 553 u. 554. Der Zweigelenkbogen mit Zug
band in beliebiger Hohe. 

443 

f
M'9Rx ds+xf9Rx2 ds+ Zf9Rx9Rz ds=O 

EJ EJ EJ ' 
1 1 2 
333 

f M~~z ds+X f9RE~xdS+z(f~~ ds + ~FJ=o, 
2 2 ~ 

worin die Grenzen 1 und 4 bzw. 2 und 3 den Integrationsbereich 
auf dem Bogen angeben. Mit obigen Ausdrucken erhalt man 
443 

f M'Y f y2 fY(Y-h) 
- E J ds + X E J ds + Z E J ds = 0, 

1 1 2 

3 3 3 

_fM'(Y-h) ds+xfY(Y-h) ds+Z (f(Y-h)2 ds + ~)\ =0 
EJ EJ EJ EFz • 
222 

Hieraus die X und Z und die endguitigen Werte 

M=M'-Xy fur die Stucke 12 und 34, 

M=M'-Xy-Z(y-h) fur das Stuck 23. 

Zweigelenkfachwerk mit biegnngsfestem Querriegel, Bild 555. 
Die statisch Unbestimmte ist wie immer der Horizontalschub. Geiten 
die S' und .¥I' fur das statisch be
stimmte Fachwerk und die 6 und 9R 
fur die Kraft X = 1, dann ist 

~S'6s +fM'9R dx+ 
.L..J EF EJ 

+x(})i; + fW;dX)=O, 
woraus X und die Endwerte 

S-S'+X6 bzw. M=M'+X9R 0 - Eild 555. Zweigelenkfachwerk mit 
folgen. biegungsfestem Querriegel. 
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D. Ruckblick und Folgerungen. 
Die bisher gezeigten Behandlungsarten und Rechnungsergebnisstl 

der statisch unbestimmten Gebilde werden kritisch gesichtet und 
dabei wichtige Folgerungen gezogen. 

Die Giiltigkeitsbedingungen. Die bisherigen Berechnungsergebnisse 
beruhten durchweg auf gewissen Voraussetzungen, die in den einzelnen 
Dariegungen zurn Teil deutlich ausgesprochen wurden, zum Teil selbst
verstandlich waren. Bei allen statisch unbestimmt gelagerten Ge
bilden ist starre Lagerung, d. h. unelastische Unteriage (Baugrund, 
Wand) vorausgesetzt. Wo das nicht der Fall istoder wo nach
traglich Bodensenkungen u. dgl. auftreten, entstehen im Gebilde ge 
wisse Zusatzspannungen, die eine unter Umstanden unzulassige Rohe 
erreichen konnen. Daher wird man bei unsicherem Baugrund keinen 
durchlaufenden Trager, sondern den statisch bestimmten Gerberschen 
Gelenktrager nehmen, dessen Beanspruchung unabhangig von solchen 
Bodenverschiebungen ist; statt des Zweigelenkbogens oder des ein
gespannten Bogens ist der statisch bestirnmte Dreigelenkbogen zu 
wahlen usw. 

Die auf dem Erdboden frei aufgestellten Bauwerke erfordern zu 
ihrerLagerung betonierte oder gemauerte Fundamentklotze, die die 
Auflagerkrafte so in den Boden leiten, daB die Pressung zwischen 
Klotz und Baugrund innerhalb des zuIassigen Wertes bleibt und der 
Klotz unnachgiebig im Erdboden steckt. 

Die Lagerplatte des Rollenkipplagers erhalt nur lotrechten Druck 
und erfordert den kleinsten Klotz. Das Kipplager erfordert urn so 
groBeren Klotz, jemehr die Bolzendruckrichtupg der Wagrechten 
sich nahert, weil dann ein gewisses Kipprnoment ungleichrnaBige 
Pressung zwischen Klotz und Erdreich hervorbringt. Der eingespannte 
Stab erfordert infolge des hinzutretenden Einspannmomentes einen 
besonders 'groBen Klotz und eine vollstandig unnacbgiebige Ein-

Bild 556. 'I'ragerlagerung 
mit unsicherer Ein

spannung. 

Bild 557. Gut einge
spannter SaulenfuB. 

Bild 558 u. 559. Stiitzen
fiiBe mit unsicherer 

Einspannung. 

spannung ist kaum erreichbar. Deshalb sind aIle Lagerungen mit 
Einspannung mehr oder weniger unsicher und auf aIle FaIle nicht 
so zuverlassig wie die Gelenklagerung. Steckt z. B. ein Trager nach 
Bild 556 in einer Mauerwand, dann rechnet man am besten gar nicht 
mit Einspannung, sondern mit freier Auflagerung. Die Einspannung 
von Portal- und Saulenenden erfolgt in der Regel durch Platten 
und Anker, etwa nach Bild 557; je breiter der SaulenfuB, desto sicherer 
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ist die Einspannung. Dagegen gilt die AusfUhrung nach Bild 558 oder 
559 als mangelhaft eingespannt. Eine vollkommene Einspannung liegt 
selbstverstandlich dann vor, wenn der Untergrund durch eine starre 
dicke Platte gebildet wird, die mit den anschlieBenden Saulen ein 
GuB- oder Schmiedestiick bildet. 

Anders liegt der Fall bei den geschlossenen Steifrahmen. Deren 
Berechnungsergebnisse beruhen auf der Voraussetzung, daB die Eck
winkel bei Belastung erhalten bleiben. Diese Voraussetzung ist voll
standig erfiillt bei Gebilden, die in einem Stiick gegossen oder ge
schmiedet sind, wie Rader mit Armen, Maschinenrahmen, geschmiedete 
Biigel, Ringe u. dgl. 1m Eisenbau wird eine Ecke nach Bild 560 oder 
561 kaum als steif angesehen werden konnen, sie wird in ihrer Wirkung 
zwischen dem Gelenk und der Einspannung liegen. Dagegen konnen 
die Ecken nach Bild 562 oder 563 als vollkommen steif behandelt 
werden. 

BiId 560 u. 561. Eckaushildung 
mit unvollkommener Steifigkeit. 

. . . . . . . . Y:-:-:-:I 

Bild 562 u. 563. Gute Eckausbildung. 

Bei hinreichend sicherer Eckausbildung sind die Berechnungs
ergebnisse der innerlich statisch unbestimmten Rahmengebilde auch 
viel zuverlassiger als die der auBerlich statisch unbestimmten, und 
das besonders, wenn die auBerliche Unbestimmtheit von der Ein
spannung im· Baugrunde herriihrt. 

Eine weitere oft mangelhaft erfiillte Voraussetzung fUr Dber
stimmung zwischen Rechnung und Wirklichkeit folgt aus den Dar
legungen nach S. 106. 

SchlieBlich gilt die statisch unbestimmte Berechnungsweise streng 
nur fUr Stoffe, die das Hookesche Gesetz befolgen, d. i. in erster 
Linie FluB stahl, also nicht fiir GuBeisen, Steine usw. Sie gilt auch 
nur dann, wenn an keiner wichtigen Stelle die Proportionalitats
grenze iiberschritten wird. Wird bei GuBeisen mit einem mittleren E 
gerechnet, dann konnen die Ergebnisse der statisch unbestimmten 
Rechnung als angenahert gelten. 

Nacbrecbnung und Neuberecbnung statisch unbestimmter Ge
bilde. Die Endformeln fiir die statisch Unbestimmten enthalten im 
allgemeinen die Tragheitsmomente oder' die Querschnitte der Stabe; 
in vie len Fallen konnte statt der J und F selbst das Verhaltnis 
zu einem beliebig angenommenen Jo bzw. Fo eingesetzt werden und bei 
einfachem Biegestabgebilde, wie beim Zweigelenkstab, eingespanntem 
Stab, Steifrahmen und durchlaufendem Trager mit unveranderlichem J 
fa lIt der Wert J vollig aus der Rechnung. Eine N achrechnung 
von Ausfiihrungen oder Entwiirfen ist somit stets moglich. 
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Bei Neuberechnungen miissen die J oder F oder wenigstens 
deren Verhiiltnis zu einem beliebigen Jo bzw. Fo zuniichst angenommen 
werden. Hierbei stiitzt man sich zweckmiiBig auf bekannte iihnliche 
und volIig durchgerechnete Ausfiihrungen oder Entwiirfe. Stellen sich 
dann auf Grund der ersten Durchrechnung andere J und F als er
forderlich heraus, dann ist die Rechnung mit den neuen J und F 
zu wiederholen; die Annahmen sind so lange zu andern, bis die ge
wiinschten Kleinstwerte der Querschnitte allseitig erreicht sind. Be
steht iiber die GroBe der vorliiufig anzunehmenden Querschnitte noch 
gar kein Anhalt, dann mag die erforderliche mehrmalige Durch
rechnung unbequem sein, sie liiBt sich aber nicht umgehen, da sie 
mit dem Wesen der statischen Unbestimmtheit zusammenhiingt. 

Zur vorliiufigen oder je nach Fall auch endgiiltigen Durchrechnung 
von Biegestabgebilden benutzt man mit VorteiI fertige Gebrauchs
formeln oder Niiherungsformeln, wie sie zum Teil in diesem Buche, 
zum Teil in mehreren Ingenieur-Taschenbiichern oder auch in den 
Rahmenformeln von Prof. Kleinlogel (Berlin: Ernst & Sohn) zu find en 
sind. Bei Fachwerken konnen in erster Anniiherung aIle Gurtstab
querschnitte einander gleichgesetzt und die Wandstiibe vernachliissigt 
werden; Fachwerke, die sich in ihrer Form den Rahmengebilden 
niihern, werden, wie friiher dargelegt, niiherungsweise als solche be
handelt. 

Vergleich zwischen stati8ch bestimmter nud unbestimmter Ban
weise, deren Vor- und Nachteile und Anwendungsgebiete. Der wesent
liche Vorteil der statisch bestimmten Gebilde, niimlich die einfache 
und sichere Berechnung und die Unabhiingigkeit der Beanspruchungen 
von etwaiger Nachgiebigkeit der Unterlage und von Temperatur
iinderungen, ist so erheblich, daB diese Bauweise iiberaIl durchgefiihrt 
wird, wo keine besonderen Griinde dagegen sprechen; sie ist beson
ders am Platze bei Ullsicherem Baugrund oder unstarrer Unterlage. 

Dagegen liegen fiir die Durchfiihrung der statischen Unbestimmt
heit trotz der damit verbundenen schwierigeren Berechnung eine Reihe 
von anderen Griinden war. Diese konnen liegen 

a) in der baulichen Durchbildung. Zuniichst hat die innere 
statische Unbestimmtheit, wie schon angedeutet, nichts mit dem un
sicheren Baugrund zu tun. Gegossene oder geschmiedete Rahmen
gebiIde, Riider mit Armen, Kreisringe usw. sind von vornherein oft 
vielfach statisch unbestimmt. Bauliche MaBnahmen zur Vermeidung 
der Unbestimmtheit sind nicht erwiinscht und auch meist kaum durch
fiihrbar. Wenn beispielsweise die groBen geschlossenen Lastbiigel 
durch mehrteilige Gelenkbiigel ersetzt werden, so geschieht dies nur, 
urn die unsicheren und schwierig herzustellenden SchweiBstellen an 
den Ecken zu vermeiden. 

Bei Umiinderung des Dreigelenkbogens in einen Zweigelenkbogen 
fiillt das obere, baulich zuweilen unbequeme Gelenk fort. Aus glei
chern Grunde wird an Stelle des Gerberschen Gelenkbalkens oft der 
durchlaufende Triiger gewiihlt. (Es sei hier daran erinnert, daB bei 
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Hochbauten die Gerbersche Gelenktragerbauweise fur Hauptaus
steifungstrager behordlicherseits verboten ist.) 

b) in der Elastizitat des Gebildes. Der Dreigelenkbogen 
zeigt groBere Formanderung als der ebenso starke Zweigelenkbogen, 
was ihn besonders fur Eisenbahnbrucken wenig geeignet macht. Der ein
gespannte Bogen ist dagegen wieder steifer als der Zweigelenkbogen. 
Der durchlaufende Trager hat eine stetige elastische Linie und ist daher 
fur Kranfahrbahnen besser geeignet als der gleichstarke Gelenktrager. 

c) in der Baustoffersparnis. Soll eine Reihe von 0ffnungen 
uberbruckt werden, dann erfordern einfache Trager wesentlich mehr 
Baustoff als Gelenktrager und diese wieder etwas mehr als der durch
laufende Trager bei gleicher Beanspruchung. Die Reihe: Trager mit 
Kipp- und Rollenkipplager, Dreigelenkbogen, Zweigelenkbogen, Ein
gelenkbogen (Gelenk in der Mitte) und eingespannter Bogen zeigt 
steigenden U nbestimmtheitsgrad, aber abnehm baren Baustoffaufwand, 
gleichgiiltig ob Vollwandbogen oder Fachwerk vorliegt. Ganz all
gemein gilt bei auBerer statischer Unbestimmtheit die Regel: je hOher 
der Grad der Unbestimmtheit, desto weniger Baustoff. 

Dagegen erfordert, wie oben schon angedeutet, der Zweigelenk
bogen erheblich groBere Fundamentklotze als der Dreigelenkbogen 
und der eingespannte Bogen groBere als der Zweigelenkbogen, so daB 
die Baustoffersparnis im Bogen durch den Mehraufwand an Baustoff 
fUr die Grundung zum Teil oder ganz aufgehoben werden kann. 

Es kommt bei groBeren Bauwerken letzten Endes auf die Gesamt
kosten an, in denen die der Grundung eingeschlossen sind. Dabei 
sind gegebenenfalls Einfiusse maBgebend,~ die mit der Statik nichts 
zu tun haben, wie Bodenverhaltnisse, Gewinnung und Transport der 
Baustoffe fur die Grundung usw. 

Die Elastizitiitsgleichungen und ihre zahlenmiiBige Losung. Bei 
allen statisch unbestimmten Aufgaben treten ebensoviel Elastizitiits
gleichungen als statisch Unbestimmte auf; sie sind stets linear mwh 
den Unbekannten, die im weiteren mit Xl' X 2 , ••• bezeichnet werden. 
Wahrend nun n gewohnliche Gleichungen mit n Unbekannten ins
gesamt n 2 Beiwerte der Unbekannten und n Festwerte enthalten, die 
aIle voneiminder unabhangig sind und von denen in Sonderfallen 
mehrere Null sein konnen, haben die Elastizitatsgleichungen einen 
besonderen Aufbau, wie Tafel 25 a (S. 272) fUr beispielsweise funf 
Gleichungen zeigt. Die Festwerte ifJ sind von der Form des Gebildes 
und von der jeweiligen Belastung abhangig und werden im weiteren 
Belastungswerte genannt, wahrend die Beiwerte A1 B1 °1", B 2 0 2 ·•• 

n u r von der Form des Gebildes abhangig sind. Das Besondere an 
diesen Beiwerten ist ihre Symmetrie zu der (uberall durch fetten Druck 
hervorgehobenen) Diagonale A1 B2 °3 ",; diese Diagonalbeiwerte 
sind positiv. Ohne jede Ausnahme haben aIle Elastizitatsgleichungen 
diesen Aufbau, gleichgultig ob ein Biegestabgebilde oder ein Fachwerk 
vorliegt, ,Djese Gleichheit.der Beiwerte liefert eine willkommene Richtig
keitsprobe bzw. eine Minderarbeit bei AUfstellung der Gleichungen. 



270 Statisch unbestimmte ebene Gebilde. 

Fur die Auflosung einer linearen Gleichungsgruppe steht das 
Eliminationsverfahren und das Determinantenverfahren zur Verfugung. 
So einfach beide in formaler Hinsicht sind, so unbrauchbar sind sie 
bei zahlenmiWigem Gebrauche, da die durch die unvermeidlichen 
Stellenabstriche sich ergebenden Abrundungsfehler bei fortschreitender 
Rechnung wachsen, so daB die Endwerte die Gleichungen nicht mehr 
hinreichend gut befriedigen. Vier Gleichungen sind schon unbequem, 
mehr als vier erfordern Zahlenrechnungen mit ubermiWig groBer 
&tellenzahl, urn die Endwerte in ertraglicher Genauigkeit zu gewinnen. 

Nun liefert ein mit der Statik sonst nicht in Beziehung stehender 
Zweig der angewandten Mathematik, namlich die Ausgleichungs
rechnung in Verbindung mit spater genannten Regeln ein wertvolles 
Hilfsmittel zur Behebung dieser Schwierigkeit. Die Ansatze der Aus
gleichungsrechnung fiihren auf eine Gleichungsgruppe, die sog. N ormal
gleichungen, die einen ebensolchen Aufbau wie unsere Elastizitats
gleichungen zeigen. Hierfiir hat der Mathematiker GauB ein EIimi
nationsverfahren angegeben, das den Physikern und Vermessungs
technikern seit langem bekannt ist und von ihnen dauernd benutzt wird. 

Das G a uB sche Verfahren ist in Tafel 25 c) und d) S. 272 nieder
gelegt, die fiir die funf Gleichungen nach Tafel 25 a) und b) geIten 
und ihren Gebrauch sofort fUr weniger oder mehr als fiinf Gleichungen 
zeigen. Eine Ableitung und Begrundung des Verfahrens kann hier uber
gangen werden, da man solche in den Handbiichern des Vermessungs
wesens orler in Runge: "Die Praxis der Gleichungen" 1), findet. 

Tafel c) enthalt zunachst die Beiwerte A, B, . .. und die Belastungs
werte tP. Die unter der ersten Zeile zwischen den starken Linien 
gesetzten Endwerte a1 , b1 , ••• sind gleich den Beiwerten der ersten 
ZeiIe (a1 = A 1 , b1 = B 1 , ••• ) und sind in dieser Weise aus praktischen 
Griinden wiederholt. 

In der nachsten ZeiIe werden diese Endwerte mit dem Festwert 

- b1 multipliziert und zu den Beiwerten der dritten Zeile addiert, 
a1 

was die nachsten Endwerte 

b2 =B2 +(- ::)b1 , c2 =C2 +(- !:)Cl' ... 
liefert. Der weitere Fortgang der Rechnung ist aus der Tafel sofort 
ersichtlich; die zwischen den starken Linien liegenden Endwerte bil
den stets die algebraische Summe der dariiber stehenden und durch 
Klammer zusammengefaBten Werte. Die Belastungswerte tP werden 
in gleicher Weise behandeIt und liefern die Endwerte 

usw. (Dber die letzte Spalte der Tafel c) s. weiter unten.) 

1) Runge, Dr. C.: "Die Praxis der Gleichungen". Leipzig: G.J.Goschen 
1900 (Sammlung Schubert XIV). 
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Die Un"bekannten X folgen schlieBlich aus den Ansatzen nach 
Tafel d) in der Reihenfolge Xs ' X4 usw., die darin vorkommenden 

Multiplikatoren (- !:), (- ::), '" sind dieselben wie in Tafel c). 

Man beginnt hier also mit der untersten Gleichung. Diese Gleichungen 
sind in solcher Reihenfolge anzuschreiben, um die Hilfswerte' b, c, 
d, ... der Reihe nach so hineinzunehmen, wie sie in Tafel c) liegen. 

Von Bedeutung ist noch, daB bei verschiedenen Belastungszustan
den desselben Gebildes nur die Belastungswerte ([> wechseln, daher 
der in Tafel c) links des vertikalen starken Striches stehende Teil 
vollig unverandert bleibt und wiederholt benutzt werden kann. Auf 
diesen wichtigen Punkt kommen wir weiter unten nochmal zuriick. 

Die Losungen dieser Gleichungen sind nun ebenso "\Vie die der 
allgemeinen Gleichungen mit Fehlern behaftet und erfiillen die Glei
chungen nicht restlos. Die schon ungenauen Belastungs- und Beiwerte 
haben mit diesen Fehlern zunachst nichts zu tun, denn fiir die Proben 
geniigt es, wenn der Fehlerrest unterhalb der Genauigkeit der Be
lastungswerte bleibt. 

An dieser Stelle tritt nun die fiir mehrfach statisch unbestimmte 
Gebilde auBerst wichtige Frage auf: Stehen die Fehler in Beziehung 
zur GroBenordnung der Belastungs- und Beiwerte, und wenn ja, wie 
miissen diese verteilt sein, damit die Fehler moglichst klein bleiben? 

Mit dieser Frage beschiiftigt sich Prof. A. Hertwig, Aachen, iu 
einer Arl;>eit "Die Fehlerwirkungen beim Auflosen linearer Gleichungen 
und die Berechnung statisch unbestimmter Systeme" (s. Eisenbau 1917, 
Heft 5, S. 110). Das wichtigste Ergebnis seiner Untersuchungen ist 
folgendes: 

Die Fehler werden dann gering .bleiben, wenn die Diagonalbei~ 
werte groB sind und die andern Beiwerte um so kleiner werden, je 
weiter sie von der Diagonale abstehen; auf die GroBe der Belastungs
werte kommt es hierbei weniger an. Die GroBenverteilung der Bei
werte hangt aber unmittelbar mit der Wahl der statisch Unbestimmten 
zusammen; obige Forderung ist um so besser erfiillt, je kleiner der 
Ausdehnungsbereich des Einflusses der statisch Unbestimmten auf 
Stabkrafte, Momente usw. ist. 

Eine Begriindung dieser Aussage muB hier unterdriickt werden, 
und es sei dieserhalb auf die eingehende Hertwigsche Arbeit ver
wiesen. 

Indessen wurde auf dies en Punkt an verschiedenen Stellen dieses 
Abschnittes schon hinge wiesen. So werden beim durchlaufenden Trager 
nicht die Auflagerkrafte, sondern die Stiitzmomente als statisch Un
bestimmte eingeflihrt, denn diese erstrecken sich in ihrer Wirkung 
nur iiber die anschlieBenden Felder, wahrend die AU£lagerkrafte den 
ganzen Trager beinflussen. Ahnliches liegt beim durchlaufenden Fach
werktrager vor, s. S. 252. Beim mehrfachen Gelenkrahmen oder ein
gespannten Rahmen, s. S. 206 und 220, wurde die giinstige Wahl der 
statisch Unbestimmten der ungiinstigen gegeniibergestellt. 
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Die Beiwerte der genannten NormaIgleichungen in -der Ausglei
chungsrechnung haben durchweg die hier verlangte GroBenverteilung, 
und GauB hat sein Verfahren zunachst nur fUr die Bediirfnisse der 
Ausgleichungsrechnung aufgestellt und jener Verteilung der Beiwerte 
angepaBt. 

Es darf bier nicht verschwiegen werden, daB diese giinstige Bei
wertenverteilung nicht immer erzielt werden kann; die Tafeln des 
Abschnittes S. 206 bis 237 weisen oft Abweichungen hiervon auf. 
Die fiir gute Beiwertenverteilung erforderliche Wahl der statisch Un
bestimmten wiirde in manchen Fallen auf unbequem zu gewinnende 
Elastizitatsgleichungen fiihren, weshalb man sich bei der Festlegung 
des Grundsystems nicht zu sehr von der Beiwertenregel leiten lassen 
darf, sondern eine gewisse Einfachheit bei der Aufstellung der Ela
stizitatsgleichungen als nicht minder wichtig betrachten soIl. Es ge
niigt schon, wenn die andern Beiwerte nicht iiber das Doppelte bis 
Dreifache der Diagonalbeiwerte steigen. 

(Fortsetzung s. S. 274.) 

Tafel 25. Das GauBsche Verfahren zur Auflosung der 
Elastizita tsgleich ungen. 

a) Die Gleichungen. 

~~+~~+~~+~~+~~+~=O 
~~+~~+~~+~~+~~+~=O 
~~+~~+~~+~~+~~+~=O 
~~+~~+~~+~~+~~+~=O 
E1 Xl + E2 X 2 + Es Xs + E4 X4 + E5 X5 + ifJ5 = O. 

b) Dieselben Gleichungen in symbolischer Schreibweise. 

Xl 
I X 2 I X. 

I 
X4 

I 
X5 

Belastungs-

i werle 

A1 B1 °1 D1 E1 ifJ1 
B1 B 2 °2 D2 E2 ifJ2 

°1 °2 Os Ds Ea ifJs 

D1 D2 Ds D4 E4 ifJ4 

E1 E2 Ea E4 E5 I 
ifJ5 

d) Die Endrechnung nach dem GauBschen Verfahren. 

Xl = - (b1 X 2 + c1 X3 + dl X 4 + e1 X5 + CPt) : at 
X2 = - (c2 Xs + d2 X 4 + e2 X5 + CPs): b2 

Xs = - (ds X4 + ea X5 + CPs): Cs 
X4 = -(e4 X5 +cp4):d4 

X5 = . . . . . . . . - ( + C(5) : e5 • 
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c) Die Zwischenrechnung nach dem GauBschen Verfahren. 

Xl 
I 

X. X. 
I 

x, X5 Belastungs-I S-Probe 
werte 

{ Beiwerte und 
+A1j +B1 +°1 I 

+D1 +E1 + <P1 I +Sl=O Belastungswert 

Summen l+a1 1 +b1 +C1 I +d1 +e1 +911 1+ 81 =0 

! 
Beiwerte und 

+B1 +B9 +°9 +D9 +E9 +q:8'~; Belastungswert 

-~ -~b b1 -~d b1 b1 b1 
--C --e - a 911 - a~- 81 a1 a 1 a 1 a 1 a 1 1 1 1 1 1 1 

Summen 
I 

+b. I +C\l I +dll +e\l +9111 [+ 8.=0 I 

Beiwerte und 
+oJ +°2 +Oa +Da +E3 + <P3 +S3=0 Belastungswert 

-~ C1 -~d C1 Cl C1 
--C --e -a911 -a 81 a1 a 1 a 1 a 1 1 1 1 1 1 

~---

CIl CIl CIl d CIl CIl c. 
-b; 1--';;CIl -7) 21-7)ell -7)912 - b2 8. 

11 Il Il -
Summen I I +Cs ! +ds +e3 +91s + 83 =0 

Beiwerte und 
+D1 +D\l +Ds +D4 +E4 + <P4 Belastungswert +S,=O 
--

-~ _ dl d d1 d1 d1 --e1 --;;-911 -a- 81 a1 a 1 .a1 1 1 1 
-- ~--

d ll _ dll d dll dll d. 
-b; b Il -be~ -7)912 - b2

8• 
\l • 11 

--
_ d3 _ d3 d d3 ds da --e --91s -C 83 CS I 

C s C S 
3 S Cs I 3 

Summen +d, +e4 +914 [+ 8,=0 

Beiwerte und 
+E1 +E~ +Es +E, +E5 + <1>5 Belastungswert +S5=0 

-~ e1 e1 e1 --e -a911 -a- 81 a1 a 1 1 1 1 

-~ ell ell -~8 
b2 

-be. -7)912 
b • Il Il • 

-~ es e3 ea --e --;- 91s --8 
Cs C S Ca 3 

3 3 

_!i e4 e, I e, 
d, -de, - d, 91, - d, 8, , 

Summen I I I +es + 915 1+85 0 
Uno 1 d, Statik f. Maschineningenieure. 18 
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In der Ausgleichungsrechnung pflegt man bei Aufstellung der 
Tafel c) Richtigkeits- bzw. Genauigkeitsproben vorzunehmen. Zunachst 
werden die aus den Ansatzen 

Al +B1 + C1 + ... + W1 + S1 =0, 
B1 +B2 + C2 + ... + W2 +S2 =0 usw. 

sich ergebenden S angeschrieben; werden diese Werte ebenso be
handelt wie die W1 , W2 usw., dann ist auch 

a1 + b1 + c1 + ... + CPl + 81 = 0, 
b2 + c2 + ... + CP2 + 82 = 0 usw. 

Der rechts der Tafel c) in Kleindruck beigefiigte Teil zeigt diese 
S -Probe, die hauptsachlich zum rechtzeitigen Erkennen von Rechen
fehlern dient und unentbehrlich ist. 

GroBere Rechnungen sind nur mit Rechenmaschine durchfiihrbar, 
die Rechenschiebergenauigkeit ist auch bei kleineren Rechnungen 
kaum ausreichend. 

Es ist fiir guten Verlauf der Zahlenrechnung erwiinscht, daB die 
Belastungs- und Beiwertevon ungefahr gleicher GroBenordnung sind. 
1st das nicht der Fall, dann multipliziert man zweckmaBig die Be
lastungswerte mit 10 oder 100 oder 1000 usw., oder mit 1/10 , 1/100 usw.; 
die damit gewonnenen Losungen sind dann wieder mit 10, 100 usw. 
zu dividieren. Statt dessen konnen auch die Belastungswerte unver
andert bleiben und die Beiwerte mit 10 usw. multipliziert werden; 
die erhaltenen Losungen sind dann mit demselben Faktor zu multi
plizieren. 

Zahlenbeispiel. Hierzu wahlen wir die fUnf Gleichungen des Tragers auf 
elastischen Stutz en nach S. 201. Die dort mit M12 , M23 usw. bezeichneten Un
bekannten heiBen hier Xl' X. usw. 

Zahlentafel26 S.276 zeigt die vollstandige Berechnung nach dem GauBschen 
Verfahren. 

In Tafel a) sind die Gleichungen angeschrieben, wobei aus den oben ange
gebenen Grunden die Beiwerte mit 1; 100000 multipliziert wurden. Tafel b) zeigt 
die Zwischenrechnung mit den S-Proben, Tafel c) die Endrechnung der X, Tafel d) 
die SchluBproben mit den Restfehlern + 0,00003 und - 0,00001, die gegen die 
Belastungswerte sehr klein sind als Folge der groBen Stellenzahl bei den Zwischen
rechnungen. Eine kleinere Stellenzahl und geringere Genauigkeit ware fur diese 
statische Aufgabe ausreichend gewesen. 1m allgemeinen wird die erforderliche 
Stellenzahl der Zwischenrechnungen mit der Anzahl der Gleichungen wachsen. 
SchlieBlich sind die erhaltenen X wieder mit 100000 zu multiplizieren und es 
ergeben sich die endgiiltigen Werte 

+28596 -22688 -18064 -1653 +1164 

Das Iterationsverfahren ist ein Annaherungsverfahren zur 
Auflosung der Elastizitatsgleichungen. Es ist anwendbar auf Glei
chungen, deren Diagonalbeiwerte wesentlich groBer sind als die an
deren Beiwerte. 
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Die ersten, noch sehr rohen Naherungswerte fiir die Unbekannten 
gewinnt man aus den Ansatzen 

A1 X/ + B1 X/ + 01 X/ + D1 X/ + E1 Xl' + f/>1 = 0, 
B1 X 2' + B2 X 2' + 02 X 2' + D2 X 2' + E'J X 2' + f/>2 = ° usw. 

zu 
X/ = - 1)1: (AI + B1 + 01 + Dl + E1), 

X 2' = - f/>2 : (B1 + B2 + 02 + D2 + E2) USW. 

Diese Werte werden in die Gleichungen eingesetzt, welche dann lauten 

A1X 1 + B l X 2' +OlXa' +DlX/ +E1 X/ + f/>l =0, 
B1 Xl' +B2X2 + 02 Xa' + D2X 4' + E2 X/ + 1)2 =0, 
01 X/ + 02 X 2' +OaXa +DaX 4' + Ea X / + f/>8 =0, 
D1X l ' +D2X,/ +DsXs' +D4X 4 + E4X,,' + f/>4 =0, 
E1X l ' +E2 X 2' + EaXs' + E4X 4' +E"X" + f/>" =0. 

Diese, nach Xl' X 2 ••• aufgelost, liefern die zweiten genaueren 
Annaherungen xt, xt, X s", X4"' X,,", die wieder neue Gleichungen 
liefern von der Form 

AlX1 + B1X 2" + 0lXS" +DlXt + ElX,," + f/>l =0, 
Bl X/' + B2X 2 + 02 X a" + D2Xt + E2 X,," + f/>2 = 0, 

mit den Losungen X/", xt' . .. . 
Man kann so fortfahren und wird finden, daB die Losungen den 

genauen Werten immer naher kommen und zwar urn so rascher, je 
kleiner aIle anderen Beiwerte gegeniiber den Diagonalbeiwerten sind. 
Bei einigermaBen giinstiger Beiwertenverteilung fiihrt dieses Ver
fahren schneller als das GauBsche zum Ziele. Eine Anwendung des 
Verfahrens findet sich bei der Durchrechnung eines Zahlenbeispiels 
fiir die Fachwerknebenspannungen auf S. 292. 

Die Rechnung bei mehreren Belastungszustanden. Wie schon 
dargelegt, wechseln bei verschiedenen Belastungen nur die Belastungs
werte f/>, aber nicht die Beiwerte der Gleichungen, und beim 
GauBschen Verfahren andern sich in Tafel 25 c), S. 273, nur die Zahlen
werte rechts des starken Striches, dagegen muB die Tafel 25 d) fiir 
jede Belastung aufs neue berechnet werden. 

Fiir sehr viele wechselnde Belastungszustande geht man besser 
so vor, daB man die Gleichungen erst fiir 1)1 = 1, f/>2 = f/>s = ... = 0, 
dann fiir 1)2 = 1, f/>1 = 1)s = ... = 0, dann fiir f/>s = 1, f/>1 = f/>2 
= (j) 4 = ... = ° usw." berechnet, wozu je nach Fall das GauB sche 
oder das Iterationsverfahren benutzt werden kann. Es ergeben sich 
dann der Reihe nach die Losungen 

Xu xn XSl Xu fiir f/>1=1, f/>2=f/>S=f/>4=···=0, 
X12 X22 X32 X42 ... fiir f/>2 = 1, f/>1 = f/>s = f/>4 = ... = 0, 
x lS X 23 x 3S x 4S fiir 4>3=1, f/>1=f/>'J=f/>4=···=O, 

(Fortsetzung s. s. 279.) 
18* 
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Xl 

+R.032 
-1,688 
+0,672 

X2 

-1,688 
+8,032 
-1,688 
+0,672 

Statisch unbestimmte ebene Gebilde. 

Zahlentafel26 zum Zahlenbeispiel S. 274 

a) Die Gleichungen. 

Xa X4 X. I Belastungswerte 

+0,672 -2,5584 
-1,688 +0,672 +2,0112 
+8,032 -1,688 +0,672 +0,8400 
-1,688 + 8,032 -1,688 ° +0,672 -1,688 +8,032 ° 

b) Die Zwischen-

Multiplikatoren Xl 

+8,032 I -1,688 

+ 8,032000 -1,688000 

-1,668 + S,032 

- (- 1,688000) : (+ 8,032000) = + 0,210 1718 -0,354770 

+ 7,677230 

+0,672 -1,688 

1 -(+ 0,672000): (+ 8,032000) = - 0,0836653 
~~-----+--------+----------

- (-1,546765): (+ 7,677230) = + 0,2014744 

I ____ 0 ________________________ ~----0-,0------+_-+--0,-6-72----_ - (+ 0,672000): (+ 7,677230) = - 0,087 5316 

- (-1,552609): (+ 7,664144) = + 0,2025809 

0,0 0,0 

° 
° - (+ 0,672000): (+ 7,664144) = - 0,087 6810 

- (- 1,551866) : (+ 7,658652) = + 0,2026291 

c) Die End

Xl = - [- 1,688000·(- 0,2268768)+ 0,672000.(- 0,1806350) •..... 
X 2 = . . - [-1,546765·(- 0,1806350) + 0,672000 
X3 = . . -[- 1,552609 
X 4 = . 

X.= . 
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(Anwendung des GauBschen Verfahrens). 

d) Die SchluBprobe. 

Xl I 
X 2 I Xs I 

X4 
I 

X6 ip 
I 

Fehler 

+2,29682 +0,38297 -0,12139 - - -2,55840 = 0,00000 
-0,48270 -1,82227 +0,30491 -0,01111 - +2,01120 =+0,00003 
+0,19216 +0,38297 -1,45086 +0,02791 +0,00782 +0,84000 = 0,00000 

- -0,15246 +0,30491 -0,13281 -0,01964 - = 0,00000 
- - -0,12139 +0,02791 +0,09347 - =-0,00001 

rechnung. 

Xa I 
X 4 I 

X5 <P S-Probe 
-

I I +0,672 0,0 0,0 -2,5584 -4,4576 =0 
-

I I + 0,672000 0,0 0,0 - 2,558400 . -4,457600 =0 
-

I I -1,688 +0,672 0,0 +2,0112 -7,3392 =0 

+ 0,141235 I 0,0 I 0,0 - 0,5377041 - 0,936862 
--

I 1 -1,546765 + 0,672000 0,0 +1,473496 - 8,276062 =+1 

+8,032 I -1,688 1 +0,672 +0,8400 - 6,8400 I =0 

-0,056223 I 0,0 1 0,0 + 0,214049 1 +0,372946 ! 

- 0,311633 + 0,135391 I 0,0 + 0,296872 I -1,667415 

+ 7,664144 -1,552609 1 + 0,672000 + 1,350921 - 8,134469 =-13 

-1,688 I +8,032 1 -1,688 +0,0 -5,3280 I =0 

1 0,0 1 0,0 0,0 I 0,0 I 
1 - 0,058821 I 0,0 - 0,128977 1 +0,724417 I 

1 -0,314527 1 + 0,136134 + 0,273669 1 -1,647880 1 
+ 7,658652 I -1,551866 + 0,144 692 - 6,251463 =+15 

+0,672 -1,688 I +8,032 +0,0 -7,0160 I =0 

1 1 0,0 0,0 1 0,0 1 

1 1 0,0 0,0 I 0,0 1 

1 1 -0,058922 -0,118440 I + 0,713249 I 
I I -0,314453 + 0,029319 -1,266728 1 

I I + 7,658625 - 0,089121 I - 7,569479 I = + 25 

rechnung . 

. . . . • . • . . . • . • . . • . . . - 2,558400]: 8,032000 = + 0,2859585 

.(- 0,0165346) ....•.••.... + 1,473496]: 7,677230 = - 0,2268768 

.(- 0,0165346) + 0,672000 .(+ 0,0116367)+ 1,350921]: 7,664144 = - 0,1806350 
. - [-1,551866.(+ 0,0116367) + 0,144692]: 7,658652 = - 0,0165346 

. . . . _ . . . . . . . • . . . - [- 0,089121] : 7,658625 = + 0,0116367 
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Tafel27. Schematische Berechnung dreigliedriger Elastizitatsgleichungen. 

a) Die Gleichungen. 

Xl X2 Xa X. X5 X6 
Belastungswerte der Reihe nach 

gleich 

1·1 1·2 1 0 0 0 0 0 
2·1 2·2 2·3 0 1 0 0 0 0 

3·2 3·3 3·4 

I 

0 0 1 0 0 0 
4·3 4·4 4·5 0 0 0 1 0 0 

5·4 /1·5 5·6 0 0 0 0 1 
I 

0 
6·5 6·6 0 0 0 0 0 1 

b) Die Hilfs- und Diagonalwerte. 

Die Hilfswerte m und n Die Diagonalwerte X 

1 [1.2] 
ml =- [1.1] [1.1] + [2. 1]1tj 

[2·3] [2. 1] 1 
m2=- [2.2]+ [1.2]ml ~=- [2.2] + [3·2] na X22=- [1.2] ml +[2.2]+ [3.2]n3 
----~--~--------------------------I-----------

~~[~3.~4]!.~_ [3·2] I 
m3=- [3.3]+[2.3] m2 na = - [3·3] + [4.3] n4 Xaa=- [2.3] m2 + [3·3J+ [4·3] n, 

~~ ~.~ 1 
m'=-[4.4]+[3.4]m3 n.= - [4.4]+[5.4]n5 x,,=- [3.4]m3+[4.41+[5.4]n5 
--------------------------~~--------·I-----------

[5·6] [5.4] 1 
m5=-[5.5]+[4.5]m. n5=- [5.5]+[6.5]n6 x56 =- [4·5]m.+[5·5]+[6·5]n6 

c) Berechnung der x. 

Werte der X 

Xu I Xli = X22 ml I Xl3 = X23 ml I Xl< = X24 ml I Xl5 = X25 ml 'I Xl6 = X26 ml 

~=~~I ~ I~=~~I~=~~I~=~~I~=~~ 
X3l = X21 n31 X32 = X22 n31 X33 I XS. = X .. m3 I X35 = X'5 m3 I X36 = X46 m3 

X41 = X31 n, I X42 = X32 n, I x.3 = X33 n4 I Xu I x.5 = X55 m, I x.6 = X56 m. 

X5l = Xu x51 X52 = X.2 n51 X53 = X43 n5 I X54 = x.4 n5 I X55 I X56 = X66 m5 

X61 = X51 n61 X62 = X52 n61 X63 = X53 n6 I x6i = X54 n6 I X65 = X55 n6 I X66 

d) Die endgiiltigen Losungen. 

Xl = Xu (fJl + x12 (fJ'J + . ", 
X'J = Xu (fJl + x2'J (fJ2 + "', 
Xa =XS1 4>1 +Xa2 4>2 +"', 
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Gehoren nun zu irgendeiner Belastung die Belastungswerte 
4> l' 4>2' 4>3"" dann sind die endgiiltigen Losungen 

Xl = Xll 4>1 + Xu 4>'J + X 13 4>3 -1-"" 
X 2 = X 21 4>1 + X'J2 4>2 + X23 4>3 +"', 
X3 + X 31 4>1 + X 32 4>2 + X33 4>3 + .. " 

Sonderfiille. 

1. Dreigliedrige Elastizitatsgleiehungen. Die Bereehnung 
des durehlaufenden Tragers fiihrt auf die sog. CIa peyronsehen 
Gleiehungen mit je drei Beiwerten, wovon der mittlere je die doppelte 
Summe aus dem ersten und dem dritten Beiwert bildet. Eine be
sondere Behandlung dieses Falles eriibrigt sieh, da fiir den durch
laufenden Trager die friiher genannten zeiehnenden und rechnenden 
Verfahren zur Verfiigung stehen. Andere FaIle, wie namentlieh der 
friiher behandelte durehlaufende Trager auf steifen Stiitzan, fiihren 
auf ebenfalls dreigliedrige Gleiehungen von ahnlichem Aufbau wie 
jane, wobei aber obengenannte Beiwertenregel nieht zutrifft, dagegen 
wie immer die Beiwertensymmetrie vorliegt. Fiir diesen Fall hat 
Prof. H. Miiller-Breslau in "Eisenbau" 1916 S. 115 ein sehr brauch
bares schematisehes Rechenverfahren bekanntgegeben, dem wir hier 
mit unseren Bezeiebnungen folgen. Es beruht auf dem GauBsehen 
Verfahren. wobei aber von beiden Seiten her bis zu der Gleichung 
mit 4> = 1 gerechnet wird. Wir zeigen dieses Verfahren in Tafel 27 
S. 278 an einer Gruppe von sechs Gleichungen,. das sich sinngemaB 
auf jade Gleichungsanzahl ubertragen laBt. 

Tafel a) zeigt die Gleichungen; die Beiwartenspalten besagen, daB 
einmal (/>1 = 1, dann (/>2 = 1, dann 4>3 = 1 usw. sein solI. Zunachst 
berechnet man die Hilfswerte m und n nach der Tafel b). Damit 
werden die Diagonalwerte XI t' X22 ' X33 USW. der Tafel b) berechnet, 
hiernach die iibrigen X der Tafel c) bestimmt. 

Fur die wirklichen Belastungswerte 4>1 4>24>3 ..• folgen dann die 
endgiiltigen X nach Tafel d). (Fortsetzuug s. S. 282.) 

Tafel 28. 
Schematische Berechnung fiinfgliedriger Elastizitatsgleichungen. 

a) Die Gleichungen. 

I Belastungswerte der Reihe nach 
Xl X2 Xa 

I 
X, X6 X6 gleich 

1·1 1·2 1·3 1 0 0 0 0 0 
2·1 2·2 2·3 2·4 0 1 0 0 0 0 
3·1 3·2 3·3 3·4 3·5 0 0 1 0 0 0 

4·2 4·3 4,.4, 4·5 4·6 0 0 0 1 0 0 
5·3 5·4 5·5 5·6 0 0 0 0 1 0 

6·4 6·5 6·6 0 0 0 0 0 1 
(Fortsetzung der Tafel s. nilchste Seite.) 
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2. Fiinfgli edrige Elastizitatsgleichungen. Hierzu Tafel 28 
S. 279. Das allgemeine Schema dieser Gleichungsgruppe zeigt Tafel a); 
hiernach hat die erste und letzte Gleichung drei, die zweite und vor
letzte vier und aIle andern fiinf Beiwerte. Solche Gleichungen kommen 
namentlich bei den durchlaufenden Tragern auf elastischen Stiitzen 
vor und die Tafeln b) bis d) zeigen das eben falls von Miiller-Breslau 
herriihrende schematische Berechnungsverfahren, das ebenso wie das 
vorige zu benutzen ist, aber natiirlich weitaus mehr Rechenarbeit 
enthalt als jenes. 

E. Die Nebenspannungen eiserner Fachwerke. 
Vorbemerkung. Bei der Fachwerklehre wurde auf S.43 klar

gelegt, daB die Stabkraftbestimmung, sowie die Behandlung derForm
anderung und die damit zusammenhangende Berechnung der statisch 
bestimmten Fachwerke in der Regel unter der Annahme reibungs
freier Gelenke erfolgt, daB aber wegen der steifen Stabanschliisse an 
den Knotenpunkten die Stabe nicht nur auf Zug oder Druck, sondern 
gleichzeitig auf Biegung beansprucht werden. Die Biegespannungen 
heiBen Nebenspannungen und ihre Bestimmung bildet Gegenstand 
dieses Abschnitts. 

Bei ex akter Fachwerkberechnung mit Beriicksichtigung der steifen 
Knotenpunkte muB das Fachwerk als Mehrfachrahmen behandelt 
werden, wobei hier die einzelnen Gefache nicht wie bisher Rechtecke 
oder Trapeze u. dgl., sondern Dreiecke bilden. Ein Fachwerk etwa nach 
Bild 569 S.284 besteht .demnach aus sechs aneinandergefiigten Drei
ecksrahmen und hiitte nach friiherem eine 3 X 6 = 18 fache innerliche 
statische Unbestimmtheit. Da schon dieser einfache Fall auf 18 un
bequem zu gewinnenden Elastizitatsgleichungen fiihrt, verzichtet man 
stets auf die exakte Behandlung und schlagt einen Niiherungsweg 
ein, bei dem die Anzahl der Gleichungen mit der Knotenpunktzahl 
iibereinstimmt. 

Die Naherungsrechnung. Zunachst werden die Stabkriifte in 
bisheriger Weise, d. h. unter Voraussetzung reibungsfreier Gelenke, 
bestimmt und hierfiir ein Verschiebungsplan gezeichnet. In BiId 564 
sind zwei Knotenpunkte i und k mit dem zugehorigen Stab von der 
Ordnungsnummer n und der urspriinglichen Lange 8n in urspriinglicher 
Lage und in verzerrter Lage gezeichnet; Bild 565 stellt den zugehorigen 
Teil des Verschiebungsplanes dar. Die Linie i' k' hat sich gegen die 
urspriingliche Linie i k urn den Winkel ron gedreht und es ist wegen 
der Kleinheit dieses Winkels hinreichend genau 

(1) ron = 15k -l5i = l5ik , 

S.. 8 .. 

worin die Strecke l5ik unmittelbar aus dem Verschiebungsplan ge
wonnen werden kann. Dieser Winkel ist positiv bei Rechtsdrehung 
des Stabes, negativ bei Linksdrehung. 
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Die an den einzelnen Knotenpunkten zusammenstoBenden Stabe 
schlieBen nach Bild 566 die sog. Stabwinkel fJ h' fJhk und fJkl ein, die 
infolge der steifen Knotenpunkte auch im v:rzerrten Zustande die
selben bleiben. Da aber die Winkel ()) von Stab zu Stab sich and ern 
werden, konnen die Stabe nicht mehr gerade bleiben, sondern 
kriimmen sich und erhalten Biegemomente. Bild 567 zeigt die an 
Punkt i zusammenstoBenden Stabe im verzerrten Zustande in iiber
trlebener Darstellung. 

i 

Bild 564 u. 565. Der Fachwerk
stab und dessen verzerrte Lage. 

Bild 566 u. 567. Fachwerkteil in urspriing
licher und verzerrter Form. 

Wir fiihren die Knotendrehwinkel CfJ ein. Knotenblech i drehe 
sieh urn Winkel CfJi' k urn CfJk usw. gegen die urspriingliehe Lage; 
deren Reehtsdrehsinn sei hier als positiv angesetzt. Somit wird sieh 
naeh Bild 568 das bei i liegende Ende 
des Stabes n gegen die Riehtung i' k' 
drehen urn Winkel Tni = CfJi - ())n und 
das andere Ende urn Tn k = CfJk - ())n' 

Bezeiehnet naeh Bild 568 Mni bzw. 
Mnk die dadureh hervorgerufenen Biege
momente, dann ist naeh S. 78 Nr. 5 

Tni =@5nk :EJ.,8." 

worln @5"k das statische Moment der M
Flache bezogen auf Punkt k und I n das 
Tragheitsmoment des Stabes n bezeiehnet. 

Betrachtet man die M - Flache als Bild 568. Verbiegung des Fach. 
Unterschied zweier Dreiecke von der werkstabes. 
Grundlinie 8n und den Hohen Mni und 
M., k' dann gilt fiir die statisehen Momente 

1 2 1 1 8., 2 

@5nk=2Mni8n·38n-"2Mnk8n·38,,=a(2M.,i-Mnk)' 

8 2 
ebenso ist @5 - ., (2M M) ";-a .,k-.,i 
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und somit 
2M -M. 

7: = nk n. 8 
10k 6EJn n 

oder 

Diese Ausdriicke liefern mit der Abkiirzung vn = 6 EJ,,: 8n 

2 1 
Mni =fP, 3V1O+fPk3Vn - wn vn ' 

(2) 
2 1 

M1Ok = fPk 3V1O +fPi3Vn - wn v1o • 

Wenn nun an den Knotenblechen nur auBere Krafte, aber keine 
Momente angreifen und wenn insbesondere aIle Stabansc.hliisse zen
trisch erfolgen, d. h. wenn die theoretischen Netzlinien des Fachwerks 
mit den Stabschwerlinien zusammenfaIlen, muB die algebraische Summe 
der Maller an demselben Knotenpunkt zusammenstoBenden Stab
enden verschwinden. Man erhalt demnach fiir jeden Knotenpunkt 
eine Gleichung, und die Anzahl der Gleichungen stimmt mit der 
Anzahl der unbekannten Knotendrehwinkel iiberein. Nach deren 
Berechnung konnen nach Gl. (2) die Biegemomente bestimmt werden. 

D.55t ~~ ~. __ I 
k-J700' _ _ -""i-o<---_ _ J700 __ -;;.+<>---J70o-+--J700~ 

I 3 I I I f.1t Iq I 

I ~ 
1 

7 g 

_------------11J800------------~ 

Bild 569. Fachwerksbild zum Zahlenbeispiel. 

Der allgemeine Rechnungsgang sei an einem Fachwerk nach Bild 569 
mit gegebenen Stabquerschnitten gezeigt. 

1. Stabkrafte fiir die gegebene Belastung durch Berechnung oder 
Cremonaplan bestimmen. 

2. Verschiebungsplan hierzu zeichnen. 
3. Hiernach die wn fiir jeden Stab ermitteln. 
4. Die vn fiir jeden Stab berechnen. 
5. Die Momentengleichungen fiir jeden Knotenpunkt bilden. Der 

allgemeine Ansatz hierfiir lautet 

Mal +M. l =0 
Mb'J + M'2 +Ma2 =0 
Me3 + Mm3+M/S+Mk3 +Mb3 =0 
Md4 +Mn4 +Mc4=0 
Mh5 +Md 5 =0 
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Me6 +Mi6 +Mk6 +Mf6 =0 
Mf7 +Mn +Mg7 =0 

Mg~ + Mm8 + Mns + MhS = 0 

285 

und liefert mit den Ausdriicken (2) und mit 3 multipliziert die 
Gleichungen der Tafel 29 S. 286 mit den Unbekannten qJ. 

6. Aus diesen Gleichungen die qJl bis qJs berechnen. 
7. Hiernach die M berechnen. 
8. Damit konnen die endgiiltigen Biegespannungen an allen Stab

stellen, d. s. die gesuchten N ebenspannungen, ermittelt werden. 

Die qJ sind nur vom gegenseitigen Verhiiltnis der J, nicht von 
den J selbst abhangig. Setzt man 

2 +1 gqJi gqJk-Wn=mni , 

dann lautet Gl. (2) 

demnach sind die M den J proportional. 

Mni bringt am Stabende ni die Spannung 

Mni Mni mni 6EJn en 6E (} .=~-=---= =m .-e 
n. Wn In:en 8nJn n. 8n n 

hervor, worin en den AuBenfasersabstand von der Stabschwerlinie 
bezeichnet. Die Nebenspannungen sind demnach den en proportional, 
wachsen also mit der Stabbreite. 

Zahlenbeispiel. Dachbinder nach Bild 569 
fiir einseitige Schneebelastung. 

Hierzu Zahlentafel 30 S. 288. 
Ein (hier nicht gezeicbneter) Krafteplan lie

ferl die in Tafel a) enthaltenen Stabkrafte. Die 
nach einem (hier ebenfalls nicht dargestellten) Ver
schiebungsplan ermittelten Knotenpunktverschie
bungen sind in Bild 570 in 5facber VergroBerung 
gezeichnet. Die daraus ermittelten OJ, sowie die 
Werle J, v und OJ v sind ebenfalls in Tafel a) 
entbalten. 

Aus diesen v und OJ v gewinnt man die Glei
chungen del' Tafel b) fiir die acht Knotendreh
winkel q;, worin zur Verkleinerung der Zahlenwerle 
diese mit 1 000000 gekiirzt sind. 

Tafel c) zeigt die aus diesen Gleichungen nach 
dem GauBschen Verfahren ermittelten Knoten

I 11,1··8 
j 3w 
i 6.-$-2 

Bild 570. Knotenpunkt
versohie~ungen und Stab
riohtungen in 5 faoher Ver

groBerung. 

drehwinkel und liefern mit den hier angefiigten ~ q; und ~ q; und mit OJ und v 
die in Tafel d) berechneten Stabendmomente. Hierin gilt z. B. M = - 226 kgcm 
fiir das Ende 1 des Stabes a usw. Die fUr jeden Knotenpunkt ermittelten und 
rechts stebenden ~ M miiBten bei vollstandig genauer Rechnung verschwinden; 
die angegebenen Zahlen sind die durch die Stellenabstriche bei der Gleichungs
auflosung entstehenden Fehler; sie sind aber im Verhaltnis zu den M hinreichend 
klein und Mnnen vernachlassigt werden. In Bild 571 sind diese M zahlen
maBig mit ihren Riohtungen eingetragen. 
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Va 

2 Va + 2 Vb 

+2Vi 

Vi 

2 Vb + 2 Ve 

+2vk+2vI 
+2vm 

Tafel 29. Die GIeichungen 

I 

1-
Vc --I 

--2 ~ t! Vd--I--- Vd 
---:-----1--2 Vd+ ~ 

V---+-. 1-----
1- .------

Bild 572 zeigt nach GroBe und Vorzeichen die von den Mhervorgebrachten 
Biegespannungen. Die in Stabmitte stehenden Zahlen sind die von den Stab
kriiften S herriihrenden und iiber Stablange und Querschnitt gleichmaBig ver
teilten Zug- und Druckspannungen. Bei Berechnung aller Spannungen wurden 
die unverschwachten Stabquerschnitte und deren Wiederstandsmomente benutzt; 
in den Nietlochquerschnitten erhOhen sich diese (J. Bild 573 zeigt stark iiber-

"f>6\~/<'''.9 

7~~~"" /r="'~~{~ ~5~~ .~ ~~ 
1'I150~ '\.: l' f.;/!/706" 

~\:~ -"7?~ 3q5\ J> / .. 
~26 . 71-" ~ "< :=:'3'16 {~ J.<''? J7 

1...d-~t . jqh Y 1~ JJ-'~-;} 1; ~-. Jg~ f~5 
w R 

Bild 571. GroBe und Richtungen der Stabmomente. 

trieben den ungefahren Verlauf der durch die steifen Knotenpunkte verursachten 
StabIinien. 

Das Beispiel zeigt eine vielleicht unerwartete Hohe der Nebenspannungen 
gegeniiber den von den S hervorgebraohten Hauptspannungen. Die L -Profile 
bilden eben ungiinstige Quersohnitte, da sie infolge der einseitigen Sohwerlinien
lagen kleine W und damit groBe (J liefem. Giinstiger sind stets symmetrisohe 
Profile (wie hier im Obergurt), sind aber fiir kleinere Faohwerke weder zweck-
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fiir die Knotendreh winkel. 

qJ6 I qJ7 I 
qJg Belastungswerte 

Ve 

I I 
- 3 [OJa Va + OJe Vel 

v/ 
I I 

- 3 [OJa Va + OJb Vb + OJ/VI] 

Vk 

I 
VI 

I 
Vm - 3 [OJb Vb + OJeVe + OJk Vk + OJ/VI + OJm vml 

I 

I I 
Vn - 3 [OJe Ve + OJd Vd + OJn Vn ] 

I I 
Vh - 3 [OJdVd + OJhVh] 

2 V.+ 2 Vi 

I 
Vf 

I 
- 3 [OJe Ve + OJi Vi + OJk Vk + OJrVf] 

+2Vk + 2 Vf 

Vr 

I 

2 VI+2Vf 

+2vg 

I 
Vg - 3 [ro/VI + OJfVr+ OJgVg] 

--

I I 
Vg 

2 Vm + 2 Vn - 3 [OJm Vm + ron Vn + roh Vh + OJg Vg] + 2 Vh + 2 Vq 

mii.Big noch ublich. Die Hohe der Nebenspannungen riihrt auch von der kleinen 
Binderhohe und der daraus folgenden starken Verzerrung her. GroBe Triiger
hohe liefert im allgemeinen geringe Verzerrung und geringe N ebenspannungen. 

3 

d 
'&6: 

:--7,i~~~--+g7- ~ 
g h +1 5 

Bild 572. GroBe und Vorzeichen der Biege- und Normalspannungen in den Stiiben. 

Bild 573. Formiinderung des Fachwerks ubertrieben dargestellt. 
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Die so gewonnenen 8, M und a sind eigentlich noch nicht die 
endgiiltigen, denn die M bringen in den Staben Querkrafte hervor, 
die sich an den Knotenpunkten absetzen, sich mit den gegebenen 
Knotenpunktlasten vereinigen und Anderungen der bisherigen 8 und 
auch der Knotenpunktsverschiebungen liefern. Diese Querkrafte sind 
aber gegeniiber den gegebenen Knotenpunktlasten so gering, daB sie 
keinen merklichen EinfluB auf die genannten GraBen ausiiben, d. h. 
die Stabkriifte 8 sind durch die iibliche Annahme der reibungsfreien 
Gelenke hinreichend genau bestimmt, ebenso die darauf beruhende 
Formanderung des Fachwerks. N ur bei sehr steifen Profilen mag die 
Durchbiegung durch die Knotensteifigkeit urn geringes vermindert 
werden. 

Werden in obigem Zahlenbeispiel der Einfaehheit wegen nur die Obergurl
stabe beriieksiehtigt, da in diesen die M gegeniiber denen der andern Stabe 
groB sind, dann folgen aus Bild 574 die Querkrafte der Stabe a bis d 

Q. = ( 226 + 11150) : 382 = 30 kg, Qb = (11500 + 3665) : 382 = 40 kg, 

Qc=(3249+ 4530):382=20 kg, Qd=( 4706+ 37):382=12 kg. 

Stab S 
kg 

a - 6000 
b -5600 
c -2900 
d -2900 
e +5800 
f +2500 
g +2500 
h +2800 
i -1100 
k +3300 
l 0 
m + 400 
n 0 

(Fortsetzuug s. S. 290. ) 

Bild 574. Die Stabquerkrafte. 

Zahlentafel 30 zum Zahlen beispiel S. 285 
(Nebenspannungen des Faehwerkbinders). 

a) Die Festwerte des Binders. 

S sl1) F .ds J v co 
em em em9 em em' kgem 

382 360 34,0 - 0,0296 +0,00147 728 24500000 
382 360 34,0 -0,0276 - 0,00022 728 24500000 
382 360 34,0 - 0,0143 - 0,00031 728 24500000 
382 360 34,0 - 0,0143 - 0,00093 728 24500000 
390 340 28,9 + 0,0317 + 0,00145 124 4100000 
353 350 16,5 +0,0246 -0,00026 36 1310000 
353 350 16,5 +0,0246 - 0,00031 36 1310000 
390 340 28,9 + 0,0153 - 0,00093 124 4100000 

75 60 16,5 - 0,0019 +0,00067 36 6160000 
390 340 16,5 + 0,0316 - 0,00021 36 1180000 
165 160 16,5 - - 0,00018 36 2800000 
390 340 16,5 + 0,0038 - 0,00031 36 1180000 

75 60 16,5 - - 0,00051 36 6160000 

cov 
kgem 

+ 36015 
- 5390 
- 7595 
- 22785 
+ 5945 
- 340,6 
- 406,1 
- 3813 
+ 4127,2 
- 247,8 
- 504 
- 365,8 
- 3264,8 

1) Diese Werle sind die in Reehnung zu setzenden wirkliehen Stablangen, 
gemessen von Mitte bis Mitte Nietbild an den Knotenbleehen. 
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(ZahlentafeI30. Fortsetzung.) b) Die Gleichungen fiir die Knotendrehwinkel. 

~l I ~2 I ~3 ~4 ~5 ~6 ~? ~8 

+ 57,20 1+ 24,50 I + 4,10 I 
+24,50 +110,32 + 24,50 

+ 6, 16
1 + 24,50 + 108,32 + 24,50 + 1,18 + 2,80 + 1,18 

+ 4,10 + 

Stab 

1 a 2 
1 e 6 
2 b 3 
2 i 6 
2 a 1 
3 c 4 
3 m 8 
3 l 7 
3 k 6 
3 b 2 
4 d 5 
4 n 8 
4 c 3 
5 h 8 
5 d 4 
6 e 1 
6 i 2 
6 k 3 
6 f 7 
7 f 6 
7 l 3 
7 g 8 
8 g 7 
8 m 3 
8 n 4 
S h 5 

6,16 

+ 24,50 + 110,32 
+ 24,50 

+ 1,18 
+ 2,80 
+ 1,18 1+ 6,16 

~1 = + 0,0019066 
~2 = + 0,0005691 
~3 = - 0,0003901 
~4=-0,0005474 

~5 = - 0,0011190 
~6 = + 0,0007032 
~? = - 0,0002602 
~8 = - 0,0005800 

c) 

+24,50 
+57,20 

+25,50 
+ 1,31 

+ 4,10 

Die L6sungen. 

+ 0,0012711 
+0,0003794 
- 0,0002601 
- 0,0003649 

- 0,0007460 
+ 0,0004688 
- 0,0001735 
- 0,0003867 

+ 6,16 
+ 4,10 

+ 1,31 
+ 10,84 + 1,31 

i + 1,31 +25,50 

+ 0,0006355 
+ 0,000 1897 
-0,0001300 
- 0,0001825 

- 0,0003730 
+0,0002344 
- 0,0000867 
-0,0001933 

d) Berechnung der Stabmomente. 

(+ 0,0012711 + 0,0001897 - 0,0014700)·24500000 = - 226 
(+0,0012711+0,0002344-0,0014500)· 4100000=+ 227 
(+ 0,0003794 - 0,0001300 + 0,0002200) . 24500000 = + 11500 
(+0,0003794+0,0002344-0,0006700)· 6160000=- 345 
(+ 0,0003794 + 0,0006355 - 0,0014700)·24500000 = - 11150 
(- 0,0002601- 0,0001825 + 0,0003100)·24500000 = - 3249 
(- 0,0002601- 0,0001933 + 0,0003100)· 1180000 = - 169 
(- 0,0002601- 0,0000867 + 0,0001800). 2800000 = - 472 
(-0,0002601+0,0002344+0,0002100). 1180000=+ 217 
(- 0,0002601 + 0,0001897 + 0,0002200)·24500000 = + 3665 
(- 0,0003649 - 0,0003730 + 0,0009300) . 24500000 = + 4706 
(-0,0003649-0,0001933+0,0005300)· 6160000=- 174 
(- 0,0003649 - 0,0001300 + 0,0003100) . 24500000 = - 4530 
(- 0,0007460 - 0,0001933 + 0,0009300)· 4100000 = - 38 
(- 0,0007460 - 0,0001825 + 0,0009300)·24500000 = + 37 
(+0,0004688+0,0006355-0,0014500)· 4100000=- 1417 
(+0,0004688+0,0001897-0,0006700)· 6160000=- 71 
(+ 0,0004688 - 0,0001300 + 0,0002100). 1180000 = + 648 
(+0,0004688-0,0000867+0,0002600)· 1310000=+ 840 
(- 0,0001735 + 0,0002344 + 0,0002600)· 1310000 = + 420 
(-0,0001735-0,0001300+0,0001800).2800000=- 346 
(- 0,0001735 - 0,0001933 + 0,0003100). 1310000 = - 74 
(-0,0003867-0,0000867+0,0003100)· 1310000=- 214 
(- 0,0003867 - 0,000 1300 + 0,0003100). 1180000 = - 244 
(- 0,0003867 - 0,0001825 + 0,0005300). 6160000 = - 241 
(- 0,0003867 - 0,0003730 + 0,0009300). 4100000 = + 698 

Uno I d, Statik f. Maschineningenieure. 19 

P 

- 0,1258800 
- 0,1042566 
+0,0423078 
+0,1009344 
+ 0,0797940 
-0,0284514 
+ 0,0037521 
+0,0235491 

ZM 
kgcm 

+1 

+5 

-8 

+2 

-1 

° 
o 

-1 



290 Statisch unbestimmte ebene Gebilde. 

Diese liefern fiir die Punkte 2, 3 und 4 die zusatzlichen Knotenlasten 70, 
60 und 32 kg nach oben hzw. unten. Sie sind aber gegeniiber den gegebenen 
Lasten von 1100 und 550 kg so klein, daB ihr EinfluB auf die Stabkrafte und 
noch mehr auf die Verzerrung unbeachtet bleiben kann. 

Vorstehendes Verfahren ist sofort auf auBerlich oder innerlich 
statisch unbestimmte Fachwerke anwendbar, denn auch hier stimmt 
die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der zu berechnenden 
Knotendrehwinkel iiberein. Die groBere Rechenarbeit liegt lediglich 
in der Stabkraftbestimmung, nicht in der Aufzeichnung des Ver
schiebungsplanes und auch nicht in der Aufstellung und Auflosung 
der Gleichungen flir die Knotendrehwinkel. 

Erweiterung. Exzentrischer StabanschluB liegt vor, wenn 
die Stabschwerlinie nicht durch den Systempunkt geht. In diesem 
FaIle ist die Momentensumme fiir diesen Knotenpunkt nicht Null, 
sondern nach Bild 575 ist .2 M + S . P = 0, worin S die Stab kraft 
in diesem Stabe und p deren Hebelarm bezeichnet. Bei mehreren 
exzentrischen Stabanschliissen am gleichen Knotenpunkt ist dann 
.2 M + .2 S p = o. Die weitere Rechnung nimmt dann denselben 
VerI auf wie bisher. 

Bild 575. Exzentrischel' Stab
anschluB. 

Bild 576. NietriB in die Netz
linie fall end. 

Dieser Fall liegt bei eisernen Fachwerken besonders dann vor, 
wenn man nach Bild 576 die Netzlinie mit der NietriBlinie und nicht 
mit der Stabschwerlinie zusammenfallen IaBt. Solches ist iiblich und 
zulassig bei kleineren Fachwerken, deren Stabe aus Doppelwinkeleisen 
bestehen, wahrend bei allen groBeren und wichtigeren Fachwerken, 
besonders bei solchen mit zusammengesetzten Profilen, die theoreti
sche Forderung des zentrischen Stabanschlusses streng erfiillt sein solI. 

Mit Leichtigkeit laBt sich auch der Fall beriicksichtigen, daB einige 
Stabe durch wirkliche Gelenke angeschiossen sind, die als reibungsfrei 
vorausgesetzt werden konnen; man laBt dann einfach in den Momenten
gleichungen diese Stabe unberiicksichtigt. 

Allgemeine Bemerkungen, Niiherungsverfahren und Literaturhinweise. 
Es gibt mehrere Verfahren zur Berechnung der N ebenspannungen. Bei den 
meisten sind die Anderungen der von je zwei Stab en eingesohlossenen Winkel 
vor und nach der Formanderung aus den Stablangenanderungen zu berechnen; 
man erspart auf diese Weise den Verschiebungsplan, hat aber bedeutend mehr 
Reohenarbeit zu leisten. Das hier dargelegte Verfahren deckt sioh im wesent
lichen mit dem Mohrschen, es kann jedem System angepaBt werden, ist iiber
siohtlich und verursacht weniger Rechnung als die anderen Verfahren, weil ein 
groBer Teil der Reohnung durch den Verschiebungsplan ersetzt ist. 
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Die Beiwerte der Gleichungen konnen sofort angeschrieben werden und 
sind nur von den Stablangen und deren J, aber nicht vom Belastungszustand 
abhangig. Die Belastungswerte dagegen sind Funktionen der Stabkriifte bzw. 
der Knotenpunktverschiebungen; sie andern sich demnach mit dem Belastungs
zustand. 

Die zahlenmaBige Auflosung der Gleichungen fiir die Knotendrehwinkel f{! 
bildet den umfangreichsten Teil der Gesamtrechnung; im obigen Zahlenbeispiel 
wurden die Gleichungen nach dem GauBschen Verfahren mit iibertriebener Ge
nauigkeit gelOst, um zu zeigen, daB fiir jeden Knotenpunkt die algebraische 
Summe der Stabmomente wirklich versohwindet. In praktischen Fallen ist eine 
so weitgehende Genauigkeit wegen des Zeitaufwandes nioht moglich und auoh 
nioht notig; es geniigt eine abgekiirzte Reohnung. Hierfiir eignet sich nun das 
auf S. 274 behandelte Iterationsverfahren, da die Verteilung der Beiwerte den 
dort genannten Bedingungen gut entspricht. 

Zahlentafel 31 S. 292 zeigt die Anwendung des Verfahrens auf obiges 
Zahlenbeispiel, wobei die beiden letzten Stellen der Belastungswerte gestrichen 
sind und alle Zahlenrechnungen mit dem Rechensohieber durohgefiihrt wurden. 
Die so ermittelten abgerundeten Werte rp ergeben selbstverstandlioh nioht so 
geringe Restmomente wie die friiheren genaueren Werte, aber die damit erzielte 
Genauigkeit ist fur praktische Zwecke vollig ausreichend. 

In Tragerfaohwerken sind meist die Wandstabe gegeniiber den Gurtstaben 
so sohwaoh, daB sie bei iibersohlagiger N ebenspannungsberechnung vernaohlassigt 
werden konnen. Das liefert, da sich die Anzahl der Beiwerte in den rp-Gleiohungen 
stark vermindert, eine bedeutende Erleiohterung der Zahlenrechnung. 

Dber den Vergleioh der versohiedenen Verfahren s. Gehl er, "Neben
spannungen eiserner Faohwerkbriicken·', Berlin: Wilh. Ernst & Sohn 1910. Ferner 
H. Leitz, "Beitrag zur Berechnung der Nebenspannungen", Eisenbau 1917, 
Heft 6, S. 125. Der Aufsatz enthalt wertvolle Hinweise auf KonstruktionsmaB
nahmen zur Verringerung der Nebenspannungen. Im allgemeinen werden diese 
niedrig bleiben, wenn die duroh den Verschiebungsplan ermittelte Verzerrung 
moglichst stetig erfolgt, d. h. wenn z. B. die Gurtlinie eine schwach und stetig, 
nioht wellenformig gekriimmte Linie bildet. Hiernach werden im Faohwerk 
nach Bild 291 S. 112 an den Punkten 5 und 6 erhebliche Nebenspannungen zu 
erwarten sein, desg!. im Fachwerk Bild 157 S. 47 in den Punkten 2 und 12. Man 
kann demnach aus dem verzerrten Fachwerksbild schon ohne Reohnung wenigstens 
die Stellen angeben, an denen groBere Nebenspannungen zu erwarten sind. 

Der Leitz sche Aufsatz behandelt auBerdem den EinfluB der N ebenspan
nungen auf die Bruohgefahr. Bei Dberlastung und Dberschreitung der Elasti
zitatsgrenze nehmen die N ebenspannungen ab, haben also fast keinen EinfluB 
auf die Bruohbelastung des ganzen Faohwerks. Im gleiohen Sinne, aber ein
gehender, auBert sioh F. Bleioh in seinem Buche "Theorie und Berechnung 
eiserner Briicken", Berlin: Julius Springer 1924. Hiernach sind fiir den Sicher
heitsgrad des Fachwerks nur die Hauptspannungen (das sind die von den Stab
kraft en verursachten) maBgebend; die Nebenspannungen Hefern ortliche Dber
und Unterbeanspruchungen, die ebenso zu bewerten sind wie die bekannte 
Dberbeanspruchung im gelochten Zugstabe, die bei hinreichender Zahigkeit des 
Baustoffs die Bruchsicherheit sehr wenig beeinfluBt. Dagegen konnen die N eben
spannungen ungiinstigen EinfluB auf die Knotenblechnieten haben und sollten 
nur hiernaoh beurteilt werden. 

Auf alle Falle bilden die N ebenspannungen in hochbeanspruchten Faoh
werken eine unerwiinschte Zugabe, und der Konstrukteur hat alles zu tun, um 
ihr Auftreten in groBerem MaBe zu verhindern, sei es durch Wahl des Fach
werksystems oder durch geeignete Querschnittsausbildung der Stabe und Knoten
konstruktion. Man vergleiohe hierzu die in "Eisenbau" 1913, S. 418 einander 
gegeniibergestellten Formanderungsbilder der Entwiirfe und Ausfiihrungen der 
alten und neuen Quebeokbriicke und deren EinfluB auf die endgiiltige Wahl des 
Systems. Zu bemerken ist nooh, daB die amerikanisohen Bolzenbriicken ebenso
wenig nebenspannungsfrei sind als die mit fester Vernietung, da, wie sohon 
frUber bemerkt, der Bolzenknoten wegen der groBen Gelenkreibung nicht hoher 
als der genietete Knoten zu bewerten ist. 

19* 
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Statisch unbestimmte Tragwerke mit Wanderlasten. 293 

In den letzten Jahren hat der Schweizer Bruckenbauverband umfassende 
und sehr beachtenswerte Nachrechnungen und Messungen der Nebenspannungen 
in bestehenden Eisenbahn- und StraBenbriicken vorgenommen und in einer be
sonderen Schrift verofientlicht. Ein Auszug hiervon findet sich in "Baugenieur" 
1923, S.564. Die Berechnung beruht auf dem Mohrschen Velfahren; die Auf
losung der Gleichungen erfolgte nach einem Naherungsvelfahren, fur das die 
Schweizer Kommission eine technische Deutung gab, das aber vollig auf das 
oben genannte IterationsveIfahren hinauskommt. Nach dem Bericht besteht bei 
gut durchgebildeten Fachwerken befriedigende Ubereinstimmung zwischen 
Rechnung und Messung; des weiteren enthalt der Bericht beachtenswerte SchluB
folgerungen, die den Neukonstruktionen zugute kommen sollen und auBerdem 
die Leitzschen und Bleichschen Ansichten uber die Bedeutung der Neben
spannungen im wesentlichen bestatigen. 

1m Fachwerk treten noch weitere Zusatzspannungen auf, die mit dies en 
Nebenspannungen nichts zu tun haben. Sie riihren her vom Eigengewicht und 
von Quer- und Langsverbanden bei Briicken usw. Solche Fragen konnen hier 
nicht behandelt werden, sondern gehoren dem allgemeinen Eisen- und Brucken
bau an. 

F. Statisch unbestimmte Tragwerke mit 
Wanderlasten. 

Allgemeines. Das im zweiten Abschnitt auf S. 54 behandelte 
Verfahren der EinfiuBlinien £iir Wanderlasten bezog sich ausschlieBlich 
auf statisch bestimmte Tragwerke. Eine wesentliche Eigenschaft 
dieser EinfiuBlinien war ihr geradliniger Verlauf iiber groBere Strecken, 
was ihre Berechnung und Konstruktion in allen Fallen erheblich 
vereinfachte. 

Das dort genannte Verfahren zur Gewinnung der EinfiuBlinien 
kann grundsatzlich sofort auf statisch unbestimmte Gebilde iibertragen 
werden. Man findet hierbei jedoch, daB diese Geradlinigkeit der 
EinfiuBlinien nicht mehr besteht, sondern daB sie bei unmittelbarer 
Belastung Kurven bilden. Bei getrennter Fahrbahn verlaufen sie 
zwar wie bisher zwischen den Unterstiitzungspunkten der Fahrbahn 
je geradlinig, aber die EinfiuBlinienpunkte dieser Stellen liegen eben
falls auf Kurven. Nun gehoren diese Kurven nicht etwa bekannten 
Klassen an, wie Parabel, Kreis usw. mit bekannten Eigenschaften, 
sondern sie verlaufen nach irgendwelchen zunachst noch unbekannten 
Gesetzen und sind punktweise zu ermitteln. Daraus geht klar hervor, 
daB die Gewinnung dieser EinfiuBlinien viel umstandlicher sein wird 
als die der statisch bestimmten Gebilde; sie setzt weitgehende Kennt
nis der statisch unbestimmten Berechnungsweise voraus, weshalb ihre 
Behandlung an den SchluB dieses Abschnitts gesetzt wurde. Wir 
behandeln getrennt die Biegestabgebilde und die Fachwerke und be
schranken uns auf die wichtigsten FaIle. 

1. Biegestabgebilde. 
Der dnrchlaufende Trager mit unveranderlichem Tragheits

moment. Das EinfiuBlinien-Verfahren beruht auf wiederholter An
wendung der Formeln fiir eine Einzellast auf beliebigem Felde nach 
S. 188 mit Benutzung der daselbst angegebenen a-,8 -Tafel. Wir 
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zeigen das Verfahren an einem dreifeldrigen Trager mit Stiitzweite 
4, 3 und 5 m und mit beiderseitigen Kragarmen. Hierzu Zahlen
tafel32 S. 296. Zunachst werden die Festpunktabstande A., (! und 1; 
durch Rechnung oder Zeichnung ermittelt und in Tafel a) zusammen
gestellt. Hierauf werden nach Tafel b) die Ausdriicke der M fiir die 
AuflagerstelIen und Lastpunkte und fiir zunachst noch unbestimmte 
Laststellungen auf den Kragarmen und Feldern aufgestellt. Tafel c) 
zeigt die Ausrechnung der M fiir je eine LaststelIung auf den Krag
armenden und je vier LaststelIungen auf den Feldern nach Bild 577 ; 
die fetten Zahlen bezeichnen die Stiitzmomente und die kursiven die 
Momente an den Lastpunkten. Die dazwischenliegenden Momenten
werte der Spalten liegen je geradlinig zwischen den Stiitz- und den 
Lastpunktmomenten und sind durch einfache Zwischenrechnungen leicht 
zu gewinnen (hierzu s. Bemerkung weiter unten). 

Die lotrechten Reihen dieser Tafel enthalten demnach die MaIler 
TragerstelIen fiir je eine Laststellung. Die wagrechten Zahlenreihen 
liefern die Ordinaten der EinfluBlinien der 'Wanderlast "Eins" fiir 
je eine Tragerstelle. Hiernach wurden in Bild 577 samtliche Ein
flul3linien eingezeichnet. Dabei wurden im ersten und dritten Ein
flul3linienbild die EinfluBlinien der Zwischenpunkte in der dritten 
bzw. ersten Offnung weggelassen, da sie zu eng Hegen und auBer
dem fiir die Auswertung bei Fahrzeugbelastung doch kaum in Frage 
kommen. 

Die Auflagerkrafte konnen nach dem Vorgang auf S. 191 aus 
den M der Tafel c) leicht berechnet werden, indem dieses dort an
gegebene Verfahren rechnungsmaBig verwertet wird. Es ist z. B. fiir 
SteIlung der Last auf Feld 1 mit a = 0,4 und fJ = 0,6 

AOl 0+0,800 =+0500 
0,4·4,0 " 

A __ 0,800 + 0,400 + 0,400 + 0,075 + + + 0,500 0,158 = 0,658, 
12 0,6.4,0 3,0 

A -__ 0,400 + 0,075 _ 0,075 + ° 5 0173 -0,158-0,01 =-, , 
23 3,0 5,0 

A =0,075+0 =+0015. 
30 5,0 ' 

In dieser Weise wurden aIle Auflagerkrafte berechnet und im 
unteren Teil der Tafel c) eingetragen; auch hier liefern die Werte 
der wagrechten Reihen die EinfluBlinien der vier Auflagerkrafte, die 
ebenfalls in Bild 577 zeichnerich verwertet wurden. Liegt die 1 t iiber 
der Stiitze, dann ist die betreffende Auflagerkraft gleich 1 t, aIle 
anderen Auflagerkrafte sind Null und aIle Biegemomente Null. 

AIle EinfluBlinien laufen stetig, d. h. ohne Knick durch die Stiitz
punkte und sind zwischen den Endstiitzen und den Kragarmenden 
geradlinig. 
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Die Auswertung der Einflu13linien fiir gegebene Raddriicke und 
Radstande von Fahrzeugen erfolgt grundsatzlich wie bei den statisch 
bestimmten Gebilden. Dagegen lassen sich nicht sofort die ungiin

(Fortsetzung siehe S. 298.) 

0,5 

Bild 577. Durchlaufender Trager. 
EinfluBlinien der Biegemomente und Auflagerkrafte. 



L
as

t 
1 

t 
au

f 

M
O

l 
=

 

M
l

=
 

M
12

=
 

M
2

=
 

M
2S

=
 

M
a=

 

M
ao

 =
 

Z
a
h

le
n

ta
fe

l 
32

 
fi

ir
 

d
e
n

 d
u

rc
h

la
u

fe
n

d
e
n

 T
ra

g
e
r 

S.
 

29
3.

 

a)
 

Z
u

sa
m

m
e
n

st
e
ll

u
n

g
 d

e
r 

F
e
st

w
e
rt

e
. 

E
rs

te
s 

F
el

d
 I

I =
 

4,
0 

Z
w

ei
te

s 
F

el
d

 l
2 

=
 

3,
0 

D
ri

tt
es

 F
el

d
 l

s 
=

 
5,

0 

A2
 =

 
0,

52
9 

As
' =

 
2,

47
1 

el
' =

 
3,

08
2 

el
 =

 
0,

91
8 

I e
/ =

 2
,5

26
 

e2
 =

 
0,

47
4 

'2=
 1,9

97
 

la 
=

 
1,

22
8 

la
' =

 
3,

77
2 

b)
 

D
ie

 a
ll

g
e
m

e
in

e
n

 A
u

sd
ri

ic
k

e
 f

ii
r 

d
ie

 B
ie

g
e
m

o
m

e
n

te
. 

!i
nk

em
 K

ra
g

ar
m

 
er

st
em

 F
el

d
 

zw
ei

te
m

 F
el

d
 

d
ri

tt
em

 F
el

d
 

-
l
·
x
 

0 
0 

0 

4,
0·

a{
J 

+
 M

1
2
·a

 

0,
91

8 
-
M

01
3

,0
82

 
_ 

{J
(1

 
)4

,0
.0

,9
1

8
 

a 
+

a
 

3,
08

2 
_ 

{J
(1

 
(J

) 0
,5

29
.2

Ji
26

 
{J

(1
 

)0
,5

29
.0

,4
74

 
a 

+
 

1,
99

7 
+

a
 

+
a

 
1,

99
7 

0,
52

9 
-M

2S
 2

,4
71

 

=
 -

M
O

l' 
0,

29
7 

=
 -a

{J
(1

+
a

).
1

,1
9

2
 

=
 -

a
{J

(l
 +

 {
J)

·0
,6

68
 +

 a
{J

(l
 +

a
)·

0
,1

2
5

 
=

-
M

2s
·O

,2
14

 

3,
0·

 a
{J

 +
 M

1
2

'{J
 +

M
2a

 ·.
a 

0,
47

4 
0,

47
4 

_ 
fJ

(l
 

)2
,4

71
.0

,4
74

 
fJ

(l
 

{J 
0

,5
2

9
·0

,4
7

4
 

_ 
{J

(1
 

(J
)1

,2
28

.5
,0

 
-
M

12
2 ,

52
6 

-M
12

 2
,5

26
 

a 
+

a
 

1 
99

7 
+

 a
 

+
)
 

1 
99

7 
a 

+
 

3,
77

2 
, 

, 
=

 M
O

l' 
0,

05
6 

=
-
M

12
·O

,1
88

 
=

 -
af

J 
(1

 +
 a

) ·
0,

58
6 

+
 a

{J
 (

1 
+

 f
J)

· 0
,1

25
 

=
-a

fJ
(1

+
fJ

)·
1

,6
3

0
 

5,
0 

a{
J 

+
 M

2S
' {J

 

0 
0 

0 
0 

re
ch

t.
 K

ra
g

ar
m

 

0 0,
52

9 
-M

2S
 2

 4
71

 
, 

=
 M

ao
' 0

,0
70

 

1,
22

8 
-M

ao
 3

 7
72

 
, 

=
-M

ao
·0

,3
26

 

-
l
·x

 

t-
:l 
~
 
~
 

0
0

 ~ !1
l <>
 
~
 ~ CD

 g. ~ CD
 

CD
 

0
- § CD
 ~
 

g:
 s: CD

 



c)
 

D
ie

 O
rd

in
a
te

n
 d

e
r 

E
in

fl
u

B
li

n
ie

n
 f

u
r 

d
ie

 B
ie

g
e
m

o
m

e
n

te
 u

n
d

 A
u

fl
a
g

e
rk

ra
ft

e
. 

L
as

t 
1 

t 
au

f 
F

el
d

 
I l

in
k

er
 

I 
K

ra
g

ar
m

 

au
f 

P
u

n
k

tl
 ~
_a
_ 

a
=

 
(J

=
 

S
ti

it
ze

 
01

 
-1

,0
0

0
 

b 
-

0,
74

1 

er
st

es
 F

el
d

 
~ 

-0
,4

8
1

 
-0

,2
2

2
 

e 
-0

,0
3

8
 

.... :::
; 

S
ti

it
ze

 
.....

 
12

 
+

0
,2

9
7

 
Q

) "El
 

f 
+

 0
,2

26
 

Q
) ~ 

zw
ei

te
s 

F
el

d
 g

 
+

 0
,1

56
 

S 
h 

+
 0

,0
85

 
Q

) 
i 

+
 0

,0
15

 
bJ

J 
Q

) 
S

ti
it

ze
 

P:l
 

23
 

-0
,0

5
6

 

k 
-0

,0
4

5
 

dr
it

te
s 

F
el

d
 

1 
-

0,
03

4 
m

 
-

0,
02

2 
n 

-0
,0

1
1

 

S
ti

it
ze

 
30

 
0 

A
uf

la
ge

r-
01

 
-I-

1,
32

4 

k
ra

ft
e 

fU
r 

12
 

-
0,

43
8 

S
ti

it
ze

 
23

 
-I-

0,
12

5 
30

 
-

0,
01

1 

er
st

es
 F

el
d

 
zw

ei
te

s 
F

el
d

 

b 
c 

d 
e 

f 
g 

h 
i 

0,
2 

0,
4 

0,
6 

0,
8 

0,
2 

0,
4 

0,
6 

0,
8 

0,
8 

0,
6 

0,
4 

0,
2 

0,
8 

0,
6 

0,
4 

0,
2 

I "chI
<

" 

"';"
'i _"

:d -
In

 
~
=
 

0,
4 

I 
0,

6 

1 

0,
8 

0,
6 

0,
4 

0,
2 

k 
I 

0:;-
1-

0,
8 

0
0

1
0

0
0

0
0

0
1

0
0

0
0

0
 

+
 0,

59
4 

+
 0

,4
00

1+
 0

,2
29

 +
 0

,0
92

 -
0,

03
4 

-
0,

04
3 

-
0,

03
5 

-
0,

01
8 

-I-
0,

02
0 

+
 0

,0
27

 +
 0

,0
23

 -I
-0

,0
13

 
-

0,
01

4 
-I-

0,
38

8 
+

 0,
80

0 
+

 0
,4

57
 +

 0
,1

83
 -

0,
06

8 
-

0,
08

6 
-

0,
07

1 
-

0,
03

7 
+

 0
,0

40
 +

 0
,0

54
 +

 0
,0

47
 +

 0
,0

27
 

-
0,

02
8 

-I-
0,

18
3 

+
 0

,4
00

 +
 0

,6
86

 +
 0

,2
75

 -
0,

10
1 

-
0,

12
9 

-
0,

10
6 

-
0,

05
5 

+
 0

,0
60

 +
 0

,0
80

 +
 0

,0
70

 +
 0

,0
40

 
-

0,
04

2 
-

0,
02

3 
+

 0
,0

00
 -I

-0
,1

15
 +

 0
,3

6
6

 -
0,

13
5 

-
0,

17
2 

-
0,

14
2 

-
0,

07
4 

+
 0

,0
80

 +
 0

, I
 0

7 
+

 0
,0

93
 +

 0
,0

53
 

-
0,

05
6 

-
0,

22
9 

-
0,

40
0 

-
0,

45
7 

-
0,

34
:1

 -
0,

16
9 

-
0,

21
5 

-
0,

17
7 

-
0,

09
2 

+
 0

,1
00

 +
 0

,1
34

 +
 0,1

17
 +

 0
,0

67
 

-
0,

07
0 

-
0,

17
5 

-
0,

30
5 

-0
,3

4
8

 -
0,

26
2 

+
 0

,3
3

0
 +

 0
,1

58
 +

 0
,0

62
 +

 0
,0

18
 -

0,
01

4 
-

0,
01

8 
-

0,
01

6
1-

0,
00

9 
+

 0
,0

09
 

-
0,

12
0 

-
0,

21
0 

-
0,

24
0 

-
0,

18
0 

+
 0

,2
28

 +
 0

,5
31

 +
 0

,3
00

 +
 0

,1
27

 -
0,

12
8 

-
0,

17
0 

-
0,

14
9 

-
0,

08
5 

+
 0

,0
88

 
-

0,
06

6 
-

0,
11

5 
-

0,
13

1 
-

0,
09

9 
+

 0
,1

26
 +

 0
,3

04
 +

 0
,5

3
9

 +
 0

,2
37

 -
0,

24
2 

-
0,

32
2 

-
0,

28
2 

-
0,

16
1 

+
 0

,1
68

 
-

0,
01

1 
-

0,
02

0 
-

0,
02

3 
-

0,
01

7 
+

 0
,0

24
 +

 0
,0

77
 +

 0
,1

78
 +

 0,
34

6 
-

0,
35

6 
-

0,
47

4 
-

0,
41

5 
-

0,
23

7 
+

 0
,2

47
 

+
 0

,0
43

 +
 0

,0
75

 +
0

,0
8

6
 +

0
,0

6
4

 -
0,

07
7 

-0
,1

4
9

 -
0,

18
3 

-0
,1

4
5

 -
0

,4
7

0
 -

0,
62

6 
-0

,5
4

8
 -

0,
31

3 
+

 0
,3

26
 

+
 0

,0
34

 +
 0

,0
60

 +
 0

,0
69

 +
 0

,0
51

 -
0,

06
2 

-
0,

11
9 

-
0,

14
6 

-
0,

11
6 

+
 0

,4
24

 +
 0

,1
00

 -
0,

03
9 

-
0,

05
1 

+
 0

,0
61

 
+

 0
,0

26
 +

 0
,0

45
 +

 0
,0

52
 +

 0
,0

38
 -

0,
04

6 
-

0,
09

0 
-

0,
11

0 
-

0,
08

7 
+

 0
,3

18
 +

 0
,8

2
5

 -
0,

47
1 

+
 0

,2
12

 
-

0,
20

4 
+

 0
,0

18
 +

 0
,0

30
 +

 0
,0

34
 +

 0,0
26

 -
0,

03
1 

-
0,

06
0 

-
0,

07
3 

-
0,

05
8 

+
 0

,2
12

 +
 0

,5
50

 +
 0,

98
1 

+
 0

,4
75

 
-

0,
47

0 
+

 0
,0

09
 

+
 0

,0
15

 +
 0,

01
7 

+
 0,

01
3 

-
0,

01
5 

-
0,

03
0 

-
0,

03
7 

-
0,

02
9 

+
 0,

10
6 

+
 0

,2
75

 +
 0

,4
91

 +
 0

,7
37

 
-

0,
73

5 

o 
0 

° 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

° 
0 

-
1,

00
0 

+
 0

,7
43

 +
 0

,5
00

1-
t-
~,2

851
+0,

114
 -

0,
04

21
-

0,
05

41
-
0,0

441
~ 0

,0
23

 +
 0,

02
5 

+
 0

,0
34

1+
 0

,0
29

:+
 0

,0
17

 
-

0,
oI

8 
+

 0
,3

48
 -

I-
0,

65
8 

+
 0

,8
96

1+
 1

,0
22

 +
 0

,8
74

[+
 0

,6
76

 +
 0

,4
42

1+
 0

,2
06

 -
0,

21
51

-
0,

28
7 

-
0,

25
11

-
0,

14
4 

+
 0

,1
49

 
-

0,
09

9 
-

0,
17

31
-

0,
19

8 
-

0,
14

9 
+

 0
,1

83
[+

 0
,4

08
1+

 0
,6

39
1+

 0
,8

46
 +

 1
,0

84
 +

 0
,9

79
1+

 0
,7

32
 +

 0
,3

90
 

-
0,

39
6 

+
 0

,0
08

 +
 0

,0
15

 +
 0

,0
17

 +
 0

,0
13

 -
0,

01
5

1-
0,

03
0 

-
0,

03
7 

-
0,

02
9 

+
 0

,1
06

 +
 0

,2
75

 +
 0,

49
1 

+
 0

,7
37

 
+

 1
,2

65
 

0
0

 ~ rJ
l '" I:r" § 0
-

Ct>
 f CD
 t:;3
 

~
 

(J
q ::a ~
 

i>
;"

 
ao

 [ ~ 0
- 3- ~ l!!.
-

ao
 p I'.
:l

 
~
 

-
J
 



298 Statisch unbestimmte ebene Gebilde. 

stigsten Stellungen des Fahrzeugs angeben, sondern diese sind durch 
Probieren zu tinden. 

Nachstehende Tafel zeigt die groBten positjven und negativen 
Biegemomente und Auflagerdriicke der Tragerstellen als Ergebnisse 
der Auswertung dieser EinfluBlinien fiir ein Fahrzeug mit zwei Rad
driicken von je 4 t im Radstande 1,6 m. 

Tragerstelle a OIl b c I d e 121 fig h i 23 k l min 30 0 

+maxMin tIn ° ° 3,3 4,0 3,5 1,5 1,0 1,4 2,3 2,3 1,6 0,5 1,7 4,5 5,2 4,3 ° ° -maxMin tIn ° 4,0 1,2 0,8 0,7 1,0 3,0 2,1 1,6 2,3 3,3 4,4 0,8 0,5 0,8 1,1 4,0 ° 
+maxA in t 8,4 7,7 7,0 8,4 
-maxA in t 0,3 2,0 1,6 0,2 

Demnach maBgebendes GroBtmoment =+5,2 tm in Querschnitt m. 
Wird jedoch eine Verstarkung des Tragers der dritten Offnung vor
genommen, dann ist die ganze Rechnung nach S. 299 zu wiederholen, 
da obiges Verfahren auf der Theorie des durchlaufenden Tragers mit 
unveranderlichem J beruht. 

g h 

2J 

Bild 578. Durchlaufender Trager. Zeichnerische Ermittlung der EinfluBlinien 
fiir Zwischenpunkte aus denen der Stiitzmomente. 

Wie schon oben bemerkt, liegen die in Tafel c) berechneten Ordi
naten der Momenten-EinfluBlinien je geradlinig zwischen den fetten 
und kursiven Zahlen. Das ermoglicht eine einfache Konstruktion 
dieser Zwischenordinaten aus den vorher zu zeichnenden EinfluB
linien der Stiitzmomente und der Lastpunktmomente, was Bild 578 fiir 
die EinfluBlinien des zweiten Feldes zeigt. Im ersten und dritten 
Feld folgen die EinfluBlinien der Tragerstellen f g k i aus der Fiinf
teilung der Hohen zwischen den EinfluBlinien der M12 und MBS ; im 
zweiten Feld sind auBer diesen EinfluBlinien noch die Lastpunkt
momente aufzutragen und die Hohen zwischen diesen und der M12-

EinfluBlinie bzw. der M2S -EinfluBlinie in 0, 1, 2, 3 bzw. in 3, 2, 1, ° 
gleiche Teile zu teilen und die mit • bzw. 0 bezeichneten Punkte 
entsprechend zu verbinden. 1m gleichen Sinne werden die EinfluB
linien der andern Tragerstellen behandelt. 

Stiitzt sich die Fahrbahn durch Quertrager u. dgl. auf dem durch
laufenden Trager ab und wird diese Fahrbahn durch Einzeltrager ge-
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bildet, die von Quertrager zu Quertrager laufen, dann bilden die 
EinfluBlinien Geradlinienzuge, deren Eckpunkte auf den nach Obigem 
gefundenen EinfluBlinien liegen. 

BeiGleichstreckenlast (Menschenbelastung auf Brucken) er
ubrigt sich das Aufzeichnen der EinfluBlinien. Der durchlaufende 
Trager wird am starksten auf Biegung beansprucht, wenn gleichzeitig 
belastet ist 

entweder: linker Kragarm, zweites, viertes, sechstes ... Feld, 
oder : erstes, drittes, funftes... Feld. 

Fur die Auflagerkrafte gilt: 
max A01 ' wenn belastet ist: linker Kragarm, erstes, drittes, funftes, 

siebentes ... Feld, 
max A12 , " " " : erstes, zweites, viertes, sechstes ... Feld, 

maxA23 , " " " : linker Kragarm, zweites, drittes, fiinftes, 
siebentes ... Feld, 

max AS4 ' " " " : erstes, drittes, viertes, sechstes, achtes .•. 
Feld, usw. 

Der durcblaufende Trager mit wechselnden Tragheitsmomenten. 

Nach Bild 579 ist: 
II =6,84 m, 
J1 = 9800 cm4 , 

l2 = 4,27 m, 
J2 = 5744 cm4 , 

l3 = 8,43 m, 
Js = 19605 cm4 • 

Nach den allgemeinen Darlegungen auf S. 203 wahlen wir das Ver
gleichstragheitsmoment Jo = 20000 cm4• Damit folgt 

. - 9800 -04900 i - 5744 -0 8 2 
~l - 20000 -" 2 - 20000 - ,2 7 , 

. 19605 
~3 = 20000 = 0,9803, 

6,84 
v1 = 0,4900 = 13,96 m, 

4,27 
v2 = 0,2872 = 14,87 m, 

IJ8 :po I,Z8 I I 

Bild 579. Durohlaufender Trager mit weohselnden Tragheitsmomenten. 

Fur diese v-Strecken sind die Festpunktabstande 

A2 =3,04, 
(l2= 3,58, 

A,/= 11,83, 
Q2' = 11,29, 

AS = 1,43, 
,(ll = 2,91, 

AS' = 7,17, 
(ll'= 11,05. 
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Bild 580. Durchlaufender Trager auf steifen Stiitzen. Einflulllinien der Biege
momente und Stiitzendriicke. 
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Daraus folgen die auf die l-Strecken bezogenen Abstande: 

(A2) = 3,04·0,2872 = 0,87, 

(A3) = 1,43·0,9803 = 1,40, 

(g2)= 3,58·0,2872 = 1,03, 

(gl) = 2,91·0,4900 = 1,43, 

(A/) = 11,83·0,2872 = 3,40, 

(As'). 7,17·0,9803=7,03, 

(g2') = 11,29·0,2872 = 3,24, 

(g/) = 11,05·0,4900 = 5,41, 

die nachstehend iibersichtlich zusammengesteIIt sind. 

Erstes Feld It = 6,84 Zweites Feld 12 = 4,27 Drittes Feld Is = 8,43 

(,1,2) = 0,87 (i. 2') = 3,40 (As) = 1,40 (As') = 7,03 
(e/) = 5,41 (el) = 1,43 (e2') = 3,24 (e2) = 1,03 

(t;2) = 2,37 

Die hier anzuschlieBenden weiteren Tafeln sind mit den Werten 
der obigen Zusammenstellung in gleicher Weise aufzustellen wie die 
entsprechenden Tafeln nach S. 296 und sind hier nicht wieder
gegeben, desgleichen die daraus folgenden EinfluBlinien, die ganz ahn
lich wie die nach BiId 577 verlaufen. 

Der durchlaufende Trager auf steifen Stiitzen. Der vierfeldrige 
symmetrische Trager nach Bild 580 ruht auf zwei Endauflagern und 
drei steif angeschlossenen und mit dem Boden gelenkig verbundenen 
Stiitzen. Die gesamte Berechnung ist in Zahlentafel 33 S. 301 ver
einigt. Tafel a) zeigt das allgemeine GIeichungsschema nach S. 237. 

Fortsetzung siebe S. 304. 

Zahlentafel33 fiir den durchlaufenden Trager auf steifen Stiitzen. 

a) Das Gleiohungssohema. 

M/2 I M[2 
I 

M:3 M;3 M;4 
I 

M:4 
i 

2Vl +2V12 - 2V12 
I I 

I 

I 
I 

-2V1212V2+2Vt2 V2 I I 

I~V~2 ~12"+2',"_=2",,---- ----I--l-~~-!-

____ I ____ l~~2_v_2s_i,-2-V3-+-2-V2-sl--V-3--,-----,,--~_~_:_ 
I Vs I· 2 Vs + 2 VS4 !. - 2 VS4 623 

I
· ~~ 

---1---11---11-----I -2VS4 1-2V-4-+-2-VS4-1--~-~-:-
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(Zahlentafel 33. Fortsetzung.) 

b) Die Beiwerte. 

M{2 M[2 Mi3 M{3 M;4 MJ4 

+0,588 -0,432 
-0,432 +0,554, +0,061 

+0,061 +0,436 -0,314 
- 0,314 + 0,436 +0,061 

+0,061 +0,554 -0,432 
- 0,432 +0,588 

c) Die Hilfswerte m, n und x. 

m1 =+0,735 1 Xu =-4,16IxI2 =-3,39 Xu =+ 1,02 x14=+0,76 X15 =-0,20 X16 =-0,14 

~=-0,257 n2=+0,807 X21 =-3,36 X22 = -4,61 X23 = + 1,39 X24 =+ 1,04 X25 = -0,27 X26 = - 0,19 

m3=+0,748 n3=-0,303 X31 =+ 1,02 X32 = -1,40IX33 = - 5,40 X34=-4,04 X35 =-1,05 X36=+0,76 
I 

m4 =-0,303
I

n4 =+0,748 Xu = +0,76 X42 = -1,05 Ix43 = -4,04 X44 =-5,40 X45 = -1,40 X46 = + 1,02 

m. ~ +0,807
1

" = -0,257 "M = = 0,19 "w : - 0,27 x. = ,', 1,04"M = + 1,39 x" : -, 4,61 x. = -3,36 

6~ 
--;7;= 
--
69t2 

= 
l2 J2 
--

6~ 
2 J2 = 

69t3 

l3 Ja = 

623 = 
13 Ja 
--
69t. 
14 J. 

= 

a 

n6-+0,735Ix61 - 0,14 X62 - -0,20IX63 -+0,76Ix64 - + 1,02 X65 - - 3,39 X66 - -4,16 

d) Die Belastungswerte fur die Laststellungen 

(aHe Werte sind positiv). 

SteHung der Last 1 t auf 

erstem Feld zweitem Feld drittem Feld 

b c d e I r g h i k I 1 I m n 

viertem Feld 

I 0 I p q 

I 6,7711,92 13,50 10,13 

- ------------ - ---------------

10,58 14,13 12,36 7,07 

- -----------1-- ------------ -

7,0712,36 14,1310,58 

--------I--- -1- ----

10,58 14,13 12,36 7,07 

-1-----I--- ---- -1-
7,07 12,36 14,13 10,58 

- ----------------------------- -

1 
10,13 13,50 11,92 6,77 
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Mit 

Statisch unbestimmte ebene Gebilde. 

den im Bild eingetragenen 
450 

VI = v4 = 5744 = 0,078, 

Abmessungen ist 
600 

v2 = Vs = '9800 = 0,061, 

600 
v23=~1911 =0,157; 

damit gewinnt man die in Tafel b) eingetragenen Beiwerte. 
Die auf S. 279 angegebene Behandlungsweise liefert zunachst die 

Hilfswerte m und n und damit die Werte x nach Tafel c). 
Fiir Last 1 t auf den Tragerstellen a, b, c " . p, q ergeben sich 

der Reihe nach die Belastungswerte nach Tafel d). Damit folgen aus 
den Ansatzen 

fUr Last auf Feld 1: 

I 6£1 
M12 = XlllJ ' 

I I 

fiir Last auf Feld 2: 

I 6iR2 + 6£2 M7 6iR2 + 6£2 
M12 = X12 IT XI2 IT' 12 = X22 IT X22 r-F usw. 

22 ~2 22 22 

die in Tafel e) fett eingetragenen Tragerendmomente. Die hierin 
kursiv eingetragenen Lastpunktmomente und die Zwischenmomente 
sind in gleicher Weise wie beim durchlaufenden Trager nach S. 296 
ermittelt. Wie dort liefern auch hier die Spaltenwerte die Maller 
Tragerstellen fUr je eine Laststellung und die Zeilen die Ordinaten 
der EinfluBlinien fUr die M der einzelnen Tragerstellen. 

Tafel e) enthalt auBerdem die Stiitzendriicke, die in bekannter 
Weise aus den Tragerendmomenten und den Lastpunktmomenten 
berechnet werden. Es ist z. B. fiir Last 1 t auf Feld 1 

Mpl 
A01 =--Z ' 

a 1 

Probe muB die algebraische Summe der untereinanderstehen
den, also zur gleichen Laststellung gehorenden A gleich der Last 
1 t sein. 

Zur 

Die untersten drei Zeilen enthalten die Biegemomente der oberen 
Stiitzenenden, namlich M12 , M23 und M34 . Diese Momente sind positiv 
angesetzt, wenn der Kriimmungsmittelpunkt der elastischen Linie 
links liegt. Demnach ist 

M12=Ml~-M;2' M2S =Mih- Mis, M34=M;4-M3~' 
An den StiitzenfiiBen sind wegen der Gelenke aIle M gJeich Null. 
Infolge der Symmetrie des ganzen Tragers besteht auch Symmetrie 

in der Tafel e), so daB in solchen Fallen die Aufstellung der halben 
Tafel geniigt. Bild 580 zeigt die EinfluBlinien der Trager- und Stiitzen
momente und der Stiitzendriicke. Auch hier konnen die EinfluBlinien 
der Biegemomente ftir die Zwischenpunkte aus denen der Tragerenden' 
durch Teilung der Ordinaten gemaB Bild 578 gewonnen werden. 
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Zweigelenkbogen mit obenliegender Fahrbahn nach Bild 581. Das 
eigentliche Tragwerk ist ein Kreisbogenstab von unveranderlichem J 
mit 32 m Spannweite und 6 m Pfeilli6he. Nach den Formeln S. 142 
und Bild 340 ist r = 24,3333 m und r = 43° 6' 44". Zahlentafel 34 
S. 306/307 enthalt die gesamten Berechnungsergebnisse. 

Bild 581. Zweigelenkbogen. 
EinfluBlinien der Biegemomente. Auflagerkrafte und Langskriifte. 

Bild 581 zeigt die Einflu13linien der X und der M der Tragerstellen 
b bis e, auBerdem die EinfluBlinien der Gelenkdriicke D a = fA 2 + X2 
bzw. Db = fB2 + X2 und die EinfluBlinien der Langskrafte N (Druck). 
Zahlentafel 34 enthalt die M der Stabstellen b bis h fUr Last 1 t 
auf Punkt b bis e. Nach der schon frUber gebrauchten Dber
legung ist z. B. M fiir Stabstelle c durch 1 t auf f gleich dem M fUr 
Stabstelle g durch 1 t auf d usw. Die Werte N wurden zeichnerisch 
aus den ebenfalls zeichnerisch gewonnenen D a und Db und deren 
Zerlegung parallel und normal zur Stablinie an den Punkten b bis h 
gewonnen. 

Unol d, Statik f. Maschineningenieure. 20 
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Punkt I b 

a und b I 4 und 28 
-- - ------------

y 

Zahler 
Nenner 

x 
A und B 

29° 32' 52" 

2,835 

0,018510 
0,0459S6 

0,403 
----

0,875 und 0,125 
------1-----------

0,875· 4 - 0,403·2,835 = + 2,358 
0,125·24- 0,403-4,647 =+ 1,127 
0,125· 20 - 0,403· 5,669 = + 0,215 
0,125 ·16 - 0,403·6,000 = - 0,418 
0,125·12 - 0,403· 5,669 = - 0,785 
0,125· 8 - 0,403 ·4,647 = - 0,873 
0,125· 4- 0,403·2,835 = - 6,643 

0,963 und 0,422 

Zahlentafel 34 ZUli 

c 

8 und 24 
---------------

190 11' 38/1 

4,647 
- -~-

0,035179 
0,045956 

0,766 

0,750 und 0,250 

0,750· 4 - 0,766· 2,835 = + 0,828 
0,750· 8 - 0,766·4,647 = + 2,440 
0,250·20 - 0,766·5,669 = + 0,658 
0,250 ·16 - 0,766·6,000 = - 0,596 
0,250·12 - 0,766·5,669 = - 1,343 
0,250· 8 - 0,766·4,647 = - 1,560 
0,250· 4- 0,766.2,835=-1,172 

1,072 und 0,806 

Nach S. 143 liefert der als Parabelbogen betrachtete Stab 
X = 1 . 362 ·1,9531 = 1,04 t, 

d. i. mnd 3% groBer als der genaue Wert 1,012 t. 
Dieses X ergibt das Mittenmoment 

M.=0,5 ·16 -1,04· 6 = 1,76 tm, 
d. i. mnd 10% kleiner als der genaue Wert 1,928 tm. 

2. Fachwerke. 
Zweigelenkfachwerk nach Bild 582 1). Hierzu Zahlentafel 35 

S.308/309. Spalte 1 und 2 enthalt die Stablangen und Stabquerschnitte. 
Zunachst werden die Stabkrafte 8' fiir Last 1 t auf Punkt a bis f 
durch Rechnung oder Zeichnung ermittelt und in Spalte 3 bis 8 
eingetragen, sodann Stabkraft @3 fiir X = 1 t ermittelt und in Spalte 9 
eingetragen. Spalte 10 zeigt die im weiteren wiederholt gebrauchten 
Werte @3 8 : F. Dann folgen die Zahlerwerte der Spalte 11 bis 16 und 
der N ennerwert der Spalte 17. Das liefert die untenstehenden Werte X 
der Stellungen a bis f. Spalte 18 bis 23 zeigt die Zwischenrechnung, 
Spalte 24 bis 29 die Endwerte 8, die die Ordinaten der EinfluB
linien der Stabkrafte liefern. 

Bild 582 zeigt diese EinfluBlinien fiir die Stabe der linken Halfte. 
Die Ordinaten der EinfluBlinien fUr die weiteren Laststellungen 

1) Diese Aufgabe wurde dem Werk "H. Miiller-Breslau, Die neueren 
Methoden usw." (Leipzig 1913, Alfred Kroner) IV. Aufl. S. 28 und 68 entnommen, 
hier aber in ganz anderer Weise als dort behandelt. Die Dbereinstimmung der X 
mit den dortigen ist gut. 
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Zweigelenkbogen (S. 305). 

d 

12 und 30 

90 27' 41" 

5,669 
~~-

0,043176 
0,045956 

0,940 

0,625 und 0,375 

0,625· 4 - 0,940·2.835 = - 0,165 
0,625· 8 - 0,940·4,647 = + 0,632 
0,625 ·12 - 0,940·5,669 = + 2,171 
0,375·16 - 0,940·6,000 =+ 0,360 
0,375· 12 - 0,940.5,669 = - 0,829 
0,375· 8 - 0,940·4,647 = -1,368 
0,375· 4- 0,940·2,835 = -1,165 

1,129 und 1,012 

e 

16 und 16 

° 6,000 

0,046485 
0,045956 

1,012 

0,500 und 0,500 

0,500· 4-1,012·2,835=-0,869 
0,500· 8 -1,012·4,647 = - 0,703 
0,500·12 -1,012·5,669 =+ 0,263 
0,500·16 - 1,012·6,000 = + 1,928 
0,500·12 - 1,012·5,669 = + 0,263 
0,500· 8 -1,012·4,647 = - 0,703 
0,500· 4 - 1,012.2,835 = - 0,869 

1,129 und 1,129 

g bis l brauchen wegen der Fachwerksymmetrie nicht bestimmt zu 
werden, sondern folgen aus der schon friiher gebrauchten Vberlegung: 
z. B. Stab 14 erhiilt durch 1 t auf Punkt i dieselbe Stabkraft wie 
Stab 17 durch 1 t auf Punkt c usw. 1m iibrigen verlaufen die Ein
fluBlinien zwischen den Obergurtknotenpunkten wie immer geradlinig. 

Das Eigengewicht konnte als Festbelastung nach friiherem Ver
fahren behandelt werden. Das eriibrigt sich aber, wenn die EinfluBlinien 
bekannt sind, denn der Wert X folgt bei Belastung der Punkte a 
und l durch je 0,5 t und der Punkte b bis k durch je 1,0 t zu 

X= 2·0,006 ·0,5 + (0,387 +0,757 + 1,100+ 1,383 + 1,500+ 
+ 1,383 + 1,100 + 0,757 + 0,387) .1,0 = 8,760 t. 

Die Stabkrafte selbst konnen nun auf bekannte Weise, am ein
fachsten aus einem Cremona, ermittelt werden und sind nachstehend 
zusammengestellt. 

Obergurt Untergurt 

Stab T 1 2 3 4 5 11 12 13 14 15 
10 9 8 7 6 20 19 18 17 16 

-~ -----~ -~ -~ 

Sin t .. -0,6 -1,5 -3,0 -5,0 -6,2 -9,6 -8,6 -7,5 -5,9 -3,7 

Senkrechten Schragen 

Stab { 
21 22 23 24 25 T 26 32 33 34 35 36 
31 30 29 28 27[ 41 40 39 38 37 

--'---
Sin t .. -1~ -1~ -1~ -1~ -1~ -1~ +o~ + 1,1 +1,6 +2,2 + 1,3 

20* 
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ZahlentafeJ 35 fiir die Einflulllinien 

Spalte 1 2 S 1 4 1 
5 

1 6 1 
7 J 8 9 10 11 I 12 13 I 14 

j 
~ 
~ -
1:: 
" ~ .c 
0 

1:: 
" ~ 
~ 
;:, 

0:: 

" .. 
.s:I 

" " ... 
". 
ii 

<1.l 

0:: 

.i ... ... 
" <1.l 

--
..: 

·1 

S' filr 1 t auf Punkt @:i S'@:is 
flir 1 t auf 

Ii;< F fUr @:i. F 
.c 

_I I I~_- I IX;l F 

1 1 1 

~ cmlcm. 
a b c f a b c d 

t t t t ,..... ... - . 
1 200 40 - -0,84 -0,76 - 0,66 -- 0,57 - 0,46 + 0,42 + 2,10 I - - 1,76 - 1,60 1 - 1,39 
2 200 60 - -1,12 - 2,28 -2,00 -1,70 -- 1,42 + 1,16 + 3,87 - - 4,33 - 8,82 - 7,74 
S 200 80 - -1,53 -3,08 - 4,66 -4,00 - 3,26 + 2,36 -'- 5,90 - - 9,03 - 18,17 -- 27,49 
4 200 100 - -2,00 -4,00 -6,00 - 8,00 - 6,63 +4,06 + 8,12 - - 16,24 - 32,48 - 46,72 
6 200 100 - - 2,00 -4,00 -6,00 -8,00 -10,00 + 6,00 + 10,00 - - 20,00 - 40,00 - 60,00 

6 200 100 - - 2,00 -4,00 -6,00 -8,00 -10,00 + 5,00 + 10,00 - - 20,00 - 40,00 - 60,00 
7 200 100 - -1,33 - 2,66 -4,00 -5,32 - 6,63 +4,06 + 8,12 - - 10,80 - 21,60 - 32,48 
8 200 80 - -0,67 -1,83 - 2,00 - 2,66 - 3,26 + 2,36 + 6,90 - - 3,95 - 7,85 - 11,80 
9 SuO 60 - -0,28 - 0,68 -0,86 -1,14 - 1,42 + 1,16 + 3,87 - - 1,08 - 2,24 - 3,3S 

10 200 40 - - 0,09 -0,20 -O,SO -0,38 - 0,46 +0,42 + 2,10 - - 0,19 - 0,42 - 0,63 

11 219 120 - - - - - - -1,10 - 2,01 - - - -
12 212 106 - +0,88 +0,82 +0,70 + 0,60 + 0,50 -1,52 - 3,04 - - 2,6R - 2,49 - 2,13 
13 206 100 - +1,16 +2,35 +2,06 + 1,76 + 1,46 - 2,23 - 4,60 - - 5,84 - 11,61 -- 9,48 
14 202 100 - +1,55 + 3,12 +4,72 +4,06 + 3,BO - 3,40 - 6,x7 - - 10,65 - 21,43 - 32,43 
15 200 100 - +2,00 +4,00 +6,00 +8,00 + 6,64 -5,04 -10,08 - - 20,L6 - 40,82 - 60,48 

16 200 100 - +1,33 +2,66 +4,00 +5,84 + 6,64 -5,04 -10,08 - - 13,41 - 26,82 - 40,32 
17 202 100 - + 0,67 +1,34 +2,02 +2,70 + 3,30 -3,40 - 6,87 - - 4,60 - 9,21 - 13,88 
18 206 100 - +0,80 +0,60 +0,88 + 1,17 + 1,46 - 2,23 - 4,60 - - 1,38 - 2,76 - 4,00 
19 212 1116 - +0,10 +0,20 +0,30 +0,40 + 0,00 -1,52 - 3,u4 - - O,BO - 0,61 - 0,91 
20 219 120 - - - - - - -1,10 - 2,01 - - - -

21 SOO 50 -1,00 -0,90 -0,80 -0,70 -0,60 - 0,50 +0,44 + 2,64 -2,64 -
2,38 1- 2,11i- 1,65 

22 2111 60 - -1,20 -1,06 -0,94 -0,80 - 0,66 +0,60 + 2,10 - - 2,62 - 2,23 - 1,97 
23 140 50 - -0,18 -1,85 -1,20 -1,02 - 0,85 +0,54 + 1,51 - - 0,27 - 2,04 - 1,81 
24 90 60 - -0,13 -0,26 -1,40 -1,20 - 1,00 +11,49 + 0,88 - - 0,11 - 0,23 - 1,28 
20 60 50 - - - - -1,00 - 0,82 +0,24 + 0,29 - - - -

26 60 50 - - - - - - 1,00 - - - - - -
27 60 50 - -0,16 -0,32 -0,48 -0,64 - 0,82 +0,24 + 0,29 - - 0,00 - 0,09 - 0,14 
28 

1:1 

50 - -0,20 -0,40 -0,60 -0,80 - 1,00 +0,49 + 0,88 - - 0,18 - 0,35 -- 0,03 
29 50 - - 0,17 - 0,84 -0,02 -0,68 - 0,85 +0,04 + 1,&1 - - 0,26 - 0,6~ - 0,79 
30 210 50 - -0,13 - 0,27 -0,40 - 0,53 - 0,66 +0,60 + 2,10 - - 0,27 - 0,67 - 0,64 
31 300 50 - -0,10 -0,20 -0,30 -0,40 - 0,50 +0,44 + 2,64 - - 0,26 - 0,03 - 0,79 

82 290 50 - + 1,23 +1,10 +0,97 +0,83 + 0,67 -0,61 - 3,04 - - 4,36 - 3,90 - 3,43 
83 244 50 - +0,34 +1,86 +1,64 +1,40 + 1,10 -0,89 - 4,30 - - 1,46 - 7,96 - 7,06 
34 219 60 - +0,43 +0,87 +2,92 +2,60 + 2,06 -1,31 - 5,74 - - 2,47 - 4,99 -- 16,76 
35 209 60 - +0,48 +0,96 +1,40 +4,16 + 3,50 -1,74 - 7,27 - - 3,49 - 6,91 - 10,18 
36 206 60 - - - - - + 3,46 -1,00 - 4,12 - - - -

37 206 60 - +0,69 + 1,37 +2,06 + 2,74 + 3,46 -1,00 - 4,12 - - 2,84 - 5,65 - 8,49 
38 209 60 - +0,70 + 1,40 +2,08 + 2,78 + 3,60 -1,74 - 7,27 - - 0,09- - 10,18 - 16,12 
39 219 50 - +0,41 +0,83 + 1,26 +1,67 + 2,06 -1,31 - 6,74 - - 2,35 - 4,76 - 7,23 
40 244 60 - +0,24 +0,47 +0,70 +0,93 + 1,16 -0,89 - 4,30 - - 1,03 - 2,02 - 3,01 
41 290 60 - +0,14 + 0,27 +0,42 +0,50 + 0,67 -0,61 - 3,04 - - 0,50 - 0,96 - 1,49 

-2,641-176,79 -344,40 -499,97 

X = + 0,006 + 0,887 + 0,767 + 1,100 

Die Fahrbahnlangstriiger und Laufkranobergurte. Die Briicken-
fahrbahnen erhalten verschiedene Ausbildung, je nachdem es sich 
um Stral3en- oder Eisenbahnbriicken oder um Krangeriiste handelt. 
Sie bestehen bei Briicken aus der Fahrbahndecke (bei Stral3enbriicken 
das Pflaster und dessen Unterlage, bei Eisenbahnbriicken entweder 
die Schienen und Schwellen oder bei durchlaufender Kiesbettung 
die Schienen und Schwellen mit Kiesbett und Blechabdeckung) und 
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des Zweigelenkfachwerks (S. 306). 

15 16 17 18 1 19 1 20 21 22 1 23 24 25 1 26 1 27 1 28 29 

Punkt X@j fUr 1 t auf Punkt 8=8' +X$ fUr 1 t auf Punkt 
@j'B 

e 

I 
f I 

T a 

I 
b c iJ, e f a b 

I 
c d 

I 
e 

I 
f 

t t t t t t t t t t t t 

- 1,20 - 0,97 + 0,88 0,00 + 0,161 + 0,32 +0,46 +0,08 +0,63 0,00 -0,68 -0,44 -0,20 +0,01 +0,17 
- 6,58 - 5,50 + 4,49 +0,01 +0,40 +0,88 + 1,28 + 1,60 +1,74 -0,01 - 0,67 -1,40 -0,72 - 0,10 +0,32 
- 23,60 - 19,23 + 13,92 +0,01 + 0,92 + 1,79 +2,60 + 3,27 + 3,04 -0,01 -0,61 -1,29 -2,06 -0,73 +0,28 
- 64,96 - 53,84 + 32,97 +0,02 + 1,57 + 3,07 +4,47 + 5,62 +6,09 -0,02 -0,43 -0,93 -1,53 -2,38 -0,04 
- 80,00 -100,00 + 50,00 +0,03 + 1,93 + 3,78 +0,50 + 6,92 + 7,50 -0,03 -0,07 -0,22 -0,50 -1,08 -2,50 

- 80,00 -100,00 + 50,00 +0,03 +1,93 + 3,78 +5,50 +6,92 +7,50 -0,03 -0,7 -0,22 -0,50 -1,08 -2,50 
- 43,20 - 53,64 + 32,97 +0,02 +1,57 +3,07 +4,47 + 5,62 +6,09 -0,02 +0,24 +0,41 +0,47 +0,30 -0,64 
- 15,70 - 19,25 + 13,92 +0,01 +0,92 + 1,79 +2,60 +3,27 + 3,04 -0,01 +0,25 +0,46 +0,60 +0,61 +0,28 
- 4,42 - 5,50 + 4,49 +0,01 +0,45 +0,88 + 1,28 + 1,60 +1,74 -0,01 +0,17 +0,30 +0,42 +0,46 +0,32 
- O,SO - 0,97 + 0,88 0,00 +0,16 +0,32 +0,46 +0,58 +0,63 -0,00 +0,07 +0,12 + 0,16 +0,20 +0,17 

- - + 2,~1 -0,01 - 0,43 - 0,83 -1,21 - 1,52 -1,65 +0,01 -0,43 -0,83 -1,21 -1,52 - 1,65 
- 1,82 - 1,52 + 4,61 -0,01 -0,09 -1,10 -1,67 - 2,10 - 2,2M +0,01 +0,29 - 0,33 - 0,97 -1,50 -1,78 
- 8,10 - 6,72 + 10,26 -0,01 -0,90 -1,69 - 2,45 -3,09 -3,30 +0,01 + 0,26 +0,66 - 0,39 -1,33 - 1,89 
- 27,89 - 22,67 + 23,36 -0,02 -1,32 -2,57 -3,74 -4,70 -0,10 +0,02 + 0,23 +0,55 +0,98 - 0,64 -1,80 
- 80,64 - 66,93 + 50,80 -0,03 -1,95 - 3,81 -5,54 -6,98 -7,57 +0,03 +0,05 +0,19 +0,46 + 1,02 - 0,93 

- 53,81 - 66,93 + 50,80 -0,03 -1,95 - 3,81 -5,64 - 6,98 -7,07 +0,03 - 0,62 -1,15 -1,64 -1,64 - 0,93 
- 18,55 - 22,67 + 23,36 - 0,02 -1,32 - 2,57 -3,74 -4,70 -0,10 + O,CS -0,65 -1,23 -1,72 - 2,00 -1,80 
- 5,39 - 6,72 + 10,26 -0,01 -0,90 -1,69 -2,45 -3,0~ - 3,35 +0,01 -0,60 -1,09 -1,57 -1,92 -1,89 
- 1,21 - 1,52 + 4,61 -0,01 -0,59 -1,15 -1,67 -2,10 -2,28 +0,01 -0,49 -0,96 -1,37 -1,70 - 1,78 

- - + 2,21 -0,01 -0,43 - 0,83 -1,21 -1,52 -1,65 + 0,01 -0,43 -0,83 -1,21 -1,52 -1,65 

- 1,58 - 1,32 + 1,16 0,00 + 0,17! + 0,33 +0,48 + 0,61 ! + 0,66 - 1,00 - 0,73 - 0,47 - 0,22 + 0,011 + 0,16 
- 1,68 - 1,39 + 1,00 0,00 +0,19 + 0,38 +0,55 +0,69 + 0,75 0,00 -1,01 -0,68 - 0,39 - 0,11 +0,09 
- 1,54 - 1,28 + 0,81 0,00 +0,21 + 0,41 +0,59 + 0,75 + 0,81 0,00 +0,03 - 0,94 - 0,61 - 0,27 - 0,04 
- 1,06 - 0,88 + 0,43 0,00 +0,19 + I ,37 +0,54 + 0,68 + 0,73 0,00 +0,06 +0,11 - 0,86 - 0,52 - 0,27 
- 0,29 - 0,24 + 0,07 0,00 +0,09 +0,18 +0,26 +0,33 +0,36 0,00 +0,09 +0,18 + 0,26 - 0,67 - 0,46 

- - - - - - - - - - - - - - -1,00 

- 0,19 - 0,24 + 0,07 0,00 +0,09 +0,18 +0,26 +0,33 +0,36 0,00 - 0,07 - 0,14 - 0,22 - 0,31 - 0,46 
- 0,70 !-

0,88 + 0,43 O,OO! + 0,19 + 0,37 + 0,54! + 0,68 + 0,73 O,OO!- 0,01!-0,03 - 0,06 - 0,12 - 0,27 
- 1,03 - 1,28 + 0,81 0,00 + 0,21 +0,41 +0,59 + 0,75 +0,81 0,00 + 0,04 + 0,07 +0,07 +0,07 - 0,04 
- 1,11 - 1,39 + 1,05 0,00 + 0,19 +0,38 + 0,55 + 0,69 + 0,75 0,00 + 0,06 + 0,11 +0,15 +0,16 +0,09 
- 1,06 - 1,32 + 1,16 0,00 +0,17 +0,33 +0,48 + 0,61 +0,66 0,00 + 0,07 + 0,13 +0,18 +0,21 +0,16 

- 2,94 - 2,37 + 2,16 0,00 -0,24 -0,46 - 0,67 -0,84 -0,91 0,00 +0,99 +0,64 +0,30 - 0,01 - 0,24 
- 6,02 - 4,94 + 3,83 -0,01 -0,35 - 0,67 -0,98 -1,23 -1,34 + 0,01 - 0,01 +1,18 +0,66 +0,17 - 0,19 
- 14,35 - 11,82 + 7,52 -0,01 -0,5\ -0,99 -1,44 -1,81 -1,96 +(',01 - 0,08 - 0,12 + 1,48 +0,69 +0,10 
- 30,24 - 25,45 + 12,65 -0,02 -0,67 -1,31 -1,91 -2,41 -2,61 +0,02 - 0,19 - 0,36 - 0,51 +1,75 +0,89 

- - 14,26 + 4,12 -0,01 - 0,39 -0,76 -1,10 -1,38 -1,50 +0,01 - 0,39 - 0,76 -1,10 -1,38 + 1,96 

- 11,29 - 14.,26 + 4,12 -0,01 -0,39 -0,76 -1,10 -1,88 -1,50 +0,01 +0,30 +0,61 +0,96 + 1,36 +1,96 
- 20,21 - 25,45 + 12,65 -0,02 -0,67 -1,31 -1,91 -2,41 -2,61 +0,02 +0,03 +0,09 +0,17 +0,37 +0,89 
- 9,09 - 11,82 + 7,52 -0,01 -0,51 -0,99 -1,44 -1,81 -1,96 +0,01 -0,10 - 0,16 - 0,18 - 0,14 +0,10 
- 4,00 - 4,94 + 3,83 -0,01 -0,35 -0,67 -0,98 -1,23 -1,34 +0,01 - 0,11 - 0,20 - 0,28 -0,30 - 0,19 
- 1,95 - 2,37 + 2,16 0,00 -0,24 - 0,46 -0,67 -0,84 -0,91 0,00 - 0,10 - 0,19 - 0,25 - 0,29 - 0,24 

, 

- 628,70 1- 682,68 +454,60 Ordinaten de~ EinfluBlinien 
+ 1,383 +1,600 der Stabkri.i.fte 

einem System von Langs- und Quertragern, die den Fahrbahnrost 
bilden. Die Behandlung der eigentlichen Fahrbahndecke mit Zu
behor hangt eng mit konstruktiven Einzelheiten zusammen und ge
hort dem eigentlichen Briickenbau an; dagegen greifen wir hier 
die Beanspruchungsweise der zugehorigen Langs- und Quertrager 
heraus, da sie in das schon behandelte Thema der Wanderlasten 
hiniibergreift. 
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Bild 582. Zweigelenkfachwerk. EinfluBlinien der Stabkriifte. 
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Wir denken uns ein beliebiges (statisch bestimmtes oder un
bestimmtes) Tragwerk, dessen Fahrbahndecke auf Langstragern rub t, 
die sich ihrerseits auf Quertragern abstiitzen. Die Tragerart, ob 
Vollwand- oder Fachwerktrager, ist nebensachlich; in Bild 583 ist ein 
einfacher Fachwerktrager angenommen. 

In allen bisherigen Fallen wurde bei Behandlung der Wander
lasten vorausgesetzt, daB die Fahrbahntafel aus einzelnen, von Knoten
punkt zu Knotenpunkt laufenden Tragern besteht, die den bekannten 
geradlinigen Verlauf der EinfluBlinien 
zwischen aufeinanderfoigenden Knoten
punkten liefert. 

Es tritt nun die Frage auf, ob die 
Langstrager ais solche einfache Trager 
oder als durchlaufende Trager ausge
bildet werden und wie sie im letzteren 
Falle statisch zu behandeln sind und 

.. .. 

IIIIIII 
Bild 583. Anordnung der Liings-

welchen EinfluB sie dann auf die Haupt. und Quertriiger. 
trager haben. 

1m Briickenbau liegen beide Moglichkeiten vor. Die an den 
Quertragern unterbrochenen lund nur angewinkelten Langstrager 
wirken als frei aufliegende Trager und erfordern keine besondere 
Behandlung. Werden sie dagegen als durchlaufende Trager aus

~------~---l----------~~ 
--~~------b--------~ 

gebildet, so konnen sie nicht 
ohne weiteres nach den 
friiheren Verfahren behan
delt werden, da ihre durch 
die Quertrager gebildeten 
Au£lager durchaus nicht a. M----+-+-=l"---=!"-----'~---'''"' 
starr liegen, sondern aus 
zwei Griinden nachgiebig 
sind. Der V organg kann fUr 
den Fall einer gleichartigen 
Belastung aller Langstrager
strange durch das schema
tische Bild 584 a verdeutlicht 
werden. Der untere Trager 
stellt den Haupttrager, der 

I i I I I 

obere die Gesamtheit aller Bild 584. Schematische Darstellung der Liings-
auf einen Haupttrager ent- und Quertriigerbeanspruchung. 
fallenden Langstrager dar, 
wahrend durch die Schraubendruckfedern die Biegsamkeit der Quer
trager versinnbildlicht wird. 

Denkt man sich zunachst die Haupttrager starr, dann liegt 
der Fall des durchlaufenden Tragers auf elastischen Stiitzen vor, 
der auf S. 197 behandelt wurde. Zunachst ist der Elastizitats£est
wert n zu bestimmen, der die Langs- und Quertragerabmessungen 
enthalt. - Bild 584 b zeigt die von einer Einzellast herriihrenden 
M-Linie. 
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Der Wert n kann bei Briicken zwischen 0,02 und 0,30 schwanken. 
Je kleiner n, desto steifer ist der Quertrager gegeniiber den Langs
trag ern ; bei n> 0,02 muB die Elastizitat der Quertrager beriick
sichtigt werden; bei n < 0,02 darf sie unberiicksichtigt bleiben und 
der Langstrager kann als ein iiber snarre Stiitzen durchlaufender 
Trager behandelt werden. Dasselbe ist der Fall bei einem Kran

Bild 585. Fahrbahn
aufhiingung bei Ver

Iadebriicken. 

geriist mit Querverbindungen etwa nach Bild 585, 
wobei die als Katzenlaufbahn dienenden Langs
trager unten aufgehangt sind und n nahezu Null ist. 

Diirfen die Quertrager als starr angenommen 
werden, dann liegt der Fall zweier aufeinander
liegenden Trager vor, die sich infolge der Un
nachgiebigkeit ihrer Verbindungen nach derselben 
Linie durchbiegen. Bezeichnet Jh das als unver
ander Hch angenommene Tragheitsmoment des Haupt
tragers und J das eines Langstragers, dann kommt 
bei i auf einen Haupttrager entfallenden Langs
tragern der Betrag i J in Rechnung. Das Ge
samttragheitsmoment beider Trager ist demnach 
Jh + i J und das von beiden Tragern aufzu
nehmende Biegemoment verteilt sich im Verhalt

nis Jh: iJ auf den Haupttrager und die Langstragergruppe. Es kommt 
aber auf dasselbe hinaus, wenn man von der Last P den Anteil 

P'=: Jh~iJ 
auf einen Langstrager rechnet, dessen Stiitzweite also gleich der des 
Haupttragers ist. Bild 584c zeigt die entsprechende M-Linie; unter 

der Laststellung ist M' = P' alb. Nun konnen bei groBeren Fach

werkbriicken diese Betrage gegen die oberen vernachlassigt werden, 
nur bei kleineren Briicken werden sie zu beachten sein. 

Diese beiden Momente wirken gleichzeitig und sind algebraisch 
zusammenzusetzen. Durch Wiederholung des Verfahrens fiir die 
Wanderlast 1 t gewinnt man die EinfluBlinien fUr die Langstrager und 
damit auch die groBte Belastung der Quertrager. 

Nun tritt die Frage auf, ob und in welcher Weise die Elastizitat 
der Langs- und Quertrager auf die Haupttrager zuriickwirkt. Zur 
Vereinfachung der Sachlage nehmen wir unelastische Haupt- und 
Quertrager an und kommen auf den Fall der mittelbaren Belastung 
nach Bild 182 S. 55 zuriick. Die Konstruktion der M -Linie fiir den 
Haupttrager ergab sich damals unter der stillschweigenden Annahme 
frei aufliegender Langstragerstiicke. Lauft nun der Hilfstrager durch, 
dann ergeben sich andere Zwischenauflagerkrafte und eine andere 
M-Linie. Nun wird aber bei ganz ungefahr gleichmaBiger Last
verteilung iiber aIle _Felder die iibliche Annahme der frei aufliegenden 
Langstrager unbedeutend groBere Biegemomente liefern als ein genaues 
Verfahren fiir durchlaufende Langstrager. Daher haben wir keine 
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Ursache, die bisherigen Einflu131inien des Haupttragers bei durch
laufenden Langstragern zu andern. 

Eine andere Frage ist die, ob die Quertrager dadurch beeinflu13t 
werden. Bild 586 a zeigt fiir eiuige aufeinanderfolgenden Felder die 
EinfluBlinien der Auflagerkrafte auf Quertrager i k bei frei .aufliegenden 
und Bild 586 b die bei durchlaufenden Langstragern. Hierbei ist die 
Mehrbelastung des Quertragers sofort erkennbar und mochte doch 
wohl Beriicksichtigung finden. 

I 
I 

mr 
I 
I 

Bild 586. EinfluBlinien der Auflagerkrafte auf Quertrager i k fUr frei 
aufliegende bzw. durchlaufende Langstrager. 

Der Obergurt der Krangeriiste erfordert gesonderte Behand
lung, da er die Fahrzeugraddriicke unmittelbar aufnimmt und gleich
zeitig den Gurtstab des Fachwerks bildet und somit auf Druck und 
Biegung gleichzeitig beansprucht wird. Dieser Fall wurde in Fach
zeitschriften der letzten Zeit wiederholt erortert und bildet heute 
noch eine Streitfrage, da die verschiedenen Berechnungsvorschlage 
stark voneinander abweichende Ergebnisse liefern. 

Die gebrauchliche Faustformel fiir die Biegemomente durch den 
groBten Raddruck P bei Feldweite list M = Pl: 6, worin das Durch
laufen des Gurtes zurn Ausdruck kornrnen soIl, wahrend P l : 4 fiir 
freie Auflagerung zu viel und P l : 8 fiir vollstandige Einspannung zu 
wenig ergibt. Hinzu kornmt die Stabkraft S als Druck; aus M und S 
ergeben sich fiir den gewahlten 
Querschnitt die Spannungen an 
der Ober- und Unterfaser. 

Wir wollen den Fall mit 
Benutzung des V orhergehenden 
genauer untersuchen. Wegen 
des Fehlens der Quertrager 
wird der Obergurtstab zunachst I 

streng als durchlaufender Tra- ! E L ______ ---; 

ger behandelt; hierbei geniigt Bild 587. EinfluBlinien der Biegemomente 
es, die Berechnung fiir den in fiir den durchlaufenden Obergurtstab. 
Tragermitte liegenden starkst 
beanspruchten Stab durchzufiihren und zwar fUr die Stabstelle in 
Feldmitte und iiber den benachbarten Knotenpunkten. Fiir den in 
Bild 587 bezeichneten Obergurtstab a ist die EinfluBlinie der Biege
momente fiir Stabmitte m ausgezogen und die der Biegernornente 



314 Statisch unbestimmte ebene Gebilde. 

fUr Knotenpunkt 8 strichiert gezeichnet. Diese EinfluBlinien werden 
nach den bekannten Verfahren gewonnen, wobei maBige Genauigkeit 
ausreicht. Sie liefem fiir die beiden Katzenraddriicke PI und P2 

die Momente Mkm (positiv) und Mks (negativ). Bezeichnet ferner J 
das Tragheitsmoment des Gurtstabes und J h das des Haupttragers 
(aus den Gurtquerschnitten und der Fachwerkhohe zu bestimmen), 
dann kommt von der Katzenlast K = PI + P~ der Anteil 

J 
K' = K J

h 
+ J auf den Obergurt von der Stiitzweite Lund liefert 

in dem betnichteten Mittelstiick das Biegemoment MK = K: L (positiv), 

wobei wir auf die kleinen Unterschiede zwischen den doch nahe 
beisammenliegenden Stellen m und 8 nicht achten. Desgleichen 
liefert das Eigengewicht Q des Haupttragers fiir den Gurtstab den 

AnteiI Q' = Q J
h 
~ J und das Biegemoment MQ = Q~ L. Diese 

gleichzeitig auftretenden Momente sind algebraisch zu addieren und 
!idern schlieBlich an den Stellen m und 8 die Momente 

M.,. = Mkm + MK + MQ und Ms = Mks + MK + MQ , 

die mit der gleichzeitig auftretenden Stabkraft S die maBgebenden 
Spannungen ergeben. 

I 
t 

I 
I 
t 

~ 
I 
t 

t 

t 

I 

Bild 588. 
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Die Ordinaten der EinfluBlinien hei gleicher Feldteilung und 
unbegrenzter Feldelzahl. 

Bei gleicher Feldteilung lund gleichen oder annahernd gleichen 
Gurtstabquerschnitten in allen Feldem kann der Gurt als durch
laufender Trager mit unbegrenzter Felderzahl angesehen werden, 
wofiir BiId 588 die EinfluBIinien fiir Stabmitte und Stiitze zeigt; die 
eingeschriebenen 'Yj, mit l in m multipliziert, liefern die wirklichen 'Yj 

fiir die Wanderlast 1 t. 
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Bezeichnet bei Fahrzeugen mit gleichen Raddriicken P den Rad
druck in t, l die Feldweite und a den Radstand in m, dann ergibt 
die Auswertung dieser EinfluBlinien 

fiir T = 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 und mehr 

Mk1i't = 0,25 0,19 

Mk8 = 0,16 0,14 

0,16 0,15 0,15 0,16 0,17 0,18· Pl (pos.), 

0,16 0,17 0,16 0,13 0,10 0,09 ·Pl (neg.). 

Zahlenbeispiel. Fur den auf S. 59 behandelten Laufkran ist L= 18 m, 
Q = 4,3 t, l = 1,5 m, P = 4 t, also K = 2 P = 8 t, a = 1,2 m, somit 
a: l = 1,2: 1,5 = 0,8 und naeh obiger Tafel fur den mittleren Obergurtstab 
Mkm= 0,15·4.1,5 = 0,90 tm und Mks = - 0,17 ·4·1,5 =-1,02tm. 

Fur den in Bild 589 dargestellten Gurtquersehnitt ist F= 69,5 em2, J = 2460 em', 
Wo = 2460: 8,7 = 293 em3, Wu = 2460 : 10,8 = 228 em3• Mit 53,8 em2 Untergurt
sehnitt und 1,5 m Tragerhiihe ergibt sieh fiir den Haupttrager Jh = rd. 684000 em4, 
somit ist 

, 2460 
K = 8,0 684000 + 2460 

0,029·18 . 
0,029t und ME =-4-= 0,130 tm, 

, 2460 
Q = 4,3 684000 + 2460 

0,015 t und M - 0,015~ - 0 034 t Q- 8 -, m. 

Hieraus die Gesamtmomente 

Mm = 0,900 + 0,130 + 0,034 = 1,064 tm, 
Ms = - 1,020 + 0,130 + 0,034 = 0,856 tm. 

Die groBte Stabkraft ist naeh S. ol 29,0 t Druck. Rieraus 
die Spannungen an der Ober- und Unterfaser 

_ 106400 29000 _ 2 
amo - - 293 - 695 - - 781 kg/em, , 

= + 106400 _ 29000 = + 50 
amu 228 69,5 " 

=+ 85600 _ 29000 =-125 " a.. 293 69,5 

= _ 85600 _ 29000 = -792 
as.. 228 69,5 n 

Bild 589. Ober
gurtquersehnitt 

zum Zahlen
beispiel. 

G. Die statisch unbestimmten Gebilde 
bei Temperaturwechsel. 

AHe bisherigen Darlegungen iiber statisch unbestimmte Gebilde 
stehen in keiner Beziehung zur Temperatur, d. h. sie gelten fijr gleich
maBige Temperatur. 1st nun das einem Temperaturwechsel ausgesetzte 
Bauwerk statisch unbestimmt gelagert, dann kann es sich bei Tempe
raturerhohung nicht wie ein statisch bestimmt gelagertes ohne Zwang 
ausdehnen, sondern ist je nach Lagerung an den AuflagersteHen an 
der freien Dehnung gehindert, was gewisse Spannungen, die Warme
spannungen, zur Folge hat; bei Temperaturerniedrigung treten dieselben 
Spannungen mit entgegengesetzten V orzeichen auf. Die Spannungen 
konnen bedeutend werden und. erfordern besondere Untersuchung. 
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Man wahlt eine mittlere Temperatur to derart, daB die voraus
siehtliehen Temperatursehwankungen naeh beiden Seiten hin gleieh 
groB werden; die Temperaturerhohung bzw. -erniedrigung ± t reehnet 
von to aus. Fiir to setzt man in Mitteleuropa etwa +- 10°. Bei Eisen
bauten nimmt man an, daB die hoehste Eisenwarme nieht tiber 45° 
steigen und die groBte Kalte nieht unter 25° sinken wird; das ent
sprieht einer Sehwankung von + 35° 1). Der Erdboden gilt als starr, 
d. h. er andert sieh bei Temperaturweehsel unmerklieh, auBerdem 
andert sieh die Bodentemperatur in engeren Grenzen als die Eisen
temperatur. 

Das Bauwerk soIl nun so aufgestellt werden, daB es bei to und 
ohne Belastung spannungslos ist; tiber MaBnahmen hierzu S. S. 334. 
Die dureh Belastung und dureh Temperaturweehsel hervorgerufenen 
Spannungen addieren sieh algebraiseh, d. h. die Temperaturspannungen 
sind unabhangig von der Belastung, und das reehtfertigt ihre Be
handlung in diesem besonderen Absehnitte, die fiir Biegestabe und 
Faehwerke getrennt erfolgt. 

Der hier und im weiteren ofter vorkommende Wert EBt ist £iir 
FluB stahl 

=2150000·11,8·10- 6 =rd. 251m kg- und em-System, 
= 2150 .11,8·10-6 =rd. 0,025" t- " em- " 
:- 2150000 .11,8.10-6 = rd. 250 "t- " m- " 

1. Biegestabgebilde. 
1m dritten Absehnitt wurde die Formanderung statiseh bestimmter 

Biegestabgebilde behandelt fiir gleiehmaBige Temperaturanderung des 
ganzen Gebildes oder einzelner Stabe und fur versehiedene Erwarmung 
der Tragergurtkanten. Bei der Ermittelung der Temperaturspannungen 
in statiseh unbestimmten Biegestabgebilden behandeln wir ebenfalls 
getrennt die Wirkung dieser Temperaturzustande. 

GIeichmaBige Erwarmung in auBerlieh einfaeh statiseh unbe-
stimmten Gebilden. 

Setzt man naeh Fall 1 e S. 124 X statt Pp dann wird dureh 
den Ansatz 

Bttf inds+X f~;dS=O 
ausgedrtiekt, daB die Versehiebung des Angriffspunktes der Kraft X 
dureh die Lagerung verhindert ist. Hierin bezeiehnet im Sinne der 
friiheren Abmaehungen X die dadureh entstehende Zwangskraft, d. i. 
die statiseh Unbestimmte, IDe die dureh X = 1 entstehenden Momente 
und in die dureh X = 1 entstehenden Langskrafte. Man setzt denmaeh 
in den bisherigen Ansatzen der statiseh unbestimmten Reehnungsweise 

f fMlIDe 
Bt t in ds statt EJ ds ; 

1) Vorschrift der deutschen Reichsbahn. 
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positives t bedeutet Erwarmung, negatives t Abkiihlung gegen die 
mittlere Temperatur to' 

DieseAnsatze werden wir auf den Zweigelenkbogen nachBild 590 
anwenden. X = 1 liefert m = - 1 . cos q; und m = - 1 . y; auBerdem 

dx 
ist ds = --. Daraus folgt 

cos q; 
I f d' /itt (- cosq;)_X

cosq; 
o 

und 

f y2 +X EJds=O 

X=~~. 
fy~ -ds 

J 
Endgultig ist M = - Xy 

Beispiele. 

x x 

kx~ I-<- 1 
1 dx 1 
...I""E-----~ :::>1 

Bild 590. Zweigelenkbogen. 

und N=-Xcosq;. 

1. Das Portal naeh S. 135 Nr. 1. Mit den dortigen Bezeichnungen 
Abmessungen ist 

E Et t 1 
x= 2 h" h2 1 --+-3 Jh J l 

25· t· 800 
2 4003 4002.800 = 0,67 t kg. 

"3 5744+5744 

Das liefert bei t = + 350 im wagrechten Riegel 

und 

M = - 0,67·35·400 = - 9400 kgcm und (J = ± 9400: 442 = ± 21 kg/cm2. 
Bei h = 200 em, aber demselben 1 und J ergabe sich (J = ± 48 kg/em2 • 

Der geringe EinfluB der Langskraft (Druck) im wagreehten Riegel auf die 
Spannung ist hier vernachlassigt. 

Im allgemeinen ist die Temperaturspannung klein bei engen hohen Portalen 
und groB bei weiten niedrigen Portalen. 

2. Der Parabelbogen nach Bild 340 S. 142. Setzt man wie fruher J nicht 
konstant, sondern J = Jo : cos 'P, dann ist der N enner wie dort 

f y 2 d =~f2l und X= EEt!l:...=1875 EEtt_JO 

J 8 15 Jo 8 (21' f"' 
15 Yo 

also unabhiingig von 1. 

GIeichmiiBige Erwiirmung in mehrfach statisch unbestimmten 
Gebilden. 

Die Ansatze lauten nach Fall 1 e S. 124 fUr z. B. dreifache Un
bestimmtheit mit den Unbestimmten X, Y und Z 

/ittf mxds+X fmE~xdS+YfmE~YdS+Z fmE~zdS=O, 

e tfm ds+xfmymXdS+Yfmy-mYdS+zf~1LmZdS=O, t Y EJ EJ . EJ 

ettf mzds+X fmE~x ds+Y fmE~Y ds+ Z fmE~z ds=O. 
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Hierin sind die 9l"" 9ly und 9lz die LangskriiJte und die IDe"" IDey und IDe. 
die Momente fiir X = 1, Y = 1 und Z = 1. 

SolI wie frillier mit einem unveranderlichen Vergleichstragheits
moment Jo und mit den Verhaltnissen i = J: Jo gerechnet werden, 
dann lauten die Gleichungen 

E Bt Jo t f 9l", ds + X f IDe"'i IDe", ds + Y f IDei IDey ds + Z f IDe"'iIDez ds = ° 
usw. 

Ein Vergleich mit den friiheren Ansatzen der statisch unbestimmten 
Rechnung, s. S. 150, zeigt sofort, daB hier dieselben Beiwerte der 
Unbestimmten auftreten wie friiher, und daB nur die ersten Ausdriicke 
die wir Temperaturwerte nennen wollen, an Stelle der friiheren 
Belastungswerte treten. Die Beiwerte konnen demnach der friiheren 
statisch unbestimmten Rechnung entnommen werden, nur die Tempe
raturwerte sind neu zu ermitteln, wofiir bei geradlinigen Gebilden 
die Integration durch einfache Summierung ersetzt werden kann. 

Einzelfalle und Beispiele. 

1. Der beiderseits eingespannte symmetrische Stab, Bild 
591. Aus Symmetriegriinden verschwindet die Unbestimmte Y und die 
Integrale erstrecken sich iiber die Stabhalfte. 

X = 1 liefert 9l", = - cos f{J, Z = 1 liefert 9lz = 0. Somit sind 

die Temperaturwerte 

Bt tf9l",dS=Bttf(- COSf{J)~= -·Btta und Bttf 9l.ds=O. 
cos f{J 

Die Gleichungen Iauten mit den frillieren Beiwerten nach S.152 

f y'l. f Y 
,-::;_-+E--+--'-X'-- -Btta+X EJ ds + Z EJds=O, 

Bild 591. Der beiderseits ein
gespannte symmetrische Stab. 

X f iJds.+ Z f ;Jds=o 

oder mit Einfiihrung der J -Verhaltnisse 

-EBJota+xf ~'l. ds+Z f tdS=O, 

X f {-ds+Z f ~ ds=O. 

Hieraus X und Z; endgiiltig ist an beliebiger Stelle 

M=Xy+Z und N=-Xcosq;. 

a) Eingespanntes Portal nach Bild 592 und 593. Die An
satze lauten mit ia = Ja: Jo und ih = Jh : J o 
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h h 

-Eet Jo ta + x .;fy2dY +Z.;fYdY= 0 , 
th th 

o 0 
h 

X.; [YdY + Z [~+ -~J =0 
tho ta th 

o 
und Iiefern 

ha h2 

-EeJota+X-- . +Z - . =0, 
3 th 2 th 

Nach Auflosung der Gleichungen ist 

Ml = M.., = X h + Z, M2 = Ma = M4 = Z, 
N12=N4~=O, N2S=Ns4=-X, 

Z 
13 II 

X I ~ 
I 
I ~ I 
I 

5 
r; J.<---a ___ 

\ / 
i{f. 

Bild 592-595. Eingespanntes Portal. 

Mit den Abmessungen a = 4 m, h = 4 m und 128 mit Jo = 7587 em4 und 
ia = ih = 1 ist (alles auf kg und em bezogen) 

7587.25.400.t=X 4~03 +Z 4~02, O=X 4~02 +z (400+ 400) 

mit den Losungen X = 5,7 t kg und Z = - 570 t kgcm. Bild 594 und 595 zeigt 
die M -Linie und die elastische Linie; es ist 
Ml = M" = 5,7 t·400 - 570 t = 1710 t kgcm, M2 = Ms = M4 = - 570 t kgcm. 

b) Eingespannter Parabelbogen nach Bild 596. Wie in den 
friiheren Beispielen setzen wir J = Jo : cos q; und erhalten i = J: Jo = 
= 1: cos q; und ds=dx: cos q; . 

Die Parabelgleichung lautet 

Y= (x2 • 
a" 

Damit folgt wegen der tiber die Stabhafte sich erstreckenden 
Integration 
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a 

I ~ I fx 2 dx fa 
ids = a2 : cos q; cos ~ = 3 ' 

o 
a 

Bild 596. Eingespannter Parabel
bogen. I1 I 1 dx 

ids = 1: cos q; cos q; = a. 
o 

Die Gleichungen lauten 
[2a fa 

-EeJ ta+X-+Z--=o 
t 0 5 3 ' 

fa 
X 3-+Za=0 

und liefern die Losungen 

X = 11 25 E et t J 0 und 
, f2 

Z = _ 3,75 EettJo, 
f 

also unabhangig von a bzw. l. 
Dieses X ist genau das 6 fache desjenigen beim Zweigelenkparabel

bogen nach S. 317. 

2. Zweischiffiger Rahmenbinder nach Beispiel S. 209 bis 213, 
Bild 448. Bei diesem sechsfach statisch unbestimmtem Rahmen wah
len wir fUr den WarmeeinfluB dieselben statisch Unbestimmten wie 
damals und konnen die Beiwerte in den Gleichungen nach Zahlen
tafe118c S. 214 sofort iibernehmen; nur die Temperaturwerte sind 
neu zu berechnen. 

Nachstehende Zusammenstellung zeigt zunachst die Langskrafte 91 
der Stabteile fiir Xl = 1, X 2 = 1 usw., die bei diesem Binder sehr 
einfach zu bestimmen und sofort anschreibbar sind. 

StabIange 

Stabstiiok 

c I 
AB ! 

o 
+1 

o 
o 
o 
o 

e f 
BD I OD 

-l·oos <xl 0 
+l.sin<x!-l 

o : 0 
o i 0 
o ; +1 
0 1 0 

I g i m m J h 
i DE 'I EF i FG i GH 

i 0 
! 0 

o 
, 0 
: +1 
: 0 

I 0 I 0 1 0 
: 0 : 0 I 0 
! 0 I 0 ! 0 
1- 1.008 ,81-1.00s,81 0 
:+1,sin,8i-1.sin,sI' -1 
: 0 : 0 0 

Hieraus folgen nachstehende Integralausdriicke mit den sofort hin-
zugefiigten Zahlenwerten 

f 911 ds = - e cos a = - a = - 9,0, 

f 912 ds=c+esina-f= 0, 

fmsds=O, 
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J 914 ds=-m cosfJ- mcosfJ= - 2b=-12,0, 

J 915 ds=f+g + msinfJ -msinfJ -h= 0, 

J916 ds=0. 

Es sei der in dem friiheren Zahlenb()ispiel noch nicht gebrauchte 
Wert Jo= 15 700 cm4 ; da aber alles auf t und m bezogen werden 
soIl, ist Jo in m4 auszudriicken und betragt 0,000157 m4. 

Der in allen Temperaturwerten vorkommende Ausdruck E 8t Jo t 
hat bei + 35 0 den Wert 

250·0,000157·35 = 1,37. 

Die damit berechneten Temperaturwerte liefern in Verbindung 
mit den von der friiheren Zahlenrechnung iibernommenen Beiwerten 
die Gleichungen 

X, I 

+96,1 
+ 199,8 
+28,9 
- 28,8 
- 21,6 
-3,6 

+ 199,8 
+ 575,0 
+ 77,8 

+28,9 
+ 77,8 
+14,5 
-8,4 
-7,2 
-1,2 

-28,8 I 

+iat7 i 
+23,5 i 

- 21,6 

-7,2 

+ 166,0 

-3,6 

-1,2 
+ 23,5 

+ 7,5 

Temp.-Werte 

-12,3 
o 
o 

-16,5 
o 
o 

N ach AujlOsung dieser Gleichungen k61111en die M und N an allen 
Stabstellen berechnet und zeichnerisch dargestellt werden; die Weiter
behandlung der Aufgabe bietet nichts Neues und ist hier unter
driickt. 

3. Trager auf eingespannten Stiitzen, Bild 597. Zunachst 
seien einfache, also an den Stiitzk6pfen frei aufliegende und mit 
diesen gelenkig verbundene Trager vorausgesetzt. 

Bei gleichmaBiger Erwarmung aller Trager und Stiitzen wird hei 
beliebiger Stiitzenh6he jeder Stiitzkop£ eine andere Verschiebung iiber 
die urspriingliche Wagrechte annehmen, was aber bei den frei auf
liegenden Tragern keinen Einflul3 auf die Spannungen hat. Gleich
zeitig dehnen sich die Trager aus, erhalten daher Langskriifte und 
zwar Druckkraftfl, die sich auf den Stiitzk6pfen absetzen und die 
Stiitzen verbiegen. Wir fiihren diese Langskriifte als statisch Unbe
stimmte ein und betrachten nach Bild 598 zwei aufeinanderfolgende 
Stiitzen hi und ik und die anschliel3enden Trager von den Langen1h , 

1; und 1k' die die Druckkrafte X h , Xi und X k erhalten. Unter der 
Allllahme X h > Xi und Xi> X k biegen sich die Stiitzen hi und i k 
durch die Krafte X h - Xi bzw. Xi - Xk urn die Betrage fhi bzw. f;k 
nach rechts aus und es gilt fiir die als lotrechte Freitrager zu be
trachtenden Stiitzen 

f _Xh-~ li. hi- bzw. 
EJhi 3 

oder auch 
fhi = (Xh - Xi) 0hi bzw. 

Uno I d, Statik f. Mascbineningenieure. 

f;k = (Xi - Xk) 0ik' 
21 
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Durch diese aIlgememen Ansatze wird lediglich die Proportiona
litat zwischen Kraft und Ausbiegung ausgedriickt, die auch bei be
liebiger Bauart der eingespannten Stiitze vorliegt, wobei die Werte C 
jeweils leicht ermittelt werden konnen. 

-\ \ 
\ 

l01 
\ \ 

01 1rz l12 J;3 &23 

I 
I 

0,,. thi 

I "/////& 
I ////, 

~l ;:, :::: l piE:: is 2 

Bild 597 u. 598. Trager auf eingespannten Stiitzen. 

Nun verlangert sich der Trager 1i urn 

ctt1i=t;k-fhi ; 

wir erhalten demnach die Ansatze 

(Xi Cik - X k Cik) ~ (Xh Chi - Xi Ch;) = ct t 1i 
oder 

-Xh Chi + Xi (Chi + Cik) -Xk Cik -ctt1i=O. 

Em solcher Ansatz ist fiir jeden Trager aufsteIlbar, fiir den ersten 
Trager gilt 

Xl (COl + 01~) - X2 012 - Ct t 11 = O. 

Wir erhalten somit dreigliedrige Elastizitatsgleichungen von der 
Form 

Xl X 2 X3 X 4 
! 

+ COl + C12 - C12 
I 

- C23 I 
- 81 t II 

- C12 + C12 + C23 I - Bt t l2 

- C23 I + C23 + C34 i - C34 - 81 t l3 
I 

I 

Gleiche Stiitzen liefern gleiche 0; wir dividieren aIle Gleichungen 
mit dies em 0 und erhalten bei z. B. fiinf Feldern (sechs Stiitzen) 
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I 

Xl X. Xa X4 X5 

+2 -1 - BI t 11 : C 
-1 +2 -1 - BI t 12 : C 

-1 +2 -1 - BI t 1a : C 
-1 +2 -1 - BI t 14: C 

-1 +2 - BI t 15: C 

Sind auBerdem aIle l einander gleich, dann folgt 
fiir ein Feld 

2 Xl -Ct tl: C= 0, 
fiir zwei Felder 

2 Xl - X~ - Ct t l : C = 0, 

- Xl + 2 X 2 - Ct t l: C = 0, 

Xl = X 2 = Ct t l : C; 

die AuBenstiitzen werden mit diesem X nach auBen gebogen, die 
Mittelstiitze erhalt keine Biegung. 
fiir drei Felder 

2 Xl - X 2 - ct t l : C = 0, 

- Xl + 2 X 2 - X3 - ct t l : C = 0, 

- X 2 + 2 Xs - ct t l : C = 0, 

die AuBenstiitzen werden mit Xl = X s' die Innnenstiitzen mit X2 - Xl = 
= X2 - X3 nach auBen gebogen. 

An Vorstehendem wird nicht geandert, wenn statt der einfachen 
Trager Gerbersche Gelenktrager auf den Stiitzen liegen. Beim durch
laufenden Trager gilt dassel be, dagegen erhalt er bei ungleichen 
Stiitzenhohen wegen der verschiedenen lotrechten Stiitzkopfverschie
bung en Biegemomente, die nach S.195 in einfachster Weise zu be
stimmen sind. 

Anmerkung. Vorstehende Ergebnisse sind nur auf wirkliche Trager und 
nicht etwa auf Freileitungen anwendbar, da hei diesen wegen des Drahtdurch
hangs ganz andere Verhaltnisse vorliegen als hier. 

4. Der durchlaufende Trager auf steifen Stiitzen. Auf 
S. 226 wurde derselbe Fall fiir lotrechte Belastung behandelt. Die 
Aufgabe zerfiel in 4 Falle, je nachdem der Trager gegen wagrechte 
Verschiebung festgehalten oder frei beweglich war und die Stiitzen
fiiBe gelenkig oder eingespannt mit dem Boden verbunden waren. Die 
Ableitung der Temperaturgleichungen aus den damaligen Belastungs
gleichungen ware zwar moglich, doch treten dabei manche Schwierig
keiten auf, die wir durch das nachstehende anschaulichere Verfahren 
umgehen werden. 1m iibrigen gelten hier dieselben Bezeichnungen 
und Abkiirzungen wie dort. 

Falll. Trager frei beweglich, StiitzenfiiBe mit Gelenken. Bild 599 
zeigt das Gebilde im urspriinglichen Zustande und nach der Erwar
mung, worin aber die Unveranderlichkeit der rechten Winkel zwischen 

21* 
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Stiitzen und Trager noch nicht zum Ausdruck kommt. Alles weitere 
gilt fiir 10 Erwarmung iiber to' bei to sind die Ergebnisse mit t zu 
multiplizieren. 

Bei Erwarmung erheben sich die Stiitzenkopfe iiber die urspriing
liche Tragerlinie um die Betrage 

eOl=etlOl' ... , ehi=etlhP e,k=etlik , ekl=etlkl···· 

Die strichierten Linien haben somit die Neigungen I fJ - e'.'k - ehi - lik -lhi . - l -et , 
'i l, 

(1 ) 
fJ _Sk - e1<i_ lik -lkl 
k- l - et l . 

k h 

Gleichzeitig verschieben sich die Stiitzenkopfe wagrecht. Be
zeichnet f die zunachst noch unbekannte Verschiebung an Stiitze 01, 
dann verschiebt sich Stiitzenkopf ik um 

f+ wik= f+etLik' 
worin Lik den Abstand der Stiitze ik von der Anfangsstiitze 01 
bezeichnet. 

I " 
~~ ~~~~--~~l~i~~~I~~~~K~~~~~ 
I E L/dc--------c'"'i I 
If-E~------------Lik----------o""-lr 

If-E~-----------.Lkl "'I 

Bild 599. Der durchlaufende Trager auf steifen Stiitzen. 

Durch diese Verschiebungen entstehen Biegemomente an Trager 
und Stiitzen. Bezeichnet 

M;l, M~2' M;2,"" MI k, M[k, ... 

die an den Tragerenden wirkenden Momente und 

MOl' M1ll···Mik ···· 

die an den oberen Stiitzenenden wirkenden Momente, s. Bild 599, und 
wird deren Drehsinn zunachst wie in Bild481, 482 und 484 S. 227 usw. 
angenommen, dann gelten fiir diese Momente dieselben Ansatze wie 
nach (1) S. 227, namlich 
(2) 
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Fiir die entstehenden Biegewinkel der Tragerenden gelten die 
Ansiitze (2 a) S. 228, aber ohne Belastungsglied, niimlich 

(3) { 6 Eatl<= 2 Mfl<vi+MhiVi , 

6 Ea:I<=2M[I<vI<+Mizvk. 
und fiir Biegewinkel der oberen Stiitzenenden wegen gieichzeitiger 
wagrechter Verschiebung der Stiitzenkopfe um f + Bt L'I< die Ansatze 
entsprechend (3') S. 231 . 

6E 
(4) 6 Eai/, = 2 Mil< viI< + -Z-(f+BtLik). 

ik 
Nun sind die Momente so zu ermitteln, daB die rechten Winkel 

zwischen Trager und Stiitzen erhalten bleiben; das liefert die Ansatze 

(5 ) 

(6) 

(6') 

{ afk+fJi+ai/.=O, 

i a:k+fJI<-aik=O. 

Daraus foIgt mit den Ausdriicken (1) bis (4) 

2 Mz + .. rr I 6 E lil< -lhi 2 (Mz Mr) ik vi JXLhi Vi T Bt Z. + .1< - ik ViI< 
• 

6E 
+-l (f+BZLik)=O 

ik 

2 M["v,,+Mizv,,+ 6EBt li" -;-lkZ - 2 (Mf,,-M[,,)vil< 
I< 

6E 
- -l- (f + BtLi ,,) = 0, 

ik 

Z .. rr . z 6Ef 
- Mil< 2 Vik + JXLi" (2 Vk + 2 Vik) + M"zvk - -l

il< 

+6EBteik -;-ZkZ Lik)=O. 

" Entsprechende, aber kiirzere Ausdriicke gelten fiir die erste und 
Ietzte Stiitze. Man erhaIt somit doppelt soviel Gleichungen, als Felder 
vorhanden sind. 

An den StiitzfiiBen wirken die Horizontalkrafte 

H _ Mil< M:k-M[k 
iI. - oder H' k = ---=---

~k .~" 
Da diese die einzigen Horizontalkriifte am ganzen Gebilde sind, 

miissen sie sich gegenseitig aufheben, woraus eine weitere Gleichung 
~ Hi" = 0 folgt. 
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Man erhaIt somit Elastizitatsgleichungen mit denselben Unbe
stimmten und denselben Beiwerten wie in den Gleichungen fiir Fall 2 a 
S. 230, worin aber an Stelle der friiheren Belastungswerte die Tempe
raturwerte treten, die hier fiir 2, 3 und 4 Stiitzen angegeben sind. 

Fiir zwei Stiitzen 

Temperaturwerte 

6E 101 -110 8'--11-

6E8 (110-101+L ) 
'11 10 

o 

Fiir drei Stiitzen 

Temperaturwerte 

6 E 101 - 112 
8,---

11 

6 E 8 (112 - 101 + L ) 
'11 1. 

6 E 8 (112 - 1.0 - L ) 
'12 12 

6 E 8 (120 - 112 + L ) '12 20 

o 

Fiir vier Stiitzen 

Temperaturwerte 

6 E 101 - 112 8'--1
1
-

6 E 8 (112 - 101 + L ) 
'11 12 

6 E 8 (112 - 128 - L ) , 12 12 

6 E8 (128 - 180 -L ')' 
'18 23 

6E8 (13o- 123+L) 
'13 30 

o 
Fiir den Fall, daB der Trager am link en Stiitzkopf festgehalten 

ist, verschwindet f und damit die letzte der Gleichungen. Sollte ein 
anderer Stiitzkopf festgehalten werden, dann ist f ebenfalls gleich 
Null, aber die Abstande L der links davon liegenden Stiitzen sind 
negativ, die rechts davon wie bisher positiv einzusetzen. 

Fall 2. Trager frei beweglich, StiitzenfiiBe eingespannt. Hierfiir 
gelten die Ansatze nach Fall 2 b S. 232, welche mit f + Lik statt f 
lauten 

2 Hik =0. 

Die hieraus folgenden Elastizitatsgleichungen haben dieselben Un
bestimmten und dieselben Beiwerte wie in den Gleichungen fiir Fall 2 b 
S. 232 und dieselben Temperaturwerte wie oben, worin aber iiberall 
die Zahl 1,5·6 = 9 statt 6 zu setzen ist. 

Der Fall, daB eine Stiitze festgehalten ist, wird in derselben Weise 
wie oben behandelt. 
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UngleichmaBige Erwarmung zwischen den Stabkanten in einfach 
statisch unbestimmten Gebilden. 

Die Formel nach Fall 2c S. 126 liefert mit X statt Pt und mit 
f= 0 den Ansatz 

oder 

worin 9Jl die Momente fiir X = 1 bezeichnen. Bei unveranderlicher 
Tragerhohe ist k vor das Integral zu setzen. L1 t ist der Temperatur
unterschied zwischen den Stabkanten; dieser Wert ist positiv anzu
setzen, wenn diejenige Stabkante warmer ist, die durch positives 9Jl 
Zugspannung erhalt. 

Beispiel. Der Zweigelenkbogen. Die AuBenkante sei warmer 
als die Innenkante. Nach Bild 317 S. 134 gilt fiir die am rechten 
FuBgelenk nach links wirkende statisch Unbestimmte X und wegen 
9Jl=l.y 

oder 

f y fy2 
Eet Jo L1t kds+X yds=O. 

Das daraus folgende X ist negativ, driickt daher die BogenfiiBe 
auseinander. 

Fiir das auf S. 135 behandelte Rechteckportal ist bei ungleicher 
Erwarmung des wagrechten Riegels 

h 
EeJI L1t k l 

X = - -----:h'"3'--------::Chz:O-:l • 

2-+--3 i h i l 

Mit den dortigen Abmessungen ergibt sich wegen ih = i1 = 1 

400 
25·5744 J t 26.800 

X = - t 4003 + 4002.800 = - 10,3 L1 t. 

Fur J t = 10 0 ist X = - 103 kg und die Biegespannung im Riegel 

_ 103·400 __ 2 
o--~-93kg!cm • 

UngleichmaBige Erwarmung in mehrfach statisch unbestimmten 
Gebilden. 

Mit den statisch Unbestimmten X, Y ... statt der Krafte Pa , Pb ••• 

und mit 9Jl"" 9Jly ••• statt 9Jla , 9Jlb ••• lauten die Ansatze nach Fall2e 
S. 127 
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e L1 tJ WC", ds + xf WC'" WC2' ds + yf wc'" WCJl ds + ... = 0 
t k EJ EJ ' 

e L1tf WCII ds + xf Wlil ~2' ds + yf ~y 9JCy ds + ... = ° usw t k EJ EJ . 
oder 

E et Jo L1 t f ~'" d s + x f WC"'iWC2' ds + Y f WCxiWlJl ds + ... = ° usw. 

Ein Vergleich mit den friiheren Ansatzen der mehrfach statisch 
unbestimmten BiegestabgebiIde zeigt, daB darin die Belastungswerte 
durch die Temperaturwerte zu ersetzen sind, wahrend die Beiwerte 
der Unbestimmten dieselben bleiben. Die Temperaturwerte sind wieder 
positiv, wenn diejenige Stabkante warmer ist, die durch positive WC"" 
Wl y usw. Zugspannung erhalt. 

Beispiele. 

1. Das beiderseits eingespannte Portal nach BiId 369 S. 155. 
Die Oberkante des wagrechten Riegels sei um L1 t warmer als die 
Unterkante. Wir wahlen dieselben Unbestimmten wie in dem friihe
ren Beispiel. Aus Symmetriegriinden verschwindet hier Y und die 
Unbestimmten X und Z folgen aus nachstehenden Ansatzen, worin 
der Temperaturwert der ersten Gleichung verschwindet und der der 
zweiten Gleichung negativ anzusetzen ist. 

. h h 

0+2X f y2 dy+2Z f ydy=O, 
o 0 

c h cl h 

-EetLltJo ~f 1.dx+ 2 X f ydy+ 2 Z (f dx+ f dy )=0. 
o 0 0 0 

2. Der durchlaufende Trager mit unveranderlichem J. 1st die 
Unterkante warmer als die Oberkante und betrachtet man den be
liebigen Trager Ii als frei aufliegenden Trager, dann biegt er sich 
wegen des unveranderlichen Wertes L1t nach S. 125 gleichmaBig, also 
nach einem flachen, nach unten hangenden Kreisbogen vom Radius 

k 
{} = e L1t' 

t 

Diese Biegung denkt man sich hervorgebracht durch ein iiber Ii 
sich erstreckendes po.sitives Moment 

M= EJ = EeJ L1t. 
{} k 

Die M-Flache hierzu bildet ein Rechteck und liefert die Werte 

,\3- _Mli2_EeJL1tl/ 
i-ffii- 2 - 2k 
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Dieses gedachte Moment tritt in jedem Felde auf und die dadurch 
hervorgebrachten Stiitzmomente folgen aus den Olapeyronschen 
Gleichungen 

3 EsJ L1t 
Mhi1i + 2 M'k (li + 1k) + Mkl1k + ~k- (li + 1k) = O. 

Dber der erst en und letzten Stutze sind die Momente auch bei 
Kragarmen Null. 

Die durch ungleichmiiBige Erwarmung der Tragerkanten sich er
gebende M-Linie wird sodann nur durch die geradlinige Verbindung 
der Endpunkte dieser Stutzmomente gebildet. Diese Momente ad
dieren sich algebraisch zu den VOn der Belastung herruhrenden. 

Bei z wei gleichen Feldern ist 

2 M12 • 21 + 3 E S~ J L1 t. 21 = 0 

und 
M = __ £ EsJ L1t 

12 2 k 

Das ergibt mit W = J: ~ die Biegespannung 

M12 3 A A max rJ = lV = 4 ESt at= 18,75 at, 

also unabhangig VOn 1, J und k. 

Drei gleiche Felder liefern 

max rJ = ~ ESt L1 t = 15 L1 t. 

2. Fachwerke. 
Einfach statisch unbestimmte Fachwerke. Aus Fall 2 S.128 

folgt mit X statt Pt und f = 0 der Ansatz 

15 2 s 
st2)t@5s+X2) EF =0 

oder bei gleichem E fur aIle Stabe 
15 2 s 

Est2)t@5s+X 2: F =0, 

worm die 15 fur X = 1 gelten. 
Diese Ansatze berucksichtigen gleichzeitig verschiedene Temperatur

anderungen der Stabe. Bei gleicher Temperaturanderung ist t vor 
das Z zu setzen. 

Fiihrt man einen Vergleichsquerschnitt Fo und die Querschnitts
verhiiltnisse f= F: Fo ein, dann folgt 

15 2 s 
Est Fo2)t@5s+X2) f =0. 
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Die durch Temperaturanderung hervorgerufenen endgiiltigen Stab
krafte sind sodann 

S=X·6. 

Die Ansatze gelten auch fiir den Fall, daB die statisch Unbe
stimmte nicht eine Auflagerkraft oder ein Gelenkdruck, sondern eine 
Stabkraft ist und die statische Bestimmtheit durch Schnitt dieses 
Stabes erzielt wird. 

Beispiele. 

1. Zweigelenkfachwerk nach Bild 582 S.310. In dem Ansatz 

6~8 
E Bt t .2 68+ X .2 F = 0 

bezeichnet X den durch gleichmaBige Erwarmung aller Stabe hervor

vorgerufenen Rorizontalschub. Der Wert .2 6; 8 kann unmittelbar 

dem Beispiel S. 306 entnommen werden und betragt 454,6. Aus 
nachstehender Zahlentafel36 ergibt sich 2) 68= - 2032 und fiir 
t=+35° 

X = 0,025·35·2032 = 3 9 t. 
454,6 ' 

Die daraus folgenden Stabkrafte S = X 6 sind in Spalte 5 der 
Tafel berechnet; sie addieren sich algebraisch zu den von der Be
lastung herriihrenden Stabkraften. Abkiihlung urn 35 0 gegen die mitt
lere Temperatur liefert X = - 3,9 t und dieselben S mit entgegen
gesetzten Vorzeichen. 

Es solI noch der Fall untersucht werden, daB der Obergurt der 
Sonnenbestrahlung ausgesetzt ist und auf 35 0 erwarmt wird, wahrend 
aIle andern Stabe im Schatten liegen und auf 20° erwarmt sein 
mogen. Rierfiir folgt aus Spalte 7 der Tafel ..2 t 6 8 = + 37 240 
und 

X =_0,025.37240 ° -2,4t. 
454,6 

Spalte 8 zeigt die entsprechenden Stabkrafte S = X 6. 

2. Der Fachwerktrager auf drei Stiitzen. Es solI der auf 
S. 249 nach Bild 502 behandelte Trager auf Temperaturanderung unter
sucht werden. Schon ohne Rechnung laBt sich aussagen, daB eine 
gleichmaBige Temperaturanderung aller Stabe keine Anderung der 
Auflagerkrafte und keine zusatzlichen Stabkrafte hervorbringt, denn 
denn der Trager andert seine Form geometrisch ahnlich bleibend, 
d. h. er bleibt gerade, da die drei Au£lager in gleicher Rohe liegen. 
Erst verschiedene Staberwarmung bringt Warmespannungen hervor. 
Es solI nun angenommen werden, daB der Obergurt durch unmittel
bare Sonnenbestrahlung urn 100 warmer als der Untergurt seL Es 
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Zahlentafel 36. Warmespannungen fur Zweigelenkfaehwerk (S. 330). 

__ Sp...,a_lt_e _..--_1_1 2 ,1 __ 3_.1..-_4_-+-_5 __ 16 
1 7 8 _ 

I 68 1St I t68 S Stab- Stab
Klasse Nr. 

8 F 

em em2 

6 

t 

~ 
'" ..0 o 

1 200 1 40 + 0,42 + 84 
2 200 60 + 1,16 + 232 
3 200 80 + 2,36 + 472 
4 200 100 + 4,06 + 812 
5 200 100 + 5,00 + 1000 

6 200 100 + 5,00 + 1000 
7 200 100 + 4,06 + 812 
8 200 80 + 2,36 + 472 
9 200 60 + 1,16 + 232 

10 200 40 + 0,42 + 84 

tOe t 

+ 1,64 
+ 4,52 
+ 9,20 
+ 15,83 
+ 19,50 

+ 19,50 
+ 15,83 
+ 9,20 
+ 4,52 
+ 1,64 

35 + 2940 - 0,86 
35 + 8100 - 2,37 
35 + 16500 - 4,82 
35 + 28400 - 8,25 
35 + 35000 - 10,20 

---1----4---1---

35 + 35000 - 10,20 
35 + 28400 - 8,25 
35 + 16500 - 4,82 
35 + 8100 1- 2,37 
35 + 2940 - 0,86 

20 - 4820 1 + 2,24 
2U - 6440 + 3,10 
20 - 9560 + 4,55 
20 - 13740 + 6,94 
20 - 20160 + 10,30 

11 219 120 - 1,10 - 241 
12 212 106 - 1,52 - 322 
13 206 100 - 2,23 - 478 
14 202 100 - 3,40 - 687 
15 200 100 - 5,04 - 1008 

16 200 100 - 5,04 - 1008 
17 202 100 - 3,40 - 687 
18 206 100 - 2,23 - 478 
19 212 106 - 1,52 - 322 
20 219 120 - 1,10 - 241 

- 4,20 
- 5 93 
- 8;70 
-13,26 
-19,66 

- 19,66 
- 13,26 
- 8,70 
- 5,93 
- 4,20 

20 - 20160 1 + 10,30 
20 - 13740 + 6,94 
20 - 9560 + 4,55 
20 - 6440 'I' + 3,10 
20 - 48:W + 2,24 

I ______ I ___ ~-----I-----I_-, I 

21 300 50 + 0,44 + 132 + 1,72 20 + ~640 - 0,90 
22 210 50 + 0,50 + 105 + 1,95 20 + 2100 - 1,02 
23 140 50 + 0,54 + 76 + 2,11 20 + 1520 - 1,10 
24 90 50 + 0,49 + 44 + 1,91 20 + 880, - 1,00 
25 60 50 + 0,24 + 14 + 0,94 20 + 280 [- 0,49 

26 50 50 - - - 20 'I 

27 60 1)0 + 0,24 + 14 + 0,94 20 + ~80 - ~49 
28 90 50 + 0,49 + 44 + 1,91 20 + 880 1- 1,00 
29 140 50 + 0,54 + 76 + 2,11 20 + 1520 - 1,10 
30 210 50 + 0,50 + 105 + 1,95 20 + 2100 - 1,02 
31 300 50 + 0,44 + 132 + 1,72 20 I + 2640 1 - 0,90 
-------I---4---I---~-~--~~---

32 290 50 - 0,61 - 177 - 2,38 20 I - 3540' \ + 1,25 
33 244 50 1-0,89 - 217 - 3,47 20 - 4340 + 1,82 
34 219 50 I - 1,31 - 287 - 5,11 20 - 5740 + 2,67 
35 209 50' - 1,74 - 364 - 6,79 20 - 7280 + 3,55 
36 206 50 - 1,00 - 206 - 3,90 20 - 4120 + 2,04 

37 206 50 - 1,00 - 206 - 3,90 20 - 4120 + 2,04 
38 209 50 - 1,74 - 364 - 6,79 20 - 7280 + 3,55 
39 219 50 - 1,31 - 287 - 5,11 20 - 5740 + 2,67 
40 244 50 - 0,89 - 217 - 3,47 20 - 4340 + 1,82 
41 290 50 - 0,61 - 177 - 2,38 20 + 3540 + 1,25 

- 2032 + 37240 
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ist leicht einzusehen, daB es nicht auf die Stabtemperaturen selbst, 
sondern nur auf deren Unterschied ankommt. Daher setzen wir fiir 
die Obergurtstabe Nr. 8 bis 13 die Temperatur = + 10°, fiir aIle 
andern Null und erhalten auf Grund der Zahlentafel 37 

..2t It) 8= + 13880, 
wahrend der Wert 

der friiheren Tafel S. 250 zu entnehmen ist. Somit folgt 

X 0,025·13880 
=- =-2,22 t, 

156,48 

also Zug nach unten. Spalte 6 der Tafel zeigt die daraus folgenden 
Stabkrafte, die sich zu denen durch die Belastung algebraisch addieren. 

Zahlentafel37. Warmespannungen fiir den Faohwerktrager 
auf drei Stiitzen (S. 330). 

Spalte 1 I 2 3 
I 

4 5 6 
I 

Stab- s 

I 

F 6 
I 

t t6s S 
Nr. em em2 t o C t 

1 200 30 -0,25 0 - + 0,55 
2 200 30 -0,74 0 - + 1,64 
3 200 30 -1,24 0 - + 2,75 
4 .200 30 -1,74 0 - +3,86 
5 200 30 -1,65 ° - +3,66 
6 200 30 - 0,99 0 - +2,20 
7 200 30 -0,33 0 - +0,74 

8 200 50 +0,50 10 + 1000 I -I,ll 
9 200 50 +0,99 10 + 1980 -2,20 

10 200 50 + 1,49 10 +2980 - 3,31 
11 200 50 + 1,98 10 + 3960 -4,40 
12 200 50 + 1,32 10 +2640 -2,93 
13 200 50 +0,66 10 + 1320 -1,46 

14 200 18 +0,50 ° - -1,11 
15 200 15 -0,50 ° - + 1,11 
16 200 15 +0,50 0 - -I,ll 
17 200 15 -0,50 ° - + 1,11 
18 200 15 +0,50 0 - -1,11 
19 200 15 -0,50 0 - + 1,11 
20 200 15 +0,50 0 - -1,11 
21 200 18 -0,50 0 -

I 
+ 1,11 

22 200 18 -0,66 0 - + 1,46 
23 200 15 +0,66 0 - I -1,46 
24 200 15 -0,66 0 -

I 
+ 1,46 

25 200 15 +0,66 0 - -1,46 
26 200 15 -0,66 0 - + 1,46 
27 200 18 +0,66 0 ~ i -1,46 

+ 13880 I 
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Mehrfach statisch nnbestimmte Fachwerke. Die Ansatze Iauten 
bier bei z. B. dreifacher Unbestimmtheit 

e ~t6 s+X ~~x§",s +y ~6",-6I1s +Z ~6x6zs =0 
t~ '" ~ EF ~ EF ~ EF ' 

~t6 +X ~6y6",s+y ~6y6y~+Z ~6y6z~=0 
et~ liS ~ EF ~ EF ~ EF ' 

e ~t6 s+X ~6z_6",s +y ~6z611~+Z ~~z6z~=0 
t~ z ~ EF ~ EF ~ EF 

oder mit dem Vergieichsquerschnitt Fo und den QuerschnittsverhaIt
nissen f = F: Fo 

EetFo.s t6",s+X}) 6"'1"'S +y.s ~X~_IIS + ... = 0 usw. 

Hierin geiten die 6"" 6 y und 6. fiir X = 1, Y = 1, Z = 1. 
Auch hier konnen die Beiwerte der statisch Unbestimmten der 

friiheren Zahienrechnung entnommen werden. 
Die endgiiItigen Stabkrafte sind S = X 6", + Y 6 11 + Z 6 z • 

Zahlentafel38. Warmespann ungen fur das eingespannte F aehwerk(S.334). 

Spalte 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
~ 

Stab 8 f @5", @5z @5",8 @5z8 X@5x Z@5z S 
em t t t t t 

1 400 1,00 -2,00 +3,00 -800 + 1200 -2,SI + 2,IS -0,63 
2 400 1,00 + 1,00 + 400 +0,73 +0,73 
3" 400 1,00 -
4 200 1,20 + 3,00 -4,00 +600 - SOO +4,21 - 2,SI + 1,40 

'5 400 1,20 + 1,00 -2,00 +400 - 800 + 1,41 -1,45 -0,04 
6 400 1,20 -1,00 -400 -1,41 -1,41 

7 280 0,45 -1,41 + 1,41 - 395 + 395 -1,98 + 1,02 - 0,96 
8 280 0,45 + 1,41 -1,41 +395 - 395 + 1,98 -1,02 +0,96 
9 280 0,45 -1,41 + 1,41 - 395 + 395 -1,98 + 1,02 -0,96 

10 280 0,45 -1,41 - 395 -1,02 -1,02 
11 280 0,45 -
12 280 0,45 -
13 400 1,00 -2,00 +3,00 -SOO + 1200 -2,81 +2,18 -0,63 
14 400 1,00 + 1,00 + 400 + 0,73 +0,73 
15 400 1,00 -
16 200 1,20 + 3,00 -4,00 +600 - 800 +4,21 -2,81 + 1,40 
17 400 1,20 + 1,00 -2,00 +400 - 800 + 1,41 -1,45 -0,04 
18 400 1,20 -1,00 -400 -1,41 -1,41 

19 280 0,45 -1,41 + 1,41 -395 + 39-5 -1,98 + 1,02 -0,96 
20 280 0,45 + 1,41 -1,41 +395 - 395 + 1,98 -1,02 + 0,96 
21 280 0,45 -1,41 + 1,41 -395 + 395 -1,98 + 1,02 -0,96 
22 280 0,45 -1,41 - 395 -1,02 -1,02 
23 280 0,45 -
24 280 0,45 -

25 400 1,00 + 1,00 + 400 +0,73 +0,73 

+5951 + 400 
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Beispiel. Das nach Bild 518 S. 255 behandelte beiderseits ein
gespannte Fachwerk werde gleichmaBig erwarmt; daher sind die 
Temperaturwerte der Gleichungen EctFot 1}6x s usw. Wir wahlen die
selben Unbestimmten wie dort, wobei hier aber wegen der Symmetrie 
die Unbestimmte Y verschwindet. Die Beiwerte der X und Z konnen 
dem dortigen Beispiel entnommen werden und liefern die Gleichungen 

EctFO t 1}6x s+X.14990 - Z·17 590= 0, 
EctFO t 1}6z s - X·17 590+ Z· 26342 =0. 

Zahlentafel 38 S. 333 liefert 

1}6",s=-595 und 1}6z s=+400. 

Mit t=+ 35 0 und Fo = 16 cm2 ergibt sich 

X=+1,405 t und Z=+0,727 t. 

Mit diesen Werten folgen aus den Zwischenspalten 7 und 8 die 
endgiiltigen Stabkriifte der Spalte 9. 

3. Beziehung zwischen Temperatur und Aufstellungsvorgang. 
N ach den Darlegungen auf S. 316 soll das auBerlich statisch un

bestimmte Bauwerk so aufgestellt werden, daB es bei der Tempe
ratur to nur die dem Eigengewicht und der Nutzlast entsprechenden 
Spannungen, aber noch keine Warmespannungen erhalt; erst eine 
Anderung der Temperatur iiber oder unter to soll die zusatzlichen 
Warmespannungen lief ern. 

Denken wir uns beispielsweise einen Zweigelenkrahmen, dann 
konnte diese Forderung zunachst dadurch erfullt werden, daB der 
Rahmen zuerst auf dem wagrechten Boden zusammengesetzt und 
dann nach Aufrichtung mit den beiden Kipplagern verbolzt wird, 
wobei vorausgesetzt ist, daB die Aufstellung bei der Temperatur to 
erfolgt und der Kipplagerabstand genau iibereinstimmt mit dem 
Abstand der Bolzenaugen, gemessen an dem noch am Boden liegenden 
und daher vollig spannungslosen Rahmen. 

Dieser V organg laBt sich aus zwei Grunden nicht streng ver
wirklichen: erstens ist die tJbereinstimmung der genannten Abstande 
nicht in der erforderlichen Genauigkeit erzielbar, und zweitens erfolgt 
die Aufstellung meist bei einer iiber oder unter to liegenden Tempe
ratur. Diese Schwierigkeit kann aber durch ein einfaches Mittel um
gangen werden, namlich durch diestatisch bestimmteAufstellung, 
die bei allen groBen Bauwerken, namentlich Brucken, benutzt wird. 
Der Vorgang sei an einigen einfachen Beispielen dargelegt. 

Das auf S. 306 behandelte und in Bild 600 wiederholt dargestellte 
Zweigelenkfachwerk ist bekanntlich einfach statisch unbestimmt ge
lagert. Man bildet den Knotenpunkt a als Gelenk aus und baut das 
Fachwerk unter Weglassung der Stabe 5, 6 und 26 auf, so daB zu
nachst das statisch bestimmte Dreigelenkfachwerk entsteht; erst nach 
Einfugung der genannten drei Stabe erhalt es seine statische Unbe
stimmtheit. Der Einbau dieser Stabe muB aber so erfolgen, daB bei 
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dem zunachst nur wirkenden Eigengewicht und bei der Tempera
tur to = 10 0 die Stabe 5 und 6 die im Beispiel S. 306 berechneten 
Stabkrafte - 6,2 t haben (auf Stab 26 kommt es dabei nicht an). Be
tragt die Temperatur wahrend dieses Vorgangs aber nicht to' sondern 

au 

Bild 600. Aufstellungsvorgang beim Zweigelenkfachwerk. 

t, dann tritt zu dem yom Eigengewicht herriihrenden Xe = 8,76 t noch 
der Erwarmungsschub, der nach S. 330 den Wert 

X = 0,025.2032(t-to} =0111.(t-t)t 
w 454,6 ' 0 

annimmt. Da nun die Stabe 5 und 6 bei to die Stabkriifte je - 6,2 t 
erhalten solI en, werden sie bei der Temperatur t die Stabkrafte 

. + h'J + ( ) 2,5 8 5 =86 =-6,2 X w y;=-6,2 0,111 t-to 05= 
1 , 

= - 6,2 + 0,555 (t - to) t 

erhalten mussen. Diese Formel druckt also aus, mit welcher Vor
spannung die Stabe 5 und 6 bei der Temperatur t einzusetzen sind; 
Bild 601 zeigt den linearen VerIauf dieser Beziehung. 

Diese Vorspannung kann durch verschiedene technische Mittel 
hervorgebracht werden. Nach 
Aufbau des Dreigelenkfach
werks und Aufbringung des 
gesamten Eigengewichts wird 
der Abstand der Knoten
punkte b und c genau ge
messen und das Stabpaar 5 
und 6 urn den Betrag von 
zusammen 

8s 
L1s=2 EF 

f.l,it 

-s 

Bild 601. Beziehung zwischen Temperatur 
und Stabkraft 5 und 6. 

kiirzer oder Ianger als obige MeBstrecke gemacht, je nachdem 8 Zug 
oder Druck ist, was praktisch durch PaBbleche u. dgl. erreicht wird. 
Hierauf werden durch hydraulische Pressen oder ahnIiche Mittel die 
Punkte b und c soweit zusammen- oder auseinandergedriickt, daB das 
Stabpaar 5 und 6 nun paBt und verbolzt oder vernietet werden kann. 
Je nach Fall kann auch eine leicht berechenbare Erwarmung oder 
Abkiihlung der Einsatzstabe zum gleichen Ziele fUhren. Am be
quemsten ist natiirIich die Temperatur t = 21,1 0, da dann die Ein
satzstabe spannungslos eingefugt werden konnen. 
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Oft geht man auch in der Weise vor, daB man (urn bei obigem 
Beispiel zu bleiben), die Stiibe 5 und 6 bei to spannungslo'3 bzw. bei 
t mit der Stabkraft s = + 0,555 (t - to) t einsetzt. Das hat zur Folge, 
daB bei to aIle Stabspannungen bei alleiniger Eigengewichtswirkung 
genau denjenigen des Dreigelenkfachwerks entsprechen und daB das 
Fachwerk nur fiir die Nutzlast und die Temperaturanderung statisch 
unbestimmt ist. SchlieBlich lassen sich die Stabe 5 und 6 mit jeder 
beliebigen Stabkraft einsetzen, so daB unter Umstanden eine giinsti
gere Stabkraftverteilung in allen Stab en erzielt wird. In allen Fallen 
solI das Einfiigen der SchluBstabe erst dann erfolgen, wenn nach 
Aufbringung des gesamten Eigengewichts keine weiteren Senkungen 
oder sonstige Formanderungen mehr wahrgenommen werden, wenn sich 
also das Fachwerk "gesetzt" hat. 

V orstehende Verfahren bieten Gewahr fiir vollige Dbereinstimmung 
zwischen den wirklichen und den vorausberechneten Stabkraften bei 
jeder Belastung und Temperatur, was auf keine andere Weise er
reichbar ist. 

Ein praktisches Beispiel hierzu bietet die Aufstellung der Eisen
bahnbriicke iiber den Sambesi-FluB in Siidafrika. Diese von einer 
englischen Firma hergestellte Briicke hat bei 152 m Stiitzweite etwa 
die Form des oben behandelten Fachwerks. Eine eingehende Be
schreibung der Briicke und des Aufstellungsvorgangs findet sich in 
Z. V. d.I. 1905 S. 2089 bis 2097. 

Ein gleicher Vorgang bei der Zweigelenkbogenbriicke von 298 m 
Stiitzweite iiber das Hellgate bei New-York ist inZ.d.V.d.I.1916 
S. 401 bis 409 beschrieben. Das Einfiigen der SchluBstabe erfolgte 
nicht unter kiinstlicher Anspannung, die bei dem Riesenbauwerk kaum 
moglich gewesen ware, sondern es wurde diejenige Luftwarme abge
wartet, bei der die SchluBstabe unter Eigengewichtswirkung des Drei

gelenkfachwerks rechnerisch 
keine Stabkrafte erhielten, 
so daB diese Stabe dann 
spannungslos eingesetzt wer
den konnten. 

Ein weiteres Beispiel fiir 
statisch bestimmte Aufstel
lung bietet die bekannte 
Kaiser -Wilhelm -Briicke bei 
Miingsten und ist in Z. V. 
d. I. 1897 S. 1377 beschrie-

Bild 602. Aufstellung des Hauptbogens der 
Kaiser-Wilheim-Briicke bei Miingsten. 

ben. Zunachst wurde das in 
Bild 602 dargestellte Dreigelenkfachwerk mit freiem Vorbau von den 
Uferfundamenten aus unter Zuhilfenahme anschlieBender Briickenteile 
und Riickhalteseilen errichtet. Dann wurden die SchluBstabe a, be 
und d eingefiigt, die auch hier bei der damaligen Luftwarme span
nunglos eingesetzt werden konnten. Diese -SchluBiitiibe machen das 
Fachwerk zu einem beiderseits eingespannten, also dreifach statisch 
unbestimmten Bogen. 
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Die neue Kolner Rheinbriicke wurde schon auf S.264 genannt 
und . bildet eine Hangebriicke mit aufgehobenem Horizontalzug. Die 
dort gewahlte statisch bestimmte Aufstellungsweise ist in "Der Eisen
bau" 1913, S. 213 beschrieben. Der bei der fertigen Briicke durch
laufende Blechtrager enthielt zuerst drei Gelenke nach Bild 603, die 
das ganze Bauwerk statisch bestimmt machten. Erst nachdem das 
gesamte Eigengewicht aufgebracht war und sich keine Formande
rungen mehr zeigten, wurden die Blechtragerfugen an den Gelenken 
durch aufgenietete Laschen geschlossen, so daB von da ab das Bau
werk fUr die Nutzlast statisch unbestimmt wirkte. Der Temperatur
einfluB konnte dabei unbeachtet bleiben, denn wegen der nahezu 
gleichen Hohenlage der vier Auflager hat eine gleichmaBige Tempe
raturanderung aller Eisenteile keine Warmespannungen, sondern nur 
eine Langenanderung der ganzen Briicke zur Folge. 

Bild 603. Aufstellung der K6lner Rheinbriicke. 

Einen ganz ahnlichen V organg enthalt auch ein deutscher Vor
schlag fiir die geplante North-River-Briicke in New-York von rund 
1100 m Stiitzwerte, siehe "Die Bautechnik" 1925. 

H. Kritische Betrachtung anderer statisch 
un bestimmter Berechnungsverfahren. 

1m nachstehenden werden einige der bekannteren Berechnungs
verfahren mit den in diesem Buche dargelegten Verfahren verglichen 
und daraus weitere Folgerungen gezogen. 

Das Verfahren der starren Erganzungsstabe. Der beiderseits 
eingespannte Bogen von beliebiger Form und Belastung fiihrt durch 
Schnitt an beliebiger Stelle bekanntlich auf drei Gleichungen mit je 
drei Unbekannten; Symmetrie in Form und Belastung liefert Verein
fachungen. Denkt man sich nach Bild 604 an den Schnittstellen starre 
Stabe a und b angebracht und dadurch die Schnittstelle verlegt, dann 
laBt sich deren Lage so errechnen, daB in den drei Gleichungen je 
nur eine Unbekannte vorkommt. Die Lage dieser Schnittstelle ist 
nur von der Stab form und J -Verteilung, aber nicht von der Belastung 
abhangig; bei symmetrischer Bogenform liegt der Punkt auf der 
Symmetrielinie. Der V organg bezweckt somit nur eine Erleichterung 
bei Auflosung der Gleichungen. Das Verfahren kann in gleicher Weise 
auf geschlossene Steifrahmen und in erweiterter Form auf Mehrfach
rahmen angewendet werden. 

Unold, Statik f. Maschineningenieure. 22 
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Nun steht aber der Ersparnis an Rechenarbeit durch die verein
fachten Gleichungen die Berechnung der neuen Schnittpunktlage und 
die AufstelIung der weniger einfachen Belastungs- und Beiwerte 
gegeniiber; das ganze Verfahren entbehrt der Dbersichtlichkeit, und 
dieses in erh6htem MaBe bei Mehrfachrahmen, weshalb in diesem 
Buche kein Gebrauch davon gemacht wurde. 

Bild 604. Steifrahmenberechnung nach dem Verfahren der starren 
Erganzungsstabe. 

Der allmahIiche Abbau der statischen Unbestimmtheit. Das 
vorgelegte n-fach statisch unbestimmte System wird zunachst durch 
Wegnahme einer statischen Unbestimmtheit auf ein n -- I-fach statisch 
unbestimmtes System zuriickgefUhrt, dieses durch Wegnahme einer 
weiteren Unbestimmtheit auf ein n - 2-faches usw., bis das statisch 
bestimmte Grundsystem iibrigbleibt. Hierdurch gewinnt man eine 
Reihe von Beziehungen zwischen den gegebenen Daten und den statisch 
Unbestimmten, die auf dieselben Ausdriicke fUhren, die man als 
Zwischenrechnungen beim GauBschen Eliminationsverfahren erhalt. 

Verfasser vertritt indessen die Ansicht, daB die rein mechanische 
Benutzung der GauBschen Rechenvorschrift viel bequemer ist als 
das obige Verfahren, das wiederholt technische Denkarbeit erfordert. 
Denn jedes neuere Verfahren, das auf den Ersatz technischer Dber
legungen durch rein mechanische Rechnungen hinausliiuft, ist als Fort
schritt anzusprechen. Verfasser ist sich wohl bewuBt, daB darin eine 
gewisse Gefahr fiir Studierende liegt und daher soIl sich die Be
merkung iiber die mechanische Rechnung auch nur auf Berufsstatiker 
mit hinreichender Praxis beziehen. 

Das B. U.-Verfabren von L. Andree.' Der 1920 verstorbene Ver
fasser mehrerer Statikwerke hat sein Verfahren der Belastungs
Umordnung in Buchform 1) bekannt gegeben; es solI eine Verein
fachung der Elastizitatsgleichungen bezwecken. Das Verfahren findet 
Anwendung auf Systeme alIer Art, die in Form und Stabquerschnitt 
v611ige Symmetrie zeigen, aber unsymmetrisch belastet werden, was 
in praktischen Fallen meist zutrifft. Der Grundgedanke des Verfahrens 
besteht in der Wahl der statisch Unbestimmten und in mehrfacher 
Umstellung der Lasten derart, daB Elastizitatsgleichungen mit ge
ringerer Anzahl von Unbekannten gewonnen werden. 

1) Verlag R. Oldenbourg, Miinchen u. Berlin 1919. 
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Nun erreicht man dasselbe auch auf gewohnlichem Wege, wenn 
man nur die Wahl der statisch Unbestimmten passend trifft. Solche 
FaIle kamen in diesem Abschnitt mehrmals vor; beirn eingespannten 
Stab nach S. 152 kornmt man auf zwei GIeichungen mit je den Un
bekannten X und Z und auf eine GIeichung mit Y; ahnliches findet 
sich auf S. 159 und bei groBeren Gebilden auf S. 213. Dasselbe, aber 
auch nicht mehr, erreicht Andree mit seinem Verfahren. Trotzdem 
mag es in manchen Fallen :recht zweckmaBig sein, und das Andreesche 
Buch sei zur Durchsicht empfohlen, wenn auch einige Aufgaben darin 
nicht einwandfrei gelOst sind. So fiihrt der Kreisring, dessen einfache 
Berechnung Andree fUr unmoglich hielt, nach S. 165 auf bequeme 
geschlossene Ausdriicke. 

Naherungsverfahren. In der Praxis fehlt meist die Zeit zur ge
nauen Behandlung mehrfach statisch unbestimmter Gebilde, die man 
daher durch gewisse Annahmen, die den Grad der Unbestimmtheit 
herabsetzen, vereinfacht. Beim Biegestabgebilde werden Gelenke in 
den schwacheren und weniger wichtigen Stab en angenommen; in Fach
werken werden iiberzahlige Stabe vernachlassigt, sofern sie nicht schon 
durch Langlocher und Schrauben statt der Nieten spannungslos ge
macht werden konnen. So wird man im dreischiffigen Rahmenbinder 
nach Bild 605 in den Seitenschiffrahmen je 
drei Gelenke an den bezeichneten Stellen 
annehmen, wenn auch aIle Ecken in Wirk
lichkeit steif ausgebildet und die Stiele im 
Boden eingespannt sind. Auf diese Weise 
gewinnt man den eingespannten, also drei-
fach statisch unbestimmten Rahmen. In 
solchen Fallen wird man sich im iibrigen 
bemiihen, solche Stabstellen absichtlich weni
ger steif als sonst zu machen, was z. B. 

Bild 605. Annahme von sechs 
Gelenken im Steifrahmen 

zwecksNaherungsberechnung. 

durch Verschraubung an Stelle der Nietung erfolgen kann, wobei das 
unvermeidliche Spiel zwischen Schrauben und Lochern die erforderliche 
Gelenkwirkung einigermaBen hervorbringt. 

Von Bedeutung sind diese Naherungsverfahren namentlich bei Vor
anschlagen, bei denen sich eine genaue Berech
nung verbietet. Das Verfahren leistet dann gute 
Dienste, erfordert aber geiibte Statiker, die auf 
Grund ihrer Erfahrung die Zulassigkeit solcher 
Annahmen zu beurteilen wissen. 

An dieser Stelle mag noch hervorgehoben 
werden, daB im Eisenhochbau mit einfachen 
Mitteln eine gute Gelenkwirkung erzielt werden 
kann. Bild 606 zeigt ein neuerdings viel ge
brauchtes FuBgelenk fiir Zwei- oder Dreigelenk
binder. Solcha Ausfiihrungen sind billig und ver
meiden die teuren und dem Eisenbau wesens
fremden Stahlgelenkbolzen. Der Eisenhochbau 

BiId 606. FuBgelenk 
des Binders. 

22* 
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der neueren Zeit hat daher die Neigung, sich nach der statisch 
bestimmten Bauweise hin zu entwickeln, worauf namhafte GroBbauten 
der letzten Zeit deuten. 1m reinen Betonbau und im Eisenbetonbau 
hat man auch schon durch Einbau von Stahlgelenken klare statische 
Zustande zu gewinnen versucht; die Wirkung solcher Gelenke ist aber 
meist fraglich, da sich die schmalen Fugen, in denen die Gelenke 
sitzen, nachtraglich mit Zement, Sand u. dgl. fullen, wodurch die Ge
lenkwirkung groBtenteils verschwindet. Der heutige Eisenbetonbau 
arbeitet im allgemeinen mehr mit Steifrahmen als der reine Eisenbau 
und stellt daher in solchen Fragen an den Statiker besonders hohe 
Anforderungen. Daher sei an dieser Stelle der Eisenbaustatiker auf 
die Literatur der Eisenbetontechnik hingewiesen, die er, soweit es 
sich um rein statische Fragen handelt, fiir seine Zwecke vielfach 
nutzbringend venyenden kann. 

Der Modellversuch zur Rahmenberechnung. Der Grundgedanke 
besteht darin, ein verkleinertes Modell von verhaltnismaBig groBer 
Elastizitat herzustellen, es zu belasten und aus der leicht meBbaren 
Formanderung auf die Kraftewirkung und Beanspruchung am wirk
lichen Rahmen zu schIieBen. Dieser Gedanke stammt aus der ameri
kanischen Praxis, hatte aber anfangs keine Erfolge gezeitigt. Erst 
durch Obering. Rieckhof wurde das Verfahren in brauchbare Forpl 
gebracht und unter dem Namen Nupubest, d. h~ Nullpunkt-Be
stimmungs-Verfahren, bekannt gegeben. Das Modell besteht aus ge
raden dunnen und stark elastischen Stahlstaben, die durch Klemmen 
und Schrauben so miteinander verbunden werden, daB sie den Rahmen 
in verkleinerter Form wiedergeben. Ge]enke, Einspannung, Rollen
lager u. dgl. werden im Modell wirkungsgleich nachgebildet. Fur 
irgendwelche Belastung eines Rahmenstabes wird der entsprechende 
Modellstab durch eine Kraft belastet, deren GroBe beliebig ist, deren 
Richtung aber aus der wirklichen Belastung so errechnet werden 
kann, daB das Modell die wirkliche Formanderung ubertrieben wieder
gibt. Die sich kriimmenden Stabe werden auf einem unter dem 
Modell liegenden Zeichenblatt nacbgezeichnet, die Wendepunkte der 
elastischen Linien, das sind die Momenten-Nullpunkte, aufgesucht 
und damit wird das statisch unbestimmte System in Teilsysteme von 
je statischer Bestimmtheit zerlegt, die jeweils leicht zu behandeln sind. 

Naheres uber das Verfahren enthalt die Druckschrift der A.-G. 
fUr Baubedarf, Darmstadt, von der auch die Apparatur zu beziehen ist. 
Ein Auszug der Druckschrift findet sich in "Der Bauing." 1925 S. 260. 

Das Verfahren stellt zweifellos einen bedeutenden Fortschritt in 
der Rahmenberechnung dar, ist aber zunachst nur auf geradlinig 
begrenzte Rahmen anwendbar. Beachtenswert ist auch die in der
selben Druckschrift angegebene Benutzung der Apparatur zur so
fortigen Zeichnung der EinfluBIinie fur den durchlaufenden Trager. 
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