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Yorwort.

Die durch die technischen Anwendungen gestellten Probleme
der Elastizititstheorie und die im Anschluf daran entwickelten
Methoden zu ihrer Losung, deren systematische Behandlung zu den
Hauptaufgaben der modernen Forschung auf diesem Gebiete gehort,
sind heute vielfach noch nicht so bekannt, daf} ihre Ergebnisse in
die Praxis unmittelbar Eingang gefunden hitten. In der Erwartung,
daf} eine eingehendere Behandlung eines einzelnen dieser Probleme
nach verschiedenen neueren Methoden Interesse erwecken diirfte,
wurde das vorliegende Werkchen herausgegeben. Der Teil A ist
im wesentlichen ein erweiterter Abdruck einer in diesem Jahre (1912)
in der Zeitschrift ,,Armierter Beton‘* (Berlin, J. Springer) erschienenen
Arbeit. Der Teil B behandelt die graphischen Methoden armierter und
nicht armierter Behilter eingehender, als es gew6hnlich iiblich ist, und
sucht insbesondere die Schwierigkeiten klarzustellen, welche sich hier
darbieten. Es ist der Versuch gemacht, die Methoden und Formeln
theoretisch méglichst vollstandig zu entwickeln und sie bis zu der Grenze
zu fiithren, die die Praxis selbst derartigen Entwicklungen stellt. Wir
bitten die geehrten Fachgenossen, uns jhre Erfahrungen, die sie mit den
hier gegebenen Methoden machen, und ihre etwaigen Wiinsche bekannt-
zugeben, um das hier Begonnene in Zukunft noch weiter ausgestalten
zu konnen.

Im September 1912.
Poschl. v. Terzaghi.
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A. Analytische Methoden.
I. Einleitung.

Der ,,analytische Teil der vorliegenden Monographie stellt sich die
Aufgabe, einerseits einen Uberblick zu bieten iiber die Methoden,
welche bei der rechnerischen Untersuchung der Behilter nach dem
gegenwiirtigen Stand der Wissenschaft in Frage kommen, andererseits
eine Darstellung zu schaffen, welche unmittelbar fiir praktische Zwecke
geeignet ist. Nach den Fortschritten der letzten Jahre diirfte eine Be-
arbeitung der Methoden und Resultate, soweit sie fiir die technische
Praxis Bedeutung haben, auch im Interesse weiterer Untersuchungen
von Nutzen sein. Es ist aber nur ein kleiner Teil der vorhandenen
Arbeiten hier verwendet und demgemif Vollstindigkeit der Literatur-
angaben keineswegs angestrebt worden.

Die Gesetze, die wir der Beschreibung aller uns umgebenden
Erscheinungen zugrunde legen, sind Differentialgesetze, aus denen
durch den Proze der Integration die ,.endlichen‘* Vorginge abgeleitet
werden. So filhrt auch das vorliegende Problem auf die Integration
einer Differentialgleichung, die in irgendeiner Weise — analytisch
oder graphisch — geleistet werden muf.

Eine sehr vollstindige Wiedergabe der bisher erschienenen Arbeiten
auf diesem Gebiete bringt Band V des ,,Handbuches fiir Eisenbeton-
bau“, herausgegeben von Dr. F. von Emper ger, ,,Flissigkeitsbehilter ,
2. Aufl. 1910Y).

In den Abschnitten III und IV geben wir eine kurze Darstellung
der Losungen von H. Miiller - Breslau fiir konstante Wandstiirke
und der von H. ReifBiner fiir linear verinderliche Wandstirke, um im
Abschnitte V die vom Verfasser dieses ersten Teiles selbst ausgearbeitete
Methode von W. Ritz ausfiihrlich auseinanderzusetzen?).

') AuBerdem vergleiche man den Literaturbericht in Professor Dr. Ph.
Forchheimers Broschiire: ,,Die Berechnung ebener und gekriimmter Behilter-
boden*, 2. Aufl. 1909.

?) Siehe die Abhandlung des Verfassers im ,,Armierten Beton* (1912) und
beziiglich des Konvergenzbeweises auch Sitzungsberichte der Wiener Akademie
der Wissenschaften (1912).

Poschl u. Terzaghi. !



2 Einleitung.

Eine grofle Anzahl von Problemen der Mechanik und mathemati-
schen Physik hat némlich die ausgezeichnete Eigenschaft, daB sie aus
einem sog. Variationsproblem ableitbar sind, d. h. daB ihre Differential-
gleichungen die notwendigen Bedingungen dafiir sind, daB ein ge-
wisses bestimmtes Integral einen extremen Wert erhilt. Fiir die Inte-
gration der Differentialgleichungen eines Problems bedeutet es schon
an sich einen wesentlichen Vorteil, wenn man sie aus einem Variations-
problem ableiten kann.

Die Anwendung der Methode des nur allzu frith verstorbenen
Gottinger Physikers W. Ritz, die den Anforderungen an Einfachheit
und Strenge gleichzeitig im weitesten Ausmafle gerecht wird, und die
den wesentlichen Inhalt dieses ersten Teiles ausmacht, verwertet den
Umstand, daB ein Problem mit einem Variationsproblem zusammen-
hingt, in einer etwas anderen, sehr originellen Weise, welche in naher
Beziehung steht zu der in der technischen Literatur schon lange be-
kannten Behandlung statisch unbestimmter Systeme. Die hier er-
folgende ausfiihrliche Darstellung dieser Methode hat auch insbesondere
den Zweck, den Ingenieuren und Konstrukteuren an der Hand eines
wichtigen Problems die Anwendung eines fiir viele Probleme der
technischen Praxis besonders geeigneten Verfahrens zu empfehlen und
sie damit vertraut zu machen. Jedenfalls gestattet sie im vorliegenden
Falle, durch relativ einfache Mittel die Resultate mit einer Vollstindig-
keit darzustellen, wie sie sonst, soweit es iiberhaupt moglich, nur mit
dem groBten Aufwand an Rechenarbeit zu erreichen ist.

Durch diese Methode wird es vielleicht gelingen, die
elastischen Verhéaltnisse homogener Behilterwinde fiir be-
stimmte Normalquerschnitte ein fiir allemal festzulegen
und damit zuverlissige Konstruktionsgrundlagen zu
schaffen.

Als die wichtigsten Querschnitte, die fiir die Praxis in Betracht
kommen, werden behandelt: 1. Dreieck, 2.Rechteck, 3. Trapez, 4. Quer-
schnitt durch eine Parabel und eine Gerade begrenzt.

Dafl} nach den beziglichen Ansédtzen von W. Ritz auch eine sach-
gemafle Berechnung von Platten und Behalterboden auf Grund dieser
neuen Methode maglich ist, soll an einer anderen Stelle gezeigt werden.
Ein weiteres Anwendungsgebiet liegt in der Voraussetzung anderer
Verteilungsgesetze fiir die duBeren Krifte, wie sie sich z. B. bei den
Silos als notwendig erweist. Eine andere Gruppe von Aufgaben, deren
Erledigung ebenfalls durch diese Methode moglich wird, betrifft die
Untersuchung von Fundamentplatten auf nachgiebiger Unterlage,
die an einzelnen Stellen mit schwer belasteten Eisenbetonsiulen
beansprucht werden, u. dgl. m. Die Erledigung aller dieser Probleme
mull spiteren Unternehmungen anheimgestellt werden.
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II. Bezeichnungen. Differentialgleichung
des Problems.

Wir geben zunichst eine Zusammenstellung der im folgenden ver-
wendeten Bezeichnungen (siehe Fig. 1):
h = Hohe des Behilters in m;

x = Entfernung vom  oberen = —J, — i
Rande, nach unten positiv | [
gerechnet; | I 0
X . X
T I
u = Verschiebung in Richtung i .
der x; = {
w = radiale Verschiebung, nach L-Ju__.( R

aullen positiv gerechnet;
= Wandstiirke in der Tiefe x;
= Wandstirkeam oberenRande,
d. i fir x = £ = 0;
5, = Wandstiirke am Boden, d. i.
firx = h, £ = 1;
3y

3 58 b o
= - — = — — 4]
J =15 de= 15 Ju= 15 do g,.

beziiglichen  Tréagheitsmo-
mente entsprechend einem
Streifen von der Breite 1;

a = mittlerer Zylinderradius;
E = Elastizititsmodul;
m = Querkontraktionsverhéltnis, Fig. 1.

d.i. ¥y (Zement, Beton usw.)
bis 1; (Eisen) (Poisson und Wertheim);

S, = die Ringspannung, positiv als Zug, bezogen auf die Einheit
-der Hohe und die ganze Wandstirke;

Sy = die Normalspannung in Richtung der Erzeugenden, bezogen
auf 1 m Umfang und die ganze Wandstédrke. (Im vorliegenden
Falle ist 8, = 0.)

M, = das (ebenso bezogene) Biegungsmoment, das auf horizontale
Querschnittselemente positiv wirkt, wenn es einer nach innen
konve xen Kriimmung entspricht;

Qy = die zugehorige Querkraft;

v = das spezifische Gewicht der Bassinfillung (10%kg fiur Wasser).

Die erste und wichtigste Vereinfachung, die der Behandlung des

vorlicgenden Problems zugrunde liegt, ist die, dal hierfiir die Be-
1*



4 Bezeichnungen. Differentialgleichung des Problems

hélterwand als unendlich diinn angenommen werden darf. Diese
Annahme kommt darauf hinaus, daB man voraussetzt, die Resultante
aller Spannungen greife im Mittelpunkte des Querschnittes an. Der
dadurch begangene Fehler betragt fiir die Lage der Resultierenden bei
gemauerten oder gestampften Bassins, bei welchen die Wandstirke
1/, des Behilterradius betragt, 0,1 9% ; dagegen ist fiir dieses (groBe!)
Verhiltnis die Ringspannung am Innenrande etwa 10 9, groéBfer und
am Aullenrande ebensoviel kleiner als der unter der obigen Annahme
gerechnete Mittelwert, was man bei der Berechnung der Behilter
unter dieser vereinfachenden Annahme im Auge behalten mu8.

Wir setzen nun die Beh#lterwand als homogen, und als zweite
grundlegende Annahme die Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes voraus?).

Die Behdlterwand wird unten eingespannt angenommen, ihr oberer
Rand ist frei.

Betrachten wir ein Element der Behalterwand, das durch zwei
Meridianebenen und durch zwei Ebenen senkrecht zur Achse der Wand
herausgeschnitten wird.

Die Dehnungen in Richtung der x- Achse bzw. des Radius sind dann?):

c =_(}1_1_ =27r(a.—|—w)-—21ra=1 1)
! dx * 2 27na a
und die entsprechenden Spannungen
S=i8—(s +me,), S =L(s +meg). 2
X 1 —m? 1 2/ ¢ 1 — m? 2 1/ -

Die Kriimmung der urspriinglich in der x-Achse liegenden Er-
zeugenden ist:

d?w
T dx?
Ihr entspricht das Biegungsmoment (1 — m? im Nenner wegen der be-
hinderten Querdehnung):

k = (angendhert) . . . . . 3)

EJ dzw E 8 dzw
My = (1—m?) dx2  12(1—m? dx2 4)
und die Querkraft:
dM;
Qx = dx . . . . . . . . 5)

AuBer diesen Forminderungs- und Spannungskomponenten sind
alle anderen gleich Null.

1) Analytische Untersuchungen unter Ausschlufl des Hookeschen Gesetzes:
liegen nur in sehr kleiner Zahl vor, es fiihrt dieser zu auBerordentlichen Kompli-
kationen. Wegen des Niaherungscharakters der dadurch erzwungenen Verein-
fachung ist eine zu weit getricbene Genauigkeit in den darauf gegriindeten Rech-
nungen illusorisch.

?) Da nur Ableitungen nach x (bzw. &) auftreten, so setzen wir iiber-
all die Zeichen fiir die totalen Differentialquotienten (gerade d).
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Die Gleichgewichtsbedingungen in Zylinderkoordinaten lauten nun,
wenn man annimmt, daB Eigengewicht und Auflast getrennt beriick-
sichtigt sind :

Krifte in Richtung x: %— =0 l
. .. . . . 6
e 99 8 ‘ )

2] 3 i) . dX a Y ]

Mit Hilfe der Gleichungen 2), 4) und 5) erhidlt man nun daraus
die folgenden:

Se=0dh B ym. Y —o. ... .7
dx a
und
d2 [ d2w)  12(1—m?) 12(1—m?) -y
2 (s3 Sew = A
dxz( dx2>+ a? 8w E x . 8
Setzt man nun zur Abkiirzung
X
_12h*(1—m?®) | 12h5(1—m?).y
k = BT E— 1= B 10)
so wird 8) einfacher
d?2 dzw
Rl Y S 1 —
da2<8 d£2)+k8w 16 =0 . . . . 11)

Die Gleichung 11) ist die Differentialgleichung vierter Ordnung fiir
die unbekannte Funktion w, von deren Integration die Losung des
Problems abhingt ; die Gleichung 7) liefert dann u durch eine Quadratur.

Damit eine dieser Differentialgleichung geniigende Funktion w
eine Losung des Problems sein konne, muf} sie folgende Grenzbe-
dingungen erfilllen. Es muf fir

dw
E=1,W—O,¥——O(bzw.=c) a)
(eingespanntes Ende)
E=O:MX=O:QX=O . . . 12)
(freies Ende)
d2w d dzw
3 - Bl ¥ =
d. h. 3 g o0, & (8 dz? ) 0 b)

Wenn ein Anhaltspunkt fir die GroBe der Nachgiebigkeit der
Einspannung der Behidlterwand am unteren Ende gegeben ist (unvoll-
stindige Einspannung), so fiihrt die unten erliuterte Methode von
Ritz auch in diesem Falle zu einer brauchbaren Losung ; darauf bezieht
sich das (bzw. ¢) der ersten Grenzbedingung.



6 Losung von H. Miiller-Breslau fiir rechteckigen Querschnitt.

III. Lésung von H. Miiller-Breslau fiir recht-
eckigen Querschnitt.

Die von Miiller - Breslau gegebene Losung ist im zweiten Teile

(B) dieser Schrift ausfithrlich tabellarisch durchgefithrt, weshalb hier
nur die Hauptgleichung abgeleitet werden moge?).

Setzt man
=293, =const . ... .. A k|
und mit Benutzung von 10)
k 1
* e M T b )
so reduziert sich 11) auf die einfache Gleichung
dtw
IR +xw=2AE. . . . . . . 1b)
Durch die Substitution
w:ig—l—v. . )]
P
wird 15) noch einfacher:
dtv
da4+xv=0. B V)]
Diese Gleichung wird durch den Ansatz v = e integriert und
gibt fur A die Bedingungsgleichung
Mt+x=20

mit den vier Wurzeln:
47— a
Mnse= (k1) =n (1D, n= a
Damit erhilt man das ,,allgemeine Integral® von 15) in der Form

w = -}E + acosnf Gofnf + bsinn € Cofnk

18)

19)
+ccosnéGinng + dsinnf Ginn
worin a, b, ¢, d die Integrationskonstanten sind.
Die Grenzbedingungen lauten hier einfach
= 1: =w =0
3 w w } 20)
E=0: w'=w"'"=0
und demgemaf erhalten die Konstanten die Werte:
o — L'sinnGnin—l— cosn@inn—2ncosnCofn
o n (cos?2n + Gof2 n)
21)

%
L.n(cosnéinn—sinn(soin)—cosn@oin d— O‘
% n (cos?2n + Gof2 n) T

1} Wir folgen hier der von H. ReiBner gegebenen Darstellung.



Methode von H. Reillner fiir linear veriinderliche Wandstéirke. 7

Eiserne Behilter werden meist in einzelne Teile, Bahnen, mit ver-
schiedenen und zwar nach unten zunehmenden Wandstirken unter-
teilt. Fiir jeden solchen Teil gilt die durch 19) definierte Losung, wobei
aber §, fiir die verschiedenen Bahnen verschiedene Werte erhilt; die
Integrationskonstanten von 19) sind fiir jeden solchen Teil durch die
Randbedingungen bzw. Stetigkeitsbedingungen an der Ubergangs-
stelle (StoBstelle) bestimmt. Die Stetigkeit verlangt, dafl an diesen
Ubergangsstellen, an denen zwei Bahnen aneinanderstoBen, die GroBen

dw dzw d3w
Vo gE 33“&“&—2 (~ M), 3 dEs (~ Qg

dieselben Werte behalten. Diese Bedingungen geben vier Gleichungen
zwischen den acht Konstanten zweier aufeinanderfolgender Platten
mittels welcher sich die vier Konstanten einer Platte durch die vier
Konstanten der folgenden ausdriicken. Durch Festlegung von zu-
sammen vier Konstanten am oberen und unteren Rande, zum Beispiel
durch die oben festgelegten Randbedingungen 20) sind dann alle Kon-
stanten fiir alle Bahnen bestimmt.

Da eine eingehende Wiedergabe der hierzu erforderlichen Rechnungen
den hier zur Verfiigung stehenden Raum iiberschreiten wirde, so be-
gniigen wir uns damit, auf die Abhandlung von Professor C. Runge:
,,Uber die Forminderung eines zylindrischen Wasserbehilters durch
den Wasserdruck*‘, in der Zeitschr. fiir Mathematik und Physik, 51.Band
(1904) Seite 254 ff. zu verweisen, wo man diese Rechnungen tibersichtlich
durchgefiihrt findet.

IV. Methode von H. Reifiner
fiir linear verinderliche Wandstirke.

H. ReiBBner hat im 7. Jahrgange (1908) der Zeitschrift ,,Beton
und Eisen*, Seite 150 ff. die folgende Auflosung der Behilterproblems
fiir linear veranderliche Wandstiirke verdffentlicht und speziell fiir den
Dreiecksquerschnitt ausfithrliche numerische Resultate angegeben.

Durch den fiir eine lineare Veranderlichkeit geltenden Ansatz

S=38,.5. . . ... ... . .21y
erhiilt die Gleichung 11) mit Benutzung der Gleichungen 14) die folgende
Gestalt:

dz [, az
@(3d€?)+xaw—)\£=0 ... . 23)

Eine ganz idhnliche Differentialgleichung vierter Ordnung hat
Kirchhoff in seiner Abhandlung: ,,Uber die Transversalschwingungen
eines Stabes von verinderlichem Querschnitt (Monatsberichte der
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1879, und ,,Gesammelte



8 Methode von H. Reiflner fiir linear verdnderliche Wandstéirke,

Abhandlungen®, Seite 339 ff.) bei einem anderen Problem in sehr ge-
schickter Weise in zwei Gleichungen niedrigerer Ordnung zerlegt,
und mit Hilfe von Besselschen Funktionen integriert; da aber die
Vorzeichenverschiedenheit eines Gliedes zu Bessclschen Funktionen
komplexen Arguments und héherer Ordnung fiihrt, fiir die keine Tabellen
bestehen, so integriert ReiBner die Differentialgleichungen 23) nach
einer Methode aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit
Hilfe zweier sehr gut konvergierender Reihen.
Setzt man zunichst
A

W=v+—.......24)
3
so wird die Gleichung 23) einfacher
dz dzv
— (g3 =" =
dE'“’(E d€2)+xﬁv o . . . . . 25
Zur Integration dieser Gleichung verwendet man den Ansatz:
n= o
v= X A;ETR 00 0 26
n=20

worin die ganze Zahl p durch die Methode selbst bestimmt wird.
Damit némlich der erste Koeffizient A, dieser Entwicklung nicht

verschwinde — was das Verschwinden aller folgenden bedeuten
wiirde —, muB p folgender Gleichung geniigen:
(Koeffizient von &™) : p2 (p—1)(p+ 1) =0 . 27)

und nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten findet man die
folgenden Koeffizienten in der Form:

A=Ay =Aj=.... A4, =0
A, = — : "4,
P+lHE+2@m+3
%2 28)
B I Y R Yy Ty Y
x3
B T I ey T L

Die Werte p — 0 und p = 1 ergeben unmittelbar zwei von ein-
ander unabhéngige partikulire Integrale, wihrend die anderen Wurzeln
P =0und p = — 1 versagen. Aus der Theorie der linearen Differential-
gleichungen kann man fir diese Fille die fehlenden zwei partikuliren
Integrale entnehmen, die mit dem Faktor log ¢ als Faktor behaftet
sind.

In dem vorliegenden Falle, wo die singulire Stelle £ = 0 mit zum
betrachteten Grebiet gehort, missen die beiden Konstanten, mit denen
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die letztgenannten Integrale multipliziert sind, verschwinden, damit
fir diesen Punkt v (und w) nicht unendlich gro8 wird.

Tatséchlich sind wegen 3, = 0 die Grenzbedingungen (12b) am
oberen Rande & = 0 von selbst erfiillt, so daB zur Bestimmung der beiden
iibrighleibenden Integrationskonstanten A, und A,’, wie wir sie nennen
wollen, die den beiden partikuliren Integralen p = 0 und p = 1 ent-
sprechen, die Bedingungen (12a)

dw
E=1 w= d?‘,_o' .. . . . 12a)
geniigen.

Das vollstiindige Integral der Differentialgleichung 23) ergibt sich

daher zu

A
W=7+A0'W1—|—A0"W2 e s e 29)
wo
xE2 x2E 3£
W= 1—2 5T 61qr T
2! 3! 4! 5! ' 30)

2w EE  2y2EY 2 y3ES
Vs = E<1* 314l T Hrer  qier T
Um A, und A, zu berechnen, setzt man nach 29) fiir

£ = 1:w=w’:0<w’=%§>
und erhilt:
Agwy, + Afwy = ——,

Agw + A/ wy =0

’
A W,
AO = — ’ ’
X | WpWo — W Wy J5=1

woraus folgt

31)
AO'=L[ IWII /] J
pa Wi Wy — Wy Wy E=1
Es ist dabei also:
, 2 x 4 »* 6 %3
W= — oz T s et T I 32)
, 3.2% 5.2y 7-243
v = l—— T e s T

Fir das ganze elastische Verhalten des Behilters ist nur die GroBe
_ 12h* (1 — m?)
=i
maBgebend: alle Behidlter mit demsclben x sind elastisch
aquivalent.



10 Methode des Verfassers nach W. Ritz.

Nach dieser Methode ist durch die Gleichung 29) [mit 30), 31),
32)] die Forménderung des Behilters dargestellt.

Wenn der Nullpunkt (3, = 0), wie beim trapezférmigen Querschnitt,
nicht im Koordinatenanfangspunkt liegt, so treten zu der allgemeinen
Losung noch die zwei erwdhnten logarithmischen Integrale hinzu, so
dafl diese Methode auch fiir trapezformige Querschnitte brauchbar wird;
die Erweiterung auf diesen Fall wurde von H. Reifner nicht weiter
ausgefithrt; es dirfte auch die Bestimmung der Konstanten A; er-
heblich komplizierter werden.

Nach Erorterung dieser Methode, die von allen bisher bekannten
die exakteste ist, gehen wir zur eingehenden Besprechung der vom
Verfasser selbst durchgearbeiteten Methode iiber, welche fiir Quer-
schnitte von fast beliebiger Form anwendbar ist.

V. Methode des Verfassers nach W. Ritz.

Die Anwendbarkeit der Methode von W. Ritz beruht darauf,
dafl das Problem der Ermittlung der Spannungsverteilung und Form-
dnderungen in zylindrischen Behélterwinden als Minimalproblem eines
bestimmten Integrals aufgefalit werden kann; und zwar stellt das Integral
die Forménderungsarbeit des deformierten Systems und das ent-
sprechende Variationsproblem das sogenannte Prinzip der kleinsten
Forminderungsarbeit dar.

1. Aufstellang des Problems
als Variationsproblem nach dem Prinzip
der kleinsten Forménderungsarbeit.

Es handelt sich also zunichst darum, den Ausdruck fiir die Form-
inderungsarbeit der als homogen vorausgesetzten Behilterwand mit
beliebig verdnderlichem Querschnitt aufzustellen, wobei wie bisher an
der Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes festgehalten wird; da wir den
Behilter mit Flissigkeit gefiillt betrachten, so haben wir auch die Arbeit
des Fliussigkeitsdruckes (als duBere Kraft) einzubeziehen. Die Be-
hilterwand wird unten eingespannt angenommen, ihr oberer Rand ist frei.

Die gesamte Forménderungsarbeit eines Streifens von der Breite 1
setzt sich zusammen:

1. aus der Arbeit der Biegung (fiir ein Element von der Linge dx:

1 M,?
dA, = S BT T 1w dx
wegen der behinderten Querdehnung),
. aus der Arbeit der Dehnung,
3. aus der Arbeit der #uBeren Kraft, die der Tiefe x an jeder Stelle
proportional ist.

[N
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Es ist also der folgende Ausdruck zu einem Minimum zu machen:

h

1 M,2 1

A :5[7ﬁ+?E8-522—wa]dX:Min. 33)
—mﬂ

0
Wenn wir die obigen Werte einsetzen, so erhalten wir (bis auf einen

unwesentlichen Faktor):

h .
NI SR
0

dx? 2 a?
J— 2
——Mz-x-w]dx - 3
E
Setzen wir nun wie frither zur Abkirzung
E=— 9)
e
und
_12h* (1 —m? 12k (1 —m?¥y
k = = . 1= . .. 10)
so erhalten wir (bis auf einen unwesentlichen Faktor)
1
1 dzwi? 1
A= \l=93(EY) L S ke5. w2 — o
[28<d£2>+2k8 w lé’:’,w]di 35)

o

An diesen Ausdruck werden wir alle folgenden Entwicklungen
ankniipfen. Die unbekannte Funktion w = w (&) ist so zu be-
stimmen, daB A einen kleinsten Wert enthalt.

2. Zusammenhang der Differentialgleichung
mit dem Variationsproblem.

Die erste notwendige Bedingung (d. i. die einzige, die hier in Be-

tracht kommt) fiir das Minimum des Integrales
2

2
J:(F(dw vd-w—,w,x)dx,. . . . 36)

dx? ’ dw
1
worin F eine bekannte Funktion seiner Argumente darstellt, besteht,

wie die Variationsrechnung lehrt, in dem Verschwinden der Lagrange-

schen Ableitung
dz [ 3F d [ dF dF
@(aw")—agkaw»)+w =0. . . .3

(w’ = dTg— usw.), welche Gleichung als Differentialgleichung fiir die

unhekannte Funktion w zu betrachten ist.
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Man erhélt die Bedingung dafiir, daf ein bestimmtes Integral J
ein Minimum ist, durch den folgenden Weg, der von Lagrange her-
rithrt, und dessen sinngeméfie Anwendung in allen vorkommenden Fillen
(wie z. B. bei mehrfachen Integralen oder mehreren unbekannten
Funktionen usw.) zum Ziele fithrt; die Lagrangesche SchluBweise
reduziert das Variationsproblem J = min. auf ein gewdhnliches Maxi-
mum-Minimum-Problem.

Der Gedankengang ist der folgende : Man denke sich; die unbekannte
Funktion sei gefunden, sie sei w = w (x). Soll das Integral J fiir diese
Funktion einen extremen Wert erhalten, so mufl dieser Wert fiir die
»Umgebung** der durch w = w (x) definierten Kurve stationér sein.
Damit ist folgendes gemeint: Betrachtenwir eine zu w (x) benachbarte

Kurve
" W=wx +ec-n(x). . 38

die man als Variation der urspriing-
lichen bezeichnet; darin bedeute v (x)
eine Funktion, die nur den Bedingun-
gen genigt, daBl sie im Anfangs- und
Endpunkte von w in Ordinate und
¢ Tangente mit w iibereinstimmt (siehe
Fig. 2), in Zeichen:
N()=n@2)=7'"1)=7(2)=0 . 39)
im ibrigen aber vollstindig willkiirlich ist. & bedeutet eine kleine
Konstante, die die Kurven W auf eine gewisse Nachbarschaft der Kurve
w einschriankt.
Setzen wir nun diese Funktion W in das Integral J ein und betrachten
wir den Wert dieses Integrals in seiner Abhingigkeit von der Gréfe e,

so schreiben wir
2

J (¢) =SF “4en, w+ten,wten x)dx. . 40)

1

Fig. 2.

Die Funktion W geht fir ¢ =0 in w iber, und fiir € = 0 soll
gleichzeitig das Integral J (¢) einen extremen Wert erhalten oder
stationdr sein. Das heiit aber, da die Ableitung von J (¢) nach
e fiir e = 0 verschwinden mufl. Wir schreiben dies in der Form:

2
dJ OF dF dF
(de)__0—0=5(7] 3w T e T oy )dx . 41)

1

Nun werden die Integrale iiber die beiden ersten dieser Summanden
durch partielle Integration umgeformt; es ist
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2
) OF 12 d [ OF
SVI ow’ dx ["l 3w’]1_.§ng<8w’>dx

I

1 1
2 2

,OF [ dF d [ 9F\]? d: [ dF
fﬁ B IX = [’1 —awf']l—[n dx(%w”)]l +5*1 @(&7)""
1 1

und da wegen der Bedingungen, die wir der Funktion v auferlegt haben,
alle auBerhalb der Integrale stehenden Glieder verschwinden, so bleibt
nur ibrig:

2
dJ dz [ dF d [ dF OF
<¥)€=0 o f") [dx2 (8\&"’) —E( i")w’> + W] dx =0 . 42)

1
Da nun v eine ganz willkiirliche Funktion ist, so kann diese Bedin-
gung (i.a.) nur dann erfillt seien, wenn der Ausdruck in der eckigen
Klammer verschwindet, wodurch die Lagrangesche Differential-
gleichung 37) gewonnen ist.
Wir bekommen demgemil als Differentialgleichung fiir das durch
A = min. gegebene Variationsproblem 35)
2 2
di&<astaf>+k-8-w—1z -0 . . . . 11
welche Gleichung von Reifiner (siehe Abschnitt IV.) direkt abgeleitet
und fiir den Fall linear verdnderlicher Wandstérke nach allgemeinen
Methoden aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit
nicht konstanten Koeffizienten gelost wurde.

3. Erklirung der Methode von W. Ritz.

Zur niherungsweisen Auflosung dieses Problems soll nun, wie
gesagt, die Methode von W. Ritz verwendet werden, die sich kurz so
darstellen 1i8t : wir approximieren die gesuchte Losung durch eine Reihe
von Polynomen P, durch einen Ansatz von der Form:

wy=a, Py +a, P+ . ... 4+a,P ... . 43

wobei die Polynome so gewihlt sind, dafl sie einzeln die durch 12)
gegebenen Randbedingungen befriedigen. Dann setzen wir w, fir
die gesuchte Losung w in den Ausdruck 35) fiir die Forménderungs-
arbeit A und bestimmen die Koeffizienten a;, a, . . . a5 so, dafl A,
worin nun die Integrationen ausgefithrt werden koénnen, und welches
durch die Substitution eine nicht homogene quadratische Funktion
dera,,a,, . . . ay, wird, einen extremen Wert erhilt, d. h.,da wir dadurch
ein gewohnliches Extremalproblem erhalten haben, so, daB3
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24 =0 24 =0 oA =
da, 7 Da, T Bay
Man erhilt so fiir jede Annaherungsfunktion w ein System von
gewohnlichen (nicht homogenen) linearen Gleichungen, deren Deter-
minante nicht verschwindet. Denn setzt man (nach Ritz)

0. . . . 44

1
Xpq = %qp = S[SS'PD”‘PQH + k- 3- Py Pqldg,
0

1
oy = ISE P, dk,
0
so lautet das Gleichungssystem 44) einfach

n
Mopatp =oq (@ =1,2...n) . . . . 45)
=1
Die Losung von 44) und 45) ist immer moglich und eindeutig,
weil die quadratische Form

1
1

2 Opq* 8paq = —2—5‘[83 wn”? + k-5 wy2] d&

p.q N

stets positiv ist und nur fir w, = 0 verschwindet.

Die Auflésung der Gleichungen 44) [bzw. 45)] liefert die Koeffizienten
a, & . . . a, firdie Funktion w, ; man erhalt natiirlich fir jedes n andere
Koeffizienten a, , die ihrerseits gegen bestimmteGrenzwerte konvergieren.

Die Methode gilt — allgemein — fiir alle Probleme, die aus einem
Variationsproblem ableitbar sind (wozu insbesondere fast alle in der
Technik vorkommenden Gleichgewichtsaufgaben gehoren), wenn auch
ihre allgemeine Zulissigkeit von Bedingungen abhidngt, die heute noch
nicht vollkommen angefithrt werden kénnen, und auch in den meisten
Fillen die vollstindigen Konvergenzbeweise nicht zu erbringen sind.

Die Methode liefert um so rascher brauchbare Werte, je besser
man die Funktionen P; (die i. a. natiirlich durchaus nicht Polynome sein
miissen) gewéahlt hat. Praktisch kommt es natiirlich auch auf die GroBe der
Rechenarbeit an, die ihre Einfithrung mit sich bringt. Fiir das gegebene
Problem diirften sichaberdiegewiihlten,nach Polynomen fortschreitenden
Reihen wohl am besten eignen. Es handelt sich dabei nicht allein um
die Bestimmung der Forminderung w = w (), sondern insbesondere
auch um die Bestimmung der Biegungsmomente M, die im wesent-

2

lichen durch die zweiten Differentialquotienten d gegeben sind.

dg?
Es ist nun eine Eigenschaft solcher (interpolarischer) Anniherungs-
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funktionen w,, dafj sie i. a. bei beliebig oft wiederholter Differentiation
nicht brauchbar bleiben, so daB besondere Bedingungen erfullt sein
miissen, wenn auch der zweite oder ein hoherer Differentialquotient
noch eine richtige Darstellung liefern soll. Allein man kann, wenn man
sich auf nicht zu groBe Werte von % (s. unten) beschrinkt, durch Stei-
gerung der Zahl der Annéherungen (es geniigen auch hierbei meist 3)
auch fiir die Momente brauchbare Werte erhalten.

Aus der Form der Bedingungsgleichungen 44), welche die Koeffi-
zienten in der Entwicklung 43) definieren, erhellt sofort, daf die Methode
in enger Beziehung steht mit der Behandlung statisch unbestimmter
Systeme, wie sie durch O. Mohr begriindet, seit langem in der Statik
der Baukonstruktionen allgemein angewendet wird. Die Koeffizienten
aq, 8y, . . . sind nichts anderes als im gewissen Sinne verallgemeinerte
statisch unbestimmbare Grofen: bei den unendlich vielfach statisch
unbestimmten Systemen gibt es eben unendlich viele solcher Grofen
ay, &y, . . .,die zur Kennzeichnung der resultierenden Forménderung not-
wendig sind. Die dadurch gegebenen eigentiimlichen Beziehungen mit
bekannten Resultaten, auf die hier nur verwiesen werden kann, werden
vom Verfasser an anderer Stelle ausfithrlich dargelegt werden.

4. Uber das Prinzip
der Kkleinsten Formiinderungsarbeit.

Was nun das Prinzip der kleinsten Forménderungsarbeit
selbst anlangt, das wir hier zugrunde gelegt haben, so liegen dafiir
mehrere Beweise vor und Versuche, um seinen Inhalt vollkommen
klarzustellen. Einen allgemeinen Beweis von grofler Einfachheit pflegt
Herr Professor Dr. Ph. Forchheimer seit Jahren in seinen Vorlesungen
zu geben, den ich mit seiner freundlichen Erlaubnis hier mitteilen
mochtel).

Wenn das Superpositionsgesetz gilt (was ausdriicklich zu betonen
ist), so ist die Senkung eines elastischen Systems unter gegebenen
Lasten unabhiingig von dem urspriinglichen Zustande des Systems.
Da nun, wenn man Lasten aufbringt, die Arbeit der sinkenden Lasten
gleich sein muB der hinzukommenden Arbeit der hierbei entstehenden
inneren Krifte, und da die Senkungen, wie gesagt, unabhingig von
den urspriinglichen inneren Kriiften sind, folgt weiter, da dann die

) Man vergleiche: J. Weingarten, Archiv fiir Math., 3. Reihe, 2. Band
(1902); Frinkel, Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver., Hannover (1882); Mohr,
Wochenblatt f. Arch. u. Ing. (1883); s. auch Mehrtens, ,,Vorlesungen®, III. Bd.,
S. 235ff. Beziiglich der Montagespannungen vergleiche auch eine vor kurzen
erschienene interessante Arbeit von P. Franck, Monatshefte fiir Math. u.
Phys. (1912).
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,sLastsenkungsarbeit’ selbst von dem urspriinglichen Zustande
unabhéngig ist. Auler der Lastsenkungsarbeit ist im System jene Arbeit
enthalten, welche beim ,,Montieren“ des Systems von den Arbeitern
verrichtet werden muBte, weil die Glieder nicht genau in den richtigen
Dimensionen hergestellt werden konnten. Diese ,,Montagearbeit*
kann iibrigens auch in einem urspriinglich spannungslosen und tempe-
raturgleichen System durch ungleiche Erwérmung der einzelnen System-
teile nachtriglich erzeugt werden.

Die Gesamtarbeit im System ist nach dem Gesagten gleich der
Montagearbeit plus der fiir die gegebenen Lasten konstanten Last-
senkungsarbeit. Von den unendlich vielen moglichen Spannungs-
verteilungen entspricht also bei gleichférmiger Temperatur diejenige
dem urspriinglich spannungslosen Zustand, bei welcher die Montage-
arbeit (die nicht negativ sein kann) so klein als moglich, d. h. Null war,
oder die Forméinderungsarbeit ein Minimum ist; unter Formanderungs-
arbeit ist dabei die Summe der Arbeiten verstanden, die dazu not-
wendig waren, die einzelnen Systemglieder aus dem spannungslosen in
jenen Zustand zu bringen, den sie im belasteten System haben.

5. Behiilterwand mit Dreiecksquerschnitt.

Fiir die Behilterwand mit Dreiecksquerschnitt machen wir den
Ansatz:
3=38,-£ .. .. ... ... 2]
Setzen wir dann noch wie frither
k 12h'(1—m? l

t= 5 e 28 2

du a?dy, 14)
L1 _ 12hd—myy ’
T E §,° ’

so nimmt der Ausdruck 35) fiir A (bis auf einen unwesentlichen Faktor)
die einfachere Form an:

1

1 dzw)\? .

Azj‘[?a:,(di‘:) +—}2£—£w2—)\£w]d£=Mln. . 46)
0

Wir approximieren die gesuchte Losung
w=w ()
durch den unmittelbar sich darbietenden Ansatz
Wo=(E—12(a, +ay a2+ ...+, &) . . 47

von welchem jedes Glied einzeln die beiden ersten der Grenzbedingungen
12) erfiillt, wiithrend den beiden andern Bedingungen wegen 3, =0
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identisch geniigt wird. Die Koeffizienten a,, a5 . . . a, sind dann durch
die in Abschnitt 3 angegebene Methode von W. Ritz zu bestimmen;;
wir wollen das erstemal den Gang der Rechnung ausfithrlicher durch-
fithren, damit wir uns bei den Wiederholungen ganz kurz fassen kénnen.
Es kommen dabei gewisse bestimmte Integrale vor, die alle durch
folgende allgemeine Formel erledigt werden:
1

Jnn = (€ —1paz = m! (1) 13)
e m+1)@n+2)..n+m-+1)
0
Insbesondere ist
1 1 1 1
Jog = 3 Ji2 = 13 Jop = 30 J32 = 60> UV l
48’
R S L S o
00 = 5 e = g Jaa = a0 Jaa = oon usw.
Als 1. Annédherung nehmen wir
wy=a,E—D12. . . ... ... 49)

und bilden
wy'=2a,(§—1),w,” = 2a,.
Dies setzen wir in den Ausdruck 46) ein und erhalten mit Be-
nutzung von 48) (wenn wir den Wert, den A durch Einsetzen der
i-ten Anndherung annimmt, mit A; bezeichnen)

_ 3 R 1.
A = 9 (1—{- 30) Aa, 155
wir bilden nun
9A, % A
da, al( t 30) 12’
woraus vlgt
5
=M e
und weiter
Wi 5% e g
A 604}—214(E D%,

was allerdings noch Fehler enthalten wiirde, die im Maximum fir
%*x=10: 8 9% und fiir x = 100 noch viel mehr betragen wiirden. Die
Fehler sind bei der 1. Annéherung relativ groB, weil durch die Wahl
von 49) iber die Form der elastischen Linie der gedehnten Behilter-
wand eine viel zu spezielle Annahme getroffen wird; tatsichlich unter-
scheidet sich die durch 49) dargestellte Parabel besonders fiir groBere
Werte von x betrichtlich von den sich wirklich ergebenden Formen.
Péschl u. Terzaghi. 2
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Weit bessere Ergebnisse erhalten wir schon durch die 2. An-
ndherung:

Wy = (E—1)%(a; +a, &),

wobei also

Wy = (E—1)(2a;,—a, + 32,8,

wy ' =2(@;—2a,+32a,8) . ... . ... 50
dann geht A nach 46) tiber in

1 % 2 %
%“Eﬁﬁ+%ww%&+mﬁ
1
Fac(g o) (T + 5

Durch partielle Differentiation nach a; und a, erhalten wirdann
nach 44) die folgenden beiden linearen Gleichungen alsBestimmungs-
gleichungen fiir die Koeffizienten a, a,:

% 2 % A
a1<1+ 30)+a2<3+105>:T§’l -
2 % 2 % A
%&+iﬁ+%&+w)_%J
deren Auflosung liefert:
A,- % = 0,02 — 0,(4)1984 xl),]
52)
A2-a72 — 0,(3)31746 x, ‘

wobei
A, = 0,24 4 0,(2)92857 x + 0,(4)283447 2.
In diesem Falle ist der Fehler in w fiir x = 10 etwa 24 9, fur
x = 100 : 1,9 %, die Werte sind also bereits sehr brauchbar (verglichen
mit den Resultaten von H. ReiBner a.a. 0.).
Aus diesen Formeln folgt z. B. fiir:

&y E:
= - = —= = 0,00946
» =10, —L =005, - , ,
x = 100, — 0,0124, = 00218,
3. Annédherung:
we=(E—D1)2(a; +a,% +agEY). . . .. .. 53)

und

Wy =285 (E—1)2 + 4 (a; + 285 8) (E—1) + 2 (& + 82§ + 8, £7) . 53)

1) Durch (n) deuten wir an, daB hinter dem Dezimalkomma vor der crsten
Ziffer n Nullen stehen.
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oder, welche Form fiir die Ausrechnung der Biegungsmomente ge-
eigneter ist:
Wy’ =2(a; + ay +ag) +6a, (E—1) + 122, (E—1) 537

In diesem Falle erhalten wir die linearen Gleichungen:
% 2 % 1 % 1
a‘(l * 30 ) +a2(?+ 105>J”‘3<FJr 280> TR
2 % 2 % 2 % 1
“1<5 + 105) +a2(€ t 280) +a3<7+ 630> =g0h( %Y

1 pla 2 bl 9 % 1
< - I o o~ :_)\
11(5 + 280)+32<7 6 >+a3(35+1260> 60

deren Auflosung liefert:

A, % — 0,081633 + 0,(6)2624 x2,
A, - %2— — 0,001587 x + 0,(5)15747 »2, . . 55)
A, - % — — 0,(3)3401 x -+ 0,(5)39368 x2,

worin
A; = 10,9796 + 0,039455 » 4 0,(3)171867 =2 4 0,(7)9320 »31)
Aus diesen Gleichungen ergibt sich z. B. fir

% = 10:

M 5 22 _ b

L= 0,05869, <% — 00113, <% = —0,002164,
» = 100:

% — 0,01251, % —0,0212, 2 — 0,00079.

Der Vergleich mit den frither gefundenen Werten (insbesondere
fur a_{ zeigt schon eine sehr gute Konvergenz.

Das ganze elastische Verhalten des Behilters hingt, wie schon
frither bemerkt wurde, im wesentlichen von der GroBe x ab; dies tritt
auch in diesen Formeln deutlich zutage. Hohere Anniiherungen werden
vorteilhaft nicht mehr durch direkte Auflosung der linearen Gleichungen
bestimmt, die bei mehr als drei Unbekannten schon recht langwierig
wiirde, sondern es konnen in den nichstfolgenden Gleichungssystemen

') Die Determinanten J sind unter allen Umstinden positiv, wie
auf Seite 14 bewiesen wurde. Daher kann sich niemals ein sinnloses Resul-
tat ergeben.

2*
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durch Ermittlung der Korrektionen die Werte fortgesetzt verbessert
werden, da man durch die ersten Annéherungen jedenfalls schon sehr
brauchbare Werte erhilt.

Dem Werte x = 0 entspricht die gerade Wand (a = oo).

Das Biegungsmoment an der Stelle £ ist dann (fiir v = 103) ge-
geben durch 4) in der Form:

J 1 d2w 1 d2w
= = .h3.10%. —. = ——_§s. .103-h3 — C-h3
x = h3-10 xaE: )\Z iz 103-h C-h? . 56)
wenn gesetzt wird:
1 dw
_ . .£3.108
0—7\ dz23§10.......57)

Auf Grund der obigen Werte erhilt man folgende Tabelle I, in
der auch die Grofien C zur Darstellung der Biegungsmomente einge-
tragen sind, wie sie sich durch Benutzung von w’’ nach 53’) oder 53")
ergeben; es zeigt sich, dal auch die zweiten (und dritten) Differential-
quotienten noch gut brauchbare Werte ergeben.

Tabelle I.
x = 10 x = 100
§
w/a. 108 C wh.100 | C

0,0 58,69 0,000 12,506 0,000
0,1 48,43 0,077 11,855 — 0,046
0,2 38,95 0,685 10,740 — 0,275
0,3 30,32 2,529 9,282 — 0,595
0,4 22,63 6,648 7,603 — 0,616
0,5 15,95 13,656 5,828 0,374
0,6 10,35 24,814 4,063 3,418
0,7 5,90 41,424 2,497 9,893
0,8 2,65 64,620 1,199 21,531
0,9 0,67 95,659 0,322 40,424
1,0 0,00 135,650 0,000 69,042

Durch die Koeffizienten a,, a,, a, ist die Verschiebung am oberen
Rande des Behilters und das Biegungsmoment an der Einspannungs-
stelle in ganz besonders einfacher Weise ausgedriickt:

Fir £ = 0 erhalten wir ndmlich die Verschiebung am oberen Rande

(W)g—o=8a; . . . . . . . ... b8
und fiir £ = 1 das Biegungsmoment an der Einspannungsstelle
Mz 1 = (C)zoq-h®
wobei
Cecy=2(,+a5,+ag). . .. .. ...58)

Auf Grund der Formeln 25) ist es leicht moglich, die Werte der
drei Koeffizienten a,, a,, a,; als Funktion von x in Kurven aufzutragen
und damit fiir jedes x eine fiir den praktischen Gebrauch hinreichend
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genaue einfache Darstellung zu erhalten. Wie man an Tabelle 1 sieht,
ist der Fehler (gegen ReiBner) bei x = 100 fiir w kleiner als 1 %,
fiir C in der Nahe der Einspannungsstelle, die allein in Betracht kommt,
kleiner als 2 9, die Formeln 25) werden also von x = 0 bis etwa 500
vollkommen ausreichen.

Mit Hilfe der Werte fiir w ergeben sich dann die Ringspannungen
an jeder Stelle nach der Formel 2), die sich mit Beniitzung von
einfach in der Form schreibt:

w w xha
Sp =E-8§ — = [—.10%). R
P a (7\ 10 ) 5 3 59)
sind also fiir Dreieckquerschnitt [mit 21)]}
So =()\l-103>'xha.-£ L e

6. Behiilterwand mit Rechtecksquerschnitt.

Fiir den Fall konstanter Wandstérke ist die Losung der dafiir gelten-
den Differentiaigleichung 11) mit § = §, = const in geschlossener Form
durch trigonometrische und Exponentialfunktionen méglich und
zuerst von Miiller - Breslau gegeben worden. Wenn man also Behélter
mit konstanter Wandstirke zu behandeln hat, oder solche, die sich an-
niahernd wie diese verhalten (wie sehr hohe Behalter mit sehr langsam
verinderlichem Querschnitt), so wird man wohl mit Vorteil diese
strenge Losung zugrunde legen; fiir den Fall absatzweise verinderlicher
Wandstirke erweisen sich die von C. Runge ausgefithrten Verein-
fachungen der Rechnung als sehr wesentlich!). (Siehe Abschnitt III.)

Wir verwenden auch fiir diesen Fall die oben auseinandergesetzte
Methode und konnen die strenge Losung durch wenige Polynome mit
geniigender Geenauigkeit approximieren. Die Polynome selbst sind hier
jedoch nicht ganz so einfach wie im ersten Fall, denn die 3. und 4. der
Grenzbedingungen 12), die fir 3, =0 identisch erfillf sind, ver-
langen firr 3, == 0 besondere Beriicksichtigung.

Setzen wir also

3 = 3, = const
und wieder
k 1

= = S -
5.2 %, 5.0 A, )
so wird das Variationsproblem 35)
1 /d2w)\? P .
_ w2 —— — .
A"ﬂ2(diz) -+ 5V liw]d& Min . 60)‘

0

!) Zeitschr. f. Math., Bd. 51, 1904, S. 254 ff.
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woraus als Lagrangesche Ableitung die bekannte Gleichung folgen
wiirde :
4
%—sz—ki:w). ... .. 15
Wenn wir hier die Losung durch Polynome von der Form approxi-
mieren :
wy=a; +tab+....+a 2. .. 6l
so erfordert die dritte und vierte der Grenzbedingungen 12), daf} alle
Glieder mit 2. und 3. Potenzen in & verschwinden. Zur Erfilllung der
beiden ersten ist es giinstig, je 3 Glieder in dieser Entwicklung in folgen-
der Weise zusammenzufassen:
Wy = (33 + 815 & + 213 E%) + (8g; + gy £ + 8y EF)
+ ... + (a5 BT R A, g BT fa, 50 EY) L. 62)
Mit jedem solchen Trinom ist es moglich, die beiden ersten Grenz-
bedingungen 10) zu erfilllen, und zwar durch die folgende Form:

wm o (1o E ) G — g+ 30
+oagBt(1—E)2 4. ... +a TP —E): . . . 63

Wir beschrinken uns darauf, die Resultate der zur Bestimmung
der ersten drei der Koeffizienten a,, a, ... .a, notwendigen Rech-
nungen anzugeben, da wir den Rechnungsgang selbst oben ausfithrlich
erortert haben.

1. Anndherung:

4 1
W1=31(1—§£+?£4>, w = 4aE* . . 64)
Es folgt:
v
A 1296 + 104 »

Fiir diese erste Anniherung sind die Fehler wieder naturgemil
ziemlich grof.
2. Annidherung.

woma[l— SE o) b E— 48+ 35 6

1) Das Variationsproblem (60) kann durch die Substitution:

s

W=V +

auf die einfachere Form gebracht werden:
1 (d3v\2 1 .
=\ (== S avidE = .
A [2(d;‘-‘2) —l—2zv]ds min;
die numerische Auflssung nach der hier verfolgten Methode wird aber dadurch
nicht vereinfacht.
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Es folgt:
A,- % — 16,6 — 0,01924 x I
67)
A2-% = 1,38 + 0,16953 x ]
und

A, = 500 + 41,41 » + 0,078403 »2.
Fir » = 100 ergeben sich damit in w Abweichungen von den

richtigen Werten, die schon kleiner als 1 9 sind, in C dagegen etwas
groBere, so dafl fiir groe Werte von » eine dritte Anndherung notig wird.

3. Anndherung:
— 4 1.,
ws——al<l—§i+§é’§)
+ 2, (E — 48+ 3E%) + a4 (1 —§)? - 68)
Wy = 2[20,E2 + 6 ay (— 4£2 + 5EY)
+ a; (662 — 208% + 1589

Man erhilt hier die linearen Gleichungen:

al<112+ 728 z>+32<56 + ;S x>

2
81
8 47 35
-I— g <? + x) == ?7\,

a1< 56 + 76 y.) —+- a2<528 + 19894 x)

N

27
+ a, {43 + 67 = 1*07\ *
3 792 *) T 3 M
8 47 67
— d 43
al( 5 T 504 ")J”z( * 793 ")
7 5
* 33<8 T 1287 “) =2
und daraus das Resultat:
Aa-% — 8333,3 — 6,8187 x + 0,0017322 x2,
A,- % = 694,4 + 85,64545 » — 0,0034395 %2, \ . 70)
A3-% = —6,31313 x + 0,391542 x2,

wo

Ay =25-10% + 20794,48 x 4 46,37208 »2 + 0,0086392 »3.
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Die Biegungsmomente sind in diesem Falle einfach dargestellt
durch: [(siehe 56)].
1 d?w 1 d2w
. .103-h3 = C-h3 = .
xaz 0%-h C-h3 C o aE
In Tabelle IT sind die Verschiebungen und Biegungsmomente fir
» = 10, 100, 1000 eingetragen.

Tabelle IIY).

My =

2103 . 71

¢ x =10 x = 100 x = 1000
wi.100] ¢ |wpa.100] ¢ |wi.100 c
00 | 17,86 0,0 2,737 000 | 0,042 0,000
01| 1580 | —o060 | 2701 |— 117 | 0145 | —0,036
02 | 1375 | —196 | 2648 |— 404 | 0248 | —0510
03 | 1168 | —263 | 2559 |— 761 | 0345 | —1,608
04 | 959 | —158 | 2380 |—1073 | 0424 | —3511
05 | 748 279 | 2115 |—1221 | 0468 | —5,495
06 | 530 | 1137 | 1731 |—107 | 0499 | —6,914
07| 342 | 2525 | 1220 |— 499 | 0382 | —6,322
08 | 167 | 4574 | 0,538 641 | 0194 | —2.481
09 | 045 | 7403 | 0213 | 2515 | 0,004 6,865
10 | 000 | 111,54 | 0000 | 5277 | 0000 | 23371

Der Vergleich mit den bekannten Resultaten zeigt, daB in den
Teilen, die fiir die Berechnung wesentlich in Betracht kommen, die
Biegungsmomente sehr nahe mit den richtigen Werten itbereinstimmen,
sogar fiir » = 1000 geben die dritten Anndherungen schon recht gute
Werte; ist x < etwa 500, so geniigen fast stets schon die zweiten An-
néherungen.

Durch Vergleich dieser Werte mit den fiir Dreiecksquerschnitt
geltenden sieht man, daf die Biegungsmomente an der Einspannungs-
stelle fir den Fall des Rechtecks kleiner sind als fiir den Fall des Drei-
ecks; durch die gréBeren im oberen Teile eintretenden Ringspannungen
wird die Einspannungsstelle stark entlastet.

In Figur 3 sind durch die ausgezogenen Linien die drei Koeffi-
zienten —%\1—, %\%, %als Funktion von x fiir x = 0 bis x = 200 und auch
die (groten) Momente C fiir die Einspannungsstelle eingetragen. Ohne
jede Rechnung ergeben sich aus dieser Tafel fir jeden Zwischenwert

der Konstanten x die Koeffizienten i}i und damit nach Formel 68)
die Verschiebungen w und nach Formel 71) die Biegungsmomente an

jeder Stelle.

1) Fiir x = 100 ist in der entsprechenden Tabelle bei ReiBner (a.a.0.)
cin Rechenfehler enthalten, auBerdem fehlen bei x = 1000 die Vorzeichen.
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7. Behiilterwand mit Trapezquerschnitt.

Der fiir den rechteckigen Querschnitt geltende Ansatz, der im
vorigen Abschnitt eingefithrt wurde, wird immer dann anzuwenden sein,
wenn die Behilterwand, wie es ja tatsichlichimmer der Fallist,am oberen
Rande des Behilters eine endliche Dicke hat.

Fiir den Trapezquerschnitt machen wir (nach den Bezeichnungen
des Abschnittes I) den linearen Ansatz:

3y — 3
8=80+T°x=80+(8u—80)&,. .. T72)
so daf} fir
g=0,8:80,fﬁr£=1,8:8u
wird, oder
3u— 3 ,
3 =3, 1+_8— =31+ a«k), . . . 72)
0
wenn gesetzt wird
SU-SO 811
= "% __ u > .
o 5 5 I, («=>0) . 73)

Setzt man dann noch nach 10) und 14)

_]_{__ —M=x<%)2:x(l+a)2,l
0

= 2 2 2
8; 12 h:»(lb‘o 2) 5u |3 e
_ — w7 _ o (Ou) 3
M5 E 5,0 1(&,) ““r“)"
so lautet das Minimalprinzip 35), wie sich leicht ergibt?):
1
1 d2 2
A=||50+a03(50
2 42 ~
o . . . 175)

+%xl 1+ aE)wz——)\le]dE = Min.

(Fiir « = oo d.h. 8, = 0 geht dieser Ausdruck in den firr den Fall
des Dreiecksquerschnittes geltenden 46) itber, wie man sich durch Aus-
fithrung des Grenziiberganges nach Division durch «? iiberzeugt.)

Die aus 75) entspringende Differentialgleichung des Problems:

42
‘&%2‘[(1 +°‘53)'ag21] + % (1 —}—o&;)w——llﬁ =0

'} Die Einfiihrung einer neuen Variablen fiir (1 + af) wiirde keine Verein-
fachung der Rechnung im Gefolge haben.
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i
|
|
4o
|
|
|
1
|
34 “ 770
& \\ %0
é:]’ﬂ 30 \ 750
% 28 \9 740
N (~
S 26 \\"i? 730
= W
N 2 \\c\. 20 N
~|
3]’% 22 770
Ls)
N 2 700
T % \\ %0
76 \ \ \\ &0
T ’
/| P~ ~
72 >\ \\ \\\\~ 0(0" ¥) }\53( P )
X = ] 7 7) 60
/ \ — M~
\‘_--h_- <l
0+ ST\ ——— T &0
/ k \ é!'=0j j ~J
& O 40
/ |
6 i \A\ [12Y17vin 7) 30
l;l ,///‘ =—/;— \\\“\ .- 20
hout Al <
///J: \\ ~-\\\
2 / 2:k=0 R — — — 70
9 50 700 760 200
——
K
Fig. 3
(An den Kurven ist statt 102 a,_;, 103 a; , 109 L; der Kiirze wegen nur

a,, &, a; eingeschrieben.)

setzt einer direkten Integration schon erheblich grofiere Schwierig-
keiten entgegen.
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Zur Darstellung der Losung des Problems nach der Ritzschen
Methode verwenden wir dieselben Funktionen wie im fritheren Falle des
rechteckigen Querschnittes, die auch hier dieGrenzbedingungen 12) —

Fg: O:MX:‘O: Q‘Izoz
dw A §23
£—~ 1:w —O,—d*{—o_

identisch erfiillen.

1. Anndherung.
4 1., .
W, = 3y (1 —&-3—4-354/\, w,”" = 4a, 8%
Der Wert von 75) wird damit:

A, =[(%+4a+?0&2+0€3>

. 176)
52 8 |
T (405 - ﬁ)] W
bildet man nun
07, 0
da,
und setzt zur Abkiirzung:
24
%%— 40&—}—70(2 + ad = oy,
52 8
. [ —
(14 o) (405 + 315“) = B
so erhilt man mit Bezug auf 74)
1 3
R T C s o) R 3]

A 18 (o3, + % By)

Wir geben nun die bei der 3. Annédherung erhaltenen Resultate,
die in den weitaus meisten Féllen geniigen werden; fiir groflere Werte
(x > etwa 100) ist diese dritte Annidherung unbedingt erforderlich.

3. Anniherung.
. 4 1
Wy = al<1_§i+354)
+a,(E— 48+ 385 +a, (E*— 285 +E5 ) . . . T78)
W= by Bt 4 120, (— 482 + 559
+ 2a,(6E2— 2088 + 15&%

Berechnen wir die Koeffizient g; auf dieselbe Weise und setzen
wir zur Abkiirzung:



28 Methode des Verfassers nach W. Ritz.

8 24
0(11:7‘}‘ +Ta2+a3,
8 48 54 8
e = 5 b e et e,
264 117 96
N —— fininil T 42 4 o3
[ 35 -+ 7 o + Pl + 4 o?,
8 3 4 2
—_ R a2 _ 3
%3 = o5 Ty ¢ T et e
43 24 22 32
Qg = + —7 —[——-oc2 + -
o —l—i —}——oc2+—a3
33 7 231
2
Bu = 51 315 >
7
Pro = ( 45 2310 )
92
Ba = 34 3080
47 97
Bro = 20790 83160 ~
67 23
(1
Pas + o) (27720 16 380 )
P = (1 (12870 20020 )
so wird zunichst:
i=8j=3
2= Dy Dai ay (g + x By)
i=1j=1

1 2 1
J— 3f J— -
r +°‘)<9 M 91 + 763

:

. 80)

worauszur Bestimmung der Koeffizienten a, ,a,,a;die Gleichungen flicBen :

2 ay (og; + % Byy) + ay (g + % B12)
+ag (a3 + % Byz) = A (1 + «)?
ay (g + % Bpo) + 28y (g + x B22)

1

9

+ a3 (g3 + % Ba3) = A (1 +°€)3'2—1

1 {0y + % Bra) + 2y (g5 + % B2a)

+ 285 (ag3 + % By3) = A (1 + )3

L
168

. 81)
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Die Biegungsmomente sind dann in diesem Falle gegeben durch 4)

und 56):
_ (1)1 d*w 3.h3 3
Mx“(l—{—oc) N ag 103-h3 = C-h® . . 82)
wobel also
o 1—}—a£3id2w s
R EE L .

Da die Behilter, die hier in Frage kommen, meist niedrig sind,
also ein kleines x haben, so wird man auch hier, trotzdem die Konvergenz
nicht so gut ist wié in den zuerst betrachteten Fillen, fast stets mit
drei Annéherungen auskommen und kann die Formeln benutzen, die
hier angegeben sind.

Will man eine groBlere Genauigkeit erzielen, also etwa noch eine
Anniiherung rechnen, wird man immer zur Vereinfachung der Rechnung
gut tun, x und & nicht allgemein stehen zulassen, sondernihrenumerischen
Werte von vornherein in das Integral einzufithren.

Z. B. fir ¢ =1, d. h. §, =23, erhalten wir zunichst aus 79)
folgende Werte :

a,; = 10,03, o3 = 1,30;
o, = 18,84, ay = 8,77;
ogy = 41,97, oy = 0,73;
B = 0,6152, B;; = 0,0137;
Bz = 0,4377, By = 0,0153;
B2 = 0,1568, B, = 0,0005;

84)

Fiir die Koeffizienten %, a._)\, und _a.)_?_ folgen damit die Werte:

x = 10,

Y 0,0258, 22 — 00030, 23— 0,01l

P A A )
x = 100,

3 ] ag

e N 22 _ B o 0,0140

L = 0,00395, 00569, 0

Dadurch erhélt man folgende Tabelle fiir die Verschiebungen w und

die Biegungsmomente :
Tabelle ITI.

- x = 10 x = 100
)

w/A - 103 C w/i . 10% C
0,0 25,80 0,00 3,94 0,000
0,1 22,67 —0,19 3,99 — 0,563
0,2 19,51 — 0,56 3,98 — 2,262
0,3 16,51 — 0,42 3,89 —4,753
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x =10 x = 100
3
w/A. 103 C w/A. 108 (¢

0,4 13,14 1,21 3,61 — 7,246
0,5 10,00 5,76 3,13 — 8,409
0,6 6,89 14,91 2,34 — 6,478
0,7 4,28 29,68 1,35 0,006
0,8 1,92 51,92 0,62 12,580
0,9 0,55 81,86 0,24 32,133
1,0 0,00 117,12 0,00 56,167
In Fig.3 sind fiir « = 1 die Werte der drei Koeffizienten % % 1;

fir x = 0 bis » = 200 durch die dimnen gestrichelten Linien, die
Einspannmomente fiir denselben Bereich (und o = 1) durch die dicke
gestrichelte Linie dargestells.

8. Behiilterwand mit Parabelquerschnitt.

Wir bezeichnen damit eine Behiilterwand, deren Querschnitts-
fliche innen durch eine vertikale Gerade, aulen durch eine am oberen
Rande tangentiell anschlieBende Parabel begrenzt wird, so zwar, dal}
am oberen Rande eine endliche Breite vorhanden bleibt; der Querschnitt
soll also ungefihr die in Fig. 1 gezeichnete Gestalt haben. Dies ist eine
Form, wie sie (wenigstens genihert) bei gemauerten Behéltern zur An-
wendung kommen kann.

Dieser Fall erledigt sich ganz dhnlich wie der vorhergehende. Die
Verinderlichkeit des Querschnittes ist ausgedriickt durch:

811‘
8:80—}—’&112&2(2:80‘}"(811’—80)&2
3 — &
= & 1+—8—£2 =3 (1 4+ a«&%) . . . 86)
0
wobei wie frither gesetzt ist:
. 811“‘80 o Su -
a———_&) ~80——1... L. LT3

Mit denselben abkiirzenden Bezeichnungen 74), die wir bei Trapez-
querschnitt eingefithrt haben, schreibt sich dann das Variations-
problem 35) fiir diesen Fall in der Form:
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Da fiir diesen Fall die Rechnung ganz analog zu der fiir den trapez-
formigen Querschnitt verliuft, so begniigen wir uns damit, sogleich die
numerischen Resultate fir die dritte Anndherung und eine mit diesen
Werten berechnete Tabelle anzugeben.

Wir verwenden wieder denselben Ansatz 78). Setzen wir dann zur
Abkiirzung:

2

Uyy = ~£8,;~+5—,;Loc+ 80c2+ 8

yr — 23(; N 96 120 ‘iig ’

%3 = _§_+ 8 453 @

Yo = 45 +_ 30 “ﬁ%?)i “?
4

“33:§?+ﬁ +iﬁ 1001 @

88)

Pu =0 +°‘)2< 2025 + 2:?1)0 “)

Bro= (1 + “)2< 325 + 1;?30 )

Bae = (326235 + 4220 “)

B, = (I + a)2(204,;%+ 0, (3)653oc>l>

By = (1 + )2 <2767710 0,(3)863 oc>

Bas = (1 + o)® (12870 + 0, (4)333 °‘>

sofolgt fiir Aein Ausdruck,der formalmit 80)identischist;die Koeffizienten

%, % und )\3 sind dann durch zwei Gleichungen gegeben, die formal

mit 81) iibereinstimmen, so daB sich die nochmalige Aufschreibung
eriibrigt.

!) Durch (n) haben wir angedeutet, daB hinter dem Dezimalkomma vor
der ersten Ziffer n Nullen stchen.
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Die Biegungsmomente sind analog wie frither gegeben durch:
14+a Ez)si_ dzw
1+o | A dE2
Zum Vergleich mit den fritheren Werten fithren wir noch die fiir

% =10 und x» = 100 sich ergebenden Verschiebungen und die ent-

sprechenden Biegungsmomente an. Fir o« =1, d. h. 8, =28, z. B.
folgen zuniichst:

Mx=Ch3,C=< 210 . . 89)

o, = 8,42, oy = 1,63;
= 19,86, oy = 7,92;
e = 35,35, oy = 0,64;
B = 0,5464, 3,3 = 0,0116;
Bz = 0,3733, By = 0,0131;
By = 0,1332, B, = 0,0004;

und damit folgen die Koeffizienten durch Auflosung von 81)

KR
—
19

I

90)

x = 10,
a ay a3
— = 0,0384, —= = 0,0033, — = —0,0256;
Y Y 0,003 3 0,02
x = 100,
a a, Ay

—xL = 0,00393, - = 0,00832, = —0,02952.

Mit diesen Werten erhalten wir die folgende Tabelle:

Tabelle IV.
" x = 10 x = 100
)
w/A .10 c wid-108 c

0,0 38,40 ' 0,00 3,93 0,00
0.1 27,03 — 0,29 4,24 —0,74
0.2 23,25 — 072 4,47 —2.46
0.3 19,40 — 0,64 4,54 — 4,57
0.4 15,59 0,75 4,30 — 6,48
0.5 11,64 4m 3,79 —17,.98
0.6 7.79 13,11 2,72 — 5,00
07 478 27,17 1,96 0,96
0.8 2.06 50,75 0,62 13.88
09 0,55 81,27 0,03 34.09
1,0 0,00 118,52 0,00 56,50

Durch Vergleich mit Tabelle 11T folgt zunschst, daBl sich die Ver-
schiebungen am oberen Rande und die Biegungsmomente an der Ein-
spannungsstelle sehr wenig #ndern, wenn man vom Rechteck zur
Parabel iibergeht; stirker dndert sich jedoch der Charakter der Ver-
schiebungen insbesondere in oberen Teile, aber auch nur fiir groBere
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Werte von x; fiir x = 100 zeigt z. B. der Parabelquerschnitt schon sehr
bestimmt das Verhalten des Hochbehilters, wihrend dies an dem Trapez-
querschnitt noch fast gar nicht zu bemerken ist.

9. Andere Querschnittsformen.

Es ist unmittelbar zu sehen, daBl alle Querschnittsformen, deren
Verinderlichkeit durch die Formel 3, (1 + « &) gegeben ist durch die
hier verwendete Methode in gleich einfacher Weise behandelt werden
konnen, womit aber ihr Anwendungsgebiet keineswegs erschopft ist.

Ferner ist es durch diese Methode
auch moglich, eine absatzweise Ver- (DU S
dnderlichkeit des Querschnittes in Rech- '
nung zu ziehen, die bei gemauerten Be- "%
hiltern oft durch einen angesetzten Ver-
steifungsring am oberen Rande gegeben
ist, wie z. B. Fig. 4 zeigt. In diesem Falle
ist die Verschiebung w als eine Funktion
zu bestimmen, die in verschiedenen Inter-
vallen durch verschiedene Variations-
probleme gegeben ist; ist z. B. der Quer-
schnitt aus einer Parabel von der Héhe h,
und einem Rechteck von der Hohe h, zu- |
sammengesetzt, so gilt fir das Intervall 0 A
bis h, das Variationsproblem 59) und fiir Fig. 4.

h, bis h, das Variationsproblem 87). Natiir-

lich muB die elastische Linie an der Ubergangsstelle die Bedingungen
der Stetigkeit der Verschiebungen w und ihrer ersten Ableitungen
erfilllen. Ist iibrigens h, klein gegen h, und hat der Versteifungsring
eine groBe radiale Breite, so wird man ihm einfach dadurch Rechnung
tragen, daB man den Behiilter dann auch am oberen Rand als einge-
spannt oder als aufliegend betrachtet; diese Auffassung bedingt
sonderen eine andere Wahl der Anndherungsfunktionen w,, die im be-
natiirlich Falle unmittelbar gegeben ist. Dieser Fall ist praktisch
ebenfalls von auBerordentlicher Wichtigkeit.

10. Resultate.

Die Methode von Ritz gestattet die Losung des Behilterproblems
fiir verschiedene veriinderliche Querschnitte durch folgende Ausdriicke
darzustellen: ‘

1. Dreiecksquerschnitt. Die Verschiebungen w sind durch 53),
die Biegungsmomente durch 58) mit 53’) gegeben. Die Koeffizienten
sind in ihrer Abhingigkeit von x durch 55) dargestellt.

Péschl u. Terzaghi. 3
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Fiir alle Querschnitte, die am oberen Ende eine endliche Breite §,
besitzen, gilt der Ansatz 68); und zwar:
2. Rechtecksquerschnitt. Die Koeffizienten sind durch 70),

die Biegungsmomente durch 71) gegeben.

3. Trapezquerschnitt. Ist « =—8“_—8°, so folgen die Koeffi-

zienten des Ansatzes 68) aus den Gleichunge;; 81), bei welchen die Be-
zeichnungen 79) Geltung haben, die Biegangsmomente aus 82).
Betrachtet man die Schar der Querschnitte, fiir die §, von 3, bis
Null abnimmt, so nimmt dabei die Verschiebung und das Moment an
der Einspannungsstelle bis etwa zur Mitte dieser Verinderungen

(80 = % nur sehr langsam und unbedeutend zu, und erst von da an

erfolgt eine raschere Zunahme auf den fiir §, = 0 geltenden Wert.

4. Parabelquerschnitt. Es gelten die Gleichungen 81), aber
mit den Bezeichnungen 88). Die Biegungsmomente sind durch 88)
dargestellt.

In den Figuren 5 und 6 sind fiir diese Querschnitte die erhaltenen
Verschiebungen und Biegungsmomente (d. h. die GroBen C) fiir x =10
und x == 100 ibersichtlich zusammengestellt.

In Fig. 7 sind fiir x = 10 und x = 100 fiir die Schar der Querschnitte
vom Rechteck bis zum Dreieck die Biegungsmomente (d. h. die GroBen
C) an der Einspannungsstelle und die Verschiebungen w am oberen Rande
in ihrer Abhingigkeit von §, dargestellt.

Dabei sindin den Fillen 2, 3, und 4 die beiden einfachen Beziehungen
von Interesse: Verschiebung am oberen Rande = a,, Biegungsmoment
an der Einspannungsstelle = 2 (2a, + 6a, 4 a,), wihrend die ent-
sprechenden Beziehungen im Falle 1 unter 58) und 58’) angegeben sind.

Der Vergleich mit bekannten (genauen) Werten zeigt, obwoh! aus
der unendlichen Reihe der Anndherungsfunktionen nur die drei ersten
verwendet wurden, dal die hier gewonnenen Werte fiir w von den ge-
nauen in der Regel weit weniger als 19, abweichen; die Biegungs-
momente zeigen bei Verwendung derselben geringen Zahl von Annihe-
rungen Fehler bis zu hochstens 2 9.

Durch die hier gegebenen Entwicklungen ist erst eine Seite des
Problems, némlich die systematische Untersuchung der elastischen
Verhialtnisse eines Behélters von gegebenen Dimensionen einer ein-
fachen Losung niéher gefithrt; wir hoffen, daf damit auch das Problem
der Dimensionierung einen Fortschritt erfahren hat.

Der Vorgang, nach welchem bei der Dimensionierung eines Behélters
verfahren wird, wird also der sein, dafl man zunichst eine Querschnitts-
form wund entsprechende Abmessungen schitzungsweise annimmt
und mit Hilfe der hier gegebenen Entwicklungen nachrechnet, ob das
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Material ohne Uberschreitung der zuldssigen Spannungen voll ausge-
nutzt wird.
3*
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Sollen die hier gegebenen Entwicklungen auch fiir Eisenbeton richtig
bleiben, so muBl die Zahl und Stirke der Eisenstébe (Biander u. dgl.) so
bemessen werden, daB die Elastizititsverhiltnisse des Behélters dadurch
nicht geindert werden; d. h. die Eisenquerschnitte auf die Lingeneinheit
der Hohe gemessen miissen gleich dem entsprechenden Mauerquerschnitt
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Fig. 7. x = 10, x = 100.

multipliziert mit dem Verhiltnis der Elastizititsmoduln von Mauer-
material zu Eisen sein. Fir die Ringspannungen werden die Eisenringe
nahe der Querschnittsmitte, fiir die Biegungsspannungen die senkrechte
Armierung nahe deniuBeren Fasern liegen miissen. (H. ReiBner,a.a.0.)

11. Ein Beispiel.

Man ermittle die Spannungsverteilung in einem gemauerten
zylindrischen Becken (zu einem Gasbehilter) mit trapezformigem
Querschnitt und folgenden Abmessungen:
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Mittlerer Zylinderradius . . . . a=40m,
Hoéhe der Wand . . . . ... h=10m,
Wandstéarke . . . . . . . .. 8, =160m, 3§, =0,80m,
Querkontraktionsverhdltnis. . . m =1/,
Elastizititsmodul . . . . . . . E=3-105 X8 _3.100 X&
cm? m?
Nun ist zunéchst nach 73):
8\1 - 80
= %% _ g,
o 5,
Ferner ergibt sich mit diesen Daten nach 14) und 10)
121045/,
[" = T40e1,6 202
\x _ 12-10%- %55 10% _ ¢ 0915
3-10°- 4,09

(x und A sind dimensionslose Zahlen).
Aus Fig. 3 ergeben sich firr x = 27,2 und a = 1 die Koeffizienten:

a a a

103. L — 192 3,22 _ ¢4 108 . 32

0 Y 3, 10 Y 7, 10 5

Dadurch sind die Verschiebungen und Biegungsmomente nach den
Formeln 78), 82) und 83) vollstindig bestimmt.

Die Verschiebung am oberen Rande ergibt sich damit zu:

12,3:0,0915
& = —r = 0,00113 m

und das Biegungsmoment an der Einspannungsstelle [mt = Meter-
tonnen]:

= — 14,1 und C = 83.

M = 83-10% = 83 mt pro m Umfang.
Ferner ist die Ringspannung am oberen Rande nach 89):

Se = E LA 3, = 67 800 kg pro m Wandhohe und die ganze Wand-
a

starke.

B. Graphische Methoden.
1. Anwendungsgebiet.

In den meisten Fillen, welche in der Praxis vorkommen, wird man
die Ermittlung der statisch unbestimmten Groflen nach analytischen
Methoden durchfithren und von den im ersten Teile enthaltenen Re-
sultaten Gebrauch machen. Die Armierung hat auf die elastischen
Dehnungen und mithin auf die statisch unbestimmten Grofen einen
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relativ geringen EinfluB}, so daBl man fiir die Berechnung die Behélter-
wand als einen homogenen Korper auffassen kann, ohne einen allzu
bedeutenden Fehler zu begehen.

In einzelnen Fillen fithrt jedoch die analytische Methode vor-
ldufig zu keinem praktisch brauchbaren Resultat, und in diesen Fillen
ist man gezwungen, zu einem graphischen Verfahren zu greifen. Das
graphische Verfahren hat bei der Behandlung der Behélterprobleme
den Zweck, jene Liicken auszufiillen, welche die analytische Methode
noch offen 148t; denn es ist und bleibt zum Unterschied von der analy-
tischen Methode ein mehr oder weniger miihsames Néherungsver-
fahren.

Die Fille, in welchen seine Anwendung nicht zu umgehen ist, sind
folgende :

1. Die Wandstéirke ist nicht in geschlossener Form als Funktion
der Tiefe gegeben, oder die Wand ist unvollkommen eingespannt.

2. Die Ringspannungen sind aus 6konomischen Griinden so hoch
gewdhlt worden, dafl das Hookesche Gesetz das elastische Verhalten
des Baustoffes in dem Bereich der auftretenden Materialbeanspruchungen
nicht mehr mit hinreichender Annéherung beschreibt.

3. Die Inanspruchnahme der Behilterwand erfolgt nicht durch
einen mit der Tiefe linear zunehmenden Seitendruck (etwa durch den
Druck einer Fliissigkeit), sondern durch einen Druck, welcher nach einem
beliebigen, analytisch oder graphisch gegebenen Gesetz nach unten
zunimmt (etwa durch den Seitendruck in runden Silozellen).

2. Die Grundziige des graphischen Verfahrens.

Die graphische Losung der oben angefithrten Probleme stiitzt sich
auf den Mohrschen Satz, wonach sich die elastische Linie eines Stabes
als Seilpolygon zu der Momentenfldche konstruieren 1at. Der Mohrsche
Satz fand Verwendung u. a. bei der Untersuchung von Stdben bei
Knickungsbeanspruchung (Luigi Vianello) und bei der Untersuchung
von Stidben auf nachgiebiger Unterlage (Foppl). In die graphische
Behandlung des Behilterproblemes wurde er eingefithrt durch Panetti.
Eine weitere Arbeit iiber dieses Thema wurde publiziert von Feder-
hofer. Die beiden Arbeiten werden als bekannt vorausgesetzt und
seien nur die wichtigsten Punkte hervorgehoben:

Panetti (Studio statico dei serbatoi cilindrici in ferro est in
cemento armato, Giornale del Genio Civile, Anno XLIV — Marzo 1906)
bringt im zweiten Teil seiner Abhandlung die graphische Losung des
Problemes unter Anwendung des Mohrschen Satzes. Die Verdnder-
lichkeit der Wandstérke beriicksichtigt er, indem er bei Zeichnung
der elastischen Linie als Seilpolygon die Poldistanz von Teilkraft zu
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Teilkraft verindert. Er behandelt auch den Fall der unvollkommenen
Einspannung.

Federhofer (Graphisches Verfahren fiir die Ermittlung der Span-
nungsverteilung in zylindrischen Behélterwinden, Beton und Eisen 1909,
S. 387) kommt auf mathematischem Weg ebenfalls zu dem Verfahren
Panettis. Bei der Ableitung seiner Grundgleichungen vernachlassigt
er jedoch die Verdnderlichkeit der Wandstérke, eine Vernachldssigung,
deren Tragweite sich schwer abschitzen 1a3t.

Das Verfahren selbst ergibt sich aus folgender Uberlegung: (Fig. 8)
00 sei die Achse eines zylindrischen Behilters, abb; a; sei der

lo

Ay

\

Fig. 8.

Schnitt durch den leeren Behdlter. Am unteren Rand (b und b,) sei
die Behilterwand fest im starren Behdlterboden eingespannt. Wenn
der Behilter bis zum oberen Rand (a a,) gefilllt ist, sind die Wasser-
driicke proportional der Tiefe, gemessen ab a a,. Wahlt man als MaB
fiir die Wasserdriicke die Tiefe unter a a, und trigt die Wasserdriicke
in diesem MafBstab senkrecht zu a b auf, so erhdlt man als Diagramm
der Wasserdriicke ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, das
,, Wasserdruckdreieck a b b’

Nun denke man sich die Behidlterwand aufgelost in vertikale
Stabelemente (entsprechend den Erzeugenden) und in horizontale
Ringelemente (entsprechend den Schnitten senkrecht zur Zylinder-
achse). Dieses System von gekreuzten Stiben werde durch den Wasser-
druck belastet. Es ist klar, dal in jedem senkrecht zur Zylinderachse
gefithrten Schnitt die Ausweichung des Ringes gleich sein muf3 der Aus-
weichung des vertikalen Stabes. Und ferner, daf3 die algebraische Summe
der von jedem der beiden Tragsysteme aufzunehmenden Belastung
gleich sein muBl dem gesamten Wasserdruck. In der Zeichnung (Fig. 8)
wird der gesamte Wasserdruck dargestellt durch die Fliche des Drei-
eckes abb’. Das Ringsystem ist belastet durch bb’c (Fliche W)
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und a a’c¢ (Fliche A), das Stabsystem durch Fliche b ac¢ (Fliche R)
nach auBen, Fliche a a’ ¢ (Fliche A) nach innen. Fliche A représentiert
gewissermaBen die Auflagerreaktion des inb fest eingespannten, durch R
belasteten und gegen das Ringsystem sich stiitzenden vertikalen Stabes.

Es bedeute nun:

h die Hohe des Behilters,

F den die Ringspannungen aufnehmenden Querschnitt,

J das Tragheitsmoment fiir den vertikalen Stab,

E, Elastizitdtsmodul fiir die Langsrichtung,
E, Elastizititsmodul fiir die Querrichtung des Stabes,

a den mittleren Halbmesser des Behilters,

v das spezifische Gewicht des Behélterinhaltes,

v die Ordinaten der elastischen Linie des vertikalen Stabes, gerechnet
von der neutralen Achse des unbelasteten Stabes. Gleichzeitig die
Verschiebnugen der Ringelemente beileerem (unbelastetem) Behalter
in radialer Richtung.

m die Ziffer der Querkontraktion?).

In einer Hohe x iiber der Behiltersohle betrigt der Wasserdruck
pro Fliacheneinheit y (h — x). Hiervon entfallen vy - f, auf die Stab-
belastung, vy (h — x —£,) auf die Ringbelastung. M sei das Biegungs-
moment in derselben Hohe.

Es ist also:
d2M
e =k o)
und
dzy —M 2
dx2 = B, JQ+my» - 07 )

Es muB nun nach obigem die Ausweichung des Ringelementes
in radialer Richtung gleich sein der Ausweichung des vertikalen Stab-
elementes an derselben Stelle, somit:

a2
y-—-Y(h“X—fx)'E?—F‘ P T 3)

Die Gleichungen 1), 2) und 3) sind die Grundgleichungen des
graphischen Verfahrens. Man sieht sofort die Ubereinstimmung der
Gleichungen 1) und 2) mit der Differentialgleichung der Seilkurve fiir
parallele, stetige Lasten:

dzy q

dx2  ~ H’
worin y die Ordinaten der elastischen Linie, q die verdnderliche Last
und H die unverinderliche Poldistanz bedeuten. Bei verdnderlichem

1) Siehe Anmerkung 1).
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Trigheitsmoment J (Gleichung 2) werden die Lasten q nicht durch
die Momente M, sondern durch %l—reprélsentiert.

Das graphische Verfahren ergibt sich aus den drei Gleichungen
von selbst: Man wihlt eine Belastungsscheide mit den Ordinaten f,
(Fig. 8) nach dem Gefiithl oder mit Hilfe einer Uberschlagsrechnung
und erhélt zu den Belastungen als Gewichten die Biegungsmomente M

als Ordinaten des zugehorigen Seilpolgyons. Mit den M bzw. —1}% als

Gewichten erhilt man durch Zeichnen des Seilpolygones die y, und mit
Hilfe von Gleichung 3) verwandelt man die y in Ordinaten der Be-
lastungsscheide f,. Diese ncue Belastungsscheide wird mit der erst-
gewdhlten nicht wbereinstimmen; man trifft eine neue, verbesserte
Annahme, wiederholt das Verfahren und nihert sich auf diese Weise
der richtigen Losung. — Von den eingangs angefithrten drei graphisch
zu behandelnden Behilterproblemen sind hiermit das erste und dritte
im Prinzip gelost, und das zweite 1t sich, wie spiter gezeigt werden
wird, ohne Schwierigkeit auf Fall eins und drei zuriickfiithren.

3. Schwierigkeiten bei der praktischen
Durchfiihrung.

Bis hierher stimmt die graphische Behandlung des Behélterpro-
blems mit der graphischen Untersuchung von auf Knickungbeanspruchten
Stiben oder von Stiben auf elastischer Unterlage fast vollkommen iiber-
ein, und es hat daher den Anschein, als lieBe es sich mit derselben
Leichtigkeit durchfithren wie in diesen beiden Fallen.

Wenn man jedoch das Verfahren bei der Untersuchung eines
konkreten Falles anwenden will, ergeben sich unerwarteterweise fast
uniiberwindliche Schwierigkeiten; Schwierigkeiten, welche in der Lite-
ratur noch nicht behandelt wurden!), und welche diskutiert werden
miissen, wenn man das graphische Verfahren in die Praxis des Behélter-
baues einfithren will.

Die Natur dieser Schwierigkeiten ergibt sich von selbst, wenn
man das Wesen der Anwendung des Mohrschen Satzes auf die Behand-
lung dhnlicher Probleme ins Auge fafit. Dieses Wesen besteht in fol-
gendem :

Wenn die duBeren Krifte, welche auf einen Stab wirken, in einer
bestimmten, eindeutig analytisch oder graphisch festgelegten Be-
ziehung zu den elastischen Forméinderungen des Stabes stehen, so
laBt sich die gesuchte elastische Linie aus einer ersten, gefithlsmifig

1) Sieche Anmerkung 2).
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oder auf Grund einer Uberschlagsrechnung getroffenen Annahme
uber die voraussichtlich zustandekommende Forméanderung durch
wiederholte Anwendung des Mohrschen Satzes und durch entsprechende
Interpolation bzw. durch sukzessive Verbesserung der ersten Annahme
ermitteln.

Bei der Untersuchung von Stiben auf Knickung und von Stiben
auf elastischer Unterlage mif3t man die Durchsenkungen von der neutralen
Achse des unbelasteten Stabes; die Wirkung der Fehler verteilt sich

Fig. 9.

ziemlich gleichmiBig auf die ganze Stablinge, und ein rasches Erfassen
der gesuchten elastischen Linie bereitet keine Schwierigkeit.

Bei der Untersuchung von Behiltern nimmt man hingegen die
Durchbiegungen der auf Biegung beanspruchten vertikalen Stibe
nicht von der Neutralachse des unbelasteten Stabes, sondern von jener
elastischen Linie, welche sich ergeben wiirde, wenn der gefiillte Behiilter
nur aus Ringen bestinde. Obendrein ist der vertikale Stab einseitig
eingespannt und wichst die Wirkung der begangenen Fehler mit der
Entfernung der Fehlerstelle von der Einspannstelle.

Diese Umstiinde behalte man im Auge und vergegenwirtige sich
den Gang der Untersuchung: Zuniichst wird eine Belastungsscheide
im Wasserdruckdreieck nach dem Gefithl oder unter Zuhilfenahme
einer Uberschlagsrechnung gewihlt. Mit den Gewichten W und A,
welche dieser angenommenen Belastungsscheide entsprechen, zeichnet
man die elastische Linie der vertikalen Stibe, erhilt dadurch unter
Zuhilfenahme von Gleichung 3) eine neue Belastungsscheide und will
sich etwa durch lineare Interpolation der Wahrheit nihern. Die Frage
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muB nun lauten : Kann eine lineare Interpolation oder eine Interpolation
itberhaupt zum gewiinschten Ziele fithren oder nicht? Man denke sich
(Fig. 9) einen Achsenschnitt a b durch eine Behilterwand von recht-
eckigem Querschnitt. Bestéinde sie nur aus Ringen, so nihme sie die
Gestalt a b’ an. In Wirklichkeit deformiert sie sich nach a’b. Die
Ordinatendifferenzen zwischen a b’ und a’ b sind bei konstanter Wand-
stirke direkt proportional den Belastungen W und A des vertikalen
Stabelementes. ¢’ b b’ = W rithrt vom Wasserdruck, a a’ ¢’ = A ist die
Auflagerreaktion. Wenn man die Auflagerreaktion A im Schwerpunkt
S der Belastungsfliche a, a’c vereinigt, besitzt man wegen der Pro-
portionalitdt der Ordinaten und der Gewichte in der Strecke y, ein Maf3
fiir die GroBe dieser Auflagerreaktion. — Man stelle sich ferner vor, man
héitte bei der Wahl der Belastungsscheide die Begrenzung der Fliche
¢’ b b’ richtig getroffen und bei der Bemessung der Auflagerreaktion
einen Fehler Ay, begangen. Um zu erkennen, welche Abweichung
man zu erwarten hat, wenn man mit der fehlerhaften Lastverteilung
eine neue elastische Linie zeichnet, denke man sich die Auflager-
reaktion A weg und den eingespannten Stab bloB mit den Gewichten
(¢’bb’) = W belastet. Der Punkt a, kommt dann aus der Lage a,”
nach a,””. Die Strecke y, = a,” a,”” gibt den EinfluB der Last A auf
die Durchsenkung an der Stelle a,. Der Fehler Ay, bewirkt einen
Ausschlag von
Ay,=Ay, Ja
Y1
nach der entgegengesetzten Richtung zu A y,. (Fir die strenge Giiltig-
keit dieser Rechnung ist vorausgesetzt, dall A y; im Verhiltnis zu y,
so klein ist, daB eine nennenswerte Verschiebung der Schwerpunktslage
von a a’¢’durch den Fehler nicht stattgefunden habe, und die Linge
des Dreieckes a’ a ¢’ unverindert bleibt. Das Nichtzutreffen dieser Vor-
aussetzungen macht simtliche Fehler noch wesentlich grofer. Es handelt
sich jedoch um die Feststellung von Fehlergrenzen, welche nicht
unterschritten werden.) Es sind nun drei Falle moglich:

_ Y2 <
Ay, =Ay y1>3AY1

oder
Y2
Y1

Im ersten Falle wird der neue Fehler
Ay,— Ay,
2

kleiner, im zweiten gleich, im dritten grofler als der erste Fehler; man
wird sich durch die lineare Interporation der Wahrheit nihern oder

3.

VIA
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aber von ihr entfernen. In dem vorliegenden und bei jedem kreisrunden
Behilter zutreffenden Belastungsfall wird Iz ganz bedeutend groler

sein als 3, man wird sich also durch die linleare Interpolation von der
Wahrheit entfernen. Man hat aber nicht nur den ersten Fehler ver-
groBert, sondern auch die richtig gewihlte Begrenzung c¢’b verloren,
und zwar wird die Fliche W kleiner. Dadurch wird die Wirkung des
neuen groflen Fehlers Ay, bei A noch verstirkt. — Einleuchtend ist
noch folgendes: Bedeutet A y, den Fehler, mit welchem die graphische
Methode als solche, etwa durch den Ersatz der Kurve durch einen Poly-

gonzug, behaftet ist, so gibt der Wert Ay, = Ay, Y2 den HuBersten

Grad der Genauigkeii;, auf welchen
man iiberhaupt rechnen kann.

Um ein klares Bild von den eben

g S dargelegten Schwierigkeiten zu geben,

| sei ein Beispiel gewdhlt, welches

200 doooem auf rechnerischem Wege vollkommen

| strenge behandelt werden kann, und

| zwar ein Behilter von 10,00 m Durch-

Fig. 10. messer, 500 m Wassertiefe, Wand

aus homogene m Material mit recht-

eckigem Querschnitte und 15 cm Wandstirke. Es bedeuten (Fig. 10):

) die Wandstirke = 15 cm,

A4 die Ausweichungen in radialer Richtung, nach auflen positiv,
m = 1} der Querkontraktionskoeffizient,
E der Elastizitdtsmodul = 273 000 kg/cm?2.

Nach Miiller - Breslau (Graph. Statik der Bauk., Bd. II, 2. Abt.,
S. 252 ff. nnd 8. 6 des Teiles A des vorliegenden Buches) wird:

. APw £ = X
©dE2’ °  h
w %— =E¢+acosn&Cosn&+b(sinnfCosn&—+cosnfSinnk)
w’ . % = 2n2[—asinng Sinng + b(cosnESinng —sinng Cosné)]
Hierin ist:
_12h*(1—m? _ 12-500%- 0,938 -
ST s T soor s o 12010
L 12k (1 —myy

E 3
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» _ B _ 273000-15 ..o
A athy  5002-500-0,001  °°7
4 1
12 510
n =Vi =) =748
4 4

1 sinn Cosn + cosnSinn

1 21n cosn Cosn

a = : :

cosn Cosn sin n Cosn -+ cosn Sinn
n
| cosn Sinn — sin n Cos n 2 cos n Cos n
1 11525
1 2-748-331,5
— 2L — — 0,0006465
3315 1152,5
7,48
| — 4895 663,0
1 cosn Cosn |
b — ' 1 n (cos n Sin n — sin n Cos n)
cos n Cos n sinn Cos n + cosn Sinn
n
jcosnSinnsinn —sinnCosn  2cosnCosn |
1 331,56
i1 —7,48-489,5
= = — 0,0006815
3315 11525
7,48
— 489,5 663,0
Mit diesen Werten ergibt sich:
Tabelle a.

3 né Sinné& | Cosné | a(né) sinn £ cosn &
0,3 2,244 4,643 4,750 129° +0,7771 —0,6293
0,4 2,992 9,918 9,968 171° + 0,1564 —0,9877
0,5 3,740 21,037 21,061 214° — 0,5532 —0,8290
0,6 4,488 44 555 44,566 257° —0,9744 —0,2250
0,7 5,236 94,00 94,00 300° — 0,8660 + 0,5000
0,75 5,615 137,5 137,5 3220 —0,6175 + 0,7880
0,80 5,984 198,5 198,5 343° —0,2924 + 0,9563
0,85 6,365 290,5 290,5 50 -+ 0,0872 + 0,9962
0,90 6,332 419,56 419,5 26° + 0,4384 -+ 0,8988
1,0 7,480 886,5 886,5 68° +0,9272 + 0,3746
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103a sina Sin . | 103 a cos x Cos a|  sin a Cos a cos & Sin o S G Cos. &

+ cos a Sin a

— 2,330 + 1,922 + 3,690 — 2,718 + 0,972
— 1,00 + 6,375 + 1,560 — 9,800 — 8,240
+ 7,59 + 11,250 — 11,760 — 17,400 — 29,200
+ 28,00 + 6,470 — 43,40 — 10,00 — 53,40
+ 52,35 — 30,300 — 81,15 + 47,00 — 34,15
+ 54,70 — 69,80 — 84,60 + 108,20 + 23,60
+ 37,40 — 122,20 — 58,10 + 189,20 + 13L,10
— 16,32 — 186,60 + 25,30 + 289,0 + 314.30
— 118,90 — 243,00 + 184,1 + 377,0 + 361,1
—530,0 — 214,20 + 821,0 + 332,0 + 1513,0

Mit Hilfe dieser Werte berechneten sich die Durchbiegungen und
die Biegungsmomente wie folgt:

Tabelle b.
3 wem ﬁ Mkgem/m
0,3 0,009 180 + 0,0067 — 750
0,4 0,012 530 + 0,0088 — 990
0,5 0,016 200 —0,0037 + 414
0,6 0,019610 —0,0508 -+ 5690
0,7 0,021 180 —0,1395 + 15 600
0,75 0,020 240 —0,1863 -+ 20 850
0,80 0,017 910 —0,2095 -+ 23100
0,85 0,013 680 —0,1637 + 18 310
0,90 0,008 350 —0,0130 -+ 1460
0,95 0,002 715 + 0,3107 — 34 750
1,00 0,000 000 + 0,8630 —96 700
Die Momente ergaben sich hierbei aus:
—E3 dw — E 83 1 "
M = . == «— W
12 (1 —m?) dx? 12 (1 —m?) h?
_ —E33 1 2n? B — —273000-153% 1 2-7,482 6
12(1 —m? h? x 120,938 5002 32,8
Py
= — 11208 pro 1 ecm Breite = — 1120008 pro m,
wobei

B=—asinn&Sinnf 4 b(cosn&Sinnk —sinn & Cosn &)
Die Resultate der Berechnung wurden in Fig. 11 graphisch aufge-

tragen. Die MaBstibe spielen in den Betrachtungen keine Rolle, nach
dem es sich ausschlieSlich um relative Grofen handelt. Die folgenden
Durchsenkungen beziehen sich daher auf Zentimeter der Zeichnung.
Man konzentriere die Auflagerreaktionen A imSchwerpunkt S, (Fig. 11a).
DieStrecke y, ergibt sich mit 0,43 cm. Die gesamte radiale Ausweichung



Schwierigkeiten bei der graphischen Durchfiihrung. 47

000 100 200 a, 300 %00

it « DY
S
S

~ 5
Kraftplan zu Ey: |
Biegungsmomente ~ £y elastische Linie bei
1em=03" ' ﬁe/aslung durch Wallein
.,?0’

!
i
1
1
g
63

o-

FMixe =23,100hgC

oS
IS
)
Q
(SY

e
)
h
I
I

~Mommax = 396,700 kgecm

i
Fig. 11.

Behilter 10,00m Durchmesser, 15 cm konstanter Wandstirke, E = 273,000 kg/cm?,

. f I Belastungsscheide gerechnet,

nach dem \aherunwwerfahren
b) L Fmﬂumae fiir die Durchsenkung in 3.5m (Stiitze in d).

des Punktes a, betriigt 5,7 cm. Nun entferne man die Auflagerreaktion

und iiberlasse den Stab der Einwirkung von W (Linie Eg). Die radiale

Ausweichung des Punktes a, wird 47,6 cm, und die Strecke y, wird
419

41.9 em; ferner wird Y2 ** — 97.7, also sehr bedeutend und viel
Y1 0,43
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grofler als die mit Y2 — 3 angegebene Grenze der moglichen linearen

Interpolation. Sch);'}tzt man die Genauigkeit der Einzeichnung der Be-
lastungsscheide mit 0,2 mm der Zeichnung, so entspricht dies einem un-
vermeidlichen Fehler von + 5 9, in der GroBe der Auflagerreaktion.
Eine elastische Linie, welche mit dieser fehlerhaften Auflagerreaktion
gezeichnet wird, weicht von der urspriinglichen Belastungsscheide in

a,” um Ay, - I2 = 0,02+ 97,7 = 1,95 cm ab. Es ist somit keine Mog-

lichkeit Vorhan(ien, durch Zeichnen des zweiten Seilpolygones und
wiederholten Versuch die wahre Belastungsscheide mit hinreichender
Genauigkeit zu ermitteln, auch wenn man auf die lineare Inter-
polation verzichtet.

4. Umgehung der Schwierigkeiten.

Aus der Diskussion am Ende des vorhergehenden Abschnittes
kann man entnehmen, dal die Durchfithrung des graphischen Verfahrens
an dem groBen EinfluBl scheitert, welchen ein Fehler in der Bemessung
der ,,Auflagerreaktion A auf die Form der elastischen Linie der
vertikalen Stabelemente besitzt.

Diese Schwierigkeit fillt jedoch weg, wenn man auller der Ein-
spannstelle noch einen Punkt kennt, durch welchen die gesuchte elastische
Linie genau oder angenihert hindurchgehen muff. Wenn man einen
solchen zweiten Punkt kennt, unterscheidet sich die praktische Durch-
fithrung des graphischen Verfahrens im Prinzip nicht mehr vonder Unter-
suchung etwa eines Stabes auf elastischer Unterlage. In diesem Punkt
bringt man eine Hilfskraft an, welche die angenommenen, geschitzten
Belastungen des vertikalen Stabelementes derart ergéinzt, daB die
elastische Linie durch diesen Punkt hindurchgeht. Die Hilfskraft fallt
von selbst weg, wenn man durch wiederholten Versuch die richtige
Belastungsscheide findet und hat nur den Zweck, die Wirkungen einer
fehlerhaften Belastungsscheide auf das Bild der damit konstruierten
elastischen Linie abzuschwichen und rascher zum Ziel zu fihren.
Diese Bedeutung der Hilfskraft wird man noch klarer erfassen, wenn
man sich an die Diskussion der Schwierigkeiten im vorhergehenden
Kapitel erinnert und bedenkt, daB8 schon ein kleiner Fehler bei Be-
messung der ,,Auflagerreaktion A, ein Fehler, welcher sich in seiner
Wirkung sowohl auf die gefihrlichsten Ringspannungen als auf dic
GroBe des Einspannmomentes M praktisch vernachlissigen laflt, ge-
niigt, um die Weiterfilhrung des graphischen Verfahrens zu vereiteln.

Die in der Praxis vorkommenden Behilterformen lassen sich in zwei
groBe Gruppen scheiden. Die eine Gruppe bilden die Hochbehalter
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und die Bottiche. Bei ihnen ist man bestrebt, bei kleiner Flichen-
entwicklung einen moglichst groflen Kubikinhalt zu erzielen; infolge-
dessen ist der Durchmesser selten groBler, meist aber kleiner als die
doppelte Behélterhohe. Die Wirkung der Einspannung der Behélter-
wand beschrinkt sich auf die unteren Wandpartien, und die gesuchte
elastische Linie schmiegt sich tangentiell an jene Biegungslinie, welche
das durch den Wasserdruck belastete Ringsystem der Behilter-
wand im Schnitte zeigen wiirde. (Der wellenformige Verlauf der elasti-
schen Linie in oberen Teile der Wand kommt praktisch gar nicht in
Betracht.) Wenn man diese letztere Biegungslinie zeichnet, weill man,
dafl die gesuchte elastische Linie durch jeden Punkt in der Nihe des
oberen Stabendes mit geniigender Genauigkeit hindurchgehen muf.
Diese Tatsache liefert bei der ersten Behiltergruppe den erforder-
lichen zweiten Punkt.

Die andere Gruppe bilden die Gasbe hélterbassins. Sie besitzen
im Verhéltnis zur Hohe einen sehr grofen Durchmesser und werden
meist mit einer als Behélterumgang ausgebildeten Verstirkung des
oberen Wandrandes hergestellt. Man weist dem Ring von vornherein
eine gewisse Dehnung zu, bestimmt mit Hilfe des graphischen Ver-
fahrens seine Beanspruchung und bemiflt dann seinen Querschnitt derart,
daB er die ihm zugewiesene Dehnung tatséichlich erfihrt.

Wenn man bei graphischer Untersuchung eines Behilters eine
Belastungsscheide angenommen, unter Anbringung der Hilfskraft die
zugehorige elastische Linie, damit eine zweite Belastungsscheide ge-
funden und dann um sich der Wahrheit zu nidhern, die Korrektur der
ersten vorzunehmen hat, mufl man folgendes bedenken.

Zundchst hinsichtlich der Form: Die Differentialgleichung der
elastischen Linie eines Stabes von konstantem Querschnitt und einer

stetigen, in beliebiger Form iiber die Stablinge verteilten Belastung
4

d
(q pro Liangeneinheit) lautet : st A « q, worin « eine Konstante. Man
qp g dx q

denke sich zwei elastische Linien eines und desselben Stabes, welche,
zwel verschiedenen Belastungsflichen entsprechend, in ihrer Form ein
wenig voneinander abweichen. Wie werden sich die Formverschieden-
heiten von elastischen Linien und Belastungsflichen zueinander ver-
halten? Die Ordinaten der Belastungsflichen sind direkt proportional
den vierten Differentialquotienten der elastischen Linie, und wird
daher eine Formverschiedenheit der elastischen Linie im Verlauf der
vierten Differentialquotienten, mithin im Verlauf der Begrenzungen
der zugehorigen Belastungsscheiden, sehr stark zur Geltung kommen.
Umgekehrt kann man sagen, daf eine starke Verinderung in der Form
der Belastungsfliche einen wesentlich schwicheren EinfluB auf den
Verlauf der elastischen Linie haben wird. Ist eine gesetzmifBige Be-

Poschl u. Terzaghi. 4
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ziehung zwischen den Ordinaten der elastischen Linie und den zu-
gehorigen Belastungen gefordert, so wird man sehr rasch die charak-
teristische Form der gesuchten Belastungsscheide erfassen und muf}
sie festhalten. Auf dieser Tatsache beruht die Durchfithrungsméglich-
keit des graphischen Verfahrens, sowohl bei den Behaltern, als auch bei
den Staben auf elastischer Unterlage und verwandten Problemen.

Nun hinsichtlich der GroBe der vorzunehmenden Korrekturen.

a b by a, in Fig. 12 sei wieder der Schnitt durch einen Behélter in un-
gefillltem Zustand, dieKurve a ¢ b zerlege das Wasserdruckdreieckab’b
in die auf das Ring- und das Stabsystem entfallenden Belastungsanteile.
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Fig. 12.

Zu der Belastungsscheide I habe man durch zweimaliges Zeichnen
des Seilpolygons die Belastungsscheide IT gefunden. Gébe I bereits die
richtige Losung, so miiBten sich IT und I decken. Dies sei jedoch nicht
der Fall gewesen und man muf, um sich der gesuchten Losung zu néhern,
die Annahme I verbessern.

In ihrem Verlauf und in ihrer Form ahneln sich I und II, die
Ordinaten sind einander ungefdhr proportional, doch weisen die beiden
Kurven bei ¢ verschieden groBe Ausbauchungen y; und yi; auf. Um
einen Begriff zu geben, welche Wirkung eine an I vorgenommene Be-
richtigung auf die Ausbauchung y;; der dazu zu zeichnenden Be-
lastungsscheide IT haben wird, wurde an dem speziellen, in Fig. 11b
dargestellten Beispiel der Einflul der Belastungsflichen A und W auf y;
mit Hilfe der EinfluBlinie untersucht.

Die folgenden Ziffern beziehen sich auf cm und cm? der Zeichnung,
nachdem die absoluten Grofen ohne Bedeutung sind. Es betragen in
der Zeichnung die Flichen A = 2,31 cm2, W = 33,60 m2, y; = 5,93 cm.
Der Einflul von A auf y; betrigt — 2,63 cm, der von W -+ 8,56 ¢cm,
der Einflull der Gesamtbelastung somit 8,56 — 2,63 = 5,93 cm.
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Bei der Wahl der Belastungscheide habe man nicht die- richtige
Kurve, sondern eine Kurve gewéhlt, welche dhnlich verliuft, jedoch bei ¢
eine um 1 mm zu kleine Ausbauchung besitzt, also bei ¢ mit einem
Fehler von — 1 mm behaftet ist. Mit Hilfe der oben gegebenen Ein-
flufiziffern berechnet sich der bei Zeichnung von II in ¢ zu erwartende
Fehler mit etwa + 2,7mm. Man wird also ebensowenig, wie bei der
graphischen Behandlung der verwandten Probleme linear interpolieren,
sondern man wird sich durch schrittweise, vorsichtige Verbesserung
der ersten Annahme der richtigen Losung néhern.

5. Gang der Untersuchung bei giiltigem
Hookeschem Gesetz.

Die Untersuchung in den Fillen eins und drei des ersten Kapitels
ist etwa in folgender Weise vorzunehmen.

Den Vertikalschnitt durch die Behélterwand zeichne man als
horizontale Gerade und wéhle den Léingenmalstab derart, daB sich der
voraussichtliche Wirkungsbereich der unteren Einspannung auf etwa
20 cm erstreckt. Den Ma@stab fiir die Wasserdriicke wihle man derart,
dall der Wasserdruck am unteren Behilterrand durch eine Ordinate
von etwa 10 cm Lénge gegeben erscheint. Bei den Behéiltern vom Typus
der Hochbehélter entnehme man den ungefihren Verlauf der Be-
lastungsscheide der tabellarisch ausgewerteten analytischen Unter-
suchung einer dhnlichen Behédlterform (Tabellen des Anhanges) und
wihle einen Punkt der neutralen Achse jenseits des Wirkungsbereiches
der unteren Einspannung als jenen zweiten Punkt, durch welchen die
gesuchte elastische Linie hindurchgehen mufl. Bei den Behiltern vom
Typus Gasbehilterbassin entscheide man sich fiir den Betrag der radialen
Ausweichung des oberen Wandringes (in manchen Fillen praktisch
gleich Null zu setzen) und zeichne die erste Belastungsscheide nach dem
Gefithl.

Dann teile man die Strecke zwischen der Einspannstelle und dem
zweiten gegebenen Punkt der gesuchten elastischen Linie in 10 bis 12
gleiche Teile und zeichne mit den auf das vertikale Wandelement
wirkenden Teilen des Wasserdrucks als im Schwerpunki der Belastungs-
flichen konzentrierten Gewichten das Momentenpolygon, entsprechend
der Gleichung 1)

dz M
e T vk

Den KriftemaBstab wihle man derart, daBl die algebraische Ge-
samtsumme der im Kréifteplan aufgetragenen Belastungen etwa 12

bis 15 cm betriigt. Als Poldistanz 3—5 cm.
4*
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Die SchluBlinie des Momentenpolygons ziehe man vorldufig parallel
zum letzten Seilstrahl des Kraftplanes und zeichne dazu die Kurve der

E, in einem solchen MaBstab, dafl die Ordinaten groBer werden als

die des Momentenpolygons.

Nun muf} die Bedingung eingefithrt werden, daf die elastische Linie
durch den gewidhlten zweiten Punkt hindurchgeht. Diese Bedingung
erfiilllt man in der einfachen, gebriduchlichen Art durch Korrektur

an der % -Kurvel),und dieHilfskraftK, welche das vertikaleStabelement

nach dem gegebenen zweiten Punkt zuriickfiihrt, ergibt sich nach Be-
richtigung der Schlufllinie des Momentenpolygons durch Ziehen einer
Parallelen im Kraftplan.

Die elastische Linie des vertikalen Stabelementes wird nun durch
den gegebenen zweiten Punkt hindurchgehen und ergibt sich gemil
Gleichung 2):

d2y M

dx2 = E,J(1 + m?
bei entsprechender Wahl der Poldistanz als Seilpolygon zu den

Grofien % als Gewichten. Den Mafstab fiir den Kraftplan wihlt man

mit Vorteil so, dal die algebraische Gesamtsumme der Gewichte %

etwa 10—15 cm und die Poldistanz etwa 4—6 cm betrigt.
Die Ordinaten y der elastischen Linie verwandelt man mit Hilfe
von Gleichung 3):
22
E,F
in die Ordinaten f, der Bolastungsscheide. Diese neue Belastungs-
scheide wird in der Regel von der erstgewihlten in ihrem Verlauf ab-
weichen, und man korrigiert die erste Annahme nach den am Schlufl des
3. Kapitels entwickelten Gesichtspunkten. Das Verfahren wird so oft
wiederholt, bis man sich hinreichend der richtigen Losung genihert hat.
Hat man es mit einer unvollkommenen Einspannung zu tun,
oder ist die Moglichkeit einer radialen Ausweichung der Einspannstelle
zu erwarten, so hat man fiir den Neigungswinkel der Tangente an der
Einspannstelle bzw. fiir den Betrag der radialen Ausweichung einen
Schétzungswert einzufithren und fithrt im ibrigen das graphische
Verfahren ganz in derselben Weise durch wie bei vollkommener Ein-
spannung. In diesen Fillen ist das graphische Verfahren ebenfalls ciner
analytischen Untersuchung vorzuziehen.

y=yh—x—f)

') Siehe Anmerkung 3.
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6. Graphische Untersuchung armierter Behiilter
unter Ausschlufl des Hookeschen Gesetzes.

Im Prinzip unterscheidet sich die Behandlung dieses Problemes
in keiner Weise von der graphischen Behandlung der im ersten Kapitel
sub 1. und 3. angefithrten Félle. Doch muf man, bevor man an die Unter-
suchung herantritt, die Beziehungen einerseits zwischen den Biegungs-
momenten und den zugehérigen Dehnungen der &uBersten Randfasern,
andrerseits zwischen Zugbeanspruchung und Dehnung festgelegt haben.
Dies soll in den ersten drei Abschnitten dieses Kapitels geschehen.

Gegeben seien die dullercn Abmessungen des Behilters, der Wand-
querschnitt und die zulidssige Inanspruchnahme des Eisens; die Beziehung
zwischen Betonspannung und Dehnung sei durch ein Diagramm
graphisch festgelegt. — Gesucht seien die Belastungsscheide (mit ihr
das untere Einspannmoment M und die groften auftretenden Material-
beanspruchungen) und die erforderliche Armierung.

a) Voraussetzungen.

1. Das Eisen folge dem Hookeschen Gesetz. 2. Die Wirkung der
Schubspannungen auf die Deformationen seien zu vernachlissigen.
3. Der Abstand der Eiseneinlagen von der BetonauBlenkante betrage
in den auf Biegung beanspruchten Konstruktionsteilen 0,1 h, wobei h
die ,,nutzbare’ Plattenstirke; infolgedessen die wahre Plattenstirke
H=1]1h.

b) Beziehungen zwischen den Biegungsmomenten und den
Dehnungen der Randfasern.

Dr. Karl Heintel zeigt in seiner Schrift ,,Berechnung der Ein-
senkung von Eisenbetonplatten und Plattenbalken®, wie man aus einer
Serie von Balkenbiegeversuchen die Spannungskurve (Spannungen
als Funktion der Dehnungen) des Betonmaterials, aus welchem der
untersuchte Balken besteht, ermittelt. Er zeigt ferner, wie man aus
dieser Spannungskurve bei gegebenem Biegungsmoment die Rand-
spannungen und Randdehnungen einer beliebig stark armierten Eisen-
betonplatte berechnet, und wie man aus dem Momentenpolygon mit Hilfe
des ,,Randdehnungsdiagrammes® die elastische Linie eines auf Biegung
beanspruchten Balkens als Seilpolygon darstellt, und kann daher dieses
Verfahren als bekannt vorausgesetzt werden.

Das ,,Randdehnungsdiagramm‘ eines auf Biegung beanspruchten
Balkenquerschnittes erhiilt man, wenn man als Ordinaten die Biegungs-
momente M und als Abszissen die zugehérigen Dehnungen der duflersten
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Randfasern (g, und g, der gedriickten und der gezogenen Faser) auf-
tragt (Fig. 13).

Um das Verfahren bei Untersuchung von Platten mit veridnder-
lichem Querschnitt und verénderlicher Armierung, wie dies bei den
Behiilterwinden im allgemeinen der Fall ist, moglichst einfach zu ge-
stalten, wird man trachten, mit einer moglichst geringen Anzahl von
Diagrammen auszukommen.

Zunichst vergleiche man Platten von verschiedener Stéarke, jedoch
mit gleichem Armierungsprozentsatz untereinander. Also Platten mit
,ahnlichem Querschnitt. Wenn den Platten auch das Verhéltnis
zwischen der ,,nutzbaren‘ und der wirklichen Plattenstirke gemeinsam
ist, so bedarf es keiner weiteren Ableitung, um zu erkennen, daf} ihre
Randdehnungsdiagramme untereinander identisch

6 M t, sind, sofern man auf der Ordinatenachse nicht

die Biegungsmomente M, sondern die Gréﬁen%

auftrigt, worin H die wirkliche Plattenstirke. Die
zweifach unendliche Mannigfaltigkeit der Rand-
dehnungskurven ist auf eine einfach unendliche
reduziert.
Was die Verdnderlichkeit der Armierung an-
betrifft, bedenke man folgendes. Je starker die
yri Armierung bei gegebener Plattenstirke (volle Aus-
Fig. 13. nutzung des Eisens bei gerissenem Beton voraus-
gesetzt), desto groBler die Randdruckspannungen.
Die Grenzen zieht die Vorschrift. In Osterreich gestattet sie bei
einem Mischungsverhiltnis 1 : 3 eine Betondruckbeanspruchung von
o, = 40kg/cm? und eine Eisenzugbeanspruchung von ¢, = 950 kg
fiir FluBeisen. Die Plattenstirken und Eisenarmaturen ergeben sich
bei diesen Ziffern aus den bekannten Formeln mit

6, +t no 6 M —
h — —2° b.“/ = 0,0386 M
o n(3s,+ 2ng)-b 0,0386 ¥

; bhg2n 0 Vil
e = = 0,0314 M.
20, (c,+ noy)
Die wirkliche Plattenstirke betrigt, da wie oben H = 1,1 h,

H= 0,0424}/M. Die Platte ist somit 0,74 9, armiert. Uber diesen
Armierungsprozentsatz wird man nicht hinausgehen, denn sonst wiirde
man bei einer Eisenzugbeanspruchung von 950 kg/cm? die zulissige
Betondruckbeanspruchung von 40 kg/cm? iiberschreiten.

Wenn dieselbe Platte an ciner anderen Stelle einem schwiicheren
Biegungsmoment ausgesetzt ist, und ein zwingender Grund, die starken
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Armaturen der voll ausgenutzten Partien durchzufithren, nicht vorliegt,
so wird die Armatur im Verhaltnis % des aufzunehmenden Biegungs-

momentes zu dem bei der gegebenen Plattenstirke duBerst zuldssigen
Maximalmomente verringert.

Die Armierungen einer plattenférmigen Tragkonstruktion schwanken
demnach zwischen 0,74 9 und 0 %, Die Randdehnungsdiagramme fiir
verschiedene Plattenstérken, jedoch gleichen Armierungsprozentsatz
sind untereinander identisch; infolgedessen kann man sich darauf be-
schrinken, fiir eine Anzahl verschiedener Armierungen zwischen 0,749
und 0 9, die Diagramme zu zeichnen.

In den Tabellen 1—4 des Anhanges wurden nach Heintel die Rand-
dehnungen fiir 0,740, 0,626, 0,548, 0,436, 0,346, 0,194 und 0,088 prozentig
armierte Platten unter Zugrundelegung der von Heintel fiir den
Balken Nr.48 der Bachschen Biegeversuche ermittelten Spannungs-
kurve berechnet. Die Bezeichnungen in den Tabellen beziehen sich auf
die Heintelsche Schrift.

Die Resultate wurden in den Figuren 14 bis 23 graphisch als
,,Randdehnungsdiagramme‘*  aufgetragen. =~ Die Ordinaten geben

die Werte von%, die Abszissen die zugehorigen Dehnungen in den

angefithrten MaBstiben. Fig. 21 zeigt, wie die Gesamtdehnung
(g9 + g,) der duersten Plattenfasern fiir einen und denselben Wert von

A/I? mit abnehmender Armierung allméhlich zunimmt. Diese Zunahme

ist relativ so gering, dall man etwa bei Zeichnung der elastischen Linie
als Seilpolygon die Gesamtdehnung direkt mit dem Zirkel aus dem
Randdehnungsdiagramm jenes Balkens abgreifen kann, dessen Armie-
rungsprozentsatz der Armierung des in Betracht gezogenen Balkenstiickes
am néchsten kommt.

In jedem der sieben Diagramme Figur 14 bis 20 ist jener Wert von

% eingetragen, bei welchem das Eisen bei gerissenem Beton auf

950 kg/cm? beansprucht ist.

Ein Beispiel soll zeigen, wie man mit den Randdehnungsdiagrammen
arbeitet.

Man denke sich eine Platte A B (Fig. 24 links) einseitig eingespannt
und die zugehorige Momentenlinie M. Gesucht sei die elastische Linie.

£12 und 11}1422 wird berechnet, aus dem rechtsstehenden Diagramm (Fig. 24
1 2

rechts) entnimmt man die nétigen Armierungsprozentsitze p, und p,.

Die Armierungen werden wie in Fig. 24linksgezeichnet durchgefithrt, p;im

Bereich der negativen Momente, p, im Bereich der positiven. Den Armier-
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ungsprozentsatzselbst kann man fiir jeden der beiden Bereiche alskonstant
betrachten, soferne die Verdnderlichkeit des Querschnittes nicht sehr

Randdehnungsdiagramme.

~Zug Druck -+

€=20 0 L, 70 20 0
Armierung: 0,740 °/, 0,626 °/,
= +
- +
500
3\ - +
“a0
My
HE
2200
75\
a 0 0
0,436 9/, 0,346 °/, 0,194 ¢/, 0,088 o/,

Fig. 14—20. Biegung armierter Platten nach Heintels Diagramm.

bedeutend ist. Dann zerlegt man den Stab in Lamellen von der Liinge t,

berechnet die % und zeichnet die elastische Linie als Seilpolygon
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Fig. 21—23. Dehnungen der duBersten Fasern.

€
30
’\?500= /A]}
20 |
—TT
4 1
T‘?‘Tﬁ%—&m
v : : . :
Y v ® $200
] 1 1 ] ¥
4 e % 4 ~100
: i i ; :
0 97 02 03 o4 95 g6 07 Armierung
Fig. 21. Gesamtdehnung bei verschiedencr Armierung.
Ly )
0,740 % Armierung
e
K
.750 /”j%‘f‘,’ “Detrungen, gerechnet nach Vorschrift §4,7¢
s
P2
// e
20 oghs 0548
=z Detn. ermittelt nach
P 7/ 2 Spannungskurve Balken 48
7 46
Vi
7 #
a080,”
0,068
%00 200 300 %00 500 600 M

#H?

Fig. 22. Gesamtdehnung bei verschiedenen

M
H'
+Oruck

E=10
&6 =20ky/em?

0,10(20 kg /fern?)

- ~Zug

&, &q Dehnungen | herechnet nach Spannungskurve
6, Spannungen | Balken Nr. 48.

Fig. 23.  Armierung 0,740 °/,.
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mit den Gewichten%el - t, wobei man die Grofien ¢, + ¢, direkt

denjenigen Randdehnungsdiagrammen entnimmt, welche der nétigen
Armierung p, bzw. p, am nichsten kommen. Zu diesem Zweck wurden
die Gesamtdehnungen ¢, + ¢, fiir verschiedene Armicerungsprozentsitze
als Kurvenbiindel in einem Diagramm vereinigt (Fig. 25). Die um-
stdndliche Berechnung der Trigheitsmomente hat man sich erspart und
erhdlt sofort die wahren Dehnungen durch Ablesen im Diagramm.

8 A
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¢) Beziehungen zwischen Zugspannungen und Dehnungen.

Ein Eisenbeton-Zugorgan sei p-prozentig, und zwar derart armiert,
dal die Eisenbeanspruchung bei gerissenem Beton gerade gleich ist der
zuliissigen Beanspruchung, etwa 950 kg/cm?. F sei der Gesamtquerschnitt
des Verbundkorpers, f, der Eisenquerschnitt, der Armierungsprozent-

satz betrage p = 100%. Bestinde das Zugorgan bei gleichem Quer-

schnitt F aus homogenem Material, so wiire die Zugbeanspruchung

pro 1 cm?

f
o = - 950 = 0,01 - p- 950,
Wenn der Beton reif3t, erleidet das Eisen eine Dehnung von
o 950 45,2

€
-2 = = cm/em.

E. 2100000 — 100000
Auf die Gesamtdehnung des Zugorganes hat jedoch dieses Einreillen
nur einen untergeordneten Einflufl, denn die hohe Eisenbeanspruchung
beschrinkt sich auf die allerndchste Umgebung des Zugrisses. Wenn
man die Dehnungen des Zugorganes kennen lernen will, mufl man wissen,
wie sich die Spannungen auf dic beiden Materialkomponenten des
Verbundkorpers verteilen.
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Um dies zu beantworten, wurde, wieder unter Zugrundelegung
des von Heintel fiir Balken 48 ermittelten Spannungsdiagrammes,
dieFigur 26 gezeichnet. Die AbzissengebendieDehnungenin 1/; 5000 cm/cm,
die positiven Ordinaten die Betonzugspannungen in kg/cm?2.

Auf den cm? Beton entfallen 0,01 p cm? Eisen. Wenn der
Beton reiflt, wird das Eisen mit 950 kg/cm? beansprucht, die Dehnung
45,2 , und das Stabende kommt nach A. Auf die 0,01 p cm?

100000
Eisen entfillt eine Beanspruchung von 0,01p. 950 = 14,23 kg, und

betragt

&in /@/mz

N 7 o
Em Wcm/m 60 50

I

w erste Wasserflecken, 48 Dehnungskurve Balken Nr. 48,
r die ersten Zugiisse, 16 vy » » 16,
R ReiBen des Betons, 85 » » » 8B

Fig. 26. Dehnungsdiagramm bei reiner Zugbeanspruchung, nicht armiertem Beton.

wird diese Beanspruchung von A als Ordinate nach abwirts aufgetragen.
Die Linie I O liefert die Belastung der 0,01 p cm? Eisen als Funktionen
der Dehnung. An jenen Stellen, an welchen der Beton nicht gerissen
ist, haben Beton und Eisen die Dehnung gemeinsam, und die Summe aus
der Belastung von 1 cm? Beton und 0,01 p cm? Eisen muB gleich sein
0,01:p-950. Wenn man daher zu O I durch A eine Parallele zieht
und mit der Betonspannungskurve zum Schnitt bringt, so geben die
Koordinaten die Schnittpunktes (I) Betondehnung und Spannung.

Die Strecke a b gibt die auf 0,01 p cm? Eisen entfallende Beanspruchung,
ab
0,01p°

und die Eisenbeanspruchung pro 1 cm? berechnet sich mit o, =
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Aus Figur 26 erkennt man ferner, je hoher der Armierungsprozent-
satz bei gleichem zuliissigen o,, desto grofer 0,01 - p- 950, und desto
groBer werden die Ordinaten A I (A IT bei 2,5 9, Armierung), mit ihnen
dieStrecken (I) a, die Betonzugbeanspruchung wichst und der Punkt (1)
kommt bei Armierungen von 29, und mehr in einenTeil derSpannungs-
kurve,in welchen das Hookesche Gesetz gar keine Geltung mehr be-
sitzt und die Dehnungen in hervorragendem Mafl von zufilligen
Eigenschaften des Materiales abhingen!). So z. B. entstammen die
Kurven 16 und 85 in Figur 26 derselben Serie von Bachschen Biege-
versuchen wie Balken 48.

Aus dem Diagramm (Figur 26) erkennt man endlich folgendes. Wire
cin unarmiertes Beton-Zugorgan mit d O kg/cm? belastet, so ergébe sich die
Dehnung pro Langeneinheit mit d d’. Wenn jedoch das Zugorgan derart
armiert ist, daB das Eisen bei gerissenem Beton mit 950 kg/cm? be-
ansprucht ist, so ergibt sich die Dehnung als Abszisse von (I) mit a O.

Da die d O die auf den cm? Gesamtfliche bezogenen Span-
nungen bedeuten, kann man zu jedem d O sofort durch Ziehen der Linien
d A die zugehorigen Punkte (I) und damit die Dehnungen des vorschrifts-
miBigarmierten Betons erhalten. Umgekehrt, wenn man mit denStrecken
dO als Ordinaten und aO als Abszissen ein Diagramm zeichnet, ist
man in der Lage, fiir jede Dehnung sofort die Einheitsspannung des
vorschriftsmiBig armierten Zugorganes anzugeben.

Dieses Diagramm ist auf Figur 27 dargestellt und ermdglicht, aus
den Ordinaten der elastischen Linie einer Behélterwand die Belastungs-
scheide zu ermitteln, ohne eine Annahme iiber die Grofe der Ring-
armaturen getroffen zu haben; denn diese Armatur ist bereits fir jeden
Dehnungswert beriicksichtigt. Ebenso wie man es nicht notig hatte,
bei der Behandlung der gebogenen Platte eine Annahme tber die
Armierung der Platte zu treffen. Man arbeitet in den Diagrammen
mit den Spannungen eines Betons, welcher die vorschriftsméllige
Armierung samt ihren Wirkungen bereits in sich trégt, und darin liegt
ein groBer Vorteil.

d) Ableitung des Mohrschen Satzes unter Ausschlufl des
Hookeschen Gesetzes.

Es bedeuten (sieche Figur 28) im folgenden:

A = ¢y + ¢,, die Summe der Dehnungen der duflersten Randfasern
(bezogen auf die Lingeneinheit)
o den Kriimmungsradius der geometrischen Balkenachse.

1) Siehe Anmerkung 4).
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Die Distanz zwischen der wahren Neutralachse und der geometri-
schen Balkenachse kann gegeniiber dem Kriimmungsradius vernach-
lassigt werden. Es ist nun:

A -dx 1 A

do = — T dxzp-dcp,somit?=——H—,
3
dy 212
S
p = d2y T dﬁy _~K
dx? dx?
und
dy A
a2 H-
Aus d?y = A ergibt sich der Schritt
dx? H

zur Darstellung der elastischen Linie als Seil-
kurve auf Grund rein geometrischer Uber-
legung.

Die Grundgleichungen des graphischen
Verfahrens verwandelnsich in:

dzM
o2 =-—yf. ... ... 00D
dzy __A 1 2)
dx2 H1+m?

fe=1f@m ... . . .. 3)

Die Beziehung Gleichung 3) ist gegeben durch das Zugspannungs-
diagramm der Verbundkérper, Figur 27.

7. Gang der Untersuchung bei Ausschlufi des
Hookeschen Gesetzes.

Wenn fiir das Baumaterial eines Behilters das Diagramm, welches
die Dehnungen in ihrer Abhingigkeit von den Spannungen darstellt,
gegeben ist, so hitte man aus diesem Diagramm gemiB Kapitel 6
a) bis ¢) jene Daten abzuleiten, welche man bei der graphischen Unter-
suchung bendtigt, das sind die Randdehnungsdiagramme fiir biegungs-
beanspruchte Platten verschiedener Armierung und das Dehnungs-
diagramm fiir reine Zugbeanspruchung der vorschriftsmiBig armierten
Zugorgane.

Wenn man nun einen Behilter zu untersuchen hat, kennt man in
der Regel das Dehnungsdiagramm des zu verwendenden Betons noch
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gar nicht. Und wenn man es kennt, weill man nicht, ob das Material
iiberall dieselben Festigkeitseigenschaften aufweisen wird wie etwa
der Probebalken.

Es wire deshalb im Hinblick auf den Zweck der Untersuchung
etwa folgendermaflen zu verfahren. Aus dem Beton-Dehnungsdiagramm
eines Materiales, dessen Festigkeitseigenschaften moglichst stark
vom Hookeschen Gesetz abweichen (etwa Kurve 16, Figur 26),
leitet man ein fiir allemal die eingangs erwihnten zwei Gruppen von
Daten ab. - Dann untersucht man den Behilter analytisch oder
graphisch unter Beibehaltung des Hookeschen Gesetzes, und
wenn es die GroBe und Wichtigkeit des Bauwerkes erfordert, ergénzt
man die Untersuchung bei ausgeschaltetem Hookeschen Gesetz
unter Benutzung der beiden Gruppen von Daten. Schon nach Auf-
tragung des ersten Seilpolygonpaares wird man sehen, welche maximale
Abweichung von den Resultaten etwa der analytischen Untersuchung
man zu erwarten hat.

Die Details der ergiinzenden Untersuchung werden aus der Be-
handlung des nachfolgenden Beispieles hervorgehen.

Es sei (siehe Figur29) ein Reservoir in Eisenbeton zu untersuchen, mit
5,00 m Hohe, 10,00 m Durchmesser, am unteren Rand fest eingespannter
Behilterwand. Trapezformiger Wand querschnitt, obere Wandstéirke 8 cm
untereWandstirke 14cm. Zulissige Inanspruchnahme des Eisens auf Zug:
950 kg/cm? Die Belastungsscheide bei giiltigem Hookeschen Gesetz
(Figur 29, B,) wurde auf graphischem Weg ermittelt, und es soll
die Untersuchung unter AusschluB des Hookeschen Gesetzes erganzt
werden. Die Beziehung zwischen Betonspannung und -dehnung ist durch
das im sechsten Kapitel benutzte Heintelsche Diagramm gegeben,
und die beiden Gruppen abgeleiteter Daten sind in den Figuren 25 und 27
niedergelegt.

Es bedeuten im folgenden:

h die Behilterhohe,
a den Behilterhalbmesser,
H die (verinderliche) Wandstérke,
m =1/, die Ziffer der Querkontraktion,
yx die Ausweichung der Behilterwand in der Héhe x iiber der Ein-
spannstelle in /;49000 €I,
d jenen zweitenPunkt,durch welchendie elastische Linie hindurch gehen
mubB,
K die Hilfskraft in d.

Die Auftragung der Belastungsscheide und des Wasserdruck-
dreieckes erfolgte in derselben Weise, wie dies im vierten Kapitel aus-
einandergesetzt wurde. Die elastische Forminderung, welche die Be-
héilterwand erleiden wiirde, wenn sie nur in Ringen bestinde, wurde im
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Untersuchung unter Ausschluf des Hookeschen Gesetzes.

100 a 2,00 300 400 5,00

MaBstab der Detrunger :
3776 1
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Fig. 29.
U, = Momentenlinie,

(¢, + £,) t (1—m?)
e :

D, = Linie der Dehnungen

MaBstab 283,2 : 1 aufgetragen, damit diese Kurve (F;) durch den
Punkt b’ des Wasserdruckdreieckes hindurchgeht. Es macht dies die
Untersuchung iibersichtlicher. Die Ermittlung ihrer Ordinaten sei

Poschl u. Terzaghi. 5
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an dem Ring in der Tiefe T = 2,00 m unter dem oberen Behilterrand

gezeigt:

Kraftplan zu U

Die Wandstiarke an dieser Stelle betrigt: H = 10,44 cm.

Der Wasserdruck: p = 2,00 t pro m2
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Dic Zugkraft Z in cinem Streifen von 1,00 m Breite:
p-ra=200-500= 10,00t = 10 000 k¢.

Querschnitt des Verbundkorpers: b+ H = 100 - 10,44 = 1044 cm?2.

Zugspannung pro 1 em? Verbundkoérper: ¢ = 9,57 kg/cm?.

Ist der Verbundkorper vorschriftsmiflig, d. h. derart armiert,
dall das Eisen bei gerissenem Beton mit 950 kg/ecm? beansprucht ist,
so erleidet er bei der Beanspruchung von 9,57 kg/cm? laut Diagramm
Figur 27 Kurve I eine Dehnung € = 3,22 (in 1/,g0000 ¢n/cm). Daher:

VergroBerung des Behiélterradius v = ¢ - a = 1610;
Im MaBstab der Zeichnung: %/ 6000 @ 1610 « 283.2 = 4,56 cm.

Zur Zeichnung der Polvgone wurde das Intervall d b (siehe Figur29
unten) in acht Teile geteilt (sieben Teile von der Lénge t = 30 cm, der
achte , dem Punkt d benachbarte, wegen des nahezu geradlinigen Ver-
laufes der elastischen Linie in diesem Teil mit t = 140 cm).

Mit den der Belastungsscheide B; entsprechenden und in den
Schwerpunkten der Belastungsstreifen angreifenden Belastungen W
und A, des vertikalen Stabelementes wurde das Momentenpolygon U,
gezeichnet. Das Einspannmoment M, hat sich der vorhergegangenen
Untersuchung bei giiltigem Hookeschen Gesetz mit M, = 0,930 m't
pro m Umfang ergeben. Zu den Biegungsmomenten wurden dic zuge-
horicen A (A4 = ¢, + ¢,. siehe 6. Kap. d) den Diagrammen Figur 25
entnommen, und zwar in der Weise. wie dies im 6. Kapitel b) bei Fig. 24
beschrieben wurde.

Damit die elastische Linic trotz der neu ecingefiithrten elastischen
Bedingungen durch den Punkt d’ geht, muB in d die kleine Hilfskraft K
angebracht werden, und die statischen Momente der Dehnungen miissen
in der bekannten Weise der Bedingung entsprechen:

;%E—u ‘t-s f-—}_—IE =y Wobeiy, = 1192 (in 1/100000cm).
s bedeutet hierin die Abstinde der Schwerpunkte der Teilflichen von d,
und yg4 ist als Ordinate von F; der Zeichnung zu entnehmen.

Wegen der Kleinheit der vorzunehmenden Korrektur kann man
bei der Richtigstellung des Dehnungsdiagrammes D; Proportionalitét
von Dehnung und Spannung annchmen und in derselben Weise verfahren,
wie dies in der Anmerkung 3) zu Kap. 5 gezeigt worden ist. Die Hilfs-
kraft K ergibt sich aus dem Kraftplan zu U,.

Mit den richtiggestellten Dehnungen wurde die elastische Linie E,
gezcichnet. Die MafBstébe der v betragen i%i fiirs: 216 und A im Kraft-

20000

plan Die Polweite berechnet sich mit 3,83 em.

5%
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Aus den Ordinaten der Kurve E,; ermittelt man die Ordinaten
der zugehorigen Belastungsscheide (der Ubersichtlichkeit des Bildes
wegen in der Figur nicht gezeichnet) auf folgende Weise:

Die Dehnung des Ringes pro ecm Umfang betrigt ¥,
a

Der Dehnung ¢ entspricht laut Kurve I, Figur27 die Spannung ¢
pro cm? Verbundkérper.

Aus 6 und der Wandstérke berechnet sich der auf das Ringelement
entfallende Teil des Wasserdruckes p in t/m? und mit ihm die
Ordinate der gesuchten Belastungsscheide.

Es zeigt sich, daf} die neue Belastungsscheide viel konkaver verliuft
als die den Ausgang der Untersuchung bildende Kurve B,. Unter Bei-
behaltung der neugefundenen charakteristischen Form wurde die B;
auf B, korrigiert. In Figur 30 wurde das Verfahren wiederholt,
und man sieht, dafl B, bereits die richtige Belastungsscheide mit hin-
reichender Genauigkeit darstellt.

Die Biegungsmomente ergeben sich aus dem Resultat mit:

— M = 0,917 mt; + M, = 0,180 mt.

Minax o Mpay
= 110; — e
Mit diesen beiden Werten ergeben sich die erforderlichen Armierungen
aus Figur 21 zu:
p; = 0,608 %, und p, = 0,146 9.
Die maximale Wandarmierung ergibt sich aus der maximalen
RadiusvergroBerung des Behélters y und der zugehorigen Dehnung

e = ¥ = 4,99 direkt aus dem Diagramm Figur 27 Kurve ITI mit 1,449,
a

die zugehorige Spannung im Beton mit ¢, = 12,2 kg/ecm?. Die Randzug-
spannungen fiir Biegung ergeben sich, ebenfalls durch direkte Ablesung
aus Figur 23, mit ¢, = 17,1 kg/em? bzw. 6,3 kg/cm?. Wenn der Beton
reift, ist das Eisen bei dem angegebenen Armierungsprozentsatz mit
6, = 950 kg/cm? beansprucht, sowohl in den Ringen als auch in den
Stiaben an den Stellen der Maximalmomente.

Ein Vergleich dieser Resultate mit den Ergebnissen, von welchen

die Untersuchung ausgegangen ist, zeigt folgendes:
Das Einspannmoment wurde um 1,5 9, kleiner.
Die Ringbeanspruchung in 3,5 m Tiefe um 5,1 9, kleiner, in
4,5 m Tiefe um 13,4 9 grofler.

Es ist klar, daB3 die sich ergebenden Abweichungen gegeniiber den
unter Beibehaltung des Hookeschen Gesetzes errechneten Resultaten
wachsen, wenn man aus okonomischen Griinden iiber die im Beispiel
vorkommenden Betonzugbeanspruchungen in den Ringen hinausgeht.

+ = 460.
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8. Niherungsverfahren
zur direkten Dimensionierung von Behiiltern
mit rechteckigem Wandquerschnitt.

Bei der Projektierung Kkleiner
Behilter mit rechteckigem Wand-
querschnitt ist es von Nutzen, eine
Formel zu besitzen, welche direkt
jene Wandstirke liefert, welche der
Behilter haben mufl, damit das
Material an der geféhrlichsten Stelle
gerade noch voll ausgenutzt wird.

Die gefihrlichste Stelle ist bei
Eisenbetonbehiltern der untere Rand
(die Einspannstelle), und mafigebend
fir die Dimensionierung ist das untere
Einspannmoment.

Mit Hilfe einiger Vernachldssi-
gungen lifit sich bei Behiltern vom
Typus der Hochbehilter (vgl. 4. Kap.)
das Problem derart vereinfachen, daf$}
man das Einspannmoment und mit
ihm die erforderliche Wandstéirke mit
hinreichender Genauigkeit als ein-
fache Funktion von Tiefe und Durch-
messer des projektierten Behilters
erhilt.

a b b, a, in Fig. 31 sei ein
Achsenschnitt durch den leeren (un-
belasteten) Behilter. Nun denke
man sich den Behélter gefullt und
die Wand ebenso wie im 2. Kap.
in ein Stab- und ein Ringsystem
zerlegt. Bestinde die Wand nur aus
Ringen, so wiirde sich unter der
Wirkung des Wasserdruckes die
elastische Linie a b’ ergeben. Be-
stinde sie nur aus Stdben, welche
in b fest eingespannt sind, so wiirde
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ihre Forminderung der Linie b a’ entsprechen. Ist jedoch Ring- und
Stabsystem vorhanden, so geschieht die gemeinsame Forménderung
der beiden Systeme nach Linie b ¢’ a. In den unteren Teilen, nahe der
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Einspannstelle, wird beinahe der gesamte Wasserdruck von dem verti-
kalen Stabsystem aufgenommen. Je hoher man kommt, desto mehr
tragen die Ringe mit, und in den obersten Partien, oberhalb von e’,
verhindert der Widerstand der Ringe dic Ausweichung der Stébe;
die Ringe sind dort nicht nur durch den Wasserdruck, sondern auch
durch die Auflagerkrifte des Stabsystems beansprucht, und die elastische
Linie geht allméhlich in die Linie a b’ iiber. a b ¢’ hat zwei vertikale
Tangenten, eine in b an der Einspannstelle und eine in der Néhe von c’.
Wenn a b b’ das Wasserdruckdreieck darstellt, so bedeutet nach den
Ausfithrungen des 2. Kapitels die Kurve b ¢’ a die Belastungsscheide.
Von dem gesamten Wasserdruck entfallt + W und — A auf das vertikale
Stabsystem, + R und + A auf das Ringsystem.

Umn die Belastung des vertikalen Stabsystems unter Zuhilfenahme
kleiner Vernachlissigungen zu vereinfachen, ersetze man die Kurve ¢’ b
durch eine Gerade ¢’b. Um die dadurch erfolgtec Vergroflerung von W
um w zu kompensieren, bringe man im Schwerpunkt von w eine Kraft (w)
von entgegengesetztem Vorzeichen an. Desgleichen ersetze man die
Belastungsfliche A durch eine Einzelkraft (A) im Schwerpunkt. (A)
und (w) vereinigt liefern eine Resultierende X, wolche in der Niahe
von ¢’ angreift.

Man nimmt nun an, die zweite vertikale Tangente T der elastischen
Linie b ¢’ a sei nicht in der Nahe von ¢’, sondern in ¢’ selbst, und
die Resultierende X greife nicht in der Nahe von ¢’ sondern auch inc’
an. In diesem neuen vereinfachten Belastungsfall (in Fig. 31 rechts)
laflt sich das untere Einspannmoment auf cinfache Weise ermitteln.

Bei der folgenden Untersuchung wurden die Durchbiegungen,
in horizontalem Sinn gemessen, mit y bezeichnet. Die Buchstaben-
bezeichnungen stimmen mit Fig. 31 iiberein. Die Verhinderung der
Querkontraktion wird ebenso wie im 2. Kapitel durch den Faktor

I T me beriicksichtigt. Die vertikalen Wandstébe, um deren Berechnung
m

es sich jetzt handelt, sind in b; eingespannt, durch die dreieckige Be-
lastungsfliche b; b’ ¢’ und die Einzelkraft X bclastet und miissen
in ¢’ eine vertikale Tangente besitzen.

Die Gleichung der elastischen Linie lautet (Siehe Figur 32):

dy M
dx2  EJ(1 + m?
‘__plx 2 2y 7 ._x_____plxa_;_
M= 61 1 x%) —M, T = 61 = x B,
N
wobei g = Pl Mo

6 1
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X =1—x  dx = —dx

d2y Py x3

EJ(1 + m?).— = — ]

Ly e = 7761 <P

Nun ist

Integriert, gibt dicse Gleichung
1

. dy x4 x2
EJ(l—f—m‘)El—: —1)2141 +7@+Cl

In ¢, soll die Tangente an die elastische Linie vertikal sein,

daher fir
ly .
= 0 und daher ist ¢, = 0.

x, =1 und x = 0 ist: a&x,

4 —

i !
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Fig. 32.

Noch cinmal integriert, gibt die Glelchung 1)
2 — _g. P i )
EJ(1+ m?)y +5 241 GB+02.

Bei x, = 0 wird y =0 und x =1,
B 5oop 18
0="F 5 21 PTG

Daher
. BP—x% p, 13 —x3
2 = — . . e
EJ(1 + m?y a1 T 6 B 2)
M, ergibt sich aus 1) unter Beriicksichtigung

Das Einspannn.oment

dyv .

von —— =0 fir x = | mit
X

1

_mnP
M, = ST 3)

Die Auswcichung des Stabendes (bei x = 0) crgibt sich aus 2) mit
4
1 P1! n

Y1 T EJ1+ my 180
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Da der Punkt ¢’ auch auf der elastischen Linie a b’ des durch
den vollen Wasserdruck beanspruchten Ringsystemes liegen muf,
ergibt sich als zweite Bedingungsgleichung fir y;:

a?
= . - .o
Die Bedingungsgleichungen zur Ermittlung von M, lauten demnach:
_DnP
Mo 12
und
1 p, 12 a?

Ed(+my) 1s0 _ mrp'® D6

Wenn die zuldssigen Materialbeanspruchungen gegeten sind, be-
rechnet sich die Wandstirke H aus M, mit H = « ]/ M, Aus den
Gleichungen 3) und 6) kann man dann diejenige Behélterwandstiirke
berechnen, bei welcher das Material an der untercn Einspannstelle
gerade mit den zuldssigen Spannungen beansprucht ist.

Wenn siamtliche GroBen in ¢m und kg ausgedriickt sind, wenn
ferner vy fiir Wasser (Gewicht pro 1 em3) 0,001 kg betrdgt und die Ziffer m
der Querkontraktion mit 1, angenommen wird, ergibt sich die Wand-
stirke H aus obiger Gleichung mit:

Hoem = 6,08-a3-a2-}h-10"° [—— 14 Vl -+ 30‘,102}1]
a*a

Der Eisenquerschnitt ergibt sich mit f, = o, H.

Beispiel.  Ein Behilter mit rechteckigem Wandquerschnitt,
5,00 m Hohe und 10,00 m Durchmesser soll in Eisenbeton projektiert
werden. Zuléssgie Materialbcanspruchungen ¢, = 35 kg/cm?, ¢, =
1000 kg/cm?2.

Aus den Tabellen zur Dimensionierung einfach armierter Platten
entnimmt man fir die gegebenen zulissigen Beanspruchungen:

H = 0477 ]/MT(H = 1,1 H', wenn H’ die nutzbare Plattenstirke).
0,261

f, = 0,261 JM,. Somit « — 0,477, o, = = 0,548.
0,477
—_ / 3010 - 500
. 3.5 2, 5 . 6 J— / = lr 5
6,08 - 0,477%- 500%- 1500 10 [ 1+ )1 +0’4772.5002] 5,5 cm

f, = 0,548 H = 8,5 cm Vertikalarmatur pro laufenden Meter Umfang.
Mit Hilfe der Gleichungen 3) und 6) konnen auch an einem Behiilter
mit gegebenem rechteckigen Wandquerschnitt angenéhert die Biegungs-
momente, die Ringspannungen und die Belastungsscheide ermittelt
werden. Eine solche Untersuchung wurde an dem im 3. Kap. be-
handelten und in Fig. 11 dargestellten Behilter vorgenommen.
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Die exakte Untersuchung ergab fiir M, 96 700 kg/cm. Das Néhe-
rungsverfahren lieferte fiitr M, 104 000 kg/cm. Die Belastungsscheide,
welche das Niherungsverfahren mit Hilfe der geradlinig begrenzten
Belastungsfliche W ergab, ist in Fig. 11a, Kurve II eingetragen und
weicht nur unbedeutend von der genauen, analytisch festgelegten
Belastungsscheide I ab.

Miiller-Breslau (am oben angef. Orte) gelangte auf analytischem
Weg ebenfalls zu einer Niherungsformel fiir diec direkte Dimen-
sionierung von Beh#ltern mit rechteckigem Wandquerschnitt.

9. Anmerkungen.

1) Die Verhinderung der Querkontraktion der vertikalen, auf reine Biegung

beanspruchten Stabelemente ist in dieser Formel 2) durch den Faktor I -{—1m“‘
beriicksichtigt. a b ¢ d in Fig. 33 sei das Wandelement einer gedehnten Behilter-
wand und gleichzeitig der Querschnitt eines ge-
bogenen Stabelementes. Die Druckspannungen
infolge der Biegung (oq) seien auflen, die Zug-
spannungen innen. Wire die Querkontraktion
nicht behindert, so wiirde das Wandelement
infolge der Biegung die Form a’b’c’d’ an-
nehmen, wobei

, may dw
bb' = B ~d¢r - <I'+Jr—}—~2—)
und
mo, d
r_ % iy v
cc~Ed<,<1+.lr 2)_
Ist der Radius im Verh#ltnis zur Wand- Fig. 33.
stirke sehr groB, so ist einfach zu setzen:
bb' — ol g und o = o r g
-5 'Y E "%

Wenn nun a bcd nicht nur Stabelement, sondern auch Ringelement ist,
so wird die Querkontraktion die Tendenz haben, den inneren Radius der Behélter-

wand um den Betrag

me, d mo,
Ez<r+.11'—7w)i Z.op
z1 verkleinern und den #uBeren Radius um

mo‘d mo‘d

dW
zu vergroBern. Da die Wand infolge ihrer Zugfestigkeit in radialer Richtuny
nur in sehr geringem Mal} befahigt ist, ihre Dicke zu sndern, ist die Querkontrak-
tion fast vollstandig verhindert. Etwas anders liegen die Verhéltnisse bei einem
Material, welches dem Hookeschen Gesetz nicht gehorcht. Bei stark gedehnter
Wand wird der Elastizitétsmodul der Ringe sehr klein, und diirfte daher der Ein-
fluB der Verhinderung einer Querkontraktion der Stabelemente weniger bedeutend
sein als bei schwach gedehnter Wand. Da sich jeco:h in solchen Fillen die
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GroBe des Einflusses der Wanddehnung auf die Wirkung der Querkontraktion
schwer schitzen 1a8t, wird der Faktor (1 — m?) (m der Querkontraktionskoeffi-

zient) fiir sémtliche Baumaterialien beibehalten.

1
Manche Autoren ersetzen den Faktor (1 — m?) durch T me be-

quemere Formeln zu erhalten. Bei der geringen GroBe von m? ist diese Vernach-
laBigung gestattet.

%) Die Untersuchungen wurden stets mit der Bemerkung abgeschlossen,
daBl man sich aus dem ersten Seilpolygonpaar durch einfache Interpolation der
Wahrheit ndhern kénne (Panetti, S. 146 u. 147, Federhofer, S. 389).

3) Die Hinzufiigung der Hilfskraft K bewirkt eine Verinderung des Einspann-
momentes um 2 My. Dementsprechend #ndern sich die Ordinaten der Dehnungs-
kurve in jedem Punkt um

aM
Aoz« —
H3 s
worin ¢ eine Konstante, und s;
b, die Strecke d b, bedeutet (siehe

Fig. 34). Man verkleinere nun
die Ordinate von D, in b, etwa
um 5mm und zeichne die zu-
gehorige Verianderung der iibrigen
Ordinaten. Das statische Moment
dieser Fliche in bezug auf d be-
trage S. Dieser Betrag von S
- wird wihrend der ganzen Unter-
Fig. 34. suchung beibehalten. Benotigt

man, um der geforderten Be-

dingung zu geniigen, eine Verkleinerung des statischen Momentes von 3,, so ver-

kleinere man die Ordinate von D, in b, um 5 c¢m - _Z—‘ und verbinde Punkt b;” mit d

durch eine Kurve, deren Ordinaten denen von b,’ d proportional sind. Bei den
kleinen Korrekturen, um die es sich handelt, geniigt es, die Ordinaten dreier
Punkte zu reduzieren.

*) Die osterreichischen Vorschriften z. B. sprechen bloS von zuldssigen
Zugspannungen im Beton fiir den Fall der reinen Biegung und des exzentrischen
Druckes. Diese zuléssigen Zugspannungen sind 24 kg/em? bzw. 21,5 kg/em? bei
Mischungsverhéltnissen 1 : 3 bzw. 1 : 5. Wenn man die zulissige Beanspruchung
des Eisens mit g, = 950 kg/cm? annimmt, entsprechen die obigen Zugbeanspru-
chungen des Betons einem vorschriftsmaBig bewehrten, auf reinen Zug bean-
spruchten Verbundkorper mit einer Armierung von

E
3,929, bzw. 3,329, (n = = 15) .
E b
AusFigur 29 kann man ersehen, daB die Grenzen, welche die Vorschrift gezogen

hat, fiir Rohr- und Behalterbau zu weit sind. Der Beton eines 3,92- oder eines
3,32 prozentig armierten Rohres oder Behslters miiBte bei voller Belastung unter allen
UmsténdenreiBlen. Die 1,83 prozentigeArmierung desSt. Gallner Behilters bezeichnet
schon die oberste Grenze, bis zu welcher man sich wagen darf. Sie entspricht unter
den Annahmen der ,,Vorschrift™ einer rechnungsmiBigen Betonzugbeanspruchung
von 13,8 kg/em3,



10. Anhang. Tabellen 1—4.
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Tabelle 1.
Armierung 0,740 9%
2y gewihlt — 17 14 10 6 ‘ 3
o = | 17 15,2 14 13,20 10 10,0/ 6 6,4 3 3,2
h = g + 24 =| 3¢ 322 28 27,2 20 200/ 12 12,4 6 6,2
a' = a. i
h
= 0091 h" =1 309 29 254 25 18 18 1,00 1,1 055 06
e/ = ¢ — o =| 1319 141 11,46 115 818 82 491 49 245 24
Z' 0156 , ,
€ — ‘h'e =1 69,9 70,1} 50,0 48,8, 255 256 92 9,5/ 23 23
b o132) ¢
Coe=229 229 | 179,3 179,3 109,3 1093 46,8 46,8 13,0 130
Z 14
4+ F, =|298,9 299,1 229,3 228,1 134,8 134,9 56,0 56,3/ 15,3 153
g =| 152 13,2 10,0 6,4 3,2
S, = 3028 2012 883 235 32
Sy = |2344 1559 687 182 26
Z 7
be .eo’ = | 990 566 209 46 5
MI
- = [6362 4137 1779 463 63
M M\ 100 » .
e \b /) 1 612 559 \444 302 516..;
Tabelle 2.
Armierung 0,548 9 .
&y gewihlt = 15 § 12 ] 9 6 3
=1 15 135 12 11,4 9 90| 6 6,2 3 3,2
W o=o¢,+ 2,=| 30 285 24 23,4 18 18,0 12 12,21 6 6,2
a = ai —
h
0,091h" =] 2,73 26/ 218 21 1,74 16/ 1,09 1,1i 055 06
eo’ = &g —a =] 12,27 124 98 99 73 74 49 49 25 24
Ze OS5 | 429 405 27,0 266 | 151 153 68 69 1,7 17
b~ 0,092 15.3
Fe =]197 197,0) 144,5 144,5| 92,5 92,5, 46,8 46,8 13,0 13,0
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Tabelle 1.
0,626 %
17 | 14 10 6 3
17 149 | 14 13,0 | 10 9.9 6 6,3 3 3,2
34 31,9 | 28 27,0 | 20 199 | 12 12,3 6 6,2
3,00 29 254 2,5 1,82 18 1,09 1,1 0,55 0.5
1319 14,1 | 1146 11,5 8,18 82 491 49 245 2,5
50,1 593 | 423 409 | 216 215 78 1.9 L9 20
| |
229 229 | 1793 1793 | 109,3 1093 | 468 468 | 13,0 13,0
288,1 288,3 | 2216 220,2 | 130,09 1308 | 546 547 149 150
14,9 13,0 9.9 6.3 | 32
2860 927 857 224 32
2344 1559 687 182 26
\
835 469 176 39 5
|
*‘ |
6039 3055 1720 | 445 “ 63
594 542 434 \ 204 \ 163
|
Tabeise 2.
0.436 %
15 12 9 | 6 3
15 13,3 12 11,2 ) 8,8 6 6,1 3 3,1
30 28,3 24 232 | 18 178 | 12 12,1 6 6,1
273 26 218 21 174 16 1,09 1,1 055 05
12,3 124 98 99 73 74 49 49 25 2,5
338 32,3 21,7 212 | 121 122 54 54 14 14
12,2
197 197,0 | 1445 1445 | 925 925 | 468 468 | 13,0 13,0
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Tabelle 2.
Armierung 0,548 °/,
gy gewdhlt = 15 12 6
Zo'
Py = [ 2302 2375 1715 17111 1076 1078 53,6 53,7 147 147
o =| 135 11,4 9,0 6,2 3,2
So” == [2141 1314 624 214 32
Sy = [1780 1123 527 182 26
Z}: cee’ = | 502 263 113 34 4
M
& = |aas 2700 1264 430 62
M (LL) 100 546 492 390 288 161
h2 b/ h'z
Tabelle 3.
Armierung 0,346 9%
sy gewihlt — 15 12 f 9 6 |
I
=] 15 131 12 11,0\ 9 8,7 6 61 3 31
h == g + eu=| 30 281 24 230 18 77,7 12 12,1} 6 61
’ h’
1 = a. h
= 0091 h =] 27 26 22 21 16 16 1,1 1,1 05 05
e = &g — a’ =| 123 124/ 98 99 74 74 49 49 25 25
Y
Ze OO0 \yor | 269 254 172 166 97 96 43 43 11 11
b 0,041 |
F, =] 197 144,5 92,5 46,8 13,0
Zo i
o Fu =] 2239 161,7 102,2 51,1 14,1
0 =1 131 11,0 8,7 6,1 3,1
Sy = 1970 1192 570 203 28
Sy = |1780 1123 527 182 26
Ze .eo’ = | 316 165 71 21 3
b
Ml
S5 = [t06 2480 1168 ‘406 57
M M\ 100 . o -
W= (_5_) C oy | B9 469 373 277 153




Anhang. 79
Tabelle 2.
0,436 9/,
15 12 9 6 3
2308 1293 | 1662 1657 | 1046 1046 | 522 52,2 | 14,4 144
13,3 11,2 8,8 6,1 3,1
2035 1254 588 203 28
1780 1123 527 182 26
401 [ 210 89 26 4
4236 2587 1204 411 58
529 481 381 280 156
Tahbelle 3.
0,194 9,
12 9 | 6 [ | 1
|
12 10,7 9 8,5 \ 6 6,0 \ 3 3,1 1 1,0
24 227 18 17,5 \ 12 12,0 1 6 6,1 2 2,0
2,2 2.1 1.6 1,6 L1 1,1 ‘ 0,5 0,5 0,1 0,1
9,8 9,9 7.4 7,4 4.9 4.9 J 2,5 2,5 0,9 09
| |
97 93 [ 55 53 24 24| 06 06 0,07 0,07
144,5 ’ 92,5 46,8 13,0 1,5
154,2 98.0 49,2 13,6 1,57
10,7 8,5 6,0 3,1 1,0
1099 | 535 192 28 1
1123 I 527 182 26 1
92 ( 29 12 2 0,06
2314 !1091 } 386 56 2,06
449 . 356 ) 267 | 150 51
| i |




80 Anhang.
Tabelle 4.
Armierung 0,088 %
&y gewidhlt = 12 9 6 1
g = 12 105/ 9 8,4 6 59 3 3,0 1 1.0
W =c¢ +eg=] 24 22,5/ 18 17,4| 12 11,9/ 6 6,0 2 2,0
’
a’ = a. !1—
h
= 0,091h" = 22 21 1,6 1,6/ 11 1,1 05 05 01 01
e’ = gy —a = 98 99 74 7.4 49 49 25 25 09 09
Zo ,
T“ = 0,018 h’ey’ = 42 40 24 23 11 1,1 03 03] 003 0,03
F =] 1445 92,5 46,8 13,0 15
Z ’
% + Fy = 148,7 94,9 47,9 13,3 1,53
g = | 105 8,4 5,9 3,0 1,0
S,” =:[1037 517 185 25 1
Sy’ = {1123 527 182 26 1
Z ’
Te'eel =] 40 17 5 0,7 0,03
MI
- = 2200 1061 372 51 2,03
M /M\ 1
—(—) 00 435 351 263 142 51




Verlag von Julius Springer in Berlin.

Taschenbuch fiir Bauingenieure.

Unter Mitwirkung von
Geheimrat Prof. Th. Bohm-Dresden, Geheimrat Prof. H. Engels-Dresden, Prof,
Dr. jur. A.Esche-Dresden, Prof. M. Foerster-Dresden, Geheimrat Prof. Dr.
C. Gurlitt-Dresden, Stadtbaurat a. D. Th. Koehn-Berlin, Regierungsbaumeister
Privatdozent Dr.-Ing. F. Kogler-Dresden, Geheimrat Prof. G. Lucas-Dresden,
Geheimrat Prof. G. Mehrtens-Dresden, Baurat Dr.-Ing. A. Schreiber-Dresden,
Kgl. Bauamtmann E. Wentzel-Dresden
herausgegeben
von
Max Foerster,
ord. Prof. an der Technischen Hochschule in Dresden.

1927 Seiten auf bestem Diinndruckpapier. — Mit 2723 Textfiguren.

In englisch Leinen gebunden Preis M. 20,—.

Armierter Beton.

Monatsschrift fiir Theorie und Praxis des gesamten Betonbaues

In Verbindung mit Fachleuten herausgegeben von

Dr.-Jng. E. Probst und M. Foerster
Privatdozent an der Techn.Hochschule ord. Professor an der Tech. Hochschule
zu Berlin. Dresden.

Preis des Jahrgangs M. 14,—.
Probehefte stehen jederzeit unberechnet zur Verfiigung!

Elastizitit und Festigkeit.

Die fiir die Technik wichtigsten Siitze und deren
erfahrungsmiflige Grundlage.

Von
Dr.-3ng. C. Bach, K. Wiirt. Baudirektor,
Professor des Maschinen-Ingenieurwesens an der K. Techn. Hochschule Stuttgart.

Sechste, vermehrte Auflage.

Unter Mitwirkung von
Professor R. Baumann, an der K. Technischen Hochschule Stuttgart.

Mit Textabbildungen und 20 Tafeln. — In Leinwand gebunden Preis M. 20,—

Zu beziechen durch jede Buchhandlung.





