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Vorwort. 

Die durch die technischen Anwendungen gestelltrn Probleme 
der Elastizitatstheorie und die im AnschluB daran ontwiekclten 
Mcthodrn zu ihrer Losung, deren systematische Behandlung zu den 
Hauptaufgaben der modernen Forschung auf diesem Gebiete gehort, 
sind heute vielfach noch nicht so bekannt, daB ihre Ergebnisse in 
die Praxis unmittelbar Eingang gefunden batten. In der Erwartung, 
dal3 eine eingehendere Behandlung eines einzelnen dieser Probleme 
nach verschiedenen neueren Methoden Interesse erwecken diirftc, 
wurdc das vorliegende Werkchen herausgegeben. Der Teil A ist 
im wesentlichen ein erweiterter Abdruck einer in diesem Jahre (1912) 
in der Zeitschrift ,Armierter Beton" (Berlin, J. Springer) erschienenen 
Arheit. Der Teil B behandelt die graphischen Methoden armierter und 
nicht armiertcr Behalter eingehender, als es gewohnlich iiblich ist, und 
sucht insbesondere die Schwierigkeiten klarzustellen, welche sich bier 
darbieten. Es ist der Versuch gemacht, die Methoden und Formeln 
theoretisch moglichst vollstandig zu entwickeln und sie bis zu der Grenze 
zu fiihren, die die Praxis selbst derartigen Entwicklungen stellt. Wir 
bitten die geehrten Fachgenossen, uns ihre Erfahrungen, die sie mit den 
hier gegebenen Methoden machen, und ihre etwaigen Wiinsche bekannt­
zugeben, um das hier Begonnene in Zukunft noch weiter ausgestalton 
zu konnen. 

Im September 1912. 

Poschl. v. Terzaghi. 
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A. Analytische Methoden. 

I. Einleitung. 
Der ,analytische" Teil der vorliegenden Monographic stellt sich die 

Aufgabe, einerseits einen Dberblick zu bieten uber die Methoden, 
welche bei der rechnerischen Untersuchung der Behalter nach dem 
gegenwartigen Stand der Wissenschaft in Frage kommen, andererseits 
eine Darstellung zu schaffen, welche unmittelbar fur praktische Zwecke 
geeignet ist. Nach den Fortschritten der letzten Jahre durfte eine Be­
arbeitung der Methoden und Resultate, soweit sie fur die technische 
Praxis Bedeutung haben, auch im Interesse weiterer Untersuchungen 
von Nutzen sein. Es ist aber nur ein kleiner Teil der vorhandenen 
Arbeiten hier verwendet und demgemaf3 Vollstandigkeit der Literatur­
angaben keineswegs angestrebt worden. 

Die Gesetze, die wir der Beschreibung aller uns umgebenden 
Erscheinungen zugrunde legen, sind Differen tialgesetze, aus denen 
durch den ProzeB der Integration die ,endlichen" Vorgange abgeleitet 
werden. So fuhrt auch das vorliegende Problem auf die Integration 
einer Differentialgleichung, die in irgendeiner Weise - analytisch 
oder graphisch - geleistet werden muB. 

Eine sehr vollstandige Wiedergabe der bisher erschienenen Arbeiten 
auf diesem Gebiete bringt Band V des ,Handbuches fur Eisenbeton­
bau", herausgegeben von Dr. F. von Em per ge r, ,Flussigkeitsbehalter", 
2. Aufi. 19101). 

In den Abschnitten III und IV geben wir eine kurze Darstellung 
der LOsungen von H. Muller- Breslau fur konstante Wandstarke 
und der von H. ReiBner fiir linear veranderliche Wandstarke, urn im 
Abschnitte V die vom Verfasser dieses ersten Teiles selbst ausgearbeitete 
Methode von W. Ritz ausfiihrlich auseinanderzusetzen2). 

1 ) Aullerdem vergleiche man den Literaturbericht in Professor Dr. Ph. 
Forchhei mers Broschiire: ,Die Berechnung ebener und gekriimmter Behalter­
hoden", 2. Aufl. 1909. 

2) Siebe die Abhandlung des Verfassers im ,Armierten Beton" (1912) und 
bcziiglich des Konvergenzbcwciscs auch Sitzungsberichte der Wiener Akademie 
dcr Wissenschaften (1912). 

Piischl u. Terzaghi. 



2 Einleitung. 

Eine groBe Anzahl von Problemen der Mechanik und mathemati­
schen Physik hat namlich die ausgezeichnete Eigenschaft, daB sie aus 
einem sog. Variationsproblem ableitbar sind, d. h. daB ihre Di:fferential­
gleichungen die notwendigen Bedingungen dafiir sind, daB ein ge­
wisses bestimmtes Integral einen extremen Wert erhalt. Fur die Inte­
gration der Di:fferentialgleichungen eines Problems bedeutet es schon 
an sich einen wesentlichen Vorteil, wenn man sie aus einem Variations­
problem ableiten kann. 

Die Anwendung der Methode des nur allzu friih verstorbenen 
Gottinger Physikers W. Ritz, die den Anforderungen an Einfachheit 
und Strenge gleichzeitig im weitesten AusmaBe gerecht wird, und die 
den wesentlichen Inhalt dieses ersten Toiles ausmacht, verwertet den 
Umstand, daB ein Problem mit einem Variationsproblem zusammen­
hangt, in einer etwas anderen, sehr originellen Weise, welche in naher 
Beziehung steht zu der in der technischen Literatur schon lange be­
kannten Behandlung statisch unbestimmter Systeme. Die hier er­
folgende ausfiihrliche Darstellung dieser Methode hat auch insbesondere 
den Zweck, den Ingenieuren und Konstrukteuren an der Hand eines 
wichtigen Problems die Anwendung eines fiir viele Probleme der 
technischen Praxis besonders geeigneten Verfahrens zu empfehlen und 
sie damit vertraut zu machen. J edenfalls gestattet sic im vorliegenden 
Faile, durch relativ einfache Mittel die Resultate mit einor Vollstandig­
keit darzustellen, wie sie sonst, soweit es iiborhaupt moglich, nur mit 
dem groBten Aufwand an Rechenarbeit zu erreichen ist. 

Durch diose Methode wird es vielleicht gelingen, die 
elastischen Verhaltnisse homogener Behalterwande fur be­
stimmte Normalquerschnitte ein fiir allemal festzulegen 
und damit zuverlassige Konstruktionsgrundlagen zu 
schaffen. 

Als die wichtigsten Querschnitte, die fiir die Praxis in Betracht 
kommen, worden behandelt: I. Dreieck, 2.Rechteck, 3. Trapez, 4. Quer­
schnitt durch eine Parabel und eine Gerade begrenzt. 

DaB nach den beziiglichen Ansatzen von W. Ritz auch eine sach­
gemaBe Berechnung von Platten und Behalterboden auf Grund dieser 
neuen Methode moglich ist, soli an einer anderen Stelle gezeigt worden. 
Ein weiteres Anwendungsgebiet liegt in der Voraussetzung anderer 
Verteilungsgesetze fur die aufieren Krafte , wie sie sich z. B. bei den 
Silos als notwendig erweist. Eine andere Gruppe von Aufgaben, deren 
Erledigung ebenfalls durch diose Methode moglich wird, betrifft die 
Untersuchung von Fundamentplatten auf nachgiebiger Unterlage, 
die an einzelnen Stellen mit schwer belasteten Eisenbetonsii.ulen 
beansprucht worden, u. dgl. m. Die Erledigung aller dieser Probleme 
mul3 spateren Unternehmungen anheimgestcllt worden. 



Bezeichnungen. Differentialgleichung des Problems. 

II. Bezeichnungen. Differentialgleichung 
des Problen1s. 

3 

Wir geben zunachst eine Zusammenstellung der im folgenden ver­
wendeten Bezeichnungen (siehe Fig. 1): 
h Hohe des Behalters in m; 
x Entfernung vom oberen 

Rande, nach unten positiv 
gerechnet; 

u 

J 

a 
E 
m 

X 

h' 
Verschicbung m Richtung 
der x; 
radiale Verschiebung, nach 
auBen positiv gerechnet; 
Wandstiirke in der Ticfe x; 
Wandstiirkeam oberenRande, 
d. i. fiir x = ; = 0; 
Wandstiirke am Boden, d. i. 
fur x = h, ~ = I ; 

o3 J oo3 J ou3 d. 12' 0 12' u = 12 lC 

beztiglichen Tragheitsmo­
mente entsprechend einem 
Streifen von der Breite 1 ; 
mittlerer Zylinderradius; 
Elastizitatsmodul; 
Querkontraktions verhaltnis, 
d. i. Yt (Zement, Beton usw.) 
bis % (Eisen) (Poisson und Werthci m); 

Fig. 1. 

die Ringspannung, positiv als Zug, bezogen auf die Einheit 
·der Hohe und die ganze W andstarke; 
die Normalspannung in Richtung der Erzeugenden, bezogen 
auf l m Umfang und die ganze Wandstarke. (Im vorliegendcn 
Faile ist Sx = 0.) 

l\fx = das (cbenso bezogene) Biegungsmoment, das auf horizontale 
Querschnittselemente positiv -..virkt, wenn es einer nach innen 
kon vc xen Kriimmung entspricht; 

Qx = die zugehorige Querkraft; 
y = das spezifische Gewicht der Bassinfullung (103 kg fur Wasser). 

Die erste und wichtigste Vereinfachung, die der Behandlung des 
,-orlicgenden Problems zugrunde liegt, ist die, daB hierfHr die Be-

1* 



4 Bezeichnungen. Differentialgleichung des Problems 

halterwand als unendlich diinn angenommen werden dar£. Diese 
Annahme kommt darauf hinaus, daB man voraussetzt, die Resultante 
aller Spannungen greife im Mittelpunkte des Querschnittes an. Der 
dadurch begangene Fehler betragt fur die Lage der Resultierenden bei 
gemauerten oder gestampften Bassins, bei welchen die Wandstarke 
1/ 10 des Behalterradius betragt, 0,1 %; dagegen ist fur dieses (groBe!) 
Verhaltnis die Ringspannung am Innenrande etwa 10 % groBer und 
am AuBenrande ebensoviel kleiner als der unter der obigen Annahme 
gerechnete Mittelwert, was man bei der Berechnung der Behalter 
unter dieser vereinfachenden Annahme im Auge behalten muB. 

Wir setzen nun die Behalterwand als homogen, und als zweite 
grundlegendeAnnahme dieGultigkeit des HookeschenGesetzes voraus1). 

Die Behalterwand wird unten eingespannt angenommen, ihr oberer 
Rand ist frei. 

Betrachten wir ein Element der Behalterwand, das durch zwei 
Meridianebenen und durch zwei Ebenen senkrecht zur Achse der Wand 
herausgeschnitten wird. 

Die Dehnungen in Rich tung der x-Achse bzw. des Radius sind dann2) : 

und die 

du 27t(a+w)-27ta w 
e:1 = dx ' e:2 = 2 1t a a I) 

entsprechenden Spannungen 
E~ 

Sx = 1 - m2 (e:I + m e:2), Sr 
E8 

------=- (e:z + m e:1) . 2) 
1-m2 

Die Krummung der urspriinglich in der x-Achse liegenden Er­
zeugenden ist : 

k d2 w ( ""h = - dx2 angena ert) 3) 

Ihr entspricht das Biegungsmoment (1 - m 2 im Nenner wegen der be­
hinderten Querdehnung): 

EJ 
4) 

und die Querkraft: 

5) 

AuBer diesen Formanderungs- und Spannungskomponenten sind 
aile anderen gleich Null. 

1) Analytische Untersuchungen unter Ausschlul3 des Hookeschen Gesctzes· 
liegen nur in sehr kleiner Zahl vor, es fiihrt dieser zu auBerordentlichen Kompli­
kationen. Wegen des Niiherungscharakters der dadurch erzwungenen Verein­
fachung ist eine zu weit getricbene Genauigkeit in den darauf gegriindeten Rcch­
nungen illusorisch. 

2) Da. nur Ableitungen nach x (bzw. ;) auftreten, so setzcn wir tiber­
all die Zeichen fiir die totalen Differentialquotienten (geradc d). 



Bezewnnungen. Differentialgleichung des Problems. 5 

Die Gleichgewichtsbedingungen in Zylinderkoordinaten Iauten nun, 
wcnn man annimmt, daB Eigengewicht und Auflast getrennt beruck­
sichtigt sind: 

KriiJte in Rich tung x: dSx = O 
dx 

" " 
r: dQx +§c:_ = yx 

dx a 

6) 

Mit Hilfe der Gleichungen 2), 4) und 5) erhalt man nun daraus 
die folgenden: 

und 

du w 
Sx = 0, d . h. -d + m · - = 0 . 

x a 

d 2 ( d 2 w) 12 ( 1 - m 2) 12 ( 1 - m 2) • y - oa -- + . o. w = E . x 
dx2 dx2 a2 

Setzt man nun zur Abkiirzung 

~=~ 
h 

l2h5 (I-m2)·y 
l= E 

so wird 8) einfacher 

7) 

8) 

9) 

10) 

dd;2 (o3 ~c,:)+kow-lf.=O 11) 

Die Gleichung 11) ist die Differentialgleichung vierter Ordnung fur 
die unbekannte Funktion w, von deren Integration die Losung des 
Problems abhangt; die Gleichung 7) liefert dann u durch eine Quadratur. 

Damit eine dieser Differentialgleichung genugende Funktion w 
cine Losung des Problems sein konne, muf3 sie folgende Grenz be­
dingungen erfullen. Es muB fur 

dw 
f. = 1, w = 0, df. = 0 (bzw. = c) a) 

(eingespannt.es Ende) 

f. = 0, Mx = 0, Qx = 0 12) 
(freies En de) 

d. h. 
d 2w 

oa df.2 = o, d ( d2 w) 
df. oa df.2 = o b) 

Wenn ein Anhaltspunkt fur die GroBe der Nachgiebigkeit der 
Einspa.nnung der Behalterwand am unteren Ende gegeben ist (unvoll­
standige Einspannung), so fiihrt die unten erlauterte Methode von 
Ritz auch in diesem Faile zu einer brauchbaren Losung; darauf bezieht 
sich das (bzw. c) der ersten Grenzbedingung. 



6 Losung von H. l\iiiller-Breslau fiir rechteekigen Quersclmitt. 

III. Losung von H. Miiller-Breslau fiir recht­
eckigen Querschnitt. 

Die von Muller- Breslau gegebene Losung ist im zweiten Teile 
(B) dieser Schrift ausfuhrlich tabellarisch durchgefuhrt, weshalb hier 
nur die Hauptgleichung abgeleitet werden moge 1). 

Setzt man 
~ = ~u = const 

und mit Benutzung von 10) 
k 

X. = ~u2 ' A ~ua 
so reduziert sich 11) auf die einfache Gleichung 

d4 w 
d~4 + x. w = A~ . 

Durch die Substitution 

wird 15) noch einfacher: 

A 
w=-~+v. 

X. 

13) 

14) 

15) 

16) 

d4 v 
d~4 + X. v = 0 17) 

Diese Gleichung wird durch den Ansatz v = e' ~ integricrt und 
gibt fur A die Bedingungsgleichung 

A4 +X. = 0 
mit den vier Wurzeln: 

Al, 2, 3, 4· = -v: (± 1 ± i) = n (± 1 ± i), n = I jl: I 18) 

Damit erhalt man das ,allgemeine Integral" von 15) in der Form 

w = Ax. ~ + a cos n ~ [of n ~ + b sin n ~ [of n ~ l 
+ c cos n ~ ®in n ~ + d sin n ~ ®in n ~ 

worin a, b, c, d die Integrationskonstanten sind. 
Die Grenzbedingungen lauten hier einfach 

~ = 1: w = w' = 0 } 

~ = 0: w'' = w'" = 0 
und demgemaB erhalten die Konstanten die W erte: 

A sin n lfoi n + cos n ®in n - 2 n cos n [of u 
a = -· --------------

x. n (cos 2 n + [oj2 n) 

b= c = ~.n(cosn@:iinn-sinnlfofn)-cosn[ofn d = 
x. n (cos 2 n + [of2 n) ' 

1 ) Wir folgcn hicr dl'r von H. Rei finer gcgebcnen Darstcllung. 

1 
o\ 

19) 

20) 

21) 



Methode von H. ReiBner fiir linear veranderliche Wandstarke. 7 

Eiserne Behalter werden meist in einzelne Teile, Bahnen , mit ver­
schiedenen und zwar nach unten zunehmenden W andstarken unter­
teilt. Fur jeden solchen Teil gilt die durch 19) definierte Losung, wobei 
aber ou fiir die verschiedenen Bahnen verschiedene W erte erhalt; die 
Integrationskonstanten von 19) sind fiir jeden solchen Teil durch die 
Randbedingungen bzw. Stetigkeitsbedingungen an der Dbergangs­
stelle (StoBstelle) bestimmt. Die Stetigkeit verlangt, daB an diesen 
Dbergangsstellen, an denen zwei Bahnen aneinanderstoBen, die Gr6Ben 

dw d 2 w d 3 w 
w, d~ , as d~2 (""' M,J, o3 d~s c---, Q;J 

dieselbon Worte behalten. Diese Bedingungen geben vier Gleichungen 
zwischen den acht Konstanten zweier aufeinanderfolgender Platten 
mittels welcher sich die vier Konstanten einer Platte durch die vier 
Konstanten der folgenden ausdriicken. Durch Festlegung von zu­
sammen vier Konstanten am oberen und unteren Rande, zum Beispiel 
durch die oben festgelegten Randbedingungen 20) sind dann alle Kon­
stanten fur aile Bahnen bestimmt. 

Da eine eingehende Wiedergabe der hierzu erforderlichenReclmungen 
den hier zur Verfiigung stehenden Raum iiberschreiten wiirde, so be­
gniigen wir uns damit, auf die Abhandlung von Professor C. Runge: 
, Dber die Formanderung cines zylindrischen Wasserbehalters durch 
den Wasserdruck", in der Zeitschr. fiir Mathematik und Physik, 5l.Band 
(1904) Seite 254 ff. zu verweisen, woman diese Rechnungen ti.bersichtlich 
durchgefiihrt findet. 

IV. ~lethode von H. Rei6ner 
fiir linear veranderliche W andstarke. 

H. ReiBner hat im 7. J ahrgange (1908) der Zeitschrift , Beton 
und Eisen", Seite 150 ff. die folgende Auflosung der Behalterproblems 
fiir linear veranderliche Wandstarke veroffentlicht und speziell fiir den 
Dreiecksquerschnitt ausfiihrliche numerische Resultate angegeben. 

Durch den fur eine lineare Veranderlichkeit geltenden Ansatz 
0 = Ou. ~ . .. ........ 21) 

erhalt die Gleichung 11) mit Benutzung der Gleichungen 14) die folgende 
Gestalt: 

23) 

Eine ganz ahnliche Differentialgleichung vierter Ordnung hat 
Kirchhoff in seiner Abhandlung: ,;th>er die Transversalschwingungen 
eines Stabes von veranderlichem Querschnitt'' (Monatsberichte der 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1879, und , Gesammelte 



8 Methode von H. ReiBner fiir linear veranderliche Wandstarke. 

Abhandlungen", Seite 339 ff.) bei einem anderen Problem in sehr ge· 
schickter Weise in zwei Gleichungen niedrigerer Ordnung zerlegt, 
und mit Hilfe von Besselschen Funktionen integriert; da aber die 
Vorzeichenverschiedenheit cines Gliedes zu Besselschen Funktionen 
komplexen Arguments und hoherer Ordnung fiihrt, fiir die keine Tab ellen 
bestehen, so integriert ReiBner die Differentialgleichungen 23) nach 
einer Methode aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit 
Hilfe zweier sehr gut konvergierender Reihen. 

Setzt man zunachst 

24) 

so wird die Gleichung 23) einfa\'her 

:; 2 ( ~ 3 ~~: ) + X ~ V = 0 25) 

Zur Integration dieser Gleichung verwendet man den Ansatz: 
n = oo 

V = ~ An·~p+n 
n=O 

worin die gauze Zahl p durch die Methode selbst bestimmt wird. 

26) 

Damit namlich der erste Koeffizient A0 dieser Entwicklung nicht 
verschwinde - was das Verschwinden aller folgenden bedeuten 
wiirde -, muB p folgender Gleichung geniigen : 

(Koeffizient von ~p- l) : p 2 (p- l) (p + l) = 0 27) 
und nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten findet man die 
folgenden Koeffizienten in der Form: 

A1 = A3 = A5 = .... A2 i + 1 = 0 

x. ·A 
(p + l) (p + 2) (p + 3) 0 

X. 2 28) 
A4 = + (p + l) (p + 2)2 (p + 3)2 (p + 4)2 (p + 5) . Ao 

x.3 
A - ·A usw. 6 - - (p + l) (p + 2)2 .... (p + 6)2 (p + 7) 0 

Die Werte p = 0 und p = l ergeben unmittelbar zwei von ein· 
ander unabhangige partikulare Integrale, wahrend die anderen Wurzeln 
p = 0 und p = - l versagen. Aus der Theorie der linearen Differential­
gleichungen kann man fiir diese Falle die fehlenden zwei partikularen 
Integrale entnehmen, die mit dem Faktor log ~ als Faktor behaftet 
sind. 

In dem vorliegenden Falle, wo die singulare Stelle ~ = 0 mit zum 
betrachteten Gebiet gehort, miissen die heiden Konstanten, mit denen 



Methode von H . Reillner fiir linear verii.nderliche W andstiirke. 9 

die letztgenannten Integrale multipliziert sind, verschwinden, damit 
fur diesen Punkt v (und w) nicht unendlich groi3 wird. 

Tatsachlich sind wegen 30 = 0 die Grenzbedingungen (12b) am 
oheren Rande ~ = 0 von solhst erfullt, so dai3 zur Bestimmung der heiden 
uhrigbleibenden Integrationskonstanten A0 und A0', wie wir sie nennen 
wollen, die den heiden partikularen Integralen p = 0 und p = 1 ent­
sprechen, die Bedingungen (12a) 

dw 
~ = 1, w = d~ = 0 . 12 a.) 

genugen. 
Das vollstandige Integral der Differentialgleiohung 23) ergiht sich 

daher zu 

WO 

x~2 x2~4 x3~6 

w1 = 1 - 2! 3! + 4! 5! - 6! 7! + · · · · 

( 2x~4 2x.2~4 2x3~6 ) 
w2=~ 1-3!4!+5!6!-~+ .... . 

Um A0 und A~ zu herechnen, setzt man nach 29) fur 

~ = 1 : w = w' = 0 ( w' = ~~) 
und erhalt: 

woraus folgt 

Aowl + Ao'w2 = -~, 
X 

A 0 w 1' + A0' w 2' = 0 

A I-0 -

Es ist dahei also: 
2 X. 4 x2 6 x.3 

w1' = - 2! 3! + 4! 5! - 6! 7! + · · · · 
3·2x 5·2x2 7·2x3 

w2' = 1- 3! 4! + 5!6!-7!8! + .. .. 

29) 

30) 

31) 

32) 

Fur das ga.nze ela.stische Verhalten des Behalters ist nur die Groi3e 
12 h' (1-m2) 

x= a2. 3u2 

mallgohend: aile Bohaltor mit dcmsclhon 
a qui valent. 

x sind olasti sch 



10 Methode des Verfassers nach W. Ritz. 

Nach dieser Methode ist durch die Gleichung 29) [mit 30), 31), 
32)] die Formanderung des Behalters dargestellt. 

Wenn der Nullpunkt (a0 = 0), wie beim trapezformigen Querschnitt, 
nicht im Koordinatenanfangspunkt liegt, so treten zu der allgemeinen 
Losung noch die zwei erwahnten logarithmischen Integrale hinzu, so 
da13 diese Methode auch fiir trapezformige Querschnitte brauchbar wird; 
die Erweiterung auf diesen Fall wurde von H. Rei13ner nicht weiter 
ausgefiihrt; es diirfte auch die Bestimmung der Konstanten Ai er­
heblich komplizierter werden. 

Nach Erorterung dieser Methode, die .von allen bisher bekannten 
die exakteste ist, gehen wir zur eingehenden Besprechung der vom 
Verfasser selbst durchgearbeiteten Methode iiber, welche fur Quer­
schnitte von fast beliebiger Form anwendbar ist. 

V. Methode des V erfassers nach W. Ritz. 
Die Anwendbarkeit der Methode von W. Ritz beruht darauf, 

da13 das Problem der Ermittlung der Spannungsverteilung und Form· 
anderungen in zylindrischen Behalterwanden als Minimalproblem eines 
bestimmten Integrals aufgefa13t werden kann; und zwar stellt das Integral 
die Formanderungsarbeit des deformierten Systems und das ent­
sprechende Variationsproblem das sogenannte Prinzip der kleinsten 
Formanderungsarbeit dar. 

1. Aufstellnng des Problems 
als Variationsproblem nach dem PrinziJl 

der kleinsten Formanderungsarbeit. 
Es handelt sich also zunachst darum, den Ausdruck fur die Form· 

anderungsarbeit der als homogen vorausgesetzten Behalterwand mit 
beliebig veranderlichem Querschnitt aufzustellen, wobei wie bisher an 
der Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes festgehalten wird; da wir den 
Behalter mit Fliissigkeit gefullt betrachten, so haben wir auch die Arbeit 
des Fliissigkeitsdruckes (als au13ere Kraft) einzubeziehen. Die Be· 
halterwand wird unten eingespannt angenommen, ihr oberer Rand ist frei. 

Die gesamte Formanderungsarbeit eines Streifens von der Breite 1 
setzt sich zusammen: 

1. a us der Arbeit der Biegung (fiir ein Element von der Lange dx: 
l Mx2 

dA1 = -2 E J dx 
/1-m' 

wegen der behinderten Querdehnung), 
2. aus der Arbeit der Dehnung, 
3. aus der Arbeit der au13eren Kraft , die der Tiefe x an jeder Stelle 

proportional ist. 
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Es ist also der folgende Ausdruck zu einem Minimum zu machen: 

A = s [ ~ E J~x~m• + ~ Eo · e:22 - y x w] dx = Min. 33) 

0 

Wenn wir die ohigen Werte einsetzen, so erhalten wir (his auf einen 
unwesentlichen Faktor) : 

h 

A= 5[_!_oa(d2w)2 +_!_12(1-m2)·o·w2 
2 dx2 2 a2 

und 

0 

- 12 (1 -;m2)y_x·w]dx 34) 

Setzen wir nun wie frii.her zur Ahkii.rzung 

~ =~ 
h 

9) 

l2h4 (1-m2) l2h5 (l-m2)y 
k = 2 ) 1 = 10) 

a E 
so erhalten wir (his auf einen unwesentlichen Faktor) 

1 

A = .n ! o3 ( ~~: y + ~ k · o · w2 - I ~ w] d~ 35) 

0 
An diesen Ausdruck werden wir aile folgenden Entwicklungen 

anknii.pfen. Die unhekannte Funktion w = w (~) ist so zu he­
stimmen, dal3 A einen kleinsten Wert enthalt . 

2. Zusammenhang der Differentialgleiclmng· 
mit dem Variationsproblem. 

Die erste notwendige Bedingung (d. i. die einzige, die hier in Be· 
tracht kommt) fur das Minimum des Integrales 

2 

J = ,\ F (~x:, ~: , w, x) dx, . 36) 

1 

worin F eine bekann te Funktion seiner Argumente darstellt , besteht, 
wie die rariationsrechnung lehrt, in dem Verschwinden der Lagrange­
schen Ableitung 

d 2 ( f)F ) d f 2)F ) 2)F 
dx2 aw" - dx \ aw' + aw = 0 . 

37) 

(w' = ~~ usw} welche Gleichung als Differentialgleiehung fiir die 

unbekannte Funktion w zu hetraehten ist . 
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Man erhalt die Bedingung dafur, daB ein bestimmtes Integral J 
ein Minimum ist, durch den folgenden Weg, der von Le,grange her­
ruhrt, und dessen sinngemaBe Anwendung in allen vorkommenden Fallen 
(wie z. B. bei mehrfachen Integralen oder mehreren unbekannten 
Funktionen usw.) zum Ziele fuhrt; die Lagrangesche SchluBweise 
reduziert das Variationsproblem J = min. auf ein gewohnliches Maxi­
mum-Minimum-Problem. 

Der Gedankengang ist der folgende: Man denke sich; die unbekannte 
Funktion sci gefunden, sic sei w = w (x). SoH das Integral J fur diese 
Funktion einen extremen Wert erhalten, so muB dieser Wert fiir die 
,;Umgebung" der durch w = w (x) definierten Kurve stationar sein. 
Damit ist folgendes gemeint: Betrachtenwir eine zu w (x) benachbarte 

"' z 

Kurve 
W = w (x) + e: • 1J (x) . . 38) 

die man als Variation der ursprung· 
lichen bezeichnet; darin bedeute 1J (x) 
eine Funktion, die nur den Bedingun­
gen genugt, daB sic im Anfangs- und 
Endpunkte von w in Ordinate und 

t Tangente mit w ubereinstimmt (siehe 
QL-~------------~--~ 

Fig. 2), in Zeichen: 
Fig. 2. 

"I) (1) ="I) (2) ="I)' (1) = 1)' (2) = 0 . 39) 

im ilbrigen aber vollstandig willkurlich ist. e: bedeutet cine kleine 
Konstante, die die Kurven W auf cine gewisse Nachbarschaft der Kurvc 
w einschrankt. 

Setzen wir nun diese Funktion Win das Integral J ein und betrachten 
wir den W crt dieses Integrals in seiner Abhangigkeit von der GroBe e:, 
so schreiben wir 

2 

J (e:) = SF (w'' + e: "IJ"• w' + e: 1)', w + e: "1), x) dx . 40) 

1 

Die Funktion W geht fur e: = 0 in w uber, und fur e: = 0 soU 
gleichzeitig das Integral J (e:) einen extremen Wert erhalten oder 
stationar sein. Das heiBt aber, daB die Ableitung von J (e:) nach 
e: fur e: = 0 verschwinden muB. Wir schreiben dies in der Form: 

2 

( dJ) I ( , 3F 3F 8F) 
de: £ = o = 0 = J "I) 3w'' + 1)' 3w' + "IJ 8w dx 41) 

Nun Werden die Integrale uber die heiden ersten dieser Summanden 
durch partielle Integration umgeformt; es ist 
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2 

s ~1 
::, dx = [ ~ ::, J: -5 ~ :X ( ::, ) dX 

1 1 

2 2 

~' ~,, ::,, dx = [·~' ::, J:- [·~ ddx ( ::,) J: + J ~ d~22 ( ::,) dx 
1 1 

und da wegen der Bedingungen, die wir der Funktion ~ auferlegt haben, 
aile aul3erhalb der Integrale stehenden Glieder verschwinden, so bleibt 
nur ubrig: 

2 

( dJ ) \ r d 2 
( 19F ) d ( 19F ) 19F] - = --- -- -- +-dx=O 

dE s = 0 ., ~ dx2 19w" dx 19w' 19w . 
42) 

1 

Da nun~ eine ganz willkurliche Funktion ist, so kann diese Bodin· 
gung (i. a.) nur dann erfullt seien, wenn der Ausdruck in der eckigen 
Klammer verschwindet, wodurch die Lagrangesche Differential­
gleichung 37) gewonnen ist. 

Wir bckommen demgcmiil3 als Differentialgleichung fur das durch 
A= min. gegebcne Variationsproblem 35) 

- sa - - + k. a. w- 1 1:" = 0 d2 ( d2w) 
d~2 d~2 <-, 

11) 

welche Gleichung von Rc i finer (siehe Abschnitt IV.) direkt abgeleitet 
und fur den Fall linear veranderlicher Wandstarke nach allgemeinen 
Methoden aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit 
nicht konstanten Koeffizienten gelost wurde. 

3. ErkUirung der Methode von W. Ritz. 
Zur naherungsweiscn Auflosung dieses Problems soli nun, wie 

gesagt, die Methode von W. Ritz verwendet werden, die sich kurz so 
darstellen lallt: wir approximieren die gesuchte Losung durch eine Reihe 
von Polynomen P n durch einen Ansatz von der Form: 

wn = a1 P 1 + a2 P 2 + .... +an Pn . . . . 43) 

wobei die Polynome so gewahlt sind, daJ3 sie einzeln die durch 12) 
gegebenen Randbedingungen befriedigen. Dann setzen wir w n fur 
die gesuchte LOsung w in den Ausdruck 35) fiir die Formanderungs­
arbeit A und bestimmen die Koeffizienten a1 , a 2 ••• an so, daJ3 A, 
worin nun die Integrationen ausgefUhrt werden konnen, und welches 
durch die Substitution eine nicht homogene quadratische Funktion 
der a1 , a2 , • • • an wird, einen extremen Wert erhalt, d. h ., da wir dadurch 
cin gcwohnliches Extremalproblcm erhalten haben, so, dal3 
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19A 19A 19A 
19al = 0, 19a2 0, .... 19an = 0 44) 

Man erhalt so fur jede Annaherungsfunktion w ein System von 
gewohnlichen (nicht homogenen) linearen Gleichungen, deren Deter­
minante nicht verschwindet. Denn setzt man (nach Ritz) 

1 

Otpq = Otqp = s [o3 • Pp" · Pq" + k· o · Pp·Pq]d~, 
0 

0 

so lautet das Gleichungssystem 44) einfach 
n 

~ Otpq ap = tXq, ( q = l, 2 ... n) 
p=l 

45) 

Die Losung von 44) und 45) ist immer moglich und eindeutig, 
weil die quadratische Form 

1 

~ Otpq · ap aq = ! S [o 3 wn"2 + k · o · w0 2] d~ 
p, q 0 

stets positiv ist und nur fiir w0 = 0 verschwindet. 
Die Auflosung der Gleichungen 44) [bzw. 45)] liefert die Koeffizienten 

a 1 , a2 • • • a0 fur die Funktion w n; man erhiUt naturlich fur jedes n andere 
Koeffizienten a1 , die ihrerseits gegen bestimmteGrenzwerte konvergieren. 

Die Methode gilt - allgemein - fur aile Probleme, die aus einem 
Variationsproblem ableitbar sind (wozu insbesondere fast aile in der 
Technik vorkommenden Gleichgewichtsaufgaben gehoren), wenn auch 
ihre allgemeine Zulassigkeit von Bedingungen abhangt, die heute noch 
nicht vollkommen angefUhrt werden konnen, und auch in den meisten 
Fallen die vollstandigen Konvergenzbeweise nicht zu erbringen sind. 

Die Methode liefert urn so rascher brauchbare Werte, je besser 
man die Funktionen P 1 (die i. a. naturlich durchaus nicht Polynome sein 
mussen) gewahlt hat. Praktisch kommt es naturlich auch auf die Gro13e der 
Rechenarbeit an, die ihre Einfuhrung mit sich bringt. Fur das gegebenc 
Problem durften sich a ber diegewahlten, nach Polynomen fortschreitenden 
Reihen wohl am besten eignen. Es handelt sich dabei nicht allein urn 
die Bestimmung der Formanderung w = w (~), sondern insbesondere 
auch urn die Bestimmung der Biegungsmomente Mx, die im wesent-

1. l d h d. 't D'ff . l · d 2 w b · d 1c 1en urc 1e zwm en 1 erentm quot1enten -- gege en sm . 
d~2 

Es ist nun cine Eigenschaft solchcr (interpolarischcr) Anniihcrungs-



Uber das Prinzip der kleinsten Forrnanderungsarbeit. 15 

funktionen wn, daB sie i. a. bei beliebig oft wiederholter Differentiation 
nicht brauchbar bleiben, so daB besondere Bedingungen erfullt sein 
mussen, wenn auch der zweite oder ein hoherer Differentialquotient 
noch eine richtige Darstellung liefern soli. Allein man kann, wenn man 
sich auf nicht zu groBe Werte von x (s. unten) beschrankt, durch Stei­
gerung der Zahl der Annaherungen (es genugen auch hierbei meist 3) 
auch fiir die Momente brauchbare Werte erhalten. 

A us der Form der Bedingungsgleichungen 44), welche die Koeffi · 
zienten in der Entwicklung 43) definieren, erhellt so fort, daB die Methode 
in enger Beziehung steht mit der Behandlung statisch unbestimmter 
Systeme, wie sie durch 0. Mohr begrundet, seit langem in der Statik 
der Baukonstruktionen allgemein angewendet wird. Die Koeffizienten 
a1 , a2, • . • sind nichts anderes als im gewissen Sinne verallgemeinerte 
statisch unbestimmbare GroBen: bei den unendlich vielfach statisch 
unbestimmten Systemen gibt es eben unendlich viele solcher Gro13en 
av a2 , ••• , die zur Kennzeichnung der resultierenden Formanderung not­
wendig sind. Die dadurch gegebenen eigcntumlichen Beziehungen mit 
bekannten Resultaten, auf die hier nur verwiesen werden kann, werden 
vom Verfasscr an andercr Stelle ausfuhrlich dargelcgt werden. 

4. Uber das Prinzip 
(ler kleinsten Formanderungsarbeit. 

Was nun das Prinzip der kleinsten Formandcrungsarbcit 
selbst anlangt, das wir hier zugrunde gelegt haben, so liegen dafur 
mchrere Beweise vor und Versuche, urn seinen Inhalt vollkommen 
klarzustellen. Einen allgemeinen Beweis von groBer Einfachheit pflegt 
Herr Professor Dr. Ph. Forchheimer seit Jahren in seincn Vorlesungen 
zu geben, den ich mit seiner freundlichen Erlaubnis hier mitteilen 
mochte1). 

Wenn das Superpositionsgesetz gilt (was ausdriicklich zu betonen 
ist), so ist die Senkung eines elastischen Systems unter gegebenen 
Lasten unabhangig von dem urspriinglichen Zustande des Systems. 
Da nun, wenn man Lasten aufbringt , die Arbeit der sinkenden Lasten 
gleich sein mull der hinzukommenden Arbeit der hierbei entstehenden 
inncren Krafte, und da die Senkungen, wie gesagt, unabhangig von 
den urspriinglichen inneren Kraften sind, folgt weiter, dal3 dann die 

1 ) Man vcrgleiche: J. Weingarten, Archiv fiir Math., 3. Reihe, 2. Band 
(1902); Frankel, Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver., HannoYer (1882); Mohr, 
Woehenblatt f. Arch. u. Ing. (1883); s. auch Mehrtens, ,Vorlesungen", III. Bd., 
S. 235ff. Beziiglieh der Montagespannungen vergleiche auch cine vor kurzen 
erschienene interessante Arbeit von P. Franck, Monatshefte fiir Math. u. 
Phys. (l!H2). 
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,Lastscnkungsarbeit" selbst von dem ursprunglichen Zustande 
unabhangig ist. AuBer der Lastsenkungsarbeit ist im System jene Arbeit 
enthalten, welche beim ,Montieren" des Systems von den Arbeitern 
verrichtet werden muBte, weil die Glieder nicht genau in den richtigen 
Dimensionen hergestellt werden konnten. Diese ,Montagearbeit" 
kann ubrigens auch in einem ursprunglich spannungslosen und tempe­
raturgleichen System durch ungleiche Erwarmung der einzelnen System­
toile nachtraglich erzeugt werden. 

Die Gesamtarbeit im System ist nach dem Gesagten gleich der 
Montagearbeit plus der fur die gegebenen Lasten konstanten Last­
senkungsarbeit. Von den unendlich vielen moglichen Spannungs­
verteilungen entspricht also hei gleichformiger Temperatur diejenige 
dem ursprunglich spannungslosen Zustand, hei welcher die Montage­
arbeit (die nicht negativ sein kann) so klein als moglich, d. h. Null war, 
oder die Formanderungsarbeit ein Minimum ist; unter Formanderungs­
arheit ist dahei die Summe der Arheiten verstanden, die dazu not­
wendig waren, die einzelnen Systemglieder aus dem spannungslosen in 
jenen Zustand zu hringen, den sie im helasteten System hahen. 

5. Behalterwand mit Dreiecksquerschnitt. 
Fur die Behalterwand mit Dreiecksquerschnitt machen wir den 

Ansatz: 
21) 

Setzen wir dann noch wie fruher 

12 h4 (1 - m2) 1 
a2 ~u2 

12h5 (1-m2)y j 
~u3 E ~u3 ' 

k 
x = ~u2 

14) 

so nimmt der Ausdruck 35) fur A (his auf einen unwesentlichen Faktor) 
die einfachere Form an : 

A= f[! ~a (~2~~r + ~ ~ w2- A~ w 1 d~ 
0 

Wir approximieren die gesuchte Losung 

w = w (~) 

durch den unmittelbar sich darhietenden Ansatz 

Min. 46) 

Wn = (~ -1) 2 (a1 + a 2 ~ + a3 ~2 + ... +an ;n) 47) 

von welchem jcdes Glied einzeln die heiden ersten der Grenzbedingungen 
12) erfiillt, wahrcnd den heiden andern Bedingungen wegen ~0 = 0 
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identisch genugt wird. Die Koeffizienten a 1 , a 2 • • • an sind dann durch 
die in Abschnitt 3 angegebene Methode von W. Ritz zu bestimmen; 
wir wollen das erstemal den Gang der Rechnung ausftihrlicher durch­
fiihren, damit wir uns bei den Wiederholungen ganz kurz fassen konnen. 

Es kommen dabei gewisse bestimmte Integrale vor, die alle durch 
folgende allgemeine Formel erledigt werden: 

1 

Jm, n = \ ~m (~ - I)n d~ . 
m! (-I)n 

48) 
(n + l) (n + 2) .. (n + m + l) 

0 

Insbesondere ist 

l I 
Jo,2 = 3' J1,2 = I 2 , 

l I 
Jo,4 = 5' JI,4 = 30 , 

l 
J3,2 = 

I 
usw., l J2,2 = 30 ' 60 ' 

I l 

J 

48') 

J 2'4 = 105' J 3'4 = 280' usw. 

Als I. Ann iiherung nehmen wir 

w1 = a1 (~-I)2 49) 

und bilden 
w / = 2 a1 ( ~ - I), w 1 " = 2 a1. 

Dies setzen wir in den Ausdruck 46) ein und crhalten mit Be­
nutzung von 48) (wenn wir den Wert, den A durch Einsetzen der 

i-ten Annaherung annimmt, mit Ai bezeichnen) 

a 1 2 ( x. ) I A1 = 2 I + 30 - A at. I2; 

wir bi1dcn nun 

woraus •vlgt 
5 

a1 = A • 60 + 2 x ' 

und weiter 

5 ~ 2 
60 + 2 X (c,- I) ' 

was allerdings noch Fehler enthalten wiirde, die im Maximum fur 
x. = IO : 8 % und fiir x = 100 noch viel mehr betragen wtirden. Die 
Fehler sind bei der 1. Annii.herung relativ grol3, weil durch die Wahl 
von 49) iiber die Form der elastischen Linie der gedehnten Behalter­
wand eine viel zu spezielle Annahme getroffen wird; tatsachlich unter­
scheidet sich die durch 49) dargestellte Parabel besonders fur gr613ere 
Werte von x betrachtlich von den sich wirklich ergebenden Formon. 

Posc h! u. Terzaghi. 2 
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W eit bessere Ergebnisse erhalten wir schon durch die 2. An­
niiherung: 

wobei also 
w2 ' = (~-I) (2 a1 - a2 + 3 a 2 ~), 

w2" = 2 (a1 - 2 a2 + 3 a2 ~) 

dann geht A nach 46) fiber in 

A 2 = ~ a1 2 ( 1 + 3x0 ) + al a2 (! + 1 ~5 ) 

50) 

+ a2 2 U + 5~0 ) - A ( :~ + ;~) . 
Durch partielle Differentiation nach a 1 und a2 erhalten wirdann 

nach 44) die folgenden heiden linearen Gleichungen als Bestimmungs­
gleichungen fiir die Kocffizienten a1 a2: 

a1 ( 1 + 3~ ) + a2 (! + 1~5) = t2 ' l 
a1 (! + 1~5) + a2 (! + 2;0) = 3AO ' 1 

deren Auflosung liefert : 

~ 2 · ; = 0,02- 0,(4)1984 X 1}, 1 
~2. ; = 0,(3)31746 x, 1 

wobei 
~2 = 0,24 + 0,(2)92857 x + 0,(4)283447 x 2• 

51) 

. 52) 

In diesem Falle ist der Fehler in w fur x = lO etwa % %, flir 
x = 100 : 1,9 %, die Werte sind also bereits sehr brauchbar (verglichen 
mit den Resultaten von H . ReiBncr a. a. 0.). 

Aus diesen Formeln folgt z. B. fur: 

X= 10, 
al T = o,o589, ~ = 000946 A ' , 

X = 100, = 0,0124, = 0 ,0218, 

3. Annahcrung: 

w3 = (~ -1) 2 (a1 + a2 ~ + a3 ~ 2). • • 53) 
und 

w3" = 2a3 (~-1) 2 + 4 (a2 + 2a3 ~) (~-1) + 2 (a1 + a2 ~ + a3 ~2). 53') 

1 ) Durch (n) dcutcn wir an, dal3 hinter dem Dezimalkomma vor der crsten 
Ziffer n Nullcn stehen. 
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oder, welche Form fi.i.l' die Ausrechnung der Biegungsmomente ge­
eigneter ist : 

w3" = 2 (a1 + a2 + a 3) + 6 a2 (~ - 1) + 12 a3 ~ (~- 1) 53") 

In diesem Faile erhalten wir die linearen Gleichungen: 

., ( I + .: ) + ., ( : + 1~5) + ., (! + 2~0) ~ I~ A, I 
•• ( ! + 1 ~5 ) + a, ( : + 2~0 ) + a, ( ~ + 6;0 ) ~ 3

1
0 A' I 541 

a~(~+ 2~o)+az(~ + 6~o)+aa(;iJ+12x6o) 6
1
0A' J 

deren Auflosung liefert : 

worin 

A • al ( 2 2 u 3 A = 0,081633 + 0, 6) 624 x , 

~ .~ 
3 A 0,001587 x + 0,(5)15747 x 2, 

a a 
~3 • ~ = - 0,(3)3401 x + 0,(5)39368 x 2 , 

~3 = 0,9796 + 0,039455 X+ 0,(3)171867 x 2 + 0,(7)9320 x.31) 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich z. B. fur 
X.= 10: 

0,05869, ~ = 00113 A , , 
aa = 
'A 

-0,002164, 

X= 100; 

al - = 0 01251 A , ' 
a 2 = 0 0212 A ' , 

a3 
~ = 0,00079. 

. 55) 

Der Vergleich mit den fruher gefundencn Werten (insbesondere 

fur ~) zeigt schon cine schr gute Konvergcnz. 

Das gauze elastische Verhalten des Behalters hangt, wie schon 
friiher bemerkt wurde, im wesentlichen von der Groi3e x ab; dies tritt 
auch in diesen Formeln deutlich zutage. Hohere Annaherungcn werden 
vorteilhaft nicht mehr durch direkte Auflosung der linearen Gleichungen 
bestimmt, die bei mehr als drei Unbekannten schon recht langwierig 
wurde, sondern es konnen in den nachstfolgenden Gleichungssystemen 

') Die Determinantcn J sind unter allen Umstanden positiv, wie 
a.uf Seite 14 bewiesen wurde. Daher kann sich niemals ein sinnloses Resul­
ta t ergeben. 

2* 
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durch Ermittlung der Korrektionen die Werte fortgesetzt verbessert 
werden, da man durch die ersten Annaherungen jedenfalls schon sehr 
brauchbare Werte erhalt. 

Dem Werte x = 0 entspricht die gerade Wand (a= oo). 
Das Biegungsmoment an der Stelle ~ ist dann (ftir y = 103) ge­

geben durch 4) in der Form: 
J 1 d 2w M = - ·h3·103, _ , __ 

x Ju A d~2 

wenn gesetzt wird: 

. 57) 

Auf Grund der obigen Werte erhalt man folgende Tabelle I, in 
der auch die Grollen C zur Darstellung der Biegungsmomente einge­
tragen sind, wie sie sich durch Benutzung von w" nach 53') oder 53") 
ergeben; es zeigt sich, daB auch die zweiten (und dritten) Differential­
quotienten noch gut brauchbare Werte ergeben. 

Tabelle I. 

X IO X 100 

w j ).. 103 c wj).. 10 3 c 

0,0 58,69 0,000 12,506 0,000 
0,1 48,4'3 0,077 11,855 -0,046 
0,2 38,95 0,685 10,740 -0,275 
0,3 30,32 2,529 9,282 -0,595 
0,4 22,63 6,648 7,603 - 0,616 
0,5 15,95 13,656 5,828 0,374 
0,6 10,35 24,814 4,063 3,418 
0,7 5,90 41,424 2,497 9,893 
0,8 2,65 64,620 1,199 21,531 
0,9 0,67 95,659 0,322 40,424 
1,0 0,00 135,650 0,000 69,042 

Durch die Koeffizienten a1 , a 2 , a3 ist die Verschiebung am oberen 
Rande des Behalters und das Biegungsmoment an der Einspannungs­
stelle in ganz besonders einfacher Weise ausgedriickt: 

Fiir ~ = 0 erhalten wir namlich die Verschiebung am oberen Rande 
(w)~= 0 = a1 . . . . . . . . . . 58) 

und fiir ~ = 1 das Biegungsmoment an der Einspannungsstclle 

(Mx'< = 1 = (C)<= 1 • h 3 

wobei 
(C)<= 1 = 2 (a1 + a 2 + a3), • • • • • • • • 58') 

Auf Grund der Formeln 25) ist es Ieicht moglich, die Werte dcr 
drei Koeffizicntcn a 1 , a 2 , a 3 als Funktion von x in Kurven aufzutragcn 
und damit fiir jcdes x eine fiir den praktischcn Gebrauch hinreichend 
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genaue einfache Darstellung zu erhalten. Wie man an Tabelle l sieht, 
ist der Fehler (g e g c n R c iBn e r) bei x. = 100 fur w kleiner als 1 % , 
fiir Cinder Nahe der Einspannungsstelle, die allein in Betracht kommt, 
kleiner als 2 %, die Formeln 25) worden also von x. = 0 his etwa 500 
vollkommen ausreichen. 

Mit Hilfe der W erte fur w ergeben sich darrn die Ringspannungen 
an jeder Stelle nach der Formel 2), die sich mit Beniitzung von 
einfach in der Form schreibt: 

Scp = E·~·~ = (~·103)·x.ha·o 59) 
a A Ou 

sind also fiir Dreieckquerschnitt [mit 21)] 

Scp = ( ~ · 103) • x. h a·~ . . . . . . 60') 

6. Behalterwand mit Rechtecksquerschnitt. 
Fiir den Fall konstanter Wandstarkc ist die Losung der dafur gel ten· 

den Differentialgleichung 11) mit o = ou = const in geschlossener Form 
durch trigonometrische und Exponent.ialfunktionen moglich und 
zuerst von M ii Il e r - B res I au gegeben worden. W enn man also Behalter 
mit konstanter Wandstarke zu behandeln hat, oder solche, die sich an­
nahernd wie diese verhalten (wie sehr hohe Behalter mit sehr langsam 
veranderlichem Querschnitt), so wird man wohl mit Vorteil diese 
strenge Losung zugrunde leg en; fur den Fall absatzweise veranderlicher 
Wandstarke erweisen sich die von C. Runge ausgefiihrten Verein­
fachungen der Rechnung als sehr wesentlich 1). (Siehe Abschnitt III.) 

Wir verwenden auch fur diesen Fall die oben auseinandergesetzte 
Methode und konnen die strenge Losung durch wenige Polynomc mit 
geniigender Genauigkeit approximieren. Die Polynome selbst sind hier 
jedoch nicht ganz so einfach wie im ersten Fall, denn die 3. und 4. der 
Grenzbedingungen 12), die fur o0 = 0 idcntisch erfullt sind, ver­
langen fiir o0 =F 0 besondere Berucksichtigung. 

Setzen wir also 
o = ou = const 

und wicder 
k I 

ou2 = x., ou3 = A, 14) 

so wird das rariationsproblem 35) 

A = ~f [ ~ ( ~~ ~ r + ~ w 2 -A ~ w] d~ = Min 60) 

0 

1 ) Zeitschr. f. Math., Bd. 51, 1904, S. 254 fi. 
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woraus als Lagrangesche Ahleitung die bekannte Gleichung folgcn 
wiirde: 

15) 

Wenn wir hier die Losung durch Polynome von der Form approxi­
mwren: 

wn = a 1 + a2 ~ + .... + an ~n . . . 6I) 

so erfordert die dritte und vierte der Grenzbedingungen I2), dal3 aile 
Glieder mit 2. und 3. Potenzen in ~ verschwindcn. Zur Erfiillung der 
heiden ersten ist es giinstig, je 3 Glieder in dieser Entwicklung in folgen­
der Weise zusammenzufassen: 

wn = (au + al2 ~ + ala ~4) + (a21 + a22 ~4 + a2a ~5 ) 
+ · · · · · + (an-3,1 ~n- 2 + an-3,2~n-l + an-3,3 ~n) · · 62) 

Mit jedem solchen Trinom ist es moglich, die heiden cr:;ten Grenz­
bedingungen 10) zu erfiillen, und zwar durch die folgendc Form: 

W 11 = a 1 (I - : ~ + ! ~4) + a 2 (~ - 4 ~4 + 3 ~5) 
+ a3 ~ 4 (I -1;)2 + .. -. + an~n+2 (1 -/;) 2 63) 

Wir heschranken uns darauf, die Resultate der zur Bestimmung 
der ersten drei der Koeffizienten a1 , a2 •••• a11 notwendigcn Rcch­
nungcn anzugeben, da wir den Rechnungsgang selbst oben ausfiihrlich 
erortert haben. 

I. Annaherung: 

w 1 = a1(I- ~ ~ + ~ ~4), wt" 4a1 ~ 2 64) 

Es folgt: 
45 

65) 
1296 + I04 X. 

Fiir diese erste Annaherung sind die Fehler ·wieder naturgema13 
ziemlich grol3. 

2. Annaherung. 

w2 = a1 (I- : ~ + ! 1;4) + a2 (/;- 41;4 + 3/;5 ) 66) 

1 ) Das Variationsproblem (60) kann durch die Substitution: 
). . 

w=v+-·; 
)( 

auf die einfachere Form gebracht werden: 

S [ 1 ( d2v )' 1 ] A= 2 d~· + 2 xv• d;= min; 

die numerische Auflosung nach der hier verfolgten Methode wird aber dadurch 
nicht vereinfacht. 
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Es folgt: 
a 

~2 . T = 16,6-0,01924 X 

67) 

~2 • : 2 = 1,38 + 0,16953 X 

und 
~2 = 500 + 4I,4I x + 0,078403 x2• 

Fiir x = 100 crgeben sich damit in w Abweichungen von den 
richtigen Werten, die schon kleiner als I % sind, in C dagegen etwas 
groBere, so daB fiir groBc Werte von x eine dritte Annaherung notig wird. 

3. Annaherung: 

w 3 = a1 (I- : ~ + ! C:4) 

+ a 2 (C: -4~4 + 3~5) + a3 ~4 (I-~) 2 68) 

w 3" = 2 (2 a1 ~2 + 6 a 2 (- 4 ~2 + 5 ~3) 

+ a3 (6 ~ 2 - 20 ~3 + I5 ~4) 

Man erhalt hier die linearen Gleichungen: 

a1 ( Il2 + 7
8
2
1
8 z) + a2 ( 56 + ~~ x) 

+ a3 ( : + 5~: x) = 395 A, 

und daraus das Resultat : 

~3 • { = 8333,3 - 6,8187 x + 0,0017322 x2, 

69) 

~3 • : 2 = 694,4 + 85,64545 x.- 0,0034395 x2 , 70) 

- 6,31313 x. + 0 ,391542 x 2 , 

wo 
~3 = 25 · I04 + 20794,48 x + 46,37208 x 2 + 0,0086392 x.3 • 
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Die Biegungsmomente sind in diesem Faile einfach dargestellt 
durch: [ (siehe 56)]. 

71) 

In Tabelle II sind die Verschiebungen und Biegungsmomente fur 
x = 10, 100, 1000 eingetragen. 

Tabelle IP). 

I X = 1000 

wj).. 103 I C 

0,0 17,86 0,0 2,737 0,00 0,042 0,000 
0,1 15,80 -0,69 2,701 - 1,17 0,145 -0,036 
0.2 13,75 -1,96 2,648 - 4,04 0,248 -0,510 
0,3 11,68 -2,63 2,559 - 7,61 0,345 -1,698 
0,4 9,59 -1,58 2,389 - 10,73 0,424 - 3,511 
0,5 7,48 2,79 2,115 - 12,21 0,468 - 5,495 
0,6 5,39 11,37 1,731 -10,79 0,499 - 6,914 
0,7 3,42 25,25 1,229 - 4,99 0,382 -6,322 
0,8 1,67 45,74 0,538 6,41 0,194 -2,481 
0,9 0,45 74,03 0,213 25,15 0,094 6,865 
1,0 0,00 111,54 0,000 52,77 0,000 23,371 

Der Vergleich mit den bekannten Resultaten zeigt , daB in den 
Teilen, die fur die Berechnung wesentlich in Betracht kommen, die 
Biegungsmomente sehr nahe mit den richtigen Werten ubereinstimmen, 
sogar fur x = 1000 geben die dritten Annaherungen schon recht gute 
Werte; ist x < etwa 500, so geniigen fast stets schon die zweiten An­
niiherungen. 

Durch Vergleich dieser Werte mit den fiir Dreiecksquerschnitt 
geltenden sieht man, daB die Biegungsmomente an der Einspa.nnungs­
stelle fiir den Fall des Rechtecks kleiner sind als fur den Fall des Drei­
ecks; durch die groBeren im oberon Toile eintretenden Ringspannungen 
wird die Einspannungsstelle stark entlastet. 

In Figur 3 sind durch die ausgezogenen Linien die drei Koeffi-

zienten ~ ~. ~ als Funktion von x fiir x = 0 his x = 200 und auch 
A' A A 

die (groBten) Momente C fur die Einspannungsstelle eingetragen. Ohne 
jedo Rochnung orgoben sich aus diesor Tafel fur jedon Zwischonwert 

der Konstanten x die Koeffizienten ai und damit nach Formel 68) 
A 

die Verschiebungon w und nach Formel 71) die Biegungsmomente an 
jeder Stelle. 

1 ) Fiir x = 100 ist in der entsprechenden Tabelle bei R e illner (a. a. 0.) 
cin R echenfehler enthalten, aul3erdem fehlen bei x = 1000 die Vorzeichen. 
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7. Behalterwand mit Trapezquerschnitt. 
Der fiir den rechteckigen Querschnitt geltende Ansatz, der im 

vorigen Abschnitt eingeftihrt wurde, wird immer dann anzuwenden sein, 
wenn die Behiilterwand, wie es ja tatsachlich immer der Fallist, am oberen 
Rande des Behiilters eine endliche Dicke hat. 

Fur den Trapezquerschnitt machen wir (nach den Bezeichnungen 
des Abschnittes I) den linearen Ansatz: 

"' 8u - 8o 8 = o0 + h x = 30 + (ou- 30) ~, 72) 

so dal3 fiir 

wird, oder 

"' ( Ou- 00 \ o = o0 1 + 00 ~} = o0 ( l + oc ~) , 72') 

wenn gesetzt wird 

IX.= 3u;:30 = !: -I, (oc>O) 73) 

Setzt man dann noch nach 10) und 14) 

xl 0~2 12 h~~\-:; m2) = X ( :: r = X (1 + o:)2, 1 
l 12 h5 (1-m2) _ ( Ou ) 3 _ 3 1 

Al = oo3 E oo3 - A To - A (1 + o:) ' 

74) 

so Iautet das Minimalprinzip 35), wie sich Ieicht ergibt1): 

I 

A= su (1 + IX.~)3(:2;~:r 
0 

0 75) 

+ ! x1 (1 + ex~) w 2 - A1 ~ w J d~ = Min. 

(Fiir o: = oo d. h . 30 = 0 geht dieser Ausdruck in den fiir den Fall 
des Dreiecksquerschnittes geltenden 46) iiber, wie man sich durch Aus­
fiihrung des Grenziiberganges nach Division durch oc3 iiberzeugt.) 

Die aus 75) entspringende Differcntialgleichung des Problems: 

d~ 2 [ (1 + ex ; 3) :~: ] + xd 1 + ex~) w - A1 ~ = 0 

1 ) Die Einfiihrung einer neuen Variablcn fiir (1 + a;} wiirde keine Verein­
fachung der Rechnung im Gef<>lge haben. 
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sctzt cincr direkten Integration schon erheblich grol3erc Schwierig­
kciten entgegen. 
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Zur Darstellung der Losung des Problems nach der Ritz schen 
Methode vorwcnden wir diesel ben Funktionen wic im friihercn Falle des 
rechteckigen Querschnittes, die auch hier dieGrenzbcdingungen 12) -

~ 0: Mx = 0, Qx = 0, l 
1:" l : w = 0 dw = 0 - . . 12) 
c., ' d~ 

identiscl1 erfiillen. 

1. Annah erung. 

w = a (1 - 1:" _!_ + _!__ " 4\ w 1" 
1 1 "'3 3"';' 

Der Wert von 75) wird damit: 

At=[(~+ 4ot + 2741X2 +()(a) 

( 52 8 )] ? l + xi 405 + 315ot a~- -9).Ial; 

. 76) 

bildct man nun 

und sctzt zur Abkiirzung: 

8 24 - + 4 IX +- ot2 + cx3 = 1Xn, 
5 7 

(1 + cx)2 (:;5 + 3~5cx) = ~11> 
so erhalt man mit Bezug auf 74) 

a 1 (l + cx)3 

A 18 (otu + x ~11) 
. 77) 

Wir geben nun die bei der 3. Annaherung erhaltenen Resultate, 
die in den wei taus meisten Fallen geniigen worden; fiir gro13ere Werte 
(x > etwa 100) ist diese dritte Annaherung un bedingt erforderlich. 

3. Annaherung. 

( . 4 l ) 
w 3 = a1 l - 3 ~ + 3 1; 4 

+ a2 (~- 41;4 + 3 ~5) + a3 (~4 - 2 ~5 + ~6) • 78) 

wa" = 4 a1 ~2 + 12 a2 (- 4 ~2 + 5 ~3) 

+ 2 a3 (6 ~2 - 20 ~3 + 15 ~4) 

Bercchnen wir die Koeffizient ai auf dicselbe Weise und setzen 
wir zur Abkiirzung : 
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8 24 
0( =- + 40( + - 0(2 + 0(3 

11 5 7 ' 
8 48 54 8 

0(12 = 5 + -7- 0( + - 7-0(2 + 3 0(3, 

Ot; = 264 + 117 Ot; + ~ 0(2 + 4 Ot;a 
22 35 7 7 ' 

8 3 4 2 0( = -- + - 0( + - 0(2 + - 0(3 13 105 7 7 9 ' 

- 43 24 22 2 + 32 0(3 
0(23 - 35 + 7 0( + 7 0( 33 ' 

- _i_ ~ + ~ 2 + ~ 0(3 0(33 - 35 + 7 0( 231 0( 66 ' 

A - 2(~+-8 ) ~"' 11 - ( 1 + Ot;) 405 315 0( , 

~12 = (1 + 0()2 (97465 + 2:~0 0(), 

~22 =- (1 + 0() 2 (3!!5 + 3~:0 0(), 

~13 = (1 + Ot;) 2 (2o
4
;90 + 83~~0 0(), 

~23 = (1 + Ot;) 2 (27
6
;20 + 16

2
:80 0(), 

~33 = (1 + 0() 2 c2~70 + 20~20 0(), 

so wird zunachst: 
i = 3j = 3 

A3 = ~ ~ ai ai ( Ot;ij + x f3u) 
i = lj = 1 

. . (79 

.... 80) 

woraus zur Bestimmung der Koeffizienten a1 , a2 , a3die G leichungen fiicllcn: 

2 al (Ot;u + x ~11) + az (Ot;12 + x ~12) 
1 + a3 (Ot;13 + x ~13) = A (1 + Ot;)3. 9 

a1 (Ot;J2 + x ~12) + 2 a2 (0t;22 + x ~22l 
2 

+ aa (0t;2a + x ~2al = A (1 + Ot;)a. 21 . . . 81) 
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Die Biegungsmomente sind dann in diesem Faile gegeben durch 4) 
und 56): 

82) 

wobei also 

83) 

Da die Behalter, die hier in Frage kommen, meist niedrig sind, 
also ein kleines x haben, so wird man auch hier, trotzdem die Konvergenz 
nicht so gut ist wie in den zuerst betrachteten Fallen, fast stets mit 
drei Annaherungen auskommen und kann die Formeln benutzen, die 
hier angegeben sind. 

Will man eine grol3ere Genauigkeit erzielen, also etwa noch cine 
Annaherung rechnen, wird man immer zur Vereinfachung der Rechnung 
gut tun, x undcx. nicht allgemein stehen zu lassen, sondernihrenumerischen 
W erte von vornherein in das Integral einzufuhren. 

Z. B. fur ex= I, d. h . au= 2 o0 erhalten wir zunachst aus 79) 
folgende Werte: 

cx11 = 10,03, 0(13 = 1,30; 

l 0(12 = 18,84, 0(23 = 8,77; 

0(22 41,97, 0(33 = 0,73; 
84) 

~11 = 0,6152, ~M ~ 0,0137; J 
~12 = 0 ,4377, ~23 = 0,0153; 
~22 = 0,1568, ~33 = 0,0005; 

Fur die Koeffizienten ~ ~ und ~ folgen damit die W erte : 
)..').. ).. 

X= 10, 

~-).. - 0,0258, 

X= 100, 
al T = o,oo395, 

~ = 00030 
).. ' ' 

85) 

~ = 000569 
).. ' ' 

~ = -00140 
).. ' 

Dadurch erhalt man folgende Tabelle fur die Verschiebungen w und 
die Biegungsmomente : 

Ta belle III. 

X 10 X 100 

wj ).. IQ3 c wj). • 10 3 c 
0,0 25,80 0,00 3,94 0,000 
0,1 22,67 -0,19 3,99 -0,563 
0,2 19,51 -0,56 3,98 -2,262 
0,3 16,51 -0,42 3,89 -4,753 
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X= 10 Y. = 100 
~ 

wf). .103 c W/A. 103 c 
0,4 13,14 1,21 3,61 -7,246 
0,5 10,00 5,76 3,13 -8,409 
0,6 6,89 14,91 2,34 -6,478 
0,7 4,28 29,68 1,35 0,006 
0,8 1,92 51,92 0,62 12,580 
0,9 0,55 81,86 0,24 32,133 
1,0 0,00 117,12 0,00 56,167 

In Fig.3 sind ftir IX= I die Werte der drei Koeffizienten ~ ~. a3 

A' A A 
fur x = 0 bis x = 200 durch die diinncn gcstrichclton Linien, die 
Einspannmomente fiir donsclbon Bereich (und IX = l) durch die dicko 
gestrichelte Linie dargestollt. 

8. Behalterwand mit Parabelqnersclmitt. 
Wir bezeichncn dmnit cine Behiiltcnntnd, doren Qncrschnitts­

flachc innen durch cine vertilmlo Gcrade, auBen durch cine am oberon 
Rando tangentiell anschlieBende Parahel begrenzt wird, so zwar, daB 
am oberon Rando cine endliche Breite vorhanden bleibt; der Querselmitt 
soli also ungcfahr die in Fig. I gezoichnete Gestalt haben. Dies ist cine 
Form, wie sie (wenigstens geniihert) hoi gemauerten Bchaltorn zur An­
wendung kommen kann. 

Dieser Fall erledigt sich ganz ahnlich wie der vorhergehende. Die 
Veranderlichkeit des Quorschnittos ist ausgcdriickt durch: 

o = o + Ou - 00 X 2 = o0 + (ou - Oo) ~ 2 
0 h2 

= Oo (1 + Ou;: Oo ~2) = Oo (I+ a~ 2) 85) 

wobei wie fruher gesetzt ist: 

Ou- Oo 
IX = ---"'-:::--'-'-

Oo 
73) 

Mit denselben abkiirzenden Bezeichnungen 74) , die wir bei Trapez­
querschnitt eingefiihrt haben , schrcibt sieh dann das Variations­
problem 35) fii.r diesen :Fall in dor Form: 

1 

A = .\[ ~ (l +a~2)a ( d~~:-r 
0 

l'lfin. 87) 
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Da fur diesen Fall die Rechnung ganz analog zu der fur den trapez· 
formigen Querschnitt verlauft, so begnftgen wir uns damit, sogleich die 
numerischen Resultate fur die dritte Annaherung und eine mit diesen 
W erten berechnete Tabelle anzugeben. 

Wir verwenden wieder denselben Ansatz 78). Setzen wir dann zur 
Abki1rzung: 

8 24 8 8 
IXn = 5 + - 7 - IX + -3- IX2 + lliX3 

8 54 
IX12 = 5 + -7-IX + 

- 264 96 120 2 456 3 

IX22 - 35 + 7 IX + 11 IX + 143 IX 

- _8_+_!_ ~ 2+~ 3 
IX13 - 105 7 IX + 11 IX 429 IX 

- 43 22 J!Q_ 2 824 3 

IX23 - 35 + 7 IX + ll IX + 1001 IX 

- ___£_ 58 43 2 ~ 3 

IX33 - 35 + 231 IX+ 143 IX + 1001 IX 

~11 = (1 + a)2 ( :~5 + 2~~0 IX) 

0 ( 76 179 ) 
~12 = (1 + <X)" 945 + 13860 IX 

~22 = (l + a) 2 ( 3~!5 + 4!:o a) 
( 47 )1) 

~13 = (1 + a)2 20790 + 0, (3) 653 a 

~23 = (1 + a) 2 ( 27
6
7
7
10 + 0, (3) 863 a) 

~33 = (1 + a)2 ( 12~70 + 0, (4)333 IX) 

88) 

so folgt fiir A ein Ausdruck, der formal mit 80) identisch ist; die Kocffizienten 

~' ~ und a3 sind dann durch zwei Gleichungen gegeben, die formal 
)... )... )... 

mit 81) ubereinstimmen, so daB sich die nochmalige Aufschreibung 
eriibrigt. 

1) Durch (n) habcn wir angcdcutct, daf3 hinter dcm Dczimalkomma vor 
dcr ersten Ziffer n Nullcn stchcn. 
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Die Biegungsmomente sind analog wie frtiher gegeben durch: 

M = Ch3 C = ( 1 + ()( ~2) 3J.... d 2 w ·103 89) 
X ' 1 + ()( A d~2 

Zum Vergleich mit den fruheren Werten fuhren wir noch die fur 
x = 10 und x = 100 sich ergebenden Verschiebungen und die ent· 
sprechenden Biegungsmomente an. Fur ()( = 1, d. h. 3u = 2 30 z. B. 
folgen zunachst: 

()(11 = 8,42, ()(13 = 1,63; 
()(12 = 19,86, ()(23 = 7,92; 
()(12 = 35,35, ()(33 = 0,64; 

~11 = 0,5464, ~13 = O,Oll6; 

~12 = 0,3733, ~23 = 0,0131; 
~22 = 0,1332, ~33 = 0,0004; 

und damit folgen die Koeffizienten durch Auflosung von 81) 

X= 10, 

a1 - = 0 0384 A , , 

X= 100, 

~ = 000393 
A. ' ' 

~= 
A 

0,0033, ~3 = - 0,0256; 

a2 a3 ""): = o,oo832, T = - o,o2952. 

Mit diesen Werten erhalten wir die folgende Tabelle: 

Tabelle IV. 

X 
t: .., 

10 X 100 

W/A. 103 c W/A ·103 c 
0,0 38,40 0,00 3,93 0,00 
0,1 27,03 - 0,29 4,24 - 0,74 
0,2 23,25 -0,72 4,47 -2,46 
0,3 19,40 -0,64 4,54 -4,57 
0,4 15,59 0,75 4,30 -6,48 
0,5 11,64 4,71 3,79 -7,28 
0,6 7,79 13,11 2,72 -5,00 
0,7 4,78 27,77 1,96 0,96 
0,8 2,06 50,75 0,62 13,88 
0,9 0,55 81,27 0,03 34,09 
1,0 0,00 118,52 0,00 56,50 

90) 

Durch Vergleich mit Tabelle III folgt zunachst, dal3 sich die Ver· 
schiebungen am oberen Ra.nde und die Biegungsmomente an der Ein· 
spannungsstelle sehr wenig andem, wenn man vom Rechteck zur 
Parabel ubergcht ; starker andert sich jedoch der Charakter der Ver­
schiebungen insbesondere in oberen Teile, aber a.uch nur fur groOere 
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Werle von x; fur x = 100 zeigt z. B. der Parabelquerschnitt schon sehr 
bestimmt das Verhalten desHochbehalters, wahrend dies an dem Trapez­
querschnitt noch fast gar nicht zu bemerken ist. 

9. Andere Querschnittsformen. 
Es ist unmittelbar zu sehen, daB aile Querschnittsformen, deren 

Vcranderlichkeit durch die Formel il0 (l + oc ~n) gegeben ist durch die 
hier verwendete Methode in gleich einfacher Weise behandelt werden 
konnen, womit aber ihr Anwendungsgebiet keineswegs erschopft ist. 

Ferner ist es durch diese Methode 
auch moglich, eine a bsatzweise Ver­
iinderlichkeit des Querschnittes in Rech­
nung zu ziehen, die bei gemauerten Be­
hiiltern oft durch einen angesetzten Ver­
steifungsring am oberon Rande gegeben 
ist, wie z. B. Fig. 4 zeigt. In diesem Falle 
ist die Verschiebung w als eine Funktion 
zu bestimmen, die in verschiedenen Inter­
vallen durch verschiedene Variations­
problcme gegeben ist; ist z. B. der Quer­
schnitt aus einer Para bel von der Hohe h2 

und einem Rechteck von der Hohe hi zu- f---""---J 
sammengesetzt, so gilt ftir das Intervall 0 
his hi das Variationsproblem 59) und fur Fig. 4. 
hi bis h2 das Variationsproblem87). Natur-
lich mu13 die elastische Linie an der Ubergangsstelle die Bedingungcn 
der Stetigkeit der Verschiebungen w und ihrer ersten Ableitungen 
erfiillen. Ist iibrigens h1 klein gegen h2 und hat der Versteifungsring 
eine gro13e radiale Breite, so wird man ihm einfach dadurch Rechnung 
tragen, daB man den Behalter dann auch am oberon Rand als einge­
spannt oder als aufliegcnd betrachtet; diese Auffassung bedingt 
sonderen eine andere Wahl der Anniiherungsfunktionen w 0 , die im be­
naturlich Fa.lle unmittelbar gegeben ist. Dieser Fall ist praktisch 
ebenfalls von auBerordentlicher Wichtigkeit. 

10. Resultate. 
Die Methode von Ritz gesta.ttet die LOsung des Behiilterpro blems 

fur verschiedene veriinderliche Querschnitte durch folgende Ausdriicke 
darzustellen: 

1. Drciecksquerschnitt. Die Verschiebungen w sind durch 53), 
die Biegungsmomente durch 56) mit 53") gegeben. Die Koeffizienten 
sind in ihrer Abhangigkeit von x durch 55) dargestellt. 

Piisehl u. T erzaghi. 3 
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Fiir alle Querschnitte, die am oberen Ende eine endliche Breite 30 

besitzen, gilt der Ansatz 68); und zwar : 
2. Rechtecks querschnitt. Die Koeffizienten sind durch 70), 

die Biegungsmomente durch 71) gegeben. 

3. Trapez querschnitt. Ist IX= 3u- 3o , so folgen die Koeffi-
3o 

zienten des Ansatzes 68) aus den Gleichungen 81), bei welchen die Be-
zeichnungen 79) Geltung haben, die Biegangsmomente aus 82). 

Betrachtet man die Schar der Querschnitte, fur die o0 von o0 bis 
Null abnimmt, so nimmt dabei die Verschiebung und das Moment an 
der Einspannungsstelle bis etwa zur Mitte dieser Veranderungen 

( o0 = 0;) nur sehr langsam und unbedeutend zu, und erst von da an 

erfolgt eine raschere Zunahme auf den fiir 30 = 0 geltenden Wert. 
4. Para bel querschnitt. Es gelten die Gleichungen 81), aber 

mit den Bezeichnungen 88). Die Biegungsmomente sind durch 88) 
dargestellt. 

In den Figuren 5 und 6 sind fur diese Querschnitte die erhaltenen 
Verschiebungen und Biegungsmomente (d. h. die GruBen C) fur x =10 
und x = 100 iibersichtlich zusammengestellt. 

In Fig. 7 sind fiir x = 10 und x = 100 fur die Schar der Querschnitte 
vom Rechteck bis zum Dreieck die Biegungsmomente (d. h . die GroBen 
C) an der Einspannungsstelle und die Verschiebungen w am oberen Rando 
in ihrer Abhangigkeit von 30 dargestellt. 

Dabei sind in den Fallen 2, 3, und 4 die heiden einfachen Beziehungen 
von Interesse: Verschiebung am oberon Rando = a1 , Biegungsmoment 
an der Einspan:nungsstelle = 2 (2 a1 + 6 a2 + a 3), wahrend die ent­
sprechenden Beziehungen im Falle I unter 58) und 58') angegeben sind. 

Der Vergleich mit bekannten (genauen) Werten zeigt, obwohl aus 
der unendlichen Reihe der Annaherungsfunktionen nur die drei ersten 
verwendet wurden, daB die hier gewonnenen Werte fiir w von den ge­
nauen in der Regel weit weniger als 1 % abweichen; die Biegungs­
momente zeigen bei Verwendung derselben geringen Zahl von Annahe­
rungen Fehler bis zu hochstens 2 %-

Durch die hier gegebenen Entwicklungen ist erst eine Seite des 
Problems, namlich die systematische Untersuchung der elastischen 
Verhaltnisse eines Behalters von gege b enen Dimensionen einer ein­
fachen Losung naher gefiihrt; wir hoffen , daB damit auch das Problem 
der Di mensionierung einen Fortschritt erfahren hat. 

Der Vorgang, nach welchem bei der Dimensionierung eines Be halters 
verfahren wird, wird also der sein, daB man zunachst eine Querschnitts­
form und entsprechende Abmessungen schatzungsweise annimmt 
und mit Hilfe dcr hicr gcgebenen Entwieklungen naehrechnet, ob das 



0,1 

0,2 

O,J 

0,8 

0,9 

1,0 

~1 

O,z 

~3 

0,1,. 

{l 0,5 

0,6 

0,7 

0,9 

1,0 

Resultate. 

- w.,oJ 
0 70 20 .30 40 50 60 .:L 

I I! v 
4 rl /If ~ I 

\ I I I / z .: /t 
.\ "II I ~~ 
~\ \ V/;v r 
\ ~~ 
h ~ ~ "' ff ~~ ~ ~ 

~ p::::: t:: c-!--
~ f=:::::: ~ r--r--

0 70 20 30 40 50 60 70 80 90 700 70 zo JO 1;0 

--c 
Fig. 5, x = 10, a = l. 

w 
---~ •703 

35 

o 1 2 a 1; s G 7 8 9 m n u u 

i\ I 
/; \ / 

I v '2 3 ~ / / 

v; I I ,...V 
r; lj 1/ / 

/ 

I I I 

~ ~ 'z /~ v / / g .: Vt 
~ ""' 

"~ v 
/ 
v h 

~ ~ ~ p<-.... .........._ r 
(/ -r---::::::: :::-f::: ---If --..: r::::::: s :::.::----

-70 0 70 20 .30 40 50 GO 70 

-c 
Fig. 6. X = 100, (L = l. 

Material ohne Dberschreitung der zulassigen Spannungen voll ausge­
nutzt wird. 
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Sollen die hier gegebenen Entwicklungen auch fur Eisenbeton richtig 

bleiben, so muB die Zahl und Starke der Eisenstabe (Bander u. dgl.) so 

bemessen werden, daB die Elastizitatsverhaltnisee des Behalters dadurch 

nicht geandert werden; d. h. die Eisenquerschnitte auf die Langeneinheit 

der Hohe gemessen mussen gleich dem entsprechenden Mauerquerschnitt 
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Fig. 7. X = 10, X = 100. 

multipliziert mit dem Verhiiltnis der Elastizitiitsmoduln von Mauer­

material zu Eisen sein. Fur die Ringspannungen werden die Eisenringe 

nahe der Querschnittsmitte, fur die Biegungsspannungen die senkrechte 

Armierung nahe deniiuBeren Fasern liegen miissen. (H. Rei B n e r, a. a. 0.) 

11. Ein Beispiel. 
Man ermittle die Spannungsverteilung in einem gemauertcn 

zylindrischen Becken (zu einem Gasbehiilter) mit trapezformigem 

Querschnitt und folgenden Abmessungen: 
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Mittlerer Zylinderradius 
Hohe der Wand 0 0 0 

a= 40m, 
h =lOrn, 

W andstiirke 0 0 o o o 
Querkontraktionsverhaltnis 0 

Ou = 1,60 m, o0 = 0,80 m, 
ill= J4, 

Elastizitiitsmodul 0 0 0 0 0 E = 3 · 10s kg = 3 · 109 kg . 

Nun ist zunachst nach 73): 

(X ..:.... Ou - o0 = lo 
Oo 

cm 2 m2 

Ferner ergibt sich mit diesen Daten nach 14) und 10) 

12. IQ4.15j 

402·1' 6216 = 27,2 

12. 105. I5fls ·103 = 0 0915 
3. 109 • 4 09 ' 

' 
(x. und A sind dimensionslose Zahlen)o 
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A us Fig. 3 ergeben sich fiir x. = 27,2 und (X = l die Koeffizienten: 

103 • ~ = 12 3 103 • ~ = 4 7 103 • ~ =- 14 l und C = 83 
"A ' ' A '' A ' . 

Dadurch sind die Verschiebungen und Biegungsmomente nach den 
Formeln 78), 82) und 83) vollstandig bestimmto 

Die Vcrschiebung am oberen Rande ergibt sich damit zu: 

= 12,3. 0,0915 = 0 00113 
al 103 ' m 

und das Biegungsmoment an der Einspannungsstelle [mt =Meter­
tonnen]: 

M = 83 · 103 = 83 mt pro m Umfang. 

Ferner ist die Ringspannung am oberen Rande nach 89): 

Sq. = E · ~ · o0 = 67 800 kg pro m W andhOhe und die ganze Wand­
a 

starke. 

B. Graphische Methoden. 

1. Anwendungsgebiet. 
In den moisten Fallen, welche in der Praxis vorkommen, wird man 

die Ermittlung der statisch unbestimmten GroBen nach analytischen 
Methoden durehfiihren und von den im ersten Teile enthaltenen Re­
sultaten Gebrauch machen. Die Armierung hat auf die elastischen 
Dehnungen und mithin auf die statisch unbestimmten Grollen eincn 
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relativ geringen Einflu13, so da13 man fi.ir die Berechnung die Behalter· 
wand als einen homogenen Korper auffassen kann, ohne einen allzu 
bedeutenden Fehler zu begehen. 

In einzelnen Fallen fiihrt jedoch die analytische Methode vor­
laufig zu keinem praktisch brauchbaren Resultat, und in diesen Fallen 
ist man gezwungen, zu einem graphischen Verfahren zu greifen. Das 
graphische Verfahren hat bei der Behandlung der Behalterprobleme 
den Zweck, jene Lucken auszufiillen, welche die analytische Methode 
noch offen la13t; denn es ist und bleibt zum Unterschied von der analy­
tischen Methode ein mehr oder Weniger miihsames Naherungsver· 
fahren. 

Die Faile, in welchen seine Anwendung nicht zu umgehen ist, sind 
folgende: 

1. Die Wandstarke ist nicht in geschlossener Form als Funktion 
der Tiefe gegeben, oder die Wand ist un vollkommen eingespannt. 

2. Die Ringspannungen sind aus okonomischen Grunden so hoch 
gewahlt worden, da13 das Hookesche Gesetz das elastische Verhalten 
des Baustoffes in dem Bereich der auftretendcn Materialbeanspruchungen 
nicht mehr mit hinreichender Annaherung beschreibt. 

3. Die Inanspruchnahme der Behalterwand erfolgt nicht durch 
einen mit der Tiefe linear zunehmenden Seitendruck (etwa durch den 
Druck einer Fliissigkeit), sondern durch einen Druck, welcher nach einem 
beliebigen, analytisch oder graphisch gegebenen Gesetz nach unten 
zunimmt (etwa durch den Seitendruck in runden Silozellen). 

2. Die Grundziige des graphischen V erfahrens. 
Die graphische Losung der oben angefiihrten Probleme stiitzt sich 

auf den Mohrschen Satz, wonach sich die elastische Linie eines Stabes 
als Seilpolygon zu der Momentenflache konstruieren la13t. Der M o h rsche 
Satz fand Verwendung u. a. bei der Untersuchung von Stii.ben bei 
Knickungsbeanspruchung (Luigi Vianello) und bei der Untersuchung 
von Staben auf nachgiebiger Unterlage (Foppl). In die graphische 
Behandlung des Behalterproblemes wurde er eingefiihrt durch Panetti. 
Eine weitere Arbeit iiber dieses Thema wurde publiziert von Feder­
hofer. Die heiden Arbeiten werden als bekannt vorausgesetzt und 
seien nur die wichtigsten Punkte hervorgehoben: 

Pane t t i (Studio statico dei serbatoi cilindrici in ferro est in 
cemento armato, Giornale del Genio Civile, Anno XLIV- Marzo 1906) 
bringt im zweiten Teil seiner Abhandlung die graphische Losung des 
Problemes unter Anwendung des Mohrschen Satzes. Die Verander· 
lichkeit dcr Wandstarke berii.cksichtigt er, indcm er bei Zeichnung 
der elastischen Linie als Seilpolygon die Poldistanz von Teilkraft zu 
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Teilkraft verandert. Er behandelt auch den Fall der unvollkommenen 
Einspannung. 

Federhofer (Graphisches Verfahren fiir die Ermittlung der Span­
nungsverteilung in zylindrischen Behalterwanden, Beton und Eisen 1909, 
S. 387) kommt auf mathematischem Weg ebenfalls zu dem Verfahren 
Panettis. Bei der Ableitung seiner Grundgleichungen vernachlassigt 
er jedoch die Veranderlichkeit der Wandstarke, eine Vernachlassigung, 
deren Tragweite sich schwer abschatzen lafit. 

Das Verfahren selbst ergibt sich aus folgender Dberlegung: (Fig. 8) 
0 0 sei die Achse eines zylindrischen Behalters, a b b1 a1 sei der 

Ia 
~~~~--------------~------------~~1 

Fig. 8. 

Schnitt durch den leeren Behalter. Am unteren Rand (b und b1) sei 
die Behalterwand fest im starren Behaltcrboden eingespannt. Wenn 
der Behalter his zum oberen Rand (a a1) gefiillt ist, sind die Wasser­
drticke proportional der Tiefe, gemessen ab a a1 . Wahlt man als MaG 
fiir die W asserdriicke die Tiefe unter a a1 und tragt die W asserdrticke 
in diesem MaJ3stab senkrecht zu a b auf, so erhalt man als Diagramm 
der Wasserdrticke ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, das 
,Wasserdruckdreieck" a b b'. 

Nun denke man sich die Behalterwand aufgelOst in vertikale 
Stabelemente (entsprechend den Erzeugenden) und in horizontale 
Ringelemente (entsprechend den Schnitten senkrecht zur Zylinder­
achse). Dieses System von gekreuzten Staben werde durch den Wasser­
druck belastet. Es ist kla.r, daJ3 in jedem senkrecht zur Zylinderachse 
gefiihrten Schnitt die Ausweichung des Ringes gleich sein muB der Aus­
weichung des vertikalen Stabes. Und ferner, daB die algebraische Summe 
der von jedem der beiden Tragsysteme aufzunehmenden Belastung 
gleich sein mull dem gesamten Wasserdruck. In der Zeichnung (Fig. 8) 
wird der gesamte Wasserdruck dargestellt durch die Flache des Drei­
eckes a b b'. Das Ringsystem ist belastet durch b b' c (FHiche W) 
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und a a' c (Flache A), das Stabsystem durch FHiche b a c (Flache R) 
nach auBen, Flache a a' c (Flache A) nach innen. Flache A reprasenticrt 
gewissermaBen die Auflagerreaktion des in b fest eihgespannten, durch R 
belasteten und gegen das Ringsystem sich stti.tzenden vertikalen Stabes. 

Es bedeute nun: 
h die Hohe des Behalters, 
F den die Ringspannungen aufnehmenden Querschnitt, 
J das Tragheitsmoment fur den vertikalen Stab, 

E 1 Elastizitatsmodul fur die Langsrichtung, 
E 2 Elastizitatsmodul fur die Querrichtung des Stabes, 
a den mittleren Halbmesser des Behalters, 
y das spezifische Gewicht des Behalterinhaltes, 
y die Ordinaten der elastischen Linie des vertikalen Stabes, gerechnet 

von der neutralen Achse des unbelasteten Stabes. Gleichzeitig die 
Verschiebnugen der Ringelemente beileerem (unbelastetem) Behalter 
in radialer Riehtung. 

m die Ziffer der Querkontraktion1). 

In einer Hohe x tiber der Behaltersohle betragt der Wasserdruek 
pro Flaeheneinheit y (h- x). Hiervon entfallen y · fx auf die Stab­
belastung, y (h-x- fx) auf die Ringbelastung. M sci das Biegungs· 
moment in derselben Hohe. 

Es ist also: 

1) 

und 
M 

2) 

Es muB nun nach obigem die Ausweichung des Ringelementes 
in radialer Richtung gleich sein der Ausweichung des vertikalen Stab­
elementos an derselben Stelle, somit: 

a2 
y = y {h- X - fx) · EF . . . . . . 3) 

2 

Die Gleichungen 1), 2) und 3) sind die Grundgleichungen des 
graphischen Verfahrens. Man sieht sofort die Dbereinstimmung der 
Gleichungen l) und 2) mit der Differentialgleichung dcr Scilkurve fur 
parallele, stetige Lasten: 

worin y die Ordinaten der elastischen Linie, q die veranderliche Last 
und H die unveranderliche Poldistanz bedeuten. Bei veranderliehem 

1 ) Siehe Anmerkung 1). 
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Tragheitsmoment J (Gleichung 2) werden die Lasten q nicht durch 

die Momente M, sondern durch ~ reprasentiert. 

Das graphische Verfahren ergibt sich aus den drei Gleichungen 
von selbst: Man wahlt cine Belastungsscheide mit den Ordinaten fx 
(Fig. 8) nach dem Gefiihl oder mit Hilfe einer Uberschlagsrechnung 
und erhalt zu den Belastungen als Gewichten die Biegungsmomente M 

als Ordinaten des zugehorigen Seilpolgyons. Mit den M bzw. ~ als 
J 

Gewichten erhalt man durch Zeichnen des Seilpolygones die y, und mit 
Hilfe von Gleichung 3) verwandelt man die y in Ordinaten der Be­
lastungsscheide fx- Diese neue Belastungsscheide wird mit der erst­
gewahlten nicht ubereinstimmen; man trifft eine neue, verbesserte 
Annahme, wiederholt das Verfahren und nahert sich auf diese Weise 
der richtigen Losung. - Von den eingangs angefuhrten drei graphisch 
zu behandelnden Behalterproblemen sind hiermit das erste und dritte 
im Prinzip gelOst, und das zweite laBt sich, wie spater gezeigt werden 
wird, ohne Schwierigkeit auf Fall eins und drei zuruckfuhren. 

3. Schwierigkeitcn bei der praktischen 
Dnrchfiihrung. 

Bis hierher stimmt die graphische Behandlung des Behalterpro­
blems mit der graphischen UntersuchungvonaufKnickung beanspruchten 
Staben oder von Staben auf elastischer Unterlage fast vollkommen iiber­
ein, und es hat daher den Anschein, als lieBe es sich mit derselben 
Leichtigkeit durchfiihren wie in diesen heiden Fallen. 

Wenn man jedoch das Verfahren bei der Untersuchung eines 
konkreten Falles anwenden will, ergeben sich unerwarteterweise fast 
uniiberwindliche Schwierigkeiten; Schwierigkeiten, welche in der Lite­
ratur noch nicht behandelt wurden1), und welche diskutiert werden 
mussen, wenn man das graphische Verfahren in die Praxis des Behalter­
baues einfiihren will. 

Die Natur dieser Schwierigkeiten ergibt sich von selbst, wenn 
man das Wesen der Anwendung des Mohrschen Satzes auf die Bchand­
lung ahnlicher Probleme ins Auge faBt. Dieses Wesen besteht in fol­
gendem: 

Wenn die auBeren Krafte, welche auf einen Stab wirken, in einer 
bestimmten, eindeutig analytisch oder graphisch festgelegten Be­
ziehung zu den elastischen Formanderungen des Stabcs stehen, so 
laBt sich die gesuchte clastische Linie aus einer crsten, gefuhlsma.Big 

1 ) Siehc Anmerkung 2 ). 
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oder auf Grund einer Dberschlagsrechnung getroffenen Annahme 
iiber die voraussichtlich zustandekommende Formanderung durch 
wiederholte Anwendung des Mohrschen Satzes und durch entsprechende 
Interpolation bzw. durch sukzessive Verbesserung der ersten Annahme 
ermitteln. 

Bei der Untersuchung von Staben auf Knickung und von Staben 
auf elastischerUnterlage miBtmandieDurchsenkungen von der neutralen 
Achse des unbelasteten Stabes; die Wirkung der Fehler verteilt sich 

ziemlich gleichmaBig auf die ganze Stablange, und ein rasches Erfassen 
der gesuchten elastischen Linie bereitet keine Schwierigkeit. 

Bei der Untersuchung von Behaltern nimmt man hingegen die 
Durchbiegungen der auf Biegung beanspruchten vertikalen Stabe 
nicht von der Neutralachse des unbelasteten Stabes, sondern von jener 
elastischen Linie, welche sich ergeben wiirde, wenn der gefiillte Behalter 
nur aus Ringen bestande. Obendrein ist der vertikale Stab einseitig 
eingespannt und wachst die Wirkung der begangenen Fehler mit der 
Entfernung der Fehlerstelle von der Einspannstelle. 

Diese Umstande behalte man im Auge und vergegenwartige sich 
den Gang der Untersuchung: Zunachst wird eine Belastungsscheide 
im Wasserdruckdreieck nach dem Gefiihl oder unter Zuhilfenahmc 
einer Dberschlagsrechnung gewahlt. Mit den Gewichten W und A, 
welche dieser angenommenen Belastungsscheide entsprechen, zeichnet 
man die elastische Linie der vertikalen Stabe, erhalt dadurch unter 
Zuhilfenahme von Gleichung 3) eine neue Belastungsscheide und will 
sich etwa durch lineare Interpolation der Wahrheit nahern. Die Frage 
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mul3 nun lauten: Kann eine lineare Interpolation oder eine Interpolation 

iiberhaupt zum gewunschten Ziele fuhren oder nicht? Man denke sich 

(Fig. 9) einen Achsenschnitt a b durch eine Behi:ilterwand von recht­

eckigem Querschnitt. Bestande sie nur aus Ringen, so nahmc sie die 
Gestalt a b' an. In Wirklichkeit deformiert sie sich nach a' b. Die 

Ordinatendifferenzen zwischen a b' und a' b sind bei konstanter Wand­

starke direkt proportional den Belastungen W und A des vertikalen 

Stabelementes. c' b b' = W riihrt vom Wasserdruck, a a' c' = A ist die 

Auflagerreaktion. W enn man die Auflagerreaktion A im Schwerpunkt 

S der Belastungsflache a, a' c vereinigt, besitzt man wegen der Pro­
portionalitat der Ordinaten und der Gewichte in der Strccke y1 ein Mal3 

fur die Grol3e dieser Auflagerreaktion. -Man stelle sich ferner vor, man 

hatte bei der Wahl der Belastungsscheide die Begrenzung der Flache 

c' b b' richtig getroffen und bei der Bemessung der Auflagerreaktion 

cinen Fehler ~ y1 begangen. Urn zu erkennen, welche Abweichung 

man zu en~·arten hat, wenn man mit der fehlerhaften Lastverteilung 
eine neue elastische Linie zeichnet, denke man sich die Auflager­

reaktion A weg und den eingespannten Stab blol3 mit den Gewichten 

(c' b b') = W belastet. Der Punkt a1 kommt dann aus der Lage at'' 

nach a/". Die Strecke y 2 = at'' at'" gibt den Einflul3 der Last A auf 

die Durchsenkung an der Stelle a1 . Der Fehler ~ y1 bewirkt einen 

Ausschlag von 

~ Y2 = ~ Yt h._ 
Yt 

nach der entgegengesetzten Richtung zu ~ y 1 . (Fiir die strenge Giiltig­

keit dieser Rechnung ist vorausgesetzt, dal3 ~ y 1 im Verhaltnis zu y 1 

so klein ist, dal3 eine nennenswerte Verschiebung der Schwerpunktslage 

von a a' c'durch den Fehler nicht stattgefunden habe, und die Lange 
des Dreieckes a' a c' unverandert bleibt. Das Nichtzutreffen dieser Vor­

aussetzungen macht samtliche Fehler noch wesentlich grol3er. Es handelt 

sich j'edoch urn die Feststellung von Fehlergrenzen, welche nicht 

un terschritten worden.) Es sind nun drei Faile moglich: 

oder 

~ Y2 = ~ Y1 k~ 3 ~ Y1 
Yt 

h. S 3 
Yt > . 

Im ersten Faile wird der neue Fehler 

~Y2-~Y1 
2 

kleiner, im zweiten glcich, im dritten grol3er als der erste Fehler; man 

wird sich durch die lineare Interporation der Wahrheit nahern oder 
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aber von ihr entfernon. In dom vorliegenden und bei jedcm kreisrunden 

Behalter zutreffenden Belastungsfall wird k ganz bedeutend gro3er 
Yt 

sein als 3, man wird sich also durch die lineare Interpolation von der 
Wahrheit entfernen. Man hat aber nicht nur den ersten Fehler ver­
groBcrt, sondern auch die richtig gewahlte Begrenzung c' b verloren, 
und zwar wird die Flache W kleiner. Dadurch wird die Wirkung des 
neuen groBen Fehlers D. y2 bei A noch verstarkt. - Einleuchtend ist 
noch folgendes: Bedeutet D. y1 den F ehler, mit welchem die graphisehe 
Methode als solehe, etwa durch den Ersatz der Kurve durch einen Poly-

gonzug, behaftet ist, so gibt der Wert D. y2 = D. y1 y 2 den au3ersten 

I 

1 i 
_____ j I 

i 
I 

Za-=Jooocm 

! 
I 

~L 
Y1 

Grad der Genauigkeit, auf welchon 
man uberhaupt rechnen kann. 

Urn ein klares Bild von den eben 
dargelegten Sehwierigkeiten zu geben, 
sei ein Beispiel gewahlt, welches 
auf reehnerischem W ege vollkommen 
strenge behandelt werden kann, und 
zwar ein Behalter von 10,00 m Durch-

Fig. 10. messer, 5,00 m Wassertiefe , Wand 
aus ho mogene m Material mit reeht-

eekigem Quersehnitte und 15 em Wandstarke. Es bedeuten (Fig. 10): 

a die Wandstarke = 15 em, 
w die Ausweiehungen in radialer Richtung, nach auBen positiv, 
m = Y4 der Querkontraktionskoeffizient, 
E der Elastizitatsmodul = 273 000 kg/em 2• 

Naeh Mull er- Breslau (Graph. Statik der Bauk., Bd. II, 2. Abt., 
S. 252 ff. nnd S. 6 des Toiles A des vorJiegenden Buches) wird: 

w · ~ = ~+a cos n ~Cos n ~ + b (sin n ~Cos n ~+cos n; Sinn~) 

w" · ; = 2 n 2 [ - a sinn; Sinn~+ b (cos n ~Sinn~- sin n~ Cosn~)] 

Hierin ist : 

x.= 
12 h 4 (I- m2) 

a,2 32 

12h5 (1-m2)y 
). = E 33 

12. 5004 • 0,938 

500 2 • HP 
12 510 



a 

b 

0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,75 
0,80 
0,85 
0,90 
1,0 
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273 000. 15 
5002 • 500. 0 001 = 32•8 

' 

sin n Cos n + · cos n Sin n 

2 n cos n Cos n 

nl cos n Cos n sin n Cos n + cos n Sin n 

I cos n Sin n - sin n Cos n 2 cos n Cos n 

1 1152,5 I 

1 2·7,48·331,5[ 
---:----_:_ __ _:_---',-- =- 0,0006465 

7 48 I 331,5 1152,5'\ 

, 1- 489,5 663,0 

1 cos n Cos n I 

1 n (cos n Sinn-sinn Cos n) I 
n I cos n Cos n sin n Cos n + cos n Sin n I 

1 cos n Sin n sin n - sin n Cos n 2 cos n Cos n I 
I 1 331,5\ 

_ _____,____! _1 ___ 7 ':_4_8_· _48_9.-'.,5---',--1 = - 0,0006815 
331,5 1152,5 

7,48 
- 489,5 

Mit dicsen Wcrtcn ergibt sich: 

Tabelle a. 

n; I Sinn f I Cos n f I a (n fl I 
2,244 4,643 4,750 129° 
2,992 9,918 9,968 171° 
3,740 21,037 21,061 214° 
4,488 44,555 44,566 257° 
5,236 94,00 94,00 300° 
5,615 137,5 137,5 322° 
5,984 198,5 198,5 343° 
6,365 290,5 290,5 5" 
6,332 419,5 419,5 26° 
7,480 886,5 886,5 68° 

663,0 

sin n; cos n f 

+ 0,7771 -0,6293 
+ 0,1564 - 0,9877 
- 0,5532 -0,8290 
-0,9744 -0,2250 
-0,8660 +0,5000 
-0,6175 + 0,7880 
-0,2924 + 0,9563 
+ 0,0872 + 0,9962 
+ 0,4384 + 0,8988 
+ 0,9272 + 0,3746 
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103 a sin a Sin a 1103 a cos a Cos a I sin a Cos a 

- 2,330 + 1,922 + 3,690 
- 1,00 + 6,375 + 1,560 

+ 7,59 + 11,250 - 11,760 

+ 28,00 + 6,470 - 43,40 

+ 52,35 - 30,300 - 81,15 

+ 54,70 - 69,80 - 84,60 

+ 37,40 -122,20 - 58,10 
- 16,32 - 186,60 + 25,30 
-118,90 -243,00 + 184,1 
-530,0 -214,20 + 821,0 

cos r1. Sin a 

- 2,718 
- 9,800 
- 17,400 
- 10,00 

+ 47,00 
+ 108,20 
+ 189,20 
+ 289,0 
+ 377,0 
+ 332,0 

sin a Cos a 
+cos a Sin a 

+ 0,972 
- 8,240 
- 29,200 
- 53,40 
- 34,15 

+ 23,60 

+ 131,10 

+ 314,30 

+ 361,1 
+ 1513,0 

Mit Hilfe dieser Werte berechneten sich die Durchbiegungen und 
die Biegungsmomente wie folgt: 

Tabelle b. 

f wcm /3 Mkgcm/m 

0,3 0,009180 + 0,0067 750 
0,4 0,012530 + 0,0088 990 
0,5 0,016 200 -0,0037 + 414 
0,6 0,019610 -0,0508 + 5690 
0,7 0,021180 -0,1395 + 15 600 
0,75 0,020 240 -0,1863 + 20 850 
0,80 0,017 910 - 0,2095 + 23 100 
0,85 0,013680 - 0,1637 + 18 310 
0,90 0,008350 -0,0130 + 1 460 
0,95 0,002 715 + 0,3107 -34 750 
1,00 0,000 000 + 0,8630 -96 700 

Die Momente erg a ben sich hierbei a us: 

M 
- E as d z w - E a a 1 ----- ·-- = · - ·w" 

12 (1 - m 2) dx 2 12 (1 - m2) h2 

- Ea3 1 2n2 - 273000·153 1 2·7,482 
12 (1-m2) 'h2,_x_, ~ 12 · 0,938 '5002 • 32,8 ~ 

J.. 

= - 1120 ~pro 1 em Breite = - 112 000 ~ pro m, 

wobci 

~ = - a sin n ~ Sin n ~ + b (cos n ~ Sin n ~ - sin n ~ Cos n ~) 

Die Resultate der Berechnung wurden in Fig. 11 graphisch aufge· 
tragen. Die MaBstabe spielen in den Betrachtungen keine Rolle, nach 
dem es sich ausschlief.llich urn relative GroBen handelt. Die folgenden 
Durchsenkungen beziehen sich daher auf Zentimeter der Zeichnung. 
Man konzentriere die Auflagerreaktionen Aim Schwerpunkt Sa (Fig. J la). 
DieStrecke y1 ergibt sich mit 0,43 em . Die gesamte radiale Ausweichung 
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'1,00 

w 

E 
-Mmax-96,700kgcm 

t ,,, a-, 

Fig. 11. 

Behalter 10,00m Durchmesser. 15 em konstanter Wandstarkc, E = 273,000 kg/em 2 , 

I I Belastungsscheide gerechnet, 
a) 1 Il , nach dem Xaherungsverfahren. 
b) E Eintlulllinie fiir die Durchscnkung in 3. 5 m (Stiitzc in d'). 

des Punktes a 1 betriigt 5,7 em. Nun entferne man die Auflagerreaktion 

und iiberlasse den Stab der Einwirkung von W (Linie Ewl· Die radiale 

Ausweiehung des Punktes a 1 wird 47,6 em, und die Streeke y 2 wird 

4Ul em; ferner wird Y2_ 41 •9 = 07.7. also schr hedeutend und vie! 
y 1 0,4:3 
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groBer als die mit Y2 3 angegebene Grenze der moglichen linearen 
YI 

Interpolation. Schatzt man die Genauigkeit der Einzeichnung der Be-
lastungsscheide mit 0,2 mm der Zeichnung, so entspricht dies einem un­
vormeidlichen Fehler von ± 5 % in der GroBe der Auflagerreaktion. 
Eine elastische Linie, welche mit dieser fehlerhaften Auflagerreaktion 
gezeichnet wird, weicht von der ursprunglichen Belastungsscheide in 

a 1 " urn Ll y 1 • k = 0,02 · 97,7 = 1,95 em ab. Es ist somit keine Mog-
YI 

lichkeit vorhanden, durch Zeichnen des zweiten Seilpolygones unp. 
wiederholten Versuch die wahre Belastungsscheide mit hinreichender 
Genauigkeit zu ermitteln , auch wenn man auf die lineare Inter­
polation verzichtet. 

4. Umgehung der Sclnvierigkeiten. 
Aus der Diskussion am Ende des vorhergehenden Abschnittes 

kann man entnehmen, daB die Durchfiihrung des graphischen Verfahrens 
an dem groBen EinfluB scheitert, welchen ein Fehler in der Bemessung 
der ,Auflagerreaktion" A auf die ]'orm der elastischen Linie dcr 
vertikalen Sta belemente besitzt. 

Diese Schwierigkeit fallt jedoch weg, wenn man auBer der Ein­
spannstelle noch einen Punkt kennt, durch welchen die gesuchte elastische 
Linie genau oder angenahert hindurchgehen muB. W enn man eincn 
solchen zweiten Punkt kennt, unterscheidet sich die praktische Durch­
fuhrung des graphischen Vcrfahrens imPrinzip nicht mehr vonderUnter­
suchung etwa cines Stabes auf elastischer Unterlage. In diesem Punkt 
bringt man cine Hilfskraft an, welche die angenommenen, geschatzten 
Belastungen des vertikalen Stabelementes derart erganzt, daB die 
elastische Linie durch diesen Punkt hindurchgeht. Die Hilfskraft fallt 
von selbst weg, wenn man durch wiederholten Versuch die richtige 
Belastungsscheide findet und hat nur den Zweck, die Wirkungen einer 
fehlerhaften Belastungsscheide auf das Bild der damit konstruierten 
elastischen Linie abzuschwachen und rascher zum Ziel zu fuhren. 
Diese Bedeutung der Hilfskraft wlrd man noch klarer erfassen, wenn 
man sich an die Diskussion der Schwierigkeiten im vorhergehenden 
Kapitel erinnert und bedenkt, daB schon ein kleiner Fehler bei Be­
messung der ,Auflagerreaktion" A, ein Fehler, welcher sich in seiner 
Wirkung sowohl auf die gefahrlichsten Ringspannungen als auf die 
GroBe des Einspannmomentes M praktisch vernachlii.ssigen lii.Bt, ge­
nugt, urn die Weiterfuhrung des graphischen Verfahrens zu vereiteln. 

Die in der Praxis vorkommenden Behalterformen lassen sich in zwei 
groBe Gruppen scheiden. Die cine Gruppe bilden die Hochbchii.ltcr 
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und die Bottiche. Bei ihnen ist man bestrebt, bei kleiner Flachen­
entwicklung einen moglichst groBon Kubikinhalt zu erziolon; infolge­
desson ist der Durchmesser selten groBer, moist aber kleiner als die 
doppelto BehaltorhOhe. Die Wirkung der Einspannung dor Behalter­
wand beschrankt sich auf die unteren Wandpartien, und die gesuchte 
elastische Linie schmiegt sich tangentiell an jeno Biegungslinie, welche 
das durch den Wasserdruck belastete Rings yste m der Behalter­
wand im Schnitte zeigen wiirde. (Der wellenformige Verlauf der elasti­
schen Linie in oberon Teile der Wand kommt praktisch gar nicht in 
Betracht.) Wenn man diose letztere Biegungslinie zeichnet, weiB man, 
daB die gesuchte elastische Linie durch jeden Punkt in der Nahe des 
oberen Stabendes mit gentigender Genauigkeit hindurchgehen muB. 
Diese Tatsache liefert bei der ersten Behaltergruppe den erforder­
lichen zweiten Punkt. 

Die andere Gruppe bilden die Gas be h a 1 t e r bassins. Sie besitzen 
im Verhaltnis zur Hohe einen sehr groBen Durchmesser und worden 
moist mit einer als Behalterumgang ausgebildeten Verstarkung des 
oberon Wandrandes hergestellt. Man weist dem Ring von vornherein 
eine gewisse Dehnung zu, bestimmt mit Hilfe des graphischen Ver­
fahrens seine Beanspruchung und bemiBt dann seinen Querschnitt derart, 
daB er die ihm zugewiesene Dehnung tatsiichlich erfiihrt. 

Wenn man bei graphischer Untersuchung eines Behiilters eine 
Belastungsscheide angenommen, unter Anbringung der Hilfskraft die 
zugehorige elastische Linie, damit eine zweite Belastungsscheide ge­
funden und dann urn sich der Wahrheit zu nahern, die Korrektur der 
ersten vorzunehmen hat, muB man folgendes bedenken. 

Zunachst hinsichtlich der Form: Die Differentialgleichung der 
elastischen Linie eines Stabes von konstantem Querschnitt und einer 
stetigen, in beliebiger Form iiber die Stablange verteilten Belastung 

(q pro Langeneinheit) lautet: ~:~ = IX q, worin IX eine Konstante. Man 

denke sich zwei elastische Linien eines und desselben Stabes, welche, 
zwei verschiedenen Belastungsflachen entsprechend, in ihrer Form ein 
wenig voneinander abweichen. Wio worden sich die Formverschiodon­
hoiten von olastischen Linion und Bolastungsflachen zueinandor vor­
halten? Die Ordinatcn der Belastungsflachen sind direkt proportional 
den vierton Differentialquotienten der elastischen Linie, und wird 
daher eine Formverschiedenheit der elastischen Linie im Verlauf der 
vierten Difforentialquotienten, mithin im Verlauf der Begrenzungen 
der zugehorigon Belastungsscheidon, sehr stark zur Geltung kommen. 
U mgekehrt kann man sag en, daB eino starke V eranderung in der Form 
der Belastungsflache einen wesentlich schwacheren Einflul3 auf den 
Yerlauf der elastischen Linie haben wird. Ist eine gesetzma13ige Be-

Poschln. Terzaghi. 4 
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ziehung zwischen den Ordinaten der elastischen Linie und den zu­
gehorigen Belastungen gefordert, so wird man sehr rasch die charak­
teristische Form der gesuchten Belastungsscheide erfassen und muB 
sie festhalten. Auf dieser Tatsache beruht die Durchfiihrungsmoglich­
keit des graphischen Verfahrens, sowohl bei den Behaltern, als auch bei 
den Staben auf elastischer Unterlage und verwandten Problemen. 

Nun hinsichtlich der GroBe der vorzunehmenden Korrekturen. 
a b b1 a 1 in Fig. 12 sei wieder der Schnitt durch einen Behalter in un­

gefulltem Zustand, dieKurve a c b zerlege das Wasserdruckdreieck a b' b 
in die auf das Ring- und das Stabsystem entfallenden Belastungsanteile. 

Fig. 12. 

Zu der Belastungsscheide I habe man durch zweimaliges Zeichnen 
des Seilpolygons die Belastungsscheide II gefunden. Gabe I bereits die 
richtige Losung, so muBten sich II und I decken. Dies sei jedoch nicht 
der Fall gewesen und man muB, urn sich der gesuchten Losung zu nahern, 
die Annahme I verbessern. 

In ihrem Verlauf und in ihrer Form ahneln sich I und II, die 
Ordinaten sind einander ungefahr proportional, doch weisen die heiden 
Kurven bei c verschieden groBe Ausbauchungen y1 und y11 auf. Urn 
einen Begriff zu geben, welche Wirkung eine an I vorgenommene Be­
richtigung auf die Ausbauchung y11 der dazu zu zeichnenden Be­
lastungsscheide II haben wird, wurde an dem speziellen, in Fig. 11 b 
dargestellten Beispiel der EinfluB der Belastungsflachen A und W auf y1 

mit Hilfe der EinfluBlinie untersucht. 
Die folgenden Ziffern beziehen sich auf em und cm 2 der Zeichnung, 

nachdem die absoluten GroBen ohne Bedeutung sind. Es bctragen in 
dcr Zeichnung die Flachen A= 2,31 cm2, W = 33,60 m 2, y1 = 5,93 em. 
Der EinftuB von A auf y1 betragt -2,63 em, dcr von W + 8,56 em, 
der Einftul3 dcr Gesamtbclastung somit 8,56- 2,63 = 5,93 em . 
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Bei der Wahl der Belastungscheide habe man nicht die· richtige 
Kurve, sondern eine Kurve gewahlt, welche ahnlich verlauft, jedoch bei c 
eine urn l mm zu kleine Ausbauchung besitzt, also bei c mit einem 
Fehler von- l mm behaftet ist. Mit Hilfe der oben gegebenen Ein­
fiuBziffern berechnet sich der bei Zeichnung von II in c zu erwartende 
Fehler mit etwa + 2,7 mm. Man wird also ebensowenig, wie bei der 
graphischen Behandlung der verwandten Probleme linear interpolieren, 
sondern man wird sich durch schrittweise, vorsichtige Verbesserung 
der ersten Annahme der richtigen Li:isung nahern. 

5. Gang der Untersuchung bei giiltigem 
Hookeschem Gesetz. 

Die Untersuchung in den Fallen eins und drei des ersten Kapitels 
ist etwa in folgender Weise vorzunehmen. 

Den Vertikalschnitt durch die Behalterwand zeichne man als 
horizontale Gerade und wahle den LangenmaBstab derart, daB sich der 
voraussichtliche Wirkungsbereich der unteren Einspannung auf etwa 
20 em erstreckt. Den MaGstab fiir die Wasserdriicke wahle man derart, 
daB der Wasserdruck am unteren Behalterrand durch eine Ordinate 
von etwa 10 em Lange gegeben erscheint. Bei den Behaltern vom Typus 
der Hochbehiilter entnehme man den ungefiihren Verlauf der Be­
lastungsscheide der tabellarisch ausgewerteten analytischen Unter­
suchung einer ahnlichen Behalterform (Tabellen des Anhanges) und 
wahle einen Punkt der neutralen Achse jenseits des Wirkungsbereiches 
der unteren Einspannung als jenen zweiten Punkt, durch welchen die 
gesuchte elastische Linie hindurchgehen muG. Bei den Behaltern vom 
Typus Gasbehalterbassin entscheide man sich fiir den Betrag der radialen 
Ausweichung des oberen Wandringes (in manchen Fallen praktisch 
gleich Null zu setzen) und zeichne die erste Belastungsscheide nach dem 
Gefiihl. 

Dann teile man die Strecke zwischen der Einspannstelle und dem 
zweiten gegebenen Punkt der gesuchten elastischen Linie in lO bis 12 
gleiche Teile und zeichne mit den auf das vertikale Wandelement 
wirkenden Teilen des Wasserdrucks als im Schwerpunk1 der Belastungs­
flachen konzentrierten Gewichten das Momentenpolygon, entsprechend 
der Gleichung I) 

-y fx. 

Den Kraftemallstab wahle man derart, daB die algebraische Ge­
samtsumme der im Kriifteplan aufgetragenen Belastungen ctwa 12 
bis 15 em betragt. Als Poldistanz 3-5 em. 

4* 
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Die Sehlu13linie des Momentenpolygons ziehe man vorlaufig parallel 
zum letzten Seilstrahl des Kraftplanes und zeiehne dazu die Kurve der 

~' in einem solehen Ma13stab, da13 die Ordinaten groBer werden als 
J 

die des Momentenpolygons. 
Nun muB die Bedingung eingefuhrt werden, daB die elastisehe Linie 

dureh den gewahlten zweiten Punkt hindurchgeht. Diese Bedingung 
erfullt man in der einfaehen, gebrauehliehen Art dureh Korrektur 

an der ~ -Kurve1), und dieHilfskraftK, welehe das vertikaleStabelement 
J 

naeh dem gegebenen zweiten Punkt zuruekfuhrt, ergibt sieh naeh Be­
riehtigung der SehluBlinie des Momentenpolygons dureh Ziehen einer 
Parallelen im Kraftplan. 

Die elastisehe Linie des vertikalen Stabelementes wird nun durch 
den gegebenen zweiten Punkt hindurehgehen und ergibt sich gemii.B 
Gleiehung 2) : 

M 
dx 2 E 1 J (l + m 2) 

bei entspreehender Wahl dcr Poldistanz als Seilpolygon zu den 

Groilen ~ als Gewiehten. Den Ma13stab fiir den Kraftplan wahlt man 
J 

mit Vorteil so, daB die algebraisehe Gesamtsummc der Gewiehte ~ 
ctwa 10-15 em und die Poldistanz etwa 4-6 em betragt. 

Die Ordinaten y der clastisehen Linie verwandelt man mit Hilfe 
von Gleiehung 3): 

a2 
y = y(h-x-fx)--

E2F 
in die Ordinaten fx der Bclastungsseheide. Diese neue Belastungs­
seheide wird in der Regel von der erstgewahlten in ihrem Verlauf ab­
weiehen, und man korrigiert die erste Annahme naeh den am SchluB des 
3. Kapitels entwiekelten Gesiehtspunkten. Das Verfahren wird so oft 
wiederholt, his man sieh hinreiehend der riehtigen LOsung genahert hat. 

Hat man es mit einer unvollkommenen Einspannung zu tun, 
oder ist die Moglichkeit einer radialen Ausweiehung der Einspannstelle 
zu erwarten, so hat man fur den Neigungswinkel dcr Tangente an der 
Einspannstelle bzw. fur den Betrag der radialen Ausweiehung einen 
Sehatzungswert einzufiihren und fiihrt im ubrigen das graphische 
Verfahren ganz in derselben Weise dureh wie bei vollkommener Ein­
spannung. In diesen Fallen ist das graphisehe Verfahren ebenfalls ciner 
analytisehen Untersuchung vorzuziehen. 

1 ) Siehc Anmerkung 3. 
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6. Graphische Untersuchung armierter Behalter 
unter Ausschlu8 des Hookeschen Gesetzes. 

Im Prinzip unterscheidet sich die Behandlung dieses Problemes 
in keiner Weise von der graphischen Behandlung der im erstcn Kapitel 
sub 1. und 3. angefii.hrten Falle. Doch muB man, bevor man an die Unter­
suchung herantritt, die Beziehungen einerseits zwischen den Biegungs­
momenten und den zugehorigen Dehnungen der auBersten Randfasern, 
andrerseits zwischen Zugbeanspruehung und Dehnung festgelegt haben. 
Dies soU in den ersten drei Abschnitten dieses Kapitels geschehen. 

Gegeben seien die aul3eren Abmessungen des Behalters, der Wand­
querschnitt und die zulassige Inanspruchnahme des Eisens; die Beziehung 
zwischen Betonspannung und Dehnung sei durch ein Diagramm 
graphisch festgelegt. - Gesucht seien die Belastungsschoide (mit ihr 
das untere Einspannmoment M und die groBten auftrctenden Material­
beanspruchungen) und die erforderliche Ar mierung. 

a) Voraussetzungen. 
I. Das Eisen folge dem Hookeschen Gesetz. 2. Die Wirkung der 

Schubspannungen auf die Deformationen seien zu vernachlassigcn. 
3. Der Abstand der Eiseneinlagen von der BetonauBenkante betrage 
in den auf Biegung beanspruchten Konstruktionsteilen 0,1 h, wobei h 
die ,nutzbare" Plattenstarke; infolgedessen die wahre Plattenstarke 
H = 1,1 h. 

b) Beziehungen zwischen den Biegungsmomenten und den 
Dehnungen der Randfasern. 

Dr. Karl He in t e l zeigt in seiner Schrift ,Berechnung der Ein­
senkung von Eisenbetonplatten und Plattenbalken", wie man aus einer 
Serie von Balkenbiegeversuchen die Spannungskurve (Spannungen 
als Funktion der Dehnungen) des Betonmaterials, aus welchem der 
untersuchte Balken besteht, ermittelt. Er zeigt ferner, wie man aus 
dieser Spannungskurve bei gegebenem Biegungsmoment die Rand­
spannungen und Randdehnungen einer beliebig stark armierten Eisen­
betonplatte berechnet, und wie man aus demMomentenpolygon mitHilfe 
des ,Randdehnungsdiagrammes" die elastische Linie eines auf Biegung 
beanspruchten Balkens als Seilpolygon darstellt, und kann daher dieses 
Verfahrcn als bekannt vorausgesetzt worden. 

Das ,Randdchnungsdiagramm" eines auf Biegung beanspruchten 
Balkenquerschnittes crha lt man, wenn man als Ordinaten die Biogungs­
momente M und als Abszissen die zugehorigon Dehnungen der auBersten 
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Randfasern (e0 und Eu der gedriickten und der gezogenen Faser) auf­
tragt (Fig. 13). 

Urn das Verfahren bei Untersuchung von Platten mit verandcr­
lichem Querschnitt und veranderlicher Armicrung, wie dies hoi den 
Behalterwanden im allgemeinen der Fall ist, moglichst oinfach zu ge­
stalten, wird man trachten, mit einer moglichst geringen Anzahl von 
Diagrammen auszukommen. 

Zunachst vergleiohe man Platten von vorschiodoner Starke, jodoch 
mit gleichem Armierungsprozentsatz untereinander. Also Platten mit 
,ahnlichem Querschnitt ". W enn den Platten auch das V orhiiltnis 
zwischen der ,nutzbaren" und der wirkliohen Plattenstarke gemeinsam 
ist, so bedarf os keiner weiteren Ableitung, urn zu erkennon, dal3 ihro 

Randdehnungsdiagramme untereinander identisch 
sind, so fern man auf der Ordinatenachse nicht 

die Biegungsmomente M, sondern die Grol3on ~ 
H2 

auftragt, worin H die wirkliche Plattenstarke. Die 
zweifach unendliche Mannigfaltigkeit der Rand­
dehnungskurven ist auf eine einfach unendliche 
reduziert. 

Was die Veranderlichkeit der Armierung an­
betrifft, bedenke man folgendes. J e starker die 

M~o Armierung bei gegebener Plattenstarke (volle Aus-
Fig. 13. nutzung des Eisens bei gerissenem Beton voraus-

gesetzt) , desto groiler die Randdruckspannungen. 
Die Grenzen zieht die Vorschrift. In Osterreich gestattet sic bei 
einem Mischungsverhaltnis 1 : 3 eine Betondruckbeanspruchung von 
ab = 40 kg/em 2 und eine Eisenzugbeanspruchung von <re = 950 kg 
fiir Flu13eisen. Die Plattenstarken und Eisenarmaturen ergeben sich 
bei diesen Ziffern aus den bekannten Formeln mit 

h= 
ae + nab -. / 6 M 

O'b • V n (3 O'e + 2 nab)· b 
0,0386 fM 

= 0,0314 J'M. 

Die wirkliche Plattenstarke betragt, da wie oben H = 1,1 h, 

H = 0,0424 -yM. Die Platte ist somit 0,74% armiert. Vber dicson 
Armierungsprozentsatz wird man nicht hinausgehen, denn sonst wiirdo 
man bei einer Eisenzugbeanspruchung von 950 kg/em 2 die zulassige 
Betondruckbeanspruchung von 40 kg/em 2 i.iberschreiten. 

Wenn dieselbe Platte an oiner anderen Stelle einem schwachoren 
Biegungsmoment. ausgesetzt ist, und ein zwingender Grund, die starken 
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Armaturen der voll ausgenutzten Partien durchzufuhren, nicht vorliegt, 

so wird die Armatur im Verhaltnis M1 des aufzunehmenden Biegungs· 
M 

momentes zu dem bei der gegebenen Plattenstarke auBerst zulassigen 
Maximalmomente verringert. 

Die Armierungen einer plattenformigen Tragkonstruktion soh wanken 
demnach zwischen 0,74% und 0 %- Die Randdehnungsdiagramme fur 
verschiedene Plattenstarken, jedoch gleichen Armierungsprozentsatz 
sind untereinander identisch; infolgedessen kann man sich darauf be­
schranken, fiir eine Anzahl verschiedener Armierungen zwischen 0,74% 
und 0 % die Diagramme zu zeichnen. 

In den Tabellen 1-4 des Anhanges wurden nach Rein tel die Rand­
dehnungen fiir 0,740, 0,626, 0,548, 0,436, 0,346, 0,194 und 0,088 prozentig 
armierte Platten unter Zugrundelegung der von Reintel fur den 
Balken Nr. 48 der Bachschen Biegeversuche ermittelten Spannungs­
kurve berechnet. Die Bezeichnungen in den Tabellen beziehen sich auf 
die Rein telsche Schrift. 

Die Resultate wurden in den Figuren 14 bis 23 graphisch als 
,Randdehnungsdiagramme" aufgetragen. Die Ordinaten geben 

die Werte von~, die Abszissen die zugehorigen Dehnungen in den 
R2 

angefiihrten MaBstaben. Fig. 21 zeigt, wie die Gesamtdehnung 
(Eo + Eu) der alJBersten Plattenfasern fiir einen und denselben Wert von 

_!'!___ mit abnehmender Armierung allmahlich zunimmt. Diese Zunahme ff2 
ist relativ so gering, daB man ctwa bei Zeichnung der elastischen Linie 
als Seilpolygon die Gesamtdehnung direkt mit dem Zirkel aus dem 
Randdehnungsdiagramm jenes Balkens abgreifen kann, dessen Armie­
rungsprozentsatz der Armierung des in Betracht gezogenen Balkenstuckes 
am nachsten kommt. 

In jedem der sieben Diagrammc Figur 14 bis 20 ist jener Wert von 

_!'!___ eingetragen, bei welchem das Eisen bei gerissenem Beton auf 
R2 
950 kg/cm2 beansprucht ist. 

Ein Beispiel soll zeigen, wie man mit den Randdehnungsdiagrammen 
arbeitet. 

Man denke sich eine Platte A B (Fig. 24 links) einseitig eingespannt 
und die zugehorige Momentenlinie M. Gesucht sei die elastische Linie. 

M1 und M2 wird berechnet, ausdem rechtsstehenden Diagramm (Fig. 24 
Rl2 R22 

rechts) entnimmt man die notigen Armierungsprozentsatze p, und p2• 

Die Armienmgen werdcn wic in Fig. 24 links gezcichnet durchgefuhrt, p1 im 
Bereich der negativenMomentc, p2 im Bereich der positiven. Den Armier-
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ungsprozentsatz selbst kannman fiir jed en der heiden Bereiche alskonstant 
betrachten, soferne die Veranderlichkeit des Querschnittes nicht sehr 

Randdehnungsdiagramme. 

e-zo to o to 
Armierung: 0,740 °/0 

+ 

0 

0,436 "lo 
0 

0,346 °/0 

0,626 "!. 

+ 

+ 

500 

0 

0,194 °/0 

+ 

0 

0,548 ."/o 

0 

0,088 "lo 

+ 

+ 

Fig. 14-20. Biegung armierter Platten nach Heintels Diagramm. 

bedeutend ist. Dann zerlegt man den Stab in Lamellen von der Lange t, 

berechnet die ~ und zeichnet die elastische Linie als Seilpolygon 
H2 
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Fig. 21-23. D e hnungen d e r aull er s t en Fas ern. 

r l50o-IJ: 
.-t----4-<;'100 

r---r--------<?-~~-~·300 
: 

~--;---~---~--+--~--~.zoo 

~--+----+---t-----+--~--4,100 

' 
0,1 O,Z 0,3 0,6 0,7 A1'111ierung 

Fig. 21. Gesamtdehnung bci vcrschiedencr Armierung. 

zoo 300 

0,5'18 
Dehn. ermifkh noch 
Sponnungs!furve Bolken 118 

500 

Fig. 22. Gesamtdehnung bei verschiedcnen : 2 • 

+Druck 

M 
~~~UT~H~~~~~~-~~--~~--~~--~~~·0 

-Zug 

c:,, zd Dehnungen l berechnet nach Spannungskurve 
rrz, rr<l Spannungen J Balkcn Nr. 48. 

Fig. 23. Armicrung 0,740 °/0 • 

57 
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mit den Gewichten ~o + Eu • t, wobei man die GroHen Eo+ E11 direkt 
H 

denjenigen Randdehnungsdiagrammen entnimmt, welche der nOtigen 
Armiorung p1 bzw. p2 am niichston kommen. Zu diosem Zweck wurden 
die Gesamtdehnungen Eo + E11 fiir vcrschiodene Armicrungsprozentsatzo 
als Kurvenbiindel in einem Diagramm vercinigt (Fig. 25). Die um­
standliche Berechnung dor Triigheitsmomente hat man sieh erspart und 
erhalt sofort die wahren Dehnungen durch Ablesen im Diagramm. 

~--------~------~------~ 
Mz 
Hi 

Fig. 24. 

c) Beziehungen zwischen Zngspannungen und Dclmungen. 
Ein Eisenbcton-Zugorgan sci p-prozentig, und zwar derart armiort, 

daH die Eisenbeanspruchung bei gerissenem Beton gerade gleich ist der 
zulassigen Beanspruchung, ctwa 950 kg/em 2 . :F sci dcr Gcsamtquerschnitt 
des Verbundkorpers , fc dor Eisonquerschnitt, der Armierungsprozent-

satz betrage p = 100 ~~ . Bcsttinde das Zugorgan bei gleichem Quor­

schnitt F aus homogenem Material, so wiire die Zugbeanspruehung 
pro 1 em 2 

Worm der Beton reil3t, erleidet das Eisen cine Delmung von 
(Je !)[)0 

E e 2100 000 
45' 2 

= 100000 em/em. 

Auf die Gesamtdehnung des Zugorganes hat jcdoeh dioscs Einreil3cn 
nur einen untergeordneten EinfluH, dean die !who Eisenbeanspruchung 
beschrankt sich auf die allerniirhste Umgebung des Zugriflses . Werm 
man die Dehnungen defl Zugorganes ken non lernen will , mul3 man wissen, 
wie sieh die Spannung<>n auf die heiden ~Iatorialkomponcntcn des 
Verbundkorpers vertoilen. 
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Urn dies zu beantworten, wurde, wieder unter Zugrundelegung 
des von Heintel fur Balken 48 ermittelten Spannungsdiagmmmes, 
dieFigur 26gezeiehnet. DieAbzissenge ben dieDehnungenin 1/ 100000 em/em, 
die positiven Ordinaten die Betonzugspannungen in kg/em 2• 

Auf den em 2 Beton entfallen 0,01 p em2 Eisen. Wenn der 
Beton reil3t, wird das Eisen mit 950 kgfem 2 beansprueht, die Dehnung 

betragt 45 ' 2 , und das Stabende kommt naeh A. Auf die 0,01 p em 2 
100000 

Eisen entfiillt eine Beanspruchung von 0,01 p. 950 = 14,23 kg, und 

tl in Kg/em' 

£in 100~00 cmfcm 60 50 

w erste \Vasserflecken, 48 Dehnungskurve Balken Nr. 48, 
r die ersten Zugiisse, 16 , 16, 
R Reillen des Betons, 85 , 85. 

Fig. 26. Dehnungsdiagramm bei reiner Zugbeanspruchung, nicht armiertem Beton. 

wird diese Beanspruchung von A als Ordinate nach abwarts aufgetragen. 
Die Linie I 0 liefert die Belastung der 0,01 p em 2 Eisen a.ls Funktionen 
der Dehnung. An jenen Stellen, an welchen der Beton nicht gerissen 
ist, haben Beton und Eisen die Dehnung gemeinsam, und die Summe aus 
der Belastung von 1 cm 2 Beton und 0,01 p cm 2 Eisen muB gleich sein 
0,01·p · 950. Wenn man daher zu 0 I durch A cine Pa.rallele zieht 
und mit der Betonspannungskurve zum Schnitt bringt, so geben die 
Koordinaten die Schnittpunktes (I) Betondehnung und Spannung. 
Die Strecke a b gibt die auf 0,01 p em 2 Eisen entfallende Beanspruchung, 

und die Eisenbeanspruchung pro 1 cm2 berechnet sieh mit ae = ~- . 
0,01 p 
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Aus Figur 26 erkennt man ferner, je hoher der Armierungsprozent­

satz hoi gleichem zuli:issigen cre, desto groBer 0,01 · p · 950, und desto 
groBer werden die Ordinaten A I (A II bei 2,5 % Armierung), mit ihnen 

dieStrecken (I) a, die Betonzugbeanspruchung wachst und der Punkt (I) 
kommt beiArmierungen von 2% und mohr in einen Teil derSpannungs­
kurve,in welchen das Hookesche Gesetz gar keine Geltung mehr be­

sitzt und die Dohnungen in hervorragendem MaB von zufalligen 
Eigenschaften des Materiales abhangen 1). So z. B. entstammen die 

Kurven 16 und 85 in Figur 26 derselben Serie von Bachschen Biege­
versuchen wie Balken 48. 

A us dem Diagramm (Figur 26) erkennt man endlich folgendes. Ware 

oin unarmiertes Beton ·Zugorgan mit d 0 kgjcm 2 belastet, so erg abe sich die 

Dehnung pro Langeneinheit mit d d'. Wenn jedoch das Zugorgan derart 

armiert ist, daB das Eisen bei gerissenem Beton mit 950 kgjcm 2 be­
a.nsprucht ist, so ergibt sich die Dehnung als Abszisse von (I) mit a 0. 

Da die d 0 die auf den em 2 Gesamtflache bezogenen Span­

nungen bedeuten, kann man zu jedem d 0 so fort durch Ziehen der Linien 

d A die zugehOrigen Punkte (I) und damit die Dehnungen des vorschrifts­
maBig armierten Betons erhalten. Umgekehrt, wenn man mit den Strecken 

d 0 als Ordinaten und a 0 als Abszissen ein Diagramm zeichnet, ist 

man in der Lage, fur jede Dehnung sofort die Einheitsspannung des 
vorschriftsmaBig armierten Zugorganes anzugeben. 

Dieses Diagramm ist auf Figur 27 dargestellt und ermoglicht, a us 

den Ordinaten der elastischen Linie einer Behalterwand die Belastungs­
scheide zu ermitteln, ohne eine Annahme iiber die GroBe der Ring­

armaturen getroffen zu haben; donn diose Armatur ist bereits fur jeden 

Dehnungswert berucksichtigt. Ebenso wie man es nicht notig hatte, 

bei der Behandlung der gebogenen Platte eine Annahme tiber die 
Armierung der Platte zu treffen. Man arbeitet in den Diagrammen 

mit den Spannungen eines Betons, welcher die vorschriftsmaBige 

Armierung samt ihren Wirkungen bereits in sich tragt, und darin liegt 

ein groBer Vorteil. 

d) Ableitung des Mohrschen Satzes unter Ausschlufl des 
Hookeschen Gesetzes. 

Es bedeuten (siehe Figur 28) im folgenden: 

~ = Eo + Eu) die Sum me der Dehnungen der auBersten Randfasern 

(bczogen auf die Langeneinheit) 
p den Kriimmungsradius der geometrischen Balkenachse. 

1 ) Siebe Anmerkung 4 ). 
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Die Distanz zwischen der wahren Neutralachse und der geometri­
schen Balkenachse kann gegeniiber dem Kriimmungsradius vernach· 
Hissigt werden. Es ist nun: 

~ ·dx 
dm =- - - dx 

r H ' 
l = p · dtp , somit 
p 

p 

und 

3 

[I+C~~rr =-I 
d"y 

d2y ~ 

dx2 H · 

H 
~ 

Aus d 2 Y = -~ ergibt sich der Schritt 
dx 2 H 

zur Darstellung der elastischen Linie als Seil· 
kurve auf Grund rein geometrischer Dber­
legung. 

Die Grundgleichungen des graphischen 
Verfahrens verwandelnsich in: 

d 2M 
dx2 = -- Y fx 

~ I 

H l+m 2 

fx = f (y) .. . . 

I 

H' 

(I 

i I w 
/~Up\ 

I I 
I 
i 

Fig. 28. 

I) 

2) 

3) 
Die Beziehung Gleichung 3) ist gegeben durch das Zugspannungs· 

diagramm der Verbundkorper, Figur 27. 

7. Gang der Uutersuchung bei Ausschluf3 des 
Hookeschen Gesetzes. 

Wenn fur das Baumaterial eines Behalters das Diagramm, welches 
die Dehnungen in ihrer Abhangigkeit von den Spannungen darstellt, 
gcgeben ist , so hatte man aus diesem Diagramm gemal3 Kapitel 6 
a) his c) jene Daten abzuleiten, welche man bei der graphischen Unter· 
suchung benotigt, das sind die Randdehnungsdiagramme fiir biegungs· 
beanspruchto Platten verschiedener Armierung und das Dehnungs­
diagramm fur reinc Zugbeanspruchung der vorschriftsmal3ig armierten 
Zugorgane. 

Wenn man nun cinen Behalter zu untersuchen hat, kennt man in 
der Regel das Dehnungsdiagramm des zu venvendenden Betons noch 
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gar nicht. Und wenn man es kennt, weiB man nicht, ob das Material 
uberall dieselben Festigkeitseigenschaften aufweisen wird wie etwa 
der Probebalken. 

Es ware deshalb im Hinblick auf den Zweck der Untersuchung 
etwa folgendermaBen zu verfahren. Aus dem Beton-Dehnungsdiagramm 
eines Materiales, dessen Festigkeitseigenschaften moglichst stark 
vom Hookeschen Gesctz abweichen (etwa Kurve 16, Figur 26), 
Ieitet man ein fiir allemal die eingangs erwahnten zwei Gruppen von 
Daten ab. Dann untersucht man den Behalter anal ytisch oder 
graphisch unter Beibehaltung des Hookeschen Gesetzes, und 
wenn es die GroBe und Wichtigkeit des Bauwerkes erfordert, erganzt 
man die Untersuchung bei ausgeschaltetem Hookeschen Gesetz 
unter Benutzung der heiden Gruppen von Daten. Schon nach Auf­
tragung des ersten Seilpolygonpaares wird man sehen, welche maximale 
Abweichung von den Resultaten etwa der analytischen Untersuchung 
man zu erwarten hat. 

Die Details der erganzenden Untersuchung werden aus der Be­
handlung des nachfolgenden Beispieles hervorgehen. 

Es sei (siehe Figur 29) ein Reservoir in Eisenbeton zu untersuchen, mit 
5,00 m Hohe, 10,00 m Durchmesser, am unteren Rand fest eingespannter 
Behalterwand. TrapezformigerWandquerschnitt, obere Wandstarke 8 em 
untere Wandstarke 14om. Zulassige Inanspruchnahme des Eisens auf Zug: 
950 kg/em 2• Die Belastungsscheide bei gwtigem Hookeschen Gesetz 
(Figur 29, B1) wurde auf graphischem Weg ermittelt, und es soli 
die Untersuchung unter AusschluB des Hookeschen Gesetzes erganzt 
werden. Die Beziehung zwischen Betonspannung und -dehnung ist durch 
das im sechsten Kapitel benutzte He in telsche Diagramm gegeben, 
und die beidenGruppen abgeleiteter Daten sind in denFiguren 25 und 27 
niedergelegt. 

Es bedeuten im folgenden: 
h die Behalterhohe, 
a. den Behalterhalbmesser, 

H die (verii.nderliche) Wandstarke, 
m = 1/ 4 die Ziller der Querkontraktion, 
Yx die Ausweichung der Behalterwand in der Hohe x iiber der Ein· 

spannstelle in 1/ 100000 em, 
d jenen zweitenPunkt,durch welchendie elastischeLinie hindurchgehen 

muB, 
K die Hilfskraft in d. 

Die Auftragung der Belastungsscheide und des Wasserdruck­
dreieckes erfolgte in derselben Weise, wie dies im vierten Kapitel aus­
einandergesetzt wurde. Die elastische Formanderung, welche die Be· 
hii.lterwand erleiden wurde, wenn sie nur in Ringen bestande, wurde im 
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Untersuchung unter Aussch!uB des Ho okesch en G ese tzes. 

1,00 

' ' 
:d.," 

Z,OO 

MaBslab der Oelmungen: 

' 377,6 :1 

U,1 = Momentenlinie, 

3,00 

Fig. 29. 

(< + < ) t (1-m2) 

D1 = Linie der Dehnungen ° u H 2 

Ma£3stab 283,2 : I aufgetragen, damit diese Kurve (F1) durch den 

Punkt b' des Wasserdruckdreieckes hindurchgeht. Es macht dies die 

Untersuchung ubersichtlicher. Die Ermittlung ihrer Ordinaten SeJ 

Poschl u. Terzaghi. 5 

b' 

M~· 0,9ZO 

c c l IJM~· IJ.Ota '"' 
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an dem Ring m der Tiefe T = 2,00 m unter dem oberen Behalterrand 
gezeigt: 

d zoo 3.1XJ 5,~ 
I 

' I 
I 
I 

' ' 
:d" 

:cl 

' 

...... . ;Cl' 

.• 9 
' ' ' 

9 ' ' 

-· .-
'J 

Kraftplan zu U 
0 

Die Wandstarke an dieser Stelle betragt : H = 10,44 em. 
Der Wasserdruck: p = 2,00 t pro m 2• 
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Die Zugkraft Z in einem Streifen von 1,00 m Breite: 
p · a = 2,00 · 5,00 = 10,00 t = lO 000 kf::. 

Querschnitt des Verbundkorpers: b · H = 100 · 10,44 = 1044 em2. 

Zugspannung pro l cm 2 Verbundkorper: cr = 9,57 kgjem 2• 

Ist der Verbundkorper vorsehriftsmaBig, d. h. derart armiert, 
daB das Eisen bei gerissenem Beton mit 950 kg/em 2 beansprueht ist, 
so erleidct er bei der Beanspruchung von 9,57 kg/em 2 laut Diagramm 
Figur 27 Kurve I cine Dehnung E = 3,22 (in 1/ 100000 emjem) . Daher: 

VergroBcrung des BehiUterradius y = E ·a = 1610; 
Im Mal3stab der Zeiehnung: 1/ 100000 • 1610 · 283,2 = 4,56 em. 

Zur Zeichnung der Pol.vgone wurde das Intervall db (siehe Figur29 
unten) in aeht Toile geteilt (sieben Teile von der Lange t = 30 em, der 
aehtc , dem Punkt d benachbarte, wegcn des nahczu geradlinigen Ver­
laufes der elastisehen Linie in diesem Teil mit t = 140 em). 

}fit den der Belastungsscheide B1 entsprechenden und in den 
l::lchwerpunkton dcr Belastungsstrcifen angrcifenden Belastungen W 1 

und AI des vertikalen Stabclementcs wurde das l\'Iomentenpolygon ul 
gezeichnct. Das Einspannmomcnt .Mu hat sieh der vorhergcgangenen 
l:ntersuchung bei giiltigcm Hookcsehen Gesetz mit Mu = 0 ,930 m t 
pro m Umfang ergeben. Zu den Biegungsmomenten wurden die zugc­
horigen ~ (i1 = <:0 + <=u, siehe 6. Kap. d) den Diagrammen Figur 25 
entnommcn, und zwar in dcr \Veisc, wie dies im 6. Kapitel b) bei Fig. 24 
bcschrieben wurdc. 

Damit die elastisehe Linio trotz der neu eingefi'thrten elastischen 
Bedingungen durch den Punkt d' geht, muB in d die kleine Hilfskraft K 
angebrachtwerdcn, und die statischen .Momente der Dehnungen miissen 
in der brkannten Weise der Bedingung entsprechen: 

{'-, Eo +H !:u l b · 92 · l/100000 ) L....i ·t·sl+m-;=yd,woei yd = ll (m em. 
0 

s bedeutet hierin die Absta.nde der Schwerpunkte der Teilfiachen von d, 
und Yd ist als Ordinate ,·on F1 der Zeiehnung zu entnchmen. 

Wegen der Kleinlwit der vorzunehmendeu Korrektur kann man 
bei der Richtigstellung des Dehnungsdiagrammes D1 Proportionalitat 
ron Dehnung und Spannung annehmen und in derselben Weise verfahren, 
wie dies in dor .\nmerkung 3) zu Kap. 5 gezeigt worden ist. Die Hilfs­
kraft K ergibt sich a us dem Kraft plan zu U 1. 

::\-lit den richtiggestellten Dehnungen wurde die elastische Linie E 1 

gezeichnet. Die }faBsti:ibe d er y betragen 2~3 , fiir s: 2
1
0 und ~ im Kraft-

plan 20000 . Die Pohn•it0 berechnet sieh mit 3,83 em. 
1 

5* 
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Aus den Ordinaten der Kurve E 1 ermittelt man die Ordinaten 
der zugehorigen Belastungsscheide (der Dbersichtlichkeit des Bildes 
wegen in der F igur nicht gezeichnet) auf folgcnde Weise: 

Die Dehnung des Ringes pro em Umfang betragt L. 
a 

Der Dehnung z entspricht !aut Kurve I , Figur27 die Spannung cr 
pro cm 2 Verbundkorper. 

Aus cr und der Wandstarke berechnet sich der auf das Ringelement 
entfallende Teil des Wasserdruckes p in tjm 2 und mit ihm die 
Ordinate der gesuchten Belastungsscheide. 

Es zeigt sich, daB die neue Belastungsscheide vie! konkaver verHiuft 
als die den Ausgang der Untersuchung bildende Kurve B1. Unter Bei­
behaltung der neugefundenen charakteristisehen Form wurde die Bi 
auf B2 korrigiert. In Figur 30 wurde das Verfahren wiederholt, 
und man sieht, daB B2 bereits die richtige Belastungsscheide mit hin­
reichender Genauigkeit darstellt. 

Die Biegungsmomente ergeben sieh aus dom Resultat mit: 

- Mmax = 0,917 mt; + Mmax = 0,180 mt. 

+ Mmax = llO· _ Mmax = 460 ff2 , fl2 . 

Mit diesen heiden W erten erg eben sich die erforderlichen Armierungen 
aus Figur 21 zu: 

p1 = 0,608% und p 2 = 0,146 o/o. 
Die maximale Wandarmierung ergibt sich aus der maximalen 

Radiusvergr6Berung des Behalters y und der zugehorigen Dehnung 

z_= Y = 4,99direktaus demDiagramm Figur 27 Kurveiii mit 1,44%, 
a 

die zugehorige Spannung im Beton mit crz = 12,2 kgjcm2• Die Randzug­
spannungen fur Biegung ergeben sich, ebenfalls durch direkte Ablesung 
aus Figur 23, mit crz = 17,1 kgjcm 2 bzw. 6,3 kgfcm2• Wenn der Beton 
reiBt, ist das Eisen bei dem angegebenen Armierungsprozentsatz mit 
crz = 950 kg/em 2 beansprucht, sowohl in den Ringen als auch in den 
Staben an den Stellen der Maximalmomente. 

Ein Vergleieh dieser Resultate mit den Ergebnissen, von welehen 
die Untersuchung ausgegangen ist, zeigt folgendes: 

Das Einspannmoment wurde urn 1,5 °/0 kleiner. 
Die Ringbeanspruchung in 3,5 m Tiefe urn 5,1 % kleiner, in 

4,5 m Tiefe urn 13,4 % groBer. 
Es ist klar, da/3 die sich ergebenden Abweichungen gegenuber den 

unter Beibehaltung des Hookeschen Gesetzes errechneten Resultaten 
wachsen, wenn man aus okonomisehen Grunden uber die im Beispiel 
vorkommenden Betonzugbeanspruchungen in den Ringen hinausgeht. 
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8. Naherungsverfahren 
zur direkten Dhnensionierung von Behaltern 

n1it rechteckigent 'y andquerschnitt. 
Bei der Projektierung kleiner 

Behalter mit rechteckigem Wand­
querschnitt ist es von Nutzen, eine 
Forme! zu besitzcn , 'relche direkt 
jene Wandstarke liefert, welche der 
Behalter haben mu13 , damit das 
Material an der gefiihrlichsten Stelle 
gerade noch YOll ausgenutzt wird. 

Die gefahrlichste Stelle ist bei 
Eisenbetonbehaltern der untere Rand 
(die Einspannstelle), und ma13gebend 
fur die Dimensionierung ist das untere 
Einspannmo men t . 

Mit Hilfe einiger Yernachlassi­
gungen la13t sich bei Behaltern vom 
Typus der Hochbehalter (vgl. 4. Kap.) 
das Problem derart vereinfachen, dal3 
man das Einspannmoment und mit 
ihm die erforderliche vVandstarke mit 
hinreichender Genauigkeit als ein­
fache Funktion von Tiefe und Durch­
messer des projektierten Behalters 
erhiilt. 

a b b1 a 1 in Fig. 31 sei ein 
Achsenschnitt durch den leeren (un­
belasteten) Behiilter. Nun denke 
man sich den Eeilalter gefiillt und 
die Wand ebenso >\ic im 2. Kap. 
in ein Stab- und ein Ringsystem 
zerlegt. Bestande die Wand nur aus 
Ringen, so wurde sich unter der 
\Virkung des Wasserdruckes die 
elastische Linie a b' ergeben. Be­
stande sie nur aus Staben, welche 
in b fest eingespannt sind, so wurde 

k--------~--------~ 

/ 
I 

/ 
I 

- / 
lo/ 

I 
I 

/ 

I 

I 
/ 

/ 

ihre Formanderung der Linie b a' entsprechen. Ist jedoch Ring- und 
Stabsystem vorhanden , so geschieht die gemeinsamc Formanderung 
der heiden Systemr nach Linie b c' a. In den unteren Teilen , nahe der 
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Einspannstelle, wird beinahe der gesamte Wasserdruck von dem verti­
kalen Stabsystem aufgenommen. Je hoher man kommt, desto mehr 
tragen die Ringe mit, und in den obersten Partien, oberhalb von e', 
verhindert der Widerstand der Ringe die Ausweichung der Stabe; 
die Ringe sind dort nicht nur durch den Wasserdruck, sondern auch 
durch die Auflagerkrafte des Stabsystems beansprucht, und die elastische 
Linie geht allmahlich in die Linie a b' iiber. abc' hat zwei vertikale 
Tangenten, cine in bander Einspannstelle und eine in der Nahe von c'. 
Wenn a b b' das Wasserdruckdreieck darstellt , so bcdeutot nach den 
AusfUhrungen des 2. Kapitels die Kurve b c' a die Belastungsscheide. 
Von dem gesamten Wasserdruck entfiillt + W und- A auf das vertikale 
Stabsystern, + R und +A auf das Ringsystern. 

Urn die Belastung des vertikalen Stabsysterns unter Zuhilfenahme 
kleiner Vernachlassigungen zu vereinfachen, ersetze man die Kurve c' b 
durch eine Gerade c ' b. Urn die dadurch erfolgto Vergrol3erung von W 
urn w zu kornpensieren, bringe man imSchwerpunkt von w eineKraft (w) 
von entgegengesetztem Vorzeichen an. Desgleichen ersetze man die 
Belastungsflache A durch cine Einzelkraft (A) irn Schwerpunkt. (A) 
und (w) vereinigt liefern cine Resultierende X, welehe in der Niihe 
von c ' angreift. 

Man nimmt nun an, die zweite vertikale Tan&cnte T dcr elastischen 
Linie b c' a sei nicht in der Nahe von c ', sondern in c' sclbst, und 
die Resultierende X greife nieht in der Nahe von c' sondern auch in e ' 
an. In diesem neuen vereinfachten Belastungsfall (in Fig. 31 rcchts) 
liil3t sich das untere Einspannmornent auf cinfachc Weise ermitteln. 

Bei der folgenden Untersuchung wurden die Durchbiegungcn, 
in horizontalem Sinn gernessen, mit y bezeichnet. Die Buchstaben­
bezeichnungen stimmen mit Fig. 31 iiberein. Die Verhinderung der 
Querkontraktion wird ebenso wie im 2. Kapitel durch den Faktor 

--1-beriicksichtigt. Die vertikalen vVandstabe, urn dcren Bcrcchnung 
I+m 2 

es sich jetzt handelt, sind in b1 eingespannt, durch die drcieckige Be­
lastungsflache b1 bt' c' und die Einzelkraft X bclastet und mi.i.ssen 
in c' cine vertikale Tangente besitzen. 

Die Gleichung der elastischen Linic lautet (Siehc Figur 32) : 

d2y M 
dx12 E J ( l + rn 2) 

Pl X l' M X -- ( c- x2) -" u. - = 
6 1 I 

P1 X 3 
1 ~ 

- --~x 61 I • ' 

wobci __h_!__ - ~~II 
6 l 
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Nun ist x = l- x1 dx = - dx1 

d2 y p x3 
E J (l + m 2) ·--· = + - 1 - - x ~ 

dx1 2 6 l · 

lntegriert, gibt diose Gleichung 
dy p 4 2 

EJ(l + m 2)·-d- = -~+ ~~ + C1 
Xt 241 2 

1) 

In c1 soil die Tangente an die elastische Linie vertikal scin, 
daher fi.ir 

X1 = 1 und X = 0 ist: ely = 0 und daher ist C1 = 0. 
dx1 

;--!It~ 
. ' r ~ ~~T~~ 

L 

).,~~ 
r 

M.,. 

Fig. 32. 

Noch cinmal integriert, gibt die Gle:chung l) 
xs p x3 

E J (I + m 2) y = + 5 . 2; l - 6 ~ + C2. 

Bci x1 = 0 wird y = 0 und x = l, 
j5 p }3 

0 = -+--- ·-1- -- fJ. + C 
' ;) 24 l 6 tJ 2 

Daher 
. }5 - x5 Pt 13 - x3 

EJ(l + m 2) y = --~-·--1 + --~ 
;) 24 6 

2) 

Das Einsrannn:c•mcnt Mu crgibt sich aus I) untcr Beriicksichtigung 
dy .. -- - = 0 fur x = I mit 
dx1 

M _ Pt 12 
u - 12 3) 

Die Au~\l·cichung dos Stabendes (bci x = 0) crgibt sich aus 2) mit 

I Pt 14 
Yt = E J (I + m 2) • 180 . . . . . . . 4) 
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Da der Punkt e' aueh auf der elastischen Linie a b' des durch 
den vollen Wasserdruek beanspruehten Ringsystemes 
ergibt sieh als zweite Bedingungsgleiehung fiir y1 : 

liegen muJ3, 

und 

a2 
.Yl=EF·y(h-1) 5) 

Die Bedingungsgleichungen zur Ermittlung von Mu lauten denmach: 

p p 
Mu = -t-

I p 14 a 2 

E J I + '') . I 180 = E F y (h - l) ( m· 
... 6) 

Wcnn die zulii"ssigen Matorialbeanspruchungen ge~el:en sind, be­

rechnet sieh die Wandstarke H aus Mu mit H = r:;.. • y~Ju. Aus den 
Gleichungon 3) und 6) kann man dann diejenige Behiilterwandstarke 
bereehnen, bei welchcr das Material an der untcron Einspannstelle 
gerade mit den zulassigen Spannungcn beansprucht ist. 

Wenn samtliche Grof3en in c m und kg ausgedriickt sind, wenn 
fernery fiir Wasser (Gewicht pro I cm 3) O,OOI kg betragt und die Zifferm 
der Querkontraktion mit YJ, angenommen wird, ergibt sich die Wand­
starke H aus obiger Gleiehung mit: 

,- - 6 [ I 30 I 0 h J H em = 6,08 · 'J..3 · a 2 • fh · IO - 1 ± l; I + - ?--

r 'J.." a 2 

Der Eisenquerschnitt ergibt sieh mit fe = 'J..1 H. 
Beispiel. Ein Behalter mit reehteekigem Wandquersehnitt, 

5,00 m Hohe und IO,OO m Durehmesser soli in Eisenbeton projektiert 
worden. Zulassgie Materialbcanspruchungen crb = 35 kg/em 2, 11e = 
1000 kgfem2. 

Aus den Tabellen zur Dimensionierung einfach armierter Platten 
entnimmt man fur die gegebenen zulassigen Beanspruchungcn: 

H = 0,477 y~H = I,I H', wenn H' die nutzbare Plattenstiirke). 

fe = 0,26I fMu. Somit rx = 0,477, a 1 = ~·!~; = 0,548. 
' 

1- - 6 [ I 3o1o- 5oo J 6,08 · 0,4773 · 500Z ·)500 · 10 - I + r I + 0,4772 . 5002 = I5,5 em 

fe = 0,548.H = 8,5 em Vertikalarmatur pro laufe:1den Meter Umfang. 
Mit Hilfe der Gleichungen 3) und 6) konnen auch an eincm Behiilter 

mit gegebenem rcchteckigen Wandqucrschnitt angenahcrt die Biegungs­
momente, die Ringspannungcn und die Belastungsscheide ermittelt 
werden. Eine solche Untersuchung wurde an dem im :{. Kap. be­
handelten und in Fit;. 11 cl.argestcllten BehiiJtcr vorgf'nommcn. 
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Die exakte Untersuchung ergab fur Mu 96 700 kg/em. Das Nahe­
rungsverfahren lieferte fiir Mu 104 000 kg/em. Die Belastungsscheide, 
welche das Naherungsverfahren mit Hilfe der geradlinig begrenzten 
Belastungsflache W ergab, ist in Fig. lla, Kurve II eingetragen und 
woicht nur unbedeutend von der genauen, analytisch festgelegten 
Belastungsscheide I ab. 

Miillcr-Breslau (am oben angef. Orte) gelangte auf analytischem 
Weg ebenfalls zu einer Naherungsformel fur die direkte Dimen­
sionierung von Behaltern mit rechteckigem Wandquerschnitt. 

9. Anmerkungen. 
1 ) Die Verhinderung der Querkontraktion der vertikalen, auf reine Biegung 

beanspmchten Stabelemente ist in dieser .Forme! 2) durch den .Faktor __ l_ 
l +m" 

beriicksichtigt. abc d in .Fig. 33 sei das \Vandelement einer gedehnten Beha!ter­
wand und gleichzeitig der Querschnitt eines ge­
bogenen Stabclementes. Die Druckspannungen 
infolge der Biegung (ad) seien aul3en, die Zug­
spannungen inn en. Ware die Querkontraktion 
nicht behindert, so wiirde das Wandelement 
infolge der Biegung die Form a' b' c' d' an­
nehmen, wobei 

lllO'd ( dw) 
bb' = E · dl'• · r + .J r + 2 

und 

cc' = 
1~z d\'• (r + J r- d; ). 

Ist der Radius im Verhaltnis zur Wand­
starke sehr gro13, so ist einfach zu setzen: 

lllO'd 
bb' = - - r d''' und E .,. 

Fig. 33. 

\Venn nun a b c d nicht nur Stabelement, sondern auch Ringelement ist, 
so ,,·ird die Querkontraktion die Tendenz haben, den inneren Radius der Behalter­
wand um den Betrag 

lnO'z ( dw) . lllO'z ----e- r+Jr- 2 ="'j;·r 

z~1 verkleinern und den aulleren Radius urn 

n10'd ( dw) lllO'd 
"'j; r + .::lr + T · "'j;'r 

zu vergrollcrn. Da die Wand infolge ihrer Zugfestigkeit in radialer Richtung 
nur in sehr geringem Mall befahigt ist, ihre Dicke zu andern, ist die Querkontrak­
tion fast vollstiindig verhindert. Etwas anders liegen die Verhaltnisse bei cinem 
Material, welches dem Hookeschen Gesetz nicht gehorcht. Bei stark gedehnter 
Wand wird der Elastizitatsmodul der Ringe sehr klein, und diirfte daher der Ein­
flull der Verhinderung einer Querkontraktion der Stabdemcnte weniger bedcutend 
sein n,ls bei schwach gcdchnter 'Yand. Da sich jec!o.:h in solchen Fallen clio 
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GroBe des Einflusses der Wanddehnung auf die Wirkung der Querkontraktion 
schwer schatzen lii.Bt, wird der Faktor (1 - rn ') (rn der Querkontraktionskoeffi­
zient) fiir samt.Iiche Baumaterialien beibehalten. 

1 Manche Autoren ersetzen den Faktor (1 - rn') durch -1---., urn be­+m-
quemere Formeln zu erhalten. Bei der geringen GroBe von rn 2 ist diese Vernach­
laBigung gestattet. 

2) Die Untersuchungen wurden stets mit der Bemerkung abgeschlossen, 
daB man sich aus dern ersten Seilpolygonpaar durch einfache Interpolation der 
Wahrheit nahern konne (Panctti, S. 146 u. I47, Federhofer, S. 389). 

3) Die Hinzufiigung der Hilfskraft K bewirkt eine Veranderung des Einspann­
momentes urn .J Mu. Dementsprechend andern sich die Ordinaten der Dehnungs­
kurve in jedem Punkt um 

.JMu s 
fL.--.-, 

H" s, 

o. 

Fig. 34. 

worin o. eine Konstante, und s1 

die Sti'ecke d b1 bedeutet (siehe 
Fig. 34). Man verkleinere nun 
die Ordinate von D, in b1 etwa. 
um 5 mm und zeichne die zu­
gehorige Veranderung der ii brig en 
Ordinaten. Das statische Moment 
dieser Flache in bezug auf d be­
trage S. Dieser Betrag von S 
wird wahrend der ganzen Untcr­
suchung beibehaltcn. Benotigt 
man, um der geforderten Be­

dingung zu geniigen, cine Verkleinerung des statischen Momentes von S,, so v~r-

kleinere man die Ordinate von D 1 in b1 urn 5 em·~ und verbinde Punkt b 1 ' mit d s 
durch eine Kurve, deren Ordinaten denen von b/ d proportional sind. Bei den 
kleinen Korrekturen, um die es sich handelt, geniigt es, die Ordinaten dreier 
Punkte zu reduzieren. 

') Die osterreichischen Vorschriften z. B. sprechen bloB von zulitssigen 
Zugspannungen im Beton fiir den J<'all der r einen Biegung und des exzentrischen 
Druckes. Diese zulassigen Zugspannungen sind 24 kgjcm • bzw. 21,5 kgfcm 2 bei 
Mischungsverhaltnissen I : 3 bzw. I : 5. Wenn man die zulassige Beanspruchung 
des Eisens mit fTe = 950 kgjcm 2 annimmt, entsprechen die obigen Zugbea.nspru­
chungen des Betons einem vorschriftsmaBig bewchrten, auf reinen Zug bean­
spruchten Verbundkorper mit einer Armierung von 

3,92 Of. bzw. 3,32 Of. ( n = :: = I5) . 
A us Figur 29 kann man ersehen, daB die Grenzen, welche die Vorschrift gezogen 

hat, fiir Rohr- und Behii.lterbau zu weit sind. Der Beton eines 3,92- oder eines 
3,32 prozentig armierten Rohres oder Behii.lters m i.iBte bei voller Belastung unter allen 
Umstii.nden reiBen. Die I ,83 prozentigeArmierung des St. Gallner Behii.lters bezeichnet 
schon die oberste Grenze, his zu welcher man sich wagen darf. Sie entspricht unter 
den Annahmen der ,Vorschrift" einer rechnungsmii.Bigen Betonzugbeanspruchung 
von I3,8 kgjcm s. 



10. Anhang. Tabellen 1-4. 
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Tabclle 1. 

Armierung 

.::u gewahlt = I 
Zo = 

h1 = s0 + .::11 = 
h' 

a'= a --
h 

= 0 091 h' -
e'-..:.-a'== 

e u 

17 

17 15,2 
34 32,2 

3,09 2,9 
13,19 14,1 

An hang. 

0,740% 

14 

14 13,2 
28 27,2 

2,54 2,5 
11,46 11,5 

10 6 

10 10,0 6 6,4 
20 20,0 12 12,4 

1,82 1,8 1,09 1,1 
8,18 8,2 4,91 4,9' 

3 
6 

3 

3,2 
6,2 

0,55 0,6 
2,45 2,4 

~~~~~~~!-~~~-[~--~ ········ -~~~-~-~~~-----

2,3 
z: 0,1561 I 1 

-= ·he= 
b 0,132 J e 

69,9 50,0 48,81 25,5 25,6 9,2 70,1 9,5 

F' = 
ll 

229 229 179,3 179,3 109,3 109,3 46,8 46,8 13,0 13 (J 

--------1------1-------------- -------
1 z' 

_ e + Fu ­
b 

298,9 299,11 229,3 228,1 134,8 134,9 56,0 56,3 15,3 

S 0 = 15,2 13,2 10,0 6,4 3,2 

15,3 

~~-----1-----1-~~-·-- ~~---1------ - ---
S0 ' - 3028 
s .. ~ - 2344 

Zc' I 

b.ee- 990 

M' 
b - 6362 

M (M') 100 
h· = b . h'• 612 

Tabelle 2. 

Armierung 

.Su gewii.hlt = I 15 

Zo =I 15 
h' = c0 + Su = 30 

' 
hi 

a = a- - -
h 

0,091 h 1 = 2,73 
I I e6 = z11 --a = 12,27 

Ze' _ 0,115l_h'ce' = 
b- 0,092 J 

4?? .... , ... 

Fu' = 197 

2012 883 235 32 
1559 687 182 26 

566 209 46 5 

4137 463 

559 302 

0,548%. 

12 6 3 

13,5 12 11,4 9 9,0 6 6,2 3 3,2 
28,5 24 23,4 18 18,0 12 12,2 6 6,2 

2,6 2,18 2,1 1,74 1,6 1,09 1,1 0,55 0,6 
12,4 9,8 9,9 7,3 7,4 4,9 4,9 2,5 2,4 

40,5 27,0 26,6 15,1 15,3 6,8 6,9 1,7 1,7 
15,3 

197,0 144,5 144,5 92,5 92,51 46,8 46,8 13,0 13,0 
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Tabelle l. 

0,626 % 

17 14 10 6 3 

17 14,9 14 13,0 10 9,9 
I 

6 6,3 3 3 .. 2 
34 31,9 28 27,0 20 19,9 

I 
12 12,3 6 6,2 

' 
3,09 2.9 2,{54 2,5 1,82 1,8 1,09 1,1 0,55 0,5 

13,19 14,1 11,46 11,5 8,18 8,2 4,91 4,9 1 2,45 2,5 

i 

7,9 [ 59,1 59,3 42,3 40,9 21,6 21,5 7.8 1,9 2,0 

i 
229 229 179,3 179,3 109,3 109,3 I 46,8 46,8 13,0 13,0 

288,1 288,3 221,6 220,2 130,9 130,8 I 54,6 54,7 14,9 15,0 

14,9 13,0 !J.9 

I 
6,3 3,2 

2860 192i 85i 224 32 
2344 1559 68i I 182 

' 
26 

835 469 176 I 39 I 5 
I ! 
i I 

6039 395.5 1120 I 445 I 63 

I \ 594 542 434 294 163 
I 

Tabei,e 2. 

0.436% 

15 12 9 6 3 

15 13,3 12 11,2 [) 8,8 6 6,1 3 3,1 

30 .28,3 24 23,2 18 17,8 12 12,1 6 6,1 

2,73 2,6 2,18 2,1 1,74 1,6 1,09 1,1 0,55 0,5 

12,3 12,4 9,8 9,9 7.3 7,4 4,9 4,9 2,5 2,5 

33,8 32,3 21,7 21 ,2 12,1 12,2 5.4 5,4 1,4 1,4 

1"? -·-
197 197,0 144,5 144,5 92,5 92,5 46,8 46,8 13,0 13,0 



78 Anhang. 

Tabelle 2. 

Ar mierung 0,548% 

e11 gewahlt = I 15 12 9 6 3 

z, I I 
--(;- + Fu = 239,2 237,5 171 5 171,1 107,6 107,8 53,6 53,7 14,7 14,7 

e0 = 13,5 ll,4 9,0 6,2 3,2 
---------------t- --------l---------l·---------l-------- - ------

M' 

2141 
1780 

502 

-- = 4423 
b 

l\1 = (M') _100 
h2 b h' 2 

Tabelle :3. 

i'>46 

"\ ,·mierung 

h' 

I a 

eu gewahlt '~ I 
2o ::::::::: 

2o + 2n = 
h' 

a. h 

0091 h' -
Zu - a/ -·· 

15 
30 

15 

2,7 
12,3 

13,1 
28,1 

2,6 
12,4 

1314 
ll23 

263 

2700 

492 
I 

624 
527 

ll3 

1264 

390 

0,346% 

12 
24 

12 

2,2 
9,8 

u,o\ 9 
23,01 18 

2,1 1,6 
9,9 7,4 

214 
182 

34 

430 

288 
I 

8,7 6 
77,7 12 

1,6 1,1 
7,4 4,9 

() 

32 
26 

4 

62 

161 

I 
6,11 3 

12,11 6 

1,1 0,5 
4,9 2,5 

3 

3,1 
6,1 

0,5 
2,5 

. ---- 1- -------l---- --l--------l--------l--------
Z/ 
b 

0,073] h' / 
0,041 I Ce = 

Fu' = 

26,9 

19,7 

25,4 17,2 16,6 

144,5 

9,7 9,6 4,3 4,3 1,1 1,1 

92,5 46,8 13.0 
---------------)---------l----------1---------l--------------

l\1 

h• 

Ze' ' b - -t · Fu - 223,9 

e0 = 13,1 
- --- - -

So' _ 1970 
Su' _ 1780 

316 

l\1' 
- 4066 

b 

( M') . 100 515 
b h'~ 

161,7 

11,0 

1192 
1123 

165 

12480 

1469 

102,2 

8,7 

570 
527 

71 

1168 

373 

51,1 

6,1 

203 
182 

21 

14,1 

3,1 

28 
26 

3 

57 

153 



15 

230,8 129,3 

13,3 

2055 
1780 

401 

4236 

ii2!J 

12 

10) 10 7 ~ , 
2 4 

;!oJ ·-
9,8 

9,7 

14 4,5 

15 4,2 

0,7 

9 109 
112 3 

!l 2 

231 4 

44 fl 

22,7 

2,1 
9,9 

9,3 

12 

166,2 165,7 

11,2 

1254 
1123 

210 

2587 

481 

I 

9 , 
18 17,5 I 

I I I L6 
1,61 I 7,4 7,4 I 

I 
I 5,5 5,3 

I 
I 92,5 

98,0 

8,5 

535 
I 527 
I 
I 

29 

I 
I IO!.H 

I 
i 

:l56 I 
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Tabelle 2. 

0,436% 

9 6 3 

I 
104,6 104,6 52,2 52,2 1.f,4 14,4 

8,8 6,1 3,1 

588 203 28 
527 182 26 

89 

I 
26 4 

120-! I 411 58 

:381 

I 
280 156 

Tahelle 3. 

0,194% 

6 3 
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