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Vorwort.

Die Auswahl der in diesem Buche behandelten Stoffe ist
so getroffen, die Darstellung, denke ich, so ausgefallen, daf}
die Lektiire nur die einfachsten mathematischen Schulkennt-
nisse erfordert. Unter den behandelten Gegenstinden
wechseln, wie schon im Titel zum Ausdruck gebracht ist,
mit zumeist alten, vielfach jahrhundertealten Stoffen einige
wenige, bisher wohl noch nirgends erérterte ab. Mit histori-
schen und literarischen Angaben habe ich, wo mir solche
auf Grund langjdhriger Aufzeichnungen zu Gebote standen,
zwar nirgends zuriickgehalten, habe andererseits aber bei
dem ganzen Charakter und Inhalt des Buches mich an
nicht wenigen Stellen, wie iibrigens immer ausdriicklich an-
gegeben ist, damit begniigt, aus zweiten Quellen zu schépfen,
sel es, daf} die betreffenden Originalschriften, wenn auch an
sich mir vielleicht von frither her bekannt, im gegenwirtigen
Zeitpunkt schwer oder gar nicht erreichbar, sei es, daf sie
mir tiberhaupt unbekannt und vollig unzuginglich waren.
Unter anderen Zeitverhéltnissen wie den gegenwirtigen mit
ihren vielerlei Hemmungen wiirde ich wohl in diesen Be-
ziehungen mehr und Zuverldssigeres zu bieten bemiiht ge-
wesen sein, wenn auch andererseits das seinen Zielen und
seinem Inhalte nach, wie nicht erst bemerkt zu werden
braucht, durchaus anspruchslose und, wie schon gesagt,
ganz populidr gehaltene Buch gewifl keine historischen Auf-
gaben erfiillen will und soll.

Leser, denen meine ,Mathematischen Unterhaltungen und

Spiele“ bekannt sind, werden vielleicht iiber das Verhaltnis
ES



IV Vorwort.

dieser beiden, dem gleichen Gebiete angehdrenden Biicher
ein Wort zu horen wiinschen: Viele der hier behandelten
(tegenstinde wiirden in den Rahmen jenes Buches nicht
recht hineinpassen; zudem verbot sich ihre Berticksichti-
gung dort bei dem betrichtlichen Umfange, den dies Werk
in seiner zweiten Auflage angenommen hat (Bd. I ist 1910
in Stirke von 400 Seiten erschienen; Bd. I, im Manuskript
iibrigens seit nahezu zwei Jahren fertig und fast ebenso
lange unter der Presse, wird nach Ankiindigung der Verlags-
handlung ,spitestens im Laufe des Sommers 1918% im Um-
fange von ca. 430 Seiten erscheinen), schon aus Griinden
des Raumes.

Einer besonderen Motivierung bedarf wohl die Aufnahme
und verhiltnismifig eingehende Erérterung des letzten
Gegenstandes, der ,Sator-Arepo-Formel“: Nachdem in
neuester Zeit in die vielstimmige Diskussion tiber diese
starkumstrittene Frage auch das ,magische Quadrat‘ und
der ,Rosselsprung, Materien also, die seit langem zu den
bekanntesten der Unterhaltungsmathematik gehéren, hinein-
getragen sind, schien mir eine Erérterung dieser Frage, auf
die ich tibrigens bei Studien anderer Art seit Jahren wieder
und wieder gestofen war, fiir das vorliegende Buch nicht
ungeeignet zu sein, und da durften, sollte die Behandlung
nicht allzu einseitig bleiben, auch die Seiten des Themas,
die an sich die wichtigeren sind, die volkskundliche und
die sprachliche, nicht ganz aufler Betracht bleiben, wenn
auch damit die Erdrterung iiber den eigentlichen Rahmen
dieses Buches hinausgefithrt wurde.

Rostock i. M., den 25. Dezember 1917.

Ahrens.
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Kapitel I
Ein Anordnungsproblem.

In zahlreichen Werken der Unterhaltungsmathematik findet
man die folgende Aufgabe: Ein Biirger haite in seinem Keller
einen Kaslen, der in neun Fdcher in der Art unserer Fig. 1 ge-
teilt war. In diesen Fichern war Wein untergebracht, und zwar
gibt unsere Figur sogleich die Flaschenzahl der einzelnen Ficher
an; das Millelfach war dabei frei gelassen und sollfe zur Auf-
nahme der geleerten Flaschen dienen. Jede der vier Randreihen
des Kastens enthiell somil 6 4+ 9+ 6 = 21 Flaschen. Ein un-
getreuer Diener enfwendete nun vier Flaschen, um sie zu ver-
kaufen, und ordnete die iibrigen so an, daf3 nach
wie vor jede Randreihe 21 Flaschen aufwies, wo- { ¢ | 9 | ¢
bei er auf die Einfiltigkeit seines Herrn rechnete,
der, vor dem Kasten stehend, vollkommen beruhigt | 9 9
sein wiirde, wenn er die Gesamiflaschenzahl der 6196
betreffenden Reihe unverdndert finde, und der als-
dann nur denken wiirde, der Diener habe eine
blofle Umstellung der Flaschen vorgenommen. Als
der erste Diebstahl unenideckt blieb, entwendete der Diener abermals
vier Flaschen unter Anwendung desselben Tricks und wiederholle
seine Dieberei in der Folge so lange, bis eine enlsprechende An-
ordnung der iibrigbleibenden Flaschen — zu je 21 in der Reihe —
nicht mehr méglich gewesen wire. Wie stellle er die Flaschen bei
jedem Male um, und wie viele stahl er seinem Herrn im ganzen?

Nennt man die Zahl der Flaschen jedes Eckfaches e, die
jedes Mittelrandfaches m, und setzt man eine symmetrische An-
‘ordnung, also gleiches e fiir alle Ecken, gleiches m fir alle

Ahrens, Unterhaltungsmathematik. 1

Fig. 1.



2 Kapitel I. Ein Anorduungsproblem,

Mittelrandficher, voraus, so ist die Gesamtzahl dor Flaschen
des ganzen Kastens 4e- 4m. Diese Zahl konnen wir auch
so schreiben: 2(2e 4 m)+4 2m, und der ,,Trick des ungetrenen
Dieners besteht nun darin, den Klammerausdruck 2e 4 m,
d. h. die Zahl der Flaschen jeder Randreihe, konstant zu cr-
halten. Will er dies erreichen und trotzdem Wein entwenden,
so darf er also nur m vermindern. Will er im ganzen vier
Flaschen entwenden, so ist dies, da 2 (2 e 4 m) denselben Zahlen-
wert behalten soll, nur so méglich, daBl 2 m um 4 kleiner wird.
Nennen wir die neuen, den urspriinglichen m und e entsprechenden
Gréfen m’ und e, so haben wir also die Bedingungsgleichungen:

2¢4+m=2e4m
2m' =2m — 4,
woraus folgt:
m=m-—2
e =c4 1

Der ungetreue Diener mufl also, um vier Flaschen Wein
zu entwenden, aus jedem Mittelrandfache zwei Flaschen nehmen;
von diesen insgesamt acht Flaschen beh#lt resp. stiehlt er vier,
withrend er die anderen vier in die Eckfiacher, und zwar in jedes
derselben eine, stellt. So tritt an die Stelle der urspriinglichen
Anordnung (Fig. 1) die der Fig. 2, bei der die Flaschenzahl jeder

TV717 81538 91319 101110

1 7 5 5 3 3 1 1

71711 81518 9139 0110
Fig. 2. Fig. 8. Fig. 4. Fig. 5.

Randreihe nach wie vor 21 ist. Entnimmt der Diener dann
zu weiteren Malen je vier Flaschen Wein und wendet er jedes-
mal dasselbe Verfahren an, so ergeben sich der Reihe nach die
Anordnungen der Figuren 3, 4, 5. Mit dieser letzten Anordnung
hat das diebische Verfahren offenbar sein Ende erreicht, da
natiirlich kein Fach ganz geleert werden darf, ohne Argwohn
zu erregen; die Gesamtzahl der so gestohlenen Flaschen
betrigt 16.
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Sieht man von der hier stillschweigend erhobenen Forde-
rung, daB die anfinglich symmetrische Anordnung der Flaschen
in den Fichern auch symmetrisch bleiben soll, ab, so ergeben
sich aufler den angegebenen noch zahlreiche weitere
Moglichkeiten, die Flaschenzahlen der Randreihen
trotz Entwendung einer gewissen Anzahl von
Flaschen konstant zu erhalten. Um dies zu er- | my, My3
kennen, betrachten wir zunichst die Anordnung
der Fig. 6, in der die eingetragenen Bezeich- €y |Mau| €3
nungen die Flaschenzahlen der betreffenden Facher
angeben sollen. Entspricht die Anordnung, wie
wir annehmen wollen, unserer Forderung, da die Flaschen-
zahl jeder Randreihe gleich der vorgeschriebenen ,,Konstanten:t
— nennen wir diese k — ist, so bestehen also die Gleichungen:

e+ e+ myy =k
(I) &g+ e+ my =1k
eyt g+ My =k
e+ ey + mg, = k.
Durch Addition dieser folgt:
2(ey + ex+ €3+ eq) 4 (Myg + myy + Moy + myy) = 4 k

oder, wenn man die Summe der vier Gréfen e mit E, die der
vier Gréflen m mit M bezeichnet:

an {2E + M = 4 k; dazu kommt die Gleichung:

€ | Myt €

Fig. 6.

E+M=S5,

wo S die Gesamtzahl aller Flaschen bezeichnet, und aus diesen
beiden Gleichungen folgt:

E=4k—S
M=2S—4L

Werden nun « Flaschen entwendet, und benutzen wir der
Einfachheit halber wieder die Fig. 6 mit ihren alten Bezeich-
nungen, um die neue Anordnung — nach Entwendung der
a Flaschen — zu kennzeichnen, so miissen unserer Forderung
gemil die Gleichungen (I) auch in den neuen GréfBen e und m
bestehen und ebenso die durch Addition daraus folgende:
2FE 4 M =4k, wihrend die zweite Gleichung von (II) jetzt
offenbar lautet: F -+ M =S -—a, da ja die Gesamtzahl der

1%



4 Kapitel I. Ein Anordnungsproblem.

Flaschen durch die Entwendung um a kleiner geworden ist.
Dabei haben also, wie zur Vermeidung jeden Zweifels noch
ausdriicklich bemerkt sei, k und S die alten Werte, wihrend I?
die Summe der jetzigen vier GréBen e, M die der jetzigen
vier Gréflen m ist. Aus diesen Gleichungen folgt:

E=4k—S+a
M=2S—4k—2.

Bedenkt man, dafl die Summe aller Flaschen jetzt, nach der
Entwendung, wie schon gesagt wurde, S — a ist, und daf} so-
wohl die oberste wie die unterste Horizontalreihe von Fig. 6
k Flaschen aufweist, so sieht man, daf

m]4+ m23=S-~a—~-2k

ist. Was von den Horizontalreihen gilt, gilt aber auch von
den Vertikalreihen, und man findet so:

Mg+ Moy = Mg+ Mgy =S —a —2k.

Wenden wir diese Bedingungsgleichungen nun auf unseren
Spezialfall: S = 60, k = 21, a =4, an, so haben wir fiir die
Anordnung nach der ersten Entwendung von vier Flaschen die
folgenden Forderungen:

E =28
Mmyy -+ Myy = m,, + my, = 14.

Es lassen sich nun leicht zahlreiche Anordnungen angeben, die
diesen und iiberhaupt allen Bedingungen unserer Aufgabe ge-
niigen. Die Figuren 7 und 8 geben
beispielsweise zwei derartige An-
ordnungen an, undzwarzweisolche,
4 10 1 13 | bei denen gegeniiber der urspriing-
lichen Anordnung (Fig. 1) die
Flaschenzahl in den Eckfachern
keineswegs iiberall, wie es doch bei
den symmetrischen Anordnungen
notwendig geschehen muBite, zu-, sondern in mehreren Eckfichern
abgenommen hat, withrend die der Mittelrandfiicher auch nicht
iiberall ab-, sondern in einigen zugenommeén hat. — Die letzt-
mogliche, unserer Forderung geniigende Anordnung, also die-
jenige nach Entwendung von 16 Flaschen, wird freilich, wie man

121613 |1B|2]|4

5(81]8 5112 | 4

Fig. 1. Fig. 8.
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leicht erkennt, stets symmetrisch sein und die Form der Fig. 5
haben miissen, wofern der Dieb nicht etwa ein Fach ganz leer
lassen will, was er jedoch begreiflicherweise vermeiden wird.
Erwihnt sei noch, dafl sich bei Ozanam und auch schon
ie noch élteren Werken, wie dem anonymen ,,Schau-Platz der
Betrieger® ), unsere Aufgabe in der Kinkleidung findet, dafl
die Figur ein Nonnenkloster und die Ficher die einzelnen Zellen
dieses bedeuten: in der Mittelzelle wohnt die Abtissin, die blind
sein soll, und in den acht Zellen rund herum die Nonnen. Eines
Tages kamen nun vier Studenten vor dieses Nonnenkloster,
baten um einen Zehrpfennig und, als sie hérten, daB es ein
Nonnenkloster sei, begehrten sie, eingelassen zu werden und
einige Zeit in dem Kloster bei den Nonnen verweilen zu diirfen.
Damit nun aber die Abtissin bei ihrem Rundgange nichts von
der Anwesenheit der Studenten merke, verteilten diese und die
Nonnen sich auf die einzelnen Zellen so, daB die Zahl der
Personen jeder Randreihe dieselbe war wie zuvor. Nach einiger
Zeit wollten die Studenten aber, da sie sahen, ,,daB sie sonsten
iiber dieses, dafl sie der Nonnen Gesellschafft genossen, wenig
Plaisier und Ergetzlichkeit im Kloster hitten, lieber aus dem
Kloster wieder heraus in die freye Welt gehen und ein jedweder
seine Nonne vor sich darzu mit nehmen*. Um aber auch jetzt
das Fehlen der vier Nonnen der Abtissin zu verbergen, wurde
wieder eine solche Anordnung getroffen, da8 die Zahl der Per-
sonen in jeder Randreihe die alte blieb. Dabei gibt unsere
Quelle noch an, dal die Nonnen auf die etwaige Frage der
Abtissin, warum sie denn so oft die Zellen wechselten, die Ant-
wort gaben, sie gingen innerhalb jedes Viertels (jeder Rand-
reihe) bisweilen aus einer Zelle in die andere, um zusammen
zu beten. ,,Also®, so schlieft unsere Quelle, ,,wurde die gute
Abtissin durch der Studenten und der Nonnen Listigkeit statt-
lich vexirt, und bekamen die 4 Studenten ein gut Viaticum
ang diesem Nonnen Kloster.” —— Um einen konkreten Fall zu

1) ,Schau-Platz der Betrieger (Hamburg und Frankfurt 1687),
S. 543—545. TIeh folge diesem Werke in der (nachfolgenden) Ein-
kleidung im einzelnen; ein wenig anders ist diese bei Jacques
Ozanam, ,Récréations mathématiques et physiques®, t. I (Amsterdam
1698, Biéme ¢éd.), p. 1f. und wieder anders in anderen Ausgaben des
Ozanamschen Werkes, wie z, B, der von J. F. de Montucla be-
sorgten von 1790, t. I, p. 172 ff.
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haben, legen wir der Einfachheit halber etwa den unserer obigen
Fig. 2: 7 Nonnen in jeder Zelle, als den urspriinglichen Zustand
zugrunde. Alsdann gibt ung Fig. 1 die Anordnung nach Auf-
nahme der vier Studenten in das Kloster und Fig. 3 diejenige
nach Entweichen der vier Nonnen mit den vier Studenten.

Bei einer anderen, verwandten Spielerei, die man in der
einschligigen Literatur?) gleichfalls viel findet, handelt es sich
um ein Perlenkreuz einer vornehmen Deane. Diese schickt das
Kreuz einem Juwelier zur Reparatur und lift ihm sagen, sie merke
sich die Zahl der Perlen immer daran, daf3 man beim Abzihlen
von einem der drei oberen Enden des Kreuzes bis zum unieren

& 5] Ende hin slefs 9 Perlen zdhle
ol ol (siehe die Fig. 9, in der die
ol [Glo[o]oo) kleinen Kreise Perlen bedeuten
[o]o]o[oo]o]o] 13 sollen). Der Juwelier entwen-
o) O] det zwei Perlen und schickt
0] o] das Kreuz in einer Verfassung
O 1O zuriick, die unsere Fig. 10
O] O] wiedergibt. Auch hier z#hlt
(O] ©) man, obwohl zwei Perlen

Fig. 9. Fig. 10. fehlen, beim Abzihlen von
irgendeinem der drei oberen Enden nach dem unteren hin
stets 9 Perlen, und die vornehme Dame, die man sich aller-
dings womdglich noch naiver oder einfiltiger als den Weinbesitzer
oder die Abtissin der vorigen Aufgaben vorstellen muB, findet
mithin ihre Forderung vollkommen erfiilllt und iibersieht so den
Verlust der zwei Perlen.

1) Ich beschriinke mich darauf, auf Ed. Lucas’ wertvolles Werk
yRéeréations mathématiques®, t, IT (2¢ éd., Paris 1896), p. 134 £, zu ver-
weisen,




Kapitel 1L
Die numerierten neun Kegel.

Man denke sich ein gewchnliches Kegelspiel, jedoch mit
dem Unterschiede, dal die neun Kegel auf ihrem Kopfe oder
an der Brust je eine Nummer, und zwar die Nummern 1, 2, 3
bis 9, tragen; alle Kegel sollen im iibrigen gleich, ein durch
GroBle oder Form ausgezeichneter ,,Kénig* also nicht vorhanden
sein. Die neun Kegel sollen nun auf ihrer Unlerlage in bekannfer
Weise aufgestelll werden, jedoch mit der Bestimmung, daf}, wenn
muan die Nummer eines Eckkegels und die Nummern der beiden
thm benachbarten Randkegel addiert, man an jeder der vier Ecken
bei dieser Addilion dieselbe Summe erhdll.

Bevor wir an eine systematische Untersuchung der Aufgabe
gehen, seien ein Paar Beispiele von Losungen zur Veranschau-
lichung hierhergestellt: Die ,,Anordnung I*:

2 9 4
9 3 7
6 1 8,

in der die Zahlen die Nummern der Kegel bedeuten sollen, geniigt
unseren Forderungen; denn wir haben erstens hier alle neun
Nummern 1—9, und ferner ist

2+ 564 9=4464+7=8474+1=0641+9=16,
Ebenso stellt die ,,Anordnung IT:

1 8 3
6 5 4
729

eine zweite Losung unserer Aufgabe dar; denn es ist

I+ 84+ 6=34844=914+2=042+46=15 —
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Diese Anordnungen I und II nehmen iibrigens, wie schon hier
vorwegbemerkt sei, unter allen Losungen der Aufgabe eine
Sonderstellung ein: ,,Anordnung I1° ist die einzige Lésung, die
auf allen vier Eckfeldern ungerade Nummern aufweist, und
entsprechend sind ,,Anordnung I* und eine andere, zu ihr in
naher Beziehung stehende Losung die einzigen mit lauter geraden
Nummern auf den Eckfeldern. Alle iibrigen Losungen der Auf-
gabe weisen, wie wir unten sehen werden, auf den Eckfeldern
zwei gerade und zwei ungerade Zahlen auf.

Nach diesen besonderen Beispielen wollen wir nun eine
systematische Behandlung der Aufgabe versuchen; zu dem Ende
bezeichnen wir die neun Nummern so, wie das nachstehende
Schema angibt:

e, my e

my 1 my

ey my ey,

d. h. die Nummern der vier Eckkegel mit ¢,, ¢,, 5, ¢,, — die der
vier Mittelrandkegel mit m;, m,, m,;, m,, — endlich die des inneren
Kegels mit i. Es werde ferner die ,,Konstante*, die sich an jeder
der vier Ecken bei der vorgeschriebenen Addition ergibt, mit
K bezeichnet (in dem vorstehenden Beispiel der ,,Anordnung I*
war K = 16, bei ,,Anordnung II*“: K = 15). Soll nun unsere
obige Anordnung der e, e,, e, e, my, m,, m,;, m,, [ unseren
Bedingungen geniigen, so bedeutet dies:

1) my+e+m=K,

(2) my+ e+ my= K,

(3) my+ e+ my= K,

4) my+e+my=K.
Durch Addition der Gleichungen (1) und (3) erhilt man:

e+ ¢ = 2K — (ny + my + my + my)

‘oder, wenn man zur Abkiirzung m; 4 my + my + m, = M setuzt:

(5) e+ eg=2K—M.
Entspréchend ergibt die Addition der Gleichungen (2) und (4):
Somit ist e, 4 e; = e, 4 ¢, und daher auch:

at+iteg=e-+ite,
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d. b.: Die Summe der Nummern der einen Diagonale
ist gleich der Summe der Nummern der anderen
Diagonale.

Nennen wir diese in jeder der beiden Diagonalen sich er-
gebende Summe D, so stellt sich das zuletzt erhaltene Ergebnis
mithin durch die Gleichungen:

(1) eg+ide;=D

(8) ea+i+e =D
dar. Addieren wir nun diese Gleichungen (7) und (8) zu den
Gleichungen (1), (2), (3), (4), so kommt auf der linken Seite
jede der neun Groflen e, e,, es, €, my, My, M, my, i offenbar
gerade zweimal vor, und wir erhalten:

2(e,+ e+ e+ e+ my+my+my+my+i)=4K+2D.

Da nun die neun GroBen der Klammer nichts anderes als die
Zahlen 1—9, wenn auch in irgendwelcher unregelmifligen Reihen-
folge, sind, so hat der Klammerinhalt den Wert:

I+ 2484 ... 4 9=415
und. wir bekommen somit:
D+ 2K = 15,
oder

Beilaufig bemerkt, zeigt diese Formel, daBl die Diagonalensumme
stets ungerade sein mulb.

Hitten wir nur die Gleichungen (1), (2), (3), (4) oder, was
natiirlich auf dasselbe hinauskommt, die Gleichungen (5), (6)
addiert, so wiirden wir bekommen haben:

oyfe, eyt ey =4K - 2M,

oder, wenn man die Sumine e, +- ¢, ¢, -+ ¢, abgekiirat mit
IZ bezeichnet:

C=dK---2M
oder

E+2M=41K.

Andererseits ist, wie wir soeben bereits bemerkten:
E+4 M+1i=45,
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und durch Subtraktion dieser letzten Gleichung voun der dariiber-
stehenden ergibt sich:
M—i=4K--49,

M-—i+4+ 45
d. h. K= ; + 45

Hiernach wird K seinen grofiten Wert dann und nur dann haben,
wenn M den gréftmoglichen und zugleich { den kleinstméglichen
Wert hat. Nun kann aber M allerhéchstens = 9+ 8- 74 6= 30
gein, wihrend i mindestens = I sein muf}; hiernach ist der grofite
30 —1-+ 45
*———7-'“"—‘ s 1111d,
da fiir K nur ganzzahlige Werte in Betracht kommen, so folgt,
daB K hochstens = 18 sein kann. Daf} aber dieser Wert 18
auch wirklich erreicht werden kann, mag das Beispiel der ,,An-
ordnung IIT*:

Wert, den K allenfalls annehmen konnte, =

19 2
8§ 3 7
4 6 6

zeigen, diec den Forderungen unserer Aufgabe entspricht, und
fir die eben K = 18 ist.
M—i+ 45
Seinen kleinsten Wert wird K = 1—~——-l-4j_-—~ dagegen
offenbar dann annehmen, wenn M moglichst klein und zugleich
i moglichst groB ist. Nun ist M allermindestens = 14 2 4
3+ 4 =10 und i hochstens = 9; hiernach wire der kleinste

10—9+4+ 45
Wert von K = ——~—7i———, und, da nur ganzzahlige Werte in
Frage kommen, so folgt, daB K mindestens = I2 sein muB.

DaB aber dieser Mindestwert von K auch wirklich vorkommt,
zeigt das Beispiel der ,,Anordnung IV¢:

91 8
27 3
6 4 3,

fur die eben K = 12 ist. Wir erhalten somit das Resultat, daB
K zwischen den Grenzen 12 und 18, mit EinschluB
dieser Grenzen, liegt. Bevorzugen wir, um dies Resultat
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auszusprechen, die Ausdrucksweise der Formel, so dirfen wir
mithin schreiben:
R<K<LIS.

Subtrahieren wir die Zahleu der ,,Anordnung I1I¢ sdmtlich
von 10, so erhalten wir nichts anderes als unsere ,,Anordnung IV,
und man erkennt leicht, daf} es sich hier um cin allgemein-
giltiges Prinzip handelt, d. h. daB man in dieser Weise aus
ciner richtigen Anordnung eine weitere richtige Anordnung her-
leiten kann, die im allgemeinen von der ersten verschieden sein
wird. Bilden namlich die GréBien ey, e,, e, e,, my, my, m,, my, I
in der Anordnung:

e, m; e

my imy
e, My e
eine Loésung unserer Aufgabe, so ist auch:
10 —e; 10-—my  10-—e,
10 —my 101 10 - my
10 ¢, 10— my 10 -—¢,

wieder cine Losung, und zwar eine, die in der Regel von der
ersten verschieden ist. Zun#chst sind nimlich, wenn die GréBen
1y Coy €3, €4, My, My, g, My, I in irgendwelcher Reihenfolge mit
den Zahlen 1—9 identisch sind, die GréBen 10 --e;, 10— ey,
10 —- e; usw. offenbar auch wieder nur, wenn auch natirlich in
anderer Reihenfolge, die Zahlen 1—9; sodann ist, wenn
my4e, 4+ m =K

ist,

(10 —my) - (10 ~-¢;) + (10 —my) == 30 -~ K == K
und entsprechend ist es mit den anderen drei Bedingungs-
gleichungen. Wir sehen somit, daB, wie behauptet, eine Losung
dadurch, daBl man alle ihre Zahlen von 10 subtra-
hiert, wieder in eine Lésung — die ,korrespondie-
rende”, wie wir sagen wollen, — ubergefihrt wird,
und zwar ist, wenn K die ,Konstante der ersten Lésung ist,
die ,,Konstante der korrespondierenden Losung K' = 30 — K.
Im allgemeinen wird dieses K’ natiirlich von K verschieden
und somit auch die korrespondierende Ldsung von der urspriing-
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lichen verschieden sein. DaBl beide Losungen identisch sind,
wird jedenfalls héchstens dann vorkommen konnen, wenn
K =K'= 15ist. In der Tat ist die korrespondierende Lésung
zu ,,Anordnung II* dic folgende:

9 2 7
4 5 6
3 8 1,

und diese Losung ist keine andere als die um 180° gedrehte
»Anordnung IT“. Da wir zwei solche Anordnungen, deren eine
aus der anderen durch eine blofe Drehung hervorgeht, natiirlich
nicht als wirklich verschieden ansehen, so fiallt mithin hier die
korrespondierende Losung mit der urspriinglichen zusammen,
jedoch ist dies, wie wir noch sehen werden, der einzige Fall
von Koinzidenz dieser Art. Jede andere Losung liefert nach
dem angegebenen Korrespondenzprinzip eine von sich wesentlich
verschiedene Losung; so ist beispielsweise zu ,,Anordnung I
die korrespondierende Losung die folgende:

8 &6 6
17 3
4 9 2,

die von der urspriinglichen wesentlich verschieden ist, wie
schon aus der Verschiedenheit der Zahlen des Innern — in dem
einen Falle 3, im anderen 7 — erhellt.

Nach diesem Korrespondenzprinzip gibt es nun zu jeder
Lésung, deren K = 12 ist, eine korrespondierende Lisung mit
einem K’ = 18, und umgekehrt zu jeder Losung mit einem
K = 18 eine korrespondierende von K’ = I12. Hiernach muB
die Zahl der Losungen von der Konstanten 12 ebenso groB sein
wie die Zahl derjenigen von der Konstanten 18 und, wenn man
die einen ermittelt hat, so hat man damit also auch die anderen.
In gleicher Weise entsprechen sich die Gruppen K = 13 und
K’ = 17; ebenso weiter K = 14 und K’ = 16. Hiernach darf
man sich, wenn man alle Losungen der Aufgabe feststellen will,
offenbar auf die Fille: K = 12, 13, 14, 15, beschrinken.

Fiir einen dieser Fille, sagen wir: K = 13, wollen wir jetzt
die Bestimmung aller iiberhaupt mdoglichen Losungen durch-
fithren, um zu zeigen, in welcher Weise man hierbei etwa ver-
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fahren kann. Ist A = 13, so ist nach (9) D = 45 — 26 = 19.
Nach der Definition von D bedeutet dies:

et et i=e 4 ey i =19

Da nun der groBtmdogliche Wert von I, der Summe aller vier e,
== J0 und andererseits e, 4 e; = e, + ¢, ist, 50 kann jede dieser
beiden unter sich gleichen Summen (¢; 4 ¢; oder e, - e,) aller-
hochstens = 15 sein; daraus folgt wegen e, - ¢;+ i = 19, dali
[ mindestens = 4 sein muB. Die Fille i =1; i =2; i =3
kénnen wir also von vornherein auller acht lassen und diirfen
vielmehr annehmen, dafl { zwischen den Grenzen 9 und 4, und
zwar mit Einschluf beider, liegt. Nach diesen verschiedenen
Werten von i spaltet sich der Hauptfall nun in eine Reihe von
Unterfillen, und zwar beginnen wir mit:
1) i=9.
Alsdann ist wegen D = 19:

e+ ey =ey 4 e, = 10.

Far ¢, e, einerseits und e,, e, andererseits kommen dann nur
folgende Zahlenpaare in Frage:

8, 2,

7, 3,

6, 4.

Kombinieren wir von diesen drei Paaren zunichst nur die beiden
ersten, d. h. 8§, 2 und 7, 3, miteinander! Ohne Beschrinkung
diirfen wir alsdann annehmen, daBl 8, die groBte dieser vier
Zahlen, die Ecke oben links, 2 also die diametral gegeniiber-
liegende, d. h. die Ecke unten rechts, einnimmt und 7, die gréBere
Zahl des zweiten Paares, die Ecke oben rechts, 3 mithin die
Ecke unten links, erhilt. Wir gehen somit sogleich aus von der
Anordnung:
8 7

3 2,

Hiatten wir namlich der Zahl § etwa die Iicke oben rechts und
demzufolge der 2 die Ecke unten links angewiesen und 7 etwa
die Kcke unten rechts und mithin 3 diejenige oben links, so
wiirden wir eine Anordnung erhalten haben, die aus der unseren
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durch eine Drehung um 909 hervorgeht, also von ihr nur
unwesentlich verschieden ist, und dhnlich liegt es bei den anderen
Anordnungsmoglichkeiten. Wir werden hinfort also ohne Be-
schrinkung stets, wie hier, annehmen diirfen, da8 die grofSte
der vier Eckzahlen die Ecke oben links einnimmt und die grofere

Zahl des zweiten Paares die Icke oben rechts. -— Soll nun das
Gerippe:
8 7
9
3 2

durch Einfiigung der noch disponiblen Zahlen 1, 4, 5, 6 zu einer
Losung unserer Aufgabe von der Konstanten 13, wie wir es
doch anstreben, vervollstindigt werden, so ist das, wie man
leicht sieht, nur in folgender Weise moglich:

8§ 1 7
4 9 5
3 6 2

Kombinieren wir zweitens von unseren drei obigen
Zahlenpaaren 8, 2,

das erste und dritte, versuchen wir es also mit der Anordnung:

§ 6
9
4 2,

s0 ergibt sich hieraus keine brauchbare Losung, wie man leicht
sieht: Disponibel sind noch die vier ungeraden Zahlen 1, 3, 4, 7;
wie man diese nun aber auch in die Liicken einfiigt, so ergibt
stets eine (gerade) Eckzahl mit den beiden benachbarten (un-
geraden) Zahlen eine gerade Summe, was mit der Forderung
K = 13 nicht vertriglich ist. — Kombinieren wir schliefllich
von den drei Zahlenpearen das zweite und dritte, versuchen
wir es also mit dem Gerippe:
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so erhalten wir durch Kinfiigen der noch freien Zahlen 1, 2, 5, 8
die Losung:

7 h8 6
19 2
4 & 3

und auch nur diese.
Damit ist der Unterfall i = 9 erledigt, und wir wenden uns
nun zu:
2) i=28; e+ e3=1ey-} e, = 11.
Fir die ¢ kommen dann folgende Zahlenpaare in Frage:
9, 2,
7, 4,
6, 3.
Diese sind wieder, wie zuvor, zu je zweien zu kombinieren,
und zwar liefert die Paarung:
a) 9, 2 und 7, 4 die Losung:

b} 9, 2 und 6, 5 die Losung:

D K O o O =

)

c) 7, 4 und 6, § keine Lésung: die noch disponible Zahl 9
laBt sich in das Gerippe:
7 6

5 4
nirgends einfiigen, da an jeder der vier Ecken eine zu groBe
Summe (> 13) entstehen wiirde.

Ist 3) i =7, also e+ 5 =e,-}- ¢, = 12, so kommen fiir
die Groflen ¢ nur die zwei Zahlenpaare:

9, 3
8, 4
in Frage, und das so sich ergebende Gerippe:
9 §
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gestattet keine Fortsetzung: Setzt man von den noch freien
Zahlen 1, 2, 5, 6 eine der beiden letzten der 9 an die Seite, so
wird die fragliche Summe an dieser Ecke bereits > 13; setzt
man aber I und 2 an die beiden Seiten von 9, so ergibt dieses
mit ihnen eine zu kleine Summe.

Ist 4) i =6, also e; - e;=1¢,+ ¢, = 13, so kommen fiir
die e nur die Zahlenpaare:

9, 4
8, 5
in Frage, und das so sich ergebende Gevippe:
9 8
6
5 4

148¢ sich auf eine Art zu einer Losung vervollstindigen, nimlich
der folgenden:

G~
Ny
R0 o

Ist 5) { =5, also ¢; + e; = e, -+ e, = 14, so eignet sich fiir
die e nur das cine Zahlenpaar: 8, 6, womit dieser Fall sogleich
als unfruchtbar ausscheidet.

Ist endlich 6) i = 4, also ¢, -+ ¢; = e, -+ ¢, = 14, so stehen
fiir die e die Zahlenpaare: 9, 6

8, 7
zur Verfiigung, und wir erhalten eine, und nur ecine, Lésung,
nédmlich die folgende:

-~
W Co
S 0 oo

T

Damit ist der Fall K = 13 restlos erledigt und mit ih m
zugleich der korrespondierende Fall K = 17. In dieser Weise
lassen sich nun alle Fille behandeln; wir diirfen jedoch darauf
verzichten, dies im einzelnen auszufithren und wollen uns daraunf
beschrinken, das Resultat, alle Losungen unserer Aufgabe also,
anzugeben, wobei wir die bereits angegebenen, also auch die
fir K = 13, nochmals im Zusammenhange mit auffithren:
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K=12.

1)§ 37 2) 927 3918

192 183 273

564 654 645
K= 13.

H8&I7 HT56 6917 1) 936 8938 9)938
195 192 385 184 162 142
362 4823 162 572 574 756

K=14.

1000736 11)615 12765 13)675 14)936
496 798 183 182 276
281 342 492 493 481

15856 160918 11857 18)948 19918
173 465 162 132 1295
492 372 493 6756 736

K =15,

200634 21624 22615 23)837 24927
798 789 §79 466 4456
261 3461 342 291 381

25) 918 260867 201)967 28)948
546 132 123 213
372 594 68 4 679

K=1e.

10 Losungen (wie fiir I = 14).
K=1.

6 Losungen (wie fiir K = 13).
K=18.

3 Losungen (wie fiir K = 12).

Insgesamt besitzt unsere Aufgabe somit 47 Losungen, die
wesentlich verschieden sind, d. h. sich nicht durch Drehungen
oder Spiegelungen auseinander herleiten lassen. Wiirde man
dagegen alle durch Drehungen und Spiegelungen aus diesen
47 Stammlosungen herleitbaren Stellungen mitzahlen, so betrlige
die Gesamtzahl der Losungen 8-47 == 376. Aus irgendeiner

Ahrens, Unterhaltungsmathematik 2
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Loésung, z. B. aus Nr. 24, ergeben sich nédmlich zunichst durch
sukzessive Drehung der Stellung drei weitere, so daBl wir also,
mit Wiederholung der urspriinglichen Stellung, die folgenden
vier haben:

a) 927 1)349 o183 AT61I
456 852 654 258
381 167 729 943

Jede dieser vier Stellungen?!) liefert sodann durch Spiegehung
oder, was dasselbe ist, durch Vertauschung der ersten und letzten
Zeile, noch eine weitere, so dafl wir aulerdem noch erhalten:

0381 H167 g 729 h943
156 852 654 258
927 349 183 76 1.

Alle weiteren, durch sonstige Spiegelungen oder durch kom-
binierte Spiegelungen und Drehungen herleitbaren Stellungen
sind jedoch unter diesen acht bereits enthalten, wie man sich
leicht tiberzeugt.

Eine besondere Bemerkung verdient noch der Fall K = 15:
Nimmt man zu Losung Nr. 20 die korrespondierende, so erhilt
man:

5 7 6
3 1 2
s 4 9,

das ist aber nichts anderes als unsere um 180° gedrehte
Losung Nr. 28. 1n dieser Weise entsprechen sich nun von den
Losungen des Falles K = 15 die folgenden Paave, und zwar
wechselseitig:

Nr. 20 — Nr. 28,

Nv. 21 — Nr. 27,

Nr. 22 — Nr. 26,

Nr. 23 - Nr. 25.
Dagegen entspricht Losung Nr. 24 sich selbst, und zwar ist
sie, wie oben (S. 12) hereits proleptisch gesagt wurde, die einzige

1) Von dicsen ist iibrigens Stellung ¢ uns bereits oben — als
Anordnung 1% -~ vorgekommen,
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Losung dieser Art. DaB in der Tat nur diese eine Losung unserer
Liste sich selbst entsprechen kann, erkennt man tibrigens auch
leicht folgendermaflen: Soll eine Losung sich selbst entsprechen,
also mit ihrer korrespondierenden zusammenfallen, so mufl die
Zahl i ihres Mittelfeldes der Bedingung gentigen: 10 —i =i;
d. h. i muB = § sein. Nun ist aber unter den Losungen des Falles
K =15, der hier ja allein, wie schon oben — S. 12 — gesagt
wurde, in Frage kommt, und ibrigens auch unter allen Losungen
itberhaupt, Nr. 24 die einzige, die die Zahl § in der Mitte auf-
weist. Wie der Fall K = 15 unter den verschiedenen Fillen
eine ausgezeichnete Stellung einnimmt, so Nr. 24 wieder unter
den Losungen dieses Falles und damit unter allen Losungen
unserer Aufgabe iiberhaupt.

Wir sprechen das erhaltene Resultat jetzt so aus: Die
Aufgabe besitzt 47 wesentlich verschiedene, d. h.
nicht durch Drehungen oder Spiegelungen aus ein-
ander herleitbare Loésungen. Diese 47 Lésungen be-
stechen aus 23 Paaren einander sich wechselseitig
entsprechender Lésungen und einer sich selbst ent-
sprechenden.

Ubrigens ist Lésung Nr. 24 resp., was dasselbe ist (vgl.
die Anm. der vorigen Seite), die obige ,,Anordnung II*‘ auch, wie
schon oben (8. 8) vorliufig bemerkt wurde, die einzige Losung, die
an allen vier Ecken ungerade Zahlen aufweist, wiahrend die
Losung Nr. 15 und die ihr korrespondierende (,,Anordnung I“)
die einzigen sind, die an allen vier Ecken gerade Zahlen haben.
Jede der iibrigen 44 Loésungen weist an den Ecken zwei gerade
und zwei ungerade Zahlen auf. Soll ndmlich die Diagonalen-
summe, wie stets erforderlich (vgl. S. 9), ungerade sein, so ist dies
bei geradzahliger Mittelzahl nur méglich, wenn auf jeder Diago-
nale die eine Eckzahl gerade, die andere ungerade ist, wiahrend
hei ungeradzahliger Mittelzahl entweder alle vier Ecken mit
geraden (Nr. 15 und korrespondierender Fall: ,,Anordnung I*‘)
oder alle vier Ecken mit ungeraden (Nr. 24) oder schlieflich
die Eckfelder der einen Diagonale mit geraden, die der anderen
mit ungeraden Zahlen besetzt sein miissen.

Derjenige Leser, der mit den sogenannten ,,magischen
Quadraten‘“ vertraut ist, wird iibrigens zwischen den Lésungen
unseres Falles K = 15 und insbesondere der Losung Nr. 24

2*
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einerseits und dem aus den Zahlen 1—9 gebildeten magischen
Quadrat andererseits leicht eine gewisse Verwandtschaft be-
merken. Dieses magische Quadrat;

4 9 2
3 6 7
8§ 16

weist in jeder seiner drei Horizontalreihen, in jeder seiner drei
Vertikalreihen und in jeder seiner beiden Diagonalen ein Zahlen-
tripel von der Summe 15 auf; es sind die acht Tripel:

1,5,9;, 1,6,8; 2,4,9; 2,6,7; 3,4,8; 3,6,7; 2,5,8; 4,4,6.

Von diesen acht Tripeln!) kommen nun die ersten sechs auch
in allen Losungen unseres Falles K = 15 in bedeutsamer Weise
vor. Dieser Fall K = 15 nimmt ndmlich auch insofern eine
Sonderstellung ein, als fiir ihn allein [siehe Gleichung (9)] D = K,
d. h. Diagonalensumme = Konstante, beides = 15, ist. Infolge-
dessen weisen diese Anordnungen von K = 15 nicht nur an jeder
der vier Ecken, sondern zugleich auch in jeder der beiden Dia-
gonalen Zahlentripel von der Summe 15 auf, insgesamt also
sechs solche Tripel der gleichen Summe 15, und zwar sind dies
gerade diejenigen, die die drei Horizontal- und die drei Vertikal-
reihen des ,,magischen Quadrats“ bilden. Was die weiteren
beiden Zahlentripel von der Summe 15 in dem magischen Quadrat,
die der beiden Diagonalen niimlich, betrifft, so kommt wenigstens
je eins von diesen Tripeln: 2, 5, 8§ und 4, §, 6, auch in unseren
Losungen Nr. 21, 23, 25, 27, und zwar entweder in der mittleren
Horizontalen oder der mittleren Vertikalen, vor. Dariiber hinaus
weist Losung Nr. 24, und zwar sie allein, diese beiden Tripel
in seinen mittleren Reihen auf und stellt somit die vollkommenste
Analogie zu dem magischen Quadrat dar. Das Verhiltnis beider
— des magischen Quadrats und der Losung Nr. 24 — konnen
wir etwa so kenngeichnen: Beide stimmen in der Zahl des Mittel-
feldes (5) iiberein, dagegen haben auf dem Rande die geraden
und ungeraden Zahlen ihre Plitze miteinander vertauscht: im

1) Diese acht Tripel sind iibrigens, wie man sich leicht {iberzeugt,
die einzigen von der Summe 15, die sich aus den Zahlen 1 bis 9 bilden
lassen (vgl. auch meine ,Mathem, Spiele4, Nr, 170 der Sammlung ,Aus
Natur und Geisteswelt® 3. Aufl., 1916, S. 68/69).
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magischen Quadrat nehmen die geraden Zahlen die Eckfelder,
die ungeraden die Mittelrandfelder ein; in unserer Anordnung
Nr. 24 ist es umgekehrt.

Es sei schlieBlich noch die Bemerkung gestattet, daB man
die Bedingungen unserer Aufgabe noch modifizieren kann, so
vor allem in der Weise, dal man den Kegeln andere Nummern
als gerade 1—9 gibt. Ich habe jedoch diese Form der Aufgabe
nicht weiter gepriift, sondern iiberlasse dies dem hierfiir etwa
interessierten Leser.




Kapitel III.
Einige Teilungsaufgaben.
L.

Eine vielfach verinderte und wesentlich erweiterte Neubear-
beitung unbestimmten Alters von der Kosmographie Kazwinis
(1203—1283), jener im islamischen Orient hochberithmten natur-
wissenschaftlich-geographischen Enzyklopadie dieses ,,Plinius‘
der Araber, enthilt in einem Kapitel iiber die Rechenkunst neben
anderen die folgende Aufgabe, die zwar arabischen Ursprungs
sein wird, sich aber auch in zahlreichen abendlindischen Samm-
lungen der dlteren wie auch noch der neuesten Zeit findet und
die gewil manchem Leser dieses Buches in dieser oder jener
Form in einer der in den Schulen gebriuchlichen arithmetischen
Aufgabensammlungen, wie Heis, Bardey usw., bereits entgegen-
getreten ist: Es waren einmal zwei Mdnner; der eine von ihnen
hatte drei Brote und der andere zwei. Diese wollten sie essen, da
kam ein dritter Mann und a8 mit ihnen. Hierauf hinferlief er
thnen 6 Dirhem und sagte: ,,Dies zwischen euch nach dem Maf
dessen, was ich von eurem Brot gegessen habe.”“ Da sagte der Be-
sitzer der beiden Brote: ,,Mir zwei Dirhem und der Rest dir!*“ Da
gingen sie zuriick zu den Leuten des Broles, und diese saglen: ,,Dem
Besitzer der drei Brole vier Dirhem und dem Besitzer der zwei
einen!“ 1)

1) Siehe Julius Ruska, ,Kazwinistudien, Der Islam, 4. Jahrg.,
1913, 8. 252/53; ebendort 8. 253/54, nach Mitteilungen von G. Ene-
strom und H. Wieleitner, einige Angaben itber das Vorkommen der
Aufgabe in der abendldndischen Literatur.
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-~

Stillschweigende Voraussetzung ist natiirlich, dall alle drei
Ménner gleich viel von den Broten aflen, d. h. jeder 5/, Brot.
Dann hat also der erste Mann zu der Speisung des dritten
3 — 5, = 4, Brote beigesteuert und der zweite Mann ebendafiir
2 — %, == 14 Brot. Mithin ist die Entscheidung, dafl der erste
Mann 4 Dirhem und der zweite einen Dirhem erhilt, durchaus
richtig.

Eine verwandte Aufgabe ist die folgende!): Die Beleuchlung
eines Hauses koslet innerhalb einer gewissen Zeit 48 Mk., und diese
Summe verteilt sich gleichmdfig auf die vier Stockwerke des Hauses
(ein Bodenraum ist nicht vorhanden bzw. wird nicht beleuchfet).
Die vier das Haus bewohnenden Parleien sollen nun die Koslen
der Beleuchtung aufbringen, und zwar nach MaPgabe des Teils der
Treppenbeleuchtung, der ihnen zugufe kommd.

Neben dem besonderen Falle der vier Stockwerke und
der auf vier Mieter zu repartierenden 48 Mk. Kosten wollen
wir sogleich den allgemeinen Fall: s Stockwerke und n Mark
Kosten, erortern. -— Verteilt sich die Beleuchtung, wie
unsere Aufgabe ja angibt, auf alle Stockwerke gleichmaBig,
so entfallt auf jedes der vier Stockwerke der Betrag von

1
4/, = 12 Mk., allgemein der von : Mk. Die Beleuchtung des

untersten Stockwerkes kommt nun allen vier Parteien in gleicher
Weise zustatten; jede von ihnen hat also hiervon den vierten

n
Teil zu tragen, d. h. 3 Mk., allgemein g3 Mk., und offenbar er-

schopft sich hiermit die Beitragspflicht des Mieters, der das unterste
Stockwerk bewohnt, bereits. Die 12 Mk. Kosten fiir die Be-
leuchtung des zweituntersten Stockwerks werden nur noch auf
drei Mieter zu verteilen sein, deren jeder somit hiervon 4 Mk.,

n

im allgemeinen Falle S 1) Mk., zu iibernehmen hat. Die 12Mk.

fiir das drittunterste Stockwerk verteilen sich nur noch auf zwei

Parteien; auf jede entfallen somit 6 Mk., im allgemeinen Fallo
n

s(s—2)

Mk. SchlieBlich die letzten 12 Mk. hat die Partei des

) Riehe Clemens Rudolph Ritter v. Schinnern, ,Ein
Dutzend mathematischer Betrachtungen® (Wien 1826), 8. 14—186.
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obersten Stockwerkes allein zu tragen. Nennt man die Mieter,
von unten nach oben gerechnet, A, B, C, D, so fallen ihnen also
folgende Kosten zur Last:

A: 3 Mk.

B: 344 =7 Mk.

C: 344+ 6=13 Mk.

D: 3+44 64+ 12 =25 Mk.

‘ n
Im allgemeinen Falle ergeben sich folgende Betréige: Fiir A : e Mk.;

B: n n Mk.: C: n n n Mk.
" s? s (s—1) " os? s (s—1) + s (s—2)
D: n n n n Mk.
‘wtsemn T sy T ospog Mk owew
11,

In der Sammlung der ,,Aufgaben zur Verstandesschirfung*,
der ,,Propositiones ad acuendos iuvenes*, die dem Alcuin, dem
Freund und Lehrer K arls des GroBen, zugeschrieben werden, findet
sich folgende Aufgabe !): Ein Sterbender macht ein Testament und
vermacht sein gesamtes Erbe seiner Frau und dem Kinde, das diese
zu jener Zeit unter ihrem Herzen Irdgl; dabet bestimmt er, dap,
wenn das zu erwariende Kind ein Sohn ist, dieser 3/, und die Witwe
Y4 des Erbes haben soll; ist das Kind aber eine Tochier, so soll
diese %/,, und die Witwe 3/,, des Erbes erhalien. Nun werden
Zuwillinge geboren, und zwar Knabe und Midchen; wie isl da die
Erbteilung zu bewirken?

Der Sammler der ,,Aufgaben zur Verstandesschirfung®, ver-
mutlich aber nicht Alcuin oder ihr sonstiger Verfasser, 16st die
Aufgabe so: Um Mutter und Sohn zu befriedigen, sind 12 Teile
erforderlich: 9 fiir den Sohn, 3 fiir die Mutter, und fiir Mutter

1) Siehe ,Beati Flacei Albini seu Alcuini Abbatis Opera, ed.
Frobenius, Tomi secundi volumen secundum (Ratisbonae 1777), p. 445:
XXXYV. Propositio. ,De obitu cujusdam Patrisfamilias®. Siehe auch
M. Cantor, ,Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik®, Bd. I
(3. Aufl,, Leipzig 1907), 8. 838, Fiir das Vorkommen der Aufgabe in
spatewn deutschen Rechenbiichern verweise ich auf E, Rath, ,Uber
cinen deutschen Algorismus aus demn Jahr 1488%, Bibl. mathem. (3) 14,
1914, 8. 247.
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und Tochter sind es gleichfalls 12, zusammen also 24 Teile. Von
diesen 24 Teilen erhilt nach dem ersten Teil der Testaments-
bestimmung der Sohn 9, die Witwe 3 Teile und nach dem zweiten
Teil des Testaments die Tochter 7, dic Witwe 5 Teile. So erhilt
die Witwe im ganzen 3 - 5 = 8 Teile, und die Verteilung des
Erbes erfolgt mithin so:

Sohn: ¥,,; Witwe: &,,; Tochter: 7,,.

Die Verteilung ist insofern nicht ganz ungerecht, als alle
drei Erben ungefihr gleich viel erhalten. Doch es handelt sich
hier nicht um ausgleichende ,,Gerechtigkeit®, sondern vielmehr
um die Durchfithrung der letztwilligen Verfiigung des Erblassers.
Wiirde die angegebene Teilung seinem Willen entsprechen ?
Schwerlich! Nach seinem Willen sollte die Witwe nicht nur hinter
dem Sohn, sondern auch hinter der Tochter zuriickstehen, wiahrend
sic hier der Tochter sogar vorgeht. Hinter dem Sohn sollte die
Witwe sogar ganz erheblich zuriickstehen, namlich nur ein Erbe
gleich einem Drittel desjenigen des Sohnes erhalten. Hier da-
gegen erhilt sie nahezu ebensoviel wie der Sohn. Beide Kinder
zusammen bekommen hier nur doppelt soviel wie die Mutter,
withrend nach dem Willen des Erblassers allein der Sohn dreimnal
soviel als die Mutter erben sollte. Dall der Wille des Erblassers
dahin gegangen sein sollte, Sohn und Tochter zusammen schlechter
zu stellen als einen Sohn allein, ist nicht anzunehmen. So ist
also die angegebene Losung jedenfalls als verfehlt anzusehen, und
rémische Juristen, die bereits dieselbe Aufgabe, wenn auch mit
anderen Zahlenverhiltnissen, behandelt hatten, geben denn auch
eine ganz andere Losung. In der dort erérterten Form hat das
Testament die folgende Fassung !): ,,Wenn mir ein Sohn geboren
wird, so soll dieser %/, und meine Frau 1% des Vermdgens haben; wird
mir aber eine Tochler geboren werden, so soll diese vy und meine
Frau %/4 erben. Fiir den im Testament nicht vorgesehenen Fall,
daBf Knabe und Midchen geboren werden, wire nun nach den
Bestimmungen des Rechts das Testament als ungiiltig, als nicht
vorhanden, zu erachten, und alsdann wiirden nach romischein
Recht allein die Kinder geerbt haben, die Witwe also ganz leer
ausgegangen sein. Da jedoch nach den Bestimmungen des Erb-
lassers die Witwe unzweifelhaft, und zwar sowochl neben einer

1) Siehe Cantor, a. a, 0. 8, 562,
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Tochter wie neben einem Sohn, erben sollte, so verfielen die
Juristen auf folgende Losung: Da der Sohn doppelt soviel als
die Mutter, diese aber doppelt soviel als die Tochter erhalfen soll,
so ist das Erbe in 7 Teile zu leilen, von denen der Sohn 4, dic
Mutler 2, die Tochier 1 Teil erhdlf.

Unter Anwendung dieses Vernunftgrundsatzes wiirde sich fiir
den fritheren (ersten) Fall die Losung folgendermafien gestalten:
Bezeichnen wir den Erbteil des Sohnes, der Tochter, der Witwe
bzw. kurz mit S, 7, W, so driicken sich die Bestimmungen des
Erblassers so aus:

S:W=23:1,

T:W=17:35,
Diese Proportionen, von denen die erste natiirlich so ge-
schrieben werden kann: S: W = 15 : 5, lassen sich zusammen-
fassen zu der einen fortlaufenden S: T : W = 15 : 7 : §, und man
sieht, dafl das Erbe in 27 Teile zu teilen ist, und daf hiervon er-
halten:

S: 18/, =%/,

T: 7y

W: %,
Ob freilich der Erblasser, wenn er an die Méglichkeit einer
Zwillingsgeburt: gedacht bhatte, fiir diesen Fall gerade die hier
angegebene Erbteilung festgesetzt hatte, ist natiirlich schwer zu
sagen und darf sogar mit einem gewissen Rechte bezweifelt
werden. Nehmen wir beispielsweise den, wie es scheint, in den
rémischen Rechtsquellen und auch sonst gar nicht erdrterten
Fall, dafl zwei ménnliche Zwillinge geboren werden, so wiirde
sich fiir das Testament, das die rémischen Juristen erértern,
d. h.fiirden Fall S : W = 2 : 1, nach dem von ihnen angewandten
Prinzip das Resultat ergeben, dafl jeder der beiden Knaben 2%/
des Erbes und die Witwe nur 1/, erhilt. Nach modernem Emp-
finden, das freilich nicht maBgeblich sein kann, wiren wir ge-
neigt anzunehmen, daf der Erblasser seine Witwe so stark nicht
beschrankt haben wiirde, wenn er an diese Zwillingsgeburt ge-
dacht hitte, und bei Geburt von minnlichen Drillingen wiirde
gich fiir die Witwe gar nur 1/, des Erbes ergeben! Andererseits
kommt die Witwe, wie nicht i{ibersehen werden soll und darf,
hierbei immer noch besser fort, als wenn das Testament annulliert
wiirde und sie ganz leer ausginge.
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I1I.

In alten Rechenbiichern des 15. Jahrhunderts findet sich
folgende Aufgabel): Ein Mann ¢ibt von einer gewissen Sumine
Geldes seinem ersten Sohn 1 Gulden und 1/, des Restes, dem zweifen
2 Gulden und Y/, des Restes, dem dritten 3 Gulden und Y/, des
Restes usw. Die Geldsumme wird in dieser Weise restlos verleilt,
und zwar erhalten alle Sohne gleich viel. Wieviel Gulden und
wieviel Séhne waren es?

Die Losung lautet: 64 Gulden und 8 Sohne. In der Tat
erbilt alsdann

X3

63 .
der erste 1 Gulden 4+  ——  Gulden, zusammen 8 Gulden;
9

, 64— 10 ,
, zweite 2, G w 5 8,
. 64— 19
, dritte 3, - Ty e » 8 v
i Gd — 28
, Vvierted A -—r— 8 ,, usw.

9 3 b 33
Um einen Einblick in die hier in Betracht kommenden
Zahlenverhiltnisse zu erhalten, nehmen wir eine allgemeinere
Fassung der Aufgabe an: Es seien im ganzen a Gulden und der

1
erste Sohn erhalte 1 Gulden und o des Restes, der zweite 2 Gulden
1
und - des Restes usw. — Der erste Sohn bekommt dann

a—1 R
14 e Gulden und der zweite 2 - s Guiden, wo R der

1) Teh verweise hierfitr auf die schon zitierte Verdffentlichung von
E.Rath, ,Uber einen deutschen Algorismus aus dem Jahr 1488, Blbl
mathem. (8) 14, 1914, 8. 247 (Zeile 12 v. o. soll es statt ,7“ Jedenf.zlls
»8¢ heiben); dort Hinweis auf &dhuliche Aufgaben des Algorismus
Ratisponensis (Mitte des 15. Jahrh.) und der vermutlich von dem Fran-
zosen Nicolas Chuquet herrithrenden Sammlung von 1484. — Aus
der neueren Literatur nenne ich um ihres beriihmten Verfassers willen
nur die ,Vollstindige Anleitung zur Algebra“ von Leonhard Euler,
2. Teil, I. Abschnitt, 3. Cap., § 42; siehe beispielsweise die von Joh.
Phil. Griison besorgte Ausgabe von 1797, 8. 26—27 oder Leonhardi
Luleri Opera omnia, Series prima, vol. I, Leipzig 1911, p. 226—228.
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-

Rest ist, der nach Fortnahme des Anteils des ersten Sohnes und
der 2 Gulden des zweiten Sohnes noch verbleibt. Sollen beide

a—1
nun gleich viel erhalten, so muB also,da R = a — (3 + -m~) ist,

a--1 a_(3+“’:1)

14 = 24 p~ sein;
. . . a—1
diese Gleichung ergibt: a —I=m-4} a—3 — e
oder : mm—2) =a—1
d. h.: a=(m—1)*

Diese Beziehung zwischen ¢ und m gewihrleistet uns also, daf

die beiden ersten S¢hne gleich viel erhalten, und es fragt sich

nur noch, ob bei Fortsetzung des angegebenen Teilverfahrens

auch der dritte und die weiteren Sohne ebensoviel erhalten wie

der erste oder der zweite. Ist a = (in — I)2, so bekommt der
2__

erste Sohmn: 1 m—aﬁﬂ =m—1 QGulden; der zweite:

m2—3m m?—4m
= — =m-—1 QGulden; der dritte: 34

2+ m

= m — 1 Gulden. Nehmen wir nun an, daB die ersten k Séhne
in dieser Weise jeder m — I Gulden erhalten haben, so wiirde

R
der (k- I)te bekommen: k4 14 o Wo R der Rest ist, der

nach Fortnahme der Anteile der k ersten Sohne und der (k - 1)

ersten Gulden des (k< I)ten Sohnes verbleibt. Dieses R ist

mithin = (m —1)2—k (m — 1) — (k + 1) zu setzen, ein Aus-

druck, der sich auf m2—2m — km reduziert. Danach betriigt

der Anteil des (k -+ I)ten Sohnes: '
m?—2m—=~Lm

k414 ——o-o — =1 ~— 1 Gulden.

Der (k 4- 1)te Sohn erhilt mithin ebensoviel wie jeder der ersten k,
und damit ist also dargetan, daBl unser Teilungsverfahren lauter
gleiche Anteile liefert. Die Zahl der S¢hne darf und muf also,
da jeder m — I Gulden erhilt und die zu verteilende Summe
(m — 1)® Gulden betrigt, = m — I sein. Indem speziellen Falle,

m
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von dem wir ausgingen, war m = 9; die Zahl der S6hne mufite
mithin m — I = 8, die der Gulden (m — 1)2 = 64 sein.

Iv.

Tn Bachets ,,Problémes plaisants el délectables qui se font
par les nombres*“!) und anderen ibnlichen Werken findet sich
folgende Aufgabe: Drei Mdnner haben 21 gleich grofe Tonnen
zu teilen, von denen 7 voll Wein, 7 halb voll Wein und 7 leer sind.
Wie ist die Teilung zu bewirken, wenn alle drei Mdnner eine gleiche
Menge Wein und auch die gleiche Anzahl Tonnen erhalten sollen?

Da jeder der drei Minner zwar 7 Tonnen, aber nur den
Weininhalt von 314 Tonnen bekommen soll, so muB die Anzahl
der halbvollen Tonnen, die der einzelne erhilt, jedenfalls ungerade
sein; denn sowohl dann, wenn einer der drei Ménner eine gerade
Anzahl halbvoller Tonnen bekime, wie auch wenn er gar keine
halbvolle Tonne erhielte, wiirde sich fiir ihn eine Weinmenge
ergeben, die gleich dem Inhalt einer ganzen Anzahl von
Tonnen ist. Es handelt sich also darum, die Anzahl 7 der halb-
vollen Tonnen in drei ungerade Summanden zu zerspalten, und
hierfiir gibt es nur zwei wesentlich verschiedene Moglichkeiten,
ndmlich a) 5,1,1; b) 3,3,1. Erhilt nun einer der Ménner
beispielsweise 3 halbvolle Tonnen, so miissen von den ibrigen
4 Tonnen, die er bekommt, 2 voll und 2 leer sein, und iiberhaupt
miissen die vollen und leeren Tonnen immer in gleicher Anzahl
an den einzelnen verteilt werden. Ein Paar, bestehend aus einer
vollen und einer leeren Tonne, ist ndmlich offenbar dquivalent
zwei halbvollen Tonnen, sowohl nach Tonnenanzahl wie nach Wein-
menge, und den Forderungen unserer Aufgabe wire ja voll-
stindig und auf das einfachste geniigt, wenn jeder der drei Ménner
7 halbvolle Tonnen bekime. So viele halbvolle Tonnen stehen
ja nun aber nicht zur Verfiigung; jeder kann und muf davon
eine geringere und zwar eine ungerade Anzahl (1, 3, 5) erhalten,
und an die Stelle der iibrigen halbvollen Tonnen muf eben paar-

1) Erste Ausgabe (Lyon 1612), p. 1611f.; Ausgabe von 1879, be-
sorgt von A. Labosne, p. 168, Bachet verweist iibrigens fiir diese
Aufgabe auf Tartaglia, ,premiere partie, livre 16. q. 130%; gemeint
ist offenbar, ohne da$ ich dies jedoch zurzeit nachpriifen konnte, ,La
nrima parte del General Trattato di numeri, et misure di Niccold Tar-
taglia“, Vinegia 1556, Libro XV



30 Kapitel III. Einige Teilungsaunfgaben.

weige je eine volle 'und eine leere Tonne treten. Hiernach be-
kommen wir, wenn wir die drei Méanner mit A, B, C, die vollen
Tonnen mit T, die halbvollen mit T3, die leeren mit 7T'; be-
bezeichnen, die folgenden heiden Losungen:

I At 5Ty, 1T, 1Ty . At 3Ty, 2T, 2T,;
B: 1Ty, 3Ty, 3T,; B: 3Ty, 2T, 2T,y
C:1Ty,37T,3T7T,. C:1Ty, 37T, 37,

Natiirlich kénnen die A, B, C beliebig unter sich vertauscht
werden, doch werden wir darin selbstredend keine wesentlich ver-
schiedenen Losungen sehen, und in diesem Sinne besitzt unsere
Aufgabe ttherhaupt nur zwei wesentlich verschiedene Losungen,
eben I und II.

Ist die Anzahl der Tonnen 15, von denen 5 ganz voll, 5 halb-
voll und 5 leer sind, so gilt bei entsprechend gestellter Aufgabe
wieder, dafl jeder der drei Minner eine ungerade Anzahl halb-
voller Tonnen erhalten muB, und es ergibt sich somit als einzige
Losung:

A: 3Ty, 1T, 1T
B: 1Ty, 2T, 2T
C:1Ty,2T,,2T,

Haben wir 27 Tonnen, von denen 9 voll, 9 halbvoll und
9 leer sind, so ergeben sich drei wesentlich verschiedene Losungen,
nimlich die folgenden?):

LA: 7Ty IT, 1Ty  TL A: 6Ty, 2T, 2T,;
B:ITy, 4T, 4 T,; B: 3Ty, 3Ty, 3T,;
C: 1Ty, 4T, 47T, C: 1Ty, 4Ty, 4T,

L. A: 3Ty, 3Ty, 3T,;
B: 3Ty, 3T, 3Ty
C: 3Ty, 3T, 37T,

Nach diesen Beispielen, in denen die Tonnenzahl ungerade
war, noch einige mit gerader Tonnenzahl! Natiirlich gilt jetzt,
wenn beispielsweise 18 Tonnen, davon 6 voll, 6 halbvoll, 6 leer,
zu verteilen gind, nicht mehr das Postulat, dall jeder der drei
Ménner eine ungerade Anzahl halbvoller Tonnen erhilt.
Vielmehr muB} jeder, da er insgesamt 6 Tonnen und den Wein-

1) Diese Liésungen richtig bei Bachet (Ausgabe von 1612), p. 163.
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gehalt von 3 = ¢/, Tonnen zn beanspruchen hat, eine gerade
Anzahl halbvoller Tonnen, eventuell gar keine, erhalten und im
iibrigen ebenso viele volle wie leere. Hiernach ergehen sich folgende
drei Lésungen:

T At 6Ty, 0T, 0Ty T A4 Ty, 17Ty, 17T,

B: 0Ty, 3T, 3T, B: 2Ty, 2T, 2T,
C: 0Ty, 3T, 31, C: 0Ty, 3T, 3T,

III. A: 27y, 2T,27T,;
B:2Ty, 2T, 2T,;
C: 2Ty, 2T, 27T,
Tm Falle von 24 Tonnen ergeben sich folgende vier Losnngen:
I. At 8Ty, 0T, 0T,; I A: 6Ty, 1T, 1T;

B:0Ty, 4T, AT, B: 2Ty, 3Ty, 3T;
C:0Ty, 4T, 47T, C: 0Ty, 4Ty, 4 T,.
T, A: 4Ty, 2T, 2T IV. A: 4Ty, 2T, 2T,;
B: 4Ty, 2T, 2Ty B: 2Ty, 3Ty, 37T,;
C:0Ty, 4T, 47T, C: 2Ty, 3T, 37T,

Bei 30 Tonnen erhilt man die folgenden Losungen:
I At 10Ty, 0Ty, 0T . A: 8Ty, 1T, 1Ty

B: 0Ty, 5T, 5T,; B: 27Ty, 4T, 4T
C: 0Ty, 57,57, C:0Ty, 5T, 5T,
oI, A: 6Ty, 2T, 2T, IV. At 6Ty, 2T, 27,
B:4Ty,3T, 3T, B: 2Ty, 47T,, 4T,;
C: 0Ty, 5§ Ty, 6T, C: 2Ty, 4T, 47T,

V. A: 4Ty, 8Ty, 3T,
B:47y,37, 37T
C: 2Ty, 4T, 47T,

Sollen 24 Tonnen, von denen wieder 8 voll, 8 halbvoll,
8 leer sein mdogen, etwa unfler vier Personen verteilt werden, so
erhalt jede der vier Personen natiirlich 6 Tonnen und eine Wein-
menge von 3 = 8/, Tonnen. Die halbvollen Tonnen sind daher
auch jetzt nur paarweise, d. h. in gerader Anzahl, zusammen-
zunehmen, und es ergeben sich somit die folgenden vier ver-
schiedenen Ldsungen!):

! Die Lisung, die Bachet (Ausgabe von 1612, p. 163/64) fiir
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I A: 6Ty, 0T, 0T II A: 4Ty, 1Ty, 17T,
B:2Ty, 2T, 2T,; B: 4Ty, 1T, 1T,

C: 0Ty, 3T, 37T,; C:0Ty, 3Ty, 3T,;

D: 0Ty, 3T, 37T, D:0Ty, 3Ty, 37T,

TIL. A: 4Ty, 1Ty, 1T,; IV. At 2Ty, 2T, 27T,
B:2Ty, 2T, 27T, B: 2Ty, 2T, 2Ty
C:2Ty, 2T, 2T C:8Ty, 2T,27T,;
D:0Ty,3T,, 37T, D:2Ty,27,2T,.

Sollen die 24 Tonnen unier sechs Personen verteilt werden, so
daB jede Person also 4 Tonnen und den Weingehalt von
2 = ¢, Tonnen empfingt, so ergeben sich die folgenden drei
Lésungen:

I At 4Ty, 0T, 0T; II.

24Ty, 0Ty, 0T,;

0Ty, 2T, 2T,;

20Ty, 2T, 2T,;

20Ty, 2T, 2T,; 0Ty, 2T, 27T,

0Ty, 27, 2T, 20Ty, 2T, 27,
III. A: 27Ty, 1T,,1T,;

B: 2Ty, 1T, 1T

C: 8Ty, 1Ty, 1T,;

D

E

4Ty, 0Ty, 0T,
2Ty, 1T, 1T,;
2Ty, 1T, 17T,;
0Ty, 2Ty, 27T,;

HEY QW
HAEYoEE

28Ty, 1Ty, 1Ty,
10Ty, 2T, 27T,;
F:0Ty,2T,2T,.

Sind von den 24 Tonnen & leer, 11 voll und 5 halbvoll und
soll wieder unter drei Personen geteilt werden, so daf also jede
Person 8 Tonnen und die Weinmenge von %/, Tonnen bekommt,
so muB} jedem eine ungerade Anzahl halbvoller Tonnen zu-
gesprochen werden. Es ist somit 5 in drei ungerade Summanden:
3+ 1+ 1, zu zerlegen, und wir erhalten als einzige Losung:

A: 3Ty, 3Ty, 2T,

B:1Ty,4T, 3T,

C:1Ty, 47,37,
diesen Fall gibt, ist weder, wie er will, die einzige, noch ist sie iiber-
haupt richtig (die Aufgabe nimmt an das Vorhandensein von acht halb-
vollen Tonnen, Bachet verteilt aber deren zwdlf),
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Sind von den 24 Tonnen &8 leer, § voll und 11 halbvoll und soll
gleichfalls unter drei Personen geteilt werdenl), so dafl jede
Person 8 Tonnen und eine Weinmenge von %/, Tonnen empfingt,
so muB wiederum jeder Person eine ungerade Anzahl halbvoller
Tonnen zuerteilt, mithin 11 in drei ungerade Summanden < 7
zerlegt werden: 74 341 oder §4+ 64 1 oder 5§+ 34 3.
Hiernach erhilt man folgende Lésungen:

I A: 7Ty, 0T, 1T,; II. A: 5Ty, 1T, 2T
B: 3Ty, 2T, 3T,; B: 6Ty, 1T, 2T,;
C: 1Ty, 3T, 4T, C:1Ty,3T,, 4T,

HI. A: 5Ty, 1T, 2T,y
B:3Ty,2T,,3T,;
C:8Ty, 2T, 3T,

Sind von den 24 Tonnen wieder 8 leer, dagegen 4 voll und
12 halbvoll und sollen Tonnen und Wein unfer vier Personen
geteilt werden, so daB jede Person 6 Tonnen und eine Wein-
menge von 5/, Tonnen erhilt, so handelt es sich also darum, 12,
die Anzahl der halbvollen Tonnen, in vier ungerade Summanden
< 5 zu zerlegen, wofiir es offenbar nur folgende Moglichkeiten
gibt: I. 6+ 64+ 1+ L 1L 6+ 343+ 1; IIL. 34343+ 3.

Die ihnen entsprechenden Teilungen sind:
I At 6Ty, 0T, 1T,; I A: 6Ty, 0T, 1T,;

B: 5Ty, 0Ty, 1T,; B: 3Ty, 1T, 2Ty;
C:1Ty, 2T, 3T,; C: 3Ty, 1T, 2Ty;
D: 1Ty, 27Ty, 37T, D: 1Ty, 2T, 3T,

IIT. A: 3Ty, 1Ty, 2T,;
B: 3Ty, 1T, 2T,
C:3Ty, 1T, 27T,;
D: 3Ty, 1T,2T,
Es darf dem Leser iiberlassen bleiben, sich selbst weitere
Aufgaben dieser Art zu konstruieren und zu losen.

1) Dieser Fall von A. Labosne behandelt in seiner Bachet-
Ausgabe von 1879, S. 171,

e S———
Ahrens, Unterhaltungsmathematik. 3




Kapitel IV.

Die verschiedenen Miglichkeiten, ein Geldstiick
zu wechseln.

Im Herbst 1910 ging durch die Tages- und Fachpresse die
Preisfrage: ,,Auf wie viele verschiedene Arten kann in deufschen
Miinzen ein Taler gewechself werden?‘ Ein Liebhaber der Mathe-
matik, der nicht genannt sein wollte, hatte auf die richtige Losung
dieser Frage einen Preis von 100 Mk. gesetzt. Als Preisrichter
fungierte der Gymnasialprofessor a. D. Herr P. v. Schaewen
in Naumburg a. S., an den die Losungen bis zum 31. Dezember
1910 einzusenden waren. ,,Nur® 968 Preisschriften, darunter
13 so gewichtig, daB sie als Pakete hatten beférdert werden
miissen, gingen beim Preisrichter ein, und wenn auch darunter
,,viel albernes und dummdreistes Zeug‘‘!) war, so geniigten doch

1) Siehe P. v. Schaewens Bericht iiber das Preisausschreiben,
Zeitschr. fiir mathem. und naturw. Unterricht, 42. Jahrg,, 1911, S. 192.
— Aufler der Losung, die P. v. Schaewen hier (8. 193—195) gibt, ver-
offentlichten infolge des Preisausschreibens noch folgende Mathematiker
Lisungen des Anzahlproblems: E. Hollaender im gleichen Bande
der Zeitschr, fiir mathem. und naturw. Unterricht, S. 262f.; Sauter in
den Mitteilungen des Vereins fiir Mathem, und Naturwissenschaften in
Ulm a. D., 15. Heft, 1912, 8. 72—89. In fritherer Zeit hatte iibrigens
der Hamburger Mathematiker H. Schubert, veranlaBt durch eine in
dortigen Borsenkreisen entstandene Wette, zu deren Entscheidung man
ihn als Sachverstindigen hinzugezogen hatte, ‘diesen Fragen eine mathe-
matische Behandlung angedeihen lassen (3. H. Schubert, ,Mathe-
matische MuBestunden®, Bd. T (Leipzig 1900), S. 192—199, sowie schon
vorber in der Naturw. Wochenschrift V, 1890, S. 215). Diese Literatur-
angaben erheben freilich keinerlei Amnspruch auf Vollstindigkeit und
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immerhin 185 Losungen, unter ihnen manche vortreffliche Arbeit,
den Bedingungen des Preisausschreibens. Alle moglichen Berufe
und Stéinde waren unter den Preiskimpfern vertreten: Neben
Mathematikern von Fach Kaufleute, Arbeiter, Geistliche, Offi-
ziere, Studenten, Volksschullehrer usw. Da mehr als eine rich-
tige Losung eingegangen war, mullte das Los entscheiden, und
der Preis fiel einem Arbeiter, Herrn Max Lange in Augustus-
burg im Erzgebirge, zu. Seine durch geschickte Anordnung
und scharfsinnige SchluBweise gewonnene, wenn auch nicht in
druckfertiger Form eingelieferte Losung war iibrigens keines-
wegs die einzige vollkommen richtige, die aus Arbeiterkreisen
stammte, wihrend andererseits manche Mathematiker von Fach
sich dadurch, daB sie bei der numerischen Berechnung Versehen
begangen und so ein unrichtiges Resultat erhalten hatten, von
der Preisbewerbung ausgeschaltet hatten.

Da es uns hier nur auf die prinzipielle Seite der Frage an-
kommt, werden wir uns darauf beschrinken, ein Einmarkstiick
— statt eines Talers — zu wechseln; auch werden wir zum
Wechseln nur solche Miinzen, die in der Zeit, da diese Zeilen
niedergeschrieben werden (Méarz 1917), in Kurs sind, verwenden,
d. h. Stiicke von 50, 10, 5, 2 und 1 Pfennig, werden also das
seinerzeit im Verkehr befindliche 25-Pfennig-Stiick auBer acht
lassen. Zundchst wollen wir als Wechselmiinzen sogar nur
Stiicke von 2 und 1 Pfennig annehmen, alsdann kann ein
Zebnpfennigstiick offenbar auf sechs verschiedene Arten ge-
wechselt werden, indem man dazu entweder 0 oder 1 oder 2
oder 3 oder 4 oder 5 Zweipfennigstiicke und im {ibrigen lauter
Einpfennigstiicke verwendet; entsprechend gibt es fiir 50 Pfennig
26, fiir eine Mark 51 Moglichkeiten des Wechselns durch Zwei-
und Einpfennigstiicke.

Nimmt man nun als dritte Wechselmiinze das Funfpfennig-

lassen sich vermutlich noch wesentlich vermehren; so sehe ich bei-
spielsweise, da$§ schon in der von J. F. de Montucla besorgten Aus-
gabe von Ozanams ,Récréations mathématiques et physiques® von
1790, t. I, p. 204 f,, und vielleicht auch in fritheren Ausgaben desselben
Werkes, Fragen dieser Art aufgeworfen und erledigt sind (in der von
Ozanam selbst besorgten Ausgabe von 1698, der dritten, fehlt dies).
Aus neuerer Zeit nenne ich noch: Maurice d’Ocagne, ,Probléme
de partition®, Bull, de la soc. mathém. de France 28, 1900, p. 157
bis 168.
g *
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stilck hinzu, so ergeben sich fiir das Zehnpfennigstiick folgende
Moglichkeiten des Wechselns:
1) 2 Funfpfennigstiicke,
2) 1 Finfpfennigstiick und im iibrigen Zwei- und Ein-
pfennigstiicke, was wieder drei Moglichkeiten ergibt,
3) Zwei- und Einpfennigstiicke: sechs Moglichkeiten, wie
schon oben gesagt wurde.
Insgesamt ergeben sich also zehn Moglichkeiten. Wir schreiben
dies in einer schematischen Darstellung?), in der die letzte Spalte
rechts die Anzahl der Moglichkeiten angibt, folgendermafBen:

10 Pfennige

Wechselmiinzen | 5 Pf.| 2 Pf.| 1 Pf.

Stiickzahl

”
»

(=g N ]
(=3I

Summe: 10

Fiir 20 Pfennige ergeben sich hiernach folgende Darstellungs-
moglichkeiten :

1) 4 Funfpfennigstiicke,

2) 3 " und im tibrigen Zwei- und Einpfennig-
stitcke (3 Moglichkeiten),
3) 2 ” und im tbrigen Zwei- und Einpfennig-

stiicke (6 Moglichkeiten),

4) 1 Finfpfennigstiick  und im {ibrigen Zwei- und Einpfennig-
stiicke,

5) kein Funfpfennigstiick, sondern nur Zwei- und Einpfennig-
stiicke (11 Moglichkeiten).

Die 15 Pfennige des Falles 4 lassen sich nun offenbar auf
8 Arten durch Zwei- und Einpfennigstiicke darstellen, indem
von Zweipfennigstiicken 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 oder 7 und im tibrigen
Einpfennigstiicke verwandt werden. — Wir schreiben auch dieses
Resultat in unserer schematischen Weise, wie folgt:

1 Vel Sauter, a. a, O,
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20 Pfennige

Wechselmiinzen | 5 Pf.| 2 Pf. ' 2 Pf.

Stiickzahl 4 0 ' 0 1
” 3 -l 3

» 2 6

» 1 8

N 0 11
Summe: 29

Stellt man nun das entsprechende Schema fiir 30 Pfennige
auf, so treten dort in der letzten Spalte rechts offenbar zunachst
wieder unsere Zahlen 1, 3, 6, 8, 11 auf, und dazu kommen dann,
ebenso wie beim Ubergang von 10 zu 20 Pfennigen, noch zwei
weitere Zahlen, deren eine 13 (Anzahl der Méglichkeiten, 25 Pfennige
durch Zwei- und Einpfennigstiicke darzustellen) und deren andere
16 (das Entsprechende fiir 30 Pfennige) ist. Als Gesamtzahl der
Méglichkeiten, 30 Pfennige durch Fiinf-, Zwei- und Einpfennig-
stiicke darzustellen, ergibt sich so die Zahl 29 4- 13 4- 16 = 58. —
In dieser Weise setzt sich das Verfahren fort, und wir bekommen so

, 3541 (40 )

fur 40 Pfennige: 68 4 —— + (_2 + 1) = 98+ 39 == 97
H+1 (50
554 1 60

L 60, :146+—-2—~+(-—é—+1)-_—146+59:205
651 (70

, 10 » : 205 4+ ———é——{— (—2——}— 1) = 205+ 69 =274

75+ 1 80 ,

, 80 ,, 2H+ ——2——}— (—;Z*—{— 1) = Q744 79 = 353
8541 90

» 90 :353—{-—5—-{—(—5«—}-1):353—&-89:442
954 1 100

,, 100 ’s 1 442 4 -—é———{— (~é—-|— 1) = 442 4+ 99 == §41

Moglichkeiten der Darstellung durch Finf-, Zwei- und Ein-
pfennigstticke. Die so erhaltenen Zahlen: 10, 29, 68, 97, 146,
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205, 274, 353, 442, 541 bilden, beildufig bemerkt, eine sogenannte
arithmetische Reihe zweiter Ordnung. Wie namlich die vor-
stehende Aufstellung zeigt, werden die Zuwachszahlen, die von
Reihe zu Reihe zu der fritheren Zahl hinzutreten, also beim
Ubergang von 30 zu 40 Pfennigen die Zahl 39, von 40 zu 50
die Zahl 49, darauf 59, 69 usw., bestindig um 10 grofer. Diese
Zuwachszahlen bilden somit eine arithmetische Reihe der ge-
wohnlichen Art (erster Ordnung) und die endgiiltigen Zahlen
danach eine arithmetische Reihe der zweiten Ordnung.

" Nehmen wir nun als weitere Wechselmiinze das Zehnpfennig-
stiick hinzu, se ergeben sich fiir den Betrag von 20 Pfennigen
folgende Darstellungsméglichkeiten :

1) 2 Zehnpfennigstiicke . . . . . . . . 1 Moglichkeit

2) 1 Zehnpfennigstiick, im iibrigen Fiinf-,

Zwei- und Einpfennigstiicke . . . . 10 Méglichkeiten

3) 0 Zehnpfennigsticke . . . . . . . . 29 '

zusammen 40 Moglichkeiten.

Entsprechend ergeben sich fiir 30 Pfennige folgende Dar-
stellungsmoglichkeiten: 14 104 294 68 = 98, und in dieser
Weise geht dies fort nach den Zahlen unserer obigen Reihe:
10, 29, 58, 97, 146 ... Hiernach ergeben sich also weiterhin
folgende Darstellungsmdéglichkeiten :

fur 40 Pfennige: 984 97 = 195

w 80, 195+ 146 = 341
» 60, ¢ 3414 205= 646
w 70, 9464 274= 820
» 80, i 8204 363 = 1173
» 90, 11734 442 = 1615

» 100, : 1615+ 541 = 2156.
Die so erhaltenen Zahlen bilden, da ihre Differenzen eine arith-
metische Reihe zweiter Ordnung bilden, eine arithmetische Reihe
dritter Ordnung.

Ein Einmarkstiick laBt sich also auf 2156 Arten mittelst
Zehn-, Fiinf-, Zwei- und Einpfennigstiicken wechseln. Nimmt
man auch das Finfzigpfennigstiick als Wechselgeld hinzu, so
ergeben sich insgesamt fiir das Wechseln des Ein-
markstiicks 14 341 4 2156 = 2498 Moglichkeiten, wo-
mit die von uns erhobene Frage endgiiltig beantwortet ist.
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Der mathematisch gebildete Leser wird bei der Lektiire
der vorstehenden Entwicklungen das Verlangen nach einer all-
gemeineren Behandlungsweise empfunden haben, und so mogen
denn wenigstens die ersten Schritte auf diesem Wege hier noch
getan werden?):

Es sei f, (n) die Anzahl der Moglichkeiten, den Betrag von
n Pfennigen durch Ein- und Zweipfennigstiicke zu bezahlen;
fs (n) die Anzahl der Mdglichkeiten, n Pfennige in Ein-, Zwei-
und Finfpfennigstiicken zu bezahlen, und entsprechende Be-
deutung habe f,,(n). Nun ist:

f2 (107) =414 1,

foOi+ 6) =61+ 3.
Wir bemerken dabei ausdriicklich, daB8 von diesen Gleichungen
nicht nur die zweite, sondern auch die erste noch fiir i = 0,
also nicht nur fir { > 0, gilt, indem f, (0) = I ist resp. so fest-
gesetzt werde.

Nun ist weiter:

Fo 0K = 14 o)+ [ U0+ fo(ID) & . + [o(10K)
k
:1+‘2{f2(10i~5)+ /2<10i>}
t=x]
oder, da
(100 —5)=5i—2,
[ (100) =81+ 1, also fo (107 — 8)+ [, (107) = 10§ — 1 ist:
[ 10%) =1+ S (107 — 1)
t=1
— 14 10.(k+ 1)§_k
S5k dk+ 1.

Ferner ist

fs (10K + 8) = 14 [ B) + [ (10) + fo (I8) + ... + o (10 k+5)
oder, da f, (0) = I ist:

s 10K+ 8) = o O+ o O)+ [y Q0+, (15) + ..+ [, (10k+5)
k
—zfhwn+ pwis )

1) Vgl. E. Hollaender, a. a, O,
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k
=X (10i+ 4
k
=10.3i+4(k+ 1)

§==0

=5k*4 9k + 4.
Sodann ist
flo (101) = 1+ fs (10)+ fs (20)+ fs (30)+- --+ /5 (101)
— 14 (10K

k=1
!
=1+ Z(Gk2+ 4k+ 1)
7(==1

=1+5. .0+ D@+ D+ 4. (12’1)+1

=é—(10l3+ 27124 2314 6).
f10 (1014 8) =[5 (5) + fs (18) + [5 (20) + .. .+ [5 (10 L 4 5)
— B/, (10k+ 5)
k=0

1
= 2(5k2+ 9k+ 4

=0

l 1
—spa+nEi+n+ 97 dag
:iél (5124 161+ 12)

=§(513+ 2112+ 281+ 12).

Wir brechen hier ab, da die vorstehenden Ausfithrungen und
Formeln zur Geniige zeigen, in welcher Weise sich dies fortsetzt.
Die Zahlen f, (107) resp. f, (10i + 5) bilden eine arithmetische
Reihe erster Ordnung, die Zahlen f;(10k) resp. f; (10 k 4+ 5)
eine solche zweiter, die f,, (101) resp. fi, (10 1+ 5) eine dritter
Ordnung, und so geht dies fort.




Kapitel V.
Ein chinesisch-japanisches Ratspiel.

Im fernsten Osten, in Japan und China, ist unter dem Namen
Metsukeji oder Schriftzeichenfindespiel ein Ratspiel bekannt?),
das dort mit chinesischen Schriftzeichen gespielt wird, an deren
Stelle wir hier unsere Zahlen gebrauchen werden. Auch in
der abendlindischen Literatur findet sich das Spiel — mit
Zahlen — seit langem?), und ich bin nicht in der Lage, anzu-
geben, ob es im Abendlande frither oder spiter als in Ostasien
aufgetreten ist, und ob irgendwelche Abhangigkeit zwischen beiden
Vorkommnissen besteht.

Man denke sich fiir das Spiel, um einen konkreten Fall zu
schaffen, sechzig verschiedene chinesische Schriftzeichen oder statt
dessen, wie wir annehmen wollen, die Zahlen 1—60 verwandt.
Diese mégen auf drei verschiedenen Tafeln der GréBe nach ver-
zeichnet sein, und zwar (s. Fig. 11) auf Tafel I in Zeilen zu je drei,
auf Tafel II in Zeilen zu je vier und auf Tafel III in Zeilen zu

1y Siehe T. Hayashi in Tokyo Sugaku-Buturigakkwai Kizi-Gaiyo,
vol. IIT, 1906, December, p. 199—201, sowie von demselben: A brief
history of the Japanese mathematics“, Nieuw Archief voor Wiskunde
Q) V1, 1905, p. 349.

2) Siehe Bachets schon oben zitierte ,Problemes plaisans et
delectables, qui se font par les nombres“ (Lyon 1612), p. 371f.; 4. Aus-
gabe von A. Labosne (Paris 1879), p. 34—37. Bachet zitiert hier
tbrigens (Ausgabe 1612, p. 38/39) die Anmerkungen, die Pierre For-
cadel in seiner franzbsischen Ausgabe (1561) der Arithmetik des Gemma
Frisius macht, sowie Gosselins Ubersetzung der Arithmetik
des Niccold Tartaglia (nach Cantor, ,Geschichte der Mathematik*,
Bd. II (Leipzig 1900, 2. Aufl), 8. 613 erschien diese Ausgabe Gosselins
yvielleicht 1577%); ich konnte diese beiden Werke zurzeit nicht einsehen.
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I. Tafel. II. Tafel. III. Tafel.

23| |nlza]s 4] |n]2]s]4]s
Spalte| Spalte | Spalte Spalte | Spalte | Spalte ] Spalte Spalte] Spalte | Spalte | Spalte | Spalte
11213 112]3]4. 1213415
4156 516|718 617]|879](10
71819 9 (10| 11|12 1112131415
10|11 }12 13]14]15]16 16 |17 | 18|19 20
1311415 17 118 119120 2112212312425
16 1 17 | 18 2112212324 2612712812930
19201 21 25126)27 |28 31132133}34]35
2212324 29130)31]32 36371383940
25126127 33134135]36 411424344 |45
28129030 [37]|38|39|40| |46]47]48]49]50
31132133 41 | 42 143 | 44 51521535455
34135136 45146 | 47 | 48 56 | 57 | 58 | 59 | 60
37 {38139 49 150 | 51 | 52

40 | 41 | 42 53 | 54 | 55 | 56

43 | 44 | 45 57 {58 |59 | 60

46 | 47 | 48

49 | 50 | 51

52 | 53 | 54

55 | 56 | 57

58 | 59 | 60

Fig.

11,
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je finf. Eine Person — P — denkt sich nun eine der 60 Zahlen,
die der Spielende -— S — sich anheischig macht, zu erraten.
Zu dem Ende werden P die drei Tafeln vorgehalten, und er ¢ibt
nun an, in welcher Spalle die von thm gedachle Zahl auf Tafel I,
auf Tafel 11, auf Tafel 111 liegf. Aus diesen Angaben bestimmt S,
und zwar ohne Ansehen der Tafeln, die gedachte Zahl. — Dafl
die Angaben des P ausreichend sein werden zur Bestimmung
der gedachten Zahl, leuchtet bald ein. Wenn uns nimlich bei-
spielsweise gesagt wiirde, daB die gedachte Zahl auf Tafel I der
ersten, auf II der zweiten, auf III der dritten Spalte angehort,
so wiirden wir alsbald sehen: Von den Zahlen der dritten Spalte
von III gehéren nur 18, 38, 58 der zweiten Spalte von II an
und von diesen wieder nur 58 der ersten Spalte von I; die ge-
dachte Zahl miifite also 58 sein. In anderen Fillen ergibt sich,
wie weitere Versuche zeigen wiirden, die Bestimmung ebenso
eindeutig, und es bedarf nur noch eines allgemeinen Beweises
hierfiir, der erbracht sein wird, wenn wir zeigen, wie sich die
gedachte Zahl den Bedingungen unseres Spiels gemdfl durch
Berechnung, ohne Ansehen der Tafeln also, eindeutig bestimmen
lagt.

Nehmen wir zu dem Ende statt unseres besonderen Falles so-
gleich den allgemeineren an, daB die drei Tafeln bzw.m,n,r Spalten
aufweisen, wo m, n, r drei ganze Zahlen sein sollen, von denen
keine durch einen Teiler der anderen teilbar ist, die also, wie
man bekanntlich sagt, relativ prim sind. Die Anzahl der zu
dem Spiel mindestens erforderlichen Zahlen ist dann m.n.r,
und es mag diese Anzahl gebraucht werden. Die gedachte Zahl
sei X, und zwar mag sie auf der Tafel I in Spalte a, auf Tafel IT
in Spalte b, auf Tafel III in Spalte c¢ liegen. Die Aufgabe des
Spielenden oder Ratenden besteht dann natiirlich darin, aus diesen
gegebenen Gréfen a, b, ¢, m, n, r die gesuchte Zahl X zu bestimmen
resp. zu berechnen.

Wenn X auf der m-teiligen Tafel I in Spalte a liegt, so
bedeutet dies offenbar: X =m. u 4 a, wo p irgendeine, uns
noch unbekannte ganze Zahl (eventuell Null) ist (n - I wire,
von oben nach unten gerechnet, die Zeile der Tafel I, der X
angehort). Ebenso ergeben sich zwei entsprechende weitere
Gleichungen mit bezug auf die Tafeln IT und ITI, und unter
Wiederholung der ersten Gleichung haben wir somit:
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X=m.p+a
(I) X = n.v+b
X=r.p+e

Wir betrachten nun den Ausdruck:
1) X'=a.nrx+b.mry-+c.mnz;

darin sollen x, y, z ganze Zahlen sein, die durch folgende
Gleichungen definiert sein mégen:

nrx=14+m.u
dI)smry=1+n.v
ynnz=14r.w.

Da nr einerseits und m andererseits relativ prim sind, so lifit
sich die Gleichung nrx =14 m.u in der Tat stets in ganz-
zahligen Werten fiir x und u, wie wir soeben fiir x forderten
oder annahmen, auflésen, und Entsprechendes gilt auch fiir die
beiden anderen Definitionsgleichungen (III). Wir diirfen also
in der Tat annehmen, daB die durch (III) definierten GréBen
x, y, z und ebenso iibrigens auch u, v, w gleich allen frither
eingefithrten ganze Zahlen sind; auch X’ ist dann natiirlich eine
ganze Zahl. Die Gleichung (II) nimmt nun in Verbindung mit
der ersten Gleichung von (III) die folgende Form an:

X =a+amu+bmry+4cmnz
=a+mautbry+t+cnz)

und, wenn wir den Klammerinhalt kurz mit ' bezeichnen, wo
dieses p’, da simtliche Groflen innerhalb der Klammer ganze
Zahlen sind, natiirlich auch ganzzahlig ist, so haben wir:

X =a+m.yp

Entsprechend nimmt Gleichung (II) in Verbindung mit der
zweiten Gleichung von (III) die Form an:

X'=a.nrzx+b+bnv+cmnz
=b4n(arx+bv+cmz)
=b+4+n.v',
wo v’ gleichfalls eine ganze Zahl ist, und schlieBlich liefert uns
die dritte Gleichung von (III) eine entsprechende dritte Gleichung
von der Form: X' = c+4- r.p’, wo auch ¢’ eine ganze Zahl ist.
Aus diesen so erhaltenen Gleichungen:
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X=m.p+a
A3 X' = n.v+b
X=r.p+c¢

in Verbindung mit den Gleichungen (I) folgt nun:

X' —X=mu —up
X —X=n (-—yv)
X —X=r (¢ —o)

d. h. die Differenz X' — X ist ein Vielfaches von m, von n und
von r, also auch, da m, n, r relativ prim sind, ein Vielfaches von
m. n.r, der Gesamtzahl unserer Objekte (Zahlen auf jeder der
Tafeln). Dabei ist natiirlich der Fall, dafl o' =, v = v, o' = p,
also X’ — X = 0 ist, mit eingeschlossen. Wir sehen also: X’ ist
entweder = X oder um ein Vielfaches von m.n.r
gréoBer als X (X ist seiner Definition nach <m . n.r; wenn
X" und X sich um ein Vielfaches von m.n.r unterscheiden
sollen, so muB also X’ das grofere von beiden sein, wofern sie
nicht beide gleich grof sind). Wenn es uns also gelingt, X' zu
berechnen, so haben wir damit auch X gefunden. Brauchen
wir alsdann doch nur X’ durch m. n . r zu dividieren und den
hierbei verbleibenden Rest zu nehmen; dieser ist dann unser X.
Nun ist aber X’ durch die Gleichung (II) definiert, und diese
Gleichung enthilt auBler den gegebenen Zahlen a, b, ¢, m, n, r
nur noch die Zahlen z, y, z, die durch die Gleichungen (III)
definiert sind. Freilich ist diese Definition von =z, y, z keine
eindeutige, vielmehr bleibt x um Vielfache von m, y um Viel-
fache von n, z um solche von r unbestimmt, und dies hat die
Wirkung, daB auch X’ unbestimmt, jedoch nur um Vielfache
vonm.n. r, bleibt. Offenbar ist aber diese Unbestimmtheit von
X' fur die Ermittelung von X, da X’ zu diesem Ende ja durch
m.n.r zu dividieren ist, belanglos. — Der Leser, dem diese Ver-
haltnisse noch weiterer Aufklirung zu bediirfen scheinen, wird
solche wohl bei Betrachtung des sogleich zu erdrternden Spezial-
falles, bei dem wir hierauf zuriickkommen werden, finden.
Prinzipiell ist unsere Aufgabe damit jedenfalls gel6st?), und

1) Dem mathematisch gebildeten Leser braucht nicht erst gesagt
zu werden, daB sich diese Entwicklung bei Verwendung von Kon-
gruenzen etwas einfacher gestaltet hitte, doch ist auf diese Schreib-
weise, um mdglichst wenig vorauszusetzen, hier verzichtet worden.
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wir wollen unser Resultat nun fiir den besonderen Fall, von
dem wir ausgingen, d. h. fir den Fal m=3, n=4, r=4,
nutzbar machen. Fiir diesen Fall nehmen die Gleichungen (III)
die Form an:

W.z=143.u

I5.y=1+4.v

12, z=1+ 5. w,

und deren Losungen sind:

r=24+3E u=13+420¢&
y=3+4 4, =114 15
z2=3846¢, w= 7+ 12C,

wo die &, u, { irgendwelche ganze Zahlen sind!). Diese Aus-
driicke — mit beliebigen ganzzahligen Werten fiir &, v, { — ent-
halten die Gesamtheit der ganzzahligen Lésungen, die die un-
bestimmten Gleichungen (III) fiir unseren besonderen Fall be-
sitzen, und wir wollen, um zu zeigen, daf diese Vieldeutig-
keit, wie iibrigens schon oben gesagt wurde, fiir das Endresultat
belanglos ist, mit dieser Gesamtheit von Losungen, also nicht
etwa mit einer von ihnen, wie etwa derjenigen fir { = n={ =0,
d. h. =2, y = 3, z= 3, auch weiter operieren. Dann ist:

nrr=2002+ 38) =40+ 60F
mry=15(3-+4 4+) =45+ 60
mnz=I234+5%) =36+ 60¢

und nach Gleichung (II):

X' =a(40+ 60E)+ b(45+ 60 ) + c (364 607)
=d40a+ 45b+ 36c+ 60@E+ b+ c¥).

1) Wem die Auflésung solcher unbestimmten Gleichungen, die
nach einem einmal eingebiirgerten, wenn auch historisch unberechtigten
Ausdruck gewdhnlich ,Diophantische Gleichungen® genannt werden,
nicht geliufig ist, mag folgendes beachten: Die Gleichung 20.-2=143-u
mit der Forderung nur ganzzahliger Werte fiir « und « 1d8t sich in
‘Worten so aussprechen: ,Welches Vielfache von 20 ist gleich einem
Vielfacben von 3, vermehrt um 1?“ oder aber so: ,Welches Vielfache
von 20 laft, durch 3 dividiert, den Rest 717 Man sieht, daB zuniichst
x = 1 nicht geniigt, wohl aber bereits x = 2; dagegen geniigen x = 3,
2 = 4 nicht, sondern erst wieder x = 5, und man erhilt so fir z die
Reihe von Werten: 2, 5, 8, 11 usw. oder, wie wir schrieben: 2 =2 + 3¢,
wo ¢ eine ganze Zahl ist.
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Da nun aber X' durch 60 zu dividieren ist und nur der
bei dieser Division verbleibende Rest < 60 Interesse hat,
wihrend der Quotient der Division belanglos ist, so diirfen
wir offenbar den Ausdruck 60(a&+ bw+ c{), der ein Viel-
faches von 60 ist, weil ja die GroSen der Klammer simtlich
ganze Zahlen sind, véllig auBler acht lassen. Wir hitten
also von vornherein £ = n = { = 0 setzen diirfen, ohne eine
Beschrinkung zu begehen, und haben somit fir X’ jetzt die
Formel:
X =40a+ 45b+4 36¢

gewonnen. Wird dem Ratenden also beispielsweise angegeben,
daB die gedachte Zahl sich auf Tafel I in Spalte 3, auf Tafel I1
in Spalte 3 und auf Tafel IIT in Spalte 2 befindet, so berechnet
er nur:

X'=40-34 4534 36-2,

d. h. dividiert diesen Ausdruck durch 60 und nimmt den dabei
sich ergebenden Rest; dieser ist 27, und somit ist 27 die ge-
dachte Zahl.

Die hier entwickelte Theorie des Spiels lafit sich, wie leicht
zu sehen, ohne weiteres auf den Fall von mehr als drei Tafeln
iibertragen. Haben wir beispielsweise 4 Tafeln von beziehungs-
weise 3, 4, 5 und 7 Spalten — die 4 Zahlen sind, wie verlangt,
relativ prim —, gehen also die als Objekte gebrauchten Zahlen
von 1 bis 3:-4+5-7 = 420, so haben wir zunichst ein Vielfaches
von 44 -7 zu suchen, das bei Division durch 3 den Rest 1 148t
(vgl. S. 46, Anm.); dies ist 280 selbst. Darauf ein Vielfaches von
3.46+7, das nach £ den Rest I 1aBt; dies ist 105 selbst. Sodann
ein Vielfaches von 3:-4-7, das nach § den Rest I liflt; das ist
336. Schlieflich ein Vielfaches von 3-4-5, das bei Division
durch 7 den Rest 1 gibt; dies ist 120. Wir erhalten so fir X’
die Formel:

X' =280 a+ 105b + 336 c + 1204,

wo a, b, ¢, d die Spalten sind, in denen sich die gedachte Zahl
auf den Tafeln I, II, III, IV befindet. Von diesem so berech-
neten X’ ist dann der Rest nach 420 zu nehmen. Steht also
die gedachte Zahl beispielsweise auf Tafel I in Spalte 1, auf



48 Kapitel V. Ein chinesisch-japanisches Ratspiel.

Tafel II in Spalte 4, auf Tafel III in Spalte 5 und auf Tafel IV
in Spalte 2, so wire:

X' =280-14 105-44 336-5+ 120- 2.

Von diesen Produkten konnen wir das zweite und dritte als
Vielfache von 420 sofort ignorieren, wihrend die beiden anderen
zusammen = 520 sind. Da hiervon der Rest nach 420 zu nehmen
ist, so ergibt sich als gedachte Zahl: 100.



Kapitel VI
Das Erraten gedachter Zahlen.

Jemand (A) fordert einen anderen (B) auf, sich eine Zahl zu
denken, mit ihr gewisse Rechenoperationen vorzunehmen und das
Endresultat der Rechnung thm, dem A, zu nennen, worauf dieser
sich anheischig macht, die gedachle Zahl anzugeben. Das ist in
der Hauptsache das Wesen aller in diesem Abschnitte zusammen-
gestellten Zahlenkunststiicke, so verschieden diese im einzelnen
auch sind. Bei manchen dieser Kunststiicke handelt es sich
freilich nicht darum, die gedachte Zahl oder die gedachten
Zahlen selbst zu erraten, sondern um andere verwandte Auf-
gaben, so um die Angabe des Resultals einer Rechnung, die mit
einer gedachten Zahl vorgenommen wird, usw. Wo nicht anderes
angegeben ist, hat man sich das Verfahren so vorzustellen, daf
der Ratende — A — dem B vorschreibt, welche Operationen
er mit der gedachten Zahl ausfithren soll.

1. Zihle zu der gedachten Zahl 1 hinzu, verdreifache die Summe,
ziehe darauf 2 ab, verdreifache diese Differenz und zdihle sodann
die gedachie Zahl und 2 hinzu.

Das so erhaltene Resultat, das dem A nun angegeben wird,
weist als letzte Ziffer stets eine § auf; streicht man diese fort,
so bleibt nur die gedachte Zahl tibrig.

Ist nimlich « die gedachte Zahl, so ergeben die vorgeschriebe-
nen Operationen der Reihe nach:

x4 1
34+ 1=3z+ 3
3x+4+ 1
3@x+1)=9z+ 3
o434+ a4+ 2=10x-}-5.
Ahrens, Unterhaltungsmathematik. 4
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Das Endresultat besteht also zunichst aus dem Zehnfachen der
gedachten Zahl; d. h. aus der gedachten Zahl mit einer rechts
angehéngten Null; dazu kommt aber noch 5, d. h. die angehingte
Null ist durch 5 ersetzt. Streicht man diese fort, so bleibt mit-
hin nur die gedachte Zahl iibrig.
Beispiele: 1) Ist die gedachte Zahl 7, so ergeben die auszufiihren-
den Operationen der Reihe nach: 7, 8, 24, 22, 66, 75.
2) Bei 13 als der gedachten Zahl haben wir die folgen-
den Stufen: 13, 14, 42, 40, 120, 135.

I11. Multipliziere die gedachte Zahl mit 9 und addiere dazu 9;
darauf multipliziere diese Summe mit 11, zihle sodann die gedachte
Zahl und 2 hinzu, ziehe schlieflich 200 ab.

Das so erhaltene Resultat, das dem A angegeben wird, ist
in der Regel, namlich stets, wenn die gedachte Zahl > 1 ist,
eine drei- oder mehrstellige Zahl, von der die beiden letzten
Ziffern 01 sind; streicht man diese fort und addiert zu dem
iibrigbleibenden Rest I, so hat man die gedachte Zahl.

Ist diese ndmlich x, so ergeben die vorgeschriebenen Opera-
tionen der Reihe nach:

9z
9x-+ 9
99 x + 99
100 x + 101
100 x — 99 = 100 (x — 1) + 1.

Das erhaltene Resultat besteht also zunichst aus dem Hundert-
fachen von x — 1, d. h. aus einer Zahl, die um I kleiner als die
gedachte ist, mit zwei rechts angehéngten Nullen; dazu ist dann
rechts noch 01 getreten, das man nur abzustreichen und zu
dem verbleibenden Rest (x— 1) zu addieren braucht, um die
gedachte Zahl x zu erhalten.

Beispiele: 1) z=7.
7, 63, 72, 792, 801, 601.
2) x=13.
13, 117, 126, 1386, 1401, 1201.

I11. Addiere zu der gedachfen Zahl 4, multipliziere die Summe
mit §, ziehe 21 ab, multipliziere darauf mit 5, addiere sodann 2,
multipliziere schlieflich mit 4.
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Das so erhaltene Resultat, das dem A angegeben wird,
in der Regel eine drei- oder mehrstellige Zahl, weist am Ende
88 auf; man braucht nur 12 dazu zu zihlen und die alsdann
am Ende stehenden beiden Nullen zu streichen, um die ge-
dachte Zahl zu erhalten.

Ist = die gedachte Zahl, so ergeben niamlich die einzelnen,
von B vorgenommenen Operationen der Reihe nach:

x4+ 4
dx+ 20
Sx—1
25x—4
25 x—3
100 x — 12 = 100 (x — 1) 4 88.

Beispiele: 1) x = 7.
v, 11, 55, 34, 170, 172, 68S.

2) =135
13, 17, 85, 64, 320, 322, 1288.

IV. Der Ratende (A) kann die Wahl der auszufithrenden
Operationen natiirlich auch dem B iiberlassen, nur mufl dieser
ihm die Operationen nennen, etwa in folgender Weise:

Ich multipliziere die gedachte Zahl mit 3, addiere dann 7,
mulfipliziere diese Summe mit 3, sublrahiere davon 15, dividiere
dann durch 3, mullipliziere schiieflich mit 5; das erhalfene Resultat
ist 115.

Von diesem Endresultat 115 braucht der Ratende (A) dann
nur 10 zu subtrahieren und den Rest, 105 also, durch 15 zu divi-
dieren, um die gedachte Zahl, 7 also, zu erhalten.

Ist namlich x die gedachte Zahl, so ergeben die einzelnen
Operationen:

3z
dz+7
9x4 21
946
Jxz+ 2
1524 10
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Beispiel: x = 13.
13, 39, 46, 138, 123, 41, 205.

75 = 13.

V. Nimm das Dreifache der gedachten Zahl und sedann hiervon
die Hilfte (Idpt sich diese Division durch 2 nicht genau ausfiihren,
wie B ja angeben wird, so ist thm aufzugeben, vor der Halbierting
1 zu addieren). Darauf multipliziere mit 3 und ¢ib an, wie oft
9 in der so erhaltenen Zahl stecki?).

Man hat hier zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem =,
die gedachte Zahl, gerade oder ungerade ist:

1) z gerade, = 2n.
Die einzelnen Operationen ergeben:

6n
3n
9n

n

2) x ungerade, = 2n 4 1.
Die einzelnen Operationen ergeben:

6n+ 3
6n | 4 (Addition von 1)
3n+4 2
9n+ 6
n

In beiden Fillen erscheint also das Endresultat, das B
dem Ratenden angibt, hier in der ubéreinstimmenden Form n,
und von diesem hat A im ersten Falle nur das Doppelte, 2n
also, zu nehmen, um die gedachte Zahl zu erhalten; war dagegen
(Fall 2) die Division durch 2 nicht ohne vorherige Erhéhung
um 1 ausfithrbar, was, wie gesagt, dem A angegeben werden
mull, so hat er zu dem Doppelten des Endresultats, d. h. zu
2n, noch 1 zu addieren, um die gedachte Zahl: 2n+ 1, zu
bekommen.

¥) Siehe Bachet, 1. c., Ausgabe von 1612, p. 14—17 (,Probleme I¢);
Ausgabe von 1879, p. 151,
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Beispiele: 1) 12.
12, 36, 18, 54, 6.

2) 7.
7, 21, 22, 11, 33, 3.

VI. Verdreifache die gedachle Zahl und nimun hiervon die
Hailfte (falls diese Division durch 2 nicht genau ausfiihrbar ist,
so addiere vorher 1). Darauf mullipliziere wieder mit 3 und halbiere
sodann abermals, und zwar wieder nach vorheriger Addition von 1,
falls die Halbierung nicht ausfiihrbar ist. Nun gib an, wie oft 9
in der jelzt erhaltenen Zahl stecki?).

Wir haben jetzt, gemélB der zweimaligen Division durch 2,
die einer einmaligen Division durch 4 gleichkommt, 4 Falle zu
unterscheiden, némlich die folgenden:

1) Die gedachte Zahl ist durch 4 teilbar, also von der
Form 4 n. Die einzelnen Operationen sind dann der Reihe nach:

4n, 12n, 6n, 18n, 9n, n.

2) Die gedachte Zahl gibt bei Division durch 4 den Rest 1,
ist also von der Form 4 n -+ I; wir haben dann sukzessive folgende
Ergebnisse 2):

dn+1,12n+4+ 3,120+ 4, 6n4 2, 18n+6, 9n+ 3, n.

3) Die gedachte Zahl lifit bei Division durch 4 den Rest 2,
ist also von der Form 4n-+ 2; wir haben dann stufenweise
folgende Resultate:
4n-+2, 12n+46, 6n+ 3, 18n+ 9, 18n 4+ 10, 9n+4 5, n.

4) Die gedachte Zahl gibt nach 4 den Rest 3, ist also
von der Form 4n 4 3; die einzelnen Operationen ergeben:
4n-3, 12n+4 9, 1211-{—‘10, 6n- 46, 18n+4 15, 18 n 1- 16,

9n-+ 8, n.
Das Endresultat erscheint hier also, iibereinstimmend in allen
vier Unterfillen, in der Form n. Von dieser Zahl, die dem
A somit angegeben wird, hat er nun, um die gedachte Zahl

1) Siehe Bachet, L. e, Ausgabe von 1612, p, 17—25 (,Probleme IT%);
Ausgabe von 1879, p. 1722,

?) Die bedingte Addition von 1 heben wir hier, wie bei den weiteren
Unterfillen, durch den Druck hervor.
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zu erhalten, das Vierfache, 4n also, zu nehmen; dazu ist in
dem Falle, daB vor der ersten Halbierung 1 addiert werden muflte,
1 hinzuzufiigen, so dal man also 4n - I erhilt; in dem Falle
dagegen, daBl vor der zweiten Halbierung 1 addiert werden
muBte, ist 2 hinzuzufiigen (4n- 2 also); schlieBlich in dem
Falle, dafl beide Halbierungen nur nach vorheriger Addition von
1 ausfithrbar waren, ist 3 hinzuzufiigen (41 4 3 also). Dem
Ratenden A muBB B also, wie schon in dem verwandten Falle V
hervorgehoben wurde, jedesmal, wenn eine 1 addiert wird, dies
sogleich angeben.

Beispiele: 1) I12.
12, 36, 18, 54, 27, 3.

2) 13.
13, 39, 40, 20, 60, 30, 3.

3) 14.
‘14, 42, 21, 63, 64, 32, 3.

4) I5.
15, 45, 46, 23, 69, 70, 35, 3.

VII. Streiche von der gedachten (mehrslelligen) Zahl zundchst
die Einer, darauf von der so verbleibenden Zahl wieder die letzle
Ziffer und fahre so fort; hierauf addiere alle die nach den einzelnen
Verstiimmelungen iibrigbleibenden Zahlen. Gib dann das Resulfat
dieser Addition und die Quersumme der gedachten Zahl ant).

Der Ratende, A, braucht alsdann nur das ihm angegebene
Ergebnis der Addition mit 9 zu multiplizieren und zu diesem
Produkte die ihm genannte Quersumme hinzuzuzihlen, so hat
er die Zahl, die B sich gedacht hat.

Weist nimlich die gedachte Zahl, von links nach rechts ge-
rechnet, etwa die Ziffern a, b, ¢, d auf, so hat sie den Wert:

1000 a4 1005+ 10c+ d.

Nach Streichung der Einer verbleibt eine Zahl vom Werte
100 a + 10 b + ¢, nach abermaliger Streichung der letzten Ziffer
die Zahl 10 a4 b und nach weiterer Streichung die Zahl a,
Diese verschiedenen Zahlen, nimlich:

1) Nach E. Stucke, ,Eine Figenschaft der Quersumme¥, Zejtschr,
fir mathem. und vaturw. Unterr,, 43, Jahrg,, 1912, S, 124,
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100a+ 10b+ ¢
I0a+b
a

ergeben die Summe 111 ¢4 11D+ ¢. Durch Multiplikation mit
9 wird daraus 999a 4 99b 4+ 9¢, und durch Hinzuzihlen der
Quersumme a -+ b 4 ¢ 4 d wird hieraus wieder: 1000 a + 100D
+ I0c¢+ d, d. h. die gedachte Zahl.

Beispiel: Die gedachte Zahl sei die Jahreszahl 1918. Durch
die Streichungen erhilt man der Reihe nach:

191
19
7

211,

das Neunfache dieser Summe ist 1599. Addiert man dazu die
Quersumme 19 der gedachten Zahl, so resultiert 1918, die ge-
dachte Zahl.

VIII. Angabe des Resultats einer Addition vor Ausfiihrung
dieser.

A, der Ratende, schreibt eine Zahl, etwa von vier Stellen,
hin, und B schreibt darunter eine zweite Zahl, daranf A wieder
eine, sodann B abermals eine und schlieBlich A eine letzte Zahl.
Dabei werde etwa vereinbart, daBl hochstens vierstellige Zahlen
hingeschrieben werden sollen. A fordert nun B auf, die hin-
geschriebenen fiinf Zahlen zu addieren, und er selbst schreibt
vor Ausfithrung dieser Addition, indem er sich sogleich, nach-
dem er seine letzte Zahl hingeschrieben hat, abwendet, das
Resultat der Addition auf einen Zettel, den er hinterher dem
erstaunten B vorhilt oder ihm auch sogleich iiberreicht. Die
verschiedenen der Reihe nach hingeschriebenen Zahlen, von
denen wir die von A hingeschriebenen mit A, A,, A3, die von
B hingeschriebenen mit B,, B, bezeichnen, seien:

L 1917
. 5423
, 8082
. 35
s 9964

ooty b
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A kann nun sofort angeben, dafi 25421 die Summe der fiinf
Zahlen ist, und zwar findet er diese Summe, indem er einfach
von B, die Zahl 2 subtrahiert und zu der so erhaltenen Zahl
20000 addiert, d. h. vor die Zahl eine 2 schreibt?), A hat namlich
die Zahl A, so gewihlt, daBl A, -+ 4, = 9999, und ebenso dic
Zahl Ay so, dal B, + A; = 9999 ist. Es ist also:

A+ Ay + By+ Ay = 2-9999 = 2+ (10000 — 1) = 20000 — 2.

Das Resultat der Addition hingt somit im wesentlichen nur von
 der Zahl B, ab: man braucht zu dieser nur 20000 zu addieren,
d. h. vor sie, wenn sie vierstellig ist, links eine 2 zu setzen, und
sodann 2 zu subtrahieren, um das Resultat zu erhalten. Dieses
ist also hier 25421, das A anzugeben bereits in der Lage wire,
bevor tiberhaupt die letzten drei Summanden (4,, B,, A;) nur
hingeschrieben sind.

IX. Erraten des Resultals einer mit einer gedachten Zahl vor-
genommenen Rechnung ohne Kenninis der gedachten Zahl.

A fordert B auf, sich eine dreistellige Zahl zu denken, jedoch
von der Art, daB die erste und letzte Ziffer ungleich sind und
sich um mehr als 7 von einander unterscheiden. Nachdem B in
Gedanken eine solche Zahl gewihlt hat, fordert A ihn auf, diese
Zahl umzukehren und darauf die kleinere dieser beiden drei-
stelligen Zahlen von der grofleren zu subtrahieren, schlieBlich
dieses Resultat und die Umkehrung davon zu addieren, und A
gibt alsdann, ohne daB B ihm irgendeine Angabe macht, und
ohne daB er selbst imstande. wire, die gedachte Zahl zu erraten,
das Endresultat der angeordneten Operationen an; es ist stets,
welches auch die gedachte dreistellige Zahl sein mag, 1089.

Weist namlich die gedachte dreistellige Zahl, von links nach
rechts gerechnet, die Ziffern a, b, ¢ auf, so hat sie den Wert
100a+ 10b+ ¢ und die Umkehrung davon den Wert
100c+ 10b+ a. Nach Voraussetzung sind a und ¢ ungleich,
also a etwa > ¢, und zwar ist nach Voraussetzung dann weiter
a—c>1Weil a>c, so ist von den vorgenannten beiden
dreistelligen Zahlen die erstere die groflere, und die Subtraktion

) Wenn B, resp, B;—2 nicht, wie hier, vier-, sondern dreistellig
ist, so wird vor die Zahl natfirlich nicht 2, sondern statt dessen 20 ge-
schrieben; bei zweistelligem B,—2 wire es entsprechend 200, bei ein-
stelligem 2000.
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beider voneinander ergibt 100 (¢« — ¢} + (¢ — a). Es ist dies eine
dreistellige Zahl mit einer 9 in der Mitte, wahrend die beiden
duBeren Zahlen sich zu 9 erginzen. Um dies zu erkennen,
miissen wir unser Resultat 100 (a — ¢) 4- (¢ — a), dessen letzter
Bestandteil (¢ — a) ja negativ ist, in folgende Form bringen:

100 (a —c— 1)+ 90 4 (10 — a + ¢).

Die erste Ziffer dieser dreistelligen Zahl ist somit a —c-—1,
eine Zahl, die wegen unserer Voraussetzung ¢ —c > 1 jeden-
falls > 1 ist, so dall also unsere ,dreistellige Zahl unter allen
Umsténden wirklich dreistellig ist. Thre zweite Ziffer ist 9 und
zum Schiufl kommt die Ziffer 10 —a -+ ¢. Wie behauptet, er-
geben mithin die erste und letzte Ziffer, namlich ¢ —c¢ — 1
und 10 — a + ¢, zusammen 9. A wiirde also, beildufig bemerkt,
das Resultat, dieser Subtraktion der beiden dreistelligen Zahlen
angeben kénnen, wenn B ihm nur eine der beiden dufleren Zahlen
des Resultats nennt; ist die erste Zahl beispielsweise 4, so wire
das Resultat unserer Subtraktion 495. Doch unser Verfahren
verlangt ja etwas anderes, nimlich die Umkehrung des Teil-
resultats:
100 (@ —c¢ — 1)+ 90 + (10 — a + ¢),

und offenbar hat diese umgekehrte Zahl den Wert:

160 (10 —a+¢)+ 90+ (¢ —c—1).
Bei Addition dieser beiden zueinander inversen dreistelligen
Zahlen erhilt man nun, gleichgiiltig, welche Werte a und ¢ haben,
stets: 100-9+4 2.90+ 9= 1089, wie zu beweisen war. —
Wiren a und c gleich, so wiirde die gedachte Zahl gleich ihrer
Umkehrung sein, also die Subtraktion beider 0 ergeben. Wire
a—c=1, so wiirde diese Subtraktion 99, also keine dreistellige
Zahl, ergeben, und das Kunststiick wire, wie leicht zu sehen,
in der angegebenen Weise nicht ausfithrbar.

X. Nochmals das Erraten des Resulfafs einer Rechnung mil
einer gedachten Zahl ohne Kenntnis dieser.

A fordert B auf, sich eine vierstellige Zahl zu denken, darauf
diese umzukehren und sodann die urspriingliche und die durch
Umkehrung entstandene Zahl zu addieren. Das Resultat dieser
Addition laBt A sich nun angeben, jedoch mit Ausnahme einer
Ziffer, die A selbst zu erraten sich anheischig macht.
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Sind a, b, ¢, d von links nach rechts die Ziffern der gedachten
vierstelligen Zahl, so hat diese den Wert:

1000 a+ 100b+ 10c+ d
und die durch Umkehrung der Ziffern daraus hervorgehende:

1000d 4+ 100 ¢+ 10b + a
Die Summe der beiden ist also: 1001 (a - d) + 110 (b + c),

und diese Zahl ist nun, da 1001 und 110 Vielfache von 11 sind,
stets durch 17 teilbar. Alsdann ist es aber sehr leicht moglich,
eine Ziffer des Resultats, die uns vorenthalten wird, zu erginzen;
denn bekanntlich besitzt jede durch 11 teilbare Zahl die Eigen-
schaft, dafl die Summe ihrer ersten, dritten, fiinften usw. Ziffer
und die Summe ihrer zweiten, vierten, sechsten usw. Ziffer
sich um 0 oder ein Vielfaches von 11 unterscheiden. Denkt B
sich beispielsweise die Zahl 71918, so ergibt diese zusammen mit
der umgekehrten Zahl, d. h. mit 8191, die Summe 10109, und
wenn B nun dem A die dritte Ziffer vorenthilt und nur die
iibrigen vier: 10.09 angibt, so vermag A sofort zu sagen, daf
die fehlende dritte Ziffer 1 sein mul (I + 1 + 9 = 0+ 11).

Man erkennt leicht, daB dies Verfahren nicht nur bei vier-
stelligen, sondern bei beliebigen Zahlen von gerader Stellen-
zahl anwendbar ist.

XI. Zwei Zahlen: die eine gerade, die andere ungerade, liegen
vor. Von zwei Personen (B und C) soll die eine die eine der Zahlen,
die andere die andere wéhlen. A soll erraten, wer die gerade Zahl
gewdhlt hat').

Zu dem Ende fordert A die Person B auf, die von ihr gewihlte
Zahl zu verdoppeln, und die Person C, die ihrige zu verdreifachen,
und li8t sodann die beiden Resultate addieren und diese Summe
sich angeben. Ist die Summe gerade, so geht daraus offenbar
hervor, dafl B die ungerade Zahl gewihlt hat und C die gerade;
bei ungeradem Resultat ist es umgekehrt. Denn wenn C, der
seine Zahl mit 3 zu multiplizieren hat, die ungerade Zahl
gewihlt hat, so wird sein Produkt ungerade und damit offenbar
auch die Summe der beiden Produkte, wihrend im anderen
Falle diese Summe offenbar gerade wird.

1y Siehe Bachet, 1. ¢, Ausgabe von 1612, p. 59—61 (,Probleme
VII¥); Ausgabe von 1879, p. 47f. (,Probléme IX“),
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Man hitte natiirlich statt 2 auch eine andere gerade Zahl
ebensogut fiir den einen Multiplikator wihlen kénnen und statt
3 irgendeine andere ungerade Zahl, insbesondere auch 1, hitte
also dort von einer Multiplikation ganz absehen kénnen; immer-
hin wire in diesem letzteren Falle das Verfahren als Kunststiick
wohl allzu durchsichtig geworden.

In historischer Beziehung mag noch bemerkt werden, daf}
das von uns zitierte Werk Bachets keineswegs das fritheste Vor-
kommnis dieses Kunststiicks darstellt, vielmehr findet sich dieses
insbesondere bereits in lateinischen Handschriftenl), die aus
dem 14. Jahrhundert stammen und die Sammlungen von Scherz-
aufgaben enthalten, und zwar hier in einer Fassung, die wir
modernisiest so wiedergeben wollen:

Jemand (B) hat in der einen Hand ein Zweimarkstiick, in der
anderen ein Dreimarkstiick. Ein anderer {A) will errafen, in welcher
Hand das eine und in welcher das andere Geldstiick steckt.

Das Verfahren ist natiirlich das gleiche wie zuvor: Ver-
doppelung des Geldes der Rechten, Verdreifachung desjenigen
der Linken, darauf Addition und Angabe, ob die Summe gerade
oder ungerade ist.

Das Verfahren unseres Kunststiicks 18t sich ubrigens leicht
ausdehnen auf den Fall?), daB irgend zwei Zahlen b und ¢ ge-
geben sind, die relativ prim, aber nicht beide Primzahlen sind.
Enthilt die eine Zahl, b, beispielsweise den Faktor p, so gibt
A seine Anweisung etwa dahin, daB B die von ihm gewihlte
Zahl mit p, C die seinige mit ¢, das relativ prim zu p, sonst aber
beliebig gewihlt sein mag, multipliziere und sodann beide Produkte
addiert werden. Ist diese Summe nun durch p teilbar, so ist
damit erwiesen, daf die Person C die Zahl b gewahlt hat; denn
dann ist diese Summe ja ¢.p-+b. ¢, d. h. durch p teilbar,
wihrend sie im anderen Falle b. p+ c. ¢, also nicht duarch p
teilbar, ist.

Auch wenn die beiden gegebenen Zahlen nicht relativ prim
sind, sondern etwa die eine (b) gerad-gerade, d. h. durch 4 teilbar,
die andere (c¢) ungerad-gerade, d. h. durch 2, aber nicht durch

1) Siehe M. Curtze, ,Mathematisch-historische Miscellen®, Bibl.
mathem. N. F. IX, 1895, p. 77.

2) Siehe Bachet, 1. ¢, Ausgabe von 1612, p. 64—67 (,Probleme X“
nebst ,Advertissement®); Ausgabe von 1879, p. 50£. (,Probléme XI¥)
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4 teilbar ist, 1Bt sich ein geeignetes Verfahren leicht angeben:
Man la8t B wieder seine Zahl mit 2, C die seinige mit 3 multi-
plizieren und die Summe der Produkte angeben. Wihlte B die
gerad-gerade Zahl b, so ist die resultierende Summe, 2. b+ 3. ¢
namlich, ungerad-gerade; wihlte B aber die Zahl ¢, so ist die
Summe, d. h. 2. ¢4 3.b, gerad-gerade, so dal A hiernach
leicht erkennen kann, wie die Wahl getroffen ist.

XII. Das Erralen zweler einstelliger Zahlen, die jemand sich
gedacht hat.

A, der zwei einstellige Zahlen erraten will, die B auf seine
Aufforderung hin sich denkt, wendet etwa das folgende Ver-
fahren, das dem oben sub I gelehrten nachgebildet ist, an: A gibt
dem B auf, von der ersten Zahl das Neunfache zu nehmen und
dazu die zweite Zahl zu addieren, sodann von dieser Summe
das Zehnfache zu nehmen und dazu 5 und das Zehnfache der
ersten Zahl zu addieren. Die alsdann sich ergebende dreistellige
Zahl, die B dem A nun angibt, weist an erster und zweiter Stelle
Stelle die beiden Zahlen auf, die B sich gedacht hat, wihrend
am Ende eine fiir unseren Zweck bedeutungslose 5 steht.

Werden die beiden Zahlen, die B sich gedacht hat,  und y
genannt, so ergeben nimlich die von A vorgeschriebenen Opera-
tionen der Reihe nach:

9z
9z+y
x4+ 10y
Wrx+10y4 6+ 10x=100x+ 10y + 5.

XIII. Das Errafen zweier beliebiger Zahlen, die jemand sich
gedacht hat.

Die von A dem B erteilte Vorschrift lautet so: Nimm die
Differenz beider Zahlen, multipliziere diese Differenz mit der
kleineren der beiden Zahlen und subtrahiere darauf dies Produkt
von dem Produkt der beiden Zahlen. Aus dem Resultat, das B
dem A nun nennt, braucht dieser nur die Quadratwurzel zu ziehen,
um sogleich die kleinere der beiden gedachten Zahlen zu erhalten.

Sind ndmlich x und y die beiden gedachten Zahlen, x die
groBere von ihnen, so sind nach der Vorschrift von A der Reihe
nach die folgenden Ausdriicke zu bilden:

r—y; (—Yy.y=xy—y% zy—(zy—yd=y>



Kapitel VI Das Erraten gedachter Zahlea, 61

Dieser Wert, der dem A angegeben wird, liefert ihm also, wie
gesagt, sofort die kleinere der beiden gedachten Zahlen.

Um die grofere der beiden gedachten Zahlen zu finden,
1iBt man die Differenz der beiden Zahlen mit der grofieren
multiplizieren, also (¥ — y) ¥ = 22 — xy bilden und hierzu
das Produkt der beiden Zahlen, xy also, addieren. Das FEr-
gebnis (x?), das B dem A nennt, liefert diesem dann durch
Quadratwurzelausziehung sogleich die gréfiere der beiden Zahlen.

X1V. Das Erraten von mehreren, elwa vier, einstelligen Zahlen.

Der Ratende (A) gibt dem B, der sich vier einstellige Zahlen
gedacht hat, etwa folgende Weisungen: Nimm das Fiinffache
der ersten Zahl und addiere dazu die zweite Zahl, sowie 6; diese
Summe multipliziere mit 20 und addiere dazu die dritte Zahl
und 3; diese Summe multipliziere mit 10 und subtrahiere davon
alsdann das Hundertfache der zweiten Zahl; schlieBlich addiere
dazu die vierte Zahl und 4. Das so erhaltene Resultat, das
dem A angegeben wird, liefert ihm dadurch, da er davon 1234
abzieht, sogleich die vier gedachten Zahlen.

Das Verfahren, das den in den ersten Abschnitten dieses
Kapitels fir das Erraten einer Zahl gebrauchten nahe ver-
wandt ist, ist durch folgende der Reihe nach zu bildende Aus-
driicke gekennzeichnet, wobei a, b, ¢, d die vier gedachten Zahlen
sind:

Sa-+b+4+6
100a+ 20b4 1204 ¢4 3
1000 a + 200b + 1230 + 10 ¢ — 100 b
1000 a+ 100b 4 10c+ 1230 4 d -+ 4 = 1000 a - 100D
+10c+d -+ 1234.

Nach Subtraktion von 1234 bleibt somit in der Tat die vierstellige,
von den vier gedachten Zahlen a, b, ¢, d gebildete Zahl 1000 a
+ 100 b+ 10 ¢ + d allein iibrig.

Dieses Verfahren bleibt natiirlich auch dann noch anwendbar,
wenn von den vier gedachten Zahlen die erste, a, zweistellig ist,
die anderen drei aber einstellig sind. So lifit sich insbesondere
folgende, in der einschligigen Literatur viel vorkommende Auf-
gabe nach diesem Verfahren losen: In einer Gesellschaft von
20 Personen ist einer Person ein Ring auf den Finger gesteckt;
jemand auBerhalb dieses Kreises soll erraten, wo sich der Ring
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befindet, und zwar 1. bei welcher Person, 2. an welcher der
beiden Hinde, 3. auf welchem Finger, 4. auf welchem Gliede
des Fingers. Es handelt sich mithin um die Bestimmung von
vier Zahlen, von denen die erste ein- oder zweistellig, die iibrigen
einstellig sind. Die Personen braucht man sich nur im Kreise
herum von einer gewissen Stelle ab mit 1-—20 numeriert zu
denken; ferner denke man sich jede linke Hand mit 1, jede
rechte mit 2 bezeichnet; die Finger jeder Hand mégen vom
Daumen ab mit 1—5 numeriert werden und die Glieder jedes
Fingers von der Spitze ab nach der Wurzel hin. Das vorstehende
Verfahren oder ein anderes fquivalentes liefert alsdann die ge-
suchten vier Zahlen.

XV. Den Geburtstag einer Person in einer Gesellschafl zu er-
raten. ’

Ein hierfiir anzuwendendes Verfahren, ihnlich dem soeben
(sub X1IV) gebrauchten, wollen wir uns selbst herleitenl), etwa
in folgender Weise: Der Tag sei der xte seines Monats, der
Monat der yte des Jahres und die Jahreszahl sei z, wobei das
Jahrhundert fortgelassen werden darf, da iiber dieses, wenn es
sich um eine anwesende, dem Ratenden bekannte Person handelt,
kein Zweifel bestehen kann. Jede der drei zu ratenden Gréfen
x, J, z ist mithin eine ein- oder zweistellige Zahl, und als Ziel
schwebt uns vor, dafl der Ratende zum Schlufl eine sechsstellige
Zahl vor sich sieht, deren erstes Ziffernpaar ihm den Tag (z), deren
zweites den Monat (y) und deren letztes ihm das Jahr (z) an-
gibt. Naturlich darf das ganze Verfahren nicht allzu durch-.
sichtig sein, und man wird daher zum Zwecke einer Verschleierung
anstreben, daB in der sechsstelligen Zahl nicht die gesuchten
Ziffern selbst, sondern etwa alle um 1 zu grofl erscheinen, wo-
durch der Kunstgriff fiir viele Augen bereits geniigend verhillt
wird.

Die Operationen, die der Ratende nun mit den Groéfen
¥, Y, z ausfithren 148t, um sich am Ende das Resultat der Rech-
nung angeben zu lassen, sollen sich tunlichst auf Addition und
Multiplikation beschrinken, damit jedenfalls das Auftreten nega-

1) Vgl. einen Brief resp. eine Abhandlung von Haton de la
Goupilliére (,Théorie algébrique d’un jeu de société“) in den Nouv.
Annales de Mathématiques (4) X, 1910, p. 177—188.
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tiver oder gebrochener Zahlen vermieden werde. Man nehme
also von dem Tage x etwa das a-fache und addiere dazu b, multi-
pliziere diese Summe mit ¢ und addiere dazu das d-fache von y,
multipliziere diese Summe mit ¢ und addiere dazu das f-fache
von z, multipliziere diese Summe mit ¢ und addiere dazu schlief3-
lich h. In Formelform stellt sich das Verfahren also so dar,
daBl man den Ausdruck bildet:

{[(a.x-{— b).c+ d.y].e+/‘.z}.g+ h.

Unserer Iorderung gemdf soll dieser Ausdruck nun sein
= 10000 x + 100 y + z 4 1, wo i, wie wir vorldufig annahmen,
etwa 111111 ist. Wir erhalten so die Bedingungsgleichung:

aceg.x+bceg+deg.y+fg9.24+h=10000, x4 100. y+4 z-+1.
Da diese Gleichung fiir alle Werte von z, y, z bestehen soll, so
erfordert sie:

(1) aceq= 10000

(2) deg==100

(3) fg=1

4) beceg+ h=1.

ac
Aus Gleichung (1) und (2) folgt: 1= 100 oder ac = 100d.

Soll das ganze Verfahren nach Moglichkeit einfach gestaltet
werden, so werden wir, um nicht zu groBle Zahlen zu bekommen,
d =1, also ac= 100, ansetzen. Da gebrochene und negative
Groflen vermieden werden sollen, so bestimmen wir wegen
Gleichung (3): f = g = 1. Durch diese Festsetzungen reduzieren
unsere Gleichungen sich auf folgende:

ac =100
d=f=g=1

e =100
100bc+ h=1.

Wenn a und ¢ ganze Zahlen sein sollen, so bestehen dafiir wegen
ac = 100 die Moglichkeiten 1-100, 2-50, 4-25, §-20, 1010
resp. diejenigen mit Vertauschung der beiden Faktoren. Von
diesen Moglichkeiten scheiden die erste und letzte wohl von
vornherein aus, da die Multiplikationen mit 10 und 100 das
Verfahren allzu durchsichtig machen wiirden; man wird sich also
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fiir eine der anderen Eventualititen, etwa fiir a = 20, ¢ = 4§,
entscheiden. Die Gleichung 100b ¢ + h = { nimmt alsdann die
Form an:

500b+h =1

oder, wenn wir, wie geplant, { = 111111 festsetzen:
500b+ h=111111.

Um diese Gleichung zu befriedigen, setzen wir etwa: b == 222,
h = 111 fest.

Das Verfahren, das sich so ergibt, findet also seinen Aus-
druck in folgender Vorschrift: Nimm von der Zahl, die
den Tag angibt, das Zwanzigfache und addiere dazu
222; diese Summe multipliziere mit 5 und addiere
dazu die Zahl, die den Monat angibt; diese Summe
multipliziere mit 100 und addiere dazu die Jahres-
zahl, sowie 111. Diese Summe lilt der Ratende
sich angeben und braucht dann nur 111111 davon
abzuziehen, um Tag, Monat, Jahr zu erhalten.

In Formelform ausgedriickt, sieht unser Verfahren so aus:

[(20- x4-229). 54 y]- 100424 111=10000x-+100 y +-2z+111111.

Ist der zu erratende Geburtstag beispielsweise der 14. Februar
1877, so wire x = 14, y= 2, z =77 zu setzen, und es wire
zu bilden:

2014 = 280
280 4 222 = 502
502-5 = 2510
25104 2 = 2512
2512+ 100 = 251200
2512004 77 + 111 = 251388.

Diese Zahl wiirde dem Ratenden genannt werden, und er sub-
trahierte dann nur in Gedanken davon 111111, erhielte also
140277, d. h. 14. I1. 77,

Man beachte, daBl wir bei allen Festsetzungen bestrebt
waren, ein tunlichst einfaches Verfahren zu erhalten, und da8
man natiirlich ein wesentlich komplizierteres, insbesondere zum
Zwecke der Verschleierung, héitte konstruieren kénnen.

MR — — ——



Kapitel VII.

Das Erraten der Verteilung von mehreren Gegen-
stiinden unter eine entsprechende Anzahl von
Personen.

Drei Schalen mit Friichten: Aprikosen, Erdbeeren und Johannis-
beeren, stehen auf einem Tisch, und drei Personen: Adolf, Berthold,
Christoph, nehmen von diesen drel Schalen je eine und verzehren
die Friichle. R, eine vierte Person, kommt hinterher hinzu und
macht sich anheischig, zu erraten, welche Schalen die einzelnen
gewdhlt haben. Zu dem Ende ¢ibt er von 24 Spielmarken dem Ersten
(Adolf) eine, dem Zweifen (Berthold) 2, dem Dritten (Chrisfoph)
3 Spielmarken und legt den Rest der 18 Spielmarken auf den Tisch
mit der Aufforderung, derjenige, der die erste Schale, die der
Aprikosen, gewdhlt habe, solle von den 18 Spielmarken ebenso viele
an sich nehmen, wie er bereits von ihm (R) erhalten habe; der Er-
wdhler der zweiten Schale, mit den Erdbeeren, solle doppelt so viele
Spielmarken nehmen wie er von R bekommen, und der Erwdhler
der dritten Schale, mit den Johannisbeeren, viermal soviel. Die drei
Personen verfahren dieser Weisung gemdf}, ohne daf} jedoch R
hiervon elwas siehf. Hinferher wendet R sich wieder dem Tisch zu,
wobet er sieht, wie viele von den 18 Spielmarken iibriggeblieben sind,
und ¢ibt darauf an, wer die einzelnen Schalen gewdhlt hat?).

1) Das Spiel ist behandelt von ' Bachet, L ¢, Ausgabe von 1612,

p. 115f; Ausgabe von 1879, p. 127ff.; doch findet es sich offenbar

schon vorher in der Literatur: Bachet zitiert und kritisiert hier (Aus-

gabe von 1612, p. 124 ff)) die seinen Angaben nach fehlerhafte Behand-

lung, die der Gegenstand im dritten Bande der Arithmetik von For-

cadel, eines in den Jahren 1556—1557 erschienenen Werkes, das mir
Ahrens, Unterhaltungsmathematik. H
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Fiir die Anzahl der auf dem Tisch verbleibenden Spielmarken
kommt, wie wir noch weiter unten niher begriinden werden,
nur eine der folgenden Zahlen in Betracht: 1, 2, 3, 5, 6, 7, und
aus dieser Restzahl von Spielmarken, die R auf dem Tisch liegen
sieht, kann er sogleich eindeutig erkennen, wer die einzelnen
Schalen gewshlt hat. Als mnemotechnischer Fithrer vermag ihm
hierbei der folgende Merkvers zu dienen:

Par fer, César, jadis, devint, si grand, prince.
Wir haben diesen Merkvers, ohne Riicksicht auf die sprachliche
Bedeutung, geflissentlich durch Kommata in sechs Stiicke geteilt,
und von jedem dieser sechs Stiicke interessieren uns nur die darin
vorkommenden Vokale. Je nachdem nédmlich die Zahl der auf dem
Tische verbliebenen Spielmarken 1, 2, 3, §, 6, 7 ist, nimmt R
von den sechs Stiicken des Merkverses das erste, zweite, dritte usw.
Sieht er beispielsweise, dafl auf dem Tisch noch 5 Spielmarken
liegen, so nimmt er von dem Merkvers, da  die vierte der sechs
moglichen Restzahlen ist, das vierte Stiick: ,,devint®, und die
darin vorkommenden Vokale: e, i besagen ihm dann: Die erste
Person (Adolf) hat e, die Schale der Erdbeeren, gewihlt und die
zweite (Berthold) 7 (j), die Schale der Johannisbeeren, die dritte
(Christoph) also, was nicht mehr ausgedriickt zu werden braucht,
a, die Schale mit den Aprikosen. In der Tat ergibt sich folgendes:
Wenn Adolf e, den zweiten Gegenstand, gewihlt hat, so mufl er
der von R gegebenen Vorschrift gemifl von den 18 Spielmarken
2 nehmen; Berthold als Erwihler von [ hat 2-4 = & Marken zu
nehmen und Christoph deren 3-1= 3. Das sind zusammen
13 Spielmarken, so dafl also 5 auf dem Tisch bleiben. Dabei
bleibt denn nur noch die Frage offen, ob dieses Resultat: ein
Rest von 5 Spielmarken, nicht auch zugleich bei einer anderen
Konfiguration sich ergeben kann, oder ob diese Beziehungen
iiberall umkehrbar cindeutig sind. Denn nur dann natiirlich,
wenn einem bestimmten Rest von Spielmarken eindeutig eine

zurzeit nicht zuginglich ist, gefunden hat, und A, L.abosne nennt in
der von ihm besorgten Bachet-Ausgabe von 1879 (p. 134; s. dazu
p- 92, Anm.) ein zu Madrid 1599 erschienenes Werk von Diego Palo-
mino; anscheinend kann dies nur der ,Liber de mutatione aeris, in
quo assidua et mirabilis mutationis temporum historia cum suis causis
enarratur® (Matriti 1599) sein, ein Werk, das mir unbekannt ist und
auch mit Hilfe des Auskunftsbureaus der Deutschen Bibliotheken nicht
erreichbar war.
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bestimmte Konfiguration entspricht, vermag R die Aufgabe, die
er sich gestellt, mit Sicherheit zu erfiillen.

Um dahin zu gelangen, diese Verhéltnisse zu durchschauen,
nehmen wir zunichst an, dafl wir folgende Konfiguration haben:

A B C
a e i,

wobei A, B, C fiir Adolf, Berthold, Christoph gesetzt sind. Die
Anzahl der Spielmarken, die die drei Personen dann vom Tisch
nehmen, ist 1-a- 2-e -+ 3-i; dabei verstehen wir unter a, e, {
jetzt natiirlich nicht die drei Gegensténde, sondern gewisse ihnen
entsprechende Zahlenidquivalente: In der Vorschrift des R, die
wir oben gaben, waren dies die Zahlen a =1, e=2, i = 4,
doch wollen wir uns jetzt die Entscheidung iiber die Wahl der
Zahlen noch vorbehalten. AuBler dieser einen Konfiguration
‘2 lj lC gibt es nun offenbar noch fiinf weitere, ndmlich alle die-
jenigen, die durch Permutation der drei Elemente ¢, e, { aus dieser
hervorgehen. Die Anzahlen der Spielmarken, die vom Tische ge-
nommen werden, sind nun der Reihe nach fiir diese sechs ver-

schiedenen Fille die folgenden:
Ira4+2-e43-
I-a4-2-i 4+ 3-
I l-e4+2-a+ 3
I I-e4+ 20+ 3
1'i+2a+ 3

L i+2-ef3-a
Sollen sich nun, wie wir ja als unerldBliches Postulat erkannten,
in allen sechs Fillen verschiedene Spielmarkenreste ergeben, so
miissen diese sechs Ausdriicke simtlich verschieden grof§ sein,
und man wird also die Frage aufwerfen, wann darunter zwei
gleiche vorkommen. Wir kommen so im ganzen, da jeder Aus-
druck mit jedem anderen zu kombinieren ist, auf 15 Bedingungs-
gleichungen. Diese selbst brauchen wir hier, da sie duBerst ein-
fach sind, im einzelnen nicht anzugeben; sie reduzieren sich simt-
lich auf die Forderung, dal zwei der Gréflen a, e, i einander gleich
sind oder aber eine der drei GréBlen a, e, i das arithmetische Mittel
der beiden anderen ist. Ist umgekehrt keine dieser Bedingungen
erfiillt, sind also a, e, i voneinander verschieden, und ist die der
5*

(S T~ PR B I
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Gréfle nach mittlere der drei Zahlen nicht gerade das arithmetische
Mittel der beiden anderen, so kénnen unter den sechs Ausdriicken
(I) also keinerlei gleiche vorkommen. Die oben angegebenen
Werte a = 1, e = 2, i = 4 geniigen dieser Forderung, wiahrend
a =1, e= 2, i = 3 beispielsweise nicht geniigen wiirden. Ebenso
wirden z. B.a=1,e=2,i=6odera=2,e=3,{ = § usw.
geniigen; nur miifite bei diesen Festsetzungen die Zahl der Spiel-
marken grofer sein, da beispielsweise fir a =1, e=2, i = §
der erste Ausdruck von (I) den Wert 20 hitte. Wiahlt man nun,
wie oben geschah, a = 1, e = 2, i = 4, so ergeben sich fiir die
sechs Ausdriicke (I) der Reihe nach die folgenden Werte: 17, 15,
16,13,12,11, so dalB} also als Reste von 18 sich der Reihe nach diese
ergeben: 1, 3, 2, 5, 6, 7. Um eine Anordnung dieser Reste nach
ihrer GréBe zu haben, denken wir uns den zweiten und dritten
Ausdruck von (I) miteinander vertauscht; zugleich sei jede der
Konfigurationen von (I) durch die beiden ersten der Buchstahen
a, e, 1 gekennzeichnet, also die letzte Konfiguration von (I)
beispielsweise durch 7, e. Alsdann entsprechen die sechs Kon-
figurationen und die Spielmarkenreste sich folgendermafien, wobei
wir der jeweiligen Konfiguration zugleich das betreffende Stiick
des Merkverses beigeben:

Rest | Konfiguration

1 |a,e Par fer

César

[\
>
Q

a, I jadis

e, 1 devint

3
5
6 |i,a sigrand
7

i, e prince

Man sieht also, daB der Spielmnarkenrest ein-
deutig die betreffende Konfiguration erkennen lifit,
und daBl der Merkvers diese Beziehungen hinldnglich
klar zum Ausdruck hringt. Ubrigens wird auch ein anderer,
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lateinischer Merkvers, der den franzdsischen zu ersetzen vermag,
angegeben, niamlich ):

Salve, certa, animae, semita, vita, quies.

Dabei geben der dritte und vierte Teil nicht bloB die beiden
ersten, sondern alle drei Vokale in ihrer gehorigen Reihenfolge:
animae (ae = e) und semita.

Wirde R, statt 24, 25 Spielmarken nehmen und den drei
Personen A, B, C bzw. 1, 2, 4 Marken geben, so dafl auf dem
Tisch wieder, wie zuvor, 18 Marken verbleiben, und wiirden wir
a=1, e= 2, i = 3 festsetzen, so wiirden wir statt der Aus-
driicke (I) solche von folgender Form:

l-at2-et+4-i

haben, jedoch wiirden die Verhiltnisse im wesentlichen dieselben
geblieben sein, da die Faktoren in den Produkten nur gewisser-
maflen ihre Rollen vertauscht hitten. Jedenfalls leuchtet von
vornherein ein, dafl auch in diesem Falle sich fiir die sechs ver-
schiedenen Konfigurationen wieder lauter verschiedene Reste er-
geben, und das ist der springende Punkt hierbei. In der Tat:
Nehmen wir die Konfigurationen wieder in derselben Reihenfolge
wie in (I}, also zunichst a, e, i, darauf a, i, e usw., so erhalten wir
jetzt der Reihe nach folgende Reste: 1, 3, 2, 6, 5, 7. Denken wir
uns sodann die Konfigurationen wieder so geordnet, dafl die
Reste ihrer GroBle nach aufeinanderfolgen, also die zweite und
dritte Konfiguration und ebenso die vierte und fiinfte miteinander
vertauscht, so wiirde sich folgender Merkvers als fiir diesen Fall
geeignet erweisen?):

Avec, éclat, 1’Ai, brillant, devint, libre.

Dem finften der Reste 1, 2, 3, 4, 6, 7, d. h. dem Rest 6, ordnet
dieser Merkvers (finftes Stiick: ,,devint‘‘) beispielsweise die Kon-
figuration e, i, a zu.

Auch das Agquivalen! Null kann man natiirlich einer der

1) Ieh finde diesen z. B. bei Ozanam, ,Récréations mathématiques
et physiques®, t. I, Ausg. von 1790, besorgt von J. F. de Montucla,

p. 160.
?) Siehe A, Labosne in seiner schon mchrfach zitierten Bachet-

Ausgabe von 1879, p. 130.
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GroBen a, e, [ geben und beispielsweise mit A. Labosne ) setzen:
a=1,e=3, i =0. Der Ratende R wird in diesem Falle im
ganzen nur 18 Spielmarken nehmen und davon den A, B, C,
wie im ersten Falle, bzw. 1, 2, 3 geben, also 12 Marken auf dem
Tische zuriicklassen. Die Beziehung zwischen den sechs Kon-
figurationen und den Resten I, 2, 3, §, 6, 7 gestaltet sich dann
80, dal3 hier der Merkvers:

11 a, jadis, brillé, dans ce, petit, Etat

Anwendung findet. In tabellarischer Zusammenstellung prégt
sich dies so aus:

Rest | Konfiguration
1 {i,a Il a
2 Ja i jadis
3 |i, e brillé
5 la, e dans ce
6 e i pel
7 |e, a Etat

Beteiligen sich auBer dem Ratenden R vier Personen: A, B,
C, D (D = Dietrich) an dem Spiel, und stehen demgemafl vier
Schalen mit Friichten, auler den angegebenen noch eine vierte
mit Orangen (o), auf dem Tisch, von denen jede Person eine wihlt,
so gestaltet sich das Spiel folgendermaflen: R gibf den Personen
A, B, C, D bzw. 1, 2, 3, 4 Spielmarken, und auf sein Geheifs nimml
dann, ohne daf3 er selbst dies noch siehf, der Erwdhler des ersten
Gegenstandes (a) von den 78 Spielmarken, die R auf den Tisch
gelegt hat, ebenso viele Spielmarken, wie cr schon hat, der Erwdhler
des zweiten Gegenstandes (e) viermal, der des dritten (i) sechzehnmal
so viele, wie er schon hat, wihrend der Erwdhler des vierten Gegen-
standes (0) gar keine Spielmarken nimm{. Aus dem auf dem Tische
verbletbenden Rest von Spielmarken, den R nun, sich dem Tische
wieder zwwendend, sieht, vermag er eindeutig die betreffende Kon-

3) Siehe L. e. p. 133,
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Rest]| 4 D C D
0 0 a e {
1 a 0 e l
3 0 e a {
5 a e 0 {
7 e 0 u {
8 e « 0 {

12 0 a { e
13 a 0 { e
[§ 0 ¢ I a
21 « e i 0
22 e 0 ) a
21 e « { 0
27 0 { a e
29 a i 0 ¢
30 0 { e a
33 a i ¢ 0
38 e { 0 a
39 e { a 0
43 { 0 a e
44 i a 0 e
46 { 0 e a
48 { a e 0
50 { e 0 a
a1 { e « 0
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figuration zu erkennen?). In der Tat ergeben sich zwischenden Spiel-
markenresten und den 24 verschiedenen Konfigurationen die auf
S. 71 zusammengestellten umkehrbar eindeutigen Zuordnungen.

Das allgemeine mathematische Problem, um das es sich hier
handelt, wire so zu formulieren: In dem Ausdruck x;.y, + ;. Y,
+ 23, y9:+ ...+ 2,.y, werden mif den n Gréflen y sdmtliche
iiberhaupt méglichen Permutfafionen vorgenommen. Hierdurch ent-
stehen im ganzen n! solche Ausdriicke; wie sind bel gegebenen, ganz-
zahligen Werten der x die y ganzzahlig so zu wdhlen, daf alle diese
n! Summen verschiedene Werte haben? Eine erschépfende Er-
ledigung dieses Problems ist bisher nicht gegeben?).

1) Auch diesen Fall der vier Personen behandelt und erledigt
Bachet (Ausgabe von 1612, p. 120 ff) bereits; seine Angabe, dall seines
Wissens dies niemand vor ihm getan habe, ist nach Labosne, 1 ¢,
p. 134, dahin zu berichtigen, daf dieser Fall schon in dem bereits
oben genannten Werke von Palomino eine ingenidse Losung ge-
funden hat,

2) Fiir den Fall, daf die x die Zahlen £, 2,3 .-+ nsind, hat A. Labosne
(I c. p. 241f) eine Losung des Problems gegeben, die jedoch wegen
der dabei in der Regel auftretenden allzu grofien Zahlen keinen rechten
praktischen Wert besitst und daher im Grunde nur die Moglichkeit einer
Losung erweist. An sich bietet sich diese Lisung iibrigens leicht dar,
zumal in der besonderen Form, in der Bourlet sie gab (die Notiz
Bourlets aus dem Bull. des sc. mathém. 17, Paris 1893, p. 105—107,
ist mir allerdings im Augenblick im Original nicht zuginglich; ich
schopfe hier vielmehr aus zweiter Quelle, niimlich aus: W. Rouse
Ball, ,Récréations mathématiques et problémes des temps anciens et
modernes®, 2. franzis. Ausgabe von J. Fitz-Patrick, t. I, Paris 1907
p- 98f£).
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Q.

~ 6
In dem Ausdruck 63 ist es natiirlich erlaubt, den Faktor 6

im Zahler und Nenuer durch ,,Heben‘* zu beseitigen, so dall der

2 2
Ausdruck = 5 wird. Seltsamerweise ist auch 6= 5 und es

konnte hiernach scheinen, dafl auch in diesem Ausdruck ein
,,Heben* der 6 des Ziahlers gegen die des Nenners erlaubt sei,

e i anderen Brtichon. wie 22— oder 6 _ 1 o
zumal aucit 1 anderen rucnen, wie 95 == 5 oaer *674 = 2, el

solches ,,Heben‘ zulissig zu sein scheint.

Fragen wir also, welche Briiche mit zweislelligem Zdhler und
Nenner eine solche Streichung je einer Ziffer gestatfen! Sind a, b
die Ziffern des Zihlers und b die gleichfalls im Nenner vor-
kommende und ¢ dessen zweite Ziffer, so driickt sich unsere
Forderung durch die folgende Gleichung aus:

10a+b a

0b+c ¢
| 10 ad .
Es muf} also 10ac + bc == 10 ab -+ ac oder ¢ == W+b sein.

Dabei diirfen wir annchmen, dafl a und b verschieden sind;
denn der Full a = b wire trivial, weil alsdann auch c=a=1»>
wire. Nimmt man nun 1) a =1 an, so lautet unsere Be-
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100
dingungsgleichung: ¢ = IT D und diese liefert uns fiir ¢ ganz-

zahlige Werte nur, wenn b = 6 oder b = 9 ist, und zwar im

ersteren Falle: ¢ = 4, im zweiten: ¢ = 5. Die so erhaltenen
16

Briiche 5 und 9 kennen wir bereits. Ist 2) a = 2, so ergibt

sicH nur fiir b = 6 ein brauchbarer Wert von ¢, nimlich: ¢ = 3.

26
Der so erhaltene Bruch -—— ist uns gleichfalls schon bekannt.

6/"
Fiir a = 3 erhalten wir iiberhaupt keine Losung und fir a == 4
49 4 1
nur eine, nimlich: b= 9, c= 8§, d. h. den Bruch — B=5= 7

Fir a > 4 ergeben sich iiberhaupt keine Losungen mehr. Es
geniigen somit unserer Forderung nur folgende
Britche: 16 19 26 49 d irlich die d .
riche: o on: rigg UB natirlic ic dazu rezi-
proken.
Wir konnen iibrigens dieser Betrachtung noch einen Zusatz

geben: Wenn unsere obige Bedingungsgleichung
10 ac 4+ bec = 10 ab -+ ac erfullt ist, so ist auch
110ac+ 11bc = 110 ab + 11ac
oder 100 ac + 10bc + be = 100 ab 4 10 ab 4 ac
oder c{I100a—+ 10b+ b) = a (100b 4+ 10b + o),
100a+ 10b+b a

also 1006+ 105+ ¢ = mit anderen Worten:
. 10a+b a,t " h100a+10b+b a d
renn ————— = — ist, 80 ig , R
10bFc ¢ oA e 0 o ¢ 24P
2 2
angewandt auf unsere speziellen Briiche: Da B3 ist, so ist
h266’ 2'd19 1 6 h199 1 3
auch ox = = agE=7 ist, so aue 995 = 5 Wsw. Ja, man
2666 2
kann dies noch weiter fortsetzen; denn es ist auch ——— 6665 =3
26666 2 . o
und ehenso 56665 — 3 usw.; einen Beweis hierfiir zu geben,

darf dem Leser iiberlassen bleiben.
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Y
1L M| Vi
ol -
i 55 e o =
S 18 «5— 7= 3,e)enso — —
v Y/ |/ 35 = 5w Vo = V5 = o
ebenso 415_—: 75 ~ un By,

In allen diesen Fillen tritt mithin die unter der Quadrat-
wurzel stehende ganze Zahl einfach vor die Wurzel, und, wer
sich befugt halt, auf Grund einiger Fille zu verallgemeinern,
wiirde sich so in die Lage versetzt fithlen, die schéne Formel

m m
Va + —=a V—E aufzustellen. Ja, noch mehr als das: er wiirde
n

vermutlich doch nicht auf halbem Wege stehen bleiben, sondern

i —
m
sogleich zu der allgemeineren Formel ‘/a + = al/; fort-

schreiten. Denn auch fir diese LiBt sich dle Richtigkeit
durch zahlreiche Beispiele ,,beweisen‘. Tst doch beispielsweise

‘3/‘2‘5 N LR ) Vg*z R
—_— == " — SN QD - == — — Ay
7 7 0‘“‘/ 26 26 V26 oaer
256 P e l“/?ié V’rf
Tooder 222 VE_ ol oa
V 63 63 =4 Vas oder l/ 15 15 15 2
l/ 2 /61 917“
31 V3T s BT

j
. . m m .
Wann ist, so fragen wir also, a4 o= afl/ —t Gils
n

dies allgemein oder nur fiir ganz besondere Werte von k, a, m, n ?
Durch Potenzieren ergibt unsere Gleichung:

m p
—— gt
+ n
m., .
oder o (a*—1) == «a
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m
Soll also die angegebene Besonderheit bestehen, so muf} o ein

Bruch dieser besonderen Form sein und zu der Zahl a in dieser
besonderen Beziehung stehen; wir beschrinken uns dabei auf

m
diejenigen Fille, wo a eine ganze Zahl und . demnach jeden-
falls ein Bruch im gewéhnlichen Sinne ist. In der Tat ist

y a Yo+ Y a
Va+ 1= Va"—— 7= aVak—_——I- Unsere obigen nume-

rischen Beispiele sind sémtlich von dieser Form.

L. 2% =y~

Esist 2¢ = 16 und 42 = 16, d. h. 2¢ = 42, Hiernach scheint
es, dafl in einer Potenz Basis und Exponent miteinander ver-
tauschbar, also ¥ = y®, wire. Dall dies jedoch nicht allgemein
gilt, braucht kaum noch gesagt zu werden; ist doch beispiels-
weise 23 mit 32 keineswegs gleich, vielmehr ersteres &, letzteres 9.

Fragen wir also, wann die Gleichung

¥ — yf’?

in ganzen Zahlen oder Briichen z, y besteht')! Wenn x und y

Briiche bzw. ganze Zahlen sind, so ist % auch ein Bruch (eventuell

n
eine ganze Zahl), und wir wollen diesen Bruch mit - bezeichnen
(n und m also ganze Zahlen und, da x = y trivial wire, etwa

n
n > m). Unsere Gleichung nimmt dann, wenn wir y*= —

setzen, die Form an:

1) In historischer und literarischer Beziehung vermag ich fitr diese
Frage nur auf zwei kurze Briefstellen aus dem Briefwechsel zwischen
Daniel Bernoulli und G oldbach hinzuweisen: jener schlieBt seinen
Brief vom 29. Juni 1728 mit diesem ,sehr merkwiirdigen und von ihm
gelosten® Problem, und Goldbach antwortet hierauf am 381. Januar
1729 unter kurzer Mitteilung seiner Losung; s. ,Correspondance mathé-
matique et physique de quelques célébres géométres du XVIIIeme siécle®,
herausg. von P. H. v. Fuss (St. Petersburg 1843), t. II, p. 262 und
p. 280/81.
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” 2
m%”:(_’l.
m

a
oder, wenn t == 3 (a und b ganze Zahlen) ist:

~°  /n
Daraus folgt: (x"') = (— ’l‘)
m

und weiter: A" =

Natiirlich diirfen wir dabei m und n als relativ prim voraussetzen,
und so ist auch n — m zu m sowoh! wie zu n relativ prim. Die fiir

x und y erhaltenen Ausdriicke kénnen also rational nur sein, wenn
N—m

n
‘ - rational ist, d. h. wenn sowohl der Zihler n wie der

Nenner m eine (n —m)te Potenz ist. Das ist nun aber fiir
n —m = 2 nicht moglich; denn, wenn wirklich m eine pte Potenz
ist, wo p zur Abkiirzung fiir n — m gesetzt sei, d. h. wenn m = p.P
ist (p. eine ganze Zahl), so ist die pte Potenz der niichstgroeren
Zahl,d.h.(u+ IP = pP 4+ p.pP—14 .. .+ 1,

also jedenfalls > uP+p,

d. h. > n, so daf} also, wie gesagt, m und n nicht
zugleich pte Potenzen von ganzen Zahlen sein kénnen. Es muf}
mithin, sollen 2 und y rational sein, notwendig n —m = 1 sein.
Wir erhalten so das Resultat, da8

'm + 'Z)m
T o= { -

m

(m + 1)"' +!
y = =

m
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sein muB, und umgekehrt geniigen auch alle Briiche dieser Form
(m eine beliebige ganze Zahl) unserer Forderung; denn es ist:

(m + m+1 n ., (1) m_-]—-‘l
# oder (m +_i)m n _ m +_1 m™ +1
m m

(m -+ 1 )(m + 1. (o +n?

mn

d. i =y~

(2t "
(m + 1 (m-4-1) m

m

Man ersieht aus dem fiir * und y erhaltenen Resultat iibrigens
sofort, daB die einzige ganzzahlige Losung, die unsere Gleichung
besitzt, die fiir m = I ist, und das ist die uns schon bekannte:
r=2,y=4.

27

Fiir m = 2 erhalt man die Losung: x = V=3 ;inder Tat ist
2 3.9 3.0 3
1) ~ (4 BV - (8) )
Fi 3 ergibt sich die Lisune: 64 256
r m = 3 ergibt sich die Losung: x = o7, y = -

IV. Umkehrbare Quadratzahlen.

Das Quadrat von 13 ist 169; kehrt man in dieser Zahl die
Ziffernfolge um, schreibt man also 961, so hat man gerade das
Quadrat der Zahl, die aus 13 durch Umkehrung der Ziffernfolge
hervorgeht, niamlich von 31. Die Gleichung 13% = 169 gestattet
also auf beiden Seiten die Umkehrung der Ziffernfolge. Dasselbe
gilt von 122 = 144; denn es ist 21% = 441.

So erhebt sich die Frage, welche zweiziffrigen Zahlen sonst
noch diese Eigenschaft besitzen. Es seien x und y die beiden
Ziffern einer solchen Zahl (¥ natiirlich < y, da @ = y trivial ist),
und wir fordern also, daB, wenn wir nun die beiden Quadrate

(I10x+ y)2= 100224 20y + y*
0y+ )2 =100y*+ 202y + x*
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berechnen, diese in solcher Beziehung zueinander stehen, dafl die
Zahl 100 x* + 20 vy + y* durch Umkehrung ihrer Ziffernfolge
in 100 y? 4 20 xy + x? iihergeht. Dabei wollen wir zunéichst an-
nehmen, daB dic Quadratzahlen nur dreiziffrig, 2 und y also
jedenfalls < 3 sind. Betrachten wir nun die erste unserer Quadrat-
zahlen (100 x* 4 20 xy + y?), so rithren deren Einer ausschlieB3lich
von dem Cliede y2 her, da die anderen Glieder zu den Einern
keinen Beitrag liefern kénnen; die Einer der Zahl sind also < y?;
entsprechend folgt, dafl die Hunderter der zweiten Zahl = y?
sind. Da nun aber die Einer der einen gleich den Hundertern
der anderen sein sollen, so folgt, dafl beide gerade == y2 sein
miissen. Ebenso ergibt sich, dal die Hunderter der ersten und
die Einer der zweiten Zahl gerade = a* sein miissen. Wir er-
sehen hieraus, dal auch der Fall x = 2, y = 3 resp. umgekehrt
auszuschlieflen ist, da alsdann 20 x y > 100 sein, also einen Bei-
trag zu den Hundertern liefern wiirde. Es bleiben somit nur die
Fille, dal von den Zahlen x, y die eine 1, die andere 2 oder 3
ist, und diese beiden Fille: 12 und 13 erwiahnten wir bereits
oben. — Die vorstehenden Schliisse gelten freilich fiir den Fall
vierziffriger Quadratzahlen nicht mehr, doch liefert dieser Fall
keine fiir unsere Frage brauchbaren Ergebnisse (s. die Note S. 96).

Wenden wir uns nun zu dreiziffrigen Zahlen, und nennen
wir die drei Ziffern x, y, z, so hitten wir also die Ausdriicke zu
betrachten:

(100x 4 10 y + z)* = 10000 x* < 2000 xy -+ 100 y* + 200 xz
+20yz + z*

(100z + 10 y+ x)® = 10000 z® + 2000 yz + 100 y* 4+ 200 xz2
-+ 20 xy 4 a2

Diese beiden Ausdriicke sollen nun also in der Beziehung zueinander
stehen, dafl die Umkehrung der Ziffernfolge den einen in den
anderen iiberfithrt. Dabei wollen wir auch hier annehmen, daB
die Quadratzahlen nur fiinf-, nicht sechsziffrig sind (s. die Note
S. 96), und natiirlich miissen alsdann z und z <3 sein. Da
x = z trivial wire, so wird also von den Zahlen z, - die eine
mindestens = 2, also 2 oder 3, sein miissen; dann wiirde aber
der eine der Ausdriicke 2000 xy und 2000 yz, falls etwa y > 2
wiire, > 10000 werden, also einen Beitrag zu den Zehntausendern
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liefern, und es folgt somit, daBl y < 2 sein mull. Man sieht so,
da3 die Ziffern der beiden Quadratzahlerr die folgenden sind:

tafsgrlll(ier Tausender | Hunderter Zehner Einer
1. x? 2zy |y?°+-2«zxz 2yz z2
11, z2 2yz P42z 2zxy x?

Aus dem Ausdruck der Hunderter: y2-- 2 zz folgt, daB der
Fall t=2, z=43 oder x =3, z= 2 von vornherein auszu-
schlieBen ist, da alsdann selbst fiir y = 0 die Ziffer der Hunderter
> 10 werden wiirde. Aus demselben Grunde entfillt fiir y = 2
die Annahme r=1, z=3 resp. t =3, z= 1. Somit bleiben
nur folgende Mdoglichkeiten iibrig:
1) y=0und zwar a) vt =1,z=2; b)x=1, 2=3;
Q)y=1, , ayrx=1z=2, b ar=1z=3"
) y=2, z=1,2z=2.
Alle die so sich ergebenden fiinf Zahlen weisen in der Tat die
geforderte Eigenschaft auf; es ist. namlich:

102% = 10404 und 201% = 40401,
1032 = 10609 ,, 3012 = 90601;
112 = 12644 ,, 2112 = 44521,
1132 = 12769 ,, 311%*= 96721,
1222 = 14884 ,, 221° = 486841.

Y. Merkwiirdige Multiplikationsergebnisse.

Die Zahl 142857 liefert, nimmt man von ihr dds Doppelte,
Dreifache, Vierfache, Fiinffache, Sechsfache, merkwiirdige Re-
sultate. Man erh#lt nimlich:

142857 x 2 = 286714

142857 x 3 = 4285671

142857 x 4 = 571428

142857 x & = 714285

142857 x 6 = 857142
Die Zahl selbst und die angegebenen Vielfachen weisen simtlich
den gleichen Ziffernzyklus auf, den wir in Fig. 12 auf der Peripherie
eines Kreises darstellen: Fiir die Zahl selbst beginnt diese Ziffern-
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folge mit 1, fiir das Doppelte der Zahl mit 2, fiir das Dreifache
mit 4 usw.; dabei ist die Drehungsrichtung auf dem Kreise in
allen Fallen die des Uhrzeigers. — Daf}

die sechsziffrige Zahl bei diesen Multi- 4 2
plikationen mit 2, 3, 4, 5, 6 sich, ab-
gesehen von dieser ,,zyklischen® Vertau-
schung ihrer sechs Ziffern, stets selbst
reproduzieren muf}, ist nun von vorn-
herein leicht folgendermaBen einzusehen:
Die Zahl 142 857 ist die Periode des

1
Dezimalbruchs, der = ; ist. Um eine

4

Fig. 12.
vollkommene Einsicht in diese Zahlen-
verhéltnisse zu bekommen, geben wir hier das iibliche Rechen-

1
schema fir die Verwandlung ven % i einen Dezimalbruch an:

10 :7 = 0,1428571 . . ..
7

30
28

20
14

60
56

40

39
50
49

10

1 2
Hiatte man, statt i jetzt r in einen Dezimalbruch zu verwandeln,

so ware das Schema im wesentlichen dasselbe, nur wire die erste

zu dividierende Zahl, statt vorher 10, jetzt 20, die bisher an

dritter Stelle vorkam, aber von da ab wire der Gang derselbe;

es wire also nur der Kopf des ersten Schemas abzutrennen und
Ahrens, Unterhaltungsmathematik. 6
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" 34456
am Schwanzende wieder anzufiigen. Ahnlich ist es bei -+ -

7777
Man sieht also, daf3:

1 142857
77999999
2 285714
77 999999
3 4928571
7~ 999999 "V

ist, und daB und warum alle diese auf den rechten Seiten im Zahler
auftretenden Zahlen dieselben sechs Ziffern, nur mit zyklischen
Vertauschungen, aufweisen miissen. Dabei ist der Zihler des
zweiten Bruches natiirlich das Doppelte von dem des ersten,

2 1
weil der zweite Bruch = —, der erste = 7 ist und die Nenner

7
gleich sind, und ebenso muB der Zihler des dritten Bruches
gleich dem Dreifachen von demjenigen des ersten sein.
Eine andere merkwiirdige Multiplikationsbeziehung ist die
folgende:

999999999 x 999999999 — 12345678 987654321
X (14 24 8+ 4+ 54 64+ 7+ 849+ 8+ T+ 64+ 5+ 44+ 3+ 2+ 1)

Das Verstindnis fiir diese Zahlenverhiltnisse erhilt man durch
folgende Erwigungen: Es ist 11 x 11 = 121; berechnet man
111 x 111, also dem iiblichen Schema nach:

111
111
111
so erhalt man 712321: Die Ziffern steigen von 1 bis zur Mitte hin
von Stelle zu Stelle um je eins und nehmen dann jenseits der
Mitte ebenso wieder ab. Analogist 1711 x 1111 = 1234321 und
weiter auch 177111111 x 111111111 = 12345678987654321.
Nimmt man statt der Einsen in jeder Zahl iiberall Neunen, wie
auf der linken Seite unserer Gleichung geschieht, so hat man da-
mit dem Produkt den 9 x 9 = 81fachen Wert gegeben; 9 x 9 = 81
ist aber andererseits gerade der Wert unseres Klammerausdrucks
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14+ 2434+ 44-6+6+7+8+9+8+7+ 6464443+ 241,
wie folgende Schreibweise sogleich zeigt:
14+24+3444+565+6+7+8+9
F 84 T+ b6+ 54+ 3+ 241
9+94+9+94+9+94+9+9-+9.

Damit ist unsere Gleichung vollkommen verifiziert.

VI. Ein russisches Multiplikafionsverfahren.

In RuBland, angeblich unter russischen Bauern, aber auch
wohl jedenfalls im Geschiftsleben, wird nicht selten ein Multi-
plikationsverfahren angewandt, das wir an einem konkreten Bei-
spiel, etwa 37 X 44, erlautern wollen:

37 544+

18 108 o4
9 216+ 216
4 432 1728
2 864 1998
1 1728+

Das Verfahren besteht also darin, dafl man von dem einen Faktor
bestindig die Hilfte — bei ungeraden Zahlen ohne den Rest 1 —
und von dem anderen das Doppelte nimmt. So schreibt man
statt der Faktoren 37 und 54 zunichst 18 und 108, statt deren
wieder 9 und 216 usw., bis der eine Faktor auf I reduziert ist.
Bleibt bei den Divisionen durch 2 der Rest 1, wie in unserem
Beispiel bei 37, so setzt man zu der betreffenden Zeile rechts ein
Kreuz; ebenso erhalt die letzte Zeile, also diejenige, die links
eine 1 aufweist, immer ein Kreuz. Zum Schlu werden die mit
Kreuz versehenen Zahlen simtlich addiert, und diese Summe ist
das gesuchte Produkt?).

1) Auf das auch in Deutschland offenbar seit liingerem bekannte Ver-
fahren verwies kiirzlich erneut eine Notiz von Th. Meyer in der Zeit-
schr, fiir den mathem. und naturw. Unterr., 47. Jahrg. (1916), 8. 78—79, s,
auch ebenda S, 228; der Herausgeber, W. Lietzmann, zitiert hierbei:
E. Czuber, ,Uber ein Multiplikationsverfahren®, Zeitschr. fiir das Real-
schulwesen, 40. Jahrg., 1915, Dezemberheft, der mit den Worten schliefe:
,Wir mochten einen leisen Zweifel dazu #uBern, daB russische Bauern
wirklich anf diese Weise multiplizieren.“ Siehe auch W. Rouse Ball,
,Récréations mathématiques®, 2. franzos. Ausg. von J. Fitz-Patrick,
t. 1 (Paris 1907), p. 52/53 (dort Hinweis auf Journ. de mathém. élém.
1896, p. 22, 23, 37). o
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Das Prinzip des Verfahrens ist duBlerst einfach: Es sei a. z

€

das zu berechnende Produkt. Nunist a. z= (&;—_) ‘(2z)4¢.z,

und zwar gilt diese Gleichung identisch fiir jeden Wert von e.

Wir kénnen also insbesondere festsetzen, dall fiir gerades a

dieses € = 0, fiirungerades a dagegen g = 1 sein soll. So schreiben

a—e
2

wir denn das Produkt « . z in der Form ( ) - (2 2), miissen

aber in dem Falle, dafl a ungerade ist, uns noch z, den zweiten
der vorigen Faktoren, zu dem neuen Produkt addiert denken;
diesen Addenden deuteten wir oben durch das Kreuz an. Auf

a —
das neue Produkt (——é——s—) - {2 z) wird dann dasselbe Verfahren:

Halbierung des ersten, Verdoppelung des zweiten Faktors, Kreuz
bei ungeradem erstem Faktor, angewandt usw. SchlieBlich sind
zu dem letzten z, dessen zugehériger Faktor I ist, alle diejenigen
fritheren z, deren ¢ = 1 war, d. h. alle mit Kreuz versehenen z,
zu addieren, und diese Summe ist das zu berechnende Produkt.

VII. Paradozxa.

Ein Landmann hatte bestimmt, daf3 von seinen drei Erben
der eine die Hilfte, der zweile ein Dritfel und der drilte ein Neuntel
des Erbes erhalten solle. Er hinlerlief nun 17 Pferde, und die
Erben waren in Verlegenheit, wie sie diese den Vorschriften des
Erblassers gemdf unier sich verfeilen sollten.

In dieser Notlage erbarmte sich ihrer ein Nachbar und
sagte groBmiitig: ,,Ich gebe euch mein Pferd dazu; dann sind es
18 Pferde, und ihr kénnt nun teilen: Der erste von euch bekommt
die Halfte, also 9 Pferde, der zweite bekommt ein Drittel, also
6 Pferde, und der dritte ein Neuntel, d. h. 2 Pferde. Das sind
zusammen 17 Pferde; es bleibt mithin 1 Pferd iibrig, das ist
meins, das ich wieder mitnehme.

Wie ist es moglich, daB trotz der ,,Teilung* eins der 18 Pferde
iibrigbleibt ? Wir haben es hier mit einem Zahlenscherz, einem
,» Witz‘, zu tun, der iibrigens arabischen Ursprungs sein soll?l)

1) Diese Angabe, deren Richtigkeit ich nicht nachzupriifen ver-
sucht habe, finde ich bei W. Rouse Ball, ,Récréations mathématiques
et problémes des temps anciens et modernes¥, 2. franz., Ausgabe von
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und der darauf beruht, daB ¥/, + 1/, 4 1/, weniger als ein Ganzes,
namlich nur 17/, ergibt. Der Erblasser, der dem einen Erben
die Hilfte, dem anderen ein Drittel und dem dritten ein Neuntel
seines Nachlasses vermachte, verfiigte also gar nicht {iber seinen
gesamten Besitz, sondern nur tber 17/, desselben. Hitte er
18 Pferde hinterlassen, so wiren mithin bei einer Verteilung
nach seinen Vorschriften nur 17 Tiere zur Verteilung gelangt
und eins ibriggeblieben. So durfte der ,Nachbar* sein Pferd,
zumal wenn es nicht besser war als eins der iibrigen Tiere,
unbedenklich in den Nachla hineingeben; es mufite bei der
Verteilung iibrigbleiben. — Der Erblasser wiirde iiber seinen ge-
samten Nachlaf§ verfiigt haben, weun er dem dritten Erben,
statt eines Neuntels, ein Sechstel zugesprochen hitte; denn
Yt Yt Vo= L

In der schon oben (S. 24) erwahnten Sammlung der ,,Auf-
gaben zur Verstandesschirfung®?) findet sich das folgende Para-
doxon: Zwei Hdndler kauften gemeinsam Schweine fiir 100 solidi, und
zwar bezahlten sie fiir je 6 Schweine 2 solidi. Von ihrer anfinglichen
Absicht, die Tiere zu mdsten und darauf mit Vorteil wiederzu-
verkaufen, mupften sie jedoch Abstand nehmen, und so versuchfen
sie, die Schweine sogleich mit Gewinn wiederzuverkaufen. Dabei
vermochfen sie jedoch keinen hoheren Preis als den des Einkaufs
zu erzielen: 2 solidi fiir je 5 Schweine. Als sie dies sahen, sprachen
sie zueinander: Teilen wir die Herde! Gesagl, getan! Sie feilfen
und verkauften, wie sie gekauft hatten, und erzielten jefzt einen
Gewinn; wie ist das moglich? — Sie hatlen die 250 Schweine, die
sie gemeinschaftlich besafen, in zwei gleiche Herden von je
125 Schweinen geteilt, von denen die eine die besseren, die andere
die schlechieren Tiere umfafte. Der Verkdufer der besseren Herde
verkaufte nun 2 Schweine fiir 1 solidus, derjenige der schlechteren
Herde 3 Tiere fiir 1 solidus. Talsdchlich wurden so also, wie
beim Einkauf, 5 Schweine fiir 2 solidi verkauft. Der erste Héndler

J.Fitz-Patrick, t. I (Paris 1907), p. 111, wo der Scherz sich in einer
etwas anderen, allerdings nur in der 4ufieren Einkleidung abweichenden
Form findet. Die hier gegebenc Fassung ist mir aus miindlicher Uber-
lieferung seit langem bekannt und besitzt anscheinend in Deutschland
volkstiimliche Verbreitung.

) L. c. p. 441: VL Propositio, ,De duobus negotiatoribus C. solidos
habentibus,“
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erzielte nun bereits durch den Verkauf von 120 Schweinen 60 solidi,
der zweite durch den von ebenso vielen Tieren 40 solidi; zusammen
ergaben also die zweimal 120 Schweine beretts 100 solidi, den Einkaufs-
preis. Der Erlés der iibrigen 10 Schweine -— 5 von jeder Herde —
war also der Gewinn der Hdndler.

DaB ein Gewinn erzielt werden muBte, leuchtet von vorn-
herein ein: Gekauft waren die Schweine zu einem Preise von
2 solidi fiir 5 Tiere, also zu einem Stiickpreise von %/ = 0,4 solidus.
Demgegeniiber betrigt der Verkaufspreis fiir die eine Herde
Y solidus fiir das Stiick, fiir die andere 14 solidus, der durch-
schnittliche Verkaufspreis mithin, da beide Herden gleich viele

Yo+ A

Schweine zihlen, 5 = 5/, = 0,417 solidus, also mehr als

der Einkaufspreis. Irrig und absichtlich irrefiihrend ist die An-
gabe, die beiden Manner hitten die Schweine verkauft, ,,wie
sie sie gekauft hatten®, d. h. ,,5 Schweine fiir 2 solidi*“: Freilich
werden 2 Schweine der besseren Sorte fiir 1 solidus und 3 der
zweiten auch fir 1 solidus, diese 5 Schweine also zusammen fir
2 solidi, verkauft; aber die Zahl der Schweine beider Sorten
oder beider Herden ist dieselbe und steht nicht etwa im Ver-
hiltnis 2 :3. Wire dies der Fall, wiirden also 100 Schweine
erster und 150 zweiter Sorte verkauft, und zwar von den ersten
je 2, von den zweiten je 3 fiir 1 solidus, so wire die Angabe, dafl
,,wieder 5 Schweine fiir 2 solidi‘“ verkauft waren, nicht zu be-
anstanden, und der Erlos fiir simtliche 250 Schweine wire als-

100 150 e . . .
dann w + 5 = 100 solidi, d. b. natiirlich gleich dem Einkaufs-

preise. Von einem Gewinn wire in diesem Falle also keine Rede.

Verwandt mit dieser Geschichte, aberdoch gewissermaBeninvers
zu ihr, ist die folgende'): Zwei Bduerinnen A und B gingen tdg-
lich auf den Markt und verkauflen neben anderem Obst je 30 Apfel.
A nahm & Pf. fiir jeden Apfel, wihrend B 3 Sliick fiir 10 Pf.
verkaufte. Eines Tages war A verhindert, in die Stadl zu gehen,
und sie gab ihrer Genossin wenigslens die 30 Apfel mit. B ver-

) Ich entnehme diese dort als alt bezeichnete Geschichte dem
interessanten Aufsatz von A, Witting, ,Ernst und Scherz im Gebiete
der Zahlen®, Zeitschr. fiir mathem, w. naturw. Unterr., 41. Jahrg., 1910,
8. 49/50.
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mischte die Apfel mit den ihrigen und rechnele folgendermapen: ,,Von
der einen Sorte kosten 2 Stiick, von der anderen 3 Stiick 10 Pf.,
von der Mischung demnach & Stiick 20 Pf.* Sie verkaufte also
das Stiick mit 4 Pf. Am Ende hatte sie 10 Pf. zu wenig.

Auch hier bandelt es sich um hochst einfache und durch-
sichtige Verniltnisse : Der Stiickpreis der einen Sorte betriigt 5 Pf.,
derjenige der anderen 314 Pf. Da beide Sorten in gleicher Stiick-
zahl vertreten sind, so wiirde sich bei Vermischung beider Sorten

54 3y,
2 +2 73 _ 41/, Pf,

als einheitlicher Verkaufspreis fiir das Stiick

ergeben, und bei diesem Verkaufspreis (6 Apfel 25 Pf.) wiirde
sich ein Erlos von 2,50 Mk. fiir die 60 Apfel, d. h. natiirlich ebenso-

10
viel wie bei Einzelverkauf der beiden Sorten (3045 4 30-1,;

= 250 P{.), ergeben. Indem die Biuerin B jedoch das Stiick,
statt fur 41/, Pf., fiir 4 Pf. verkauft, erleidet sie an jedem Apfel
einen Ausfall von !/, Pf., insgesamt also einen solchen von 10 Pf.
Der SchluB von B: ,,Von der einen Sorte kosten 2 Stiick, von
der anderen 3 Stiick 10 Pf., von der Mischung demnach
5 Stiick 20 Pf.“, wiirde nur dann richtig und angebracht sein,
wenn in dem Gemenge auf 3 Stiick der zweiten 2 Stiick der ersten
resp. auf 30 Stiick der zweiten 20 Stiick der ersten Sorte kimen.
In Wirklichkeit sind jedoch noch weitere 10 Apfel der teureren
Sorte vorhanden und, indem auch diese, statt zu ihrem Stiick-
preise von 5 Pf., zu dem Preise von 4 Pf. verkauft werden,
muf} ein Ausfall von zusammen 10 Pf. entstehen.

Die beiden vorstehenden Geschichten sind, wie schon gesagt
wurde, gewissermaflen invers zu einander, und zwar insofern,
als bei der ersten eine Trennung der Ware (Schweine) in
zwei Sorten gleicher Stiickzahl und darauf getrennter Ver-
kauf beider Sorten zu verschiedenen, relativ giinstigen
Preisen, — bei der zweiten Geschichte dagegen eine Ver-
mengung zweier, in gleicher Stiickzahl vorhandener Sorten
einer Ware (Apfel) und darauf Verkauf zu einem relativ
niedrigen Einheitspreise stattfindet. Der Fehlschluf} der
Verkdufer ist freilich in beiden Fillen prinzipiell genau der-
selbe.
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VIII. Einige besondere Fragen,

1. A hdlt in einer seiner beiden geschlossenen Hdnde einen
kleinen Gegenstand; B will erraten, in welcher, und setzf hierauf
den nten Teil seiner Barschafl. Das bedeulet: wenn B falsch rdt,

1
so hat er — seiner Barschaft an A zu zahlen, wihrend im anderen

Falle A dieselbe Sumnme an B zahlt. Die Aussichien auf Gewinn
und Verlust sind somit offenbar gleich grof, und fiir A dieselben
wie fiir B. Wenn dasselbe Verfahren nun mehrere Male hinter-

1
einander angewandt wird und B jedesmal = seiner jeweiligen

Barschaft setzt und hierbei ebenso oft gewinnt wie verliert, wird er
alsdann insgesamt an Geld gewonnen oder verloren haben?

Ist b die Barschaft des B, so betrigt diese nach einem ersten

1\
Gewinn b (1 + I-I—) und nach einem darauffolgenden Verlust, da

1
jetzt der nte Teil der vermehrten Barschaft, also von b (1 + E)’
1 1
gesetzt wird: b (1 + —E) (1 — -,—z). Verliert B umgekehrt zuerst,
1
so betrigt seine Barschaft hierauf b (1 — 5) und nach nun fol-
1 1
gendem Gewinn b (1 — E) (1 + E) Esmacht also keinen Unter-
schied, ob der Wettende erst gewinnt und dann verliert oder erst
verliert und darauf gewinnt. Ebenso macht es bei 4 Malen, 2 Ge-
winnen und 2 Verlusten, wie man in derselben Weise erkennt, keinen
Unterschied, in welcher Reihenfolge Gewinne und Verluste auf-

I\? N
treten ; das Resultat ist nach 4 Malen stets: b (1 + E) (1 — E) .
Dies gilt offenbar auch allgemein fiir 2 m Male, und das Resultat
1 m 1 m 1 m
ist dann b (1 -+ ——) (1 — —) =D (] —— —-—2) , woraus zu er-
n n n

sehen ist, dal sich die Barschaft des B bei diesem Ver-
fahren bei der zu erwartenden gleichen Haufigkeit
von Gewinn und Verlust jedenfalls verringern muB.
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2. In einer Gesellschaft wird folgende Frage aufgeworfen:

Zwei Gldser von gleichem Rauminhalt sind beide genau halb
voll; das eine enthdlt Wein und das andere Wasser. Man fiillt
nun aus dem ersten Glase einen Efliffel voll Wein aus und enileert
diesen in das andere Glas; dann' fiillt man aus diesem zweiten Glase,
also aus dieser Mischung von Wasser mit Wein, gleichfalls einen
Epliffel voll aus und entleert diesen wieder in das ersle Glas, d. h.
dasjenige mit Wein. Ist jelzt, nach diesen beiden Operafionen, die
dem ersten Glase entnommene Weinmenge grofier oder kleiner als
die dem zweiten Glase enfnommene Wassermenge?

,,Natiirlich®, so 148t sich A, eine der anwesenden Personen,
sogleich vernehmen, ,,ist die dem ersten Glase entnommene Wein-
menge grofler als die dem zweiten entnommene Wassermenge;
denn man entnimmt dem ersten Glase ja einen vollen EBloffel
Wein, dem zweiten aber keinen vollen EBlsffel Wasser, da sich
in diesem EBloffel ja Wein mit Wasser gemischt befindet.” ,,Ge-
wiB*, so wagt B trotz der vielfachen Zustimmung, die A unter
den iibrigen Anwesenden findet, zu entgegnen, ,,gibt das erste
Glas einen vollen ESl6ffel Wein ab, aber es erhilt durch den
zweiten EBl6ffel, den mit der Mischung, einen Teil des abgegebenen
Weins zuriick, und es wire die Aufgabe einer genaueren Be-
rechnung, festzustellen, inwieweit dies hier ins Gewicht fallt.*

Eine solche nihere Betrachtung gestaltet sich nun folgender-
maBen: Betriagt der Inhalt des halben Glases a Liter und der des
EBloffels e Liter, wo, beildufig bemerkt, nicht nur e, sondern in
der Regel ja auch a < I sein wird, so enthilt nach der ersten
Operation das zweite Glas a Liter Wasser und e Liter Wein. Von
diesem Gemisch entnimmt man nun e Liter, und zwar sind von

diesen e Litern e._ ¢ Liter Wein und e._ % _ Liter Wasser.
a+te a-te

Das erste Glas erhdlt also von den e Litern Wein, die es her-

gegeben hat, e. ¢ _ Liter zuriick, so daf es also am Ende nur
a+ e
(e—e._f_,_.) =e._ %  Liter Wein abgegeben hat. Das ist
a-+te a+e
aber, wie wir soeben sahen, auch gerade die Wassermenge, die
das zweite Glas hergibt. Die dem einen Glase entnommene
Weinmenge ist also genau so grofl wie die dem anderen
cntnommene Wassermenge.
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3. Eine Wage ist wegen einer Lingendifferenz ihrer Hebels-
arme unrichtig. Der Kaufmann, dem diese Wage gehort, verkauft
nun zwei Kunden die gleiche Menge von derselben Ware, und zwar
wiegt er dem ersten Kunden die Ware ab, indem er die Ware auf
die Schale I, die Gewichie also auf Schale I1 legl, wihrend er bei
dem zweilen Kunden es umgekehrt machi. Gewinn{ oder verliert
der Kaufmann im ganzen hierbei?

Ist p das Gewicht, das die beiden Kunden von der Ware
verlangen, und sind [ und !’ die Lingen der Hebelsarme, so erhilt
der eine Kunde tatsiichlich, statt des geforderten Gewichtes p,

l {
von der Ware p- 7 der andere dagegen p T Der Kauf-

l
wihrend er bezahlt bekommt die Gewichtsmenge 2p. Er bifit

mann verkauft also im ganzen die Gewichtsmenge p (l—’ + —),

hierbei somit Ware ein, wofern F+ 7 > 2 ist, und das ist

nun tatsichlich der Fall, wie man leicht folgendermafen erkennt:

L 1
Es ist ({ —1)%> 0, also {24+ I'* > 21’ und daher 7,--}— T > 2.

Nur wenn [ = I’ ist, d. h. die Wage richtig zeigt, ist dieser Schluf
nicht mehr zuldssig, da dann ([ —1')% = 0 ist.

4. Eine zeilgemdfle Frage.

Dem Verfasser dieses Buches wurde im Friithjahr 1917, als
es in besonderem MaBe darauf ankam, jedes Stiickchen Land
fiir die Volkserndhrung aufs beste auszunutzen und andererseits
mit dem verfiigharen Saatgut so rationell wie moglich zu wirt-
schaften, die folgende Frage vorgelegt:

Wie pflanzt man Kartoffeln, so daf sie einerseits sich gegen-
seitiq in ihrer Enfwicklung nicht behindern, also iiberall den er-
forderlichen Mindestabstand voneinander haben, andererseifs aber
das vorhandene Ackerland mdglichst ausgenuizt, d. h. mil mig-
lichst vielen Kartoffeln belegt wird?

Nehmen wir an, daB fiir einen gewissen Gebietsteil G die
Aufgabe gelost, also die zweckméBigste Anordnung gefunden ist,
so wird jeder andere Gebietsteil G', der G kongruent ist, genau
dieselbe Anordnung der Kartoffelpflanzen erhalten miissen, und,
da wir uns diese Gebietsteile G und G’ beliebig klein denken
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konnen, so folgt, dall die Konfiguration, die die Forderungen
unserer Problemstellung erfiillen soll, iiberall homogen sein muf.
Dies bedeutet, daf3 die Kartotfelpflanzen, wenn man sich die
benachbarten durch geeignete Linien miteinander verbunden denkt,
regulire, unter sich kongruente Polygone, und zwar von derselben
Art, bilden.

Nun li8t sich eine Fliche mit untereinander kongruenten,
reguliren Polygonen einer Art lickenlos nur auf drei Weisen
ausfiillen: 1) durch Dreiecke, von denen je sechs um einen Punkt

AVAVAN

Fig. 13. Fig. 14.

Fig. 15.

herum sich legen (Fig. 13); 2) durch Vierecke, von denen je vier
(s. Fig. 14), und 8) durch Sechsecke, vbn denen je drei den Raum
um einen Punkt herum ausfiillen (s. Fig. 15)1). Von diesen drei

1) DaB diese drei Fille die einzigen sind, ist leicht einzusehen:
Der Winkel eines regulidren Polygons ist um so kleiuer, je kleiner die
Seitenzahl des Polygons ist. Der Dreieckswinkel ist somit der kleinste
unter allen; von ihm sind sechs erforderlich, um den Winkelraum von
4 R auszufiillen. Der zweitkleinste Polygonwinkel ist der Viereckswinkel:
vier davon fiillen den Raum um einen Punkt herum gerade aus. Von
dem dann folgenden Fiinfeckswinkel wiirden vier > 4 R, drei aber
< 4 R sein; dagegen ergeben drei Sechseckswinkel gerade 4 R. Vgl
ithrigens meine ,Mathem. Unterhaltungen und Spiele®, 2. Aufl,, Bd. I
{1910), S. 125¢.
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Fillen scheidet jedoch der letzte (Fig. 15) sofort aus: Offenbar
wiirde bei einer solchen Anordnung der Kartoffelpflanzen die
Ackerfliche nicht geniigend ausgenutzt werden; vielmehr kinnte
auch noch im Mittelpunkt jedes Sechsecks eine Pflanze stehen,
die dann von den Kartoffeln des Randes denselben Abstand
hitte wie zwei benachbarte Pflanzen dieses Randes voneinander
(siehe das untere Sechseck der Fig. 15). Damit reduziert sich der
Fall der Fig. 15 auf den der Fig. 13, und es konkurrieren somit
jetzt nur noch drejeckige (Fig. 13) und quadratische (Fig. 14) Be-
pflanzung miteinander.

Es sei nun d der erforderliche Mindestabstand zweier be-
nachbarter Kartoffelpflanzen voneinander und A der Flichen-
inhalt der zu bestellenden Ackerfliche, die wir aus besonderem,
sogleich erkennbarem Grunde als unbegrenzt gro8 oder doch
als sehr grofl annehmen wollen. — Nun ist

dz _ -
der Inhalt des einzelnen Dreiecks (Fig. 13) = Z-VB

Quadrats (Fig. 14) = d?, also
44.

V3

’» bR Eh] »

die Anzahl aller Dreiecke des ganzen Ackers == Fp
4
A
TR »» Quadrate ,, " =y

A
Diese letzte Zahl — i gibt uns aber auch zugleich die Anzahl

der Kartoffelpflanzen bei quadratischer Bepflanzung an; ist doch
die Anzahl der Pflanzen gleich der Anzahl der Quadrate, wie
man sich folgendermaBlen iiberzeugt?!): Zu jedem Quadrat ge-
héren vier Pflanzen (in jeder Quadratecke steht eine); umgekehrt
gehoren aber zu jeder Pflanze auch vier dort zusammensto8ende
Quadrate. — Da im Falle der dreieckigen Bepflanzung zu jedem
Dreieck drei Kartoffelpflanzen, umgekehrt zu jeder Pflanze aber

1) Voraussetzung hierbei ist, daf die Ackerfliche unbegrenzt grof
ist, und hier liegt der Grund, der uns vorhin veranlafte, diese An-
nahme zu machen. Ist die Ackerfliche begrenzt, wie wir der Wirklich-
keit gemiB hitten annehmen miissen, so bestehen diese numerischen
Verhiltnisse, da die Randgebiete das Resultat storend beeinflussen,
nicht mehr ganz streng, aber doch anniihernd, und zwar im allgemeinen
mit nm so groferer Anndherung, je groBer die Fliche ist.
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sechs Dreiecke gehoren, so ist offenbar — wieder unter der Vor-

aussetzung eines unbegrenzt grofien Areals — die Zahl der
Pflanzen nur halb so groB wie die der Dreiecke. Wir erhalten so:
A

Anzahl der Pflanzen bei dreieckiger Bepflanzung =

2d*
V3
" " . ,»  quadratischer " =

Somit ist die Differenz der Anzahl der Pflanzen bei dreieckiger
Bepflanzung und derjenigen bei quadratischer

A 1 1
P) 3

A(Zﬁ )

== '[—l‘é -_3“"‘ _—
A
=7 (1,155 — 1).

Da dieser Ausdruck positiv ist, so sieht man, daB die dreieckige
Bepflanzung einer gréBeren Zahl von Pflanzen Raum gewidhrt
als die quadratische, und zwar ist das Verhiltnis so, daB bei
der dreieckigen Bepilanzung durchschnittlich 1155 Pflanzen auf
demselben Raum unterkommen, der bei quadratischer Bepflanzung
nur 1000 Pflanzen aufnimmt. Die dreieckige Bepflanzung stellt
somit die Losung unseres Problems dar ; Landwirten, Girtnern usw.
wird dies vermutlich seit langem geliufig sein, doch wird die
Frage in normalen Zeiten eine erhebliche praktische Bedeutung
wohl nicht gehabt haben, da die Notwendigkeit, mit dem Saatgut
aufs sparsamste zu wirtschaften, im allgemeinen nicht vorlag.

IX. Allerlei Kleinigkeiten.

1. In einem arithmetischen Buche eines Hamburger Rechen-
meisters des 18. Jahrhunderts?!) findet sich folgende Aufgabe:

) Johann Jiirgen Ressing, ,Arithmetische Ruhe-Stunden

(Hamburg 1738), S. 77.
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Wenn an dem Elbe-Strand sich auf dem Lande selzen
Acht wilde Gdnse gul, um allda zu ergeizen,

Ich aber nach sie schof, und traff drey dieses mahl,
Mein Rechner sage mir, wie viel bleibt an der Zahl?

Die angegebene Antwort lautet natiirlich: ,,Die 3 so ge-
schossen waren‘1).

2. Es ist bitterkalt draufen: Ein Knabe will sich Handschuhe
anziehen, doch, wie er sie aus der Tasche hervorholf, bemerkt er
zu seinem Verdruf, daf er aus Versehen zwei linke Handschuhe
mitbekommen hat. Wie wird er sich zu helfen suchen?

Er krempelt natiirlich den einen Handschuh um.

3. Gibt es in Berlin wohl zwei Menschen, die genau gleich
viele Haare auf dem Kopfe haben?

Sicherlich! Denn die Zahl der Kopfhaare eines Menschen
betrigt schwerlich mehr als 200 000 und selbst, wenn die Maximal-
zahl hierfiir 1 Million wire, miiBite es in Berlin Menschen mit
gleich vielen Haaren geben. Denn wenn der erste 0, der zweite 1,
der dritte 2, der vierte 3 usw. Haupthaare besifie und der
millionundeinte 1 Million, so miiite der nichste unbedingt eine
Anzahl aufweisen, die schon dagewesen ist. Wenn man somit
auch ein Paar genau ,,gleichhaariger‘ Menschen in Berlin nicht
mit Namen zu bezeichnen vermag, so ist man dcch in der
Lage, mit absoluter Sicherheit zu behaupten, dal es deren
gibt. — Ebenso miissen sich beispielsweise unter 367 oder mehr
Personen stets mindestens zwei befinden, die am gleichen
Kalendertage Geburtstag haben.

4. Die ,,Regeldetri‘ findet zwar bei vielen Rechnungsarten
ihre berechtigte Anwendung, doch wird sie auch oft gedankenlos
dort angewandt, wo eine Proportionalitét der betreffenden Grofien
gar nicht besteht. Einen grotesk-komischen Fall bietet die folgende

1) Die Scherzaufgabe findet sich begreiflicherweise auch an vielen
anderen Orten und in anderen Formen; so lautet das Ritsel z. B. in
einer niederlindischen Handschrift so: ,Ses musschen op eenen boom
sittende iemant schieter dry af, hoe vele blyvender sitten?* Die Ant-
wort ist: ,Geene, want de reste vlieght wech®; s. Mone, ,Réthselsamm-
lung“, Anzeiger fiir Kunde der teutschen Vorzeit, herausg. von Franz
Joseph Mone, 7. Jahrg., 1838 Karlsruhe, col. 267.
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Geschichte 1): Eine fiirstliche Kammer gab einer kleinen Landstadt
auf, Vorschldge zu tun, wie die Akzisegefdlle bet ihr verstirkt werden
konnten. Ihr unfertinigster Bericht lief darauf hinaus: ,,Daf}, da
bisher bei den drei Toren ihrer Stadl die Einkiinfte der Akzse,
ein Jahr ins andere gerechnet, efwas iiber 280 Reichstaler befragen
hiitten, sie anheimstelle, ob nicht Serenissimus noch ein viertes Tor
bei ihnen wolle bauen lassen, da sodann wahrscheinlich die Akzise
an 400 Reichstaler betragen wiirde.” — Damit wire also eine
unerschépfliche Steuerquelle erschlossen und die Sorgen aller
Finanzminister mit einem Schlage beseitigt.

b. Ein Schneider schneidet jeden Tag von einem 16 m langen
Stiick Tuch 2 m ab; wann hat er das Stiick zerschnitfen?

Natiirlich nicht nach 8, sondern schon nach 7 Tagen.

Eine Schnecke kriecht jeden Tag 5 m vorwdrls und wdhrend
der Nacht 2 m zuriick; wann ist sie auf eine 10 m hohe Mauer
gekommen?

Natiirlich nicht erst am vierten, sondern schon
am dritten Tage, da sie nach den beiden ersten Tagen und
Néchten 6 m hoch sich befindet und somit am dritten Tage
auf die Mauer hinauf gelangt.

6. In einer Gesellschaft wird folgende Frage gestellt:

Ein Gauner kauft in einem Laden einen Anzug zu 75 Mk.
und legt einen Hundertmarkschein hin. Der Ladeninhaber hat im
Augenblick nicht genug Kleingeld und wechselt daher den hin-
geleglen Schein in der Nachbarschaft. Hinterher stellf sich heraus,
daf der Schein eine sogenannte ,,Bliite‘, also falsch war, und der
Ladeninhaber muf3 nun seinem Nachbarn die erhaifenen 100 ME.
zuriickerstatten. Welches ist der Gesaunischaden des Ladeninhabers?
(Davon, dall der Anzug dem Ladeninhaber nicht 75 Mk., sondern
weniger, kostete, also von dem ihm gebithrenden Geschifts-
verdienst, soll abhgesehen werden.)

»Der Gesamtschaden®, so erklirt eilfertig ein Konfusionarius
A, ,betrigt 125 Mk.; denn der Geschiaftsmann mull dem Nach-

1y Siehe ,Juristisches Vade Mecum fiir lustige Leute, enthaltend
eine Sammlung juristischer Scherze, witziger Einfille und sonderbarer
Gesetze, Gewohnheiten und Rechtshindel®, 4. Th. (Frankfurt u. Leipzig
1796), S. 38/39.
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barn 100 Mk. ersetzen und hat dem Gauner obendrein auf sein
falsches Geld noch 25 Mk. herausgegeben.‘

,,Freilich, so 1aBt sich jetzt mit aller Ruhe und Griindlich-
keit B vernchmen, ,erstattet der Geschiftsmann dem Nach-
barn 100 Mk. zuriick, aber dafiir hatte er vorher von diesem
fiir seine ,Bliite’ doch auch 100 Mk. in gutem Gelde erhalten.
Dies beides gleicht sich somit aus. Geschidigt ist der Geschifts-
mann also nur um den Wert des Anzugs, den der Gauner un-
entgeltlich erhalten, und um die 25 Mk., die der Gauner in bar
heraushekommen hat, zusammen also um 100 Mk. — Daf} der
Gesamtschaden nur 100 Mk. und nicht mehr betragen kann,
ergibt iibrigens auch sogleich folgende Erwigung: Wire der
Hundertmarkschein echt gewesen, so kénnte von einer Schidigung
gar keine Rede sein. Der Geschiéftsmann hat einen falschen
Hundertmarkschein fiir echt in Zahlung genommen und ist daher
um diese 100 Mk. geschéidigt worden.*

Note zu S, 79. DaB der im Text kurzerhand abgetane Fall, in dem die
Quadratzahlen der zweiziffrigen Zahlen 1024y und 10y -+« vierziffrig sind, uns in
der Tat keine fiir unseren Zweck brauchbaren Ergebnisse liefern wiirde, 148t sich
etwa so beweisen: Nehmen wir an, da 22 sich aus dem Zehner ¢ und dem Einer b
zusammensetzt (a eventuell =0), also =7I0a--b ist, und entsprechend y2=10c--d.
Ferner sei 22y, das eine dreiziffrige Zahl sein kann, = 100¢--10f+g; dabei ist,
weil 9 und 8 die groBtmoglichen Werte fiir z und y sind, e=1 oder 0. Unsere
beiden Quadratzahlen nehmen in diesen neuen Grofen nun die Form an:

1000 (@ + )+ 100 b+ +10(c+9)+d

und 1000 (c + &)+ 100+ )+ 10 (a -} g) - b.
Die Einer der ersten Zahl sind 4 und ihre Tausender zunichst a ¢, doch kommt
zu diesen in dem Falle, daf b+f2_10 ist, noch der Betrag b_;_l-o_f_ hinzu, wo die

eckige Klammer in iiblicher Weise andeuten soll, dai an Stelle des etwaigen Bruches
die ni#ichstkleinere ganze Zahl zu nehmen ist. Die Forderung, dafi die Tausender
der einen Quadratzahl gleich den Einern der anderen sind und umgekehrt, fihrt
d+

0 =d.
Diese sagen uns, daB ¢ <b, ¢ <<d sein muB oder vielmehr, da die Fille a=b, c=d
schon nach der Definition dieser Zahlen ausgeschlossen sind: a<b, ¢ <d. Man
sieht so zuniichst, dal die Werte 8 oder 9 fiir » und y ausscheiden, da alsdann die

Pt

Bedingungen a < b, ¢ < d nicht erfiillt wiiren. Da nun e¢=1 oder 0 und auch 5T

so zu den zwei Bedingungsgleichungen: «--¢-- [9——11—0-1] =b; ctet [

weil b und f einziffrige Zahlen sind, nur =1 oder 0 sein kann, so ist der Unter-
schied zwischen b und ¢ < 2, und dasselbe gilt filr den Unterschied zwischen d
und ¢. Damit scheiden aber fiir x und y auch die Werte ¢,5,6,7 aus, da deren
Quadrate zwischen Einer und Zehner durchweg einen Unterschied => 8 aufweisen.
‘Wenn aber fiir z und y keiner der Werte 4,5,6,7,8,9 in Betracht kommt, so ist da-
mit die behauptete Unmoglichkeit dargetan.

In ganz entsprechender Weise 1ilit sich fiir das Gebiet der dreiziffrigen Zahlen
dartun, daB der im Text nicht berticksichtigte Fall sechsziffriger Quadratzahlen
fir unsere Zwecke nichts ergeben kann.




Kapitel 1X.

Etwas vom Zahlenaberglauben und von
Zahlenmystik.

Im Jahre 1849 soll Preuflens Kéonig, Friedrich Wilhelm IV.,
wie eine, besonders in den Jahren 1912 und 1913 vielfach wieder-
aufgefrischte Erzahlung wissen will, eine merkwiirdige Prophe-
zeiung empfangen haben. ,,Im Jahre 1849+ 1+ 84449, d. h.im
Jahre 1871, so soll ihm der Mund des Propheten damals ver-
kiindet haben, ,,wird Deutschland ein Kaiserreich werden. Darauf
im Jahre 1871+ 1+ 84 74~ 1, also im Jahre 1888, wird der
erste Deutsche Kaiser sterben, und sodann im Jahre 1888 + 1
+ 8+ 8+ 8, also im Jahre 1913, wird aus dem Kaiserreich
eine Republik werden.” Hatte diese letzte Prophezeiung auch
wohl schon von vornherein wenig Wahrscheinlichkeit fiir sich,
so wissen wir heute, nachdem das Jahr 1913 lingst abgerollt
ist, dall unser Wahrsager zu den vielen ,falschen Propheten
gehorte. Das Jahr 1913 hat dem Deutschen Reiche nicht nur
keinerlei Verfassungsinderung, von der , prophezeiten“ gar nicht
zu reden, gebracht, sondern eine seltsame Fiigung des Schicksals
hat es sogar gewollt, dafl der Mund, der uns in fritherer Zeit
vor allen anderen oft den ,,groflen Kladderadatsch* angekiindigt
hatte, der August Bebels, in eben diesem selben Jahre 13,
sogar am 13. Tage eines Monats (August), fiir immer verstummte.

Wie mag die seltsame ,,Prophezeiung*‘ entstanden sein ?
Zunichst stammt sie natiirlich nicht aus dem Jahre 1849, sondern
frithestens aus dem Jahre 1888. Irgendeinem Freunde der
Zahlenmystik wird es aufgefallen sein, dafl die Zahlen 1871
und 1888, Anfang und Ende von Kaiser WilhelmsI. Kaisertum,

Ahrens, Unterhaltungsmathematik. 7
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in der besonderen Beziehung zueinander stehen, dafl 1871+ 1
+ 84 74 1=1888 ist. Dies der Kern der ,,Prophezeiung®,
um den das Ubrige sich sodann von selbst herumkristallisierte.
Zunichst entwickelte der ,,Prophet* seine Prognose weiter nach
riickwérts und suchte eine Zahl, die zu 1871 wieder in derselben
Beziehung stehe, wie 1871 zu 1888. Nennt man die Zehner
dieser gesuchten Zahl z, die Einer y, so ist die Zahl selbst also
1800 + 10 x 4 y, und soll sie, vermehrt um ihre Quersumme,
1871 ergeben, so haben wir also die Bedingungsgleichung:
18004+ 10x+ y+ 1+ 8+ v+ y = 1871
oder
11x+4 2y=62, ,

die als einzige hier brauchbare Losung: v =4, y=9 liefert.
Wenn nun auch der Erfinder der Prophezeiung vielleicht von
Algebra keinerlei Ahnung gehabt haben wird, so wird er doch
durch bloBes Probieren sehr schnell 1849 als die gesuchte Jahres-
zahl: 1849 + 1+ 8 + 4+ 9 = 1871 herausgefunden haben. Hitte
das Jahr 1849 in der preuBisch-deutschen Geschichte einen be-
sonderen Einschnitt bedeutet, wire es z. B. das Jahr des Regierungs-
antritts von KonigWilhelmI. oder von FriedrichWilhelmIV.
gewesen, so wiirde der ,,Prophet‘‘ sicherlich nicht ermangelt
haben, seine Prophezeiung noch weiter riickwirts zu verlegen,
und wiirde alsdann auf das Jahr 1829 als nichste Vorstufe ge-
kommen sein, da 18294 1+ 84 2+ 9= 1849 ist'). Hier,
bei 1829, wire der die Treppe hinabsteigende Prophet freilich
am Ende angelangt; denn zu 1829 laBt sich eine weitere ge-
eignete Zahl nicht finden (1814 ist zu klein, 1815 aber bereits
zu groB, und auch die Jahreszahlen des 18. Jahrhunderts sind
durchweg zu klein). Nach oben hin dagegen hat unsere Treppe:
1829, 1849, 1871, 1888, 1913 ... naturgemiafl kein Ende; die

1) An Versuchen, auch diese zuniichst wenig geeigneten Zahlen
der Kette ein- oder anzugliedern, hat es freilich nicht gefehlt, und jeden-
falls fand ich in einem Buche von Erich Bischoff: ,Die Kabbalah.
Finfithrung in die jiidische Mystik und Geheimwissenschaft* (Leipzig
1903), S. 111, das folgende, ausschblieBlich auf Kaiser Wilhelm I, zu-
geschnittene und fiir ihn bestimmte Zahlenorakel beildufig erwihnt:
Geburtstag: 22. 3. 1797; diese Zahlen, vermehrt um 7, die Zahl der Buch-
staben seines Namens, ergeben: 22 4 8 + 1797 + 7 = 1829, das Jahr der
Vermihlung; sodann 1829 + 1 4 8 4 2 4+ 9=1849, badischer Feldzug;
das Weitere darauf wie oben.
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ndchste Stufe nach 1913 wire 1927, doch wird sich der un-
gekannte Weissager gewifl hiiten, abermals seinen Propheten-
mund zu 6ffnen, nachdem inzwischen das Glied 1913 der Kette
ausgefallen ist und der Seher eingesehen haben wird, daf das
Prophezeien in die Zukunft denn doch ein wenig schwerer ist
als das in die Vergangenheit.

Die Verbreitung, die jene Prophezeiung fiir 1913, wie es
scheint, gefunden hatte, mag noch ein wenig dadurch geférdert
sein, dafl die betroffene Zahl des Jahrhunderts gerade die Zahl 13,
diese vom Aberglauben meist beschattete Zahl, war, und da mag
es denn in diesem Zusammenhange gestattet sein, auf diesen
Aberglauben der 13 etwas niher einzugehen. Arithmetische
Eigenschaften konnen es nicht gewesen sein, was den allbekannten
iiblen Ruf der 13 begriindet hat. In fleckenloser Reinheit steht
sie vielmehr in der Arithmetik da: gehort sie doch zu den Prim-
zahlen, den reinsten und edelsten Gebilden der Zahlenwelt, und
auch in additiver Beziehung darf sie sich die Darstellbarkeit
als Summe zweier Quadratzahlen, 4 und 9, zu besonderem Ver-
dienst anrechnen. Woher denn nun der schlechte Leumund
der 13? Dal} er mit der Zahl Jesu und seiner Jiinger irgendwie
zusammenhingt, ist ein Gedanke, der sich wohl jedem sogleich
aufdrangt, doch scheint dieser Ursprung immerhin stark bestritten
zu sein?). Fest steht nur, daf zahllose Menschen vor allem, was
im Zeichen der 13 steht, sich zehnmal, vielleicht auch dreizehn-
mal, bekreuzen.

Fest steht weiter, daB aus diesem Grunde in vielen Hotels
und Spitilern kein Zimmer 13, in einigen Lotterien kein Los 13,
in manchen Theatern kein Parkettsitz 13, in einzelnen Gemeinden
keine Hausnummer 13, in manchen Wolkenkratzern kein Stock-
werk 13 existiert und daB dort, wo die Zahlenfolge an sich inne-
gehalten werden muB, gelegentlich Surrogate wie 12a, 1214, 12bis
oder dergleichen an Stelle der anst68igen Zahl verwandt werden,
obwohl die infernalische Zahl hierbei ja nur maskiert, aber nicht
beseitigt ist. In der Tat miifite derjenige, der die gefihrliche
Zahl wirklich ausrotten wollte, seine Zahlenreihe etwa so ver-

1 J. H. Graf, ,Uber Zahlenaberglauben, insbesondere die Zahl 18“
(Bern 1904), S. 30/31, sieht allerdings diesen Ursprung als eine ,Tat-
sache” an,

7*
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laufen lassen: — — — 10, 11, 11a, 12, 14 — — — oder?):
— — — 12, 14, 14a, 16 — — —.

Von Karl Sontag, dem beriihmten Schauspieler, erzihlte
man, er habe einst bei Antritt einer seiner Gastspielfahrten
schreckensbleich gewahrt, daf3 das Vehikel, das ihn soeben zum
Bahnhof gefahren, die Nummer 1313 fiihrte. Der Anblick der
schlangenhaarigen Meduse hatte nicht mehr versteinernd auf
ihn wirken kénnen als diese doppelt-diabolische Zahl. Boshafte
Menschen versichern, Sontag habe sofort telegraphiert: ,,Komme
nicht zum Gastspiel, bin in falsche Droschke gestiegen‘‘2). Frei-
lich, wenn ein Pontifex maximus des Aberglaubens, wie Karl
Sontag, so denkt und handelt, so besagt das nicht gar viel;
aber selbst freie Geister sind oft genug in dieser Beziehung recht
unfrei gewesen. Als kiirzlich eine groBe Berliner Zeitung eine
Umfrage ,,Sind Sie abergliubisch?*“ veranstaltete, antwortete
Josef Kohler, der beriihmte Berliner Jurist: ,,Ob ich aber-
gliubische Anwandlungen habe? Ja, und sogar in starkem
MaBe. Ich schime mich dessen nicht; meist sind es Halbgebildete,
die sich iiber derartige Dinge griindlich erhaben fithlen. Wer
tiefer blickt, der weiB}, daf} in der Natur tausend und abertausend
uns unbekannte Krifte walten, und daB unser Schicksal sich
mit tausend Faden verstrickt, deren Art und Richtung uns
unbekannt ist. Die abergliubische Regung ist einfach ein Be-
wultsein dessen, dall es im Himmel und auf Erden Dinge gibt,
die sich unserer Weltweisheit entziehen. Dafl nun gerade die
eine oder andere Erscheinung solche Regungen hervorruft, beruht
auf althergebrachter Anschauung, Erziehung und GewdShnung.
Mein Aberglaube ist durchweg prognostisch; ich halte darauf,
den rechten Schuh vor dem linken anzuziehen, weil ich mir
vorstelle, dafl sich sonst etwas MiBliches ereignen wird, und wenn
ich meine Utensilien in die Tasche lege, so ist es mir eine An-
gelegenheit, daBl stets die rechte Tasche vor der linken an die

1) Nach einer Zeitungsnotiz (Geeneral-Anzeiger, Beibl. des Berliner
Tagebl., vom 24. Sept. 1911), deren Richtigkeit ich freilich nicht nach-
zupriifen versucht habe, ist im Rudolf Virchow-Krankenhause und in
anderen Berliner Heilanstalten die 13 in der Tat durch 11a ersetst.

?2) Siehe Max Reichardt, ,Humoristisches Theater-Lexicon®
(2. Aufl., Wilmersdorf-Berlin 1895), S. 5, wo der Kiinstler mit leicht zu
durchdringender Maske ,Carl Montag“ genannt wird.
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Reihe kommt. Schliipfe ich in ein Kleidungsstiick, so ist es mir
stets miBlich, wenn mein Arm sich im Armel vergreift; stolpere
ich bei dem Verlassen meiner Wohnung, so habe ich ein be-
unruhigendes Gefiihl, und die Zahl 13 vermeide ich mog-
lichst. Man itbe doch im Leben die Riicksicht, bei
Numerierungen von Zimmern und Hiusern die Zahl 13
auszulassen, man soll nicht gewaltsam eine ,Freigeisterei‘
heranziehen‘‘l). — In chbendemselben aufgeklirten Berlin soll
einmal eine stidtische Armenkommission in corpore ihre De-
mission eingereicht haben, weil sie ans 13 Mitgliedern bestand?).
Ebenso sagt man Ferdinand, dem Koénig der Bulgaren, eine
uniiberwindliche Abneigung gegen die 13 nach. Es war in den
ersten Jahren unseres jungen Jahrhunderts, da wulite man von
einer Feier zu erzihlen, bei der der bulgarische Bautenminister
Popow dem damaligen ,Fiirsten” in einer Rede antwortete;
hierbei wollte der Minister an ein um 13 Jahre zuriickliegendes
Ereignis erinnern, glaubte jedoch mit Riicksicht auf den dreizehn-
feindlichen Monarchen diese Reminiszenz nur mit folgenden
Worten einleiten zu diirfen: ,,Vor zwélf Jahren und zwolf Monaten
geruhten Ew. Konigliche Hoheit . . .“?). Se non & vero, & ben
trovato. Seltsamerweise hat der Lauf der Dinge es gefiigt, daBl
das Jahr 1913 (zweiter Balkankrieg) den bulgarischen Waffen
hochst ungiinstig war, wihrend ihnen im Jahre 1912 (erster
Balkankrieg) stets die Sonne des Kriegsgliicks gelichelt hatte.

Im Jahre 1858 fand sich in London eines Tages in Ferdi-
nand Freiligraths Hause eine Gesellschaft zusammen, zu der
Gottfried Kinkel und Frau, der ungarische General Klapka,
der Held von Komorn, ferner Julius Rodenberg, der in seinen
interessanten ,,Erinnerungen aus der Jugendzeit** hiervon erzihlt,
und andere gehorten. Freiligrath, sonst der heiterste von
allen, war auffallend still. ,,Wir waren 13 bei Tisch®, gab der
sonst so freigesinnte Mann hinterher selbst als Grund seiner
Verstimmung an?). Und wenige Wochen spiter tat Johanna

1) Siehe ,Berliner Tageblatt®, Nr, 235, 11. Mai 1913.

?) Biehe Graf, a. a. O, S. 86.

%) Siehe Graf, a. a. O, 8. 39,

4) Siehe Rodenberg, a. a. 0, Bd. I (Berlin 1899), S. 237. —
Billroth, der berlihmte Chirurg, schrieb seinem Freund Johannes
Brahms einst:  Mit Dir und mir sind wir 13, was vielleicht dem einen
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Kinkel den ungliickseligen Sturz aus dem Fenster, der das Leben
der bedeutenden, tapferen Frau beschloB.

,»»Also doch!* So hore ich die Priester und Hohenpriester
des Aberglaubens rufer, und wir wollen den Magiern und Ob-
skuranten gleich noch einen weiteren Bissen hinwerfen: Am Oster-
montag des Jahres 1899, so erzihlte die Wiener Schriftstellerin
Marie v. Glaser?), fand bei Johann StrauBl in Wien zu
Ehren Paul Lindaus ein Sympogion statt. Zwolf Personen.
Die Stimmung war die frohlichste, als plétzlich, spit nach
TheaterschluBl, die Tiir sich auftat und ein Freund des Hauses
eintrat. Straull war bestiirzt wegen der 13, und auch dadurch,
daf3 nun die Tochter des Hauses sich an einen Nebentisch setzte,
wurde die unheilahnende Stimmung nicht gebannt. Im Juni
desselben Jahres war der Gastgeber ein bleicher Mann, und
Wien trauerte um seinen Walzerkonig?). — Um die verderben-
bringende Zahl an Tischrunden zu vermeiden, soll es -iibrigens
in manchen Grofstidten besondere Institute geben, die sogleich
fir jede Gesellschaft zur Vermeidung der unheildriuenden Drei-
zehn den vierzehnten Mann liefern.

Zur Ehre der Menschheit darf aber gesagt werden, dafl es

oder anderen storend sein kdnnte. Willst Du mir noch einige Dir sym-
pathische Menschen nennen, so wire es mir lieb“; siehe ,Briefe von
Theodor Billroth* (Haonnover und Leipzig 1895), S. 273.

1) In der ,Neuen Freien Presse“, Nr. 17108, 10. April 1912, 8. 5/6.

?) M. v. Glaser nahm ihrer Erzihlung nach selbst an der Ge-
sellschaft teil. — Auch Paul Lindau gedenkt in dem soeben er-
schienenen und mir erst wihrend der Drucklegung dieses Buches
bekannt gewordenen zweiten Bande seines hochinteressanten Memoiren-
werkes ,Nur Erinnerungen® (Stuttgart und Berlin 1917), 8. 178/179,
dieser letzten Begegnung mit Johann StrauB am Ostersonntag
1899 und der Gesellschaft in StrauB’ Hause, sagt aber von einer
Dreizehnerzahl der Anwesenden nichts. Dagegen heiBt es dort von
Strauf: ,Er war sehr alt geworden, bewegte sich zwar noch immer
lebhaft, doch, wie es dem Freundesauge nicht entgehen konnte, recht
mithsam, und er litt an starker Heiserkeit, die sich mitunter zur
Stimmlosigkeit steigerte. Ich erklirte mir sein Unbehagen aus dem
starken Bronchialkatarrh, an dem er lange Zeit gelitten und den er
noch nicht fiberwunden hatte.“ Unter diesen Umstinden und unter
Beriicksichtigung der Tatsache, daf Johann Strauf im 72. Lebens-
jahre stand, braucht man doch wirklich nach einer besonderen Todes-
ursache nicht mehr zu suchen und die ungliickselige Dreizehn -ganz
gewiB nicht dafiir verantwortlich zu machen.
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andererseits auch nicht an Ménnern gefehlt hat, die der gefihr-
lichen Zahl unerschrocken ins Auge gesehen haben. Ludwig XIII.
soll sogar eine formliche Schwirmerei fiir die teuflische Zahl,
die er in seinem Regentennamen fiihrte, besessen haben, und
als Gioacchino Pecci aus dem Konklave von 1878 als der Er-
korene hervorging, nahm er unerschrocken den Namen ,,L e 0 XII1.¢
an, und diese Wahl hat dem damals bereits 68jihrigan Greise
80 wenig geschadet, da er noch das seltene 25jihrige Papst-
jubildum feiern durfte und an Dauer seines Lebens wie seines
Pontifikats nahezu seine simtlichen Vorgidnger hinter sich lieB3.
Unter den Schiilern der franzosischen Kriegsschule Saint-Cyr
gilt die Zahl 13 geradezu als Gliickszahl: Wer als Dreizehnter bei der
Abgangspriifung rangiert, gilt fiir einen gemachten Mann; eine
glanzende militdrische Laufbahn ist ihm sicher, und der Marschall-
stab liegt in seinem Tornister zur jederzeitigen gefilligen Be-
dienung bereit. Mac Mahon, Bourbaki und andere sollen
lebendige Beispiele dieses Dogmas gewesen sein.

Doch, schon viel zu lange verweilten wir bei dieser besonderen
Form von Zahlenaberglauben, und natiirlich soll und kann es
nicht unsere Absicht sein, nun etwa in gleicher Weise alle mog-
lichen anderen Formen von Zahlenaberglauben — ich weise
beispielsweise nur auf die von Aberglauben besonders stark
umrankten Zahlen 3 urd 7 "jr - eingehender zu behandeln,
eine Aufgabe, die einigermaBen erschépfend in den engen Grenzen
eines Kapitels dieses Buches gewifl nicht im entferntesten zu
bewiltigen ware. Nur ein Sektor, freilich einer der hervorstechend-
sten, aus dem Kreise des Zahlenaberglaubens konnte und sollte
hier dem Leser vorgefithrt werden, und so mag denn auch aus
dem Gebiete der Zahlenmystik und Zahlenphantastik jetzt nur
ein besonders prominentes und groteskes Beispiel hier erwidhnt
werden: Die Cheopspyramide, dieses #lteste agyptische Bau-
denkmal, ist der Gegenstand héchst seltsamer Theorien geworden,
die Charles Piazzi Smyth (Astronomer Royal fiir Schottland,
gest. 1900), John Taylor (Verlagsbuchhidndler der Universitit
London) und andere aufgestellt haben. Nach diesen Theorien
soll der Erbauer der Pyramide bereits die merkwiirdigsten mathe-
matischen,astronomischen, physikalischen Kenntnisse besessenund
sie in die GroBenverhiltnisse seines Bauwerks hineingeheimnisst
haben, um sie kommenden Geschlechtern bis in die fernste Zukunft
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hin durch das gigantische, gleichsam fiir die Ewigkeit errichtete Bau-
denkmal zu iibermitteln. So ,,stellte*“ Taylor beispielsweise ,,fest®,
dafl der Umfang der quadratischen Grundfliche der Pyramide
zu der doppelten Pyramidenhéhe sich genau verhalt wie 3,14159:1,
so dafl also der Umfang der Grundfliche gleich dem Umfang
eines mit der Pyramidenhéhe beschriebenen Kreises wiire. Den
absoluten Wert der Pyramidenhshe wiederum fand Smyth so
grof}, da3 er, mit 10% multipliziert, genau die Distanz Sonne-Erde
ergibt, wobei der Baumeister nicht ermangelt hatte, auch die
Elemente 10 und 9 dieses Multiplikators 10° in sein Bauwerk
hineinzulegen, indem die vier nach oben, der ,,Sonne‘ zu, streben-
den Pyramidenkanten einen Neigungswinkel gegen die Horizontale

9
bilden, dessen trigonometrische Tangente genau = I ist. Selbst

das Gewicht des Erdballs deutet das mystische Bauwerk an,
indem das Gewicht der gesamten Pyramide, bei genauer Beriick-
sichtigung ihrer Hohlriume, bei genauer Beriicksichtigung auch
der verschiedenen spezifischen Gewichte der verschiedenen Bau-
materialien, von Smyth als ein solches ermittelt wurde, daf} es,
mit 1015 multipliziert, genau das Gewicht des Erdballs ergibt,
die Erddichte zu 5,7 angenommen. Und das alles, gelinde ge-
rechnet, mehr als 2000 Jahre vor Christo!?)

1) Diese Angaben iiber die seltsamen Theorien, die, wenigstens zu
cinem Teil, selbst einen John Herschel unter ihren Adepten gezihit
haben sollen, entnehme ich freilich nicht den (mir unbekannten) engli-
schen Originalschriften, sondern einem Vortrage, den Max Eyth im
Verein fiir Mathematik und Naturwissenschaft zu Ulm am 14. Januar
1901 gehalten hat; siche Max Eyth, ,Lebendige Krifte* (2. Aufl.,
Berlin 1908), IV:  Mathematik und Naturwissenschaft der Cheopspyra-
mide“; siehe auch von demselben: ,Der Kampf um die Cheopspyra-
mide® (Heidelberg 1902), Bd. I, 14. Kapitel, insbesondere den angeblichen
Aufsatz des ,Dr. Thinker® (8. 422-—438). Den Hinweis auf diese Dinge
und auf Eyth verdanke ich H. Liebmann (Jahresber. der Deutschen
Mathem.-Vereinig., Bd. 19, 1910, 2. Abt., S. 86/87).
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In einem modernen. franzésischen Werke!) finde- ich, in
Versen von Chavignaud?), die folgende Frage bzw. Aufgabe
gestellt:

Un maquignon consent & vendre son cheval
Suivant un marché fait qui semble original.

Il ne veut qu’un centime, en suivant son systéme,
De son premier clou, puis le double, du deuxiéme,
Enfin toujours doublant jusqu’au vingt-quatriéme.
Pour étre possesseur de ce coursier mignon

Quel prix doit-on donner & I'adreit maquignon ?

Auf den ersten Blick wird der Kaufpreis, der fiir das Pferd
gefordert wird, manchem sehr bescheiden vorkommen: 1 Centime

1) E. Fourrey, ,Récréations arithmétiques® (Paris 1899), p. 171.
Siehe ferner u. a. Ozanam, ,Récréations mathématiques et physiques®,
Ausg. 1790, t. I, p. 79/80. — In der deutschen Literatur finde ich im
wesentlichen dieselbe Pferdekaufsgeschichte bei Christlieb Bene-
dict Funk, ,Natiirliche Magie“ (Berlin u. Stettin 1783), 8. 176 ff,, und
zwar erscheint als der Kéiufer hier ein sogenannter starker Mann, der
von mehreren Minnern nicht vom Platz gebracht werden konnte,
Johann Carl von Eckenberg, der sich im Jahre 1717 in Leipzig
sehen lieB; als Quelle wird hierfir a. a. O. angegeben das mir nicht be-
kaunte Werk ,Curiosa Saxonica“, 30. Probe, A, 1731.

%) Es handelt sich jedenfalls um L. Chavignaud, ex-maitre
de pension, ancien professeur de Mathématiques & VInstitut Rollin,
dessen mir nicht bekanntem Werke: ,Nouvelle Arithmétique appliquée
au Commerce et & la Marine, mise en vers® (Toulouse, 40 édit. 1843)
diese Verse entstammen werden,
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fiir den ersten Hufnagel, 2 Centimes fiir den zweiten, 4 fiir den
dritten, 8 fiir den vierten Nagel, und so immer das Doppelte
bis zum 24. Hufnagel hin. Dennoch schlielt unser franzésischer
Poet mit den Worten:

Et le total acquis fait voir en terminant
Que le prix du cheval soit exorbitant.

In der Tat ergibt sich ein recht ansehnlicher Kaufpreis;
man braucht ja nur die einfache Rechnung auszufiihren und
erhilt dann:

1. Hufnagel I Centime 13. Hufnagel 4096 Centimes

2. . 2 Centimes 14. . 8192 '
3. ' 4 ’ 15. ' 16384 »
4. ' 8 ' 16. ’ 32768 '
5. ' 16 " 17. ’ 65536 ”
6. ' 32 ' 18. ' 131072 ’
7. " 64 ' 19. o 262144 '
8. ’ 128 ' 20. ’ 524288 ’
9. ' 256 21. » 1048576 »
10. ' 512 ' 22. " 2097152 ’
11. ' 1024 ' 23. ’ 4194304 '
12. v 2048 v 24. . 8388608 »

Allein auf den 24. Hufnagel entfallen also 83886 Francs 8 Centimes,
und die iibrigen 23 Hufnégel kosten zusammen um 1 Centime
weniger als dieser 24ste. Fiir unsere Reihe von Zahlen: 1, 2, 4,
8, 16, 32 ..., die ,,Potenzen*‘!) der Zahl 2, gilt ndmlich der
Satz, daB jede Zahl dieser Reihe um 1 gréBer ist als alle vorher-
gehenden zusammengenommen. Setzt man namlich an den
Anfang unserer Zahlenreihe noch eine iiberzihlige 1, so daB die
Reihe also beginnt: 1, 1, 2, 4, 8, 16, so ist jede dieser Zahlen
ebenso groB wie die Summe der vorhergehenden: 2 =1+ I;
4=241+1; 8§=44+2+14+1; 16=84+4+2+ 14+ 1
Gilt dies aber fiir den Anfang der Reihe, etwa bis zur Zahl 16
einschlieBlich, so gilt es auch weiterhin allgemein, wie aus der
Schreibweise:
1, 1,2, 4, 8, 16, 32

m—. r—

16

1) Die Zahl 1 zi#hlt dabei auch als Potenz der 2, nimlich als
nullte Potenz.
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sofort erhellt: Wenn die Summe der Zahlen, die der 16 vorher-
gehen, = 16 ist, so betrigt diese Summe zuziiglich der Zahl 16
mithin 76 4+ 16 = 2 - 16, und das ist nach der Definition unserer
Reihe die auf 16 folgende Zahl der Reihe. Indem wir nun die
zur Aushilfe hinzugenommene 1 wieder fortlassen, erhalten wir
also das Resultat:

In der Reihe der Potenzen der Zahl 2 ist jede
Zahl um 1 gréBer als die Summe aller vorhergehen-
den Zahlen.

Hiernach betrigt somit, um wieder auf unseren konkreten
Fall zuriickzukommen, der Kaufpreis fiir das Pferd soviel wie
der doppelte Preis des 24. Hufnagels, vermindert um 1 Centime;
der Kaufpreis ist also 167772 Francs 15 Centimes. Der
Kaufer, der urspriinglich geglaubt haben mochte, einen recht
vorteilhaften Kauf abgeschlossen zu haben, mufl mithin er-
kennen, dafl er sich griindlich getiuscht, und dall die Kauf-
summe in Anbetracht des Objektes eine ungeheuer hohe ist.
Der Abschlufl des Kaufgeschifts war nur méglich, weil der
Kéufer mit einem so schnellen Wachstum der Potenzen der 2
nicht im entferntesten gerechnet hatte. Weit bekannter als
unsere Geschichte und méglicherweise das Vorbild, dem die
unsere nachgebildet ist, ist die des Schachbretts mit den Weizen-
kérnern, deren Zahl, mit 1 beginnend, von Feld zu Feld ver-
doppelt werden soll. Wenn wir auch hier nicht Centimes, sondern
nur Weizenkérner haben, so ist doch der sich ergebende Gesamt-
betrag, da wir statt der 24 Hufnégel jetzt 64 Brettfelder haben,
ein ganz gewaltiger. Ergibt sich doch als Gesamtzahl der Weizen-
kérner eine 20stellige Zahl, eine Kornermenge, die ausreichen
wiirde, um das gesamte Festland der Erde bis zu einer Héhe
von fast 1 cm zu bedecken?).

Die Reihe der Potenzen der Zahl 2 besitzt nun eine besondere
Bedeutung fiir die ,,Ahnentafeln®, d. h. fiir jene Aufstellungen,
die die Vorfahren eines einzelnen Menschen durch verschiedene
Generationen hindurch angeben?). Der einzelne Mensch hat

1) Niheres siehe z. B. in meinem Buche ;Mathem, Unterh. und Spiele®,
2. Aufl,, Bd. 1, S. 87, iiber Geschichte und Literatur dieser Schachbrett-
aufgabe siehe J. Ruska in Zeitschr. fiir mathem. und naturw. Unterr.,
47, Jahrg., 1916, S. 275—282.

?) Die (zenealogie unterscheidet zwischen , Ahnentafel“ und ,Stamm-
tafel“: erstere stellt die Vorfahren eines Individuums dar (Aszendenz-
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2 Eltern, 4 GroBeltern, im allgemeinen 8 Urgrofeltern, 16 Ur-
urgrofeltern, 32 UrururgroBeltern, und so geht dies eben fort
nach unseren Potenzen von 2. Hiernach ergeben sich nun recht
betrichtliche Ahnenzahlen. Rechnet man auf das Jahrhundert
nur 3 Generationen, so wiirde der einzelne jetztlebende Mensch
in seiner 15. Vorfahrengeneration, also in der Zeit vor rund
einem halben Jahrtausend, schon 215 = 32768 Ahnen zihlen.
Bereits fiir die 31. Ahnengeneration, die also in eine Zeit vor
rund 1000 Jahren fiele, wiirde sich als Anzahl der Ahnen eine
Zahl ergeben, die grofler als 2000 Millionen, also grofer als die
Zahl aller gegenwirtig auf der Erde lebenden Menschen, ist.
Denkt man sich die Berechnung der Ahnenzahlen nun gar etwa
bis zum Beginn der romischen Zeitira ausgedehnt, so wiirde
man finden, daf der einzelne heute lebende Mensch in jener
Zeitperiode, da die Siebenhiigelstadt erbaut wurde, weit, weit
mehr Ahnen hatte als die Zahl der Weizenkérner in der oben
erwihnten Schachbrettaufgabe betrigt. Bedeckten diese Weizen-
korner des Schachbretts nun bereits die ganze feste Exde bis zu der
Héhe von fast 1 cm, so werden also die weniger geniigsamen,
aber nicht minder zahlreichen Ahnen eines jetztlebenden Menschen
zur Zeit der Erbauung Roms keinenfalls itberhaupt Platz auf der
festen Erde gefunden haben. Wenn wir also nicht annehmen
wollen, daB unsere Vorfahren zum grofen Teil Wasser- oder
Lufthewohner waren, so stehen wir hier vor einem Ritsel, das
um so seltsamer erscheinen muB, als von so beispielloser Uber-
vélkerung kein Chronist, keine Uberlieferung aus jener Zeit uns
berichtet. Dabei sahen wir denn sogar noch vollkommen davon
ab, dafl diese ungeheure Zahl sich nur ergab als Ahnenzahl des
einzelnen heute lebenden Menschen, wihrend die Zahl der
Ahnen aller jetztlebenden Menschen zusammengenommen fiir
jene ferne Zeitepoche vermutlich doch noch erheblich gréBer ist.

Der Leser hat natiirlich sofort erkannt, daB wir hier das
Opfer eines Trugschlusses geworden sind; der Fehler liegt in der
Vernachlissigung des sogenannten ,,Ahnenverlustes“. Die von
uns angegebenen Zahlen sind nur die Hochstzahlen, die regel-

tafel), letztere die Nachkommenschaft eines einzelnen Menschen bzw.
eines Elternpaares (Deszendenatafel), freilich wird die Bezeichnung
“Stammtafel auch in Beschrinkung auf die Nachkommenschaft einer
Person in ménnlicher Linie, also auf die ,Agnaten, gebraucht.
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mafBig nur in den beiden nichsten Generationen (Eltern und
Grofleltern) erreicht werden, fiir die dann folgenden Generationen
aber nicht erreicht zu werden brauchen und fiir die fernen Gene-
rationen vollends gar nicht erreicht werden kiénnen, wie wir von
vornherein mit aller Bestilnimtheit behaupten diirfen, da eben
so viele Menschen, wie wir schlieBlich errechneten, zu keiner
Zeit auch nur annihernd avf der Erde gelebt haben. Ein und
derselbe Ahne kann an verschiedenen, ja an vielen Stellen der
Ahnentafel vorkommen, und so kommt es, daB die wirkliche
Ahnenzahl kleiner, in den fernen Generationen erheblich kleiner
ist als die Hochstzahl, die wir durch fortgesetzte Potenzierung
der Zahl 2 erhalten. Diese Differenz nun zwischen der Hochst-
zahl und der wirklichen Ahnenzahl ist es, was man in der Genea-
logie als ,,Ahnenverlust* bezeichnet.

Nehmen wir, um den Ahnenverlust zunichst einmal an
einem ganz einfachen Beispiel zu veranschaulichen, an, daf
Vetter und Kusine, Kinder zweier Briider zum Beispiel, eine
Ehe schlieBen. Alsdann haben die aus dieser Ehe hervorgehenden
Kinder nicht, wie andere Menschen, 8 UrgroBleltern, sondern
deren nur 6: die beiden GroBviter sind Briider, haben also die
gleichen Eltern; dazu kommen die Elternpaare der beiden Grof3-
miitter, das gibt insgesamt nur 6 UrgroBeltern (statt der sonstigen
8). Tatsichlich sind nun die meisten Menschen, wenn auch nicht
wie Vetter und Kusine, so doch in mehr oder weniger entferntem
Grade miteinander verwandt, und zwar nicht nur auf eine, sondern
auf vielerlei Weisen, wodurch die oben angenommenen Ahnen-
zahlen ganz erhebliche Verminderungen erfahren. Diese stellen
somit nur obere Grenzen dar, die in den entfernteren Generationen,
wie schon gesagt wurde, niemals erreicht werden.

Aufler dem soeben erwihnten, praktisch recht haufig vor-
kommenden Fall einer Ehe zwischen Vetter und Kusine imag
noch ein zweites, extrem gewihltes Beispiel den Ahnenverlust
veranschaulichen: Ein Ehepaar Miller mag zwei Kinder, einen
Sohn (M;) und eine Tochter (i), haben und ein Ehepaar Schulze
gleichfalls einen Sohn (S;) und eine Tochter (s,). Diese beiden
Geschwisterpaare heiraten einander: Herr Miiller (3,) Fraulein
Schulze (s;) und Herr Schulze (S;) Friulein Miller (m,); aus
jeder dieser beiden Ehen mégen wieder zwei Kinder, und zwar
jedesmal ein Sohn und eine Tochter, hervorgehen. Nennen wir
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diese Kinder M,, m, und S,, s,, wobei die grofien Buchstaben,
wie zuvor und auch weiterhin, ménnliche Personen, die kleinen
weibliche bezeichnen sollen, und kennzeichnen wir die eheliche
Verbindung zwischen zwei Personen durch das Zeichen ~, die
Abstammung einer oder mehrerer Personen von einer anderen
bzw. von einem Elternpaare durch einen vertikalen Strich (De-
szendenzstrich), so veranschaulichen sich die bisherigen Angaben
itber die Familien Miiller und Schulze durch das folgende schema-
tische Bild:
Ehepaar Miiller =~ Ehepaar Schulze

RS W S

M,~m Sy~ 8,
M, ~s, Sy ~my
e N S
M, m, Sy, 5

Gehen nun die beiden Geschwisterpaare M,, m, und S,, s,
wieder entsprechende Ehen ein wie ihre Eltern und erwachsen
aus diesen Ehen wieder je ein Sohn und eine Tochter, so erhalten
wir als Fortsetzung unseres ersten Schemas das folgende:

M2~32 S2~m2
—_ —_—
M, m, Sy 83

Besitzt auch dieses Schema noch eine genau analoge Fortsetzung,
nimlich die folgende:

My~ s, Sy ~ mg
—
M, m, Si &

und heiratet auch M, entsprechend Frl.s, und S, Frl.m,, so
haben die Kinder dieser Ehen zwar, wie jeder andere Sterbliche,
4 GroBeltern (M,, s;; Si, my), jedoch auch nur 4 (statt 8) Ur-
groBieltern (M,, s,; S,, m,) und auch nur 4 (statt 16) UrurgroB-
eltern (M, s;; S;, m;) und ebenso nur 4 (statt 32) UrururgroB-
eltern (,,Ehepaar Miiller*; ,, Ehepaar Schulze*). Natiirlich hatten
wir annehmen kénnen, daB diese besonderen Verhiltnisse (eine aus
je zwei Kindern: Sohn und Tochter, bestehende Nachkommenschaft
und wechselseitige Verehelichung der beiden Geschwisterpaare)
noch durch zahlreiche weitere Generationen hindurch bestehen,
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und in diesen beiden so konstruierten Familien Miiller und Schulze
wiirde somit jedes Glied durch viele Generatioen hindurch immer
nur je 4 Ahnen zdhlen. Den oben angegebenen betrichtlichen
Héchstzahlen fiir die Ahnen einer Generation steht also die
Zahl 4 als Mindestzahl fiir die Anzahl der Ahnen der entfernteren
Generationen gegenitber. Wir haben dieses Beispiel selbst als
ein ,.extremes‘ bezeichnet und wihlten es auch nur, um den
theoretischen Mindestwert der Ahnenzahlen zu ermitteln. In
Wirklichkeit wird die Ahnenzahl in der Regel in den hsheren
Generationen weder diese untere Grenze 4 noch, wie schon gesagt,
den oben angegebenen oberen Grenzwert erreichen, sondern
zwischen beiden liegen.

Wir erhalten somit, wenn wir das Ergebnis dieser Betrach-
tungen noch einmal formulieren, das Resultat, dal die Zahl
der Ahnen in der ersten Generation (Eltern) stets 2, in der zweiten
(GroBeltern) stets 4 betrigt und in der nten Generation = 4
und < 2" ist (n=3, 4 ...). Es sei gestattet, dazu noch, die
Generation der GroBeltern betreffend, ein Curiosum anzufiihren,
das dem hier behandelten Komplex von Fragen angehort: In
Ottokar Lorenz’ ,Lehrbuch der gesammten wissenschaftlichen
Genealogie’* (Beriin 1898) findet sich!) eine Ahnentafel an-
gegeben, die jedem sofort dadurch auffallen muB, daB sie nicht 4,
sondern nur 3 GroBeltern aufweist, Wir geben hier nur die fir
unseren Zweck in Betracht kommenden unteren zwei Generationen
wieder, wie Lorenz sie angibt:

Gottfried II. der Birtige, ~ Beatrix von Tuszien ~ Bonifazius
Herzog beider Lothringen { ! von Tuszien
Gottfried‘ III. der ~ Mathilde vion Tuszien
Bucklige (f 1076), |
Herzog vonNieder-
Lothringen

N.

Dabei ist allerdings dieser ,,N.“ eine von Lorenz nur an-
genommene bzw. erdichtete Person, worauf hier jedoch wenig an-

1) A, a. O. 8. 215.
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oder hat ), nach dieser Ahnentafel nur3 Grofleltern (statt 4) gehabt
haben, und zwar ist diese Verringerung der Zahl darauf zuriick-
zufithren, daf die Eltern desN., Gottfried III. und Mathilde,
Halbgeschwister waren. Wenigstens waren sie es der Lorenzschen
Ahnentafel nach, und offenbar haben die Kinder einer zwischen
Halbgeschwistern geschlossenen Ehe, und sie allein unter allen
Menschen, stets nur 3 GroBleltern; sind die Eltern gar vollbiirtige
Geschwister, so reduziert sich diese Zahl natiirlich noch weiter:
auf 2. Nuon sind aber Ehen zwischen voll- oder halbbiirtigen
Geschwistern bekanntlich heute nicht zulissig und waren auch
gewill schon in der Zeit unserer lothringischen Herzége nicht
erlaubt?), und, wie dem auch sein mag, jedenfalls hat Lorenz
bei Aufstellung dieser Ahnentafel einen ganz unverstindlichen
historischen Fehler begangen?), den wir jedoch hier zunichst bei-
behielten, da es uns weniger auf historische Wahrheit als auf
ein instruktives Beispiel ankam. In Wirklichkeit entstammt
namlich Gottfried III. der Bucklige gar nicht der Ehe seines
Vaters (GottfriedsIl.) mit Beatrix, sondern einer fritheren Ehe
GottfriedsII. mit Doda#%). Als Gottiried II. sich zum zweiten
Male, mit Beatrix also, vermihlte, war Gottfried der Bucklige
Dbereits etwa 13 Jahre alt, und nach einer freilich wohl nicht ge-
niigend gesicherten Angabe sollen an diesem Hochzeitstage bereits

1) Nach Friedrich Dieckmann, ,Gottfried IIL der Bucklige,
Herzog von Niederlothringen und Gemahl Mathildens von Canossa¥,
Diss, Erlangen 1884, S. 17/18, ist es tatséichlich moglich, da8 aus der
Ehe Gottfrieds III. mit Mathilde cin Sohn hervorging, der jedoch
frith gestorben sein miifite.

2) Die Eheverbote des kanonischen Rechts fiir Verwandte waren,
wenn ich nicht irre, — ich habe das nicht niiher festzustellen ver-
sucht —, sogar viel weitergehend als dic des modernen Zivilrechts.

3) Das Lorenzsche Werk, das auch fiir unsere Ausfithrungen hier
sonst noch mehrfach benutzt wurde und daher weiterhin noch verschiedent-
lich zitiert werden wird, ist nicht etwa eins unter vielen, sondern wird
beispielsweise vonOtto Forst-Battaglia, ,Genealogie® (= Grundrif§
der Geschichtswissenschaft, herausg, von Aloys Meister, Reihe I,
Abt. 4a), Leipzig und Berlin 1913, 8. 3, geradezu als das grundlegende
Werk der modernen genealogischen Wissenschaft hingestellt. Auf der
anderen Seite haben freilich manche von Ottokar Lorenz’ Werken,
und darunter, wenn ich nicht irre, auch dieses, eine recht verschiedene
und zum mindesten partiell-abfillige Beurteilung seitens der Fach-
miénner erfahren.

4) Siehe z. B, Dieckmann, a. a. 0. 8. 6/7 oder ,Allgemecine
Deutsche Biographie“, Bd. IX (Leipzig 1879), S. 469.
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die Kinder, die die beiden Neuvermihlten aus ihren fritheren
Ehen mitbrachten, Gottfried der Bucklige und Mathilde
also, einander versprochen sein!). Die tatséichlichen verwandt-
schaftlichen Beziehungen sind mithin so, wie sie das nachstehende
Schema zeigt:

Doda ~ Gottfried IT. .~— Beatrix ~ Bonifazius
von Tuszien | von Tuszien

Gottfried III. ~ Mathilde von
| Tuszien

N.

Bei dieser Lage der Dinge wiirde einer ehelichen Verbindung
zwischen Gottfried III. und Mathilde, da die heiderseitigen
Elternpaare vollig verschieden voneinander sind, auch heute
nichts im Wege stehen?). Zugleich sehen wir, dal die legendére
Personlichkeit N. bei zutreffender Darstellung der Verhaltnisse
4 Grofleltern, wie jeder andere Sterbliche: 2 GroBvéter (Gott-
fried I1. und Bonifazius) und 2 Gromiitter (Doda und Bea-
trix), aufzuweisen hat.

Im Gegensatz zu dem vorstehenden Beispiel scheint ein
anderes, das ich gleichfalls dem Werke von Lorenz entnehme3),
durchaus historisch zu sein: Die beriihmte Kleopatra von
Agypten scheint in der Tat in der Lage unseres N. gewesen zu
sein und nur drei GroBeltern gehabt zu haben, da ihre Eltern wohl
Halbgeschwister waren. Uberhaupt waren in der Dynastie der
Ptolemier, die mit Kleopatra bekanntlich ihr Ende fand, Ge-
schwisterehen an der Tagesordnung, und unter diesen Umsténden
erwartet man fiir die Ahnentafel der Kleopatra einen betricht-
lichen Ahnenverlust; immerhin findet Lorenz fiir die achte
Ahnengeneration doch noch 76 Ahnen, eine Zahl, deren Richtig-
keit ich nicht nachzuprifen versucht habe. Da die Hochstzahl
dieser Generation 256 ist, so betrigt der Ahnenverlust mithin 180

1) Siehe Dicckmann, a. a. 0. 8. 9.

) Vgl. hierzu auch Kap. XXIII des zur Zeit u. d. Pr, befindlichen
2. Bandes der 2. Aufl. meiner ,Mathem. Unterh. u. Spiele.

3) Siche a. a. O. S. 325.

Ahrens, Unterhaltungsmathematik. 8
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und die wirkliche Ahnenzahl nur wenig mehr als ein Viertel
der theoretisch moglichen.

Wiahrend eine Ahnentafel das Aussehen des vorhin gegebenen
Beispiels, in dem alle Glieder nur zwei Familien, denen der
Miiller und der Schulze, entstammten, in Wirklichkeit wohl nie
auch nur durch wenige Generationen hindurch besitzen wird,
bietet die Geschichte allerdings ein illustres Beispiel fiir eine
Ahnentafel, die durch mehrere Generationen hindurch ausschlief3-
lich von drei Familien bestritten wird. Von der geschichtlichen
Verwirklichung mag jedoch erst weiterhin gesprochen und zu-
néchst nur der Typus der Ahnentafel angegeben werden. Nennen
wir die drei daran beteiligten Familien Miiller, Schulze, Lehmann
und kiirzen wir diese Namen durch die Anfangsbuchstaben, und
zwar durch grofe, wenn es sich um ménnliche, durch kleine,
wenn es sich um weibliche Personen handelt, ab, so sieht die
Ahnentafel, von der wir sprechen wollen, folgendermaBen aus:

M, ~ Frau Sy ~ Frau L, ~ Frau
—_—
, T
MB ~ 12 Sg T~ ZZ lg’
' | I l .
8g T le, Mg '-I\.- S; Sg
M, rl\/ 84
M

M; hat auBler seinen 2 Eltern (M,, s,) und 4 Grofieltern
(Mg, s3; S,, my) nur 4 UrgroBeltern: M,, 1, ; S,, I, und nur 6 Ur-
urgroBeltern: M; und Frau; S; und Frau; L, und Frau. Der
Ahnenverlust in dieser vierten Ahnengeneration betrigt also 10. —
Wahlt man, wie es zumeist geschieht, fiir die Ahnentafel eine
Darstellungsart, bei der alle Plitze oder, wie man gewdhnlich
sagt, alle ,,Quartiere* in den verschiedenen Generationen, also
fiir die UrgroBeltern deren 8, fiir die nichsthdhere Generation
deren 16 usw., vorgesehen sind, so findet der Ahnenverlust
natiirlich in der Weise seinen Ausdruck, daB3 dieselben Personen
mehrmals vorkommen. Unser Beispiel wiirde alsdann, wenn wir
zugleich statt der horizontalen Anordnung der Ahnen gleicher
Generation die vertikale bevorzugen, folgendes Gesicht an-

nehmen:
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Eine Ahnentafel von ganz derselben Struktur fiir die an-
gegebenen vier Ahnengenerationen, wie Mj, besitzt nun kein
geringerer als Don Carlos, Spaniens berithmter Infant. Seine
Ahnentafel ist ndmlich die hier auf S. 116 wiedergegebene?).

Man iiberzeugt sich in der Tat leicht, daB diese Ahnentafel
genau dieselbe Struktur besitzt wie die vorhergehende des Mj.
In der vierten Ahnengeneration kommen Ferdinand V. der
Katholische und seine Gemahlin Isabella von Kastilien nicht
weniger als je viermal vor und verursachen daher zusammen
einen Ahnenverlust von 6 Ahnen (in der anderen Ahnentafel
gilt dasselbe von L; und Frau). Je zweimal kommen in dieser
Generation vor: Kaiser Maximilian I., Maria von Burgund,
Herzog Ferdinand von Viseo und Beatrix von Portugal; der
hierdurch verursachte Ahnenverlust betrigt 4, so daBl wir ins-
gesamt wieder auf den bereits oben — bei der Ahnentafel von
M — angegebenen Ahnenverlust von 10 fiir diese vierte Generation
kommen. In der dritten Ahnengeneration kommen alle vier ver-
schiedenen Ahnen je zweimal vor; also Ahnenverlust: 4. Die
Ursache des verhiltnismidBig starken Ahnenverlustes, die man
am schnellsten wohl aus der ersten unserer beiden schematischen
Darstellungen der Ahnentafel des M; erkennt, ist eine zwiefache:
1) zwei Geschwisterpaare (Bruder und Schwester) heiraten sich
wechselseitig: M, das Fraulein s; und deren Bruder, S;, das

1) Vgl. Lorenz, a. a. O. S, 452.
8*
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Philipp IL,
Konig von
Spanien
(1527-1598)

Don
Carlos
(1545
bis
1568)

Maria von
Portugal
(1527—1545)

(1500—1558)

Isabella von
Portugal
(1503 —1539)

Johann IIL,
Konig von'
Portugal
(1502—1557)

Katharina
von Oster-
reich
L (1507—1578)

Philipp L
der Schone von
Spanien
(1478—1506)

Johanna die
Wahnsinnige
von Spanien
| (1479~ 1555)

Emanuel I. der
GroBe, Koni
von Portuga
(1469——1521)

Maria
von Spanien
(1482—1517)

Emanuel T,
der Grofie von
Portugal

Maria

L von Spanien

Phlllpp L
der Schone von
Spanien

Johanna die
Wahnsinnige

von Spanien

(1459—1519)

Maria von Burgund
(1458—1482)
Ferdinand V. der
Katholische von
Spanien
(1452—1516)

Isabella v, Kastilien
(1451—1504)
Ferdinand, Herzog
von Vlseo, Infant
v. Portugal ( 1470)
Beatrix v. Portugal

Ferdinand V. der
Katholische

Isabella von
Kastilien

Ferdinand, Herzog
von Viseo

{Kais er MaximilianI,

Beatrix von Por-
tugal
Ferdinand V. der
Katholische

Isabella von
Kastilien
Kaiser Maxi-
milian 1.

|
|
|
|
{
|

Maria von Burgund

Ferdinand V. der
Katholische

Isabella von
Kastilien

Friulein m,, die Schwester von M,; 2) diese Geschwisterpaare
waren schon von Geburt miteinander verwandt, da ihre Miitter

(/; und 1) Schwestern waren?).

Wir haben also,

wenn wir

uns nun wieder zu der genau entsprechenden Ahnentafel des
Don Carlos wendeh, folgende Verhiltnisse: Kaiser Karl V. hei-
ratet seine Kusine Isabella von Portugal (ihrer beider Miitter:

1) Wiren Iy, Iy’ nicht Schwestern, dafiir aber M, I, einerseits und
Sp, 1y andererseits Geschwisterpaare, so hiitten wir den fritheren Fall
der vier Ahnen in mehreren Generationen (GroBeltern, Urgrofeltern,

Ururgrofieltern).
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Johanna die Wahnsinnige und Maria von Spanien, waren
Schwestern, Kinder von Ferdinand dem Katholischen und
Isabella von Kastilien) und Kaiser Karls V. Schwester, Katha-
rina von Osterreich, heiratet wieder den Bruder von Karls V.
Gemahlin, ihren eigenen Vetter Johann IIT. von Portugal.

Solche Verwandtenehen kommen nun in fiirstlichen Familien
hesonders hdufig vor und miissen hier immer wieder vorkommen,
weil fiir ebenbiirtige Ehen nur eine beschrankte Zahl von Familien
in Frage kommt und diese eigentlich alle schon mehr oder minder
miteinander verwandt sind. So ist also in den Ahnentafeln
firstlicher Personen der Ahnenverlust in der Regel verhiltnis-
miBig recht gro3!), und die Firsten sind daher im allgemeinen
nicht die Sprossen ,,vieler”, sondern vielmehr die ,,weniger*
Ahnen. Sicherlich wird beispielsweise kein gekrontes Haupt der
Erde sich an Zahl der Ahnen, bis zu der gleichen Generation
gerechnet, mit einem Mischling aus weillem und Ncgerblut'
messen kénnen, bei dem der Ahnenverlust in der Regel relativ
gering sein wird, da die Moglichkeit des Zusammenfallens eines
viterlichen (weiflen) Ahnen mit einem miitterlichen (schwarzen)
so gut wie vollig ausscheidet. Freilich sind von biirgerlichen
Familien nur wenige vermoge sorgfiltiger, durch viele Genera-
tionen hindurch gefiithrter genealogischer Aufzeichnungen in der
Lage, ihre Ahnen wirklich nachzuweisen, und, da nur die
bekannten Ahnen zihlen, so werden firstliche Personen, deren
Vorfahren durch eine Reihe von Generationen hindurch ganz
oder doch zum groBen Teil bekannt zu sein pflegen, gewohn-
liche Sterbliche an Ahnenzahl, d. h. an Zahl der bekannten,
nachweisbaren Ahnen, in der Regel iibertreffen.

Wenn wir auch in der Ahnentafel des Don Carlos bereits
ein Beispiel kennen lernten, das durch einen exzeptionell hohen
Ahnenverlust gerade der nédchsten Ahnengenerationen sich aus-
zeichnete, so mogen doch noch ein paar weitere Beispiele fiir

) In dem schon ziticrten Werke von Otto Forst-Battaglia
(S. 13) heibt es hieriiber: ,Eingehende Forschungen haben an der Hand
praktischer Untersuchungen ergeben, daB der Ahnenverlust am gréBten
bei Fiirsten, hier wieder bei katholischen stéirker als bei Protestanten,
dann bei Bauern, dann beim niederen Adel, dann beim bodenstindigen
Biirgertum, am geringsten beim fluktuierenden Proletariat und bei den
modernen Juden ist.“
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den Ahnenverlust fiirstlicher Personen gegeben werden. In der
Ahnentafel Kaiser Leopolds I. beispielsweise entsteht ein Ahnen-
verlust zunidchst dadurch, daB der GroBvater viterlicherseits
und die GroBmutter miitterlicherseits Geschwister waren, d. h.
das gleiche Elternpaar hatten. Dies bedingt fiir die Generation
der Urgrofeltern einen Fortfall von 2 Ahnen, so daB wir statt
der theoretischen Héchstzahl 8 deren nur 6 haben!). Die nach-
stehende Tabelle mag auBer der theoretischen Hochstzahl die
tatsichlichen Ahnenzahlen Kaiser Leopolds I. und des Don
Carlos fiir die ersten Ahnenreihen zusammenstellen?):

1. Reihe | 2. Reihe | 8. Reihe | 4. Reihe ] 5. Reihe | 6. Reihe

Theoretische Hochst-
zahl , . ., ... 2 4 8 16 32 64

Wirkliche Ahnenzahl :
des Don Carlos . 2 4 4 6 12 20

‘Wirkliche Ahnenzahl
Leopolds L. . . 2 4 6 10 12 20

Wihrend also der Ahnenverlust bei Don Carlos, wie wir ja
bereits wuflten, in den ersten Reihen ungewéhnlich groB ist,
verdoppelt sich von der 4. zur 5. Reihe die Ahnenzahl in ganz
normaler Weise, so daB8 also hier nicht der geringste neue Ahnen-
verlust entsteht und, da andererseits die Ahnenzahl LeopoldsI.
von der 4. zur 5. Reihe fast gar nicht wiichst, so kommt es, daf3
fiir beide — Don'Carlos und Leopold I. —in der 5. und 6. Reihe
Ubereinstimmung in den Ahnenzahlen besteht. Die Ahnenzahl
Leopolds I. verdoppelt sich von der 4. bis zur 6. Reihe gerade,
wihrend das Normale wire, daf8 sie sich vervierfachte.

Als weiteres Beispiel mag uns die Ahnentafel Kaiser Wil-
helms II. dienen3), auf der unter anderen Peter der Grofle und

1) Dies wurde ithrigens bereits oben (S. 109) ausgesprochen; wir
haben jetzt ja, da Leopolds I. Eltern Geschwisterkinder waren, wieder
den Fall einer Ehe zwischen Vetter und Kusine.

2) Siehe beziiglich des Don Carlos das schon mehrfach zitierte Werk
vonr Lorenz, S. 296, beziiglich Leopolds I. ebenda 8. 293/94.

8) Siehe hieriiber Lorenz, a. a. O. 8. 297ff. Die Ahnentafel
selbst bis zu 10 Ahnenreihen in der Anordnung nach konzentrischen
Kreisen wurde gegeben in ,Vom Fels zum Meer¥, 16. Jahrg., 1897
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Katharina I., Goethes Freund Karl August von Weimar,
Wilhelm von Oranien, Admiral Coligny,derCid,Maria Stuart
vorkommen. Wihrend die theoretische Hochstzahl der Ahnen
der ersten 12 Generationen zusammen 24 4484+ 164 ....
eov. - 4096 = 8190 ist, ist die wirkliche Ahnenzahl!) nur 1549,
der Ahnenverlust in diesen 12 Reihen also 6641. Allein ein Graf
von Anhalt (Joachim Ernst, + 1586) kommt in der Ahnentafel
des Kaisers nicht weniger als 70mal vor; er allein fiigt mithin
der Ahnentafel einen Verlust von 69 Ahnen zu, steht allerdings
in dieser Beziehung, wenigstens innerhalb dieser 12 Generationen,
unter allen Ahnen unerreicht da. Es sei gestattet, fiir die ersten
8 Ahnenreihen in nachstehender Tabelle neben den theoretischen
Héchstzahlen die tatsichlichen Ahnenzahlen und, in einer letzten
Spalte, den Wachstumsmultiplikator, wie wir das Verhéltnis der
betreffenden Ahnenzahl zu derjenigen der in der Tabelle vorher-
gehenden, im Leben also nachfolgenden Generation bezeichnen
wollen, anzugeben?):

2. Heft. In neuester Zeit (1912) hat Freiherr Axel Albrecht von
Maltzahn ein groferes, von der sachkundigen Kritik freilich nicht
gerade giinstig beurteiltes Werk: ,Die 4096 Ahnen Sr. Maj. des deut-
schen Kaisers, Konigs von Preufien“ vertffentlicht, in dem die Ahnen-
tafel des Kaisers, wie der Titel besagt, bis zu zwolf Ahnenreihen ge-
geben ist. Ubrigens erheben die vorstehenden Literaturangaben auf
Vollstindigkeit keinerlei Anspruch. — Eine Bibliographie der Ahnen-
tafeln fiirstlicher und berithmter Personen siehe tibrigens bei Otto
Forst-Battaglia, a. a. 0. 8. 9—11 (Anm.). Als ein dort noch nicht
aufgefithrtes, weil aus neuerer Zeit stammendes Werk nenne ich noch:
Wilhelm Heinrich Hammann, ,Ahnentafel Seiner Durchlaucht des
Prinzen Wilhelm Karl von Isenburg zu 4096 Ahnen® (Darmstadt 1913).

1) Dies (1549) scheint, nach einem Referat iiber das vorstehend
zitierte, mir im Original nicht bekannte Maltzahnsche Werk, die
heute giiltige Zahl zu sein. Aus den Aufstellungen bei Lorenz (a. a. O,
S. 308) wiirde sich freilich eine etwas grofere Zahl — 1594 — ergeben,
doch beruht diese Aufstellung vielleicht in hbherem Grade als jene
neueren auf MutmaBungen, die bedingt sind durch unbekannt gebliebene
Ahnen, die in diesem Falle von der achten Ahnenreihe ab auftreten,
und mit deren erstem Auftreten fiir die hoheren Reihen naturgemif
strenge Angaben iiber die Ahnenzahlen aufhéren.

%) Ich stiitze mich dabei auf Lorenz, a, a. O. S. 8038, Wenn
auch die dortigen Aufstellungen vielleicht zum Teil mangelhaft und
durch neuere Arbeiten iiberholt sind, so kann es sich doch wohl, ins-
besondere fiir die ersten acht Ahnenreihen, nur um geringfiigige Méingel
resp. Verbesserungen handeln, die insonderheit fiir unsere Zwecke nicht
sehr ins Gewicht fallen diirften,
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Neme | 'Hochstoanl | Abmonsahl’ | muiipiikater
I 2 2

11 4 4 2

IIT 8 8 2
v 16 14 1,75
A% 32 24 1,71
VI 64 44 1,83
ViI 128 74 1,68

VIIY 256 111 1,5

Betrachtet man die letzte Spalte, so sieht man, dafBl der
Wachstumsmultiplikator im ganzen, d. h. abgesehen von vor-
itbergehendem Ansteigen, mehr und mehr abnimmt, und auch
fiir die néchsten weiteren Generationen wiirde er dicse Tendenz
hestindigen Fallens bei voriibergehendem Steigen beibehalten.
Kénnte man die Ermittelungen und Aufstellungen bis in ferne
Generationen hinein ausdehnen, so wiirde sich dieser Multiplikator
im ganzen wohl mehr und mehr der Grenze 1 nihern, vielleicht
an manchen Stellen sogar unter diese Grenze heruntergehen
und im ganzen um den Wert 1 herum nach beiden Seiten hin,
wenn auch nicht gleichmiBig, oszillieren, so dafl dann jeden-
falls von einer sonderlichen Zunahme der Ahnenzahlen von Gene-
ration zu Generation keine Rede mehr wiirde sein kénnen.

Viel weniger regelmaBig als in dem vorstehenden Falle zeigt
sich die Bewegung des Wachstumsmultiplikators in der Ahnen-
tafel des ermordeten gsterreichischen Thronfolgers Franz Ferdi-
nand, wobei natiirlich nur von dem bisher genau erforschten Teil
dieser Ahnentafel die Rede sein kann und dahingestellt bleiben

1) In dieser Reihe sind freilich fiinf Quartiere unausgefiillt ge-
blieben, so daB sich die tatsichliche Ahnenzahl vermutlich von 111 auf
116 erhoht.
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mufl, wie die Verhiltnisse sich bei weiterer Fortsetzung der Tafel
gestalten wiirden. Wir geben auch hier — nach Otto Forst-
Battaglial) — eine Tabelle:

ot | st | Topmhe | Mt
I 2 2
II 4 4 2
111 8 8 2
v 16 12 1,5
\% 32 18 1,5
VI 64 30 1,67
VII 128 58 1,93
VILI 256 101 1,74
1X 512 174 1,72
X 1024 234 1,34
X1 2048 341 1,46
XTI 4096 526 1,54
XIIT 8192 852 1,62
XIV 16384 1514 1,78
XV 32768 ca. 2650 1,75
XVI 65536 ca. 4200 1,58

A, a 0. 8.13 Anm. 1. — Der zitierte Autor befindet sich hier
auf seinem eigensten Gebiete; hat er selbst sich doch als der Genealog
Franz Ferdinands betiitigt und in einem besonderen Werke (1910)
dessen Ahnentafel bis zu 1024 Ahnen gegeben; eine Fortsetzung des
Werkes — bis zu 8192 Ahnen — war seinerzeit geplant, ist aber wohl
bislang noch nicht erschienen.
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Fiir diesen Teil der Ahnentafel zeigt der Wachstumsmulti-
plikator jedenfalls noch keine sonderlich ausgeprigte Tendenz
zum Fallen, vielmehr ist er fiir die 12. bis 16. Ahnenreihe sogar
noch grofler als fiir die 4. und 5. Dennoch ist der Ahnenverlust
ein recht groBler; betrigt doch beispielsweise in der 16. Ahnen-
reihe die tatsichliche Ahnenzahl noch nicht einmal den 15. Teil
der theoretischen Hdchstzahl, und die Tabelle zeigt somit, daB
gich selbst bei ansehnlichen und keineswegs stetig fallenden
Werten des Wachstumsmultiplikators, wofern diese Werte nur
erheblich unter 2 bleiben, also etwa, wie hier, im Durchschnitt
= 1,6 sind, sehr grofle Ahnenverluste ergeben.
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Unter diesem Namen vertreibt eine Spielwarenfirma ein
Spiel!), dessen Spielbrett unsere Fig. 16 wiedergibt. Zu dem
Spielbrett mit seinen 8 (nur hier in der Figur numerierten) Feldern
gehoren 7 gleiche, auf die Felder passende runde Spielsteine, und
die Aufgabe des Spiels besteht darin, die 7 Steine unter Be-
obachtung der folgenden Spielregel auf 7 der 8 Brettfelder unter-
zubringen: Man zdhli, bei einem beliebigen
Felde beginnend, im Kreise herum bis 4

und besefzt dann dieses vierte Feld mil @@
einem Stein. Beginnt man beispielsweise
bei Feld 3 und zahlt nun von hier aus @ @

im Drehungssinne des Uhrzeigers, so
kommt man bis Feld 6, das also mit
einem Stein besetzt wird. Zihlt man,
wieder von Feld 3 aus, in umgekehrter
Richtung, was nach den Spielregeln er-
laubt ist, so kommt man auf Feld 8, das also dann mit einem
Stein zu besetzen wire. In dieser Weise soll man nun also,
wie schon gesagi, alle 7 Sleine auf 7 verschiedenen Breilfeldern
unterbringen. Dabel darf das Abzihlen nach 4 immer nur bei
einem noch unbesefzten Felde beginnen, darf aber iiber besetzte
Felder hinweggehen, wobei diese mitzihlen.

Jeder Spieler wird schon beim allerersten Versuche sehr

Fig. 16.

!) Das Spiel kann von den Ziillchower Anstalten, Ziillchow bei
Stettin, bezogen werden: Preisverzeichnis 1914/15, Nr. 840/22 (0.50 Mk.).
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leicht 6 Steine unterbringen, und zwar etwa folgendermaBen:
,»von 6 aus,” d. h. auf Feld 6 mit Zahlen beginnend, besetzt
man Feld 7; von 7 aus Feld 2; von 7 aus (mit Abzéhlen in um-
gekehrter Richtung) 4, von & aus §; darauf von 3 aus 6 und von
8 aus 3. Jetzt sind die Felder 1, 2, 3, 4, 5, 6 besetzt; es gelingt
aber nicht, auf eins der beiden noch freien Felder (7 und &) einen
Stein zu bringen.

In dieser Weise werden viele derartige Versuche nach Unter-
bringung von 6 Steinen scheitern, und wir sehen uns deshalb ge-
notigt, methodisch zu Werke zu gehen, und stellen zu dem Ende
folgende Erwigungen an: Wenn man von einem Felde a aus
Feld b besetzen kann, so kann umgekehrt natiirlich Feld a von
Feld b aus besetzt werden. Von zwei Feldern, die in solcher
wechselseitigen Beziehung zueinander stehen, wollen wir sagen,
sie ,,stehen in Kommunikation miteinander‘. So stehen bei-
spielsweise die Felder 2 und § in Kommunikation miteinander.
Feld 2 steht aber auch mit Feld 7 in Kommunijkation, und iiber-
haupt steht jedes Feld mit zwei anderen in Kommunikation.
Denkt man sich nun jedes Feld mit
denjenigen beiden, mit denen es in
Kommunikation steht, durch eine ge-
rade Linie verbunden, so erhdlt man
das Bild der Fig. 17. Die Linien
dieser Figur bilden einen -einzigen,
in sich geschlossenen Linienzug, eine
Besonderheit, auf der, wie wir weiter-
hin noch besser erkennen werden,
aber hier schon vorliufig bemerken
wollen, die Loésbarkeit unserer Auf-
gabe beruht. Es ist, um dasselbe mit
anderen Worten nochmals zu sagen, méglich, die Linien unseres
Linienzuges samtlich je einmal hintereinander zu durchwandern,
ohne daB man vor Abschluf} der ganzen Wanderung zu einem be-
reits passierten Punkte zuriickkehrt. Eine solche Wanderung ist
beispielsweise die folgende: ] — 4 —7 —2 —§ —8§—3—6— 1.
Nach diesem Schema I —4—7—2—5—8—3—6 erhilt
man nun sogleich eine Lésung unserer Spielaufgabe, némlich
die folgende: Man besetzt der Reihe nach, wie unser Schema es
uns weist:

Fig. 11.
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Feld 1 von 4 aus,
bRl 4 " 7 3

9

» ~ 29
IH]

3

Co ¢ 0 W
o Oo Qo

bhs

» 3 5, 6 ,, (Feld6bleibtalleinleer)

Stellen wir das Feld, bei dem die Zahlung jedesmal beginnt,
nach vorn, so wiirde unsere Losung so zu schreiben sein. Man
besetzt :

von 4 aus Feld I,

s 7 ) 4:
I3 2 ”» 1 71
) 5 ) 3 2y
» 8 5 9,
LR} 3 IH 2 87
w 6, . 4

Will man sich dies Verfahren merken, so formuliere man es etwa
so: Man geht von einem beliebigen Felde — hier 4 —
aus und besetzt von ihm aus in einer bestimmten
Richtung — hier im umgekehrten Uhrzeigerdrehungs-
sinne — das vierte Feld (I); dann bewegt man sich
in gleicher Drehungsrichtung weiter und iberspringt
ein Feld, springt also von dem besetzten Feld 7 zu 7,
und zdhlt nun von hier aus wieder in demselben
Drehungssinne bis 4, gelangt also zu der Besetzung
von Feld 4, worauf wieder ein Feld iibersprungen
und darauf von 2 aus Feld 7 besetzt
wird, usw.

Auch wenn das Feld, das schlieBlich
allein leer bleiben soll, vorgeschrieben ist,
laBt sich leicht eine geeignete Loésung an-
geben. Soll z. B. 8 das am Ende allein leere
Feld sein, so braucht man unseren Zyklus
1—4—7—-2—5—-8§—-3—6—1, den
wir in Fig. 18 zu besserer Anschaulichkeit
auch ,,zyklisch*, némlich auf der Peri-
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pherie eines Kreises, darstelleni), nur in der Weise zu schreiben,
dafl 8 am Ende steht, also: 3 —6—1—4—7—2—5§5§—8;
als Losung der gestellten Spielaufgabe ergibt sich dann:

Feld 3 von 6 aus,

ER] 6 22 1 »”

2 1 2”2 4 2

”» 4 9 7 2

»” 7 ) 2 »

b2 2 3 5 2
5 8

bEs )

(zum SchluB ist allein Feld 8, wie vorgeschrieben, leer).

Die bisher angegebenen Lésungen waren ,,zyklisch* in dem
Sinne, daf das Feld, das bei der einen Abzéhlung als Aus-
gangsfeld dient, bei der nichstfolgenden Zihlung selbst erreicht
wird: 3 wird von 6 aus besetzt, darauf 6 von I aus, sodann I
von 4 aus usf. Eine Notwendigkeit fiir eine solche Form der
Losung besteht jedoch nicht2), vielmehr 148t sich der eine Zyklus
zum mindesten durch zwei Zyklen ersetzen. Soll beispielsweise
8 wieder das zum SchluB3 allein leere Feld sein, so denke man
sich den geschlossenen Linienzug der Fig. 17 etwa in zwei von
8 ausgehende Teile zerlegt, wobei dann eine Linie des ganzen
Liniensystems nicht durchlaufen wird; diese beiden Teil-Linien-
ziige seien etwa:

§—38—6—1
und
§—56—2—7—4

(die Linie 4 —1 wird nicht durchlaufen). Kehren wir beide

Linienziige um, schreiben also:

1—6—3—8
4d—7—2—5-8,

1) Es braucht nicht erst gesagt zu werden, daB der Kreis dieser
Figur 18 mit dem Spielbrett unseres Spiels, also mit den Kreisen der
Figuren 16 und 17, nichts zu tun hat, sondern lediglich veranschaulichen
soll, dag unser Schema ,zyklisch®, d. h. in sich geschlossen ist.

%) Dem im Handel befindlichen Spiel ist eine ,Auflésung® bei-
gegeben, nach der es so scheinen kidnnte, als bestiinde eine solche Not-
wendigkeit.
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so fithren diese uns zu der folgenden Losung unserer Aufgabe,
wobei wir die einzelnen Schritte mit gewdhnlichen bzw, mit
rémischen Ziffern numerieren:

1. Feld 7 von 6 aus,
2' i3 6 3 3 ’s
3' bR 3 2 8 b2 4

I. Feld £ von 7 aus,
n ,, 7., 2,
m. ., 2, 5
v, ,, 6, 8 .

Dabei darf denn auch die Reihenfolge der 7 Operationen insofern
beliebig geiindert werden, als die Operationen unterhalb des
Striches von denen oberhalb dieses
véllig unabhingig sind und man bei- 1
spielsweise diese 7 Operationen etwa 8 g
in folgender Reihenfolge ausfithren
kénnte: 1, 1, 2, 11, IIT, 3, IV. Nur / \
darf dabei, in unserer Schreibweise
gesprochen, eine groBere romische
Ziffer natiirlich nicht vor eine klei- \ /
nere romische gezogen werden, und
ebensowenig eine grofere arabische
vor eine kleinere arahische. 5

Wollte man die Spielregel in Fig. 10.
der Weise modifizieren, daBl nich{
nach 4, sondern nach 3 abgezihlt wird, so wiirde an die Stelle
unserer Fig. 17 die Fig. 19 treten, und diese unterscheidet sich
von jener dadurch wesentlich, daB das ganze Liniensystem jetzt
in zwei vollig getrennte geschlossene Linienziige: I. 7 —3 —
8§ —7—1; II. 2—4—6 — 8§ — 2, zerfillt. Offenbar involviert
diese Eigenschaft die Unmoéglichkeit, die Aufgabe unseres Spiels
zu losen. Denn kein Feld des einen Linienzuges kann von einem
Felde des anderen Linienzuges aus erreicht werden; man miifite
sich also darauf beschrinken, drei Felder des einen Linienzuges
mit Steinen zu besetzen und ebenso drei des anderen, wiirde also
zwei leere Felder behalten, — Ebenso wiirde sich Unméglichkeit
unserer Aufgabe ergeben, wenn nach je 5 Feldern abgeziéhlt
wiirde; denn wir wiirden alsdann vier véllig getrennte Linien-
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ziige haben, nimlich: I. 7 —4§;I1.2 —6; II1. 3 — 7; IV. 4 —§.
— Der Fall, daB nach 2 abgezithlt wird, gestattet zwar eine
Loésung, doch ist diese trivial. — Die Abzihlung nach je 6
ist offenbar von der Abzihlung nach je 4 nicht verschieden,
und ebenso fillt der Fall, daB nach 7 abgezéhlt wird, mit
dem zusammen, bei dem man nach 3 abzihlt. So stellt
also unser Spiel mit der Abzéhlung nach 4 far
ein Brett von 8 Feldern die einzige Form dar, die
Lésungen gestattet und zugleich Interesse verdient.

Nachdem wir so den Fall eines Spielbrettes von 8 Feldern
erschopfend erledigt haben, seien dem allgemeineren Spielbretl
von n Feldern, bei dem nach k abgezihlt werden mdége, noch einige
Worte gewidmet. Zundchst sieht man leicht, daf zwei besondere
Werte von k, etwa k; und k,, dieselbe Spielform ergeben, wenn
ki+ ky=n+ 2 ist (bei 8 Feldern fiel z. B. Abzihlung nach
6 mit Abzihlung nach 4 zusammen). Man darf sich also,
wenn der Fall eines bestimmten n fiir alle iiberhaupt maglichen
Werte von k erschopfend untersucht werden soll, auf diejenigen

n-42
Werte von k beschrinken, die < [ ] sind, wobei dic eckige

Klammer in iiblicher Weise (vgl. S. 96) anzeigen soll, dal im Falle
eines Bruches die nichstkleinere ganze Zahl gemeint ist. — Kine
Spaltung des nach Analogie der Fig. 17 gebildeten Liniensystems
in mehrere, vollig voneinander getrennte Linienziige und damit
die Unméglichkeit, die Aufgabe des Spiels zu lésen, wird offenbax
dann und nur dann eintreten, wenn k — I, die Sprungweite des
einzelnen Zuges, wie wir in nicht miBiverstindlicher Weise sagen
diirfen, und n einen gemeinsamen Teiler haben, inshesondere
dann, wenn k — 1 selbst ein Teiler von n ist. Ist nimlich
i.(k—1)=p.n, woi<n;p<k—1ist, so wird der Linien-
zug, der etwa von Punkt 7 (vgl. Fig. 17) ausgeht, bereits nach
i Spriingen von der Sprungweite k — I bzw. nach p Umliufen
im Kreise sich schlieflen und dieser in sich geschlossene Linien-
zug mit den iibrigen Teilen des ganzen Liniensystems gar nicht
zusammenhingen.

Nach dem Vorstehenden sind, wenn wir uns jetzt zu be-
sonderen Formen des Spielbretts, also zu speziellen Werten
von n, wenden, fiir n = 6 auBer den trivialen Fillen k = 1
und % = 2 nur noch die Falle k = 3 und &k = 4 zu betrachten;
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da jedoch in jedem dieser beiden Fille k — I ein Teiler von n
ist, so ergeben sich keine Losungen. — Fiir n = § hat nur der
Fall k = 3 Interesse, fiir den sich eine Losung leicht ergibt:
Will man diese auf unserem Spielbrett der 8 Felder (Fig. 16)
ausfithren, so decke man zunichst etwa die Felder 6, 7, 8§ mit
umgekehrten Spielsteinen zu, um anzudeuten, dafl diese Felder
aus dem Spiel ausgeschieden sind, und fiir das iibrigbleibende
Brett der 5 Felder bewirkt man die Losung dann etwa so, daf3
man von I aus Feld 3 besetzt, darauf auf dem nichsten Felde
-—4 also — mit Abzahlen fortfihrt und von hier aus 1 besetzt, so-
dann vom néichsten Felde — 2 also —
Feld 4 erreicht, schlieflich von § aus
Feld 2. — Fir n = 7 interessieren
nur die Fille k = 3 und k = 4, die
beide Losungen ergeben. Hier, wie
in irgendwelchen anderen lésbaren
Fillen, erhdlt man eine Losung, in-
dem man, bei einem beliebigen Felde
beginnend, zundchst bis k abzahlt
und das kte Feld besetzt, darauf, in
gleichem Drehungssinne fortschrei- 6
tend, n — 2 k + 1 Felder iuber- Fig. 20.

springt!) und nun von neuem bis k

z#hlt, mit der Wirkung, da8 man zu dem Ausgangsfeld der
ersten Zihlung zuriickkehrt, es also besetzt, worauf man in
derselben Weise fortfahrt. — Fiir n = 9 haben nur die Fille
k=3, k = 4, k = § Interesse, von denen jedoch fiir den zweiten
unserem Kriterium nach sich sogleich Unlosbarkeit ergibt,
withrend die beiden anderen losbar sind. — Fir n = 10 sind zu
betrachten dieFalle: 1. k= 3; I1.A=4; III. k= 4; IV. k = 6.
Von diesen sind zuniichst I und IV unlésbar, weil k-— 1 fir
diese Werte von k ein Teiler von n ist. Aber auch Fall III ist
unléshar, weil hier k — I und n einen gemeinsamen Teiler be-
sitzen; anders ausgedriickt: auch hier zerfallt das nach Analogie
der TMig. 17 gebildete Liniensystem in zwei vollig getrennte Teile,
die unsere Fig. 20 in der Weise darstellt, da8 der eine Linienzug

1) Fiir n =8, k = 4 iibersprangen wir oben (8. 125) demgemiB 1 Feld,
und in dem soeben behandelten Falle n=75, k=3 waren es demgemif
0 Felder, die iibersprungen wurden.

A hrens, Unterhaltungsmathemntik, 9
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durch ausgezogene, der andere durch gestrichelte Linien gegeben
ist'). Es bleibt somit fiir n = 10 nur der Fall k = 4, der Losungen
gestattet.

Uber n = 10 hinaus wollen wir unsere Betrachtungen nicht
ausdehnen und geben zum Schlul nur noch eine Zusammen-
stellung derjenigen Fille, in denen unser Spiel, von
den trivialen Fillen k=1 und k=2 abgeschen,
Loésungen besitzt; es sind dies bis zu der von uns gezogenen

irenze n = 10 die folgenden:

n=4k=3, n=7k=3, n=8 k=4, n=9, k=3,
n=17 k=4, n=29,k=34;
n=10,k=4.

Es sei noch gestattet, darauf hinzuweisen, da eine Figur
in der Art unserer vorstehenden Figur 17 eine gewisse
Rolle in der Geschichte der Astronomie resp. Chronologie, also
auf einem Gebiete, zu dem man unserem Spiel gewil keinerlei
Beziehungen zutraut, gespielt hat. Es ist bekannt, dafl die sieben
Tage unserer Woche nach den Planeten resp. Planetengdttern
der alten Astronomie bzw. Astrologie gewihlt oder auch benannt
sind: der Samstag nach dem Saturn (die englische wie auch die
hollindische Sprache nennen ihn noch heute deutlich erkennbar
»Saturnstag®, nimlich ,,Saturday*’ bzw. ,,Zaturdag‘‘); der Sonn-
tag (,,Sonnentag®) nach der Sonne; der Montag (,,Mondtag®,
englisch ,,Monday*, franzosisch ,,lundi“ = Lunae dies) nach
dem Mond; der dann folgende Tag nach dem Mars (,,mardi*
= Martis dies), im Deutschen ,,Dienstag®, im Althochdeutschen

1) Die Figur jedes dieser beiden Teile ist, beiliufig bemerkt, ein
gogenanntes ,Pentagramma® auch ,Pentakel“,  Pentalpha“, ,Druden-
fuff® — bei den Mohammedanern ,Siegel Salomos“ — genannt, cine
Figur, die bekanntlich in der Geschichte des Aberglaubens eine groBe
Rolle gespielt hat (man denke beispielsweise an die Szene im Faust, I,
Studierzimmer :

Mephistopheles: Gesteh’ ich’s nur! Da[& ich hinausspaziere,
Verbietet mir ein kleines Hindernis,
Der Drudenfu auf Eurer Schwelle —
Faust: Das Pentagramma macht dir Pein? —
Und schon vorher heifit es:
Fiir solche halbe Hollenbrut -
Ist Salomonis Schliissel gut).
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,»ziestag®' 1), nach dem alten deutschen Gott Zio, der dem Mars
entspricht; der Mittwoch (,,mercredi’ == Mercurii dies) nach
dem Merkur (in den skandinavischen Sprachen ,,Onsdag® = Tag
des Odin, im Hollandischen ,,Woensdag‘ = Wodanstag, englisch
Wednesday); der Donnerstag (,,Tag des Donar*; in den skandi-
navischen Sprachen ,,Torsdag' = Tag des Thor) nach Jupiter
(,,jeudi* = Jovis dies); schlieBlich der Freitag (,,Tag der Freia‘)
nach der Venus (,,vendredi” = Veneris dies). Es sind somit die
sieben ,,Planeten‘ der alten Astronomie: Saturn, Sonne, Mond,
Mars, Merkur, Jupiter, Venus, die den sieben Tagen der Woche
ihre Namen gegeben haben. Aber warum, so fragt man sich,
folgen sie, vom Samstag als dem heiligen Tage an gerechnet,
in dieser seltsamen Reihenfolge aufeinander und nicht in der
tiblichen, vom erdfernsten bis zum erdnéchsten Planeten ge-
rechnet, in der sie z. B. das Distichon:

Saturnus, dein Jupiter, hinc Mars, Solque Venusque,
Mercurius, cui sic ultima Luna subest

aufzihlt ?

Setzt man, wie es die alte Astrologie tat, fiir jede Stunde
eines Tages einen Planeten als den Herrn dieser Stunde ein und
beginnt man die erste Stunde des Samstag mit Saturn und setzt
ihn somit als den Beherrscher dieser Stunde ein, so wird der
iiblichen Reihenfolge nach die zweite Stunde vom Jupiter, die
dritte vom Mars, die vierte von der Sonne, die fiinfte von der
Venus, die sechste vom Merkur, die siebente vom Mond beherrscht
werden, darauf die achte wieder vom Saturn und ebenso die
15te und schlieBlich auch die 22ste, wihrend die 23ste vom
Jupiter und die 24ste vom Mars regiert wird. Demzufolge muf}
die néchste Stunde, d. h. die erste des folgenden Tages, dem
auf Mars folgenden Planeten, also der Sonne, untertan sein,
und, da nun der Beherrscher der ersten Stunde eines Tages
zugleich als der Beherrscher des ganzen Tages gilt, so wird der
auf den Samstag oder Saturnstag folgende Tag ein ,,Sonnentag*
werden miissen. In der Planetenwoche folgt also auf den Tag
des Saturn der Tag der Sonne; zwei zwischenliegende Planeten:

1) In Schwaben noch heute ,Zistig“, ,Zienstig¥, ,Zeinstig", in der
Schweiz ,Zistag®,  Zistig“. Im Dé#nischen ,Tirsdag®, im Schwedischen
Htisdag® nach dem nordischen Tyr.

g*
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Jupiter und Mars, sind dabei mithin iibergangen, und zwar sind
es gerade zwei, weil die Zahl 24 bei Teilung durch 7 den Rest 3
laBt: man gelangt eben vom Saturn zu dem drittfolgenden
Planeten, der Sonne. Wir haben also hier, in den Bezeichnungen
unseres Spieles gesprochen, den Fall n =7, k = 4, und dem-
entsprechend fiihrt unsere Wanderung weiter von der Sonne
mit Ubergehung von

Sonne Venus und Merkur zum

Mond, von hier zum

Mars Venus Mars usw., wie es un-
sere Fig. 21 zeigt. In
der Tat veranschau-

‘ sonderen Fall unserer

\ Spieltheorie wie jene

Spiels, wennschon dieses als Spiel bisher wohl nirgends in der
Literatur auch nur erwihnt, geschweige denn ausfithrlicher er-

licht diese Figur, dieser
Saturn Mond Lehre der alten Astro-
ortert ist, gewissermaflen schon aus dem Altertum.

Jupiter

Merkur siebenstrahlige Stern,

chensowohl einen be-

Fig. 2l logent), und so stammt
das Prinzip ungeres

1) Siehe bei A. Bouché-Leclercq, ,L'astrologie grecque®
(Paris 1899), p. 482 die Fig. 43, die dort freilich mit bezug auf eine
andere (musikalische), jedoch im Effekt auf dasselbe hinauskommende
Erklirung der Planetenwoche gegeben wird.




Kapitel XII.
,Die wunderbare 26.*

Unsere Fig. 22 zeigt uns ein Spielbrett, das die ¥orm von
zwei um 180° gegeneinander gedrehten gleichseitigen Dreiecken
besitzt. Man nennt die von den beiden Dreiecken gebildete

sechsstrahlige Sternfigur bekannt-
lich auch ,Hexagramm® oder
»,Hexagon* (vgl. S. 130, Anm. 1).
Unser hexagonales Spielbrett hier
zeigt nun 12 runde Felder, die
mit Spielsteinen besetzt werden
sollen, welche die Zahlen 1, 2,
3, ... 12 aufweisen, und zwar soll
diese Besetzung so erfolgen, daf
je vier an einer Dreiecksseite lie-
gende Spielsteine iiberall dieselbe
Zahlensumme ergeben. Dabei ent-
steht denn zunéchst die Vorfrage,
welches diese an allen Dreiecks-

/0

0J0JO0
GO,

ND YD)
®

Fig. 22.

seifen sich ergebende Zahlensumme sein miipte. Bezeichnen wir
diese noch unbekannte Summe mit z, so findet unsere Forderung
ihren arithmetischen Ausdruck in folgenden sechs Gleichungen:

@D a+dt+g+l =2

) ! +k4i+h =
M) h +-f+ecta
AV) b +cddte
(V) e -g+k+m
(V) m+i+4/+b =

o

i
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Durch Addition dieser sechs Gleichungen folgt:
2(a+btctdtetitg+htithkti4m=6r

Nun ist aber die Gesamtheit der Zahlen 1 bis 12, also der Klammer-
inhalt, = 6 13, und wir erhalten somit: x = 26.

Die Forderung unseres Spiels darf also jetzt so ausgesprochen
werden: Die 12 Spielsteine sind so auf die 12 Felder zu setzen,
daf an jeder der 6 Dreiecksseiten die Zahlensumme 26 enisieht.
Dazu erheben wir die weitere Forderung, daB auch die innere
Figqur, die wir hinfort kurz ,,das Sechseck® nennen wollen, d. h.
dievonder Feldern c¢,d, g, k, 1, f ausgefiillle Figur, auf diesen 6 Feldern
die Zahlensumme 26 aufweist?). Zu den obigen sechs Gleichungen,
in denen wir uns z jetzt durch 26 ersetzt denken, erhalten wir
so als siebente:

(VII) c+d4-g+k+i+4f=26.
Addiert man die Gleichungen I—III, so erhilt man:

2la+h+D+ (c+d+g+k+it+f)=78

oder, da der zweite Klammerausdruck nach VII den Wert 26
hat, so folgt:
at+h+1=26.

Entsprechend ergibt sich natiirlich aus den Gleichungen 1V
bis VI:
b+e+m=26.

Die Summe der drei Eckzahlen je eines der beiden
Dreiecke betrigt also auch 26.

Aus der soeben erhaltenen Gleichung a +h -+ 1= 26 in Ver-
bindung mit h+i+k41= 26 folgt: a=1i-+k; in Worten:
Die Summe zweier benachbarter Zahlen des Sechsecks
ist gleich der Zahl der gegeniiberliegenden Dreiecks-
ecke. Hieraus folgt, wie wir hier bereits bemerken wollen,
sogleich, daf} die Zahlen 717 und 72 nicht dem Sechseck angehéren

1) In dieser Form und unter dem Namen, mit dem wir dieses Kapitel
iiberschrieben (,, Wunderbare 26%), wird das Spiel (Gebrauchs-Musterschutz
Nr. 42 768. 45 600) von derselben Firma in den Handel gebracht, die auch
»Die geheimnisvolle 4% (siehe 8. 123) vertreibt, und kann gleich diesem
Spiel von den Ziillchower Austalten (Preisyerzeichnis Nr. 840/7), zum
Preise von 0.70 Mk., bezogen werden. — Ubrigens soll das Spiel als
yLustige 26 schon vor vielen Jahren im Handel gewesen sein.
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konnen ; denn, angenommen eine Sechseckszahl, etwa i, wiire 11,
so miite e = 11+ f und a = 114k sein; a und e wiren also
beide > 11, wihrend wir zwei solche Zahlen in unserem Spiel
doch iiberhaupt nicht zur Verfiigung haben. Die Zahlen 11
und 12 miissen daher jedenfalls auf Dreieckseckplitzen unter-
gebracht werden. Es fragt sich nun, welche Tripel von Zahlen
aus der uns zur Verfiigung stehenden Reihe 12, 11, ... 2, I iber-
haupt die Bedingung a-+h-+1{= 26 resp. b+e-+m= 26 zu
befriedigen vermoégen, und man*sieht sogleich, dal nur folgende
8 Tripel hierzu imstande sind:

A, 12, 11, 3; E. 11, 10, 5;
B. 12, 10, 4; F. 11,9, 6;
C. 12,9, 5, G. 11, 8, 7;
D. 12, 8, 6; H. 10,9, 7.

Von diesen 8 Tripeln haben wir — fiir die beiden Dreiecke —
zwei auszuwihlen, und zwar mufl, schon weil die Zahl 72 not-
wendig auf einem der Dreieckseckplitze stehen muB, eins der
ersten 4 Tripel (A—D) stets unter den beiden gewihlten sein.
So ergeben sich folgende Kombinationen:

DA H 2B F 3BG 4CG 5DE 6D, H

Davon scheidet jedoch die letzte Kombination (D, H) als un-
brauchbar aus, weil darin 71 nicht vertreten ist, diese Zahl also
nicht, wie es doch sein mu8}, einen Drei-
eckseckplatz erhalten wiirde. — Ebenso
ergibt sich leicht die Unmdglichkeit des

/A
Falles 3, wie folgt: Das Bild, das die g 3
Dreiecke, abgesehen von Drehungen und
Spiegelungen jedes der beiden, in diesem
Falle bieten wiirden, zeigt uns Fig. 23.
Die beiden mit % bezeichneten Zahlen Z10 Nk _ % 8
N/

miissen nun nach jenem oben hergeleiteten

Satze die Summe 12 ergeben, und somit

kiamen nur folgende Paare in Frage: Fig. 23.

11,1; 10,2; 9,3; 8,4; 7,5. Von diesen

finf Paaren steht nur noch das dritte (9,3) zur Verfiigung;
besetzen wir mit diesem aber die beiden Plitze %, so ver-
missen wir die Zahl 3 an anderer Stelle. Denn die Plitze
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zwischen 12 und 10 lassen sich, soll die Summe 26 sich ergeben,
nur mit I und 3 besetzen. Damit. ist auch fiir den Fall 3 die
Unmoglichkeit dargetan, und es bleiben somit von den sechs
Fillen nur noch vier ibrig: 1, 2, 4, 5.

Von diesen vier Fillen wollen wir den ersten ausfiibrlich er-
ortern, d. h. also denjenigen, bei dem die Eckplitze des einen
Dreiecks mit 12, 11, 3, die des anderen mit 10, 9, 7 besetzt sind.
Denken wir uns etwa, daBl eine Losung gefunden ist, so kénnen
wir durch Drehung der ganzen Figur es stets erreichen, dafi 12
an hochster Stelle steht, und eventuell durch nachfolgende
Spiegelung der ganzen Figur an der Vertikalachse ferner, dafl
11 die Ecke links einnimmt. Ohne Beschrinkung diirfen wir
also bei unserer Untersuchung des Falles 1 von der Fig. 24 aus-

Ag Ay A
XX EXEX

Fig. 24. Fig. 5. Fig. 2.

gehen. Die Plitze zwischen 11 und 12 koénnen nur mit den
Zahlen I und 2 besetzt werden, woraus sich zwei, durch Fig. 25
und Fig. 26 dargestellte Unterfille ergeben. Die Eckfelder des
anderen Dreiecks sind nun mit 10, 9, 7 zu besetzen. Bevor wir
priifen, ob und wie dies mdglich ist, machen wir eine allgemeine
Bemerkung: Da (siehe Fig. 22), wie wir wissen,

a=1-}+k

m=c¢-d,
so ergibt sich unter Beriicksichtigung der Gleichung VIL so-
fort: a4 f+m-+4g =26, und fir zwei weitere, entsprechende
Quadrupel der Figur gilt natiirlich dasselbe. Wir formulieren
dieses Zwischenresultat, von dem wir auch weiterhin noch Ge-
brauch machen werden, ausdriicklich und sagen: Je vier
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einen Rhombus bildende Felder, nimlich 1) q, f, m, g;
2y b,d,1,i; 3)e,c,h, k miissen die Zahlensumme 26
aufweisen. Nach diesem Satze nun miiite, wenn wir in Fig. 25
das Feld m — wir ithertragen die Bezeichnungen der Felder
von Fig. 22 auf die jetzigen Figuren — mit der Zahl 70 besetzen
wollten, das Feld ¢ mit der Zahl 3, also einer Zahl, die nicht mehr
verfiigbar ist, ausgefiillt werden. Entsprechend wiirde sich fiir
Fig. 26 die Unméglichkeit, Feld m mit 10 auszufiillen, ergeben
(Feld ¢ miiite mit der nicht mehr disponiblen Zahl 2 besetzt
werden). Ilir Feld m kommen somit nur noch die Zahlen 9
und 7 in Betracht. Versuchen wir nun zunichst, Feld m mit 9
zu besetzen, so miissen auf Feld ¢ nach dem soeben gebrauchten
Satze gelangen: 1) in Fig. 25 die Zahl ¢, 2) in Fig. 26 die Zahl 3.

N v/

Yig. Q1. Fig. 28.

Dieser zweite Unterfall scheidet jedoch sofort aus, weil 3 bereits
anderweitig verwandt ist, und auch die Unmoglichkeit des ersten
Unterfalles ergibt sich schnell, da nach Besetzung des Feldes ¢
mit 4 sich mit Riicksicht auf Gleichung I fiir das Feld d notwendig
die Zahl 7 ergeben wiirde, die doch fiir eine der Dreiecksecken
bestimmt ist. Somit kann also Feld m héchstens mit 7 besetzt
werden. Versucht man dies, so ergibt sich zunichst mit Not-
wendigkeit, dafl Feld ¢ mit Riicksicht auf unseren mehrfach
benutzten Rhomben-Satz zu besetzen ist: in Fig. 25 mit Zahl 6,
in Fig. 26 mit Zahl 5, wéhrend fir Feld d dann nur verbleibt:
in Fig. 25 Zahl §, in Fig. 26 Zahl 6. Wir erhalten somit die beiden
durch Fig. 27 und Fig. 28 dargestellten Anordnungen, in denen
insbesondere noch iiber die Felder { und k zu entscheiden ist.
Die einzigen tir diese beiden Felder noch zur Verfiigung stehenden
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Zahlen sind nun 4 und 8, jedoch kann Feld k weder in Fig. 27
noch in Fig. 28 mit der Zahl 8 besetzt werden, da wir alsdann
in dem inneren Sechseck zwei benachbarte Zahlen (8, 6 resp. 8, 5)
hitten, die zusammen > 12 wiren, was mit Riicksicht auf den
Satz, daB zwei solche benachbarten Sechseckszahlen gleich der
Zahl der gegeniiberliegenden Dreiecksecke sein miissen, natiirlich
nicht angeht. Somit ist notwendig i = 8, k = £ in heiden Figuren,
und wir erhalten schlieflich die durch die Figuren 29 und 30
dargestellten Losungen unserer Aufgabe.

Dreht man jede der erhaltenen Figuren so, da der Reihe
nach alle Spitzen des sechsstrahligen Sterns an die hochste Stelle,
die jetzt 12 einnimmt, gelangen, so erhilt man zu jeder der
beiden priméren Lésungen noch fiinf Nebenlésungen, und, da man

A A

\/ \/

Fig. 29. Fig. 30.

jede Losung zudem noch an der vertikalen Mittelachse spiegeln
kann, so reprasentiert also jede Stammlosung eine Gruppe von
im ganzen 12 Losungen, die freilich nur unwesentlich vonein-
ander verschieden sind.

In shnlicher Weise, wie wir dies fiir den Fall 1 durchfiihrten,
liB3t sich nun fir die itbrigen drei Falle leicht eine erschopfende
Analyse geben. Diese fiir alle drei Fille hier in extenso durch-
zufithren, dirfte unnotig sein, aber fiir einen der drei Falle mag
dies immerhin noch geschehen. Wir wihlen hierfiir den Fall
4) C, G, also die Kombination, bei der die Eckplitze des einen
Dreiecks mit 12, 9, §, die des anderen mit 11, 8, 7 besetzt werden.
Unter den Zahlen, die im inneren Sechseck unterzubringen sind,
befindet sich dieses Mal 10. Mit Riicksicht auf die Relationen
a =1k usw. folgt, da die gréfite uns im Spiel zur Verfiigung
stehende Zahl 12 ist, nun, daBl die Zahl 10, wo immer sie im



Kapitel XII. ,Die wunderbare 26.% 139

inneren Sechseck ihren Platz bekommen mag, zu ihren beiden
Seiten die Zahlen I und 2 haben mul}; mit diesen zusammen er-
gibt sie dann die Summen 17 und 12, und auf den diesen Paaren
(I+ 10 bzw. 2 10) gegeniiberliegenden Dreieckseckplatzen
miissen also die Zahlen 17 und 12 stehen. Nun liegt aber 12
bereits fest (siehe die Fig. 31, die wir ebenso, wie im Falle 1
die Fig. 24, ohune Beschrinkung unserer Untersuchung zu
Grunde legen ditrfen), und daraus folgt, dafi die Plitze { und
k von den Zahlen 10 und 2 resp. umgekehrt eingenommen
werden miissen. Auf den Platzen zwischen 12 und 9 miissen
nun, damit an dieser Dreiecksseite die Summe 26 herauskommt,
entweder 7 und 4 oder aber 2 und 3 stehen; letztere Moglichkeit
scheidet aber sogleich aus, weil die Zahl 2 bereits fir einen der

/z\ 2
4 )
1
9 \/k 5 9 \M0 2/ 5
Fig. 31. Fig. 32.

Platze { und k in Anspruch genommen werden muBite. Da nun
10 die Zahlen 1 und 2 zu Nachbarn erhalten muB, so ergibt
sich aus alledem fiir die fraglichen vier Felder des Sechsecks mit
Notwendigkeit die Anordnung der Fig. 32 und damit weiter
auch die Besetzung des Eckplatzes oben rechts mit der Zahl 11.
Fiir die beiden noch leeren Plitze des inneren Sechsecks ver-
bleiben nur die Zahlen 3 und 6; da nun 4 und 6 nicht be-
nachbart sein diirfen, weil siec als Summe 10, d. h. eine auf
den Eckfeldern nicht vertretene Zahl, ergeben wiirden, so mufl
3 neben 4 treten und 6 den letzten Platz des Innern einnehmen.
So ergibt sich als einzige Losung dieses Falles die der Fig. 33.
Fir die beiden iibrigen Fille (2 und 5) verzichten wir, wie
schon gesagt, auf Durchfithrung der Analyse im einzelnen und
beschrinken uns auf Angabe des Resultats: der Fall 2 liefert
eine Losung, die der Fig. 34, und der Fall 5 liefert zwei Losungen,
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die der Figuren 35 und 36. — Die Aufgabe des Spiels besitzt
somit im ganzen sechs wesentlich verschiedene Losungen: Figuren
29, 30, 33, 34, 35, 36.

Wir beschlieen diese Erérterung, indem wir alle diejenigen
Felderkombinationen nochmals zusammenstellen, die in den

/A /A
g /4 3\ f 9 /3 8\ §
L X L X
9 Mo 2/ 5 0 \s 1/ 4

% \/

Fig. 33. Fig. 34.

Losungen der Aufgabe, wie wir sahen, die konstante Summe 26
ergeben: 1) Je 4 Felder an einer der 6 Dreiecksseiten (Glei-
chungen I—VI); 2) die 6 Felder des inneren Sechsecks (Gleichung
VII); 3) die 4 Felder jedes der 3 Rhomben a,f,m,¢; b,d,1,i;

/A /A
10 /4 A\ # o /M T\ §
AKX &N
8 \9 3/ 6 8 \3 9/ 6

v/ v/

Fig. 83. Fig. 86.

e, ¢, h, k; 4) die 5 Felder des Dreiecks f, ¢, a,d, g und ebenso die
von & weiteren entsprechenden Dreiecken. — Dabei hatten wir
diese letzte Kombination (ad 4) bisher allerdings noch nicht be-
trachtet, doch brauchen wir, um die Richtigkeit unserer Be-
hauptung zu erweisen, in Gleichung VII nur die Summe i + &
durch das ihr gleiche a zu ersetzen.

e ————————— e



Kapitel XTIII.
Tschuka-Ruma.

Das aus Indien stammende Spiel besteht aus 2n Ldchern,
in deren jedem sich n Kugeln befinden, und einem am Ende der
Rethe befindlichen leeren Loche, der ,,Ruma‘‘. Man nimmi nun
aus einem der Licher die Kugeln heraus und verfeill sie einzeln
auf die nach rechis hin anschliefenden Licher; wird hierbei das
letzte Loch rechts, die ,,Ruma‘‘, erreich! und mit einer Kugel be-
dacht, so fdhrt man, wenn noch weitere Kugeln zu verleilen sind,
am linken Ende der Lochreihe fort. Im iibrigen gellen fiir diese
Kugelverteilungen folgende Regeln:

1. Bleibt bel einer Verteilung die letzte der Kugeln in der
»Ruma®, so darf man fiir die néchste Lochentleerung und damit
Kugelverteilung das Loch beliebig wdhlen. — Aus der Ruma
diirfen jedoch niemals Kugeln herausgenommen werden.

2. Kommt bei einer Verleilung die lelzte der Kugeln in ein
Loch, das bereits mit einer oder mehreren Kugeln beselzt ist, so
wird nunmehr dieses Loch geleert und seine Kugeln verteilt.

3. Kommt bei einer Verteilung die letzte der Kugeln in ein
leeres Loch, so gilt das Spiel als verloren.

Das Ziel des Spiels ist, sdmtliche Kugeln in die Ruma zu
bringen.

Fir n = 2 haben wir die.Anfangsstellung: I I III IV R

22 2 20,
wobel wir die vier gewShnlichen Locher durch romische Zahlen
unterscheiden und die Ruma durch ein ,,R‘‘ kennzeichnen. Leert
man nun zunichst versuchsweise das erste Loch und verteilt
seine zwei Kugeln nach rechts hin, so kommt man auf die Stellung:



142 Kapitel XIII. Tschuka-Ruma.

03320, und, da man nach der Regel 2 nunmehr das dritte
Loch zu leeren und seine drei Kugeln nach rechts hin zu ver-
teilen hat, so gelangen diese drei Kugeln in IV, R und das vorher
leere Loch I, womit das Spiel nach Regel 3 als verloren gilt.
Dieser Anfang — bei Loch I — fiihrt also keinenfalls zum Ziel.
Man erkennt nun leicht, dafl, wenn man zuerst Loch II oder
aber Loch IV entleert, sich ganz entsprechende Folgestellungen
ergeben und diese Anfinge somit ebenso unmdéglich sind wie
der bei Loch I. Wesentlich anders dagegen liegt es fiir ein Be-
ginnen bei Loch I1]; denn alsdann endet die erste Kugelverteilung
bei der Ruma, und man ist daher fiir die zweite Kugelverteilung
nicht durch die Fessel der Regel 2 gebunden, sondern darf sie
nach Regel 1 aus einem beliebigen Loche vornehmen. Man sieht
so, dafl man unter allen Umsténden bei Loch III zu beginnen
hat, wobei sich zunichst folgende Stellung ergibt: 2 2 0 3 1.

Nimmt man nun die nichste Kugelverteilung, die an sich,
wie schon gesagt, aus einem beliebigen Loche erfolgen darf, aus
Loch I vor, so wiirde die letzte Kugel in das leere Loch II1 ge-
langen, also das Spiel verloren sein. Verteilt man statt dessen
die Kugeln von Loch II, so wiirde zunichst die Stellung
2 0 1 4 1 resultieren und darauf nach Regel 2 sukzessive die
Stellungen 3 7 2 0 2 und 3 1 0 1 3, jedoch miiite man nun-
mehr Regel 3 zufolge das Verfahren einstellen. Is bleibt so-
mit als einzig moégliche Fortsetzung von 2 2 0 3 1 die Ver-
teilung der Kugeln von IV, und hieraus resultiert die Stellung:
3 3 0 0 2. Die nichste Stellung ist dann — zufolge Regel 2 —
diese: 3 0 1 1 3.

Die jetzt folgende Kugelverteilung kénnte zunidchst aus
Loch I erfolgen mit dem Resultat: 0 1 2 2 3, doch wiirde die
weitere Fortsetzung, wie man sieht, ein Scheitern ergeben. Also
muB} bei Loch III oder IV fortgefahren werden. Nehmen wir
davon zunichst Loch IV, so gelangen wir zu der Stellung:
3 0 1 0 4, die jedoch keine brauchbare Fortsetzung mehr ge-
stattet. So bleibt also nur die Leerung von Loch III, die zu
der Stellung 3 0 0 2 3 fiithrt, worauf sich eindeutig als weitere
Fortsetzungen nach den Spielregeln ergeben:

4 0 0 0 ¢
0 1 1 1 6
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Wiirde man jetzt zunichst Loch Il entleeren, so fithrte
dieszu: 0 0 2 1 § und darauf zu 0 0 0 2 6, worauf man
mit Entleerung von Loch IV fortfahren und darauf — nach
Regel 3 — das Verfahren einstellen miiite. Entleert man zweitens
in unserer Stellung 0 I 1 1 6 Loch I1l, so kommt man zu-
nidchst zn 0 1 0 2 5 und scheitert darauf gleichfalls. Bleibt
also nur die KEntleerung von Loch IV, die zu ¢ 1 1 0 6 fihrt.
Da Loch 117 jetzt nicht entleert werden darf (Regel 3), =0 bleibt
fiir die weitere Fortsetzung nur die Entleerung von I/, die zu-
nichst zu 0 0 2 0 6 fiihrt; die weiteren Fortsetzungen lauten
dann: 0 0 0 1 7 wnd 0 0 0 0 & womit das Ziel des Spiels
erreicht ist.

Far n=2 gestattet unser Spiel somit nur eine
Loésung, deren einzelne Etappen wir jetzt im Zusammenhang,
wie folgt, rekapitulieren wollen, wobei die Kugelzahl desjenigen
Loches, bei dem die jeweilige Kugelverteilung abschliefit, durch
Fettdruck hervorgehoben werden mag:

2 2 2 2 0
2 2 0 3 1
3 3 0 0 2
3 0 1 1 3
3 0 0 2 B
4 0 0 0 4
0 1 1 1 )
0 1 7 0 6
0 0 2 0 6
0 0 0 1 7
0 0 0 0 8

Diese Losung wurde iibrigens bereits vor Jahren von
H.Delannoy angegeben, der fiir die verschiedenen Werte von n
die Frage nach der Zahlk der méglichen Losungen erhobl). Da-
bei bemerkte Delannoy weiter fiir den Fall n = 3, dafl dieser
anscheinend keine Losung besitze 2). — Fiir n = 4 hat C. Flye

1) Siehe seine Notiz im Intermédiaire des mathématiciens, t. II,
1895, p. 90—91 (Question 494). Die Frage ist wiederholt in t. VIII,
1901, p. 306—307.

2) Ich habe diesen Fall nicht niher gepriift, doch ist mir wihrend
der Drucklegung dieses Buches von befreundeter Seite eine Analyse
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Sainte-Marie neun Losungen angegeben!), ohne jedoch be-
haupten zu wollen, dal damit dieser Fall erschopft sei. Es sei
gestattet, eine dieser Losungen hier in extenso wiederzugeben:

I 11 1v v vivil Vill R
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QWNNNMNMNODOWNOIDT R AKMDVNNIIODOWND VDWW ND TR KN
NS O OO WWMNMNMOUNMNNIOIOPRWVWUOUNNIOINNDIIIWRW U NIORN
WO N NN M SIOW RN IOGRARARGCDWNANODODY V000~ 3 Oy’
S DD VU NN IO R WAWVNNIOWD DWMNAMNNDAITD S oW
MNNOINIOIDU O KA R WHLDAOUNIDIDARAWBDONNIOIDIDWNNND K
~
S

dieses Falles mitgeteilt worden, die das Ergebnis Delannoys bestitigt
und derzufolge man in maximo nur 15 Steine, nicht aber alle 18, in die
Ruma bringen kann,

1) Siehe Intermédiaire des mathématiciens, t. IX, 1902, p. 207.
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Seinem ganzen Charakter nach scheint das Spiel einer all-
gemeinen, mathematischen Behandlung durchaus zugénglich zu
sein. Nichtsdestoweniger existiert von einer eigentlich mathe-
matischen Theorie des Spiels meines Wissens bisher nichts.
Edouard Lucas, der unserem Spiel in einem der beiden unge-
schrieben gebliebenen Binde seiner ,,Récréations mathématiques*
ein Kapitel widmen wollte ), legt ihm einen dyadischen Charakter?)
bei 3). Um diese Behauptung auch dem nicht unterrichteten Leser
niher zu bringen, scheint es ratsam, hier noch einige wenige Worte
itber das dyadische oder bindre Zahlensystem zu sagen. Schon
oben, in dem Kapitel tiber die ,,Ahnentafeln‘‘(S.106 ff.), begegnete
uns die Reihe der Potenzen der Zahl 2, d. h. die Reihe 1, 2, 4,

1) Nach den Angaben, die H. Delannoy in der von ihm heraus-
gegebenen posthumen ,Arithmétique amusante“ (Paris 1895) Lucas’
(p. 210, Anm.) tiber die fiir die ungeschriebenen Binde V und VI der
»Récréations“ aufgestellte Disposition macht.

%) Andere Spiele dieser Art s. in meinem Buche ,Mathem, Unterh.
und Spiele¥, 2. Aufl,, Bd. I, Kap. III, § 3 (S. 383—88).

%) Siehe Lucas, ,Théorie des nombres* (Paris 1891), Introduction,

p. XXXII.
Ahrens, Unterhaltungsmathemalik. 10
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8, 16, 32, 64 . . . Jede beliebige Zahl 148t sich nun als Summe
von Zahlen dieser Reihe darstellen; so ist z. B. 10 =8 + 2;
2 =164+84+24+1;63=32+164+8+4+2+