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П редисл овие переводч иков 

Решение больших  систем л инейных ур авнений принадлежит 
к кругу задач, для которых п р и м енение новейшей высокопроиз
водител�оной вычисл ит<.'льной техники  дает м а ксимальную в ы
году. По этой п р и чине большинство публикаций последнего 
десятилетия по ч ислен н ы м  метода м  ли нейной алгебр ы - их ко
л ичество в 80-е годы значительно увел ичилось - относится 
к области «параллел ьных вычислений»  ( неточны й  тер мин ,  под 
которым подр азумеваются вопросы р еализации  методов на со
временных  супер ком п ьютерах ,  к какому бы кл ассу архитек
тур - п а р аллельных ,  векторных ,  систо.Jiических и т. п .- они н и  
п р ичисл ял ись ) . 

Хотя существует немало книг, полностью или  в значитель
ной части посвященных п а р аллельн ы м  в ычислениям  для за 
дач л и нейной а.JJГебры,  это по преимуществу сборники трудов 
конференций .  Имеются , пр авда ,  и монографии  (упомянем ,  н а 
п р и мер, книги [Валях Е. Последовате.Jiьно-парал.Jiел ьные вычис 
ления . - М. :  Мир , 1 985] и [Воеводин В .  В .  Математические 
модели и м етоды в п а р аллельных процессах . - М. : Наука ,  
1 986]) , но они  ни  в коей мере  не являются учеб н и ка м и .  Да 
и трудно было до  пор ы до  времени  ожидать появления учеб
н и ка по п р едмету, еще столь неустоявшемуся ,  столь зависи мому  
от стремительно изменяющейся технологии .  

Одна ко в последние  годы стал и появляться книги  учебного 
х а р а ктер а и в области п а р аллельных л инейно-алгебраических 
в ычислений .  Книга профессора  Джей мса Ортеги - одна· из пер
вых публ икаций та кого рода . В ней сдел а н а  попытка на  эле
ментарном ( к а к  говорит само  название  книги )  уровне объяс
н ить и систем атизировать сложившисся п р и нцип ы  организации 
решения л и нейн ы х  систем на  вектор н ых и параллельных  ком
пьютера х .  Эта попытка , на  наш взгл яд, вполне удал ась.  Осо
бенно содержательна  в книге  третья глава ,  трактующа я итера
ционные  м етоды. 

Не СJiедует думать ,  ч то книга  представляет интерес только 
дл я новичка .  Б и бл иогр афические р аздел ы ,  завершающие каж ... 
дый  п а р а граф,  несут немало информ ации  и дл я специа.rщстав. 
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Книги ,  на писанные  Ортегой, отличаются завидны м  п еда го
гическим м а стерством .  Две из них  известны советс к и м  ч ита 
тел я м :  фунда м ентальная моногр афия  [Ортега Дж., Рей н 
болдт В .  Итерационн ые методы р ешения нел инейных систем 
уравнений  со м ноги м и  неизвестн ы м и . - М. : Мир ,  1975] и учеб
ник [Ортега Дж. , Пул У. Введение  в числ ен н ы е  м етоды р еше
ния дифференциальных уравнений . - М. : Наука, 1 986]. Н е  
является исключением и настоящая книга ,  родившаяся  из  об 
катан ного на  п р отяжении м ногих л ет курса  лекций .  

С согласия  а втора дл я р усского перевода книги И. Е. Капо
риным было подготовлено допол нение к § 3 .3 ,  3 .4 ,  назва нное 
«0 п р едобусловливании  и распар аллсливании  м етода сопря 
жен ных градиентов».  В нем обсуждаются последни е  р езуль 
таты ,  относящиеся к одному из наиболее перспектинных и 
быстро развива ющихся н а правлений в ч исленн ых м етодах р е
шения  больших систем уравненv.й н а  супер ко м пьютерах .  

При подготовке персвода р а бота б ыла  распределена  так :  
И. Е.  Ка п ор и н  п ер евел третью гл а ву и п р иложения 2-4 ; осталь
ное перевел Х .  Д.  Икр а м ов .  

Мы благода р и м  Л .  Н .  Королева з а  то ,  что он  способствовал 
изда нию этой книги ,  и Ю. С. Осипова за  консультацию по тер -
м инологии. 

Х. Д. И крамов 

И. Е. Капорин 



Посвящается Саре и Скотту 

Предисловие 

Хотя истоки теор и и  п а р аллельных вычислений восходят 
к прошлому столетию,  п а р аллельные и в екторные  компьютер ы 
стал и доступны научному миру  только в 70 - е  годы. Эффект, 
произведенн ы й  пер в ы м и  из  этих м а ш и н - 64-процессор н ы м  
компьютером  ILL IAC IV и вектор н ы м и  ком пьютср а м и  ф и р м  
Texas  I nstruшents, Control Data  Corporat ion,  а з атем C r ay 
Resca ·rch Corporation , - был в известной степени  огр а ниченны м .  
Машин  б ыло м ало и доступ к ним  и мел и гл авным  образом 
сотрудники  нескольких  государственных  л абор а торий .  Одна ко 
теперь сл абый  р учеек п р евратился в бурный  поток В н а стоя
щее время  введены в эксплуатацию более  200 в ысокопроизво
дительных  векторных  компьютеров,  пр ичем не  только в госу
дарственных ла бораториях ,  но и в университетах ,  а также во 
м ногих промышленных учреждениях.  Кроме  того, организован 
н ы е  Н а циональным  науч н ы м  фондом супер комцьютерн ы е  
центры сдел али большие вектор ные  ком пьютер ы широко до
ступ н ы м и  а кадемическому сообществу. Н аконец, м ногие ком п а 
н и и  освоили п роизводство вектор ных  компьютеров меньшей 
производительности , но с очень в ысоким  коэффициенто м  «эф
фективностьjсто и мосты>. 

Б ыстро прогрессирует и н а п р а вление, связанное с пар алле
л изацией .  Н а иболее мощные современные  супер ком пьютер ы со
стоят из нескольких  п а р алл ельна р а ботающих вектор н ых про
цессоров.  Хотя ч исло п роцессорав  в таких  машинах  все еще 
относительно невел и ка ( н е  превышает 8 ) , ожида ется, что  в 
ближа йшем будущем оно возр астет (до 1 6  ил и даже 32) . В то 
же время существует множество исследовательских проектов 
м а ш и н  с сотнями ,  тыся ч а м и  и еще бол ьшим  кол ичеством про 
цессоров . Н есколько ком п а н и й  уже сейчас  продают п а раллель 
н ы е  ком п ьютеры ,  в которых ч исло процессаров достигает сотен 
или  даже десятков тысяч .  

Вероятно, гла вной движущей силой р азвития векторных  и 
п а р аллельных  компьютеров б ыл и  потр ебности научных вычис
лений ,  а одной из важнейших зада ч в обл асти научных выч ис
лений  явл я ется р ешение  систем л инейных  уравнений .  Даже для 
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последовательных ком пьютеров эта з адач а  остается полем а к
тивной деятельности, что особенно верно в отношении  итер а 
ционных методов .  Одна ко появление  пар аллельных и вектор
ных ком пьютеров сдел ало необходи м ы м  п ер еосмысление  даже 
основных  алгоритмов,  и этот п роцесс все еще продолжается. 
Более того, м ы  переживаем  наиболее бур ный  период в исто
р и и  ком пьютер ных  а р хитектур .  Н есом ненно,  потребуется еще 
н есколько лет, чтобы какой -то один тип п а р аллельной а р хитек
тур ы утвердился в качестве доминирующего. Не исключено ,  что 
такого явного доминирования  не  будет никогда . 

Отсюда следует, что книга  на  подобную тему обречена  
устареть почtи в тот самый момент, когда она  сдается в набор .  
М ы  п ытал ись противостоять этой опасности, не пр ивязывая  
книгу н и  к каким  конкретным  м а ш и н а м ,  хотя ч итатель з а м етит 
сл еды влияния  относительно ста р ы х  компьютеров CD C CY
BER 205 и CRAY- 1 .  Одна ко существует немало основ ных  идей, 
ф а ктически не  зависящих от конкретной м а ш и н ы; можно предпо
ложить, что они сохранят свое значение  даже п р и  том ,  что 
основанные  на  них конкретные  алгор итмы могут потребовать 
модификации .  И м енно эти идеи мы п ытал ись подчеркнуть.  

Эта книга возникл а  из читаемого с н ачала  80-х годов се
м естрового курса для аспира нтов первого года . Первонач ально 
курс был ор иентирован  гл авным  обр азом н а  а нализ итер а цион
н ых м етодов ,  но определенное внимание  удел ялось и в ектор 
н ы м  компьютер а м ,  особенно машине  CY BER 205. Со временем 
добавился м атер иал по п а р аллельным компьютера м ,  одн а ко 
для п р а ктических зада ний  использовались CYBER 205 и ,  не 
с колько позже ,  CRA У Х-МР. Это отражено в упр ажнениях ,  ко
тор ы е  сильно смещен ы  в сторону CYBER 205. 

Книга орга низов а н а  следующим образом .  'В первой гл аве  
обсуждаются некотор ы е  основные  хар а ктер истики вектор н ы х  
и п а раллсльных компьютеров,  а также особенности р а боты 
с алгоритм а м и  для таких  м а ш и н .  Многие основные  понятия 
р а зъясняются н а  примере  сравнительно простой задачи  м ат
р ич ного ум ножения. Во второй гла в е  р ассм атрив аются п р я м ые 
м етоды, включающие L И-разложение,  р азложен ие Холесекого 
и ортогональные фактор изаци и .  П р едпола гается, что ч итатель 
прослуш ал по край ней мере  вводн ый  курс ч исленного а нализа 
и з н аком с большинством назва нных  м етодов .  Поэтому  акцент 
дел а ется н а  и х  организации дл я вектор ных  и п а р аллельных 
ком пьютеров .  Третья гл ава  посвящена итер а ционн ы м  м етода м .  
Поскольку в бол ьшинстве руководств п о  основа м  ч исленного 
анализа этот раздел освещен довольно поверхностно или  вооб
ще отсутствует, в да нной гл аве  отведено больше м еста изложе
нию основных ( не з а в исящих от компьютерной системы) 
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свойств методов .  Кроме  того, дл я тех,  кто хотел б ы  позн а ко
м иться с м а тематической теорией м етодов более подробно,  даны 
два п риложения ,  где собр а н ы  м ногие станда р тные  теоремы 
о сходи мости и р яд других р езультатов .  Для чтения  книги , 
кроме упо м я нутого выше  знания  начал численных  м етодов ,  
требуются еще некотор ый опыт прогр а м мирования  и осведо м 
ленность в линейной ал гебре .  Краткая  сводка необходимого 
м а тер и а л а  линей ной ал гебр ы дается в п р иложении  4 .  

Многие важные вопросы в книге не  з атронуты и ,  ка к уже 
говорилось, сравн ительно мало в н и м а н и я  удел ено алгоритм а м  
для конкретных  совр еменных  машин .  Однако каждый п а р а
гр аф з а ка нчивается р азделом «Литератур а и дополнения», где 
кратко р езюмируются .. р а боты по соответствующей тематике и 
даются библиогр афические ссыл ки .  Мы н адеемся, что это помо
жет ч итателю углубить свои познания  в и нтер есующих его  во 
п росах .  Ссыл ки  и м еют в ид [Автор ,  год], н апри мер [Jones, 
1 985]; по н и м  можно найти нужные публ икации  в списке 
л итературы .  

Эту книгу нужно ч итать так  же, к а к  любую другую книгу 
по  м атемати ке, а н е  как  р ецептур ное руководство. Неполн ые 
прогр а м м вы е  сегменты приводятся лишь в качестве иллюстр а 
ций ,  а н е  ка к основа р а бочих кодов .  Читателю, жел ающему 
использов ать прогр а м му р ешt:ни я  ли нейных уравнений  для кон
кретной п а р аллел ьной или  вектор ной машины ,  м ы  настоятельно 
советуем не начинать с материала  этой книги; особенно это 
касается п р я м ы х  м етодов .  Лучш е  выяснить, какие  прогр а м м ы  
для да нной м а ш и н ы  уже н а п иса н ы ;  н а ибольшую ценность п ред
ставля ют прогр а м м ы  пакета LINPA CК. 

Мы п ридержинаемся сл едующих соглашений .  Вектор ы обо
значаются стр очн ы м и ,  а м атрицы прописны м и  буква м и. П р и  
нумерации  ур авнений указываются гл ава  и п а р а гр аф;  т а к, 
(3 .2 .4 )  означает ч етвертое по счету уравнение  в пар агр афе 3 . 2. 
Та ки м же образом нумеруются теоре м ы  и определения . 

Я признателен Сандре Ш ифлет, Беверли  Мартин  и в осо
бенности Б. Энн Тёрли  за  перепеч атку р укописи  и м ноги м сту
дентам ,  а также р ецензентам з а  в ысказанные  и м и  за м ечания .  

Шарлоттсвилл, штат Виргиния Джеймс М. Ортега 



Глава 1 
Введение 

1 . 1 .  Векторные и параллельные компьютеры 

С н а ч ал а  I 970-х годов стали  появляться компьютеры , со
стоящие из ряда п а р аллельна р а бота ющих процессаров ил и 
и меющие а п п а р атно реал изов а н н ы е  ком а нды для опер ирования  
с вектор а м и . Компьютер ы второго типа  мы будем называть 
вектор�tыми компьютерами ( или процессорами), ком пьютер ы 
первого типа - параллельными компьютерами ( ил и  процессо
рами). 

Векторные компьютеры 
В основе в екторных  компьютеров лежит концепция ко�tвейе

ризации, т. с. я вного ссгментиров ания  а р и ф м етического устрой
ств а  на  отдельные  ч а сти, кажда я из котор ых  в ыполняет свою 
подзадачу для п а р ы  опер андов . Иллюстр ация для случа я  опе
р ации сложения чисел с плава ющей точкой приведена н а  
р ис.  1.1.1 . В этом п р и м ере  сум м атор для ч исел с пла в а ю щей 
точ кой р азделен  на шесть секций; каждая из них  реализует 

а,-+ 

ь,-+ а,+1, Ь,+1 a,+z, bi+2 a,+l• ь,+, a,+.i, bi+4 ai+-'i• ь,+.., а, +61 ь,+6 

Рис. 1 . 1 . 1 . Конвейер для сложени я  чисел с п л а в а ющей точкой 

свою часть опер а ци и  сложения .  Всякий сегмент может р а бо
тать только с одной парой опер а ндов ,  а в целом н а  конвейере 
в данный м омент времени могут находиться шесть п а р  опер а н
дов . Преимущества подоб ной сегментации  в том ,  что р езуль
таты в ыдаются в 6 р а з  быстрее ( а  в общем случа е  в К р а з, 
где К- число  сегментов )  по ср а в нению с а р ифметически м 
устройством ,  которое, получив  пару  опер а ндов ,  не п р и н и м ает 
новой п а р ы  до тех пор ,  пока  не в ы ч ислит результат для первой 
п а р ы .  Одн а ко для реализации  этой возможности ускорения  
нужно подавать да н н ы е  в а рифметические устройств а  доста 
точно б ыстро, чтобы конвейер все в ремя был за гружен .  С эти м  
связано т о  обстоятельство, что а п п а р атная  ком анда , н а п р им ер; 
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дл я опер ации  сложения  векторов устр аняет необходи мость в 
отдельных командах за грузки и запоминания  да нн ых.  Одна 
и та же  а п п а р атная  команда упр авляет и за грузкой опер а ндов, 
и запоминанием р езультатов. 

Процессары типа «па.мять- память» 

Фир м а  Control Data Corporation (CDC) выпустила  ряд век
тор ных процессоров ,  начиная  с компьютер а STAR-100 (1973 г . ) .  
Эволюция этой м а ш и н ы  пр ивела в конце 70-х годов к ком пью
теру CYBER 203, а затем,  в начале  80-х годов , - к компьютеру 
CYBER 205. Все названные  модел и относятся к ком пьютер а м  

с=а+ь---+------Г------l 
а-------+-----------� 
Ь-------+----------� �------------� 

КонВейер 
Onepamu5нaя память 

Рис. 1.1.2. Опера ция сложения в ком пьютере тип а  «пам ять - п а мять» 

типа  « п а мять - п а мять» ; под эти м подр азумевается ,  что опе
р а нды векторных  кома нд выбираются непосредственно из опе
р а тивной п а м яти и р езультат та кже записывается в опер атив
ную п а мять.  Для операции  сложения вектuров  это показа но 
н а  р ис. 1.1.2. 

П роцессоры типа «регистр- регистр» 

С сер едины 70-х годов ф и р м а  Cray Research, Inc. производит 
векторные  компьютеры ,  которые  могут служить п р и м ерам щю
цессоров типа  «р егистр - р егистр ». Под эти м подразумевается,  
что вектор ные ком а нды получа ют свои опер анды из  очень б ы
строй п а м яти ,  и менуемой векторными регистрами, и запоми 
нают  результаты опять-та ки  в векторных  регистр ах .  Дл я опе 
р а ции  сложения  векторов это показ а но на  рис.  1.1.3; п р едпо
л а гается , что каждый векто р н ы й  регистр состоит из некоторого 
ч исл а слов . Н а п р и мер ,  в машинах  CRA У и меется восемь век
торных  р егистров , емкость каждого - 64 ч исла с пл авающей 
точкой . Операнды дл я векторного сложения  выбир аются из 
двух векторных  р егистров,  и результат также з а п исывается 
в в екторный  р егистр . До сложения векторные  р егистр ы должны 
б ыть за гр ужены из оперативной п а м яти ,  а в некото р ы й  момент 
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времени  после того, как  сложение  з а ко нчено, вектор -резуль
тат нужно переписать из  векторного р егистр а в оперативную 
на м ять .  Дл я повышения эффекти вности ком пьютеров этого 
типа  требуется как можно более и нтенсивно использовать да н -

с =а+Ь 

1 + J ь 
11 КонВеuер 

OnepamuBнaя nамять Векторные ре;шсmры 
Рис. 1 . 1 .3. ОпС'рация еложени я в комш.ютrрс тина «регистр - регистр» 

ные, пока они  находятся в векторных  р егистр ах .  Н есколько 
п р и мерон такого использовани я будут да н ы  в следующих па
ра гр афах .  

Иерархии памяти 

. Векторные  р егистр ы играют роль,  сходную с кэш - п а м ятью 
обыч ных  Э ВМ. Некоторые  из современных векторных  компью
теров и меют бол ее сложную иер архию п а м яти .  Н а п р и мер ,  в 
машине  СRЛ У -2 каждому процессору  помимо  векто р н ых реги 
стров п р ида на  быстрая локальная  па мять емкостью в 
16 000 слов .  Другие м ашины (скажем ,  компьюте р ы  сер и и  
CRAY Х-МР) снабжены м ассоной п а мятью,  которая  м едленней 
оперативной, но значител ьно быстрее дисковой п а м яти .  И ,  ра зу
меется, у всех м а ш и н  есть па мять на дисках .  Важной задачей 
являетсн иснользование  р азличных типов х р а нения ,  обеспечи
вающее готовность да нных  всякий раз ,  как они  нужн ы  арифме
тич ески м устройства м .  

Арифметические устройства 

Как указано выше, дл я в ьшолнения  вектор н ы х  опер аций 
векторные  п роцессар ы распола гают конвейеризова нными  ариф
метически м и  устройства м и .  Одна ко конструкция этих  устройств 
может быть разл и ч н а .  Машины ф и р м ы  CD C используют устрой
ства с изменяемой конфигурацией, в которых один и тот же 
конвейер может в ы пол нять разл и ч н ые арифмет·ические опер а
ции .  Одна ко до начала  новой операции конвейер должен быть 
перенаjiажен для нее .  С другой стороны,  м а ш и н ы  CRAY обл а -
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дают раздельны м и  конвейера м и  для сложения ,  у м ножени я и 
некоторых  других функций. У таких  я понских м а шин ,  как ,  н а 
п р и м ер, NEC SX-2, и м еется несколько конвейеров для операций  
одного типа  (скажем ,  четыре  конвейера  для сложения ,  ч етыре  
для ум ножения и т. д.). Ком пьютер может и м еть также не 
с колько конвейер ов с изменяемой конф и гур ацией. К п р и м еру ,  
CYBER 205 допускает 1 ,  2 или  4 конвейер а ,  используемых  в 
ун исон для выпол нения  да н ной векторной  опер а ции  ( а  н е  не 
скольких р азличных операций ) .  

В составе  а п п ар атно р еализован н ых векторных  опер аций  
всегда предусм атриваются сложен ие  и поком понентное у м но
жение двух векторов ,  а та кже л ибо покомпонентное деление 

Ь � а 

t i t 
.ь 1 + * {l+otb 

Рис. 1 .1.4. Зацепление 

-

векторов ,  либо  фор м и рование  векто р а  из ч исел , обратных 
к ком понентам дан ного вектор а .  Могут и меться также вектор 
ные  ком а нды для более сложных опера ций: поком понентного 
извлечения квадратного кор ня ,  скаляр ного произведения двух 
векторов ,  м а н и пулирования  с разрежен н ы м и  векторами и т .  д. 
Некотор ые  опер ации  можно реал изовать весь м а  эффективно.  
Н азовем триадой ( в  оригинале l inked tri ad, т .  е .  буквально 
«сцепленная  триада» . - Перев. ) операцию вида а+ аЬ, где а и Ь - векторы ,  а а- ска .11яр .  Возможны и другие р азновид
ности три ады, н а п р и мер (а+ а)Ь; здесь через а+ а обоз н а 
чен  вектор , получаемый  из  а добавлением числ а а к ка ждо й  
компоненте. Ком пьютер CYBER 2 0 5  может выч ислять тр иады 
почти с такой же скоростью ,  как су м м ы  или  произведения  век
торов .  Триаду называют та кже опера цией saxpy 1); это назва 
ние, пожа:1р'i, более распростр а нено,  особен но среди пользова 
телей комш.ютеров CRAY. Одна ко мы будем пр идерживаться 
тер м и на «тр иада» .  

Ма шины  с р аздельными а р иф м етическими  конвейер а м и  
обычно допускают зацепление арифметических устройств.  Это 

1 ) Название saxpy для операции у:= ах + у впервые было употреблено 
авторами пакета BLAS [Lawson Ch. R. et а!. АСМ Traпsactions on Mathema
tical Software, 1 979, v. 5, р. 308--323]; его первы й  си мвол указывает, что 
вычисления проводятся с обычной точностью (Single precision), все осталь
ное есть символическое обоз начение п равой части оператора п рисваи вання 
(Рот plus (плюс)) . -Прим. перев. 
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озн а ч ает, что результаты,  в ычисляемые  одн и м  устройством, пе
реда ются другому без промежуточного возврата  в регистр.  Ил
люстр ация  для случая  триады приведсна на  р ис .  1 . 1 .4 .  

Больши нство вектор н ы х  компьютеров и меют отдельные 
устройства дл я скаляр ной а р иф метики .  Эти устройства также 
могут быть конвейеризованы ,  но, в отличие  от векторных  кон
в ейеров ,  не  допускают векторных операндов .  Они  могут рабо
тать п а р аллельна с вектор ными  конвейср а м и  и ,  ро ср а внению 
с максимальной скоростью посл едн их ,  в ыдают результаты в 
5- 1 0  раз  медлен нее. 

Время запуска 

Использов ание  векторных  опер а ций связано с накладны м и  
р а сходами,  к а к  показывает следующая п р и ближенная  фор мул а  
для времени  Т вектор ной опер а ци и :  

T = S + KN. ( 1 . 1 . 1 ) 

В этой формул е  N - дл и н а  обр а батываемых  векторов ,  К
промежуток времени ,  з а  котор ый конвейер в ыдает результат, 
а S - время запуска конвейер а .  S есть время ,  необходимое для 
запол нен ия конвейер а ,  в ключая  время  для подготовки  опе
р а ндов .  Обычно S гор аздо больше для м а ш и н  типа  «память 
п а м ять»,  чем для машин  типа «регистр - регистр », п р и  усло
вии, что во втором случ ае  не  учитывается время з а грузки век
тор ных  регистров из опер ативной п а мяти .  В машинах  с кон 
вейерами изменяемой конфигур ации S включает в себя время 
н а стройки конвейера .  

Скорость в ыдачи резу.'lьтатов К тесно связана  с временем 
цикла м а ш и н ы  (называем ы м  еще тактовым периодом или  про
сто тактом) . После запо.1 нения  конвейер а каждый очередной 
резул ьтат в ыдается ч ерез та кт. Следов ательно,  для м ногих ма
ш и н  К просто совпада ет с времен ем цикл а .  Однако для маш и н  
с нескольки ми  конвейер а м и  К р авно времени  цикл а ,  деленному 
на ч исло конвейеров .  Н а п р и мер , дл я компьютера CYBER 205 
время  цикла составляет 20 не ( не = 1 0-9 с ) , поэтому для двух
конвейер ной модели К р авно 10 не (сложение и поком понентное 
умножение векторов ) ,  а для ч етырех конвейер ной - 5 не .  Для 
маш и н ы  NEC SX-2 время цикла составл яет 6 не и имеется по 
четыре  конвейер а для сложени я  и умножения .  Следовательно,  
для этих операций К =  1 .5 не .  Для более сложных операций 
( квадр атный корень или  скалярное  произведение )  значение  К 
может быть больше .  

Из формулы ( 1 . 1 . 1 )  следует, ч то (среднее) в р емя получения  
одного резул ьтата р авно 

TR = K + S/N. ( 1 . 1 . 2) 
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График этой вел и ч и н ы  как  функции от длины в ектора  N при 
в еден · н а  р ис. 1.1.5. Этот гр афик  иллюстр ирует необходи мость 
р а боты с достаточно  дли н н ы м и  вектор а м и , что б ы  а мортизиро
вать по  м ногим р езультатам издержки на  за пуск. В совр емен
ных векторных  процессарах  время  выдач и  р езультата и м еет 
порядо к  нескольких наносекунд, тогда как  время запуска со
с'Га�ляет от нескольких десятков н анасекунд для машин  типа  
«регистр-регистр» до  нескольких  сотен нанасекунд н а  маши
нах  ти па  «память-память».  

1 0  10z 103 104 N 
Рис. 1 . 1 . 5. График функции TR(N) 

Прои�водительность конвейера  можно х а р а ктер изовать и 
числом р езультатов ,  в ыдаваемых  и м  в един ицу времени. Оно 
в ыражается формулой  

R 1.- l N = R = S + KN 

Если S =О ил и если N-+ оо, то из ( 1.1.3) следует 
. 1 R"" = к· 

(1.1.3) 

(1.1.4) 

Эта в ел и чина называется асимптотической производитель
ностью. Она равна  ( н едостижимой )  ма кси мальной скорости 
выдач и  р езультато.в , получаемой при и гнор ировании  р асходов 
на запуск. Пусть, н апример, К= 10 не, тогда асимптотич еск а я  
п роизводительность составляет Roo = 108 результатов в секун
ду,  друг и м и  слова ми ,  100 мегафлопов ( мегафлоп = 1 м иллион 
операций с ч ислами с пл авающей точкой в секунду ) . 

Н а  р ис .  1.1.6 изображена скорость в ыдач и  р езультатов R 
как функция от N в п р едположени и, Что К= 10 не,  а S 
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при н имает два значения : 100 не  и 1000 не .  Ка к видно из р и 
сунка ,  с ростом N обе кривые стремятся к уровню асимптотиче
ской производительности ,  составляющему 1 00 мегафлопов.  
Одна ко р а сстояние до этого уровня для меньшего значения  S 
поначалу намного меньше.  

Н екотор ы й  и нтерес п р едставляет величина  Nl/2, определяе
мая как дл и н а  вектора ,  дл я  которой достигается IIОловина  
асимптотической п роизводительности. Есл и , н а п р имер ,  К= = 10 не, то из (1.1.3 )  следует, что N112 = 100 для S = 1000 
и N112 = 10, если S = 100. Другой важной х а р а ктеристикой 

R 

100 

S=lOO 
s =1000 

50 

/ 
10 102 103 104 ·N 

Рис. 1 . 1 .6. Гр афик функции R(N) (скорость в ыдачи результатов в мегафло
па х) 

является граничная длина Nc, для которой в екто р н а я  а р ифме
тика сравнивается в скорости со скалярной .  П р едположим, что 
скалярную арифметику можно в ыпол нять со средней ско
р остью 10 мегафлопов .  Тогда граничная длина  Nс - это зна 
чение  N ,  для которого R = 1 0  мегафлопов.  При  S = 1000 ,  
пользуясь формулой ( 1.1.3 ) , н аходим минимальное з н ачение N 
из  неравенства 

N 210 Х 106• 
(1000 + 10N) !О 9 :::---

Получ а ем Nc = 12. Таким обр азом, для в екторов дли н ы  мень
ше 12 векто р н а я  ар ифметика медленнее скаляр ной. С другой 
стороны ,  п р и  S = 1 00 имеем Nc = 2 ;  здесь векторные опер ации 
более  эффектив н ы  для всех  вектор н ых дл ин ,  з а  исключением 
тр ивиального случая  векторов дл и ны 1 .  З а мети м ,  что з н а ч ен и е  
гр аничной дли н ы  весьма чувствительно к скорости скаля р ной  
ар ифметики .  Если б ы  в предыдущих п р имер а х  скорость ска
лярной арифметики равнялась только 5 мегафлоп ам, т о  было 
бы Nc = 6 при S = 1 000 и Nc = 1 при S = 100 .  
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Векторы 

В .векторных компьютерах накладыва ются ограничения  на  
то, что следует понимать под вектором п р и  в ы пол нении вектор 
ных арифметических операций .  В м а ш и нах типа «регистр 
р егистр » вектор для арифметической ком а нды п р едста вл яет со
бой последовател ьность смежных элементов в ектор ного р еги
стра ,  обычно начинающуюся с первого элемента этого р егистр а .  
Таким образом ,  для м а ш и н  этого типа  важно, что  п р едставля ет 
собой вектор в оперативной памяти п р и  за грузке вектор ного 
р егистр а .  По существу это же са мое важно и для р еализации  
вектор ных ар иф метических опер аций  в компьютер ах типа  «Па 
м ять - п а м ять».  

Последовательно адресуем ы е  элементы всегда составляют 
допустимый  векто р ;  в некотор ых

. 
м а ш и н а х  ( с�ажем , м а ш и н а х  

ф и р м ы  СОС) это единственвыи допустим ыи в и д  вектора .  
В дальнейшем м ы  будем пользоваться словом «смежные» к а к  
синони м о м  слова «последовательно адр есуемые»,  н есмотря н а  
то,  что последовательно ·адресуемые элемент1.1 физически 
обычно не  соседствуют в п а мяти ;  как  правило,  они хра нятся 
в р<tзл ичных  банках  п а мяти .  ( Одна ко в м а ш и н а х  фир м ы  СОС 
доступ к дан н ы м  осуществляется посредством «суперслов»,  
п р едста вляющих собой физически смежные восьмерки слов .  
Здесь к разным банкам  п а м яти относятся суперслова . )  В дру
гих  машинах  векто р ы  обр азованы  последовательностя м и  эле
м ентов, и м еющи м и  постоянный ш а г. Под шагом пон и м а ется  
адресное расстоя ние  м ежду соседни м и  элем ента м и  последова 
тельности .  Так, элементы с адр есами  а, а+ s, а + 2s, . . .  и м еют 
постоянный  ш а г, р авный s. В ч астном случае s = 1 получаем  
последов ательно адресуемые  элементы.  

П р едположи м ,  что последовательность элементов не  и м еет 
постоянного ш а га или и м еет постоян н ы й  шаг, больший 1, в то 
время  как в данной машине  вектор может состоять только из 
последовательно адресуем ы х  элементов. Тогда , чтобы получить 
допуст и м ы й  вектор , необходимо использовать допол нительное 
оборудов ание или  прогр а м м но реал изов а нные ком а нды п ер е
фор м атирования  данных .  Опера ция сборки отображает задан
ное ч исло элементов,  указываемых  списком адресов,  в вектор .  
Опер ация слияния объединяет два  вектора в один .  Операция 
сжатия отображает в вектор последовательность равноудален
ных элементов . Разумеется ,  все эти операции  требуют опреде
л еиного времени ,  которое увеличивает иакладные р а сходы 
в екторных  арифметических опер аци й .  Кроме  того, по заверше
н и и  векторной а р ифметики может поиадабиться з апомнить ре
зультаты не в виде вектора .  Опер ация  рассылки, обратная  
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к операции сборки ,  з а писывает элементы вектора  в позиции ,  
определяемые  сопутствующим списком адресов .  Г л а в ной забо
той п р и  конструировании  алгоритмов дл я векторных компьюте
ров является организация да нных ,  позволя ющая м и н и м изиро
вать накладные расходы , проистекающие из необходи мости 
использовать перечисленные операции управления  данными .  

П араллельные компьютеры 
В основе п а р аллельного компьютер а л ежит идея Использо

в а н и я  для р ешения  одной задачи нескольких процессоров, ра
ботающих сообща.  Расчет делается на то, что если одному 
п роцессору дл я в ыполнения задач и  тр ебуется время t, то р про
цессорав смогут р ешить эту задачу за время  tjp. ОДнако это 
идеальное ускорение  удается получить лишь в очень специаль
н ых  ситуа циях ,  и нашей целью является построение алгор итмов ,  
способных извлечь из наличия  нескольких процессорав макси
мальную в ыгоду для данной задачи. 

Параллельный  ком п ьютер м ожет и м еть очень  простые про
цессоры .  п р и годны е  только для малых или ограниченных задач ,  
а может и м еть весьма мощные векторн ые процессоры .  Н а ш е  
обсуждение будет в основном посвящено случаю, когда отдель 
н ы й  проЦессор представл яет собой полноценный последова
тельный  процессор умер енной производител ьности,  но некото 
рое  внимание будет уделено и компьютер а м  с вектор н ы м и  про
цессор а м и .  

МКМД- и ОКМД-машины 

Первый важный вид дихото м и и  в параллельн ы х  системах  
относится к тому, как упр авляются процессор ы. В системах 
типа ОКМД ( один поток команд - м ного потоков дан н ых) все 
процессары находятся под упр авлением главного процессора ,  
называ емого контроллером, или  управляющим процессором ; 
в каждый данн ы й  момент времени все процессары в ыполняют 
одну и ту же  команду ( и л и  все  проста ивают. ) Таким  образом ,  
один  поток команд воздействует на м ногие потоки данн ых ,  про 
х одящих  через  отдельные  п роцессоры .  Компьютером  типа  
О КМД был ILL IAC IV, первая большая п а раллельная  система, 
завершен н а я  в начале 70-х годов.  К это му же типу относятся 
ICL DAP, англ и йская сер ийная м а ш и на, введенная в эксплуа
тацию в 1 977 г., Goodyear МРР, построенная в нач але  80 -х го
дов специально для NASA, и Connection Machine, сер и й н а я  
машина  середины 80- х  годов .' Индивидуальные процессар ы 
этих машин представляют собой сравнительно просты е  одноби
товые устройства; их 4096 в DAP, 16 484 в МРР и 64 936 в 
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Connect ion Machine. Концеnтуально векторные  ко мпьютер ы 
та кже можно включить в класс О КМД-м а ш и н, есл и считать, 
что элементы вектора  обр абатываются неза висимо под управ 
лением а п п а р атной вектор ной ком а нды.  

Большинство пар аллельных ком пьют�ров ,  построенных 
после ILL IAC IV, представляют собой систе м ы  типа МКМД 
( м ного потоков ком а нд - м ного потоков да н н ых ) . Здесь инди
видуальные процесса р ы  р аботают под упр а влением своих соб
ств�н ных  прогр а м м , чем достигается б6J1ьш а я  гибкость заданий, 
выполняемых  п роцессара м и  в каждый да нный  момент.  В то 
же время  воз никает проблема  синхронизаци и .  В системе  типа  
ОКМД синхронизация отдельных процессаров осуществляется 
контроллером ,  но в МКМД-систем а х  приходится использовать 
другие м еха низ м ы, чтобы обеспечить выпол нение  процессара м и  
свои х  заданий  в правильном пор ядке и с правильными  дан
ными .  Мы вернемся к вопросу о синхронизации  в последующих 
пара  графах .  

Разделяемая или локальная память 

Другой важный вид дихото м и и  для п а р алJ1ельных  систе м 
это тип  п а мяти : разделяемая ил и локальная. Устройство си 
стемы  с р а зделяемой п а мятью показ а но на  р и с. 1 . 1 .  7 .  Здесь 

Памяmь 

р р 

Рис. 1 . 1 .7. Система  с р азделяемой п амятью 

все процессары и м еют доступ к общей п а м яти .  (В дальнейшем 
м ы будем пользов аться тер м и на м и  «р азделяемая  п а мять» и 
«общая п а м ять» попеременно) . Каждый процессор может т а к
же и м еть свою собственную локальную п а м ять для програ мм 
и промежуточных  р езультатов . В этом случае общая п а м ять 
используется для данных и р езультатов ,  необходимых более чем  
одному процессору.  Любое общение между и ндивидуальными 
п роцессар а м и  идет через общую п а м ять. Главным достоинством 
систем с р а зделяемой п а мятью является потенциально очень 
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быстрое взаимодействи е  процессоров .  Серьезный  недостаток 
состоит в том ,  что обща я п а м ять может потребоваться одно
временно различrrым процессор а м .  В таких случаях  возни кают 
задержки с доступом к па мяти ;  продолжительность подобных 
задержек, называемая временем к,онфлuк,тов п а м яти,  может 
р асти с возр аста нием  ч исла процессоров .  

Альтер нативу систе м а м  с р азделяемой  п а м ятью составляют 
систем ы  с локальной п а м ятью ; в них  каждый п р оцессор может 
адресов.а ться только к собственной п а м яти .  Обмены м ежду про
цессар а м и  происходят путем передач и  сообщений ,  содержащих 
ч исленную или  иную инфор м а ·цию.  

Схемы соединений 

Вероятно,  н а иболее важны м и и нтересным  аспектом п ар а л
лельных ком пьютеров является то, к а к  общаются друг с дру
гом отдельные процессоры .  Это особенно важно для систем ,  

Рис. 1 . 1 .8. Полностью св язанная систем а  

где п роцессар ы и м еют л и ш ь  локальную п а м ять, но немало
важно и для систем с р азделяемой п а м ятью, в которых  соеди
нени я  с общей п а мятью могут быть р еал изованы  р аз н ы м и  схе
м а м и .  Кратко обсудим ряд н а и более р аспростр аненных схем 
взаимосвязей .  

Полностью связанные системы. В полностью связа н ной си
сте м е  каждый п роцессор и м еет пря мое соединение с л ю б ы м  
другим процессором .  Это показано н а  р ис. 1 . 1 .8 .  Пол н а я  свя 
з а н ность систе м ы  и з  р процессорав требует, чтобы из  каждого 
п роцессара  исходили р- 1 линий  связи ,  что непрактично пр и 
большом р .  
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Коммутатор. Другим способом добиться пол ной связа нности 
с истем ы является коммутатор, изображенный на  р ис. 1 . 1 . 9. Как 
видно из р исунка ,  каждый  процессор в п р и нципе  можно со
еди нить  с любы м  устройством па мяти посредством переключа 
телей ,  уста навливающих соеди нен и я .  Достоинство этой схе м ы  
в том , что возможность доступа  любого процессар а к л юбому 
устройству па мяти  достигается с помощью небольшого числа 

м м м 

р 

р 

р 

Рис. 1 . 1.9. Коммутатор 

линий связи .  Одна ко ч исло переключателей,  соединяющих р 
п роцессаров с р устройств а м и  па м яти,  р авно р2, поэтому п р и  
больших р схема  становится непрактичной .  Эта схем а  исполь
зовалась для соединения 1 6  м ини -компьютеров PDP- 1 1  в одной 
из  первых  п а р аллельных систем ,  а и м енно в систем е  C .mmp, 
р а з р а ботке Университета Кар неги-Меллона ( начало 70 -х годов ) . 

Шина и кольцо. Систем а  с общей ш иной показ а н а  н а  
рис.  1 . 1 . 1 0 .  Здесь в с е  процессар ы соединены посредством ( вы
сокоскоростной ) ш и н ы .  Достоинством та кой схем ы  я вляется 

Рис. 1 . 1 .10. Система с общей шиной 

очень м алое ч исло л иний  связи,  однако возможны задержки 
(конфликт на шине) при  использовании  шины  н ескольким и  
п роцессор а м и .  Это может стать серьезной проблемой  п р и  уве
личении  числа процессоров .  

Кольцевая сеть- это схе м а  с з а мкнутой ш и ной  ( см .  
р ис .  1 . 1 . 1 1 ) .  Здес1, дан н ые перем еша ются по  кольцу и становятся 
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доступны процессар а м  по очереди.  Схем ы с общей ш и ной или 
кольцевые  схе м ы  р азличных типов применены в н ескольких 
п а р аллельных ком пьютерах .  В некоторых системах шина ис
пользуется для соединения процессаров с глобальной п а м ятью. 
П р и м ерам  может служить систе м а  FLEX/32 из 20 про

цессоров ,  созда нная  в середине 
80 - х  годов фир мой FlexiЬ!e Com
puter Corporation .  В других слу
чаях  с помощью шины  реализо
в а н а  систем а  с локальной па 
м ятью и передачей сообщений .  
П р и мерам является экспери мен
тальная  систем а  ZMOB, разрабо
танная  в Университете штата 
Мэр иленд в начале  80-х годов.  

Решетка процессоров. Исто
р ически сложилось так, что в 

Рис. 1 . 1 . 1 1 .  Кольцевая  связь ч исло самых  популярных схем 
соединения входит схема ,  в ко

торой  каждый процессор связан л ишь с нескольки м и  соседни м и .  
Простейшим  п р имерам явл я ется линейный .массив , показанный 
на  р ис .  1 . 1 . 1 2 . Здесь каждый процессор соединен с двум я  сосе
дям и  ( за  исключением концевых процессоров ,  и м еющих лишь  
по одному соединению) .  Достои нство этой схе м ы - в ее про 
стоте: из каждого п роцессара вых�>дит не  более двух л иний  

···� 
Рис. 1 . 1 . 1 2. Л инейный массив 

связи .  Серьезный  же недостаток состоит в том ,  что дан ные,  
п р ежде чем достичь своего конечного назначения ,  возможно,  
должны будут пройти через несколько промежуточных про
цессоров .  ( З амети м ,  что в этом отношен и и  л и нейный м ассив 
отличается от систем ы с общей ш и ной ,  несмотря на сходство 
р исунков 1 . 1 . 1 0 и 1 . 1 . 1 2 ) . Пусть, н а п р и мер ( см .  р ис .  1 . 1 . 1 2 ) , 
нужно переслать данные  от процессара  Р1 процессору  Рр. В та
ком случае  сначала следует посл ать их  процессор у  Р2, з атем 
nередать п роцессору  Р3, и т. д. Всего придется совершить 
р- 1 перссылок да нных .  Максимальное ч исло пересылок, необ 
ходим ы х  для переноса да нных  между любыми  двум я  процесса
р а м и  системы ,  называется коммуникационной длиной, или диа-
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.метром системы .  Кольцевой м ассив ,  изображенн ы й  н а  р ис. 1 . 1 . 1 3 , 
сокра щает ди а м етр систем ы: м а ксимальное р асстояние  между 
п роцесса р а м и  теперь  составляет лишь о коло половины  того, 
что было в случае  л инейного соединения .  Связи в кольцевом 
массиве могут б ыть однонаправ
ленными ( скажем,  н а  р ис.  1 . 1 . 1 3 
да нные  могут персмещаться 
только по ч асовой стр елке)  или  
двунаправленными. 

Большинство р еально постро
енных р ешеточных  массивов ис
пользуют двумерные  схем ы со
единений .  Одн а  из простейших 
таких схем изображена н а  
р ис. 1 . 1 . 1 4 . В н е й  п роцессары  
р асположены в виде п р а в ильной 
двумер ной решетки и каждый 

Рис. 1 . 1 . 1 3 . Кольцевой массив 

п роцессор соединен с север н ы м ,  южн ы м ,  восточным  и з ападны м  
соседями.  Кроме  того, г раничные  процессар ы могут быть соеди
нены по п р инципу тор а .  Эта схема  соединений «север -юг-вос
ток-запад» была п р и м енена в компьютере ILL IAC IV, 64 про
цессара которого составляли  массив 8 Х 8. 

Рис. 1 . 1 .14. Решетка процессаров 

Достои н ством схемы н а  р ис.  1 . 1 . 1 4 опять-таки является 
п ростота . Н едостаток,  как  и в случае  л инеиного массива ,  со
стоит в том, ч то при обмене  м ежду отдаленны м и  процессар а м и  
да нные  должны нройти через р я д  промежуточных процессоров .  
Для р п роцсссоров ,  р асположенных в в иде квадратного мас-
сива,  диа м етр системы составляет О ( --J{J'). П роблему обмена  
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дан н ы м и  до некоторой степени может облегчить введение  допол
н ительных соединений ,  называемых локальными связями. Так, 
в схем е  на  р ис .  1 . 1 . 1 4 можно соединить каждый процессор еще 
с четырьмя ,  находящим ися от да н ного в севера-восточном ,  юга
восточном , юга-з ападном и северо-западном напр авлениях .  Дру
гая  воз можность : рассмотреть трех мерный м ассив процессоров, 
в котором каждый процессор соединен с ш естью ближайшими  
соседями .  Ясно ,  что добавление локальных  связей уменьшает 
среднее время  обмена ,  но это достигается ценой усложне
ния схемы .  

Гиперкуб. Интересный в а р и ант принципа  локальных соеди
нений  получается, если м ысленно погрузить схему в простр ан 
ство большего ч исла измерений .  Р ассмотр и м  сперва трехмер 
ную схему соеди нений ,  показа нную н а  р ис .  1 . 1 . 1 5 . Здесь про
цессар ы  р а з мещены в вершинах  трехмер ного куба ,  а ребра 
куба и гр а ют роль локальных связей между процессо р а м и .  Та
к и м  образом ,  каждый процессор соединен с тремя ближайшими  
соседя ми ,  т .  е .  бл ижайш и м и  вер ш и н а м и  куба .  

Теперь п р едстави м себе а налогичную схему соединений ,  н о  
опирающуюся н а  куб в простр анстве k измерений .  Здесь про
цесса р ы  также можно отождествить с 2,.  вер ш и н а м и  этого 
k -мерного куба .  Каждый процессор соединен вдоль ребер куб а  
с k смежн ы м и  вершинцми .  Такая схема соединений назыв ается 
гиперкубом, или двоичным k-кубом. Разумеется , если k > 3, 
р еально построить k-мер ный  куб нельзя ,  и дл я п р а ктической 
реализации этой конструкции ее следует отобр азить в исходное 
п ространство р а змер ности �3. Так, если предположить, что 
все процессары  на  р ис. 1 . 1 . 1 5  лежат в одной плоскости, то р и
сунок пр авильно указ ывает схему их  соеди нения .  В 4- кубе, т. е .  
в кубе четырехмерного простр анства ,  и меется 16 п роцессоров , 
и каждый соединен с четырьмя  други ми .  Можно считать,  что 
р еш еточный м ассив на  р ис.· 1 . 1 . 1 4  одновр еменно п р едставляет 
собой изобр ажение схемы соединений в 4-кубе.  Рис. 1 . 1 . 1 6 
иллюстрирует трехмерю?IЙ способ визуализации схем ы  соеди
нений для 4-куба; он  показывает та кже, что 4-куб можно полу
ч ить, связывая  соответствующJн· вершины  двух 3-кубов.  В об
щем случ ае  можно построить /,·1,уб, соединяя  соответствующие 
процессары  двух (k - 1 )  -кубов. 

В схеме гиперкуба ч исло л и н и й  связи ,  выходящих из каж
дого процессора ,  воз р а стает по мере  роста ч исла р самих про
цессорав и диа м етр составляет лишь log р. ( Здесь и далее сим 
вол log обозна�ает двоичный  лога р иф м ) . Так, для 64 п роцес
СQров (6-куб )  каждый процессор соединен с шестью друг11м и  
и диа м етр р авен 6 ,  а для 1 024 процессорав ( 1 0 -куб)  каждый 
процессор связан с десятью п роцессара м и  и диа м етр р а вен 1 0. 
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Гиперкуб включает в себя некоторые  из обсуждавшихся 
выше схем соединений .  Н а п р и м ер ,  игнорируя некоторые  локаль
ные  связи ,  можно получить кольцевые или  решеточные  м ассивы .  

П о  мере  роста р а з м ер ности гипер куба р а стет н е  только 
число линий  связи,  выходящих из одного процессора , но  и 
сложность схе м ы  в целом .  В конеч ном счете будет достигнут 
п р а ктический п р едел р а з м ер ности гиперкуба .  

Схема  соединений в виде гиперкуба  применена  в несколь
ких вычислительных  системах .  В их  ч исло входит систем а  

�----�---------4 р 

р �--------�----� р 

Рис. 1 . 1 . 1 5. Схема «3-куб>> Рис. 1 . 1 . 1 6. Схема соединений в 4-кубе 

Cosmic Cube, р а з р а ботанная  в начале  80 - х  годов в Калифор
нийском технологическом институте. Ее концепци и использо
в а н ы  в сер ийных  системах  ф и р м  I nte l  Corp. (iPSC ) , Ncube Corp. 
и других .  

Коммутационные сети. Довольно общий способ соединения 
разных п роцессаров или  процессорав с устройства м и  п а мяти  
опирается н а  использова ние  коммутационных сетей. ( Ком мута
ционные сети п р и меняются дл я связи телефонных  а бонентов .  
П р едставьте себе з адачу соеди нения всех телефонов стр а н ы  
посредством любой из р ассмотренных р а нее схем . )  П ростая  
коммутационная  сеть (так наз ываемая  «ба бочка ». - Перев. ) 
изобр ажена на  р ис. 1 . 1 . 1 7 . В л евой ч асти р исунка показа н ы  
восемь п роцессоров ,  в пр авой - восемь  устройств п а м яти. 
Каждый п р я моугольник  п р едставляет собой сдвоенный пере
ключатель; отрез ка м и  указа н ы  линии  связи. Посредством 
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ком мутационной сети каждый процессор может обмениваться с 
л ю б ы м  из устройств п а м яти. Пусть, напри мер ,  процессору Р1 
нужно получить доступ к п а м яти Ms. Тогда переключатель 1 , 1  
уста навливается так, чтобы связать Р1 с переключателем 2 ,2 ,  
тот соединяется с переключател ем (3 ,4) , а последний - с п а
м ятью Мв. 

В схеме на  р ис.  1 . 1 . 1 7  каждый процессор может произвести 
обмен  с любым устройством п а м яти,  поэтому здесь м ы  и меем 
систему с общей п а м ятью, р еал изова н ную поср едством ком мута
ционной сети . Есл и бы устройства п а м яти в пр авой ч асти р и -

М1(Р1) 
M2(Pz} 
Мз(Рз} 

М�Щ} 
МsЩ} 

М6Щ} 
1----М7Щ} 

Ма(Рв} 
Рис. 1 . 1 . 1 7. Сеть тиn а  «бабочка» 

сунка был и з а м енены процессар а м и  (как  указ а но в скобках ) ,  
то тот же р исунок изображал бы  систему с локальной п а м ятью 
и передачей сообщений .  

Ком мутационная  сеть, использующая,  как н а  р ис.  1 . 1 . 1 7, 
сдвоенные  п ер еключатели ,  потребовала  б ы  р/2 перекл ючате
лей  ( и меется в в иду сеть, соединяющая р процессаров с р 
устройств а м и  п а м яти ил и же с еще р процессара  м и . - Перев.) 
н а  каждом уровн е  переключения  и log р уровней с общим ч ис-
лом  � р Iog р переключател ей .  Это н амного м еньше,  ч ем  р2 пе
р еключателей,  необходи мых для ком мутатор а на р ис .  1 . 1 .9; 
так ,  п р и  р = 2 10 для коммутационной  сети нужно толь ко 
5 Х 210 переключателей, а не  220• 

Соединения  по принцилу ком м утационной сети ( не обяза 
тельно такой фор м ы , как на  р ис .  1 . 1 . 1 7 ) использованы  в не 
скольких построенных или  спроектированных  пар аллельных си 
стемах. Среди них  с исте м ы  Butterfly ( фир м а  Bolt, Beraпek апd 
Newman, Inc.) и Ultracomputer (Нью-йоркский университет.) 
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Гибридные схемы. Как следует из изложенного выше,  каж
да я схе м а  соединений  и м еет свои достоинства и недостатки .  Это 
н аводит на м ысль о воз можности комбиниров а ния  двух или 
более схем ,  позволяющего сочетать их  лучшие  качеств а  и м и ни 
мизировать недостатки .  Предположим ,  н а п р и м ер ,  что п роцес
сар ы решетки на р ис. 1 . 1 . 1 4 связа н ы  еще и поср едство м  шины .  
Тогда обмен м ежду соседни м и  процессар а м и  может осуществ
ляться через локальные связи, что освобождает шину от 
передачи  этой ч а сти и нфор м а ции; обмен  же  м ежду более 
отдаленными  п роцессар а м и  может происходить через ш ину.  
Гибридной системой этого типа был компьютер Fin ite Element 
Machine, сконструирова н н ый в конце 70-х годов в исследов а
тельском центре NASA· в г. Лэнгли. Други м примерам может 
служить компьютер Connection Machine .  В нем  используются 
груп п ы  по  16 пол ностью связанных процессоров . Каждая такая  
груп п а  в месте с п а м ятью ( своей для каждого п роцессор а )  р еа
л изова н а  на одном кристалле .  Между собой эти кристаллы со
единены по п р и нципу гипер куба .  Можно описать и р яд других 
гибридных схем .  

Кластеры. Пр иемом ,  родствен н ы м  гибридн ы м  схемам ,  я в 
ляется кластеризация. Кластер ная  схем а илл юстр ируется р и
сунком 1 . 1 . 1 8 ; здесь n кластеров и каждый из  них  состоит из  

Шuна 

1 1 1 
m процессораВ m процессоро6 m npou,eccopo6 

K11acmep 1 I"<1шcmep 2 K11acmep п 

Рис. 1 . 1 . 1 8. Кластерн а я  схема 
т процессоров.  В п р едела х  кластера процессар ы соединен� 
некотор ы м  образом ( может использов аться любая  из  рассмот
р енных выше схем ) , а м ежду собой кл астеры связа н ы  посред
ством шины .  Соеди нения внутр и кл астеров называются локаль
ными, а м ежду кластер а м и - глобальными. В этой схеме р а с
ч ет делаетсп на  возможность надл ежащего сочета ния  этих двух 
типов взаимосвязей ,  т .  е . на то,  что для к аждого процессар а 
обмены будут происходить в основном внутр и соответствующего 
кл астер а ,  потребность же в обменах  между кл астер а м и  будет 
воз никать м енее ч асто. 

Ясно, что кластерную схему можно реализовать р а з н ы м и  
способа м и . В нутр и кла стер а связи можно организовать 
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посредством шины ,  кол ьца, р ешетки, гипер куба и т. п .  Люб а я  из 
н а зва нных  схем (а  не только ш и н а , ка к н а  р ис. 1 . 1 . 1 8 ) может 
использоваться и дл я соединения кластеров .  Отм етим ,  что 
концепцию кл астер изации  можно п р и менять р екурсивно,  что 
приводит к кл а стера м  из кла стеров,  и т.  д. Комп ьютер Cm*, 
сконструированный  в середи не 70 -х  годов в Университете Кар 
неги-Меллона ,  бы.'! одной из первых систем ,  использова вших 
кластер изацию.  Более современным при мерам может служить 
систем а  CEDAR,  р а з р абатывае м а я  в Университете штата Ил
л инойс.  

Схемы с изменяемой конфигурацией. Попытаться преодолеть 
огр а н ичения ,  связанные  с использованием ф и ксиров а нной  схе
мы вза У! модействий ,  можно и та к :  пр идать схеме способность 
изменять ш а блон соеди нений .  Это можно сдел ать статически,  
до н ачала  в ы полнения данной  прогр а м мы,  или  ди н а м и чески ,  
в ходе ее выпол нения и под ее  управлением .  В н ачале  80-х  го
дов были р азр аботаны систем ы TRAC (Техасский университет 
в г .  Ости н )  и Pr i ng l e  (Университет Пэрдью и Вашингтонский 
университет ) , и мевшие  целью продемонстр ировать полез ность 
схем с изменяемой конфигур ацией соединений .  

Еще раз о связях 

Теперь м ы  нес колько более подробно обсудим вза и модей
ствия в систе м а х  с локальной п а мятью. Рассмотр и м  типичную 
задачу о перссылке n ч исел с плава ющей точкой из  па мяти 
одного процессар а Р1 в п а мять другого процессар а Р2• В общем 
случ а е  та кая  перссылк а  р еал изуется посредством некоторой 
комбинации  а п п а р атных средств и прщ-р а м м ного обеспечения ,  
и ее ста нда ртный  сцен а р и й  может в ыглядеть следующи м обр а 
зом .  П р ежде всего данные  з а гружаются в буфер ную п а м ять 
или собир а ются в последовательных ячейках п а м яти ( процес
сор а Р1. - Перев . ) . З атем выполняется ком а нда переслать ,  р е
зультатом которой является перенос да нных  в буфер или  п а 
м ять процесса р а  Р2• Далее Р2 в ыпол няет команду принять , 
и данные  н а п р а вляются н а  места своего конечного н азначения  
в п а мяти Р2• Чтобы освободить основные  п роцессар ы  от зна 
ч ительной ч а сти этой р а боты, можно использовать сопр о
цессор ы .  

В этом упрощенном описа н и и  опущены многие  детали 
( в  большей степен и з ависящие от кон кретной систем ы) , но 
главные  пункты сох р а нены :  чтобы переслать данн ые, их  в н а 
чале  нужно выбр ать из п а мяти переда ющего п роцессор а , 
должна б ыть пр едоста влена  и нфор м ация ,  куда следует их  по-
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слать, должен п роизойти физический перснос дан н ых от одного 
п роцессара к другому и,  наконец, да нные  нужно р а з м естить 
в н адлежащих ячейках п а м яти принимающего процессора .  Для 
м ногих систем время  такого обмена  можно выразить прибли 
женной фор мулой 

f = s + an, (1 .1. 5) 

где s - время  з апуска , а сх - время ,  необходимое для п ерс
сылки одного слова .  З а м етим ,  что вид этой формул ы  в точ 
ности совпадает с в идом фор мул ы  ( 1.1.1) для времени  исполне
ния векторной ком а нды.  В системах  с локальной п а мятью, где 
обмены осуществляются посредством локальных  связей м ежду 

8 

8 б 7 5 
1 

(о. ) ( Ь ) 
Рис. 1 . 1 . 1 9. Остовное дерево при  распространении данных 

соседни м и  процессора м и ,  перссылаемые  да нные ,  прежде чем 
достигнуть своего конечного назi-Jачения ,  возможно,  должны 
будут п ройти через ряд  промежуточных  процессоров.  Поэтому,  
есл и фор м ул а  (1.1.5) выражает время обмена между соседни м и  
п роцессор а м и ,  т о  общее время  перссылки будет з н ачительно 
большим . 

Ч а сто возникает необходи мость в п ерссыл ке да н н ых от 
одного процессара  всем остальн ы м ;  опер а ция та кого рода н а 
зывается распростран.ен.ие.м. Мы укажем оди н  из с пособов е е  
реализации для гиперкуба п р и  условии ,  что в каждый да нный  
момент времени  любой процессор может общаться только с еще 
одним .  На р ис. 1 . 1 . 1 9а предста влено остовн.ое дерево ( или  м и 
н и м альное остов нос дерево)  восьмипроцессор ного гиперкуба ;  
нумер ация  верши н  последнего показа н а  н а р ис.  1.1.19Ь . Н а  пер 
вом врем енном ш аге процессор l в ыпол няет пересылку в про
цессор 2 . Н а  втором временном ш аге происходит п ерссылка из 
п роцессара  1 в процессор 3 и из процессара  2 в процессор 4.  
На третьем временно м  ш а ге процессар ы l ,  2 ,  3 и 4 совершают 
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пересылки соответственно в процессары 5, 6, 7 и 8. Если 
и меется р = 2d процессоров ,  то потребуется d = log р времен
ньiх  ш а гов .  

П араллельн.о-векторн.ые системы 

Мы за кончи м  этот п а р аграф кратки м обсуждением п а р ал 
л ельных систем ,  составленных и з  векторных компьютеров .  По
добные п а раллельна-векторные  системы предл а га ются в на 
стоящее время  на  р ы н ке вычислительной тех ники ,  и та кое 
положение,  по  всей види мости, сохр а нится в обозр имом буду
щем.  Серия  CRAY Х-МР была н а ч ата в 1 982 г .  двухпроцессор 
ной м а ш и ной  и продолжена в 1 984 г. четырехпроцессор н ы м  ва 
р и а нтом .  Предпол агается, что  в недал еком будущем число  про 
цессорав будет доведено до  1 6  ( возможно, эта версия будет 
называться У-МР ) . Систе м а  CRAY-2 и м еет четыр е процессора ;  
ч исло их ,  вероятно, б у дет уве.п ичено .  В 1 987 г .  введена  в экс
п.пуатацию восьмипроцессорная система  ЕТА- 10 ,  преем ница 
компьютеров сер ии  CD C CY BER 200 . 

В ыпускаются и п а р ал.пельно-векторные системы с произво
дительностью, не  достигающей супер ком пьютер наго уровня .  
Так ,  сер ийно выпускается гипер куб I nte\ iPS C, построенный 
н а  векторн ых процессор а х ;  ф и р м а  Al\ i a nt Corp. предлагает 
систему из восьм и  вектор ных  процессоров .  

Литература и дополнени я к параграфу 1 . 1 
1 .  Существует м ного книг  11 антологий,  посв ященных архитектуре век

торных  компьютеров В fKogge, 1 98 1 1 подробно обсуждается идея конвейе
ризации 1 1  ее при менеипс в векторных компьютерах В книге f Hockney, Jess
hope, 1 98 1 ]  описываются ком п ьютер ы  CRAY- 1 и CYBER 205, в водится дли н а  
N 1 1 2  половинной  производительности и освещаются смежные вопросы.  (Об
общение характеристики N 1 ;2 на  п а раллсльныс VIашины предложено в статье 
[Hockney, 1 987] . )  Среди сравнительно недавних кинг - [Fernbach,  1 986] , где 
дается дополнительна я  информацпя  о машинах  C RAY, а также о японских 
векторных ко\\пьютерах ,  производи м ых фирмами  Hi tachi ,  Fuj i tsu и N EC, и 
[Stone, 1 987],  г де рассматриваются конструкторские аспекты в ысокопроизво
дительных ко\\пьютеров По поводу систем CRA У Х-МР см .  публикации 
[Chen, 1 984;  Larsoп,  1 984] ,  а по  поводу CYB ER 205 - статью fL incoJ n ,  1 9821-

2 .  В р яде статей обсуждаются вопросы, предста вляющие специальный и н 
тt•рес д.1 я  конкретных векторных  комп ьютеров В системе C R A  У Х - М Р  з а 
грузка регистров и запись в п а м ять могут быть сцеплены с векторными  
команда м п, и в р а боте [Don garra , H inds , 1 985] от\\счается ,  что n р н  некото 
р ы х  операци ях  Х -МР действует как  машина  типа «па м ять - п а м ять»,  причем 
векторные регистры играют роль буферов па мяти В [Bucher , 1 983] приво
д ятся результаты измерени й  производительности для машин C RAY и других 
суперкомпьютеров.  Статья [Hack,  1 986] посвящена влиянию совмещени я  ска 
л ярных и векторных вычислений  н а  общую производительность Результаты 
замеров производительности дл я гиперкубов I n teJ ,  Ncube и Ametak можно 
найти в [Duпigan ,  1 987] .  
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3 .  Подробное обсуждение архитектуры параллельных компьютеров со
ставляет содержание  книги [Hwang, Br iggs, 1 984]. Различным аспектам этой 
темы посвящены также книги и антологии rнockney, Jesshope, 1 98 1 ; Snyder 
e t а ! . , 1 985, Uhr, 1 984; Pa ker, 1 983] Архитектур а  конкретных машин  р а ссма 
тривается в статьях [Gott l ieb e t  а \ . ,  1 983 ;  Se i t z ,  1 985;  S tora as \ i  e t  а ! , 
1 982; Pf i s ter ct a l . ,  1 9851 для м а ш и н  New York Un ivers i ty U l tracomputer ,  
Cosmic Cube ,  Finite Element Machine, I ВМ RP3 соответственно.  Классифи
кация ОКМД и МКМД для па раллельных компьютеров предложена в 
статье rFiynn ,  1 9661. 

4 .  Начиная  п р иб.�изительно с 1 983 г . ,  н а  рынок был выnущен ряд се
рийных  1t относительно недорогltх векторных и/или параллельных систем ;  их 
цены колеблются в пределах от 1 00 000 до 1 млн долларов ,  тогда как стои 
мость суперкомпьютера составляет примерно 1 0  млн .  долларов .  Среди ЭП:IХ 
систем векторный ком пьютер Conyex С- 1 ,  восьмипроцессорная  машина · A l 
l i an t  FX/8, м а ш и на FLEX/32 фирмы Flex i Ь l e  Comp uter Corp . ,  iюмпьютеры En
core и Sequent .  Три последних nредста вляют собой систем ы  с разделяемой 
п а м ятью и числом п роцессорав от 8 до 20 Некоторые данные о производи
тельности системы A l l i a n t  FX/8 nриведсны в статье rAьuiS ufah ,  Ma 1pny, 
1 986]. . 

5. Еще один подход к высокоскоростным вычислениям  основ ывается н а  
использовании  п рисоединенных процессорав типа  тех, что производятся фир 
мой  Float ing Poi n t  Sys tems, I nc .  Присоединенный процессор ,  обычно упо
требляемый для участков интенсивного счета с.. хорошей векторизуемостью, 
р а ботает под управлением основной машины ,  которой может быть универ
сальный компьютер или мини-ЭВN\ Суперкомпьютернан  система ,  построен 
н а я  на  основе присоединенных  процессоров,  описан а  в 'Статье [C lcmenti  e t  а ! . , 
1 987]. Недавно фирма  F loat ing Poi nt Systems объявила о выпуске парал
лельной системы, в котnрой матричные процессары соединены по  схеме ги
перкуба .  Производительность 1 6-процессорной системы оценивается в 256 ме
гафлопов,  что приближаетс я к характеристикам  суперкомпьютера  

6. Много исследований посвящено двум другим подхода м к п а раллель
н ы м  вычислениям .  В основе одного из них - пон ятие потока данных ·  вычис
ления  управл яютс я потоком данных и п роизводятся тогда , когда необходи
м ые данные получены Обзор этого направления  дан  в статье rVeen, 1 986]. 
Второй п одход связан с пон ятисм систолического массива ,  п редставляющего 
собой решетку из (обычно малых)  специализированных процессоров .  В ычис
лен и я  выnолн яются по мере того,  как  данные проходят сквозь массив .  Хо
рошее обсуждение этой тем атики можно н а йти в [Kung, 1 982]. 

7.  Организация расnростра нения данных в гиперкубе, использующа я по
нятис остовнаго дерева ,  рассматривается в статье rGeist, Hcath ,  1 986). Под
робное обсуждение топологических свойств гипсркуба дано в. тех·ническом о:т� 
чете rsaad ,  Schu l tz ,  1 9851. 

8 В р яде работ а нализируются взаимодействия  в п а раллельных систе
мах .  Так, в техническом отчете [Saad ,  Schнl tz ,  1 986) изучаются затраты н а  
поддерж ание  св язи между процессарами для нескольких типов архитектуры,  
включая  схему с общей шиной, кольцевую схему,  двумерную решетку, гипер
куб и ком мутационную сеть Основные операции переноса данных,  расс м а 
триваемые а вторам и , - это перенос данных от одного п роцессара к другому, 
от одног,о процессар а  ко всем остальным ( распространение ) , от каждого 
процессара ко всем остальны м процессарам  ( распространение из каждого про
цессора ) ,  р а ссылка данных от одного прощ�ссора •КО всем остальным (ил и  
сбор данных из всех п роцессаров в данный nроцессор) : мультиоассылка (01: 
каждого п роцессара ко всем остальным )  или мультисборка .  Авторы  да·ют 
детальный вывод оценок затрат времени при  р азличных предположениях 
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относительно архитек:rуры (например,  относительно времени запуска ,  вре
мени  передачи  и т п ) и для различных алгоритмов персноса данных Сход
ные результаты содержатся в ра ботах [Johnson,  1 985а ,  1 987; Fox , Furmanski ,  
1 987]. В них  описаны  алгоритмы обменов в rиперкубе, особенно полезные 
дл я матричных вычислений .  

I . 2 . Основн ые понятия параллелизма и вектор изаци и  

В этом п а р аграфе п р едставлен р я д  основных  понятий 
и способов измерения п а раллелиз м а ;  они  проиллюстр ирова н ы  
двумя очень просты м и  зада ч а м и. Мы начнем с о  случ а я  п а р ал 
лельной системы ,  состоящей из р п роцессоров .  Позднее будет 
р ассмотрен вопрос о то м ,  как  обобщить на векторные  ком пью
теры понятия ,  в ы р а ботанные  дл я п а р аллельных .  Дади м п режде 
всего следующее определен ие .  

1 .2. 1 .  Определение. Степенью параллелизма ч исленного ал
горитма  называется ч исло его операций ,  которые  можно вы
полнять п а р аллельно.  

Мы проиллюстрируем это определение  нескольки м и  п р име
р а м и  и по ходу дел а уточн и м  его. 

Н а ч нем с задачи сложения  двух п-векторов  а и Ь. Сложения 
ai + b i ,  i = 1 ,  . . . , п ,  ( 1 . 2 . 1 )  

независи м ы  и могут выпол няться п а р аллельно.  Таким образом ,  
степень п а р аллелизма  этого алгор итма равна  n. Отмети м ,  ч то 
понятие степени  п а р аллелизма  н е  связано с ч ислом процессаров 
н ашей систе м ы ;  оно является х а р а ктер истикой пар аллелизма ,  
в нутренне п р исущего алго р итму. Разумеется ,  от числ а  процес
сорав зависит время ,  необходи мое для завершения вычислений .  
Н а п р и мер ,  есл и n = 1 000 и число п роцессорав р также р ав но 
1 000,  то все сум м ы  ( 1 . 2 . 1 )  можно вычисл ить за  один временной 
ш аг, однако при р = 1 0  потребуется 1 00 временньrх  ш а гов .  

Р ассмотр и м  теперь задачу сложения  n ч исел а 1 ,  • • •  , an .  
Обычный  последовательный  алгор итм 

s = a1 , s � s + ai ,  i = 2 , . . .  , п ,  ( 1 . 2 . 2) 

непр и годен для п а р аллельных вычислений .  Одна ко в самой  
задаче  заключен немалый п а р аллелизм .  Н а  р ис.  1 . 2 . 1 показано ,  
как  можно осуществить сум м иров а ние восьм и  чисел в тр и  
этапа .  Н а  первом этапе  п а р аллельна выполняются четыре  сло
жения ,  на  втором - два ,  наконец, н а  последнем эта пе - одно 
сложение. Это иллюстр ирует общий принцип  разделяй и вла
ствуй. Зада ч а  сум м ирова ния  разделена н а  меньшие подзадачи ,  
которые  могут р ешаться независимо .  



1.2 Основные понятия параллелиз.ма и векторизации 33 

Гр а ф  на рис .  1 . 2 . 1 называется графом. сдваивания ( в  ориги 
нале f an - i n gra p h . - Перев.) ; он  будет часто встречаться н а м  
в дальнейшем .  В частности ,  т а  ж е  идея п р и менима  к вычисле
нию п р оизведения п ч исел а 1 а 2 . . . a n, достаточно  за менить н а  
р и с .  1 2 . 1  з н а к  + н а  з н а к  Х .  Точ но та к же, чтобы  1 1 <1 1! 1  1 1  м а кси 
м аJ I ЫЮ� I I J  n 1 Ш с с:I  u 1 ,  . . . , U n ,  можно з а м ен ить З I HI K  n п ср а 1 щ и  
c . I O ii\ L· I I I I Я  с и м в ол о м  ш а х ;  н а н р н м ср ,  вм есто а 1  + а 2  1 1 а  р и с .  1 . 2 . 1 
стонJю бы ш ах ( а 1 , а2 ) , и т. д. За мети м ,  что граф на  р ис. 1 . 2 . 1 
nредставляет собой двоичное дерево, поэтому опер ацию,  вы 
п ол няемую с помощью гр афа сдваивания ,  и ногда называют 
операц ией на дереве ( в  ори ги н але  t ree operat ion . - Перев . ) . 

a t  + . .  + a s  

Рис. 1 .2 . 1 .  Сложение м етодом сдваи в а н и я  

Дл я п = 2q чисел алго р итм сдваивания  состоит из q = 
= log п эта пов ;  н а  первом эта н е  в ы пол няются п/2 сложений ,  
н а  втором - п/4, и т. д . ,  пока на  последнем эта пе  не  будет 
вы пол нено еди нствен нос сложен ие.  Очевидно, что на первом 
эта п е  степень п а р аллел изма  равна  п/2, на  втором - п/4 , и т. д .  
Это обстоятельство н аводит на  мысл ь о модиф икации опреде
ления  1 . 2 . 1  с целью получения  мер ы  п а р аллелизма  алго р итма ,  
р азл ичные  эта п ы  которого и меют разную степень п а р аллел и з м а .  

1 .2.2 . Оп ределен ие. Средней степенью параллелизм.а ч ислен 
ного  алгоритма называется отношение  общего числ а  операций 
алгоритма к ч ислу его  эта пов .  

Дл я алгор итма сдва ивания  средняя степень п а р аллел и з м а  
р а вна 

.!_ ( '2� + 4n + . . .  + 1 ) = 2q - 1 = nl - 1 = О (-1 п_) '  ( 1 . 2 . 3 )  q q og n , og n 

тогда как  п р и  сложении  двух п-векторов средняя степень  п а 
раллелизма  равна  п, т. е. совп ада ет со степенью пар аллелиз м а .  
Этот последний алгоритм обладает «Идеал ьным»  п а р аллелиз 
мом ,  в то  время  как  для алгор итм а сдва ивания средняя сте
пень  п а р аллелизма  в log п раз  меньше идеальной.  И все  же 

2 Дж. Ортега 
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алгор итм сдваивания  можно сч итать хорошо п а р аллел изуемым, 
особенно по сравнению с посл едовател ьным алгоритмом ( 1 . 2 .2 ) , 
для которого средняя  степень п а р аллелизма р а в н а  (n - 1 )  j (п 
- 1 ) =  1 .  

Пон ятие зернистости связано со степенью п а р аллелизма . 
Крупнозернистость задачи озна чает наличие  в ней больших не
з а в исимых подзадач,  котор ые можно обрабатывать п а р аллсль
но .  П р имерам может служить задача  решен ия шести р а зличных  
бол ьш и х  систем линейных  уравнений ;  решения этих систем 
комбинируются на более поздн их стадиях выч ислительного про
цесса .  Мелкозернистость соответствует возможности п а р аллель
нога в ыполнения  мал ых подзадач ;  так ,  дл я сложения  двух век
торов подзадачей является сложение одноименных компонент.  

Ускорение 

Теперь м'ы введем две другие р аспростр а ненные меры п а р ал 
л елизма.  

1 .2.3. Определение. Ускорением пар аллельного алгоритма 
называется отношен ие  

S = 
вре м я  выполнен и я  алгор и т м а  н а  одном процессаре 

Р время выполнен и я  а л горитма в системе из р п роцессаров ( 1  . 2 . 4) 

Для  зада ч и  сложения векторов следовало б ы  ожидать, что 
Sp = р, т. е .  ускорение  ма ксимально .  З аметим одна ко ,  что в оп
ределении  1 . 2 .3 подразумеваются действительные в р емена в ы
ч ислений .  Это делает определение  более р еал истичным, но за 
трудняет е го  использование  в том случа е, если требуемые в р е
мена неизвестны. Р ассмот р и м  сложение  n чисел с помощью 
алгоритма сдваивания  в системе из  n/2 п роцессаров с локальной 
п амятью.  Пусть а 1 и а2  хранятся в памяти п роцессар а  1 ,  аз  
и а4 - в памяти процессар а  2 ,  и т.  д .  П р ежде ч ем можно будет 
в ыпол нять сложения  второго эта п а ,  необходимо передать ч исло 
аз + а 4 процессору  1 ,  ч исло а7 + аа - п роцессору 3 ,  и т . д. 
Аналогичные  п ереносы да н н ы х  требуются н а  каждом эта пе, 
что, конечно,  увеличивает общее в р емя в ыпол нения алгоритма . 
П р едположим, что для одного сложения нужно в р емя t, а для 
переноса одного числа - в р емя at; об ычно а больше единицы.  
Игнорируя прочие издержки,  и м еем  для алгоритма  сложен и я  
(с учетом ра венства р = n/2 ) 

S = ( n - l ) t n - 1  2р - 1  
Р ( l og п) ( \ + а) t - 1 + а  l og n - 1 + а 1 + l og р ( 1  . 2 . 5) 

З а м етим, что в данном случа е  ускорение  есть средня я  степень 
пар аллелизма , деленная  н а  1 + а. Если а - в еличина ,  близкая 
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к c,l i ! Нl l ! l l' ,  т .  с .  на о б м е н ы  з а тр а ч н в а стсн н р i i \! С р н о  с т о :J ЬJ\ О ж е  
B j J l' \1 l' Н I I ,  C J,O.' I I > I\0 На a p l l ф :\l l'Т \ 1 1\ )' ,  Т О  yc J,O jJ L' H И e  у :-.t е Н Ь Ш I I ТСЯ 
н p н б. I I I З I I Tl'.l i > II O  вдвое п о  с р а в н е н и ю  с ндсi:1 .1 1> НОЙ  с итуацией ,  
J,o г,J. a  Ci = О. С другой  сто р о н ы ,  с с .ш а B L'Л II I\0 ,  С l\ а жс м ,  а =  1 0 ,  
'I o время  н а  о б \! L' Н Ы  дом и н нр уст н ад uрсменем  в ы •шc:I l' Iш ii ; 
СОО1 B l' Г CTBl' H I \ 0  н а д а е т  �T I\ O j J e HHe .  

�1C I\O j> e H I I C  S" П О :Ш О . 1 Н l' Т  c p a B I I I I Т I> I IOH l'Дl' H I I e  да Н НОГО a :J ГO 
jJ И T \I a  д.·1 н одно го 1 1  f 1  н роцессоров .  Од н а i\ О ,  как  мы  не  ра3  
)'В ИДI I \1 В I I O C : I l'Д)' IO Щ И X  Г.l а В а Х ,  l ! a p a :l .'l l'. I I> I I Ы Й  (I .'I ГO jJ И T :\1  МОЖСТ 
0 1\ 3 3 а Т\ , С Я H l' :1 )' 1\lll l l :\1 B Ы UO {J O M  Д.1 Я 1 \0 C .'I e д o в a т c:J I > I I O Г O  1\0 M I I I > IO
TCp a .  f i oC1TO \t y  бо :I с с  обос нон а н н а н  м е р а  в ы и г р ы ш а ,  I IО.'I у ч а с
м о го I I ]J I I  J ! a p a .1 .1 l' . ' l l > l1 bl '\ B Ь! I J И C.'J C H ШI X ,  З a i\ , 1 /0 Ч l' l l a  В Т а ! \ 0 :\1 

0 1 1  p eдl'. l l' H  И 1 1 .  

1 .2 .4.  Оn редел ение. J'cкopNtиe,w. пара, z . z сл tJного аJ:•горитма по 
еравнен то с наи , zуч ш и,н noc. z erJoвaтc.z tJны.и а, zгоритмо.м н азы
в а ется O T H O Ш l' H H l' 

n pc \t H  н ы н o . I I I t' 1 1 1 1 H  () ысl p c i't ш cro  п о с . I r . ю n а т с :t ь н О I  о а . н· qр н т \t
,
а 

S' = н а  о . � н о м  I I p oцcccope  

Р H p C \I H  В Ы П О  l ! l l' I I I I H  ! ! а р а  ! , l t' , J Ы I O Г O  а I Г O !J I I T M a  н а  С И С ТС М С  

н з  р п р оцессаров  

С ус кор ением  связа н а  эффеюи в носп, п а рал .l с.'! ьного а .1 -
гор птм а .  

1 .2 .5 .  Оn редел ение. Эффективностью па р а .�л е:J ьного а .l гор ит
ма н а з ы в а ется ве:ш •ш н а  

Эффективностью парал . zельного алгоритма п о  отношению к наи
лучtисАtу пос,z сi)оватс.z tJному а.zгоритму н а з ы в а ется вел и ч и н а  

s '  Е' = _!!__ �р р . 

Поско.Jiьку s "  � р 1 1  s� � s" . ТО Е� � Ер � 1 .  Ес.1 И алгор итм 

дости гает м а кс и м а .'JЬ ного ус корения  (S" = р) , то Е" = 1 .  
Одной и з  це.1ей  п р и  1\ОНстр уи ров а н и и  н а р ал .'J ел ь н ы х  а л го 

р итмов я в.1 я ется достижен и е  п о  IЮЗ :\!ож ности бол ьшего ускоре
н и я ;  R идеа.1 ЬНОМ  С.l у ч а с  s� = р .  Одн а ко м ы  уже виде.1 И  н а  

I I р и м ере  еложе н и н  n ч исе.1 , ч то этот идеа л не  все 1 ·да достижи м. 
В с а м ом де.1 е, м а кс и м ал ьнос  ус корен ие  можно получ ить только 
для задач ,  по существу т р и в и а л ь н ы х .  Г.1 а в н ы е  ф а ктор ы ,  обус 
ловл и вающие оп<.'lонение  от м а кс и м а л ь ного ускоре н и я ,  тако в ы :  

2 *  
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1 .  О т с у н· r в и с  :'v! а i\С И :'v! а :1 ыюго н a p a :l .1 t\'I Н 3 \1 a  в а :I гор и т :'v! с  
1 1 /  н :ш ш·с б а :1 а н с н р о в а  н н осп, н а  г р у J  к н 1 1 ронсссоро в.  

? .  Ot) \1 l' H Ы ,  h o нф. l l l l\1  ы п а м н т н и в р е ю1 с и н х р о н ш а щ ш .  

М ы  обсуд l l \1 : н и  I I { J I I ' I I I H Ы  I I C C J\ 0.1 1 • 1\0 бo:l l'l' н од р о б н о ,  I I JH i ч <.· �t 

н a • I H l' �l со второй .  Ра н ее б ы :ш р а с с мотрсн ы о б 'v! с н ы м ежду п po
Цl·cco p a :'v! ll н а  в р и мере  :J ада ч и  с.1ожсi · и я  n ч исс.1 . В обще:'v! с .п у 
Ч а l' В C I I CТl' :'v! e С . l 0 1\ 3 ,'I I , H O Й  ! l a :'v! H Т I> IO O б :'v! l' H  Д Э Н Н Ы \1 1 1 М еЖДУ 
н ро цсссор а  \1 1 1 будет необход 1 1 �1 в р а э н ы е  :'v! о ж• н т ы  об ще го в ьi
Ч I I с:ш т <.·:I I , н о го I I J J O Щ•c c a .  В той стс н с н 1 1 ,  в 1\ 8 1\О Й 1 �роцессо р ы  н е  
з а н н т ы  I I0 ,1 l' 3 H o ii р а бото й в о  B J H' i\HI о б 'v! <.' н о в ,  ·но сост а в . 1я r..·т  н а -
1\. 'l а .н н,I l' р а С Х О Д Ы ,  1\ О ТО р Ы е :'v! Ы  I I Ы T a C :'v! C Я  \1 1 1 H I I :'v1 1 1 3 И p O B 8 Т I> .  В C I I 
C T C M C  с р а Jде:нi с �t о й  н а м я п, ю  т у  Ж L' ро.1 1, и г р а ют 1\онф.1 1 1 1<ТЫ 
1 1 а м н т н  ( с м . § 1 . 1 ) : I I JIO Llcc c o p ы · п pocтa l l в a ю т  и . ш  недогр ужены ,  
1 1 0 1\ а  О Ж \ I Д (! ЮТ Д Э Н Н hl \ , Нl'Об ХОД\ 1 \1 Ы Х Д.l Я ! I р ОДО, I Ж С Н И Я  СЧета .  

C н i i .\ J IO I I I I З <ЩШI н еобходи �н 1 в тс:-.. с:I у ч а н х ,  когда н с l\ото р ы е  
OT ! J l'3 1\ 1 1  B bl ' I I I C ."I C H I I Й  ДО."I Ж Н Ы  U Ы Т Ь  3 8 1\О Н ' ! е Н Ы  П режде, 'l l' �l С \1 0 -
Ж l' Т  во:ю б iЮ В I I Т I>С Я н р о цесс в цс:ю :'v! .  В н а l\.l ад н ы с  р а с х о д ы  вно 
с н т  ш-: :1 ад  два  а сн с l\ та C I I H X JI O H И 3 ШЩ I I .  Это, во- п е р в ы х ,  в р с :'v! я ,  
нуJК нос н е п ос р едст в е н но д:1 н  с и н х р о н l ! з а ц и и ;  об ы ч но с и н х р о н и 
з а ц и и  спсто и r в то м ,  ч то 1.; а ж д ы ii  п р о цсс с о р  в ы по.1 Шi l'Т не ко
тор у ю  н ро в с р к у .  Во-вто р ы х ,  ч а t:п,  п роц r�ссоров н .1 и  д а ж е  п о чт и. 
I�C L' :'v!огут щюс1  а и в ат 1 . ,  ожида я р а а р сш с н н н  на  п р одо.1 ж с н н с  
В Ы 1 1 1 1 С.1 С Н И Й .  В I I O C .l l' д Y IO ЩI I \  Г.'I Э В а Х  М Ы  р а СС М О Т р 1 1 �1 Hel' I\O.l ЬI\0 

I I J1 1 1 Ж' I J O B  с и н х ро н на а нн и .  
Хотн з а де р ж к и ,  с в н э а н н ы е с с н н х ро н и з а цией ,  о б \l сн а м н  н 

J\0 Н ф .1 Ш\1 а \1 и  п а м ят и ,  н о  с воей п р и р оде вес i, м а  р а зJш ч н ы , и х  
вu:�дl'ЙCTB I I L' н а  о б щ н й  1 1 р онссс в ы ч ис .1 е н и ii оди н а ково : они  з а 
:\l l'д:I н ю т е го н а  время ,  н со б ход и :'v! о с д.1 я Iюдготов lш д а н н ы х ,  

1 1 )  Ж I I Ы Х  ;J.,1 H да:J ЬНL'Й Ш L' ГО CЧl' T<l .  f lo �TO M )' И Н О ГД а �l bl будl'\1 
о 6 ъс.1 и н я п. в е с  три ф а 1.;тор а з а дt' Р Ж I\ 1 1 ,  1\ а к  это сде.1 а но в с:I с

дую щt• :-.t о н р сдс.1 с н н н .  

1 .2 .6.  Определение. Временем подгитовки данных н а :шва стся 
задер ж l\ а ,  вы 3 в а н !-l а я об м е н а :'v! и , конф.1 н кт а м и  п а \t н т и и.1 и  с и н 
л р t J I I I I :{ а цисй 1 1 Н l'об .\оди м а я  д.1 н того, ч rо б ы  р а 3 :'v! сстить  д а н н ы е, 

т р <.•б )  Ю Щ I I С С Я  ,.'I,.'I H  ! ! р ОДО.'! ЖС Н I I Н  В Ы Ч ИС.'I С Н Н Й ,  В COOTBL'TCTB) ' IO Щ I I X  

H 'l l'Й I\ a '\  I I Э �I Я T ! I .  

Об р а т и м е н  н•п с р 1, 1\ ф а l\тор �· отсутств и и  \ J а кс и м а :I ыюго п a 

p a :J .1 L':I н :i :'v! a .  Он м ожет нроя в:нт.с я  по - разному .  П р и  с .1ожс н и и 
11 ч 1 1 сс:I :'v! Ы н и дс:ш , ч то н а  п е р в о м  эта п е  а.а горитма  п а р а л .п е 

:1 1 1 3 \1 \l a f.. l' H M a."l l' H ,  ОД Н 3 1\ О  Н а  1\ П Ж ДО М ПОС.'I СД\' Ю Щ С М  ЭТЭ П е  CTC
I I l' ll l >  ! l a p a :I: J c:ш .> м a  у м сньш а стсн вдвое.  В г.1 . 2 м ы  убеди м с я ,  
Ч Т О I I O L' l l' l l l' Ш I O l' )' \\ (' 1 \ blll C II I I l' C Тl' I I C H II l ! a p a . I .H�:I I I З \I a  Х а р а кr с р Н О  

Д, !Н а .'I ГО ! J И Т:\1 0 13 I I C I\ . I IO Ч L' Н I I H  I I ! J I I p l' Ш C IШ I I  :I И Н t' Й Н Ы Х  С ИСТС М .  
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} )o:I I , I / I I I I I C T B O  a . I ГO JH I ПI O B I I J 1 l';I.CT <.J B. ' I Я IO Г  cufJoii t' \ l l' l' l >  ф р u П!\.' 1 1 -
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p a .1 .1 l'. I I I :J \ 1 0 \1 , C I I I Y <l l l l t H  :t. I Я  ,.l < J I I I IO Й  l l a p a . I : I L ' , I I , н o ii C I I C l l' \I Ы  ЖJ II' L' l' 
о с : ю ж ш1 т 1 . с н  1 1 р о б . 1 с \! О Й б a :l a t ! l' l l j H • B I, I I 1 1 ; 1 1 p y · 1 1\ l ! .  l l o . 1  fiа. ш н  
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о тойраж е н ll.'t ( \1 1 ,1 \ ! H I I  \1 отоб р а  H I Т I ·  .1 а д < 1 ' 1  у 1 1  а :1 го р  I I T \1 н а  н ро 
Н l' L' с о р ы  C l l l' H' \I bl I <J I, ,  1 1 Т о () ы  .l( )l' I I ! Ч I >  \ I ; I I\ C I I \I a . J !J I IO I O  B bl fH \ 1\ H I ! 
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() 1 ,1 !' 1 ,  I I J ' I I l' �  ЩU B I ,J t ' O J, a S I C Тl ' J i l' l l l , l l iJ p a . J . H'. I ! I \ \1 ; 1 ,  O;J.I I 3 1,0 б a . ! :.t i i C ! I 

f HНi h <J н а г р �  ! ), 1 1  ;t. l > l I\0 1 1 1\ J I L' I I JO ii l' I I C Г I: M I >I :\Ю il\ l' l O l\ a 3 a T J .l' H HI 
Г J > � :l l l l fТ l'.'J I , J I O ii . } } a l l f J I ! \I l' p ,  l l f l ! l  C .' I O Ж t' l l l l l l  B L' I, ГO f i O B  ;l, ' l l l l l bl 9 
11 C I I L' T l' \1 l' 1 1 ! B O C I , \1 1 1  1 1 p O i l l' t ' t' O f iO B l l 'v1 l' l' Г O I  l l l' t ' O O T B l' H' ТIHi l' \1 l'ЖД\' 
1 1 ,1 t' a . I I > I I Ы M  l l a p a : l . l t\' 1 1 1 . ! \1 0 \1 J a ,'.I. <J 1 1 1 1  1 1  l' ! l l' 1 l' \10 i i , I I C I IO . I I >J � l' :\I O Й 
;I. I H  l 'l' / ' l' l l l l' l l l l \ 1 .  

Б a . t a l l t' l t J I O B I, a  н а г р у 1 1\ 1 1  \IO .t!H' T oc � I Н L ' l' Г B . ' I H I I • l' H  1, а к  c r a l l f ! I L' 

l' J, н ,  1 : 1 1\ 1 1  ,Щ I I <I \ 1 1 1 1 1 l' C I, I f .  J f p 1 1 f I U ГI/ If ( ' l l\ f l li rJll . i O H I I I[Юfl h' l' 3 a д a H I I H  
( а  Н l' I I C Г L' \ 1 3 \  l' , ( ( ) l, a . J I > J i o ii J l :.t \1 >1 1 1 > 10 ,  I H H \I O ;I\ 1 1 0 ,  1 1  Д<l l l l l bl l' ) p a e 

l l fH';! l' , ' I H IO I C H :\l t' JК , ty I I [ Ю i l l' C l' l i ! J : t \1 1 1 .l ! J  I I : J I J ; t . J a  н f ,l ' l l l t' . J c н н i i .  I l p 1 1  

t)U H Q ;\1  ll 't i ' C h' Oii VU . l l l HC /lfJO I! I\ t '  J < l .l : t  1 1 1 1  Н ( 1 1  ,1 ; 1 1 1 1 1 1 >1 1.' ) р а с  1 1  J > l' . l l'.HI !O T 

C H  :'vl l' ii\ ,!Y l l fi O i t l' C l' O j > a :\1 1 1 В \O . l l' B Ы Ч I I t' , 'J I I I l' . ! I . H l i i O ! I [Ю i l l' l' l' a .  J l o 
. l l' . ! l l bl \1 I I O Шi l l l l' \1 , l' I I H 3 <1 1 1 H bl \l \ '  ,l i i i i < I \1 1 J I I l' ( ' l , o i i  U :t . l il l l t' I I JH J B I, o Й  
l l < t l  р �  ; 1 , 1 1 ,  H B . I > I l' IT H I IO I I H l l l l' ii LI H I\ l l  : щ r i a H ll li ( В  O j ' I ! ГI I I I a :I L' р ею \  
o f  t a -, 1, :- - - l/ epeu . ) .  I l p r JН l ' l'C O J >  1 1 0 . 1 � ' l : l t ' l • 1 1 ; (J a 1 1 1, a  O ' l t· p t: . t нoc  
3 ;t д a H J I L' ,  1, о 1 .1 а I \ J I O B 1 ,  t' I O в i ,J : I ! I  I I H: I I I I IO В о 6 щ L· \1 t ' . ' I Y ' I : t l' д н н а 

:<.Ш Ч L'С I, а н  б a . I < J I I C I I J I O B I, a  l l a l · p �  ! 1\ 1 1  : H jHjH • J, I i i i i i i L' . I  ! J \ ' < l . l l l 3 � l' I C H  В 
C I I C Г L' M CI \  С р а .Цс. I НL' \Ю Й  l l a \I H 'I I > IO , I I Ol' I, O. I i > l' :  , l . I H  l ' I Н.' I l' \1 С . 1 0 -

1\ <l .'I I > HO ii ! l a \1 H I I > IO I I J > I I  p a C I I J 1 l' . l l'..l l' H I I I I  3 :1 .l a H I I i i \ I O .ti\ ! ' Г l l l t l'  1 1 0 -

т р с б о в а  п . с н  o u \H' I I  .!а Н Н Ы \1 1 1  \t t·ж :t �  I I J H H L t  с с о р а \1 1 1 .  

P a c oю'! JH I :-.1 н · I J t' P ' •  ф o p \t a . I J , I J � ю \l f J . l L . I I • � l' J, o p t · l ! l l l l ,  1 1  к о 
торой 

S т .  ... --= - ---- - - - --,, (ц , -+ l t _ ' lt ! i l  · ' ' ' ' . ' т- ' ' 
( ! . :! . б)  

где Т 1 - вр е м я ,  з a т p a • J l t B :.l t' \I Ol' c . t l l l l l' IВ L' H I I Ы \1 t l p O i l L' \ ' C o p o \1 ,  'Х � - 
до.1 н O l l l' p a Ц ! ! Й , B bl i iO . I Шi l' \l bl \  JO : I bl\ 0 1 1 . 1 1 1 1 1 \1 i i ! НI I I t ' t' l' < ! \ Ю \1 ,  rx �  -
ДО,1 Я O ! l l' [J a H I I Й ,  l l j > O l i :Ш O , l ! l \1 1 >1 \  l' O l' j ) l . l ! i l l l  ( ' l l' I J ( ' H I > IO 1 1 i i p < ! . l , ' l l'

.II IJ З M 3  k < р, 'Х з - ДU. I Я  O l l l' J 1 il l l l l ii , l l j 1 i i i i i i \ I J . l l ! \l ! •l \  С О  l' Тl' l l \ ' l! t. IO 

н a p a . I :J l'. I I I З M a  р, 11 (,1 - -· 0 UЩl' l '  H [ ! L ' \1 > 1 , I ] J l' U � t' \i < ; l'  ,!. I S I Н< Ц l О ! О IН, I '  
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;tа н н ы \ .  Обсущ r м  нсС I\О .1 Ы\О  спсциа .1 ь н ы х  случ а ев фор му.1 ы 
{ 1 . 2 .6 ) . 

Случа й 1 .  а 1  = а2 = О , а 3 = 1 ,  t , t = О. Здесь S" = р и уско
р е н и е  м а i,си м а :I !, но .  П р сдi iО С Ы< Н\ И  да н но го слу ч а я  за к.1 ю ч а ются 
в то м ,  ч го вес онсра цш1  в ы по.1 н я ютс я с м а кси м а л ьн ы м  н а р алле
.1 н змом  н з адержю-r отсутствуют. 

Clyчa !l 2. а 1 = а 3  = О , а2 = 1 ,  f,t = О. Тепер ь  S" = k < р 
н у о; о р с н н е  р а вно  всего . тш ш ь  с р едней  сте п е н и  н а р аллел из м а .  

Случай  З .  а 2  = О, f,t = О , а 1 = а ,  а 3  = 1 -- а .  В этом с.1 у ч а е  

s - 1 
' Р - а +  ( 1 - .а )/р 

( 1 . 2 . 7 )  

Фор �1 у.·1 а ( 1 .2 . 7 )  в ы р а жа ет зшi.он Уэра, нл и закон А мдаля 
( \v'are ,  Лшd a h l . - Псрсв. ) .  П р сдпосы.1 rш данного случ а я  з a кm o -

l O l l  � 
8 0  l \ 

1 
1 

60 1 
s р 

40 

20 

0,0 1 0,02 0,04 а. 

Рис. 1 . 2 .2 .  ;-· \I L' HЫШ'H ! I l'  ускоре н и я  

ч а ются в то:-1 ,  что  в е с  опер а щш п ронзводятсн л и бо с м а кси
м а:I ьн ы м ,  л ибо с м и шr �1 а ,1 ь н ы м  п а р а .1лс.1 из м о м ,  и задержки 
отсутствуют.  Хотн  фор му.1 а  ( 1 . 2 . 7 )  соответствует очень  упро 
щен ной �1одс:J н ,  он а  вес же ноучите.1 ы1 а .  П р едположим ,  что 
в да н ной зада ч е  поJюни н а  операций  может в ы пол н яться пapaл 
.'] (','I I> I I O ,  а гю.·ю в и н а  н ет .  Тогди а =  1 /2 и ( 1 . 2 .7 )  п р и н и м ает в и д  ') 

Sr =  - 1 < 2 . ! + р 
Т а к и :\\ образо:\1 ,  нез а в и с и м о  от кол и ч ества процессорав  и даже 
при и г н ор иров'а н и и  всех затр а т  н а  обмены ,  с и н х р о н из а цию и 
Jюнф.1 И I\ТЫ п а м яти ускорение  всегда м еньше 2. Н а  р ис.  1 . 2 .2  
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пр иведен график  вел и ч и ны Sp к а к  функции от сх пр и ном иналь 
ном значении  р = 1 00 . Отмсти м очень быстрое убывание Sp  дл я 
малых  значений  сх. Если 1 % опера ций дол жен выпол няться 
единственным процессором ,  то ускорение  уменьшается вдвое : 
СО J QQ ДО 50 . 

Случай 4. Время td велико. Этот случа й  предназначен  для 
иллюстр ации  следующего положения : каковы б ы  ни  были зна 
чения  a r ,  сх2 и сх3,  п р и  достаточно большом td можно получ ить 
Sp < 1 .  Таким  образом ,  вполне возможно,  что дл я задачи  с ин 
тенсивными  обмен а м и ,  м ногочислен н ы м и  конфл икта ми па мяти 
и больши м и  издержками  на  синхронизацию использование  не
скольких процессаров оказывается менее выгодны м ,  чем исполь
зование  одного. Это, конеч но,  крайний  случай ,  но во м ногих  
з адач а х  достига ется предел, з а  которы м увеличение  числа про 
цессаров не  оправдывает себя .  

Вернемся к определения м ускорения  1 .2 .3  и 1 . 2 .4 .  При их  
пр а ктическом пр и менении возникает нескол ько трудностей. На 
па раллельных  машинах  с локальной па м ятью можно решать 
тем большие  задачи ,  чем бол ьше используется п роцессоров .  
В ч астности, з адача ,  р ешаема я  с больши м  ч исло м  процессоров,  
может не  помещаться в оперативной па мяти единственного 
процессор а ,  поэтому к времени ,  затр а ч иваемому одни м  процес
сором,  следовало б ы  добавить время  на  обмены с внешней па 
м ятью. В определенном с м ысле  это в пол не з а конна я мера  
ускорения ,  но пр и некоторых  р а семотрениях  о н а  может ока 
заться неадекватной .  Еще одно родственное сообр ажение :  по
видимому,  п араллельные  м а ш и н ы  нужны тол ько дл я тех зада ч ,  
которые  слишком  вел и ки ,  чтобы их можно было р ешить за  
р азум ное время  с по мощью единственного процессор а .  Отсюда 
в ытекает, что исследование  ускорения ,  достигаемого для да н 
ного алгоритма ,  должно проводиться дл я больших задач  и ,  воз
можно, для относительно бол ьшого числа  процессоров .  

Подход к измерению ускорения ,  кото р ы й  потенциал i,но мо 
жет  учесть обе  названные проблем ы ,  состоит в том , чтобы  
измерять скорость вычислений  по мере  того, ка к р астут р а з м ер 
задач и  и число процессоров .  Рассмотр и м ,  н апри мер ,  задачу  
м атрично-вектор ноrо у м ножения Ах ;  более подробно она будет 
обсуждаться в следующем пара  графе .  Если А - n Х п-м атр ица ,  
то потребуется 2п2 - n опер аций  ( n2 у м ножений и n2 - n сло
жений ) . П р едположим ,  что при исходном порядке n вычисле
ния на  единственном процессар е  идут со скоростью 1 мегафлоп .  
Затем мы удваиваем  п,  и ч исло опер аций  при бол ьшо м  n уве
личивается пр и м ерно  в 4 р аза . Если задача  решается на четы
р ех процессарах  со скоростью 4 мегафлопа ,  т о  мы достигли 
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м а ксимального ускорения .  Вообще, пусть р а з мер з ада ч и  опре
дел я ется п а р а м етром n, а ч исло операций  сеть f (n ) . М ы  можем 
графически  изобразить скорость в ы ч исл ений  ( н а п р и мер ,  в ме
гафло п а х )  п р и  р астущем n и р = af (n)  (см .  р ис .  1 . 2 . 3 ) ; таки м 
образом ,  ч исло процсссоров остается пропорционал ь н ы м  кол и 
ч еству опер аций .  Пусть п р и н ят этот подход и в ы б р а н  р а з мер 
зада ч и  п 1 , посил ь н ы й  дл я одного п р о цессор а .  Соответствующий 

М С!Ксuмм ьное ускорение 

Рис. 1 .2 .3.  Ускорение,  выраженное через скорость вычислений  

р а з м ер зада ч и  np дл я систем ы из  р процессорав определяется 
р ав енством f (пр ) = pf ( n 1 ) ,  что б ы  ч исло опер аций ,  в ы пол ня е м ы х  
р п роцессор а м и ,  в р р аз п р свосходило ч исло опер аций  одного 
п роцессор а .  

Векторные компьютеры 

До сих  пор в это м  п а раграфе  м ы  огр а н и ч ивал ись обсуж
дением  п а раллел ь н ы х  ком п ьютеров ,  однако м ногое из  сказа н 
ного допускает естественные  а н алогии  ил и и нтер п р етации  для 
вектор н ы х  м а ш и н .  С другой стороны ,  потребуются и некотор ы е  
допол н ител ь н ы е  определен и я .  

1 .2 .7. Определение. Степенью векторизации в ыч ислений  в 
векторном комп ьютере на зывается дл и н а  испол ьзуем ы х  векто
ров .  Есл и на р а зных  отрезка х в ы ч ислений  дл и н ы  векторов р а з 
л ичны ,  то  их  средня я  дл и н а  на зывается средней степенью век
торизации. 

З а мети м ,  ч то степень  п а р аллслизма  задачи  не обязательно 
совпадает со степенью всктор из ации .  В качестве простого п р и
мера  р а сс м от р и м  в ы ч исл ение  з н ач ен и й  n функций f1 (х 1 ) ,  • . •  . . . , fп (х11 ) , п р едполагая ,  что дл я в ы ч исления  каждого з н ачения  
необходи мо одно и то  же  в р е м я .  Тогда степень  п а р алле.1 из м а  
задачи  р а в н а  n. Есл и к тому же в с е  функции совпадают, т .  с .  
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нужно вычисл ить з н ачения  одной функции  п р и  р азличных  зна 
чениях х; а р гумента ,  то  в ы числения  можно провести н а  в ектор 
ном  ком пьютере с вектор а м и  дл и н ы  n ( см .  упр ажнение  1 .2 .3 ) . 
Таким  обр азом ,  степень  вектор изации  р а в н а  п, к а к  и степень  
п а р аллел и з м а . Одна ко есл и все f; зада ются р а з н ы м и  аналитиче
скими фор мул а м и , т .  е. вектор изация  невозможн а ,  то степень 
в ект6р изации  р а в н а  1 ,  тогда к а к  степень п а р аллсл и з м а сох р а 
ня ет з н а ч е н и е  n .  

Время подготовки дан ных  дл я п а р аллельных  ком п ьютеров 
и м еет естественный  аналог  в случае  векто р н ы х  ком пьютеров .  

1 .2.8. Определение. Временем подготовки данных в в ектор 
ном  компьютере называется вел ич и н а  времен но й  з адержки, н е 
обходи мой для п ерсмещен ия данных ,  которые  тр ебуются для 
вектор н ы х  опер аций ,  в н адлеж а щие позиции .  

Н а п р и мер ,  к а к  говор илось в п р едыдущем п а р а гр афе,  в не
которых  векторн ы х  ком п ьютер а х  а р гу м енты в ектор ной опер �
ции  дол ж н ы  р аспол а гаться в последовательно адресуем ых  ячеи
ках  п а м яти .  Чтобы обеспечить такое расположение ,  могут по
надобиться переносы да нных  с соответствующей з адержкой 
в ы числений .  Для больших  задач ,  требующих досту п а  к в неш
ним устройства м п а м яти ,  задержки ,  связ а н н ы е  с обменом ,  так
же могут быть в ключены  во время подготовки  да нных .  З а м е
тим ,  что однопроцессор н ы е  вектор ные  ком пьютер ы в нутр е н не 
синхронизованы  и вопроса о синхрон изации  здесь н е  воз н и кает. 

Ускор е Н И Я  SP И S� ДЛ Я П а р аЛЛСЛ Ь Н Ы Х  КОМПЬЮтерОВ та кже 
и м еют естественные  а н алоги  в случае  вектор н ы х  ком пьютеров : 

S' v 

вре м я в ыполнения  алгор итм а 

S = пр и использо в а н и и  тол ько скалнр н о й ар и фметики . v , ( 1 . 2 . 8) 
вре м я в ы полнсн и н  алгор итма  

п р и использо в а н и и  вектор ной а р и ф метики 

время в ы полнен и н  быстр ей шего п ослеловательного алгор итм а ____________ н
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r о
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с
_
л
_
ед�о

_
в
_

а
_
т
_
е
_
л
_
ь
_
н
_
о

_
м

_
к
_

о
_

м
_

п
_

ь
_

ю
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е�р
_
е _____________ . ( 1 . 2 . 9) в рем я выполнен и я  вектор ного алгор итма  н а  вектор но� 

комп ьютере 

Вел ич и н а  Sv ,  к а к  и Sp, п р едставл я ет собой в нутр еннюю меру  
ускорен и я ,  получ аемого при  и спользова ни и  (та м ,  где  это  воз 
можно)  в ектор ных  операций ,  а н е  одни х  только скаля р ных.  
В ел и ч и н а  S'v более п р а ктичн а -- и менно ее хотели б ы  з нать 
люди,  п риобретающие вектор н ые ком ш,ютер ы !  

Модель ускорения  ( 1 . 2 .6 )  можно и нтер п р етировать дл я век
тор ных  компьютеров следующи м образом .  П усть 

( 1 . 2 . 1 0) 
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где Т1 - врем я решения зада ч и  п р и  испол ьзова н и и  только ска
л я р ной  арифметики ,  р - увел и чение  скорости по сравнению со 
скаля р ной а р и фм ети кой п р и  испол ьзов а н и и  вектор н ы х  опер а 
ц и й  опти мальной дл ины ,  сх 3 - дол я операций ,  котор ые можно 
в ы пол н ять с вектор а м и  оптим альной дл и н ы ,  k - среднее уско
рение  векторных  опер аций  дл я векторов неопти м альной дли н ы ,  
сх 2  - доюr анераций  с вектор а м и  неопт и м альной дл и н ы ,  сх 1 -
дол я онераций ,  выпол н я е м ых в скал я р но й  а р иф мети ке, и td 
общее время  подготовки  данных .  

Использова н н ы й  выше тер м и н  «опти м альная  дли н а »  можно 
и нтер претировать та к и м  образом .  Дл я м ногих вектор н ы х  
ко м пьютеров скорость вычислений  р а стет с увел ичением дл и н ы  
вектора  по  край ней м е р е  до достижения некоторого м а кс и м аль 
ного значен и я  длины .  Одн а ко с п р а кти ч еской точки  зрения  мож
но сказать,  чтu дл и н ы  векторов «онти м альны» ,  если они позво
л яют получить, скажем ,  99 % или 95 % м а ксим альной произво
дител ьности .  

Как  и дл я п а р аллельных ком пьютеров ,  полезно рассмот
р еть некоторые снеци альные случ а и .  

Случай 1 .  сх 1  = сх2 = О, сх а  = 1 , t d  = О. Здесь все операции  
п роизводятся с вектор а м и  опти м а л ьной дл и н ы , а задержки  
отсутствуют, поэтому  Sv есть просто ускорение  оптим а л ьной 
векторной а р и ф м ети ки  по  сравнению со скал я р ной .  Дл я боль 
ш и нства вектор ных ко м вьютеров оно находится в предел а х  от  
1 0  до  1 00.  

Случай 2. сх 1  = О, сх2 = 1 ,  CX ·J = О, td  = О. Теперь ускорение  
р а вно k < р ;  это  уменьшение по  ср авнению с опти м альны м ус 
корением вызвано использованием  векторов неопти мал ьной 
дли н ы .  

Случай 3 .  сх 2 = О, td = О,  сх1 = сх ,  сх 1  = 1 - а .  В этом случ ае 
( 1 . 2 . 1 0 )  п р и н и м а ет вид 

1 s = . v а + ( \ - а) р 

Предпосыл ки  этого случ а я  таков ы :  дол я сх от общего ч исл а 
опер а ци й  выпол няется в скал яр ной ар иф м етике, а остальные  
операци и - в опти м альной вектор ной а р и ф м етике .  П адени е  уско
рения  вновь можно проиллюстр ировать р ис .  1 . 2 .2 ,  если сделать 
( нереал исти ческое ) п р едположение о то м ,  что векто р н а я а р иф
метика в 1 00 раз  быстрее скал я р ной .  При  меньш и х  коэффициен
т а х  ускорен и я  сох р а н я ется фор м а  кривой на  р ис. 1 . 2 .2 .  Важно 
з а м етип, , что даже незначител ьное использование  скаляр ной 
а·рифметики серьезно у м еньш а ет ускорение .  И нтересен случай  
а = 1/2 •  Здесь Sv < 2, что  озна ч а ет :  есл и 50  % общего ч исл а 
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опер а ци й  должно п р оизводиться в скал я р ной а р иф м ет и ке , то 
можно получить ускорение  не  более чем  в 2 р а з а  но  с р а в н е н и ю  
с о  ска .1 я р ной  п рогр а м мой ,  д а ж е  есл и векто р н ы е  опер а ц и и  в ы
по.1 н я ются бес конеч но б ыст ро . 

ll арал.z ельно-векторныс компьютеры 

Дл я п а р а:1 л ел ь н ы х  систем ,  состав.1 е н н ы х  и з  ве J\То р н ы х  
ком пьютеров ,  введенные  в ы ш е  ноняти я н у ж н о  ко м б н н и роват J , .  
Ка к уже говор и л о с ь  в п р ед ыду щем п а р а графс ,  м ногие  систем ы  
ближайшего будуще го дол ж н ы  состоят !, и з  с р а в н и н\ � ь н о  не 
большого ч исл а  (от 4 д о  1 6 ) мощн ых  вектор н ы х  комн ьютеров.  
Кр о м е того,  м ногие  п а р а .'!.'Н:'л ь н ы с  снете м ы  и з  бо.1 ьшего числ а  
более медленных  п роцессаров также с м о гут вънюл н ять ве Jпор 
н у ю  а р иф мети ку .  В и д с а .1 ь н о м  с.1 уч а е эффективное испо.т н,зо·  
в а н н е  п а р а .1 л ел ь н о - в с кто р н ы х  с и ст е м  тр ебует за груз ки  п ро
цессорав  относительно бо.'! ьш и м и  зада н и я м и ,  н е  требующи м и  
бол ь ш и х  о б менов и си н х р о н из а ци и ,  а та кже допус к а ю щи м и  
в ысокую степень  векто р и з а ц и и .  С использованием  п о н я т и я  з е р 

нистости это  можно в ы р а з ить та к :  в сл уч а е  п а р аюJсл ьно-век
тор н ы х  ко м пьютеров цел ью я вл я ется Jюнструирова н и с  п а р а л 
л ел ь н ы х  а л горитмов  с круп ной зер нистостью н а  уровне  
зада н и й ;  при  этом ка ждое зада н и с  и м еет векто р изуемую мелко
зер нистость .  Следовател ьно ,  нужна не  столько в ысока н стспен 1, 
п а р алле.1 и з м а ,  скол ь ко относительно  нсбо.1ЫI IОЙ п а р аллел и з м, 
но н а  уровне  к р у п н ы х  п одз а д а ч ,  об.1 адающих к тому же в ысо
кой вектор И3уе мОСТI>Ю .  

Согласованность 

В п р и нципс  можно построить п а р а . '1.1 е:J I ,н ый  ил и ве 1по р н ы й  
алго р ит м ,  котор ы й  п р евосходит соОТВ ('Тствующий  скал я р н ы й  
а л гор ит м ,  пока  пор ядок зада ч и  достаточно  м а:1 , од н а ко с рос
том п о р я д i< а  ста нов ится менее в ы годн ы м ,  ч ем  С J< а .'! я р н ы й  а л го 
ритм .  В н а ч ал е  м ы  отр а з и м  э т у  возмож нос1ъ в п р и води м о м  
н и ж е  опреде.1 е н и и ,  а затем п р и ведем нстр и виальн ый п р и мер .  

1 .2 .9 .  Определение . Говорят ,  что вепо р н ы й  а .1 rор итм , реш а ю
щий з а д а ч у  п о р я д к а  п, согласован с на илуч ш и м  последовате.1 ь 
ным  а л гор итмом дл я той  же з ада ч и , есл и отношение  V (п )  /S ( n )  
оста ется огр а н и ч ен н ы м  при  n '""* оо . Здсс1, V ( n ) и S ( n )  -- общее 
число  а р иф l\-f е rи чес l\ и х  о п е р а ци й д.тн1 ве кто рно го и носл едона 
тел ь ного а .1 гор ит'\1ов  соответственно .  Векто р н ы й  ал гори т м  не  
ссгласован ,  есш1 V (n ) /S ( n ) '""* оо п р и  n -� оо . 

Ана .1оги •шос о п р еделение  можно дать дл я п а р ал.аельных 
ал гор итмов .  
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р и с .  1 . 2 .4 ,  Г де CTOJI U i l bl П р t'дСТ 3 В.1 Я ЮТ BCI< 
I I I t l 1 \1 l' Н I I M a  к в ы ч и с.'J t• н и ю  н р о и з веде н 1 1 й  

Н а  р и с .  1 . 2 .4  s ; ;  о б сн н а ч а ет С)  M \t y  а; + . . .  + a i ;  та к и м  о б 
р а .ю м ,  требуе м ые ч а с т н ч н ы t• су :\1 :\\ Ы - : н о  • 1 1 1 с.1 а s , i ; и м е н н о  он и 
Я Р."НI ЮП' Н  э:I t' \I L' HTIOI I I  ф н н а . 1 ы ю г о  ве ктор а .  П е р в о е  с.1 о ж е н и е  

Вt' I\ тор u в  д а t' т  s ,  1 1  s 2  ( 1 1 . 1 1 1 . и н а ч <',  s , , 1 1  s , 2 ) , а т а к ж е н сс кот,ко 
щю м t>жуточ н ы .\ с у \1 1\1 .  Второt• с:J О Ж l' Н И е  в r ю о р о в  п о р о ж да ст 
s -1 11 s 1 11 L'ЩL' н t•c кu:I I · IIO в р о :'vl ежуточ н ы х  су м м .  Н а 1ю н е ц ,  п р и  
п ос:1 ед н е м  c : I O .;K L' H II И  I IO .l )' Ч a � :\1  s , ,  .'> н ,  s ,  1 1  s R .  Этот а .1 I·о р и т м  ре ·  
кур с и в ного удвое н и я  и :ш естt• н  т а к ж е  н од н а :ш а н и с м  каскадно
го \l l' I'Oдa B Ы I J I I C .l t' Н I I H Ч a t' Г JI Ч I I Ы X  С\" М \1 .  

П ро в ус 1ш 1\0 M I I OIH' H T  в t• кто р н ы � о п ер а н до в н а  р и с .  1 . 2 .4 у к а 
з ьш а ю т, Ч НJ Н а д  COOTBt'Tt' T B Y IO Щ II M I I I I O] И Ц IOI \1 1 1 O l l e p a ц шr Н С  
щюш воднтс я .  Т а к и м  о б р а :ю М ,  IH' JH!a я векто р н а я  о нс р а цн я со
С1 о и т  1 1 :1 с е м и c.IOЖl' H I I I\ втор а я  и . J  IШ'сти ,  а тр ет ь я  1 1]  четырех .  
Есл и n -= 2k ,  то щнщt•сс сщ·тоит  и з  k В('КТО(Ш Ы Х  с л о ж е н и й , п р и 
ч е м  векто р ы  и м еют д.'I I I I I Ы  n - 2 i , i = О, 1 ,  . . . , k - 1 .  П оэто м у 
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средн я н  д.1 и н а в е кторов нри с:юже н н и  р а в н а  
k l 

+. "'  (rt - 2;) = ..!._ (kn - 2k + 1 )  = -1 -1 - [n ( J og  n - 1 )  + 1 ] .  t< '--' i.: ' og 1 1  i ·- 0 
( 1 . 2 . 1 2) 

Итак ,  с к:1 адывастся с.1 сдующа н с н ту а ц н н .  Чтоб ы п o:I y ч r Jт t, 
вес нуж н ы е  сум м ы s l i , треб усте н l og  n в с кто JШ Ы Х 1 1 .1 1 1  н а р а :t 
·'J ел ь н ы х  операций  с в е ктор а м и ,  сред н и е  ДJ1 И н ы  котор ы х  ук а за н ы 
в ( 1.2 . 12 ) .  Сл сдоватст, но, о б щее ч н с.1 о р е з у.1 ьт а т о в ,  t ю.l у ч а с
м ы х  1 1 р 11 B bl i ! O.l H C H II II ]og 1 1  Bl' I,TOp H Ы X  O l l e p a H I I Й ,- COCTa B.l $/ ('T 
11 l og  n - 11 + 1 но c p <t B H L'Ш IIO с r z - 1 рР .1у.1 ьта т а м и  н р н  пос:t е 
довате.'J ыюм в ы ч и с.'I е !Р Ш .  Гl ос ко.'l l >ку ( п  log n - n )  jn -+ оо н р и  
n -+  оо ,  а .1 го р и т м  !Н' сог.1 а со в а н .  Но, к а к м ы  сей ч а с  IЮI\ а ж е м ,  
ЭТО Н е  0 3 Н а ч а ст,  Ч Т О  О Н  бCCI J O."J e 3 C H .  

Гl р сд п о.1 ож и м ,  ч т о  вскто р н ы й KO M I J I,ютep п ро н :тод i t т в е к 
тор нос с.1 о ж с н н с  в е к т о р о в  д:ш н ы  n за  времн  Т = s + yn , а с ка 
.'I Я JНЮС с.1 о ж с ш t с  :> а в р L' М Н  ft . Тогда в соответств 1 1 1 1  с ( 1 . 2 . 12 ) 
В р С М Н  В Ы Ч !Н.'i! Р Н И Я  fl - 1 c y �.I M S i f  ( j -= 2 , . . . , n )  С 1 1 0 \Ю Щ J , /0 

а JJ го р и г .I а  р е ку р си в н о го удвоен и я  п р и  n = 2�с р а в н о  
k l 

Т v (п) = L [s + у (n - 2; ) J  = ks + у ( Im - 2k + 1 )  = 
i � O 

= s log n + v (n log п - n + 1 ) , ( 1 . 2 . 1 �) 

а в р с !V! я  соответс т в у ю ще го ска:1 я р ного в ы ч и с:J с Н ШI р а вно 
T, ( n ) = �t ( n - 1 ) .  В та б .1 и щ· 1 . 2 . 1 )' I\ а :1 а но в р l' \1 Н  Bl' !\TOJHI Ы x  1 1  

С l\а : IЯ р Н Ы Х  В Ы Ч И С.l С Н И Й  1 1 р 11 р а 3 . '1 И Ч Н Ы Х  n ;  п р едПО.l а Г а еТС Я ,  ЧТО 
s = 1 000, у = 10 ,  а ft = 200 ( вес три :з н а ч е н и я  в н а носl' !\ У Н д а х ) . 

Табли ца 1 .2. 1 .  Rr,·мя  вt•кторного а . r г о р н н1 n  

р е к урС И В Н ОГО у;(ВОСН 11 И 1 1  C K il .'Н! IJ I I O I'O 
а: rгор нт м а  

n т v ( 11 )  т ,  ( 11 )  

8 3 1 70 1 -100 
32 6 1 90 6200 

1 28 1 5  х 1 01  25 Х 1 03 
1 024 0 . 1 Х 1 06 f\ .2  х 1 (\'' 

220 !)() Х \ ()G 200 х 1 0(] 
22 1 ·� \ 9  Х ] ()О 4 \ .')  >< \ 06 

С о гл а с н о  этой т а бл и це, ска:I я р н ы й  a m  о р и т м  эффект и в ней век
тор ного п р и м ерно  до порядка  n = 32, что объясн я етс я до м и ш i 
рова н и см времени  з а п ус к а  в в е кто р н ы х  о п е р а ц и я х  п р и  м а.1о м  ll .  
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В ди а н а :юнс ·т а ч с н н й  n от 32 до 220 н р с н м у щсст в о  на стороне  
р е к у р с и в н о го удвос н ш1 . Од н а ко д:н1 n > 22 1 ч .1 с н  n l o g  n 
н а ч и н а ет дом и н и р о в а т ь  и с к а :IН р н ы ii а .1 гор и т :'v! снова  ста новит
с я  бол ее э ф ф с i\ Т И В Н Ы \1 .  Т а ю t '\1  об р а .ю :'v! ,  д.1 я д и а н а :ю н а  :т а ч с н и й  
n ,  в кл ю ч а ю щего в е с  дос т а то ч н о бо. I ЫШ J с ,  но в е с  е щ е  р с а .1 1, н ы с 

дл и н ы  в е кто р о в , a .'l ГU JHIТ \1 p e к y p c i ! B I I O J' O  удвоL' Н I I Я будет вы
год н е й  с к а .1 я р н о го а .1 го р 1 п :'v! а .  Этот в ы вод J а в и с н т, р а :J у м сL'тс н ,  
о т  ко н к р ет н ы х  :ш а ч с н н й s ,  у и �� . и с J ю:l l , :юв а н н ы '\  в I I J H I :'vl cpc .  
Кл ю ч ев ы м ф а ю о р о м  я в:1 я стс я о т н о ш е н и е  к о э фф и ц и е н т о в  н р и 
п ,  т. с. у ( l og  n - 1 )  и �� . 

Анализ потrжов <Jанных 

Ка к м ы  у в иди м в п ос .1 сду ю щн х п а р а г р а ф а х ,  1ю м н о r и '\ слу
ч а я х  в н утр е н н и й  н a p a.1:1 e.1 и :J :'vl а Ji rо р и т м а  о б н а р у ж и т ь вссi . м а  

H CCJIOЖHO.  В д р у г и х  с.1 уч а я х  ОН НС  СТО.ТI Ь ОЧСВ I !ДСН .  С истс м ати -

(з:: 2 + у2 + ::г.з ) + ( xzy2 + у4) 

Рис.  1 .2 .5 .  Граф п рсдшссшова н и я  

чески м ср едст вом в ы я в.1 е н и я  н а р а л л ел и з м а  я в.1 я ется граф прсд
tисствования выч исл ительного процссса .  Р ис .  1 . 2 . 5  иллюстри 
рует это понятис н а  п р и м е р е  вычисления  

f (х ,  у) = х2 + у2 + хэ + у4 + x2f/. ( 1 . 2 . 1 4) 
П ос.'! едов ате:J ь ное в ы числение  в ы р ажен и я  ( 1 . 2 . 1 4 )  м ожет про
l 'с ходить та к и м  образо м :  

х , у , х2, у2, х2 + у2 , хз, (х2 + у2) + х:;, у\ х2!Р. 
у4 + х2у2 , (х2 + у2 + x·J) + (у4 + х2у2) . 

Это требуст десяти  а р и ф м етических опер аций .  В соответствии 
с р ис .  1 . 2 . 5  э т и  д е с я т ь  опер ац и й  можно в ы п ол н ить з а  четыре 
п а р ал.'l ельных  ш а г а .  
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Использование  графов ти па  гр афа  на  рис .  1 . 2 . 5  называется 
анализом. потоков данных. Такой а н ализ  показывает,  какие в ы 
числения  нужно вы пол нить,  чтобы подготовить да нные  дл я 
последующих вычислений .  Мы применим  этот подход в гл . 2 
дл я выявления  внутреннего п а р аллелизма  некоторых  п р я м ых 
м етодов р ешен и я  .ТJ инейных уравнений .  Другой аспект а нализа  
потоков да нных  можно назвать принципом. потока данных: как 
только нечто может быть сделано, нужно это сделать. 

Упражнения к nараграфу 1 .2 
1 .  Сформулировать в с:оответс1 1шн  с р н с  1 2 . 1 алгоритм с:дваивания  для 

задачи сложения s = 2' ве�торов а , ,  . . .  , Us длины n. 1 I а писап, псевдо
код алгоритма для векторной машины .  

2 .  Сформулировать алгоритм рекурсивного удвоени я, а налогичный  алго
р итм у на рис .  1 .2 4, для вычис.1ения  п р о изведен и й 

p i = a1 • • •  a i ' i =  1, . . . , n .  

3 .  Пусть f (х) = х2 + х3• Написать псевдокод, использующий веt<торы 
длины  n дл я в ычисления  функции f в точках  х1 ,  • , х". 

4. Написать векторный  псевдокод для сложения s = 2' чисел методом 
сдваивания.  Рассмотреть управление п амятью, счита я , что элеме111 ы вектор а 
должны располагатьс я в последовательно а дресуем ы х  ячейках  п амяти.  Пола 
г ая , что векторные операции требуют ( 1 ООО + 1 О т )  н е  для векторов длины 
т , а скаля р ные арифметические операции - 1 00 не ,  н а йти критичесtюе 
значение s,, за которым  векторна я программа эффективней скалярной про
гр аммы алгоритма ( 1 .2 . 2 ) . 

5. Пусть q (x )  = а0 + а 1 х + . . .  + а"х" - многочлен степени n, п ричем 
n = r2'. Написать п араллельную прогр а м м у  для вычисления  значения  q (х ) ,  
п редставив  q в виде 

q (х ) = а0 + q1 (х) + х' q2 (х)  + х2' q3 (х )  + . . . + x (s- l ) r q8 (х ) ,  
где s = 2' и 

Организовать процесс следующим образом :  
а ) .  Вычислить х2 ,  • • •  , Х' (последовательно? ) .  
Ь ) . В ыч ислить q 1  (х ) , . . .  , q. (x )  ( п араллсльно) .  
с ) . Вычислить х', х2', • • •  , х < •  - I > r ( последовательно? ) .  
d ) .  В ычислить произведения  x'q2 (x ) , x2'q3 (x) , . . . , x < •- 1 > 'qs (x) (парал

лельно ) .  
с ) . В ычислить сумму а0 + q 1  (х )  + x'q2 (х )  + . . .  + x< • - 1 > 'qs (х ) (алгорит

мом сдва ива н и я )  
Адаптировать с в о ю  параллельную програ м му к векторному компьютеру,  реа
лизу я шаги  Ь,  d и е с помощью векто р н ы х  операци й : 

Ь ' ) . Пусть v 1 - вектор ,  составленный из младших коэффициентов мното
членов q;, v2 - вектор из коэффщщентов при  х2 в тех же многочJtенах , 11 
т. д. Образовать сумму X V t  + x2vz + . . . + x'v,. 

е') . Использовать упр а ж нен ие 1 .2 .4.  
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Л итература и дополнения к параграфу 1 . 2 
1 .  В той или  иной форме представления  о стrпени п араллслизма  и уско

рении  пспользовались уже многие годы. Определение 1 .2 . 6  времсип nодго
товки  данных является нов ы м ,  оно объеди няет различн ые факторы ,  обуслов
ливающие задержку вычислений вследстви е  неподготовленности данных,  под
Jiежащих обрабо1 кс 

2 .  Формула  ускорения ( 1 2 7) при веде на  в статье [Ware , 1 973] и ( не
явно) используетс я в [Amdah 1 ,  1 967] Более обща я формула ( 1 .2 . 6 )  явл яется 
новой Ряд интересны х замечаний  относительно закона У эра содержится в р а 
бота х fBuzbee, 1 983, 1 985]. 

3.  В ранних  теоретических  р а бота х о п а раллельнь1х  алгоритмах  наблю
далась тенденци я игнорирования  стоимости обменов и синхронизации,  см. 
обзор соответствующих исследова ний в области алгоритм ов линейной алгебры 
в статье [Hel ler ,  1 978] . Джентлмен [Geпt lema п ,  1 978] одним из первых 
указал на то, что врем я обменов может быть важным или  даже доминирую
щим фактором в реальных  вычислениях .  Современный подход I <  этой проб
лсмс изложен в р а боте fG anпon , \' an Rosen da 1e ,  1 984] 

4 .  Идея согласова нности впервые была высказана  в статье [Lamblot te ,  
Voi gt ,  1 975 1 

5 П редложениr использовать производитrльность в м егафлопах  для из
мерения ускорений в тех случаях, когда задача слишком велика и не  поме
щается в пам яти одного процессора ,  сдела но в статье fMo1er ,  1 986] . В этой 
)hC статье введено понятие коэффициента использования плавающей точки 
в п а р аллельн ых вычислениях  Эта характеристика определ яется формулой 
и =  у/ {т:р) , где у - скорость вычислений в мегафлопах  для системы из р 
процессоров,  а т: - скорость в мегафлопах  для одного процессара Ясно, что 
и = 1 в случае м а ксимального ускорени я .  

6 Анализ вли яния затрат, св язанных  с обменами ,  на  различные эле
м ента р н ые операции ( напри мер ,  сложение )  п роведсн в ра боте fPark iпson,  
1 987] 

7. Одна из первых статей ,  где в общем виде была поставлена задача 
балансировки нагрузки , - это fBokhar i ,  1 98 1 ]  В ра боте f Fox e t  а 1  , 1 9871 об
суждаrтся проблема динам ической балансировки нагрузки  

8 Рекурсив ноr удвоение использовано  в статье fS tone, 1 9731 как  сред
ство получения  п а раллельны х алгоритмов для рекуррентны х соотноше ний .  
Нсзависимо от Стоуна и примерно в одно врем я с ним рекурсивное удвое
ние изобрели Харвард Лоумакс и Роберт Даунз .  В ра боте [Lamblot te ,  Vo i gt ,  
1 975] отмечено,  что оно приводит к несогласова нным  алгоритма м  (это пока
зано  в основном тексте па раграфа )  Более подробноr обсуждrние рекурсив
ного удвоения  1 1  каскадного метода в ычислени я  час1 1 ! ЧНЬIХ  сум м  можно на йти 
в кннгс fHockney ,  Jesshope, 1 98 1 ]  

9 .  Перестройка вычислений ,  по, tо fi н а я персходу к алгоритму сдваивани я 
( рис .  1 2 . 1 )  от последовательного алгоритма ( 1 2 .2 ) , поднимает вопрос о чис 
ленной устойчивости . Другими  словами ,  если исходный алгоритм численно ус
тойчив,  то сохра нит ли он устойчивость после изменения порядка операци й ?  
Этот вопрос р а ссматриваетс я в статье [ Ronsch, 1 984] .  в н е й  nоказа но, что 
�лrоритм сдваивания  более устойчив ,  чем алгоритм ( 1 .2 2) См .  по этому  по
воду та кже [G a o, 1 987]. 

1 0 . Синхронизацию можно рсалпзо в . J J J , р азными  способами ,  и эти спо
собьi действительно примен ялпсь н а  пp . i iO I I KC Мьr изложим сейчас некото-
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ры� основные идеи. Хороший общий обзо р  этой тематики дан  в [An d 
rews, Schne i der,  1 983] . Отметим ,  что значительная часть nонятий и тер м и 
нологии ,  относящейся к синхронизации,  возникла в теории операционных 
систем .  

Критическим сечением п рограммы  на :,ывастся последовательность опера
торов, которая  должна  выпо.!Jняться как недели мое Щ'ЛОС без прерываний .  
Это послсдоватет,ная  часть общей прогр а м м ы  За  критическим сечением 
обычно следует ветвление, и нициирующее параллельна в ыполняемые уч асткн 
прогр а м м ы. В месте соединения эти параллельные сегменты возвращаются 
к кр итическому сечению;  см .  рис .  
1 .2 6 .  BemB11eнue 

Родственным понятием является 
барьер [Jord an ,  1 986; Axe1rod,  1 986], 
п редставляющий собой логическую точ- Пара11 11е11ьные сегменты 
ку nотока управления, которой должны 
достигнуть все  п роцессы, прежде чем 
их  можно будет п родолжить. 

В м ашинах  с разделяемой пам ятью сечение 
синхронизация обычно реализуется с 
nомощью разделяемых переменных, к 
которым может обра щаться несколько 
п р01�ессов или процессорав Так, н апри-
мер ,  в схеме «занят - ожидаю» про-

1 2 6 цесс п роверяет значение искоторой раз - Рис. · · · 
делясмой переменной Определенное ее 
значение указывает, что процесс может продолжаться .  О процессс, ожидаю
щем этого значени я ,  говор ят, что он прокру чивается вхолостую ( в  оригинале 
используется термин  spi п n i п g  - Перев ) Раздел яемую неременную или пе
ременные при этом называют замковыми переменными (spin locks ) . 

1 1 . В ра боте [Greeпbaum, 1 986а] а нализируются различные стратегии 
синхронизации,  включая и спользование  барьеров. Расс'11 атривастся также ло
кальная синхронизация (в оригинале пeighbor synchron iza t ioп . - Перев. ) ,  при  
которой достаточно синхронизовать действ и я  толы\О соседей данного про 
цессара Р, посылающих ему  свои данные .  Так ,  в частности, обстоит дело 
при итерационном решени и  линейных уравнений в решсточном массиве про
цессоров.  У совершенствованием локальной синхронизации явл яется гранич
ная синхронизация ; она основана  на  том, что во многих случаях  достаточно 
обмена данными лишь в некоторых узлах параллельной системы  (например  
в гра ничных узлах )  Автор закл ючает, что лока.%ньrй  н граничный  подходы 
дают весьма  привлекательные схемы синхронизации дл я задач с достаточно 
крупной зернистостью, в которых время,  затрачиваемое н а  синхронизацию, 
мало по сравнению с временем работы ка ждого п роцессора .  

· 
1 2. Способ реализации суммиров а н и я  сдваиванием дл я данной парал 

лельной систем ы зависит от характер а  соединений в ней .  Рассмотр им , напри 
мер, остовное дерево гиперкуба на рис .  1 . 1 . 1 9 Здесь сложение по  методу 
сдва Ивания  можно реализовать путем обхода остовнога дерева в обратном 
пор ядке. Пус гь, например,  нужно сложит�> 1 6  чисел и в каждом процессаре 
nоначалу хранятся два из них. На  первом шаге все процессары складывают 
свои два чисJi а .  Затем п роцессар ы  5--8 перссыла ют свои су м м ы  nроцессарам  
1 -4 ( как  и п редnисано графом)  Процессар ы  1 -4 выполн яют сложение,  nо
сле чего процессар ы  3 и 4 отправляют свои результаты прqцессора м  1 и 2.  
Последние nроизводят сложение,  а затем процессор 2 персправляет свою 
сумму процессору  1 . Еще одно сложение в этом nроцессаре  завершает вы
числения .  
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1 .3 .  Умножение м атри ц 

В этом п а р аграфе  м ы  р а ссмотр и м  задачу в ычисления  п ро
изведени й  А х и А В, где А и В - м атрицы,  а х - вектор .  Эти 
базисные операции  важны дл я последующих гл ав .  Кроме  того, 
изучение матр ичного ум ножения позволит н а м  на п р и мере 
очень простой математической задачи  исследовать ряд  основ
ных вопросов п а р аллел ь н ых и векторных  вычислений .  Сначала  
м ы  п р едноложи м ,  что  А и В - за пол ненные  матрицы ;  р а з р ежен 
ные  м атрицы р а зл и чных типов будут рассмотрены несколько 
позднее в этом же п а р а гр афе.  Сперва  м ы  обсуди м вектор ные  
ком пьютер ы, а затем перейдем к п а р аллел ь н ы м . 

Умножение матрицы н а  вектор 

Пусть А - м атр ица т Х n, а х - вектор дл ины  n. Тогда 

( 1 . 3 . 1 )  

где ai - i - я строка м атрицы А ,  а (х , у) = L;= , XiYt - обычное 
скаля р ное  п роизведение .  Таким  образом ,  вычисл ение вектор а 
А х  сводится к вычислению т скал я р ных  произведений .  П режде 
чем  бол ее подробно исследовать этот способ, р ассмотр и м  дру
гой ста нда ртный  подход к м атр ично-векторному произведению,  
а и м енно предста вление его в виде ли нейной ком б инации столб
цов м атрицы А :  

n 

Ах = L x iai ,  i � I  

где ai теперь обоз начает i - й  столбец А .  

( 1 . 3 . 2) 

З а м етим ,  что р азл ичие п р едставл ений ( 1 . 3 .  1 )  и ( 1 . 3 .2 )  мож
но р ассм атривать как  р азличие  двух способов досту п а  к дан 
ным ,  что показывают прогр а м м ы  н а  рис .  1 .3 . 1 .  В обоих  слу
ч а ях п р едпол агается, что до начала  выполнения  прогр а м м ы  пе
р еменной Yi пр исвоеlю нулевое значение. В левой прогр а м м е  
н а  р ис.  1 . 3 .  1 п р и  каждом значении  i в цикле по j вычисл я ется 
скаляр ное произведение i -й  строки матрицы А и векто р а  х; сле
довательно,  эта прогр а м м а  р еализует фор мулу ( 1 .3 . 1 ) :  П р а в а я  
прогр а м м а  соответствует фор мул е  ( 1 . 3 . 2 ) . Обратим в н и м а н и е  
н а  т о ,  что з аключительный  арифметический опер атор одина 
ков в обеих  прогр а м м ах ,  и различие  только в порядке и ндек
сов. В дальнейшем м ы  увидим ,  что р асположение индексов в 
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р азл ич ном пор ядке п р и водит к р а з н ы м алгоритм а м  и дл я з а 
д а ч  м а тр и ч ного у м ножени я  и решен и я  л и нейных  систем . 

В некоторых  векторных  ко м п ьютер а х  и меетс я а п н а р атно 
реализо в а н н а я  ко м а нда ска .1 я р ного н роизведен и я ;  вскор е  м ы  
п р и ведем соответствующий н р и мер .  В п р отивном  случ ае ,  чтобы 
п р и менить п р едстав.1ение  ( 1 . 3 . 1 ) ,  нужно вычислять скал яр ное 
произведение  

n 

t i = xiyi , i = l ,  . . .  , n , (x , y) = L i i .  i = I  
( 1  . 3 . 3) 

Пер в ы м  ш а го м  п р и  этом будет поком понентное у м ножение 
векторов ,  а втор ы м - сум м и рование ,  п а р а.'lлел и з м  кqторого, 
как мы виде.1 и  в п р едыдущем п а р а гр а ф е, не  идеален .  Дл я век
тор ных  комп ьютеров мы м одифицируем ал гор итм  сум м и р о в а н и я  

Дл я  i = 1 д о  т 
Для j = 1 до n 

!li = Yi + ai ixi 

Для j = 1 до n 
Для i = 1 до т 

Yi = Yi + ai ixi 

Рис. 1 .3 . 1 .  Формы ij н J i  м атричпо-вскторноrо умноженин  

сдв а и в а нием и з § 1 . 2 (см .  р ис. 1 . 2 . 1 и у п р ажнение  1 . 2 .4 ) . Пусть, 
н а п р и мер ,  в данно м  ком п ьютере нонятие  вектор а предполагает 
р а сположение  эле ментов в последоватет,но адресуе м ы х  ячей 
ках  п а м яти .  Тогда мы сложим п ер в ы е  n/2 элем ентов с послед
н и м и  n/2 эле м ента м и ,  и на следующи х ш а г а х  будем продол
жать этот п роцесс сдв а и в а н и я .  За м ети м ,  что в ка кой -то м о мент 
дл и н а  векторов ста нет мсны11е векоторого барьер ного з н ачени я ;  
тогда д.'l я сложения  оста в ш ихся  чисел , возможно,  более эффек
тивной окажется скал я р н а я  а р и ф мети ка .  

Алгор итм ,  основа нный  на  пр едста вл ении  ( 1 . 3 .2 ) , за писы
в а ется т а к :  

у =  О ,  для  i от 1 д о  n в ы п олн ить у = у + x i ai .  ( 1  . 3 . 4) 

Как уже говор илось,  операция  типа  «вектор плюс п р оизведение  
вектор а н а  ч ис.'lо» называется т р иадой ( ил и  операцией 
s axpy) ; некотор ые вектор ные ком п ьютер ы вы пол няют ее особен
но  эффективно .  

С р а в нение  способов ( 1 . 3 . 1 )  и ( 1 . 3 . 2 )  начнем с п р и мера .  
В ч исло а п п а р атно р еализованных  ко м а нд м а ш ины  CDC CYB ER 
205 входит ком а нда скаля р ного у м ножени я  двух векторов дли 
н ы  n .  В случае  двухконвейерной м а ш и н ы  пр и ближенная  фор
мул а  времени  в ыполнения  этой ком а нды и м еет вид ( 2300 + 
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+ 20п) не, т а к  ч то в ьi ч 11с.1 с н и е  m с к а л я р н ы .\  н р о и :шедс н н й  по

тр ебует 

(2З00т + 20nm) н е .  ( 1  .'3 . 5) 
Д.1 н той ж е  м а ш и н ы n р е м я  т р и а д ы ,  в ьш о  .. 1 н я е м о й  с вектора м и  
ДЛIН Ы 111 , 1 1 p l l б.1 !1ЖCH ! IO  р а вно  ( 1 700 + 1 0 m )  НС ,  l ! OЭTO :\I Y  Д.1 Я 
а л го р и т м а  ( 1 . 3 . 4 )  нужно 

( 1 700n + I Onm) не .  ( 1 . 3 . 6) 
О• Iеннщю, что д.1 я бо:1 ь ш н нства � Н <I'I е н и й  n и т в р е м я  ( 1 .3 .5 )  
П р 1 1 \1 е [НЮ !ЦВОе  бoJI I, I !J e  B fJ e \H ' H I I  ( 1 . 3 . 6 ) ; В Ч 3 C T I JOCT I I ,  ':J'\ 0 В ер н о  
п р н  т =  n .  О;�н а ко ;�:1 я \! ал ы х  з н а чен и й  т в р е м я  ( 1 . 3 . 5 )  \10-
жст 0 1\ а 3 а ·1ъс я  м с н ыш1 м н :; д в у х .  H a i i JHI M t'p ,  н р и т =  5 11 n > 6 

2:юо . 5 + 20 · 5n < 1 700tz + 1 0  · 5n. 

Это о т р а ж а ет тот ф а кт, что степень  ве ктор и :; а ци н ( и:I И  п а р а .1 -

:1 с.:1 и :з м а ) а:1 го р и т м а ( 1 . 3 . 4 )  р а в н а  т ,  сж'дов а тt:.1 ЫJО, п р и  м а .'I Ы Х  
m о н  н сэффектiш с н .  

Этот 1 1 р и м с р  п о к а � ы в а ст ,  ч т о  в ы бор того и .1 11 и н о го а л го
р и т м а  \Ю Ж с т  з а в и с ет ь от вcJI И Ч I I H ЬI н е кото р ы х  п а р а �н � т р о в  

з а ;� а ч и ; в ;� ал ь н е й ш е м м ы вс т р ст н 'VJ С Н сщс с нсско.1 1> КИ М И  а н а .тю
г н ч н ы м и  п р и :-.н� р а м и .  О ч е н ь  важен  т а юl\ с с п особ х р а не н и н  д а н 
н ы х .  П р ед п о л о ж и м , ч т о  м атр и ца �1 .\ р а н н т с н  но стоJ1 бца :v1 ;  та
к о <:: с о г:J а ш е н ! I L' n от н оше юш д в у м е р н ы х  м а сс и во в  н р и н нто в 
Фо ртр а н е . { Одн а 1ю н других н з ы t.; а х ,  к н р и :-.н.· р у , в Il a o:a.1 c  1 1 .1 и 

P L  l двумер н ы е  м а с с и в ы  х р а н я тс н 1 1 0  строка м . ) Тогда В t' кто р ы ,  
требуе м ы е  дл н a:J ГOJHI Т:vJa  ( 1 . 3 . 2 ) , р а с н о.1 а г шо т с н  в нос:l сдо в а 
т сJI Ыю адресуе м ы х я чсй J.; а х  Шl :vJ HTИ ,  в то в р с м н к а к  в а .1 гор 1пмР  
с к а ,1 н р н ы х  п[юизвсдсн и й  ( 1 . 3 . 1 )  строк и м а т р и ц ы  п р с:�ст а в .1 я ю т 

с о бо й векто р ы  с ш а го м  т .  Ка к оп 1 сч е но п ы ш с, в н е к о то р ы х  

в с кТОJН I Ы '\  I\О :\1 1 I Ьюте р а '\  в к а Ч l'С r в е  о н �: р а н дов вектор н ы х  а р иф
М l'Т И ч ес iШ Х  ко м а н д до п у с 1..: а ю т с н  то.тi Ы\о в е к т о р ы с ш а го м  l ,  а 
ec.:! l !  ш а г  бо.1 I,шс  1 ,  1·о перед н а ч а:ю м в ы ч исл е н н й  н у ж н о  псре
:vJ L' С т и т ь  д а н н ы е  в п а м я т и .  В других ком ш,ютер а х  р а :; р е ш а t'тсн 
ш а г  бо,1 ь ш и й 1 ,  одн а i\О  с корость векто р н о й о пср а ц и н м о ж е т 

у м е н ь ш и т ьс я .  В .1 юбо м сл уч а е , ссю1 м а т р и ц а  А х р а н итс я п о  
сто.'lбна м ,  то сообр а ж t>н и я , с в я :з а н н ы с с в а м нп,ю,  уси .1 и в а ют 
а р г у щ• н т а щ 1 ю  н но.l t,зу а .1 го р н т м а  ( 1 . 3 .2 ) . С д р у гой �тор о н ь� 
ecJtи /1 уже х р а н итс н  по стро к а м ,  то, Iюс кол ьку т а х о и  с t юсо о 

х р а н с н н я  удобн ей дJi н а .1 го р и т м а с ка .1 н р н ы х  н ро i i звt•ден н й ,  это 
м ожет з аста в и ть п р едночссть и м с ня о  его. Тол ь ко дст а Jн, н ы й  
а юиi и з  м ожет I ю к а з а т ,, ,  к а кой вы бор с.1 сд у с т  сдсJJ ать дJI Я ко н-
1\ретной м а ш и н ы. 
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Развертывание  ци клов 

Расс м отр и м  те п е р ь  в о п р о с  р е а .1 и 3 а ц и и  а .'! го р и т м а ( 1 .3 .4 )  
д.1 н м а ш и н  т и н а  « р е г истр - р L• г и ст р » .  П р н м о.1 шн .•й н а н "  р е а л и 
:� а ц и н  п р едус м а т р и в а.1 а  б ы  т а к у ю  1 \ ОСJi едов а те.l ь н ость о п е р а 
ц и й : 

З а г р у :ш п .  у = О  в векто р н ы й  р е г и стр . 
З а г р у :шть а 1 н IН:' I.;то р н ы й  р е г и с т р .  
У м н о ж и т ь :  х 1 а 1 . Р езу.1 1>та т  :� а п и с ы в а ет с н  в р е г и стр .  
C.'JoжиtJ , :  у =  у +  х 1 а 1 .  Р L·:-1у: 1 ы а т  3 а П I! с ы в а ется · в  р е г и стр . 
З а 1 ш с а п, у н о н е р а т н в н у ю  J l a i..НI Т J, 
З а гр у.шть у. 
З а г р у з н т ь  а2 .  

П р едпо.1 а г а етс н ,  что в е к то р ы  м о ж н о  р а з м естип, в р е г и 
стр а х ;  в н ро т и в н о м  с.1 у ч а с  :v� ы  о б р а б а т ы в а л и  б ы  и х  п о  ч астн м .  

П р н щ•де н н < нl н р о гр а м :v� а  O ' l l' H Ь  щ.·� ф ф е п и в н а .  К а жд ы й  ц и к.'1 
тр ебует :{ а г р �  :J к и  д в у х  в е кторо в , :J а ш 1 с и  одного векто р а  в п а 
м я ть и в ьш оа н е н и н  двух в е i\То р н ы х  а р и ф мети ч ес к и х о п е р а ц и й . 
Ч то к а с а ет с н  н ос.1 ед н и х ,  то н а м  с.1 едо в а л о  б ы  п р и м е н и п, з а 
цеrи е н ие,  есл и 1-:о н ст р у ющ н  м а ш и н ы  это поз вол я ет.  З а це п л е 
н и е, и .1 .1 юстр и р у е м о е  р в е .  1 . 1 . 4 ,  J ю э во.1 н ет н а п р а в ит ь  результат 
о н е р а ц и и  х1 а 1 Н l'ПОС JН'дс т в е н н о  в с у м м а т о р .  В это м сл у ч а е  сло
ж е юн.• с у м ожет I I H ' I a п , c н  на ф о н е  п р одол ж а ю щи х с я  у м ноже
н и й ,  Та К Ч ТО обе Bl' K l O JH! bl e  О П е р а Ц И И  будуТ В Ы ПО.l Н Я Т Ь С Н  ПОЧТИ 
однов р е м е н н о .  Т е п е р ь  з а :v� ет и :v� ,  что з а г р у з к и  и з а п и с и  векто р а  
у м е жду в е ктор н ы м н  O J J L'p a ШH I :vJ И  совсем н е  о б я з а те.1 ь н ы ;  м ы  
ы о Ж L' М  с ч н т ы в а т ь  Тl' l< у щее J н а ч е н и е  у н е п о с р едст в е н н о  и з  р е 
г и с т р а .  Н а конец,  бо.1 ышшство м а ш и н  т и н а  « р е г истр - р е г и стр » 
но:-1 во:1 н ют сов м еща п, :� а г р у :нш с а р иф �t ет и ч ес к и м и  о п е р а ц и я м и . 
Т а к и м  о б р а з о м ,  м о ж н о  за гружа п, а2 ,  п о 1.; а  н ы пол н н етсн о п ер а 
ц и н  у+ х1 а 1 . ( От м ети м ,  одн а 1ю, что а2 и а 1 до.'J ж н ы  б ы т1, по м е
щен ы в р а :ш ы е  векто р н ые р е гистр ы ,  поэто м у  п р и  в ы бор ке век
торов а; из р е г и ст р о в  в п р о гр а м м е  дол ж н ы  п р о и з водитьсн п е 
р е к.1 ю ч е н и я . ) 

С у к а з а н н ы м и  н з м е н е н н я м и  п р о г р а м м а  м о гл а  б ы  п р и н я т ь  
с.1 еду ю щ и й  в и д :  

З а г р у з н т ь  у =  О в в е кто р н ы й  р е г и с т р . 
З а г р у.шть а 1 в в е ктор н ы й  р е г и с т р .  
Об р а :ю в а п, су м м у у = у + х 1 а 1 п уте м .з а це п.'1 е н и я . З а гру

з и ть а 2 .  
О fi р а зо в а 1 1> с у м м у  у = у + х2а2 п уте м з а це п л е н и я . З а гр у

зить а . : .  
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Теперь каждый ци к.1 требует лишь  нем ного бол ьше в р е�ени ,  
чем  одна векто р н а я  а р и ф м етическа я опер ация ,  и та к а я  п ро
гр а м м а  будет р а ботать почти в пять раз быстрее исходной .  

Т р а нсл ятор ы обычно  р а спознают ситуа цию, в которой  мож
но использовать зацепл ение .  К сожалению,  они не всегда спо
соб н ы  установить, что промежуточные  резул ьтаты можно оста 
вить в векто р н ы х  р егистр ах или что можно совместить за грузки 
и а р и ф м етичес 1ше  операции .  Разумеется ,  этот недостаток м ожно 
устр а нить, переходя н а  я зык  ассем блер а .  П р и  прогр а м �иро 
вании  н а  Фортр а не его  можно в значите.1 ьной степени с м я г
ч ить с помощью техники  развертывания циклов. Н а п р и мер ,  за -
м е н и м  цикл 

ЦИ КJl О М  

Для i = 1 до n 

y = y + xiai  

Для i = 2 до n с ш агом  2 

У =  У +  x i- 1 ai - 1 + x ia i .  

В этом слу ч а е  вектор у будет з а гружаться в р егистр ы и з апи 
сываться в п а м ять вдвое р еже, чем  в исходном в а р и а нте;  
кроме  того, за грузка вектор а  ai будет происходить н а  фоне вы
полнен и я  опер ации  у + Хi- 1 ан .  ( От м ети м ,  что при нечетнам n 
потребуется допол нительный  онер атор дл я обра ботки векто р а  
an) . В д а н н о м  п р и мере ци кл б ы л  р а звер нут на глубину 2 .  Раз 
вертыва ние н а  глубину 3 достигается в цикле 

Длн i = 3 до n с ш а г о м 3 

У =  У +  x i -- 2a i-2 + xi - 1 ai - 1  + xia i .  

Аналогичн ы м  образом осуществля ется р азвертывание  на  боль
шую глубину .  ( Есл и n не  кратно глуби не, снова требуются до
полн ительные опер атор ы . )  Н а  п р а ктике п р и менялось р азвер 
тывание  циклов до глубины  8 и даже большей .  

Умножение  матриц 

П р оведеиное обсуждение  м атр ично -векторного у м ножен и я  
естествен н ы м  обр азом обобщается на  задачу у м ножен ия  м ат
р иц, хотя, к а к  мы увиди м ,  здесь появляются и новые возмож
ности .  Пусть А и В - м атрицы т Х n и n Х q соответственно,  
та к что А В - м атрица  т Х q. 

Матрич но-вектор ное у м ножение в фор ме  скалярных  произве
дений в р езуJi ьтате обобщения  п р и водит к алгоритму скаляр-
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ных произведений 

С = АВ = [ :� ] (Ь 1 • • •  bq) = (ai b1) . ( 1 .3. 7) 

Здесь м атрица А р азбита на  строки,  а матрица В - на столбцы, 
и вычисление произведения АВ свелось к фор м ированию mq 
скалярных  п роизведений aibi строк  А и столбцов В. В идеаль
ном случае  А следовало б ы  х р а нить по строка м ,  а В - по столб
цам .  З а м етим ,  что при q = 1 м атрица В предста вляет собой 
вектор и ( 1 .3.7) превращается в алгоритм скалярных п роизве
дений дJI Я матрично-вектор ного ум ножения .  Алгоритм ( 1 .3 .7 )  
и м еет те же достоинства и недостатки,  что и соответствующий 
матр и ч но-векторный  алгоритм ,  и мы больше не будем обсуж
дать его. 

Следующий алгоритм основывается на повторных м атрич
но-векторных  умножениях .  Пусть ai и b i - i-e  столбцы матриц А и В соответственно .  Тогда 

С = АВ = 
(АЬ 1 , . • • , Abq) = ( i:. bj l a1 , . . .  , i:. b1qa1) · ( 1 .3. 8) 

j = 1 / = 1 

Чтобы получить i -й столбец матрицы С, нужно ум ножить А н а  
i - й  столбец м атрицы В ; эти м атрично-вектор ные  произведения  
вычисляются как  л и нейные комбинации  столбцов м атрицы А .  
Псевдокод алгор итма ( 1 .3 . 8 ) п р иведен на р ис. 1 .3 .2 .  С а м  алго
р итм и ногда называют алгоритмом средних произведений 1 ) ; 
наиболее удобно дл я него хра нение м атрицы А по столбцам ,  
тогда ка к способ хра нения  В несуществен .  Предположим ,  что В х р а н ится по строка м , и пусть ai и bi теперь обозначают i-e 
строки в А и В. Существует альтернативный  способ вычисления  
м атрицы АВ, который  м ы  назонем двойственным алгоритмом 
средних произведений: 

С = АВ = [ ��� ] = [ � �1 1� 1 ] · ( 1 .3.9) 

. amB ,L am1b1 
Здесь i-я строка м атрицы С представлена в виде л инейной ком 
бинации  стро к  матрицы В .  Если в ( 1.3.9) т =  1 ,  т о  А вектор -

1 ) В ориги нале m i d d le product a l gor i thm.  Поскольку никаких «средних 
произведений» в ал гебре нет, назва ние алгоритм а объясняется , по-видимому, 
игрой слов, основанной н а  том, что два  других алгоритма перемножени я  м а 
триц н азываются i nne r  product a lgori thш (алгоритм в нутренних, т .  е .  ска 
лярных, произведений )  и oнter prodнct a l gori thm (алгоритм внешних про· 
изведений ) . - Прим. перев. 
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строка .  В этом случа е  ( 1 .3 .9 )  превр ащается в алгор итм типа  
( 1 .3 .2 )  для у м ножени я  вектора -строки н а  м атр ицу. 

Существует еще один алгоритм перемножения  м атриц;  
в нем  используются внеш ние  произведения . Внешним произведе-

П о ложить С =  О 
Для i = 1 до q 

Для j = 1 до n 
ci = ci + biiai 

Рис. 1 .3.2. Алгоритм средн их  произведений  для м атричного умножения 

нием вектора -столбца u дли н ы  т и вектора -строки v дли н ы  q 
называется матрица 

( 1 . 3 . 1 0) 

Внешнее произведение  можно состав ить из  произведений  ком 
понент вектора  v и вектор а и ; в р езультате получается м атри-

Полож ить С =  О 
Для i =  1 до n 

Для j =  1 до q 
ci = ci + bi iai 

Рис. 1 .3.3. Алгоритм внеш н и х  произведений  для  м атричного умножения 

ца , элемент ( i, j) которой р авен  иivi . Н а  использовании  п роиз
ведений  типа ( 1 .3 . 1 0 )  основа н  ал горит м внешних произведений 
для м а тр и ч ного у множения : 

[ Ь 1 ] n 
С =  АВ = (а1 , • • •  , ап) · · · = L aib i = 

bn i � l 
n 

= L (b na i ,  . . .  , b iq aд.  
i � l 

Псевдокод алгоритм а п р иведен н а  р ис. 1 . 3 .3 .  

( 1 . 3 . 1 1 )  

Дл я  этого алгоритма  наиболее удобно х р анение м атрицы А 
по столбцам ;  способ хранения  В несуществен . Если В х р анится 
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по строка м ,  то можно применить иной способ 

( 1 . 3 . 1 2) 

котор ы й  м ы  назовем двойственным алгоритмом внешних про
извеdений. В любом случа е  С обр а зуется к а к  сум м а  n внеш
них  произведс н и й ;  ал горитм ы ( 1 . 3 . 1 1 )  и ( 1 .3 . 1 2 ) р азл ичаются 
только способом в ы ч исления  этих внеш них  произведений .  

Отмети м ,  что, а н алогично двум методам н а  р ис .  1 .3 . 1 ,  все  
р а ссмотр е н н ы е  в ы ш е  алгор итм ы м атр ичного у множения  можно 
и нтерпретировать как р азл ичные упорядочения  персменных  
цикл а  i ,  j и k в основной прогр а м ме 

Для 
Дли 

Для __ _ 
C ; i = C; j  + a; kbkj · 

Вес шесть возможных в а р и а нтов, называем ы х  иногда ijk-фор 
м а м и  м а тр ичного умножения ,  выписа н ы  явно в упражнении  
1 . 3 .3 .  

Сравнение ал горитмов 
Теперь м ы  хоти м сравнить ал гор итм ы средних  и внешних 

произведений в предположении ,  что А х р а н ится по столбца м .  
Аналогично п р оводится сравнение  двойственных  алгоритмов ,  
если В х р а н ится по строка м .  В ал гор итме внешних произведе
ний  ( см .  рис .  1 . 3 . 3 )  внутре н н и й  цикл фор м ирует внеш нее про 
изведение  а;Ь ; ,  при бавляя  его  к текущей м атрице С. Основной 
операцией является три ада для векторов дл и н ы  т, поэтому  
степень векторизации  р а в н а  т .  Дл я алгоритм а средни х  произ 
вtдений  ( р ис. 1 . 3 . 2 )  базисная  опер а ция - это опять-таки  
триада ,  и степень векторизации  снова  р а вна  т .  Для векторных  
комп ьютеров ,  в которых  дан н ые в ы бир а ются непосредственно  
из п а м яти ,  оба  алгор итм а по существу эквивалентн ы .  Однако 
п р и  м а л ы х  т и тот, и другой будут неэффекти в н ы ;  есл и В хра 
нится по строка м и q > т ,  то  следует предпочесть двойствен
ные фор м ы  ал гор итмоf\ . 

Дл я векторных  ком п ьютеров,  использующих вектор ные  ре
гистр ы ,  эти алгор итмы могут и м еть важные р азл ичия ,  к обсуж
ден и ю  которых мы сейчас перейдем . Для простоты предполо
жим ,  что ем косп, регистров достаточна  дл я х р а нения  столбцов 
м атр ицы А . В п р отивном случ ае в последующее обсуждение  
нужно внести очевидн ые изменения  ( упр ажнение  1 .3 .4 ) . З а метим 
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пр ежде всего, что внутренний цикл алгор итма  средних 
произведений полностью фор мирует столбец м атрицы С, тогда 
к а к  в алгор11тме внешних  произведений стол бцы С на капли
ваются в течение всего процесса .  Рис .  1 .3 .4  и 1 .3 .5  иллюстри 
руют оба  способа  в ычислений для машины  с вектор н ы м и  р е
гистр а м и .  

Памяmь 

Рис. 1 .3.4. Умножение матриц с помощью алгоритма внешних произведений 

Алгоритм внешних произведений имеет то достоинство, что 
вектор ai, попав  в вектор ный  регистр,  используется q раз .  Одн а 
ко есть и недостаток, состоящий в том, что после каждой век-

Мноеокраmная 
эагрнэка 

nамять 

Лерuодuческая 
3anucь 6 памяmь 

Рис. 1 .3.5. Ум ножение м атриц с помощью алгоритма средних произведени й  

торной операции возникает задержка ,  пока р езультат перепи
сыва ется из  р егистр а  в п а м ять и з агружается  вектор ci . До не
которой степени этот недостаток можно смягчить,  используя 
дополнительный р егистр для сн1 : он будет з а гружаться на  фоне 
в ы полнения арифметической операции .  Это у меньшит задерж
ку до времени ,  необходимого для записи  р езультата , ценой 
введения  некотор ых дополнительных логических опер аторов ;  
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последн и е  организуют в ы бор ку ci из  р азных р егистров для со
седн и х  ш а гов  п роцесса .  Описа нная  стр атеги я полезна дл я м а 
ш и н  типа  С R Л  У - 1 ,  в которых  а р и фм ети ка  может на кл адываться 
на  операции  с п а м ятью,  но в каждый момент р а зрешается 
или тол ь ко з а грузка ,  ил и тол ько з а пись .  Дл я таких м а ш и н , 
ка к C R A  У Х-МР,  где р азрешается совмещение опер аций  за 
грузки  и з а i i иси ,  можно  пол ностью иск.1ючить з адержки ,  свя
за н н ые  с п а м ятью,  нутем п р и влечения  еще одного вектор ного 
р егис1 р а  r ,1  1 д.1 я р езу.1 ьтатов .  Теперь  основной ш а г  и м еет вид 

в ы ч иСJl !ПЬ ri , з агруз ить cj t i •  з а п исать ri - I  в п а м ять ,  

п р и ч е м  опер а ц и и  з а грузки и зап иси в ы пол няются одновремен
но с а р иф мети кой .  

Перейдем к а .1 горитму  средни х  произведений  ( см .  
рис .  1 . 3 . 5 ) . З а  м ети м ,  что теперь  вектор ai дол жен загружаться 
перед каждой векторной опер а цией ,  но р езул ьтат з а п исывается 
в п а •l! ятi, тол ь ко один р аз, по  окончании  в нутр ен него цикл а .  
Одна ко регист р ы  дл я с ;  и r ;  должны п р и  ка ждой вектор ной опе
рации меняться рол я м и ,  поскол ьку вектор - результат ста новится 
н а с.1 едующем ш а ге входн ы м  вектором с; .  При та кой орга 
низации  алгоритма  перед ка ждой векторной операцией  про 
исходит з адер ж ка ,  вызва нная  з а грузкой  векто р а  ai . Но и те
перь  можно использовать допол нительный  регистр ,  чтобы сов
местить эту за груз ку с а р и ф м ети кой согласно п р едписа нию 

в ыч исл ить С; + bi i ai , з агруз ить ai ,  1 . 

Отмсти м ,  что дл я та кого сов м ещения  требуется лишь  способ
ность одновременно  в ыпол н ять з а грузку и а р ифметические 
опер а 1щи .  При н р о гр а м м ирова н и и  на  Фортр а н е  м ы  а п п рокси м и 
JЮВ<:1.1 И  б ы  Iюдобный  режим путем р а звертыва н и я  циклов .  Под
водя итоги, мы з а ключаем ,  что алгоритм средних  произведе
ний н р сдiюч·r ите.1 ен  дл я м а шин ,  допускающих совмещение  
а р и ф м етики  и операций  с п а м ятью толь ко одного тип а .  Е с.iт и в 
ком пьютере  загрузка  и з а п ись могут п р оисходить одновременно, 
то оба ал гор итма  эквивалентны с точ ностью до второстепенных  
эффектов .  

Параллельные ко�nьютеры 
Рассмотри м  теперь те же а"1 горитм ы в п р и менен и и  к п а 

р аллел ь ной систе:v1е и з  р п роцсссоров .  Пусть снова  А - м атрица 
т Х n. Н а чнем с вычислени я  м атр ично-вектор ного произведе-
ни я с помощью л и ней ных  ком б инаций : Ах = L ;� I Х; а; . Для 
п оостотьr п р едполож и м  пока ,  что р = n, и пусть х; и а; п р и 
д а н ы  п роцессор у  i, к а к  это наказано  н а  р и с. 1 .3 .6 .  Все 
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п роизведе н и я  х;а ; Б Ы Ч 1 1 l' .1 Я Ю Т с я  с � а кси м а :J t . I I Ы \1 н a p a :r :I t ·:r i r  ! 
м о м ,  а :i ан•м  в ьш о.1 Ю1 ютс я с:южс н и я  но  м етоду сдва и в а н н я  ( см .  
§ 1 . 2 ) , I I JНI M C H Я l' �1 0 \1 Y  Тl' I I L' P Ь  '' B l' I\TOp a M  ( 01 .  y н p a Ж H l' H I I l' 1 . 2 . 1 ) .  
Е с .1 и  р а с с :v� а т р l ш а t•т с я  п а р а :1 .  н·:н . н шi с и е н' \! а с . 10 1\ ;.t .l t . I J O ii  н а 
\1 ЯТью, ТО р и с .  1 . 3 .6  C.'l l'Д) "l'T I I H Тl' J ! I I p l'Т I I JI O B a T I > Та !, :  ) ' f, a  !Ш I I I bl l' Н а  
Н С М  д а  Н Н Ь/ С  Н а Х ОД Я ТС Я В . 1 0 1\ a . l i > IIO lf  l l a \1 Я T I I  COOTBl'TCTB \' IO I I ll' ГO 
! I рОЦСССО р а .  В ЭТО М C.'I )" Ч a t• a . 'I ГO p l l l' \1 CДB il i i B a H I I Я  I I OT p l·(} � �·т l l l ' p t · 
C ЬI JI O I\ Д а Н Н Ы Х  М С Ж д у  I I J I O Щ' C C O JHI \1 1 1  В .\ O;J, l' B bl 1 1 1 1 l' . l l' l l l l i l :1_. 1 : 1  l' I I 
CTCM Ы С р а . ЩС.'I Я С М О Й  ШI \HI 1 J . IO :\l bl I I I I H' P I I JH 'l l l p y c \1 J I I I C .  \ . J . ti 

r. 
Рис. I . :J.6. l l a p a :I: I t\'l l > l l l >l i i а. н о р 1 1 1 \1 . ' l i l l l < ' i t l l l ·l \  t, o \1 () 1 ! 1 \ , i t , , t ; t  

в с м ыс.1 <.' р а с п р сдс:l l' Н И я  ·J aдa H J i ii ,  1 .  с .  Р.  в ы J ю. I шi ст y \t i i O ii\ L' I I I I L' 
Xiai . В тolf части н р о цссс а ,  где l l jHI \I l' I I Нl'Tc я с д в а и в а н н с .  н с р с 
с ы .1 К И да н н ы х  не нуж н ы ,  пoc кo:I I . I\Y  в е с  н а .\ од итс я в , · , ю б а .  н , 
ной п а м я т и .  

Чтобы га ра нп! J >Оват i ,  :; a вc p Ш t' IН I L' ) \I НОЖL' IШ Й  до  н а ч а . J а  
С.'IОЖ С Н И Я ,  1 рсбуСТСЯ C I I H '\ J IO H Ш a i LШI . В M a Ш I I H C  С . JO I\ a .'1 J , H O ii 
п а м �пью се о б сс ! J с ч и в а t• т  с а м а  н со { н од н \1 осп. ш•р сда • I н  .1< 1 1 1 -

н ы х .  П р сдполож н м ,  H a ! I JH I \t l' p ,  ч 1 о 1 1 \HЩL'Cl' o p  Р1  до:1 жсн  с:l о 
ж и т ь  х , а 1  и х2 а 2 .  Когда р ,! :J : I I\O I I ' I I I Т  C IIO I I  \' M HOЖt' I I ШI ,  о н  но

шлет в е ктор х2а 2 в Р 1 .  Тот н а ч н ет с у \1 :\Ш i)о в а н и с , . J а вср ш i ш  
собствен н ы е  у м ножен и я ;  од н ш.;о о н  будет о ж н д;J т t, ,  сс:ш Н L·о ti -.; о 
д и м ы с  да н-н ые  И :J Р 2  с щ е  н е  I I O.'I Y ' I C H t .! .  И \t е н но :н о  oA\ t !д:J H I I C  
р с а л и .з у ст требус"'ую C I I I I \ JIO H И 3 Ш OI IO .  Ес:1 1 1  б 1 .1 t• го щ• б t .t :ю и 
Р 1 н а ч а.11 с.аожсни t• ,  I I O.l t , J y я c J ,  s ! Ч l' Й I\ a \1 1 !  1 1 а �t я т 1 1 ,  t l p cд н a .!Н :l ' J t' l l 
н ы :o.ш Д.1 Я Х 2 а 2 ,  е Щl' Д О  Т О Г О ,  1\ CII\ I IO C T )' I I I I .'I l l  BC J > H Ьi e  3 1 / a 'l l' I ! ШI ,  Н> 
бы.1 и  бы получе н ы  ош и боч н ые рс3у:н, та ·I ы. В с 1 1 с  l 'l' \I c  с г:ю
бальной п а :-.нiтью С И Н Х /Ю Н И J а н и ю  м о ж н о  о б сс в е ч и п .  р а .ш ы �ш 
способа м и  ( с м .  § 1 . 2 ) , и ка кой ю Н И .\  :J )' 1 1 I Li c ,  : J а в 1 1 с н т  от J.:о н 
структи в н ы х  особен носн·й м а ш и н ы  1 1 t•c нрогр а м м ной  с р ед ы .  
В ка честве п р н м ср а того,  ка 1< можно  реа :1 1 1 :ювать  c ll l i X JI O H И :! a 
ци ю ,  н р ед п о.l О Ж И \1 ,  что Р 2 ,  : Ja i\O H Ч I I B  y :>.I J I O ЖL' IJИ L' ,  ycr a н a в:t i ! IHH'T 

«фЛ а Г» ( 1\ОТОJ> Ы М  M O Ж l'l б Ы ТI >  .' I OП I ' I l'C I\ a H  I I C J > C\1 l' IНI <J H , ! I JH I IHI I \ 
Ш a Я  з н а ч е н и е  t rн c ) , 1 1  Р 1 ,  I I JH.'ЖдL' ч е м  н а ч ат t .  с.1 о ж с н н е ,  I I JIOBC
p яcт этот ф .1 а г. 

АJJ гор ит м  с ка.1 я р н ы х  I I JIOИ3 BL':Lc н н й  в Н t' l\ото р ы х  о г Н О Ш l' Н И Я '\  

бо.1 ес I I JH Ш.1J C J\ a т c:I t' H .  По- н р t•жщ• :о.t у  буде м с ч в т а т t . , что р = 11 1 . 
П усп. х; и а; ( пос .l l'дн и lf  с н м  во:1 обо.! н а  ч а с  г Tl' П t' JH>  i - ю  стро ку 
м а тр и ц ы  А )  пр ида н ы  н ро ц ессо р у i ( с \1 .  рис .  \ . :1 . 7 ) . Ka ii-.:;J. Ы ii 
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п р о цессор в ы rю.'! н я ст свое с к а .а я р н о е  у м ноже н и е, и н р и  это м 
п а ра.м сюt J М  м а i\ С И :\! а .f! е н .  Н е  тр ебуются н и  нересы .·r ки д а н н ы х ,  
н и  с д н а н в а н и е ,  а с н н . чю н н з а ц и н  Н )  ж н а тO.'ll> l\0 в ко н це в ы 
ч н cJi l' I I I I Й .  

Х о т н  а .1 ГО JН I Т М  с к а :1 я р н ы х  п р о и з веде н и й  о б.1 ад а ет м а кс и 
r.. а .1 t. н ы м  н а р а .1 :r еJI И J м о м ,  в ы бор того и . r и  и ного а .1 го р и т м а  
о н р еде:r я стсн  о б ы ч но д р у г и м н  сообр а ж е н и я м и .  М а т р и ч н о- в с к 
т о р Н О l' Y M I I O Ж l' H H C  IH .' H :J б l' Ж I I O  SI B:I Ж'TC SI Ч а С Т Ь Ю  бО.1 Сl' Ш II JIO K O Г O  

1 1 fi O Щ'l' C 8  B bl ! J I IC .'I l' H И Й , И Д.1 Н C I I C Tl' M bl  С :IOKCi.l ЫIO Й  \ 1 1i :\\ Я 1 Ь Ю  

г.1 а в н у ю  ро:н, в в ы бо р l· а :r ги р н т ш1  и г р а ет с н особ х р а нс н шr А 1 1  

р '11 

Рис.  J .a. 7. П а р а .1.1ел 1,н ы ii < 1 .1 ru p п 1 �� l' l\ a . J !I (J I I Ы \  пр оп ! В l'.J.� I I I I ii 

х в м о :.� с н т, когда т р сбуетс н 1 I JI O I I 3 Bcдe н и e  А х. Н а п р и м е р ,  есл и 
х; и сто.1 б с ц  а, уже н а ход н тс н в r r а м ят и  i - го п р о цсссор а ,  J\ а к  н а  

р и с .  1 . 3 .6 ,  то, н о  вcL· ii в с р о н т н о ст н ,  б у дет н с п о.1 J , :Joвa н а .1 г о р  н т м 
юшсй н ы -;  1\U :V\ u l ! н a н l l il ,  х от я  стс н е н ь  н а р а.1 :r с.1 1 1 3 м а  в H l' \1 н и же,  
' I l'M  в ко н ку р н р у ю щt· �t а.1 ГО fН1Пt с .  Е ще о д н о  су щест в е н нос со 
о б р а же н и е -- ж е.1 а l' \ЮС р ас н о:ю ж е н и с  ре:�у.1 rпата  по о ко н ч а н и и 
)' M H O Ж e H I I SI :  В П l'JHIO �\ a :J ГOJHI Т M l'  Bei\ТO p - p c3y.1 I >Т<I T р а 3 М е Щ С:i СТС Н 
в п а м нт и  1-:а коrо-то о д н о го н р о цессо р а ,  то гд а I\ а к  в д р у г о �t о н  

р а с п р сде:J l' Н  м ежду щюц�сс о р а м н .  Опt ет и м • ..:а ж у щи й с я  н а р а 
до ке ( по от н о ш е н и ю  к р а н �с р а сс м отр е н н ы м  вt· кто р н ы м  п р о 
г р а м м а м ) : а .1 гор ип1 .1 1Шей н ы :\  ко :\\ б и н а ци й  т р е б у ст су м м и ро 
в а н и я  C J. B a i i В H H i f l·м , а в а .1 ГО [НIТ �1 L' с к а .1 я р н ы х  н р о и з всдс н и й  т а 
к о с  c y llt M I I JI O B a н иc H l' н у ж н о .  

В п р о щ·дс н н о м  обсужде ю ш  п р сд п о.1 а г а .1 ось ,  чт,о ч н с.1 о п р о 
цесс о р а в  р а в н о  ч и с:r у сто.rr бцов 1 1 .1 и  с т р о к  м а тр н цы А.  О б ы ч н о  
n нjи.1 1 1  m :т а ч н те.1 ь но бо.·r ып с, ч е м  ч нс.ю п р сщсссоров ,  и ка ж 
,10 �1 у  п роцессору П (Н ц а ю г с  я н с с к о:н, ко с ·1 р о к  и щ 1  сто:r бцов.  Д:1 я 
а .1 гор н т м а  с к а .1 я р н ы х  I I J IO И .! B eдc н н ir  удо б н.сй всего,  когда m 
к р а т н о р 11 вс я ко м у  н р оцессо р у  н р н п и с а н ы  m /p строк.  С м а т е �t а 
ти ч t•ской точ rш :J р е н н я  этот а :1 го р и т м  э i..: в н в а .1 с н т с н  у м ножен и ю  
В б.·1ОЧ НОЙ фор м е  

А
х =  [ ·� 1- ] 

х 
= [ � 1·1 �  ] .  

A n  АРх 

где м а т р и ц а  А ;  coc ra в.l t' IH J  И 3  m/p с т р о к  м а т р и ц ы  /1 . Ес:нr  n 
н р оцессор i пч>�да н ы  J1 i  \1 Х, то щю н э всден и н A I X ,  . . .  ' ti pX 
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вычисляются с м а кс и м а:I ь н ы м  н a p a .1 .'J e.'J I I 3 M O M .  З а м ет н м ,  что не  
и м еет з н а ч е н и я ,  ка к вы по.1 н я ется ум ножен и е  tl ;x :  с 1юмощыо 
алгоритм а ска.а я р н ы л  произ веден и й  и:I и .l И i н .• йного ко vr б и н н р о 
в а н и я  сто.'l бцов .  Одн а ко д.1 я систе м ы  векто р н ы х  нроцессоров 
можно ИС IЮ.'I I, зовать р сзу.1 ьтаты п р едыду щего обсужде н и я .  
Ана.1оrи ч н ыс сообр ажен и я  н р и м ен и м ы  к р а з б и е н и ю  А н а  г руп 
пы  стол бцо в ( у пражнение  1 . 3 . 5 ) . Ес.1 и  р не  я в.1 яется дс.1 1пе.1 е м  
т ( и л и  n ) , т о  нужно р асп р еде.rш п, строки  ( и .ш сто:1бцы ) меж
ду п рuцсссор а м и  по воз мож ности р а в но м ер но .  

Матричное умножение 
Сходные  сообр ажен и я  можно п р и м с нить  дn я зада ч и  у м но

жен и я  м атриц  А и В .  М ы  в ы нос и м  обсужде н и е  п а р а .1 .1 с.1 ь н ы х  
ал гор итмов скал я рн ы х ,  внеш н и х  и с р едннх  н ронзведс н и й  в 

Рис. 1 .3.8. I lapa .lдc'm,нoc б.1очнос ршожРннс  

у п р а ж н е н и е  1 . 3 .6 .  Возможно т а кже ноетроен и е  а л гор итмов ,  ко
тор ые,  к а  к и ( 1 . 3 . 1 3 ) , основ а н ы  н а  блочном н р едста вл ении  м ат
р и ц  Ji  и В.  И мен но,  есл и р а з б и е н и я  обеи х м атр и ц  н а  блоки 
сог.1 асов а н ы ,  то 

[ А 1 1  • • •  A 1 r 
С = АВ = · · · · 

Asl · · · Asr 
( 1 . 3 . 1 4) 

Это п р едста вление  можно реализовать р а з н ы м и  алгоритм а м и .  
Пусть, н а п р и мер ,  ч ис.1о  процессорав  р р а вно  чис:1 у s t б:юков 
матрицы  С. При ус.1овии ,  что А и В п р иданы  соответствующим 
процессор а м ,  все  эти  s t блоков мож но выч ис.1 ять одновремен 
н о ( с м .  упражнение  1 . 3 . 7 ) . Спсциа .1 ь н ы с  случ а и :  1 )  s = 1 ,  т .  с .  
м атр и ца А р аз б ита н а  груп п ы  стол бцо в ;  2 )  t = 1 ,  В р а збита 
н а  групп ы  строк.  Еще два  и нтересных  специа .1 ь н ы х  слу ч а я : 
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s = t = 1 ,  что п р и водит к алгоритму блочного скалярного про
изведения 

r 

Ав = L A1 1Bj l ,  
j = l 

( 1 . 3 . 1 5) 

и r = 1 ,  что даст алгоритм блочного внешнего произведения 

АВ = (А 1 1 В 1 1 ) .  ( 1 . 3 . 1 6) 

Алгоритм ( 1 .3 . 1 6 ) может б ыть по.rтезен,  н апри мер ,  есл и и меет
ся р = st процессоров ,  п р ичем блоки А ; 1  и В 1 1  пр иписан ы  от
дельным  процессар а м  т а к, как  это показано на р ис.  1 .3 .8. 
Здесь конфигурация  процессаров отр ажает блочную структуру 
произведения  С и все  п р оизведен и я  A i 1 B 1 1 вычисляются одно
временно .  

Блочные ал гор итмы могут быть эффектив н ы  и для вектор
ных  ком пьютеров,  и м еющих б ыстр ую локальную п а м ять (таких,  
н а п р и мер ,  ка к CRAY-2 ) . 

Ленточные матрицы 
До сих пор  в данном п а р а графе  п р едпол а галось,  что м атри

ц ы  запол нены,  т .  е .  все  их  элементы или большая  их  ч асть не
нулевые. Одна ко м ногие ( есл и не почти все)  м атрицы,  ветре-

Рис.  1 .3.9.  Л енточна я  матрица 

чающиеся в п р а ктических приложениях ,  р азрежены, т .  е .  боль
шинство из элементов - нул и .  Мы исследуем для р азличных 
типов р а зреженных м атр иц  уже известн ые нам алгор итмы 
ум ножения и убеди мся ,  что  в некоторых  случ а я х  нуж н ы  новые 
алгоритм ы .  Н а ч нем с ленточных  м атриц .  

Матрица А порядка п н а з ывается ленточной, если 

ai i = О , i - j > Р1 . j - i > Р2 . ( 1 . 3 . 1 7) 

см .  р ис.  1 . 3 .9 .  Для п ростоты м ы  будем р ассм атривать л ишь  
случа й  м атрицы А . с  симметричной лентой, длЯ которой � 1  = 
= fl2 = � ;  ч исло � называется полушириной ( или  п росто 
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шириной) ленты. Т а к и м  обр азом ,  неиулевые  элементы в А р ас
положены тол ько на  главной  диагонали  и на 2�  диагоналях ,  
п р илегающих к гл а в ной сверху и снизу .  Отмстим ,  что м атрица  
с с и м м етр и ч ной лентой не  обязана  б ыть с и м м етричной .  

Рассмотр и м  п режде всего м атр и чно-вектор ное ум ножение  
Ах .  Обсужда вшиеся выше  алгоритм ы скал я р н ы х  произведений  
и л и нейн ых ком б и н а ци й  описываются р а венств а м и  

и 
n 

Ах =  L xi ai . i = l 

( 1 . 3 . 1 8) 

( 1 . 3 . 1 9) 

В ( 1 . 3 . 1 8 ) ai обозначает i -ю строку м атрицы А , а в ( 1 . 3 . 1 9 ) 
ес i -й стол бец. Есл и  А х р а нится по  столбца м ,  то дл и н ы  векто
ров в ( 1 . 3 . 1 9 ) и зменяются в п р едела х  от � + 1 до 2� + 1 .  Дл я не
которых  кл ассов задач тип и ч н ы м и  з н ачени я м и  � и n являются 
n = 104  и � = 1 0 2 ;  в подобных  случа я х  дл и н ы  векторов в 
( 1 .3 . 1 9 ) достаточно вел и ки .  С другой стороны ,  д.r1 я  м а л ы х  fl 
степень  вектор изации  ал гор итма  ( 1 . 3 . 1 9 ) н еудовлствор ительна .  
В п р едельном случае  трехди а гонал ьных  м атр иц,  дл я которых  
� = 1 ,  дл и н ы  векторов не  п р евыш ают 3 .  

Ана:югич н ые выводы с п р аведл и в ы  дл я скал я р ных произве
ден и й  в ( 1 . 3 . 1 8 ) ,  посколь ку дл и н ы  векторов здесь такие  же, 
к а к  и в ( 1 . 3 . 1 9 ) .  Одн а ко по отношению к фор м ированию n 
скал я р н ы х  произ ведений  метод ( 1  .3 . 1 8 ) и м еет степень  п а р ал 
лелизма  n .  П р едполож и м ,  н а п р и мер ,  что в п а р аллельной си
стеме  с локальной п а м ятью, состоящей из  р = n п роцессоров ,  
Р п а м яти i -го п роцесса р а  н аходятся ai  и х ;  тогда вес скал я р н ы е  
произведения  можно выч ислять одновременно .  Е с л и  число  про 
цессаров  р = njk, то первые  k строк  м атрицы А могут обраба 
тываться п роцессаром 1 ,  сл едующие k строк - процессаром 2 ,  
и т.  д .  Таким  образом ,  п роцесса р ы  будут р а ботать с м а кс и м аль 
ным п а р аллелизмом  с точ ностью до небольших  потерь ,  связан 
н ы х  с тем ,  что  в ерхние  и нижние  строки  в А короче  сре,.дних .  
Эти  потер и можно  уменьшить за счет более тщательной балан 
сировки  н а гр уз к и ;  то же са мое относится к потер я м ,  возни 
кающи м п р и  n,  н е  кратном р ( см .  упр ажнение  1 . 3 . 1 0 ) . Та ким  
образом ,  алгоритм  скал я р н ы х  произведений  потенциально п р и 
влекан'лен дл я п а р аллельных  систем даже п р и  очень неболь 
т и х  значениях  � ·  

Сходные  выводы можно сделать об  у м ножен и и  двух л енточ 
н ы х  м атр иц  n Х n. З а м ети м ,  что  есл и полуши р и н а  ленты для 
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А р а в н а  а, а дл я В р а в н а  �. то полуш и р и н а  л енты дл я А В  в 
обще м слу ч а е  будет р а в н а  а + � ( у п р ажнение  1 . 3 . 1 1 ) .  Р ас
смотр и м  внача .'I е а .1 горитм  средних произведени й  ( 1 . 3 . 8 ) : 

( 1 . :� . 20) 

.С:сл и п р едположить, что А х р а нится по столбца м ,  то дл и н ы  век
торов ,  у ч а ствующих в :ш ней н ы х ком бинациях ,  И 3 1\1еняются в 
п р едел а х  от 1 + а до 1 + 2а. Поэтому ,  к а к  и п режде, алгоритм 
может б ыть полезен при  достаточ но больших  з н а ч ен и я х  а . Есл и 
а < �. то бо.1ее  в ы годной ,  ч ем  ( 1 . 3 .20) , может о к а з аться двой
ственн а я  фор м а  ( 1 . 3 . 9 )  ал горитма  с р едн и х произведений ,  осо
бенно п р н хра нении  1\1 атрицы В по  строка l\1 .  Отмсти м ,  что и 

здесь в случ а е  п а р а .1лел ь ной системы м ы  и меl' М  во3 мож ность 
в ы • 1 ис.1 я т ь  п е р в ы е k сто.1 бцов  в ( 1 . 3 . 20 )  с помощью н роцессо р а  
1 ,  следую щие  k сто .1 бцов - с помощью процессар а  2 ,  и т. д .  
П р и  та кой ор га низации  в ы ч ис.'I ений  дости га етс я  высокая  cтc
I I eн i, п а р алл сл и з м а ; дета .1 и  этого подхода в ы нессны в у п р а ж
нени е 1 . 3 . 1 2 . 

I l ер ейдсм теперь  к а :I гQ р ; п м у  в н е ш н и х п р о и з веде н и й  ( 1 . 3 . 1 1 ) :  

n 

С = А В = L (b i l a i • . . .  , b i nai ) ·  
i = l 

( 1 . 3 . 2 1 )  

Снова  п р сдпо.1ожи м ; ч ·1 о  . 1  хранится п о  стол бца м .  Иссл едование  
этого ал гор итм а п роводится та к же ,  к а к  и дл я алгоритм а 
( 1 . 3 . 20 ) , и дл и н ы  векторов  в н о в ь  о п р едеJi яются ч ислом а. Е с.1 И 
а < � .  а В х р а нится по  стро к а м ,  то, вероятно ,  следует п р едпо
честь двойственную фор му ( 1 . 3 . 1 2 ) . П ров еде и ное ра нее срав 
нение  достои нств ал горитмов  ( 1 . 3 . 20 )  и ( 1 . 3 . 2 1 )  в п р и м енени и  
к ве ктор н ы м  ком пьютер а м  с ве кто р н ы м и  р егистр а м и  непосред
ственно нер< 'носится на  .1 енто ч н ы е  матр и ц ы  ( упр ажнение 
1 . 3 . 1 3 ) . В слу ч а е  п а р ал л ельных  ко м п ьютеров т а к ж е  и м еются 
р а з.'I и ч н ы е  воз можности р са.1 изации  фор му:1 ы ( 1 .3 . 2 1 ) .  П р и  
н ал и ч и и р = n/k п роцессорав в каждо м  могут фор м и роваться 
k внеш н и х  п р ои зведсн ий ; это потр ебуст зас ыл ки  k стол бцов 
матрицы  А и k строк  матрицы В в п а м ять ка ждого п роцессо р а .  
З атем нужно сложить внеш н и е  н роизведен ия ; когда произведе
н и я , сфор м ирован ные  в ка ждом процессоре, п росу м м иров а н ы  в 
нем , в ыпол н я ется межпроцессор ное сдваива ние .  Более пр ивле
катслен в а р и а нт, когда первые k стол бцов м атрицы С фор м и 
руются в процессаре  1 ,  с.1 едующие k стол бцов - в процессаре 
2, и т. д. Этот в а р и а нт по  существу  с о в п а д а ет с аJi гор итмом 
средни х нроиз в едени й . 
3 Дж. Op1 c r a  
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Рассмотр и м ,  н а конец, а л горитм скал я р н ы х  произведе н и й  
( 1 . 3 . 7 ) : 

( 1 . 3 . 22) 

Элемент t ,  J матрицы С сеть ска.1 я р ное произведение  1 - и строки  
матрицы А и j- го столбца матрицы В .  Поскольку полуш и р и н а  
ленты дл я С р а в н а  сх + р ,  то реал ьно выч ислять нужно .л и ш ь  
скал я р н ы е  п роизведения ,  соответствующие элемента м .1 енты .  
:Ка к и в случ а е  матрич но -вектор ного ум ножения ,  а л горитм 
( 1 . 3 .22 )  п р и влекатслен  д.1 я п а р а.'!лел ь ной о р г а низации  нез а в и 
симо  от значений  сх и р .  

Умножение  по диагоналя м 
Рассмотр е н н ы е  до с и х  пор ал гор итм ы неэффсктивны  дл я 

ве-кто р н ых комш,ютеров,  есл и матрицы и м еют м алую ш и р и ну 
л енты .  Это же с п р а ведл и во в отношен и и  м атриц  с н ем ноги ми  
иенулев ы м и  диагоналя м и ,  которые  не  груп п и руются возле  гла в 
ной .  Н а  р.ис .  1 . 3 .  1 0  по каза н п р и м ер м атрицы n Х n, л и ш ь  че-

Рис .  1 .3 . 1 О. Д и а го н ально р а з р с ж l' н н а  я \\ а трнца 

тыре  диагонали  которой содержат иенул е в ы е  эле м енты .  Матри 
цу с -Jтносительно нсбол ь ш и м  числом  нену.1 е вых  диа гоналей  
на зовем диагонально разреженной .матрицей. Матр ицы этого 
ти п а  часто встреч аются в п р а ктических п р иложениях ,  особен 
но  при  решен и и  элл и птических  и .1 и  п а р а бо.� и чес 1ш х  уравнений  с 
ч зстн ы м и  производн ы м и  конеч но- ра зностн ы м и  и.'I И  конеч но
э.ТJсм ентн ы м н  :\1 етода м и ;  подробнес об этом будет сказано  в 
Г.'1 . 3 .  

Д и а гонально р а зр еженн ы е  матрицы могут и м еть большую 
ш и р и ну .1 енты ,  поэтому обсуждавшисся выше алгорит м ы  б у дут 
д.1 я н их неэффективны  из - за  бо.1 ьшого п роцента н у.1 ей  в каж
дой строке или  стол бце. По той же п р и ч и н е  неудовлетворитель 
но и х р а нение  таких м атриц  по строкам  или столбца м ;  естест
вен н а я  для них фор м а - это хра нение  по  ди а гонал я м .  П р и  это м 
неиулевые  диа гон а л и  м атр ицы п ревр а щаются в вектор ы ,  и с
пользуе м ы е  в ал горитмах  ум ножен и я ,  и м ы  сей ч а с  посмотри м, 
ка к нужно организовать это ум ножение. 
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Н а ч нем с м атр и ч но-вектор ного у м ножен и я  Ах, где м атр ица  
А р аз мера  n Х n и меет вид 

( 1 .3 .23) 

Мы пока не  п р едполагаем ,  что А и м еет си м м етричную .1енту 
ил и является диагонально  р а з р еженной м атр и цей ; ф а ктически 
А может быть даже запол нена .  В ( 1 . 3 .23)  гл а в н а я  ди агональ  
обозначена  через Ао ,  диагонали ниже главной - через А-1 , • • •  . . . , A-q , а .1.1.и а гонали  выше  гл авной - ч ерез A t ,  . . .  , Ар . Не
тру дно по  казать ( у п р а жнение  1 . 3 . 1 4 ) , что вектор А х  можно 
представить в в иде 

Ах = А0х -f- А 1 х2 -f- . . . -f- АРхР+ ! + A _ rXn- !  f . . .  f A _qXn-q • 
( 1 . 3 . 24) 

где 
( 1 . 3 . 25)  

Ум ножени я в фор муле ( 1 . 3 .24 )  следует пон и м ать как поэ.1е ·  
м снтн ые произведения  векторов  Ai  (т .  с .  диа гоналей м атрицы 
А )  и векторов ( 1 . 3 . 25 ) . Уч ас· r l� ) ющие в ( 1 .3 .24 ) вектор ы и м еют 
р азные  д.1 и н ы  ( н а п р и мер ,  д.1 и н а  векто р а  А 1 х2  равна  n - 1 ) ,  

и сим вол + озна ч а ет приба в.1 сние  более короткого векто р а  к 
п ер в ы м  ко м понент а м  бол ее дJJ инного ; та к,  A tx2 п р и u а вл я ется 
h нер в ы м  n - 1 компонента м векто р а  А 0х .  АнаJJогично, + обо· 

значает п р и б а вление  более короткого векто р а  к пос:J\'едни м  
ком понента м более дл ин ного.  

Обсуди м тепер ь р а зл ичные  специ альные  слу ч а и  фор мул ы  
( 1 .3 .24 )  в п р и менен и и  к вектор н ы м  ком п ьютер а м .  EcJJ и А - з а 
п о.пненная  м а т р и ц а  (р = q = n - 1 ) ,  т о  в ( 1 . 3 .24 )  будет 2n - 1 
векто р н ы х  произведсни й ;  кроме  того, дл и н ы  векторов и з м е
няются  от 1 до n. Поэтому  ДJI Я запол ненных  м атриц  ал горитм 
( 1 . 3 .24)  в сра внении  с аJJ гор итмом л и нейных ко м бинаций  не 
эффективен .  Е го стоит р ассм атривать л ишь в то м случае, 
есл и А уже х р а н ится по  диа гонал я м ,  но дл я за пол ненной м ат
р и ц ы  вероятность та кого способ а  х р а нения  невел и ка .  

3*  
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П р едполож-и м ,  с др угой сто р о н ы ,  что м атрица А т р е х 
диа гонал ьная ,  т .  с .  р = q = 1 .  Тогда ( 1 .3 .24 )  п р и н и м ает в ид 

( 1 . 3 . 26)  

1 1  дл и н ы  в е ктор о в  р а в н ы  п,  n - 1 и n - 1 ;  следо в ательно ,  п р и  
бол ьших  n достигается почти м а ксимальная  степ е н ь  векториза 
ции .  Вообще, ал гори т м  ( 1 . 3 .24)  весьма  п р и вл екатслен  дл я м ат
р и ц с м алой шириной л е н т ы ,  но по мере того, к а к  .r1ента р асши
р я етс я ,  его  преи мущества по ср а в н ению с а.'l горитмом тшсй
ных ком б и н а ций  у м е нь ша ются . Существует т а 1юе з н а ч е н и е � о  
шир и н ы  л енты ( з а в ис я щее о т  n и кон кр етного ко м п ьютер а ) , что 
п р и  /3 < �о из двух названных а.'! r о р и т м о в  бол е е  выгодн ы м  
явл я ется ашоритм ( 1 . 3 .24 ) , а п р и  � > �о - ал горитм .'l иней
ных  ком бинаций (с м . упражнение 1 .3 . 1 5 ) . 

Ал горитм ( 1 .3 .24)  о ч е н ь  п ривлек а тсл ен и дл я диагонаю,но 
р а зрежен н ы х  м а т р иц .  П р едполож и м ,  н а п р и м е р ,  что и е н ул евы м и  

Я ВJ1 Я ютс я то.'ll> ко диагонали А о ,  А 1 ,  А :1 о ,  A -- t й А-з о . - То гда 
( 1 . 3 .24)  превра ща ется в 

Ах = А0х + A t X2 + А30Х3 1  f A_ tXn- 1 f А _з0Х.'!-ЗО ·  ( 1 . 3 . 27) 

Как  и в трехди а гональном случае ,  A t x2 и A -t X,t-t - векто р ы  
дл и н ы  n - 1 ,  тогда ка к ДJIИ Н Ы  векто ров А зох3 1 и А -зоХп-зо р а в ны 
n - 30. Если  n вел и ко,  то эти векторные  дл и н ы  в п ол н е  удовл ет
вор ител ь н ы . С другой  сто р о н ы ,  есл и з а м е н ить А зо  и А-зо на 
A n-p и A -<n-p) ,  то дл ины векторов дл я этих диа гоналей м а л ы  
при  м алом р,  п оэто м у  в е кто р н ы е  опер а ци и A n-pxп�p t- t  и 
A-<n-p)Xp неэффе кти вн ы . Одн а ко для т а кого р од а  м а т р и цы алго
ритм л и нейных комбинаций тоже не  соста вл яет п р и е млемой 
а л ьтер натИВJil ,  и ,  воз можно,  при  об р а ботке очень коротких век
торов  нужно перек.1ючиться на скаля р н ы е  операции .  Ч е м  бо.ТJ ь
ше  нену.тн�вых ди а гоналей в диа гонат,но р а з р еж е н н о й  матрице , 
т е м  больше сближаются эффективности ал гор итма  ( 1 .3 .24)  и 
алгоритма  л инейных ком б ин а ций .  В ка кой - то момент сообра 
ж ен и я ,  свя за н н ые со способом х р а нения  м а тр иц, станут р е ш а ю 
щи м и  п р и  в ы б о р е  алгор итм а .  

Дл я п а рал.1 с.Тi ьных ком пьютеров в ыч исл е н ие ( 1 .3 .24 ) м о ж н о  
ор г а н изовать сл еду ю щ и м обр а зо м . Н е н у.л е в ы е  ди а го н а л и  м ат 
рицы р асп р еде.Тi я ются м ежду п р оцессар а м и так ,  ч то б ы объе м ы  
данных ,  п р и п исанные п роцессор а м ,  б ы.1 и к а к  м о ж н о  бо.п ее сба 
ла нсирова н н ы м и .  Ве ктор х т а к ж е  сл едуст распределить; п о  
кр а й ней мере, каждый п роцессор должен получить необходи
мую ему ч асть этого вектор а . Теперь п рои зв еде н и я  х и диаго 
налей м о ж н о  в ы ч и с.п ять с в ы со кой сте п енью п а р ал .п ед и з м а ,  
одн а ко в да.тн,нейшсм п р идется в ы по.'l н ять м с ж п р оцсссор ное 
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сдв а и в а н и е ,  и здесь потt'р н п а р а л л ел и з м а  н еизбеж н а . Кро м е  
того , в с:1 у ч а с  и с rнм ь:ю в а н и н  п а р а .'1 .1 с.1 ь н ы х  ко м п ьютер ов нет 
особого сти му.1 а  дл н того, чтоб ы IЮ.'! ь .ю в а п,сн у м ножен не м п о  
ди а го н а .'! н м ,  пос кол i, ку , к а i\ u·1 м е ч е н о  в ы ш е ,  щт :.1 а:юй ш и р и не 
:1 е н т ы  м о ж н о  эф фекти в н о  р е а л и зо в а т ь  ал го р и т м  с 1.;а л я р н ы х  
произведе н и й .  Т о  же са мое с п р а вед.1 и во дл я д и а го н а л ь н о  р а з 
р ежен н ы х  м а тр и ц . Здесь т а кже м ож но распреде.1 ить стр о к и  
м а тр и ц ы  J1 м ежду п роцессор а м н и в ы iюл н я п, с к а .1 я р н ы е  у м но 
жения  п а р аллел ьно.  Есл и с и сте м а  состоит и з  п ос.'l едо н а те.'l ь н ы х  

п роцессоров ,  т о  в к а ждо м достато ч но х р а н и ть н с 1 1 у.1 е в ы с  э.'! е - 
м е нт ы  соответствую щ и х стро к в м есте с и нде ксн ы м и  с п ис к а м и ,  
ука з ы ва ю щи м и  м естопол о ж е н и е  этил эл е м е нтов.  Та к и м  образом ,  
дл н п а р а .м е.l ь н ых с и стем у м ножен ие , о р 1·а н и :юва н ное по  диа 
гонал я м ,  по -види мому ,  н е  и м еет особого с м ы с.'I а ,  l'СЛ И тол i,ко 
с исте м а н е  спста влена из  вектор н ы х  ко м п ьютеров .  

Матричное умножение  по диагоналя м 

Матр ично -вектор ное у м ножение  с помощью диагонального 
ал гор и т м а м о ж н о  обобщит ! ,  на с.1 у ч а й  в ы ч и сл е н и и  п ро и зведе
н и я А В  ди а го н ал ь но х р а н и м ых м атриц, одна ко детали а л г о р и т 
м а  при это м усл ож н я ютс я . П усть А и В - м а т р и ц ы  n Х n .  Р а с 
смотр и м  дл я пр остоты то.1 ь ко с.1 уч а й  у м ножения  трехди а го
на .1! ьных  м атриц.  

Диагонали  м атрицы  С вычисляются по фор мул а м  

С А В + А В -f.- A B  С = А В + А В'2 о = о о �  - l  1 1 - 1 ' 1 о 1 t u •  ( l . з . 2g) 
C _ 1 = A�B _ 1 + A __ 1 Bn, С� = А 1 Вт .  С _ ., = А� 1 В 1 •  

Здесь использо в а но обоз н а ч ен и е А� для вектор а , н а ч и нающе

гося с j-й Jюз и ц и и  вектор а А ; . Мы п р идерж инаемся  т а кже со

гл ашения ,  что сел и ве ктор ы и м еют р а з н ы е  дл и н ы ,  то р ассм ат
риваются только операции ,  о п р едел яемые  более коротк и м  век
тором .  Н а при м ер , п р и  фор м и рова н и и  ди а гон аJш С1  вектор А о  
и м еет дл и ну n ,  а В 1 - дл и н у  n - 1 ,  поэто м у  с и м воJI А о В 1  обо
з н а ч а ет ве ктор дл ины n - 1 ,  пол у ч е н н ы й  п р и  игнорировании 
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последнего элемента в А о. Чтобы пояснить это, р ассмотри м  
следующий п р и мер  4 -го пор ядк а :  

г 

а 1 2  

1
Г 

b t 2 

1 Г  

c l 2 С t з 

а2 1 а22 а2з Ь2 1  Ь22 Ь2:! С21 С22 С2:! с,. 1 -а-32 аю аз4 Ьз2 Ь:ы Ь:н - С:н С:в Сз:! с34 
a4:J а !4 ь4.! Ьн С12 С4з с44 

( 1 . 3 . 30) 

Диагонали  м атрицы С задаются т а к и м и  фор м ул а м и :  

C t t  = at t Ь t t + а1 2Ь2 1 • 
с22 = а2 1 Ь 1 2 + а22Ь22 + а2зЬ:н .  

а32Ь2а + а:13Ь:в + а:14Ь43 , 

а4зЬз4 + анЬ44; 

С:и = aJ ,bJ4 + аз tЬ44; 
с2 1  = а2 1 Ь 1 1  + a22h2 1 •  ( 1 . 3 . 3 1 ) 

C_ l : Сз2 = 
сн = 
C t .! = а1 2Ь2з . 

С2 : с24 = 

Сз t  = a:J2h2 1 , 
с_2 :  с42 = 

llз2b22 + аJаЬЗ2 • 

а4зЬза + а44Ь43; 

Зада ч а  составлен и я  неевдокода дл я алгор итма  ( 1 .3 .28) 
( 1 .3 .29 )  вы нессна в уп р а жнение  1 .3 . 1 6 . 

Формул ы  т и п а  ( 1 . 3 .29 )  для произвольных  ленточных  м ат
р и ц  с п р и н ц и п и ал ьной точ ки зрения  в ывсети н ес.пожно,  одн а ко 
детали  могут оказаться довол ьно громоздк и м и .  В у п р ажнении  
1 .3 . 1 7  р ассм атр и в а етс я ситуа ция ,  когда перем ножаются 1 рех

диа rона .1 ь н а я  и п я тиди а гональна  я матрицы .  
П р едст а вление  о том ,  ч то у м ножение  м а т р и ц - н рост а н  за 

да ч а ,  от носится к фо.l l>клор у п а р а .1 .п ел ьных  и векторных  выч ис 
лени й .  Кш, м ы увидел и в данном п а р а гр а фе,  та кое п р едста вле
н и е  спра ведл и во л и ш ь  в то м слу ч а е, сел и должное в н и м а ни е  
удел я ется стру ктуре м а тр и ц  и есл и алгор и т м ы  адаптирова н ы  
к этой стру ктуре. 



1 .З .�·.н н n 11сенuе .на триц i l  

Упражнения  к параграфу 1 .3 
1 Н а й т и  з н а < Jс н п я  т н 1 1 ,  ,t:J я 11.01 0 р ы х  вс:ш < ш н а  ( 1 3 5 )  М (' Н ЫНе,  чем 

( 1 3 6) 
2 l l а п н с а тJ, п с е в д о к о д ы ,  a в a :I O Г I ! ' I I I Ы l'  пссвдшш,tа \1 н а  р п с  1 3 2 н 1 3 3, 

Д.l Я .J, B O Й C l ! ll'B B Ы X  ашор ! I Т\! О В  ( 1  3 9 ) l l  ( 1  Э 1 2 )  
3 М а т р и ч ное у м  н о ж е в н е  С =  А В ,  г;tе А и В - м ат р и цы p a 3 'vlcpoв 

т Х n н n Х q сОО ! Вl' ! l' ! ве н Jю,  �юже 1 б ы ! !, о в н с а но юоб ы \1 нз следу ющи х ш е 
стн Ц 1 ! 1\ ,1 О В : 

Д.l Я  i =  1 ,10 т j( . ! H j =  1 , tO q 
Д.l И  j =  1 :to q Д. ! Н  i =  1 ,10 111 

Д:ш k = 1 , l O ll Д . ! И  !г =  1 до n 
фо р м а  i jk ф о р >v� а  jik  

Д :! Я i =  1 :to 1/t Д.!Н j = 1 :to ({ 
Д:ш !г =  1 ДО n !L.'! и k = 1  ;to n 

Д.l И j = 1  , tO q Д.l Н i =  1 ;to т 
фо р >v� а  ikj ф о р м а  ik i  

Д:! Я /г = 1 . to  l l  Д. ! Н  k = 1 до ll 
Л.:ш i =  1 до 1/l  Д.1я j = 1 до q 

Д. ! Н  j = 1 до q }(.'! Я i =  1 до т 
ф о р м а  kij  ф о р м а  lгji 

Во всех CJIY' J a я x  те.1о ц и к л а  н редст а в л я е т  собой а р и ф метичес к и й  о п е р а тор 
C i j  = Ci1  + Uik b k i · ! lо к а з а 1 1, ,  ЧТО ф О р \I Ы  ijk,  ikj 11 kij ОТВС Ч а ЮТ COOT!IeT<:T!I e H H O  
алгорпт '-! а м  скал я р н ы х ,  сред н и х  и в н еш н н х  произведе н и й ,  тогда к а к  фор м ы  
j!гi 1 1  lгji о п и с ы в а ют двой<:твен н ые алгор и т м ы  сред н и х  1 1  в н еш н и х  п р о и зв еде
Н!IЙ Пока з а ть т а к же, что ф о р \l а  ji!г отвсч а с г «дво й с гвсн н о м у  алго р и т м у  с к а 
.1 я р н ы х  п р о и з веден н й » ,  не о б е  у .m. , tа н ше \l у с я  в о с н о в н о м  тскс1 е 

4. Пусть векто р н ы е  ре гистр ы Н \lеют дл и н у  s. Обсудить и з м ен е н и я ,  нсоб
х одi! \! Ы е  дл я алгорнтмон в н е ш н и х  н еред н н х  п р оизнеден и й  на  рис .  1 . 3 . 4  1 1  
1 3 5 при п ропзво.1ш ы х  р а з \\ е р а х  т, n н q. Матрицы А и В И \! е ют р а з м е р ы  
соответственно т Х n н n Х q 

5 С ф о р м у л н р о в а  JЪ адгор 1 1 Т v! ш n а  адгор нт\l а  н а  р и с. 1 3 .6 ,tл я слу<I а я  
p =F  n 

6 O бcyд l ! l f] в дета л я х  алгор1 1 1 �! Ы с 11. ал я р н ы х ,  с р едн и х  н в н е ш н н х  п р о 
н зведе н и й  дл я :\! а т р н ч ного у м ножен н я  в п р н м с н с н и н  к п а р адлел ы ю й  с и 
сте'-lе н з  р н роце�:сорон 

7. Обсуднть требов а н и я  к х р а н е н и ю  н н ф о р м а щш ,  необходи м ые дл я эф
фt'кти в н о й  р с а л н з а ц ш 1  а л гор и т м а  ( 1 . 3 1 4 )  в случае п а р алжл ь н о й  систе м ы  
с р = s t  п роцсссо р а м н .  

8 Пус1 1, А - м а т р н ц а  т Х п ,  а В - м а тр и ц и  n Х q П редноло ж и \1 , ч го 
юtссте я р = nmq п роцесео р о в .  �'к а з �i п,,  к а к и е  эле м е н т ы  м а т р и ц  А и В ,юл
жны х р а н нтьсн в п а м я т и  к а п<дого п ро цессо р а , что б ы  все nmq п р о н з веде н и й, 
необх оди м ы х  дл я фор \\ н ров а н и я  А В ,  м о ж но было в ы ч н�:лять однов р е м е н но. 
( З а м ет и м ,  что это потребует, чтобы одн и  -И те Ж t' элеме н т ы  А и/или В х р а 

lшл нсь в п а м я т н  более чем одного п ро цсссора . )  По к а з а ть далее, что д:1 я об
р а :юв а н и я  н у ж н ы .х  су м м  требуется О ( log n) ш а гов сложения по мето:tv 
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с;щ а н в а Н I\ Я .  B ЫBl'CT I !  О'I СЮДа , Ч ГО M a l p i i ' I I I O C  )' М Н ОЖС Н I ! С М О Ж НО B bl l l 0 .1 H I I l b За 
1 + О ( l o g  п )  1 1 арал.1с.1ы t ы х  ш а г ов 

9 С ф о р " у л 1 1 р о в а т ь  ашори гм рскурс 1 1вноrо удвос н 1 1 я  ( с м .  § 1 2 )  дл я 
CJ! М '\1  11 п р ои зведен ий  м а rрпц .  

1 0. Пусть п ар ал.1 l: Лf,н а я с н r тl: м а  с о с т о ш  и з  р п роцес соров . Дл я �t а т р нцы 
А с шириной  ленты В обсуди rь  р а с п рсдсJi с н п с  р а б о 1ъ1 между процессара  м и ,  
обсспечпва ющес и х  м а к с и �1 альиую Jш·рузку ,  дл я алrорпп1 а  скал я р н ы х  про 
пзвсдс н н й  ( 1  3. 1 8 ) Рассмотрс 1 t. , в 'l астн ос1 И , сл у ч а й ,  когда 1 1  н е  кратно р .  

1 1 . 1 1 }  с 1 1, А 1 1  В - 111 а т р п ц ы  n Х n с п o л y i i i ! I P I I I I O Й  .1снты  с о о  I ВС1 ствсн н о  
а н 1 \  П о к а .з а т ь ,  ' 1 1 0 Ы<1 1 р 1 1 ца 11 8 в общем c.1Y 'HIC  1 1 \l с ст •юлуl!Шр 1 1 >1 �  лент ы 
a + f\ 

1 2. П уо ь  .'l с н rо <ш ые �1 а 1 р 1щы А 11 В p 3 3 \ l e p a  n Х n 1 1 \t еют нол уш н 
р 1 1Н У  лен 1 ы соо ГBl'l  с1 всн 1 1u  а 11 /) Дл н п a p a JIJil'Л I ,нoгu K U \Ш u iO гсра с р п р о 
цсtто р а �ш органнзова  1 1 , в ы ч псле н н е  ( 1 3 2 0 )  ' 1  а к ,  чтобы ,.1.оби  гьс н Ш! Кl' l ! \1 алt.
н о го п a p a . l .1l 'Л I I 'J \I a  

1 3. Ср а в 1 1 1 1 1 1 •  доп о 1 1 1 1 с  1 в а а :1 го р 1 1 1 � 1 о в  ( 1 . :3 2 0 )  1 1  ( 1 3 2 1 ) в I I P I I \I !.' I I C I I I Ш  к 
щ•к1  о р н ы  \1 КО\1 1 1 1 > 10 rl•pa  \1 , l l l' I J0.1 1 >  J ) ' I O Щ I I \1 в с к ·1 о р 1 1 ы с  рс г 1 1 с rр ы 11 а )  , Ю I I у с к а ю 
щн \1 coнMl:I I lC H i ll' a p l l ф \l l' 1 1 1 1ш 1 ОJ1ько с .J a l  руJкой 1 1m 1  ·1 олько с з а l ш tъю в 
н а м я r ь ;  IJ ) допуt �< а ЮЩ I I \1 сов мсщсн 1 1 с  a p и ф �ll: l l l l\ 1 1  н с :J а гру .и .. о й ,  11 с з ;ш шъю 

IJ l ! a M H 'IЪ 

1 4  Проверип, р а ве нство ( 1  3.24 ) 

1 5. О п рсдсJШ п, : !Н a 'l l' l l l l e  [1 дл н полу ш н р н н ы  л r н  rы,  п р  н к о юро\1 аю·о
р н -пt ( 1 3 2 4 )  м атр пч но· IН' I(Торного у щ ю жен н н  l l' p яt• r н рРн м ущес 1 в о  п е ред 
:мгорнl \ю м  лн н с й н ы х  1\0 \t fi н н а ц н й  С• 1 1 1 1  а п,, ч 1 о /1 н vн•с 1 t: J J \1 \ I L'l р н ч н у ю  .'l с н т у ,  
схеыа х р а н е н ш1 у, �u б н а д" 1 н  ofioнx а.1 1  о рнлюв н 3 а тр а ·1 ы в p e :\l l' l l l l  на В l' l( -
1 ор н ы е  ко�t а tцы шшсыва ю 1 сн фuр м � :юй Т =  ( 1 000 + \ Оп ) н е .  

1 6. 1 ! а писа  r ь  l l l'L' I>дoкoд дл я у v! Н О А-. с н н я  дВ} х г р r х д и а rона.1 1> Н Ы Х  м атриц 
( 1 3 2 8 )  с l l l' IIUд i>Зo в a н иe\1 ВL'Кторн ы х  u н ер а ци й ( 1 3 29 ) С ч н l-а1 ь, что  А хр а 
юпс я в в и дl' ли нl' й но го м асснв а А 0, А 1 ,  11 _ 1 ,  м а грнца  В - в в и де .1 н ней ного 
м ассива  В0, В 1 ,  В 1 ,  и С - - в  виде mшeii нoro м а с r н в а  Со, С , ,  С2 , С. 1 .  С - �· 

1 7  В ы вест и фор м у:1 ы ,  а 1 1 а . ю г н ч н ы с  фор \t у л а м  ( 1 3 3 \ ) ,  ,.ця п ронзвсден н н  
С =  А В ,  гдL' А - - т р L'Хди а rо i Ш Л Ы i а я  �t a 1 р и ца n Х n ,  В -- П Я ТIЦ I I а г о н а л ь н а я  м а 
т р и ц а  n Х n ( не н улевы м и Н1ЫЯ Ю1 СЯ r,1 a в 1 Ja H  ,шa roн a Ji b и н о  две д и а г о н а л и ,  
прш1еrающн с к гл а в но й t: к а ж до й  r 1  о р о н ы )  

Л итература и доnолнения  к параграфу 1 .3 
1 .  Б олРс 1 10дроfiное oficy ждl' I I ИP \Ш ОJ И Х  а:1 гор 1пмов ,  оп и са н н ы х  в Эl О\1 n a 

p a r p a фr ,  м о ж н о  11 а Й 1 1 1  в 1\ Н Н Г<' ] l loc l.. I H ' � , J e s s lюpe,  1 98 1  ] ,  где и в води·1 с я  
тер М Н И  « a J J ГO p i i T \1 t: p l' .. � H И X  1 1 рОИ ЗВl'ДI.' Н 1 1 Й »  

2 Различ н ые фор м ы  цн клов,  1 101\аза н н ы е  н а  р и с. 1 3 1 1 1  в у п р а ж нс 
н н н  1 3 .3 ,  пршюд н 1 с я  в cтa l l>l' [ D o п g a г r a ,  G u s l a \ s o п ,  Karp ,  1 984 ]  В этой 
l' 'Г < I 'I I >l' Г а i(JК С о бс у жда Ю I <.: Я !-. О Н фд i i К I Ы  В ба н к а х  ШI M Я I I I K 0 \1 1 l u iO I <'pOB 
СRЛ У- 1 ,  которыL' м о гут в ы з в а н, у х уд ш е н  не  в p e M L' I I I I bi X  ха рак r l: p И C I II K  

1 1 р 1 1  B Ы Ч I J ('Ji e H I I II !.' К 3 ."1 Я р Н Ы :>.  11 р 0 1 1 3Ведt' 1 1 И Й ,  33 Цl' I I Л l' H I I И l' З a ii iiC Я \1 1 1  В 1 1 3 \1 SI 1 b,  
и т .. �. З десь же в ведrн l l' \J \I II H g a x p y  ( geнt>ra l i z e tl s a x p y - ofiouщe t ш a я  оне
р <щн н s a x p y )  дл н оfiозна чсн н н  л 1шейшд ко'11 б н н а цн й  вркторов 

3 .  В ста тье { Sort>пse н .  \ 984] о т м е ч а ет с я ,  ч1 о вы ч и сле н и е суммы у +  А х с 
n о м о щ ь ю  п редс1 а вJ1ен и н  у +  �х;а; может быть не очень уд а ч н ы м способ'>М 
ДJIЯ Н е КО'! О р ЬI Х  I I < I p <!JIЛCJIЬII ЬIX M <J W ll H  B CJil'ДCTBIIC I I C O б X OДI ! M OC ГI I  C I I H X p O H I!.IO-
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в а п, доступ к у. В этой р а б01 е о бсу ж д а етс н т а к ж е  11 0 3 \I O Ж I I O C i h  п ов ьш 1 енп я 

прои .JводптсJI Ь I ЮСl 1 1  'l<l атрично -векторного Y \I II O Ж e i i i i Я  за счет буфериза
ции.  

4 Тер м и н ы  « м атрица  с с п �1 \l еТр 1 1 ч 1 1оЙ  :1снтой»  1 1  «д и а го н а л ьно р а з р е ж с н 

на н м а трица»  не я в л я ютс я ста нд а ртн ы \l и ,  одн а ко дл я м а т р 1 щ  э1 и х  тн п о в  нет 
общеп рн н я г ы х  тер м и н о в .  

3 Ал гор ит м  у м ножС'н и н  по  д 1 1 агон а J1 н м  б ы л  п редл о ж е н  в р а боте ГMa d 
s e n  c t  al . 1 976 1 ,  т а \1  э го т  п роцесс р азобр а н о ч е н ь  дета J!Ь Н О Еще о д н о  дОl'ТО 

и н ст в о  ди а гона л ьн ой C X C' :II Ы х ра 1 1с н и я �1 атрпцы с о с т о и т  в то�1 .  ч т о 1 р а н е н о 
нированис  осущест11л яе гс н г о р а з д о  п р о щ е ,  ч е \1  есл 1 1  бы \lатрпца х р а н илась 
по строк а м  и л 1 1  стол бца м В c a \I O M  деле, гранспонпров а н н у ю  м а 1 р 1 1 цу \ЮЖ Н О  
I IO.'IY'I I IП> п раt· тЫ\1 1 1 з м е н ен 1 1С' М укаJатслей к п е р в ы \1 �.'I емента >.� д н а гон а .1е й ;  
в р а с поJю ж е п и и м а тр и чн ы х  э. I е м е н т о

,
в н 1 1 к а к и х  I I З \I e l l e ний  де:I а 1 1, I I C'  1 1 у ж н о .  

6 В статьнх  [Мс В гу а п , \' а п  de \'e iM,  1 985,  1 986а ,  1 98 7 1  ра сс м а три в а ютс я 
нес к о л ь к о  п о д х о д о в  к о рга н нз а щш V! а тр н ч н о го � \I I Iml, l' H I I Я  в п a p a:IJieJi ьв ы x  
м а ши на х . В р а боте [ 1 9861) J те же а вторы вводят с х е м у х р а пе ни я , в ко то ро й  
2n - 1 ;щ а i 'О н але й матрицы  n Х n уп а ков а н ы  в n одноме р н ы х  масс1 1 вов п у 
тем « Ц И К Л И Ч С С J< О Г О  CKЛl' I I ШI Н II Я »  

7.  В р а бо та х [.'V\.e l l1em,  1 987а ,  Ь] p a c c \l a  rр 1 1 в а етс я И IПС' рсснос обобщС' н пе 
дпа гон алсй , ко го рос а втор н а з ыв а е т  полоса,}tи Грубо говор н , полос ы - это 
«пзогнутые» д н а го н а л н .  Автор строит алгор н т м ы  м а три ч но го У 'll lюжен и я, ос
н ов а н н ые на с х е 111 е х р а н ени я т а к о г о  т н п а  

8 В ста тье [Ha yes,  D e \  l oo,  1 986] о п и с а н алгори т м  v1 3 1 р нчно-векторного 

у>.� ножени я, прl·д н :. в н а ч е н н ы й  д.1 я  м а тр иц в п л. а  А =  L A i . ( Пр и э го м  основ

но й  111 от и в а ц исii я в :J я е 1 с н c:J ) ч а й ,  когда А, со от ветст в у ют ма1 рица >.� отдель
н ы х эле м е н то в  в К О I J с ч п о эл е \l с н  г ной :-� а д а ч С'  ) 

9. 13 р а бо1 с [Jalby, ,\\e i er , 1 986] р а сс м а 1 р н в а С' r с я  з а д а ч а  эф фе ктпn пого 
испоJJ ьзова ш J я  д ву х у ров н е в о й п а \l яти  ( о п ер а т и в н а я п а м ять нлюс быстр а я ло
кальн а я  или к э ш - п а \l я т ь ) векто р н ы х  1\-I ШШI Н Дета льн о исследуется м а тр нч
ное у 111 ножснш' по блок а м ,  где р а з 'l! с р ы  блоl\ о в  в ы бн р а ютс я так,  что б ы  м п 
н и м нз п рова ть общее в ре м я Авторы под:ходят к э1 ой  О П ТI I МИзащюнной  з а д а ч е  
с поз и ц и й  раздельной м и i i и м и > а ци и  времени вы ч исле ни й и в р е м е н и ,  з а т р а ч и 
в а е м ого п а  о п С' р а ци и с п а 'll ятыо , а з а т е vl н а х од я т  К О \! П р о м н е с н о с  p l  ше! IИС' .  
Д ругой блочно ориенти ров а н н ый алгор итм ,  р а ссч нт а нн ы й гл а в н ы м  образом 
на а р х птепуру г и п е р к у б а , п р н водится  в ста тьС' [Fox , Otto ,  Неу,  1 987]. 

1 О Алго р и т м ы  умножен и я  лrнточн ы х  м а т р и ц  дл я нсскол1. к и х  типов си
столичес J< и х  м а сс и в о в  рассl\lатр 1 1 в а юп· н в rтап.е [Chcп g, S a h п i ,  1 987] 

1 1 . П а р аллелы1 ыс 11 в е к то р н ы е  а л г о р 1 1 т м ы  У \I Н О Ж l' Н Н Я  р а зр еж е н н ы х м а т 
рrщ общего и н д а  п р н н ц н п н ал u н о  более слож н ы ,  ч е м  а л г о р и т м ы ,  обсужда в 
шнсоr н а м  н в основ ном тексте 1 kl\o 1 о р о с  1 1 редставлсн 1 1 е  об э·1 о й  задаче мож
н о 1 1 0:1 у ч и 1 ь нз статей [ R ec<l ,  Pa ! r ick ,  1 984 ,  1 985а ,  bl. 

\ 2 . Ра звсртыв а н 1 1 е ш 1 кл о� обl'} iJЦается в [Doпgarra ,  H i пds ,  1 979] Как 
от мечается в этой р а боте , TC' X I Ш I< a  р а з в С' рт ы в а н н я циклов п олсз l'! а  н дл я по
слсдова телыl ы х  ком пью геров ,  поскольку умrньш аС'т н а кл а дн ые р а с х о д ы  на 
орга н н з а ц 1 1 ю  ШJ клов и дает н е ко го р ые другнс прен\lущС'ства Goлcl' о бщее 
обсуждение это й  тех н и к и  в контексте н а бор а инс1  румС'нта.1Ьн ы х  средст в  дл я 
п рео бр а зов а н н я  ц ик.1 ов DO содер ж н тс я в с та тье [Cowe l l ,  Thompson,  1 986]. 

1 3  Па кст B LAS прсдстав.1 яrт собой н а бо р  подпрогр а м м  для  б а з и с н ы х  
опера ци й д и нейной  ал гебры , с к а ж е м ,  т а к и х ,  как ск ал я р н ое п р о и з в ед е н н е .  Э то т 
на бор пос го я н но р а с ш н р яе гс я за счет включен н я о пер а цнй вес более вы со-
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hого уро в н и ,  н а н р н м е р  \t атр н ч t ю-векторшн о у м но,кен и я  Бо:1се подро б н �  ю 
и н форм а ци ю по это�t у поводу и у к а з а н и я  н а  .1 И ТРр а тур у м о ж н о  н а lп н  в ста1 ье 
[ D o п � a rr a ,  D u Croz et  a l . ,  1 986 1 ,  а с веде ни и о вре\lени  ра б01 ы В LА S - но;щ р() 
гр а м УI  д.1 и м а ш и н ы C Y B E R  2U!) - - в с т а  r ь с  [ L o в t e r - N oo l ,  1 987] И с п ользова 
J I I IС ВLАS - н о;щрш·р а м �l oб.1l' P i a t'T коне rрунров а н 11 с  псрсносшюго п porpa �I \ 1 -
HOI'O OбCl' IIl''ll' H I I H .  [ щ р  OДJ I H  ВОЗ\IОА< Н Ы Й  I I ОД Х ОД К п ро бЛ Р 'd ('  I IPpl' H Ol' I I \I Ot'l l l  
пзложен в р а боте [Doн � a r r a ,  Soreпseп ,  1 98 7] 

1 4. В ста тье [ D a \·e,  D tJ f f , 1 987] н р и вод и 1 с и  да н н ые о в р е м r н и  м а тр н ч н о 
вскто р н ого и м а т р и ч н о - м а тр и ч 1юго у м но ж е н и я дл я ко м в ьютер а C RAY-2.  Со
о бщ а етс я , ч т о  при  пере !ll ножс н и п  дв у х м а т р и ц  пор яд к а  50U дости гаетс я п р о 
пзводите.%НОС1 ь 432 мсга ф.1опа  н а  oдii0\1 п р оцсссорс .  



Глава 2 
Прямые методы 

решения линей ных систем 

Р ассмотр и м  теперь  вопрос о том , к а к  ор ганизовать решение  
систем л и нейных  уравнений  п р я м ы м и  метода м и .  В § 2. 1 и 2 .2  
предпол агается ,  что м атрица  коэффиниентов з апол нена ,  и изу
ч аются гауссово исключение, р а зложение  Холесекого и м етоды 
ортогонального п р и ведения  Ги венса и Хаусхолдер а .  В § 2 . 1 
р ассм атр иваются только векто r ' tl ы е  ком п ьютер ы ,  а затем в 

§ 2 .2  те  же с а м ы е  основные  а <·1 горитм ы исследуются п р и мени 
тельно  к пар а JJ ЛеJi ьны м ком пьютер а м .  Б § 2 .3  эти и н екоторы е  
другие алгор итм ы п р и м еняются к л енточн ы м  систе м а м . 

2 . 1 .  П ря м ые методы для векторных компьютеров 

Рассмотр и м  систе м у  л и нейных  уравнений  

Ах = Ь  (2. 1 . 1 ) 

с невырожденной  м атр и цеJ<i Л р а з м е р а  n Х n. В этом па 
ра графе  м ы  считаем  А з а полненной  м атрицей и р ассм атриваем  
только вектор н ы е  компьютер ы .  

Гауссово искл ючение и LU-разложение 
Н а и более I I 3Вестно й  фор м о й  гауссова исключения  я вл яется 

та ,  в которой систем а ( 2 . 1 . 1 )  п р иводится к верхнетреугол ьному 
в иду п утем в ы ч итания  одних  уравнений ,  у м ножен н ы х  н а  под
ходящие числ а ,  из других у р а в н ен и й ;  получе н на я треугол ь н а я  
систе м а  р еш а ется с помощью обр атной подста новки .  Мате м ати
чески все это эквивалентно тому, что вначале строится р а зло
жение  А = L U, где L - нижнетреуго.%на я м атр ица с едини 
ца м и  н а  гла в ной  диагонали ,  а И - верхнетреугол ь н а я  м атрица . 
З атем решаются тр еугол ь н ы е  систе м ы  

Ly = b, Их = у. (2 . 1 .2 )  

П р оцесс их  р ешения  н а :швае1 ся прямой и обратной подста
новками. 



76 Глава 2. Пря-!rые ,ч, •тпды реrиения Л IIНI'йных cucreAI 

М ы с о с р едото ч и м с я  в н а ч а л е  на L U- р аз.аожсн и и ,  погдощ а ю 
щс м б6л ьш у ю  ч а ст ь в р е м ен и  в с е го п роцесс а , а з а т е м  в ер н е м с я 
к р е ш е н и ю  т р еугол ь н ы х с и с те м .  П с евдо код р а зл ож ен и я п р и в е 

д с н  н а  р и с .  2 . 1 . 1 . 
В Ц I ! K.1 L' j н а  р ис .  2 . 1 . 1  1..: р атн ы с  k - й  стр о к и  т е к ущей м а т 

р и ц ы  А в ы ч и т а ютс я и з  р а с по.:юже н н ы х н и же с тр о к . Эт и  о п е
р а ц и и  п р едст а вл я ют собой тр и ады , в кото р ы х  векто р а м и я в 

.т� я ютс я строки м атрицы А .  П оэто м у в сл уч а е  и с пол ьзов а н и я 
ве кто р н ы х  ко м п ьютер ов , тр ебую щи х , чтобы вектор ы р ас пол а га 
.шс ь  н J юс.rJ едо в а тел ь н о  а др есуе м ы х я ч е й к а х  п а Уi я т и , п р едпо.т� а 
га етс я ,  ч то А х р а н и тся п о  стр о к а :.t . П ос р едство м тр и ад осуще 
с т в.rJ я е т с я  модификац ия ( ид и  nepectteт)  стро к м а т р и ц ы  А ;  н а  
это н р и х оди тс я о с н о в н а я  ч а с т ь  р а бо т ы  в L U- р а зJlОжсн и и .  Н а  
k - м  ш а ге а .1 го р и т м а  н ы по.1 н я стся  n - k векторных  о п е р а ц и й  
и дтш ы вектор ов р а в н ы  n - k .  С.1 сдо в а т е.1 ьно , средн я я д.1 и н а  
ве к то р ов п р и  м одиф и к а ци и р а в н а  

�)J:! - 1 1) � ( n  -.,2) ( n - +2) 1+ . . .  + 1 
= О (2n/3) . (2 . 1 . 3) 11 - /l - .o +  . . .  

П р о вер к а этого р а венства  сост а вл я ет соде р ж а н и е  упр а ж н е
н и я 2 . 1 . 1 .  ( Здесь и д а л е е  м ы  п о.ТJ ьз у с м с я  бол ее ил и м е н е е  об 

ще п р и н я т ы м обоз н а че н и е м  О ( спr ) , ука з ы в а ю щи м ч л е н  н а ив ы с
ш е го порядка  в в ы р а жен и и ;  во м но г и х  СJJуч а я х  и м ен но кон
ста нта с и г р а L'Т г.1 а в ную р ол ь . ) Т а к и м  об р а зо м , ср е д н я я  сте п е н ь  
В (• к то р ю а ц и и  в е кто р н ы х  ком а нд р а в н а  О ( 2n/3 ) . С 1<ал я р н ы е  
дел е н и я п р и фо р м и р о н а н и и  м но ж ите.1ей l ik н а  каждо м ш а ге 

н ес 1ю.:I ы..:о у м еш, ш а ют эту с р ед н ю ю х а р а ктс р и стш;у. Дт1 н е ко 
то р ы х  вектор н ы х ко м н ьютерон м о ж ет о к а з а ться  в ы годн ы м  
п е р е х од с uе 1пор ной н а с к а .ТJ я р н у ю а р иф м ет и к у п р и  сн ижен и и  
д.1 и н  в екторов до нс i..:оторого р у беж но го з н а ч е н и я ,  х о т я  с та к и м 
п е р с х од о м  с вя з а но ус:южненис  п р о гр а м м ы . 

Есд и Тjн :буется в ы б о р  г.1 а в но го э.1 е м е н т а , то э т о  еще С И .ТJ Ь Н L'е 

у м сю, ш а ет С IIО Jюсть .  П р и  и с п о л ь з о в а н и и  стр а тегии ч а сти ч но го 

в ы бор а м ы  до:1 ж н ы  н а  п е р в о м  ш а ге п рос м отр ет ь н ср в ы й с то.ТJ 

бсц в п о ис i< а х м а 1..:с и м а.п ь н о го но м одул ю эл е м е нта . Хо т я  в нс
I<ото р ы х  в е к то р н ы х  ком п ь ютер а х  и м еются векторные  ко � а нды, 
облегч а ющие  т а к о й попек,  в да н но м с.1 у ч а с  э.ТJ е м е н т ы  н ервого 
сто.1 б на н а ход я т с я  н е  в с о с едн и х  я ч ей к а х  п а м я т и .  П оэто м у  п р и  
ПO I! C I\ e Н У Ж Н О  I I JHf M C H H ТI >  C I< a .1 Я j) H ЬI C  0 1 1 Ср 8 Н И И  И Л И  О П ер а Ц И Ю  

сбор к и ,  с о н р овожда е м ую в е кт о р н о й о п е ра ц и ей в з я т и я  м а i<СИ 
мума .  Ка к тo.l l > l\0 J I O.rJ O Ж L' H И e  м сш с и м а .а ь н о го эл е м е н т а  о п р еде
.ТJсно ,  соответс т в у ю щ у ю  с т р о к у  м ож но п е р еста н и т ь  с п е р вой 
CTj)OI\O Й  l' ! I ОМОЩЬЮ В е !\ ТОр Н ОЙ О П е р а Ц И И  1 1 .1 И  И З М е Н е Н И Н  И НД е К 

Са Ц И И .  Как  и м е н н о р еал и з у е тс я с т р а т ег и я в ы бо р а  ГJi а в ного эле
мента ,  з а в и е н  r от 1\О Н !\ р с т н о го в е 1.;то р н о го ко м п ьютер а .  
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П р а в а я ч асть Ь систем ы  (2 . 1 . 1 )  та кже м ожет об р а б ат ы 
ваться в ходе п р и в едени я к тр еуго.1 ьному виду, бл а года р я  чему  
осуществл я ется э т а п  прююii подстанов к и в ра в енств а х ( 2 . 1 .2 ) . 
Если А х р а нится по  строка м ,  то IЮ•1е3но п р исоеди н и ть b i 
к i - й  строке,  есл и это поз во.1 я ет п а м ять .  В т а ко м  сл у ч а е  
в ци кл е j на  р нс .  2 . 1 . 1  вер хняя  гра н и ца у в е: ш ч и в а етс н до  n + 1 ,  
и дл и н ы  векторов воз раста ют н а  еди н и цу .  

Если А х р а н ится  по  стол б ца м ,  то м ы  и з м е н и м  а .1 гор итм 
LИ-разложен ия ,  как  это показа н,а на р ис .  2 . 1 . 2 .  На k - м ш а ге 
измеН ('Нного ал горитма  с н а ч а л а  фор м и руется k -й  сто.1 бец м а т
р и цы L ;  это дости га ется вектор ной  о п ер а ц и ей де.1 е н и н .  В самом  
внутреннем цикле  ( цикл е  по  i )  k - й  сто.ТJ б ец L,  у множен н ы й  н а  
ч исло, в ы ч итается из j -го сто.1бца  текущей м а т р и ц ы  А ;  дJJ и н а  

Д.ТJ Я  k = l N >  n - l 
Для i = !г + l до n 

li k = aiklakk 
Для j = k + l до n 

ai f = aii - likaki 

Рис. 2. 1 . 1 .  Строчно ориентиров а н н а я 
с х е м а  L И- р а зложенпя 

Дл я k = l до n - l 
Дл я s = k + l до n 

lsk = askfakk 
Д:ш j = k + 1 до n 

Для i = k + 1 до n 
aii = ai i  - likaki 

Рис. 2 . 1 .2 .  Столбцuво орие н ти р ов а н 
н а я  схе м а  L И-раэложс в и я  

стол б цов р а в н а  n - k .  Та к и м  о б р а зом , основно й в е к тор ной опе
ра цией снова  является триада ,  но теп ер ь в к а честве векторов 
в ыступают стол бцы матрицы L и текуще!f матрицы А .  П р а в а я 
ч а сть Ь может обр а б аты в аться так и м  же  образом , к а к  сто.1 б ц ы 
в А ;  п р и  этом осуществляется  п р я l\1 а я  подста новка  ( с м . 
(2 . 1 . 2 ) ) .  . 

Есл и не считап, фор м и рова н и я  векто р а  м ножителей и об
ра ботк и п ра вой части ,  то на  k - м  ш а ге м ы  снова  и м еем n - k 
тр иад  с вектор а :\ш д.1 и н ы n - k .  П о этом у ( 2. 1 .3 )  и те п ер ь дает 
срtщнюю дл и н у векторов ,  и с р едня я сте п е н ь  в е к то р и з а ц и и  п о
прежнему р а в н а  О ( 2n/3 ) . То.1ько  бол ее дета.ТJьный а на .1 из дл я 
кон кретной м а ш и н ы ( см . , н а п р и м ер ,  упражнение  2 . 1 .2 )  может 
ПОI<азать ,  будет .ш строчная  фор м а а.1rор итма  эффекти вней 
стоJi бцовой , одн а ко то о бстоя теЛ I,ство,  что м н ож н т е.1 и  ф о р м и 
руются посредством в ектор но й операции ,  способно с i<:юнить  
в ы б ор в н о;н,зу стол бцавой фор м ы .  Решающи м фа к торо м здесь 
я вл яется способ х р а н е н и я  м ат р и ц ы  А .  

В то ж е  врем я в н ед р и т ь  в ы бор гл а в но го элем ента в сто:I б 
цовую фор м у  бо .1 ее с.10жно .  ДJl Я  м аш и н, допуска ю щих в ыбо р 
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м а кс и м у м а  в векторе ,  поиск  гл а в ного э.'Н' м снта можно осуще
ствить с помощью в е ктор н ых операций ,  одн ако  перестановка  
стро к ста нов ится п роблемой .  Эл ементы стро к можно  переста 
в ить с помощью векто р н ы х  опер аций ,  и м еющих ш а г  n, или  
о п ер а ци й  сбо р i<� , соп ровождаемых  в ектор н ы м и  опер а ц и я м и ,  
ил и ,  н а конец, скал я р н ых операций .  Сл едов а те.'! ьно ,  есл и тре
буется выбор г.'! а в ного элемента и А уже х р а н ится по строка м ,  
т о  стр о ч но ор иентиров а н н ы й  ал гор итм ,  вероятно ,  будет п р ед
почтител ь н ы м .  

Машины типа «регистр - регистр» 
П роведеи ное тол ько что обсуждение  п р и менимо  и к в ектор 

н ы м  м а ш и н а м  типа  « п а м ять - п а м ять» ,  и к м а ш и н а м ти п а  
«регистр - р егистр » . Одна ко дл я м а ш и н  пос.'! еднего т и п а  необ
ходи мо  некоторое  допол нение .  Кроме  того ,  дл я таких  м а ш и н  
жела телен и н о й  подход к организации  L И-р азложени я .  

Иссл едуе м  вн а ч а л е  хара ктер обменов во  внутреннем  ц и кл е  
стол бцового алгор итм а _н а р ис .  2 . 1 . 2 .  Для п ростоты п р едполо
ж и м ,  что стол бец м атри ц ы  А пол ностью в кл адыв ается в ве�
тор н ы й  р егистр ( с м .  у п р ажнение  2. 1 .4 ) , и н а ч н е м  с р а ссмотре
ния случ а я ,  когда на фоне  в ы ч ислений  может вы полняться 
только з а грузка или тол ько з апись  в п а м ять.  Н есколько первых  
опер а ци й  ука з а н ы  в сл едующем списке :  

Сфор м иров ать первый  столбец м атрицы L .  

З агрузить второй  сто.r1бец м а т р и ц ы  А .  

Модифициров ать второй  столбец м атр ицы А;  

з агрузить трети й столбец м атр ицы А.  

(2 . 1 . 4 а )  

(2 . 1 . 4 Ь )  

( 2 .  l . 4c) 

З а писать в п а м ять моди ф ицирова н н ы й вто р о й  столбец .  
(2 . 1 . 4d )  

Модиф ицировать третий  столбец;  

з а груз ить четвертый столбец м атр ицы А.  (2 . l . 4 e )  

Согл асно (2 . 1 .4с ) , з а грузка с.'! едующего столбца м атр и ц ы  А 
сов мещается с модифи к а цией  текущего сто.'I бца .  Но з атем воз 
н и к а ет задержка  п р и  з а п иси  моди ф и цирова нного второго столб
ца из р егистр а в п а м ять .  

М ы  можем модифицировать  алгор итм ,  ч то б ы  устр а н ить з а 
_держку, вызван ную з а писью в п а м ять (2 . 1 . 4d ) . Нов ы й  а л го 
ритм схож с а л гор итмом средних  п роизведений  дл я матричного 
ум ножени я ;  идея состоит  в том ,  ч то б ы  выполнить всю н еобхо
димую обработку для j-го стол бца ,  п режде чем перейти к 
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(j + 1 )  - м  у стол бцу.  Т а к и м  образо м ,  обр а ботка ка ждого и з  
остальных  сто.г1 бцов м а т р и ц ы  А откладывается до  тех пор ,  пока  
не  насту п и т  время  п р идать этом у  столбцу окончательный  в ид. 
П севдокод да нного ал гор и т м а  п р иведен на р ис .  2 . 1 .3 .  Оп ишем 
неско:1 ь ко первых  операций  j - го  ш а га в ыч исл ен и й ,  которые по 
каз ы в а ют х а р а ктер обменов с п а м я ть ю :  

З а г р у з ить п е р в ы й сто.1бсц  м ат р и ц ы  !� . 
З а г р у з и ть j - й  стодбец м атр и цы А .  

Моди ф и циров ать j - й  сто.1бец м а тр ицы А ;  

з а г р уз ить второ й сто�бец м атр ицы L .  
Мо,1. н ф и цировать j -й столбец м атр и ц ы  А ;  

з а г ру з и ть трет и й сто .1бец  :-.1 атр ицы L .  

(2 . 1 . 5а )  

(2 . 1 . 5Ь)  

(2 . 1 . 5с)  

(2 . 1 . 5 d )  

З а м ети м ,  что  в ал горитме  (2 . 1 . 5 )  не  пр-оизводится з а п исей  
в п а м ять ,  пока  в ся  ра бота с j-м стол бцом м атрицы А н е  за 
в ер ш е н а .  Стол бцы м а тр и ц ы  L все время  дол ж н ы  за гружаться 
в р егист р ы ,  но  эти з а грузки идут на фоне в ы ч ис.'I ений .  Тол ько 
в н а ч а л е  и в конце каждого шага п р о исходят задержки  дл я 

Дл я j = 2 до n 
Д л я  s = j до n 

ls ,  1 - 1  = а�. J - I fai- 1 , f - 1  
Д л я  k = l до j - l 

Д.1 Я  i = k + J ДО n 
ai i  = ai f  - li kaki 

Рис. 2.1.3. Столбцово о р и е нти р о в а н н а я  с х е м а  /, И-разло ж е н и я  с от.� о ж е н н ы м и  
модификаци я м и  

за грузок иjили з а п исей .  В полне  вероятно,  ка к отмечалось и 
в § 1 .3 ,  ч то тр а нслятор не  сумест распозн ать воз можностн оста 
вить текущий  j -й  стол бец в р егистр е ;  тогда р езультат ,  требуе
м ы й  от а .'I го ри т м а  на р ис .  2 . 1 . 3 ,  л и бо дост и га етсF переходом 
к п р о гр а м м и р ов а н и ю  на  я зыке  ассемблера ,  л и бо аппрокс и м и 
р уется путем р азвертыв а н и я  ц и клов .  Е ще одна потенциальн а я  
пробл е м а  п р и  р еализации  дан ного а л го р и т м а  з а ключается в 
том ,  что дл и н ы  векторов  п р и  моди ф и к а ц и я х  непосто я н н ы :  н а  
j-м ш а г е  м ы  м одифицируем  j - й  стол бец, испол ьзуя n - 1 по 
СJi едн их э.1емснтов стол бца 1 ,  n - 2 последних  элементов стол б
ца  2 и т .  д . 
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А .1 гор и тм с отложе н н ы м и  м оди ф и ка цн н \I и н е с то.1 ь нужен 
дл я тех м а ш и н  т и п а  « р е г и стр - р ег и ст р » ,  в ко rор ы х  доп у 
скается сов мещение  с а р иф м ети кой  и з а  гр у ю к .  и :J а п исей  в п а 
м ять .  В это м сл у •1 а е  операци ю  (2 . 1 . 4 d )  м о ж н о  б i ,JЛО  б ы  уда
лип, , а опер а ци ю  (2 . 1 . 4е )  з а менить оп ер а ц н ей 

Мод и ф и ц и р о в а ть третий  стол бец А ;  
з а г р у з и ть ч етвер т ы й  стол бец А ;  

з а п исать в п а м ять второй  стол бец А .  

Т а к и м  образо м ,  з а п ись  в п а м я ть в то р о го с тол б ца м а т р и ц ы  11 
происходит однов р е м ен но с з а груз кой ч етвертого стол бца . За 
м ет и м , что и д.1 я м а ш и н  ти п а  « п а м ять - п а м я т ь »  алгоритм  
с от.1ожен н ы м и  моди ф и ка ц и я м и н е  об я з а тел ен , хотя  да же здесь 

он  может и м еп, некоторые  п р е и мущества .  

LU-разложение и его ijk-фор мы 

Полезно п р едстав ить р а сс мотр е н н ы е  выше  а .1 гор итм ы в в иде 
троек ци клов Дл я ( For ) , ка к это б ыло сдел а но в § 1 .3 для 
з ада ч и м а тр и ч ного у множен и я : 

Д.1 Я 

Д.1 Я  

Для (2 . 1 . 6) 
а; 1  = ai i - l; kakf 

Эта з а п ись отр ажает основ ную а р и ф м ет и ч еску ю операцию,  
одну и ту же дл я всех фор м ( м ы  опускаем  фор м и ров а н и е м но
ж ителей l; k ) , и три цикла  Для ,  где пропус к и  нужно з а пол ни ть 
некото р ы м и п ер еста нов к а м и  и ндексов i, j, k .  Н а п р и м ер ,  пос.1 е
дов ате.1 ьность 

Д.1Я  k = 1 ДО n - J 
Д.1я i = k + 1 ;1.0 n 

Д.1н  j = k + 1 л.о n 
(2 .  1 . 7) 

соответствует а .1 горитму  н а  р ис .  2 . 1 . 1 ,  тогда к а к  п осл едов атель

ность 
Дл я j =  2 до n 

Для k = 1 до j - 1 (2 . 1 . 8) 
Для i = k + 1 л.о n 

- ал гор итму  н а  р ис .  2 . 1 .3 .  Алгоритм ,  п р и веден н ы й  на  рис .  2 . 1 .2 ,  
соответствует фор м е  kji .  Отм ети м , что ал гор итм ы н а р ис .  2 . 1 . 1 -
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2 . 1 . 3 в действител ьности не  т а к  л р осты ,  I\ а к  можно з а кл ючить, 
р ассм а тр и в а н  схему (2 . 1 .6 ) . Это тем бо"1 се в ерно в отнош ен и и  
трех  остал ьных  алгор итмов ,  подробно  р а з б и р а е м ы х  в п р ил о 
жени и  1 .  

Сфор му.п ируем теперь некотор ы е  свойства ijk-фop м ,  а з а  
дал ьней ш и м и  подробност н м и  отошл е м  читате.'l я  к пр иложс
н иiо 1 .  П ервое в ажное свойство состоит в том ,  что базисные  
векто р н ы е  о п е р а ц и и ,  ов р едел яемыс  с а м ы м и  внутренн и м и  цик 
ла м и ,  р азл ич l! ы дл я р а з н ы х  фор м .  Дл я фор м kji и kij вектор ной 

ОсrпаВшаяся noдмampuu,a 
м одuфuцuроВанноu матрицы А 

ВычuсАяеmся 1� - й �moAбeu, L 
(а.)  

Вы чuсАенuе L ��ычuсАенuе 
закончено, обра- U заrшнчено, 
щенш1 бо�ьше обращенuu 
нет бо�ьше неm 

ВычuсАяюmся . б � - е  c.mpoкu L u U Обращенuu не ы�о 

( Ь ) 

� 
Вычuс� Обраще-
�енне L нuй не 
закончено, бьио 
но обраще 
нuя проuс-
ходят 

( G )  

ВычuсАе>ше U закончено, 
обращений боАьше неm 

ВычuсАяюmся j- r �  
сmо11бцы L u U 

Рис. 2 . 1 .4 .  Способ доступа к д а н н ьР ,J д:1я ijk-фo p ы  /_ U- раз:южсн н я :  а )  фор �IЫ 
liij 1 1 liji ; Ь ) фор м ы  iflj 1 1 i] ll ,  с ) фор ,н,1 flij 11 ji/1 

опер а цией  явл я ется триада .  В этих  фор ма х строки  ( ил и  столб 
ц ы )  модифицируются с р а зу после  того ,  как  подготовлены м но 
ж ител и ,  и поэтом у  м ы  н азовем та кже алгор итм ы алгоритмами 
безотлагательной модификации. Дл я фор м ы jk i  ( см .  р ис .  2 .  1 .3 )  
стол бцы м одифицируются непосредственно перед а н нул ирова 
нием  эл ем ентов в них ;  фор м а  ikj предста вляет собой соответ
ствующую строчно  о р и ентирован ную версию .  Эти а .1 го р и т м ы  
будем назыв ать алгоритмами отложенной моdификации. В к а 
ч естве в ектор ной опер а ц и и  с н о в а  в ыстува ет т р и ада ,  но  теперь 
она  в ыпол н я ется м ногократно при фор м и ров а н и и  л и нейной 
ком би н а ц и и .  Фор м ы  ijk и jik также соответствуют ал гор итм а м  
отложенной модиф и к а ц и и , но вектор ной опера цией  здесь будет 
скал я р ное  лроизведсние .  

Ш есть р азл ичных  фор м схем ы (2 . 1 .6 )  р азл ичаются и ело
собом доступа  к элемента м м а т р и ц  А и L. Фор м ы  kji и jki 
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стол бцово ориентирова н ы :  о н и  обр а щаются к стол бца м и в А ,  
и в L .  В фор м а х  k ij и ikj происходят о б р а ще н и я  к строка м  
матр и ц ы  А и л и ш ь  к отдел ь н ы м  э.1 емента м в L .  Фор м а м  ijk 
и jik свойствен с м еш а н н ы й  доступ :  к сто.1 б ц а м  в А и стр о к а м  
в L .  Поскольку п р едпол а гаетс я ,  ч то L з а м ещает н и ж н ю ю  тре
угол ьную часть м атрицы А, то п р и  та кой смеш а н ной стр атегии  
тр ебуется  доступ к вектор а м  с ш а го м ,  больш и м  1 .  С пособ вы
бор к и  элементов наказ а н  н а  р ис .  2 . 1 .4 ;  отмеч ено ,  к каким  ч а 
стя м м атр ицы  нужен доступ на  да нном  ш а ге .  

Табл и ца 2. 1 . 1 .  LИ-р азло жение :  ijk - фор м ы  

Фор м а  1 Оnерация Модификация С пос о б  

1 Спо�об доступа к L 
дос т у п а  к А 

kij тр и ада безотл а г ател ь н а я  строка  отдел ь н ы е  
элементы 

kji тр и ад. а б езотл а г ател ь н а я  столбец столбец 
ikj линейн а я  от,юже н н а я  строка  отдел ьные 

к о м б и н а ц и я  элементы 
jki .1 иней н а я  отло ж е н н а я  столбец столбец 

ком б и н ац и я  
i jll скалярное  от:южен н а я  столбец стро�а 

произведе н и е  
jik скалярное от:ю жен н а я  столбец строка  

произ веден и е 

В табл и це 2 . 1 . 1  сум м ирова н ы  основн ы е  свойства ijk -фop м .  
Едва л и  посл едние  д в е  фор м ы ,  ijk и jik,  п р едста вл я ют и нтерес 
дл я вектор ных  компьютеров ,  но вес  четы ре  остальные  п р и  под
ходящих обстоятел ьствах  и гр а ют свою рол ь. 

Треугольные системы  

По оконч а н и и  эта п а  п р иведения  в гауссовом исключен и и  
м ы  дол ж н ы  решить  треугольн ую систему уравнений  

(2 . 1 . 9) 
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Обыч н ы й  алгор итм обратной подстановки  описывается фор
м ул а м и  

xi = (ci - иi , i + !xi + ! - . . . - иi nXп)fиu , i = n, . . .  , 1 .  (2 . 1 . 1 0) 

Рассмотр и м ,  к а к  он  может быть р еал изов а н  в вектор н ы х  опе
р а ци я х .  Есл и и х р а н ится по  стр 0 1.; а м  (так будет, есл и на этап е  
приведени я  А х р а нилась  по  строка м ) , т о  фор мул ы  ( 2 . 1 . 1 0 )  
задают скал я р н ы е  произведени я  с дл и н а м и  векторов ,  меняю
щи м иен от 1 до n - 1 ,  и n скал я р н ы х  делений .  Ес.1 и  и гнор и ро
вать дс.7J ения ,  то средня я  стснснь  ве 1поризаци и р а в н а  О ( n/2 ) .  

Д л я  j = n до 1 с ш аго м - 1 
xi = cifиi i  
Для i = j - 1 л.о 1 с шаго м - 1  

ci = ci - xiиi i 

Рис.  2 . 1 .5. Стоп бцовый а.1rоритм 

Альтер нативный  алгор итм ,  полез н ы й ,  есл и и х р а нится по 
стол бца м ,  з а п иса н в в иде псевдокода на р ис .  2 . 1 . 5 . Он  н а з ы 
вается столбцовым алгоритмом ( и л и  алгоритмом векторных 
сумм ) .  К а к  толь ко н айдено Xn, выч исля ются и в ы ч ита ются и з  
соответствующих эл ементов с; вел и чи н ы  Xnиin ( i  = 1 ,  
. . .  , n - 1 ) ; та к и м  образом ,  в кл ад, в носи м ы й  Xn в прочие  ком 
поненты р ешения ,  реализуется д о  пер схода к следующему 
ша гу. Шаг с номером i состои т  из  скал я р ного деления ,  сопро
вождаемого тр и адой дл и н ы  i - 1 ( подр азумев а ется ,  что ш а ги 
нумеруются в обратном порядке :  п, n - 1 ,  . . .  , 2, 1 . - П е рев. ) . 
Поэтому  средня я  степень  вектор изации  снова  р ав н а  О ( n/2) , 
только вектор н ы м и  опер а ция м и  теперь явл яются три ады.  Какой  
и з  двух а л горитмов в ы б р ать ,  ди ктуется способом х р а нения  м ат
рицы и,  есл и о н  был  опреде.1 ен  L и - р а зложением .  

И алгоритм  скаля р н ы х  произведений ,  и стол бцавы й  алго
р ит м  легко персфор мул и ровать н а  случай  н и ж н етрсугол ь н ы х  
систем ( с м .  у п р а ж н е н и е  2 . 1 . 5 ) .  

Матрично-ве кторные фор мы LU-разложения  ' 
Хотя ijk -фор м ы  дают ш есть р а зл и ч н ы х  способов орга н и з а -

ц и и  L и- р азложени я ,  и меются и другие  спосо б ы, потенциально  
пол ез н ы е  для векто р н ы х  ком пьютеров .  Даже тогда , когда та  
и л и  и н а я  ijk-фop м a  теоретически п р и годн а  для конкретной  
вектор ной  м а ш и н ы ,  при  ее реал и з а ц и и  могут возникнуть 



84 Г лава 2. Прям ые методы решения линейных систе.м 

пробл е м ы, особенно если п р и меняется язык высо кого уровня .  
Разбираемые  ниже способы орга низации вычислений  основа н ы  
на  опер а циях  с подм атр ица м и ;  потенциально о н и  п роще р еали 
зуются и облегч а ют на писа ние  верснос и м ы х  нрогр а м м .  

В основе простейшего из этих  способов организации  лежит 
идея окаймления. Обозначим  через A i  ведущую гла в ную под
матрицу порядка j в матрице А, и пусть известно разложение 

1 Дл я j 2 до n 
. 

1 
Длн k = 1 л.о J - 2 

Дл51 i о= k + 1 до j - 1 

1 ai i = ai i - likщi 
Для !г = 1 до j - 1 

lik = aikfakk 
Для i = !г  + 1 до j 

aii = aii - likщ i 

Дл н i = 2 до n 
Длн j = 2  до 

f . · 1 - а · · 1/а ·  1 · 1 t , j -- - t , J - 1 - , ] -
Длн k = 1 д о  j - 1 

ai i  = aii - likaki 
Длн j = 2 до i - 1 

Длн k = 1 до  j - 1 
ai i = aii - likak i  

Рис. 2 . 1 .6. АJiгоритмы о к а й мJiен и я  дJi я L И - р азJiожен и я :  а )  стоJiбцо в ы й  аJIГо 
ритм ; Ь )  аJIГоритм скаJi я р н ы х  п роизведе н и й  

Li-1 Иi-1 подм атрицы A i- 1 · Тогда для р азложения  подматрицы 
Ai  и м еем  [ �i- 1 � ]  [ �j- 1  �:J = [ 1;- 1 :�J ' 

где l i и ai - вектор ы-строки ,  а ui  и ai - вектор ы-столбцы.  Это 
приводит к соотношени я м  

(2 . 1 . 1 1 ) 

Та ки м  образом ,  векторы ui и l i можно в ычислить,  р еш а н  ниж-
ветреугольные систе м ы  .. 

(2 . 1 . 1 2) 

после чего uii определя ется из  третьего р а венства ( 2 . 1 . 1 1 ) .  
Существуют дв а  сетеств ен н ых способа реал изации  ока й м 

ления в L U-разложении .  В первом в а р и а нте треугольные си
сте м ы  решаются с помощью столбцового алгор итм а ,  во вто
ро м - с помощью алгор итм а скал я р н ы х  про изведений .  Псевдо
коды этих  двух в а р и а нтов пр иведсны на р ис .  2. 1 .6 .  В первом 
ц и к л е  по  i н а  рис . 2 . 1 .ба в ы пол няется м одификация  i-го столбца 
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м атр ицы А и тем с а м ы м  вычисл я ется j-й стол бец м атрицы и. 
Во втором цикле по i модиф ицируется j-я строка м а трицы А 
и вычисл я ется j - я  строка  м атр и ц ы  L .  З а мети м ,  что п р и  i = j 
во втором  цикл е  по i п е р есч и т ы в а ется элемент  (j ,  j) матрицы А ;  
в р езу"1 ьтате, сог.п асно  ( 2 . 1 . 1 1 ) ,  получается э.1 ем ент и ; ; .  

Во второй фор ме алгоритма  ока й мления  ( с м .  р и с .  2 . l .бЬ)  
лервый  цикл по j, k вычисля ет i -ю строку м атрицы L,  дл я чего 
из  элементов а �  вычитаются скал я р н ы е  п роизведения  строк L 
со стол бца м и  и. В м есте с дел е н и я м и  это эквива.п ентно р еше-

ит 1т � т  О . . ф нию систем ы  i _ 1 i = ai . тметим ,  что при 1 = L моди ици-
руется эл е м ент ( i, i )  м а тр ицы А , и это относится у ж е  к вычис -

Бычuс11енuе закончено, но 
обращения 
происходят 

Вычuс11яется 
J·Я строка матрицы L 

к 
А 

Обращеноо не бь11ю 

Вьiчuс11яется 
J - й  сто11бец 
матрuu,ы U 

Рис. 2. 1 .7.  Доступ к данным в алгоритмах окаймления  

.1 ению i -го стол бца м атр ицы и. Во втором цикле по j ,  k моди · 
фицируется i -й  стол бец А - опять-таки  путем вычита н и я  ска 
л я р ных произведений  стр о к  L и столбцов и. Это эквивалентно 
решению тр еуголь ной систем ы L;_ 1 u i  = ai относительно i - го 
столбца матрицы И. 

В обеих фор м а х  ока й м л е н и я  обр а щения  к да н н ы м  произво
дятся оди н а ково,  что показано  н а  р ис .  2 . 1 .7 .  Обр атим  в н и м ан ие ,  
что в обоих с�уч а я х  требуется доступ и к строк а м ,  и к стол б 
ца м м атрицы А .  Поэтому  алгоритм ы будут неэффективны ДJI Я 

векто р н ы х  компьютеров ,  требующих,  чтобы элементы вектора  
н аходились в смежных  позициях  па мяти .  

Основ на я р а бота в алгор итм а х  окаймления  п р иходится на 
решение  треугол ь н ы х  систем ( 2 . 1 . 1 2 ) . Это м атрич но-векто р н ы е  
операции ,  Jюторые  мож но реа .1 изовать  в виде подпрогра м м ,  до
биваись  в н и х  м а к с и м ал i,ной дл я да нной м а ш и н ы  эффектив 
ности .  Е ще оди н способ орган изации вычислений ,  котор ы й м ы  
назовt·м  алгоритмом Донгарры - А йзенштата, и м еет то пре 
и мущества,  что его  основной опера цией является матр ич но -век
тор ное ум ножение .  Математи чески алгоритм можно описать 
следующи м образом .  П усть А , L и и р азбиты на блоки 
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в соответствии  с р а венством 

Здесь а2 1 , а2з , l 2 1  и Uzз - векторы -строки ,  а а 1 2 . азz, l з z  и U 1 2 -
в ектор ы-стол бцы.  П р едполож и м , что м а тр и ца А 1 1  р азложсн а  
в произведен и е  L 1 1  U 1 1 и что 1 2 1 , Lз 1 ,  U 1 2 и И 1 з  известны .  Н а о ч е
р едном ш а ге м ы  хоти м вычислить 1 32 ,  сл едующий стол бец м ат
р ицы L, а также и22 и u23 , составл яющие сл едующую строку 
в И. П р иравнивая  в (2 .  1 .  1 3 ) оди н а ково рас rюJюженные  эле
менты,  получаем  

Uzz = а22 - lzi U i z • U2з = az� - I2 1И 1 з •  l�2 = (a�z - L31 u 1 2)/и22 · ( 2 . 1 . 1 4 ) 

Х а р а ктер доступа к да н н ы м  п р и  таком в ы ч исл ении  показан  н а  
р ис. 2 . 1 .8 .  

Вычuс11енuе 
закончено, 
обращений 
бо11ьше неm 

� 
1 

Вычuс11енuе 
закончено, 
но обраще -
н u я  npouc-
ходят 

Вычuс11енuе 
закончено, 
но обраще-
нuя npouc-
ходят 

Обраще-HUU не 
бьиа 

Вычuс11яеmся с11едующая 
строка маmрuцы U 

Вычuс11яется с11едующuй сmо11бец матрuцы L 

Рис. 2 . 1 .8. Доступ к данным в адгоритмс Донrарры - Айзенштата 

Основной опер ацией в (2 . 1 .  1 4 ) является ум ножение в ектор а 
н а  п р я моугольную м атр ицу.  Мы можем р еал изовать такие  
ум ножения  посредством скалярных  произведений  или л и н ей н ых 
комби н а ций ,  что п р иводит к двум р азлич н ы м  фор м а м  алго
р итма ,  показа н н ы м  на р и с . 2 . 1 . 9. Первый цик.1 по  k ,  j на 
р ис. 2 .  1 . 9а производит последовател ьные  модификации  i -й  стро
ки матрицы А, котор ая  по око н ч а н и и  цикл а  k превр а щается 
в i -ю строку матрицы И. Эти модифи каци и  м ожно рассматр и
в ать как вычисление  векторно -м атрич ного произведения  l z 1  И 1 з 
в (2 . 1 . 1 4 ) с помощью л инейных  ком б и наций  стро к  И. З а м етим ,  
ч то  п р и  j = i р езультатом модиф икаций  будет перва я в ел и ч и н а  
в ( 2 . 1 . 1 4 ) . Во втором цикле по k ,  j в ыпо.1 н я ются модификации  
i - го столбца м атрицы А , что  можно  и нтер п р етировать к а к  вы 
ч исление  матрично-векторного пр оизведения  Lз 1 U 1 2  в ( 2. 1 . 1 4 ) 
посредством .'шнейных  ком би н а ци й  стол бцов матрицы L . Об-
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рати м в н и м а ни е  н а  то, что ,  в отл и ч и е  от а .1 горитма  отложен
ных модифи каций  ( р ис .  2 . 1 .3 ) , теперь  д.1 и н ы  в екторов ,  уча 
ствующи х  в .1 и ней н ы х  ком б и н ациях ,  оди н а ковы .  Второй  опер а 
тор с и ндексом k можно удал ить,  и прогр а м м а  по -прежнему 
будет_ вер н а ; м ы  встави.1 и  этот о н ер атор ,  чтобы  н адчеркнуть 
н ал и ч и е  . ш ней н ы х  ко м б и наций .  Отм етим  еще, что в первом 
цикле  по  k ,  j п роисходят обр а щен и я  к строк а м  м атр ицы А , а во  
втором цикле  по  k ,  j - к ее сrо.1бца м .  Следовательно ,  эта 
фор м а  н еэффектив н а  д.1 я вектор н ы х  ко м п ьютеров ,  требующих 
р аз м ещения  эл ем ентов векто р а  в с м еж н ых ячейках п а м яти .  

Д л я  i = 1 до n 
Для k = 1 до i - 1 

Д.1я j = i до n 
ai ; = ai i - li kak; 

Д.'! Я k = 1 ДО i - 1 
Д.1 Я  j = i + 1 ДО n 

a; i = aii - likak i 
Длн s = i + 1 до n 

lsi = asi/ai i 

Д л я  j =  1 до n 
Ддя i = j + 1 до n 

Для  k = 1 до j - 1 

ai ; = aii - li kaki 
Дл я i = j до n 

Д.'! Я k = 1 ДО j - 1 

a; i = a;i - likak i  
Дл я s = j + 1 до n 

lsj = asj/aj j 

Рис. 2 . 1 .9. А.1горнтм ы L И - р а зложсн н я  Донга р р ы - Айзен штата : а )  алго рн·1 м 
л и н е й н ы х  к о м б и н а ц и й ;  Ь ) аJI Го р иты с к а .1 я р н ы х  п р о изведе н и й  

Алгоритм на  р ис .  2 . 1 . 9Ь испол ьзует скал я р н ые произведе н и я .  
Н а  j -м  ш а ге первый  цикл п о  i ,  k в ы ч исштет, с точ ностью до 
ф и н а л ь ного дел е н и я , j-й сто.1 бец  м атрицы L ;  с этой цел ью 
j-й стол бец в А модиф и ц и руется поср едство:.� с к ал я р н ы х  про 
изведений  стро к  L и j - го стол бца И.  Во втором цикле  по i , k 
выч исл я ется j -я  строка  м атрицы И, д.п я ч его j -я  строка  в А 
модифицир уется посредство\1 СJ< аляр н ых произведен и й  j -й  стро
к и  L и стол бцо в И.  Снова тр ебуется доступ к строка м и стол б 
ца м  м а т р и ц ы  А.  П отенциальное п р е и мущества алгор итма  Дон 
гар р ы - Айзенштата з а клю ч а етсн в том ,  что в некото р ы х  
векторных  комп ьютер а х  матрично -вектор н ы е  у м ножени я  в ы 
полняются весьм а эффективно.  

Разложение Холесекого 
Есл и А - с и м метр и ч н а н  по.1ожительно  о п р еделенная  м ат

р и ца ,  то ч а сто испоЛ I,зуемой альтер нативой гауссову исключе
н и ю  Я ВJ1 Я ется р аз.1ожение  Холесекого 

A = LL\ (2 . 1 . 1 5) 
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где L - н и ж н стреугол ь н а я  м а 1 р ица . Чтобы  з а вер ш ить решение  
л и ней ной систе м ы  А х = Ь ,  нужно  вы пол нить п р я мую и обрат
ную подста новки 

Ly = b , Сх . у.  (2 . 1 . 1 6) 

Одна из воз \южных р еал изаций  р азложени я  ( 2 . 1 . 1 5 ) пока 
з ана  н а  р ис .  2 . 1 . 1 0 .  Поскольку А - си м метр и ч н а я м атрица ,  до
статочно х р а н ить .1 и ш ь  нижнюю ( ил и  верхнюю)  ее треугольную 
ча сть .  В с а м о м  в нутреннем цикле (ц и кле п о  i )  н а  р ис .  2 . 1 . 1 0 мо
диф ицируются стол бцы м а тр и цы А путем в ы ч ит а н и я  и з  н их 

L I I = a) {2 

Для j = 2 до n 

д.'I Я s == j :�о n 
ls , j - i  = lls , f - i /lj - 1 ,  j - 1 

Для  k = 1 . � о  j - 1 
Длн  i =  j до n 

u ; ; == a i i - li kli k 
z . .  = a iJ2 1 1  1 1  

Рис. 2 . 1 . 1 0. Столбцово ориенти р о в т ш а я  с х е м а  р а зложси п я  Холесекого 

стол бцов L, у м ноженных  н а  соответствующие ч ис.1 а .  Таки м об
р азом , основной  вектор ной опер а цией снова ока з ы в а ется 
т р иада . 

Н а j -м  ш а ге в ы пол н н ется j - 1 тр и а д  с вектор а м и  дл и н ы  
n - j + 1 .  Поэто м у  средня я дли н а  в екторов ( см .  упр ажнение  
2 . 1 .6 )  р а в н а  

11 - 1 + 2 (n  - 2 )  + . . . + (п  - 1 1  
1 + 2 +  . . .  + п - 1 = о ( ; ) . 

(2 . 1 .  1 7) 

что составляет л и ш ь  по.:1овину средней дл и н ы  векторов п р и  
L И- р а зл ожении . Этого сл едова .1 о  ожидать ,  поскольку в а .'J го
р итм е  Хол есекого с и м м ет р и я  м ат р и цы коэффи циентов исполь
зуется для сокр а ще н и и  посл едовател ь ной а р иф м етической р а 
боты вдвое. Для векто р н ы х  м а ш и н  с бол ьш и м  в р е м ен е м  за 
пуска преи мущества в скорости ал горитма  Холесекого по  
сра внению с L И-разложени е м  гор а здо м еньше,  ч е м  для последо
в ател ь н ы х  ком пьютеров .  · Н а п р и м ер ,  из  р езул ьтатов у п р ажне
н и й  2 . 1 . 2  и 2 . 1 . 8  в ытека ет, что отношение  в р е м е н и  р а боты обоих 
алгор итмов составляет 0 .8  п р и  n = 1 00 и 0 .7  п р и  n = 500. 
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Только  д.�1 я 
к з н а чению 
п ьютеру .  

очеш, бол ь ш и х  n это отношение  п р и бл и ж а ется 
0 . 5, соответствующему последовательному ко м -

ijk-формы разложения  Холесекого 

Дл я р ис .  2 . 1 . 1 0 был использо в а н  только один из  в оз можных  
способов организации  ал гор и т м а  Хо.1есского.  П о  а н алогии  со  
с.пуч а е м  L U- р а з.rюжен и я ,  существуют и другие  спосо б ы ;  все  
они  описываются трой к а м и  вложенных  ци клов 

Для 

Д.l Н  

Дл я  
Шесп, переста новок и ндексов i , j и k д а ю т  ШС'сть 
в а р и а нтов о р г а н и з а ц и и  а .1 горитма . Мы своди м 
осно в н ы е  аспекты этих в а р и а нтов в таблицу 2 . 1 . 2 ,  а 
р аз бор в ы носи м  в п р иложен ие  1 .  

Табл и ца 2 . 1 .2 .  Р аJ .1ожение  Хо:1есского:  ijk - ф ор м ы  

Фор\l а  1 O i t t' I HЩII Я М u;� и ф и к а ц и я  
С п ос о б  дос т у п а  

к А 

kij тр и ад а  безотл а r ате � ь н а я  строка 
kji триада  безот.� а r ател ь н а н  СТО.1бец 

i!lj л и н ей н а я  от.1 0жен н а я  стро к а  
ком б и н ац и я  

j k i  . I и н е й н а я  отJiоже н н а я  сто� 3 ец 
к о м б и н ацин 

i ,k ск алнрное  отJюжен н а я  столбец 
nроиз иРдение  

]ill с к ал ярное  от.южен н а я  ОТД(','I Ы \Ые  
произведе н и е  элементы 

р азл и ч н ы х  
некото р ы е  
детальный  

С п особ 
;\OC l Y П d  к L 

столбец 
столбец 
столбец 

столбец 

строка  

стро к а  

З а м ети м ,  что некотор ые  фор м ы ,  перечисленные  в т а б "  
л ице 2 . 1 .2 ,  тр ебуют с м еш а н ного доступа  к да н н ы м, т .  е .  
к строк а м  м г т р и цы А и стол бца м м а тр и цы L иди  н аоборот.  
ПоскоЛ I>КУ по п р сдпо:южению м а т р и ца L дол ж н а  з а м ещать А 
и:ш по к р а й ней  мере  х р а н итьс я т а к и м  же способом ,  к а к  А , то 
смеш а н н ы й  доступ не  подходит дл я в екто р н ы х  ком пьютеров 
с в ектор а м и ,  х р а нящимиен  тол ько в смежных я чейках  п а м яти .  

Ал горитм н а  р ис .  2 . 1 . 1 0 - это  фор м а  jki ;  в ней  обр а щения  
производятся к стол бца м А и L. Этой фор м е  в случа е  L U-p aз-
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ложен и я соответствует р ис .  2 . 1 . 3 ,  одна ко T<'I I e p ь  дл и н ы  всех 
векторов ,  участвующих в модиф икациях  j - ro ш а га ,  одн н а ков ы .  
В фор м е  kji та кже нужен достун к с то.1 бца м А и L ,  поэто м у  
она  очень эффекти вна  д:1 я в ектор н ы х  ком п ыотеров .  Н а  

Вычuс11енuе L 3акончено. обращений б011ьше неm 

модuфuцu руеmся на k-м шаге 

L 

Вычuс11яеmся k - й  сmо11бец 

(а.) 

Модuфuцuруеmся 1====�� U 6ЫЧUСI\Яеmся 
i.-я сmрока 

Обращений 
не бы11о 

(Ь ) 

Вычисление 
закончен

о
. но 

обращения npoucxoaяm 

( С:) 

М
одифицируется 

u 6ычuе11яеmся 
i.-й столбец 

Рис. 2 . 1 . 1 1 .  Доступ к д а н н ы \1  дл я ijk-фop\1 р а -зложен и я  Холссшого· а) kij, 
kji, Ь) ikj, i ik .  с ) jki ,  j ik 

р ис .  2 . 1 .  1 1 пока з а н  х а р а ктер доступа  к данным дл я шести 
фор м а л гор итма  Хол есекого из т аб.1 1 щы 2 . 1 . 2 .  

Н есколько правых частей 
В некото р ы х  зада ч а х  требуется р е ш ать  сер ию систем урав 

нений  
Axi = bi , i == 1 ,  . . .  , q , (2 . 1 . 1 8) 

с р а зл и ч н ы м и  п р а вы м и  частя м и  b i , но с одной и той же м ат
р и цей коэффициентов А . Т а к обсто и т  де.1о ,  н а пр и мер , в зада ч а х  
строительной  меха ники ,  где зада н н а я  конструкция испыты
в а ется для нескольких р а з л и ч н ы х  конфи гур а ц и й  н а гр узок ,  п р ед-
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ставл я е м ы х  вектор а м и  Ь; .  Т о  же можно сказать о в ы ч ислен и и  
обр атной матрицы ,  где q = n ,  а Ь; - в ектор с един и цей  в i -й 
поз и ц и и  и нул я м и  в остальных .  

М ы  можем з а п исать сер ию систем ( 2 . 1 . 1 8 ) эквивалентны м  
образом в виде уравнен и я  АХ = В , где Х и В - м атрицы 
n Х q. Стол бцово о р иенти р о в а н н ы й  алгор итм н а  р ис .  2 . 1 .2 
можно модифицировать так ,  чтобы  обрабатывать все столбцы 
матрицы В, р ассм атр и в а я  и х  к а к  п р и п иса н н ы е  к м атри це А . 
Н а  j -м  ш а ге дл и н ы  векторов  остаютсн р а в н ы м и  n - j, но  ч исло 
векто р н ы х  опер аций  теперь  возрастает до n - j + q .  Поэто м у  
для средней дл и н ы  векторов  получ аем  (с м .  у п р ажнение  2 . 1 . 6 )  

(n - l + q) (n - J ) +  . . .  + ( l + q)  = О ( 2n 2 + 3qn ) 
(2 1 1 9) (п - 1 + q )  + . . . + ( 1 + q )  3n + бq · · · 

Это в ы р ажение  м едленно  убывает с росто м  q и п р и  q = n со
ста вляет О ( 5nj9) ; н а п о м н и м ,  что п р и  q = 1 средня я  дли н а  
р а в н а  О ( 2n/3 ) . 

С другой стороны ,  м ы  можем модифицировать и строчно 
ориентирова н н ы й  а л горитм на  р ис .  2 . 1 . 1 , допол н я я  строки  м ат
р и ц ы  А строка м и  В . Тогда дл и н ы  векторов на j - м ш а ге увел и 
чатся до n - j + q .  Поскол ь ку ч исло векто р н ы х  опер аций  по
прежнему равно  n - j, то дл я средней дл и н ы  вектора  и меем 
( см .  упражнение  2 . 1 . 6 )  

( n - 1 )  ( 1 1 - 1  + q )  + . . . + ( 1  + q )  = 
0 (� п  + q) . 

(n -- 1 )  + . . .  + 1 3 (2 . 1 . 20) 

Эта функци я от q возр астает и п р и  q = n дости гает з н а ч е н ия 
О ( Бп/3 ) , что бол ее чем вдвое прев ы ш а ет значение  п р и  q = 1 .  
Т а к и м  образом ,  хотя строчно  ориенти р о в а н н ы й  алгор итм  н е
сколь ко уступает п р и  q = 1 а .1 горитму  стол бцавой ориентации ,  
е го  эффективность с ростом q увел и ч и в а ется .  

Остается эта п обр атной подста новки ,  и есл и п р а в ы х  частей 
достаточно м но го,  то может оказаться в ы годной следующая 
схем а .  З а пишем  систем ы в в иде у р а в н ен ия ИХ = С, где Х 
и С - м атрицы n Х q ;  ч ерез х ;  и с; обоз н а ч и м  i -e строки  этих 
м атр и ц. В алгор итме 

xi = (ci - ui , i t i x i , 1 - • • • - uinXп)/ui i • i = n, n - 1 ,  . . .  , 1 ,  
(2 . 1 . 2 1 )  

строки  Xn,  Xn- I , . . . в ы ч исл я ются посредством тр иад  с векто
р а м и  дл и н ы  q. Это в точ ности ал гор итм скал я р н ых произведе
н и й  ( 2 . 1 . 1 0 ) , п р и меняемый  дл я одновременного в ыч исл е н и я  
i-x компонент сразу  всех векторов -решений . Ита к, основной 



92 Глава 2. Прямые .методы решения линейных систем 

векторной  опера цией явл я ется триада ,  а не скал ярное  произ 
ведение .  Будет .п и  этот подход п р едпочтител ь н ы м  по сравне 
нию с алгор итмом скал я р ных  произвсдений ,  используемы м для 
ка ждой п р а вой ч асти по отдел ьности ,  .1 ависит от вс.п ич и н ы  па 
р а м етров q и n ,  равно  как  и от конкретного компьютер а 
( см .  упражнение  2 . 1 .  7) . 

Ортогональное приведение 

Альтер нативой L U-разложени ю  является п редста вление  

A = QR, (2 . 1 . 22) 

где Q - ортогональная ,  а R - вер х н етреугольная  матрицы .  Су
ществуют дв а р аспростр а н ен н ых подхода к выч ис.1 е н и ю  разло
жения (2 . 1 . 22 ) : п реобразов а н и я  Хаусхолдер а и п р еоб р а зо в а н и я  
Гивенса . Дл я  пос.педовате.1 ьных  ком п ьютеров требуется 
О ( 4п3 /3 ) операций ,  чтобы найти  р азложение  (2 . 1 . 22 )  с по
мощью п реобр азов а н и й  Xa ycxo.riдep a ,  и О ( 2n3 ) - п р и  исполь
зов а н и и  иреобразований  Гивенса . ( В  число  операций  вклю
ч а ются ка к ум ножения/деления ,  так  и сложен ияjвыч ита н и я . 
Перев . )  Таки м образом ,  эти м етоды пр иблизительно вдвое и 
втрое медленней ,  чем  L U-раз.пожение. Известно ,  что о н и  ч ис
ленно устойч и в ы  без ка кого-л ибо переупор ядочен и я  строк ,  
одн а ко это  н е  персвеш ивает п р е и муществ а ,  которое и м еет 
L И- разложение  • (даже с выбором гл авного элемента ) в отно
шен и и  ч исла опер аций .  Поэтому  ортогональные  методы редко 
используются на последовательных ком пьютер а х  для решения  
невырожденн ы х  систем уравнений .  Одна ко они  широко п р и ме
н яются при в ычисл е н и и  собственных значений ,  при использо
ва н и и  м етода н а именьших квадр атов,  п р и  ортогонал изации  век 
торов  и дл� других целей .  Во м ногих  из этих п р иложсн ий  А 
является п р я моугольной м атрицей ,  но  дл я п р остоты м ы  огр а 
н и ч и мся рассмотрением  матр иц  n Х n .  

Преобразование.м Хаусхолдера называется м а трица  в ида 
1 - wwт, где w - вещественный  вектор -столбец, для которого 
wтw = 2 .  Легко показать (упражнение  2 . 1 . 1 1 ) , что матр ица 
Хаусхолдера с и м м етр ична  и ортогонал ь н а .  Дл я получ е н и я  р аз 
ложени я  (2 . 1 . 22 ) м ы  п р и меним  эти матрицы следующи м об 
р азом .  Пусть а 1  - перв ы й  стол бец м атр ицы А ; полож и м  

где ( ? ) - 1  v =  s · - анs ' 1 /2 
!J. = Y 

(2. 1 . 23) 

(2 . 1 . 24) 
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и з н а к  перед s из соображений ч исленной устойчивости в ы б р а н  
противополож н ы м  знаку ч исл а а 1 1 •  Тогда 

wтw = J.t2 [(а1 1 - s)2 + it2 а7 , ]  = �t2 (а!а, - 2a 1 1 s + i) = 2 , 

что означает, ч то 1 - wwт сеть м атрица Хаусхолдера .  Кром е  
того ,  

поэтому 

и 
ai , !-1-

ai l - wiwтa , = ai l - -!1- = О, i = 2 ,  . . .  , n .  

Тюш м  образом ,  

Р1 = 1 - wwт, (2 . 1 . 25) 

и результато м  п р и м енения к м атр ице А преобразования  Хаус
холдера  является нов а я  м атр ица с нул я м и  в поддиагональных 
позициях первого стол бца .  М ы  повтор и м  оп иса нный  процесс 
с вектором w2, содержащи м  нуль в первой  позиции ,  а в остаю,
ном определ я е м ы м  а н а.1огично (2 . 1 .23 )  и (2 . 1 .24) , на  этот р а з  
с испол ьзованием  пос.r1 едни х  n - 1 элементов второго столбца 
м атрицы А , .  Есл и Р2 = 1 - w2w; , то м атрица  Р2А 1 сохр а н и т  
нулевые элементы в первом  стол бце и пр иобретет новые нули 
в последних n - 2 позициях второго стол бца . П родОJ1 Ж ая дей
ствовать таким  образом ,  мы последовательно обрати м в нул ь  
все поддиагональные э.1 ементы с помощью м а триц  Хаусхол 
дера Pi = / - w1 wi.- Следовател ьно,  м а тр ица R в равенстве 

Рп - I  • • .  P , A = R  

я вляется всрхнстреугольной . Вес м атр ицы Р; ортогона.1 ь н ы, 
п оэтому ортогон альн ы м и  будут м а тр и цы Р = Pn-- I . . . Р 1  и Р-1 •  
Матр ица Q = Р-1 и есть ортогональный  сом ножитель разложе
н ия (2 . 1 .22) . 

Основна я р абота п р и  п р иведении  к треугол ьному в иду по
средством преобразов а н ия Хаусхолдер а  связа н а  с мадифика-
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цией на каждом ш а ге и енул ев ых  стол бцов м а тр и цы А .  П р и гш r 
димся поэтому  в н и м ательней  к соотношени ю  (2 . 1 . 25 ) . Если 
а 1 , . . . , an - столбцы А ,  то 

А 1 = (1 - wwт) А = А - wwт А =  А - w (wта 1 , wта2 , • • • , wтап) . 

(2 . 1 . 26) 
Следовательно ,  i-й столбец матр и ц ы  А 1 р авен 

(2 . 1 . 27) 

Теперь  м ы  можем о п исать алгор итм Хаусхолдер а векто р н ы м  
псевдокодом ( с м .  р ис. 2 . 1 . 1 2 ) . 

Для  k = 1 до n - 1 

sk = - sgn (akk ) Ctk a7ky f2 ' Vk = (s� - skakk) - l  
U1 = ( 0 ,  . . . , О ,  ан - sk , ak + l .  k '  . . .  ' апk ) 
akk = sk 

Для j = k + 1 до n 

ai = vku1ai 
ai = ai - aiuk 

Рис. 2. 1 . 1 2 . Стол бцово ориенти р о в а н н а я  cxc� ta  м етода Ха усхолде р а .  Ащорит м 
скал я р н ы х  п р оизвсде н н й  

Н а k -м  ш а ге процесса в ы чис.1 ение  sk требует скал яр ного 
произведени я  дл и н ы  n - k + 1 ,  затем с помощью скал я р н ы х  
опер аций  определя ются 'V k  и a k k - Sk .  Внутр енний  цикл соста в 
л я ет скаляр ное п р оизведени е, сопровождаемое тр и адой ; дл и н ы  
векторов р а в н ы  n - k + 1 .  Т а к и м  обр азом ,  средня я  дл и н а  век
торов  та же,  что и в L И-р азложени и , т. е .  О ( 2n/3 ) , и во внут
реннем  цикле  вы пол няется тр и ада того же в ида .  Гл ав ное от.1 и 
ч и е  состоит, р а зумеется ,  в то м ,  что теперь во  в нутр еннем цикл е  
тр ебуется еще в ычислять скал я р н ы е  произведени я  u 1аг 

Для м а ш и н  типа  «регистр - р егистр » в а ж но так  ор г а н изо
вать в ы ч исления ,  у ка з а н н ы е  на  р ис .  2 . 1 . 1 2 , чтобы  избсжать не
н уж н ы х  обр ащени й  к п а м яти .  Р ассмотр и м  первый  шаг ( k  = 1 )  
и п р едположи м  дл я н а ч ал а ,  что n не  превосходит дл и н ы  век
тор н ы х  регистров .  Чтобы нач ать модиф и кацию, нужно з а грузить 
в векторные  р егистр ы u 1 и а2, посл е чего в ы ч исляется  а2 • По
скольку u 1  и а2 по -п р ежнему н а ходятся в р ег истр ах ,  то можно 
моди ф и циров ать а2 без допол н ител ь н ы х  з а грузок .  Для j = 3 
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нужна .1 ишь  з а грузка  векто р а  а з ,  та к к а к  u 1  остается в р еги 
стр е, и т .  д. Итак ,  дл я пер вого ш а га ( k  = 1 )  необходи мы 
тол ько n вектор н ы х  з а грузок .  

Есл и ,  что впол не вероятно,  n бол ьше д.1 11 н ы  вектор ного ре
гистр а ,  то ситуа ция  будет совер шенно  иной .  Для в ы ч исления  
а2 ,  которое в р едшествует модификации  сто.1 бца а2 , требуется 
ч а стя м и  за груз ить пол н ы е  вектор ы u 1 и а 2 ,  затем эти же  век 
тор ы  нужно за грузить еще раз ,  чтобы  модифицировать а2 . 

:ёсл и та к и м  же образом  поступить со сто.1 бца м и  аз,  . . .  , an , то 
в общей с.южности понадобится 2 ( n - 1 )  з а г р узок  векто р а  u 1 

и по две за груз к и  для каждого вектор а  а2,  . . . , an. Общее ч исл о  
з а грузок по.1 н ы х  векторов  н а  первом ш а ге р а в но 4 ( n - 1 ) .  

Бол ее уда ч ной  стр а тегией может быть в ы ч ис.1 е н и е  всех 
коэффициентов а ;  до н а ч ал а  модификаций .  В этом сл уч а е  м ы  
загружаем в р егистр первую часть вектора  u 1  и в ы ч исл яем  вес 
част и ч н ы е  скал я р н ы е  произведения  с соответствующи м и  ф р а г
м ента м и  векторов u 1 ,  а 2 ,  а3,  • • •  , an .  Зат<.ом  з а гружа ются вто р ы е  
отр ез ки векторо в  u 1 и а ;  и в ы ч ис.1 е н и е  ска .1 я р н ы х  произведений  
продол ж а ется ,  и т .  д .  При  модификациях  снова  за гружается 
п ервая  ч аст�> векто р а  u 1 и м оди ф и ци руются соответствующие 
ч асти в а 2 ,  • • •  , an.  Далее з а гружается втор а я  ч асть в u 1 ,  моди
фицируются соответствующие ч а сти в а2 , . • .  , an, и т .  д . П р е
и м у щества та кого подхода з а ключается в том ,  что u 1 н ужно 
за гружать тол ько дв ажды, поэтому общее ч исло з а грузо 1..: пол
ных векторов на  первом  ш а ге теперь соста вл яет 2n.  Н едостат
J<О м  я в.1 я ется необходи мость допол н ительной п а м яти  дл я хр а 
нен и я  чисе.1 а ; .  

Расс мотр и м  теперь  ал ьтер нативную фор м у  м етода Хаусхол 
дер а .  П усть а; обоз начает н а  этот р а з  i -ю строку м атр и цы А ;  
тогда фор мулу  моди ф и к а ц и и  (2 . 1 . 26)  можно переписать в в иде 

n 
A I = A - wzт , zт = wт A = �.t L И; a; = )..tvт , (2 . 1 . 28а ) 

i = l 

та к что новая i -я  строка  р а в н а  

(2 . 1 . 28Ь) 

Это п р едста вление  и ногда называют фор мулой  модификации 
ранга 1 ,  rюскоJi ьку  ранг  матрицы  w z т  р а вен 1 .  Моди ф и к а ци ю  
м о ж н о  пол ностыо реал изовать с помощью т р и а д  ил и л и ней н ы х  
ком б и н а ций .  А.1 горитм  в цел о м  п р иведен на  р ис .  2 . 1 . 1 3 . 

Средня я дл и н а  в екторов  в этом а л гор и т м е  снова р авна  
О (2n/3 ) , а в ес  вектор н ы е  опер а ци и  теперь  п р едст а вл яют собой 
тр иады .  З а м ет и м ,  одна ко ,  ч то если А хр а н ится по  строк а м ,  то 
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в ычисление  В С\1 И ч и н ы  s " ста новится менее эффекти в н ы м ,  по
сколь ку э<1 ементы сто.1 бца м атрицы А не  н а ходятся в с м ежных  
поз иция х  п а м нти .  Ч ис.1о  обр ащений  к основн о 'V! у  м ассиву по  
существу та i\ас ж е ,  ка i\ и в а .1 ыс р н ативном а ,1 гор итмс ска .1 я р 
н ы х  произвецсний .  П р и  в ы ч ис.1 с н и и  \',1 н а  первом  ш а ге можно 
испол ьзовать все а; ,  пока  вс i<тор v 1 ил и его ч асти х р а н я тся  
в векто р н о м  р е гистре .  Таки'V! образом ,  н а  первом  ш а ге потр е
буется О ( 2п )  з а грузок  по.1 н ы х  веюор ов . 

Псеi:ЩОI\Од н а  рис .  2 . 1 . 1 3  осно в а н  н а  нсявном предположе
н и и ,  что А х р а нится по строк а м .  Nlожст оказаться жел ате.пьн ы м  

Д л я  lz = 1 .lo n - 1 

sk = - sgп (akk) Ctk a'fky / 2

, "\' k = (s� - s,pkk ) - 1 

U1 = (0 , . . . , О , akk - sk , ak � I . k ' . . .  , апk ) 
n 

vk = L utka L '  
L � k 

Д.1н j = k до n 
� г  ai = ai - ИjkVk 

Рис. 2 . 1 . 1 3 . Строчно о риенти рова н н а я  схе м а  метода Хаусхолдера .  Алгоритм 
моди фикаци й  ра нга  

п р и м ен ять модифи кации  р а нга  1 и в том сл учае ,  есл и А х р а нит
с я  по сто.1бца м .  Дл я вектор н ы х  ком пьютеров,  требующих р аз 
меще н и я  векторов в смежных  я чей к а х  п а м яти ,  целесообр а з но 
в та ких  обстоятельств а х  использовать п р а восторонние  п р еобра 
зов а н и я  Хаусхолдсра  

(2 . 1 . 29) 
Первое п р ео б р а зованис  позво:1 яет получить нули в н аддиа го 
н а л ь н ы х  позици я х  носледнего стол бца ; пос.� едующие п р еобр а 
зов а н и я  дают нул и в стол бн,а х ·  n - 1 ,  n - 2,  и т .  д .  Т а к и м  о б р а 
з о м ,  в мрсто QR-р аз:южения  м ат р и ц ы  А посл едовательность 
п р еобр азов а н и й А Р 1 Р2 • • •  Pn-1 

= L п р и водит к LQ-р аз.1ожснию,  
где  L - нижнетр еуго<1 ь н а>J , а Q - ортогонал ь н а я  м атрицы .  Это 
эквивалентно в ы ч ислению QR- р а з.:южени я  дл я А т, но без яв 
ного тр а нспониров а н и я  м атр 1щы А.  Детат1 LQ-алгор итм а ,  а н а 
логичного а:J гсJ ритму  н а  р ис. 2 . 1 . 1 3 , в ы несс н ы в упр аж н ен ие 2. 1 . 1 0 . 
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Метод Гивенса 
Преобразован.ием. Гивен.са называется м атрица  вра щения  вида 

cos ei 1  

- s i n  ei j 

1 
(2 . 1 . 30) 

Си нусы и коси нусы расnолагаются здесь на Пересече н и и  i - й  и 
j-й строк и i -го и j- го стол бцов .  Легко показать ( упражнение  
2 . 1 . 1 2 ) , что любая  матрица  в р а щен и я  ортогональна .  Р ассм а т
р и в а е м а я  как  л и нейное п р еобра:юва н и е, матрица  P;i задаст но
вор от н а  угол e ij в плоскости ( i , j ) .  

Что б ы  нолучить QR-р азложение  (2 . 1 . 22) , м ы  воспользуемся 
м атрица м и  Р; 1  следу ющим образом .  Рассмотр и м  произведение  

с 1 2а 1  + s 1 2a2 
- s 1 2a 1 + С 1 2а2 

аз (2 . 1 . 3 1 )  

Где С 1 2 = C O S О 1 2 , S 1 2 = s in  8 1 2 , а через а ; обозначена  i -Я  строка 
:-.1 атр и ц ы  А. В ы берем  8 1 2  так ,  что б ы  

(2 . 1 . 32) 

4 Дж. Ортсга 
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Т а к и м  образом  м атрица  А 1 пр иобретает нул ь  в позиции  (2 ,  1 ) ,  
и элементы двух ее вер х н и х  стр о к  в общем случае  отл и ч аютот 
от соответствующих элементов м атр ицы А ,  в то в р е м я  ка к ос
тал ь н ы е  строки  совп адают.  Далее м ы  в ы ч исл яем  произведение  
А 2 = Р1 зА 1 , в котором модифицируются пер в а я  и третья  стро
ки  в А 1 , а прочие  строки не  и з мен яютс я ;  в ч а стности,  нуль ,  по
лученн ы й  на первом ш а ге в позиции  (2 ,  1 ) ,  сох р а н я ется .  Угол 
8 1 з  теперь подб и р а ется так ,  чтобы  обратить в нуль элем ент 
(3 ,  1 )  м атрицы А � . Продол ж а я  та ки м образом ,  мы оди н  за дру
гим а н нули руем оста вшиеся ( п оддиа гональные.- Перев. ) эле
м енты п ервого стол бца ,  з атем  а ннул и руем  эле менты второго 
столбца в порядке (3 ,2 ) , ( 4 , 2 ) , . . .  , (n ,  2 ) , и т .  д. Всего м ы  ис-
пользуем (n - 1 )  + (n - 2) + . . .  + 1 м атриц в р а щений .  В ре -
зультате  получится  верх н етреугольная  м атр ица  

Р А == Рп - t . п . . . P,2A = R. (2 . 1 . 33) 

Все м атрицы P;i ортогональны ,  поэтом у  Р и Р-1 та кже ортого
нальны .  Пол а г а я  Q = Р-1 ,  види м ,  что (2 . 1 . 33 )  и есть иско мое 
QR- р а зложение  (2 . 1 . 22 ) . 

З а м етим ,  что п р и  а ннул и рова н и и  Э.'I ементов м ы  н е  в ыч ис 
ляем са м и  у гл ы  в р а щений  8 ;i , а то:т ыш и х  синусы и косинусы .  
Та к, для (2 . 1 . 32 )  

(2 . 1 . 34) 

Метод Гивенса  обладает естествен н ы м  п а р аллел и з м о м  п р и  
модифи кациях  стро к  н а  ка ждом ш а ге .  После того к а к  с по
мощью ска.1 я р н ы х  опер аций  н а  н ервом  ш аге в ы ч исле н ы  с 1 2 и 
S 1 2 , две перв ы е  строки модифицируютс я  в соответствии с фор
м ул а м и  ( 2 . 1 .3 1 ) .  Это требует ум ножения  вектор а на  ч исло ,  а 
затем в ыпол н я ется триада .  Обр ати м в н и м а ние ,  что дл и н ы  век
торов р а в н ы  n - 1 ,  поскольку, как мы знаем ,  новый элемент 
(2 ,  1 )  и м еет нулевое з н ачение .  Так к а к  евклидова дл и н а  пер 
вого стол бца при  у м ножени и  н а  Р1 2  не должна  и з м ениться ,  то 
м ы  также з н а е м ,  что нов ы м  значением  эл ем ента ( 1 , 1 )  будет 
уже вы численн а я  вел и ч и н а  (ai 1  + а� 1 ) 1 1 2 • Ита к, а н нул ирование  
эл е ментов первого стол бца тр ебуе·1 4 (n - 1 )  векто р н ы х  опер а 
ц и й  с векто р а м и  дл и н ы  n - 1 .  А н алогично а н нул ирова н и е  эле
ментов j-го стол бца  потребует 4 (n - j) векто р н ы х  операций  с 
вектор а м и  дл и н ы  n - j. П оэтому  средн яя  дл и н а  векторов дл я 
процесса п р иведения  в целом  р а вна  ( упражнение  2 . 1 . 6 )  

4 (п - 1 )  (n - 1 }  + 4 (п - 2) (n - 2) + . . .  + 4 = О (2 /3) (2 1 35) 
4 (n - 1 )  + 4 ( n - 2) + . . .  + 4 

n '  • · · '  
т. е .  т а к а я  же, к а к  для L И-р азложения и м етода Х аусхолдер а . 
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Пссвдоl\од р а с оютр е н ной сх е м ы  а.l горитма  Г и вl'Нса  п р rшс 
дсн  н а  р ис .  2 . 1 . 1 4 . З а :>.lсти \1 ,  что  нри  модиф и ка н и и  rн· 1, н > р а  ai 
НСIЮ.l t,зуетс н текущее з н а ч е н и е  векто р а  ak ,  а не  тол ы.:о  что в ы 
ч ис:r е н ное :ш а ч е Н I / е ,  1\ОТ01Юе обозн а ч ено ч ерез ak . 

В a :I ГO fH I Пi e Г н вснса  вдвое бо."f i>ш е  вектор н ы х операций ,  
ч е м  в а.1 горитм а х  Х а ус -..: о:Iдср а .  Одна ко д:r н м а ш и н  т и н а  « р е
гистр - регист р »  :ни о щ•р а ц и н  можно реа .1 изовап, с испо.:J ь-

Д.:1 н  k = 1 ; � о  n - 1 
Д.l Н i = fl + J ДО l l  

В ы •шс . I I !ТЬ sk i · ck i 

a k  = ck i ak + s" ; ai 
а ; = - sk iak  + ck i a i 

Рис. 2. 1 . 1 4 . с·, р о • ш о  o p i i L' I I I' I I JIO B a i i i i a н  l' \ l' \1 <1 \ IL' 1 о д а  Г н в с н е а  

Jов а н н с м  1цвое :.t t' H I> I u e г o  Ч I I C . t a  о б р а ще н и й 1:\ п а :v1 яп r  по с р а в 
нению с а .1 ГОJШП1 а м и  Х а ус \ о.щср а .  Сч ита н теп ерь нсрв ы м  ш а 
го м  аJr горит м а  а н ну.1 1 1 р о в а н и с  э.1 е м ентов н ер вого сто:r бца  А ,  
р ассмотр и м  этот ш а г  бо.1ее  в н и м атс.1 ь но. Вектор ы а 1 и а2 ( и .1 11 
и х  ч а сти ) з а гр ужа ются в в е 1..:то р н ы t' ре гистр ы ,  а затем в ы rю.тr 
н н стся  н еоб\оди м а я  а р н ф м ет и /\ а .  ,1\;\одн фицирова н н ы й  вспор 
а , оста етс я в ре гистре ,  п оэто м у  а н ну.1 и ров а н и с  элемента  (3 ,  1 )  
требуст за гру .ш и  .� н ш r, в е пор а a ·J . Т а ки м  обр а зо м ,  дм1 а н ну.rш 
ров а н и я  n - 1 э.1 l' \1 снтов н е р вого сто:1 бца нонадобится .1 и ш r, 
по одной з а грузhс  1\ а ждой стро hи \1 а т р и ц ы  А ,  и в общей сJюж
ности будет n з а г р узок  I I O.l H Ы '\  вспоров .  Это ч ис.1 о  нужно со
поставить с О (2n)  з а грузка м и  дл я а л горитмов  Хаусхолдср а . 
СлсдоватеЛ J , но ,  д.'l н ве /\то р н ы х  м а ш и н  а .l t·оритм  Ги вснса будет 
бо.1 ес  1\О Н hурс нтос rюсобсн ,  чем п о l\ а з ы в а ст в ростой подсчет 1\О
.п и ч ества  опер а ц и й .  

С х е м а  а .1 гор и т м а  Ги венса н а  р ис .  2 . 1 .  1 4  о р и ентирова н а  н а  
обра ботку п о  строка м .  Стол бцово о р иентиров а н н ы й  алгоритм 
з а п и с а н  в в иде пссвдо 1юда н а  р ис .  2 . 1 . 1 5 . В н а ч ал е  k - го ш а г а  
в ы ч ис.1 я ются все п а р ы  с и нусов и 1:\Ос и н усов дл я k - го сто.1 бц а .  
Это требуст м ного/\р атного персечста э.1 с мента ( k ,  k ) , вс .'! сд
ствис  ЧеГО Та КОЙ ПОДГОТОВ ИТе.'! Ь Н Ы Й  ЦИ I\Л [ це.1 И КО М  СОСТОИТ  И З  
ска .1 я р ной а р и ф м ети ки .  П е р в ы й  а р и ф м етичесi\ИЙ  онсратор в 
Ц И 1\ .1 С 1 10  ji ПСр СВ Ы Ч ИС.'I Я СТ Э.l С М <:'Н Т  (k ,  j ) , 1:\ОТО р Ы Й  И З М С Н Я СТСН 
п р и  ка ждо м новом з н а ч ен и и  i .  Вер х н и й  и ндс /\с с:1ужит д.'I Н 
того, что б ы  отл и ч ать  текущее :шачснис  элем ента (k ,  j) от его 
з н а че н и я  д.1 я п р едыдущего i. В тер м и н а х  векто р н ы х  опер а ций 

4* 
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n нутре н н н й  ци l\.'1 по i м ож но п р сдста в и п, та к :  

р = s kai ,  r = ckai 

Длн i = k + 1 д о  n 
aU . t- I J  = с . a m  + р .  

k }  k l  11 / 1 
q - s aU >  i - k i  k j  

ai = r - q .  

П р и  фор м и ров а н и и  р 1 1  r и с п ОJI Ь3устсн о п ер а ц и и  поко :vr п о н е нт
ного у м н о ж� н и н  в е кто р о в .  Т а к и м  об р а зо м ,  в н ут р � н н и й ц и к:1 

Д.1 н  ll = 1 ,1.< > n - 1 
Д:ш l = k + 1 до n 

В ы ч н с .1 нТJ,  sk l ,  c k l  
akll = c k lakk + sk l a t k  

Д:ш j = k + 1 до n 
Д.•ш i = k + 1 щ> n 

al i . t- I J  = с .a< i ! + s . а  . .  k J  '" k J  k t  l l  

ai/  = - skia�] + c k lai i  

Рис. 2 . 1 . 1 5. Снмuцово ор 1 1 L" I I I 1 1 ров а н н а н c x t • \l a  м етода Гнвснса 

можно з а п и с а ть с н о м ощью трех в е кто р н ы х  о п ер а ц и й  (два по
ко м п о н е н т н ы х  JЗ е Jпо р н ых у м ножен и я  и одн о сл ожен и е веlпо
р о в )  1 1  с к а .1 я р но го ци кл а .  Я сно,  ч то стол б цово о р и е н т и р о в а н н ы й  
а .1 го р и т :vr  ве ктор юу етс н н е  т а 1-: х о р о ш о ,  к а к с т р о ч но-ор и е нт и р о 
J{ а н н а н  c x c :-.t a  н а  р и с . 2 . 1 . 1 4 . 

Упражнения  к параграфу 2. 1 
1 .  Провернп, но I I I I:\) IЩ I I И  фор\1 )".1Ы cy м \t l l jJOB a t ш я  

11 11 
"' 1 i...J i = 2 1/ ( 1 1  + 1 ) , L i2 = � 11 ( 11 + 1 )  (2 п + 1 ) . 

i - 1 

С I I X  I IO\IO IЦI,IO I ! 0 1( 3 З а ть,  lJTO О Г Н О Ш t' Н И С  В (2 . 1 . 3 )  р а ВНО 

..!.._ n ( n - 1 ) (2n - l ) = ..!__ ("  - I ) = 0 (2 /3) 3 п ( п - 1 ) 3 -сп 11 • 
2. П усть д:t я nсктор 1 1оrо 1\0\I I l i,\O"t l'pa  з :11 р а т ы  вpe\l t' I I И  соrта в:t и ют ( 1 00 + 

+ l Om)  не п р н  (":tожсlш н ,  ( 1 600 + l Om )  не: ,1,л 11 триады,  ( 1 600 + 70m) не 



2. 1 .  Прялtыс .!tсто<Jы йля векгорных ко,нпью·rеров 1 0 1  

п р п  :tCJit' / 1 1 1 1 1  ве к торо в  дJI I I H Ы  1 1 1  1 1  1 00 н е  ,м и с к ал я р н ы х  о н с р а н 1 1 ii f lо к а з а  1 1 ., 
что .J.I OI C I I L' ft'\1 1 ·1 1 1 0 р яд1< а  n о бщее в p c \l st l' Xt '\1 /. U - p a э:южt' l l l l ll ,  l l :ю б р а ж с н 
н ы х  l l a p l l t' .  2 1 . \  1 1  2 1 . 2 ,  l'Ut' I < I II .'I Яt' l t 'OO I В l' ГL' I' В l' H I J (J 

Т R = ( 1
;� n 3  + 850п2) не 11 Т с = ( 1

;
� n·' + 83511 �) н е.  

3. Пустh В< 'К1 о р н ы й  1\ 0 \I I I Ыo н· p 1 1 \ lсет гс Ж <' x a p a к r e p l l t' I I I K I I ,  ч ·1 о  1 1  в y п 
p a iК H <' I I I I H  2,  1 1  Вдоба ВОК М О IК t' Г I! Ы I J I I L'.'I S/1Ъ L'I< Н.1 Я р Н ЫС П pO I I :J II l ' , \t' II I I Я  С з а т р а 
Та \! И  в рt' \1 !' 1 1 11 ( 2000 + 20m ) пс ,  г. \l' т - - д:1 и п а  вt•ктщюв. В ы я с н l l п  • .  в з а в п 
с п моснt  U l' I I O p Я,\ I<a fl C I \ C l t' \I Ы .  1 \i i i\ O Й 1 1 3  .1 11)' '< < Ш I ' U p l l  Г \1 0 11 p c i i i L' I I I I Я трС)' ГU.1 1, 
НЫХ C l l t'H' \1 эффеi<Тi t в н е ii .  a;1 ro p 1 1 1 \1 (2  1 1 О )  1 1 .'1 1 1  а: 1гор 1 1 1 '' 1 1 а  р п с  2 1 5 

4. Пpe.щo.IOil< tl \1 , •по 11 щJ Ш II I I l'  1 1 1 1 1 а  «рс r 1 1 с 1 р - регнстр» объем pci i !C i p a 

р а вен б-l сло в а м  О бс уд н ть М lЦ I I ф i i i«ЩI I I I  a: tropl l l \1 0 11 ( 2 . 1 4 )  1 1  (2 1 . 5 )  с уче 
том этого о бсто я тс.1 t.стн а .  

5 С ф о р м ул п р о в а т ь  а л го р п  Г \1 с 1< а .1 я р н ы х  п p o t l з вeдt' I I I I Й  1 1  сто.1 бцов ы й а .1 -
гор н т м  дл я рt• ш е н шl H I I Ж H t"t pcyгo.1 t .нoй с н с1 с \! Ы  у р <� В НL' I Ш Й  /.х = Ь .  

б И с но:1ь ю в а ·1 1 .  ф о р �! )  .1 ы t'} \J ),1 J i po в a i/ I I Я  ш y н p a Ж I I L' II I I !I 1 дл н п ровер к н  
p U B l' H t' Г l! ( 2  1 . 1 7 ) ,  ( 2 . 1 1 9 ) ,  ( 2 . 1 . 2 0 )  1 1  ( 2  1 35 ) 

7 Пус r 1. ве i< то р н ы ii I<О \шью rср П \l<'t' Г  x a p a 1< 1L' P I I C1 I I K I I ,  у к а з а ш r ыr в ) н 
р юк н с ш нt х  2 1 1  3 JLm1 C I I L' ГL' \I Ы с \1 < 1 1 p 1 1 Ut' ii n Х n 1 1 q н р а в ы м н  ч a t"l ll \1 1 1  в ы 
ж·н нть,  п р н  1\ а К / / Х  э н а ч е tш н х  q 1 1  1 1  ;и1 го р н т м обр а тно й  1юдс rа ноики ( 2  1 . 2 1 )  
бОЛ<'t' эффl' l< l i i Bl'll ,  1 1 t' M  о бр а т н а я I IO ДL'T:I IIO B I\ a  ( 2 . 1 . 1 0 ) ,  l l p l l 'vl t' H Я C' M <I Я  I IOL',1L';\O 
Ba l l\1 ЫI O к каждой н р а воii ч а с  1 1 1 

8. П усп, вектор н ы й  J\(] \I I I I • IO l l' P  н ч <•ст п· жr л a p a 1< 1 t' p i i c1 1 1 1\ I I ,  •п о 1 1  в у н 
р а ж н е iШ I I 2 ,  1 1  I I Y C  I Ъ  ;1.1 11 B bl 1 1 1 1 L'.1 l' H I I SI 1\ 1 1 <1 . \ p a T I I O I  О K O p iHI Tpt' б )'L'1 t' !l 500 Н С .  
П о к а з а п,, что общее в р е \1 !1 в ы п о:шt• н н я  a:J r o p i i i \I a  Х о. Jt•сского ( р и с  2 1 . 1 0 ) 
состав.'J нст 

Т = ( � n·1 + 835n�) н е .  

9 Из\!снить  р а в е п с r 110 ( 2 . 1 1 3) т а к,  ч1 о бы о н о  соо 1 1 1< '1 Стtющ :t:ю р а з:ю 
ЖС Н I I Ю  А = /.L 1 ,  а з а т е м  дап, фор \tул н р о в к н  т н ш1 ф о р \l � . ш ро шш Донrа р р ы
А й:J<• н ш та та дл н ра зjюж rн н н  X o:IL' l' <' Koгu 

1 0. П оr·1 p o H 'I I >  а л rо р i П \1 мо,щ ф н к т ш й  р а н га 1 ,  а н а:ю гн ч н ы й а .1 г о р и  Г \ 1 )' 
н а  р н с  2 1 . 1 3 , , ц н  /. Q - p ;J З .1 0 iК t' I I ШI \1 а 1 р 1 щ ы  t1 И с н о.1 1,зов а п. п р н  .-J I O M н p ;шo
c·юpo l l l l l l l'  1 1 р с о fi р а зо шнш н Х а у с х о.цс р а  шца ( 2  1 29 ) .  

1 1 . П усп. Р = 1 - ww 1 , Г,\С w - - вещ<'С I НL' Н Н Ы Й  вrктор·ст(м бt·l� Поl\ а 
з а ·lъ, ч го :  1 )  Р -- - L' I I \1 \I L' I P I I ' I II a SI шl 'l р н ц а ;  2 )  м ;1 1 р н ц а  Р ортого н а :1 ы1 а  тогда 
Н 1 OIO> I\ 0  'I ОГд а ,  1\0 Г,l< l  W 1 W = 2 

1 2 По к а за п . ,  ч 1 о  \l а т р ш щ  в p a щ<'fl l l !l (2 1 30)  ортого н а JIЫ! а .  

1 3 Ра с п р ос1 р а ш ! Т I ,  а. 1 rо р н  Г \1 Дош n р р 1 .1 - - А ii з е н ш т а 1  а на  б:ючн ы ii с:1 у ч а й ,  
з а �t е ю ш  ( 2  1 . 1 3 ) р а в е н  с 1 11 0 �1 

А 1 1 ]  [ /. 1 1 
А 2 з  = Ln l-2 2  

,1 J2 Азз fjн l- :12 
Тепер ь А 22· 1-22 11 u22 -- \1 <1 '1 р н ц ы ,  1 1 р 1 1 Ч С \1  11 1-22 вес д н а го н а л ы ! Ыt' ЭЛl' О\,1 (' 1 / Т Ы  
р а в н ы  1 Прнра в н н в а я соптвс 1 ст в у ю щ н с  Э.lL' MCHThl этой блоч н о й  ф а К1 о р ю а 
ц н н ,  п олуч н ть ф о р м ул ы  1 11 П а  (2  1 . 1 4 ) ,  о прс,�сл шuщнс 1-22. Lз2. u22 11  u23 nрп 
з а д а н н ы х  l- 1 1 .  /.2 1 ,  /.з 1 .  И 1 1 .  И12 ,  И 1з-
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Л итература и допол нения  к параграфу 2. 1 
1 .  В ста 1 ы· [Duнgarra ,  (] t t s ( a \' SO i l ,  Ка г р ,  1 98-!] дово:1ыю нодробно о бсу

ждаютс я с по со б ы о б ра ботк н векторов,  ,t:ш н а  1ю го р ы х  п рс в ы ш а <'т дл и н у 
век1 о р н ы х  р е г и с т р о в ,  а т а t< Ж l' в а ж н ы е  во п рос ы ·i а ЦL' П :t с н и н  н c o B \ I P l l t l' I IИ H 

В этой с r а тьс, к р о м Р  того , с н с rс м атп чсс tш \1 о бр а :ю \1 в в о д нн· н  ijk-фо р м ы  
1- И- раJ:южен и я  �· же  в р а бон � I MoiPr ,  1 972 ]  п р о п а га н,..t и р о 11 а :юсi, п р н \l с п е н и е  
фо р м ы k j i  дл я I ю с л сд о в а тсл ьн ы х  к о м п ыо гсров с в и р t у а т, н о й  п а �1 я п . ю , а в 
отчете [ Fo п g, Jord a п ,  1 977] от�1 с ч а .1щ·ь ,  что фо р \1 11 jki O Ч L' I I b  ) до б н а  д:нr м а 
ш и н ы CRA У- 1 Более дет а л ь но ijk -фop� rы  д.1я  /. U- разложе н и н  и р а 1ло же н и н 
Холrсского р а с с м а т р и в а ютсн в с т а т пс [Or t c ga , 1 987Ь J; т ю1 11\ l' д а н а  бо. Jсс 
общая фо р м ули ро в к а , В l<лючающан  в себн а .1 го р и т \I Ы о l\ а й м .1сшr н и До н г а р 

р ы - А йзен шта та I l р н.1 о ж с н и с  1 ОТ ' I а с гн б а з н руе1 о1 н а  � 1 о й статье 

2 Ащо р ИТ \1 До н г а р р ы  -- А й :н• н ш т а ·1 а о п и с ы в а rт с я  в статье [Doпgarra , 
Ei seпs t a t , 1 984], где, 1\ PO\I C  1 ого, oбcy,I\ ;J.a J01 0I a JJ J o p п i \1 Ы  o l\ a Й �1.1 L' I I I I Я Cxcill a 
с ка :ш р н ы х п р о из ве,tе i Ш Й  а:1 гор 1ПМ а До1н·а р р ы  -- Лi 1 зl'l l ш1  а 1  а п о с) щес1 в у с о в 
п а л а t• т  с ,\ leтodo,\1 Лу.ш тла ( см  его о п 1 1 с а н ис ,  н а п р 1 1 \1С р , в к н ш·р [Ste,,· a r t ,  
1 �73 ] ) .  М ы  п р е;щ о'НJТае\1 н а з ы ва 1 ь ло г \l ст од a.1гopJ JT\I O\I Дов r · а р р ы � А !J з е н 
ш т а т а ,  учв г ы в а я а l\цспт,  ко1 ор ы й э1 1 1  а в то р ы c. tt·л a Jш н а  о н ср а ц 1 1 н х в е к 
тор н о - м а тр и ч н ого ) \Ш О Ж С Н I I Н ,  в х од н щ н х в а .1гор 1 1т\1  

3 В с1 а т ьс [Ca l a h a n ,  1 986 1 а: н-орнт\1 До н г а р р ы - А й з е н ш  га  т а  о бо бща ет 

с я  н а  бл оч н ы й сл у ' l а й ( с м  уп р а ,-к нсн ш• 2 1 1 3 ) ,  о с н о в н о й  о н е р а Щ! L' Й теперь 
явл ястс н м а т р и ч н о - м а т р н ч ноl' ,  а н е  м а тр н ч н u - в е к гор н ое у \ш о ж с н И L' П р н во 
д нтсн резуЛI.та т ы ,  по.1учснныс а вто ро \1 д:1 н одного н роцсссора �1 а JШ ш ы  
C RAY-2 В 'l е х н l l ч t•ском о гче 1 е [ (] a l l i \ a !l е !  a l , 1 987] обс) ж д а ют с я  д р у г и е  
бJIOЧ I I Ы l' a JI ГOp i iT\I ЬJ /. U - p a J J I O Ж L' I I I I H ,  I I J 1 t' . t l l a З H 8 lJ C I I I I bl l' 1 , l i.I B I Ш \1 o Ci p a  Ю \1 , t :I Я 

C I ICTl'\I Ы  A l l i a п t  FX/8 Рс.Jул ы а 1 ы э г 1 1 х  а вто р о в  B H L' ' I ,J I . I Н IH I , · o ц a t' I OI o щ y 
ЩPHIIl', ч 1 о  .1:1 я \t а ш 1 1 н  с н �р а р х и 1 1 ес ю1 м ус гро й с гно м п a \I Я I' l l  к н а 1 1 л у ч ш 1 1 \1 

алrор 1 1тм а м  п р 1 1 воднт,  no B L'l' Й  в ер о япюс 1 1 1 , бJюч н ы ii 1 1 0 .1 :\ Од. 

4 В r т а п,е [ Doп ga rr a , I l c\\' i t t ,  1 986 1 обе) ;.1ца е 1 с я к о м б и н а ц и я  ф о р \1 jlli н 
ilji /. U-ра :може н н я ,  в ко 1 0 рой в ы ч и сл н ю1 с я  с р а з у  несколько сто.1 бцов (c l\ a 
ж e �t .  ч с 1 ы ре ) \t а т р i щы 1- , пос:н � чего 0 1 1 1 1  исп о .1 t.з ую гс н ;: ц я  �юднфи l\ацшt о с 
таJiь н ы х  с тол бцов Сообщастсн о в с л ш<оле п н ы х  рс3у:1 ы а т а х ,  по .1у 'r ен н ы х д.1 я 
Ч<'ТЬI Р <' \ п р о щ•lт о р н о й  м ;� ш и н ы C RJI Y  Х - М Р  Д а н н ы е  о B P L' M e l l l l  р а бо 1 ы n o 
xoжt·ro а . л u р 1п м а  дл я 1\ом п ью н• р а  C RAY-2 п р и ведс н ы в [ Da \ e , Dнff ,  1 987] . 
Сред1 1  . t p y 1 и х  ста те й (с о р ие н та ц и ей н а  \! а  ш и н у  C R A  У Х - М Р )  \ IO Ж J J O  J J а 
звать р а боты [Ca l a h d n ,  \ 985] 1 1  [Don ga r r a . 1-I i n d s ,  1 985] . в н щ·ж·д н е й п рн в е 
дt• н ы  да нн ые о в pe\le l ! l l  /, U - р а :ы оже н и н 1 1  p a .J .lOiК l' I IШI Хо.1 е с с к о го н е  только 
д.1 Н C RAY Х-МР, но и д.1 Н  д в у х  Я I IO I I C K I I X  м а ш и н .  

5 Сущее гвуст м н о ж с с 1 1ю р а :ы и ч н ы х  ·юч с "  зре н 1 1 н н а  п р о бJН' \I У  1 1 Ррс
ст а н о r юк в г а у с с о в о \! I I C K.'I ю ч c н и l l  В ;щссер г а ц и и  [ L a ml1 io ! ! e ,  1 975]  д. 1 я  м а ш и н 
С О С  pehO Мl'Hдye rc H В Ы Пl>.l Н Я ГЬ Hl'pl'C 'I :.I HOB I\ 1 1  С 1 1 0 \I O UJ I > IO  l' I\ <JЛ H p H Ы X  O l l l' p a 
Ш I Й ,  сслн м а г р и u а  А х р а н итс я н о стол бu а \1 Лл н те х же м а ш 1 1 н  а вто р  р а 
боты [Kasc ic ,  1 979], н а n р о 1 и в ,  советует и с пою.3о в а 1 1, 1 1 р п  ш• рес 1 а но в к а х  о п с 
р а щш с бор ки и p a cc ы JI I O I ,  l'Cci И А х р а н и  г е н  по сто:1 бц а �1 .  и опер а ц и ю с б о р к и , 
а :J а п• м  всю о р н у ю  опе р а u 1 1 ю 'I'I <J K t' I I M Y \Hl н р 1 1  н о и с iН' ГJI <I B HO J'O �.1 е \l е н  г а ,  l' L'IOI  

А х р а н и тсн  по стро к а �r В с 1 т ы• [ D o п g a r r a ,  Ci н s ( a \  so1 1  С а  гр.  1 98-t ]  а в т о р ы  
рекомендуют я в н ые псрест и н ов ю 1  с т р о к  д.1 я \l а ш и н C RA У R H" < H H 'I e c к o VI  

отчете [I I a y ,  G l a d \\' c l l ,  1 985 1 01 \! Р Ч а t•тс я , ч т о  н е я в н ос в ы r ю:r н с п и t· п с r е с  га  н о в о!\ 
п р и в оди т  к к о с в е шю й а д р ес а ци и . г это п:ю х о  . tл я B t' h  го р н ы х  \l a Ш I I H  

G Ва р 1 1а н то м га уссов а нс к.1 ючrн п н  я в:1 я е1 с н а:н о р и т м  Га усс а - - Жор 
да н а ,  где м а тр шr а А п р и водптс н к ди а го н а л ьно м у , а не к верх нетреу r о.l J.
ном у виду. l l a k-м ш а ге текуща я �r а т р и ц а  п м еl'Т фо р �1 у ,  пок аз а н н у ю н а  
рис. 2 . 1 . 1 6. Т о  обсто н1 ельс1 во,  '! ГО элс м с н гы могли н з м с н нть с в о н  пср в о н а -
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ч а л ь н ыс з н а ч е н и я ,  у к а з а н о  с по мощью с и м вола � . С1шт а я ,  ч го akk =1= О, в ы 
ч итаем над:rеж а щие к р а т н ы е  /г- й  ст р о к и  из остальн ы х  строк с те м , чтобы ис
ключи r r, все эле м е н т ы  /г -го стол бца , к р о м е  д и а го н ал ьного П р и  м оди ф и к а ц и я х  
ос нов ной о п е р а цией будет т ри ад а ai - akimk , где ai - столбец текуще й  м а т
р и цы 11 ,  а m• -- Вl'ктор,  соста вле н н ы й  и з  м н о ж и тслей a;k/akk  и и меющий н у 
л е в у ю  /г - ю  к о м r ю н с и  ry По1 енци алыюс п р е и м ущества а л г о р и т м а  Гаусса 
Жорд а н а  в с л у ч а е  И l' П Ользов а н и я  в ектор н ы х  м а ш и н  заключает с я  в то м , ч т о  
в х о д е  п р и веден и я  дл и н ы  в е к т о р о в  не у 'll е н ь ш а ют с я ,  а о с т а ю т с я  р а в н ы м и  n .  
Од н а h о  ч ис.1о последов а тел ь н ы х  оце р а ц и й  в алгорr rтмс составл яет О ( n3)  по 
ср а в н е н и ю  с О ( 2n3 /3 ) о пераци я м и  в га уссовом исключеюш, и эти добавочные 

ak- 1 ,  k- 1 

Рис. 2 . 1 . 1 6. 

о п е р а ц и и ,  скорей всего,  сведут н а  нет в ыи г р ы ш ,  получе н н ы й  от большей дли
н ы  векторов Кроме того, могут воз н и кнуть п робле м ы  с ч и сл е н н о й  усто й ч н 
в остью. В цел о м ,  несмотр я н а  к а ж ущу юс я п р и в лскател ьность р а боты с б о 
лее дли н н ы м и  векто р а м и ,  п о - в иди м о м у ,  м а л о  основ а н и й  дл я 1 ого, чтобы п ред
почесть этот алгорит'll г а у ссову исключ е н и ю. 

7. В статье [Doп garra ,  Kau fman ,  H a rnma r l i n g, 1 986] п р и водятся д а н н ы е  
о в р е м е н и  решен и в  н а  'll а ш инс C RAY- 1 треугольной систе м ы  с q п р а в ы м и  ч а 
ст я м и  посредство \\ стоJrбцового алго р и т м а  (C S ) ,  стол бцового алго р и т м а  
( U C S )  с цикла м и, р а з в е р нут ы м и  н а  гл у б и н у  2, и а л г о р и т м а  скал я р н ы х  п р о 

и зведе н и й  (2 . 1 2 1 )  ( I P ) . В п р и води м о й  н и ж е  таблице у к а з а н ы  некото р ы е  и з  
эти х результато в ;  еди ни це й  в р е м е ни я вляетс я 1 млс .  О б р а тите в н и м а ние,  что 
столбцо в ы й алгоритм с р а з верты в а н ием ц и к:ю в во всех случ а ях п р и мер но 
па 50 % быстрее перво н а ч а л ы ю й  всрс rш 

n q c s  u c s  I P  

1 00 25 1 2.5 8.32 6. 92 

1 00 49_9 33.3 1 4. 4  
200 25 38.6 25.5 24. 1 

200 308 202 93.7 
300 25 78.5 5 1 . 1  5 1 .8 

300 940 6 1 3  290 
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8. Прекр а с ное из.тоженне способов р е а л и з а ц и и  м с 1 ода Холесекого дл я 
IЮслсдова тел ь н ы х  к о м п ьютеров дано в юшгс [George, L i u ,  1 98 1 ]  Н а ш п  р и 
с у н к и ,  нака з ы в а ющи е  х а р актер досту п а  к д а н н ы м , в ы пол н е н ы  по о б р а зцу р и 
с у н к о в  н з  э т о й  к н и г и  О б з о р  р е а л и з ;щ п й  \!с г о д а  Холесекого дл я векто р н ы х  
к о м п ьютеров первого поколсю i я ,  та к и х ,  к а к  Т I -ASC,  C RAY- 1 п СОС STAR-
1 00,  м о ж н о  н а йти в ста тье [ V o i g t ,  1 977] 

9. Алго р и т м ы  д а н ного п а р а г р а ф а  не ис п ол ьз уют я в н о  н а л и ч и е  н улей в 
м атрице коэффи циентов А ;  этот вопрос будет р а с с м отрен в § 2 . 3  Здесь м ы  
отмет и м  тол ько,  что н ули  в А в п олне могут п р е в р а титьс я в н е н уJiев ы е  эле
м е н т ы  п р и  L И- р а зJюжсншl итr како�1 -л н бо ином алго р и т м е ;  это я влен ие н а 
з ываетс я зano.meнueAt. О д н н  из  простсй ш и х  п р и меров того, к а к  может п р о 
изойти оче н ь  си .т ь н ое з а п о.т нение ,  даст  м атрица в и д а  

* * 

* 

* 

.. 

* 

В ней  вес элс м еf!ТЫ р а в н ы  н улю, кром е  элементов п е р в о й  стр о к и  и первого 
с rо,т бца , а т а к ж е  д и а го н а Ji ь н ы х  ЭJiементов.  В ходе L И- р азложен и я  все пуле
в ы е  позиции I I Н Ж H e i  о треугол ь н и к а , вообще говор я ,  будут з а пол н е н ы .  С дру
гой стор о н ы , в м а 1 р и це 

* 

* 

* 

* * 

запол н е н н я  не про исходит, а м н о ж ител и L и И выглядят так же,  к а к  и соот
ВЕ'тствующие части исходной м ат р и ц ы .  

1 0  В ст атье [Ma t t i п g 1 y ,  Meyer, Ortega , 1 987] обсужда ются ( по  а н алоги и  
с L И-р а злож е н ие м 1 1  р а зложен и е м  Холесского ) ijk - фо р м ы  м етодов Х а усхол
дера 11 Гивенса.  Строч н о  ориенти рова н н а я  схема алгор и т м а  Гивенса ,  прине
денн а я  в осно в н о м  тексте параграфа , соответствует ф о р м е  kij. И м е ются так
ж е  естсствс н н ы е ф о р м ы  kji, jki  и ikj ,  одн ако две другие фор м ы  н е  п р и водят 
к эффект и в н ы м векто р н ы м  алгор итм а м  Дл я м етода Ха усхолде р а  а л горитм 
м одиф и к а ц и й  р а н га 1 ( р ис.  2. 1 . 1 3 ) соответствует фор м е  kij, а алгоритм ска
лярных произведений (рис .  2 1 . 1 2 ) - - ф о р м е  k j i  Фо р м а jlгi о п исы ва ет а л горитм 
отложе н н ы х  м одификаций ,  но  остал ьн ы е три ijk-фо р м ы  бесполез н ы .  

1 1 . Ч1 обы у м ен ьши ть ош и бки округлений ,  в ычисление синусов и косин у 
сов в м етоде Г и венса м ож н о  пр ов одить н е  по ф о р м у л а м  ( 2  1 .34 ) ,  а с помощью 
сJiсдующего алгоритм а :  

есл и 1 а2 1 1 � 1 ан 1 .  

если 1 az1  1 < 1 ан 1 .  

ТО 

то r = az i!at i •  
S t z = C 1 zr . 

( 1 2) - 1 /2 
S t z = + r , 

( 1  + 2) - 1 /2 C 1 z = r , 
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В методе Ха усхоJщер а  также воз м о ж но пrреполнение или п олучrние м а ши н
ного нуля п р и  выч ислении  величины sk ( см .  рис .  2 . 1 . 1 2) .  Эту проб.�ем у  можно  
} Стран ить п утем м асштабиров а н и я ;  см по этом у  поводу, н а п р имrр ,  [Stcwa r t , 
1 973] 

1 2  В р а боте [Dongarra ,  Kau fman ,  Hammar l i ng, 1 986] было предложено 
объеди н ить в одно\t шаге два п рсобразования  Ха усхолдера ,  чтобы сократить 
ч исло обращений  к п а м яти .  Обобщrние этой идеи при вело к построению IJ  
статье [Bischof,  v a n  Loan , 1 987] блочн ы х  м етодов Ха усхолдера ,  д.1я  котор ы х  
основной операцией явл яется м атрично - м атричное ум ножение К а к  и в случае  
/. И-разложения , подобные блочн ы е  методы ,  вероятно,  будут н а илучш им и для 
м а ш и н  с иерархической орга низацией п а м яти .  

2.2. П р я м ые методы дл я пар аллельных ком пьютеров 

Теперь м ы  рассмотр и м  вопрос о реал изации  алгоритмов и з  
§ 2 . 1 ,  а также н е котор ых других ал гор итмо13 дл я п а р аллсльных  
компьютеров.  Как  и в п р едыдущем п а р а гр афе,  будем считать 
м атри цу коэффициентов А р а з мера  n Х n з а нол ненной .  

LU-разложение  

П р едполож и м  в н а чале ,  что м ы  р аспол а гаем  системой с л о 
кальной п а м ятью и ч ислом  процессорав р = n .  Тогда один и з  
возможных в а р и а нтов организации  L И-р а зложени я  в ы гл ядит 

Ш аг 1 :  a 1 --+ Pi ,  i = 2, . . . , n 
В Pi (i = 2 ,  . . .  , n) в ы ч исляются li l и нов ы е  
ЭJiементы ai f ( j  = 2 ,  . . . , n )  

Ш аг 2 :  a2 --+ Pi , i = 3 , . . . , n 
В Pi ( i -= 3, . . . , n) вычисляются li2 и нов ые  
эле м е нты ai f ( j = 3 ,  . . .  , n) 

Рис. 2.2. 1 .  LИ-разложение  в системе из  n процессаров 

та к. П усть i - я строка  м атри ц ы  А х р а н ится в процессаре  i .  Н а  
п ер вом ш а ге п ер в а я  строка  р ассыл а ется всем п роцессор а м, 
после чего вычислени я  

(2 . 2 . 1 )  

могут выполняться п а р аллельна процессар а м и  Р2 , • • •  , Pn. Н а  
второ м  ш аг е  втор а я  строка  п р иведеиной м атр ицы рассыла етс я  
и з  процессар а Р2 процессарам Рз ,  . . .  , Pn, а затем проводятся 
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п а р аллельные  в ы ч ис.1 е н и я ,  и т. д. Первые  два ш а г а  пока з а н ы  
н а  р ис .  2 .2 . 1 ;  через а; обозначена  i - я  строка  текущей м атрицы 
А.  Отмети м два  гл а в н ы х  недостатка этого подхода : з н а читель 
ны й объем обмена  да н н ы м и  м ежду кажды м и  двум я ш а г а м и  и 
уменьшение  ч исл а а ктив н ы х  п роцессоров н а  1 н а  каждом ш а ге .  

Ал ьтер нативой х р а нению по  стр окам  я вл я ется в а р и а нт, в 
котор о м  i -й стол бец м атр и ц ы  А х р а н ится в п роцессаре  i. В этом 
случа е  н а  первом  ш а ге все м ножите"1 и  / ; 1 в ы ч и сл я ются в про 
цессар е 1 и р а ссыла ются остал ь н ы м  нроцессор а м .  З атем нро 
цессср а м и  2,  . . .  , n н а р алiJельно п роизводятся модификации  

(2 . 2 . 2  

В ы ч исл и в  м ножите,1 и l i l , процессор 1 прекр а ща ет р а боту ; во
обще, с кажд ы м  ш а r  o:v� ч исло п р остаи ва ющих процессорав  уве
л и ч и в а ется на еди н и цу. Возникает та же,  что и в строч но 
ориентирова н ном а л гор итме ,  пробл е м а  бал а нсировки  на грузки .  

Слоистая схема хранения  
В более р еалистической ситуа ции ,  когда р � n, проблем а 

бала нсировки  н а грузки в известной степени  с м я гчается .  П р ед
полож и м ,  что n = kp и п р и мен яется х р а нение  по  строка м .  По
м ест и м  пер в ы е  k строк  мат р и ц ы  А в п а м ять про цс�ссо р а  1 ,  сле
дующие  k стр о к  в п а м ять  п роцессар а 2,  и т .  д .  Этот способ 
х р а н е н и я  на зовем блочной схе.м.ой. Снова  пер в а я  строка  р а с
сыл а ется из п роцесса р а  1 оста л ь н ы м  п р оцессор а м ,  а затем 
в ы п ол н я ются в ычисл е н и я  (2 .2 . 1 ) , одн а ко теперь это дел а ется 
блока м и  по  k н а боров опер а ций  в ка ждом п роцессоре .  Как и 
п р ежде, в х оде п р и веден и я  вес бол ьшее чи сло п роцессорав  ста 
новятся бездействуюtц и м и ,  одн а ко отношение  обшего в р е м е н и  
выч ислений  к времени  обменов и времени  п ростоев  является 
воз р а ста ю щей функцией от k. 

Бол ее п р и вл екатсл ь н а  схе м а  х р а не н и я ,  в которой строки ,  
распредел е н н ые в р а з н ы е  процессор ы ,  ка к б ы  п росл а ивают 
друг друга .  Будем по -прежнему  сч итать,  что n = kp ,  и п усть 
строки 1 , р + 1 , 2р + 1 , . . .  х р а н ятся в п роцессаре  1 , строки  
2,  р + 2, 2р + 2,  . . .  - в  процессар е  2,  и т .  д.  ( см .  р ис .  2 .2 . 2 ) . 
Та кой способ х р а нен и я  м ы  будем н а з ывать циклической слои
стой схе.м.ой. П робл е м а  п р остоя процессаров дл я этой с хемы  
тер я ет остроту ; н а н р и мер ,  процессор 1 будет р аботать почти  
до са мого конца  п р и веде н и я ,  а и м енно  до  тех пор ,  пока  н е  з а 
кон чится обра ботка строки  ( k - 1 )  р + 1 .  Разумеется , н екото
р а я  нер а в но м ер ность з а грузки п роцессаров  сохр а н ится .  Та к, 
после п ер вого ш а г а  строка  1 ста н ет не нуж н а ,  и на следующем 
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шаге про цессору 1 пр идется обра батывать н а  одну строку 
меньше, ч ем  оста.а ь н ы м  п роцсссор а м .  Нер а в н о м ер ность сход
ного т и п а  воз н и к а ст и в то м шю.rr н с  всрон  г н о \1 с:1 у ч ас ,  когда 
n не  кратно  ч и с.1 у п роцсссоров .  

Тот же п р н нци н н росл а ив а н и я  можно исншн,:Jовать при  х р а 
н е н и и  по  стол б ца м :  теперь  стол бны 1 ,  р + 1 ,  . . . , (k - l ) p  + 1 
за крен .1 е н ы  за п роцессаром  1 ,  сто.1 бцы 2, р + 2 ,  . . .  , ( k 
- 1 )  р + 2 - з а  процсссором  2, и т. д. Снова  вес н роцсссо р ы  
( п р и  небоJI I,шом дисбал а нсе н а гр у3 к и )  будут р а ботап, почти  

до  конца  п р и всде н и я .  С р а внение  двух схем  х р а н е н и я  прово
дится  в упражнениях  2 . 2 . 1 и 2 . 2 . 3. 

стр о к  н строк и <'1 J I O IOI 
1 , р + 1 , . . . , ( k - l ) p + l 2 ,  р + 2  . . . , ( /г - l ) р + 2  . . . ! ' ·  � ! ' ,  . , kp  

п р оцсссор 1 ll (JOЦl'CCOp 2 I I(JOI{CCCO(J р 

Рис. 2.2.2.  Hнкл l l ' l l' l 'IO! н c:JOI I (  ra н е rроч н а я  l' X l' M a  " ра н е н 1 1  я 

В а р и а нто м строч ной ( и л и  стол бцово й )  ци к.1 н ч ес кой схе м ы  
я вл я ется слоистая схема с отражениями .  Зд(_'С I ,  строки  р аснре
дел яются тю;,  к а к  ноказано  н а  рис .  2 . 2 . 3  д.1 я с.1 у ч а я  четырех 
процессаров  н шестнадцати стро к .  В общем слу ч а е  п е р в ы е  р 
стро к  р а с п р сдс.'! я ются м ежду р н роцсссо р а м и  в естественно м 
пор ядке,  с .1 сдующие р стро к  р а с н р едс.1 я ю тс я в о бр а щенном  по
р ядке,  и т. д. Цик.1 н чсс i.; а я  схема  н C X l' M a  с отр ажен и я м и  и м еют 
р яд общих свойств ,  но  у Ц И I\.1 И Ч С С IШ Й  С \ С М Ы все же  есть н еко
тор ы е  преи мущества .  В да.1 1, н ейшсм м ы  будем р ассматр ивать  
тол ько се ,  и тер м и н ы  «ци к:т и ч ес ка я » , «с.1 онста я »  и «цикл и че
ская С: IОИСТа Я »  будут I ! C II () . 'I I >IO I ! : I I I > C 51 1\ : 1 1\ C I I I I O I I I I \1 1 > 1  

П ри н цип С.l о
.
и стого x p a i i l ' I I I I H  ( 1 1 1 p a в . t a l l  t . I <HHI Ы �1 u б р а :ю м  

дл я систем с локальной п а м ятью.  Н о  е г о  можно п р и менять  
и в с исте м а х  с гл оба .1 1, ной  па м ятью к а к  ср е.LJ.ство р ас п ределс
нии  зада н и й  между н р оцсссор а ! \ ш .  Это з н а ч ит ( c cJI И I l р н н я н  
ДЛ Я O I I p cдe.1 C H I I O C  1 Н C l  p O Ч I I )  10 с.;юистую C X l' \1 Y ) ,  ЧТО I I pO I L t'CCOp 1 
будеТ В ЬI I IО Л Н Я ТЬ \1 0Д Н ф ИI \ 3 Ц И И  ( 2 . 2 . 2 )  Д.'I Я П ]J O I\ р + 1 ,  2р + 1 ,  
и т. д. Одна ко в систе м а х  с г.1оба .1 ь ной н а м ятью ди н а м ич�с l\аЯ  
бал а нсировка  на груз к и  мож�т осущсств.'I ятьсн и с помощью 
б а н к а  з ада н и й .  Дл я с истем с .1о к а л ьной  п а м ятью этот способ 
днна м и ч ес кой ба .l а Н СН JЮв к и  щ· та к хорош , посl\ол ы.;у требуст 
м ногокр атного псрсраспредс:J с н и я  д а н н ы х  м ежду п роцсс
сор а м н . 
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Опережающая рассыл ка и опережающее вычисл ение 
Обсуд и �  т е п е р ь  б<м ее подр о б н о  L И- р а з .1 о ж с н и е  с н с r ю:н, 

з ов а н и с м  Ц I ! К.а и ч ес ко й  с.1 о и стой с х с :v� ы х р а н е н и я .  Н а ч н е м  с 
с и с т е м  с .1 о к а .r1 ь но й  п а м ятыо.  Н а  1 1 с р в о :-.1 ш а ге а н н у:ш р у ю т с я  э.1 с 
м е н т ы  п е р в о го сто.1 б н а . Е с.1 и П JНщссс В l'дL· гс я  о б ы ч н ы м  п ос:J е
дов а теJI I, н ы м  о б р а з о м ,  то в ы ч и сJJ я ются м н ож и те.'I И /i l , моди ф и 
ц и р у ю т с я  с оответств у ю щ н с  стро к н ,  а 3 a T L' VI  н а • ш н а с тс я втор о й  
ш а г. В н а ч а JJ с  э т о г о  ш а г а п р оцсссо р ,  х р а 1 1 я щи й  в то р у ю  с т р о к у, 
дол ж е н  п е р есл а т ь  L'C оста.1 1, н ы м  п р о цессор а м .  С.rr едо в а тс\'I ь н о ,  
воз н и к а ет з а де р ж к а  н а  в р е м я этоii п с р сс ы:1 1\ И .  О ч е в и д н ы м  в ы 
лодо м IB ПО.1 0Ж l' Н I I Я  Я В."I Я СТ С Я  H l' � C;J..1 l' H H a H  p a l' C bl ."l l\ a I I JI O Щ' C C O 

j) O M  2 м од и ф и ц и р о в а н н о й  второй с т р о к и ,  к а к  то.1 ь к о  эта строка  
п р и н я л а  о к о н •I а тс:J ь н ы й  в ид.  Т а к у ю  с т р а т с г н ю \1 Ы  н а з о в е �  
опережающей рассыл /\ой.  Ес.r1 и УJ о ж н о  с о в УJ сс т н  1 ь в ы ч J J с:J с н и я  
и о б м l' Н Ы ,  т о  все  щющ·ссо р ы будут з а н я т ы  м о д и ф и к а н и я м и  
п е р вого ш а г а ,  н о к а  идет р а с с ыл к а .  То ж е  c a YJ o c  будет п р о нс 
ходИТI> 1 1  н а  д р у г и х  ш а г а х :  н а  k - '!.1 ш а ге ( k  + 1 )  - я  с т р о к а  р а с 
С ЫJJ а стся с р а з у  посл е т о г о ,  к а 1\ о к о н ч и тс я  се моднф и к а н и н .  
Н а с rшл ы\о в ы год н а  э т а  ст р а тсг н я  д.1 я IЮ Н I\ р ст н о й  м а ш и н ы ,  з а 
в и с и т  от топол о г и и се м с ж п р о цсссо р н ы х  с в я з е й .  

Ст р :1 н· г и ю  о н с р еж а ю щс й  р а сс ыл 1ш Уr о ж н о  и с пол ьзо в а т ь  
и в с н с п• м а х  с р а зде.rr н с м о й  п а м я т ь ю .  Здесь п р и  н р н м ол и н е й н о й  
р еа л и з а ц и и  потр ебов а л а с ь  б ы  с и н х р о н и з а ц и я  пос.'l с к а ждо го 
ш а г а  с те м ,  ч т о б ы  ни оди н п р оц('ссор не н а ч а .'l С Л L'ду ю щ и й  ш а г, 
н о к а  н е  в е с  п р оцесса р ы  з а ко н ч и л и  текущи й .  Н а  k -YI  ш а ге п р о 
цесс о р ,  Iюто р о м у  о р и н ис а н а  ( k  + 1 )  - н  стро ка , н м ест н е  1\! С НJ , ш с  
р а бо т ы ,  ч е м  .1 юбой д р у г о й  п р оцесс о р ,  п о с ко.1 ы.;у о б р а б а т ы в а ет 
п о  кр а й н ей м ер е  стоJi ь к о  ж е  с т р о к. П оэто м у  д р у г и м  п р о цсссо
р а м , воз м о ж но,  п р идется ждать,  п о к а  н е  з а в е р ш и т  р а боту д а н 
н ы й  п р оцессор ,  п р ежде ч е м  м о ж н о  будет н а ч а п, сл еду ю щ и й  ш а г. 
С тр а те г и и  о п е р е ж а ю щей р а сс ы:1 1ш , �<.ото р у ю  т с н с р ь  сл едуст н а 
з ы в а п, с т р а т е г и е й  опережающего вычисления,  м ен н е т  п о р ядок 
де й ст в и й ,  м а р к и р у я  (k + 1 )  - ю  с т р о ку,  к а к  тол ь ко с е  моди ф и 
к а ц и я  з а ко н ч е н а ,  п р и з н а к о м  « готов а » . Теп е р ь  д р у г и е  п ро цес
с о р ы ,  з а ве р ш и в  свою р а боту н а  k - м  ш а ге, м о гут н е м едл е н н о  
п р исту п а ть к ( k  + 1 )  - м  у ш а гу ,  есл и ( k  + 1 )  - я  с тр о к а  о т м е ч е н а  
п р и з н а к о м  « готов а » .  М а р к и р о в к а  п о м о г а ет осуществ.1 н ть н е о б 
ходи м у ю  с и н х р о н ю а ц и ю  без ! / ('О п р а вда н н ы х  з а де р жек.  З а м е 
Т I I \1 ,  ч т о  о п е р еж а ющую р а сс ыл к у  и о н с р еж а ю щее в ы ч нсJi с н и с  
н а з ы в а ю т  е щ е  1\,Онвейерuаац uей. 

Ч астичный выбор главного эл емента 
И с п о.rн,зов а н и е  С Х (' М Ы  

ч исл е н н о й  усто й ч и вости 
ч а с т и ч н о г о  в ы бо р а дл н обеспече н и я  
п ро цсс с а  созд а с т  допо.1 н и тсл ь н ый 
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а с п е к т  п р обл е м ы х р а н е н и я  и нф о р м а ц и и .  П р едп о.:ю ж ю1 в н а ч а .1 с ,  

ч т о  х р а н е н и е  А о р га н и :ю в а н о  п о  сто.1 б цо в о й  H И I-.::J И ' J Cc r..o й  с х е
ме .  То г д а  п о нс к  г.· 1 а в но г о  э:1 с м с н т а н а  к а ждо \1 ш а г е п ро и с х о д 1 1 т 

в к а ко м - т о  од н о м  н ронсссо р с .  С х е м а  л оро ш а  с в о е й  н р остотой , 
н о ч р сн а та о н а с настью в р остон о с т а .1 1 . н ы х  н р ощ•сс о р о в  во в р с м н  
н оис к а .  Эту о п а с н ос т ь  в П JHHЩИI I L' м о ж н о y м c н ы il l i T I , ,  п р н �I С Н ii Я  
стр а те г и ю  о н с р е ж а ю ще го н ы ч ис.l l'Н И Я  1 1  р а ссы.1 1Ш :  н а  k - м  ш а ге 
п о и с к  гл а в н о го э.ri с м с н т а  в ( k  + 1 )  - с то,1 б нс н а ч и н а ет с я  с р а з у  
п о  о к о н ч а н и и  м о д и ф и к а н и и  этого сто.1 б ц а .  В .1 ю бо м  � л у ч а с  
п ос.1 е того,  1.; а к  о п р t•дс.1 с н а  веду ща я с т ро к а ,  эту и н ф о р м а н и ю  
с.1 сдуст в ер сда ть д р у г и м п p o нccco p <t vl .  Вс:1 сд з а  т е м  в е с  п р о 
цссс ор ы ,  р а бо т а я l ! a p a .l :J c:I Ы JO ,  м о гу т  в шю:i шlт t ,  н с р сст а н о в к у  
с т р о к  ( н с р сста н о в к а  м о ж е т  б ы т 1 ,  В Ы IЮ .. 1 Н е н а  н н е я в но ,  п о 
с р едст в о м  и ндск с н р о в а н и я ) . 

Д.1 я  с т р о ч н rJ й  JНI I\,l И ч сс ко й  С Х С \1 Ы  х р а н е н и я  с н ту а ц и я  с о в е р 
ш е н н о  и н а я .  Т с п е р 1 ,  в п о н с к  м а l\ с н м а ,·1 ы1 о го э.l е \l с н т а  в т с l\у 
ще�l ( c l\ a Ж l' \1 ,  k - �1 )  С1 0. '1 б ! L С  B O B,l l' ' l l' H bl  ВСС l ! jJ OI L CCCOj) bl . Д,l Н 
о р г а н и з 1.1 1 L 1 ! 1 : I J O I ! C I\ a  м о ж н t> l l jН! :м с н и 1ъ  м c x a юt J �I с дв а и в а н и н , 
O I I I I C <t H H Ы Й  В §  1 . 2 ( 01 .  y н p a Ж H l' H I I l' 2 . 2 . 3 ) . ! lo  0 1\ 0 1 1 ' 1 3 Н И И  I J O I I C I\ a  
н о �1 е р с .. 1 сдующсй ведущей c т p o i\ I I  буде г нзвссн· н  то.1 1 > 1, о  од но � у  
п ро ц е с с ору , 1 1  эту и нф о р м а ц н ю  н у ж н о  будет р а :юс.1 а п, остат, 
н ы м  1 1 ро ц е с с о р а \1 .  С н о в а  i\I Ы  до.1 ж н ы  п р н н н т 1, p L' Ш L' H И l' , В Ы I Ю:J 
н я п, л и  н е р ес т а н о в l\ у  стро l\ ф и з н ч есюt . Ес.� и п р и н н то п ол о ж и 
Тl'.'l ь нос р е ш е н ие,  т о  в н ереста н о в !\ l'  у ч а с т в у ю т  .l l! ш r, д в а  п р о
цсссо р а ,  а оста .:J ь н ы с  в это B fH'' MI п рост а и в а ют . С д р у го й  
СТО р О Н Ы ,  еС.' !И  П C p l'CTa HOB I\ a  l l fJ O H 3 B(!I)ДИTCЯ I l l' Я B H O ,  Т О  В д а Л 1> !1 е Й 
Ш И Х  B ЬI Ч I IC.'I C IШ IO.  \1 Ы ОТ Х ОД И М  О Т  СТрОЧ Н О Й  ! ( И К.'I И Ч l'СКОЙ  С Х С М Ы .  

В Са М О М  ДC.l l' ,  С р ОСТО \1 Ч I ! C.l a П c p eCT a i i O B O I\ ,  Н е  В Ы ПО.1 Н Н е М Ы '\  
ф и з и • rес ю1 ,  с х е м а  х р а н е н и я  м а т р и !L Ы  в е с  бo:I Ы! I l' н а п о м и н а ет 

сл у ч а й нос р а с п р едел е н и е  с т р о к  м ежду п р оцессо р а \ ш .  

ijk-формы и параллел ьно-векторные компью1 еры 

Обсужда в ш и сся в п р едыдуще м п а р а гр а фе ( н (Jo:I cc Дl'T:l .'J ЬHO 
р а сс м а т р и в а е м ы е в п р и.1 о ж е н и и  1 )  ijk - фо р м ы  L U - р а з:юж с н и н  
у l\ а з ы в а ют р я д  д р у г и х  в а р и а н i'Ов о р г а н и з а щ ! ! !  е г о  в ы • I И('.'I L' Н И Я ,  
Jюто р ы с  м о гу т  б ы т ь  tю:J сз н ы  д .. 1 я  н а р а ;J ,1 е:r lэ н ы х  с и с т с :м .  Е ще 
в а ж н ее, ч т о  о н н  д а ю т  а .JН>гср н а т и в н ы с  в а р и а нт ы  О jн·а н и ·3 а ц и и  дл я 
п а  р а .1 . 1 ел ь н о - IH' !\ TO p  н ы х  с и стс\1 ( где в 1\ а • J сс т в е  п ро н с с r: о р о в  в ы 
сту н а ю т  в е !\тор н ы с  к о м п ыот е р ы ) . ! 1 одроб н ы й  а н а . 1 нз ijk -фop �r 
дл я п а р а .ы ел ь н ы х  и п а р а .l ,l е:J ь н о - в с l\ то р н ы х  с н с т с vt  н р о вод и тс я  
в н р и:r о ж с н н и  1 ; в т a б,l l ! l!e  2 .2 . 1 \1 ы с у :м :vt и р у е м  о r: но в н ы е  в ы 
вод ы ЭТОГО П р И.lОЖС Н И Я .  

В та б,нщс 2 .2 . 1 1 1 р и н я т ы  с:1 сду ю iц н с  обоз н а ч l' Н I ! н :  kij ,  r 
это ф о р м а  kij с И С IIОЛ I,зов а ш i с м  Ц И !\.l И Ч еС IШЙ с.·r о и стой ст р о ч н о й  
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kij, r:  
lг i j ,  с :  

kji , r: 

kji, с .  

i fг ; ,  r:  
ik i ,  с :  

jk i ,  г :  

jki ,  с:  

ij k,  r :  

ii/г, с :  
ji/г ,  r .  
jik ,  с :  

Табл и ц а  2.2. 1 .  /. U - р а з ·ю жсн i iС  в с . 1 уч ж· н � р � . l: l е:l l> \ 1 0 - нектор н ы х  
снсп' \1 :  i ilг - фор \1 Ы  

,\\ 1 1 1 1 1 ! \1 <1 .'1 Ь Н Ы С  з а д с р ж ю 1  

З а ;rе р ж к н  н а  I.! Ы Ч I IC .' I C I I I I C  \1 1 1 0 -

Ж I IТС'ЛС'Й н р а ссылку 

Л•\ п н н \ 1  а :1 ь н  ы t•  з а . 1ср ж 1ш  
M H I I II \ I i! .' I Ь I I I > I l' J J ,l.l' jJ il\ 1< 1 1  

С нт,н ы ii , ( I I C tJ i! .l <JН C  1 1 < 1 Г р у  1 1\ 1 1  

З a ;Ll' P Ж I\ H  1 1 а  B Ы Ч I I C'. ' I (' I I I I l' \1 1 1 0 -

Ж l ! 'l l'.'I C'Й н р ас с ы л ку 

VO.'I bll! H C  р а с хо . 1ы  н а  O U \1CI I I >I 

З а ;1rрж к н  н а  В Ы Ч I ! С.1 С Н Н С  ы н о -

Ж l !'l l'.1l'Й н рассылку 

J3 0.l bl11 1 1 C  р а с х о . 1 ы  на  O tJ \ t C I I Ы  

То )l\ C 
)} 
» 

1 l о :1 н ыс Вl' I\То р н ые дJI I I II Ы  

Ча п 1 t ч н ыс B l'K'I орныс  дли н ы  

Ч а с т н ч н ыс век го р н ы е ;1:1 1 ! н ы  

ПоJш ш:  вtкгор н ыс д.1 1 ! 1 1 Ы  при  

I!< I .'I I I Ч H I I  З <Цl'рЖСК 

Ч a c тi i Ч I I lM' век  1 о р н ы r  д.l l l !I Ы  

Части ч н ые В С I< То р н ыс дл н н ы  

По:ш ыс векторные  д:1 1 1 ны  п р п  

н a:н i Ч I I I I  задержек 

схем ы  х р а нен и я ; kij ,  с - ф о р м а  kij с ЦИI\ .1 И ч еской слоистой 
стол бцавой схемой ; :ны :югнчно  д.1 н другнх  фор м .  Дл я к аждого 
м етода указ ы в а ютс н его г.1 а в н а я  особенность ил и основ н ые 
н едостатк н .  З a i i И C I, «По.1 н ые  ве iпор н ы е  д.l i i H Ы »  оз н а ч а ет, ч то 
М О Ж Н О  р а ботать С B e i\ TO p a M I I :vl a i\ C I I :vl a .'I Ь H O Й  , t. J I I Н ЬI ,  ДО Н У С Т И М О Й  
н а да нном ш а ге L U- p a 3. I OЖ l' I I H Я ;  н а п р и мер ,  ;tJI H k - го ш а га м а к 
с и м ат,на н д.1 1 1 11 а  векторов  р а в н а  О ( n - k ) . J : I I I И CЬ  «Части ч н ые 
векто р н ы е  д.l i J H ЬI »  указыuает  н а  то.  ч то соо гtJстствующи е  да н
н ы е  р а с п рсдL л я ютс н :v1 сжду н р о цессор а м и  и ,  следова те.1 ь но ,  
д.1 и н ы  векторов дс:I я т с я  на ч ис.1 о I I !J Oщ·ccopoв .  Ка к н идно из 
та бтщы,  д.'I н с х с �1 kji ,  с 1 1  jki ,  с можно доб иться пол н ы х  век
тор н ы х  д:I I I H ,  Н О  Ц C H O I'i з а держек  ПрИ I I O.'I YЧ C H I I И  Э:I e M e H TOR 
B C I\ T o p a .  Фор Уi ы  ijk 1 1  jik х а р а к 1 е р изуются очсн 1, 1 1 .1ох н м  рас 
н реде.1 енис �1 да н н ы х  и ,  1 1 0 - в иди �ю м у, не  п р и годн ы дл я л юбой 
н а р а .1 .1 l'.'I I, ной систе м ы .  Н а и более м ногообещающюш кажутся 
фор м ы  kij .  r, kji ,  r и kji ,  с .  В ч астности ,  фор м а  kij ,  r соответ
ствует а J1 ГОр итму ,  о ниса нному  в ыше  под н а з в а н и е м  «опережаю
щее  В Ы Ч I I СЛ t' Н И е  И p a C C Ы :I I\ 3 » .  

Мел козернистые ал горитмы и организация  потока данных 
До с и х  пор  м ы  р асс м а тр и ва .1 и  п а р аллсл ь н ы е  р еал и з а ц и и  

L И-р азложен и я ,  котор ы е  испоа ьзуют в качестве основной еди 
н ицы строки  ( и л 11 сто.1 бцы ) ;  н азонем их  среднезернистыми а .1 -
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гор ит м а м и .  П о  существу о н и  повто р я ют в екто р н ы е  ал гор итмы 
п р едыдущего п а р а г р а ф а .  Одн а ко в р азложе н и и  за кл ючено 
больше в нутреннего п а р а .1Лел и з м а ,  и при н ал и ч и и  достаточ ного 
ч исл а процессаров эт и м  обстоятельством можно воспользовать
ся .  Обсуди м некотор ые а .1 горнтмы  та кого рода ; будем н а з ывать 
и х  мелкозернистыми. 

строки 
1 ,  8, 9, 1 6  

п роцессор 1 

строки 
2,  7 ,  10 .  1 5  
процессор 2 

строки 
3,  6,  1 1 , 1 4  

процессор 3 

строки 
4, 5, 1 2 , 1 3  
процессор 4 

Рис .  2.2.3.  С.1оистан  строчна н сх е м а  с отр а ж е н И Я \I И  

З а мети м п р ежде всего ,  что L U-разложение  в п р и нципе  
можно  организовать так ,  как  пок а з а но н а  р ис .  2 .2 .4 ;  н а  каждо м 
ша ге соответствующие выч исления  продел ываются п а р а ллельно. 

Ш аг 1 . В ычислить п е р в ы й  столбец м ножите.1ей  li l , 
i = 2 ,  . . . , n .  

Ш аг 2 . В ы числить м одифици р о в а н н ы е  эле менты 
a) i = a; i - li 1 a 1 i ' i = 2 , . . . , n ,  j = 2, . . .  , n . 

Ш аг 3 . В ы ч ислить втор ой  стосiбец  м ножителей l; 2 , 

Ш а г  4 .  
i = 3,  . . .  , n .  
В ы ч исл ить м оди ф ициров а н н ые 
aji = a) i - l;2a�i ' i = 3, . . .  , n, 

эле менты 
j = 3, . . . , n . 

Ш а г  2n - 3. 
Ш а г  2n - 2 . 

В ы ч ис.1 ить послед н и й  м ножитель ln , n- J ·  
Модифициров ать ЭJi емент  (n, п) . 

Рис. 2.2.4.  /�И-разJiожснис с м аксима.1ьн ы м  п a p a JIJICJI I ! З 'IIOM  

Посколь ку дл я модификации  любого эл емента  тр�:буются две 
опер ации  ( у м ножение и сложение ) , то процесс з а верш ится з а  
3 (n - 1 )  в р е м ен нь1 х  ш а гов .  ( М ы  исходи м из  обыч ного нсреа 
л истического п р едположени я ,  что деление  можно  вы пол нить  
за  такое же  в р е м я , как  у м ножение  и л и  сложен ие . ) 

В этой схеме п р едпола га етс я ,  что в систе м е  и м еется по 
к р а й ней мере  ( п - 1 ) 2  п роцессоров ,  т .  е. можно провести п а 
р аллельно  все вычисл е н и я  ш а га 2. Одна ко обойден в н и м а н и е м  
в а ж н ы й  вопрос об  обменах .  Считается ,  ч т о  н а  каждом ш а ге 
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любому п роцессору  доступ н ы  необходи м ые да н н ые ( м ножител и 
иjил и п ер есчита н н ы е  м а т р и ч н ы е  элементы ) .  Чтобы это было 
с п р а ведл иво дл я с истем ы с локал ьной  п а м ятью,  необходи мо  
пер есл ать да н н ы е  из  процессоров ,  кото р ы е  и х  вычисл ил и ,  в те 
п роцессор ы , кото р ы м  они нуж н ы  н а  сл едующем ш а ге .  Сейчас  
м ы  обсуди м оди н из  способов ор га н из а ции  та кой п ер есылки .  

П редположи м ,  что и м еющиеся ( n - 1 )  2 процессорав прону
м еров а н ы  т а к и м  же образом ,  ка к м а тр и ч н ы е  э:т е менты,  кото
р ые о н и  пересчитыва ют, т .  е .  п роцессор P;i пер есч иты в а ет эле
мент a ii . Тогда в схему на  р ис.  2 .2 .4 нужно в н ести следующие 
допол не н ия ,  учитыва ющие п ересыл к и : 

Ш аг 1 .  В ы ч ислить li l в процессаре Pi l ,  i = 2, . . .  , n . 

Ш аг 1 а .  Пересл ать /i l в процессар ы  Pi i • i = 2 ,  . . . , n ,  

j = 2, . . .  , n . 

lll aг  2 .  В ычисл ить aj i в процессаре  Pi i '  i = 2 , . . .  , п ,  

j = 2, . . .  , n .  

Ш аг 2а . Переслать a�i в Pii ' i = 3 ,  . . . , n ,  j = 2 ,  . . . , n . 

Если сч итать , что н а  ка ждо м ш а ге все необходи м ы е  перссылки  
могут б ыть сдел а н ы  за еди н и цу времени ,  то  общее J<ол ичество 
временньiх  ш а гов  увел и ч и в а ется до О ( 5п ) .  Одн а ко воз можность 
стол ь б ыстрой перссыл ки  совершенно  нереал истичн а .  

Рассмотр и м  теперь другой способ орга н изации ,  та к н азы
в а е м ы й  алгоритм потока данных. П усть п2 п роцессаров р аспо
ложен ы в в иде квадр атной р ешетки и каждый соеди нен  с ч е
ты р ь м я  сОС{'дя м и  ( с м .  р ис .  1 . 1 . 1 4 ) . Будем сч итать ,  во -первых ,  
что  любой процессор может пересл ать одно м а ш и н ное  слово 
за та кое ж е  в ремя , к а кого требует одна операция  над числ а м и  
с плавающей точкой ,  и ,  во - вто р ы х ,  что перссыл ка  и в ы числения  
могут п роисходить одновр е менно .  (Это очень  опти м и стические  
п р едположения . )  Н а ч ал ьн ые  ш а ги ал гор итма ,  к обсуждению 
которого м ы  п р иступа е м ,  р асписа н ы  н а  р ис .  2 .2 .5 .  

Исследуем этот п роцесс более  подробно .  Н а  р ис.  2 .2 .6  пока
за н а  ситуация в конце ш а га 4 .  Только что в процессар е Р22 
б ыло в ыч ислено произведен ие  l2 1a 12. В п роцессар ы  Р2з и Рз2 
были  переда н ы  соответствующие м ножител и ,  но в ы ч исления ,  
и спользующие эти  м ножител и ,  еще н е  начи нал ись .  В процес
саре Р41 выч ислен м ножитель /4 1 , и п ер в а я  строка пересл а н а  
всем  п роцессара м  пятой строки .  Что б ы  ч итатель м о г  лучше 
п р едставить себе р азвитие  п р оцесса ,  н а  р ис .  2 .2 .7  указ а н ы  вы
числения  и пересылк и , происходящие в течение ша га 5 .  
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Ш а г  1 .  Переслать а 1 1  из Р1 1 в Р21 ,  j = 1 ,  . . .  , n .  

Ш аг 2 . Переслать а 1 1 из  Р21 в Рз1 , j = 1 , n .  
В ы числить 12 1 •  

Ш аг 3 .  ПсресJJ ать а1 1 и з  Р31 в Р11 , j = 1 ,  . . .  , n .  
Переслать !2 1 в Р22 •  Вычислить !3 1 •  

Ш а г  4 .  Переслать а 1 1  из  Р41 в Р51 • j = 1 ,  . . .  , n .  
Переслать 12 1 в Р23 • Переслать lз 1 в Р31• 
В ы числ ить !4 1 . В ыч ислить l2 1 a 1 2  в Р22 • 

Ш аг 5 .  Переслать а 1 1 из Р51 в Р61 , j = 1 , . . .  , n .  
Переслать !2 1 в Р24 • Переслать l:н в Р33 •  
Переслать 1 4 1  в Р42 • В ы ч ислить !:; 1 •  
Вычислить а�2 = а22 - l2 1a 1 2  в Р22 • 
В ычислить l2 1 а1 з в Р2з · 
В ычислить l3 1 a 1 2  в Рз2 · 

1 1 3 

Рис. 2.2.5.  /, И-разложение, орга низов а н нос по прпнципу потока  данных 
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Рис. 2 .2.6. Конец шага 
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Рис. 2.2.7.  Шаг 5 алгоритма потока данных  
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Суть процесса должна  быть  теперь  ясн а .  Н а  ка ждо м шаге  
в ы ч исл я ется очередной м ножител ь,  а все м ножител и ,  выч ислен 
н ые р а н ее, переда ются н а п р аво  в соседние  процессо р ы .  Одно
временно процессоры ,  и м еющие необходи м ы е  да н н ые ,  пересч и 
тыва ют м а тр ич н ы е  эле м енты . В ы ч исл ител ь н ы й  п р()Цесс , т а к и м  
образом , как  б ы  движется сквозь матрицу ( ил и ,  ч т о  эквива 
л ентно ,  ч ер ез м ассив процессоров )  н а  м а нер диаго нал ьного 
вол нового фронта .  Поэтому та кой с пособ ор ганизации  и ногда 
называют  L U- р а зложсн ием  в форм е волнового фронта. З а ме
тим ,  что как  тол ь ко м оди ф ицирова н нос з н а ч е н и е  элемента ( 2, 2 )  
определ ено ,  его  можно пересл ать процессору  Р32, и сразу  после 
пересчета эл емента (3 ,  2 )  можно в ы ч исл ить м ножител ь !32 • Это 
порожда ст нов ы й  волновой  фронт ,  в котором производятся мо 
диф и кации  второго ш а га L U-р а зложсни я .  Ч ерез некоторое вре 
мя  сквозь м а т р и цу будут дви гаться сразу н ескол ько вол новых  
фронтов .  

Выясн и м  теперь, ка кое кол ичество врсменнь1 х  ш а гов  необ
ход и м о  дл я з а вершени я  ф а ктор изаци и .  Рассмотр и м  вторую 
строку .  В конце п я того временно го ш а га в ычислен модифици -
рова н н ы й  элемент  а�2 , м но ж итель [2 1 на ходится в Р24, а в Р2з 
в ы ч ислено произведени е  l2 1 а 1 з · Н а  каждом из  последующих 
времсннЬiх ш а гов  з авер ш а ется модификация  очередного эле
мента ,  поэтому  обр а ботка второй строки  будет з а кончена  после 
5 + n - 2 = n + 3 временнь1 х  ш а гов .  В теч е н и е  первого эта п а  
пер есч ет третьей строки  н а  оди н времен ной ш а г  отста ет о т  пе 
ресчета второй ,  а второй эта п р азложен и я  н а ч и н а ется через 
ч етыре  временнь1 х  шага  после первого .  Что б ы  убедиться в этом ,  
проследи м з а  элементом (3 ,  3 ) . В тот момент,  когда в ы числен  
элемент  (2 ,  3 ) , одновремен н о  выч исл ен и элемент  (3 ,  2 ) , а в про 
цессоре  Рз2 получен э.п емент  (2 ,  2 ) . Дл я того  чтобы найти  мо
дифициров а н ное  з н а чение  элемента (3 , 3 ) , требуются следую
щие действи я :  в ы ч исл ить lз2 ; переслать  lз2 ; в ы ч исл ить l32aJ3; 
в ы ч ислить а�� =  а33 - l32a�3 • Следовательно , о б р а ботка третьей 
строки  за верш ится посл е n + 7 временнь1х  ш а гов .  П р одол ж а я  
действовать т а к и м  образом ,  м ь1 увидим ,  ч т о  в есь  процесс ф ак 
тор изаци и потребует n + 3 + 4 ( n - 2 )  = 5n - 5 времен нЬiх  
ш а гов .  

Из проведеиного подсчета ч исл а временнь1 х  ш а гов  в ыте
ка ет, что в L U-р азложе н и и ,  ор г а н изов а н н о м  по  п р и нципу  по
тока да н н ых,  дости гается ускорение  
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Т а к и м  о б р а з о м ,  д:1 я  бо"'J ьш и х  n и п р и  на .·J и Ч И II о ч е н J, бол ьшо го 
ч исл а п роцессоров  этот а .1 гор итм да ст очень  в ысо кое ус коре 
н ие .  Порядr.. и JI И нсй н ы х  систе м ,  д.1 я кото р ы х  щ•л есообр а з но  
нрим енять п а р а .1 л ел ь н ы е  ко М I J ьютс р ы, по - види мо:v�у ,  до.1 ж н ы  на 
х одить с я 13 п р едел а х от 1 03 д о  1 06 .  Даже I I p ! I n = 1 03 потр ебует 
ся  1 06 п р оцессо р о в .  Поэто му опис а н н ы й  a "'I ГO JHI Т :vt  п р едставляет 
гла в н ы м  о б разом  теоретич ес к и й  и н терес .  Одн а ко 1\О :vt б и н ац н я  
п р и нципа  п ото ка  д а н н ы х  с о б с у ж д а 13 ш и :v� и с я  в ы ш е  с р t'днсзер 
н исты м l l  a .ri ro p i i Т VI a м и  может о к а з а 1  1 .с н J I O.l l' :O II O i'J . Н а 1 1 р и ме р ,  
13 кажд ы й п роцессор :1-1 о гут б 1л  ' '  р а с н р едс.1 с н ы  HL'C I\0 .1 1> 1\0 мат 
р и ч н ы х  э :1 с менто в ,  а н е  од! I Н .  Л:J ГO JH ITV! 1 1 одо б н о го р о;1,а :v� o r  б ы  
найти  п р и менение  в та к и х с и с п• :vt а х ,  I< a l\ Con nect i o n  M a c ll i n e 
( см .  § 1 . 1 ) ,  котар а н  состо J I Г сей ч а с  п р и мерно  и з  65 000 про 
цсссоров . 

Разложение Холесе кого 

Есл и А - с и м м стr н [ ! I На я по.·южите:I J ,но о п р сдс.1 с н н а н  м а т
р и ца ,  то м ожно pa c c:vtoтp cтi, р а зложе н и е  Хол есе кого /l = LLт ;  
будем сч итать при  э го м ,  что х р а н ится то "1 ь ко н и ж н я н  треуго: н, 
ная  ч асть матр и цы А.  Ка к и в c:I y ч a l' L И- р аз:южен и я ,  вос поль
зуемся C .'JO II C T O Й  ЦИ J,,I! И lJ l'C I\OЙ C X e!VIOЙ ,  СТр 0 1 1 1 10 Й  I I , 'I И (' ГO. 'I (J i tO B O ii .  
Н ес ко "1 ы,о воз !V!ож н ы х  в а р и а нтов o p г a н Jв a н i i i i  П JIO i lccc a да ю  г 

ijk -фор м ы  р а зл ожс н н н  Xo"·I ec c i-; o гo ,  I<ото р ы е до вол ьно  подр об н о  
обсужд а ются в н р иложе н и и  1 1\ а к  д.'I Я н а р а .1лел ь н ых ,  та к и 
дл я  н а р аллел ьно- вскто р н ы х  I,O M I J J ,ютepoв .  В та б:нще 2 .2 . 2  

Таблица 2.2.2. Р а з  I O Ж l' l l l ! l' Хо •!('сского  А l' 1 \' Ч : I с н а р а  1 1 с' .Т 1, н о - в ск гор н ы "<  
l' f f l' Гl' \1 ijk - фo p \1 J,1 

ki i ,  r .  

lгi  j ,  с 

!г j i ,  r:  
k;i ,  с :  

iki .  г 
i !г j ,  с :  

jki ,  r :  

j ki ,  с:  

i jlг , r :  

ijk ,  с : 
jilг ,  r :  
j ik ,  с :  

/)о:Jыв н с  р а с х о д ы  н а  o G \t C' H Ы 

l !l' к O H J( y p c' H TO l' I J OCO l>l' f l  

f)o.%IJJ I I C  р а с ходы н а o l> \J C H Ы  

.\\ I I H i щ a л i> I J Ыl' з а д с р ж к н 

1 IC'I< O H I, урснтоспосо Gt•н 

J lc i< O H K Y P C H TO l.' П O C O l>l' H 

1 J ол н ы с в е к  1 0 p 1 1 1 ,l l' ,'\ЛJ I I I i >l п р и  

1 1 :1 .1 1 1 ' 1 1 1 1 1  3< 1 . \l' p Ж l' l' 

Ч; ! С Г l i ' l l l bl l' B l' K T O {J H I>I C ДЛI I Н Ы  

l l o. I в Ы t' B l' l\ 1 о р н  ы с  , \m ш ы  в р и  

l l a JI \ I I J I I I I 3 :1 . \l' fJ Ж C K  

O•!cl! l, бол ыш1r р а схо д ы  н :�  o G - Ч асти ч н ы с  BL' K  1 о р н ы с  дл и н ы  

M C' H LI 

l lc !\ O H K )'fJl ' !ITO l.'ПOl'Oбcн 

Дис6а.1 а н с  н а г р уз к и  П jюцессо-
ро в 
Больш н с р а с х о .1. ы н а  o l> \I C' H Ы  

З а дсржк н н а  р а с с i,!Л К У  

l lеко н к у ре н тоспособсн 
По:ш ы с  щ· к ·1 ор н ыс ;\JJ I Ш Ы  
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сум м и рова н ы  основные в ы воды этого п р и.1ожен и я .  К а к  1 1  п р еж 
де, k ij ,  r и kij, с обоз н а ч а ют фор :'У! у  kij соотвстственно со строч 
ной и сто.1 б rщвой слоистой ни к.шч ес кой  с х ем ой  л р а нс н и я .  А н а 
логич н ы м  обр а .ю :'У! обоэ в а ч а ются другие  ал го р итм ы .  

Н а и более п р и в.1 екате.1 1> Н Ы \1 И  д.1 я п а ра и1 .1 е.r1 ь н ы х  систем 
кажутс н фор :'У! ы  kji ,  с и jki ,  r .  Из нил  то.'! ь ко фор м а  kji ,  с допу
скает в случ а е  л а р ал:1 е.1 ьно - вектор н ых систем дл и н н ы е  ве r\то р ьi,  
но  это дости гается ценой задержек  д.л я а к кумул ирова н и я  век
тор н ых да н н ы х .  

Решение треугольных систем 

Ка к �1 ь1 з н а е м  нз  п р едьrдущего п а р а гр а ф а ,  носле в ьшо.1 н с
н и я  L И-ра з.1оже н и я  и .'! И р аз.1ожен н я  Xo.'l eCC I<oгo нужно р сш ;нь 
треугол ь н ы е  систе м ы  ур а внени й . М ы  рассмотр И \1  тo.l t, t\0 в ер ' 
н етр еуго.rт ьную систему  Их = с ; р е ш с и не н и ж н етр еуго.1 ьной  
систе м ы  орга н изуется а н ало г и ч н ы м  образом  (у п р аж н ен и е 2 .2 .8 ) . 
Основ н ы м и  м етода м и  снова  будут обсужда в ш исся в § 2 . 1 сто.1 б 
цов ьi й  аJt го р итм и а .1 го р ит :'У! с к а л я р н ь1 х  п р о и з в сдL' Н И Й .  И х  псев 
докоды п р ив едсны  на  р ис . 2 .2 .8 .  

Для j = n с ш аго м  - 1  

х1 = cJuli 
Д.'! Я i = 1 ДО j - J 

С ; = С ; - X ; U i j  

л.о l JL .rш i = n с ш а г о м  - 1  до 
Д.1н j = i + 1 до n 

С; = С; - ll ; i X i  
Х ;  = C ;/ll ; ;  

Р и с .  2.2.8. Реше ние треугольной систем ы  Их = с :  а )  столбионы й алгорит м ;  
Ь )  а Л I  орн ·r " С" К а л я р н ы х  п ро н з всдС' Н И Й  

Н а ч нем  со сл уч а я  с и стем с :юкал ьной н а м ятью . Ес:IИ с ч и 
тап., что тр еугол ь н а я  систе м а  н вд я стся рс3)'Jl l•тато м  п роведен 
наго р а нее L U- р азлож ен 11 н 1 1 .1 и  р а зложен ия  Холесского, то 
способ х р а не н и я  И уже п р едоп р еделен  схемой хра не н ия , ис 
ло.'! I,зова в ш ейся  пр и р а зложе н и и .  Та к ,  ес.1 и  исnол ьзовал ась 
строч н а я  ци к.1 и ч сска я слоиста я с х ема  ( р ис .  2 .2 .2 ) , то таки м же 
слоистым образом  по  строкам  будет х р а н иться м а тр и ца И. 
П р ед п оло ж и м ,  что и п р а в а я  ч а сть с р а с п р еделена  по  с.1оя м ,  
та к ч то систе м а  в це.1 о м  х р а н ится , I\ а к  показа но на  р нс . 2 .2 .9,  
где u ;  обоз н а ч а ет i -ю стро 1.;у  м а т р и ц ы  И. Одна из  аоз мож н ых 
р еализаций  стол бцового а.'I го р н т м а  прсдста в.1 сн а  пссвдоiюдом 
на  р ис .  2 .2 .  1 О . Н а  п ер в о м  ш а ге С11 и U 1111 н а х одятся в одно м 
и то м  же п роцессорс .  После того к а к  з н а чение  х" лсрссл а но 
остал ь н ы м  н роцессора м ,  каждый п роцсссор пересч итывает х р а -
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н я щиесн в нем ком поненты п р а вой  ч асти ; затем в п роuсссоре, 
содерж а ще м  ( n - 1 ) - ю  строку, в ы ч исл я ется  Xn- 1 . В результате 
повторен и я  этого п роцесса выч исля етс я Xn-2 , потом Xn-. 1  и т.  д. 
П р и  перевычис.1 е н и и  вел и ч и н с;  процессары  з а гружены р а в но
мерно  до тех пор ,  пока треугол ь н а я  систем а  не  редуцируется до 
м а.'!ого р а з м ер а ;  на з а к.'! ю ч iпе.'I ь н ы х  же ш а г а х  вес бол ь ш е е  
число  п роцессаров п р екр а щают р аботу. 

c l '  c p • l • 
u l .  u p •l · . .  

C z .  cp+Z •  . .  . 
U z .  u p • Z ·  . .  . е р ,  czp · 

u p .  uzp · . .  

Рис . 2.2.9. Цн к.т н <rсек а н  е:юнст а я  строч н а н  c 'l:c\l a х р а н е н и я  д:r я системы 
Их = с 

Недостато к  стол бцового а л гори т м а  н а  р ис .  2 .2 . 1 0  з а кл ю 
ч а ется в то м ,  что когда ка кой-то процессор в ычисл яет X i ,  оста.'!Ь
н ы е  п роцессар ы проста ива ют.  Можно поп ытаться сов м естить 
н ыч исл сн нс посл едующих зн а ч ен и й Xi , п р и мен я я  стр а теги ю о п е 
р ежен ия : п роцессор ,  содержащий  ( n - 1 ) -ю  строку,  модифици 
рует с"_ 1 ,  а зате м ,  п р ежде ч ем  моди ф ицировать другие  с ; ,  в ы 
ч исл яет и р ассы .1 а ет Xn- 1 · С.'Iсдоватсльно ,  значение  Xn- 1 будет 

В ы ч исл ит ь х" = c"/u"" в Р (п) . 
Р а з осл а ТI, х" все м п роцессор а м .  
В ы ч ислить С; = ci - ui "x" , i = 1 ,  . . .  , n - 1 .  
В ы ч исJI ИТЬ х /1 1 = C n - 1 /u" _ l  n - 1  в р (п - 1 ) . 
Р азослать х" _ 1  все м п р о цесса р а  м .  
В ыч ислить C; = c i - ui , n - I Xn- l •  i = 1 , . . .  , n - 2 . 

Рис. 2.2. 1 0. П а р а л.тсJr ы r ы й  сто:r бцовый алгор и т м  ДJI Я \t а т р и цы U, хр а н н м ой 

по строк� м 

доступно  всякому  п роцессор у в тот момент ,  когда о н  готов п р и 
ступ ить к следующей модификации . П роцессор ,  в ы ч и сл ив ш ий 
х"_ 1 ,  зако н ч ит свои м одификации  пер вого ш а га позже других 
п роцессоров ,  но это отста в а н и с  постепенно будет л и кв идиро
в ано,  поскольку при  в ыч исл<:'н ии  сл едую щих з н а чен и й Х; каж
дый процессор по очереди п ретер п ит а н алогичную задержку .  

Есл и И х р а нится в соответств и и  со стол бцавой ц и кл и ческой 
с л о и стой сх емой , то п р я мол иней н а я  реал изация столбцового 
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а л гор и т м а  п р и водит по существу к последовател ьной прогр а м ме .  
П р едполож и м ,  что в п роцессар е  Р ( n ) , содержаще:v�  последни й  
стол бец матрицы и ,  х р а н и тся  та кже и вектор с .  Тогда Р ( п) 
в ы числ я ет Xn,  пересч итыва ет с и пер ссыл а ет новый  вектор с 
п роцессору Р (n - 1 ) .  Тот выч исл яет Xn- 1 , модиф ицирует век
тор с, перссы.'! а ет его п ронессору  Р ( n - 2 ) , и т .  д. Т а к и м  об 
разом ,  в каждый момент  времени  в ы ч исл е н и я  произ водит .1 н ш ь  
оди н  процессор .  Можно в ка кой -то мере  поп р а в ить положен ие 
с помощью р аз.1 и ч н ых стр атегий  опереже н и я  ( см .  р а зде.'l «Ли 
тер атур а и допол н е н и я » ) . Однако м ы  перейде'v! к р ассмотрению 
а л гор итма  скал я р н ы х  п роизведений ,  поскол ы.,;у при  х р а нен и и  И 
по  сто.1 бца м о н  потенциально  бо.1ее  п р нв.1 ека тс.1 е н .  

В а :I горитмс  скаJi я р н ы х  произведений  н а  р ис .  2 .2 .8Ь в ы ч ис 
.'! ение  з н а ч ен и я  Х ;  в к.1 юч а ет в себя  С I\ аюi р ное произведен и е  

Дют i = n с ш агом - 1  д о  1 
В ес процсссо р ы  в ы ч исляют свою порцию i-г о  ска .1 я р ного  
п р о и зведе н и я ;  п ос .'!е с .1ожс н и я  ч а стич н ы х  скал яр н ы х  
п р о изведе н и й  м е тодо :\1 сдв а и в а н и я  сум \r а  н а хо;т,итс н n Р ( i )  
Р (i) в ы ч и сл я ет х ;  

Рис.  2 .2. 1 1 .  ПараЛJI(.':Jыш й  а.1 горнт\1 СJ,а:I я р н ы х  пронзвРде н н й  

t - и  строки  матрицы  и ,  искл ю ч а н  ди а гона л ь н ы й  э.'l с мснт ,  и век
тор а с ком понента м и  Xi+ I , . . .  , Xn .  Будем сч итать, • 1то эти  ко м
поненты уж е  в ы ч исл е н ы  и Xi Е Р ( j ) . Тогда п р онессор  Р ( j )  мо -
жет в ыч ис.'! ить ч а сть сум м ы L U ; ixi ,  отвеч а ю щую хр а н я щи м ся 
в нем  з н а ч е н и я м  Xj , поскольку  соответствующие u ;i та кже н а 
ладятся в Р ( j ) . Пос.1 е того к а к  э т и  ч аст и ч н ы е  скал я р н ые пронз 
в еден и я  в ы ч исле н ы  всем и процессара м и  п а р а.1 .1ельно ,  и х  можно  
п р осу м м и р ов а п, методо :v� сдв а и в а н и я ,  а р сзу.1 ьтат поместить 
в Р ( i ) . П р едположи м ,  ч то п р а в а я  ч а сть х р а н ится  та к и м  обр а 
зом ,  что с ;  Е P ( i) ; в таком  случае  P ( i )  в ы ч ислнет  Х;.  Этот 
алгор итм ска.л я р н ы х  п р оюведе н и й  п р едста влен  на р ис .  2 .2 . 1 1 . 

П р и боJi ьш и х  n и t н а  .этапе  выч исл е н и я  ч а сти ч н ы х  ска .1 я р 
н ы х  произведе н и й  п а р а .'!ле.1 из м  почти  идеален .  Эта п  сдва и в а н и я  
н е  так  хорош : он  х а р а ктер изуется обмен а м и  и воз р аста ющи м 
ч ислом п роцессоров ,  п р е к р ативших  р а боту. Кроме  того,  н а  пер 
в ы х  ш а гах ,  когда i бл изко к п, п а р ал .'! ел и з м  невел и к  и п р и  вы 
ч и слении ч а сти ч н ы х  скал я р н ых п роизведс н и й .  Н екото р ы е  и з  
назва н н ы х  п роблем в п р и нципс  можно с м я гчить, п р и м ен н я  стр а 
т е г и и  опережающего в ы ч исле н и я .  Н а п р и мер ,  н а  i- м  ш а ге п р о
цессор Р ( j ) , з а ко н ч и в  свои  в ы ч исJi е ния ,  п редус мот р е н н ы е  эти м 
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ш а гом ,  может сразу  н а ч и н ать н а к а пл и в а н и е  частич ного скаля р 
ного произведен и я  дл я с.1 едующего ш а г а .  

З а м ети м ,  что в систем а х  с локальной  п а мятью задаче  р еше 
ния  треугольных  систем  внутр е н н е  п р исуща трудность,  свя з а н 
н а я  с тем ,  ч то р а сходы н а  о б м е н ы  а мортиз ируются н а с р а в н и 
тельно небол ьшом кол ичестве О ( n2 ) а р иф м етических  операций  
(ер . с О ( n3 ) операци я м и  при  р а зложении ) . 

З а ко н ч и в  разложение  Хол есского, м ы  дол ж н ы  р ешать  тре 
у гольн ы е  систем ы Ly = Ь и Lтх = у . Е сл и  А х р а н ится по стро
к а м ,  то таким  же  образом будет х р а ниться L.  Дл я систе м ы  
L y  = Ь можно п р едложить стол бцавый  алгоритм ,  а налогич н ы й  
алгоритму  н а  р ис .  2 .2 . 1 0 ;  еди нствен нос отл и ч и е  будет в том ,  

Если (стро к а  n п р и п иса н а  д а н ному  п роцессору) 

Xn = Cn/Иn n 
м а р к и ров ать Xn п р из н а к о м  «готово» 

Д л я  j = n - 1 с ш агом - 1  до 1 
ждать , пока не  будет м а р к и р о в а н о  х1 + 1 
Если  (строка  j п р и п ис а н а  д а н н о м у  п роцессору)  

c1 = c1 - uj , j � l Xj + l  

x1 = c1/uii  
м ар к ир о вать х1 п р и з н а к о м  «готово» 

Для i = 1 до j - 1 
ЕсJш (строка  i п р и п ис а н а  да н ному  п р о цессору) 

ci = c i - ui , 1 � 1 х1 1 1  

Рис. 2.2. 1 2. Столбца в ы й  алгоритм дл я Их = с в системе с раздел яемой 
п а м ятью 

что неизв естные  теперь  о п р еделя ются в порядке Y I . . . . , Уп 
( с м . у п р а ж нение  2 .2 .8 ) . П р и  р ешени и  систе м ы  Ux = у хра не
н и ю  матр и ц ы  L по  строка м соответствует х р а нение  Lт  по  стол б 
ца м .  Е сл и  ж е  А х р а н ил ась по  сто.1 б ца м ,  т о  L будет х р а н иться 
по стол бца м ,  а Lт - по  строкам .  Ита к,  в л ю бом  случ а е  потре
буется р еш ать треугольные  систе м ы  и со строчной , и со столб 
цавой схемой  хр а н е н и я .  

П р и  п р и менении  гауссова  искл ючения  п р я мую подста новку 
(т .  е .  решение систем ы Ly = Ь )  обычно в ы пол н я ют как ч асть 
процссса ф а ктор изации .  Есл и используется строчное  хранение, 
то элементы вектора  Ь могут быть дописа н ы  к стро к а м  А ; п р и  
хр а нени и  п о  стол бца м Ь может р ассм атр и в аться к а к  допол н и 
теJi ьный  стол бец м а тр ицы А .  
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П р и  решении  треуголь н ы х  систем в м а ш и н а х  с р а зделяемой  
п а м ятью может использоваться статическое ил и д и н а м и ч е
ское распределение  зада н и й .  Можно п р и менить ,  н а п р и мер ,  
строч ную ил и стол бцовую цикл и ческую <'лоистую схему ,  со
гл асно которой процессор у  i п р едн а з н а ч а ется р а бота , связ а н н а я  
с о  строка м и  ( ил и  столбца м и )  i ,  i + р ,  i + 2р , . . .  Для строч ной 
верси и псевдокод, описыва ющий действ и я  процессора ,  п р иведен 
на р ис .  2 .2 . 1 2 . 

Необходи м а я синхронизация  достигается н а  р ис .  2 .2 . 1 2  по 
ср едством м а р кировки  н еизвсстных  х; п р и з н а ком  «готово» по  
м е р е  того, как  эти неизвестн ые  в ы ч исл я ютс я .  П роцессар ы ожи
дают, пока  н е  будут готов ы  и ,  т а к и м  обр азом ,  досту п н ы  Xi,  
требующиеся для очередного выч ислени я .  В зависи мости от 
конкретной систе м ы  м а р киров J\ а  и ожида н и е  могут б ы ть реа 
лизов а н ы  други м и  спосо б а м и .  Что б ы  Х ;  стало  к а к  можно  скорее 
доступ но други м процессо р а м ,  оно  в ы числ яется  п р ежде, ч е м  
будет за вершен текущий пересчет п р а вой ч асти .  

Метод Хаусхолдера 

В предыдущем п а р а гр афе  м ы  обсудил и  ортогональные  м е
тоды Г ивенса  и Х а усхолдер а п р и менител ь но к вектор н ы м  ком 
пьютер а м .  Теперь  м ы  хоти м изучить спосо б ы  и х  р еал изации  

Д л я  k = 1 до n - 1 . ( � ) 1 /2 
sk = - sgn (akk ) .L. a;k ' 

l = k 

UL = (0 , . . .  , О , akk - sk ,  a k + l .  k • . . .  , an k) 
ak k  = sk 

Д л я  j = k + 1 до n 
aj = vkukaj ,  ai = ai - aj u k 

Рис. 2.2. 1 3 . Метод Хаусхолдер а n форме алгоритма ска лярных  произведений 

для п а р аллел ь н ых с истем .  С н а ч а л а  рассмотр и м  м етод Хаусхол
дер а .  Пусть А х р а н ится в соответствии  с циклич еской слоистой 
столбцавой схемой .  Будем исходить и з  в екторной прогр а м м ы 
н а  р ис .  2 . 1 . 1 2 , котор а я  дл я удобства ч итател я  воспроизведена 
н а  р и с. 2 .2 . 1 3  ( н а п о м н и м ,  что ai обоз н а ч а ет i -й столбец теку
щей м атр и ц ы  А ) .  

Дл я  систе м ы  с локальной п а мяп, ю  п ер в ы й  ш а г  п а р аллель 
ной  прогр а м м ы  можно  р еализова ть в соответстви и  с р ис.  2 .2 . 1 4 . 
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П одш а ги н а  этом р ису н ке организован ы  та к и м  образом ,  что б ы  
к а к  можно более р а в номерно  за груз ить п роцессо р ы .  Н а п р и мер ,  
пока п роцессор 1 вычисл я ет s 1 , проч и е  п роцессар ы могут н а ч ать 
в ы ч исление  скал я р н ых произ ведений  uтaj , хотя , р азумеется ,  
о н и  не  смогут з авершить это  вычисление  р а ньше,  чем  им  ста н ет 
доступ н а  вел ич и н а  s 1 .  

1 .  Послать пер в ы й  столбец м атр ицы А все м  п роцессор а м .  
2 .  В ы ч ис .JI ИТЬ s l в н роцессорс 1 . Н а ч ать В Ы Ч ИС.!Iен ие uтai 

в друг и х  п р оцессо р а х .  Послать s 1 все м п роцессор а м .  
3 .  В ы ч ис.Ji ить у 1 и а1 1 - s 1 во всех п р оцессор а х .  З а кон ч ить 

в ы ч ис.Jiен ие ща1 . З а ме н ить а 1 1  н а  s 1 в п р о цессоре 1 . 

4 . В ы ч ис.Ji ить ai = y 1 uTa i во  всех п роцессорах .  
5 . В ы ч ислить ai - ai u 1 во  всех  процессо р а х . 

Рис. 2.2. 1 4. Первый шаг  параллельного метода Хаусхолдера (алгоритм с к а 
лярных  произведснпй ) 

Рассмотр и м  теперь  другую фор м у  м етода Хаусхолдера ,  
а и м енно  алгорИтм  модификаций  р а н га 1 ;  его псевдокод, п р ед
ста вл енный  н а  р ис .  2 . 1 . 1 3 , воспроизведен н а  р ис .  2 .2 . 1 5 . П р и  
это м  я в н ы е  фор мул ы  дл я s k ,  у ,, и u k  опущены,  поскольку о н и  

Д л я  k = 1 д о  n - 1 

sk , "Vk , uk 
n 

v� = ,L uikaf r = k 
�k = vkvk 
Для j = k до n 

� т ai = а 1 - ЩkVk 

Рис .  2.2. 1 5. Метод Хаусхолдера в форме алгоритма м одификаций · ранга  

те же,  что и в алгор итме  скаля р н ых произведен и й .  Первый  ш а г  
соответствующей п а раллельной прогр а м м ы  показа н  н а  
р ис .  2 .2 . 1 6 . 

Н а  р ис .  2 .2 . 1 5  через ai обозначены  стр о к и  м атрицы А .  Но 
та к  как ,  согл асно п р едположению,  А хр а нитс я  по  стол бца м ,  то  
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в ыч ислен и я  подшага  4 н а  р ис.  2 .2 .  1 6  совп ада ют с в ы ч ислени я м и  
подш а г а  4 на  рис . 2 .2 .  1 4 . Действительно ,  вы ч исл ение  ;у сво
дится к у м ножению у 1 н а  скал я р ные  произведения u 1 и столб 
цов  м атр ицы А ,  х р а н и м ых кажды м п роцессором .  Один ако в ы  
та кже в ы ч исл ения  на  подша ге 5 обоих  алгор итмов .  Та к и м  о б 
р азом ,  п а р аллел ь н ы е  фор м ы  н а  р ис .  2 .2 .  1 4  и 2 . 2 .  1 6  идентич н ы .  

Есл и  А х р а н ится в соответствии  с о  сJюистой цикл и ч еской 
строч ной схемой ,  то п а р а .1лельныс  а л горитм ы далеко не  т а к  хо
роши, ка к в случае  стол бцового х р а нения .  Расс мотр и м  вна 
ч а л е  ал гор итVI  скал я р н ы х  произведений .  Здесь нужн ы скал я р -

1 .  Пoc:I <J J J , н е р в ы й  столбец :-.-1 атр и цы А в с е м  процессо р а м .  
2 .  В ыч и с:шть s 1 в п роцессаре 1 . Н я. ч ать в ы ч исJi ение  v 1 

в други х  п р оцессо р ах .  Послать s 1 все м  п р о т�ессо р а м .  
3 .  В ы числить V 1 и а1 1 - s 1 в о всех п роцессор ах . 

З акончить в ы числен ие v 1 в о всех п р оцессор а х . 
З а ме н ить а1 1 н а  s 1 . в п ро цессаре  1 .  

4 . В ы ч и сдить v 1 во всех  п р оцессо р а х . 
�т 5 . В ы ч исдить ai - щ v ,  во  всех п р оцессо р а х . 

Рис. 2.2. 1 6. Первый  ш а г  параллельного метода Ха усхолдера (алгоритм моди
фикаций ранга 1 )  

н ы е  произведения ukai . П р ежде всего в ы ч исляются ч астичные 
скад я р н ы е  произведен и я ,  Jюлуч а е м ы е  и з  эдементов ,  уже нахо 
дящихся  в каждом процессоре ,  но чтобы выч исл ить скал я р ное 
п р о изведение  полностью, требуется межпроцессор ное сум м и ро 
в а н ие сдва и в а нием .  З атем каждое скад я р ное п роизведение  
нужно р азосл а ть всем  процессор а м .  Алгоритм модификаций  
р а нга  1 стр адает тем  же  недостатком .  Здесь нужно в ы ч ис<·1 ить 
в ектор vk , п р едста вл яющий  собой л иней ную ком б и н а ц и ю  с · 1  р о к  
м а тр и цы А .  Чтобы сдел ать это , опять-та юJ требуется п р н мен ить 
межпроцессор н ы й  м ех а н и з м  сдв а и в а н и я ,  : J  нотам р азосл ать р е
зультат всем процессор а м .  Мы п р и ходи м  к в ыводу, что для 
м етода Х аусхолдер а стод бцо в ы й  способ х р а не н и я  в ы годней 
строч ного. 

Метод Гивенса 
Н а по м н и м  ( с м .  § 2 . 1 ) ,  что на  первом ш а ге м етода Гивенса  

первые две строки  м а тр ицы А м одифицируются по  фор мул а м  

(2 . 2 . 3 ) 
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где s 1 2 и с 1 2 - си нус и кос и нус , определ е н н ы е  соотношен и н м и  
(2 . 1 . 34 ) . В р езу .1 ыате этого ш а га в поз И I.L ИИ  ( 2 ,  1 )  матрицы  А 
появл яется нут, . Н а  посл едующих ш а г а х  а н н у.1 и р уются остал ь
н ые поддиа гонат,ные  элементы нервого  стол бца ,  затем  поддиа 
гонат, н ые эл ементы второго сто.1 б ца ,  и т .  д. 

П р едпо .1о ж н м , что А х р а н ится в соответст в и и  со стол бца
вой ЦИ I\Л Ичес iшй  слоистой схемой .  Н а ч ал ь н ы е  онераци и  п а рал 
.1 ел ьно го а .'I горнтма  нака з а н ы  на  р ис .  2 . 2 . 1 7 . Отмсти м ,  ч то  в 
с а м о м  н а ч а:I е воз н и к а ет з адержка , св язанна я с в ы ч ислением  

1 .  В ы ч н с .1 ить с 1 2  и s 1 �  в п ро щ�ссоре 1 .  Р а зос л ать все :-.1 
п р оцессо р а :\I .  

2 .  Н а ч а ть :-.юд 1 1 ф н к а tщю стр ок 1 н 2 в о  всех п р оцессор ах . 

:3 . Вычис:шть c 1 ;j и s 1 :j в п р tще ссоре  1 .  Р а :юс.'I ать всем 
п р о цессор а м .  

4 . З а ко н ч и ть :\Н>дшjнiкацию стр ок 1 н 2 в о всех 
п р сщессо р а х .  

5 .  Н а ч а 1ъ м оди ф ик шщю стр ок 1 н :3 во  всех п р оцессор а х .  

Рис. 2.2. 1 7. Столбцов а я ф о р м а  н а р аллс:Iьного метода Г н ве н с а  

первой п а р ы  си нус - косинус и перссы.1 кой  ее всем процесса
р а м. В посл едующем мы в ы ч исл я е м  и р а ссыл а е м  п а р ы  с и ну
сов - косинусов ,  как то.1 ы<о гото в ы  необходи м ы е  да н н ые .  Н а 
н р и м ер ,  н роцессор 1 ,  з а ко н ч и в  моди ф и кацию эл емента ( 1 ,  1 )  
( с м .  п у н кт 2 н а  р исунке ) , может н е р ейп1 к пункту 3 ,  пока  

осталыше п роцессар ы  п р одолжают пересчет строк  1 и 2 .  Во 
время н ер вого эта па  процессор 1 несет  допол нител ьную на 
грузку по  в ы ч и слению си нусов -коси н усов , поэтом у  он  з а кончит  
эта п позже  н рочпх  процессоров .  Одна ко теперь  столбец 1 при 
н я.1 о конч ате.1 ь н ый вид ,  в процессор е  1 стол бцов ста.1о  н а  один 
меньше, и о н  постепенно  л и квидирует отста в а н ие ;  в то же 
в р е м н  на следующем эта п е  н а ч и н а ет отста в ать процессор 2, 
и т .  д.  В целом  да нна н фор м а  м етода Гивенса  обладает хоро
ш и м  п а раЛЛС.'IИ З :\1 0 :\1 .  

Этого не�ЬJН сказать  в случ а е  строч ной ци кл и ч еской  слои 
стой  схемы ,  ес.'! и н р н мол и нейно  подойти  к р еализации  м етода .  
На первом ш аге  нри обра бопе стр о r- 1 и 2 будут а ктивны  
тол ько процессар ы 1 и 2 ,  на  втором ш а ге а кт и в н ы  л и ш ь  нро 
цессор ы 1 и 3,  н т. д. По.1 ожен ие  у.1 уч ш а ется при  испол ьзова 
н и и  другого тип а  п а р аллел и з м а , в нутр енне  н р 11сущеrо м етоду 
Г ивснса ;  к обсужде н и ю  этого вопроса  м ы  сейчас  нерейдем .  
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До сих  пор п р и  описа н и и  :.1етода м ы  расс:v�атр и в а л и  об ыч
ны й  пор ядок  исключеш !я  Э.'J ем ентов в н ижней треугол ьной 
ч асти м а т р и ц ы  А.  Этот нор ядо к  и м еет сл едующее важное свой
ство :  вся i.; и й  по:1 у ченный  ну.1 ь  оста ется н у.:1 е :v1  при да.1 ьней ш и х  
опер а ци я \  Одна h.о существуют и другие  rюр яд1ш иск.1 юченин ,  
та кже обладающие эти м свойство м ;  усло в и м ся н а з ы вать и х  
схемами аннулирования. Мы хот и м  исследовать с х е м ы  а н ну
л ирова н ия ,  I IОЗВОЛ Я ЮЩIН:' ОДНОВре:v!еН НОе H C I\JI ЮЧt'HИe  НеС I\ОЛ Ь-
1\И Х  элем ентов .  Одна  из  таких схем илл юстр н руется р исун

* 

о 
* 

о 
* 

о 

ПерВыu waz 

* 

о 

о 

о 
* 

о 

о 

о 
* 

Bmopou waz 

ком 2 .2 . 1 8. Н а  нервом  ш а ге 
ком б и н и руются строки 1 н 2 с 
тем ,  чтобы получ ить нут, в 
первой  позиции  стро к и  2. Од
новременно  ком б и н и р уются 
строки  3 и 4 ,  строки  5 и 6, 
1 1  т.  д.  На втором  ш а ге КО \1 б и 
н и руются строки  1 и 3 ,  строки  
5 и 7 и т .  д .  Таким  . обр азом ,  
н а  ка ждом ш а г е  а нну:1 ирустся 
половина  оста в ш и хся  нснуле
вых Э.1 СМСНТОВ нерВОГО СТО.1 б
ца.  Хотя первые  ш а ги х а р а к
теризуются высо к и м  н а р аллс
л из м о м ,  в насл едующем ис
пользуется вес мсныiiес ч ис.1о  
н р оцсссоров .  Одна ко в тот мо-

Рис. 2.2. 1 8. Одн о в рс м е н н о с  н с 1<.1 ю ч с - мент, ко г да н а ч и наются 1 1  ро-
н н с  ':IJI C \IL'Hтoв в м етоде Г н вснса стаи н роцессоров ,  м ы  можем 

н срейти к иск.1ючснию эле
ментов в стол бце 2, опер ируя  строка м и ,  первые позиции  кото р ых 
уже а н нул и ров а н ы .  

Оди н  и з  недостатков расс мотренной схе м ы  з а l\,1 юч ается в 
очень  бо.'I ьшом объе м L' обмена  да н н ы м и .  Т а !\ ,  ес.1 и 1\о м б и н и ро
ва н и с  строк 1 и 2 осуществ:1 ястс н п роцессаром  1 ,  то нужно 
Iюсл аТ I> строку 2 из  пронессора  2 в н рацеесор  1 ,  а Iюслс моди
фикации  вер нуть вторую строку в процсссор 2 .  Мож но 
нескош,ко поп р авить дело,  н а ч а в  с I\о м б и н и р ова н и я  строк ,  кото
р ы е  уже на ходнтся в п ронессорах .  Н а п р и мер ,  п роцсссор 1 со
держит  строки 1 и р + 1 ;  их можно ком б и н и ровап, без к а i\ИХ 
л и бо перссы.тюк .  На  сл едующем ш а ге можно 1\ом б и н и ровать 
стро i\ И  1 и 2р + 1 ,  и т. д. Аналоги ч н ы м  обр а зом осуществл я ют 
ком б и н ирование  другие  процсссор ы . Одн ако в к а кой -то м о мент 
вес ж е  п р идется I<О м б и н и ровать строки  из  р а з н ы х  щюцессоров .  
Даже с указ а н н ы м и  у.1учшсния м и  строчна я  схема х р а нения ,  
по-види мо:vtу, н е  может конкурировать со  столбцовой .  
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Р а сс мотр и м  тепер ь совершенно и ную схему  а н ну.1 иров а нин 
д.1 н м етода Гивенс а .  И:J .l юстрация  к ней дш1 м а тр ицы 8 Х 8 
дана  н а  р ис .  2 .2 . 1 9 . Ч и сл а 'VI и  указа н ы  номер а ш а гов ,  н а  кото р ы х  
могут б ы т ь  а н нул ированы  соответствующие эл ементы из н ижней 
строго тр еуго.l i,ной части  А,  п р и  этом п р собр азова н и я  Г и венса 

строк а 

2 7 
3 6 8 
·'l 5 7 9 
5 4 6 8 1 0  
6 ;� 5 7 9 1 1  
7 2 4 G 8 1 0  1 2 
8 1 :з 5 7 9 1 1  1 3  

Рис. 2 .2 . \ 9. С х е \1 а  а н н ) .� Н р ов а н в я  С а \н:ха  - - KyJ\ a  

сох р а няют  р а нее  по:1 у ченные  ну.1 и .  Н а  п е р во м  ш а ге ко м б и н и 
руются строки 7 н 8 с те м ,  чтобы получ ить нул ь  в позиции  
(8 ,  1 ) .  З атем ,  J\о м б и н ируя  строки  6 и 7, по.1учаем  нул ь . в пози 
IЩ И ( 7 , 1 ) .  На третьем ш а ге можно по.1уч ить ну.1 ь  в позиции  

строка  
2 n - 1 
3 n - 2  n 

n - 1 n + 1 
n 

5 . 2n - 3  

Рис. 2.2.20. Схс\1а  а н н у. 1 в р о в а ш ш  C a \t c x a  - - К} к а  дл я четного n 

( б, 1 ) ,  ко м б и н н рун строк и  5 и 6, и одновременно ну.'l ь в поз иции  
( 8, 2) з а  с ч ет  комбинирова н и и  строк 7 и 8, и т .  д.  М а кс и м аль 
ная  сте п е н ь  п а р а.1 .1 сл и з м а  достига ется н а  седьмом  ш а ге,  когда 
п а ра .1 .1 ел ьно  по:1 у ч а ются четыре  нул я .  Дл я нроиз вольного ( ч ет
ного)  n м а кс и м а .1 ь н а я  степень  п а р а .'!лсшi з м а ,  р а в н а я  n/2,  
и м еет м есто на  ш а ге n - 1 ( см . р и с . 2 . 2 . 20 ) , а общее ч исло 



126 Г.zава 2 П рюtыс .н е т  оды pctucнuя линейных c u c  Ti'.!t 

ш а гов  р а вно 2n - 3. П ос.1 еднее  в е р н о  не тол ыш д.1 н четного ,  но 
и дл н н е ч ет н о га n .  Одн а ко в пос:1 едне м  c .� y • I a c  м а i,с и м а :J J , н а я 

степень  п а р аллел и з !\1 а  р а в н а  ( n - 1 )  /2 и достигается н а  двух 
ш а га х : ( n - 1 )  -м и п - м .  

П р и на .1 и ч и и  доста точ но боЛ I ,шого ч и сл а н роцессоров схе м а  
а н нул и р ова н и н С а м е \ а - Ку к а  п о з в о:1 я ет п о:1 у ч ит ь  очень  высо
кое ускор ение .  И \t ея ,  н а п р и мер ,  р = n2/2 н роцсссоров ,  м ы  мо
жем р ас преде.1 ить м ежду н и :vJ и  м атр ицу А сJi сдующи :vJ образо !\1 :  

Р, - Рп :  
Pn o  1 - Р2п : 

стр о к и  1 ,  2, 3 
строк и :� . 4 ,  5 

стр о к и  n - 1 ,  n 

П р и  это м п р онессор Pi ( 1 ::::;:; i � n )  содер ж и т  элементы i- го 
сто.1 б ц а ,  на ходн щнС'сн в стро к а х  1 ,  2 и 3,  п ронессо р Pn+i - эле
м е н т ы  i - го сто.1 б ца ю стр о к  3, 4, 5, и т .  д. Испою,зуется схс!\1 а  
а н н ул и ро ва н и н С а м сх а - Ку ка ,  но  теперь  модиф и к а ц и я  э.1е 
м е нтов стр о к  н а к а ждо м ш а ге может п роизводиться п а р а.1 -
лельно .  Есл и  и гно р и ров ать затраты времени на  о б м е н ы  и на 
в ы ч ис.1 сние  синусов и косин усов,  то средня я  степ е нь п а р алле
лиз м а  в п роцсссс р а в н а  О ( n2j4 ) . 

Несколько правых частей 

З а ко н ч и м  этот п а р а гр а ф  неско.1 Ь Ю! М И  з а м еч а н и я м и  относи 
тел ьно с исте м ы  АХ = В, где Х и В я вл я ются м атр и ца м и  n Х q. 
П р едполож и м , что Jiю б ы !\1  из м етодов да н но го п а р а гр а ф а  по
строено р а з.10жен ие  А = S И, где И - вер х н етр еугол ь н а я  м ат
р и ц а ,  а т и п  S оп рсде.1 ястся  т и по!\1 в ы бр а н ного р а зложени я .  То
гда зада ч а  сводится к р еш ен и ю систе м 

SY = B, ИХ = У . (2 . 2 . 4) 

Р а ссмотр и м  вн а ч ал е систе му  ИХ = У. П р еднолож и м ,  что и меет
св q п р оцсссоров , м атрица  И х р а н ится  к а жд ы м  и ·з н и х  и i -й 
сто.1 бец :vJ ат р и ц ы  У х р а н итс я н роцсссором  i .  Тогда вес q систе м 
Uxi = у ; м о гут б ы т ь  р еш с н ы  одноврем е н но.  А н алогич н ы м  об р а 
зом можно о р га н изовать р еш ен и е систем ы  S Y  = В. Итак ,  в ы 
•шс.'J сния  допускают м а кс и м а.·1 ь н ы й  п а р а .1 л ел и :з м .  Обсуди м 
пр а кти чес кую сторон у  ::�того подхода .  

Ка к уже го вор илось , потрсбносп, в решен и и  сер и и  систем 
с оди н а ковой м атр ицей и р а з.1 и ч н ы м и  п р а в ы м и  ч астя м и  воз-
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н и кает, в основном ,  в двух случ аях .  В пер вом случа е  В = /, 
q = n и Х = А- 1 •  Второй случа й - это а н а л и з  поведения  кон
стру кций  при р азных  н а грузка х ;  есть  и другие  ситуации ,  схо
жие  с дан ной . В подобных  сл учаях  q может п р и н и м ать как м а 
л ые, т ак  и очень  бол ьшие  значен и я .  Я сно ,  что обсужда в ш ийся  
выше подход не  эффективен ,  есл и q � р ( где р - ч исло п роцес
соров ) , посколь ку р - q п роцессорав проста и в ают. Более целе
сообр а з но было б ы  р еш ать систе м ы  поср едством ,  н а п р и мер ,  
стол бцового ал гор итм а .  Та к ,  есл и q = 5 и р = 20 ,  то  дл я ре 
шения  каждой систем ы можно бы.ао б ы  выдел ить по  четыре  
процессора .  

С дру гой стороны ,  есл и р � q, то  р ешен и е  q/p систем каж
дым п роцессаром кажется впол не  п р и вл екатсл ь н ы м .  Основную 
трудность представл я ет сл едующее обстоятельство : если дл я 
п р и ведени я  к треугольному  виду испол ьзовались  L и- р а зложе
ние и слоистая  строчная  схе м а  х р а н е н и я ,  то м атрица и будет 
распределена  м ежду процессар а м и  по той же слоистой строч
ной схеме ,  а перед выч ислен и я м и  потребуется собр ать всю мат
р ицу и в каждом из  п роцессоров .  Только детальный  а н ал и з  
для конкретной п а р аллел ьной систе м ы  может показать ,  будет 
ли такан  организация  в ы числений  более эффекти вна ,  чем  м еж
процессор ное решение ка ждой системы ихi  = Yi · 

Упражнения  к параграфу 2.2 

· 1 . Предположим ,  что параллельной системе требуется врем я t для в ы пол
нени я арифметических операций 11  врем я a. t  дл я рассылки м а ш н и ного слова 
из  одного процессара произво.1ьному числу других Пусть число п роцессо
ров р равно  порядку n системы Подсчн rать общее врем я /.И-раз,1оженн я  
без в ыбора главного элемента п р и  использова н и и ·  а )  строчной  схем ы х р ане
н и я ;  Ь)  столбцавой схе м ы  (см.  основной текст п а р а графа ) .  Придти к заклю
чению (зависящему от а.) о тoNI, какой способ хранения  более выгоден .  

2 .  Обсудить в детал ях процедуру сдваива н н я  для определе н и я  макси
м ального из т чисел, распредl'лен ных  между р п poцccco p a Ni l l  

3. Пусть параллельн а я  снете м а  и меет те же харак 1 ернстикн ,  что  и в уп 
ражнении 1 ,  и пусть, кроме  того, требуется в р е м я  t для сравнен и я  а бсолют
ных величин� двух чисел. Сопоставить два алгоритма L И-разложен и я ,  если 
проводится частичный в ы бор гла вного элемента 

4. Предполож и м ,  что па раллельна я  система  и меет те же характеристики ,  
что и в упражнении  1 ,  н п усть n = kp Сравнить число вре.м:енньi х  шагов в 
L И-разложенин без выбора гла вного элемента,  есл и ·  а )  первые fl строк мат 
рицы А хранятся в процессаре 1 ,  следующие k строк - в процессаре 2,  и 
т. д ; Ь )  строки х р а н ятся в соответствии со слоистой схемой на рис 2 2 2. 
Повторить а нализ ,  включив  в LИ-разложение частичный  в ы бор гла в ного эле
мента 

5.  То же зада ние, что в упраж нении 4,  но дл я  столбцовых схем хране
ния м атрицы А .  
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6 П ровест и  п одр о б н ы й р а з бор а .1гор и т м а  п о 1 о к а  д а н н ы х  ( с м .  рис .  2 .2 .5 )  
ДШ! Al . i  I (J I Щ Ы  

- 4  1 1 -

А =  1 4 1 
1 4 1 

1 4 
7 l i . I п исать  псевдокод дл я фо р м ы kji р а з:юже н и я Х олссского, не з а гл я 

дыва я в п р  вложение 1 .  З а тем с р а в н и ть свой п с е вдокод с те м , что п р и в сден 
в прилож е н и и  1 .  

8 О бсуди 1 1, столбцав ы й алгорнтм и ал го р и тм с к а .1 я р н ы х  п р о н з всде н и й ,  
а н а лог и ч н ы е  те:v1 ,  что пок а з а н ы н а  р и с  2 2 8,  дл я н и ж нстреу го.�ьноii с исте м ы .  

9 .  По ка з а ть , ч т о  п р я молиней н а я  реа л и з аци я стол биового а л го р и т м а дл я 
МаШ И Н Ы  С р а здел яеМО Й  П а \1 ЯТI>Ю И р а с пр едел е н и е м  З а д а Н И Й  ПО СдО! !СТОЙ СТОЛ б 
П О В О Й  C X l' \l e  п р шзоднт к с иль н ом у дисбала нсу з а г р у з к и  п роцессорав Обсу
дить способы I I О В Ы Шl'Н И Я  эффскт н в но сти р еал и з а цн н а .� го р нтм а 

Л итература и допол нения  к параграфу 2.2 
1 .  Идея слоистого х р а не н и я  была нез а в и с и м о  высказа н а  в р а бота х 

[O 'Leary ,  Stewart ,  1 985 ;  l psen et a l . ,  1 986,  Ge is t ,  Hea th ,  1 986] С а м  п р и н ц н п  
б ы л  назван  тораи дильным распределением ( torus a s s ignment )  в п е р в о м  слу
ч а е, рассеяние,u - во второ м и цик.lи •tески.п отображенuе,и - в третье м .  
В п е р в ой статье, к p o 'll c того, р а с с м а т р н в астся с х е м а  с отражения\1 1 1 

2 В р яде р а бот н с сш•до в ал и сь воп рос ы ре ал и за ци и L И - р а зло ж с н и я и л и  
р азлож ен н я Холrсского дл я р а з л и ч н ы х  реально с ущеt гвующих и л н  пшоте 
тичес к и х  п а р а.1щ•д ьн ы х с и сте\1 В тс х н и чсс h о 'll отчете [S a a d, 1 986Ь] р асс м а 
т р и в а ю1 с я  л.в а  способа р с а л и з а щ ш  гауссова и с ключе н и я  дл я г и нер ку бов .  
В пе р во м и з  н и х  вс,(уща я стр о к а  р а с сы.1 а стс я в с е м  п роцсс со р а м , которые в 
ней нуждаютс я ,  по п р и нци п у  р а с п ростр а не н и я  Во втором способе рассылка 
в едущей строки о р г а н и з ов а н а  п о  к о н в е й ер н о м у  пршщипу Когда к а к о й -л и б о  
процессор пол уч а ст ведущую строк у , он в н а ч але передает се друго м у  п ро
цессо р у , а з а тем п р одолжает в ы ч и сл е н и я  Автор п р и ходит к в ы в оду, что ко н 
вей ер н а я  о р г а н и з а ц и я  м о жет б ыть бо.1се эффект и в н о й ,  д а ж е  ес.ш п р и  р ас
пространении  с в ы годой и с пользу ютс я о собен ност и  а р хи те ктур ы г и пе рку ба .  
В тех н и ческом отчете [ Le B l a n k ,  1 986] сообщ аетс я о б  экспе р и м е н т а х  с ravc ·  
совым и скл ючен ие м , Про вод и в ш и х е я  для 1 28 - п роцессор н о й  м а ш и н ы  B B N  
Bu tter f l y. ( П ро цессоры этой м а ши ны н е  и мею т  а п п а р атно реали з о в а н но й ве
ществен но й  а р и ф метики , о н а  м одел и ро в а л а с ь  п ос редство м цел оч и слен н ой 
ар и ф м ет и к и  ) Целью этого и сследова н и я  б ы ло с р а в н е н и е  двух типов а р х и 
тектуры , кото р ы е  м о ж но реализов ать д л я  B utter f l y систе м ы  с до к ал ь но й 
п а м я тью и перед а ч е й  сообще н и й  и систе м ы  с раздел я е м о й  п а м ятью В статье 
[DaY i s .  1 986] о п н с а н а  р е а л и з а ц и я /. И - р а зложе н и я дл я ги пер ку б а I n te l  i PSC ;  
он а включает в се б я в ы бор гл а в н ого эле м е н т а  и стратеги и опереж ен и я ,  дл я 
х ра не н и я используется ц и к.� и ческа я сто.1бцов а я  с х е м а .  Джордж,  Х и т  и Л ю  
[George et  a l , 1 986], и м е я в в иду гл а в н ы м о б р а зо \1 м а ш и н у  Denelcor I I E P, 
нзу ч а ют с х е м ы  р а зложен и я  Холссс iюго, м а кси м а JIЬНО п р и способле н н ы е  дл я 
систем с р а здсл я е \1 ОЙ па м я1 1> Ю  Нес кол ьк о с х е м  о с н о в а н ы  на ij/г-фо р м а х  щ•
тода Холесскоrо , см по это м у  поводу 1 а юк е тех н и ческий отчет [Heat l1 , 1 9851. 
В р а боте [Ge i s t  Heath ,  1 986] п роведено дета ль ное и сследо в а ние ф о р м ы  kji, 
с р а зло же н и я Холесекого п р и 'l! е н и тсл ы ю  к г и n е р к у б у  I n te l  iPSC ( Ав т о р ы  
н а з ывают с в о ю  схе м у ф о р м о й  j k i ,  н о  в окон ч атель но м  а л г о р и т м е  о н и  в ы поJI
н яют м од иф и ка u и и  без заде р ж ек . )  С р а в н ив аются различные вариа нты рас 
пределения стол бцов между п р о цессор а м и ,  включ а я  блочную цикли•Iсскую 
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схе м у  и случайное р ассеяние; н а  основании  экспериментов делается заклю
чение, что цикт1ческа я столбцо в а я  схе м а - шшлу•I Illа я  из проверявшихся.  
Приводятся,  в ч а стности, следующие данные о времени решени я  систе м ы  из  
5 1 2  уравнен и й  п р и  32 п роцессорах :  79 .4  с - для столбцавой циклической 
схемы,  92 1 с - дл я  блочной цю,лической схемы  ( в  блоке 4 столбца ) ,  1 74 .7 с 
дл я тdй же  схем ы при  1 6  столбцах в бдоке, 94. 1 с - п р и  случайном р ассея
н и и. Рассм атр иваютс я также различные стратегии обмена,  например  рас
пространение ,  осуществл яемое посылкой к каждому принимающему п роцее
сору, и распространение ,  и спользующее минимальное остовное дерево гипер
куба .  Последняя  стратегия и меет то достои нство, что требуется лишь O(log р) 
шагов. тоr да как в первом случае - О {р) шагов .  (Однако при не1юторых об
сто ятельства х  более выгодными  могут оказаться другие реализацпн . )  

3.  Проведен ряд исследований  L И-разложения , имеющих целью в ы ясне
ние  прющи пиальпых  свойств его пар аJiж·льных  реализаций .  В статье [S a a d , 
1 986а] изучается ком муникационная  сложность гауссова исклю•1ен и я  для не
скольких типов архитектуры .  Оди н из главных  результатов заключается в сле
дующе м :  дл я сх�мы с о бщей ш и ной I IЛJ I  кольцевой сети с локальной п а м ятью 
L И-разложение матрицы n Х n требует времен и ,  равного по меньшей мере 
О (п� ) . независимо от ч исла процессоров. Сходные результаты приведсны  в 
ра боте [ I pseп e t  a l . ,  1 986]. В диссертации [Rom i пe,  1 986]  дан подробный а н а 

JJ И З  ij/г-форм L И-разложенпя . Автор заключает, что п р и  о пределенных  пред
положен и ях о па раллельной снетеме фор ма  lгij оптпмалuна  среди всех сред
незернистых алгоритмов, использующих строчную циклическую схему хране
н и я. С м .  также отчет [Ortega,  Rornine,  1 987], н а  котором основывается раз
дел приложения  1 ,  посвященный п а р аллельн ы м  реализаци я м  

4 .  Технический отчет [Ge ist ,  Rom ine ,  1 987] представл яет собой обширное 
исследование  стратегий выбора главного элемента при реализации /" И-раз
ложени я  дл я гпперкуба .  Сравниваютс я четыре основных  вариа нта : строч н а я  
схема хранения  н вы{;ор главного элемента по  с1 роке, столбцовая  схема н 
выбор по строке, строч н а я  схема  и выбор по столбцу, столбцова я схема  и 

выбор по столбцу. Дл я каждого основ ного вариа11 1 а рассматриваются также 
rазлнчные усовершенствования  ( н а п р имер ,  опережа ющее вычислен ие, разверт
ка циклов с целью уменьшения кол ичеств а и ндексной а р нфметики 11 т. п ) . 
Как  отмечалось в основном тексте п араграфа ,  есл и строки  не персста в 
л я ютс я фактически,  то  происходит nотеря  строчного циклического ш а блона 
хранс i i ИЯ. В конечноы счете строки будут распр(•делены между n р оцессар а м и  
по существу случа йным  образом . В работе [Geist ,  Hea th ,  1 986] приводятся н е 
которые экспериментальные результаты для гиnеркуба I n te l  i PSC,  показы
вающие, что подобное распределение строк сниж ает скорость на 5- 1 5 % 
в сравнении с циклическим хранением ( см  замечание  2 в этой ра боте ) . 
С другой стороны ,  в статье [Chu,  George, 1 987] рассматривается вариант  с яв 
н ы м и  перестановками  строк Чтобы уменьш ить простон п роцессоров,  ведуща я 
строка рассылается до выполнения перестановки ; таким образом,  другие nро
цессары nолучают информацию, nозвол яющую начать модификации храни 
м ы х  и м и  строк Авторы используют также  динамическую схему  балансировки 
на грузки .  См. ,  кроме того ,  работы [Chamber l a in ,  1 987] , где п р именяется вы
бор главного элемента по строке, а не по столбцу, и [Sorensen.  1 985];  в этой 
п оследней предложена парная  схема ,  в которой на каждом шаге вы бор 
главного элемента огранпчен  дву м я  строками .  

5 .  L И-р а зложение по принциву потока данных ,  обсуждавшееся в основ
ном тексте, подсказано а налогичной организацией разложения  Холесекого в 
статье [O'Leary, S tewart ,  1 985] С м .  также р аботу [Funder l ic, Geist ,  1 9 86]. Она 
может служить примерам изучени я общего воnроса  о том,  н асколько , боль
щого ускорен и я  можно добиться в алгоритме при наличии  произвольнаго 
или даже бесконечно большого числа процессоров .  Большинство ранних 
5 Дж. Ортеrа 
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исследо в а н и й  по п а раллельны м алгоритма м  в ьшолнялись в том же духе и, как 
nра вило, и гнорировали время обменов.  Хороши й  обзор этой начальной дея
тельности в области алгоритмов линейной алгебры дан в статье [Hel ler ,  1 978]. 
Среди более поздни х  работ, рассматривающих LU-разложение п р и  большом 
числе п роцессорав (обычно О (n) или О (n2 ) дл я системы n Х п) , - [Boj a nc
zyk, Brent ,  Kung, 1 984; Kumar ,  Kowa l ik ,  1 984;  Neta, Tai , 1 985]. 

6. Алгоритм nотока данных из  основного текста параграфа служит, кро
ме того,  nримерам алгоритма,  организованного по nринцилу волнового фрон
та ;  этот при нци п использовался для систолических м ассивов и других 
п а раллельных систем ,  допускающих реализацию посредством сверхбольши х 
и нтегральj!Ы Х схе м .  Обзор алгоритмов для систолически х  м ассивов дан  в ра
боте (Н.  Kung, 1 984], а обзор алгоритмов типа волнового фронта - в статье 
[S .  Kuпg,  1 984]. Из более свеж их р а бот, связа нных с этим подходом ,  отме
тим статью [On a ga ,  Takechi ,  1 986]. 

7 .  В статье [Shaпehchi ,  Evans ,  1 982] а нализируется т а к  называемый Q I F
метод (QI F -- сокращение от Quadran t  I n ter locki n g  Factor iza t ion . - Перев. ) . 
Он тесно связан с L И-разложением,  но заду м а н  и менно дл я п а раллельных 
в ычислений .  Основ н а я  идея метода состоит в том,  чтобы nроводить исключе
ние в м атрице как сверху в низ ,  так и снизу ввер х .  Это при водит к разложе
нию, форма которого показана  на рисунке. 

о о * "' 

* 

* * о А =  о 
* * 

* 

о о * * * 

8. Если м атрица коэффициентов А и м еет какую-либо специальную струк
туру, то систему Ах = Ь можно подчас решить значительно быстрее с по
мощью алгоритмов,  использующих эту структуру. Напри мер,  тёп.zи цевой на
аывается матрица , вдоль диагоналей которой элементы сохр а няют посто я н 
н ые значения .  Систему с т а к о й  м атрицей м о ж н о  решить не  за О (п3) , а з а  
О (п2) операций.  ( Если не п р и н и м ать во в н и м а н и е  вопрос о числен ной устой 
чивости, т о  систе м ы  с тёплицевыми матрицам и  м о ж н о  решать еще быстрее. 
Существуст ряд алгоритмов,  называемых сверхбыстрыми, в которых для ре
шения тёплицевой системы пор ядка n з а трачив ается O (n log2 n)  операций. 
Перев. ) .  Обзор п а р аллельных методов дл я тёп.1Ицевых систем (с упором н а  
систолические м ассивы)  дан в р а боте [Delosme, I p sen , 1 987]. С м . ,  к р о м е  того, 
статьи [Cohberg et  а ! . ,  1 987] , где рассм атрива ются м атрицы типа тёплицевых,  
и [Grear ,  Sameh, 1 98 1 ]. 

9. Долгое в р е м я  существо в ало убеждение,  что дл я систем с локальной 
nам ятью решение треугольных систем с использованием столбцавой схем ы  
х ранен и я  является nринципиально трудно й  задачей. Недавно б ы л о  за мечено 
[Romine, Ortega ,  1 988], что ал горитм скал ярных nроизведений nотенциально 
очень хорош, а в статье [L i ,  Colem a n , 1 987а] был nредложен эффективный 
сnособ реа.1 нзации столбцового алгоритма . Оба этих алгоритм а а нализ ируют
ся в отчете [Heath, Romi ne, 1 987] н а р яду с реализациями п о  принцилу вол
нового фронта столбцового алгоритма п р и  столбцавой схеме хранения  и ал
горитм а скалярных nроизведений nри строчном хранении .  Эти два п оследних 
алгоритма м аксим ально исnользуют совмещение оnераций;  кроме того, ч а-
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стично вычисленные результаты «сегмента \1 1 ! »  нсресыдаются кажды м процес
саром своему соседу в кольцевом  nорядl\ ( '  l l н l\лические алгоритмы»  также 
nользуются сегмента ми ,  но фи l\сирова ино r о р а  j :vrepa р - 1 Алгоритм Ли -
l(оулмена представляет собой циклическ) ю реализацию столбцового аJ rго
ритма  для столбцавой схемы  хранен и я ;  ана Jюr и •r ным  oбpaзo'lll предлагаетс я 
реализовать алгоритм скал ярных произведеиий  при  строчном хранении  в 
статье [Chamber] a i п ,  1 987]. 

Хит и Ромине  провели обширные эксперименты дл я систем типа гипер 
куб и пришли к следующим вывода м ·  

а )  Дл я строчной или  столбцавой слоистой схемы хранения  и \t алого 
( � 1 6 ) числа процессаров наилучшим  явл яется циклический  подход 

Ь ) .  Для строчной или столбцавой слоистой схе м ы  и большого числа  про
цессаров оптим ален nринцип волнового фронта. 

с ) . Дл я случайной столбцавой елопетой схем ы  наилуч ш и м  будет аJrго
ритм скалярных  произведений  с суммированием по методу сдва ивания ,  орга
низованным посредством минпмального остовнога дерева  гпш�ркуба  

Еще более поздняя  модификация щrкличссl\ого ашоритма [L i , CoJeman,  
1 987Ь] значительно повысила его быстродействие пр 1 1  большом числе процес
сорав (см. также ра боту [E iseпs ta t  e t  а ] , 1 987]) . Во всяком слу•rас ,  теперь 
существуют хорошие алгоритмы и дл я строчного, 1 1  дл я столбцового хра не
ния .  

1 0. В статье [Sameh, 1 985] описана  верс и я  метода Хаусхолдера  для  
кольца п роцессаров Матрица А ноначалу на ходитс я в п роцессаре 1 ( или  ж е  
е е  столбцы по  одному загружа ются в процсссор 1 нз центральной п а м яти ) .  
В процессаре 1 строитс я первое прсобразование  Хаусхолдсра и производится 
модификацн я второго столбца Новый второй столбец ( н а чиная  с диагональ
ного элемента вниз ) перссылается затем в п роцессор 2, этот процессор 
вычисляет второе nреобразование  Хаусхолдера .  Одновреме н но процессор 1 
продолжает nересчиты вать столбцы матрицы А и посылать и х  (со второй по
зиции вниз )  процессору 2 .  Тот пересчитывает эти столбцы и посылает их про
цессору 3,  и т д. В конце приведени я  нроцсссор i будет хранить строки i, 
i + р, . . .  верхнетреугольной матрицы и, т. с и хранится в соответстви и  со 
слоистой строчной схемой 

1 1 . Для систем с раздел ЯС'МОЙ п а м ятью и относительно малыми  наклад
ными расхода м и  н а  синхронизацию в статье [Doпgarra ,  Sameh, Sогепsеп,  
1 986] предложен еще один подход к п а раллельной реализации алгоритма Ги
венса , так  называе м ы й  «конвейерный метод Гивенса» . Идея состоит в том,  
чтобы обрабатывать одновременно несколько строк ,  каждую с небольшю1 
за пазды ванием относительно предыдущей ,  чтобы сохранить надлежащую по
следовательность операций См .  также работу [Heath ,  Sorensen ,  1 986], где 
конвейерный  м етод Гивенса примен яется 'К разреженным м атрицаVI.  

12 .  Метод Гивенса обладает естественным параллелизмом,  проявляющимся 
11 том, что одновременно можно исключить несколько элементов Вnервые это 
было отме•rено в работе [Gen! Jema п ,  1 975]. Конкретна я  схема  а ннулирования  
н а  рис .  2 . 1 . 1 9  принадлежит Са меху и l(уку [Sameh. l(uck, 1 978], но известен 
и ряд других схем. Так, в статье [Lord et а ] . ,  1 980] предложсны «зигзаго 
образна я» схема ,  требующа я O (n/2 ) процессоров,  по одному на каждую пару 
поддиагоналей матрицы,  и «столбцовая»  схема дл я малого числа п роцессо
ров. Другие схемы аннулирования  и некоторые результаты по  оптим ально
сти можно найти в р аботах [Mod i ,  C l ark ,  1 984; Cosnard , Robert, 1 986]. 

1 3. Персчислим другие сравнительно недавнис ра боты по nараллсльным  
методам Гивенса и Хаусхолдера :  [Bowgen, Modi ,  1 985], где сравниваются 
реализаци и  обоих методов для машины ICL DAP и делается заключение, что 
метод Х аусхолдера в 1 .5-2.3  раза быстрее метода Гивенс а ;  [Bar low , Ipsen, 
Б• 
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1 98 4 ;  I psen,  1 984], где рассматрива ю гся  t·оотвстствснно «м асштабированный»  
и «быстрый» методы Гивенс а ;  [Go l u b  e t  a l  , 1 986] ,  где изучаются блочные м е 
тоды ортогона .1ьной ф и кто р и з а щ ш  дл я задачи  наи меньших квадритов ; 1 1 ,  н а 
конец, [Luk ,  1 986] 

2.3.  Ленточ н ые систем ы  

В щ�ух п р едыдущи х п а р а гр а ф а х  предпол а галось ,  что м ат
рица А з а пол нен а . Теперь м ы изучи м  ленточные  с исте м ы .  Для 
простоты , ка к  и в § 1 . 3, будем я в но р ассматривап, только си 
стем ы  с с и м м етр ич ной лентой ( п олуши р и н а  л енты всюду обо
з н а ч астен через � ) , одна ко больш а я  часть нашего обсуждения  
сетсетвенн ы м  образо м р а спростр а н я ется н а  ленточные  систем ы  
общего вида .  

LU -разложение 

Н а ч н е м  с L И- р азложен и я .  Н а  рис . 2 .3 . 1 п р иведены  псевдо
коды с р исунков 2. 1 . 1  и 2. 1 . 2 ,  ад а пт и ров а нн ые к систе ме с по
JJ уш ир и ной ленты � - Нструдно построить адаптации и других 
ijk-фop м L U-р а зложени я  и з  § 2. 1 ( с м . упражнение  2 .3 .  1 ) .  

Д.пн '  k =  l до n - 1 
Для i = k  + 1 

до m i п  (k + �. п) 
l; k = a;k/akk 
Для j = k +  l 

до min  (k  + �. п) 
а; 1 = а; 1 - l; kaki 

Для k = 1 до n - l 
Для s = k +  l 

до m i n  (k + �. п) 
lsk = askfakk 

Для j = k + l 
до m i n  (k + � .  n) 

Для  i = k  + l 
до m i n  (k + � .  n) 

а; 1 = ai i ·- l; kakf 

Рис.  2.3. 1 .  L И-разложение ленточной матрицы 

На р ис.  2 .3 .2  показа н ы  схем атически несколько первых ш а 
гов  ал гор ит м а  kij дл я матр и цы с полу ш и риной ленты  � = 3 .  
При k = 1 из строк  2 ,  3 ,  . . . , � + l в ы ч итаются кратные первой 
строки .  Поскол ьку в первой строке и первом столбце тол ько 
� + 1 э.1J ементов могут быть ненулевы м и , то первый  ш а г  затр а 
гивает л и шь первые  � + 1 строк и стол бцов  м атри ц ы  А .  Соот
ветствующая  подматрица  н а  рис. 2 .3 .2  отмечена  цифрой 1 .  
Точно  так  же, во второ м  шаге  участвуют толь ко элементы 
2, . . . , � + 2 строк 2, . . . , � + 2,  и т. д. Продолжая  п роцесс, 
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м ы  дости гнем эта па ,  когда оста стен тот,ко подм атр и ца f3 Х � ' 
после чего р а зложение ведстен к а к  дл я з апол нен ной м атр ицы .  

В случае  последовател ь н ы х  ком пьютеров л е нточ н а я мат 
рица  о б ы ч но хра н ится по  диа гонал я м ,  одн а ко этот способ не  
очень  хорош дл я векто р н ы х  ком п ьютеров .  Н а п р и мер ,  дл я ал го
р ит м а  kij н а  рис .  2 .3 . 1 м атрицу естественно х р ан ить по  строк а м .  
Одна ко использовать дл я этой 
цел и пол н ы й  двумер н ы й  n Х 
Х n м ассив нер азум но,  по 
скол ьку бол ь ш а я  его часть не  
будет востребована ,  особенно 
при м алом  � - А.1 ьтер нати в н ы й  
в а р и а нт состоит в том ,  чтобы  
х р а н ить строки м атрицы А 
в одномерном  м ассиве ;  см .  
р ис. 2 .3 .3 ,  где ч ерез  ai обозн а 
ч е н а  i - я  строка  и р ядом со 
строка м и  указа н ы  их  дл и н ы .  

------ -----
: : : : 1  : 1  * 1 

-�-�:�_: __ :_1_:_1 _: __ :
* � 3 * * * * 

Рис. 2.3.2.  Перв ые ш а г н  L И- р азложе
н н н  дл я л е н точ н о й  м а т р и ц ы  

Если ai и нтер п р етировать как t - и  стол бец,  то р ис .  2 .3 .3  может 
служить иллюстр ацией и к столбцавой схеме  х р а нения .  

Пр и  пересчетах строк  И .'! и стол бцов во внутренних цикл а х  
на р ис. 2 .3 . 1 м огут использоваться вепор ы дл и н ы  � д о  тех пор ,  
пока н е  будет п олучен а  фи нальн ая  подм атрица � Х f3 , пос.1 е  

1---------1 . •  - �----, 
а2 aJ3 + t  а" 

13 + 2 213 + 1 13 + 1 

Рис. 2.3.3. С1 р оч н а я  (столбцоо а я )  с х е м а  х р а н е н и я  ленточной м а т рицы 

чего дли н ы  уменьш аются на 1 с кажды м ш а го м .  Та ки м обра 
зом ,  п р и  достаточно большом f3 псевдокоды н а р ис . 2 . 3 .  1 могут 
служить основой потенциально  эффективных  <� . " I гор итмов дл я 
векторных  ком пьютеров,  одн а ко п р и  yмeньшei! I I I I  � эффектив
носп, п адает во все возрастающей степени .  В ч а стности , дл я 
трехди а гона J1 ь н ы х  систем ,  где � = 1 ,  эти а.1 горитм ы совершен 
но  н еудовл етвор ительны .  Позднее в этом п а р а графе  м ы  р ас 
с мотр и м  другие алго р итм ы ,  предназна ченные дл я систем с м а 
л о й  ш и р и ной ленты .  

П араллельная реализаци я 
Перейдем теперь  к вопросу о п а р аллсJi ь ной р еализации  

L И-разложения .  Ка к и в предыдущем п а р а графе ,  будем считать, 
что используется строчн а я  или стоJi бцова я  цикл ическая слоистая 
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схе м а  х р а нения ,  показа н н а я  на р ис .  2 .2 .2 .  Соображен и я  об
щего х а р а ктер а относител ьно L U- р азложс н и я ,  высказа н н ы е  в 
§ 2 .2 ,  п р и мени м ы  и к ленточному случаю ,  одна ко гла в н ы й  и нте
рес сейчас  представляет вл и я н и е  ш и р и н ы  ленты на степень п а 
р аллел и з м а .  

Для ал гор итмов н а  р ис .  2 .3 . 1 степень п а р аллел и з м а  в мо
дификациях  в нутреннего цикла на  протяжении  почти всего про
цесса р ав н а  � '  т .  е .  сов пада ет с дл и ной  векторов .  В ч а стности ,  
при  слоисто м р аспредел е н и и  строк  м ежду процессар а м и  на  
перво м  ш а ге нужно будет исключать элементы пер вого стол бца 
в строках  2 ,  . . . , � + 1 .  Эти � стро к  могут обра батываться 
одновременно ,  сел и р ечь  идет о фор м е  kij ;  в фор м е  kji одно
временно могут обр абатываться соответствующие стол бцы .  Та
к и м  образом ,  есл и � меньше ч исла р п роцессоров ,  то н а  первом 
ш а ге будут р а ботать толь ко п роцессар ы 2 ,  . . . , � + 1 .  П оэтому 
дл я пол ного использования  всех п роцессорав  необходи мо ,  что
бы в ы полн ял ось � � р .  З а мети м ,  что и п р и  в ыполнении  этого 
условия  дисбаJi а нс з а грузки  процессаров дл я л енточной систе
м ы  гор а здо более вероятен ,  чем дл я систе м ы  общего в ида .  
П р едполож и м ,  н а п р и м ер ,  что и меется 50 п роцессоров ,  а 
n = 1 0032.  Тогда 32 п роцесса р а  получат  по 20 1 строке,  а 1 8 -
по 200 строк .  Для з а пол ненной  систе м ы  это р а зл и ч и е  очень 
м ало .  П усть, одна ко, � = 75.  В этом случа е  ч и сло стро к, х р а 
н и м ы х  кажд ы м  п р оцессором ,  по -п р ежнему р а в но 20 1 и л и  200 , 
но  п р и  п р я мол инейной реализаци и алгор итм а kij во второй 
части шага б у дет а ктив н а  толь ко полови н а  п роцессоров .  Оче
в идно,  что н а и худш и м  будет случ ай  � = р + 1 ,  та к как п р и  
этом во второй ч а сти  ш а га р а ботает л и ш ь  оди н  п роцессор .  Про 
блему нер а вномер ной за гружен ности процессаров можно  в и з
вестной мере  снять,  п р и м ен и в  стр атегию опережающего в ы 
числения .  Н а п р и мер ,  к а к  только н а  k -м  ш а ге модифициров а н а  
строка  k + 1 ,  о н а  р ассыл а ется остал ь н ы м  процессор а м .  Тогда ,  
з а кончив  свою р а боту н а  k -м ш а ге, процессор немедленно на 
ч и н а ет (k  + 1 )  - й  ш а г. 

Разложение Холесекого 

К. а л горитм а м  р а зложени я  Холесского, а налоги ч н ы м  тем ,  
что п р иведсн ы  нз  р ис .  2 .3 . 1 ,  п р и м е н и м ы  те  же соображения .  
В частности, п р и  � < р н а  всех  ш а гах  р азложени я  некото р ы е  
проuессор ы будут проста и вать нез ависи мо о т  того, какая  слоис
тая  схе м а  испол ьзуется :  строч н а я  или столбuова я .  Более деталь
ное  обсуждение  алгоритмов Холесекого в ынесено в упр ажне
н и я  2 .3 .5 и 2 .3 .6. 
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Треугольные системы 

То, что сказано в § 2 . 1 о р ешении  треугольных  систем в слу
ч а е  векторных  ком пьютеров ,  непосредственно  переносится н а  
ленточные  систе м ы .  Пусть в систем е  Их = с м атрица И я в 
ляется ленточ ной с полуши р и ной  .1 енты � :  

Ин . . . и , ,  f3 + 1 

Un- j3 , n (2 .3 . 1 ) 

Есл и  лента м атрицы И х р а н ится по стол бца м ,  то стол бцавы й  
алгоритм с р ис .  2 . 1 . 5 может быть з а п исан  к а к  н а  р ис .  2 .3 .4 .  
Здесь U i  содержит элементы i -го столбца от верхней гр а н и цы 

Для i = n  с ш агом - 1  до 1 
xi = cifui i  
C = C - Xi U i 

Рис. 2.3.4.  Столбцав ый алгоритм 

ленты до главной диагонали ,  но диагональный эле мент в Ui не 
в ключается.  Векторы  будут и м еть длину  �. пока i > � - Н а  
участке 2 �. i � � дли н ы  векторов с каждым ш а го м  умень 
ш а ются н а  1 .  Итак ,  дли н ы  векторов в триадах н а  п ротяжен ии 
большей части процесса р а в н ы  � и у м еньшаются до 1 н а  з а 
ключительных ш а гах .  

Есл и И х р а нится по  строкам ,  то более целесообразно п р и 
менять алгоритм скаляр н ых произведений (2 . 1 . 1 0 ) , котор ый 
теперь п р и н и м а ет вид 

xi = (ci - ui ,  i + lxi 1-1 - . . . - ui , i + f3xi " !3)/ui i ,  i = n - � . . . .  , 1 . 
(2 . 3 . 2) 

Для i = п,  . . . , n - � + 1 фор мулу ( 2 .3 .2 )  нужно изменить с 
учетом того ,  что дли н а  строки меньше чем � + 1 .  Алгоритм , 
основа нный  н а  (2 .3 .2 ) , включает в себя  скал я р н ы е  произведе
н и я  векторов дли н ы  � ;  для i = n - 1 ,  . . . , n - � + 1 .  в 
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соответствующих скалярных  произведениях длины в екторов 
р а в н ы  1 ,  . . .  , � - 1 . 

Ка к и в случае  заполненных матриц, столбцавый алгоритм 
дл я некоторы х  векторных  ком пьютеров может б ыть более при 
влекательным ,  поскольку использует тр иады,  тогда ка к строч
ный алгоритм - скал я р н ы е  произведения .  Кроме  того , для 
строчио-ор иентированного алгор итм а kij ( см .  р ис .  2 .3 . 1 )  и схе
мы х р а нения на  р ис .  2.3.3 элемент bi  п р а вой  части систем ы  
нельзя просто пр исоединить к i -й стро ке матрицы А ,  I<а к  это 
дел алось дл я з а пол ненных систем .  Это более веский а р гумент 
в пользу стол бцавой схем ы хра нения ,  чем в случа е  за пол нен
ных м атр иц. Одна ко, как  мы увиди м н иже, для малых (3 и не 
скольких п р а в ы х  частей этот вы вод уже несправедлив .  

В ы числить X n  = спfипп · Р а зослать X n  всем п р оцесса р а  м .  
Вычислить с ;  = c i - ui nXn , i = n - (3,  . . •  , n - 1 .  
Выч ислить Xn _ 1 = Cn _ 1 fun - 1 , n- 1 •  Р азосл ать Xn _ 1 всем 

процессар а м .  
В ыч исл ить C; = C; - Ui , n- 1 Xn - 1 • i = n - (3 - 1 ,  . . .  , n - 2 . 

Рис. 2.3.5. Параллельный  столбцавый алгоритм для ленточных систем 

Рассмотр и м  теперь п а р аллельную м а шину с локальной па 
м ятью, и пусть А хранится в соответствии с цикл и ческой слоис
той строчной схемой .  П а р аллельный  стол бцавый алгоритм (см .  
р ис .  2 .2 . 1 0 ) , ада птированный  для ленточной системы ,  показан  
н а  р ис .  2 .3 .5 .  Ясно ,  что  в этом алгоритме  степень п а р аллел и з м а  
на  начальных ш а гах  р авна  (3 . Е сл и  (3 < р,  т о  р - (3 процессо
ров не  испол ьзуются .  Но и п р и  (3 > р впол не вероятно,  что за 
груженность процессаров не  будет один а ковой,  если толь ко не 
прибегнуть к стр атегии опережающего вычисления ,  которую 
м ы  о бсуждал и  п р и м енительно  к эта пу L и-разложения .  Тем н е  
менее потенциально алгоритм впол н е  удовлетворителен .  Есл и  
и х р анится согласно циклической слоистой столбцавой схеме ,  
то нетрудно адаптировать д.ri я ленточных систем алгоритм ска
лярн ых произведений с р ис .  2 .2 . 1 1 .  

Переставовки 

Разложение  Холесекого и Lи-разложение сохр а няют ширц
ну л енты,  т .  е .  дл я верхнетреугольной м атрицы и значение  (3 
оказывается таким  же, к а к  дл я А .  Но перестановки строк, ко
торые  нуж н ы  п р и  частичном в ыборе r.павного э.пемента,  увели-
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ч ивают ш и р и ну ленты;  последствия  этого , t . I H  векторных  и п а 
р аллельных  компьютеров бол ее серьезны ,  ч е м  для последова 
тельных .  П р едположим ,  что  на  первом  ш а ге были переставлены 
k-я  и первая  строки .  Это показано  н а  р исун ке для матрицы с 
полуши р и ной ленты 4 и k = 5.  

* * * * * * * * * 
* * * * * * 
* * * * * * * 
* * * * * * * * 
* "' * * * 

В р езультате переста новки теперь п р и  в ычислении  р а зложения  
во  второй ,  третьей и четвертой строка х ,  а та кже в _ новой пятой 
строке возникает за пол нение .  Таким образом ш и р и н а  л енты 
над гл авной диа гональю ф а ктически удваиваетс я ;  так  будет и 
в дальнейшем,  есл и потр ебуются допол нительные  «наихудшие» 
переста новки .  

Одно и з  возможных р ешений  этой п роблем ы состоит  в том,  
чтобы с са мого начала  отвести бо.ТJьше м еста дл я х р а нения  м ат
рицы.  Так ,  если А хранится по  строка м ,  то в место схем ы с 

• • 
2/3 + 1 

а/3 + 1 
3/3  + 1 

• .. - 2/3 
3/3 + 1 

+---·-----1 
а " 

13 + 1 

Рис. 2.3.6. Стро•ш а я  схема хранен и я  при  наличии  переста новак 

р ис.  2 .3 .3  следует п р и м енить схему с рис .  2 .3 .6 :  каждой строке 
в ыделя ются допол н ительно � ячеек па мяти ;  н а ч и н а я  со строки 
n - 2� + 1 ,  дли н а  каждой очередной с'Fроки уменьша ется н а  
единицу. В L И-разложении  с таким  способом х р а нения не  хотс
лось б ы  р а ботать с дл и н а м и  векторов ,  превышающими необхо
ди мую. Та к, есл и н а  первом ш а ге нет п ереста новки,  то , как и 
прежде, требуются только вектор ы  дл и н ы  � - Есл и же здесь 
или на дальнейших шагах  переста новки нужны ,  то мы уста 
н а вливаем соответствующие дл и н ы  векторов дл я последующих 
опер аций .  Это увеличива ет н а кл адные р а сходы и усложняет 
прогр а м му. Одн а ко, есл и переста новак немного и.1 и  же  о н и  
порождают сравнительно небольшое число допол нительных  не
нулевых  элементов,  то, вероят t1о ,  эти усложнения  с.1 сдует пред
почесть р аботе с м а ксим альн ы м и  д.ТJ и н а м и  векторов ,  указанны
м и  н а  р ис .  2 .3 .6 .  Для стол бцавой схем ы х р а нения  спр аведливы 
а н алогичные сообр ажения .  
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Ортогональные методы 

П р и  п риведении  м атрицы к треугольному в иду посредством 
п р еобразов а н и й  Хаусхолдер а или  Гивенса надди а гональная  
ч а сть ленты тоже р асширяется . Рассмотр и м  вначале  п р и м ене
ние к А п р еобразова ния  Хаусхолдера  1 - wwт, которое должно 
а н нулировать в А поддиа гональные  элементы первого столбца .  
Тогда w и меет В И Д  wт = с� . . . .  ' ·Х· , О ,  . . .  ' О ) ' где первые � + 1 
элементов в обще м  случа е  и енулевы е. Согл асно (2 . 1 .27 ) , новый 
i -й  стол бец м атрицы А р а вен ai - wтajw. Воздействи е  этого 

' 
* * * * ' ' *  * ' * * * * * 2 3 
о * * * *' ' �  * * * * * 4 5 6 
о * * * * *' ' * 2 4 * * * * ' 
о * * * * * •' , 3 5 * * * * * ' 

* * • * • * *' 6 * 

Рис. 2.3.7.  Структура  м атрицы А no- Рис. 2.3.8. Расширение ленты в ме-
сле nервого nреобразования  Хаус- тодс Гивенса 

холдера 

п р еобразова ния  на ленту показано на р ис .  2 .3 .7  для � = 3 .  Вне  
исходной ленты ,  вообще говоря ,  возни кают неиулевые элемен
ты .  Н а  р исунке они  р а сположены справа  от пунктир ной л инии .  
Н и ка ких других иенулевых элементов появиться не  может, так  
к а к  п р и  первом п р еобразовании  W1 ai  = О, есл и i > 2�  + 1 .  При  
втором п р еобр азовании  Хаусхолдер а иенулевые  элементы будут 
введены  в ( 2�  + 2) -й столбец начиная  со второй его позиции .  
При каждом последующем п р еобразовании  неиулевые  элемен
ты появляются еще в одном стол бце, поэтому в конце  п р иведе
ния  верхнетреугольная  м атрица U имеет л енту ш и р и н ы  2� + 1 .  

То ж е  са мое п роисходит в м етоде Гивенса .  Когда с помощью 
вращений  а н нулируются элементы пер вого стол бца ,  в первую 
строку над л ентой последовательно в н осятся � и енул евых эле
ментов. П р и  исключении элементов второго столбца неиулевые 
элементы возникают в н е  л енты во второй строке,  и т .  д. На 
р ис .  2 .3 .8  это  показано дл я � = 3 .  Числ а м и  отмечено соответ
ствие  м ежду появлением иенулевых элементов и аннул ирова 
нием  элементов в первых двух столбцах .  Хотя порядок за пол
нения  над лентой несколь ко и ной по  сра внению с м етодом 
Хаусхолдера ,  конечный  р езультат такой же :  ширина  · ленты 
в ер хней  треугольной части м атрицы А увел ичивается до 2�  + 1 .  
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Несколько правых частей 

П усть задан ы  несколько п р а в ы х  частей В =  ( b t ,  . . .  , bq ) , 
п р ичем  м атр ицы  А и В х р а н ятся п о  стол б ц а м .  Ал горитм  с 
р ис. 2 .3 . 1 Ь можно м одифицировать та к и м  обр азом ,  что б ы  н а  
этап е  р а зложения  обр а б атывать q п р а вы х  ч а стей .  Это, к а к  и 
в случае  з апо.1 ненных  м атриц,  доба вл яет q три ад на  каждом 
ш а ге р азложения .  

Есл и А х р а нится no строка м ,  то  хотелось б ы  п р и соединить 
строки  В к строка м А. Для за пол ненной м атрицы А это увел и 
ч и в а ет н а  q дли н ы  векторов н а  эта пе  р а зложен и я  ( с м .  § 2 . 1 ) .  
Одн а ко в случае  ленточной м ат р и цы м ы  встречаемся  с пробле
мой,  которую п р оил"1 юстрируем н а  п р и м ер е  двух пер вых  строк :  

al , f3 t l Ь н 

а2, f3 + 1 а2, � t- 2 ь2 1 

Из-за  того, что дл и н ы  строк в А неоди н а ковы ,  нет удобного до
ступа  к стол бца м матрицы В.  Если � и q достаточно в ел и ки ,  
мы можем отказаться от  идеи  п р и писывания  стро к  В и опери 
ровать с А и В р а здельно.  

Некото р ы й  и нтерес п р едставляет случай ,  когда � м ало ,  но 
q настолько вел и ко,  ч то вектор н ы е  операции  дли н ы  q эффек
тивны.  Возможно, н а и более о п р а вда н н ы м  решением в т а кой  си
туа ц и и  является р азложение  м атри ц ы  А в скаляр нон арифме 
тике и использование  векто р н ы х  опер а ци й  для последующей 
одновременной обр а ботки всех п р а вы х  ч а стей.  

Блочные методы 

Рассм атривавшисся до сих  пор м етоды для ленточных  си 
стем удовлетвор ительны ,  пока  полушир и н а  ленты � достаточно  
велика .  Одна ко дл я небольших  значений  � векторные  дли н ы  
сли ш ;юм м а л ы  и л и ,  есл и р ечь  идет о п а р аллельной системе, 
п роцессары  используются н е  пол ностью .  В отл и ч и е  от обсуж
давшейся в § 1 . 3 зада ч и  м атр и чно-векторного у м ножени я ,  дл я 
этой зада ч и  м ы  не  р аспол а гаем эффектив н ы м  алгор итмом иск
лючения ,  о п и р ающимся  н а  диа гональную схему х р анения  м ат
рицы  А .  

Изучи м  теперь кл асс методов ,  п р едпол а гающих блочное р аз 
биение  м атр ицы коэффициентов А .  З а п и!flеМ ленточную систему 
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В бЛQ1 1НОЙ фор м е  

- A t B t X t - ь � 
с2 А2 в2 х2 ь2 

в" __ J _ ьр _ с" АР  _ хр _  

(2 . 3 . 3) 

где м ы  для п ростоты счита е м ,  что q = n/p - целое числ о  и вес 
м атрицы А1 n ( 2 . 3 . 3 )  и м еют р азмеры  q Х q . Р ис.  2 .3 .9  более 
подробно показывает устройство м атриц  А ,, В , и С; дл я В = 2. 
В обще м случае  В, - нижнетреуrол ьные, а С, - верхнетре
угол ь н ы е  м атрицы.  

П р едполож и м ,  что все м атрицы А,  нсвы рожден ны и до
п ус к а ют устойчиво_t ' L И- р а зложС>ние .  Т а к  будет , в ч а стности,  
ес.т ш  А ; - с и м м етр t t ' t н ые  положитеJJ ь но оп ределенн ые м атр ицы 
ил и м атр и цы с ди а гон ал J, н ы м  п р еоблада н ием .  Реш и м  систем ы  

(2 . 3 . 4) 

пользуяс t, р азложен и я м и  

(2 .3 .5) 

F ел и у м ножип, обе ч асти систе м ы  ( 2 .3 .3 )  на  м атр ицу d i ag (AI 1 , . . . , А,:;- 1 ) ,  по луч и м с �tстсму 
- 1 W 1 

v� 1 
X t - d l -

W2 х2 d2 

w"_ t 
V Р 1 - Хр - - d" -

(2.3 . 6) 

Ита к, р е ш и в  систе м ы  (2 .3 .4 ) , м ы  свели исходную систем у  
(2 .3 .3 )  к в иду ( 2 .3 .6 ) . 

В м атр ице \\7; столбец j р а вен произ ведению Ai 1 н а  j -й  
стол бец м атр ицы В,. Хотя А , - л енточ н а я  м атрица ,  обр атна я  
к ней м атрица  11 i  1 в общем случ а е  будет з а пол ненной ,  поэтому  
J ·Й  стол бец в \fl; за пол н ен , сел и соответствующий стол бец в В, 
н енулевой ; т а к и м  образо м ,  неиулев ые  стол бцы м ат р и цы В, в 
W; за пол ня ются . Точ но т а к  же :i а пол няются неиулевые  столб 
цы матр и цы С, .  Структур а м атр и цы  (2 .3 .6 )  для � = 2 показа 
н а  н а  р ис . 2 .3 . 1 0. 
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В каждой м атрице W i  ( Vi )  толь ко первые  ( пос.педние)  � 
стол бцов ненулевые .  П р едстав и м  эти м атрицы в виде 

V i = [ � � :: ] , Xi = [ ::: ] , d i = [ ::: ] , 
О V iз Х iз d iз 

где Wn . \\7;з , Vн и Vi1 и м еют размеры  � Х �. а W;2 и V;2 - раз 
м ер ы  (q - 2�)  Х � - (Мы считаем ,  что q > 2 � . )  Аналогичн ы м  

. "' * * 1 1 1 

* 

l 

1 * * 1 
* 1 * * 

* * * * 1 {�- -� l ; - -� - - - - - - - - - -
* * 1 * : • * 

А ,  * * * * : * 8 1 
* * * 1 * * - - - - - - - � - - - - - - � - - - - - - - -

* * 1 * * * 1 

1 
* , * * А 

с2 : * 
2 --------------�'---------J 

* * '  * ' *  * 1 1 * * '  * • * * • : 1 • 1 

--- - - - - -� 
Рис. 2.3.9. Блочное р а зtiнение дл я Рис. 2.3. 1 О. Структу р а  р едуциров а н -

/3 = 2 ной с и сте м ы  

образом п р едставлены  векто р ы  Xi  и d i и з  фор мул (2 .3 .6 ) . Поль
зуясь эти м и  представления ми ,  можно з ап исать первое блочное 
ураннение  Х1 + W1x2 = d , систе м ы  (2 .3 .6)  в виде 

[ х 1 1 ] [ W 1 1 ] [ d 1 1 ] 
Х 1 2 + \� 1 2  Х2 1  = d 1 2 . 
Х 1 з W 1 з  d t з · (2 . 3 .7) 

Аналогично,  второе блочное ур авнение V 2Х 1 + Х2 + W 2Хз = d2 
можно з а писать в виде 

[ v21 ] [ х21 ] [ W21 ] [ d2 1 ] 
V22 X t a  + Х22 + W22 Хз1 = d22 · 
V2з Х2з W2з d23 

(2 .3 . 8) 

То же са мое дел а ется для остал ьных  блочных ур а в нений .  
З а м етим  теперь ,  что  уравнения  

Х 1з + W 1 :JX2 1  = d t з .  
V 2 1Х 1 з  + Х2 1 + W 2 1Х:н = d2 1 •  
V 2зХ 1з + Х2з + W 2зХз 1  = d23• 

( 2 . 3 . 9) 
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не з а в исят от уравнений ,  содержащих векто р ы  Х;2 ; это значит, 
что н и  в одно из уравнений  систем ы  (2 .3 .9 )  не входит никакой 
и з векторов х 1 2.  Х22. Хз2,  . . . . Следовательно,  систему (2 .3 ,9 )  
можно решить независимо от Х; 2 .  Мы н азовем ее редуцирован
ной системой. ( В  этом м есте читателю,  возможно, будет полез
но  прор а ботать упражнение  2.3 . 9 . )  Как только систем а  ( 2 .3 .9 )  
р ешена ,  векто р ы  х;2 можно н айти из  втор ых  ур авнений  в 
(2 .3 .7 ) и (2 .3 .8 ) : 

Вообще, 
(2 . 3 . 1 0) 

В ектор х 1 1  н е  п р исутствует в р едуцированной системе ;  его мож
но определ ить из  п ер вого уравнения  в (2 .3 .7) : х1 1 = d 1 1 -
- W1 1x2 1 · То же са мое относится к вектору Хр з ,  который  также 
не входит в р едуциров а нную систему .  

Ш аг 1 .  В ы полнить LU-раа .1ожен и я  (2 .3 .5 )  и реш ить 
систе м ы  (2 . 3 . 4) .  

Ш аг 2 .  Решить систе м у  (2 .3 .9 )  относительно векторов  xi l 
и х;3 .  

Ш а г  3.  В ы числить векто р ы  х;2 из р авенств (2 . 3 . 1 0) ,  а 
з атем в ы числить х 1 1  и Хрз · 

Рис. 2.3. 1 1 .  Блочный алгоритм Лори - Са меха 

Процедура  
·
в целом показана  н а  р ис .  2 .3 . 1 1 . Ясно, что шаги  

и 3 и м еют в ысокую степень п а р ал.1с.1 и зма .  Если  у нас  есть р 
процессоров,  то разложение (2 .3 .5 )  и решение  ур авнений  
(2 .3 .4 )  можно поручить i-му  процессору ( 1  � i � р ) . Анало
гич н ы м  образом  р аспараллсливается з а ключительный  эта п  
(2 .3 . 1 0 ) . Потенциально узким м естом является р ешение  р еду
цированной систе м ы  (2 .3 . 9 ) , и м ы  сейчас  определ и м  порядок 
этой системы .  

Векторы х; 1 и Х ; з  и м еют длину � ·  Поэтому  в систему (2 .3 .9 )  
входит 2�  (р - 2 )  + 2�  = 2� (р - 1 )  неизвестных (упр ажне
ние  2 .3 . 1 0 ) . В таблице 2 .3 . 1 указан  порядок  р едуцированной  
систе м ы  дл я р азличных  значений  � и р .  Отметим еще, что  м ат
р ица  коэффициентов систем ы  ( 2 .3 .9 )  и меет блочн ы й  п ятидиаго
нальный вид, а если ее р ассматривать как л енточную, то полу
шири н а  ленты р ав н а  3� (упр ажнение  2 .3 . 1 0 ) . 
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Таблица 2.3. 1 .  Пор ядок р едуцированной 
системы (2.3.9 ) для р азличных зн ачений р и � 

/3 
р 

2 1 0 20 50 

2 2 4 20 40 1 00 

1 0  1 8  36 1 80 360 900 

20 38 76 380 760 1 900 

50 98 1 96 980 1 960 4900 

П р едположим ,  н а п р имер ,  что n = 1 0  000 , р = 20, а � = 2 .  
Тогда q = 500 и все  м атрицы A i  и м еют р а з м ер 500 Х 500 . По
р ядок р едуцированной систе м ы  р а вен 76, а полуширина  лен
т ы - 6. С другой стороны ,  есл и р = 50, а � = 10 ,  то порядок 
м атри ц  Ai р авен только 200 , тогда как порядок р едуцированной 
систем ы  - 980 ,  а полуширина  л енты - 30. 

Теперь обсуди м другой способ р а з биения ,  для которого по
р ядок р едуцир ованной систем ы вдвое меньше.  Будем ,  как и 
прежде, считать,  что q = n/p - целое число,  и п р едставим м ат
р ицы Ai из фор м ул ы  (2 .3 .3)  в виде 

(2 . 3 . 1 1 ) 

Размеры м атр иц  A i4 и A i !  р ав н ы  соответственно � Х � и 
(q - � )  Х ( q - � ) . П р едставим  а налогичным  образом  м атрицы 
Bi  и C i  и вектор ы Xi и b i  в (2 .3 .3 ) : 
в .

= 
[ о о ] 

t Bi l  Bi2 , 

Отмети м ,  что п р и  2� � q блоки Bi2 и Ci2 нулевые.  

[ bi l ] bi = 
bi2 • 

(2 . 3 . 1 2) 

В ы полн и м  теперь L И-разложени я  A il = Li ! Ui !  и с помощью 
этих р а зложени й  решим систе м ы  

(2 .3 . 1 3) 

Решен и я  этих ур авнений  позволяют осуществить неявное ум но
жение  исходной систем ы  на м атрицу d i ag (A t i 1 , / , Aii \ !,  . . .  ) , 
что п р и водит к новой системе, которую мы п роиллюстр ируем 
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для случа я  р = 3 р авенством (2 .3 . 1 4 ) : - 1 A J 2 х , ,  - ь : , -

А , з А , 4 B l l в , 2  Х 1 2 ь , 2 
с� , 1 А�2 x2 I ь� , . 
С22 А2з А24 В2,  В22 Х22 Ь22 

с� , 1 А12 ХЗ I Ь:\ , 
Сз2 Азз AJ4 - _ хз2 _ - bJ2 _ 

(2 . 3 . 1 4) 

Ум ножи м первое бJюч ное уравнение в (2 .3 . 1 4 )  н а  А , з ,  а 
третье блоч ное ур а внение н а  В1 1 и в ычтем и х  и з  второго ;  в р е
зультате получ и м  ур а внение  

где 
A J 4x i 2  + BJ2x22 = b J 2 , 

A J t  = А , 4 - А , зА J 2 - В� р�Р  

BJ 2 = В12 - В1 1 А�2 , ь : 2 = Ь 1 2 - A 1 3b J 1 - 81 1 Ь� 1 .  

Продолжая  действовать т а к и м  же  образом ,  у м нож и м  третье 
б.1очное уравнение  на А 2 з ,  а п ятое на  В 2 1 . и в ычтем их  из чет
вертого блоч ного уравнения .  Н а конец, в ы ч итая  и з  шестого 
блочного уравнения  пятое, ум ноженное на А з з ,  придем к си-
стеме  

- 1 A J 2 x i i  - ь : , -

A J 4 о BJ 2 х , 2 b J 2 
с� ,  1 А�2 о x2 I ь� , 
с�2 о А�4 о BJ2 х22 ь�2 

(2 . 3 . 1 5) 

с�, 1 А12 Хз i Ь:\ , 
с�2 о А14 _ хз2 - ь�2 -

М ы  видим ,  что в ( 2 .3 . 1 5 ) блочные  уравнения  с ч етн ы мИ но
м ер а м и  не з ависят от остал ьных ура внений .  Это позволяет 
сфор мировать р едуцированную систему 

- A J 4 B J 2 х , 2 - ь : 2 -

с�2 А�4 в�2 х22 ь�2 (2 . 3 .  1 6) 
с�2 А�4 � хз2 _ b i 

- 32 _ 
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Как только систе м а  ( 2 .3 . 1 6 )  решена ,  векто р ы  хн оп р еделяются 
из  ур авнений системы (2 .3 . 1 5 ) с нечеТН\>I М И  номер а м и :  

(2 .3 . 1 7) 

П р и  i = 1 последний член в п р а вой ч а сти отсутствует. 
Уравнения  (2 .3 . 1 4 ) - (2 .3 . 1 6 ) описывают процесс дл я р = 3, 

одна ко способ его обобщения  для произвольнога р очевиден. 
В частности, р едуци рова нная  систем а  (2 .3 . 1 6 ) в общем случае  

Ш а г 1 .  В ы пол н ить р а з ло же н и я  Ai l = L i l Ui l и реш ить 
систе м ы  (2 .3 . 1 3) .  

Ш аг 2 .  Ре ш ить реду ц и ро в а н н ую с и сте ы у  ( 2 . 3 . 1 6) 
( а  в обще м  случае б ло ч н о  тр ехди а г о н а л ь н у ю  

с и сте м у  б лоч ного порядка р) .  
Ш аг 3 .  В ы ч и сл ить остальн ые векто р ы  xi l по  _ф о р м ул а м 

(2 . 3 . 1 7) .  

Рис, 2.3. 1 2 . Бл оч н ы й  ал горитм Джанео н а  

представляет собой блочно трехдиагональную систему блочно
го порядка р с блока м и  р азмера  � Х � ;  таким образом ,  полу
ширина л енты р а в н а  2� - 1 .  Процедур а в целом пока з а н а  н а  
р ис. 2 .3 . 1 2 . К а к  и в методе Лори - С а м еха ,  ш а ги 1 и 3 обл а 
дают высокой степенью п а р аллелизма ,  а потенциально узки м 
местом я вляется ш а г  2. Одна ко редуцирован н а я  система  в ме 
тоде Джанеона содержит только �р уравнений ( ер .  с 2�  (р - 1 )  
уравнен и я м и  в методе Лор и - Са меха ) . 

Методы декомпозиции области 

Обсуди м еще один класс м етодов,  которые  в некоторых  от
ношен и я х  схожи с блоч н ы м и  м етод а м и .  Основную идею отр а 
жает трехдиагон альная  м атрица 

А =  

2 - 1  
- 1  

- 1  
- 1  2 

(2. 3 . 1 8) 
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Такая  м атрица возникает, н а п р и м ер ,  п р и  ч исленном р ешени и  
двухточечной кр аевой задачи для диффер енциального урав 
нения  

х" (t) = f (t) , а �  t � Ь , х (а) = а ,  х (Ь) = у. (2 . 3 . 1 9) 

Интервал [а ,  Ь ] за меняется дискретной сеткой из  равноуда
ле"�шых узлов Xi ( см .  рис .  2 .3 . 1 3 ) . Вто р а я  производная  в (2 .3 . 1 9 )  
дискр етизуется по обычной центр альной р азностной фор м уле.  

1" � . = ь 

Рис.  2.3. 1 3. Узлы сетки и деком позиция о бласти 

В р езультате в каждой точке сетки получаем  аппрокс и мирую
щее уравнение  

(2 . 3 . 20) 

где h - расстояние  м ежду узла м и  сетки . Поскольку х0 и Xn 
это заданные  кр аевые значения ,  то (2 .3 .20 )  есть систе м а  ли 
ней н ы х  ур авнений  относительно n неизвестных х1 , . . .  , Xn, 
а ппроксим ирующих решение задачи (2 .3 . 1 9) в узла х  сетки. 
Есл и  у м ножить уравнения  (2 .3 .20 )  на - 1 , то (2 .3 . 1 8 ) совпа 
дает с м атр ицей коэффициентов полученной системы .  

Разобьем теперь узл ы сетки t i  н а  групп ы ,  к а к  это показано 
на рис .  2 .3 . 1 3 . К. группе  D 1  отнесем узл ы t1 , . . .  , tq, к группе  
D 2 - узлы lч+2 , . . . , t2 ч+ 1 •  и т. д. Дл я простоты будем считать, 
что n = pq + р - 1 .  Тогда мы получ и м  р м ножеств D 1 , . . .  , Dp 
( каждое из  них содержит q узлов)  и р - 1 узлов fч+I .  f 2q+2 , . . .  , 
н аходящихся между м ножества м и  Di.  Эти р - 1 узлов состав
ляют множество-разделитель S.  П ер енумеруем неизвестные Xi, 
п рисвоив последние номер а узл а м  м ножества S. Нова я  нуме
р ация  неизвестных,  отождествленных с узл а м и  сетки , показана  
н а  р ис .  2 .3 . 1 4  для случа я  q = 2 ,  р = 3 .  

Выпишем  уравнения  (2 .3 .20 ) при новом упорядочении не
известны х :  

х0 - 2х1 + х2 = h2f 1 , 
Xt - 2х2 + Х7 = h2f2 , 
х1 - 2хз + х4 = h2fз, 
х3 - 2х4 + х8 = h2f4 , 

Хв - 2х5 + хб = h2f5 , 
Х5 - 2х6 + Xg = h2f6 , 
х2 - 2х7 + Хз = h2f1 , 
Х4 - 2xs + Xs = h2fв. 

(2 .3 . 2 1 )  
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Отметим ,  что уравнения ,  отвечающие узл а м  р а здел ител я ,  вы 
писаны последни м и. В м атричной  фор м е  систе м а  (2 .3 .2 1 ) вы
глядит так :  

- A t B t 
-

- ь � 
-

X t 
в2 х2 ьz - ( 2 . 3 . 22) 

АР вр Хр ьр 
ер As -

_ xs _ 
- bs _ _ Ct Cz 

Здесь р = 3 ,  Ci = ВТ (i = 1 ,  2 , 3) и 

[ -2 о ] As = О -2 ' 
. [ о 1 ] Вз = О О . 

В общем случае  А ; - трехди агон альные м атр ицы q Х q, A s 
диа гональная  м атр ица (р - 1 ) Х (р - 1 ) ,  а Bi - матрицы 

Xg 
s 

Рис. 2.3. 1 4. Переупор ядочение неизвсстных 

q Х (р - 1 ) .  Матр ицу систем ы  (2 .3 .22) и ногда называют стре
ловидной. 

П режде чем  более подробно обсудить свойства систе м ы  
(2 .3 .22 ) , вернемся к случаю л енточной матрицы общего вида 
с полушир иной л енты � ·  Та кая  м атрица  может и не соответ
ствовать дискретизации дифференциального уравнения ,  одн а ко 
м ы  п р и мени м к ней те же построения ,  что и в ыше.  Разобьем 
неизвестные  н а  р + 1 м ножеств Dr ,  . . . , Dp и S т а к, чтобы  в 
каждом м ножестве Di б ыло q неизвестных ,  а неизвестные из  S 
«разделяли»  неизвестные из  м ножеств Di следующи м образом .  
По  а н алогии с р ис.  2.3 . 1 3  можно представить себе,  что  неиз 
вестные  н аходятся н а  п р я м о й ;  тогда р асположение  м ножеств 
должно подчиняться схеме  

(2 . 3 . 23 )  
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Каждое м ножество S;  в (2 .3 .23 )  содержит � неизвестных.  
В системе  Ах = Ь j -e  уравнение  и м еет вид 

i + /3  
а - -х · +  L a -kxk = b · . J / 1 k = i  - [3  1 1 

k * j 
(2 . 3 . 24) 

Поэтому, если Xi Е D;,  то н и к а кое неизвестное в уравнении  
(2 .3 .24) н е  может п р и н адлежать ка кому-л и бо другому м ноже
ству Dk.  Множества S;  р а здел яют неизвестные  в D; в том 
см ысле,  что л ю бое уравнение  систем ы содержит неизвестные  
толь ко и з  одного м ножества D;. 

Если теперь перенумеровать неизвестные так, чтобы послед
н и е  номер а были  п риевасны неизвестн ы м  из м ножеств -разде
л ителей ,  и з а п и сать уравнения в соответствующем пор яд ке,  то 
получится нова я с истема  вида ( 2 .3 . 22 ) ; в ней А 1 ,  • • •  , Ар  и м еют 
порядок q,  а A s - пор ядок s , где s = � (р - 1 )  есть число не
известны х  в м ножестве- ра зде.литсле S = U S; .  Матр и цы В; и 
С; и м еют соответственно р а з м е р ы  q Х s и s Х q. Дл я простоты 
мы п р едположили ,  что n = pq + s . 

Введем обоз н а чения  

А, = d i ag  ( А , , . . .  , Ар) ,  Вт = (ВУ ,  . . .  , В�) , 

С = (С1 , • • •  , Ср) ·  

Тогда систему (2 .3 .22 )  можно  з а п исать в в иде 

А1х1 + Bxs = Ь1 , 
Сх1 + Asxs = bs ,  

(2 . 3 . 25) 

(2 . 3 . 26а)  
(2 . 3 . 26Ь) 

где xJ = (хУ , . . .  , х;) , Ы = (Ы, . . . , Ь�) . Предположи м ,  что 
м атр и ца А1 н ев ырождс н на .  Если у м ножить (2 . 3 . 26а )  на СА1- 1 и 
вычесть и з  (2 . 3 . 26Ь) ,  то Получится у р а в нен ие � � � 1 � 1 Axs = Ь , А =  As - СА! В, Ь = bs - СА1 Ь1. (2 . 3 . 27) 

З а м ети м ,  что и менно к такому  уравнению п р и водит блочное 
гауссово исключение  дл я систе м ы  (2 .3 .26 ) . Матр ица А назы 
в а ется преобразованием Гаусса или  дополнением Шура под
матр и ц ы  А1 . Ка к только систе м а  (2 .3 .27 )  решена относительно 
Xs,  остальн ы е  xi могут быть найдсны из  систем 

Aixi = Ь; - Bixs, i = 1 , . . . , р .  (2 . 3 . 28 ) 
Обсуди м этот процесс более  подробно .  Будем считать,  что 

м атр и цы А ;  допускают устойчивые L U-разложения  

(2 .3 . 29) 
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Пусть решены систе м ы  

1�1У1 = В1 ,  L 1y1 = Ь1 , i = 1 ,  . . . , р , 
U1Z1 = Y1 , U1 z 1 = y1 , i = 1 ,  . . .  , р .  

(2 . 3 . 30) 
(2 . 3 . 3 1 ) 

Поско.'lьку 

CiAi- ' Bi = Ct (L iUi) - 1  B1 = C;Ui  1 Y1 = CtZt 
и,  а н а логично , Ct At . 1 b t = Ctz t , то мож но н а п исать 

о р 
A = As - L С 1 А 1 1 B t = As - L CtZ i  (2 . 3 . 32) i = l  i = l  

и 
р р 

Ь =  bs - L Ct Ai 1 bt = bs - L CtZ t . (2 . 3 . 33) 
i = l  i = l  

Эти фор мул ы  показывают, ка к можно вычислить А и Ъ . Общее 
описание  процедур ы п р и водится ни рис .  2 .3 . 1 5 . 

Ш аг 1 .  В ы пол н ить р аз .'!оже н и я  (2 . 3 . 29) и реш ить систе м ы  
(2 .3 . 30) и (2 . 3 . 3 1 ) .  

Ш аг 2 .  С_фор м ировать п р оизведе н и я  C1Z1 н C1z1 , 
i = 1 ,  . . .  , р .  

Ш аг 3 .  Сформ ировать А н Ь и ре ш ить l' I I L�TL' \I Y  Axs = Б. 
Ш а г  4 .  Сфор м иров ать векто р ы  с1 = Ь1 -- Bi x .;. i = 1 ,  . . .  , р .  
lll a г  5 . Реш ить систе м ы  А1х1 = с1 , i = 1 ,  . . .  , р , 

по.'!ьзуясь р а зложе н и я м и  (2 . 3 . 29). 

Рис. 2 .3 . 1 5. Алгоритм дском позiЩIШ обл u с1 1 1  

Ясно,  ч то ш а ги 1 ,  2 ,  4 и 5 и меют высокую степень п а р ал 
лел ю м а .  Рассмотр и м ,  н а п р и мер ,  систему  с локальной п а м ятью, 
и пусть А 1, В; ,  С1 и bt приписаны  к процессору i ( i  = 1 ,  . . . , р ) . 
Тогда вес вычисл ения  первых двух ш а гов  п а р аллельны и не  
требуют обмена  да нными .  Потенци ально узки м местом является 
шаг 3.  Можно реш ить систему Axs  = Б в каком-то одном про 
цессор е, скэ.жсм ,  Р1 • В этом случа е  сум м и рованис  в формул а х  
( 2 .3 .32 ) - (2.3 .33)  сл едует организовать с помощью межпроцес
сорной п роцедур ы сдва ивания ,  причем  так, чтобы  конеч н ы е  
сум м ы  о каза.1 ись в Р1 • Другая воз можность - решать систему,  
используя гауссово исключение  и слоистую схему  хр анения . Те
пер;, сум мирова ние  в ( 2 .3 .32)  нужно проводить так ,  чтобы 
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п ер в а я  строка м атрицы А н а капливалась в процессаре  1 ,  втор а я  
строка - в процессаре  2 и т .  д. В любом случае  после того, 
к а к  получен вектор Xs , нужно р азосл ать его коп и и  всем процес
сор а м .  З атем ш а ги 4 и 5 можно вы пол нять п а р аллельно, и 
здесь снова не требуется обмена  данн ы м и .  

У ж е  отмечалось, что м атрица A s  и м еет пор ядок s ,  где 
s = � (р - 1 )  ( ер .  с порядко м  2� (р - 1 )  редуцированной систе
м ы  (2 .3 .9 ) блочного метода Лори - Са меха и с пор ядком �р 
для м етода Джонсона ) . 

Теперь м ы  укажем,  какие  изменения нужно внести в алго
р итм  деко мпозиции обл асти в важном ч астном случае, когда 
матрица А сим метрична  и положительно определена .  Посколь
ку систем а  (2 .3 .22)  получена из исходной путем перестановак 
уравнений и пер енумер ации неизвестн ых ,  то ее матрица ,  ко
торую м ы  обозначим  через А, связана  с А соотношением 
А =  РА Рт, где Р - м атрица переста новки .  Поэтому А - сим 
метричная  положительно опреде.т1енн а я  м атрица ,  и теми же 
свойства м и  обладают матрицы А ; и A s . На ш а ге 1 алгоритма  
(см .  р ис. 2.3 .  1 5 ) мы теперь скорей всего применим  разложение 

Холесекого Ai = LtLi .  Так  ка к, по сим метрии ,  ci = BI, то 

Но 

р � "' т 1 A = As - LJ Bi Ai В 1 , 
i = l  

Полаг а я  у1 = L; 1 Ь1 , получ а е м  
р 

А = As - L r:r . ,  
i =O ' 1 

р � "' т - 1  b = bs - LJ B1Ai  Ь 1 .  
i = l  

(2 . 3 . 34) 

В ажно отметить следующее обстоятельство : если А - си м 
м етри ч н а я  положительно определенная  м атрица ,  т о  это же вер 
но  п о  отношению к м атрице А.  С и м м етричность последней мат
рицы очевидна .  Что касается положительной определенности, 
то п усть х2 - п роизвольный  иенулевой вектор р аз мер ности s. 
Положим Х1 = - А/ 1Вх2 . Тогда 

( т т) [ А1 
0 < Х 1Х2 

В
т 

в силу положительной определенности м атрицы А . Расписывая  
это  неравенство более подробно,  и м еем  

О < х1А1х1 + 2хТВх2 + x�Asx2 = х�Ах2 , 
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а это  озн ачает ,  что  А положительно определена .  Алгор итм де
ко м позиции обл а сти для случа я  сим метричных  положительно 
определенных  м атриц представлен на р ис .  2 .3 . 1 6 . Как и в р а 
нее р ассмотренных  алгоритмах ,  ш а ги 1 и 3 обладают высокой 
степенью пар ал.1слизма ,  а ш а г  2 потенциально является узки м 
м есто м .  

Между алгорит м а м и  декомпозиции обл асти  и блоч н ы м  ме
т.одом Джанеона ( р ис .  2.3 . 1 2 ) существует очень тесная  связь .  

Ш а г  1 .  В ы полн ить р а зложе н и я  Х олесекого At = LtLI 
и р е ш ить систе м ы  LtYt = Bt . LtYt = bt . 
i = 1 ,  . . . ' р .  

Ш аг 2 .  Сфор м ировать А и Б по  ф о р м ула м (2 . 3 . 34) и 
реш ить систе м у  A�s = Б .  

lll aг  3 .  Сформ ировать вектор ы с 1  . Ь1 - B 1xs и реш ить 
систе м ы  А1х 1  = с1 , i = 1 ,  . . .  , р .  

Рис. 2.3. 1 6. Алгоритм декомпозиции области для случ а я  симметричной поло
житеJi ьно определенной м атрицы 

В самом  деле,  м етод Джанеона  можно р ассм атривать к а к  алго
ритм деком позиции обл асти ,  в который  введен допол нительный 
раздел итель н а  пр авом конце (т .  е .  схем а ( 2 . 3 . 23 )  в случа е  ме 
тода Джанео н а  должна была б ы  з а канчиваться м ножеством 
Sp ,  а не Dp) и неизвестные не  переупор ядочиваются .  Отсюда 
следует ( см .  упра жнение 2 .3 . 1 3 ) , что р едуциров а н н а я  систе
ма в методе Джанеона  си м м етрична  и положительно опреде
лена ,  если это вер но дл я исходной системы .  Метод Лори - Са
м ех а  не  всегда обл адает эти м свойством .  З а метим еще, что 
в м етоде Лор и - Са мех а  нет множеств-раздел ителей .  

Трехдиагональные системы  и ци клическая редукци я  
И блочные м етоды,  и методы деко м позиции области в п р и н 

ц и п е  п р и мени м ы  к трехдиагональным систем а м  (см .  упражне
ние 2 .3 . 1 4 ) . Рассмотр и м  еще один подход к решению трехдиа го
нальных систем ,  которые  мы теперь будем записывать в виде 

а1х1 + Ь 1 х2 = d1 , 
с2х1 + а2х2 + Ь2х3 = d2 , 
СзХ2 + азхз + Ьзх4 = d3, (2. 3 .35) 
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�·множим пер вое уравнение  системы  (2 .3 .35) на с2/а 1 и вычтем 
его из  второго ,  чтоб ы а ннулировать коэффициент при х 1  во вто
ром  ур авнении ;  это обычный  шаг гауссова  исключения .  Но з а 
т е м  м ы  ум ножаем третье ур а в нение  н а  Ь 2/а 3 и та кже вычитаем 
его  из второго, чтобы исключить коэффициент п р и  х3 во второ м  
ур авнении .  Т а к  получается новое второе уравнение  

а;х2 + Ь�х4 = d� .  

Продел аем то же самое  с уравнен и я м и  3 ,  4 и 5 :  в ычтем из  
уравнения  4 надлежа щие кратные уравнений  3 и 5, что б ы  по 
лучить новое ура внение  

с�х2 + а�х4 + Ь�х6 = d� , 

в котором по ср а внению с исходны м  четверты м  ур авнением 
аннул ирова н ы  коэффициенты при  Х з  и X s .  П р одолжим  р аботать 
та ким образом с перекр ьшающи м ися тройка м и  ур авнен и й ;  п р и  
этом каждый р а з  получается новое среднее уравнение,  где 
исключены переменные  с нечет н ы м и  номер а м и .  Н а  р ис.  2 .3 . 1 7  

х .  х2 

J х . х2 Хз х2 х4 
х2 Хз 

Хз х4 Xs } х, х, хб 
х4 Xs х, 

} Xs х6 х7 х4 х6 
х6 х7 

Рис. 2.3. 1 7. Циклическа я редукци я 

дана  схематическая иллюстрация  этого процесса для n = 7. 
Сч итая  n нечет н ы м  ч ислом ,  мы получ аем  в кон це процесса мо 
дифицированную систему 

(2 .3 .36) 

содержащую только переменные х2, Х4 ,  • • .  , Xn- i ·  ( З а м етим ,  что 
м ы  уже проводили  т а кой  процесс для блочно трехдиа гональной 
м атрицы (2 .3 .3 )  при построении  редуцированной  систе м ы  
(2 .3 . 1 6 ) по  м етоду Джонсо н а . )  

Система (2 .3 .36) - это трехдиагональная  систем а  относи
тельно пере м енных х 2 ,  х4 , • • •  , и описанный  только что процесс 
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можно повтор ить. В р езультате получится новая система ,  в ко
торую входят лишь  персменные  Х4, х8 ,  . . . • Будем продолжать 
действовать указ а н н ы м  обр азом , пока дальнейш ая р едукция не 
ста нет нсвозможной . В частности , при n = 2q - 1 р едукция за 
кончится единственн ы м  ф и нальн ы м  уравнением .  Решив его, нач 
нем обр атную подста новку.  Она  схем атически иллюстри рует
ся для n = 7 р исунко м 2 .3 . 1 8, который  представл я ет собой про 
должение  р ис .  2 .3 . 1 7 . Три  уравнения  н а  р ис .  2 .3 . 1 8  получены 
после пер вого шага  р едукции ,  показаинога н а  рис .  2 .3 . 1 7 ; они  
ком б инируются,  порождая фи нальное yp a в H L' I I I I l' относительно 

Рис. 2.3. 1 8. О братна я подстановка 

единственного неизвестного Х4. Решив его, м ы  можем з атем р е
ш ить относительно х2 и хб п ервое и последнее уравнения р еду
цированной системы .  После этого х 1  и Х 7  можно определить и з  
первого и последнего уравнений  исходной системы .  Н а конец, 
х3 и xs можно н айти из тр етьего и пятого исходных  уравнений .  

Если n =1= 2q - 1 ,  то  р едукцию можно з а кончить системой 
с небольши м  ч исло м  пер еменных .  Реш ив ее ,  н а ч нем  обратную 
подста новку. Альтернативный  вариант  предусм атр ивает добав 
ление  к системе  векоторого кол ичества ф и ктивных  ур авнений  
вида  Xi = 1 ,  что б ы  общее число  персмен н ы х  стало р а в но 2q - 1 
для векоторого числа q. 

Описа н н ый процесс известен под названием циклической 
или нечетно-четной редукции. Хотя в те времена ,  когда он был 
изобретен,  п а раллельные  вычисл ения вовсе не  и м ел ись в виду, 
этот процесс обл адает немал ы м  параллелизмом .  З а м етим  nреж
де всего,  что операции ,  ведущие к новы м  уравнения м для 
х2, х4, • . •  , Xn-1 , независи м ы  и могут в ыпол няться одновремен
но.  П р едположим ,  что и м еются р = (n - 1 )  /2 процессаров и 
п р именяется схема х р а нещtя ,  показа нная  на  р ис .  2 .3 . 1 9. Тогда 
п роцессары  могут пар аллельна вы полнять оnерации ,  порождаю 
щ и е  первую р едуцированную систему относительно неизвест
н ых с ч етны м и  ном ер а м и .  В конце этого шага  каждый процес
сор будет содержать коэффициенты в точности одного нового 
уравнения ,  и до начала  следующего шага  каки м -то процессар а м  
должны б ыть пересл а н ы  коэффициенты двух допол нительных 
уравнений .  Оди н  из  естественн ы х  способов состоит в том ,  что 



1 54 Г лава 2. Прямые методы решения линейных систем 

каждый «средний»  процессор получает та кую и нфор мацию по 
схеме  

Р� -� Р2 + - Рз ·� Р4 +- Рs .  

П роцессары с нечетны м и  номер а м и  теперь  прекраща ют р аботу, 
а п роцесса р ы  с ч етны м и  номер а м и  п роизводят следующий ш а г  
исключения .  П роцесс продолжается ,  и после каждого шага  при 
мер но полови н а  остаю щихся процессаров переходит в р а з р яд 
пассивных ;  з а ключительное комбинирова ние  трех уравнений ,  
порожда ющее одно ур авнение  с единственным неизвестным ,  вы
полняется каким -то одни м  процессором . Отмети м ,  что всего 
в р едукции q - 1 = l og [ (n + .l ) /2]  п а р аллельных  ш а гов .  П р и  

cmpoкu 1 ,  2 .  3 / 
pl 

сmро1ш З, lt ,  5 /  
р2 

/ cmpoкu n-Z, n -1 ,  n / 
Рр 

Рис. 2.3. 1 9. Схема  хранени я для циклической редукции 

обратной подста новке порядок действи й  по существу обр а 
щается . Финал ьное уравнение  решается одн и м  процессором ,  
и с каждым нов ы м  ш а гом  ч исло а ктивных  процессорав воз
р аста ет. 

В более р еал истическом случа е  р � n в каждый процессор 
до начала  р едукции будут з а гр ужены несколько строк и р а бота 
п роцессорав будет высокоэффективной ,  з а  исключен ием послед
н и х  эта пов, когда потребуются пересылки данных  и ,  к а к  и 
п режде, все больше процессаров будут становиться пассивн ы м и .  

Упражнения к параграфу 2.3 

1 .  Адаптировать к ленточным системам  другие псевдокоды  L U-разложе
ния из § 2. 1 .  Показать, что м аксимальная длина  векторов для любой из этих 
адаптаций равна  В .  

2 .  Предположим,  что векторному компьютеру требуется 200 не для ска
лярных  операций и ( 1 000 + 10 n)  не  для векторных операций с векторами  
длины п ,  исключ а я  триады, подчиняющиеся формуле затрат времени 
( 1 600 + 10  n) н е. Подсчитать число операций векторной и скал ярной ариф
метики для L U-разложени я  (рис. 2 .3 . 1 Ь )  и столбцового алгоритма (рис .  2 .3 .4 )  
в случае ленточной систе м ы  с полушириной ленты В .  если матрица хранится 
по столбцам .  В ыяснить, дл я каких значений В выгодно пользоваться исклю
чительно скалярной арифметикой. 

3 . Для векториого компьютера  с характеристиками ,  указа н н ы м и  в упра ж 
нении 2, установить,  какой из  двух алгоритмов, представленных н а  р и с. 2 .3 .  1 а 
и н а  рис.  2 3 . 1 Ь ,  эффективней ,  счита я,  что в каждом случа е  используется оп
тимальная  для данного алгоритм а схема  хранения .  После этого добавить 
эта п  решения  треугольных систем путем соответственно пр ямой и обратной 
nодстановки. Использовать в каждом случае  наиболее подходящий из двух 
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алгоритмов : скалярных произведений или столбцовый .  В ы яснить, какой из 
алгоритмов решения полной системы лучше в целом.  

4. Пусть А - ленточная  матрица пор ядка 1 000 с полушириной ленты �· 
Для значений r3 , равных  20, 45 и 75, обсудить распределение н а грузки в L И
разложении со строчной циклической слоистой схемой хранения  для 1 0, 50 
и 1 00 процсссоров .  

5 .  Пусть А - симметричная  положительно определенная  м атрица с полу
шири ной ленты � · Адаптировать псевдокод метода Холесекого ( рис .  2 . 1 . 1 0) 
к ленточным системам .  Каковы длины векторов в адаптированном в а 
рианте? 

б. Дл я м атрицы А из упражнения 5 р асс мотреть п а раллельную реализа
цию метода Холесекого для циклической слоистой схемы хранения (строчной 
или столбцовой ) , следуя при этом обсуждению L И-разложения в основном 
тексте параграфа .  

7 .  Пусть А - м атрица порядка 1 000 с полушириной ленты � = 1 00. Об
судить требования  к схеме  хра нения п р и  решении систем ы  А х  = Ь с ис
пользованием перестановок. 

8 .  Дополнить рисунки 2 3 9 и 2 .3 . 1 О, считая ,  что р = 3. 

9 .  Вып исать явно системы (2 3 7 ) , (2  3 .8)  и (2 .3 9 )  в покомпонентной 
форме  дл я  р = 3, В = 2 и q = 5. 

1 0. Показать, что порядок редуцированной систе м ы  (2.3 .9 ) равен  
2В  (р - 1 ) .  Показать, кроме того, что  м атрица коэффициентов систе м ы  
(2 .3 .9)  явлнетсн блочно пятидиагональной, а если рассматривать ее к а к  
ленточную, т о  и меет полуширину ленты 3 f3 

1 1 . Выписать явно м атрицу системы (2 .3 . 1 4) для � = 2 и q = 3. То же  
самое сделать дл я м атрицы систем ы  ( 2 . 3  1 6 ) .  

1 2. Выписать явно м атрицу системы (2 .3 22 )  дл я р = 3, � = 2 ,  q = 4 
и s = 2 .  

1 3. Переупорядочить систему в методе Джонсона,  присваипая  последние 
номера неизвестн ым ,  составляющим подвекторы х ; 2  в (2 .3 . 1 2 )  и записыв а я  
уравнен и я  в соответствующем пор ядке. Показать, что м атрица коэффициен
тов переупор ядоченной системы имеет форму (2 3 22) . Показать далее, что 
редуцированная систе м а  (в  случае р = 3 ее можно получить из ( 2  3 . 1 6) )  
соответствует системе Axs = Ь метода декомпозиции области. Вывести от
сюда, повторяя  рассуждени я, проведенные в основном тексте дл я м етода 
декомпозиции,  что редуцированная  система  метода Джанеона  симметрична  и 
положительно определена ,  если такова исходн а я  система 

1 4. Для трехдиагональн ых систем ( В  = 1 )  сформулировать блочн ые ме
тоды и методы деком позиции обл асти (см рис .  2 .3. 1 1 ,  2 .3 . 1 2 , 2 . 3 . 1 5  и 2 .3 1 6 ) .  
В каждом случае выписать явно редуцированные системы  и указать и х  по
р ядки. Обсудить параллельны е  свойства каждого метода в зависимости от 
значений р и n .  

Литература и дополнени я  к параграфу 2.3 

1 .  Осознание того обстоятельства ,  что степень векторизации или парал
лелизма в LU .. ра:тожении и разложении Холесекого зависит  от ширины лен
т ы  м атрицы, стимулировало - на  раннем этапе р азвити я теории  параллель
н ы х  методов - разработку методов решения  систем с узкой лентой,  особенно 
трехдиагональных систем .  Стоун [S tone, 1 973] предложил алгоритм для трех-
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диагональных систем,  основанный на идее рекурсивного удвоени я  ( см .  § 1 . 2 ) .  
В статье [Lamblotte ,  Voigt,  1 975 ) показа но, что алгоритм Стоуна не согласован 
и указана согласованная  версия ;  то же с а \юе сделано  и самим  Стоуно\4 
[S tone, 1 975], однако эти алгоритмы не получ или широкого распространени я .  

2 .  Алгоритм цикличrской редукции ( ил и <'ГО варианты)  был, пож алуй, 
самым популярным методом решения  т р е х д и а го н а л ь н ы х  снетем как  для п а 
раллельных , т а к  и для векторных компьютеров.  Первоначально он б ы л  пред
ложен Голубом и Хокни дл я специальн ых б.�очно трехдиагональных систем 
(см [ 1-Iockney, 1 965] ) , но вскоре стало очевидно [ 1-Iockney, 1 970] , что метод 
можно при мен ять и к трехдиагональным  систе м а м  общего вида Хеллер 
[Hel ler, 1 976] показал,  что при uпреде.1енных предпоJюжениях  в н еди а го н а л ь н ы е  

элементы в процессе циклической редукции убы вают по абсолютной величине  
относительно диагональных элементов с квадратичной скоростью; это поз
воляет заканчивать процесс до того, как  выпол нены вес log n щагов Не
сколькими  автора м и  было отмечено (см . ,  напри мер,  статью [ Lamb lotte, Vo i gt ,  
1 975] ) , что циклическа я редукци я есть не что иное, как гауссово исключе
ние, применеиное к матрице РА Р 1 ,  где Р - искоторая  матрица переста новкн.  
Таки м образом,  если А - симметрична я положительно определенная  матрица ,  
т о  такова же  матрица РА Рт, и процесс циклической редукции численно ус
тойчив .  Однако нужно все же со вниманием отнестись к обрабqткс правой 
части ,  чтобы сохранить ч исленную устойчивость, с\1 по �тому  поводу [Go l ub,  
\' а п  Lою1 . ! 9Н:�] От�tети \1 еще, что при  п р и менении г ауссова щ:ключен и я  к 
м а 1 р н цс 1'. 1 1" н ы сс i' м e l' I O  :i а J юл н е н и е ,  которого не п роисходит в псрвона 
чальноi i  . ,  Р <' \ . 1 1 1 < 1 1  о н аJн,ной СНl'l еме  Отсюда в ытекает, что  ч исло ариф\!етиче
ских операций в цикJшческой редукции при мерно вдвое больше числа  опера
ций в гауссовом исключени и  для трехдиагональной систеrv�ы .  Болес подробное 
обсуждение циклической редукции и ее вариа нтов можно на йти в книге 
[ 1-Iockney, Jesshope, 1 98 1 ] .  В недавней работе [ Johnson, 1 987Ь 1 дан  анализ 
циклической редукции и родственных методов в аспекте их реализации дл я 
р яда типов параллельной архитектуры Анализ обменов при  реализации для 
гиперкубов см .  в статье [Lakshrn ivarahaп ,  Dha l l ,  1 987]. 

3. Дл я трехдиагональных систем п редложен и р яд других п а раллельных 
методов .  Трауб ([Traub,  1 974]; см .  также [He l ler  e t  a l . ,  1 976] ) п остроил ите
рационный метод, превратив три основных рекуррентных соотношени я  LИ
факторизации в итерационн ые .  В статье [Swarztrauber. 1 979] рассматривается 
метод, опи рающийся  на формулы Крамера В работе [Sameh, Kuck, 1 978] дл я 
QR-разложения  м атрицы используются вращения ;  э гот процесс чи сленно ус
тойчив  без перестановок. Данный метод, а также блочный  мстод Уонга 
[Wa n g, 1 98 1 ]  являются предшественниками блочных методов, обсуждавшихся  
в основном тексте. Среди других  статей ,  где  предлагаются или анализируют
ся  паралле.льные методы для трехдиагональных систем ,  можно назвать ра 
боты [Gao,  1 986] ( а втор основывает свой  алгоритм дл я параллельных машин 
на  линейных разностных соотношен и ях ) ; [Opsa l l .  Park inson ,  1 986] (рассма 
триваются почти трехдиагональные системы  и ОКМД-машины ,  такие,  как  
I C L  DAP и МРР) ; [Ya n  der  Vorst ,  1 986]. 

4. Пр и � = 1 блочный алгоритм Лори - Самеха ( см .  рис 2 3 1 1 )  осно
ван н а  м етоде Уонга [Waп g, 1 98 1 ]  для трехдиагональных систем Аналогичное 
разбиение на  блоки используется в Q R-мстоде Самеха и Кука [Sameh, Kuck,  
1 978]. В статье [Lawrie ,  Sameh. 1 984] идея блочного разбиен и я  обобщается ,  
что приводит к алгоритму LU-разложсния  ленточных систем ,  представлен
ному на рис. 2 .3 . 1 1 .  Похожий метод построен в ра боте [Meier ,  1 985] По• 
скольку решение редуцированной систе м ы  (2  3.9) потенциально явл яетс я vз
ким местом блочного алгоритма , в техническом отчете [Doпgarra , Sameh,  1 984] 
рассматривается вопрос о применен и и  к этой системе итерацнонного ме
тода. Блочный алгоритм н а  рис .  2 .3 . 1 2  п редложен Джанеоном [Johпson, 
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1 985bl. ко rорый проанализирова.1 его основные с войства и дал оце н к и  сл о ж 

н о с т и  его реализации для  р яд а  топо.�о г н й св язей , в кл юч а я г и перкуб ы , дв оич 

н ые деревья  11 ли ней н ые м а с с и в ы .  В статье [Dongarr a ,  Johнson ,  1 987] можно 
н а йти да.1ьней ш и й  а н ализ  и экспер и ме н т а л ь н Ыl' резу.1Ьтаты для блочны х ме
тодов . Некото р ы й  в а ри а нт метода Л о р и - Са мех а ис nол ьзова н в р а боте 
[Gannon ,  \' an  Rosend a le,  1 9841 в ка честве примера  пр и исс:rсдова н и и  ком 'll у
никационной сложнос·r и .  

5 Идея деко м позrщии о бл а сти и м еет д а в н ю ю  истор и ю  в и нженерн о м  
м и ре, где он а б ы л а  в ы ска з а н а вне  с в яз 1 1 с n а раллелыr ы >.� и  м етод а м и и при 
вела к те х и н к е р а счетов , обычно  назьшаемой  ,\!етодоАt подконструкций Идея 
состо яла в том,  чтобы р азбить бол ь ш у ю  з а д а ч у  н а  м е н ьшие ча сти , котор ые 

м ожно о б р а ба тыв а ть порознь,  и о с ж' чего из решен и й этих подз а да ч восста
новип, рсшенr!Р задачи в целом ( с >.�  ст: нью [Noor ei  a l , 1 978] ) .  В книге 
[George , Liu ,  1 98 1 ]  идея деком rюзпщш облас rи о бсуждается nод и мен е м  
.. стратегии па раллельных сечений» с точки -зрения и спользпва ния разрежен
ности в м атрица х В; ( с >.� .  ( 2 . 3  2 2 ) ) .  В опрос о приложен н их технш\н подкон 
с rрукци й к п ар аллел ьньrм в ы ч ислен и я м  р а с с м а 1  р ивается в р аботе [Adams,  
Voi gt , 1 984]. 

6 П ро цесс р а збиен и я м о ж н о  п р одо.1 ж нть,  в ыдел я я  в подзада ча х их соб
ств е н н ые подко н с т р у к ц и и  Так, если и с х о д н а я  с н е те м а  н м Рет полуши ри н у .1е н 
т ы  � .  то это ж е  вер н о дл я матриц А ;  в (2 .3  2 2 ) , и те:х н пку по;щон струкцнй 
м о�но примrннть к I\ аждой нз них .  Возмол{пы  р азбнt>ш r я 11  бот,ш rй глу
бин ы . Эта идея была в ы с к а з а н а  Д жорджем в н ача ле 1 970-х годо11 ( см .  
статью [G eorge, 1 9771 и книгу [George ,  L iu ,  1 98 1 1 )  под наз ва нием стратегии 
вложенных сечений. Она особенно полез на в применении к задачам , ведущи м 
свою родословную от диффе ренци альных ур а в нен и й с частн ы м и  п роизвод
нымп. Некотор ые свойства техники  вложrнных  сечени й  при се реализации 
дл я п а р аллrл ь н ы х  и в ектор ных ком пьютеров обсуждаются в р а бота х [George 
et а \ . ,  1 978 ; G a пnon ,  1 980]. 

7. Среди других ра бот, к а сающп х с я  рсшrн и я л е н то ч н ы х  систем в св нзи 
с пар аллельн ым и и векторны ми ком пьютrо а м и ,  можно н а звать [Ashcra fi ,  
1 985а], [C\eary et а \ , 1 986] (обсужда ются /, И - разложение н р а зл ожrн не Хо
лесского дл я п ар аллсль н ы х систем с локальн ой и разделяем ой п а мятью) , 
[Ga nnon,  1 9861 (р ассматривается гауссово исключение для п а раллелыю-веl\
то рной м а ш и ны ) ,  [Bjorstad ,  1 987] (описа н а прогр а >.� м а , реша юща я бол ьшие ко
нечно-элемен тн ые систе м ы  посредство м  п овто р н ого р а з б и е н и я  н а  подк о н 
струкцн и ) ,  [S chreiber , 1 986] ( предложен алгоритм Q R- р а злож ен и я ,  предн а 

значенный дл я спстоличrск и х м а ссивов ) ,  [Kapur ,  B ro\vпr .  1 984] ( исследуетс я  
вопрос о решении блоч но т рехди а го н альн ых ш с т е м  п р н \Iе нитt>льно к м а е с п 
в а м  пр оцесса ров с И З IV!е н яе мой конфигур ацией ) н [Saad ,  Schultz ,  1 987]. 

8 .  В основ н о м  тексте отмечен о , что п ерестан овки в х оде га уссова исклю
чен и я  р а с ш и р яют ленту м а трицы. Это же в ерн о в отно шен и и  метода Гаус
са - Жорда н а даже при отс утствш r 1 1rрест а н овок.  Более точно,  после исклю
чени я  н аддиаго н альн ых эле м е нтов i-го столбца в е с  н аддиагональные эле
м е н т ы  в стол бце i + � в общем случае с т а н о в ятся иен улев ы м и Это значп
п•лыю у веJI И Ч И В аt'Т КО.1 И ЧеСТВО B Ы Ч IIC .leH I I Й  1 1  дсл а t'Т алгоритм Гаусса - 
Жордана  дл я ленточн ых систем r щ е  м е нrс при влекатrльн ым ,  чем  для з апол 
нt>нных . 

9 Методы из данного п а р а гр аф а непригол.ны дл я разреженных матриц 
о бщего вид а .  В случае использования  последов атель ны х ко м п ьютеров для 
таких матриц имеются хорошо выверенные методы (см . ,  на п ри мер ,  
к н и г у  [George, Liu , 1 98 1 1 ) .  В техни ческом отчете [George, Heaih  e i  a l . ,  1 9861 
из учается реализа ци я р азложен и я  Х о .1есского для па р аллель н ых к ом пьютеров 
n п редп оложении , что необходн \l а н  п редва рительная  работа (вычисление 
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переста новки и си м вольная факториза ци я )  уже проделана .  Описан  алгоритм 
р азложени я ,  ориентированный на обработку столбцов ;  основными  операци я м и  
в нем  я вляются модификация j-го столбца с помощью k-го, если lik =/= О ( j  > 
> k) ,  и деление j-го столбца на число. См .  также работы [Georgc, L iu ,  N g, 
1 987 ;  George, Heath et. a l  , 1 987а ,  Ь]. В статье [Peters, 1 984] обсуждаются па 
р аллельн ые алгоритмы,  включающие в с ебя  выбор главного элемента В сооб
щении  [Lewis ,  S imon,  1 986] говорится о реализации гауссова исключени я  дл я 
векторных  компьютеров,  особенно машин  серии  C RAY Х-МР. Основна я опе
рация здесь - триада с разреженными  операнда ми ,  которую трудно век1 ор1 1 -
зовать. Однако в машинах  серии  Х-МР,  в противоположность компьютеру 
C R.A У - 1 ,  и меютс я а п п аратно реализованные команды сборки/рассылки .  Ис
пользование  этих команд позвол яет - при  программировании  на  языке ас
семблера - получить производительность, доходящую до 78 мегафлопов.  
Среди других работ, посвященных методам для разреженных матриц, можно 
назвать [Duf f , 1 984] ( реализации дл я машин C RA У) , [Duf f ,  1 986] ( предло
жен м ногофронтальный метод) ,  [Dave, Duf f ,  1 987] (сообщается о производн
тельности фронтальной прогр а м м ы  для разреженных матриц, достигнутой в 
экспери ментах с м а шиной C RA У - 2 ) , [L iu ,  1 986, 1 987] ( разреженное р азложе
ние Холесского ) ,  [Greenbaum, 1 986а] ( р ассматривается решение треугольных 
систем н а  машинах с р аздел яемой п а м ятью ) , [Win g, Huang, 1 977, 1 980] и 
[Al a ghband ,  Jordaп ,  1 985]. 



Глава 3 
Итерационные методы 

решения линейных уравнений 

3. 1 .  Метод Я коби 

В этом п а р а гр а ф е  м ы  р а ссмотр и м  один из простейш и х  ите
р ационных методов :  м етод Я коби .  Хотя метод Я коби  н е  яв 
ляется пр иемлем ы м  для большинства з адач ,  о н  представляет 
собой удобную отправную точ ку для обсуждения  итер а ционных  
м етодов.  Он  будет также полезен в дальнейшем как  вспомога
тельный  метод. 

Пусть А - невырожденная  м атрица n Х n и нужно р ешить 
систему 

Ах = Ь , (3 . 1 . 1 ) 

где диагональные элементы au матрицы А ненулевые. Тогда 
метод Я коби  и м еет вид 

(3 . 1 . 2) 

k = O,  1 ,  . . .  , 
где верхние  и ндексы указывают номер итер ации  и предпол а 
гается ,  как  и для всех итера ционн ы х  м етодов, ч то  х� , . . .  , х� 
представляют собой з адан ную а ппроксим а цию решения си 
сте м ы  (3 . 1 . 1 ) .  

Для м ногих целей удобно переписать (3 . 1 . 2 )  в м атр ичной  
фор ме .  Пусть D = d i a g ( a J J ,  . . .  , а пп ) - диагональная м атрица ,  
образова нная диа гональны м и  эл емента м и  А, и пусть В = 
= D - А ,  т. е. А = D - В представляет собой р азложение м ат
рицы на  диагональную и внедиа гональную ч асти .  Тогда м ы  
можем за писать (3 . 1 .2 )  к а к  

xk + 1 = Hxk + d, k = O, 1 ,  . . .  , H = D - 1B ,  d = D - 1 b .  (3 . 1 . 3 )  

Конеч но, м етод Я коби сходится не  всегда . П р иведем две 
ста ндартные теоре м ы  сходи мости, доказательства котор ы х  даны 
в приложени и  2. 

3. 1 . 1 .  Теорема. Если матрица А имеет строгое диагональное 
преобладание или является неприводuмой с дuагональныht 
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преобладанием, то итерации метода Якоби сходятся при любом 
начальном приближении х0. 

3. 1 .2. Теорема. Если  матрица А = D - В сuмJ.1етрuчна и по
ложительно определена, то итерации метода Якоби сходятся 
при любом начальном приближении х0 тогда и только тогда, 
когда .матрица D + В положительно определена. 

Основная  опер ация ,  ф и гурирующая в (3 . 1 . 3 ) , - это матр ич 
но-вектор ное ум ножение ,  и д.'IЯ ее в ыполнения  можно п р и ме
н ить любой из подходов,  описанных  в п а р а графе  1 .3 .  Там м ы  
убедил ись в том ,  что эффективная  п а р аллельная  или векто р н а я  
реализация  м а тр ич но-всктор ного умножени я  существенно з а в и 
сит от структуры матрицы Н. Итер ацион н ы е  методы, вообще 
говоря ,  используются тол ько в том случ ае ,  когда матр и ца А ,  
а з н а ч ит,  и Н, явл яется большой разреженной матрицей  типа  
тех , которые  возни кают при  дискретизаци и элл иптических крае 
в ых задач  с помощью конеч ных  разностей ил и конеч ных  эле
м ентов . Опишем модел ьную зада чу  та кого типа .  

Уравнение  Пуассона 

Рассмотр и м  элл иптическое уравнение  в частных производ
ных ,  н а з ываемое уравненuе.м Пуассона, 

Ихх + иуу = f ,  (3 . 1 . 4) 

где (х ,  у )  Е Q = [О, 1 ]  Х [О , 1 ]  и функция и зада н а  на  гран ице 
области Q .  П р авая  часть f пр едставл я ет собой известную функ
цию от х и у, и есл и f = О , то (3 . 1 .4 ) называют ураrтением 
Лапласа. Введем дискретиза цию еди нич ного квадрата Q с ша 
гом  по  простр а нству h способом ,  наказ а н н ы м  на  р ис .  3 . 1 . 1 .  
Есл и обозначить через Иii прибл ижение  к р ешению зада ч и  
(3 . 1 .4 ) в точ1.;е  ( ih ,  j/1 ) , п р и надлежащей сетке, то, п р и менив  
для аппрокси м ации производн ых в ( 3 . 1 .4 ) обычные конечные 
р аз ности второго порядка ,  мы получ и м  систему уравнений  

И; t- 1 , j + Ut - 1 ,  j + И; , j 1. 1 + Ui ,  j - 1 - 4uij = h2f i i •  (3 . 1 . 5) 
i , j = 1 ,  . . .  , N , 

где ( N  + 1 ) /1 = 1 .  Согласно нашему предположению о то м ,  что 
функция и задана на гр а н ице области ,  1:0лько N2 персменных 
Иij , i ,  j = 1 ,  . . . , N, во в нутренних  точках сетки  являются не 
извест н ы м и  в уравнениях ( 3 . 1 . 5 ) ; таким обр азом ,  получается 
л иней ная  систе м а  из  п = N2 урав нений ,  решение которой дает 
п р и бл ижения к решен ию ( 3 . 1 . 4 ) в точ ках  сетки .  

Можно записать получен ную систему в в иде А х  = Ь ,  взяв  
X k  = И t k , k = 1 , . . .  , N ,  в качестве неизвестных первой л и н ии 
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узлов сетки ,  X k  = и2 , k-N, k = N + 1 ,  . . . , 2N, - н а  второй л и 
ни и  узлов ,  и т .  д .  Таким  образом ,  

хт = (ин , . . . , и u v .  и2 1 , . . .  , и2N , . . .  , llN I ,  . . . , иNN) ·  (3 . 1 . 6) 

Соответствующую матрицу коэффициентов можно з а п исать в 
блочном  в иде 

А =  

т - /  
- /  

- /  
- /  
т 

Т = 

4 - 1 
- 1  

- 1  
- 1  
4 
( 3 . 1 . 7) 

где 1 � един ичная  матр и ца N Х N и Т также и м еет размеры  
N Х N. П р а ва я  ч асть Ь п олученной систе м ы  образована  вел и 
чина м и  ( -h2fii) , скорректиро-
в а н н ы м и  в п р и гр а ничных  точ 
ках  сетки п р и  помощи извест
ных значений  щ1 на границе.  

З а м ети м ,  что (3 . 1 . 7 )  яв 
.1 яетс н п р и мерам диагонально 
разреженной матрицы ( см .  
§ 1 . 3 )  и содержит только п ять 
иенулевых диа гоналей неза ви 
симо от вел и ч и н ы  N. Однако 
мы вряд л и  буде м х р а н ить та 
кую м атр ицу пусть даже  в диа -

( 0, 1) �--------. (1 , 1) 
• • 

• - h- • 
1 h 
1 

• • 

• • 

• • 

• • 

�--------------�--- х (О, О )  ( 1 ,  О ) 
гональном формате, особенно Рис. 3 . 1 . 1 .  Точки сетки и а  единичном 
в случае  выпол нения  вычисле 
ний  типа итераций Я коби .  

квадрате 

Здесь лучше н р и мснить метод Я коби  к уравнениям (3 . 1 . 5 )  сле
дующим образо м :  

uk + l  _ 1 ( k + k + k + k h2f ) i f  - 4  иi + l .  1 .  иi - 1 , 1 иl ,  ! + 1  иi ,  1 1 - 1 1 • 
i, j = l ,  . . . , N ; k = O, l ,  . . . . 

(3 . 1 . 8) 

Для уравнения Л а пл аса f == О соотношения  (3 . 1 .8 )  показыва ют, 
что очередная итер ация в точке сетки с и ндексом ( i , j )  есть не 
что и ное, ка к среднее арифметич еское четырех зна чений п р еды
дущего п р и ближения в соседн их  точках :  «Северной» ,  «южной». 
«ВОСТОЧ НОЙ» И «ЗаПаДНОЙ».  

6 Дж.  Ортсга 
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Распараллеливание метода Я коби  
Из (3 . 1 . 8 )  ясно ,  что  в п р и нципе  все  з н ачения  и�/ 1 можно 

вычислять пар аллельно ;  и м е н но по этой причине  м етод Я ко б и  
иногда р ассматр ивается в качестве прототип а  пар аллельного 
м етода .  Однако п р и  реализа ции этого метода н а  векторных  
ил и п а р аллел ь н ы х  компьютер а х  следует обр атить внимание  н а  
некотор ы е  детал и .  Рассмотр и м  простейшие вопросы,  связ а н н ые 
с п а р аллельными  вычислительными  система м и, сохр а н я я  пока 
дискретное уравнение  Пуассон а  (3 . 1 . 5 )  в качестве модельного .  

П р едположи м  сначала ,  что п а р аллельная  систе м а  обр азо
в а н а  сетью из  р = q2 процессаров Pii , упорядоченных  в виде 

r ! l 

- - -- - - - ---- - --- -------' 
Рис. 3. 1 .2 .  Распределение точек сетки по п роцессара м  

дву м ер ной р еш етки ,  и каждый процессор свя з а н  с о  свои м се
в ер н ы м ,  южным ,  восточн ы м  и з ападн ым  соседом ,  как это пока
з а но на рис .  3 . 1 . 2 .  П р едположим ,  что N2 = тр. Тогда есте
ственно поручить каждому процессор у  обработку т неизвестных .  
Это  можно сдел ать м ножеством способов.  Один из  простей
ших - н аложить сеть процессорав на точки сетки ,  изображенные  
на  р ис.  3 . 1 . 1 ,  т ак, как  это показано  н а  р ис .  3 . 1 . 2  для случая ,  
когда на  каждый п роцессор приходится по четыр е  неизвестных .  
Мы п р едпол агаем ,  что  те процессоры ,  которые  содержат при 
гр а н и ч н ые в нутренние  точки  сетки, содержат  та кже и соответ
ствующие зада н н ы е  граничные  з н ачения .  

На  параллельных  системах  с локальной  п а м ятью по з авер 
шении  каждой итерации  новые з начения ,  полученн ые в неко
тор ы х  точках  сетки, необходимо  передать соседни м  процессо
р а м .  Обсудим этот вопрос более детально .  В предельном слу
чае  о писан ного выше упорядочения ,  когда ч исло п роцессаров 
составляет р = N2,  каждый процессор содержит в точности одно 
неизвестное. В этом случае  в ычисления  в каждом п роцессоре ,  
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заним ающем положение в нутр и двумер ной р еш етки ,  будут в ы 
пол н яться следующим образо м :  

в ычисляем и�"!" 1  в процессар е  Р . . ; 1 1 1 1 

пос ы л а е м  з начен ие u�j+
1 процесса р а м  

Р . + 1 . , Р . · 1 . , Р . " + 1 ' Р . · - 1 · 1 ' 1 1 ' 1 1 ,  1 1 '  1 

(3 . 1 . 9) 

Таки м образом ,  на  ка ждом этапе  выч исл ительный  ш а г. реали
зуемый  по фор мул а м  (3 .  1 .8 )  в случа е  ур авнения Пуассона ,  со
провождается посл едующей передачей обновленных  значений  
итерационного приближения  тем  п роцессорам ,  котор ы м  эти  зна 
ч ения  потребуются для выпол нения  следующей итерации .  Хотя 
такое упорядочение демонстр ирует идеальный пар аллелизм  
м етода Я коби ,  требование  нал ичия  N2 процессаров п р едстав 
ляется, вообще говоря ,  нереалистически м ,  и ,  кроме  того,  з н а 
ч ительная  часть в ремени в этом случ ае  тр атится на  в ы полнение  
опер аци й  обмен а .  

Более обыч ной является ситуа ция ,  когда N2 = тр  и каж
дый п роцессор содержит т неизвестных .  В случае т = 4 
иллюстр ацией может служить р ис. 3 . 1 .2 ,  одна ко более р еальны  
значения  N = 1 00 и р = 1 6, откуда т = 625. Каждый процессор 
будет вычис.пять итер ационные  п р и ближения для тех неизвест
н ых ,  которые  он  содержит.  Н а п р и мер ,  дл я ситуации , изображен
ной н а  р ис .  3 . 1 . 2 ,  вычисления ,  выполняемые  процессаром Р2 2 , бу
дут т а ковы :  

в ычислить и;3+ 1 , и:4+ 1 ; пер едать и х  в Р1 2 ;  
(3 . 1 .  1 О) 

П р и  этом аналогичные  вычисления  п а р аллельна выпол няются 
и в других процессорах .  

Будем называть внутренними граничными значениями те  
значения  Uij , кото р ые необходи м ы  други м процессар а м  на  сле
дующей итер ации  и ,  та ким  образом ,  подлежат пересыл ке. Со
ответствующая иллюстр ация  дл я одного процессар а  дана н а  
р ис. 3 . 1 .3 .  Есл и процессор содержит т =  q2 неизвестн ых , то 
для всех т необходи мо выч ислить новые значения ,  однако 
переслать нужно не  более 4q значений .  Таким образом ,  п р и  
фиксирова н ном ч исл е пр оцессорав п о  м е р е  возраста н ия раз 
мера  задачи  будет увеличиваться та кже и отношение  времени  
вычислений  ко  времени  об менов .  В частности, кол ичество в нут
ренних  точек  сетки, для которых  не  требуется обмен дан н ы м и, 
возр астает как  кв адрат  N, в то время  к а к  ч исло точек сетки, 

6* 
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для которых необходим о бмен да нными ,  возрастает по N л ишь 
линейно .  Таки м образом , дл я достаточно больших задач время  
обмена  да н н ы м и  ста новится все  более незначительным  по  
ср а вн ению со временем выч ис.r1ений .  

с � 
(\ ---. (\ 

v с:::::::-· ----?- v 

Рис. 3 . 1 .3.  Обмен да н н ы м н ,  соответствующи м и  внутренн и м  грающам 

Синхронные и асинхронные методы 

Дл я  того чтобы обес п ечить корректное в ыполнение  итера 
ц и й  Я коби ,  в выч исл ител ьную схему т и п а  ( 3 . 1 . 1 0 )  необходи мо  
в вести мех а н и з м  синхронизации .  Н ап р и мер ,  в ычисление и:2+ 1 
не  может б ыть завершено до тех пор ,  пока и:2 и u�3 не будут 
получен ы от соседни х п роцессоров.  Ка к уже говорилось в § 1 . 2 ,  
в ремя ,  необходи мое д.1 я  выпол нения  синхронизации ,  так  же 
к а к  и время ,  затрачи ваемое процессаром на  ожида ние  того, 
чтобы вес н ео бходи м ы е  данные ста д и  доступ н ы  дд я продолже 
ния  вычислений ,  вносит в кл а д  в н а кл адн ые в ы ч исл итсд ьн ы е  
затраты .  

Дл я некоторых  итс• р а ционных м етодов,  таких ,  как  м етод 
Я коби ,  привлекател ьной адьтер нативой служит допущение  а син 
хронной р а боты процессаров ( без ка кой б ы  т о  н и  б ыдо  синхро
низаци и ) . В этом едуч ае  некото р ы е  итер з цi ю н н ы е  п р ибл иже
ния могут б ыть в ыч ислен ы некоррек тно . Н а п р и мер,  в ситуа ци и,  
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показаи ной на р ис .  3 . 1 .2 ,  п редположи м ,  что в тот м о мен т 
времени ,  ко гда дол жно быть в ычислено значение  и72+ : , :ш а ч е -
н ие uf3 еще н е  получ е но от п роцессар а  Р 1 2 •  Тогда дл н в ы ч ис 
ления  uf/ 1  будет и с п ол ьзо в а н о  п р ед ы ду щее значение  u�3 1 , 
и получ а ющееся новое итера цион ное п р и бл ижение  уже не  будет 
итер а ционным п р и ближеннем Я коби ,  опреде.1 яем ы м  фор м у.'l о й 
(3 . 1 . 8 ) . Од н ако это не обязател ьно н анесет ущер б итерацион 
ному процессу в це.rю м,  и в некотор ых случ аях  с точки  зрения  
общих  затрат  м о ж ет о к а з а ть с я  в ы годн ы м  п р и м е н я ть итер а 
щюн н ы е м етоды в асинхронном ва р и а нте. Метод Я коби , р е а 

лизова н н ы й у к а з а н н ы м  образом ,  буде м назы вать асинхронным 
м етодом .  

Провер ка на сходимость 
П р и м еня я  л ю бой итер а цион н ы й м етод, н еобходи мо п р ове

р ять сходи мость итер ационн ы х п р и ближен ий .  Есл и {xk}  - по
следовател ьносп, итер а цио н н ы х п р и б.rJИ жен ий , то часто исно.ТJЬ 
зуются два метода п роверк и :  

l l xk+ l _ xk i J � e  и ли l l x k+ 1 - ·xk l l � e l l x k l l ,  (3 . 1 . 1 1 ) 

где 1 1 · 1 1 о бо з н ача ет вектор ную н ор м у. Довольно  ч асто исполь
зуют та кже нев я з ку rk = Ь - Axk н а  k- й  итерации  и тр ебуют , 
чтобы в м есто (3 . 1 . 1 1 ) выпо.1 нялось  услов и е 

l l rk l l � e и .. 1и l l rk l l � e l l r0 J J .  ( Э . 1 . 1 2) 

Р а ссмотри м  т е п е р ь  р еал из а ци ю  провер к и  условий ( 3 . 1 . 1 1 )  
дл я метода Я коби 1 ) н а. п р и м ер е ситуации ,  изобр а жен ной н а  
р ис .  3 . 1 . 2 .  Обыч н о испол ьзуют нор м ы  /2 и l.зо ,  о п р едел я е м ы е  д.1 я 
вектора х соотношениями  

1 1  х 1 12 = ( ,�-
n 

1 х7) 1 12 , 11 х 1 1 "" = m ax 1 xi 1 ·  (:З . 1 . 1 3) 
I :::;;; i � n 

Испол ьзование  н о р м ы  /2 тр ебует вычисления  ск ал я р ного п р о 

из в еден ия с п р ивлече н ием в с е х  процессаров  ( см .  § 1 .3 ) . С др у
гой стороны ,  проверка п е р в о го условия  (3 . 1 . 1 1 )  дл я нор м ы  l2 
может б ы ть реал изова на  сл едующи м образом .  Каждый процес
сор н а  ка ждой итерации проверяет,  удовлетворяют  ли его н е 

и з вест н ы е  услови я м 

1 )  Все же следуст п р еJ.остсреЧI> от п р н \! е нен и я  (3 . 1 1 1 ) и р<'комендо в а т ь  
(3. 1 . 1 2 ) ,  так как в общем случае  из (3. 1 . 1 1 )  вовсе не следует требуемая 
бл изость xk к х. - Прим.. перев. 
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Есл и  указа н ное условие выпол нено,  то устанавливается «фла г», 
показ ывающий,  что п р и бл ижения ,  содержащиеся в этом про
цессоре ,  удовлетворяют условию сходимости ;  кро м е  того, 
н еобходим м еханизм  п роверки фла гов всех п роцессоров .  Есл и 
все фл аги сходимости уста новлены ,  то итер а ции  сошлись,  и ,  
т аким  образом , их  дальнейшее в ыпол нение  прекр а ща ется ; 
в противном случае  итер ационный  процесс продолжается .  Та 
ким образом ,  описа нная  процедур а и меет м ного общего с ме 
х а н измом  синхронизации .  З а мети м ,  что в действительности 
здесь для проверки условия сходимости не  вычисляется векто р 
н а я  нор ма как  та ковая .  

Второй способ провер ки сходимости (3 . 1 . 1 1 )  представляет 
собой провер ку условия малости относительной погреш ности 
и может оказаться полез н ы м ,  когда прим ер н а я  в еличИна  р е
шения  не  известна а п р иори  (что позволило б ы  в ы бр ать разум
ное значение  е ) . Одн а ко такая проверка сходи мости требует 
выч исления  нор м ы  с п р и вл ечением всех процессаров и после
дующей передачей вычис.11енного значения нор м ы  каждому из  
п роцессоров ,  т. е .  больших з атр ат при реализации .  

Векторизация метода Я коби 
Обратимся теперь к р еализации  м етода Я коби  н а  векто р н ых 

ком пьютерах .  Сначала  м ы  опять огр аничимся рассмотрением 
дискретного ур а внен и я  Пуассона  и итер ационного п роцесса 

Для J от  1 до N 
Для 1 от 1 до N 

и N (! ,  !) = О .  25 * (и ( ! - 1 ,  !) + и (! + 1 ,  !) 
+и (! , J + I ) + и (I, J - 1 ) - G (/, !)) 

Р ис. 3. 1 .4. Ф р агмент кода для м етода Я.коби 

(3 . 1 . 8 ) . В тако м  случае  м етод Я коби  можно п р едста в ить псев
докодом ,  приведеиным  н а  р ис .  3 . 1 .4 .  Здесь и и и N представ
ляют собой двумерные  м ассивы р а з м ер а  ( N  + 2 )  Х ( N  + 2 ) , ко
тор ые  содержат значения итера ционных п р и ближений на  сетке, 
а также гр аничные  зн ачен ия ,  в то вр емя как G является дву
м ер н ы м  м а ссивом р аз м ер а  N Х N, содержащ и м  значения  h2f. 
На р ис .  3 . 1 .4 показава только одн а итера ци я ;  на следующей 
итер а ции  м асси в ы  и и иN меняются р ол я м и .  З а м етим ,  что 
здесь допускаются нулевые  и ндексы ,  что б ы  учесть влияние  
гр а нич н ых условий .  
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Рассмотр и м  сначала  реализацию алгоритма ,  п р едставлен 
ного н а  р ис. 3 . 1 .4 ,  н а  вектор ном ком п ь ютере,  использующем 
вектор н ы е  р егистр ы .  П р едположим д.�я простоты,  что значение  

З аг р уз ить и ( , О) (г р а н и ч н ы й стол б е ц) [З аг р уз ить и ( , 2) (в то р о й  сто л бец)  

В ыч и с л ить иN ( ,  1 ) = и ( , О) + и ( , 2) [З а г р уз ить и ( , 1 ) ( пер в ы й столбец) 
В ы ч ис л и ть иN ( , 1 ) = иN ( , 1 ) + и ( ,  1 ) + 1 
В ы ч и с л ить иN ( , 1 ) = иN ( , 1 ) + и ( , 1 ) _ 1  

З а г р уз ить G ( , 1 ) 
В ы ч ис л ить иN ( ,  1 ) = иN ( , 1 ) - G ( , 1 )  
В ы ч и с л ить иN ( , 1 )  = 0 . 25 * иN ( , 1 )  
З а г р уз ить и ( , 3) [� а�и�ать в п а м ять иN ( , 1 ) 

Рис. 3. 1 .5. Метод Якоби для компьютера,  использующего векто р н ые регистр ы 

N + 2 р авно дл ине  регистр а ;  тогда м ы  можем реал изовать 
вычисления  так ,  как  показа но на  р ис .  3 . 1 .5 .  Схема  р аспреде-

Uo G 

0,25 

Рис. 3. 1 .6. Cxl' \I a  I l l ' I IОльзова ни я рсгн с rров  для метода Я коби 

.пения  регистро в  н о казана  на р ис .  3 . 1 .6 . Оператор ы,  приведеп
ные на р ис .  : 3 . l . S, вычисл я ют новые итер ационные  п р иближения 
для перво го с 1 олбца точек сетки .  Через и ( , 1 )  обозначен  век
тор д.ш н ы  N, содержащий  текущие итера ционн ы е  приближения. 
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отвечающие пер вому стол бцу сетки ,  а И ( , 1 ) ± 1  обозначает 
тот же вектор ,  сдвинутый  н а  одну позицию вверх ил и вниз .  
Квадр атнан  скобка ,  объеди ня ющая второй и трети й оператор ы ,  
указ ывает н а  то ,  ч то  н а  некоторых вектор ных  ком пьютер а х  эти 
две  операции  могут п р а кти чески перскрываться с точ ностью 
до небол ьшой задержки .  Аналогично ,  втора н  скобка указывает 
н а  то, что операция  за грузки следующего столбца да н н ых мо
жет в ы пол н яться одновременно  с п р едыдущим выч ислением ,  
а с.1 сдующая скобка  оз начает, что  закл ючительная  опер а ция  
запомина н ия может вы пол няться одновременно с пос.'I сдующи м 
выч ислением .  П р и ведсивый  фрагмент кода я вл я ется ,  конеч но, 
тол ько ч а стью всего цикл а,  осуществл яющего индекса цию 
стол бцов И и UN. Допол нител ьнос усложнение  кода потре
буется для того,  чтобы эффекти вно испол ьзовать текущие дан
н ые; содержа щиеся в регистр ах ,  и ,  конеч но, в том CJi y чae, когда 
значение  N + 2 п ревосходит дл ину векторных р егистров ;  в по
следнем  случ ае  п ридется обра батывать сегменты столбцов под
ходящей дли н ы .  Важн ы м  является то обстоятел ьство,  что п р и  
соответствующем испольэова н и и  векторных  регистров вычисле
н и я  хорошо вектор изуютс я .  

Использование дл инных векторов 

Рассмотр и м  теперь р еализа цию алгоритма  на  векторных  
ком пьютер ах ,  извл екающих векторные  опер а нды непосредствен
но  из  п а м яти и наиболее эффективных  для векторов -большой 
дли н ы .  Код, п р иведенн ы й  н а  р ис .  3 . 1 .4 ,  л егко реализуется з а  
счет обр аботки одного стол бца за  други м,  одна ко дл ина  векто
ров в этом случае  составляет л ишь  О (N) . Одна ко, оказывается ,  
м ожно реорганизовать в ычисления  та ким  образом ,  что  дли н а 
вектора  окажется равно й  О (N2) . Для этого удобно р ассмотреть 
одномерный  м а ссив  дл и н ы  (N + 2 ) 2, содержащий значения  ите
р а ционных прибJшжений и гр а н ич н ы х  значений ,  х р а н я щихся 
по  строка м ,  упорядоченных  слева н а п р а во и с н изу вверх .  Это 
илл юстр ирует рис .  3 . 1 .7 .  

Будем обоз неtчать  через И (! ;  К) вектор дл и н ы  К, н а ч и наю
щийся  с /- й  позиции вектора  И, и пусть М ! = (N + 1 )  (N + 
+ 2 ) - 1 и М2 = N (N + 2 ) - 2. Тогда одн а итер ация м етода 
Я: коби может быть выпол нена  та к, ка к показано на р ис .  3 . 1 .8 ,  
где Т - вспомогательный  вектор той же дл ины ,  что и И. Пер 
в ы й  оператор вычисляет попарные  диагональные  сум мы ,  как  
наказа но на р ис .  3 . 1 . 9. Пункти р н а я  л иния  на  р ис .  3 . 1 .9, соеди
няющая U (N + 3 )  и U (2N + 4 ) , указывает,  что соответствую
щее сложе н и е  явл яется из б ыточ н ы м  в ы ч ислением ;  к обсужде
нию связанных  с эти м вопросов мы еще вернемся .  Посл едней 
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сум мой, вычйсляемой пер в ы м  онер а тором ,  будет и ( (N + 1 )  (N+ 
+ 2) ) + и ( (N + 2) 2 - 1 ) .  Второй опер атор поз вол я ет получ ить 
сум му соседних значений  для каждой точки  сетки, как  пока
зано н а  р ис .  3. 1 . 1 0 . 

и (N + 3)  
и ( ! )  

U (N + 4) 
и (2) и (З)  и (N + 2) 

Рис.. 3 . 1 .7. Схе м а  хранен и я  в виде одномерного м а ссива 

Т (2; М 1 ) = и (2 ;  М ! ) + и (N + З; M l ) 
и (N + 4; М2) = Т (2; М2) + Т  (N + S; М2) 
и (N + 4; М2) = 0 . 25 * (и (N + 4 ;  М2) - G (N + 4; М2)) 

Рис. 3 . 1 .8. Код для м етода Я коби с использование м дли нных векторов 

U (2N + 5) и (2N + 6) 
"' "' 

и (N + 3) и (N + 4) . . . U (2N + 3) и (2N + 4) 
"' "' "' 

и (2) и (3) и (N + 2) 

Рис. 3 . 1 .9.  Попа рные сум м ы  

' ' ' 
и (N + 3) 

и (2) + и  (N + 3) + и (N + 5)  + U (2N + 6) 
и (3) + и (N + 4) + и (N + 6) + и (2N + 7) 

Рис. 3. 1 . 1 0. Суммы,  получаемыс прп в ы полн<'НI IИ  второго оператор а кода 

Возможное затруднение, связанное со втор ы м  опер атором, 
предста вленным н а  р ис. 3 . 1 .8, заключается в том ,  что он з а м е
няет гра ничные значения  н а  некие фиктив ные р езул ьтаты.  Н а 
некоторых векторных ком пьютерах  ( например ,  н а  CYBER 205 ) 
существует возможность пода вления  операции  записи в п а м ять 
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посредством вектора , содержа щего логические значения ,  и 
здесь эта воз можность оказывается очень полезной ;  увел ичения 
затрат  времени  при  этом не  происходит, одна ко требуется па 
мять дл я х р а нения  (N + 2 ) 2  битов .  Последний  опер атор вычи
тает h2f и дел ит н а  4 .  П р едпол агается, что G та кже Я!3ляется 
м ассивом дл и н ы  (N + 2 ) 2 , и здесь также используется подав 
ление  з а п иси  в п а м ять при  обр а ботке гр а н и ч н ы х  позиций .  Аль
тер н ативой пода влению записи в п а мять может с.1ужить восста
новление  граничных  значений  после каждой итерации ,  одна ко 
это приведет к значительно большим затр ата м времени .  
Отметим также ,  что  код, п р едста влен н ы й  н а  р ис .  3 . 1 . 8 ,  содер 
жит  лишь  три  векто р н ы х  сложения в отл ичие  от четырех,  п р е
дусмотренных н а  р ис .  3 . 1 .4 .  П р и ч и ной явл яется получаемый  
здесь эффект сложения сдва и в а н и е м ;  первый  опер атор н а  
р ис.  3 . 1 . 8 вычисляет сум м ы  U (2 ) + V ( N + 3 ) и U ( N + 5) + 
+ U ( 2N + 6) , а з атем второй  опер атор эти сум м ы  складывает. 

П одытоживая  сказанное  в ыше, з а м етим ,  что мы можем до
стичь  м а ксим альной дл и н ы  векторов О (N2 )  и исключ ить одно 
вектор ное сложение ,  одн а ко за это пр идется р аспл а ч и ва ться 
усложнением кода , допол н ительной п а м ятью дл я хра нения  гра 
н и ч н ых значений  как  в м ассиве  Т, т а к  и в м ассиве G ( а  также 
п а м ятью для х р анения  битового вектор а ,  есл и есть возможность 
для его использования )  и избыточными  вычислениями ,  соответ
ствующи м и  гр а н и ч н ы м  значениям .  Отмети м та кже, что нельзя 
получить код типа п р иведеиного на р ис .  3 . 1 . 8 , использующий 
вектор ,  образов а н н ы й  тол ько значен и я м и  во  в нутренних  точ
ках  сетки (см.  упражнение  3 . 1 . 1 1 ) .  

Векторизация с использованием матричного умножения 
П одход, показ а н н ы й  н а  р ис .  3 . 1 . 8, и меет весьм а  огр а н ичен

ную область п р и мени мости.  В следующем п а р а графе  мы п р и 
ведем п р и мер более сложного дифференциального уравнения ,  
дл я которого этот подход еще остается в силе ,  однако в общем 
случа е  далеко уклониться от ур авнения  Пуассона  н е  удается.  
Даже дл я уравнения  Пуассона ,  когда область не  является 
квадр атом или п р я моугольнико м  или принято неравномер ное 
распредел ение  точек сетки по на п р авлению х или  у, такой под
ход не р а ботает ( см .  у п р а жнение  3 . 1 . 1 2 ) . Выгоды подхода ,  от
вечающего р ис .  3 . 1 .8 ,  з а ключаются в следующе м :  иснользуются 
вектор ы большой дли н ы  и сокр а ща ется объем в ычислений  з а 
счет уменьшен ия ч исл а век·тор ных сложений с ч етырех до трех .  
Гор аздо более общий подход, к описа н и ю  которого мы перехо
ди м ,  позволяет также получить большую дл ину  в екторов ,  хотя 
и н е  дает э ко но м и и  числа а р и ф м етических операций .  
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Для м ногих задач м а тр ица перехода Н м етода Я коби  ( 3 . 1 .3 ) 
оказывается диа гонально разреженной,  однако ее диагонали  не  
являются «постоян н ы ми» ,  как в случа е  ур авнения  Пуассон а  
( 3 . 1 . 5 ) В качестве иллюстр ации  р ассмот р и м  обобщенное урав
нение Пуассона 

( 3 . 1 . 1 4) 

где а и Ь - положительные  функции от х и у. Для п ростоты 
опять п р едположим ,  что (3 . 1 . 1 4 ) р ассматривается на области ,  
п р едста вляющей собой единич н ый квадр ат, и н а  гра нице об 
л асти задано  р �uение  и .  Стандартна я конечноразностна я дис
кретиз ация ур авнения  ( 3 . 1 . 1 4 ) и м еет вид 

где 

+ Ь 1 и · · + 1 - с ·  ·и · · = h2f · ·  . ' + ' · 1 ! J  ! /  ! J '  ! , 1 2 

C i i = a _  1 . + а . + 1 . + Ь . .  1 + Ь . . + 1  
! - 2· 1 ' 2' 1 ! ,  1 2 ! ,  1 :!. 

(3 . 1 . 1 5) 

(3 . 1 . 1 6) 

В (3 . 1 . 1 5) коэфф ициенты а и Ь в ычисл яются в средних  точках  
отрезков,  соединяющих соседние  точки  сетки ,  н а п р и м ер ,  

а .  1 = а (ih - ; , jh) , и а н алогично для других коэффициен-
' -2· 1 

тов.  Как м ы  увиди м ниже,  такой способ обеспечивает си м м ет
рию матрицы коэффициентов . З а м ети м ,  что ( 3 . 1 . 1 5 ) сводится 
к (3 . 1 . 5) п р и  а = Ь = 1 .  

Н етрудно убедиться ( см .  упражнение  3 . 1 . 1 3 ) ,  что ур авнения 
( 3. 1 . 1 5) можно з а писать в в иде Ах = Ь, где х - вектор неизве
стны х  и;i , определенный  в (3 . 1 .6 ) , Ь - в ектор ,  содержащий гр а
ничные  з н ачения  и значения  -h2f;i , п р ичем  

А =  (3 . 1 . 1 7) 

BN- 1  TN -
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где 

- - ь 1 1 , ! + 2 

- а 1 N - 2, j 

- Ь  1 N , ! +2 -
Ма трица А в ( 3. 1 . 1 7 ) и м еет пять иенулевых диа гоналей . 

Матри ца псрс:\о;�а метода Я коби  имеет ту же структуру, что 
схе:vt атически отр а жено в фор муле 

Н =  (3 . 1 . 1 8) 

Мы п р едпол а гаем , что Н х р а н ится в диа гональном фор м ате 
и что операция  умножения Hxk в итер ациях  Я коби вы пол ня ется 
п р и  п о м о щ и  процедур ы ум ножения  по ди а гонал я м , оп иса нной  
в § 1 .3 .  Таким обр азо м , дл и н а  векторов ври  в ыпо.rшении  ите
р а ци й  Я коби соста вл яет O (N2) .  Более точ но, гл авная  диагона.пь 
м атрицы Н и меет дл ину N2, бл ижайшие  к ней диа гонал и и м еют 
длину  N2 - 1 ,  а бол ее удаленные  диагонал и - дл ину N2 - N. 
Та к и м  обр азом , дл я х р а н ения м атр и ц,ы Н требуется 2N2 - N- 1 
с л о н ,  та к к а к  в силу с и м метр и и  достаточ но хр а н ить только 
верхнюю тр еугол ьную ч асть м а тр и цы . П р и  этом п а м ять в 
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N - 1 слов затрачивается па  хра нение нулей ,  содер жа щихся 
в диагоналях ,  бл ижайш и х  к гл ав ной,  которые  показ а н ы  в 
(3. 1 . 1 8 ) , однако это необходи мо дл я достижения большой дл и
ны  векторов. 

Описанная  реализация  метода Якоби с испоЛ I,зова нием 
«дл и нных » векторных  опер а ций  эффективна  дл я тех  задач  с не 
ремен н ы м и  коэффициента ми ,  в которых  м атрицы,  и грающи е  
роль  Н, в л ю б о м  случа е  дол ж н ы  храниться.  Одн а ко дл я урав 
нения  Пуассона явное х р а нение  матрицы Н излишне, в чем  м ы  
уже убедились .  Более того, подход, продемонстр ированный н а  
р ис .  3 . 1 .8,  гораздо более эффективен,  есл и только  его уда ется 
п р и мснить ( см .  упр ажнение  3. 1 . 1 4 ) .  

На  п а раллельных м а ш и н а х  метод Якоби  дл я уравнений 
( 3. 1 . 1 5 ) р еал изуется по ура внения м Пуассона ,  о бсуждавшимен 
р анее, но  с тем важным отличием ,  что  коэффициенты а ,  Ь и с 
должны теперь х р а ниться и использоваться .  Есл и  снова точки  
сетки р аспределсны по процессар а м  т а к, ка к показано  н а  
р ис. 3 . 1 .2 ,  т о  на  вычислительной системе с локальной па  мятью 
жел ател ьно хранить соответствующие зна чения  а, Ь и с в п а 
м яти того процессора ,  которому о н и  требуются дл я в ыч ислений .  
Н а п р имер ,  согл асно ( 3 . 1 . 1 5 ) ,  текуща я итерация Я коби  для иif 
зада ется фор мулой 

и�1+ 1 = с1/ (а · _.!.. .и� 1 •  1 + а . .!.. и�+ l .  1 + ' 2 . 1 t + 2 ' j 
+ Ь 1 и �  . 1 + Ь 1 и� . 1 - h2f . 1 )  i ,  j - 2 t , 1 i ,  / + 2  ' ·  J +  t • 

и желательно, чтобы все указ а н н ые коэффициенты,  включая  
f11, хра нились в том процсссоре, который  выпол няет соответ
ствующее в ы чис.1ение. З а м ети м ,  что это потребует хранения  
некоторых  коэффициентов более  чем в одном процессоре .  Н а 
п р имер ,  в ситуации ,  продемонстр ирова нной  на  р ис .  3 0 1 02 ,  ка к 
для вы ч исления и3з, т а к  и для вычисления  и23 необходи м коэф
фициент а5 , котор ый нужно будет х р а н ить в обоих процессар ах 

2' 3 

Р1 2  и Р22о Аналогично ,  итер и рова нис Uзз и Из2 требует доступа  
к одному и тому же коэффициенту Ь 5 о 3, 2 

Пусть заданная  
Блочные методы 

м атрица А р азбита на  
[ �1 1 . о . �1 q ] 

А = о о , • о 
Aq 1 

A

qq 

подматр и цы так, что 

(3 0 1 0 1 9) 
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п р ичем предполагается ,  что каждая м атр ица  A ii  невырожден
н а .  Тогда блоч н ы й  метод Я коби решения систем ы  Ах = Ь, от
вечающий введенному р азбиению ,  и м еет вид 

Ai ix� + 1 = - L А; 1.х1� + Ь; , i = 1 ,  . . . , q ,  k = O,  1 ,  . . .  , (3 . 1 . 20) 
j * i 

где р азбиение  векторов х и Ь согл асова но с р а збиением А . Та
ким обр азом ,  в ыпол нение  одной блочной итер а ци и  Я коби  тре 
бует решения  q систем в ида (3 . 1 . 20 )  с м атр и ц а м и  коэффициен 
тов  A u. З а м етим ,  что  в специальном случае, когда каждая м ат
р ица  A ;i и м еет р аз м ер 1 Х 1 ,  соотношения  (3 . 1 .20 ) сводятся 
к м етоду Я коби ,  рассматривавшемуся выше. Известно, что в 
некоторых  случа я х  для ком пьютеров с последовательной обр а 
боткой блочные  м етоды оказываются более б ыстр ы м и ,  ч е м  
точеч ные .  

В качестве п р и м ер а  блоч ного м етода Я коби  снова  р а ссмот
р и м  дискр етное уравнение  Пуассона  (3 . 1 . 5 )  и соответствующее 
м атр ичное п р едставление (3 . 1 .7 ) . В этом случа е  q = N, A i i  = 
= Т, i = 1 , . . . , N, А ;, i+ l  = А ;н , ; = -1, а все остальные  блоки 
A ;i нулевые.  Таким  образом ,  соотношения (3 . 1 .20 )  п р и н и м ают 
вид т k + l - k + k .  + ь xi - xi + l Х ; 1 ; •  i =  1 , . . .  , N , (3 . 1 . 2 1 )  

где вектор ы xg и xt+ 1 содержат гр а н и ч н ые з н ачения  вдоль ниж
ней  и верхней границы соответственно ,  а вектор ы Ь;  содержат 

k k k ь d ; = Xi + l + Х ; - 1  + ; , 
Решить Ly� = d7 , 
Решить Ux� + l = у� ,  

i =  1 ,  � . . ' 
i =  1 ,  . . . , 
i =  1 ,  . . .  , 

Рис. 3. t . t
"
1 .  Пол и н е й н ы й  метод Я коби 

N 
N 
N 

гр а н и ч н ые значения  н а  боков ых сторон а х  обл асти и значения  
h2f. Для сетки ,  изобр аженной н а  р ис.  3. 1 . 1 ,  р езультатом п р и м е
нения  (3 . 1 .2 1 )  является одновременное обновление  всех неиз
вестных  каждой строки сеточн ы х  узлов с использов а н ием п р и 
бл ижений  к неизвест н ы м  н а  смежных  линиях  сетки, полученных  
на  п р едыдущей итерации .  Поэтому  м етод (3 . 1 .2 1 )  известен под 
названием  пол инейнаго метода Якоби. 

· 
Для р еализации  (3 . 1 . 2 1 )  м ы  р а з  и на всегда в с а м о м  начале  

в ыполн и м  разложение  Холесекого или  L И-разложени е  мат
р и ц ы  Т, а затем используем полученные  м ножител и п р и  р еше
нии  систем (3 . 1 .2 1 ) .  Таким образом ,  есл и Т =  L U, то в ыч исле-
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ния (3 . 1 . 2 1 )  в ыпол няются так ,  к а к  показа но н а  р ис.  3 . 1 . 1 1 .  
Систе м ы  дл я у �  неза виси м ы  и поэтому  могут решаться п а р ал 
л ельно ;  т о  же  спра ведл иво и для систем дл я x r+ l ' есл и вектор ы 
yr уже известны .  Таким  образом ,  есл и у нас  есть, н а п р и мер ,  
р = N п роцессоров ,  то  можно поручить решение  каждой п а р ы  
систем одному  и з  процсссоров ,  к а к  показано н а  р ис. 3 . 1 . 1 2 . Н а  
этом же  р исун ке указано ,  что после каждой итер ации  новые 
итер а ционные  пр ибл ижения xr+ l должны быть персда ны  каж-
дом у  из соседних п роцессаров Р;- 1 и Pi+ l ·  З а мети м ,  что р ас-

' d ' ' +  k + !  ь [= х0 Х2 + 1 
Ly � = d � 

Ux� ' 1  � у � 

d ':._- = х � 1 + х �  1 1  + bJ · · · х �· 1 Ly � = d � + Ux�+ 1  = у �  - _ p_l _ _  
Р, 

Рис. 3. 1 . 1 2. Параллельный полпнейный метод Я коби 

смотренное упорядочение  п р едставляется идеальным  дл я ли 
нейно связа нной сети процессоров .  

Блочную м атрицу более общего вида (3 . 1 . 1 9) можно обра 
батывать сходны м  образом .  Так  как  п р едпол а га ется, что  все  
матрицы A ii невырожденны ,  то дл я каждой из них  существует 

Рис. 3 . 1 . 1 3. Параллельный блочный метод Я коби 

р а зложение Li U;, где ( есл и в процессе р а зложения потребуются 
п ер еста новки )  м атрица L;  уже не  обяза н а  б ыть нижнетрсугол ь
ной .  Соответствующие в ы ч исл ения можно в ы пол нить парал 
л ел ьна в самом начале ,  как  показ а но на  рис .  3 . 1 . 1 3 , где пунк
тирная линия  отдел яет эти разложения ,  выпол няемые оди н 
раз ,  от посл едую щего итер ационного п роцесса ,  и где п р едпол а 
гается, ч т о  ч исло п роцессаров р а в но q .  Как следует из (3 . 1 .20 ) , 

k вектор d; н а  р ис. 3 . 1 . 1 3 р а вен 

d� = - L А . 1х� + Ь . .  ( 3 . 1 . 22) ' i * i ' 1 ' 

Таким образом ,  в общем случае  каждый вектор x r+ 1 дол
жен б ыть передан всем остальным процесса р а м  перед началом 
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следующей итерации .  Одна ко итерационный метод вряд л и  будет 
использоваться дл я матрицы ,  им еющей за пол ненную блоч ную 
структуру. С корее м атрица А nозникнет в р езул ьтате р асщепJiе
ния области , на  которой опрС'делено некоторое диффер енци аль
ное урав нение .  Два та ких расщепJiения  пока з а н ы  на р ис .  3 . 1 . 1 4. 

П р едпоJ1 а га ется ,  что подобласти содержат ч а сть точек сетки, 
образующих в нутренние  гр а ницы между подоб.'I астя м и , п ричем 

4 4 8 12  16  

3 3 7 1 1  1 5  

2 2 6 10 1 't  

1 1 5 9 13 

(а.) (Ь )  
Рис. 3. 1 . 1 4. Деко м позиция области : ( а )  н а  полосы ; (Ь )  н а  квадратные под

области 

каждая в нутренняя  точка  сетки связа н а  с одной и только одной 
подобл астью. Н а п р и мер ,  мы можем п р едположить, что на 
р ис. 3 . 1 . 1 4а кажда я подобл асть содержит точки  своей верхней 
в нутренней границы .  П р едел ь н ы м  случаем ,  отвечающи м  
р ис .  3 . 1 . 1 4а , является ситуа ция ,  когда каждая полоса содержит 
только одну линию точек сетки ;  при  этом м ы  опять получ аС'М 
поJiи нейный  м етод Я коби .  В общем случ а е, есл и предположить, 
что л ю бое неизвестное, р асположенное на i-й по.'Iосе, связанn  
только с неизвестны м и  н а  полосах  с номер а м и  i - 1 и i + 1 ,  то 

А будет и м еть блочно-тр ехдиагональную фор м у :  

- Ан А 1 2 

А =  (3. 1 . 23) 
Aq - t , q 

Aq, q - t  Aqq 
В этом случ а е  з начение  х�-+ 1 нужно передавать только процес
сар а м  Pi-t и Pi+t ,  ка к показано на рис. 3 . 1 . 1 2 . Конечно ,  м ы  
п р едпол а гаем ,  что в ыч исл ител ь н а я  за грузка  п роцессорав м а к
симально сбал а нсирова н а .  Это т а к, если все м а тр ицы A ii и м еют 
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одина ковый р а з мер и структуру ( и все внедиагональные бл оки  
таковы ,  что  фор мирование  в екторов di тр ебуст п р и мерно  одного 
и того же в ремени ) . В противном с.1уч а е  нужно рассматривать 
ка кос-то другое р аспределение  да нных  между hроцессо р а м и .  
И ,  естественно ,  есл и у нас  менее q п роцессоров, I<а ждому п ро 
цессору  нужно будет поруч ить обр а ботку бо.1 ее чем одной под
систе м ы .  На р ис .  3 . 1 . 1 4 Ь  неизвестные, р а сположенные во внут
р енних  подобластях ,  могут б ыть связ а н ы  с неизвестн ым и  в лю
бой  из о кружающих подобл а стей .  В это м случа е  бло ч н а я фор м а  
м а тр и цы уже н е  будет трехдиаrона .п ьной ,  н о  и не  будет за пол
ненной ,  как  в (3 . 1 . 1 9) . Блоч н ы е  м етоды,  так же как и р а ссм ат
р ивавш исся р а нее поточечные  м етоды,  могут в ы по.1 н яться асин 
хронно, но теп ер ь уже воз можна ситуация ,  когда цел ые  блоки 
неизвсстных  не  успев ают о б новиться ко времени выполнения  
сл едующей итер а ци и ;  это зависит  от того , к а к  осуществляется 
передача  да нн ых .  

Векторизация блочных· методов 
Теперь м ы  р ассмотри м  реал и зацию блочного метода Я коби  

(3 . 1 .20 ) на  вектор н ы х  ком пьютер ах  и начнем со специа.1 ьного 
случа я (3 . 1 .2 1 ) . П р едположим ,  что м атрица Т Ф а кторизов а н а  
в виде произведения  L U, где L - н и ж н я я  двухдиа гональная  
м атр ица с еди ничной диа го
налью.  Тогда пря мую и обрат 
ную подстановки ( см .  р ис . 
3 . 1 . 1 1 ) можно выпол н ить п р и  
помощи сквозной аекториза
ц ии н а бо р а  систем ,  к а к  пока 
зано на  р ис .  3. 1 . 1 5 . Псевдокод 
этой операции  предста влен на  
р ис .  3. 1 . 1 6 . 

П р едпол а гается ,  что L 1 -
одномер ный  м а ссив , содержа-

Рис. 3 . 1 . 1 5. Сквоз н а я  векторизаtщ я  
м ножеств а систем 

щий эл ементы м атр и цы L, лежащие на поддиагонали ,  а у - дву
м �р н ы й  м ассив, т а кой ,  что у ( , J) п р едста вляет собой вектор дл и 
н ы  N,  обр азова нный  1 -м и компонента м и  всех  векторов решений .  
Аналогич но, d( ,  J) является вектором дл ин ы N,  обр азован н ы м  
1 - м и  ком понента м и  всех п р а в ы х  ч а стей.  Та ки м обр азом ,  дл и н а  
вектора  в алгоритме  н а  р ис .  3 . 1 . 1 6 всюду р а в н а  N .  Обр атную 
подстановку Их = у можно в ы пол нить а налоги ч н ы м  образом 
(см .  упражнение 3 . 1 . 1 5 ) .  

Кроме  того, на  каждой итер ации  необходи мо будет опреде
лить новые правые  ч а сти в соответствии  с (3 . 1 . 2 1 ) .  Их также 
можно выч ислить с использованием сквозной вектор изации по 
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векто р а м  х ; ;  действительно,  требуе м а я  схе м а  х р а нения х; как  р а з  
получится п р и  выпол нении обр атной подстановки ,  так  как  код, 
построенный по а налогии с рис .  3 . 1 . 1 5 , позвол ит получить век
тор ы х ( , / ) , образова нные  J -ми компонента м и .  Таким образом ,  
очередной н а бор правых частей можно вычислить следующим 
образо м :  

Дл я  1 = 1 ,  . . . , N 
d (  , l) = x (  ,J) _ 1 + x ( , /) + 1 + Ь ( ,/) .  

Здесь х ( , / ) ± 1 обозначает вектор х ( , / )  сдви нутый вверх или  
ВНИЗ  Н а  одну П О З И Ц И Ю .  

y ( , l ) = d ( , l )  
Для J от 2 до N 

у ( , /) = - L l  (/) * у  ( , J - 1 }  + d ( ,/} 

Рис. 3 . 1 . 1 6. П р я м а я  векторн а я  п одстановка дл я м ножества систем 

Р а ссмотри м  теперь м атр ицу более общего вида (3 . 1 .23)  ( или 
(3 . 1 . 1 9 ) ) .  Если все диагональные  блоки и м еют одну и ту же 
р аз м ер ност-ь и совпадающую структуру ( н а п р и мер ,  если все  
они и меют один а ковую ширину ленты) , то можно провести 
сквозную векторизацию L И-разложений A ii = L ;U; по  всем си 
сте м а м .  Для каждого ф и ксиров а нного значения  j и k п р едпо
ложим ,  что ( j ,  k )  - е  компоненты всех матриц Aii х р а н ятся в виде 
вектора .  Указанные  ф а кторизации могут б ыть вычисл е н ы  р а з  
и на всегда перед н а чалом выпол нения итер аций Я коби с со
х р а нением полученных м ножителей .  З а м етим ,  что в случае ,  
когда все м атрицы A ii идентич н ы  (как в ( 3 . 1 . 2 1 ) ,  где A ii = Т, 
i = 1 ,  . . .  , N) , подо б н ы м  способом векторизации  L И- р азложе
ний н ичего достичь  не  удается ; здесь лучше вычислить р а зложе
ние  с использова нием тех н и ки ,  обсуждавшейся в § 2 .3 .  Эти в ы
числени я  можно провести в скаляр ной а р иф м етике, т а к  ка к 
одно р ассматр иваемое р а зложение обычно составл яет лишь  м а 
лую часть общего объе м а  в ычислений ,  требующихся для в ы 
полнения итер аций Я коби .  

Распол а га я  вычисленн ы м и  м ножител я м и  L i  и Ui, можно вы
полнить прямые  и обр атные подста новки в итер ациях  Я коби 
способом ,  а н алоги ч н ы м  показанному н а  р ис. 3 . 1 . 1 6, после  того 
как вычислены новые правые  ч асти .  Эти правые  ч асти задаются 
фор мул а м и  (3 . 1 .22) , и для и х  вычисления  можно п р именить 
сквозную векторизацию по  м атр ица м A ii при условии ,  что (если 
ра ссм атри вается случа й  (3 . 1 .23) ) все м а тр Ицы A i, i+I ,  i = 1 , . . .  
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. . .  , q - 1 ,  и м еют оди н а ковый р а з м ер и совпадающую стру кту
ру и а н алогичное условие спраеедлив� для A i-I , ; , i = 2 ,  . . . , q. 
В таком случа е  дли н а  векторов  на всех этап а х  вычисления  
( р азложения ,  фор м ирования  п р авых  частей,  п р я мой и обр ат
ной подстановок) будет р а в н а  q, и от кон кр етного значения  q 
будет зависеть, подходит л и  описанный  подход для тьго или  
и ного вектор ного компьютер а .  

Методы переменных н аправлени й 

З а кончим этот п а р аграф кратким обсуждс Н I I l' \1 неявных  м е
тодов персменных н а п р а влений  AD I 1 ) .  Возмож но,  центральн ы м  
из  этих методов явл я ется м етод П исмена  - Рэкфорда,  кото р ы й  
м ы  о п и ш е м  сначала  для случа я  дискретного уравнения Пуас
сона (3 . 1 . 5 )  н а  квадрате .  Итер ация  м етода Писмен а - Рэкфорда 
с номером k + 1 состоит и з  двух ш а гов.  

Ш а г  1 .  Для некоторого п а р а метр а ak решаем N линей н ых 
систем для j = 1 ,  . . .  , N :  

(2 + а  ) и�+.l /2 - и�+ l /2 - и�+ l l� = k 1 , ] 1 - l , j l + l , ] 
= ( -2 + ak) и�. 1 + и�. i + l + и�. 1 _ 1 + h2fi , f ' i = 1 ,  . . .  , N . 

(3 . 1 . 24а )  

Ш аг 2 .  Решаем N линейных  систем для  i = 1 ,  . . . , N :  
(2 + а ) и�+_! - и�+.i - и�+.l = 

k 1 ,  1 1 ,  ] - \  ' ·  J + l 
= ( -2 + а ) и�+.l /2 + и� + i /� + и�+ l /� + h2f . .  , k 1 , ] t + l . ] 1 - l , ] 1 , ] j =  1 ,  . . . , N .  

(3 . 1 . 24Ь) 

На первом ш аге ( 3 . 1 . 24а )  получа ются промежуточн ы е  значения  
иk+1 12 , которые  з атем используются на  втором ш аге (3 . 1 .24Ь) 
дл я вычисления оконч ательных значений  итер ационных п р и 
ближений , соответствующих (k  + 1 )  -й итер ации .  

Систе м ы  в (3 . 1 . 24 а )  и м еют р а з м ер N и являются трехдиа го 
нальн ы м и .  Они  оказываются таки м и  же,  как  в пол и нейнам ме 
тоде Я коби .  Отличие  сводится к п а р а метру ak и р а сщеплению 
и;1 на  два слагаемых ,  одно из  котор ых берется с п редыдущей 
итерации  и переносится в п р а вую часть.  Во всяком случае ,  как  
и для полинейнога м етода Я коби ,  (3 . 1 . 24 а )  сводится к отыска
нию новых значений и на каждой линии ,  в то время как  зна 
ч ения  и н а  смежных  л и ниях  сохр а няются п р ежн и м и .  В (3 . 1 .24Ь) 
н а п р авления линий  изменяются на  вертикальные, т . е .  осу
ществляется в ычисление  новых значений  и вдоль каждой 

1 ) В оригинале a l tern a t i n g  d irection imp l ic i t  method. - Прим. перев. 
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В<.'ртикальной линии  точек сетки с использованием з н а чений на 
смежных  верти кальных линиях,  только что полученных  п р и  вы
поJiнении  ш а га 1 ;  отсюда и происходит назва ние  «метод пере
менных  на правлений» .  ИспоJiьзуе м ы е  направJiения  показаны  на 
р ис .  3 . 1 . 1 7. 

Рис. 3 . 1 . 1 7. Псременные напранл<'ння :  ( а )  горизонтальные направления ;  (Ь ) 
И<'ртикальныс направления  

Перефор мулируем теперБ (3 . 1 . 24) в м атр ичных обоэначениях .  
При n = N2 пусть Н и V представляют собой матрицы n Х n 

2/ - /  

- /  
Н =  

с 
1 

- /  2/ 

(3 . 1 . 25) 

где все единичные  м атрицы и м еют размеры N Х N, а С я в
ляется матрицей N Х N вида 

С =  

Тогда 

2 - l  

- 1  

- 1  

- 1  2 

A = H + V, 

(3. 1 . 26) 

(3. 1 . 27) 



3 1 .  Метод Якоби 1 8 1 

где А - м а.трица (3 . 1 . 7 )  коэффициентов систем ы, отвечающей 
дискретному уравнению Пуассона .  Н етрудно убедиться ( см .  
у п р а жнение 3 . 1 . 22 ) , что  фор мул ы  (3 . 1 . 24 )  эквивалентны соот
ношени я м  

k +..!.. 
(akl + Н) х 2 = (akl - V) xk + Ь ,  

k +..!.. 
(akl + V)  xk+ I = (а1 } - Н) х 2 + Ь , 

(3 . 1 . 28а )  

(3 . 1 . 28б)  

где х - вектор неизвестных н а  внутренних точках сетки ,  опре
деленный  в (3 . 1 .6 ) , а вектор Ь содержит гр а н и ч н ые значения  и 
значения  f. 

Есл и Н и V зада н ы  фор м ул а м и  (3 . 1 .25) , то из  (3 . 1 .28а ) 
k +..!.. 

ясно,  что вектор х 2 получа ется п р и  помощи решения N 
трехди а гональных систем с м атрица м и  коэффици ентов вида 
(Xk[ + С. С истем ы  в (3 . 1 . 28Ь ) уже не  являются трехдиа гональ 
ным и ,  одн а ко в этом случае  существует такая  м атрица пере
ста новки Р, что Р VРт = Н  (см .  упражнение  3 . 1 .23) . Та ки м  об
р азом ,  систе м ы  (3 . 1 . 28Ь ) переста новочно подобны трехдиаго
нальным  систе м а м  и могут р еш аться а налогично .  

Поскольку м атрица С в (3 . 1 .26)  положительно определена  
(см .  упражнение  3 . 1 . 1 9 ) , т ем  же  свойством обладает и м атрица  
Н. Таким образом ,  м атрица V также положительно определена ,  
поскольку является сим метр ичной перестановкой м а-rрицы Н. 
Следовател ьно, дл я (Xk � О м атрицы коэффициенты систем в 
(3 . 1 .28)  положительно  опреде.1ены и поэтому невырожденн ы .  
Указа нное свойство положите.1ьной определенности яв.Тi яется 
ключевым дл я сходимости итер аций .  Сфор мулируем с.Тiедующую 
теорему,  доказательство которой дано в пр иложении  2. 

3. 1 .3 .  Теорема о сходи мости A D I .  Пусть А , Н и V - симмет
ричные положительно определенные матрицы п Х п, удовлетво
ряющие соотношению (3 . 1 .27) , и пусть щ = (1.. > О, k = О, 1 ,  . . . .  
Тогда итерации (3 . 1 .28)  корректно определены и сходятся к един
ственному решению системы А х = Ь при любом начальном при
ближении х 0 .  

Теорема  3 . 1 .3 спра ведлива  дл я любой положительно опре
деленной м атрицы А , одна ко м атрицы Н и V должны б ыть по
доб р а н ы  та к, что б ы  систе м ы  в (3 . 1 .28)  «легко» решались .  Ус
ловие (1.. > О  я вл яется существенным : сходимость итераций от
сутствует, есл и все (Xk в (3 . 1 .28)  р авны нулю ( см .  упражнение  
3 . 1 .24) . Теорему 3 . 1 .3 можно р аспростр а н ить н а  случа й ,  когда 
(Xk образуют последовательность р азличных  положительных 
чисел . Роль  та кого допущения  заключается в том,  что пр и 
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сп еци альном выборе  значений  ak можно добиться очень быстрой 
сходимости итер а ций .  Одна ко в этом случа е  нужно наложить 
довольно сильное огр а н ичение H V  = VH.  Это условие ком му
тативности выполняется ( см .  упражнение  3 . 1 .25)  для м атриц 
Н и V в (3 . 1 . 25) , одна ко в общем случае  оно будет справедли
во тол ько для некотор ых  элл иптических краевых задач при под
ходящих способах  дискретизации .  

П а раллельную и вектор ную р еализации (3 . 1 .24)  можно осу
ществить следующи м образом .  Посколь ку N трехди а гональных 
систем в (3 .  1 .24а ) независим ы, их  можно р еш ать п а р аллельна 
или при  помощи сквозной векторизации  по а н алогии  с пол иней
н ы м  м етодом Я коби .  То же самое  в п р и нципе можно было бы 
сделать и с систе м а м и  (3 . 1 .24Ь ) . Одн а ко если способ х р а нения  
итер ационного приближени я  был коррект н ы м  при  р ешении  
систем ( 3. 1 .24а ) , то  он  уже н е  является таковым  для р ешения  
систем (3 . 1 .24Ь ) ; по  существу, теперь требуется предва р итель
ное переупорядочение  дан н ы х  тип а  тр а нспонирования  м атри 
цы .  Одна ко п р инятый способ х р а нения  данных  остается кор
ректны м  для р ешения трехдиа гональных систем (3 .  1 .24Ь ) м ето
дом циклической р едукции ,  описан н ы м  в § 2 .3 .  

Упражнени я  к параграфу 3 . 1  
1 .  Проверить, ч т о  (3 . 1 .2 )  м о ж н о  переписать в м атричной ф о р м е  ( 3. 1 .3 ) . 

2. Пусть [ 1 а а ] 
А =  а 1 а . 

а а 1 

Показать, что матрица А полож ительно определена п р и  - 1  < 2а: < 2, од
нако условия теоремы (3 . 1 . 2 )  о сходимости итераци й  Якоби выполняются 
только при -1 < 2а: < 1 .  

3 .  Выписать полностью систему (3. 1 . 7 )  дл я N = 2 ,  4 и 6. 

4 .  Предположим,  что есть п а р а ллельна я  система с локальной п а м ятью, 
содержа щ а я  р п роцессоров,  дл я которой в ыполнение каждой а р и ф метиче
ской операции требует а: еди ниц времени, а время передачи одного слова  
данных между любыми дву м я  процессар а м и  составл яет � единиц времени.  
Пусть N2 = mp,  так что к а ждый процессор обрабатывает т неизвестных.  
Определить время в ыполнения  одной итерации Якоби дл я дискретного урав
нения Пуассона .  

5.  Полностью описать в ычисления ,  соответствующие р и с .  3 . 1 4, 3. 1 5 и 
3. 1 .6 дл я N = 4 

6. Полностью о п исать вычисления ,  соответствующие рис.  3 . 1 .8 для 
N = 4. 

7. Предположи м ,  что векторному компьютеру требуется ( 1 000 + ! Оп) н е  
для выполнен и я  арифметической операции с векто р а м и  дли н ы  n и 200 не 
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для в ы полнения  скалярной операции .  Оценить время в ыполнен и я  одной ите
рации Я коби при использовании  ( а )  алгоритма ,  показанного на рис  3. 1 .4 ,  и 
( Ь )  алгоритма н а  рис .  3. 1 .8 .  Сравнить полученные оценки  для N = 50, 1 00, 

200. 
8 Для векторного компьютера ,  описанного в упражнении  7, оценить до

лю в ремени ,  р асходуемого на избыточные в ычислени я  в алгоритме на 
рис. 3. 1 .8 для N = 50, 1 00, 200 

9.  Для параллельной систем ы,  описанной в упражнении  4, при р = N 
оценить время вы полнения одной итерации поли вей ного метода Я коби ,  опре
деляемого форм улой (3 . 1 .2 1 )  и рис .  3. 1 . 1 1 , 3. 1 . 1 2 .  

1 0. Для векторного компьютера из упражнения  7 оценить время  в ыпол
нения одной итерации поливейного метода Якоби (3 1 .2 1 )  при использова
нии  векторизации,  показаиной на  рис .  3. 1 . 1 4 . 

1 1 . Показать,  что код типа  показаинаго н а рис  3 1 .8 не может дать пра 
вильного результата для  уравнения  Пуассона  ( и  даже для  уравнения  Лап 
ласа ) ,  еслн  массив И содержит только внутренние точк и  

1 2. Если уравнение Пуассона  (3 . 1 .4 )  дискретизова но при  помощи конеч
ных разностей с использованием шага сетки L\x по  направлению х и шага L\y 
по направлению у, то уравнения  (3 . 1 5 )  заменяются н а  

(L\x) - 2 (и - + 1  . - 2 и  . .  + и . _ 1  · ) + (L\y) - 2 (и · " + l - 2 и  . .  + и . · - t ) = f . .  t , 1 1 1  t , 1 t ,  1 1 1 t , 1 1 1  

или 

и 1. + 1 . + и . _ 1  . + с (и 1 • •  t 1 + и . .  _ 1 ) - 2 ( 1 + c) и . . = (l1x)2 f 1 . •  ' 1  t ' 1  ' 1  t ,  1 1 1  1 

где с = (!1x) 2j (!1y ) 2• Итерации Я коби прини111 ают тогда вид 

Показать, что код, п риведенн ы й  н а  рис .  3. 1 8, нельзя модифицировать таким 
образом ,  чтобы с" его  помощью можно было выполнять итерации Я коби дл я 
!1х =1= !1у. 

1 3. Проверить,  что разностн ые уравнения  (3. 1 . 1 5 ) можно записать в 
виде Ах = Ь, где м атрица А определена и ( 3. 1 . 1 7 ) .  

1 4. Показать,  что дл я дискретного уравнения  Пуассона н а  квадр ате 
(3. 1 .5 )  м атрица перехода  м етода Якоби принимает вид 

- То 1 
1 

1 

Т о = 

- о  
1 

1 

о 

где все подматрицы и м еют размеры N Х N. Показать,  что матрично-вектор
н о с  умножение Нх, где вектор х определен в (3 . 1 .6 ) , можно представить 
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в виде 
нач и н ае тс я  noc· 
л е  первой ком

п он е н т ы  

U 1 1 

11 1 2 

и l , N 

н а ч и н а е т с я  
п о с л е  N-й 

к о м поненты 

! 
11 1 1  

Нх = 0.25 и 1 , N - I  + 0.25 О + 0.25 
О и22 

i 
з tш а н ч и в а ·  

е т с я  н а  о д �  
ну п о з и ц и ю  

р а н ь ш е  

+ 
0.25

l 

1 
зак а н ч и ва
ется на N 

п оз иц и й  
ран ьше 

Рассмотреть реализацию этого вычисления с использов а н ием триад и 
подавления з а п иси в п а м ять. П р едлагая,  что затр аты вреМС'ИИ п р и обра
ботке векторов дли ны т соста вляют ( 1 000 + l Om )  не  дл я  сло ж е н и я  и ум но
жения в ( 1 700 + ! От )  не кля триады,  показать, что врем я вы полнения одной 
итерации Я коби составит п р и мерно (50N2 - 40N + 7000 ) не  Пока�ать, что 
вр ем я в ыпGл н е н и я  одной итерации Якоби,  соотвС'тствующей р и с .  3 1 .8 ,  соста
вит около (40N2 Х J OON + 4000 ) не, а для у р а в нения Пуассон а п р и  использо
в а ни и  к о м а нды усред нения (для ком пьюте р а  CYBER 205 ) указ а н ное время 
можно уменьшить до (20N2 + 50N + 2000 ) не .  

1 5. Н а п исать п севдокод, а налогичный представле нному н а  р ис. 3. 1 . 1 6, 
для в ыполнения  обратной подстановки Их = у 

1 6. Рассмотрим уравнение Пуассон а  Uxx + Uyy = 4 на единичном квад
р ате с условием и (х, у ) = х2 + у2 н а  границе квадрата.  Показать, что его 
точ н ы м  решением я вляется функция и (х, у) = х2 + yz. Показать,  что точ-

,, 2 н ы м  решением диск ретны х  уравнений (3 . 1 .5)  я вляется и ij = Х/ + у 1 и ,  т а к и м  
образом, погрешность дискретизации здесь отсутствуС'т. 

1 7. Для дискретной задачи,  описанной в упражнении 1 6, реализовать ите 
рации Я коби в соотвrтстви и  с рис .  3. 1 .6,  ориентируясь н а  обра ботку столб
цов ,  как показано н а  рис. 3 . 1 . 5 ;  реализовать итерации Я коби с и спользова
нием векторов полной дли ны , с м .  р ис . 3. 1 .8. С р а в нить время вы пол не н ия од
ной итерации и з атр аты времени для эти х методов .  

1 8. Для задачи из у п р а жнения 17  ср авнить т р и  с пособа п р оверки сходи
мости ите р а ций : ! l xk +  1 - xk l l 2  � 8,  l l xk+  1 - xk l l  = ":;: 8,  l l b - Axk+ 1 l l z  � 8. Ка 
кой из этих способов требует наи болыuих з а трат времени при реализации н а  
в ашей м а шине? 

1 9. Показдть, что собственные з начения матрицы N Х N 

S =  

2 - 1  
- 1  

- 1  
- 1  2 
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kn 
равны 2 - 2 cos N + 1 , k = 1 ,  . . . , N, а отвечающие и м  собственные векторы 

равны ( . 
' 

kn . N kn )т sш N + 1 ' • . . ' sш N + 1 
• 

Указание: использовать тригонометрическое тождество 
siп (а ± �)  = siп а cos /} ± cos а siп /} для проверки того, что Sx = l.x. 

20. Кронекеровским произведением двух матриц В и С р азмерности 
n Х n называют м атрицу n2 Х n2 вида 

- Ь 1 t С  Ь 1 п С -

Ь ппС _ 
Кронекеровской су.имой матриц В и С называют м атрицу А = (/ 18) В )  + 
+ (С 18) / ) ,  где / - еди н и ч н а я  м атрица n Х n. Известно (см . ,  н а п р и мер ,  [Or
tega , 1 987а , теорема 6.3 2]) , что собственн ые значени я  кронекеровской сум м ы  
А р авн ы  �i  + 'Vj, i ,  j = 1 , . . .  , n, где !11 • . . .  , l! n  и V t ,  . . . , 'Vn - собственные 
зшtЧl ' I IИЯ матриц В и С соответственно.  Показ ать,  что м атрица А в (3 . 1 .7 )  
р а в н а  кронекеровской сум м е  (/  18) S) + (S 18) / ) ,  где S - м а трица,  определен
ная в упра жнении 1 9. З атем с помощью у п р а ж нения 1 9  показать, что соб
стве нны е  з начения м атрицы А равны 

( kn jn ) 
4 - 2 cos N + 1 

+ cos N + 1 , 
j, k = 1 , . . .  , N. 

2 1 .  Используя результаты и/или методы упражнения 20,  показать, что 
собственные значения  м атрицы перехода м етода Якоби из упражнения 1 4.  
равны 

1 ( kn in ) 
2 cos N + 1 + cos N + 1 

, j, k = 1 , . . .  , N. 

22. Показать, что формулы (3 . 1 .24)  и (3 . 1 .28)  эквивалентны, если м ат
рицы Н И V ИМГЮТ ВИД (3  1 .25) . 

23. Найти такую матрицу п ереста новки Р, что р урт = Н, где Н и V 
имеют вид (3 . 1 .25) . Указание : р ассмотреть упорядочение точек сетки снизу 
вверх 1 1  слева направо .  

24 .  П усть А = Н +  V,  где А,  Н и V сим метричны и положительно опре
делены. Показать,  что итер ации (3 . 1 .28) п р и  ak = О, k = О, 1 ,  . . .  , не схо
дятся .  

2 5 .  Пусть Н и V имеют вид (3. 1 .25 ) .  Показать, что H V  = VH. 

Литература и допол нения  к параграфу 3. 1 
1 .  И терации Я ко би описаны во м ногих м о нографиях .  Исчерпывающее 

изложение основных свойств метода можно найти,  н а п р и мер,  в книгах [Varga,  
1 9621 и [ Youпg, 1 97 1 ] . Бла года р я  п очти идеальному п а р а ллелиз му итерации 
Якоби были реализованы м н оги м и  автор а м и  н а  п а раллельных и в екторных 
машинах ;  см. ,  н а п р и мер, [Lamblotte, 1 975], где Дается обзор ранних  работ, а 
также развивается подход, основа н н ы й  н а  использовании векторов полной 
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длины (см . рис. 3 . 1 . 8 ) . Этот подход с использованием матричного умножения  
был применен Вашпрессом .  

2 В основном тексте м ы  рассмотрели лишь простейший вид распределе
ния  точек сетки по процессарам  в параллельной системе. В более сложных 
задачах  встречаются нерегулярные области,  неравномерные сетки 1t динами
чески изменяющиеся сетки .  Возникающие при  это м вопросы освещаются в 
работах [Bokhar i , 1 985], [Berger,  Bokhar i ,  1 985] ,  [Gropp,  1 986], [McBryan ,  van  
de  Vel de , 1 985, 1 986а] ,  [Mor ison ,  Otto,  1 987]. В nоследней ра боте рассм атри
ваются отображения  нерегул ярных областей н а  гиперкубы или другие сети 
процессорав nосредство м «рассея нного»  расщепления .  

3 .  Иде я  асинхронных итераций восходит по крайней  мере к «хаотиче
ской релаксации» ,  рассмотренной в [Chazan ,  Miranker, 1 969] . Детальное изу
чение асинхронных итераций ,  включающее численные эксперименты, можно 
найти в [Baudet ,  1 978] ; см .  также [ Bar low,  Evans ,  1 982] , [Deminet ,  1 982 ] , 
[Dнbois ,  Br i ggs, 1 982] 

4 .  Блочные м етоды Я коби являются классически м и  Полинейвые м етоды 
и их скорости сходимости подробно рассматриваются в монографии [Varga, 
1 962] Среди более современных работ по блочным  метода м (и не только пu 
метода м  Якоби)  можно назвать [ Par ter, S teuerwa l t, 1 980, 1 982] ,  [Fergusson, 
1 986] . 

5. Методы ADI  восходят к 50 -м  годам .  Хорошее обсуждение этих мето
дов и их свойств сходи мости можно найти в монографии  [Va rga,  1 962]. Спо
собы реализации методов ADI на  векторных комп ьютерах  рассматриваются в 
работах [Lamblotte ,  1 975] ,  [Орре, К inca i d ,  1 987] ,  [Кinca i d , Орре ,  Youn g, 
1 986а, Ь ] . В работе (Chan ,  1 9871 оnисывается реализация метода ADI  на  
гиnеркубе с использованием  стратегии ,  исключающей необходимость транспо
нирования  массива  данных (см .  также р а боту (Sa ied  et  a l . ,  1 987] ) .  

6 .  Хотя дискретное уравнение Пуассона ( 3  1 5 )  давно является стан
дартной модельной задачей для ятерационных  методов ,  его можно очень эф
фективно решать прямыми  методами,  известны м и  как  «быстрые методы ре
шени я уравнения Пуассона» . Кратки й обзор таких методов для векторных  
и параллельных компьютеров, а также более подробную библиографию мож
но найти в р а боте rortega, Voigt ,  1 985] . Среди последних  р а бот по быстрым 
методам для  уравнения Пуассона ,  использующим расщепление н а  подобла
сти , можно назвать статьи [Cha n ,  Resasco,  1 987а ,  Ь ] . 

3 .2 .  Методы Гаусса - Зейделя и SO R 
Рассмотр и м  теперь другие итер а ционные м етоды решения  

систе м ы  Ах = Ь ; здесь мы опять будем п р едполагать, что  ди 
агональн ы е  элементы матрицы А отл и ч н ы  от нуля .  После вы 
числения  нового итера ционного п р и бл ижения по  м етоду Я коби 
ДЛЯ Xt 

xk+ 1 = -1 (- � а  xk + b ) 1 а 1 1  f..J 1 1 J 1 
/ = 2 

представляется  р азумным использовать полученное обновлен
ное значение  в м есто старого х� п р и  вычислении  последующих 
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значений  xr+ 1 . П ринцип Гаусса - Зейделя заключается в том ,  
что полученная  и нфор м а ция  должна испол ьзоваться ср азу же ,  
как только она  становится доступна .  Итер ации  метода Гаус
са - Зейделя и м еют вид 

Пусть 

х�+ 1  = -1- (- '\' а . х�+ 1 - '\' а .  х� + Ь .) t а . . � t J  1 � t J  1 t ' t !  f < i f > i  

i =  1 ,  . . . , n ,  k = O,  1 ,  

A = D - L - U, 

(3 . 2 . 1 )  

(3 . 2 . 2) 

где D - диагональная часть м атрицы А ,  а -L и - И - соот
ветственно строго нижняя и строго верхняя  треугольные части 
м атрицы А .  Тогда ветрудно убедиться ( см .  упражнение 3 .2 . 1 ) ,  
что соотношения (3 .2 . 1 )  можно п р едставить в виде 

Dxk+ 1  = Lxk 1- 1 + Uxk + Ь , 
и л и  

xk + 1 = Hxk + d , k = O , 1 ,  . . .  , 

H = (D - L) - 1 U, d = (D - L)-
1

b . (3 . 2 . 3) 

Так  как м атрица D - L - это н е  что и ное, как  нижняя треу
гольная  часть м атрицы А , то обратная  к ней м атрица  суще
ствует в силу п р едположени я  о том , что диагональные  элемен
ты матрицы А отличны от нуля .  

Опишем важную модификацию м етода Гаусса - З ейдел я .  
Обозначим  через х�+  1 п ра вую часть (3 .2 . 1 ) , з адающую итер а 
ционное п р и бл ижение  м етода Г : 1 усса - З ейдел я,  и определ и м  

х�+ 1  = х� + (1) t -� � + 1 - х�) . t t \ t t (3 . 2 . 4 )  

Подставляя выр ажение для х�+ 1  в (3 . 2 .4 )  и переупорядочивая  
слагаем ые, можно показать, что  величины х�+ 1 удовлетворяют 
ур авнениям 

ai ix� + 1 + ro L а . . х�+ 1  = ( l - ro) а1 1х� - ro L a1 1.x1k + rob1 , (3 . 2 . 5) 
f < i  

t J 1 f > i  

или ,  с использов а н ие м  м атриц ,  фигурирующих в (3 .2 .2 ) , 

xk+ 1 = (D - roL) - 1 ( ( l - ro) D + roU) xk  + ro (D - roL)- 1 Ь , (3 . 2 . 6) 

k = O, 1 ,  . . . . 

Полученная  фор мул а  определяет итерационный метод последо
вательной верхней релаксаиии SOR ( success ive overre l axat ion ) . 
З аметим ,  что п р и  (1) = 1 (3 .2 .6 )  сводится к итерациям Гаусса -
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Зейдел я .  З а мети м та кже, что матрица D - (J) L  невырожденна  
в силу  принятого предпоJIОжен и я  о диа гональных элементах 
м атрицы А . 

В то время  ка к (3 .2 .6 )  и ( 3 .2 .3 )  дают полезные матричные  
предста вления  итер аций SOR и Гаусса - Зсйдел я ,  п р а ктичс
ские вычисления должны вы полняться по  фор мул а м  (3 .2 . 1 )  и 
(3 .2 .4 ) . В любом случае  следующее итер ационное приближение  
получается в результате решения  систе м ы  уравнений  с нижис
треугольной матрицей D - wL.  Ур авнения  (3 .2 . 1 ) и (3 .2 .5)  я вно 
описывают процесс решени я этой систем ы. 

Теоремы сходи мости 

П р иведем теперь несколько основных  теорем ,  уста навливаю
щих сход и м ость итераций  Гаусса - Зсйдсл я и SOR.  Доказа 
тельства эти х теорем ,  а та кже некото р ы е  вспомогатеЛ I, ные  ре 
зультаты и необходи мые  о п р еделения даются в п р иложении  2 .  
Всюду далее п р едполагается ,  что матрица  А невырождснна .  

3.2. 1 .  Теорема. Если матрица А либо имеет строгое диаго
нальное преобладание, либо является неприводимой с диаго
нальным преобладанием, либо является М-матрицей, то итера
ции метода Гаусса - Зейделя сходятся при любом начальном 
приближении х0 •  

Следующий р езультат показывает,  что, неза висимо от  
свойств м атрицы А , вещественный п а р а м етр w метода SO R 
должен п р и надлежать и нтер валу (0 ,  2 ) , что б ы  м етод мог схо
диться.  

3.2.2. Лемма Кахана. Для того чтобы итерации метода 
S OR сходились при любом начальном приближении х0 ,  необ
ходимо, чтобы параметр w принадлежал интервалу (0, 2 ) . 

Из этого утверждения ,  естественно ,  н е  вытекает сходи мость 
м етода п р и  w Е (0, 2 ) . Одн а ко дл я важного класса матриц  
указанный  и нтервал действительно описывает истин ную об
л а сть сходи мости .  

3.2.3. Теорема Островского - Райха. Если А - симметрич
ная положительно определенная матрица и w Е (0 ,  2 ) , то ите
раt{ии метода S OR сходятся при любом начальном приближе
нии х0 •  

З а м етим,  что  пара м етр w б ыл введен дл я того, чтобы уве
личить скорость сходи мости итер а ций Гаусса - З ейдел я . Этот 
вопрос обсуждается в приложении  2. 
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Блочный метод S O R  
Расс мотри м  теnерь в а р и а нты метода SOR ,  и гр ающие важ

ную ро.r1 ь в дальнейшем обсуждении .  Ка к и метод Я коби , метод 
Гаусса - Зейдел я можно п р и м снить к м атр ице с б.'Iоч ны м р аз 
биением 

[ � 1 1  • • •  �1 q 

J 

А =  . . ; . . 
Aq 1 Aqq 

(3 .2 .7) 

в результате получается блочный .метод Гаусса - 3ейделя 

А . .  х� + 1 = - L: Al .x� + 1 - L A .!x!k + ь/ .  1 !  1 i < i  1 1 i > l  1 

i = 1 , . . . , q , k = O, 1 , . . . , 

(3 . 2 . 8) 

где р а збиение  векторов xk и Ь согл асовано  с р азбиением матри 
цы А .  Здесь предпол агается ,  что  все  матрицы A u невырожден
ны .  П а р а метр (J) в водится по  а налогии с (3 .2 .4 ) : 

(3 . 2 . 9) 

� k + 1 где х 1 теперь обозначает итер ационное п р и ближение Г аус-
са - Зейдсл я , вычисленнос по фор м ул е  (3 .2 .8) ; тем с а м ы м  
определ яются итер а ции  блочного метода SOR. В качестве п р и 
м ер а  п р и менения блочных  м етодов р а ссмотр и м  о пять м атрицу 
(3 . 1 .7 ) , отвечающую дискретному уравнению Пуассона  н а  еди 
ничном квадрате.  В этом случае  (3 .2 .8 )  сводится к 

Tx� + 1 = x k1+11 + x � 1 + Ь . ,  i = 1 , . . .  , N . ' - 1 +  1 (3 . 2 . 1 0) 

Ка к и дл я соответствующего пол иней нога метода Я коби ,  новые 
итер ацио нныс прибJl ИЖени я  н а  л и н и и  узлов  сетки обновляются 
одновременно,  отличие  же состоит в том ,  что полученные ите
р ационные  п р и ближения  используются сразу же, как то.ТJько 
м ы  переходим к обработке следующей л и нии  узлов. Поэто му 
(3 .2 . 1 0 )  называют полинеИным методом Гаусса - Зейделя, а со
ответствуюшие итер ации  м етода S O R  обычно называют мето
дом последовател ьной полинейной верхней релаксации SLOR 
или LSOR (success ive l in e  overrel axa t i on ) . 

Метод S S O R  
Другая важ н а я  модифи кация  итер а ций SOR - это метод 

симметричной последовател ьной верхней релаксации SS OR 
(symmetric successive overrel axat ion ) .  Каждый ш аг м етода 
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S SOR осуществляется в два эта п а : после итер ации м етода SOR 
в ыполняется итер ация SOR с обратным упорядочением . Рас
смотр и м  такую схему сначала  для м етода Гаусса - Зейделя 
( п р и  этом получается симметричный метод Гаусса - Зейделя 
S GS ( symmetr ic  Gauss - Seidel)). Н а  k-й итер ации  п р и ближе
ние Гаусса - З ейделя ,  которое м ы будем помечать полуце.1 ы м 

1 и ндексом k + 2 ,  получается по фор муле  

(3 . 2 . 1 1  

Далее м ы  проходи м по всем ур авнениям в обр атном порядке, 
k +_!_ 

используя только что вычисленные значения х 2 :  о 1 x�+ l = -1- (- "\' а . x�+ I - "\' а . /+2 + Ь )  t а . .  i...J t f 1 i...J t f 1 i ' 
t t  i > i  i < i 

i = п , n - 1 ,  . . .  , 1 .  

С помощью м атриц  D, L и И эти соотношения можно п р ед
ставить в виде 

и л и  

k +..!_ 
Dxk+ 1 = Uxk + 1 + Lx 2 + Ь 

k +..!.. 
xk+ 1 = (D - U) - 1 Lx 2 + (D - U)- 1 b .  (3 . 2 . 1 2) 

Видно, что н а  этом этапе  м атрицы L и И меняются р ол я м и .  
Одн а  итер ация м етода SGS получа ется,  таким  образом ,  в ре
зультате комбинирова ния  ( 3 .2 . 1 1 )  и (3 .2 . 1 2 ) : 

xk+ 1 = (D - U)- 1 L (D - L)- 1 Uxk + d ,  (3 .2 . 1 3) 
где 

Дл я того чтобы  получить м етод S S OR,  достаточно п росто 
вставить п а р а метр ш в фор мул ы ,  описывающие оба  полушага ,  
подобно тому,  к а к  это сдел а но в (3 .2 .4 ) - (3 .2 . 6) . Матр и ч н а я  
з а п ись итер ации  м етода S S OR п р и н и м ает тогда следующий 
вид:  

xk+ 1 = (D - юU)- 1 ( ( 1 -- ю) D + шL) (D - шL) - l Х 
Х (( 1 - ю) D + шИ) xk + d,  (3 . 2 . 1 4) 
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где те перь  

d = ro (D - roU) - 1 ((( 1 - ro) D + roL)  (D - roL) - 1 + !) Ь .  
Конечно,  п р и  в ыполнении  в ычислений метод S S OR р еали

зуется по простым формул а м  типа  (3 .2 . 1 )  и (3 .2 .4 ) , а довольно 
громоздкое выр ажение (3 .2 . 1 4 )  является лишь м атр и ч н ы м  
п р едстав.1ением  р ассматр иваемого итер ационного процесса .  
С позиций дискр етизации уравнений в частных  производны х  
кажда я итер ация си м м етр ичного метода Гаусса - З ейделя или  
м етода S S O R  сводится к проходу по точ кам сетки н а  первом 
п олушаге с последующи м проходом в обр атном порядке н а  вто
ром полуш а ге. 

Основная  теорема  о сходи мости м етода S S O R  соответствует 
теореме  3 .2 .3  Островского - Райха ;  доказательство приведено 
в п р иложении  2 .  

3.2.4. Теорема о сходи мости метода SSOR.  Если А - сим-
метричная положительно определенная матрица и ro Е (0 ,  2 ) , 
то итерации метода SSOR сходятся при любом начальном 
приближении х0 •  

Кр асно-черное упорядочение 

Обр ати мся теперь к п а р аллельной и вектор ной р еализации 
м етодов ,  изучающихся в данном п а р а гр афе .  Н а чнем  с м етода 
Гаусса - З ейдел я .  

В силу  (3 . 2 . 3 )  итерация м етода Гаусса - З ейделя может 
р ассматри ваться как решение  систе м ы  уравнений  с нижие
треугольной м атрицей.  Эта зада ч а  довольно подробно а н ализи 
ровалась в п р едыдущей гл аве ,  где было отмечено,  что парал 
лельв ы е  м етоды оказываются дл я нее лишь  умеренно  эффек
тивными .  Однако м етод Гаусса - З ейделя ( и SOR)  п р и м еняется 
на п р а ктике исключительно для р аз р ежен н ых систем ур авнений ,  
и в этом случае  м етоды решения  треугольных  систем,  описан н ы е  
в п р едыдущей главе, могут оказаться совершенно неудовлетво
р ительными .  

Одн и м  из перспектинных  п одходов к параллельной реали 
зации м етода S O R  является такое п ер еупор ядочение ур авне
ний  л инейной системы ,  чтобы  решение соответствующей нижие
треугольной систем ы  можно б ыло эффективно р аспараллел ить .  
З амети м ,  что, в отличие  от итер аций Я коби ,  итер ации Гаусса 
З ейдел я существенно зависят от пор ядка уравнений .  Таким 
образом ,  для заданных  уравнений 

n 

L ai1x1 = bi , i = 1 , . . .  , п , 
i = l 
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м ы  можем выбр ать к а кой-л и бо и ной  пор ядо к  п р и м енсиня  п р ин 
ципа  Гаусса - З ейделя ,  отличный  от заданного упор ядочения  
i = 1 ,  . . . , n .  Други м и  слова м и ,  м ы  можем п р и м енить обычный  
м етод Гаусса - З ейдсл я  к систе м е  ура внений  РА х = РЬ ,  где 
Р - матрица псреста новки ,  задающая жел ае м ы й  порядок об 
р а ботки уравнений .  Одна ко, поскольку осно в н ы м  п р едноложе
нием ,  га р а нтирующи м п р и мени масть метода Гаусса - З сйделя ,  
было от.1 ич и е  о т  ну.л я  ди агона .'!ьных  элементов  au, хотеJюсь б ы  
сохр а нить указаннос свойство п р и  переупор ядочении .  П оэто м у  
н а р яду с п ереста новкой уравнений  м ы  будем п роизводить со
ответствующую п еренумер а цию нсизвестн ых .  Это эквива.1 ентно 

Предыд!Jщая umepau,uя 

НоВая umepaцuя 
Рис. 3.2. 1 .  Пересчет в одн ой точ к е  п о  методу Г а усса - Зt> йдt>ля 

р ассмотрению новых м атриц  коэффициентов  вида РА Рт, где 
Р - м атр ица переста новки .  Дл я з ада нной систе м ы  из n урав 
нений  существует n l  возможных nереуnор ядочений та кого типа  
и ,  следовател ьно, n !  соответствующих методов Гаусса - З ейде
ля (и м етодов SOR) . Н а ш а  задач а - установить, какая  из  этих  
n !  возможных nереста новак ( если она  вообще существует) nри 
водит м атр ицу к виду РА Рт, надходящему д.1 я п а р аллельных  
и векторных  в ы • шслений .  

Чтобы подойти к этой задаче ,  сначала  сосредоточим  вни
м а ние  на  дискретно м ура внении  Пуассона ( 3. 1 . 5 )  на  квадрат
ной сетке. Обновление значения  итера ционного пр ибл и жения в 
точ ке сетки по методу Гаусса - Зейде.'! я  (3 .2 . 1 )  схематически 
по ка з а но на  р ис .  3 .2 . 1 .  В предположении ,  что  о б ход точек сетки 
осуществл яется слева н а п р а во и сюву вверх ,  р ис. 3 .2 . 1 оп исы
вает ситуацию в ( i , j ) -й  точ ке сетк и :  новые  итер ационные п р и 
б.'Iижения ,  у ж е  вычисленные  в процессе обхода точек сетки ,  
ком б и н ируются с п р и б.'Iижения м и ,  вычисленн ы м и  н а  п редыду
щей итер ации , дл я получени я нового итер ационного п р и бл иже
ния к решению в ( i, j )  -й  точке сетки .  Н епос р едственна я вектор и 
зация  указанных  вычислений  ( как  д.11 я м етода Я коби ) в да н 
н о м  случае не  подходит , хотя позднее м ы  обсуди м некотор ы й  
ее в ар и а нт . 
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Руко водствуясь п р едыдущи м обсуждением  переупорядочения 
уравнений ,  перенумеруем теперь точки  сетки и соответствующие 
н еизвестные  спсциа .1 ьным  обр азо м .  В а ж н ы м  типом переупоря 
дочения ,  ставшим  кл ассически м ,  н вл я ется красно-черное ( ил и  
шашечние) н ерсунор ядоченне ,  показа и нос н а  рис .  3 .2 .2 .  Точ ки  
ссп.;и снач а .1 а  р а здел яются на  два подм ножества ,  « кр асное» 
и «чер ное» ,  а затем упорядоч иваютс я в нутр и к аждого из  этих 

В6 R6 В7 k1 В8 

R3 В4 R4 hs RS 
в 1  R l 82 R2 вз 

Рис.  3.2.2. К р а с но - че р ное у п о р я доче н и е  точсi, сет1ш 

подм ножеств. Н а  р ис. 3 .2 .2  пока3ано упор ядочение  слева  н а 
п р а во и снизу вверх  д:ш к аждого и з  двух подм ножеств. Не
известные в точ к а х  сеткн  упор ядочиваются а налогично :  напри 
мер ,  и в точке R 1 будет п е р в ы м  неизвест н ы м ,  и в 1 оч ке R2 -
втор ым и т а к  далее ,  пока н е  будут исчер п а н ы  все кр асн ые  точ-

l
-� 
- 1  

о 
4 - 1 

- 1  

- 1  
- 1  

4 

о 

82 R2 

R l В 1  

Рис. 3.2.3.  Кр а сно- че р ное у п о р я до че н и е  у р а внени й для четы рех неиз вестн ы х  

ки ;  затем этот процесс продолжа ется д.п я черных  точ е к. Полу
чающееся упорядочение  илл юстр ирует р ис .  3 .2 .3 , где явно  вы
писаны ура внения ( без п р а в ы х  ч а стей ) для дискретного урав 
нения  Пуассона  в случае  N = 2 . 

Д.1 я л юбого з н ачения  N в любой  внутренней точ ке сетки  
красные  точ ки окажутся связ ан н ы м и  только с чер н ы м и, и н а 
оборот ( рис .  3 .2 .4 ) . Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  -условии ,  что все крас 
ные  точ ки упорядочены  н ср в ы м и ,  в м атр и ч ной фор ме  систе м а  
будет и м еть вид 

[ D: С ] [ "R ] = [ b l ] . 
С D8 U в Ь2 

'(3 . 2 . 1 5) 

Здесь DR = 4/ R и Dв = 4/  в ,  где 1 R - единичная  м атрица поряд
ка ,  р а в ного ч ислу внутренних  красных точек,  и а н алогичным 

7 Дж. Op rcra 
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образо м  определ н ется 1 в .  Матр ица С описывает свя:щ  м ежду 
крщ;н ы м и  и черными  неизвестными .  Ч астн ый  с.rrуч а й  (3 .2 . 1 5 ) 
дл я N = 2 пока з а н  на  р ис .  3 .2 .3 .  З а м етим ,  что матрица коэффи
циентов в (3 .2 . 1 5 ) должна  б ыть ' сим метр ичной ,  поскол ьку она  
является м атр ицей  вида  РА Р' , где  А - си м м етр ичная  м атр ица .  

в R 

в R в R в R 

в R 

Рис. 3.2.4.  Кр а с но -ч<.'р н ыс ш а бл о н ы  

Рассмотр и м  теперь итерации Гаусса - З ейделя для систе-
м ы  (3 .2 . 1 5 ) : 

[ �.: 
о ] 

[ 
u�+ l

] 
[ Ь 1 

J 
[ о  

Dв tt �+ 1 = Ь2 - О � ]  [ :; ] .  (3 . 2 . 1 6) 

Эти соотношения  де.1 ятся на  две части : 
k + l - 1 (Ь С k ') k+ l - 1  (Ь ст k + 1 ) UR = DR 1 - Uв , uв = Dв 2 - ttR . (3 . 2 . 1 7 ) 

Таким  образом ,  хотя ( 3 .2 . 1 6 ) фор м ально требует решения  си 
сте м ы  с нижнетреугольной матрицей для того, что б ы  продви
нутьсн еще н а  оди н итерационный ш а г, то обстоятельство, что 
м атрицы DR и Dв я в.1 н ются диагональн ы м и, позволяет све
сти решение этой систем ы  к м атр ично-векторны м ум ножениям  
(3 .2 . 1 7 ) . 

Д.1 н  итераций  метода SOR п а р а метр u> вводится о б ы ч н ы м  
обр а �юм .  П р и менян  (3 .2 .6 )  к (3 .2 . 1 6 ) ,  получаем  

[ DR 0 
J
[ u�+

1
] = [ rob 1 ]  [ ( 1 - ro) DR 

ст D uH I  rob + 
О (1) в в 2 

- roC ] [ u�
] 

( 1  - ro) D8 u� 

или 
u� t 1 = DR 1 (rob 1 + ( 1  - ro) DRu� - roCu�) . 
tt�+ 1  = Dв 1 (rob2 + ( 1 - ro) Dвu� - roCтu�+ 1 ) . 

(3 . 2 . 1 8) 

Полученные соотношения  представляют собой м атричную з а 
пись итер ационного ш а г а  м етода S OR,  одна ко п р и  п р а ктиче-
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ском вы 1юл нении  в ы ч исJi ений  нет необходи мости в я вном  ис 
пол ьзов а н и и  этих м а тр и ч н ы х  фор мул . В N� ссто этого с н а ч а л а  

� k + I в ы числ яются uR , то сеть п р и б.1 ижсния  Гаусса - Зейдел я для 
красн ы х  точек ,  а затем п р и бл ижения  метода S O R  получаются 
по  фор м у.1 е 

U k + I u " + ( � k  1- 1 u k ) R = R ffi U R - R . (3 . 2 . 1 9) 
С испо.1 ьзованием  по.1уч е н н ы х  обновленных  з н а ч е н и й  в кр ас
ных точ ках  а н алоги ч н ы м  образом можно в ы ч исл ить новые 
прибл ижени я  м етода SOR в чер н ы х  точ ках .  Новые  итер ацион 
н ы е  п р и бл ижени я  м етода Гаусса - З ейдел я дл я к р асн ы х  точек  
совп ада ют с п р и ближен и я м и  метода Я коби  дл я этих же точек ;  
ана .1огич ное утверждение  с п р а в ед.i! и во дл я чер н ы х  точек .  Та 
к и м  образом ,  итер ация  м етода S O R  реа .1 и 3уется при  помощи 
двух итер аций  м етода Я коби ,  каждая  и з  кото р ы х  3атр агивает 
свою ч а сть ( п р и мерно  половину )  уз.1ов  сетки .  

П араллел ьная реал изаци я 
П р едположи м  снач а .1 а ,  что в нашем  распоряжении  есть 

р = N2/2 процессоров ,  соеди ненных  в виде решетки ,  ка к нака 
з а но на  р ис. 3 1 .2 .  П р и п ишем каждом у и з  этих процессаров  одну 
кр асную и одну чер ную точ ку, 
как наказано на рис .  3 .2 .5 .  
П р едпол агается , что п роцес
сор ы ,  с м ежные  с границей об 
л асти, содержат соответствую
щие  гр а н и ч н ые значения .  Что
бы в ы полн ить одну итер ацию 
Гаусса - З ейделя ,  все  процес
сар ы  сначал а  п а р алле.1 ьно пе
р есчитывают свои красные  
значен и я ,  а затем свои  черные  Рис. 3 .2.5.  Р а сп редел е н и е  к р а с н ы х  п 
значения .  Ка к уже отм еч алось,  чер н ы х  неиз вес1 н ы х  п о  п ро цесса р а м  

производятс я ,  в сущности ,  те 
ж е  в ы числения ,  что и в итер ациях  Я коби .  После каждого по.1у
ш а га можно вставить перес чет с испо.1ьзованием  п а р а метр а w 
для того, чтобы получить п р н й. I ижения  м етода S O R .  Для крас 
ных точ е к  это  будут в ычис.1 сн н я по фор мул а м (3 .2 . 1 9 ) ,  и а н а 
Jюгично  для чер н ы х  точек .  

При более реал истическом п р едположении  р � N2 неизвест
н ы е  нужно подходя щи м образом р а з м естить в и меющихся  про 
цессорах .  Н а п р и мер ,  ecJi и N2 = 2rnp, то  каждо м у  процессо р у  
п р и п исывается rn к р а с н ы х  и rn ч ер н ых точек .  Есл и 2 р  не  я в 
л я ется дел ителем  N2 , т о  м ы  п ри п и ш е м  каждому процессору 
настолько бл изкие  кол ичества кр асных и чер ных  точек, 
7* 



\ 96 Гдава .1. lfтерационные .llt i'Torlы рещения линейных уравнений 

наско.nько это во3 можно,  одна ко пол ностью И .! б еж ать несб а л а н 
сирова нности распредl'Лсния не удастс я .  З а м ети м,  ' !ТО 1-; р а й ни й  
с.п у ч а й  р = N2  ( н а  каждое неи3 вестное п р и ходится по одно м у  
процсссо_ру ) , котор ы й  обсужда.1 с я  н р и  а н  ал юс итер а ц и й  Я ко
б и, здес1, ока жется невыгодн ым ,  та к ка к в каждый момент по 
лови н а  п роцl'ссоров будет п ростаи в а п . , пока  будут выполнять
с я  в ы чис:I енш! с неизвестн ы м и  другого цвета . 

Д.1 я описа н н ы х  выше итер аций  SO R спр а Вl'д.1 и в ы те же рас 
суждения ,  к а с а ю щиеся  организации  о п ер а ц и й  о б м е н а .  I I ровер 
к и  СХОДИ МОСТ I I  ИТер а ц и Й  И С И Н Х р О Н И ] а Ц И И ,  ЧТО И Д. I �1 �f еТОд а 
Я ко б и .  В нашем  с.1 р1ас  синхронизация  до.1жна  вьши.1 н яться 
после ка ждого ш а га Я ко б н ;  · та ки м  о б р а зо м ,  перед тем, ка к н а 
ч ать в ы чис.1ения  с красными  точ к а м и ,  необходи мо вычислит!, 
все чер н ы е  з начен и я и п е р сдать их тем процессо р а м ,  кото р ы м  
о н и  потребуются,  и н а оборот .  А.1ьтернативой я вл я етс я ,  ка к и 

F< слу ч а е  итер а ци й  Я коби ,  асинхронное выпо.'! ненис итер а ц и й ;  
!Ю.'Iучающийся метод м ы  будем называть асинхронным красно
черным м етодом S OR .  

Векторизация 

Вектор изация  красно-чер ных итер аций  SOR вы по.'I няется,  в 
сущности, т а к  же, к а к  и дл я м етода Я ко б и .  Рассмотри м  с н а ч а 
л а  векто р н ы й  ком ш,ютер ,  котор ый исно.1 ьзует векто р н ы е  р е
гистр ы ,  п р и ч е м  з начение N/2 я вл я ется подходя щей дл и ной  век
тор а .  П редполож и м ,  что к р а с н ы е  неизвестные на  каждой стро 
n.е  точек  сетки х р а н ятся как  векто р ы  и а н алогичное  согл а ше
ние  п р и н ято д.1 н черн ы х  неизвестных .  Тогда дл я дискретного 
у р а внения Пуассона пер<'счет красных  неизвестн ых по  м етоду 
Гаусса - Зеiiде.1 н н а  i-й линии  точек сетки  в ы пол н я етсн сле
дующи м образом : 

и R ( 1 ,  ) = о .25 (и В ( 1 ,  ) _ 1 + и В ( 1 ,  ) ,. 1 + и В ( 1 - 1 , ) + и В (! + 1 , ) ) , 
(3 . 2 . 20) 

где ч ер ез иВ ( !, ) -t сбоз н а ч t'н в е ктор чер н ых неизвестных на  
i - й  .'! и нии ,  сдвинутый в.'l ево на  одну позицию,  и ,  а н алогично ,  
и В ( 1 , ) + 1 обозначает тот же вектор ,  но сдви нутый на  одну по 
з и цию в п р а во .  П р едпол а гается ,  что  все  векто р ы  ив и иR со
держат  та кже граничные  значснин  в соответствующих строка л 
и что векто р ы  с индекса м и  О ил и N + 1 содержат гр а н и ч н ы е  
значения  на  н ижней и верх ней л и н и н х  сетки.  Есл и функция f, 
фигурирующа я  в п р а вой  ч асти у р а в н ен и я  Пуассона ,  отл и ч н а  
от нуJi я , т о  е е  сJi едуст доб а вить к в ы р а жению ( 3 . 2 . 20 ) ; очевид
н ы м  образом можно та кже ввести р е.1 а ксацион ный  п а р а метр 
(u, чтобы получить итер ацион ную схему SOR.  Построение 
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с х е м ы  р а с н р едсл с н и я  в е кто р н ы х  р е г истров,  соответств у ю щей 
р и с .  3 . 1 . 5, м ы  оста в.'! я с м  в к а ч естве у н р а ж н е н и я  3 . 2 . 5 .  

Ес.1 и д.1 н ВL' ктор н о го I\о м н ьюте р а  же.'I а т сл ь н о  и с п о.1 ь зова н и е  
I< а к  м о ж но бо.1 ее д.1 и н н ы х  в е ктор о в , т о  м о ж н о  п р и м е н и т ь  п р о
НL'дур ы ,  а н а :ю г и ч н ы е п острое н н ы м  р а н е е  д.'l я м етода Я ко б и .  
В соответст в и и  с подходо м ,  н а к а з а н н ы м  н а  р и с . 3 . 1 .8 ,  т е п е р ь  
м ы  и м ее м  д е . ю  с д в у м я  ве ктор а м и , к а жды й и з  кото р ы х  и м еет 
дл и н у  о ко.rю N 2 /2,  п р и ч е м  оди н соде р ж и т  вес з н а ч е н и я  н е и з 
всст н ы х  в к р а с н ы х  точ к а х ,  а другой - в с е  з н а ч е н и я  в ч ср Н ЬJ Х  
точ ка х .  К а ждый н з  эт и х  векторов соде р ж и т  та к ж е  и гр а н и ч н ы е  
з н а ч е н и я  соответст вующего цвет а .  ИJ1 .1 юстр а ц и е й  сл у ж а т  фо р 
м у.1 ы  ( 3 . 2 . 2 1 ) ,  соответст в у ю щ и е  р и с .  3 . 2 . 2 ,  г д е  н р сдпо.1 а гаетс я ,  
что к р а й н и е  точ к и  с н изу и с д в у х  бо ко в ы х  сто р о н  я в л я ютс я 
гр а н и ч н ы м и  то ч ка м и .  Тогда у р а в н е н и я  ( 3 . 2 . 2 1 )  д а ют п р едст а в 
л е н и е  о в ы ч и с.1 е н и я х ,  поз вол я ю щ и х  по.1 у ч ить н о в ы е  п р и б.1 н же
н и я  Г а усса - З е й дl'.1 Н в I' JJ a c н ы x  точ i< а х ,  исходи и з  з н а ч е н и й  в 
чер н ы х  точ к а х : 

- в2 - - в4 -

В а В;; 
в4 В в 

Т = В-,, + в7 
в6 В в 

- т � -
T'l 
Та 

R =  + 

- т4 -
r5 
Tu 

-В2 + в4 + в" + B7-
B:I + В;; + BG + В8 * 

В 1 + В6 + В7 + В9 

(3 . 2 . 2 1 )  

Посл е в ы п ол н е н и я  ( 3 . 2 . 2 1 )  дл н по.'! у ч е н и я  н о в ы х  :ш а ч е н и й  в 
кр а с н ы х  точ к а х  в е ктор R н у ж но у м нож и т ь  н а  0 . 25.  А н а Jюг и ч 
н ые в ы ч и сл е н и я  поз во.1 я ют п ол у ч и п, но в ы е  к р а с н ы е  :т а ч е н и я, 
н с ход н и з  ч ер н ы х .  В у к а з а н н у ю  в ы ч исл и тел ь н у ю  с х е м у  л е г ко 
в вест и р ел а кса ци о н н ы й  п а р а м етр м етода SOR и п р а ву ю  ч а сп, f .  
Как и в сл у ч а е  м етода Я ко б и ,  и с п ол ьзо в а н и е  фор м ул ( 3 . 2 . 2 1 )  
в р и водит к « н о р ч е »  г р а н и ч н ы х :ш а ч е н и й ,  есл и н е  обес н еч и в а етс н 
п ода в ле н и е о п е р а ц и и  з а п ис и в п а м ять .  Од н о  и з  т а к и х  «лож
н ы х »  з н а ч е н и й  о т м е ч е н о  в ( 3 . 2 . 2 1 )  з в ездоч кой .  

Фор м ул а  ( 3 . 2 . 2 1 )  и.п.1 юстр и р ует в ы ч исл е н и я , в ы по.1 н я с м ыс 
дл я сеп< И ,  п о к а з а и н о й  на р и с .  3 . 2.2 ,  где N = 3 .  Она доп ускает 
о ч е в идное обобще н и е  н а  сл у ч а й  н е ч ет нога N, од н а ко дш1 сетки 
с ч ет н ы м  N та iюе обоб ще н и е  н е  п р оходит.  Это и.пл юстр и р ует 
р и с .  3 . 2 . 6 ,  где п о к а з а н а  сетка с ч еты р ь м я  в н утр е н н и м и  точ ка м и  
ВЗ , R4, R 5  и 86. В ы ч и с л е н и я ,  а н а л о г и ч н ы е ( 3 . 2 . 2 1 ) ,  в ы гл ядят 
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С.1 едующи М оор азом : 
- в2 - - В.з 

-· 
B:J 84 

R1 В-. .  
Т =  В" + 86 

, 

- т , -
т? 
Тз 

R = т4 + 

- т -.3 

т 1 
Т-·' 

-----
- В2 + В:1 + 84 + 85 -

П3 + В 1 + В3 + В6 

что приводит к невер ному р езу� ьтату. Во м ноги х случаях зна 
ч ение  N определ я ется м етодо м р ешения  дифференциальной за 
дачи  и может быть в ы б р а но нечет н ы м .  Есл и N Jд'I iK HO б ыть 

R7 R7 R8 88 
В5 R5 86 R6 
RЭ 133 R4 84 
8 1  R l В2 R2 

Р ис. 3.2.6. Сл у ч а й четы р ех вн утр ен них точек сетк и  

ч етн ым ,  то можно п р и м енить простой искусственный  прием ,  
з а кл ю ч а ющийсн в р асширении  сетки  путем добавления  допол
нительного столбца узлов с гр а н и ч н ы м и  значениями .  П р и  этом 
сетка , пока з а н н а н  на  р ис .  3 .2 .6, з а м енится н а  сетку, отвечаю
щую р ис. 3 . 2 . 2 ,  причем  внутр е н н и м и  будут точ ки 84,  R4 ,  R6 
и 87.  Крайний  п р авый  стол бец может содержать произвол ьные  
з н а чения ; он и бу;t ) т уч аствовать в в ы ч исл ениях ,  не  вл ияя  су
ществен н ы м  обра:юм  н а  р езультаты .  Теперь в ы числения ,  выпол
няемые  в соответствии с (3 . 2 .2 1 ) ,  будут давать вер н ы е  з н а ч ения  
во внутренних  точ ках  сетки .  Такое  добавление  фиктивных  гра 
н и ч н ы х  точек  повлечет за  собой некоторую потер ю эффектив
ности как в отношен и и  времени  вычисл ений ,  так и в с мысле 
объе м а  п а м яти  (см .  упра жнение 3 .2 .7 ) , и поэтому,  если есть 
такая  воз можность, жел ательно выбир ать з н а ч ение  N нечетны м .  

Переход к в ы ч ислени я м  с дл и н н ы м и  вектор а м и , основанный  
н а  использовании  м атрич ного у м ножения ,  котор ый обсу;.кдался 
в случае  п jт менения  м етода Я коби к урав нению (3 . 1 . 1 4 ) , та к
ж е  можно распростр а н и ть на  кр асно -чер н ы й  м етод SOR. Это 
осуществл я ется на основе фор мул ( 3 .2 . 1 7 ) или (3 .2 . 1 8 ) . Одн а ко 
теперь средняя дл и н а  векторов будет более чем  в дв а р аза  
м еньше той, которая  был а достигнута для м етода Я коби ,  т ак  
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J\ a J\ Ерасна -чер ное упорядочение  пр иводит к распределению 
элем<' Н I ОВ дл и н н ы х  диагона JJ ей  матрицы персхода метода Я ко 
би  м ежду нсско.r1 ьки м и  более коротки м и  диа гон ал я м и  м ат
р ицы С. 

N\ноrоцветные упор ядочения 

В ьшолнение  итер аций  м етода SOR с красно-чер н ы м  упоря 
дочением  точек  сетки огра ничено  п р е и м ущественно п росты м и  
у р а внен и я м и  в ч астных  производн ых ,  т акими ,  как  уравнение  
Пуассона ,  дискретизованным и 
простс й ш и м  образом .  

Рассмот р и м ,  н а п р и мер ,  н а  
еди н и ч но м  квадр атt' у р а вне
ние  

Ихх + llyy + aUxy = 0 (3 . 2 . 22) ::>r.c:: R В R 
( где а - иското р а я  постояв - Рис. 3.2 .7 .  Красно -черное у r ю р sщuчс-
н а я ) . Оно предста вляет собой н н е  дсв ятrrточечного шаблона 

у р а внение  Ла пласа с доб а воч -
н ы м  чл еном ,  содерж а щи м  смеша нную производную. Ста нда рт
н ая конечно -разностн а я  аппрокси м а ция выр а жения  Uxy и м еет вид 

1 
Иху = 4h2 (ui + I , / 1- 1 - ui - 1 , / 1 1 - ui 1 1 , / - I  + ui - I , / - 1 ) , (3 . 2 . 23) 

что дает, в ком б и нации  с п р и ведеиной в ы ш е  а п прокси м а цией 
( 3 . 1 . 5 )  дл я у р а внения  Л а пJi аса , систе м у  разностных  уравнен и й  

ui н ,  1 + ui - 1 ,  i + иi ,  1 ,  1 + иi , 1 - 1 - 4ui f + 
а 

+ 4 (ui + l , i 1- 1 - ui - I ,  1 1 1 - ui 1 I , i - 1  + ui - I ,  1 _ , ) = О, (3 . 2 . 24) 

i, j = l , . . . , N .  
Для кр асно-чер ного упор >цочения  точек сетки , аналоги чного 
наказанному  на  рис.  3.2 .2 ,  нстр у  дно убедиться ( с м . у п р а жнение  
3 .2 .8 ) , что  систем у  ( 3 . 2 . 2 4 )  можно з а п исать в фор м е  

[ ���� �в ] [ :: ] = [ :: ] , (Э . 2 . 25) 

как это было р а нее сдел а н о  д.1 я ур а в н с н и я  Пуассона .  Однако 
м атрицы DR  и Dв в ( 3 . 2 . 2 5 )  уже не будут диа гонал ь н ы : vш .  
П роблема з аключается в том ,  что не i i Звестное в ( i , j )  -й  точ hе 
сетки связано теперь с неизвестн ы м и  в вос ь м и  ближа йших  со
седн и х  точках ,  часть из  котор ы х  и м еет тот же цвет, что и цент
ральная  точка .  Ил"1 юстр а цией служит р ис.  3 .2 .7 .  
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Решение этой пробл е м ы  достигается  за  счет введени я боль
ш его ч исл а цветов, к а к  показа но н а  р ис .  3 .2 .8 .  Есл и  м ы  сна 
чала  з а п ишем  все  уравнения  дл я красных  точек ,  з атем  для 
ч ер н ы х  и так  да.'J ее, то р ассматр и в а е м а я  систе м а  п р и мет вид 

В1 2 В I З 
D2 В2з 
Вэz Dз 

(3 . 2 . 26) 

В и B t:J 
где диагональные  блоки  D; явл я ю тся диагонал ь н ы м и  матри 
ца м и .  Итер а ц и я  Гаусса - Зейдел я в этом случае  выгл ядит та к :  

D 1 u �+ l  = - В 1 2uЪ - B1 3u� - B 1 4u'fv + ь l '  
D2u�+ I = - B2 I u�+ I - Вzз"� - B2.Ju� + Ь2 ,  
D Uk + I - - В uk+ I - В uk + I - В uk + Ь 3 G - :J I R :J2 В 34 W 3 •  
D uk + I - - B  uk + I _ B  uk + I _ B  uk + I + b  4 W - 1 1 R 42 В 43 G 4 • 

(3 . 2 . 27)  

П оскол ь ку D; - диагонал ьные  м атр ицы ,  р ешение  треугольной 
с исте м ы ,  необходимое дл я выпол нения  итер а ц и и  Гаусса - Зей
деля ,  опять сводится к матрично-векто р н ы м  у м ножени я м .  

R в G w R в G w 
G w R в G w R в 
R в G w R в G w 

Р ис. 3.2.8. Ч етырехцвt'тное упорядочение 

Четыр ехцветное упорядочение, наказ а н ное на  р ис .  3 . 2.8 ,  
основа но на  той связи точек сетки ,  которую илл юстр ирует 
рис .  3 .2 .7 ;  мы будем наз ывать подобные  образцы св язи  между 
точка м и  сетки  шаблонами. Ш а блон показывает, к а к и м  образом 
свя з а н ы  точ ки  сетки  со сво и м и  соседя м и ;  он  зависит  как  от  
диффер енци ального уравнения ,  т а к  и от способа  его  дискрети
з а ц и и .  Некоторые  другие  достаточ но распростр а ненные  шаб 
лоны п р и водятся на  р ис .  3 .2 .9. · 

Кол ичество цветов , указанное в пояснениях  к р ис.  3 .2 .9, 
определено в п р едположен и и ,  что в ка ждой точке  сетки  п р и нят  
оди н и тот же .ш а блон .  В таком случае  кр итер ием  уда чной р ас 
краски  сл ужит требов ание ,  чтобы  л юб а я  точ ка сетки ,  взятая 
в качестве центр альной точк и  ш а блона , и м ел а  цвет, отл и ч н ый 
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от цвета всех остал ь н ы х  то•1ек шаб.�1она. Это и есть тu «ло каю,
ное разделение» неизвестных ,  которое позвол яет получить м ат
р ич ную з а п ись  з адачи,  и м еющую в общем с.1уч а е  в ид 

-D1 8 1 2  
821 D2 

в1, с rь1 
-U1 u2 ь2 

(3.2 . 28) 

Вс-1 , с 
_Вс,1 . . . Вс, с- 1 Dc __ Ur- Ьс-

где ди а го н ал ьные блоки D; пр едста вл яют coG()II . ша гональные 
матр ицы .  Будем  называть матрицы вида (3 2.2К) с-цветными 
м атр и ца ми . З а м етим , ч то в (3.2.26) с= 4, а д:1н 1\р асно-чср-

Рис. 3.2.9. Некоторые распространен ные ш аблоны: (а) дсвятиточечный, 
р аrкрашивасrся в 3 цвсrа, (Ь) rоотвсrствуюrrщй прнменснпю л и нсйных ко
нечных элРМРI! rов, раскрашивается в 3 цвета; (с) соответствующий п р и м е нс-

НIIЮ квадратнчнt-rх конеч ных .:!Лl'МСН го в, раскрашивается в 6 цве rов 

нога упорядоч е н и н с= 2. Дл я  си с1 ем ы , представлен ной в виде 
(3.2 . 28) , итер а ци ю м етода Гаусса-- З ейдел я можно вьшо"1нить 
( по  а нало г и и  с ( 3 . 2 .27) ) по фор м у .ТJ а м 

k+1 -1 ( "' k+1 "' В k) Ui = Di bi- L. BijUj - L. ijUj ' 
i<i i>i 

i=l, . .. , c, (3.2 . 29) 

и ошпь решение  треугол ьной систе м ы  сводится к выпол н е н и ю  
опера ций , а н алогич ных и спол ьзовавш и м ся дл я р еализации  ме
тода Я коби.  

Вообще гово ря, желате.1ьно использовать :\IIIНимальнос чис
ло цветов, позвол я ю щее добиться п р и веден н н  \tатрицы к виду 
(3 .2.28) . Д.11я п роизволь н ы х  ш а бл о нов , мо гущих изме н яться от 
одной точ к и  сетки  к друго й ,  и произвольных сеток это является 
трудной зада чей .  Одн а ко есл и для ка ждой точ ки сеп<И шаблон  
остается одним и тем же, способ м и н и м нз ации ч исл а цветов 
обычно оказыва ется очевидн ы м .  Но та кой способ р а скраски  не 
о бязател ьно будет еди нственны м , даже если испоJi ьзуется ми
н и ма л ь ное ч исJю цветов. Р ис .  3 .2 .10 дает чет ы рехцветнос 



202 Г лава :J. Итерационные ,\tетоr1ы решения линейных уравнений 

упор ядочение для ш а блона  на р ис. 3.2.7, отлич ное от показа н 
ного н а  р и с. 3.2.8; н а  нем  также  дано  тр ехцветное упорядочение  
д.'Iя ш а блонов (а ) и (Ь) н а  р ис .  3.2.9 . Отыска н и е  шестицветного 
упорядоч е н ия д.'lя ш аблон а  (с) на рис. 3.2.9 м ы  оставляем 
в ка честве у п р а ж н е ния 3.2.10. 

З а м ети м ,  что для систем  у р а в не н и й  в ч астн ых производн ы х  
ч исло цветов о б ы ч но увел и ч и в а ется во стою, ко р аз ,  сколько 

G 

R 
G 

R 

w 
в 
w 
в 

G 

R 
G 

R 

W G W 

В R В 
W G W 

В R В 

R В 

В G 

G R 

R В 

G R В G 

R В G R 
В G R В 
G R В G 

Рис. 3.2. 1 0. Раскрашивания для рнсункон 3.2 7 н 3 2 9: ( а) четырехцветнос 
раскрашивание; (Ь) трсхцвс1 нос раеi<рашиванис 

ур авнен и й  в системе .  Т а к и м  образом ,  есл и ,  на п р и м е р ,  сеточ ный 
ш а блон  требует трех  цвето в и в с истем е  связ а но два  дифферен
циал ь н ых у р а в н е н и я, то д.'!я того, чтобы получит!, с-цветную 
м а т р и цу ,  потребуется шесть цветов. З а м ет и м  также, что ско
Jюсть сходи мости м етодов SOR и Гаусса- Зейдел я з а в и с ит от 
упор ядочения у р а в н ений  и вл и я н и е  м ногоцвет н ы х  упорядочений 
н а  скорость сходи мости иэучено еще не  пол ностью .  

Параллельная и векторная реали зации 

Обрат и мся теперь  к вопросам реализа ц и и  итер аци й  SOR 
и Гаусса - Зейделя с испо.'!ьзова н и е м  м ногоцветных упорядоче
н и й .  Дл я п р остоты р асс мот р и м  опяп, квадратную сет ку с N2 
в н утрен н и м и  точi<а м и .  Н а ч н е м  с а н а л иза  п а р ал л ельной с ист е м ы  
с локальной п а м ятьJР, образов а н ной  р процсссор а м и , соединен 
н ы м и  в виде двумер ной р еш етки ,  и п рсднолож и м ,  что  N2 = 
= стр, где с- кол и ч ество цветов .  Та к и м  о б р азо м ,  к а ждый 
п р о цсссор будет содержать те н еизвестных. Это иллюстр и рует 
рис. 3.2. 1 1, где т= 1 и с= 4, п р и ч ем используется р аскр а ш и 
в а н ие,  показа н ное н а  р ис.  3.2 .8 .  С н а ч а л а  все п роцессор ы  п ерс
с ч итывают свои з н а чения в крас ных точ ках  и передают в ы ч ис 
ленные  з н а ч е н и я  тем процессор а м ,  которы м о н и  потребуются .  
На р ис .  3.2 .11 мы испол ьзов али ш а блон ,  показан н ы й  н а  р ис .  3 .2.7,  
чтоб ы  п оказать,  к а к  п р о исходит о б м е н  дан ными. Обновленное 
зн а чен и е  в к р асной точке, в ыч ислен ное  процессар ом Р12, должно 
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быть персда но п р оцессар а м  Р,,, Р21 11 f>22, но н е  п роцессар а м  
Р13 11 Р23 . . З а тем пересчитыва ются вес шачения в черн ы х  точ 
ках ,  з а  н и м и- в зелен ы х  и ,  на конец, в бел ы х. В п р омежутках 
между эти м и  стад и я м и  осуществ.1 ястся пер сда ч а  да н н ых и с и н
х рон изация; альтер на т и вой может служить асинхронное в ы пол
нение  в ы ч ис.1 е н и й  н а  ите р а ц и ях. Для к аждого м ножества з н а 
ч е ний, соответствующих о п р еделенному цвету, м ы  выполняем 
опер а ц и и  типа тех ,  J<оторыс отвечают методу Якоб и ,  а эатем 
кор р екцию с использов анием п араметра w, п редус м атр и в аемую 
м етодо м SOR . Т а к им обр а зо!\1, каждая ип•р а ци я  реа.1иэустся 
с помощью ч ет ы р е х  проходов 

GW 
R В 

R В 
GW 

м етода Я коби ,  каждый из 
котор ых затр а гивает пр и мерно 
N2 /4 точе к  сет к и , и.1 и , в об
щем с.'lучас ,  пр и помощи с про
ходов м етода Я коби ,  если  ис
п ользуется с цветов. П р и н ятос 
н а м и  условие  N2 = cmp свя
зано  с нея в н ы м  п редпо.1оже
н и е м ,  что пер есчет в к аждой 
точ ке сетки т р ебует одного и 
того же  объем а в ычисл е н и й. Рис. 3.2.11. Распреде.1сю1с неи1всст-

П оэтому,  п р и писыва я ка ждо- ных по процсссора\1 
м у  п р оцессору  те неизвестн ы х , 
мы дост и гаем сбала нсиро в а н ност и  в ы ч и слительной 
грузки .  

з а-

Рассмотр и м  теперь  р еализаци ю м етода  п а  вектор н ы х  ком
п ьютер а х ,  использующих векторн ы е  р егистр ы .  П р едположи м  
для п ростоты ,  что об.1 а сть является квадр атом или п р я моуголь
н иком и что неизвестн ые х р а н ятся в с дву мL·р н ых м асс и в ах, по 
одно м у  н а  к а ждый  цвет, с упор ядоч е н ием точек сетки CJieвa 
н а п р а во и снизу в в е р х .  Пр и этом г р а н и чн ые значения р азме 
ща ются в соответствующи х  поз и ц и я х  этих  м ассивов , а значения  
п р а вой  ч а сти  f ура внени я  н а  сетке- в отдельном м ассиве. 
Тогда с н а ч ала  п ересчитыва ются неизвестн ы е  пер вого цвета, 
затем втор ого цвета , и т. д .  Векторны е  опер а ц и и  в это м слу ч а е  
и м еют дли ну п р и м е р но N jc. 

В к а ч естве  п р и м ера  р а ссмотрнм р азностные уравнения 
(3.2.24) н а  квадр атной сетке с чет ы р ех цветн ы м  р ас кр а ш и в а 
н и е м ,  нак аза н н ы м  н а  р ис. 3.2 .8 .  Неизвестные будут р азм ещ а ть
ся  в ч ет ы р ех м асси в а х: UR, ИВ, UG и UW. Вер х н и й  и н и ж н и й  
р яд ы  точек  сетки. а также п е р в а я  и последня я  позиц и и  в каж
дом ряду точек будут содержать г р а н и ч н ы е  з н ачения .  Тогда 
пересчет з н а ч ений в I<р а с н ых точ ка х по  м етоду Гаусса- Зсй
деля в i- м  р яду точек будет в ы п о.1н яться посредство м  вектор н ы х  
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опера ций 

И R (J, ) = 0.25(UB(J,) 11 + UW(I, )_1 + UG (1 + 1, )+UG(/-1, ))+ 
+ О.Об25а(UВ(/ + 1,) .1- ИВ(!- 1, )_1-
- UW (/ + 1,), 1 + UW (/- 1,), 1 ), (�.2.:Ю) 

где испо.1ьзованы те же обозначения, что и в (3.2.20). Анало
гичные опера ции позiЮJ1Яют о существить пересчет в черны х , 
зеленых и белых точках. 

На в екторных компьютерах, требующих для повышения 
эффективности персхода к вычислениям с длинными векторами, 
удобно раб отат ь с о дн о ж'рными массивами д.1и ны O(N2/c), 
но одному д.151 каждого цвета. Как раю,ше для уравнения 
Пуассона, указанные nекторы будут также содержать гранич

ные значения, и мы будем предполагать, что зашiсi, в гранич
ные позиции IюдавJiястсн. Испо.'!ьзусм опять в качестве примера 
уравнения (3.2.24) и раскрашивание, показаинос на рис. 3.2.10. 

G8 W8 R9 R9 G9 \!79 RlO то GIO W10 
R6 В6 06 \\76 R7 R7 G7 W7 R8 88 

0:3 wэ R4 В4 G4 W4 RБ В5 G5 W5 
Rl В! Gl W1 R2 82 G2 W2 R3 в:з 

Рис. 3.2. 1 2. :\\1101 ОЦВС'I НО(' }'IIOpЯДOЧt'HIIl' е fiY\'!l'pDЦIIl'Й 

Это раскрашивание воспроизведено на рис. 3.2.12, где указано 
такж е упорядочение точек сет ки . Для упрощения записи в при
ведеиной ниже схеме пересчета значений в красных точках по 
методу Гаусса- ЗейдеJIЯ мы не используем специальный прием, 
показанный на рис. 3 .1.8, как это де л ало сь для уравнения 
Пуассона; соответствующие рассмот ре н ия оставлены в качестве 
упражнения 3.2.15. Мы опускаем также умножения на кон
станты 0.25 и 0.0625а: 

R4 G1 Gв Wз в4 Wв wl В в Bl 
Rs 02 07 w4 В-,) w1 W2 в7 82 

* R6 G:r Gк w" 86 Wв W:l В в В а 
R7=G1+U'I +Wr.+B7+W9 +W4 + B9 +В, 
Rв G-,) G1o w7 В к W1o W-,, BIO 85 
R9 G1, 011 Wв Ву W11 Wв В н В в (3.2.31) 
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Аналогичные вычис.1ения нозво:Jяют по.1учить новыt.' -значения 
неи :шестных в черных, зс .1 сных и бе.1ых точках. Знсздо'IКОЙ в 
(3.2.31) намечено вычис.1снис, даю щее н е верн ы й рt.'зультат, :�а

пись I<Отоrюго в соо тветств ующую граничную позицию доJJЖН<:I. 
быть подавлена. Урав н ен ия ( 3.2.31) с.Тiужат И.'1.1Юl'трацисй вы
чис.1ений, ньшо.'lюiсм ых нрн .\' = R. В общем случае для этой 
задачи требуется , чтобы .V явля.1ось целым числом вида N = 4М, 
где М также целое.  

П оJJи нейны й метод SOR 
Теперь крат1\о обсудим пара.1.1<.'.1Ыiун• 11 векторную рса.'lи

эацпи Iюлпнсйного метода SOR .  Рассмотрим снача.1а ди скр ет 
ное у ра вн ение Пуассона и но .'lине й н ы й  метод Га усса - Зсйдсля 
(3.2.10) д.1я раз ностных ура в нений , записанных в «естествен 
ном» порядке. Эффектив ное рас пара.ГJЛСJJ и в а  ни с ( 3.2.10) ветре
част те же трудности, что и дJIЯ поточ еч ног о метода Га усса--

в в В' 
R R R 
в в в 
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Р ис. 3.2.13. Полинейнос красно-чер- Р ис. 3.2. 1 4. Полннейноr трrхцветное 

НОС унорЯдОЧС'НIIС упоря,IОЧ('I/11(' 

Зейдсля, и опяп, одним из путей их преодоления является 
переупорядоЧL'НИе уравнений . Н а  этот раз, одна ко, мы будем 
р аскр а шивать точки сетки по линиям, как показано на 
рис. 3.2.13. Иногда эти упорядочение на зыв а ют «эеброй» (заме
IIЯЯ красный цвет белы м) . Если пр и н ято упорядочение, I JОJ..:а
з а нное на  рис. 3.2.13, то ура внения для нсизвсстных на i - й  
динии связывают красные точки только с ч ерны ми точками, рас
положенными н а  смежных линиях. Ес.'IИ мы обозначим через 
UR,; ве кто р ,  обр аз ов а нный неизвестными на  i-й кр асной динии, 
и введем аналогичное обозначение д.'lя неювсстных на черных 
линиях, то шаг по"1инейного метода Гаусса-- З ейдс"1я, соот
ветствующий п ересче ту значений в 1\ р а сных точках, имеет вид 

TuRk-1-! = u8k . _  1 + u8k • + Ь., i = 1, ... , 12V , (3.2.:З2) 
• l • l • t z 

и анаJ1о гично дл я пер сечста в черных точi.;ах. Трехдиа го на ю,
ные системЫ (3.2.32) можно теперь р ешап, нараллельна пли 
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пр и  помощи сквозной векто р изации ,  ка к это делалось дл я по
л и ней ного метода Якоби .  Единственнос р азли ч и е  з а ключ ается 
в том, что теперь дл и н а  векторов соста в.1яет О (N /2) . 

Для бoJiec общих  ур а внений  иjил и дискретизаций  п р и ме
н яется тот же п р инци п ,  хотя могут потребов а ться дополнитель
н ые цв ета . Возв р а ща я сь к р ис. 3 . 2 . 9, можно за м етить, что 
к р а сно-черное р аскр а ш и в а н ие по  .ТJин и я м  еще п р и годно для 
шаблон а  (Ь), одн ако дпя случаев  (а)  и (с) требуются уже три 
цвета;  соответствующее р а скр а ш ивание нак азано на р ис .  3 . 2. 14. 
Снетемы ура внени й, д.1н кото рых и с п ользуется раскрашива н и е  
п о  .1 ин и я м ,  по-п режнему допус кают предста вление  в в иде 
(3 . 2 . 28) , одна ко тенерь диа гона.'Iьflы с  блок и  D; будут и меть 
фop:viy 

-пi,l 

D;= (3. 2 . 33) 

где с; - 1юличсство JIИHIIЙ i-го цвета и к а ждан м атрнца  D;, i 
и меет ленточную структуру .  М ы  будем назы вать м а тр ицу вида 
( 3.2 .28) , (3 .2 .33) блоtmой с-цветной матрицей. 

Метод S SOR 
Метод S S OR можно реа.1изов а ть точ но т а к  же, к а к  метод 

SOR ,  с использова н и ем красно-черного или м но гоцветного 
упор ядочсн и й .  Одна ко р а ссматр и в ае м ы й  с.1уч а й  и меет одну 
л юбон ытную особенность, позво.т1яющую сок р а тить в ы ч и слитель
н ые за т р а ты. Предполож и м  сна ч ала, что красно-черное упоря 
дочен ие используется для у р а в нени я  Пуа ссона и:ш для любой 
другой задач и ,  м атр ица  Jюторой  п р ини м а ет двуцвет н ы й  вид  
п р и  красно-черно м упорндочен и и .  Допусти м , ч то пор ядок про 
ходов по сетке задается пос.1 едоватеJiьностью 

к р а сный ,  черный ,  ч е р н ы й  (обрат н ы й ) , к р а сн ы й  (обр атн ый) , 
к р а с н ы й ,  . . .  , 

кото р а я  соответствует проходу по всем точ к а м  сетки  с после
дующим п р оходо м в обр атном н а п р а влен и и  и так далее. Одн а ко 
в этом с.1 у ч а е  пересчет  для черных точ ек  в обр атно м пор ядке 
использует только зна чен и я  в к р ас н ых точка х ,  кото р ы е  не  под
всргались и з менению в п р оцессс п редыдущего прохода по чер
ным точкам. Таким образом, в случае ro = 1 обратн ы й  п роход 
по чер н ы м  точ ка м п р и водит в точ ности к тем ж е  зна ч ения м, 
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которые  б ыли в ычислены н а  предыдущем проходе, и пер в а я  
йтера ция симметричного метода Гаусса - З ейдс.1я фа ктически 
сводится лишь к трем проходам: 

красн ый, ч ерный, I<расн ый (обр атный) . 

Аналогич н а я  ситуа ция имеет место при  испо.1 ьзова нии с цве
тов С1, ••• , С,. Здесь последовательность проходов имеет вид 

(3.2.34) 

и если (!) = 1, то два  последовательн ых прохода дл я Се иден
тичны; то же самое спр а ведливо для двух посл едовательны х  
проходов ,  относящихся к С1• Таким образом, общая схема в ы 
числений, реализующих симметрич ный метод Гаусса - Зейдсmi, 
п ринимает вид 
( С,, . . .  , Се_,, Се, Се_" . . . , С,) (С� • . . .  , Се, ... , С,), . .. , ( 3.2.35) 

и естественно будет называть отрезки послсдовате.1 ьности п ро
ходов ,  в ыделенные  скобками, симметрич н ыми итера циями Гаус 
са- Зейдел я. По  этому же обр азцу персписываются и вес по
следующие итера ции. Для двух цветов ,  то сеть в с.1уч а е  к р асно
чер ного упорядочения , последователi,ность (3.2.35) пр и нима ет 
вид 

(R, В, R), (В, R), (В, R), ... , (3.2.36) 

где к ажда я п а р а  скобок определяет вычисдения , соответствую
щие пол ной итер а ции симметричного метода Га усса - З ейдел я. 
Та ким образом, после того к а к  выполнена пер в ая итер а ция, 
с имметрич н ый метод Гаусса-· Зейдс.1я сводится в точ ностн 
к методу Г а усса - З ейделя, но с порядком обра ботки цветов, 
обратным по отношению к исходному. 

Есл и (!) =1= 1, то ш а ги Се, Се в (3 .2 .34 )  уже не будут иден 
тичными из-за влия ния па р аметр а (!). В ы ясним, в чем з а клю
ч ается отличие случая (!) =1= 1. Пусть u� - резул ьтат вы числений 
по методу SOR н а  пер вом проходе для цвета Се, u� - р езул ь

тат, полученный посл е второго прохода ,  а u�- соответствую
щие р езул ьтаты в ычислений по  методу Гаусса - Зейдсля. Тогда 

2 1 �2 Uc = ( l - ю) Uc + (t)Uc. ( 3.2. 37) 

Но  р езультат в ы ч и сл ений по методу Гаусса - Зсйдел я з ависит 
только от значений, отвеча ющих остальным цветам 1, . . . , с- 1, 
которые  не  изменялис1, после предыдущей итерации Г аусса -�2 �r 
Зейделя. Поэтому Uc = Uc, и, подставл яя в ( 3.2.37 ) в ыр ажение 
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1 - ,  n д.'!Я Uc через Uc и исходнос з н а чение Uc, по.1уч а с м  
,, ( о - , ) -, 

U�= (1-ffi) (1-ffi)Uc+ffiUc +ffiUc= 

= (1- ffi)2 и� + ((1- ffi)ю + w) u� = (1- &) u�.+ &u�, 
где & = ю(2-ю), так ка к (1-w)2 = 1-ю(2-ю). Т а ким 
обра зом, р езультат выполнения двух посJ1едовате.1 ь н ы х  ш агов 
Се, Се в (3 . 2.34)  с н а р а метро м <О будет тем же са м ым, что 
и п р и  в ы пол н е нии одного прохода метода SOR с п а р а м етро м 
&. Отсюда следует, что можно выполнить два ш ага С, Се п р и  
п о мощи одного прохода м етода Г аусса - Зейдсля или ,  ч то то 
же са мое, прохода метода Я коби с пос.1 едующим испо.1 ьзова
н и с м  скорр ектиров а н ного з н ачен ия & пара метр а  рел а кса ции. 
То же са мое будет сп раведливо и д:1 я последовательных ш агов 
С,, С1• Это позво.1яет достич 1, з н а читс.ТJЬного сокращения в ы
числ ител ь н ых затрат н а  одну итерацию м етода SSOR. 

Следует о 1 \\l'Тить, что в с.'!уч а е, ко г да исходн а я система 
ур а в н е н и й  может быть з а п иса н а  в красно - чер ной фор ме, из
в естно ,  что оптималь н ы м  з н а чением п а р а метра ю с точ ки зре
ния С!<Орости сходимости м етода SSOR яв:1 я ется <О= 1. Одна ко 
дл я с-цветн ы х  матриц п ри с> 2 та к и х  дан н ы х  н ет. 

П р ием  Конрада - Вал яха 

Опишем теперь  другой способ сокр ащения вычис.1 ител ь н ых 
затр ат  метода S S OR, который н азовем приемом Конрада- Ба
ляха. Итер ацию SSOR (3.2.14) можно представить в виде 

k t-'- н--'- ;н..!_ 
(D-ffiL) х 2 = (1 - ю) Dxk + юуk + ffib, у 2 = /_х 2 + Ь, 

(3 . 2 .38а) 
н-'- k+..!_ 

(D- wU) хН1 = (1 -ffi) Dx 2 + ffiY 2, yk+ 1 = UxH1, (3.2.38Ь) 
где у0 = Ux0 • Смысл фор мул (3.2.38) з а ключ ается в таком в ы-

k+-'
полнении итер ации метода S SOR,  чтобы  вел и чины у 2 и yk+1 
получал ись без к аких-либо допол нительны х  з а тр ат .  Для того 
чтобы ув идеть, как это сдел ать ,  рассмотрим покомпонентную 
фор му за писи итер ации. 

Пусть к н а ч ал у  (k + 1) - й  итерации yk = Uxk. Тогда в ы чис
k+..!._ 

ленйе вел и ч и н  xi 2 зада ется фор мулами лн� __ 1_(I 1 н{ k ь) х. - .. х. + у. + . ' 
' а.. •1· 1 ' ' !! i<i 

н..!_ 
( н..!.. ) 

х. 2 = х: + (J) х. 2 -х: . (3.2.39) 
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В процессе этих в ыч исл е н и й  м ы  заменяем  з н а чен и я  у� н а  

н.!.. k ,.!.. 2 - "" t "+Ь у. - L, . . х. .. 1 i<i 1 1 1 1 

н.!.. 
Т а к и м  образо м ,  за кончив  в ычисл е н и е  х 2 м ы  п олу ч а е м  так-

k 1 k 1 
+2 -- /.х +2+ Ь. На же у _ следующем полушаге м ы  в ы ч исл я е м  

xk+l = -�- (� u . . x�+l +У�++) 
а.. i..J ' 1 1 1 • 

tz, i>i 
k+.!.. ( 

k+.!..) x�+l = х. 2 + (!) x�+l- х. 2 • t. t t t (3 .2 .40) 

н.!.. 
В п р оuессе в ы пол нения  этого полуш а га м ы  з а меняем  yi 2 на 
зна ч е н ия 

y�+l = L u . . x�+l , 1 j>i 1 1 1 (3.2 . 4 1 )  

та к что  по завершен и и  в ы ч исле н и я  xk+1 м ы  получа е м  т а кже 
вектор yk+l = Uxk-+1, н еобходи м ы й  дл я того, чтобы н ачать в ы 
пол нение следующей итер аuии. Та к и м  образо м ,  м ы  устраняем 

н...!.. 
явное в ычисл е н и е  Lx 2 и Uxk+1, за искл ючен и е м  с а м ого на-
чала  итер ац и й ,  когда нужно в ычисл ить у0 = Ux0. П р и менеине 
оп иса н ного надхода к дискретному у р а в не н и ю  П уассо н а  ( 3.1.5) 
с использов а н и е м  естественного и к р асно-чер ного у п орядочен и й  
м ы  оста вл я е м  в к а ч еств е у п р ажнен и я  3 .2.16. 

Подход к методу SOR, 
основанный на анализе потоков данных 

Р асс м отр и м  теперь, к азалось бы ,  совер ш енно и но й  подход 
к п а р алл ельной р еа л изаu и и  а л го р и т м а  SOR ,  кото р ы й  н а  с а м о м  
деле тесно связа н с м ногоuветным и  упор ядоч ения м и .  М ы  про 
илл юстр ируем  этот п одход, рассмотрев  сн а ч а л а  сист е м у  ур ав 
нений, возн и к а ю щую при  дискр етизац и и  к а кого-л ибо у р а в н ен и я  
в ч аст н ы х  производн ы х  с использова н ием  девятиточечного се
точ ного ш аблона ,  rюказ а н ного н а  р ис. 3.2.7. Будем п р едпол а 
гать, что точ к и  сетки  упор ядочен ы  естествен н ы м  обр азом: слева 
нап р аво и с н изу вверх .  

Дл я ти п и ч ной  точк и  сетки соотв етствующее итерационное  
п р ибл ижение можно пересч11тать м етодо м S O R  только тогда , 
когда уже получе н ы  новые значения в сосед н и х  южной ,  з а п ад
ной , юга-восточной и юга-за п адной точках, как показано на 
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рис. 3.2.15. Идея ал горитма , основ а н ного н а  а нализе потоков 
данн ых, з а ключается в п ересчете зна чения в каждой точке  
сетки, как то.т1ько это оказ ывается возможным. Иллюстр ацией 
служит р ис. 3. 2.16, где номер ами в точ ках сетки отмечены  дис
кретные  моменты в ремени, в котор ые осуществляется пересчет 
соответствующего значения. 

I/ редыдущая 
Предыдущая итерация Предыдущая 
итерация 

�t/ 
итерация 

Новая Предыдущая 
- . итерация: /t� итерация 

Новая Новая 
итерация. Новая итерация 

итерация 

Рис. 3.2. 1 5. Схема пересчета неизвестного значения в точке сетки 

Ка к показано  н а  рис. 3.2.16, н а  первых двух времсн нь1х ш а
гах пер есчитываются неизвестные  в точ ках сетки ( 1, 1) и ( 1, 2). 
После этого ста новится доступной информация, необходима я 
для п ер есчета неизвестных  в точках ( 1, 3 )  и (2, 1), кото р ый 

11,15,19 12, 16, 20 13, 17, 21 14, 18, 22 15, 19, 23 
9, 13, 17 10, 14, 18 11, 15, 19 12, 16, 20 13, 17, 21 
7,11,15 8, 12, 16 9, 13, 17 10, 14, 18 11,15,19 
5, 9, 13 6, 10, 14 7, 11, 15 8, 12, 16 9, 1Э, 17 
3, 7, 11 4, 8, 12 5, 9, 13 6, 1 О, 14 7,11,15 
1 ' 5, 9 2, 6, 10 3, 7, 11 4, 8, 12 5, 9, 13 

Рис. 3.2. 1 6. Времена пересчета в точках сс1кн 

осуществл яется п а р аллельна н а  третьем ш а ге. Аналогично ,  на 
четвертом времен н6м ш а ге мо гут б ыть пересчита н ы  неизвест
н ы е  в точк ах (1, 4 )  и (2, 2). Теперь дл я точ ки (l, 1) оказы
в а ется ,  ч то все предшествующие ей соседние точки уже под
верглись пересчету, и поэтому н еизвсстное в точ ке (1, 1) можно пересчитать второй раз параллельна с выполнением первого 
пересчета других н еизвест н ых на п ятом времен ном ш аге. Те-
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перь ста новится ясн ым, J\а ким обр азом п родолжаются вы 
числения.  

Выч ис.1 ения продвига ются по сетке подобно нолнов ым фрон 
там, по аналогии с пото коной р еализа цией LИ-р азложения в 
§ 2 . 2 .  Рассмотрим одиннадцатый времен ной шаг. Неизвестн ые 
в точк а х  сетки (1, 3 )  и ( 2 ,  1) пересчит ы ваются в третий р аз ,  
неизвестные в точ ках  сетки (4 ,  1), (3 , 3 )  и ( 5 , 2 )  пересч иты
ва ются во  второй р аз ,  а в точ к а х  (6, 1), ( 5, 3 ) и (4 , 5 ) - в пер 
в ы й  раз .  Это показывает, ч то в л юбой момент в р емен и  после· 
н а ч ала процесса некоторое число неизвестных  может пересчи 
тываться пар ал .1 е.1 ьно ,  прич ем в ы числяемые значения будут 
соответствов ать разли ч н ы м  номерам итер аций . 

П олунтера ционные  методы 

Введение п а р а"-1етра ш, позволившее получ ить метод SOR,  
было способом ускорения исходного метода Гаусса - Зейдсля . 
Другая п роцеду р а  ускор ения заключ ается в следующем. Исходя 
из векоторого базисного итер ационного метода ( Я коби, SOR 
и т .  п . )  запишем его в виде 

( 3 .  2 .42) 

Взя в  итер ационные  приближения xk и xk+I, поп ыта емся полу
чить  улучшенное п риб.1нжение к искомому решению х в виде 
линей ной ,,омбин ации этих двух п риближений.  Определим 

yk+I = a1 xk +-I + a2xk = а1 (Hxk + d) + a2xk. (3 . 2 . 43) 

П р едположим, ч то итерационный  м етод ( 3 .2 .42 )  явля ется со 
гласова н н ым, и н ыми СiiОвами, реш ение системы удовлетворяет 
соотношению х = Нх + d (см. п р и.�ожение 2 ) . Желательно,  
чтобы метод, о п р едсленiшi"I соотношением (3 .2 .43 ) , т а кж е  был 
согласо в а н н ым. Та ким t1ripaзoм ,  есл и заменить xk и yk+t 

в 

(3 .2 .43)  н а  х, мы приход!!\! к ус.1овию 

х = а1 (Нх + d) + а2� = а��+ а2�, 
т. е. а1 + а2 = 1. Учитывая это ограничение н а  а1 и а2, можно 
пер еписать (3 .2 .43 )  с использова н ием одного п а р аметр а у .  Да
лес, поскош,ку  на  самом деле в ычисляться будут векто р ы  yk, 
з апишем (3 .2 .43)  в виде 

ун 1 = v (Hyk + d) + (1 - v) yk. (3 . 2 . 44) 

Такого рода соотношение назыв ают экстра поляцией исходного 
метода (3 .2 .42) 11.111 экстраполяционны.м методом. Н а  k-й ите
рации ,  исхою1 113 приближения yk, мы в ьшолняем один ш а г  
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базисного итерационного метода, чтобы получип, fiyk + d, а Jа
тем вычнс.1яем yk+1 согласно (3.2.44). 

Указанный подход, основанный на об разоваюiи линейных 
J<ОМбИНаЦИЙ ИТе[JаЦИОН\IЬIХ ПрИб.1ИЖеНИЙ баЗИСНОГО !!ТераЦИОН

НОГО метода, можно обобщить на любое чис.1о приближений, 
вк.1ючаемых в линейную I<Омбинацию. Предпо:южим, •по х1, • • •  

. . . , хт вычислены в резуЛI,тате применсиня базисного итера
ционного метода (3.2.42), и опреде.1им 

т 
ут+l = L ат ;Xi. 

i=l 1 
(3.2 .45) 

Пол ученный метод известен под названием полуитсрационного 
метода (semi-iterative mctlюd). Ес.1 11 в качестве базисного !!Те

рационного метода (3.2.42) выбран метод Якоби, то соответ
ствующий полунтеранионный мстод называется полуитерацион
ным методом Якоби, или метоdом Якоби-S!. Ана.1огично можно 
опредетнь методы SOR-SI и SSOR-SI. 

· 

Из согласованности метод а (3.2.42) следуст (см. п риложе-

ннс 2), что ве кторы ногрешностн xk- х удовлетвор яют соот-
ношению 

(3.2.46) 

и если потребовать, чтоб ы метод (3.2.45) бы.1 согласованным, 
то должно выполняп,ся условие 

ИЛИ 

(3.2.47) 

Таким образом, 
т т 

ут+l- х = L ат, i (xi- х) = L ат, ;Н1 (х0- х) = р (Н) (х0- х), i=l i=i 
где р ( Н)- матричный полином вида 

т 
р (Н) = L ат tH1. i=l 1 

(3.2.48) 

(3.2.49) 

И:�-за той роли, какую играет этот полином в поведении по
грешности, полуитсрационные методы рассматриваемого типа 
известны также под н азванием метоdои полиномиального уско
рения. 
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Если мы хотим выбрать скаля р ы  ctm, i та к , чтобы максими
зировать скорость сходимости, нужно минимизировать спект
ральный радиус полинома р (Н) ( см. при.J.южение 2). Условие 
(3.2.4 7) эквивал ентно 

p(l)=l. (3. 2.50) 

Опреде.1им !7>m к а к  множество полиномов р степени  т, для ко
тор ых в ы полняется (3.2.50) . Поскольку собственные з н а чения 
матрицы р (Н) р а в н ы  р ('Лi), i = l, ... , п, где Л1, • • •  , 'Лп- соб
ственные  значения матр ицы Н, в

.
озникаст задача минимиза ции 

min max 1 р (Лi) 1 . (3.2.5 1) pe9'mi.;;;;,i .;;;;n 
Решение задачи (3 . 2.5 1) в та кой поста новке п редставля ется 

невозможным, та к как собственные  з н а чения матрицы Н из
вестны лишь д•lЯ некотор ых  специальных  случаев; об ычно мы 
распол агаем (в лучшем случае) лишь некотор ыми оценками 
собственных  значений. В качестве пример а предположим, что 
все собственные значения матрицы Н веществен н ы .  Этот слу
чай имеет :\\:есто для итерационн ы х  методов Якоби и SSOR, 
есл и матрица А симметр ична  и положительно оп р еделена  ( см. 
пр иложсине 2) , одн а ко, вообще говоря,  это не относится к ме
тоду SOR. Пусть Л1 и Лп- соответственно ми нимальное и ма к
симал ьное собственные  значения матрицы Н, и пусть 

Тогда ве.lИчина 
-l < а�Л1 < An�b < l. (3.2 . 5 2 )  

miп max 1 р(Л) 1 
Ре<'/'та.;;;;л.;;;;ь 

(3 . 2.53) 

является вер х н ей оцен кой величин ы (3.2.5 1) , поскольку ма к
симум по всем собственным значениям з аменен н а  ма ксимум по  
и нтерва.•J у, который содерЖит все эти собственные  з н а чения. 
Минима ксна я задача  (3.2.53) яв.1 яется классичес кой и может 
быть решсна  с испол ьзов а ни ем Iюл иномов Чебышёва первого 
рода . �1и полиномы можно опредс.'lить при  помощи рекуррент
н ы х  соотношений 

То (Л) = l, Т1 (),)=Л, Ti t 1 (Л)= 2ЛТi (),)- Ti-I (/...), 

или явного в ы р а жения 

i = l' . . .  ' т - l' (3 . 2 . 5 4 ) 

Т т (Л)= cos (т arccos lw), 1 '), 1 � l. ( 3.2 .55 )  

Многочл е н ы, определенн ы е  формул ами (3.2 . 54 ) , дают р ешение 
задачи (3.2.53) в случае, когда а= -l и Ь = l. Для других 
и нтервалов достаточно сдел ать линейную замену переменной, 
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отобр ажающую отрезок [а, Ь] в отрезок [-1, 1]; тогда реше
ние  задачи (3 . 2 .53 ) будет выр ажаться фор мулой 

(Л) = 
Т ( 2?, - ! 1  - а ) Т ( 2 - Ь - а ) Рт т Ь- а / т Ь- а . (3.2.56) 

Из (3 . 2.54 ) следует (см .  упражнение  3.2.19) , что по.1 и номы 
Рт. определенные  соотношением (3 .2.56) , удовщ�твор яют р е
кур рентным соотнош ени я м  

Ро (/") = 1, Р1 (Л)= уЛ- V + 1, (3.2,57) 
Pi t 1 (Л)= Pi" 1 (vJ-- V + 1) Pi (1,) + (1- Pi+l) Pi-1 (Л), 

где п р и  � = (2 - Ь-a)j(b- а) 
2 2y�pi (�) Pitl = р. (�) t- 1 (3 .2.58) v= 2-Ь-а' 

Используя ( 3. 2 .54) , можно показ ать,  что вел ичи ны  р; та кже 
удовлетворяют р екуррентным соотношен иям ,  и м еющим сл едую
щий вид :  

Pl  = 1, Р2=2�2/(2��-1), Pit-l =4�2/(4�2-р;), 
i=2, Э, ... . (3.2.59) 

В п р и нци пе  можно получить J<оэффициенты ат, i пол и но м а  
Рт и затем использовать (3 . 2 . 45 )  1 ) . Одна ко з начительно более 
эффективным оказывается испол ьзова ние р енурр ентн ы х  соотно
шений  д.'!я Рт с целью по.1учения  а н аiюгич ных р екур р ентных 
соотношений дл я «ускорен н ы х »  итер аннонных пр иб.1 ижений  ут, 
определяемых фор мулой (3 . 2 . 45 ) . И:> (3. 2 .48)  и (3 . 2 .57 )  пр и 
е0 = х0- х получи м следующие фор му:IЫ:  

ут+l - х = Рт·(Н) е0= Рт (у Н+ (1- V) /) Рт-1 (Н) е0 + 
+ (1- Рт) Рт-2 (Н) е0 = 

=pт(vH+0-1')/)(ym-x)+(l-pт)(yт-l -х)= 
= Рт (vH + (1 - V)!) ут + (l - Рт) ут 1 

- Pm (vH + (1- V) /) х - (1 - Рт) х. (3.2.60) 

Так к ак Нх = х- d, получ аем 

Pт(vH+(l-v)/)x+(l-pт)x=-pтvd+x. 
и (3 .2 .60) п р и нимает в ид 

ут+l =рт(V(Нут+ d)+(l-у) ут)+(l-рт)Ут-1. 
(3.2.61) 

1) Такая схема, как правило, оказывается совершенно нспрнемлс'V!оЙ для 
практических в ычислени й , так как она даже при умеренных значениях т при
водит к резкому возрастанию погрешностей округления.-- П рад псрсв. 
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Это и есть основное р екуррентное соотношение, связывающее 
«ускорен ные» приб.'l ижения  yi, которое носит  название  чебьt
шёвского полуитсрационного метода и .1и метода чебышёвского 
ускорения. 

Теперь  выч ислительную п роцедуру  можно построить сле
дующим образом .  В начале  (т+ 1) - го ш ага выполн яется одна 
итер ация  базисного метода , и сходя из п р ибл ижения  ут, после 
чего фор м ируется вектор Hym + d; затем выч ис.пенный в ектор  
включается в .1и нейную комбинацию с ут и ут-1 , ч тобы в со
ответствии с (3.2.61) получ ить ym+1. Поэтому,  если вектор Hym + d вычислен ,  то дл я получения  ym+I достаточно ум но
жений ска.1 я р а  на  вектор , а также выч исления  триад. Та к и м  
образом ,  этот м етод очень  хорош дл я вектор н ы х  и п а р аллель 
ных  выч ислений ,  при  услов ии ,  что и са ма  базисна я  итера ция 
также хорошо векторизуется и р аспар аJI.пел ивается .  Главной 
п робл е мой остается получение  хорош их  оценок а и Ь н а и мень
шего и н а ибо.1 ьшего собственных  з н а чений  м атрицы Н. 

Упражнения  к параграфу 3.2 
1. Проверит1.., что ( 32. 3) эквивалrнтно ( 32. 1 ). 

2 �'беднться, что ( 3  2.6) действительно явл яется матричны\f представле 
ннем итера ции метода SOR ( 3  2 4). 

3. Для  системы из трех уравнений с трем я неизвестным и выписать все 
шесть возможных иереупорядочений этой системы , получае мых при  пом ощи 
пер естановак уравнен ий  и соответствующих Н('известных 

4. Вышн:<I 11. в явном шце ур авнения ( 3  2. 1 5) п р и  N = 3 и N = 4. 

5 Вы писать схему распределени я  векторных регистров, соответствующую 
рис. 3. 1 . 6 , для красно-черного метода Гаусса- Зейд('ЛЯ. 

6 В ыполнить вычисления, соо·Jветствуюнше ( 3 .2 2 1 ), чтобы получить но
вью значения в чер н ы х  точках ,  исходя из з н <Iчений в красных точках. 

7. Предпо.1ожпм, что зн ачение N 'Iетно 11 к сетке добавлен столбец фик
тивн ых граничных точек , обеспечи вающий корректн ое выполнени е  красно 
черной итерационной процедур ы  Для Ве/\тор ного компьюrера ,  затрачиваю
щего н а  обра ботку вектора длины т вре'llя 1 000 + lOm, оценить потерю эф
фективности , связа н н ую с указан ными дополнительньвш :точка ми сетки, как 
функцию от N 

8. За писать уравнени я ( 3  2.24) в м атричной форме (3 2 25) с использо
ванием красно-черного упор ядочен и я  и показать , какую структуру будут 
иметь матрицы DR и Dв. Выписап, уравнения  в явном виде при N = 4. 

9. Выписать в явном виде систем у  ( 3.2.26) для у р а внений ( 3  2.24), ис
лою,зуя четырехцветнос упор ядочение, показан ноС' на рис. 3.2.8,  при N = 4. 

1 0. Найти раскр а шиван и я, п ригодные для шаблонов (а) и ( с), показан

ных н а  рис 3.2 9, и убедитьс я , что м и н и м альн ое количество цветов, обеспечи
вающее лока .� I..нос р аздrление неизвсстн ых,  действнтельно будет таким, как 
указано  в пояснени и  к этому рнсуику. 
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11. Проверить, что раскр а ш ива ния ,  п р иведеин ые н а  рис. 3 2 10, действи 
тельно подходят для шаблонов,  tюказанных на рис .  3 2.7 и 3 2.9Ь соответ
ственно 

12. Найти схемы вычислений ,  аналогичные 3 2 31, для пересчета значе
ний в черных, зеленых  и белых  точках Ра ссмотреть также случа й,  когда 
N =1= 4М, и исследовать возникающие при этом проблемы 

13. Проверить, что раскрашивания ,  при ведеиные н а  рис. 3.2.14, действи
тельно подходят для ша блонов (а) и (с) на  рис. 3.2 9, если используется по
линей н ы й  метод SOR 

14. Показать, что для девятиточечного ш а блона ,  нриведен ного на 
рис. 3 2.7, три четырехцветных упор ядоче н и я  

G О R В 
R. В G О 
G О R В 
R В G О 

о в о в 
(i R G R 
в о в о 
R. G R. G 

G О G О 
R. В R В 
G О G О 
R. В R В 

являются единствен ными (с точнос1ью до перестановак цветов) уnорядоче
ни я м и ,  п озволяющим и добиться :lrJкa.%1IOГo разделени я  точек ша б.1она .  

15. Написать псевдокод итераций ме1ода SOR с четырехцветны'll упор я
дочением,  используя  специальный ЩJШ'\I, п родемонстрированн ый на рис. 3 1.8. 

16. Применить п р ием Конра.tа- Валяха  п р и  w = 1 для дискретного 
уравнения  Пуассона  (3.1 5). Сде.1а11> то же самое для урав нений  с красно
черн ы м  переупорядочением 

17. Рассмотреть дифферснцна.н.IIО<' уравнение ихх + иуц + llxч = 4 на  еди
н ичном квадрате с ус.1овие:�1 и (х, 11) · t2 + у2 на гра нице квадрата .  Показап,, 
что точным решением этой задач н }III:Iяrтcя фун кция и (х, у) = х2 + у2• Для 
дискретных уравнений  (3 2.24) с а = 1 11 с правоii частью, равной 4/z2 B'llecтo 

2 ? 
нуля ,  показать, ч1о их точн ы м  pcшriiiieм являсп·я фун кдня uii = 'i + Yj· 
(Заметим, что указанные  решсин я  в точности те же, что 11 дл я уравнени я 
ихх + иуу = 4, см.  упражнение (3 1.16).) 

18 Для ди скре гной задачи из упражнени я  17 написать нсевдокод, реа
лизующий м ногоцветный �·етод SOR Оценить время в ы полнени я  одной ите
рации как функцию от N. 

19. Использу я (3.2.54), проверить соотношен и я  (3 2 57). 

Литература и дополнения к параграфу 3.2 
1. Методы Гаусса - Зейделя ,  SOR и SSOR, а также их блочные и п олу

нтерационные версии являются I<ла ссически м и ;  подробное онисан и е  их м а 
тем а тических свойств м ожно н а йти в монографнях  [Varga, 19621 н [Young, 
1971]. 

2. Релаксационный м нож итель можно ввести также и в схему м етода 
Я коби,  но обычно  это не делается. Однако в работе [Schonauer, 1983] сооб
щается об обнадеживающих рез ультатах, полученных для метода Я коби с пе
ременной верхней релаксацией,  где рел аксационный пара метр н аходится в 
довольно сложной зависимости от номера итерации .  

3.  Уже н а  ранних  этапах  исследовани й  по п а раллельным в ычислен и ям 
был осозн а н  тот факт, что красно-чср1юе упор ядочени е  позволяет достичь 
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высокой степени параллелизм а при решении дискрРтного уравнени я Пуассона 
методом SOR ( см., например, [Erickseп, 1972] и [Lamblotte, 1975]. Через не
сколько лет ряд исследователей неза висимо выдвинули идею использования  
более чем двух цветов дл я более сложных ситуаций;  трактовка  многоцвет
ны х упорядочений ,  принятая в тексте, следует работе [Adams, Ortega, 1982]. 
Влияние многоцветных переупорядочений на скорость сходи мости остается 
еще не в полне ясны м, хотя в работе [Adams, Jordan, 19851 nоказано, что в 
определенных ситуациях асимптотическа я скорость сходи мости п ри исполь
зовании некоторых многоцветных у порядочений совпадает с асимптотической 
скоростью сходимости при естественном упорядочении См. также работу 
[Adams et al, 1987], где проводится анализ скорости сходи мости для 'lеты
рехцветных упорядочен•1й девятиточечной дискретизации  уравнения Пуас· 
сона, и [Adams, 1986}, где при водится дальнейшее обсужденщ• многоцветных 
упорядочений В ра боте [Kuo et al., 1987} анализируется Ml'Ioд SOR с крас
но-черны м упорядочением для мультипроцессора с решетчатой структурой 
межпроцессорных св язей, причем рассматривается использов ание релакса
ционных п араметров Ш;j, зависящих от точки сетки Затраты времени на меж
процессорные обмены данным и  при реализации красно-черного метода SOR 
на в ычислительной системе с локальной п а м ятью изуча ются в [Saltz et al., 
1987}. Кроме того, там же показано, что проверка сходимости итераций может 
потребовать чрезмерных затрат времени на вычисJштельных систе м а х  такого 
типа ,  и предложены различны е  вероятностные способы проверки. Идея мно
гоцветного раскрашивания  была также и спользована в работе [Berger et al , 
1982] для построени я методов сборки конечно-элементны х ура внени й .  

4. В работе [O'Leary, 1984] были предложсны другие т и п ы  многоцветных 
упорядоченпй , в частности упорядочени я вида 

3 3 1 1 3 3 1 2 3 3 

3 3 2 2 3 3 2 2 3 1 

3 1 2 2 1 1 2 2 1 

1 2 3 1 1 3 3 1 

1 3 3 1 2 3 3 2 2 

Здесь точки сетки группируются в блоки по п ять точек в к а ждом (за исклю
чением  при граничных точрк) . .  Сначала упорядочиваются все точки, помечен
ные единицей, затем - все точки, помеченные двойкой,  и, наконец, все точки,  
nомеченные тройкой Возникающа я с истема  уравнений и м еет вид (3 2.28) при 
с = 3, но теперь D; представл яют собой блочно-диагональные м атрицы с бло
ками  размера не более 5 Х 5. Теперь можно при менять итерации блочного 
метода SOR с проходами  типа  блочного метода Якоби, включ ающим и  реше
IIИе систем ура внений  пятого порядка ( ил и  меньше). 

5. Прием Копрада - Валяха  описан в работе ГConrad, Wallach, 1977] 
В последствии эти же а вторы (см .  [Conrad, Wal\ach, 1979}) распространили пред
ложенный подход на случай «попеременных итераций» более общего вида 

1 1 k+ 2 k k+l k+2 В1х =С1х + Ь, В2х =С2х + Ь, 
где А = В,- с, = В2- С2 представляЮт собой такие расщеплени я матрицы 
А, что В1 и В2 являются треугольным и  матрицами. 

6. Подход к распараллсливанию метода SOR, основанный на анализе по
токов данны х, впервы е  был реализован в работе ГPatel, Jordaп, 1 984] . Впо
следствии он был использован в ГAdams, Jordan, 1985] в качестве и нструмен
та анализа скорости сходимости многоцветного метода SOR. 
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7. При и с пользовании  метода SO R, а такJКе других итерац ионных мето 
да� иногда предлагается масшта бировать матрицу А перед н а •Jало \1  итера
ции таки м образоы, чтобы ди агона .1ы1ые эле м е нты ста:ш ра вны еди н ице. Так, 
если D - диагональная часть м атрицы А, то диагональные эле менты матрицы 
D- 1 A  будут равны едини це. Однако такое п реобразование,  вообще говоря, 
нарушит симметрию матри цы А, и поэтому о бычно для симметричных мат
ри ц А с полож ительными ди агональными элемента ми  прнмен ястс я м асштабн
рованис вида D 1 12A D 1 i2 Если про ведсна та кое масш rа бнрованн е , то во вре
мя выполнения итераций SO R не потребуетс я деления ( или  у �шо ж ен1 1я н а  D- 1 ) .  Требуется все же некоторый анализ, позволяющи й оценить , бу дrт л и 
указанная экономия  пер евеши вать затраты на выполнение ма с ш табирова ни я 
перед началом итераций.  Это зависит, конечно , от трrбуемо го ч н сл а  I IТt>р а 
ци й ; однако для многих задач масштабирование оказывается полrзны\1 .  

8. Результаты в ычисленпй н а  компьютера х CDC CYB E R  205 н CRAY - 1  
с использовани ем красно-черного \lстода S O R  при водятся в р а ботах [Youпg 
et а / ., 1 985] и [Кincaid et а/., / 986а , Ь] . В ра боте [Houst is  et al., 1 987] для ре
шения снетемы ура внений, возникающей при дискретизации ура внения Пуас

сона кубическими сплайнами по методу коллокации, использовалс я блочны й 
метод SO R. Рассматри валжъ как синхронная, так и асинхронная вrрси и ;  для 
ни х при водится время вычислений на вектор ном компьютере CYB E R  205, на  
системе A l lian t FX/8 с восемью процессорами , н а  системе F L E X /32 с семью 
процессора ми, а также на Sequent Balance 2 1 000 с 24 процессарами См так
же р а боты [Piemmons, 1 986], где р ассматриваетс я параллельный блочный ме
тод SO R в приложении к задачам анализа конструкци й ,  и [Saad, Same h ,  Say
lor, 1 985], где ра ссматриваются чебышёвсю1е полуип•рационные методы.  

9. В работе [O' Leary, W h ite, 1 985] (см .  также [Neumann, Plemmoпs, 1 !)87] и [Wh i!e, 1 9871) рассматри ваются м ультирасщепления ма трицы А в нда 

i = 1,  . . .  , k, (D1 ;;,. 0) .  

d = (± D1B1 · 1) Ь, 
k 

н =  L DiBi lC l ,  
i= l  t = l 

и соответствующи е итера ци и вида xk+ 1  = Hxk + d. Многие стандартные ме
тоды, включая метод SO R, можно использовать для построения таких ите
раций .  Это указывает еще один подход к распараллслированию вычи слений . 

1 0. В ра боте [ Reed, Adams,  Patrick, 1 987] из учается время, затрачи ваемое 
на передачу да н н ы х, как фун кц ия от вида меж процессорны х  связей, способа 
распределения вычнслени й по процессарам и вида шаблона, заданного на раз
ностной сетке. В ча стности , изложение сосредоточено на треугольных,  прямо
угольных и шестиугольных решетках п роцrссоров н пяти - и девятиточечных 
сеточных шаблонах .  Утверждается , что вес. эти три фактора долж ны расс "" а 
три ва ться согласованно и что рассм отрсниr только одного или д в у х  из них, 
вероятно, прпведет к неоптимад ьн ы м  резуJ1 ьтат а м  Среди теоретическ их ре
зультатов получен следу19щи й :  для п ят1почсч н ы х  ша блоно в нанлучшими яв
ляются шест иугоJJьные соединения п р оцессоров,  при условии , что возмо ж н а  П t' 
редача малых па кетов данных . · Если же доп устима персдача только больши х 
пакетов данных,  то спра ведливо обратнос за ключенне См. т акже работу 
[ Patrick et  а \ . ,  1 9871 . 

1 1 . Весьма изощренное использовани е  итера ций Га усса - Зсйдt'Л Я можно 
встретить в м ногосето•1 н ы х  метод а х .  Предполож и м ,  что vравнсниr в ч а стны х 
произ водных дискретиз овано на сетке, в точка х которой и щутся требуемые 
при ближенные значения решения. Назовем эту сетку мелкой, а подмноже-
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ства с е  точек буде\1 н а з ы в а ть б одее гpyбьt.ltU сетка м и . В многосеточно м  ме
тоде вы полн яетс я неекольhо 1 1 1 е р а ц и й  Гаусса -- Зейдел я на мелкой сетке, за
тем ннфор�1 ацн я с узлов м елкой сетки «со бира ется» в узлы более грубой 
се r к и ,  1 1  выполн яется несколько нтср:щий Г аусса - Зейдел я на этой грубой 
сетке.  Этот п роцесс п о в т о р я ется с и с п ольз о в а н и е м  все более грубых сеток. 
И н фор:.1 а цн я ,  пол у че н н а я  на 3TIIX гру б ых сс r к ах, затем возвращаетс я обр атно 
на более мелкис Cl''I KII при ноVIощв в н rерполяцн и Описанный п роцесс вклю 
ч а с г в сt>б я �tнoro ва ж н ых деталей ,  и м еетс я т а к ж е  много вариантов основной 
ндРв м ногосс1 о •шого метода Рt>ализованные надлежащим образом ,  м ного
сеточ н ы е м е т о д ы  с1 а н о в ятся вес болеt' 1 1  более п р н влека тел ь н ы м и  дл я м н оги х 
зада • 1  Одной нз ра н н и х фундаментальных  ра бот на эту тему являетс я 
[Bra n d t . 1 977] 1 )  Среди бо.1ес совре� •сн н ых ра бот, посв ященных п а р аллель
н ы м  1 1  векторны м реализаци я м ,  м о ж н о  н а з в а т ь  [Barka i , Brandt , \ 983], [Ch a n , 
Saad ,  Schu l t z .  1 987 1 .  [Gашюп ,  \ ап Rosen da le,  1 986),  [Chan , Tumi naro , 1 987], 
[Kamo"• i tz ,  1 987] ,  [N a i h, Ta ' asan ,  1 987] В р а боте (McBryan, 1 987] рассм атри 
вается рсал в з а ц н я ряда методов ( S O R. сопряженных градиентов ,  мноrосеточ
н ы х )  на комньютере Coппec t ion  ,\1 ach i п c с 32000 процсссоров .  

3.3. Методы м и ни м изации 
Есл и  веществен н а я  матрица n Х n является си м м етр ич ной и 

положительно оп р едел енной , то ( см .  упр ажнение  3 .3 . 1 )  решение  

Рис. 3.3. 1 .  Персдв и ж е н и е  вдоm, вектор а на прав.1ения 

ли ней ной системы А х  = Ь эк в ив алентно м и н и м из ации  квадр а 
тичной функци и 

(3 . 3 . 1 )  

Известно большое кол и чество итер ационных м етодов м и н и м и 
з ации  функций Q типа (3 .3 . 1 ) .  Большинство таких м етодов 
и м еют общий вид  

(3 . 3 . 2) 

где pk - векторы направлен ий, а скаляры a.k определяют рас
стоя н ие , н а котор ое осуществляется продвижение  по н а п р а вле
нию pk , ка к поr.азано  н а  р ис .  3 .3 . 1 .  В зависимости от выбора  
a.k и pk мож но получить м ножество р а зл и ч н ых м етодов. 

1 )  Хоро ш и й  обзор о1 ечсственных работ по этой  те м а т и ке,  в частности 
р а бот Н .  С. Ба хвалов а и Р. П Фсдоренко, можно н айти в работе [Федо 
рснко Р. П. Итера ци он н ые методы решени я разностных элли птических урав
нений . - УМН,  1 973, 28, вып 2]. - Пpu,n. перев. 
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Воз можно, н а и более естественн ы м  способом выбора ak пред
ста вляется тот, п р и  котором достигается м и н и мум Q в н а п р а в
лении  pk , т. с. 

Q (xk - akp �< ) = min Q (x k - apk) . (3 . :�.3) 
а 

Для зада н н ых векторов xk и pk (3 .3 .3) п р едставля ет собой од
номерную задачу  м и н и м изации  по  перемен ной а, 1\Оторую 

Q (жk) 

Рис. 3.3.2. Одномерная миннмизация 

можно решить в я в но м  в иде. Дл я простоты обоз н а ч е н и й  опу
сти м и ндекс ы дл я xk и pk .  Тогда 

q (а) == Q (х - ар) = ; (х - ар)т А (х - ар) - ьт (х - ар) = 

= ; хтАх - артАх + ; а2ртАр + артЬ - Ь  х 

l l 
= 2 ртАра2 - рт (Ах - Ь) а + 2 хт ( Ах - 2Ь) .  

(3 . 3 . 4) 

Поско.'l ьку предпол агается ,  что матрица А положительно опре
делена ,  то ртА р > О  и квадратный  трехчлен q относител ьно а 

д<?стигает м и н и мума  при  q' (а ) =  О ,  т. е. п р и  

ak = (рk)т (Axk - Ь)/(рk)т Apk . (3 . 3 . 5) 

Эту с итуа цию иллюстр и р ует р ис .  3.3 .2 .  

Покоординатная релаксация 1 )  

Пусть е; - вектор ,  i -я  ко м понента которого р а вна еди н и це, 
а все остальны е - нулю. Оди н из простейших  способов в ы бо р а· 
в екторов н а п р авлений - это цикл и ческий перебор векторов 

1 )  В оригинале un iYar ia te re laxa t ion,  т. с.  релаксаци я n o  одной псрсмсн·  
ной - П рим. пере в .  
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е1 , . . .  , е " :  
р0 - о е 1 , р 1 = е� ,  . . . , р" - 1 = еп ,  p" = e t  . . . . . 

За мети м ,  что eJAe 1 = а; 1 и 

n 
er ( Ах - Ь) = L ai jxf - bt· i = l 

22 1 

(3 . 3 . 6) 

Т а к н :-.1  образом ,  сел и pk  = е; и ak  в ы би р а ется по п р и нципу  м и 
н н м t� з а ц и и  (3 .3 .5 ) , т о  СJi едую щсе итер а ционнос пр ибл ижение  
зада ется фор м улой  

n 

xk + I  = xk - ake · = xk - -1- (" а xk - Ь ) е ' а . .  f.J l f 1 1 i '  
1 1 / = 1  

(3 . 3 . 7 )  

В соотнош е н и и  (3 .3 . 7 )  в е ктор ы  xk+ 1 и xk раз.'! и ч а ются то.1 ько 
з н а ч е н и я м и  i -й ком поненты.  Действител ьно,  (3 .3 .7 )  эквнва.Тi снт
но м и н и м из а ц и и  Q по i- й персмен ной х: п р и  сох р а н е н и и  по
стоя н н ых значений  всех остальных  ком понент xk . 

Расс м отр и м  тепер ь  первые  n ш а гов (3 .3 .7 )  дл я тех ком по
нент,  з н а ч ен и я  которых изменяются ,  с учето м того, что xf = х� . 
пока не  измен ится j-я  ком понента : 

х � = х!! - а . = х� - -1- (� а .  х1 + � а . х0 - Ь .)= • • • • а . .  f.J 1 1  1 f.J • J  J • " i = l  1 = 1 

=f.-(ь� - L а;1х� - 2: а ; 1х�) · i = 1 ,  . . . , n .  (3 . 3 . 8) 1 1  J < l j . ,  

Получается,  что первые n ш а го в  rю коорди натной  рел а кса ц и и  об
ра зуют одну итер ацию м етода Га усса - Зсйделя ,  т. с.  м етод 
Гаусса - Зсйдел я оказы вается эквивалентн ы м  выпо.Тi нению n 
последовател ь н ы х  ш а гов  покаординатной р ел а ксации  и объявле
н и ю  полученного результата очередн ы м  итера цион н ы м  п р иб.'! и 
жением .  

Верхняя  релаксация 

Дл я л юбого м етода вида ( 3 .3. 2 )  можно в допол нение  к п р и н 
ц и п у  м и н и м изации  ввести р ел а ксацио н н ы й  п а р а метр (!) .  П р и  
этом а, ,.  определ яется как 

(3 . 3 . 9) 

где ak - то значение, п р и  котором Q м и н и м из и руетс я в н а п р ав 
лен и и  р�< .  Ил.1 юстр а цисй  дл я  (!) > 1 служит рис .  3 .3 .3 .  Таким  
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обр азом ,  п р и  w =1= 1 новое п р и ближение  xk.LJ  уже не м и н и м изи 
рует  Q в н а п р а влении  pk . 

Рис .  3 .3 .3  показывает, что Q (x k - wakpk) < Q (xk) п р и  w > О 
до тех пор ,  пока  не  будет дости гнуто зна чение  w, п р и  котором  
Q (xk - wakpk)  = Q ( xk) .  В силу  си м м етр и и  квадратич ной функ 
ции  одной переменной  относ ительно ее точ к и  м и н имума  ука 
з ан ное значение  w равно  2 ,  J< ак показано н а  р исунке .  Таким  

ж 11 - ш о\ р11 
Рис 3.3.3. Вер х н н я  рел а кс а ц и я  

обр азом ,  Q (xk+ 1 ) < Q (xk ) при О <  w < 2 , и Q (xk+ 1 ) � Q (xk )  в 
противном  случ а е  ( с м .  упражнение  3 .3 . 3 ) . 

Убыва ние  Q п р и  О < w < 2 лежит в основе теоремы Остров
ского - Р а й х а  3 .2 . 3  о сходимости итер аций  м етода SOR .  

Скорейший спуск  

Дл я функции g от n персменных  в ектор гр адиента Vg в 
точке х , взятый с отр ицательным  з н а ком ,  определяет н апр а в
лен и е  н а иболее сильного локального убывания функции g 
в точке  х . П оэтому  естественным  в ы бором в ектор а н а п р авления  
р�< в алгор ит\1е  м и н и м изации  является 

pk = VQ (xk) = Axk - b, (3 . 3 . 1 0) 

что и определ я ет метод скорейшего спуска 

xk+ 1  = xk - ak ( Axk - Ь) , (3 .  3 . 1 1 ) 

известны й  также как  метод Ричардсона. З а м ети м , что есл и 
матрица А масшта бирована  так ,  что ее диагональные  э.'! ементы 
р ав н ы  еди н и це и a k  = 1 ,  то (3 . 3 . 1 1 )  сводится к итер а ционному  
методу Я коби  ( см .  у пражнение  3 .3 .4 ) . 

Несмотр я н а  то что персмещение  в н а п р а влении  гр адиента ,  
в зятого с противо полож н ы м  з н а ком ,  п р и водит к н аибол ьшему  
лока.'! ь ному  убьi в анию  значения функци и Q, метод скорейшего 
спуска  обычно  сходится очень медленно .  
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Методы сопр яженных н аправлен и й  

В есьм а  интер есный и .  важный кл асс методов ,  получивших  
название  .методов сопряженных направлений, возникает,  когда 
в нашем  распоряжении  имеются п векторов н а п р а влений  р0, • . •  

. . . , pn- 1 , удовлетвор яющих ус:ювию 

(3 . 3 . 1 2) 

Таким  обр азом ,  эти векторы ортагональны относительно ска 
л я р ного п роизведения  (х ,  у ) = хтАу ,  определ енного пр и  помо
щи матрицы А ;  их  на зывают та кже сопряженными относитель
но А .  

Одно и з  основных  свойств методов сопр яженных н а п р а вл е
ний  фор мули руется в виде следующего р езультата .  

3.3. 1 .  Теорема о сопряжеuных направлениях. Есл и А - ве
щественная симметричная положительно определенная .матри
ца п Х п, а р0 , • • •  , pn-l - ненулевые векторы, удовлетворяющие 
условию (3 .3 . 1 2 ) , то при любом начальном прибл ижени и  х0 
итерационные приближения xk t t = xk - akpk, где ak выбраны 
в соответствии с принц ипо.м .мини.мизации (3 .3 .5 ) , сходятся к 
точному решен ию системы А х = Ь не более чем за п шагов. 

З а мети м ,  что теоре м а  3 .3 . 1 г а р а нтирует не только сходи
мость итераций ,  но и то, что в отсутствие ошибок  округления  
дл я сходимости требуется конечное ч исло итер аций ,  н е  п р е
восходящее п. Таким  образом ,  м етоды сопр я женных н а п р а вле
ний  в сущности я вл я ются п р я мым и м етода м и ,  одна ко н аибо
лее полезной оказывается их тр а ктовка ка к итерационных ме
тодов, на чем мы в да.'lьнейшем  вкратце остановимся .  

Чтобы убедиться в справедли вости теоремы 3 .3 . 1 ,  р ассмот
рим снача .11 а  квадратич ную фун кцию 

n 

Q (х) = + L aux� - Ьтх , (3 . 3 . 1 3) 
i = 1 

котор а я  отвеча ет ди а гональной м атр ице А .  Нетрудно в идеть 
( см .  упра жнение  3 .3 .5 ) , что методом покаординатной рел а кса 
ции м и н и мум функции  (3 .3 . 1 3 ) достига ется з а  п ш а гов .  Одна ко 
е 1 , • • • , en обр азуют н абор сопр яженных н а п р а влений  отно
сительно диа гональной м атр ицы, и ,  та ки м  обр а зом ,  в этом слу
чае покоорди натная р ел а ксация эквивалентна  м етоду сопр яжен
ных  н аправлений ,  в котором p i-1 = е;, i = 1 ,  . . .  , п.  

В общем случае, если Р - м атр ица со столбца м и  р 0 ,  • • •  

. . . , pn- 1 ,  то соотношения  (3 .3 . 1 2 )  эквивалентны м атричному 
тождеству  ртА Р  = D, где D- диагональная  м атрица .  Таким 
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обр азом , выпол нив  з а м ену  персменных х =- Ptt .  квадр атичную 
фор му ( 3 .3 . 1 )  можно предста вить в виде 

+ (Ру)т АРу - ЬтРу = � утDу - (РтЬ)т у ,  (3 . 3 . 1 4) 

т. е .  она п р и н и м а ет тот же вид,  что и ( 3 .3 . 1 3 ) , но  в персменных 
у. Легко убедиться в том ,  что метод сопр яжен ных направлен и й  
в исходн ы х  персм енных  х эквивалентен покаордин атной р ел а к
сации  в новых персменных у ( см .  упражнение  3 .3 . 6 ) , и из  п р и 
ведеиных выше р а ссуждений следует, ч т о  м и н и м у м  рассматри 
ваемой квадратичной фор мы будет на йден не  бо.'!ее  ч е м  за  
n ш а гов. 

С другой стороны, можно дать непосредствсн ное доказа 
тельство теоремы 3 .3 . 1 ;  это де.1 а ется следующим образом .  За 
мети м сначала ,  что 

( Axk t l - Ь)' pi = ( Axk - а" 1р � - Ь)т р ; 
= 

= ( Axk  _ Ь )т Pi _ ak ( J1pk)т pi . 

Используя сопряженность н а п р а влений  pi и pk п р и  j =F k и 
определение  (3 . 3 .5 )  в ел и ч и н  ak п р и  j = k, 1ю.1 уч а е м  

( Ax k + l - Ь)т pi = ( Axk - Ь)т р 1 ,  j < k , 
(Axk + 1 - Ь)т pi = О , j = k . 

Отсюда 
(Ах  n - Ь) т р1 = ( Axn - 1 - Ь) т pi = . . . = (11 х ; 1 - Ь) т р1 = О 

дл я j = О, . . .  ' n - 1 И ,  поскол ьку р0 , • • •  ' р "  1 .1И Ней но неза 
виси мы, Axn - Ь = О. Может с.1учиться T <J I\ , что А х''1 = Ь д:1 н 

некоторого номера  т <  n ;  это о :! Н а ч а ет,  что реше н и е  уже  по 
лучено н а  т -м  ш а ге. 

Чтобы п р и м енить м етод сопр яженных н а п р а влений , мы, 
естественно ,  должны р аспол а гать векто р а м и  pi ,  которые удов ·  
летворяют услови я м  (3 .3 . 1 2 ) . Одни м  из  кл ас(;ических  м ножеств 
сопр яженных векторов является набор собствен ных векторов 
матр и цы А . Пусть х , ,  . . .  , Xn - ортогональные собствен ные век
торы, отвечающие собственным значениям  Л.1 , • • •  , Л.п. Тогда 

xiAxi = Лixix1 = О , i =F j , 

т. е .  Xi сопряжены относительно А .  Одна ко это н е  п р ибл изит 
нас  к п р а кти чес кой реализации м етодов сопр я женных н а п р ав
лений ,  поскольку  отыскание  всех собствен ныл векторов матр и 
цы А п р едставляет собой гораздо более сложную задачу,  чем 
решение л и нейной системы. 
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Другая возможность заключается в ортогонализации м но
жества линейно независимых векторов у1 ,  . . .  , Yn по отношению 
к скалярному произведению (х, у ) = хтАу. Одна ко и этот под
ход требует чрезмерных затрат.  

Метод сопряженных градиентов 

Наиболее эффективный способ построени я последователь
ности векторов сопр яженных напр авлений для систем ы  
А х  = Ь - это метод сопряженных градиентов, в котором век
тора напр авлений генерируются в процессе выпол нения самого 
м етода .  Н иже приводится основной алгоритм, в котором исполь
зуется скалярное произведение (х, у ) = хту, а через rk = 
= Ь - A xk обозначается Нl<!вязка на  k -м  шаге. Здесь фор мул а  
(3 .3 .5 ) вычисления a k  за менена на  другую фор мулу, эквива

лентную (3 .3 .5 ) в контексте метода сопряженных градиентов. 
Правомер ность такой замены обосновывается в приложении 3.  

Выбр ать х0, положить р0 = r0 ,  в ычислить (r0, r0) . 
Для k = O, l ,  . . .  

ak = _ (rk , rk)j(pk , Apk) ,  
xk+ I = xk - akpk , 
rk+ I = rk + akApk. 
Если / 1 rk+ 1  / 1� > е, продолжать.  
�k = (rk+ I , rk+ l )j(rk , r k) . 
pk+ I = rk+ I + �kpk . 

(3 . 3 . 1 5а) 
(3 . 3 . 1 5Ь) 
(3 . 3 . 1 5с) 
(3 . 3 . 1 5d) 
(3 .3 . 1 5е) 
(3 . 3 . 1 5 f) 

Формула (3 .3 . 1 5с) описывает следующую невязку, так как 
rk+ 1 = Ь - Axk + 1  = Ь - А (xk - akpk) .  

Поскольку вектор Apk уже известен, это позволяет сэкономить 
вычисление Axk. На двух заключительных шагах происходит 
вычисление следующего сопряженного н аправления ;  в пр ило
жении 3 показано ,  что получающиеся таким образом векторы 
pk  действительно являются сопряженными .  Таким  образом,  на  
основании  теорем ы 3 .3 . 1 можно заключить, что в точной ариф
м етике м етод сопряженных градиентов сходится к решению си
стемы А х  = Ь не более чем за n операций.  Заметим,  что су
ществуют и другие эквивалентные фор мулировки алгоритма 
сопряженных гр адиентов ;  некоторые из  них приведены в при
ложен ии  3 .  

Метод сопряженных гр адиентов всегда используется в соче
тании с той или иной формой предобусловливания. Это будет 
темой следующего парагр афа. 
8 Дж. Ортега 
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Параллельная и векторная реализация 

Методы, обсуждаемые в настоящем пар агр афе, базируются 
в основном на операциях вычисления скалярного произведения 
и матрично-векторных умножениях вида Ар . В частности, пол
ные вычислительные потребности одной итерации алгоритма 
метода сопряженных градиентов можно обрисовать следующим 
сбразом : 

(3 . 3 . 1 5а ) :  Apk, одно скалярное произведение ( (rk, rk )  уже из
вестно) ,  одно деление ;  

(3 . 3 . 1 5Ь) : 

(3. 3 . 1 5с) :  

(3 .3 . 1 5d) : 

(3 .3 . 1 5е) :  

(3. 3 . 1 5f ) :  

одна триада ; 
одна триада (Apk уже известно ) ; 
одно скалярное произведение ,  одно сравнение;  
одно деление ( (rk+t , rk+1 ) и (rk ,  rk )  уже известны) ;  
одна триада.  

Таким образом, общая потребность в вычислениях н а  одну 
итерацию составляет : 

вычисление Apk, 
два скалярных произведения ,  
тр и триады, 
два скалярных деления и одно скалярное сравнение. 

Условие (3 .3 . 1 5d ) : отвечает использованию лишь одного из  мно
гих возможных способов проверки сходи мости. Преимущества 
избра нного способа (3 .3 . 1 5d )  заключается в том,  что он почти 
не требует дополнительных вычислений,  так как величина 
( rk+1, rk+1 ) все равно потребуется на  следующем шаге, есл и  
сходимость еще не достигнута . Напротив, проверка,  использую
щая  величину l l xk+1 - xk l l = l k tkp k l l ,  требует р асщепления 
триады (3 .3 . 1 5Ь) , , а также отдельного вычисления нор мы .  

Для любой серьезной задачи в вычислительных затратах 
метода сопряже1шых гр адиентов будет доминировать вычисле
ние произвеДений Apk, и поэтому эффективная реализация этой 
операции является ключевым моментом .  Например,  ес.пи А -

диагонально р азреженная  м атрица,  то для векторных машин  
предпочтительно хранение м атрицы А по диагоналям и исполь
зование . техники матрично-векторного умножения по диагона
лям ,  описанной в § ,  1 .3. 
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В тех C. ' l ) Ч а Я Х ,  К О !  да м атр н ца . '\ l l \1 e� T  ХОТ\! бы НСС КО.1 ЬКО 
« I I О С ТО Я Н Н Ы \ »  .J. И а Г О Н а .'J С Й ,  М О ЖСТ б ЫТ!> ДОСТ J I Г Н УТО ДОПОJI Н И 
ТС.1 Ь НОе сокр а ще н и е  :J а тр а т . В к а честве к р а й не го с.1 у ч а я  р а с 
с мотр и м  м атр и цу ( 3 . 1 . 7 ) , отвеч а ющ) ю дискретно м у  у р а внен и ю 
I l у а ссо н а  н а  квадр ате .  Есш р а збисШ i l' вектор а р сог:1 асов а н о  
с р а з б и еш 1 см м а т р и ц ы  J! , по. 1 у ч а с м  

- т 

-/ 
Ар = 

- 1  

-/ 

- 1  т 
Тр 1 - р� 

Тр2 - Р 1 - Р.1 
TP.v - 1 - P v � - р , 

Tp v - P v - 1  

р ,. _  1 

P.v -

(3 .3 . 1 6) 

Прои :шсде н и я  Тр; ,  в свою очередь,  !'vюгут б ытJ ,  в ы ч нсл сны  по 
фор муле 

о Р ; .  z 

Р ; ,  1 
(3 . 3 . 1 7) Тр; = 4р; -

р; , v 

_ Pi, \ - 1 _ о 

Та к н м  о б р а з о м ,  в ы ч ис.1 <-' н ие  р а сс м ат р и ваемого п р оизведе н и я  
а н алоги ч но в ы пол нению итер а ц и и  Я ко б и  н а  сет ке с испол ь:ю
ва ни е м  векторов дл и н ы  N. Действите.1 ьно ,  та к ка к А = 
= D ( / - Н) , где D - д и а гона:1 ьн а я  ч аст J ,  м а т р и н ы  А ,  а Н 
м атрица пер схода дл я итер а ц и й  Я коби ,  то А и Н и меют од и н а 
ковую стр у ктуру ,  за  исключение\1  г .1 а в ной ди а го н а .'J И ,  р а в ной 
ну.1 ю  у м ат р н цы 11 .  Т а к и м  образом ,  у м нож е н и е  \1 атр и ц  А и.1 и  11 
н а  вектор тр ебуст одного и того Ж L' 1 10дхода .  В ч а стности ,  вы 
н о.1 нснис  опер а н и и  (3 .3 . 1 6 ) с и сно.l J , зо в а н исм векторов д.1 и н ы  
О ( N 2 )  потребует п р и менен и я  той ж е  тех н н ки ,  что и дл я м етода 
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Я коби ,  а и :vн.•н но, в е r ехода к обработке векторов дл и н ы  (N  + 
+ 2 ) 2 , в 11..1 Ю ч а ющих  гр а н и ч н ы е поз и ц и и ,  и.1 и  же выч исл е н и я  А р  
I l l'Cp eДCTBOM \\ а Тр И Ч НО- Вl' КТО ]J НОГО У М НОЖеН ИЯ П О  ДИ а ГОНаЛ Я М .  
Дста .1 и  м ы остав .1 яем  в качестве ув р а ж н с н и я  3 .3 .7 .  

П р и ведев нос выше обсужден и е  относится г.1 а в н ы м  образом  
I\ р еа:J из а u 1ш м етода сон р я жен н ы л  гради ентов н а  векто р н ы х  
ко м п ьютер а х .  Н а  п а р ал.1 ел ь н ы х  в ы ч исл ител ь н ы х  систе м а х  р ас
п р L·дсщ• н и с  JIO:\I I IOHcнт  векто р а  х" по  в роцессор а м  о п р едел я ет 
та кже и р а с п р сде.1 с н и с  ко м вонент  векторов  pk и rk . Н а п р и мер , 
д.r1 я дискретного у р а в н е н и и  П у а ссо н а  и .1 и  бол ее общего урав 
н ен и я  л р и п и с ы в а н и е  не которой точ к и  сетки ка кому -.� и бо n роцес
сор у п р и ведет к то м у, что 1\О М Jюненты векторов xk , pk и гk , отве

ча ющие этой точ к е  сетки ,  будут п р и п иса н ы  это му же л роцессору .  
Тогда у м ноже н и е  A pk п роис ходит в точ ном соответст в и и  с алго
р ит м о м  м е rода Я коби ,  обсужда в ш и м е н  в § 3. 1 ,  с тем отл и чием ,  
ч т о  теве 1н, p o:J J, в е 1 ;тора  неи .шест н ы х  и гр а ет ве J.;тор р " .  С к а л я р 
н ы е  нрои :шеде н и н  в ы •шс.1 я ются п р и  1 1 омощи су м м и рова н и и  
сдва и в а н ие м ,  и затем з н а ч L• н и е ak р асс ыJ1 ается всем  нроцессо
р а м .  Опер а ц и и  т р и ад д.1 я х" ' 1 , р" i 1 и rk  ' 1  в ы лол н я ютсн особен
но эффсl\тивно, так ка!\ в 1\а ждом лроцессорс  происходит 
обнов.1 е н и е  тоа ы .;о тех 1\0M J JOHL'HT, кото р ы е  в нем уже содер 
жатс я .  Т а ки м обр азом .  КJJ ю ч св ы м  мом енто м  реаJJ из а ц и и  м ето
да сол р н жсн н ы х  ·гр адщ·нтов на в а р аллел ь н ы х  м а ш и н а х  я вл яет
с я  п роцедур а  м а т р и ч но- вектор ного у :\i ножен и я  A pk ,  кото р а н  в 
основном зависит  от стру 1пу р ы  м атрицы  А .  Одн а ко даже есл и 
эту л роцедуру  удается сде:1 ать эффект и в ной ,  необходи мость 
в ы ч и с.'! ения  ска.г1 я р н ых произведений  n р и водит к некоторому 
понижению общей эффект и вности 1 ) . 

Декомпозиция области 

Одно и з  преимуществ м етода соnр яжен н ы х  градиентов за 
I<.IJ ю ч а ется в том ,  ч т о  о н  н е  требует я в ного зада н и я  матрицы А :  
ДОСТаТОЧНО .ТJ И IШ> ОбССПСЧ ИТI> НО::! МОЖ НОСТЬ ВЫЧ ИС.1еН И Н  ПрОИЗ ВС
деН И Н  А р. Рассмотр и м  в качестве илл юстр а ц и и  дско м по::� J J ц н ю  
обл а сти ,  котор а я  обсуждал ась в § 2.3 .  

Расс м отр и м систему у р а внен и й  · (2 .3 .22 )  и лереn ишем се,  
в н редло.1ОЖI'Н И И  си м м ет р и и  м атрицы коэффициентов, с учетом 

1 )  Потери эффективности п р и  п а раллсльноii рса.1иза1ЩИ м етода соп р я 
жен н ы х  градиентоn м ожно сократнп . ,  сс.11 1  испо.1ьзовать в идоизменсш1ыс a : l r o 
p н r�I ЬI ме года с о п р я ж е н н ы х  г р и ; : щ с н т о в ,  где, в отличне от (3 .3 . 15 ) , два нлн 
три ска.1ярных п рои:шед с 1 ш я могут в ы•шсл Ятьс я одновременно (см. ,  напри
мер, fMcurant ,  1 984] ) . - Пр11111. перев. 
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COOT HO\Ul' I I ШI С; = в; ; 
- л , n ,  -

х , - ь , -
(� . 3 . 1  Н) 

А" н" 
Х ;, ь" 

- х .., __ _ bs_ 
нг - 1 п;, : 1 s_ 

Чтобы в ы п ол шi ТI> ш а г 2 а.1 ГОfНIП1 а  дl' I\O IOI O :J i щ н и  н а  п о д о б 
л асти,  п о к а з'а н но го н а р и с .  2.3 .  16,  н у ж но р L· ш и т i .  с н е т е м у 

A�"s = Ь ,  г;т.е 

( :� . З . 1 9) 

Дл я м но г и х  з а д а ч  м ат р и ц ы А ;  н В; ока .ш ва ются р а эр С'Же н н ы 

м и ,  одн а ко это н е  всегда т а к  д:I я :v� а т р н ц i� ; A ;  1 lЗ ; ,  а з н а ч ит , 11 

Шаг 1 .  Ф о р :\-r и р ус \1 у ; = /З;р , i = 1 , . . . , р. 
Шаг 2 .  Рс ш а е �r с н сте �1 ы A;Z ;  = у; ,  i = 1, . . . , р .  
Шаг :з . Ф u р :-.ш р ус \I w ; = В/ z; , i = 1 ,  . . . , р . 

р 
Шаг 4 .  Ф о р м и р уе �I Ар = А8р - L w; . 

i - 1 

Рис. 3.3.4. Ф о р �шровашн� вt• к  1 ора  .др 

для А. Чтобы и сп оJJ I> :юва п. р а J р еж с н ность исходной м а тр и ц ы  А ,  
п р и м е н и м м етод со н р я же н н ы х  г р адИ L' Н То в к р еш е н и ю с и сте м ы  

Axs = Ь без я в но го фор м и р о в а н и я м а тр и ц ы  А.  Н а п о м н и м , ч то в 
§ 2.3 б ь!.'lо уст а н о в.'I ено,  что ес:ш :>.I а т р r щ а  си сте м ы ( 3 . 3 . 1 8 ) я в 
.'1 я етс я  си м м етр и чной и положитl'."\ I .нu о н р сде. l l' Н Н О Й ,  то эти м же 
сво й ство м  об.'I ада ет и м ат р и ц а  А. 

П усть р - к а ко й -л и бо в е iпо р н а н р а вщ � юr я .  Тогда м ож н о 
в ы ч исл ить п р о и з веде н и е  А р, не в р и б е га я к фор м и р ов а н и ю 
м атрицы А ,  с пособо м ,  л а ка з а и н ы м  н а  р и с .  3 .3 .4 .  Ве ктор Ъ 
стр ои тс я  аналогич но. Р е ш е н и е  систе:.r н а  ш а ге 2 осу ществл я ет -

ся с и сrюл ьзо в а н н с м  р а з.1 ож е н и й Хо.п ссского А; = L ; Ц, н е 
о б х од и м ы х  дл я в ы n ол н е н и я  ост а Ji ь н ы х  ш а гов а :1 гор нт м а ,  по
каза н н ого на р и с . 2.3 . 1 6. 
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Н а п о м н и м , что в а л гор ит м е н а  р ис .  2 .3 . 1 6  фор м и ро в а н и е  
м ат р и ц ы  А и ве ктор а Ь, а та кже р е ш е н и е  с и сте м ы  Axs = Б  
соста вЛ Я Jl И  ка к p a .J те ф р а г м ен т ы ,  кото р ы е  н е  о б я з i:l тсл ь н о  
дол ж н ы  быд и хорошо р а с п а р а лд ел и ватьс н .  E cJI И же и с п о.ri ь:�ует-
сн м етод со п р я же н н ы х градиентов д.'! Я систе м ы  Axs = Ь с в ы 
ч и сл ен и е м  .4 р о п и са н н ы м в ы ш е  с п особо м ,  т о  со:щ а ется воз м о ж

ность г.1убокого р а с п а р алдел и в а н и я  всего ал гор итм а в цел о м . 
В п р едпо:юже н и и ,  ч то и с пол ьзуются р п р о цессо р о в ,  в ы ч и сл е н и я ,  
от веч а ю щ и е  к а ждо м у  и з шагов 1 -3 н а  р ис .  3 .3 .4 ,  м о гут б ыть 
р а с п р еде.1 е н ы по  п роцессар а м и выпод н я ться п а р а.'l л ед ьно без 
о б м е н а  и нфор м а i tи ей . То.1 ь ко на  ш а ге 4, т а к  же,  ка к и п р и  в ы 
ч и с.1 с н и и с к а л я р н ы х п рои з веден и й в методе сопряжен н ы х  гр а 
д н е н т о в ,  нотребую1 с я  сбор и н фор м а ци и путем сдва и в а н и я  и 
м еж процессо р н ы с  обмен ы .  

Упражнени я к параграфу 3.3 
Провср 1 1 1  ь, ч го дл я C I I M \I t' r р п ч но ii положи rrльно оп реде,1ен ной м а трицы 

А M I I I I I ! M pr IO J <upa  r 1 1 ч н о й  фуи кцшr (3  3 1 )  доспн а стся н а  рсшс н r ш  снетемы 
А х = Ь 

2 1 Iока1ать, что в ы р а ж r н l l ( '  (3 3 5) з а даст з н а чсн11е,  п р п  кото ром дости 
г а с н· я  �l l l l l l l vt y м  фy i i K Ц I I I I  (3  3 3 )  

3. Провср 1 1п,,  ч т о  сел и ftk - з н а чсн пе , н а  котор о м  дОС1 1 1 Г ;! l'Тl' Я м н н 1 1 мум 

Q ( xk - akpk ) , то Q ( xk - ю{ikpk ) < Q (xk) тогда и только тогда,  когда 
0 <  ю < 2 . 

4. ! ! ок а з ать , что еслп ; : щ а го н а л ь н ы е  эле \tе l l т ы  м а т р 1 1 ц ы  А р а в ны единице 
11 сц = 1 ,  то (3 3 1 1 )  совпадает с м с rодО\1 Я ко б и .  

5. Прове р 1 1 rъ , что покоорди н а т н а я  р сл а кс а ц 1 1 я M И H I I M I I З II p ycт квадратич
н у ю  функц1 1 ю  (3  3 1 3 )  з а  n ш а го в .  

6 Пусп, Р = [р0 . . p•- 1 j, г д е  pi соп р я же н ы  опюс l lтNr ьпо А .  З а \I СТИ\1 ,  
что Р - 1 p i - 1  = е;,  и п о-но\l у шаг метода соп р я ж е 1 1 ных направлеш rй xi = 

= xi - 1 -- a; _ 1p i- l  в пс ре м сн и ы х у = Р - ' х  и меет в 1 1 д  

y i 
=

y i - 1 - ai - l e i . 
! !о к а з а ть, ч1 о он совпадает с i -м  ш а го м  м етода rюкоорди п а тrюй р елак саци и 
(3 .3 . 1 4) .  

7. Р а с с м отреть р с ал и з а ц 1 1 ю  в ычислен и й (3 .3 . 1 6 ) с использо в а н ием векто
ров дл и н ы O (N + 2 ) 2  пу те м  в ключе н и я гр а ни ч н ы х  значени й , а также реали
за ци ю с испол ьзова н ием векторов ДJI И I I Ы  О (N2)  при пом ощи м а т р и ч l l о - векто р 
ного у м ножения п о  ; щ а г о н а .1 я м .  

Л итература и дополнения к параграфу 3.3 
1 Методы м rш н м и з а ц и и  ( дл я  ком п ью1 еров с последо в а тельной обр а бот

кой )  обсужда ются во м н о г и х  к н и г а х .  С м , н а п ример ,  м оногра ф1 1ю [Deппis ,  
Schвabe 1 ,  1 983], где шуч а ютс я та кже нск в адр а ти ч ные задачи .  Более ста р а я  
h1шга [Forsy the, Wasow, 1 960] содсржнт боJtьшс и н фор м а цнн о классически х 
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метод:ах для квадр атичных з адач, таких, как цокоординатная релаксаци я ·или 
скорейший спуск. 

· 2.  Метод сопр яженных градиентов был р а зр а ботан Хестенсом и Шти
фелем [Hestenes, S tiefel ,  1 952], которые изучили его основные свойства.  Так 
как в точной · арифметике метод сонр яженных градиентов сходится к точ
ному решени ю  за n IJ,Iaгoв,  то он может рассматрив аться как прямой метод, 
представляющий собой альтернативу, например,  факторизаци и  Холесского. 
Впрочем, ошибки округлени J�  н арушают указанное свойство конечной сходи 
м ос.ти ,  и вскоре пришло осознание того факта, что этот метод не может кон
куриров ать с метод а м и  факторизации дл я систем с плотны м и  м атрица ми.  
Однако Рид ,[Re i d ,  1 97 1 }, следуя ()алее р а н ней р а боте [Engel i  et  а ! . ,  1 ,959), по
казал,  что для больших разреженных з адач, возникающих, например,  при ди
скретизации уравнений в частн ых производных, методы сопряженных градиен
тов им еют достаточно хорошую сходим ость, причем число итераций оказы
вается гораздо меньше n. Это вызвало возрождение . и нтереса к методу, 
особенно в случае использования предобусловлив а н и я  (см. § 3.4) . Аннатира
наиная би блиография статей, посвя щенных методу соп р яженных градиентов, 
н а  период с 1 948 по 1 986 г. дается в [Golub,  O'Leary,  1 987) . 

3. В пр иложен и и  3 показ а но, что евклидовы нор м ы  векторов логрешио
сти �- xk м онотонно убываЮт с увеличением k. Одн ако указа н ное свойство 
не всегда справедливо дл я евклидоных норм нев язок 1 \ rk l \2 •  В р аботе [Heste
nes, S tiefe1 ,  1 952] при водится лример, в котором норма нев язки возрастает н а  
каждом шаге, кроме лоследнего t Хотя это кр айний случай,  в полне возмож н а  
ситуация, когда в л роцессе итер аций н а блюдаются довольно неопределенные 
флуктуации величины l !rk i J2 •  Однако в норме l l r l l2 

= rTA - 1 r  нев язка убыв ает 
на каждой итерации.  Это следует из соотн ошен и я  

rтA - 1r = (Ь - Ах) т А - 1 ( Ь - Ах) =  ЬтА- 1Ь - 2хтЬ + хт Ах, 
nоказыва ющего, что rTA - Ir с точностью до посто ян ного слагаемого сов п адает 
с той самой квадратичной формой, котора я  м и н и мизируется методом сопря
женных градиентов н а  каждой итер ации.  

4. Можно построить блочные алгоритм ы сопр яженных градиентов,  кото
р ые позволя ют сократить время, затрачиваемое н а  межпроцессорные обмены. 
См .  дальнейшее о бсуждение и оnисание ларалелльной реализации в [O'Leary, 
1 987j. 

5. Теоретически е  результаты, относящиеся к скорости сходимости метода 
сопряженных градиентов,  можно на йти в р аботах [van der S luis,  van der 
Vorst, 1 986), [Axelsson, Lindskog, 1 986). 

3.4.  П р едобусловленный метод 
сопряж�нных гр адиентов 

Результат, устанавл ивающий, что методы .сопряженных н а
правлений сходятся к точному р ешению не более чем за  n ите
р аций,  сфор мулированный в предыдущем парагр афе, представ
ляет лишь теоретический .интерес, Здесь мы рассмотрим  метод 
сопряженных градиентов как итерационный метод. В этом слу
чае оценить . скорость сходимости позволяет неравенство 

1 1 xk - х Jk � 2�% ak 1 1 х0 - х Jk, (3 .4 . 1 )  
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г де х - точное р ешение системы, 

а = (-Ух - 1 )/( -Ух + 1 ) 
и 

х = cond (А) = 1 1 А lb 1/ А - l /k = Л.пfЛ. ! .  

(3 .4 .2) 

(3 .4 .3)  

В (3 .4 .3) величина  х есть не что иное, как число обусловлен
ности м атрицы А в нор ме  l2 , причем предполагается, что А -
симметричная положительно определенная м атр ица с собствен
ными  значениями  Л.n ;;;:::: • . •  ;;;:::: л., > О .  Доказательство оценки 
3 .4 . 1 можно найти в приложении 3. 

Заметим,  что а. = О при х = 1 1 ) и а. -+  1 при х -+  оо .  По
этому чем больше будет значение х, тем ближе будет величина  
а. к еди нице, и тем сильнее замедлится скорость сходимости. 
Это наблюдение подводит нас к общему понятию предобуслов
ливан.ия м атрицы А посредством преобразования конгруэнт
ности 

(3 .4 .4)  

где S - невырожденная м атрица,  выбранная таки м  образом, 
что cond (.А ) < cond (А ) . Тогда система ,  которую нужно будет 
решать, запишется в виде 

Ах = Б, (3 .4 .5 )  

где х = S - тх и b= Sb. 
В принципе м ы  можем получить идеально обусловленную 

м атрицу, выбрав S = А-112 : при этом А = 1 и систем а  (3.4 .5) 
становится тривиальной ; но, конечно же, такой подход л ишен 
пра ктической ценности 2 ) . 

Простейшее предобусловливание задается выбором диаго
нальной м атрицы S = D ; к сожалению, это обычно не  дает 
удовлетворительного уменьшения . числа обусловленности, и в 
дальнейшем м ы  изучим некоторые другие типы матриц-пред
обусловливателей. В отличие  от случая ,  когда применяются 
диагональные м атрицы, при  использовании более сложных пред-

1) Если дл я  симметричной поло жительно определенной м атрицы вы пол
н яется сопd (А )  = 1 ,  то така я матрица является скал ярной,  т. е. матрицей 
вида у/, у > О. - П рим. ред. 

2 ) Приведенн ы й  пример п р едста вляется несколько н арочиты м ,  т. к. для 
того чтобы получить А = !, достаточно взять S = L - 1 P, где LLт = РА Рт 
р азреженнос разложение Холесекого переупор ядоченной матрицы, что соот
ветствует применению п р я мого метода.  Использование же ятер ационных ме
тодов целесообразно в том случае, когда затр аты на реализацию п р я м ы х  ме
тодов оказываются чрезмерными. - Прим. перев. 
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обусловливателей наблюдается тенденция к нарушению струк
тур ы р азреженности матрицы А. По этой причине, а также с 
целью устр анения вычислений ,  требуемых для в ыпол нения пре
образования конгруэнтности (3 .4 .4)  матрицы А, мы сфор мул и
руем метод сопряженных гр адиентов таким образом,  чтобы 
р аботать с исходной матрицей А,  хотя последовательность ите
р ационных приближений будет при этом соответствовать при
менению метода сопряженных гр адиентов к системе (3 .4 .5) . 
Чтобы увидеть,  ка к это можно сделать, запишем сначала ме
тод сопряженных градиентов (3 .3 . 1 5 ) для предабусловленной 
систем ы  (3 .4 .5) : 

Выбр ать i0; положить р0 = r0• 
Для k = O, 1 ,  о . .  

ak = - (1\ rk)j(pk, Apk) ,  
xk+ l  = ik - �ki>k. 

rk+ l = rk + akA i)k, 
�k = (rk+ 1 . rk+ 1 >f<rk, "fk) ,  

pk+ J 
= rk+ l + �k i>�< .  

(3 . 4 . 6а) 

(3 .4 . 6Ь) 

(3 . 4 . 6с) 

(3 . 4 . 6d) 

(3 .4 . 6е) 

k T�k Векторы х = S х - это итсрационные приближения м ето-
да сопряженных гр адиентов ,  выр аженные через исходные пе
р еменныео Мы хотим найти алгор итм получен ия х�< ,  соответ
ствующий 3.4.6. Для этого достаточно проанализировать пер
вый шаг (k = О) алгоритм а (3 .4 .6) . Имеем 

� о  � � � о  т т о о r = Ь - А х  = Sb - SAS s - х = Sr о 

�о � о  - т  о �о �о Вектор р удов летворяет соотношениями  р = S р и р = r . 
Отсюда получаем 

и 

Последнее соотношение наводит н а  м ысль о введени и  новой 
величины 

(3 . 4 0 7) 
и тогда 
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Умножая (3 .4 .6Ь ) на  sт и (3 .4 .6с ) на s�1, получаем 

х' = Хо - аоРо 
и 

1 - о + А s- IsAsтs-т о - о + А А о r - r а0 p - r а0 р . 
Для (3 .4 . 6d) з а мечаем ,  что 

(r \ ri ) = (Sri )T Sr1 = (ri)T r i
, i = о, 1 ,  

и ,  таким образом,  

Н аконец,  умножая (3.4 . 6е) н а  Sт, получаем 
1 ;г 1 л О � �  ' л  О р = S Sr + �оР = r + �оР . 

Н а  основе этих фор мул можно переписать алгоритм ме
тода сопряженных градиентов с использованием м атрицы А . 
Одна ко прежде чем явно сфор мул ировать алг�ритм,  остановим-
ся на  вычислении вспомогательного вектора  r , определенного 
в (3 .4 .7) . Если нам  известна м атрица -предобусловливатель S 
ИЛИ м атрица SтS, то МО.Ж НО получить r, выполняЯ указанное 
м атрично-вектор ное умножение. Но  наш подход к построению 
предобусловливания основан  на  использовании  симметричной 
положительно определенной матрицы М, аппроксимирующей 
м атрицу А, и матрица S фигурирует л и шь · неявным образом 
в соотве1 ствии  с формулой 

(sтs) - t  = М . (3 .4 .8) 

Поскольку обычно нам известна матрица М, но не  М-1 , вспо
могательный вектор (3 .4 .7 ) находится путем решения линей
ной системы Mr = r. Сфор мулируем теперь, в р а мках указан
ных соглашений,  предабусловленный метод сопряженных гра
диентов PCG (precon d itioned conj ugate gradient  method) : 

' . ' 

В ы б р ать х0; положить r0 = ь - Ах0. ' 
Решить ·систему мfо = r0; положить . р0 = r0• 
Для k = O, 1 ,  . . .  

ak = - (rk' rk)j(pk ' Ар,.), . 
xk+ l = xk - akpk ,  
rk + l  ..:_ rk + akApk. 

( � .4 . 9а) 
(3 . 4 . 9Ь) 
(3.4 .9с) 
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П ровер ить схо;щ м ость ите р а r � и й .  (З . 4 . 9сl) 

Решить с исте м у  Mrkt- 1 = rk+ 1 • ( 3 . 4 . 9с)  

�k = (rll+ l ,  r k + l )j(rk ,  rk) . (;� . 4 . 9f) 

pk + l = f'k t l + �kpk . (3 . 4 . 9g) 

В п р ив едеином а л горитме  мы опустил и r< р ы ш ку,  которой по м с
ч а л ись р а нее скал я р ы  a k  и �k ·  З а м ети м ,  что есл и М = /, то 
алгоритм  п р сдобус.1овлсн ного метода соп р яжен н ы х  гр адиен
тов сводится к исходному  а л горитму  (3 .3 . 1 5 ) .:_ 

Поскол ьку вспомогатст,ную систе му Mr = r п р идетс я ре
ш ать н а  каждой итера ц и и  м етода ,  существенн ы м  я в:ш стся тре
бова н и е  простоты решен и я  этой с исте м ы .  С другой сторон ы дл я 
того, что б ы  н р едобусловл ива н и с  было эффект и в н ы м ,  жсл ате.lь 
но,  чтобы м атр ица  М хорошо а п прокси м и ровал а м атр ицу  А.  
Я сно,  что  два ука з а н н ы х  требова н и я  всту н а ют в п роти воречие, 
поскольку ч е м  б.1 ижс м атр и ца М к м атр и це А ,  тем бо.ТJес  ве-
роятно,  что решение  систе м ы  Mr = r ока жется почти т а к и м  же 
трудны м ,  ка к р ешен и е  систе м ы  Ах = Ь .  

Уточ н и м  теперь ,  как  мы пон и м а е м  а п п рокс и м а ци ю  м а тр и 
цы А м атрицей М. В с и л у  (3 .4 . 4 )  и ( 3 .4 .8 )  п р едабусловлен н а я  
м атр и ц а  А удо влетвор я ет соотношсник;> 

ST  AS т = S ' S A  = м 1 А .  (3 .4 . 1 0) 

Отсюда видно, что м атрш�а М-1А надобн а  м ат р и це А,  и по
этом у  Ч ИС.ПО  обуСJ10ВЛСН НОСТИ п р сдобусJJОВЛ СННОЙ МаТрИЦЫ р ав
НО отношению н а и больш его собственного з н а ч е н и я  м атрицы 
М-1А к ее н а и м еньшему собствен ному  :ш а ч с н и ю :  

cond (А)= Лшах (М 1 А)/Лшiп (М 1 А) .  (3 . 4 . 1 1 ) 

Та к и м  образом ,  поскол ьку н а ш ей целью я вл я ется у м ен ьшение  
числ а  о бусловлен ности м атр и цы А н астою,ко,  наскол ько это 
воз можно,  кр итер и е м  бл и зост и  матрицы М к А будет служить 
малость отнош е н и я  н а ибо.1ьшсго собствен ного э н а ч е н и я  м ат р и 
цы  М-1А к н а и м еньшему .  В п р и нципс  можно получить 
cond (д) = 1 ,  в ы б и р а я  М = А , но,  конечно ,  та кой в ыбор нс 
п р исмлем  с п р а кт и ч еской точ к и  зрен и я .  В дальнейшем мы р ас
с м отр и м  ряд п одходов  к построению м атр ицы М, в к.тr ю ч а я  усе
ч е н н ы е  р а зложен и я  в р яд и непол н ы е  ф а кторизации ,  но с н а ч а.'! а  
кр атко о бсуди м вопросы,  связа н н ые с в ы бором способа п р овер 
к и  сходи мости итер а ц ий . 

Если испоJ1 ьзовать тот же са м ый способ п ровер ки ,  что и дл я 
а л гор и т м а  метода соп ряжен н ы х  градиентов ( 3.3 .  1 5 ) , основанны й 



2�() Г.юпа 8 / ! тсраципнные J tcroiiы решения .щнсйных lff?GBHI!Hllti 

Н а K fH I Т l' fH I \ 1 1 !  r 1' 1 1 l l i  < е , ТО 1 1 р И ДСТСЯ C l l l' I1 И a .1 1> H 0  В Ы Ч И С.1 Н Т I> 

с к а :нr р н о с H f iO I I  Ш l'дl' I I I I C  ( r "+ 1 , r"+ 1 ) ,  т а к к а к Т t' П СfН• оно в 
a :J Г O fH I 'I \l l' I l l' ф и г у р и р у l' Г . B \t l' C l O  l l l' Г o  п о я в:1 я стся вс.1 1 1 Ч 1 1 1 1 а  

( r k ' 1 , r '' t- 1 ) = ( :\1 1 r" ' 1 , rk ' 1 ) ,  к о т а р а н r 1 р сдст а в:r н ет собой c J.: a 
.1 H fHI O l' п p o ! I . J B l';:tl' НI I c , о н р сдс:н· н ное н р н  л о :-.ю щ н  м а т р и цы М-1 
( С М .  1 1 р И.:I О Ж t' Н И С  4 ) . Н l l fH I I Щ I I I I l' ВО. !  М О Ж НО И С ! Ю.1 1 >30В а Н И С  ЭТОЙ 

Щ','I I I Ч J I H ЬI Д.1 Н  1 1 f 1 0 Вl' f 1 K I I  l' \ O,J, I I \ 1 0 C T I I ,  ОДН а КО 1 1 р 1 1 Э Т О М уС.'I О В И С  
С \ ОДИ М ОСТI I  М О Ж l'Т O J\ a 3 a 1 1 >C H B bl ! JO,l l l l' H H Ы M ,  В Т О  В fН .' М Я  к а к Н О р 
м а l l r '' ' 1 1 1 2  еще l l l' д о с т ! I Г а l' Г  Ж l' . J a c м o ii м а :юст и .  Поэтом у  p a 
:J ) М НОЙ 1 1  p e;IOCl O fi O /I'. I IO C  J J , JO uy, ! l' Г В Ы  1 1 0.1 H l' ll l l l' В С  1 1 0  M O Г a T L'.' I ЫIOJI 
I I f 1 0 B l' fJ I\ I l  ·ш а ч е н н я  l l r '' 1 :  2 в т о \1 с. r у ч а с , сс.1 1 1  д р у г а я н р о в с р ка 
д а .1 а  I IO .l O Ж I I 1l '.1 Ыr ы i'r JH' J) ' . 'J J , J <.t l .  То гд а ( 3 . 4 .9 < 1 ) п р шш м а ст c.lc 
. ! Y IO IU ! I i'r  ш ц :  

( - "  1 1 ,, • l )  Ес .:ш r · , r � е , то п р о,1,о .1 ж а п, в ы •ш с :Iс Н r !Я ;  

в п р о т н в н о \1 с .  1 уч а е ,  l� с . ш  ( r" ч ,  r k  1 1 ) � е , т о  п р о -

д о : I i:.; а п, B bl ' l l l l' . l C H I I H .  (3 .  ! . 1 2 ) 

Такая  I I f J O B C fH\ a с х од юю с т и  до.пк н а  о с у щl'СТ В.1 Н Т J,с я п ос.1 с  вы 

но.1 н с н шr эта п а  ( 3.4 .9с ) , н а  KOTO fi 0 :\1 B bl ' l li C.'I Я l' T C H  rk + l . З а м с

Т I I М ,  ЧТО I I C I I OЛ Ь 3 0 B a H I I C  Вl'.1 И Ч И Н Ы (i-1' t 1 , rk " 1 ) B M L'C T O  (rlt + I , rk + l ) 
м ожет п р н вссти  к в ы н о.1 н с rш ю  бо.1 ыщ• го ч н с.1 а нтср а ни й ,  одн а 

rю о б ы •ш о  ·наго н е  1 1 р о и с х од 1 1 т .  

П р едобусл овл и в а н и е  п р и nо мо щи усече н н ы х р ядо в  

Р а с с м о т р и м  т � п с р ь  о б щ и й r r о д \ од к п р сдобуслов.шва нию, 
ос но в а н н ы й н а  п p t•дc т a в:r l' H H I I  м а тр r щ ы  А-1 в виде р яда . 

3.4 . 1 .  Теорема .  Пусть А - невырожденная /ftатрица n Х n,  
а 11 = Р - Q -- та,..ое расt-цепл ен ие матриц ы  А, что матрица Р 
н евырож rJенна и наибол ыиий из .мойу.1 еli собственных значений 
матрицы P- 1 Q не превосх(х)uт  един и ц ы .  Тогда 

1 где Н = Р  Q . 

А _ , = (f. нk) р ' 
k - о 

(3 .4 . 1 3) 

Доказатс. J tJстrю. В с н:1 у р а з.1ожешr н  Ней �f а н а  ( с м .  п р ил о 
Ж(' Ш i с  4)  р я д ,  в к:1 ю ч шо щ и й  :о.f а т р и ну J/ ,  о . од и т с я  и его су м м а  
р а в н а  ( / - Jf ) - 1 •  Н о  А = Р - Q = P ( J - Н ) , от куда 1 1  слс
ду�т тр�бус м ы ii р с з у:н>r а ,· . О 
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Осно в ы ва ясь н а  р а з.11ожс н и и  ( 3 . 4 . 1 3 ) ,  � ы  можем рассм атр и в ать 
матрицы 

(3 .4 . 1 4) 

как  а п нрокси м а ц и и  матриц  А и А-1  соотвст�твсн но .  Таким об
р а зом ,  решен ие  вспо могате.1 ьной систе м ы  Мг = г можно н а й т и 
с испо.1 ьзов а н и с м соотношения  

(3 . 4 . 1 5) 

Д.1 я  этого не нужно я в но фор м и роват r .  матрицы  lf 1 1  у к а з а н 
н ы й  усеч е н н ы й  р я д. В :v� ссто этого з а :>.1сти м (с м .  упр ажнение 
3 .4 . 1 ) ,  Ч ТО Вt'КТОр r ,  зада Н Н Ы Й  ( 3 . 4 . 1 5 ) ,  Я В."IН СТС Я рсзу.1 ЫаТОМ 

т ш а го в  итср а цион ного м етода 
Ргi + 1 = Qг i + г . i = O ,  1 ,  . . .  , m - 1, r0 = 0, (3 . 4 . 1 6) 

11 ПО.10 Ж 1 1 � r = r"'.  М ы  буде м Н а .J ы вап, (3 .4 . 1 6 ) вспомогатель 
ным итерац ионным ме1 одом. 

П р и ведем теперь некоторые  кон к р етные  п р сдобус.1ов.ш в а 
тс.1 и ,  rю.'r у ченные  н а  ос нове  т а кого подхода . Д.1 я поточеч ного 
м етода Я коби  м атр и ца Р р а вн а  ди а гон ат,ной ч а сти  м атрицы А 
"' (3 .4 . 1 6 ) сводится к в ьшо.1 нснию т нтср а ц и й  метода Я коби .  
В результате по.1 у ч а етс я т-шаговый метод Я!\оби - PCG,  где 
эта п (3 .4 .9е)  форму:ш русн :н с.rr сдующи м о б р а :ю � :· 

В ы по.1н нть m нтс р а ц н й  метода Я ко<> н :.т.:r н с н стс \I Ы  A r  = rk + 1  
Н П О .'JУЧС Н Н ОС и те р а Ц I! О Н НОС 1 1 р 11 б Л !! Ж С I ! Н С  I I p i i i i HTb з а  tk+ l .  

( 3 . 4 . 1 7) 

В ка честве н а ч а.l i,ного п р и б:ш жен н я  в (3 .4 . 1 7 ) берется ну.1 еrюй 
вектор ,  к а к  и указа но в (3 .4 . 1 6 ) . Л н а.югич но нол у ч а ется реше
ние систем ы  Mr0 = г') 

Форма .1 ьно м ы  мог.1 и  бы нспо.1 ьзовать в к а ч естве (3 .4 . 1 6 ) 
м етоды Гаусса - Зейдс.rr н и SOR. Одна r«5 эти м етоды н е поз во
л я ют по.1учить  си м м етр и ч ную по.rюжите.1 ьно о н р еде.1 сн ную м ат 
р ицу М, как  того  требуст теор и н .  Действитет. но, д:r я м етода 
Гаусса - Зейдс.'! я п р и  т = 1 rю.1 у ч а стся ,  что М = Р = D - L, 
где D - диагона .l t, н а я  ч а сп, м ат р и ц ы  А, а - 14 - се с т р о го н и ж 

н я я  треугол ь н а я  ч а СТ !> .  I I OЭl O :vi Y  :vr a l rнща м l l l' C I I M :VI I.'T () ! ! Ч H a  ;t.1 H 
т =  ! ,  и это свойство с о х р а и н с т е н  д:1 я в с е х  т > 1 ,  а та 1-:же 
дл я м етода S OR ( см .  у н р а ж нсние  3 .4 . 2 ) . У J\ а Jа нную трудность 
можно пр еодо.1 еть за  с чет и с п оJJ J, :зо в а н и я  м t•тода S S O R ;  В LI П О.'J 

няя  н а  ка ждой итер а ц и и  т ш а го в  м етода SS O R ,  м ы  н о.1 у ч а с м  



238 Г лава .'{. /lтера ципнныс .н стпды решения л инсйNых уравн е н и й  

пниагавый метод SSOR - P C G .  В это м с.1 у ч а с  итср а н и и  Я 1юби 
в (3 .4 . 1 7 ) 3 а м с н я ются на итер а ц и и  S S CЩ .  

Н у ж н о  n ровср и 1 1 , , ч т о  I ! С по:1 1 ,3ова н 1 1 <'  \ H'l O,l. a  SSOR - � <' Й С 1  в и 
тел ь но даст с юt м стр и ч ную ! IО.1ожнтс.1 I , но о п р едел е н ную матри 
цу  М. Это в ытек а ет и ·! следую щей теоре м ы ,  котар а н  с н р а вед
.1 1 1 ва  и д.т н1 н редобус.'! о в.1 и ван\ 1 сii ,  основа н н ы х  на :\1 ('ТОД(' Я ко
би ,  и др .  Ее  утвержден и е  фор м у: IИ руетсн с исnо.1 ь :ю в а н ием  
м а т р и ц ы  

(3 .4 . 1 8) 

кото р а я  кор р ектно о н редсJi е н а ,  сел и существует матр и ца Р-1 • 
З а м ет и м ,  что М =  R-1 , ес.1 и м атр ица R невы рожден н а .  

3.4.2. Теоре м а. Пусть матрица А = Р - Q симметрична и 
положительно определена, а матрица Р симметрична и невы
рожденна. Пр и Н = P-1 Q матрица  R в ( 3 .4 . 1 8 ) симметри •та 
и для любого т � 1 

1 )  если т н.ечетно, 
тогда и то.1 ько 
матрица Р ;  

т о  матрица R положительно определена 
тогда, когда положител ьно опреде. 1 е

.
на  

2 )  если т четно, то .матр иt{а R 
тогда и только тогда, когда 
матрица Р + Q. 

положительно определена 
положител ьно OllfJCдeлeнa 

ДокаЗател ьство. Поскол ьку м а т р и ц ы  А и Р си м \1 стр и ч н ы ,  
т о  Q т а к ж е  с и м м етр и ч н а ,  и нетрудiЮ убедиться ( с м .  у п р а жне
ние 3 .4 .3 ) , что ]{а ждое сл а гаемое в сум м е  

R = P - 1 + р IQP 1 + р - IQP -1Q · lp- 1  + . . . + p - IQ  . . .  р · I Qp- 1  

также п редставл я ет .собой с и м м етр и ч ную м а тр и цу .  Та к и м  обра 
зо м ,  м атрица R с юt \t стр и ч н а .  

Поско.1ы-;у H = P-1 (P - A ) = I - P-1A н м а тр ица А поло
ж ительно о п р еделена ,  р езультат,  спра ведл и в ы й  для собственн ы х  
з н а ч е н и й  произведени я  с и м м етр и ч н ы х  м атриц  (с м .  тео р е м у  
П .2 .7  в п р иложении  2 ) , га р а нтир ует, что собственные  з н а ч е н и я  
м атрицы Р-1А ,  а з н а чит,  и матрицы Н ,  я вJiя ются веществен
н ы м и . Пусть 

и пусть ').. - ка кое-л ибо собственное значение  матрицы Н. Тогда 
соответствующее собственнос з н а ч е н и е  м атрицы Т р а в но 

л =1= 1 ,  
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причем указанная  дробь положительна при нечетнам т 1 ) . Та
ким образом ,  при  нечетнам т все собственные значения мат
р ицы Т положительны.  Предположи м  теперь, что матрица Р 
положительно определена .  Тогда в силу соотношения Т =  RP 
из теоремы П.2.7, приведеиной в приложени и  2,  следует, что 
матрица R положительно определена .  Обратно, если R поло
жительно определена,  то в силу теоремы П.2.7 м атрица Р также 
положительно определена,  что и завершает рассмотрение слу
чая  нечетнога т. 

Предположим теперь, что т четно. Так как Р + Р Н = 
= р + Р (P-IQ)  = Р + Q, получаем 

R = P- 1 (P + PH + PH2 + PH3 + . .  .' + РНт- 1 ) Р- 1 = 
= Р- 1 ((Р + РН) + (Р + РН) Н2 + . . . + (Р + РЙ) Нт-2) Р- 1 = 
= Р- 1 (P + Q) (! + Н2 + . . . + нm-2) p- I . 

Определяя теперь Т =  1 + Н2 + . . .  + нт-2,  м ы  видим , что 
собственные значения матрицы Т представл яют собой сумм ы  
только' четных степеней собственных значений м атрицы Н и по
этому являются положительными .  Положим R = PRP, =  
= (Р + Q )  Т. Если  матрица Р + Q положительно определена,  
то Т =  (Р + Q) - 1 R и в силу теоремы П.2 .7 м атр ица R также 
положительно определена .  Обратно, если R положительно 
опред�лена ,  то матрица Р + Q невырожденна п из теоремы П.2.7 
вытекает положительная опр еделенность матрицы Р + Q. Но 
матрица R конгруэнтна матр ице R и ,  та ки м образом ,  положи
тельно определена тогда и только тогда, когда положительно 
определена матр ица R. D 

Обсудим теперь странное на первый взгляд условие тео
рем ы 3.4.2, требующее, чтобы была положительнр определена 
матрица Р + Q. Для метода Я коби Р = D, где D - диагональ
ная часть матрицы А,  и Q = D - A. Тогда требование положи
тел ьной определенности матрицы Р + Q есть не. что иное, как 
необходимое и достаточное условие сходимости итер аций метода 
Якоби,  сфор мулированное в теореме 3. 1 .2 .  Указа нная теорема 
о сходимости метода Я коби является частны м  случаем следую
щей более общей теоремы о сходимости итерационного метода , 
определенного р асщеплением А = Р � Q. Напомним (см .  при
ложение 2) , что необходимым и достаточным условием сходимо
сти соответствующих итераций xk+1  = P-1Qxk + d при любом на
чальном приближении х

0 sшляется огра ничение на  спектр альный 

1 ) При '), ;;;;,. О это очевидно, а п р и  '), < О  достаточно заметить, ч т о  рас· 
сматриваемая дробь равна ( 1  + (-J..) m ) / ( 1  + (-Л.) ) . - Прим. перев. 
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р адиус вида р (P-1 Q)  < 1 .  Доказательство теоремы о сходимости 
можно найти в приложении 2. 

3.4 .3 .  Теорема. Пусть А = Р - Q, и пусть матрицы А и Р 
симметричны и положительно определены. Тогда p (P-1 Q) < 1 
в то/�t и т·олько в том случае, есл и  матрица Р + Q положительно 
определена. 

В теореме 3.4.2 было установлено, что матрица R в (3 .4 . 1 8) 
положительно определена для всех т тогда и только тогда,  
когда обе м атрицы Р и Р + Q положительно определены.  По
этому, основываясь на утверждении теоремы 3.4 .3 ,  м ы  можем 
перефор мулировать теорему 3 .4 .2  следующим образом.  

3.4.4.  Теорема. Пусть матрица А =  Р - Q симметрична и 
положительно определена, а матрица Р симметрична и невы
рожденна. Тогда при Н =  P-1 Q матрица R в ( 3.4 . 1 8 )  симмет
рична и положительно определена для всех т � 1 в том и 
только в том случае, если матрица Р положительно определена 
и р (Н ) < 1 .  

Ка к отмечалось выше, для того, чтобы R была сим метр ич
ной для  всех т, должна быть симметричной и матр ица Р. 
Тогда в силу теоремы 3.4 .4 для положительной определенности 
м атрицы М тр ебуется, чтобы положительно определенной была 
матрица Р, а также чтобы выполнялось условие р {Н ) < 1 .  По
следнее условие  влечет за  собой сходимость итер ационного ме
тода ,  опр еделенного расщеплением Р - Q. В частности,  по
скольку метод Я коби может не сходиться для положительно 
определенной матрицы А, соответствующая матрица М не 
всегда будет знакаопределенной для четных т. 

С другой стороны,  для метода SSOR мы можем показать, 
предполагая ,  как  и ранее, что м атрица А симметрична и поло
жительно определена ,  что соответствующая матрица М всегда 
будет положительно определенной. Есл и  А = D - L - Lт, то, 
как показано в пр иложении  2, м атрицы Р и Q для итераций 
S SOR и меют следующий вид:  

Р = со (2 1_ ro) (D - roL) D - 1  (D - roC) , 

1 1 ( т) (3 .4 . 1 9) 
Q = ro (2 - ro) ( ( 1 - ro) D + roL) D- ( 1 - ro) D + roL . 

Поскольку матрица D положительно определена ,  матрицы Р 
и Q будут положительно определенными  при  любом О < ro < 2, 
за исключением ro = 1 ,  когда матрица Q будет лишь положи
тельно полуопределенной (см. упр ажнение 3.4 .5) . В любом слу-



3.4. Предабусловленный метод сопряженных градиентов 24 1 

чае  обеспечивается положительная определенность м атрицы 
Р + Q и в силу теоремы 3 .4 .2  спра ведлив сл едующий результат. 

3.4.5. Теорема. Если матрица А симметрична и положительно 
определена и О < ffi < 2,  то матрицы R в (3 .4 . 1 8 )  и М в (3 .4 . 1 4 ) , 
полученные с помощью метода SSOR, положительно определе
ны для всех т. 

Изучим  теперь влияние предобусловл иваний  типа  (3 .4 . 1 4 )  
на  скорость сходимости .  С помощью (3 .4 . 1 1 ) м ы  можем оценить cond (А) , если получим  оценки н а ибольшего и наименьшего 
собственных значений матрицы М-1А .  Учитывая (3 .4 . 1 4 )  и под
ставляя вместо м атрицы А ее расщепление Р - Q, получаем 

+ нт - 1 ) p - I  (Р _ Q) = M- 1A = (I + H +  
= (I + H +  + нт- 1 ) (1 - Н) = 1 - Hm. (3 . 4 . 20) 

Есл и  lч, . . .  , 'An - собственные значения матрицы Н, то отсюда 
следует, что собственн ы м и  значени я м и  м атрицы М-1А будут 
1 - л'[", i = 1 ,  о о о '  п .  в дальнейшем мы будем предпола гать, 
что м атрица Р симметрична  и положительно определена .  Тогда,  
как и в доказательстве теоремы 3 .4 .2 ,  собственные значения 
матрицы Н вещественны.  Будем пр едпола гать, что они  упоря
дочены по возр астанию:  'А1 � • . .  � 'An. Если ввести обозначе
ние б = min 1 'Ai 1 ,  то нетрудно показать (упражнение 3 .4 .6) , что 

-

d (А) _ Л.mах (М - 1А) _ 
con - 1 -Amin (М А) 

1 - л.;п если 'А1 � О 
1 - Л.'/: ' и л и  'А1 < О и т нечетно; 

1 - бт если Л1 < О, 1 Лп 1 � 1 Л 1  1 
1 - Л.'/: ' 

и т четно; 

1 - бт если Л1 < О, 1 Л1 1 � 1 Лп 1 
1 - л.;п ' и т �етно .  

(3 .4 . 2 1 )  

Дл я  предобусловливания  п о  м етоду S SOR н а м  потребуется 
только перв ый случай ,  указанный в (3 .4 .2 1 ) .  

3.4.6. Теорема. Пусть А - симметричная положительно опре
деленная матрица и О < ffi < 2 .  Пусть 'А1 � • • • � 'An - соб
ственные значения матрицы перехода Н метода SSOR. Тогда 
'А1 � О  и для т-шагового предобусловливания по методу SSOR 
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число обусловлеююсти .матрицы А задается формулой 

� 1 - л;п 
cond (А) =  т 1 - Лп 

и является строго убывающей функцией от т. 

(3 . 4 . 22) 

Доказательство. Как уже отмечалось, при  ro =1= 1 м атрицы 
Р и Q в SSOR nоложительно определены.  В этом случае  по тео
реме П .2 .7  собственные значения матрицы Н положительны.  
Если же ro = 1 ,  то м атрица Q лишь положительно полуопре
делена и собственные значения м атрицы Н неотрицательны 
(упражнение 3 .4 .8) . В любом случае Л. 1 � О, и тогда (3 .4 .22 ) вы
текает из первого соотношения (3 .4 .2 1 ) .  Чтобы по казать, что 
cond (А ) представляет собой строго убывающую функцию от т, 
за метим ,  что в силу теорем ы П .2. 1 1  итер ации SSOR сходятся, 
откуда следует Л.п < 1 .  Таким образом,  получаем 

(3 .4 .23) 

Доказательство нер авенства м ы  оставим в качестве упраж-
нения 3.4.7.  D 

Рассуждения, nослужившие для доказательства теоремы 
3.4 .6 ,  позволяют убедиться в том ,  что  вел ичина  cond (А ) яв
ляется убывающей функцией от т для любого итер ационного 
метода,  для которого О � Л.1 � • • • � л.п < 1 , где Л.i - соб
ственные значения его матрицы перехода Н. В противном слу
чае  поведение con d (А) может быть другим ,  ка к показывает 
следующий пример применения т-шагового предобусловливания 
по методу Я коби  к дискретному уравнению Пуассона (3. 1 .5 ) . 
Собственные значения м атрицы перехода метода Якоби равны 

1 ( in  kn ) 2 cos N + 1 + cos N + 1 , j, k = 1 , . . . , N 
(упражнение 3 . 1 .2 1 ) . 

В частности, наибольшее и наименьшее собственные значения 
удовлетворяют соотношениям 

1t N1t Л.п = cos N + 1 = - cos N + 1 =
- Л. 1 ,  
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и с н р а в сд.� иво также  { N-:t 
О = 

со� 2 (N + 1 J ' 

О ,  

сс:ш N чстно ,  
C Cl H  N нсчстно .  

Отсюда в си.1у (3 .4 .2 1 )  по.1 уч а сУС  

cond  (А)= 

1 - л;п 
1 - },�' 

1 + л;;' 
1 - 'А;� ' C C :I I I  т I ! C 'I CT I ! O ,  

--- · 

1 - }.�' ' сел и т четно .  

Н а n р и м ер ,  п р и  N = 44  и м еем Л"  ,..._, 0 .9976 и о ,...." О ,  nоэтому 

1 1  + (0,9976) m  
� 1 - (0,9976)m ' 

cond (А) ,...." 1 
-;-1----,((."-),..".99"'7::-;6:-J ,..,.-" ' 

сел и tn нечстно ,  
сели  т чстно .  

Соответствующие вел и ч и н ы  дл я нескол ьких п е р в ы х  з н а ч ен и й  т 
п р и ведс н ы  в табл .  3 .4 . 1 .  З а мети м ,  что ч исло обусловленности 

т 

cond (А.) 

Табл и ца 3.4. 1 .  Числа о(\vс. ю в л е н н ости 
д л я  п р сдобусл о в л и в а н � я по Я к о б и  

830 
2 

208 
3 

276 
4 

1 04 

для т =  1 совпадает с ч ислом  обусловл е н ности са мой м а т
р и ц ы  А .  Это происходит из - за  того, что вес  элементы н а  гл ав 
ной д и а го н а л и  м атр и цы А р а в н ы  4, и оди н  шаг  п р едобусловл и 
в а н и я  по  методу Я коби приводит .л и ш ь  к масшта бирова нию 
м атрицы А путем дс.� с н и я ка ждого с е  элемента на 4 и ,  т а к и м  
образом ,  н е  вл и я ет на се  ч и с.ло обусловленности ( уп р а ж нение  
3 .4 . 1 0 ) . Из табл .  3 .4 . 1 видно, что cond (А: ) не убывает м оното н но 
п р и  возр аста н и и  т. Вл и я н и е  этого обстоятел ьства н а  поведен и е  
м етода соп р яженн ы х  гpaд i i l' H TOB с т - ш а го в ы м  прсдобус.1овл и
в а н и е м  Я коби п п р именев и н  1 ..:  дискретному у р а в н е н и ю  П у а с
сон а  в ы р а ж а стсн ,  вообще гопо р я ,  в увс.1 и че н и и  ч исл а итер а ц и й  
п р и  nереходе от и споm,J о в а ш ! н  т - 1 ш а гов к испол ьзова н и ю  
т ш а гов п р и  неч етна м т .  В к ач естве п р и мера  в табл .  3 .4 .2  
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т 

Табли ца 3.4.2. Ч и с л о  итер а ц и й  д.1 я  т - ш а го в о г о  п р сдо б условJi и в а и и я  
п о  Я к о б и  в м етоде PCCI 

Чис .  ю итср :щ а ii 

о 
45 45 

2 

23 

3 

36 

4 
2 1  

5 

30 

б 

1 8  

7 

26 

8 

1 6  

п р и водятсн  значения  ч исл а итер а ц и й ,  требуе м ы х  дл я решения  
р асс м а три в аемой с истем ы п р и  N = 89. 

П ол и н о м и ал ьное п редобусл овл и ва н ие 

Матр ица  R в ( 3 .4 . 1 8 ) п р едста вл я ет собой поJш но м с н е ц и а .1 r , 
ного вида от м атриаы Н, у м ножен н ы й  н а  Р-- 1 • УJ.;а:за нное об
стон тсльство н аводит на м ысн, о р а сс мотрен и и  по.·r и но мов от fi 
об щего в ида и ,  соответственно ,  м а т р и ц ы  R. о н р сде.1снной со
отношением  

R ( 1 + Lf + + нт - 1 )  р - 1 
= а0 а 1 1 .  • • • am- l  . (;3 .4 . 24) 

Теперь  н а ш а  пел ь з а кл ю ч а ется в том ,  чтобы в ыбрать з н а ч е н и я  
а0, • • • , am- 1 , п р и котор ы х  сох р а н н етс я полож ите.1 ьная  о r i р едс
лен ность м а т р и ц ы  R и м и н и м из и руется отношение  на и бол ьшего 
собствен ного з н а ч е н и я  м ат р и ц ы  RA = М-1А к н а и меньшему .  

С в ы ч исл итеш,ной точ к и зрения ,  на р а м етр ы а; вводятся 
в нтер а ци о н н ы й  п роцесс во в р е м н  н а коп:[(: н и я  л и ней н ы х  ко м 
б и н а ций  итер а ционных  п р и бл и жений  следующи м образом .  tсл и 
н а  k -й  и тер а ц и и  м етода PCG вспомогател ьн ы й  и тер ацио н н ы й:  
нроцесс п редста влен соотношением r i+ l = Hri + P- 1 r ,  где r0 = 
= О , то в ыч исл ение  r осуществля ется по фор муле 

(3 .4 .25)  

г д е  скобки пока з ы в а ют, что вектор Гm н а капл и ва ется в р езул ь
тате в ы ч и сления триад  по мере возн и кнове н и я  итер а ционных  
п р и бл ижений  ri, п р ичем  требуется .1 и ш ь  оди н  допол н ител ь н ы й  
вектор п а м яти .  Конста нты /Xi в ( 3 .4 .25) связа н ы  с вел ич и н а м и  
а; в ( 3 .4 .24)  соотношением 

i = O, . . .  ' т - 1 '  (3 .4 . 26) 

Фор м у:r ы (3 .4 .26)  можно в ы в ести следующи м образо м .  1\ак  
уже отмеч алось,  с п р а ведл иво п р едстав:1 е н и е  r i+l = ( /  + . . . 

. . . + Jf i )  P-1r .  tсл и подставить его в (3 .4 .25)  и п р и р а в ня тr .  
• 

1 
• 

коэффициенты п р и  членах  !f'p - г в (3 .4 .24) и (3 .4 .25) , то по-
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.1у ч а ются ра венства (3 .4 .26 ) . Проверку этого фа кта м ы  оста в 
.1 яем  в ка ч естве упр ажнен ия 3 .4 . 1 2 . 

Обсудим теп ерь ,  как  можно получ ить п а р а метр ы сх 0 ,  • • •  

• . . , CXm-1 · В услови я х  теорем ы 3 .4 .2  м а тр ица R, зада н н а я  соот
ношением (3 .4 .24 ) , остается с и м м етр и ч ной,  т а к  ка 1.; введение  
п а р а м етров а; не  затр а г и вает обоснова н и я  с и м метр и и .  По 
скоЛ I,ку Н = 1 - Р-1А , 

RA =. (aol + ai (I - P  1 А) + . . .  + am_ 1 ( 1 - P - 1 A)m- I ) p - I A , 

т. с. м а тр и ца RA п р едста в.1 нет  собой пол ином  от Р- ' А .  Нужно 
выбра п, а; та к , чтобы собственные  з н а че н и я  м атр и цы RA бы.п н  
по.1 ожитс.1 ь н ы м и .  Поскол ьку матрица R с и м метр и ч н а ,  а м ат
р и ца А с и м м етр и ч н а  и поJюжитсm,но определена ,  то по тео
реме  11 .2 .7  R, а з нач ит ,  и М, та кже положительно опреде.1сны .  
Кроме того, хотс.'!ось бы выбр ать сх ;  та к и м  обр азо м ,  чтобы 
собствL• н н ы с  з н а ч с н и н  м а т р и н ы  RA были  как можно бл иже 
к сди н и не. Вот оди н из  воз можных способов.  Пусть собствен н ы е  
:� н а ч с н и я  матр и ц ы  P-- IA .'! сжат в и нтер вале  [ а ,  Ь ] , и пусть пол и 
н о м  q о н р сде.1сн  к а к  

q (Л) = (а0 + а1 ( 1 - 1.) + . . . + am_ 1 ( 1 - Л)m - I ) Л .  

Тогда RA = q ( Р-1А ) и с нсктр м атри цы RA п р и н адлежит от
резку {q (Л ) : Л Е [ а , Ь ] } .  Т а к и м  образом ,  одн и м  из  к ритер иев 

· выбора сх ; ,  подобным  м и н и м изаци и  отнош е н и я  н а и большего 
собствен ного зна чен и я  м атр ицы RA к н а и меньшему ,  может 

служип, м и н и м из а ц и я  и нтсгр а.1 а  � :  ( 1  - q (Л))2 dl. по а0 , . • • 

• • • • am- 1  ' ) .  
Эффект п р и м е н с и н я  I /Од и ном и ал ь ного предобуслов:ш в а н и я  

продемонстр и рова н в т а б .1 .  3.4 .3 ,  где п р и ведс н ы  результаты 
вычисл е н и й ,  связа н н ых с - р l'шенисм  двум ер ной  задачи р асчета 
напряжен и й  2 ) . В п ер вом сто.1 бце указа но  кол ичество ш а гов  т 
прсдобус.пов.а и в а н и я  SS OR, а з н а ч е н и е  т, помеченное буквой 
Р, оз н а чает п р и м енение  по.1 и но м и а л ьного предобусловл ив а н и я .  
Через 1 обоз н а ч а ется ч исло и тер а ций ,  а через Т - в р е м я  счета 

l )  ( \ 1 1 ' 1  Г О  H l'  М С' Ш а t' Г ,  1\ О И l' Ч НО,  ПOCTpOIITI> ПОЛ И НО М  q, MIIH IIMI!ЗII p y iOЩIIЙ 
значение х = t.ma x (RA ) /i.m l n ( RA ) ;  при извест н ы х  а н Ь о н  легко вы р а ж а ется 
' Icpc:! н o m i H O \I Ы  Чсб ы ш ё в а  первого рода Однако здесь такой п одход ч а 
с т о  о б н а р у ж и в ает сво ю нссщ·то ятельность, н гор а здо эффектив нее оказы
вается . � ругой в ы бо р  q, кото р ы й ,  конечно,  не обеспеч и в ает м и н и м изаци ю х, 
н о  :� ато н о ·шошн·т получить uoee выгодное с точ ки  зрения сходимости 
метода соп ря женных градиентов р а с п ре:1ел е н и е  собствl'нных значени й м ат

РИI\Ы R1! ( С \1 .  [J olшso11  О. et  а ! . ,  1 983.1) . - Пршl. перев. 
2) Зде<"I>, всро Я1 но,  I I М�стся в внду задач а о н а груженной плоской ме:м

бра не. - П pu,\l. перев. 
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Табл и ца 3.4.3. Р е з у л ьт а т ы  п р и м е н е н и и  п о . ш н о м и а л ь но rо 
п р едобусловл и в а н и я  

т т т т 

о 1 1 2 0. 1 33 1 57 0.2 1 3  536 3. 293 

l 52 0 . 1 29 66 0. 1 84 2 1 4  2.373 

2 38 0 . 1 43 50 0.208 1 52 2 .428 

2Р 3 1  0. 1 1 6 40 0. 1 67 1 1 8 1 .885 
-3 3 1  0. 1 55 39 0 .2 1 6  1 24 2 .585 

3 Р  24 0. 1 2 1  30 0. 1 67 88 1 .836 

4 28 0. 1 76 36 0.249 1 08 2 .780 

4Р 22 0. 1 38 24 0. 1 66 67 1 . 726 
-

5 25 0. 1 88 33 0. 274 97 2.969 

5Р 1 9  0. 1 43 20 0. 1 67 56 1 .7 1 6  

6 23 0. 202 30 0.290 89 3. 1 58 

6Р 1 8  0. 1 59 1 8  0. 1 75 47 1 .670 

7 Р  43 1 .739 

8Р 36  1 .634 

на векторном компьютере СОС CY B E R  203. Результаты приво
дятся для трех задач последовательно возрастающего размера ,  
и можно видеть, что с увел ичением размера  задачи степень 
пол инома , позволяющего получить наименьшее время в ычисле
ний,  также возрастает. 

Прием Айзенштата 

В § 3.2 мы описали прием  Конр ада - Валяха ,  позвол яющий 
уменьшить объем вычислений при в ы пол нении итераций ме
тода SSOR. Эту процедуру  можно использовать для предобус
ловл ива ния по методу SSOR. Опишем теперь другой способ, 
который будем называть приемом А йзен.штата, также позвол яю
щий сократить выч исл ительные затраты.  Основное предполо
жение заключается в том ,  что матр ица-предобусловл ивател ь М 
имеет вид 

(3 . 4 . 27) 

где обычно предполагается,  что S - нижнетреугол ьная м ат
рица ,  а Т - диагональная .  Н ап р и мер,  дл я одношагового пред
обуеловливания SSOR получаем ,  используя ( 3 .4 . 1 4 )  и (3 .4 . 1 9) ,  
что м =  р и 

S = D - L, S = ro- 1 (2 - ro) D. (3 . 4 .28) 
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Идея приема Айзенштата 'заключается в применении  другого 
предабусловленного метода сопряженн ых градиентов к системе 

Ах = Ь, A = S- 1 AS-т, ' х = Sтх , b = S  
1 Ь . (3 . 4 . 29) 

Н етрудно убедиться (упражнение 3 .4 .9) , что пр именени е  ме
тода PCG с м атрицей -предобусловл иватеЛем М, заданной в 
(3 .4 .27 ) , эквивалентно примененйю метода PCG t матрицей-
предобусловливателем Т-1 к си�теме Ах · Ь .  Для новой си
стем ы метод PCG принимает следующий вид:  

r0 = s- 1 (Ь - Ах0) , 
для k = O, 1 ,  . . .  

� а  о � а  р = q  = Tr ; 

ak = - (rk , qk)f(pk , А pk) ,  

xk+ l = xk - a.ks-тpk , 
rk+ l = rk + ak Apk; 

qk+ l  = rгн ' ; 
�k • pk+ l  вычисляются как  обычно . 

(3 .4 .30) 

З а м етим ,  что в (3 .4 :30) м ы  остав-1'яем в соответствующей фор
муле Исходные итера цион'ные приближения · x k  вместо xk . 
К этому обстоятельству м ы  скоро вернемся .  

Ключев ым м оментом здесь является выр ажение произведе
ния  Ар через исходную м атрицу А .  Если А =  D :...._ L - U, то 
матрицу А мож но представит

,
ь в

_ 
в иде 

A = S + Sт - К, K = S + S1 + L + С  - D . (3 .. 4 . 3 1 )  

Полагая t = s ·· Tp, по.1Jучаем 
�р = S- 1А$ - гР = S- .1 ($ + sт - К) s - т�= t + s- 1 ( р  � ·Kt) . 

.• ' ' " (3 .4 . 32) 

ТакИм образо.м, д�.я фор мирщщния произведения  Ар требуетd� 
вычисление Kt и решсние ·систем· · 

sт t = р, Sw = р - Kt. (3 .4 . 33) 

Но соответствующие системы с м атрицам и  коэффициентов S 
и sт должн ы решаться п р и  в ыполнении предобусловливания  на 
каждой итераци и  с использованием матрицы М, оnределенной 
в (3 .4 .27) . Та ким образом,  п р ием Айзенштата позво�яет полу• 
чить более эффективную фор мулировку алгоритма при  усло
вии ,  что умножение м атрицы К на  вектор потребует меньших 
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затрат, чем умножение м атр ицы А . З ам ети м ,  что величина s-тpk, 
п р и  помощи которой осуществляется пер есч€т прибл ижения 
х�< , - это просто текущее зн ачен ие t , вычисляемое в ( 3 . 4 . 33 ) . 
Поскольку оно известно, м ы  м ожем р аботать с исходны м и  век
тор а м и  итер ационных приближений х�< без каких-либо дополни 
тельных в ычислений .  

Когда прf!еМ Айзенштата п р именяется к одношаговому  пред
обуеловливанию S SOR,  м атрица S определяется соотношением 
(3 .4 .28) ' и в силу (3 .4 .3 1 )  

K = D - L + D - C  + L + С - D = ro- 1 {2 - ro) D. {3 .4 . 34) 

Таки м обр азом,  допол��тельная  вычислительная  р а бота по фор
мированию вектора  Ар сводится лишь к умножению диаго
нальной матрицы на  вектор и дву м  векторным сложениям .  

Параллельная и векторная реализаци я  

Обсудим теперь пар аллельную и векторную р еализацию р ас
см атривавшихся до сих пор методов PCG. Основн ы м  м етодом 
такого типа является т-шаговый метод SSOR-PCG, но м ы  нач 
нем с т-шагового метода Я коби-РСG.  В предыдущем пара 
графе м ы  уже говорили о реализации исходного м етода сопря 
женных гр адиентов , а в § 3 . 1 - о  р еализации метода Я коби .  
Вопрос теперь з а ключ ается в ком бинировании  этих двух 
методик. 

Рассмотр и м  сначала  векторный ком пьютер , обеспеч ивающий 
эффективную обработку длинных векторов .  Тогда итер ации ме
тода Я коби,  п р и  помощи которых реализуется предобусловли 
вание, должны выполняться с использова нием как можно более 
дл инных векторов .  Для дискретных кр аевых задач это дости
гается с помощью приемов, описанных в § 3 . 1 .  Как отмечалось 
в пр едыдущем п а р а гр афе, эти же приемы можно п р именить для 
в ычисления  матр ично-векторного произведения  A pk , тр ебующе
гося п р и  выполнении итераций метода сопряженных гр адиентов. 

Для предобусловливания  · по м етоду SSOR итер ации м етода 
Я коби нужно заменить на итерации S S OR.  В § 3.2 показано, 
что для выпол нения итер аций SSOR с использова нием опер а
ций над длинными  вектор а м и  нужно вводить красно-черное упо
р ядочение точек сетки.  Для з адач более общего вида в случае, 
когда кр асно-чер ное упорядочение не  дает должного эффекта, 
нужно использовать м ногоцветные упорядочения ,  описанные в 
том же парагр афе. 

Рассмотри м  теперь параллельные систе м ы  с локальной па 
мятью. Для реаливации предобусловливания  как  по методу 
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Я коби,  так  и по м етоду SSOR р аспр еделим  неизвестные по п ро
цессар а м  так,  как  описано в §  3 . 1 и показано  н а  р ис .  3 . 1 .4 .  Тем 
же самым образом осуществим р аспределение векторов р и r ,  
используемых н а  итер ациях метода сопряженных гр адиентов. 
Умножение Apk ,  в ычисление скалярных произведени й  и тр иад 
н а  итер ациях метода сопр яженных гр адиентов будем произво
дить так же,  как  в § 3 .3 ,  а предобусловливание  выполнять при 
помощи тех же в ычислений,  что и для м етода Я коби в § 3 . 1 или  
для метода SSOR в § 3 .2 .  

Неполная факторизация  Холесекого 

Перейдем к изложению другого важного подхода к предоб
условливанию,  который  основан  н а  неполных факторизациях 
м атрицы А. Если LLт - ф а кторизация Холесекого симметрич
ной положительно определенной м атр ицы А и м атрица А раз
реженная ,  то ,  вообще говоря ,  множитель L оказывается гор аздо 
менее р азреженным ,  чем м атр ица А, из -за  возникающего за 
полнения .  Непалной факторизацией Холесекого м ы  будем назы
вать соотношение вида 

A = LC + R, (3 . 4 . 35) 

где L является нижнетреугольной м атрицей, но R '*- О. Одни м  
из способов получения таких неполных фактор изаций может 
служить подавление заполнения или его части в процессе ф а к
тор изации Холесского. Приведем следующий простой п р имер .  
Матрица 

о 
3 1 /2 

_ 3 - 1 12 
(3 . 4 . 36) 

представляет собой м ноЖитель Холесекого для м атрицы 

1 · 1  ] 
2 о 
о 2 

(3 . 4 . 37) 

и,  таким образом ,  позиция (3, 2) з а полняется .  Если мы хоти м 
получить неполную фАкторизацию с нулевыми элементам и  в 
тех же позициях,  что и у м атрицы А ,  то можно з а менить ну
л я м и  элементы м ножителя Холесского, р асположенные в тех 
же позициях,  что и нулевые элементы м атрицы А .  Так, непал 
вый м ножител ь  для матрицы (3 .4 .37)  будет совпадать с м ат
рицей L, определенной в ( 3 .4 .36) , з а  исключением элемента 
в позиции (3 ,  2 ) , который будет р авен нулю. Недостаток этого 
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подхода заключается в том ,  что приходится выполнять всю вы
ч ислительную р аботу, связа нную 'с разложением  Холесского, 
а это именно те выЧи'слитеJ,Iьные Затраты ( сопровождаемые 
I <  тому же расходом па мяти ) , которые м ы  хотим устр анить. По
этому возникает следующее . требование :  не вычислять эле
менты L в поз ициях,  где р асположены нулевые элементы м ат
р ицы А. · Это пр иводит к принщшу неполной факторизации Хо-
лесского без заполнения ( иn и  /С (О ) -принципу) : 

· 

есщr а1 1  =F 0,, в ы полн ить вычисле н ие l; 1  по м етоду 
Холесского; (3 . 4 . 38) 

есл и  a1 t. = . 0 . положить lit = О. 

Алгор итм,  пост'роенньiй в соответствии с принцином (3 .4 .38 ) , 
приведен на р ис .  3.4 . 1 .  З а м етим,  что если удалить условный 
оператор,  получится алгоритм точ ной факторизации Холесского. 

) 1
/2 lн = (ан 

Для i от 2 до n 
Для j от 1 до i - 1 

Если ait = О то l1 1  = О  и н аче 

: li f  = (ai 1 - L-L:11 likl1k)/lu 

l 
( � i -- 1  [2 ) 1 12 

i i  = ai i - �k= l ik 

Pkc. 3.4. 1 .  Неполна я  факторизаци я Холесекого 

• r ' 

(3.4 .39) 

Бсл.и применять алгоритм .  непалной фактор изации Холес-
ского, цока��Jнныji на  р 'ис .  3.4. 1 ,  к ��:rрице (3.4.37 ) , то. полу
ЧИ:ГС.S\ н�полный м ножитель 

' 1 ' ' [ 2  ' о ' 
� = 2- i/2 1 , 3 ' 12 
. ' 1 о 

' ; ' 

о ] о . 
3 1 /2 . 

Заметим,  что элемент .в • поз1щии (3, 3 )  изменился · по сравнению 
<! (3.4:36) всл�дсll'gие того, что элемент (3, 2 )  был. прираБиен 
к нулю . 

Принцип отсутствия  заполнения . предст.авляет собой част
ный. случай более .общего подхода к .определению неполных 
факторизаций. Пу�;тQ S = { (i , i) } - заданное .множество и нДек
еов, .rдe J и, j принимают значения между 1 и n. Тог,да (3.4.38) 
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з а м е ня ется н а  сл едующую схему :  

еС .'! И  ( i ,  j) Е S, B ЬI П O I OI I\ T b  В Ы Ч И С .'!е Н И е /i j П О  

методу Хо.1есского (3 . 4 . 39) ; (3 . 4 . 40) 
если  (i, j) ф. S, пол о ж ить l ; i  = О.  

Есл и S = { ( i , j ) :  a ii =1= 0} , то (3 .4 .40 ) сводится к п р н н ципу от
сутств и я  за пол нения (3 .4 .38) . Одна ко п р и  подходя щем  вы 
боре  S н р инцип  отсутствия  за пол нения  можно осл абить, допу
стив некоторую степень  запол нения ,  и есть м ього возможностей 
это сдел ать .  Н а п р и мер ,  ес. н1 А - диагонально разреженн а я  
м атрица , то одни м  из  распростр а ненных  подходов является вве
ден и е  нес кол ьких  допол н ите:� ьных  диа гоналей в структуру не
полного м ножител я  L пом и мо д1ш гона .1ей са мой м атрицы А 

h 

Рис. 3.4.2. Структура за по.1нения ,  соответствующая IC ( 11, k) -принципу 

( конечно ,  здесь учитываются только те диагонали  матрицы А ,  
которые р а сположен ы н иже главной диагонал и ) . В частности ,  
дл я пятидиагон альной м атри цы,  та кой, как  м атрица дискрет
ного уравнения  Пуассона  (3 . 1 . 7 ) , IC (h ,  k) -принцип допускает 
нал и ч и е  h + k диа гоналей ,  расположенных н иже гла в ной ди а 
гонали  м атр ицы L.  Иллюстр а цией служит рис. 3.4 .2 ,  где пред
пол а гается , что А и м еет две иенулевые подди а гонали .  Тогда 
допускается за поJшение h - 1 допол н ительных диагоналей ,  
смежн ых  с первой поддиагональю, и k - 1 допол н ительных диа
гоналей ,  смежных со второй поддиагональю. Таким обр азом ,  
I C  ( 1 ,  1 )  - п ри нцип в точ ности совпадает с принципом отсутствия 
заполнения .  Воз можны и другие стр атегии  за пол нения ,  соответ
ствующие р а зл и ч н ы м  м ножества м  S .  

Есл и LLт я.1 я ется непо.1 н ы м  разложением ,  то м атрица R = 

= А - LLт всегда отл и ч н а  от нулевой.  Одна ко нулевые эле
менты матр и цы R могут распола гаться зара нее определенным 
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образо м .  Непал ное раз.1оженис называется регулярным отно
ситс.l ьно и ндексного м ножества S ,  сс.1 и  Гi f  = О д.1 н всех 
( i, j )  Е S.  Это В Ы I JО.'I Н я стся всегда , когда не 1ю.1 ное раэ.;южснис 
в ычисл я ется способом (3 .4 .40 )  и, следовательно,  я в .1 яется регу
.1 я р н ы м  в силу соотношений (3 .4 .39 ) , с .1ужа щнх  дл я выч исле
н и н  lif , иэ кото р ы х  в ытекает 

j 
r i i  = ai f - L li klik = О. 

k = l 
(3 . 4 . 4 1 )  

Одн а ко непол н ые фа ктор изации ,  н е  соответствующие п р и н ципу 
(3 .4 .40 ) , не  обнза те.1 ьно рсгу:1 я р н ы .  

В отличие  о т  пол ного раз.1ожения  Хо.riесского ,  непал нос раз 
.поженис сим метричной положител ьно определенной матрицы 
воз можно не  всегда . Попытка  его в ы ч исл ения  м ожет натер петь 
н еудач у  из-за необходи мости извлечения квадр атного кор н я  
из отр ицател ьного числ а  п р и  в ы ч и с.1 снии диагона..r1 ьного эле
мента или ,  в случае  п р и м снения раз.'l ожения типа LDLт, сво
бодного от квадр атных корней ,  матрица D может оказ аться 
н езнакоопределенной.  П ри всдсм теперь ( без доказательства ) 
р езультат, уста навливающий ус.1овия выпол н и мости нспол ного 
р азложения  Холссского. Н апом н и м ,  что М-матрицей называет
ся та кая  матрица ,  внеди а гональные  элементы которой нсполо
жите.пъ н ы, а все элементы обратной к ней матр ицы нсотр ица
тсльны  ( см .  п р иложение 2 ,  определение П .2 . 1 2 ) .  Матрица А 
с положител ьн ы м и  ди а гональн ы м и  элемента ми  н а з ы вается 
Н-lf"атриц ей ,  сел и м атрица А c

u 
элемента м и  Uif = - 1  a ii 1 ,  i =1= j, 

и ai i  = a i i явл яется М- матр и цеи .  

3.4.7. Теорема. Если А является симметричной Н-матрицей, 
то для любого множества S неполная факторизация ( 3 .4 .40 ) 
выполнима. 

EcJI И условия  теор е м ы  3 .4 .7 не  выпо.'!нены ,  непалнос р а зло
жение с и м м етрИ';JНОЙ положительно определен ной м атрицы мо
жет потерпеть неудачу .  Дл я п реодоления  подобных ситуаций 
разработа н ы  некоторые  п р и е м ы .  П р едположим ,  что н а  i-м шаге  
nолучи.пось t71 � О, .  т. е .  л и бо требуется извлечение квадр ат
ного корн я  из отр ицательного числ а ,  л и бо (в с.1 учае  t7i = о) 
м атрица L вырождена .  Одн и м  из простейших п р иемов  я вл яет-
ся  з а м сна lF1 на некоторое по.пожитсльное ч исло ;  н а п р и м ер ,  мож
но в ы брать значение предыдущего диагонального элемента 

•) ? 
li 1 . 1 - 1 - Другая  стратегия зак.1 ючается в зам сне lit н а  

( L:  J < i  i lt t iY. что позво.пяст обеспечить диагональное преоб
ладание в новой i-й строке м атрицы L. 
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Е ще оди н подход основ а н  на теореме  3 .4 .7  и носит н а з в а н и е  
стратегии сдвига. Рассмотр и м  м атрицу  А = А + а./. Я с но , что 
пр и искоторо м  в ы бор е а. >  О матрица  А будет и м еть строгое 
ди а го н а л ь ное п р еобл ада н ие . Пос кол ьку м а трица  со строги м 
ди а го н а .•н,н ы м н р еоб JJ ада н и ем , и м еюща я по.rюжител ьные  диаго 
наJ1ьныс  элем енты и неположительные  внеди а гона.пьные  э.1 с м ен 
ты,  является М-м атри цей ( с м .  п р иложени е  2, утвер жден ие 
П.2 . 1 6) ,  то А н р едста вJ1 я ет собой Н -м атр ицу, и поэтому  неп о.'I 
н а я ф а hтор изация  Хол есекого в ыпо.1 н и м а . 

Н епол ное р азл ожен и е м атр и ц спе ци ал ьного вида 

В общем случ а е  н епол на я  ф а ктор иза ци я может потребовать 
знач ител ь н ы х  в ы числ ительных  затрат .  Одна 1ю в некотор ы х  
специ альных  сл у ч а я х  та кую фа ктор иза цию можно поJ1у чить  

Дю1 i от l до n 
i l 

dl = ai i - L !Jkdk k · - 1 
Дл н j от 1 . �о i - 1 

Если а1 1 -= О то li f = О и наче 
( 1 l ) 1 

li 1  = ai i -
k
"f

1
li kdklfk / d1 

Рис. 3.4.3. 1 ll·полноР LDU -разложение без за полнен и я  

( 3 . 4 . 42) 

(3 .4 . 43) 

очень л егко.  Будем р а ботать со свободн ы �1 от кор ней  р а зложе
н ием Хол есекого вида LDLт и пр и м ен ять стр атегию, основа н
ную на  п р и нципс  отсутствия  заполнения .  Тогда а J1 Горитм н епол 
ной ф а ктор изации  пр и н и м ает вид , наказанный  на  р ис . 3 .4 .:3 .  

Рассм отр и м  теперь бло ч но-тр ехди а гонал ьную м атрицу 

A t ВТ 

А =  (3 . 4 .44) 

B1 - I  

B.,' - t A.v _ 
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где А ; - трсх д и а го н а .1 1,н ы с м а т р и ц ы  N Х N,  а В; - д и а го н а .l ь 
н ыс  м атр ицы  N Х N ;  та к и м  обр а зо м ,  А п р сдста н .1 я ст собой п н 
тиди а го н альную м атр и цу .  Н а п о :'vl н и м ,  что н м с н но та кую фор м у  
и м еет м атр и ц а  дискретного у р а в н е н и я  Пуассо н а  ( 3 . 1 . 5 ) , т а к  ж е  
ка к и м атрица  бол ее общего вида ( 3 . 1 . 1 7 ) .  П р и  ф а ктор и J а ц и н  
без з а пол н е н и я  м а т р и ц а L будет и м ет ь  нену.1 с в ыс э:I е м сн т ы  
то.1 ь ко в тех  подд и а гона .1 ь н ы х  позици я х ,  k.Ото р ы с  содер ж а т н с 
ну.'l с в ы е  э.'! е м е нт ы  в м атр и це А .  Р а сс м отр и м  с н а ч а .1 а  э.1 е м е н т  
l ; .  i - N . отвеч а ю щ и й н екотором у э.'! е м енту п од м а т р и ц ы  В; .  !l о
с ко.'! ь ку вес э.1 е м енты i -й  чроки м ат р и ц ы  L ,  р а с н о.1 ожен н ы е 
сл ева  от l; , i - N ,  р а в н ы  ну.1 ю ,  то в с и.1 у ( 3 . 4 .43 ) 

1 · . \ = ll · . , fd · \ •  t , t - l , t - .  l - ( 3 . 4 . 45)  

А на. •югич но,  в с н.1 у н р и н ци п а  01 сутст в и н  з а 1 ю:шс н и я  сл.н н стве н 
н ы м  нсну.1 е в ы м э .1 е \1енто м с.1 е в а  от l; ,  ;_ 1 н н:I н стс н l ; ,  i- \' , 1 1  1 1 0 -
это м у  

l; ,  i - 1 = (а; , i -- 1  - l; . ; - , d, _  , l ; - 1 , i - - .\' )f(/ ; __ 1 ·  

Н о  lн . i- \' - это э.1 е м е н т  в ( i - 1 )  - й  стро ке,  р а с п о:юж с н н ый 
непос р едствен но н а д  эл с м е нто \1 l ; .  ;_ ,. , 11 поэто м у  о н дo.1 Ж l' I I  
быть р а в е н  н у:1 1о . Отсюда п о.1 у ч а с :о.1 

[ .  · 1 = а · · 1 /tl ·  1 . t ,  t - t ,  t - t - (3 . 4 .46) 

Эл е м енты м атрицы D зада ютсн в соответств и и с ( 3 .4 .42 ) к а к  

d · = a  . .  - 1� · v· tf .  ,- - !� · 1 d ·  1 l l l  l .  t • 1 . l ,  l l t ( : 3 . 4 . .1 7) 
I IOC KO.'I I> KY  CДII HCTBl'H H Ы \1 1 1 В Неди а rо н а .l i > Н ЬI М И  Э:I e :'vl eHTa M И  м a т
IH I I L Ы  l ,  в i - й  строке будут l ; ,  i- 1  и l; i - N · И с п о:н,зу н  ( 3 . 4 . 45 )  и 

( 3 .4 .46 ) , м о ж н о  т а кже з а н и с а т ь  ( 3 .4 .4 7 ) в в иде 

d - 2 jd 2 jd ; -- a i i  -- ai . ;  \ ; \ - ai . ; 1 ; 1 · (3 . 4 . 4R)  

Та к и м об р азом ,  д.1 я  н я тидн а гон а :I ь н ой м атр и цы вида ( 3 .4 .44 )  
н е п о:ш а я  ф а ктор и з аш 1 н б<'з ..з а по:ш е н и я  OЧ<' I I l> .1 ег ко п о.1 у ч а стся 
и з  ( 3 .4 .45 ) , ( 3 . 4 . 46 )  и .1 и бо ( 3 . 4 . 47 ) , .1 и бо (3 .4 . 48 ) . З а м ет и м ,  
ч то а н а .п о ги ч н ы е фор м у.1 ы с п р а ведл и в ы  д.1 н се м иди а гон а л ь н ой 
матрицы ,  воз н и к а ющей п р и  ;щскрет изац ии  трех мер ного ур а в
нен и я т и п а  П уа ссо н а ( у п р а ж н е н и е  3 .4 . 1 4 ) . С другой  сто р о н ы ,  
1 а ки е  фор му.1 ы  у ж е  не  с п р а всд.1 и в ы , ес.1 и  :'v!атрицы  В; в ( 3 . 4 . 44 ) 
я вл я ютс н тр ехди а го н ал ь н ы м и ,  ка к в с.1 у ч а е , когда р а сс м а т р и 
в а ютс я у р а в н е н и я  ( 3 . 2 . 24 )  ( у н р а ж не н и с  3 .4 . 1 5 ) .  

П одд и а го н а .1 ь н ы е  эл е м е н т ы  м а тр и цы L в точ ности сов п а 
д а ют с соот ветствующи м и  э.'1 е М С I-!Т а \1 И  м а т р и ц ы  А ,  р а зде.l е н 
в ы м и  н а  по,1 х од я щ и <'  э.1 е М <' IП Ы  м а г r н щ ы  D. f l o  э1 ой  п р и ч и н Р  
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оказывается возможным записать такую факторизацию в виде 

L 1D1LТ ,  d iag (L 1 ) = Dt- 1
• (3 . 4 . 49) 

В этом представлении  поддиагональные элементы матрицы L t  
совпадают с соответствующим и  элемента ми  матрицы А (упраж
нение 3.4 .  1 6) . Если используется (3 .4 .49 ) , может оказаться вы
годным м асштабировать м атрицу А так, чтобы выполнялось 
D1 = !. Тогда м атрица-предобусловливатель М принимает вид 
м = (/ + [) (! +  zт) .  где [ - строго нижнетреугольная м атр ица . 
Детал и  такого м асштабирования см .  в упр ажнении 3 .4 .  1 7 .  

Блочные методы 

Обратимся теперь к рассмотрению блочных непол ных фак· 
торизаций и предположим ,  что А - блочно-трехдиагональная 
м атрица (3.4.44 ) . Нетру дно провер ить (упражнение 3 .4 .  1 8) , что 
блочное разложение (точное) матрицы А имеет вид 

(3 . 4 . 50) 
где 

L = D =  [

DI 

. 
DN

l ' J (3 . 4 . 5 1 }  

а м атрицы D i  задаются соотношениями 

D1 = A 1 ,  Dt = At - Bi - tDi� tBi- 1 ,  i = 2, . . . , N .  (3 . 4 . 52) 

Заменим теперь (3 .4 .52) на  формул ы  

D1 = At , Dt = At - Bi - tCt - tBi- 1 ,  i = 2 , . . .  , N ,  (3 .4 . 53) 

где м атрица C;-t является некоторой аппроксим а цией для Di- ! J .  
Тогда м атрица 

(3 .4 . 54 ) 
где м атрица задана  фор мулой 3.4 .5 1 , представляет собой при 
ближенное, или неполное, р азложение м атрицы А .  В зависи
мости от того, как и менно осуществляется аппрокси мация 
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матриц С;, возможны р азличные версии неполного блоч ного р аз
ложения .  

Предположим теперь, что  матрицы А ;  трехдиа гональные, а 
м атрицы В; диагональные, причем А является М-матрицей и 
спр а ведливы условия 

L 1 akf 1 ::::;:;; akk •  k = 1 ,  . . .  , n ,  
/ =l= k 

со строгим неравенством хотя бы для одного значения i. При 
этих предположениях м ы  будем аппрокси мировать м атрицы, 
обратные к м атрицам D;, при помощи трехдиагональных м атриц 
С;. В э1 ом  случа е  в силу (3 .4 .53) м атрицы D; также будут 
трехдиагональными (однако матрицы Di 1 будут в общем слу
чае плотными ) . Одной из отправных точек аппроксим ации 
м атр ицы Di 1 может служить следующая теор ем а ,  которую мы 
приведем без доказательства .  

3.4.8.  Теорема. Пусть Т - неприводимая невырожденная 
симметричная трехдиагональная матрица т Х т. Тогда су
ществуют два таких вектора и и v, что 

т - ' = 

и1 v 1 и 1 v2 и 1 vm 
и 1 v2 и2v2 и2vm 

Если, кроме того, Т является М-матрицей со строгим диагональ
ным преобладанием, то 

(3 . 4 .55)  

Нер авенства (3 .4 .55)  показывают, что элементы м атрицы 
Т-1 уменьшаются по мере удаления от главной диагонали,  и 
это н аводит н а  м ысль о том ,  что аппроксим ация Т-1 посред
ством м атриц с небольшой шириной ленты может оказаться 
вполне удовлетвор ительной.  Можно вывести достаточно простые 
р екурр ентные  соотношения для u;  и v; ,  одна ко даже если м ы  
захотим вычислить лишь диа гональную часть м атрицы Т-1 , нам  
потребуются все  значения u;  и v ; .  Опишем более простой метод 
аппроксимации .  

Пусть а 1 , • • •  , am - диагональные элементы матр ицы Т, а 
Ь, ,  . . .  , Ьm-I - внедиагональные элементы. Если Т =  LLт -
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ф а ктор изация  Хол есекого м атр и ц ы  Т, то 

V 1  

где 

( 3 . 4 . 56) • 

Vm _  

vi = al ' б 1 V 1 = - bl ' бi- 1 + v7 = ai , бi vi = - bi , i � 2 .  
Получаем  Т-1 = L-тL-1 , и иструдно проверить (упр а ж нение 
3 .4 . 1 9 ) ,  что первые  две д и а го н а л и  м атр и цы L-1 и м еют вид  

- v1-
1 

ТJ 1  v2- 1 

( 3 .4 . 57) 

v - 1 
т _  

где 

Т а к и м  образом ,  первые  две  ди а го н а л и  м атрицы L -1 в ы ч исляют
ся довольно просто. Есл и  V - а п п рокси м а ц и я  L,  обр азов а н н а я  
эти м и  дву м я  ди а гонал я м и ,  т о  м атрица  С = vт v является трех
диагональной и может служить а п п ро кси м а цией Т-1 • 

Метод непол ного разложени я 
Хол есекого - сопр яженных градиентов 

Рассмотр и м  теперь использов а н и е  н е пол н ы х  ф а ктор изаций  
Холесекого в качестве п р едобусловл и вателей для м етода соп р я 
жен н ых гр адиентов .  Пусть (3 .4 .35) - л ю б а я  непол ная ф а ктор и 
з а ц и я  с нев ырожденной м атр и цей L.  В ы бер ем  теперь матрицу
пр едобусловл и вател ь  М в п р едабусловленном м етоде сопр яжен 
н ы х  градиентов PCG ( 3 . 4 . 9 )  р а в ной 

M = LC. (3 . 4 . 58) 

Поскольку матрица  L невырожденна ,  м атр ица  М с и м метр и ч н а  
и положител ьно определена .  Решение  систем т и п а  Mr = r в 

9 Дж. Ор тсга 
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алгор итме PCG выпол няется п р и  помощи последовательного 
решения двух треугольных  систем 

Lx = r , L rr- х . (3 . 4 . 59) 

sа м етим ,  что непол н а я  ф а ктор изация  выпол няется л и ш ь  один 
раз  перед началом и:гераци!{i  PCG и м ножитель L должен хра 
ниться для использования  п р и  решении  систем ( 3 .4 .59 ) н а  каж
дой итер ации  м етода PCG.  

Указанный  выше в ы бор м атрицы М определяет общий 
класс метоdов непалнаго разложения Холесекого - сопряжен
ных градиентов, или  методов JCCG ( in comp lete Cholesk i  conj u
gate gra d ient ) . Дальней ш а я  детал изация  метода зависит от спо
соба получения непол ной фа ктор изации  Холесского: Т а к, н апри 
мер ,  есл и непол н а я  ф а кторизация  получена на  основе п р и нципа  
отсутствия  за пол нения  ( 3.4 .38) , то  соответствующий метод со
п р яженных градиентов обозначается ч ерез ICCG (О ) или ,  в соот
ветствии с р ис .  3 .4 .2 ,  ч ерез ICCG ( l , 1 ) .  

Ка к уже указывалось,  иногда оказывается удобн ы м  р ас
см атр ивать непол ное разложение Холесекого в фор ме ,  свобод
ной от корней ,  где (3 .4 .35)  за менено н а  

А -=  L D L  � + R ;  (3 . 4 . 60) 

здесь D - положительно определенн а я  диа гональная  м атрица ,  
а м атр ица L теперь и м еет диа гональные  элементы,  р а в н ые еди 
нице . Есл и взять М =  LDLт,  то  п р я м а я  и обратна я  подстановка 
(3 .4 .59)  з а меняются на фор мул ы  

Lz = r, Dx = z ,' L.,r = х . (3 .4 . 6 1 )  

Параллельная и векторная реализация метода I C C G  
П ар аллельная  и л и  вектор ная  реализация  м етода соп р яжен

ных градиентов как  такового остается .такой же, как в § 3 .3 .  
П робл е м а  заключается в реализации  непалной факторизации 
и ,  что еще важнее, п р я мой и обратной подстановак ( 3. 4 . 59 )  ил и  
( 3 .4 .6 1 ) ,  поскольку и х  нужно ·  выпол н ять н а  каждой итер ации .  
Вектор и зуемость и прр аллетрм aлropИTtvfOB ф fi ктор,и9аци и  Хо
лесского, описа.нных в гл . . 2, оказыва ются. соверщенно . неудов
летвар ительными  дл я больших разрежещ-1,ых  М ?ТР И/l, .  дл я ко
тор ых мы хоти м исп�тьзовать .  итер,а ции . ,  ,метода сопр яженных  
гр адиентов.  Аналогичн ы е  р еализации  неп,олной ф<,�кторизаци'и 
сталкиваются с теми же  трудностя м и .  , Опишем некотор ые 
пр иемы ,  позвол яющие их rреодолеть. 

Рассмотр и м  сначала  бл,очно-трехди(f гонал�;>нуiQ , м а,трицу 
(,3 .4 .44) . Для простоты будем п редполагать. что все м атоицы 
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А ;  и В; и м еют размер ы  N Х N и что все м атрицы А ;  я вляются 
ленточны м и  с полуш ириной л енты а, а матр ицы Bi - л енточ
н ы м и  с нолушириной ленты � - Ка к мы уже видели ,  м атрица  А 
дискретного ура внения Пуассона (3 . 1 . 5 )  п р едставляет собой 
м атрицу и менно такого вида п р и  а = 1 и � = О, в то время  
к а к  для м атрицы ур авнений (3 .2 .24)  и м еем  а = � = 1 . 

П р едположи м , что м ы  получил и нспол ную ф а кторизацию 
без з а полнения LLт м атрицы А . Таким обр азом ,  L + Lт и м еет 

L 

1 
2 
3 
4 
5 
1 
3 
4 
5 

5 

:х: 

Рис. 3.4.4. Решение системы Lx = r 

= 

r 

ту же структуру  р асположения иенулевых элементов, что и А ,  
и м ы  можем п р едставить L в виде 

- L1  
Kt L2 

L =  

KN- 1 LN -
где все м атрицы L; и К; и м еют р а з м ер N Х N с полушириной 
ленты соответственно а и � - В ( 3 .4 .45 ) - (3.4 .47)  мы показали ,  
как  можно получить такие  ф а ктор изации в случае  а = 1 и 
� = О . Сейчас  м ы  сосредоточи мся на  решении систем (3 .4 .59 ) . 

П роиллюстрируем предлагаемую идею схемой ,  показаиной 
н а  р ис. 3 .4 .4 ,  где  предпол а га ется,  что а =  2 и � = 1 .  Цифры ,  
проставленные Е\ стол бце дл я вектора  х ,  указывают номер ста
дии процесса в ы ч ислений ,  н а  которой соответствующее ур авне
ние  м ожет б ыть решено. Н а  шагах  1 и 2 решаются первые два 
9 •  
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уравнения .  Н а  ш а ге 3 решается третье ур а внение ,  но  одно
временно может быть р ешено также и (N + 1 )  - е  урав 
нение ,  та к ка к уже доступны  ком поненты решения х 1  и х 2 •  
Н а  ш а ге 4 можно решить четвертое и (N + 2 )  -е  уравнения .  
Тогда на  ш а ге 5 можно решить пятое ,  (N + 3 )  - е  и ( 2N + 1 )  - е  
уравнения  и т.  д. Через каждые два ш а га допол нительно  мо 
жет  быть п а р аллельна р ешено еще одно уравнение, и такие  до
бавления  воз можны до тех пор ,  пока не будет достигнуто м а к
симал ьное значение, составля ющее около N /2 уравнений . З а 
метим ,  что м ы  можем нач ать р е ш е н и е  второго блока уравнений  
н а  ш а ге 3, тр етьего блока  н а  ш а ге 5, и т. д . ,  вплоть до N-го 
блока н а  ш а ге 2N - 1 .  Таким  образом ,  решение  будет завер
шено з а  3N -- 2 ш а гов .  Поскольку нужно решать N2  уравнений ,  
средня я степень н а р аллел и з м а  соста вит N2/ (3N - 2 )  � N/3 .  
В упражнении  3 .4 .20 рассматривается случай ,  когда блочный  
порядок р авен М и каждый блок  представляет собой м атрицу 
N X N. 

Описа н н а я  схем а п роиллюстрирована  для значений  полу
ш и р и н ы  а =  2 и р = 1 .  З а м ети м ,  что моменты времени ,  в кото
р ые можно последовательно начи нать р ешение  блоков ура вне
ний,  за висят тол ько от р ,  но не  от а ;  в ч астности ,  через каждые 
� + 1 ш а гов можно начать обра ботку еще одного блока .  Дл я  
дискретного уравнения  Пуассона (3 . 1 . 5 )  � = О, т .  е .  обра ботку 
нового блока уравнений  можно н а ч и н ать на  каждом ш а ге, в то 
время  ка к для уравнений (3 .2 .24)  � = 1 ,  и поэтому обра ботка 
нового блока может н а ч и наться на  каждом втором ш а ге. Клю
чев ы м  моментом описанного процесса является «р азвязыв а н ие» 
ур авнений  каждого блока ,  возможное после того, как вычисле
н ы  некоторые  неизвестные ,  и такая  стратеги я не  будет р а бо
тать дл я матриц с плотно за пол ненной лентой. Отмети м сход
ство р ассмотренной  п роцедур ы с алгоритмом Лори - С а м ех а ,  
описа н н ы м  в § 2 .3 .  

Решение верхнетреугольной систе м ы  L т;= х можно осуще
ствить а н алогичн ы м  образом ,  выполняя  обработку в обр атном 
пор ядке. 

Полезно проинтер п р етировать описанный  п роцесс с исполь
зованием  разностной сетки ,  н а  которой задано решаемое урав 
нение .  Сделаем  это дл я уравнения  (3 .2 .24 ) . Сеточный  ш а блон  
соответствующей дискретизации  указан  на  рис .  3 .2 .7 .  Н и ж ней 
и верхней треугольным ч астя м  м атрицы А отвечают сеточные  
ш а блоны ,  наказанные н а  р ис. 3 .4 .5 ,  где буквой Р помечена  
центр альная точ ка  ш а блона .  Поскольку неполные  м ножител и 
L и Lт и м еют ту же структуру за пол нения ,  что и нижняя  и 
верхняя  треугольные  части м атрицы А ,  м ы  можем связать их  
с шаблонами ,  приведеин ы м и  н а  р ис .  3 . 4 . 5 .  В ч а стности ,  р ешение 
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ур а внения  систем ы /Jx = r , отвечающего точке сетки Р, требует, 
чтобы решение уже было известно в соседни х  западной,  южной ,  
юга-восточ ной и юго-западной точ ках .  Соответственно реше-
ние  уравнения системы Lтr = х, отвечающего точке сетки Р, тре
бует известн ых значений в соседних восточной ,  север ной ,  севе
ро-восточ ной и северо -зап адной точ ках .  

р 
� 

р 

(а.) ( Ь) 
Рис. 3.4.5. Ша блоны, соответствующие м а 1 рица м  L и L' 

Рассмотри м  теперь обход узлов сетки в п роцессе решения  
еретем ы  Lx = r , когда ка ждое ур авнение  решается ср азу же ,  
как  только ста новятся известны требуем ы е  п р едыдущие значе 
ния  компонент решения .  Порядок, в котором можно решать эти  

1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  1 9  

1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  

9 1 0  1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  

7 8 

5 6 

3 4 

2 

9 1 0  1 1  1 2  1 3  

7 8 

5 6 

3 4 

9 1 0  1 1  

7 8 9 

5 6 7 

7 6 5 4 3 2 

7 6 5 4 3 

7 6 5 

7 

Рис.  3.4.6.  Порядок решения систем /"х = г и cr ·r = х 

уравнения ,  показан  на  р ис .  3 .4 .6а ,  где одной и той же цифрой , 
скажем k ,  помечены те точки ,  в которых  решение  соответствую
щих ура внений может б ыть вы пол нено пар аллельна на  k-м  
шаге .  Порядок решения  дл я систе м ы  Cr = х показан  ( не столь 
детально)  на  р ис .  3 .4 .6Ь ;  в этом случае  мы персдвигасмея по  
сетке в обр атном направлении .  Есл и  сетка и м еет р азмеры 
N Х N ,  то описа нный  п роцесс эквивалентен процессу дл я 
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системы ,  изображенной на  р ис .  3 .4 .4 .  З а мети м ,  что порядок 
r с ш с н и н  на  р ис. 3 .4 .6  а н а л о г И Ч L' Н  диагр а м м е  времен  пересчета 
к о l\ш о н с н т  и т е r а н и о н н о J'о п r ибiшжения на  р ис. 3 .2 . 1 6  для м е
тода S O R  с р еор ганизова н н ы м и  потока м и данных .  

Многоцветная реализация  1 C C G  
Рассмотр и м  теперь реализацию алгоритмов ICCG для ком 

пьютеров ,  ориентиров а н н ы х  на  обра ботку дли н н ы х  векторов .  
Эта же реализация  позвол яет получить алгор итмы ,  обладаю
щие  очень высокой степенью п а р аллелизма .  Для некото р ы х  за
дач ,  возникающих  при дискретизации уравнений  в ч астны х  п ро
изводных ,  можно получить эффективную р еализацию,  исполь
зуя м ногоцветн ы е  упорядочения  точек сетки . 

Чтобы проиллюстр ировать предлагаемый  подход, п редполо
ж и м  сначала ,  что м атрица коэффициентов А и м еет вид 

А =
[ � � (3 . 4 . 62) 

где м атр ицы D 1 и D2 диагональные,  а С диагонально р азрежен
н а я .  Напом н и м  ( см .  § 3 . 2 ) , что м атрица такого вида может воз
н икнуть при дискретизации  уравнения  в ч астны х  производных,  
если использовать красно-черное упорядочение  точек  сетки. 
Точное р азложение  Холесского, свободное от корней ,  для м ат
рицы  А п р и н и ма ет вид 

( ) J r /) 1 !. , ( ) 
(3 . 4 . 63) 

где /" 1 и L2 l ! l l ii..: н с r р сугольные  м атрицы с единицами  на гл ав 
ной ди агон а л и ,  а Di - диагональные  м атрицы .  Пр и р авнивая  
соответствующие члены в (3 .4 .63) , получаем 

- т  ...-.... т - т  - т  L 1D1 L 1  = D 1 , LзD, L , = С, LзD , Lз + L2D2L2 = D2 . (3 . 4 . 64)  

Из первого соотношения (3 .4 .64 )  в ытекают (упражнени е  3 .4 .2 1 )  
р авенства L1 = 1 и D1  = D 1 .  Таки м образом ,  

L1 = !,  D 1 = D1 , L3 = CD[ 1 •  (3 . 4 . 65) 

Рассмотр и м  теперь ф а кторизацию IC (О ) м атрицы (3 .4 .62 ) , 
для которой введем обозначения  

ц ] . L� 
(3 . 4 . 66) 
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Поскол ьку соотношения  (3 .4 .65)  показывают, что точное р а зло
жение Холесекого позвол я ет получить блоки L 1 и L3 без запол
нения ,  то  L 1 ,  L a и /J1 , определенные  в (3 .4 .65) , пр едставляют 
собой в точ ности те блоки ,  которые возни кают п р и  непал нам 
р а зложен и и  Холесекого (3 .4 .66) . Кроме того ,  блок L 2 в непал 
ной ф а кторизации  должен б ыть р а вен еди ничной м атрице, та к  
к а к  заполнение  н е  допускается,  и поэто м у  

� -

( 1 1') D2 = D2 � диагональн а я  часть D2 - CDI С . 

Таким  образом ,  м ножител и ф а ктор изации  
задаются фор мул а м и  

[ 1 
L -- CD1- 1 D =

[ � 1 

I C  (О ) вида 

(3 . 4 . 67) 

(3 .4 .66 )  

(3 . 4 . 68) 

Для получения м атрицы 152 нуж н ы  только те опер а ции ,  кото
р ы е  необходи м ы  дл я вычисления  диагональных элементов.  

Есл и  р а збить векто р ы  r , х и z в системах  (3 .4 .6 1 )  согл асо
в а нно с А, то эти систем ы  п р и н и м ают следующий вид :  

О ]  [ 
z 1 ] = [ r 1 ] [ 

D 1 � ] [ х 1 ] = [ z 1 ] .  
1 Zz Гz О D2 Х2 Zz 

[ 
1 D! 1Ст ] [ �1 ] = [ х 1 ] . О 1 r2 Х2 

Реш а я  их ,  получаем  фор мул ы  

и л и  

(3. 4 . 69) 

(3 . 4 .  70) 

З а м етим ,  что фор м ирова ние  вектора  r требует только у м но
жения н а  вектор диагональных  матр и ц  или  диа гонально р аз
р еженных  м атриц. Таки м образом ,  решение треугольных  систем 
(3 .4 .6 1 )  сводится к опер аци я м  вектор ного и н а раллельного вы
числения .  

Если матрицу коэффициентов нельзя п р ивести к красно-чер
ной фор м е  (3 .4 .62 ) , но можно представить в в иде с-цветной 
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м атрицы ( см .  § 3 .2 ) , то можно п р и м енить ту же самую технику. 
Пусть 

D ! с�� . . . с�. 1 
С2 1 

А = 
с�. с - !  

(3 . 4 . 7 1 ) 

_ Се, ! · · · Се, с - ! Dc 

где D, - диагональные матрицы,  а С;1 - диагонально р азрежен
ные. · Аналогично (3 .4 .63 ) , б.rючная  фактор изация Холесского, 
свободная от кор ней, задается для м атрицы А соотношением 

[ Ll l  l [fjl 
. . . 

А =  . . 

Lc , 1 • • • Lc, с 

где все диагональные элементы м атриц Lu  р авны единице. От
сюда следует (упражнение 3 .4 .22 ) , что м атрицы Li/ и D; удов
летворяют соотношениям 

j =  1 , . . . , с ,  (3 . 4 . 73)  

и 

i > j .  (3 .4 .  74) 

Для точного р а зложения Холесекого вычисления ,  отвечающие 
соотношениям (3 .4 .73 ) , требуют выпол нения разложения  Холес
екого для м атрицы,  р авной пр авой части (3 .4 .73 ) , чтобы полу-
ч ить м ножители Lu и Д. Одна ко для р а зложения IC (О ) 
м атрицы А диагональные множители Lu должны быть р авны 
единичным м атрицам и ,  поскольку !51 - диагональные м атри
цы, (3 .4 .73 )  принимает вид 

D1 = D1 - диагональна я  ч а сть (1i:1 L1kDkL/k) , j = 1 ,  . . .  , с . 
k = l  

(3 . 4 . 75) 

Так  как неиулевые з начения допускаются лишь для тех эле
ментов L;1 , которые расположен ы  в позициях, отвеч ающих 
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диагонал я м  м атрицы Cii, то возни кновение  иенулевых  элемен
тов  в других  ди а гоналях  в (3 .4 .74 )  пода вл яется : 

i > j . ( 3 . 4 . 76) 

Ур авнения  (3 .4 .75)  и (3 .4 .76) , обобщающие соотношени я  
(3 .4 .68 ) , з адают ф а ктор изацию матрицы А т и п а  I C  (О ) .  З а м е
тим ,  что вычисление  этой ф а кторизации  требует лишь  ум ноже
ний  диагонально разреженных  матриц .  За мети м также, что 
в (3 .4 .75)  дол ж н ы  в ы пол няться .пишь умножен ия ,  н еобходи м ы е  
дл я в ычисления диагональных  эл ементов,  и ,  а н алогично ,  в 
( 3.4 .76)  дол жны выпо.1 н яться л и ш ь  ум ножени я ,  необходи м ы е  
дл я выч исления  эл ементов, р асположенных  в позициях ,  кото
р ые соответствуют иенулев ы м  ди а гона.'l я м  м атр иц  Cii · 

Треугольные  сИстем ы  (3 .4 .6 1 )  та кже можно реш ить с ис 
пользованием  тол ько м атр ич н ы х  ум ножений Система Lz = r 
с векто р а м и  z и r ,  р азбиение  котор ых согл асова но с р азбиением 
м атрицы L ,  записывается в виде 

Lc, 1 Lc, с -1 1 

( 3 . 4 . 77) 

так  как диагональные  блоки р а в н ы  еди н и ч н ы м  м атрица м .  Та
ким образом ,  j 1 

zi = ri - L Likzk , j = l , . . .  , c , 
k = 1  

так  что в ычисление  вектора  z требует тол ько ум ножений  диа го
нально разрежен н ы х  м атриц  н а  векторы .  Систе м а  Lтr = х 
решается а налогично .  

Р ассмотр и м  теперь вопросы,  связанные  с реализацией на 
векторном компьютере.  П р едположи м ,  что м атрица  А х р а н ится 
по диа гонал я м ,  то есть х р а н ятся тол ько неиулевые диагонали 
м атр иц Cii и Di . Множитель L х р а н ится так  же.  Есл и м атрица  
А возни кает при  дискретизации  двумер ной задачи н а  сетке 
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N Х N, то м атрица А и меет р а змер N2 Х N2 •  Таким образом ,  
дли н ы  векторов п р и  в ы пол нении неполного р азложения  и п р и  
р ешении  треугольных  систем не превосходят О (N2  jc) , пр ичем 
эти дл ины  уменьшаются по мере удаления рассм атр иваемой ди а 
гонали  Cii или  Lii от гл авной ди а гонали .  Дл я большинства за 
дач  та кое уменьшение не  будет ч рез мер н ы м ,  и в качестве ор иен 
тировоч ного значения  средней дл и н ы  вектора  м ы  можем п р и нять 1 = О (N2 / (2с ) ) .  Есл и  N = 1 00 ,  то п р и  с = 2, т. е. дл я красно
чер ного упорядочения ,  l = О ( 2500 ) . Дл я больших  значений с 
величина  l оказывается,  конечно,  меньше,  одна ко, скажем,  для 
с = 6 величина  l все еще бл изка  к 1 000 . 

Относительно  метода сопр яжен н ы х  градиентов можно за 
м етить, что вычисление произведенин  Ар можно  по -прежнему 
в ы пол нять при  помощи длинных  вектор н ы х  операций ,  есл и не 
нулевые диагонали  м атрицы А проведсны сквозь м атрицы Cii. 
Так, н апри мер ,  гл авная ди а гональ  А и м еет дл ину N2• 

Прием Айзенштата дл я I C C G  
П р ием Айзснштата ,  обсуждавшийся р а нее в связи с методом 

SSOR ,  можно использовать и совместf!о с п редобусловл иванием  
по  м етоду непал нога разложения Хол есскрго. П р едположим ,  
что  м атрица А м асштабирована  так ,  что  все  се диагональные  
элементы равны единице .  Тогда п р и  использова н и и  красно-чер 
ного упорядочения  непол н ые м ножител и Холесекого (3 .4 .68)  
п р и н и м а ют вид 

и м атри ц а  К в (3 .4 .3 1 )  р а в н а  

т [ о 
K = L + L - С 

� ] - [ �  

Таким  образом ,  умножение  Kt в р езультате п р ием а  Айзеншта
та «исчезает» и можно получить произведение  Apk, не в ыпол
няя п р а ктически никакой вычислительной · р а боты сверх той,  
кото р а я  уже была затр ачена  на  предобусловл ива ние .  Одна ко 
по мере  увеличения  кол ичества цветов ситуация  становится м е
нее выигрышной .  В о бщем случае  только первый блочный  стол
бец м атрицы К будет нулевы м вне  гл а в ной ди а гонали ,  и отно
сительная  эффективность п р и е м а  Айзенштата будет у мень
шаться с увеличением  количества цветов.  
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Блочное предобусловливание Я коби 
и декомпозиция области 

В качестве вспомогател ьного итер ационного процесса 
(3 .4 . 1 6 ) можно использовать блоч ные  ( ил и  пол и нейные )  итер а 
ц и и  Я коu 1 1 ,  получая  тем са м ы м  m-шаговый блочный  м етод 
Я коби - РСG ( см .  упр ажнение  3 .4 .4 ) ; а н алогич ную конструкцию 
можно построить и на основе метода S SOR.  Опишем теперь 
ком б и нацию блочного предобусловл ивания  Я коби  с м етодом 
деко м позиции обл асти .  Предполож и м ,  что дл я обл асти ,  на  ко
торой зада но ура внение  в ч астн ых производных ,  проведсн а  де
ком позиция ( см . ,  н а п р и мер ,  р ис .  3 . 1 . 1 4 ) . Как и в § 3 . 1 ,  п р ед
положим ,  что кажда я точ ка сетки п р и н адлежит неюнорой под
обл асти ; та к и м  образом ,  м ножества - разделител и отсутствуют. 
Есл и А = (A ;i) - блочн а я  фор м а  м атрицы коэффициентов,  от
вечающая п р и н ятой деко м позиции области,  и кол ичество под
обл астей р а вно р, то матрица -предобусловл и ватель дл я одно
шагового блочного м етода Я коби -РСG р а вна  М = d i a g (A I I ,  . . .  

. . . , Арр ) . Мы можем и нтер претировать это блочное п р е !!.обус
ловливание  Я коби как  некоторую простую разновидность п р ед
обуеловл ивания  посредством деком позиции обл асти ,  где п р ед
обуеловливание  выпол няется путем решения  задач в подобл а 
стях п р и  значениях  неизвестных  в соседних подобл астях ,  взятых 
с п редыдущей итер ации  м етода сопр я женных  гр адиентов .  

Подобный  подход к п р едобусловл иванию потенциально об 
л адает исключительно хороши м и  п а р аллельн ы м и  и вектор н ы м и  
свойства м и ,- п р и  условии ,  что рассм атр иваем а я  задача  и м еет 
подходящую структуру.  Н а п р и мер ,  как  было показано  в § 3 . 1 ,  
вычисления ,  требуемые  дл я выпол нения  блочной итер ации  Я ко
би ,  могут б ыть выпол нен ы при  помощи сквозной векторизации  
м ножества систем .  При  этом п р едпол агается,  что все  м атрицы 
A ii и м еют оди н и тот же раз мер и одну и ту  же структуру ( н а 
п р и мер ,  трехди а гональную ) . Дл я  п а р аллельных  вычислений 
подобласти  нужно выбир ать таким  образом ,  чтобы вычисл и 
тельные  затраты н а  р ешение  задач  в подобластях были  сбала н 
сиров а н ы .  

Хотя одноша гавый блочный  м етод Я коби - сопряженных 
гр адиентов и меет хорошие  п а р аллельные свойства ,  скорость 
елоди мости итер аций может оказаться досадно низкой .  Н а п р и 
м ер ,  дл я дискретного ур а в нения  Пуассона и одно ш а гового 
линей ного предобусловл и вателя Я коби  ч исло обусловленности 
уменьшается ( по сравнению с поточечн ы м  методом Я ко б и )  
всего л и ш ь  в д в а  р аза (упр ажнение  3 .4 . 1 1 ) .  Поэтому может 
оказаться полез н ы м  использова ние  подобл астей другого вида,  
н а пр и м ер квадр атов , как  пока з а но н а  р и с. 3 . 1 . 1 4 . Но в это м 
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случае  п р иходится реш ать в каждой из подобластей задачу 
того же  типа ,  что и исходна я .  Таким образом,  если исходная  
сетка и м еет р а з мер ы ,  скажем ,  1 000 Х 1 000 и испол ьзуется 
1 6  подобл астей ( р ис .  3 . 1 . 1 4 ) ,  то каждая подобл асть будет и м еть 
р а з м е р ы  250 Х 250 ,  и решение  таких  задач может потребовать 
очень больших  затр ат.  Оди н из подходов к возни кающей 
п р облеме з а ключается в п р и ближенном решении  задач в под
обJi астях п р и  помощи непал ной ф а ктор изации  L ; L} блоко� A u. 
П р и  этом на ш а ге предобусловливания  метода PCG решаются 
систе м ы  

цгi = Хi , i = 1 ,  . . . , р ,  

причем каждый процессор решает свою пару  систем .  

Упражнения к п араграфу 3.4 • 
1 .  Показать,  что вектор г , оп ределенны й соотношением (3 .4 .  1 5 ) ,  сов п а 

дает с вектором гт из  ( 3 . 4  1 6 ) п р и  го 
= О 

2. Дл я метода SOR показать, что м а т р и ца М в (3 .4 . 1 4 )  я вляется ,  вообще 
говор я, нсси м мстрнчной при всех т ;,: 1 дл я любого О < w < 2 

3. Пусть В и С - си мметр ичные матрицы n Х n. Показать, что п роизвС'
де н и я  B ( CB ) m  п редставляют собой сим метричные матрицы для л юбого поло
жительного целого т. 

4 .  Сфор м улировать т-шагов ый  блочн ы й  метод Я коби-РСG,  а налогичн ы й  
nоточечному  методу (3  4 1 7 )  

5 .  Показать ,  что если м атрица D положительно определен а  и О < (!) < 2, 
то м атрицы Р и Q в (3 .4 . 1 9 )  я вл яются сим метрич н ы м и  и nоложительно опре
делен н ыми , з а  исключрнием случа я  <1> = 1 ,  когда матрица Q оказыв ается 
лишь положительно полуоп ределенной 

6. Убедиться в спра ведли вости фор м ул (3.4 2 1 ) .  

7 Показать, что если а ,  Ь ,  с и d - такие  вещественные •шсл а ,  что сЬ < 
< ad, то 

а + с а 

ь + d  < ь · 
Исnользовать эту оцен ку дл я доказательств а НС'равенства в (3 .4 .23)  при 
о �  л1 � л". 

8.  В предnоложен и я х  теоремы 3 .4 .6 показать, что собственные значен и я  
матрицы персхода метода SSO R неотрицатель п ы  п р и  <1> = 1 .  

9. Показать, что п редобусловлен н ый метод сопр яженных градиентов,  при 
ме нсивый к систе м е  А х  = Ь с м атриuей -прсдобусловливателем М ,  з а д а н ной 
в (3 .4 27 ) , экви в < I .lснтсн методу P C G ,  п р и менеи ному к системе А� = Ь, опре
деленной в ( 3  4 29 ) ,  с матри цей -п редобуслоt!Ли вателем Т - 1 • 

1 0 . ПредпоJюжим , что к решению систем ы Ах = Ь с м атрицей А ,  задан
ной в ( 3. 1 .7 ) , примен яетс я одношагоный метод Якоби-РСG.  Показать, что 
скорость сходи мости итер а ц и й  будет такой же. как если бы п редобусловлива 
ни е  не nри менялось . (Указание :  снач ала  пока жите, что nол учаю щи йся итера -
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ционный метод совпадает с методом CG без п редобусловли в а н и я, при менеи

н ы м к системе Ах = Ь , где D - диаго наЛI,н а я  ч а сть матрицы А и А = D - 1 А ,  
а Ь = D 1 Ь ;  з а т е м  покаж ите, что, поскольку м атрица D р а в н а  еди н и ч н о й  
м атрице,  ум ноженной н а  константу,  то ч и с л а  обусловлен ности матриц А и А 
сов падают ) 

1 1 . Р ассмотр и м  однош агавый блоч н ы й  метод Я коби-РСG для системы А х = Ь в случае, когда А - м атрица ( 3. 1 .7 ) , отвеча юща я дискретному у р а в 
нению Пуассо н а .  Тогда 

1 - т - 1  
- т - 1 

= l + C, 

-- т - 1 

где С явл яется кронекеровски м произвсдснис'l'! вида  ( Т - 4/)  @ Т - 1 .  Исполь
зуя упражнение 3. 1  1 9 , показать, что собстве н н ы е  з н а ч е н и я  м атриц Т-1 и 
Т - 41 р а в н ы  ( 4 - 2 cos kh)  - 1  11 -2 cos lгh, /г = 1 ,  . . . , N, соответственно,  где 
h = n/ ( N  + 1 ) .  З атем испо.1ьзоват 1, тот фа кт, ч то ( см . ,  н а п р и мер,  [Ortega , 
1 987а,  р. 237] ) собственные з н ачения  м атрицы (Т - 4/)  @ Т - 1  р а в н ы  всевоз
м о ж н ы м  п роиз веде н и я м  собствен н ы х  з наче 1шй  м а триц Т - 4/ и Т - 1 •  чтобы 
уста новить формулы для собственн ы х  з начен и й  м а трицы В вида 

2 cos jh 
j, k =  1 ,  . . .  , N. 

- 4 + 2 cos kh ' 

В ывсети отсюда, что ч и сло обусловленностп cond (В ) ,  т. е. отношени е  н а и 
большего собственного з н а ч е н и я  к н а и мсньшrму,  р а в н о  

с о п d  ( В) = 1 / ( 1 - cos h )  � 2h - 2 , 

где п р и ближенное р а венство с п р а в едл иво для малых значений  h. Показать, 
что число обусловлен н ости предабусловле н н о й  м а трицы при h -+  О л и ш ь  в 
д в а  р а з а  меньше числа  обусловленности исходной 1V!атрицы А . 
12 . Проверить в дста,1 я х  в ывод соотн ошений  (3  4 .26) 

1 3 . Показать, что в результате п р и мснен и я  алгоритма , п р иведеиного н а  
рис .  3.4 . 1 ,  к трехдиагональной матрице получаетс я е е  точное разложен ие  Хо
лесского. Вообще, показать, что если указа н н ы й  алгоритм n р и м е н яется к лен
точной матрице, не содержаще й  н улевых элементов в н утри ленты, то в ре
зультате nолучается точное р азложение  Холесского. 

1 4. Пусть 

А =  
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8i , N- 1 
1\ .V - 1 A i ,  N 

где ка ждый блок А ;1 прсдст а tшяет собой трсх.1иагон а .1ы tую м атри цу N Х N, 
бло к В;; - д и а гональную мат р и ц у  N Х N , а tш ждая матрица С;  я вля етс я  
д н а гона .1ьной и Н \t сет размер N2 Х N2 •  Таким образоVI, А - сем идиагональная  
матр и ца N3 Х N3 •  Пок и з а п,, что \t н о ж н те.1 и L 1 1  D не пал наго разложени я  
I C (O)  удов.тетв ор я ют соотношен и я VI  

! . . 1 = а . .  1 jd . 1 • t ,  l - t ,  t - t -

[ .  . N = а . . мfd . v ·  t ,  t - t ,  t - t - .  

1 ; ,  i -N' = a i ,  i - N'jd; N'' 

di = ai i - ti, i - N'di - N' - 17. i - .Vdi - N - ti, i - ldi - 1 " 

1 5 . Пред полож им , что матрицы В; в (3 .4 .44 ) явля ются трехдиагональ
н ы м и. Показать, что в этом случае соотношение (3 .4 .46)  уже не н м сет ме
ста.  

1 6 Пусть LDU, где d i a g (L )  = !, я вляется свободн ым от корней разло
женнем Холесекого ( полным или нс tюлным ) ,  и nусть то ж е  с амое разлож е -

ние предст а влено  в виде L 1 D 1 z.y ,  где d i ag (L 1 ) = 1J 1 1 • Показать, что D 1  = 
= D - 1 и I.D 1 12 = L 1 D : 12. Используя nолуче н ные соотношен и я, убедитьс я  в 

том, что непошюс разложен ие м а т р и ц ы  (3 .4 .44)  можно nредстав ить в tшде 
( 3 .4 49 ) ,  где nодд и а го нальные элементы м атрицы L1 р а в н ы  соответствующи\1 
поддиа гональным элементам матрицы А .  

1 7. Пуст ь L1 D 1 LT - р азложе н и е ,  а п и с а и н ое в упр аж нени и 1 6. Показать, 
� � � т � 1 /2 J f? что соответствующее раз.1оженне L 1 D 1 L 1 ма тр ицы А = D1 AD1 - обладает 

свойством D t  = !. 
1 8 . Убедиться в том, что форму.1ы (3 .4 .50) - (3.4 .52 ) о п ределяют т о ч н о е  

блоч ное разложение Холесекого матрицы А, определе н ной в (3 .4 .44 ) .  

1 9. Показа ть, что первые две диа гонал н м атр ицы L-- 1 ,  соответствующей 
(3 4.56 ) , ЗаДа ЮТС Я COOTHOШeн t t Я M I I  (3.4 57) . 

20. Предполож и м ,  что матрица (3 4 44 )  о б р а з ов а н а  М2 блока м и  размера N Х N, т. е. м атр и ца А имеет размер MN Х MN. Показать,  что по схеме, n р и 
ведеиной н а  р и с .  3 4 .4, обра ботка М - г о  блока н а ч и наетс я н а  ш а ге 2М - 1 и 
решение вычисляется nолностью н а  ш а ге 2М + N - 2, т а к  что средн я я  сте 
пень пар аллелизма оказы вается р а в ной MN/ (2М + N - 2 ) .  

2 1 .  Показать,  что если L - н иж нетреугольн а я  м атрица,  а LI" r - диаго
нальная , то L - также диа гональн а я  м атри ца В ывести отсюда ,  что первое 
из соотношен и й (3.4 64)  влечет з а  собой равенства L t  = 1 и Dt  = D1 •  

2 2 .  Убедиться в справедливости соотношений (3 .4 .73)  и (3 . 4 .74) . 
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Л итература и допол нения к п араграф у  3.4 
1 .  Хотя сама  идея п редобусловливания  восходит к р а боте [Hestenes , 

1 956], основная  часть исследований  в этой об.� асти  бьта выполнена после 
того, как в начале 70-х  годов было осознано потенциальное з н а чение метода 
сопряжен н ы х  градиентов как итерационного метода . Основополага ющей ра 
ботой п о  предобусловливанию явл яетс я [Concus,  G o l u b ,  O 'Leary, 1 976] ; с м .  
также статью [Axe lsson ,  1 976]. 

2. Подход к прсдобусловливанпю дл я параллельпых и векторных  ком
пьютеров,  основа н н ый на  использова н и и  усеченного р а зложения  в р яд, впер 
в ые был при мснен в р а боте [Dubo i s  e t  а ! . ,  1 979] в случае ,  когда м а rрица Р 
в (3.4 . 1 5 )  р а в н а  диагональной части м атрицы А ,  и н аче говоря ,  для 1 о й  си
туации , когда в качестве вспомогательного итерационного п роцесс:;а ш�пол�
зуется м етод Я коби З атем в ·статье [Johпsoп et а !  , 1 983] было рассмотрено 
полиномиальное п р едобусловливание, опять для случая ,  когда Р представ
л яет собой диаго н альную часть матрицы А .  В р а бота х [Adams, 1 982, 1 983, 
1 985] прсдобуt·ловлива ние при помощи уссчrнных  рядов изучалось в кон
тексте использова н и я  т ш а гов вспомогательного итерационного мс1 ода .  вклю
ч а я, в частности,  методы Я коби и S S O R. Теорем ы  3 . 4  2 ,  3 4 5 и 3 .4 6 основы 
в а ются н а  результата х этой р а боты Та м ж е  б ы л и  рассмотрсны подююми аль
ные предобусловли в а н и я  для м атриц Р более общего впда ,  возникающих,  
в частности, при  использовании  ме!ода SSOR ,  таблица 3 4 2 з а и мствов а н а  из 
этих ра бот. См. также р а боту [ S a a d ,  1 985] , где можно н а йти общий а н ализ 
м етодов п олиljом иального п редобусловливания ,  и ра боту [Chen , 1 982] ,  где даетсЯ детальное и�след9ва ние способов м асщтаби рования  с п риложениями  
к поли номиальному п редобусловливанию.  В статье [Vaughaп ,  Or tega , 1 9871 
описана  реализаци я метода SSO R-PCG н а  гиперкубическом мультипроцес
соре I n te l  i PSC 

3 Прием Айзенштата описан  в р аботе [E i sens ta t ,  1 98 1 ]  Родственн а я  идея 
обсуждаетс я в р аботе [Ba nk ,  Dou glas ,  1 985]. Анализ и сравнение п роцедур 
Бэнка - Дугласа ,  Айзенштата и Коирада - Валяха  приводится в р а боте [Or
tega,  1 987с], где рассм атриваются как  стационарные итерационные методы, 
так и метод сопряженных  градиента� 

4 Идея непалной факторизации восходит по крайней мере к работе [Var
ga ,  1 960] . В статье [Mei jer iпk ,  v a n  der Vors t ,  1 977] Дается детальное И.iЛQЖе
ние метода ICCG, включ а я  формулировку метода IC (h,  k) . Пон ятие регу
ля рной непо)шой  фа ктqризации было введено  в работе [Robert , 1 982]. Не
полная  «встречная»  ф а кторизация 1 )  рассматривается в ра боте [vап der 
Vorst, 1 987] .  

5.  Теорема 3 4 7 была доказа на, для М-матриц в (Meijer i пk ,  v an  der Vorst,  
1 9771 и распространена  н а  Н-м атрицы в [ Ma n teu f fe l  1 980] . В последней р а 
боте обсуждi!ется также стратеги я сдвига ,  причем отмечается ,  что не  всегда 
обязательно в ы бирать значения  а н астолько больши м ,  что б ы  матрица al + А  
и м ела  диаr:онал

.
ьное п реобладание  

6. В (Kershaw� 1 978] п р едложена стратегия,  обеспечИвающая диагональное 
преобладание  в треугольном сомножителе неполного р азложения путем з а мены 
текущего значения li; н а  веЛичину L ! l i i f· С х одна я  иде я  вl:.щв и нут? в ра 
боте [Gusta fsson,  1 978], где предложен так  называемый  модифициро в а н н ый 

1 )  В оригlfнале i пcomp l e te « twisted» factori za t i on ;  структурно этот алго· 
ритм близок к м етоду в стречной ррогонки дл я решени я  трехдиагональных 
систем. - При.м. перев. · 
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м етод ICCG ( сокра щенно  M ICCG ) . Можно также построиТ!, семейство \1 0 д И 

фицированных  методов ,  з авис ящее от п а р а мс гра а ,  измен яющсгося  ог  нуля 
( что соответствует и сходному  методу ICCG ) до еди ницы ( что дает метод 
.М I CCG ) .  В ы бор значения  а ,  немного меньшего еди ницы ,  позвол яет добиться 
м ногократного улучшения скорости сходи�юстн итераций  БoJicc подробно с 
этим подходом можно оз н а комиться в ра ботах [As l1cra f t, G r imes,  1 987] и 
[ Axe l ssoп,  L i ndskog, 1 986] . 

7. Изложение непо,1Ной  фаю орн1ации  ( 3 .4 .45)  -- (Э .4 .48)  м атрицы (Э 4 .44 )  
основано на  р аботе [Уа п der Vors t ,  1 982], где  1 а кже дастс я соотношени е  
( 3 . 4  49 ) 

8 Прн  обсуждс н н и  блочн ы х  методов ( 3  4 50 )  - (3 4 57) м ы  следуем 
nодходу, п р и н ятом у в [Concus ,  G o l ub ,  Меша пt ,  1 985 1 В ра боте [Мешап t , 
1 984) рассматр и в а ются соответствующие вrкторизов анныс  алгоритм ы Боль
шое количество статей посв ящено исс ,�едованию различ н ы х  нспол н ы х  блоч н ы х  
факторизаций ,  как  п равило,  в предположе нии ,  ч т о  матрица А блоч но -трех
диагональная , см .  н а п р и мер ,  lAxelssoп,  1 985, 1 986] ,  [ E isens t a t  e t  a l  , 1 984] , 
[Jordan Т ,  1 982}, [l(ershav.• ,  1 982] , [ Re i ter ,  Rodr igue ,  1 984 ] , [ Rodr igue ,  Wol i tzer ,  
1 984] . В последн и х  четырех статьях основноr вним ание  удел яrтс я nостроению 
эффектн вных  алгоритмов дл я  вектор н ы х  компьютеров типа  C RA У.  См .  также 
р а боту [Axclsson , Po lman , 1 986] 

9 Подход к решени ю  систем ы  /_х = г, n роиллюстрирова н н ы й  рис .  3 4 4 , 
n р и н адлежит в а н дер Ворсту [ \ a n  der  Vors t ,  1 983] , а его обобщение  описано  
в ра боте [Ashcra f t , 1 985а ]  

1 0  Использование  многоцветных раскраш 1шаннй  дл я ICCG было пред
ложено в р а боте [Schreiber ,  Та п g , 1 982] Дал ыiсЙШN' развитие этого подхода 
м ожно на йти в [ Poo le ,  1 986] и r Poo le ,  O rtega ,  1 987] . П р и менению этой идеи 
к nрсдобусловли в а н и ю  как по методу н <·нол ного р а зложс и н я  Холссскоrо, т а к  
и по  методу SSOR посвящена р а ба га [No <le ra ,  1 984] Х01  я многоцветнос рас 
крашивание  nозвол яет достичь  очень  в ысокой с гспсни  п а р а .1лелизма ,  его п р и 
м с н е н и е  может повлечь з а  собой у\1сньшен н е  скорости c \o.l, I I\10cтн итераций 
по сра в нению с сстеrтвсн н ы м  упор ядочением 1 ) .  

1 1 . Использов ание  непалной факторизации  дJi я а н прокснмации  одношаго
вого блочного метода Якоби- РСG n редложено в р аботе r Ashcra f t ,  1 987Ь) , где 
приводятся также различн ые экспери ментальные результаты Блочное пред
о буеловлив ание  Я коби изучается также в р а боте [l(ow a l i k , Kumar , 1 982] Мы 
отождествили такое блочное п рсдобусловлив а н не Я коби  с МС'тодом декомnо
зиции  области ,  однако в больши нстве р а бот по методу дскомпоз 1щии области 
используются м н ожсства -раздС'лител и и расс\1отрение начинается с уравнений  
с матрицей,  nриведен ной к диа гонально-окай млен ной форме (3  3 1 8 ) .  В этом 
случае открываются две основные воз можности : метод PCG в р и меняется либо 

непосредственно  к системе ( 3  3 1 8 ) ,  либо к редуциров а нной  rистсмс Axs = Ъ 
с м атрицей,  р авной  дополнению Шура ,  где А и Ь определен ы в (3 3 1 9 ) .  
Очень хороший  ofi.юp этих двух подходов и другие указа ния  н а  литературу 
м о ж но н а йти  в статье [Keyes ,  G ropp ,  1 987]. Там  же сообщается и о б  3кспери 
ментальных р а счета х ,  в ыполненных  н а  гиперкубическом мульт и процсссоре 
I n t e l l  i PS C  Среди других р а бот посвяще н н ы х  методу декомпозиции области,  
можно назвать [L i chnewsky, 1 984], где используется м ногоцветное ра скраши
ва ние  внут р и  nодобJi астей ;  [Gon z a l ez ,  Whee ler ,  1 987] ,  где рассм атр iшас1 ся об 
общен ное уравнение  Пуассона с краевы м и  услови я м и  Нейм а н а ;  [Nour -Omi d ,  
Pa rk, 1 987], где сообщаетс я об  экспер и ментальных р асчета х  плоской задачи 

1 ) Прежде всего это относится к красно-черному уnорядочению. - Прим.. 
пере в. 



3 4. П редобусловленный метод сопряженных градиентов 273 

о н а п р яжениях  на гиперкубичсском мультипроцессоре ;  а также [Rodr igue ,  
1 986], где обсуждается деком позиция области тппа  процссса Ш в а рца .  

1 2  В литературе рассматривались  и другие  подходы к предобусловли в а 
н ию В статье [McBryan ,  \'an  de Ve l d e, 1 985] в качестве предобуслонливателей 
рассматривались процС'ду р ы  быстрого решени я  дискретного уравнен и я  Пуас
сона ,  основанные  н а  использова н и и  быстрого прсобразов а н и я  Фурье ,  а также 
итерации  метода персменных  н а п р а влений ADI В р а боте [Nour -Om i d ,  Pa r l e t l , 
1 987] использова.г.ось «поэлементное предобусловлива ние» ,  которое, возможно,  
окажетс я полез н ы м  инструментом решен и я  конечноэлементн ых  задач 

13  В рядr других р абот сообщается о ч и сJ iенн ы х  результатах и об экс
периментальном сравнении  различных методов .  В статье [ К i gh t l ey ,  Jones, 
1 985] п риводятся результаты в ычислен и й  н а  компьютере  C RAY- 1 для некото
рых nредобусловливаний ,  п р и менеи н ы х  к четы рем трехмерны м тестовым за 
дача м .  Две  из  н и х  представляют собой  уравнение Пуассона ,  в одном случае  
с к р аев ы м и  услов и я 'v! и  Дирихле,  а в друго 'v! - с краев ы м и  услов и я м и  Нсй
м а н а .  И нтересно, что для этих двух задач  п ростое диагональное м а сшта
бирование оказалось н а илуч ш и м  из  всех способов п редобусловливания  в 
см ысле общих затрат времени Две другие  тестовые задачи  были взяты из 
гидродинамики  Для одной из них  диагональное м асшта бирование  тоже р а 
ботало очень хорошо, усту п а я  л и ш ь  одной из версий метода I CCG,  и т о  л и ш ь  
nроцентов н а  десять. В р аботе [ K п i ght l ey ,  Thompson,  1 987] проводится срав 
нение  р яда м ногосеточных п рогр а м м  с Мl'тодом I CCG н а  компьютере C RAY- 1 . 
В качестве тестовых задач используются двумерные  дискретные задачи  Ди
рихле дл я уравнени я Пуассона в квадратной обл а сти Многосеточные VJетоды 
продемонстрировали на этих зада ч а х  лучшую производительность. В р а 
боте [Chan ,  1 985] п роводится сравнение  прrдобусловли в а н и я  S S O R  с м ного
сеточны м м етодом  и с п р я м ы м  м етодо м  для разреженн ы х  систем п р и  ре
шении  двумерных задач .  В статьях [Seager,  1 986а ,  Ь] оцениваются н а кладные 
затраты,  возникающие п р и  круп ноблочном и при мелкозернистом распа рал
лсли в а н и и  nредабусловлен ного метода сопряженных градиентов н а  четырех
п рощ�ссорном ком пьютере CRA У Х-МР 

1 4 . Как  м ы  в идели в § 3.3 ,  метод соп р я женных  градиентов можно и н
тер претировать к а к  метод м и н и м изации  и ,  таким  образо м ,  его область при 
менимости фактически оказываетс я ограниченной симметричными  зада'I ами .  
Однако было  п редп р и нято большое число попыток обобщить этот метод на  
случа й  н есим метричных  систем уравнений  и ,  в частности, разработать такие  
методы, которые по  возможности сохр а н яли б ы  достои н ства метода сопр я
женных  градиентов Некоторые из этих методов были опробов а н ы  н а  век
торн ы х  компьютерах  Напри мер ,  в р а боте [Орре ,  Кinca i d , 1 987] сообщаетс я  
о тестовых р асчетах п яп 1  модельных задач ,  возникающих п р и  моделирова 
н и и  подземных  месторождений ,  с помощью различных  предабусловлен н ы х  
методов т и п а  сопряженн ых градиентов. Из этих п яти з а д а ч  тоЛI,ко одн а 
имела симметричную положительно определенную м атрицу коэффициентов ; 
две другие задачи б ыли «почти с и 'v! метричны», а последние  две - сильно не
симметричны В ка честве п редобусловливателей рассматривались точеч н ы й  и 
блочн ы й  методы Я коби ,  метод S S O R, полиноми альный м етод, н еполное раз 
ложение  Холесекого и м одифицирован ное неполное  р азложение  Холесского. 
Примен ялись  также некоторые полунтерационные методы .  Прогон ы соответ
ствующих n рогр а м м  в ыполнялись на компьютерах  CYB E R  205 и C RA У Х-МР. 
См.  также статьи [Кincaid et  а ! . , 1 986а ,  Ь]. 



П р и .п о ж е н и е  1 

L U-разложен ие и разложен ие 

Холесского: ijk-�opмы 

в .  этом п р иложении п р иводятся некоторые подробности об 
Обсуждавшихея в гл . 2 ,ijk-фopмax  L U-разложения и р азложе
ния Холесского. Общая основа этих форiм - тройка вложенных  
циклов Для ,  пок.а занная на  р ис .  П . 1 . 1 .  

· 

Мы будем считать, что А допускает, устойчивое L И-разло
жение, та к что в ыбор глав ного эл емента не, нужен.  Разложение 
Холесекого будем з а писывать ка к  в обыч ной фор ме  LLт, так 

Дл я  
Дл я  

Для 
aif = aif - li kaki 

Рис. П .1.1. Тройка вложенных циклов дл я  L И-разложени я 

и в фор м е  LDLт, отвечающей схеме  без квадратных кор н ей ,  ил и .  
с и м м етр изов а н ной фор ме  гауссова исключения SG E  ( S ymmetric 
Gauss i an  E l im inat ion. - Перев. ) ; в последнем случ ае  L - ниж
нетр еугольная  м атрица с единица м и  на  гл авной диагонали .  
Фор м а  LDLт  позвол яет естественно перейтм от L И"разложения  
к р азложению Холесского. В случае  п р и м енения  метода Холес
ског� �л и  метода S G E  будем предпола гать, что х р а н11тся только 
нижнии  треугольник  м атрицы А ,  который  постепенно з а м е
щается элемента м и  матрицы L ( а  та кже м атр ицы D, если р а с
с матр ивается м етод S G E ) . 

Векторные комп ьютеры 

Псевдокоды для kij- и kji-ф�p м L И-разложения п р и ведены 
н а  рис .  2 . 1 . 1  и 2 . 1 .2 .  Математически  обе фор м ы  можно задать 
с ,помощью .вычита н и я  вн.ешних произведен.,ий, поэтом у  и ногда 
их  называют L U-разложением в .  форме вн.ешних произведений. 
Сказанное подтверждается следующим п редставленнем nервого 
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шага  L и-разложени я :  

А= [ ; � ат ] = [ 
1 О ] [ 

1 � ] [ а1 1 u 1 ] [ 
а1 1 U 1  ] 

а1 А2 l 1 1 О А2 О 1 
= 

a i i i i А2 + l 1u i  

Таким  образом ,  м одификация  подм атрицы А2 реал изуется ( м а 
тематически ) путем вычитания  внеш него произведени я  I Iu i пер 
вого стол бца L и первой  строки и. В обеих фор м а х  k i j  и kji 
м атрица L вычисляется по стол бца м ,  а м атрица и - по стро
кам,  т .  е .  на  k -м  ш а ге определя ются k-й стол бец в L и (k  + 1 ) - я 
строка в и (пер в а я  строка м атрицы и совп адает с первой стро
кой А ) .  Одн ако конкретный  способ вычислений в этих двух 
алrоритмах  различен .  В фор м е  kij строки  и вычисляются по
средством векторных  опер а ций ,  а элементы L - посредством 
скал ярных  операций .  В фор м е  kji столбцы L могут вычислять
ся с помощью векторных  операций ,  тогда как элементы строк 
м атрицы и в ы числ яются по одному в р езультате в екторных  опе
р аций над столбца м и .  

Формы kij и kji алгор итмов Холесекого и S G E  
Псевдокоды двух фор м алгор итма S G E  приведены на  

р ис. П . 1 . 2 .  В скобках указ а н ы  изменен ия ,  необходи м ы е  для 
того, ч тобы превратить эти тексты в псевдокоды соответствую
щих фор м алгоритма  Холесского .  

(l = al f2 ) I I  1<1 
Для k = 1 до n - 1 

Для i = k + 1 до n 
li k  == aikfakk (ai k/lkk) 
Для j = k + 1 до 

ai i = ai i - li kafk 

(ai i - li klfk) 

( lk + I . k + I  = a�.;. l ,  k + l ) ) 

( L I I  = а :п 
Для k = 1 до n - 1 

Дл я  s = k + l до n 
lsk = askfakk (askflkk) 
Д л я j = k + 1 до n 

Для i = j  до  n 
aiJ = ai i - likafk 

(ai f - li klfk) 

(lk + ! ,  k + I = alt.;. ! ,  k + l )  

Рис. П . 1 .2.  Формы kij и kji SGЕ-алгоритма и алгоритма Холесскоrо : а )  kij; 
Ь) kji 

В обеих прогр а м м а х  п р едполагается , что х р а н ится только 
нижняя половина  м атрицы А .  Поэтому  основная  фор мул а  мо
дификации a ii = a ii - lika kf , использов авшаяся в L и-р азложе
н и и  п р и  хр а нени и  м атр ицы полностью, з а меняется в алгоритме 



276 П риложение 1 

S G E  н а  a;i = a ii - lu , ai k ·  В прогр а м мах ,  реал изующих метод 
Холесского, м есто aik  в этом основно м арифметическо м  опера 
торе  з а н и м а ет li k · Хотя в прогр а м м а х  это явно не указа но,  в 
м етоде Холесекого элементы матрицы L могут з а мещать соот
ветствующие элементы м а трицы А .  Одна ко в методе S G E  такие  
за  \1 сщсния  п р и ходится и ногда отк.1 адывать до  момента ,  когда 
пер воначальные значения  элементов А ста новятся ненужн ы м и  
для дальнейших в ыч ислений .  Разл и ч н ы е  ijk-фор м ы  метода SG E  
и м еют в этом отношении  разные  свойства .  В фор м е  kji н а  
р ис. П . 1 . 2 весь k -й  столбец матр и цы А дол жен б ыть использо
в а н  для м одификаций ,  прежде чем можно будет записать н а  
его м есто k - й  стол бец м атр ицы L .  Отм ети м ,  что в то время  ка к 
в прогр а м м е  м етода Холесекого матрица L х р а н ится пол ностью, 
прогр а м м а  метода S G E  хра нит только ее нижнюю строго тре
угольную ч а сть ; в конце р азложения  диагональ  м атр ицы А пре
в р аща ется в диагональ  D.  Независи мо от того, когда п р о исхо
дит з а м ещение элементов м атр и ц ы  А элемента м и  L,  мы будем 
сч итать,  что L и А и м еют одну и ту же структуру хранения .  
Таки м образом ,  во  внутреннем цикле фор м ы  k i j  алгоритма  SGE 
i -я  строка м а тр ицы А модифицируется с помощью k - го стол бца 
этой же м атр ицы,  а в прогр а м м е  м етода Холесекого ис пользуют
ся  i- я строка в А и k -й  стол бец в L .  В обоих случа я х  нужен 
доступ и к строка м ,  и к столбцам .  Дл я  фор м kji требуется до
ступ только к стол бца м матриц  А и L. 

Ка к и в L И-р азложении  с пол н ы м  х р анением м атрицы ,  
фор м ы  k i j  и kj i  м етодов SGE и Холесекого явл яются алгор ит
м а м и  безотл а гательных модификаций .  Векторная  ко м а нда внут
р еннего цикл а  во всех ч етырех случаях  - это тр иада ,  хотя 
средние  дли н ы  векторов теперь короче ,  чем в L И-разложени и .  
Как указано в ( 2 . 1 . 1 7 ) , средняя дл ина  вектора  для каждого и з  
ч етырех алгоритмов равна  О (n/3 ) . 

Фор м ы  kij и kji снова можно интерпретировать к а к  алго
ритм ы внешних произведений .  Н а п р и мер ,  первый  шаг м етода 
Холесекого допускает п р едставление  

� ] [ �  н ]  1 . 

Таким  образом , модифицирова н н а я  подм атр ица А2 получается 
из  А2 путем в ы ч ита н ия внешнего произведения l r i Т .  В книге 
[George, Liu ,  1 98 1 ]  фор м ы  kij и kji назва н ы  подматричным 
алгоритмом Холесск,ого. В обеих этих фор м а х  в ы ч и сляется по 
одном у  столбцу м атр ицы L за  ш а г. Для п севдокодов ,  представ 
л енных  на  р ис .  П . 1 .2 ,  х а р актер доступ а  к да н н ы м  показа н н а  
р ис .  2 . 1 . 1 1 .  
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Отложе н н ые модификации :  
форм ы  ikj и iki LU-ра злQже ния 

Фор м а  ikj L И-раз . южен и я  а на Jtоги ч н а  фop VI e  k ij с одн и м  
искл ю чен ием : моди ф и к а ции  последующих стр о 1, м а т р ицы  А от
кл адываются до тех пор ,  пока  эти строки  не  IЮJ.вергнутся окон 
чательной обр аботке.  Тqк  же соотносятся фор м ы  jk i  и k j i ;  по 
этому фор м ы  ikj и jk i  называются алгори тмами с о тложенными 
модификациями.  Их псевдокоды п р и ведсны на р ис .  П . 1 . 3 .  ( Н а 
пом н и м ,  что псевдокод дл я (рор м ы  jki показа н и н а  р ис .  2 . 1 . 3 . )  

Для i = 2 до n 
Для k = l до i - 1 

l i k  = ai kfakk 

Д.1 н j = 2 ;т.о n 
Д.'I Н S = j ДО n 

Дл я j = k + l до n 
ls , i - 1=as, i - 1 /ai -- l , i - 1 

ДJIЯ  k = 1 JI.O j - l 
Д.1Я i = k + l .J.O n 

ai i = ai i - likaki 

Рис. П . I .З .  Фор м ы  ikj и jki /. И-р аз�южсн п я  <1 ) illj, Ь) jki 

_ На i- м ш а ге ал гор итма  ikj В Ы IЮJi н н ются все необходи м ы е  
м одификации  i - й  строки м атрицы А ;  в р езультате получа ются 
i -e  строки м атр иц  L и И. Т а к и м  обр азо м ,  i -я  строка м ат р и ц ы  U 
вычислнется ка к л иней н а я  комбинация  се предыдущих строк :  

i 1 

u i = L l i kuk k � l  
( испол ьзуются л и ш ь  т е  позици и ,  кото р ы е  вийдут в i -ю строку 
И) . Во в нутреннем  цикле требуется доступ к строка м мат 
р и цы А ,  а элементы м атрицы /. дают  коэффициенты л и ней н ы х  
!iJ)мбинаций .  Фор м а  jki п р едставляет собой соответствующий 
стол бцово ориентированный ал гор итм .  В ней нужен доступ 
к стол бца м м атриц  А и L. Основной опер а цией снова  я в.1 я ет�я 
в ычисление  линей н ы х  ком б и н а ций ,  только роль коэффициентов 
в них  теперь  и грают элементы a ki · На j-м ш а г е  посл е  внесе н и я  
тр ебуем ы х  изменений  в м а тр и цу А будут получены j - e  стол бцы 
м атриц  L и U ( в действ ител ьности ,  сигл асно теJ\сту н а  
р ис .  П . 1 . 3Ь ,  j -й стол бец L будет выч ислен  на  ( j  + 1 )  - ш а ге . 
Перев. ) .  Характер доступа  к да н н ы м  дл я фор м ikj и jki показан  
н а  р ис .  2 . 1 .4 .  З а м етим ,  что  средн я я  дл ина  векторов  в операциях 
в нутреннего цикла  этих  двух  фор м снова р авна  О ( � n) . 
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Ф ормы ikj и jki алгор итмов S G E  и Холесекого 
На р ис. П . 1 .4 приведены псевдокоды этих двух фор м ;  х а р а к

тер доступа  к данным показан  на  р ис .  2 . 1 . 1 1 .  
В алгорит м а х  ikj и jki основной опер а цией снова является 

вычисление  л инейных  комбинаций ,  и средня я  дл и н а  векторов 
равна О ( � n) . Есл и речь  идет о фор ме  ikj ал горитм а Холес
ского, то во внутреннем цикле  модифицируются элементы i -й  
строки м атри цы А,  при этом используются стол бцы м атр ицы L; 
таки м образом,  нужен доступ и к строкам ,  и к столбцам .  То же 

(l = al /2 )  1 1  1 1  
Для i = 2  до n 

Для k = 1 до i - 1 
lik = aikfakk (ai kflkk) 
Для j = /г + 1 до i 

ai i = ai i -li kaik 
(ai i -li klik) 

( l l l  = а\ �2) 
Для j = 2  до n 

Для s = j  до n 
ls, i - 1  = as, i - lfai- l : i - 1 (as, i - 1 fli - 1 , i - 1 ) 
Для k = 1 до j - 1 

Для i =  j до n 
aii = ai i - li kaik 

(ai i - li klik) (/ . .  = a1J2) ! 1 1 1  

Рис. П . 1 .4 .  Формы ikj и jki SG Е-алrоритма и алгоритма Холесского : 
а ) ikj; Ь )  jki 

самое  справедливо  в отношени и  алгоритма  S G E ,  хотя здесь 
требуются строки м атрицы А ,  х р а н и м ые вследствие си м м етри и  
к а к  столбцы ( т. е .  в м есто столбцов L ,  использовавшихся в ал
горитме  Холесского,  теперь берутся стол бцы А . - Перев. ) .  З а 
м ети м ,  что в ал гор итме S G E  нельзя записать L на  м есто А ,  
поскольку для будущих модификаций необходи м ы элементы 
и м енно  исходной матрицы А. Матр ица L вычисляется по стро
кам ,  и данная  фор м а  представля ет собой оди н  из в а р и а нтов 
м етода ,  назва н ного в книге [Geor ge, Liu ,  1 98 1 ] строчным алго
ритмом Холесского. В основе алгор итма лежит идея окаймле-

� � т  н и я ;  это значит, что  если А1 - 1  = L1- 1 L 1 - 1 есть р а зложен ие 
( i - 1 )  -й гл авной подматрицы,  то р азложение  подм атрицы А1 
и м еет в ид 

А� = [ �- 1  а1 ] = [ i: ·- 1  о ] [ li- 1 l 1 ] -
а ;  all  1 1  li i  О lц 

Таким образом, очередна я  строка м атрицы L вычисля ется с по
мощью соотношений Lt - 1 1 1  = а 1 , li i  = (aii - 1/1 1 )

1
12• 
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Для · фор м ы  jkl нужен доступ к столбца м матриц  А и L .  
В алгоритме  S G E  эл ементы ai k  играют рол ь  коэффициентов 
л и нейн ы х  ком би н а ций ; они п р инадлежат  j-й строке м атр ицы А ,  
а часть этой м атрицы, лежащая выше  j-й строки ,  может б ыть 
з а м ещена матр ицей L.  Столбцы L в ы ч исл яются по одному за  
ш а г, и да нная  фор м а  представл я ет собой оди н  из в а р и а нтов 
м етода ,  н а з ванного в книге [Georgc, Liu ,  1 98 1 ] столбцовым ал
горитмом Холесского. 

Ф ормы ijk и j ik LU-разложения  

Эти  фор м ы  основа н ы  н а  я вном L и-разложени и  с испол ьзо
ванием  скаляр н ы х  произведений .  Их псевдокоды п р иведсны н а  
р и с . П . 1 .5 .  Отмети м ,  что в фор м е  ijk цикл j состоит и з  двух 
частей ; в первой вычисляются элементы i-й строки  м а тр иц�! L,  

Для i = 2 до n 
Для j = 2 до i 

li , 1 - 1 = ai , i - 1 /af - 1 ,  1 - 1  
Д л я  k = 1 д о  j - 1 

aii = ai i - li kakf 
Для j = i + 1 до n 

Для k = 1 до i - 1 

Для j = 2  до n 
Для s = j до n 

ls, j - 1 = as, j - 1 /aj - 1 , j - 1 
Для i = 2 до j 

Для k = 1 до i - 1 
aii = ai f - li kakf 

Для i = j + 1 до n 
Для k = 1 до j - 1 

aii = ai i - li kaki 

Р ис. П . 1 .5.  Фор м ы  ijk и jik L И-разложен и я :  а) ijk ;  Ь) jik 

во второй - элементы i -й  строки  м атр ицы и. Вычисления в нут
реннего цикл а  представляют собой скал ярные  произведения i-й 
строки  L и столбцов А. Аналогич но,  в первом цикл е i фор м ы  jik 
в ы ч исл яется j-й стол бец м атрицы и, а во втором цикле i моди
фицируется оставша яся часть j -го столбца м атр ицы А: Основ
ной векторной операцией явл я ется скал я'р ное произведение ;  его 
сомножители - строки м а тр ицы L и j -й столбец матр и ц ы  и. 
Хара ктер доступа  к да н н ы м  для обеих фор м  показа н  н а 
р ис .  2 . 1 .4 .  З а м етим ,  что все необходи м ы е  модифи кации произ 
водятся н а  ш а ге, на  котором в ыч исляется текущая строка (ил и 
стол бец) ; та к и м  образом ,  данные  фор м ы  тоже п р и надл еж а т  
к ч ислу алгор итмов с отложенн ы м и  модификаци я м и .  В ф о р м е  
ijk м атрицы L и и в ы ч исляются по строкам ,  а в фор м е  jik 
по столбца м .  Н аконец, средни е  дли н ы  векторов в скаляр ных 
произведениях  снова равны  О ( � �) . 



280 П риложение 1 

Формы ijk и jik алгоритмов S G E  и Холесекого 

П севдокоды этих фор м п р иведены  на  р ис. П . l .б, а х а р а ктер 
доступа  к да нным  показан  н а  р ис .  2 . 1 .  1 1 .  

Внутренний  цикл фор м ы  ijk - это в ыч исление  скал я р ного 
произведения  i -й и j -й  строк  матр ицы  L в случ ае  м етода Хо
л есского и i-й строки  L и j-й строки  А в случ а е  метода S G E .  
Поскольку строки L выч исля ются по одной з а  ш аг, т о  фор м а  

и� �  = а:п 
Д л я  i = 2 до n 

Для j = 2  до 

[. · 1 = а · · 1/а - 1 · 1 t , J - t , J - J - , / -
(а; ,  1 _ 1 /l 1 _ 1, 1 _ 1) 

Для k = 1 до j - 1 

aii = aii - li kaik 
(ai i - li klik) 

( l . .  = а � (2 )  t L  t t  

( l " = а: (2 )  
Для j = 2  до n 

Для s = j  до n 
ls, f - 1  = as, i - 1 /af - 1 .  i - 1 

(as, i - 1 /li - 1 , i - 1 ) 
Дл я i = j до n 

Дл я k = 1 до j - 1 
aii = ai i - li kaik 

(ai i - li klfk) 
( l . .  = a '. f.2 )  / 1 11 

Р ис. П . 1 .6. Форм ы  ijk и jill алгоритмов S G E  и Холссского:  а )  ijk ; Ь ) jik 

ijk м етода Холесекого п р едставляет собой еще один в а р и а нт 
строч ного алгор итм а .  Отмети м ,  что в м етоде S G E  дл я модифи 
каций  i - го шага нужны все  п р едыдущие строки  м атр ицы А,  по
этому  нельзя з а п исать L на  м есто А. В фор м е  jik в нутр ен ний  
цикл - это скаляр ное произведение  i -й  стр оки L и л и бо j -й 
строки L,  л и бо j -й  строки А , т .  с .  совп адает с в нутр ен н и м  цик
лом  фор м ы  ijk . Однако L в ы ч исл я ется по стол бца м ,  н а  ка ждом 
ш а ге - очередной стол бец, поэтому  фор м а  jik п р едставляет со
бой еще оди н в а р иант  стол бцового алгор итм а Холесского. З а 
м ети м ,  что в м етоде S G E  j - я строка м атр ицы А нужна  для 
j - го ш а га , поэтом у  L может з а м ещать А только в поз ициях ,  
находящихся в ыше j -й  строки .  Обе фор м ы - ijk и jik - п р ед
ставля ют собой ал горитм ы с отложенн ы м и  модификаци я м и, 
а средняя дл и н а  векторов в скалярных  произведениях  р авна  

О ( � n) .  
Параллельные компьютеры 

Теперь мы обсуди м ijk-фор м ы  для п а р аллельных систем .  
Составляющие  такую систему  р п роцессаров  могут обладать, но 
могут и не  обл адать векто р н ы м и  свойств а м и .  Мы р ассмотр и м  
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только случай  систем с локальной п а мятью и будем использо
вать .  для хранения  м атрицы цикл и ческую слоистую схему, 
строчную или стол бцовую. В дальнейшем  Pi обозначает i -й  про 
цессор систем ы ,  а P ( i ) - процессор ,  х р а н ящий i -ю строку (или  
i -й столбец)  м атрицы А .  Н ачнем  с L U-р азложения .  

L U  -р азл ожен ие 

Основные  прогр а м м ы  для фор м kij и kji L U-р азложения 
приведены на  р ис .  2 . 1 . 1  и 2 . 1 .2 ,  но , чтобы быть полез н ы м и  для 
п ар аллельных систем ,  они  нуждаются в соответствующей ин 
терпретации .  Рассмотр и м  для начала  програ м му фор м ы  kij. 
Будучи  ориентированной  на  вектор ную ( или  последовательную ) 
м а ш и ну, она  фактически предпол агает строгий пор ядок обр а 
ботки,  невыгодный  для п а р аллельных систем .  Суть фор м ы  kij 
состоит  в том ,  что строки ( а  не  стол бцы)  модифицируются,  к ак  
только это ста новится возможным ,  и представляется естествен
н ы м  в ы полнять п а р аллельна ка к можно большее ч исло этих 
модификаций .  Та к, в прогр а м м е  н а  р ис .  2 . 1 . 1  k -й  ш а г  должен 
быть з а кончен ,  п режде чем  начнется (k  + 1 )  - й  ш а г. Одна ко это 
требование  в случа е  п а р аллельной систе м ы  является обремени 
тельн ы м .  Действительно, в то  время  к а к  одн и  процесса р ы  еще 
завершают k-й ш а г, другие могут уже быть свободн ы м и ;  для 
достижени я  м а кс и мальной эффективности та к и м  процессар а м  
следует позволить начать опер ации  ( k  + 1 )  -го ш ага .  Итак, про
цессар а м  будет ра зрешено переходить к следующему  ш а гу 
сразу после того , как  з акончен ы в ы ч исления  данного шага .  
Теперь мы более подробно р ассмотр и м  конкретные  фор м ы .  

Ф орма LU-kij, r 

Обозначим  чер ез L U-kij ,  r фор му kij L U-ра зложени я  п р и  
использов ании  строчной слоистой схе м ы ;  аналоги ч н ы м  обр азом 
будут обозначаться другие фор м ы .  На р ис. П . 1 .7 приведен псев 
докод, описыва ющий р а боту отдельного процессар а  при п р ямо
л инейной реализации алгор итма  L U-kij, r ;  и мя myrows отно
сится к множеству индексов строк,  п риписанных  к данному 
процессору. В случ ае  использования  строчной слоистой схе м ы  
каждый процессор в ыч исляет м ножитель ,  а з атем модифицирует 
хранящуюся в нем  строку. Все процессары  могут в ыпол нять эти 
действия  одновременно, только п р и  обработке нижней подм ат
р ицы  р Х р процесса р ы  оди н  за  други м начнут прекр ащать р а 
боту. Чтобы в ыполнить модификации  k -го ш а га , каждому  про
цессору  требуется строка k ;  следовательно,  строка k должна 
быть р азосл а н а  всем процессар а м  до начала k - го шага .  
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В алгоритме  на  р ис .  П . l .7 синхронизация  процессаров н а  
каждом шаге происходит  автоматически ,  п оскольку процессор 
Р (k + l )  закончит  шаг k не  р а н ьше других процессаров и дол 
жен еще распростр а нить и нфор м а цию .  Такая  организация  не
желательна , потому  что заста вл яет процессары  п роста ивать 

Для k = l до n - l в ы полнить 
если k п р и н адлежит  м ножеству myгows то 

распространить строку k 
иначе 

при н ять строку k 
для  всех строк i > k и з  myrows 

в ычислить li k 
модифи циро в ать строку i 

Рис. П . 1 .7. Простсй ш а я  LU-kij, r програ м м а  дл я отдельного процессар а 

в ожидан и и  очередной ведущей строки .  Поэтом у  м ы  позволи м  
процессору P (k + l )  распростр а н ить строку k + l , к а к  только 
ее модификация  завершена ,  и лишь  з атем пр иступ ить к моди-

распространить строку l 
для k = l до n - l 

если k не п р и н адле ж ит м ножеству myrows то 
принять строку k 

для всех строк i > k и з  myrows 

li k = ai kfakk 
, дл я  j = k + 1 до n 

aii = aii - li kaki 
если i = k + l и i =1= n то 

распространить строку k + 1 

Рис. П. 1 .8. L U-kij, r програ мма для отдельного процессара 

фикаци и  прочих  его строк .  Конфл и кты п р и  обменах  для подоб
ной стр атегии опережающей р асс ыл к и  м аловероятны ,  т ак  к а к  
строка k + l не  будет готова дл я расп ростр а нения ,  пр ежде чем 
будет лолучена и использова н а  строка  k .  Псевдокод этого ал 
горитма ,  который мы будем р ассматривать к а к  основную реа 
лизацию фор м ы  L U-kij, r ,  пр иведен н а  р ис .  П . l . 8 .  
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Алгор итм на р ис .  П . 1 . 8 можно улучшить, если начинать 
в ычисление м ножителей еще тогда ,  когда продолжается прием 
ведущей строки . Н а п р и мер ,  вычислять множител и li l можно 
уже при получении элемента a l l - в место того чтобы ожидать 
приема  пол ной первой строки .  В любом случа е  задержки обме
нов представляются впол н е  пр иемлемыми .  

Для п а р аллельна-векторных  машин  модификации произво
дятся посредством векторных  опер а ций над строка ми .  Для 
этого нужно, р азумеется,  чтобы все элементы требуемых строк 
были доступны .  На k-м шаге вектор ы имеют полную длину 
n - k ;  в отличие  от этого , для некоторых других фор м дли ны 
векторов р авны О ( (n - k)  fp) . 

Фор.Аш LU-kij , с 

Рассмотр и м  теперь фор му kij со столбцовым слоистым х р а 
нением ,  в наших обозначениях фор му L U-kij, с. Н а  k -м  ш а ге 
в Р (k )  будут вычислены все м ножители .  Согл асно алгоритму 
на  р ис .  2 . 1 . 1 ,  каждый м ножитель используется для модифика
ции соответствующей строки,  прежде чем в ычисляется следую
щий м ножитель. Одна ко ясно,  что если процессор Р (k)  не  даст 
приор итета вычислению полного k-го столбца м ножителей перед 
модификацией остальных х р а нящихся в нем столбцов ,  то это 
в ызовет задержку в р а боте других процессоров .  Множител и 
могут в ычисляться и распростра н яться сегмента ми ;  сегмент 
длины 1 соответствует р а спространению каждого множителя 
сразу после  его вычисления .  Хотя этот пр ием позволяет другим 
процессар а м  приступ ить к модификациям  насколько возможно 
р а но ,  стоимость обменов будет гораздо выше,  чем для алго
р итм а L U-kij ,  r .  

С другой стороны,  сегментом может быть и полный столбец 
м ножителей .  Это повлечет з а  собой задержки на каждом шаге 
н а  время вычисления м ножителей, но ситуацию можно попра 
в ить ( з а  исключением первого шага )  допол нительной модифи
кацией алгор итм а L U-kij, с, а именно включением в него стр а 
тегии опережающего вычисления и рассылки.  Конкретнее, по
лучив k-й стол бец м ножителей,  процессор Р (k  + 1 )  должен 
отдать пр иор итет вычислению и рассылке (k+ 1 )  -го столбца м но
жителей .  Это требует дальнейшего отступления от ортодоксаль
ной схемы kij ,  поскольку столбец k + 1 модифицируется пол 
ностью, п р ежде чем  процессор Р (k  + 1 )  з аймется модифика 
цией строк оста вшейся части своей подматрицы.  Подобный 
вариант  алгоритм а был б ы  гораздо более естественным в кон
тексте фор м ы  kji. 
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В с�уч а с  испол ьзов а н и я  вектор н ы х  процессорав в ы ч исл ение  
nсего сто.1 бца м ножителей можно выпол н ить с помощью вектор 
J JО Й  ко м а нды деления .  Одна ко, поскольку кажда я стро ка в фор ме  
/,· ij ,  с р аспределсна  м ежду р процсссор а м и , дл и н ы  векторов п р и  
С I JЮч н ы х  операци я х  будут в р раз  м еньше, ч ем  в фор ме  k ij, r. 
Т а к и е  дл и н ы  вектоrюв м ы  назовем частичными. Как  указано 
выше, фор м а  k ij, r допускает векто р ы  пол ной дл и н ы  во всех о пе
р а ци я х  н ер есчета . 

Ф орма f_U-kji ,  r 

Фор ма kji отл и ч а ется от фор м ы  kij тем ,  что модиф икации  
п роизводятся по  стол бца м ,  а не  по строк а м .  Мы снова н а ч и 
н а е м  с о  строчной  слоистой схем ы хра нения .  Псевдокод н а 
р ис.  2 . 1 .2  можно ада птировать для п а р а лл ел ьной систе м ы  сле
дующ и м  образом .  На k-м ш а ге пол н ы й  столбец множителей 
в ы ч и сл я ется п а р аллел ьна всем и процессор а м и .  Затем остав 
ш а яся  подм атрица  в А модифицируется стол бец за столбцом .  
В ыч исление  м ножителей  и модификации  требуют, чтобы строка  
k б ы.1 а  доступна  всем  процессора м ,  поэтом у  до  начала  k - го 
ш а га процессор Р (k )  должен распростр а н ить строку k .  Стои
мость обменов  та ка я же,  к а к  в простейшей верс и и  а л горитма  
L U-kij ,  r ;  в действительности оди на ковой будет и обща я  стои 
мость, поскол ьку н а  каждом шаге  процессар ы дел ают в обоих 
случ а я х  одн и и те же операции с одн и м и  и тем и  же элемен 
та м и ;  р а зл и ч а ется тол ь ко пор ядок опер аций .  

Чтобы устр а нить ненужные  задержки ,  с вязанные  с ожида 
нием  данных ,  м ы  снова п р и м е н и м  стр атегию опережа ющего 
в ы ч исления  и р асс ыл к и .  В н а чале  k - го ш а га п роцессор Р (k + 1 )  
пересчитает и р а спростр анит  строку k + 1 , п р ежде ч е м  моди
ф и цировать остал ьные  ч асти  своих  столбцов .  У этого алгоритма  
н ет н и к а к и х  преимуществ перед а л гор итмом L U-kij, r :  времн  
р а боты такое  же ,  а прогр а м м а  нескот,ко сJюжнее, поскол ьку 
элементы строки k + 1 модифицируются в и но м  пор ядке, ч ем  
остал ь н а я  ч а сть м атр ицы коэфф ициентов.  Дл я векто р н ы х  про 
цессаров  фор м а  kji, r и меет тот н едостаток, что используются 
л и ш ь  частичные  дли н ы  векторов 

Форма 1-U-kji , с 

Алг о р и т м  L U-kji ,  с в своей простей шей фор м е  стр адает те м 
же  недостатко м ,  что и простей ш а я  вер с и н  алгор итма  L U-kij, r, 
т. с. нежел а тсл ьной синхронизацией  в 'конце каждого ш а г а .  
Однако  можно п р и м енить  стр атегию ,  а н ал огичную той,  что 
была  п р и менсна  дл я фор м ы  L U-kij, r :  н а  k - м  ша ге ,  ср азу после 
модификации  столбца k + 1 , п роцессор P (k + 1 ) в ычисл н ет и 
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распространяет (k + 1 )  -й стол бец м ножителей  и л и ш ь  з атем 
продолжает модификацию остальных  своих стол бцов . На каж
дом ш аге, кром е  пер вого, это  сокр атит время  задержки  для 
п роцессоров ,  ожидающих получен и я  очередного стол бца мно
ж ителей . Посколь ку используются полн ые дл и н ы  векторов, как  
скал я р н а я ,  т а к  и векто р н а я  верси и алгор итма  kji, с кажутся п р и 
влекательны м и  ( несмотр я н а  задерж ку в с а м о м  н а ч а л е  ал го 
р итм а ) . 

Ф орм ы  ikj и jki LU-разложен ия :  
отложе н н ые модификации 

Псевдокоды для фор м ikj и jk i  п р и ведены на  р ис .  П . I .З .  
Сущность фор м ы  ikj  з а ключается в том ,  что м одификация  каж
дой  строки  откл адывается до  того  момента ,  когда она  должна  

Для i = 2  до n 
в ы ч ислить i-ю строку 
м атрицы L 
в ы полн ить все м оди ф и
к ации дл я � й  строки  
м атрицы А 

Для j = 2  до n 
в ы ч ислить (j - 1 ) -й 
столбец м атрицы L 
в ы полн ить все м од и ф и
кации  д л я  j -го столбца  
м атрицы А 

Рис. П . 1 .9 .  Параллельные фор м ы  ikj и jki LИ-разложсния  

получить завер ш а ющую обр а ботку. То же  са мое верно для 
фор м ы  jki, есл и говор ить о стол бцах  в м есто строк .  Это отр а 
жено н а  р ис .  П . 1 . 9. Теперь  мы перейдем к более подробному 
обсуждению алгор итмов .  

Форма LU-ikj, r 

Есл и  строго п р идерживаться стр атегии отложенных модифи
каций ,  то ,  поскольку используется строчная  схем а  х р а нения ,  на  
каждом ш а ге будет р а ботать тол ько один п роцессор : с начала  
Р2 пересч итает вторую стр о ку и р а зошлет ее в сем  процессо р а м ,  
затем Р3  пересч итает третью строку, и т .  д .  Чтобы не п роста и 
вать ,  п роцессар ы могут н а чать обработку про ч и х  строк .  Посл е 
того к а к  в Р2 завершена  модификация  строки  2 ,  она  р ассы 
л а ется в с е м  п роцессор а м ,  и для Р 3  п р иор итет п р иобрета ет в ы 
числение  третьей строки и е е  р ассылк а .  Т а к и м  обр азо м ,  каждый 
nроцессор отдает п р иор итет стр атегии отложенных  модифика 
ций ,  но во  время  ожида н ия данных  о н  пересчиты в а ет другие 
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строки . В случа е  использова ния  векторных процессаров дл ины 
строк  будут полными .  

Воз можна и такая  вариация на  данную тему :  Р ( 1 )  р аспро
стр аняет строку 1 ,  после чего остальн ые процессары начинают 
модифика цию своих первых строк ,  в то время ка к Р ( 1 )  пере
считыва ет строку р + 1 .  З атем Р (2) распростр аняет новую 
стр оку 2 ,  и другие процессары пересчитывают с ее помощью 
следующие р - 1 строк ;  тем вр еменем Р ( 2 )  модифицирует 
строку р + 2 с помощью строки 1 , и т. д. В р езультате в каж
дый момент модифицируется лента из р строк ,  и по мере того 
как строки в верхней части ленты приним ают завершенн ый 
вид, внизу добавляются новые строки,  так что лента как бы 
движется сквозь м атр ицу. Хотя эта стр атегия позволяет процес
сара м  р а ботать пар аллельно ,  она и меет серьезный изъя н .  Когда 
в нижней части ленты поя вляются новые строки ,  их нужно 
модифицировать с помощью всех пр едыдущих строк.  Следова
тел ьно, нужно л ибо хра нить в каждом процессаре  строки 
с меньшими  номер а ми ,  либо распростр а нять их снова каждый 
р аз ,  когда они нужны.  В любом случае  требуются большие до
полнительные затраты на  хра нение ил и обмены.  

Я сно, что фор м а  ikj , r окажется не очень полезной,  если 
строго соблюдать стр атегию отложенных модификаций .  С ука
занными выше изменениями  она ста новится бол ее похожа н а  
фор му kij, r ( з а  исключением более сложного прогр а м мирова
ния ) . Дл я некотор ых вектор н ых процессаров отложенные моди
фикации имеют то достои нство, что уменьшают ч исло з а п исей 
в п а мять ;  дл я других к этому добавляется уменьшение кол и
чества индексных вычислений и считываний из п а м яти.  Но вряд 
л и  это окупает усложнение алгор итм а 

Форма LU-ikj , с 

В этой фор ме  отложенные модификации выполняются по 
строка м ,  а м атрица хра нится по столбца м .  На i-м ш а ге про
цессор 1 вычисляет множитель li l и р ассыл ает его всем процес
сор а м .  Каждый процессор пересчитывает с помощью строки 1 
свою порцию строки i; з атем процессор 2 вычисляет и р ассы
лает множитель  li2, посл е чего все процессары  пересчитывают 
с помощью строки 2 свою порцию строки i, и т. д. Так  продол
жается до тех пор ,  пока i -я строка не будет пересч ита на пол
ностью.  Каждая модификация  строки i в ыполняется всеми  про
цессар а м и  параллельно,  однако р аспростр анение множител ей 
вызывает задержки в алгоритме. 

Другой вариант организации процесса предусм атр ивает вы
числение и р ассыл ку м ножителей до пересчета остальной части 
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стр�ки .  Таким  обр азом ,  в ыч исление  и пересылки  м ножителей 
совмещаются с пересчетом строк ,  что п редставляет собой неко 
торое отстуиление  от стратеги и отложенных  м одификаций .  По
н ятно, что запрогр а м м ировать этот в а р и а нт сложнее, а дл и н ы  
векторов ( в  случ а е  - вектор н ы х  n роцессоров ) будут л и шь час 
JИЧ Н р! М И .  Мы п р и ходи м  к з а ключению, что в данной фор ме 
ал горитм а пр ивлекательного м ало .  

Форма LU-jki , r 

В фор м е  jki отложенные  модифик.ации  выполняются по столб
ца м .  Для п а р аллельной систе м ы  и строчной схе м ы  хра нения 
f:!Лгор итм . р а ботает следующи м образом .  Н а  j-м ш а ге парал 
лел ыю  вы ч исля ется весь ( j - 1 )  - й  стол бец м ножителей (для 
этого все процесса р ы  долж н ы  иметь доступ к диагона'Льному 
ЭJJементу) . Затем дJ1 Я k ,  р а стущего от l ,  до j - l , процессор 
Р (k)  р аспростра ня ет эле мент a ki ; эти эл ементы используются 
все�и  п роц�ссо ра м 11  к а к  коэффициенты п р и  п а р а ллельном п е
р есчете j го столбца . Как только процессор P (k + 1 )  пересч и 
тал  элемент а н 1 •  i · он р аспростр а н яет его новое з н а ч ение, 
прежде ч е м  н а чать пер есчет любых других элементов столбца j ,  
кот.о р ы е  в нем  х р а н ятся . Хотя в этой фор м е  налицо в ысокая  
с.тепень п а р аллел и з м а , стои мость обменов в ысока,  поскольку 
каждый элемент из И р аспростр а н я ется в качестве коэффи
�и ента векоторой л и нейной ком би нации  столбцов. Кроме  того, 
в случа е  векторных процессорав недостатком являютс я  л ишь 
ч асти ч н ы е  дли н ы . векторов . .  

Ф ор.лtа LU-jki ,  с 

П оскольку используется столбцовая схе м а  х р а нен и я, стро
гое собл юдение  п р едписа н и й  стратегИи отложен н ых модифи к а 
ций  сделало  б ы  эту ,  фор м у  бесполезной :  п р и  пересчете векото 
рого столбца все п роцессор ы , кроме  одного, простаива;ли. бы.  
Единственный способ пр идать этой фор ме  пра ктический 
смысл - крутой отход от ф илософии отложенных:  модифика
ций .  Н а п р и мер ,  на n.ервом ш а ге в Р1  выч исляются м ножители 
и ра�с�;>�ла ются оста,JJ ьны м процессор а м .  Все nроцессар ы , в ыпол 
н я ют , п ер есчет своих, столбцов, пока Р2 не з а кончит м одиф ика - · 

ци19 второго стол бц� . н е  в ы числ-ит соответствующие множители 
и не р азошлет и х  . .. П0сле э.того Р2 может з а няться пер есчето м  
остаJIЬНых  свои х  стол бцов,  а Р3 за вершает модификаци ю  
третьего стол бца ,  и т .  д.  Таким  образом ,  п р иоритет отдается 
отложенн ы м  модификан.и я м  столбцов, п р иобретающих о конча 
тельный вид; но одновременно другие процесса р ы  в ыполняют 

' 
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текущие модификации .  Ситуа ция а н алоги ч н а  той ,  что склады
вал ась  для фор м ы  ikj , r ;  как и дл я этой посл едней ,  мы можем 
сконструировать версию а.1 горитма  с движущейся лен.той.  Дли 
н ы  векторов в д а н н о м  сл учае  пол н ые .  К а к  и в случ а е  фор м ы  
ikj, r ,  м ы  з а кл ю ч а е м ,  что д а н н ый а л гор итм может предста в.1 ять 
и нтерес только дл я некотор ы х  типов вt>ктор н ы х  процессоров .  

Ф ор м ы ijk и jik: 
алгоритм ы  скалярн ы х  прои зведе н и й  

Псевдокоды дл я фор м ijk и jik п р иведсн ы н а  р ис .  П . 1 .5 .  И н 
тер п р етация  этих фор м да н а  н а  р ис .  П . l . I O .  

Д.1Я  i = 2 Д О  n 
в ы ч исл ить �е строки  
м атр иц L и и 
с п о м ощью ск а л я р н ы х  
п р о и зведе н и й  i - й  строки 
/, и столбцов и 

Для j = 2 до n 
В Ы ЧИС .'!ИТЬ (j - ) ) -Й 
столбец в L и j -й  стоJiбец 
в и с помощью ск а л я р 
н ы х  п р о и зведе н и й  i -й  
строки  L и столбцов  и 

Рис. n . t . t O. П а р а ЛJI('ЛЬНЬIС  фор м ы  ijlг и jik L И- р азложсн и я  

Ф ор.1ш /,и-ijk ,  r 

Поскольку  м атрица  А х р а н ится по стр о к а м ,  дл я скаляр ного 
п р оизведени я  строки из  L и стол бца из  и потр ебуются данные  
и з  одного процессара  для строки и из р яда  п роцессаров дл я 
стол бца .  Понадобятся перссылки  необходи м ы х  элементов  строки  
L соответствующи м процсссор а м ,  посл е чего в каждо м процес
сар е  будут выч ислены ч астичн ые ска.'! я р н ыс произведе н и я ,  
а скал я р ное произведение  в целом  будет получено путем м еж
п роцессор иого сложения  по м етоду сдва и в а н и я .  Кол и чество об
м енов в да нном  ал гор итме  столь вел и ко, что его употребление  
не  и м еет особого см ысл а .  ( Кр о м е  того, в � ачале  очень  вел и к  
дисбала нс за груз к и  процессоров ; т а к ,  п р и  в ы ч исле н и и  второй 
строки  матрицы и испол ьзуется только первый  процессор _  
Одна ко к кон цу алго р и т м а  з а гружен ность процессаров ста но
в ится р авномер ной . )  

Форма Lи-ijk ,  с 

Здесь в скал я р ном произведении  уч аствуют стол бец и, х р а 
н и м ы й  к а к и м -то одн и м  процессором ,  и строка . L ,  распределен 
н а я  между нескол ь к и м и  процессор а м и .  Снова  потребуются пере-
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сыд к и  нсобходИ \1 Ы Х  сегм ентов сто.1 бца други м r r роцессором ,  
и дат,шс вес будет идти та к же ,  J< а к  в фор м е  ijk, r. Таким  об
р а зом ,  да н н а н  фор м а  и м еет те же недостатки ,  что и н р еды 
дуща я .  

Форлzьt 1-U-jik ,  r и L U -jik , с 

У этих двух фор м те же  недостатки , что и у двух фор м jik.  
Н а по м н и м ,  что свойства р а зл и ч н ы х  фор м L И-ра з:южен и я  

в случ а е  использова н ия п а р а:r.1 е.1 ь н ы х  hо м пьютеров сведе н ы  
в табл и цу 2 .2 . 1 .  

Разложение  Холесе кого 

Теперь  м ы  р ассмотр н м  р а з:южен и е  Xo.'I ecc кoro А = LLт .  
Через CH -kij ,  г и CH -kij, с будем обоз на ч ать фор му  kij  м етода 
Xo.'J ec c кoro со слоистой схемой х р а не н и я ,  соответствен но сроч 
ной ил и стол бново й ;  а налоги ч н ые обоз н а чения  иснол ьзуютсн 
дл я други х фор м .  Обсуди м более подробно р а зл и ч н ы е  фор м ы  
метода .  Псевдокоды дл н фор м kij и kji ( а л горитмов  безотл а г а 
тельных  модиф и к а ц и й )  п р и ведсны н а  р ис .  П. 1 . 2 .  

Фор,на CH-kij , r 

В этой  фор м е  испо.l r,зуетсн с.1оиста н стр о ч н а я  с хема  х р а не
н и я .  На k-м ш а ге п р оцессор Р (k)  вычисJ1 яет и р а сс ыл а ет э.1е 
мент  lk k · Дл я ка ждого i ( k < i ::::;:; n)  процсссор P ( i )  в ыч исл яет 
l ;k  и модифици рует i -ю строку м атрицы А . Д.·1 н этой м одифи к а 
ции  н у ж н ы  зна чени я элементов lk+ i , k , . . . , lu, , следовател ьно, 
каждо м у  процессору требуется доступ к большей ч асти k- го 
стол бца  м атрицы L. Таки м образом ,  объем обм енов в ал гор итме 
весь м а  з н а чителен .  Одна ко по  кр а й ней мере  ч а сть эти х  обме 
нов можно  сов м естить с выч ис.1 ени я м и ,  есл и орга н изовать сле
дующим обр а зо м  н p o i L ecc .  Когда процесса р ы  получают з н а че 
ние  lk k , они п а р аллеJI ЫЮ в ы ч исл яют свои эле менты k -го стол б 
на м атрицы  L и затем расп ростр а няют и х .  Ожида я получения  
эти х  да н н ых ,  они  могут н а ч ать модиф икации  своих  строк ,  поль 
зуясь тем и  элемента м и  k - го стол бца , кото р ые х р а нятся в н и х  
с а м их .  З а мети м ,  что все процессар ы  ноп ыта ются н а чать р ас
простр а нение  п р и близител ьно в одно и то же время ,  что дл я 
некото р ы х  типов  а рх итекту р ы  поведет к серьез н ы м  конфл и кт а м  
в каналах  связи .  

После  пер вого ш а га дал ьней шее усовершенспювание  можно 
получить з а  счет следующей стр атеги и опереж а ющего в ы ч ис 
ления  и р ассыл ки .  Все процесса р ы  вначале  в ы ч исл яют и р ас
сыл ают эле м енты следующего стол бца м атрицы L и л и ш ь  за
тем завер ш а ют текущие  модифи ка ци и .  Таки м образом ,  на k -м  
1 О Дж. О р  г с  г а  
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ш а ге процессор Р ( k  + 1 )  в ы ч исл яет и с р а зу распрост р а ня ет 
·�На ';!ение lk-t 1 ,  ·н , ,  после чего все п роцессары в ы ч исляют и р.ас 
п ростр а няют свои  э.1 е м ент ы  ( k  + 1 )  - го стол бца м атрицы  L, а 
г-юто м. за к а н ч и в а ют модификации  k - го ш а га .  Эrra стр атегия п р ед
ставляет собЬй ·довол ьно сил ь н ы й  отход от ортодоксальной  фор
м ы .kij-; она  более естествен но в ы гл ядит в. контексте фор м ы  kji, г ,  
р а ссматр и в а е мой н иже.  В случае  п р и менения  векто р н ы х  п ро
цессар ов в данной фор м е  могут использоваться вектор ы пол ной 
дл и н ы .  Одна ко есл и нельзя осуществить стр атегию опережаю
щего в ы ч ислен и я  и сов м ещение  в ы числений  с обмен а м и ,  то фор 
м а  kij, г уступает некотор ы м друг и м  ф,ор м а м .  

Форма CH-kij , с 
Пусть т�перь . ,м атр ица  х р а н ится в соответствии  со слоистой 

стол.бцовой схемой . .  на k -м  .ша ге прощ�ссор P (k )  вычисл яет и 
р ас простр а н я ет элементы l ;k k - го столбца м атрицы  L . Это м ож
но сдел ать р а з н ы м и  способа м и .  Есл и  ч исл а l;k р ас простра няют
ся  по  одному ,  то остальные  п роцессар ы  м огут н а ч ать 'модифи 
к а ц и и  своих  ч астей строк, ка к толь ко получено необходи мое 
з н ачение  l;k ; по  а н алогии  с фор мой  kij ,  r, п р и  модиф икации  i -й 
строки  нуж н ы  эл ем енты lнt , k ,  . . . ; l; k . П р и , та кой орr;а н и з а ции  

п роцесса потребуется О .  ( + n2) р ассылок ,  т .  е .  ч резме-r,�6 м ног�. 

с другой стороны ,  можно нескол ь ко отступит� от ортодоксал ь
ной фор м ы  kij, в ы ч и сл я я  и Р<!спрос1р а н я я  одновременно  не
с коль ко элементов lu, . Это уменьш и т  ч и сло  р а ссылок,  но ,  воз 
можно ,  за счет уве.1 ичения  з адержек п р и  ожида н и и  дан.н ы х  про
цессор а ми .  В п р едельном едуча е  можно распростр анять с р а зу 
весь k -й  столбец м атрицы  L ,  и не  и с ключено/ . что это н.аи,Jiуч ·  
шая  стр атегия ,  если сочетать ее ,  ка к и дл я фор м ы .  kij, r ,  . с  опе· 
режающей  рассыл кой : - ц а  k -м  шаге  п р оцесс0р Р ( k  + 1 }  должен 
в ы ч ис.п ить. и р а с простр анить пол н.ый ( k  + 1 ) . -й , стол бец м атри
цы L ,  и только затем за верш ить свои модиф и,кациlf k- го ш а га . .  

Это опять-так» довол ь но сильное отклонение  от . схем ы kij .  Тот 
же эффект можно пол.у чить для фор мы kji, обсуждаемой в сле
дующем пункте. В случ ае  использования  .векто р н ых процессо
ров .на первом  шаге воз н и к нут доиол н ительньiе  з адерЖ !\И п р и  
ожида ни и  достаточного кол и ч еств а  м ножителей , н о  .н а  после·
дующих ш а га х  положение ,  возможно, удастся испра вить з а  счет 
стр атегии  �те,р еЖ/!J? Щего .вы ч и сленJi я .  Одна ко ; дл и�ы векторов  
будут лишь ч а ст и ч н ьн..i'И . ·· • ·  ' · ' · · · · · ·  

· Форма CH-kji ,  r · 
• ' '  1 

В фор ме kji мод11фи кации  та кжо вы пол няют.ся .сразу, но  на ·  
этот р а з  по  стол бца м .  Последовател ьность действи й  дл я фор м ы . 
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lгj t ,  r Ta i\O B a .  Н а  I I L' ( J IIO:\t rшt г L� Р ( 1 )  н ы ч и с:J н ст и р а с 1 1 рост р а н н ст 
':1 ,1 (-' �l l' I IT / , , ,  I IO C.l C Чl' ГО B C L' I I (IO Ht'CCOp Ы \Ю ГУТ B Ы Ч I I C." I  Я Т Ь  С ВОЮ 
ч а сп, 1 1 ср в о г о  c1 o:1 6 1 L a  \1 а т р 1 щ ы  / _ _  Да .1 сс ВО3 \ю ж н ы  д н е  cтp a 
TL' I I I I I  о б м Р н о в .  [ J oc i\O:I ы.; y \I О;t l t ф н к а ц н я  j - го сто.l б ! L а  т р е б у ет,  
чтоб ы  к а ж :t ы ii п роцессор p a c l l o . I a г a .l 7. / L' �I L' HT0\1  / ; 1  в дoi ю:шc

H l f l' / ,  \ j H I I I I I \I bl \1 В l !l"vl ':l,l l' M l' H i il :\1 i - ГО ("J O. I б ! l a ,  ТО МОЖНО p a C 
I I f J OCT j ) <I ШI г t .  1 . / L' \I L' H TЫ  l l t' p вoro l' l O . I U ! l a  од 1 1 н  J a  д р у г и м .  Т а к, 
Р ( 2 )  р а с п р ост р а н я ет 1 1 , ,  н то гда в е с  I I ( I O ! ll'CCOp ы \ю гут м о щ l 
фи ц i i !ЮВа т t ,  l' IIO t i  ч и с 1 1 1 1н оро 1 о c ·r o.1 6 1 1 a .  в то в р е м я к а к  Р ( З)  
р а с н р о с г р а н я t· J  / , 1 ,  1 1  т .  ;t .  Об щее ч нс. ю р а сс ы.1 о к  д:1 я этой 

стр а 1 е г н н  р а в н о  () ( + n�) 
Вто р а н  c r p a i t' t i i H c o c l O J I Т  в то м ,  •п о в е с  н rнщсссор ы одно

в р t' �1 L' Н Н О  p a C I I J I OC 'I р а н н ют с в о и  1 1 а с п 1  k - го сто.1 б н а ; э1 о п о т р е 
буст в о б щей  с . юж носпr  О ( pn ) р а сс ы .нж К а к 1 1 в с .1 у ч а L' фор 
\1 Ы  fl ij , Г, \IО Ж Н О  I I (H I \1 l' H HT I >  O l l l' j) l' Ж a iO ЩL'l' B Ы Ч I I C .l l' l l l l l' ,  Т. С.  
B Ы Ч ИC."I I I T I >  1 1 ( H t l' I I ( J OC l p a H I I Т I >  Э.' l l' \l l' I I T Ы  ( k  + 1 )  · ГО СТО.1 б ца \1 а Тр И ·  

н ы  /_ ;to J a в ep Ш L' I I I I H  м о д н ф l t t, а щ t i'!  /� - го  ш а г а Е с:нt м о ж н о  c o 

B '\I L' C Т I I Т I >  о б \t с н ы  1 1 в ы • JИ С. I L' Юi н ,  то та h. а н  ор га н и нщ и н  1 1 р о ц с с с а  

Gудет ш ю. 1 1 1 с  ) дoB . I L'1 BO [Ht f (\1 1 . нo й .  Oп·t L' Т i t M ,  что она н в:r н стсн 
OTt:T y i J :I e l l l l e \1 ОТ l'T ( > O I'OГO \1 L'TO.J, a kji , НО \1 t' I I ЫIJ I / M ,  Ч l' '\1 Э 1 0 б ы:ю 
Д.1 Н фО(НI Ы fг ij , 1 1 0L' K0.1 1> 1\ Y \10д Иф И 1\ а Ц И J I  I I ( J O I I 'J ВOДHTCЯ  1 1 0  СТО.l б 

ца м .  Д:1 1 1 Н ы н е к то р о и  дл и фо р \t Ы  lгji ,  r бу:J.ут :1 1 1 1 1 1 1 > ч а сти ч н ы м и .  

Фop.ita C/1 - lгji ,  с 

Обсу ждl' Н И с  фо р м ы k ii .  r ( м  а г р и ца х р а н итсн  r ю  сто.1 б ц а м )  
I I O Ч T I I  I I 0.1 H O C 1 1 > 10 I I O IH Op Я CT обс у Жд' I I И l'  фо р м Ы  kij , С С Тl'\1  
I ! C I\ .' I JO Ч eН I H' M ,  Ч Т О  T (' ! J L' P I> 1\ЮД II ф И I\ а Ц I ! Я ( k  + 1 )  · ГО С ТО:I б ц а  н е  
Я В. " I  Яl'ТС Я  Т а  I Ш  \ 1  )'Ж C ll . "l bl l  Ы М OT I\:I OHt' l l l l l' \1 ОТ о р ТОДО J-.:С 3 .1 Ы I О Г О  

М СТОДа kji ;  В C a iVI 0 \1 Д(.'Ji l' , ':!ТО B l' l' ГO :J И J I I I ,  IB M (' i ! (' H i f l'  I IOC.1 l'ДO 
B3Tl'.'I J, HOCT H об м ено в , а н е  в ы ч н с:J с н и й .  К а !\ и н п р l'д ыдущи х 
C.l )' Ч a SJ X ,  к р а Й Н е  Жl':l a Tl'.1 1> H0  B O C I I 0.1 1 > .IO B a T I >C SI 0 1 \ С ( > l'Ж а Ю Щl'Й р а с 
С Ы.'I КОЙ и н а  k - м  ш а ге к а к  м о ж н о  б ы с т р еЕ' н t• р сс •I и т а т i .  и р а с п ро 

стра юtт l •  ( k  + 1 ) - й сто.т бсн :-.1 а т р и ц ы  L .  l l p и  н а р а . r :r с. J J , н о - в е к 
то р но й р с а :l ю а ц н и  д.1 1 1 1 1 ы в е кто р о в  б у д у т  rю.1 н ы м и . П о н я т н о ,  
что среди всех в а р и а н тов фo JHI kij и kji фор м а  kji, с н в:1 я етсн 
Н а И.l )' Ч Ш СЙ 

Форм ы  ikj и jki:  отложе н н ые  м одифика ции 

Пс('Вдо lюд ы д:нr фо р м ikj и jki н р и в с д е н ы  н а  р и с .  П . 1 . 4 .  
В п е р во й  11 3 н и х  (Н I\.'I ад ы в а ютс я моди ф и ка ци и строк ,  во rп о
рой - м одиф и ка ци и сто:1 бцо в .  Обсуд и м  эти фор м ы  бо.тес I Ю .J.

р о б но .  



Пptuo >ii < 'H tH' 1 

Ф oJ!.1tll Cl/- i lгj , r 

ЗдссJ, ,  к а к 1 1  в с:1 у ч а с  I� L/ - p a ·!.l o ii\ L' H ШI ,  д. I н  обсс J i с чсшt я  
н p t i C \I . l l' \I O J "O б а :I а н с а  н1 г р у �н..: н I I fHЩL'cco p o в  I I f > li.JCTc я д o в o:I I.> I ! O  

C J I ," I b l !O  OТIC'JO ШJТ J,C >J О Т  cтp a т c ГI J I J  ОТ. 'I О Жt' Н Н Ы \  '-'10д! !ф J ! I\ i : Ш I J Й .  
T L' \ IШ I\)' « Д Н I I ж у щс й с я  .1 с н т ы » , обсужда в ш у ю с r� д:I 51 I� И - p <н l o 
Ж L' I I H Я ,  м о ж н о  н р и 'vl с н tп ь  11 д. 1 я  м етода Xo:I L' C C I\ O Г O ,  н о  O I I 5I T I > 

Ta l\н �l bl В .1 )' 1 1 Ш l' М  C.1 )' 1I a C  1 1 0.1 )' ' 1 1 1 \1 a :I I ' O fHI HI , 1 \ l'  l l j ) l'BOC \ OД Я Щ I I Й  
<! . 'I ГO f > IП \1 a  kij,  r .  1 :  ;I И H C T I! l' H H Ы :\1 I I C I\ . · I IO ' I l' H I I l' :\1 H B ."I >J l'T C H С .  I y ч a i\ 
в е l\то р н ы \  1 1 ро цссс о р о в ,  д:1 н J,oтo p o ro ! I f > I I l' :-.! o т . I ())!\ (' IJ H Ы \  \1 Од11 -
фi t к<щий в а ж е н .  

Фор.1tа С 11 - i fl j ,  с 

К х р <:ш е н и ю  м а т р 1щ ы 1 1 0  сто.1 б ц а м ф о rн 1 а  ikj н р и с пособ.·J с н а  
H l'C J\0.'1 1 > 1\0 .'l )' ' l ill l' ,  П О С I\0.1 Ы\)' В :\1 0д И ф ИJ .с а ц i! Ю  C T fi 0 1..: !1 i B O B.l l' ' l l' H bl  

все п ро l tессо р ы .  В ч а ст н ост и , I l f iO I J :! B l'дc н и н  l i l, l u, м о гут бып, в ы ·  
• t t ! с:н � н ы  н а р а .r i:J слыю .  Од н а ко :н и  I l p o и :mcдl' H I I Я  до.:о к н ы  в ы 
ч и т а т ь с я  ю эж• м с н т а  а , ; , н а ход н ще rо с я  в н р о цсссо р е  Р ( j ) . 
Я с но, ч т о  н от р сбустс я бо:н , ш о е  1\О .' I И ч ест во о б м ен о в .  Т а к и м  
обр а зо м ,  д а н н а я фор м а  н с  о ч с ю ,  н р и н.'I С I \атс: н, н а .  

Фор.11а Cf/ -jki , r 

Эта фор м а  п р едус м а т р и в а ет отлож е н н ы е  м оди ф и к а ц и и 
ст ол б цо в  п р и  с т р о •ш о й  С \ с м с  х р а н е н и я .  Ее с в ой с т в а  с х о ж и  с о  

сеойств а м и  фор м ы  kji , r с т е м  и с к.1 ю ч е н и е м ,  ч то вес :-.юди ф и к а 
Ц I I И  j - г о  стол б ц а  I I (Ю И .J вод я т с я  н а  j - м ш а ге ;  д:1 я k-il 113 эт и х  м о 
д и ф и к а ц и й  тр е бует с я /г - й  сто.1 бец м а т р и ц ы  IJ ( о т  э.1 е м е н т а  li '' 
в н и :; )  11 э.1 с м с н1' l u, к а к  ко::�ф ф И I Нt е н т .  П оэто :\1 У  в н а ч а .1 с  ш а га 
э.1 с• м е н т ы  j -й C T fiO I\ И L м о ж н о  .ri н бо вол ность ю р а :зо с.'I а т ь до в ы 

п о.'l н с н и н  моди ф и i..: а щt й ,  ,•ш бо р а сс ы .1 а ть п о  одн о м у ;  т о г д а  к а ж 

д <J Я мод и ф и к а ц н я  н а ч и н а ет с я  п р и  IЮ.1 у ч е н и в  о ч е р ед н о го м но ж и 
Т l'.1 Я .  В этом tюc.l t',JJI C \1  в а р и а нте I Ю Г Р l'uу етс я бол ы u с  в р е '.! С Н I I 
н а  о б Ы L' Н Ы .  Д. t i i H Ы  в с ктор о в  будут .'I И I I! l, ч а ст и ч н ы м и .  

Фор.1и СН -j!гi ,  с 

Х р а н е н и е  о с у ществ.'1 5J ет с я  по сто.1 б ц а м ,  но н р об:1 е м ы 3десь 
в с у щности т е  ж е•,  ч т о  и д:1 я фор м ы  ikj ,  r.  Ч тоб ы п о:1 у ч в т ь  до· 
CTC! TO 'I H O  fJ C! B H O M l' p H yiO :! 3 1' fJ Y Ж l' H H 001Ъ П p O itf'CCOf JOB,  П р И Х О Д ! I ТС Я  

C ! l .l ЫI O  отсту н а п, о т  стр а те г и и  от:юж е н н ы х  м од и ф и ка ц и й . 



f/ {HU O '/Ct 'H / 1 (' f 

Ф орм ы ijk и jik:  алгорит м ы  с к а J1 я р н ы х  п р о и з веде н и й  

l l с свдоJ.;од ы д. 1 я  ::о�П! '\ ф о р \! н p 1 1 Bl'..'ll' I I ЬJ н а  р в е .  l l . l .б. В ф o p 
:\l l' ij/г I I ( JU I I  Ш О Д >I Т С Н  OT. 'I O Ж l' H H bl l' l\I UД И ф l l l\ iЩ И I I  L Т j J O I\ ,  а B II )' T ·  
( Н' Н Н И Й  Цl ! l\. 1 I I (H',J,CTa B. I Я l'T с о б о Й  l' l\ 1:1 .  Hi p !Юl' l l j J O I I .J B l'Дl' I I I I C  д н у Х  
с т р 0 1� м ат р и ц ы  1� . 

Ф о fJ. !Ш Cl! -ijlг ,  r 

Н а  i - �1 W i:I Гl' этого a:I I 'Up l t Пi a  в в р о цссс о р с  Р ( 1 )  ш ·:�. I C M L' H roв 
i -й с т р о ю t  в ы ч и т а ют с я  c t\ a .1 Я ( HI I >I l' 1 1 р о и  J Н L'.�L' l l ШI с гр о к  1 ,  . . . 

. . . , .  i - -- J С Т l' К У ЩС Й  i - Й  СТ (Ю ЫJ Й .  l J o C I\0.1 1 > 1\ Y  i - > 1 C T ) IO I\ a  I I OCTO H I I ·  
Н О  I 1 l' p l' C 1 ! I I T Ы B 3 l'Tl' > l , 7 1' 1 1  l' I\ <I . I H !J I I bl l' l l j J < > I I 3 B l'дl' I I ШI l l l'."I I > 3 H  В Ы 
Ч И С: IИ ТI >  1 1 3 p a .1 .1 l'."I ЫI O ,  C.1 l'ДO B 3 T l','I I > I I0 ,  l l j J I I B Ы I I O ."I Н l' I I I IИ MOJl l l ·  
ф и к а ц и ii в к а жд ы й 'viO \I L' H T  бу .1ут дс й с т в о в 1:1 Т 1, с а � о с  бо:I ь Ш L'l' 
д в а  щю цсссо р и .  Е с:1 1 1  дo i i )T T I I T J ,  oтcтy l t .'l l' H l l l' от o p roдo t-:c a :t i > I I O Й 
с х е м ы,  чтобы д р )  Г И L' щющ·сс о р  ы \1 0 1'.1 1 1  I t ( Ю И .шодl ! 1Ъ o l l l' ( J < I  Ш t l l  
бо.1 L'(-' I Ю 3д Н И '\ ш а го в ,  т о  д.н1 ::IТ O I  о н о т р с бустс н и.1 и  1\ а ж д ы й р а  J 
Э а Н О В ( J  НОС Ы.' I а тt ,  .1 \0 U) IO C T ( J O I\) ' ,  CC. ' l l \  О Н а  Н )' Ж Н а  Д."l > l  I l l' (1 l'C Ч l'1 3 
С Г ( Ю I\ 1 1  С u<'J: I I > I U I I :\1 I I O �! l' p O �! ,  1 1 . ' 1 \ 1  Ж l' х р а Н И Т ! >  B C l' C Г JI O K II В к а ж 
Д О М  н р оцсссо р с .  Э1 о с и:н, н о  у в е:ш ч и т :J а т р а т ы  н а  u б :\\ с н ы  и .1 1 1 
IIO."I I I ' I l'CT IIO I I O'i j J l' б:J H l' M O Й ! l a \I Я T I I .  

Ф ор.1m CH-ijlг ,  с 

I l p и  I ! C I I O.'J I >  ю в ыm н  с:ю н с 1 о ii с то:1 б цо в о й  C X l' :\I Ы  х р а н с н и н  
с и т у а ц и я  с т а н о в и т с я  .1 И Ш J, н с м но п 1 м .� учшс .  Tt' I I C ! H •  ст р о к и  р а с 
п р сдс:н.� н ы  м ежду н ро цсссор а м и  н ч а с т l i ' I Н Ы с  с к а .1 Я jН I Ы с  п ро ·  
l! з всде н и я  м о 1·ут В Ы ' I I J С .1 Н п,с я н а р а :1 m. '.·1 ыю. Одн а 1ю э а т е м  э т и  
ч а сти ч н ы е  с к а .1 я р н Ы L' н р о и :шещ· н ш1 н у ж н о  с у м м и ро в а т ь с но
мощi,ю н р оцеду р ы  сдва и n а н и н ,  11 с то н \1 о сп , об :\\ снов  с т а 1 ю в н т с я  
нсдо н у с т И \1 0  в ы с о ко й .  М ы  :� а к:J ю < t а с � .  что н н  ф о р м а  ijk.  r,  1 1 1 1  
фор м а  ijk, с не  Ы О I'УТ 1\0 H I\ Y f > l l fi O B a п, с д р )Т I ! \1 1 1  фо р м а м и .  

Фор.1 1ы Cf/ -j ik ,  r u С !/ -jik , с 

В фор \! ('  jik T a l, )l\ l' B bl ' ! I I C . 1 \ I IO I C H C l, a . I H j J H bl l' l l ( I O I H B l',J,l' II I I Я  
СТ р О К  :\НIТ (НЩ Ы / . ,  1 1 0  Tl' l l l' ( J I >  /. C T jiO I I T C H  1 1 0  СТО:I б ! 1 а М ,  а Н е  1 1 0  
CT(lO I\ 8 �1 .  Н а  j - \1 ш а 1 с в ы ч i t С ."J Н L' Г С Я  j - сто:I бt· н  J_ 1 1  т р е б у ю т е н  
с 1-. а .1 я р н ы с  l l j i O I I 3 B l'..1l' H ШI j - ii П fЮ IШ L с о  в с с \1 и  I юс. I сд у ю щ l l \1 1 1  
C T ( I O I\ I OI I I .  H a ч l l l' M  с о  с ·1 р о ч н о й  с:ю и с т о й  C \ l' 'VI Ы  \ ( H I II l' I I И H .  I l р с ж 
д <:  в с с 1·о н у ж н о  р а  юс:1 а п ,  н с с :\1  н р о ц е с с о р а м  j -ю с т р о к у  /. , тогда 
C I\ 3 . "1 H () ! f bl l'  l l j iO I1 3 ll l'Дl' I I I I Я  \1 0 Ж Н О  будеТ В ЬI Ч И С."I Я Т I> н a p a . I ,'I C. I I > I / 0 ,  
Та к и м  о б р а :ю \1 ,  и с п о:1 1 ,  ! У l'ТС я та Ж l' Ч l ! с:ю в а я и н ф о р м.а н ш1 .  ч т о  

1 1  в с.1 у ч а е  ф о р м ы  jki .  r P a .J . Ш Ч ! I t' в '! О М ,  что в a :J ГO j Н I I �I l' jlli 
щ·рссчст j - го сто:1 б ц а  осу щсств:шстся с 1 ю м о щ ь ю  .-ш нсй ноi1 
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к о м б и н а ш ш  д р у г и х  сто:1 б цо в ,  тогда к а к  в а :1 го р и п 1 �  jik д.1 я э т ой 
Ц C.:I I I  П (1 И М С I I Н ЮТ С Н  C I\ <I .'I H p H Ы e  I I ( J O И 3 B l'дl' H ШI Cl (Ю К .  Д. ! Н  I I ОС.1 С 

ДО В а Те.1 1 > Н Ы Х  м а ш и н  о б а а JJ го р и т м а э J ..:н и в а :J t> н т н ы .  Одн а ко в 
с.r: у ч а с  и с н о:1 ь .ю в а н и я  в е кт ор н ы х  щю щ•ссо rю в  в фо р м е  j ik , r 

В Ы Ч ИСЛ Я ЮТ С Я  C I\ <I ." I Я (J H Ы e  1 1 (1 0 113 ВL'Де Н ШI B l' KT O (J O B  П О.:I Н О Й  Д.1 И Н ЬI ,  
а в фО ()\.I С  jki,  r п р и х о д и т с н  о ш·р и р о в а 1 1 •  1 о.1 ы; о  с в е к т ор а м и  

ч а с т и ч н о й д . т ш н ы .  А н а . ю пi Ч Н Ы \1 о б р а :ю :-.1 в е т р у д н о  уб ед и т ь с я ,  

ч т о  ф о р м а  j i k ,  с ( с . ю и с т а я с то. 1 б цо в а я  с \ с м а  х р а н е н и я ) с тр а 

д г ет т � м и  ж е  недоста т к а м и ,  ч то 1 1  фо р :\1 а jki ,  с. 
Н а п о м н и м ,  ч т о  с в ой ст в а  н а р а .1:JL'.1 Ь Н Ы .\ фор :\1 :\1 етода Хо.1 сс 

с кого С В l'Де Н Ы  В т а б;ш цу 2 .2 .2 .  



П р и л о ж е н и е  · 2 

Сходи мость итерацион н ых метQдов 

В Этом п р шюжсн и и  м ы  обсуди м некотор ы е  основн ые ' теоре
мы о сходи мости итер ационных  м етодов .  БоЛ I,ши нство · и х этих 
р езу.;; ьтатов я в.'l я ются кл ассичес ки м и  и п р и водятс я в моногр а 
ф и ях [Varga ,  1 962 )  и [ You n g, 1 97 1 ] . Рассмотр и м  снач а .'l а  ите
р ацион ный  метод 

отыска н и я  п р и бл иженного решен и я  л и ней ной систем ы  

Ах = Ь. 

( П . 2 .  1 )  

( П . 2 . 2) 

Буде м  п р�дпол а гать ,  что м а тр и ца А р а з мер а n Х n невырожден 
н �  и что х - еди нственное решение  систем ы  ( П .2 . 2 ) . Тогда ин'
р ацио н н ы й  метод ( П . 2 .  1 )  н а з ы вают согласованным с системой 
( П . 2 . 2 ) , есл и 

( П . 2 . 3) 

Для согл асов а н ного м етода м ы  можем ,  вычитая  ( П .2 . 3 )  и з  
( П .2 .  1 ) ,  получ ить основное у р а в нение  дл я п о  греш иости 

ek + 1 = Hek , k = O , 1 ,  . . .  , ( П . 2 . 4 )  

где е ; = х; - х - погреш ность н а  i- м ш а ге .  Это уравнение  
эквивалентно с.1 едующему :  

ek = Hke0 , k = 1 ,  2 ,  . . . . ( П . 2 . 5) 

Есл и  м ы  потребуем ,  чтобы  м етод ( П . 2 .  1 )  сходился  дл я л юбого 
начального п р и.ближения  х0,  то эквивалентн ы м  этом у  будет тре 
бова н ие ,  чтобы ek -+ О при  k -+  оо дл я Jiюбого е0

• Последо в а 
тельно выбир а я  е0 р а в н ы м  координатн ы м  вектор а м  е , ,  е 2 ,  . . .  
( где е; - вектор с ком понента м и ,  р а в н ы м и  нул ю ,  за исключе
нием i -й  ком поненты ,  р а вной еди н и це ) , мы ниди м ,  что ус.1овие  
ek -+ О при  k -+ оо для Ji ю бого е0 эквивал ентно условию Hk - О  
пр и k -+  оо . Есл и Л1 , • . • , Лп - собственные  з н а чения  м атр и цы 
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Н и р ( // )  = m a x; j i. ; J - спсктр а .1 ь н ы й  р а д и ус м а т р и ц ы  Н,  то 
и м еет место с:н .·дующий  ос но в ной p l':Jy.l J, т a т ,  до к а :J а тс.l J , с т в о  ко
то рого да стся ,  н а в р и м ср , в м о н о гр а ф и и Ортсги  ( Ortcga ,  1 987а , 
теор е м а  5 .3 .4 ] . 

П . 2 . 1 .  Теорема . Есд и /1 - матр и ц а n Х п ,  то H k --- О при 
k -+  оо в том и тол ько в том c,ly•tae ,  ес.1 и р ( Н ) < 1 .  Та ким об
разом, согласованный итера ц ионньиi мето() ( П .2 . 1 )  сходится 
для л юбого х0 к единственному решен ию систем ы ( I  1 . 2 . 2 )  п том 
и только в то.м с . lуцае, есл и р ( 11 ) < 1 .  

Согл асов а н н ые и т е р а ц и о н н ы е �1 стод ы воз н и 11. а ю r сс гес т вен 
!:! Ы М  обр а :ю м  п р и  с.1 едую щс м  по.J.ходс .  П усть 

A = P - Q  ( П . 2 . 6) 
) 

- р а сще ш1 е н и с 'V! а т р и ц ы  А ,  и п р е:щ о:ю ж ю1 , Ч Н) м а 1 р \щ а  Р Нl'

вы рождсн н а . Л е г ко убед и т ь с я  в т о ;о,1 ,  ч т о  п роцесс 

( П . 2 . 7 )  

я в:1 я ет с я  с о гл а с о в а н н ы м  и т е р а ц i JО Н I / Ы \1 м е тодо м . .Д:1 н т a h i i X 
м етодо в вов рос  о с х од и м о с т и  с вод и тс я 1..: уст а нов:1 е н и ю того,  что 
r ( P- ' Q )  < 1 .  Пол ез н ы м  и н ст р у м енто м Д.l Н это г о  м о жет c.:J y Ж I I Т I >  

сл еду ю щ и й  р е з у.1 1, т а т ,  до r. а 3 а те.1 ьство которого дае,rс я ,  н а в р и 
м е р ,  в [Or tega ,  1 987а ,  теор е м а 5 .4 . 2 ] . 

П . 2 . 2 .  Теорема Стейна . Если 11 - вещественнаJi ма тр и ц а  
n Х п ,  т о  р ( Н ) < 1 в том и ти. 1 ыш  в толt иучае .  Jс,ш сущест
вует такая си,w,метричная положите. 1 ьно опре()ел енная ма трица 
В, ч то матрица  В - Н '  B fl положи те. 1 ьно определ (>на . 

Будем говор ить ,  ч то в с щ l' с т в с н н а я ,  н е  о б я 3 а те:1 ы1 0 с ю1 \1 ст
р и ч н а я м а т р и ц а  С Я В J1 я стс я по.l0жите. 1 ьно опреде.1 еннт'i , ес:J И  
х 1 Сх > О дю1 всех веществе н н ы х  ве ктор о в х =1= О . Э r о э кви в а 
л ентно тр ебо в а н и ю , ч то б ы  с и м м етр и ч н а я  ч а сть м атрицы  С ,  р а в 
н а я  ( С + С • )  i2, бы.1 а  п о.1 о ж и те.'I 1, н о  о в р сде:I сн ной в о б ы ч н о \! 
С М Ы С.� е .  Мы ИC BO.'I I>3Yl'M в в еде Н НОС П О Н Я ТIН.' C.l eд)' Ю lЦI I :\1 о б р а зо м .  

П . 2 . 3 . Определение . Р а с щев.1 е н и с  А =  Р - Q н а з ы в а ется 
?-регулярным , есл и м а т р и ц а  Р невырожде н н а ,  а м а т р и ца 
р + Q П О Л О Ж И Т СЛ I > Н О  01 1 р едел е н а .  

Т с в е р ь  м ы можем  сфор мул ировать  с .1 сдую щую т ео р е м у  
сходи мости . 

П . 2 . 4 .  Теорема о Р-регул ярном расщеплении. Есл и А - си.м 
.м етричная положител ьно опресJел енная матрица  и А = Р -
- Q - ее ?-регулярное расщеплен ие, то р (P-1 Q )  < 1 .  
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Доказател ьство. Пусть Н = P- 1 Q и С =  А - JfтA H. Тогда 
в силу P-1 Q = 1 - Р-1А и м ее м  ' 

С = А - ( 1 - Р 1 11)т 11 (1 - Р - 1 11) =  
= (Р 1 А )т А + АР 1 11 - (Р 1 А/ АР 1А = 

= ( Р 1 А )т (Р + Рт -- А) Р - 1 А = 
= (Р 1 А)''' (Рт + Q) ( Р 1 А) . ( П . 2 . 8) 

По п р едположен и ю  м а т р и ц а  Р + Q положител ьно оп р еде.'l ена , и поэтому  м атр ица  Р •  + Q т а к ж е  по.ложител ьно о п р едел е н а .  
Таки м о б р а з о м ,  поскол ь ку матрица С конгруэнтна  м атрице 
Р1  + Q,  то она  та кже положительно  о п р едел е н а .  Тогда по  
тсор t•мс  Стсй н а П .2 .2  получаем ,  ч то  есл и А положител ьно опре 
дел е н а ,  то р ( / 1 )  < 1 .  О 

Существуст два р а з.т1 и ч н ы х  о б р а ще н и я  утверждения  П . 2.4 , 
к а ждое из котор ы х  может о к а з а 1 I . с я  п о.'l с з н ы м  в некотор ы х  
с л у ч а я х .  f l cp вoc из  н и х  ф о р м у.1 н р устс я следу ю щ и м  обр а зо м : 

П . 2. 5. q ервое обра щение  теоремы о Р-реrул ярном расщеп
л ении . Пусть .матрица А симметрична и невырожденна, А = 

=- Р - Q .<шляется ?-регулярн ым расщепл ением и р ( P- 1 Q ) < 1 .  
Тогда .матрица А положител ьно определена. 

Доказател ьство. Снова  положи м  Н =  P-1 Q ,  т а к  что 
р ( Н ) < 1 .  Тогда дл я  л ю бого х0 , со гласно  П .2 . 1 ,  последоватсль
носп, х'' = /Ixk- 1 ,  k = 1 , 2,  . . .  , сходится к н у.1 ю .  П р едпщщж и м  
теперь ,  ч т о  м атр и ца А н е  я в.1 я ется положител ьн о  определенной .  
Тогда существуст исктор х0  =1= О , такой ,  что (х0 ) тА х0 � О 
и yn = р I A xo =1= О .  
Таки м образом ,  и з  ( П . 2 . 8 ) получаем  

(хо ) ' Схо = (уо )т (Рт + Q) У о  > О  
в силу н р сдположен и я  о ? - регул я р ности р асщепления .  Кром е  
того, и з  ( П .2 . 8 )  видно ,  что матрица С положител ь н о  определе
на ,  так что дл н .1 ю б о го k � О 

o ::;;;;; (x k ) r Cxk = '(xk)T J1xk - (xk + 1 )T Axk + 1
, 

п р и чем  дл я k = О м ы  уже п о к а з ал и ,  что нср а вснство_  будет 
строг11 м . Поэтому ' · · 

(хk + 1 )т Axk + 1 ::;;;;; (хk)т Axk ::;;;;; . . .  ::;;;;; (х 1 )т Ах 1 < (х0)т А х0 ::;;;;; О. 
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Одн а ко полу ч е н н ые соотнош е н и-я противореii ат то му  · ф а кrу, 
что xk --+ О п р и  k --+  оо , ,  от куда с.1едует, что м атрица  А должна 
б ыть положите.r1ьно  опреде.'!снной . О 

Второе обр а ще,н и е тео р е м ы  [J . 2 .4  пр и м еняется в то м с,.л у ч а с, 
когда  с а· м а  м атр и i�а Р ,  т а кже сим метр и ч н а  и положительно 
опр еделен а .  В этом случае  из  елоди мости следует не то .'l ь ко то, 
что А положител ьно ·  онределен а ,  но и то, что р асщеплеf:lие  яв 
л яется Р-р егул я р н ы м .  З а м ети м ,  что  утвt'р жденliя  П . 2 .4 · и  П .2 .6 
в ключ а ют в себя р с:зу.1 ьтат  3.4 .3 ,  н р и ноди вш ийся  в основном т екс�е. � 

П.2.6. Второе обра щение теоремы о Р-регул я р ttом ' ·расщеп
л ении . П реuположим, что матрица А = Р � Q симметрична tl 
невырожденна, матрица Р симметрична и положительно опред'е� 
лена и р ( P- ' Q ) < 1 . . Тогда матрицы А и f + Q itол()�.ител ьно 
определены. 

. 

\ ' ' 
Дл я до к а з ател ьства  tеорем ь1 '  П.2 .6 н а м  потребуется' следую

щее утвержДение  о собствен н ы х  з н а чен и я х  щюи з i�еДен и й  си м 
м·етр и Ч ньi х  м аТр И it ( его  до ка зате.1 ЬСТВО МОЖНО наЙТИ \ н а п р и мер ,  
в [ Ortega , 1 987а ,  теорема 6 .2 .3 ]  ) .  ' ' 

П.2.7. Теорема. Пусть В ц С - вещественные СЩtfС!{lичные 
матрицы. Если одна из них полоЖите,z ьно oripeд�Jleнa, · то их 
произведение ВС имеет веществ-енные собственньlе значения. 
Если обе матриц ы В и С положи-тельно определеilы, то В С  
имеет поJtожител ы-tьtе собственные значения. Оiзр'атно, есл и 
матрица ВС имеет положительные собственные значения и одна 
из матриц (В или С) положител ьно определена, то обе матри
ц ы  В и С положительно определены. 

Доказательство теоремы П.2.6. П оло ж и м , к а к и ра нее, 
Н = P-1 Q = 1 - Р-1А . Та к ка к м атр и ца Р-1 положительно 
о п ределена ,  и з  теорем ы ·  П . 2 . 7  следует, что собственные  :ша ч е н и я  
/, , ,  . . . , Л п  м ат р и ц �  Н веществен н ы ,  и в силу  р ( Н ) < 1 долж н ы  
выполнят�с� нер � венства 

- 1 <_· лi < 1 ;  i '= 1 , . . . , n .  
1 

(Г1 . 2 . 9) 

Т а к и м  обр азом ,  собствен
'
н ые з н а чен и я  м ат р и цы Р-1А положи

тельн ы  и в с илу утвержден и я  1 1 . 2 . 7  м атр и ц а  А положительно 
о п р еделен а .  Кро ме того ,  существует м а тр и ца ( / - Н) -1 ,  и м атри 
ца  G = (/ - Н) -1  ( / + Н) имеет собствен ные  з н а чения  
( 1  + Л; ) / ( 1 - Л; ) , i =  1 , . . . , п ,  КОТОр ые ПОЛОЖИТеЛ Ь Н Ы  В СИЛУ 
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( П .2 .9 ) . Можно п р едст а в н т t, м а т р и ну (J в виде 
(J = ( 1 - р I Q )  1 ( f  + р I Q ) = 

= ( Р 1 (J> - Q) ) 1 р 1 (Р + Q) = 11 1 (Р + Q) , 
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и то гда из 1 1 . 2 . 7  с:1 едуст, ч то Р + Q по.1 о ж и т е.1 ь н о  о п р сде.1 е н а ,  
пос ко.1 ь к у I I О.1 О Ж И П'J1 1, н о  o n p l'дl'.l l' H a  А - 1 • D 

З а м с t· и м ,  ч т о  оста етс я о п; р ы т ы м  вопрос  о с п р а u сд.т ш вости 
П . 2.6  п р п  отсутст в и и  л р сдпо:южсн и я о С I1 М !'.1 ст р и ч н о с т и  м а т р и 
ц ы  Р. 

П р и м сн и м  тепср 1, в р и в едеи н ы е  о б щ и е  утвержде н и я  к и сс л е 
дов а н и ю  н е кото р ы х  1ю н к р ет н ы х  н т с р а ц и о н н ы х  м етодо в .  З а м е 
т и м  с н а ч а л а ,  ч т о  т е о р е м а  3 . 1 . 2 я в.1 я стс я неносрсдспн.·н н ы м  след
ст в и е м  утвержде н и й  I 1 . 2 .4  н I 1 . 2 .6 ,  l'C.'I H п о .1 о ж и т 1, Р = D и 
Q = B. 

П . 2.8. Сходи мость итераци й  метода Я коби . Есл и ма тр иц а  
А = D - В сиАtметр и ttна и н ев ырижr)ен н а ,  а iJиагинал ьная часть 
D матр и ц ы  А положитеА ьно onpeiJeл eнa, то и тера ц и и  метоuа 
Якоби сходятся r)ля любого на чал ьн ого прибл ижения х0 тогuа 
и тол ько тогда, когда mц ожи те.1 ьно определ ена 1\ажiJая из 
матр иц А и f) + В. 

До к а ж е м  т е ш• р ь  тео р е м у  3 .2 . 3  в нсс ко.1 1 . 1Ю ycнJi l' I I HOЙ ф о р м е .  

П . 2.9. Теорема Островс кого - Райха.  Ес-z и матр и ц а  А сим
метри чна , н�аырожrJен на и имеет по.южи те,z ьные диагональные 
элементы, т о  пр и ш Е (0 ,  2 )  и терац и и метиuа S OR схоr)нтся пр и 
любом х0 тогда и то. 1 ыщ  тогr)а,  когда матр и ц а  А положител ьно 
определена.  

Доказател ьство.  П р и м е н и VI  с н а ч а .1 а  тео р е м у  П .2 .4 .  Е с .1 1 1  
А = D - L - Lт, т о  м а т р и ц а  п е р с х о д а  м етода S O R  и м е ет в и д 

Ню = (D - ю/. )  1 ( ( 1 - ю) D + юС) ( П . 2 . 1 0) 

и Jl erкo п о к а з а т ь ,  ч т о  Р и Q :J ада ю1 с я  с о о т н о ш е н и я м и  

Р = ю 1 (D - юЦ,  Q = ю 1 (( l -- ю) D + ю !. ' ) . 
Т а к  к а к  д и а го н а л ь н ы е  эл е м е н т ы  м а т р и ц ы  D п о:ю ж и т сл ь н ы, 
м а т р и ц а  Р н ев ы р ожден н а  и оста сте н то.1 1 > ко у б е д и т ь с я в т о м ,  
ч т о  м а т р и ц а Р + Q п о.'l о ж и тст. н о  о п р едел е н а .  Де й ст в и тел ь н о ,  
с и м м ет р и ч н а я  ч а сп, м а т р и ц ы  Р + Q р а в н а  

-} (Р + Р ') + -} (Q + Q ' )  = 2�> (2D - ю/. - юС) +  

+ -21 (2  ( 1  - ю) D + ю/. + юС) = 2 - ro D 
(t) (t) 
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н ,  с.1 t'до в а те.1 ЫI О ,  п о:ю ж и н·:r ыю o п p t·дt·.·r t• н a  н р и  <•1 Е (0 ,  2 ) . 
О б р а т н о с  ) т в с р ждL' Н I I С  с.1 t•дуст н c r i OC ( H .'.J.Cl вен  но ю тео р е м ы  
П.2 . 5 .  О 

Tcop l' \il a  1 1 . 2 . 9  O I I I IC Ы B C:I CT IH'C I >  , lШJ i t a ·ю н  ;J.O I I )'CT I I M Ы X  BC !Цl'C T 
Hl'\ l l l bl \  J н а ч t• н и й  н а р а \t t• т р а  < • '  нтер а н t ю н ного м етода SOR.  Это 
в ы те к а ет 1 1  J с. н .·д� Ю ЩL'ГО р с з у:J ы а l  а ,  с н р а в ед.1 11 воrо также и д.1 н 
H l' C \ 1 \1 \I CT p И Ч /I bl \  M a T p ii H .  

П . 2. 1 0. Лемма  Кахана .  Пустt, .ма тр и ц а  А или'е т н снул свыс 
<)иагона .u, н ы е  .и е,н ен ты . Тогr)а cn ef\rpa. l t, н ы й  p(u/uyc лtа тр и ц ы  
п ерехщ)а .неттJа S O N  ( 1 1 . 2 . 1 0 )  ( г< )е  . н т р и ц а  !� ' эшt сюu'тгя на 
U) уrJщи еторнет нсраuенству 

p ( I/"' ) � ! (J) - \ 1 .  · ( П . 2 . ! 1 ) 
Jlrжaзaт,'. li>Crrю. T a t.; t\ < I K �t a т p l t tщ /_ я в.1 щ•тс н строго ш t ж н с 

т р су го:J ы ю ii ,  то d L• t  /) 1 = cl ct ( lJ -- (J) /� )  - 1 , н мы I IO .'I )' Ч a e :.t 

<kt  11 ,,, = < k t  /) 1 tl e t  ( ( \ -- (J)) {) + roU ) �-= 

=-...: c l e t  ( ( 1  -- ro) 1 + <оП 1 ( i )  =-= ( 1 -- ro)" .  

I JOC I\O.'I l > l\)'  \l а т р н н а  /) · 1 U  Я П.'I Н L'ТС Я С Т ( JОГО B l' ( J \ I Il'T j 1 l')TO,'I f > I IO Й .  
Н о  o н p eдt'.l i ! H'.'J I ,  fkt // ,,, р а в е н  щюи :нl l'.ll' Н И Ю  в с t• х  собст вt• н н ы х  
:ш а ч с н н й  м а тр и цы 1 / , , , ,  от t.:уда .� с Г J\0 c:t t•дy t•т ( 1 1 . 2 . 1 1 ) :  

Тсо р е щJ  1 1 . 2 .4  I I J H I .' IO Ж I I �t a  т а к ж е н " \1 t• тоду S S O R .  Ч rо б ы  
н а йти  н p a в J I :I I > I IOL' p a c щe н :J t' I I I I L' ;\ = Р - - Q ,  в кото р о м  Р 
С И М \1 L' I' j1 1 1 Ч Н а н  м а тр н н а ,  1 1 3 Y ' I I I M  UO. ' I t'l' o 6 I it y ю  I I ( J O i tt·дy p y  П O I I l' 
p C' �I l' II I I Ы X  н н ·р а н н й : 

1 
Sxk 

" -.т == (S - А) xk + Ь ,  (П . 2 . 1 2а )  
1 

S ' xk 1 1 = ( s '· - . t ) xk ' -.т +  Ь . .  ( П . 2 . 1 2 h )  

К.о \f б и н и р у н  два  у р а в н е н и я  ( 1  1 . 2 . 1 2 ) ,  по.1 у ч а l' �l однош а говую 
н п· r а шiю 

хн 1 = (/ - S тA) (I - S  1 A ) x k + (( / - S . ' A) S - 1 + S - ' ) b .  
( П . 2 . \ :З )  

Есл н  н р t'д t ю:J а г а етс н ,  что ·нот н т е р а щ ю н н ы й  I ! fi O i t l't'C соот в t•т
ствуст p a c щt' l l:H .' НI I IO А = Р - Q.  то \1 Ы  до:I ж в ы  но.1 уч ит1> 

Р 1 = (( 1 - S - ' A ) S 1 -f- S . ' ) = S - ' (S + S ' - . l ) S - 1 •  
1 1.'1 1 1  

Р = s (s + s ' -- А) _ ,  s". ( П . 2 . 1 4 ) 
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Ilо.1учснная  м а т р и ца Р, о ч <.·н ндно , с н м м стр и ч н а ,  и сооТ Н L'Тс т в у ю 

ща н м а т р н ц а  Q I I M et•т в ид 

( П . 2 . \ i> ) 

М а т р н ц ы  р 11 Q,  3ада Н Н Ы С СОО fНОШL'Н И Я !\1 1 1 ( П .2 . 1 4 ) 1 1  ( П .2 . J i) ) ,  
удов.1 ет в о р и ю т р а венству 

р 1 Q = I - P 1 11 = 1 - S - '' (S + ST - 11) 8  1 11 = 
= 1 - S  ' 11 - S  1 A + S r л s  1 il = ( l -· S T I1) ( 1 - S- 1 . 1 ) ,  

т .  с . ,  к а к  1 1  с .1 сдон а .1 0 о ж н д а п . ,  I I O:J y • I a eт c н  м а т р и ц а  п е р с х ода 

схе м ы  ( П .2 . 1 3 ) . 
Д.1 н м етода SSOR 1 1 м с с м  S = ы 1 D - /, н ( П .2 . 1 2а )  п р шш 

м а ст вид 

• 1 k t- ..!... 1 , .  k ( ю - D - L) х � = ( ю D - /. -- D + !. + /, ) х + Ь = 
= ( (ю 1 - 1 ) D + I.' ) x k + b . 

Л. н а .'l о r и ч ное соотно ш ен и е по:1 у ч а с м  из  ( П .2 . 1 2Ь ) . З а м ети м , ч то 

м а тр и ц а  S о п р сд<.'.'! с н а  п уте м в ы несе н и я  з а  скобку м нож и тел я 
ю 1 1 з  в ы р а жен и и D - ю l� , та к ч то в ( П .2 . 1 2 ) Ь не  у м но ж а етс я 
н а  1 • 1 .  Д:1 я -та 1юй м а т р и ц ы  S соот ношен ие ( П .2. 1 4 )  п р и н и м а t•т 
следующи й в и д :  

Р = (ю " 1/) - /,) (ю 1 /) -l-+ю 1 /J - /. r  - [)  + I.+C) 1 (ro 1 D-C) = 

= ro 2 (D - rof_) ( (2ro 1 - 1 ) D) - l  ( /J - roC) = 

( П . 2 . ! 6) 

Н: етр удно у бед итьс я в то м ,  что соответствующая м атрица Q в 

( П .2 . 1 5 ) и м еет в и д  

Q = ro (2 � ю) ( ( 1 - ro) D + roL ) D - 1 ( ( l - w) D + roC) .  ( П . 2. 1 7 ) 

З а мет и м ,  что м атрицы Р и Q в фор м у.1 а х ( П .2 . 1 6 ) , ( П .2 . 1 7 ) 
м о ж н о  поа у ч ип, и з  в ы р а жен и я  д.1я  м атр 1 1цы  п ер схода м етода 

S SOR 

Н =  (D - roC) - 1 (( 1 - ro) D + wL) (D -- roL)- 1 ( ( 1 - ю) [) + roi!) .  
(П . 2 . 1 8) 
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Два  с р едн и х  м ножите:1 н в ( 11 .2 . 1 8 ) можно п р со б р а :ювать  1� ниду 

( ( 1 - ffi) D + юl.) (D - (J)/.) 1 = ( ( 1 - (J) ) f + ffi!Л 1 ) ( 1 - (1)/.D  1 ) 1 

= (! - - (J)/.D - 1 ) - 1  ( ( 1 - ffi) 1 + (I)UJ 1 ) = 
= D (D - ю/. )  1 ( ( 1 - ю) D + (J) /.) IJ 1 , 

та к к а к  со VЕ ножитс.'l и вида ( / + В ) -1 ( а / + Ь В )  I I L'р сста новоч
ны .  Т а к и м  o u p a ЗO VI ,  но.l у ч а с м  

J/ = (D - (J)/� г) 1 /J (IJ - (J)/. ) 1 ( ( 1 -ю) П +(J)/. ) LJ 1 ( ( 1 - (I)) IJ + (J)C) , 

Т. l'. ТС Ж е  два C O M H O Ж I I T C.'I H p-l 1 1  Q С 'I ОЧ НОСТЬЮ ДО I�ОНСТа НТЫ 
(t) ( 2 - - (t) ) . 

Ес:ш м атрица  А но:южнтс.1 ыю m l p eдL'.l e н a  и ( 1 )  Е (0 ,  2 ) , то 
м атрица  Р в ( 11 . 2 . 1 6 ) та 1.;же но:южн г�·:н ,но опрсде.1 е ш1 ,  а м ат р и 
ца Q В ( 11 .2 . 1 7 ) П О.'I О Ж И Те;I !, Н О  O l l p eдe.l l' H a  3 а H C I\.l iO Ч e H I I e M  С.l у 
ЧаЯ  ю = 1 ,  когда о н а  по.lожитс:н, но по:J уощн·делена . В :1 юбом 
С.'J у ч а е  матрица  р + Q J J O:I O Ж И ТL'.l i> H O  O l l p cдe.'l l' H a ,  Т .  l' . 11 = 
= Р - Q я в:н1 стс н Р -регу.1 н р н ы м  р а с щен:1 с н и е м .  Т а ю1 м  обр а 
зо VЕ ,  м о ж н о  I I (HJ V. L' H I \ Т J ,  обе теореVЕ ы I l . 2 .4  и I l . 2 .5  1 1  су м м н ро
вап, с войства  с ходи VJости VJ етода SSOR с.1 L'дующ и �1 обр а :ю м . 

П .2. 1 1 .  Теоре м а  о сходи мости метода S SOR. Есл и .матр и ц а  А 
сим.м стри lfн.а и н св ырuжdсн н а ,  а се сJиагона.J ьн ьи• эл ем енты по
л ожите_н, н ы ,  то при О <  ю < 2 и тера ц и и  .н етоrJа SSOR схтJятся 
cJ. l .'t .иобого х0 в том u тол ь ки о том слу чае ,  ес- t и А по.южи те-1 ыtо 
определ ена.  

За м ет н м ,  что сс .ш А - си Vl м стр и ч н а н  Jю:юж ите:1 1, но о н р е
де.l е н н а я  м а тр и ц а ,  то собстве н н ы е  з н а ч е н и я  VJ атр н н ы  верехо 
да  м етода SSOR вснJ.ествен н ы  и по.1ож ите.1 ь н ы  н р н  ffi =1= 1 .  Это 
вытекает  ю утвержде н и н  П . 2 .7  1 1  но.lож ите.l i> НОЙ о н р едс.1 е н но
сти Р и Q.  ( Г: с:ш ю = 1 ,  то этн собственные  3На чею1 н всего .1 1 1Ш I> 
н еот р н цате.1 1 , н ы . )  Лна .1оr нч н ы м  о б р а :ю м  и з  П . 2.  7 в ытекает ве 
ществен нос1 1, собстве н н ы х  зна  ч с н н й  м атрицы  нерехода м етода 
Я ко б 1 1 .  

Регул ярные  расщеплени я и диагональное преобладание 

Предыдущие  р езу.1 ьтаты бы.1 и по.'lучсны  п р и  ус:ю н и и  си м 
м етр и ч ности и по.1ожите.1 Ьной онр L'дел сн ности м а т р и цы коэф
фициентов А .  Другой  ста нда ртн ый  подход к вы воду теорем  о схо 
ди мости ин·р аций  м етодов Я ко б н  и Гаусса - Зейде.1 я испо.п ь 
эуст пред1ю.1 ожение  о том ,  что  м атрнца А и м еет диа гон а.1 ьное 
п р еобл ада н ие и .1 и  я вл нетсн М - м атр и цей .  В эти х случа я х  пред
п о.1оже н и е  о си м м етр и и  н е  я вл я етсн необходи м ы м .  Н а п о м н и м  
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следующие опрсдел ени;я ,· которые будут использов а н ы  в даль
нейшем . 

i П.2. 1 2. Определения .  В еществен н а я  м атр и ца А р а з мер а п Х п 
называется 

а) имеющей диагональное преоблад(lние, _ есл и L 1 ' • 

• 1 
l ai i l �  L l ai i l • i = , l ,  . . .  , п ,  ' j * i ' ' ( П . 2 . 1 9) 

и имеющей строгое диагонал ьное преобл�данuе, есл и в (П .2 . 1 9 ) 
строrис \t�ера венства выполняются :дл я всех i ;  1 • \ 

Ь ) приводимой, если существу�т т а к а я  м атр и ца п ерестанов-
ки Р, ' ЧТО· ' 

• ) ;  
т [ в , ,  

· Р АР ·= · 0· в, 2 ] 
!322 ' '  ' 

1 , j 
и неприводщюй, ес.1 и  о н а  не  я вл я ется n р и водимой ; 

l · ·  1 

· · С ) , неприводимпt'i с диагонал ьным преоб;��аdанием, есл и о н а  
неп р и водИIМ а ;  ' ш.I L' l' г диагона .1 ьное преобл ада ние  ·и  в ( П .2 . 1 9 )· 
строго(;! .нер а�снство выпол н я ется лотя · бы для одноtо з н аче-
н и я i ; ' 1 :  

d )  неофицательной · (А � О ) ,  есл и  все е е  - элеl'vl ен:гы неотри
цательны ,

' 
и положит�льной . И > 0,) , есл и все; се

, �-7 ем е,нтьJ по-
ложИтель'ны 1 ) ; • ' ·  • · • • ' · 

е)  М - м #g и цей , сс.1 и a; i  :::::;; О дл я всел 'i + j и , крОо/JС  того, 
А -r >- О ' 1  ' ·  . . 

• -;:::;- ' . 1 , ,  
Рассмотр и м  сначала  сл едующие кл ассы р асщепл е н и й .  ' ·  

П.2..t 3. Определ·ение .. . П редста в-ление  А = Р·� Q н а з ывается 
слабо регуля,рн'Ьtм расщеплением, если ·м а1·р ищ1 Р невырож
денна ', Р-1 . ;;:; . о .  и P-1 Q � О, и регулярным расщеплением, ес.1 и  
p-;l � о и Q � .о: . 

. Ясно,  ч�о l iвс я к.ое  регул я рное р асщепление · ·я вл Яется та кже 
сл а ()о регул я р н ы м .  Основна я теор е м а  'о сх'оди м ости дл я та ких 
р асщ·еплений фор мулируетсЯ • 'с.ЛСдуiощИ м образом .  ' · " · · ' 

П.2. 1 4. Теорема о сл або регул ярном расщеплении . Предпо-
л ожим • .  Ч J:iO <.М.fl:TfJ{.-lЦa А . не{ЗЫрQждqtJ.f(д, -ttатрц!1а А-� . нвQтnицательна и А = Р - Q является слабо регулярным расщепленуем. 
Тогда ' р  ( P-1 Q )  < 1 . 

• 1 ) · Необход и м о  четко отл и ч а т ь  введеннос свойств о' rюлож и п•л r;ностИ (не� 
отр ицател ьности ) от у н о !М и н а вш и х с я  выri 1с  свойств п оло ж ител ьн о й  on peщ�
ЛCH!JOCТII и полож и т�л ьн ой полуqирсделс н ности ; ,  f!CC I\II oтp я . н :�  roЗBY'' tlft тер rv� и 
н о в ,  рни обоз н а ч а ют н и к а к  н е  с в я з а н н ые ме){<ду собой свойства  м а трИц Под
чер'кн�м также,  что в i1лoti, до ко'н\iа этого п у н кт� "vr а т р и ч н ыс н ср а всн ств а 'П'о-
ним'аются как поэЛементн ые (см П-2 : 1 2 d ) . - Пpuit. п'ерев. ' · ' 

· ·  
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Доказательство.  1 Iолож и 'V!  Н =  P- 1 Q.  Тогда Н ;;:: О и ,  по
скольку 

( ! + Н + . . .  + Hm) ( I - H) = l - Hm + I ,  Р 1 = (1 - Н) А - 1 
и А- 1 ;;:: О , получ аем 

O � (l + H + . . . + Hm) P - 1 = (1 - Hm+ I ) A - 1 � A- 1 

дл я всех т ;;:: О . Пос кольку Р-1 ;;:: О , каждая строка  м атрицы 
Р-1 дОJlЖНа содержать но кр а й ней мер е  оди н положите.1 ьный  
эл е'V!ент ;  отсюда сJt едует, что в е с  э.1 ем енты м атрицы 1 + Н + 
+ . . . + Н111 огр а н и чены п р и  т -+- оо . П оэтому  в силу Н ;;:: О 
у ка з анный  матричный  ряд  сходится и ,  Сс'I едовательно, Hk -+- О 
п р и  k -+- оо . Таки м образом , в силу теорем ы П . 2 . 1 з аключаем ,  
что р ( Н ) < 1 .  D 

Теперь  можно п р и м ен ить утверждение  П . 2 . 1 4  к итер аци я м  
Я коби  и Г аусса - З ейдел я в с.ГJучае ,  когда А я в.1 яется М - м атри 
цей .  Пусть 

A = D - L - И, В = !, +  И, (П . 2 . 20) 

где D - диагональн а я  ч а сть м атрицы А ,  ( - L ) - ee строго ниж
няя  треугол ьн а я  часть, а ( - И ) - строго вер х н я я  тр еугольная  
часть .  есл и А ЯВМi ется М- матр и цей ,  то  в ;;:: о и 

l = (!J - B) A  1 = DA -- 1 - BA - 1 � DA 1 , 

что дока зывает положительность диа гональных  элементов 
матрицы D. Таким  образо'V! ,  итер ации  Я коби и Гаусса - Зей 
дел я определены  1\Орректно.  

П.2. 1 5. Теорема .  Пусть А является М-матрицей.  Тогда ите
рации Якоби и Гаусса - 3сйделя сходятся для любого х0 к 
единственному реtиению систем ы  А х =  Ь .  

Доказательство. Для итер аций  Я коби р асщепл ение  А = 

= D - В ,  очев идно, я вл яется регул я р н ы м ,  та к что п р и мени м а  
т<:орс\1а  П .2 . 1 4 .  Дл я итераций  Гаусса - Зейделя р асщепление  
I I :vt ecт вид  А =  (D - L) - И. Так  как  м атрица  D невырожденна ,  
т о  D - L также невырожденна  и 

(D - !J) 1 = (!  + D- IL  + (D- I !J)2 + . . .  + (D- I L)п- 1 )  D 1 ;? О , 

(П . 2 . 2 1 )  

где р яд является конеч н ы м  в силу того. что м атрица D-1 L 
строго нижнетреугольная .  Таки м образом ,  А = (D - L) - И 
я вл я ется регул я р н ы м  р асщеплением и снова можно применить 
теорему  П .2 . 1 4 . D 
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Сфор мулируем теперь теоремы сходи мости ,  п р и м е н и м ыс в 
том случае, когда м атрица А имеет диа гона .1 ьное преобл ада
ние. Сначала  нам потребуется следующий резул ьтат из  тео р и и  
М-м атр иц .  

Л . 2. 1 6. Ле м м а.  Пусть матрица А и.м еет строгое (Jиагонал ь
ное преобладание или является неприводимой с диагональным 
преобладанием, и пусть  ai i  > О , i = l ,  . . . , п ,  и a;i ::::;:; О, i =1= j. 
Тогда А является М -матрицей . 

Доказател ьство. Пусть Н = 1 -- D-1A - м атр ица  перехода 
итераций  Я коби .  Тогда в силу утверждения  [ Ortcga , 1 987а ,  
теоре м а  6. 1 . 6 ] А будет М-матрицей ,  есл и р ( Н ) < l .  В случае ,  
когда м атрица  А и м еет строгое диа гона.ТJ ьное пр еобл ада н и е, 
р ( Н ) ::::;:; I I H I I ro < 1 ,  и есл и м атрица  А неп р и води м а  с диагональ 
ным преоблада нием ,  то  оценка  р ( Н) <  1 с.1 едует и з  утвержде-
ния [ Ortega,  1 987а ,  теорема  6. 1 . 1 0 ] .  О 

П . 2. 1 7. Теорема о ди агонал ьном преобл адани и . Пусть мат-
рица А имеет строгое диагональное преобладание ил и является 
неприводимой с диагонал ьным преобладанием .  Тогда как ите
рации Якоби, так и итерации Гаусса - Зейделя сходятся для 
любого х0. 

Доказательство. Пусть 

А = 1 D 1 - 1  !� 1 - 1  и 1 . 
где 1 L 1 обозна ч а ет м а трицу с элем ента м и ,  р а вн ы м и  модул я м  
соответствующих элем ентов м атр и ц ы  L ( а н алогично для м ат
р и ц  1 D 1 и 1 И 1 } . Я сно,  что есл и А и меет строгое диа гон альнос 
п р еоблада н и е  или  является неп р и води мой с диагональным пре 
облада н ием ,  то тем же  свойством обладает и м а тр и ца А. Та к и м  
образом ,  в CИJIY П.2 . 1 6  А является М-м атр и цей ,  и в силу П . 2 . 1 5  

Но 

и 

р (1 D Г ' ( 1  L 1 + 1 И 1 ) )  < 1 ,  

Р ( (1 D 1 - 1 L 1) _ ,  1 И 1 )  < 1 .  

1 D 1 (L + И) 1 � 1 D Г 1 ( 1 L 1 + 1 И 1) 

1 (D - IJ) - 1 И 1 � (� D 1 - 1 L 1) _ ,  1 И 1 .  
где второе неравснство сл едуст и з  ( П .2 .2 1 ) . З атем из  теоре м  
сравнения дл я спск1р ал ьных  р адиусов ( есл и 1 В 1 ::::;:; С, то 
р ( В ) ::::;:; р ( С) ;  см . ,  н а п р и мер ,  [Varga ,  1 962 ] ) следует, что 

р ( D _ , ( L + И)) � р ( 1 D 1 - 1 (1 L 1 + 1 И 1 )) < 1 , 

p ((D - L) - 1 И) � p ((I D I - I L IГ ' I И I) < 1 . О 
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Сходим ость м етода. >AD 1 
ДокаJi< ем  ' теп

'
ерь  теор е м у  ' 3 . 1 . 3 о схо_ди, мости итер а ци

.
й ме 

тоДа AD I · ' .  

н ..!.  k 
· ·  (&I r+ Н) х 2 = (а/ � V) x + Ь , . . . , (П . 2 . 22а)  

k 1 kt- ...!... 
(а/ + V) х + = (qJ - II) х . 2 + Ь 1 k = O, l ,  . . . . .  (П .2 . 22Ь)  . ' 

1 ' ; : i , • •  
' 1 

• ' • П.2. 1 8  . .Теорема  о с�оди мости A D I .  . Пусть А ,. Н и V - сим� 
метричн.ые положительно определенные матрицы,  причем А = 
= Н + V, и пусть а > О .  Тогда итерdцион.н.ый процесс ( П .2 .22 ) 
корректно определ ен. и сходится к единственному решению си
Р.Т(!,М"_Ы\ А х .  . Ь . ,  

Доказательство. Матр ица пе
'
р ехода· · дл я

· 
(П .2 .22 )  и м еет в ид 

S = (ai + V) - 1 (a! - H) (al .f. H) 1 (ai - V) , 

»: дост� Т Q IJ I:IIФI ' по к а з ать,  чт0 p ( S )  <( l .  · Т а к  к а к Н ·  и V положи
тельнQ I  ОiПJР:Сд({м е н ы  · и  а >  О ,  матр ицы а! + Н'  и а/ + V нeвы 
poжд!fiiJ-!I:il: И• iитер ации  ( П .2 .22 )  корр ектно определены . Положи м 

t ' 1  ; : J l t  ,i, • i  ' ' ' 
F = (а! - Н) (al + Н) 1· ,  0 =  (dl - V)  (а! + V) - 1 • 

. � ; ; ' . .  
Есл и  Xn � . . . ;;::::: л , ·> О - собственные  ' значения матрицы Н ,  
то (а. - Л; ) / (а  + Л; ) явля К?тся , соб<;твен�ы м и  . .  з l,{а';!ен и я.м и  :мат
р юiьi F;  ' очевидно,  что они  по моду.1 ю  м.еньш е .  �ди'ниды .  :Га к к а к  
м а тр и ц ы  а! - Н и (а! + Н) - 1 перестановочны ,  т о  матрица F 
сим м�тр и ч на · И  в норме !2 сnраве.L(л и� а оцен к а · · · 

. .  ' ' ·  . 

, \  1 а � л.i 1 · 

J I F 1 !2 ·= max + Л.  < 1 .  
1 а ; 

) ' ' i ' 
Анало·Гич н

'Ым образом  Получ а ем ,  что 1 1 G ll 2 < 1 . '  ·отсюда следует 

. : . _: � . .  

! f '  ; . � .• 1 • ,\ . �  . . .  ·, ' t  ; J 1 1 И; .  �<;>�!OJ14).i СIN�кт.раJJьный р ади у� :  м атр Иц ы  FG , удовл.етворяеr H�t 
р,авенству p{fG ) < J,. fio м а три ца . S подобна, FG в , с илу . 

S = (а! + V )  1 FG (а! + V) 
� ' ; 1 

i 
и, т а к и м  о б р а з о м ,  р (S )  < 1 .  

. ' '  

D 
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С корость сходи мости 

Д:1 н нтl'р а щю н ного п р оцl'сс а ( П . 2 .  1 ) ,  удuн.'I l'тво р я ю щсго у с 
.'! о в и ю р ( Н ) < 1 ,  асимптотический множител ь сходимости о п р (' -
;J.l'.1 Я l' TC H к а к  

а = S l l p  ( l i m sнр 1 1  xk
- х 1 1 1 ' k ) ,  ( П . 2 . 23)  

х k � -ю  

r;т.е х удов:I l' r в о р н t' т  У JНI В Н l' Н и ю  х = Нх + d .  
Ч то б ы  .1 у ч ш l'  I ю н я п, с м ыс.1 о п р еде.1 е н и я  ( П .2 .23 ) , ра сс м от

р и  :м OТ,J.l'.l i > H O  ОД Н у  ИЗ  ПОС.1 t.'ДО Ва ТС.1 Ь Н ОСТl'Й 11 ПО.'I О Ж И �  

1 1  k � 11 1  ' k  � = l iш su p 1 x - х ' . 
k � oo  

Т а к к а к  x
k "'" х  п р и  k --+  оо ,  я с н о, что /) � 1 1 1  что ДJI Я л юбого 

Е > О н а йдсте н т а к о й  н о м е р  ko, ч то 

11 xk - х 1 1 � (� + E)k ,  k � k1 1 . 
Та к и м  о б р а :ю :м ,  сс.'! и [) < 1 ,  то м ы  м о ж с '\1  в ы б р а ть,  та кое Е ,  что 

/1 + �: < 1 н, С:I l'до в а те.1 ь н о ,  н о р м а  1 1 xk - х 1 1 с т р е м ится к нул ю 
( а с и м птоти ч сс к и )  по  к р а й н е й  м е р е  т а к ж е  б ыcl jJO ,  к а к гсо м ст 
р и ч сс i\ а я  п р о г р еес и я  ( �  + 1' )  k _ Т о ч н а я  в е р х н я я  гр а н ь в ( П .2 .23 )  
бер ется д.1 я того ,  ч тоб ы у ч ес1 ь н а и х уд ш е е  воз м о ж н о е  по в еде 
н и е  .1 юбой O TДC.l i> I I O  В З Я ТО Й  1\0C.l t'ДO B a Tl':J Ь H OCT I I .  

О с н ов н а я  теор е :v� а  об а с и м п то1 и ч с с к о м  м tю ж итt':t с с х о;щ м о
с т и  и т l'р а ц и й  ( I l . 2 . 1 )  ф о р м у.1 и р у етс я с.1 едующн '\1 о б р а зо м .  

П . 2. t 9 .  Теоре ма.  А симптотический множител ь сходи.и.ости в 
любой норме равен р ( Н ) . 

Стр о гое дою1 з а те.1 ьство этого у тв е р жде н и я  мож но н а й ти ,  
н а п р и м е р ,  в [Ortega ,  1 972 ] . М ы  о гр а н и ч и м с я  н ефор :м а .1 ьн ы м  
обсу ж де Н ИL' М ,  нос я щи м И .1 JJ юстр а т и в н ы й  х а р а ктер . 

З а м ет и м с н а ч а .'! а ,  ч то и з  теор е м ы П .2 .  1 9  сл t•ду ет,  ч то в .1 10 -
бой н о р м е  дл я :1 1о бой п осл едо в а т ел ь н о с т и  {xk } и п роизво.1 I, ного 
Е >  О, т а кщо, ч то р ( /1 ) + Е <  1 ,  н а й дется та 1ю й  н о м е р  k0, ч то 

1 1 xk - х 1 1 :::;:;:; (р (Н) + �/. k � ko. ( П . 2 . 24)  

Т а к и м об р а зо м ,  а с и м п тот и ч е с i\ И  п о r р сш нос т и  у б ы в а ют почт и 
т а к же б ы стро,  I< а к  ( р  ( /! ) ) k . Ва ж н о  о т м ет и ть, что у к а з а н ное 
у б ы ва н и с по rр сш ност и  будет, во о б ще гово р я ,  л и ш t, а с и м пто
т и ч ес к и м .  Р а сс м отр и м ,  н а п р и м е р ,  м а тр и цу 

Н = [ 0 . 5  
о � ] .  
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д.1 я коtо р о й  р ( Н ) = 0 . 5 . Н о  

н" = [ ( О . Б )" 
( )  

а (0 .5 )k _ ,  ] . 
о 

k k � О r 1 1  п о это �rу п р и  е = х - х 1 1  е == (0 ,  1) rю.1у ч а е \! ,  что 

e 'l = ll "e0 = (a (0 .5 )" 1 , о)т .  
П р едпо.1 ож и м ,  • r то  а =  2'' · То гд а  

т а к  ч т о  и с р н ы с  р п о г р с ш носн· й  п р t' Iюс ходs rт  в 2 - но р \Н.' н а ч а:н, 
н у ю  п о г р с ш носп,.  Э rо I Ю I\ а з ы в а с т,  ч то ве.1 и ч н н а р ( 1/ )  �ю ж ст 
! ! С  Н В:! Н Т Ь С Н  M l' p o ii С !\О fЮСТИ  С ХОДИ � ОСТИ ПО O T H O UI C H I ! IO К к а 
КОЙ -.1 И б0 о б щ с у п о т р с б и тс:н, ноii н о р :-.1 е  н а  н а ч а .1 1 , но й  с т а д и н  
1 r те р а  ш ю н н о го п р о цссс а . 

П р о И .1 .1, I?с тр н р уl' М  H' l ll..' p t. у т н с р жде Н И l' тсо р l' \I Ы  П . 2 . 19  с.'! с 
дую щ и м 6'б 1 i а :ю м .  П р сд н о:ю ж н � .  ч т о  м а т р и н а / /  1 1 !\t сет n :1 1 1 -
н с й и о  н е:i а в и с и м ы х  собствl· н н ы х  в е к т о р о в  v 1 , • • •  , v " ,  отвеч а ю 
щ и х  ·n собст в е н н ы � _: н а ч с н шr � .  у r ю р ндоч с н н ы м та к и м  о б р а зо \1 ,  
ч то 1 / ч  1 � 1 i.2 / � . . . � 1 Л" / . То гда д.1 я .'I ю бой rюс.1 сдо в атсл ь 
ности ' х",  порожда е � о й  и тср а ц и о н н ы �  п р о цсссо м ( П .2 . 1 ) , п о -

" k � 

г р е ш и ос т и  е = х - х дО Н )  с r, а ют п р едста n.1 сн и е  

), k (1 k k • k ( � ( '}..i )" ) е = Н  е = а 1 /. 1  v 1 + . . . + flnt·nVn = 1. , fL 1 V 1 + 6 т;- a;v i , 

где е0 = a 1 v 1  + 
> / Л2 / . Тогда 

( П . 2 . 2 S )  

+ anVn. П р едполож и м  те п ер ь ,  ч то 1 Л 1 / > 

k е --;;< '· l 
н р н !г )> 00 . ( I 1 . 2 .26) 

Можiю д а т 1, с:1 еду ю щую и н тер п р ета ц и ю  соот н ош е н и я  ( П .2 .26) : 
в с ио р ы погр е ш н остн ek с х од 5пс н  по н а п р а в.'! е н и ю  к в е к  го р у  v 1 , 
1 1  у к а з а н н ы е  П Q Г Р l'Ш ности а с и м птот и ч ес к и ведут с с б н  I< a i\ /,:'ц , v , .  
Та к и м  о б р а зо м ,  п о г р е ш ностн ( а с и м птот и ч сс к и )  у б ы в а ют,  т а к  
J< а к  у м н о ж а ютс н н а  к а ждой и п• р а щ ш  н а  м н ожитсJI Ь р ( /1 )  = 
= ! J. , / . 

З а м е т и м ,  что сел и а 1 = О , то с ко Jюстt,  с х оди м ости р а с с м ат
р и в а с � о ii Iюс.1 едо в а тс.1 !> н о с т и  о п р сдсл н rтс н в ел и ч и но й  1 Л2 / < 
< р ( Н ) . Ук а з а н нос обстояте.r н,сrво п р едста вл я етс я , одна ко,  н е
сущсств t' н н ы м ,  т а к  к а к  весi, м а  м а .1о всронтно ,  что н а ч ал ь ное 
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н р н б:ш ж е н и с  х0 о к а Ж l'ТСЯ та к и м ,  что а 1 = О. Д а ж е  сс.1 и У I< а 
:J а н н а я  с и ту а ц н я  р с а .: ш J у етс я ,  о ш и б к и  о h р у г.l е н и я  в п роцсссс 
B ЬJ I I I I C.l e H II Й  В Ы :ЮВ)'Т  эффl' I\ Т ,  Э К В 1 1 В а .1 СН Т Н Ы Й  ПОЯ В.l t' Н И Ю  KOЭф 

ф ll l l l l l' IП a  а 1 =1= О н а  Iюс:I еду ю щ и х и тера ц и я х . 
До н у с т н \1  т е п е р ь ,  что 1 i ч l = 1 i-2 l > l l·з l - В это м с.1 у ч ас 

k _ ) ,, k (r1 рснебрежи'10) е - а1 • 1 V 1  + а)·2 V2 + :м а :1 ы с  ч . 1 е н ы • 

I-:c.1 1 1 А 1 = 1.2 ,  то ek с т р е м и т с я  п о  н а п р а вл е н и ю  к a 1 v 1  + a2v2. 
В н р о т и в н о м  с.1 у ч а с  в е ктор ek не  о б я з а н  стр е м и т ься к к а iн> м у 
:I I I бо ф и i.;с и р о в а н н о м у  в а н р а в.·1 е н и ю ;  3десt .  будет н а б.1 юдатьс я 
«C 'I PL' \! . t e в и e »  к под п р ос т р а н ст в у ,  н а т я н уто м у  н а  v 1 и v2 •  Н а
п р и м е р ,  ес.1 1 1  /. 1 = -1, 2 ,  то 

/г , k ( k ) (llp l'HC(ipl'Ж I I \1 0) е = 1. 1 U ! V !  + ( - \ )  U2V2 , + \1 3 . 1 ЫС Ч .l t' H ЬI • 

1\ н а :ю г и ч но ,  с с :ш 1 i. ,. l = . . . = 1 i.p l > 1 i.p+ I I ,  то ek стр е м итс я к 
Iюд r i р ост р а нству ,  н а т я н уто м у н а  v , ,  . . .  , Vp . В л ю бо м  сл у ч а е  
a C II \! I I TOТ J I Ч L'C I\Ol' убы в а н и с  r ю г р еш н ос т н х а р а кт е р и зует с я  м но ж и 
Т L'.'I С \1 p ( f/ ) . 

I l p eд r ю. юж l l \f т е п с р 1. ,  ч то ж о р да н о в а фор м а  \! а т р и ц ы  Н н е  
n в:I н t'тс я дшi гон а.1 1> НОЙ ; дон ус т и м , в ч а с т нос т и , что А 1 = . . . 
. . . = 1." 1 1  что с о бс т в е н н ос з н а ч с н и t' /, 1 с в я з а н о с жорда н о н ы м  
б.1 око �1 р Х р.  I I усп. v 1 - собствен н ы й в е к то р ,  отвеч а ю щ и й  А 1 , 
а v2, . . . , v" - кор невые B l' I\ To p ы ,  т а i·ш с ,  ч то 

lfv ; =-: i. 1 v ;  + v i  _ 1 ,  i = 2 ,  . . . . р ( П . 2 . 27)  

(ot . ,  н a п p l l \t c p ,  [ O r kg a ,  1 987а , § :J . 2 ] ) .  И з  ( П . 2 . 27) с.1с.1.ует ,  что 
" k k 1 ( !г ) k ; t- 1 /1 V i = /. 1 V; + k /. 1  V; 1 + . . . + i 

_ 
l }, 1 V 1 , 

Г,1.С ( �� ) = ( /  _!_' ' ) ' 1 - б i ! НО Ш 1 3 .1 Ь Н Ы С  1\О Эфф ШЩС I IТЬ! .  1 ' ' . 1 .  

(П . 2 . 28)  

Р а сс м о тр и м  д.1 я простот ы с:1уч а й  р = 2 ,  т.  с.  1 A 1 l = 1 Л2 ! > 
> I Aз l  � . . . � l i- � � 1 · И с н о:н. з у н  ( П .2 . 28 )  н р и  i = 2, по.'! у ч а с м  

n 

е" = н"е0 == al i- �1V I + а2 ( l. �v2 + н� 1
v l )  + I aif/kv; = 

i <! 
( П . 2 . 29) 

где, к а к н н р ('ЖДС, е0 = a 1 v 1  + . . . + a"v" ,  а Vз ,  . . . , Vn - оста :I ь 
Н Ы(' со бс Т В (' IШ Ь! ('  1 1 .1 и  I\Op Hl'BЬI('  вшторы . Та к ка к I '· J I > I i. , l 
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дл я  i = 3, . . . ' п, из того, что ( ; ) \ �: / k - � О  пр н k .. оо ,  i = 3, . . . , п, 

сл едует , что 

Л 1  kHkvi > 0  п р н  k ... оо ,  i = �  . . . . , n .  

Та ким обр азо м , аси м птотичес кое  поведение  ногреш иости х а 
рактер изуется соотноше н и е м  

ek "" Л� ( ( а 1 + а 2  ��� ) v1 + a2v2 ) "" a2kl. �  1 v 1 . ( П . 2 . �0) 

Тем са м ы м  наказа но ,  ч то вектор ы  погрешности сходятся по  н а 
правлению к вектору v 1 , одна ко и з - за на:ш ч ия м ножите:1 я k 
аси м птотич еское убыва н ис н огреш иости уже н е  х а р а перизует
ся  одни м  л и шь у м ножен ием  н а  коэффи ш1 е н т 1 1. 1 1 = р ( Н ) .  Тем 
н е  м енее в ел и ч и н а  р ( Н )  остается на илучшей  С J\ал я р ной  х а р а к
теристи кой скорости сходи мости ,  та к к а к  д.1 н .1 юбого б >  О k'Лk ---1 -,.... . ..  о п р и  ll - +  оо .  ( 1  !. , 1 + б)k 
Т а к и м  образом ,  ногреш иость стремится к ну.1 ю  аси м птотнчес 1ш 
по меньшей мере  так ж е  быстро,  I\ а к  1 1  �tk , где в е.п и ч и н а  �t 
с кол ь угодно  бл изка  к p ( /f ) . 

В общем случае р езул ьтат  в ы гл ядит  а на.1о гично .  ёсл и соб
ственные  значени я Л. 1  = . . . = Лr связ а н ы  с жорда ноны м бло
ком р Х р и 1 Ар 1 > 1 Ap+ t l ,  то можно наказать , действуя та к же, 
к ак и в ыше, что 

Поскольку 

e k  ,..., c·kP 1 � k r. 1 V 1 . 

.. О п р п  k -.. оо 

для любого б >  О, м ы ошпь види м ,  что погреш ность стр е м ится 
к нулю не  м едлен нее, чем  ( p ( H ) + {) ) k , д.'l я любого б > О.  ёсл и 
и м еются несколько жорда нон ых  блоков ра вного р а з м ер а ,  свя 
за нных  с собствен н ы м  з н а чением ,  которое я в.1 я ется н а и бол ь
шим по модулю ,  то с п р а вед:шв тот же  резу.1 ьтат ,  хотя в это м 
сл учае  погреш ность стр е м ится уже к подн ростра нству ,  н ат я н у
тому н а  соответствующие собствен н ые в екто р ы . 

Н а  основе утвержде н и я  теорем ы П.2 . 1 9  можно з а t\ .1 юч ить ,  
что асим птотическая  скорость сходи мости итср а ционного м е 
тода ( П .2 . 1 ) тем в ы ш е, ч е м  меньше спектрал ьн ы й р адиус 
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р ( Н ) . Расс мотр и м  тепер ь задачу о в ыборе  п а р а метр а ro ,  м и н и 
м изирующсrо р ( Н "' ) ,  где Н," - м атр ица  перехода метода S OR ,  
определ енна я соотношением ( Г1 .2 . 1 0 ) . Вообще эта  зада ч а  очень  
трудна , одна ко если м атрица коэффициентов А явля ется м ат
р ицей , отвеча ющей дискретно:v�у ура внению Пуассона ( 3 . 1 . 7 ) , 
или ,  в более общем случ ае ,  я вляется согл асова н но упорядочен 
ной ( см .  [You ng,  1 97 1 ]  ) ,  то  решение  удается н а йти ,  п р и менив  
изя щную теор ию,  р азв итую Фр а н кело м  и Я нгом в начале  50 - х  
годов ( с м .  [Va rga ,  1 962 ] и [ You ng, 1 97 1 ] , , где дастся пол но� 
из .1оженис ) . Основной резу:1 ьтат фор м ул и р уется сл едующи м 
образо м .  

П . 2.20.  Теорем а. Пусть симметричная положительljо опреде
ленная матрица А является согласованно упорядочr:н,ной, и 
пусть Н,,, - матрица перехода метода SOR ( П .2 . 1 0 ) . Пусть .так
же lt = р ( / ) , гiJe" J - матр ица перехоuа -�етода Якоби. Тогда 

Н '> i i o . i ' J  1 r-----------------------

р С Н) 

2 
Рис. П.2. 1 .  Г р а ф и к з а в и си м ости спсК1 р а :J ьного р а д и уса SOR от ro 

существует единственное значение ro Е ( 0 ,  2 ) , минимизирующее 
р ( Н ,,, ) , которое задается формулой 

Кроме того, 

и 

2 
ro0 = 1 12 • ( П . 2 .3 1 ) 

1 + ( \  - 1!2 )  
(П . 2 . 32а )  

(П . 2 . 32Ь) 
' 1 ' 

Исходя из фор мул ( П .2 .32) , м ы  можем изображать р ( Н ," )  
ка к  функцию от ro ,  как  показано  на  р ис .  П .2 . 1 .  Н а клон  к р и�ЗоЙ 
справа  от roo р авен  еди н ице, а в точке ro0 сл ева - бесконеч ности . 
Поэтом у  лучше  исно.1 ьзовать п р и б.'!Ижение к ro0 с избытком, 
чем  с недостатком .  

' 
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Непосредственно  из ( П .2 .32Ь)  в ытека ет, что 

Р (H J )  = !.J-2; ( П . 2 . 33)  

тем  са м ы м  уста навливается ,  что в условиях  сфор мул и рова н ной 
теоре м ы  аси м птотичес к а я  скор ость сходи мости м етода Гаус
са - Зейделя ровно вдвое превосходит аси м птотическую ско
р ость сходимости м етода Я коби .  

Для н епосредственного п р и м енен и я  фор м ул ( П .2 .3 1 )  и 
( П . 2 .32)  тр ебуется точ ное значение  !l· которре, вообще говор я ,  
н едоступно .  Одна ко дл я м атр ицы N2 Х N2 (3 . 1 . 7 ) , отвечающей 
дискретном у  ур а внению Пуассо н а , можно показать  ( см .  упр а ж
нение  3 . 1 . 2 1 ) ,  ч то 

л 
!J. = COS N +  l .  

Н а п р и мер ,  п р и  N = 44 получа е м  

( П . 2 . 34) 

fJ. --:- 0 . 99756 , р (Н 1 ) = 0 . 995 1 3, ю0 = 1 1 . 87 , р (H(J)") = 0 . 87 .  

Так к a·к;' '�' tJI (J)") :::::: (р (Н 1 )):ю, а с и м птотическа я с корость сходи мо
сти  п р и  опти м альном з н а ч е н и и  ю0 п р и мерно  в 30 раз в ы ш е, ч ем  
дл я  м етоДа Гаусса - Зейдел я .  В о б щем сл уч а е  дл я у t< аза н но й  
задач и  Пуассо н а  и з  ( П . 2 . 32Ь ) и ( П . 2 .34)  следует, ч т о  а с и м пто
тическаЯ скорость сходи мости метода SOR п р и  ю = ffio п р и бл и 
з и тельно в 0 .63N р аз пр евосходи т  а с и м птот и ческую скорость 
сходимости м етода Гаусса - Зейдел я .  
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Метод сопряжен ных градиентов 

В этом приложени и  м ы  рассмотр и м  ра зл и ч н ы е  теоретиче 
ские  результаты ,  каса ющиеся  м етода соп ряжен ных градиентов . 
Здес1, и далее м ы  предпола гаем ,  что м атр ица коэффициентов А 
с и м метрична  и положител ьно определ ена .  Мы хотим  уста но
вить ,  что векто р ы  pk , порождаемые  м етодом соп ряженных  г р а 
диентов ,  по существу я вл яются сопряжен н ы м и  н а п р а влениями ,  
а та кже пол учить оцен ку погреш ности (3 .4 . 1 ) .  

Сначала  п ерепишем ал горитм  в фор м е, несколько отл ичной 
от п р и ведеиной в ( 3 .3 . 1 5 ) .  Разница з а ключается в определ ении  
� k ; ниже м ы  по·кажем , что эти две  фор м ы  записи  экви�алентн ы .  
Мы также испол ьзуем определ ение  ak , з ада ваемое отношени е м  
( 3 .3 .5 ) , и покажсм ,  что о н о  экви вал ентно использовq.н ному в 
(3 . 3 . 1 5а ) . Дл я упрощения  обозначений  будем указывать номер  
итерации  при  по мощи нижнего и ндекса .  С веречисл е н н ы м и  из 
м енени я м и  ал гор итм з апишется сл едующи м образом : 

В ыб и р ае м х0• Пола г а ем  Pu = ru = Ь - Ах0 •  
Д л я  k = О, 1 ,  . . .  

ak = - r kPk/P�Apk . 

xk , 1 = xk - akpk , 

rk , 1 = rk + akAPk •  

p k  = - p�Ark + Jp�Apk , 

Pk t 1 = rk t 1 + PkPk · 

(П . 3 . 1 а ) 

( П . 3 . 1 Ь )  

(П . 3 . 1 с ) 

( П . 3 . 1 d )  

( П . З . l е) 

П .З. I .  Теорема. Пусть А - симметричная положительно оп
рес)еленная ,иатрица n Х n ,  а х - решение системы А х = Ь. Тогда 
векторы Pk . порожdаемые алгоритмом ( П .3 . 1 ) ,  удовлетворяют 
соотношениям 

p�Api = О, О �  j < k ,  k = 1 ,  . . . , n - 1 , ( П . 3 . 2) 

и Pk =1= О, за исключением случая Xk = х. Таким образом, Хт = х 
для некоторого т � n. 
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Доказательство. Мы докажем н е  тол ько формул ы  ( П .3 . 2 ) , 
но и сопутствующие соотношен ия  дл я невязок r1 = Ь - А х1 ,  
И м еющие в ид 

r:;;r1 = О ,  О � j < k ,  k = 1 ,  . . . , n - 1 .  ( П . З . З) 

З а м ети м с н а ч ала ,  что по определению ( П .3 . 1 а )  и ( П .3 . 1 d ) п а 
р а м етров щ ,  (3 1 и в си.лу ( П .З . \ с )  и ( П .3 . 1 е ) 

Pjr1 +- 1 = pjr1 + a1pj Ap1 = 0 , j = O , 1 , . . .  , 
' . ,  PjAPi + t  = PjAr1+ 1 + �1pjAp1 = О , j = О, 1 , . . . . 

( П . З . 4 а )  

( П . З . 4Ь) 

П р имем  теперь в ка ч естве и ндуктивного пр едположения ,  
что  соотношения  ( П .3 . 2 )  и ( П .З . З )  с п р аведл и в ы  дл я некоторого 
k < n - 1 .  Покажем ,  что тогда эти соотношения  с п р а ведл и в ы  
дл я  k + 1 .  Т ак  ка к р 0  = r0, ( П .3 .4 ) показ ывает ,  что они  вы пол
няются дл я k = 1 .  Дл я  л юбого j < k в силу ( П .3 . 1 с , е )  и меем 

rjr k + J  = r] (r k + akApk )  = гjr k + akpkAr1 = 
1 1 '  

· ( л . : :  = rjrk + akp1A (p1 - �1 1 р1 1 ) = 0 , 
т а к  ка к все тр и члена  в п р авой ч а сти  обр а ща ются в нул ь по 
и ндуктивному п р едположению .  Кроме  того, используя ( П .3 . 1 е ) ,  
( П .3 .4а ) , а затем ( П .3 . 1 с ) , получ аем  

r�rk + t  = (pk - f3k _ ,pk , y rk + , = -�k -· 1 Pk - 1 rk + 1  = 
= -�k - 1 Р:;; 1 ( rk + akApk)  = О , 

так  ка к посл едние  два члена  р а в н ы  нулю в .  соответстви и 
с ( П .3 .4 ) . Т а к и м  образом ,  м ы  показал и ,  что ( П .З . З )  в ы полняет
ся дл я k +  1 .  

Далее,  для любого j < k получа е м ,  используя ( П .З . I е) ,  и н
дуктивное п р едположение ,  ( П .З . I с ) , а затем ( П .3 . 2 ) , что 

PjAPk+ J  = PjA (rн 1 + �kpk )  = PjArk + t  = а1 1 (r1 + 1 - r1) т rн 1 = О. 
; ' j 

Здесь предпол агается ,  ч то а1 =1= О ;  к этому условию м ы  скоро 
в�р немся .  В СИJ!У ( П .3 .4Ь)  получ аем  также р:;;Арн 1 = О . Та 
к и м  рбразом ,  ( П .3 .2 )  в ы полня ется дл я k + 1 , и и ндуктивный  
переход з а в ер ш ен .  

Покажем теперь ,  что вектор ы Р�< оста ются иенул е в ы м и  до 
тех iюр ,  пока  не н а йдено решеНI1е.  Допусти м ,  ч то Рт = О для 
некоторого т <  n. Тогда , используя ( П .З . l е ) ,  получ ае м  

, 1 ,  0 = р�рт = (�т + f3т I Pm - l )т (rт + flт - 1 Рт , ) = 

= r-:;.r т + 2�т J�Рт - 1 + �;. - 1Р-:;. .. 1Рт - 1 ?3 r-:;.r т• 
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т а к  к а к  r ;nPm 1 == О в C I I :r y  ( I I . :� A a ) .  Та к ю1 обр аз о м ,  rrn = Ь 
- /lxm �� o , т а к  ч т о  Xm = ,� - С ; lp)т o i! стор о н ы ,  ес .1 1 1  все векторы 

Ро ,  . - . , Pn - 1 ! I C I I )" . J l' B Ы C ,  ТО xl/ = х в C I ! :I y  тсоре �! Ы  3 . :� . 1 о со п р я 
ж е н н ы х  н :� п p a в :I C I I I I I I X .  

Н а консн ,  в с р н L· м с н  I\ I I Р L'д iю .ю ж с н и ю  о то :-.1 ,  ч то ai =1= О. 
В с н:1у ( I I . 3 . 1 c ) н { Гl . 3 . 4 Ь )  п о:I у ч а L· :.л  

( П . 3 . 5 ) 

Отс юда в а \ О Д I I :-.1 ,  ч то () ! ! : • . L L' <'I c н и c  а ;  ( П .3 . 1 а )  экви валентно 

(П . З . б) 

С:1 едов а тс:1 1 , н о ,  ссш а ; = О ,  то r1 = О  н ,  к а 1.; было показано  

в ыш е, xi =-= х . т а к ч то I I Т С р <щ н о н н i,I Й щю щ·сс оста н авл и в а ется 
Н а  В Ы Ч  ! !C'I L' \ 1 ! !  И Х ; . 0 

Покажс\1 Т L' I I L' ] J I> что o н p cд L\ I L' H I I e  н а р а \\ етр а [:l k , испол ь :ю
в а  в нос  в ( I  1 . 3 . 1 d ) , :J I\ B  и r� a .l l' H т в o  д а  н в о \\ )" в § 3 .3 .  Действ и тел ьно ,  
1 1 3  ( ll . 3 . 1 c ) ,  ( П .3 .4 1J ) , ( П . 3 . 1 с ) и ( [ 1 . 3 . 3 )  с:1 сдует, что 

r; н  1 Р11 1- 1 = ( rll + ak Apk ) '  Pk + 1 == r;,Pk 1 1 == r� (r k 1- 1 + �kPk ) = �kripk . 
Отс юда , и с п о.1 1,зу я  ( П . 3 .5 ) , I J O .'I y ч a c м  

( П . 3 . 7) 

что сов п адает с фор VI ул о й  Д.'l я [) k в ( з . :3 . 1 5е ) . В ы р а ж е н и е  дл я 
а "  и � ��  вида ( П . З . б )  и ( I I . 3 .  7 )  п р едночтите.'I I, нее  с в ы ч исл ител ь 
ной т о ч i\ 1 1  :; р е н и я ,  так  ка к н а  1\ а Ж,J,о м ш а ге требуется в ы ч исл ять 
:ш ш L, с к аm1 1НЮС 1 1 1 J О И . J В L'де н и с  r[rk · В ы р а же н и я  ( П .3 . 1 а , d )  
И Н О ГД а  v l\ a 3 Ы B 3 IOT O I  I J O.'I C J H Ы M !i Д.'I Н ТСО р еТ И Ч l'С К И Л  ! ! СС.1 еДОВа Н И Й . 

С.·I L'дуюш.и :-.t ш а го м  будет вы вод н е котор ы х  основ н ы х  соот
ношен и й ,  1што р ы с т р ебуются д.1 я до казатс.1 1 ,ства  оце н ки по
гр с ш н ост и  ( 3 . 4 .  1 )  и I ю .; во:J н ют бо:1 сс Г.'I у боко о с м ысл ить метод 
cO I I 1HI Ж C H H Ы \  гр ади е н тов . Н а iю м н и :-.1 , что ч ерез s pan  (у 1 , • • • , Yrn ) 
обоJ н а ч а ет с я  IЮ,J,П 1ЮСТ1Н1Н ство,  I I о рожден нщ• всевоз мож н ы м и  л и 
н ей н ы м и t--.о м б н н а н и н м и вс l\торов  у 1 , • • •  , Ym · 

П .3.2. Теорема. Пусть ро, . . .  , р ,н - векторы направлений,  
порожсJснны е  ,ип одом сопряженн ых градиентов ,  а r0, . . . , Гп-I
векторы н е!l я :ю к .  Тогда 

;lp ; Е s р а п  (р1 1 ,  • • •  , Pi 1 ) , i = О , . . . , n -- 2 , 
r i E= s p a t 1 (P1 1 ,  . . .  , P i ) ,  i = O , . . . , n - 1 , 

s р ан (р0 , • • •  , P i ) = s p a п (p0, :1 р, , ,  . . . , A ip11) = 
'--"' s р <ш  (Г t 1 ,  .1r1 1 , • • •  , /1.ir0) , 

i = U , . . . , n - 1 .  

( П . :3 . 8 ) 
( П . З . 9) 

( П . 3 . 1 0) 
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Докааа те.z ьство. Соот нош е н и и  ( 11 . 3 . 8 )  и ( I l . 3 . 9 )  до к а ж t• м  
сов м ест но 1 1 0  м етоду м а т с м а т и ч t•ской и ндук н и и .  В си .1 у ( 11 .3 . \ с )  
и ( Il . 3 . 1 c ) 

Р 1 = Г 1 + ВоРо = Го + аоАРо + �uPo · 
Испо:Iьзуя г0 = р,1 , rю:ryч a e �I 

J1Po = ао 1 ( Р 1 - Ро - �оРо) • 

т. с. ( 11 . 3 . 8 )  с п р а всд.1 и во д.1 н  i = О. T a r.; к ш.,; Г о = р 0 , д:r н i = () 
В Ы ПО.l Н Н СТСН Та i\ЖС И ( 11 .3 .9) . 

Il p cд r iO . 'I O Ж И M  ТС ! !СрЬ ,  ЧТО ( f1 . 3 . 8 )  И ( 11 . 3 .9 )  B Ы П O.'I H H IOTC SI 
дл я i = О, . . .  , k < n - 2 .  В си :rу  ( П . :� . Iс )  1 1  и нд у r,т l l в но го п р ед
паложе н и н  и м е е м  

k k � 1 

гk , , = гk + akAPk = L v , p /  + ftk L 'I'J ; p ; . j = O  ' j - () -
Т а к и м  о б р а зо :-.1 ,  гk _ 1 Е s р а п (р, 1 ,  • • •  , Pk 1 ) .  Тогд а ю ( f i . :� . \ c) 1 1  
(П  . 3 . 1 с) но:1уч а с м  

Pk ,-' )  _:_:_ rk i 2 + �k 1 t Pk 1 1 = гk 1 1 + ak 1 I APk ' 1 + �k . I Pk 1 1 · 

l1ос ко.1 ь ку · 'гн t  Е s p a n  ( ро ,  . . .  , Рн l ) ,  то A pk-r t Е s p a n ( ро . 
. . . , Рн2)_ . Та ки м  об р а :ю м ,  и нд у к т и в н о е  до к а з а п•.1 t,спю Jа вср ш сно, и оста ется то.'! I, ко п о к а з а т ь ,  что ( П .3 .9 )  В Ы I Ю.1 Юi стсн т а l\ 
жс д л я  Гп- 1 ; это де.1 а етсн та к ж е ,  к а к и в ыш е .  

Чтобы до ка зать ( П .З . I О ) , с но в а испол ь з у е м  и нду ю щ ю . Д.1 я 
i = О ут вер жден и е тр и в и а л ь но в с и.1 у Ро = Го .  П р сдiю.'l ож и м ,  
что о н о  с п р а в едл и во п р и k :::=::: n - 1 .  Тогда в с и.1 у и нду к т и в ного 
п р едnолож е н и я  и ( П . 3 . 8 )  

Ak+ 1Pu = А (Akp0) = А  ( 1t0 ViPi ) = 1t0 v!APi Е sр а п (р0, . . .  , Pk 1- 1 ) . 

Теперь з а м ети м ,  что д.'I Я .'! ю б ы .)\  'I'Ji с п р а ведл и во 
k + 1  k "" j k +  1 "" i 
L. 'I'J;A po = 'I'Jk • I A Po + L.... 11 i A Po · j � O  i " - 0  

Первое с.Тi а rа е мое в п р а вой 1 I а с т и  п р и н а длежит s p a n (р0, . . . 
. . . , Рнt ) в с и л у  п р едыду щего соот н о ш е н и и ,  а второе - н о  и н 
ду кти в н о м у  п р сд п о.1 о ж е н и ю .  Та к и м  о б р а зо м ,  м ы п о ка з а .1 и , что 

s p a n (p0,  Ар0, . . . , Ан
1
р0) с s р а п (р1 1 , р 1 , . . .  , р", 1 ) .  

Чтобы до к а з а т ь  о б р а тнос вк.1 ю ч с н и е, с н а ч а .1 а  за п шш· м  
k -'- 1 k 

L '11iPi = 'I'Jk 1- I Pk J - 1 + L '11iPi · } = 0  j = U  
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Второе с. I а г а е У� о с  н р н н а д.'l l'/ЮI Т � р а п ( р0, J1 kp0 )  п о  Iшдук
Т И ВIЮ \1 �  1 1 p l'Д I I 0.1 0 Жl' H I I IO . I l c p вo e  C . 'l i:I Г i:l l' M O e  В С И .l У  ( ГJ . З . I с ) 
1 1  ( I  I . З . I c ) '.!О Ж I Ю н р сдста в н т J ,  в в и де 

lJk  , р" 1 = 11" 1 ( rk 1 + j3,,pk )  = ll.i 1 ( rk  + a k :1pk + �kp,J . 
f k р в ы й  н т р ет и й  ч .1 е н ь1 в н р а во й  ч а ст и  этого у р а в Н l' Н И Я  п р и 
н а д.l е ж а т  � р а п ( ро, . . .  , р ,, )  в с н :1 у ( !1 . :3 . 9 )  и п о ·но м у  п р и н а д.l с 
:thат � р а п ( p rJ , . . . , A " pn )  1 1 0  н н дy i, T I I B II0 �1 Y  н р ед п о:южс н и ю .  Во 
нто р о м ч . I L' H L' B l' H O p  А р" с н c J I O.l i • З O в a ш i L' \1 ( Г1 .3 . 8 )  и и ндукпш
ного I I J > L'Д I I O : I O Ж L' H I I H  У! О Ж Н О  I I J > CДt'T <l B H T l >  В В ИДl' 

k k 

Jlp,, = А L vi J1 ipo = L \' ; A i " ' po , 
i 1 1  i 1 1  

т .  l' . о н  .'J l' Ж И Т  в s р а п  ( pn, . . . , ,} k-r 1 pn ) . Т а к 1 1 м  о б р а .ю м ,  м ь1 н о 
к а з а .l и ,  что � р а п ( ро, . . .  , Р �<, 1 ) с: � р а п ( ро, . . . , ;\ k+ ' po ) , и n е р вое 
1 / 3  СООТ НОШС Н I I Й  ( Гl .3 . J 0 )  ДO I\Ю i:I HO .  Второе СООТ Н О Ш С Н И l'  ( !1 . 3 . 1 0 )  
т р и в н а :I ыю в с н :I у Р о  = r0 .  О 

П о;щ р ост р а нство в ида s р а п  (ро ,  . . .  , :1 ' Pu )  н р н н �по н ю ьш а п . 

подпространством Крылова. П о 1\ а ж о1 T l' l l l' P ' • ·  что ··итер а Ци и  м е
тода СО I I JИI Ж с н н ьi х  гр а д ! I L' н т о в  м н н и м ю и р у ют А - нор м у  nо г р е ш 
н о с т н  н а  сдв и н уто м ( I l i i < I ' I t' гово р н ,  а ф ф и н но м )  водnрост р а н с т в е  
К р ы .1 о в а .  Н а по м н и м ,  • по /1 - н о р м а  о н р сдс:I я стсн  Jоот н � ш с н и е м  
1 1 y l l�1 = y ' Ay .  

П .3.3. Минимизирующее свойство метода сопряженн ых гр а
диентов. Для кажс)ого k = О, 1 ,  . . . , 11 - 1 ,  прибл ижение хн , ,  
полученнос методом сопряженных гршJиинтов, минимизируст 

1 1 х - х I I A на аффинном подпространстве 
sk = Хо + s р а п (ро • . . .  ' Pk) = Хо + s р а п  (Ро .  Jlp,l ,  . . . ' /l kро) 
Дпка:щте.1ьство . П ус1ъ ;�: ·1 н з а :�. а н н о г о  k в �кто р х = х0 + 

+ "'"' '' s т L.. i _0 V ;Pi н р н н а ,1, .1 l' Ж I I Т  , k ·  а к к а к 
r0 = Ь - Лхо = Ь - А хо - (Ь - Ах) = :l ( х  - хо) .  

Т а к и м  о б р а .ю \1 ,  н с J Ю.'! ь 3 у я  C O I ! JИI Ж c н н o c l i·  н а н р а в.1 с н и й  P i .  п р н  

ХОДИ М К O ll l' H  1\l' .  

1 1  х - х 1 1 � = (х - х) ' : 1  (х - х) = 
k ,, 

= г;> л  1 Го - 2ri> L V;Pi + L vip/ APi ·  i -- 0  j - 0 
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П р а в а и  ч а с т ь - ло д и а rо н а :I Ы IЮI 1..: в а д р а пР ш а я  1 )  фор \! а о r н о 
с итс.1 1> Н О  I I C p C M C H H Ы X  \'j ,  I I J > I I Н I I �I CJ IO Щ 3 51 \\ I I H I I \\ CJ , I l> I I O L' 3 H a Ч C H I I C  
п р и 

v ;  = ГI1Pi/Pj .4pi '  j = О , . . . , !г . 
П р и м е н н я  п о в то р но соот н ош с н н с  ( 1 1 . 3  ! с ) , н о:1 у ч а с м  

j 1 
гi = Г ; · - 1  + u. i - I APi - - 1 = . . . = Го +  L ai Ap; , 

; - о 

и в си:1у  со п р н ж с н ности р; и м ее м  г ;р i  = г�рi . гiо э т т .1 у  с у ч етом 

( П .З. I а ) с п р а всд.ш во \' ; = - а ; .  Отс юда с.1 сду ет, ч то I п с р а 
ц и о н нос п р и б.1 и ж с н и с x,,_. l м етода CO I I JHI Ж L' H I I ы x  r р а д н с н тов 
и м еет вид 

" k 

x
k
. 1 = Xk - rtkpk = · · · = Хо - L а ;р , = Хо + L V ;P; .  

i -- (l i - о 

Н, ТеМ С 3 \\ Ы М , S IВ . 1 Я еТ С Н  \\И I I I \ M И J a TO ji 0 :\1 ф )' Н IЩ 11 0 Н 3 .1 а 

1 / х - х l l21 н а  а фф и н но :-.1 I юдп ростр н н ст вс S" . D 
Cфo p м y:I I t p )' C :\1 р езу:1 ьт а т  т ео р е м ы П . З . З  в э 1..: в и в а .1 с н т но й  фо р 

м е, К ОТО р а н  будет I I O.l e J Н Н  В ;J. 3 .1 1 > Н С Й Ш е М .  В C l l :l y  ( П . 3 . ! 0 )  

sk 1 = Хо + s p a n  (го .  А го . . . .  ' A k  1 го ) ,  
т а к Ч Т О  Э.l е М С IП Ы  а ф ф И Н Н О ГО I IOД П fJ OCTj ) H H C T B a  S ,, _ 1 М О Ж Н О  3 3 -

" k  1 . 
п ис а п, в в иде х, 1  + L.. j r, ц , А 1 г1 1 •  П о т еор е м е  П . З . З  итср а ц но н н ы с 
п р и б.1 и ж с н н н  х ,, м етода со п р н ж с н н ы х  r р н д и е нт о в  удов:I ст в о 

р н ют соот н о ш е н и ю  

ш i п 
r;1.c 

Q =  ( х - Х0 -
k
i�1 q ; A 1 r11 У А ( х - х0 - ki� q ; A iг0) . 

Пос ко.1 ь к у ,  1\ a l..: н выше, il (х - х 1) = гu .  ю1 с с ч  

1 )  Подраэумсваrтся ,  что п р а в а я  ч а с т ь  п р е.tста в л н еl собой 1ш а д р а  r н ч н ую 
фу ющию с член а м и  2 -ro  порящ< а ,  о б р а  Jующим и  с у м �r у  rшa ..t p a  rов . - Jlpu.11. 
пере и. 
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где ' Rk (А ) = 1 - L:;�:) q1A 1 + 1 - м атричный пол и но м ;  соответ

ствующий скал я р но'vlу  пол и ному il -- L���) q/J+1 . Таким обР.а� 

зом, мы можем сфор мул ировать рез�л ьтат п rз_з в эквивал ент
ной фор м е :  

( ' � t 
где !Jlk - 1\1 1 /шк сс'rво м ногочленов степени  k, удовлетворяющих 
условию R" ( O )  = 1 .  

П р едста в. I сние  ( Г'I .З . l l ) ' · позволИт н а м:  п6лу11'ИТЬ d'цеlп(и) r\oJ  
греш ности на  k·м ш а ге .  Сначала уста нов и м  нсkотор ые с'войсТв!а 
пол и номов R k . · ' '  : · '  

П усть Л 1 • . . .  , Л.п и v 1 , . . . , Vn - собствен н ы е  з н а ченИя 11 cto J 
ответствующие и м ортон9р м иров а н н ые собствен ные  вектор ы 

м атрицы · А, и пусть r0 • ·  2:7= 1 '11 iv1 . Тьгда " · 

i' 

n n 

Rk (А)  ro = L ч1Rk (A) vi = L ч/Rk (!:.�) �� _ . · ) j = l  j � I  . ,  ; 1 ; 1 :  

1 1  ' 
' / 

ТаК,И I\1. обр а зо м ,  . " I ! J . r r t ( l • , 

r�Rk (А)т А 1 R'� (А) ro = ( t rJiRk () .. / ) Vf )';\(� ; ; 1 1 /, J = l ' ' ' ' ' - .  

, Х ( 
i
ti · '11 1.Rk (Л/) Л.1 �v 1 ) = 

1t1 
ч7 (Rk . (Л.1))2 Л.j ,1 . j! � L 

в силу  ортонор м иров а н ности векторов VJ.  Пqдставля я Щ>JI�чetJ:- . 
ное п р едставление  в ( П .З . l l ) , где м и н и му м  берется по , всем �;�о
л и но м а м  и з  !Jlk, получаем 

n n 

11 � - Xk 1 11 = min L ч7 (Rk (Л. /))2 Л/ 1 :::;;;; min  m ax 1 Rk (1.1) 12 L ч;л.; 1 • f = l  I .;;;;;j";;;;n j = l 

)1алее, ' 
., 1 Д1 . 3 . 1 2) 

1 ( t .'Y)jV i ) = · J = l 1 , · ' 

= r�А - 1 rо = (х ,- ;хо)т А (�· т- хо) . '· (П . З . lЗ) ' ' 
1 ' ·-� 

Сопоставляя  (П . 3 . 1 2) и (П . 3 . 1 3) , п р иход и м, к оценке 

где 

� 2 ; 2 � 9 
11 х - Xk I IA � Vk 11 Х - Хо 1 1:4 , ( П . 3 . 1 4) 

Vk = min . '  щах 1 Rk ().1) ) .  RkE :ltfi. I ";;;; j";;;;n 
(riJ IS) 
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Та ки м  образом ,  м ы  оцен и.1 и  погрсш ность на  k - м  шаге  через 
нача .1 ь ную погреш ность .  Теперь зада ч а  з а ключается в том ,  
чтобы получить оценку дл я 'V k ·  

Ясно, ч то  есл и Л 1 и Л" - н а и м еньшее и н а и большее соб
ственные  значения  м атрицы  А , то 

Vk � mi n m ax 1 Rk (Л) J .  (П . 3 . 1 6) 
R.ke :лk л 1.;;;л ";;;л11 

Та к и м  образом ,  возни кает классическая  задача  чеб ы шёвской 
м и н и м из а ции ,  решение  которой и м еет вид 

Rk (I.) = Tk ( Л" + Л � - 2Л )jrk ( Л" + Л 1 ) . l.n - ). 1 'Лп - /. 1 
где Т k (z ) - по.1 и но м  Ч сбышёва  степени  k ( см .  (3 . 2 .54 ) ) .  Ис
по.l ьзуя теор и ю  м ногочленов Чебышёва ,  мож но показать ,  что 

min m ax 1 Rk (Л) 1 � 2 ( 1 - -J�)k/( 1 + -J�)\ v = Л 1 /Л11 • 
R?E Xk л 1.;;;л. ";;;л11 

(П . 3 . 1 7 ) 
Поскольку  А - си м м етр и ч н а я  положительно определенная  м ат
рица ,  се ч исло обусловл енности в нор м е  /2 р а вно х = 1 /v. Ком 
бинируя ( П .3 . 1 4 ) , ( П .3 . 1 6 ) и ( П .3 . 1 7 ) ,  получ аем  оценку погреш
ности 1 ) 

l ! x - xk i iA � 2ak J i x -- �a i iA , a = (-Yx - 1 )/(-Jx + 1 ) . (П . 3. 1 8) 

Это ста ндартна я  оценка погреш ности м етода сопр я женных  г ра 
диентов в А -нор ме. 

М ы  можем та кже получить оценки  типа  ( П . :3 . 1 8 ) в 2 -нор м е  
п р и  помощи нсравенств 

1 1  х I !М/ А -- � ��2 = Л 1 хтх � хтАх � l.пx rx = 1 1  А 1 !2 1 ! х 1 1� -

П р и ме н я я  эти нер авенства  к (П . 3 . 1 8) ,  получа е м 

и ли 

J l Х - Xk J l� � 11 А -· 1 l/2 1 ! Х - Xk J l� � 
� (2ak)2 1/ А 1 /12 1 ! х - Ха 1 1� � ( 2ak )2 11 А 1 /12 1 ! А 1 !2 1 !  Х - Ха 1 !�. 

(П . 3 . 1 9) 

2ak 
� 1 )  Точн а я  оцен к а и м еет в и д  1 1  � - xk I IA :;;::;;; 2k J l х - х0 I IA и является 

1 + а 
в о п р еделен н о м смысле неулучшаемой (см . ,  н а п р и мер,  [Greeпbaum А. Compa 
r ison of sp l i t t i ngs used with the conj ugate gra d ien t  a l gorithm. - Numer. Math . ,  
1 979, v .  33, N 2 ,  р .  1 8 1 - 1 93] ) . - При.м.. перев. • 
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С у м м и р у е м  н р и в сдl' Н н ы е  O Щ'I I I\ 1 1  н о г р е ш н о с т н  н с:I еду ю щ е м  
утв е р жде н и и .  

П .3.4.  Теорема .  Приб.ш жен ие Xk , no. l !J 't l!н н o e  . мt!тос)оя сопрл
женных градиентов,  удо{u етворяет оц енкам 

� k r. 

11 х - xk l l 1 ::::;;: 2u. 11 х - Xo i i J ,  
� - 1 � 

1 1  х - xk 1 12 ::::;;: 2 '\i' x a ' l l х - Xo l l� . 

где х = cond (А)  и а = ( --/х - 1 )/( ..;;, + l ) . 

И з  о ц е ю� и  п o г p l'I IIН OCПI ( П . 3 1 9 ) еще н е  с . l l'д у е г , что п о 
г р е ш н остi ,  дей с т в н т l'. ' ! ! , н о  у б ы в а l'Т н а  к а ждо м ш а ге .  Это в а ж 
ное с в о й ство уста н а в.1 и в а ет С.'I сду ю щ а я теор е м а .  

П .3.5.  Теорема .  П риб.z ижения ,  полученные м итодом сопря
женных градиентов, уuовл етпоряют о ц енке 

� � 

11 х -- xk 1 1� < 1 1 х - х,, 1 1 1 � .  

есл и то.1 ько не  выполнено х,, 1 = х . 

Доказательство.  З а м ет и м с н а ч а .1 а ,  ч то 

( П . :-1 . 20) 

1 1 � - х" � l l� = (x - x" + x" - x" ·· l ) ' (' i -- x"  + xk - xt, 1 ) = 
= (X - Xk ,  X - Xk) + 2 (� - Xk ,  Xk - Xk . l ) + (xk - X '-: 1 •  X t, - Xk - 1 ) ,  

I I Л I !  
1 1 � -- х" 1 l l� = l l x -- x" l li + 2 (� - xk ,  x ,, - xk 1 ) + 1 J x ., - x" 1 l !i . 

( П . :-\ . 2 1 ) 

П ос.� ед н н я  в ел и ч и н а  в н р а во й  ч а с т и  I ю:ю ж i i тс:н, н а ,  :J a н с i� . 'I Ю 
ч l· н и с м  с.1 у ч а я ,  к о гд а  х ,, = х ,,_  1 . Ка 1, ) ж е  y i ю M I I I I a . юci ,  в ы ш е, и з  

Х ,, = Xk-1  СЛ l'дует,  ЧТО Xk 1 = Х .  T a i\ I I M о б р а .Ю :\1 ,  еС. " I И  X k  =/= X k - l ,  
дост а Т О ' 1 1 Ю  1 10 1\ а з а т h ,  ч то второе c.1 a Г a l' l\1 0 l' в н р а во й  ч а с т н  
( I ]  .3 .2 1 ) l l eOTJH Щ i! T l'.l Ы IO .  

Пус гh Xrn = х .  Тог:� а  в с н :1у  
Xm - Х ·, = Xm - Xm - 1 + X m  1 - . . .  - х ,, 1 + xk 1 - xk 

с и с п о.1 ь :ю в а ш 1 е :>.1 ( П  3 . 1 Ь )  п о:I у 1 I а е м  

(x -- xk) ' (xk - Xk I ) = (am 1 р;;,р" 1 + . . .  + akpkpk · l ) a" I ·  
( I  I . :-\ . 22 )  

В C И JI )' ( ГJ . 3 . 6 )  B C l'  вс:J И !J И Н Ы  IX i H l' I I0 "1 0 Ж I ! Тe. " l l , I I Ы ;  T <J I, I \ M  о б р а 

:ю м ,  дост а то ч но 1 ю к а з а ть , ч то PjfJk 1 � О  п р н j ;?:  k .  П р и м е н я я  

] ] ; l..к Ор1 � ,-,, 
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I I O BTO p H O  СООТ Н О Ш L' Ш I С  ( f1 . 3 . 1 ) ,  1 10 .  I Y ' I iH ' � 1  

Pi = r J  + �i - l ri - 1  + · · · + ( �1 - 1  l iJ г" + ( f:\i - 1 · · · В�< - 1 )  Р" - 1 ·  
( п . :3 .2З) 

В ч а ст н о с т н ,  д.1 н k = 1 L' UO Г I IO Ш l' H l l l' ( I 1 . :3 . 2:3 ) 110 1\ а . ; ы в а ст , что 
p ; E sp a n ( гo, . . .  , Г ; ) , 1 1 в сн . I у  ортогu н а :1 ыюс r 1 1  ве кто ро в  г;  
( с \1 .  ( 1 1 . 3 . 3 ) ) по.1 у ч а е м ,  чтu r ; p" 1 =--= О ,  j ;::, k .  Та кИ \! об р ; но \t ,  

1 1  J ( 1  1 . 3 23 )  Н ( 1 1 . :3 . 7 )  C. " l l',J.)' l'T 
P; Pk 1 = �i 1 • • • �k 1 Р� 1 Р,. 1 = г ; г ;Р ;, 1 Р,, Jr), J rk -- 1 � 0 . О 

Г l р и всде н н ы с р с ·1у.1 I ,та т 1 .I Jю . I у ч ен ы бс3 у ч ет а  к а i\ И Х - .l и б о 
C I I e Ц И 3 .'1 bl l bl '\  С ВО Й СТ В  \1 (1 1  р ! Щ Ы  /\ . В ' l a C Т I\OCT I I ,  I I (J eдc т a в.l нt'T 
I I I I Т l' p ec C.' I l'�I)' IO I Щ I Й p c . ; y :I I >Т a T .  

J I . :J .6 .  Теорема .  /;'e-l u Аtа тр и ц а  , 1 u.н е е т  то. 1 ь ко т р а .1А и ч н ы х  
собс т а сн н ы х  :та ч ен и й ,  т о  .н еттJ 1 ( l f l p .<urct· н н ы x  г р а rJ и ен тов схо 
()uтся ни 6о. 1сс ч ед :ю т и терац и й .  

Докаэате.л ы:тпо. Это yт вcp Ж.J.(' I I ! I (' н в .  t я с1 с я  J Ю ' IТ И  н р я м ы м  
с:J сдспш с :-.t о с н о в н о й  O l l l' l l f\ 1 1  I ю г p l' I I I I I Oc т н  ( 1 1 . 3 . 1 1 ) .  П усп,  / ч ,  . . . 
. . , 1-т --- р а . з:ш ч н ы L' собствеШI Ы L' :н l <i ' t l' I I I I Я  :vi а т р н ц ы  /l ( н о: ю 
ж н те.l Ы I Ы L' В C I! .'I Y I IO . I O Ж II Гt' . " I Ы IO Й O I ! { J t'Дl' . l l' I I I \U C T I I  , \ ) ; O П (J t'Дl' 
. " 1 1 1 :\1 I IO .'I I I IIO 'vl  C T L' I I l' l l \ 1 1 / l  фO fHI Y."I O Й  

т tn 

Rm ( }. )  = 1J (/. i - /. ) /П 1- , .  i 1 i 1 

Я с но, что Rm ( О ) = 1 .  Кро \1 � т о г о ,  R , . , t : l ) = О , I IOC I<0.1 Ы< y А = 
= PDP r, гдl' D - ди а го н а .1 1> ШI Н  \t а т р н н а .  а Р - орто го в а .1 ь н а н ;  
н о  тогда Rm ( , l ) = PRm ( D ) P ' ,  н \1 а Т р i щ а  R" , ( LJ )  н в:ш с1 с н  I I JЮ 
И J Вt'дс н и с м  д 1 1ш·о н а :1 ь н ы :-.  \\ а т р 1щ,  г а  1, 1 1  ' ·  ' ' То :t:1 1 1  .1 ю б u го t п о  
к р а й в е й  мере одн а  и J  H l1 \ :\l i i T J H щ  1 1 \l l' l'T н у.1 е вой -�:I C \1 C H T  в 
i - й  дн а го н а .'J t , но й  ! I 0 3 I Щ I I I I .  Т01 да соо1 н o ш t' l l l l l' ( f l  Э .  I 1 )  1 ю к а  J Ы ·  
ва ет, ч т о х - X rn =--= О .  

Трехчленное р е куррентное соотношение 

В 3 a l\.1 10 1 1 l' I I I I C  I I O K a Ж l' \1 ,  ' !ТО  1 1 р 1 1 6 . 1 I I Жl' I I ШI 'vl l'TOД(I l'O I I J > H Ж l' I I 
H ЬI '\  гради ентов удов:I L'Т !ю р н ют T JH ' \ ' I . I l' IШ0 '\1 )' р l' l\ )' р р е нпю м у  
COOT H O ! Il t' l l l \ 10 B l lдa 

x" . 1 =-= r" 1 ( 1\ , 1 r ,, + x ,J -t- ( l  - - ! ) ; .  , ) х " 1 ,  

г;I.с п р и  ak н �" _ 1 ,  o l l pc;I. t' . I l' I I I I I .I x  в ( I  1 . ' { 1 ) . 
Pt< + 1 = l - ak �k - 1 /<1:.: - l •  <">" , 1 = - aklf>k : t ·  

( Г J . : 3 . :.?1) 

( Т  I . :З . 25) 
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Ч·1 о б ы  н o :I \' ' I I I IЪ ( I J . :{ . 2 t ) , :J a \I L'ТI Ш  C I I <J L i a .l a ,  ч r о 1н ( ГJ . :{ . J h ) 
( 1  1 . 3 . 26) 

I I oдcтa в i i \1 н· щ· р 1 .  с о о п ю ш t' НI I С  pk 1 = <t" 1 1 ( xk - х1, 1 ) , п o :I y •I t' H 

нoc ю ( П . :З . I IJ ) , в ( 1 1  3 .26) . 
х" 1 = х ,., - <t1,r 1, - а11 �" 1 ( х" -- х" __ 1 )/пk _ 1 = 

( 

(lk �k 1 ) t L k�k - 1 = 1 - -ц -- х11 -- a�.-r" + -(-1 -- xk -- l • 
1: 1 k 1 

ч то со в п а ,.1. а ст с ( I J _ ;j _ 2 4 ) . 
Т с н с р 1 .  J а м с н н м  г ,, в ( 1  1 . : 3 .24 ) н а  Ь - А х 1. : 

х:, 1 = р11 � u  .. ". . 1 ( b - . t x" ) + x" ) + ( l - pk , 1 ) xk - l =  
= р11 1 ( t\_ 1 ( ( / - . \ ) x-" + b ) + ( l + 61, l ) xk ) + ( l - pk 

( ГJ . :{ . 27)  

1 ) xk - 1 ·  
( П . :1 . 2�) 

Е с:ш м а т р н на . 1  \! а с ш  r а б н ро в а н а  т а к ,  ч го вес ее д и а го н а .'I ь н ы с  
э:1 с м с н т ы  р а в н ы l'. � I I H I Щl' ,  ·1 о I I TC (HЩШI \1 t'ТОда Я 1.; о б i i  и м t•ют в и д  

У "  1 '---= ( /  -- , \ )  Y t:  + Ь .  

Т и к 1 1 м  обр а .Ю :\1 , ( 1 1 . 3 .28 )  I I ( J L'д r a в:I Нl'T собой у с к о р с ш н :  \\ стодu 
5J l,oб l l , а ШI .'IО Г Н Ч  1 1 0 ('  I I O. 'I Y I ! Т l' ( J <Щ I I O H II 0 �1 )' :\l l 'l оду ( 3 .2 .6 1 ) , - :ш 
I I C K.'I IO 'I l' I I I I C :\1 Т О Г О ,  Ч ГО п u р а \Н' Гр  l� k - l  T l' l l l' P I •  \\О Ж С Т  И :I M C ШI T I > C H 

н а  к а ждо й ИТl' (HI I L i t l t .  ,\\о ж н о  I I OI .; a .J a ТI , ,  • 1 т о ес:ш и с 1 ю:н. :ю в а п, 

ускор е н и е  но \1 l' Год� СО I I (НI Ж с н н ы х  1 · p a J. И L' H T O B  д:1 я м стоJ.а Я ко 
б и ,  то IЮ.'I уч и т с н  од н о ш а га в ы й  I I P L'дo б y c : ю в. l t' I I H Ы Й  \1 стод Я ко -
6 1 1 - C O П (HI Ж L' II I I Ы X  г р а д н с нто в .  A н a . I O ГI I ' I II O ,  t•с:ш м ы  п р и м с н и м  
T a K O L'  у с к о р е н и е  1\ I I T C (J a Щ I Я M C И \1 \\ CT ( Hf ' I I ! O I O :\l l'TOДa I IOC."I l'ДO B a 
Тl'.l Ь H OЙ в е р х н ей р L'.l а кс а щш ( S SOГ� J . то но:1 у ч н м  одно ш а го н ы й  
н р сдо б ус.1 о в:I с н н ы й  Ж'ТОJ. S S O R - со i i р н жt· н н ы х г р а ди е нто в .  

1 1  * 
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Основн ые сведен ия 

и з  л � ней ной ал гебры 
... -..._ 

В ЭТО М l l j J I I . ' ! O iК l' l l l l l l  :1-l bl I I ] J I I BC;L C M  ( бс 1  ДO I\ 3 3 a TC. ' I I >C T B )  Н е -
1\ОТО р Ы С  ф у н ;J, а  \! С Н Т 3 .'1 ЫJ Ы С  p c ·з y:l i >T 3 T bl 1 1 3  .!I I I H C Й II O Й  3 .'I I ' l' O p Ы ,  
I I C I I O.'I I > 'J \' L"vl l,l l' В 'l l' !\ C H' .  l ] o.l H O L' l l :J .l O Ж C H I I C  М О Ж Н О  ! 1 3 Й Т И ,  Н 3 -
Н р 1 1 Ж' р : в 1\ I Н i гс [ O г tcga , 1 98 7 3 ] . М ы  р а сс м а т р и в 3 L' \1 тo:J I , I\0 
с:I у ' 1 3 Й в L· , щ·с т в с н н ы \  B l' I\T O J IO IJ и :-t 3 T fHЩ . П р сдп о:1,3 Г 3 стс н ,  ч т о  
1 1 1 1 Т 3 H'.'l l >  3 Н 3 1\О \1 С Э,'l l' :- I C IП 3 [ J H Ы M И  р 3 :ЩС."1 3 М И  .1 !1 Н l'Й Н О Й  а .1 r е б р ы . 

J ; C . I I ! . J  -·-- \! а Т ( ) JЩ 3  ( J I O \! l' J H I OC T ! !  11 Х 1 1 , ТО С.'Н'д У Ю Щ ! f l'  УТ11Ср 
ЖДС Н 1 1 51 Э !\ IHI B a .'J C I I T I I Ы :  

l lct : l  =1= О ;  
C \ I Ц l' C l B \ ' l' T  1 3 \, <! И  :I-1 3 1 J J I IЦ 3  ;1 - I p a 3 \H' (HIOL' T I I  n X n, 1 \ТО 

11 � 1 - i  = А - ' i1 = !;  

А х  = Ь и \l l' l'T L'.-L \ 1  н е  1 в е н  H O l' р е ш е н и е  д : 1  н :1 1о б о го Ь ;  
:1 х = О  И \! сст то.1 ы;о fH' I IJ c iНi l' х = О ; 
CI ( J O I\ 1 1  11 ,'1 1 1  CTO.'I O I L Ы  ;1 .r! II H C Й H O  н с :J 3 В И С И М Ы . 

E c:I I !  , 1  � до в. ' l l'т в о р �l l' Т  :1 ю б о \1 у  н J эНI \ ус:ю в н й  ( 1 1 .  'l a !\ 1 1 :11 о б р а 
з о м ,  в с е м  ) С : rо в и н м ) ,  о н а  }!В:I я с J с я  Jн• в ы р о ;,к _·t ,· н н о ii 1 1  А _ , -- се 
о б р а т н а я \t а т rнщ 3 . Ранг матр и ц ы  р а в е н 1ю.:1 и ч сс т в у  .ш н е й  н о  н с:� а в и с и  м ы '  с 1  rю к 
( 1 !:1 и , ч т о  то же с 3 м о с ,  с то.1 б но в ) . С.l l'до в а тс:I ь н о ,  J J OC.l l'д н c c  1 1 .1 
I l l' [ H'Ч И C .1 C I I H I >I .\  у т в е р ждс н н й  :-,ю ж н о с ф о р ч у:ш р о в а п ,  1\ 3 1\ «А 
и м е е т  р а и г  17 » .  В а ж н ы й  1 \:J a c c  м а т р и н  о б р ю у ю т  \l a ·I JШ ! L Ы  р а н 1· а  
с д и н и н а ;  1\ а жду ю та 1\ у ю  м а т р и цу м о ж н о  3 a i J I ! C a l i •  в B l l д c  u v ' ,  
ГДС U ,  V - B l' I\ TO p Ы - C TO.' I O l L LI .  

JV\ a т p l t i l a  Р н а 3 ы в а с тоl ортогона- 1 ьнтi ,  есл и Р Р ' = ! .  Сто:J б 
ц ы  р ,  о р т о го н а :1 1, н о й  \1 а т р 1 щ ы о б р а :з у ю т  о р то г о н а :1 ы10 е  �1 H O Ж l' 
CI J I O  B L' I\To p o в  (Р}Р ; -= О , i =1= j ) .  н н.l Н Ю Щl'сс н т а к ж е  о р т о н о р м l ! 

р о в а н н ы м  (Р ; Р; = 1 ) . 1\ \ а т р и н ы ,  о б р а т н ы е  к о р т о г о н а :J ыl ы м  
м а т р и ц а м ,  1\ а к  и 1 1 \ 1 1 (Ю И 3 всдс ш l я ,  та к ж е  будут о р т о го н а :1 ыш м н . 
В а ж н ы й  т и п  о р т о г о н а .1 1. н ы х  м а т р и ц - это Аtатр и ц ы  псрсстанов
ки,  1\ а жда я с т р о к а  1 1  сто.1 G е ц  к о то р ы х  соде р ж и т  в то ч н о с т и  оди н 
Э.'I С М С НТ,  р а в Н Ы Й  l'ДИ fНЩL' ,  а ОС ! a .1 1 > H bl l' Э.'l l' M L' H T Ы  р а В Н Ы  Н )'.1 Ю .  

В р езуJiыате у м но ж е н и я  в и д а  РА , где Р - М 3  1 р 1щ а  l ! l' p ccт a -
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н о в к и , п р о и сх од и т  н ср с у н о р я д о ч е н н с  ст р о к  м а т р н ц ы  /l .  У м н о 
ж е н и t:' B I I д a  ;1 Р н р и вод и т к I I c p c � I I o p н ;щ • I L' H I I IO с то:I б но в . 

Со бственнис зн а •t ен и с  м а т р и ц ы 11 � это с ка :1 н р ,  ,J.. I н I.;о т о 
р ого у р а в н е н и е  

А х -= /.х 

и м еет н е н у.·1 с в о е  р е ш с н н с  х, H i::J J Ы в a c \1 o e собстиен н ы ,н векто
ром . N\.a тp iЩ i::J p i::J 3 \.1 e p i::J n Х n И \1 е ет в то ч н ос т и n собст в L·н н ы х  
:ш а ч с н и й ( с у чето м и х  к р а т н ос т сй ) . О н и  н в,1 Н Ю 1 С Н  кор m1 :-.1 И  х а 
ра !�тер и ст и •t сского ур а в н ен шz tl e t  (/1 -· U )  = О, . 1 1 р с;�.ст а в.l Н Ю ЩL' 
го с о б о й  I I О. I и но м и а :1 1 , ное Y P i::J B Нl' IН I L' С Н' I I е н и n СобствL' Н НОL' :ш а 
ч е н и L' М О Ж е J б Ы l Ь KO :VI I I :I e K C H Ы :-.1 ,  ;t i::J Ж e  e C .'I I I  'vl 3 1 f J И IJ i!  ;-\ B e Щ C C I 

B C H H i::J Я ,  1 1  с оот ветст вую щи й со бст в е н н ы й в е к тор нпд а  о u н .J а н•:! l , 
н о  будет ко м н :1 с кс н ы м . N\. но ж ес т во со б ст в е н н ы х  Ш i::J ' I L' H I I Й  
м а тр и ц ы н а J ы в а ю т  сп ектроя А ,  и :\I a к c i i M a :I I , н ы й  и :з м оду:1 е ii 
собстве н н ы х  :т а ч е н и й  м атр 1щы А н а .з ы в а ют спсктра,u, н ы м

· 
ра -

диусом А и о бо :ш а ч а ют р ( 11 ) .  · 

[ C JI И р ( у ) = йо -f- а , у  -f- . . . -f- GmY11 1 - I I O :HJ Н O M  C T e i i C I ! I !  I I Z , 
то м а тр и ца р (/1 )  = а 0 /  + а 1 А  + . . . + а  тА "'  я в:I я етс я  соот в ет 
ст в у ю щ и м .н а тrт ч н ы,и п ол иномо,н .  Ес:1 н i. н х � собс т в Р н н ое .т а 

ч ен и е  и с о б с т в е н н ы й в е к то р :-.1 а т р и ц ы  11 ,  то р ( 1. )  и х -- l'Обст в е н 
н о е  :зн а ч е н и е  и со б с т в е н н ы й вc i.; rop  \1 а т р 1 щ ы  р (А ) . В ч а ст н ост и ,  
ес.1 и А и м е t'Т собст в е н н ы е  :ш а ч е н и я  /. 1 , . . . , /. " ,  т о  a J  + А и м еt'Т 

со б с т в е н н ы е  .1 н а ч е н и н  а + Р. 1 , • •  , а +  /. 11 1 1  т е ж е со б с т в е н н ы е 
в е кто р ы ,  что и !l . Кроме т о 1  о, :-.1 а r р и ц а ;1 н е в ы р о жден н а  в то м 
и то:1 ы-..о в то м с:1 у ч а е , ссл н /. ; =F О ,  i = ! ,  . . .  , n ,  11 в .:J 'I 0 :-.1 с:I у -

ч а е  А - 1 и м еет  собст в е н н ы е .mа ч L·н н н  1. ; 1 1 1  те ж е  с о б с т в е н н ы е 
В Е' I\ТО [J Ы , ЧТО и А .  

1\'\. i::J T fJ I ЩY /1 Н а 3 Ы В 3 ЮТ CUMM CTfi l i 'I HOli ,  С С.l И О Н а  С О В! I а д. а ет СО 

своей т р а н с 1 1 о н и р о в а н н ой м а ·1 р и н е й : А = А г . С и м м l·тр и ч н а н  
м а т р и ц а  и м еет тол ыю в е ще с т ве н н ы е  собстве н н ы е  ·ш i::J ч е н и я ,  
i::J соот в етст вую щи е с о б с т в е н  н ы с  вe i\'I о р ы х ;  1 1 0 1 1  а р  н о  о р то го н а .1 r, 
н ы . С и \1 м стр i 1 Ч Н а я  :vt а т р 1 щ а  :-.1 о ж с г б ы н, 3 а п и с а н а  u B I I ,l.l'  

А =  РDР г,  ( П . ·1 . 1 )  

где D = (1 i a g ( f. 1 , • • •  , Ап ) � ди а го н а .1 ы1 а я м а т р и ц а ,  д ii а го н i::J .1 J , 
н ы е  э.;I е м е н т ы  кото р о й р а в н ы со бст ве н н ы \1 т а ч е н и я м  /1 , а Р � 
о р т о г о н i::J :I Ь Н i::J Я м а т р и н . а , стоJi б ц ы 1\ Ото р о й я в.1 я ютс н собст в е н 
н ы м и  в е кто р а м и  А .  

Глапной подматр и ц ей А н а з ы в а ют 1 юд м а т р и цу,  rю.l Y ' I l' H н y ю 
у д ал е н и е м  ст р о к  и сто:1 б цо в М i::J Т (Н Щ Ы  А с од н и м и  и те м и  ж е  н о 
м ер а м и . Веду щ ая гл авная iюдматр и ц а  т Х т но.1 у ч а ет с я  п р и  
уда л е н и и  вс ех стро к  и стол б ц о в  с н о м е р а :-.ш т + 1 ,  . : . , n .  
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С и м м етр и ч н а я  '\1атр 1 ща н в:I Я l'Тся nо.7 ожи н•.J ь н о  определен
ной ,  l'C.l l l  B Ы I I O.'I I I H t'TC Я ОД Н О  1 1 ; C.l l'Д\  IO Щ I I \ Э K B I I B a .l l' H T II Ы \  ус-
ЛОВИ Й :  

. 

х г А х  > О д;1 н B C l' X  в е кт о р о в  х =1= О ;  
в с е  собств t• н н ы с  : ; н a ч t' H I I H  А I I O. ' IO Ж I I  I t ·:н. н ы ;  
все всду щ l l l' г.1 а в н ы е  подм а т р и н ы  А 1 1 '\'l сют l ю:южин'. н. н ы й  

опрсдс.1 И ТС'.1 ь ;  
существуст фа по р иэ а ни я  Хо.l ссс iю го А = L L  ' .  

С и  м \1 l'TP I ! Ч I I a  н по .1ожитс.1 ьно  о н р сд l .l С Н  н а  н м а тр и ц а  А вс е г д а  
н св ы р о >hден н а , и !\1 а т р и ца ;1 - 1  та к ж е я в:1 н ст с н  с и м м ет р и ч 
н о й  1 1  ПО.lОЖИТе.l i>НО  O П p l'дl'.l l' I I HO Й .  Д.l Я .1 ю бой C II M M l'Tp i i Ч HOЙ 
но:ю ж итс.1 ь но о п р сде.1 е н ной м а т р и ц ы  существуст 1\ Вадр атн ы й  ко
JКН Ь , котор ы й м о ж но в в е с т и  ( с  нспо:1 1 . :юва н 1 1 е м  ( 1 1 .4 . 1 ) )  п о 
ср едст во \'!  соот н ош е 1 1 и я А 1 12 = РП 1 1 2 Р ' ,  г;tl' D 1 12 - д и а гон а ль
н а я  м ат р И I �а . д и а гона :1 1 . н ы е  э.1 t' М L' НТЫ  которой р а в н ы  н о .l О Ж IIТ С.l l . 
н ы м  квадр а тн ы м  кор н я м  и з  собспн.'н н ы х  :ш а ч е н и й  м а тр и ны А .  

С и м м етр и ч ную м атрицу н а J ы вают положител ьно полуопре
деленной ( и.п и нсот р и цатс:1 1 .но о н р едел е н н о й ) , сс:1 и вес с е  со б
ствен н ы е  з н а ч <-' Н И Я  неот р н ца те.1 ь н ы  1 1 .1 1 1 ,  что экви ва .1 ентно ,  
хт/l х ;;;:::: 0 ДJI Я ВСеХ Х. В об ще м C.l )" I a C , CC.l l l  11 - C I I M M l'Tp i i Ч H a H  
м ат р 1 1 ц а  с собстве н н ы м и  з н а ч ен r 1 я �ш /. 1 � Л 2  � . . .  � /." ,  то 

1. 1 х 'х � х ' "'1х � ).11 х ' х  
дл я всех ве ктор ов х . 

Ес.1 и  Р - н е в ы р о жден н а я  м а т р и ц а ,  то РА Р-1 н а з ы вают пре
образованttеАt подобия , а РА Р • - преобрааmюнием конгру
энтности. П реобр а зова н и е  подоби я со х р а н щ·т собствен н ы е  з н а 
ч ен и я , т.  е .  м а т р и н ы  А и РА Р-1 и м еют одн и  1 1  т е  же собстве н 

ные  з н а ч е н и я .  П реобр а :ю ва н ие конгруэнтности в общем с.1 уч а с 
изменяет собстве н н ые :НJ а че н и я ,  одна ко сох р а н н ет и х  з н а к и :  
ес.п и А - с и м м етр и ч н а я  матрица ,  то  матрицы 11 и РА Рт И М С'ЮТ 
од и н а ков ые ко.1 и чества к а к  ноложитс.1 ь н ы х ,  та к и отр и цател ь
ных собствен н ы х  з н а ч е н и й .  В ч а стности,  ес.'I И А по .'l ож ител ьно 
о п р ед<'л е н а ,  то м атр ица РА Р '  та кже по:юж ите.1 ь н о о п р едел ен а .  

Соотношение ( П .4 . 1 )  п ока з ы ва ет , что си м м етр и ч н а  н м а тр и 

ца подобна  ди а гон а.ш, ной м а т р и це.  В общем сл у ч а е  м атрица А 
подобна ди а гон ал ь но й тогда и TOJ1 1> !IO тогда , когда она  и м еет n 
л и нейно  неза виси м ы х собствен н ы х векторов .  В п роти вном  с.'lу 
чае лучшее, чего м ы  м о ж е м  до биться, - - э т о  подобие матрицы А 
м а тр и це с д и а го на .1 ьн ы м и э.1 е м ента м и , р а в н ы м и  собствен н ы м  
з н а ч ен и я м  м а тр и ц ы  А ,  н е котор ы м и н а ддиагонал i,н ы м и  э.ТJемен 
та м и ,  р а в н ы м и  еди н и це, и ост а л l , н ы м н  э.1 е м е нта м и ,  р а вн ым и 
H YJI IO .  У к а з а  и ное н р едста в.1 е 1 1 1 1 с  н а з ы  в : 1  ' ' > г  жордановой канони
ttеской формой м а тр и ц ы  А . 
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!fорлщ 1 1 · 1 1 н а п р ост р а н ст в е R" ве кт о р о в  д:ш н ы  n удов:t ет вор я ет а кс ио м а м  

1 1  х i i  > О 1 1  1 1 х 1 1  = О то :rы<О ;( . IН х = О;  

1 1  <:zx i l = 1 а ! 1 1  х 1 1  д : rн  в с е х  с к а :r н р о в а; 
1 1 х + у 1 1 � 11 х 1 1  + 11 у 1 / . 

( П . 4 . 2) 

Ч а сто И С I ЮJI Ьз у ют с я  н о р :-.t а  loo ( и л и  н ор.м а «.макс и.мум .мо

дуля» )  

и н о р м ы  l" , О < р < оо , 

1 1  х 1 1 -о  = m я х  1 xi 1 l �i �fl 

( 11 ) 1 /р 

1 1  х 1 1" = .L 1 xi 1 " , 
l - 1  

осо б е н н о  дт1 р = 1 н р = 2 .  Н о р м а  / 2  п р сдст а в.'! Я t.'т собой о б ы ч 
н о е  L' в к.·r и ,l.о в о  р а сс то я н и е  1 ) . В этой н о р м е  дmr ортого н а .'r ь н ы х  
м а т р и ц  с н р а в ед.1 и во в а ж ное с во й ст во 1 / Рх / 1 � = 1 / х / 1 2 .  Др у го й  
KJ1 a CC Н О р М O l l (J CДl'.l H C T C Я  COO T H O Ш l' H i l t' M  

1 / х 1 / н 
=- (х

�'Вх) 1 ' ·!
, 

ГДе В -- C l l \I VI CT ( J I I Ч H a Я  1 1 0.1 0 Ж И Т l'.1 1 > Н 0  O П (J l'Дl'."I e H H a Я  м а т р И ! I а . 
Это н ор.м ы  типа скалярного проиавl!с)ен ия ,  т а к  K a J\ в ы р а ж е н и е  
( х, у ) н =  х ' Ву о н р еде.1 я ет С J\ а .1 я р ное щю и :шсдl' Н и с  2 } . 

Н о р м ы  м а г р и ц  м о ж н о  о п р едс.1 И Т IJ н р н  п о м о щ и  в е кто р н ы х  
н о р м :  

1 1 lx ' l  1 / 11 1 / = tп я х. --1'1 1 11 = rп а х / / Ах / 1 .  
х * О  Х l' x i l ·- 1 

Т а к и е  м а т р и ч н ы е  нор м ы  удо в:r L·т вор я ю т · вс с м  с во й с т в а м  в е кто р 
н ы х  нор м ,  а т а к ж е  с в о й с т в у  

1 1  А В  1 / � 1 1  А 1 / 1 1  В 1 / . 
Если 1 / 11 1 / < 1 д.1 я н е  кото р о й  н о р м ы  1 1 ·  1 /  ( и.'! и ,  что э к в и в а 

л ентно , р ( А ) < 1 ) ,  т о  с н р а в ед.'I И iю с.1 ед у ю щ е е  в ы р а ж е н и е.' д.п я 
су м м ы  Гl'О М t'т р и ч ес ко й I I ( IO Г J1 L'C C I I ! I , н а .з ы в а е м ое т а к ж е  разложе
н и е  .м ll ей.мана:  

00 

( 1  - 11 ) 1 = L А'' .  
k � о 

1 )  Точ нее. р а ссто я н и е  01 О ,ю х . - Пpu.1t nept!B. 2) С точ l\ н  з ре1 1 1 1 и  оuоfiщ<' н н я  на K o \I I 1 . 1 < ' K l' 1 1 Ы ii r:I y •l a ii кор р<'КТНl'С' з а п и 
е ыв а l l• (х ,  y ) u  = у ' Вх ,  г а к  к а к  1 1 \t l' l l l \0 в ы р а zк t· н ш• у"Вх о н рС'дел яст н р н  
В = В "  скал я р нос нроиз всде нпr 1ш С" ; здесь l l - с и м uо.'! т р а нснонироuа н и я  
с сопряжснно1 . - Пpu.w. перев. 
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Добав11е н и е  

О п редобусловли вании 

и распараллеливани и  метода 

соп ряжен н ых градиентов 

И .  Е .  Капорин 
Судя по н а р а стающему кол ичеству публ и каций ,  носвя щен 

ных  п а р аллельной р еал изации  предабусловл енного м етода со
пряженных  гр адиентов,  соответствую щее н а п р а в.1 ение  исследо
ваний  я вляется довол ьно перспекти в н ы м .  Поэтому  мы соч.r ш  це
лесообр а з н ы м  в нор ядке допол нения  к м атср иа.1у  н ара гра 
фов  3 .3  и 3 . 4  провести р ассмотр ение  вопроса нод  нескол ько 
и н ы м  углом зрения ,  п р и н я в  во в н и м а н и е  некоторые  недавние  
р езультаты ,  не  вошедш ие в к ни гу .  

1 .  Реал ьные  задачи  и их решение на мул ьтипроцессорах. 
В гл . 3 и зложение  в основ ном строится на  очень простых  моде.'!ь 
ных  зада  ч а х  ( что, в прочс\1 ,  впол не  естественно для вводного 
курса ) .  Обратим  в н и м а ние  ч итател я  на  весьм а  поуч ительные  
затруднения ,  возни кающие п р и  переходе от пятиточечного ш а б
лона  к девятиточечному ( с м .  обсуждение  рис .  3 .2 .7, р ис .  3 .4 .4  
и упра жнение  3 .4 . 1 5 ) ,  а та кже н а  довольно внуш ительный  вид 
ш а блона ,  отвеч ающего п р и менению квадр атичных  л а гр а нже
вых  эле ментов ( с м .  рис .  3 .2 .9с) . П р и н и м а я  во в н и м а н и е  н а блю
дающуюся тенденцию к усложнению структур дискретных  за 
дач подобного типа  ( здесь могут действовать следующие ф а к
тор ы :  переход от м етода конечн ы х  р а з ностей к м етоду конеч ных  
элементов и увеличение  порядка конеч ных  элементов [ 1 ] ; п р и 
менение  метода г р а н и ч н ых элементов [ 2 ] ; усложнение  сеток и 
р азбиений  обл а сти  н а  эл емент ы ;  переход от м етодов р асщепле
ния по физически м и п ростра нствеи н ы м  персменным  к «целост
н ы м »  дискр етизаци я м  систем уравнений ,  описывающих трех 
мер н ы е  объекты ) ,  можно предста вить себе  трудности ,  возни 
кающие  при  поп ытках обобщения  описа нных  «классических» 
м етодов на  реальные ситуации .  Матр ицы соответствующи х си 
стем и меют дово.'lьно  большой р а 1 м ер (до сотен тысяч  эле м ен
тов ) , достаточ но сильно запол нен ы (до сотен и даже тысяч  не
нулевых эле ментов в ка ждой строке ) , н е  и м еют диагонального 
преобл ада ния ,  не являются М- м атр и ца м и  и довольно  плохо 
обусловJi ены .  В общем случае  можно р ассчитывать лишь  на 
с им м етр и ю  и положительную определенность м атрицы с истемы;  
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п р и  этом соответствующа я ч а сть теор етических р езультатов ,  пр и
ведеиных  в КI-'иге (т .  е. полученных для м атриц  с диагональн ы м  
п р еоблада нием  и М-матриц ) , н е  сохр а н я (_•тся .  

Понятно, что  эффекти вное решение подобн ы х  а .'! гебр а и че
ских задач во :{можно лишь  при испо.1ьзо в ании  супер компьюте
ров с п а р аллелыюй и/или  вектор ной обработкой данных .  П р а к
тичес кос внедрение  п а р аJш сльных  комп ьютеров с гипер кубиче 
ской стру ктурой мсжпроцсссорных  связей ,  и м еющи х очень  боль
шое ч ис:ю п роцессоров ,  остро ставит  воп рос о построении  ал го 
р итмов  ( в  частности,  реал изующих пр едабусловленный  метод со 
п р яжен ных  градиентов ) , обл адающих ,  помимо  высокой степени  
п а р а.'! лелизма ,  как  можно бол ее крупной зер н истостью.  И н а ч� 
говор я ,  жс.'! а тел ьно ,  чтобы процессары  не  только были хорошо 
з а гружен ы ,  но и з а н и м ал ись в основном обра боткой содержи
мого своей лока .'I I, ной п а м яти ,  лишь изредка  обмениваясь па 
кет а м и  да н н 1,1 Х .  Причина  та ко 1·о требования - высокая  цен а  
инициализации  обмена  ( т .  с .  вс.1 и ч и н а  s в фор мул е  ( 1 . 1 . 5 ) ) для 
подобного рода а р х итектур Э ВМ, оказывающа яся порой ср а в 
ни мой с о  временем выпол нения  нескольких  сотен и даже тысяч  
а р и ф м етических операций  с плавающей з а п ятой [3 ,  4 ] ,  [ H cat ,  
1 987] . Построение  таких  алгоритмов я вл я ется сложной и ф а к
тичес Jш нерешсн ной задачей ,  в контексте которой будут обсуж
дап.сн снособы  н р сдобус.1овл и в а юJ Я  метода сопряженных гра 
диентов. 

2.  Дл я чего вообще нужны итерационные  методы? Дсйстви 
вителы iо, с �  шествующие п р я м ые методы ,  основанные  н а  р а з
режен но \! га уссовом исключении  ( с м .  литературу к § 2 .3 ) , реа 
.1 изопа н ы  в виде достаточно совершен н ы х  па кетов стандартных  
прогр а м м ,  и они  лозво.'l яют получитL точное ( есл и не  помешают 
ошибки округлени я )  решение  систем ы  с р а зреженной с им мет
ричной положнтсльно  определен ной м атр ицей з а  конечное ч и�
.'l о опер аций .  Оказывается ,  одна ко,  что область эффекти вной 
в р и мени мости этих м етодов огр аничивается зада ч а м и  с м атри 
ца м и ,  стру ктура  р а з р еженности которых  описывается плоски 
ми  ( и  бл и з кими  к ним)  графа м и  [ 5, 6 ] ; та к ,  дл я простей
ших трехмер н ы х  сеточ н ы х  зада ч типа описа н ной  в упражнении  
3 .4 . 1 4  даже асим птотически неулучшаемые  м етоды вложен н ы х  
сечений  оказываются неэффективны м и  и з - з а  возни кающего 
интенсивного з а полнения  блоков в ычисл яемой фа ктор изации .  
В то же вр емя  итер а ционн ые методы да ют н адежду н а  более 
быстрое отыска ние  р еше н и я ;  в с амом  деле ,  для той же задачи  
уже я вный  м етод сопр яженных  традиентов достигает прием 
.ТJ смой точности з а  гор а здо меньшее ч исло опер аций .  П о м и мо 
nотенциального в ыигр ы ш а  в случа е  структуры разреженности 
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общего вида ,  итср а ционн ы е  м етоды и меют допол н ите.п i, ные  п р е
и мущества .  Гл авное из  н и х , особенно с точ ки  зрения  п а р аллель 
ной  ( вектЬр ной,  систолической ,  . . .  ) р еализации ,  з а ключается 
в т�м .  что алгор итмы  итер ационных  методов базируются н а  
структурах  данных ,  наследуе м ы х  о т  исходной задачи ,  и/ил и н а  
структурах  да нных ,  родствен н ы х  исходн ы м  ил и с конструирован 
ных  а п р иори  ( в  сущности ,  по произволу р аз р а ботчика  м етода ) .  
Понятно ,  что здесь в п р и нципс  откр ываются гор а здо более ш и 
рокие  возмож ности дл я ада птации  алгоритма  к а р х итектуре  
того или  и ного супер ко м пьютер а по с р а внению с п р я м ы м и  м е
тода м и  ра зреженного исключения ,  где возникающие структур ы 
дан н ы х  отл и чаются существенно м еньшей предсказуемостью и 
управл я емостью .  

3.  Как строить предобусловли вател ь? Н а по м н и м ,  ч то  п р и  
построен и и  предобусловл и вател я ,  т о  есть матрицы Н = Jfт > О ,  
фигурирующей в ал гор итме  метода сопр яженных  гр адиентов 

r0 = Ь - - Ах0; 
Ро = Hro; 
Для k = O,  1 , 

ak = (pkApk) - 1 ( r� Hr k) •  
xk -+ 1 = xk + Pkak ,  
rk т l = rk - Apkak .  
f3k = (r1 Hrk) - 1  (rk + 1 Hrн 1 ) , 
Pk + l = Hrk -1 1 + Pkf3k , 

основ н ы м  требова нием  я вляется «бл изость» Н к м атрице А-1 
в сочетании  с воз можностью «быстрого» вычислени я  произведе
н и я  в ида  flr. Пер вое условие  п р извано  обеспечить сокр а щсйие 
чис.1 а итер аций ,  а второе - огр а н и ч ить возраста ние  затр ат ,  
связа н н ы х  с введением  п р едобусловл ивания . Эти условия ( вооб
ще говоря ,  в заи моисключающие)  обы ч но вводятся в следующие 
р а м к и :  во -пер вых ,  фиксируется искоторая  структур а п р сдобус
ловл ивател я , одйозначно  определ яющая ч исло операций для 
в ычисления  Hr, а также потенциальные  воз можности п р ибли 
жен и я  к А- 1 ,  и ,  во-вторых ,  осуществл яется кон кретн ы й  выбор 
числовых значений  свободных  п а р а м етров ,  заложенных  в кон
струкцию Н ( есл и та ковы е  п р едусмотрен ы ) , обеспечивающих  
действительную бл изость Н к А - 1  в том или  ином  см ысле .  

З а мети м ,  что одно из  основных  неудобств , возникающи х  п р и  
использова н и и  итер ационных  м етодов дл я р ешения  реальных  з а 
д а ч , - это п р а ктически  йепрсдсказуемое ч исло итер аций ,  необ
ходимое дл я достижени я  фи ксированного критер и я  точности 



346 Добавление 

(ска же м ,  r�Hrk � 10 1 2r�r0) . Подходящее пр едобусловл ивание  
ка к р а з  и с.1ужит  средством удерж а н и я  числ а  итер аций  в р а 
зум н ы х  предел а х .  Осебенно  полез н ы м  может оказаться сокр а 
щен ие ч исл а итер аций м етода сопряженных  гр адиентов п р и  п а 
р а .1 .1 е.1 ьной реализации  н а  бо.1 ьшом числе процессаров (даже 
ес1 и  общее ч ис.�о  оп ер а ций  нескол ько возр астает ,  к ак  это бы
вает при  полиномиальном предобусловл и в а н и и  [Johnson О.  
et  a l . ,  1 983] ) .  Действ ите.1 ьно,  если р - число  п роцессаров и 
комnоненты итер ируе м ых векторов  р аспределены  1 10 всем про
цессор а м ,  то дл я выч исления  скал я р н ы х  произведен ий на  каж
дой итер а ци и  потребуется н е  менее О ( l og  р )  последователь ных 
эта пов  и нициал изации  обменов ,  и эти затраты могут оказаться 
относител ьно болыu и м и .  

3 .  t .  Структур ы  предобусловливателей .  Структур а п р едобус 
.1овл и вател я , очевидно, определ яет не  только ч исло а р и ф мети 
ч еских опер аций  дл я в ычисления  произ в едени я Н r, но  и воз 
мож ностr, эффективного р аспа р аллел и в а н и н шш векторизации  
этой онер а ци и .  Поэтому  р азвитие  а р х итектур супер ком пьюте
ров да:ю мощный сти м ул к поиску н етради ционных  структур 
rr р едобусловл н вателей .  Обсуди м не rшторые  подходы, и звестные  
к н а стоящему времени .  

8. 1 . 1 .  Нсявные предобусловливатсли. Здесь и да.� ее  будем 
с читать ,  что н rн· .ша р ител ьно провсд<�но определенное п ер еупоря 
дочение  и бJ J O ' J J J oc  ( воз можно,  точечное)  р азбиение  м атрицы си 
сте м ы  А .  Р асс м отр и м , как  и в § 3 .4 ,  предобусловл и ва н ие тип а  
непо.1 ного треуго.1 r, ного р а зложени я  без з а полнения ,  где м атри 
ца Н :Jадается неявно : Н- 1  = ( D + L ) E- 1 (D + U) ; здесь D и 
Е - ди а гональные  м атр и цы ,  а L - строго нижнетреугол ь н а я  
матр ица .  Неразре iШН! а я ,  по -види мому ,  дил ем м а  з а ключается в 

следующем : н р и  «естест венном » упор ядочени и  м атриц  сеточных 
задач  ч а сто удает.ся нолучить хорошее качество пр едобуслов 
ливателя ,  но  возможности распар а.•r леливания  оказываются со
вершенно  н едостато ч н ы м и  даже дл я п ростей ших  сеточных  ш а б
л о н о в  и не очень  большого ч исла процессорав [ 7, 8] ( с м .  т а к
же [ 9, ! О ] , где а н ал изируются сходные  алгоритм ы ) ; если ж е  
применить упор ядочение  ти п а  «красно -черного»,  то п а р аллел и з м  
ув ел и ч и в а ется ,  н о  к а чество п редобусловл ивания  падает,  та к к а к  
здесь получ а етсн ,  в сущности , р а зновидность я вного пр сдобус
ловл и в а н ия ( с м . ниже ) . Другая  дилем м а - п р и н ять ли м атри 
ц у  L р а н ной нижней треугот,ной ч а сти м атр ицы  А , ч то  поз во 
ляет п р и менить прием  Айзенштата и тем са м ы м  удешевить 
ка ждую итер а цию ,  или отказаться от этого о гр а ничения  в поль 
зу потенциа .1 ьно более точ ного р а зложени я  т ипа  I C  ( О ) . Для 



Добапление 347 

м атриц  достаточно общего вида подобные  методы еще требуют 
дальней шей р аз р а ботки ;. так,  в [ 1 1 ] дл я р ешен ия  систе м ы ,  от
в еч ающей дискретизации  трехмер ной сист�мы  уравнений  тео р и и  
упругости но методу конеч н ых элем ентон высокого пор ядка ,  по
строен блочный  си м м етр и ч н ы й  метод Гаусса - З сйдел я с ис 
nользованием  ускорения  сопр яжен н ы м и  градиента ми ,  п р и е м а  
Айзснштата ,  локального красно-чер ного унорядочсн и я ,  а та кже 
(в качестве п р едвар ительного эта п а )  Iюн ижения  пор ядка ис 
ходной систе м ы  при помощи я в ного иск.1ючения  часн1 неиз 
вестн ых .  

3. 1 . 2. Явные предобусловливатели. С пособы я вного ( точ нее, 
локального)  п р едобусловл и в а н и я  пр едусматривают, ка к п р а 
вило ,  и спользование  разреженных  м атриц  Н.  П р остейш и м  и з  
них  я вляется м асшта биров а н ие ,  т .  е .  выбор ди а гональной  м атр и 
ц ы  Н .  Большего эффекта можно добиться ,  п р и менив  блоч н ы й  
в ар и а нт этой конструкции п р и  достаточ но большом ра змере  
б.поков ( см .  обсуждение  блоч ного метода Я ко  б и в конце § 3 .4 ) . 
Дал ьнейшее у.1учшение  lV!ожно получ ить ,  испо  .. 1 ьзуя «псрекры
вающисся » ди а гона .1 ьные  бло ки ,  отвеч а ющие деко м позици и об 
ласти н а  п ерекр ывающисся подобл асти . [ 4 ] ; п ри  этом , конечно ,  
воз можно использование  п р и бл ижен ного обр а щени я  диагональ 
н ы х  блоков бол ьшого р а з мера  при  помощи ,  н а п р и мер ,  непал 
наго  треугол ь ного р а зложени я .  Ка к отм ечено в [ 4 ] , при  этом 
иногда удается по.1учить даже м еньшее ч исло итер аций  по  срав 
нен ию с исходны м ста ндартным  м етодом непал нога тр еугольно
го р а зложени я ,  в то вр е м я  как затраты на  итер ацию ср авни м ы, 
а п а р алл ел и з м  оказывается неизмер и м о  в ы ше. 

З а м ети м ,  что сходн ые  структур ы возникают и п р и  при менс
нии «поэлементного» п р едобусловл и в а н и я  (см .  п .  12  допол не
ний  к § 3 .4 ,  а та кже р а боту [ 1 2 ] ) .  

Ч а стичное исключение  нсизвестных  ( см . ,  н а п р и мер ,  [ 7 ,  1 1 , 
1 3 ] , а т а кже  м етод решен и я  систе м ы  (3 .3 . 1 8 ) ) также можно 
тр а ктовать как  я в ное  предобусловл и в а ние .  

К этому  ж е  кл ассу можно отнести пол и н о м и альные  п р ед
обусловл и в а н и я ,  которые  бы.1 и  описа н ы  в § 3 .4 .  Дл я  их эффек
тивной реализации  можно использовать ,  с це.пью м и н и м изаци и  
числа эта пов  и н ициал изации  обменов ,  тех н и ку дубл и рования  
данных ,  О II I ! с а н ную,  н а п р и мер ,  в [ 1 4 ] . 

Друга н I:ЮЗ\южность, возни кающа я ,  когда в качестве м атри 
цы Н в ы б н р а l'тся р а зрежен н а н  м атрица ,  каждый иенул евой 
эле мент ко1 орой я вляется п а р а м етром предобусловл и в а н и я ,  об
суждается в р а бота х  ( 1 5- 1 8] . П р а вда ,  существующие способы 
в ыбора  п а р а метров не  всегда позвол яют обеспечить си м м етрию 
и положительную определенность одновременно  со  свойством 
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« о п т и м а л ь ност и »  м а т р и ц ы  Н. У к а з а н н у ю  трудность можно п р е 
одол еть, сел и строить п р едобус.1 о вл и в а тсл ь  в ф а ктор и з о в а н н о м  
в иде 11 = о т о ,  где О - н и ж нетрсу го.1 ь н а я  м а тр и ца с п р едп и 
с а н но й  стр уктурой р а э р сж е н11ост и ;  т е п е р ь  в к а ч естве п а р а м ет
р ов п р едобусловп и в а н и я  ф и гур и р уют уже н е иул е в ы е  эл ементы 
м а т р и ц ы  О .  Т а кой подход о п ис а н в р а боте [ 1 9 ] ; т а м  же д а ет
ся блоч н ы й  в а р и а нт,  п оз в ол я ю щ и й  и с п о.1 ь :ю в ап. п р и бл и ж е н ное 
о б р а ще н и е  н уж н ы х  п од м а т р и ц  и с х одной м а т р и ц ы .  Т а к и е  п р ед
о бусл овл и ва тсл и до п у с к а ют вссJ, м а  эффект и в ное р а с п а р а л л ел и 
в а н и е ,  одна ко п о в ы ш е н и е  и х  к а ч ества с в я з а но с у в ел и ч е н и е м  з а 
п ол н е н и я  О ,  что, в свою о ч е р едь, Iюв ы ш а ст :щт р а т ы  н а  в ы ч ис.l е 
и и с  I I fн·до бус.rю вл н в а тсл я и н а  его п р и м ен с и н е в п р оцессс и т c 
p a H I I I I .  1 I о зто м у  н е р с п е кти в н ы м и  н р едстав.1 я ю тс я .� а н о.1 и с н н ы с  
м а  1 р и ш .1 - п р едо бусл о вл и в а тс.1 и ,  IЮд\Од J <  построе н и ю  котор ы х  
т а  1\ it\ t' \ !О  Ж НО н а йт и  в [ 1 9 ] , где р а с с м а т р и в а етс н н и ж н ст р сугол ь 
н а я м а тр и ц а  О,  ка жда я ст р о к а  кото р о й  п р едста в.'l я ет с о б о й  .п и 
нсй н у ю  ком б и н а ц и ю  э а р а неL' э а да н н ы х  в е по р о в спешtа .'J I, ного 
В ИДа ( н е  О б Я :! а ТС.'! Ь НО l'ДИ Н И Ч Н Ы Х ,  а,  ВО3 \10Ж НО, бол ее З а ПОЛ 
НеН Н Ы Х ) . 

3.2. Выбор· пар а метров предобусловливания .  З а к.:t юч ите.'lь 
н ы й  эта п построе н и я  п р едо бус.'I о в.1 и в а те.1 я ,  с в ю а н н ы й  с ко н к 
р ет н о й  ф и к с а ци е й  з н а ч е н и й  эл е м енто в м а т р и ц ы  Н,  я вл я ется 
вес еще в з н а ч ител ь но й  сте н е н и  н естрогай н ро ц сдурой , основа н 
н о й  н а  п р а вда подо б н ы х  р а ссужден и я х  н ч а стн ы х  р сзу.r н ,та т а х .  
Ко неч но,  и Jвестно бо.'J ьшое ч и с. ю теорL·ти чес iш х  р е з у л ь т а т о в ,  
с в я з ы в а ю щ и х  с в о й с т в а  п р едабусловл е н ной м ат р и ц ы  НА ( х а р а к 
тер и з у ю щ и х ,  т а к  и л и и н а че,  се « бл и :юсть» к еди н и ч ной м а т р и це )  
се скор остf,ю с х оди мости итер а ц и й  м етода соп р я ж ен н ы х  гр а 
д и е нтов,  одн а ко н р а кт и ч ес к и е  в ы ч и с.'! ен и я  достаточ но ч а сто 
t! р еподносят р а :шого рода н еож ида н ност и .  Р а сс м отр и м  н е кото
р ы е  а с п е к т ы  этой п р об.1 е м ы .  

3.2. 1 .  Эмпирические подходы. Не и м ея дост а то ч ной тео р ет и 
ч еской б а з ы  в в и де стр о г и х  м а т е м а т и ч l'с к и х  утв е р ж де н и й ,  в ы
ч и сл и тел и - п р а кт и к и  р а 3 р а ботал и н е кото р ы е  р а зу м н ы е р ецеп
ты, позвол н ю щи с  обес п �ч ить «бЛ ЮОСТЬ» м а т р и ц  н-l и А .  Т а к, 
п усть в фор м у л е  и 1  п .  3 . 1 . 1  дл я н е п о.rш о го т р еу гол ьного р а зл о 
же н и я  м а т р и ц а  Е в ы б р а н а  р а в ной D .  а м а тр и ца L - р а в н о й  
стр о го н и ж н е й  т р еуго.Тi ыю й  ч а сти м а т р и ц ы  систе м ы .  Тогда , в ы 
д в и га я усл о в и е  с о в п аден и я  д и а го н ал ь н ы х  ч а стей м ат р и ц  Н-1 и 
А ,  п ол у ч а е м  в а р и а нт н еп о.JJ н о го р а зложе н и я  Холесского,  а за 
м е н н я  е г о  ус.JJ о в и е м  р а венства в<>ктороn Н- 1 и  и Аи п р и  и =  
= ( 1 . . .  1 )  т,  п ол у ч а е м  в а р и а нт м оди ф и ц и р о в а н ного р а зл о жен и н 
Хол ссс кого , в о бо и х  сл уч а я х  о к а з ы в а ется воз м ож н ы м  п р и м с н Р -
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нис приема  Айзенштата . В случае ,  когда разрешение  получаю
Щl:хся р екуррентных соотношений  п р и водит к возни кновению 
отри цательных  элементов м атрицы D, производится з а мсна  
ди а гональных э.'l ементов м атрицы А на  б6льшие  з начС'ния  ( см . , 
н а п р и мер ,  [Manteuf fel , 1 980 ) ) . В п ростых  случа я х  эти методы 
дают нештохн е  р езультаты [ Kershaw ,  1 978] и даже поддаются 
анализу  на п р едмет а симптотической оценки ч исл а итер аций  
( 20-22 ] , одна ко дл я задач  с с и м м етр ичны м и  положительно 
определен н ы м и  м атрица м и  общего вида ,  особен но при  необхо
ди мости в ведения  существенной диагональной моди ф и кации ,  
эффекти вносп, снижается,  и да же  метод S SOR (w ) , где 

D = ..!.. d i a g  А, может п р и  уда чно м  в ыборе u> оказаться лучше. (\) 
Н а по м н и м , что р аспарал .п еJшвание  таких  предобусловл ивателей 
является затруднител ь н ы м .  Известны  та кже многочнс.1 енные 
блоч ные  в арианты  непол ного треугол ьного р а з.'!оженшi ,  а нализ  
котор ых  п роведен д.п я простых частн ы х  случ аев  ( см . ,  н а п р и 
м е р ,  ( 9, 1 7, 22 ] ) .  

3. 2.2. Миним изация числа обусловл енности предабусловлен
ной матрицы.  Общеп риняты м я вш1ется критер ий  кач ества п р сд
обуслов.п ивания ,  описа нный  в § 3 .4 ,  когда в качестве мер ы 
«б.'l и зости»  Н к А-1 п р и н и м а стся малость В<.'л и ч и н ы  х = 
= Лm a x ( HA } /Лm l n ( HA } ,  совн адающей в нашем  случа е со спек
тр ал J, н ы м  число �  обусловлен ности м атрицы Hl1 .  В основе эт<;>
го подхода лежит хорошо и звестная  оценка ч и сл а  итер аций k 
м етода сопряженных  градиентов,  достаточ ного д.:� я уменьшения 

1 1 . г  2 
А-1 - нор м ы  невязки  rk в е р а з :  k < 2 -v х l n  е (эта оценка  

легко следует и з  теоре м ы  П .3 .4 ) . Соответственно,  н р а ктически 
единственн ым  «.'I С'гальны м »  м етодом исследования  . и  обоснова
ния  способов п р едобуслов.1 и ва ния  считается оцС'нка числ а  о бус
•'lовлснности х .  П р изнавая  несом нен ную CИJI Y та 1юго подхода 
(та � с точки  зрения получения  рекордн ых аси м птотик  числ а  
итер аций дл я некоторых  методов решения  дискретного уравне
ния  Пуассон а  н а  квадратной сетке вел ичина  х остается нсза 
мен и м ы м  посредником ) , сж'дует все же  предостеречь от трак
товки  п р едобус.'lов.'l и в а н и я  исключитеJ\ ьно к а к  средств а  мини 
мизации  х .  Де.'lо в том , ·  что м и н и м альность х вовсе не  являС'Т
ся необходи м ы м  ус.повием н а и бол ее быстрой сходи мости метода 
сопряженных  гр адиентов ( пожалуй ,  с а м ы м  рельеф н ы м  п р и м е
рам  может служить опти м изация  пол и номиального предобус
ловл и в а н и я  [John soп ct a l . , 1 983] , и р екомендуем ый в основном 
тексте в ы бор п а р а м етров rx ;  не случ айно сде.п а н  с отступлением 
от принципа  м и н и м альности х ) . З а м еной малости х может слу
жить ра зрежение  спектра  м атр и цы НА вбл изи м и н и м ального 
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собственного з н а чения  ( с м . ,  н а п р и мер ,  I Лx e l sson et a l . ,  
J 986 ] и цитирова н ную та м л итер а туру ) . Эффект р азрежения  
спектра  и п р едабусловленной м атрицы в об.1 асти н а и бол ьших  
собствен ных  з нач ений  теорстически еще  более в ыгоден,  но п р а к
тически может сойти н а  нет из - за  вл ияния  погреш ностей о круг
ления ,  в ы р а жающегося в существен ном увел и чении  числ а  ите
р а цнй [ 2 1 ] . 

Т аким  образом ,  м и н и мизация  величины  х, вообще говоря ,  
н е  может я в.'I Яться гл а в ной и еди нственной цел ью п р сдобуслов 
л и в а н и я .  Необходи мо учитывать бол ее ш ирокий  спектр свойств 
м атрицы НА ; кроме  того ,  построение  удовлетвор ительных  оце
h О К  обуслов.1 енноспr дл я рс<Jл ьно реш<Jсм ы х  задач и п р а ктиче 
С !\И  испол J,Jуем ы х  способов пр едобуслов .1 и в ания ,  к ак  п р <J вило ,  не  
п редставляется во змож н ы м .  С каза ннос выше  хорошо согл асует
ся ,  в ч астности ,  с з а меч<J н и я м и , сде.1 <1 н н ы м и  в [ 23) . 

:3 .2 . :З .  А л ь тернативные кр итерии кач ества предобусл овлива
н ия .  В р а бота х [ 1 5 , 1 6 ] в качестве м ер ы  бJ1 изости м атрицы НА 

к еди нич ной нр едл а га ется выбир ать ве.1 и ч и ну у = 1 1 1 - Н J1 1 1·�, 
то сеть квадр ат р а ссто я н и я  между эти м и  м атрица м и  в нор м е  
Фробениуса ( котор а я  р а в н а  сум м е  квадр атов свклидовых  нор м 
всех строк  м атр ицы / - НА ) .  В р а ботах [ 1 7 , 1 8 ] р а ссмотрено 
обобщение  этого подхода ,  где в к а ч естве  меры  бл изости ис
пользуется не:ш ч и н а  y w ,  р а в н а н  су:-,1 м е  квадр атов W-нор м всех 
строк  м атрицы 1 - НА . Пон ятно,  что сс.1 и  матрица  Н л и нейно 
зависит от п а р а м етров п рсдобуслоnл иванин ,  то  и х  значения ,  м и 
нимизирующие  у 11 , ветрудно найти  поср едством решения  вспо
могательных  систем л и ней ных  ур а внений .  Отмети м ,  в частности ,  
что  построение  п ол и но м и а.1 ь ного п рсдобусловл ивания  н а  основе 
м и н и м юации  у ,  п р едложенное в [ 1 6 ) , дает, как п р авило ,  хоро
шие р езультаты ,  близкие к л уч ш и м  из получен н ы х  в [Johnson 
et а 1 . ,  1 983] , не тр ебуя н и к а кой и нфор мации  о гр а ницах  спект р а  
м атрицы 11 .  Н едостатки такого подхода з а ключаются,  во- пер 
вых ,  в трудностях ,  возни i\ а ющих ври  пон ытках  построени я  
опти м альных  1 1 0  y w  си м м ет р ! I Ч IШ Х  положител ь но определенных  
п р едобуслоnл и вателей общего вида ,  и ,  во -вторых ,  в невозмож
ности полу • 1 сния  оценок ч исл а итер аций ,  и меющих к а кое-л и бо 
пра ктическос з н ачение, с использованием  тол ь ко вел и ч и н ы  у. 
Можно, одн а ко ,  получить ( см .  [24 ] ) аси м птотически неулуч
ша емую ( п р и  некотор ых  естественных  п р едположени я х )  оценку 

k = О ( у  l n  х + l n  е · 1 ) 
, l n  l n  х 

дающую п р едставление  о ср авнительном  вли я н и и  вел и ч и н  у и 
х н а  ч исло итераций  м етода сопряженных  градиентов. 
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Другая мер а бл изости м атрицы  НА размера  n Х n к еди нич 

ной ,  введенная  в [ 1 9 ,  25 ] , - вел и ч и н а  � = __!_ tr H A/(det H A) 1 1 n ,  n 
где t r  оз начает сл ед матри цы,  р а вный  сум м е  всех се 
диа гонаJJ ь ных  э.1 ементов ,  а det озн а ч а ет онредел итель м атри 
цы .  При  Н =  о т о ,  где О - треуго.1 ь н а я  м атрица  со  строка ми ,  
ли нейно  зависящи м и  от  непер есекающихся  подм ножеств пара 
м етров ( см .  п .  3 . 1 . 2 выше ) , можно легко р еш ить з адачу  о ми 
н ими з а ции  В ( см .  [ 1 9, 25 ] ) .  Спра ведл и в а  также  ( см .  [ 25] ) 
а симптотически н еулучшаемая  оценка  ч исл а итер аций  м етода 
сопр яжен ных  градиентов в ида 

k = o (n l n � + lп f) . 

Численные  экспер и менты с та кими  п р едобусловл и вате.1 я м и  сви 
детел ьствуют об и х  высокой эффективности . 

Сл едует п р и знать ,  впрочем ,  что п р и ведеиные  неста ндартные  
оценки  не  Jюзво:I я ют получ ить стол ь же  хорош ие  асим птотики  
числ а  итер аций ,  ка к оценка  через  х ,  скажем ,  дл я дискретного 
у р а внения  Пуассона .  С другой  стороны ,  здесь нас  интересует 
скорее сог.l а сованное и зменение  вел и ч и н ы  � ( ил и  у) и действи 
тел ьного чис.1 а  итер а ций ,  на блюда ющсеся н а  п р а ктике [ 1 9 ] ,  
а также са м а  возмож ность р а 3 р а бот ки вполне  опредс.п енного 
подхода к п р едобус.1овливанию  n случ ае  произво.1ыюй си м м ет 
р и ч ной  положн гс.1 ь но определенной м атрицы .  

4 .  Другие  nодходы к ускорени ю метода соnряжен ных гра
диентов. Обсуди м  теперь иные  способы ,  п р инципи ально от.'l и ч 
ные  о т  введения  п р едобуслов.1 ив а н и я ,  позво.1 я ющие сокр атить 
ч исло опера ций и;и .'l и  улучшить п а р ал.1сл изм  м етода соп р я жен 
ных  градиентов .  

4 . 1 .  П ерегруn nировка оnераци й  скал ярного nроизведени я. 
Во 1 \ЮЖНа  модиф и кация  ал горитм а ,  п р едусм атривающая  «сов 
м естное» п ар аллельное вычисление  на  ка ждой итер ации  двух 
С I< а .l я р н ы х  произведений  вида rJ, (Hrk) и ( Hrk)т ( AHrk ) ,  что 
nоз1юляет ценой добавления  одной  вектор ной три ады почти  
вдвое сокр атить соответствующие затр аты на ор ган изацию меж
процессорных  обменов .  Та кой а л горитм о п исан  в [ 3 ] , и там же  
ука з а но дальнейшее р азвитие этого подхода , когда вычисл я ется 
тол ько к а ждое s - п рибл ижсние  и ,  хотя ч и с.1о  опер а ций  несколь 
ко увел и ч ивается ,  з атраты  н а  и нициал и .:J а цию обм енов при  в ы 
ч ислении  скал я р н ы х  произведений  уменьшаются в 2s р а з  по 
сравнению со ста нда ртн ы м  алгор итмом .  Выч исл ительная  схема  
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м етода имеет следующий вид :  

Р0 = 0; 
Для k = 0, 1 ,  . . . 

rk = b - Axk , 
Qk = f Hrk Н A !frk .  : Н (А Н)5 1 rk] , 
!J. ; = ((A H)r i /21 rk? Н (A H)L i/2J rk , i = О , 1 ,  . . .  , 2s - 1 ,  
н а хол: и м  з а  О (s3) о пер а 1 щ й ak и �k • 
pk J- 1  = Qk + pk�k · 
xk + I  = xk + Pk 1 ,а" .  

Здесъ Р�,; ,  Q" , a k ,  �" - м аtрицы р а змеров соотвстст в с ю ю  n Х s ,  
n Х s .  s Х 1 и s Х s .  З а м етим ,  что при испол ьзова нии  р а зрежен
н о го : 1 р едобус.1 о вл и в а тел я Н отк р ы в а ются допол н ител ь н ы е  воз 
М о ii\ н ости при р а с п ар аллсл и в а н и и  вычисления  м а т р и ц Q k ( н а 
п р и м е р ,  п о  а н алогии  с [ 1 4 ]  ) . 

4.2 .  Дефл я ционный метод соnр яженных градиентов.  Не 
давно бьш опубл и кован  [26 ,  27 ] и опробова н  [ 28 ]  а.1 го р и т м  м е
тода сопряженных  градиентов ,  позво.1 яющий ПОJ1 у ч 1пь у .. 'l у ч 
шенные  п р и бл и ж е н и я  за  счет  обеспечения  ортогона.1 ьности те
кущей невязки  r"_ не  тол ько ко всем предшествующи м ,  как в 
обычном  м етоде, но и к стол бц а м  з а р а нее зада н ной м атр ицы С 
р а з мера  n Х n .  Ал горитм м етода можно п р едставить в с.1 едую
щем виде :  если требуется решить систему А х = Ь с си м м ет р и ч 
ной положительно опреде.'! енной матр и цей ( во з м о ж н о ,  сим мет
р ич но предобусловленной ) , а Хн а ч  - зада н нос н а ч ал ьное при 
ближение, то 

Хо = Хнач  + С (СтАС) · l Ст (Ь - АХ11ач) , 
Ро =  Го = Ь - Ах(), 
Дл я  k = O ,  1 ,  . . .  

q" = Ар" ,  
fk = (CтAC) - 1 Cтqk , 
ak = r�r kjq� (Pk - Ct k) .  
xk 1 1 = xk + (pk - Ctk) ak , 
rk 1- 1 = rk - (qk - ( АС) tk) ak , 
�k = rk t1 н , fr�r " '  

Pk i- 1  = rk J- 1  + Рk �k -
Таким  образом ,  есл и м атрица  А С  вычислена з ара нее ,  то н а  
каждой итер ации  по-п р ежнему достаточно умножать м ач�ицу 
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А на вектор то.1 ь ко оди н  р а з . Основной проблемой здесь яв 
ляется выбор  м атрицы С. В [26] д л я  решен и я  сеточных задач  
ЩJ l'дл агается использовать деко м позицию области  н а  т под
областей ( без р а здел ителей ;  п р и  этом квадрат ,  н.а п р и мер ,  р а з 
бивается на  квадратные  подоб.1 а сти ) и выбирать в к а честве 
i - ro столбца м атрицы С вектор с ком понента м и ,  р а в н ы м и  еди 
н и це в уз:1 а х  i - ii подобл асти и ну.1 ю в проти вном случае .  Там  
же показа но, что с уве.1 и чением  числ а  водобл астей т ( то есть 
с уменьшением  их р а з м еров )  скорость сходимости та кого м е
тода увеличива етс я ;  в этом случае, одна ко, возрастают и труд
ности ,  связа н н ые с обращением м атрицы  СтЛ С, оказьшающейся 
бл изкой по свои м свойства м  к исходной матрице А.  Дл я п а р ал 
лельных  выч ислений ,  вероятно ,  целесообр а з н ы м  ока жется ис 
пользование  в этой конструкци и р а збиения ,  в ключающего узл ы
р азде.п ите.'! и ,  н е  п р и н адлеж а щи е  н и  одной из  подобл а стей ( см , 
обсуждение  р ис .  2 .3 .  1 3 ) . В этом случае  м атр и ца СтА С будет 
и м еть диа гона .п ьный  вид и вычислен и я  р езко упростятся .  Здесь, 
конечно ,  существует некоторый  оnти м альный  ра змер подобл а 
стей с точ ки з р ения  скорости сходимости итер аций .  

4 -3.  Блочн ы й  м етод сопр я женных градиентов.  Алгоритм 
этого м етода , упоминаемого в допол нении  к § 3 .3 ,  и м еет в точ
ности ТОТ Же ВИД, ЧТО И ОбЫЧНЫЙ  аЛГОJ! ИТМ (СМ.  1 1 .  3 ) , НО ПрИ  
Ь, Xk , rk и Р�< ·  зада н н ы х  в виде м ат р иц n Х т, и ak и � k , задан
ных в виде матриц т Х т. Соответственно воз можна двояк а я  
и нтер п р етация этого алгор итм а :  можно л ибо одновременно р е
ш ать т систем с одной и той же матрицей (то есть искать ре 
шение  зада ч и  Ах = Ь ,  где  х и м еет р а з мер n Х т ) , ли бо, р еш а я  
одну систему,  выбр ать специал ьным  образом допол нительные  
т - 1 векторов ,  чтобы достроить матрицу r0 ( здесь просм атр и 
вается векото р а я  а н алогия  с п р и нциuом ,  н а  котооом построен 
дефл яционный м етод сопряженных  гр адиентов ) .  Дл я этого м е
тода х а р а ктер н а  более высока я  с корость сходи мости ,  ч е м  для 
обычного метода сопряженных  градиентов ;  он обладает та кже 
более в ысоки м п а р аллелизмом  ( см .  [O 'Lea ry ,  1 987]  и цитиро 
в а н ную там л итер атуру,  содержащую, в ч а стности ,  описан и е  
модификации  этого алгор итма ,  где используется ОR-разложе
йие м атриц  rk для предотвр а щения  обрывания  итер ационного 
п роцесс а п р и  потере  и м и  полного р а н га ) .  
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b y s hev acce l e r a t i o n  method (Cheby
shev sem i - i te r a t ive method ) )  2 1 5  

- экстра поляционный  (ex t r a p o l a t i o n  

m e thod ) 2 1 1 
- Якоби (Jacob l 's metho d )  1 59 ,  

1 85 
- - блочный  (Ь \осk Jacobl 's  те

. thod)  1 74 ,  1 86 
- - поли ней н ы й  ( l i n e  Jacob l ' s  me
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1 08 
опережающее вычисление (com p a te

a hea d )  1 08 
ортогональная матрица (orthogo n a 1  

m a tr iл )  324 

ортогональное н риведениР ( or thogo
na l  re d uc t io n )  9 2  

остовное дерево ( sp a n n i n g  tree ) 29,  

3 1  

Островского - Райха  теорема (Ost 
ro\vski  - Reich theore m )  1 88,  299 

параллельна-векторные  системы ( p a 
r a J \ e l -vector systems )  3 0  

п а раллельный  компьютер ( процессор) 
( p a ra 1 1 e l  com p u te r  ( p rocessor ) )  1 0 , 
1 8, 3 1  

передача  сообщений  ( messa ge p a s 
s i n g )  2 0  
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переменных  направлений метод (AD I )  
( a l te rn a t i n g  d i rect ion imp l ic i t  me
tho d )  1 79 ,  1 86 

nерестановки ( i n terchanges ) 1 02 ,  1 29 ,  
1 36 

- матрица (permuta t ion m a tr ix )  324 
подконструкций метод ( substruc tur 

i пg )  1 57 

подматричный алгоритм Холесекиго 
( sobm a t rix Cho lesk i  a l gor i thm)  276 

подпростра нство Крылива (Kry lov 
subspace)  3 1 7  

покоординатна я  релаксация  ( u п iva 
r i a te re l axa t i on )  220 

полиномиального ускорения метод 
( po lyпom i a l  a cce l e ra t ion melhod) 2 1 2  

полиномиальное 
ние ( po l ynom i a l  
244 

предобусловлива 
р гесоп d i t iоn iп g)  

полностью связа нные системы (com
p l e t e l y  coпnected sys tems)  20 

положительная  м атрица 
mal r i x )  303 

( pos i t ive 

положительно определенная  м атрица 
(pos i l i \'e def i п i le m a lr ix ) 296, 326 

- ПОJiуопределенн а я  м атрица (pos i 
l i \·e semidef i п i te шa t r i x )  3 2 6  

полоса ( s l r ipe )  7 3  
полунтерационны й метод (sern i - i tera 

l iYe rnethod )  2 1 2  
- - Якоби (JacoЬ i - S I  rnelho d )  2 1 2 
полуширина  (ширина ) ленты (seшi 

baпdw id th  (ba п d w i d t h ) ) 63 
последовательно адресуемые элемен

ты (sequeпt ia l l y  a ddressaЬie  e l e 
rneпts )  1 7  

последовательной верхней ре.1акса 
ции метод (SOR)  (success i \  е over 
re l a л a t ion )  1 87 

- - - - блочный  ( Ь i ock SOR)  1 89 
- поли ней ной верхней рел а ксации  

м етод ( S L O R )  (s uccess ive l i п e  over
re l axa t i oп )  1 89 ,  205 

поток данных ( d a ta f low)  3 1 ,  47 ,  

209 

предабусловленный  метод сопряжен
ных градиентов  (PCG ) (precond i 
t ioпed conj ugate grad ient  rnethod )  
234 

предобусловливание  ( p rccond i t ioп ing)  
232 

- полиномиальное (po lyпornia l  p re
coп d i t i oп iпg)  244 

п реобразование  Гаусса ( G a uss traпs-
forrn ) 1 48 

- Гивенса (G ivens reduct ion)  9 7  
- конгруэнтности (congruence ) 326 
- подобия ( s im i l a r i ty  traпsforrn) 326 
- - Хаусхолдера (Househo l der trans-

forrna t ion )  92 

в р и водим а я  матрица  ( reduc iЬ !e  rn a t
r i x )  303 

прием А йзенштата ( E isenst a t  tr ick) 
246, 266 

- Конрада - Валяха (Coпra d - Wal -
1 ach  t r i c k )  208 

принцип  Гаусса - Зейделя (Gauss 
Se ide l  pr iпcip l e )  1 87 

п р оцессор тип а  «п а мять - п амять» 
(rnemory- to -memory p rocessor) 1 1  

- - «р егистр - регистр» ( register-
to-regis ter p rocessor)  1 1  

п р я м а я  подста новка ( forward subst i 
t н t ion )  75 

Пуассона уравнение ( Poisson's equa
l i oп ) 1 60 

- - обобщенное ( geпera l i zed  Pois
soп 's  equa t ion )  1 7 1  

разверты вание  циклов ( l oop u nrol 
l in g) 54,  73  

- - н а  глубину  n ( to а depth of  n)  
5 4  

разделяемая  п а мять (shared memory) 
1 9  

- переменная  (shared var i aЬ l e )  49 
р азложение  Неймина (Nеuш а п п  ex

p a ns ioп)  327 
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- Холесекого (Cho1esk i  decompos i 
t ion )  8 7 ,  1 1 5 ,  1 34,  1 57 

ранг матрицы ( ra nk of а matr ix )  
324 

распространение (broadcast )  29,  3 1  

рассеяние (scattering )  1 28 
рассеянное расщепление (sca ttered 

decompos i t ion ) 1 86 
рассылки операция (sca tter operat ion)  

1 7  

слияния  операция (merge operat ion ) 
1 7  

слоистая схЕ>м а  хра нения ( i n ter 1ea\• ed  
s torage)  1 06 

- - - с отражениями  ( ref 1ect ion 
in ter 1eayed storage) 1 0 7 

- - - циклическая (wrapped i n ter-
1eaved storage) 1 06 

смежныЕ> элементы (cont iguoнs e 1e 
ments ) 1 7  

редуцированная система  ( re d uced sy- собствен ное значение (e igenY a 1 нe )  
stem) 1 42 325 

рекурсивного удвоения  алгоритм ( re
curs ive douЬ l i n g  a 1 gor i thm ) 44 

решетка nроцессорав (mesh connec
t ion)  22 , 3 1  

Ричардсона метод ( :Richardson 's  me
tho d )  222 

Самеха - Кука схема а н н улирования  
( Sameh - Kuck ann ih i l a t ion p a t
tern )  1 24,  1 30 

сборки операция ( ga ther opera t i on )  
1 7  

сжатия операция (comp ress operat ion)  
1 7  

симметричная  матрица ( symmetric 
m a tr ix )  3 25 

си м м етричной последовательной верх
ней релаксации метод ( SSOR)  
(symmetric success i \'e overre 1 axa 
t ion )  1 89,  2 0 6  

синхронизация ( synchroni za t ioп ) 36, 

48,  1 64 

- граничная  (boundary synchron iza 
t ion ) 4 9  

- локальная  ( t . e i ghbour synchron iza 
t ion )  4 9  

систолически й  м.ассив (systo 1 ic a r 
ray )  3 1 ,  1 30 

скорейшего спуска м етод (method of 
steepest descent )  222 

сквозная  векторизация (vector i za tion  

across system ) 1 77 

собственный  
325 

вектор (e igenvector) 

согласованность ( consis tency)  4 3  
со г ласава нны й итерационный метод 

(consistent i terat iye method )  296 

соединение  ( i n terconnect ion ) 20 
сопряженные векторы (conj uga te vec

tors ) 223 
сопря женных градиентов метод (con

j u ga te gra d ient  metho d )  225,  3 1 3  

- направленн ы й  м етод (conj ugate 
d i rect ion metho d )  223 

спектр (spectrum) 325 
спектральны й радиус (spectra 1 rad i us) 

325 
среднезернисты й алгоритм (med ium 

gra i n  a 1 gor i thm) 1 1 0 
Стейна теорема  ( S te in ' s  theorem ) 296 
степень векторизации ( degree of vec

toriza t ioп ) 40 

- - средня я  (average degree of vec
tor iza t ion ) 40 

- nа раллелизм а  (degree of  p a ra l le-
1 i sm)  3 2  

- - средня я  (average degrce of  pa 
ra l l e l i sm)  33 

столбцовый  алгоритм (co 1umn sweep 
a 1 gor i thm ) 83, 1 1 6,  1 23 ,  1 30 ,  

1 35 
- - Холесекого ( co 1umn Cho1eski  

a 1 gor i thm) 279 
стратегия сдвига (sh i f t i ng  s t ra tegy) 

253 
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стреловидная матрица ( a rrowhead  

m a lг ix )  1 4 7 
строчн ы й  алгоритм Холесекого ( row 

Cholesk i  a l goг i thm ) 278 
суперс.1ово (superword )  1 7  
схема а ннулирования  ( aпn ih i l a t ion 

р а t tег п )  1 2 4 ,  1 30 
- - Сашха - Кука ( Sameh - Kuck 

a n n i h i l a t ioп pa t teгn)  1 2!), 1 30 

- с изменяемой конфигурациЕ'Й ( re 
con f iguгaЬ le  scheme) 28 

тактовый  период (такт) (c lock  peг iod ,  
c lock l ime)  1 4  

теоре м а  Островского - Райха (Os
t гowski - Reich theoгem) 1 88 ,  299 

- Стейна ( S te in ' s  t heoгem ) 296 
тёnлицева м атрица ( Toep l i t z  malr ix )  

1 30 

тороидальное распределение ( lorus 
ass i gпmeп t )  1 28 

треугольные системы ( l г i aпgu l a r  sys 
tems )  82,  1 1 6 ,  1 30 ,  1 3 5 

трехдиагональные сис1 емы ( t r i d i ago
na l  syslems) 1 5 1 ,  1 56 

триада ( l i пked tr i a d )  1 3  

Уонга метод (Wang's  mellю d )  1 56 

уравнение Лапласа ( L a p l a cE' 's  cqua 
l ioп ) 1 60 

- Пуассона ( Poisson's  equa t ion )  1 60 
- - обобщенное ( geпeгa l i zed  Pois -

soп 's  equ a t ion )  1 7 1  
ускорение п а раллельного алгоритма 

( speectup of а p a r a / J e l  a l gor i thm) 
34 

- - - по сравнению с наилучшим 
последовательны м алгоритмом 
(over the best ser i a l  a l gori thm ) 35 

устройство с изменяемой конфигура 
цией ( recoпf iguraЫe uп i t ) 1 2  

Уара (А мдаля)  за_кон ( Ware 's  (Am
dah l ' s )  l aw )  38 

хаотическая релаксация (rhaoti c гe
l a x a t ioп ) 1 86 

характеристическое урав нение (cha
rac ter is t i c  equat ioп )  325 

Хаусхолdера алгоритм (Househol der 
a l gor i thm)  94,  1 20 ,  1 30 ,  1 38 

- преобразование  (Househol der 
tra пsfoгmat ioп ) 92 

Холесекого алгоритм столбцавый (co
l umп  Choleski  a l gor i lhm) 279 

- -- строчный  ( row Cholesk i  a l go
r i thm) 278 

-- р азложение (Choleski  decomposi 
t ioп)  87,  1 1 5 ,  1 34 ,  1 57 

циклическая редукция (cyc l i c  reduc
t i oп )  1 5 1 ,  1 56 

- слоистая схе м а  хранения  (v.тapped  
i п ler lea\·ed stoгa ge )  1 06 

циклическое отображение (wrapped 
mapp ing)  1 28 

частичный  в ы бор главного элемента 
( p a r l i a l  p ivo l i пg )  1 08 

чебышёвский полунтерационный ме
тод (чЕ'бы шёвского ускорения  ме
тод ) (Chebyshev semi - i terat ive me
thod (Chebyshev acce lera t ioп me
thod ) )  2 1 5  

ш а блон (sleпc i l )  200 
шаг ( s l r i de )  1 7  
ш а шечное упорядочение ( checker-

board  order ing)  1 93 

шина  ( bus )  2 1 ,  3 1  
Шура дополнение (Schur comp 1ement) 

1 48 

экстраnоляционный  метод (extrapo la 
t ioп metho d )  2 1 1 
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эффективность п араллельного алго
ритма (ef f i c iency o f  а p a r a l l e l  a l 
gori t h m )  3 5  

- - - по отно шению 1\ н а илучше
му последовательно>.� у  алгоритму 
( w ith  respect to t h e  best  ser i a l  a l 
gor i t h m )  3 5  

Якоби метод (JacoЬ i ' s  meth o d )  1 59 ,  
1 8 5 

- - блоч н ы й  ( Ь l ock  Jacobl 's  me
t lю d )  1 7  4 ,  1 86 

-- - шми ней ны й ( l i n e  J a coЬ i 's me

t lю d )  1 74 ,  1 86 
- - I J (М уит<.>р ацио н н ы й  (Jaco!J i - S I  

metho d )  2 1 2  

Al l i a п t  FX/8 3 1 ,  2 1 8  
B u t terf l y  1 28 
ADI ( метод пеrеменных  направле

н и й ) 1 79 ,  1 86 
с - цветн а я  матрица (c-co lour  m a tr ix ) 

20 1 
- - блоч н а я  ( Ь l oc k  c-co l o u r  m a tr i x )  

206 

Convex С - 1 3 1  
C RAY- 1 30, 72,  1 02 ,  1 03 , 1 04 ,  1 58 ,  

2 1 8 , 273 
C RAY-2 1 2, 30,  7 4 ,  1 02 ,  1 58 
C RAY Х - М Р  1 2, 30, 1 02 ,  1 58, 273 
C Y B E R  203 1 1 , 246 
CY B E R  205 1 1 , 1 3 , 1 4 , 30,  5 1 ,  74 ,  

1 69 ,  2 1 8, 273 

DAP 1 8 , 1 3 1 ,  1 56 
Denelcor  I-I E P  1 28 
ЕТА- 1 0  30 
FLEX/32 22,  3 1 ,  2 1 8  
gax p y  72 

Н - м а трица (Н m a tr i x )  252 
I В М R РЗ 3 1  
I C  ( О ) - n р и нцип ( I C  (О ) p r i п cip l e )

_ 
250 

I C ( /1 , /г ) - п ринцип ( I C (h ,  k )  p r i пc i p l e ) 
25 1 

ijk-формы разложения  Х олесско.ю 
( ijlг Cholesk i  f o r m s )  85,  1 1 5, 275 

- LИ-раз.1ожения ( ijk forms o f  /. И 
deco m p os i t io п )  80 , 1 02,  1 09 ,  1 29 ,  
274  

I L L J AC 1 \' ' 1 8 , 1 9  

I CC G  ( м етод неполного разложен ия 
Холесекого - сопря жен ны х гра ,щ
ентов ) 257 

/. И-разложение ( /. И  decornpos i t iuп )  
7 5 ,  1 29 ,  1 32 

- в фо р ме внеш них  n роизведений  
( o u ter product  f o r m  of L И  decorn

p os i t io п )  274 
- в фор \1 <' волнового фронта ( wavc

f r o n t  o r g a в iz a t ioп o f L И  decornr,o
s i l i o n )  1 1 4 

М-матрица (М m a trix ) 252 
т-шаговый метод Якоби --- PCG 

( m - s tep JacoЬi  PCG metlю d )  237 
- - S S O R - PCG ( m - s te p  S S O R  

P C G  met lю d )  238 
МРР 1 8 , 1 56 
N E C  S X - 2  1 3 , 1 4  
Р-регулярное расщепление  (P-regu l a r  

s p l i t t i n g )  296 

PCG ( n редобусловле н н ы й  метод со

nр я женных  градиентов ) 234 
Q I F- мetoд (Q I F  met lю d ,  Q ll !' d ra пt  

inter locki n g  factor i z a t i o n )  1 30 
QR-рззложение (QR f a c t ori z a t i o п )  92,  

1 57 

s a x p y  1 3  
S L O R  ( метод nоследоват<.>лыюil в о 

лилинейной верхней р елакс
'
аци и )  

1 89, 205 
S O R  (метод последовательпой вер х

ней релаксаци 11 )  1 89,  205 

SSOR ( метод симметричной п оследо 
ватедьной вер хней р t'Л а l\саци и )  1 89, 
206 

STAR- 1 00 1 1 ,  1 04 
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