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Yorwort.

Die komplexe Rechnung findet ein weites Anwendungsgebiet in der
Theorie der Ortskurven. Einen schlagenden Beweis fiir ihre Eleganz
liefert etwa der Vergleich der beiden Arbeiten von A. Heyland: ,Ein
graphisches Verfahren zur Vorausberechnung von Transformatoren und
Mehrphasenmotoren‘‘!, und ,,Der asynchrone Mehrphasenmotor und
sein Diagramm®2. In dieser ist der Kreis des Priméarstromes komplex,
in jener geometrisch abgeleitet. Ein weiterer Beweis fiir die Brauch-
barkeit der komplexen Rechnung ist die Tatsache, dal} sie heute von
fast allen Autoren, die sich mit Ortskurven befassen, verwendet wird.

Steinmetz hat durch seine Arbeit: ,,Die Anwendung komplexer
Groflen in der Elektrotechnik‘‘3 zur Verbreitung der komplexen Rech-
nung viel beigetragen. Er betrachtet seine auf dem Internationalen
Elektrikerkongrefl zu Chicago vorgetragene Methode als neu, wihrend
nach Emde: ,,Die komplexe Darstellung der Ortskurven in Wechsel-
stromdiagrammen‘‘4 schon Helmholtz im Jahre 1878 die komplexen
Groflen zur Behandlung von Schwingungen benutzt hat. Obwohl nun
Steinmetz in seinem 1900 erschienenen Buche ,,Theorie und Be-
rechnung der Wechselstromerscheinungen beispielsweise als Gleichung
fiir den Primérstrom eines Mehrphaseninduktionsmotors formal

~ __atbs
V1T s
s = Schlupf,

a bis D == komplexe Konstanten,

aufstellt, ist er bis zur Darstellung dieser Gleichung in der komplexen
Ebene in Abhéngigkeit vom Schlupf s nicht vorgedrungen. Schenkel
gebiihrt vielmehr das groBe Verdienst, in seiner Arbeit ,,Geometrische
Orter an Wechselstromdiagrammen*‘ s auf diese Darstellungsmoglichkeit
hingewiesen zu haben. Schenkel beschréinkt hierbei seine Betrachtungen
auf Gerade und Kreis. Den Ausbau der komplexen Ortskurventheorie
hat im wesentlichen O. Bloch geliefert mit seinem 1917 erschienenen
Buch ,,Die Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik nach ein-
heitlicher Methode behandelt‘. Es ist zweifelhaft, ob Bloch die Schen-

1 ETZ 1894 S. 561. 2 ETZ 1928 8. 1509.
3 ETZ 1893 8. 597, 631, 641 u. 653. 4 ETZ 1923 S. 532.
5 ETZ 1901 S.1043.



Vi Vorwort.

kelsche Arbeit gekannt hat, denn sie findet sich bei ihm nirgends zitiert.
Nach dem leider viel zu frithen Tode Blochs hat seine Methode ver-
schiedentliche Vertiefung erfahren: W. Michael stellt in seiner Disser-
tation ,,Zur Geometrie der Ortskurven der graphischen Wechselstrom-
technik®, Ziirich 1919, eingehende Untersuchungen iiber die Ordnung
und die Asymptoten hoherer Ortskurven an, er befaBt sich mit den
Kegelschnitten, fiir deren Auftreten schon Bloch einige Beispiele ange-
geben hat, und untersucht Ortskurven héherer Zirkularitit, W. 0. Schu-
mann berechnet 1922 (,,Zur Theorie der Kreisdiagramme*1) den Radius
und den Vektor nach dem Kreiszentrum aus den Konstanten der
komplexen Kreisgleichung, Pflieger-Haertel vermittelt 1923, einer An-
regung Schenkels folgend, den Anschluf8 der komplexen Ortskurven-
rechnung an die mathematischen Theorien der konformen Abbildung in
seiner Arbeit ,,Zur Theorie der Kreisdiagramme‘‘2. Im gleichen Jahre
bricht Kopczynski nochmals eine Lanze fiir Schenkel und Bloch:
,~Aus der Kindheit der Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik
in symbolischer Form* 3, und seither hat sich die Verwendung dieser Rech-
nungsart immer mehr und mehr durchgesetzt. Dafl auler der Geraden,
dem Kreis und den bizirkularen Quartiken auch Ortskurven noch
hoherer Ordnung im theoretischen Elektromaschinenbau auftreten, be-
weisen die Arbeiten von Liwschitz (z. B. ,,Kommutatorkaskaden‘4).

Mit dem vorliegenden Buch wird der Versuch einer zusammen-
hingenden Darstellung der komplexen Ortskurventheorie gemacht. Es
wendet sich an Studierende und jiingere Ingenieure und enthilt dem-
gemifB zunichst eine kurze Darlegung der Rechenregeln fiir komplexe
Zahlen, sodann eine gedringte Zusammenfassung der fiir die Auf-
stellung der Ortskurvengleichungen nétigen elektrotechnischen Grund-
gesetze. Da erfahrungsgemi der Ansatz eines Problems dem Anfinger
mindestens ebensoviel Schwierigkeiten bereitet wie dessen Losung, ist
auf die Herausarbeitung des fiir die Anséitze Wesentlichen besonderer
Wert gelegt. Der Eingeweihte wird den Abschnitt ITT tberspringen
kénnen. Im Abschnitt IV wird die Ortskurventheorie an den fiir den
Studierenden naheliegenden Beispielen des Schwingungskreises, des
Lufttransformators, der synchronen Wechselstrommaschine, des asyn-
chronen Drehstrommotors und einiger Wechselstromkommutator-
motoren entwickelt. Hierbei wird das Kreisdiagramm als Grundlage
der Ortskurven beliebiger Ordnung gleich systematisch behandelt. Die
Beispiele, die aus didaktischen Griinden moglichst einfach gewihlt
sind, fiihren trotzdem in verwickeltere Probleme ein, so unter anderem

1 Arch. Elektrot. Bd. 11 S. 140. 2 Arch. Elektrot. Bd. 12 S. 486.

3 ETZ 1923 S.292.

4 Wissenschaftliche Veroffentlichungen aus dem Siemens-Konzern Bd. 9
H.2 S.42.



Vorwort. VII

die Untersuchung der Synchronmaschine mit ausgeprigten Polen im
Parallelbetrieb. Wenn die Darstellungsart auch gelegentlich von ihr
abweicht, so befolgt sie doch im wesentlichen die Prinzipien der Gér-
gesschen Schule.

Hat der Leser an Hand der behandelten Beispiele in die Theorie
der Ortskurven Einsicht und an ihr Gefallen gewonnen, so kann er
den systematischen Teil V studieren, der in einer zusammenhingenden
Darstellung nicht fehlen durfte, und der die allgemeingiiltigen Gesetze
von einem hoheren Standpunkt aus beleuchtet. — Uber die Ver-
wendung von Fremdwortern kann man bestimmt verschiedener Ansicht
sein: eine bizirkulare Quartik ist eine Kurve 4. Ordnung, die aus zwei
Kreisen aufgebaut werden kann. Nicht jede Kurve 4. Ordnung besitzt
diese Eigenschaft, daher erschien die Verwendung des Wortes bizirkular
als durchaus gerechtfertigt.

Mit dem Abschnitt VI beschlielen einige energetische Betrachtungen
teils allgemeiner, teils nur fiir das Kreisdiagramm spezieller Giiltigkeit
die Darstellung. Demjenigen, der sich ernstlich in die Theorie der Orts-
kurven vertieft hat, diirfte es nicht schwer fallen, die Ergebnisse des
letzten Abschnittes von Fall zu Fall richtig anzuwenden.

Der Verfasser ist sich bewuflt, dal — besonders im Literatur-
nachweis — nicht alle die vielen Arbeiten, die auf diesem Gebiete
geleistet wurden, auch aufgefiihrt sind. Es ist sein Wunsch, dafl ihm
dies nicht als Kritik ausgelegt werden mdge. — Zum Schlul} sei den
Vorstanden des Elektrotechnischen Instituts der Technischen Hoch-
schule Dresden, Herrn Geh. Hofrat Prof. Dr.-Ing. E.h. J. Gérges,
und seinem Nachfolger, Herrn Oberregierungsrat Prof. Dr.-Ing.
A. Giintherschulze aufrichtiger Dank gesagt: durch Gewahrung der
notigen MuBle und der reichen wissenschaftlichen Institutsmittel allein
ist diese Darstellung ermdglicht worden. Endlich sei der Verlagsbuch-
handlung Julius Springer fiir ihr Entgegenkommen bei der Druck-
legung der Arbeit sowie fiir deren vorziigliche Ausstattung gedankt.

Dresden, im Juli 1931.
Der Verfasser.
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I. Einleitung.

Den zu behandelnden Stoff beschreiben wir am besten an Hand
einiger Beispiele: in eine Zusammenschaltung beliebig vieler Wider-
stinde, iiber deren Natur — rein ohmisch, induktiv oder kapazitiv —
wir keine Festsetzungen treffen wollen, und deren Art der Zusammen-
schaltung — galvanische, induktive oder kapazitive Kopplung — uns
auch gleichgiiltig ist, flieBt unter dem Einfluf} einer anliegenden Span-
nung ein Strom, der sich nach einfachen Gesetzen berechnen lafit.
Dies setzt allerdings voraus, dafl die Widerstinde von dem sie durch-
flieBenden Strom unabhingig, also konstant sind!. Andert sich in dieser
Schaltung irgendeine Grélle

& =pB,

derart, dafl der sie messende Parameter p verschiedene Werte annimmt,
so wird sich der Strom bei konstanter Spannung nach Groéfe und
Phase andern. Durchlauft p alle Werte von — 0o bis + o, so wird
der Endpunkt des Stromvektors in der bekannten Darstellung des
Vektordiagramms eine Kurve beschreiben, die wir als Ortskurve des
Stromes bei konstanter Klemmenspannung bezeichnen. Gleichzeitig
werden sich, wenn die betrachtete Schaltung Stromverzweigungen ent-
halt, die Teilstrome nach GroBe und Phase indern, und ebenso die
Teilspannungen an den einzelnen Widerstinden, sie alle ergeben Orts-
kurven, deren Gestalt aus dem Aufbau der Gleichungen erkennen zu
lernen unsere Aufgabe sein wird. So stellt z. B. ein belasteter Luft-
transformator eine Schaltung dar, deren beide Teile — Primarkreis
und Sekundirkreis — bei getrennten Wicklungen induktiv miteinander
gekoppelt sind. Die Grole @, die sich in dieser Schaltung indert, wird
im allgemeinen? die sekundire Belastung sein. Mit ihr dndern sich im
Nekundéarkreis Strom, EMK und Klemmenspannung, im Primérkreis
Strom und EMK.

Elektrisch stellt der asynchrone Drehstrommotor einen Mehrphasen-
transformator dar, den man nach der Theorie des Lufttransformators

1 Stromabhangige Widerstande sind z. B. Lichtbogenwiderstinde oder cisen-
haltige Drosselspulen. lhre Einbeziehung in unsere Betrachtungen wird nur unter
Vorbehalt moglich sein.

2 Es wére nicht undenkbar, dafl man sich auch einmal die Aufgabe stellte,
das Verhalten des konstant belasteten Lufttransformators bei verinderlicher
Frequenz zu untersuchen.

Hauffe, Ortskurven, 1



2 Theorie der komplexen Zahlen.

behandeln kann, wenn man unter Voraussetzung schwacher Sittigung
vom Einflul des anwesenden Eisens absieht. Der Widerstand der
Sekundirseite, d.i. in den meisten Fallen des Rotorkreises, ist hier
unverdanderlich, die durch die mechanische Belastung beeinflulite
Variable ist der Schlupf, der in den Gleichungen fiir die elektrischen
GroBen auftritt. Vornehmlich sind es die Stréme, deren Grofle und
Phase, d. h. deren Ortskurven gesucht werden.

Diese Hinweise mogen geniigen, den Stoff kurz zu charakterisieren.
Das Interesse an den Ortskurven ist natiirlich dann am meisten be-
griindet, wenn es sich um stationéire Vorginge handelt. Das sind solche,
bei denen alle Verinderungen der Stréme und Spannungen im gleichen
Rhythmus mit der beliefernden Energiequelle vor sich gehen: dem
System ist eine bestimmte Periodizitit aufgezwungen. Macht man nun
des weiteren die Voraussetzung, dafl sich die beliefernde Spannung
zeitlich nach einem Sinusgesetz dndere, so erweist sich die komplexe
Behandlung der Probleme als sehr zweckméflig. Wir werden uns daher
kurz mit der Theorie der komplexen Zahlen zu befassen haben.

II. Theorie der komplexen Zahlen.
A. Das Zahlengebiet.

Die erste der vier Grundrechnungsarten, die Addition, kam mit dem
Gebiet positiver ganzer reeller Zahlen aus. Eine Erweiterung dieses
Gebietes erforderte schon die zweite Grundrechnungsart, die Sub-
traktion. Verlangt man namlich, da

a—b
fiir b > a losbar sei, so wird die Einfithrung negativer ganzer reeller
Zahlen nétig. Das so erweiterte Zahlengebiet erfihrt eine neuerliche
Bereicherung durch die vierte Grundrechnungsart, die Division. Ver-
langt man die Losbarkeit von

a

b

auch in den Fillen, wo a kein ganzzahliges reelles Vielfaches von b ist,
so wird die Einfithrung von gebrochenen reellen Zahlen erforderlich.
Das Radizieren fiigte zu diesen Zahlen noch die irrationalen, und
forderte weiter, damit

16sbar wire, die Einfithrung der imagindren Einheit

j=7—1.

Danach lag es nahe, durch willkiirliche Zusammensetzung reeller und



Darstellung und Nomenklatur der komplexen Zahl. 3

imagindrer Zahlen neue, sogenannte komplexe Zahlen, zu bilden. Diese
stellen nun die allgemeinsten moglichen Zahlen vor, von denen die
rein reellen und rein imaginiren nur Sonderfille sind: es fehlt diesen
der imaginire bzw. der reelle Teil.

Hinsichtlich der Schreibweise der komplexen Zahlen verabreden wir
folgendes: zum Unterschied gegeniiber reellen Zahlen bezeichnen wir
sie mit deutschen Buchstaben. Den reellen Teil bezeichnen wir mit dem
gleichen lateinischen Buchstaben, dem wir den Index 1 zufiigen. Den
imagindren Teil kennzeichnen wir durch Vorsetzen der imaginiren
Einheit § und bezeichnen ihn mit demselben lateinischen Buchstaben
und Index 2. Wir schreiben also

a=a; +ja,
oder
B = B, + j B, usw.
und es bedeuten
A= A4,, b=yjb,,
daBl A keinen imagindren, b keinen reellen Teil hat. 9 ist also rein
reell, b rein imagindr.

B. Darstellung und Nomenklatur der komplexen Zahl.

Die komplexe Zahl
a=a;+ja,
kann dargestellt werden als ein Punkt der GauBschen Zahlenebene,
Abb. 1. Trigt man in einem rechtwinkligen Koordinatensystem auf
der z-Achse, die dann als reelle Achse bezeichnet wird, alle reellen
Zahlen auf, auf der y-Achse, der imaginiren Achse, alle imaginiren

Y
&
N
y 4 X I V4

g
+

-reel +reel
7 +T
&
N

r § v
5 V4 r
Abb. 1. Die GauBsche Zahlencbene. Abb. 2. Dic komplexe Zahl a.

Zahlen, so entsprechen den Punkten der so entstandenen 4 Quadranten

I bis IV der GauBschen Zahlenebene alle nur moglichen komplexen

Zahlen. Wir begniigen uns im allgemeinen, die reelle Achse durch ein

-}--Zeichen, die imaginiire Achse durch 4 § zu kennzeichnen. In Abb. 2

ist die komplexe Zahl a dargestellt unter der Voraussetzung, dal} a,
1*



4 Theorie der komplexen Zahlen.

und @, positiv sind. Der Ortsvektor O P, der dieser komplexen Zahl a
zugehort, hat eine absolute Lénge

a =Y)a}+ a3, (1)
die man als Absolutbetrag der komplexen Zahl a bezeichnet!.

Der Ortsvektor O P hat gegen die positiv reelle Achse eine Neigung

a
® == arc tg 02 , (2)
1

die sich also aus den beiden Komponenten, der imaginiren Kompo-
nente a, und der reellen Komponente a, errechnet? Fiir die Lage von
P und GroBe und Vorzeichen der Phase o* in Abhéingigkeit von Gréfle
und Vorzeichen der Komponenten a, und a, gilt offenbar folgende
Zusammenstellung

a, l a, o P liegt

>0 =0 (O auf der -4 reellen Achse
>0 >0 00 < o << - 90° im /. Quadranten

=0 >0 -+ 90° auf der + imagindren Achse
<0 | >0 - 90° < o << -+ 180° im II. Quadranten
<0 | =0 + 180° auf der — reellen Achse
<0 <0 | +180° < a < 4 270° im III. Quadranten
=0 <0 + 270° auf der — imaginiren Achse
>0 <0 | + 2700 < o« << - 360° im I1. Quadranten

Hierzu ist erginzend zu bemerken, dal} positive Argumente von
iiber 180° auch als negative Argumente von unter 180° betrachtet
werden koénnen. Aus Abb. 2 sind ablesbar die Gleichungen

a; = acosa, | )
ina, | ®3)

a, = asina,

die aus Absolutwert und Phase die Komponenten einer Komplexen

errechnen lassen. Umgekehrt Lieferten (1) und (2) Betrag und Phase

aus den Komponenten. (3) ergeben nach Entwicklung der trigono-

metrischen Funktionen in Reihen die Eulersche Relation
a=ua, +ja, =acosa - jasina = aexi*, (4)
die hier ohne Beweis gegeben werden soll*. Wir nennen

a; +ja,
die Komponentenform,
a tia

die Exponentialform der komplexen Zahl q¢ und verwenden je nach
praktischem Ermessen die eine oder die andere Form.

1 Daneben sind gebriduchlich die Bezeichnungen Norm, Modul oder Betrag
schlechthin.

2 Mau nennt auch «; den reellen Teil, oder die erste Koordinate der Kom-
plexen a, a, den imaginiren Teil oder die zweite Koordinate.

* 4 wird auch als Argument von a bezeichnet. 4 Literaturangabe.
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C. Rechenregeln fiir komplexe Zahlen.

a) Eine komplexe Zahl a verschwindet, wenn ihr Absolutwert a
verschwindet. Da

a = Va2 + a2,

folgt, daBl eine komplexe Zahl nur dann Null sein kann, wenn die Kom-
ponenten Null sind.

b) Zwei komplexe Zahlen sind einander gleich, wenn ihre gleich-
artigen Komponenten miteinander iibereinstimmen. Formell gilt also

a=5b,

wenn

a, =0, und a,=b,.
Hieraus folgt auch v
x=f und a=0.
Umgekehrt zerfillt jede Gleichung zwischen Komplexen in zwei von-
einander unabhingige Gleichungen zwischen den Realteilen und Ima-
gindrteilen. Als Beispiel hierfiir bringen wir
die Zerlegung eines Ortsvektors 9 in Kom-
ponenten nach vorgegebenen Richtungen %
und €. Wir setzen an (Abb. 3)

N=uB +rE,
worin g und » vorliufig unbestimmte reelle

Faktoren sind. Ausfiihrliche Schreibweise liefert
zunichst

Al + jA2 = fu’(Bl + jB2) + V(CI + 702) ’ Abb. 3. Zerlegung eines Orts-

. . . vektors 2% in Komponenten
und Spaltung die beiden Gleichungen nach vorgegebenen Richtungen

B und G.
Ay =p B +vCy,
Ay = pu By + vy,

woraus leicht mit Hilfe der Determinantenrechnung folgt

4, 0, B, 4,
4, G — 1B 4,
/ B, C, B, C,
B, C, B, O,

c) Bei der Addition gelten das kommutative Gesetz
) hinsichtlich der Komponenten einer Komplexen

a+jay=ja, + a,
p) hinsichtlich mehrerer Komplexen

at+b+c=c+b+a,
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und das assoziative Gesetz
) hinsichtlich der Komponenten mehrerer Komplexen
a Fjay+ b+ jby = (a; + b)) + j(ay + by),
f) hinsichtlich mehrerer Komplexen schlechthin
a+(+c)=(a+4+06)+c.

Die Summe zweier Komplexen ist im allgemeinen wieder komplex:
a+b=a 4+ b 4 j(a + by).

Sie ist im besonderen

a) rein reell, wenn ay = —b,,
f) rein imagindr, wenn a; = — by,
y) Null, wenn a, = — b, und a; = — b,.

Liegen die zu addierenden Komplexen in Exponentialform vor, so
ist diese zunichst mittels

a=a&d*=acosq + jasing

in die Komponentenform iiberzufiihren.
d) Fir die Multiplikation gelten das kommutative Gesetz
o) fiir eine Komplexe

p) fir zwei Komplexen

und das assoziative Gesetz
abe)=(ab)c,

endlich das distributive Gesetz
o) fiir eine Komplexe

cla, +ja,) =ca, +jca,,
p) fiir mehrere Komplexen
cfa+b)=ca+ch.
Bei der Bildung von
a-b=(a; 4+ ja,)(b; +5b,
liefert zunichst das distributive Gesetz
@y (by +5be) +jaz(by +jby),

und darauf das assoziative Gesetz

arby — asby + j(a b, + ay b)) .
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Hierbei ist von der Beziehung §2 = —1 Gebrauch gemacht. Potenzen
von j stellen wir an dieser Stelle zusammen
j=7-1, ]
. L2
p=y—1=—1, )
P=gti=—i,
p=pp=—1-—1=+1,

woraus die zugrunde liegende GesetzmaBigkeit ohne weiteres erkenn.

bar ist.
Das Produkt ab wird im allgemeinen komplex sein. In Sonderfillen

jedoch kann es sein

o) rein reell, wenn a,b, 4+ a,b, = 0. Hieraus folgt

@ _ b
a by’
tga = — tgf =tg(— B) bzw. = tg(180° —f),
a=—F bzw. =180°—4.

Das Produkt ist demnach rein reell, wenn die Argumente der zu mul-
tiplizierenden Komplexen entgegengesetzt gleich sind, bzw. sich zu
180 Grad ergénzen.

B) rein imaginir, wenn a, b, — a, b, = 0. Hieraus folgt

2 _ b
ay by’
tg o = cotg B = tg (90° — B) bzw. = tg — (90°+ ),
= 90" — 8 bzw. = — (90°+ f),

o+ f = - 90°.
Das Produkt ist demnach rein imaginir, wenn die Argumente der zu
multiplizierenden Komplexen sich zu —+ 90 Grad ergénzen.
Liegen die zu multiplizierenden Komplexen in ihren Exponential-
formen vor, so ergibt die Potenzrechnung

ab — aajabgjﬂ: abgf(a‘l“ﬁ).

Aus dieser Gleichung folgen obige Betrachtungen iiber den Charakter
des Produktes ganz unmittelbar. Hierbei ist zu beachten, daf}

gi0° — +1, g+790° — :i: 7" gti1800 — __ 1, g+7270° — —T ? (6)
Der Leser beweise, daB ab gleich ist dem Absolutwerte von
ab = a;b; — agby + 7 (a1 b5 + a3 by),

d. h., der Absolutwert des Produktes ist gleich dem Produkt der Ab-
solutwerte.
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e) Die Division zweier Komplexen

a ay+ja,

b bi+ib,
li3t die Komponenten des im allgemeinen komplexen Quotienten
0=q¢+jg
erst erkennen, wenn man mit b, — jb, erweitert. Man erhilt
a (811 7a,) (b — jby) _ T by + agby + j(agby — ay by)

b bf + b3 bi + b3
Die Komponenten des Quotienten sind
— tbit aeb, — Bh—ab
a= gy M@= g

Der Quotient ist in Sonderfillen
«) rein reell fir a, b, —a, b,=0,
ag by
a b’
tgo = tgf bzw. = tg (180° 4 f),
o= bzw. = 180°4 f.
Der Quotient zweier Komplexen ist demnach rein reell, wenn die Argu-
mente von Dividend und Divisor einander gleich sind oder sich um
180 Grad unterscheiden.
f) rein imaginir bei a, b;+ay,b, =0,

“_ b
ay by’
tgo = — cotg f = — tg (90° — f) = tg — (90° — ) bzw.
= tg (90° + B),
o= —(90°— B) bzw. = (90° 4 f),
a— B = 4 90°.

Der Quotient zweier Komplexen ist demnach rein imaginir, wenn
die Differenz ihrer Argumente 4+ 90 Grad ist.
Liegen die Komplexen in ihren Exponentalformen vor, so ergeben

die Gesetze der Potenzrechnung
a aga
Dbt

Hieraus sind obige Betrachtungen ebenfalls leicht abzulesen. Der Leser

verifiziere, dal}

a .
= — gi(a—p)
b & .

A a
qg= Vﬁ‘l‘qg:‘b*’

d. h. der Absolutwert des Quotienten ist gleich dem Quotienten der Ab-
solutwerte.
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f) Potenzieren und Radizieren sind am einfachsten an der Exponen-
tialform nach bekannten Gesetzen vorzunehmen.
a* = [aeja]n — anejna,
n n - n— j
Vo= Yawm —jae' v,
Potenzen und Wurzeln einer Komplexen sind im allgemeinsten Falle
komplex. Sie sind in Sonderfillen

o) rein reell, wenn no bzw. —:(; = -+ 180° oder 0°,

0 . - I «©
f) rein imaginir, wenn no bzw. = =+ 90°.

D. Konjugiert komplexe Zahlen.

Zwei komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen des ima-
gindren Teiles unterscheiden, nennt man konjugiert komplex.
a=ga, +ja,=aeti*
und
A = @ — jay = @€~/
sind also konjugiert komplex. Wenn nichts anderes vermerkt ist, soll
Index k hinter dem deutschen Buchstaben einer Komplexen den zu
dieser konjugiert komplexen Wert andeuten.
Die Darstellung zweier konjugiert Komplexen
in der GauBschen Zahlenebene zeigt Abb. 4.
Demnach ist P, das Spiegelbild von P in bezug
auf die reelle Achse. Zwei konjugiert komplexen
Zahlen kommen eine Reihe besonderer Eigen-
schaften zu, die wir nachfolgend auffithren:
a) ihre Summe liefert
a-+ ap=+w; +ja, +a, —ja, = 2a, .
Die Summe zweier konjugiert Komplexen ist apu.s. zwei konjugiert kom-

. ce Zahlen in der GauBsche
also rein reell. plexe Zablen, In der Gaufischen

b) Thre Differenz liefert
a— Qg = a, +ja'2—a1+'ja/2:2ja‘2'

Die Differenz zweier konjugiert Komplexen ist also rein imaginér.
¢) Ihr Produkt liefert

a-q, = acti*.qe j* = q?.

o

Das Produkt zweier konjugiert Komplexen ist rein reell. Die Um-
formung
a = 1//(1 Qaz

ergibt eine Bestimmungsgleichung fiir den Absolutwert von a.
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Von der besprochenen Beziehung haben wir in II Ce) schon Ge-
brauch gemacht, indem wir dort den Quotienten
a a, + ja .
QIF’;mi =a+9¢
mit b, — j b, erweiterten, um ¢; und ¢, zu bestimmen.
d) Ihr Quotient liefert

a ae-r—}ot

Ay ae”l

= e 8+ j2a .
Das ist ein Ortsvektor vom Absolutwert 1, der den doppelten Winkel
von g mit der positiv reellen Achse einschlief3t.

e) Eine Funktion von mehreren Komplexen

F(a,b,c...0),

die durch Operationen der ersten vier Grundrechnungsarten mitein-
ander verbunden sein sollen!, wird im allgemeinen wieder komplex
sein. Sucht man hierzu die konjugiert komplexe Funktion §,, so wird
diese dadurch gefunden, dafl man § auf die konjugiert komplexen
GroBlen ay, by, ¢ ...Y; anwendet. Formal heit dies

Sela,b,c...h) == F(ax, by, ¢ - . Bz). (7)
Den Beweis erbringe der Leser selbst, indem er z. B.

(a+Db)e d (0 + be) e
b—e br— ez

berechne und die Ergebnisse miteinander vergleiche. Sie werden zuein-
ander konjugiert komplex sein.

Die unter II C b) behandelte Aufgabe der Zerlegung eines Ortsvek-
tors 9 nach vorgegebenen Richtungen B und € gestattet mit e) eine
andere Moglichkeit der Losung. Der Ansatz

A=upuB +rE€
liefert namlich sofort die weitere Gleichung
W = p By + v .

(Da u und » reelle Faktoren sind, wiren Indizes k dort sinnlos!) Beide
Gleichungen ergeben

A € B A
U G 1B U
b=rww T YT T8 6

§8)¢ @k[ ’Bk (S:k

1 Eine solche Funktion wird rational genannt.
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Der Leser verifiziere die Ubereinstimmung der hier wie dort gefundenen
Resultate. Die Berechnung der Determinanten lift z. B. in
_AG, — AE
S TOSNG
zunéichst ohne weiteres erkennen, dafl Ziahler und Nenner nach II D b)
rz2in imaginér, ihr Quotient also rein reell ist.
Die Abschnitte a), b) und e) ergeben weiterhin:
Soll eine rationale Funktion § von mehreren Komplexen rein ima-
ginér sein, so gilt
Nach II D a) wiire die Summe von § und ;. rein reell. Da aber in § der
reelle Teil nicht vorhanden sein soll, so fehlt er auch in ;. Soll eine
rationale Funktion ¥ von mehreren Komplexen rein reell sein, so gilt

S —8=0.
Die Differenz zweier konjugiert Komplexen ist an sich nach II D b) rein
imagindr. In § sollte aber voraussetzungsgemif der imaginire Teil
Null sein. Folglich ist er es auch in ;.
Als Anwendungen dieser Beziehun-
gen bestimmen wir den Abstand einer
Geraden vom Ursprung, Abb. 5. Die
Gleichung der Geraden g in komplexer
Form lautet

+J

N g=a-+bp, (8)
a=0A ist ein fester Ortsvektor. _J
Addiert man hierzu b = A_j?, SO er- 4 :
gibt sich £ =g

g =a+b. o/ ¥ n=-oo

Abb. 5. Abstand einer Geraden.

Variiert der reelle Parameter p, so
wandert der Endpunkt von ¢ auf der Geraden g. In Abb.5 ein-
gezeichnete Sonderwerte sind

gi=a-+b fir p=-+1,
go=a fir p=20,
Go=a-+2b fir p=-+42.
Dem Fulipunkt F des Lotes | aus O auf g entspreche der Parameter-
wert p,. Es gilt dann
=a+ bp,.
{ und b sollen nun aufeinander senkrecht stehen. Dies ist der Fall, wenn

der Quotient 1 atbp

b b
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rein imaginar ist. Allgemein ist nadmlich

Lt 1 -n,
b bein b
A — Bist nach Abb. 6 der Winkel zwischen [und §. Ist er -+ 90 Grad,

so wird

K

=P = g£i90° = 4

s. auch II Ce). Hiermit ist unsere Aussage {iber

% bewiesen. Setzt man

atb
b p() —_ %}’
Abb. 6. Geometrische Deutung 50 1st
des Quotienten zweier Kom- a: + by po _
plexen. B, - 8’/;:
und es mul} sein
% + gk = Oa
a—+ by, 4 a. -+ bepy =0,
b b,
a bk + b2p0 + akb + bzpo = O,
ab,+ axb
Po= — 2p2 .

Dies ist der Parameterwert, der dem Lot [ zukommt. Der Zihler des
Ausdruckes ist als Summe zweier konjugiert Komplexer rein reell, p,
also ordnungsgemaB ebenfalls reell. Mit p, lait sich

[=a+4+bp,

nach GroBe und Phase errechnen.
f) Endlich beweisen wir die wichtige Tat-

., sache, daB
02
a und —
ax

zueinander invers sind. Es ist ndmlich

) =ad?,

Abb.7. P und I;‘ismd zu-

einander invers, ¢* ist Inver- — —Ja
sionspotenz. ay = G & s

c? c? c?

a.  ae—ic a

folglich haben



Graphische Rechenoperationen. 13

die gleiche Phase o, und das Produkt ihrer Absolutwerte ist

2
C

a-— = c2,
a

also konstant. ¢2 heilt Inversionspotenz. Abb. 7 zeigt die Lage von
2

a, a, und .
alc

E. Graphische Rechenoperationen.

Die in C und D besprochenen Rechnungen lassen sich auller alge-
braisch auch graphisch durchfiihren. Wo irgend angingig, lassen wir
diesbeziigliche Abbildungen fir sich selbst sprechen.

a) Addition und Subtraktion zweier Komplexen

atb=1y

gehen aus Abb. 8 hervor: es ist die von der Zusammensetzung von
Kriaften her bekannte Methode.
b) Die Multiplikation

a-b = L= ab‘gj(a*}'ﬁ)

filhrt nach der Umformung von ab = x in

1 b
@z
auf die Aufgabe, mit Hilfe der Einheitsstrecke x als 4. Proportionale
zu konstruieren. Das Argument von g ist die Summe der Argumente
von a und b. In Abb. 9 ist die graphische Losung der Aufgabe gezeigt:
Die Einheitsstrecke lege man in die reelle Achse, klappe b in diese

+]

Abb, 8. Addition und Subtraktion Abb. 9. Graphische Multiplikation
von Komplexen. ab =7y

herunter und zeichne das Dreieck mit den Seiten b und 2, das dem aus
der Einheitsstrecke und a gebildeten dhnlich ist. a klappe man dann
zuriick in die Phasenlage o + £.
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¢) Das Quadrat
Q2 = = a?glla

wird auf ganz analoge Weise dargestellt, indem man a2 = x umformt in

1 o«
a x
v und z als 4. Proportionale zeichnet.

t hat das Argument 2 «.

! % x 2

Abb. 10a. Graphische Ermittlung Abb. 10b. Graphische Ermittlung des
des reziproken Wertes ciner Kom- reziproken Wertes einer Komplexen
plexen. (Hilfskonstruktion).

d) Bevor wir die Division allgemein besprechen, behandeln wir die
graphische Bildung des reziproken Wertes

~1_: EZL: ig—ia‘
a a el a

Formt man za¢ = 1 um in

so ist z als Hypotenusenabschnitt eines rechtwinkligen Dreiecks auf-
; findbar, das die Einheitsstrecke zur Héhe,
a zum anderen Hypotenusenabschnitt hat.
Das Argument von ¢ ist —a, Abb. 10a
und b.
e) Die Losung der Aufgabe

g =1= Z & a—p
geschieht nach Umformung von z= kZ' in
-b ,1,
a z

durch Konstruktion der 4. Proportionale
analog Abb. 9. Das Argument von g ist die
Differenz der Argumente von a und b,
Abb. 11. Hierbei erweist es sich als zweckmiBig, die Einheitsstrecke
in die positiv imagindre Achse zu legen.

f) Die Wurzel aus einer Komplexen

ry

Ja—=z=yae"
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wird graphisch ermittelt, indem man z = Vc; umformt

r?=a,
a x
z 1

und 2z als mittlere Proportionale zwischen der Einheitsstrecke und
der Strecke @ konstruiert: x ist Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks mit

den Hypotenusenabschnitten 7 und a,
Abb. 12a und b. Das Argument von

L ist ; .

¥

7 a

Abb, 12a. Graphische Bestimmung der

Abb.12b. Graphische Bestimmung der
Wurzel aus einer Komplexen.

Wurzel aus einer Komplexen (Hilfskon-
struktion).

g) Die Aufzeichnung konjugiert komplexer Werte zu vorhandenen
Komplexen macht nach Abb. 4 keine Schwierigkeiten.

h) Zur Bestimmung inverser Kurven lassen sich eine Reihe einfacher
Verfahren angeben: da zwei Punkte zueinander invers sind, wenn ihre

Fahrstrahlen r und R gleiches Argument o besitzen, und

f das Produkt
rR = c?
+7)
r A
o
g r

Abb. 132a. Die Inversionshyperbel r R = ¢%. Abb. 13b. 2 inversc Punkte P und P*.

ihrer Absolutwerte konstant ist, nimlich gleich der Inversionspotenz c2,
so liegt es 1. nahe, die Hyperbel

rR = ¢?

aufzuzeichnen, indem man r als Abszisse, R als Ordinate wihlt. Aus
dieser Darstellung, Abb. 13a, 1d6it sich zu jedem Werte r der zugehdrige
Wert R entnehmen und umgekehrt. In Abb. 13b sind die beiden inversen
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Punkte P und P* gezeichnet. Der Ursprung O der Fahrstrahlent und fi
heift das Inversionszentrum.
2. gelingt die Auffindung inverser Punkte durch die ,,Spiegelung
am Grundkreis®‘, Abb. 14. Zu P soll der inverse Punkt P* in bezug auf O
. als Inversionszentrum gefunden
werden. Man beschreibe um O den
Kreis mit Radiusc. Er hei3t Grund-
kreis und hat die Eigenschaft, daf;
alle seine Punkte zu sich selbst in-
vers sind. An diesen Grundkreis lege
man von P aus die Tangenten ¢, und
t,, die in B, und B, berithren. Die
Verbindung B,; B,, Polare in bezug
8, auf P genannt, schneidet OP im
gesuchten inversen Punkt P*.
Zum Beweis ziehen wir O B; und
Abb. 14, Auffindung inverser Punkte durch finden aus den ahnlichen Dreiecken
Spiegelung am GrundKkreis.
AOB, P~ ANOP*B,,

ric=c¢: R

=3
&
&
Ze
=

oder
7 B = c2.
Zur Auffindung inverser Kurvenziige ist selbstverstindlich punktweise
Konstruktion mit Hilfe der eben beschriebenen zwei Verfahren moglich.
Dariiber hinaus existieren zwei mecha-
nische Hilfsmittel, von denen wir zu-
nichst den Inversor von Peaucellier
behandeln. Gem&afl Abb. 15 sind 4 gleich-
lange Stangen 4D, DB, BC, CA der
Lange @ zu einem Rhombus gelenkig ver-
bunden und von O, dem Inversionszen-
trum aus, durch die zwei gleichen Stangen
OA und OB von der Linge [ gefiihrt.
Mit Hilfe der Hilfslinien OCM D und
A M B gelingt der Beweis, da €' dic inverse Kurve zu derjenigen zeich-
net, auf der Punkt D gefiihrt wird.
Es ist nimlich
0C-OD=rR=(0M—MCYOM+ MD)=(0M?— (M2,
weil M D = M( ist. Ferner gilt
(OM)?==1>— (A M)3,
(MCP=a2— (AM)?,

Abhb. 15, Peaucelliers Inversor.

folglich
r R = I> — g% = const!
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Dieser Inversor ist unter der Voraussetzung ! 4 a tauglich fiir Fahr-
strahlen

l—a<Zr<Ll+a.
Er versagt bei | = a fiir r = 0, wofiir

12— a2 0
R=—r=%

d. h. unbestimmt wird. Er zeichnet in diesem Fall bei » = 0 einen Punkt
mit dem Fahrstrahl B — 2] auf, wiah.
rend rR =¢%2 beir=0 R = o0 er-
geben miifite.

Diesen Ubelstand vermeidet der
,,Inversionszirkel‘ von Bloch1, aller-
dings unter Inkaufnahme eines klei-
nen Nachteiles, Abb. 16. Im Inver-
sionszentrum wird der doppelte Recht- I
winkel I drehbar befestigt. Auf dessen
Mittelteil ist bei A drehbar der rechte
Winkel 71 befestigt. Dabeiist der Ab- Abb. 16. Der Inversionszirkel von Bloch.
stand O A = c beliebig einstellbar. Im
Kreuzungspunkt P von I und II sitzt ein Stift, der auf der zu in-
versierenden Kurve gefiihrt wird. Im Kreuzungspunkt P* von I und 7/

1 JOL-

>

sitzt ein zweiter Stift, der die in- 0
verse Kurve zeichnet. Es ist niamlich
rR=c¢c?.

Man sieht ohne weiteres, daf3 das
Produkt der Fahrstrahlen zwar kon-

stant ist, dall sie aber in Gegen-
phase zueinander liegen. Man nennt £
diese Art der Inversion eine ellip-
tische, wihrend die hyperbolische
Inversion, die fiir uns von Interesse
ist, dadurch gekennzeichnet ist, daf3
t und R gleiches Argument besitzen.
In Abb. 17 ist die Gerade ¢, ihre
hyperbolische und ihre elliptische Inversion gezeichnet. Es wird als
bekannt vorausgesetzt, dall eine Gerade, welche nicht durch das
Inversionszentrum geht, einen Kreis durch dieses zur Inversion hat.
Man ersieht aus Abb. 17, dall die beiden Inversionen von g in bezug
auf das Inversionszentrum symmetrisch sind.

Abb. 17. Hyperbolische und elliptische In-
version der Geraden g.

1 Schweizer Patentschrift Nr. 74951.

Hauffe, Ortskurven. 2
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Man sagt, die hyperbolischen und elliptischen Inversionen sind zu-
einander zentralsymmetrisch. In die Abbildung sind einander ent-
sprechende Punkte P auf g, P} auf der hyperbolischen, P¥ auf der
elliptischen Inversion eingetragen. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daf}
man mit dem Inversionszirkel von Bloch die hyperbolische Inversion
von ¢ findet, indem man die zu g zentralsymmetrische Gerade ¢’ in-
versiert. Der dem Punkt P auf g entsprechende Punkt auf ¢’ ist P’.

III. Gesetze der Wechselstromtechnik fir die
Aufstellung der Ortskurvengleichungen.

Die Gesetze der Wechselstromtechnik, soweit wir sie fiir die Auf-
stellung der Ortskurvengleichungen brauchen, entwickeln wir in dufler-
ster Kiirze.

A. Maschengleichungen.

Bei Zusammenschaltung mehrerer Widerstinde wird man im all-
gemeinen ein vermaschtes System erhalten. Es empfiehlt sich, die End-
punkte der Maschenseiten mit Buchstaben zu
bezeichnen, Abb. 18. Es gilt dann das Gesetz:
Die Summe der Seitenspannungen ist Null (Kirch-
¢ hoff). Hierbei ist ein an sich beliebig wihlbarer
Umlaufsinn der Masche strikt beizubehalten, er
komme durch die den Spannungen beigefiigten
F {, Indizes zur Geltung. Die Summe gilt algebraisch
fiir Augenblickswerte!, vektoriell fiir Effektivwerte2.
£ Wir fassen das Gesagte formell und umlaufen die

Abb. 18. Zur Erlduterung . . .
der Maschengleichungen.  Masche der Abb. 18 einmal im Uhrzeigersinn und

A 4

erhalten
Ugp+ U+ Yop + Upg+ Upp+ Upe+ Ug4 =0 9)
fiir die Augenblickswerte bzw.
U5+ uBC + Ugp + Uyz+ HEF+ Upe+ Uy =0 (9')

fiir die Effektivwerte. Aber wir kénnen ebenso gut die Masche im ent-
gegengesetzten Sinn umlaufen und erhalten

Uge T+ Ugp+ Upp+ Ugp T+ Upe + Upgp + Uy = 0 (9”)
fiir die Momentanwerte oder
U+ UgptUpp+ W+ Upe -+ U+ Up,, =0 (9"

1 Kleine lateinische Buchstaben.
2 GroBe deutsche Buchstaben. Der hierdurch ausgedriickte Vektorcharakter
erspart das Dach A iiber den Operationszeichen !



Seitenspannung und Seitenstrom. 19

fiir die Effektivwerte. Mit Riicksicht auf den Wechsel des Umlaufs-
sinnes gilt

Ugyp= — Upy:
N,p= — Up, usf.
Danach kénnte man die Maschengleichung auch schreiben
11,43—1103+1ICD—HED+IIEF—11GF+ ugA:()’ (9////)

man wird aber den Umlaufssinn nicht so haufig wechseln.

B. Knotenpunktsgleichungen.

Am Verbindungspunkt mehrerer Maschen entsteht ein Knoten-
punkt K, Abb. 19. Es empfiehlt sich, die sich treffenden Leitungen mit
Zahlen zu bezeichnen. Es gilt dann das Gesetz:
Die Summe der zuflieBenden Strome ist gleich
der Summe der abflieBenden (Kirchhoff). Die
Summen sind algebraisch zu nehmen fiir Augen-
blickswerte, vektoriell fiir Effektivwerte. An sich
ist es nun vollkommen gleichgiiltig, welche Strome
man als zu- und welche als abfliefend annimmt.
Man kann also schreiben

Abb.19. Zur Erlauterung der

il + 7:2 + 'Lf; + 7:4 "‘," 7:5 =0 (10) Knotenpunktsgleichungen.
fiir die Augenblickswerte bzw.
S+ Jet+I+H+IJs=0 (10"

fiir die Effektivwerte, wobei man alle Strome auf K zuflielend ange-
nommen hat, oder man schreibt

il = i2 -+ is -+ 7:4 + 7:5, (10”)
bzw.

Bi= Bt B+ Kt (10")

wobei man §; allein auf K zuflieBend, $, bis {5 als von K abfliefend
angenommen hat.

C. Seitenspannung und Seitenstrom.

Von Interesse sind nunmehr die Beziehungen zwischen der an einer
Seite meBbaren Spannung (Augenblickswerte oszillographisch, Effektiv-
werte mittels Voltmeters), der in ihr wirksamen EMK und dem in ihr
tflieBenden Strom. Diese Beziehung gibt das Faradaysche Induktions-
gesetz, das wir folgendermaflen formulieren:

Die in einem geschlossenen Kreise wirksame Summe
der erfallbaren elektromotorischen Krifte ist gleich der

9%

s
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Summe aller Ohmschen Spannungsabfille und der iiber-
dies meBbaren Spannungen.
In Gleichungsform

Dde=231R+ Nu. (11)

Man bezeichnet 3'e aus spiter ersichtlichen Griinden als magnetischen
Schwund, die rechte Seite der Gleichung (11)

iR+ u=u, (12)
wird Umlaufspannung genannt. Index 0 auf der rechten Seite von (12)
deutet an, dafl es sich um einen geschlossenen Umlauf handelt. Mit den
£ eben eingefiihrten Benennungen erhilt das
T P ) Faradaysche Induktionsgesetz den Wortlaut :

DermagnetischeSchwund ist gleich
der Umlaufspannung.

Die Anwendung des Gesetzes zeigen wir
zunichst an einem Beispiel, Abb. 20. Hier ist
ein Wechselstromgenerator G gezeichnet, der
in Reihe geschaltet ist mit einem Ohmschen

Py G Widerstand R, , einem Kondensator C, einer

ADb. 20. Zur Erlduterung des Drosselspule S und einem Netz N, dessen

Faradayzﬁi?zclsrfduktion& Widerstandsverhéltnisse uns unbekannt sind.
Uber diese Anordnung 146t sich aussagen:

1. Sitz elektromotorischer Krifte sind 1. der Generator G, 2. die
Drosselspule S und 3. das Netz N. Die in letzterem wirksamen EMKK
sind aber nicht erfallbar, also gilt

e =1¢e; + ¢,.

2. Ohmsche Spannungsabfille treten auf im Ohmschen Widerstand R,
des Generators (7, im Widerstand R; und im Ohmschen Widerstand R,
der Drossel, also ist

21R=1i(R;+ R, + R,).

3. Dariiber hinaus sind an der vorliegenden Anordnung meBbar?!
die Spannungen u,, am Kondensator (, und die Spannung u,, an
dem Netz N, dessen Widerstandsverhiltnisse uns unbekannt sind.
Es gilt somit

2u = Upc+ Upg-
Hierbei ist zu beachten, dafl die Spannungen in dem Umlaufssinn als
positiv anzugeben sind, der vorher willkiirlich als positiv festgesetzt ist. In
Abb. 20 ist dieser durch den Pfeil &) angedeutet. Fiir u,,, sei nochmals
hervorgehoben, dafl das Netz N sehr wohl Sitz weiterer EMKK, Ohmscher

1 Da Je und YiR Augenblickswerte sind, miiiten wgz, und u,, oszil-
lographisch gemessen werden.
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oder kapazitiver Spannungsabfille sein kann, deren Erfassung und
Einfithrung in e bzw. Mi R oder 3 u deshalb unmdglich ist, weil die
Beschaffenheit des Netzes N unbekannt ist. Thre Wirkung wird aber
eben durch w,, schon beriicksichtigt. Das Faradaysche Induktions-
gesetz gibt also fir die Anordnung der Abb. 20 die Gleichung
e;+ e =1 (B, + By + Ry) + ugo+ upp - (13)
Da erfahrungsgemifl die Aufstellung solcher Gleichungen dem Lernen-
den viel Schwierigkeiten macht, beschéiftigen wir uns noch weiter mit
Abb. 20. Es wire denkbar, dall man auch die Spannung an § mil3t.
Dann ergibt sich
26 == €y,
2R =1(R;,+ Ry,
= upe = Uep + Upp>
bzw.
ey =1t (R;+ By) + upc + uep + Upp- (13)
Es gilt jetzt fiir die Drossel dasselbe wie fiir das Netz: wird iiber einem
Schaltungselement die Spannung gemessen, so sind die in diesem wirk-
samen EMKK und vorhandenen Ohmschen Span-
nungsabfille in NMe bzw. Y iR nicht in Rechnung

zu setzen.
Vergleich von (13) und (13') liefert die Beziehung

e = 1Ry — ugp, (14)
die wegen

Ugp = — Upc
in Abb. 21, Zur Erliuterung
des TFaradayschen In-

ey = 1Ry + upg (14) duktionsgesetzes.

tibergefiihrt werden kann. Der Leser beachte, daf} (14) die Anwendung
des Faradayschen Induktionsgesetzes darstellt auf den Kreis, der durch
die Drossel S und den in Abb. 21 gestrichelten SchluBlpfeil w, . ge-
bildet ist. Wir gehen nun noch einen Schritt weiter und messen auch
die Spannung iiber BE (Abb. 20). Damit entfallen in e der Sum-
mand e,, in M¢R die Summanden ¢ R; und ¢R,, d. h.
de=20,
YiR=0,
2w = ugg + uop + upp + ugp,
und wegen (11)
0 = upg + ugp + Upp -+ Ugp-

Der Leser erkenne in dieser Gleichung das Gesetz der Maschenseiten-
spannungen!
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Die Anwendung des Faradayschen Induktionsgesetzes auf eine
Maschenseite erlautert Abb. 22. Der Strom in der Maschenseite MN
sei von M nach N flieBend angenommen. Diese

He o(”j Festsetzung wird zur Aufstellung der Knotenpunkts-
G N gleichungen bekanntlich erforderlich. Es liegt nun
i Y nahe, durch i,, gleichzeitig den Umlaufssinn des
Luy N \ durch uy,, zu schliefenden Kreises festzulegen.
/ “w Dann ist
L,/ e = eyy>
/(J)_’V/’/ ZiR:iMNRNM’
¥ Z'LL = Unpm-

Abb. 22, -Erliuterung

des Faradayschen In- .
duktionsgesetzes, an- (11) liefert also

gewendet auf eine Ma- .
schenseite. euMN = My RMN + U (15)

D. Elektromotorische Krifte.
Eine Windung sei von einem magnetischen Flu3 @ durchsetzt.
Andert sich dieser zeitlich, so wird in der Windung eine EMK
e=— 2210 Volt (16)

(@ in CGS-Einheiten, ¢t in Sekunden) induziert. i ist die Anderung

dt
des magnetischen Flusses in der Zeiteinheit oder der magnetische
Schwund. Sind w Windungen in Reihe geschaltet, die von den Fliissen
Dy, Dy, Dy . .. D, durchsetzt werden, so ist die resultierende EMK

w
d p
e::gek:-—dt(q>l+¢2+¢3+-.-+<z>w)1o—8 Volt.  (17)
Man bezeichnet
w
108 = (D, 4+ Dy 4Dy - -+ D108 =¥ (18)
1
als Spulenflul und mifit ihn in Voltsekunden. Mit ihm schreibt sich

(17)
a¥v
e = — WVolt. (].9)

Physikalisch bedeutungslos, fiir viele Rechnungen aber sehr bequem,
ist die Einfihrung eines mittleren Windungsflusses gemaf

w
Q):_l :Fp1+(p2+¢3+--j:&, (20)

w w
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womit (17) tibergeht in
e = — w‘% 10-3 Volt . (21)

Im Elektromaschinenbau ist es iiblich, den gréBten WindungsfluBl @pqx
in die Rechnungen einzufiithren. Offenbar ist

@1+¢2+@3+""}‘¢w<w¢maxa

da, wenn beispielsweise der FluBl @, der grofte ist, alle iibrigen kleiner
sind. Man setzt

@1+¢2+@3+~"+¢w:C'w®max, (22)
und nennt { den Wicklungsfaktor. Fiir ihn gilt
f<1. (23)
Mit ihm wird (17)
o= — Cwilm 105 Volg. (24)

Hierbei darf nicht vergessen werden, dal @,, @,, @, ... ®D,,
ebense auch @ __ Augenblickswerte sind. Ihre Amplituden sind

Dy, Doy, Do .- Dy, bzw. .
Wir beschaftigen uns jetzt mit der einfachsten Schreibweise (19)

¢ = — %Volt (19)

und fragen uns nach Ursachen, durch die eine zeitliche Anderung des
Spulenflusses bedingt sein kénnte. Um zu einer moglichst sinnfilligen
Gruppierung zu kommen, setzen wir zunichst einmal fest:

1. Die Spule, in der sich der Spulenflufl indert, bewegt sich nicht.
Zeitliche Anderungen des Spulenflusses treten dann auf, wenn

a) die Spule von einem zeitlich verdnderlichen Strom durchflossen
ist: EMK der Selbstinduktion, Drosselspulen,

b) eine ruhende Nachbarspule, die auf die betrachtete Spule indu-
zierend wirkt, von einem zeitlich veranderlichen Strom durchflossen
wird: EMK der Gegeninduktion. Die Verhiltnisse liegen beim leer-
laufenden Transformator vor. Die Primédrwicklung ist die induzierende
Nachbarspule, die Sekundirwicklung ‘ist die betrachtete, induzierte
Spule. In dieser tritt tiberdies eine EMK nach a) dann auf, wenn sie
selbst nach Einschaltung eines Stromverbrauchers auf der Sekundar-
seite stromfithrend wird,

c) eine erregte Nachbarspule, die ihre Induktionslinien in die be-
trachtete feste Spule schickt, bewegt wird: EMK der Gegeninduktion.
Die Erregung der bewegten Spule kann mit Gleichstrom geschehen. Die
beschriebenen Verhiltnisse liegen dann bei der leerlaufenden Wechsel-
strommaschine vor, deren gleichstromerregtes Polvrad gedreht wird.
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Die feststehende Ankerwicklung wird Sitz elektromotorischer Krifte.
Es wire aber auch denkbar, dall die Erregung der bewegten Spule mit
Wechselstrom geschihe.

Mit a) bis ¢) sind die Moglichkeiten erschopft, nach denen in ruhenden
Spulen zeitliche Anderungen des Spulenflusses praktisch auftreten
konnenl. Die induzierten EMKK nennt man EMKK der Ruhe, weil
sie in ruhenden Wicklungen auftreten. Da sie im Transformator eine
praktisch sehr bedeutsame Rolle spielen, werden sie auch EMKK der
Transformation genannt.

Nunmehr setzen wir fest:

2. Die Spule, in der sich der Spulenflufl dndert, bewegt sich.

Zeitliche Anderungen des Spulenflusses treten dann auf, wenn

a) die bewegte Spule ihre Lage gegeniiber einer stromdurchflossenen
induzierenden Spule #dndert. Die Erregung der induzierenden Spule
kann mit Gleichstrom geschehen. Die besprochenen Verhiltnisse liegen
dann beispielsweise vor bei dem bewegten Anker einer Gleichstrom-
maschine. Die Erregung der induzierenden Spule kann aber auch mit
Wechselstrom geschehen. Diese Verhiltnisse liegen vor bei dem be-
wegten Anker eines Wechselstrommotors, dessen Sténder wechselstrom-
gespeist ist.

Die genannten EMKK heilen EMKK der Bewegung, weil sie in
bewegten Spulen auftreten. Thr wichtigstes Kriterium ist, daB sich die
induzierte Spule gegeniiber der Bahn des magnetischen Flusses bewegt,

b) eine erregte Spule bei ihrer Bewegung variablen magnetischen
Widerstand vorfindet. Der durch die Erregung bedingte magnetische
FluB wird hierdurch zu einem pulsierenden und erzeugt EMKK. Diese
sind jedoch EMKK der Ruhe, da die bewegte Spule gegeniiber dem
FluB in Ruhe bleibt. Die beschriebenen Verhiltnisse liegen beispiels-
weise bei dem gleichstromerregten Polrad einer Wechselstrommaschine
vor. Infolge der Nutung des Ankers treten bei rotierendem Polrad
Schwankungen im Fluf3 auf, die EMKK in der Erregerwicklung selbst
erzeugen. Diese befindet sich jedoch gegeniiber der Bahn, in der der
magnetische Flull verlauft, d.i. gegeniiber dem Poleisen, in Rubhe.

Bei Abwesenheit von Eisen oder bei Anwesenheit von Eisen schwacher
magnetischer Sattigung ist der Spulenflul dem erregenden Strom
proportional. 1st dieser der Strom in der betrachteten Spule selbst, so
setzt man

W,=Lt. (25)
Der Proportionalititsfaktor L wird Selbstinduktionskoeffizient ge-

nannt. Aus (25) foigt
W AL di
dt T TV i

1 Wir sehen davon ab, mit der Bewegung permanenter Magneten zu arbeiten.

(26)
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Die EMK

. i(lL
dt

tritt bei konstantem Strom, aber variabler Selbstinduktion auf. Sie ist
mit der in Abschnitt 2b beschriebenen identisch: das rotierende Polrad
ist mit Gleichstrom erregt, infolge der Ankernutung &ndert sich der
Selbstinduktionskoeffizient.

Die EMK

de
_ LW
tritt bei konstanter Selbstinduktion L, aber variablem Strom auf. Sie
ist mit der in 1a beschriebenen identisch.
Fiir den Fall, dafl der Strom, der den Spulenflufl in unserer be-

trachteten Spule erzeugt, in einer induzierenden Nachbarspule flie3t,
setzt man

VY, = Mi. (27)
M wird Koeffizient der gegenseitigen Induktion genannt. Aus (27) folgt
¥, LdM dz .
— g = i My (28)
Die EMK
gt
Tt

tritt bei konstantem Strom in der Nachbarspule, aber variabler Gegen-
induktivitit auf. Die Verinderlichkeit der Gegeninduktivitit kann zwei
Ursachen haben:

o) Die induzierende Nachbarspule bewegt sich, die EMK in der
betrachteten Spule ist dann eine EMK der Ruhe und mit der in le be-
schriebenen identisch.

f) Die induzierte betrachtete Spule bewegt sich. Die EMK ist eine
EMK der Bewegung und mit der in 2a beschriebenen identisch.

Die EMK
di
dt
tritt bei konstanter Gegeninduktivitit, aber variablem Strom in der
induzierenden Spule auf. Sie ist identisch mit der in 1b beschriebenen.

Fiir die EMKK in ruhenden Spulen? 1a8t sich allgemein giiltig ab-
leiten:

— M

Andert sich der Spulenfluf} zeitlich nach einem Sinusgesetz
Y, =Y,sinwt, (29)

1 Hierunter fallen auch solche raumlich bewegte Spulen, die relativ zum
Pfad des magnetischen Flusses in Ruhe sind (siehe 2b).
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so ist wegen (19)

e = — w¥,coswt,
e = — 0¥,sin (90° — wi),
e = w¥,sin (vt — 90°) . (30)

Aus (30) und (29) folgt durch Vergleich, daf} e seine positiven oder
negativen Hochstwerte und seine Nulldurchgiinge um 90 elektrische Grade
spéter erreicht als ;. eeilt
um 90 Grad hinter ¥, nach.
Abb.23a und b veranschau-
lichen das Gesagte kurven-
méafig und vektordiagram-
matisch. In 23a sind die
Augenblickswerte von W,
und e iiber wt aufgetragen.
Geht man lings der wt-
AchseinRichtung wachsen-

Abb. 23a. Zeitlicher Verlauf von SpulenfluB und der Zeiten, d. i. in Richtung

EMK der Ruhe.

von -+ wt, so kommt man
erst an das 4 -Maximum von ¥,, dann, um 90 elektrische Grade spiter,
an das von e. In 23b sind, wie bei Vektordiagrammen allgemein {iblich,
die Effektivwerte gezeichnet. Die in dem
angegebenen Sinn umlaufende Zeitlinie
kommt zunichst mit ¥ zur Deckung, und
erst 90 elektrische Grade spidter mit €.
In verindertem MafBistab konnen die Effek-
tivwerte ¥ und € auch als Amplituden
¥, und §, angesehen werden. Ihre Projek-
tionen auf die Zeitlinie geben dann die
Augenblickswerte an. Abb. 23b gestattet

Abh. 23b. Vektordiagramm. nimlich ohne weiteres abzulesen
zu Abb. 23a.
wo_ gy
VY, = Y¥,ysinwt,
e = — L,cosmwt.

Die Verschiedenheit der Vorzeichen ergibt sich dadurch, dafl die Zeit-
linie ebenfalls eine +- und — -Richtung hat.

Die EMKK der Bewegung werden an anderer Stelle ausfiihrlich zu
behandeln sein.

E. Zeitvektoren und ihre komplexe Darstellung.

Die in Abb. 23b gezeichneten Vektoren nennt man Zeitvektoren,
weil sie in Verbindung mit der Zeitlinie einen Aufschlul} iiber den zeit-



Zeitvektoren und ihre komplexe Darstellung, 27

lichen Verlauf der WechselgroBen geben. Durch Zeitvektoren werden
somit darzustellen sein alle sinusférmig verlaufenden

Klemmenspannungen 1,
Elektromotorischen Krifte ¢,
Windungsfliissse @,
Spulenfliisse ¥,

Stréme J,

Durchflutungen 4 = w

und andere mehr.

Statt nun in einem Vektordiagramm eine rotierende Zeitlinie ein-
zufithren, kann man die Zeitlinie festhalten und dafiir die Vektoren in
entgegengesetztemn Sinn rotieren lassen. Abb. 24 1
zeigt die Aquivalenz beider Methoden fiir einen
Zeitvektor 1. Die Einfithrung rotierender Vek-
toren gestattet nimlich den Gebrauch komplexer
Ausdriicke. Um dies zu zeigen, kehren wir zu den Zaime

. . N
komplexen Zahlen zuriick, schreiben (4) 3\\\‘\
W
— +
a=aé (4)  Abb. 24, Rotierende Zeitlinic
: . und fester Zeitvektor oder festc
in der Form Zeitlinic und rotierender Zeit-
a=1- as-_l_-joc (31) vektor.

und geben dieser Gleichung mit Riicksicht auf Abb. 25 folgende Be-
deutung: Der Ortsvektor q, der nach dem Punkt P der GauBschen
Zahlenebene fiihrt, ist aus dem Einheitsvektor 1 helvmgegangen durch
Multiplikation dieses Einheitsvektors mit der
komplexen Zahl ag*/*. Der Einheitsvektor 1
liegt in der positiv reellen Achse. Er kann
als Urvektor aufgefafit werden, aus dem alle
ibrigen Ortsvektoren nach beliebigen Punkten
der GaufBlschen Zahlenebene entstehen durch
Multiplikation mit komplexen Zahlen. Der
Einheitsvektor erfihrt hierbei eine Drehung
und eine Streckung, man sagt kurz, eine Dreh-
streckung. Die komplexe Zahl, die diese Dreh- Abb, 25, Zur Erliuterang des
streckung besorgt, wird Drehstrecker genannt. Drehstreckers.
Und zwar besorgt der reelle Faktor a die
Streckung, der komplexe Faktor ¢=/%, dessen Absolutwert 1 ist, die
Drehung. Sonderwerte des Drehers s/ sind in IT Cd) unter (6) schon
aufgefiihrt.

Die Drehung ist nun eine einmalige, begrenzte, wenn o konstant ist,
sie ist eine dauernde, wenn o von der Zeit abhiingt, etwa gemal

o= oy + wt. (32)

u
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Es stellt daher
a4 = qeria = qe i - wtl) (33)
in der GauBschen Zahlenebene einen rotierenden Vektor dar, Abb. 26.
(33) gestattet die Umformung
a:(lei—jao,gijwt: ﬂosijwt. (331)
Hierbei ist
g = ae=i%
die Lage des rotierenden Ortsvektors zur Zeit { = 0. In Abb. 26a bis d
sind die 4 rotierenden Ortsvektoren gezeichnet
a, = agringriot,
M= a g—ixo griwt,
ag= ae M g=iot,
(== @gTim gt
.

a
f 7
+0C
\?‘ / |
Abb.
0

G

Abb. 26ec. Abb, 26 d.
Abbh. 26a bis d. Rotierende Ortsvektoren.

*/

26 a. Abb. 26 b,

Die Winkelgeschwindigkeit der Ortsvektoren ist absolut

do
'di" = . (34)

Nach diesen Betrachtungen ergeben sich zwanglos die Ansétze
U= 1yelot (35)

fiir einen rotierenden Spannungsvektor, dessen Lage zur Zeit ¢ == 0
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durch U, gekennzeichnet ist. Man nennt U, die Phase zur Zeit
¢t =0.
Ferner ergibt sich
J = Jpelet (36)
fiir einen rotierenden Stromvektor mit der Phase §, zur Zeit ¢ = 0.
Im allgemeinen werden sich (Abb. 27) U,

und §, nicht decken, sie werden nicht ,,in i
Phase‘ miteinander sein. Man kann offenbar W,
die Ansitze machen

uO: Ug/"ruyl

37
o= Jeim, | &7

und findet aus den Gesetzen der Division

0 = g gilpu—7i) == :U]:gi'r, (38)

Hierin ist Abb. 27. Zeitvektoren.
Q= Py — @i
die Phasenverschiebung zwischen 11, und J,. Sie hat sich sehr einfach

durch Division der Zeitvektoren in komplexer Schreibweise ergeben.
Setzt man (37) in (35) und (36) ein, so wird auch

u_ v, ,
5= g T (38")

Man sieht:

(&3

fir p =@, — @, >0ceilt U vor §F vor, oder § hinter U her,
fir ¢ = @, — @; < 0 eilt U hinter § her, oder § vor U vor.
Liegt nun die effektive Spannung U an einem Verbraucher und erzeugt
in ihm den Gesamtstrom vom Effektivwert J, so nennt man
U

‘j = Z (39)
den Richtwiderstand des Verbrauchers. Hiermit schreibt sich (38)
;\: =Z¢r, (38")
Es ist iiblich, zu setzen
Zedr=3. (40)

3 heillt der Widerstandsoperator des Verbrauchers. Unsere niichste
Aufgabe wird also darin bestehen, die Widerstandsoperatoren zu be-
sprechen.

F. Widerstandsoperatoren.

Alle Wechselstromwiderstande, soweit sie nicht stromabhingig sind,
lassen sich aus drei Grundwiderstinden aufgebaut denken. Diese sind
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1. der rein Ohmsche Widerstand,
2. der rein induktive Widerstand,
3. der rein kapazitive Widerstand.

1. Wir behandeln zunichst den rein Ohmschen Widerstand, Abb. 28a.
In dieser Schaltung liegt der Widerstand R am Netz der Spannung w.

Fiir den Ansatz des Faradayschen Induktionsgesetzes ist zu bedenken,
daBl EMKK nicht vorhanden sind, sodal 3e = 0.

Z An Ohmschen Spannungsabfillen existiert nur
2o SiB=i,R,
an iiberdies meflbaren Spannungen
;‘.Ul @ Du=upg,.
Der Umlaufssinn der Schaltung stimmt mit dem
P des Stromes ¢, iliberein. (11) ergibt
Abb, 28a. Der rein O=1,3R+ upy (41"

Ohmsche Widerstand. oder

Ugp = iABR . (41)
Befolgt w,, ein Sinusgesetz, so gilt gleiches von ¢, 5, man kann
also setzen
uyp = Wyp = Wyp, &7,
tap=Jup = Jun "
und findet hiermit
U,p=3Jusl. (42)
Uyp

[
S4B

wird der Widerstandsoperator des rein Ohmschen Widerstandes genannt.
Da er rein reell ist, sind I, und J{,, in Phase, 1, geht aus J
durch reine Streckung
hervor (Abb. 28D). 4

2. Alsnéchstes unter- _T
suchen wir die verlust-
freie ideale Drosselspule l

%4
s =345 4

(Abb. 29a). In dieser “as
Schaltung sind an elek-

g # tromotorischen Kriften
—T wirksam lediglich die L

Abb. 23b. Stromspannungs- KMK der Selbstinduk-  Abb.29a. Die ideale Drossel-

diagramm zu Abb. 28a. . spule,
tion

disg

Ze:—L-(—U—.
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Ohmsche Spannungsabfille sind nicht vorhanden, da wir verlustfreie
Drossel voraussetzen, also
YiR=0.
An tberdies mefibaren Spannungen wirken
2u=1up,.
(11) liefert dann

disp

—L- ar T “Ba
oder, wenn man mit —1 multipliziert,
di
L4 =y (43)

Bei sinusformiger Verinderung von ; 5 18t der Ansatz

. X — Y fwt
Y4B = S4B = S48, &
zulissig. Er ergibt

digg a

di T VB o =joJ,y
und mit (43)
JoLJp=uyp.
Da in dieser Gleichung die linke Seite zeitlich sinusférmig verinderlich
ist, diirfen wir schreiben
uyp = Wyp = Wyp &/t
und erhalten endgiiltig

joLJ, 5= Wyp, (44)

oder
uAB . -
Far jewlL. (43)

Da U, der Effektivwert der treibenden Spannung, J 5 der Effektiv-
wert des getriebenen Stromes ist, bezeichnet man .
oL als den Richtwiderstand der idealen Drossel
und jo L als den Widerstandsoperator der idealen
Drossel.

(44) 1aBt erkennen, dafl 1, , aus X4p durch N
eine Drehstreckung hervorgeht. Die Drehung ' 948
betragt wegen

v

U1yl

j=gtioo ”T
-+ 90 Grad (Abb. 29b). Die treibende Spannung R
an einer idealen Drossel eilt dem getriebenen *\ii i m b sangs:
Strome um 90 Grad vor.
3. beschiftigen wir uns mit dem verlustfreien Kondensator
(Abb. 30a). Fiir diese Schaltung gilt
2e=0, MNiR=0, Nu= up+uy,.
(11) liefert also
0= uyp+ up,. (46")
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Einen Zusammenhang zwischen u,, und ¢,, ergibt die Betrachtung
der Ladung auf dem Kondensator. Sie ist
A
u qg=Cuyp.

4 Andert sie sich mit der Zeit, so flieBt ein Strom
;

1 I T dt di

Il Ist du,, >0, so flieBt i dem Kondensator-
Abb. 30a. Der verlustfreie beleg A zu, es kommt ihm also der Index 4 B
Kondensator. zu, so dafl die Beziehung zwischen der Span-
nung am Kondensator und dem Strom durch den Kondensator lautet
. du -
igp=C 1%, (47)

oder
1 . -
Ugp= 14pdt. (47)

Setzt man dies in (46’) ein, so wird

0= éf@w dt -+ upy, (46"

oder
1. "
uAB:'CfZABdt. (46’)

Bei sinusférmigem Verlauf von i,, ist der Ansatz
S -V Y j et
Y4B = S4B 345, ¢ "

berechtigt. Er ergibt

. 1 . . 1 , 1
f@AB dt = ﬁf&“‘“ gotd (jot) = 7-—(;3‘430 golt= 7?(;31137
und
1
Uqp = 7*5‘0‘ San- (46“”)

Die rechte Seite der Gleichung ist zeitlich sinusférmig verinderlich,
daher auch die linke, und wir diirfen schreiben

+J
uyp=Wyp= U,y &,
Yap IEE womit (46""'") iibergeht in
- u.u;: 7%0 SAB' (46)
77 #* Man nennt
Wep 1
Abb. 30b, Stromspannungs- SAB - ij

diagramm zu Abb. 30a.

den Widerstandsoperator des verlustfreien Kondensators. (46) 1dBt er-
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kennen, daBB U,, aus ,, durch Drehstreckung hervorgeht, und
zwar betragt die Drehung wegen

ey e [

—90 Grad (Abb. 30Db).

Die treibende Spannung an einem verlustfreien Kondensator eilt
dem getriebenen Strom um 90 Grad nach.

Wir stellen zusammen

1. U= SABIR’ (42)
2. Wyp=joLJ,s, (44)
1
3. U= WSAB' (46)
Allgemein 148t sich also schreiben
Uyp=B3us- (47)

Diese Beziehung liefert in einfachster Form den Zusammenhang zwischen
der Spannung an einem Strang A-—B, dem Strom durch diesen und
dem Widerstand in ihm.

G. Anwendungsbeispiel.

Um die in IIT A bis F besprochenen Gesetze anwenden zu lernen,
stellen wir die Gleichungen auf, die den Gesamtstrom & der Schaltung
Abb. 31 in Abhéngigkeit der Richtwiderstinde und der Klemmen-
spannung errechnen lassen. An dieser

Schaltung seien bekannt 4

die Klemmenspannung U,
die fiinf Richtwiderstinde Z; - Z, und 3 ,

ihre Widerstandsoperatoren 3, = 3. .
Unbekannt sind die sechs Strome o

TR T
Wir miissen also sechs voneinander unab- 7 @

hiangige Gleichungen aufstellen. Zuniichst l

haben wir drei einfache Maschen I, 7T und —L K

I11T* fiir die die willkiirlich eingezeichneten =

Pfeile ¥ den Umlaufssinn bestimmen. Die 3

drei Maschengleichungen lauten Abb. 81 Zur Anwendung der
fiir 1 Wy, + Wyg + Uy, =0, (1)
fir 77 Uy, +Up-+Uy =0, (29
tiir 117 W, 4+ + Uy, =0. (3"

* Beispielsweise bilden I und II wieder eine Masche 41423BA. I und
III eine Masche 41243BA, II und III eine Masche 12341, die wir nicht
mehr als einfache Maschen bezeichnen.

Haufie, Ortskurven. 3
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Fithren wir die Strangstrome &, -~ §,* ein, und die Widerstands-
operatoren 3, =~ 3, setzen also

Uy, = H 8= — Uy,

Uy = JaBe = — Uy,

0, = J38s = — Uy,

Up= — I8 = — Uy,

U, = S18a= — Uy,
so gehen die Gleichungen (1’) bis (3') iiber in

31 81 +3282 + HBA =0, (1
8383—3585"‘3181:0s (2)
35854‘3484‘3282:0' (3)

Alle weiteren Maschengleichungen wiirden aus (1) bis (3) herleitbar
sein und somit zur Losung der Aufgabe nicht beitragen. Die Zahl der
notwendigen und hinreichenden Maschengleichungen ist also gleich der
Zahl der einfachen Maschen.

Weiter haben wir vier Knotenpunkte 1, 2, 3 und 4. Sie liefern mit
Ricksicht auf die eingezeichneten Stromrichtungen folgende vier Glei-
chungen:

fur 1 S =]+ I3 (4)
fir 2 Jr = +Js, (5)
fiir 3 I = e T Jas (6)
fiur 4 J1 = Js -+ Js - (7)

Die letzte Gleichung (7) besagt nichts Neues, da sie sich aus (4) bis (6)
herleiten 1aBt. Sie ist also tberfliissig; zudem langen (1) bis (6) schon
hin, die sechs Unbekannten zu errechnen. Wir finden also: Die Zahl
der notwendigen und hinreichenden Knotenpunktsgleichungen ist gleich
der um 1 verminderten Knotenzahl. Die Gleichungen (1) bis (6) schreiben
wir geordnet

0"*‘8181‘*‘3282’{‘ 60 4+ 0 + 0 :uAB’ (1)
0—J8:+ 0 + 38+ 0 _3585: 0. (2)
0+ 0 —3J3:28:+ 0 +3J38:+3I:38:= 0, (3)
I—Hh + 0 — F% + 0 + 0 = 0, (4)
0+ 81—32+ 0 + 0 —85: 0, (5)
34+ 0 — 3 + 0 — F + 0 = 0 (6)

* Thre Richtung ist in Abb. 31 vollig beliebig festgesetzt worden.
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und erhalten ohne weiteres mit der Determinantenrechnung

Uys 31 3o 0 0 0
0 -8 0 3 0 —3s
0 0 — 3 0 3¢ 35
0 —1 0 —1 0 0
0 1 —1 0 0 —1
0 0 —1 0 -1 0

’C =
0 3 32 0 0 0
0 - 81 0 32 0 —3s
0 0 =3 0 B 35
1 —1 0o —1 0 0
0 1 —1 0 0 —1
1 0 —1 0o —1 0

35

Hiermit betrachten wir unsere Aufgabe als gelost. Man iibersieht, daf3

die Entwicklung der Determinanten liefert

3 = u.w'%(&’ 829 83’ 815 85)
3= Uyp-4,

wenn die im allgemeinen komplexe Funktion

F(81s Bes B3y Bas Bs) = A

oder

gesetzt wird. Wir sind jetzt in der Lage, Ortskurvengleichungen auf-
zustellen, konnen also zu ihrer Diskussion iibergehen.

IV. Ortskurven der Starkstromtechnik.
A. Die Ortskurven des Schwingungskreises.

In Abb. 32a ist ein Schwingungskreis gezeichnet, bestehend aus der

Reihenschaltung einer Drosselspule mit der Induktivitit L und dem
Kupferwiderstand R und einem Kondensator der Kapazitit C. Er liegt

an der Wechselspannung 1, ,. Man kann sich den
Schwingungskreis ersetzt denken durch eine Reihen-
schaltung der idealen Drossel L, des rein Qhmschen
Widerstandes R und der Kapazitit C. Der resul-
tierende Widerstandsoperator dieser Schaltung ist
gleich der Summe der einzelnen Widerstandsopera-
toren: . 1
3=R+joL+ =5

J
Und daher gemafl (47)

A

4

Uy,

ltw

£l

Abb. 32a. Schwingungs-
kreis an einer Wechsel-

spannung.

. 1
Uip =8 =us (R +iolL+ }Zié) :

3*

14

(48)

r's
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In der Starkstromtechnik bleibt meist die Spannung konstant, das
Verhalten des Stromes wird gesucht. Wir for-
men also um

A

g———=" (49)

R+iwL+;$b

Dabei haben wir in (49) zur Vereinfachung der
Schreibweise den Index 4B fortgelassen. Wir
fragen uns zunichst, welche Ortskurve der Strom
Abh. 32b. Ersatzschaliung beschreibt, wenn in der Schaltung der Abb. 32b
T der Ohmsche Widerstand R verindert wird.

a) Ortskurve des Stromes bei variablem Widerstand R.
Offenbar erleiden unsere Betrachtungen keine Beschrinkungen, wenn
wir

nu=0U (60)
setzen. Das heiflt ja nur, dal in dem allgemeinen Ansatz
U= U, et = U elongiot (35), (37)
der Faktor

gl ejwt =1
gesetzt ist. Eine sehr einfache mogliche Losung dieser Gleichung ist
@ =0, wt=20.

Wir betrachten also die Verhiltnisse zur Zeit ¢ = 0 und setzen fest,
dal} in diesem Zeitpunkt die Phase von U auch Null sei. I = U ist
also ein Vektor in der positiven, reellen Achse. Von der Ortskurve

]
Foo — (51)

S M
RL-jolL 4+

joC
lassen sich zwei Sonderwerte rasch bestimmen:
1. Fir R = 0 ist namlich
U . U —§U

(}oi - =
N . 1 i 1 1
jol+-00 ilol— %) ol

Hierbei haben wir zweimal von der Beziehung

1 7 )
== S =

TOFT
Gebrauch gemacht. , liegt also auf alle Fille senkrecht zu U, und zwar

o) in Nacheilung fir o L — wl_C >0,

p) in Voreilung fuir oL <0

T eC
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(Abb. 33). Physikalisch heiBt das, daBl im Fall «) der EinfluB der
Induktivitit, im Fall g) der der Kapazitat )
iiberwiegt. J

2. fir R = oo wird

Yo
Jeo = 0. wl-ghr<o
Der Ursprung O ist also ein weiterer Punkt
der zu erwartenden Ortskurve. Physikalisch ~ —

bedeutet R — oo eine vollige Unterbrechung
des Schwingungskreises. wl=g7>0

Die weiteren Untersuchungen werden zu-
nidchst dadurch vereinfacht, daB man (51)

umformt in Jo
~ 1 =17 Abb. 33. Strom im Schwingungs-
& = R o 1 . (01 ) kreis bei Abwesenheit Ohmschen
'L 7 (w L > Widerstandes.
U U o
Setzt man
R, 7 1
~ 0 .___ _
\'S‘::%, U:—_b, U((/L)L_‘w’é)zc, R:Rop,

so kann man sagen, daf} die Gleichung der erhaltenen Ortskurve formal
lautet

Y= e, (52)

In vielen Fillen ist es dann einfacher, erst einmal die Inversion der
Ortskurve zu untersuchen. Nach II D f) ist

Wk zu 2;
invers und nach II D e)
1

Be= g
Daher ist

, 1

S"B = _ng' - clc + bIcp (53)
k

die Inversion von (52). Die Gleichung (53) ist in II D e) als Gleichung
einer Geraden in der Form

g=a+bp (8)

bereits entwickelt worden. Wir erkennen also, daB (52) die Inversion
einer Geraden ist. Diese ist im allgemeinen ein Kreis, im besonderen
eine Gerade durch das Inversionszentrum.
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(Zum Beweis dieser Aussage transformieren wir die Gleichung einer
Geraden

y=ax+b (1)
mittels
T = rCcosg, y = rsing
auf Polarkoordinaten
rsing =arcosg + b. (1)

Inverse Kurven sind nun durch

g=¢, rr’=¢

gekennzeichnet. Einfithrung von ¢’ und t’ liefert
7' sing’=ac?r cosg’+ br'2. (2')
Riicktransformation auf kartesische Koordinaten mittels
rcosp'=x, rsing'=y, ri=a®+y?

ergibt
dy=actz+b(a®+ y?. (2)

Das ist die Gleichung eines Kreises, wenn b == 0, d. h., wenn die Ge-
rade (1) nicht durch den Ursprung geht. Es ist jedoch die Gleichung
einer Geraden durch den Ursprung, wenn = 0, d. h., wenn (1) durch
den Ursprung geht.)

Wir haben also nunmehr zunichst zu entscheiden, ob
durch den Ursprung geht oder nicht. In ersterem Fall wire fir irgend-
einen reellen Wert p, von p

%,: C,;—f- bk?’o:O-

Aus diesem Ansatz ergibt sich allgemein

Ci
Do — — .
Po D

Soll dieser Wert reell sein, so mufl nach II Ce)a)
‘}) S 6

sein. Es war aber

=] 1 —
C:U<0)L—w0>, b_U,
folglich
- ] AT _ LY gejo00
clc"—‘ _T] (C()L*—(;C> - U (wL UC>8 J ’
b, = To— Hogoo
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Die Gerade (53) geht daher wegen y == ¢ nicht durch den UrsprungO,
ihre Inversion in bezug auf diesen muf} also ein Kreis sein.

Bei dieser Gelegenheit heben wir das soeben gefundene Resultat
hervor, daB eine Gerade

Q= ¢, + byp (53)
nur dann durch den Ursprung geht, wenn
y=20

ist.
In diesem Fall laf3t sich (53) schreiben
L =ei7(c+dp),
woraus ersichtlich, dal ® = 0 wird fiir den reellen Parameterwert
4

Po:_j-

Nachdem wir erkannt haben, daf3 die Orts-
kurve (52) einen Kreis darstellt, befassen
wir uns mit dessen Festlegung. Um jedoch

zu allgemeinen Ergebnissen zu gelangen,
suchen wir die Gleichung eines Kreises
allgemeiner Lage herzustellen. In Abb. 34

ist ein neuer Ursprung O’ eingefithrt. Esist  apb. 34 Zur Ableitung der all-
. ) gemeinen Kreisgleichung aus der
abzulesen

speziellen,
1 ¢Bo+ DY,
W= By W =Bk = c0+bpog?'
Substituiert man
CQQQ:(I, DSB():[),
so erhalt man
@ tt0P (54)

c+dp
als Gleichung eines Kreises allgemeiner Lage. Hierbei haben wir statt
¥’ wieder nur mehr ¥ geschrieben. Es ist ohne Schwierigkeiten ein-
zusehen, daB (52) ein Sonderfall von (54) ist, charakterisiert durch
a=1, b=0. (55)

Es gibt eine Reihe von Moglichkeiten, (54) bzw. (52) festzulegen, die
hier behandelt werden sollen.

1. Gibt man dem Parameter p drei ausgezeichnete Werte p,, p,, D3,
so kann man die drei Ortsvektoren

a+byp 1
= — } v 5% — —_ y
Y=o " BT,
_a+Dbp, . _ 1
5'82— C+bp2 bzw. %2 c+bp2’
@ _athp B S
VB, = ¢ £ ps bzw. B, cEopm
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mit den Werten von a bis b berechnen und durch die Endpunkte der
aufgezeichneten Ortsvektoren den Kreis legen. Man wird zweckmiifig
4 wahlen

=0, p=1, py=o00
und erhalt

R == bzw. 8B,= % )
b 1
N, = —— =
) ,122 Cb bzw %2 cLo’
Abb. 35. Kreiskonstruktion B, = Y bzw. %;=0.

aus 3 Punkten P,=-P,.

In Abb. 35 ist diese Kreiskonstruktion durchgefiihrt. Sie bedarf keiner
weiteren Erlduterung.
2. Hat man von dem Kreis

_a+bp I
B = c+op (54)
zwel Sonderwerte
a+bp a+bp, ~
R, =172 R, — ;
¥= o5y, md B ¢+ bp, (56)

bestimmt, so 148t sich der Peripheriewinkel iiber der durch P, und P,
bestimmten Sehne herechnen. Hierzu fithren wir in Abb. 36 noch den
laufenden Punkt P ein, fiir den (54) gilt.
Von P, weise die Sehne &, nach P, von
P die Sehne &, nach P,. Es ist abzu-
lesen

%1 + @1 _ }B ) (_’_)
Y
% + 62 = 282 . ]
Aus (57) folgt
e m (58)
Abb. 36. Kreiskonstruktion aus Das Argument Y dieses QuOtienten ist
2 Punkten P, und P, und dem nach den Regeln der Division der Winkel

Peripheriewinkel 180° — . K .
zwischen &, und &, und damit Supplement-

winkel zu dem gesuchten Peripheriewinkel. Setzt man in (58) die
Werte von B, B; und B, aus (54) und (56) ein, so ergibt sich nach
einfachen Zwischenrechnungen

§1_ o (c+dpa)(p — 1) (59)

S (c+dp)(pp—p)
Dieser Ausdruck gilt gleichzeitig fiir den Kreis (52) mit, weil er a und b
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nicht enthilt. Man wiahlt praktisch p, = 0, p, = oc und erhalt —
allerdings nur fiir diesen Fall —

g ap .
= =0, (60)
n=20—y. (61)

Der Winkel zwischen den positiven Richtungen der Sehnen &, und €,
ist die Differenz der Argumente der Nennerkomplexen! (61) gilt eben-
falls fiir beide Kreise (52) und (54).

0 —y > 0 bedeutet, wie aus &, = @2‘_6?’_ /" hervorgeht, daB &,
vor &, voreilt.

0 —y <0 bedeutet Nacheilung von &, hinter &,.

Nachdem 7 gefunden ist, 148t sich auf Grund des Sehnentangenten-
satzes der Kreismittelpunkt finden. Wandert nimlich P nach P,, so
geht &, in die Richtung der Tangente T
iiber, &, in By,.

Der Winkel % erscheint als Sehnen-
tangentenwinkel und ist als solcher gleich
dem Peripheriewinkel iiber der Sehne
P, P,. Diese Sehne wird fiir den Kreis (52),
wenn p; = 0, p, = 00 gewahlt wird, wegen

%1 - ¢’ 382 =0
P, P, = --%,! Dies erhellt aus Abb. 36,
wenn man O mit P2 zusammenfallen, %2 Abb. 37. Kreiskonstruktion aus
. . . 2P kte d P, d
also Null werden 148t. Die Kreiskonstruk- B b rhemeni Snd dem

tion ist in Abb. 37 ausgefithrt. Wir befassen

uns nun mit dem Zusammenhang, der zwischen dem Umlaufssinn eines
Kreises fiir wachsende p-Werte, der GréBe und dem Vorzeichen von 7
und der Lage des Kreiszentrums M in bezug auf die Sehne P, P, = %B,,
besteht. Hierzu betrachten wir die vier Abbildungen 38a bis d. Dort
ist fiir jede eine Sehne B, gezeichnet, die zugehérigen Ortsvektoren %,
und B,*, und die Sehnen &; und $,, letztere fiir zwei verschiedene
Umlaufssinne.

Man ersieht aus diesen Abbildungen zwanglos: Stellt man sich als
Betrachter in die Winkelscheitel P, so liegt P, rechts von P,. Gleich-
zeitig ist fiir alle diese Fille # > 0°. Ist ferner 0° < 5 < + 909, so
liegt die Sehne P, P, = %B,, zwischen dem Betrachter und dem ge-
suchten Kreiszentrum, ist aber + 900 < 3 < 4 1809, so liegt das ge-
suchte Kreiszentrum zwischen der Sehne P, P, = %B,, und dem Be-
trachter.

* Es sei p, > p > p, angenommen, p,; >- 0.
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Stellt man sich als Betrachter in die Winkelscheitel P _), so liegt P,
links von P,. Gleichzeitig ist fiir alle diese Fille < 0°. Tst ferner
0% > 7% > —90% so liegt die Sehne P, P, = B,, zwischen dem Be-
trachter und dem gesuchten Kreiszentrum, ist aber — 90° ~ y > —180°,
so liegt das gesuchte Kreiszentrum zwischen der Sehne P, P, = %,,
und dem Betrachter.

Abb. 38a bisd. Kreisaus 2 Punkten P, und P, und dem Winkel zwischen den Sehnen &, und &,.

Beschrinken wir unsere Betrachtungen auf spitze und stumpfe
Winkel # (ein Winkel # = 4 240° ist namlich identisch mit einem
Winkel n = —1209, ein Winkel = —330° identisch mit n = 4 30°!),
so konnen wir die Regel aufstellen:

Fir positives 7 liegt P; rechts von P,, fiir negatives # liegt P,
links von P,. Fiir spitzes » liegt die Sehne P; P, = %B,, zwischen dem
Betrachter und dem gesuchten Kreiszentrum, fiir stumpfes liegt das
gesuchte Kreiszentrum zwischen der Sehne P, P, = %, und dem Be-
trachter.

Es gibt eine Reihe von Methoden, das Argument von

€ _(c+dp)(p—m) ~
G, (e+ b)) (ps — P) (89)
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durch geeignete Wahl von p, und p, so zu beeinflussen, daf} die Fest-
legung des Kreises recht einfach wird. Wir werden bei den behandelten
Beispielen darauf zuriickkommen und verweisen im iibrigen auf die
am Schlull des Buches angegebene Literatur.

3. Obgleich nun der Kreis (54)

aj;’b P

¥— 1, (54
bzw. (52) )
8= ¢t bp (52)

mit hinreichender Genauigkeit festgelegt zu sein scheint, ist es in vielen

Fallen wiinschenswert, den Ortsvektor nach dem Kreismittelpunkt, und

den Kreisradius aus den komplexen Konstanten a bis d zu errechnen.
Man kann den Durchmesser des Kreises

finden, indem man den Wert p sucht, fiir den der Absolutwert von B
ein Maximum ist. Die Aufgabe ist mit der Differentialrechnung lssbar.
Setzt man den errechneten Wert von p in (52) ein, so ergibt sich der
Durchmesser 8p,x. Auf seiner Mitte liegt das Kreiszentrum.

Radius und Kreiszentrum der Kreise (54) und (52)

a+ bp -
=0T, (54)
1
. (52)
sind auch auffindbar, wenn man mit Hilfe von
B=z+jy

auf kartesische Koordinaten iibergeht. Die Spaltung in Real- und
Imaginiirteil ergibt zuniichst eine Darstellung von 2 und y durch den
Parameter p, seine Elimination endlich die Kreisgleichung in der Form

fla,y) =0,
aus der in bekannter Weise die Koordinaten des Kreiszentrums und
der Radius abgelesen werden koénnen.

Beide soeben skizzierten Wege sind von verschiedenen Autoren
beschritten worden. Sie verlassen den Boden der komplexen Rechnung.
Wir bringen hier eine andere Entwicklung: Betrachtet man den Kreis
¢ + Dip
c+bp’
so ergibt die ausfithrliche Schreibweise

R = 6 —je+ dip—jdep
eyt je+ dip+jdyp’

B = (62)
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und die naheliegende Substitution

e tjetdiptjdep =1letie,

. . ; (63)
o —je +dip—jdpp=1e7"",
wobei
L= (e + dip)* + (e, + dep)?, _
_ et dyp v (64)
0= o L dyp

fiir (62) sehr einfach

R = g7iz0, (65)

w ist mit tg w gemil (64) von p abhangig. (65) stellt demnach einen
Vektor von der absoluten Lingel dar, dessen Phase 2w mit der Ver-
danderung von p alle Werte von 0 bis 2z an-
nimmt. M. a. W., (65) stellt den Einheits-
kreis um den Ursprung dar (Abb. 39).
Multipliziert man daher (62) mit einer
beliebigen Komplexen t, so stellt

* PN ol 7 T F o 5
%—lc-,tbp—w (66)

einen Kreis mit Radiust um den Ursprung O
» dar. Dieser Kreis wird zu einem solchen
allgemeiner Lage, wenn wir zu (66) die
beliebige Verschiebung m addieren. Diese

Abb. 39. Einhcitskreis ¥ um 0,

Kreis 8’ mit Radius » um O, : : : ies
Kreis 8 = m 4 % i allgemeiner Verschiebung m ist dann gleichzeitig der
Lage, neuer Ursprung 0", _ Ortsvektor aus dem neuen Ursprung O’ nach
dem Kreiszentrum (Abb. 39)
¢ -+ D .
Q~:nn4—%':1n+-p%$$¥%:n1+reﬂ2w. (67)

Die Umformung
% — metre,+(md+rdy)p
- c+tbp

und die Substitutionen

1= mc -+ vy,
fomet (68)
b=m>d-+ rd
ergeben die altbekannte Form der Kreisgleichung (54)
g=0"0F (54)

c+bp’

wobei wieder B statt B'’ geschrieben ist.
Die Substitutionsgleichungen (68) sind aber fiir uns von besonderer
Wichtigkeit, da sie einen Zusammenhang geben zwischen den Kom-
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plexen g bis b, dem Radius r und dem Ortsvektor m nach dem Zen-
trum M. (68) liefert nach m bzw. r aufgelost

_ab,¢*~BCA.
n = b, b’ (69)
ab—Db¢
T =t oo (70)

Der Absolutwert von (70) ist der Radius ». Zu (69) und (70) ist zu
bemerken, dafl der Nenner als Differenz zweier konjugiert Komplexen
rein imagindr ist. Die Ausdriicke (69) und (70) liefern fiir den Kreis

1
R = T b; s (52)
fir den a =1, b = 0 war,
_ by ’
m C bk — C ) ’ (69 )
) ’
r = r‘ 5 jcb, . (70 )

4. Es verbleibt als letzte Aufgabe die Festlegung der p-Skala auf
den Kreisen (54) bzw. (52). Fithrt man an (54) die geforderte Division
aus, so ergibt sich

be
b : )(b +¢) = b I i:,ib“ 71
(bp + a):(dp )= T oy (71)
Hierin ist
b apr
2= 0
ﬂloo <C+bp> peoos
Substituiert man noch
c h)
= ¢ — -
1_.9,9 ¢, a*?}- T, (72)
b )
so wird
1
9 — - =4’
B—%m+@+@p, (54"
d. h. der Kreis
_atbp <
B = T (54)

verhilt sich in bezug aut den Punkt P_ als neuen Ursprung so, wie
der Kreis (52)

1
_ 39
B c+ dp (52)
in bezug auf den Ursprung O (Abb.40a und b). Der Kreis (54)
a+bp . 1 - .
?B——c+bp = %m+6—+@p (54), (54)
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ist die Inversion der Geraden

g=06 + Dp
in bezug auf den Punkt P_, ebenso wie der Kreis (52)
1
= — - 52
B ¢+ Ddp (52)
die Inversion der Geraden
g = ¢ + 0pp

in bezug auf O ist.

Abb. 40a. Der Kreis 8 = atbp und Abb. 40 b. Der Kreis 8 = ! durch 0
. C+0p c+bp
seine Inversion g = Cr + Dkp. und seine Inversion g = cx + drp .
Es geniigt daher, die Skala auf dem Kreis
1 =
8= (52)
¢ — b}')

festzulegen. Hierzu betrachten wir die Inversion von (52), die Gerade

1
g:E:Ck—{—b,,p.

Sie ist in Abb. 41 fiir beliebige Werte von ¢; und b, (Spiegelbilder von ¢
und d gemifB II D) gezeichnet und einige p-Werte sind auf ihr mar-
kiert. Die p-Skala ist linear. Der Grundkreis der Inversion [II E h) 2,
Abb. 14], dessen Radius ¢ gleich der Wurzel aus der Inversionspotenz c2
ist, schneidet g in den beiden Punkten ¢, und @,. Da diese, wie friiher
schon hervorgehoben, als Punkte des Grundkreises zu sich selbst invers
sind, sind sie auch Punkte des gesuchten Kreises. Dessen Zentrum
liegt nun auf der Mittelsenkrechten auf @,¢,. Da nun

0@, =00,,
so geht diese Mittelsenkrechte durch O hindurch. Wir finden also den
wichtigen Satz:
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Das Zentrum eines Kreises liegt auf der Senkrechten, die aus dem
Inversionszentrum auf die zu dem Kreis inverse Gerade zu fillen ist.
Aullerdem liegt M auf der Mittelsenkrechten auf 0@, (und auch auf
der Mittelsenkrechten auf 0Q,).

Den zu dem Punkt p = + 1 auf der Geraden g inversen Punkt
p = + 1 auf dem Kreise ¥ findet man, indem man O mit + 1 auf
g verbindet und diese Linie notigenfalls bis zum Schnitt P; mit dem
Kreis 8 verlangert. Diese Kon- ,
struktion ist in Abb. 41 lediglich X _ 87 "% %7
am Punkte p == + 1 gezeigt, um
die Abbildung nicht zuiiberlasten.

Wir bezeichnen die Gerade g,
die die Inversion von % ist,
schlechthin als Parameterskala.
Die Umkebrung des soeben aus-
gesprochenen Satzes liefert:

Die Parameterskala liegt senk-
recht zu der Verbindungslinie In-

versionszentrum—XKreiszentrum.
Die von O nach den Punkten

p=0,4+1, +£2, ..., der
Geraden g gezogenen Strahlen Radius r-¢
schneiden nach geometrischen Ge- i pp Und seine Thver-

setzen auf jeder zu g parallelen
Geraden ebenfalls gleiche Stiicke
ab. Ihre Linge kann dadurch bestimmt werden, dal man aus dem In-
versionszentrum die Strahlen B, und B, zieht. ZweckmiBig wird
man g = 0 wihlen.

Das soeben Dargelegte erliutert Abb. 42 nochmals, und zwar gleich
an dem Kreise

a+byp 5
L = c+op (54)

Wir hatten nachgewiesen, daB er die Inversion einer Geraden in bezug
auf den Punkt P, war, der zu

gehért. Er ist in Abb. 42 eingezeichnet. Zieht man P M, so weifl man
von dieser Linie, daf} sie senkrecht zu unserer gesuchten Parameter-
skala liegt. Wir konnen daher als Parameterskala die Gerade g, oder
g, wihlen. Der MaBstab fiir p ist auf beiden Geraden verschieden.
Zeichnet man B, und B, ein, so liefern die Geraden P P, und P P,
den gesuchten MaBstab fiir p. Die Skalen auf g; und g, kénnen nun

4
/ iry/m:¢>(

+
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vervollstindigt und riickwirts die Kreispunkte P,, P,, P, ...
funden werden. In Abb. 42 ist der Kreispunkt P, konstruiert.

5. Um zu einem gewissen Abschluf3
der Betrachtungen iiber die Kreise (54)

und (52)

ge-

r=g +7

_a+bp
3 =02 (54)
1
T =cisp
zu kommen, besprechen wir noch einige
Sonderlagen :
o) Der Kreis (54) schneidet die reelle

Achse, wenn Parameterwerte p existieren,

(52)

Abb. 42. Der allgemeine Kreis

B = ii 2; und 2 Parameter- fiir die
skalen g1 bzw. g.. R = a —{—b‘p = rein reell
c+bdbp
wird. Dann mufl nach II D e) gelten

Die Gleichung

. _at+bp a+bip
B %’“"c+bp ck+bkp_0

ergibt nun 2, 1 oder gar keinen reellen Wert fiir p, je nachdem der
Kreis die reelle Achse schneidet, beriihrt oder meidet. Fur Kreis (52)
liefern die gleichen Betrachtungen entweder 2 oder 1 reellen Wert von p.
Hiervon ist der eine bestimmt p = oo, da dem Ursprung O, dem Schnitt-
punkt der Achsen, p = oo zukommt.

B) Der Kreis (54) schneidet die imaginidre Achse, wenn Parameter-
werte p existieren, fir die

_a+bp . . -
B = 4 pp = rein imaginir
wird. Dann mufl nach II De) gelten

Die Gleichung

ot _a+bp  atbp
%_F’B"'_c—{—bp C};+bkp_«0

ergibt nun 2, 1 oder gar keinen reellen Wert fiir p, je nachdem der
Kreis die imaginiire Achse schneidet, beriihrt oder meidet. Fiir Kreis (52)
liefern die gleichen Betrachtungen entweder 2 oder 1 reellen Wert von p.
Hiervon ist der eine bestimmt p = oc.
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y) Der Kreis (52)
1
B =T
stellt insofern einen Sonderfall dar, als fir ihn
BL=0 bei p= 0.
Er geht also bei p = 0o durch den Ursprung. Fiir den Kreis (54)

_a+bp
B c+dp (54)
war
a
}80 == “c‘~

Er geht also fiir den Parameter p = 0 durch den Ursprung, wenn
a=0.

— _bp
L = c+odp
stellt somit einen Kreis dar, der fiir p = 0 durch den Ursprung geht.
0) Der Kreis (54)
a+bp

B = T+ op (54)
geht allgemein durch den Ursprung, wenn fiir einen reellen Wert p = p,
a+bp,=0
erfillt ist. (73) zerfillt in die beiden Gleichungen
a;+bypo=0,

as+ bypy =0,
deren gleichzeitige Existenz an die Bedingung

a s

Po=—F-= "3 (74)
oder an das Verschwinden der Determinante
__ lay bl; -t
D= a5 by ! (4)
gekniipft ist. (74) bzw. (74') liefern
a4 _ b
a b’
x=f.

Der Kreis (34) geht also durch den Ursprung, wenn die Zahlerkomplexen
gleiches Argument besitzen. Man kann dann schreiben

J
R ¢ *(a+bp)
c+dp
a
b
Hauffe, Ortskurven. 4

und findet 8 = 0 fiir p = —-
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6. Die Gleichung der Kreistangente entwickeln wir auf Grund einer
allgemeinen Betrachtung, die wir an der Ortskurve

B =F(p)

(Abb. 43) anstellen. Dort ist

By=F(p1) und By=F(p)
gezeichnet. Ferner ist abzulesen, dafB

B+ A48 =3,.

A% gibt die Richtung der durch P; und P,
gelegten Sekante © an. Néahert sich P, dem
Punkte P,, so geht A% iiber ind B und gibt
nunmehr die Richtung der Tangente ¥ in P,

an. Hiermit hat, da dp rein reell ist, auch

@gleiche Richtung. Ist also ¢ ein ver-

Abb. 43. Zum Tangentenproblem.

anderlicher reeller Parameter, so gibt

T =8, + (‘%S-)p:m > (75)

die Gleichung der Tangente an. Fir ¢ = 0 wird namlich §, = 8,. Die
Tangente geht also durch den Kurvenpunkt P, hindurch.
Die Richtung der Kreistangente ergibt sich hiernach aus (54)

__at+bp
B = t+dp 54)
als Richtung von
4% _ b(e+bp)—bla+bp) _ be—ab (76)
dp (c+op) R YR

Spezielle Werte hiervon sind

d®\ _ bc—abd
()

dp/p=0 &

a)

b) An der Stelle p = oo ergibt sich die Richtung der Tangente
nach einer kleinen Umformung der rechten Seite von (76) in

(@) — _.be—adb
dp/p=w P2<%+b>2

Es haben aber % und p? %% das gleiche Argument. Somit ist

( 2@) __bc—ad
dp/p=w b2
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Wir kehren jetzt zu unserem Schwingungskreis (Abb. 32) zuriick. Die

Gleichung des Stromes war
U

R‘i‘?w[f‘*"j'm
bzw.
B 1 -
T c+bdp (52)
mit

~ By _ ] Ly _ —
,\5:%, *'(T—b, ’ﬁ((ﬁL*‘m):C, R—Rop

Zwei Werte dieses Kreises durch den Ursprung bei veranderlichem
Kupferwiderstand R waren schon festgelegt

iU
Fo= 7,,_,1,, und [ =0.
el
Der Sehnentangentenwinkel ergibt sich aus (60)
& _dp_ ik
@2 [ 1 -
@l

Dieser Ausdruck ist rein imaginir, er kann fir wL—U—)6> 0 ge-

schrieben werden

bp__ 4 — 900
. wL_is .
ol
1 . .
Fiir o L — o0 < 0 schreiben wir
L S S Y
¢ 1 _ .
wC  ?

und finden mit Riicksicht auf die Ergebnisse der S.41ff.:
Im Falle &L — > 0 ist der Winkel 5 = —90°, der Punkt P,

dem der niedere Parameterwert 0 zukommt, liegt links von dem Punkt P,
mit dem hoheren Parameterwert oo.

Im Falle wL—w—IO < 0 ist der Winkel 5 = + 909, der Punkt P,,

dem der niedere Parameterwert 0 zukommt, liegt rechts von dem
Punkt P, mit dem hoheren Parameterwert co.

Die Kreise haben also, da absolut genommen 7 beide Male 90 Grad
betrigt, die durch R =0 und R = oo bestimmte Sehne zum Durch-
messer. Da

4%
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wird §, selbst zu dieser Sehne bzw. zu diesem Durchmesser. Somit

ergibt sich Abb. 44 als Vervollstandigung von Abb. 33. Es bedarf noch
1

der Erginzung, zu untersuchen, was bei wL - = 0, also ¢ =0,
eintritt. Induktiver und kapazitiver Widerstand heben sich dann gegen-
seitig auf, wir arbeiten bei Resonanz, es wird

U

X = 2,
v p R,

Der Strom ist stets in Phase mit der Spannung U, Sonderwerte sind

30=m7 SOO=0)

+
P7 r\
9, WL~ 7 <d (Abb 44)
/Pwac/m‘
v
A’waf/m‘
U .
J —
Jo=== /7"/”
wl, - ;07= 4
R waghst
5
| 2
R ‘_;
7
4 "/ Y 7
=lg
Abb. 44. Ortskurven des Stromes eines Abb. 45. Ortskurve des Stromes eines
Schwingungskreises bei variablem Wirk- Schwingungskreises bei variablem Wirk-
widerstand R. widerstand R.

Den Entwurf einer Parameterskala zeigen wir an einem Zahlen-
beispiel :
Es sei U = 100Volt, [ = 50Per/Sek, o = 2xf= 314Per/2nSek,
R = variabel, L =0,0191H, oL = 6Ohm,
C =0,00319F, 1/wC = 1 Ohm.
Dann wird fir R =0

—jU _ —j100

g, — - - — ;2
Jo 17 61 7204
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fir R= cc
Jo =0A,
und fiir R = 1 Ohm
U 100 100

1>:1+ﬂ&—hzl+ﬁ

Si=—

100(1 — §5) . 5
— ]:2,?52 L = 3’85 — 7 19,20A-

In Abb. 45 ist der Spannungsvektor U = 100 Volt in der reellen Achse
liegend gezeichnet. Der Strom J, = — j20A liegt 90 Grad nacheilend,
er fallt also mit der negativen imaginidren Achse zusammen. Der Strom
&, = 3,85 —4 19,25 A hat eine Komponente 3,85 A in Richtung von U
und eine Komponente — 419,25 A in Richtung von ,. Dem Ursprung
des U- und der §-Vektoren kommt der Wert R = oo zu. Die gesuchte
Ortskurve ist der Kreis durch die Punkte 0,1 und oo, der aus den oben
besprochenen Griinden &, zum Durchmesser hat. Zieht man in be-
liebigem Abstand von M eine Senkrechte S zur Verbindungslinie co — M,
so schneiden die Vektoren §, und &, auf ihr die Punkte 0 und 1 ein,
die zur weiteren Vervollstindigung der Parameterskala S dienen. Man
verbindet nun riickwérts die Punkte 2, 3, ... mit dem Kreispunkt co
und findet die Kreispunkte 2, 3, ....

b) Ortskurve des Stromes bei variabler lnduktivitit L,
Kapazitiit C oder Kreisfrequenz .

Diese drei Ortskurven lassen sich gemeinsam behandeln. Setzt man
namlich in (51)

U .
3= L (51)
Btjol+:06
1
wL——w—O=X, (77)
80 ist in
U
N —

wieder der Kreis durch den Ursprung zu erkennen. Eine Verédnderung
von X kann durch Anderung von L oder C oder w bewirkt sein, der
Kreis bleibt immer derselbe, nur die Parameterskala auf ihm andert
sich. Es erscheint zweckmaflig, alle drei Ortskurven tabellarisch zu
erledigen. Wir stellen zunéchst fir die drei méglichen Fille die Sonder-
werte von X auf:
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Konstante GréBen Kajpazitét C Ind.uktivitiit L Induktivitat L
Kreisfrequenz w | Kreisfrequenz o Kapazitat C
Veranderliche Grofien | Induktivitat L Kapazitat C Kreisfrequenz o
Wert der Verander- 1 1 1
lichen bei X =0 w2C oL JLC
— — Resonanz
Physikalischer Sinn Strom §, = g ist in Phase mit der Spannung U
Wert der Verander-
lichen bei X = oo + o0 0 0 und oo
Gleichstrom
Physikalischer Sinn Unterbrechung Unterbrechung Hochstfrequenz
Strom o, =0
Bildet man
gl — S_lgjﬂ — b_p — ﬁ
g 8, c R’

so sieht man, daB » absolut genommen 90 Grad betriagt. Die gesuchte

. . . u .
Ortskurve ist also ein Kreis tiber §, = % als Durchmesser. Dem Strom ¥,

kommt in allen drei Fillen eine physikalische Realitit zu. Um einigen
Anhalt iiber die Parameterverteilung zu gewinnen, stellen wir eine

zweite Tabelle auf:

Konstante GroBen

Kapazitit C
Kreisfrequenz w

Induktivitat L
Kreisfrequenz o

Induktivitat L
Kapazitat C

Variable Grofen Induktivitat L Kapazitat C Kreisfrequenz o
Strom &, bei v
verschwindender .1 0 0
Variablen Yl
Kapazitit C fiir
- " . . Gleichstrom wie
Physikalischer Sinn |Kapazitiver Kreis| Unterbrechung Unterbrechung
wirkend
Strom oo bei 0 U 0
unendlicher Variablen EYjol
I’];i.“k“"erdf_{r;is Induktivitit L
ie unendlic i i .
Physikalischer Sinn Unterbrechung grofie Kapazitiit w}rrlf}z:::w}g)iceh

wirkt wie ein

Kurzschluf3

Unterbrechung
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Aus beiden Tabellen ergibt sich zwanglos die Abb. 46. In ihr ist
der kapazitive Strom

v U _ Uy,
R 1 ze—ip z ’
?wC’

/ 1 1
{ZZ R+ v, %9=,0R)

in Voreilung zu U und der induktive Strom

in Nacheilung gegen U gezeichnet. Da jeder Ortskurve der Strom
Sxy—o= 7 angehéren muB, ist der Umlaufssinn des Kreises bei Zu-

nahme von L bzw. Abnahme von C
festgelegt.

Uber den Umlaufssinn der Ortskurve
bei variabler Kreisfrequenz o ent-
scheiden physikalische Erwigungen:
bei geringen Frequenzen ist der induk-
tive Widerstand w L vernachlissigbar

g
] éjﬂ/&d‘r

§ s

w

it

klein, bei hohen Frequenzen ist es der v
Z
s . 1 / )
kapazitive Widerstand —= . Der Strom Crimm? o6
o @ (=on

geht also mit steigender Frequenz aus A, 46. Ortskurve des Stromes eines

. . : : . Schwingungskreises bei variabler Induk-
voreilender Lage indie nacheilende iiber. tivitit L, Kapazitit C bzw. Kreis-
Somit ist der Umlaufssinn fiir den Kreis frequenz .

bei steigender Frequenz festgelegt.
Besonders zu erwihnen ist der Fall R = 0. Es ergibt sich
U U
e 2 Y
S = 7 X 7 X’
d.i. eine zu U senkrechte Gerade. Sonderwerte des Stromes sind

Jx=x0="TF joo; Sx—e0=0.

¢) Ortskurve der Spannung an der Drossel bei verinderlicher
Induktivitit L.

Da es praktisch keine Drosseln ohne Wirkwiderstand gibt, iiber-
gehen wir die Ortskurve der Spannung an einer idealen Drossel L und
betrachten die Spannung an einer Drossel mit der Induktivitit L und
dem Kupferwiderstand R, d. h. in Anbetracht der Abb. 32b, wir unter-
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suchen das Verhalten der Spannung iiber R und L. Der Widerstands-
operator dieser Reihenschaltung ist
8;=R+jolL.
Wird sie von einem Strom § durchflossen, so tritt die Klemmenspannung
U=38; =3I R +jol)

an ihr auf. Der Strom selbst war aber

N U -
J= ——"— (51)
R+]COL-¢7.W
so daB
nW=u ﬂuil_ (79)
R+]COL+7-—0)—E

Die variable Induktivitit L kann man sich durch zwei Spulen der
Induktivitit L, und L, verwirklicht denken, deren gegenseitige In-
duktivitit M durch gegenseitige Lageninderung variiert werden kann.
Die resultierende Induktivitdt einer solchen Anordnung ist

L=L +L,+2M,

wobei M > 0, wenn sich beide Spulenfelder unterstiitzen,
M < 0, wenn sich beide Spulenfelder schwichen.
Substituiert man

1

=98, UR=aq, UjoL=0byp, R+jw0

Il

C.

joL=bp, L=plL,,
so geht (79) tber in
@ —athp

Te+bdp (54

Die Ortskurve ist also ein Kreis allgemeiner Lage. Seine allgemeine
Diskussion ersparen wir uns, und legen die Ortskurve vielmehr samt
Parameterskala fiir folgende Verhéltnisse fest:

U = 100 Volt, { = 50 Per/Sek, w = 2xf = 314 Per/2x Sek,
R =10hm, L bzw. wL = variabel, C = 0,00319 F, 1/wC = 1 Ohm.

Es wird fiir wL =0, d.h.,, L=0

ML,—_UR _100.1_100(1+/D)
x()—R '-1‘_17_7'1— 12+_]2

=7 wC

Praktisch ist L — 0 mit oben skizzierter Anordnung nicht erreichbar.

Trotzdem setzt man wL =0, da dieser Sonderwert zur Auffindung

der Parameterskala bequem ist.

= 50 + j 50 Volt .
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Es wird fir oL = oc, L = c©
W =U.

L == 0o ist ebensowenig mit der genannten Anordnung zu erreichen.
Der Punkt fiir L = oo ist aber zur Auffindung der Parameterskala
unerlaBlich.

Es wird endlich fiir oL = 1 Ohm, L = 0,00319 H

l.owL — % =0, der Stromkreis ist also gerade in Resonanz.

UR+jol) _ 100(1+71)

2. Uy = — R i =100 + j 100 Volt.

Der Kreis ist durch die Punkte 0, 1 und oo festgelegt (Abb. 47). Zieht
man in beliebigem Abstand vom Punkte co eine Senkrechte S zur

7

J—
7
Abb. 47. Ortskurve der Drossclspannung cines Schwingungskreises bei variabler Induktivitit L.

Verbindungslinie c0—M, so schneiden die Strahlen co—0 und co—1
auf ihr die Punkte 0 und 1 ein, die zur weiteren Vervollstindigung
der Parameterskala S dienen.

Riickwirts ist beispielsweise der Kreispunkt 4 (wL = 4 Ohm,
L = 0,0127 H) gezeichnet.

Zu beachten ist, dal die Spannung U, an der Drossel die Netz-
spannung U im allgemeinen iiberschreitet. Der Kreisbogen mit U um 0
schneidet den U,-Kreis in einem Punkte P, dessen Verbindungslinie
mit dem Punkt co auf der Parameterskala S den Wert 0,5 (w L = 0,50hm
L = 0,00159 H) einschneidet. Fiir w L > 0,5 Ohm wird somit U, > U.

Dieses Ergebnis 148t sich selbstverstindlich auch rechnerisch her-
leiten. Aus
_ Et+jel

. 1
#+ifo - 55)

nU,=U
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/ R2 22
|
w0 =)

folgt mit IT Ce)

und U, > U, wenn

Dies ist der Fall, wenn

L2 (oL — )
= ol
Quadriert man aus, so ergibt sich
1 1
ol o5

Weiterhin ist sehr wichtig, daBl die hochste Spannung an der Drossel
nicht im Resonanzfall (wL = 1 Ohm!) auftritt. Zieht man OM und
verlingert bis P’, verbindet dann P’ mit dem Punkt oc, so findet man
auf der Parameterskala S etwa den Wert wL = 1,6 Ohm fiir den in-
duktiven Widerstand, bei dem die héchste Spannung an der Drossel
auftritt.

d) Ortskurve der Spannung an der Drossel bei verinderlicher
Kreisfrequenz w.

Die Gleichung fiir i, ist dieselbe, auf S. 56 entwickelte:

n, = g Etijel

. 1
R+]wL+5TCi

: (79)

nur ist jetzt e als verinderlich zu betrachten. Erweitert man mit
joC, so wird

N=U joRC — 0?LC
s = U .

joRC —w*LC+1° (80)

Zwei Punkte der zu erwartenden Ortskurve liegen sofort fest: @ = 0
bringt U, = 0; physikalisch heit das, bei Gleichstrom wirkt der Kon-
densator als Unterbrechung und sidmtliche verfiighare Netzspannung
liegt an diesem:

o =00 bringt U, = U; physikalisch heillt das, bei sehr hoher
Frequenz wirkt der Kondensator als Kurzschluf3, die Drossel als Unter-
brechung, samtliche verfiigbare Netzspannung liegt an der Drossel.
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Um die Ortskurve (80) aufzeichnen zu konnen, formen wir um

n?—jo I
S S
L LC

U =0 (81)

d. h. wir befreien die im Nenner auftretende hochste Potenz der Vari-
ablen o von ihrem Koeffizienten und lésen die Gleichung

R 1

w2—jwaf—i—6=0, (82)

um (81) in Partialbriiche zerlegen zu konnen. (82) liefert

=tisg 2 L l T4 L2 ’ l
iy (83)
R 1/ 1 R
“’2=+?2—L‘—Vﬁ—w~
Je nach dem Vorzeichen der Diskriminante
1 R?
Ad=16—s12 (84)

sind drei Fille zu unterscheiden:

1. 4 > 0 ergibt zwei komplexe Wurzeln o, und w,, die sich nur
durch das Vorzeichen des reellen Teiles unterscheiden.

2. A = 0 ergibt eine rein imaginire Doppelwurzel
W = Wy = Wy = +7‘)L’ (83)

3. A < 0 ergibt zwei verschiedene, rein imaginiare Wurzeln o, und ,.
Fiir die Fille 1 und 3 lautet die Partialbruchzerlegung von (81)

o —jo -
_ L _ ®$ , £
us——Uw2 . fi_i_g—l— o—w,  ©—w0; (86)
LT Le

worin © bis £ noch zu bestimmende Konstanten sind. Bringt man die
rechte Seite von (86) auf den Hauptnenner

. R 1 om
(@ — o) (@ — wp) = 0 — jo; — &> (87)
so erhilt man
Uwz—yw U D+ o[R+ & — L (w0 + @]
+ Qw0 — Vo, — Lo, . (38)

Da die Gleichung fiir alle Werte von o erfiillt sein soll, miissen auf
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beiden Seiten die Koeffizienten gleicher Potenzen von w iibereinstimmen,
Das ergibt die drei Bestimmungsgleichungen

U=09,
i U=R 0D o, (39
0= 9Dw, 0wy — Pw, — D,
fiir die bisher unbekannten Konstanten £, ® und £.. Die Losung lautet:

v o= -YU (90)

=0 ¥ =100 e ST L0 e

Bereits aus (86) lat sich sehr Wichtiges iiber die Ortskurve (81) aus-
sagen: Sie kann zusammengesetzt werden aus dem Festvektor

%1 =
und dem Kreis
_ B
¥, = o — o,
und dem Kreis
2
%3 = o — o, .

Natiirlich sind jeweils dem gleichen Parameter w zugehérige Vektoren &,
und B, zu addieren. Die Kurve heifit, da sie aus zwei Kreisen auf-
gebaut ist, bizirkular. Sie ist, wie im theoretischen Teil auseinander-
zusetzen sein wird, vierter Ordnung, also eine Quartik. Die Ortskurve
tragt daher die Bezeichnung ,,bizirkulare Quartik*.

Wir verfolgen die Félle 1 und 3 nicht weiter, sondern wenden uns
dem Fall 2 der Doppelwurzel zu. Die Partialbruchzerlegung lautet
hierfiir

0 —jo
- L P
IIS—UwZ_. E 1 _’D+(w—wo)2‘ (91)
e R X0
Bringt man auf den Hauptnenner
. R 1
(w—w0)2=w2—7wL——»L—c;, (92)
so ergibt sich

Uat — jo ) U= Da? —2Dwmy+ Daj + B, (93)

o="U, \
0=Duwf+ %]

Die Losung der Bestimmungsgleichungen fiir £ und P ist

(94)

D=0, ®=-Doj=(3;1U). (95)



Die Ortskurven des Schwingungskreises. 61

Hiermit geht (91) iiber in

B 5
YA
— U - — 1, 9
U=v+\," (96)
Die Ortskurve ist demnach aufgebaut aus einem Festvektor
581 = U
und einem Vektor
R . 2
YA
=\" 97
B, 0 — wy/’ (97)
der aus dem Kreis
(98)
70q00 750100
B,=U
B, w=oo
Abb. 43. Ortskurve der Spannung an der Drossel eines Schwingungskreises bei variabler Kreis-
frequenz w.

durch Quadratur der Fahrstrahlen hervorgeht. Wir wihlen folgende
Verhaltnisse:

U =100 Volt, R =100hm, L =0001H, C=40uF.
Dann ist mit Ricksicht auf (84) 4 = 0 und wegen (85) w, = 7'2% =75000.
Den Kreis (98) legen wir zweckmafBig durch folgende Parameterwerte
fest:

w=0 bringt B =;}U =710 Volt®,
w=0o0 bringt B =0,
o = 5000 bringt
5000100 . .. 1
2; —5(‘“)0*__7‘5*60’0'-—— 0+7OV0“} .
In Abb. 48 ist der Kreis 8 gezeichnet. Verbindet man den Punkt
o = 00 mit dem Kreiszentrum M, so steht die Parameterskala senk-



62 Ortskurven der Starkstromtechnik.

recht auf dieser Zentralen. Thre Teilung bestimmen die Strahlen, die
von dem Punkte @ = oo nach den Punkten w = 0 und w == 5000 ge-
zogen sind. Auf der Skala sind nun die Punkte @ == 1000, 2000, 3000,
4000, 10000 und 15000 abgetragen und auf den Kreis & iibertragen.
Aus 8B entsteht 8, durch Quadrierung, d. h. also, der Betrag von %,
ist das Quadrat des Betrages von B, das Argument von %, ist doppelt
so grofl wie das von 8B [II E ¢)].

Es ist lediglich den gewihlten Mafstiben zuzuschreiben, dal3 V, fiir
w = 5000 gleich ist V fir w = 0.

Die Figur, die sich fiir 8B, ergibt, ist eine Schnecke. In Abb. 48 ist
weiterhin noch 8, = U gezeichnet. Wollte man 1, = 8B, 4 %8, bilden,
so hitte man die Schnecke B, nach rechts zu verschieben, um U, zu
erhalten. Statt dessen ist es natiirlich einfacher, B; = U nach links
zu verschieben, so dafl der Punkt ¢ = 0 der Schnecke als Ursprung
der 11,-Vektoren anzusehen ist. Fir @ = 3000 sind die Vektoren 8, = U
und B, sowie ihre Summe U, = B, + B, gezeichnet.

Der Verlauf der Ortskurve zwischen den Punkten U, = 0 fiir o = 0
und U, = U fiir w = co kann vom streng wissenschaftlichen Stand-
punkt aus nur als gute Annéherung betrachtet werden, da Ohmsche
Widerstiinde mit steigender Frequenz infolge des Skineffektes grof3er
werden, Induktivititen aber abnehmen.

e) Ortskurve der Spannung am Kondensator bei veriinderlicher
Kreisfrequenz w.

Die Kondensatorspannung ist

1
—_ y =
uc = 7(1)0 ’ (99)
bzw. mit dem Ausdruck (51) fiir den Strom
1
u=v 2% (100)
R+jol +-—
ol

Erweiterung mit jwC' bringt fiir die zu erwartende Ortskurve

n,—U 1 (101)

° joRC — w?LC+1°
von der zwei Punkte sofort bestimmt sind:
w = 0, Gleichstrom, liefert 1, = U, der Kondensator wirkt als
Unterbrechung, an ihm liegt die gesamte, verfiigbare Netzspannung.
o = 00, Hochfrequenz, liefert 1, == 0. Jetzt wirkt der Kondensator
als Kurzschluf$3, die Spannung an ihm ist Null.
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Um (101) in Partialbriiche zerlegen zu konnen, schreiben wir

_ Y
Lc
= . . R 1 (102)
[ *](0'1—;~LC
und errechnen w; und w, aus
. R 1

Von den bereits im vorhergehenden Abschnitt diskutierten Losungen
scheiden wir die Doppelwurzel aus und zerlegen (102)

LT
T LC £
u, = e =3 L (103)
W — o — w — wy W — Oy
L LC
Bildet man rechts den Hauptnenner und beachtet
. R 1
0! —jo— 7= (0—0)(®— ), (87)
so ergeben sich als Bestimmungsgleichungen fiir ¥ und &
P+0=0,
1 U (104)
und hieraus
U
= — = _
B B = 10w w) (105)
Man kann also schreiben
U 1 1
uC:LC’(w2~wl)l:w—w1 - w-—wJ' (106)
Liegen festgegebene Verhiltnisse vor, so ist
U
N~
A= 75 rr— (107)

ein konstanter Faktor, der negativ reell oder negativ imagindr sein
kann, je nachdem

1 R
=1¢ 40
ist. Es erscheint demnach zweckmifBig, die Ortskurve
1 1
%:w—wl-*— Wy — © (108)

zu zeichnen und die Multiplikation mit 9 als reine Mallstabsangelegen-
heit zu behandeln. 8 setzt sich zusammen aus den beiden Kreisen
1 (109) und R, = 1

0 — W Wy —

B, = (110)
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Die Ortskurve ist also wieder eine bizirkulare Quartik. Wir zeichnen
sie fiir folgende Verhéaltnisse: :

U=100Volt, R=100hm, L=0001H, C=20ukF.
Dann wird nach (83)
w, = -+ 5000 + 5000,
wy, = + § 5000 — 5000
und nach (107)

A = — 500000.

75000 20000

|
w=15000 10000

Abb. 49. Ortskurve der Kondensatorspannung in einem Schwingungskreis bei variabler Kreis-

frequenz w.
Den Kreis
1
— i
%1 - w — () (10")
legen wir zweckmifig folgendermafien fest:
0 bt B L Lo 1
© = ergt 1= T4, = T 10000 " 710000 °
w=o0 ergibt B;=0,
1 2

Der Kreis 8, kann hiernach gezeichnet werden. Abb. 49. Die Skala
fiir den Parameter o steht senkrecht auf der Verbindungslinie des
Punktes w = o0 mit dem Kreiszentrum M.

Den Kreis

By = (110)
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legen wir zweckmafBig so fest:

) 1 1 .1
o= 0 ergibt B = = — j5000 ~ 7 10000°
»= 00 ergibt LB, =0,

) _ S DR
o= — 5000 ergibt B, = 75000 710000 -

Physikalisch ist @ = — 5000 natiirlich sinnlos, dagegen ist diese Wahl
vom mathematischen Standpunkt aus sehr zweckméiBig. In Abb. 49
ist auch der Kreis 8, gezeichnet.

Bildet man B; + %B,, so erhilt man B = 1, /A. Um U, selbst zu
erhalten, hitte man 8 mit A zu multiplizieren. Da % < 0 war, kidme
dies auf eine Drehung um 180° hinaus, die man sich sparen kann. Es
ist daher fir w = 0 an B; + B, kurzerhand U angeschrieben, ebenso
an die bizirkulare Quartik 1, statt U,/2A.

Fiir negative Kreisfrequenzen (physikalisch sinnlos) ergibe sich eine
zum Vektor U spiegelbildliche Ergéinzung der bizirkularen Quartik.
Denkt man sich diese gezeichnet, so sieht man, daf§ der Punkt w = o©
eine Spitze der vollstindigen Kurve darstellt. Uber diesen singuldren
Punkt wird im theoretischen Teil zu berichten sein.

Praktische Abweichungen von der gezeichneten Ortskurve treten
auflerhalb der Punkte w = 0 und @ = o0 auf, weil die Frequenz-
abhingigkeit der Ohmschen Widerstdnde und der Induktivititen nicht
beriicksichtigt wurde. Es handelt sich also nur um eine Annidherung
an die zu erwartende Ortskurve.

B. Die Ortskurven des Lufttransformators.

Bevor wir in die eigentliche Behandlung des Lufttransformators
eintreten, erscheint es angezeigt, einige Streuungsbegriffe zu erliutern.
In Abb. 50 sind zwei induktiv gekoppelte 95 or O
Spulen gezeichnet. Thre Windungszahlen sind Tl T T T ke
w; bzw. w,, die Stréme ¢, bzw. i,. Weiter
sind die mittleren Windungsfliisse gezeichnet:

®,, ist mit allen Windungen w, allein ver-
kettet,

®,, ist mit allen Windungen w, und w,
verkettet,

D, ist mit allen Windungen w, allein ver-
kettet Abb. 50. Prinzipskizze Eles Luft-

. transformators,

Die magnetischen Widerstdnde fir die Fliisse sind g5, 042 bZW. 0y.
Gibt man dem Ohmschen Gesetz fiir den Magnetismus die Form
Durchflutung

FluB = Magnetischer Widerstand’ (111)
Hauife, Ortskurven. 5
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so gilt, da @, offenbar von i, allein erzeugt wird,

@y, =21, (112)
-1y

Ferner ergibt sich fiur den von beiden Durchflutungen erzeugten ge-
meinsamen mittleren Windungsflufl

wy 4y + W,
D, = ﬁ—; 22 (113)
und fiir den von ¢, allein erzeugten Flufl
By, = 22 (114)
Q24
Als Spulenflufl war definiert die GroéBe
VY =wd10-8, (115)
Das ergibt fir den primiren Streuspulenflufl
2 — 8
W, = w, @y, 10-8 = 11077, (116)
fir den priméren Nutzspulenflul
2 —8 -8
Pro = w; D1, 108 = w107 1+ e 1077 iy, (117)
12 012
fiir den sekundéiren Nutzspulenfluf3
— 8 2 -8
W, = w, B, 1078 = X2 1070, w1078, (118)
- O12 Q12
fir den sekundéren Streuspulenflufl
2 ~ 8
W,, — w, By, 10-8 = ’f%’m i (119)
Andererseits kann man folgende Proportionalititen ansetzen
Ve =Listy, (116 a)
Wio = Lypiy + My i, (117a)
Por = Mty + Ly i, (118a)
Voo = Lasiy, (119a)
und findet durch Vergleich
Ly, — w110t
8 — ’
Q1.4
L s 1‘0_ . (120)
28 =,
Ly =207, (121)
012
2 —8
Ly =217 (122)
Q12
—8
My = My = 22210 (123)

Q12
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Man bezeichnet L,; als primire Streuinduktivitit, wL,, als primire
Streureaktanz. Analoges gilt fiir L,; und wL,,. L,, hei3t primire Nutz-
induktivitdt, wL,, primire Nutzreaktanz. Analoges gilt fiir L, und
oLy, . Schliellich bezeichnet man M,, = M,; = M als Gegeninduk-
tivitat, w M als Wechselreaktanz.

Aus Abb. 50 ist fiir die totalen mittleren Windungsfliisse ohne
weiteres abzulesen

D, =Dy, + Dy,
o } (124)
D, = Py, Dy, .
Fiir die totalen Spulenfliisse erhilt man daher
2 -8 2 -8 -8
W, =y By 10-8 = 21070, 4 wil0TT, w107, 5
Q14 012 Q12

w3 10-8 s
Wy == w, @y 1078 = 2y - 270§ L T (126)
Q2,4 Q12 Q12
und man kann schreiben
VY, =Lyi, + Mi,, (125a)
VY, =Mi, + Ly, , (126a)
wenn man definiert
L1 = Lls + L12 P
L, = Lgs + Lg, .
L, und L, sind die totalen Induktivititen, w L, und wL, die totalen

Reaktanzen.
Folgende wichtige Beziehungen sind ablesbar: aus (121) und (122)

(127)

Ly, wi
T wl (128)
aus (121) bis (123)
Ly, Ly = M2, (129)

Mit Riicksicht hierauf folgt aus dem Gleichungspaar (127), daf3 prak-
tisch stets
L, L, > M?. (130)
Behn-Eschenburg setzte
M:=IL,0L,(1 — o) (131)
und nannte ¢ den ,,Koeffizienten der totalen Streuung.
AuBlerdem existiert die Schreibweise

M2=FkL,L,. (132)

k heillt ,,Kopplungsfaktor*‘. Zwischen k und ¢ bestehen die Beziehungen
k=1—o,

k=11—o, (133)

o=1—Fk2. (134)

5%
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In der nachfolgenden Tabelle sind Extremwerte von k und ¢ und ihr
physikalischer Sinn zusammengestellt:

k= 0 1

o= 1 0

Physikalischer Sinn Die Spulen beeinflussen | Die Spulen sind streuungs-
sich nicht los miteinander gekoppelt

Hopkinson definierte als ,,Streukoeffizienten den Quotienten

— (135)

q)muzbar :
» kann also Werte zwischen 1 und 0o annehmen. In Verfolgung dieses
Gedankens definierte Blondel als ,,primiiren Streukoeffizienten bei

stromloser Sekundirspule
P,

"=z (136)
Wegen ¢, = 0 wird nun auch
¥
vV, = W_l"
und mit Riicksicht auf (125a) und (117a)
L,
= —. 137
" =1, (157
Analog folgt der sekundire Streukoeffizient
L,
=, 138)
Vo L21 (
Aus (137) lassen sich noch folgende Beziehungen ableiten
Li=nLy=v(L— L),
Ly, _m—1
I, = (139)
L ) 1. (140)
L12
Analog ergeben sich
Ly,, v,—1
2=l (141)
L2a —
I, =" 1. (142)
Multipliziert man (137) und (138), so wird
L 1
(IOl il il
og="1 1 (143)

v
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oder auch
Y Lil, 1
127" LipLy B
E= 1 (144)
V”l Vo

Heyland setzte den Verlust durch Streuung ins Verhéltnis zum Nutz-
fluB, wobei wieder der Sekundéirstrom zu Null angenommen wurde,
und erhielt als ,,priméaren Streufaktor<

Dy,
T, = Q;. (145)
7, kann also Werte zwischen 0 und oo annehmen.
Wegen i, = 0 folgt auch
7, = b1
17 ¥
und mit (116a) und (117a)
= L1s
n=In (146)
Der sekundire Streufaktor wird entsprechend
Lf)g
T, = =%,
2= (147)
Aus (146) 14Bt sich ableiten
Tylyy = Ly =7, (Ly — Ly,),
Ly, .
L, 1+7’ (148)
Ly
12
Analog ergeben sich
Ly, __ T
L, 1% (150)
L _ 151
Lo +7. (151)
Der Vergleich von (137) mit (149) bringt sofort
rw=1+1,,
! Th (152)
Vo = 1 + Ty,
T, =9 —1,
o } (153)
Ty =1, — 1.

(143) liefert dann
nrp—1_ (14+7)(1+7)—1_ 5+1+771 (154)

vy,  (I4+7)(Q+1)  I+ntntnt
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Da 7, und 7, in der Starkstromtechnik meist sehr kleine Zahlen sind,

geniigt die Ndherung
k2
O~ brt, (155)
(144) bringt

e Yo —_ 1 (156)

Ve 1 +w)(I+w)
exakt bzw. fiir die in Frage kommenden Fille die Niherung
_ 1
Mtatn
MeBbar sind unmittelbar die totalen Induktivititen L, und L, und die
Gegeninduktivitit M. Liegt ndmlich die Spannung U, an der priméren
Spule, und ist deren Kupferwiderstand R,
so ist der aufgenommene Leerlaufstrom wegen

k (157)

W =31 (B + joly), (158)
U,
VR F et 159

Sind U,, J,, R, und w bekannt, so lift
sich L, berechnen. In der Sekundirspule
“ entsteht eine meBbare EMK

C,=—joMJ,; (160)
0 S T von der Grote
E,=0MJ,, (161)

aus der M errechnet werden kann.
Sind die Windungszahlen bekannt, so lassen sich weiterhin errechnen

Ly, = M% (162)

wie aus (121) und (123) durch Division folgt. Dann ist
Liy,=Ly— Ly
usw.

Wir stellen jetzt die Gleichungen fiir den Lufttransformator (Abb. 51)
auf. Primirseitig liegt er am Netz, sekundir ist er mit dem Richt-
widerstand

B3=R+jX=2Zgr (163)
belastet. Es kann allgemein
1
X=wL—-—5 (164)

angenommen werden. Der Richtwiderstand dndere sich gemil dem

Gesetz
B =p80=pZe". (165)
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Das Faradaysche Induktionsgesetz (11)

dSe= iR+ Su (11)
erhalt fir die Zeitvektoren die Fassung
2= 23R+ 31U (166)
und ergibt in Anwendung auf die Primérseite
—JoL 3 — joMJe = Ji By + Ugy, (167a)

und in Anwendung auf die Sekundirseite
—joLJ— joMJ, = Jo By + Ngp = Jo (R + 3).  (168a)
Wir schreiben wie frither (50)
Upy=—Nyp=—0
und erhalten nach Ordnung der Gleichungen (167a) und (168a)
U=31(B+jol) +joMS,, (167)
0=Co(Ro+ jooLy+ 8) + jo M. (168)

a) Die Ortskurve des Primiirstromes.

Die Primérspannung U sei konstant, der Richtwiderstand gemilB
(165) verianderlich. Wir eliminieren , mit Hilfe von (168) aus (167)
und erhalten

2
U=3 [(Rl +i0L) + gL T3]
o (Bitjol) (R +jol, + 3) + o M?
31 B+jol,+3
=3, (Bitjol)(B+3)+Rjol, —w*Ll L, +w2M“

Beachtet man (131), so wird
a By+joLl)( R+ 38)+ Ryjol,—w*LiLo

U=% Rt jol,+ 3
bzw. mit
—w?L Lo =+ 2L, Ly0, (169)
F (By+jol) (B4 B)+ (Bi+jolyo)jo L,
1 R2+ij2+-8 ’
V1= (R1+7wL1)Rz+(Rl+7¢0L10)7(0L2+(Rx+7'wL1)P3o'
Die Gleichung hat die Form
_a+bp =
Qg_—c+bp' (54)

Der Primirstrom beschreibt also unter dem Einflufl der vorausgesetzten
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Anderung von 3 einen Kreis allgemeiner Lage. Seine Festlegung ge-
schieht folgendermafien:

p = o0 bedeutet Leerlauf, hierfiir wird
1 ~

ST & S
J14 U&+ij{ (171)

p = 0 bedeutet KurzschluB}, hierfiir wird
N — e R2+7WL2 e ~
S = VR S fo Ly R (B F joTae)jo Le (172}

31, kann durch Strom-, Spannungs- und Leistungsmessungen beim
Leerlaufversuch hinsichtlich GroBe und Phase festgelegt werden.

Abb. 52. Zur Auffindung des Zentrums M; des Primirstromkreises eines Lufttransformators.

R, ergibt sich im KurzschluBiversuch auf Grund derselben Messungen
und mit Hilfe einer einfachen Extrapolation, da man nicht bei normaler
Primirspannung wird kurzschlieen konnen. '
Zeichnet man U, §,; und J,,, auf, so mull das Zentrum M, des
Primirstromkreises auf der Mittelsenkrechten von 8, liegen (Abb. 52).
Einen weiteren geometrischen Ort fir das Kreiszentrum M, finden
wir durch folgende Uberlegungen:
Der Strom §; gehort dem Kreise

=U-—>

ST ()

an. Fiir p = 1 wird nimlich $ =g,,. Fir p =0 wird 8 :;: , der

1
Absolutwert dieses Vektors ist der groBBtmogliche, der Kreis (173) hat
also B = RE zum Durchmesser und kann gezeichnet werden (Abb. 52).

1
Das Zentrum M, findet man namlich auf U oder dessen Verlingerung,
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wenn man in P, nochmals ¢;; an ,; antrigt. Dieser Kreis & hat eine
ganz bestimmte Lage zu dem gesuchten Kreis (170) fiir . Bestimmt
man die Tangentenrichtung fiir B, so wird allgemein

a8 —Ujol,

@ (Bt jo LoP (174)
und speziell fir p =1 in P;
@ - Ujo L,
() = EFTO L (175)

Fihrt man einige Abkiirzungen ein:

31 = R, + jow L, fiir den Richtwiderstand der Primérspule,
32 = Ry, + jw L, fiir den Richtwiderstand der Sekundirspule, (176)

_ (By+joL)B 4+ (By+jowLio) joL,
B R, tjwl,

fiir den Richtwiderstand des sekundér kurzgeschlossenen Transforma-
tors, so kann man schreiben

a8 _ - Ujel
(@)= (1752)
und fir (170)

& — b2+ P80

Si=U et 5up8e (1702)

Dann wird die Tangentenrichtung fiir (170a) allgemein bestimmt durch

a3 U Bo 32(3, — 31) (177)

dp (3,32 + 312 Bo)®

und fiir den Leerlaufspunkt p = oo speziell durch

a3 y 30323, — #1) _
Py U G e 178
dp <é&+58\2 (178)
P 130)
Man erhilt
243 32(by — #1)
P =U 03 179
(p ([p >1):roo 31 80 ( )
Bildet man
43 a3 3206, — 31)
2 @1 (e _ 320,
(1) dp >ZJ=C° ) <dp)p=1 —Jjoly 3,’ (180)

so ergibt die Auswertung mit Hilfe von (176)

LR (2% _JoL(l—0) _wL(l—0) ;90_q
() e (@) = o = R B 8D

Wir setzen

a d%
c = [ p2 222
4.31 - <p dp )p:oo .
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g, ist ein Vektor, der durch den Punkt P; hindurchgeht und die
Richtung der Tangente an den Kreis fiir & in P, hat. Ferner ist
— (43
123 - <dp>p=1
ein Vektor durch den Punkt P,, der die Richtung der Tangente an
den Kreis 8 hat. Dann besagt die Gleichung (181)

%%‘ = oLd Lz(Zlo:‘,’) £1(90—7), (181a)
daBl beide Tangenten einen Winkel 90° — ¢ miteinander einschliefen.
Insbesondere schneiden sich also Kreis (170) und Kreis (173) bei rein
Ohmscher Sekundiirlast orthogonal.

In Abb. 52 sind gezeichnet

die Primérspannung U,

v der priméire Leerlaufstrom J,; mit ¢,; Nach-
eilung gegen U,
die Tangente T4 an den B-Kreis in P,;. Sie
steht senkrecht auf dem Kreisradius P; M,
die Tangente Tq an den JF;-Kreis in P;. Sie
m,, #, hat gemiBl (18la) 90° —¢ Voreilung vor Ty.
Der zweite geometrische Ort fir das Zen-

4 trum M, des J;-Kreises ist nun die Senkrechte

Abb. 53. Der Ortsvektor : . . .
A e o hten  auf Tq, in P;. Man sieht sofort, dal der Winkel

nach dem Zentrum M1 des  zwischen P; M, und Tq, ¢ sein muBl. Trigt man
Primirstromkreises eines A - 17 .
Lufttransformators.  also in P, an P; M, den Winkel 90°+ ¢ an, so ist
sein freier Schenkel geometrischer Ort fiir M.
Damit liegt der Kreis des Primérstromes fest.
Speziell fiir rein Ohmsche Sekundérlast wird P, M, | P, M,, M,
liegt auf Ty (Abb. 52). Fiir diesen Fall ist es niitzlich, den Ortsvektor
m; = OM, nach dem Kreiszentrum zu berechnen. Wegen Annahme

rein Ohmscher Belastung wird aus (163) und (165)

=7k (182)

und hiermit aus (170a)
g, =y _2trk 170b
V1 U&x'éz'*‘élpR ' ( )

Der Vergleich mit (54) bringt
a="Uj,, b=UR,
€= 3x 32> D=4 R,
sodann die Benutzung von (69) nach einfachen Zwischenrechnungen

mlzabk—bck — U2R1_‘7'wL1(1+¢7).

€b—ad “2(R} + 0 Li0) (183)
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Die Komponente in Richtung von U ist

2R,
mu =V @ oilio)

Die Komponente senkrecht zu U ist

oL, (1+o0)

M =Uy gy 4 02L30)’

Abb. 53. Hieraus folgt sofort

ﬂ?:le(l_*_g)—t 1+6
"oy 2R, =~ BPu o
oder
2 my,y
= 184
my tg 13 ( )

Aus der Lage des Kreiszentrums M, fir rein Ohmsche Last ist also
der Koeffizient ¢ der totalen Streuung bestimmbar.

b) Die Ortskurve des Sekundirstromes.

(168) ergibt
- 7wM a

[ 2
und mit (170)
X =T —joM (185)
TV (Bt joL) Bt (Bt joLio)jol+ (Bt joLl)p3,
Mit den Abkiirzungen (176) kann man schreiben
g, = U——JeM 186
N Y et e B (186)
Die Gleichung hat die Form
l )

. beschreibt also einen Kreis durch den Ursprung O. Seine Festlegung
geschieht folgendermaflen:

p = oo, Leerlauf, bringt §, =0,
p = 0, KurzschluB}, bringt
L — 7 u)f’il

Son = U (187)

bx b2
Praktisch kann man J,, aus dem Stromiibersetzungsverhéltnis nach
einem Extrapolationsverfahren finden, tiber die Phase von J., gibt die
folgende Rechnung Aufschluf3:
Gemall Abb. 52 ist
Sll—l_ %;,x = Slu:

R, = S1y — S12=U 5—*‘51‘5"’:. (188)
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Dividiert man (187) und (188), so wird
8_2_;: - jo M s,

By, 32031 — 3
und nach einfachen Zwischenrechnungen

Ser B 090 £ i)
B, oM € M (189)

bzw.

Sex = B;, -const -/ 90+ 91, (189a)
o, €ilt demnach um 90 -+ ¢, gegen
R, , vorauf. Die Mittelsenkrechte auf J,,
s, ist erster geometrischer Ort fiir das Zen-
I, trum M, des §,-Kreises (Abb. 54).
V-5 i e Einen weiteren geometrischen Ort fiir
* * M, gewinnen wir, wenn wir im Leerlaufs-
punkt (p = oo) die Tangentenrichtung
des §,-Kreises berechnen. Aus (186) folgt
allgemein
d3e joM Uz B,
dp ~ (3ydet+ 8P B0’ (180)

1B

A bzw.

pr 08 JeMUnB, (190a)

ap  (bxde 2’
( » + & 80)
daher speziell im Punkte p = oo

RS joMU
Abb. 54. Ortskurve des Sekundérstromes P = -
J2 des Lufttransformators bei variabler dp /p=w 31 80

Sekundirlast 8=pZos/ 7. oMU

g®0—r, =) (191)
21449 '

Die Tangente ¥4, im Punkte O eilt also vor U um den Winkel90 —¢, ; —¢
voraus (dieser Winkel wird in den meisten Fillen negativ sein), der
zugehérige Berithrungsradius des §,-Kreises also um den Winkel
180 —¢,; —@ (Abb. 54). Der Kreis des Sekundirstromes J, ist dort
vollstindig eingezeichnet.

¢) Die Ortskurve der Sekundirspannung.

Es ist
Upp=U, =3 8- (192)
Mit (186) wird
—joMpy,
= _ ].
1 Uit b8 (193)
(193) hat die Form

__bp
%_c+bp'
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U, beschreibt daher einen Kreis, der fiir p = 0 durch den Ursprung O
geht. Zu seiner Festlegung dienen die Sonderwerte:
p = oc, Leerlauf

U, =U

U, eilt also um 90 + ¢,
hinter U nach, U,; kann
gemessen werden. Die Mit-
telsenkrechte auf U,; ist
erster geometrischer Ort
fir das Zentrum M, des
U,-Kreises (Abb. 55).
=0, Kurzschluf3,
n,,=0.
Um einen weiteren geo-
metrischen Ort fir M,
zu finden, errechnen wir

oM oM
—joM _ poll

590+, ).
" - 1 (194)

~ . /‘/J,
aus (193) / N L2 oZ
<(l 1, >
dp /p=v
s Abb. 55. Ortskurve der Sekundidrspannung
= 7(0' u U80 N (195) U2 des Lufttransformators be.i variabler
3x b2 Sekundirlast 3=pZo+' 7.

und finden durch Vergleich
mit (187)

dU ~ . -

(7(17??)1):0 =0ax Bo = JouZo 7. (196)
Die Tangente Ty, im Punkte O (p = 0) eilt also um ¢ vor J,, voraus
(Abb. 35). Die Senkrechte auf ¥, in O ist zweiter geometrischer Ort
fir M,. In Abb. 55 ist der Kreis der Sekundiirspannung vollstindig
gezeichnet.

d) Die Ubersicht iiber simtliche Strom- und
Spannungsverhiiltnisse.

Sie 1aBt sich erleichtern, wenn man nach Festlegung des Kreises
fir den Primirstrom J, einige neue Vektoren definiert. In Abb. 56
sind nochmals gezeichnet:

Die Primérspannung U,

der primire Leerlaufstrom §;; mit ¢,;; Nacheilung gegen U,

der primdre KurzschluBstrom ,, mit ¢,, Nacheilung gegen U,

der Kreis 8 [(173)],

der Kreis fiir §,;, und zwar diesmal fiir rein Ohmsche Last, so daf}

er den B-Kreis in P; orthogonal schneidet.
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—
%}.x - P}. Pn s
- » . . —>
ein beliebiger Primirstrom &, = OP,
N Z
die Vektoren B, = P,P und 8, = P, I;
Der Vektor B, ist definiert
durch
Jr=31+ 81
By = J — I
42+ 2B 1
=U- = — U=,
dude T 810 Bo &
Nach einiger Umformung erhalt
man unter Benutzung von (176)
und (131)
—wiM2 1
g="2"NU o
B dubet 5P 8o
Mit Riicksicht auf (186) wird
auch

(197)

— 2 JIIZ 82
/= 9
1 F3 —joM
M .
= “% e+, ) F, . (198)

Abb. 56. Ortskurven des Lufttransformators.
Primarstrom J1 und die neuen Vektoren %1 %1 stellt demnach den mit einem

und Ro. .
konstanten Drehstrecker multi-

plizierten Sekundérstrom J, dar. Speziell fiir KurzschluB8 wird
';'Bln = SBZu

und man erhalt
B;, = const - =00+, ), (189a)

ein schon frither gefundenes Resultat.
Der Vektor B, ist definiert durch
1 ={x + By,
By =J1 — i«
32+ 230 - U 1

T T bt t+ 50 B By

Die Ausrechnung ergibt

w? M? PSO
- U 199
By 328 xbet+ 8PBo (199)

und der Vergleich mit (193)

2 Jf2 M . -
B, — _U;_zé~ B 7'uaz)M - ‘;’_2_2_ eHiO—r=w, I, . (200)
x ’
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B, stellt demnach die mit einem konstanten Drehstrecker multipli-
zierte Sekundirspannung U, dar.
Speziell fiir Leerlauf wird Ferametershale

’5'82 = — ’S'le >
und man erhalt

oM

292y,

8+7’(90_'P2 l_?’l'z) u2l s

'_'S'Bﬂ.x=

n,, = %fﬁgﬂ'wow“wu) B;,. (201)
U,; eilt daher um 90 4 @,; + @4,
gegen B, vor.

Wir haben jetzt den Vorteil ge-
wonnen, dafl eine Parameterskala fiir
alle GroBen ausreicht. Sie steht senk-
recht auf der Zentralen P, M.

Kiirzen wir die Drehstrecker

X

O M o, ) — 9
’ Abb. 57. Ortskurven des Lufttransforma-

z
1 (2()2) tors. Primirstrom $u, Sekundirstrom Je,
w M 00—~ ) Sekundarspannung s,
222, € P27 %) = B Belastung 8= pZo¢/?.
”

ab, so ergibt sich als vollstindiges Diagramm die Abb. 57.

e) Der Resonanztransformator.

Fiir den rein kapazitiv belasteten, sog. Resonanztransformator
ergibt die Anwendung der
bisherigen Entwicklungen die
Abb. 58. Es ist

—J

8:p80=w—0- (203)
p =0 entspricht C = oo,
p = oo entspricht C =0,
ferner ist

g = —90°,

daherfallen die Tangenten an
den B- bzw. J;-Kreisin P, zu-
sammen, M, liegt auf P, M.

Der Vektor des maximal
méglichen- Betriebsstromes
geht durch das Kreiszentrum M; und ist groBer als der Vektor J,
des Kurzschluflstromes.
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—_
Der Sekundéirstrom kann durch P; P = A g, gemessen werden. Liegt P
auf P, M, so ist der Sekundéarstrom der maximal moghche er ist groBer

als der sekundére Kurzschluistrom, der durch 8; , = P P = AJs,, ge-
messen werden kann.

Die Sekundarspannung kann durch P, P B U, gemessen werden.
Liegt P auf P, M,, so ist die Sekundarspannung die groBitmogliche

und grofler als die Leerlaufspannung, die durch P P — B, = BU,,;
gemessen werden kann.

f) Primiirstrom bei Anderung des Phasenwinkels der Belastung.

Bisher war angenommen, daf} sich der Richtwiderstand der Belastung

nach dem Gesetz
B3=p80o=1r%Z¢" (165)
andern sollte, daf} also bei konstantem Phasenwinkel ¢ der Absolut-
wert Z nach der Vorschrift
Z=pZ

verdnderlich sei. Im Gegensatz hierzu schreiben wir nunmehr eine
andere Anderungsmoglichkeit vor, nimlich

B3=2zér, (204)
Es soll also der Absolutwert Z konstant bleiben, die Phase ¢ aber ver-
dnderlich sein. Man erhilt dann aus (170a)
to+ Z g .
§=U-2"== (205)
o bedet e
Substituiert man
1=, Up=0a, UZ=0, 3p=¢ Hni=
so lautet die Gleichung der Ortskurve formal

at+be?
= — 206
B c+be? ( )
Hieran fillt sofort auf, daf} statt eines Faktorenparameters p ein Winkel-
parameter @ auftritt. (206) 146t sich jedoch transformieren mit Hilfe
der folgenden Substitution: Man kann setzen
3.7

1+jp=7‘872 =rcosr—g ~:—jrsin—§-. (207)

p und r sind dann durch (g vollstindig bestimmt. Die Spaltung der

komplexen Gleichung bringt nimlich

1 =rcos-

3

p = rsin

] 'g
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woraus p = tg % und ;= ]17_,_ p‘.’

folgen. Weiterhin ist notwendig

T ¢
1—jp=7‘8 }2’ (208)
so daB
=T, (209)

In der nachfolgenden Tabelle sind einige leicht nachzurechnende
zusammengehoérige Werte von ¢ und p zusammengestellt:

0 + 1] +oo 1 1 0

00 4900 | 4+ 1800 + 2700 ~ 3600
= — 180°%) | (= — 909

Fihrt man (209) in (206) ein, so wird nach einfacher Zwischenrechnung

_ a+Db)+7(b—ap .
T=n+ib-ap: (210)
Man erkennt hierin die Form (54), die Ortskurve des Stromes ist also
wieder ein Kreis.

Diese Tatsache ist aus der Gleichung

_32+8
dudet 53

auf Grund der Theorie der Abbildungen ohne weiteres einzusehen: In
einer 3-Ebene mit R- und X-Achse ist

B=Zéde (204)

(170a)

31:[]

bei konstantem Z, aber variablem ¢ ein Kreis.

Nun ist §, eine komplexe Funktion § von 3, wir schreiben

Si1=F(3)

und stellen §; in einer §;-Ebene mit Wirk- und Blindstromachse dar.
Jedem Punkt der 3-Kurve entspricht dann ein Punkt der J,-Kurve,
die Ortskurve von §, ist eine durch die Funktion ¥ (3) vermittelte Ab-
bildung der 3-Kurve. Diese Funktion & (3) ist aber in dem vorliegenden
Fall eine lineare gebrochene und hat als solche die Eigenschaft, daf sie
eine konforme Abbildung bewirkt, d. h. Kreise wieder in Kreise iiber-
fithrt.

Andert sich 3 gemiB dem Ansatz

5 =180 (165)

so ist die Darstellung von 8 in der 3-Ebene eine Gerade, in weiterem
Sinne also ein Kreis vom Radius oo.
Hauffe, Ortskurven. 6
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Die Festlegung des Kreises (210) geschieht zweckmiBig durch die
Werte

p= 0, o= 00, 3 ist rein ohmisch,
p= 1, ¢ =4 90% 3 ist rein induktiv,
p=—1, ¢= —90% 3 ist rein kapazitiv.

Statt des letzten Punktes kann man auch den physikalisch zwar sinn-
losen, rechnerisch aber bequemen Wert p = oc, ¢ = + 180° wiihlen.

Zu beachten ist, daB8 der Kreis (210) Leerlauf- und Kurzschluflpunkt
selbstversténdlich nicht enthilt.

C. Die Ortskurven der synchronen
Wechselstrommaschine.

Die Bauart des synchronen Wechselstromgenerators setzen wir als
bekannt voraus. Der rotierende Teil ist meist das gleichstromerregte
Polrad, in dem somit meist feststehenden Anker ist die Wechselstrom-
wicklung untergebracht. Ist an diese kein Verbraucher angeschlossen,
so liegt Leerlauf vor, und es entsteht, wenn sich das erregte Polrad
bewegt, die als Klemmenspannung 11, meBbare Leerlaufs-EMK €,. Sie
ist eine EMK der Ruhe, in ruhender Wicklung dadurch erzeugt, daB
gleichstromerregte Spulen ihre raumliche Lage zu ihr &ndern (s. a. S. 23,
ITI D 1.¢)). Weiterhin hat sie als EMK der Ruhe 90° Nacheilung gegen
den erzeugenden FluB @ (s. a. S. 25). In ihrer GréBe ist sie von Dreh-
zahl und Erregung abhingig, bleibt also konstant, solange sich diese
beiden Gr6Ben nicht dndern.

Schliet man einen Verbraucher

B=2z¢~ (211)
an die Wechselstromwicklung, so bildet sich ein Strom & aus, und es

entsteht in dem induktiven Widerstand » = w! der Ankerwicklung
ein induktiver Spannungsabfall

jolI=jz3,
in dem Kupferwiderstand » ein Ohmscher Spannungsabfall & und end-

lich im Verbraucher der Spannungsabfall 8. Alle diese Spannungs-
abfille hat die Leerlauf-EMK @, zu decken, so da$} gilt
C1=3J(+jz+3). (212)
Die Induktivitit I der Ankerwicklung hingt davon ab, wie stark sich
das Eigenfeld des Ankerstromes ausbilden kann. Der magnetische Wider-
stand hierfiir ist praktisch konstant, wenn das Polrad als zylindrischer
Induktor mit verteilter Erregerwicklung ausgefiihrt ist. Er ist aber mit
der Phasenverschiebung ¢ des Verbrauchers 3§ verdnderlich, wenn das
Polrad als Schenkelpolliufer ausgebildet ist. Um dies einzusehen, be-
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trachten wir in Abb. 59 eine Windung, welche durch einen vorbei-
bewegten Nordpol induziert werde. Steht der Nordpol direkt unter der
Windung, so ist der umfafite FluB3

@t = ¢max >
und der sog. Spulenfluf}, da die Windungszahl 1 ist,

qjt = Whax = Dnax - 1078, | i

und daher b Orar R
e, ommellis e
e~ ﬁ i
Sind Strom und Spannung in Phase, so ist V{é d .'
auch = > |
i=0. i |

Hat sich der Nordpol um eine Polteilung Abb. 59. Zur Erlduterung des ver-
dnderlichen magnetischen Wider-

weiterbewegt, so steht der Siidpol gerade standes glir das | Ankerfeld ~des
unter der Windung und es ist ¢ = 0 und -

t = 0. In den Zwischenstellungen des Nordpols ist ¢ > 0 und ¢ > 0.
Das Eigenfeld des Stromes kann sich aber nicht sehr stark ausbilden,
da unserer betrachteten Windung vornehmlich die Polliicke gegeniiber-
steht. Ist der Verbraucher 3 ein induktiver, so eilt ¢ hinter ¢ nach. In

i der in Abb. 39 gezeichneten Stellung un- ,
[

A s seres Polrades ist also in der betrachte- | €mar
ten Windung ¢ =0, ¢ < 0, d. h. der Strom
—— ist noch negativ und wird erst kurze Zeit @@

spater Null und dann positiv. In Abb. 60

|
Abb. 60. Die das
Erregerfeld schwi-
chende Wirkung
rein induktiver
Ankerstrome beim
Schenkelpolgenc-
rator.

net. Man sieht, dal das Ankerfeld das
Erregerfeld schwicht. Ist der Verbraucher
insbesondere nahezu rein induktiv, so ist
in Abb. 60 ¢ im negativen Maximum, das
schwichende Ankerfeld ist stark wirksam,
da der Windung der magnetisch gutleitende

--
sind Windung, Pol und Eigenfeld gezeich- I
i

Abb. 61. Die das
Erregerfeld stér-
kende  Wirkung
rein  kapazitiver
Ankerstrome beim
Schepkelpolgene-
rator.

Pol gegeniibersteht.

Ist der Verbraucher ein kapazitiver, so eilt ¢ vor e vor. In der in
Abb. 59 gezeichneten Stellung des Polrades ist fir die betrachtete
Windung e = 0, 2 > 0, d. h. der Strom hat bereits vor e positive Werte
angenommen. Aus Abb. 61 ist ersichtlich, dafl das Eigenfeld des Anker-
stromes das Erregerfeld verstirkt. Fir rein kapazitiven Verbraucher
ist ¢ im positiven Maximum, wenn der Nordpol unter der Windung
steht, der magnetische Widerstand fiir die feldstirkende Wirkung des
Ankerstromes ist klein.

Vorldufig nehmen wir eine Maschine mit Zylinderinduktor an, so
dafl & = ! praktisch konstant bleibt.

6*
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a) Ortskurve des Stromes bei variabler Last.
Die Belastung dndere sich nach dem Gesetz
3=p80=0Z". (165)
3= i
Der Strom & beschreibt also einen Kreis durch den Ursprung. Seiner
Festlegung dienen die Sonderwerte

Aus (212) folgt
(213)

A G, p=o00, Leerlauf, § =0,

J{”rﬁif’ p=290° p=0, Kurzschluf, J,=- fix .
\ Es ist
\-\‘ rjr=j3=z8&"

' der Richtwiderstand (die Impedanz) der
\ Ankerwicklung. Hiermit kann man auch
schreiben

O
w0tg, ] Se=Teinn, (214)
L _Whling=0 \3 Der KurzschluBstrom eilt hinter €, um
™ N @, nach. 1. geometrischer Ort des ZentrumsM
Y des Stromkreises ist also die Mittelsenkrechte

auf §, (Abb. 62).

\
\ , /‘l/f¢=¢ ) .
f / Bildet man allgemein

\ mes
\

dp ~ (r+jr+pBe)?’
Abb. 62. Ortskurve des Stromes o
einer Wechselstrommaschine bei bzw. 2 d.\j_ . '—7@}8’0 (215&)

variabler Last 8=pZo&l 7. d—p T r4gx 2
(*-—‘p' + 80)

so wird fiir den Leerlaufspunkt p = oo speziell
43 € _ G s

29 = A (180—¢)
( )p:w g = e (216)

Die Tangente an den {-Kreis hat also 180° — ¢ Voreilung vor €;
{Abb. 62). Auf der Senkrechten zu ihr in O mufl M, ebenfalls liegen.
Ohne weiteres lassen sich nun folgende Sonderlagen des Kreiszentrums
M, einsehen:

1. ¢ = 09, induktionsfreie Last, M, liegt auf der Senkrechten zu
€, in O.

2. ¢ == ¢,, der Phasenwinkel der Belastung ist gleich dem Phasen-
winkel der Ankerwicklung, M, liegt auf der Mittelsenkrechten auf J,
im Unendlichen, der 3-Kreis degeneriert zur Geraden O P,.

3. ¢ = + 90°, die Belastung ist rein induktiv, M, liegt auf €.
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4. ¢ = — 90°, die Belastung ist rein kapazitiv, M, liegt ebenfalls
auf €;.

Die Fille 3 und 4 sind in Abb. 63 gesondert dargestellt: Im Kurz-
schluBfall ist

C = o¢ bei kapazitiver Last,

L = 0 bei induktiver Last.
Mit steigender Entlastung muf} der
Leerlauf erreicht werden

mit voreilendem Strom bei kapa-
zitiver Last,

mit nacheilendem Strom bei in-
duktiver Last. .
Es ergibt sich somit, daBl ein und \ /2,”/,”,”/”
derselbe Kreis Ortskurve des Stro-
mes ist B

im oberen Teil fir rein kapazi- 501:
tiven Betrieb, L=

im untoren Teil fir rein induk- A% §f, Mechodiommazhing i eiver
tiven Betrieb.
Die Parameterskalen sind in Abb. 63 eingetragen. Die Skala fiir C
ist senkrecht auf P, M,, die Skala fiir L senkrecht auf P, M,. Die
Abbildung zeigt, daBl bei kapazitiver Last Strome erreicht werden kén-
nen, die den KurzschluB3strom wesentlich an GroBe iibertreffen.

Skalw forL

#

L rimmt za

b) Ortskurve der Klemmenspannung bei variabler Last.

Die Klemmenspannung ist

U=38=3Jr8o; (217)
bzw. mit (213)
_ (,E;JLS,L 9
R Y (218)

Sie beschreibt in Abhingigkeit der Belastung einen Kreis, der fiir
p = 0, KurzschluB3, durch den Ursprung geht. Sonderwerte dieses Kreises
sind

p = 0, Kurzschlu}, 11 =0,

p = oo, Leerlauf, Il = G,.
Das Zentrum M, des U-Kreises liegt also auf der Mittelsenkrechten

von €, (Abb. 64).
Bildet man allgemein

du _ G Be(r+j2) (219)
dp — (r+jz+p 30’
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so ist speziell im KurzschluBpunkt, p = 0,

au — @180 v —q x)
<—>p=0 s ”—(E Zogitr— (220)

dp

% M

— _.b\_._. . A
My fir g =g, N
Im oo N

I,

Abb. 64, Ortskurve der Klemmenspannung einer Wechselstrommaschine bei variabler Last
B8=pZo?P.

Die Tangente an den 1-Kreis hat also im Punkte O = P, ¢ — ¢,
Voreilung vor €;. In den meisten Fillen diirfte dieser Winkel negativ
sein, so dafl sich prak-
tisch Nacheilung ergibt
(Abb. 64). Die Senk-
rechte auf der Tangente
in O ist 2. geometrischer
Ort fiir M, Folgende
Sonderlagen von M, sind
leicht zu erkennen.

1. ¢ =00, induktions-
freie Last, M, liegt auf
der Senkrechten zu ,.

2. p=9,, M, liegt
auf der Mittelsenkrech-
ten auf €, im Unend-
lichen, links von €,. Der
Abb. 65. Wechsclstrommaschine mit reiner Blindlast. Ortskurve R yajg degeneriert zur

der Klemmenspannung.
Geraden P; P,.
3. ¢ = -+ 909, die Belastung ist rein induktiv. M, liegt auf J, bzw.
seiner Verlingerung.
4. ¢ = — 909, die Belastung ist rein kapazitiv, M, liegt ebenfalls

auf §, bzw. der Verlingerung.
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Fiir die Fille 3 und 4 ist in Abb. 65 der UI-Kreis nochmals gezeichnet.
Der Teil links von €, gilt fiir rein induktiven Betrieb. Zeichnet man

nidmlich gemalB (212)

C,=Q@+jx)+ 1 (212a)
das Diagramm (Abb. 66), fir rein induktiven Betrieb, so
findet man stets 11 voreilend zu €,. Der Teil rechts von §;
gilt fiir rein kapazitiven Betrieb. Es sind in diesem Falle
Klemmenspannungen méoglich, die die Leerlaufspannung an
GroBe weit iibertreffen.

¢) Die Ortskurve der Anker-EMK bei
verinderlicher Last.
Man definiert gelegentlich als im Anker wirksame EMK
die Gréfie
G, = U+ Jr. (221)

Ware der Kupferwiderstand r der Ankerwicklung Null, so
wire €, mit der Klemmenspannung identisch. Praktisch ist

jedoch @a — 8(8 + T) ,
bzw. mit dem Wert (213) von &

_ r+p80

Co= i T pg

€, beschreibt also im allgemeinen einen

Kreis allgemeiner Lage, wenn p sich éin-

dert. Nur fiir den Sonderfall, dafl 3, rein

ohmisch ist, verschwindet €, bei einem
Parameterwert

p= =7 (223) &

der allerdings eines physikalischen Sinnes

entbehrt. Kreis (222) wird festgelegt durch

p = oo, Leerlauf, §,= G,
p =0, Kurzschlufl,

T (224)
€, = @xm = JuT> I

das Zentrum M, des €, -Kreises liegt also

4

JAS

04

Abb. 66. Dia-
gramm der
Wechselstrom-
maschine it
Zylinderlaufer.

Abb. 67. Ortskurve der Anker-EMK
I einer Wechsclstrommaschir}e bei

variabler Last §=pZoe/ 7.

stets auf der Mittelsenkrechten auf P; P, (Abb. 67). Berechnet man

allgemein
d€, G, Yk
dp — Tt +p3ar’

2
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so ergibt sich fiir den Kurzschlufipunkt, p = 0,

d@a . 8071? . 9
() o= G et (226)
dafiir kénnen wir schreiben
<d_@.e> o I8 ZoT 90+ g~ ) (227)
dp/p=0 Vrjaz Vo2 '

Die Tangente an den §,-Kreis im Punkte P, hat also (90 + ¢ — ¢,)
Voreilung vor &,. Errichtet man auf ihr in P, die Senkrechte, so ist
diese 2. geometrischer Ort fiir M, (Abb. 67). Der Winkel O P, M, wird
dann einfach ¢, — @.

Da der Kreis fiir €, im allgemeinen weniger interessiert, begniigen
wir uns mit diesen Andeutungen und wenden uns dem Parallelbetrieb
der Synchronmaschinen zu.

d) Ortskurve des Stromes bei Parallelbetrieb.

Zeichnet man fiir beliebige Phasenverschiebung ¢ des Verbrauchers
gemiaf (212a) das Diagramm der Maschine auf (Abb. 68), so findet man
fiir den Winkel o zwischen €, und U1 '

Jxcosg — Jrsing

sin o = 7 (228)
Da praktisch r <€ x, kann man im Bereich miBiger

Phasenverschiebungen ¢ die Naherung setzen
sino A if% . (228a)

2
Nun ist aber
Jrxcosp Udzcosp = 99

E, ~ UE, UE Noy- (229)

Der Winkel «, die Voreilung von €, gegeniiber U, ist so-

Diairamm - der mit der Wirklast N, = UJ cos ¢ direkt proportional.

Wechselstrom- . .. . . .
maschine mit Hierbei ist angenommen, daB8 die Maschine mit konstan-

Zylinderliufer. - tor. Prregung (E; = const) auf ein Netz konstanter Span-
nung U arbeitet, denn nur dann ist der Proportionalitdtsfaktor ULE
eine Konstante. *

Es stehen also €, und U in einem komplexen Verhiltnis, fir das
man ansetzen kann

€, = qUg=. (230)
Hierin ist « variabel. Setzt man (230) in

C.=3r+j2)+ 1 (212a)
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ein, so wird
U(ge* — 1) = 3(r +jo) = s,
a_ U .
3= (g —1).
Man konnte in (231) den Winkelparameter o
durch den Faktorenparameter p ersetzen, wenn
man die Substitution
T+jp _ ja y
(IV Bf) S.81) einfithrt. Indessen ist aus (231) so-
fort abzulesen, dal die Ortskurve des Stromes
ein Kreis ist, dessen Ortsvektor nach dem Zen-
trum durch

m=— 1; (232)
gegeben ist und dessen Radius die Grofle
U E .
re=-g=-* (233)

. - ] Abb. 69. Die Ortskurve des

hat (Abb. 69). Auf den physikalischen Sinn der 5 )" (or Weonsolstrom.

. U L. . i maschine im Parallelbetrieb.
Grofle m = o werden wir im Abschnitt £ ein-

gehen. E,/z ist der KurzschluBstrom des Synchrongenerators bei be-
triebsméaBiger Erregung.

e) Leistungslinien.

In
C=30r+j2)+1 (212a)
kann man fiir den Strom schreiben
S = Juw+IJp=U(a+5b). (234)
Hiernach ist
Sw =all (235)

in Phase mit der Klemmenspannung U, also der Wirkstrom. Er bleibt
fiir eine parallel arbeitende Maschine konstant, solange ihr Antrieb
konstant bleibt. Ferner ist

Jp=jbll (236)

der Blindstrom, der je nach dem Vorzeichen von b um 90° gegen 1l vor-
oder nacheilt. b dndert seine Groéfle mit der Erregung, denn bekanntlich
wird bei einer Synchronmaschine im Parallelbetrieb mit einem Netz
konstanter Spannung nur der Blindstrom durch Variation der Erregung
beeinfluBt.
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(234) in (212a) eingesetzt, ergibt

G =U[1+ (r+jz) (@ + jb)] = UL + a3 + jb3). (237)

Die Ortskurve fiir €, in Abhéngigkeit von b ist eine Gerade, die Lei-

stungslinie fiir die Leistung N = N,. Sie kann sofort gezeichnet werden,
wenn man fiir (237) schreibt

€=U+ azllegr=L bzlled@+wd | (237a)

Abb. 70. Die beste Erregung ist die fiir 6 = 0,

man findet fiir sie
Cropt = U + azllelr=. (238)
Fiir die Leistung Null ist @ = 0, die entspre-

chende Leistungslinie geht durch den Endpunkt
des Vektors 1.

f) Der Synchronmotor.
Fiir die Schaltung der Abb. 71 ergibt das
Faradaysche Induktionsgesetz
0 2E=YIRrR+ 21, (166)
ST 6= 82 =37+ Up= Sr
Cr=3J(r+jx)+ U. (212a)

Formal besteht also kein Unterschied gegeniiber dem Generatorbetrieb
in der symbolischen Gleichung. Betrachtet man nun die Néherung

sina A U’”_Ei Ny, (229)
so ergibt sich « < 0° fiir N, <0, d.h., bei Motorbetrieb eilt €, im
4 wesentlichen gegen U nach. Weiter wird J gegen u
~ um einen Winkel @ nacheilend, fiir den gilt

I3 u@) ’ 900 < ¢ < 2700,

und zwar hat man im wesentlichen

” 90° < ¢ < 180°

1 ~,

bei ¥, > U (Ubererregung), und
1800 < @ < 270°
bei B, < U (Untererregung).

Abb. 71, Schaltschema
des Synchronmotors.

Praktisch liegen die Verhiltnisse so, daB ein Motor mit konstanter
Erregung an einem Netz konstanter Spannung U arbeitet, man kann
also wieder setzen

G, =qlUee, (230)
worin jetzt o negativ ist, und erhilt aus (212a)

g="(ger—1), (231)
3
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d. h. wieder den Kreis (Abb. 69) mit dem Ortsvektor
u

m= — " (232)
nach dem Zentrum und dem Radius der Grofle
U K -
r=-_q=-. (233)
Generatordetries

cos@ kapozitiv

cosp imduktiy

“le

kapaziti

cosp indukty

Motorberrigd
Abb. 72, Stromdiagramm der Synchronmaschine.

Denkt man sich die Erregung des Synchronmotors abgeschaltet (E; =01),
so flieBt vom Netz ein Strom
u
= —
=N 3
in den Motor. Dem Ortsvektor m nach dem Zentrum M des Kreises (231)
kommt also eine sehr sinnvolle physikalische Bedeutung zu. Der Kreis-

radius

r==
2

stellt den Kurzschlufistrom J, bei der betriebsméBigen Erregung dar.
In Abb. 72 ist der Kreis (231) nochmals gezeichnet. Fiir o =00 ist
Ty = I‘I' g in Gegenphase zu m.
[
Zeichnet man die Senkrechte zu 11 in O, so trennt diese in der Zeichen-

ebene das Gebiet des Generatorbetriebes (oberhalb S; —8,, § bildet
mit U1 spitze Winkel) von dem Gebiet des Motorbetriebes (unterhalb
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S;—8,, I bildet mit Il stumpfe Winkel). Man sieht, daBl Generator-
betrieb méglich ist in dem Bereich

Oy = oA > 0y,

wobei «; = 3 S, M O bereits negativ ist.

Im ganzen ibrigen Bereich haben wir Motorbetrieb. Solange

log | < el <logl,

ergibt sich Motorbetrieb mit kapazitivem Leistungsfaktor (90° < ¢
< 1809), im ganzen iibrigen (gréferen) Bereich induktiver Leistungs-
faktor (1800 < ¢ << 2709), o, ist bestimmt durch den Schnitt S; der
Verlingerung von 11 mit dem Kreis.

Fiir andere Erregungen erhilt man eine Schar konzentrischer Kreise
um M. Wird die Erregung derart verringert, dall der Kreisradius

r< M8, (MS, L1l

wird, so ist iiberhaupt kein Motorbetrieb mit kapazitivem Leistungs-
faktor moglich.

g) Die Synchronmaschine mit ausgepriigten Polen.

Wir behandeln diese Maschine im Parallelbetrieb mit einem Netz
nur andeutungsweise. Die Netzspannung sei 1, der Strom § werde
mit einer nacheilenden Phasenverschiebung ¢ (0° << ¢ < 90°) abge-
geben. €, eile vor 11 um « vor. Gesetzt werde

Der @, erzeugende FluBl @ hat, wie eingangs erwahnt, 90° Voreilung
vor €, (Abb. 73). Man kann nun § in zwei Komponenten zerlegen:

1. Im gezeichneten Fall ist &, in Gegenphase zu @. Wire J vor-
eilend vor §;, so wiire &, in Phase mit @. Die feldbeeinflussende Wir-
kung der Phase ¢ von & wird hier also nochmals besonders deutlich.

2. Die zweite Komponente von § ist J,, 90° nacheilend hinter @.

Wir nehmen nun geradlinige Magnetisierungscharakteristik an.
D. h., die Darstellung 9B iiber § liefert eine Gerade durch den Koordi-
natenursprung mit einer Neigung

B
M= arc tg %
gegen die positive H-Achse. u ist also konstant, und man darf wegen der
Proportionalitiat zwischen Ursache (Durchflutung) und Wirkung (Fluf})
die Superpositionsgesetze anwenden.

Sei w, die Windungszahl der Ankerwicklung, so erzeugt J, einen

Langsflufl

(240)

B, = Lo

N

(241)

ki
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0, ist der magnetische Widerstand fiir diesen. Der Lingsspulenfluf} ist

w3 10~8

y]l = W, ¢l 10-8 = .@—Sl (242)
1
Wir definieren
'Pz = Lz SL (243)
und nennen
2 -8
=" ;‘l’ (244)

die Lingsfeldinduktivitit, o L, den Lingsfeldblindwiderstand. Analog
ist der Querflufl

waSe _ Jpwly
o, = ~Q—“’~ , (245)
und die Querfeldinduktivitét .
¢ 3[’”4’
w3 108 2.
L= (246)
& erzeugt auBlerdem in dem Raum aufler- R
halb des Polrades ein Streufeld AR
e :
G, =22, (247)
Qo
Die Streufeldinduktivitit ist
7108
L= 07", (248)
Qo
Die Klemmenspannung, vermehrt um den
Ohmschen und alle induktiven Spannungs-
abfille, ergibt die Leerlauf-EMK €; \ N
. s : 37
Ci=U+Jr+jiJwl 3
-+ j\C}let -+ qu oL, (249) Abb.73. DiagrammderWechselstrom-

maschine mit Schenkelpolliufer.
(Abb. 73). Wir setzen
oly=zy, owly=2x, wL,=az, (250)
und lesen aus Abb. 73 ab
Jp = Jsinye O = — jxsinyelv, (251)
S = Jcosypelv. (252)
Hiermit geht (249) iiber in
C=U+3Jr+ i3V (xye v — ja,siny + a,cosy). (253)
Fiithrt man
e77V = cosp — jsiny
ein und faf3t zusammen
T + xq = Xll’ 1

254
x0+xl:X1aJ (254
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so wird
@;=11+3r+j8€f‘*'(quos1,u—lesinw). (253)

X, und X, haben beide einen wohldefinierten physikalischen Sinn
den wir an X, erliutern: Es ist nimlich

>

- | 210-sf 1 1 —3 % 1+ 0, 90
X, =2+ 2, = 0 u2l0-8 <907 + 9,,'> = wu? 108 Q‘;O 0, (256)
und
% + 9,
Q0 9¢
der resultierende magnetische Widerstand der parallelgeschalteten
Widerstinde g, und g,.
Fiir die Klammer in (255) kann man schreiben

Xqcosy —jX;sny=4X,cosp + § X,cosp
—3jX;sinp — 35X, siny + 35 X, siny
—3j X siny + 3 X, cosp — L X, cosp

X, +X . X,— X .
=7 Micosy — jsing) — 5 T cosy + juiny)
.Y jquﬁ,-,,, XX X,e7iv — X, etiv, (257
wenn
X1 == X _; Xq >
] (258)
X, — X, g X,

gesetzt wird. Ferner ist, wie schon in den Abschnitten d) und f) ange-
geben wurde

€, =qUele, (230)
(257) und (230) geben in (255) eingesetzt
U(ge* — 1) =Jr + jI X, — 3 X, o020, (259)
Beriicksichtigt man noch (239), so wird
U(ge* — 1) =Fr+jJ X, — i3 X, e/2aei2e, (260)

In dieser Gleichung tritt auBer dem verinderlichen Winkel o zwischen
€, und U noch der mit « sich andernde Winkel @ auf. Dieser kann
eliminiert werden, wenn man bedenkt, daf$

g =3 =2z¢" (261)

und daher
L g, —zein (262)
ASx
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(s. II De)) ist. Index k& deutet die konjugiert komplexen GroBen an.
Aus (261) und (262) folgt

U3 sy
I g1 (263)
(s. II D d)). Fithrt man dies in (260) ein, so ergibt sich
U (ge* — 1) = W, J(r + 5 Xy) — jUI Xy &2 (264)

Mit Riicksicht auf II De) kann man nun sofort die Gleichung anschreiben
U(ge7*— 1) = UJ(r —j X)) +j U F Xpe7722, (265)
Aus (264) und (265) kénnen die mit 1, behafteten Glieder entfernt
werden, wenn man (264) mit (r — j X;), (265) mit j X,&’>* multipliziert
und addiert. Es ergibt sich
U, [(ge7* — D(r —j X)) + (ge7* — 1)j X, 8/%7]
=1, J[* + X§ — X3]. (266)
Hierin ist
X, + Xu 2 X, - Xc 2 - BYR
) - (R =X, (267)
X, —X,=X,. (268)
und man erhalt
Ulger*(r — jXo) — (r —jXy) — j X, &%)
=@+ X, X,
o 98— X) (= X)) — X, el
I=1 24+ X, X, :

(269)

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann man wieder Il = U setzen.
Fiithrt man weiter die Abkiirzungen

%=3”+§Xh]
WU=q(r—jX,), (270)
B=r—jX;,
C=jX,
ein, so erhilt man als Ortskurve
B — et — B — Ceita, (271)

B und § sind miteinander in Phase und zueinander proportional. Wir
brauchen durchaus nicht die Substitution

(209)
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einzufithren, um den Aufbau von 8 zu erkennen. Es liBt sich sofort
angeben, daf} sich 8 additiv zusammensetzt aus

1. dem Festvektor 8; = — B,

2. dem Kreis ®, = + Ae/* mit dem Radius 4 = ¢ 72 + Xz,
der im Intervall 00— ¢ —> 360° einmal durchlaufen wird, und

3. dem Kreis 8; = —€&2* mit dem Radius C = X,, der im
Intervall 0° - « — 360° zweimal durchlaufen und daher als Doppel-
kreis bezeichnet wird.

Wir erkennen somit die Ortskurve als bizirkulare Quartik.

D. Die Ortskurven des asynchronen Drehstrommotors.

Wir betrachten einen Asynchronmotor normaler Bauart, dessen
Stander (Index 1) am Netz liegt und 3 gleiche Wicklungen triagt, die
um je 120 elektrische Grade auseinander liegen. Wir beschranken uns
weiterhin auf eine zweipolige Maschine, dann liegen die drei Stédnder-
wicklungen auch rdaumlich um 1200 auseinander. Sie sind von Strémen
durchflossen, die um je 120 elektr. Grade gegeneinander verschoben
sind.

Der Laufer (Index 2) kann ein Kéfiganker sein oder eine Drehstrom-
wicklung wie der Stinder tragen. Wir nehmen das letztere an. Im nor-
malen Betrieb sind die drei Wicklungen des Léufers meist kurzge-
schlossen.

Wir beweisen zunichst die vom Stinder erzwungene Entstehung
eines Drehfeldes und berechnen dessen Gréfe. Hierbei machen wir von
der Moglichkeit Gebrauch, durch komplexe Faktoren auch riaumliche
Lagen zu kennzeichnen.

Wicklung I, des Stéinders erzeugt ein Wechselfeld

D, = Dycosw;t (272)
in einer Richtung, die wir mit der reellen Achse zusammenfallend an-
nehmen. Wicklung /I, des Standers erzeugt ein Wechselfeld

Dir, = 771120 P cos (w, ¢ — 120) (273)

in einer Richtung, die gegen die des Feldes @;, um 1200 im Uhrzeiger-
sinn verschoben ist. Wicklung 111, des Stinders erzeugt ein Wech-
selfeld

D@ryp, = 77220 @ cos (w ¢ — 240), (274)

fiir das der Ansatz (274) ohne weiteres klar ist. Fiir das Folgende ist es
praktisch,

71200 — q (275)
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fiir den Dreher zu setzen. Dann ist

£—i240° — g2
73600 — 03 = " — 1” I

at=aq, (276)
a+a*+ a®=0,

bzw. 14 a + a2=0
und der resultierende FluB
Doy, == O, + Py, + Py,
= Dycosw t + aDPycos(wt — 1200 + a2 Dy cos (w,t — 2409). (277)
Nun besteht die leicht nachweisbare Identitiit
Dy coswyt = FDPyel ot 4 L Dygient, (278)

Der erste Summand der rechten Seite bedeutet einen konstanten Fluf3
der Grélle 1 @, der sich mit der Winkelgeschwindigkeit w, im Raume
dreht. Der zweite Summand ist entsprechend ein Drehfeld mit der
Winkelgeschwindigkeit — w, und der Grofle § @,. (278) ist der mathe-
matische Ausdruck der seit Ferraris bekannten Tatsache, daf} ein
raumlich feststehender Wechselflul der Amplitude @, zerlegt werden
kann in zwei gegenliufige Fliisse der konstanten Grélie 1 @,.
Entsprechend ist

@ — 1209 = 1g Jlwyt—120° ;1 @ —J(wi1£t—120")
0 COs (wyt — 1209 = L Dye + 5, Dye 1 (or0)
q’;o cos (wlt . 2400) — I) (pogj(mltf— 240)0) 4+ %@Oa‘j(“”‘_zwn)
(278) und (279) ergeben in (277) eingesetzt,
(bresl — 1) Qo[giwlt + a E;i(untyli()“) + ﬂ2 ej((ult-'l«lO")
gt g q g @t=1200 1 g2 g=ilent—240")]
und mit Riicksicht auf (276)
Doy, = 5 Do [ (14 a4 af) 4 e/t (1 14 1)] ==  Pg—iont, (280)

Der resultierende Fluf} ist somit ein Drehfeld mit der Grolle § @,, das
mit der Winkelgeschwindigkeit — @, im Raum — und damit im fest-
stehenden Sténder —— rotiert.

Diese Tatsache ist fiir die Induktivititen der Wicklungen von Be-
deutung. Der Spulenflull der Wicklung I, ist

lllll = ‘M‘I(I)OIO”S = L[l Jl ’ (281)
der resultierende Spulenflull aber

3 - 3 c
W rires = wy 5 Q)ﬂ 10-8 = 5 Ly J,. (282)
Hauffe, Ortskurven. 7
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Wir setzen 3L, =L, (283)
firr die wirksame Induktivitit einer Standerwicklung.

Steht der Standerwicklung I, die Lauferwicklung I, gegeniiber, so
ist der Spulenflul dieser Wicklung

p, D,10-8
I "

v, ist der Blondelsche primére Streukoeffizient [(136) S. 68]. Der resul-
tierende Spulenflul der Wicklung I, ist aber

wy 3 Dy10-8
Eplz res — T ”
1

=M,J,. (284)

:%Mlle . (285)
Wir setzen

SMy=M (286)
fiir die wirksame Gegeninduktivitit zwischen einer Stinder- und einer
Lauferwicklung. Analog ist

8Ly, = L, (287)
die wirksame Induktivitit einer Liauferwicklung.

Nachdem durch die Koeffizienten L und M die Wirkung der iibrigen
Phasen beriicksichtigt ist, geniigt es, die Vorginge in einer Sténder-
phase und einer Léuferphase zu betrachten. Ihre Kupferwiderstinde
seien R, bzw. R,.

Um zu den Gleichungen fir die beiden Kreise zu gelangen, machen
wir in Gedanken einige Experimente:

1. Im Sténder des Motors entsteht ein Drehfeld mit der Winkel-
geschwindigkeit — w; im Raum und gegen den Liaufer, solange dieser
stillsteht. In einer Lauferwicklung wird eine EMK — jo, M3, indu-
ziert, die als Klemmenspannung l,; im Stillstand meBbar ist.

2. Wird die Lauferwicklung jetzt kurzgeschlossen, so entsteht ein
Strom J, von der Kreisfrequenz w; und mit ihm eine EMK — jw; L, §,
der Selbstinduktion. Es gilt dann wegen (166)

—jo, MJy — o, Ly Fp = Jo B, - (288)

3. Liegt der Stinder am Netz und erteilt man dem Léaufer eine
Winkelgeschwindigkeit — w,, so ist die Relativgeschwindigkeit zwischen
dem vom Sténder erzeugten Drehfeld und dem Laufer Null. EMKK und
Strome verschwinden hierbei im Liaufer. Der Betriebszustand, der
praktisch nur durch Antrieb zu erzwingen ist, heillt Synchronismus.

4. Erteilt man dem zunichst offenen Laufer eine Winkelgeschwin-
digkeit — w,, fir die

W, - W, = w,; (289)

gelten moge, so hat das vom Sténder erzeugte Drehfeld eine Winkel-
geschwindigkeit — w,, die sog. Winkelgeschwindigkeit der Schliipfung,
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gegeniiber dem Léaufer. Die Verhiltnisse bleiben dieselben, wenn wir
den Sténder mit Stromen der Kreisfrequenz w, beschicken und den
Laufer stillstehen lassen. In einer L&auferwicklung entsteht dann als
EMK der Gegeninduktion nur mehr — jw, M ;.

5. Wird die Lauferwicklung jetzt kurzgeschlossen, so entsteht ein
Strom , der Kreisfrequenz w, und mit ihm eine EMK — jw, L, §, der
belbstlnduktlon Wegen (166) gllt

— o, MJy — jo,LyJs = JoRs . (290)
Wir setzen
W, = S, (291)
und bezeichnen s als relative Schlipfung. Fir sie ist
g = Ng Schlupidrehzahl (292)

W, - n = Drchzahl des Standerdrehfeldes ’

1, heiflt auch synchrone Drehzahl. Ferner ist

PR i) R Sk 3 (293)
W, N
n, ist die Lauferdrehzahl.
Mit (291) ergibt (290)
—Jo s MJ —jo 8Ly T =Js Ry (294)

6. Die Strome der Kreisfrequenz w, im Laufer erzeugen ein Dreh-
feld, das gegeniiber dem Laufer eine Winkelgeschwindigkeit — , hat.
Dieses Drehfeld hat dann gegeniiber dem stillstehenden Stander, d. h.
also im Raum, eine Winkelgeschwindigkeit

— Wy — Wy, = — . (289)
Stander- und Léauferdrehfeld stehen also zueinander still. Das ist eine
wichtige Existenzbedingung aller Drehfeldmaschinen.

7. Das Lauferdrehfeld induziert in der Stinderwicklung eine EMK

der Gegeninduktion — jw, M $,, fir den Stédnder gilt also mit Riick-
sicht auf Abb. 51 und Gleichung (166)

—Jjo Ly — jo, MJp = Fi By + Upys (167a)
d. h. die fir die Primarwicklung des Lufttransformators aufgestellte

Gleichung.
Wir haben jetzt die Gleichungen fiir den Asynchronmotor abgeleitet.
Nie lauten geordnet mit

113[1 == — IIAB: - Lrl (50)
und
W =,
Uy=3 (R +jol)+joMS,, (167)

(
0=3.L, +jowsly) +josMG,. (295)
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a) Asynchronmotor und Lufttransformator, Ossannakreis.

Denkt man sich den Lufttransformator rein ohmisch belastet, so
wird der Richtwiderstand der Belastung

B=0pk
und die Gleichung fiir den Sekundirkreis lautet
; 0=e(B+joLy+pR)
Mo? +joMT;. (296)

I
:\\ Fithrt man einen neuen Pa.-
:\‘ rameter s ein durch
| 1
H / By onn
\\ //% R2+pR:8 s (_191)
4 \ ’
1 / so geht (296) iiber in (295).

Das Diagramm des Asyn-
chronmotors stimmt also
iiberein mit dem Diagramm
des rein ohmisch belasteten
Lufttransformators.

Schlupf s = 0, Synchro-
nismus, liefert p = oo, Leer-
lauf des Lufttransformators;
und somit

U

o - 1
ST Rdjel
Schlupf s =1, Stillstand,
liefert p = 0, XKurzschlufi
des Lufttransformators, also

(171)

Abb. 74. Festlegung des Ossannakreiscs.

Ry +jo L,

Sik=U : - .
* B+ jol) B+ (Bi+jolio)jol,

Der Primiirstrom $;; beim synchronen Leerlauf gehért wieder dem
Kreis

— U,

C Ritjolp

an, und zwar schneidet der J,-Kreis diesen, wie frither (S.74) be-
wiesen, orthogonal. Der Kreis fiir den Primérstrom &, heifit Ossanna-
kreis und kann durch folgende Messungen und Konstruktionen ge-
funden werden:

Strom-, Spannungs- und Leistungsmessungen im synchronen Leer-
lauf (Antrieb!) ergeben §;; nach Grofie und Phase.

8 (173)
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In P; (Abb. 74) trigt man ¢,; an §;; nochmals an und findet M,
das Zentrum des B-Kreises, auf U, bzw. dessen Verlingerung. Auf
P; M, errichtet man in P, die Senkrechte &,.

Strom-, Spannungs- und Leistungsmessung im Stillstand bei ver-
ringerter Stinderspannung und Extrapolation auf Normalspannung U,

liefern &, nach Grofle und Phase. Es ist auf P P = %, die Mittel-
senkrechte €, zu errichten. Sie schneidet &; im Zentrurn M, des Os-
sannakreises.

—>
Ist OM; = m,; der Ortsvektor nach dem Kreiszentrum, so war
bereits frither (S.74) berechnet worden, daf}

2
g= "= - —1 184
My 68 P15 ( )
der Koeffizient der totalen Streuung ist. m;; ist die Komponente von

my in Richtung von U,, m,, die Komponente von m, senkrecht zu U,.
-—
Der Lauferstrom kann durch P; P = A , gemessen werden (IV Bd)).
Obwohl nun alle Verhaltnisse festliegen, tragen wir der Vollstandig-
keit halber die Gleichung fiir die Ortskurve des Primérstromes (Os-
sannakreis) nach. (295) bringt
a _ —josi
‘sg—Rz—{—jwst%l' (298)
Hiermit wird aus (167)
=3 ; ECLE
U, =% [Rl +jol, + R, —}—jwsLJ
(Rl—i—wal)Rz—L Ryjws Ly — w2 Ly Ly + w?s M?
Ry+ jws L,

I
&R

bzw. mit (131)
3, (Bi+jo L) Ry + (By+ joLio)jos L,

Uy = Ry, 4+ jws Ly ’
X = B+ jwsL, 9
3i= Uy (By+joLy) B+ (R + jo L6) jos L (299)
Die Gleichung hat die Form
o Ot bp
8= : Top (54)
und man findet durch Vergleich
a=U,R,, b=U,jo Ly,
t=(By+jol)R,, D=(R,+jowlo)jowlL,.
Der Radius des Ossannakreises ist aus
e ad—"Dbec (70)

Ced — €D
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berechenbar. Nun enthalten a, ¢ und daher auch ¢, den Widerstand R,
einer Liuferwicklung als Faktor. r wird also von R, unabhingig. &,
ist ebenfalls von R, unabhéngig, nicht aber & ,, (172). Der Ossanna-
kreis gilt also fiir jeden Lauferwiderstand, die Punktverteilung auf ihm
ist aber von R, abhingig. Zu ihrer Ermittlung ist der Punkt fiir s = co
notwendig. Er entspricht dem unendlich raschen Lauf (Schlupf oc!),
aus (297) wirde fiir den Lufttransformator der physikalisch nicht
realisierbare Parameterwert p = — R,/R folgen. Ebensowenig kann aus
betriebstechnischen Griinden s = oc verwirklicht werden. Nun folgt
aber aus (299) fir s = co

o —_ Ul _
S =B 4 jwle (300)
und man sieht, dafl} dieser Stromvektor auch dem Kreis
R -
8= By +jolyp (173)

angehort, da fir p =0 B = J,;, wird. Der Punkt s = o ergibt sich
somit als zweiter Schnittpunkt des B-Kreises (173) mit dem §,-Kreise
{299) (Abb. 74). Die Parameterskala (Schlupfskala) steht senkrecht auf
P, M,. :

Berechnet man nach (70) den Radius des Ossannakreises, so wird
ol (1 -o0)
"=V @t vt i)
Der Radius wichst also proportional mit der Betriebsspannung U,
ferner ist er um so grofler, je kleiner der Koeffizient ¢ der totalen
Streuung ist, dagegen um so kleiner, je grofler der primire Kupfer-
widerstand R, ist.

b) Der Heylandkreis.

Heyland gab die Ortskurve des Stiinderstromes §, bei verschwin-
dendem Stdnderwiderstand R, an. Ihre Gleichung folgt aus (299) sofort:

By +josk,

& — L M jOS Ly
3= U, jow Ly (Ry+jws Lyo) (301)
Gleichung des ,,Heylandkreises*.
Fiir Synchronismus, ¢ = 0, wird
U
&, — Y 20
V14 = 7-0) Ll’ (302)

900 nacheilend hinter U, (Abb. 75). Der B-Kreis (173) entartet zur
Geraden

By= ——, (303)

die in O auf U, senkrecht steht.
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Fiir s = oo, unendlich raschen Lauf, wird
Froo = P, (304 )

ebenfalls um 909 nacheilend hinter U;. Wegen der Orthogonalitit des
entarteten B-Kreises B, mit dem Heylandkreis mul} das Kreiszentrum M,
auf B, selbst liegen. Die Parameterskala (Schlupfskala) liegt senkrecht
zu P M,;, d.h. sie kann mit dem U,-Vektor zusammenfallend ge-
zeichnet werden.

Fir Stillstand s = 1 ist der KurzschluBlstrom

31 — _.leu__ 71?2;4:’7' w L,

* joL, By+jw Lyo
Denkt man sich in den Léufer
zusitzlichen Widerstand R, ge-
schaltet, so muB im Grenz-
fall R, = oc der primire Kurz-
schluBstrom &, in den Strom
G314 des synchronen Leerlaufs
iibergehen. P, wandert also bei
Zuschaltung von Rotorwider- -
stainden auf dem Heylandkreis
nach P; zu.

Vernachlissigt man in erster
Néaherung den XKupferwider-
stand R, der Rotorwicklung,
so wird

. (305)  |s-Stalr

Abb. 75. Der Heylandkreis.

Aus (302) und (304) folgt exakt

Su 307)

Sloo G’ (
aus (302) und (306) die Néherung

LT 307a)

Slx . (

Der Radius des Heylandkreises ergibt sich aus dem oben entwickelten
Ausdruck fiir den Ossannakreis zu

o G110 (308)
worin der EinfluB der Streuung sehr deutlich wird.

Uber die physikalische Berechtigung des Heylandkreises geben
folgende Uberlegungen AufschluB:
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Mit R; = 0 wird aus (167a)
—ijl-Sl —-j}'wM82=2@1=uBA=— Ul' (167b)
Da U, konstant war, heifit das, der Heylandkreis ist die Ortskurve

des Sténderstromes &, bei konstanter primirer EMK Y&, . Sorgt man

also dafiir, daf3
J€ =31 B+ Upy
konstant bleibt, so erhdlt man den Heylandkreis (Abb. 75).

¢) Die Beriicksichtigung der Eisenverluste.

Sie geschieht mit Hilfe einer dritten auf dem Sténder untergebracht
gedachten Wicklung, die in sich bzw. iiber einen Widerstand kurz-
geschlossen sei. Der Kupferwiderstand des gesamten Kreises 3 sei R;.
Dann gelten in Anlehnung an (167) und (295) mit im iibrigen selbst-
verstindlichen Bezeichnungen die drei Gleichungen

Uy=31(By+joly) + Jpjo My - Jsjo My,
0=51jwsMys + S (Ry + josLy) - JsjosMy,, (309)
0=31joMy+ Jzjo Myg+ J3(Bs + jo Ls). [

Setzt man zur Vereinfachung der Schreibweise

By 4 joL; =3,

R+ jo Ly =3,
jooMy = joMy=my;,,
joM; =joM;=my,
joo My = jo Mz = Mgy,

(310)

so wird
Uy =311+ Je e + JsMys,
0= {18y + Jo (By + jwsLy) + Jg8Mgg, (311)
0= Jy1My5 + Ja Moy + J33s - 1

Hieraus folgt sofort

U, RLIST Myy
0 Ry 4 jows L, 8§ Mgy
0 m2; afl
N oo 312
v ) 31 My Myy ( )
'Smlz By-+josLy $ Mgy
R UST Mgy 33

Die Determinanten kénnen mit der Sarrusschen Regel leicht berechnet
werden. Sie ergeben nach einiger Ordnung

Ry i Ly 35 — M3, .
31: []1 23.;+S(70:]k253 “l._.:), (313,
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worin
Ay = Ry (3135 — mis)

+ s[j @ Ly (31 33 — mis) + 20 My Mgy — 33 M35 — 33 Mis]
die Koeffizientendeterminante des Systemes (311) ist. Man erkennt
sofort die Kreisgleichung. Fiir 3; = co verschwinden in Zihler und

Nenner alle von 3; freien Glieder gegeniiber den mit 3, behafteten.

Man erhalt
By +jws Ly

: T 314
13261+3(7wL261“mie) (314)

‘3,1 = U

und mit (310)
i Byt josk,
(By+joly) Ry -+ (B +jwlyop)josLy’

31=U1

Das ist die Gleichung des Ossannakreises. 33 = oc bedeutet ja physi-
kalisch nichts anderes, als daBl die dritte Wicklung offen bzw. nicht
vorhanden ist.
Im Synchronismus, s = 0, wird
[ 33 1=
S = Uy d1ds — Miy (315)
Fir den Sekundédrstrom J, erhilt man aus (311)

b1 U, niy;
S My 0 S My
A Myy 0 33 3
[ = 316
b2 B RUT Myy (316)
ERIBT Ry +josL, § Mgy
My Mgs &3
Die Berechnung liefert
) 3, = U, s(Mmy, ml;—— My 3s) (317)
k
Definiert man wieder einen neuen Vektor %, durch
3= 31+ By, (318)
so wird mit (313), (315) und (317)
B, = X L5 M5 4 35 Mis — 2 My Mgy My 3y (319)

(tgy My — Typ 33) (31 32 — Miy)

W, ist demnach auch hier der mit einem konstanten Drehstrecker
multiplizierte Sekundirstrom. Bei Abwesenheit einer dritten Wicklung
wird wie beim Lufttransformator bzw. Ossannakreis

B, = F, —12 (320)
%1

In (319) sind némlich fir 33 = 0o nur die in 3; quadratischen Glieder
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zu berticksichtigen. (320) bringt mit (310) das altbekannte Resultat

M .
281 - 82 EU‘z*l'ztﬁ‘—y(90+(7711.). (198)
1
Die Festlegung des Primérstromkreises mit Riicksicht auf die Eisen-
verluste (sog. Eisenkreis) ist erheblich komplizierter und erfordert zuvor
weitlaufige Néaherungsrechnungen, die in der angefiihrten Literatur
nachzulesen sind. Wir beschrinken uns hier auf die einfache Fest-

legung des Ossannakreises.

E. Die Ortskurven
von Weehselstromkommutatormotoren.
a) Behandlungsmethode.
Fiir die Behandlung von Wechselstromkommutatormotoren hat sich

eine Methode als besonders praktisch erwiesen, deren Grundlagen zu-

nichst entwickelt werden miissen.
1. In dem Stander eines Motors werde von

irgendeiner Wicklung ein zeitlich sinusférmig

verdnderlicher FluB von beliebiger raumlicher

Lage erzeugt. Fir diesen Flu kénnen wir an-
\ schreiben

{4 ! @ = Dysinwt el (321)

+

ﬂr bt " Denkt man sich eine Ebene senkrecht zur Mo-
Abb. 76. Der zeitlich sinus- torwelle gelegt, so kann man in ihr ein orthogo-
formig sertinderlicheWeehsel- yales System so einzeichnen, daf der Ursprung
mit dem Durchstolpunkt der Welle zusammen-
fallt. Die eine Achse sei die reelle, die andere die imaginire. @ sinw?
ist nun ein zeitlich sinusférmig verdnderlicher Flul} in Richtung der
reellen Achse, @ ist ein ebensolcher FluB mit y° Voreilung gegen-
iber @, sin w¢ (Abb. 76). (321) 1aBt sich umformen

D = Pysinwicosy + jPysinwtsinyg =@, + D, (322

und dahin deuten, daB sich jeder raumlich beliebig orientierte, zeitlich
sinusformig verinderliche Fluf in zwei zueinander senkrechte Kom-

ponenten
D, = P, sinwtcosy,
C ey (323)
D, = Dysinwisiny
zerlegen laf3t, die ihrerseits auch Sinusgesetzen gehorchen. Wir denken
uns diese Fliisse @, und @, in getrennten z- bzw. y-Wicklungen erzeugt.
2. Ein Wechselstrom

1 =Jysinwt,
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der eine Spule von w Windungen durchflieft, deren Achse den Winkel -+ Y
mit der reellen Achse bilde (Abb. 77), repriisentiert eine Durchflutung
A =wdysinwtelv . (324)
Sie ist durch Gleichung (324) nach zeitlichem Augenblickswert und
rdaumlicher Lage vollkommen festgelegt. Die Umformung
A = wJysinwteosy + jwJysin wtsiny
w0yt - jw, i (325)
= Am + jAII

zeigt, daf} die Windungszahlen der dquivalenten
2- bzw. y-Wicklungen nach den Gleichungen

Wy == WCOS Y, |

. (326)
w, = wsmny Abb. 77. Die wechselstrom-
. durchflossene Spule beliebiger
zu berechnen sind. riiumlicher Lage.

3. Wir setzen fest:

a) Ein Strom in einer z-Wicklung heifle §,-Strom. Er gelte als
positiv, wenn er von links nach rechts flieB3t.

b) Ein solcher Strom erzeugt einen @, -FluBl. Er gelte als positiv,
wenn er von links nach rechts gerichtet ist.

¢) Ein + {,-Strom erzeugt einen + @,-Flufl nur bei einem ganz
bestimmten Wicklungssinn der z-Wicklung, der durch
Abb. 78 gekennzeichnet ist und bei dem die Windungs-
zahl w, positiv gerechnet wird. Ist g, der magnetische
* Widerstand, so kann man schreiben

P, — e, (321 L%
d) Ein Strom in einer y-Wicklung heile &,-Strom.
Er gelte als positiv, wenn er
7z von unten nach oben flieft. “Jy
—g—o—/m\—o— e) Ein solcher Strom erzeugt Abb. 79. Bine g-
i 2 einen @,-FluB. Er gelte als po- Wicklung,vonei-
nem + Jy-Strom

Abb. 78. Eine 2-Wicklung, von sitiv, wenn er von unten nach durv?fl.t)sson,;r-
einem + Sz-Strom  durchflossen, . . Zeugteinen < @y-
erzeugt einen + Pz-Flul. oben gerwhtet ist. Flus.

f) Ein + §,-Strom erzeugt
einen - @,-FluB nur bei einem ganz bestimmten Wicklungssinn der
y-Wicklung, der durch Abb. 79 gekennzeichnet ist und bei dem die
Windungszahl w, positiv gerechnet wird. Ist g, der magnetische Wider-
stand, so kann man schreiben
— % (328)

0 2
v Ou

P
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g) Beim Anker gebe die Verbindungslinie der Biirsten die Achse
der Ankerwicklung an. Der in Abb. 80 gezeichnete Anker ist demnach
durch die 2 daneben gezeichneten Spulen ersetzbar, die durch die
Biirsten parallel geschaltet sind.

4. Nach diesen Festsetzungen befassen wir uns mit den Drehmomen-
ten, die die Flisse auf die stromdurchflossenen Ankerwindungen aus-
iiben. Allgemein gilt fiir den Momentanwert des Drehmomentes

M,=kip. (329)

k = Proportionalititsfaktor,

1 = Momentanwert des Stromes,

¢ = Momentanwert des Flusses.

Das mittlere Drehmoment wihrend einer
Periode ist also

T
MM:%IMML (330)
]

Abb. 80. . Der Ko_mmutg_ttor- . .
anker mit beliebiger rium- Pepkt man sich die zeitlich verdnderliche

licher Biirstenstellung und
scine Ersatzschaltung. GroBe M, fir eine Periode iiber der Zeit auf-
getragen, so leuchtet ein, dafl die rechte Seite
von (330) die mittlere Hoéhe der Fliche ist, die von der Kurve M,,
der Abszissenachse und den Ordinaten ¢ == 0 und ¢ = 7' eingeschlossen
wird. Sei
1 = Jysin wt,
@ = Dysin (wt —y),

+¢, so gibt bekanntlich die Integration (330)

M, = gJO Dycosy = ky JDycos y . (331)

*Jz Hierin ist
J = Effektivwert des Stromes,
Abb. 81. Der + Dy- . i
Pt und e o @, = Amplitude des Flusses,

:{grr:z, ei(lllgrrrfhflis%e;_l ky = k/2 = eine Konstante,
Strom, ~Entstehung 4 = die Phasenverschiebung zwischen Strom

der Dehnungskritte.
und FluB.

Wir betrachten zunéchst einen §,-Strom und einen @_-Fluf}. Zwischen
beiden ergeben sich keine Drehkriifte, da die x-Wicklung schon das
mogliche Maximum des @,-Flusses umfaflt. Die auftretenden Kraft-
wirkungen haben vielmehr das Bestreben, die Windungen zu dehnen,
wie das Abb. 81 zeigt. Das Eigenfeld des J,-Stromes ruft innerhalb
der Windung eine Verdichtung der Kraftlinien hervor, ihr Querdruck
sucht die Windung zu sprengen.
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Analoges gilt fiir §,-Strom und @,-Fluf}, so daB allgemein ausge-
sprochen werden kann, daf} cin Flufl mit einem gleichnamigen Strom
kein Drehmoment liefert. ‘0

Wir betrachten nun eine Windung einer
2-Wicklung, die einen + §,-Strom fiihrt und |,
sich in einem -+ @,-Flul} befindet (Abb. 82).
An den Stellen, an denen das Eigenfeld des
Stromes den Flufl @, verstiarkt, treten Druck-
kriafte P auf, die ein im Sinne der Mathe-
matik positives Drehmoment M, bewirken. Wir

P
konnen in Anlehnung an (331) schreiben ] Y

. Ceos (Y G
AM1 = '+‘ lﬂl Jx! ¢y0 | cos (\)ac (Dw) . (332) Abb. 82. Der + Py-Flub und cine
. . . z-Windung, durchflossen von
M, wird negativ, wenn cos (J,®,) < 0 ist. cinem +3.-Strom, Entstehung
. - . . . . cines positiven Drehmomentes.
Dies bedeutet, im iberwiegenden Teil einer
Periode haben i, und ¢, entgegengesetztes Vorzeichen.

Die Windung einer - y-Wicklung, die von einem + J,-Strom
durchflossen ist, in einem + @,-Fluf} zeigt Abb. 83. An den Stellen,
an denen das Eigenfeld des Stromes den
FluB @, verstirkt, treten Druckkriifte P auf, m »
die ein negatives Drehmoment 3, bewirken. )
Es ist

My = — Iy J,| @yl cos(3, D). (333)

M, wird negativ, wenn cos (J,D,) <0 ist.
Dies bedeutet, dall im {berwiegenden Teil 7
einer Periode ¢, und @, entgegengesetztes Vor- Abb.83. Der + éx-FluBundcine
. y-Windung, durchflossen von

zeichen haben. cinem + Jy-Strom, Entstehung

Die bisherigen Ausfithrungen gestatten be. ©nesnegativen Drehmomentes.
reits, iiber einen Wechselstromkommutatormotor eine Reihe wichtiger
Tatsachen auszusagen. Das zeigen wir zundchst an dem Einphasen-
reihenschluBBmotor, dessen Schaltung in Abb. 84
dargestellt ist. Diesc Abbildung ist so angelegt,
daf} sie aufler dem Stromverlauf gleichzeitig die
riumliche Orientierung der Wicklungen zeigt.
Ein solches Schaltbild wird verschiedentlich als
Raumdiagramm bezeichnet. Wir kennzeichnen
diec dem Stinder zugehorigen Groflen durch 2
den Index 1, die dem Liufer zugehirigen § -
GroBen durch den Index 2 und beschreiben ;‘}iﬁ‘;;f,f;mi‘%“‘”‘f&';‘I“Eiiggﬁiﬁéifi}:
den Motor an Hand des Raumdiagrammes im "iPeuschlugmotons obue Kom-
Stillstand :

1. Der Stinder trigt nur eine x,-Wicklung, keine y,-Wicklung.

2. Der Liufer besitzt nur eine y,-Wicklung, keine x,-Wicklung.

)+3_l‘1
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3. Der Standerstrom ., ist mit dem Léauferstrom §,, identisch,
da Stdnder und Laufer in Reihe geschaltet sind:

¢

Jr1 = Jyz = J- (334)

4. Der Strom § erzeugt in den + w,, Windungen des Standers
einen Flufl + @,,, von dem der weitaus grolere Teil als @, den Anker
durchsetzt. Die Differenz @,, — @,, ist der Streufluf}.

5. Der Strom J erzeugt in den + w,,-Windungen des Ankers einen
FluB -+ @,,.

6. Da J,, = 0, kann nur das Moment

My = — ki Jys | Q)m ; cos (Jy o D,,) (335)

auftreten. Da §,, = & und @,, bzw. d,, von § erzeugt und somit
mit ¥ nahezu in Phase ist, wird

cos (Jyz Pus) > 0,

M, also tatsichlich negativ, der Motor sucht

sich im Uhrzeigersinn zu drehen.
w Als 2. Beispiel betrachten wir den Doppel-
AL % kurzschluBmotor von Atkinson, dessen Raum-
o, Te .y, diagramm Abb. 85 zeigt. Der Rotor besitzt je
S % ein kurzgeschlossenes z- und y-Biirstenpaar. Es

Abb. 85. Schaltbild e . . .
(,,Raumdiagramm*) des ergibt sich fir diesen Motor im Stillstand:
Dopp&l)]f:’ ’jiﬁ{‘,ﬁ‘;ﬁ,’}‘ otors 1. Der Stander hat nur eine x,-Wicklung,

keine y,-Wicklung.

2. Der Laufer besitzt eine x,-Wicklung und eine y,-Wicklung.

3. Der Standerstrom ., erzeugt in den - w,, Windungen des
Stinders einen FluB 4 @,,, der abziiglich der Streuung als @,, den
Rotor durchsetzt.

4. @,, induziert in der x,-Wicklung eine EMK der Transformation,
die ibrerseits einen Strom $,, erzeugt. Diesen Strom denken wir uns
durch zusitzliche Widerstinde in der z,-Wicklung zunéchst in er-
traglichen Grenzen gehalten. Wir sehen nun ein, dafl @., durch §,,
natiirlich mitbestimmt ist.

5. @, induziert in der y,-Wicklung keine EMK der Transforma-
tion, da keine Verkettung vorliegt.

6. Im Stillstand haben wir somit nur einen @, ,-Flul und eine
stromdurchflossene x,-Wicklung, so daB} sich kein Drehmoment aus-
bilden kann (s.S.108). Der DoppelkurzschluBmotor liuft ohne be-
sondere MaBnahme nicht von selbst an.

5. Nachdem an Hand der bisherigen Untersuchungsmethoden der
Drehsinn des Anlaufes aus dem Stillstand des Motors erkennbar ge-
worden ist, gewinnen die EMKK an Interesse.
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1. Die EMKK im Stinder kénnen nur EMKK der Ruhe sein, da
sie in ruhenden Wicklungen auftreten. Sie eilen als solche den erzeu-
genden Flissen um 90° nach (s. 8. 25).

Fiir die «,-Wicklung existiert eine Windung, die den gréften Fluf}
umfafit. Seine Amplitude sei | @,,, |. Die Amplitude des Spulenflusses
ist dann

| Pet0] = wo1lar| Poro | 1075 (336)

£, ist der Wicklungsfaktor (s. S. 23).

Die EMK in der x,-Wicklung wird

€10 = —jo¥ep = — jowy; (o) Puyp 1078 Volt. (337)
Sie werde als EMK der Ruhe durch einen Strich gekennzeichnet. Analog
ist die EMK in einer y,-Wicklung 2,
€0 = —jow,; £y Dy101078 Volt.  (338)

2. In den Lauferwicklungen kénnen sowohl EMKK
der Ruhe (€, und €,) als auch EMKK der Be-
wegung (€}, und €,) auftreten. Letztere sollen durch
zwei Strlch(? gekennzeichnet wer‘den. Ganz all.gemel.n Abb. 86. Prinzipbild
schicken wir voraus: Durch die Biirsten wird die der zweipoligen Gleich-
Ankerwicklung in eine gerade Anzahl — sie sei 2a — strommaschine.
paralleler Ankerzweige aufgeteilt. Ist w,,,,., die Gesamtzahl der Anker-
x-Windungen, so ist die wirksame Windungszahl

W0 . }’fxmotal l
®2 T 2a .
Analog gilt (339)
Wy, = w1/22;oml J

Wir betrachten zunéchst

«) Die EMKK der Ruhe. Hierzu ist zu sagen, daf} ein @, ,-Flufl
nur mit einer x,-Wicklung verkettet ist, ebenso ein @,,-Flufl nur mit
einer y,-Wicklung. Es gilt daher:

Cooo = — jow,s Cys Dyog 1078 Volt, (340)

Clo = — jow,, Cyp Py 1078 Volt. (341)
Ein WechselfluBl erzeugt also nur in einer gleichnamigen Wicklung eine
EMK der Rubhe.

f) Die EMKK der Bewegung. Um zu Gleichungen fir die
EMKK der Bewegung zu gelangen, gehen wir von der zweipoligen
Gleichstrommaschine aus (Abb. 86). Dort bewegen sich in einem kon-
stanten Fluf @,,, die Windungen der z,-Wicklung. Die EMK in einer

Windung ist p
o= — =210 Vols. (342)
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Wir formen um

dyy du o o

6=
und interpretieren:
- 2% ist die absolute Anderung des von einer Windung umfaflten

Flusses wihrend einer Umdrehung.
% ist die Drehzahl in der Zeiteinheit.
Abb. 87 zeigt tabellarisch fiir eine zweipolige Maschine
in der 1. Spalte die Stellung der Windung gegeniiber dem Erreger-
fluB3, wobei die beiden Windungsseiten unterschiedlich gezeichnet sind,
in der 2. Spalte den umfafiten

\StellungdWindg | Umfalter | Anderumdumbfien)  Fluf,

g lrreger/ i) Al Lusses in der 3. Spalte die absolute
‘ﬁ » Anderung des umfaBten Flusses.
Ef;) Yo Man sieht, daf fiir die zweipolige
Maschine
lq,
E ’ e =4,y (344)
_ 28 ist. Fiir eine Maschine mit p Pol-

[
Yoo Yo paaren wird natiirlich

doy «
‘-ﬂ / j%ﬁ duw 4p ¢1120- (345)

Sei n die Drehzahl in der Minute,

= v, so ist die Drehzahl in der Zeit-
< 0 . .
cinheit (Sekunde)
Abb. 87. FluBverhiiltnisse einer Ankerwindung du n
ciner 2-poligen Gleichstrommaschine withrend == —— (346)
einer Umdrchung. dt 60

Die EMK der Bewegung, die in ciner Windung induziert wird, ist also

absolut
n

0 = 49D 00 0 108 Volt, (347)
und die EMK in den w,, Windungen
Byl = 4 ptege o g 1078 Volt, (348)

Sie ist eine konstante, solange @, ,, konstant ist. Erregen wir das Feld
der Gleichstrommaschine mit einem Wechselstrom, so wird aus der
konstanten EMK eine Wechsel-EMK

n

¥20 40 10—8 Volt, (349a)

Croo =4 pwys D
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die mit dem Wechselfluf3
Do = | Dyso 1 gt

gleiche Frequenz hat und mit ihm durch Null hindurchgeht. Ebenso
gilt fiir die EMK der Bewegung €,,, die in einer y,-Wicklung indu-
ziert wird, welche sich in einem @, ,,-Flufl dreht,

10-8 Volt. (350a)

n
%20 g0
Zum SchluB miissen wir die Phase der EMKK der Bewegung kontrol-
lieren. Aus Abb. 82 ist zu sehen, da8 fiir eine + x,-Wicklung, die von
einem -+ ,,-Strom durchflossen ist und sich in
einem + @,,-Flull befindet, ein positives moto-
risches Drehmoment M, auftritt. LiBt man die
Drehung zu (Motorbetrieb mit n > 0!), so ist die
entwickelte EMK der Bewegung eine gegenelektro-
motorische Kraft, die 4 §,, entgegenarbeitet und

daher mit negativem Zeichen zu versehen ist:

n . Abb. 88. Anker mit z-
320 g0 108 Volt. (349) und y-Biirsten. Die An-

schluBpunkte der z-Biir-
. . . sten sind Aquipotential-
Aus Abb. 83 entnehmen wir: Eine + y,-Wicklung, punkte fiir die y-Wick-
.. . . . luing und umgekehrt.
die in einem + @,,-FluB} einen + &, ,-Strom fiihrt,
erfihrt ein negatives motorisches Drehmoment M,. La3t man die mo-
torische Drehung zu (Motorbetrieb mit n << 0!), so ist die entwickelte
EMK der Bewegung eine Gegen-EMK und daher + §,, entgegen-
gerichtet. Wir miissen also setzen:

Cyo0 = + 4pwyp Pyog g5 1078 Volt (350)

r” —_ N
veo = 4 pwy, 2

" —
S22 T T 4pwm2 o

(denn nur dann wird fiir » <0 €, negativ!).

Endlich ist zu erwihnen, daf} fiir eine z,-Wicklung die Anschluf3-
punkte des y-Biirstenpaares Aquipotentialpunkte sind, so da weder
die EMK der Ruhe noch die der Bewegung, die in der xz,-Wicklung
induziert sind, Stréme zwischen den y-Biirsten hervorrufen kénnen.
Das geht anschaulich aus Abb. 88 hervor, in der ein Ringanker mit
zwei 2- und zwei y-Biirsten gezeichnet ist. Fiir eine y,-Wicklung und
die x-Biirsten gelten die gleichen Betrachtungen.

Verdreht man bei einer zweipoligen Gleichstrommaschine im Betrieb
das Biirstenpaar um 90°, so nimmt die zwischen den Biirsten meBbare
Spannung bis auf Null ab. Hieran kann sich natiirlich nichts &ndern,
wenn der Erregerflu kein konstanter, sondern ein WechselfluB ist.
Bei diesem Experiment ist aus der z,-Wicklung (Abb. 86) eine y,-Wick-
lung geworden. Wir folgern: ein y,-Fluf} induziert in einer y,-Wicklung
keine EMK der Bewegung?.

1 Gleiches gilt fiir x,-FluB und z,-Wicklung.
Hauffe, Ortskurven. 8
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Wir fassen die Ergebnisse zusammen:
1. Drehmomente:

Ml = + kl sz | (puzo 1 cos (sz ¢y2) ’ (3323’)
M,= _liy2’¢xzo‘COS(3u2@x2)- (333a)

2. Effektivwerte der elektromotorischen Krafte:
a) Im Sténder:

= — 7-“”‘,’;12?2 ®_,,10-8 Volt, (337a)

&), = — jf”f‘ﬁicﬂ ®, 1,108 Volt. (338a)

b) Im Léaufer:
o) EMKK der Ruhe.

Gy — — j“’?;@? @010 Volt , (340a)
G/ j‘“—"ﬁ:;f” B, 50108 Volt. (341a)
) EMKK der Bewegung.
4

=, PUa B, 20 g5 107 Volt, (349b)
A y42 Pwyz Do g 1078 Vols. (350h)

Zur Vereinfachung der Schreibweise empfiehlt es sich zu setzen:

-8
CVIZ — ¥, (351)
46%;? — K. (352)
Dann wird

Cs1 = — jowy by Puyo (353)
€)1 = — jow,1ky Py, (354)
€rs = — jO Wy kzs Prno> (355)
€y = —jowyskys Pyoo (356)
o= — Bwge k" Doq, (357)
ve = T nwy, k" Ppsg. (358)

b) Die Ortskurven des EinphasenreihenschluBmotors
mit Kompensation.
Das Schaltbild zeigt Abb. 89. Es gibt gleichzeitig die raumliche Lage
der Wicklungen an, ist also ein sog. Raumdiagramm. Die Kompen-
sationswicklung ist eine im Stinder befindliche y-Wicklung und hat
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die Aufgabe, @,, zu vernichten. Ist g, der magnetische Widerstand in
Richtung der y-Achse, so muf} sein
@1/20 = Jo 91}111:;@2, =0. (359)
Hieraus folgt
Curwyr = — Ly, (360)
und bei gleicher Wicklungsart
Wyy == — Wyy.

Sieht man von der Streuung ab, um durchsichtigere Verhiltnisse zu
erhalten, so wird
Cz wI E z x
¢x0 = (bmo = ¢m20 = ”15:1 So = }Cg‘lwl% (361)
Wir setzen A
’_—2 Cl’)
P2t — b (362)

und erhalten 5
D,y = Dot We1 S - (363)

Die Anwendung des Faradayschen Induktions-
gesetzes

2€=YIR+ 31 (166)
auf den Stromkreis der Abb. 89 bringt

€1+ €y = J(Byy + Ryy + Byo) + Upy

Abb. 89. Schaltbild des Ein-
== S R — IIAB = SR —-U. (364:) phasenreihenschluBmotors mit

Kompensation.
Eine EMK der Ruhe €, in der Kompen-
sationswicklung existiert nicht, da @,, = @, =0 ist. Aus dem
gleichen Grunde existiert auch keine EMK der Ruhe ¢ ,. Fiihrt man
(353) und (358) in (364) ein, so wird mit (361) zunéchst
U=3R + jows ko Peog—nwys k" Dy (365)
und mit (363)
U =3(R + jows ko Pay — nws1wy2 k' Pa)
U
Y=pr—g g7 . 366)
v B+ jowt, paakly — nwey Wy Pay b7 (366)
Diese Gleichung stellt die Ortskurve des Stromes bei konstanter Klem-
menspannung dar. Es ist eine Kreisgleichung. Zur Festlegung des
Kreises beachten wir die auf S.110 gefundene Tatsache, daf sich der
Motor im negativen Sinn dreht, wenn w,, und w,, positiv sind.
Stillstand, » = 0, bringt
U

& — — (]
v B+ jows pakl,’ (367)

S*
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Dieser Strom kann durch ein Extrapolationsverfahren gewonnen werden,
indem man bei verringerten Klemmenspannungen Strom-, Spannungs-
und Leistungsmessungen vornimmt.

Unendlich rascher Lauf, n = oo, bringt

3=0.

Einen dritten Kreispunkt finden wir auf Grund folgender Betrachtung:
Es existiert eine positive Drehzahl, fiir die

B — nwgy wys Py =0 (368)

ist. Sie wire nur durch Antrieb entgegen dem motorischen Moment zu
erzwingen. Fir sie hat der Strom J seinen maximal moglichen Wert

U
Smax = (369)

v o e
Jowsy pey ki,

und ist um 900 hinter U nacheilend. Er ist
also Durchmesser des Kreises (366). So er-
gibt sich das Diagramm der Abb. 90. Das
Zentrum M liegt auf der Senkrechten zu U
in O und auf der Mittelsenkrechten auf 5,_,.
Die n-Skala steht senkrecht auf der Zentra-
len O M und ist durch den Kreispunkt n =0
hindurchgelegt. Man sieht: Je groBer n abso-
lut ist, um so mehr kommt § mit U in Phase;

Abb. 90. Ortskurve des Stromes . . .
cines Einphasenrcihenschlu-  der Leistungsfaktor wird also bei groBen

motors.

Geschwindigkeiten giinstiger.

Der Wert des Kreisdiagrammes ist nicht allzu grof3, seine Ableitung
setzte namlich geradlinige Magnetisierungslinie voraus. Diese Voraus-
setzung ist deswegen sehr wenig erfiillt, weil der Motor Reihenschluf-
charakter hat und der Strom im Feld dementsprechend starken Schwan-
kungen unterworfen ist. Wir verfolgen daher keine weiteren Ortskurven,
sondern befassen uns zunichst mit dem Drehmoment. Nach (363) sind
®,, und J stets in Phase?, daher cos (§@,,) =1 und gemif (333a)

M=M= —IkJ|Dy|=—Fk J?> Py Wy, . (370)
Bildet man aus (366) J2, so wird
ky poy wey U?
(B — 1w,y Wyp Pay K70 + (0 083 par k71)*
Diese Gleichung gestattet, das Moment M in Abhéngigkeit der Dreh-
zahl zu berechnen. Es ist stark von ihr abhingig: Reihenschluficharak-
teristik.

Wir wenden uns nun der Frage der Selbsterregung zu. Wird ein
Motor von auBen angetrieben und arbeitet er hierbei auf eine Impe-

M= — 371)

1 Hierbei ist von Eisenverlusten abgesehen.



Die Ortskurven von Wechselstromkommutatormotoren. 117

danz R, + jw Ly, so ergibt die Anwendung des Faradayschen Gesetzes

—joLyy+ €, + € = J(By + Byy + Byy + Bys)
= 3J(Ry + R). (372)
(353), (358) und (363) bringen

0 =3[Ry + R) — nwyy wys Pyy & + j (Wl per by + Lo)] - (373)

Gleichung (373) ist erfiillt, wenn § = 0. Diese Losung scheidet aus.
Die andere Lésung ist die, dal der Ausdruck in der eckigen Klammer
verschwindet. Dies ist nur moglich, wenn Realteil und Imaginarteil fiir
sich verschwinden. Es ergeben sich also die Gleichungen

Ry+ R — nwyywys pu k' =10, (374)
(W21 Py Koy + Lo) = 0. (375)
(375) hat als einzig mogliche Lésung

w=20,
denn es ist
280y £210-8 _ £2,10-8

kL= =
Pe1 a1 0 V 2 0

stets positiv. Der selbsterregte Strom ist also ein Gleichstrom. (374)
liefert die Drehzahl
R+ R

= /R ]
Wy 1 Wyp P k

(376)

bei der Selbsterregung auftritt. Sie ist stets positiv (solange, wie voraus-
gesetzt, w,, und w,, positiv sind), weil

- }28.14p 10-8 _ 4pl., 107 A
Paa® = "0 60 }2  60¢. uﬂA:'uAf
> -
jedenfalls stets positiv ist. S
¢) Die Ortskurven des Doppel- ;{l’z
kurzschluBmotors von Atkinson. ALY %
Das raumliche Schaltbild zeigt Abb. 91. e 2y, R,

a da, ionsg
Das Faradaysche Induktionsgesetz Abb. O1. Schaltbild des Doppel-

4\;«,@ — ESR + Zu (166) kurzschluBmotorsvon Atkinson.
ergibt in Anwendung auf die drei Stromkreise
;1 = leRxl + uBA = SrlRazl - U,
@;2 _*— ::l2 = sz Ra:‘.: ’ (377)
@;2 -+ @;’2 = Sv2 'Ry‘.l
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Den Gleichungen (353) bis (358) entnehmen wir

€1 = — jOwey Ky Py (353)
re = — JO Wy Ky Dy, (355)
;2 = '“jwwvz kt’lZ ¢u20» (356)
pe = — MW K’ q)vzo’ (357)
ve =t nwy k" Dpoy. (358)
Beachtet man nun die Beziehungen
’ C.c W ¢1 10-8 .
Woy k1 Prro = 1_1@10 C =Ly For + M iz (3178)
, CopWyp Pogy 108
Wyo Kya (szo = 7 '*2175’29“ = Lpo Jp2 -+ M ;15 (379)
’ Lopwys Pypg 1078
Wy kys Pyzo = AWL’M}/EEL‘ - = Lys Jyes (380)
s0 werden die elektromotorischen Krifte der Ruhe
1= — 0Ly Jp1 — jO M Fyo, (381)
:’1:2= _ij128m2—jwMler (382)
ve="—J0LysJys. (383)
Aus (380) folgt
Lll (\/ﬂ
Do = ’;u,':"z:;, : (384)
und damit
rno Wz k” T o
22 — n;,,:k{,z Lys3ye- (385)

Aus Symmetriegriinden ist w,, = w,,, ferner geben die Beziehungen
(351) und (352)

B 4plo-*  y2

B 60}2 Lal0-

Beachtet man, dafl der Wicklungsfaktor einer Kommutatorwicklung

2
Cac2 = Cv‘.’ ={= . (386)
ist, so wird
' 2pn
Ky, 60 °

Fiihrt man nun noch die synchrone Tourenzahl durch

_M_GOCU

o = Zxa (387)

Mg
ein, so ergibt sich
4 D)

kjs L

(388)
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Als neue Variable definieren wir die Relativgeschwindigkeit

v == (389)
o
und erhalten
ez = — V0L, J,. (390)
Analoge Rechnungen bringen
ve =t v (Lyo Jzo+ M Fs1)- (391)

Fithrt man (381) bis (383), (390) und (391) in das System (377) ein,
so wird mit den Festsetzungen

Ra:l + ijxl = 31>
By +joLlys= R,y + joL,s =R+ joL, =3

(die letzte Gleichung folgt aus der Symmetrie) nach einiger Ordnung

U= Qes + Jeej@ M,
0= JujoM + ezt + Jyevols, (392)
0= —J2100M — Jp2v0 Ly + Jya3e -
Die Determinantenrechnung liefert sofort den Stinderstrom
U joM 0
0 32 + vw L2
0 —volL 3
o _ 2 02
Szl = a T i 0 . (393)
jw M e +rvo Lz
—voM —vol, 32

Die Berechnung der Determinanten bringt
U (38 + »* w® Lj)

Se1 = LGt et D) — jo Mo Mt wet i O
Substituiert man
=N, (395)
so lautet die Gleichung fiir &,, formal
at+bN
o1 = 1HN - (396)

Die Ortskurve ist also ein Kreis, jedem Kreispunkt entspricht ein
Parameterwert N, jedem Wert N entsprechen zwei Relativgeschwindig-
keiten v, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Wir be-
zeichnen den durch (394) dargestellten Kreis als einen Kreis 4. Ordnung.
Die Verteilung des Parameters v auf ihm ist eine quadratische. Das
Ergebnis ist von vornherein zu erwarten, da der Motor kein Anzugs-
moment entwickelt und sich in beiden Drehrichtungen gleichmaBig
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verhilt. Im Stillstand, v = 0, wird

x = Ubr
Vol T 35 + 02 I

der KurzschluB3strom. Seine Gleichung stimmt formal iiberein mit der
fiir den Kurzschlufistrom eines Transformators.
Bei synchroner Drehzahl n = n, ist » =1 und

o~ UG+ 02 L3)
Vel = GE 0’ LY) —joMGo Mg+ ot L M)

Berechnet man
B+ Li=R;+2R,jowly, — w? L + w? L}
= Ry(R, + j2w L),
joMzg +0*La M =joMR,,
so wird der Strom bei Synchronismus

N UR, +j20Ly)
Vo1 = Ry + 2w Ly) + w? M2

(397)

(398)

Aus dieser Gleichung ist abzulesen: im sekundédren Kreis, dem Rotor,
entsteht bei Synchronismus ein Strom der Kreisfrequenz 2. Dies
findet seine physikalische Erklirung in der Zerlegung des Sténder-
wechselfeldes in zwei gegenlidufige Drehfelder (s. S. 97). Mit dem einen
rotiert der Laufer synchron, gegen das andere hat er die Winkelgeschwin-
digkeit 2w : p. Das mitlaufige Standerdrehfeld erzeugt im Liufer keine
EMKK, das gegenliufige Stinderdrehfeld erzeugt solche der Kreis-
frequenz 2. Die hierdurch entstehenden Stréme wirken mit dem er-
zeugenden Drehfeld der Drehrichtung entgegen. Hieraus folgt, daf} die
Drehzahl des Motors immer unter der synchronen bleiben muf.
Einen dritten Kreispunkt finden wir fiir unendlich raschen Lauf,
v = 00, wobei
o~ Uw? L

Vel T 0L — jod MPL, (399)
Fiihrt man die totale Streuung ¢ durch
w*M2=(1—o0)L,, L,, (400)
ein, so wird
a U
Ser = Fa el (401)

T Ry +jolae

R,,, L,, und ¢ lassen sich leicht experimentell bestimmen, und daraus
kann &, fir » = co berechnet, sodann die v2-Skala gefunden werden.

Der DoppelkurzschluBkommutatoranker des Motors kann ersetzt
werden durch einen Kifiganker, der Motor wird dadurch zum Ein-
phaseninduktionsmotor, dessen Theorie mit der hier entwickelten iiber-
einstimmt,
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F. Strom- und Spannungsdiagramme.

Den Bediirfnissen der Starkstromtechnik entsprechend haben wir
uns vielfach mit Ortskurven eines Stromes befaB3t, der unter dem Ein-
fluf} einer vorhandenen konstanten Klemmenspannung 11 in irgendeiner
Anordnung flieft. Schon S. 35 hatten wir das allgemeine Gesetz

J=u4 (402)
aufgestellt, wo /1 eine komplexe Funktion der Widerstandsoperatoren ist,
A= F(BuB2--- Ba)s (403)
in welcher sich ein Widerstandsoperator gemif
3=pr8

andert. Die Ortskurve (402) des Stromes heilt Stromdiagramm. Sie
zeigt das Verhalten des Stromes bei konstanter Spannung, wenn sich
der Leitwert /A dndert. Geben wir, was stets zulissig ist, der Spannung 11
den Wert 1, so wird
=4, (404)
d. h.die Stromkurve kann als Leitwertdiagramm angesehen werden.
Oftmals liegen die Aufgaben anders, es bleibt der Strom konstant
und die Spannungen werden bei verdnderlichem Leitwert gesucht. (402)
ergibt sofort

u=3 (405)
und, wenn wir
1
q= 3 (406)
setzen,
U=3g3. (407)

Die Ortskurve der Spannung heifit Spannungsdiagramm. Sie zeigt das
Verhalten der Spannung bei konstantem Strom und verinderlichem
Richtwiderstand. Setzen wir § = 1, so wird

n=3 (408)
und man kann sagen, dafl das Spannungsdiagramm als Richtwider-
standsdiagramm angesehen werden kann. Uns interessieren die Be-

ziehungen zwischen Strom- und Spannungsdiagramm. Aus (402) und
(407) folgt

A= 3. (409)
Diese Gleichung besagt, daBl das Leitwertsdiagramm die Inversion des
Spiegelbildes des Richtwiderstandsdiagrammes ist. Ist némlich das
Richtwiderstandsdiagramm J bekannt, so ist 8, sein Spiegelbild in
bezug auf die reelle Achse (s. II D, S.9) und 1/8 die Inversion zu

B, (s. IIDI), S.12). Aus (409) ist abzulesen, dal} % = A ist.
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Andererseits ist die Gleichung des Spannungsdiagrammes
N=J3 (410)
und die des Stromdiagrammes

xU
I=73- (411)

Aus beiden folgt
UJ=UdJ =const. (412)

Diese Gleichung besagt, dafi das Spannungsdiagramm (11) zum Spiegel-
bild () des Stromdiagrammes (J) invers ist. Die Inversionspotenz
ist UJ.

V. Systematik der Ortskurven.
A. Allgemeine Betrachtungen.

a) Die Ordnung der allgemeinen Ortskurve.

Die Gleichung der allgemeinsten Ortskurve lautet formal

m
E%k *
0

L = - . (413)
0
Hierin sind
W, = A4, + 7 A4 (414)
und
B, — B}, + By (415)

komplexe Konstanten, p ein reeller Parameter, der die Werte von — oo

bis -4 oo durchliuft.
Die Ordnung einer Kurve wird nun durch die héchste Zahl der

Schnittpunkte mit einer beliehigen Geraden
g=a-+bo (416)

bestimmt. Hierin sind a und b komplexe Konstanten, p der reelle Para-
meter. Nimmt man eine Ursprungsverschiebung gemif

¥=g—a=bp, (416a)
m
Eﬂl{kp"
[\]

n
Sra
0

B=P—a= —a (413a)
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vor, so wird die Bestimmung der Schnittpunkte zwischen g’ und %’
besonders einfach. In den Schnittpunkten haben nidmlich ¢’ und %’
gleiches Argument. Das Argument von ¢’ ist
y = arc tg %2— , (417)
1

wenn
b= b1 + jbz (418)

ist. Das Argument von %’ erhalten wir, wenn wir (413a) umformen

m n
__»0 O _—
s

E%kpk

0

B’ (419)

n

n
und mit dem zu 228,; p* konjugiert komplexen Nenner 2_7,“531.»7; p¥
0 0

erweitern. Man erhilt formal fiir m > n

m+n

2’2 G p*

R = o, (420)

2n

DDyt

0

D, sind jetzt reelle Konstanten, €, neue komplexe Konstanten. Das

Argument von B’ wird
m-+n

2’3 Oy p*

v = arc tg mOT‘ . (421)

0
Setzt man

tgy = tgv,

so ergibt sich eine Gleichung vom Grade m + » in p. Sie hat m + n
Whurzeln, die nicht alle reell zu sein brauchen. Das heilt, nicht alle
Schnittpunkte sind reell. Die Ordnung der Kurve ist m -+ n. Falls
n = m ist, erhilt man statt (420) formal

2n

EQL_p"'

Q= (422)

2n ’

0
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ferner 2n
tgy = (423)
0
und in
tgy = tgv

eine Gleichung 2n-ten Grades in p. Sie hat 2n Wurzeln, die wieder
nicht alle reell zu sein brauchen. Die Kurve ist von der Ordnung 2.
Wir erhalten somit den Satz:

Wird in der allgemeinen Ortskurvengleichung der Hauptnenner reell
gemacht, so gibt die héchste auftretende Potenz von p die Ordnung
der Ortskurve an.

Die bisherigen Entwicklungen bediirfen einiger Einschrinkungen:

1. Sind w, bis w,, die Wurzeln (reelle, komplexe oder imaginire,
einfache oder mehrfache) von

m
P pr =0, (424)
0

und b, bis v, die Wurzeln von

n
DEBpt =0, (425)
0

so kann man fiir (413) schreiben
Un (p —101) (P —105). .. (p— 10,,)
L I Tow) 42
= 8w (p ). (p—b) (426)
Zahler und Nenner diirfen keine gemeinsame Wurzel haben. Wire
ndmlich w;, = v;, so kénnte man (426) durch

P— Wy =p—0,
kiirzen und Zéahler- und Nennergrad wiirden sich um 1 erniedrigen, die
Ordnung der Kurve wire nur mehr m + n — 2 bzw. 27 — 2.

Gemeinsame Wurzeln von (424) und (425) sind ausgeschlossen, wenn
die Gleichungen nicht ,,vertriiglich® sind. Dies ist der Fall, wenn ihre
,»Resultante‘ endlich bleibt.

Die Resultante wird wie folgt gebildet:

Man multipliziert (424) nacheinander mit p»-1, p»-2, ..., p, man
erhilt mit der Ausgangsgleichung n Gleichungen mit den m + n Gré8en
pm+n—1’ pm+n—2, ce po‘

Man multipliziert (425) nacheinander mit p»-1, pm=2, ... p, man

erhilt mit der Ausgangsgleichung m Gleichungen mit den m -+ n Gréfen
pm-f-n—l, pm+n—2’ e pO‘
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Insgesamt ergeben sich somit m - n Gleichungen, die homogen und
linear in den m + » GréBen pm+n-1 pmt+n-2 5o gind. Sie haben
eine gemeinsame Wurzel, wenn ihre Koeffizientendeterminante — sie
wird hier die Resultante der Gleichungen (424) und (425) genannt —
verschwindet. Sie haben keine gemeinsame Wurzel, wenn die Resultante
endlich bleibt.

2. Fiir m = »n 146t sich (413) umformen

m n—1

W . Y
Zk A p* me—n 2./? !
0 ) . 0 ~
“w T i Qk Pk + n ) (42‘)
s
0

E%I:'pk
0
R, und L, sind neue komplexe Konstanten. Hierdurch wird die Orts-
kurve (413) von der Ordnung m -+ n zerlegt in eine Ortskurve

<

m—n

B, = D,k (428)
1

von der Ordnung m — n und eine Ortskurve

n—1

(429)

von der Ordnung 2n. Die Summe ergibt eine Ortskurve der Ordnung
m + n.

Wir unterziehen die Ordnung von (429) einer Sonderbetrachtung.
Diese findet auch Anwendung auf (413) fiir den Fall, dal n>m ist.
Nimmt man an, (425) habe eine reelle Wurzel p,, so bringt die Sub-
stitution

p=po+ p (430)
in (429)
n—1

E@kl’f
Q=

" T n ) e
2 By ph + Eik A
0 1

©; und T, sind wieder neue komplexe Konstanten. Gemafl Voraus-
setzung verschwindet der erste Summand des Nenners von (431) und

(431)
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n—1

E@kplf

Q=2 (432)

=
EIka
1

es verbleibt

Kiirzt man durch p}, so wird

n—1

~ 1
2 k/ Cx pn—k
— o

B, n

1

und mit der Parametersubstitution
1 (433)
7 P2

n—1

2 S py~*
e

By— L
1

Der Zihlergrad ist »n, der Nennergrad ist » —1, die Ordnung der Orts-
kurve also 2n —1 und nicht 2n. Wir gewinnen somit den Satz: (429)
ist von der Ordnung 27 nur dann, wenn der Nenner fiir keinen reellen
Wert von p verschwindet.

Wir fassen die Ergebnisse zusammen:

m
B="2— (413)

n

‘E %kplc

[\

(434)

ist von der Ordnung m + n fiir m >n und von der Ordnung 22 fir
n = m. Hierbei diirfen
"
DA pF =0 (424)
0

und

n
IR ph =0 (425)
0
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keine gemeinsame,
n

DB, pk =0 (425)
U

darf keine reelle Wurzel haben.

b) Ordnung der Ortskurve und Ordnung des Trigers.
Nach dem Vorhergehenden ist sofort klar, daB

B = A+ Bp? (435)
eine Ortskurve 2. Ordnung ist. Die Substitution
PP=e (436)
fihrt (435) in
B =N+ Vo (437)

iiber, das ist die Gleichung einer Geraden. Wir sehen den stets méglichen
Unterschied zwischen der Ordnung einer Ortskurve und der Ordnung
des Skalentragers. Erstere wird stets ein ganzzahliges Vielfaches der
letzteren sein. Wir bezeichnen (435) als eine Gerade 2. Ordnung. Bei
der Behandlung- des DoppelkurzschluBmotors von Atkinson bzw. des
Einphaseninduktionsmotors (s. S. 117) tritt als Ortskurve des Stiander-
stromes formal auf
a -+ bp?

B = T (438)
Sie ist 4. Ordnung, der Skalentriager ist aber, wie die Substitution (436)
lehrt, 2. Ordnung, und zwar ein Kreis. Er wird als Kreis 4. Ordnung
bezeichnet.

¢) Die allgemeinste Form der Ortskurve m-ter Ordnung.
Sie ergibt sich aus Abschnitt a) sofort zu

m
— 0 o

m :
0

Der Nenner ist bereits reell und vom m-ten Grade in p. Das ist der
héchstmogliche, wenn, wie vorausgesetzt, (439) von m-ter Ordnung
sein soll. Wir erhalten den Satz:

Die allgemeinste Ortskurve m-ter Ordnung hat einen reellen Nenner.
Zahler und Nenner sind vom m-ten Grade in p.

L (439)
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Als Bedingung hierfiir ergibt sich, da@}

m
DAk =0 (424)
0
und m
D Bpt =0 (440)
0

keine gemeinsame Wurzel baben diirfen. Die Resultante von (424) und
(440) muB endlich sein. Sie wird gebildet, indem man beide Gleichungen

nacheinander mit p™—1, pm~2%, ..., p multipliziert. Man erhilt mit
den Ausgangsgleichungen 2m Gleichungen, die homogen und linear in
den 2m GroBen p2m—1, p2m-2_ . p° sind. Thre Koeffizientendeter-

minante ist die Resultante.

d) Bereich der allgemeinsten Ortskurven m-ter Ordnung.
Die Theorie der Gleichungen lehrt, daf} die Gleichung

m
ZEBk pE =0 (440)
(1]

m Wurzeln hat, die entweder reell oder komplex sein kénnen. Im letz-
teren Fall treten stets konjugiert komplexe Wurzeln auf. (440) kann
ausschliefilich konjugiert komplexe Wurzeln nur dann haben, wenn m
geradzahlig ist. Seien v, bis v,, die Wurzeln von (440), so kann man
fiir (439) schreiben

m

2 Ay P*

—_ (1] ]
%ﬂBm (p—o)(p—0). .. lp— 0m)’ (4393,)

Ist die Wurzel v, reell, so geht 8 ins Unendliche fiir p = v,. Es ergibt
sich somit der Satz:

Die allgemeinste Ortskurve m-ter Ordnung geht fiir so viel p-Werte
ins Unendliche, als die Nennerfunktion reelle einfache Wurzeln hat.

Weiterhin gilt der Satz:

Die allgemeinste Ortskurve m-ter Ordnung verliuft ganz im End-
lichen, wenn die Nennerfunktion keine reelle Wurzel hat. Dies ist nur
bei geradzahligem 7n méglich.

¢) Nulldurchgiinge der allgemeinen Ortskurve m-ter Ordnung.

Die Ortskurve m
2; Ay p*

R = -2 (439)

T
0
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gestattet die Umformung

g = Tnp P10 (p—T0u) (439b)
0

wenn v, bis w, die Wurzeln der Gleichung
™
Z} A, p* = (424)
0

sind. Diese konnen reell, imaginar oder komplex, einfach oder mehr-
fach sein. Ist t, reell, so verschwindet 8 an der Stelle p = ,. Wirer-
halten also den Satz:

Die allgemeinste Ortskurve m-ter Ordnung hat so viel reelle Null-
durchgiinge, als die Zahlerfunktion reelle Wurzeln hat.

Sei p, eine reelle Wurzel von (424), so gilt

m

DPUpf =0 (441)
0

und die Spaltung in Real- und Imaginirteil bringt die zwei reellen
Gleichungen

m

M aiph=o0, (442)
0
m

ZEA,'; pE=0. (443)
0

Beide Gleichungen miissen vertraglich sein, ihre Resultante mul} ver-
schwinden. Um diese zu bilden, multiplizieren wir wieder beide Glei-

chungen nacheinander mit p*™%, p272%, ..., p,.
Das gibt mit den Ausgangsgleichungen zusammen 2m Gleichungen,
die homogen und linear sind in den 2m Groflen p2™ 1, p2™=2, .. . pl.

Thre Koeffizientendeterminante ist die Resultante. Sie mull verschwin-
den, wenn (442) und (443) miteinander vertriaglich sein sollen. Um p,
selbst zu finden, lassen wir von den 2m Gleichungen, aus denen wir
die Resultante gebildet haben, eine fort und erhalten so ein System
von 2m — 1 Gleichungen, das auBler den von p, freien Gliedern solche

mit p™~1, pi™ 2, .. p) enthilt, diese fassen wir als die 2m — 1 Un-
bekannten des Systems auf und berechnen p, mit Hilfe der Determinan-
tenrechnung.

Das Verfahren werden wir an dem Beispiel der bizirkularen Quartik
ausfiihrlich erliautern (s. S. 144).
Hauffe. Ortskurven. 9
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Im Héchstfalle kann (424) m reelle Wurzeln haben. Bedingung
hierfiir ist, dafl alle Koeffizienten 9(, das gleiche Argument « haben.
Man kann dann fiir (439) schreiben

m

R=caX (444)

Jetzt ist

m
E A, pF =0 (445)

eine reelle Gleichung, und nur eine solche kann m reelle Wurzeln be-
sitzen. Der Ursprung ist also ein m-facher reeller Punkt der Ortskurve
(444). Substituiert man

m
U

m =0, (446)
0

so geht (444) iiber in :
B =¢lrg. (447)

Das ist eine Gerade durch den Ursprung. Wihrend also der Triger
von 1. Ordnung ist, ist die Ortskurve von m-ter Ordnung: sie ist eine
Gerade m-ter Ordnung.

f) Analyse der Ortskurven.
Die Orgskurve

V=" (413)

fir welche m > n angenommen werden soll, kann durch Ausfithrung
der vorgeschriebenen Division umgeformt werden in

n—1

mo-a 2526" P
8= WO, pr+——. (448)
0 3 .

¥
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£, und ¢, sind neue komplexe Konstanten. Der 1. Term von (448)
lautet in ausfiihrlicher Schreibweise
m—n

EgkkaQO_}“le‘*‘azpz‘*" +Dtm_npm—". (449)
0

Die einzelnen Summanden bedeuten

9, einen Festvektor,

£,7 eine Gerade durch den Ursprung,

£, p? eine Gerade 2. Ordnung durch den Ursprung. Sie endigt in diesem
und verlduft nur nach einer Seite hin ins Unendliche. Auf diesem
Ast entsprechen einem jeden Punkte zwei durchs Vorzeichen unter-
schiedliche Parameterwerte p. Die Gerade wird als Halbgerade
bezeichnet (Abb. 92).

L;p% eine Gerade 3. Ordnung usw. v
Der 2. Term von (448) kann in Partialbriiche
zerlegt werden. Charakteristisch fiir ihn ist, daB
der Grad von p im Nenner um 1 héher ist als im
Zahler. Kiirzt man zunéchst durch %B,,, so wird
n—1 n—1
E €. p* 2 Dy p* DZ/L-:/
0 =2 450) J(
" =0 > (45 Tn=0 -
B M R
0 0
wobei a . & By
Dy = ﬁ ) €, = %: (451)
ist. Die Wurzeln der Gleichung
n
D Ept =0 (452)
0

konnen reell, imagindr oder komplex, einfach oder mehrfach sein. Wir
nehmen folgende Moglichkeiten an:

1. Es sollen « verschiedene reelle Wurzeln w, bis w, vorhanden sein.

2. Es sei eine f-fache reelle Wurzel w vorhanden.

3. Es seien y verschiedene komplexe Wurzeln 1, bis w, vorhanden.

4. Eine komplexe Wurzel w mége §-fach auftreten.

Es mufl dann gelten

atftyto=n. (453)

(452) kann nun in der Form

n

DEC = —w)(p— wy) .. (p—we) (p — w)F
.0

(p—r)(p—1,)...(p—1w,)(p—wP=0 (454)

0%
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geschrieben werden und (450) 148t sich in Partialbriiche zerlegen

n—1
ESD”)’: L I3 G
0 . R k %
n—1 - kp——wk—*—zll(p—-w)k
0
Ly
+2cp o, Zp_m)k (455)

RN, bis U, sind neue komplexe Konstanten. Die Summanden der rechten
Seite diskutieren wir einzeln.

-4

Icm"'

P — W

1

stellt eine Schar von Geraden dar, die durch den Ursprung gehen. Hier-
von iiberzeugt man sich leicht durch die Substitution

1 3
S = O (456)
Weiter ist
I3
';Z &
(p—w)

eine Schar von Geraden der Ordnung 1 bis B, wie man mit der Sub-
stitution

— =g (457)

einsieht. Drittens ist

21} m;

eine Schar von Kreisen durch den Ursprung [s. S. 37, (52)]. Endlich
schreiben wir fiir den 4. Summanden

&

g W W Us

Pty p—t T (p—rpE T T (pwp (458)

Die einzelnen Summanden der rechten Seite von (458) deuten wir

einzeln:
B
p—1D

ist ein Kreis durch den Ursprung [s. S. 37, (52)].

u, ‘_( Y, )2
(p—w)p  \p—mw
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geht aus dem Kreis

Y.

p—10
hervor, indem man dessen Fahrstrahlen quadriert (II E ¢), S. 14). Ana-
log geht

d ——
U _ ( V1, >5

(p — w)? p—1
aus dem Kreis

g
yu

)
p—1mw

hervor, indem man dessen Fahrstrahlen mit § potenziert (II C1), S. 9).

Wir gewinnen hiernach den Satz, daB jede Ortskurve aus einer Zahl
von Geraden erster und héherer Ordnung und aus einer Anzahl von
Kreisen aufgebaut werden kann. Damit ist auch die Parameterver-
teilung auf ihr festgelegt.

g) Synthese der Ortskurven.

Summiert man zwei Ortskurven

m

2:‘ A, p*

¥y =" (459)
0
und

0 —

%2=’ >

2’2 Dy p*

0

; (460)

so ergibt sich als neue Ortskurve formal

8

E@kpk

V=B + 8= " . (461)
Fiir den Fall, daB

M8 pt=0 (425)
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und

OF Dupt = (462)
0

keine gemeinsame Wurzeln haben, wird
t=n-+v. (463)

Die Resultante von (425) und (462) bleibt dann endlich. Haben dagegen
diese Gleichungen ¢ gemeinsame Wurzeln, so wird

t=n-+v—op, (464)

und die Resultante verschwindet.

Fiir s ergibt sich bei g = 0 der gréBere Wert der beiden Summanden
m + v bzw. n -+ u, bei ¢ gemeinsamen Wurzeln von (425) und (462)
hat s den groBeren Wert von m + v — g bzw. u + n — 9.

Hiernach laBt sich die Ordnung der neuen Ortskurve leicht be-
stimmen.

h) Asymptoten.

Zur Bestimmung der Asymptoten gehen wir von der Ortskurven-
gleichung

m

B =2 - (413)

n

0

aus, wobei wir mit Riicksicht auf moglichste Allgemeinheit m > n
voraussetzen. Dividiert man aus, so wird

n—1

i i
m—n 2/’6 Cep

L= M Qupt+-°, : (448)
0 E B, p*
0
(s. VAf), S.130). Hierfiir kann man schreiben

n—1
Y
m—mn 2}6 Gy p*

K
B = pr=n M Qs+ (465)
OA

2} By p*
0

und findet, daB 8 = co in Richtung Q,,_, wird fiir p = oo. Denn hier-
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n—1

E@kpk

bei wird bestimmt

S =9
n
0
und von den Summanden
k
ak m n
verschwinden alle diejenigen, fiir die
k<m—n,

und es verbleibt als einziger der, fiir den
k=m-—n
ist. Zwei Fille sind von Interesse:
1. m — n =1, die Asymptote ist eine Gerade mit der Gleichung
a=+Oyp. (466)

2. m —n > 1, die Asymptote ist eine krummlinige. Sie hat bei-
spielsweise fiir m — n = 2 die Gleichung

a="=R+ LV p+ Qpp? (467)

und ist eine Parabel.
Fiir die weiteren Asymptoten sind die reellen Wurzeln von

DB ph =0 (425)
0

maBgebend. Nach V Af) kann man fir (413) schreiben

m—n

= 2 o +Z Zk-

+ 2 + 2/;(11 Ekm)k (468)

Hierin sind w, bis w, « verschiedene reelle Wurzeln, w eine §-fache
reelle Wurzel von (425). An der Stelle p = w, wird (468) zu
A
”7 &,
q(‘7’“’—25‘7D‘kw_l-—sz—w k({v—fw—y

=

ﬁ Ezk ul: .
+%w;—mk+%m~ (469)
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Dabei sei w, eine der o reellen Wurzeln. In diesem Ausdruck (469) sind
alle Summanden endlich bis auf einen, namlich

lim =R, .c0. (470)

k=1 W; — Wi

LB wird also unendlich in Richtung von R, fir p = w,;. Die Gleichung
der Asymptote lautet

afzfﬁku’”rzw_w +Zw_w +Z"

?

\ ] ifk
+ 2 T, Rio. @7
Hierin ist g ein reeller Parameter, der alle Werte zwischen — co und
+ oo durchlauft.

Es existieren ebensoviel Asymptoten, als (425) reelle verschiedene

Wurzeln hat.
Formt man in (468) den 3. Summanden der rechten Seite um in

A 14
e _ 1 (p— w)l)‘_
o= poup 2 oy O e

so findet man fiir'p =w

. [

B wird also unendlich in Richtung von &, fiir p = w. Denn in der
Summe (472) wird
0 fir 8>k,

— Bk —
P = b p— k.

Die Gleichung dieser Asymptote lautet

s
a—ZD«Lw"—l—Zwﬁwk-FZf”w?kmk

+2(w oF T Gsre. (474)

Hierin ist ¢ ein reeller Parameter, der alle Werte zwischen — oo und
+ oo durchliuft.
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i) Tangenten.
Das Tangentenproblem ist allgemein schon beim Kreis (IV Aa) 6,
S. 50) besprochen worden und kann hier kurz gefafit werden. Ist

B =3F(p) (475)
die Gleichung der Ortskurve, so gibt das Argument von
%
dp
die Richtung der Tangente an, da p und dp rein reell sind und

d® = lim AL in Richtung der Tangente liegt. Ist p ein reeller ver-
anderlicher Parameter, so ist

t=%—l—%g (476)

die Gleichung der Tangente. Die Bestimmung des Argumentes von %

erfordert speziell an der Stelle p = co eine Sonderbetrachtung, die wir
an der allgemeinen Ortskurvengleichung

m

E%k p*

Q=0 (413)

n

Z’Z B p*

0
anstellen. Es wird

m n m n
B _ o 0 0 N P 1))

dp

n 2
(3¢ 2ur]
0

Der Nenner dieses Ausdruckes ist vom Grade 2 in p, der Zahler héch-
stens vom Grade m -+ n — 1. Wir kénnen formal schreiben

a8 _ o (478)

und drei Fille unterscheiden:

a3 -
1. m>v, (d_p)pzoo = OC.
Man dividiere (478) durch p“~*, dann haben
1 4% a8
und

o dp ap
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gleiches Argument, da p rein reell ist, und

wird endlich.

2 p=v, (%i—;)p:w wird endlich.

3. u<vw, <ﬂ>p=w =0

dp
Man multipliziere (478) mit p*~*, dann haben
L, A% dB
e Gy
gleiches Argument, und
P E B p*
RS 0 —_——
_ 0 p=00

wird endlich.

k) Die Kriimmung.
Von der Ortskurve
B = F(p) (475)
berechnen wir den Kriimmungsradius R an einer beliebigen Stelle p
folgendermafien: Wir bilden

dB av .
AP X 4 -
dp dp &, (479)
7 ist das Argument der Tangente. Diffe-
J: renziert man nochmals nach p, so wird

e&g eV oAV de
'{'ZEZ' = dp2 g’ -{'— 93;87 Zl; (480)
Hierin ist gemd Abb. 93
., . " av
Avb- . Bostimmune des Keine - Rgy — 4V oder dT=g,  (81)
so dafi 8 .,[Sl”' L(ﬂ)?
ap =% iy T E\ap (482)

wird. Aus {479) erhilt man sofort

d%) av . -
22) =Tl eir, 479a
(). =i (479a)
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Index k deutet hierbei den konjugiert komplexen Wert an. Bildet man
das Produkt

(483)

T = (d%) az%

Ty )
und nimmt hiervon nur den imaginéren Teil, was durch die Schreib-
weise

_ (43 @2

angezeigt werde, so ergibt sich

= ()

dp

av
(d > (485)

" )

Damit 148t sich der Kriimmungsradius an jeder beliebigen Stelle be-
rechnen. Er wird unendlich grof3 bei
3
dp?

oder

=3 0 ,
d. i. also bei jeder Geraden
=q-+ bp (8)

und an den Wendepunkten jeder Kurve.

1) Zirkulare Kurven.

Kine Ortskurve heil3t zirkular, wenn sie aus einem oder mehreren
Kreisen aufgebaut ist. Dieser Aufbau kann so erfolgt sein, daB die
gleichem Parameterwert p zugehorigen Ortsvektoren mehrerer Kreise
additiv oder multiplikativ miteinander verkniipft sind, oder dal3 die
Ortsvektoren eines Kreises potenziert erscheinen. Sei ¢ die Anzahl der
Kreise bzw. die Potenz, so heiBt die entsprechende Ortskurve wu-fach
zirkular. Thre Gleichung lautet formal

1. bei additiver Verkniipfung

B, = Wax + bep (486)

- CA—*‘ bp’

2. bei multiplikativer Verkniipfung

ai+bip AR7
]]LCL'*— bp’ (48‘)
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3. bei Potenzierung
_ (ot bp\e
b= (r) s
Die Addition schlieft die Subtraktion, die Multiplikation schlieft die
Division mit ein, das Zeichen I7 deutet die Multiplikation an. In allen
drei Fallen 148t sich die rechte Seite so umformen, daf

1%

Z]l%kpk

B, = — (489)

u

0

wird. Die Gleichung einer nicht zirkularen Ortskurve lautet

m
p—— On
0

B, (490)

mit der Bedingung, daB

n
Ekak =0
0

ausschlieflich reelle Wurzeln haben muf. Denn nur dann ist (490) aus-
schlieBlich aus Geraden, nicht aber auch aus Kreisen aufgebaut. Ver-
bindet man B; und B, etwa additiv, so entsteht die resultierende Orts-

kurve
I

m
DEnpt DG
0

V=R +Bp="—+ T——. (491)
[ 0

Zur Bestimmung ihrer Ordnung gilt:

Die Ortskurve %, ist von der Ordnung 2u. Die Ortskurve B, ist von
der Ordnung m, wenn m > n, und von der Ordnung », wenn »n = m ist.
Wir finden als Ordnung der Ortskurve

o=2u+m fir m>mn,
o=2u+n fir n=m.

Bildet man von (491) den Hauptnenner, so wird er vom Grade g + n
in p. Der Zihler wird vom Grade y -+ m fiir m > n bzw. vom Grade
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4+ n fir » = m. Stellt man tabellarisch zusammen, so ergibt sich

Bedingung fir 8B, m>n nEm
Ordnung von %, o=2u+m o=2u-+n
Zihlergrad von B n+m uw+n
=0—u =0 — M
Nennergrad von 8B u+mn n+n

Allgemein gilt somit, dal der Zihlergrad gleich ist der Ordnung der
Kurve, vermindert um die Vielzahl der Zirkularitat.
Wir stellen nachfolgend die Gleichungen einiger zirkularen Kurven

zusammen ;
Nichtzirkulare Orts-
- c Ordnung der | Zahl u kurve B,
Gleichung der Kurve 3 Kurve 8 |der Kreise | Zihler- Nenner-
grad m grad n
a4 bp 2.
i bp (Kreis) 1 0 0
2 3.
atbptept (Zirkulare 1 1 0
btep Kubik)
2 e 4.
a4 bp+cep®+dp’ (Zirkulare 1 2 0
e+ fp Quartik)
! 9 4.
atbptcp (Bizirkulare 2 0 0
db+ep+ip Quartik)
2 s 4 5.
atbptep +0p°Fept | pikilare 1 3 0
f+ap Quintik)
. 5
n 2 3 .
atbp+ep’+ by (Bizirkulare 2 1 0
e+ fp+gp Quintik)

Die Reihe ist unschwer fortzusetzen.

m) Transformation auf kartesische Koordinaten.
Obwohl nun, wie in den vorhergehenden Abschnitten gezeigt, die
Diskussion einer Kurve ohne Ubergang zu kartesischen Koordinaten hin-
reichend moglich ist, erscheint gelegentlich die Transformation er-
wiinscht. Das Verfahren zeigen wir an der allgemeinen Ortskurve

m
29’[&' P
_ 0

n
[\]

by

(413)
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n
fiir m > n. Erweitert man mit dem zu E B, p* konjugiert komplexen
n 0
Ausdruck 2? B P¥, so ergibt sich formal
0

m+n
V= . (492)
0
Hierin sind
6, = Ch + jCY (493)

neue komplexe, D, reelle Konstanten. Spaltet man (492) in Real- und
Imaginarteil, so wird

m+n m+n
21?01. P EC;’ P
V= iy . (494)
ED" »* 21)"" p*
0 0
Da man andererseits
LR=a+jy (495)

setzen kann, wobei man also die reelle Achse mit der X-Achse, die
umagindre mit der Y-Achse zusammenlegt, so folgt sofort die Para-

meterdarstellung
m--n

__ 0
— 2n 0
o
kD p
0

mTn

0
Y= 5w

2,2 Dy

0
Parameter ist p, zu dessen Elimination wieder zweckmifBig die Deter-
minantenrechnung herangezogen wird. Mit der Umformung

m+n 2n

20%;‘;’“ — xEka" =0,
0 0

m+n 2n
"
MOy p*—y DDy e =
0 4}

x

{496)

(497)
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erhilt man zwei Gleichungen vom Grade m 4+ » in p (da m > n ange-
nommen war), die miteinander vertréiglich sein miissen. Ihre Resultante
muB verschwinden. Diese enthélt auBler den Konstanten €}, C} und
D, noch die Koordinaten z und y, ihre Entwicklung liefert also die
Gleichung der Ortskurve in kartesischen Koordinaten in der Form

F(z.y) =0. (498)
Die Resultante von (497) wird gebildet, indem man jede der Gleichungen
nacheinander mit pm+n-1 pn+te-2_ = » multipliziert. Man er-
hilt mit den Ausgangsgleichungen 2 (m + n) Gleichungen, die homogen
und linear sind in den 2 (m + n) Gréflen p2{m+m) =1 p2lmin) =2 5o,
Sie miissen miteinander vertriglich sein. Das ist der Fall, wenn ihre
Koeffizientendeterminante — sie wird Resultante des Systems (497)
genannt — verschwindet. Es ist leicht, fiir den Fall » = m die ent-
sprechenden Gedankenginge selbst zu entwickeln.

n) Transformation auf Polarkoordinaten.
Soll die Ortskurvengleichung
B =3 (475)

auf Polarkoordinaten transformiert werden, so bedient man sich der
Beziehung (209)

1+4p _ o, :
1—jp—£“’ (209)
aus welcher leicht
1— &7 (499)
p=1 1 o7’
bzw.
__j—jcosp+|sing -
p—_l—i—eosq;-i—jsin(p (500)
folgt. Bildet man
e R o
V=3Vi+ V=59, (301)

worin V; und V, durch
8=V, +ijV, (502)

definiert sind, so hat man bereits die Polargleichung. Soll umgekehrt
aus der Polargleichung

die Ortskurvengleichung gefunden werden, so ist zu bedenken, daf}
V="Veir =F(p) e (503)
ist. Aus
g7 =cosp+ jsing
und

e~ =cosp — jsing
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folgt cosp =3} (7 +¢e779), ]
. j ) (504)
sing = - (6777 — &/7). J
Hiermit kann (503) in die Form
% == fl (gﬂ: ]’I‘)
und mit der Substitution
in_ 1ip
g:':?')”_l‘:}:% (209&)
in die Form
B = Fp (475)

iibergefithrt werden.

B. Die bizirkulare Quartik.

Die vorstehenden allgemeinen Betrachtungen sollen nun auf einen
speziellen Fall angewendet werden, und zwar auf die bizirkulare Quartik.
Ihre Gleichung lautet

a+bp+cp®
8= +fé;"”£é : (505)
a) Existenzbedingungen sind:
1. Der Ausschluf} gemeinsamer Wurzeln von

a+bp-+cpr=0 (506)
und
db+ep+ipr=0. (507)
Aus (506) und (507) folgen die weiteren Gleichungen
ap+bp*4cp*=0, (508)
bp +ep*+ fp*=0. (509)

(506) bis (509) diirfen keine gemeinsame Wurzel haben, sie diirfen nicht
vertriglich sein, was sich durch

ta D ¢ O
be T 01, (510)
0 a b ¢
0 b e f

ausdriickt. Die Resultante von (506) und (507) bleibt also endlich.
2. Der Ausschlufl einer reellen Wurzel von (507).
Dieser geschieht folgendermaflen: Sei p, eine reelle Lésung von
db+ep+jp*=0,
so gelten die Gleichungen
di+epot+ fLp5=0,
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und d2+62p0+f2p320’
deren Vertréglichkeit durch
di e fi O
d, e 0
s €& [2 —0 (511)
0 d e h
0 dy e f,

ausgedriickt wird. Der Ausschlufl einer reellen Wurzel von (507) ge-
schieht somit durch

di eo fr O
d 2 0
2 2 +0. (512)
0 d e |
0 dy e |

b) Die bizirkulare Quartik (505) geht durch den Ursprung
o) bei p =0 fir a =0,

f) bei p =co fir ¢ =0,

») allgemein fiir einen reellen Parameterwert p,, wenn

a+bpy+cpg=0. (513)

(513) zerfillt in die beiden reellen Gleichungen
ay -+ bypy+ o5 =0, (514)
@y + bypy -+ Pt =0. (515)

Sie miissen miteinander vertriglich sein. Ebenso sind es die zwei ab-
geleiteten Gleichungen

aypo + by p§ + 19 =0, (516)
aypo + bypg +c.py =0. (517)
Alle vier Gleichungen (514) bis (517) sind miteinander vertriglich, wenn
a, b, ¢ O
a, b, ¢, O
zor e =0. (518)
0 a b ¢
0 a, b, ¢
Dies ist die Bedingung fiir den allgemeinen Nulldurchgang. Der Para-
meterwert p, im Ursprung folgt aus (514) und (515) sofort zu
la; ¢ |
“2702‘
by ¢ |
b, ¢ ‘
Hauffe, Ortskurven. 10

Do = — (519)




146 Systematik der Ortskurven.

¢) Der Ursprung ist ein mehrfacher Punkt, wenn
at+bp+cp2=0 (506)
zwei reelle Wurzeln hat. (715) muf3 dann notwendig selbst eine reelle
Gleichung sein, was nur fiir
o = ﬂ =3 y
méglich ist. Der Ursprung ist in diesem Fall ein singulirer Punkt. Uber
die Art der Singularitit entscheiden die Wurzeln der Gleichung

a+bp+cp2=0. (520)
Sie sind
—b b2 —4
prp = L EI Z oo, (521)
und es liegt vor:
Doppelpunkt (Selbstschnitt) >
Spitze fiir b2 —~ 4ac =0,
isolierter Punkt <.
d) Zur Analyse der bizirkularen Quartik
_a+bptcp?
T= s reprip (505)

kiirzt man rechts durch §. Es ergibt sich mit selbstverstindlichen Neu-
bezeichnungen

b 2
BV = %ﬁﬂg . (522)

Nun sind die Wurzeln von
T+Ep+p2=0 (507a)

aufzusuchen. Zwei Fille sind méglich und dementsprechend zu unter-
scheiden:

1. (507a) hat zwei verschiedene komplexe Wurzeln [konjugiert
komplex diirfen sie nicht sein, sonst wire (507a) eine reelle Gleichung].
Die Partialbruchzerlegung von (522) lautet formal

B 2 =
%—®+p~p1+p—p2' (523)
(522) spricht die Konstruktionsvorschrift der bizirkularen Quartik aus:
Ein Festvektor und zwei Kreise sind die Aufbauelemente. Dieser Tat-
sache verdankt die Kurve auch ihre Bezeichnung. Koeffizientenver-
gleich bringt

D=C,

g = X B+ _
Pr— P2 ’ (524)

o - U+ By, +Cpi

P2— 1
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Die Kurve kann nun samt Parameterverteilung leicht gezeichnet werden.

2. (507a) hat eine komplexe Doppelwurzel. Die Partialbruchzer-
legung von (522) lautet dann formal

B 2 -
= e 25
8 ®+1)—-D+(Z’—D)2 (525)
(625) spricht die Konstruktionsvorschrift der bizirkularen Quartik aus
einem Festvektor O,
B
p—9p s
und einer Schnecke (p—?ﬁ? = <%>
aus. Letztere wird erhalten durch Quadrierung der Fahrstrahlen an
den Kreis

einem Kreis

_ 18
T=—r
(Abb. 94). Koeffizientenvergleich bringt
=g,
P=22+2Cp, (526)

0 =9 + Bp + Cpe.

Hiernach kann die bizirkulare Quartik samt Punkt-

verteilung leicht gezeichnet werden. Abb. 94, Der Kreis
Andererseits kann man fir (522) im Fall der 5
. 8=
Doppelwurzel p schreiben P~y
%A Byt Gt und die Ortsgurve
— P P 2 M
B="Gp (527) =
und stets einen durch
B = B, + B*

definierten Vektor R, von solcher Eigenschaft finden, daf}

A+ Bp+Cp*— By (p—p)?
(»—p)?
ein vollstindiges Quadrat sei. Dies ist namlich dann der Fall, wenn

2YA—Byp? Y€ — Vo= B + 2B, p

[ =B — B = (528)

oder
4UAC — B2 =
on _  4UuC g y
Yo = L0+ Op+ €Y (529)
ist. (528) geht dann formal iiber in
R+ Sp\? =
*
B —(p_p), (530)

10*
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(die Vektoren LB* entspringen also im Endpunkt des berechenbaren
Vektors %B,) und kann gezeichnet werden, indem man die Fahrstrahlen
an den Kreis

_R+6p

8 Py

(531)

quadriert (Abb. 95).

Aus (523) und (524) geht hervor, daf} die bizirkulare Quartik ganz
im Endlichen verliuft: ¥ wird fiir keinen reellen Wert von p unendlich.
Aus (505) folgt weiter die Inversion

1 betewp fup?

8 By G+ bep+ cp? (532)

und hieraus allgemein, dafl die Inver-
sion einer bizirkularen Quartik wieder
eine bizirkulare Quartik ist.

e) Die bizirkulare Quartik mit dem
singuldren Punkt im Ursprung hat die
_T Gleichung

7 * _a+bp+cp?
Abb. 95. Der Krels %=mp+_i” und die = reptip (533)
Rie ”)2 (S. 146). Ihre inverse Kurve ist
Py L=5k+€kp+fkpz
B, a+bp+cp*’
das ist die allgemeine Gleichung einer Ortskurve 2. Ordnung, also die
eines Kegelschnittes.

Ganz allgemein gilt somit der Satz:

Die Inversion einer bizirkularen Quartik mit dem singuliren Punkt
als Inversionszentrum gibt einen Kegelschnitt allgemeiner Lage.

Ebenso gilt die Umkehrung:

Inversiert man einen Kegelschnitt von einem auBerhalb gelegenen
Punkte aus, so ergibt sich eine bizirkulare Quartik mit dem singuliren
Punkt als Inversionszentrum.

f) Der singulire Punkt in allgemeiner Lage kann auf zweierlei Art
gefunden werden:

1. als Selbstschnitt. Fiir ihn gilt

%1=%2

bzw. in ausfiihrlicher Schreibweise

g Y

Ortskurve B* = (
(534)

a+bp +cpi __a+0bp+cpl (535)
bt+ep +fpf DdDHep+ipi’

Multipliziert man iiber Kreuz, so ergibt sich formal

§t1 (1 — pa) + 8y (P3 — p3) + K3 p1p2(pr — P2) = 0. (536)
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Die triviale Losung p; = p, scheidet aus, daher darf (536) durch p, — p,
dividiert werden. Man erhilt
Sty + Ry (pr + p2) + K310, =0. (537)

Spaltung bringt mit
®, = K; +jKY,

K} + Ky (py+ pa) + Kyprpa =0, (538)
KY + K3y (py + po) + K5p1pp=0. (539)
Aus diesen Gleichungen errechnen sich
K, K
P+ pr=8=— , (540)
K; K
KN KI/ _
P1pe =L = — Kz KZ (541)
Kle K&/
p; und p, selbst sind nun die Wurzeln der quadratischen Gleichung
p?P—8Sp+ P=0. (542)
Sie lauten
S+)s2—4P ~
Pre = 12; (543)

Die 3 moglichen Falle sind
>  Doppelpunkt (Selbstschnitt),
82 — 4P = 0 Spitze,
< isolierter Punkt.

2. Durch Koordinatentransformation:
Sei © der Vektor nach dem singuliren Punkt, so kann man setzen

L =06+ B*. (544)

Hierin sind B die Ortsvektoren vom alten Ursprung, 8% die Orts-
vektoren vom singuliren Punkt an die Ortskurve. Es ist

(a—58)+(b—eS)p+(c—fE)p
btep+ip? - 64

Da der singulire Punkt durch die Ursprungsverschiebung € selbst
zum Ursprung geworden ist, miissen

a—b8, b—eS und ¢—{&
nach dem S.146 entwickelten Satz gleiches Argument haben. Sind

V=B — =
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u und v reelle, vorliufig noch unbestimmte Konstanten, so muf} gelten

a—Dbd8=pu(c—i©), (546)
hb—e@=v(c—F&). (547)

Elimination von & bringt
n=ae—bb=pu(ce —0f) + v{af —cb). (548)

Gleichung (548) besagt, daB der aus a, b, b, und ¢ berechenbare Neu-
vektor n zu zerlegen ist in Komponenten in Richtung der ebenfalls
berechenbaren Vektoren

te —bf und af—cbd.
Diese Aufgabe ist eindeutig losbar. Schreibt man (548) in der Form

n=ud+»9B, (549)
so folgt sofort
1, = pA, + »B, : (550)
und aus beiden Gleichungen
n B
P=T9 8T “%‘ , (551)
l AW By
A =n
. QI,C ne
v=5% (552)
A By
Der Ortsvektor & nach dem singuliren Punkt wird nun
@=a—,uc_b—vc (553)

b—uf  e—7f’
Sind u, » und & berechnet, so geht (545) mit (546) und (547) iber in

2 —
g — * +;?l—t:4)-(fcp2 fe) (554)
und im singuliren Punkt selbst hat man 8* = 0 bzw.
p+rp+pP=0. (555)
Das liefert die Parameterwerte im singulidren Punkt
prp = 2EP=2E (556)
Es liegt vor:
Doppelpunkt (Selbstschnitt) >
Spitze fiir »2—4p = 0.

isolierter Punkt <
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g) Entartung der bizirkularen Quartik

_a+bp+tecp?
%_b—}—ep—i—fpz (505)
tritt auf, wenn
1. a+bp+cp?=0 (506)
d .
un dtept+ipt=0 (507)
eine gemeinsame Wurzel haben, d. h. wenn
| a b c O
b e f O
=0. (557)
10 a b ¢
0 b e f
Die bizirkulare Quartik wird dann zum Kreis
_ A+ Bp
B = C+Dp (54)

2. Haben (506) und (507) zwei gemeinsame Wurzeln, so degeneriert
(505) zu einem Festvektor. Die Losungen von (506) sind

— b 462 — 4ac
pa= SLEREt0e (558)
die von (507) Jo = ]
— e+ Je2—4bH
pra = —EEL TN, (559)
Sie stimmen iiberein, wenn
b ¢ ja ¢!
=0 und | |=0.
e f b T

3. Hat (507) eine reelle Losung p, — hieriiber siehe S. 144 — so ergibt
die Substitution
P=pot+ ¢
_ 0+bpy+ cpf+ (b +2cp) @ + co®
- dtepy+ fpd + (e +2fpo) e+ fo*
Hierin ist die Summe der drei ersten Nennersummanden voraussetzungs-
gemill Null, mit verstindlichen Neubezeichnungen lautet (560) formal

bt

(560)

A+ Bo + Cp?
B = o+ Go® (561)
Kiirzt man rechts durch ¢2 und substituiert wieder
1
7T
so ergibt sich . L s
R = Ay*+ By + € (562)

Cx+§
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das ist die Gleichung einer zirkularen Kubik. Hat also der Nenner von
(505) eine reelle Wurzel, so stellt Gleichung (505) keine bizirkulare Quar-
tik, sondern eine zirkulare Kubik dar.

4. Haben b, e und f das gleiche Argument ¢, so geht (505) tiber in

A+ Bp+Cp?
d = 2
V=it +ip (563)
mit b
a [
9(:-?, %3676, (&28]6

Das ist die Gleichung eines allgemeinen Kegelschnittes. Die bizirkulare
Quartik entartet also zum allgemeinen Kegelschnitt, wenn die Nenner-
komplexen gleiches Argument haben.

VI. Graphische Darstellung der Leistungen.
A. Wirkleistungen.

Ein Strom §, der von einer Spannung 1l erzeugt ist, lif3t sich dar-

stellen durch
I=UF(p). (564)

Hierin ist ¥ (p) eine rationale, im allgemeinen gebrochene Funktion
der in dem betrachteten Kreis vorhandenen Richtwiderstiande, deren
einer etwa gemil der Vorschrift

3=138
variiert werden maoge. (564) stellt dann die Ortskurve des Stromes  dar.
Sie andert sich gestaltlich nicht, wenn man

N=0U0

setzt (s. S.36). Diese Verfiigung hat vielmehr
nur EinfluB auf die Lage der Ortskurve in der
Darstellungsebene. (564) gestattet immer die
Umformung

J=UF@p)=UF,(p)+jUF,(p). (565)
Da nimlich die Richtwiderstinde komplexe
Operatoren sind, ist & (p) eine komplexe Funk-

Abb. 96. Graphische Dar- tion mit dem Realteil ', (p) und dem Imaginér-
St it " teil F, (p). In (565) stellt UF, (p) die Strom-

komponente dar, die mit U in Phase ist, das
ist der Wirkstrom J,. Ebenso ist UF, (p) der Blindstrom J,. Die
Wirkleistung ist

N,=UJ,=U*F, (p). (566)
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Sofern also U = const, was fiir die Starkstromtechnik meist zutrifft,
ist J,, selbst ein MaBl der Wirkleistung, d. h. der Abstand der Punkte
der Ortskurve von der imagindren Achse (Abb. 96).

B. Blindleistungen.

Die Blindleistung ist
N,=UJ, = UF,(p). (567)
Bei konstanter Spannung ist also J, selbst ein MaB der Blindleistung,

und, wenn U in die reelle Achse gelegt wird, ist der Abstand der Orts-
kurvenpunkte von dieser der Blindleistung proportional.

C. Verlustleistungen.
Liegt in der Bahn des Stromes

3= U%(p) (564)
ein Wirkwiderstand R, so ist der in ihm auftretende Stromwirme-
verlust

N,=J*R.

Fiir diesen ergibt sich eine einfache
graphische Darstellung, wenn U § (p)
einKreisdiagramm ist. Die Gleichung
des Kreises laute in kartesischen
Koordinaten

(r— 29)2 + (y — yo)? = @%. (568)

Hierin sind (Abb. 97)

x, y die Koordinaten eineslaufen-
den Punktes,

%y, Y, die Koordinaten des Zentrums,

0 der Kreisradius.

Abb. 97. Zur graphischen Darstellung der Ver-
lustleistung.

Der Abstand eines beliebigen Kreispunktes vom Ursprung ist

Va2 + 2 =l (569)
¢ = MaBstabskonstante in cm/Amp. (568) und (569) ergeben
224 =22 =% —a} — ¥l + 222, + 2yy,. (570)

Aus Abb. 97 ist nun sofort ablesbar
B R R
- - = -1
Hiermit geht (570) iiber in
2% + y? = c?J? = 2ax, + 2yy, — 2. (571)

oder
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Bevor wir auf die Bedeutung dieser Gleichung niher eingehen, ent-
wickeln wir kurz einige GesetzméiBigkeiten:

a) Zieht man durch 7', den Berithrungspunkt der Tangente aus O
an den Kreis, die Senkrechte zur Zentralen O M = m, so wird die Glei-
chung dieser ,,Polaren‘ bekanntlich

dy _y-—n
iz = o_¢& (672)
%, y sind die Koordinaten eines laufenden Punktes,
&, n sind die Koordinaten des Punktes 7'
Die Neigung der Zentralen m ist

49\ _ Y%
(), = b, (573)
Die Neigung der zu m orthogonalen Polare ist also
dy _ Zo
= Ty (574)

Dies liefert in (572) eingesetzt

Fo MY
A (575)
bzw.
xZo + yYo — Exp — MYy =0 (576)

als Gleichung der Polare. Aus Abb. 97 kann abgelesen werden
£ =m? — @* = af + y§ — [(yo — M)* + (§ — 2p)?]. (877)

Hieraus bringt eine einfache Rechnung

8= &xy + ny,. (578)
Die Gleichung der Polare lautet daher
XXy + Yy, — 2 =20. (579)

Ihr Abstand a vom Ursprung ergibt sich auf Grund der geometrischen
Beziehung

ma = t?
zu - 2
T (250
b) Aus Abb. 98 1ifit sich sofort ablesen
@ +m=uxcosp+ ysing. (581)
7T =xcosp + ysingp —p (582)

heilt die ,,Potenz der Geraden g*“. Sie ist positiv fir Punkte P, die in
bezug auf O jenseits der Geraden g liegen, und negativ fiir Punkte P,
die mit O auf derselben Seite von g liegen. Die Potenz verschwindet fiir
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alle Punkte der Geraden g selbst. Deren Gleichung, die ,,Normalform®,
lautet demnach
0 ==xcosp + ysing — 0. (583)

Ist nun eine beliebige Gerade durch die Gleichung

0=Ax+ By +C (584)
gegeben, so kann man (584) als das Produkt von (583) mit einer Kon-
stanten % auffassen, hat also zu setzen ¥

A=kcosg,
B=ksing, (585) .
C=—ko, N S Ay
woraus unmittelbar folgt
k= 4 + B2, (586) )
| C J P A x
! = o, 587
Wir kénnen jetzt auf (571) zuriickgreifen und Abb. 98. Z;l;dfgt;nl der Ge-
24y =AJ =2xxy + 2yy, — & (571)
als Potenz der Geraden
2xxy+ 29y, — 2 =0 (588)
auffassen. Deren Abstand vom Ursprung folgt mit (587) sofort zu
t2
L ——T 589
Tofmaw (559)

Er ist also halb so groB wie der Abstand a (580) der Polaren (579). Da
die Gerade (588) iiberdies parallel zur Polaren verlduft, heiit sie Halb-

polare.
Gibt man (571) die Fassung

22+ y? = 2J: = 2xxy + 2yy, — *
= Fk(zxcosp + ysing — g), (871a)

F=21RF R, (590)

so laBt sich sagen: Fiir die Halbpolare selbst ist

worin gemilB (586)

zcosp + ysing — o =0.
Fiir auBerhalb liegende Punkte ist
zcosg + ysing —p =m,
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d. h. gleich ihrem Abstand von der Halbpolaren. Fiir Punkte des Kreises
(568) ist insbesondere

2+t =cJ=kmx,

c2J? c?J?

E ey O
Der Abstand der Kreispunkte von der Halb-
polaren ist dem Quadrat des Stromes pro-
portional. Durch ihn kénnen also die Strom-
wirmeverluste in R gemessen werden. In
Abb. 99 sind die Verhiltnisse nochmals ge-
zeichnet: Der Halbkreis iiber der Zentrale
OM ergibt durch die Schnittpunkte mit dem

z
< Kreis um M zwei Punkte der Polaren. Die

Abb. 99. Kreisum M, Polareund  Halbpolare verlduft zu dieser parallel im hal-

Halbpolare. ben Abstand vom Ursprung.

D. Nutzleistungen.

Die Nutzleistung ist
‘Vn = N‘w - qu

=UJ,— J°R. (592)

Ist die Ortskurve des Stromes ein Kreis, dessen Gleichung in karte-
sischen Koordinaten lautet

(@ — 2o)® + (y — 90)* = @*, (568)
so gilt
cd, =1z,
(593)
2 J? = 2?4 42,
¢ = Mafistabskonstante in cm/Amp.
Mit (593) wird in (592)
Ux R, 2
Ny=— =2 @+ 97
RcU
— 5[ G e — @+ %] (594)
und wegen (571)
- R /cU
N, = ?7<—R~-w —2xxy— 2y y,+ t2>
2R cU 12 -
= le(5e — %) —vm+ 5] (595)
Es ist nun U 2
c
(57— %) =Y+ 5 =0 (596)

die Gleichung einer Geraden. Ihre Normalform

zcosp -+ ysing —p =0 (583)
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ergibt sich durch den Ansatz

cU
g — %= kcosg,
— Yo =rksing, (597)
t2
5= ke
Er liefert
cU 2
k—V(?ﬁ—xo)‘}'% l
£ £ (598)

|Q\=—k‘= U . l

Schreibt man nun (595) in der Form

Nn=2%k(xcos<p+ysin¢p——g)
2R e N\
=7ﬂl/<ﬁ—xo) + Y (599)

so kann man sagen, daB die Nutzleistung der Potenz der Geraden (596)
proportional ist.

Der Ausdruck (598) fir die Konstante & findet seine geometrische
Deutung durch Abb. 100: L ist der
Abstand des Kreiszentrums M von Y

U
dem Punkte M0<x = ;—R«, Y = 0/\} s

der auf der Abszissenachse liegt.
Die Neigung der Zentralen MM

ist i
<E%>k: c[;yo ' (600)

ﬁ_% [ i

\j,tq

T %,

. . 7 y 0 5z ,
Die Neigung der Geraden (596) ist

Abb. 100. Geometrische Deutung der Kon-
cU e\,
o tanten k= |/ (5-5 — zo) +¥3.
d1 2R 0 s V 2R 0) 0
y— 2 (601) (

dz Yo
Daher steht die Gerade (596) senkrecht auf M M,. Die endgiltige Lage
der Geraden (596) findet man mit Hilfe der Betriebspunkte, fiir die die
Nutzleistung verschwindet. Hierfiir gilt mit (594)

No=0="Ta (4. (602)
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Dies ist die Gleichung eines Kreises durch den Ursprung. Umformung in
cU\2 cU\2
(= —3x) +v=(z) (603)

ergibt die Mittelpunktskoordinaten

r = cU 1
" 2R’ . (604)
Ym = 0, ]
und den Radius
cU
r=gg- (605)

Das Zentrum des Kreises (603) ist also der Punkt M, sein Radius ist
r = M,0. Seine Schnittpunkte § —8 mit der Stromkurve bestimmen
die Betriebspunkte der Nutzleistung N, = 0 (Kurzschlu}, Leerlauf).
Die Gerade S — S8 ist die gesuchte Nutzleistungslinie, deren Abstidnde
zt von den Kreispunkten der Nutzleistung proportional sind.

Der Kreis (603) ist bei Behandlung des Lufttransformators bereits
erwahnt worden (s. S. 72).

E. Wirkungsgrade.

a) Legt man den Vektor U der konstant gedachten Klemmen-
spannung in die reelle (z)-Achse, so ist die Gleichung der Wirkleistungs-
linie

z=0. (606)

b) Ist das Ortsdiagramm des Stromes § ein Kreis, so 1af3t sich fir
den Stromwirmeverlust N,, den § in einem Wirkwiderstand R erzeugt,
eine Verlustleistungslinie N, zeichnen, deren Gleichung

2xxg + 29y, — 12 =0 (588)
ist.
¢) In diesem Falle ist endlich eine Nutzleistungslinie angebbar mit

der Gleichung
cU iz =OR
x (—2—R— — xo> —YY%+ 5 =0. (596)

Die Abschnitte, die (588) und (596) auf der Wirkleistungslinie 2 = 0
einschneiden, ergeben sich, wenn man in den Gleichungen (588) und
(596) x = 0 setzt. Es wird beide Male

12

Die drei Linien schneiden sich also in einem Punkte .S,. In Abb. 101 sind
sie mit N, N,, und N, bezeichnet.
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Fir einen Punkt 8 der Nutzleistungslinie &, ist die Nutzleistung
Null, daher die Wirkleistung gleich der Verlustleistung, d. h.

N,=¢,88=N,=¢,88;. (608)
Hieraus folgt fir die Proportio- W 8
nalitatsfaktoren \
Sho s T e
Go _ 88, _ 88, sina (609) \\

c, 88, 88,  sinpg’ \

88, Mo \
Fiir einen Punkt 7' der Verlust-
leistungslinie IV, ist die Verlust-
leistung Null, d. h. die Wirk-
leistung gleich der Nutzleistung
oder

N,=¢,TT, | (610)
—N,=0¢,TTs,.|
Hieraus folgt fiir die Proportio-
nalitdtsfaktoren
TT,
¢ TT, T8,
% TT, TT,
T3,
_ sma (O
" 8in [180° — (x + B)]
— ,,.,,,SiiL . Abb. 101. Zur graphischen Bestimmung des
sin (o + f) Wirkungsgrades.
(609) und (611) ergeben
CwiCyiCy =sino:sinf:sin(x + f). (612)

Fiir einen Kreispunkt P ist der Wirkungsgrad
N, ¢, PP, sin(a-+ ﬁ)‘ PP,

=7, " ¢,PP, sina PP,
sin{180° — (x + f)] PP,
= éin x PP, (613)

Zieht man durch P die Parailele zu N,, die die Leistungslinie .V, in 4,
die Leistungslinie N, in B schneidet, so wird

pp (614)
o : 2
PB = sin [180° — (& + f)]
und daher endlich PA
= (615)

“PB "
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Formelzusammenstellung.

Gleichung der allgemeinsten Ortskurve
m
2? Ay p*
= 0 .
n
2’2 B p*
0

m + n fir m > n,

By

Ihre Ordnung ist

2n fir n=m.

Bedingung hierfiir ist, daf3

m

1. Dpt =0
0
und
n
-
0

(413)

(424)

(425)

keine gemeinsame Wurzel besitzen. Dies ist der Fall, wenn die Resul-

tante von (424) und (425) endlich bleibt.

2. (425) keine reelle Wurzel besitzt. Die Resultante der Gleichungen

n
DB =0
0

und
n
Sap=o
0

bleibt dann endlich.

Gleichung der allgemeinsten Ortskurve m-ter Ordnung

m
]
m T .

Ekak

0

%—_—

Bedingung hierfiir ist, daB die Resultante von

m

2" Ay p* =

0

(439)
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und

m

St =
0
endlich bleibt.
Die Ortskurve (439) geht durch den Ursprung fir p = p,, wenn

0

Dann gilt
m
Db Apk=0
0
und

m
i agrh=0.
0

Die Resultante beider Gleichungen verschwindet.
Tangentengleichung einer jeden Ortskurve

43
=B+ - 0. 4
t= ap ? (476)
Krimmungsradius der Ortskurven
(d ; )3
AL
R= [(d%_) d%l}} . (485)
dp /i dp®li

Hauffe, Ortskurven. 11
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—, graphische — zweier Komplexen 14.
— zweier Komplexen 8, 29.
— — — in Exponentialform 8.
Doppelkreis 96.
DoppelkurzschluBkommutatoranker
120.
DoppelkurzschluBmotor 110, 127.
Doppelpunkt 146, 149, 150.
Doppelwurzel 59, 63, 147.
Dreher 27, 97.
Drehfeld 96, 97, 98, 120.

Drehfeldmaschine 99.

Drehkraft 108. \

Drehmoment 108, 113.

— des Doppelkurzschlufimotors
Atkinson 110. !

— des EinphasenreihenschluBmotors |
110, 116. !

—, mittleres — 114.

Drehstrecker 27, 79, 105.

Drehstreckung 27, 31, 33.

Drehstrommotor, asynchroner — 1, 96.

Drehstromwicklung 96.

Drehung 27, 31.

—, begrenzte bzw. dauernde — 27.

Drosselspule 20, 21, 30.

—, verlustfreie, ideale — 30.

Druckkraft 109.

Durchflutung 27, 65, 92, 107.

von

Effektivwert 18, 19, 26, 114.

Eigenfeld 109.

— des Stromes einer synchronen Wech-
selstrommaschine mit Schenkelpol-
laufer 83.

Einheit, imagindre — 2, 3.

Einheitskreis um den Ursprung 44.

Einheitsstrecke 13, 14.

Einheitsvektor 27.

Einphaseninduktionsmotor 120, 127.

Einphasenreihenschlumotor 109, 114.

Eisenkreis 106.

Eisensittigung 2.

Eisenverluste 104, 116.

— beim asynchronen Drehstrommotor
104.

EMK 19-—27, 30, 82, 110, 111, 114.

-— der Bewegung 24, 25, 26, 111, 114.

— der Ruhe 24, 25, 82, 110, 111, 114.

der .Selbstmduktlon 23, 30.

der Transformation 24, 25, 82, 110,

111, 114.

im Stinder von Wechselstrom-

kommutatormotoren 111, 114.

in ruhenden Spulen 25.

EMKK im Liufer von Wechselstrom-
kommutatormotoren 111, 114.

Entartung der bizirkularen Quartik 151.

Erregerfluf 112, 113.

Erregerwicklung 24.

Erregung der synchronen Wechsel-
strommaschine 82, 88, 89, 90.

— des Synchronmotors 91.

Ersatzschaltung eines Schwingungs-
kreises 36.

Euler 4.

Existenzbedingungen der
Quartik 144.

Exponentialform einer komplexen Zahl
4.

—, Summe zweier Komplexen in — 6.

Extrapolation 72, 75, 101, 116.

bizirkularen

Fahrstrahl 133, 147.

Faktor, komplexer — 27, 96.

Faktoren, reelle, vorliufig unbestimmte
— 5.

Faktorenparameter 80, 89.

Faraday 19, 20, 21. 22, 30, 71, 90, 115,
117.

Ferraris 97.

Festlegung des Kreises durch 3Punkte 39.

— — — durch 2 Punkte und den
Peripheriewinkel 40.

Festvektor 131.

Flisse, gegenlaufige — 97.

FluB, Bahn des magnetischen —es 24.

—, magnetischer — 22, 24, 65, 82, 92.

—, pulsierender magnetischer — 24.

FluBanderung 112.

Formelzusammenstellung 160.

Funktion, komplexe — 35, 121, 152

—, lineare, gebrochene — 81.

—, rationale — 10, 152.

—, trigonometrische — 4.

— von Komplexen, Sonderwerte 10, 11.

— — — und konjugiert komplexe
Funktion 10.

FuBpunkt des Lotes aus dem Ursprung
auf eine Gerade 11.
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GauBl 3, 27, 28.

Gegeninduktivitat 25, 56, 67, 70.

—, wirksame — beim asynchronen
Drehstrommotor 98.

Generator 20.

Gerade 122.

-—, Abstand einer —n vom Ursprung 11.

— durch den Ursprung 38, 39, 130,
131, 132.

—--, Gleichung der —n 11, 127, 155, 156.

— hoherer Ordnung 132, 133.

-— m-ter Ordnung 130.

— zweiter Ordnung 127, 131.

Gesetz, assoziatives — 6.

—-, distributives — 6.

-, kommutatives 5, 6.

—, Ohmsches -— fiir Magnetismus 65.

Gesetze der Wechselstromtechnik fiir
die Aufstellung von Ortskurven-
gleichungen 18.

Gleichheit komplexer Zahlen 5.

Gleichstrommaschine 24, 111.

Gleichung der allgemeinsten Ortskurve
122, 160.

—— der Asymptote 136.

— des Kreises allgemeiner Lage 39.

-— des Kreises durch den Ursprung 39.

(ileichungen, Knotenpunkts— 19.

--, Maschen— 18.

—, Spaltung komplexer — 5.

—-, Zerfall komplexer — 5.

Grad, clektrischer — 25, 96.

Graphische Addition und Subtraktion
zweier Komplexen 13.

— Bildung des reziproken Wertes einer
Komplexen 14.

— Darstellung der Leistungen 152.

«— — der Stromwirmeverluste 153.

—- Division zweier Komplexen 14.

- Multiplikation zweier Komplexen 13.

-— Rechenoperationen 13.

Graphisches Quadrieren einer Kom-
plexen 14.

— Wourzelziehen aus eciner Komplexen
14.

Grundkreis 16, 46.

Grundrechnungsarten 2.

Grundwiderstand 29.

Halbgerade 131.
Halbpolare 155, 156.
Hauptnenner 59, 63.
Heyland 69, 102.

Sachverzeichnis.

Heylandkreis 102.
Hilfskreis 72.

Hochfrequenz 54, 58, 62.
Hochstwert 26.

Homogene Gleichungen 125.
Hopkinson 68.

Imaginirteil einer komplexen Gleichung
5, 117, 129.

Impedanz 84.

Index 3.

Induktionsgesetz, Faradaysches — 19,
20, 21, 22, 30, 71, 90, 115, 117.

— — —, Anwendungsbeispiel 20.

Induktiver Widerstand, rein — — 30.

Induktivitat der Ankerwicklung einer
synchronen Wechselstrommaschine
82.

—. resultierende — zweier Spulen 56.

—, totale — 67, 70.

—, variable — 353, 56.

Induktor, zylindrischer — 82.

Inverse Kurven, Bestimmung —r — 15,
38.

i Inversion 121, 148.

— der Ortskurve 37.

— einer Geraden 37, 38.

— eines Kreises durch das Inversions-
zentrum 17.

—, elliptische — 17.

—, hyperbolische — 17.

Inversionshyperbel 15.

Inversionspotenz 13, 15. 46, 122.

Inversionszentrum 16, 37, 148.

Inversionszirkel von Bloch 17.

Inversor von Peaucellier 16.

Isolierter Punkt 146, 149, 150.

Kifiganker 96, 120.

Kapazitat, variable — 53.

Kapazitiver Widerstand, rein — — 30.

Kegelschnitt 148, 152.

Kirchhoff 18, 19.

Klemmenspannung 27.

— der synchronen Wechselstromma-
schine 85.

Knotenpunkt 19.

Knotenpunktsgleichungen 19, 22.

—, Zahl der notwendigen — 34.

Knotenzahl 34.

Koeffizient der gegenseitigen Induktion
25.
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Koeffizient der totalen Streuung 67,
75, 101, 102. 103.
Koeffizientendeterminante

129, 143.
Kommutatives Gesetz 3, 6.
Kommutatormotoren fiir Wechselstrom

106.

Kommutatorwicklung 118.
Kompensation des Einphasenreihen-

schluBmotors 114.
Kompensationswicklung 114, 115.
Komplexe Darstellung der Zeitvektoren

26.

Komponenten einer komplexen Zahl 4,

5, 6.

— eines Ortsvektors nach vorgegebenen
Richtungen 5, 10.
Komponentenform einer

Zahl 4.

Kondensator 20.
—, Spannung am — und Strom im —

32.

—, verlustfreier — 31.
Kondensatorbeleg 32.
Kondensatorstrom 32.

Konjugiert komplexe Zahlen 9.

— — —, Aufzeichnung 15.

— — —, Darstellung in der GauB-

schen Ebene 9.

— — —, Differenz 9.

— — —, Produkt 9.

— — —, Quotient 10.

— — —, Summe 9.

Konstanten, vorliufig unbestimmte —

59, 63.

Koordinaten einer komplexen Zahl 4.
—, kartesische — 38, 141, 143, 153, 156.
Koordinatensystem 3.

Koordinatentransformation 141,

149.

Kopplung, induktive — 65.
Kopplungsfaktor 67.

Kreis allgemeiner Lage 39, 44.
— durch den Ursprung 39, 49, 132.
—, geschlossener Strom— 19.

—, Sonderlagen des —es 48.

— um den Ursprung 44.

— vierter Ordnung 119, 127.
Kreisdiagramm 153.

Kreisfestlegung durch 3 Punkte 39.
~— durch 2 Punkte und den Peripherie-

winkel 40.

105, 128,

komplexen

143,
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Kreisfrequenz, negative — 65.
— im synchronlaufenden Doppelkurz-
schluBmotor von Atkinson 120.

—-, variable — 53, 58, 62.

Kreisradius 43, 153.

Kreistangente, Gleichung der — 50.

—, Richtung der — 50.

Kreiszentrum, Lage des —s 41, 42, 47.

—, Ortsvektor nach dem — 43.

Kriimmung 138.

Kriimmungsradius 138, 139, 161.

Kubik, zirkulare — 141, 152.

Kupferwiderstand 55, 70.

Kurven, Bildung inverser — 16.

Kurzschlufl 54, 58, 62.

KurzschluBstrom der synchronen Wech-
selstrommaschine 84, 85, 87, 89.

— des DoppelkurzschluBmotors von
Atkinson 120.

KurzschluB3versuch des
Drehstrommotors 100.

— des Lufttransformators 72,

7.

asynchronen

73, 75,

Ladung eines Kondensators 32.

Lénge, absolute — des Ortsvektors
einer komplexen Zahl 4.

Liangsfeldblindwiderstand 93.

Langsfeldinduktivitiat 93.

LangsfluB 92.

Langsspulenflufl 93.

Laufer 96.

Lauferstrome des Drehstrommotors 98.

Lauferwiderstand, Einflull des —es auf
den Ossannakreis 102.

Leerlauf der synchronen Wechselstrom-
maschine 84, 85, 87.

Leerlaufs-EMK der synchronen Wech-
selstrommaschine 82, 93.

Leerlaufstrom 70.

Leerlaufversuch des Asynchronmotors
100.

— des Lufttransformators 75, 77.

Leistung, graphische Darstellung der —
152.

Leistungsfaktor des Einphasenreihen-
schluBmotors 116.

— der Synchronmaschine 92.

Leistungslinie 89, 90, 159.

Leistungsmessung 72, 100, 101, 116.

Leitwert 121.

Leitwertdiagramm 121.
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Lineare homogene Gleichungen 125,129.
Lufttransformator 1, 65, 99, 105, 158.
—, Gleichungen des —s 70.

Magnete, permanente — 24.

Magnetischer Schwund 20.

Magnetisierungscharakteristik 92, 116.

Magnetismus, Ohmsches Gesetz fiir —
65.

Maschen, einfache — 33, 34.

Maschengleichungen 18.

—, Zahl der notwendigen — 34.

Maschenseiten 18, 22.

Maschenseitenspannungen 21.

MaBstab 62, 63.

MaBstabskonstante 153, 156.

Mebrfacher Punkt 130.

Modul einer komplexen Zahl 4.

Momentanwerte 18.

Multiplikation des Urvektors mit ciner
komplexen Zahl 27.

—-, graphische — zweier Komplexen 13.

Nachbarspule, induzierende — 23, 25.

Neigung des Ortsvektors einer kom-
plexen Zahl gegen die reelle Achse 4.

Nennerkomplexe 152.

Netz 20, 21.

Neuvektor 150.

Nomenklatur der komplexen Zahl 3.

Norm einer komplexen Zahl 4.

Normalform der Geradengleichung 155,
156.

Nulldurchgang 26.

Nulldurchginge der allgemeinsten Orts-
kurve m-ter Ordnung 128, 129.
Nutung, Einflu der Anker— auf den

magnetischen Flul} 24, 25.
Nutzinduktivitat 67.
Nutzleistung 156, 157, 158.
Nutzleistungslinie 158, 159.
Nutzreaktanz 67.
Nutzspulenflufl 66.

Ohmscher Spannungsabfall 20, 21, 30,
31.

— Widerstand 20.

— —, rein — — 30.

Ohmsches Gesetz fiir Magnetismus 65.

Operator, komplexer — 152.

Ordnung der Ortskurve 122, 134, 160.

-— der zirkularen Ortskurve 140.

— des Tragers 127,
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Ortskurve 1.

~— m-ter Ordnung 127.

—, zirkulare — 140.

— der Anker-EMK der synchronen
Wechselstrommaschine bei variabler
Last 87.

~— der Drosselspannung eines Schwin-
gungskreises bei variabler Induktivi-
tit 55.

—- — — eines Schwingungskreises bei
variabler Kreisfrequenz 58.

— der Klemmenspannung der syn-
chronen Wechselstrommaschine bei
variabler Last 85.

— der Kondensatorspannung eines
Schwingungskreises bei variabler
Kreisfrequenz 62.

— der Sekundédrspannung eines Luft-
transformators bei variabler Last 76.

— des Primirstromes eines Lufttrans-
formators bei variablem Phasen-
winkel der Belastung 80.

— des Primarstromes eines Lufttrans-
formators bei variabler Last 71.

— des Sekundérstromes eines Luft-
transformators bei variabler Last
75.

— des Stromes der synchronen Wech-
selstrommaschine bei variabler Last.
84.

— — — der synchronen Wechsel-
strommaschine mit ausgeprigten
Polen im Parallelbetrieb 92.

— — — der synchronen Wechsel-
strommaschine mit Zylinderinduk-
tor im Parallelbetrieb 88.

-— — — eines Schwingungskreises bei
variablem Kupferwiderstand 36, 51.

— — — eines Schwingungskreises bei
variabler Induktivitit, Kapazitit
oder Kreisfrequenz 53.

- — — eines Synchronmotors 90.

Ortskurven der Wechselstromkommu-
tatormotoren 106.

— der synchronen Wechselstromma-
schine 82.

— des asynchronen Drehstrommotors
96.

-— des DoppelkurzschluBmotors
Atkinson 117.

— des Einphasenreihenschlufimotors
mit Kompensation 114.

von



Sachverzeichnis. 171

Ortskurven des Lufttransformators 65.

— — —, Ubersicht 77.

— des Resonanztransformators 79.

—, inverse — 15.

Ortskurvengleichung 143.

Ortskurvengleichungen, Gesetze der
Wechselstromtechnik zur Aufstel-
lung der — 18.

Ortsvektor 4.

— nach dem Kreiszentrum 43, 44, 45.

— — — — des Primirstromkreises
eines Lufttransformators 74.

—, rotierender — 28.

Ortsvektoren, inverse — 12.

Ossannakreis 100, 105.

—, Ortsvektor nach dem Zentrum des
—es 101.

—, Radius des —es 101.

Parabel 135.

Parallelbetrieb von Synchronmaschinen
88.

Parallelschaltung magnetischer Wider-
stinde 94.

Parameter 1, 11, 39, 122.

Parameterdarstellung 142.

Parameterskala, Entwurf einer — 52,
56.

— fiir den Kreis allgemeiner Lage 47.

— — — — durch den Ursprung 45.

Parametersubstitution 125, 126, 127,
151.

Parameterverteilung 133, 147.

—, quadratische — 119.

Partialbruchzerlegung 59, 63, 131, 132,
146.

Periodizitat 2.

Peripheriewinkel des Kreises 40.

Phase der EMK der Bewegung 113.

— einer komplexen Zahl 4.

— eines Zeitvektors 29.

Phasenverschiebung 29.

Polare 154.

— des Grundkreises 16.

Polargleichung 143.

Polarkoordinaten 143.

Poleisen 24.

Polrad 23, 24, 25, 82, 93.

Polteilung 83.

Potenz der Geraden g 154, 155, 157.

Potenzen von j 7.

Potenzieren 9.

Potenzrechnung bei Division zweier
Komplexen in Exponentialform §.

— bei Multiplikation zweier Kom-
plexen in Exponentialform 7.

Primérspannung eines Lufttransforma-
tors 72.

Primédrstrom eines Lufttransformators
71.

— — — bei Anderung des Phasen-
winkels der Belastung 80.

Produkt konjugiert komplexer Zahlen 9.

— zweier Komplexen 6, 7.

Proportionale, mittlere — bei graphi-
schen Rechenoperationen 15.

—, vierte — bei graphischen Rechen-
operationen 13, 14.

Punkt, isolierter — 146, 149, 150.

—, mehrfacher — 130.

—. singulidrer — 65, 146, 148, 149, 150.

Quadrant 3.

Quadrat, graphische Bildung des —cx
einer Komplexen 14.

Quadratur 60.

Quartik 60.

—, bizirkulare — 60, 64, 65, 129, 144.

-, zirkulare 141.

Querdruck 108.

Querfeldinduktivitit 93.

Querfluf3 93.

Quintik. bizirkulare — 141.

—, zirkulare — 141.

Quotient, konjugiert komplexer Zahlen
10.

— zweier Komplexen 7, 8.

Radius eines Kreises 43, 44, 45.

Radizieren komplexer Zahlen 8.

— negativer reeller Zahlen 2.

— positiver reeller Zahlen 2.

Raumdiagramm 109, 114.

Reaktanz, totale — 67.

Realteil einer komplexen Gleichung 3,
117, 129.

Rechenregeln fiir komplexe Zahlen 5.

Reeller Widerstandsoperator 30.

Reihenschlu3charakter 116.

Relation, Eulersche — 4.

Relativgeschwindigkeit beim
stromasynchronmotor 98.

— beim Wechselstromkommutator-
motor 119.

Dreh-
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Resonanz 52, 54, 57, 58.

Resonanztransformator 79.

Resultante 124, 125, 128, 129, 134, 143,
144, 160.

Reziproker Wert, graphische Bildung
des — — ciner Komplexen 14.

Richtwiderstand 29, 70, 121, 152.

— der idealen Drossel 31.

— von Transformatorwicklungen 73.

Richtwiderstandsdiagramm 121.

Ringanker 113.

Rotorwiderstand, EinfluB des —es auf
den Heylandkreis 103.

—. -— — —es auf den Ossannakreis 102.

Sattigung des Eisens 2, 24.

Sarrussche Regel 104.

Schaltungselement 21.

Schenkelpollaufer 82.

Schliipfung 98.

—, relative — 99.

Schlupf des asynchronen Drehstrom-
motors 2.

Schlupfskala des asynchronen Dreh-
strommotors 102, 103.

Schlufipfeil einer Maschenseite 21.

Schnecke 62.

Schnitt eines Kreises mit den Achsen 48.

Schnittpunkt 123.

Schreibweise, ausfiihrliche —
plexer Gleichungen 5.

— der komplexen Zahlen 3.

Schwingungskreis 35.

Schwund, magnetischer — 20, 22.

Sehnen des Kreises 40.

Sehnentangentensatz 41.

Sehnentangentenwinkel 41.

Seitenspannung, Summe der —en bei
Maschen 18, 19.

Seitenstrom 19.

Sekante 50.

Sekundarlast des Lufttransformators70.

— — —, rein ohmische 74.

Sekundérspannung eines Lufttransfor-
mators 76.

kom-

Sekundarstrom eines Lufttransforma-
tors 75.

Selbsterregung 116, 117.

Selbstschnitt 146, 148, 149, 150.

Selbstinduktion, konstante — 25.

—, variable — 25.

Selbstinduktionskoeffizient 24.

Sachverzeichnis.

Singularitit 65.

Singuliarer Punkt 146, 148, 150.

Sinusgesetz 25, 30, 31, 32.

Skalentrager 127.

Skineffekt 62.

Sonderfalle der allgemeinen komplexen
Zahlen 3.

Sonderlagen des Kreises 48.

Spaltung komplexer Gleichungen 5.

Spannung, meBbare — an einer Ma-
schenseite 19, 30, 31.

—, treibende — 31, 33.

Spannungsabfall, induktiver — der syn-
chronen Wechselstrommaschine 82.

—, kapazitiver — 21.

~—, Ohmscher — 20, 21, 30, 31.

Spannungsdiagramm 121, 122.

Spannungsvektor, rotierender — 28.

Spiegelbild 9, 121, 122.

Spiegelung am Grundkreis 16.

Spitze 146, 149, 150.

Spule, induzierte — 23, 25.

Spulenfeld 56.

Spulenflufl 22, 23, 24, 25, 27, 66, 83,
111.

— beim asynchronen Drehstrommotor
97.

—, totaler — 67.

Stander 24, 96.

Stianderdrehfeld 97, 120.

Stinderinduktivitit, wirksame — des
asynchronen Drehstrommotors 98.

Standerwiderstand, EinfluB des —es
auf den Ossannakreis 102.

Starkstromtechnik 36, 70, 121, 153.

Stationdre Vorgénge 2.

Strangspannung und Strangstrom 33.

Streckung 27, 30.

Streufaktor 69.

Streufeld 93, 110.

Streufeldinduktivitat 93.

Streuinduktivitit 67.

Streukoeffizient 68, 98.

Streureaktanz 67.

Streuspulenflufl 66.

Streuung 110, 115, 120.

—, EinfluB} der — auf den Heylandkreis
103.

—, — — —- auf den Ossannakreis 102.

—, Koeffizient der totalen — 67, 75,
120.

Streuungshegriffe 65.
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Strom der synchronen Wechselstrom-
maschine 84.

— eines Kondensators 32.

-, getriebener — 31, 33.

—, selbsterregter — 117.

Stromdiagramm 121, 122.

Stromrichtung bei Knotenpunkten 19.

Stromsumme in Knotenpunkten 19.

Stromiibersetzungsverhidltnis des Luft-
transformators 75.

Stromwéirmeverluste 153, 156.

Subtraktion, graphische — zweier Kom-
plexen 13.

— positiver ganzer reeller Zahlen 2.

Summe der Stréome in Knotenpunkten
19.

— konjugiert komplexer Zahlen 9.

zweier Komplexen 6.

Superpositionsgesetz 92.

Symmetrie der elliptischen und hyper-
bolischen Inversion in bezug auf das
Inversionszentrum 17.

Synchronismus des Doppelkurzschluf3-
motors von Atkinson 120.

— des Drehstrommotors 98, 100, 102.

Synchronmaschine 82.

— mit ausgepriagten Polen im Parallel-
betrieb 93.

—, Parallelbetrieb der — 88.

Synchronmotor 90.

Synthese der Ortskurven 133.

System, vermaschtes — 18.

Systematik der Ortskurven 122.

Tangenten 50, 137, 154.

— am Grundkreis 16.

Tangentengleichung 50, 137, 161.

Tangentenrichtung 50, 73, 137.

Teile der komplexen Zahlen 3, 4.

Tourenzahl, synchrone -— bei Wechsel-
stromkommutatormotoren 118.

Triager 127, 130.

Transformation auf kartesische

ordinaten 43, 141.

auf Polarkoordinaten 143.

Transformator, leerlaufender — 23.

Ko-

Ubererregung der Synchronmaschine
90.

Ubersicht iiber Strom- und Spannungs-
verhaltnisse des Lufttransformators
77.

Uhrzeigersinn 18.
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Umlauf der Zeitlinie 27.

—, geschlossener — einer Masche 20.

Umlaufsinn eines Kreises fiir wachsende
Parameterwerte 41, 55.

—-, positiver — 20.

— von Maschen 18, 19, 20, 22, 30.

— — —, Wechsel des —ecs — — 19.

Umlaufspannung 20.

Unterbrechung 54, 58, 62.

Untererregung der Synchronmaschine
90.

Ursprung, Abstand einer Geraden vom
— 11.

—- als mehrfacher Punkt 130.

— — — — der bizirkularen Quartik
146.

Ursprungsverschiebung 122, 149.

Urvektor 27.

7.

Yektor, roticrender — 2
Vektordiagramm 26, 27.
Verbraucher 29.
Verkettung 65, 111.
Verlustleistung 153, 159.
Verlustleistungslinie 158, 159.
Verschwinden einer komplexen Zahl 5.
Vertriglichkeit 124, 129, 143, 144, 145.
Voltsekunden 22.

Wechsel des Umlaufsinnes von Maschen
19.

Wechselfeld 96.

Wechselflu3 97, 113.

—, im Raum feststehender —, Identitat
mit 2 gegenlidufigen Drehfeldern 97,
120.

Wechselreaktanz 67.

Wechselstromkommutatormotoren 106.

Wechselstrommaschine 24.

—, leerlaufende — 23.

Wechselstrommotor 24.

Wechselstromtechnik, Gesetze der —
zur Aufstellung von Ortskurven-
gleichungen 18.

Wechselstromwiderstand 29.

Wendepunkt 139.

Wicklung, dritte — zur Bericksich-
tigung von Eisenverlusten 104.

Wicklungsfaktor 23, 111, 118.
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Widerstand, rein induktiver — 30.

—, rein kapazitiver — 30.

—, rein Ohmscher — 20.

Widerstandsoperator 29, 121.

— der Drossel mit Wirkwiderstand 56.

— der idealen Drossel 31.
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X-FluB 106.
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—, Darstellung der komplexen — 3.

—, gebrochene reelle — 2.

—, imaginére — 2.
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—, komplexe — 2, 3.

—, Multiplikation komplexer — 6.

—, negative ganze reelle — 2.

-—, positive ganze reelle — 2.
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Zahlenebene, Gauische — 3, 27, 28.

Zejtlinie 26, 27.

Zeitvektor 26, 27.

Zentrale 154, 156, 157.

Zentralsymmetrische Inversionen 18.

Zentrum des Heylandkreises 103.

— des Ossannakreises 101.

Zerfall komplexer Gleichungen 5.

Zerlegung eines Ortsvektors in Kompo-
nenten nach vorgegebenen Rich-
tungen 5, 10.

Zirkulare Kubik 141, 152.

— Kurven 139.

— Quartik 141.

— Quintik 141.

Zylinderinduktor 83.
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