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Vorwort. 
Die komplexe Rechnung findet ein weites Anwendungsgebiet in der 

Theorie der Ortskurven. Einen schlagenden Beweis für ihre Eleganz 
liefert etwa der Vergleich der beiden Arbeiten von A. Heyland: "Ein 
graphisches Verfahren zur Vorausberechnung von Transformatoren und 
Mehrphasenmotoren" 1, und "Der asynchrone Mehrphasenmotor und 
sein Diagramm" 2• In dieser ist der Kreis des Primärstromes komplex, 
in jener geometrisch abgeleitet. Ein weiterer Beweis für die Brauch
barkeit der komplexen Rechnung ist die Tatsache, daß sie heute von 
fast allen Autoren, die sich mit Ortskurven befassen, verwendet wird. 

Steinmetz hat durch seine Arbeit: "Die Anwendung komplexer 
Größen in der Elektrotechnik"3 zur Verbreitung der komplexen Rech
nung viel beigetragen. Er betrachtet seine auf dem Internationalen 
Elektrikerkongreß zu Chicago vorgetragene Methode als neu, während 
nach Emde: "Die komplexe Darstellung der Ortskurven in Wechsel
stromdiagrammen"4 schon Helmholtz im Jahre 1878 die komplexen 
Größen zur Behandlung von Schwingungen benutzt hat. Obwohl nun 
Steinmetz in seinem 1900 erschienenen Buche "Theorie und Be
rechnung der Wechselstromerscheinungen" beispielsweise als Gleichung 
für den Primärstrom eines Mehrphaseninduktionsmotors formal 

n, a+bs 
oVl = c + bs' 

8 =Schlupf, 

a bis b = komplexe Konstanten, 

aufstellt, ist er bis zur Darstellung dieser Gleichung in der komplexen 
Ebene in Abhängigkeit vom Schlupf 8 nicht vorgedrungen. Schenkel 
gebührt vielmehr das große Verdienst, in seiner Arbeit "Geometrische 
Örter an Wechselstromdiagrammen"6 auf diese Darstellungsmöglichkeit 
hingewiesen zu haben. Schenkel beschränkt hierbei seine Betrachtungen 
auf Gerade und Kreis. Den Ausbau der komplexen Ortskurventheorie 
hat im wesentlichen 0. Bloch geliefert mit seinem 1917 erschienenen 
Buch "Die Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik nach ein
heitlicher Methode behandelt". Es ist zweifelhaft, ob Bloch die Sehen-

1 ETZ 1894 S. 561. 2 ETZ 1928 S. 1509. 
3 ETZ 1893 S. 597, 631, 641 u. 653. 4 ETZ 1923 S. 532. 
6 ETZ 1901 S. 1043. 



VI Vorwort. 

kelsche Arbeit gekannt hat, denn sie findet sich bei ihm nirgends zitiert. 
Nach dem leider viel zu frühen Tode Blochs hat seine Methode ver
schiedentliehe Vertiefung erfahren: W. Michael stellt in seiner Disser
tation "Zur Geometrie der Ortskurven der graphischen Wechselstrom
technik", Zürich 1919, eingehende Untersuchungen über die Ordnung 
und die Asymptoten höherer Ortskurven an, er befaßt sich mit den 
Kegelschnitten, für deren Auftreten schon Bloch einige Beispiele ange
geben hat, und untersucht Ortskurven höherer Zirkularität, W. 0. Sch u
mann berechnet 1922 ("Zur Theorie der Kreisdiagramme" 1) den Radius 
und den Vektor nach dem Kreiszentrum aus den Konstanten der 
komplexenKreisgleichung, Pflieger- Haertel vermittelt 1923, einer An
regung Schenkels folgend, den Anschluß der komplexen Ortskurven
rechnung an die mathematischen Theorien der konformen Abbildung in 
seiner Arbeit "Zur Theorie der Kreisdiagramme" 2• Im gleichen Jahre 
bricht Kopczynski nochmals eine Lanze für Schenkel und Bloch: 
"Aus der Kindheit der Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik 
in symbolisoher Form" 3 , und seither hat sich die Verwendung dieser Rech
nungsart immer mehr und mehr durchgesetzt. Daß außer der Geraden, 
dem Kreis und den bizirkularen Quartiken auch Ortskurven noch 
höherer Ordnung im theoretischen Elektromaschinenbau auftreten, be
weisen die Arbeiten von Liwschitz (z. B. "Kommutatorkaskaden" 4). 

Mit dem vorliegenden Buch wird der Versuch einer zusammen
hängenden Darstellung der komplexen Ortskurventheorie gemacht. Es 
wendet sich an Studierende und jüngere Ingenieure und enthält dem
gemäß zunächst eine kurze Darlegung der Rechenregeln für komplexe 
Zahlen, sodann eine gedrängte Zusammenfassung der für die Auf
stellung der Ortskurvengleichungen nötigen elektrotechnischen Grund
gesetze. Da erfahrungsgemäß der Ansatz eines Problems dem Anfänger 
mindestens ebensoviel Schwierigkeiten bereitet wie dessen Lösung, ist 
auf die Herausarbeitung des für die Ansätze Wesentlichen besonderer 
Wert gelegt. Der Eingeweihte wird den Abschnitt III überspringen 
können. Im Abschnitt IV wird die Ortskurventheorie an den für den 
Studierenden naheliegenden Beispielen des Schwingungskreises, des 
Lufttransformators, der synchronen Wechselstrommaschine, des asyn
chronen Drehstrommotors und einiger Wechselstromkommutator
motoren entwickelt. Hierbei wird das Kreisdiagramm als Grundlage 
der Ortskurven beliebiger Ordnung gleich systematisch behandelt. Die 
Beispiele, die aus didaktischen Gründen möglichst einfach gewählt 
sind, führen trotzdem in verwickeltere Probleme ein, so unter anderem 

1 Arch. Elektrot. Bd. 11 S. 140. 
a ETZ 1923 S. 292. 

s Aroh. Elektrot. Bd. 12 S. 486. 

' Wissenschaftliche Veröffentlichungen aus dem Siemens-Konzern Bd. 9 
H. 2 8.42. 
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die Untersuchung der Synchronmaschine mit ausgeprägten Polen im 
Parallelbetrieb. Wenn die Darstellungsart auch gelegentlich von ihr 
abweicht, so befolgt sie doch im wesentlichen die Prinzipien der Gör
gesachen Schule. 

Hat der Leser an Hand der behandelten Beispiele in die Theorie 
der Ortskurven Einsicht und an ihr Gefallen gewonnen, so kann er 
den systematischen Teil V studieren, der in einer zusammenhängenden 
Darstellung nicht fehlen durfte, und der die allgemeingültigen Gesetze 
von einem höheren Standpunkt aus beleuchtet. - Über die Ver
wendung von Fremdwörtern kann man bestimmt verschiedener Ansicht 
sein: eine bizirkulare Quartik ist eine Kurve 4. Ordnung, die aus zwei 
Kreisen aufgebaut werden kann. Nicht jede Kurve 4. Ordnung besitzt 
diese Eigenschaft, daher erschien die Verwendung des Wortes bizirkular 
als durchaus gerechtfertigt. 

Mit dem Abschnitt VI beschließen einige energetische Betrachtungen 
teils allgemeiner, teils nur für das Kreisdiagramm spezieller Gültigkeit 
die Darstellung. Demjenigen, der sich ernstlich in die Theorie der Orts
kurven vertieft hat, dürfte es nicht schwer fallen, die Ergebnisse des 
letzten Abschnittes von Fall zu Fall richtig anzuwenden. 

Der Verfasser ist sich bewußt, daß - besonders im Literatur
nachweis - nicht alle die vielen Arbeiten, die auf diesem Gebiete 
geleistet wurden, auch aufgeführt sind. Es ist sein Wunsch, daß ihm 
dies nicht als Kritik ausgelegt werden möge. - Zum Schluß sei den 
Vorständen des Elektrotechnischen Instituts der Technischen Hoch
schule Dresden, Herrn Geh. Hofrat Prof. Dr.-Ing. E. h. J. Görges, 
und seinem Nachfolger, Herrn Oberregierungsrat Prof. Dr.-lng. 
A. Güntherschulze aufrichtiger Dank gesagt: durch Gewährung der 
nötigen Muße und der reichen wissenschaftlichen Institutsmittel allein 
ist diese Darstellung ermöglicht worden. Endlich sei der Verlagsbuch
handlung Julius Springer für ihr Entgegenkommen bei der Druck
legung der Arbeit sowie für deren vorzügliche Ausstattung gedankt. 

Dresden, im Juli 1931. 
Der Verfasser. 
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I. Einleitung. 
Dl'n zu behandelnden Stoff beschreiben wir am besten an Hand 

einiger Beispiele: in eine Zusammenschaltung beliebig vieler Wider
stände, über derenNatur-rein ohmisch, induktiv oder kapazitiv
wir keine Festsetzungen treffen wollen, und deren Art der Zusammen
srhaJtung - galvanische, induktive oder kapazitive Kopplung - unR 
auch gleichgültig ist, fließt unter dem Einfluß einer anliegenden Span
nung ein Strom, der sich nach einfachen Gesetzen berechnen läßt. 
Dies setzt allerdings voraus, daß die Widerstände von dem sie durch
fließenden Strom unabhängig, also konstant simP. Ändert sich in dieser 
Schaltung irgendeine Größe 

(iJ = P ilio 
derart, daß der sie messende Parameter p verschiedene Werte annimmt, 
so wird sich der Strom bei konstanter Spannung nach Größe und 
Phase ändern. Durchläuft p alle Werte von - oo bis + oo, so wird 
dt>r Endpunkt des Stromvektors in der bekannten Darstellung deR 
Vektordiagramms eine Kurve beschreiben, die wir als Ortskurve de::; 
:-;tromes bei konstanter Klemmenspannung bezeichnen. Gleichzeitig 
werden sich, wenn die betrachtete Schaltung Stromverzweigungen ent
hält, die Teilströme nach Größe und Phase ändern, und ebenso dk 
Teibpannungen an den einzelnen Widerständen, sie alle ergeben Orts
kurven, deren Gestalt aus dem Aufbau der Gleichungen erkennen zu 
lernen unsere Aufgabe sein wird. So stellt z. B. ein belasteter Luft
transformator eine Schaltung dar, deren beide Teile - Primärkreis 
und Sekundärkreis - bei getrennten Wicklungen induktiv miteinander 
gekoppelt sind. Die Größe @, die sich in dieser Schaltung ändert, wird 
im allgemeinen 2 die sekundäre Belastung sein. Mit ihr ändern sich im 
Hekundärkreis Strom, EMK und Klemmenspannung, im Primärkreis 
Strom und EMK. 

Elektrisch stellt der asynchrone Drehstrommotor einen Mehrphasen
transformator dar, den man nach der Theorie des Lufttransformator::; 

1 ~tromabhängigc Widerstände sind z. B. Lichtbogenwiderstände oder eisen
haltige Drosselspulen. Ihre Einbeziehung in unsere Betrachtungen wird nur unter 
Vorbehalt möglich sein. 

2 E~ wäre nicht undenkbar, daß man sich auch einmal die Aufgabe stellte. 
das Verhalten des konstant belasteten Lufttransformators bei yeränderlicht•r 
l<'rcquenz zu untersuchen. 

Hauffc, Ortskurwn. 
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behandeln kann, wenn man unter Voraussetzung schwacher Sättigung 
vom Einfluß des anwesenden Eisens absieht. Der Widerstand der 
Sekundärseite, d. i. in den meisten Fällen des Rotorkreises, ist hier 
unveränderlich, die durch die mechanische Belastung beeinflußte 
Variable ist der Schlupf, der in den Gleichungen für die elektrischen 
Größen auftritt. Vornehmlich sind es die Ströme, deren Größe und 
Phase, d. h. deren Ortskurven gesucht werden. 

Diese Hinweise mögen genügen, den Stoff kurz zu charakterisieren. 
Das Interesse an den Ortskurven ist natürlich dann am meisten be
gründet, wenn es sich um stationäre Vorgänge handelt. Das sind solche, 
bei denen alle Veränderungen der Ströme und Spannungen im gleichen 
Rhythmus mit der beliefernden Energiequelle vor sich gehen: dem 
System ist eine bestimmte Periodizität. aufgezwungen. Macht man nun 
des weiteren die Voraussetzung, daß sich die beliefernde Spannung 
zeitlich nach einem Sinusgesetz ändere, so erweist sich die komplexe 
Behandlung der Probleme als sehr zweckmäßig. Wir werden uns daher 
kurz mit der Theorie der komplexen Zahlen zu befassen haben. 

II. Theorie der kmnplexen Zahlen. 
A. Das Zahlengebiet. 

Die erste der vier Grundrechnungsarten, die Addition, kam mit dem 
Gebiet positiver ganzer reeller Zahlen aus. Eine Erweiterung dieses 
Gebietes erforderte schon die zweite Grundrechnungsart, die Sub
traktion. Verlangt man nämlich, daß 

a-b 
für b > a lösbar sei, so wird die Einführung negativer ganzer reeller 
Zahlen nötig. Das so erweiterte Zahlengebiet erfährt eine neuerliche 
Bereicherung durch die vierte Grundrechnungsart, die Division. Ver
langt man die Lösbarkeit von 

a 
b 

auch in den Fällen, wo a kein ganzzahliges reelles Vielfaches von b ist, 
so wird die Einführung von gebrochenen reellen Zahlen erforderlich. 
Das Radizieren fügte zu diesen Zahlen noch die irrationalen, und 
forderte weiter, damit 

i--11 = (a. t=-i 
lösbar wäre, die Einführung der imaginären Einheit 

i= v- 1. 
Danach lag es nahe, durch willkürliche Zusammensetzung reeller und 
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imaginärer Zahlen neue, sogenannte komplexe Zahlen, zu bilden. Diese 
stellen nun die allgemeinsten möglichen Zahlen vor, von denen die 
rein reellen und rein imaginären nur Sonderfälle sind: es fehlt diesen 
der imaginäre bzw. der reelle Teil. 

Hinsichtlich der Schreibweise der komplexen Zahlen verabreden wir 
folgendes: zum Unterschied gegenüber reellen Zahlen bezeichnen wir 
sie mit deutschen Buchstaben. Den reellen Teil bezeichnen wir mit dem 
gleichen lateinischen Buchstaben, dem wir den Index l zufügen. Den 
imaginären Teil kennzeichnen wir durch Vorsetzen der imaginären 
Einheit j und bezeichnen ihn mit demselben lateinischen Buchstaben 
und Index 2. Wir schreiben also 

a = a1 + ja2 

oder 

und es bedeuten 

daß 21: keinen imaginären, (J keinen reellen Teil hat. 9( ist also rein 
reell, b rein imaginär. 

B. Darstellung und Nomenklatur der kom])lexen Zahl. 
Die komplexe Zahl 

a = a 1 + ja 2 

kann dargestellt werden als ein Punkt der Gaußsehen Zahlenebene, 
Abb. l. Trägt man in einem rechtwinkligen Koordinatensystem auf 
der x-Achse, die dann als reelle Achse bezeichnet wird, alle reellen 
Zahlen auf, auf der y-Achse, der imaginären Achse, alle imaginären 

+I/ 

r I .li 

-rte/1 .,.reell 

p + 

.liE 

Abb. l. Die Gaußsehe Zahlencbenc. Abb. 2. Die komplexe Zahl o. 

Zahlen, so entsprechen den Punkten der so entstandenen 4 Quadranten 
I bis IV der Gaußsehen Zahlenebene alle nur möglichen komplexen 
Zahlen. Wir begnügen uns im allgemeinen, die reelle Achse durch ein 
+-Zeichen, die imaginäre Achse durch + j zu kennzeichnen. In Abb. 2 
ist die komplexe Zahl a dargestellt unter der Voraussetzung, daß a1 

I* 
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und a 2 positiv sind. Der Ortsvektor 0 P, der dieser komplexen Zahl ll 

zugehört, hat eine absolute Länge 

a=lai+aL (I) 

die man als Absolutbetrag der komplexen Zahl a bezeichnet1• 
__. 

Der Ortsvektor 0 P hat gegen die positi,- reelle Achse eine Neigung 

(I. = arc t" a2 (2) 
c- al ' 

die sich also aus den beiden Komponenten, der imaginären Kompo
nente a2 und der reellen Komponente a 1 errechnet 2. Für die Lage von 
P und Größe und Vorzeichen der Phase (I.* in Abhängigkeit von Größe 
und Vorzeichen der Komponenten a 1 und a2 gilt offenbar folgende 
Zusammenstellung 

>0 =0 
> 0 >0 
=0 >0 
< 0 >0 
<0 =0 
< 0 <0 
=0 < 0 
> 0 < 0 

0" 
oo < tx < + goo 

+ 90° 
+ 90° < tx < + 180° 

+ 180° 
+ 180° < (X < + 270° 

+ 270° 
+ 270° < (X < + 360° 

P liegt 

auf der + reellen Achse 
im I. Quadranten 

auf der + imaginären Achse 
im II. Quadranten 

auf der - reellen Achse 
im III. Quadranten 

auf der - imaginären Acl:se 
im IV. Quadranten 

Hierzu ist ergänzend zu bemerken, daß positive Argumente von 
über 180° auch als negative Argumente von unter 180° betrachtet 
werden können. Aus Abb. 2 sind ablesbar die Gleiclmngen 

a1 = acos (I.,) 
a2 = a sin (I., f (8) 

die aus Absolutwert und Phase die Komponenten einer Komplexen 
errechnen lassen. Umgekehrt lieferten (1) und (2) Betrag und Phase 
aus den Komponenten. (3) ergeben nach Entwicklung der trigono
metrischen Funktionen in Reihen die Eulersche Relation 

a = a 1 ± j a2 = a cos (I.± ja sin (I.= a e±irx, 

die hier ohne Beweis gegeben werden soll4 • Wir nennen 

a 1 ±ja~ 
die Komponentenform, 

ae±jrx 

(4) 

die Exponentialform der komplexen Zahl a und verwenden je nach 
praktischem Ermessen die eine oder die andere Form. 

1 Daneben sind gebräuchlich die Bezeichnungen Norm, l\Iodul oder Betrag 
schlechthin. 

2 l\Ian nennt auch a1 den reellen Teil, oder die erste Koordinate der Kom
plexen a, a 2 den imaginären Teil oder die zweite Koordinate. 

* 'l. wird auch als Argument von a bezeichnet. 4 Literaturangabe. 
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C. Rechenregeln für komplexe Zahlen. 
a) Eine komplexe Zahl a verschwindet, wenn ihr Absolutwert a 

verschwindet. Da 

a = fai + ~L 
folgt, daß eine komplexe Zahl nur dann Null sein kann, wenn die Kom
ponenten Null sind. 

b) Zwei komplexe Zahlen sind einander gleich, wenn ihre gleich
artigen Komponenten miteinander übereinstimmen. Formell gilt also 

a = b, 
wenn 

Hieraus folgt auch 
oc = ß und a = b . 

Umgekehrt zerfällt jede Gleichung zwischen Komplexen in zwei von
einander unabhängige Gleichungen zwischen den Realteilen und Ima
ginärteilen. Als Beispiel hierfür bringen wir 
die Zerlegung eines Ortsvektors 12{ in Kom
ponenten nach vorgegebenen Richtungen 5.8 
und ~. Wir setzen an (Abb. 3) 

9L=.u>B+v~, 

worin .u und v vorläufig unbestimmte reelle 
Faktoren sind. Ausführliche Schreibweise liefert 
zunächst 

.Al + i A2 = .u (Bl + j B2) + V (Cl + j C2) ' 

und Spaltung die beiden Gleichungen 

Al = .u Bl + V Cl ' 

A2 = .u B2 + v c2 , 

Abb. 3. Zerlegung eines Orts
vektors U in Komponenten 
narh vorge~>:ebenen Richtungen 

58 und Cl:. 

woraus leicht mit Hilfe der Determinantenrechnung folgt 

U= 
' v= 

I
Bl A 1 1 

ß2 A2 

I Bl Cl I 
B2 02 

c) Bei der Addition gelten das kommutative Gesetz 
oc) hinsichtlich der Komponenten einer Komplexen 

al + i a2 = i a2 + al' 

ß) hinsichtlich mehrerer Komplexen 

a+li+c=c+li+a, 
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und das assoziative Gesetz 

cx) hinsichtlich der Komponenten mehrerer Komplexen 

a1 + j a2 + b1 + j b2 = ( a1 + b1 ) + j ( a2 + b2) , 

ß) hinsichtlich mehrerer Komplexen schlechthin 

a + (li + c) = (a + li) + c. 
Die Summe zweier Komplexen ist im allgemeinen wieder komplex: 

a + li = a1 + b1 + j(a2 + b2). 
Sie ist im besonderen 

cx) rein reell, wenn 

ß) rein imaginär, wenn 

a2 = - b2' 

al = - bl, 
y) Null, wenn a2 = - b2 und a1 = - b1 • 

Liegen die zu addierenden Komplexen in Exponentialform vor, so 
ist diese zunächst mittels 

a = a si "- = a cos cx + ja sin cx 

in die Komponentenform überzuführen. 
d) Für die Multiplikation gelten das kommutative Gesetz 
cx) für eine Komplexe 

a·c=c·a, 
ß) für zwei Komplexen 

a·li=li·a, 
und das assoziative Gesetz 

a(lic)=(ali)c, 

endlich das distributive Gesetz 
cx) für eine Komplexe 

c(a1 + j a2) = c a1 + j c a2 , 

ß) für mehrere Komplexen 

c(a+li)=ca+cli. 
Bei der Bildung von 

liefert zunächst das distributive Gesetz 

und darauf das assoziative Gesetz 
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Hierbei ist von der Beziehung j 2 = -1 Gebrauch gemacht. Potenzen 

von i stellen wir an dieser Stelle zusammen 

i = t=--1' l 
j2 = (- 12 = - 1 ' 

j3=j2·j=-j, J' 

j4 = j2 . j2 = - 1 . - 1 = + I ' 

(5) 

woraus die zugrunde liegende Gesetzmäßigkeit ohne weiteres erkenn. 

bar ist. 
Das Produkt ab wird im allgemeinen komplex sein. In Sonderfällen 

jedoch kann es sein 

Cl) rein reell, wenn a 1 b2 + a2 b1 = 0. Hieraus folgt 

a2 b2 
al = - Ii;' 

tgel =- tgß = tg(- ß) bzw. = tg(180°- ß), 

Cl = - ß bzw. = 180° - ß . 
Das Produkt ist demnach rein reell, wenn die Argumente der zu mul

tiplizierenden Komplexen entgegengesetzt gleich sind, bzw. sich zu 

180 Grad ergänzen. 
ß) rein imaginär, wenn a 1 b1 - a 2 b2 = 0. Hieraus folgt 

a2 bl 
a1 =b~' 

tg Cl = cotg ß = tg (90°- ß) bzw. = tg - (90° + ß), 

Cl = 90° - ß bzw. = - (90° + ß), 

Cl+ ß = ± goo. 

Das Produkt ist demnach rein imaginär, wenn die Argumente der zu 

multiplizierenden Komplexen sich zu ± 90 Grad ergänzen. 

Liegen die zu multiplizierenden Komplexen in ihren Exponential

formen vor, so ergibt die Potenzrechnung 

a b = a t) a. b 8i ß = a b 8i <a. + ßl . 

Aus dieser Gleichung folgen obige Betrachtungen über den Charakter 

des Produktes ganz unmittelbar. Hierbei ist zu beachten, daß 

8i 0° = + 1 , 8 ± i 90° = ± i, 8 ± j 1S0° = _ 1 , 8 ± i 2i0° = 1 i . ( ß) 

Der Leser beweise, daß ab gleich ist dem Absolutwerte von 

ab = a 1 b1 - a2 b2 + i (a1 b2 + a2 b1), 

d. h., der Absolutwert des Produktes ist gleich dem Produkt der Ab

solutwerte. 
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e) Die Division zweier Komplexen 

a a1 +fa2 

b b;-+ib! 
liißt die Komponenten des im allgemeinen komplexen Quotienten 

q = ql + jq2 

erst erkennen, wenn man mit b1 - jb2 erweitert. Man erhält 

a (a1 + ja2)(b1 - jb2 ) a 1 b1 + a 2 b2 + j(a2 b1 -- u1 b2 ) 

iJ bi + b~ bi.+ b~ 
Die Komponenten des Quotienten sind 

q = al~tj-_aubu und 
1 bi + b~ 

Der Quotient ist in Sonderfällen 
IX) rein reell für a2 b1 - a1 b2 = 0 , 

a1 b2 

al = b1' 

tgiX = tgß bzw. = tg (180° + ß), 

IX = ß bzw. = 180° + ß. 
Der Quotientzweier Komplexen ist demnach rein reell, wenn die Argu
mente von Dividend und Divisor einander gleich sind oder sich mn 
180 Grad unterscheiden. 

ß) rein imaginär bei a1 b1 + a1 b2 = 0 , 

a2 b1 
a~ =- -b;' 

tgiX ~= - cotgß = - tg (90°- ß) = tg- (90°- ß) bzw. 

= tg (900 + ß), 

IX = - (90°- ß) bzw. = (90° + ß), 

IX-ß= ±90°. 

Der Quotient zweier Komplexen ist demnach rein imaginär, wenn 
die Differenz ihrer Argumente ± 90 Grad ist. 

Liegen die Komplexen in ihren Exponentalformen vor, so ergeben 
die Gesetze der Potenzrechnung 

a a ei" a _ = __ = _ ei(a-ß) 
b b eiil b 

Hieraus sind obige Betrachtungen ebenfalls leicht abzulesen. Der Leser 
verifiziere, daß 

d. h. der Absolutwert des Quotienten ist gleich dem Quotienten der Ab
solutwerte. 
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f) Potenzieren und Radizieren sind am einfachsten an der Exponen
tialform nach bekannten Gesetzen vorzunehmen. 

n n--. nl- j~ Va = yae'"' = l ae n . 

Potenzen und Wurzeln einer Komplexen sind im allgemeinsten Falle 
komplex. Sie sind in Sonderfällen 

a) rein reell, wenn na bzw. _IY._ = ± 180° oder 0°, 
n 

ß) rein imaginär, wenn noc bzw. : = + 900. 

D. Konjugiert komplexe Zahlen. 
Zwei komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen des ima

ginären Teiles unterscheiden, nennt man konjugiert komplex. 

a = at + i a2 = a,c;+ j"' 

und 
ak = a 1 - ja2 = ae- 1"-

sind also konjugiert komplex. Wenn nichts anderes vermerkt ist, soll 

Index k hinter dem deutschen Buchstaben einer Komplexen den zu 
dieser konjugiert komplexen Wert andeuten. 
Die Darstellung zweier konjugiert Komplexen 
in der Gaußsehen Zahlenebene zeigt Abb. 4. 
Demnach ist P k das Spiegelbild von P in bezug 
auf die reelle Achse. Zwei konjugiert komplexen 
Zahlen kommen eine Reihe besonderer Eigen
:>chaften zu, die wir nachfolgend aufführen: 

a) ihre Summe liefert 

I' 

a + ak = •a1 + j a2 + a 1 - j a2 = 2 a 1 • 

Die Summe zweier konjugiert Komplexen 
also rein reell. 

ist Allll. 4. Zwei konjugiert kom
plexe Zahlen in der Gaußsclwn 

Zahlcnebcnc. 

b) Ihre Differenz liefert 

a - ak =~ a1 + j a2 - a 1 + j a2 = 2 j a2 . 

Die Differenz zweier konjugiert Komplexen ist also rein imaginär. 
c) Ihr Produkt liefert 

a· a" = ae+ iot • ae- iot = a2 . 

Das Produkt zwe1er konjugiert Komplexen ist rein reell. Die Um
formung 

;-
a = laak 

ergibt eine Bestimmungsgleichung für den Absolutwert von a. 
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Von der besprochenen Beziehung haben wir in II Ce) schon Ge
brauch gemacht, indem wir dort den Quotienten 

a a1 + ja2 • 

q = b = bl + i b2 = ql + Jq2 

mit b1 - j b2 erweiterten, um q1 und q2 zu bestimmen. 
d) Ihr Quotient liefert 

Das ist ein Ortsvektor vom Absolutwert l, der den doppelten Winkel 
von a mit der positiv reellen Achse einschließt. 

e) Eine Funktion von mehreren Komplexen 

0: (a, b, c ... f)), 

die durch Operationen der ersten vier Grundrechnungsarten mitein
ander verbunden sein sollen 1, wird im allgemeinen wieder komplex 
sein. Sucht man hierzu die konjugiert komplexe Funktion O:k, so wird 
diese dadurch gefunden, daß man 0: auf die konjugiert komplexen 
Größen a1" bk, c~ ... fJ~o anwendet. Formal heißt dies 

Den Beweis erbringe der Leser selbst, indem er z. B. 

(a + b) c 
b=e und 

(7) 

berechne und die Ergebnisse miteinander vergleiche. Sie werden zuein
ander konjugiert komplex sein. 

Die unter II C b) behandelte Aufgabe der Zerlegung eines Ortsvek
tors ~ nach vorgegebenen Richtungen 5B und ~ gestattet mit e) eine 
andere Möglichkeit der Lösung. Der Ansatz 

~=,u~+v~ 

liefert nämlich sofort die weitere Gleichung 

~k = ,u >Bk+ ')J~k· 

(Da ,u und v reelle Faktoren sind, wären Indizes k dort sinnlos!) Beide 
Gleichungen ergeben 

U= 
' 

Iw <i: I 
wk <Ek 

1
\B <E I , 
)Bk (Ek I 

'Jl= 
I 'S w I 
~Bk wk 

I :k :.1 
1 Eine solche Funktion wird rational genannt. 
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Der Leser verifiziere die Übereinstimmung der hier wie dort gefundenen 
Resultate. Die Berechnung der Determinanten läßt z. B. in 

2{ G:k - 2{k G: 
p. = ~~rk.:..::.. ~k-G: 

zunächst ohne weiteres erkennen, daß Zähler und Nenner nach II D b) 
rein imaginär, ihr Quotient also rein reell ist. 

Die Abschnitte a), b) und e) ergeben weiterhin: 
Soll eine rationale Funktion~ von mehreren Komplexen rein ima

ginär sein, so gilt 
~ + th = 0. 

Nach II Da) wäre die Summe von~ und ~k rein reell. Da aber in fr der 
reelle Teil nicht vorhanden sein soll, so fehlt er auch in ~k· Soll eine 
rationale Funktion ~ von mehreren Komplexen rein reell sein, so gilt 

~-~k=O. 

Die Differenz zweier konjugiert Komplexen ist an sich nach II D b) rein 
imaginär. In ~ sollte aber voraussetzungsgemäß der imaginäre Teil 
Null sein. Folglich ist er es auch in~"· tfT-=+-

Als Anwendungen dieser Beziehun
gen bestimmen wir den Abstand einer 
Geraden vom Ursprung, Abb. 5. Die 
Gleichung der Geraden 9 in komplexer 
Form lautet 

+j 

9=a+6p, (8) 
-+ 

a = 0 A ist ein fester Ortsvektor. 
-+ 

Addiert man hierzu 6 = AB, so er-
gibt sich 

91 =·a + b. 

Variiert der reelle Parameter p, so Abb. 5. Abstand einer (kmden. 

wandert der Endpunkt von g auf der Geraden g. In Abb. J ein
gezeichnete Sonderwerte sind 

91 = a + b für p = + l, 
Bo= a für p=O, 

B2 = a + 26 für p= +2. 
Dem Fußpunkt F des Lotes l aus 0 auf g entspreche der Parameter
wert p0• Es gilt dann 

l und 6 sollen nun aufeinander senkrecht stehen. Dies ist der Fall, wenn 
der Quotient 
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rein imaginär ist. Allgemein ist nämlich 

[J 
l e'l = !_ ei (i.-ß) 

b e"1 b 

Ä - ß ist nach Abb. 6 der Winkel zwischen {und u. Ist er ± 90 Grad, 
so wird 

eiO.-ß) = e±i90• = ± j, 

s. auch IICe). Hiermit ist unsere Aussage über 

-~ bewiesen. Setzt man 

a+bPo- ~ 
b - u, 

so ist 
.-\bb. 6. Geometrische Deutung 
,!es Quotienten zweier Korn· 

plexen. 

und es muß sein 

a bk + b2 p0 + akb + b2 p0 = 0, 

a bk + ak b 
Po= - 2b2 

Dies ist der Parameterwert, der dem Lot { zukommt. Der Zähler des 
Ausdruckes ist als Summe zweier konjugiert Komplexer rein reell, p0 

also ordnungsgemäß ebenfalls reell. Mit Po läßt sich 

+j 
I' 

! = a + fl 1Jo 

nach Größe und Phase errechnen. 
f) Endlich beweisen wir die wichtige Tat. 

---,:*-..,;..<>----+---+- + sache, daß 

.-\bb. 7. P und P• sind zu. 
einander invers, c2 Ist Inver

sionspotenz. 

folglich haben 

a und 

zueinander invers sind. Es ist nämlich 

a = aei(l,, 

ak=ae-i(l,, 

c2 c2 c2 . -- = --- = -e+J(I, 
ak a e-i(l, a ' 

a und 
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die !!leiche Phase IX, und das Produkt ihrer Absolutwerte ist 

al~o konstant. c2 heißt Inversionspotenz. Abb. 7 zeigt die Lage von 
c2 

a, a1. und 
a" 

E. Graphische Recltenoperationen. 
Die in C und D besprochenen Rechnungen lassen sich außer alge. 

hrai><ch auch graphisch durchführen. Wo irgend angängig, lassen wir 
die.;bezügliche Abbildungen für sich selbst sprechen. 

a) .\ddition und Subtraktion zweier Komplexen 

gehen aus Abb. 8 hervor: es ist die von der Zusammensetzung von 
Kräften her bekannte Methode. 

b) Die Multiplikation 

a · & = ! = ab si<11.+til 

führt uach der Umformung von ab = x in 

I · b 
a x 

auf die Aufgabe, mit Hilfe der Einheitsstrecke x als 4. Proportionale 
zu konstruieren. Das Argument von ! ist die Summe der Argumenh' 
von a und b. In Abb. 9 ist die graphische Lösung der Aufgabe gezeigt: 
Die Einheitsstrecke lege man in die reelle Achse, klappe b in diese 

+j 

.\ hh. 8. A<lditlon und Subtraktion 
von Komplexen. 

Abb. 9. Gmphis!'he :Multiplikation 
nl.i = r. 

herunter und zeichne das Dreieck mit den Seiten b und .1:, das dem aut' 
der Einheitsstrecke und a gebildeten ähnlich ist. :r klappe man dann 
zurück in die Phasenlage IX + ß. 



Theorie der komplexen Zahlen. 

c) Das Quadrat 
o2 = f = a2 Ei2a 

wird auf ganz analoge Weise dargestellt, indem man a 2 = x umformt in 

Abh. 10 a. Graphische Ermittlung 
des reziproken Wertes einer Kom

plexen. 

1 (( 
((. X 

und x als 4. Proportionale zeichnet. 
! hat das Argument 2 (J.. 

Abb. 10 b. Graphische Ermittlung des 
reziproken Wertes einer Komplexen 

(Hilfskonstruktion). 

d) Bevor wir die Division allgemein besprechen, behandeln wir die 
graphische Bildung des reziproken Wertes 

1 1 1 . 
-a- = f = acia = ac-?a. 

Formt man xa = l um in 

so ist x als 

~J 

Hypotenusenabschnitt eines rechtwinkligen Dreiecks auf-

b (l 

Ahh. 11. GraphisPhe Division 
a 
6~·-

findbar, das die Einheitsstrecke zur Höhe, 
a zum anderen Hypotenusenabschnitt hat. 
Das Argument von ?; ist - (J., Abb. lOa 
und b. 

e) Die Lösung der Aufgabe 

-6- = ! = ~- ci<a-ß) 

a 
geschieht nach Umformung von x = -b in 

b 1 
a x 

durch Konstruktion der 4. Proportionale 
analog Abb. 9. Das Argument von ! ist die 
Differenz der Argumente von a und {1, 

Abb. 11. Hierbei erweist es sich al;;; zweckmäßig, die Einheitsstrecke 
m die po;;;itiv imaginäre Achse zu legen. 

f) Die Wurzel aus einer Komplexen 
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wird graphisch ermittelt, indem man X = lfa umformt 

x2 = a, 

a x 
X l 

15 

und x als mittlere Proportionale zwischen der Einheitsstrecke und 
der Strecke a konstruiert: x ist Höhe eines rechtwinkligen Dreiecks mit 

den Hypotenusenabschnitten 1 und a, 
'J Abb. 12a und b. Das Argument von 

. ()( 

! ISt 2 

Abb. 12a. Graphische Bestimmnn~ <kr 
Wurzel aus einer KomplexPn. 

Abb.l2b. Gmphisrhe Bestimmung der 
Wurzel ans einer Komplexen (Hilfskon

struktion). 

g) Die Aufzeichnung konjugiert komplexer Werte zu vorhandenen 

Komplexen macht nach Abb. 4 keine Schwierigkeiten. 
h) Zur Bestimmung inverser Kurven lassen sich eine Reihe einfacher 

Verfahren angeben: da zwei Punkte zueinander invers sind, wenn ihre 
Fahrstrahlen r und lR gleiches Argument e besitzen, und 
das Produkt 

R 

r 
Abb. 13a. Die Inversionshyperbel r R = c'. 

rR = c2 

+j 

, , , 

Abb. 13 b. 2 inverse l'unktc P um! P*. 

ihrer Absolutwerte konstant ist, nämlich gleich der Inversionspotenz c2, 

so liegt es 1. nahe, die Hyperbel 

rR = c2 

aufzuzeichnen, indem nutn r als Abszisse, R als Ordinate wählt. Aus 
dieser Darstellung, Abb. 13a, läßt sich zu jedem Werte r der zugehörige 
Wert R entnehmen und umgekehrt. In Abb.l3 b sind die beiden inversen 
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Punkte P und P* gezeichnet. Der Ursprung 0 der .Fahrstrahlen t und lH 
heißt das Inversionszentrum. 

2. gelingt die Auffindung inverser Punkte durch die "Spiegelung 
am Grundkreis", Abb. 14. Zu P soll der inverse Punkt P* in bezugauf 0 

+ j als Inversionszentrum gefunden 
werden. Man beschreibe um 0 den 
Kreis mit Radiusc. Er heißt Grund
kreis und hat die Eigenschaft, daß 
alle seine Punkte zu sich selbst in
vers sind. An diesen Grundkreis lege 

+----.::Oc:;_~,...--t---,~---+-.-"" man vonPaus die Tangenten t1 und 
t2, die in B 1 und B 2 berühren. Die 
Verbindung B 1 B 2, Polare in bezug 
auf P genannt, schneidet 0 P im 
gesuchten inversen Punkt P*. 

Ahh. 14. Auffimluug im·erser Punkte <inn·h 
Spiegchmg am Gruwlkreis. 

Zum Beweis ziehen wir 0 B1 und 
finden aus den ähnlichen Dreiecken 
!'::, 0 B 1 P ,_, !'::, 0 P* B 1 , 

r:c "'~ c:R 
oder 

r R = c2 • 

Zur Auffindung inverser Kurvenzüge ist selbstverständlich punktweise 
Konstruktion mit Hilfe der eben beschriebenen zwei Verfahren möglich. 

A Darüber hinaus existieren zwei mecha-
nische Hilfsmittel, von denen wir zu-

Abh. 1 G. Peanc·dli{'l'S Inversor. 

0 nächst den Inversor von Peaucellier 
behandeln. Gemäß Abb. 13 sind 4 gleich
lange Stangen AD, DB, BC, CA der 
Länge a zu einem Rhombus gelenkig ,-er
bunden und von 0, dem Inversionszen
trum aus, durch die zwei gleichen Stangen 
0 A und 0 B von der Länge l geführt. 
Mit Hilfe der Hilfslinien 0 C .M]) und 

A .MB gelingt der Beweis, daß C die inverse Kurve zu derjenigen zeich
liet, auf der Punkt D geführt wird. 

Es ist nämlich 

0 (' · 0 lJ = r R c-" (OM- M C)(O 1ll + J.ll JJ) ~~ (0 Jl) 2 - (M C) 2 , 

weil .tJ D ··~ .M C ist. Ferner gilt 

folglich 

(02l1) 2 = [2- (AJ1)2, 

(MC)2 = a 2 - (AM)2, 

r R ,= F - a2 = const! 
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Dieser Inversor ist unter der Voraussetzung l =j= a tauglich für Fahr
strahlen 

l-a<r~l+a. 

Er versagt bei l = a für r = 0, wofür 

[2- o2 0 
R = -- = --0--, 

r 

d. h. unbestimmt wird. Er zeichnet in diesem Fall bei r = 0 einen Punkt 
mit dem Fahrstrahl R = 2l auf, wäh-
rend r R = c2 bei r = 0 R = oo er-
geben müßte. 

Diesen Übelstand vermeidet der 
"Inversionszirkel" von B 1 o c h \ aller
dings unter Inkaufnahme eines klei
nen Nachteiles, Abb. 16. Im Inver-

sionszentrum wird der doppelte Recht- =I==*==®=====~ 
winkel I drehbar befestigt. Auf dessen 
Mittelteil ist bei A drehbar der rechte 
Winkel I I befestigt. Dabei ist der Ab- .\bb. 16. Der Inversionszirkel Yon Bloch. 

stand OA = c beliebig einstellbar. Im 
Kreuzungspunkt P von I und II sitzt ein Stift, der auf der zu in
versierenden Kurve geführt wird. Im Kreuzungspunkt P* von I und I I 
sitzt ein zweiter Stift, der die in
verse Kurve zeichnet. Es ist nämlich 

r R = c2 • 

Man sieht ohne weiteres, daß das 
Produkt der Fahrstrahlen zwar kon
stant ist, daß sie aber in Gegen
phase zueinander liegen. Man nennt 
diese Art der Inversion eine ellip
tische, während die hyperbolische 
Inversion, die für uns von Interesse 
ist, dadurch gekennzeichnet ist, daß 
r und 9t gleiches Argument besitzen. .\ull. 17. Hyperbolische und elliptische In-

version der Geraden g. 
In Abb. 17 ist die Gerade g, ihre 
hyperbolische und ihre elliptische Inversion gezeichnet. Es wird als 
bekannt vorausgesetzt, daß eine Gerade, welche nicht durch das 
Inversionszentrum geht, einen Kreis durch dieses zur Inversion hat. 
Man ersieht aus Abb. 17, daß die beiden Inversionen von n in bezug 
auf das Inversionszentrum symmetrisch sind. 

1 Schweizer Patentschrift Nr. 74951. 

Hauffe, Ortskurvcn. 
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Man sagt, die hyperbolischen und elliptischen Inversionen sind zu
einander zentralsymmetrisch. In die Abbildung sind einander ent
sprechende Punkte P auf g, P; auf der hyperbolischen, P; auf der 
elliptischen Inversion eingetragen. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daß 
man mit dem Inversionszirkel von Bloch die hyperbolische Inversion 
von g findet, indem man die zu g zentralsymmetrische Gerade g' in
versiert. Der dem Punkt P auf g entsprechende Punkt auf g' ist P'. 

II I. Gesetze der \V ecbselstromtechnik für die 
A1Ifstellung der Ortskurvengleichungen. 

Die Gesetze der Wechselstromtechnik, soweit wir sie für die Auf
stellung der Ortskurvengleichungen brauchen, entwickeln wir in äußer
ster Kürze. 

A. Maschengleichungen. 
Bei Zusammenschaltung mehrerer Widerstände wird man im all-

gemeinen ein vermaschtes System erhalten. Es empfiehlt sich, die End

A 

E 

B 
punkte der Maschenseiten mit Buchstaben zu 
bezeichnen, Abb. 18. Es gilt dann das Gesetz: 
Die Summe der Seitenspannungen ist Null (Kirc h-

t' hoff). Hierbei ist ein an sich beliebig wählbarer 
Umlaufsinn der Masche strikt beizubehalten, er 
komme durch die den Spannungen beigefügten 
Indizes zur Geltung. Die Summe gilt algebraisch 
für Augenblickswerte1, vektoriell für Effektivwerte 2• 

Wir fassen das Gesagte formell und umlaufen die 
Abb. 18. Zur Erläuterung 
derMaschengleichungen. Masche der Abb. 18 einmal im Uhrzeigersinn und 

erhalten 

UAn+ Une+ Uen +UnE+ UEF+ UFa+ UGA = 0 (9) 

für die Augenblickswerte bzw. 

UAn +Une+ Uen +UnE+ UEF + u~'G + UaA = 0 (9') 

für die Effektivwerte. Aber wir können ebenso gut die Masche im ent
gegengesetzten Sinn umlaufen und erhalten 

UAG + UaF + UF E + UEn +Une+ Uen + UnA = 0 (9") 
für die Momentanwerte oder 

UAa + UaF + UFE + ltEn +Une+ Uen + UnA = 0 (!1"') 

1 Kleine lateinische Buchstaben. 
2 Große deutsche Buchstaben. Der hierdurch ausgedrückte Vektorcharakter 

erspart das Dach 1\ über den Operationszeichen ± ! 
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für die Effektivwerte. Mit Rücksicht auf den Wechsel des Umlaufs
sinnes gilt 

UAB=-UBA' 

llAB = - UBA usf. 

Danach könnte man die Maschengleichung auch schreiben 

UAB- UcB + UcD- UED + UEF- UaF + UaA = 0, (9'"') 

man wird aber den Umlaufssinn nicht so häufig wechseln. 

B. Knoten}mnktsgleiclt ungen. 
Am Verbindungspunkt mehrerer Maschen entsteht ein Knoten

punkt K, Abb. 19. Es empfiehlt sich, die sich treffenden Leitungen mit 
Zahlen zu bezeichnen. Es gilt dann das Gesetz: 
Die Summe der zufließenden Ströme ist gleich 
der Summe der abfließenden (Kirchhoff). Die 
Summen sind algebraisch zu nehmen für Augen
blickswerte, vektoriell für Effektivwerte. An sich 
ist es nun vollkommen gleichgültig, welche Ströme 
man als zu- und welche als abfließend annimmt. 
Man kann also schreiben 

i 1 + i 2 + i 3 + i 4 + i 5 = 0 

fiir die Augenblickswerte bzw. 

(10) 

zh + S2 + 3a + 34 + 35 = o 

Abb.19. ZurErläuterungder 
Knotenpunktsgleichungen. 

(10') 

für die Effektivwerte, wobei man alle Ströme auf K zufließend ange
nommen hat, oder man schreibt 

(10") 
bzw. 

( 10"') 

wobei man 31 allein auf K zufließend, 32 bis 35 als von K abfließend 
angenommen hat. 

C. Seitenspannung und Seitenstrom. 
Von Interesse sind nunmehr die Beziehungen zwischen der an einer 

Seite meßbaren Spannung (Augenblickswerte oszillographisch, Effektiv
werte mittels Voltmeters), der in ihr wirksamen EMK und dem in ihr 

fließenden Strom. Diese Beziehung gibt das Faradaysche Induktions
gesetz, das wir folgendermaßen formulieren: 

Die in einem geschlossenen Kreise wirksame Summe 
der erfaßbaren elektromotorischen Kräfte ist gleich der 

2* 
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Summe aller Ohmsehen Spannungsabfälle und der über
dies meßbaren Spannungen. 

In Gleichungsform 

2)e = ,})iR + .2,'u. (ll) 

Man bezeichnet 2) e aus später ersichtlichen Gründen als magnetischen 
Schwund, die rechte Seite der Gleichung (ll) 

2)iR +Zu= u0 (12) 

wird Umlaufspannung genannt. Index 0 anf der rechten Seite von (12) 
deutet an, daß es sich um einen geschlossenen Umlauf handelt. Mit den 
f eben eingeführten Benennungen erhält das 

,y 0 Faradaysche Induktionsgesetz den Wortlaut: 
+----------<;>- Der magnetische Schwund ist gleich 

A bb. 20. Zur Erläuterung des 
Faradaysehen Induktions

gesetzes. 

der Umlaufspannung. 
Die Anwendung des Gesetzes zeigen wir 

zunächst an einem Beispiel, Abb. 20. Hier ist 
ein Wechselstromgenerator G gezeichnet, der 
in Reihe geschaltet ist mit einem Ohmsehen 
Widerstand R 1 , einem Kondensator C0 , einer 
Drosselspule S und einem Netz N, dessen 
Widerstandsverhältnisse uns unbekannt sind. 
Über diese Anordnung läßt sich aussagen: 

1. Sitz elektromotorischer Kräfte sind 1. der Generator G, 2. die 
DrosselspuleSund 3. das Netz N. Die in letzterem wirksamen EMKK 
sind aber nicht erfaßbar, also gilt 

2)e = e1 + e2 • 

2. Ohmsehe Spannungsabfälle treten auf im Ohmsehen Widerstand R i 
des Generators G, im Widerstand R 1 und im Ohmsehen Widerstand R 2 

der Drossel, also ist 

~- i R = i (R; + R1 + R2). 

3. Darüber hinaus sind an der vorliegenden Anordnung meßbar 1 

die Spannungen uBa am Kondensator C0 und die Spannung uDE an 
dem Netz N, dessen Widerstandsverhältnisse uns unbekannt sind. 
Es gilt somit 

Zu= uBa +UnE· 
Hierbei ist zu beachten, daß die Spannungen in dem Umlaufssinn als 
positiv anzugeben sind, der vorher willkürlich als positiv festgesetzt ist. In 
Abb. 20 ist dieser durch den Pfeile angedeutet. Für UDE sei nochmals 
hervorgehoben, daß das Netz N sehr wohl Sitz weiterer EMKK, Ohmscher 

1 Da Ee und EiR Augenblickswerte sind, müßten Uno und UnE oszil
lographisch gemessen werden. 
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oder kapazitiver Spannungsabfälle sein kann, deren Erfassung und 

Einführung in .I;e bzw. ~1iR oder .I)u deshalb unmöglich ist, weil die 
Beschaffenheit des Netzes N unbekannt ist. Ihre Wirkung wird aber 

eben durch 1lnE schon berücksichtigt. Das Faradaysche Induktions
gesetz gibt also für die Anordnung der Abb. 20 die Gleichung 

c1 + e2 = i (Ri + R 1 + R 2) + uBa+ UnE· (13) 

Da erfahrungsgemäß die Aufstellung solcher Gleichungen dem Lernen

den viel Schwierigkeiten macht, beschäftigen wir uns noch weiter mit 
Abb. 20. Es wäre denkbar, daß man auch die Spannung an S mißt. 
Dann ergibt sich 

Y'iR = i (Ri + R1), 

~-,u = uBa + Uan + UnE• 
bzw. 

(13') 

Es gilt jetzt für die Drossel dasselbe wie für das Netz: wird über einem 
Schaltungselement die Spannung gemessen, so sind die in diesem wirk-
,.;amen EMKK und vorhandenen Ohmsehen Span- JJ 

nungsabfälle in ~,e bzw . .I)iR nicht in Rechnung 
zu setzen. 

Vergleich von (13) und (13') liefert die Beziehung 

e2 = iR~- ·u0 n, (14') 
die wegen 

1lan = - ?tno 
In Abb. ~I. Zur Erläuterung 

tlcs l<'amdayschcn In-
e2 = i R2 + Uno (14) duktionsgesctzcs. 

übergeführt werden kann. Der Leser beachte, daß (14) die Anwendung 
des Faradayschen Induktionsgesetzes darstellt auf den Kreis, der durch 
die Drossel S und den in Abb. 21 gestrichelten Schlußpfeil 1tna ge
bildet ist. Wir gehen nun noch einen Schritt weiter und messen auch 

die Spannnng über BE (Abb. 20). Damit entfallen in .J.,'e der Sum
mand e1 , in ~-,i R die Summanden i Ri und i R 1 , d. h . 

und wegen (11) 

.I)e=O, 

)'i R =c 0 1 

.l_'u = Una + Uan +UnE+ UER• 

0 = UBG + 1lan +UnE+ UEB· 

Der Leser erkenne in dieser Gleichung das Gesetz der Maschenseiten
spannungen! 
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Die Anwendung des Faradayschen Induktionsgesetzes auf eine 
Maschenseite erläutert Abb. 22. Der Strom in der Maschenseite MN 

Abb. 22. -Erläuterung 

sei von M nach N fließend angenommen. Diese 
Festsetzung wird zur Aufstellung der Knotenpunkts
gleichungen bekanntlich erforderlich. Es liegt nun 
nahe, durch iMN gleichzeitig den Umlaufssinn des 
durch uNM zu schließenden Kreises festzulegen. 
Dann ist 

..I)e = eMN' 

..J;i R = iMN RN.lJ' 

des Faradayschen In- (ll) I" f t I 
duktionsgesetzes, an- 1e er a so 
gewendet auf eine Ma-

schenseite. (15) 

D. Elektromotorische KrUfte. 
Eine Windung sei von einem magnetischen Fluß r/J durchsetzt. 

Ändert sich dieser zeitlich, so wird in der Windung eine EMK 

dl!J 
e = - dt I0-8 Volt (16) 

(r/J in CGS-Einheiten, t in Sekunden) induziert. dd~ ist die Änderung 

des magnetischen Flusses in der Zeiteinheit oder der magnetische 
Schwund. Sind w Windungen in Reihe geschaltet, die von den Flüssen 
r/J1, r/J2, r/J3 ... r/Jw durchsetzt werden, so ist die resultierende EMK 

w 

e == 2jek = - :e (r/J1 + r/J2 + r/J3 + · · · + r/Jw) w-s Volt. (17) 
1 

Man bezeichnet 
w 

2]r!JkiO-B = (r/Jl + r/J2 + r/J3 -1- • • • + r/Jw) JO-B= lJI (18) 
1 

als Spulenfluß und mißt ihn in Voltsekunden. Mit ihm schreibt sich 
(17) 

d'l' 
e=-dtVolt. (19) 

Physikalisch bedeutungslos, für viele Rechnungen aber sehr bequem, 
ist die Einführung eines mittleren Windungsflusses gemäß 

(20) 
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womit (17) übergeht in 

dtP 
e= -wdTI0-8 Volt. (21) 

Im Elektromaschinenbau ist es üblich, den größten Windungsfluß cT>max 
in die Rechnungen einzuführen. Offenbar ist 

cf>l + cf>2 + cf>a + · · · + cf>w < W cT>max, 

da, wenn beispielsweise der Fluß cf>k der größte ist, alle übrigen kleiner 
sind. ::\Ian setzt 

cf>l + $2 + cf>a + ' · · + cf>w = C' W cT>max' 

und nennt C den Wicklungsfaktor. Für ihn gilt 

C< I. 
Mit ihm wird (17) 

(22) 

(23) 

(24) 

Hierbei darf nicht vergessen werden, daß 
ebenso auch cf> ma.x Augenblickswerte sind. 

(jjlo• (jj2o• cf>ao • · • (j)wo• bzw. (jjmaxo· 

cf>l, ifJ2, ifJ3 · · · cf>w, 
Ihre Amplituden sind 

Wir beschäftigen uns jetzt mit der einfachsten Schreibweise (19) 

d'P 
c = -dtVolt (19) 

und fragen uns nach Ursachen, durch die eine zeitliche Xnderung des 
Spulenflusses bedingt sein könnte. Um zu einer möglichst sinnfälligen 
Gruppierung zu kommen, setzen wir zunächst einmal fest: 

I. Die Spule, in der sich der Spulenfluß ändert, bewegt sich nicht. 
Zeitliche Änderungen des Spulenflusses treten dann auf, wenn 

a) die Spule von einem zeitlich veränderlichen Strom durchflossen 
ist: E)IK der Selbstinduktion, Drosselspulen, 

b) eine ruhende Nachbarspule, die auf die betrachtete Spule indu
zierend wirkt, von einem zeitlich veränderlichen Strom durchflossen 
wird: EMK der Gegenindnktion. Die Verhältnisse liegen beim leer
laufenden Transformator vor. Die Primärwicklung ist die induzierende 
Nachbarspule, die Sekundärwicklung 'ist die betrachtete, induzierte 
Spule. In dieser tritt überdies eine EMK nach a) dann auf, wenn sie 
selbst nach Einschaltung eines Stromverbrauchers auf der Sekundär
seite f>tromführend wird, 

c) eine erregte Nachbarspule, die ihre Induktionslinien in die be
trachtete feste Spule schickt, bewegt wird: EMK der Gegeninduktion. 
Die Erregung der bewegten Spule kann mit Gleichstrom geschehen. Die 
beschriebenen Verhältnisse liegen dann bei der leerlaufenden Wechsel
strommaschine vor, deren gleichstromerregtes Polrad gedreht wird. 
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Die feststehende Ankerwicklung wird Sitz elektromotorischer Kräfte. 
Es wäre aber auch denkbar, daß die Erregung der bewegten Spule mit 
Wechselstrom geschähe. 

Mit a) bis c) sind die Möglichkeiten erschöpft, nach denen in ruhenden 
Spulen zeitliche .Änderungen des Spulenflusses praktisch auftreten 
können1 . Die induzierten EMKK nennt man EMKK der Ruhe, weil 
sie in ruhenden Wicklungen auftreten. Da sie im Transformator eine 
praktisch sehr bedeutsame Rolle spielen, werden sie auch EMKK der 
Transformation genannt. 

Nunmehr setzen wir fest: 
2. Die Spule, in der sich der Spulenfluß ändert, bewegt sich. 
Zeitliche .Änderungen des Spulenflusses treten dann auf, wenn 
a) die bewegte Spule ihre Lage gegenüber einer stromdurchflossenen 

induzierenden Spule ändert. Die Erregung der induzierenden Spule 
kann mit Gleichstrom geschehen. Die besprochenen Verhältnisse liegen 
dann beispielsweise vor bei dem bewegten Anker einer Gleichstrom
maschine. Die Erregung der induzierenden Spule kann aber auch mit 
Wechselstrom geschehen. Diese Verhältnisse liegen vor bei dem be
wegten Anker eines Wechselstrommotors, dessen Ständer wechselstrom
gespeist ist. 

Die genannten EMKK heißen EMKK der Bewegung, weil sie in 
bewegten Spulen auftreten. Ihr wichtigstes Kriterium ist, daß sich die 
induzierte Spule gegenüber der Bahn des magnetischen Flusses bewegt, 

b) eine erregte Spule bei ihrer Bewegung variablen magnetischen 
Widerstand vorfindet. Der durch die Erregung bedingte magnetische 
}"'luß wird hierdurch zu einem pulsierenden und erzeugt EMKK. Diese 
sind jedoch EMKK der Ruhe, da die bewegte Spule gegenüber dem 
}'luß in Ruhe bleibt. Die beschriebenen Verhältnisse liegen beispiels
weise bei dem gleichstromerregten Polrad einer Wechselstrommaschine 
vor. lnfolge der Nutung des Ankers treten bei rotierendem Polrad 
Schwankungen im Fluß auf, die EMKK in der Erregerwicklung selbst 
erzeugen. Diese befindet sich jedoch gegenüber der Bahn, in der der 
magnetische Fluß verläuft, d. i. gegenüber dem Polcisen, in Ruhe. 

Bei Abwesenheit von Eisen oder bei Anwesenheit von Eisen schwacher 
magnetischer Sättigung ist der Spulenfluß dem erregenden Strom 
proportional. lst dieser der ~trom in der betrachteten Spule selbst, so 
setzt man 

P 1 = Li. (25) 

Der Proportionalitätsfaktor L wird Selbstinduktionskoeffizient ge
nannt. Aus (25) folgt 

_ dP1 =~ _ i dL __ L di (2ß) 
dt dt dt" 

1 Wir sehen davon ab, mit der Bewegung permanenter Magneten zu arbeiten. 
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DieEMK 
.dL 

- tdt 

tritt bei konstantem Strom, aber variabler Reibstinduktion auf. Sie ist 
mit der in Abschnitt 2 b beschriebenen identisch: das rotierende Polrad 
i:;t mit Gleichstrom erregt, infolge der Ankemutung ändert sich der 
~elbstinduktionskoeffizient. 

Die EMK 
_ L di 

dt 

tritt bei konstanter Selbstinduktion L, aber variablem Strom auf. Sie 
ist mit der in 1 a beschriebenen identisch. 

Für den Fall, daß der Strom, der den Spulenfluß in unserer be
trachteten Spule erzeugt, in einer induzierenden Nachbarspule fließt, 
setzt man 

lf/1 = 111 i. (27) 

JJ wird Koeffizient der gegenseitigen Induktion genannt. Aus (27) folgt 

_ i ~i'_l _ _ M di_ 
dt - dt . (28) 

Die EMK 
.dJI 

-t-----a:t 

tritt bei konstantem Strom in der Nachbarspule, aber variabler Gegen
induktivität auf. Die Veränderlichkeit der Gegeninduktivität kann zwei 
"Ursachen haben: 

oc) Die induzierende Nachbarspule bewegt sich, die El\IK in der 
betrachteten Spule ist dann eine EMK der Ruhe und mit der in 1 c be
schriebenen identisch. 

ß) Die induzierte betrachtete Spule bewegt sich. Die El\IK ist eine 
EMK der Bewegung und mit der in 2a beschriebenen identisch. 

Die EMK 
di - _llf -
dt 

tritt bei konstanter Gegeninduktivität, aber variablem Strom in der 
induzierenden Spule auf. Sie ist identisch mit der in 1 b beschriebenen. 

Für die EMKK in ruhenden Spulen1 läßt sich allgemein gültig ab
leiten: 

Andert sich der Spulenfluß zeitlich nach einem Sinusgesetz 

(29) 

I Hierunter fallen auch solehe räumlich bewegte Spulen, die relativ zum 
Pfad des magnetisehen Flusses in Ruhe sind (siehe 2b). 
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so ist wegen (19) 

e =- wP0 coswt, 

e = -- w lf10 sin (90° - wt), 

e = wPosin(wt- fl0°). (30) 

Aus (30) und (29) folgt durch Vergleich, daß e seine positiven oder 
negativen Höchstwerte und seineN ulldurchgiinge um 90 elektrische Grade 

e, lflt später erreicht als Pt. e eilt 
um 90 Grad hinter '1JI1 nach. 

1f!t Abb. 23a und b veranschau-
lichen das Gesagte kurven

rut mäßig und vektordiagram
((;;-+--t--1l:--'----'-~-+-t~r--r--r-ß-+-+--<>o-:..::..:. ma tisch. In 23 a sind die 

Augenblickswerte von Pt 
und e über wt aufgetragen. 
Geht man längs der w t
Achse in Richtungwachsen-
der Zeiten, d. i. in Richtung Abb. 23a. Zeitli<'llf'r Verlauf von Spuknflnß nn<l 

EMK der Ruhe. 
von + w t, so kommt man 

erst an das +-Maximum von P 1 , dann, um 90elektrische Grade später, 
an das von e. In 23b sind, wie bei Vektordiagrammen allgemein üblich, 

Abh. 23 b. Vt•ktordiagramm. 
zu Abb. 23a. 

die Effektivwerte gezeichnet. Die in dem 
angegebenen Sinn umlaufende Zeitlinie 
kommt zunächst mit 'lJI zur Deckung, und 
erst 90 elektrische Grade später mit er. 
In verändertem Maßstab können die Effek
tivwerte 'lJI und er auch als Amplituden 
'IJI0 und ero angesehen werden. Ihre Projek
tionen auf die Zeitlinie geben dann die 
Augenblickswerte an. Abb. 23b gestattet 
nämlich ohne weiteres abzulesen 

P 1 = lf10 sin w t, 

e =' - E0 cos w t. 

Die Verschiedenheit der Vorzeichen ergibt sich dadurch, daß die Zeit
linie ebenf<dls eine +- und --Richtung hat. 

Die EMKK der Bewegung werden an anderer Stelle ausführlich zu 
behandeln sein. 

K Zeitvektoren und ihre komplexe Darstellung. 
Die in Abb. 23b gezeichneten Vektoren nennt man Zeitvektoren, 

weil sie in Verbindung mit der Zeitlinie einen Aufschluß über den zeit-
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liehen Verlauf der Wechselgrößen geben. Durch Zeitvektoren werden 
somit darzustellen sein alle sinusförmig verlaufenden 

Klemmenspannungen U, 
Elektromotorischen Kräfte G:, 
Windungsflüsse r/J, 
Spulenflüsse 'IJI, 
Ströme~. 
DurchHutungen L1 = w~ 

und andere mehr. 

Statt nun in einem Vektordiagramm eine rotierende Zeitlinie ein
zuführen, kann man die Zeitlinie festhalten und dafür die Vektoren in 
entgegengesetztem Sinn rotieren lassen. Abb. 24 u 

~ 
zeigt die Äquivalenz beider Methoden für einen 
Zeitvektor U. Die Einführung rotierender Vek
toren gestattet nämlich den Gebrauch komplexer 
Ausdrücke. Um dies zu zeigen, kehren wir zu den 
komplexen Zahlen zurück, schreiben (4-) 

a = as±i" (4) 

in der Form 
(31) 

ZetY!inie 

Abb. 24. Rotierende Zeitlinie 
und fester Zeitvektor oder fest<· 
Zeitlinie und rotierender Zeit-

wktor. 

und geben dieser Gleichung mit Rücksicht auf Abb. 25 folgende Be
deutung: Der Ortsvektor a, der nach dem Punkt P der Gaußsehen 
Zahlenebene führt, ist aus dem Einheitsvektor 1 hervorgegangen durch 
Multiplikation dieses Einheitsvektors mit der -;/ 
komplexen Zahl as± ia.. Der Einheitsvektor 1 
liegt in der positiv reellen Achse. Er kann 
als Urvektor aufgefaßt werden, aus dem alle 
übrigen Ortsvektoren nach beliebigen Punkten 
der Gaußsehen Zahlenebene entstehen durch 
Multiplikation mit komplexen Zahlen. Der 
Einheitsvektor erfährt hierbei eine Drehung 

--:<CI----<~------.r 
und eine Streckung, man sagt kurz, eine Dreh- fJ 

streckung. Die komplexe Zahl, die diese Dreh- Ahh. 25. zur Brliiutmm~t ""' 

streckung besorgt, wird Drehstrecker genannt. DrPhstm·kt•rs. 

Und zwar besorgt der reelle Faktor a die 
Streckung, der komplexe Faktors± ia., dessen Absolutwert 1 ist, dic> 
Drehung. Sonderwerte des Drehers s±ia sind in II Cd) unter (6) schon 
aufgeführt. 

Die Drehung ist nun eine einmalige, begrenzte, wenn CJ.. konstant ist, 
sie ist eine dauernde, wenn CJ.. von der Zeit abhängt, etwa gemäß 

CJ..=CJ..0 +wt. (3:!) 
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Es stellt daher 
ll = a.c;±jrx. = ac;±j('Zo·'-rot) (33) 

in der Gaußsehen Zahlenebene einen rotierenden Vektor dar, Abb. 26. 
(:3:3) gestattet die Umformung 

(33') 

Hierbei ist 
llo = ae=jrx.o 

die Lage des rotierenden Ortsvektors zur Zeit t = 0. In Abb. 26a bis d 
~ind die 4 rotierenden Ortsvektoren gezeichnet 

lll = a c;+irx.o c;+i rot' 

ll2 = a c;- irx.o c;+i rot' 

L13= ae-i'Zo s-irot, 

ll4 = ac;+irx.o c;-i<ot. 

+} 
+j 

Abb. 26a. Abb. 26b. 

Abb. :We. Abb. :!0 d. 
Abh. 26a bis cl. ltoticrcnde Ortsvcktorcn. 

Die Winkelgeschwindigkeit der Ortsvektoren ist absolut 

doc 
-,tT = w · 

+ 

Nach diesen Betrachtungen ergeben sich zwanglos die Ansätze 

U = Uo c;irot 

(34) 

(35) 

für einen rotierenden Spannungsvektor, dessen Lage zur Zeit t =~ 0 
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durch U0 gekennzeichnet ist. Man nennt U0 die Phase zur Zeit 
t = 0. 

Ferner ergibt sich 
,S = So eiwt (36) 

für einen rotierenden Stromvektor mit der Phase So zur Zeit t = 0. 
Im allgemeinen werden sich (Abb. 27) U0 

und So nicht decken, sie werden nicht "in +.J 
Phase" miteinander sein. Man kann offenbar 
die Ansätze machen 

Uo = U eiru' 1 
So= J ei'l'i, J 

(37) 

und findet aus den Gesetzen der Division 

ll0 U "( _ ·) U . 
c;: =-;,e'"'" rr• =-.relr. 
"-\o 

(38) 

Hierin ist Abb. ~7. Zeitvektore11. 

P =Pu-p; 

die Phasenverschiebung zwischen U0 und So. Sie hat sich sehr einfach 
durch Division der Zeitvektoren in komplexer Schreibweise ergeben. 
Setzt man (37) in (35) und (36) ein, so wird auch 

u u . 
--=. elr 
3 J 

(38') 

Man sieht: 

für p =Pu-p;> 0 eilt U vor S vor, oder S hinter U her, 
für p = Pu - p; < 0 eilt U hinter 3 her, oder 3 vor U vor. 

Liegt nun die effektive Spannung U an einem Verbraucher und erzeugt 
in ihm den Gesamtstrom vom Effektivwert J, so nennt man 

u 
-=Z 
J (3H) 

den Riebtwiderstand des Verbrauchers. Hiermit schreibt sich (38') 

(38") 

Es ist üblich, zu setzen 
(40) 

3 heißt der Widerstamisoperator des Verbrauchers. Unsere nächste 
Aufgabe wird also darin bestehen, die Widerstandsoperatoren zu be
sprechen. 

~,. "'iderstamlsopflratoreu. 
Alle Wechselstromwiderstände, soweit sie nicht. stromabhängig sind, 

lassen sich aus drei Grundwiderständen aufgebaut denken. Diese sind 
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l. der rein Ohmsehe Widerstand, 
2. der rein induktive Widerstand, 
3. der rein kapazitive Widerstand. 

l. Wir behandeln zunächst den rein Ohmsehen Widerstand, Abb. 28a. 
In dieser Schaltung liegt der Widerstand R am Netz der Spannung u. 
Für den Ansatz des Faradayschen Induktionsgesetzes ist zu bedenken, 

A 

8 

daß EMKK nicht vorhanden sind, so daß ..I;e = 0. 
An Ohmsehen Spannungsabfällen existiert nur 

..I;iR = iAB R, 

an überdies meßbaren Spannungen 

_2;u = UBA· 

I? 

Der Umlaufssinn der Schaltung stimmt mit dem 
des Stromes 1 AB überein. (ll) ergibt 

..\bb. 28a. Der rein 
Ohmsehe Widerstand. oder 

UAB = i_.fB R . 

(41') 

(41) 

Befolgt nAB ein Sinusgesetz, so gilt gleiches von tAB, man kann 
also setzen 

und findet hiermit 

1lAB = UAB = UABo siwt' 

iAll = S'AB = S'AB,ejwt, 

UAB = SABR. 

UAB =R 
SAn 

(4:.?) 

wird der Widerstandsoperator des rein Ohmsehen Widerstandes genannt. 
Da er rein reell ist, sind UAB und S'AB in Phase, UAB geht aus s.lli 

+-j 
durch reine Streckung 
hervor (Abb. 28b). 

2. Als nächstes unter
suchen wir die verlust-
freie ideale Drosselspule ! 
(Abb. 29a). In dieser 1M 

Schaltung sind an elek

A 

-'0~--------+ tromotorischen Kräften 

Abb. 28 b. Stromspannungs. 
diaf.(ramm zu Ahh. 28a. 

wirksam lediglich die 
EMK der Selbstinduk-
tion 

'\1 =- LdiAB 
...::...; e dt · 

Ahb. 29a. Die ideale Dros><el
spule. 

8 



Widerstandsoperatoren. 31 

Ohmsehe Spannungsabfälle sind nicht vorhanden, da wir verlustfreie 
Drossel voraussetzen, also 

';:iR=O. 
An überdies meßbaren Spannungen wirken 

')-,u = UBA. 

(ll) liefert dann 
diAB 

- L- ([t" = UBA 

oder, wenn man mit -1 multipliziert, 
di-tB 

L di = UAB· 

Bei sinusförmiger Veränderung von iAB ist der Ansatz 
iAB = J'AB = S'A.Bo siwt 

zulässig. Er ergibt 
di,tB " · t . . ~-----=·\· ei<OJW=JW'ii dt '\.:.!B, 'VAB 

und mit (43) 
jwLJ'AB = UAB· 

(43) 

Da in dieser Gleichung die linke Seite zeitlich sinusförmig veränderlich 
ist, dürfen wir schreiben 

UAB = UAB = UAB,siwt, 

und erhalten endgültig 
j wL ~AB= lt_g, 

oder 
(44) 

UAB . L (4-) S-t~- = JW . a 
Da UAB der Effektivwert der treibenden Spannung, JAB der Effektiv
wert des getriebenen Stromes ist, bezeichnet man 
wL als den Riebtwiderstand der idealen Drossel 
und jwL als den Widerstandsoperator der idealen 
Drossel. 

(44) läßt erkennen, daß UAB aus S'AB durch 
eine Drehstreckung hervorgeht. Die Drehung 
beträgt wegen 

j = s t- j90• 

+ 90 Grad (Abb. 29b). Die treibende Spannung 
an einer idealen Drossel eilt dem getriebenen 
Strome um 90 Grad vor. 

Abb. :!9 b. Strom8paunungs
diagramm zu Ahh. 29a. 

3. beschäftigen wir uns mit dem verlustfreien Kondensator 
(Abb. 30a). Für diese Schaltung gilt 

:E e = 0' .2 i R =c 0 '· ~l u ·~ u'AB + 11 BA ' 
( 11) liefert also 

(46') 
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Einen Zusammenhang zwischen uAB und iAB ergibt die Betrachtung 
der Ladung auf dem Kondensator. Sie ist 

II 
tu/1 q=CuAB· 

-+------~~-
8 Ändert sie sich mit der Zeit, so fließt ein Strom 

er '------fl-----' 

Abh. 30a. Der verlustfreie 
Kondensator. 

· __ dq _ c duAB 
~- dt - dt . 

Ist duAB > 0, so fließt i dem Kondensator. 
beleg A zu, es kommt ihm also der Index AB 
zu, so daß die Beziehung zwischen der Span

nung am Kondensator und dem Strom durch den Kondensator lautet 

oder 

UAB= ~ fiABdf. 

Setzt man dies in (46') ein, so wird 

0 = -~ f i AB d t + ?I BA ' 

oder 

UAB=-~fiABdt. 
Bei sinusförmigem Verlauf von iAB ist der Ansatz 

iAB = 0AB = SAB, siu>t 

berechtigt. Er ergibt 

f i dt = .;_j0 si"' 1d(jwt) =.;_'I si'''t= J...'1 AB JW ABo JW"-AB0 JW'\AB> 

und 

(47) 

(47') 

(46") 

(46"') 

- 1 ~ (46"") UAB- JWQ'-JAB• 

Die rechte Seite der 

-fj 

Ahh. :JOb. Stromspannungs· 
diagramm zu Abh. aoa. 

Gleichung ist zeitlich sinusförmig veränderlich, 
daher auch die linke, und wir dürfen schreiben 

UAB= UAB= UAB,sirot, 

womit (46"") übergeht in 

u = _1 ~ 
AB jw0'.5AB· (46) 

Man nennt 

den Widerstandsoperator des verlustfreien Kondensators. (46) läßt er-
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kennen, daß 11AB aus .JAB durch Drehstreckung hervorgeht, und 
zwar beträgt die Drehung wegen 

l 

-90 Grad (Abb. 30b). 
Die treibende Spannung an einem verlustfreien Kondensator eilt 

dem getriebenen Strom um 90 Grad nach. 
Wir stellen zusammen 

l. 11AB = .JABIR' (42) 
2. 11AB = jwL,JAB• (44) 

3. 11 1 ~ (46) AB= -:---c.JAB• JW 

Allgemein läßt sich also schreiben 

11AB= 2-S'AB· (47) 

Diese Beziehung liefert in einfachster Form den Zusammenhang zwischen 
der Spannung an einem Strang A-B, dem Strom durch diesen und 
dem Widerstand in ihm. 

G. Anwendungsbeispiel 
Um die in III A bis F besprochenen Gesetze anwenden zu lernen, 

stellen wir die Gleichungen auf, die den Gesamtstrom S der Schaltung 
Abb. 31 in Abhängigkeit der Riebtwiderstände und der Klemmen
spannung errechnen lassen. An dieser 
Schaltung seien bekannt 

die Klemmenspannung 11AB, 
die fünf Riebtwiderstände Z 1 --;- Z 5 und 

ihre Widerstandsoperatoren 31 --;- ,3 5 . 

Unbekannt sind die sechs Ström(' 
0, s1 + 05. 

Wir müssen also sechs voneinander unab
hängige Gleichungen aufstellen. Zunächst 
haben wir drei einfache Maschen I, II und 
JII *, für die die willkürlich eingezeichneten 
Pfeile 9 den Umlaufssinn bestimmen. Die 
drei Maschengleichungen lauten 

für I 1112 +1123 +11BA=0, 
für II 1114 + 1142 + 1121 = 0, 
für I li 1124 + 1143 + 1132 = 0. 

A 

Abb. :a. Zur Anwendung dpr 
l<t'ö<'t Z<' III A bis F. 

(1') 

(2') 

(3') 

* Beispielsweise bilden I und I I wieder eine Masche A l 4 2 3 BA . I und 
III eine Masche A l243BA, II und III ('in(' Masch(' 12341, die wir nicht 
mehr als einfache Maschen bezeichnen. 

Hauff1·, Ortskun·C'n. 3 
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Führen wir die Strangströme 31 --:- 35 * ein, und die Widerstands
operatoren .31 --:- 35 , setzen also 

U12 = S1 81 = - U21 . 
U23 = 32 82 = - lla2 , 

Ua = 3a .3a = - U41 , 

ut2 = - 3s .3s = - u2t ' 
U4a = 34 .34 = - Uat , 

so gehen die Gleichungen (l') bis (3') über in 

S1 81 + 32 ß2 + ltBA = 0, 
3a .33 - Ss Bs - 31 81 = 0 ' 
3s .3s + 34 .3t - SdJ2 = 0 · 

(l) 
(2) 

(3) 

Alle weiteren Maschengleichungen würden aus (l) bis (3) hcrleitbar 
sein und somit zur Lösung der Aufgabe nicht beitragen. Die Zahl der 
notwendigen und hinreichenden Maschengleichungen ist also gleich der 
Zahl der einfachen Maschen. 

Weiter haben wir vier Knotenpunkte l, 2, 3 und 4. Sie liefl'rn mit 
Rücksicht auf die eingezeichneten Stromrichtungen folgende Yier Glei
chungen: 

für l S = S1 + Sa, (4) 
f"' 9 ur~ S1 = S2 + 3s, (5) 

für 3 s = 32 + 34. (6) 

für 4 St = Sa + 3s. (7) 

Die letzte Gleichung (7) besagt nichts Neues, da sie sich aus (4) bis (6) 
herleiten läßt. Sie ist also überflüssig; zudem langen (1) bis (6) schon 
hin, die sechs Unbekannten zu errechnen. Wir finden also: Die Zahl 
der notwendigen und hinreichenden Knotenpunktsgleichungen ist gleich 
der um 1 verminderten KnotenzahL Die Gleichungen (1) bis (6) schreiben 
wir geordnet 

0 + S't 31 + 32 .82 + 0 + 0 + 0 = UAB• (1) 

0-3131 + 0 + Sa3a + 0 - 3s.35 = 0 (2) 

O+ 0 -02.32 + 0 + 34 .34 + S's 3s = 0 ' (:l) 

s- S1 + 0 3a + 0 + 0 0 (4) 

O+ 31 32 + 0 + 0 S's 0 (;'i) 

S+ 0 32 + 0 34 + 0 0 (Ii) 

* Ihre Richtung ist in Abb. 31 völlig beliebig festgesetzt wor<len. 



Hiermit betrachten wir unsere Aufgabe als gelöst. Man übersieht, daß 
die Entwicklung der Determinanten liefert 

S = UAB • iJ(31, 82, 3a, 3t, 3s) 
oder 

0 ""' UAB' A' 
wenn die im allgemeinen komplexe Funktion 

J(81, 82, 3a, 34, 3s) = A 
gesetzt wird. Wir sind jetzt in der Lage, Ortskurvengleichungen auf
zustellen, können also zu ihrer Diskussion übergehen. 

IV. Ortskurven der Starkstrondechnik. 
A. Die Ortskurven des Schwingungskreises. 

In Abb. 32a ist ein Schwingungskreis gezeichnet, bestehend aus der 
Reihenschaltung einer Drosselspule mit der Induktivität L und dem 
Kupferwiderstand R und einem Kondensator der Kapazität C. Er liegt 
an der Wechselspannung UBA. Man kann sich den _A~-----=---,,.-
Schwingungskreis ersetzt denken durch eine Reihen
schaltung der idealen Drossel L, des rein Ohmsehen 
Widerstandes R und der Kapazität C. Der resul
tierende Widerstandsoperator dieser Schaltung ist 
gleich der Summe der einzelnen Widerstandsopera-
~ren: I 

3=R+J'wL+. ~0-,. JW 
Und daher gemäß (47) 

Abb. 32a. Schwingungs
kreis an einPr WPchs~I

spannung. 

(48) 

3* 
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In der Starkstromtechnik bleibt meist die Spannung konstant, das 
Verhalten des Stromes wird gesucht. Wir for-
men also um 

u 3 = l (49) 
R+jwL+-.-0 JW 

Abh. 32b. Ersatzschaltung 
für Abb. 32n. 

Dabei haben wir in (49) zur Vereinfachung der 
Schreibweise den Index AB fortgelassen. Wir 
fragen uns :mnächst, welche Ortskurve der Strom 
beschreibt, wenn in der Schaltung der Abb. 32b 
der Ohmsehe Widerstand R verändert wird. 

a) Ortskurve des Stromes bei variablem Widerstand R. 
Offenbar erleiden unsere Betrachtungen keine Beschränkungen, wenn 

wir 
U=U 

setzen. Das heißt ja nur, daß in dem allgemeinen Ansatz 

U = U0 si•>t = U si'f'u siwt 

der Faktor 

(50) 

(:35), (37) 

gesetzt ist. Eine sehr einfache mögliche Lösung dieser Gleichung ist 

Cf!u = 0' wt = 0. 

Wir betrachten also die Verhältnisse zur Zeit t = 0 und setzen fest, 
daß in diesem Zeitpunkt die Phase von U auch Null sei. U = U ist 
also ein Vektor in der positiven, reellen Achse. Von der Ortskurve 

u 
0= 1 

R+jwL+-,------0 JW 

lassen sich zwei Sonderwerte rasch bestimmen : 
1. Für R = 0 ist nämlich 

u 
3o = . L l 

J w + -=--c· JW 

u 
j wL-~.) ( 

l . 

(J) u, 
Hierbei haben wir zweimal von der Beziehung 

1 i j . 
-y=J2=-=-r= -J 

-- j u 
w L -- _1_ 

wC 

(51) 

Gebrauch gemacht. So liegt also auf alle Fälle senkrecht zu U, und zwar 

IX) in Nacheilung für 
1 

wL-w 0 >0, 

ß) Voreilung für 
1 

Jn wL-~<0 wC 



Die Ortskurven des Schwingungskreises. 

(Abb. 33). Physikalisch heißt das, daß im Fall cx) 
Induktivität, im Fall ß) der der Kapazität 
überwiegt. 

2. für R = oo wird 

S'oo = 0 • 

Der Ursprung 0 ist also ein weiterer Punkt 
der zu erwartenden Ortskurve. Physikalisch 
bedeutet R = oo eine völlige Unterbrechung 
des Schwingungskreises. 

Die weiteren Untersuchungen werden zu
nächst dadurch vereinfacht, daß man (51) 
umformt in 

0 

37 

der Einfluß der 

{/ 

"' 1 "-~ = R .- ----

u+&(wL 
1 . 

f() c) 
(51') 

Abb. 33. Strom im Schwingungs
kreis bei Abwesenheit Ohmsehen 

Widerstandes. 

Setzt man 

R -J=b, 
. 1 d ( w L - wo) = c' 

so kann man sagen, daß die Gleichung der erhaltenen Ortskurve formal 
lautet 

~=_] __ _ 
c+bp 

(52) 

In vielen Fällen ist es dann einfacher, erst einmal die Inversion der 
Ortskurve zu untersuchen. Nach II D f) ist 

invers und nach II D e) 

Daher ist 

I 

>Bk zu 

I 
~k = ----------- . 

ck + bkp 

m' I 
~ = m:- = c" + b"p 

'Ok 
(53) 

die Inversion von (52). Die Gleichung (53) ist in II D e) als Gleichung 
einer Geraden in der Form 

o = a + bp (8) 

bereits entwickelt worden. Wir erkennen also, daß (52) die Inversion 
einer Geraden ist. Diese ist im allgemeinen ein Kreis, im besonderen 
eine Gerade durch das Inversionszentrum. 

+ 
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(Zum Beweis diesPr Aussage transformiPren wir die Gleichung einer 
Geraden 

y = ax + b 
mittels 

x = rcosrp, y = rsinrp 
auf Polarkoordinaten 

r sin rp = a r cos rp + b . 

Inverse Kurven sind nun durch 

rp = rp'' r · r'= c2 

gekennzeichnet. Einführung von rp' und r' liefert 

c2 r' sin rp' = a c2 r' cos rp' + b r' 2 • 

Rücktransformation auf kartesische Koordinaten mittels 

r'cosq/==x, r'sinq/==y, r' 2==x2+y2 
ergibt 

(l) 

(l') 

(2') 

Das ist die Gleichung eines Kreises, wenn b + 0, d. h., wenn die Ge
rade (l) nicht durch den Ursprung geht. Es ist jedoch die Gleichung 
einer Geraden durch den Ursprung, wenn b = 0, d. h., wenn (l) durch 
den Ursprung geht.) 

Wir haben also nunmehr zunächst zu entscheiden, ob 

(53) 

durch den Ursprung geht oder nicht. In ersterem Fall wäre für irgPnd
einen reellen Wert Po von p 

m'=c"+b~.:p0 =0. 

Aus diesem Ansatz ergibt sich allgemein 

ck 
Po=- bl:. 

Soll dieser Wert reell sein, so muß nach II Ce) 11.) 

sem. Es war aber 

folglich 

c,, =- j (wL- _}) = 1 (wL- -1-)s-jgoo 
" U wC U wO ' 



Die Ortskurven des Schwingungskreises. 39 

Die Gerade (53) geht daher wegen y + c5 nicht durch den UrsprungO, 
ihre Inwrsion in bezug auf diesen muß also ein Kreis sein. 

Bei dieser Gelegenheit heben wir das soeben gefundene Resultat 
hervor, daß eine Gerade 

~'=ck+bkp 

nur dann durch den Ursprung geht, wenn 

ist. 
In cliesem Fall läßt sich (53) schreiben 

~ = e-ir(c + dp), 

(53) 

woraus ersichtlich, daß ~ = 0 wird für den reellen Parameterwert 

c 
Po=- ff· 

+j 

Nachdem wir erkannt haben, daß die Orts
kurve (52) einen Kreis darstellt, befassen 
wir uns mit dessen Festlegung. Um jedoch 
zu allgemeinen Ergebnissen zu gelangen, 
suchen wir die Gleichung eines Kreises 
allgemeiner Lage herzustellen. In Abb. 34 
ist ein neuer Ursprung 0' eingeführt. Es ist 
abzulesen 

Abb. 34. Zur Ableitung der all
gemeinen Kreisgleichung aus der 
· speziellen. 

::8' = ~~ + ~~ = ~~ -+- 1 _ c ~o + b ~oE 
o · 0 ' c+bp- c+bp 

Substituiert man 

so erhält man 
c ~~o = a, b ~0 = b, 

~ = a+bp 
c + bp 

(54) 

als Gleichung eines Kreises allgemeiner Lage. Hierbei haben wir statt 
~' wieder nur mehr ~ geschrieben. Es ist ohne Schwierigkeiten ein
zusehen, daß (52) ein Sonderfall von (54) ist, charakterisiert durch 

a = 1, b = 0. (55) 

Es gibt eine Reihe von Möglichkeiten, (54) bzw. (52) festzulegen, die 
hier behandelt werden sollen. 

1. Gibt man dem Parameter p drei ausgezeichnete Werte p1 , p 2 , Pa• 
so kann man die drei Ortsvektoren 

~~ 1 = ~ !}~~ hzw. 

~~ = a+bP2 bzw. 
2 c+bP2 

1 
~~ = ----

1 c+bpt' 
1 

~2 = c + bp2' 

~~ = a -±~a bzw. ~~ 1 
3 c+bPa 3 =c-tb1l,; 
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mit den Werten von a bis b berechnen und durch die Endpunkte der 
aufgezeichneten Ortsvektoren den Kreis legen. Man wird zweckmäßig 

+j wählen 

PI= 0, 

und erhält 

P2 = l, P3 = 00 

Abb. 35. Kreiskonstruktion 
aus 3 Punkten P,-c-P,. 

~~1 = _11_ 
c 

~~ = (l_+ b 
2 c + b 

b 
~~3 = 

b 

bzw. 

bzw. 

bzw. 

1 
~1=--c, 

1 
~2 = c + b' 

~3=0. 

In Abb. 35 ist diese Kreiskonstruktion durchgeführt. Sie bedarf keiner 
weiteren Erläuterung. 

2. Hat man von dem Kreis 

zwei Sonderwerte 

~ = a + bp 
c + bp 

(54) 

(56) 

bestimmt, so läßt sich der Peripheriewinkel über der durch P 1 und P 2 
bestimmten Sehne herechnen. Hierzu führen wir in Abb. 36 noch den 

+j 

A!Jb. 36. Kreiskonstruktion aus 
:l Punkten P 1 und P, und dem 

PeriphcriewinkPI 11>0"- 'J. 

laufenden Punkt P ein, für den (i)4) gilt. 
Von P1 weise die Sehne 6 1 nach P, von 
P die Sehne 6 2 nach P 2 • Es ist abzu

l: lesen 

~1 + 61 = ~' 
~~ + 62 = ~2. 

Aus (.57) folgt 

3, ~- ~I 
~2 ~2 -- ~-. 

um 

(58) 

Das Argument rJ dieses Quotienten ist 
nach den Regeln der Division der Winkel 
zwischen 6 1 und 6 2 und damit Supplement

winkel zu dem gesuchten Peripheriewinkel. Setzt man in (58) die 
Werte von ~' ~1 und ~2 aus (54) und (56) ein, so ergibt sich nach 
einfachen Zwischenrechnungen 

(c + bp2)(p- p,) 
(c + bpd(P2- p) · 

(59) 

Dieser Ausdruck gilt gleichzeitig für den Kreis (52) mit, weil er a und 6 
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nicht enthält. Man wählt praktisch p1 = 0, p2 = oc und erhält -
allerdings nur für diesen Fall -

~1 = b p = rj__p E)(•l-r> 
~2 c r (60) 

(61) 

Der Winkel zwischen den positiven Richtungen der Sehnen 3 1 und 8 2 

ist die Differenz der Argumente der Nennerkomplexen! (61) gilt eben
falls für beide Kreise (52) und (54). 

(J- y > 0 bedeutet, wie aus 3 1 = 6 2!!_p eh hervorgeht, daß 8 1 . c vor 6 2 vormlt. 
(J -y < 0 bedeutet Nacheilung von 8 1 hinter 8 2 • 

Nachdem 1J gefunden ist, läßt sich auf Grund des Sehnentangenten
satzes der Kreismittelpunkt finden. Wandert nämlich P nach P 2 , so 
geht 6 2 in die Richtung der Tangente :t 
über, 6 1 in ~12 . 

Der Winkel 17 erscheint als Sehnen
tangentenwinkel und ist als solcher gleich 
dem Peripheriewinkel über der Sehne 
P 1 P 2 • Diese Sehne wird für den Kreis (52), 
wenn p 1 = 0, p2 = oo gewählt wird, wegen 

~~ = 1 iB2 = 0 1 c ' 

P 1 P 2 = -- iB 1 ! Dies erhellt aus Abb. 36, 
wenn man 0 mit P 2 zusammenfallen, ~2 
also Null werden läßt. Die Kreiskonstruk-
tion ist in Abb. 37 ausgeführt. Wir befassen 

Abh. 3i. Krt'iskonstruktion an' 
:! PunktPn P 1 und P 2 nnd drm 

PPripheriewinkPl ~. 

uns nun mit dem Zusammenhang, der zwischen dem Umlaufssinn eines 
Kreises für wachsende p-Werte, der Größe und dem Vorzeichen von rJ 
und der Lage des Kreiszentrums M in bezugauf die Sehne P 1 P 2 = ~12 
besteht. Hierzu betrachten wir die vier Abbildungen 38n bis d. Dort 
ist für jede eine Sehne ~12 gezeichnet, die zugehörigen Ortsvektoren ~ 1 
und ~2 *, und die Sehnen 6 1 und 6 2 , letztere für zwei verschiedene 
Umlaufssinne. 

Man ersieht aus diesen Abbildungen zwanglos: Stellt man sich als 
Betrachter in die Winkelscheitel P<+ )' so liegt P 1 rechts von P 2 • Gleich
zeitig ist für alle diese Fälle rJ > oo. Ist ferner 0° < 17 < ·+ 90°, so 
liegt die Sehne P 1 P 2 = ~12 zwischen dem Betrachter und dem ge
suchten Kreiszentrum, ist aber + goo < 11 < + 180°, so liegt das ge
suchte Kreiszentrum zwischen der Sehne P 1 P 2 = m12 und dem Be
trachter. 

* Es sei p 2 > Ji > p1 angenommen, p1 > 0. 
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Stellt man sich als Betrachter in die Winkelscheitel P( P so liegt P 1 

links von P 2 • Gleichzeitig ist für alle diese Fälle 'YJ < 0 ° . Ist ferner 
0° > 'YJ > - 90°, so liegt die Sehne P 1 P 2 = 5812 zwischen dem Be
trachter und dem gesuchten Kreiszentrum, ist aber - 900 > IJ > -180°, 
so liegt das gesuchte Kreiszentrum zwischen der Sehne P 1 P 2 = ~12 
und dem Betrachter. 

\ 

I 
I 

b 

Abb. 38& bisd. Kreis aus 2 Punkten P 1 und P, und dem Winkf'l zwischen den Sehnen 1!5, und 6 1 • 

Beschränken wir unsere Betrachtungen auf spitze und stumpfe 
Winkel 'YJ (ein Winkel 'YJ = + 240° ist nämlich identisch mit einem 
Winkel 'YJ = -120°, ein Winkel'Yj = -330° identisch mit 'YJ = + 300!), 
so können wir die Regel aufstellen: 

Für positives 'YJ liegt P1 rechts von P 2 , für negatives 'YJ liegt P1 

links von P 2 • Für spitzes 'fJ liegt die Sehne P1 P 2 = 5812 zwischen dem 
Betrachter und dem gesuchten Kreiszentrum, für stumpfes liegt das 
gesuchte Kreiszentrum zwischen der Sehne P 1 P 2 = ~~ 12 und dem Be
trachter. 

Es gibt eine Reihe von Methoden, das Argument von 

61 (c + bp2)(p- P1) 
e-;- (c + bpl)(p2 - p) 

(59) 
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durch geeignete Wahl von p1 und p2 so zu beeinflussen, daß die Fest
legung des Kreises recht einfach wird. Wir werden bei den behandelten 
Beispielen darauf zurückkommen und verweisen im übrigen auf die 
am Schluß des Buches angegebene Literatur. 

3. Obgleich nun der Kreis (54) 

bzw. (52) 

~ = a_+bp 
c + bp' 

1 
~~ = c + bp 

(54) 

(52) 

mit hinreichender Genauigkeit festgelegt zu sein scheint, ist es in vielen 
Fällen wünschenswert, den Ortsvektor nach dem Kreismittelpunkt, und 
den Kreisradius aus den komplexen Konstanten a bis b zu errechnen. 

Man kann den Durchmesser des Kreises 

1 
~ = c--t-bp 

finden, indem man den Wert p sucht, für den der Absolutwert von 5B 
ein Maximum ist. Die Aufgabe ist mit der Differentialrechnung lösbar. 
Setzt man den errechneten Wert von p in (52) ein, so ergibt sich der 
Durchmesser $max. Auf seiner Mitte liegt das Kreiszentrum. 

Radius und Kreiszentrum der Kreise (54) und (52) 

$ = ~-:::' (54) 

1 
~ = c + bp (52) 

sind auch auffindbar, wenn man mit Hilfe ·von 

$=x+jy 
auf kartesische Koordinaten übergeht. Die Spaltung in Real- und 
Imaginärteil ergibt zunächst eine Darstellung von x und y durch den 
Parameter p, seine Elimination endlich die Kreisgleichung in der Form 

f (x, y) = 0, 

aus der in bekannter Weise die Koordinaten des Kreiszentrums und 
der Radius abgelesen werden können. 

Beide soeben skizzierten Wege sind von verschiedenen Autoren 
beschritten worden. Sie verlassen den Boden der komplexen Rechnung. 
Wir bringen hier eine andere Entwicklung: Betrachtet man den Kreis 

~ = ~k + b_kP (62) 
c + bp ' 

so ergibt die ausführliche Schreibweise 

~~ = cl- i c2 + dlp- i d2p 
cl + i c2 + dlp + i d2p' 
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und die naheliegende Substitution 

Cl+ jc2 + dlp + jd2p = lc:+i<•>,} 

Cl - j c2 + dlp- j d2p = l c:-iro, 
(63) 

wobei 

) (ti4) 

für (62) sehr einfach 

(65) 

w ist mit tg w gemäß (64) von p abhängig. (6fi) stellt demnach einen 
Vektor von der absoluten Länge l dar, dessen Phase 2w mit der Ver

änderung von p alle Werte von 0 bis 2.n an-
+} nimmt. M. a. W., (65) stellt den Einheits

Abb. 39. EinhPitskrcis 'll um 0, 
Kreis Q3' mit Radius r um 0, 
K rPis Q3'' = nt + Q3' in allgemeinPr 

Lage, lwtwr rr~prung 0'. 

kreis um den Ursprung dar (Abb. 39). 
Multipliziert man daher (62) mit einer 

beliebigen Komplexen r, so stellt 

~' = r c" + b"p = r ci~''' (66) 
c + bp 

einen Kreis mitRadiusrum den UrsprungO 
dar. Dieser Kreis wird zu einem solchen 
allgemeiner Lage, wenn wir zu (66) die 
beliebige Verschiebung m addieren. Diese 
Verschiebung m ist dann gleichzeitig der 
Ortsvektor aus dem ncuen Ursprung 0' nach 
dem Kreiszentrum (Abb. 39) 

Q.f' = m + ~' = m + r c" + b"p = m + r c:-i 2 w. (67) 
c + bp 

Die Umformung 

~" = 1ll c + r c" + (m b + r b") p 
c + bp 

und die Substitutionen 

n = mc + rc~.;,} 
b = m b + r bk 

ergeben die altbekannte Form der Kreisgleichung (54) 

Q.~= a + b_p 
c + bp, 

wobei wieder ~ statt ~" geschrieben ist. 

(68) 

(54) 

Die Substitutionsgleichungen (68) sind aber für uns von besonderer 
Wichtigkeit, da sie einen Zusammenhang geben zwischen den Kom-
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plexen a bis b, dem Radius r und dem Ortsvektor 111 nach dem Zen
trum M. (68) liefert nach m bzw. r aufgelöst 

(69) 

(70) 

Der Absolutwert von (70) ist der Radius r. Zu (69) und (70) ist zu 
bemerken, daß der Nenner als Differenz zweier konjugiert Komplexen 
rein imaginär ist. Die Ausdrücke (69) und (70) liefern für den Kreis 

1 
~ = c + bp' (52) 

für den a = l , b = 0 war, 
bk 

111 = c bk- c~b' (69') 

b 
r = c.. b -=-c-&1; . (70') 

4. Es verbleibt als letzte Aufgabe die Festlegung der p-Skala auf 
den Kreisen (54) bzw. (52). Führt man an (54) die geforderte Division 
aus, so ergibt sich 

(71) 

Hierin ist 

[l - )Z~ - (a -i- [l P) T- co- c+bp p-

Substituiert man noch 

so wird 

d. h. der Kreis 

~c~=~ 
[1 c ' 

n--b-

1 
)Z~ = ~CO + tlj• , rt-> > 

"'' ,l.)j) 

)Z~=a+_bp 
c + bp 

(72) 

(54') 

(54) 

verhält sich in bezug auf den Punkt P co als neuen Ursprung so, wiP 
der Kreis (52) 

1 
~B = -- (52) 

c + bp 

in bezug auf den Ursprung 0 (Abb. 40a und b). Der Krei"; (54) 

0~ _ a + bp _ 0~ + ~1- (_4) ("4') 
-c-c+bp--<:oo li+::D11 ;) ''-> 
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ist die Inversion der Geraden 

in bezug auf den Punkt P ,," ebenso wie der Kreis (52) 

I 
58 = c+-tip 

die Inversion der Geraden 

in bezug auf 0 ist. 

(} 

(:32) 

Auho -!Oao Der Kreis !B = a + b p und 
• r-'- bp 

Ahho 40 ho Der Kreis 58= 1 ~ <lm<"h 0 
C + uP 

seine Inversion B = lik + ~k p 0 und seine Inversion B = Ck + bk p 0 

Es genügt daher, die ~kala auf dem Kreis 

)8 =- I 
c + bp 

(52) 

festzulegen. Hierzu betrachten wir die Inversion von (52), die Gerade 

I 
g = !Bk = ck + b,..p 0 

~ie ist in Abb. 41 für beliebige Werte von ck und bk (Spiegelbilder Yon c 
und b gemäß II D) gezeichnet und einige p-Werte sind auf ihr mar
kiert. Die p-Skala ist linear. Der Grundkreis der Inversion [II Eh) 2, 
Abb. 14], dessen Radius c gleich der Wurzel aus der Inversionspotenz c2 

ist, schneidet g in den beiden Punkten Q1 und Q2 • Da diese, wie früher 
schon hervorgehoben, als Punkte des Grundkreises zu sich selbst invers 
sind, sind sie auch Punkte des gesuchten Kreises. Dessen Zentrum 
liegt nun auf der Mittelsenkrechten auf Q1 Q2 • Da nun 

OQ1 =0Q2 , 

so geht diese Mittelsenkrechte durch 0 hindurch. Wir finden also dC>n 
wichtigen Satz: 
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Das Zentrum eines Kreises liegt auf der Senkrechten, die aus dem 
Inversionszentrum auf die zu dem Kreis inverse Gerade zu fällen ist. 
Außerdem liegt M auf der Mittelsenkrechten auf OQ1 (und auch auf 
cler Mittelsenkrechten auf OQ2). 

Den zu dem Punkt p = + l auf der Geraden g inversen Punkt 
p = + l auf dem Kreise ~ findet man, indem man 0 mit + l auf 
n verbindet und diese Linie nötigenfalls bis zum Schnitt P 1 mit dem 
Kreis ~ verlängert. Diese Kon
"truktion ist in Abb. 4llediglich +J 

am Punkte p = + l gezeigt, um 
dieAbbildungnicht zu überlasten. 

Wir bezeichnen die Gerade g, 
die die Inversion von ~ ist, 
schlechthin als Parameterskala. 
Die Umkehrung des soeben aus
gesprochenen Satzes liefert: 

Die Parameterskala liegt senk
recht zu der Verbindungslinie In
versionszentrum-Kreiszentrum. 

Die von 0 nach den Punkten 
p = 0, ± I , ± 2, . . . , der 
Geraden 9 gezogenen Strahlen 
schneiden nach geometrischen Ge
setzen auf jeder zu 9 parallelen 
Geraden ebenfalls gleiche Stücke 

Ahb. 41. Der Kreis \8 = __ !__b · und seine Iilver
c+ P 

sion g = Ck + bk p . 

ab. Ihre Länge kann dadurch bestimmt werden, daß man aus dem In
versionszentrum die Strahlen ~.'' und ~fl+ zieht. Zweckmäßig wird 
man!' = 0 wählen. 

Das soeben Dargelegte erläutert Abb. 42 nochmals, und zwar gleich 
an dem Kreise 

a + bp ~- ..... 
- c + bp. (54) 

Wir hatten nachgewiesen, daß er die Inversion einer Geraden in bezug 
auf den Punkt P"" war, der zu 

gehört. Er ist in Abb. 42 eingezeichnet. Zieht man P"' 1'>!, so weiß man 
von dieser Linie, daß sie senkrecht zu unserer gesuchten Parameter
skala liegt. Wir können daher als Parameterskala die Gerade 91 oder 
!12 wählen. Der Maßstab für p ist auf beiden Geraden verschieden. 
Zeichnet man ~0 und ~1 ein, so liefern die Geraden P 00 P 0 und P "' P 1 

den gesuchten Maßstab für p. Die Skalen auf 91 und g2 können nun 

z 
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vervollständigt und rückwärts die Kreispunkte Pa' P11, Pr' . . . ge
funden werden. In Abb. 42 ist der Kreispunkt Pr konstruiert. 

1t = t1 ;). Um zu einem gewissen Abschluß 

Abb. 42. Der allgemeine Kreis 

~ = a + Ii P und 2 Parameter
e + bp 

skalen g, bzw. g,. 

der Betrachtungen über die Kreise (54) 
und (52) 

a+ bp 
c-+ bp' 

1 
~J = ~~----

c + bp 

(54) 

(52) 

zu kommen, besprechen wir noch einige 
Sonderlagen: 

oc) Der Kreis (54) schneidet die reelle 
Achse, wenn Parameterwerte p existieren, 
für die 

a + bp . 
~ = --- = re1n 

c + bp 
reell 

wird_ Dann muß nach II D e) gelten 

j8- jßk = 0. 
Die Gleichung 

ergibt nun 2, l oder gar keinen reellen Wert für p, je nachdem der 
Kreis die reelle Achse schneidet, berührt oder meidet. Für Kreis (52) 
liefern die gleichen Betrachtungen entweder 2 oder l reellen Wert von p. 
Hiervon ist der eine bestimmt p = oo, da dem Ursprung 0, dem Schnitt
punkt der Achsen, p = oo zukommt. 

ß) Der Kreis (54) schneidet die imaginäre Achse, wenn Parameter
werte p exü;tieren, für die 

a + bp . 
j8 = -- = rem imaginär 

c + bp 

wird. Dann muß nach II D e) gelten 

Die Gleichung 

IH + Q.h = a + b p + a,. + fh p = 0 
· c+bp c~+bkp 

ergibt nun 2, l oder gar keinen reellen Wert für p, je nachdem der 
Kreis die imaginäre Achse schneidet, berührt oder meidet. Für Kreis (52) 
liefern die gleichen Betrachtungen entweder 2 oder l reellen Wert von p. 
Hiervon ist der eine bestimmt p = oo. 
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y) Der Kreis (52) 
)8 = _1_ 

c + bp 

stellt insofern einen Sonderfall dar, als für ihn 

)8 = 0 bei p = oo . 

49 

(52) 

Er geht also bei p = oo durch den Ursprung. Für den Kreis (54) 

)8 =~+bp (54) 
c + bp 

war 

~ - _a~ 
0- c. 

Er geht also für den Parameter p = 0 durch den Ursprung, wenn 
a = 0. 

bp 
)8 = c + bp 

stellt somit einen Kreis dar, der für p = 0 durch den Ursprung geht. 
b) Der Kreis (54) 

)8 = a + bp 
c + bp 

(54) 

geht allgemein durch den Ursprung, wenn für einen reellen Wert p = Jlo 

a + b Po= 0 
erfüllt ist. (73) zerfällt in die beiden Gleichungen 

at + btPo = 0' 
a2 + b2po= 0, 

deren gleichzeitige Existenz an die Bedingung 

al a2 
7Jo=- -- = --

bt b2 

oder an das Verschwinden der Determinante 

D = /1 at bt i 
a2 b2 I 

geknüpft ist. (74) bzw. (74') liefern 
a2 b2 
a; = b;' 

(J..=ß. 

(74) 

(74') 

Der Kreis (54) geht also durch den Ursprung, wenn die Zählerkomplexen 
gleiches Argument besitzen. Man kann dann schreiben 

1/rx(a + bp) 
)8 = -

und findet 
c + bp 

a 
)8 = 0 für p = - b 

Hanff••, Ortskurven. 4 
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6. Die Gleichung der Kreistangente entwickeln wir auf Grund einer 
allgemeinen Betrachtung, die wir an der Ortskurve 

~ = ~(p) 
(Abb. 43) anstellen. Dort ist 

0 

~1 = ~ (p1) und ~2 = ~ (p2) 

gezeichnet. Ferner ist abzulesen, daß 

~1 +LI~= ~2-

LI ~ gibt die Richtung der durch P 1 und P 2 

gelegten Sekante (5 an. Nähert sich P 2 dem 
Punkte P 1 , so geht LI ~ über in d ~und gibt 
nunmehr die Richtung der Tangente % in P 1 

an. Hiermit hat, da dp rein reell ist, auch 

Abb. 43. Zum TaugentcnproiJlem. 
~~ gleiche Richtung. Ist also e ein ver

änderlicher reeller Parameter, so gibt 

:t = ~1 + (a !ß) · e 
dp p=p, 

(75) 

die Gleichung der Tangente an. Für e = 0 wird nämlich %0 = ~1 . Die 
Tangente geht also durch den Kurvenpunkt P 1 hindurch. 

Die Richtung der Kreistangente ergibt sich hiernach aus (54) 

als Richtung von 

d)ß 

dp 

~ = a+bp 
c+ bp 

Spezielle Werte hiervon sind 

a) (d!ß) _be_-_a_b 
dp v=o- c2 • 

bc- ab 
(e + bp)2 • 

(54) 

(76) 

b) An der Stelle p = oo ergibt sich die Richtung der Tangente 
nach einer kleinen Umformung der rechten Seite von (76) in 

(d !ß) [Je- ab 
dp p=oo = -p2 (; ~ br · 

d)ß d)ß . 
Es haben aber dp und p2 dp das glmche Argument. Somit ist 

( 2 d !ß) _ be-ab 
p dp p= 00 - b2 • 
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Wir kehren jetzt zu unserem Schwingungskreis (Abb. 32) zurück. Die 
Gleichung des Stromes war 

bzw. 

mit 

u S=--
R + j w L + -.--1-

JWC 

1 
~=--

c+bp 

3=~, -~=b, -b(wL-w1c)=c, R=RoP· 

(51) 

(52) 

Zwei Werte dieses Kreises durch den Ursprung bei veränderlichem 
Kupferwiderstand R waren schon festgelegt 

"' -jU -0o = ----- -----~ und S'oo = 0. 
wL--

wC 

Der Sehnentangentenwinkel ergibt sich aus (60) 

61 bp - j R0 

62 c w L _ __!.__ 
wC 

Dieser Ausdruck ist rein imaginär, er kann für wL- da> 0 ge

schrieben werden 
.,-j90• 1 c. • 

wL--
wC 

bp R 
c 

Für wL- w1C < 0 schreiben wir 

bp R __________ e+i90° 
c 1 

--wL 
wC 

und finden mit Rücksicht auf die Ergebnisse der S. 4lff.: 

Im Falle wL- w10 > 0 ist der Winkel 'YJ =- 90°, der Punkt P 1 , 

dem der niedere Parameterwert 0 zukommt, liegt links von dem Punkt P 2 

mit dem höheren Parameterwert oo . 

Im Falle wL- w1C < 0 ist der Winkel 17 = + 90°, der Punkt P 1 , 

dem der niedere Parameterwert 0 zukommt, liegt rechts von dem 
Punkt P 2 mit dem höheren Parameterwert oo. 

Die Kreise haben also, da absolut genommen 'YJ beide Male 90 Grad 
beträgt, die durch R = 0 und R = oo bestimmte Sehne zum Durch
messer. Da 

-jU So=- -- -1 und Soo = 0, 
wL- ----

wC 
4* 
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wird So selbst zu dieser Sehne bzw. zu diesem Durchmesser. Somit 
ergibt sich Abb. 44 als Vervollständigung von Abb. 33. Es bedarf noch 

der Ergänzung, zu untersuchen, was bei wL- w1C = 0, also c = 0, 

eintritt. Induktiver und kapazitiver Widerstand heben sich dann gegen
seitig auf, wir arbeiten bei Resonanz, es wird 

u S=--. 
pRo 

Der Strom ist stets in Phase mit der Spannung U, Sonderwerte sind 

Abh. 44. Ortskurven des Stromes eines 
Schwingungskreises bei variablem Wirk

widerstand R. 

So= oo, 

(Abb. 44). 

->:/ 

Ir= IJ 

Abb. 45. Ortskun·e des Stromes eines 
Schwingungskreises bei variablem Wirk-

widerstand R. 

Den Entwurf einer Parameterskala zeigen w1r an emem Zahlen
beispiel: 

Es sei U = IOOVolt, f = 50Per/Sek, w = 277:/ = 314Per(2nSek, 

R =variabel, L = 0,0191 H, wL = 6 Ohm, 

C = 0,00319 F, l(wC = 1 Ohm. 

Dann wird für R = 0 

C1'-vo-
-jU 

I 
wL-

wC 

- j 100 
6-l 
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für R = oo 
,Sco = OA, 

und für R = 1 Ohm 

.s-1 = u = ~00 = . !0~ -
R + j ( w L _wie) I+ 1 (6- I) I+ Ja 

= 100_( 1 -:- i,!)J = 3 85- "19 2~ A 
12 +52 ' J ' D • 

In Abb. 43 ist der Spannungsvektor U = 100 Volt in der reellen Achse 
liegend gezeichnet. Der Strom 3o =- j20A liegt 90Grad nacheilend, 
er fällt also mit der negativen imaginären Achse zusammen. Der Strom 
31 = 3,85 -j 19,25 Ahateine Komponente 3,85 A in Richtung von U 
und eine Komponente- jl9,25A in Richtung von 3o· Dem Ursprung 
des U- und der 3-Vektoren kommt der Wert R = oo zu. Die gesuchte 
Ortskurve ist der Kreis durch die Punkte 0, l und oo, der aus den oben 
besprochenen Gründen 30 zum Durchmesser hat. Zieht man in be
liebigem Abstand vonMeine SenkrechteS zur Verbindungslinieoo -M, 
so schneiden die Vektoren 3o und 31 auf ihr die Punkte 0 und l ein, 
die zur weiteren Vervollständigung der Parameterskala S dienen. Man 
verbindet nun rückwärts die Punkte 2, 3, ... mit dem Kreispunkt oo 
und findet die Kreispunkte 2, 3, .... 

b) Ortskm·ve tles Stromes bei vat•iabler Induktivität L, 
Kapazität C oder Kreisfrequenz w. 

Diese drei Ortskurven lassen sich gemeinsam behandeln. Setzt man 
nämlich in (51) 

so ist in 

. u 
Cl<-
'-'- . 1 ' 

R+JwL+-,--0 1W 

1 
wL--=X 

wC ' 

(51) 

(77) 

(78) 

wieder der Kreis durch den Ursprung zu erkennen. Eine Veränderung 
von X kann durch Änderung von L oder C oder w bewirkt sein, der 
Kreis bleibt immer derselbe, nur die Parameterskala auf ihm ändert 
sich. Es erscheint zweckmäßig, alle drei Ortskurven tabellarisch zu 
erledigen. Wir stellen zunächst für die drei möglichen Fälle die Sonder
werte von X auf: 
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Konstante Größen Kapazität C I Induktivität L Induktivität L 
Kreisfrequenz w Kreisfrequenz w Kapazität C 

Y eränderliche Größen Induktivität L Kapazität C Kreisfrequenz w 

\Vert der Veränder· 1 1 1 
Iichen bei X = 0 w2 C 

----
w2 L ~LC 

- - Resonanz 
Physikalischer Sinn s 3 u . . trom 0 = }f 1st m Phase mit dt r Spannung U 

Wert der Veränder-
+oo 0 0 und oo liehen bei X = oo 

Unterbrechung Unterbrechung 
Gleichstrom 

Physikalischer Sinn Höchstfrequenz 
Strom 3'co = 0 

Bildet man 

so sieht man, daß 17 absolut genommen 90 Grad beträgt. Die gesuchte 

Ortskurve ist also ein Kreis über So = ~als Durchmesser. Dem Strom So 
kommt in allen drei Fällen eine physikalische Realität zu. Um einigen 
Anhalt über die Parameterverteilung zu gewinnen, stellen wir eine 
zweite Tabelle auf: 

Konstante Größen Kapazität C Induktivität L Induktivität L 
Kreisfrequenz w Kreisfrequenz w Kapazität C 

Variable Größen Induktivität L Kapazität C I Kreisfrequenz w 

Strom 3'0 bei u 
verschwindender R- j i __ 0 0 

Variablen wO 

Kapazität C für 

Physikalischer Sinn Kapazitiver Kreis Unterbrechung 
Gleichstrom wie 
Unterbrechung 

wirkend 

Strom 3co bei 0 
u 0 

unendlicher Variablen -------
R+jwL 

Indukt.iver Kreis Induktivität L 
Die unendlich wirkt für Hoch-

Physikalischer Sinn Unterbrechung große Kapazität frequenz wie 
wirkt wie ein 

! 
Unterbrechung 

Kurzschluß 
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Aus beiden Tabellen ergibt sich zwanglos die Abb. 46. In ihr ist 
der kapazitive Strom 

u 
R . I 

- 1wc 

u u _,_. 
z e-frr = z 13 · 1 r ' 

t __ I_; 
grp-wGRj 

in Voreilung zu U und der induktive Strom 

u 
R+jwL 

[z = Y R2 + w2 L2' 

u u . 
ze+irr = ·-z·e-Jr' 

wL~ 

tgq; = -yj 
in Nacheilung gegen U gezeichnet. Da jeder Ortskurve der Strom 

Sx=o = ~ angehören muß, ist der Umlaufssinn des Kreises bei Zu

nahme von L bzw. Abnahme von G 
festgelegt. 

Über denUmlaufssinn der Ortskurve 
bei variabler Kreisfrequenz w ent
scheiden physikalische Erwägungen: 
bei geringen Frequenzen ist der induk
tive Widerstand wL vernachlässigbar 
klein, bei hohen Frequenzen ist es der 

kapazitive Widerstand w!G . Der Strom 

geht also mit steigender Frequenz aus 
voreilender Lage in die nacheilende über. 
Somit ist der Umlaufssinn für den Kreis 
bei steigender Frequenz festgelegt. 

Besonders zu erwähnen ist der Fall 

+i 

Abb. 46. Ortskur\"e des Stromes eines 
Schwingung•kreises bei variabler Induk
tivität L, Kapazität C bzw. Kreis· 

frequenz ro. 

R = 0. Es ergibt 

.u 
sich 

u 
S=ix = -Jx_· 

d. i. eine zu U senkrechte Gerade. Sonderwerte des Stromes sind 

Sx=±o ==f joo; Sx=oo =0. 

e) Ortskurve der S}lnunung au der Drossel bei veränderlieher 
Induktivität L. 

Da es praktisch keine Drosseln ohne Wirkwiderstand gibt, über
gehen wir die Ortskurve der Spannung an einer idealen Drossel L und 
betrachten die Spannung an einer Drossel mit der Induktivität L und 
dem Kupferwiderstand R, d. h. in Anbetracht der Abb. 32b, wir unter-
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suchen das Verhalten der Spannung über R und L. Der Widerstands
operator dieser Reihenschaltung ist 

.8. = R + jwL. 

Wird sie von einem Strom 3 durchflossen, so tritt die Klemmenspannung 

U = 3.8. = S(R + jwL) 

an ihr auf. Der Strom selbst war aber 

~= 
R . L ' l 

+Jw 7 jw0 

u 
(51) 

so daß 
1l =U R+jwL 

s • l 
R+JwL+-c-0 JW 

(79) 

Die variable Induktivität L kann man sich durch zwei Spulen der 
Induktivität L1 und L 2 verwirklicht denken, deren gegenseitige In
duktivität M durch gegenseitige Lagenänderung variiert werden kann. 
Die resultierende Induktivität einer solchen Anordnung ist 

L = L 1 + L2 +2M, 

wobei M > 0, wenn sich beide Spulenfelder unterstützen, 
M < 0, wenn sich beide Spulenfelder schwächen. 

Substituiert man 

u.= m, UR=o, UjwL=fJp, 
1 

R+. 0 -c. 
JW 

jwL=bp, 

so geht (79) über in 
m=a+bp 

c + bp. 
(54) 

Die Ortskurve ist also ein Kreis allgemeiner Lage. Seine allgerneine 
Diskussion ersparen wir uns, und legen die Ortskurve vielmehr samt 
Parameterskala für folgende Verhältnisse fest: 

U = 100 Volt, f =50 PerjSek, w = 2nf = 314 Per/2n Sek, 
R = 1 Ohm, L bzw. wL =variabel, C = 0,00319 F, ljwC = l Ohm. 

Es wird für w L = 0, d. h., L = 0 

U __ !!_R _ _ 100·1_100(1+j1)_r:o+·:-oVlt 
xo- I -1--j1- 12+.12 -D ]·> 0 · 

R- jwC 

Praktisch ist L = 0 mit oben skizzierter Anordnung nicht erreichbar. 
Trotzdem setzt man wL = 0, da dieser Sonderwert zur Anffinrlung 
der Parameterskala bequem ist. 



Die Ortskurven des Schwingungskreises. 57 

Es wird für wL = oo, L = oo 

u.oo = u. 
L = oo ist ebensowenig mit der genannten Anordnung zu erreichen. 
Der Punkt für L = oo ist aber zur Auffindung der Parameterskala 
unerläßlich. 

Es wird endlich für wL = 1 Ohm, L = 0,00319 H 

1 
1. w L - w 0 = 0, der Stromkreis ist also gerade in Resonanz. 

--~. U(R+jwL) 100(1+f1) . . , U.t = -- --- 7i-- -=- - 1---- = 100 + J 100 Volt. 

Der Kreis ist durch die Punkte 0, l und oo festgelegt (Abb. 47). Zieht 
man in beliebigem Abstand vom Punkte oo eine Senkrechte S zur 

() 

.-l.l>b. 47. Ortskurve der Drosselspannung eint's Schwingungskreises bei variabler Induktivität L. 

Verbindungslinie oo-M, so schneiden die Strahlen oo-----0 und oo-l 
auf ihr die Punkte 0 und l ein, die zur weiteren Vervollständigung 
der Parameterskala S dienen. 

Rückwärts ist beispielsweise der Kreispunkt 4 (wL = 4 Ohm, 
L = 0,0127 H) gezeichnet. 

Zu beachten ist, daß die Spannung u. an der Drossel die Netz
spannung U im allgemeinen überschreitet. Der Kreisbogen mit U um 0 
schneidet den U.-Kreis in einem Punkte P, dessen Verbindungslinie 
mit dem Punkt oo auf der Parameterskala S den Wert 0,5 (wL = 0,50hm 
L = 0,00159 H) einschneidet. Für wL > 0,5 Ohm wird somit U, > U. 

Dieses Ergebnis läßt sich selbstverständlich auch rechnerisch her
leiten. Aus 

R+jwL U_, = U -- --------- 1 
R + j ( w L -- w O) 
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folgt mit II Ce) 

und U 8 > U, wenn 

Ortskurven der Starkstromtechnik. 

I 

$ 1 2 V R2 + w2L2 u = u -~-----

R 2 + ( w L - w (j) 

V' R2 + w2 L21 ·• > l . 

R 2 + (wL- - 0 )-
, (1) 

Dies ist der Fall, wenn 

w2 L2 > (w L- __!_o)2. 
- (1) 

Quadriert man aus, so ergibt sich 

wL'2. 1 _!_. 
- 2 wO 

Weiterhin ist sehr wichtig, daß die höchste Spannung an der Drossel 
nicht im Resonanzfall (wL = l Ohm!) auftritt. Zieht man 0 M und 
verlängert bis P', verbindet dann P' mit dem Punkt oc, so findet man 
auf der Parameterskala S etwa den Wert wL = 1,6 Ohm für den in
duktiven Widerstand, bei dem die höchste Spannung an der Drossel 
auftritt. 

d) Ortskurve der Spannung an der Drossel bei veränderlicher 
Kreisfrequenz w. 

Die Gleichung für lls ist dieselbe, auf S. 56 entwickelte: 

H+jwL us = u - ·----· .1 ' 
R+ jwL+-. -· 

]wO 

(7H) 

nur ist jetzt w als veränderlich zu betrachten. Erweitert man mit 
jwC, so wird 

U = U j w RO - w2 LO 
s jwRO-w2 L0+1' (80) 

Zwei Punkte der zu erwartenden Ortskurve liegen sofort fest: w = 0 
bringt Us = 0; physikalisch heißt das, bei Gleichstrom wirkt der Kon
densator als Unterbrechung und sämtliche verfügbare Netzspannung 
liegt an diesem: 

w = oo bringt Us = U; physikalisch heißt das, bei sehr hoher 
:Frequenz wirkt der Kondensator als Kurzschluß, die Drossel als Unter
brechung, Hämtliche verfügbare Netzspannung liegt an der Drossel. 
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Um die Ortskurve (80) aufzeichnen zu können, formen wir um 

U.= U 

• . R 
m-- JW L 

2 . R I ' 
W-JWL-LO 

(81) 

d. h. wir befreien die im Nenner auftretende höchste Potenz der Vari
ablen w von ihrem Koeffizienten und lösen die Gleichung 

2 • R I 0 
W - JWy- LO = ' (82) 

um (81) m Partialbrüche zerlegen zu können. (82) liefert 

R I -I R2 
W1 = + j 2 L + J L 6 - 4 L2 ' 

R ·v I-- R2 
W2 = + j 2L - L 0 - 4 L2 • 

(83) 

Je nach dem Vorzeichen der Diskriminante 

I R2 

Ll = LO- 4L2 (84) 

sind drei Fälle zu unterscheiden: 

l. Ll > 0 ergibt zwei komplexe Wurzeln w1 und w~, die ;.;ich nnr 
durch das Vorzeichen des reellen Teiles unterscheiden. 

~- Ll = 0 ergibt eine rein imaginäre Doppelwurzel 

(85) 

3. Ll < 0 ergibt zwei verschiedene, rein imaginäre ·wurzeln w1 und w 2 • 

Für die Fälle l und 3 lautet die Partialbruchzerlegnng von (81) 

2 • R 
w - JW L ~ c 

U.=U =D+--+ (86) 
2 . R I w - w 1 w - w 2 

w -JWy- LO 

worin D bis :0 noch zu bestimmende Konstanten sind. Bringt man die 

rechte Seite von (86) auf den Hauptnenner 

(w - w ) (w - w ) = w2 - J. w _I! - _I (87) 
1 2 L LO' 

so erhält man 

U w2 - j w ~ U = D w2 + w [ 1~ + C. - :8 (w1 + w~)] 
+ :Ü w1 w~ - ~ w2 - C w1 . ( 88) 

Da die Gleichung für alle Werte von w erfüllt sein soll, müssen auf 
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beiden Seiten die Koeffizienten gleicher Potenzen von w übereinstimmen. 
Das ergibt die drei Bestimmungsgleichungen 

U=D, f 
- j ~ U = ~ + D - :0 (w1 + W 2), 

0 = Dw1 w2 - l,l3w2 - Ow1 

(89) 

für die bisher unbekannten Konstanten (), \13 und 0. Die Lösung lautet: 

() = u, (90) 

Bereits aus (86) läßt sich sehr Wichtiges über die Ortskurve (81) ans
sagen: Sie kann zusammengesetzt werden aus dem Festvektor 

und dem Kreis 

und dem Kreis 
0 llia= --. w-w2 

Natürlich sind jeweils dem gleichen Parameter w zugehörige Vektoren lli 2 

und ma zu addieren. Die Kurve heißt, da sie aus zwei Kreisen auf
gebaut ist, bizirkular. Sie ist, wie im theoretischen Teil auseinander
zusetzen sein wird, vierter Ordnung, also eine Quartik. Die Ortskurve 
trägt daher die Bezeichnung "bizirkulare Quartik". 

Wir verfolgen die Fälle l und 3 nicht weiter, sondern wenden uns 
dem Fall 2 der Doppelwurzel zu. Die Partialbruchzerlegung lautet 
hierfür 

2 • R 
w -Jwy jß 

Us = U 2 . R I = () + (w- wo)2 . (91) 
w -JWy- LC 

Bringt man auf den Hauptnenner 

( )2 2 . R I 
w- w0 = W - JW L - 16 , (H2) 

so ergibt sich 

Uw2 - jwf U = Dw2 - 2 ()ww0 + Dwö + ~' (93) 

() = U, ) 

O=Dwö+\13.) 

Die Lösung der Bestimmungsgleichungen für () und \13 ist 

( R , \2 
D=U, 113=-Dwö= 2LfU). 

(!l4) 

(!J5) 
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Hiermit geht (91) über in 

(
, R )2 --}U 

U. = U + 2L-- . 
w- ro0 

(96) 

Die Ortskurve ist demnach aufgebaut aus einem Festvektor 

~~= u 
und einem Vektor 

(9i) 

der aus dem Kreis 

(98) 

10000 15000 

'f8i! rw-ol <JJ,-u 
w-0'~=======--=~~~~=====-==~~~~~----------------------~~~ m, w=~ 

Abb. 48. Ortskurve der Spannung an der Drossel eines ·Schwingungskreises bei ,·ariabler Kreis
frequenz ru. 

durch Quadratur der Fahrstrahlen hervorgeht. Wir wählen folgende 
Verhältnisse : 

U = 100 Volt, R = 10 Ohm, L = 0,001 H, C = 40 ,u~'. 

Dann ist mit Rücksicht auf (84) LI = 0 und wegen (85) w 0 = i2~ = i 5000. 

Den Kreis (98) legen wir zweckmäßig durch folgende Parameterwerte 
fest: 

w=O 
W= 00 

bringt 

bringt 

w = 5000 bringt 

! 1 
~ = j l U = j 10 Volt~, 

~=0, 

m _ 50oofi0o _ .- + . :-V I .\ 
r.o-5000-rlfÖOO-iJ JD ot-. 

fn Abb. 48 ist der Kreis ~ gezeichnet. Verbindet man den Punkt 
r•J = oo mit dem Kreiszentrum M, so steht. die Parameterskala senk-
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recht auf dieser Zentralen. Ihre Teilung bestimmen die Strahlen, die 
von dem Punkte w = oo nach den Punkten w = 0 und w = 5000 ge
zogen sind. Auf der Skala sind nun die Punkte w = 1000, 2000, 3000, 
4000, 10000 und 15000 abgetragen und auf den Kreis m übertragen. 
Aus m entsteht m2 durch Quadrierung, d. h. also, der Betrag von m2 

ist das Quadrat des Betrages von m, das Argument von m2 ist doppelt 
so groß wie das von m [II E c)]. 

Es ist lediglich den gewählten Maßstäben zuzuschreiben, daß V2 für 
w = 5000 gleich ist V für w = 0. 

Die Figur, die sich für m2 ergibt, ist eine Schnecke. In Abb. 48 ü;t 
weiterhin noch m1 = U gezeichnet. Wollte man Us = m1 + m2 bilden, 
so hätte man die Schnecke m2 nach rechts zu verschieben, um Us zu 
erhalten. Statt dessen ist es natürlich einfacher, m1 = U nach links 
zu verschieben, so daß der Punkt w = 0 der Schnecke als Ursprung 
der U.-Vektoren anzusehen ist. Für w = 3000 sind die Vektoren m1 = U 

und m2 sowie ihre Summe u. = m1 + m2 gezeichnet. 
Der Verlauf der Ortskurve zwischen den Punkten U8 = 0 für w = 0 

und U. = U für w = oo kann vom streng wissenschaftlichen Stand
punkt aus nur als gute Annäherung betrachtet werden, da Ohmsehe 
Widemtände mit steigender :Frequenz infolge des Skineffektes größer 
werden, Induktivitäten aber abnehmen. 

e) Ortskurve der Spannung am Kondensator bei veränderlicher 
Kreisfrequenz w. 

Die Kondensatorspannung ist 

u- ~ 1 
c-0jw0' 

bzw. mit dem Ausdruck (51) für den Strom 

1 

U = U _j_OJ_O --
c 1 

R + jwL + }~C 

Erweiterung mit j w C bringt für die zu erwartende Ortskurve 

1 
U"= UjwRC-w2 LC+l' 

von der zwei Punkte sofort bestimmt sind : 

(99) 

(100) 

(101) 

w = 0, Gleichstrom, liefert Uc = U, der Kondensator wirkt als 
Unterbrechung, an ihm liegt die gesamte, verfügbare Netzspannung. 

w = oo, Hochfrequenz, liefert Uc = 0. Jetzt wirkt der Kondensator 
als Kurzschluß, die Spannung an ihm ist Null. 
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Um (101) m Partialbrüche zerlegen zu können, schreiben wir 

u 
LC 

2 • R 1 
W-}WL-LC 

(102) 

und errechnen w1 und w 2 aus 

w2 - 1w_R- - 1- = 0 
I L LC . (82) 

Von den bereits im vorhergehenden Abschnitt diskutierten Lösungen 
scheiden wir die Doppelwurzel aus und zerlegen (102) 

u -rc 
u = c 

2 . R 1 
w - Jwy- LC 

Bildet man rechts den Hauptnenner und beachtet 

2 • R 1 _ ( ) ( ) w - J w y - L 0 - w - w1 w - w2 , 

so ergeben sich als Bestimmungsgleichungen für 1-ß und .C 

und hieraus 

\ß+O=O,) 
\ßw2 + üwl =LUG 

\ß - - n - _'! ---
- "'""- LC(w2 - w 1 ) • 

Man kann also schreiben 

u = u [-1 - _1_] 
c L 0 (w2 - w1 ) w - w1 u1 - W2 • 

Liegen festgegebene Verhältnisse vor, so ist 

\l( - __ f!____ 
~ - L 0 ( w2 - w1) 

(103) 

(87) 

(104) 

(105) 

(106) 

(107) 

em konstanter Faktor, der negativ reell oder negativ imaginär sein 
kann, je nachdem 

1 R 2 

LI = La - 4 Li :-"~ 0 

ist. Es erscheint demnach zweckmäßig, die Ortskurve 

~= 1 + 1 
w- wl w2- w 

(108) 

zu zeichnen und die Multiplikation mit \?{ als reine Maßstabsangelegen
heit zu behandeln. ~ setzt sich zusammen aus den beiden Kreisen 

lt~l = --1-
w- w 1 

(109) und (llO) 
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Die Ortskurve ist also wieder eine bizirkulare Quartik. Wir zeichnen 
sie für folgende Verhältnisse: 

U=lOOVolt, R=lOOhm, L=O,OOlH, C=20f.tF. 

Dann wird nach (83) 

und nach (107) 

w-15000 10000 

w1 = + j 5000 + 5000, 

w2 = + j 5000 - 5000 

2{ = -500000. 

15000 &0000 

Abb. 49. Ortskurve der Kondensatorspannung in einem Schwingungskreis bei \'Rriabler Kreii'· 
frcqnrnz co. 

Den Kreis 
l 

581 =-
w- 0)1 

legen wir zweckmäßig folgendermaßen fest: 

'b m l l + . l 
w = 0 ergl t ;cl = - -;;;-1 = - 10000 1 10000 ' 

w = oo ergibt 581 = 0, 

w = 5ooo ergibt 581 = - 15~öo = + j 10 ~00 . 

(lOH) 

Der Kreis 581 kann hiernach gezeichnet werden. Abb. 4!1. Die Skala 
für den Parameter w steht senkrecht auf der Verbindungslinie de~ 
Punktes w = oo mit dem Kreiszentrum J.l11 . 

Den Kreis 

(110) 
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legen wtr zweckmäßig so fest: 

ergibt 
1 1 1 

W= 0 \82 = = - 10000 - j 10000 ' w2 

OJ = 00 ergibt \82 = 0' 

ergibt 
1 2 

OJ = -5000 182 = j 5000 - 7 10000 ° 

Physikalisch ist w = - 5000 natürlich sinnlos, dagegen ist diese Wahl 
vom mathematischen Standpunkt aus sehr zweckmäßig. In Abb. 49 
ist auch der Kreis \82 gezeichnet. 

Bildet man \81 + \82 , so erhält man \8 = Uc/~. Um Uc selbst zu 
erhalten, hätte man \8 mit ~ zu multiplizieren. Da ~ < 0 war, käme 
dies auf eine Drehung um 180° hinaus, die man sich sparen kann. Es 
ist daher für w = 0 an \81 + \82 kurzerhand U angeschrieben, ebenso 
an die bizirkulare Quartik Uc statt Uc/9(. 

Für negative Kreisfrequenzen (physikalisch sinnlos) ergäbe sich eine 
zum Vektor U spiegelbildliche Ergänzung der bizirkularen Quartik. 
Denkt man sich diese gezeichnet, so sieht man, daß der Punkt w = oo 
eine Spitze der vollständigen Kurve darstellt. Über diesen singulären 
Punkt wird im theoretischen Teil zu berichten sein. 

Praktische Abweichungen von der gezeichneten Ortskurve treten 
außerhalb der Punkte w = 0 und w = oo auf, weil die Frequenz
abhängigkeit der Ohmsehen Widerstände und der Induktivitäten nicht 
berücksichtigt wurde. Es handelt sich also nur um eine Annäherung 
an die zu erwartende Ortskurve. 

B. Die Ortskurven des Lufttransformators. 
Bevor wir in die eigentliche Behandlung des Lufttransformators 

eintreten, erscheint es angezeigt, einige Streuungsbegriffe zu erläutern. 
In Abb. 50 sind zwei induktiv gekoppelte if1 15 f/1 11 1/Jcs 

Spulen gezeichnet. Ihre Windungszahlen sind .-. i 1 (-·- -· -i i; .-. 

w1 bzw. w 2 , die Ströme i 1 bzw. i 2 • Weiter i i · rv1 rvz . I 
sind die mittleren Windungsflüsse gezeichnet: I 1 i ß 

$ 1s ist mit allen Windungen w1 allein ver
kettet, 

(/>12 ist mit allen Windungen w1 und w2 

verkettet, 
$ 2s ist mit allen Windungen w2 allein ver. 

kettet. 

l._.!E __ . 
Abb. 50. Prinzipskizzp <I es Luft

transformators. 

Die magnetischen Widerstände für die Flüsse sind e1s, e12 bzw. e2,. 

Gibt man dem Ohmsehen Gesetz für den Magnetismus die Form 

Fl ß = Durchflutung 
u Magnetischer Widerstand ' 

(lll) 

Hnut'fP, Ortsknrn'u. 5 
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so gilt, da (/) 18 offenbar von i 1 allein erzeugt wird, 

(/J _ W1 i1 

ls- !!u. · (112) 

Ferner ergibt sich für den von beiden Durchflutungen erzeugten ge
meinsamen mittleren Windungsfluß 

und für den von i 2 allein erzeugten Fluß 

(/J2s = w2 i2 . 
!?2. 

Als Spulenfluß war definiert die Größe 

1JI = w (/J I0-8. 

Das ergibt für den primären Streuspulenfluß 
- w~ I0-8 . 

P1s = w1 (/J1s 10 8 =- -- z1 , 
!?u 

für den primären Nutzspulenfluß 

1u _ n. _ 8 _ wii0- 8 . + w1 w 2 I0- 8 . 
r 12 - W1 'P12 10 - - --- t1 t2 ' 

!?12 !?12 
für den sekundären Nutzspulenfluß 

P - . (/J I0-8- w1 w2I0-8. + wp0-8. 
21 - W2 12 - !?12 t1 !?12 t2 ' 

für den sekundären Streuspulenfluß 
- w~ I0-8 . 

P2s = w2 (/J2s 10 8 = -- ---- t 2 • 
!?2. 

Andererseits kann man folgende Proportionalitäten ansetzen 

P1s = L1s i1, 

P12 = L12 i1 + M21 i2, 

1J'21 = .M12 i1 + L21 i2 , 

P2s = L2si2, 

und findet durch Vergleich 

L1s = :u'ilO=:_"' l 
!?u 

w2 I0- 8 
L2s = · -2--

(!2• 

wi I0-8 
L12 = -- --

!?12 
w2 I0-8 

L21 = _2 __ , 

!?12 
w1 w2 I0- 8 

M21 = M12 = ___ _ 
e12 

(113) 

(114) 

(115) 

(116) 

(117) 

(118) 

(119) 

(116a) 

(ll7a) 

(118a) 

(119a) 

(120) 

(121) 

(122) 

(123) 
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Man bezeichnet L 18 als primäre Streuinduktivität, wL18 als primäre 
Streureaktanz. Analoges gilt für L 28 und wL28 . L 12 heißt primäre Nutz
induktivität, wL12 primäre Nutzreaktanz. Analoges gilt für L 21 und 
wL21 . Schließlich bezeichnet man M 12 = M 21 = M als Gegeninduk
tivität, wM als Wechselreaktanz. 

Aus Abb. 50 ist für die totalen mittleren Windungsflüsse ohne 
weiteres abzulesen 

<P1 = <Pls + <P12'} 
<!J2 = <P2s + <!J21 · 

Für die totalen Spulenflüsse erhält man daher 

1u _ n. 10_ 8 _ 'll!_i_!{)::-8 • + wi 10 ... ~. + w1 w2 I0- 8 • 
r 1 - W1 Y~1 - ~1 ~I ~2 ' 

flu fl12 fl12 

p2 = w2 <P2 w-s = U>Ll()~ ... s i2 + w2 wl I0-8 il + 'UJJ!Q-_s i2 ' 
flzs fl12 fl12 

und man kann schreiben 

wenn man definiert 

P 1 = L 1 i 1 + M i 2 , 

p2 = M il + L2 i2 ' 

L 1 = L1 s + L 12 , } 

L2 = L2s + L21. 

(124) 

(125) 

(126) 

(125a) 

(126a) 

(127) 

L 1 und L 2 sind die totalen Induktivitäten, wL1 und wL2 die totalen 
Reaktanzen. 

Folgende wichtige Beziehungen sind ablesbar: aus (121) und (122) 

(128) 

aus (121) bis (123) 
L 12 · L 21 = M 2 • (129) 

Mit Rücksicht hierauf folgt aus dem Gleichungspaar (127), daß prak
tisch stets 

(130) 
Behn-Eschenburg setzte 

M 2 = L 1 L 2 (I- a) (131) 

und nannte a den "Koeffizienten der totalen Streuung". 
Außerdem existiert die Schreibweise 

M2 = k2L1L2. (132) 
k heißt "Kopplungsfaktor". Zwischen k und a bestehen die Beziehungen 

k2 =1-a, 

k=f1-a, 

a=l-k2 • 

5* 

(133) 

(134) 
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In der nachfolgenden Tabelle sind Extremwerte von k und a und ihr 
physikalischer Sinn zusammengestellt: 

k= 0 

U= 1 0 

Physikalischer Sinn Die Spulen beeinflussen Die Spulen sind streuungs-
sich nicht los miteinander gekoppelt 

Hopkinson definierte als "Streukoeffizienten" den Quotienten 

C/Jguoml v--
- (/J nutzbar • 

(135) 

v kann also Werte zwischen 1 und oo annehmen. In Verfolgung dieses 
Gedankens definierte Blonde! als "primären Streukoeffizienten" bei 
stromloser Sekundärspule 

Wegen i 2 = 0 wird nun auch 

und mit Rücksicht auf (125a) und (ll7a) 

LI 
VI= Ll2. 

Analog folgt der sekundäre Streukoeffizient 

L2 
v2=r· 

2I 

Aus (137) lassen sich noch folgende Beziehungen ableiten 

Analog ergeben sich 

LI= v1 L 12 = vi (L1 - LI 8 ), 

LI• vi- 1 
L; -v;_-, 
LI• 1 
LI2 =VI- . 

Multipliziert man (137) und (138), so wird 

LI L2 1 
VI 1'2 = LI2 L21 = 1-=- u ' 

jJij/2- 1 
(]= ' 

Vll'2 

(136) 

(137) 

(13R) 

(139) 

(140) 

(141) 

(142) 

(143) 
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oder auch 

(144) 

Heyland setzte den Verlust durch Streuung ins Verhältnis zum Nutz
fluß, wobei wieder der Sekundärstrom zu Null angenommen wurde, 
und erhielt als "primären Streufaktor" 

lbl• 
il = (j). 

12 

r 1 kann also Werte zwischen 0 und oo annehmen. 
Wegen i 2 = 0 folgt auch 

und mit (ll6a) und (ll7a) 

Lu 
·~=-L . 

12 

Der sekundäre Streufaktor wird entsprechend 

Aus (146) läßt sich ableiten 

itLt2=Lls=ii(LI-Lis), 

Ll• Tl 
--y;; = l +Tl' 

Ll r= 1 +•t· 
12 

Analog ergeben sich 
L2, T2 
L 2 i +T;;' 
L2 
y-= 1 +•2· 

21 

Der Vergleich von (137) mit (149) bringt sofort 

~·1 = 1 + il' } 

v2 = 1 + r 2 , 

(143) liefert dann 

r 1 = v1 - 1, } 
.2 = ~·2- 1. 

(l+Tl)(l+T2)-l 
(l +-Tl)(l-tT;)-

Tl+ T2 + T1 T2 
r=t--7:1 + T2 + T1 T2 • 

(145) 

(146) 

(147) 

(148} 

(149) 

(150) 

(151) 

(152) 

(153) 

(154) 
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Da r 1 und r 2 in der Starkstromtechnik meist sehr kleine Zahlen sind, 
genügt die Näherung 

(155) 

(144) bringt 
l 

- - --- ---~---

l(l +Tl) (l + T2) 
(156) 

exakt bzw. für die in Frage kommenden Fälle die Näherung 

l 
(157) 

Meßbar sind unmittelbar die totalen Induktivitäten L 1 und L 2 und die 
Gegeninduktivität M. Liegt nämlich die Spannung U1 an der primären 

A 

8 

ALu. 51. Schaltbild des Luft· 
transformators. 

Spule, und ist deren Kupferwiderstand R1 , 

so ist der aufgenommene Leerlaufstrom wegen 

U1 = S'1 (R1 + jwL1 ), (158) 

J - u1 (159) 
1 - fRi+ w 2 Li 

Sind U 1 , J 1 , R1 und w bekannt, so läßt 
sich L 1 berechnen. In der Sekundärspule 
entsteht eine meßbare EMK 

~2 =- jwMS'1 
von der Größe 

E2 = wM J 1 , 

(160) 

(161) 

aus der M errechnet werden kann. 
Sind die Windungszahlen bekannt, so lassen sich weiterhin errechnen 

wie aus (121) und (123) durch Division folgt. Dann ist 

Lls = L1- L12 
usw. 

(162) 

Wir stellen jetzt die Gleichungen für den Lufttransformator (Abb. 51) 
auf. Primärseitig liegt er am Netz, sekundär ist er mit dem Riebt. 
widerstand 

.8 = R + j X = Z si 'f 

belastet. Es kann allgemein 

X= wL- - 1 
wO 

(163) 

(164) 

angenommen werden. Der Riebtwiderstand ändere sich gemäß dem 
Gesetz 

(165) 
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Das Faradaysche Induktionsgesetz (11) 

..J;e = ..J;iR + ,L1t 
erhält für die Zeitvektoren die Fassung 

.2~ = .23R +_LU 

und ergibt in Anwendung auf die Primärseite 

71 

(11) 

(166) 

- jwL131 - jwM32 = 31R1 + UBA• (167a) 

und in Anwendung auf die Sekundärseite 

- jwL232- jwM31 = 32R2 + UaD = J2(R2 + .8). (l68a) 

Wir schreiben wie früher (50) 

UBA =- UAB=- u 
und erhalten nach Ordnung der Gleichungen (167 a) und (168a) 

U = 31 (R1 + jwL1) + jwM32 , (167) 

0 = 32 (R2 + jwL2 + 3) + jw11IS1. (168) 

a) Die Ortskurve des Primiirstromes. 
Die Primärspannung U sei konstant, der Riebtwiderstand gemäß 

(165) veränderlich. Wir eliminieren 32 mit Hilfe von (168) aus (167) 
und erhalten 

U = 31 [<R1 + jwL1) + ]l2 + ~~~: + g] 
_ ~ (Rt + i w Lt)(Rz + i w Lz + 3) + ro2 1ll 2 

- ~1 -- Rz + i w Lz + g --
- 3 0_!_±i (I)_ L1)(R2 + 3) + 1!1 fw L2~_ro2 ~. L_2+ ro2 1l12 
- 1 R2 + i w L2 + 3 . 

Beachtet man (131), so wird 

U _ ~ (Rt + i w L1)(R2 + ß) + Rti w L2 - w 2 Lt L2 a 
- "-h R2 + i w L2 + g 

bzw. mit 
- w2 L 1 L2 a = + j2 w2 L 1 L 2 a, (169) 

U _ (\ (Rt + i w Lt)(Rz + 3) + (Rt + j w Lt O") i w L2 
- ~1 R2 + j w L~ + 3 ' 

~ _ U R2+iwL2+Pßo (rO) 
v1 - (Rl + i w Lt) R2 + (Rl + i w L1 a) i w L2 + (Rl + i w Lt) P So · 1 

Die Gleichung hat die Form 

~ = a + bp (54) 
c+ bp · 

Der Primärstrom beschreibt also unter dem Einfluß der vorausgesetzten 
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Änderung von 3 einen Kreis allgemeiner Lage. Seine Festlegung ge
schieht folgendermaßen: 

p = oo bedeutet Leerlauf, hierfür wird 

~~" = u :R~+_!fw L1 • 

p = 0 bedeutet Kurzschluß, hierfür wird 

~~ = U ---- . R2 + j w L2 - - -
" (R1 + j w Lt) R2 + (R1 + j w L1 a) j w L 2 • 

(171) 

(172) 

~li. kann durch Strom-, Spannungs- und Leistungsmessungen beim 
Leerlaufversuch hinsichtlich Größe und Phase festgelegt werden. 

/) 

/ 

I 

I 

I 

. / /-·- ........... 

I 
I 

I 
I 

I 

I'ZJ 
I 

Abb. 52. Zur Auftindung des Zentrums M r des Primärstromkreises eines Lufttransformators. 

~1 ,. ergibt sich im Kurzschlußversuch auf Grund derselben Messungen 
und mit Hilfe einer einfachen Extrapolation, da man nicht bei normaler 
Primärspannung wird kurzschließen können. 

Zeichnet man U, ~li. und ~1 " auf, so muß das Zentrum J11 des 
Primärstromkreises auf der Mittelsenkrechten von lB,,. liegen (Abb. 52). 

Einen weiteren geometrischen Ort für das Kreiszentrum M 1 finden 
wir durch folgende Überlegungen: 

Der Strom ~11. gehört dem Kreise 

lB = U Rt+:wL1 p (17:3) 

an. Für p = 1 wird nämlich lB - ~11.· Für p = 0 wird lB = ~, der 
1 

Absolutwert dieses Vektors ist der größtmögliche, der Kreis (173) hat 

also lB = ~ zum Durchmesser und kann gezeichnet werden (Abb. 52). 
1 

Das Zentrum M 0 findet man nämlich auf U oder dessen Verlängerung, 
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wenn man in P;. nochmals fP1 ;. an 3u anträgt. Dieser Kreis ~hat eine 
ganz bestimmte Lage zu dem gesuchten Kreis (170) für 31 . Bestimmt 
man die Tangentenrichtung für ~. so wird allgemein 

diB - UjwL1 
dp (R;·F]wL1 p)2 ( 174) 

und speziell für p = 1 in P1. 

(diB) = -- UjwL1 
\dp p=l (R1 + i w L1)2 . 

Führt man einige Abkürzungen ein: 

51 = R1 + j w L1 für den Riebtwiderstand der Primärspule, I 
52 = R2 + j w L2 für den Riebtwiderstand der Sekundärspule, 

(R1 + j w L1) R2 + (R1 + j w L1 a) j w L 2 
5,. = ---· R2 +fwL2 

(175) 

(176) 

für den Riebtwiderstand des sekundär kurzgeschlossenen Transforma
tors, so kann man schreiben 

(175a) 

und für (170) 

~ - u 02 + p .s_!___ (170 ) 
"-h - 3" 02 + 31 P .So · a 

Dann wird die Tangentenrichtung für (170a) allgemein bestimmt durch 

d~1 = U .So 32(3"- 31) 
dp (3x32 + 31P 3o)2 

(177) 

und für den Leerlaufspunkt p = oo speziell durch 

p2 d3l = U .Bo32(3"-3I)
2

• 

dp (~plJ2 + o1.So) 
(178) 

)Ian erhält 

(179) 

Bildet man 

(p2~31) ·(diB) = 32(3"-31) 
dplp=ro· dp p=l -jwL1.So' 

(180) 

so ergibt die Auswertung mit Hilfe von (176) 

(P 2 d31 ) : (d~) = jwL2(1 ~-a) = roL2(1-a) ej,(90 _'1'>. (181) 
dp p~oo dp p=l ßo Zu 

Wir setzen 
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~31 ist ein Vektor, der durch den Punkt P;,. hindurchgeht und die 
Richtung der Tangente an den Kreis für ~1 in P1. hat. Ferner ist 

%)!! - (d~) 
- dp p~l 

ein Vektor durch den Punkt P1_, der die Richtung der Tangente an 
den Kreis jß hat. Dann besagt die Gleichung (181) 

%31 = w Lz ( 1 -:-_ a) si(90-r) 
%)!! Zo ' 

(181 a) 

daß beide Tangenten einen Winkel 90 ° - cp miteinander einschließen. 
Insbesondere schneiden sich also Kreis (170) und Kreis (173) bei rein 
Ohmscher Hekundärlast orthogonal. 

{/ 

Abb. :>3. Der Ortsvektor 
und seine Komponenten 
nach dem ZentrumM 1 des 
Primärstromkreises einrs 

Lufttransformatore. 

In Abb. 52 sind gezeichnet 
die Primärspannung U, 
der primäre Leerlaufstrom 3u. mit ffJu Nach

eiJung gegen U, 
die Tangente %)!! an den lß-Kreis in P1.• Sie 

steht senkrecht auf dem Kreisradius P1. M 0 , 

die Tangente %31 an den 31-Kreis in P1.• Sie 
hat gemäß (181a) 90°-q; Voreilung vor%)!!. 

Der zweite geometrische Ort für das Zen
trum M1 des 31-Kreises ist nun die Senkrechte 
auf %3, in P1.. Man sieht sofort, daß der Winkel 
zwischen P1. M 0 und %31 cp sein muß. Trägt man 
also in P;,. an P1.M0 den Winkel 90° + cp an, so ist 
sein freier Schenkel geometrischer Ort für M 1 • 

Damit liegt der Kreis des Primärstromes fest. 
Speziell für rein Ohmsehe Sekundärlast wird P 1. M 1 ..L P;,. M 0 , M 1 

liegt auf %)!! (Abb. 52). Für diesen Fall ist es nützlich, den Ortsvektor 
m1 = OM1 nach dem Kreiszentrum zu berechnen. Wegen Annahme 
rem Ohmscher Belastung wird aus (163) und (165) 

und hiermit aus (170a) 
.8 = pR 

~ - U ~2+ pR 
~1- ~~<~2+~tpR" 

Der Vergleich mit (54) bringt 

fJ =UR, 

b =51 R, 

(182) 

(170b) 

sodann die Benutzung von (69) nach einfachen Zwischenrechnungen 

_ a bk- b ck _ U 2R1 - j wL1 (1 + a) 
1111 -cbk-ckb- 2(Rr+w2 L'fa) · 

(183) 
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Die Komponente in Richtung von U ist 

U 2R1 

mu = 2 (R~ + w2 L{er) · 

Die Komponente senkrecht zu U ist 

w Ld1 +er) 
ml2 = U 2 (Ri + w2 Li er) ' 

Abb. 53. Hieraus folgt sofort 

m.1~ = w L 1 (1 +er) _ t l + rr 
mu 2 R1 - gcpo. 2 ' 

oder 
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a= 2ml2 -1. 
rnu tg lf'u (184) 

Aus der Lage des Kreiszentrums M 1 für rein Ohmsehe Last ist also 
der Koeffizient a der totalen Streuung bestimmbar. 

b) Die Ortskurye des Sekundärstromes. 
(168) ergibt 

und mit (170) 

n- U - j wM (185) 
<\52 = (R1 + j w L1) R 2 + (R1 + j w L1 er) j w L2 + (R1 + j w L1) p ,30 • 

Mit den Abkürzungen (176) kann man schreiben 

~ =U -jw1W 
~2 3" 32 + 31 P 3o · 

Die Gleichung hat die Form 
1 

~~=c+bp" 

(186) 

(52) 

32 beschreibt also einen Kreis durch den Ursprung 0. Seine Fest.legung 
geschieht folgendermaßen: 

p = oo, Leerlauf, bringt ,S2 = 0, 
p = 0, Kurzschluß, bringt 

,S = U - f(I)}I (187) 
2 " 3x 32 

Praktisch kann man J 2 " aus dem Stromübersetzungs,·erhältnis nach 
einem Extrapolationsverfahren finden, über die Phase YOll s:!" gibt die 
folgende Rechnung Aufschluß: 

Gemäß Abb. 52 ist 
So.+ ~;. .. = S1 .. , 

~ - n- ~ - u 31 - 5" 
;.,. - <\5lx- '\.h.<.- . 513" -. (188) 



76 Ortskurven der Starkstromtechnik. 

Dividiert man (187) und (188), so wird 

32" --jwllf,h 
~h cr2(3;=3~) 

und nach einfachen Zwischenrechnungen 

bzw. 

u 

_S2><: _ ~ 1:j(90 + rdl 
~;."- wlff ' 

(189) 

32 ,. = ~;.,.·const·si\90 +'/l!.l. (l89a) 

32 ,. eilt demnach um 90 + rp 1 ;. gegen 
~i.x vorauf. Die Mittelsenkrechte aufS~" 

pk ist erster geometrischer Ort für das Zen
trum M 2 des 32-Kreises (Abb. 54). 

Einen weiteren geometrischen Ort für 
M 2 gewinnen wir, wenn wir im Leerlaufs
punkt (p = oo) die Tangentenrichtung 
des 32-Kreises berechnen. Aus (186) folgt 
allgemein 

d 32 j w 1lf u cri .So 
dp = (3" 32 + cri p .8o)2 ' (190) 

bzw. 
2 d 32 j w 1lf U 31 .So p - = -- -~~- . -- ' 

dp (3;cr2+31.8oY 
(190a) 

daher speziell im Punkte p = oo 

..l.bb. 54. Ortskurve des Sekundärstromes 
J 2 de' Lufttransformators bei variabler 

Sekundärlast ß=pZocir. 

(P2 d32) =jw.'lf_U 
dp p=oo 31 .So 

wMU. = __ s1(90-r, ,-r) (191) 
z1 Zo 

Die Tangente ~3• im Punkte 0 eilt also vor U um den Winkel90 -rp 1 ;. -cp 
voraus (dieser Winkel wird in den meisten Fällen negativ sein), der 
zugehörige Berührungsradius des 32-Kreises also um den Winkel 
180 -rpu -q; (Abb. 54). Der Kreis des Sekundärstromes 32 ist dort 
vollständig eingezeichnet. 

c) Die Ortskurve der Sekundärspannung. 
Es ist 

Mit (186) wird 

(193) hat die Form 

U2 = U - j w M p .8u . 
5" 32 + 31 P .So 

bp 
~~ = c + bp. 

(192) 

(193) 
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U2 beschreibt daher einen Kreis, der für p = 0 durch den Ursprung 0 
geht. Zu seiner Festlegung dienen die Sonderwerte: 

p = oo , Leerlauf 

U2a = u -j w 111 = 
31 

u2i. eilt also um 90 + CfJli. 

hinter U nach, U 2 ;. kann 
gemessen werden. Die Mit
telsenkrechte auf u2 i. ist 
erster geometrischer Ort 
für das Zentrum M 3 des 
U2-Kreises (Abb. 55). 

p = 0, Kurzschluß, 
U2"=0. 

Um einen weiteren geo
metrischen Ort für M 3 

zu finden, errechnen wir 
aus (193) 

(dll2 ) 
dp- p=U 

-jw~lfU,80 (195) 
3x 32 

und finden durch Vergleich 
mit (187) 

OT OJ Jll -1"(90 ' ) --8 .".,),. 
zl 

(194) 

1/ 

-----........ __ _ 
·-·-..... -·-

·-·-·-·-·-- -·-·-·--·-·-·:~:::::::.-.::~. 

Abb. 55. Ortskun·e <.Irr SeL:undärspanuun!! 
u. des Lufttransformators bei variahier 

Srkuntlärlnst B = pZo ,i 'f. 

(196) 

Die Tangente :t'u2 im Punkte 0 (p = 0) eilt also um Cf vor ,S2 " Yoraus 
(Abb. 55). Die Senkrechte auf :t'u2 in 0 ist zweiter geometrischer Ort 
für M 3 • In Abb. 55 ist der Kreis der Sekundärspannung vollständig 
gezeichnet. 

d) Dir fbersicht über sämtliche Strom- und 
Spannungsverhältnisse. 

Sie läßt sich erleichtern, wenn man nach Festlegung des Kreises 
für den Primärstrom ,31 einige neue Vektoren definiert. In Abb. 5ti 
sind nochmals gezeichnet: 

Die Primärspannung U, 
der primäre Leerlaufstrom S'!i. mit cp1 ; . .Nacheilung gegen F, 
der primäre Kurzschlußstrom .J1 " mit (/JJ>< Nacheilung gegen U, 
der Kreis ~ [(173)], 
der Kreis für .J1 , und zwar diesmal für rein Ohms<'he Last, so daß 
er den ~-Kreis in P;. m·thogonal schneidet. 
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l8;.,. = P;. P,., 
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~ 

ein beliebiger Primärstrom ,31 = 0 P, 
-)> -)> 

die Vektoren ~1 = P1_P und ~2 = P"P. 

/ 
/ 

/ 

' ' ---/ 

/ 

' Der Vektor ~1 ist definiert 
I 
' durch 
\QJ 

I 
I 

I 

1 S1 = 3u. + l81 ' 
I 

I 
I 
I 

I 
I 

l81 = S'1- 31;. 
J7 = U 32_+_P_So . _ U _!_ 

5x 32 + 31 P So 31 . 

Nach einiger Umformung erhält 
man unter Benutzung von (176) 
und (131) 

- w2Jlf2 1 
l81 = - 3;-- u 3x ad.: o1 P So • 

Mit Rücksicht auf (186) 
auch 

(197) 

wird 

(198) 
..I.IJIJ. 56. Ortskurven lies Lufttransformators. 
Primärstrom 3, und die ncuen Vektoren !Bt ~1 stellt demnach den mit einem 

und ~2-
konstanten Drehstrecker multi-

plizierten Sekundärstrom ,32 dar. Speziell für Kurzschluß wird 

~1" == 58;.,. 
und man erhält 

(l89a) 

ein schon früher gefundenes Resultat. 
Der Vektor ~2 ist definiert durch 

31 = 31>< + 582, 

~2 = S1- S'1x 
= U h2 + P So _ U !__ • 

3x 32 + 31 P 3o 3x 

Die Ausrechnung ergibt 

~2 = _w2 M:__ U p So 
32 D>< 3x 32 + 31 P So 

(199) 

und der Vergleich mit (193) 

m - !')2M2 U2 .. - w M +f(90-<p- -<p > U 
;o2 - . ,1 - e 2 .< t>< 2 • 

Ö 2 hx - 1 W -'1. Z2 Zx 
(200) 
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m2 stellt demnach die mit einem konstanten Drehstrecker multipli
zierte Sekundärspannung U2 dar. 

Speziell für Leerlauf wird l'urumeler.s!raiv 

m2=- m;.,., 
und man erhält 

U2 ;. eilt daher um 90 + cp2 ;. + cp1 ;. 

gegen m;.,. vor. 
Wir haben jetzt den Vorteil ge

wonnen, daß eine Parameterskala für 
alle Größen ausreicht. Sie steht senk
recht auf der Zentralen P 1.M1 • 

Kürzen wir die Drehstrecker 

(202) 

-·-

Abb. 57. Ortskurven deo Lufttransforma
tors. Primärstrom 3'1, Sekundärstrom S'z, 

Sekundärspannung U2, 
Belastung B ~ pZoei'P. 

ab, so ergibt sich als vollständiges Diagramm die Abb. 57. 

e) Der Resonanztransformator. 
Für den rein kapazitiv 

ergibt die Anwendung der 
bisherigen Entwicklungen die 
Abb. 58. Es ist 

-j .8 = p .80 = w 0 . {203) 

p = 0 entspricht 
p = oo entspricht 
ferner ist 

cp = - goo, 

0=00, 
c =0, 

daher fallen die Tangenten an 
denm- bzw.~·h-KreisinP1.zu
sammen, M 1 liegt auf P;. M 0 • 

Der Vektor des maximal 
möglichen. Betriebsstromes 
geht durch das Kreiszentrum 
des Kurzschlußstromes. 

belasteten, sog. Resonanztransformator 

~"' 

I 
I 

I 

I 

I 

I 

Abb. 58. Ortokurven des Resonanztranoformators. 

I 

M 1 und ist größer als der Vektor 01 " 

I 
'l.l 
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_".. 

Der Sekundärstrom kann durch P;. P = ~ 32 gemessen werden. Liegt P 
auf PlM 1 , so ist der Sekundärstrom der maximal mögliche, er ist größer 

--)> 

als der sekundäre Kurzschlußstrom, der durch~;_"= P;_P" = ~(32 " ge
messen werden kann. 

--)> 

Die Sekundärspannung kann durch P" P = 58 U:! gemessen werden. 
Liegt P auf P"M1 , so ist die Sekundärspannung die größtmögliche __ ,.. 
und größer als die Leerlaufspannung, die durch P" P;. = - 58;_" = 58 U2 ;_ 

gemessen werden kann. 

f) Primärstrom bei Änderung des Phasenwinkels der Belastung. 
Bisher war angenommen, daß sich der Riebtwiderstand der Belastung 

nach dem Gesetz 
(165) 

ändern sollte, daß also bei konstantem Phasenwinkel q; der Absolut
wert Z nach der Vorschrift 

Z=pZ0 

veränderlich sei. Im Gegensatz hierzu schreiben wir nunmehr eine 
andere Änderungsmöglichkeit vor, nämlich 

.8 = Z si'r. (204) 

Es soll also der Absolutwert Z konstant bleiben, die Phase cp aber ver
änderlich sein. Man erhält dann aus (l70a) 

(205) 

Substituiert man 

~1 = 58 ' u 32 = a' u z = b ' 3x 32 = c' 31 z = b ' 
so lautet die Gleichung der Ortskurve formal 

~ = a + b d"' (206) 
c + b e1"' 

Hieran fällt sofort auf, daß statt eines Faktorenparameters p ein Winkel
parameter p auftritt. (206) läßt sich jedoch transformieren mit Hilfe 
der folgenden Substitution: Man kann setzen 

_", 

l + ' ~-~) rp L . ' rp (20-) JP = rs- = rcos--2 -, JTSm-2-. 1 

p und r sind dann durch -~- vollständig bestimmt. Die Spaltung der 

komplexen Gleichung bringt nämlich 
rp 

l = rcos -2 , 

. rp 
p = rsm 2 , 
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woraus p = tg ~ und r = p + p2 

folgen. Weiterhin ist notwendig 

so daß 
!_j- jp = eirr 
1- jp . 

81 

(208) 

(209) 

In der nachfolgenden Tabelle sind einige leicht nachzurechnende 
zusammengehörige Werte von q; und p zusammengestellt: 

p 0 F ±oo -1 0 

rp oo + 180° + 270° --;- 360° 0 

(=- 180°) (==- 90°) 

:Führt man (209) in (206) ein, so wird nach einfacher Zwischenrechnung 

(a + b) + j(b- a)p 
~=Tc-+bY+-nb~-c)p· (210) 

Man erkennt hierin die Form (54), die Ortskurve des Stromes ist also 
wieder ein Kreis. 

Diese Tatsache ist aus der Gleichung 

~-V ßs+B 
'\.h- 3x3s+313 

(170 a) 

auf Grund der Theorie der Abbildungen ohne weiteres einzusehen: In 
einer 3-Ebene mit R- und X-Achse ist 

.8 = Z ei<r (204) 

bei konstantem Z, aber variablem q; ein Kreis. 
Nun ist ~1 eine komplexe Funktion g: von ß, wir schreiben 

~1 = g: (.8) 
und stellen ~1 in einer ~1-Ebene mit Wirk- und Blindstromachse dar. 
Jedem Punkt der .3-Kurve entspricht dann ein Punkt der ~1-Kurve, 
die Ortskurve von ~1 ist eine durch die Funktion g: (3) vermittelte Ab
bildung der 3-Kurve. Diese Funktion g: (3) ist aber in dem vorliegenden 
Fall eine lineare gebrochene und hat als solche die Eigenschaft, daß sie 
eine konforme Abbildung bewirkt, d. h. Kreise wieder in Kreise über
führt. 

Andert sich .8 gemäß dem Ansatz 

& = Pßo, (165) 

so ist die Darstellung von .8 in der .3-Ebene eine Gerade, in w-eiterem 
Sinne also ein Kreis vom Radius oo. 

Hauffe, OrtsJ.:urwn. 6 



82 Ortskurven der Starkstromtechnik. 

Die Festlegung des Kreises (210) geschieht zweckmäßig durch die 
Werte 

p = 0, rp = 0°, .8 ist rein ohmisch, 
p = 1, rp = + 900, .8 ist rein induktiv, 
p = - 1, rp = - 90°, .8 ist rein kapazitiv. 

Statt des letzten Punktes kann man auch den physikalisch zwar sinn
losen, rechnerisch aber bequemen Wert p = oc, rp = + 180° wählen. 

Zu beachten ist, daß der Kreis (210) Leerlauf- und Kurzschlußpunkt 
selbstverständlich nicht enthält. 

C. Die Ortskurven tler synchronen 
W echselstronunaschine. 

Die Bauart des synchronen Wechselstromgenerators setzen wir als 
bekannt voraus. Der rotierende Teil ist meist das gleichstromerregte 
Polrad, in dem somit meist feststehenden Anker ist die Wechselstrom
wicklung untergebracht. Ist an diese kein Verbraucher angeschlossen, 
so liegt Leerlauf vor, und es entsteht, wenn sich das erregte Polrad 
bewegt, die als Klemmenspannung Ul. meßbare Leerlaufs-EMK Q; i.. Sie 
ist eine EMK der Ruhe, in ruhender Wicklung dadurch erzeugt, daß 
gleichstromerregte Spulen ihre räumliche Lage zu ihr ändern (s. a. S. 23, 
IIID l.c)). Weiterhin hat sie als EMK der Ruhe 90° Nacheilung gegen 
den erzeugenden Fluß (/> (s. a. S. 25). In ilirer Größe ist sie von Dreh
zahl und Erregung abhängig, bleibt also konstant, solange sich diese 
beiden Größen nicht ändern. 

Schließt man einen Verbraucher 

8 =Zei'P (211) 

an die Wechselstromwicklung, so bildet sich ein Strom 3 aus, und es 
entsteht in dem induktiven Widerstand x = wl der Ankerwicklung 
ein induktiver Spannungsabfall 

jwl:J = jx3, 

in dem Kupferwiderstand r ein Ohmscher Spannungsabfall3r und end
lich im Verbraucher der Spannungsabfall 3.8- Alle diese Spannungs
abfälle hat die Leerlauf-EMK Q;l. zu decken, so daß gilt 

Q:1 = 3 (r + j x + .8) . (212) 

Die Induktivität l der Ankerwicklung hängt davon ab, wie stark sich 
das Eigenfeld des Ankerstromes ausbilden kann. Der magnetische Wider
stand hierfür ist praktisch konstant, wenn das Polrad als zylindrischer 
Induktor mit verteilter Erregerwicklung ausgeführt ist. Er ist ab&· mit 
der Phasenverschiebung rp des Verbrauchers .8 veränderlich, wenn das 
Polrad als Schenkelpolläufer ausgebildet ist. Um dies einzusehen, be-
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trachten wir in Abb. 59 eine Windung, welche durch einen vorbei
bewegten Nordpol induziert werde. Steht der Nordpol direkt unter der 
Windung, so ist der umfaßte Fluß 

(/>t = @max, 

und der sog. Spulenfluß, da die Windungszahl 1 ist, 

Pt= Pmax = @max ·I0- 8 , I 

und daher 1 ~mar 
0 () -- d'P,- 0 e- dt - · 

Sind Strom und Spannung in Phase, so ist 
auch 

ffi-r~ 
~! 

i = 0. i I 
Hat sich der Nordpol um eine Polteilung 
weiterbewegt, so steht der Südpol gerade 
unter der Windung und es ist e = 0 und 

Abi.>. ::>9. Zur Erläuterung dr' ver
iinder Iichen magnetischen Wider
standes für das Ankerfeld des 

Schenkelpo lläufef'. 

i = 0. In den Zwischenstellungen des Nordpols ist e > 0 und i > 0. 
Das Eigenfeld des Stromes kann sich aber nicht sehr stark ausbilden, 
da unserer betrachteten Windung vornehmlich die Pollücke gegenüber
steht. Ist der Verbraucher 3 ein induktiver, so eilt i hintere nach. In 

j der in Abb. 59 gezeichneten Stellung un-
({0V !cP~ seres Polrades ist also in der betrachte
@ t 4:!J ten Windung e = 0, i < 0, d. h. der Strom 

ist noch negativ und wird erst kurze Zeit 
später Null und dann positiv. In Abb. 60 
sind Windung, Pol und Eigenfeld gezeich
net. Man sieht, daß das Ankerfeld das 

Abb. 60. Die das 
Erregerfeld schwä
chende Wirkung 
rein induktiver 
Ankerströme beim 
Schenkelpolgenc-

rator. 

Erregerfeld schwächt. Ist der Verbraucher 
insbesondere nahezu rein induktiv, so ist 
in Abb. 60 i im negativen Maximum, das 
schwächende Ankerfeld ist stark wirksam, 
da der Windung der magnetisch gutleitende 
Pol gegenübersteht. 

Abb. 61. Die das 
Erregerfeld stär
kende Wirkung 
rein kapazitiver 
Ankerströme beim 
Schenkelpolgene-

rator. 

Ist der Verbraucher ein kapazitiver, so eilt i vor e vor. In der in 
Abb. 59 gezeichneten Stellung des Polrades ist für die betrachtete 
Windung e = 0, i > 0, d. h. der Strom hat bereits vor e positive Werte 
angenommen. Aus Abb. 61 ist ersichtlich, daß das Eigenfeld des Anker
stromes das Erregerfeld verstärkt. Für rein kapazitiven Verbraucher 
ist i im positiven Maximum, wenn der Nordpol unter der Windung 
steht, der magnetische Widerstand für die feldstärkende Wirkung des 
Ankerstromes ist klein. 

Vorläufig nehmen wir eine Maschine mit Zylinderinduktor an, so 
daß ;r = wl praktisch konstant bleibt. 

ü* 



84 Ortskurven der Starkstromtechnik. 

a) Ortskurve des Stromes bei variabler JJa!ilt. 
Die Belastung ändere sich nach dem Gesetz 

.8 = P.8o = PZoeirr · (165) 
Aus (212) folgt 

(21:3) 

Der Strom 3 beschreibt also einen Kreis durch den Ursprung. Seiner 
Festlegung dienen die Sonderwerte 

Ali,t 

l"fr für rp· :t-10 • 
I 

\ 
\ 
\ 

I 

\ 

A bb. 62. Ortskurve des Stromes 

S=O, p=oo, 

p=O, 

Es ist 

Leerlauf, 

Kurzschluß, C< - __§____ 
~"- r+ix · 

r + j x = 3 = z ei rrx 

der Riebtwiderstand (die Impedanz) der 
Ankerwicklung. Hiermit kann man auch 
schreiben 

(214) 

Der Kurzschlußstrom eilt hinter ~;. um 
q;,. nach. I. geometrischer Ort des ZentrumsM 1 

des Stromkreises ist also die Mittelsenkrechte 
auf .3',. (Abb. 62). 

Bildet man allgemein 
d3 - @:;..8o 
dp (r+fx-+pß~)2 ' 

(215) 

einer Wechselstrommaschine bei bzw. 
variabler Last :S = PZoei'P. 

- @:;..8o 

(r ~jx + .8o/ • 
(215a) 

so wird für den Leerlaufspunkt p = oo speziell 

(216) 

Die Tangente an den 3-Kreis hat also 180° - q; Voreilung vor ~i. 
(Abb. 62). Auf der Senkrechten zu ihr in 0 muß M1 ebenfalls liegen. 
Ohne weiteres lassen sich nun folgende Sonderlagen des Kreiszentrums 
M 1 einsehen: 

I. q; = 0°, induktionsfreie Last, M1 liegt auf der Senkrechten zu 
~i. in 0. 

2. q; = q;,., der Phasenwinkel der Belastung ist gleich dem Phasen
winkel der Ankerwicklung, M1 liegt auf der Mittelsenkrechten auf .3'" 
im Unendlichen, der ,3-Kreis degeneriert zur Geraden OP". 

3. q; = + 900, die Belastung ist rein induktiv, M1 liegt auf ~;.· 
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4. cp = - 90°, die Belastung ist rein kapazitiv, M 1 liegt ebenfalls 
auf ~i.· 

Die Fälle 3 und 4 sind in Abb. 63 gesondert dargestellt: Im Kurz
schlußfall ist 

C = oo bei kapazitiver Last, 
L = 0 bei induktiver Last. 

Mit steigender Entlastung muß der 
Leerlauf erreicht werden 

mit voreilendem Strom bei kapa
zitiver Last, 

mit nacheilendem Strom bei in
duktiver Last. 
Es ergibt sich somit, daß ein und 
derselbe Kreis Ortskurve des Stro
mes ist 

im oberen Teil für rein kapazi
tiven Betrieb, 

im unteren Teil für rein induk
tiven Betrieb. 

L=oo 

..l.bb. 63. Wechselstrommaschine mit reiner 
Blindlast. Ortskurve des Stromes. 

Die Parameterskalen sind in Abb. 63 eingetragen. Die Skala für G 
ist senkrecht auf P" M1 , die Skala für L senkrecht auf P1• M1 . Die 
Abbildung zeigt, daß bei kapazitiver Last Ströme erreicht werden kön
nen, die den Kurzschlußstrom wesentlich an Größe übertreffen. 

b) Ortskurve der Klemmenspannung bei vat•iabler La~t. 

Die Klemmenspannung ist 

(217) 
bzw. mit (213) 

(218) 

Sie beschreibt in Abhängigkeit der Belastung einen Kreis, der für 
p = 0, Kurzschluß, durch den Ursprung geht. Sonderwerte dieses Kreises 
sind 

p = 0, Kurzschluß, U = 0, 
p = oo, Leerlauf, U = ~ •. 

Das Zentrum M2 des U-Kreises liegt also auf der Mittelsenkrechten 
von ~~- (Abb. 64). 

Bildet man allgemein 

dU 
dp 

~1.80 (r + jx) 

(r + fx+ P8o)2 ' 
(219) 
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so ist speziell im Kurzschlußpunkt, p = 0, 

(dU) = l!;..8o = Q; ~o ei<,r-q") 
dpp=O r+ix '"z · 

~u 

--\Mzfvr 
rrr:t.900 --

(220) 

Abb. 64. Ortskurve der Klemmenspannung einer Wechselstrommaschine bei variabler Last 
8=PZoei'1'. 

Die Tangente an den U-Kreis hat also im Punkte 0 = P" rp- fP~< 
Voreilung vor Q;~.. In den meisten Fällen dürfte dieser Winkel negativ 

C'nimmlz't 

P. 
C'4J :.t 

L--t Lnimmlrr6· 

sein, so daß sich prak
tisch Nacheilung ergibt 
(Abb. 64). Die Senk
rechte auf der Tangente 
in 0 ist 2. geometrischer 
Ort für M 2• Folgende 
Sonderlagen von M 2 sind 
leicht zu erkennen. 

I. rp = oo, induktions
freie Last, M 2 liegt auf 
der Senkrechten zu 3". 

2. rp = rp", M 2 liegt 
auf der Mittelsenkrech
ten auf Q;;. im Unend
lichen, links von Q;;.. Der 

Abb. 65. Wechselstrommaschine mit reiner Blindlast. Ortskurve Kreis degeneriert zur 
drr Klcmroenspannung. 

Geraden P1. P". 
3. rp = + 90°, die Belastung ist rein induktiv. M 2 liegt auf 3" bzw. 

seiner Verlängerung. 
4. rp = - 900, die Belastung ist rein kapazitiv, M 2 liegt ebenfalls 

auf 3" bzw. der Verlängerung. 
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Für die Fälle 3 und 4 ist in Abb. 65 der U-Kreis nochmals gezeichnet. 
Der Teil links von~~- gilt für rein induktiven Betrieb. Zeichnet man 
nämlich gemäß (212) 

~i. = S'(r + jx) + U (212a) 

das Diagramm (Abb. 66), für rein induktiven Betrieb, so 
findet man stets U voreilend zu ~i.· Der Teil rechts von ~i. 
gilt für rein kapazitiven Betrieb. Es sind in diesem Falle 
Klemmenspannungen möglich, die die Leerlaufspannung an 
Größe weit übertreffen. 

c) Die Ortskurve der Anker-EMK bei 
veränderlicher Last. 

Man definiert gelegentlich als im Anker wirksame EMK 
die Größe 

~a= U +Sr. (221) 

Wäre der Kupferwiderstand r der Ankerwicklung Null, so 
wäre ~a mit der Klemmenspannung identisch. Praktisch ist 

jedoch ~a = S' (.8 + r) , 
bzw. mit dem Wert (213) von 3 

r + Pßo 
~a=~;.r+ix+P8o" 

~a beschreibt also im allgemeinen einen 
Kreis allgemeiner Lage, wenn p sich än
dert. Nur für den Sonderfall, daß Bo rein 
ohmisch ist , verschwindet ~a bei einem 
Parameterwert 

r 
P =- Zo' (223) .:.4.----·-· 

der allerdings eines physikalischen Sinnes 
entbehrt. Kreis (222) wird festgelegt durch 

p = oo, Leerlauf, ~a = ~i., 

(224) 

u 

~-'---~ 0=1 
Abb. 66. Dia-

gramm der 
Wechselstrom
maschine mit 
Zylinderläufer. 

(222) 

p = 0, K~rzs~l:ß, ) 
~a- ~}. + . - ~,.r, r JX Abb. 67. OrtskurYe der Anker-EMK 

f einer Wechselstrommaschine bei 
variabll'r Last .8 = pZ0 ,i 'T'. 

das Zentrum M3 des ~a-Kreises liegt also 
stets auf der Mittelsenkrechten auf P;. P" (Abb. 67). Berechnet man 
allgemein 

dQ;. g.jx ·- = ~}. --- -· ·-··· 
dp (r + jx + pß0 )2 ' 

(225) 
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so ergibt sich für den Kurzschlußpunkt, p = 0, 

(d<f.) = & .3oix . 
dp p=O !.(r+jx)2 ' 

(226) 

dafür können wir schreiben 

(d~~) = ~ i.3o~ = '1: Zox ei(90+rp-p,.). (227) 
dp p=O vxr+1X "-"' Z 

Die Tangente an den Q:a-Kreis im Punkte P" hat also (90 + q: - cp,J 
Voreilung vor 3"· Errichtet man auf ihr in P" die Senkrechte, so ist 
diese 2. geometrischer Ort für 21!3 (Abb. 67). Der Winkel OP" M 3 wird 
dann einfach cp" - cp. 

Da der Kreis für Q:a im allgemeinen weniger interessiert, begnügen 
wir uns mit diesen Andeutungen und wenden uns dem Parallelbetrieb 
der Synchronmaschinen zu. 

d) Ortskurve des Stromes bei Parallelbetrieb. 
Zeichnet man für beliebige Phasenverschiebung cp des Verbrauchers 

gemäß (212a) das Diagramm der Maschine auf (Abb. 68), so findet man 
für den Winkeloc zwischen&;. und U 

. J x cos rp - J r sin rp 
smoc = E 

l 
(228) 

Da praktisch r ~ x, kann man im Bereich mäßiger 
Phasenverschiebungen cp die Näherung setzen 

. Jxcosrp 
smoc~ E 

l 
(228a) 

Nun ist aber 

UJxcosrp = _x_N 
UEl UEl w· 

(229) 

Der Winkeloc, die Voreilung von Q:1 gegenüber U, ist so
Dia~~~:· der mit der Wirklast N w = U J cos cp direkt proportional. 

Wechselstrom· d d" M h · k maschine mit Hierbei ist angenommen, aß 1e asc ine mit onstan-
Zyllnderläufer. ter Erregung (E1• = const) auf ein Netz konstanter Span-

nung U arbeitet, denn nur dann ist der Proportionalitätsfaktor ·u~l 
eine Konstante. 

Es stehen also Q:1. und U in einem komplexen Verhältnis, für das 
man ansetzen kann 

Q":;. = qUei"'. (2:l0) 

Hierin ist IX variabel. Setzt man (230) in 

&;.=S'(r+jx)+U (212a) 
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ein, so wird 
U(qeicx- 1) = ~(r + jx) = ~3, 

"- u ( 0 1 ZS = -- qeJrx- ) • 
5 

Man könnte in (231) den Winkelparameter oc 
durch den Faktorenparameter p ersetzen, wenn 
man die Substitution 

1 + jp = eicx (209) 
1- jp 

(IV Bf) S. 81) einführt. Indessen ist aus (231) so
fort abzulesen, daß die Ortskurve des Stromes 
ein Kreis ist, dessen Ortsvektor nach dem Zen
trum durch 

111= (232) 

gegeben ist und dessen Radius die Größe 

U E, 
r = z q = -z- (233) 

(231) 

A 
u 

hat (Abb. 69). Auf den physikalischen Sinn der _\IJL>. 69· Di<' Ort.skurve de,Stromes der \Vechselstrom-
U maschine im Parallelbetrieb. 

Größe m = - -werden wir im Abschnitt f ein
z 

gehen. E1jz ist der Kurzschlußstrom des Synchrongenerators bei be
triebsmäßiger Erregung. 

e) Leistungslinien. 
In 

~i. = Z\(r + jx) + U 

kann man für den Strom schreiben 

Hiernach ist 

(212a) 

(234) 

(235) 

in Phase mit der Klemmenspannung U, also der Wirkstrom. Er bleibt 
für eine parallel arbeitende Maschine konstant, solange ihr Antrieb 
konstant bleibt. Ferner ist 

(236) 

der Blindstrom, der je nach dem Vorzeichen von b um 90° gegen U vor
oder nacheilt. b ändert seine Größe mit der Erregung, denn bekanntlich 
wird bei einer Synchronmaschine im Parallelbetrieb mit einem Netz 
konstanter Spannung nur der Blindstrom durch Variation der Erregung 
beeinflu ßt. 

u 
T 
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(234) in (212a) eingesetzt, ergibt 

~i. = U[1 + (r + jx) (a + jb)] = U(1 + a3 + jb3). (237) 

Die Ortskurve für ~~ in Abhängigkeit von b ist eine Gerade, die Lei

stungslinie für die Leistung N = N 1 . Sie kann sofort gezeichnet werden, 

wenn man für (237) schreibt 

~~- = U + azUei?x+ bzUeH90+rp,.), (237a) 

Abb. 70. Die beste Erregung ist die für b = 0, 
man findet für sie 

~i.opt = U + azUei'rx. (238) 

Für die Leistung Null ist a = 0, die entspre

chende Leistungslinie geht durch den Endpunkt 

des Vektors U. 

f) Der Synchronmotor. 
Für die Schaltung der Abb. 71 ergibt das 

Faradaysche Induktionsgesetz 

tJ .2~ = .23 R +.LU, (166) 
Abb. 70. Leistung~linien rler 

Wechselstrommaschine. ~1- jSx =Sr+ UBA= Sr+ U, 
~1 = S (r + jx) + U. (212a) 

Formal besteht also kein Unterschied gegenüber dem Generatorbetrieb 

in der symbolischen Gleichung. Betrachtet man nun die Näherung 

. X u 
s1not 1'::::! ·u E1 1vw, (229) 

so ergibt 

A 

sich ot<0° für Nw <0, d. h., bei Motorbetrieb eilt~~- im 

wesentlichen gegen U nach. Weiter wird S gegen U 

~=::;;::::b=:Q;rv um einen Winkel cp nacheilend, für den gilt 
u 8 f' ~ 90° < cp < 270°, 

und zwar hat man im wesentlichen 

Abb. 71. Schaltschema 
des Synchronmotors. 

90° < cp < 180° 

bei E1. > U (Übererregung), und 

180° < cp < 2700 

bei E;. < U (Untererregung). 

Praktisch liegen die Verhältnisse so, daß ein Motor mit konstanter 

Erregung an einem Netz konstanter Spannung U arbeitet, man kann 

also wieder setzen 
~1 = qU eirx, 

worin jetzt ot negativ ist, und erhält aus (212a.) 

(\< u . 
-'5 = 3 (qe1<X- 1}, 

(230) 

(231) 
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d. h. wieder den Kreis (Abb. 69) mit dem Ortsvektor 

u m= --~ 
5 

nach dem Zentrum und dem Radius der Größe 

U E!. 
r=z_q=z_-· 

6'enert71oroelrreo 

cosrp KII,!Jt7Ziliv 
cosp tiltlvlrliY 

COSIJ! ini/vfdiy 

' ' 
', 

11olor/;etriel; 
Abb. i':!. Stromdiagramm der Synchronmasrhim•. 

u 
T 

(232) 

(233) 

Denkt man sich die Erregung des Synchronmotors abgeschaltet (E; =0 !), 
so fließt vom Netz ein Strom 

u 
5 

in den :Motor. Dem Ortsvektor m nach dem Zentrum JYI des Kreises (231) 
kommt also eine sehr sinnvolle physikalische Bedeutung zu. Der Krei;;
radius 

E;. r=z 

stellt den Kurzschlußstrom J" bei der betriebsmäßigen Erregung dar. 
In Abb. 72 ist der Kreis (231) nochmals gezeichnet. Für oc = 0° ist 

1t . G h t 0 = , · q m egenp ase zu m. 
~ 

Zeichnet man die Senkrechte zu U in 0, so trennt diese in der Zeichen-
ebene das Gebiet des Generatorbetriebes (oberhalb 8 1 ~ 8 2 , 0 bildet 
mit U spitze Winkel) von dem Gebiet des Motorbetriebes (unterhalb 



92 Ortskurven der Starkstromtechnik. 

S1 - S2 , S' bildet mit U stumpfe Winkel). Man sieht, daß Generator
betrieb möglich ist in dem Bereich 

Ol:2 > Y. > oc1, 

wobei 01:1 = -)::: S 2 M 0 bereits negativ ist. 
Im ganzen übrigen Bereich haben wir Motorbetrieb. Solange 

loc1l < loc! < [01:aj, 

ergibt sich Motorbetrieb mit kapazitivem Leistungsfaktor (90° < rp 
< 180°), im ganzen übrigen (größeren) Bereich induktiver Leistungs
faktor (180° < rp < 270°), oc3 ist bestimmt durch den Schnitt S3 der 
Verlängerung von U mit dem Kreis. 

Für andere Erregungen erhält man eine Schar konzentrischer Kreise 
um M. Wird die Erregung derart verringert, daß der Kreisradius 

wird, so ist überhaupt kein Motorbetrieb mit kapazitivem Leistungs
faktor möglich. 

g) Die Synchronmaschine mit ausge},rägten Polen. 
Wir behandeln diese Maschine im Parallelbetrieb mit einem Netz 

nur andeutungsweise. Die Netzspannung sei U, der Strom 3 werde 
mit einer nacheilenden Phasenverschiebung rp (0° < rp < 90°) abge
geben.~!. eile vor U um 01: vor. Gesetzt werde 

01: + rp = W· (239} 

Der ~;. erzeugende Fluß l/> hat, wie eingangs erwähnt, 90° Voreilung 
vor ~i- (Abb. 73). Man kann nun 3 in zwei Komponenten zerlegen: 

I. Im gezeichneten Fall ist 3z in Gegenphase zu l/>. Wäre 3 vor
eilend vor ~i.> so wäre 3z in Phase mit l/>. Die feldbeeinflussende Wir
kung der Phase rp von 3 wird hier also nochmals besonders deutlich. 

2. Die zweite Komponente von 3 ist 3q, 90° nacheilend hinter l/>. 
Wir nehmen nun geradlinige Magnetisierungscharakteristik an. 

D. h., die Darstellung m über ~ liefert eine Gerade durch den Koordi
natenursprung mit einer Neigung 

\B 
fl = arc tg .t)- (240) 

gegen die positive ~-Achse. ,u ist also konstant, und man darf wegen der 
Proportionalität zwischen Ursache (Durchflutung) und Wirkung (Fluß) 
die Superpositionsgesetze anwenden. 

Sei wa die Windungszahl der Ankerwicklung, so erzeugt 31 einen 
Längsfluß 

m. _ ~a3z 
'~"z- ' !!t 

(241) 
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(h ist der magnetische Widerstand für diesen. Der Längsspulenfluß ist 

Wir definieren 

und nennen 
L _ wa 10-s 
~-

!!z 

(242) 

(243) 

(244) 

die Längsfeldinduktivität, w L 1 den Längsfeldblindwiderstand. Analog 

ist der Querfluß 

und die Querfeldinduktivität 

waio-~ 
La=----. e. 

(245) 

(246) 

,S· erzeugt außerdem in dem Raum außer

halb des Polrades ein Streufeld 

w • .;J 
fl>o=·-. eo 

Die Streufeldinduktivität ist 

(247) 

w,'i 10- 8 

L 0 = -- (248) 
(!o 

Die Klemmenspannung, vermehrt um den 

Ohmsehen und alle induktiven Spannungs

.abfälle, ergibt die Leerlauf-EMK Q:;_ 

Q:" = U +Sr+ j,3wL0 

+ j,3 1wL1 + j,3qwLq 

(Abb. 73). Wir setzen 

(249) AbL. i3. DiagrammllPrWechselstrom
masrhine tnit Schenkelpolläufrr. 

wL0 = x0 , 

und lesen aus Abb. 73 ab 

3l = ,Ssin7ps-i<90 -•l') =- j3siil1psi'l', 

.Sa = 3 cos 1p si'l'. 

Hiermit geht (249) über in 

(250) 

(251) 

(252) 

@:" = U + 3 r + j 3 si'l' (x0 s-i 'I' - j x1 sinv• + :rq cos 1p). (253) 

Führt man 
s-i'l' = cos 1p - j sinv• 

ein und faßt zusammen 

x0 + Xq =Xq, l 
x0 + x 1 =Xp J 

(234) 
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so wird 

~~ = U + 0 r + j 0ci4' (Xacos 1p- j X 1 ,;in1p). (2.')5) 
Xa und X 1 haben beide einen wohldefinierten physikalischen Sinn, 
den wir an Xa erläutern: Es ist nämlich 

X = x + x = w u•2 I0- 8 ( 1 -L 1 ) = ww2 l0- 8 !!o + (!. (256) q 0 Q a !?o I (!q a !!o Qq ' 
und 

der resultierende magnetische Widerstand der parallelgeschalteten 
Widerstände l?o und l?a· 

Für die Klammer in (255) kann man schreiben 

Xq cos 1p- j X 1 s:n 1p = !Xacos 1p + -!Xacos 1p 

- -H X 1 sin 1p - ! j X 1 sin 1p + ! j X 11 sin 1p 

- -b Xa sin 1p + ! X 1 cos 1p - ! X 1 cos 1p 

X,+ X. ( . . ) X,- X. ( + .. = --2 COS 1p- J SII11p - - 2 COS 1p J SII11p) 

=X,+ x. E-i•r- X,_ __ x. c+i•r =X E-i•;•- X c+i•r (:2i>7) 2 2 1 2 ' 
wenn 

X -X,+ _x-. l 1- 2 ' 

X _ X,-X. 
2- 2 

(258) 

gesetzt wird. Ferner ist, wie schon in den Abschnitten d) und f) ange
geben wurde 

~;. = qUdr~.. 

(257) und (230) geben in (255) eingesetzt 

U(qci"- l) = 0r + j0X1 -- jSX2 ci 2 '1'. 

Berücksichtigt man noch (239), so wird 

( :2:-HJ) 

(2;)9) 

U(qcir~.- l) = 0r + j3X1 - f3X 2 ci2aci2r. (:260) 

In dieser Gleichung tritt außer dem veränderlichen Winkel oc zwischen 
~;. und U noch der mit oc sich ändernde Winkel cp auf. Dieser kann 
eliminiert werden, wenn man bedenkt, daß 

und daher 

u . "' = 3 = ZEi'r 
'-\ 

(:261) 

(2ü2) 
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(s. II De)) ist. Index k deutet die konjugiert komplexen Größen an. 
Aus (261) und (262) folgt 

E._ 0~. = 8i2'r 
0 uk 

(s. II D d)). Führt man dies in (260) ein, so ergibt sich 

(263) 

U U~.;(q.si"- 1) = U1,3'(r + fX1)- jUS'r.:X2 si~x. (264) 

:.Vlit Rücksicht auf II D e) kann man nun sofort die Gleichung anschreiben 

U U..(q e-ia - 1) = U S'dr- j X 1 ) + j U" S' X 2 s~i 2 "'. (265) 

Aus (264) und (265) können die mit U,Sk behafteten Glieder entfernt 
werden, wenn man (264) mit (r- j X 1), (265) mit f X2 si~x multipliziert 
und addiert. Es ergibt sich 

U U~.;[(q.si"- 1)(r- jX1 ) + (qs-i"'- 1) jX2 .si~"] 

(266) 
Hierin ist 

X2- xz = (X,+ x.)2- (X,- x.)2 =X X (267) 
1 2 2 2 l..o. lj' 

und man erhält 

U[qsi"'(r- jX 0 )- (r- jX1)- jX2 si 2 "'] 

= S'(r2 + X 1Xq), 

~·- Uqt:i"'(r- jX.)- (r- jXl)- jXzt:i:_-:_ 
0- rz+X,X. (269) 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man wieder U = U setzen. 
Führt man weiter die Abkürzungen 

~ = 3 1'2 + J' x. 

~ = q(r- j Xa), 

~~ = r- j xl' 
tr = j x2 

ein, so erhält man als Ortskurve 

~ = ~{ .sio: - ~ - ~ .si2o:. 

(270) 

(271) 

~ und S' sind miteinander in Phase und zueinander proportional. Wir 
brauchen durchaus nicht die Substitution 

1 + . t sia = ~-J_P 
1- j p' 

.si~rx = ( 1 + jE) 2 J 
1-} p 

(209} 
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einzuführen, um den Aufbau von ~ zu erkennen. Es läßt sich sofort 
angeben, daß sich ~ additiv zusammensetzt aus 

I. dem Festvektor ~1 = - ~, 

2. dem Kreis ~2 = + ~ei"' mit dem Radius A ~ q fr2-.f. X~, 
der im Intervall 0° -+ cx -+ 3600 einmal durchlaufen wird, und 

3. dem Kreis ~3 = - trei 2 "' mit dem Radius C = X 2 , der im 
Intervall 0°-+ cx-+ 360° zweimal durchlaufen und daher als Doppel
kreis bezeichnet wird. 

Wir erkennen somit die Ortskurve als bizirkulare Quartik. 

D. Die Ortskuryen tles asynchronen Drehstrommotors. 
Wir betrachten einen Asynchronmotor normaler Bauart, dessen 

Ständer (Index I) am Netz liegt und 3 gleiche Wicklungen trägt, die 
um je 120 elektrische Grade auseinander liegen. Wir beschränken uns 
weiterhin auf eine zweipolige Maschine, dann liegen die drei Ständer
wicklungen auch räumlich um 1200 auseinander. Sie sind von Strömen 
durchflossen, die um je 120 elektr. Grade gegeneinander verschoben 
sind. 

Der Läufer (Index 2) kann ein Käfiganker sein oder eine Drehstrom
wicklung wie der Ständer tragen. Wir nehmen das letztere an. Im nor
malen Betrieb sind die drei Wicklungen des Läufers meist kurzge
schlossen. 

Wir beweisen zunächst die vom Ständer erzwungene Entstehung 
eines Drehfeldes und berechnen dessen Größe. Hierbei machen wir von 
der Möglichkeit Gebrauch, durch komplexe Faktoren auch räumliche 
Lagen zu kennzeichnen. 

Wicklung I 1 des Ständers erzeugt ein Wechselfeld 

(272) 

in einer Richtung, die wir mit der reellen Achse zusammenfallend an
nehmen. Wicklung 111 des Ständers erzeugt ein Wechselfeld 

(273) 

in einer Richtung, die gegen die des Feldes (/)11 um 120° im Uhrzeiger
sinn verschoben ist. Wicklung ll11 des Ständers erzeugt ein Wech
selfeld 

(274) 

für das der Ansatz (274) ohne weiteres klar ist. Für das Folgende ist es 
praktisch, 

8-;12o• = a · (275) 
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für den Dreher zu setzen. Dann ist 

e-i24o" = 02, 

"36 o ·oo e-1 0 = a3 = e1 = 1 , 

114 == 11 ' 

a + 112 + 113 = 0, 

bzw.1+a+a2 =0 

und der resultierende Fluß 

<Pres, ~-~ </Jft + f!JII, + (/Jlllt 

l 
I 

97 

(276) 

~~ r!J0 eosw1t + ar!J0 cos(w1t -120°) + a2 C/J0 cos(w1t- 240°). (277) 

Nun besteht die leicht nachweisbare Identität 

(278) 

Der erste Summand der rechten Seite bedeutet einen konstanten :Fluß 
der Größe ! f!J0, der sich mit der Winkelgeschwindigkeit w1 im Raume 
dreht. Der zweite Summand ist entsprechend ein Drehfeld mit der 
Winkelgeschwindigkeit - w1 und der Größe t f!J0. (278) ist der mathe
matische Ausdruck der seit Ferraris bekannten Tatsache, daß ein 
räumlich feststehender Wechselfluß der Amplitude f!J0 zerlegt werden 
kann in zwei gegenläufige Flüsse der konstanten Größe i f!J0. 

Entsprechend ist 

rpo cos (w1 t - 1200) = ~ r!Joei(w,t-120") -+- 1 r!Joe-i<wtt-120') 'I 
l (27D) 

1J0 cos (w1 t _ 2400) = ~ r!J0 ei<wtt--24il 0 ) + ~ <JJ0 e-i<ru,t-240°) J 

(278) und (279) ergeben in (277) eingesetzt, 

cprest c= ~ r!Jo[ei<ott + <1 .si<u•tl-1~0") + a2 ei<w,t-:2-10") 

+ e-io>tt + a e-i(w, t-1:20°) + o2 f--i(<•>ti-240")] 

und mit Hiicksicht auf (276) 

r!Jw, ,= ~1>0 [ei'""(1 + a2 + a4 ) + c-i'''' 1 (1 + 1 + 1)] =~ 1r!J0 e-iwt~. (280) 

Der resultierende Fluß ist somit ein Drehfeld mit der Größe ~ 1>0 , das 
mit der Winkelgeschwindigkeit - w1 im Raum - und damit im fest
stehenden Ständer - rotiert. 

Diese Tatsache ist für die Induktivitäten der Wicklungen von Be
deutung. Der Spulenfluß der Wicklung 11 ist 

PI,= -u·1 W0 10·-s ~= L1,J1 , 

der resultierende Spulenfluß aber 

Hauffc, Ortskurvcn. 

(281) 

(282) 
7 
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Wir setzen ~LI, = L 1 (283} 

für die wirksame Induktivität einer Ständerwicklung. 
Steht der Ständerwicklung 11 die Läuferwicklung 12 gegenüber, so 

ist der Spulenfluß dieser Wicklung 

lp - w2fPoiO-s - M J 
I.- v1 - 12 1 • (284) 

v1 ist der Blondeische primäre Streukoeffizient [(136) S. 68]. Der resul
tierende Spulenfluß der Wicklung 1 2 ist aber 

(285) 

Wir setzen 
(286) 

für die wirksame Gegeninduktivität zwischen einer Ständer- und einer 
Läuferwicklung. Analog ist 

~LI. = L2 (287) 

die wirksame Induktivität einer Läuferwicklung. 
Nachdem durch die Koeffizienten L und M die Wirkung der übrigen 

Phasen berücksichtigt ist, genügt es, die Vorgänge in einer Ständer
phase und einer Läuferphase zu betrachten. Ihre Kupferwiderstände 
seien R 1 bzw. R 2 • 

Um zu den Gleichungen für die beiden Kreise zu gelangen, machen 
wir in Gedanken einige Experimente: 

1. Im Ständer des Motors entsteht ein Drehfeld mit der Winkel
geschwindigkeit - w1 im Raum und gegen den Läufer, solange dieser 
stillsteht. In einer Läuferwicklung wird eine EMK - jw1M31 indu
ziert, die als Klemmenspannung U2i. im Stillstand meßbar ist. 

2. Wird die Läuferwicklung jetzt kurzgeschlossen, so entsteht ein 
Strom 32 von der Kreisfrequenz w1 und mit ihm eine EMK - jw 1 L 2 32 

der Selbstinduktion. Es gilt dann wegen (166) 

(288) 

3. Liegt der Ständer am Netz und erteilt man dem Läufer eine 
Winkelgeschwindigkeit - w1 , so ist die Relativgeschwindigkeit zwischen 
dem vom Ständer erzeugten Drehfeld und dem Läufer Null. EMKK und 
Ströme verschwinden hierbei im Läufer. Der Betriebszustand, der 
praktisch nur durch Antrieb zu erzwingen ist, heißt Synchronismus. 

4. Erteilt man dem zunächst offenen Läufer eine Winkelgeschwin
digkeit - w2 , für die 

(289) 

gelten möge, so hat das vom Ständer erzeugte Drehfeld eine Winkel
geschwindigkeit - w 8 , die sog. Winkelgeschwindigkeit der Schlüpfung, 
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gegenüber dem Läufer. Die Verhältnisse bleiben dieselben, wenn wir 
den Ständer mit Strömen der Kreisfrequenz w • beschicken und den 
Läufer stillstehen lassen. In einer Läuferwicklung entsteht dann als 
EMK der Gegeninduktion nur mehr - j w • M 31 . 

5. Wird die Läuferwicklung jetzt kurzgeschlossen, so entsteht ein 
Strom 32 der Kreisfrequenz w • und mit ihm eine EMK - jw. L 2 32 der 
Selbstinduktion. Wegen (166) gilt 

\Vir setzen 
w8 = 8W1 

und bezeichnen 8 als relative Schlüpfung. :Für sie ist 

w, n, Schlupfdrehzahl 
8 - - - -- - ~""""7"~-;-;--~-:---;----;---.--;;---;--;

- w 1 - n1 - Drehzahl des Ständerdrehfeldes ' 

n1 heißt auch synchrone Drehzahl. Ferner ist 

n 2 ist die LäuferdrehzahL 
Mit (291) ergibt (290) 

- j wl 8 M 31 -- j wl 8 L2 S2 = 32 R2 . 

(290} 

(291) 

(292) 

(293) 

(294) 

6. Die Ströme der Kreisfrequenz w8 im Läufer erzeugen ein Dreh
feld, das gegenüber dem Läufer eine Winkelgeschwindigkeit - w8 hat. 
Dieses Drehfeld hat dann gegenüber dem stillstehenden Ständer, d. h. 
also im Raum, eine Winkelgeschwindigkeit 

(289) 

Ständer- und Läuferdrehfeld stehen also zueinander still. Das ist eine 
wichtige Existenzbedingung aller Drehfeldmaschinen. 

7. Das Läuferdrehfeld induziert in der Ständerwicklung eine EMK 
der Gegeninduktion - j Wd·131 , für den Ständer gilt also mit Rück
sicht auf Abb. ii1 und Gleichung (166) 

(167 a) 

d. h. die für die Primärwicklung des Lufttransformators aufgestellte 
Gleichung. 

Wir haben jetzt die Gleichungen für den Asynchronmotor abgeleitet. 
Sie lauten geordnet mit 

und 
W1=W, 

U 1 = ~1 (R1 + j w L1) + j w M .S2, 
0 = ~2 (R2 + j w s L2) + j w 8 M S1 . 

7* 

(50) 

(167) 

(295) 
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n) Asynchronmotor und Lufttrnnsformntor, Ossammkreis. 

Denkt man sich den Lufttransformator rein ohmisch belastet, so 
wird der Riebtwiderstand der Belastung 

ß=pR 

und die Gleichung für den Sekundärkreis lautet 

I 
I 
I 

MoO 
~ 
1\ 
I I 
I I 
I I 
I 
I I 

I I 
I 

1/7 I 
I 
I 
I 
I 
I 

Ahb. 74. li'cstle!Zung des Ossanuakrl'bcs. 

I 
I 

I 

I 
I 

,''<3 

' I 

0 = ~-h (R2 + j w L 2 + Ji R) 

+ jw.li1.'J1 • {2!16) 

Führt man einen neuen Pa
rameter 8 ein durch 

R + R = H2 
2 p 8 ' 

(297) 

so geht (296) über in (295). 
Das Diagramm des Asyn

chronmotors stimmt also 
überein mit dem Diagramm 
des rein ohmisch belasteten 
Lufttransformators. 

Schlupf s = 0, Synchro
nismus, liefert p = oo, Leer
lauf des Lufttransformators; 
und somit 

(' Ur ( 
<\)J}. = 171) 

Rr + j l•J L 1 • 

Schlupf 8 = 1, Stillstand, 
liefert p = 0, Kurzschluß 
des Lufttransformators, also 

(172) 

Der Primärstrom ~li. beim synchronen Leerlauf gehört wieder dem 
Kreif.; 

)8 = Ur 
R 1 + j wL1 p 

(173) 

an, und zwar schneidet der ~1-Kreis diesen, wie früher (S. 74) be
wiesen, orthogonal. Der Kreis für den Primärstrom ~1 heißt Ossanna
kreis m1d kann durch folgende Messungen und Konstruktionen ge-
funden werden: 

Strom-, Spannungs- und Leistungsmessungen im synchronen Leer
lauf (Antrieb!) ergeben ~1 i. nach Größe und Phase. 
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In P1. (Abb. 74) trägt man cp1 1• an ~1 1• nochmals an und findet M 0 , 

das Zentrum des lB-Kreises, auf U1 bzw. dessen Verlängerung. Auf 
P1.M0 errichtet man in PJ. die Senkrechte E 1 . 

Strom-, Spannungs- und Leistungsmessung im Stillstand bei ver
ringerter Ständerspannung und Extrapolation auf Normalspannung U1 _.,.. 
liefern ~1 ,. nach Größe und Phase. Es ist auf P 1• P" = ~ 1.,. die Mittel
senkrechte E 2 zu errichten. Sie schneidet E 1 im Zentrum M 1 des Os
sannakreises. _.,.. 

Ist OM1 = m1 der Ortsvektor nach dem Kreiszentrum, so war 
bereits früher (S. 74) berechnet worden, daß 

a = 2~mt2 - - 1 (184) 
mu tg'Ptl. 

der Koeffizient der totalen Streuung ist. m11 ist die Komponente von 
m1 in Richtung von U1 , m 12 die Komponente von m1 senkrecht zu U1 • __ .,.. 
Der Läuferstrom kann durch P1.P = ~(~2 gemessen werden (IVBd)). 

Obwohl nun alle Verhältnisse festliegen, tragen wir der Vollständig
keit halber die Gleichung für die Ortskurve des Primärstromes (Os
sannakreis) nach. (295) bringt 

Hiermit wird aus (167) 

U- - ~ [R + . L + wa 8 1tJ2 J 
1 - <\St 1 J w t R f- · L a- JW8 2 

_ ~ (R1 + j wLl) R2 + R 1 jw8 L 2- wa8 L 1 L 2 + w2 8 .ß!2 
- ..St R2 + j w 8 L2 

bzw. mit (131) 

U =~ (Rt+iwL1 )Ra+(R1 +jwL1 a)_iw8L2 

1 01 Ra + i w 8 La ' 

('> _ U R2 + j w 8 L 2 

·vt- 1 (R1 + jwL1 )Ra+ (R1 + jwL1 a) jwsL2 

Die Gleichung hat die Form 

lB=a+bp 
c+bp 

und man findet durch Vergleich 

n = ul R2, 

c = (R1 + jwL1)R2 , 

b = UtfwL2 , 

b = (R1 + jwL1 a)jwL2 • 

Der Radius des Ossannakreises ist aus 

nb-l1c 
r= 

Ct b - C bt 

(298) 

(299) 

(54) 

(70) 
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berechenbar. Nun enthalten a, c und daher auch ck den Widerstand R2 
einer Läuferwicklung als Faktor. r wird also von R2 unabhängig. 3u. 
ist ebenfalls von R 2 unabhängig, nicht aber 3un (172). Der Ossanna
kreis gilt also für jeden Läuferwiderstand, die Punktverteilung auf ihm 
ist aber von R 2 abhängig. Zu ihrer Ermittlu11g ist der Punkt für 8 = oo 
notwendig. Er entspricht dem unendlich raschen Lauf (Schlupf oo !), 
aus (297) würde für den Lufttransformator der physikalisch nicht 
realisierbare Parameterwert p = - R 2/ R folgen. Ebensowenig kann aus 
betriebstechnischen Gründen 8 = oo verwirklicht werden. Nun folgt 
aber aus (299) für 8 = oo 

0'1 CO= lll + {~r;~o- , (3oo l 

und man sieht, daß dieser Stromvektor auch dem Kreis 

(173) 

angehört, da für p = a m - 31 CO wird. Der Punkt 8 = cx; ergibt sich 
somit als zweiter Schnittpunkt des m-Kreises (173) mit dem 31-Kreise 
{299) (Abb_ 74). Die Parameterskala (Schlupfskala) steht senkrecht auf 
Pro Mt-

Berechnet man nach (70) den Radius des Ossannakreises, so wird 

wL1 (l-a) 
r = U 1 2 {R'f + w2 Li a) • 

Der Radius wächst also proportional mit der Betriebsspannung "LT 1 , 

ferner ist er um so größer, je kleiner der Koeffizient a der totalen 
Streuung ist, dagegen um so kleiner, je größer der primäre Kupfer
widerstand R1 ist. 

b) Der Heylandkreis. 
Heyland gab die Ortskurve des Ständerstromes 31 bei verschwin

dendem Ständerwiderstand R1 an. Ihre Gleichung folgt aus (299) sofort: 

3t = U1 jwL~(;t~~~~2L2 al' (301) 

Gleichung des "Heylandkreises". 
Für Synchronismus, 8 = 0, wird 

'""" ul 
011.= {wL;' 

goo nacheilend hinter U1 (Abb. 75). Der m-Kreis (173) entartet zur 
Geraden 

ul mo = j -;-L-;p , (303) 

die in 0 auf ul senkrecht steht. 
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Für 8 = oo, unendlich raschen Lauf, wird 

Oe - ul 
"Slro -}wL-;a' (304) 

ebenfalls um goo nacheilend hinter U1 . Wegen der Orthogonalität des 
entarteten 58-Kreises 580 mit dem Heylandkreis muß das KreiszentrumM 1 

auf 580 selbst liegen. Die Parameterskala (Schlupfskala) liegt senkrecht 
zu P oo M 1 , d. h. sie kann mit dem U 1-Vektor zusammenfallend ge
zeichnet werden. 

Für Stillstand 8 = 1 ist der Kurzschlußstrom 

Oe =_!!_1 ___ R_2±iroL2 (305) 
,J1 " jwL1 R 2 +jwL2 a. 

.s-Sfult1 

Denkt man sich in den Läufer 
zusätzlichen Widerstand R • ge
schaltet, so muß im Grenz
fall R. = oo der primäre Kurz
schlußstrom 31 " in den Strom 
3 1l. des synchronen Leerlaufs 
übergehen. P" wandert also bei 

P"._ --~Zuschaltung von Rotorwider- iJ·9ili.....;l-,--~~~-..o:==-4t:""--.cr 

ständen auf dem Heylandkreis 
nach Pl. zu. 

Vernachlässigt man in erster 
Näherung den Kupferwider
stand R 2 der Rotorwicklung, 
so wird 

Aus (302) und (304) folgt exakt 
~ 
,\!). = (J 

S1ro ' 

aus (302) und (306) die Näherung 

Abb. 75. Der Heylandkreis. 

(306) 

(307) 

(307 a) 

Der Radius des Heylandkreises ergibt sich aus dem oben entwickelten 
Ausdruck für den Ossannakreis zu 

U1 I- a 
r =-roLl 2U--, 

worin der Einfluß der Streuung sehr deutlich wird. 
Über die physikalische Berechtigung des Heylandkreises 

folgende Überlegungen Aufschluß: 

(308) 

geben 
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Mit R 1 = 0 wird aus (l67a) 

- jwL1.J1 -· jwMS2 = ..1'~1 = UBA =- u1. (l67b) 

Da U1 konstant war, heißt das, der Heylandkreis ist die Ortskurve 
des Ständerstromes 31 bei konstanter primärer EMK 2.,'Q:1 . Sorgt man 
also dafür, daß 

~Q;1 = 31 R1 + UBA 

konstant bleibt, so erhält man den Heylandkreis (Abb. 7!!). 

c) Die Berück!ilichtigung der Eisenverluste. 
Sie geschieht mit Hilfe einer dritten auf dem Ständer untergebracht 

gedachten Wicklung, die in sich bzw. über einen Widerstand kurz
geschlossen sei. Der Kupferwiderstand des gesamten Kreises 3 sei R 3 . 

Dann gelten in Anlehnung an (167) und (295) mit im übrigen selbst. 
verständlichen Bezeichnungen die drei. Gleichungen 

U1 = S1 (R1 + jmL1) + ;:,'\2jwllf21 + 33 jw ltl31, 

0 = Sdw8M12 + 3 2 (R2 + jw8L2 ) + 3 3jro8M32 , (309) 

0 = S1jwM13 + 32jwM2a + .ga(Ra + jwLa) · 

Setzt man zur Vereinfachung der Schreibweise 

so wird 

Rl + j (0 LI = 51 ' 
R3 + jwL3 = ß3 , 

jw.llfr21 = jwM12 = m12 , I 
jwMs1 = jwM13 = m13 , 

jwJlf23 = jwM32 = m23 , 

u1 = S131 + S2m12 + Saml3, l 
0 = 31 8 m12 + s2 (R2 + j w 8 L2) + Sa 8 m23' I 
0 = S1 m1s + 32 m2a + 3a 3a · 

Hieraus folgt sofort 

ul m12 m1a 

0 R2 + jw sL2 sm23 

3- 0 m21 3:! 
1-

I 31 m12 m1, 

1
smn R2 + jw s L2 sm2" 

i lltl3 m21 ~3 

(310) 

(3ll) 

(312) 

Die Determinanten können mit der Sarrusschen Regel leieht bereehuef 
werden. Sie ergeben nach einiger Ordnung 
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worin 

LI 1.: = R2 (crt cra - mial 
+ s [j w L2 (~1 ~3 - m~a) + 2 11112 lll2a nt13 - 5t m~a - 3a llli2] 

die Koeffizientendeterminante des Systemes (311) ist. Man erkennt 
sofort die Kreisgleichung. Für 33 = oo verschwinden in Zähler und 
Nenner alle von ~ 3 freien Glieder gegenüber den mit 33 behafteten. 
Man erhält 

(:H4) 

und mit (310) 
Q< _ U .. R2 +fwsL2 

-'St - 1 (R1 + i w L1) R2 + (R1 + i w L1 a12) i w s L2 

Das ist die Gleichung des Ossannakreises. 33 = oo bedeutet ja physi
kalisch nichts andereR, als daß die dritte Wicklung offen bzw. nicht 
vorhanden ist. 

Im Synchronismus, s = 0, wird 

n, - u ~1 
<ÜIÄ. - 1 o1 33 -- mi3 · 

Für den Sekundärstrom 32 erhält man aus (311) 

01 u1 ntl:J 

sm12 0 sm2:l 

"-· m1:1 0 03 
~52= 

01 llll2 
mul sm12 R2 + i w sL2 sm2·1 

m13 m21 ~:l 

Die Berechnung liefert 

Q( _ U s(m2~ m1, - m12 3,) 
-'S2 - 1 · LI. 

Definiert man wieder einen neuen Vektor ~1 durch 

3t = .StÄ. + ~1' 
so wird mit (313), (315) und (317) 

(:H5) 

(316) 

(317) 

(318) 

(319) 

~1 ist demnach auch hier der mit einem konstanten Drehstrecker 
multiplizierte Sekundärstrom. Bei Abwesenheit einer dritten Wicklung 
wird wie beim Lufttramlformator bzw. Ossannakreis 

(320) 

In (319) sind nämlich für 33 = oo nur die in 33 qnarlratischen Glieder 
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zu berücksichtigen. (320) bringt mit (310) das altbekannte Resultat 

m _ ~ w M12 ~-j(90+r ) 
'<)~-'\_~2 C ll.o 

zl 
(19R) 

Die Festlegung des Primärstromkreises mit Rücksicht auf die Eisen
verluste (sog. Eisenkreis) ist erheblich komplizierter und erfordert zuvor 
weitläufige Nähernngsrechnungen, die in der angeführten Literatur 
nachzulesen sind. Wir beschränken uns hier auf die einfache Fest
legung des Ossannakreises. 

E. Die Ortskurven 
vo11 Wechselstromkomm utatormotort"H. 

a) Behandlungsmethode. 
Für die Behandlung von Wechselstromkommutatormotoren hat sich 

eine Methode als besonders praktisch erwiesen, deren Grundlagen zn
nächst entwickelt werden müssen. 

+} 

(} 

' ' I 
' 

+ 

1. In dem Ständer eines Motors werde von 
irgendeiner Wicklung ein zeitlich sinusförmig 
veränderlicher Fluß von beliebiger räumlicher 
Lage erzeugt. Für diesen Fluß können wir an
schreiben 

(321) 

Denkt man sich eine Ebene senkrecht zur Mo-
Abb. 76. Der zeitlich sinus- torwelle gelegt, so kann man in ihr ein orthogo
förmig;;~g~~r~~~~crhsel- nales System so einzeichnen, daß der Ursprung 

mit dem Durchstoßpunkt der Welle zusammen
fällt. Die eine Achse sei die reelle, die andere die imaginäre. (/)0 sinw t 
ist nun ein zeitlich sinusförmig veränderlicher Fluß in Richtung der 
reellen Achse, (/> ist ein ebensolcher Fluß mit 1p0 Voreilung gegen
über (/)0 sin wt (Abb. 76). (321) läßt sich umformen 

(/> = (/)0 sin w t cos 1p + j (/>0 sin w t sin 1p = ([>., + j (/>11 , (:322) 

und dahin deuten, daß sich jeder räumlich beliebig orientierte, zeitlich 
sinusförmig veränderliche Fluß in zwei zueinander senkrechte Kom
ponenten 

([>., = (/)0 sinwtcOS'IjJ,} 

(/> 11 = (/>0 sin w t sin 1p 
(323) 

zerlegen läßt, die ihrerseits auch Sinusgesetzen gehorchen. Wir denken 
uns diese Flüsse (/>x und (/>Y in getrennten x- bzw. y-Wicklungen erzeugt. 

2. Ein Wechselstrom 

i = J 0 sinwt, 
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der eine Spule von w Windungen durchfließt, deren Achse den Winkel + 1p 

mit der reellen Achse bilde (Abb. 77), repräsentiert eine DurchHutung 

(324) 

Sie ist durch Gleichung (324) nach zeitlichem Augenblickswert und 
räumlicher Lage vollkommen festgelegt. Die Umformung 

L1 ~C. wJ0 sinwtcos1p + jwJ0 sinwtsin1p l 
···•· w" i + j Wv i (325) 

=LI"+ j Llv 
zeigt, daß die Windungszahlen der äquivalenten 
x- bzw. y-Wicklungen nach den Gleichungen 

(326)' 

':!. 

0 

w., = WCOS'IjJ, l 
Wy= wsin1p r 

zu berechnen sind. 
Abb. 77. Die wcrhöelstrom
durchflossene Spule beliebiger 

räumlicher l .. a!J.e. -

:3. Wir setzen fest: 
a) Ein Strom in einer x-Wicklung heiße .Sx-Strom. Er gelte als 

positiv, wenn er von links nach rechts fließt. 
b) Ein solcher Strom erzeugt einen $"-Fluß. Er gelte als positiv, 

wenn er von links nach rechts gerichtet ist. 
c) Ein + .Sx-Strom erzeugt einen + <l>x-Fluß nur bei einem ganz 

bestimmten Wicklungssinn der x-Wicklung, der durch 
Abb. 78 gekennzeichnet ist und bei dem die Windungs
zahl w" positiv gerechnet wird. Ist ex der magnetische 
W'iderstand, so kann man schreiben 

( :327) ?V.i 

d) Ein Strom m einer y-Wicklung heiße .Sy-Strom. 
Er gelte als positiv, wenn er 
von unten nach oben fließt. 

e) Ein solcher Strom erzeugt 
einen <l>v-Fluß. Er gelte als po

Abh. 78. Eine x-Wicklung, von sitiv, wenn er von unten nach 
einem + Sx-Strom durchflossen, oben gerichtet ist. 

erzeugt einen + <~'x-Fluß. 
f) Ein + .Sy-Strom erzeugt 

Abu. 79. Eine .11-
Wicklung,vonei
nem + ~y-8trom 
durrhfloRSC'IJ, er
Zt'H~t f'ill('ll -:-- if>r 

Fluß. 

einen + <l>v-Fluß nur bei einem ganz bestimmten Wicklungssinn der 
y-Wicklung, der durch Abb. 79 gekennzeichnet ist und bei dem die 
Windungszahl wy positiv gerechnet wird. Ist (!y der magnetische Wider
stand, so kann man schreiben 

n. - w.S'.o 
'~'yo- . e. (:328) 
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g) Beim Anker gebe die Verbindungslinie der Bürsten die Achse 
der Ankerwicklung an. Der in Abb. 80 gezeichnete Anker ist demnach 
durch die 2 daneben gezeichneten Spulen ersetzbar, die durch die 
Bürsten parallel geschaltet sind. 

4. Nach diesen Festsetzungen befassen wir uns mit den Drehmomen
ten, die die Flüsse auf die stromdurchflossenen Ankerwindungen aus
üben. Allgemein gilt für den Momentanwert des Drehmomentes 

Mt= kir:p. 

k = Proportionalitätsfaktor, 
i = Momentanwert des Stromes, 

r:p = Momentanwert des :Flusses. 

(329) 

Das mittlere Drehmoment wiihrenc] Piner 
Periode ist also 

T 

.l~Irn = ~ f Mt dt. (330) 
0 

Abb. 80. Drr Kommutator
Imker mit beliebiger räum· 
lichcr Bürstenstellung und 

Denkt man sich die zeitlich veränderliche 
Größe Mt für eine Periode über der Zeit auf
getragen, so leuchtet ein, daß die rechte Seite 

•eine Ersatzsehaltung. 

von {330) die mittlere Höhe der Fläche ist, die von der Kurve Mt, 
der Abszissenachse und den Ordinaten t = 0 und t = T eingeschlossen 

wird. Sei 
i = J 0 sinwt, 

r:p = f/>0 sin (wt- X), 

+q>r so gibt bekanntlich die Integration {330) 
--+-+--

Abb. 81. Drr +<Px
l<'luß undeine x-Win
dung, durchflossen 
von einem + 3z
Strom, Entstehung 
der Dehnungskräftc. 

k 
Mm = 2J0 f/>0 cosx = k1 Jf/>0 cosx. {331) 

Hierin ist 

J = Effektivwert des Stromes, 
f/>0 = Amplitude des Flusses, 

k1 = k/2 = eine Konstante, 
X = die Phasenverschiebung zwischen Strom 

und Fluß. 

Wir betrachten zunächst einen ~"-Strom und einen f/>",-Fluß. Zwischen 
beiden ergeben sich keine Drehkräfte, da die x-Wicklung schon das 
mögliche Maximum des f/>",-FlusseA umfaßt. Die auftretenden Kraft
wirkungen haben vielmehr das Bestreben, die Windungen zu dehnen, 
wie das Abb. 81 zeigt. Das Eigenfeld des 3x-Stromes ruft innerhalb 
der Windung eine Verdichtung der Kraftlinien hervor, ihr Querdruck 
sucht die Windung zu sprengen. 
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Analoges gilt für Sy-Strom und (/>11-Fluß, so daß allgemein ausge
sprochen werden kann, daß ein Fluß mit einem gleichnamigen Strom 
kein Drehmoment liefert. 

\Vir betrachten nun eine Windung einer 
X-Wicklung, die einen + Sx-Strom führt und 
sich in einem + (/>11-Fluß befindet (Abb. 82). 
An den Stellen, an denen das Eigenfeld des 
Stromes den Fluß (/>11 verstärkt, treten Druck
kräfte P auf, die ein im Sinne der Mathe
matik positives Drehmoment M 1 bewirken. Wir I' 

können in Anlehnung an (331) schreiben ~-+-.-1 

I' 

2w1 = + k1 J,. 1 (/>110 i c·os m-,. (/>y). (332) 

M1 wird negativ, wenn cos (3",(/>11 ) < 0 ist. 
Dies bedeutet, im überwiegenden Teil einer 

Abb. 82. Der + •Pu-Fluß und eine 
x-Win<lun!(, durchflossen Yon 
einem + 3x-Strom, Ent,tehung 
eines positiven Drehmomentes. 

Periode haben i,. und cp11 entgegengesetztes VorzC:>ichcn. 
Die Windung einer + y-Wicklung, die von einem + Su-Strom 

durchflossen ist, in einem + (/>x-Fluß zeigt Abb. 83. An den Stellen, 
an denen das Eigenfeld des Stromes den 
Fluß (/>,. verstärkt, treten Druckkräfte P auf, 
die ein negatives Drehmoment llf 2 bewirken. 
Es ist 

JJJ2 wird negativ, wenn cos (3Y(!>J.) < 0 ist. 

p 

Dies bedeutet, daß im überwiegenden Teil --+:--------
einer Periode i 11 und rp ", entgegengesetztes Vor
zeichen haben. 

Die bisherigen Ausführungen gestatten be

Ahh.S:1. Drr + Px-Fluß und eine 
11- \Vindung, durehflos~t·u von 
einem + 3u-Strom, Ent,t!'lmng 
f"incs negat.ivcn Drelnnomente~. 

reits, über einen Wechselstromkommutatormotor eine Reihe wichtiger 
Tatsachen auszusagen. Das zeigen wir zunächst an dem Einphasen
reihenschlußmotor, dessen Schaltung in A bb. 84 
dargestellt ist. Diese Abbildung ist so angelegt, 
daß sie außer dem Stromverlauf gleichzeitig die 
räumliche Orientierung der Wicklungen zeigt. 
Ein solches Schaltbild wird verschiedentlich als 
Raumdiagramm bezeichnet. Wir kennzeichnen 
die dem Ständer zugehörigen Größen durch 
den Index I, die dem Läufer zugehörigen 
Größen durch den Index 2 und beschreiben 
den Motor an Hand des Raumdiagrammes im 
Stillstand: 

Abb. 8J. Schaltbild ("Raum
dia~ranlm") des Einphasru
reilwnsehlußmotors ohne Kom-

}lcusation. 

1. Der Ständer trägt nur eine x1-"Wick1ung, keine y1-Wieklung. 
2. Der Läufer besitzt nur eine y2- Wicklung, keine x2- Wicklung. 
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3. Der Ständerstrom ,S" 1 ist mit dem Läuferstrom 3 112 identisch, 
da Ständer und Läufer in Reihe geschaltet sind : 

(334) 

4. Der Strom 3 erzeugt in den + w" 1 Windungen des Ständers 
einen Fluß + c:P" 1 , von dem der weitaus größere Teil als c:P" 2 den Anker 
durchsetzt. Die Differenz tPn - tP~r 2 ist der Streufluß. 

5. Der Strom 3 erzepgt in den + w112-Windungen des Ankers einen 
Fluß + C/>112 • 

6. Da 3~r 2 = 0, kann nur das Moment 

J.lil2 = - k1 J 11 2l cpx20 I cos (.3'11 2 c:P"2) (335) 

auftreten. Da 3 112 = 3 und tPx 1 bzw. c:P" 2 von 3 erzeugt und somit 
mit S nahezu in Phase ist, wird 

ffiny, 
+~ .• /lV.r/~. CD 

+1Vx/'ll>.rl'+~x1 
Abb. 85. Schaltbild 

("Raumdiagramm") des 
Doppelkurzschlußmotors 

von Atkinson. 

cos (3112 C/>"2) > 0' 

M 2 also tatsächlich negativ, der Motor sucht 
sich im Uhrzeigersinn zu drehen. 

Als 2. Beispiel betrachten wir den Doppel
kurzschlußmotor von Atkinson, dessen Raum
diagramm Abb. 85 zeigt. Der Rotor besitzt je 
ein kurzgeschlossenes x- und y-Bürstenpaar. Es 
ergibt sich für diesen Motor im Stillstand: 

l. Der Ständer hat nur eine x1-Wicklung, 
keine YrWicklung. 

2. Der Läufer besitzt eine x2-Wicklung und eine y2-Wicklung. 
3. Der Ständerstrom 3x1 erzeugt in den + wx 1 Windungen des 

Ständers einen Fluß + tPx 1 , der abzüglich der Streuung als C/>., 2 den 
Rotor durchsetzt. 

4. c:P" 2 induziert in der x2-Wicklung eine EMK der Transformation, 
die ihrerseits einen Strom 3" 2 erzeugt. Diesen Strom denken wir uns 
durch zusätzliche Widerstände in der x2-Wicklung zunächst in er
träglichen Grenzen gehalten. Wir sehen nun ein, daß tPx 2 durch ·3x 2 

natürlich mitbestimmt ist. 
5. tPx 2 induziert in der y2-Wicklung keine EMK der Transforma

tion, da keine Verkettung vorliegt. 
6. Im Stillstand haben wir somit nur einen cPx 2-Fluß und eine 

stromdurchflossene x2- Wicklung, so daß sich kein Drehmoment aus
bilden kann (s. S. 108). Der Doppelkurzschlußmotor läuft ohne be
sondere Maßnahme nicht von selbst an. 

5. Nachdem an Hand der bisherigen Untersuchungsmethoden der 
Drehsinn des Anlaufes aus dem Stillstand des Motors erkennbar ge
worden ist, gewinnen die EMKK an Interesse. 
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1. Die EMKK im Ständer können nur EMKK der Ruhe sein, da 
sie in ruhenden Wicklungen auftreten. Sie eilen als solche den erzeu
genden Flüssen um 90° nach (s. S. 25). 

Für die xrWicklung existiert eine Windung, die den größten Fluß 
umfaßt. Seine Amplitude sei I if>x1o I· Die Amplitude des Spulenflusses 
ist dann 

i lJIXlO i = w.,l c.,l I if> :r.lO i w-s. 
C., 1 ist der Wicklungsfaktor (s. S. 23). 
Die EMK in der x1-Wicklung wird 

(336) 

~~10 =- jwlf'xlO = - jww.,l c.,l if>.,lO w-s Volt. (337) 

Sie werde als EMK der Ruhe durch einen Strich gekennzeichnet. Analog 
ist die EMK in einer y1-Wicklung rJg,w 

~~1o = - jww111 C111 if>1110 w-s Volt. (338) 

2. In den Läuferwicklungen können sowohlEMKK 
der Ruhe (~~ 2 und ~~ 2 ) als auch EMKK der Be
wegung (~~2 und ~;2 ) auftreten. Letztere sollen durch 
zwei Striche gekennzeichnet werden. Ganz allgemein 
schicken wir voraus: Durch die Bürsten wird die 
Ankerwicklung in eine gerade Anzahl- sie sei 2a

Abb. 86. Prinzipbiid 
der zweipoligen Gleich

strommaschine. 

paralleler Ankerzweige aufgeteilt. Ist w., 2 tota1 die Gesamtzahl der Anker
x-Windungen, so ist die wirksame Windungszahl 

Analog gilt 

Wir betrachten zunächst 

u:x2total l 
'11'aJ2 = ----2a · 

1 

(339) 

oc) Die EMKK der Ruhe. Hierzu ist zu sagen, daß ein f/>., 2-Fluß 
nur mit einer x2-Wicklung verkettet ist, ebenso ein f/>112-Fluß nur mit 
einer y2-Wicklung. Es gilt daher: 

~~2o = - jww.,2 C"2 f/>.,20 w-s Volt, 

~~zo = - jww112 C112 if> 1120 w-s Volt. 

(340) 

(341) 

Ein Wechselfluß erzeugt also nur in einer gleichnamigen Wicklung eine 
EMK der Ruhe. 

ß) Die EMKK der Bewegung. Um zu Gleichungen für die 
EMKK der Bewegung zu gelangen, gehen wir von der zweipoligen 
Gleichstrommaschine aus (Abb. 86). Dort bewegen sich in einem kon
stanten Fluß f/>1120 die Windungen der x2-Wicklung. Die EMK in einer 
Windung ist 

e1 = - ~~y I0-8 Volt. (342) 
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Wir formen um 

- ~"'11 • du w-s Volt e1 = dn dt ' (343) 

und interpretieren: 

~l~Y ist die absolute Änderung des von einer Windung umfaßten 

Flusses während einer Umdrehung. 

~; ist die Drehzahl in der Zeiteinheit. 

Abb. 87 zeigt tabellarisch für eine zweipolige Maschine 
in der 1. Spalte die Stellung der Windung gegenüber dem Erreger

fluß, wobei die beiden Windungsseiten unterschiedlich gezeichnet sind, 

Jlellungo'.lf'inrl§ /Jmfoßler Ano'.ervqJIIIIIfiiOßlen 
qeq.frf'ßqerf/vß fluß flu.r.re.r 

't~:p· +~lP 

~ (/ 
tll}lP 

r:r:==, -~ 
!ld lfylP 

J (/ 
JfylP 

~ ,..~,:p v~" 

Abb. 87. Flußverhii.ltni>>C einer Ankerwindung 
ciuer 2-poligen Gleichstrommaschine wii.hrcn<l 

einer Umdrchunfl. 

m der 2. Spalte den umfaßten 
Fluß, 

in der 3. Spalte die absolute 
Änderung des umfaßten Flusses. 

Man sieht, daß für die zweipolige 
Maschine 

~1'!1- 4 rp 
dlt - 1/20 (344) 

ist. Für eine Maschine mit p Pol
paaren wird natürlich 

drp,,, "" 
-d·u- = 4p '~"v20· (345) 

Sei n die Drehzahl in der Minute, 
so ist die Drehzahl in der Zeit
einheit (Sekunde) 

du 
(jj' 

n 
60. (346) 

Die EMK der Bewegung, die in einer Windung induziert wird, ist also 
absolut 

n 
E~~ = 4ptP1120 130 ·10-8 Volt, (347) 

und die EMK in den w., 2 Windungen 

E" 4 "" n -s V l "'2o = pw.,2 '~"y2o{f0-l0 o t. (348) 

Sie ist eine konstante, solange r/J1120 konstant ist. Erregen wir das :Feld 
der Gleichstrommaschine mit einem Wechselstrom, so wird aus der 
konstanten EMK eine Wechsel-EMK 

(349a) 
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die mit dem Wechselfluß 

(/) 1120 = I(/) 1120 I 81"' 1 

gleiche Frequenz hat und mit ihm durch Null hindurchgeht. Ebenso 
gilt für die EMK der Bewegung ~;20 , die in einer y2-Wicklung indu
ziert wird, welche sich in einem (/)., 20-Fluß dreht, 

~~20 = 4pw11 2 (/J.,z0 :0 I0-8 Volt. (350a) 

Zum Schluß müssen wir die Phase der EMKK der Bewegung kontrol
lieren. Aus Abb. 82 ist zu sehen, daß für eine + x2-Wicklung, die von 
einem + 3., 2-Strom durchflossen ist und sich in 
einem + (/)112-Fluß befindet, ein positives moto
risches Drehmoment M 1 auftritt. Läßt man die 
Drehung zu (Motorbetrieb mit n > 0!), so ist die 
entwickelte EMK der Bewegung eine gegenelektro
motorische Kraft, die + 3., 2 entgegenarbeitet und 
daher mit negativem Zeichen zu versehen ist: 

~;2o = - 4 pw., 2 (/) 1120 :0 10-8 Volt. (349) 

Aus Abb. 83 entnehmen wir: Eine + y2- Wicklung, 
die in einem + (/)., 2-Fluß einen + 3y 2-Strom führt, 

Abb. 88. Anker mit x
und y-Biirsten. Die An
schlußpunkte der x-Bür
sten sind Äquipotential
punkte für die y-Wick-

lung und umgekehrt. 

erfährt ein negatives motorisches Drehmoment M 2 • Läßt man die mo
torische Drehung zu (Motor betrieb mit n < 0 !), so ist die entwickelte 
EMK der Bewegung eine Gegen-EMK und daher + ,3112 entgegen
gerichtet. Wir müssen also setzen: 

~~20 = + 4pw 11 2 (/Jx2o :0 I0-8 Volt (350) 

(denn nur dann wird für n <0 ~;20 negativ!). 
Endlich ist zu erwähnen, daß für eine x2- Wicklung die Anschluß

punkte des y-Bürstenpaares .Äquipotentialpunkte sind, so daß weder 
die EMK der Ruhe noch die der Bewegung, die in der x2- Wicklung 
induziert sind, Ströme zwischen den y-Bürsten hervorrufen können. 
Das geht anschaulich aus Abb. 88 hervor, in der ein Ringanker mit 
zwei x- und zwei y-Bürsten gezeichnet ist. Für eine y2-Wicklung und 
die x-Bürsten gelten die gleichen Betrachtungen. 

Verdreht man bei einer zweipoligen Gleichstrommaschine im Betrieb 
das Bürstenpaar um 90°, so nimmt die zwischen den Bürsten meßbare 
Spannung bis auf Null ab. Hieran kann sich natürlich nichts ändern, 
wenn der Erregerfluß kein konstanter, sondern ein Wechselfluß ist. 
Bei diesem Experiment ist aus der x2-Wicklung (Abb. 86) eine y2-Wick
lung geworden. Wir folgern: ein y2-Fluß induziert in einer y2-Wicklung 
keine EMK der Bewegung 1• 

1 Gleiches gilt für x2-Fluß und x2-Wicklung. 
Hattffe, Ortskurven. 8 
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Wir fassen die Ergebnisse zusammen: 
1. Drehmomente: 

MI= + kl J!X21 (/J 1120 I cos CS'<X2 (/J 112)' 

M 2 = - kl J 1121 (/J<X20 I cos (,Sy 2 (/J<X2). 

2. Effektivwerte der elektromotorischen Kräfte: 
a) Im Ständer: 

b) Im Läufer: 

~~~ = - i w1~~Jn (/Jxio I0-8 Volt, 

~~~ = - j w_wvl Cvl (/11110 lQ-8 Volt. 
l2 

cx) EMKK der Ruhe. 

~' =- .wwx2Cx2cp lQ-8V lt 
X2 } t 2 X20 0 ' 

~~2 = - j Wiv~_l;v 2 (/11/20 10-8 Volt. 

(332a) 

(333a) 

(337 a) 

(338a) 

(340a) 

(341 a) 

ß) EMKK der Bewegung. 

~~2 = -li PWx2(/J11 2o:OlO-BVolt, (349b) 

fC'." - 4 n,. n 1 -8 V 1 ~v2-+f 2 PW11 2.,..<X2o 60 0 ot. (350b} 

Zur Vereinfachung der Schreibweise empfiehlt es sich zu setzen: 

t; 10-S 1 

- = k ' (351) 
f2 

Dann wird 

4_E]O_:-_s = k". 
60f 2 

~~~ =- jwwx1k~l (/JxiO• 

~~~ = - j W Wy1 k;l (/11110' 

~~2 = - i w w<X2 k~z C/JrJJ20' 

~;2 = - j W W112 k;2 (/11120' 

~~2 = - n W{JJ2 k" (/11120, 

G:~2= +nw11 2k"C/J<X2o· 

b) Die Ortskurven des Einphasenreihenschlußmotors 
mit Kompensation. 

(352) 

(353) 

(354) 

(355) 

(356} 

(357) 

(358) 

Das Schaltbild zeigt Abb. 89. Es gibt gleichzeitig die räumliche Lage 
der Wicklungen an, ist also ein sog. Raumdiagramm. Die Kompen

sationswicklung ist eine im Ständer befindliche y-Wicklung und hat 
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die Aufgabe, lPv 2 zu vernichten. Ist ev der magnetische Widerstand in 
Richtung der y-Achse, so muß sein 

f/J'Y 20 = S'o~•I_wv1~fv2Wv2 = O. 
~· Hieraus folgt 

~'Yl Wyl = - ~'Y2 Wy2 

und bei gleicher Wicklungsart 

Wyl = - Wy2• 

(359) 

(360} 

Sieht man von der Streuung ab, um durchsichtigere Verhältnisse zu 
erhalten, so wird 

n. n. n. Cx! Wn c-, f2 Cxl Wn c-, 
Y-':.:0 = Y-'xlO = Y-'a:20 = --e~- 0o =. !!x 0· (361) 

Wir setzen A 

(362) ---+--------<::r-8-ouBA ~~-}& 

und erhalten 
(363) 0 

Die Anwendung des Faradayschen Induktions
gesetzes 

.2~ = .2S'R + .2U (166) 

auf den Stromkreis der Abb. 89 bringt 

~~1 + ~~2 = ,S:(Ra:l + Ryl + Ry2) + UBA 

= 3 R - UAB = 3 R - u 0 (364) 

Eine EMK der Ruhe Q:~ 1 in der Kompen

Abb. 89. Schaltbild des Ein
phasenreihenschlußmotors mit 

Kompensation. 

sationswicklung existiert nicht, da @" 20 = Wy 10 = 0 ist. Aus dem 
gleichen Grunde existiert auch keine EMK der Ruhe (!~ 2 • Führt man 
(353) und (358) in (364) ein, so wird mit (361) zunächst 

U =SR+ j ww." 1 k~ 1 @., 0 - nwv 2 k" f/J", 0 

und mit (363) 

U = ,S:(R + j ww; 1 k~ 1 P:.:l- nw'"1 Wy 2 k" P:.:1), 

C't u <0 = ' . -.")" --- ---,--~--- --- ----- -·- ,, . 
R + J w w_~ 1 Pxl k_n- nwx! Wv2 Px1 k 

(365) 

(366) 

Diese Gleichung stellt die Ortskurve des Stromes bei konstanter Klem
menspannung dar. Es ist eine Kreisgleichung. Zur Festlegung des 
Kreises beachten wir die auf S. llO gefundene Tatsache, daß sich der 
Motor im negativen Sinn dreht, wenn w", 1 und Wy 2 positiv sind. 

Stillstand, n = 0, bringt 

c-,_ u 
0 - R + j o> Wcc:-_~-1 -P-x 1--ck:-:-:.-1 

(367) 

8* 
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Dieser Strom kann durch ein Extrapolationsverfahren gewonnen werden, 
indem man bei verringerten Klemmenspannungen Strom-, Spannungs
und Leistungsmessungen vornimmt. 

Unendlich rascher Lauf, n = oo, bringt 

3=0. 
Einen dritten Kreispunkt finden wir auf Grund folgender Betrachtung: 
Es existiert eine positive Drehzahl, für die: 

R - n w., 1 Wy 2 Px 1 k" = 0 {368) 

ist. Sie wäre nur durch Antrieb entgegen dem motorischen Moment zu 
erzwingen. Für sie hat der Strom 3 seinen maximal möglichen Wert 

1/ (369) 

und ist um 90° hinter U nacheilend. Er ist 
also Durchmesser des Kreises (366). So er
gibt sich das Diagramm der Abb. 90. Das 
Zentrum M liegt auf der Senkrechten zu U 
in 0 und auf der Mittelsenkrechten auf 3n~o. 
Die n-Skala steht senkrecht auf der Zentra
len 0 M und ist durch den Kreispunkt n = 0 
hindurchgelegt. Man sieht: Je größer n abso
lut ist, um so mehr kommt<) mit U in Phase; 

Abb. 90. Ortskurve <lcs Stromes "-' 
eines Einphasenreihenschluß- der Leistungsfaktor wird also bei großen 

motors. 
Geschwindigkeiten günstiger. 

Der Wert des Kreisdiagrammes ist nicht allzu groß, seine Ableitung 
setzte nämlich geradlinige Magnetisierungslinie voraus. Diese Voraus
setzung ist deswegen sehr wenig erfüllt, weil der Motor Reihenschluß
charakterhat und der Strom im Feld dementsprechend starken Schwan
kungen unterworfen ist. Wir verfolgen daher keine weiteren Ortskurven, 
sondern befassen uns zunächst mit dem Drehmoment. Nach (363) sind 
<1>., 0 und 3 stets in Phase!, daher cos (3<Pxo) = l und gemäß (333a) 

M = M2 = - k1 J I <Pxol =- k1 J 2 Px1 w.,l. (370) 

Bildet man aus (366) J 2 , so wird 

(371) 

Diese Gleichung gestattet, das Moment M in Abhängigkeit der Dreh
zahl zu berechnen. Es ist stark von ihr abhängig: Reihenschlußcharak
teristik. 

Wir wenden uns nun der Frage der Selbsterregung zu. Wird ein 
Motor von außen angetrieben und arbeitet er hierbei auf eine Impe-

1 Hierbei ist von Eisenverlusten abgesehen. 
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danz R0 + jwL0 , so ergibt die Anwendung des Faradayschen Gesetzes 

- jwL0 3 + ~: 1 + ~~2 = ::J(R0 + R"1 + R 11 1 + Ry2) 

= ::J(R0 + R). (372) 

(353), (358) und (363) bringen 

0 = S[(R0 + R)- nwd Wy 2 p., 1 k" + j w(w; 1 PrJJI k~ 1 + L 0)]. (373) 

Gleichung (373) ist erfüllt, wenn 3 = 0. Diese Lösung scheidet aus. 
Die andere Lösung ist die, daß der Ausdruck in der eckigen Klammer 
verschwindet. Dies ist nur möglich, wenn Realteil und Imaginärteil für 
sich verschwinden. Es ergeben sich also die Gleichungen 

R0 + R- nw.,1 Wy 2 p., 1 k" = 0, 

w(w; 1 p.,1 k: 1 + L0) = 0. 

(375) hat als einzig mögliche Lösung 

w=O, 
denn es ist 

P k'' = f2 C~t C~_! I~-s = C.~110-s 
rJJ1 •1 e. f2 e~ 

(374) 

(375) 

stets positiv. Der selbsterregte Strom ist also ein Gleichstrom. (374) 
liefert die Drehzahl 

R0 +R n =- ----- k-,;, 
Wz 1 WvsPzt 

(376) 

bei der Selbsterregung auftritt. Sie ist stets positiv (solange, wie voraus
gesetzt, w., 1 und wy 2 positiv sind), weil 

P k"= t2C.t4p!~-s =4p(;"_.._1 Io_= 
"' 1 e. 60 f2 60 e. 

jedenfalls stets positiv ist. 

c) Die Ortskurven des DopJ•el
kurzschlußmotors von Atkinson. 

Das räumliche Schaltbild zeigt Abb. 91. 
Das Faradaysche Induktionsgesetz 

2"'~ = .l)::JR + .l)lt (166) 

-<::,__-----.uaA=-UM 
=-U 

l!l.rl .ti'.rl 

Abb. 91. Schaltbild des Doppel
kurzschlußmotorsvon Atkinson. 

ergibt in Anwendung auf die drei Stromkreise 

~:1 = -~z1RrJJ1 + UBA = S:r1R.,1- U • l 
~:2 + ~;'2 = s"2R"2. 
~~2 + lf~2 = sy2 Ry2 

(377) 
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Den Gleichungen (353) bis (358) entnehmen wir 

(f:1 = - j w w~»1 k:1 (/)~»10, (353) 

(f:2 = - j W W~»2 k:2 (/) x2o , (355) 

(f~2 =- j WW11 2 k;2 (/)11 20 , (356) 

(f~2 = - nwa:2 k" (/)1120 , (357) 

(f~2 = + n W112 k" (/)~»20 • (358) 

Beachtet man nun die Beziehungen 

k' n;. _ Cxl Wzl (J)z10 10- 8 _ L · ~ + M ~ (378) 
Wz1 1101 -v.,IO- 1/ ·-- · - ~»1 <\Sz1 "-Sro2' r 2 . 

k' n;. _ Cz2 Wz2 (J)z20 I0- 8 _ L ~ + M ~ 
Wro2 a:2 'Pa:20- · f2 ____ - z2 0~»2 .. ~xl' (379) 

w'l/2 k~2 (/)'1120 = ~v_2_1!_'._r~•2o_1~-8 = Ll/2 3112' (380) 

so werden die elektromotorischen Kräfte der Ruhe 

Aus (380) folgt 

und damit 

(f~1= -jwL.,t3z1-jw1Jf3ro2> (381) 

(f~2 =- jwL"23ro2- jwM3ro1 , (382) 

(f~2 =- jwL11 2311 2· (383) 

II - Wx2k" - ~ 
(f.,2 - - n --k;·· L112 <\Sv2 · 

w.2 !12 

(384) 

(385) 

Aus Symmetriegründen ist w., 2 = w112 , ferner geben die Beziehungen 
(351) und (352) 

k" 4p10-S f2 
kg, = -6o j-2- · c.21o-s 

Beachtet man, daß der Wicklungsfaktor einer Kommutatorwicklung 

2 
Cro2 = C11 2 = C = -:n: (386) 

ist, so wird 
k" 2pn 
ky 2 = 60' 

Führt man nun noch die synchrone Tourenzahl durch 

60f 60w n =-=--
0 p 2np (387) 

ein, so ergibt sich 

(388) 
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Als neue Variable definieren wir die Relativgeschwindigkeit 

und erhalten 

n 
v=

no 

Cf;2 = - vwL112 3'112 • 

Analoge Rechnungen bringen 

Cf~2 = + vw (L..,2 S.,2 + M 3..,1). 

(389) 

(390) 

(391) 

Führt man (381) bis (383), (390) und (391) in das System (377) ein, 
so wird mit den Festsetzungen 

R..,1 + jwL..,1 =51' 
R.., 2 + jwL.., 2 = Ry 2 + jwLy 2 = R2 + jwL2 =52 

(die letzte Gleichung folgt aus der Symmetrie) nach einiger Ordnung 

U = 3..,1 51 + 3..,2 i w M , l 
0 = 3..,1 i wM + 3~~:2 52 + 3!12 vwL2, (392) 

0 =- 3a:I vwM- 3a:2·vwL2 + 311252. 

Die Determinantenrechnung liefert sofort den Ständerstrom 

u j w M 0 

0 32 + vwL2 

3z~ = 
0 - vwL2 32 
01 jwM 0 

(393) 

jwM 32 +vwL2 

-vwM - vwL2 32 

Die Berechnung der Determinanten bringt 

"' U(3~ + v2 ro2 L~) 
o\5~~: 1 = 31 (3~ + v2 ro2 L~) - j w M (j w 21! 32 + v2 w 2 L 2 M) · (394) 

Substituiert man 
v2 =N, (395) 

so lautet die Gleichung für 3~~: 1 formal 

01 a+b.N 
o\Sa:l = c + bN • (396) 

Die Ortskurve ist also ein Kreis, jedem Kreispunkt entspricht ein 
Parameterwert N, jedem Wert N entsprechen zwei Relativgeschwindig
keiten v, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Wir be
zeichnen den durch (394) dargestellten Kreis als einen Kreis 4. Ordnung. 
Die Verteilung des Parameters v auf ihm ist eine quadratische. Das 
Ergebnis ist von vornherein zu erwarten, da der Motor kein Anzugs
moment entwickelt und sich in beiden Drehrichtungen gleichmäßig 



120 Ortskurven der Starkstromtechnik. 

verhält. Im Stillstand, v = 0, wird 

3o::l = ~132 ~ :2 .ß-12 (397) 

der Kurzschlußstroru. Seine Gleichung stimmt formal überein mit der 
für den Kurzschlußstrom eines Transformators. 

Bei synchroner Drehzahl n = n0 ist v = 1 und 

~ -· U(lJ~ + w2 L~) 
.Ju - 31 (~;l + w2 L:) - j w M (j w M 32 + w2 L 2 M) . 

Berechnet man 

3~ + w2 L~ = R~ + 2RdwL2 - w2 L~ + w2 L~ 

= R2(R2 + i 2wL2), 

j w M 32 + w2 L 2 M = j w M R 2 , 

so wird der Strom bei Synchronismus 

"' U(R2 +j2wL2) 

.\5"" 1 = lJl(Rs +12 w Ls) +.;2 M2 • 
(398) 

Aus dieser Gleichung ist abzulesen: im sekundären Kreis, dem Rotor, 
entsteht bei Synchronismus ein Strom der Kreisfrequenz 2w. 'Dies 
findet seine physikalische Erklärung in der Zerlegung des Ständer
wechselfeldes in zwei gegenläufige Drehfelder (s. S. 97). Mit dem einen 
rotiert der Läufer synchron, gegen das andere hat er die Winkelgeschwin
digkeit 2w : p. Das mitläufige Ständerdrehfeld erzeugt im Läufer keine 
EMKK, das gegenläufige Ständerdrehfeld erzeugt solche der Kreis
frequenz 2w. Die hierdurch entstehenden Ströme wirken mit dem er
zeugenden Drehfeld der Drehrichtung entgegen. Hieraus folgt, daß die 
Drehzahl des Motors immer unter der synchronen bleiben muß. 

Einen dritten Kreispunkt finden wir für unendlich raschen Lauf, 
v = oo, wobei 

(399) 

Führt man die totale Streuung a durch 

w2 M 2 = (1- a) L,JJl L.,2 (400) 
ein, so wird 

(401) 

R., 1 , L., 1 und a Jassen sich leicht experimentell bestimmen, und daraus 
kann ,3., 1 für v = oo berechnet, sodann die v 2-Skala gefunden werden. 

Der Doppelkurzschlußkommutatoranker des Motors kann ersetzt 
werden durch einen Käfiganker, der Motor wird dadurch zum Ein
phaseninduktionsmotor, dessen Theorie mit der hier entwickelten über
einstimmt. 
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}",, Strom- und Spannungsdiagramme. 
Den Bedürfnissen der Starkstromtechnik entsprechend haben wir 

uns vielfach mit Ortskurven eines Stromes befaßt, der unter dem Ein
fluß einer vorhandenen konstanten Klemmenspannung U in irgendeiner 
Anordnung fließt. Schon S. 35 hatten wir das allgemeine Gesetz 

3=UA ~~ 
aufgestellt, wo A eine komplexe Funktion der Widerstandsoperatoren ist, 

A=l"J(BI,B2···Bn)', (403) 

in welcher sich ein Widerstandsoperator gemäß 

B = P.8o 
ändert. Die Ortskurve (402) des Stromes heißt Stromdiagramm. Sie 
zeigt das Verhalten des Stromes bei konstanter Spannung, wenn sich 
der Leitwert A ändert. Geben wir, was stets zulässig ist, der Spannung U 
den Wert 1, so wird 

3 = A, (404) 

d. h. die Stromkurve kann als Leitwertdiagramm angesehen werden. 
Oftmals liegen die Aufgaben anders, es bleibt der Strom konstant 

und die Spannungen werden bei veränderlichem Leitwert gesucht. (402) 
ergibt sofort 

U= 3 
A 

(405) 

und, wenn wir 

~=.8 (406) 

setzen, 

U=3B- (407) 
Die Ortskurve der Spannung heißt Spannungsdiagramm. Sie zeigt das 
Verhalten der Spannung bei konstantem Strom und veränderlichem 
Richtwiderstand. Setzen wir 3 = 1 , so wird 

U=B (408) 
und man kann sagen, daß das Spannungsdiagramm als Richtwider
standsdiagramm angesehen werden kann. Uns interessieren die Be
ziehungen zwischen Strom- und Spannungsdiagramm. Aus (402) und 
(407) folgt 

(409) 

Diese Gleichung besagt, daß das Leitwertsdiagramm die Inversion des 
Spiegelbildes des Richtwiderstandsdiagrammes ist. Ist nämlich das 
Richtwiderstandsdiagramm 3 bekannt, so ist Bk sein Spiegelbild in 
bezug auf die reelle Achse (s. II D, S. 9) und 1/3 die Inversion zu 

Bk (s. II D f), S. 12). Aus (409) ist abzulesen, daß -A- = A ist. 
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Andererseits ist die Gleichung des Spannungsdiagrammes 

U=J3 
und die des Stromdiagrammes 

Aus beiden folgt 
U 3 = U J = const . 

(410) 

(4ll) 

(412) 

Diese Gleichung besagt, daß das Spannungsdiagramm (U) zum Spiegel
bild (.~'h) des Stromdiagrammes (3) invers ist. Die Inversionspotenz 
ist U J. 

V. Systematik der Ortsknrven. 
A. Allgemeine Betrachtungen. 

a) Di<> Ordnung der allgemeinen Ortskurve. 
Die Gleichung der allgemeinsten Ortskurve lautet formal 

Hierin sind 

und 

m 

.l]w.k pk 
~=-O-

n 

.ll~kpk 
0 

~k = B~ + iB~~ 

(413) 

(414) 

(415) 

komplexe Konstanten, peinreeller Parameter, der die Werte von - oo 
bis + oo durchläuft. 

Die Ordnung einer Kurve wird nun durch die höchste Zahl der 
Schnittpunkte mit einer beliebigen Geraden 

(416) 

bestimmt. Hierin sind a und b komplexe Konstanten, e der reelle Para
meter. Nimmt man eine Ursprungsverschiebung gemäß 

n' = g- a = b e' (416a) 
m 

.l]w.k pk 
~' = ~- a = -0-- - a 

" 
.Jj\!.~k p'" 

u 

(413a) 
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vor, so wird die Bestimmung der Schnittpunkte zwischen g' und )8' 

besonders einfach. In den Schnittpunkten haben nämlich g' und ~' 
gleiches Argument. Das Argument von g' ist 

(417) 

wenn 
(418) 

ist. Das Argument von )8' erhalten wir, wenn wir (413a) umformen 
m n 

.ljw.k pk- a .2J I.Bk pk 

>8'=-0 0 
n 

.2 I.Bk p" 
0 

n n 

(419) 

und mit dem zu .lJ >Bk pk konjugiert komplexen N~nner 2~ 5BH p~· 
0 0 

erweitern. Man erhält formal für m > n 

m+n 

.2 ~kpk 
~' = _o ____ .. ____ _ 

2n · 

.lJ Dkp" 
u 

(420) 

D" sind jetzt reelle Konstanten, <tk neue komplexe Konstanten. Das 
Argument von ~' wird 

m+n 

_2 O'{p" 
0 

'P = arc tg _m_+_n __ (421) 

_2 O!,p" 
0 

Setzt man 
tgy = tg'P' 

so ergibt sich eine Gleichung vom Grade m + n in p. Sie hat m + 11 

Wurzeln, die nicht alle reell zu sein brauchen. Das heißt, nicht alle 
Schnittpunkte sind reell. Die Ordnung der Kurve ist m + n . Falls 
n > m ist, erhält man statt (420) formal 

2n 

_2~,,p~· 

~' = __,...o __ _ 
2n 

(422) 
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ferner 2n 

2j OJ:pk 
0 tg V = -:-:-~ n--~ (42:3) 

und in 
tgy = tgv 

eine Gleichung 2n-ten Grades in p. Sie hat 2n Wurzeln, die wieder 
nicht alle reell zu sein brauchen. Die Kurve ist von der Ordnung 2n. 
Wir erhalten somit den Satz: 

Wird in der allgemeinen Ortskurvengleichung der Hauptnenner reell 
gemacht, so gibt die höchste auftretende Potenz von p die Ordnung 
der Ortskurve an. 

Die bisherigen Entwicklungen bedürfen einiger Einschränkungen : 
l. Sind ttJ1 bis ttlm die Wurzeln (reelle, komplexe oder imaginäre, 

einfache oder mehrfache) von 

m 

.2]'J!kpk =0, 
0 

und tJ 1 bis tln die Wurzeln von 
n 

2}113kpk = 0, 
0 

so kann man für (413) schreiben 

~~ = 2tm(P ~ ttlr}(P- ttlz) · · .(p- ttlm) 
~n (p- Or) (p- 02) ... (p- o.) . 

(424} 

(425) 

(426} 

Zähler und Nenner dürfen keine gemeinsame Wurzel haben. Wäre 
nämlich ttJ" = tl;, so könnte man (426) durch 

p - ttJh = p - tl; 

kürzen und Zähler- und Nennergrad würden sich um 1 erniedrigen, die 
Ordnung der Kurve wäre nur mehr m + n - 2 bzw. 2n - 2. 

Gemeinsame Wurzeln von (424) und (425) sind ausgeschlossen, wenn 
die Gleichungen nicht "verträglich" sind. Dies ist der Fall, wenn ihre 
"Resultante" endlich bleibt. 

Die Resultante wird wie folgt gebildet: 
Man multipliziert ( 424) nacheinander mit p" -l, pn- 2 , ... , p, man 

erhält mit der Ausgangsgleichung n Gleichungen mit den m + n Größen 
pm+n-1, pm+n-2, ... , pO. 

Man multipliziert (425) nacheinander mit p"'- 1, p"'- 2, ... , p, man 
erhält mit der Ausgangsgleichung m Gleichungen mit den m + n Größen 
pm+n-1, prn+n-2, .. . , pO. 
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Insgesamt ergeben sich somit m + n Gleichungen, die homogen und 
linear in den m + n Größen pm+n-1, pm+n-2, .. . , pO sind. Sie haben 
eine gemeinsame Wurzel, wenn ihre Koeffizientendeterminante - sie 
wird hier die Resultante der Gleichungen (424) und (425) genannt -
verschwindet. Sie haben keine gemeinsame Wurzel, wenn die Resultant-e 
endlich bleibt. 

2. Für m > n läßt sich (413) umformen 

m n-1 

\.? ~k pk '\] m" p'· L) m-n L) 
_o ___ = \.7'"' pk + _o __ _ 

n L) ~k n (427) 
~ \U k u .... ~ <U k 
~vkp ~vtP 

0 u 

atk und Ok sind neue komplexe Konstanten. Hierdurch wird die Orts
kurve (413) von der Ordnung rn + n zerlegt in eine Ortskurve 

(428) 

von der Ordnung m - n und eine Ortskurve 

(42!.1) 

von der Ordnung 2n. Die Summe ergibt eine Ortskurve der Ordnung 
m+n. 

Wir unterziehen die Ordnung von (429) einer Sonderbetrachtung. 
Diese findet auch Anwendung auf (413) für den Fall, daß n > m ist. 
Nimmt man an, (425) habe eine reelle Wurzel p0 , so bringt die Sub
stitution 

in (429) 
P =Po+ P1 

n-1 

\.7 r;::. k L} ~k P1 
() 

,,_ n 

2 ~t p~ + 2 :rk Jl~ 
0 l 

(430) 

(431) 

@)k und %~.; sind wieder neue komplexe Konstanten. Gemäß Voraus
setzung verschwindet der erste Summand des Nenners von (431) und 
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n-1 

.2 rsk P1 
m.=---o~-. 

- n 
'\7 Cl" k .L.} ;.,_k P1 
1 

Kürzt man durch p~, so wird 

n-1 

.2- 1 l::::kp"-k 
0 1 

>82= -,.~--

U;rk __l__k 
.L.J p"-

1 1 

und mit der Parametersubstitution 

1 
- = P2 
P1 

n-1 

.2 6kpJ-k 

)82 = __.!:' ___ _ 
n 

.IJ~k p~-< 
1 

(432) 

(433) 

(434) 

Der Zählergrad ist n, der Nennergrad ist n -1, die Ordnung der Orb
kurve also 2n -I und nicht 2n. Wir gewinnen somit den Satz: (429) 
ist von der Ordnung 2n nur dann, wenn der Nenner für keinen reellen 
Wert von p verschwindet. 

\Vir fassen die Ergehnisse zusammen: 

m 

2Jillkpk 

>8=-o __ _ 
n 

.2Jl!3kp" 
(1 

(413) 

ist von der Ordnung m + n für m > n und von der Ordnung 2 n für 
n > m. Hierbei dürfen 

m 

)}m/,;pk = o (424) 
0 

und 
n 

2]~~"1/'=0 (425) 
0 
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keine gemeinsame, 

(425) 

darf keine reelle Wurzel haben. 

h) Ordnung der Ortskurve und Ordnung des Trägers. 
Nach dem Vorhergehenden ist sofort klar, daß 

)8 = 'l( + mp2 

eine Ortskurve 2. Ordnung ist. Die Substitution 

p2 = e 
führt ( 435) in 

(435) 

{436) 

(437) 

über, das ist die Gleichung einer Geraden. Wir sehen den stets möglichen 
Unterschied zwischen der Ordnung einer Ortskurve und der Ordnung 
des Skalenträgers. Erstere wird stets ein ganzzahliges Vielfaches der 
letzteren sein. Wir bezeichnen (435) als eine Gerade 2. Ordnung. Bei 
der Behandlung· des Doppelkurzschlußmotors von Atkinson bzw. des 
Einphaseninduktionsmotors (s. S. 117) tritt als Ortskurve des Ständer
stromes formal auf 

(438) 

Sie ist 4. Ordnung, der Skalenträger ist aber, wie die Substitution (436) 
lehrt, 2. Ordnung, und zwar ein Kreis. Er wird als Kreis 4. Ordnung 
bezeichnet. 

{') Die allgemeinste Form der Ortskurve m-ter Ordnung. 
Sie ergibt sich aus Abschnitt a) sofort zu 

m 

:fj\lfkpk 
~=-o ___ _ 

m 

.2JBkpk 
0 

(439) 

Der Nenner ist bereits reell und vom m-ten Grade in p. Das ist der 
höchstmögliche, wenn, wie vorausgesetzt, (439) von m-ter Ordnung 
sein soll. Wir erhalten den Satz: 

Die allgemeinste Ortskurve rn-ter Ordnung hat einen reellen Nenner. 
Zähler und Nenner sind vom m-ten Grade in p. 
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Als Bedingung hierfür ergibt sich, daß 
m 

(424) 

und m 

.2jBkpk = 0 (440) 
0 

keine gemeinsame Wurzel haben dürfen. Die Resultante von (424) und 
(440) muß endlich sein. Sie wird gebildet, indem man beide Gleichungen 
nacheinander mit pm - 1 , pm- 2 , ••• , p multipliziert. Man erhält mit 
den Ausgangsgleichungen 2m Gleichungen, die homogen und linear in 
den 2m Größen p 2 m- 1 ' p2 m- 2 ' ••• ' p 0 sind. Ihre Koeffizientendeter
minante ist die Resultante. 

d) Bereich der allgemeinsten Ortskurven m-ter Ordnung. 
Die Theorie der Gleichungen lehrt, daß die Gleichung 

m 

.2jBkpk = 0 (440) 
0 

m Wurzeln hat, die entweder reell oder komplex sein können. Im letz
teren Fall treten stets konjugiert komplexe Wurzeln auf. (440) kann 
ausschließlich konjugiert komplexe Wurzeln nur dann haben, wenn m 
geradzahlig ist. Seien t> 1 bis tJ m die Wurzeln von (440), so kann man 
für (439) schreiben 

(439a) 

Ist die Wurzel t>; reell, so geht ~ ins Unendliche für p = t>;. Es ergibt 
sich somit der Satz: 

Die allgemeinste Ortskurve m-ter Ordnung geht für so viel p-Werte 
ins Unendliche, als die Nennerfunktion reelle einfache Wurzeln hat. 

Weiterhin gilt der Satz: 
Die allgemeinste Ortskurve m-ter Ordnung verläuft ganz im End

lichen, wenn die Nennerfunktion keine reelle Wurzel hat. Dies ist nur 
bei geradzahligem 1n möglich. 

e) Nulldurchgänge der allgemeinen Ortskurve m-ter Ordnung. 
Die Ortskurve m 

)~2!" p• ......... 
~=_o __ 

m 

.2jBkpk 
u 

( 4:39) 



Allgemeine Betrachtungen. 

gestattet die Umformung 

}8 _ ~ ... ~~-=-l~_~)(p- IUz). • • (p- tllm) 
- m ' 

.JjBkpk 
0 

wenn ltJ 1 bis ttlm die Wurzeln der Gleichung 
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(439b) 

(424) 

sind. Diese können reell, imaginär oder komplex, einfach oder mehr
fach sein. Ist tu; reell, so verschwindet }8 an der Stelle p = tu;. Wir er
halten also den Satz: 

Die allgemeinste Ortskurve m-ter Ordnung bat so viel reelle Null
durchgänge, als die Zählerfunktion reelle Wurzeln bat. 

Sei p0 eine reelle Wurzel von (424), so gilt 

(441) 

und die Spaltung in Real- und Imaginärteil bringt die zwei reellen 
Gleichungen 

m 

.JjA~p~=O, (442) 
0 

m 

.JjA~p~=O. (443) 
() 

Beide Gleichungen müssen verträglich sein, ihre Resultante muß ver
schwinden. Um diese zu bilden, multiplizieren wir wieder ~eide Glei
chungen nacheinander mit pg'-I, p':J- 2 , ••• , p0 • 

Das gibt mit den Ausgangsgleichungen zusammen 2m Gleichungen, 
die homogen und linear sind in den 2m Größen p~m -1, p~m- 2 , ••• , p~. 
Ihre Koeffizientendeterminante ist die Resultante. Sie muß verschwin
den, wenn (442) und (443) miteinander verträglieb sein sollen. Um p0 

selbst zu finden, lassen wir von den 2m Gleichungen, aus denen wir 
die Resultante gebildet haben, eine fort und erhalten so ein System 
von 2m - 1 Gleichungen, das außer den von p0 freien Gliedern solche 
mit p~m-l, p~m- 2 , ••• , p~ enthält, diese fassen wir als die 2m - 1 Un
bekannten des Systems auf und berechnen p0 mit Hilfe der Dcterminan
tenrechnung. 

Das Verfahren werden wir an dem Beispiel der bizirkularen Quartik 
ausführlieb erläutern (s. S. 144). 

Ha uffr. Ort.sknrven. 9 
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Im Höchstfalle kann (424) m reelle Wurzeln haben. Bedingung 
hierfür ist, daß alle Koeffizienten 9!k das gleiche Argument IX haben. 
Man kann dann für (439) schreiben 

Jetzt ist 

m 

2 A"p" 

)8 = E1a. ·-1-J --
m 

m 

2j B"p" 
0 

}~ Akpk = 0 
~ 

0 

(444) 

(445) 

eine reelle Gleichung, und nur eine solche kann rn reelle Wurzeln be
sitzen. Der Ursprung ist also ein m-facher reeller Punkt der Ortskurve 
(444). Substituiert man 

(446) 

so geht (444) über in 
(447) 

Das ist eine Gerade durch clen Ursprung. Während also der Träger 
von 1. Ordnung ist, ist die Ortskurve von m-ter Ordnung: sie ist eine 
Gerade m-ter Ordnung. 

f) Analyse der Ortskurven. 
Die Ortskurve 

(413) 

für welche m > n angenommen werden soll, kann durch Ausführung 
der vorgeschriebenen Division umgeformt werden in 

(448) 

" 
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0" und (1" sind neue komplexe Konstanten. Der 1. Term von (448) 
lautet in ausführlicher Schreibweise 

m-n 

,}] Okpk = Oo + 01 P + Ü2 P2 + · · · + Om-n pm-n. (449) 
() 

Die einzelnen Summanden bedeuten 
0 0 einen Festvektor, 
0 1 -z:; eine Gerade durch den Ursprung, 
0 2 p 2 eine Gerade 2. Ordnung durch den Ursprung. Sie endigt in diesem 

und verläuft nur nach einer Seite hin ins Unendliche. Auf diesem 
Ast entsprechen einem jeden Punkte zwei durchs Vorzeichen unter
schiedliche Parameterwerte p. Die Gerade wird als Halbgerade 
bezeichnet (Abb. 92). 

0 3 p3 eine Gerade 3. Ordnung usw. 

Der 2. Term von (448) kann in Partialbrüche 
zerlegt werden. Charakteristisch für ihn ist, daß 
der Grad von p im Nenner um 1 höher ist als im 
Zähler. Kürzt man zunächst durch 'm 11 , so wird 

n-1 n-l 

.2 <&.p• .E~kpk 
0 0 ----- (450) n n 

2193 k . •P 2 ~k pk 

(I 0 

wobei [k @; - ')jk ~k = 93n' k- 93n 

ist. Die Wurzeln der Gleichung 

0 

+j 

D.g 
fl-'!1 

0 fl-0 

Abb. 92. Die Gerade 2. Ordnung, 
g = (l.2 p2 , ,.Halbgerade". 

(451) 

(452) 

können reell, imaginär oder komplex, einfach oder mehrfach sein. Wir 
nehmen folgende Möglichkeiten an: 

l. Es sollen rx verschiedene reelle Wurzeln w1 bis w"- vorhanden sein. 
2. ER sei eine ß-fache reelle Wurzel w vorhanden. 
3. Es seien y verschiedene komplexe Wurzeln to 1 bis ltJr vorhanden. 
4. Eine komplexe Wurzel ltJ möge b-fach auftreten. 
Es muß dann gelten 

rx+ß+y+b=n. 
(452) kann nun in der Form 

(453) 

(454) 
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geschrieben werden und (450) läßt sich in Partialbrüche zerlegen 
n-1 

2J:tl,.pk "' ß 

0 = ~-~ .... + ~- 6k 
n-1 .LJ p- wk .LJ (p- w)k 
'\,1~- k 1 ] .L:/ ,_p 
0 

y J 

+ ~ _ __!k . + \~. - _!!_~ . -
.L.:J p- tvk .L.:J (p- tv)k. 

1 1 

(455) 

9l1, bis Uk sind neue komplexe Konstanten. Die Summanden der rechten 
Seite diskutieren wir einzeln. 

"' 21 ffik 

1 p-wk 

stellt eine Schar von Geraden dar, die durch den Ursprung gehen. Hier
von überzeugt man sich leicht durch die Substitution 

1 
p-wk = Q1,. (456) 

Weiter ist 
ß 

\] __ _§ -fJ (p-w)k 

eine Sehar von Geraden der Ordnung 1 bis ß, wie man mit der Sub
stitution 

einsieht. Drittens ist 

1 
--·-=a 
p-w 

y 

2~ 
1 p- tvk 

(457) 

eine Schar von Kreisen durch den Ursprung [s. S. 37, (52)]. Endlich 
schreiben wir für den 4. Summanden 

~ 

'\.~ uk _ -~.!- -L U2 + ... + ll" (45S) 
.L.:j (p- tv)•- p- tv ' (p- tv)2 (p -IU)'1. 

1 

Die einzelnen Summanden der rechten Seite von (458) deuten wir 
einzeln: 

tt1 
p-tv 

ist ein Kreis durch den Ursprung [s. S. 37, (52)]. 

_.!!!__ - (-rus )2 

(p- tv)2 - p- tv 



geht aus dem Kreis 
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ru2 
p-tv 
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hervor, indem man dessen Fahrstrahlen quadriert (II E c), S. 14). Ana
log geht 

Uo r Uo ( ~11T" )0 
(p- tU)" = p- to 

aus dem Kreis 
0-

~ 
p-to 

hervor, indem man dessen Fahrstrahlen mit (j potenziert (II Cf), S. 9). 
Wir gewinnen hiernach den Satz, daß jede Ortskurve aus einer Zahl 

von Geraden erster und höherer Ordnung und aus einer Anzahl von 
Kreisen aufgebaut werden kann. Damit ist auch die Parameterver
teilung auf ihr festgelegt. 

g) Synthese der Ortskurven. 
Summiert man zwei Ortskurven 

und 

·" 2J C\:kp" 
0 

~2 = ·-~--·-.' 
2J 'l)kp' 

0 

so ergibt sich als neue Ortskurve formal 

Für den Fall, daß 

2J Q;, pk 
0 

t 

2J 'ij,p" 
0 

(459) 

(460) 

(461) 

(425) 
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und 
(462) 

keine gemeinsame Wurzeln haben, wird 

t=n+v. (463) 

Die Resultante von (425) und (462) bleibt dann endlich. Haben dagegen 
diese Gleichungen e gemeinsame Wurzeln, so wird 

t=n+v--e, (464) 

und die Resultante verschwindet. 
Für 8 ergibt sich bei(! = 0 der größere Wert der beiden Summanden 

m + v bzw. n + p,, bei e gemeinsamen Wurzeln von (425) und (462) 
hat 8 den größeren Wert von m + v - e bzw. p, + n - g. 

Hiernach läßt sich die Ordnung der neuen Ortskurve leicht be
stimmen. 

h) Asymptoten. 
Zur Bestimmung der Asymptoten gehen wir von der Ortskurven

gleichung 
m 

2J 2r.pk 
0 

~=-,.--

2] 55kpk 
0 

(413) 

aus, wobei wir mit Rücksicht auf möglichste Allgemeinheit m > n 
voraussetzen. Dividiert man aus, so wird 

n-1 

\:~ (i:k pk 
m-n LJ 

)ß = ~ Okpk+_on 

(} 2J lB.pk 

0 

(s. VA f), S. 1:~0). Hierfür kann man schreiben 

n-1 

21 G:kpk 

+ -~-
" 
~ 55kpk 

0 

(448) 

(465) 

und findet, daß )8 = oo in Richtung Dm-n wird für p = oo. Denn hier-



Allgemeine Betrachtungen. 

bei wird bestimmt 

und von den Summanden 

n-1 

2J~kpk 
__ o ______ - = 0 

n 

2] \Bkp'' 
0 

verschwinden alle diejenigen, für die 

k<rn-n, 

und es verbleibt als einziger der, für den 

k=m-n 

ist. Zwei Fälle sind von Interesse: 
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l. m - n = 1, die Asymptote ist eine Gerade mit der Gleichung 

(466) 

2. m - n > 1, die Asymptote ist eine krummlinige. Sie hat bei
spielsweise für m - n = 2 die Gleichung 

(467) 

und ist eine Parabel. 
Für die weiteren Asymptoten sind die reellen \Vurzeln von 

(425) 

maßgebend. Nach VA f) kann man für (413) schreiben 

m-u ~ ß 
)t~ = '~ :C. k + '\~~ + \/J_ 3k .LJ k P .LJ p - w. .LJ (p - w)k 

0 I '- I 

y ö 

+ 2]~ + 2J uk . (468) 
I P- 11h I (p - tu)• 

Hierin sind w1 bis w/X Cl. verschiedene reelle Wurzeln, w eine ß-fache 
reelle Wurzel von (425). An der Stelle p = wi wird (468) zu 

fl >? Gk 
+ !' (w; -w)' 

(469) 
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Dabei sei W; eine der rt. reellen Wurzeln. In diesem Ausdruck (469) sind 
alle Summanden endlich bis auf einen, nämlich 

lim llh = ffi; . oo . 
k~i W;- wk 

(47P) 

~ wird also unendlich in Richtung von ffi; für p = W;. Die Gleichung 
der Asymptote lautet 

m-n i-1 a. ß 

a = '\~ Dkw~ + \~ ._l&_ + \~ _J&_ + W .. -~k , 
.L,i .L,i W· - W 1. Lj W· - W.. Lj (W· - W)' 0 1 t ~ i+l t ,... 1 l . 

r o 
\11 :rk \} uk ro + .LJ -- - + .• :::: ~- k -+- <n; e . 
1 W; - llh 1 (w,- ltJ) 

(471) 

Hierin ist e ein reeller Parameter, der alle Werte zwischen - oo und 
+ oo durchläuft. 

Es existieren ebensoviel Asymptoten, als (425) reelle verschiedene 
Wurzeln hat. 

Formt man in (468) den 3. Summanden der rechten Seite um in 

ß II 

}] (p-~·w)• = (p} w)d}] i~-~ :~:- e/c' 
1 1 

so findet man für' p = w 

fl 
'\J c: 

lim .Li ~· • = ®p. oo. 
p~w 1 (p- w) 

(472) 

(473) 

~ wird also unendlich in Richtung von ®ß für p = w. Denn in der 
Summe (472) wird 

ß- . 0 für ß > k , 
(p-w) k-

I für ß = k. 

Die Gleichung dieser Asymptote lautet 

ö 

+ \/J u. + e 
.L:i (w - ro)• ß 0 e 0 

(474) 

Hierin ist e ein reeller Parameter, der alle Werte zwischen - oo und 
+ oo durchläuft. 
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i) Tangenten. 
Das Tangentenproblem ist allgemein schon beim Kreis (IV Aa) 6, 

S. 50) besprochen worden und kann hier kurz gefaßt werden. Ist 

~ = iY (p) (475) 

die Gleichung der Ortskurve, so gibt das Argument von 

d~ 

dp 

die Richtung der Tangente an, da p und dp rein reell sind und 
d~ = lim L1 ~ in Richtung der Tangente liegt. Ist e ein reeller ver
änderlicher Parameter, so ist 

t = ~ + ~: e (476) 

die Gleichung der Tangente. Die Bestimmung des Argumentes von ~:
erfordert speziell an der Stelle p = oo eine Sonderbetrachtung, die wir 
an der allgemeinen Ortskurvengleichung 

m 

.2 ~-~Pk 
~=o ___ _ 

n (413) 

.2 ilhpk 
0 

anstellen. Es wird 
m n m n. 

.2 k~kpk-1 .2 )Bk pk- .2 ~k pk .2 k )Bk pk-1 
0 0 () () 

(? )ßkpkr 

(477) 

Der Nenner dieses Ausdruckes ist vom Grade 2n in p, der Zähler höch
stens vom Grade m + n - l. Wir können formal schreiben 

" 
(478) 

und drei Fälle unterscheiden : 

I. t.t>v, ( d~) - -oo 
dp p~oo - • 

Man dividiere (478) durch p.u-v, dann haben 

1 d~ und d~ 
pl'--=-;- dp d p 
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gleiches Argument, da p rein reell ist, und 

pP-· .2 9lk pk 
0 p=oo 

wird endlich. 

2. ft='J!, ( d ~) wird endlich. 
dp p=oo 

3. p,<v, ( d~) = 0 
dp p=oo · 

Man multipliziere (478) mit p•-1', dann haben 
d~ d~ p•-1'- und 
dp dp 

gleiches Argument, und 

,11 

p•-~L _2 .ihPk 
0 

" 

wird endlich. 

k) Die Kt•ümmung. 
Von der Ortskurve 

~ = ~(p) (475) 
berechnen wir den Krümmungsradius R an ei.ner beliebigen Stelle p 

folgendermaßen: Wir bilden 

d~ dV . ---- = -E/' (479) 
dp dp 

-,; ist das Argument der Tangente. Diffe
d-;; renziert man nochmals nach p, so wird 

d2~ d2 V . dV . dt: 
dpi = dp2 e~' + j dp e1< dp. (480) 

Hierin ist gemäß Abb. 93 

AhL. 93. Zur Bestimmung des Krüm
mungsrndius. Rd-,; = dV oder 

dV 
rl7: = R' (481) 

d2~ = ei• [~:_T· + j_ (dV)2J 
dp2 dp2 R dp 

so daß (482) 

wird. Aus (479) erhält man sofort 

(_d~) =dr 8 _ 1,_ 
dp k dp 

(47!:1a) 
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Index k deutet hierbei den konjugiert komplexen Wert an. Bildet man 
das Produkt 

II _ (d~) a2~ 
- dp k dp2' (483) 

und nimmt hiervon nur den imaginären Teil, was durch die Schreib
weise 

[Il]; = [(~~\ ~2p~l (484) 

angezeigt werde, so ergibt sich 

oder 

(*r 
R = [(d~) a~~J 

\ dP k dp2 i 

(485) 

Damit läßt sich der Krümmungsradius an jeder beliebigen Stelle be

rechnen. Er wird unendlich groß bei 

d. i. also bei jeder Geraden 

!J = n + bp (S) 

und an den Wendepunkten jeder Kurve. 

I) Zirkulare Kurven . 

.Eine Ortskurve heißt zirkular, wenn sie aus einem oder mehreren 

Kreisen aufgebaut ist. Dieser Aufbau kann so erfolgt sein, daß die 

gleichem Parameterwert p zugehörigen Ortsvektoren mehrerer Kreise 

additiv oder multiplikativ miteinander verknüpft sind, oder daß die 

Ortsvektoren eines Kreises potenziert erscheinen. Sei fl die Anzahl der 

Kreise bzw. die Potenz, so heißt die entsprechende Ortsknrve ,tt-fach 

zirkular. Ihre Gleichung lautet formal 

l. bei additiver Verknüpfung 

)8 _ <l'a,. + b,.p 
1 - .Llck+t,.p' 

1 

2. bei multiplilmtiver Verknüpfung 

(486) 

(487) 
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3. bei Potenzierung 

~ = (ll_±_op).". 
1 c + bp 

(488) 

Die Addition schließt die Subtraktion, die Multiplikation schließt die 
Division mit ein, das Zeichen ll deutet die Multiplikation an. In allen 
drei Fällen läßt sich die rechte Seite so umformen, daß 

wird. Die Gleichung einer nicht zirkularen Ortskurve lautet 

mit der Bedingung, daß 

"" .J]a:. pk 
0 

~2=-n--

,}jD"p" 
0 

(489) 

{490) 

ausschließlich reelle Wurzeln haben muß. Denn nur dann ist (490) aus
schließlich aus Geraden, nicht aber auch aus Kreisen aufgebaut. Ver
bindet man ~1 und ~2 etwa additiv, so entsteht die resultierende Orts
kurve 

I' m 

.2 2lk p" 2 <rk p" 

~ = ~h -J.- ~. = o + o __ . 
, ... I' n {491) 

,}jl!hp" ,}jDkpk 
(l 0 

Zur Bestimmung ihrer Ordnung gilt: 
Die Ortskurve ~1 ist von der Ordnung 2p.. Die Ortskurve ~2 ist von 

der Ordnung m, wenn m > n, und von der Ordnung n, wenn n > m ist. 
Wir finden als Ordnung der Ortskurve 

o = 2p. + m für m > n, 

o = 2 p. + n für n > m. 

Bildet man von (491) den Hauptnenner, so wird er vom Grade p. + n 
in p. Der Zähler wird vom Grade p. + m für m > n bzw. vom Grade 
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p + n für n > m. Stellt man tabellarisch zusammen, so ergibt sich -
Bedingung für ~2 m>n n~m 

Ordnung von ~1 o=2,u+m o=2,u+n 

Zählergrad von ~ .u+m ,u+n 
=0-fl = 0- fl 

Nennergrad von ~ .u+n .u+n 

Allgemein gilt somit, daß der Zählergrad gleich ist der Ordnung der 

Kurve, vermindert um die Vielzahl der Zirkularität. 
Wir stellen nachfolgend die Gleichungen einiger zirkularen Kurven 

zusammen: 

Nichtzirkulare Orts-

Gleichung der Kurve ~ Ordnung der Zahl ,u kurYe ~2 
Kurve ~ der Kreise Zähler- Nenner-

grad m grad n 

a + bp 2. 1 

I 
0 0 c_+_b_p (Kreis) 

3. a + b p + cp2 
(Zirkulare l l 0 

b + ep Kubik) 

a + bp + cp2 + bpa 4. 

e + fp 
(Zirkulare l 2 0 
Quartik) 

a + bp + cp2 
4. 

(Bizirkulare 2 0 0 
b + ep + fp 2 Quartik) 

a + b p + c p2 + b p"l + c p4 5. 

f + gp 
(Zirkulare l 3 0 
Quintik) 

a + b p + c p2 + b pa 5. 

-c+t1l+ gp2 
(Bizirkulare 2 l 0 

Quintik) 

Die Reihe ist unschwer fortzusetzen. 

m) Transformation auf kartesische Koordinaten. 
Obwohl nun, wie in den vorhergehenden Abschnitten gezeigt, die 

Diskussion einer Kurve ohne Übergang zu kartesischen Koordinaten hin

reichend möglich ist, erscheint gelegentlich die Transformation er

wünscht. Das V erfahren zeigen wir an der allgemeinen Ortsknn·e 
m 

2J2r,.p'" 
~= -'-o __ _ 

n 

2J~hp' 
0 

(413) 



142 Systematik der Ortskurven. 

" 
für m > n. Erweitert man mit dem zu 2}58k pk konjugiert komplexen 

" 0 
\7 Ausdruck L.Jk 58,.,k pk, so ergibt sich formal 
0 

(492) 

Hierin sind 
(493) 

neue komplexe, D" reelle Konstanten. Spaltet man (492) in Real- und 
Imaginärteil, so wird 

m+n m+n 

.2 04. p• 2J 04' pk 
m o +. u 
10 = :!n J ---,--2.,-, -- (494) 

2}Dkpk 2Jnkp• 
ll 0 

Da man andererseits 
(495) 

setzen kann, wobei man also die reelle Achse mit der X-Achse, die 
imaginäre mit der Y-Achse zusammenlegt, so folgt sofort die Para
meterdarstellung 

tn+n 

2}Gkp• 
0 X= ... ___ _ 
2n ' 

2Jnkpk 
u 

nt+n 

2Jo;:p• 
0 

y= 2n 

.2 Dkp• 
0 

(496) 

Parameter ist p, zu dessen Elimination wieder zweckmäßig die Deter
minantenrechnung herangezogen wird. Mit der Umformung 

m+n 2n I ? CJ. p" - x? D" pk = 0, l 
m+n 2n 

2J c;; pk - y 2J D" p'' = o 
0 0 

(497) 
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erhält man zwei Gleichungen vom Gradem+ n in p (da m > n ange
nommen war), die miteinander verträglich sein müssen. Ihre Resultante 
muß verschwinden. Diese enthält außer den Konstanten C~, C~ und 
Dk noch die Koordinaten x und y, ihre Entwicklung liefert also die 
Gleichung der Ortskurve in kartesischen Koordinaten in der Form 

F (x,y) = 0. (498) 

Die Resultante von (497) wird gebildet, indem man jede der Gleichungen 
nacheinander mit pm + n -l, pm + n- 2 , ... , p multipliziert. Man er
hält mit den Ausgangsgleichungen 2 (m + n) Gleichungen, die homogen 
und linear sind in den 2 (m + n) Größen p2(m+n> -1, p2(m+n>- 2, ... , po. 

Sie müssen miteinander verträglich sein. Das ist der Fall, wenn ihre 
Koeffizientendeterminante - sie wird Resultante des Systems (497) 

genannt - verschwindet. Es ist leicht, für den Fall n > m die ent
sprechenden Gedankengänge selbst w entwickeln. 

n) Transformation auf Polarkoordinaten. 
Soll die Ortskurvengleichung 

)8 = ß'(p) (475) 

auf Polarkoordinaten transformiert werden, so bedient man sich der 
Beziehung (209) 

aus welcher leicht 

bzw. 

folgt. Bildet man 

I+' 
______1E = ei "' 
1- jp ' 

. 1- si'f' 
p=J-1' ;,", 

,-S 

j - j cos rp + sin rp 
P = I + cos rp + j sin rp 

V= VVr +V~= ß'(cp), 

worm vl und v2 durch 

(209) 

(499) 

(300) 

(501) 

(302) 

definiert sind, so hat man bereits die Polargleiehung. Soll umgekehrt 
aus der Polargleichung 

V=~(cp) (501) 

die Ortskurvengleichung gefunden werden, so ist zu bedenken, daß 

(:>03) 
ist. Aus 

ei"' = co,; cp + j sin cp 
und 

e-i", = coscp- jsincp 
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cos q; =! (ei•r + e-i"'), 

sinq; = { (e-J'I - ei'l'). 

Hiermit kann (503) in die Form 

~=~fl(e±i'l') 
und mit der Substitution 

(504) 

(209a) 

in die Form 
(475) 

übergeführt werden. 

B. Die bizirkulare Quartik. 
Die vorstehenden allgemeinen Betrachtungen sollen nun auf einen 

speziellen Fall angewendet werden, und zwar auf die bizirkulare Quartik. 
Ihre Gleichung lautet 

~ _ a+_bp + C]l2 

- b + ep + fp2 • 

a) Existenzbedingungen sind: 

l. Der Ausschluß gemeinsamer Wurzeln von 

a + bp + cp2 = 0 
und 

b + e p + f p2 = 0 . 
Aus (506) und (507) folgen die weiteren Gleichungen 

ap + bp2 + cp3 = 0, 

b p + e p2 + f p3 = 0 . 

(505) 

(506) 

(507) 

(508) 

(509) 

(506) bis (509) dürfen keine gemeinsame Wurzel haben, sie dürfen nicht 
verträglich sein, was sich durch 

a b c 0 

b 

0 

e 

a 
0 

b c 
0 b e 

=f=O 

ausdrückt. Die Resultante von (506) und (507) bleibt also endlich. 

2. Der Ausschluß einer reellen Wurzel von (507). 

(510) 

Dieser geschieht folgendermaßen: Sei p0 eine reelle Lösung von 

b + e p + f p 2 = 0 , 
so gelten die Gleichungen 

d1 + el Po + f 1 P~ = 0 , 



Die bizirkulare Quartik. 145 

und 

deren Verträglichkeit durch 

dl et lt 0 

d2 e2 12 0 
=0 

0 dl el lt 
(511) 

0 d2 e2 12 

ausgedrückt wird. Der Ausschluß einer reellen Wurzel von (507) ge
schieht somit durch 

dt et lt 0 

d2 e2 12 0 
+O. 

0 dt et ft 
0 d2 e2 12 

b) Die bizirkulare Quartik (505) geht durch den Ursprung 

oc) bei p = 0 für a = 0, 
ßJ bei p = oo für c = 0, 
? ) allgemein für einen reellen Parameterwert p0 , wenn 

a + b Po + c p~ = 0 . 

(513) zerfällt in die beiden reellen Gleichungen 

a1 -1- bt Po + Ct P~ = 0 , 

a2 + b2 Po + C2 p~ = 0 . 

(512) 

(513) 

(514) 

(515) 

Sie müssen miteinander verträglich sein. Ebenso sind es die zwei ab
geleiteten Gleichungen 

at Po + b1 p~ + Ct pg = 0 , 

a2 Po + b2 P~ + c 2 P~ = 0 . 

(516) 

(517) 

Alle vier Gleichungen (514) bis (517) sind miteinander verträglich, wenn 

a1 b1 c1 0 

a 2 b2 c2 0 

0 

0 

=0. (518) 

Dies ist die Bedingung für den allgemeinen Nulldurchgang. Der Para
meterwert p0 im Ursprung folgt aus (514) und (515) sofort zu 

Hauffe, Ortskurven. 

I al C1 I 

I a2 C2 I 
Po=---;----;-~ b~l c~l~ 

b2 c2 

(519) 

10 
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c) Der Ursprung ist ein mehrfacher Punkt, wenn 

a + bp + cp2 = 0 (506) 

zwei reelle Wurzeln hat. (715) muß dann notwendig selbst eine reelle 
Gleichung sein, was nur für 

oc=ß=y 

möglich ist. Der Ursprung ist in diesem Fall ein singulärer Punkt. Über 
die Art der Singularität entscheiden die Wurzeln der Gleichung 

a + bp + cp2 = 0. (520) 
Sie sind 

und es liegt vor: 

Doppelpunkt (Selbstschnitt) > 
Spitze für b2 ...,. 4ac = 0, 

isolierter Punkt < . 
d) Zur Analyse der bizirkularen Quartik 

~=a+bp+cp1 

b+ep+fp• 

(521) 

(505) 

kürzt man rechts durch f. Es ergibt sich mit selbstverständlichen Neu
bezeichnungen 

(522) 

Nun sind die Wurzeln von 

~ + ~p + p2=0 (507a) 

aufzusuchen. Zwei Fälle sind möglich und dementsprechend zu unter
scheiden: 

l. (507 a) hat zwei verschiedene komplexe Wurzeln [konjugiert 
komplex dürfen sie nicht sein, sonst wäre (507 a) eine reelle Gleichung]. 
Die Partialbruchzerlegung von (522) lautet formal 

~ = 0 + _!ß_ + ~. (523) 
p- P1 p- P2 

(522) spricht die Konstruktionsvorschrift der bizirkularen Quartik aus: 
Ein Festvektor und zwei Kreise sind die Aufbauelemente. Dieser Tat
sache verdankt die Kurve auch ihre Bezeichnung. Koeffizientenver
gleich bringt 

(524) 
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Die Kurve kann nun samt Parameterverteilung leicht gezeichnet werden. 

2. (507a) hat eine komplexe DoppelwurzeL Die Partialbruchzer
legung von (522) lautet dann formal 

\ß n 
~ = () + :P-=--~ + (p- .p)2" (525) 

(525) spricht die Konstruktionsvorschrift der bizirkularen Quartik aus 

einem Festvektor () , 

einem Kreis ~ 
p-" 

0 ( fO ) 2 
und einer Schnecke (p _ .p )2 = P _ p 

aus. Letztere wird erhalten durch Quadrierung der Fahrstrahlen an 
den Kreis 

l'ö 
~= p-p 

(Abb. 94). Koeffizientenvergleich bringt 

(526) 

Hiernach kann die bizirkulare Quartik samt Punkt
verteilung leicht gezeichnet werden. 

Andererseits kann man für (522) im Fall der 
Doppelwurzel 1J schreiben 

21 + ~p+ (Ep2 
~= (p-W (527) 

und stets einen durch 
58= ~0 + ~* 

Abb. 94. Der Krci• 

jg= v-n 
p-p 

und die Ortskurve 

jg•=-n-. 
(p-p)2 

definierten Vektor ~0 von solcher Eigenschaft finden, daß 

~*=58- 58 = 21+ ~p+<E?2 -l8o(p-pJ2 (528) 
0 (p- p)2 

ein vollständiges Quadrat sei. Dies ist nämlich dann der Fall, wenn 

oder 
421~- ~2 

~~0 = 4(21 -t=\B.p + (:tp2) (529) 

ist. (528) geht dann formal über in 

~* = (ffi + 6p)2 

p-p ' 
(530) 

10* 
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(die Vektoren ~* entspringen also im Endpunkt des berechenbaren 
Vektors ~0) und kann gezeichnet werden, indem man die Fahrstrahlen 
an den Kreis 

(531) 

quadriert (Abb. 95). 
Aus (523) und (524) geht hervor, daß die bizirkulare Quartik ganz 

im Endlichen verläuft: ~wird für keinen reellen Wert von p unendlich. 

Abb. 95. Der Kreis !8 = IR+ CE P und die 
p-p 

(IR+ SI!)" Ortskurve !8* = -- . p-p 

Aus (505) folgt weiter die Inversion 

1 bk + e..,p + f..,p2 ( 532) 
!8" = a~c + b~cp + C.tP2 

und hieraus allgemein, daß die Inver
sion einer bizirkularen Quartik wieder 
eine bizirkulare Quartik ist. 

e) pie bizirkulare Quartik mit dem 
singulären Punkt im Ursprung hat die 
Gleichung 

l8 = a + bp + cp2 

b + ep + fp2 

(S. 146). Ihre inverse Kurve ist 

1 b"+e"p+fkP2 

!Bk a+bp+cp2 ' 

(533) 

(534) 

das ist die allgemeine Gleichung einer Ortskurve 2. Ordnung, also die 
eines Kegelschnittes. 

Ganz allgemein gilt somit der Satz: 
Die Inversion einer bizirkularen Quartik mit dem singulären Punkt 

als Inversionszentrum gibt einen Kegelschnitt allgemeiner Lage. 
Ebenso gilt die Umkehrung: 
Inversiert man einen Kegelschnitt von einem außerhalb gelegenen 

Punkte aus, so ergibt sich eine bizirkulare Quartik mit dem singulären 
Punkt als Inversionszentrum. 

f) Der singuläre Punkt in allgemeiner Lage kann auf zweierlei Art 
gefunden werden: 

I. als Selbstschnitt. Für ihn gilt 

~1 = ~2 
bzw. in ausführlicher Schreibweise 

a + bp1 + cp~ 
b+ept+fp~ 

a+bP2+cp~ 
b+ep2+fP~· 

Multipliziert man über Kreuz, so ergibt sich formal 

(535) 
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Die triviale Lösung Pt = p2 scheidet aus, daher darf (536) durch p1 - p2 

dividiert werden. Man erhält 

Sl1 + S1'2 (Pt + P2) + st'a Pt P2 = 0 · 

Spaltung bringt mit 
St't = K~ + j K~ , 

K~ + K~ (Pt + P2) + K; Pt P2 = 0 , 

K~ + K~ (Pt + P2) + K~ Pt P2 = 0 · 

Aus diesen Gleichungen errechnen sich 

K' 1 K' 3 

Pt+ P2 = S =-
K" K" 1 3 

K' K' , 
2 3 

K" 2 K" 3 

K' K'l 2 

K~ K" 2 

K~ K'l 
K" K; 2 

PtP2 =P =-

(537) 

(538) 

(539) 

(540) 

(541) 

Pt und p2 selbst sind nun die Wurzeln der quadratiscl).en Gleichung 

Sie lauten 
S ± fS2 - 4P 

PI,2 = 2 

Die 3 möglichen Fälle sind 

> Doppelpunkt (Selbstschnitt), 

82- 4P = 0 Spitze, 

< isolierter Punkt. 

2. Durch Koordinatentransformation: 

(542) 

(543) 

Sei 6 der Vektor nach dem singulären Punkt, so kann man setzen 

m = 6 + m*. (544) 

Hierin sind m die Ortsvektoren vom alten Ursprung, m* die Orts

vektoren vom singulären Punkt an die Ortskurve. Es ist 

m*- m- 6- (a- biS)+ (b- e!S)p+ (c- f!S)p2 (545) 
- - b+ep+fp2 • 

Da der singuläre Punkt durch die Ursprungsverschiebung 6 selbst 

zum Ursprung geworden ist, müssen 

a - b 6 ' b - e 6 und c - t6 

nach dem S. 146 entwickelten Satz gleiches Argument haben. Sind 
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p und v reelle, vorläufig noch unbestimmte Konstanten, so muß gelten 

a-b 6 = p (c- T 6), 

o-e6=v(c-f6). 

Elimination von 6 bringt 

(546) 

(547) 

n=ae-bb=p(ce-of)+v(af-cb). (548) 

Gleichung (548) besagt, daß der aus a, b, b, und e berechenbare Neu

vektor n zu zerlegen ist in Komponenten in Richtung der ebenfalls 

berechenbaren Vektoren 

c e - b f und a f - c b . 

Diese Aufgabe ist eindeutig lösbar. Schreibt man (548) in der Form 

n = pl)( + v>B, 
so folgt sofort 

nk = pl)(k + v>Bk 

und aus beiden Gleichungen 

l~~k ~I 
p=lm: 5!31' 

2h 5Bk 

I :k :k I 
v=~, m: r/· 

m:k 5Bk 

Der Ortsvektor e; nach dem singulären Punkt wird nun 

a-p,c b-vc 
e = b - fl f = e - vf • 

(549) 

(550) 

(551) 

(552) 

(553) 

Sind ,u, 1' und e; berechnet, so geht (545) mit (546) und (547) über in 

)ß* = (p, + vp + p2) (c - f 6) (554) 
b + ep + fp2 ' 

und im singulären Punkt selbst hat man }8* = 0 bzw. 

p + vp + 'P2 = 0 . (555) 

Das liefert die Parameterwerte im singulären Punkt 

(556) 

Es liegt vor: 

Doppelpunkt (Selbstschnitt) > 
Spitze für v2 - 4 p = 0. 

isolierter Punkt < 
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g) Entartung der bizirkularen Quartik 

~ = a +bp+cp2 

b+ep+fP2 

tritt auf, wenn 

1. 

und 
a+bp+cp2 =0 

b + ep + fp2 = 0 

eine gemeinsame Wurzel haben, d. h. wenn 

a b c 0 

b e f 0 

0 a b c 
!o b e f 

=0. 

Die bizirkulare Quartik wird dann zum Kreis 

151 

(505) 

(506) 

(507) 

(557) 

(54) 

2. Haben (506) und (507) zwei gemeinsame Wurzeln, so degeneriert 
(505) zu einem Festvektor. Die Lösungen von (506) sind 

-b ±fb2=4ac 
PI,2 = 2 c . ' (558) 

die von (507) 
- e ± fe2 -=-4bf 

PI,2 = 2 f • (559) 

Sie stimmen überein, wenn 

I: ; I= 0 und 
I, a c i 

f I =0. 
ib 

3. Hat (507) eine reelle Lösung p0 - hierüber siehe S. 144- so ergibt 
die Substitution 

p=po+e 
~ _ (lj-liPo_ +.~E.~_i-j~+ 2 CPo)!? + ce2 

- b+ePo+fP8+(e+2fpo)e+fe2 " 
(560) 

Hierin ist die Summe der drei ersten Nennersummanden voraussetzungs
gcmäß Null, mit verständlichen Neubezeichnungen lautet (560) formal 

~-~+~e+~ez (561) 
- ~e + Q:e2 • 

Kürzt man rechts durch e2 und substituiert wieder 

1 e =x, 
so ergibt sich 

(562) 
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das ist die Gleichung einer zirkularen Kubik. Hat also der Nenner von 
(505) eine reelle Wurzel, so stellt Gleichung (505) keine bizirkulare Quar
tik, sondern eine zirkulare Kubik dar. 

4. Haben b, e und f das gleiche Argument 15, so geht (505) über in 

mit 

}8 = ~( + \Bp +_!P2 
d + ep + fp2 

(563) 

9{- a 
• - ,jJ ' 

Das ist die Gleichung eines allgemeinen Kegelschnittes. Die bizirkulare 
Quartik entartet also zum allgemeinen Kegelschnitt, wenn die Nenner
komplexen gleiches Argument haben. 

VI. Graphische Darstellung der Leistungen. 

A. Wirkleistungen. 
Ein Strom 3, der von einer Spannung U erzeugt ist, läßt sich dar

stellen durch 
S=U~(p). (564) 

Hierin ist ~ (p) eine rationale, im allgemeinen gebrochene Funktion 
der in dem betrachteten Kreis vorhandenen Richtwiderstände, deren 
einer etwa gemäß der Vorschrift 

.8=P.8o 
variiert werden möge. (564) stellt dann die Ortskurve des Stromes S dar. 

+ 

1/ 

Abb. 96. Graphische Dar
stellung der Wirk- und 

Blindleistung. 

ist der Wirkstrom 
Wirkleistung ist 

Sie ändert sich gestaltlieh nicht, wenn man 

U=U 
setzt (s. S. 36). Diese Verfügung hat vielmehr 
nur Einfluß auf die Lage der Ortskurve in der 
Darstellungsebene. (564) gestattet immer die 
Umformung 

3 = U ~ (p) = U Fdp) + j U F 2 (p). (565) 

Da nämlich die Riebtwiderstände komplexe 
Operatoren sind, ist ~ (p) eine komplexe Funk
tion mit dem Realteil F 1 (p) und dem Imaginär
teil F 2 (p). In (565) stellt UF1 (p) die Strom
komponente dar, die mit U in Phase ist, das 

Jw. Ebenso ist UF2 (p) der Blindstrom Jb. Die 

(566) 
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Sofern also U = const, was für die Starkstromtechnik meist zutrifft, 
ist J w selbst ein Maß der Wirkleistung, d. h. der Abstand der Punkte 
der Ortskurve von der imaginären Achse (Abb. 96). 

B. Blindleistungen. 
Die Blindleistung ist 

Nb= UJb = U2 F 2 (p). (567) 

Bei konstanter Spannung ist also Jb selbst ein Maß der Blindleistung, 
und, wenn U in die reelle Achse gelegt wird, ist der Abstand der Orts
kurvenpunkte von dieser der Blindleistung proportional. 

C. Verlustleistungen. 
Liegt in der Bahn des Stromes 

3 = Uij(p) (564) 

ein Wirkwiderstand R, so ist der in ihm auftretende Stromwärme
verlust 

Nv=J2R. 

Für diesen ergibt sich eine einfache 
graphische Darstellung, wenn Uij(p) 
ein Kreisdiagramm ist. Die Gleichung 
des Kreises laute in kartesischen 
Koordinaten 

(x- Xo)2 + (y- Yo) 2 = rl· 
Hierin sind (Abb. 97) 

(568) 
' \ 

x, y die Koordinaten eines laufen- Abb. 97. Zur graphischen Darstellung der Ver· 
lustleistung. 

den Punktes, 
x0 , y0 die Koordinaten des Zentrums, 
(! der Kreisradius. 

Der Abstand eines beliebigen Kreispunktes vom Ursprung ist 

1/x2 + y2 = cJ, (569) 

c = Maßstabskonstante in cm/Amp. (568) und (569) ergeben 

x2 + y 2 = c 2J 2 = rl- ~- y~ + 2xx0 + 2yy0 • (570) 

Aus Abb. 97 ist nun sofort ablesbar 

m2 = X~ + y~ = (l + t2 

oder 
(!2 - X~ - Yo = - t2 • 

Hiermit geht (570) über in 

x2 + y2 = c2J2 = 2xxo + 2yyo- t2. (571) 
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Bevor wir auf die Bedeutung dieser Gleichung näher eingehen, ent. 
wickeln wir kurz einige Gesetzmäßigkeiten: 

a) Zieht man durch T, den Berührungspunkt der Tangente aus 0 
an den Kreis, die Senkrechte zur Zentralen 0 M = m, so wird die Glei
chung dieser "Polaren" bekanntlich 

dy- y- TJ 
dx- x- ~ 

x, y sind die Koordinaten eines laufenden Punktes, 
;, 'rJ sind die Koordinaten des Punktes T. 

Die Neigung der Zentralenmist 

(:!L = ::. 

Die Neigung derzum orthogonalen Polare ist also 

!!.JL Xo 

dx YQ 

Dies liefert in (572) eingesetzt 

bzw. 

Xo 

Yo 

XXo + YYo- ;xo - rJYo = 0 

als Gleichung der Polare. Aus Abb. 97 kann abgelesen werden 

(572) 

(573) 

(574) 

(575) 

(576) 

t2 = m2 - (!2 = x5 + Y5- UYo -1])2 + (;- Xo)2]. (577) 

Hieraus bringt eine einfache Rechnung 

t2 = ;xo + rJYo· 

Die Gleichung der Polare lautet daher 

XXo + YYo- i 2 = 0. 

(578) 

(579) 

Ihr Abstand a vom Ursprung ergibt sich auf Grund der geometrischen 
Beziehung 

rna = t2 

zu 
t2 t2 

a = -~ = ~~-=- , --- . 
rn J'x~ + Y5 

b) Aus Abb. 98 läßt sich sofort ablesen 

(! + n = x cos tp + y sin tp. 

n = xcosq; + ysintp- (! 

(580) 

(581) 

(582) 

heißt die "Potenz der Geraden g". Sie ist positiv für Punkte P, die in 
bezug auf 0 jenseits der Geraden g liegen, und negativ für Punkte P, 
die mit 0 auf derselben Seite von g liegen. Die Potenz verschwindet für 
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alle Punkte der Geraden g selbst. Deren Gleichung, die "Normalform", 
lautet demnach 

0 = X COS (/) + y sin (/) - (! . (583) 

Ist nun eine beliebige Gerade durch die Gleichung 

O=Ax+By+C (584) 

gegeben, so kann man (584) als das Produkt von (583) mit einer Kon
stanten k auffassen, hat also zu setzen 

A = k cos q; , l 
B= ksin q;, 

0=- kg, 

woraus unmittelbar folgt 

(585) 

k = yA2-+ß2 , (586) 

1 e 1 = -:=Sc:=c. (587) 
fA2 + ß2 

!I 

;-----

Wir können jetzt auf (571) zurückgreifen und Abb. 98. Zur Potenz der Ge
raden g, 

x2 + y2 = c2J2 = 2xxo + 2yyo- t2 

als Potenz der Geraden 

(571) 

(588) 

auffassen. Deren Abstand vom Ursprung folgt mit (587) sofort zu 

t2 e = ----== . (589) 
2fxö + Y8 

Er ist also halb so groß wie der Abstand a (580) der Polaren (579). Da 
die Gerade (588) überdies parallel zur Polaren verläuft, heißt sie Halb
polare. 

Gibt man (571) die Fassung 

x2 + y2 = c2J2 = 2xxo + 2yyo- f2 

= k(xcosq; + ysinq;- g), 

worin gemäß ( 586) 

k = 2 Vx~ +y5, 

so läßt sich sagen: Für die Halbpolare selbst ist 

X COS (/) + y sin (/) - (! = 0. 

Für außerhalb liegende Punkte ist 

X COS (/) + y sin (/) - (! = :1l , 

(571 a) 

(590) 
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d. h. gleich ihrem Abstand von der Halbpolaren. Für Punkte des Kreises 
(568) ist insbesondere 

y 
(591) 

Abb. 99. Kreis um M, Polare und 
Halbpolare. 

Der Abstand der Kreispunkte von der Halb
polaren ist dem Quadrat des Stromes pro
portional. Durch ihn können also die Strom
wärmeverluste in R gemessen werden. In 
Abb. 99 sind die Verhältnisse nochmals ge
zeichnet: Der Halbkreis über der Zentrale 
0 M ergibt durch die Schnittpunkte mit dem 
Kreis um M zwei Punkte der Polaren. Die 
Halbpolare verläuft zu dieser parallel im hal
ben Abstand vom Ursprung. 

D. N utzleistungen. 
Die Nutzleistung ist 

X n = N w -- Jli" 

= UJw- J2R. (592) 

Ist die Ortskurve des Stromes ein Kreis, dessen Gleichung in karte
sischen Koordinaten lautet 

(x - Xol 2 + (y - Yo) 2 = ri ' 
so gilt 

cJw=x, } 
c2 J2 = x2 + y2 , 

c = Maßstabskonstante in cmjAmp. 
Mit (593) wird in (592) 

Ux R 
N = - - -·. (x2 + y2) n c c2 

R[cU 2 ] = -;}2 R x - (x2 + y ) 

und wegen (571) 

Xn = -!J-(cXx- 2xx0 - 2yy0 + t2) 

= 2c~ [ x ( -;~ -- Xo) - Y Yo + ~-] · 
Es ist nun 

X ( -~ - X0) - Y Yo + ~- = 0 

die Gleichung einer Geraden. Ihre Normalform 

xcos q; + ysin q;- e =0 

(568) 

(593) 

(594) 

(5!!5) 

(596) 

(583) 
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ergibt sich durch den Ansatz 

cU 
2J[ - x0 = k cos cp , 

- y0 = k sin cp , 

t2 
2 = -ke. 

Er liefert 

V( cU )2 2 k = 2R- X 0 + Yo 

Schreibt man nun (595) in der Form 

Nn = 2 ~ k(xcoscp + ysincp- e) 

_ !0_ v-( ctT _ - )2 _r_ --2 
- c2 n 2 R Xo ' Yo ' 
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(597) 

(598) 

(599) 

so kann man sagen, daß die Nutzleistung der Potenz der Geraden (596) 
proportional ist. 

Der Ausdruck (598) für die Konstante k findet seine geometrische 
Deutung durch Abb. 100: /; ist der 
Abstand des Kreiszentrums M von 

( c u \ 
dem Punkte M 0 x = 2 R , y = 0) , 

der auf der Abszissenachse liegt. 

ist 
Die Neigung der Zentralen MM0 

(dy) _ - Yo 
dx k- cU 

21[-Xo 

(600) 

Die Neigung der Geraden (596) ist 

cU 
d 2R - Xo 
____}/__ 
dx- Yo (601) 

y 

() 

A!Jb. 100. Geometrische Deutung der Kon-

stanten k = Y(~{=- Xo r + y~. 

Daher steht die Gerade (596) senkrecht auf MM0 • Die endgültige Lage 
der Geraden (596) findet man mit Hilfe der Betriebspunkte, für die die 
Nutzleistung verschwindet. Hierfür gilt mit (594) 

cU 
Nn = 0 = Rx- (x2 + y2). (602) 
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Dies ist die Gleichung eines Kreises durch den Ursprung. Umformung in 

(X - ; ~ r + y2 = (; ~ r 
ergibt die Mittelpunktskoordinaten 

und den Radius 

cU l 
xm = 2R' 

Ym = 0' J 

cU 
r= 2R · 

(603) 

(604) 

(605) 

Das Zentrum des Kreises (603) ist also der Punkt M 0 , sein Radius ist 
r = M 0 0. Seine Schnittpunkte S -S mit der Stromkurve bestimmen 
die Betriebspunkte der Nutzleistung N n = 0 (Kurzschluß, Leerlauf). 
Die Gerade S -S ist die gesuchte Nutzleistungslinie, deren Abstände 
:n: von den Kreispunkten der Nutzleistu'ng proportional sind. 

Der Kreis (603) ist bei Behandlung des Lufttransformators bereits 
erwähnt worden (s. S. 72). 

E. Wirkungsgrade. 
a) Legt man den Vektor U der konstant gedachten Klemmen

spannung in die reelle (x)-Achse, so ist die Gleichung der Wirkleistungs
linie 

x=O. (606) 

b) Ist das Ortsdiagramm des Stromes 3 ein Kreis, so läßt sich für 
den Stromwärmeverlust N v, den 3 in einem Wirkwiderstand R erzeugt, 
eine Verlustleistungslinie Nv zeichnen, deren Gleichung 

(588) 
ist. 

c) In diesem Falle ist endlich eine Nutzleistungslinie angehbar mit 
der Gleichung 

X (~U -X)- yy --+- !2 = 0 2R 0 0 ' 2 . (596} 

Die Abschnitte, die (588) und (596) auf der Wirkleistungslinie x = 0 
einschneiden, ergeben sich, wenn man in den Gleichungen (588) und 
(596) x = 0 setzt. Es wird beide Male 

t2 
y=--. 

2 Yo 
(ti07) 

Die drei Linien schneiden sich also in einem Punkte 8 0 • In Abb. 101 sind 
sie mit N w N v' und N" bezeichnet. 
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Für einen Punkt S der Nutzleistungslinie Nn ist die Nutzleistung 
Null, daher die Wirkleistung gleich der Verlustleistung, d. h. 

N w = Cw s 82 = N" = c" s sl . 
Hieraus folgt für die Proportio- '\,, BB 

nalitätsfaktoren '\ 
BB1 

c., s sl s So sin IX (609) 
C: = S 8 2 = S 8 2 = sin ß · 

880 

Für einen Punkt T der Verlust
leistungslinie N" ist die Verlust
leistung Null, d. h. die Wirk
leistung gleich der Nutzleistung 
oder 

Nw=cwTT2 l (610) 
= N n = Cn T T 3 • J 

Hieraus folgt für die Proportio
nalitätsfaktoren 

TTa 
TS0 

TT2 

TS0 

sin IX (611) 

(608) 

sin IX 
= sin-(IX + ß> · 

(609) und (611) ergeben 

Abb. 101. Zur graphischen Bestimmung des 
Wirkungsgrades. 

Cw: c": cn = sin oc: sin ß: sin (oc + ß). (612) 

Für einen Kreispunkt P ist der Wirkungsgrad 

Nn CnPP3 sin(IX+ß) PP3 

'YJ = N,. = cwPP2 = siniX ... PP2 

sin [1800- (IX+ ß)] P Pa 
sin~ · ·)FP2 · 

(613) 

Zieht man durch P die Parailele zu N ", die die Leistungslinie Sn in A, 
die Leistungslinie K w in B schneidet, so wird 

und daher endlich 

PA= ~Pa l Sill IX ' 

PB=. J>.J'2 

sin [180° -·(IX+ ß)] 

PA 
'YJ=o=pß" 

(614) 

(615) 
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Formelznsammenstellnng. 
Gleichung der allgemeinsten Ortskurve 

m 

.2~kpk 
\l.~ = _:0:___ 

n 

.2 )8kpk 
0 

Ihre Ordnung ist 
m + n für m> n, 

2nfür n>m. 

Bedingung hierfür ist, daß 

1. 

und 
n 

(413) 

(424) 

.2 ~kpk = 0 (425) 
0 

keine gemeinsame Wurzel besitzen. Dies ist der Fall, wenn die Resul
tante von (424) und (425) endlich bleibt. 

2. (425) keine reelle Wurzel besitzt. Die Resultante der Gleichungen 

und 

bleibt dann endlich. 
Gleichung der allgemeinsten Ortskurve m.ter Ordnung 

m 

.2~kpk 

~=-"--··-. m 

.JjBkpk 
0 

Bedingung hierfür ist, daß die Resultante von 

(439) 



und 

endlich bleibt. 

Formelzusammenstellung. 

rn 

.JjBkpk=O 
0 
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Die Ortskurve (439) geht durch den Ursprung für p = p0 , wenn 

Dann gilt 

und 
m 

~.A" k 0 .L.J k Po= · 
0 

Die Resultante beider Gleichungen verschwindet. 
Tangentengleichung einer jeden Ortskurve 

d}B 
t=~~+ll1ie· 

Krümmungsradius der Ortskurven 

Hanff<', Ortskurvcn. 

(476) 

(485) 

11 
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läufer 83. 

Einheit, imaginäre - 2, 3. 
Einheitskreis um den Ursprung 44. 
Einheitsstrecke 13, 14. 
Einheitsvektor 27. 
Einphaseninduktionsmotor 120, 127. 
Einphasenreihenschlußmotor 109, 114. 
Eisenkreis 106. 
Eisensättigung 2. 
Eisenverluste 104, 116. 
- beim asynchrom·n Drehstrommotor 

104. 
EMK 19-27, 30, 82, 110, 111, 114. 
-- der BcwPgung 24. 25, 26, II I. 114. 

E:\IK der Gegeninduktion 23. 
der Ruhe 24, 25, 82, 110, 111, 114. 
der Selbstinduktion 23, 30. 
der Transformation 24, 25, 82, 110, 
111, 114. 
im StändPr von \\'pchselstrom
kommutatormotorcn 111, 114. 
in ruhenden Spulen 25. 

EMKK im Läufer von Wechselstrom-
kommutatormotoncn l ll, 114. 

Entartung der bizirkularPn Quartik 151. 
Erregerfluß 112, 113. 
Erregerwicklung 24. 
Erregung der synchronen \VechsPl

strommaschine 82, 88, 89, 90. 
- des Synchronmotors 91. 
Ersatzschaltung emPs Schwingungs

kreises 36. 
Euler 4. 
ExistenzbPdingunw·n der bizirkularen 

Quartik 144. 
Exponentialfnrm PÜH'r komplexen Zahl 

4. 
-, SummP zweier Kompkxen in - 6. 
Extrapolation 72, 75, 101, 116. 

Fahrstrahl 133, 147. 
Faktor, komplexer - 27, 96. 
Faktoren, rPelle, Yorläufig unbestimmte 

-5. 
FaktorenparametPr 80, 89. 
Faraday 19, 20, 21. 22, 30, 71, !W, 115, 

117. 
Ferraris 97. 
Festlegung desKreisesdurch 31:'unktc 39. 
- - - durch 2 Punkte und dPn 

Peripheriewinkel 40. 
Festvektor 131. 
:Flüsse, gegenläufigP - !ll. 
Fluß, Bahn des magnetischPn -t•s 24. 
-, magnetischer - 22, 24. 65, 82, !l2. 
-,pulsierender magnetischPr - 24. 
Flußänderung 112. 
Formelzusammenstellung 160. 
Funktion, komplexe - 35, 121. 152. 
-, lineare, gebrochenP - 81. 
-, rationale - 10, 152. 
-, trigonometrische - 4. 
- von Komplexen, Sonderwerte 10, 11. 
- - - und konjugiert komplexp 

Funktion 10. 
Fußpunkt dPs LotPs aus dPm Crsprnng 

auf eine fif'rade 11. 
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Gauß 3, 27, 28. 
Gegeninduktivität 25, 56, 67, 70. 
-, wirksame beim asynchronen 

Drehstrommotor 98. 
Generator 20. 
Gerade 122. 
--, Abstandeiner-n vom Ursprung 11. 
- durch den Ursprung 38, 39, 130, 

131, 132. 
---,Gleichung der -n 11, 127, 155, 156. 

höherer Ordnung 132, 133. 
-- m-ter Ordnung 130. 
- zweiter Ordnung 127, 131. 
Gesetz, assoziatives - 6. 
--, distributives - 6. 
---,kommutatives - 5, 6. 
-, Ohmsches -- für Magnetismus 65. 
Gesetze der Wechselstromtechnik für 

die Aufstellung von Ortskurven
gleichungen 18. 

Gleichheit komplexer Zahlen 5. 
Gleichstrommaschine 24, 111. 
Gleichung der allgemeinsten Ortskurve 

122, 160. 
-- der Asymptote 136. 
- des Kreises allgemeiner Lage 39. 
- des Kreises durch den Ursprung 39. 
nleichungen, Knotenpunkts- 19. 
---, Maschen- 18. 
-, Spaltung komplexer - 5. 
--, Zerfall komplexer - 5. 
Grad, elektrischer - 25, 96. 
Graphische Addition und Subtraktion 

:r.weier Komplexen l 3. 
Bildung des reziproken Wertes einer 
Komplexen 14. 
Darstellung der Leistungen 152. 
- der Stromwärmeverluste 153. 
Division zweierKomplexen 14. 
Multiplikationzweier Komplexen 13. 

--- Rechenoperationen 13. 
Graphisches Quadrieren einer Kom

plexen 14. 
- Wurzelziehen aus einer Komplexen 

14. 
Grundkreis 16, 46. 
Grundrechnungsarten 2. 
Grundwiderstami 29. 

Halbgerade 131. 
Halbpolare 155, 156. 
Hauptnenner li9, 63. 
Heyland 69, 102. 

Heylandkreis 102. 
Hilfskreis 72. 
Hochfrequenz 54, 58, 62. 
Höchstwert 26. 
Homogene Gleichungen 125. 
Hopk!nson 68. 

Imaginärteil einer komplexen Gleichung 
5, 117, 129. 

J mpedanz 84. 
Index 3. 
Induktionsgesetz, Faradaysches - 19, 

20, 21, 22, 30, 71, 90, 115, 117. 
- - -, Anwendungsbeispiel 20. 
Induktiver Widerstand, rein - - 30. 
Induktivität der Ankerwicklung einer 

synchronen Wechselstrommaschine 
82. 

-,resultierende - zweier Spulen 56. 
-, t~tale- 67, 70. 
-, variable - 53, 56. 
Induktor, zylindrischer - 82. 
Inverse Kurven, Bestimmung -r- 15, 

38. 
Inversion 121, 148. 

der Ortskurve 37. 
einer Geraden 37, 38. 
eines Krl'ises durch das Inversions· 
zentrum 17. 

-,elliptische - 17. 
-, hyperbolische - 17. 
Inversionshyperbel 15. 
Inversionspotenz 13, 15. 46, 122. 
Inversionszentrum 16, 37, 148. 
Inversionszirkel von Bloch 17. 
Inversor von Peaucellier 16. 
Isolierter Punkt l<l6, 149, 150. 

Käfiganker 96, 120. 
Kapazität, variable -- 53. 
Kapazitiver \Viderstand, rein-- 30. 
Kegelschnitt 148, 152. 
Kirchhof{ 18, 19. 
Klemmenspannung 27. 
- der synchronen Wcchselstromma· 

schine 85. 
Knotenpunkt 19. 
Knotenpunktsgleichungen 19, 22. 
-, Zahl der notwendigen - 34. 
Knotenzahl 34. 
Koeffi:r.ient der gegPnseitigen Induktion 

2/i. 
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Koeffizient der totalen Streuung 67, 
75, 101, 102. 103. 

Koeffizientendeterminante 105, 128, 
129, 143. 

Kommutatives Gesetz 5, 6. 
Kommutatormotoren für \Vechsclstrom 

106. 
Kommutatorwicklung 118. 
Kompensation des Einphasenreihen

schlußmotors ll4. 
Kompensationswicklung 114, ll5. 
Komplexe Darstellung dPr Zeitvektoren 

26. 
Komponenten einer komplexen Zahl 4, 

5, 6. 
- eines Ortsvektors nach vorgegebenen 

Richtungen 5, 10. 
Komponentenform PinPr komplexen 

Zahl 4. 
Kondensator 20. 
-, Spannung am - und Strom im -

32. 
-, verlustfreier - 31. 
Kondensatorbeleg 32. 
Kondensatorstrom 32. 
Konjugiert komplexe Zahlen 9. 

- -, Aufzeichnung 15. 
- -, Darstellung in der Uauß-
schen Ebene 9. 

Differenz 9. 
Produkt 9. 
Quotient 10. 
Summe 9. 

Konstanten, vorläufig unbestimmte 
59, 63. 

Koordinaten einer komplexen Zahl 4. 
-, kartesische- 38, 141, 143, 153, 156. 
Koordinatensystem 3. 
Koordinatentransformation 141, 143, 

149. 
Kopplung, induktive - 65. 
Kopplungsfaktor 67. 
Kreis allgemeiner Lage 39, 44. 
- durch den Ursprung 39, 49, 132. 
-,geschlossener Strom- 19. 
-, Sonderlagen des -es 48. 
- um den Ursprung 44. 
- vierter Ordnung 119, 127. 
Kreisdiagramm 153. 
Kreisfestlegung durch 3 Punkte 39. 

durch 2 Punkte und den Peripherie
winkel 40. 

Kreisfrequenz, negative - 65. 
- im synchronlaufenden Doppelkurz-

schlußmotor von Atkinson 120. 
-, variable - 53, 58, 62. 
Kreisradius 43, 153. 
Kreistangente, Gleichung der - 50. 
-, Richtung der - 50. 
Kreiszentrum, Lage des -s 41, 42, 47. 
-, OrtsvPktor nach dem - 43. 
Krümmung 138. 
Krümmungsradius 138, 139, 161. 
Kubik, zirkulare - 141, 152. 
Kupferwiderstand 55, 70. 
Kurven, Bildung inverser - lö. 
Kurzschluß 54, 58, 62. 
Kurzschlußstrom dPr synchronen \Vech-

selstrommaschine 84, 85, 87, 89. 
- des Doppelkurzschlußmotors von 

Atkinson 120. 
Kurzschlußversuch des asynchronen 

Drehstrommotors 100. 
dPs Lufttransformators 72, 73, 75, 
77. 

J,adung eines Kondensators 32. 
Länge, absolute - des OrtsvPktors 

einer komplexPn Zahl 4. 
Längsfcldblindwiderstand 93. 
Längsfeldinduktivität 93. 
Längsfluß 92. 
Längsspulenfluß 93. 
Läufer 96. 
Läuferströme des Dreh~trommotors 98. 
Läuferwiderstand, Einfluß des -es auf 

den Ossannakreis 102. 
Leerlauf der synchronen \Veehselstrom

maschine 84, 85, 87. 
Leerlaufs-EMK der synchronen Wech

selstrommaschine 82, 93. 
Leerlaufstrom 70. 
Leerlaufversuch dPs Asynchronmotors 

100. 
- des Lufttransformators 75, 77. 
Leistung, graphische DarstPllung der-

152. 
Leistungsfaktor des Einphasenreihen-

schlußmotors 116. 
- der Synchronmaschine 92. 
Leistungslinie 89, 90, 159. 
Leistungsmessung 72, 100, 101, 116. 
Leitwert 121. 
Leitwertdiagramm 121. 
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Lineare homogene Gleichungen 125, 129. 
Lufttransformator l, 65, 99, 105, 158. 
-, Gleichungen des -s 70. 

)[agnete, permanente - 24. 
Magnetischer Schwund 20. 
Magnetisierungscharakteristik 92, 116. 
Magnetismus, Ohmsches Gesetz für -

65. 
.\laschen, einfache - 33, 34 . 
.\faschengleichungen 18. 
-, Zahl der notwendigen - 34. 
Maschenseiten 18, 22. 
Maschensei tenspannungen 21. 
::\faßstab 62, 63. 
.\Iaßstabskonstante 153, 156. 
::\Iehrfacher Punkt 130. 
Modul einer komplexen Zahl 4. 
::\Iomentanwerte 1S. 
}fultiplikation des Urvektors mit t>iner 

komplexen Zahl 27. 
--, graphische - r.weier KomplPxPn 13. 

Xachbarspule, induzierende - 23, 25. 
~eigung des Ortsvektors einPr kom-

plexen Zahl gegen die rPclle Aehsc 4. 
Xennerkomplexe 152. 
Xetz 20, 21. 
Xeuvektor 150. 
.:-\omenklatur der komplexen Zahl 3. 
.:-lorm einer komplexen Zahl 4. 
.Normalform der Geradengleichung 155, 

156. 
~ulldurehgang 26. 
~ulldurchgängc der allgemeinsten Orts

kurve m-ter Ordnung 128, 129. 
.Nutung, Einfluß der Anker-- auf dPn 

magnetischen Fluß 24, 25. 
X utzinduktivität 67. 
.Nutzleistung 156, 157, 15R. 
~ utzleistungslinie 158, 11i9. 
.Nutzreaktanz 67. 
.Nutzspulenfluß 66. 

Ohmscher Spannungsabfall 20, 21, 30, 
31. 

- Widerstand 20. 
- -, rein - - 30. 
Ohmsches Gesetz für Magnetismus 65. 
Operator, komplexer - 152. 
Ordnung der Ortskurve 122, 134, I tiO. 

der r.irkularen Ortskurve 140. 
- des Trägers 127. 

Ortskurve l. 
- m-ter Ordnung 127. 
-, zirkulare - 140. 

der Anker-EMK der synchronen 
Wechselstrommaschine bei variabler 
Last 87. 
der Drosselspannung eines Schwin
gungskrei~es bei variabler Induktivi
tät 55. 
- - eines Schwingungskreises bei 
variabler Kreisfrequenz 58. 
der Klemmenspannung der syn
chronen Wechselstrommaschine bei 
variabler Last 85. 
der Kondensatorspannung eines 
Schwingungskreises bei variabler 
Kreisfrequenz 62. 
der Sekundärspannung eines Luft
transformators bei variabler Last 76. 
d~s Primärstromes eines Lufttrans
formators bei variablem Phasen
winkel der Belastung 80. 
des Primärstromes eines Lufttrans
formators bei variabler Last 71. 
des Sekundärstromes eines Luft
transformators bei variabler Last 
75. 
des Stromes der synchronen Wech
selstrommaschine bei variabler Last . 
84 . 
- - der synchronen Wechsel
strommaschine mit ausgeprägten 
Polen im Parallelbetrieb 92. 
- - der synchronen Wechsel
strommaschine mit Zylinderinduk
tor im Parallelbetrieb 88 . 
- - eines Schwingungskreises bei 
variablem Kupferwiderstand 36, 51. 
- - eines Schwingungskreises bei 
variabler Induktivität, Kapazität 
oder Kreisfrequenz 53 . 
- - eines Synchronmotors 90 . 

Ortskurven der Wechselstromkommu
tatormotoren 106. 
der synchronen Wechselstromma
schine 82. 
des asynchronen Drehstrommotors 
96. 
des Doppelkurzsehlußmotors von 
Atkinson 117. 
des EinphasenreihPnschlußmotors 
mit KompPnsation 114. 
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Ortskurven des Lufttransformators 65. 
- --,Übersicht 77. 
- des Resonanztransformators 79. 
-, inverse - 15. 
Ortskurvengleichung 143. 
Ortskurvengleichungen, Gesetze der 

Wechselstromtechnik zur Aufstel
lung der - 18. 

Ortsvektor 4. 
nach dem Kreiszentrum 43, 44, 45. 

- - - - des Primärstromkreises 
eines Lufttransformators 74. 

-, rotierender - 28. 
Ortsvektoren, inverse - 12. 
Ossannakreis 100, 105. 
-, Ortsvektor nach dem Zentrum des 

-es 101. 
-, Radius des -es 101. 

Parabel 135. 
Parallelbetrieb von Synchronmaschinen 

88. 
Parallelschaltung magnetischer Wider-

stände 94. 
Parameter I, 11, 39, 122. 
Parameterdarstellung 142. 
Parameterskala, Entwurf einer - 52, 

56. 
- für den Kreis allgemeiner Lage 47. 
- - - - durch den Ursprung 45. 
Parametersubstitution 125, 126, 127, 

151. 
Parameterverteilung 133, 147. 
-, quadratische - 119. 
Partialbruchzerlcgung 59, 63, 131, 132, 

146. 
Periodizität 2. 
Peripheriewinkel des Kreises 40. 
Phase der EMK der Bewegung 113. 
- einer komplexen Zahl 4. 
- eines Zeitvektors 29. 
Phasenverschiebung 29. 
Polare 154. 
- des Grundkreises 16. 
Polargleichung 143. 
Polarkoordinaten 143. 
Poleisen 24. 
Polrad 23, 24, 25, 82, 93. 
Polteilung 83. 
Potenz der Gl.'raden g 154, 155, 157. 
Potenzen von j 7. 
Potenzieren !1. 

Potenzrechnung bei Division zweier 
Komplexen in Exponentialform 8. 

- bei Multiplikation zweier Kom
plexen in Exponentialform 7. 

Primärspannung eines Lufttransforma
tors 72. 

Primärstrom Pines Lufttransformators 
71. 

- - - bei Anderung des Phasen-
winkels der Belastung 80. 

Produkt konjugiert komplexer Zahlen 9. 
- zweier Komplexen 6, 7. 
Proportionale, mittlere - bei graphi-

schen Rechenoperationen 15. 
-, vierte - bei graphischen Rl'chen-

operationen 13, 14. 
Punkt, isolierter - 146, H9, 1i)0. 
-, mehrfacher - 130. 
-,singulärer-- 65, 146, 148, 149, liiO. 

Quadrant 3. 
Quadrat, graphische Bihlung des -P~ 

einer Komplexen 14. 
Quadratur 60. 
Quartik 60. 
-, bizirkulare - 60, ü4, 65, 129, 144. 
-,zirkulare - 141. 
Querdruck 108. 
Querfeldinduktivität 93. 
Querfluß 93. 
Quintik, bizirkulare -- 141. 
-, zirkulare - 141. 
Quotil'nt, konjugil'rt komplexer Zahkn 

10. 
- zwt>ier Komplex Pu 7, 8. 

Radius eines Kreises 43, 44, 4ii. 
Radizil.'ren kom]Jlexer Zahlen 8. 
- negativl'r reeller Zahlen 2. 
- positiver reeller Zahlen 2. 
Raumdiagramm 109, 114. 
Reaktanz, totale - 67. 
Realteil einer komplexen UlPiehung ;'i, 

117, 129. 
ReehenregPln für komplexe Zahlen 5. 
Reeller Widerstandsoperator 30. 
Reihenschlußcharakter 116. 
Relation, Eulcrsehe - 4. 
Relativgeschwindigkeit beim Drell-

stromasynchronmotor 98. 
beim 'Vechst>l~tromkommutator

motor 119. 
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Resonanz 52, 54, 57, 58. 
Resonanztransformator 79. 
Resultante 124, 125, 128, 129, 134, 143, 

144, 160. 
R<'ziproker Wert, graphische Bildung 

des-- einer Komplexen 14. 
Richtwiderstand 29, 70, 121, 152. 
- der idealen Drossel 31. 
- von Transformatorwicklung<'n 73. 
Riebtwiderstandsdiagramm 121. 
Ringanker ll3. 
Rotorwiderstand, Einfluß des -<'s auf 

den Heylandkreis 103. 
-, - - -PS auf den Ossannakreis 102. 

Sättigung des Eisens 2, 24. 
Sarrussche Regel 104. 
Schaltungselement 21. 
Schenkelpolläufer 82. 
Schlüpfung 98. 
-,relative - 99. 
Schlupf des asynchronen Drehstrom

motors 2. 
Schlupfskala des asynchronen Drell-

strommotors 102, 103. 
Schlußpfeil ein<'r Masch<'nseite 21. 
Schnecke 62. 
Schnitt eines Kreises mit den Achsen 48. 
Schnittpunkt 123. 
Hchreibweise, ausführlichP - kom-

plexer Gleichungen 5. 
- der komplexen Zahlen 3. 
Schwingungskreis 35. 
Schwund, magnetischer - 20, 22. 
Sehnen des Kreises 40. 
Sehnentangentensatz 41. 
Sehnentangentenwinkel 41. 
Seitenspannung, Humme der --Pn bei 

Maschen 18, 19. 
Heitenstrom 19. 
Sekante 50. 
Hekundärlast des Lufttransformators 70. 
- - -, rein ohmische 74. 
Sekundärspannung eines Lufttransfor-

mators 76. 
Sekundärstrom !'ines Lufttransforma-

tors 7fi. 
Selbsterregung ll6, ll7. 
Selbstschnitt 146, 148, 149, 150. 
Helbstinduktion, konstante - 2i>. 
-, variable - 2!;. 
Helbstind uktionskoeffi?.ient 24. 

Singularität 65. 
Singulärer Punkt 146, 148, 150. 
Sinusgesetz 25, 30, 31, 32. 
Skalenträger 127. 
Skineffekt 62. 
Sonderfälle der allgemeinen komplexen 

Zahlen 3. 
Sonderlagen des Kreises 48. 
Spaltung komplexer Gleichungen 5. 
Spannung, meßbare - an einer Ma-

schenseite 19, 30, 31. 
-, treibende - 31, 33. 
Spannungsabfall, induktiver- der syn-

chronen Wechselstrommaschine 82. 
-, kapazitiver - 21. 
-, Ohmscher - 20, 21, 30, 31. 
Spannungsdiagramm 121, 122. 
Spannungsvektor, rotierender - 28. 
Spiegelbild 9, 121, 122. 
Spiegelung am Grundkreis 16. 
Spitze 146, 149, 150. 
Spule, induzierte - 23, 25. 
Spulenfeld 56. 
Spulenfluß 22, 23, 24, 25, 27, 66, 83, 

111. 
- beim asynchronen Drehstrommotor 

97. 
-, totaler - 67. 
Ständer 24, 96. 
Ständerdrehfeld 97, 120. 
Ständerinduktivität, wirksame - des 

asynchronen Drehstrommotors 98. 
Ständerwiderstand, Einfluß des -es 

auf den Ossannakreis 102. 
Starkstromtechnik 36, 70, 121, 153. 
Stationäre Vorgänge 2. 
Strangspannung und Htrangstrom 33. 
Streckung 27, 30. 
Streufaktor 69. 
Streufeld 93, ll 0. 
Streufeldinduktivität !lB. 
Streuinduktivität 67. 
Streukoeffizient 68, 98. 
Streureaktanz 67. 
Streuspulenfluß liö. 
Streuung 110, ]]!;, 120. 
-, Einfluß der- auf den Heylandkreis 

103. 
-, - - - auf den Ossannakreis 102. 
-,Koeffizient der totalen - 67, 75, 

120. 
HtreuungHbegriffP Hii. 
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Strom der synchronen Wechselstrom-
maschine 84. 

- eines Kondensators 32. 
-,getriebener - 31, 33. 
-, selbsterregter - 117. 
Stromdiagramm 121, 122. 
Stromrichtung bei Knotenpunkten 19. 
Stromsumme in Knotenpunkten 19. 
Stromübersetzungsverhältnis des Luft-

transformators 75. 
Stromwärmeverluste 153, 156. 
Subtraktion, graphischE>- zweier Kom

plexen 13. 
- positiver ganzer reeller Zahlen 2. 
Summe der Ströme in KnotenpunktPn 

19. 
- konjugiert komplexer Zahlen 9. 
- zweierKomplexen 6. 
Superpositionsgesetz 92. 
Symmetrie der elliptischen und hypPr

bolischen Inversion in bezug auf das 
Inversionszentrum 17. 

Synchronismus des Doppelkurzschluß-
motors von Atkinson 120. 

- des Drehstrommotors 98, 100, 102. 
Synchronmaschine 82. 
- mit ausgeprägten Polen im Parallel-

betrieb 93. 
-, Parallelbetrieb der - 88. 
Synchronmotor 90. 
Synthese der Ortskurven 133. 
System, vPrmaschtes - 18. 
Systematik dPr OrtskurvPn 122. 

'l'angenten 50, 137, 154. 
- am Grundkreis 16. 
Tangenttengleichung 50, 137, lül. 
TangentPnrichtung 50, 73, 137. 
Teile dPr komplexPn Zahlen 3, 4. 
Tourenzahl, synchrom• -- bPi ~·PehsPI-

stromkommutatormotoren ll8. 
Träger 127, 130. 
Transformation auf kartesische Ko

ordinatPn 43, 141. 
- auf Pohtrkoordinatcn 143. 
Transformator, lPPrlaufPndPr - 23. 

f\bererrcgung der Synchronmaschine 
90. 

Übersicht über Strom- und Spannungs
verhältnisse des Lufttransformators 
77. 

Uhrzeigersinn 18. 

Umlauf der Zeitlinie 27. 
-,geschlossener- einer Masche 20. 
Umlaufsinn eines Kreises für wachsende 

Parameterwerte 41, 55. 
-·,positiver - 20. 
- von Ylaschen 18, 19, 20, 22, 30. 
- - -, ·wechsel des -es - - 19. 
Umlaufspannung 20. 
Unterbrechung 54, 58, 62. 
Untererregung der Synchronmaschine 

90. 
Ursprung, Abstand einer Geraden vom 

- 11. 
als mPhrfacher Punkt 130. 
- - - der bizirkularen Quartik 
146. 

Ursprungsverschiebung 122, 149. 
Urwktor 27. 

V ck tor, rotierender - 27. 
Vektordiagramm 26, 27. 
Verbraucher 29. 
Verkettung 65, lll. 
Verlustleistung 153, 159. 
Verlustleistungslinie 158, 159. 
Verschwinden einer komplexen Zahl 5. 
Verträglichkeit 124, 129, 143, 144, 145. 
Voltsekunden 22. 

\Yechsd des t:"mlaufsinnPs von :\faschen 
19. 

WechsPifeld 96. 
Wechselfluß 97, 113. 
-, im Raum feststehPnder -,Identität 

mit 2 gegenläufigen Drehfeldern 97, 
120. 

WechselrPaktanz 67. 
\VcchselstromkommutatormotorPn 106. 
\Vechselstrommaschinc 24. 
-, lPerlaufende - 23. 
Wechselstrommotor 24. 
\Vechselstromtechnik. Gesetze der -

~mr Aufstellung von Ortskurven
glPichungen 18. 

\VcchsPistromwidPr~htnd 29. 
Wendepunkt 139. 
Wicklung, dritte - zur BPrücksieh-

tigung von EisPnverlustcn 104. 
Wicklungsfaktor 23, lll, llR. 
Wicklungssinn 107. 
WidPrstand, magnetischer- 24, 65. R3, 

9:l. 9-l-, 107' 115. 
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Widerstand, rein induktiver - 30. 
-, rein kapazitiver - 30. 
-, rein Ohmscher - 20. 
Widerstandsoperator 29, 121. 
- der Drossel mit Wirkwiderstand 56. 
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